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INTRODUCCION

‘n los ultimos 25 afos el andlisis de series de tiempo ha
> un gran desarrollo, en particular, el enfoque espectral
:nte a la descomposicién de serles de tiempo en componentes
:nciales, se ha convertido en un una herramienta muy importante
iversas aplicaciones. El presente trabajo, presenta una
:ativa para el andlisis canénico de serles de tiempo utilizando

nfoque,

n el primer capitulo se desarrolla la teoria general de series
mpo multivarladas, partiendo de las definiciones de un proceso
stico. Se define la densidad espectral de un proceso

stico y se discuten dos alternativas para su estimacién.

1 el segundo capitulo se presentan la teoria general para la
idn de componentes principales y varlables canénicas.
.mente es desarrollada para vectores aleatorios de datos no
iclonados y para finallzar se utiliza el enfoque espectral
wtener resultados similares en el caso de serles de tiempo
rliadas. .
tercer capitulo ejemplifica la metodologia desarrollada en
»itulos anterliores, para ésto se cred un programa escrito en
77 apoyado por rutinas estadisticas de IMSL. Finalmente se

las conclusiones del trabajo desarrollado.



INTRODUCCION A LAS SERIES DE TIEHPO MULTIYVARIADAS

I. PROCESOS ESTOCASTICOS

1. Definicion.

Sea (1,4, P) un espaclo de probabllidad y T un conjunto de
indices. Un proceso estocastico se define como upna funcién X tal
que:

n

X: TxQ —s R
(t,w) — X(t, )

Generalmente el indice t estd asociado al tiempo, por lo que
podemos referirnos a un proceso estocastico como un fenémeno
estadistico que evoluciona en el tiempo de acuerdo a clertas leyes
de probabilidad.

Diremos que un proceso estocastico es continuo cuando t
pertenezca a un conjunto de valores continuos y discreto cuando t
pertenezca a un conjunto de valores discretos, 1los cuales
generalmente estan igualmente espaciados. A lo largo del presente
trabajo conslderaremos Unicamente procesos estocasticos discretos.

Como ejemplos de procesos estocésticos podemos mencionar: la
temperatura dilaria de una region, la inflacién mensual de un pals,
el precio de clierre diario de una accién bursatil en una bolsa de
valores, etc. Para ejemplificar un proceso miltiple podemos pensar
en la temperatura dlaria de las cinco cludades mé&s importantes de
Héxico, o bien en el precio de clerre diario de todas las accliones

en una bolsa de -alores.




2. Funcién de distribucitn y momentos.

Sabemos que el comportamiento de una varlable aleatoria queda
completamente descrito por su funcién de distribucién; en el caso de
un proceso estocastico es muy dificil leograr una descripcion
probabilistica completa, pues tendriamos que definir la funcién de
distribuciéon conjunta del proceso para todo valor de t in T. Esto
en la practica resulta imposible; de hecho s6lo podemos definir
distribuciones marginales monovariadas, bivariadas, trivariadas,

etc, como por ejemplo:

F;l(g) = Fll(aa....,a%) = Prob { Xltt‘.w) fa,..., X;(ti,w) s },
Fl "t (c,y4) = FL t (11""'In‘41""‘“n) =
172 1”2
= Prob { X‘(ti,w) = €heees Xn(tl.w) = <,
X‘(tz,w) = Yo Xn(ta,w) < 4n}.
etc.,

y a través de ellas obtener Informaciétn de la distribucién conjunta
de infinitas variables aleatorias.

Una manera alterna de aproximarse al comportamiento de un
proceso estocastico es a través de sus momentos y aln cuando éstos
estén definidos en términos de la funcién de distribucién, es
posible oblener estimadores confiables que nos permiten lograr
nuestro propésito. MAs aun, conoclendo los primeros dos momentos de
un proceso, se obtiene la Iinformacién suficiente para lograr una
buena aproximacién de manera lineal.

Definimos la media de un proceso estocastico como:

Cl(t)
ElX(t,w)] = Cx(t) = : (1.2.1)
Cn(t)

donde




SC(t). = ELX (t,0)] ‘.[R'n“‘,dﬁ(‘-‘"”
Cx(t) existird si y sélo si EIXJ(t.w)|<m, J=1,...,n.

La funcibn de covarianza de un proceso eslocastico queda

definida como:

c, . (t , t) = . : : . (1.2.2)

donde

Cjk(tl.tz) =EA [XJ-CJ(t)][Xk~Ck(t)] } =

= J'Rn J.Rn[aj-CJ(tl)][uk—ck(tz)] @, e,

st J=k, diremos que Cu(tl'tz) es la funcién de autocovarianza de la
componente Xj(t.w) y si  J#k, Cjk(tt'tz) serd la funci6én de

covarianza cruzada de XJ(t,w) con Xk(t,m).

CXX(tx'tz) existira si Cn(tl‘tz) y Cuk(tx'tz) son finitos, pues
por la desigualdad de Schwartz sabemos que:

1]
(o
2

2
lc;u“:’ t )" s ¢ (et e (et Jik

Finalmente definiremos la funcibn de autocorrelacién la cual
explica la relacion lineal existente entre las observaciones de un

proceso.




Sean :

n
A
—

Slsp (L)

S TR
Lot te) ()

Cjk(tt. tz)

[t]
iA
[N

-1's ka( tl, tz) "
: [C“(ti'tl)ckkuz' tz)]

entonces, p“(tl,tz) serd la funcién de autocorrelacién de Xj(t,w),
la cual mide la relacién lineal entre los datos de un mismo proceso
a través del tlempo y pr(tVtz)' serd la funcién de correlacibn

cruzada de XJ(t,w) con Xk(t,w).

3. Estacionariedad y ergodicidad.

Hasta ahora hemos definido a un proceso estocastico y sus
caracteristicas dentro de un contexto muy general; en esta situacién
es dificil llevar a cabo las tareas de anadlisis de interés para
nosotros, como por ejemplo, la inferencia estadistica. Esto nos
lleva a imponer clertas restricciones sobre los procesos a
considerar, de tal manera que logremos obtener variables con las que
podamos trabajar.

Pediremos entonces que 1los procesos estocéasticos a ser
considerados cumplan los principlos de estaclonariedad y
ergodicidad.

Un proceso estocastico es llamado estrictamente conjuntamente

estacionario si:



y en general

F, et (gg.cvp) = F 0y LS )
1 k 1 X
para todo k, ti'tz""’tu' TeT y &g..- %€ R™.

Es decir, cuando la funcién de distribucién conjunta de
X(t1+t.w), X(t2+t,w), . .X(tk+r,w) no depende del origen que se
haya elegido, sino de las discrepancias entre tl, tz' ta' etc.
Cuando n=1 se dice simplemente que el proceso es estacionario.

Cuando un conjunto de procesos univariados es conjuntamente
estaclionario los procesos individuales son estaclonarios. Lo
opuesto no es necesariamente clerto.

Un proceso estocéstico es llamado estacionario en segundo orden

o débilmente estacionario si:

< o,

- » < C(t) = EX(t,w)] = Cy

- @ < Cxx(t+r,t) = cov {X(t+r,0),X(t,0)} = CXX(T) < w,

es decir, cuando los primeros dos momentos del proceso existen, son

finitos e independientes del origen seleccionado. Observamos ademas

. que:
Fli(g) = F;I‘k(g) == ElX(t,0)] = C,
F 'tz(g.g) = F114T.12’T(E'%) =» cov {X(t+T,0),X(t,0)} = Cxx(t)

De aqui en adelante usaremos el término "estacionariedad" para
referirnos a estacionaricdad en segundo orden.

Denotareimos a los momentos de un proceso estaclonario por:




ElX(t,0)] = cx
Ef(X(t,w) - Cx)(X(t+r,w) - CX)) = Cxx(t).
Respecto al principio de ergodicidad, podemos mencionar que
cuando un proceso estocdstico estaclonario es ergéddico, es posible
garantizar la existencia de estimadores consistentes de los primeros
dos momentos de éste, entre otros.
Mi4s adelante nos interesara obtener estimadores de los

primeros momentos de un proceso, por lo que la aplicacién de ambos

principlos serad indispensable.

4. Representacién espectral.

Consideremos un proceso X{(t,w) tal que:

E[X(t,w)] =0
X(t+s,0) = X(t,w) Y teT;
es declir, un proceso estrictamente periédico con periodo igual a s.
Debldo a dicha perlodicidad la funcién de autocovarianza del proceso
cumple con:
Cxx(t) = Cxx(s—t)

Este proceso puede ser escrito como una suma de cosenolidales;

es decir, de la forma:

X(t,w) = % exp(ik]t}zx(J)
j]

A) = 2nj/s, Jj=0,...,s.




donde ZX(J) son vectores no correlacionados para distintos valores
de J.

A tal representacién se le conoce como representaciébn
espectral de un proceso o representacién de Cramér.

Al escribir un proceso en la forma anterlor, logramos
descomponerlo como una combinacién lineal de variables aleatorias no
correlaclonadas, cuyos coeficientes estan relaclionados con
frecuenclas en el intervalo [-m, n].

Resulta }nteresante observar lo que sucede con los segundos
morentos del proceso en relacién a las nuevas variables aleatorias,
pues la funcién de autocovarianza se comportara de la sigulente

manera:
Cyy(0) = g; var Z,(3)

Cyy(T) = Y Var gxx(j)e'w”, ' w=2n/s;
)

es declir, la varianza del proceso se descompone también en la suma
de la varlanza de variables no correlaclonadas.
Podemos generallizar a procesos no periédicos la descomposicién

de Cramér, para ello definamos las sigulentes funclones:

= § oz .
2nJ<A
k-3

8,(A) = ) Var Z(5).
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Observamos que %xx(k) es una funclén escalonada, mondtona no

decreciente y continua por la derecha tal que:

lim &XX(A) =0
A > -

lim ¢xx(l) = CXX(O) < o,
A 2w




es decir, Oxx(x)es una funcién de distribuciédn con un-nimero finito

de discontinuidades en [-n,n].

S1 denotamos a:

dZ,(A) = lim [Z(A+h)-Z(2)]
h >0

dqaxxm) = lim o[°xx(7“h)—°xx(>‘)]

h 30

tenemos entonces que:

o, A#p

dd, (A) = EldZ (A),dZ (v)] =
XX X X ddy (), a=v

y podemos reesribir a X(t,w) y Cxx(u) como:

X(t,0)] = J'“ expl IAtJdZ, (),
-1

- n
Cyy = J‘_n expl1At)do,, (1)

las cuales seran valldas Independientemente de s. En este caso

tenemos ademis que:

o
Z;Cxx(r)exp(ihr}dx,

_1
M = 3
T=
Sabemos que cualquier funcién de distribuciédn puede expresarse

como
Fyy(A) = Fl(A) + FE(A) + F (),



donde Fl(k) es absolutamente continua, FZ(A) es una distribucién
escalonada y FS(A) es una funcién continua con derivada cero en casi

todas partes.

Supondremos en adelante que ¢2(A)=0 Y en consecuencia usaremos

d&xx(k)

dA

¢XX(A) =

para denotar a la densidad espectral de X(t,w) en [-n,~n].

Hemos Introducido de manera poco rigurosa el concepto de
densidad espectral, por lo que a continuacién formalizaremos.

Sea X(t,w) un proceso estacionario tal que:

«

z ICGR(T)I < a, Jik=1,...,n  (1.4.1)
=0

Se define el espectro de segundo orden de Xj(t,w) con Xk(t,w)

como:

1

2 -IAT
8, () = chjk(r)e .

N

n
T

~®<A<ow, Jk=1,...,r.
Bajo la condicién (1.4.1), ij(l) es acotado y uﬁiformemente

continuo y el hecho de que las componentes de X(t,w) sean valores

reales, Implica que:

¢jk(R) = @Jk(—A) = ¢kJ(—A) = ¢k’(A)

es declr, es una funcién no negativa, par y periddica con pericdo 2n

respecto a A.



El pérametro A es la frecuencia del espectro. Si J=k, ¢”(A)
sera el espectro de X“t,w) a la frecuencia A y si Jzk O“(A) sera
el espectro cruzado de Xj(t.w) con Xk(t.w) a la frecuencia A.

Notese que QXX(A) es una matriz Hermitlana definida positiva,

es decir,

_ t
°xx“5 = ¢xx(7\)
oa'd, (A)a = 0
XX

para todo vector a tal que |a} > 0.

5. Filtros.
Definimos un filtro lineal como un operador lineal e invarliante
bajo el tiempo que dado un proceso X{(t,w) de dimensién r lo

transforma en otro Y(t,w) de dimensién s.

Una clase importante de filtros es aquella que toma la forma:

] [
Y(t,w) = Z alt-t)X(T,w) = Z a(t)X(t-1,w),
T=-@ T==-0

donde (a{1)), es una matriz de nxn. A estos filtros los llamamos
filtros sumables y los denotamos por {a(t)}. Notemos que alt) no
depende de t; se dice entonces que el filtro es invariante en el

tiempo.

Consideremos el proceso Y(t,w) dado por:

[
Y(t,w) = Z alt)X(t-1,0) = A(L)X
T=-t5 t



donde

Sy =
Ux, = x_,

]

Aty = ¥ atn)g”

T=~t0

para 4 en alguna reglén del plano complejo. Ademas X(t,w) es un
proceso estaclionario con funcién de covarlanza Cxx(t) y matriz de
densidad espectral dada por @Xx(l).

Nos podemos preguntar cual es la funcién de covarianza de
Y(t,w) y sl ademas existe alguna relacién entre los segundos

momentos de X(t,w) y Y(t,0). Si

ZIGU(‘E)|2<m 1,J=1,...,n

T="o

Y(t,w) serd también un proceso estacionario, es decir, sus segundos
momentos existen. Tratar de obtener la funcién de covarianza de
Y(t,w) de manera directa puede resultar no muy sencillo; sin
embargo usando su densidad espectral la situaclén cambia, tal como
se muestra a continuacion.

Sin pérdida de generalidad supondremos que Cx=0.

u

n AT
J'_ue do, (\)

Coyplt) = EL Y(t,0) Ytvr,w) 1 =

—_— Lt
E [ [za(r)x(t-t.w) ] [zq(k)X(Hr-k,u) ] ]

T k

FLam el (X(t-7, W) (X (t+1-k, 0)) 1(K "
Tk

=7V atn £ [[J' n e""“‘”dzx(x)] [ j n e‘"(‘*"ﬂdzx(u)]t]«?(?f‘ -
T k

-n -n
- J'n J'n lAt-vit-1)) za(ﬂe-ikr E(de(R)BTXW] zmeiuk -
-n -n X

T

= J'" J'" e At X alr)e 12T do, (2) g akyte vk

-t " -n T



En consecuencia la densidad espectral de Z(t,u) estd dada por:

by = A(A)QXX(A)AKA)

A la funcién

A(A) = Z a(r)e—lhr

T

se le conoce como funcién de respuesta frecuencial .



I1. SERIES DE TIEMPO

1. Definicién

Sea X(t,w), teT y weQl un proceso estocastico. Para cada valor
de w, llamaremos al recorride de X(t,w) sobre todos los valores del
indice t una trayectoria.

Una serje de tlempo est& constituida por el registro histérico
de una trayectoria de X entre toy tl. Es decir, una serie de tiempo
es parte de una realizacién particular de un proceso estocastico,
cuyas observaclones estén hechas en un clerto intervalo de tamafio
finito.

" Por eJjemplo el registro durante tres afios de las temperaturas
diarias de una regién, corresponde a una parte de la realizacién de
un proceso estocastico.

Una serie de tlempo sera discreta o continua si el proceso que

observamos es discreto o continuo. Denotaremos a una serie como:
x(t), te{1,2,...,T}.

Las series que consideraremos en el presente trabajo seran
series de tiempo discretas y multivariadas. Supondremos ademds que
éstas provienen de procesos que cumplen con los supuestos de

estaclonariedad y ergodicidad.

2, Estimacion de momentos.

Basandonos en las definlclones (1.2.1) y (1.2.2) de 1los
momentos de un proceso y bajo los supuestos anterlormente
mencionados, podemos obtener estimadores consistentes de los

primeros dos momentos de una serie de tiempo.



Definimos el estimador de Cx como:

-

1 L
= — ) x(t)
x= TL

En cuanto a C,,(t), existen basicamente dos maneras de

XX
estimarlo:
) L e . .
Cxx('r) = (X(t+t) - Cx)(X(t) - Cx)
T-{r] =1
c,.( 1 sl X(t+1) - C(X(t) - C,)
T e + - .
xxt (X(t+) - Gy X
T t=1
Es claro que E[Ex] = CX’ es decir, CX es un estimador
insesgado. En el caso de CXX cuando Cx es ‘desconocida, ambos
estimadores seran asintéticamente {nsesgados y en el caso de que
= 1
Cx- 0, CXX serd un estimador insesgado.

3. Estimaci6én de la densidad espectral.

Sea X(t) una serle de tiempo de dimensién n tal que:

E{X(t)} = C,

E[(X(t)—Cx)(X(t—t)-Cx)l = Cxx(‘t)

definimos el periodograma de X(t} como la matriz IXX(“ de nxn tal

1

Una discusion , was emplia sobre el comportamiento de estos
estimadores, se encuentra en el libro de Anderson, 1871, pp.
448-449, A62-164.




que:
t

1 | & -ias|) & iAs
IXX(A) = 5 [’Z;X(s)e ][SZ X{s)e }

1

la cual corresponde al producto de la transformada de Fourler de la
serie por el conjugado transpuesto de la misma, salvo por el factor
1/2nT.

El perliodograma de una serie mide la asociacién de tipo lineal
entre la funcién estocéstica X(t) y las funciones sen(At) y cos(At)

{0=A=n).

Sabemos que el espectro de una serle queda definido como:

1

5x z Cyyl ) exp({-ixt}

T=-w0

&y (A) =

donde Cxx(r) es la funcién de autocovarianza. Esto ultimo sugiere un
camino para tratar de estimar oxx(x). para ello debemos considerar un
estimador de Cxx(t). Sin pérdida de generalidad supondremos que GX;O.

Sea
5 o = L5
(= — T x(tenxc)
T t51
entonces
- 1 TR .
0xx(h) = 5 Cxx(t) exp({-ixt}.
T==(T-1)

Sl sustitulmos el valor de Cxx(r) en la expresién anterior

tenemos que:



N t-|7]
by (A) = 5 J expl-fac-ita} § X(tar)x(t) =
T=={T~1) t=0

[~

T T

-

exp(-iA(t-s)} X(t)X(s)
s=1 t=1

—ZKT[i

)
=2
-~

1
~

i
I.-.

T
X(t) exp(iht)][ X X(s) exp(-IAs}] xx(k)
1

t=1 8=

Es decir, un primer estimador de QXX(A) es el perlodograma de
la serie, el cual tiene las propledades de simetria y no negatividad
de la matriz de densidad espectral. Este estimador es
asintéticamente Insesgado, sin embargo es posible probar que
independientemente del tamano de T, no es un estimador consistente
de wxx(h).

El problema al estimar ¢XX(A) a través del periodograma consiste
en la falta de preclisién con que se estiman las autocovarianzas
asocladas a rezagos grandes, pues mientras que para 1=1 el estimador
de Cxx(r) es un promedio de t-1 productos; para t=T-1, axx(r) resulta
un promedio de un sélo producto y el hecho de que en IXX(A) todos los
estimadores de las autocovarianzas reciban igual ponderacién,
incrementa la varianza de los estimadores de ¢XX(A) para las
frecuenclias elegldas.

Una manera de resolver este problema es aplicando una funciép
ponderadora w(m,t) a la funcién de autocovarlanza que asigne
ponderaciones nulas a axx(r) a partir del rezago m en IXX(A).

Tenemos entonces que sl

T-1
- ! - )
QXXEA) =5 z CyylT) exp{-ixt}
T==(T-1)

donde

T-|*}
[ X(t+T)X( L),

ol 1
c, () = —
XX T A

t



aplicando la funcién wim, 1) a &XX(T) podemos reescriblr a °XX(M

como:

© -
5xx(h) = 5% Z wlm, 1) Cy (1) exp{-iat}

T=-

donde m es una constante arbitraria y wim, t) es tal que:

wim, ) = wim, -1),

y ademés su valor serd cero cuando T Z m.

SXX(A) puede ser reescrita a su vez como:

«© -
5xx(w) = i% Z [ wim, T) Jl: @xx(w)exp{jwr) 3w ] exp{-1AT} =

T=—o

- -]
= 2_11[ J'-: o (0) [ Z wim, t) exp{-it(A-w)} ] dw

T=-m

sl hacemos

z w(m, ) eg(p(—n-r)

T=-0

W(a) =
»

Al

tenemos que:

- _ n o
B, = j_n &, (0) W (A-u) 80

A la funcién H;(A) se le conoce como ventana espectral y al
valor de m como la anchura de la ventana. Las ventanas mas
usuales son:

1. Ventana de BPartlett medificada:

ey 1 sen{m/2) 12 _
WAL [‘Ee-nTV’ZT] = )



2. Ventana de Danlell:
n/en, -n/n %A s n/n
I-'_(?L) =

0, en otro caso.

3. Ventana de Tukey:
W (A) = aD (A-n/m) + (1-2a)D (A} + aD (A+n/m),
n » » »

con 0<as0.25 y donde

_ sen(n+1/2)2
D-(M T T sen(273)

Cuando a=.23 tenemos la ventana de Tukey-Hamming y cuando

a=.25, tenemos la ventana de Tukey-Ranning.

4. Ventana de Parzen:

: . 51 2f,_2 2
v = 215 an® 1- § sen® v2)]

donde m es par; y en caso de ser non, entonces se usaran m+l valores

en lugar de m.

5. Ventana de Bartlett-Priestley:

e}
V= -4—'-3 {1 - (mx/n)a}. Jals nw/m
- 0, |7\|> n/m.

Si pedimos que la funcién Vm(l) cunpla la sigulente -

restriccién:
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lograremos entonces obtener un nuevo estimador correspondliente a un
promedio de valores del periodograma alrededor de una frecuencla

determinada. Es decir, logramos suavizar el periodograma.

De aqui que el estimador de la matriz de densidad espectral

estara dado por:

T-

: ".[" - 2%5] Ixx[zg]

- - 1‘
Sux(d) = 5

el cual serd un estimador consistente que conserva las propledades
de simetria y periodicidad de ¢Xx(7«). resultando una matriz definida
positiva.

Para toda ventana, el valor de‘m influird en el comportamlento
de éste estimador. Para valores de m muy grandes el sesgo se
reduce, pero la varlanza aumenta; para valores de m menores, el
sesgo aumenta y la varianza‘dismlnuye.

Una alternativa para estimar la densidad espectral de una
serie, es usar el enfoque de Blackman-Tukey llamado “pre-blanqueo"
de la serie. Este consiste en filtrar las observacliones de modo que
el espectro de 1la serle filtrada resulte casi constante. El
espectro de esta serie puede ser estimado usando alguna de las
ventanas ya menclonadas; esta estimacién es corregida por el efecto
del filtro original, para obtener asi el espectro de la serie de
interés. Es decir, sea X(t) la serle cuyo espectro queremos

estimar, calculamos entonces:

Y(t,w) =} alt)X(t-t)
T
procurando escojer {a(t)} de modo que ¢YY(A) = cte. A partir de

Y(t) estimamos ¢YY(A) y entonces

¢XX = A(A) @W(A) A(A)



A esta Gltima operacién se le da el nombre de "recolorear.



INTRODUCCION A LAS COMPONENTES PRINCIPALES

Y CORRELACION CANONICA

1. DATOS NO CORRELACIONADOS

1. Componentes principales.

Sea X un vector aleatorio n-dimensional con matriz de covarianza
Z. En esta seccién nos concentraremos en encontrar una
transformacién lineal de X que resuma toda la informacién relativa a
la variablilidad de sus componentes. Es decir, buscaremos una matriz

4=(a,....a) que transformando a X de la sligulente manera:
Y=4%

resuelva los siguientes problemas:
1.~ Encontrar Y’ = g;x, con §;§1=1’ tal que su varianza sea la
mayor de entre todas las-comblnaclones lineales de las componentes
de X -
2.- Encontrar Y, = a X, con g;§2=1, tal que su varianza sea la
mayor de entre todas las comblnaciones lineales de las componentes
de X y que no esté correlacionada con la combinacién 1ineal

solucién al problema 1.

n. - Encontrar Yn = g;x, con §;§n=1, tal que su varianza sea la
mayor de entre todas las combinacliones lineales de las componentes
de X under que no estén correlaclonadas con las combinaciones

lineales que solucionan los problemas 1=k<n



Una manera de soluclonar estos problemas la encontraremos
aplicando multiplicadores de Lagrange a cada uno de ellos. Por

ejemplo, para el problema 1 tenemos la sigulente situacion:

y la solucién la encontramos de la sigulente manera:

Sea

8=2%a-viaa-)

donde v es un multiplicador de lagrange. El vector de derivadas

parciales de 8 est4 dado por:

y de aqui que:

lg-viI|=0

La funcién IZ -v I| es un polinomio en v de orden n, que tendra

raices a las que denotamos vzv=...2v. a corresponderd” al-

vector propic asoclado al valor de v, ya que Var (g;X) = z_i;zg =

v_.
1

Podemos seguir este procedimiento para todo 9,' J=2,...n hé.éfa

construir el sigulente teorema:

Teorema: }
Sea X un vector aleatorio con matriz de covarianz

Existe upa transformacién lineal ortogonal

a4



v . o

1

s} - o
N =

0 0 v

donde vxzvzz...ZunzO son los valores proplos de la matriz Z. La
r~ésima columna de A4, 2. satisface (2 - vrl)§r= 0. La r-ésima
companente de Z, er g;x, tiene la mé&xima varianza de todas las
combinaciones 1lineales de X y no estad correlacionada con
Y‘,,...Yr_l.

Esto nos dice que la matriz A que buscébamos, no es otra que la
matriz de vectores proplos asoclados a los respectivos valores
proplos ordenados de E.

Al vector Y se le conoce como el vector de componentes
principales de X.

El hecho de que las componentes de Y estén no correlaclonadas
implica que el conocer el valor de una de ellas no nos ayuda a
explicar, al menos linealmente, el comportamiento de las otras. Es
decir, se reducen las influenclas lineales mutuas, volviéndose mis
sencilla la matriz de covarianzas de la transformacién.

Ya que uizvzt...avnao. es posible que a partir de algin valor
de J, v, sea casi cero; la informaclén que las correspondientes
componentes de Y nos proporcionan serd muy pequefia, asi sl
consideramos en Y unicamente aquellas componentes para las cuales
v,)O, ¢stas resumirdn cas! toda la informaclién del problema original
pero en dimensi6én més pequefia. Siempre que en X haya informacién
redundante, es decir, informacién altamente correlaclonada, estos

valores propios muy pequefios existiran.

«5




2. Correlacitn candnica.

Sea X un vector aleatorio n-dimensional y Y un vector aleatorio

m~dimensional (nsm), con matriz de covarlanza

Eex Exy

x Eyy

En esta secclé4n buscaremos las transformaciones que maximicen
la correlaclién entre combinaclones lineales de las componentes de
las componentes de X y Y. Es decir, buscaremos las matrices
A=(§1,...,§n) y B=(!_:l,...,13n) que transformando a los vectores X y Y

de la sigulente manera:

resuelvan los sigulentes problemas:

1.- Encontrar aquellas combinaclones lineales de X y Y cuna
correlacién sea maxima.

2.~ Encontrar aquellas combinaciones lineales de X y Y cuya
correlacién sea mAxima y que no estén correlacionadas con*la
solucién del problema 1. '

n.- Encontrar aquellas combinaclones lineales de X y Y cuya
correlacion sea méxima Yy que no estén correlacionadas con
combinaclones lineales anterlores. .

Al igual que en la secclén anterlor, encontraremos la soluclién
a estos problemas, aplicando multiplicadores de Lagrange a cada uno

de ellos. Por ejemplo para el primer problema tenemos lo sigulente:

26



Max alf b

S.a.
8,23,
5,500 "1

y la solucién la encontramos de la sigulente manera:
Sea

0=2%.0 - v(alzual v-3 ”(sznbx D

donde v y u son multiplicadores de lagrange.
derivadas parciales de 0 estan dados por:

Los vectores de

—a—e=2 b vEa =0
a M1z %1 1151
Y
388 _ _
35" 523 “HRELL =0

los cuales satisfacen:

a’L b -va% a =0
1712 *1 171171

b'E a - pubZ Db
-1712 =1

-1 22-1

"
o

’ = ’ = = = '
Como glzugx—l y 912221_31 i, se tiene que v u g‘zlzgi. La
solucién a todos los problemas consistird entonces en encontrar

aquellas v's tales que:

2 -1 _
Py By - Ty Tyy Byx | =
2 -1 B
By " Zyx By By | 70

Y para cada v#0, resolver

2%




v ..-1 .
V) Zxx = Iy Byy Byx) 3, = O

2 -1 = =
(v £y - Ty By Byy) By = 0 J=1,...n

restringidas a a't _a= b'E b= 1 1=
S17T11sy =122y 0 i2j

De aqui que la matriz A que buscabamos corresponde a la matriz
de vectores proplos asociados a los respectivos n valores propios

ordenados de la matriz:

Zyv Sy By

en la métrica definida por EXX' La matriz B corresponder a la
matriz de vectores propios asociados a los respectivos m valores

proplos ordenados de la matriz:

-1
Zyx Exx Exy
en la métrica definida por ZYY; en este caso vj =0 para J > n.

La matriz de covarlanza de la transformacién estard dada por:

' I N
Cov =
N I

1< I

donde
v 0
1
] . 0
N = 2,
00 v

A las variablés u‘| y v, se les denomina variables canbnicas.
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Debido a las propledades de las transformaclones que
resuelven los problemas antes mencionados, U y V seran una nueva
descripcion del fenbmeno estudiado, pero con una estructura de
covarfanza mis simple. Por otro lado las relaclones que con
frecuencia se busca establecer entre combinaciones 1lineales de
variables de un conjunto con comblinaclones de variables en el otro,
adquleren ahora una representaciédn mads sencilla y se caracteriza a
aquellas gue guardan una relacién mas estrecha, es decir, se gana en
simplicidad en el planteamlento de las relaciones, Imponiendo
restricciones estadisticamente razonables. Mas aun, es de esperarse
que si X y Y explican el mismo fendémeno de manera similar, el vector
de dimensién mayor contenga informacién redundante, misma que al ser
transformada, se detecta y elimina con una pérdida despreciable de

informacién.




I1. SERIES DE TIEMPO

En esta secclén generalizaremos los conceptos de componentes
principales y variables canoénlcas al caso de serles de tilempo.
Aplicaremos los métodos descritos en las secclones anteriores tomando
en cuenta la correlacién existente en las observaclones, para lo cual

serad necesario utilizar la representacién espectral de la series.

1. Componentes principales.

Sea X(t) una serie de tlempo estaclonaria de dimensién n tal

que:
Cpylt) = E LIX(E) - ) (X(ter) = C,))
v _
1 L]
$yxA) = 3= | Cppl) expl-1rt)
Te-0

Queremos encontrar una transformaciéon de X(t) que resuma la
informacién sobre la variabllidad de sus componentes, eliminando las
influencias lineales mutuas. A diferencia del caso anterior, en el
caso de serles de tiempo las observaciones sucesivas estan
autocorrelacionadas. Lo anterlor nos obliga a modificar el

procedimiento descrito en la seccién 1.1,
Consideremos la sigulente transformacion de X(t):

Yit) = [a(:»n X(t)

T
Para que las influencias lineales mutuas sean eliminadas, Y(t)

debe ser tal que:

-~



Gov IY(1)] = oo i
. et A_n.z... Ao
donde cada una de las matrices A’ es diagonal. Es decir, 1la

transformacién que buscamos debe ser tal que dlegonalice no
solamente a Ao sino a todas las AJ. Tratar de hacer esto de
manera directa es practicamente imposible; sin embargo utilizando
la representacién espectral de la serie es posible dar soluclén &
este problema, tal comc se muestra & contlinuacioén.

Consideremos la representacién espectral de X{(t}, la cual esta

dada por:

L
xte) = [ exptiany dz,n),
-

donde dgx(k) es tal que:

Cov [ dz,(0), @07 J={ Awy
[z 5 ] {o_m, A=,

Entonces si formamos el vector 2 = (d&2 (Al)....,dg (Ah). se tiene
que:
oxxnl) 0 o]
0 o, (A ) . 0
Cov (2) = Xxe
0 0 . ¢xx(ln)

El nueve proceso tlene una estructura de covarlianzas mas simple
y ademas para cada valor de A es posible encontrar una matriz B(A)

tal que:

kX



80 = B(A) ¢, (0) B'(A) = Cov L(B(A)dZ, ()]

donde A(A) es una matriz diegonal. La matriz B(A) correspondera a
la matriz de vectores proplos asociados a los respectivos valores

proplos de la matriz ¢x),(7\).

Definimos entonces a:

n
v(e) = [ exptiaty BAIAZ (),
-n

como la series de componentes principales de X(t); ya que su matriz

de densidad espectral es A(A), se tlene_gue:

k¢
CyylT) = I-l A(A) expi-IAt) dA,

la cual es una matriz diagonal.

) En vista de que entre las componentes de Y(t) no existen
influenclas lineales mutuas y autocorrelacién, es posible ajustar
modelos univariados a cada una de ellms con el fin de extrapolarlas.

2. Correlacién cantnica.

Sea
X(t)
Yit)

un vector de serles de tlempo estaclonarlas de dimenslén n+m, con

funcion de autocovarianza




y matriz de densidad espectral:

$yx(A) $yy(A)
Syx(A) $,(1)

Por «ltimo definiremos el vector de variables canénicas de

( X' (t),y"(t) ), utilizando la representacion espectral conjunta
del vector, la cual estaA dada por:

R

X(t) =_|' exp{int} dZ,(A),
-X
.4

Y(t) -J' expliAt} dzZ(A)

-xX

donde dgx v dgy tienen lﬁcrenentos no correlacionados; es declr,

Cov [ dz,. dz, ] = 3(a-v)¢(2)

donde &{0)=1 y cero en otro caso.

En consecuencla, la estructura de correlacién de los

Incrementos es mas simple y esta dada por:

dz,(A) bR 6 (R)

Cov -
dgy(A) ‘YX(A’ ¢YY(A) .

Para cada valor de A existen 4{A) y B(d) tales que:



az,(\) = A\ a4z,

dz,() = BA) dz,

" las cuales tlenen una matriz de covarianza dada por:

dz,,(A) 1 8y ()

Cov =
c@v(A) ¢VU(A) 1

donde las matrices ¢(A) son diagonales y deberan ser determinadas
para cada valor de A.

o~

Las series U(t) y ¥V(t), definidas como:

vt = [ exptinn dz,m,
-n

. v
vty = [ exptiany az,(n)

corresponden a las series canbnicas de X(t) y Y(t), respectivamente.




Para ejemplificar la metodologia anteriormente desarrollada,
utilizaremos una serle correspondiente al registro del preclo de
clerre diario de 12 acciones de la Bolsa Mexicana de Valores durante
el primer trimestre de 1990. La selecciédn de estas acclones se hizo
de manera aleatoria lo cual puede causar heterogeneidad en su
comportamiento.

Los datos fueron analizados en un programa escrito en fortran
77 apoyado por rutinas estadisticas de IMSL. Los resultados que se
presentan corresponden a las series de componentes principales de
estas acclones, ademds de una tabla comparativa de ]a varianza de
las series origlinales y las componentes princlipales.

A continuacién presentamos el nombre de las acciones utilizadas

y sus graficas, asi como las graficas de las .companentes

_princlpales.
Accién - 1 : Alfa-A.
Accién 2 : Apasco~AF.
Acclén 3 : Carbide-BI1CPR.
Accién 4 : Celanes-A.
Acclén 5 : Cemex-A.
Acclén 6 : Cifra-ACP.
Accién 7 : Desc-D. o IR S
Accion 8 : Ericson-B. o
Accioén 9 : Frisco-1.

Acclén 10 : San Luls-Al.
Acclén 1) : Visa.
Acclién 12 ¢ Vitro.

3%
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' Varianzas de las series originales y de las componentes principales.

Serle origlnal % componente pral. %
1 1.256,019.12 31.64% 1,196,103.69  30.13%
2 40,6C2.23 1.02% 784,101.63 19.75%
3 59,737.69 1.50% 341,339.37 8.60%
4 452,859.10 11.41% 272,222.75 6.86%
5 383,252.56 9.65% 270,098.00 6.80%
6 2,939.25 0.074 257,860.74 6.50%
7 179,768.15 4.53% 213,717.98 5.38%
8 126,570.03 3.19% 164,289.64 4.14%
9 2,701.26 0.07% 150,243.84 3.78%
10 41,452.72 1,05% 123,345.67 3.11%
11 206,683.14 5.21% 107,617.67 2.71%
12 1,217,245.77 30. 66% 88,940. 15 2.24%
" | TOTAL 3,969,881.13 100.00% 3,969,881.13 100.00%
A contlnuacién presentamos wuna lista de conclusliones

.

-resultantes del ejemplo utillzado:

~ Como primer punto quisiéramos

varlanza de la serie

componentes principales.

- Observamos que

original es

resaltar que el total de la

preservada en

la

la .primera componente principal

serie de

resume }a

mayor varlanza de todas las serles, segulda por la segunda, etc

- Lomo resultado de la aleatoriedad con que se selecclonaron

L0




lo cual implica que en las series origlnales haya poca informaclén
redundante, es decir, aun las de varianza muy pequcha
aportan informacion en el comportamierio globzl de la serie.

- Los resultados en las ccooponentes principales, aun cuando
acumulen menos varlanza que las orliginales, presentan informaclén
libre de redundancia, pues obedecen a las restricclones del

planteamiento del problema.

- Para un analisis global, podriamos considerar unicamente las
primeras siete componentes princlipales, pues éstas resumen mas del
80% de la varlanza del comportamiento de las serles; sin embargo,
para poder recuperar informacién de las series originales a partir
de las componentes princlpales, tendriamos que considerar todas para
no perder informacién {ninguna componente principal es

despreclable).

- Observando la informacién de las componenies principales,
tenemos que:
1) Aproximadamente en la mlitad del periodo, se presenta un
cambio en la tendencia del comportamiento de las series.
2) La primera componente principal explica de manera
inversa el comportamiento de la primera, quinta,
séptima y decimosegunda serles orliginales, es decir
mantienen una estrecha correlaclén inversa.
3) La segunda componente principal presenta una tendencla
inversa similar a la serle origlnal nimero dos y otra

similar a la de la serie original sels.

¢!




CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Podemos concluir que las técnlicas presentadas a lo largo del

trabajo, funclionan y generan resultados satisfactorlos.

. El enfoque espectral es en efecto una alternativa para lograr los

objJetivos dentro del anédlisis candnico de series de tiempo.

Al igual que el analisis de componentes principales, se presenté
el analisis para la obtenclén de variables canénlcas y atn cuando
éste no fué ejemplificado, se esperaria obtener resultados

satisfactorios.

. En el plantemiento original de este trabajo, se esperaba reallzar
un andlisis sobre el comportamiento de anas las accliones
bursétiles de la Bolsa Mexlcana de Yalores con el fin de obtener
indices que lo describleran de manera mas sencilla y eliminando
toda l1la informacién no necesaria. Desgracladamente por
problemas de almacenamiento en computadoras, no fué Posible
realizar este proyecto, quedando como un problema en el que

miraremos a futuro.

Una aplicacion directa de las técnicas aqul presentadas es la
recuperacién de informacién a través de componentes principales y
la posibllidad de pronosticos certeros de la Informacién que se

mane ja.
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