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CAPITULO UNO. 

INTRODUCCION 

En la actualidad, la Ciencia de los Sistemas ha ampliado su campo 

de aplicación a numerosas ár·eas de la ingeniería, La Teoría General de 

los Sistemas, como conjunto teórico multidisciplinario, ha hecho 

sumamente popular el concepto de Sistema • <Ochoa 1985> El Enfoque de 

Sistemas, o Teoría Gener·al de Sistemas Aplicada, as un punto de partida 

en el cual se asocia el concepto de Sistema al fenómeno observado con 

el objeto de captar sus peculiaridades y poder modelarlo u optimizarlo. 

El generalista de sistemas, echa mano de diferentes métodos y 

técnicas en esa labor. La Investigación de Operaciones, como conjLtnto 

de he1·ramiemtas útiles en el pt'oceso de modelar y optimizar, ha cobrado 

gran importancia en las últimas décadas. 

Dentro del campo de la ingeniería, la ingeniería civil 

estudiado 01ultitud de eventos aleatorios que afectan las construcciones 

civiles. Ha sido preocupación in1portante de los 

considerar para el dise"o económico y confiable, 

ingeni~ros civiles 

las características 

aleatorias de la naturaleza. Los sistemas físicos responden tambien en 

forma paritular. Para poder elaborar un dise"o óptimo, debernos modelar 

al eator i a.mente. Precisamente. la Investigación de Operaci aries 

proporciona muchos elementos para dicho estudio aleatorio. 

Le> mayoría de 1.os si.stemas en ingenie1-1a civil, con" 

construcciones mecánicas',. mar .. fna~\ / .. aercmáut i cas son estudia dos con 

modelos deterministas; sin·.·e~b~r~go•;, el 
Ve(1tajá de ser-- tñ:t.s-- ¡.-·ea1 i~Sf ~~--~-~{~~~.-:,_~:-~-'-ce;"--=~-=~,~--

,..,;, '_. 

mDdelado aleatorio tiene 

Ejemplos de si stem,¡,s ~l·e-~to1·•ios son: 11neales, 

oi'as.v ·f.atiga .en elementos estructurales. 

no 

tur·bul ene i as, sismos. 

l c.s ac:c.1ones debidas a 

la 

La 

las mode..J C.Cl Ól1 meolé-má ti C.CI .repr eser1lé1 

solicitac.ior1éls o .fue-'r·-:as·· usual&s; la respuesta a los modelos son 

soluciones de ecuatione~ diferenciales ordinarias donde se tienen N 

g1·ados d.-,; libe1·tc;d fi11it:os. Esto L!S imp1·eciso para c1c.1·tas acciones ,ya 



que la11 funciones son atoatoria5, por ejemplo, la acción 

sobre las estr-ucturcis, donde la modelaci6n cileatoria es 

del viento 

f1sicamente 

admisible , Otro ejemplo es el oleaje, fenómeno por esencia aleatorio. 

Como puede verse, el estudio de la mecAnica aleatoria y su 

aplicilci6n a sistemas de ingenieria civil, representa una 

. al co11ocimiento de los fenómenos aleatorios par-a poder· 

model ación a Lln di sel'So 6pti.mo de ingeniería. 

aproximilci6n 

aplicar la 

El objoti.vo del pr·esente tr·abajo es pr·esentar, como una primera 

aproximación, los principios de la Mecánica Aleatoria, y 1 as 

generalidades de la aplicación de los procesos estocásticos a l' 

modelización; se considera entonces, 

físicos a solicitaciones aleatorias. 

la respuesta de los sistemas 

Es pues, un r1e:·:o entre las 

tbcnicas matemáticas de la Investigación de Operaciones y la Ingeniería 

Civil propiamente dicha. 

Un concepto básico en el estudio de fenómenos aleatorios en el 

campo de la ingeniería, as el de HECANJCA ALEATORIA. Dentro de su 

estudio, po..- ejemplo,, es impor·tar1t.: el concepto d:;_/uer2a osci.latori.a 

aleatoria definida pa..-a todo tiempo. 

Los puntos p..-incipales que sD aborda~án en el trabajo, ser•n: 

"'· una intr·oducci6n a los .?.spectos matemático,;, !"stadisticos y 

probabilísticos que sor1 necGsarios para abor·dar 

aleatorio a p..-oblemas de ingenie..-ia. 

el traté1m1er0 tc 

b. un estL1dio de las oscilaciones.aleatór:i'ás cOnla deducción de las, 

ern.?.c iones que se usarán -post.~r-':'i;j~jj¡'~~fe:~t\2 

c. un ej~mplo sobr·e. la i-nt~·.:.,'i;¿'c?:ón\'.::súelo-est..-uctu..-a use<r.do Jo: 

conceptos descritos a11tet"iO~íl\E'1~'fe}:i y":~·L,·'Í"efe1·e11Ci.?. a los ,.-eglan.entos d~ 
const..-ucci6n e>:istenti=s. 



¡~~~t 
'_;-k.~ • '1~•• ~-A:· • ~~ 

. '.' ···::- · .. :. ~ --
-.... ~.:._. ~ 

.• ~~?'}'~~:;:~~:!1~1~J~~~E'.!~l~~~q~ 
f • -· ' - ·~ ~. ,.. ' ~ - .1---=~~~-:·~---·,; 

. ' ' 

ANTECEDENTES TEIJRICOS 

1' ALGUNAS HERRAMIENTAS MATEM?\TICAS. 
·-. .--=·-.. :_::~--\- -, - .. ~_-;/~ _-·-::('~;::< __ -_;.\~/-- .:·::_):'._ :, _···:_~·. 

El prese~tei'c~F·i'{~j'(:, t..Í¿.n,,;, F;C•T' C•bjet..ivo r::·resen\.ar ciertas nNiN·oL'S 

rr.~, t-E-Ti1A t. i tas.--:. Y reip~~~~ r,·.~,!«t :1-~-r· t.C~s ~~-n~rlc -i_ad•:•s d!-? 1 c. t.f!i:1r-1 a dt! · 1 a mt:td i dc.-t 
- , . -- -,- .·-:·' _;:::.-:; __ ~ ._ ·:v:.·· 

1 . ! - ~-~ ¡¡;:~~~~/1-~-:~ -".·):: 
-~-· . ' ,_.; .-

(R cónJúnt.1:1· d.'?, ·-1-,':;:S 'l,(¡f,¡'~\~;:.s· r.:-_a1es 

cr: ~-- t ;~,-r{:1·ü_~:.~~-:¿, __ 

·!f. - ·IR. 6 ,· <C···'·' .. 

complejo. 

r:ir,-,=-¡::,11;.r,-. .¿~·-;t.1?··-l•u,~ .e=~·?;C.¡t:--_ .... :¿_.:i::i-,~:.i-1''. :.:.1 (}:: _: . .: .jt.·i" lr:i.: 

·-·=··,.:._: r_.:· ,;._. ~¡,_:.;1-1. --::=·1 ·~s ú-•. "::if-3--:.'~\'"!f...~ .. ~:_..._: ()~ -=-.-&-~, .fF!-·ó.~C. 

);:.. cornplejtficc1ción 1:.:i~· 

·._¡._· -··.: L ~ • , . : : , - . - -

- - • •.· - ; L°:' 

t ... , 



- >,: -.r.:_o:·< ., ". ~;· , . _.,,: (-!}~::;{::'~~.~·~ .. ·--.~ , . ~·-. , :~~·~ 
E1:<:.;,ooci.;é:o~'.f~~{~}'l ·1t~'r l <un riiei'o. ~spacic• vectorial),• es i?l 

ceocicmt.e de X porlarelaci6n de egúfvaf~ncTaTxRx'~x- x'eke1•L. -- ·- .• ··-~~'""' . . - ... 

<retaci6n de C:c.n}úñfé, ·e:oC: ient.e es un 

_ .. - ·- . 

i a ,;uryecc !'.ón canónfCa a 

·x .; clase. d~-; ·;,;.x.: 'x ... X I kt<•' t se ll<>.ma 

Del roi SH1q ,-Jf1C•dC1' \; 1 ,,· ... ¿.\~ 1 i c: c:tc-i ón i : y ... y. d12 

le:•. 

L i >.. 'i' 

jt.º'l 

__ : 

t .. és el 
canónica -'de la 1111 . . . . . . . . . 

F;rc•dL.1t t.ca de tres·: apl f~--~-~\,._~1 t:1~·s 

O' 

x. ---... 
'i 

X i k er t i..::}:;J.¡h;;L :,;_;,..:-.+ 
'.' _· ·.>'. - :_·~~,~:>::~~~.}' ·.!: 

y 

en y 

.,...;.-:-> >:. __ ;:.:,+ . t (: .;,:. ;)~:¿q:C::·'.fiC ;-~ ) 
s(,_ 112.11\0-. la.d;,,sc~;,,p¿,~¿i_:i.6i0i~-,~;hc~ •:l<: lé<. ai:·licacio 

-~;::.'.e-):<~)~·" Y' .. ·. ~-~:~~~i~ .;j·:~:'h::,'.~,E~~~i{~~ ~-CI~-· 

i..'S ,_,.¡· 

L 

l-

·v . 

:.i n 

. (.• 

~·- ··\·:'" _·:··_:_:_··;_· >:··· . .").. ,: 
: )·~;':;. ~¡L·.-) l C C· e ,'j 1:1~~;·: ... ;:.. j l .,.,.¿.;_1; {: ~ ,, --t 

·.~; ·, 

1.: ll 

'· -

C.· 



,,~,lf ~,=~r?í~r~~~(:~t~~f~]'füt~~~~,3:é';;!!, ;¡~ 
·1.:2 .. 2.Ejer"plc•s g_g_ !;.?J::."'c.ios gn buaúdad .. •i.' 

a) Uno ?Uede lomar: X'= X*· 

b) Un ¿spacio vettorial real X con un produclo estalar, es la 

pareja formada por un espacio vectorial real X y une. aplicación 

bi l t:rieal X x X -> IR l la11oc.da producto escalar y se der1c0ta < >• .,.. >; es 

la aplicación t-al oua: 

V >< y y e X ( X y .,. < y 

V x e X 

y (1 

r:. J ::;i.::? .J ún t;.;.,-tjunt•:1 abi~,~t.1:1_ d!:2_ CR~- ~· /·-.S?~~8.: D ( J.1 fr J ., i::.~s..;.·e~ c.. ;¡ e' 

~P l i c~c l •:0 11G~- e;_~ (~-e-s-:_·-~:h;.¿-i ·,~ , -~ -i nf"-~)-·(~:_-~_?"-:rr1G1:~~:e.~~,;.2i,i·v~ ... ;:, l ·=-s J ___ 1;11,:-

n1.; 1 a.; ·:-.f u.:r¡:-. di::. un Cowi:·étcti:• d-~-: .Y.-_ 'Ui·~;-:>m.'tir·i.-~í::::::·i:-~fi{"ie: --;;_-~:---
- ·- ; .. -.- ____ , ' 

. C1 ·~ ,-, 
un;._ e ,:;1.:c·c1 6r1 d8 _ n ent.er1:is·· a. ;_-~ c~-P_.-._ -:-¿"'·.::_i-,~,-r·;~-i {~-'.~ ·d¿ .. , ex -:~-s~(¿ <:k·i ir1i.:Ji:·, 

\. -·--:·: 

-1 (J. (---~---6 :. a-"---.¡.'-_·--+ a.: 1'.f8i;~~~-rki!:i·:· ).~~~·\:.· 
- -- _--:. _1 __ .-re.-· 1\ _ .. -. . n 

·~;.~¡-,t?r1 e•:. •:J0 ·ir. ~'.e-·- t:~-¿ r·ff:,-é-:~: 

•. if 
2. 

él 'í él ;: ·' 

(1 • .:~~2 _1t~ C!'. 

I·· ..... 

~ L" ¡ _} j •:J··'.. .:.: \. ~ 

:•¡. "" ·1•. 

·1 .. :: ........ 

Cl 

" 

D " -' ."', ~ :- í ·= '.:; 

J ·~··-

:_ ·-··- -· 

··: 



J 
l 

¡J 

J 

-~~.~;;~f? J~~f~{J?~~:~~~~,0.~,j~f~r~~~!;µE1~~1 
·;' · ·,j) oé rá'·rr1isrna forma,· ,¡, « !Rn y ti> •.e IR .ri ) s~;~- dos esp<:tcios 

·vec tor!'.ates en dual id.ad. 

1 . 2. 3. 01' lo3ona l idad de ~ espac i2 vac l-::>r i al 

Lo~ espacios vaclorialas X y X' estand•:o an dualidad, el ortoe¡onal 

da X' da un subaspacio vectorial Xa an X sa defina por: 

X~ 1 = {u E X', V X E Xª' < )~ f u>= o 
y X' 

s-irítél.riCCtS, unc1 f:.•Ut:=d~ definir dt:.- ltt u1isf11é<. f•:.1l"'ru~, t:ol ortoeonal. t1l"l X dt:-

un subespaci1l vec\orial da X'. 

?<=l;c_a~i6n -linc-:;. 

c"'°i;n,;, 

V Z, 

V V E Y 
. 

~ 

-- . - ~. _ _t_:_\~t-~·< -"'-~ (: -~.:..~~~!. 

l' 

X -t y 

·.... D i 

.·. 

"' .. 
f;;' 



6 

. :,-·· "é = n o: Y'. ; V X e x ' "< X i l' Cn> > o ) 

... 

O ) = "l;gr l' 
.,¡· . ,.' 

d) En part.icular: (.(. r Í )'" 1 
m .·~ 

= (> ) q l' es i nyec t t va . 

e) Sea x un ~ub~~~ací6. de. X, 
(ll -· ·.--: < ... 

e X' , t.ene-u,os : 

• X. > = <. ~ 
~-~_:·\. -~· .. <~' ,; 

t: · se: d.:s i . .,r,<i 1 ~~~i ma'.?.:-1'1 ;j12 t: 

X ,, 

,·:¡ __ 

. é> 

o __ _} ___ ~ 

--- - --- ..... ;. 

., 

:•:-- - X­
°' 

·-·. .: t_-·: 1 t::-0.' 

--· 1 

~ . ,·,: 

X 
(ll 



?~f.-.·.i.:.·l·~.,í.~.~ .•. ~_:·'.·~·r.i .. v .. ~.1 .. ~.~.:~.~-~.~l.~_;_:.'t.~.:,·.\;<.:.~.~,~.-~.~ .. -.'.·.:.·.:.:_:.-.•. ~ .. '.'..·.·.:.:,r._.~.··_r,::_.:·1.'.:.· •. ~.r_L·:.~~~I.:_~~.::_~.·,~.-.~.:_:.~.~.-.:~.'.f_i_·.-.:_t.'.•.i.:_~·i·:·iJ.:.t.~.~.·_:.•.·.,·;··.·.l'_:~.:~~~?l\:~f t ';!j e~ !rtYi,i'lv•" $• dé~t. e- (J> dx ª·'" ·····"~º· esto ·~{t;;~/¡~ff>~; ~i~:: 
idc.nlifica s'isl•m ticarriente una ft"1ci"n f C (.J) con la dist.ribu«i"i;: 

t dM que la~~efine. 

b) S~ PUE"de definir para t.¿•da k fija .O {1, ,n) el operador 

de de1·i11aci".n de las distribuciones con relaci"n a la 
:J.··,,· 

. .. 
'~ -

r·· 
_k' esim~ 

c6ordenada, de manera de prolongar la aplicaci"n a : d>: -+ al< f) dx 
IX) •• 

en C (J). Jnt.egrando por partes, t.enE"ffiOS que Para toda funci"n de 

prueba f' : 

< ( "k f) d:>{ 

e-ntonces la apl1cáci"'"' l : tp 

efeclr:·~ 

.. 

" > < f d.'•: ' - '\" > 
bk.." de Di J :i .:·;; En 

<.T' :1f> >"' < T, -iJ.,,f> > 

•:1 ( p" '> .. (l -~· i -iJ ~ ) -~,~~,~~~!~t.~;h.1~~",!, :~~··~ .-1~f-~--;~í1•:1,ó: l.-~~ , -€:;{·vi.: e' (•1-i{ ~úi'i..er:i ·:1f'. 
J )e .J J ..... ,; .. , '-,, .-

t .:nc;.rr .. ~= (pJ) (> ,. <\(f), :.,,,¡;(:.,;C'._r1~t'.1.:;~-"'Dt:oback• ''q{,~ : t. •:;:ri:) ... '«~ urr¿. 

di S t.r i ~•UC_ i.~;·n .. F: Í 1:.:~ l«iep_\..~-., ~:::'s.e_-· PY\(-1 l_!~~\~1~.~!<, ~) e_:-._.:· ra :t,") .. a-.is~~-.J',l.·::·t.-c_; 1 . . Se d-:;of·i \"lo? 

da } ~ mi.Sí!)~ ~:r'._J\":fí;a ~-~Ó~~:,s :1,:i~-~·c.Óf'.~r.~;~1~1·~ .. ~5-c_·~s:;J~~-~~~ -,i~~·- d i'~~t.:l~.i-61.Jc_iÓ)"le= 

!F : J 
-~•:U,)!.' 

i • .. 

IF:r. 

: ·~· _; '.. . ' .. -,~ 

'. ·.: 



f rf ;i~~~j~~~~~~1&~f 1f i~~~~:'::!!>~r1~~~il1~!~J"yj:~;I'- ,r;~ 
'·· 6 f~j'<1..? ·és la Trarisforu¡aéfa ·de FoudE,r en una 'vari~•til'(f::' '··' " ".:}/ 

., 
' ., 

.r"» (, -i.lu •·">' 

f. 
j 

(U.) (t.) e j dt.. ·, 
J -00 J 

Est.a c•;,ndición se cumple si las int.e9rales .r_co+col f ji .estf>.n d,;,fin.idas. <" 

b) Si se tiene dos funciones 

se define por la fórmula: 

L'S 1,..án 

l~ --~ : .. !. .. 

- _- _.,._ - '--- - -- - -.. ~-

CF t-~ 1 :qu~ 

[f""- 1 f=•' ceir.·· 

-: 1 

f 

;:_. :: \ ~. . 

-:.1t.: 

y g, definidas sobre ~n tales que f * 0 

9 (y) dy. 

[pr' 

• ... _·; .. 

·~---··-----·.: ~~ 



0f ~!~fl~t1~~~1l~~~~i~tfrJff~~~;~'~~~~t~'W'f~{~l11~f~;;'f·J1ri;' 
E:llo ~;·~mifica qu<? la tr;:.nspuest.a del. ope1·ador a : fJ -t 9' de 

S es un operadc•r l ino?al de s* que incluye r.f> o.: t-n r.f> dx, pare. toda r.f> & 

5 O si se prefiere, que o es transponible en un operador a' de 5' 

Eri c1:insecueli'=.ia, a' es U\ta biyecc16_\i 1::!e- 5' c1:.,-i in·,¡ers::. (01-1)' 

:;& u~·r•Jl1:inga" la Tra.nsf.:irr11a1ji:~. de' 

[F T =a• ( T ), por t.anto, 

Y. U5and1;, >-Una 

t.'r ad i e, i 1:i1~i: ... lr1'\el~. t.E [F--1 
: 

) ' 11 a.rn._ .. _da 

V '(J E S [F -: l ·"' ,. 

f: .. :q"' .;.. J i!:i•'•~· l ·:1 . [f { 6¡) e c0> - r p 1~; a-. 

) :; - 1 

·: '-~ .· : .; ~;. . . ' ~ ' 

i··· 
',, ¡p 

: L 

-r• 

• l ,:_ . 

.c.·· .. · 

L 
-pi 

1 



~i~ltl)~i~f~?ilf~~i;Jihi~:· ;i;~~í~~~j~1~~rm~~~~f r~tti1wv·z¡t~~ 
def inici6n cambia si z es re&ropl;;zada' p.;,r z;.' i:<n:Olog'a~rnent.eo 

< T , e -pL CZ (t) - z
1

· lt.) > = O 

puedan entonces establecerse las reglas del cálculo s i1r1b6l i e•:.. 

L < T' p lL T L <T" p
2 <L T 

l. 2 .9. Formas ~=·ero1-~i.nealt2SL Có.si-Linee?\les· . 

. . . , . 

s12~ un :esF·~c_i;~ J~·~_tQ-~·ial ( .. ~- .V. 

p~ede ~er util introducir 
: . . ·. ~··."/•::'.> •:r>.::.•. '·' ,,. •. ·. - .. , 

e:l álgii-6r~ s.:;rliidúi<l - X de X :_ es. t:l 

•:J¿, f•:•rn1as Si':rui-line;:,lt:s de X,-.,;¡;'t,,~.~~~.··ef'•'~or\junt.•:..;:l,.:·,¡;,:plfcao'ci•:•nes l 

X ~ C t~l 8s ·:¡1.~.: l : . .;c. LJ1-,~1 :·1 o~~:tr,i(·~) i~~~~~~·~~~: _¿¿·~~r,:i:·:<;_ri.;.: ·.~· 
b) 

t ) 

Un~. f•.:..rrn~. 

)' 

d~.1inidi;. 

-~·:¿;~:~~-~:~'. l~:;/ 
t ~'" ·1 .. .:.-1 '~·.t l o,·. ~ l ·-~~; ;-:1.s·r,_1~;:., .' ~,) ~~~~~~ • .;;·~~ {-~:~.<-
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·t:» Seá (.·~ i ·a·, b ·un i1~te-rvalo acotad•:. de !P. • Ent.c•nce-s el conjunto a 1 

t ) 

las trazas sobre I de los elementos de ~ 1 • 

~.cibre X = ~ n, el conJunto a ae F~rt&s que 
n 

de p~rt.es A x 
s 

A 
z 

>< A d•:•nrJe; )¡..5 A 
n 

una álgebra d~ Bc•Cr}&. 

es una ~lg~bra de Boole. 

'f i ni t.r.~s 

"'1 

d) Naturalment.e, para t..1:;,do co\"\junli:i X, t.•:i•:la t.r ibu IB s<:•bre X 
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. . ·: ~'L,.;1%~~~~~!f J~&!.~7'.~Wf·l~l\~~11;~f J1;~~~~r~~lf ;i'.~~f 
·rnedida .do p.robabiljdad, Enionces n ( rn Y.= m ._,pues· para toda"Ae IB:" 

~- . l .. . l l i . 

'e ·n· ( rn) ><A ) = m < rr -l <A ) ) = rn ( A x X .) = rn <A.'· x m .C X_> = 10 e A ) 
l l l l l ·2 • • . l 

m~s ~sio no e& verdadero en general. 

rn. ) . 
L 

M~s 9en~r~l111ent.8, s~~n n es~~cic.s ro~did~s t Xi IBi. 

se puede de-f1n1r la m.edlda pr·oducto "' s1~bre X= nni.=tXl d-:: ro~·jidas r.-1 .. 

Este.. Hit-dtda é'S t.al l'.JUt: péi.\"'a t..:i.j2 ~arte medible A = A
1

xA
2 

. 

X , t eneroos ! 

rt1 (A) n" 111. CA.). 
\.=1 \. \. 

F•a1"c. i = 1,,2, .. y n, 

. >< A de 

fi"1:=·. ,,._,:.::·',~. ,: y rn. t·s L.tn.:... rnt.:1:.= i i.:::::-

f' ... 
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. ;., . 
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·(H~ji·~~~1;7:.if:;tr;~.i.é;bfu)f.;IB ~~~fr~ :.lf _<:. x.") ¡Pm .;<:>{~._ :i::~_~:_i~_;~st.Ó!> .ú.sP<.c ios''..t;on-'. ~~Ón\P}.~t.C.s. -,~ 

~ ~... ~s cou1pleta en N:lación a la ri.~d1da---rn' ... F'~'rC: p·-·.¿;-ií_;'.~;·· ~l ·' 

~e$."pac iO. d~, fúnC iones ~·se a lonada~ e.s dl?nSo· ;~d~~~\..'('1:) -d~· LP( X ,-rt,-, O~f i ,¡;i;flC•S -~-í 
de la mi~~a form~ los ~spacios LPCX 'rn ) · e or<1P l e j ~·s • R.:c C•rda remos 

-J -s 
¡:ara o + p' = feLP(X rr1) s e Lp' C X , 1r1 y lo s.-e 

J' 1 ! 11 9 l lp • 
Record~relhOS ahora algun:~s teoramas ~Liles, las rr1t:1jid~~s 

s~ suDonen a-finitas. 
," ''·'. 

9) Téi:.•rr?::-u1ét dE;> l~ ir1t.i:-9raci'6r1··Con· r~le:\c:ióÍl a ·.ü\1,~_/ 'f!~dl.da ;),~~-~'='~.n-.- Cól-1 
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p _* p~·>n t.iende. hací<i 
p :t PnE--ID - , lenemos 

d~~}i'.:\Li!!f «> ·. Com•:> 

V .: .> ü 3 ""• e ID 
Fíno.lu1entc-, c1::ir11bil,an.j1:i e-st.as 

espacio denso d~ L2 c ~ , dx 

dislribuci6n templada: 

d1:1s i=-rcpos ir í ones se v~ que ID ¿~~- Ul1 sut:• 

Para. l.crdc.. e L2 < IR"' ,d:i~ }, la 

L ( !Rn :> --+ <C 

( ';< ) f> ( '/. ) .j¡..: 
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h~:¿ t:·r-.;:..:ls .. .:-.mi:~1.i~ .. i:•?.t~~ cu;.ia-s·~ui;.'?!-~~2 rf' '--v --.·~e L 

) _,.-(..i:~! 

-~ 

e- f' -- ' it· J.,;= .!_ __ ...,= -"' >:i« ;= e::::. fT )-n _f_ "' <1' ,j;.i 

"":· ( "' -n ) -n- _f' • .;,: ---.---

ID ..::::. .;i(;',·1~:._. o:;-r,: t}! t, Íf!!'' .:J.:·:' L 1 ~-. ~::. 

.-. n -r, 

2 
(j '·' 

. __ ._ ·.·-11...::-

i ¡ . 

-1 

_, J 
(l . 

L 

r·i·.~ L;i 

2 



utilizar 
. . 

Sobolev T~lalivos a unos abter~os irregulares 

·I 

'l 
·-~J 



2. P5U:MCIP10S Dli: LA. Ti;:QR.IA. o¡;: LA. PROIH.QILID.l.D 

Este capitulo es un repaso de los principios de la teo1·1a. de 

probabilidad, para facilitar su emple_o en la resolución de problemas c. 

mec~nica aleatoria. 

2.1. 

al En el estudio de un sistema (mecánico poi- ejemplo), 

conjunto donde cada elemento repres~nta una combinación 

cuya~ c:au.sas no dependon dul estada dC?l sistema. 

bJ Se proveen con una tribu T cuyos elementos 

evento:. 

. . 

,se llainá espac::i6.probabilizado. 

r-eal._C~-.::z_c.-_ión:" d~~ __ t:_i._.,-~,J ·--~-:'i_ 

(r.ll;il.:·JL"• f.;-· ]E-' iJ~·;:.¡;t?, ¿. F'I,(~'¡ 

u f'.r L'L __ t 1~.~r~~"".~-- _, __ r_r ~-~~~-r~!?_'_tj~ ~--~~~'-~:_;~:_::~--

.t? probC.biZ·t.dad-d<:.:·l e .. ·f..~¡·,t..::: ~;. 

sea n L) 

de e:;tadc: 

¡ 
11 

! 
-,-,lO,T ,11 

l 

¡ 

si stem4 
f 

::jC- di c.¡ 
¡ 

:::.t.: d1 e 
c::··vc~,tc- 1 

ur . .:· 
.­

fi1t;..cap1 ..::r.• 

q'.)~ 



i1~111l~~~~f ~~;~~~~~\f~~}~4''['~,;~rJ,~~,~tt~k f;j~~1t~\~{'.~i 
··. '.;;{:~'"·.'{)e.fini~os1 O"' (IR> .. < tN¡RI e IR 1 R'Y--' N reales .).~ el·:·.-avent 

·"sobrepasar tci resistencia etastica", es la parte de n formada ::de le 

puntos de coordenadas N y R tales que N ~ R. 
Si R y N toman valores determinadas Rmy Nm, entonces la 

probabilidad p sobre O se representa por la masa de Dirac sobre n 

concentrada en el punto de coordenadas Nm y Rm. 

Si al contrario, tenemos dispersiones, se puede representar 

probabilidad como una repartición de masas positivos sobre O= IR
2

; 

masa total de n siendo igual a uno. 

Si tenemos los pares de valores N
1 

< N
2 

y 

se encuentra dentro del rectánaulo R de IR
2 dond~ 

R R 

' z' el áreo. qL 

I~ N < N y R 
' 2 • 

R < R2 \ r~~reser1t~ la probab1lJdad d~l e~er1to R: sec:·1 

r· t~/N:t-: 2 y F\<fi<f\, > = .f.fR d[' 

2. 4 .. 

Sean \':~"-n1 ·-;,; ¿ con:t é\nl-e~ +i:.ia.S~ - E-1.:~~·05ci.i"ccdo1- -dE ¿ans-lante~· ~< .. m 
.-.:,.::.:- ~':D'"-'.~'· 

e está ___ :-f;?n. :_t-~p~so pa1-c- - t S -_,)_; .. :si·:;-·-·se·-;~1~6-~-~-iS.-Orne±.·f;·;i~·J:;.·::·~U¡:,¿;. ··e~ü:i taci 6ri t _, ~-: 

!·' ·- .. ~~-~.:'.~~~ :~2~~ .. '.b??~¡~~~Íí1:~i;;t·~~~:· d~SCÓI 10~_-j do 
'.?r º. ·,_~··:;,· ,_:_·,·;· 
.•-, 

::·~.- _: 

El :~=-l-t..\rjci d~1- ·o~~i'rú·do.-- ·p_L~·1:~~~~--·{b~~iC-:~:~'..ió~S_t.-¿:~·ry,t.i-:-.- ·su"' -desc:r-¡b~ por 

·fLn1c.:l 6;, 'L .. v <t' - ~0J_~~c:f9_q :.-d.9,J:::;~p_1,:-or_.1ém? ··d~. vc:-.-b:H'"i?.~-: in1cl éll-e:-.. : 

m;;;; \U ~·· cy~· <ti + ¡,Y(t) =" ;, (tJ 
-:· .. '-/·, .-··: 

;'i ·-_ f<~~~~:(lC-.v~i-ó}· =- ~r (0) =· lJ. 

..:~ . ' 

(t 

¡ 
l 

1¡ 
r· j 



aleatorios ccinc~~nientes a ~as c~u~~s del estado de un ci~rto sistem¿ 

Sea·F un espacio combinaci~n de consecuencias de elementos ~ ~ ( 

Entonces existe una aplicación de f de n a F que asocia a toe 

combinaci6n a de estados de causas, una combinación f (w) c 

consecuencias. Se provee F con una tribu F tal que f-1
(01 e T para toe 

8 4' F. 

Asi cada elemento B de F, proviene de un evento f- 1 (BI den. Por 

coherencia a esta manera de definir 

t<i.l que: 

una probabilidad 

V E: e F f' ' < [1 > = F·· ( ·I -• \ D > 1 

P'sobi--n F 

Dicho de otra manera, dada üna aplicación f de <O, T,f'I a r- • 
principio de causalidad conduce a proveer F de un atribu que hace cue 

-f selle-me var~i.O:_ble aleatoria.\v.;;;:'Í-. -,-.~La,'probati'i1ic/~d p· es Ji.; 

le ley de la vari•ble 

denot~ po~ Llf); 
·e .¡, 

!O i tua~;·:;. e: ~~s~~L•:~:~. i~·~,,~~~{-! 1~~=;,~e:odJ:~ 
r1cn~ int~~-es;¿"(· ~f. E-ven.to U ,e( '.T~~ 

... -. ··-
iniCli:<l •.n·,T,r'> se· · cao,b'l i.:t, ;. p~:- "ÉÚ ·r1L1e.vo 

o,F • .5'", F"). 

·- ' - --
E·S0f1c.:i Ú- d'=° 

de L'ri: 
e.hai ~ 

"pr C.1b ~~t.1 'i 1 id.:- 1 

pr·c.b¿,t_:. 1 l i c:i: 



~~f~~J~k,;.ir1'~~1~~ír;~~l~l~~~~~~~;;~;;-~,,~c;,1rt~;w~1~r~~f 1f 
· JHch~.da .ot'r_a manera, ,uno ·.obtiene ,ia mism&· probabilidad 

haciendo do• transfo~maciones ·sucesivas f .y q 6 1~ tr¡~sformac1c 

compuesta' 

2.7. YariaPles eJeatorias ~ ~plo~ fil! !d!l e.>SPacio vectorial E 

Supongamos que F está provista de una topologia que hace continuas le 

operaciones: 

.. ~X (X y) >: + y 

y de la tribu boreliana correspondiente. tenemos dos variabl1 

aleatorias f y q con valores dentro d~ f, tenemos que f + g 

composición 

F F "' 1 f <w) q (w•) 

1 uncj ór, 

. ' 

cJ•.:J J1d .. -:·r· . .:~ ... :;c1 {(•.)Ji_¿.;} cp .. :t.:; 

·:,• f "df" .• "'·" 
··ro 

\' $e esci-ib~ ~~~~l~meri~~·c6mo F~a;. 

: ~: '.}i :L 1-1:-•. 

lJl\: 



y tienda a +1 (resp. a cero) si a tiende a oo (resip. a - oo). 

Una ley de probabilidad P' sobre~. se caracteriza por una funcié· 

de repartición F peri 

V a, p· (J-oo,a[) = Sup,... F (a - 1/n) a < b -> p· ([a,b[) 

P' (J·-oo,bl> - .P' (J-oo,a[) = F <b> F (a) 

b) Sea f una variable aleatoria con valores dentro F = ~,... de le 

P' f(p). Las nociones anteriores de función de repartición y G 

densidad se extienden de la mane1-a siguiente del caso n e>.l ca~ 

n>1. Se llCimat-c::"in f 
1

, •••• ,fn las n variables úleato1-it:-ts es:cala1-12t. qL• 

sori las cotnponentes de f. 

f'c:"'rc-, simplifl cc:1r lc:1 e-scritu1-c1, una fc:.-tmili~ (et •• a > . " de 

númer-os re~les se denota por a, y el 

e;. " se.::· dE:~r1pt~ p~r 
n 

r-ep¿l.rtl.t:iÓn "de 

• 
,-,:¡:¿.r·t\C l ó.'. 1 

',{• \ 1· t • 

::•i'- ·;:;•J •.:~~::o_• ~:·l;\1·t·tcUJ::o1 !·' 

evento 11 f < .. ¿; 2' ..... { 

fL\í1C:ÍÓ. 

la 1 ey f 

~ } : ) -
2 .... 

~~?.] (?:?tc.¡-j 2.E· 

r· 

l_; ;,.¡• 

. OJ ro 

L _, 

·¡- 't 
2 

::t: l C· 

' ,, 
2 

,¡ ,, 



i• , ::;~~~wr,~~~l.f 1;í!l~~~~~~1~;~ii'~~~t:';~}:,rfl~t~' 
1•especto a a ·.que f 1 tiene. la demudad.-~>·',, ,·~--~ .. "'·._, .-.. ~·'.•':' · 

f' (X) 
l 

p_ F ix> ..,·j- 00
., <x,yl ·i;y 

dx -co 
siendo riqurosos, habria que verificar en cada caso si la derivada es 

posible. 

2.9. 

Se dice que dos variables aleatorias f y g :O F son igualE's, 

ca.si segu1·amente si e¡: i ste un everito N e T de probabilidad nula tal qc., 

f~g tuera de N. 

En esta definición, N pLlede-depende1· de f y g, Se "no.ta 

vari~bles ale:-atorias ?ór~"-{;~t~:i~~? casi SE-gura.mente·, .·'si·---.ti-enen 

qLte 

la 

di.st1-ibLtci6n. E:!r.to pcirqLte :se pLteden confundit· p1·ác;ti C:áriiente 
' · .. ·. '.' -.. - ~ ' . 

do 

t"'l 

ve\riables_~ _- L.·:-=>~~~\- . 
Siendo·- :~i~~ .,:py~:éC{sc;~--~ ~~~~·¡;·~-010-k- i.º tb4 c.:--) el ;-~ --·es~.-~¿·i·:~6;;-~ ¿ii;{·_-, - ~-a1-:i_at-. 

al eatotcias _de _o d_r;nti·o·X .. ?le 'lla<T1i'< R. la rel ador. de ~qÚ;{(•a.l~n~i a: 

c-n 

;~.~f:-~'.:''g'~#ff 0 q casi ¡;ec:¡L11~¿.,,-,¡onb (fr::;,¡ 

iüqa1·:~-de·:-con5i,·dcfpat'!:"·L ~-.~1 .. _f-;). :e_ c:~;i::idE-ré\ s 1:~f c:·~ci-E·li:t.e -=-¡::.01~ 

L':' (n.;r:1. ¡.;f< './se confunde prá.ctic<:·.mHnt.c? un,Ó; vi-.1·f;,it;1e 
,. , a~ .eq1_1i vc.• .. 1t:?ncl.D. c':lr1-c::=:;.t:.01·1d? t?ntt?. 

~.L 

R:-

·~ _¡;:_ 

-. :: to -e-:.: j~:-'· ~-;·,-. i e: :.1r1 r7::¡.,.:.::-; .;· ·~··l::?c·i...0 1 · i ~.·l r.:;~ do~-1C-té< LP.,n.,t } . f·r;:.i:t-,f,·~-: 

•.:·:::'_1·~·-;,·í_c:. !~t ·-·b··.:.;.L•\ ur1 C·~·1-,~~"·:~:.:i LP·.o.•) J~ =~·1l..:i1Cl6i'1 l (lt{llf'.ii~ 



: ; -~~~-~-:~~~_ .. >;HJ.~~i·~~;: 'tf ~:::·,. -,:. ~,::; . . ·~-~~r;b$~~--· ·>·~-:~:.···;-"-~ 

~. , q,~t~~~~;rJ'~~;r;~·::¡~~·;'Hti~,?Aj~~;;~iJtf~i~~;g~~1f ,··*~ 
.. · · ~íñecÚ da~ ae ·probabi 1 i da.d ;· La escritura. E ~IHP> .se.lee espe.r_Cf!l.2:a da lf 1P. 

La .. desigualdad de Holder, 'permite mostrar que. toda variabl 

aleatoria de orden p, es de orden q ~ p. En particular, toda variabl· 

de segundo orden, es una variable de primer orden. Si F =IR, se escrib 

~implemente LP 10) en lugar de LP !O,IR>. 

Supongamos que el espacio probabili;:ado, n, sea la 1-euni6n de de 

evento,; disjuntos A
1 

y Azd~ p1·obabilidades no nulas.Si tentoon•.:os 

pet-tenecie11te a A
1 

entonces le, p1-c.bC\b1l idi..-\d (O"T,F') se rempla=:? pr~ 

u,
1
,T.P

1
l donde T

1
. es la farrd li;;i de pa1-tr,,s Ai n D de I'\ <l• desc1-it;e- i 

, y P
1 

es la prob;;ibj l id?.c! .:<s1 d1din1d.:, sob1·.,. 

"T : ·r: 1 t• n ;·, > ~ r- q:, n ¡.¡ l 
- . - t. - . t. 1 

La probal:íiÚdC:d 6~1 C;t.te'n:cia's6bn: Ts 

condLcior1ai' 

f.({\ ) 
1 

1-1-::;íliQ 

n * tL n !): 

e 
1 ;~ n e 1 )'; 

r· 

! it· f:. ~.; t -;• •11 :.:; í : ;-1 :; • ~: · •. \.: ·:: ·...:L ..... 

(.::. .1 :_',~. ,j: ·~· C· ·::j· 

\;. 1· 

('•i\,\'\ 

. ·: ¿;.:: lÓ· 1 ~;\u .. : 

r· { : .. ..:. 

¡·.le 

prot.•.;;oi l i '-

" r· ·.c. ~ '- ! ; 



V B. '"' T. C 1 :S i S n> , 
' ' 

P e n rit.' 

En particular, n eventos A•' A
2

, ••• y An se dice que son 

independientes, sin los conJLmtos que engendran son independientes. S 

vuelve a encontrar la definición anterior para n = 2· , pero e~ta s 

complic8 mAs si n > 2. 

c) Sean n variables aleatot-ias f.: Cl-+ F., <1 :Si :S n>. La trib 
L ' 

Ti gener ¿;dc1 p~11-a f i es el cor1_iunto T f or-mado par a l OG eve:·ntos del ti p 

f-s CE\1 cor1 l\ dentro de Tl. 

Se dice que la¡; variables sor¡; ir1de:pE•ndienles si lo;. conjunto 

T
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J' 1 X 1 dP' (X) 

como f y q son independientes, la regla conjunta de f y g es P' X P·' 

Por el teorema de integraci~n por relación a una medida im~gen: 

E <lfgl> J'J' lxl IYI dP'(xl dP"<yl 

J' lxl dP'Cx> J' IYI dP"<y> E <lfl> E<lgll 

donde fg es de orden uno, y: 

~ (fq) = J'J' x y dP'(X) dP"(yl E<f l E (q) 

·:.~_::. '.~~< ·_ .... (-: 
_ SeBn 1~ esp_acio~ ·de Pr-obab(1_id'ad},'~:<n(,T¡_\'F·~/~~, Süpor1oc:1 que depE·nd~r, d; 
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pr·oduc.:t o df: las_ prc•l:<<cói l i dad_e_s P;:· 

E&ta probabilidad ~e tal que: 
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<n,,T,,Pl> describe ur1a cierta sitLtación probabilista tal que para toe: 

par <i,j) con ~ j los conjuntos de causas asociados a todo punt 

de o. y a todo pltnt o O. son 
' l 

incompatibles. 

Entonces, uno puede aglomerar estas n situaciones probabi l i st2 

considerando una nueva situación m•s compleja, que contiene todas la 

situaciones aparte: para todo i, p.= plQI represfrnta la 
' ' 

probabi 1 idc-

para una comb1nacion de causas aparentes de O .. 
' EJE.MPLO: 

Sea una partición de un espacio de probabilidad lO,T,Pl 

eventos Ol, ... ,On, tc:--tles- 0 qLte Pi_= p 

o pür c.plic:.ciÓn del.prinj:::ipio dE< 

<O,>~ (1 pa1-c. tc1da .i. Teh.?r.1os 

r~ducción, ~~o obtiene un 
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f ~~;"/~~J!iJ; -l;i'.}t~:;¿,,~:·:~~'¡l;;¿Í:~-~-;·~~~-~\~~~~~0?i?1{~;1~~,?~ 
.,, ., secdón 3~·_,C:uando F .es un· espacio. vector:ial_. de .di.mensióri :";'.infinita ·,~ 

··· '-",;puede hacer la ident:Í.ficaci6n anteriormente d~scrit.a • 
. · 

DEFINICIDN .- Sea f una variable aleatoria con valores 

espacio vectorial F. La función caracteristica, f es 

siquiente, definida sobre F': u-+ E (e>:p <i<u,f:>)) 

dentro dE 

la funci 

Por el teorema de inteqración, para la relación de una medida, E 

introduce la regla P' de f: 

E 

esto se puede escribir, utilizando las coordenadas sobre F como: 
n i 

E (et<u,r>l __ E (etr;J·--·. ujíjl J' tr ujKjdF. ( 1 !R""' ......, -· ~a .... :: " 

La f6rm1...tl a 11os ml.testra que 1 a f unci 6n c:,:,r~c:te1-1 sti ca de Lll-1i'·. vai-1 abl 

2.lL~~to~-i¿., vect~i~í.~ü··,,.-cof'nc{Co cor1 }¿. 

rE:qlc. ¡.·'(u) 

NÓlA;"-'., .. 

T1·aros f armada. de Fot.w i er de 

á) ·L'i{ f:Lir.,c·1·¿¡:,-.:ca1~acleristico de- l~ri..B. ·Ja1~iC\ble alsi~tor·ia f" 

, e e<r i'1cte~.:.1 ~·t. i c·ei ~.:··d~· .. -ur1C:·• -- c:i ~,-~-i:-1 var· j ab 1 E' al ei:.t 01" i 2... Sé ·di-e·~ .··qúE::>._ ·-r-.:_·.:y . f 11 S( 

-·~~:~l.-ien-Un' i2 mi~:~'°fí¿_~ 

de una vs.¡-¡¿,ble -c:.:o:.lE:...,.ato;--16.~ 

cc.nsecuenc.i.;1, !,a función ca.i-a_ctm-is.tlc! 

i::.·:.. ..... c.:-.. ~-¿;.cti:·1-1::t.ic¿: p¡;r~_c_, - un,~; -.:ew1ab}¡ 

¿, \ .. M•~ ." 1 • ::. ·-· :; 

E•.• l.o'.U.Í ... g> ! 
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- i ndepend i en tes, es el producto de las funciones caracleristicas de l¿ 

variables. 

el Sea l una aplicaci6n lineal de F sobre G, F 

espacios vectoriales reales de dimension finita. Si 

transpuesta del, entonces la función caracte1~1stica de 

y 

l 

G son de 

define 

la variabl 

aleatoria g =lo fes la funci6n siguiente, definida sobre G': v 
E(el<v,loh> = C<ei<t·v,r» 

Dicho de otra ·forn1a, es suficiente reempl~:ar 

sobre la Función caracteristica de f por l 'v. 

EJEMF'LO: 

el arqL1mento L-

i 9Lléll a 

), 
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de como se elijan las.coordenadas del espacio vectorial F. As!, si f 1 

de orden k, se puede definir.l~ k-lineal niguiente sobr~ F: 

n. 

:;·. 1 -i. 

4>k 

;: 
z 

<:_ uk, f :-; >. 
de l ~'s f ot-mf 

se definen de 

l) • 

:·: l :< l • 

ele F' dei irair 

M•• generalmenl< 

Jn veces: 

YE_•:.LsJ:.'.-1 .. P - le ··t or · :--.~--:.E"-~---·· j 

-. -- ', -

COiílpCitl'2!1"lc~ ·,_r¡·z. con z., E,.{ 1-_._ ... ··;ri~ ",, ~-E~.~ ~,e:o~--~-. e,stá d0{·inidé:· p.-:·r2 
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l-c.m.:-· e::t 2 v¿11-1 ¿. de::.aE l. e .que· -~od~ Lt ~ r: 

"'.·'-_-·, . _; ,. - . 
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'··: :~;:·:;~:1;j:ti~;~~s€;i~~K~~*;,. · 
- .... : ; : :.:.· ·~- ~ . . . . . 

siguiente forma1 

< R X l.>: l') = r},eF >'t"t' dF"<x> = rxeF <n l' ,><> dP' (X) 

En esta relación varian los indices l y l · E <1, ••• ,n>. Como toe 

elemento u y v de F' , 5on combinación lineal de formas coordenad< 

>< l' podemos deducir la relación 5iguiente donde intervienen la 

co0t-d&nadas: 

V u y V E ·F' ''< F< Lt,v ). = r}:eF < Ll,>< >< v.>: dP' (>:) 

El oper·ador de é:ofr'el ación es entonces denotado: 

R='E<f}:fl, 

pues tenemo~: 

Vu ,, .v·.e.F':.·;.::(.í·: u,v l =r0 < f(w> ..• u>< f<w.>,v>dP <w> 

y f <w> :-: ·¡"-') d~°r.irie el opc1·«dor line"l Lt :,.._.:. .. <.r5w'i';v>f<w> 

e-)- .E1·· _d'p~:!~-~"d-~,J- ~-~: cov¿;~-i~nzc. C __ d~ 
o¡H.tr adoí- ·'d-t~ :-,~·o:;·.;:-,-~i!.~{~~c:16n-· dt: l._.;,- \,1a1-:i c ... bl e ·Cil 
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es una caracteristica para el namero k. 

2. 1s. r..r:-ªC!~±9r.!M.c;Jdn Us.•-~-ª!- 9g w.1ª ypri_~_t;>_l_g 9Jgª.!:.CK.lª ~gctg_r:.t<a.t gª­
s_g_q_cm_do prd.§'Jl 

PRDPOSlCION. Sea f una variable aleatoria vectorial de segunc 

orden para valores sobre F y sea l una aplicación l ineBl de F 

un espc1cio vecto1·ial G de dimensión finita. Entonces: 

al la variable aleatoria g = l • f 

l CE C-1)). 

b) la vari~ble <>leato~ia g 

l i rli..:-21 -~, ';­

n-•.ll;,. >' 

l o 

teniendo poi· n.c;d i <>. E 

sobr 

(g) 

c~1i:l:cis _ . _ . , ttf.lne:1m:i:::: le.· 'ÍL1ncié: 

c::..rc ... r.t01 i-~-tic.~1 µ --~f.,'~-c.'.i1r¿:,.··tc-'rí:::·,_;._,~·~ri"1:-_,..-r'.cl_?(~: st1:~ el?;-) ·,·¿-;c.L.1~ i:;;. cJ c-·-1c~p: 
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z 
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X~-· .xn y y• Y,··•Yn E (Rn. 

al Sea f una variable ale~toria con valores dentro F 

m<i ste ">O con 
. e el 1 x 11 e & = .r 

!Rn 

P' 'C f/p¡}~:'Q>:n ,".' 1>:
1
1•·. ··lx,.,¡. Tenemos 

<z ••• z ) ;Entbr1cési1a función : 
' "._-'2-.~ ,'.\.~.<:,>.·· ... ·'.'.".'., 

... ,.,;;:;,;/''f, '.':; /.'> .····~··· ( z) = .r !Rn 
e:•stando_de~~rQ.:ni<S'./p~fa; maxj ¡uj 1 !f 
se.- i es ·"en' l:a·\,\.ft?d'ndad 'de un punto 

é,;r·áder'1 ~fi¿'~· ~:~··' 2:u; :=. r1> .< 
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. Si hacemos z = (l, se obti~nen las relaciones1 

o;-
- j 

p (:::) 

si e>:tendemos esto a multi1ndices fl-= (f?,._·~:fr,/• fale.s qUe (?j 

dl Sean dos vario;blt::s aleatbriás independient~~ f y ·(;:¡·~ 
) ª· 

la funci6n genera.tri:: de la distrib~1cT6n f.+ o es.el 

funciones generatrices de· l~.s· diisticibuC:ionc:ii + -.,, g' 

1. D l snn L<UC 1 ON DE f'(.\SCAL •. 

Se2 p un paráinetro t-~ai~ t~l qu~ OS p S1. 

J .• 
Entonce('"( 

' . . . . . 
pfoducto de J¡. 

e i 
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1n11.Edi2t¿m0nle que EUÍ .P .~i E• r"¡ p •. DontJE o-
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probabilidad se escribe: 

p 

Su funciori caracteristica 

k 
+a> (1-: ! ) -· >.. 

p · (Ul = exp < >.. <e 1 u_l l l ent.onC:es E (f l 

por lo que o-2 = >... 

->.. e 

Los ved ores que ·puede tonia1- f con· una probabi l i de;d no nula soro le 

puntos de IN 

4.DlSTRIBUCJON EXPONENCIAL SlM~TRlCR. 

Ea la d1str1buc1on F' de con va.Jo.-~ 

d~r1t1-o da~ . dc·f1r1id~ por l~ d~ns1d~d ds p~obBbilidr1d~ 

1" <;;) = ~-1>,. '-"''P <->-. i" 1 

L! E [P.. 
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La fÚncfoM ¿¡;.~;<:;t.,;r ist ica 

Eni:~~,¿~~;;F'.¡h-~ ·~(f11,a~). 
··.·· ·:~~~- .':·.>· 

8. 

ia v¿¡r i ¿\bl E· 

varf~b"l_e~ ale~toriifS fj st.J·n ir,dept¿r1dit:ntc;::s··-~· 

r.cwrroal r<:dui:_id&. un: C:é•lculL• si r01pl e 
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t . 
V ruJ = [ u,, ••• ,unJ t[UJ lCJ CuJ 2:: O 

el Teorema significa que lafunci¿n: 

</><u>= e><p ·<·Í-t~-uJl~1J· - 1/Z t tuJ CCJ.[L1Jl 

es l él N ([mJ,[CJ) 

que: 

Es más, 

a.pl ica.cic 

di !?.t1-i buci on not'ff11~.J 

C\.'f:S. 1. j 6: 

(f ¡ -- [f' ''. 

- ~ - .. ; 

el::. f· 

-,¡_ ~ , :_ e 

L ,·. ' :'.~ ~ · '. Lº i · · ;:; 1·¡:'•' ( _í:·•::Ot 

ti·- é.' t t r:_. ~ , i: r . . l j :.: . . :.:·:·: . 
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probabilidad y la teor1a constructiva de la probabilidad, donde s., 

objeto es: pQner los métodos (teóricos, numéricos, .•• ) para constru{ 

las aproximaciones de probabilidades ligadas con f, f ••• Desó. 

éste libro, nos interesamos sobre todo en el sequndo¡aspecto. 

La leerla de la est~distica procedo en sentido inverso de 

teoría de la probabilidad. Asi, si el esquema: 
f q 

0.T ( F .!F l .. IR 

es de hecho la. probi.'b i l i dad f" sobo-¡¡, n se- :'sup¿ne> 'descÓnoC:i da; un · 

ob sei--vci. si un evento se· 1 i Qa. corl ~... Oº (:~.'~e-:.>~-á~l j,\i!~:~;~~~~,~:¿l·~~~~.:~_:.~:-~·f, -_::~ prüeb.:i 
¡ . ~--

SG uÚliz;1. éd'a: iM'foi20-;a:'i;I6Btp;~fra F' •. 

E:je¡¡opl<o do.?.est<,distica par¿•méti-lca. -.· •''·.·--•· ___ ¡''~"./;, \:·"··· 
lüúti?ndc· O= lR )'"por --f,· tC•n1~}1dc.1 1:~~ ~i!~:'i!~-~·2:,f~~{~~~~>-~-_'·-·_:"· .. ,.-.:~·l..\ 

i.;;;p,;.ci o n "'"' peo-lee di: <-tna p1·c·b¡¡~1 l.1 d.Sa"'T~e=l:IÚ~ cidber.'de';_dé un 

eu=esivas e i11deper1dientes. 

de.· !R 

P.2r-á1i1c-t1· 

e dE5~:ono<;ido.' __ ttoma.do. de- un -~cc1_r:1}u-i~,~~~-.'<t.,(6 __ :~-- .,. _--,. ,· . 
F;o_i: ejeáiprC{, e~~=: -CR+- \·- r·~h--- r ~.j s~--ce-1-~- ;..e-;~. tJrID- dfsp-qr1Ef~:-d~ uf¡¿, 
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por ejemplo, tenemos p valores x , •••• x con una variable x e~ 
l p 

Midiendo los valore". correspondientes de y =.a~: + b con 

desconocidos. e represe-rite" un err-01-:- aleatorio cor. 1-eala N 

dispersión v es de5conocida. Tenemos los p nó,ner·os: 

yj = a Hj + b i· &j S j S p ) 

asi cd problema r10 es solan.éhte éstímar ·v, sino- a v b. 

y 

(1,v ) . 

b) El análisis de componentes principales,- el análisis canónico, etc 

Son dos métodos. e::tremadamente pues~~~ en pt-•ctica par analist~ 

sumamente variados ( psicólogds¡ eco~omisiás, geógrafos ••• ) 

Este análisis utili=a en ¡;:¡eneral, 

los dos prjfneros momer1tos, son utilizad6s cuando loE feM6menoE 50 

~!~?ndo las noc1c1ne~ de~ 01-ob¿,b111d~o. l~ac1endo LlEO ~p~~~t.~~~e __ la~ métodc 

dt:. dE:-scrlr..•cJór1 cJc, ~1t-0:;1r11lt.ieid:.!s, t.~0r,1lt-c._. e.le t::·s~1-ac1-D_s_-E:uc-ij(Jj-21nos~ 

En conclusi61·1., p:?.1-¿· r·::~t.udl c:•r i..:ri ~i~~·l:eu12 f.1.sicó có;-. le:< 2.\'Ud;:· d+~ t• 

·t:t.::· 

!·i. !::.:' ' • .;.: 
/ 

1(">"• f· ! ~·:-. t ·, \"¿:• 

J._·, G• .;;.:·,:-j, p•?:·r·Hi:ii.:i·:;CJ •.:l•._· c.á_J.:_1·)1,_ 



numéricos sobre cierta regla, dentro de un modelo probabilistico. 

Esta descripción "efectiva", varia wegún la manera en que l" 

reglas intervienen o sean util1=adas> dentro de un model 

probabilist.;. Por ejemplo, ésta descripción puede ser: 

al teórica <ejemplo: función caracter1.stica, detenninación de un2 . .-egl, .. 

normal por media y covai-ian=a>. 

b> efectuada con el uso de la de la función de repartición . 
• c> O bien efectuados por l.;. serie de nombres pe1·mitidos poi-

establecimiento de fórmulas aproximad~s 

cu1~ei-momentos). 

<mon1entos, 

f::n le· conciernf? uno notará 

cumulantes 

prof1-tndaíi1t?nte y 0 dt;-· pc.:1:-ud ti 

cá l c:ul c1s i. mp·:Jsi b·t¿·ri ··d.'k .::.!~_f é~-~-.,t.L~~~~; ·.o·. q~1 E .-J. l,.eyc?n · ,;p¡ás··;: A.n.cii~·~,/p1~ .. eSi;n l_~;n1:- ~ 
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Tenemos: 

( LF'') (Z) 

con la convención: 

I:. "'· "· ; .J" e J J J dF'. (>:) 

!P." 
m = .J" (x)

0 
dF' (>:) 

o 

a 

a! 

y Ja relacióro siou1ente entre momemtos y cumular1tes: 

m 
a 

a 
;:: 

la cual se puede escribir: 
a 

'I: ka ·'•· 

exp 

m 
a· 

a 
;:: 

,_.. o.!,"- ~· e(! 

a z 

a! 

) ' 

í. deflt:{da~{~~,~ ~:~-~{fi~~~~-::5_.~--~J,~-~~- er.ter ~s PGTíi:i tt:>n cel·:::ul ::-1- rn
0

er. 

de~· ~;ex ~ ii~1·-~-e.r:s.j_;T·~hte::.: :t~~·ry-~.~·¿5_j·p::~r ejea1p: w.· le·=: díe:~ 

P""'"' d = ,i ª";At:i.'·o' i:iJ. ·-'n +Í1;· di? '"ff·te,,,,,. i" 
•. ·-:.<'. '; ·.:,, . ; . :'.-- -· ~ . _· •. 
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y com~ la tr~nsformada d• Lap1ace es inyectiva, la transformacion e 
in·¡ectiva y en c:or.~ecüenciá~ todá- medida Q que cumple con la definicic 

anterior- se - car<l<:teri sa' ~or la f1_1n~ion--ari~l l.ti c:á ea~ 
-' :,.- .-. ;,. ·, :~:s·,-. ";' ~ :·:: -.-· 

; ,,: ':'.' ~. ·;;::c.•· ~.;., _ _,!,, ,":~'= __ c·:'-o-".; 

2. 26. Defl_nf·~:i_O'.'"d.,~} -;:_'.'.­
·>.+:'.\ 

·;:,.::.,-. ·~·,>· '-r·~,-
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3, PROCESClS ESTóc:AsrICOS 'i CAMPOS: .ALEATORIOS. 

Tenenios del capitulo ant:eriorl 

La modelación estoc•tica de una variable, toma sus valores dentro 

de un espacio medible ( X,U>, Y consiste en la noción de un espacio 

probabilidad <O,B,P> y de una aplicación medible { de O con valores 

dentro de X 1 { 1siendo una variabl~ aleatoria. 

Esto, puede aplicarse en el caso particular de n números reales 

aleatorios: en ése caso X = !Rn. Ahora consideremos en i!tste capitulo el 

caso mA. complicado, correspondient:e intuitiva111ent:e al caso n = ro. Por 

ejeniplo, T define una µarte abiert:a de !R, !R2
, CR", ••• 

El eleniento alt?atorio, es u11a función numérica 1·egulannent:e definid 

sobr·e T, con valor·es de11tro de un espacio topológico F,' por ejemplo, F 

!Rk. 

Esta función co1·responde, por· ejemplo, 

velocidad, o con un reparto de p.-esión. Tal 

llamada, una función alt>ato1·ia. 

Tenemos por ejemplo, el espacio C CT,F 

con una t""eparti ci 6n de 

modelación estocAtica 

X dos funciones 

continuas r·eal es sour·e T, de 1 a topol ogi a de la convergencia uniforme 

sob1·e las µartes compac lcts 

U = T CXl. 
11 

de T, y el conjunto Boreliano 

En vi st:a de lo cint:er i or, es importante estudiar en éste cap! tul o 

las variables aleatorias con valor-es dentro del. espacio de dimensión 

infinita C CT,F>. 

PC::tro toda la p;,1·tc; f ini t.;, i::. ( t. •••• t de s n 
T. cor11por1emos la 

variable aleatoria 

~ o - e~_ ("T, FL 

con la aplicación lineal 

6. 
' 

6l )! c~~cf,FL ~ Fn 
n, 

se obtiene asi una variable aieatoria 

~ = <~\ ' .... {t : O - Fn 
s n 



Estudiar-eme• en prim&r luyar, la• familia• 

< ~ <t l, t • T > 
de va1·i•ble• aleatorias c:on valo1·e• dentro de un esµac:io F fijol a 

tal f ami 1 i a se 1 e 11 ama proce!!!lo es tocA!!!I t (co Un Pr·oc:eso Estocitico 

<PE> es ur1a funci6r1 ale«toria, es decir, una variabla aleatoria c:on 

valores dentro de un espacio de trayectorias regulares. 

DEFINICION. Sea T un c:onjLtnlo de indices. Sea F un conjunto de 

estados, pr·ovistos de un conjunto B de partes. 

dentro de T nos p.-ovee de los estados dc1dos 

Un proc:eso estoc:ltico 

<F,Bl relativos a un 

espacio de probabilidad <O,T,Pl es plJr definici6n, una aplicación 

t---+ !; <t> de T dent1·0 del espacio de varic.ble iilealot"iii definido 

sobr·e n • con Viilor·es de11tro de F. 

De la misma manera que una función se denota indiferentemente por 

f 6 f<x>, u11 PE se denota indifer·entemente por i; ó t;<t>. 

A nienudo, a F ; !Rn se Jo 11 an;a un cc:injunto Bor-el i a~'o. Si T es una 

par·te de IR" con d>1, se puede decir· que i; <t> es Lln campo estocástir- .. 

sobre T; se reserva la ter·minologia "p,.CJceso estoc:ll.stico", en el e.­

donde T es P•wte de IR; en éste cciso, t se i11te1·p1·eta corno el tiempo. 

En el caso pcir·tic:ular· donde c:c<da varic<ble aleatoria t;<t> O-+ F 

se c•11·ac:ter-iza por- una aplicación medibl., bien p"r·ec1sa O--+ F, notamos 

!; (tl, es un PE c:lll.sico definiendo u11a aplicac:ión: 

o 
f 

FT 

1 
< t-+ ~ <t,w)). 

El espac:io p1·oduci.o F+ s.e inte1·pret.;, co1110 el espacio 

funciones T-+ F. Si .F1 es llcim.;.do1 como tr-ibu c:ilirldr-ic:a l <se verá 
e 

de 

a 

c:ontínuc-ci6nl e11tor1c:es f es 111edible. y la v•riable aleato~ia f 

c:a1·acte1·iza el pr·oceso { (t). 

Se puede c:o11sider-ar· que f mod8la Lin elemento aleator-io FT. t1á 

pr'ec:i samente, asoc:ia con todo punto"' la fL111c:i6n alec<to1·i.;, t --o t; 

<t.wl. 

2 



L• regla de é»ta función aleatoria, es l• imAgen d• P por F, as 

decir, la regla de f, 

Se dice que f<wl es lll trayectoria aleatoria asociada con w y que 

intuitivamente las trayectoria• aleatorias son 

producto de los pr·ocesos estocAsticos clásicos y toman en cuenta la 

medida de probabilidad f (Pl. 

Esto significa por· ejemplo, que si G es una par·te de FT de 

probabilidad nula, entonces la pr·obabilidad para que la trayectoria e G 

es nula. De lo contrario, si P<Gl ~ O, el nombre P(Gl nos da la 

probabilidad p~ra f(W) e G conforme al principio de probabilidad. 

Desde el pL111to de vista pr á.ct i co, ésta presentación matemática 

1-esulta insuficiente por· dos razones: una variable aleatoria es 

seguramente una clase de funcio11es de equivalencia medible. Donde 

todo l e T.~ <tl se define segur etn1erite, de un ensamble N 
t 

probabilidad nula, donde la r-eur1ió11 de Ntse for=a para qL1e se.;. 

desprecié<ble. Al observar· las trayectorias, 

integrales que se cscr-iben formcilmer1le 

.r T ~ t ( c.>l m ( t> 

o con deriv¿w la aplicé<ci6n 

uno puede calcular las 

t ----. ~ t (wl , 

ésto eHige que la trayectoria sea integrable, o derivable. Esa es 

la razón por la quo tene1nos que reforzar· la noción de proceso, 

regresando con la noción de fLmción ¿,leatoria 

introducción de éste cé>p1lulo. 

evocada en la 

Se nota que el en>pleo de la noción de pr·oceso estocá.stic:o ó de 

funció11 aleatoria, conducer1 a problemas prácticos y numéricos que 

necesitan de técn1c:cis nuevas. En efecto, s1 ur1 elen1ento aloato1-io se 

mt.Jdela por Llí\é< varic1ble aleator-ia O__. IR" y si ~es cierta aplicaci6n 

: IR"___. IR" • l;,s técnicas; de c.:álc.:ulo diferemcial e integral usuale-s 

<c<'mbiarido las varic1bles de11tro de lC<s integr·ales, integración por 

par· tes, fórmulas de cuadnolu1·asl, son us;,das par·¡, evalu;,r- l;, regla de 

~·o. conociendo lé< reola de la var·1able a. Más de acuer·do con los 

3 



procesos IR''. sa reemplaz• por· un espacio cJe dinien11i60 infinit• y todas 

las ti§.c11icas evor.:adas, son n1i.s utilizad,H>. Faltan tk11ir.:as nuevas; y ¡¡n 

particular·, tknic<ts que nos per·mit:an el ciistl de dimensi611 finita. La• 

tilknicas de reglas mar·gi11ales son de éoste tipo. 

3.4.SistemJ!. g_g_ Distribuciones Marginales. 

Sea C { <ti, t ET > un proceso estoc•stico cl•sico, 

dentro de T, con val or·es dentr·o t.le <F, B>. 

indexado 

a> Para toda parte no vaci a f i ni ta 

i = C t , ••• , t >de T, 
1. 1 ~ n 

el espacio F 1 es co11oci do cotllo el espa.ci.o producto, con defi n? 

el nómero de elementos de t: 

o 

es una vo<ri«ble aleat:oria, e,; decir·, una clase de o<plicaci6n medible 

o -- Fli l. 
Sea el con junto de partes f i lli tas no var.:1 é!S y no ordenadas ci.; 

T. Cua11do descr·it.Je l, el corijunto de reglas de probabilidad {i <P> es 

el sistema de reglas me1r·ginal:?s de { Ct>. 

b> Sea11 '(ti y 1;' (ti. dos procesos estocAticos clAsicos 

indexe.dos dentro del mismo ensamble T, dentro éstos estc-dos, dentro del 

mismo ensc>.111bl e <F. B> Se dice que { <t> y {' Ctl son isinomos , y se 

escr·i be { <t> ;;; {' Ct> si { Ct> y ,, <t> admiten el mismo sistema de 

reglas niar·gir.ales. 

3.5. Conjunto ~! .. !Jndrico en F
1

• 

Pdr·a todi> i e I en un"' pr·oyecci6n canónica: 

Fli 1 

-----------+' <~t: 1 t-Ei = 
··".or __ • 

co.dci pr·oduclo .;,c.;,bo.do Fli l,es.11.amado"del corojunto pr-oduct.o B .• E 
1 

con;unto cil111dr·ico T <F1 > sobre FT. es el conjunt.o engendrado por· 
. c -1 

tod<ts l<1s é<plic«ciones ni.P""ª todo G1 e Bi' n 1 <G
1

1 so= llama un 

cilindro medible de F
1

. 

4 



Sea 1 el conjunto de parte& finitas no nula& del ensamble T de 

indices. Sea F un espacio de estados, el cual e• un espacio m6trico 

separable completo. Entonces, para que un conjunto <in., 
reglas de probabilidad sobre los espacios Fli lsean 

1

los 

. } 

sistemas 

de 

de 

r·eglas mar·ginales de un proceso estocástico ~ <t> indexado dentro de T, 

que toma sus estados de\\t;-o de F, es necesat"io y suficiente que el 

sistema Cmi l sea coherente, es decir·, que toda pareja <i,i'l de partes 

finitas no nulas de 1, t<1les que i > i', entonces mm,es la im.i!i.gen de 

"'i par·a la aplicaci6n : 

(y.t)tEi ---+ (Xt)tEi' 

con el fin de tlacer· un ejemplo, hagamos una definici6n. 

Seél !j'<t> un pt·oceso definido sobr·e un intervalo T = [ a,b [ de. IR-.· ., 
, con valores dentro de un espacio vectorial F complejo de dimensi6n k. 

al Para a
1 

y a
2 

E T, a
1 

< a
2 

, la variable aleatoria 

~ (az) - ~ Caz) 

se 11 ama el c.-ec i mi en to del p.-oceso ~ e tl sob.-e el intervalo 

ª•'ªz [. 
bl Se dice que ~ <t> tiene un crecimiento independiente, si 

creci mi en tos de: ~ et> sobr·e dos i ntet·val os disjuntos 

Se<'ll de v<1riables ale«to,·ia!ó indeµendientes. 
ª·· J 

los 

Seél },. una aplice1ci611 medible creciente, definida sobre T = [ ci, +oo 

con valores positivos; tal qL1e},. ((1) =-O. Entonces, existe un pt·oceso, 

n __ <t> sobt·e T co11 valorioos re&les. nulc. para t"' O, 

indepel'ldienles v lé<les que P"'" 
I = [ a

1
,a

2 
[e l. el crC!ci1niento n Ca > - n z 

con cr ec i mi en tos 

Ca > .. 
Dos procesos que salisfacen ésl:c1 condición son isonomes; éstos son 

11 e.me1dos "pr-ocesos de Poi sson de media },. " 

usualine11te se obtiene t1acie11do k Ct> ~t. 

5 

Un proceso de Poisson, 



Sea un espacio Euclidiano! con dim F < oo. Entonces existe un 

proceso W Cll sobre T u [ O,+oo r con valores dentro de F, nulos para 

t= O con crecimientos independientes y tal que para todo intervalo 

l = r t , t•r e T, 
el c1·ec i nli erito de W sobr·e I, da u11a regl • normal centrada, 

covarianza < t'- t l d<Fl. 

de 

Dos procesos que satisfacen ésta co11dici6n, son 1'.sonornes: éstos 

son llamados dos procesos de Wiener normalizados con valores dentro de 

F. 

3.10. E!::Qf:~.9_§, constantes 12-ºL i11tervalos ~IR+ ro,+o:> r 

al Consideremos una serie et 1
00 

estr ic;tamente creciente, 

números reales. lalcs que 

t = o o 
y 

una serie de variables aleatorias. 

le lc=o 

..L CD • Sea (Y ) CD 
k k~o 

d 

Notarnos por olr- a par· le, que de acuer·do al Teorema 

aplic<>do al ca.so T = r 0,1.2, ..• J, se puede construir 

de Kolmogoroff 

la serie (' 

para toda k, la r·egla conjullta. de varic1bles y , y, ••• y Entonce 

uno puede t:ollsi derar los procesos I! ( t) 
º+ t 

sobr-e IR tal que: 

¡; ( t ) = y k si : t k :S t < t l:+t 

Existe ef!tonces, una serie fija de inter-valos detenninistas 

0,ttr [l •• t
2
L. tales que los pr·oc.esos I! ttl son constantes 

sobr-e cada uno de éstos inter-valos. 

bl Considet·ar.do ahora c:>l c.;;so de que los ir1tc:>rvc.'1os son aleator-ios. Sea 

una fase de variables Y como se definiet-oll a.11terior·mellte, 1-el at i vos 

k 
un espc.c.io de pt Dbilbilid.;;d O'. CCJnsicJe.-emos e.hora una s""r-ie <Xlc>"'I:=• de 

aplic<H::ionE?s medibles 0'-4 [0.+oo [ definido sobre el vector espc.c10 de 

prc;.:..;abilidCld Q". Se puede enlences, inlr-oducit el espacio producto Q 

n·x n·. llamado de la probabilidad producto p • 
+ 

sobre IR tal que: 

V t e IR+ , /; ltl = Yk s1 
1:-• k 

E .i=• X j :S t :S E j=i X j 

y el pr·oceso I! cu 

Dor1de en éste caso, { (t) es conste.rote dentr·o de intervalos 

aleatorios co11secutivos. Hayc1mos uri ejemplo: 



Tenemos al caso pdrticular donda l•s v•riabla• x,son variables de 

Poisson independientes, de misma media. Se puede considerar, por 

ejemplo, el caso donde v., son independier1tas de la misma di stribuci6n. 

Los procesos asi constr·ui dos pueden usarse . pcir• modelar una acci 6n 

aleatoria de distribución dada, pero donde ol valor cambia en ciertos 

instantes e1leatorios es de «plicaci611 en estéldos indepemdientes y tiene 

una misma distribuci6r1 de Poisson. Se obtieroen trayectorias del 

siguiente1 

d<id de 

la Re-

gla de 

.:"' 
O'-"t 1 t1 

Y. 
s 

['l 
t 

l 
los intervalos en el pt·o_ceso son constantes, en sus 

duraciones a1 eatori as x.' , . x~ / ... 

3.12. Procesos oeri6dicos_,_ 

tipo 

Un proceso' Ctl sob..-e IR+, poi· ejemplo, so dice que os peri.6di.co , 

de periodo e > O, si los pr-ocesos ' Ctl y t; ct .. e> son 1.sonomes. 

Definimos antDriw·merole F. con la complejidad de un espac!~ 

Euclidiano Fe , donde la di mensi 6n forzosamente finita, se denota por 

n. Donde 1·cl C!Ci or1amos Fe con una fase ortonor u1al, el p1· oducto escal ai­

dentro de F, se escribe 

< z , :: =- > = Ej= .. , .. l: ... j :: ,. í 
• Un proceso I; <tl definido sob.-.:: ur1 conjuritCJ T. y con valoo·es dentro 

de F. se dice de 2°ot·den , si tode<s l«s variC1bles alealoric.s son de 

2 ºorden. 

Si T es Lm esµ .. cio tooo16gico, el pr·oceso de segundo or·deri ' <t' es 

una aplicación continuo de T de11tr·o del Esµacio de Hilbert L2
< n, F l. 

As! pues, V t
0

, ésto significo que E q ~ <U - ' ct
0

) 12
> tiende a 
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cero, lli t liande a t 
o As1 pues, s;i utili;zamo11 la.11 coordenadas 

dlintro de F, (' <t> tiene componentes (' J < l> , 1 ~ j s 11 y• 

E q t: ( tl - t: <t ) ¡i1 ) '"~ n E <I ('j(t) - t:J<t.o> 1ª> • o J=i 
Aparece asi que un proceso de segundo orden t: <t> es continuo, si y 

solamente si, cada uno de i;us componentes, eli un proceso continuo de 

segundo or·den escalar, 

3. 14. Medj-ª. ~cmtral_ de y.n proceso. 

a> La media de un p1·oceso, t: <t> ele segundo orden sob1·e T, con 

Véllores de11lro de F, es la funci6r1 siguienle, 

valores dentro de F.: 

definida sobr·e T, con 

t---+ E < t: <t>>. 

bl El proceso: n <t> l; (tl - E <{ <t>). 
lJ. 

se llélmél proceso centrad.o dedcido de { <tl. 

Centrar un p1·oceso de 2° or-den os pues, sustraer el proceso i gua 1, 

idénticC\mente con lo funci6n dete•·minista t-+ E ( t: <t». Se nota que 

!\( t) tiene media nula: se dice que el proceso n <t> .,es un proc 

ce11tt·ado. 

a> La fLtnci 611 de élutocorrel aci 6n de un pt·oceso de segundo orden ;; 

<t>. definida sobre T, con variobles dentro de I, es lo funci6n 

segLn-C1mente definida sobre T x T ci:in va 1 i:ires dentro de: F e F 

R < t, t' > := E < { < t > e l; < t·• > > • 

b) La fLlnci6n de COVC'r·ian:::a de e (t) es µor· defirtici6n, la funci6n 

de aut.ocorrelaci6n del proceso c~1lrotlo: 

i:- <t.~> l_l) 

y R(-eri lugat 

Si utiliza111os coorden.,.das dentro de F, pc<r·a toda · t fija, 

eleu1onto ale,¡.\.orio { <tl 

< ~t <U 

cJo F, puod~ identificarse con el elemento 

'~ (t) t•••• '" (t)) E ~n, 

8 

el 



Dicho de otr• n1anera, la f;¡se da ( <t>, ¡:iquivale con la base de n 

procaso11 con valor-e• complejo• definidos ¡¡obra •l mismo espacie de 

pr·obabi 1 i dad. 

d) La inedia de pr·ocesos ( (tl ,es una colección de n 

valores complejos sobra TI seac 

funciones con 

t E < ( J > l = E ( ( j <t> l, 

b) La furrci 6n de autoc.or-rE'l c.ci 611 R 

n 2 funciones: 

R j,j" ( t , l ' > 
con valores complejos. 

l, l') se caracteriza por 

et•>> 

En efecto, si <ei, ... ,en> definen una fase crtonormal de Fe' el 

proceso ( <t> puede escribirse: 

t -- & (t) 

ConsecLtentemente, tendremos: 

R < t,t'> <t' > e. 
J 

Ej,;- RJ.r <t,t' > ºJ e ej, 
Asi tenemos que las funcior1es Rj,j"son los nzcomponentes de lo: 

fL•nci611 vector-iol R lt,t' l 

< R lt,t'l .. <t,t'l 
J.J . 

el Pard obtener una escr-itLu-a 1nat.-icial de ésta función, se identifica 

Fe F-co11 un espacio de operador-es lineales, asi pues, con un espacio 

de mc>trices: 

F e F - End F ~ M n 

ueF -ex-. 
Toin,,.rrdo éstas condiciones, las 

v,x ) u 

f6rmul ¡;s 

escribirse en su 

C R 
o por conver1ci6n, 

~ 'i <t> 

] E C 

l: 

9 

c>nteri ores pLteden 

( F, (t) t:.Ct')) ... 



l ~" <t > e 
Se dice que un elemanto M • F • F-, e1i positivo, 

corr·espondienta de End Fes l"u!trmítíano p0Gitivo1 

V z e F <Mz, z l < z,Mz > <!!:o. 

En t6rminos de coor·denados, ésto se escribe: 

Mjj· = M- jj• y pc.ra 

•i 

z 1 , • ; •• y z 11 e C : E j,j'=s " z j z j Mj.i' <!!: O. 

Se nota T --+ T la .spl i cac.i6n dent1·0 de F e F , la cual 

corr·esponde con la apl icaci6n: 
• M---+ M dentro de End F. 

3. 17. Lemo_. 

La forma bilineal: 

F x F --+ C. u V --+ ( V, U ) • 

operador 

definida por la propiedad universal del producto ten"sorial, 

forma liriecil: 

con la' 

t.r· 

F e F = End F --+ e 
lo cual coincide co11 la troza usual de operadores. 

end.om.ar/ism.a a :!:: O, con tr Cal 2 o. 
Es urgente mostrar que para todo a e E11d F 

una base ortonormal de Fe , tenemos: 
n 

tr a = E;=s ª·· . JJ 
Por· linealidad, es suficiente mostrar que 

arotc.ri or, leroemos que el "léormi no e11 gene1·a1 

6 
n n 

E.r-1 d jj = E.Ft. u j V j 

Final mente, si a es positiva: 

Ce, • a <e.>> 
J J 

c. .. 2 O, pata toda j. O 
JJ 

y 

al Igu~lando las trazas de lus dos miembros de: 

Ctl e ~ Ct') > 

se. tiene: 

'E<<~ <t'l ~ (t))). 

i 

Para tourJi 

í 
deí 

bl R ¡.t,l'>~*=·R ( t,t'). En efecto, 

1 (l 



tenemos u y v a F L 

( R <t,t')t u,v) u, R (t,t'>. v < u, E e e <t> < t et•> , v > > > 

entonces! 

E < < u, { <t» { (t') , V )) ) o 

< R <t', t > u,v > {E { (t') ( { <tl, u), v ). 

E { ( { (tl , u ) ( { (t') , V )) " 

= E {( u, { Ct) ( { (t') , V )) 

c) Para toda t ET, R <t,t> es hermitiano positivo. En efecto, con 

a> R < t,t es hermitia.no • Es nilt.s, R <t,t,> es positivo: 

( R ( t,t l u,u) =E< u, I! <t>>i 2
} ~O. 

d> Suponiendo que F se obtiene por la complejización de la suma de-

dos espacios Euclidianos, es decir-, F F OF • • z Entonces <t> 

caracte1·i za por· la pare ja fo1·mada por· un pr·oceso con val ore.-~ 

dentro de F •, y un proceso I! 
2 

< t > con valor es dentro de 

C<.<lculando R < t,t'>, es cómodo ut.ilizar· la e,;c1·itur·a m¿,tt·icial de R 

t. t'l Hé!ci endo una descomposición por bloques: 

r i:. (t) 

J R ( t, t'> E ( l!z (t) [ i:. t'). I! z (t') • l 
( 

' 
). 

entonces: 

R <t,t' > l 
R C t, t' > 

E

1 

C 1! <t> 1! C z • 

E C 1!
1 

Ctl 1!
2 

Ct'>* 

l t' > • l R
2 

C t, t' l 

F • z 
( 

el Tenemos la relación siguiente, entre: funci_ón ·:~é-di'ª"· función de 

autocorrelación, y función de covarianza: 

e e t,t'> 

siendo 

E {( I! Ctl - E C I! Ct)) l e < 1! Ct'.) 

-<.;.i:> :,~?{~ _'.·. :::-~~:~ 
------------

e ( t,t'l = R ( t.t'l - E ( I! (t) e E <!! t')). 

f) Se riela !!' <t> la restr·icci6rt del proceso!!' <t> con una parte T' de. 

T. Entonces. se obtiene la función de autocorrelaci6n y la función de 

covaf·ia11::a da!!'' <t> restringidas dii> T' la furn:i6n de co1-r-elac:i6n y la 

fur1ci6n de= cavariart::a de I! 

definición. 

(l) 

g > Sea G un espacio hermi t iano de si mensi 611 1n y sea L una 

aplic«c.:i6r1 lineal F -+ G. donde la adjunta se denota por L*. Entonces. 

lus pr·ocesos TI Ctl = L • !!' (tl 

autocorr·elaci6n: 

con media L ( E I! (tll y por función dei 

11 



R~ < t, t • l .. L R{ < t, t' l L" 

En Qfecto, para u y v • Gr 

(u, R~ lt,t'l v u, E { L { <tl <L { (t'>, v :>) 

u, LE< { <t> <{ Ct'l,L•-vl)) 

• • u, L R( C t,t ) L V l. 

La p1·oposici6n siguicmte, nos pe1·mite roconoc:cw muy simplemente que 

1..111 proceso de s"'gu11do orden es co11ti nuo. 

3.19. Prooosici6i:u_ 

Un proceso de segurn.lo orden, es continuo si y s6lo si, su función 

de autocorrelaci6n es continua. 

3.20. Lema. 

Sea 
(1) 

xl >l=t una seri€ de vecto1·es de un espacio de Hilbert 

complejo H tal que la ser·ie doble de productos escalares xi, xml 

tienden hacia un limite a si L y m tienden hacia el infinito. Entonces~ 
.. :t 

la ser·ie (>:l) converge hacia un limite x, tal que 11 x 1 ! =a. 

En efecto: 

Xm - XL ( xm - xt ' t<m - XL ) = 
xm,xml + < xt' XL) - 2 

Como H es c:omp l eto, ( x l 

Sea el caso~ que es fAd í de 

anter-ior·: 

R <t, t' >. E ( C 
Natural merite,· _todo pt·oceso · coí1 

Re ( X 
m 

--+ o. 
limxLR

2 

definici6. 

un espacio. 

valor· dentro de lci cóinplejificaci6n de· 

Un proceso eslocático definido ~obre un conjunto T. con valores 

der1t1-o de un espacio E1..1clidie<no F, se llama Gaussicmo, si par·a toda 

parte finita 110 Vé\cia i = 1 t
1
,. .• ,t..,> de T, la var·iable 

i;, = 1 !;<\> ,. . ., i; l\,ll tiene una dist1·ibuci6n Gaussiana sobr·e F". 

12 



Sa dice as1, que { <t> as un proceso Gaussiano re•l. En el caso d 

qu• F 011 Herrn.tttan.o de dimern;16n n, sr. pueda considerar· como Euclidiano 

de dimensión 2n, proveyendo F de un produclo e¡¡cal;.r real 2 Re < z,z'l 

• Un proceso Gaussiano con vcilores dentro de éste espacio Euclidiano se 

llama proceso Gauss(ano Complejo. 

Se mantienen las caracteristicas de medias y covarianzas de 

procesos de 20. or·den. 

3. 22.Teor-e111a. 

Sea T un conjunto y F la complejificaci6n de ún espacio Euclidiano 

F • • 
a> Pat-a todo proceso de segundo orden definido sobre T coro valor·.,, 

der1tt·o de F, pcir-a toda parte f i ni tci no nula 

opercidor M.de FILI donde la descomposición 

i = { t,, ... ,tn} de T, ~-

L 
por bloques hecha para 

C < tj,tk l , es auloadjunta positiva. 

b l Reci pr·ocamente, sea m unci f uncí 6n de T dentro de F, y sea e 

<t,t'> una función definida sobr-e T x l con valor-es dentro de F e 

tal que Vi <t., •.• ,t }e T, el oper·adot· M.de ' FIL!donde 
L n L 

l ;¡. 

desconiposici6n por- liloqLte:; está. definidci por- las e <tj,tk) 

ciutoadjunta positivci. Entonces, e>:iste un proceso Gaussiano de medi.; 

y de covat·ianz.;. C. 

Ejemplos. 

al Sea W ( t l un pr-oceso de Wi ener· rltlnnal i z i¡\dO sobre IR+= 0,+oo 

con valon;-s dent...-o de un espacio Euclidiano F • Para OS t < t' las· 
• 

vatiables aleatorias W Ctl y A w (t'I - w <U son independient!:!s, 

cenlr <odas. DoridJE< 1 a f unci 6n de covéwi anz;¡.. C de? un pr· oc eso de Wi ener· es 

t<1l que: 

6: 

e e t,t' > E ( w ( t l e w ( t, ) ) = E ( w ( t >. e ( w ( t) + A ) ) • 

e e t. t' > 

"' E C W Ctl e W (tl + O = t Id < F 

=Id <F l x min e t,t'l . • 
reci pr·ocanoente, se puede ver quo ésta func16n verifica 1 as 

condiciones del Teor·ema anler·ior, donde la aplicaci6n de éste Teat-ema· 

hace 11ueva demostr· ac:i 6n de 1 a ex i sleric i a de pr-ocesos de Wi ener·. 

b) Seaµ una medida positiva sobr-e IR • La función 

R < tl J' iul dµ <u) IR e 

13 



es tal que par• toda n, p.t.ra todo gistern;o t s 
t. 

t
2

S ••• s t dan nl:lmG1ros 
n 

reales • en 1 Oll que tenenio11 lo-. reales >..l • 

Ej, j=1 
n 

>..¡ >..le R ( t. - tk ) '"' J" 1 EJ=S 
n 

>..¡ 
. luij 

dµ ::?: o. • u 
l 

donde existe un proceso Gaussiano sobre IR de media nula y de 

covar·ia11za R < t-t• > • Por ejemplo, de acuerdo al Teorema anterior, 

existe un proceso Gaussi.ano c.:ent.-ado sobr·e IR, donde la covarianza. es la 

función exp-ct 1 t-t• I· Tal proceso es a veces llamado un proceso de 

Ornstein Uhtenbec~. 

3.23. Proc~ Estacionarios. 

Sea G un conjunto de transfor·mación de un conjunto T, tal que G 

cor1tiene la transformación idéntica, y tal que G es estable por 

co1nposició11. Sea { <tl un proceso estocástico indexado dentro de T. 

a> Se dice que { <tl es estacionario en relación con G 

todo g e G C?l proceso { <gt> es isonome con pt·oceso { <tl. 

si para 

bl Si ~ (tl es de segundo or·den, se dice que { (\:l estacionario 

de media, de orden dos si el proceso { <t l y { <gtl ·.;.;dmiten 

rnome11tos de or-de11 uno y dos par·a lodo g e G.: 

Entonces, par·a todo t,t'e T y todo g e G: 

E { <gt l > = E 

R < gt,gt'> = R 

{ <tll' 

t, t'). 

mi smr. 

Erilonces. un pr.-oceso eslac.ic.me1rio de sugurido orden es estacionar·io 

en media del o.-de11 dos, por·e¡Lu: las dos distribuciones de probabilidad 

son i guc. les sot..w e IR" y ti ene los mismos momentos de ot-den u110 y dos. Lo 

recipr-oco es válido pct e los p1 oc.esos Gc>ussie1nos. 
+ .• 

En el caso part i cul .,.,. , que T = IR y G es el grupo de tr-o.nsl ¡,¡e i on•?s 

positivos t __,, t. + h, con h 2: o. las relaciones anleriot-es se escriben: 

E { < t +11 J > = E < { < t l l , 

R t+h, t, +h R t, t•), 

Dict10 de otra maner-a, la media de un pr-oceso estacionario sobr-e IR+ 

es ttna fL•nci6n constante sobn: IR+, teniendo que e <t,t'J y R (t. t' )" 

no depende-n de la diferencí¡; t-t' Se puede eser 2 l:J1 r e11torices: 

R<t.t'>=R =E < !; <t> e { <t'Jl 

Emµle,rndo un"' co11ve11ci6r1 «11álog¡; po<r a la función de cové<r1é<n=a. Con 

le<s n1isntcts pr·op1edc<des p<wa los pr-ocesos eslc1cioria1·ios sobre IR ; donde' 

e11 éste: célso, G es el grupo de todas 1 c1s tra11sl acio11es 

ti real. 

14 
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a) un proceso de Wie11e1· es estacionario, pues la covarianza 

min ( t,t'> no es una fu11ción~e t-t•. 

b> U11 proceso de Ornstei n Ulll enbeck es estaci cm.-ri o. 

Para que una fu11ci ón continua R ( t) t = !Rd --+ End <F> sea una 

función de .-utocon·elación de un proceso ' <t> continuo de segundo 

orden sobr·e !Rd coro valores dent1·0 de F, estacionario con medi"s' 

de or·den dos, es 11ecesa1·io y suficiente que la distribución templada 

m = ( 2n ,-d F R. sea una medida positiva sobrG !Rdcon valores dentro ~• 
End <F>. 

De acuerdo con la fór·mula dt> inve1·si611 de Fourier R 

decir: 

V t E IRd • J' e i.<u,t> 11i e u> = R < t > • 
ffZd 

6 m es llamada la medida espectral matricial del proceso '· 

es 

Tomando las or·de11c1das sobre F. rel ati V<IS con una base or toneot·;1 .. ; 

{ et. ez' 
Teorema: 

' e ) n 
de F , .. uno obtiene la forma equivalente 

Par· a que una fu11ci6r; R'<{> '-' {~R ..• <t >) ... IRd--+ Er1d 
:"-'. ···'.> ·r::.. . . u· JJ" 

función de autocorrelación de>::_Rr,·oceso continLIO de segundo orden 

sea 

,¡. 

IRd--+ Cn, de :¡:c;riipbpE;,nles · <: <t> 
J 

d~ medidas complejas 

(t) y es necesa1·io 

suficiente que exista ui1a J:l:l~e~~i6n 
y 

sobre· 

IRd • 

<1 > µar a todo Bore11;;.r10 A de !Rd, le. 111cilri= e.Je coeficientes 

see positiv~. 

< i i l Se<1f\ _; y j ='" = 1.2-- ..• n-~---R~-- es-, f~t.:t:Or-- dE =-<- 2r:-- )--d entonces. 

T1·ansformada de Four i er inversa 
d 

VtelR ,fd 
IR 

JJ 

~e n~ jj~es: 

d
\.(U 1l) ( 

111 jj' U) 

Les med1 das 111 .. son l l ?1nc'dc;s espectrales 
JJ 

llamada la medida inter-espectral. 
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Las nociones, siguen del Teor-ema. En componer1tes, la medid 

vectorial m co11 é!plicac-(6n i=n la tr·az-a: tr: E11d FIZ .. 4: se obtiene por 

linealid,;id la medida limitada por- valot·es complejos. definida sobre IRd 

denotada por- tr m. Como se vió, si u ~o ~ tr- u ~ o. Como m es un 

medida positiva, por- lo to11to, tr- 111 es una medida positiva; y tr- de m e 

la medida cspectr al de Pi ssor1. Tenen1os que: 

tr- t E < { < t+hl e { <hl l J = E t < I!' < h l , 1!' < t +h l l J • 

En consecuencia, igual a11do l 0<s t1·a;: as 

V t , J" d e t<u,L> ( tr 111 l tul 
IR 

Esto e11 f onua de 

~~d( tr' 

El segu11do- ;nfen1bi'o/ sei llaína la Poissonianá del pr-oceso " ' 
últ:ima fo1~01\.i1.:; sf~riifi~~ qi.le l.á Poissoni0<118 de L1n pr·oceso I; 

i gÚ<>l a la -~,~;~ t~t~l bajo lo' cuf"va de. 'trm; esto es porque se 

de ese modo_;- Eh .el cascí-per-ticulai: de .un pr·oces-o escalar-, F 

tt·m = m. 
: __ :_,;(,e:··)'.~'.:'.. 

J.nte1Cp•''~~~2:t6~ 3.27.' 
- _: ., ' .· 

>~as. ¡;_9.!JUion'ª-o~t.~§_> f!,\i 
.. _!,.' --·_; ·:,,·,· :;-· 

ffii'_tr.t~W. ·m. -· .:_,_.-• .-•. _.·._ .• -. _> / •---.-_-_-__ -._-___ .-. ___ ·_•-
:(-.<~~-- _, 

,01edida· ;._--_--_-

<tl .Est 

tt) es 

le 11 am 

[:, teriemc 

Si .se r1001br-an bis•aplÍcaciCJ11~~- de_-_ ,n---~,_-~c;e~o~l;.1 (tl·--- ,.· .. -... ' I; cu 
" sobr·e CR-dcon .~é:t-l.·Ut·--~= ·r -~~_(e~·~ .. ·:·F_e.fi:!t-{5.iciS> .;.-al"- ··nii S'mó'; ~Sµc.C. i o de 

;~ ,Ctli~·-):'l:'¡ttl ;'.""" 1;" (tJJ. 

las c~1aJes,veriHc;;.1i_l~s't1ip,ÓLei's1sdel teot·c111c anterior. En el 

que C e ..... e >'''di~1i;E;í=¡-0!J.;!i'b~,i,'e>C:;.r!:'.mic';• de !Rn, la medida 
i n.:.: ',-... - .:,~',~:.d~::<l;}~ .·;.·,:'!/ ... ·:·::.,_ 

m" admi Le 1 i:. dest.,ompos·t C:: .. ~-i~·!.1)1 oritét ·i CJt 

p: uebas. 

Cc3SO de 

espectr-a 

al P.;r·a j ,:; 1~~'~:./r1; '1e1/' 1r;~'éli d<> mii es 
-·¡',.· 

la medida espectf"al del 

pr'oceso {'j(tl ·es'l';?C~i:·6·n·'~'.r·(~":·\f~-:~;<f'a;_fi~i.d de ar· de11 dos. co11li11uo de segunde· 



Dicho de otra fonna, la Poissoniana del proceso vectorial &Ct> as la 

suma de las componm1tes del Poissoniano. 

bl En el c<1so de un pr·uceso escalar· {,tt.>, de media EC{&Ct)) e 
t 

y con {,et> =e,+{' <t> o 

qL1e la Poisso,,iana de {:t<t> 

{ • et> est.6. centrada. Se 

es 1 a sume. de C 
2
del proceso 

& 

ve entonces, 

constante e • 
y de la Poissoniafla del pr·oceso {' (t). 

Sea ~ CT> Llll proceso definido sobr·e t'!, con valon:?s dentro de t'! continu 

de segundo or·den, estacionario de media de or-den dos. Si m twl define 1 a 

medida espectral de Poisson, sea K un enter·o > o·, tal 

siguienlo conver-ge: 

Mlc = f wlc m tw ) • 
IR 

qui= 1 a integra 

Mlc se 11 eon1a el mo111enlo espect• al tJe or-den K. Cor110 m es pa1-, Mlc es nulo 

par-a k impar - La sigui ente f6rmul a nos perrrii to cal cul .;,r los momentos 

esper-ad<.'.ls <si es que existen) en f unci 6n dei las deri vada,s en el 

de la funci6n de autocorr·elaci6n R!T): 

dk. 

R <O>• 

''' >'•. _{•:-;/··;:~.::,::.' .. _ ' 

ori ger. 

de ur1a rn.anera gene1-al, la fL1ríci6n'.:R(°T::¡-·, ~·dm{te un r1ú111er-o de de1-ivad.as 

coritinuas, por· lo tanto,: se .. c:li~e ~ffe?V~L ptcoceso es regular. 

~:<~·/_:_. __ ~,.- . 

Esta: nociones si gU6n ·c:1.,,i·. T.Jo1'ei11~ •· En 
'' --,.·;_·-· .·., ' ' 

espectr.al nietri ci al ni <u>'· a.d,mi tC: un;,, densidad con rel aci 6r1 cor, 

el caso de que 

- . d .. ·.' 
de Lebe;;gL12 sobr-e IR .··--e;;t:eo ··den si d°'d es l l .;,rnada 1 a f une i 6r1 de 

espectr-i'l. y se escr·ibe: 

ni ( L1 ) = 5 ( U ) du. 

la rnedi da . 

dt:11si dc-td. 

o u <Z-+ 5 <u J es uri<' f unci 6n def i ni dél sobre. !Rd cor, Vé' 1 01-es deirlr o de 

Erid <F> entorices se e~cribé_ por• la inversa de Fourier: 

V t e ~d , .5 (úJ ~-- (2nl-d f d exp <-i<u,t> R <ll dt. 
IR 

de 1"' 

c(Ul._du._ 

SÍ y j, ~ 

m (U) 

jj· 

<tdmi 

Ja fum:i 611 con 



las componentes de s esl valores complejos Sil' con 

V u e IRd , S i.i' e u> = <2rr>-d J" d exp C -i<u,t> RJ.i' <t> dt. 
IR 

Nou.- Si el pr·oceso { Ctl tie11e u11a medía µ = E<{ <t> 1 & F no nula, la 

rnedi da espectral m .. tri c i al 110 ci.drní te paso de den si dad. En efecto sea el 

proceso centr·ado ~· <t> tal que ~ <t> = C <U + µ • Entonces, V t e !Rd 

la funcí6n de autoct:u-1·e1aci6n se escribe: 

R~<tl = R~, <ti + µ • µ 

con: 

R{' (t) E < {' < h+t > e {' <11)) 

3.30. Transformaci6Q. de proces.9.§. estocásticos. 

Sea { <ti un proceso estocAstico continuo de segundo orden 

sobr·e un espacio abierto T de !Rd, con v.;.lores dent~·o 
definido 

de la 

comple>:ific«ci6n F de un espacio Euclidi«no de dimensión n. Se va a 

definir 1 as f6rn1ul as qLte per·ni1 ten .. soci ar con { < t> un proceso 17 Ctl 

definido sobre L•n espacio abierto T' de !Rd' con valo1·es dentro de la 

comµlifice<ci6n F' de un espacio euclid1«no de dimensión '17'. A fin de: 

p1·ob<ff esl0>s fórmulas, coriside1·::rnos el e.aso pcwt1cular 

una variable aleatoria: 

o , T , F' i ---. e e T, F > 

de que eo»: i 

te<! qLte par·e1 todo t e T. { <t> se obtiene en componentes (3 con la 

c>plicaci611 lineal é\-+ f' .. p <t>. El espo.cio e CT ,F> de aplicacior1es;: 

continL•<>s T -+ F e;; 11 anté'do le- topoto~ia de ta converii:encia compacta, y 

de la tribu bor·eJ1e>f1<; i'SOt:i?dR. Ert el caso pe<r-ticular· consideremos. la; 

transfo1·maci611 está defi111da por· L<na .;plicaci611 medible : 

Ct 

e <T,Fl ~-e <T,_F'l. 

Donde el proceso n. para toda t' e T' 

f> E (3 iwl par« todo w e O 

l8 



Entonces, el proceso tt·ansforma de proceso { <t>,. pv<t> es •l proceso 

r¡ <t> .. f. <p"'<t> >. En com;ec:uencia, el proceso tansformado de { <t> ss 

en este caso: r¡ <t> = ,P <l,'<t». 

Cl 

p ------+ p <t'l ~ rteT o < t•, t > p <t> µ <t>. 

6 O es uno i1plicoci611 continua T'x T----. L <F,F.'lcon la medidaµ sobre 

T es nula, excepto en una con1pacta K de T. En efecto, la hip6tesis 

de que el proceso ' <t> = 6L • ~ : w 4 pw !t) es continuo de segundo 

orden. Estas hip6tesis muestran queV t'e T', la variable r¡ <t'l es la 

intc;gral de la funci6n en L 2 <n,:·'l, relacionados conµ: 

n (t 'l = IL e le ~ ( t',t l ' <tl µ <t>. 

En efecto, puede faltarnos tocar ésta relaci611 pard toda t' fija e 

T', se puede simplificar la r1otaci6n poniendo f <t> 

denotando r¡
0
la va•-i«ble T) <t.' l. De 1<> i11tegt~al definida 

tenemos: 

Q <t' ,t> y 

V w e n n <w> o 
con la propiedad, resulta: 

3. 33. b~.!!"-ª-

Sea µ una 

derivad<i's 

19 

un 

y ~ las! 

a compacta para las 

lJl/Jt. definen el 
J 



operador de derivaci~1 siQuientes de la Jo vector de basa bfe ~d' S 

:S d. E11to11ce<1, a " "J tr· imsform;i el pr·oceso ' <t > 6i • "J• (3. 

suponiendo que t -+ { <t> es continuo con valores dentro d11 L
2 <0> y que 

para toda t fija e TI h-l < { < t + hbj - ' <t> > tiende a un limite 

a Lª<O>. t j (t) 
Se deduce con éstas hipótesis: 

T) < t ) = l C t ) '-' l i m h -l < { 
j h+o 

3.35. Tramsformaci6u g_g_ proc~ estocásticos co11ti!J.b!9.§. gg segundo 

orde.Jh.. 

Si ' <t> es un proceso estocástico contir1L10 de segundo orden, se 

quiere saber si se puede asociar una variable aleatoria (3 con valor s 

dentr·o de Llll espacio funcio11al, como se hizo anteriorinente. Entonces, 

se pL1ede definir como se dice l<' transformación de la ve1ri able (3. De 

lós fórmulas de ló sec:ci6n a11to1·ior, que nos definEff1 dir·ec:tómente la 

tr-e1nsfor-mC1ci611 de un pr·oceso estocástico definido por la variable (3. 

Esto rnotiv<> las defirlicio11es siguientes: 

Sea t Cl> un ~·oc:C?so conttnuo de segundo orden , definido sobre 

con val ores en F. 

a> Sea ti> unCI funci611 rn<?dible F -+ F'. El .pr'pcl¡¡so:::· t -+ ~ (t= es· 
!;,' 

l l amddo ta transformada de { <t> p"ra ',¡,;'' 
'''\ 

b > Sea Q <t', t > un« f une i 6n co11Unua~;}'.~iJ tf:+ l.'. <F. F' > . E11to11c es, 

proceso< t'-+ n <t'J = r7 a <ti~·~X.l~k~C<.~j ;¡.:. et> es llarr.óda •v 

transformada dei proceso e cu por::·1··;.-·:·fr:·.aBsfo···maci6n i•1te9ra1 definid.; 

en la sr=cci611 anterior. SuponiendtÍ·~J~.:·J.~i.;\f:{\·,i'tey~al C?úste como 

inteqt al de Riet11.:inr1 gene~- al i::i:4d~--~~·, ·'·.:· -, ..... ;,::~~-

el F1""lmenle. -=i T = T'= 11é, j _e {cl/7~~/(f)i:C"süp·orie111os qL•e par.;. toda t; 

e T. el cocie11te h-
1 < { ( l+ttbj '·- i:-. C_tll.tiertde. a un limite dentr·o L::í 

O , F ) s1 h ~ O. V1endo éste lim1 te 

qi !; (t J -

se di.c:e ql1e. el proce.so. (t); 

(8 ~ 

(t.) •. 

( íJ t.l 
J 

r;!S L• der;-i vada de pt~ocesvs 

segundo' ~rcfe11 x<<t, .···e_l<>cioh~dd ·,c:on'•ia j• -c:oor-denado y que e.l proceso 

<tr adrniteüna deri:v«liil ~·"'-~{el 'de_n•;di~ deor,den dos. 

2(t 

Cl 



Se nota que toda.a estas defi11icion11s son funciones,!li los proceso!!!. 

co11struldos"' <e<t», n <t'l y ,,le Ct), sCJn pr·oceso.a de •egLtndo order1, 

asi corno si 1 o.a pr·ocesos ,¡, <{ <t)) no son f or zosa1nenta de segundo or-den. 

La pr-opCJsici6n siguiente, es una co11dici6n necesariil y suficiente nos 

per·mi te r·econoc1u· si un pr-oceso de segundo orden dado, admite una 

derivad« pan.:ial en media de orden dos, expr-e5i"ndo as1 la función de 

autocon·elaci6n de .:ri{ <t> e:n función de estas { Ctl. 

Sea T un espi"cilJ i"bier·to de IRd y j e < 1, ••• dl. Sea { (t) un 

proceso de segundo orden con valor·es complejos definidos sobre T, de 

función de autocorr·elaci6n R Ct,t') Para que ~ Bt> permita ~· 

derivada parcial en media de orden dos en relaci611 con la coordenada 

tj, es necesar-io y suficiente que p<wa todo te T, el limite 

exista: 

1 i m h-ih. -i CR <t+hb. ,t+h'b. ) -R Ct+hbj, tl -RCt,t+h'bj +RC 
J J 

h. h' -tO 

Si asi. 8 R Ct,t' >, es 

8t. 

siguiente 

t,t ) ) . 

J 
existe. y para todo Ct,t'> existe: 

1 i "' 
h,h'-> o-

n6tese, 

R. (­

.:¡2. R 

8i:/t' j 
este limite es: 

<t. t') -

3.38. l;lot .... 

at.at'. 
J l 

a R 

Se puede demosl:r ar· que si 

t, ) 

t. t') (t,t') 

(t., l'). 

la fur1ci 611 R (t. t,) es 
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doble111e11ta continua y deriv<"ble sobre T >< T, entonces, para todo <t,t•) 

e T ,. T, el l1n1itE! definido exist:e y es igual a le. cantidiad 

crR 
(t. t.). en cAlculo diferenciol • 

.tt ;"l' j 
Ejemplo de aplicoci6n de lo demostraci6n anterior. 

Un proceso de Wiener· con valores dentro de IR, no es jamás un 

pr·oceso de segundo or·den derivC1ble en media cuadri.tica. 

En efecto, R <t,t'l = min <t,t'l yparah<h'I 

h-ih,-t < R <t+~1,t+h' l - R <t+h,tl R <t,t+h'l + R <t,tll. 

h-'h·-· ( t+h - t -t + t l = h'-'. 

Aplicando lo anterior, COI\ pr·ocesos de segundo orden 

estacionarios de media de. orden dos, se obtiene: 

Un proceso¡: <ll··estc.cf.onario dE! media de orden dos, definido 

sobr·e el limité, es· un ··:pr·oceso de seyundo ot·den, d,e•·ivable si 

solamente, si el limite siguiente e>:iste para lodo t·eal t: 

lim h-t h'-t R C t+h,.t+h'l - R Ct+ll,t.l - R Ct,tHt'> + R <t.,t')). 
h-+o 

Denotando el limite R" (t) 

R{ ,_ { , t , t +h l = - R " eh > • 

-R{'{' ·( t.+h,t > = R' <ti>. 

y 

Sea p; et) un pr·oce_o¡;_o ~st~d'or1~t~i ~.:d~--~,.,;éli ci de ·orden dos, con ti nLto de : 

segundo orden, defi ni'dJ~·sci~;;eJ~i~p¿bn:;,,,;_,i,íoi~és dentro di= IR, donde 1 a'. 
medida espect.-c•l de-~;6(~"~t;#(ní1\J{:f•"Já"ri\1t:~-u11 i11ome11to espectt-al de ord&r.i 

dos. Entonces, eL:p_t'-Oc.E;.~_ºJ' .. v;~,§'>,:'ii1:J;¡1i\~·-uM~"i:le;rivada de media de or.:ie·.•! 

do$. :~":;e~:o~e~~~~;~~~-e: ..... >;~tutl}#;{P1i~i-R--~:~:}t~:,,_e)~s.· ~ ~:>~ Cul6. 

rn·.cu> ;.-'.•"R.''.: ~ 
· .. :,, , .. ·<'"'-:.'~;~::,~f.'" :·.;'.;:'2:·,- :·,~~.,,_ ., ·.:,,;··· 

3. 39. 5:_eJ?r-~semta<i~Ó1~'.;;X[ifJt'~~~\;~i'[2b,Cg~:~~5,;~ ~~tocásticos º-.ásicos de 

'§_~\,1.!_l_g.Q_ Qrder_i_,__ e > ! ·"':? <:~ ';::' .? :'.>: 
e . ·• _ ,_ -- - ·-~º- · -"--~ .. ;).~~.: •-{¡;· _;;>/}:_-~-~ 

( U. v, ill) Un COtljLlr~1Cl'd~ pf:C)yi'.~Jci ';ae•:', Üná . medí da 

tri bl1 V de> p.;.•: les de u: se .'di.ce ci~a :upa'.funr.:i6n 

Se"' positiva m 

sobr-e lél deter·mi ni sta 
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fCt> definida sobra T admite una reprasentaci&1 integral, si existe una 

función g <t,u> sobra T x U, tal que para todo t, g Ct,.> esintegrable 

on reloci6n con m, tal quei 

f ltl = rU g Ct,u> m <u>. 

En el caso partic:ul"r que U es un conjunto despreciable, la 

integral es la suma: 

f < t > = r:lceu glc < t > "\, • 

De tal es representaciones i 11tegrales, o su forina en serie, son muy 

átiles em anAlisis m¡;temáticLJs y sus aplicaciones, tlesarrollando de una 

fu11ci6n siguiente de funcio11~s propias, desarrollando de una función en 

series de Fourier 

'r/ t E !Rd , f 

ó en integ1·ales 

<t> = C2rrl-d r 
!Rd 

de Fourier: 

< IF f > Cw> 

En este caso, lo Transfor-mad<1 de FoL•r-ie1· IF f tiene en 

aplicación un significado bieri pr-eciso. El fin de esta sección es 

obtene1· repr·esentaciones análoga; a la integr-al: 

~ <tl =Ju g <t.ul M <ul. 

En el caso de que ~ ( t l es un proceso estocástico de segundo 01·den 

sobr·e T, co11 valof·es dentro de la co1nplificación F ·de un espac.:ko.: 

eL•clidie<no F.de din1er1si611 11. D1:1nd•oJ ¡_,e;1·a twdo t fijo r:Je T,~ lt.l e 

Lz: (0,Fl es r11e11teroido un ele,;111e11to de uro ·espacio vectorial de 

dimensión infinita. 

De l" ~nteri or ,.-g <t,ul es 
e•'•, 

u11ác ·fui1dór1 con V2'1 Or 
': -< ." 

escc>.lar es. Donde es neces<1r-io reemla=a,.- .. 1a:··rned.i'aa ·;:)n _c¡ue interviene er, 

l;e integ1·al por- un estado matemático 111.Jes'.o··:·i1~i!'~:do::medicla espectral• 

estocástica , qLte .asocia a .todo (3 e V, una vb1:i-_iili:ife:á-1eatori= vecto1·ial 

La r epi· eser,t;,c1ór1 i nte,wal de 

<L :;{.; , ~\· . . . 
pt'pi:eso{. , como :.todo 

~ <t>i ~cc'<ti 6 
qúe ~ <ti ~:itá. c:entr-adé\. 

pr·oc:eso de 

M <(3>. 

segundo orden, sC? escr"ibe: { <tl =.E e;:tá 

cent,.-ado, :-se-- SLtpone en __ e_s~_a_ sea~_ci6n~ 
.---

3. 40. TC?o.reina. 

SL•pongi'mo:, qu'e e}iiste un,;;. medid? pos(ti\./a m con v<1lor·eS: 

dentro E1id F, pcÍr·a' todo t E T •. una fLi11ci¿r~ ';cofi valo1·es complejos 

9 < t:u·> =c9. <t.;) e L.2 iU(t.f·fm~>j.~~1/ que ·le-· ;unción de 

aLIÜJCOn'e] ~¿Í ¿;, d~/ ~r;p~~~O F. ({¡ /ado11t~".".l a ;¡.~~f'~.;;e¡1 tacÍ Ón 111tegr·al: 
~ ': ... ~. . . ' ;, .. , ;',;':.' . 

.. <=-·. ·:·_·\ '.; ~: .. -:/. :.'.') ;;/:'.<:\~;~~:'.." ,. ~::::·_ . .,-.. -. 
R<t;t'í=r g <t.;:d>'·¡;_¡C<t:.';Lii mcu) 

''"'----~' u --
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Se ¡¡upe.me as1, que t desc.:r i be T, las f uroc.:i enes o (t,. > -.noendran u 

sub-espac.:io vec.:tor-ial L- derisode------Lª=cc(---U,--t.r.--m>.Entonc.:es, la 
o 

aplic.:ac.:i6n lineal! 

7) 

L---+ Lz (O, F >. 
o 

E lc=i .. flc g <\,•.) ___... :E lc=l .. flc { Ctlc>' 

se pr-oloriga por· c.:ontinuidad, en una isomet1-1a biyectivci nornbr-ada M. 

M 

L z ( U, tr rn > - Lz C{ > • 

6 L
2

<{>es el subespac..:io vectc.wial ashe1·ido de 

por las vari.ables { et>, t desc.:r-ibe T. 

Lz <n, F >.engendrado- . 

M 

a) La aplic.:e<c.:i6n m -L
2

<{-> es 

espectral estocastica y es cier·t:a par-a toda 
·z 

f e L < U, 

M (f) = .1 f (U) t-1- (U). 
u 

llamada medida ., 
tr m > 

de esta maner-a, si 1
11 

es la fund6rl ·inºdi'c.:at-riz de un element 

c.:ualquiera de la tribu V, ponemos: M<B> = M <I 8 > 

b> Ls medid.;, espectr-al estocastica M tiene lss pr-opiedades 

siguientes: 

Si los e11sambl e:s 81: sc.m disjuntos: 
00 00 

M ( Ul:=t Ble l "' ~=• M CBI:>. 

Sei>n B y B' :!:: '!.!, le> integ1·a1 eser ita dé t .. 1 manera QL•e conve1-

E M .• < B) e M < B ' l J > ni ( B n B' l • 

igui>lando las tr·a=<'s de los dOs miembr-os, teneri1os: 

< ( M < B ') • M < b l )) = < tr- 01 

Fin<'lmente, 

V t e T, !; 

Si { ( t) es un pr 

definido sobr-e IRd, cst.;,ci 

B n B' l. 

-iu-l. -

de segundo or-den, 

dos, { "' o, tenemos: 



R (t, t•) .. r 8
t<u,l-L'> m(U) ..., r 8

l<u..u 
9

l<u.t·1 n1(U) 
IRd IRd 

Por otra parte, las funcione!i exp { <t,. » son densa.• 

L 2 <1Rd,t.r m) pero si f e L z<IRd' t.r m> es ortogonal con toda.;; 

funciones exp { i<t,.)} esto significa IF (fm ) = o; donde f 

nula poi· todo. Como m ,. o, esto da 

V t E IRd ' ~ (t. ) 

Eje1npl o: 

f = O. Poi· lo que te.nemas: 

r d ei<u,t> M<u> 

IR 

1an 

las 

es 

Sean a,, a
2 

••• a,..una serie de nomeros >O y sean u<1>, ••• u<N> 

una familia de nomeros reales distintos. Sea ~ <t> un proceso centrado 

con\:inuo de segundo 01·den estacionario de media de orden dos, 

sob1·e el limite y tal que la traza de su medida e,;trcut u ral 

dada por: 

definido 

m, está 

N 
tr m = r,,,=t °'Je 6 u<l:> • 

Entonces, la medida espectral e~tocástica M está centrada sob1·eu ,..{ 
k=i 

u<ld }. M se ca1·acte.-iza poi· el !1ecllo de N vo<rial>les aleatorias; 

Xlt M ({ul: )) e Lz 10,F l .con ª1: E < S \, 1
2 

) • er1loric.es: 

V t real, e ( t l 'r' N ei<t,u<lm X 
""lc=i k 

Esta. relaci6f1 sigr1ifica que el pr.:::>ceso ~ <t> es una comb"ir1e<ci6n line=! 

con coeficief\tes dleatm·ios de funciones <w1061ncas 

donde las pulsaciones describen la parte de IR que 

lamedida esµectr·al de Pois;;on. L<1s .-elaciones 

E 1 ~ < t > 1" > "' r l 1· m = E a = 'r' N E 
IR k ""lc=t 

e><p 

está 

xi.: 

<t,u<k> 

ca1·gada se. 

12 ) . 
come11t¿;n que el pr-oceso de F'oi sson e ( t) es una suma de tt.r-minos, 

que cor-responden con diver-sas pulsaciones u<Kl que aparecen en 

descornposici611 del pr·oceso. Asi, el Corolar-io l precisa l" r·elcci6n E 
2 

1 ~<t> 1 ) = IIRl.- rn 

estesci onat·ia 

la 

en· 

medi" de 01·der. dos•· cor1 .valor· es cOmpl ejOs~ dc:ir1de 1 a medida espect1·a1 de 

Poi ssc..n er1, m- 'i?st.Ac ·c.::i>·1centt·ada sol.Jre· el inlet·valo t.et..-atlo [-B, +B 

Entonces •. f 'ét) ·/s!?'Y~~{~,.'~:i na. d·~ l ¿, .. ui¿,nel' a ·.si guienle s.i conec. tcmos 

valor·es de e· ·c.c:in .P~tnt_os rm(B, p.;r.·a n=0,+1, ••. 

1?11 

~ <tl 

Bt rm B 

25 

1 os 



Sea< 0,T,P l u11 espacio de p1·obabilidi.<d, y sea -r' una sub 

de T. Denotamos P'la restricción de P con T'. Entonces, para todo 

tribu 

g e L/ <O> ex i stc une1 sol e1 el ase ti e LP,' !Ol te1l que: 

v Be T', r. g P = r
9 

h P'. 
T' 

Esta clase denotada h =E <g 1 T'l 6 E g es llamada la 

e5pera11:::a co11dicicmal de g relacionada con T'. 

En efecto, para ver· que! la clase h 

vet·i f i céln 1 a ecuC1ci 6n anter·i or, con h 

es única si 

h' - h 11 cumplen J' 

h 

"h • 
y 

p = o pa 

h" 

3 

toda Be T', con h= O P'-asi seguramente. Para g ~ o, la e>:istencia 

de h r·esulta del Teorema de Radon.Nikodym. La existencia de h en 

general resulta por li11ealidad, poniendo g =y+ 

g+ y g e L , 1 !0lson positivas. La definición • 

y g las funciones 

precedente se 

puede e>{tender en el ce.so g tit!ne ve1lores dentt·o de un espe<cio 

Euclidiar10: ti con valores dentro de F. 

Sea f una aplicaci6n medible de espacio de probabilidéld 

con Ve".lor·es dentro de u11 espc1cio rned1ble <X,vl, y sea T·' = f-1 <u>T 

la SL1b t1·ibu de T e11gernfr·c1da pc11·a f. Sea Q = f !plla distribución de f, 

er1tonces, p.;;ra todag e L 
1 :fh, e:d ste una sL1b c l etse e L 

1 
<X>, tal que, 

p Q . 

V B e J' h Q J' g' F'. 
v ' a r-'<a> 

Nótese F''la r·e5tr·icci6n de F' <.:011 T' y denotamos ti el elemento de 

L ,'<o> que ve1·ific" lci definici6n «ntClr1or· conh =h. f. En el caso 
p 

partiC:úlar co11··1.,. cor1dici6n en relación-con la tribu engendrad?. por una 

~ar·iable aleatoria 

h = E !g lf;-t <v> l. 

Es· 'm!s';. .tanto 

3.46. 

f O _,. X 

h 

se est:ribe h_ =E <gif> y ter1emos: 

COlflO las esperan::: a 



y la medida d~ Lebesgue dt. Sea T' lasub-tribu de T engendrada para . 

la partición definida para los treli 1iubintervalos1 

l. [ o. 1 [ l:t " [ 1, 2 y 1. [ 2' 3 J 

Entonces, para todo g e L '<O>, la asparanza 
p 

co11dicional 

<glT') es definida por la función h 1 C0,3J-+ IR 

co11stante para cada intervalo lj y que es igual a 

l j' = 1, 2 y 3. 

la cual eli 

J' l g dt 
j 

sobre 

E 

bl Aplicando la segunda definición de espet·anza condicional, en el 

caso particular con f una variable aleatoria con valores en X = IRn 

, provista de una tribu Boreliana. La distribuciórr conjunta Q' 

de f y g, es una medida de probabilidad sobre ~n ~ ~. donde 

iinágen para la p1·imera pr·oyección canónica rr,= IRn x IR-+ IR" hace la 

distribuci~1 Q de f:Q = rr
1

<D'l.Con la integral para todo g e 

L • < O> , e:<i sle una sol a t1 tal que: 
p 

V B boreliano de IRn , J'
8 

(X) 0 (X) = J' 
rr-• (& 

g Q' (X ,y)• 

Por· ejemplo, suponemos que Q' nos da una 

•: L'11Rn+', . ,¡,¡ dy >. Con 

densidad continua 

estr·ictamerlte positiva tp '<x,yl 

una pequena derlsidad 

tp <x l 

h <x > cJ' +ce y 
·-ce 

· y_da: 

tp' (x' y) 

a. =··rr <a~,> 
l 

dy. 

J' +CD tp' (X, y) dy. 

Donde 11 <><> pú~b·e-·'\n~erp1·etólrse en ~~le caso particular, _como 'él valor 

medio de una -di ~-;;_,.:i ~uci ón de prob«bi 1 i dad µ sobre IR dé dér;si dad: 
. . X .• 

,c·,d:· <yl = tp' <x.y> I J' +ce tp' (x,yl d)'• 
X -CD 

. ' e·• ·'"'-" 

distribuciÓn,d~- g sachant 

3.47. Te9r'~rrÍ~. __ Q.§:_ Jirina_. 

µ = 
X 

que 

d (y) 
X 

dy es llamada 

f ~ X 

Sea·;¿; 
pr·obab1 l i dad sobr·e el pr-oducto X >< Y de 

dos espa~-f~s- mé(r-icos co111pletos sep<1rables .. Sea Q = rr <D'l la imáger· • 
pr·oyeccí ón canónica. Entonces, e>:iste 

f a1Íli l i a Íµ l 
. • X 

de do_s distr·ibL•2íon'es de p1·obab1l_idad sobt·a Y indexeodas 

en X Qnica1flei1le fuer·a. de ·ura conjur1lo O-despreciable de X, tal es que pa1· 

todo me LQ,•. (X:< Y·>, ia-fUnci6n ·x -+ J' 'in · < x, y> µ <y> 
y X 

es 

27. 



Q-integr'able• 

rr x x v m <x,yl Q'<x,y> 
Se dice entonces, que <µx> 

escribes 

Q' < x,y > 

rx Q <x> Jv m <x,yl µx <y>. 
es ur1a desintegraci6n de C!, 

3,49, Propiedades de las espera~ condicionales. 

T 

condicionalg _.E lg 1:s uraa .aplicaci6n lineal .. · 

y se 

a> La 

L l <Ol 
p 

-+ L l <O> que trans.fot·ma toda funci6ri g ~e O, .. en una funci6n 
p l ' ·-

positiva. 
T ''<'i:' , T 

b> Si T,. es una sub-tt·ibu d~ Ti e T: E"':"'<E';~ g) ;=E 2 g. 

cl Se hes una funci6n esencialmente limitaday·:·.~~'dib.le, en relación 
T 

COllTl El(gh) =h 

dl Para toda p e C 1 , +m J, la aplicaci6n lineal induce 
T 

contracción: L Ptn: ~ L P<rl> .Es rn.?.s, para p = 2, e: i coincide con 
p pi 

proyección ortogonal de L 
2 

<O> de irná.gen 
p 

L P CO>. 
p 

l 

el Sea H un sub-espacio formado deL2 <0>, tal que toda pat·te finila de 

µroporciona una función G¡¡ussi<ma centrada. SL1ponie11do que 

conjunto er.gendrado por· los !:'leinentos d¡;l subespacio formado 
T 

Entonces. para toda g e H. E • g es na proyecci6n "ot·togonal 

sobre los subespacios H
1
de H. 

H de 
i 

de 

e1 

H. 

g 

Este result<1do es muy inlun:>sant&, porqL•e de una naanera global, 12 

esper<>n=.;; co11d1cior,al de q e L :r COl en relación· coro el conJ'Unto T . p i. ~ 

engendr·a un SL•b-espC1cio for·m¿1do de cL12lqui.er t( de L 2 <0l es la 
r. 

proyección ortc.1gor1al de g sob1·e los suuesµac.ios de ·L 2 10) formado. par 
p 

Jos ele11oentos rnedibles cor1 relaci6n a T"·· 
l ' 

º-~.:_-;, -- '- ~-7~-.-=...S'--~:-' .~--:--.~.~°";,..,_ ,....e-,..~ 

Se? Ti un subcor1 junto de T Y; .s_~_o .~·e·,, ~ür1c:t::\Vc:tto1.iib) e{ Cll eB.t0r-:l. if 
n.,,.,-~P ) .,Ji. < x .... ). F'at·a. todo '.:ele~1e~·1··ta':-,·.: A.~:.:.~< .. ~-·~:~ ,\~_.$deinos_-: 



Q-1 nlec;¡r- ab la 1 

.f.f x x Y m <x,y> Q' <x,yl = .fx Q <x> .fv m <x,yl µx (y). 

Se -dice entonces, que <µ,.>- es ___ u_na_ desintegración de Q, 

escribe: 
Q' ( )(,y ) 

al La 

L 
1 <O> • 

Ti 
condicionalg -+E g es una apliccición lineal 

.. L 'CO> que tt·ansforma toda función 
P, 

positiva. 

b> Si T es una sub-tribu de z T C T : 

' c) Se ti es una función esencialmente limitada --:y 
T T 

con T 
f. 

E 'Cgh > = h C E t g >. 

dl Pcit·a todeo. P e [ 1 '+a> J' la aplicación· 

coritr·acción: L P:.n: _, L 
p • 

P C(')> • Es más, pat·ci p = 2, 
T 

E f. cpi raci de con 

• 
pr·oyecci6c1 ortogonal de L 

2 CO> de i r11ágen • L Pcm. • f. 

una 

el Sea H un sub-espacio formado deL2 COl, tal que toda parte finita de 

pt-oporcion"' una función Gaussiana centr·ada. Suponiel)dO que 

conjL1nto engendrado por los elementos del subespacio forma.do 
T 

T es 
f. 

H de 
f. 

Entonces, P"',-ª toda g e H, E ' g es ne. -- proyC?cción - or-t.ogoraal de 

sobre los subespacios H
1
de.H• 

• " . . ~· .' ; . . > .. _ ' -·. . ' 
Este res•Jltado es inuy 'i_r1t¡?rcis.-.r1tei/pot·que de una mar1er¿. global, 

z , -
esperanza condicional .de g e t.:,. ~OJ- era relacíón'c:ora el conjunto 

:~:::::~::·:::~:~::~::p,~~~~~1~í i!:~~~~::~. "de d:: ~~; • ;:: mo:: 
·-. :.:.,,. ·. ·:.'·~-:.·{. · :' __ :~::.:\· .?-;X· '·.;·,.· . - ·s ·· 

-. • ·~::__-,._;,. "' ·~« ... _:t_-_·:~.,:_,_--~._-.',<"'i,,-,- -~ .. ~:_;_, ·. ' . '"•';'; ,._ ·:-.:.:';C:~-

3. 49. 'Q§>.f..inicion de {~:,~b~biifc:faei.'condi'cional P < ~ e Al~,>. 
--~-;o------: ::_.-::·.,_ ~ -;~'-.·L"i~· --=-- __: __ - ;. • 

Sea T l.111 suB~6ri~;ur1'i:o'de ~ y SECI { un« vadablE- ale-atot:y-a 

O.T.F' > ~ c:x,~>':'~:~,~~ tÓdo<:'l.e111ento A e'" tenemos: 

µ <- x "='A 1 T > = E < n •{EA• 1 T • >. 
Ó n~EA> défE-;ne 'i~ fÚrtci6r1 l~1dicatt iz del evento 

{ { e A ) = { w e,() , ~ < wl Ei A ). 

e; 

H.-

g ! 

la 

por-

Para el casó\ja'r:ucul'ar~ en que T,E-s el conjunto engE-ndr.,do por· 
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n variables reales ,,, 'n' tonemosi 

p ( ' • A 1 ,,, ... l!n l = E ( íl 'e. j ,, '• • •' l!n l • 

Con las convenciones precedentes, esta esperanza condicional puede 

i den ti ficar se con una función sobre IRd, denotada: 

!F !F .. o,•· 
!F . •. co 

u ) • 
n 

Aplicando las nociones precedentes, sea un proceso estocAstico 

1! Ctl definido sobre [ o.+co [ con valores en !Rn, con la ayuda de un 

espacio de probdbilidad 0,T,Pl. Pi'ra tod<l p<lreja(s,tl de té>rmi nos 

tales quo s :5 t, tenemos: 

[f' • = conjunlo genera.do por ~ • 

CF G,l = conjunto engendro.do por lQ..SI vo.r~nblo• J! u~ • S u S L 

CF a,Q) = conjunlo ongondro.do por lo.a vo.r\.o.blea ~u• u ~ a. 

Como !F rept·esenta la· familio def:i'r1idos 

p.;.sado úel e_s ;[.at'út·,;.l condicion<lr 

coi-1 las v~r-iables tiees de· ~',.C'.l),_;. ,;'.h{á~i'.::gri~ftdci-:·es·fa--·fribu ·de 

o,• 
instante s 

poi· el: 
1 

(t' i 

, .. -o·,_,:'_,, - --- ·-;·.-:-. ,· 

el instante s :5 t. '' -;~.' ::·,·\!-· /;::~;;,~ -. , - --, .. : '~.- ·. -~: -,~·_; 
'y:Sj-:.,.~ :~: _,_:.,:· :j.;~0"º ,\~··~ ~!;~> ·-~ 

tjat' i;LOM.~ Y.-~Úb-:::m-~í~tt;~-J~-~~~~-::·'~( --·:L_ ;· 
-:·" , .. ''>> ~~-.'. (., ;,:1r:-; -;<· - ;~-~> ·-;'.'.~·,::-.,, <-'\~ ~ 

3. 51. 

(t) · tal 

cu.,; l quier· ihst::ar,{~ .••· s,~/ ')i• ' t 2'on, O :5 s• :5; t. 

• . )' 'E; ( fr~\i¡ 1F '.) - ~';. , 

se 

'<-: sÜbnia'.~tíhg~ia< ,E~r~\ 1 U::¡;; .. 0 ~ ~~'l. 
l «s vál"i ~bl~s ~-{ e~~c,,:i a~ l!L; se: sLipooeri .ir1~egr:abl'es. 

como .fod6 ~pcrs~ac!c.r;. ¿;6 fortuna liriiitád:>, .un· jugador 

paso 

cumple en1 
1 

que utili::Í 
1 

m .. fr ti nga i~,.- ~stAc;~inle,:es?.80 i:or\;.ás :.:Ó l.i}':).,u~l:Lo,bs= de su f_or~ljn a 1; L ,_ 

ESto» e~>;en, ·p';.-;.f;·,.C:uÍ·=-,~ {n·:tet_2:~flffr, :-p~r~·a· i·as-:.·_.di·str1-buci-or12s de( 

ve•· i ab: es :~l~~tJioi¿.~ .lni ,;,.~t~ a ,. 111.;,:i~~/ ,.· Se puede ter,er une.\ 

lnfot'"'ine?oci~f} S9b(E.-·e5tc;; distr~1b"líci'6·n Pür-·"·deSigUal~d~-de~ ·de méirtíngc:.las: 

· v. X · P (1n.L <1: .·~ Xl ~ x-ºE_ e ·1.{Lj"'i. 
'."· : s~l 9 

: ·. '.·- .~: ,; -. :_ . , ·. ::, 

3. 52. Propj~;dacl~s de fill_t·ko_y_. 

El es~u~E'.r.;;1..urb1 dé pn:·cc·se>s:- qw: s•,~uer, 1a prnp1edad 



es 11 amado "pr·oc8so• de Narkov• 

< o p1·opiedad estricta de Markov>. Sea( O,~,P un ~spacio d 

probabilidad, un co1ijunto T total mt!nte ordenado de pará.1netros 11 amados 

instantes,· y un espacio de estados denotado !Rn, éste no cambia si 

un c:or1junto limite o despreciable. 

Se dice que los procesos { { <t>, t e T } con valores en !Rn tiene 

la pre-propiedad de Markov si para toda k, y para toda familia (k+l) 

instantes s < s ' ••• < sic t 
1 z 1 as p1·obab i l i dad es con di ci onal es de 

un evento relacionadas COll {L en rel oci6n con los ccmjunl• .; 

engendrados por {., •••• ,{•,con relac:i6n a los conjuntos generadG:. 
• z 

{•, son iguales. 
le 

Di cl10 de ott·a for·ma, para todo borel i ano A de !Rn. 

a) Para lodo enlero.k, y pc.ra_ t[JdaJamilia dé! <k+ll instar1tes 

S
1 

( ~z /;.~<(. ·J~ :¿·l, Y eara CaSi~_todOU = ( U
1 

,. •. ,UI:) E 

rel aci 6n {Ó ' ;;11.: C >{ < f ) · ... · .'. '.:><' ....... · .. '' ~le 
di str i buci 01ies:•: condicional és: 

Ja i gL•al dad siguiente de 

lL /{~ 1 { ªz - u, ' •. ' = lL ' ul: ) . 
•1: 

Desdeei.,p~1nto de vista p1-áctico, deci.r que « l ) tiene 

pre-propiedad ~e Markov, significa que para 

consideradO: como· instante presente, V 

1 a obser._vac·i 6n { • no aurr1er1t,;,. si se 1 e 
. n 

pr-oi:esos~~ -~~, ip~t_ante cualqu1et·a p~sad<?· 

t ) s 
n 

a!"íade 

todo instante 

el c.or1oc11nienlo de 

" la observación 

1 a 

s 
n, 

t; en 1 

t 1 
de 

b> El -C:or1junto del pasado con el inst.ar1te s, se define como el conjunto. 

Marko~. es cierta pMra todo Boreliano 

instantes' s :$ t 

p ( { l E A 1 CF º•" 

t< s. La pre-propiedad d 

A de ~n y para todo par d¡ 

P ({,E A j CF ). 



Siendo < {l )l ~ O, un proceso con 

prepropiedad de Markov, tememos• µl 

valore• an ~n, qua SiQua la 

di!Otribuci6n de C'l ,µ
9
l= la 

distribuci6n conjunta de~. y ~l•··· para las O :S s < t fijas, tenemos 

p < s,x,t,.> la distribuci6on condicional ~l si 

esta distribución definida por µ• caso todo x 

Boreliano A de !Rny O :Sr < t 

e-.~ X 

es tal 

se 11 ama a 

que para todo 

P <('lEA ('>,., r:S>-.:Ss> =p <s,C'. <.>,tA> • 

.i>Entonces,para O :5 r < s < t,o para µr casi toda x e: IRn , la relació 

Chapman-Kol mogor·of f: 

p <r,x,t,A> .r µ <r·,1<,s,dy> lp (s,y,t,A> • 

ye!Rn 
b>Para todo m, par·a toda ser·ie cor1stante O :S t, < ••• < tm, y para 

familia de Borelianos a,, ... Bmele !Rn, tenc:111os: 

p <C"<t,> E Bl, { (t
2

> E B
2

, ••• , { <t ) E B ) • 
m m 

p t , >i , t: , dx > ••.• 
l ' .. z .... z . 

.. . r e 
" 

9 m-l p l ,x ,t .d>: > p:· lt:·. ";x .,,t , B l 
m-Z m-2 m-:l __ m-s .: · ,m":'_l· _ tn-1 m m m-• 

3.56. Ejemplo. 

al Par·a un proceso de Wiener con valores en_IRn, tenernos 

Wl= < WL- w,.> + w •• l<> difen•11ci.;. <WL- w.> es· independiente. de w. 
Consecuentemente, par a O :S s < t: 

( ~ ( t-.) ) -n/z. '--_1 ".·._:" .,. _'!'_;~_-_<_L ... l d-
..<fi s . ·e ,.. . .... · - • 

t-s 

toda 

<IR"> • ResumiendQ la n?laci611 ele Champar1.;í(é)ii¡,igófi:)f.f se tr·aduc.e er1 este 

caso en l.;. ¡.wop1 ede<d sigui en le 'de'; s~iri"F..:gf-~¡:~bs~•~d ·;neididas Gaussi anas: * a -·-· ._.:---·:.-: ., ·,:: --~~·\; 

n -
t 

p 

n l 

" 
es 

Cs, :<, t,. l : :~~~::;.:-: .~; ~ :~iIºJ,,: t¡. •~l'.~f l~_-v;,_•_._._: ___ ~_-... •_ip;~··-~---:·~-"-:_º_.,-.~.·_•~-~-·.lx-.E_· .. ·.,_º_-,...~;-",'_._ .• _;.·._ic:~;~~ci .. ~ 
es 6 : par.;, x no,~erit'¡!*i~~~~-;,i'f'iy~ - ~ ..... ., .. eni:ei~a -~ o , 
e s. k ~.t,. ¡· .• :: • nie~íd?.;iciFicid€Yciái'r;;:ú~i:~~1ii~~. ~tsi:\-it1Gc{'.¿r; ; ciE? ,F·~i ~son de medie:. 

< t-s) • pói: 1 . .0 t'i'~"iíát'6iii~~~;~r~~ "' \!• <: ;,;.'( J · 
-·..::':) ·.·.• •. ·.•.·.. :·~··:·'':\ =:<·:::.·'.. : .. ·;.~r,~~ -;;;;) . ::·:::}' ,'-'_~~~~:? ';_-.:_~···;. ',~,,~:.¡~;- ·- ,·;,..:·· 

3. 57; F;r6~-ª6'{ ü'.d~df~;J, i~;~r;~i·¿jj{~~i> .· 
·~.~;: ,;-·. 

/ ,. - .·_·:r: ._ 
un .. fe1!"if(a ·de pr'·c)tJ;élbili·d·a~;~~ de transÍc:i6rí sob1·e !R"<relativa con 



un pr·oceso sobre~· 1 l~ basa da un• famili• de probabilidadea p 

<x,s,t,.l sobre ~n, depende de tres par~metros OS•< t < m y x • ~n 

--- siguiendo las dos propiedades siguientes: 

a) La aplicación >< ~ p <s,><,t.,A l i=s medible par-a s y t reales 

y A borelianos fijos. 

bl Tenemos para r < s < t la ecuación de Chapman-Kolmogoroff: 

p ( r, ><, t,AI J p <r,v.,s,dyl p < s,y,t,Al 
!Rn 

¿¡) Se dice que un sistema de pr-obabi 1 i dad es de transi ci 6n es 

homogéneo con r·el dt:i 6n dl tiempo, si 

P<s,x.t.A> p en <O,>< ,t-s,Al 

los cuales son o s s < t.. y que ~;ea el Bor el i ano A. 

bl Se di CE qL1e un proceso { ) 
l 

sobr-e IR+ cori valor-es en IRn admite el 

sistema de probabilidades de transición p Ci::;" X, t,.) si V (l s s < t 

y pt\ra casi todo x en rel t\Ci 6n con la distribución { .. p Cs, x, t,. l 

siendo e.= "· Dicho de e: lt\ distr·ibuci6n co11dicioraal 

forma, pt\ra todo BorelianoA 

p = p s,{
11 

<.l , t,A ). 

JJ 

sistema de 

3.59. 

-- -- -Siendo-_. es;:-:~. t.;-¡ ;:._;;.;:, -i:.-n;;·;·r.-;T;'-;=T üfla -Ti<infn ~--de- pi-t:i&abi Hciac:les de 

transición subre IRncon O S t < m. 

d) Entoraces, pdra todo s 2: O, y toda d1str-1buc16n 

µ
11
sobr-e IRn, e>:1ste un proceso C{l\2: s cor1 valor-es en 

di str i buci 6n i ni ci al de {" sea µ•, ad mi ti e11do dos 

de: prooab1lidaci 

IRn' tal que la 

medidas p 

t,x,t',.l s S t S t', corno s1stEm...-s de probc.bilidc.des de tr·ensic16n. 

blTodo proceso <{L)L2: .. que siguen estas propied¿¡des es tal que 
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V t ~ s , V h > O es cierto para todo Boreli~no A dQ ~n. 

p ' Ct+h) e E 1 'x ,s s X s t ) • p ( t,,LC.l, t+h, A l. 

Esta propiedad es llamada la pr·opiedad de Markov. Como el segundo 

miembro es medible en relaci6n con la sub tribu engendrada por {l, 

tenemos seguramente la unicidad de la esperanza condicional. 

p ( ' (t+hl E A 1 'x . s s X s t ) = p ( ' (t+hl e A 'l ) 

P ( t, { l (. > , t +h, A l • 

Asi, la propiedad e Markov ir1cluye la prepr-opiedad de Mat-kov. 

Sea C ¡:l, t 2: O >un pt-oceso definido r-élativo co11. un .espectro de 

probabilidad 1 0 ,T, P ). Para todo s :?:: o fi Jo, un tiempo -s 

parada, es una varidble aleato1·ia corr valores en s, + (1) 

para todo t 2: s. el c..onjunto e -r S t } .>pe;ten~ce al 

generado por todas las variables ' para s:s .u S t. En el 
u 

p«rticula1- s =O, se dice que T es un_.tiem¡:).O. de parada. 

3.61. 

J tal 

c.:onjunto 

caso 

Si en do ( ' l > _un_ proc,r:~o .q\.ÍE.' !?">i~Jéf~ "pt-Optedad de Mar kov, 
l l-D_.,. ··;e.,._, ·.: :.·. - -·~·-

d 

que 

Fi 
"I 

1 

1 
que¡ 

l l admite las p.- obabi l i dades/dc:( tc.;111sgc1~:'.;.11;18.-~·;•Se di ce que "· <.e-// sigue 

propiedad de Markov fu1wte ·si ~;v ;Lito"J;_qÚé tiéne ~l tie.~1pÓ de"paro T 

y con 

con: 

h > o 

p ( ' 

IF 

._;,:.:~·:? '~:?\ .: 'J : .. :e~·.,-.:-:-.--_ _.::·;-.-- , 

~ T:1h ~o~e~i ~"~:= > • P :c~.;-~·t¡ e>( L.H~ /A 

•l 
{ A e IF 

•"" 
V t 2: s _A f:){j S/t } ·e (f"~l 

Eri_ 1 ~·-- ·p~-c~-i~--t~~-C~"> :i-~---ñ\6.:fl?l ¿..'C~i On -de - uT1 -·s·l-s t-ema :o--- -f-1 s·1 ·c-o: ___ se:·_-_ h~c~ 

f une i ene.::-. d 1_-f:-~ tor·l. ~·?.. E1 ~;¡ál i sis rrtc3t ~111á.t i C:o· y ~'-tmé~· i e o t.ie 
. ' . . . . . 

niodf?'j eic161i. :nos··den d1 st.t·1.buc.ion.Gs apr-O!!~·m.adc\s ·de ·vc.r1abl es .=,.leeto1-1 

QLte .. no'S det,·: gt~·ar:1dE's: pt:it·ámE-~•·oE de SC4l1d2 de ·Est-~s vc:.~'.iables 

Lo: vá.for:'Eis' ~bteni do:. dep~riden de! 

al Los, pa1-:.111elrbs ·que: c¡¡.1·acteri::an las funcicir1es aleator-ias cie enlr·ada. 

bl Los p·r.·r-Aou:?tr·os que ce.r-act.t:ot.-1=~n i a 1n<::>del aci i 6r; del s1stem<' fisico. 

Por· ejnn1plo, Sf~r;o Ufl pt Wt:2S'.J I; (t) c~rilr ado~ de media de o.- den~ 



dos, continuo de segundo orden definido sobre ~. con valores complejos, 

donde la medida espectral de Poisson se denota por m. 

Este proceso de filtrado por un filtro donde la respuesta al 

impulso µ es una medida acot.ida. Tenernos: { .. 7) 

varianza de sel"íal de s.ilida, es: 
z 

.rlR 1 H CT 
7) 

<w> 

µ • '. y la 

En esta fórn1ul a, m depende de la sel"íal de entrada, tenemos que la 

transf 01·mada de Four i er de µ , 110 depende del filtro. 

Se puede obtener una buena precisión y es fácil estimar con 

suficienl:e precisión los parAmetros coric:ernientes al signo de entrada. 

En el caso particular a este sistema 
z y en el caso de estimar cr

71 
, 

parAmetro es la medida espectral de Poisson m. 

este 

Para efectuar· el modelado de la sel"íal de entrada, se dispone de 

elevados experimentos de trayectorias. El problema es utilizar esto 

para construir la estionacíón de pa1·Amet:r·os de la distribución de la 

función aleatoria: este es un c~so particular de métodos de estadística 

paramétrica. 

3.63. Ejemplos de E!_;;l1·an1ctr-os de Yll-ª. funcion aleator-ia. 

Sea F la complejific:ación de un espacio Euclidiano 

dimensión n. 

F oc . 
Una función aleó!t.oria es niode.lacja por _una_ va-r-iable aleat.or-ia:_ 

Cl 

CO,T,P> ----> X= C CIRd,F). 

Se supone que el proceso asociado {, Ct> ót• a es 

estc>cionc>rio de media de orden dos. continua de segundo orden. 

Entonces, los nú01e1·os siguientes, dependen de la distribución de 

a:los componentes de orden j de la media:{ E' 

El vc.l or del térmí no h de 1 a componen te de or-den 

la función de c<utocorrelací6n: 

Rjk Ch> 

La componente de :irden 

densidad c:ontinu? 

'°ik 
con v?lor de esta de11sidad 

pc>rte Borelíana de IRn: 

E l { J Cl:+hl 

< j. k > de 1 a 

(w) = sjk (w) dw. 

5 jk en un pLtnto 

Prob <e <t> e Q'). 

Ctl). =E C C Ct», 
J J 2 

<j,kl-e <1, •• n} de 

de 

Rel ací on<>rodo es los se pL11eder1 é:or1strUi r los 

34 



estimadorelil. Si es el nQmero de 

estimador es definido por una aplicación 

pruebas indepandiantas, 

"' medible sobre x". En 

al 

l .a 

pr.ictica 4' es continuo, la variable aleatoria 

a veces, un •sta.dist ico. 

~ • < o"> e& llamada 

Se define 

t = <tt, •• ,td) 

O <t> por la parte de ~d formado por 

tales que rnaxj:t .. dlt.;1~ T. En el 

función aleatoria: 

Q 

<O,T,Pl -------+ X ~ C (~d,Fl. 

los puntos 

caso de la 

Se observa simplemente una trayectoria p<tl es natural estimar los 

pat·ámet.-os estimados en la se;cc:1611 ¿,11terior de la manera siguia11te: 

utilizando los medios adecuados da p sobre la µarte Q Ctl de ~d. 
a) Se estima E {<tll por el valor de la funci6n: 

" --+ ¡n ni¡-• .rle<:><L> "i <t> dt. 

bl la función de autocorreli1ci611 Rjk Chl es estimada por-''la media: 

p--+ j Q <tl ,-t .f' p. Ct+til p (t) dt. 
lE<:l<tl J 1: 

el Si la medida interespectral de una densidad continua,~sta densidad 

es estimada para toda T ) O por la media siguiente Q CTl 

-i.<:W,t> .. .., (t.l dt. .f ei<W,l'> (t') dt' 
r J l'EO<T> pi: 

dl Se puede estimar la probabilidad de {Ctl e D.' por la proporción: 

r T = 1 MT 1 / 1 Q ( T) 

con MT es el conjunto de t e D Ct> tales que p<t.l e Q' 

Como la trayectoria obse1·vada Je p es aleatoria, cada uno de' 

estos r·esul tados es aleatorio • Resulta ~1tonces que las variables 

ale~torias e y l~s es~2dist1c~s ) correspor1dientes a eslos estimadores, 

se exoer:imenti'n de- la. maner·c3. sii;;iuiente- en función de lo<:"S procesos { (t) 

6 ao. asocJados con le- funci6f1 aleatoria o .. 
l 

al La vad.able.afeator-ia obte1;ida componia11do o con la aplicación a) de 
. ' . -

la secci611 anter·i.01··. es: 

m ·¡;~<U:'dt . 
... T . J .. ·:. 



bl la v•riabl11 aleatoria componiendo ca con bl de la <ióecci6n anterior, 

ese 

RJ,lc,T(h) "'1 Q(tl ,-·.rCl<T>'j(t+h) '1c(t) dt. 

el La variable obtenida componiendo ca con el, es: 

sJ.1c,t cw> 

(2n>-dlO(t) ,-•.r e-i<W,t>' Ct) 
tE'Q<Tl j 

dt ,( ei<W,t'>' ( t') dt' 
t'ea<1.> le 

El Teorema de Fubini nos permite entonces, calcular la media y la 

varianza de estas variables aleatot·ias de segundo orden, 

permite calcular par·ámetros importantes: 

EJEMPLO: 

el 

Una función alealor-ia con valor·es r-aalt?s de lé< variable real 

modela por una variable aleatoria 

v .. a. cr.: O-+ C<!R> tal que el pt·oc.eso asociado ecu 
es estacionario en m8dia de orden dos, continua de segundo 

estima la media m por la var-1able: 

m = C2t)-< .Í .. T '(t) dt. 
T -T 

cual nos 

t 

= Ó CI 0 
t 

orden. Se 

Co11ociendo esto, es fácil calculat· su vat·ianza v(tl y ver- que la 

función aleator·ia es er·gódica en media, si la funci 6n de e ovar- i an:: a 

CCtl d;;;l pr-oceso '<t> es integr·c1ble en módulo. Conociendo e, se puede 

determinar~. tal que: 

.Solución 

er-r-or es: 

Pb lmT-ml < 10-• l S 0.99 

E Cm ) 
T 

:c2~)-t E•J: :':T f<U dl. 
.. ·· .•.. ·; .-T 

(2Tl~t ;f +T-E >(i.!'i;l)z~tB: (2Tl 2T m 
.. . :: .. . ~!,·>·:· ·> ··::~ 

var-iabl.e. álee>to[_¿ m' .~·~,-:.~l.(~ esl:1mat• 
• ••T ·-·--·•-.~-·.o-=.-

m • 

n1. La di sper·si ón 

C4T 2 )-t E (f +T-.f' (t) dl f +T. f' (U) du ) • 
_;.T -T 
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• < 4T 2 >-i. .ti' e <t-u> dt du, 
A(T) 

con A <T> define el cuadrado de ¡t¡ y ju¡ S T. 

V (T) = T-l J' ZT ( (1-u / (2T)) e (U) du. 
o 

El Teorema de Lebesgue muestra que v <Tl ti ende a cero cuando T 

tiende a co si C<t.l es integrable. La desigualdad de Tchebychev hecha 

par-a toda a>O: 

v ( T 

a-z v <Tl :S O, 01 
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CAPITULO 1~E5 

FILlRADO LINEAL Y At·JAL IS 1 S ESPECTRAL 

El c.H:lud i o ·cJE -vi br ~-c:-i enes. -de núíir~t~o·=o~ -=i·.~.l.6:~1~~~ -,f ~ s,·~·.c.:os .. t_ e:-¿:Jl es, nu= , 

co11dt•cen a pr-oblé1na~ 11uJ:1,,E;_«Jes .. Lei Jirjealiz~.C:io!1~J1ós'·conduce· a una 

<Eoluc:i6n e>p•·o::iff,,;.d,;. .s~lisf;i.c~o•\.,. L:;, h:V~ :p<ó1~f.'.~< del .i:>,•:pblema 
estocástic.:c· lle vibrci<c:iones_ Ti.U ·rirí.eai,;;s,:e: ,.:-;esulver.:_·:)CJ!ji' -c::e<sos•• .•l.tir.1.te, 

los cu~les nos v~11- -~ ::~y~~-~;f-/~:~-i;91\~A:r·~~~-'->~-~l1trl~~~:;;;oici¿::¡6·;\·~~~~~::~/" -;~;e;<-~~~/-~(_~-:·_·; 
He-,, e¡ 1 l ~ ·µ-t' á'-Ct.-(c~- ,-,~¡-¿,-¡:~n-b·s~--:.~pt~.-of.Ji:~-~1·i~:~- .-,Je.:- ~ttJ;·;;-~}~-gj-;.i:J~· ·:-/i~(~:¡~~~I-~-~ '---cuyo 

1ntet-e:: d~ é>slt.1d1 o_:\'r:t::Í~r.-~6.·-~sj f¡ ~¡;\~ei~'.;q,J;:; .~'.-b··~··._;~~-~,~~-~-t.~-fi~~ i"J~;2'b·r::;1<~~~'.nt.~s d 

1 e-<S u:c i l cii:i a1¡r=: i -{~e-~l ~~: ·~~toc_:'~=·L·i ~{~.~~---:·i-~1(\~:i~1po;: .. t:·~,:-~t~·s:~·:·~·rL_ :i'.~;·_-~-- p'(á~ L i e d" 

-_ _,--\ ;'_. 
. . . 

At)r1 e11 eJ. :·¿~s;O .de d_i m.~11-:1.61 ¡~·;,~:~://~-~ l_;~/~ >.::JO':>, ·-,~;~-?-·~;6-dó:, 
t. ~S:c/i ~2r· Úr- Q~t; er;ü~;;~- ·de ·.'.:di)!~~' ~-~.Í,'.~/;> f j·1.r.1·_La\·=- - .. -. 

:;. :~~~~:~L~:.-~ ::. ,j·}·:. ~: -;;;· -~~ ·_ 
~l bc.~-~-i_o_1JE_:_ ~J-t=L.~-~-Pf) .. s'.?. ~_pi_~td-o/-[:..dc1 óJi~-~- '\i~~-l·e:;;~_:l-~~) _. ! 

A11Ler io~ 1nenLe. ~i1 \.-.ib, '6....:i·ú1-Jts- st..- ~;ucr~n-~:-t{:i.5t1r,g\.J1-,­

f 1..n 1c i º' 1ES: de e:-: e i t·r-....; j 6n l'l cw1:-ida:.: 

Ar 1116ni cc-1.:. 

per16di 1.:r.<s. 

pr C:::S~Ítt.C<.OUS 

t:¡pos d 

t 
f 



~~~~tt,~· 
< '.J <c. t 

• ' -. ;''~.!;_>º· ;'.',I 

fié;¡.:;. . ,, ,. 

:: , : :~::~:~::::~·: :::::,,::·!:.;:.:;~~I~:~l~~~~~~~1~Jt,r!:r::~=::~: ~::: :~: 
determinista. ·i~ ';;; 'r,~:;,+::.i'.(':/If\~!';> 

p,.,." si ste111c1s 1 i r1e;.les;110•'.~,;\·'( ~'i~~d{:·:-.!I{~~~;Z~·~<';~· 1 « r esµut=st« de 

cue< l qL•i e1 r::: citaci6r1 det¡;i:nd:~(i·~{J ;''~¡{fiu~'fo¡,/2Jf.\1:ileta corn una i nt"'Y' al d" 
... ~~-~ . -- -, -··' ·-.~/ "·:-.,,. 

convoluci6n. ,·;:;.:·,·;\'.i' ,··.7·:,~,·- f(;;- .. -

todavía bien L <1 teor 1d de sistenic<s 110' 1C1e~l~~; '110 esÜ 

des<>.-r ol 1 c>.d? y lo\ 1·espL'<?sto; .- éxc:'i taci Cí11es' ·•;~ir~b··~ti·~ri ~s no sr: puede 

E':pres~,- mE-diea;nte ttrld fnt~Q:·.~1 de··c~·;·:~~~~-?~-~:·"i;ór~:-~.-:' siria·»·que ;e ut1i.i::..o par·a­
e;,:µr-es~,.- 1 r rt?s:puest.~ medi :.llltE ;i'n_t.~_9\:i=\-~i·_-~1\·~~·:1~·L1ri:;é,;..:fc-~-~-

' ¡· 
.I; 
\ \ 

... '·,··-
Hay ll!LtCllOS flsico::.; e.rnb-.'·ei r=9ú, {ql.1 C:· _ha::_<:,~-.-- ~L1eden 

desc:r i bi,. en el ti e,n1po; con10 por· eje111plo, ·1:1 alto, í:íi2.:fás''-ola-s er1 un mai-
_.,.. .. ,,. <:':-~·'0-

encrespado. la i11te.-nsid?.d de in temcolor,eté:. .. .... , ....... , 

v?r i ª~; "-':"·:~.~ c::::::: ::nq~~ ;~1.::.~~~~~~:6=~1i:r~d¡ .. ~:~~~~~fs~~}It~º: de 

te-.nb 1 ar .. se .; rni"d~\: é:bií~o;Y'h,n~ión 
los cid.los pi'ra Ltn temblí:k ·;se~l;,.'cii';r~;>e~;t~s 

uno que pc-1:a -:Jtr u; 1 i:..~ r-r.:::orieS ·µ:~:~~i~:- i·a· .. ;·d'Lf_··~;:-~f{c~(~:,,:.:~=,:~f¿-~-.¡-~·;:;1·,:~t·h-,~~ 

Si i nter1s1 de,d de 

1 as 

del 

para 

Y el 1 2 S t l ¡,r.e11 QUi? vc;.r poco O nada.• coro !'é<'.:,id1:1;· Cl:-r·OS ···•· i'T1slr'Uíl1Ei•tOS. 
L2 p~- i nci pal r a~ 6~!.. puede si?r ---~~;~~ ·r.~;/~¡(i·~-t~~~~- ;:{a f t.O;-.·e~t::.·qc,··e·-· í .¡; < ~-f_-~-~ t_ar:·. 

Los .; r=r·16mt-1-~o~ Ci.:i:: hi..i ~'.-é pG°·eJs:;-(-~b·r·~~·~~'1 t'..: 'p.a1~.:. Ür1:--·~:·ri~-t ar;-{ e· .-.d~ t Lampo 

f ut'...·-~~~·~ c:r: 11 -:?l'T1~ri nn- det,ermi'~ist'a~ ·y s-e i·es 1·1 ~1nc'\ ··a·l~al0;-16~. ~ -

. ~ 
\ 

ll' \ \ 1 
l t 
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fig. 

La respuesta de un sistema a una excitación aleatoria, es 

un f8n6n1eno aleatot-io. 

Muchos fenómenos e>:hi ben un c.:ierto p.atró11, 

tambien 

en el 

sentido de 4ue Ius dos datos pueden ser descritus en fen~nenos de cier 

de fenómemos al oato1· i os, es llam<ida 

retf11laridad e.-;ladislica. excitación ptesent.a r-egularidad 

estadlstic.c., tambie11 la respuesta. 

En tales casos, es más factible describir la excitación y la 

respuesta en términos de p1-ob<ibilidad de ocun·enc1¿, antes de busc<u- una 

descripciór1 determinista. 

En éste capltu l o, desc.rrol la1·emos las her1·amientas de la 

é\proxi111ación estadísti<..:a parca :el an-álisis de vibr·ación y el uso de 

est2s iterr·emientas par·a -der·ivar la respuesta de sistE:mas 

e::citi:tciones aleatorióS. 

4. 1. Tr0>nsforme<d 6[!, I 1nec1J Q...!l. se!"í¿;Jes-. 

<;. ···: ' __ .'.:, - _·.: En Flsica,· que se Ladas 

lineales a 

emoc-t·go .. ·1~ ·ne_C:~s-i·d~'b·-· di=··calc.:L110· ... obi.i ga e5ct· i b1 r· canúcJades 

r-r:~i-es\ - ~-6,,,·cr-:-f~~._-pií-t-t~· ,~-_-és1· -óe .-12S 
, . : . , ' ~. : . 

vamos. ··a r.e.~iílpl.~= t;r.- el E~p~cici E~tclidiBno por 

A lo 
. ' . . ' , 

:Je-· éste . 2;.pi-túlo, d, d~ m: -y ,·s'on enteros 
' . . :.-·: ,,-' . : ; -.. : 

e;;t~i:tainer~:Li: po;;itü·os.~y_finÚq;;~ , "I.Y::t' ~<;>n EQ[IJ~llí~Cl_s~<it:iie;;-t;,o,,;~~í1 Rd 

y R r-E·sµat:i:1•vcrr1c.-nte=: c·omplc}i-f.~ .... c-~~-~.~~1-~·'.·· de -~·los- ··e'i:;pacio 
. - -

de. d·i_IT,e1:1·s(6H:· ~\':'Y :.n .. : .. :.-. 

G._ 
'·. :,·> -·.',·.'. ·.·::·.:. 

·LLl!_ l~i 9'~ 1Jpt:~1: P-':·A"'F . Qí..lE 
-:·" .:~. 

<''.F \· c¡:e: SE d~ri~t.á -~·-
.. ·-·.-.e:·;. de' F 

m e 

f ~ t . e_ 
J J 



y par-a f y f' tenemos F <f f' > = I'.j=l f .f., .En forma anlllogc. pat·c. el 
' F m J J 

espac:io G, existe u11a be.se 01-tunormal Ge' de11otadc. C e• 1 , e• 2 , ••• e'n) 

Asi , uno puede reempl a:: at· el espac:i o L CF, G> , por un espacio de 

matrices c:omplejé<S , den li11eas. y rn columnds,o sea, 

del ope1·odor. 

las compo11entes 

Todos los elementos de A = u x v ser~n consider-ados c:omo oper-ador-e 

lineales de F, donde la matriz A tiene elementos 

4.1.2. Dofinic:i_6o. de L~ transformaciones lineales consideradas. 

Los sistemas físicos considerados, son definidos por: 

i. Un espac:io vec:tot·ial x de funciones o de distribuc:io11es 

x: T -> 
i i. Por un 

y : T' 

i i i . 

F 
e 

·y 

Q 
j l 

=~ l ::- a:: st·-j b~1c1 6!1 O 

s1 o~q (t',U 

lt:.-) E f teT 

j=! 

q . 
. l J 

e~ riul e,. Se 
l J 

(t' ¡l) X. (t) dl 
J 

f 



Si tenemos la transfo1·maci6n lineal:_Q : x-> y"- Qx, ct1 las cuales 

ia .fün'ci611 rillclé!o -se au:<ilia de las bases oi-tonormales de Fey Ge;por lo 

'tanto, existen n X m funciones localmente integrables T' x T~ L 

<F;G>, tales que:o ~ q tt',t>dt'dt. Se puede definir entonces par 

i j i j 
todd 't• E·T' ,LH1a funci611 medible 

D 

r· <t'>=.f qij<t',t> 4>j<t> dt, donde 4>i 

tET 

En Lin caso m!i.s genei-al, Q = µ1:, < t > x dt' con µ t,, una me di da 

T --:>L CF,Gl dependie11te del pará111elr-o t' e T' ,por lo tanto: 

y <T> X ( tl 
·, 

esto es.viendo- el caso p¿.rt.1c..ula1· cuar1do le. función nllcleo es: 

1-'t'(t) = q (t',t) d"t: 

4 .1 •. 5~ Operador, i.1,si i:amemte 

:.--. -;- '·:'~f'· 
-~{·~;;- :~~~~<;- ·> ·=-

~ !_:.,.· ,' > .·;- ••• ::·· .;.'\ 

Considet·eríios •una:: t}-áns~ 01~~1;.ci 6n 

,-,,,,_ -,. . 

) > Ó · i'é ~} ·F -~~ ····--.-.-;., 
·¡·,'. ~>-~ ·~·:_:: 

definid;;. /µo;-·_: und: 

co11tinL1c1-

_F"~r·.ét·· 

s1 gni f i-;::c-. ~! . .1e= p-E.-,=2 tca~s-=--· 

cont.1 nu:- 811 lc.H.:i6 e:i 

}:.-,-·;: 

1ine<;1 -º 

. ' 

Esto f i si c.emente si gni-f i c.;;, qui,' p¿u~a :tod.a ser:a,i 

<F- ,Gl l ;un 

>: de entre.da, E 



do x en los valores pasados t ~ t•;o dicho de otra manera, un 

transformación es físicamente realizable, si no anticipa el pasado. 

Un oper·adot- lineal Q, se dice que es estdble si trd11sforn1a toda 

se!'íal acot;..da, en una se!'íal acotada.Y se dice que es e:{ponencialment 

estable si transforma toda se~al exponencialmente decreciente, en ur 

se~al e::ponencicilme11le decrc:c:iente. 

4. 2. Fi LJ;r...Q. d<? con vol uci 6o..,_ 

Una tra11sformaci6n lineal Q' asociada a Lt11a distr1buci6n 1lúClé:) 1 

Q de T' X T con valores L <F.Gl, so; -lla111a filtro de convotuci.6n de 

T= t'= IR d si e.i<iste una distr'ibuci6n ten1plade s E p' ((Rd,L<F,G)). tal 1 

q~e Dt •• t=st•-t' dondes se llama la res¡:r...!estc al impulso del filtro Q' 

s . 

Si toin2111os las coorder:-ic:idas de F y G, e:·:isten n x m oistr""ibucionE 

templadas sij tales que: <O't.-t'' i j <st.'-tl 1 j; de un;; 

gener·al. uno puede apr·oveche>r:-J'os- operadore,; de convotucion una. 

E>•Cl tac16n · 

dám1n10 oe la 

-fr ec.uencia~ Se, deniuestr.a en el Ane:-!o (~, ·-quo Ltna función periódica 

d<= periodo T. ·se pue:·de represel.;r por series de Fourier, 

St:.'r.ies infinitas dt: fL:inciones ·a1·m.ooicas de frecuE!ncias pw
0 

p o, 



± 1, ± 2, ••• >,donde w0 ~ 2n/T es la frecuencia fundamental. En 

periodos T aproximodamente infinitos, la función ser• no periódica. 

En el proceso, se hacen las frecuencias pw
0 

cada vez m6s cerradas 

hasta que llegamos al continuo; en tal tiempo, las set ies de Fourier se 

hac~n integrales de Fourier: 

f Ctl 1/2n I 
CX) 

(W) 
i.v\ dw Cr epr csemtaci 6n de la integral == e 

-a:> 

d~ Four- i er l • 

co11: * F Cwl == .f 
CX) 

f ( tl -i.vl dt Ct..ransformada de Fourierl. e 
-a:> 

entonces, tendr·emos \apéndice A> que la respuesta del sistema a 

e>:cit ... ci6n ;wbitt·a1·ia ( no peri6dic.a ) t.eon•bier1 puede ser· escr-it.a en 

forma de Transform ... das de F our- i e1- par-es, como si yue: 

2) Cwl f 
CX) 

(t) 
-i.vt con Y. Y. e 

-a:i 

1 ) (t) l/2n .f 
CX) 

(W) con }: X e 
-a:> 

$: éata. \.nlogral GX\.liil\.O p.\. <ll •oli•ÍO.CM lo.ia cond'Í.ci.onosa dg 

Di.ri.chlot.•w •"' -CD < l < CD .y Di \.a i.nt.ogra.l f _
00 

aJ f f (t) 1 dt ~ 

•a convor91;tnto; ... si:\. no os;. convorgGnto, lo. Tra.ru;t(orma.do. 

dt. 
i.vt. 

convorgonlo. 

i~':, )~-'.:~:;> 
'. ,,'~·:::,·.-. 

:( - (i ~} 

dw. 

X (W) q F (wl con 9 (i>:), -
>~»- ,-'.·i,~): ,;•'r';,_-,,),,--~·,-

--~-~'('.~'. = .. -,.,--__________ _ 

un 

la cLial. e: el produ~Lo de le;•• ir:ec~!~8~+:1d~~~1;.¿:~:~~+~
2

::w2~ransformao 
ds Four· im· di: 1.,; e:.:c; tbd6!·,/i( emt';f~~~i;;~;~;~.,.·· j'!~lid;s :-:·' s). Par-a 

ot.:t erH=-,- el si steme de ,.:_.t?-:pu~st·~,s·; .... ~J1·>l~4;~:~·¡:,~~trd-;1 ·~-.*'.:fe'~·;~.º~- hay qt..le e·· .. al L\a.r 

1 J. que no: pued-e{ dar _\;n~0.Jq;t~~'"--~l:"hco';~i:iíí'i:ad¿, · e:n. el plano de 1 o: 

cornp l E jos. F'or· le:.• tan"t9 ~ :·:i.a ~·-:_·1 h_te'9c~:i-'E-~7d~~~If=.~J~?].~~-~~~SO[l~Cfé- - -gr-an-- --vai or . 

E:= te• e~ cie1-lc ci.t~ndc; 1~ -~·~i~~{~~·~=i:6~~ ·¿;_~::,..f;-u-';'.Ó~l.e:,f-,~í··~-~,·(~ .. la~..:Orne: en i=l 

d€."' ·v·i t:ir·a...:¡ Olié-E ~lE-lil.tü• .i c:'-5 .• 

NDT~: . -. 

~ = ~.·i sco!.1;:: ü¿;•·ping f'i'='c~:o"· c:;~F:t.Cw de. i:{T101·t.·1.gueÍn~E'r_1toJ. 

r.n =.. f1 .. e:...:wc·nciE< nci.tut·a"J d~ ~1rio~rPp~c: ·ene>" ~_olor·t1rjüci.do·). 

'fe. c:cncll.11rr,o5 quE f (t.) r·epr-~-~~E?-ntc... u1,a, función de- eY.cit8c16n; 

e=-ntor\ces--. l ¿. r e:oue'=t? dl?l si s_leme. pLtede se-r-· esc:r1 to en 16. ·-for-ma: 



X Ctl 
e:o-

G 
p 

e 
p 

_l!'" o'-­
e 

de frecuencia asociada con 

e 
p 

ipv 
0

l 

e V : ZfT/T 
o 

-i.pv
0

l 

E! dl, p o,±1, ±2, .••. 

ivl e 

La ·tré\nsfor-mada de Four·ier es LU1a herramienta átil 

los op~r-~d-~r~¿ de_ convoluci6n, ya que transforma la 

product9s.X> 

par-a utili=ar' 

convolL1ci6n en 

lei' s~c_C::{ór(;_a~;terior,es l~~ .fr:aí"1~+·ot·rr.'a_da: ae-Four.iet· .::.~ de 
. -· - - ·- . . ·, -·-· . ·.w 

in1Nrl,:;d s E p'-.-:l IR~. L tF_.6)_;-:~, w i;,~ un¡, 'u1ifa1t.iÚc:í6n 

v"l or·es en L (F,GÍ; _Éstó Es-i- --; -· 

f'' cw) flJ<d é-i<v'.l>~': (.i;) ;cit:·'.· 
Mis Qetl .. er cil111e1'1tO. ·=i x- e:. une. ,{r~t'.~._i¿¿::.'.~ji¿~·;:-=a~~ot.~dr:i 

semt ido dof.d-E 1 a Jr·<'f1sf o(·rn¿,da de ,F C•~ir'i e1 ',¡?;,;;d. p~cl1¿; por: 

( =" ,, ' 

la r·espue~la. a 1 

d~ [P.d, c:..or1 

;je 
s :-: ,: en un 

\ t..;~i-J_l :.::.~,l-})..' f 

c.~ .... +·e F fc-i t.tL'~~<1-~- ::j·-c.11 ·~··rút 111'.:~tlc-- .de--Fuu1 i~:1 d&- t.->t:=i~µ 

<:·rx)+d ó :E.li.·_~-6f1s::E?ci..~~~¡·\~~·a .. ->:.s.iclC:.. l:c?11sfo~rnei:da de Fou1-ier r: -· -. ·, ,, 

• >: ', -; 
. ' ' 

·:i'=' d~fir!e Y ·escr·1be: 

c:rrl '+tl 6 s" ((L,) .. 
L~ .1r~c?.r1s+or·:;·il'?d~ u~··.·.~-ó~wX_~(. l ¡¡ \/t;ol =~.;:,e &=l:r lbi::' .r..:0100: 

CC11':5i qui l:;l\lt:?. 

A:.1. flsica e1; l « 

-d.-. L ; .• e; 

es ur.6 Función 

,;,*x= s' taix; 

el factor de 

la 



Tramsfonno1da do Follriew, es que lcls .:01nllinc1cicmes 1 i11eales de las 

sef'íal es exponencial es -fo,·man un subespaci o Llen"o de p' <IRd >. En 

cor1secuent:ii::i, s*><. e= nula, si s' es nula en un veci11da.cJ de a; 

y s* Y. o;, r;war11Jo. si s' <?s r,war1de; Em le. vecinLlaLl Llo a. 

Sea a e p <IR • <F.Gl. Entonces, el opet ador· defiriido pc:w 

x-> s* x. es fisi.cCIJT1enle reali.;nable si solamente? el soporte de la 

distt"ibuci611 s e::isle par-a t 2: o. 
F'até< al e.as.o de la función de respuesto1 del impulso: s= t1 

dl. el f1llto s ~es fjsic•H.,E!r1le reali=able,¡,,1: p.;,t·a t--->t1 lll,os 

idénticamente nulo pC>ra t < O;enlonces,tent=mCJs par·c. t' e IR : 

g (t.) 

00 

J' fl <t> f ll'-t)· dl 

o 

t' 

.r 11 <l'-U f <U dt 

4. 2. 5. f.11.1_1.i:).61.t 9R 1=..Ci'.!.J.sJ~ce>!Jc;:_i-'i Q§ f.J-1..tc.o_s_ \L~ 

C!?S' lJ. Z_;,l.b l o?S. ,_ 

reali=able, def1nio. 

poi· la r·e=puestá c<l impuÍsosep;<~, Crr<G~l.·b~r1d& el sopon:.e sol 

to Mi? v~ 1 or· t>S Pe' 1' ,:. ~-t ~>o(' er'1t-·~~-;~~-~-~:::: :~~;,_J':~~:;;>f:~}¡·,¡:~-~~61 {:: ~ d~ - t r-.an:f e1-enc J. Ct 

fl 1 lr o~ e~ i ~ lr ar_i-~f;r:~1;-~··u··=-:·~: .. ~;t:·:-:[·~·p·_j··~~.-~·~:-- R >, ... _:·--'.~:·j.--~~' ~p)_ dt? 

oe-1 

)' G 
,c----o-:-- --=:e----~~;"" '------'---'--'--'=-'--·--~'·----'"--Y::_,~'--'·~O=-'-=-~·- ---·-- -~-·----

di c:tr i but:í c1a?~· s -,.,0 1-•E::'. C?.J '~_».::_.tE:r:<1 =:~r~-=7"~~,µo',>·-0Ur\a ;·t·~~a~·l=for 111cH.Je-
- - l f . ' . 

t'1e~ 1,, J a~ ~-~! '.i-: _ ~ · ;: _ <:1 P~·r 1 ~ - -~--... e-·Y·~·-¿,'{ -6¡ d:c·_:/~)~ .. :-·,.,·,:c..···:::-'.· .. , 

. .._,. •• ij _ i~í) ,:,. r~+}.:"' :tdi) '>' 
Lh'\o ou~d.~. p\cine!- p - t:i·: ~-:··i "{-'c:;L~fü·o:\-.:.~1 '~,., ~-: .. ;_~~~·~·~;~,~-~\.á eri 

1"' 

OE 

~·· -,( (; + :fw. r. :..·.~f_.-... ~.f.~:::~-pl/~'.~-~iY~'~::~:'.~(::~·~;;~'.·t~_ ·dt:-.:qut:- .. ~º~ 
m~s pequE·ri.;. de ··1 rt~- ;;1_.··;- t-~1 .-·qL~¿·::;:.:1·~~:"._.~,~~:~-~'.:(~~{.:.-·~1\''.~.:~·~:(¡·0'¡::· 1105 d~ una 

o . . .., ... 
de defi11ir· s <w> "P<'<r.tir des" (pl 'cc.iculár)ul:. eil li111ite: 

CUCll SE 

L_.place, 

del 

l.) t.-S 1 d. 

l11c.U-H?1~ a 



En éosta sec<.::i6n, pontkemo~ que A, B y e, __ son __ tre_s end.omcrfisrnos 

de Fe. y A es estrict~mente positivo. Asl, A, B -Y e, 
[fn.e::z[es sim~tt-icos pan;. todo f ~Fe; en fin, -x y __ -y sun 

IR de la variable t, C.tJl1 vi<lot~s en F • 

son oper- adores 

funciones sob1-

• 

Todo sistema flsico 1-egido- por _una ecuación diferencial: 

A y'" + B y" .¡. C y = X 

se l l é>ma un ose i tador: t ineat de d(rnension m. Si B = O, se di ce que 

el oscilador no es ¡,.in_ot·t i guado. Si te11e111os- una base or tenor-mal de Fe' 

si slema 

d1 ferenc.::i al: - - ·~_;: 

-- "'~' -·--~·~-.·#;;~~::~<~~~~Ut~--,, 

E -'\ '(A,Íj y .¡. 8 Íj y"j + ,Cij yj 

--.•_--_-J'.-~_--_;_--~_·1;_-_-•_· .-y --<-- "j :\ /-;~-; _:-~\':-· < _-· •• _-_-._--_-.·.-_-· __ --
._ ·,-. - - ~--·-:;_l;- ;:':~~~:' j'. - ... ,.,. ··_. -,, -.· -. -_:;\~: -."-~- -

·: ----~_T- c.h;~,~;:-~:j/~; }~~ .... ~·~;_;-
_con i= -1 •• , .m, 

º en f or Ó1a ma f(é{ c:f,~ l':'; .-c.,;~ -••--e- -- -,,_ ,;;:~ - - > 

en el -c~~o-•L~l~).~1-21:d·{~~L~0i:~\·J~{~:;~¡~)f{gcl;l;~~y:?~l~[tt;:2~ de un 

o;;;ci l .acl~-,? ~-Í.n~1.~,-_sr¡;1-1'Ei .;;c:c:;;~ s§r1't1:1e~ ciú.:':·-a::5-;Cí•, b ?!--•o, <.:: > o, 
e-1,to1\"~e~;::.I-"_-~r;t~~-S'(;~~ ~~·~:2b~:~{6fd~~~s-·~,:~úi~ /~~~-..j~~</3';1~~>d'.i':~.:~).eú¿'.i·,:~l Or dl ílc:H'i a. 

_Si el-•~¿\)~;,,.~.; Í11Í'r~1\:b; c:íie.i;•i\dioI~éi.;'i-J i:í'~¡;,~,-t;;;.~puesta libr@ 

osci l ~d6t-< · --E:u /-~~;~b ¿~;·/(,:Ie4·:;,-.:i·¿;f~ .. ~·d--:re·~',~:CÍ···;~-·,ú~'~'.;.f~~~~~-S-ta for?ada. 

Ct-'SO ·gei 1e'r_~.~ü ~~ 1 ·:·.· :1.1110 \~~\~-¿-~~·~:=<{:~: -C':'= LUdi Ctr 121 CC":'...1 CC . .il11Ú.11 

del 

--~'os --~-~e~~d:;::b~:-~~-~~~~:~-~~~1Ji~o~~·:;~~:i'.f_1:~:,~I?~•ª E i :~7~s dia6onali2a 

desacoplados. 

. -;~.~.:,' -,·-:t~~ _:~:· 

4. 3. ~:. ~-~-:;.~_:_~-: ~Pt~-~:f:E~~(9 :·ªs: -_~iJJ :6s;=·1::l ~-~~-~~ ·:.cJC:- -:~·i·''mei~O:i 6rJ. ~ 
:.---::"~·-:··i .--;:~~-~ , ' 

».:~~·.:· 
'-: 

Si. el . C·~1Éc(._.i:4.d6r· .-;:: i:\··-·'.~e~\'·: esl:r~J·C.J·~-1i1Eotite:·- p'b¿i_t1 ·vo, en t?l t?~pac1c. 

vec l ül' i ~ ! Fe: ~;d¡):P.2u: ,9¡i ji:°'~-~{~;rt·.·f~~.~t~J:L.);;'i ·/" '..'.(A~ • ,{; f. f' ) • 

e::iste_L111¿<' b.;;:e_ OFlogci11_.,1',•:-..:<P¡"·•----,tjJ.,._--•• : •••• </J--- _.,_>.-, de FA' la cual 

di <1gon2-li =c. L = A-l' c.:· ~os"i)ui[.~/~~.c,¡ ¡' :~_J_l2~ ' '=_<A ,Pj, 

son do;;; nu•ne1. os ~sl:r' i ~~;¡;;:¿.nt'E? ~6s~~i06s~ it'c<l :tjüe _w J2 es' 

p1· o¡::; o n1«yor -qut>· cer o~ de ·L :;'°'soCi ~do - a,l _ .,\/ec:.tor-' pr·op i o 

"'J 
el 

.,_ 
ª--·-

J 
vc1lor-



"'j o'- -·e-· ~ - ---2 
A e ,¡,i = wi ,¡,j" 

4. 3. 3. Lí!•!•"'. y_ ª.§'.f .. i.~•.i t::J.60. i;l_~( l .ii 12§..?.lfl. !l!9.9i<..!. Y. g_g com·d.m:@.das. mod_a.l.g-.§_,_ 

Pro111edios dE? con.~i.•r1'\;(J~;~·-'~r'6t'E!sbs blci!tor·ios. eslc.cicmar-ios. 

Co11~i dt?,..t?1nos. u11 . ';,;~~~ri ·mento que consiste en med1r 

desplaza11oiart1.o del tren.dé.éd:ói)·iz_aje de ur1. a8roplano sob1·e un camino 

rugo,;;o y de11otc1mos poi"' 

despl aza1niento. 

X (l) 
s 

u11a reali::éoici6n. cor'r-espondiE?nt.e a ésf'" 

Cor1sid>E"r;e?fltos; en·= dtr··a-··r-ec\li-zaci6n, -.a1_·,: __ ini,s01_0· ~~roplo11CJ sobr-e [,1 

mismo ca1nino sinL\oso,baj·a c:o1ldic:iones ~irnilot-eS;-'"e11Lonc.:es, le a:;ociamr-~ 

el lie111po x <tl que en gE:net·al es difet·ente ¿._-·H :_et>, por-que. pu<=de 
2 . ' · .. ·_·_, /.:".. -~ : t 

una peqL1e!'la variac:i611_e11 la p.-esió11 en .1·<1 .1,1 .. nta, las cofldiciones 

viento pued.en ser· Llll poc:o. d¡fe>e11t~,;_;etC.:'>''' 
Ahot· a" c.surni:t1hOS:· que .e} e=:-(pE·t (0_1;;¡.;-~W' .-g._la t· ~pi te= vor· i ~:, vet.:.e:-i 

haber 
f. 

d, 

y =d 
gré>f i can 1 as c:ou·e;;pond i_en te:; ,:e,. Ú ::(ac i t:Ín~'s: 

xs (l) e 1: "'.. l'}•?··t ;i. : >•: ,: ; < . 
Estéis ..-eie<l;fzac:iones···soii. gene(·'d.l(ne1iti= di fer· entes entre s1 y ·seo 

-~~.,~~di~~;t~~~!~.~~~~R~~·qf~z~:~f:;ir:0~1 él ~::.:·~::e i :n so: u:~: a' co:p 1 ~~as ~-~~j 
t.:oniple_te1mentE-e1it~lidi.dos. E<:Lo ir11plic:.;. qLte lé>s .-eali=ac1ones no 

::; ~· ~' :~;~/:·,,, ::-=-. :--.f~ '-=~-~ 

pL1e'deo?·e),p,~e~.i>( e::pllcit ... nent'" en tér·minos de fL111ciones conoc1da.s del· 

t: id~·p0

b . 
··: .. _:Reconocemos que el dos¡.il a:: é.rr1i ent.o que estc.11ros e onsi det ando, SE' 

pLtedd ·conocer como FENOKENO ALEATORIO , 1 os •·cual es soll comLtnes en :>i 

medio fisic:o y su trd lami e11to rnatemát:i co .:·puede dar resL1l taClos 
.. , .. -. 

pro1nedios. cLri<lrdo los déitos pos.ie1i ci.,r~tc1•:r_·e1;Jul'c.r~idC1.él. 

tien1µ0. x": • cu 
,_·-,:-. __ -::··_ .. :.: _:_:::. - --~--.' ,.·-

f er161neno ;>leo.torios'°' lla1na r.-alizaci6n,c•éy:~·.;¡)-;'.~("1c1ble xk lt) 

11 ª"'" vari.able a lea loria. Lé< c:ol ecci 6n:·,ey~:,- d-;;. ,' •:·c:"C.,nji..111lo;, do Lodé>s . a\. 

::~:::~s c~::1 ~:::::=:s al:al:~:o~P;~::~di;:~l11::;:::Lo:,::e•·::en~:;~o--an 

Urr i 11di vi duc.l historial en el que desc:.1·ibe '--ur •. 

SE" 

sel 

::~.'. > .",~,' ·,. "'ede" 'º"'"' Cº!''.ic:~.~~f.lf~~f \,~;~;; vedo' Y en " 
caso <brélce\5) .ensambles denota l.1ni,fen6meTlo·::-;,>ie'a"t:ó~rio·y::no un ·vector. 

El de;;p 1 az dmi e11 to del tren 'a°6:':a't-t?r·ri z~J.? jLt~~.. ~i: papel de ·lncJ 

e><c:itc>ci611 a le1 que el aerop 1 anc:> e~ t_A sLl}e\o.,~i Co$o . a e>:citaci6n no'--ec 



de1.:ermi ni stc., l <r pregunta es: Cómo cal cul ;.r la r !?!Opuesto del si ste111a? 

Una apr-oximac:i6n sencilla, pueúe sew calcular· la respuesta para 

cadc. re.;.lizac:.i6nr1 en el 1msamblo, lo cual no es muy eficierile, p0t-4ue 

puede> tiabet· cic.ntus úe elé<s en t:!l p1-oc..eso alaalot io y el 

de< tos pLtede ser· pr ohi bi ti vo. 

manejo de 

Por· otr·a pewle, si le> e>:ci taci611 es un pr ol..Jle1na c<lee1tur·io, la 

t-espueste1 e;; te>uibi en u11 pr·oceso aleC1torio; de tal 1na11er a, t¡Lte t.;nd.-emos 

lCI 111is01a dificulte1d en me1nejar· los datos dt? r·esµuesta.. 

nos da 1 a pregunta de: cómo i ntet·pre tar resultados?. 

En suma, éosto 

Un¿¡ for-ina mAs c:ficienle de desc1-ibir la e>:citación y respuesta 

pi-oc esos aleatorios, que se pr·esen te> de un¿¡ rnane,-a más deseable. 

p,.,-¿¡ éste fi11, es nec:esdrio abe111done\r la descripci611 de e>:citaciór, 

y r·espuestc; e11 tér 1nir;us del tie111µ0, en favor de una descripción basada 

en cier·tos pr·o111edio:;; éstos µrL'f11E::::1dios. s~ 11 C\11\é'll 

éstos tie11den e.i 11 ini tes de 

,-e?li::,.ciones, el pr-oces<-• "le;;torio se dice que e>:hibe u1,1i; re5"-11arida 

estadistica. 

>:le Ctl 

peso: 

1 os 

t 

r Ei:<-1 Í 

¡;· 

" 

Asumimos 

(j t. 
1 

.+ ir ' ~ i'1 "' -n->IXI 
1 /f¡ " (l ) >: 

le • . k 

t·C:>al l =~c1 or1E:-; 

lo l c.t go de 

de l. conjunto 

la 

de<dlJ l~t,, !OS Lll. 

dá.11dol es i gu.:-

proa•.·-'-º de 

el 11úmet o a:. 

<t 1 .;.(¡.-; • 



det:ermini~ta, la pregunta es: C6~u··c:~1Fu~ar l• respuesta del sistema? 

Una aproxi~aci6n senc:ill~,-puede set· calcular la respuesta para 

cad,;, rc:!,;,lizat:.i6nr1 en ol ensamblo, lo c:ual no os muy efic.ierite, porque 

pued(il t1abe1· c:ic:r1ttls tle eló<s en c:l pt·oc..eso ¡¡lc:é<tot ic:i y el 

de<tos pLtede se1· pr·otiibi tivo. 

Por· otr"a p.wte, si le< exci tac:i611 es Lln la 

1·espL1este< e!; te1111bi em un p1·oc:eso e<l eator-io; de t:e<l 1narier·a, CjLte tend1·emos 

la 111i;;nia dific:ultc1d en mc1r1eja1· los datos de r·espuesta. 

nos da le1 p.-egunta de: c:6mo inte1·p.-eta.- resultados?. 

En suma, ésto 

Una for-111a mAs eficiente de describir la e>:c:itaci6n y respuesta 

p.-ocesos aleat:orios, que se pr·esenta de una rna11er·a más deseable. 

Pa1-él éste fi11, es nec.:es.<rio C1b«11donélr la desc:ripci611 de e>:citaci6n 

en ciertos pr·omedios; éstos { . .u·o111E::?dios" st: 

basada 

CL1and 

éstos tie11den d 11 nli tes r·econo..:ibles, cu~ndo el de 

r-e2li=~ciarH .. :.;:~ el pr-ocesu ~led.Lorio se dice qL1e e}·:hibe u1;1.a retPJl'1rid-::.,·..i" 

estadistica. 

>: (l) 
1: 

resu: 

Jo: 

t: = 

R (l. 
" . 

se 

/1). 

C!. lo _lc.1 gc1 de 

p.romP.di e,,;.. . del _conjunto 

-a. (.11.1 t:"1 euípo d."'clº t"'-t,, r:s l\'" 

obtié11e dt:l 

a dos tiempos: 

d-i-~'"Tdi-&rrdtr--:·-- E-ÍJtr·e'--, .-e1-- tiUme-t-o --- l<i.~-

Si todos los posibles promedios 



e>tt tac tonar lo. 

(fall:al µ y R gener«•lrne11te r·equieren Llll número grande de 

realiz¡¡cio11es. Be<jo ciert«s cir-cu11stdncias, es posible detener el 

mismo vc.lor mc;dio y R de { xi: <t> } us¡,ndCJ un;, sola 

función si!mplc;, y pn:;11,!?diC111do a lo latgo del t1empo t, 

promedios en el. t iernpo 6 promedios temporales. 

11 representat.i va 11 

El valw· medio temporal, se di=fine: 

µI: (k) "' 1 im J' T/Z H (t..) dl, 
t-+CD -T/2 K 

y la funci611 temporal de c<utocor r·elación: 

R 
" Sí 

= l i m K. IF l 

el 

1 /T J' 
-T/2 l ... a> 

pr·oce;so <xi: (l) es 

si= llama 

Ct..+IFl dt. 

y si el valor 

y R ( k, IF l sor1 los fui smo::;, i ncJepe11d i ent e1,,;,nt e de 1 as 
" 

r·ecdi~aciones pe.se<dc.s, x Ct) sobre -lc:is cuc.11.ts se calcularo11 1: . . . .. 

p1·u111;>d i os, eri Lo11ce;~' el, pr_·oceso,.. se.:llérri<:Í~ ef66~ico. 
ésto 

-+ µI: (v.l "' µ" '.7. cte, ... ;, 

R ( R;IF >. "'c.R •. <i,}; ''. '1c ·2·7' ·>~t ·;. . . 
un pr·oc:es . cucí; qlr~ ~[~ ·7·~~t;J!p~7i.~~ .. :.c_ fh:g~~x~~i·i' f¿1'.tf~:~;;~:s Ó<lc i.<'l~E,nt.. e .· 

eS té-ci~~1_·,~-t>-(q>~~~-, 9.~:~~:92~~- un~: ~~~-,Pr· R·S~c~~. ~\/~S~,~',_~,_S'i_'.~~l~~r·::(!?~: ~1_10 es - necesar- i amer1t 
er•g6d1co. .. ··y:_•_,,·· ''• ·•·'-" ·,,,, ···:· ·:>.;• 

.• El~- ci~ua.ii· · e~ttod.l:ú.&za; :g~>~.i f~ ~~i~E ;¿~C::'}'';·d!:< ~ sol e.mente une. 

F f2~] 'i-:::-~C.':i-6-rl:.,.:-'~::~-~:·'- ~·~~-{~-~--:~-~-, ~~~·-] s;~-~-:~~~~- -~~t;~.)~~~~~í-~5.'.~-~ ·~--k1-- \~~~-~~~:~~;~~t6rt--' Un pr· üC.ESO 
-,.,,.,-

alc::;to.-"?CJ···d;;_do. ón l:.jq,j, .. dF-- us;;r el: :ei1S'.;1hbir;, r.:oni¡.>leot.tJ, 

cornpl i ·;~.ci 6tr~ ·es ~:·;alt:·~- l~?. r~e~1~Í:::·~-~··16r; t?~cog"i ~:~-.E·~?:- :~·_:·epr._·f:?Sentati va del 

L 

l!f"CJ<.:~so c;Je.?tol'io cun•pleto.ET s[•bindice k, dei;:oi:{flcd lc.s reali=ac:i6~1es 

- .-.·_,. P~t-li_cul c\r;.es u=c-4d~s- y ~'~ :rlo ··se ·vd-_ ci --u5:.-r"°. 

l'1L1c:l1LJ'!; pi c.•cesu_~ ·c\fe~_L,-·1_DS·~d.SDc:-ic-i.dos COíl - '. ·fe¡'1·6,·,:,'~r1é:H: flSlC:CJS, son 

E?r96di ces. Sí un proceso no Es er·Q6dico. 

ci11lo11t:e-E= 1 ~1LJ:.otr U?· del1E::?t't10:;« de: lr .. ~.Wr_f~r· 

dr;- 1-1c111~·ei:::. et dn.:-dio=.-. 

3.c./.l. ~)~ 1 O(""E·S mp;¡_.:i q:: C1..t~_d1'"~d.:..~;::_. 

CUll ·el 

. ' . . . 
· ,n·¡;~~:_;'· ~ ;1¡~·;1 {e 

:>-, ,_· .·-. 
L·u1_i'j-L1i·1 t9 p;·:.~rr;~d1 u ur 1 1 ugar 

rJo~ dron ·~1¡1~ 111·:.:U1d~··dc- 1? ~·1er 9!t""- e-=o~i:-.d:;, co11 le< v:it1r~~1~r1 de:.;ci-ít 

1:. 



La 1-afz po&itiva so ll«ma ra.i:P cuadrada medía, 6 <rcm), 

Para u11 proceso 11rc~6dico µ,,, lOI r;úz cuadr-ada media e• 

En &ste caso, µ" puede 11 am<wse la compone11 te •s tad1 s t ica 

constante. 

de >< <t> y 

x (t) µ", la can1ponente diMmica. 

Nos irrteresa el V«lor· medio cu<odr·ado de l.;o componente di11Amica 

11 ""''ada uariancia: 

cr 2 = tim 1/T r T/Z [ X (t) - µ Jz dL 
)C l-+CD -T/Z X 

La r·«i z cuadr·<>d« posi ·t:i va, es 1 a d.esviac i6n t?S tAn.da:rd. 

cr 
)( 

z 

lnfot·macl6n corit:er-ni E?l\t.r:- a las pr·opiedades de las vari.;.b¡,, 

al o¡¡1.:ot·i <>S. se pueden obli=ner· d_c- - l<0<s funciones de densid<0<d 

pr-obi-tbi l i d«d. 

Pr·otJ [ x <t > ( X J 1 i m,:-+ce .1 6 t.. 
' 

p ( :-:> • 

3. 5. l.. f..YJJJ:.i.6ri d.~ r;l i_,._~.!'.:..i b.Qo:::_í_ón: -~~E~r:.ob ~Q.i.J_i_d~_g_. 
Pr·opi ed,,.ide:: 

;:,) mori6tor1e.:i c.:reci~rd.c.·. 

b l P <-col = O. 

t:) o~ F'(>:) :S l. 

d l P' ( oo) ::.: l. 

Func-i 6r1 dE d,!i-ri!i_i do-d c::1~··
1

~n~b;;bi 1 i d;,.tJ. 

d p 

F' <x l 

.. p (") _ .. f X •i f: 
' -(I) ' ' -, 

Es~~-~ ----ti e:1íe-' :-.{r~;ter ~~<--~=-'r-;--~·~T;:1 d~ r;(:lH?f do -~1 

r:-:' i i:- · ::-"S~;·;~-.;~-~f:/_-.;-~~' :. :·:nttr·,_~r-\:1.>d~ .... : . 
.---':.··,: ·, .· 

c611t f---1 ó'U~8·r,·- 'S1· ai·11.; 1 'L ~ tl · ..... -=-.,·1E::J11 ;_ t: 

l lnn·t.e ce11t.t-~l. 

v.;:.. i1i1·1gu11:-

j,. 

e:.: 11~•f- r.1; l -~·~·----~=-··j~ ~\-~~~~-¿..: ·~·---·~;~~ 
F· •. :: ; 1 .1_·._. l '.:.¡Ír )·.~·~2 . f ·3"!·, e:--:F. d-··

2 o t 
_.-C[l2 :' 

F' ( ~:) 11 -, <2ir ).,i/z~' -~-,.; ./'Z 

. . . 

~ Si 

Otr·r0 d1-::lr·i"hi..1c1·óI.1·· .. r11"P·=·t·L-¿.qle e: la 11 d¡~lr ibuc1611 de F:ctylt=1Ql1'', 

de-f-i1ndet po~·-: 

14 

de? 

1 c. 



p <xl 

P <xl -

p (y) 

( tl 

probaolú ty 

X .> V 

o >< < o 

oco11lí1t•_•i' g (>:) de 

esperanza malem.t.lica 

E [ g (>:} 

Sl 

g ( ~: l 

E 

,, 

g (;:) f Cl -ro 

.. 
"' f ro :: p <;· ¡ "" • -en 

- tl>?ri.ir- :.u¿.idr·adii de~<~ ::Et ....... 2
j 

ú .. 

" y 

¡ :-: l ch .• 

- \.' E-U 1 ;:.-1: d¿;;. •' l t"l.:"¡ Óil 

15 

p (X)~ 

conot:i do: 

(y). 

de Vil pr oc.eso 

Ulld f ~1nc1 6ro de 

"an.alot: amplitud 

den si dc.d P <>: l, 

e o ma uriet funci6n 

Por· l;,; 

cuz.dr adi.• e~ 

d=c át "-"' ) -

de gi 1·0¡ 



3.{,. 

-Norcn.i l no esl:a11dar·i;:: oda1 

.ft11tci orieE 

dur1de- w :-.= 
o 

r:"l c.:011tiriue:: 1211 

FC.•lll l Er • 

.f et 1 

de Fou:- 1 e1 J. 

16 

cicel""ca de 

t i empo, sob1· e e 

se obtiene en: 

lci fu11c;i611 de 

Lainbíen en volor·es 

de l ~ 

T, 

d 



-CD 

i áatn tnL•grn.l oxi.•l• a\. I <l> s.a.t.\.Q.fo.ee lo.a eondid.\'"\no11 d• 

Dlrlc:htet•a en -CD< l < CD ,y al lo. lnte>gro.l .f_CD«> lf (t) !dt, 
•• convorg•nl•; .. •i. ~ •• convor9ent•, lo. TrQnPformada 

do Fo\.1r\.ar necoonri.o.ment• no oxi.o\o; ejemplo: 

(l) = Ol l, lo. i.nlo9ro.\. eta divergento. 

Si funci611 de .;xci1.:Clci6n, e11to11ces, la 

r-<?spL•es1.:a del sisleme< µu.,de ser' eser i1.:o en la fonna: 

X ( t) :E oo G 
P"'-CO p 

dotit.le Gp,C!s la fr·ecuer1ciéo 

Enlences. tencoios: 

i.pv 
0

l 

e 

f <t> ~ 1/T l:_ 00 

00 

i.pv l 
e e o 

X 

.,¡ 

e 
p 

T/Z 
1 /1 .r 

-T/Z 

e11t:onc.:es. 

p 

17 

la fr·C!cuencia pw . o 

,e>:c: i t aci 6n 

de 

hay 

C!l plan 

de gr· an 

Oün1i 1 H o dé: 



Pdra procesos •leatorios 

potemci a espectn1.l, no 

er·g6dicos, lil fu11c:i6o 

1101> d ,¡ esencial 111e11 t:e 

de densidild 

información 

de 

n 

proporcion•d• por· l• func i 6n de autocor_rel ac i 6n; en ciertas 

aplicacio11es, loi\ pr·irner·• forma es más conveniente que la sec;¡unda. 

Si temen.o,; le. fur1ci6r1 repras.er1tativ« f Ct> de un pr-oceso aleatorio 

en;16dico< f(t) }, su c1ulocor..-ele1c:i6r1 es 

Rr (T) = lirn l/l f T/Z f et> f <t+T) dt. 
T-+00 -T/Z 

eni·or1ces, definimc1s fur1ci6r1 de dernsidad de potenc:ia es.pectn•l 

SrCw) como le 1ransforincidc de Fourier· de R ( T ): 

CD -\.vT f s, <w> = .f_cn Rr <t> e dT. 

o le1 C1L•toc1.:n-n;lcici6n se µuede obteriet· e11 la fcwmci de la Tr«nsfor11oada de 

Fourier inver~a: 

Rf (T) "' l/2rr J_cnm sr <w> e'"T dw. 

pilr·ci e11tender· el si911ificado fisico, se tiaca T = o: 
R, <C» 

Si 

potc:;ncic1 

s (1•) / 
f 

f LlrlCi 611 

potenc:iá 

e<Epi;;¿fr,;1 

s, (...,) 

«> s, c .. Jl 

bl Sf (W) 

pur eso.: 

lim l/1 J T/7. f 2 
(t) dt. :. 1/:Lrr f en S (W) dw 

T-+ll:l -T/Z -ro r • 
f <tl es 1.111 vol te<je, medio r·epr·esenta la 

tanto, 

I 2 es 

dens.i dad d1 

tler1si de<d 

pett"C! la 

EC.L1i:t..l. Dl1E:-:-

:;€:¡ .P~t-GC-E:11 -~ ---1 d!:. 

.!€.•!. 

"-·~lc:1f· m·:d1r.1 c..U~d• ado d~ ur1 pt oc:cso 

de1 •Ed ue:"'·u dtt pot ~1·1::· i ¿. espe:ct.~.ai es 

16 



La densidcld espectr·al media cuc1dr·«da ~ (w) nos da una medido de la 

represe1·,l¡¡,ci611 de fr·ecuorrci as dc1das en un pt oc€SO olealorio, nos 

limita1 enios 3 pt'OC:lo!sos ali=o1lr·ios er-.,¡6dicos, los cu.;les; se identifican 

po..- l.:- fo1·111é> de le> di=11sidc>.d de pnlenc:ia espectr·.;1. 

En di sti ngui 1uos e11t.-e pr·ocesosde de 

bi'r1dc> c->ngostc> v .;1nchc1. 

Un proceso de banda c1ngosta se cc<racterizc1 porque s,(w) tiene 

vetlor·es significc1tivos, solarnr=nl:e cer1tr·c1dos alr·ededor· de una pequel'la 

bc>ndc>. de f r·8cL1enc i c1 p ci=n tr·c1da o1l r-ededor dela frecuencia 

cor·respo11di1211te o1l 101Aximo. 

Un r·e,.lizc1c:i6n r·epr·ese11tc1tiva de éste pr·oceso, contiene solament 

L•n r e>ngo eslr ecllo de fr·ecuenci o1s. 

b~r-;·(j~:.,'..\ éH1"c:l1ét, En i=l caso dD p1·ocos0s du Sf (W) 

valor·es « lo J¡¡,·go de; t:•nc> b"11da ·'arÍcha·:de,-:'tr•ec:uenc:i<'s. 

llti $HtCJ l)t" dE:;Jfl de 

un~ 

fr·ec:uenci e>so. 

Er; _los dos 

01agni 1...L•d; qu~/c-1;)~: fr''io:C:l.íiir1~1 ci 

de ésotri µr-62<?~~-. / .. :co;:i.tier1~ 
'-\'· :·_,:~,,,.- , -

si 1r1~tr· i c:«n1C?n te·. c!ll º~"'~;;,s. 
bl,;o~S ~i<J> en 

: -- .-.- .· . ,'•.: 

_dos 

tiene mucl1os 

CLIYO a11ct10 es del 

de la banda; 

e 

delt~ 

sinusoidal. y 

t.'r:1ifor:m~. c_ot'rf.:s~ondie-nLE.?_::_·a Unb ft11_·1_ci6n era la ~Uéi.l i..odd= 

f~1nc:ionE::': e;;L·~u~ -igLi,:..lnH~'nt-~ r;·Epr~i:--=~·-~l~,~á~( ol pr·imer·o será alectlur lo Sl 

~1 á1_1Qt1)a d;: f?:=c· e:tá C"lE-:-"tO.-·i~1T1~i1lt::~ C:i·.~-=·l,·1b1..1idc·, y el :eg1 . ..1i1•ju. 

e~ll~1n~do 'r·uido ble-rico •:i le' tr '?~-LtE:_~~-~-~-~,~~:-~~-,b-é4nda e~ it)f1n1te:i.. t'c:oblé:<i::1. 

No e: wosiblE d<>r· ...?;:presia1·,G:s ¡;;;\a1'it:Ti:!.,,s' µó\ra funcione::; 

p; ·ab~ oi' 1-i.d~d ~ Só·c 1,~d~S ··_>::~;:(~:·¿-~, dE- banda 

?r 1aoc:-t i?.-. -dé-~b~fr_,o::."_.~.c;L1c-C1 ¿_~~-:;¡ ___ /~-~>~ª2~- ".-'t.J.LC1r,;cQ_~-~ · ~,51·i{" é=1r.í:fat · go, 
''"""----.-=--'--'- ;':'"""=--,-;;::-::=',..,-_ _;..:_ __,~ ·- ---

>. - --'.·>' -:. . .. .. · - ·: '".· .' 

+1-1ni:-i_6!1-· d0·- ::ot'ii:oC.or·~..:t;.1~~~) ~¡~-_'.~·~H.:·.-_:· L'!1· 1 ~ 

-· .. -.;-.:·.·: 

:~:~~;.º:{~~:¿. 

.un pt Ot.t:;SC> 

~: - ', . . "! '-". - : .:_ ." 

:::rupl·i_t:ua: b\..tE:.~dt::!t.:·~-~~d 

Ct CE·r- O 

cr·ec.c-

b1?nco OL1e lit=llE lc:i fo1 .ne: 



"t ~o 

con 6(T) e!i la funci6n delta de Dir·ac. 

Un procaso aloa.torio m~s realista, e~ el 

limitc1dc>: 

ruido blanco de banda 

s, '"' 

-- --~--~ --?.,- --- -___ __. ___ _, ___ .__._ ___ _._"'---------------~ " 
_,,,, -w 

2 :l 

donde w • w • 
:l 2 

" " :l 2 

s~ conocen como i nlE"t·sec.:ci enes y super·i e 

de ft"ecuencia, r·espectiva111ente; nos puede ser"Vir· como una apf"m:imaci6n 

r·c1zon01ble oc<t'<' el e5pectnJ de de11,;;idc1d de pote11ci.a de un 

do;, b<H1d<> ar1ch;,.: 

proceso 

R (T) 
l 

Es 

polt>11c i a 

üb lener- un¿. 

suponi ~lidt.' 

ten~r11CJs: 

d 2 R
1
(T) 

C.:C.llH,;11,,.1flllo.;.: 

s o 

rr 

s¡:;n 

e: 

- Sen W T 
:l 

i'JT 
dl-J. C". 

i"T 
º'"•• 

'CH- t-ict t.if1CJ C" 

611 p;u·¡,_ la de11si dad o 

e:; de inter·és 

estdc. i or1et.t~ i o 

s~ conoce, pa>-a lu cual 

de•· l VdCJd del p1·w:eso 

eo-~.µ e-e 1..-"' J di: f. . er·,tonc.e: 



-, -, 
En un pr·oceso estaciona1·io con v.'101· medio ce1·0, y hc1ciendo ,. º• 

Yz 
r 

R COI E Cfª> = 1/2rr J' "' S f Cwl _dw •. - -ce -

do1ide O'l es 1 a desvi ac. i 6r1 est:Ond¡;1·d. Si nti 1 an11cmle: 

y. "' R,. CO> ,z E ( lz J "' 1/2rr J' a> w2 S f Cwl dw. 
-CD 

Cc.racte1·1 sti cc.s del p1·oceso de bc.r1dc. ar1gosta: 

al La fr QCUErtCi d. ffif:?dl C:I CJ fr~CUt?nCii:oi espe1· ada w .... 
J' "' 1,,/Sf (W) dw 

+ \ 
-m }/Z w 2rr V r,. trf o o 

J' "' Sr (W) dw 
-m 

se define: 

b) se pLtede mostra1· qLte P"'''ª LH\ pr'oceso "'le<1torio estacion<1rio de band \ 

arigosta, 1<1 funci6n de der1sid;,d di!! p1·ob;,bilidad de la envoltut·a, es: 
_:z - . z 

F· Cal = aly e-a. /zr, ,z 

3.B.L l)_Ls_l,;.cJ..buci6Q. Rayl'el..qtl· 

e> 
... 

rnA>dmos está tc1111biert d .. dc1 por· la 

(\ ~- --r.:_r_-_•_¡·t¡· .'_;\: ·¡""_ .•• ,_ -
\ f 1 ~- ! . . 

~.- ~j~_--~-__ ----------------'-1~ .• -',-../ ........... -,\t·_ ~ -
~··-·-· _____ e"'!_• __ •• _.;~·----~- • C ',e, __ ,;_, 

'3 . 'f. B~-ª-~' -~~-~_::i.;~~-~ .de-· ~)-~l;..~m=i~- :.1.:...Ló.'ª-i:i.ltf·~-- ~: · ~t~~_i.s_¿c·f_O..!.!..fil.. c¿_l e·::d~ or i ei s 
-:· ·. )>::_ -.,.,,,-

eslacionar1c.s 

5.:;_:'.~ab:é-: QLlt:- ~-1-C:t .. '-·~ t ."~:~~Ue-.~--~~-~: .:,·!~-~,(\-)-- dt-- ·t.111 

E!{ C.. i l~.C) ón ·c-t' td.:( t· c;r--(~ . ;f:~_-(-l.·):·:: '· s:~ · ::'.·~L{~;ij~'.:. :·~: .. ·~~~ t~·j b :l t"' 

i nl'e9r·.-~l -~-~--~ .. -Fb'~-~~i-~·1;~¡-i-~--~.ó;~<S" '.:-- .· .--
:· 1 u .:e- f t f: '"' ' .. i.1_:_.:.x_· .. _r ci1 · -o-- '-'-'°" ~~- .··5-! . - •• 

;-=-o---;coc--7-='---~ --;o-• ' -~-='=-;=:'~~-"=·-· ,-. "') .. ·---;:o-_--

dr~Jndt,:: 9 .-:-(t') -~:::~~:·:~ eJ (:~~··-,~~~~!:.~-~~S:~i/>,:~~< t t:.~Spt~1~5{ e:- y ·f (t.) 
. ' - .. - : . ' ,. : .. ; . :, . ':.. ~ 

d.,.~.:-f111LJC:- p:.i·r~·C"">:(¿·:-;. <:~j~'/--pc.·;· To ;:t,~1.-rt.o. le:-. e'cLÍ~c:16r1 etrtlt::r 1or 

sOl··¿ µ;..or="·)·~·---~~~~;~~:--~ (:¡..;;.~ -vr:-,·1 ~t}lc..·: _fil c:-:-i wr1 e:.:= nc.i se. 

si s1..G111:;! 11ne:-l 

CHt le. tJe une 

o C2'St 

dt.. }' (\) 

21 



x Ctl :. J"_"' t Ud Q <t->..l d>... 

donde g Ct->..l e,; cer·o pan• t < >... 

poi· tanto: 

x et> J "'f <>--> g <t->..Y-dx. 
-Cll 

la cual es sin1~tric.:ci en f Ct.l y gCtl, o s<;>a:· 

x Ctl J" a> fO .. >" Ct->..l d>.. .r ·co·g.{>..>''f Ct....;\z>.>.d>-.. 
Q) .,, -co : 

Sea )fl. <wl- la Tr·arisform<ida de Fow:iet<de.x'\t:i\ .er1tonc~s:_ 
~ Cwl "' G Cwl F Cwl 

~ Cwl puede c:omo 

Transformadci del impulso de respuesl«. 

La co11volL•ci6ri de f <tl y g (tl y 'é;1 ?p;'.6duct.o G<w> F<w> 

1·epno>sentan L111a Tr.,msfor-m.<da de FoL1r-ier· p.ir· .·;·--,:~~"to es el Teor-e111o; de 

convolución con dominio c:m ol tii:mpo. 

Las ecuac.:ion.:s c'nter·ior·es san vfllidas par-a cualquier excitaci6i". 

"' nosot.-os nos caso en el cual la 

excit.eoci6n es de le. fun11eo de:> un p1·occ:;rou O.li;,at.urio este<cio11ar·io { 

cuya 1·c:;spL•erot.a x <t> ):.erá t.anibier1: .est.C<cior1e<1·io. Al101-a calculemos 

estadisticos para 

f Ctl} 

los 

las 

estad1sticc's cor·r·e:po11die11les·p;.(-.,·-.J-e1 :exci teoc::i611 del µr oi::E>so c<lealo1·1c· 

En Llfl pr·oc.:e:o ~lei:flor·i·o_;·e~·{}~c}·.¡~;~~:~/.~i-6·:_· __ .. _;-· 
E f <t->-.> J =- E. [ flllJ.,'-"_.:~Jé' -~ •. 
E K Ct) <0) É l 'f c()J '°'ii :¿l_'-~~i'-:-."'" .. ) = g .. · ... ···.:- -', .. -·¡··· ·:•~: •. ·· 

nr-or_·:~:-~ 10°=1 ~::.-:·· .·dl_ u~---,~_.· 1-0~--·~.·e--~l"' ~·:_·:;~1·::_;0~.,-1~11':.L .. :t,~~1;~"'.<_~~-:.:c_·L,;. __ '.1c:'.:;\u~~-·1;:.'.~1;:_0f_:\_.::.:.;.·,~-~ .• ~.•-·_t,_:."_I_Pf;~J~ '. ~(,' 1 
a fc...r ·,i;..• 

.... = ~ = - ~ - - , _ .. , _ ·:}~~§' 1:u;;o¡:ic¡rc:1.a1, «l "'1 
medio -dt?l 'pr·O~-~-~o-_ :d~:;-:.-E:~--0/é~c.~,i~6;i:~~~\.' ~:-~r~ ,;~~~L·-~:[~~~; · =-r;~-~-,-~,--- ,~ 

La f L•r1c: l 6rt .deo ~LI fot:orr nl i.'C:i ;;;r .J~ r~ ~i'.É-S~U·;:t}, '. J~: 

val 01~ 

.R IT) =- J'_,00

00
f-': 00

00 
g !f; 1 )c}1 '.?.·iji~~·r]}(l'.'i:~"'-~i.i1~Jd':~~) ,d~,d-.2 

l~_ cLt:--1. no ·d~·p-en~~ .d~ -L·_~ --.-~-~~-·'.:_r:.Ob'Q~::~r;lic:r:<·'.·~-:.~~i{~-p-~_;_:~?··:~.1_f~-- Si·SLerna 1 ine~l, 

1 ~ e:-:ci.t.?é'.L6n-- ~= ur1 Pt'..C·~~-=~---~: --~f,.é~~(6~~-~~-~}::.~~~·~:~~:,~·~·e;:=.~~~1~--~Ú:~):J~· ~r1tCJnces!I la 

re:.p~J~·St--'r- _ e~- ;.t·~,.~b-i-L~ít :. LH ;- - 'in~-Dé~·S:-,-? ~:=~-L-~;-~~á>:~~;g-· :-~-StJ;i: 1·0·1 ja{:':i"¿··~·-~-
L« ir1Cror'rt1é'C.i6;1.sobré la.r~;pll~St~')~ci 8LtGd¿; obterí~;:~ás fácilmente­

ce<l c:ulc<ndo s~ - se- ·,c·ai"ioc.e' fd ,_ ~(;12r\5i det.d de pote11c.:1.:-

_ t-?5P~~-~-(:~ 1 ·<~~:.-j ;\~~~!: c1-t:·~c_1·6b' ... '_ 

S .. lw) ,~--~-~}, ro e., -.:.1.VT l-.i /2r. 
)< •• ·-co 

erito11ces: 

t s { ~...: ,\ "' 
<9 { \,.¡)-,' I" ". {\·J' 

~f 

R {T.) i.1:,·ir. .r Q) 

1 c..; {-h'' I? e (W.' 
i'w'T 

dw. - E-
-ro -r 



Da 1 a ecuac:i611 < * > c:onc: 1 u! mos que er1 el casei de un si ste111a de un 

.gt·ado de libet'tad col1poc~o"~¡¡;C)~lrQ'í'.tanlieroto-para el cual 

de ,.-espui:istas Úene LIÍi p{co e1\Í'_. 

l • fr ec:uenc: i a 

w w ( 1-2 ':~ 2 >cj:,-z,: si <;1} función de densiddd de potenc:i a 

C!spec:tr al ~e l c. óxci tí,lc:i6'r1tl;'~pi-e~~rd:a un proc:C!so al e.atot"i o de banda 

anc:l)ó.';ent.or1c:C!s. li.'.fur1dÓr1·:··ci.,';d
0

m1sitJc.d de poti:mc:ia espec:t1·al 

..-espUC!Sl:a es un pn.lc:eso 'ale~to/i o d.i t>c111dd a11yost:a, donde ~ es el 

de la 

fCoc:l:or de C1r11of·t:igudrnie11t:o. y W C!S l Co 
n 

f t· ec:uenc: i"' de oscilac:i611 no 

amortiguadi.'. E~ val o~ medio c:uCodrado de la respuesta de un proceso 

Coledtorio, es/ 

R,. <0) = E C x2 
<U J = 1/2rr f_a>oo 1 GCwl 12 

Sf (W) dw. 

Conclusi611 si el sistema es lineal y la e>:cil:aci611 es u11 p..-oc:eso 

aloa l:ot· i o esle.ci oncwi o ,. la dt.:msi dC<d espec:l:t· al media cuadrada de l• 

ri=spuesl:Co, la fL•nc:i6n de. c1ul:oc:on·el_ac:i611 y el val 01· 

medio se pL1ede11 ce> 1 cul ar· conoc:i en do s
1 

<,w> y 1 a magni l:ud de. 1 G <w l 1 de 1 a 

f1·ec:ue11c:i a d.,; ; .. espL1esl:d~ 

"Si la. eNc.itaciÓ~, .dE>J :p1.oceso ·.ale¡,.tot'..io e-s Gaussiar1c.> y el 

os l.ine-Co}'. er1tcinée!i 8í <pt (}_téso '¿íle~-Lqrío de .. respueslC<, es 

si slema 

... ·. - . --·~· ~ 

-G~i.:¡-55·{~·-f¡e:L--·. ;_::{E~!~P ~:.}:~~1~:f~)J:~;~:··. ~:'.~_ q·~}e _,,-P~~-r·C'.' pr·ocesos eslé\ci ondr i os, 
dis-t:i·ibu2'~'°6i1"¡' :@ ~r·G~~~il~id~d de >1¿¡~ t·~~¡:ii:;e~{.. está completamer1é 

... dof i nidco ¡_,iO~ éV .val u;, medio .dE, ~~¡;pu¡;.sl:él J el vc<l or· c:uadr c1do medio. 

L::~·~~; ; ... er:~.C-:roúEÉ. :Y~-- c..'.-~·;·,c\:~~':{6,·.~.~s<~·s/1~~j_·j~~~~ es: SOi\ vál j das Sl el proceso 

nu e2<~s{~2fb1r}~¡i~. pet·o 0 et9~fcoT ~2....:'·~liíc.:a d1ft;r·e11ci« donde los 
,·. -' 

pt cirn6dl ~-5 .. -r::.f:?1~Ar1 .... profned.1 o: "eú1 ··C?.i·: · t.-{c:~·~f'lc.i."/ ·c~d cul e.dos 

t t?i:ol i = c--~-i 6n_,~:;:ep, c:;;~1·,t:..t.-,1_V=-. 
ui:;e.ndu 

L.6 ~r:it.·~.r-·ior. fLlrl-'::lO!if-i si .r1CJ t?S este.~cionar·io~ pero Si er-g6dico. Lc-

dl f <?rí?r1i::i 2. e= .que cnn cw g6cl1 cbs. - l i:Js pr-CJc·c,:=c~= pt"Ón1edi os~ su11 pr omed1 os 

en E?l .. tie11!00 cc1lt:l1l~~o~ ui:?11do_L'ri~. r·e_~l_i::~c_i·6~ ~·epr·e:H~·11taLiVC\ e11 

de Pf'{.Hné'.dlu~· di:-_ e11s~n1bl€? ~ lo ·1~r·yo d~ 1~1= reci.li~dciones. 

3._~·_!3~~·-=~-~~~.;'::_t~- ~.::· _?l '?1 t:'.11:'7°_: 

~.~_E_i;- 1-: C,.'J-.. 1,.~ S •. 



(tlg. ) 1 til e.L CC'.flllllO f'UIJUr:iO St:f ~J~~ClU~ ¡.iur .&.O ..• ·i.Sr ia.uJi.~ cuc:rcs""'\·" •• 

y (s). antonc:cs-eL-n1ovimie11lo-vertic:al -deL sop0t;to_~es1 ___ y __ (tl,_ dond&1 

t = s/ v, po• tanto, la oc:uac:i6n dife1·onc:ial del movimiento p;1.r;,, la 

rnc1.sa m, es: 

x" <t> + _2 ,{-""n x' (l) + W z X (l) 
n 

yun 

rv-· _<_t_> __ m_+ __ v_<_t_>_ • ...., l ; '" : . C:Oll f ( t) 

f (X) es -una e>:c:i te<c:i6n equivc1le11le al desple1::e1mié1ito ,en la C:Llcll e es 
'·';; ....... - ., ' . -

fac:tCJ(· d~: e1n\or•tig\.1c<~iiento . y 

d1no1·ti yue1de1.' 

w os 
n 

la -ft"E!C.U~l1C:{~ osc:ilac:i611 no 

: ,, ·' <::< 
AsL11ni.ma~ ~tjL1t: ;e1Z:~rCJc:e_so c1lea_to_h o :asCJi:i_'O:.dci·kofi ·; <t > e= e' g6di c:o y 

~:~:::~ :~::; ~:~.- ~~t;~~~~·:~s:~:¡~:c:_:,:~f:ti:-!'.E!~~~~}{~~~~~~ti~t:~~rl er~:::~~ tas 

001· el vc1lor:_ ¡nedi,~ "'. ehv;;Jor;·CLIC1d1·i,id_o':11t~,Pi6}• .. ¿~,¡:;_'.x•· 

padEe_ni:r·:·f-:<_ ~~).;;:~ ~;··:::~=:~.i ~f:-~~:J:r1·-~_-_'._¡J~~U[~i~~~¡~~~~J,i,¡~[e.
0::~:~"'º 

L _:;' O ... E '"!-< li·: ti,: }'.\:~, :::;:,_:.: '·:,:;;; · · ··:¡;·~· · ., ·-

EstL' é's c•c" au.- un" ~on;por;~n~~ ~~~~UF ~t?i,\i.·Í:f~~-!';'o;t ~b;:bnte no: 

d ~ u1 '~ -C:ómoo-n~111~-e. c:~.'r.¡s ~ar~·¿-~-~:·.'~-~:\;:.--~· ~-·i,-·e·5t}·ü-e€·;5f;g·{ :.~;.;~_,:~ '~W~;_,.' '·'.~.'.:" : .-. · _-_,¡- -. 
. ,. . .,... .. . . - , .~,:-~.~~.<~~·'.~ 

AhL"\t·~. c•odenios ce0.-l cu ¡-¿.{~'_: ... ,~·;:;._{6'~· .... é·~·t]~'Cf1~·~:~2:·(~?ós;~~h!~:-'f::·~·'6~·:' <q~:e:- :.d-e-:Cr-i ban 

ur·o-=~=-=) -.;; l e~tor_i ci .d~·>r· -~~Ptt_~-~~L'.~~ ~:_:-~-:~•j_\_·~.O~,c{~ l c:o
1

::;:~--u1:~:~; ~~~· ~·~··- t~d~~¿Dr·re1 ~c1 6r1 
,0'.'- ~ .. -, , .. _,.,.,·,. 

v '&1' vii.J¿;·:; n,l¡;cfr6- c.L;~d;·<>do. Esto l e1 de-ns i d,;.d_ cie poteni::i ."'. e~~>ec.:f~-c\'¡' 
r equ i er·e cor1ó·:: i.mfe·ri L-~. d:~. ~·¡·e/:~ d··~-~-:~~;t-~d'í'°s:t--{¿--~~: .::~:(t~\:?~J~·:2-·t\;fb:~· .. el proceso 

i:ol ó~tot i.o d~- 1 r.t·. ~;~-·c-·X::t·~:.¿-~-~~;~~~-' ... ·,-.;.t~1~.,~~-'B;~:r:i-~rrfi~'~·:·-'·t."S~:.·;, ~.:~-~os r·el ac:1or1adCJs. 

l l -~"' i:.d('.,;;;_ el-r_:;.-d.O b l'.;:i;;¿,;'--T~..;.a___cl~-y:'c;;--¡:"z::'{l{d-;' b_ftn_2-~6__,_di;-¿;'(:ir;:da-i iiril' t ada. 
\" ~ EF. .i ·i·1-·:Íl ¿.¿,· e-r1 _.-; ~· ~:_·/.,:·:~~'~j¿·.¡·~;~¡:<·:· <:,{ __ 9;~~~ -'· ,. -!~·;T·~' .. f une i 6r1 de 

~;_JtL•CLH ,~(:j·C<L l Óí.1 i:·c:t ~-~:~:::¡~t'.:~:·d¡ ¿J:·~·:~~' ~ ._·r~-, _q~·f1:~-í.?_~-u-:·~·C: -~\·.·J~"'ci'·~ td OÍ1CCJ dE! 

ool!':'nc1? eospec.:t. e-1- s
1 

<.w• i s(. \.,~: 
R :<T> 's r5 •tTl; 
·I: e, .· 

del l~ -d~- Dir. e:-oC.; =-·l ,i}r1p~il E:io de- r· e:puest.i:l CHcl s1 st.erna 

::4 



"' 
g ( t) 

--------=-~-==.-=-'"-- __ ;:_{=~n~'°' 
e 

donda la funci6n 

t < o. Entonces, nos qued..i' l 

R (T ) 
)( 

R (T ) 
)( 

s 
o 

s 
o 

?. 

"'d 

' "' n 

"' n 
' 

X sen "'c1 >.
1 

sen wd >- 2 d >-
1 

d >-2 

>. 
z 

o para 

En 11L1estr·a eve<luaci6n de R><(T >, asu111imos que T >o. El valor· de 

R>< <-T) puede ser· oblcllido u:. .. r1do el r1echu de que la autocorrelaci6n es 

ur1;; fu1tci611 1..1;;r· d,;; T. Debido "' Ja 11a1.:Lwc1le=i\ de la fu11ci6r. 6, si 

íntl::-~f·c.~f1lOE con r·espet:·Lo a >. 
2 

R (T ) 
>< 

R <Tl= 
)( 

5 
o 

s 
o 

w 
n 

- 2 _. 

wd 

.. 
W· ..,. 

.. 
J" CD 

o 

ob't.er1emo~: 



s w o n 

-ew T 

e n .[cos wdT + 

.1'x 

s w 
o n 

ain WdT J 

0 -ez > ~ .... z 

V;.•• -- l'a.d/:ao-,!:,­

{:. 05 

T,S 

T > 0 

R. CT), podemos escribir directamente: 
. )(' ~ 

___ "'_n_·_ •eef??;M~;~'.;0~T'. ... ~ ..... C.· ·atn··wdT 

.4F, fj~ :.L.: ·.: • ¡ ! '-F,zg<z; 
T · ( 0 

.::~ -

L~L fJ1íici6Eil:dé!l~1'~!1cCi~Cif:6;~1 f t/óii i;if;, g'i~.a.:f·i é.3 cm 1 a.; f)yu1: a., aro ter i or pc.t c-

é]' r:'~=~~ . .G~~;.Po'.totS.,;,kc;r:ú.;i~1~n1i~¡,'i:2; .. :;ik':' '/t.C"r1.::ie1· .qu.:· la fLmci6n 
. autoco1Tei,~.cf6.1) de r·o;;¿úei:'t a, es dé:i ú'i'f iP'r'o~:~~o de banda arogosta. 

' i..a~ileigi;Td.;;d 2.cí~·p¿tenc:i a e\;;pec:'~,.g¡'~'c:i~c;: {.;.' ~h?spüesta, es fácil 
Ob(o'n~j:rs~bd11ios :ql;~:< 'C ) ±•;;¡'.ir;'.~'f!t; &~;,' ;¡'. ' 

;, ~ '("1( ;: ;¡ .. " ·,,<~·" -· .. n\: ~~~~;~ ,. 
s

1 
ci.>\ s . y 'oí:it.?i1e1r10:.:~ ,. ·:;: :::.: ?,'h 
<· .···· º . .Of ,_, ,,, •" <r "!.<é' :s;, :. 

s" Cwl - 'GC¿ J~ s/·<1.Jt.~;~·· i\;'.' •:( •. ~E'. ~~ : .. 

La.•:efi=PJ:~;·cie1'P~fan~¡C'~·:f~=~~¡j;f~
2

r\2Z«:·:~:,:~t~, se muestr·a en 

le< sigt1iEnte~}9tiJ:'.~)~CJJ;:,<ve::::·; ¿b;;Í::lÚ!~lÓ~ que; lci gdfica 5 <!:i> con:;:, 
ti pj C,D .d .. ? .. ~~t -~~r~~;ci~,;6._ ...... J·~;~º-.á~_;·(::d:~:.'. ~·~~-~¿·-~~~· .. 

dE 

E 

2b 



" 

oblenerse de dos formas: haciendo 

T 

R ( (\) 
X 

4f. 

CDn-t'J el 

"' n 

4~ 

f "' -a> 

(<.l) cei1i respecto a "'· 

d<.l 

ec:u.,.c:i 6.n .. pL1ede ctm vi r-l i ende. 

me-d:i o 
'.··:: - :;~·- . . ,_ .·,' .· ··_:{ --:> . ·.<;'· '. _-cu~dr' c?-.do' me-d(tJ-~~-s·::. ,sL~f-~l-~;{E.fl."Lf.:~::p.::.r:.:~ .. -¿¿.Le.(1ni ne-1.1~ la· fot Oiét ce 

,-, i .. -.--·-·._·--e.·.,-·. 
i a 

func16r1 -p,-ob;;bl {;_rr~·o oe 
-- ··.: 

po=~-~1 ~- e\.;~\-~i-~,-- l e-:·-p1·QC(b-hi'f-idc,d d~ le. 1·e:-spuest. 

de:µl b_::;,n1í ¡:,r,l-ü d¿;do •. ·El medio CUddt a.do, 

dei ór· m1 r1~ de; . de:nsí d:.-ci 

.fc.,,~n1.:- d~ r·L11 dr· blc-1¡c·:1 df:' b~1'd~ 11 n.11 t~dt i:.:c•11 fr'?.Ct1er1·::1t=.\ de e.ar Le 

• ~-::pecli\.-~me11lc: .. lro 1 e:::puesLe-i tlt:- di:r::=l d?.d de- pui..'e11Ll6. t:i::.pt=._l1 C'\1 

lr} fDt f!li::" h•f:l~i·1 ¿.d¡¡.:i E"• l¿.. -f1q:il ~ ::1f.:.!LIÍPí1i~. E11liJnc.c:..iSi,s1 el :1st..ern~ 

'27 

de 1 .. 



muy poco cuf10r c1yuarn1.2nt.o y ld o.:.~naa ue ·tt ec..:u~nc1a. aa exc1c:At.:1on w,~ w <. 

w incluye l.t. fr·ecuc;11cia del siste1na natu1·e11 w asi como su ancho de 
-_-c_-~Z~--o--=--o--__ -_- -- n 

banda Av= 2{w,, V el ancho de.- b<snd« de la excitación es Qrande comparada 

con el ancl 10 de b«nda del si st..erna, ol v;,, l or medí o cu .. dr ddo de la 

n~spuest.i,-ld cue1l es igue1l .. 1 á1·ec1 bc1jo la curva S Cwl 
)( 

dividida por 211-, puede estar e1µ1·oxi111.;da por 

S Cw) 
V 

s w 14~. o n 

·-·-·--·-·-·----·--·-·----- I ·--·-·- 1-·--·- --- 1--·-- 1-·--------------- w 
-w 

:I! 

E11tonces. bc1jo 

w w 
~. :I! 

·c i r·curi,stanci as, 

bl«ncoideal, nos da excel~ntes rosult..ados; 

si ciSLllni mas 

w 

.. 1 ruido 

mi e11tr·as s, Cwl es p 1 an«, s,. Cwl 

c1ngosto e11 lc1 veci11dc1d de w 

r10 lo es y su efecto t..iene un pi r ·· 

~., p;,,1·a poco a111m·t.igu;,,rnient.o. Mient1·as qL 

el espectro de tiene el valor s f1·ecue11ci as 
o 

rc;l <sti v;,omente pequef'ío-s y se dr:svanocc; pc.1· fr·ecue.nci as muy gr a11des como 

GCwl 1" cual p.-escr" i be l" c:c>nt i d<"d de e11er gi e1 el 

siste111d·d.Vc>r"ie1s·.fr·ecuenci;;s. Entonces. el sistem;1 

at:1:Cb .. c61r1C> p!/'.fUtt·rJ line¡,,l. Pa1·« ·un sist..e1o1a coro poco ame1·t.iguam1er1l.: 

el sist.ern~ pGécJe coi1si de~i.1·sC' ·¿i::,nio ur1 fi ltt o de.- banda angost..a. 
, . ···-· .- ... _,. --:. e, 

> .. , . -:' ,~-,~_:?.·:·:-. ~;~._< '_<::·:¿{; -. ··:;_. ... -~< . 
13. ü; f.r:'C.'.P i e~~~e,-~ :-ºJ'J-tl.~rJ.(s<_s_ ·· gg §!Stacioriarios. 

•, ;· . -.··.·,_-._ :-·.·-. __ -,-.. -, --- ' 

ca1~1~:Yd·~··-~~1n6-~ dq:- pt óC~Sq~ ~-1 :~t:-tb·r,1 b'~ ~:~~~X~~\t>~-!~:·~-~º~, {; xK et.> J. )' 

{ yktU } í;,sti"i:ibr1a1'ioS:. El CDÚj.,l1v.;, esc .. 1cúie1;:c:iét~t.os pt 011.edio;; 

r:~1Seo~~'t_,] e .. ,Er1. p,;:.,f_.\j_(~J l~·t_<: \;"~~J·tc:::-'-· en ~l l1 efllpo 

~· b 1 V~• í 6' l
1 

2;,m<:si'L~i ... 

i\~·r; -:--· 
'.-<~ ... · .. ,-.' ' " . 

r i ,,,,' < ,ú)i; '-
n->co '. ~. 

i i fíl 
n->CD 

1 :'" 1 

r-· ll l, t 2~ :¡ i.,). 

Uf.: 

~r h l l r 2-r· i Q~ t 
• 

::8 

11r. E 

.. :" i [Ji 

y~ 

1 ~ 1 

(t. ) 
t 

f_.et b 

fijo: 



ll 

e 
X 

E rxlc et:,>-:µ" <t1 > J C•\<t,~T>-:µ.~t,+T_> J 
i.:;;;--:=c:•·-~--~°C----~~ -~~-~------~- --- - ----- - -- - - . 

11 

e CL,,t,+T-> 1 i.m 1.ln E ) J 
y n-+m. 

lc=1 

n 

e (t • t +T) l i m 1/n E xy • • n+co 
k=t 

Los valoros de las funciones de covat·ianza dependen en general, 

los tiempos t
1 

y t + T • • 
Para proveer una desc1·ipci6n mAs detallada del proceso 

c1leRtof·io de Ol'"don mc1yo.-, lc1s este1disticRs serAn calculadas, estas 

de 

erivuelven los Vi'lor·es de las f·ec1li;:Rcio11es evaluaddS en tres o mAs. 

tiempos talos coma: 

se e><plicc111 dhor·a. 

t , t. + T. • • 
En el caso especidl en E!l 

t + o, • 
Clldl 

e.le.. C?spaci o, 

los 

µy<\> Y l é..<S fllílCi Oí1E5o dé! COVeot·i C!flZa C (t , l + T 

medios µx(t 1> 

e et , l + T 
X 1 1 y • • 

y C <t , t + T) ,• 110. depende.ro de t , 
xy .t 1, 1 

los p1· oce s o s etlec.torios { 

) e: t. etc. i oneit· los. E11 

no 

y 

}~ ( 

k 
otr-..:. Y <)'i;<tJL_s~dic.e_qüe sbr1 dt!-bi.i111ente 

caso. ·n·o:~ ··sar1 -· _e~f;.a.ch orli"-t-i o= .. · _Eptor,~·es. :--. pcH·a pt· oc esos aleatorios 

dt!-bjJmente estacjon•rios, 

µx (t 1 >C=-~-~><~;~= drn)sl_;;r,te 

µy-et .)~~·-p; rtor,.;t;.nté 

y l_.;;; fuoé: i afies_ de covcar 

e cL t +"r :( ·cx.c_·._+i.: '?' - --. s.··; t''<:: ·. 

C' (j_ •. t +r J -C -(T-), 
y •. 1 ._y··· .... 

e ct:.c::+.,.,o:, =-:c.-c.,.:•; ·._ 

'T 

xy · f.· s.· · · xy -. 
. ·. .· .! ~!:_"._~_-·-e-.~ i2dl ;;t_~.1 c,,.;: · 11_1uep=;1d i entes de SL tod;,.,;; _ .. ? _ = 

e11i.:Lir;ces 10~ proce.:osi <iJ"ec.tC:..>ri'bs/'.~,,~<6;_ J-. y { yk<U}, se d1c:e 

12:Dn, -fttÉ?f·t·~;·n~nt·~~-·-~i-L?·=--i.cfr(~/.(6.E-. p~-,:~·- pr oce:os C(l e~:t·o;- i o~ o 
' . . ' - ' . -... ·\' --~· ' : :~ .-. ·.:»· '. .' ; ' -.- . :.. . ; . ' - - . 

Ge- •-1= :::i -~·:i 6=_ ... ·P-üt-~, _Í_~< _(~/"~~;~:r~-~~-~--l_:·~~~~~~~~~l~~~-~:3~-cC:.~:-~-~~-~~--CJt:·d·~lf 1 ~:_111;;7~~~~~~?~,_if?-~-~_?~~:! __ tj_~r· l Ve! 

-d!? l u-~--:v~]-0,-;_~~--.if,ádfo~-- y_: ·:.f _ _L1ü..::fo!~í·é~'·.'·:.-dt?_·:- .cq:1o-«:;_,·1_01-~zt?>; s· e ··?i19L1e 

D•o:r,~,)~ ~J c:~t_o•. 'o~ G~c•s~i 2~.¡"~~~cho~ .. E~t'~dúrl8l i~~d lH!Pl iu 

f\.1i:r, t.·~· F·61·.::uuci: .flut:=-::·l~·ú · .. --,-í-n-t .. ér··~·s .·,·.-~~·--._ J..~-,~1 t11et·211nEo..,ntE 

ll~~'.¡,¡~!~~~ ¡:,o_ t>S rt~cc:~r l;:6·rd.~d~~>l~;< e'SL""Ul~ticc:-.s 

que 

lafobl t=r1 

en 

e.JE 

son 



lus Vdlor~s meo1os y las tunc1ones de 

covari¿,r1:za no c<t1nbian en V<tt"iciciones del lie111po t,. 
El reslo de esta sección, s€ encdrQa exc:lusivamenla de procesos 

e1leatorios eslacioria.-ios. 

Los promedios de conjunlos se pueden calcular convenientemente en 

términos de f uncí enes de den si dad de probobi 1 i dad. Pa1·a es le fin, se 

i11troduci1·á la note1ci611: 

X = • 
X (t) • 

le 
l< = 

z 
>\(t.+¡). Y

1 
=ylc <t> 

,;,le<ttorias pat·a 

ylc (l.+T)' 

pt·oceso 

dor1de x • 
X al ea to.- i o 

z 
estaci one>r i o { xlc <t) >. Entonces, 1 <ts densidades de pt·obabi l i dad 

cor1ju11ta P Cx
1
,x

2
>, P <y

1
,y

2
>,P Cx

1
,y

2
l, so11 i11deper1diente5 de t. En 

vista de ésto, &l valor medio puede escribirse como: 

µX = 

µy = 
y la 

E (X J J' 
00 

J' 
00 p Cx , X ) dN

1
,dx

2 
J' 

00 
P <x > dx = X X 

-CD -CD • • 2 -CD • 1 1 

E (yJ J' 
CD 

J' 
CD 

p (Y,• y z ¡ dy
1

, dy
2 

J' 
00 

p <Y, ) dy,= 
-CD -CD Y, -CD Y, 

func:i 6n de; cor .. ,.. el ~c.:i 6n ti"'''" 1 as E>: pt·es iones: 

R (T) 

" R (T) 
y 

R (T l 
xy 

E 

E 

(X 1'xz J 

(y •• y z J 

E [X 
1 • yz 

J' 
CD 

J' 
-CD 

J' 
CD 

J' 
-CD 

J = J' 
00 

-CD 

00 
p (:< 1" xz ) d;·:,, d>:

2 
:< X 

-CD • z 
00 

pCy,,yz ) dy
1
,dy

2 -CD Y, y z 

.1 
00 

pC:'.,yzl d:~ •• dy2 X ,Y z -oo 

cte. 

cte. 

do1-1de R <T > y R (T) r Eipt·es~nte:..r1 las furicio11es 
" y ., 

é<ULot:or re.•lRc16n y R CT) e;s l<i fur,ci6r1 de, con·c:\¡¡c:i6n cruzad<>. Por· 
·_. - . - - "Y 

t~r1to.~ l c:e.:·: funéié1ne~ de-. c:ové:tríar1=~ s~ PL'ederi escr-ib1t· con1LJ: 

e (T) .EL (~.--µJ<x -'µ)J .. 
X , .. ·.·--. ·.-._1 ,x.-·.<.-2,.·X .' 

J-.:_~~ . .('.-cii~ (}(>µ~):(;¡z--µx) p(;\"'2) d>: •• dxz 

. _.Rx.'ti'.~-P/. ·_ .. -.. ---

e' '" :~~;~1~f,E~~;f ::~)'?,_e"/ o;,, d>, 

e <T) .=- T r .<:~ ..,;µ >.:cv -':µ > J 

xy <~Íf' J'-'~~"<:\~H,,r(.yz ~'/:y) •_•P r,-1'>'z) . o::,. dy z 

· ·c:·b;~~;~.~'''~~>;tj~,:j'7fi~·:+01 1c•i61í~~-;~ i;i::u~~ .. 1 °'' '"~ - sor,--: --íd~••li cas_ a 
fu1,cl c.'r',·e;:s·.:dE.·-:~_Q¡~~-,\~(~:C'.l.~!-:~<·_:_:sq~-~--~;--~-r~t;_~ :;?~-~~-r:~-Oi/:-~l·~- v~d Llt mr::-di o .es Cet· o. 
e c·S· e e-t-ó ·V .-,7<- >~~: ·.·.·a{2~·,,,::~;_ft:·::; __ 1 ·6~< ~t-'at.út::'-6: ··no c::::'Lái1 

u:~,.. s6! e• s; 1 e. funci ó•• R~Y.:~i ri~ 1g~·2l rn.• ¡;; p;;t·;; 

6 ,u)' 

>:1'.. Cl-T ¡ .· 

V 1 :.. yr 

,. 
2 

(t-Tl 

"1.- <U 

y V 
·2 

lt.l 

30 

t.qde. T ,)' 51 

dr, 

1 as 

51 

est.o 

algu 



eso imp11ca que pcx,,xz¡ pcy,,y
2

1 plx,,y
2

1 son 1noepenc11antes 

tiempo, por· lo tantos 

R,. (-T) = R:--:--(-i')-, Ry- -(-'-T) '=' Ry ('r) 

donde la función de c:of·,:elacl6n t:r'"UZ<ida satisface .. 
R (-T) R (T) 

xy yx 
en tonci=s: 

Oal 

en co11sti·aste, R (T) no necesc..-icimente tier1e un n1Aximo en T O. La 
><y 

funci6n c.ot·relac.ión c.ru2;,,dci puede establecerse considewando: 

J CD J CD (X ± y )z pC>< ,y) d>< ,dy 
-a> -a> f. z i z i z 

J "'.r "'x"'¡:,cx.y) dx,dy ±2.r "'.r "'xv pC:< •• v.> dH.,dY. 
-a:> -(l) S t Z ~ 7. -en -CD l Z .a. ... ... .,. 

+ .; "'.r "'v z p<x .y> d><.,dv. 
-ce -ce z s z .. .. 

R ((l) ± 2 R (T) + R (0) 2: O 
X xy y 

donde? la desigualdad es vAlidd,porque la primera integt·al nu puede ser 

11eyat i va. Nótese qu:? 1 a depe11de11c: i a del tiempo T c1powece s61 o cuando 

las vari;,,blC?s con difm·eriles subir1dices son tomodas en c:uenla. De la 

ec:ueoci6r1 arile::-riot·,. t~nerncJs: 

de 

l i fiE::• l. es-.. •-



1-u_,ot·a. c_ons~a-~r_·~-'~~-º-~--s1s\:.emo.s 11ru?i::\le'2 ue.,.101uuo;:¡ en f41 OUfltllllQ Ulll 

lii:>rr1po pot· los impulsos dli! respuestc. <;i,tt> y g.tt> y en el 

de las frecuencias por las t"li!Spuestas de frecuencias Gr<wl y 

las cuales so11 las transforr11ddas de Fourier· de ld for·ma: 

dominio 

G <wl, • 
G (w) "'" f CD (l> e-t,,,L' dt G Cw) = f CD ttl -ivL dt 

r -ce gr a -ro gsa . e 
La rolaci6n E!ntre !¡;,s excil;,.cion&s f (tl y f (l) y las 

r • 
cor-r·espo11d i e11tes r·espueslas q CU y q (U pueden da1·se en 1 a forma 

r " 
de diag• ama de bloques de la siguie11le figut·d, mientr·c.s que las 

tr·ansfot madas de l « e>:cit,;c.:i6n F 
r 

t r ansf °' ·n1t<dc<s de respL•estas Q twl 
r 

fW'Old de di agr·C\11\d de bloqu<=s,donde 

Four·ier de f (tl, etc. 
r 

twl 

y 

F 

y F Cw> 
" 

y l CIS c:orresporidieritos 

Q (w) se pueden ddt" en la .. 
(W) es la Transformada e' 

r 

Asumimos quo los pt·oc;esos de excitaci611 y de resµL1esta son 

er·g6dicos. la función de 

respuesta 

f CD 
-oo 

entre los procesos de 

la formci: 

dt 

sc·11 e, g6di i:os · y 

d~-
5 



r-0cu1loce1nos1 

e lim 1/T .r T/
2 

f <t->- > f <t+T->- > dt J 
T-+Q) -T/Z r r • a 

1im;+.:.,-1/T r2;;~T/2 ~f;"<f>"º:f :Tt+-i--+>.:;.._>...) dl 

Rf f <r+x,:.:x.> 
r ,• ;'·,.- . , , 

es 1 a funci 6n de corre! dción .cr·uzadc1 entre el p1·oceso de excitaci6n. 

Entonces: 
=.r CX> J' ·a:i 9.cx.> g.cx.> Rf f <r+x.-:>...> 

r • 

dX d:>.. 
-cr.i -(1) r • 

que representa una expresi6n que relaci~1a la función de correlación 

cruzada entr·e el pr·oceso de res pues ta y 1 a funci 611 de corre! aci 6n 

c..-uz ada e11 el pr·ot:eso de i;>>:ci taci 611 y de r·espuestci e11 el 

tiempo. 

dominio del 

Al101·a, nos interesa un.;. en el dotr1i11io de las ft ecuencic.s. Pc.ra 

fin. toinamo·s. la. tt·c1nsfo1·n1c>.de1 de F0Lwie1· de ambos lc1dos de la ecuaci6n 

c111te1·i 01·, F'e1 .. o 1 a Transf orme<da de R 
qrqa 

<T> . es la función de den si dad 

espectr.·.a! · cruzii;da ~soc:iCtda CtJll c:l pr·oceso de? respuesta q Ctl y 
r 

:.~e· s· .. :Cw)·-·- = J' "' f "' R (T) e-ivt dr 

~ .. W.r~~"'je~{Jiª [J':_;,"'·.r-rri"' g~'<X',>:~<>.,,~"' Rf f q~:::>...-x.> dX ,- dX l dT 
• 

r " 
puedi=: ei;:p1·.esc.tose como F' .. ·. o',··.':.· .:·l···CJ··.; .. :·.·.:·t::_ i:,,-.'_'.'t·. o·.:·.;.• .• R.·. :• ·,·.,,·+···~· --~: > · "· 

~ · ·. •.f .f::;•_, ••/' r··/'" <·· la Tr·ansfor-mada 
"'<<·~ ~:_:_ r. .. . _.,,-.~·~- ' 

dt?_ FoLi2_i·~;~~-¡~{~~~'.~·~·~:f:-.·~d~->· <7~:. 
•·\ t: R~t.t!:fr ... x.~~~f5 1('.2ri'.J':..~"' E?fJ,.. cw¡ ~-ivCr+:>..,->-,.> dw 

donde .;~ f~i ... (~w> :; ~!ii>L/ ~iJ,,~:f6;í de dér1s~.~,;.d e=:pectr·al cru~ad e c.;;,oc i" 

coi1 el pr:oc<?:<o ''cJe 'é:"d·taci6n:· :'f (.t.).· 'Y,·: f:'(l:i Ir.s,¡,.1·tc.ndc-.' e;sta,_ 
>,. r - ,. . ., . i;; ·,··•-

EC"ll=<:Ci_~f_t·e~S~-":~~;~ :-G·r«,,)·>:--), ·y.;,. G.· cw). ·~bl~~ii.'!éiitci·k'.;-" ·· ,~- -· ·. 
s q q, \<w> . ·~:¡1"'~.r:~¡'";'L,f_~í:Dj~"''a;gr:<)..;.>. \J~.(Xi~l 

r " X - [ l;;~ r¿·2"''.~f f •:<o>)• e+¡,¡ <r.+~~~~~) Je., Ji.:~-~ ~c:l>. '} dr 

~ . .r_~oo~~ívt ;;;rr r_"'"'sf f :·c,.,¡.'¡l&,;,;,¡~·Y3füL :->vAr 

' -r- _'P. ·¡:p''íX.::.J ~&"ivA'.- e ~o:t·--] /t~!"T dt.\ :, •di .---.e'"º ·"--·-
-m . g s:o·.·- - - r;;·- . . 

::· "f. -~·:E 7,~vt Í J /·2n. f CC '-, ' (w) -(~· '{-~j·· (.~ (W}._; E:-Í.V'T 
-ro -- -oo T ., r 

dA 
r __ 

ÚW J dl 

r " 
G (.-(,.! .~ de G Cw: .. Ent.or1cE-s, 



G * 
r 

,..,, u. ,..,, i:i, r 
r • 

(c.l) 
Q,Q. 

lc.ll 

s, t (c.l) G (c.l) 

• 
r " 

(c.>) 

y rC!pt·esenta Ull« Transfor-mo<da de Fourier- 1.Hlt'. La expr-esi 6n s 

r-ele<cio11e1 las funcione.;; de densid<.<d espectr·cil cru;;:e1da,asociada con la 

exc.itac16ro y las pt oc.esos di? respue¡,;ta en el dc:i1ninio de; la fr·ecuencia. 

3,\3 8.g_~Q\J_§'_§.!;.ª 9.§' sis_j;_Q!.~ ¡Jg ~Ü>.?. gr..ª99..?. Q.g Li .. i2_er·tad ª- excitaciones 

e_ l e"' t o.ci..'1.§.. 

Las ecu¡,ciones de 111ovimio11to de sistemas amol"tiguados de n 

gt·ados de lille;rl:e1d se pueden escribir en fon11a matricial de la fonna: 

[<\\) {>: Ctl} +[e:) x"Ct)) + [kJx(t)} {F(\:)) 

donde [mJ, [cJ y [k) scm matr·ices de m x n, simétricas, 11 amé\das de 

inercia, de amarti1P1wniento y de ri~idez, respectivamente. El vector-

n-di1ne11sionc\l <x <ll} contiene las c:oor·denc\d«s generc\li:::e1das X. 
l 

Ctl, 

mi entr·.¡;:; que el vectot· 11-dimensional <F Ct:l} c:u11tie11e las fLter-;:as 

los cu.;les la excit.;ci6n F:· H.> 
l 

alee\ tot.'i os, de 10.~ue1l sigue quca 

pr·o~esos alÉ~~o(:fo~ e;-gÓdi.c~,,;. 
l.a 

,-~presentan procesos 

>:. Ctl 
l 

;;on 

caso E 

erg6d1co 

tamb1¡;n 

'.;·~·-. .> ". ·~-:: .·_·,, , 
L~:;.-. .t-.1?.=Pt_1.-~~t~ .'-g€.r~-k~- -~~-~-:_>ti·¿_ -~-i:~-!~',~~/~~~~-· '~:~;/,~o;~~t:t:x~~=d"D~ dé- n gi- a dos de 

l i ber ló<d. ¿;c.;i1 d,ici t~ci 01;es '~,,:C~í-[1~~'/,; 1i6 '; pc1eder\' obtenerse r :?c<l me1 ite. 

sol O Cúe>rido'_l C1 ;;,XCÍ t<ii::i61l es dete;;o;Í:1hiit0li' c:.:c:~) f{i~Últad está ero el 

efecct . .o. dE? qLie e1 aná1 isis ~i:.~1c:O'~rr:¿;i:ici;;\ JLi~¿~ I~ener'al mente u:;a.-se 

peor~- -:1 ~-i~~t--~~n~··- d~~: e~::~-~~i·'~):'~;é~{;~f{~~~~~}\~~~,~-:~.?~:{;~ ·-:·.·-----. t:.· 

~1 r1· ~:i~-~::tt~~~O~., - c:..rf· 8:1 eª' ·scr_'(Jf¿ --~-qLi_~{, rid<- ·-n-¡~~'t.t7 i'.Z)d~::: :'~(11~-;:t i guc3tr11 en lo ~::i ur12 

e rJ1i1b 1 ri ~c·1.·6/1- 1-.r'~-~:-~ .. dS: · ;··'~:'~ ·\~,-;-~·17;'(c-~:~:::::¿{~\~-~~ i rl'i::t'"--~T-c:/- :\ .. /- --r--1 gi dE-=:. 1 ~ n.éd .. r· i = 
rrv=idal ~~-oc. ~-~~d;·:_\:q!t. ffl' ':·~-¡~~/2;,;~(-Í i:T1E¿Í. ~-~ .. -~:/i:;'9~<~i-CJ;i~·d_o11. pu e-de usat Sfr 

lb ti ¿.i1:f_or r!li-c:í 6n>·-i l:nr:·:-( d:c=~-~óp.:12~~:~-· d~-1 .... Siº.~t'e.í~:;'~ de' ecuC\c.1 u11es. 

e.amo 

si ·n,-f1.::.T~01~1l"le-;-- ~-~-~~1·-~::r,db~:- ~:1~,-;:~~-º'~/~·c;¿~L\;~-¡~h~'~f:~:_l·o~~~ J~~- '°;~_11!_~!'( _ pt:?q~l_erlo, 
~pt O:-:] í11c:l..<::fÓlt t'c\..'.:Oli¿...L•lt;lº pLÍe-d8 l:E.fl~1.'~-~- c;lf.\Or i:\T\d-Q= }OS t.ér·minos 

~l 111p l l c.¡ dc:id 

( {i,J)_ ÚJ] .. ·. 
• :z. 

{t1)n1 a= 1~cicidc- coi) el !::l:CtE:fll2 no_ ~c11u1~·~~19\.12"-du pued~ usc:wse:- 'con10 le. 

111¿..i.lr .. 1:.: de:- lr·t-=-11sfc.c·m2'c16r· dt:· e:;¿. c..ci1'--, ¿J·e1c:'i61\. E11Lor1cc-S,1c;. s:.: .. Hüci6i1: 

34 
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c1ondo las compo11e11tes q,<t.> <r=1,2, ••• ,n> del vector· < q 

c::oc:wder1adag general izadas consi~_tentos de combinaciones 

<t> ) 

line01les; 

por 

da 

pt·oc:esos i<leatorios xi. <t> <i=_1,2, ••• ,n>. Insertando en li.i ecu«ci6n de 

movimientos y pr·emultiplica11do el r-esultc1do por tuJT, y usando las 

relaciones de ortonormalida_d:: 

tuJT tn1J tuJ:;. t1 J [U)T [k) [U] 

a su mi en do qLte: 

CLtJT tcJ tul = t2~<>ll 
donde t2~wJ es la matr-iz di01yonal, obtenemos el juego de ecuaciones 

ir1dependient.es pcirc. 1C1s coot·denadc.s natur-ales: 

q" <t> + 2 ~ wq' !tl + w
2 q <t> = "3

2 
f <t> r- = 1,2,. •• ,n 

r rr r r r r r 

donde t2~wJ es ol f<:c:tor- de c.n1ot·ti gu;;n1i en to cisociado con el rtti modo 

w es lci rth ft·C!cuericia du.1 sisternc. no an1or-tiguado: 
r 

f <t> ='!"' n 1/"32 u. F.<t> "'1/w2 {Ll}T{F(t)} ,.-~1,2,. •• N 
r .l.oi\.:s r ri " r r 

y la fuer·;!a o1leator·ia ge11et-ali::c1da, en la cual {u} t·ept·esenta 
r 

el r-th 

vector- modal del sistema no aotot·tiguado. Note que f r <t> actualmente 

ti e11e uni d?des LM
1
/Z dol\de L dE:not;,; 1 ong i tud y M denota masa. 

Nue:tr·o p.-imer· objelivo es ccolc:ul¿,r l;; función de cot·relaciór ., 
et uz oid;; eri Lt"Q 1 ;;s dos funcione: de t·espuesta. 

Co11 i:stF.> fin. iritroduci111os ¡.,. lr-anstoi-madco t.Je F0Lw1e1· de q <t.> )' 

f (t) 
r 

F 

t:.•r e,.1-_·e:o: 

= f <XI 
-<Xt 

I:.:." 

r 

-i.'Jt 
qr (tl e dt 

1 /w z u . f <XI F <t) e-i.vL dt. 
r rl- -CD_ r _ 

dos 1 <'Idos de 1 a eCUé<ci 611· 

,., (1.). Peto, o 



t:H~lllt:'ll"-U~ XL\\./ y \JU~4 CJI ICI' 

formar 

(t) E,.=• " u. q. Ct> 1 1.2, ... ,n x, .. 
(t) E.:f 

n 
u. q. Ct) 1, 2 •.... ,n X. -

J J9 
Nole que la funci 611 de . COtTelac:i6n c:ruzodü R (T) entt'Eo! el 

xlxj 

proce,;o de r·espuesta x t <t> y ·x j <t+T) envuelve el pt·oduc:to de estos 

procesos, difc:•·entes indices modos r· y s fuen;>n uséldos. Entonces: 

R (T) 
X.X. 

L J 

donde: 

l i rn 
T-OCD 

1/T .r 
-T/Z 

T/2 
X, (l) x.Cl+T) dt 

L J 

R (T) = lim 1/1 .F T/2 q Ctl q Ct+T) dt 
qr Q

8 
T-+CD -T/2 r a 

c:s la fur1c.: i6n de c:orrel <ic i 6n cruzad<> Eo!ntr e 1 c.s r espueslas. genet·ol i z odas 

q (t) 
r 

q Ctl 
• 

Pero l é< funci6ri ele correlaci6n cru:!ada R (T) 
q.q • 

SE> r'elacio11e1 la función de densidóld esµec:tr·ol cr·u~odo S
1 1 

(w) 

r " 
l.;¡ ei::u;,c.:i6n de la se:c::i6n c.r1lc.riot·. Entonces nos quedd: 

(T) = 1/2rr E,.,,," E,.,,," L\,ujG f_a>oo· Gr* Cw> G
0 

Cw) Sf 
1 

(w) 'i"ivT dT 
r G 

de dE!flSlddd espe=c:tr'·al 

f (1:) y f 
r " 

entre 1 as 

podemos 

dl 

dt 



UOllOEH 

R CT) = lim l/T J T/Z Fl<tlF <t+T) dt. 
rlrj T-+OD -T/ll j 

es la fL111ci6n de c:orreldci6n cruzada entr·e lns fuerza• F. Ct) 

' <t>. 

s, r 
r • 

<w>, tenemos: Introduciendo esta ecuC<c i 6n en s
1 1 
r • 

(wl=J 00 r nE n1/ 2 1/z R (T)e-iwTdT 
-co &..o\=t j=t w r w a uiruja F.r. 

~=•n EJ=<n !lw
2
r1/w

2 
ui.ruj,. J"_

00

00 ~FJ,._(T)e-iWT dT 

' J 
~=<n Ej=<n !lw

2
,1/w

2
,. ui.ruja S F.F.(w) 

' J 
do11de: 

s (wl 
F.F. 

L J 

= f 00 R 
-CD F F 

i j 
es la funci6n de c.Jensi dc-d espect.r· al cru;:ada ent.re los 

y 

pt·ocesos de 

excitaci611 F. (t) y 
L 

Fj(t.l. Pc.ra dos realizC1cio11es, 

dledl:ot·ic<s eslacion.-.-ias; la 

Fi. < t > y F.<t> 
J 

describen vc\riables fL<nci 6n S (w\ ...... 
L J 

c-nálogc a la densidad C?spectral ct-u:?ada 

L« fu11ci6n de corr·e1aci611 cru;:ada entr·e los procesos 

dlec<l:or·ios x. <t.> 
L 

y l{. (t.) 
L 

R 
x.x. 

P.~-~s~nt~_d¿. etr1-lerl or ruente-~ 

se obti e.-ne i ntr oduci c;ndu s,.f_(w) 
L J 

en 

L J 
Paú·« ;j=1ii'«:fürú:i6ri de·r·-~spúesl:.> de c:orr·e1aci6n cn1::ada se redL•c.-

a l<> f~•r;c:i¿n ~-~ ~L1Ü0coi~1·eldci611: 
R .. cT:x',;, i'í:i~ ·.:r. ,;;. 'f' n U, U, f (!) G * (i.>_) ·_G_·.· .. (w) __ s._ .. (w) ei.vT dw 

X, - ~----- -.-·--_' ·--~r-;· - '~ -~=1--~-'·-~:J, \.r Ul --CD. r . _ SI · f f 

t:,c>'cicntlbT'.~~;O,óbtoroeroos: el vc-lc.w n1edio c~;;drac.J~;" 
R 

"· \. ., . ~ 

~socÍé-OdÓ- _COf(-~El 

( (1) 
n n CD $.. - - ·'. .-·.". -.' · 

E,.:s E,;=< L'¡_rui.A f_
00 

(;r (w)<(\ (w_l _51 I .:(w) :dw 
. r. g-' 

proc:e,:o e1l e.• lot·i o d;; r·e~pL;i?sto< ,}[t ,(\..). 

112n 

A::~trfri ,fÍiCÍ?, DO(' ~ i ll!P'i ~·Ci de:J.d. ::_qL•e- 1 os_ ·,>ctiu'(.~~·á.~]'·11\~~·i·d~·· ~·~-)os. pt'OCesos G· 

rt:?soue.St:~ ~:·t (f :i 

cu;,dr c>tf=.- pcsiú\i¡;~ del '~'~l·m~ C:u&!:lt'é<clt} ~,·,,,;:,;'ü';;};¡¡;i;lc(b) n'.:?pt esenta 
:;; , '-.'.·.:._ . .:_,:-·.·. , ·' ::.ic. ,-.,.:.i". : '.'.;-{(·-!\' 

de:: -.··i ¿\·= i 6Íi ·e5 .. ~·á-~1d ~:~. é(-.:·. O:'". a-~~;¿·C,-~:;~ ;J'.; _ ~¿;~:_i~~·_·:·_;~~~ .• _-'..~-.f~X'·: :{(Lí'fltY·6·ry. · de: de11 s l dad 

i a ,~ ol:. 

.· x'f -; 1 - ·: ~;:;:·;. 

p1ob;.b.il1d,-ci de x¡u::>,;'ci:_,.l,j;;~:~Úl''}E~\.fc:ir:~~!kf··si ed ptoceso de 

e:-·c.. í i.f::oc i 6r• E~: G~u=·~-1 a_r_,:o-'.~"t6~:~'-t~r;~6éo:fléct:f~cr~~~r.e~i;D-~5-C~7G-S ~:- -'L-C40-1b i -eri G~uss1 ano 

def j r1i d? por o 
X. 
·l 

c:onc1 u;·Endo 

r:-slá 

'.c._ • 

se~ e i 6ri'!'·. ;Pr.ueba 

m~friciai·~ "Ento~c~~, 
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¡-¡¿,y n x n funciones de correlac16n cruz«da R <T> correspondientes 
''l "J 

a todo ___ pa_r: de indices y j. podemos introducir la matriz de 

correlación de la respuesta: 

e R., <T> _l = limL-+a:i- 1:<.:r .r_T,,zT"
2 

<><<L» x <t+Tl) T dt 

pero ya 

escrib_imos: 

tenemos la re 1 aci'ó'n . entre_ {><(t)) ·y :<q<t)), entonces 
_, '··>:-'·<··· :.;.¡,,~\'C; :::;.·~-

< x\~-<fW>">:T:\.~ te•• q.i~< tf; ;:>T ~~~fr-·--
i nser tan do esta ecuaci6~ { ~Jt)-:}= CúlC q<tl) en [ R. (T) 

" obtener: 

Cul 

Cul 

R (T) ] = .1 iml~~ 1fT :r T/
2 [U] <qcu:> q {t+r)) T [L•] T dt 

X .....,.,_ · -T/2 

l i m L-+a:> 
1/T J' T/Z [U) <q<L» q {t+T)}T dt HuJT 

-T/Z 
r· 

R Cr>Cul • 
q 

donde: 

C R Cr> = lim 1/T .f T/
2 <qcm q <t+Tl} T dt 

q L-+a:> -T/2 

para 

es la matrij · de i~o~~el~ci6n de respuestas asociadas con laE 

coordenadas q ··et_> Cr=I,2,._ •• ,n> 
r_·_: __ ,, 

Denotando por [ G<w> Ja la 

di agonál de la~ -J_rei:.ueroci á de l 21s funciones de respuesta, 

escr-ibir u,•mafd-:O;dÉ cc:n-relaci6n del« forma: 

[ R- (f¡ -·~ •. 1 /2n f a> [ G * <w> CSf <w> J CG Cw> Je'"T dw 
. -• _q_ • -a> r 

cf~nde ... r_s, <eilJ .. 1é-e;;_.1 ;i_-fn;itt·j:: d.::· n :: r1 d~ t;•~'ci.t;:.ci:::.11 ~·;r .. :;.,·;·1 • ~d asoc.1.i:td.::. 

con lOls fL<erzas- generalize1d2s fr(t)._·_ --~ª -.fllªtt·i=. _ Sf<w>J pue:s 

escdbirse como la Tr2nsformad2. de FOüri'ér .. :·de;,•;:},<_matriz de correl2c' .:.i 

de i a· e>:ci taci 6n. rRr~r ~: ,:;o~i :da f~r~-~f~¡~g?t=~~ti~ -:¿gue: ·· 
~-,,., 

pero CRr <T> 1-·f:ren-e.l_a_f · .,_.,,,, ____ ,,_,,_-,-~·,, ...... _, 

[Rr é'.d' l = li~:0j,iif~~;J]2~<~.;;,l,; f -tt+T)) T dt 

dar.de { :'f~<f:{ ,;'{C'!bi--c e:\:;; ;-í~e¿tb~ >'de ,f-1..1ér~"'~ general i=,¡¡de;s f <t> 

~o:~t ~::ª:i:hüi~1ttJii~i::i6e_:rr_~¡::t~+Tie:J:~~o-s; F <t+T l } T ¡ uJ T [w2 :-. 

e i nt r-odL•E~"é~~~0,e~;'i,rC:,f;~;~~>"2 ;:, trnE:mo~ ,--~-[l\ <T l J':l~n\-0ci:,1:~T;:t:_T/2 <[wJ (uJ { FCtlJ:Ú°Ct+T.l}T[uJT[w2
J-

1dt 

[w2 J--.. 1 [•-•J ¡>[~,'? ,f>r ~ T/
2 ff<tlJCFCt+T)JTdt Hu.J 1 tw2 J-1 

,_ , l-tCD . -T/':z· 

[w
2 J- 1[<.•J. [F: ·,;::_) J [~•J T [w2 J--. 

. F 



en el cual 

CR (T)J = lim 1/T r T/Z e F<tl>CF(t+T))T dt 
F l+CO -T/2: 

·es 1-a ·-matriz ·de cot-relaci'ón asociada con las fuerzas . Fl- .Ct) 

(i'=l,2, •• -.,n). Introduciendo [ R (T)J, en C 5 CwlJ , tenemos: 
CO Z -& t T Z -t t -ivT 

[ St (w) = f [w J [uJ [R (T) J [uJ [w J e dT 
-CO F -ivT 

donde: 

= [wzJ-t[UJ f co [R (T)J e dT [UJT [w2 J-i 
-co .. 

= [w2 J-'[uJ [5 Cwl J [uJT [w2 J-t .. 
[5 (w) J = f CO [R (w) J e-ivT dT 

,. -w ,. 
es la matriz espectral de la e>:citaci6n asociada con las fuerzas F. Ct) 

L 

Ci=l,2, ••• ,n>. Le< matiz [ SrCwlJ se pL•ede evaluar en forma anAloga a 

la densidad espectral cruzada analizada. La matriz de correlación de la 

respuesta se obtiene introduciendo R CTl en R CTl. Lo que resulta, es: 
C0 * f X . 

[R (T)J = 1/2rt [uJ r [ G (w)J [5 (w)J [G (w) JeLVT dw [uJT 
X -co f 

donde C5
1

<w>J está. dado por la ecuación anterior. 

Si denotamos como [uJ. al iésimo renglón de la matt·iz. modal 
L 

sea: 

[ Ll Ji = [ U\i L\
2 

la función de autocorrelación asociada 

respL1esta i:, Ctl, se pL•ede esct·ibir e11 .•..••• _-.;~o;,-c··•·ic-••:"• 
[R CTlJ = 1/2n CuJ. j co [ G*_Cwl; 

Si T 

X \. -w 

O, se t·educ·e al valot~ medio 

rR <OlJ ·;;·112n [L•J. - r co. 
x: \. ~CI) 

L 
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CAPllULO CUATRO 

APLI CAC i ONES 

El objetivo del pn;1se11te c:c1pitu10, es prese11t ,,¡r une 

e<plice<ci6n de 1 os conceptos des<wrol lados en célpi tul os preceden tes. 

Dentro del cafllpo de la ingenie•·!¿, civil, existian diferia11tes cc.111pus dr, 

estudio donde se c:onsider.;.n lc.s solicitacio11es alec.tor·ic.s 

estructu1·C1s. 

Especialme11te, la mecánica de suelos y la ingr,;nieria estr·uctur·ol, 

han desc1rTol l C1do estudios e<l re,;;pecl:o. En 11uestr·o pais, l '"'. 

disµosiciones reglamentar·ias p¡¡r·a la constr-uc:ci6n comienzan a revisar 

exhaustivam~1te los c1specto~ aleatcir·ios :de· fenómenos que como los 

sismos,_ afectc1n lii!s c:onstr·uccion~s. 

i riel l ;'}·! 

€:íl -¡ 

di sel'io pe.,~ 

it.o Fedet·¿..l 

Rcig j CdOEH11..o= ~ l ~ 

el Jo. 

lo:. e>f t:ctqs 

unc-..E N:Jr·;i~C'I= 

. .. 

i-IOIOCl Í gl.':~.l.llÍ ·~~/,t·ó·~·y 

'si smfc:o. 

·-·. 
e--rt:el ·.f~clor· d~··ducL1.11-dc..c.J. E~~1 stt:: •· . ... .. . ··.· 
ré~ri~': ~~ Liin·~:.L~C::16;~.·~~<:-qut? 

c1l<;Jt.u1·e.f; cc-11::.idt?r'C:"ClOfl•?·: SobFl:· ''1'~-~-.:·1:'¡:,- .. ._er<·~·cc·1·ór1 s·t.,~·{¿-_:tdst/uC;t.:-·Lit i:t.: Íc 

posibilid:>d dF fc1lla deÍa cim~il·t~é:ft'.,;.;.;.11\.E' l.?Wltto~ slsrn1cos. 
,,_. .. . 

Li>. e;, ud;,,<.J de t1P.:( i.ca e;;t_á ci"m,p 1 .,,nt ;..;je. sabt·e 

dt:?fOf 111¿;..b] G~. A cc:•n:ecuenc 1 <t de· , ·.,-¡¡o, 

a1 
rnuy se-lecti vr::0 t~n -fu11ción de· lrJ: pE·~~1ocJos rJom\r,¿..nte-s dF..~ cad~ 

v¿,l le 

sitio 

mu: 



Mena, b't.al, 19851 RomoySee, 1986>, yporot1·olado, lii inleracci6n 

sL1elo-e!ótt·uctur-.t, que c1lcd11¿a niveles muy super·ior·es a los usuales en 

otras ciudades del mundo < Reséndiz y Roesset, 1986). Ambos, estAn 

r·elacio11e1dos, pue la interacción dinAmica pr·ovuc.:d que lc1s respuestas de 

los sistemas fisicus Csuelo-estructur-c1) se"" exct>pcinnalme-nt.e Pleuada.,; 

cuc111do los periodos natL•r«les de vibr«<ei611, modificsdos por la 

inte.-acci6n, se acm·cc.r1 a los doroir10>r1tbis del t.er reno. Adi ci ono.l r11ente, 

le> in ter· ¿,cción aur11er1ta el 

ductil id<1d. 

"' , .· 

sistema y n?duce s~ 

Se 11 an1a i riter·acciór; di n¿rnÍC:c. suel o-estt·uclura al conjunto 

ef eci:os producidos en }c. qs~I-lJ"~·~~ur~ \:+ ~r? el. su el o por· el hecho que es tí 

ul ti 1no es def or-mab le b.;.jb cb>(g.;,!;; diná.nti ~:;(s. - Por· ser· l c1s 1101·mas qLte no; 

ocL1pc1n el pri 1ner· .documento r;<ÍcÍOna_i' de C:c1.-acter· r·egl e>1nerita1·io que e>:i e;;; 

~ener· en cue11tc1 e>:µlici tame11te la interacción, se bL•sc6 que l.,,; 

Ved e l;; penc1 c1qui · solo ltaéer· 110 tc;r·que la erier gi "" ~ut.,.,J que s1 
- -

di si p;, por· curnpai:t«mi en to l 1i sleré~i co de un s;i st.emc. sujeto a tembl 01 

depende poco -de .cUál sf'·a -el subsi slr;m;,, que:· ¡,., di s1 pe y p¡,r a nuestn 

eslL1din Set S:UporiE qu~ ·el E:uE:-lo en 1~= ir1hh:di¿;c.1ones de los c1m:a~nlo~ W1 

l~ estt·uc.{t.»1',~·i: :e. meinti<ll11~ F:sc-11cic1.l1nt?f1LE- Er1 ~1 ,-angu li11~e.l. 
Li' pt-_irnt?r·'? simpl~~icc-1c:iór1 ·qt•e coi-, es:e 'pr-op 6.silu :e 11i;:u, ~:..:¡ 

+'uer ~n 111f l ni tc.ínt:: !..I 

J¡,. 

d-1r1án·1 t.:c:ts . . .Co1i Lcd -::;11r11:.d1f.1caci"611 
-·- · .. :_ - ,· .: 

Qr ~deis dE- J fl.Jo:?r·t~d.·. Fue-dé-.-~-~- t:-g1·r_"-='~· gLl~- ,:e.~n 

De:· 'I o=::~·: P.r··i_mer·éJs· ·t:cir;\~r·err;üs r·ot. "e i 6_11,. 
' '-::::_:~. -" 

ver t i-c ~l -v· - -orr-·os- ·--uos-- JlC.-, ·T:."-of(t-C(re-s·~-~~;-~e-ot~~fQ,~tüf1ar:~~--~'.~~:~\:?:·~ff~):~¿~i~;:--~~~-~,_;-~1 -~ 

di' r·ec: cf 01 h?: en QLIE- S::- C<Uñ l í:: i? er =l. st-en;a-·~ ~61 isj de-;·.~ Cl;~:dó-~-\1 ~/~"_": >'i~:'tr ·o-s tr e. 

ccn10 ~-~i: e:·c·~·o11es _t-·e:ú;eci~o- d. &j·e.s. '~;:·~~l ~-·n_t~.~o~-- ~n". __ ;·Q=~-s ·-ii;}.~:~-.--~~:.·~~;.d¡-;~-~:~~·Cio11e-s . 

. , :,:· .. .-.. · 
d~ - Íós''.

0

desµla.:amiEnto 

·.1&; r. i cet l t:·~. Ll·- 'c-. -~S·c·i:-,.-,.:í1E..t¡u~tfú~:r: , .2:~.,. , .. _~Spf.tt. i·o -¿.- · 1-~.'s' ~·J:, 2S,~i:;(~:r' ~-2:.-~ r.1ue~ 
ticit 1 i :: c1ri1._ ~1 t.s-; .· .dsf~. ·_;.~d·~·d¿: dó~.;,i},:~. -p·!-(;\·a~an·, .. ~r ... ''.:i ~,~~:~' :· ¿~."(;;(~~¿-{_'¿¡~~~-~ &+ ~cte; 
c.:omp.,1·<>bl es. De; .Je; ;,1'.i ;;;""'• n\c1r.1e~cc;¡. p\.led.e. despreéi á¡.~¿,~'..~¡;;; ~,;Üclo, de 1 i ber t' 

·>--.-.. ,-,:.- ·,:.,"·" 
por· ,-ot2t:fó.ri,--·t.-6rl----t·~S~b"2C--t ú~: 

mud<'i·l ado. Oc1oó l·Ó c:nter 1 01·. queUdll en 

·/¡:_:;.;,, .. ~-«. 

··-,._,?t<i/í·c-~_ .. 1 ·,-~-:~~ _J.:~~i:~~~:--·~~ -~---~~~ ir1p:-i-·1~·f-ft.á J 
c·~dc.:·.~r,~. efe· 1-~.s d6s d1 r·t:icL:i or1é 

~ 



ortogonoles de an6clisis, un gt·ado de libertad en traslac.:i611 horizontal 

y LlllO de r·otetci 6n con respecto a u11 e je pet·pendi c:ul ar d la di recci 6n 

que se alldlizct. Dctdo que el sistema es ideal, 

desa.copl.adcs si elegi1nas los ejes de rotaci6t1 coi11cidentes con los ejes 

pf·incipales de let superficie de e<poyo de la estructura. 

Exisle11 algu11ds zonc1.s C I I y I II, tr·dnsi ci 611 y 1 acustre, 

r·espec ti vaone11te) de lc1 Ciuddd de Méx i c.:o e11 que se r·ec:onoc:e le> 

intere<c.:c:i611 suelo-estr·uclLlt'a, pues los te111blof·es 111ás i11te11sos son de 

banda estr·ec:ha. En estas c:ondic:iones se obtienen resultados muy 

precisos sustituyendo el suelo pot una m<;sa virtual fija al cimie11to y 

suponiendo é-ste ligado e1 un" c:aja r·igida mediante y 

amor·tigL1e1dores. La 1nc1sc1 vir·tual y sus mornentus pol<wes de in<?r·c:ia s r. 

f Lmc: i enes dec.:r·ec:i e11tes del pe!" iodo dooni 11ante 111ás 1 ar·go di=l ter-r·emo en. 

el sitio de i11ter-és. Par·a dicl10<s ::011as, e11to11c:es, es pequel'io el aL1mento 

en prec:isi6n que se obtiene al la ma;,21 vi t lual; er1 

c:onsec:Ltenc:i "-• por· senci lle::, 110 se le c:cnsider·a en esta e1pl ic:c1c:i6n. Ei 

sistem;. e1 C\ne>li~at· l!:>n dos di1·ecc:io11es_hor·í::onte1les quet1c1 repr·esE:11lc1d_. 

poi· la fig. 5.l 

CLtEnl:¡;. e::plicílame;11te no ~6loeí an16r~:t:C~(,;;..~lief1twpor radiación (que 
- __ .o'··· -"-·-__: ':.e·~_;--'~-;;_, 

dro-be a le ene1·9i;;, quri. l;;._;ó'slr~uc:·1.ueú•·:_:_df.iv\JeÜ,;ie.:',~:il:~1··t·E?no>, si1·10 lc.mbiero 

el ?ifiLH 1. :í Qt'C'rril E.·nto.-, i nlt?.-\:1·6 º-;d-~ ;(1:·"~ --"iº~~~'Cf;;lfi:°_~-C{.-~-\;-.:~-./ -.f~Ü_"- c'o111p_or lCtnii erita ne. 
<~-;~~<:~;_;_·-~-. <~ '- ... ~ .-\,l" .... -:~.~: '<;\)>" '.·\·' 

líne"~; sistQono,, ,del¿f{~; t"~i,,f';(;;fie?Íi!?°11\oólg';('.,{d~(u-~l~s clásicos c:c 

vi ut- E-e i 6n <poi· · r~·l ; ;~:-;··º·P:'.d?-i{~: :·:~_Ittb~.:~;_t-~:·Q-~f_:~-~H{:.~~rtko:~~,'.g~,_-~?~-- :1~~ ·;~,;/2-Bt-~-,¡;·¿i-&t·-.í-~ ~ ·)_: e:l ·- •. 
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Fig. 1 Sistema suelo-estructura equivalente. 



ecuación 5.1, se puede escribir& 

{ C T IT>
2 

{ + Cl o o 
CS.2> 

donde T es el pe.-i odo fundc1men tal de vibt·c1c:i611 CecL1ac:i 6n 5. 1. > del 

sisterna suelo-estruc:lw·a, T
0 

y {
0 

son. re.specti vamente, los valores 

que tertdt"!c1n T y { si la est,-uctur·a desca11sat·c1 eri base fit·me, 

grc1do de c1mortiguamiento poi· t·adic1ción, y gt·ado 

amorti gua11tiento inter110 del suelo. 

D°'ndo vc1lon;-s, pot· ejemplo d: 0.05, { = 0.02 
r 

y 

{
8 

0.02, t~1emos que { • 0.055. 

Seg~1 se especificc1 en las NormMs Técnicc1s Complementarias del' 

Reglamentu de cunstrucc:io11es del DDF !1987), pat·a el di :;;ef'lo si srni ·:o 

bC<sado e11 anAlisis estático, b<>stc.. c.:on el c.:onoc:imiento del peri r ... ,¡:; 

fu11dc1111e11tal de vibr.;,c:ión. cu.,11do el c111Alisis se b<1sa en "'nálisis modal,. 

en c:c1mbio, d<?be lenet'SE en c:uen·Lc; lc1 mudific:e1c:i6n que por· i nle1·acci 6n 

ex peri menta el modo fu11de11ne11lcd de 1 a estr·uctw·c1. I11depc>ndi e11temente 

del noétodo de .;,r1ális1s que se vay.;, a utili.zat·, deben cuantificarse las. 

rigidE'ce:s de los ele1nenlus que en l"' fig. 1 se tiar1 t·ept·eser1t .. dos cc.>r»c· 

resortes elásticos. 

C'Oll 

G 

Si se 

en t r-e . 4 00-. V--• 90(1·· 

son: 

c.4 ~2',- Li r 

d.:1 

e;;tá·E'll 

sitio~ er'1 · ségur1Uos .. 

inás ds>sf;;voY:·.;.blf:,de E 



BasAr1donos en_ el modelo, supongamos que tenemos 

datos: 

teni=mus un cubo t:on 1 d.s sigui eni:es car01c:te1·1 sti c.i.s: 

peso volu1nétf·ico r = 2.s-to11/m
9

, 

masa m = 1 ton. 

volQmen V= 1 T I 2.5 T/m9 0.4 m9 

léldo l = <vol>''ª= .7368 m., 

semi 

Are a 

altuf"a h 
o 

tz= .5429 

t/2 = .3684 m. 
z 

m • 

mo111ento de ir1ercia: 

los siguiente• 

El ntOlllP.lltO de i11e.-ci"' de urt cubo COlt un oje que PélSé< poi· el ccmtr·o 

ver figur·.i. 2l, es el 

I = p S ,.z dxdyciz 

p J 

=p s 

/t. 

El 



R 
X 

R 
r 

Vamos a tomar· como-fi\c-tor· de ainortiguamientol 

Los- r·adios equivalentes, so11: 

lA/rrli/Z = • 4157 ni., 

C 4 I /rr l i/' 4. 1196 ni. , 

Tomcomos co1110 t:oeficierito de rigidez: 

~ - "' o.os 
r 

G = 400 T/mz; por lo tanto. dos coeficientes de rigidez, son: 

K 
XX 

K 
rr 

11 GR 
" 7 GR" r 

1 829 080 

195780316 

El modelo del si stemél, de la, fig. 1 e:;: 

ex,-+ k>: = f' 
donde 

f= raapui&oslc. &_1 an!iea, en :nuost.ro C.i5tc, ruido blanc:e. 

{_l_OÓÓ.~ { (. 368~ ¡ < 19..;'.:;· J J. 

M 

= I{ (. 3684) C lÓOOl} 

1829.--0B:'Y 



_-- -·.e- •_ 

donde r1ueistf·¡¡5 m¡¡trices de.UoC.Sa yrfgidE!Zi•Son: 
- --- - -, 

1000 

M 

3684000 

1829.080-w2 1000 

3.58 

= (: 

w' 

el sistem~ qued~: 

.. l C!l9 ::. (>. 

io19 = (~. 

o 

195780316 

(1 



XZ + 148837 X - 263.78 0 

con soluci6n: 

-.1118837 ± --/ <. 148837> z __ 

X = 2 

-.148837 ± 32.48 

2 

X 
l 

X z 

4 (263.78) 

16.1655 

- . ' 

16;3144 

Por lo tanto, l.;, ft ecuenci;;, de los motlos nor·mclles de vibt 0>cior1 es: 

w 4.0206 
1 

w 4. 0206 z 
w =- i ( 4. (139) 

9 

w :. i ( -4.0309) 

' 

!'. - .., 2 m ) ll . ' k V 2 m ) u O, ,- l. 2, ,ll 
21 r 21 1 ~ : 22 r 22 ?.r 

r = l, (tj 

--o_ u - V 2 m ) • ' k - V 2 ,.,., ' ll o 
11 ' i1 u •2 • 17 2f 

,.¡ 
~ 2, .. (,..} 

u k - .., 2 m l u o 

" 12 2 17 7.2 

•• r 

<I'.: - "' "' m· j u . ' k - .., 2 m ) u o 
21 1 21 " 22 • .27 21 

~= 



•l r • -2, <4> 

(k - ..,, z m > u + < k - v z m > u o u z Zl u u z zz zz 

t 182.~BO - .td. !6'55 ClOOO> J u .,.. [C-td. 1d5'5>t9cSO•OO>J U O 
11 :Zi 

(l.) 1Dt.2P14. 5 u - ~ ~~ 970. 7. u o 
U Zi 

( <t.B2POBO + [ t.cS. 9144Hl000)] U .,.. (( S..cS. 914• > <ScSS•OO>l U O 
12 zz 

<Z> tB•5:tP4-. ' u ,.. 60107:24. 06 u O 
12 zz 

9 [C-16. i~~H9CSB400)l 

o 

- 50'55970. 2 u ... S.~?7446'!i4 u o 
Si 21 

u .. 
u 

[(1957BO~Ud:l-<S.6. 16!55)(9Cff. 00)] 

rc.sd. ss••><s~•non u + r<t057B09lcS .... u.cS. ~s.••><961. ot>J u o. 
12 22 

<4> ~to 22•. PG u ... t.P57B6 zzn. 5 u o 
sz 22 

Ci> t B12s>i4. 5 u - 50'55970. Z u O 
t:t 21 

2) 194!'> 9:P4.' \.J ... 601('1 7.24. P6 u o 

de <9> 

<u> 
z 

nhoro, 

u zz 

17 22 

= ¡ '·º°"ºi l-.C807 } 

normalizando \.oA mod~,;, lanamog: 

d~\ olro: 

u 



aplic:atido las ec:uc1cior1es de 11or·mctli::!c<c:i611: 

T 
<u> ,CmJ <u> 

r r 
:1., r = .t,z, ... ,n 

T 
<u> 1m1 ·<u> oc 2 \.t. ooon')T ftoooo !Ida •OOolft· 0000, =t 

1 t.n!lo•f udB,OOO~Cft."2 Jl.0904} l l 

z a 
l 

• 0904 ? 
Ot z .( 12100'. S6 

l 

~ 
T 

<u> lmJ <u> z z 

9CSB,11. 002' } ~. OOOOJ 

'·º"º' í 

z 

z .. "' l 
-5 z 

4. 2?37 X JO 0 
l 

a u. 0000 - . o3o7 > z 

• OOdi!'l 

)

10000 

360400 

el < -10 !=IOP. BB z 
968 sse, RBP1. > t .. 00001 

-. 0907 

... z 
Ct 

z 
-. 0010 

Ct i ( . O!ISCS> 
z 

-PPO. 659P 

l:nlcru:.9K,lo• aigGonv,..ctoros; norrnnllzndof'. quedan: 

<u> = I 00~{ 
1 l 0002) 

. {·º"'" f <u> = l 
- 2 -n. CX'>f 

dor.d~ l.o ma.triz moclol, OSI: 

• OOc?.'i 

''"'' . 0007.. 

(S (WJ , 
F 

norma.la11: 

IS: 
o 

.. o 

r .-o9sd .·J 
-~~:-_·' o_Ot 

o 

1 
1 

o .l 

c=on coorrlonnrlo.g 

t. 000 

-.90? 



:1t -"t ' 'T -z ~1 -
s teta.» = r<..> l ruJ r•,.«CillJ rul .rw J 

i; ~::' 
1;cia ~:.~<··,u-ne tone;.~-·· ·.de. roopu~u;alci 

co-Ord~-na.d~sa· '.;~:~;-~-~ta~->· Lt0na1' la. forma: 

an trocuoncia 

ha.ei.ondo cálculo•: 

o 

'

1 • ºº""' 

1
1

. 000?. 
L. 091611·0 

i-. oo.t I º -. ncS19 

-.-0619 

e; . 0065 g . 0002 
o o 

O- :-0 

1 1 
! 1 1 

¡. ººº" i • 002 1)-6º·ººº' _,.- 1.·22cs 

11 11 _,.. 
-J. 2260 >: iO l . 0000613 i 

-7 
ia 1.. Clx1C'I 
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-o 
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o 

-o 
-s; ' 004xt0 

o 

-lO 
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o 

o o 

11 
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o_ - -. Od13 
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