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CAPITULO. UNO.

INTRODUCCION

En la actualidsd, la Ciencia de los Sistemas ha ampliado su csmpo
de aplicacidén a numerosas 4reas de la ingenierfa. La Teoria General de
los Sistemas, como conjunto tedérico multidisciplinario, ha hecho
sumamente popular el concepto de Sistema .(Ochoa 1985) El1 Enfoque de
Sistemas, o Teorfa General de Sistemas Aplicada, es un punto de partida
en el cual se asocia el concepto de Sistema al fendmeno observado con

el objeto de captar sus peculiaridades y poder modelarlo u optimizarlo.

El generalista de sistemas, echa mano de diferentes métodos vy
técnicas en esa labor. La Investigacidén de Operaciones, como conjunto
de herramientss atiles en el proceso de modelar y optimizar, ha cobrado
gran importancia en las Qltimas décadas.

Dentro del campo de 1la ingenierfa, 1la ingenierfa civil 2
estudiado aultitud de eventos aleatorious que afectan las construcciores
civiles. Hs sido preocupacién importante de los ingenieros civiles
considerar para el diseflc econdmico y confiable, las caracteristicas
aleatorias de la naturaleta. Los sistemas fisicos responden tambien en
forma paritular. Fara poder elaborar un diseko éptimo, debemos modelar

alsatoriamnnte. Frec1samen;e. la Investigacién de Operaciones

proporciona muchos elemente= para d:chc E:tUdlD aleatorio.

Le mayDrla dE. en ‘ingenieria civil, COm.
aeronautlcas son estudiados con

"madelado cleatorio tiene 1la

Ejemplos de sistem os.-soni vibraciores no lineales,

turbulencias, sismos. 0 ga en elementos estructurales. La

modelacidn - metematica reqiesenfa “lss . acciones debidas a las

solicitaciones o fuerza USuélés:, la respuesta a 1los modelos son

soluciones. de ecuac1ones dlferenc1ales ordinarias donde se tiemnen N

Qrados de libertsad {1n1to=. Esto. es impreciso para cicrtas acciones ,ya



que las funciones son aleatortas, por ejemplo, la accién del viento
sobre las estructuras, donde la modelacién aleatoria es fisicamente

admisible . Otro ejenplo es el oleaje, fendmeno por esencia aleatorio.

Como puede verse, el estudio de 1la mecAnica aleatoria y su
aplicacién a sistemas de ingenierf{a civil, representa una aproximacidn
.al conocimiento de los fendmenos alealorios para poder aplicar 1la

modelacidn a un disefo Sptimo de ingenierfa.

El objettivo del presente trabajo es presentar, como una primera

aproximacidén, los principios de 1la Mecanica Aleatoria, Yy las
generalidades de la aplicacidén de los procesos estocasticos a 1
modelizacidni se considera entonces, la respueste de los sistenas
f{sicos a solicitaciones aleatorias. Es pues, un nexo entre las

técnicas matemiticas de la Investigaciédn de Operaciones y la Ingenieria
Civil propiamente dicha.

Un conceplo basico en el estudio de fendmenos aleatorios en el
campo de la ingenieria, s el de MECANICA ALEATORIA. Dentro de su
estudio, por ejemplo,, es importante el concepto defuerza osctilatortia

aleateoria definida para todo tiempo.

Los puntos principales gue se abordardn en el trabajo, seran:

a., una introduccidn a los aspectos mateméticos, estadisticos vy

probatilisticos - qQue  s=orn. . neccsarios para. abordsr el tratamiertc

aleatorio a problemas de ingenieria;

b..iun estudio gde las oscilaciones '1a‘ deduccidén de las

ecuaciones gue se . usaran P

c.  un ejenplo sobre la. suelo~estructura usando 1os

conceptos descritos anteriorn Uireferencia a los reglanentos de
construccidn existentes.:: :
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cyLzlz. Eieing'-lc-s de Espacios

a) Uno puade

Ltomar: X’= X

en Dualidad,

*

k) Un espacio vectorial real X con’ un  producta escalar, es la

pareja formada por un espacio vectorial real Xy por una

bilitneal X x X » R

’

llamada producto escalar y se dencta < »

la aplicacidn tzal aque!

V x

v x

aplicacidén

LY Y es

[elc]

Coson




’d) De la misma forma. ¢ ( Rn ) y ¢
vectortales en dualtdad ] . : U B UL

1 2.3, Qg&ggonalxd ad de un espacin vactorial X e X

o Loé espacios vectorizles X y X' estands en dualidad, &l ortogonal
de X' de un subsgspacin vectortal Xu e X s defina por! : s

, 1

>'a =(ueX’,V:»<éXa.<.»:.u)-='f()‘)
es un subespacio vectorial de X*'. Coma X y X! Juagan’ dos o oroles
simétricas, unoe puede deliniv de la mismax forms, &1 ortogonal em X de

un subespacio v-z-t:'b:n-ial n:!e X'.
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00 = 1' es tnyectiva.
en dualidad con X' . Fara toda
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Ygé derotu ¢ (2 axk , e icad iy
idantlfica sistnm ticamente una funci”n f = Caki) con  1a- 3}§b;ihuak"n.
:f dx que’ 13 deflne.”j_' : ca ' e ey '

b) Se pUede definir para toda k fija & €1,...,n) el eperador Tw’fa
de devxvaci" cde - las dxstrxbuciones con  relaci®n a 1la K’ usxma'
coordenada, de manera de prolonggr la aplicacivw a ! f dg - (>6& \ ) dg
en ¢® (J). Integrandoe por partes, tenemos que rpara toda funci’n  de
prusba ¢ '

< f)dx,p>=.<:fd;z,-'akp'}‘
entonces la aplxcéci"ni 1 } p - "‘dk,? ‘QE DXy ez transponible. En

efecto!

O : ‘: R 2y iy _"-i-;u.)'."f‘ .




variable

aea “

5. (uy = s
| R MR

Esta condicién se cumple si las integrales S c;ml fjl,ets‘taﬁ ‘defih_i'das. ;

n

b)? Si se tiene dos funciones f .y g, definidas sobre R tales que T Xk =
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ica que la transpuesta del bpevaddr a

e
: P e de
S es un operador lineal de S‘ -:it.ne incluyé ¢ Ix en ¢hdx, Fara tada ¢ £
S . 1 si se prefiere, que a

'Elio' éign;f

es transponible en un opervador af de S

-1 .
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definida-para; L
definicion cambiaA;@ Z es reenplazada pq}~21;,‘
<T ., e Pz -2z 0 > =00

pueden entonces establecerse las reglas del cilculo sinbdlico. For

analogamente -

e jemplo! .

LCT 9 =g (LT LCT" Y=gl LT

w1-Lineales

1.2.9. Eovmas

(o]
g
]
s
|
r.
Lo e
f b=
(1]
a2
19
n
;.

mEle o,

puede ser CespacIa
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X 3 € taxles que L
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e{ecio;"bﬁbp§edadesfdé continuidad.

Las nocicnes Lopcldaicas  son &  vetes Gliles cuands aluden &
fentmenas aleatorioes, en relacidn a la wcidn de medida (vease. =l
parrafo siguiented. En efe;toy{pa:a def:n;r una rerarticidn de masxs en
un espacin funcianallxlf’m‘ o 7 dﬁbe d;flnxr la fanilia B ae
las partes medibles :
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hechn, la idea de partida s la misma, pero dgbe gpnerali“arse.

precisamente, 51 s escribe!

. | '3
J‘P f () n:ﬁ:,::z“f ' (§=3 Yo,

x x Cos . ;

corn om (ea = e T |, & condicion dniciad

der la tearia gs una “repxriicidn de masas positives
cornjunte XY, PMatemdticamente, gsta repzviicidn esti

una  posibilidad de afectar & ciertas parvtes A& de X,

m'(A), de manera quekla~aplica£

aditiva denuneraole es nueve en Tl Te
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las irazas sobre 1 de

{ a, b } ‘un xntgrvalo acotada deAP . Entances el conjunto “1 :

de los elementos de al, s una Algebra de Boole
¢) Sobre X = R ", el conjunto a cu Fuartes que San  reuniones Tinitas
de pavies 6 x A ... x A nede  las A, pertenccen & & . e
3 2 n ) i 1
urnas &lecbra de Boole.
43 Naturalmente, rara todo conjunto | X, toda tribu B sobre X eola
conmtenida en la tribu ds todas l1as partes de X, vy B canti la Lribeu

elementos (¢, X
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Fard toda A € a, el nauérc w { A ) es"llanada la medida de A. §i m
(X) < @, s& adice aue m es una medide acoteda . $i om (X) = 1, ‘se dice
Jue M oes Una medida de probabilidad scbve (X , @) (o simplemenie  una

Ferobabilidad). S1 w (X)) = @, sz supondrd simeprs Aue X 2% reunidn de

uris serie de elementos de a, de medida finitx:

Noeotras aduitimos que, dadus estas condiciones;tod
1 ;

T

a Pprolonaa unE manera Unica. en ur

1

<, S9

tribu B gienerada por .

51 B es uns tritu de pard

VSPQCLD,ﬁédidO,

positive de B, latraplet
toiprobabi lizado .

o fZy o= 1 ev dice cous
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~puasts que, siéndo m o—adxtxv.a. so txene‘

_VL p_osn.tva V (_t.“)hn t.c".

GCLr=m<CO, v 3= 1im e ‘
o 2 Nn2m n n

se puede demosivar 1o vreciproco.

L Asi, la medida sobre ( B, B ﬂl Que  interviens &t la teoria
elemnentul de lx integracidn osti cavacterizada por la funcidn Gily =

t. Esta medida s denotadea db. La medida inducida sobre un intervalo
cerrada ¥y scotlads [ o, b 3 es tznmien devedada dt.

) En el casn pavrticular de una medida de probabilidad o sobve (R, B )
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Asimismo; ‘cualguiera que sean los puntos a

finitos , es posible definir: £ ® X778
(o] n a

n
- La medida de Poisson e media A > O es: :
m = Z © & - )\n n ! -t )
n=o n
. Sy s . . E? O n -1
Es una medide de probabilidad puests que e oA n ! =1

1
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deEne
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completa respecto a m sl para toda B € B despreciable respecto @ m

(ile. w(BI=0), toda parté de X centenida en B pertencce a B
: S1i B neo ests complels respecto « m , se introduce la familia B’ de
las partes de X d2l tigo B UN con B € B y N comenido dentra de LN
Favte desprecisble B'’e B . Se  rmuestre que B'es unik tribd, ¥y Que
escribiends (B UN Y = m (B), se obltiene una medidax positiva de B,

aue prolonga . S dice que B'es el cowmplenerdo do B respectic ae wm. For
ejenrlo, la tribu de Lebesaue de R es la complensntacion de la iribu

boreliana BO de R, respects & la medide  di. For  coweoddidad, la

proalongacion de la medida dt sobre Br
medida. de Lebesgue. )

es cenuiads  por di oo es la

Lo Rroed Gdad ve

L ER
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T'} En =1 case de aque X y Y sean dos espacios topoldsicos, la

23160 "la aplicacidn de f : X » Y es medible” , da 2 entender que X
Y cstan provisatas de tricus borelianas. Se b serva entomces Taci merde
todz zelicacion comtinua es medible. Mas el reciprocn s falso.
£ fea B una tribu de partes de un conjunta X Zea X = B’L.E:zu
x] particidn de X en una familia numerable: de-pavtes disjuntas Bie B
- o

4zlesqulare Que sean los veales A AL, éstribamds {i= T A IS
: 12 N R n=-s n n
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'Pequeﬁd tribu contenlcndo todds las pdrlﬁs mcd:bles

entmnccs Que )us dos’ Pro yecciones candnicas!

PN X
1 2 1

)y — A
son medibles.

B3 21 m oes una medida poleLV¢ e

@ =.q_ (- m dsdr zhia
Y 2 2 \‘l L _c‘

la masa totals de> m(

si M es una- med
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1
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Lde probdA:l)dad Entonccs ", ¢

’<n<m>>(n>=mcnfmn=m<a xX)=m(A)xm(X)=rﬁ(A)

maAs éstc no ec verdsdaro en gam:t‘«l‘

Mas generalmente, sexn N espaticos medidas 'xi, IB,\. m,L)A Entonmces
cse puade definiv la medida producto m sobre X = rl"'L ‘x de  tedidas mt‘
gzta medida es tal aus paras todz parte wedible A = A Az.”x An d =
X, tenemos |

m' L'A) =.a" wmo (A D).
. =1 1S 1

Ejemplos de medidas producto.

comtiiviug Pasitive

‘m,‘:- s unh mecids ow
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Ja funcion:
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“ Aigunés %ropiedades de’

ebeocgus.”

a3 Teorema de la convergencia mondtona: ses (fh)n una - sucesion
craciante Jde funcliaonss medibles Que convergs en todo punto de X hacia
una funcidn 1 medible. Entonces: :
S () = i s . .
. % Vo Cw lir oo % f“ m izl
€

B3 Toda fundion meditbis mositive . f 1k » Roes el»]imi@

de X oEunE
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spaciu de YUﬁcfoner uSLBlOnadmﬁ es dpn £o) denbro d LP(*,ms

de 1a misma forma lms espacios L cx',m Y complejos. Recordaremos’ que

N
;araul+p"=1.feLP(X,m') y geLv(X.m la e tiene . la

desiqualded de Holder

b el e L e

remas’ utiles,  las . medidas
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2. PRINCIPIOE DE LA TEORIA DE LA FROBANILIDAD
‘ \ . .
Este capftulo es un repaso de los principios de la
probabilidad, para facilitar su enpleo en la resolucién
mecanica aleatoria.

teorta de !
de problemas ¢

a) En el estudio de un sistema (mecanico por ejemplo), sea Q.

conjunto donde cada elemento representa una . combinacidn de. estado

cuyas causas ne dependen del estado del sisteana.

73] Se provee. 2. con un tribu-f~cu909 elementos:

eventaeg., -

naunto o

ut

por ctanto es un o

e iRt yen - ‘el sistems

en-oescoac Un. punts woel QL BE did

g

Sdi

[T

une Vi & ura

pucde  conErdurar Qe

rimrnal s



X Deﬂnimosx Tac ' (N;R) e‘tﬂ § Ry N 2
"'sobrepa.so.r la resistencia alastu:a" es la parte de ﬂ Formada\ “de 1c
puntos de coordenadas N y R tales que N = R. - :

i Si R y N toman valores determinadas Rmy Nm. entonces la’
probabilidad p sobre Q se representa por la masa de Dirac sobre Q
concentrada en el punto de coordenadas Nm Yy F\'m.

Si al contrario, tenemos dispersiones, se puede representar 1
probabilidad como una reparticidn de masas positivos sobre Q = !Rz; 1
masa total de 2 siende igual a una.

Si tenemos los pares de valores N1 < N2 Yy R‘ < Rz‘ el area qLi’
se encuentra dentro del rectanaulo R de R> donde N’ <N < Nz vy Fi“
R < l-'(z. represente la probatiilidad del evento Ri sea @

- NN ¢ SRR = .
3 < N‘.N,P.2 Y F\g'k I\z ) J'J'R dt

Ao,

Z.40 Elemple dE un

’-"-pal’.l (=3

El o delio

-'Lu.c_; &t VALY v s0TUC 1S,

SRR EAR B TS SRR SR




S
spectc
aleatorios cpncérpientes-a'Iéé causas del estada de un cierto. sisteme

. - - S A ) . 7
Sea F un espacio combinacign de consecuencias de elementos @ & ¢
. Entonces existe una aplicacién de f de Q a8 F que asocia a toc
combinacién a de estados de causas, una combinacison f (w) c

cansecuencias. Se provee F con una tribu F tal que £ e T para toc
B e F. : 7
As{ cada elemento B de F, proviene de un evento £ (B de Q. For
coherencia & esta manera de definir ume probabilidad P'sobire F
tel que:
VEeF FGEy = Ty
Dicho de otra menera, d=da una aplira:ién { de - AQ,T.F) a F, &

Cprincipiao de au5c11dsd conducc a prnveer = d= un ntrxbu gue hace que

=eé MﬂdiH1v y p'c~ecr F'de unn probab‘l d'd F I'a

F se 11=ﬁe,vah

1a® ley de ]a—Var1able mleata e’ f

'Sﬁiflwl "o T P
F L& }

eilividac me

Ertarces, P oeireide son le s 2retiribyei o [RE-ORN

conpuesls . ko= g o 4.



V.&é Lgf%g fméneré,',uncﬂvubtiehé ;lé,;mismg .pFoPipll dad

haciendo dos transformaciones sucesivas f.y g - & :la- tréhsfcrmacxc

compuesta . - : ' T . . S .
2.7. Variables gleatorias con valores en un espacio vectorial £

Supongamos que F estd provista de una topologia que hace continuas 1«
operaciones:

Notoxo e A% (3 y) e n oty
y de la tribu bcrelianq .correspondiente. S1  tenmemos dos variable
aleatorixs | y’q:cch.yalprgsydéntrc de F, tenemos que { + o es 3

© composicién de las dos aplicaciones:

Fm + W) atwer)

K4
valores deits

PR

i

tecoms Fls).

CEdmitiy G

gele 1

slojbucianes doe o doebilzdes

e,
'

Fara goe e tonmoaon b osbee R

FOncidn de

Aseien wosune o de




ic{ente que Fta) sea creciente, continua a'1a

Yy tienaa a + (rlesp. a cera) si a tiende a o (rve'sp. a'— m);

Una ley de probébilldad ‘' sobre R, se caracteriza porvun& f‘uncit
de reparticidn F pors ’
’ Y a, ¥’ (J—m,al) = Supn F (a -~ 1/n) a << b =» P ([a,bl)

= P’ (l-o,bl) - F'(J-w,al) = F (b) - F (a)

b) Sea f una variable alestoria con valores dentro F = R" de le
F' = f(p). Las nociones anteriores de funcidn de reparticién vy ¢
densidad se extienden de la manera siquiente del cason = 1 al cas
n>1. Se llamaran {1"""{1-: las n variables aleatorias escalares qu
son las componentes de f.

Fara simplificar la escritwa, una Ffamilia

v.oel eventao f‘{‘ Z

VEN{

numeros reales se- denota por &y

=implici

a v ose deriota por.
reparticison de f
delintervalo To

v Lrians

3 erdad

La [o8 i ;
. by
. . 3 . o . :
i fote & IR RN SRS T H
. - Rl ‘
! ] b - B oo oiet 1 g dera vando

te




. T > .
respecto a a.que f; t
- T Ll

e ) = d F (x) =S Po (x,y) dy
dx -] A .

siendo riqgqurosos, habria que verificar en cada caso si la derivada es

posible.

z.9. lgualdad asi cequra de variables aleatorias.

Se dice que dos variables aleatorias f Yy g iQQ « F son iguales:
cesi sequramente si existe un evento N € T de probabilidad nula tal qu.

f=g tuera de N.

En esta definiciér; N puede depender de § y.g.  §a'fque doi

enen:la’ miss

ciguales: casi sequramente,’

E3 0

variables

Siendoimas, precisas,

< R1& relaéiéﬁ

o
-
Ln

“casi seauraments

dera s

caniunde practicamente U

lencio correspondient !

’ i i

' i

[ - A

L : !

{

s e ;

Sean p 20V Ay 0N 8 PO AT T R w B =S T CONR U 4
B : - ; ;

“ le aleztoiris 1 Q4 F Sderopoagls o0 i
. : ; :

SECNT NPy ;
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medida_ge probabilidad.’ La escritura B¢ _ : anza

‘La desigualdad de H3lder, 'permite mostrar que. _goda—'variabl
aleatoria de orden p, es de orden g < p. En particular,r toda variabl-
fﬂe segundo orden, es una variable de primer orden. Si F = R, se escrib

simplemnente Lh i en lugar de L'(D,R).

2.1t. Principio de reduccidn e

Supongamos que el espacio probabiliczadao, Q, sea la rreunidén de do
eventos disjuntos 91 y dec— probabilidades no nulas.Si tenenos |
perteneciente a An entonces la probabalidad - (Q7,F) sa remplaz: v
(AT P do_nde‘”‘r’v 1 & ,faffsilia de partes. As 0 B de #, (& describe T
Y ri es’ la proba \z;llida‘c!vf ’

cfsi' definida sobre

Yeon© A o)

Y

Doz eventos

sip

1laman independientes, PN I § KRR S R

acuerdo =

ior. ee shtien

“Dicho de oira Adorme sl
une deselloencd t

e e A e

TooanLori oy

¢ st




- independientes si:

: , S L
YEB «T (1 Sism, P (n Bi' ) =0 F (B

En particular, n eventos A’. A yess ¥ An se dice que son

2
independientes, sin los conjuntos que engendran son independientes. &

vuelve & encontrar la definicidén anterior para n = 2, pero esta s

complica mas si n > 2.

¢) Searn n variables aleatorias fi.: [o I F,‘, (1 €1 € n). L& tr’ib:
Ti. generada para {i es el conjunto T formado parax los eventos del tip
f"(Bi) con B dentro de 7.

Se dice que las variables: f;.son inde endié‘-nies si los conjunte

T .7......T.  son 1udep‘ernd;en{e‘5.
172 n ! i

can

egla de 1
FobEET 1T dade
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i an. SRR
a sl ag P TN LN

el iy

CE et ey e it
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n
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unc. entonces:

, P I Iy, Py <@ . .
como f y g son independientes, la regla con;unta de f yges P' x P

Por el teorema de integracién por relacidn s una medida imagen:
E (1fg|) = Jr (x| ly| dP’ (x) dF"(y)
=S (x| gfF‘ () 7 fyl| dP"(y) E ({£}) E(|g])
donde fg es de orden uno, VY
E (fg) = J& x y dF'(x) dF"(y) = E(f) E(q)

ax-tcmaa de.. Lgu

nota que’ ﬂ

pluvlhﬁG Q del CQHJJ”L

alLeLor1== 1ndeghnj1 Yigad: de  -pogcees ]

ﬁrpbabi

[ () r St ) P R A )
o N

) ial
(L rulmtxdnJ &y cierto eiztema. €i.1

-_patxn dolpratabiladad ded o miglena

S T F;...x?;
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sto se usa en la practica de la manera ‘ i Crespaci
vm T P) describe una czerta situacidén probab:lista tal que par‘a ' toc
B par (1.3) con i # 3 , los conjuntos de causas asociados & todo punt
!de Cii y a todo punto Oj son incompatibles. .
Entonces, uno puede aglomerar estas n situaciones probabiliste
cansiderando una nueva situacidén mas compleja, que contiene todas 1le
situaciones aparte: para todo i, p,L = p(Q,) representa la probabilids
para una combinacion de causas aparentes de Q .
EIEMPLO:
Sea una particién de un esp—_:,cicl de probabilidad (Q,7,F) ‘en

eventos n ,...,0 ',t..des,que Py =P (O )= O paita tmda i renemas _"H.Li
n por ﬁpluc-«mén del prlh;lp:o de reduccxén. gmq e espac:
reducxda 0 T F' : v ‘ e:pucn_ :
chpyl_vi endo b :
rel cidn.
S50
¢
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puede hacer la £dent1f1cacién anteraormente descrita.'

DEFINICION .- Sea f una variable &leatoria  con valores dentro de
ésgacio vectorial F. La funcidn caracteristica, f es la Ffuncid
siquiente, definida sobre F': u + E (exp (idu,f>»))

For el teorema de integracidén, para la relacidn de una medida, ¢

introdu&e la regla P° de f:

icu,f> €U, %>

E (e 1= Jier B df (2 .
esto se puede escribir. utllx"'ndo las coordenadas scbre F como:
n .. JRESE
£ (e““"’)v E (e'lje, Wiy = J'[Rne‘nn SMIGE Gean L L st

La férmula nos mu'

tné‘que*la funcion carscteristica de . une o variabl

aluetor'a‘vect con la Transformade de -Fouwrier de 1

reqla

racterist:;a de - ting o valriable
jabile aleatorial: S
ribuciéu.'Entohc,

funcién ceracteristics

Lﬁd~_d15tribucxén temprac

de Fuur:er TEo con

-aleaturx.




variables

-qféatorle
“independientes, es el producto de las funciones cafécteristicas de 1l:
variables.

_La funcion caractériétjéa de 1a suma de dos

c) Sea 1 una aplicacidn lineal de F sabre G. F y 6 son dc
éspacios vectoriales reales de dimension +inita. Si 1 define 1
transpuesta de 1, entonces la funcioéen caracteristica de la variabl
aleatoria q =1 o f es la funcidn siguiente, definida sobre G': v
€ (e'uv,lob) =t (eicl'v,h)

Dicho de ot}a forma, es suficiente reemplactar el argumento L
sobre la Funcién caracterfisti
EJEMPLO: LA

ca'de £ por 1°v.

Sea a Un-vecto
que tiene . por

cardcteristica

ide L
aiéétoria' P

=1-

suficien,

3 i
1 ™
. a a a " oo
T - Feeip | IR .
S us ¢ X
as .a Coau i
Heopusden definlcalod acnentos my . He las o formaz oo mui b bimesd:
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siguiente formas

<R %

En esta relacién

glemento u
ﬂ_l'
coordenadas:
v ou

[A

podemos

Y

.

Y

Farea wuma

L. iaws
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TLUC L at

i

%

v
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= J
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Aualdad entr
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N R R

1 de 1w variables

Cilyv

| E i
2
N oTine
2
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e
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2.18. TransformacidhAlineal de una variable aleatoria vectorial de

PROFOSICION. Sea f una variable aleatoria vectorial de sequnc:

orden para

un espacio
a) la

L(ECGE)) .
b)Y le&

ORI A

vertorial

valores sobre F y sea 1l una aplicacidn. lineal de F sobr ;
vectorial G de dimensidén fimnita. Entonces: )
variable alea@cria Q =1 9o f teniéndc por.. media E Q)

variable slestoria g. e focon: anTa:

}j At
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‘Surfuncion caracteristica:

p’ iUy = exp (A (et¥otl

por lo que crz = A,

Los valores que pusde

puntos de N

4.DISTRIBUCICN EXFONERCTAL

Ez l& distribucion’ P

dentre dz2 R, definide '{.{m'

@ o
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probabilidad y la teorf{a constructiva de la  probabilidad, donde

P

objetc es: pener los métodosz (tedbricos, numéricos,...) para construt’s:

lag aprovimaciones de probebilidades ligades con. f, g o f... Desd; "

éste libro, nos interesamos schre todo en el segundojyaspecto.
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por-ejemplo, tenemos p valurésv'xi ‘--?FWP-CDH una variable x € R

Midiendo lqs ya1qfe5‘qgrresbbnﬁiehteé€défy =.a¥'+ b con a v
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numéricos sobre cierta regla, dentro de un modelo probabilistico.

Ests descripcidn "efectiva", varis segdn la manera en que lé;
reglas ‘intervienen ( o sean wutilizadas) dentro de un model:
probabiliste. Por ejewplo, ésta descripcidn puede ser: ;

a) tedrica (ejemplo: funcidn caracteristica, determinacidn de une regl’

narmal por media y covarianza).
b) efectuada con €l uso de la de la funcidn de reparticidn.

L
c) U bren efectuados por’' la - serie de nombres permitidos por e

establecimiento de - férmulas ~aprogimadas - (momentos, cumu) antes .
curesi-momentaos) ., Ll e
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Y como la transformada de Laplace es 1nyectxva.

Estos son

qQue son -

Jda transformacion €. ¢

dnple-con la definicic

erie enterea ¢

=l y e O
Ey

ue: verifican

<t
.
e 1 SR s i e
[&3) (A5 Str -
Lo¥ - Freat [ S i i
. g P o P 1y Ll i kg




3. PROCESOS ESTOCASTICOS Y CAMPOS ALEATORIOS.

Tenemos del capitulo anteriort

La modelacién estocatica de una variable, toma sus valores dentro
de un espacio medible ( X,U), Y consiste en la nocién de un espacio
probabilidad (Q,B,P) y de una aplicacién medible ¥ de O con valores
dentro de X ¢ Zj)siendo una variable aleatoria.

Esto, puede aplicarse en el caso particular de n nameros reales
aleatorios: en ése caso X = R". Ahora consideremos en éste capftulo el
caso m& complicado, correspondiente intuitivamente al cason = o . Par
ejemplo, T define una parte abierta de R, R:, R’,...

El elemento aleatorio, es uita funcidn numérica regularmente definid
sobre T, con valores dentro de un espacio topolégico F; por ejemplo, F
= R®.

Esta funcidédn corresponde, por ejemplo, con una treparticidn de
velocidad, o con un reparto de presidn, Tal modelacidén estocatica =
l1lamada, una funcidén aleatoria.

Tenemos por ejemplo, el espacio C (T.F ) = X dos funciones
contfinuas reales sobre T, de la topoulogfa de la convergencia uniforme
sobrre las partes compaclas de Ts y el conjunto Borelianc
correspondiente: U = T’(X).

En vista de 10 anterior, es importante estudiar en éste capftulo
las variables aleatorias con valores dentro del. espacio de dimensidn
infinita € (T,F).

Para toda la parte finita 1= ( t’ ,...tg ) de T, componemos la

variable aleatoria

con la aplicacién lineal

se obtiene &s{ una variabIE‘aiéatb%;a
= 4oura T,

i 1 n

) Qe F7



Estudiaremos en primer lugar, las familias
C(Z (&), t @« T 3
de variables aleatorias con valores dentro de un espacio F fijoy a
tal familia se le llama proceso estocdsticoe . Un Proceso Estocético
(PE) es una funcidn aleatoria, es decir, una variable aleatoria con

valores dentro de un espacio de trayectorias regulares.

3.1.Procesos estocasticos clasicos

DEFINICION. Sea T un conjunto de {ndices. Sea F un :onjﬁnto de
estados, provistos de un conjunto B de partes. Un proceso estocAtico
dentro de T nos provee de los estados dados (Fy,B) relativos a un
espacio de probabilidad (Q,T,P) es por definicidn, una aplicacién
t—— ¢ (t) de T dentro del espacio de variable aleatoria definido
sobre Q 4, con valores dentro de F.

De la misma manera que una funcidén se denota indiferentemente por
£ & £(x), un FE se denota indiferentemente por ¥ & £(t).

A menudo, a2 F = R” se lc llama un conjunto Boreliaﬁb. Si T es una
parte de R" con d>1, se puede decir que £ (t) s un campo estoclstic-
sobre Tj se reserva la terminologia “proceso eslocastico", en el ce
donde T es parte de R; en éste caso. t se interpreta como €l tiempo.
I.2.Relacidn con la modelacidn estocastica.

En el caso particular donde cada variable aleatoria F(t) ¢t Q — F
se caracteriza por una aplicacién medible bien precisa O — F, notamos

£ (t), es un PE clasico definiendo una aplicacién:

£
T
Q ———— F
\
_ © — Ct — E (tyw)).
: B +
El”espacio-~producto. .F .. :se -interprets  como el espacic de -

funciones T — F. Si'FTEE'llamade como’ tribu CiliﬁdF}CEvTc( se verd a’
continuscisdn) entonces f es wmedible. |y la variable aleatoria f
‘caracteriza el procesoc ¥ (t).

Se puede considerar que ¥ modela un elemento aleatorio T

precisamente, f aspocia con todo punto w la funcidn aleatoria t ——o &
(tow) .,



La regla de ésta funcidén aleatoria, es la im&gen de P por F,
decir, la regla de ¥.

Se dice que f(w) es5 la trayectoria aleatoria asociada con o y que

intuitivamente las trayectorias aleatorias , elementos de FT

» Son
producto de los procesos estocdsticos clasicos y toman en cuenta 1la
medida de probabilidad <$(P).

Esto significa por ejenplo, que si G es una parte de FT , de

probabilidad nula, entonces la probabilidad para que la trayectoria € G
es nula. De lo contrario, si P(G) # 0, el nombre P(GB) nos da 1la

probabilidad para f(w) @€ G conforme al principio de probabilidad.

3.3. Funcién Aleatoria.

Desde el punto de vista practico, ésta presentacién matematica
rresulta insuficiente porr dos razones: una wvariable aleatoria es
seguramente una clase de funciones de equivalencia medible. Donde =
todo t € T f(t) se define seguramente, fuera de un .ensamble Nt
probabilidad nula, donde 1la reunidén de Ntse forca ‘para Que se&
despreciable. Al observar las trayectorias, uno puede calcular las
intearales gque se pscriben formalmente

J'T Et (w) m{t) :

o con derivar la aplicacidén t — tt(w),
ésto exige que la trayectoria sea integrable, o derivable. Esa es
la razdn por la que tenemos que reforzar la nocién de proceso,
regresando con la nocién de funcidn aleatoria evocada en la
introduccién de éste capftulo. *

Nueba problematica.

Se nota gque el enpleo de la nocidén de proceso estoclstico & de
funcidn aleatoria, conducen a problemas practicos y numéricos Qque
necesitan de técnicas nuevas. En efecto. s1 un elemento aleatorio se
modelsa por una variable aleatoria @ — R y si B es cierta aplicacién
: R" — R" ., 1ss técnicas de talculo diferencial e integral usuales
(cambiando les variables dentro de las integrales, integracidén por
partes, f6rmul as de cuvadraturas), son usades pata evaluar la regls de
Boa conociendo la reagla de la variable a. Mas de acuerdo con 108

.

“



procesos R". s@ reemplaza por un espacio de dimensi&n infinita y todas
las técnicas evocadas, son mds utilizadas., Faltan técnicas nuevas y en
particular, técnicas que nos permitan el caso de dimensién finita. Las

técnicas de reglas marginales son de éste tipo.
3.4.Sistema de Distribuciones Marginales.

Sea ( F (t), t € T »} un proceso estocAstico cléasico, indexado
dentro de T, con valores dentro de (F,B).
a) Para toda parte no vacfa finita
) i =( t‘,..., tn) de T,
el espacio F|1| es conocido como el espacto producto, con |i| defin:z
el namero de elenentos de it
&y .
P L
W —_—— (I (tl,w),..z (tn,w)>
es una variable aleatoria, es decir, una clase de aplicacidén medible
a0 — flil, *
Sea 1 el conjunto de partes finitas no vacias y no ordenadas e
T. Cuando i describe I. el conjunto de reglas de probabilidad :i(P) es
el sistema de reglas marginales de I (t).

b) Sean Tty vy 2 (L), dos procesos estocAticos cléasicos
indexados dentro del mismo ensamble T, dentro éstus estados, dentro del |

mismo ensamble (F,EB) , Se dice que & (t) y E?(t) son isinomos , Yy S@

escribe ¥ (t) = () si Z(t) y E?(t) admiten el mismo sistema de
regalas matrginales.

3.5. Conjunto cilindrico en FT.

Fara toda 1 € 1 en una proyeccidn. candnica:

S e

cada produclo acabado F"],es,iiaﬁadouﬁélfcohjunto producto B . E
i O TS B 1
conjunto cilindrico Tc(F1) 'sabre'FT;;eSn el .conjunto  engendrado por
todas las aplicaciones ni.Pafa todo Gie Bi’ "i-l(si) se llama un

cilindro medible de FT.



J.6.Tagrema de Kolmoqoroff,

Sea 1 el conjunto de partes finitas no nulss del ensamble T de
{ndices. Sea F un espacio de estados, @l cual es un espacio métrico
separable completo. Entonces, para que un conjgnto (mi. i € 1 3} de
reglas de probabilidad sobre los espacios F 1lsean los sistemas de
reglas marginales de un proceso estocastico ¥ (t) indexado dentro de T,
que toma sus estados dentro de F, es necesario Yy suficiente que el
sistems (mi) sea coherente, es decir, que toda pareja (i,i’) de partes
finitas no nulas de 1, tales que i > i?, entonces mm,es la im&gen de
m; para la aplicacién @

Fl

—_— F!

Peleei T Yeliess

con el fin de hacer un ejemplo, hagamos una definicidén.

4

3.7.Procesos con crecimientos independientes.

Sea s(t) un proceso definido sobre un intervalo 7 = € a,b.[ de R

; con valores dentro de un espacio vectorial F complejo de dimensién k.

a)  Para a3, v 32 e T, ay < dp s la variable aleatoria

4 (az) -z (ag

se llama el crecimiento del proceso £ (t) sobre el intervalo
3,18, L. . :
b) Se dice que ¥ (t) tiere un. crecimiento independiente, 51 losf
crecimientos de & (t) sobre dos intervalos disjuntos € aj. ahf de T, :
sean de variables aleatorias independientes.

2.3.8.Frocesps de Foisson con media AN (t).

Sea N una aplicacidn medible creciente, deffhida sobre T = € 0, +mo:

[ con valores posilivos tal gue XN (0) = O. Entonces, existe un ptocesc,

camo () sobre T con valores resles. nula  para  t= 0O, con crecimientos

independientes vy tales que para

I =1 al’az [ « T, €l crecimniento n (az) -n (aﬁ .
Dos procecsos gque salisfacen ésla condicidn son isonomes; éstos son
llamados "“procesos de Poisson de media A ". Un proceso de Poisson,
usualinente se obtiene haciendo N (t} = t.

3.9.Frocesos de Wiener normalizadous. con valores dentro de un espacio



Euglidiang.

Sea I un espacio Euclidianot con dim F < o . Entonces existe un
proceso W (L) sobre T = [ O,+w [ con valores dentro de F, nulos para
t= 0 con crecimientos independientes y tal que para todo intervalo

I1=LC¢t, t'l T,
el crecimiento de W sobre I, da una reglea normal centrada, de
covarianza ( t"'-= t ) I d(F).

Dos procesos que satisfacen ésta condicidn, son Usonomes: éstos
son llamados dos procesos de Wiener normalizados con valores dentro de
F.

X +
3.10. Procesos constantes por intervalos sobre R = [O,+w [
a) Consideremos una serie (tk)ul estrictamente creciente, d
=0

nameros resles. tales que
t°= 0 vy (tk) L oo . Sea (Y,)
una serie de variables aleatorias.

Notamos por otra parte, gque de acuerdo &l Teorema de Kolmogoroff
aplicado al caso T = [ 0,1.2,...3 , se puede construir la serie ¢
para toda k, la regla conjunta de wvaridbles Yor Yyrree YV Yo Entonce
uno puede considerar los procesos &(t) sobre R+tal ques

L) = Y si% tk < t < tkn
Existe entonces, una serie fija de intervalos deterministas
r O.t’[ . [ts'tz[" tales que los procesos & (t) son constantes
sobre cada uno de éstos intervalos.
b) Considerando ahors el caso de que los intervalos son aleatorics. Ses
una fase de variables Y como se definieron anteriormente, relativos

k

un espscio de probabilidad Q7. Consideremos ahora una serie (Xk)u1=‘ de
aplicaciecnes medibles (’— [0O.+ [ definido sobre el vector espacio de
probabilidad Q. Se puede entonces, introducit el espacio producto 2
' 0", llamado de la probebilidad producto F , y el proceso £ L)
sobre R+ tal que:
vieR (¢ () =Y si
zFf * X, £t =g Ef X
Donde en éste caso, (L) es constasnte dentro de intervalos

aleatorios consecutivos. Hagamos un ejemplo:

. -+
3.11. Frocesos con saltos Foissoneanos sobre R




Tenemus @l caso particular donde las variables X’son variables de
Poisson independientes, de wmisma media. Se puede considerar, por
ejemplo, el caso donde Yk son independientes de la misma distribucién,
Los procesos asi construfidos pueden usarse .para modelar wuna accién
aleatoria de distribucidn dada, pero donde el valor cambia en ciertos
instantes aleatorios es de aplicacién en estados independientes y tiene
una misma distribucidén de Poisson. Se obtienen trayectorias del tipo
siguientet

densi- S— : ST o] [ —
dad de — >
la Re- 0=t 1, t, t
S . 4
gla de Y. P

K

los intervalos en

= B - e
el procesoson. constantes, en sus
duraciones aleatorias’ i

3.12. Procesos periddiceos..

Un proceso & (t) sobre R+. por ejemplo, sé?dice que es periddico , .

de perfodo 6 > 0, si los procesos zl(t).,y; E‘(t+é3 s0n isonomes.

3. 13.Procesos de segundo orden. L e -

Definimos anteriormente F.‘ corn lav compiejidad de un espacic

- Euclidiane Fe » donde la dimensidn forzosamente finita, se denota por'

n. Donde relacionamos FE con una. fase ortonormal, el producto escalar
dentro de F, se escribe

(z,27) = §. 27z,
: EJ;‘A. .k ] 3 .
. Un proceso § (L) definido sobte un conjuntu T. y con valores dentro

de F. se dice de 2°orden , si todas las variasbles alealoriass son de

2%orden.
- 81 T es un espacio topolégico, el proceso de sequndo orden & (t) es
una aplicacién continua de T dentro del Espacio de Hilbert L3¢ O , F ).:

Asi pues, VY to. ésto significe que E (| E o) - § (tc)'z) tiende a



caro, Qt t tiende a tu. Asi pues, si utilizamos las coordenadas
dantro de F, ¢ (t) tiene componentes !S (L)Y, 1 € 4§ £ n yi
2 n _ 2
Ej2 ey ~Z k) |7 o= £, E ¢ A zj(to)l ) .

Aparece asf{ que un proceso de segundo orden £ (t) es continuo, ®i vy

solamente si, cada uno de sus componentes, es un proceso continuo de
segundo or'den escalar.

3.14. Media - Central de un proceso.

a) La media de un proceso, £ (t) de sequndo orden sobre T, con |
valores dentro de F, es la funcién siguiente, definida sobre T, con:
valores dentro de F.:

t — E (F ().

b) El proceso: n () = ¥ (£) = E (F ().

se llama proceso centrado dedgtdo de ¥ (t).

Centrar un ptoceso de 2°orden es pues, sustraer el proceso igual,

idénticamente con la funcidn determinista t — E ( & (£)). Se nota que

n(t) tiene media nula: se dice que el proceso n. (t) gs. un proc

centrado.

T.15. Autocorrelacidn- Covarianza.

a) La funcidn de autocorrelacidn de un proceso de sagundo orden §

(t), definida sobre T, con variablezs dentro de I, es 1la funcidn

sequramente definida sobre T % T con valores dentro de:s FeF :
R ¢ tyb?) = E ¢ F (£t)y ® & (£7)), :
b) La funcién de covarianza de § (t) es por definicién, la +un:ién?

de autocorrelacidén del procesos centrado:

Sl oo o (E) 2 Eo(E) - E CE (e)) ot
C L, er )y = ECCE (1) - E (Z (0))) @ ¢ ¥ (£7) —EE i
: =S8itenemos’ mAs procesas., se escribe CZ en lugar de C,;

3.1&. Expresiones con le ayuda de coo denadas

Si utilizamos coordenadas dentro de F, para toda -i

fija, el

elemento alestorio £ (t) de F., puede identificarse con el elemento

CEo LT, ) e £ty ec” .



Dicho de otra manera, la fase de ¢ (t), equivale con la base de n .
procesos con valores complejos definidos sobre el mismo espacio de
probabilidad.

a) La media de procesos  (t) ,es una coleccidn de n funciones con

valores complejous sobre T3 seat

t — (E (L (t))}j =E ( ES ¥y = E ( !j (t)).

b) La funcidén de autocorrelacidn R ( t,t”) s sSe .caracteriza por
n® funciones:

Ry (Eat7) = E ( zs (£) 2, (k7))
con valores complejos.

En efecto, si {e‘....,en) definen una fase ortonormal de FE, el
proceso £ (t) puede escribirse:
t — £ (b)) = zz" g e
Consecuentemente, tendremos:
R ( t,8?) = E ((Z, & . (t) e.) ®E %, , (£’) e, )
LI DR | i b i
=% _ e ®e, ECEEELLN
IS i’ : EJ—, e z:’
=5 . R, (t,t?) e @ e, .
iy Ry ' 3 i’ .
As{ tenemos que las = funciones RLfSDn los n"componentes de ia

Cfunicidn vectoriel R O(t,t7) @

{ R (t.t’)‘“ (t,t?)
c) Fara obtener una escritura malricial de ésta funcidn, se identifica
F ® F con un espacio de operadores lineales. asfi pues, can un espacio

de matrices: '

Fe®F —— EndF = M

U®F — (% — ( Va¥ ) u ) . :
Tomando éstas condiciones, las formul as anteriores pueden
escribirse en su forma matricial i ‘ :
[ R ('t,’{:yv’; :

o0 por converncidn, el




t ¢, e b} C
Se dice que un elemento M e« F @ F , es positivo, si el

correspondiente de End F es hermitiano positivod

b}
cperador

Yz efF Mz, 2z ) = ( z,Mz ) 2 O.
En términos de coordenadas, ésto se escribe
M= M ara
. Jrc ., y pe - o
Zl,cs0.yY 20 €& : z z 3 M, = 0.
» Yy Zj".‘=‘ 3 3 ¥

.
Se nota v — T la aplicacidén dentro de F & F
corresponde con la aplicacién:

s la cual

M — M. dentro de End F.

X.17.Lema.

La forma bilineals

Fx F — C. U vV — (v,u).

definida por 1la propiedad universal del producto ténéorial, con’. la;
forma lineal: !

iy
F®F =End F — C
la cual coincide _con la traza usual de operadoresi,rPéréi
endomorfismo a = O, con tr (a) 2 o, :

Kl

Es urgente mostrar que

una base ortonormal de FE s tenemos:
n

tr a =% a..

zﬁi i} T

For linealidad, es suficiente moslrar que ‘a =

anterior,. tenemos que el ‘términoc en general jdé..'

& :
h n R

. a. = L. u. v, =0
e D R A
Finalmente, si & es positiva:
: =

e farfej)) = &, 0. para toda 3. O  tr (a)

3.1

C.

‘a) igdéiéﬁao las traxzas de los dos miembros de:

= CCE (BT it

?flfgt’fben efecto, si



-~ tenemos - u. .y .v.a F 3

CR (e uv ) = Cuy RO

Vo=

entoncest . : . Y
(R (7, £) u,v) = EZ (t”) C¥ (L)

=E C CE () , udl) (Z (E’) , v)I)'=
) =E {Cu, T () (T (£*) , v )}
) Para todo t € T, R (t,t) es hermitiano positivo. En efecto, con
a) R ( t,t ) es hermitiano . Es mas, R (t,t,) es positivo:
(R Ct,t ) uud) =€ ¢ |u, anf*r 2o
d) Suponiendo que F sc obtiene por la complejizacién de la suma de:
dos espacios Euclidianos, es decir, F = F’QFz. Entonces ¥ () El
caracteriza por la pareja fornada por un proceso {1 (L) con wvalore:
dentro de F‘, y un  proceso {z(t) con valores dentro de Fz'
Calculando R ( t,t’), es cémodo utilizar la escritura matricial de R |

t,t’) . Haciendo una descomposicidn por bloques:

Eoe
I 1 - . P
R ( t,t’) = E ( l Ez (t) C {‘ { £2) s lz (t’) 1 ).
entonces: -
-
, s

R‘ ( t,t’) E ( f‘ (t) fz (t?) )

R (b t7) =

Ecg, oz, % R ey o

e) Tenemos la relacién siguiente, entre: funcidn:

autocorrelaciédn, y funcidn de covarianrad -

C ( t,t) = E (CZ () —E (¢ (t))):e'(jff
siendo :

CEEIN Y,

C ( i,t’) =R ( t.t?) —E (F (t) & E (F ('t’f)} ;
) -8e note.¥>(t) la restriccidn del proceso Z (t) con una parte T7 def
T. Entonces, se obtiene la funcién de autocorrelacidn 9 la funciédn det
covarianta da F’(t) restringidas de T’ la funcién de correlacidn y 1a
funcidn de covarisnza de ¥ (L) . Esto results directamente de la
definicién,

g) Sea G un espacio hermitiano de simensidén m y sea L una
aplicacidn lineal F » G. donde la adjunte se denota por Lt. Entonces,
lus procesos 0 (2) = L » ¥ () con media L ( E £ (t)) y por funcidn de
avtocorrelacidn:

11



. _ Ry € k,6%) = L Ry € &,t%) L
En efecto, para u 'y v 'a Gt .
,( u, Rn (t,t”) v ) ®s (u, ECLZ (&) (L Z (ti')i v))
= (u, LE €& (&) ¥ (£*),L v)))” =
= Cu LRy D) L* v TR
La propusicidn siguiente, nos permite reconocer -muy simp}emente qQque
un proceso de segundo orden e€s continuo. . sulhe e 5& R [

3.19. Proposicién..

Un proceso de segunde orden, es continuo si 'y s6lo si, su funcidn
de autocorrelaciédn es continua.

3.20. Lema.

Sea ¢ L] )l=lm una serie de vecitores de un espacio de Hilbert
complejo H tal que la serie doble de productos escalares ( P xm)
tienden hacia un limite 2 si L y n tienden hacia el inf%nito. Entonces,
la serie (x,) converge hacia un I{mite %, tal que | % '(z = a.

En efecto:?

1 X" N 1 =t L T N P ) = )
=. TR IR xl,“xl? _W? R;,(rxm .
Como H es completo,-(-%n . ) converge - y. (ixr, R’

L

3.20.Definicién d

A3

Sea el casai:

anteriors:.

Maturalmente, tddba_pﬁoééénbl

e . un. espacio;

.~ Euclidiano F éé;ﬁbr‘erﬁza'un_Vaivadéﬁfrﬁ de 1a . complejificacisdn de !

>Un proceso estocédtico definido sobre un conjunto T. con valores
denhtro de un espacio Euclidiano F, se llama Gaussigno, si para toda
parte finita no vacfa i = ( tl,...,tn) de T. la variable
To= €Lty ...y £ (t)) tiene una distribucién Gaussians sobre FT.

12



Se dice asi, que I (L) es un proceso Gaussiano real. En el caso d-
que F os Hermitiano de dimensién n, se&e puede consider ar como Euclidiano
de dimensidén 2n, proveyendo F de un producto escalar real 2 Re ( 2,2°)
. Un proceso Gaussiano con valores dentro de éste espacio Euclidiano se
llama proceso Gausstano Conmplejo.

Se mantienen las caracteri{sticas de medias vy covariénzas de

procesos de 2o0. orden,

3.22.Teorema.
Sea T un conjunto vy F la complejificacidén de un espacio Euclidiano

a) Para todo proceso de segundo orden definido sobre T con valor g

dentro de F, pafa toda parte finita no nula i = ( t1.....t“ } de T, &!
operador Mide Fl‘l donde la descumposicién por bloques hecha para
C <« tj’tk ) , es autoadjunta positiva.

b) Reciprocamente, sea m una funcién de T dentro de F, v sea C

(t,t?) una funcidén definida sobre T x T con valores dentro de F @ F-

tal que Vi = CtU""tn)C Ts el operadot Mide Flildonde 1=
descomposiciédn por bloques estad definida por las C (tj’tk) ec

autoadjunta positiva. Entonces, existe un proceso Gaussiano de medis

y de covarianza C.
Ejemplos.

. :
a) Sea W (t) un procezo de Wiener normalizgado sobre R = [ O+ L.

con valores dentro de un espacio Euclidiano F.. Para O € t < &2 135;
variables alestories W (L) v A = W (£?) - W (L) son  independientes,’
centrasdas. Donde la funcidn de coverianza C de un proceso de Wiener es
tal que:

C ¢t .t’) = E (W (£) @ W (£?)) =E (W (t) @ ¢ W (t) + A ).,

= E (W (t)y W () + 0= t Id ( F.)
[-H
C ( t.t”) = Id (F.) x min ( t.t’).
reciprocamente, se  puede ver que ésta funcidn verifica las

condiciones del TJeorema anterior, donde la aplicacién de éste Teorems
hace nueva demostracidn de la existencia de procesos de Wiener.
b) Sea g una medida positiva sobre R . La funcidn
iut

R (t) = IE e dp (u)



es Lal que para toda n, para todo sistema t‘s tzs...s tn dae n nameros
reales , en 108 que tenemos los reales xc

E =" MMNROE-E 0 =5 R A Mawuz o

donde existe un proceso Gaussiano sobre R de media nula vy de
covarianza R ( t-t’) . Por ejemplo, de acuerdo al Teorema anterior,
existe un proceso Gaussiano centrado sobre R, donde la covarianza es la
funcidn  exp-a | t—t']. Tal proceso es a veces llamado un proceso de
Ornstein Uhlendeck.

3.23. Procesos Estacionarios.

Sea G un conjunto de transformacidn de un conjunto T, tal que 6
contiene la transformacién idéntica, y tal que G es estable por
composicidin. Sea ¥ (t) un proceso estocastico indexado dentro de T.

a) Se dice que I (t) es estacionario en relacidén con, G si para
todo g € G el proceso ¥ (gt) es isonome con proceso £ (t).

b) Si £ (t) es de segundo orden, se dice que I (L) estacionariov
de media, de orden dos si el proceso & () y £ (gt) ‘-admiten mismftj
momentos de orden uno y dos para Ltodo g € G.:

Entonces, para todo t.t’e T vy todo g € G:

E (Z (gt)) = E (F (1),
R ( gt.gt”) =R ( t,t’),

Entonces., un proceso estacivnario de segundo orden es estacinnarinj
en media del orden dos, porgue las dos distribuciones de probabilidad :
son iguxles sobre r" y tiene los mismos momentos de otrden uno y dos. Lo%
reciproco es valido patrae los pr ocesos Gaussianoa.

En el caso particular, que T = R+y G es el grupo de translaciones
positivos t — t + h, con h 2 0, las

relaciones anteriores se escribent.
E ¢ F (t+h)) = E ( F (t)),

R ( t+h, t°+h ) = R ( t,t’),

Dicho de otra manera, la media de un proceéso estacionario sobre R+
es una funcidn constante sobire R+, teniendo que C (t,t?”) y R (t,t7)!
no aépenden de la diferencia t-t° . Se puede escribir entonces: :

R ( E.t") =R (t-t’) = E (F () @ Z ()

Empleando una convencidn analoga per'a la funcidn de coverianza. Con:

las nismas propiedades para los procesos estacionarios sobre R 5 donde:
en éste caseo, G es el grupo de todas las translaciones t — t + h,

h real.



Aplicaciones,

.a) un proceso de Wiener es estactonartio, pues -la covarianza
min ( £,t*) no es una funcidn de t-t’,

b). Un. proceso de Drnstein'UhleﬁbeéR es estaciunarip. 

3.24. Teorema de g&isteﬁcia de ‘la medida espectral matricial.”

Para que una funcidén continua R (t) 2 t = Rd — End (F) sea una
funciédn de autocorrelacidn de un proceso  (t) continuo de segundo
orden sobre Rd con valores dentro de F, estacionario con mediss:
de orden dos, es necesario y suficiente que la distribucidén templada
m = ( 2n )_d F R. sea una medids positiva sobre Rdcon valores dentro uz:
End (F).

‘De acuerdo con la férmula de inversidn de Fourier R = F m s es .
decir: »

Yt eR ., e MY Ly = R ().
o?
& m es llamada la medida espectral matricial del proceso £.

Tomando las ordenadas sobre F. relativas con una base ortoncrs

{ Ei. ez, ven g en) de F , uwvno obtiene 1la forma equivalente 21
L]

Teorema:

funciédn de
14 (t) :
suficiente

r¢ « teles que:

(i) para todo Eo#ei:éﬁp'é'dé R
see positiva, P

(1) SEan™ 7y iT e 2O rTnve R e
i

Cractortdes¢ 2ra Y entonces, . 1
Transformada de Fourier inversa de.m es: ., i :
viteR, r | a"UY0 inTEIR L.

®° R ETR R ;
Les medidas m son llamadas espectrales i por i . #i>, o, es
i A S .

llamada la medida inter-espectral.
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3.26. Medida espectral de Poisson,

“Las fnociqnes{ siguen. del Teorema. En. componentes, la medid

vectorlal m con ApllLﬂClén en la Lraza-  tr= End Fa+ € se obtiene por
linealidad  la medida limitada: pcr valores CDNPIEJDE, definida sobre Rd
denotada por tr m. -Como.se vig, si ‘U0 atr u 2 0. Como m es un

medida positiva, por lo fanto, tr:'m es. una medida positiva; y tr de m e

la medida egpectral de Pisson. Tenemos gques

tr LE-CE (t+h) ® £ (1)1 =E C (E (hY 'y & (t+h)) 1.

En consecuencia, igualando-las trahas tenemos

vt, r e ety Cotriim ) (u) =
-3 : ; . o

R . S

Esto en forma de'componentes‘se (=1

¥ (t).Est
un. - proceso & ) es
digualiial le llam

F =.C, tenemc

T espectral

)
g
“pruebas

teoremes anterior. En el caso. de
my adwnite.lade
a) ‘Para

proceso Zjltf

mij tes. la .medida  espectral del

orden. La medida de.Foisso scribes S !

ls medida espectra

f2:de ordel dos. conlinuo  de | ssgundc



Dicho de otra forma, la Poissoniana del proceso vectorial &(t) es la

suma de las componentes del Poissoniano.

b) En el caso de un proceso escalar t‘(t), de media E(t‘(t))

= C‘

y con !‘(t) = C‘ + (L) o Z’(t) esth centrada. Se ve entonces,

que la Poissoniana de Z1(t) es la suma de D:del proceso constante C‘

y de 1la Foissoniana del proceso Z’(t).
3.28. Momentos Esperados.

Sea Z(T) un proceso definido sobre R, con valores dentro de R

continu

de segundo orden, estacionario de media de orden dos. Si m(w) define 1la

medida espectral de Foisson, sea K un entero > Q, tal que 1la

siguiente converge:

Mo=s o m w.

Mk se llamz el momento espectr al de orden K. Como m es par, Mk es

integr& -

nulo

pata k impar. La siguiente f&rmula nos permite calcular los momentos

esperadus (si es que existen) en funcidn de’las derivadas en el
de la funcidn de autocorrelacidn R(T)Ii .

Estas nociories siqgui mav. En el caso de que 1la

espectral matricial .

de Lebesgle sobre ®?

espectral. y se escribe:

MW =8 Cu Y du,

P A d
o u g+ Slu) es.uvne funcidn definida sobre R con valores derrtro

enpl—i<u t> R (L) dt,
‘cogrdenadas’de Foyo siom ()

(W dun

lag cuales § .y 3. la ~funcién con

origer

med1os
‘una. densidad con relacidén con la medida:

=d-es llamads la funcidn de densidad.



valores complejos 8 con las componentes de s est

vueR, s, (W= 2m™® s | exp ( -icu,t> R (£) dt.

ir Rd i

Nota.- Si el proceso §(t) tiene una media u = E( (L)) ¢ F npo nula, 1a
maedida espectral matricial no adwite paso de densidad.

proceso centrado I’ (t) tal que £ (t) ='{’(t)

En efecto sea el

+ p . Entonces, Yt e« R¢
la funcién de sutocorrelacidn se escribet

R, (t) = R, (t) + & u
¢ - u u

cont
Re, (6) = E € £7¢ htt ) @ £ ¢h))

3.30. Transformacidn de procesos estocasticos.

Sea I (t) un proceso estocastico continuo de segundo orden

definide
sobre un espacio abierto T de Rd, con valores dentro de la
complexificacidén F de un espacio Euclidieno de dimensidn n. Se va a

definir las féraulas gue permiten asociar caon & (£} un proceso 7 (t)

>
definido sobre un espacio abierto T' de Rd con
complificacidn £’

valotres dentra de 1la
de un espacio euclidiano de dimensidn n’. A
prober estas férmulas,

+in  de ¢
consideramos el caso perticular de que exi
una variable aleatorias
N
(', T F) —~—s C T, F
tal gque para todo t € T, f (t) se ovbtiene en componentes 3

con .la:
aplicacidn lineal 6z* P » p ()., El espscio C (T,F) de

aplicaciones:
contfnuas T » F es llamado l& topologia de la convergencia compacta, y?
de la tribu boreliana «socisda. En el.caso particular consideremos. 1g;

;raﬁsformacién estsd definida por una dplicacidin medible @

C (T.F) ______, CoAT.F* ). ;
Donde el procesc n. aso:xadd‘&a‘"

{ {ftéi que para toda tT e T7 ¢
veamos ejemplos de

3.3!.1g§n546rma¢f6 dg; aplicacidn gontinus

plicacién o asaciada a toda

ﬁ‘(m) para teoedo w € 0 .



Entonces, el proceso transforma de proceso § (t) = pv(t) es el proceso

n Lty = ¢ (pw(t)). En consecuencia, el proceso tansformado de ¥ (t)
en este caso: n () = @ (F(t)).

as

3.32. Transformaizién de funciones alestorias definidas por la
transformacién inteqral lingal:

a

P o—— P (L) =L 0L, ) e (E) pE),
6 Q es una aplicacidén contfnua T°x T — L (F,E’)con la medida p sobre
T es nula, excepto en una compacta K de T. En efecto, 1a

de que el proceso ¢ (t) = &

hipétesis
.t $#: w» LN () es continuo de segundo

orden., Estas hipétesis muestran aqueV¥ t’e T’, la variable 5 (t°) es ls

integral de la funcién en L*(Q,1""), relacionados con ui
'y = s
n (t?) I‘ e x q (L2, ) & (£) p ().
En efecto. puede falltarnos. tocar ésta relacidn para toda t” fija e
T’, se puede simplificar 1a notacién poniendo +(t) = &8 (t’,t)

Y
denotando nola vatiable np (L), Dm,ia:integral definida yanteriormente,f
tenemos: ;

YVwe LA + (g) LN By p (LY.

con la propiedad. resulta:

especio de probabi}idad
sobre LPC 0 ), la in

faLCa(T) e le.1lama 1% gehtia:ccmpacta para las

funciones, sus ' ‘derivadas . primeras ‘ad =" 8/8t, definen el
T o Ll o S | 3
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operador de derivacidn 5iguiéntes de la o vector de basas bde RS, 1 <

< d. Entonces, a = a’ transforma el proceso ¢ () - 61' o{ 3.
Suponiendo que t +  (t) es continuo con valores dentro de L¥am Y Qque
para toda t fija e T h'1 (ZF Ct + hbj Y - (£)) tiende a un limite
L0 - an.

Se deduce con éstas hipdtesig:

= = i -4 -
n (&) Lo = e op™ Cf Cteph) - 2 e

I.35. Tramsformacidn de procesos estocasticos contfinuos de segqundo

Si ¥ (t) es un proceso estocastico continuo de sequndo orden, se
quiere saber si se puede asociar una variable aleatoria 2 con valor &

dentro de un espacio funcional, como se hizo anteriormente. Entonces,

se puede definir como se dice le transformacidén de la variable 3. De

las férmules de la seccidn enterior. que nos definen directamente 1la

transformacidn de un procesc estocastico definido por la variable g.

Esto motiva las definiciones siguientes:

3.%6. Definicidn.

Sea [ (L) un proceso continuu de segundo:

bvqehq;VQeffnido "sobre

con valores en F. : :
a) Sea @ una funcidn medible F + F7 . Elipr
llamado la transformada de £ (t) pér§'¢

b) Sea @ (t°, t ) una funcidn contfﬁda (F.F?). Entonces, e

proceso ( } e (7)) = ITO“ it Kol t) es llamada
rmacibn integral definide’
en la seccidn snterior. Suponiendo WLegral exisle como:
integral de Riemann generg{z:ada
c) Finalmente., si 7 ienos que -para toda ti
N -1 - b
€ T. el cociente h

i'ende a’ un 1imite dentro LiG

Q. F ) s1 h » 0,

=e dice que’ d

‘geaunda’



Se nota que todas estas definiciones son funciones,si los procaescs
construidos ¢ (Z(t)), n (t*) Yy a& (L), son procesos de segundo orden,
as! como si los procesos ¢ (F(t)) no son forzosanmente de segundo orden.
La proposicidn siguiente, es una condicidn necesaria y suficiente nos
permite reconocer si un proceso de segundo orden dado, admite una
derivada parcial en media de orden dos, expresando asf la funcién de
autocorrelaciédn de Ok(t) en funcidn de estas I (L),

3.37. Proposicidn.

Sea T un espacio abierto de Ry 3§ € ¢ 1,...d). Sea £ (&) un
proceso de segundo orden con valores complejos definidos sobre T, de
funcidn de autocorrelacidén R (t,t?) . Para que £ 8t) permita v
derivada parcial en media de orden dos en relacidn con la coordenads
tj, es necesario y suficiente que para todo t € T, el limite siguiente
exista:s
lim h7n’™ (R (t+hbj ,tﬂ'.’bj )y -R (t+hbj,t) —R(t,t+h’bj Y 4RO t, bt L

hsh?’20

Si es asi,

2 R (t.t2), . ) :

; atj S :
existe, y par31E0do'(t;£f)'eiT:§”T

»el’lihifé segdiente existe:
ot OR ehb £ 4 . ‘

"R ‘th_

Tim .t hes

h,h"-».o’v'
nétese, I~ R

at av
aTiaL

este limite es:
R, P L 0o He
& de -

‘Se puedé:‘aemqétﬁar' que si-la 'funcibn R -(t,t’) , es



doblemente continua y derivable sobre T x T, entonces, para todo (t,t’)
aT x T, el limite definido existe vy es igual a la cantidad

R

(e, t?). en célcule diferencial,

Otjak.’j
Ejemplo de aplicacién de la demostracién anterior. ST e

Un proceso de Wiener con valores dentro de R, no es jam&s < un
proceso de segundo orden derivable en media cuadratica. e A
En efecto, R (t,t’) = min (t,t”) vy para h < h*3

h?h*™ ( R (t+h,t+h’) - R (t+h, ) — R (L,t+h’) + R (£,e)).
e Ll A A O T T2 L _

Aplicando lo anterior, can procesos de segundo orden

estacionarios de media de orden dbs,'se-obtiene=

Corvlario-t.

estaciorario.de media de orden dos, definide
un

Uﬁ-ptdcesbﬁf W
sobre el limite. es

: 5L _tb&556. de  segundo orden, QErivable iy
splamente, si el limite
lim | Rt R R L?h,if:’ﬂf) SR (t4+h,t) - R (b, t+h’) + R (L, t7)).
Denotando el limite -”RfA(t) :

_igUientE‘existe pars todo resl t:

Uk, t¥h Y = - RY ().

SUEC b )= R (KD .

Cerolario

Z..

edid défdrden dos, continuo -de!

dentro  de R, donde 1la:

mqmeﬂto espectral de ordeng
erivada de media de orde:
=1 U% miud . o
Rty 6 _ |

stocAsticos clasicos gg:

Sea. CUiyim) edida positiva m
sobre la tribl U de p a“funcién © determinista



£(t) Jdafinida sobre T admite una representacidn {nteqral. si existe una
fun&ién g (t,u) sobre T x U, tal que para todo t, g (t,.) esintegrable
en relsciébn con m, tal quet

f () = IU g (t,ud m (uw).
En el caso particular que U es un conjunto despreciable, la

integral es la suma:

fF (t) = zkeu 9, (t) LN

De Lales representaciones integrales, o su forma en serie, son muy

Adtiles en andlisis metemadticos y sus aplicaciones, desarrollando de una

funcidn siguiente de funciones propias, desarrollando de una funcidén en
series de Fourier & en integrales de Fourier:

veer', = azmds  (F £ @ &Y de.

En este caso, la Transform32a de Fourier F f tiene en cade
aplicacidn un significado bien preciso. El fin de esta seccién es
obtener representaciones anilogas a la integral:

T (t)y = Ju g (tyu)y M (w.
En 21 caso de que § (t) es un proceso estocistico de segundo orden
socbre T, con valorees dentro de ia cowplificaciédn F ‘de ' un

-

espacios
euclidiano F.de dimeneidn n. Dondz pare -tudo-t {150 de T,& (L) e
" . T i

L

(Q.F) es ménténidg_dn elemento ™ de un ;espacio“ vectorial de
dimensién infinita, “‘ T i by .
De la +érmula anteriot,é:\(t,ui”

escalares. Dende es necesarioreemlarar. laimedi

estocistica , que asocia-a todo € U
Mo, ' ' L

La representscidn inteorsl de’ 6dov*proce50 de

seaundo orden, se.escribe: £ () = E C ¥ 35 & Fr () esta

centradoyises-supone e _esta.secc

3,40}5T¢'remaff(’

Uy ) eon valores

valores ‘complejos



Se supone asi, que t describe T, las funciones g (t,.) engendran u

sub-espacio vectorial L;’déHSb‘dé U,:tr:m).Entonces. la

aplicacién lineal:?

L—= L (o, Fo.
£ ka" £,8 (4, — e Fp B R,
se prolonga por continuidad, en una isometir-fa biyectiva nombrada M.
M
L2t trm) ——s L, .
] L!(Z)es el subespacio vectorial asherido de Lz(Q,F).enqendrado-
por las variables f (t), t describe T.

3.41, Medida especiral estocastica.

M

a) La aplicacidén LEU, & om0 -—aLé({);-es‘ $1amada medida
espectral estocAstica y es cierta para‘toqﬁ 'fjé,Lf(nu;,tk m.) s

MY = £ f(u HIi(u

U 2

de esta manera, si I' es la funéiéﬁf\1hdxcatri;‘fde un © elemant
cualguiera de la tribu U, ponemos: M(B) =M (IB)
b) L& medida espectral estocéstica M tiene las propiedades
siquientes: : B '
Si los ensembles Bk s0N di;juntqs:
» Mmoo ©E =g T B
Sean BE y R =18 }a integral "escrita dé tal manera que conver
E CMUB) @M (B))) = m ¢ B B, a
igualandovlaé fra:as de "los do$ miemEra5,'teném55=
CCCM (B2 UM B s Ctrm ) OB A B

~_Finalmente, la.repiesentacién i

3.4 Corolario

[

By és un proceso: segundo

orden,

definido sobre RY, estacion




R (t,t') = s . e(<u,\.-l’> miu) = 8 R .l<u.l.) aU:u,l.‘)

miu)
R R
Por otra parte, las funciones exp { 1 <t,.>) son densas en
L'(Rd,tr m) pero si ¢ e Lx(Rd,tr m) es ortogonal con todas lasg

funciones exp { i<t,.>) , esto significa F (fm ) = 03 donde f
nula por todo. Como m ® O, esto da +f = 0. Por

es
10 que tcenemos!
YterR, r (1) =5 & mw
a
R
Ejempl o?
Sean Qs Ay .. aNuna serie de nameros > O y sean u(l),.oul(N)

una familia de nuameros reales distintos. Sea f (t) un proceso centrado

conti{nuo de segundo orden estacionario de media de orden dos,

definido
sobtrre el limite y tael que la traza de su medida estrcut ural m, esta
dada por:
. N
tr m = }:‘:=1 o 6u(k) .
Entonces, la medida especltral estocAstica M esta centrada

E-C)bN:_aUk_1 {
ulk) 2. M se caracteriza por el hecho de N variables aleatoriasj;

X,g= M (Lu ) e ¥ 0.F r.con a, = E (B X t* ), entonces:

N ictutky

al. (t) = ’

P ) Yt real 13 {;=‘ e xk
.Esta relacidn significa que el proceso £ (t) es una combinacién linme::l
icon. coeficientes aleatorios de funcicnes armbénicas exp i <tyulk)

~donde las pulsaciones describen la parte de R que estd cargada L

“lamedida espectral de Foisson. Las relaciones

z" - = = N 2
ECHEWIN =Sptrm=gfao =5 " E (X 1)

comenten que el proceso de Feisson E(t) es una suma de términos, :

que corresponden con diversas pulsaciones utk) que aparecen en la:

descomposicién del proceso. Asi,

2, . .
Vgt = sote oL .

el Corolario 1 precisa la relacidn E (

o: orden . estacionario en:
ﬁbMplejos.fﬁonde Ta medida espectral de!
1 ih‘ervafg cerrado [~B.+B 3.

51 conectames los!




3.44. Esperaspzas condiciolnales y gplicacjones a 10s 0rocesos.

Teorema y Definicion de esperanzas condicionales.

Sea ( O, T,FP ) un espacio de probabilidad, y sea 7’ una sub tribu

de 1. Dencotamos P’la restriccién de P con T°. Entonces, para todo

g e L’_‘ () existe una sola clase h e LP,‘ () tal quet
YyYBerT’, I. g P = I’ h P:.

Esta clase denotada h = E (g | T?’) & T g es llamada 1la
esperanca condicional de g relacionada con t’. X

En efecto, para ver que la clase h es wnica si h * y R
verifican la ecuacidén anterior, con h = h’- h" cumplen § ;h P =0 pa s
toda B € t*, con h= 0 P’-as{ seguramente. Fara g 2 0, la existencia
de h resulta del Teorema de Radon.Nikodym. La existencia de h en
general resulta por linealidad, poniendo g = g* Yy g— s las funciones
g+ y g e Lr,‘(n)son positivas., La definicién precedente se

puede extender en el ceso g tiene valores dentro de un especio

Euclidiano: h” con valores dentro de F.

3.45, Definicion de la esperanza condicional.

Sea f una aplicacién medible de espacio de probabilidad (Q,7,F)r:

con valores dentro de un espacio medible (X,v), vy sea 10 = £ Y (wT

la sub tribu de v engendrada para . Sea B = F (p)la distribucidén de f,:

entonces, psra todag = L’ﬂﬂh existe gna sub clase € LQ‘(X), tal quef
VBev, IH h_ @ = I.q g F.

f (m)
Nétese FPla restriccidn de FF ocon 1y denotamos b el elemento de:

Lp,f(Q} que verifice la definicidn anterior conh = h_.o f. En el caso

7 Tparticdlar’ con*la condicidn en relacidn:con.1a tribu engendrads por una

variable éleatoria £ 8 09 X se escnibe»ﬁ; = E (g[f) y tenemos:
h_FfE1Kg‘f,'”’ L s

h como . .Sdn"llémadas las esperanza

conrelaci®



vy la medida de Lebesgue dt. Sea T’ lasub-tribu de T endendradé para
la particiédn definida para los tres subintervalost
I‘=t0.1[.1’=[1,2[y1-=t2,3]

Entonces, para tode g e L"(n), la esperanza condicional [
(qlr') es definida por la funcién h ¢t [0,31 + R 1a cual es

constante para cada intervalo I.i y que es igual a J‘I g dt sobre
b
Ij, = 1,2 y 3.
b) Aplicando la segunda definicién de espet-anza condicional, en el
caso particular con § una variable aleatoria con valores en X = R
s provista de una tribu Boreliana. La distribucidiy conjunta Q°

de ¢ vy g, es una medida de probabilidad sobre R x ®, donde

R

imagen para la primera proyeccidn candnica rr‘= R™ x R + R" hace 1la

digtribuciédn @ de f:0 = n‘(D’).Ccm la integral para todo g =3
L.P‘ M , existe una sola h_  tel ques
¥ B_ = boreliano de R" , S h_ (x) B (x) =J g @ (x,y).
- n (B>

Por ejemplo, suponémos que C!’ nos: - da - una. densidad continua i
estrictamente positiva @ 7(x.y) < L (IRM’, ax dy . Con a =rr ety -
una pequefia densidad : :

Donrde h_ Gy

medio deiina; bucxén de probabilidad yxsobre»[k"

= » ™ +m
.. (y) vp (Mey) 7 ..!'_0D

P,y dy
K= dx(y) dy es
sacha,ntr que f = % :

'i’bu'g:“i &n de prrobabilidad sobre ell'pr-:oducto X % Y de

Cb«ipletus“ separ'ableé .Sea‘ CQE= rr Q) la 1magen
1 ' pr oyeccxér\ car\émca.v Entcnce&. existe une
<Fam111a ﬁy*‘ ‘de dc:=-d,1 ,tr 1Ducaun=s de prt obabxlxdad sobt'e. Y index&edss

er:n _"X "rncamente fuev ] de un con_;unto G‘ despr ec:able de X, tales gue par
todo - m e L _‘ 8

.

:(‘w,y) p‘(y) es.




Q-integrablet
FI xxy™ (”x.vy) A’ {n,y) = J‘x Q (x) J’Y m (%, y) B, (y).
Se dice entonces, que 1px) ‘g%  una . desintegracién de G, vy se

escribes S e L

QT %,y ) = J‘x 6)‘, () @ H.» (v} @ (x*).

3.48. Propiedades de las esperanzas condicignales, .. -

T, T
a) La condicionalg —E g es una. aplicacidén lineal
positiva.

b) Si v, es una sub-tribu de T, T

en relacidén!

T T,
con 'r‘= E ‘(gh) = h ( & gl.

) Fara toda petl i,+o 1, la aplidgcibn ‘lrin‘é.ral ET’ induce unai;
i fo ]
contraccign: L,pﬁb - L’P(Q) .Es mis, para p'=2, E' coincide con
1 " g
. proyeccidén ortogonal de LPz (2) de imAgen Lr P,

. 1 - A T :
e). Sea H un sub-espacio formado deLz(n), tal que toda parte finita de

proporciona uns funcidén BGaussiana centrada. Suporiiendo qvue' Trorest

conjunto engendrado por los elementos del subeepac"ic‘ formado Hsde

Entonces. para toda g € H, E * g es na proyeccidn ‘-ortogonal de g;
sobre los subespacios H de H. R e :

Este resuwltedo es muy interesante, porque de uns n]anera' global, ,}33

. 2 S ;
ezperanca condicionsl de g € LP (f2) en relacidnocon: el conjunto T

engendra un sub-espaciu formado de cuaqui_:e}‘-_" Lr 2 es la

proyeccidn ortogonal de g sobre los guu»ssp'ai:‘x:‘o ’ 2} 4orm55a, por

loe elementos meditles con relacidn a



@-integrabloe?
S X x ¥ m (x,y) Q’(x,y) = J‘x Q (x) J‘Y m (x,y) px (y).
““Sg’dice entonces, que (uxr -8 Una_ desintegracién de Q, Yy se

escribe: . i .
> = L ’
Q% ¢ x,y ) Ix 6x,.fx) e, (y) @ (x’).

3.48. Propiedades de lss esperdnzas condicionales.

T

a) La condicionalg —E ‘g es una aplicacién lineal
e

L
r

o » Lp'(n) que tramsforma toda funcidén g . 2 0,
1 : e
positiva.

b) §i T, es una sub-tribu de T, < T

c) Se h es una funcidén esencialmente limitada Y
T - L
con r: E *tghy = h (E' Q.

d) Fara tode pel 1,40 1, la aplitac?éh”'}inegl

Sgn
contraccidn: Lrpab > L’ P() .Es mis., para p = 2, E.*
1
proyeccidén ortogonal de L’z () de imadgen L' P .
o . f |

e) Sea H un sub-espacio formado deLz(Q). tal que toda parte finita de

coincide  con.. 1

proporciona una funcidn Baussiana centrada. Suponiendo que T‘ es ‘el

conjunto engendrado.por . los elementos del subeépacio formado H‘de H. !
i AL R g :

Entonces, para toda g.e H;

sobrec los Eubespa:ios.H;aet”

Este resultado e muy

esperanza condicionﬁl“‘ el conjunto T;

< de L, 2 es 1a
i 2 .

engendra un sub-espacio
proyeccién ortogona Q) formado por

los elementos medi

3.49. Definicion:

una variable aleatoria -
ocrelemento. A e v, teremos:

) T .
n(EeA)' L4

del- evento

CE e R

Fara el casg’ por



n.variables reales Z‘. ces tn. tenemos?t
P({aAl{,..r.rzn)=E(ntalt‘,...,tn).'—r——-
-Con las convenciones precedentes, esta esperanza condicional - puede
,xdentxf:carse con una funcxén sobre R y denotada:

( u‘.....un) v-—» P(Zen| z‘ = u‘,....tn = ).

3.,50. Definicion de coniuntos F F F .
. L - ; -’ o, =. O

Apiicando las nociones precedentes, sea un proceso estocaAstico
T (t) definido sobre [ O.+ow [ con valores en Rn, con la ayuda de un.
espacio de probabilidad ¢ Q,7,P). Fara toda pareja(s,t) de términos’
tales que s £ t, tenemos:

F = conjunto generado por z-

-

F = conjunto engendrado por las variables Zu‘ s <
F

u
= conjnlo engendrado por las varicbles tu‘ u 2 e,

por el:
i
4 (ki

‘de ‘paso . ¢

Como F__ ‘representa le familisd
pasadoc del instante . s. de.un. e
con las variables liees déi(

el instante s <t

3.91.

Qe

; unals

£ siguen Vs propiedad .de  Markov,!




es 1lamado- "procesos de Markov*

3.53. Pre-Propiedad de Markowv.

( o propiedad estricta de Markov). Seat o0,2,P ) un espacio d
probébilidad, un conjunto T totalmente ordenado de parémetros 1lamados
instantes,  y un espacio de estados denotado R". &éste no cambia si R es
un conjunto 1limite o despreciable.

Se dice que los procesos ¢ § (t), t € T } con valores en R" tiene
la pre-propiedad de Markov si para toda k, y para toda familia (k+1)

instantes s‘ < 5: geaeeX sk < t las probabilidades condicionales de

un evento relacionadas con {l en relacidén con los conjunt: &

engendrados por {.,...., {. » con relacidén a los conjuntos generadaos
1 2
{- , son iguales. Dicho de otra forma, para todo boreliano A de R".
k

P({'_EA,[-,...,{_ V=R (X o eA X .
1 k k

3.54. Otras formﬁlaqiones de la pre-propiedsd de markov

a) Para todo y pgra tada fam111¢ de " (k+1).. instantes
) : rE nk
y.ﬂy,ug)'é R “con

,ig aldad’ - siguierite de

=L OCE = u ).
de vista . préct:co. decir que ({) tiens 1a:

pre- propledad 'bMafiov{ significa. que para todo instante s

) "
consxderado como 1nstante presente, v t s el conocimiento de Elen-
n

la Ubservacién ”E‘~no aumente, si se le - affade & la observecidn de:
instante cualgquiera pasado. ) . e

U "déi pasado con el instante s, sa define como el conjunto}
engcndradu paa las variables F (t) para t< s, La pre-propiedad d.

N
Merk

v es c1erte para todo Roreliano A de BT y para  todo par d{

;1nstantes"s <t

s RCE en | F .




giendo ( f ) 2 O, un proceso con valores en R", que sigue la

prepropiedad de Markov, tenemost s = digtribucién de (L H la
distribucién conjunta de t. Yy tt,... para las O € s < t fijas, tenemos
p ¢ s,x,t,.) la distribucidon condicional t‘ si E_= x ¢t se llama a
esta distribucidn definida por H, caso todo x es tal que para todo
Boreliano A de R"Y O £ r < t @

PCg enr | g, , rsXxss) =p (5,0, (),tA.
a)Entonces,para 0 £ r < s < tfo para “r casi toda x & E" s la relaciéd
Chapman—Kolmogorof+f:

p (ryx,t,A) = P (1r,k,8,08y) (P(s,y,t,A).

A2l a
yelR
b)Para todo m, para toda serie constante 0O £ t’ I ¢ tm, Y para toda

familia de Borelianos B ,...B ce ®R", tencmos:

P (t(t‘) € B‘ s & (tz) € Bz""’ 14 (tm? € Bm?.

= Ix e B pi(x‘) Ix ep F ( t‘,x’
1 1 2 2

... € = Pt x B )
x m—4 m-2 -2 m-1 m
m-1
3.56. Ejemplo. ;
: N B 5 Ve L : 1
a) Fara un proceso de Wiener con valoresienbﬁi;_QQhé@oéi" !
W= (W- W) + W, la diferencise (W- W) es-independiente de W . '
t t L s L B T e s

Consecuentemznte, para O £ s <t

p U syxat.dz) = (2n (E-s))]

es une medids Gaussisne de media

= b4
%r Sar S
by Fara  un
indepenﬁiéﬁ:
es 5 ipars
CL e
(s.okity

FOisson, - de media|
(t-s) . :

 ‘sobre RM(relativa con

i



un proceso sobre R+ ) la base de una Familia de probabilidades p
(Xx,s,t,.) sobre R", depende de tres parametros 0 S s < t < @ vy x @« r"

—-giguiendo:las dos propiedades siguientes:

‘a) La aplicacidén X — p (s,%x,t,A ) es medible para s Yy ¢t reales
y A borelianos fi jos.
~xb)e Tenemos para r <s <t la ecuacidédn de Chapman—-Kolmogorof+f:

p ( ryx,t,A) = & n P (ryrx,s,dy) p ( s,y,t,A)
R

3.58. Definiciones complementarias.

a) Se dice que un sistema de probabilidades de transicidn es

homogéneo con relacidén al tiempo, si ¢
P(s.x.t,AR) = p en (O,x,t-s5,A)
los cuales son 0 £ s < t, y que sea el Boreliano A.
b) Se dice que un procesoc ¢ tL) sobtre R+ con valores en R" admite el
sistema de probabilidades de transicién p (s.%,t,.) si ¥ 0 <5 < t
y para casl todo » en relacidn con la distribucidén Ea' p (s,x,t,.) es
la distribucién condicional de EL siendo (-= #». Dicho  de [
forma. para todo BorelianoA de R":
FoZ ehn | E ) =p (5.8, () ,:t’,{-‘\").:,

P« {r € Br,

de

_g_Markov;‘”

~eSiendo ¢ ‘Ui Familis de  probabilidades | de

tfahsiéién cubre R™con O < ; . ) :
&) Entonces. para todo s 2 0;. y' toda distribucidén de pronab:lidad:
u;sobre Rn, existe un proceso (zl“z s con valores er R“, tal que la
distribucidén inicial de ZG sea’ M. admitiendo dos medidas =] (
t.x, t? 0 v 5 £t £+t°, como sistemas de probabilidades de trensicadén.

b) Todo proceso (I )

D que siguen eslas propiededes es tal que
2a



Yt2s, Yh > 0 es cierto para todo Boreliano A de r".
P(t(t+h)eE[tk,s$7\$t)=p(t,(t(.), t+h, A 3.
Esta propiedad es llamada la propiedad de Markov. Como el segundo
miembro es medible en relacidn con la sub tribu engendrada por tﬂ
tenemos sequramente la unicidad de la esperanza condicional.
P({(t+h)eﬁ[£k.557x5t)=?(z(t+h)eA|{‘)
=p (&, tl (.) 4t+h, A ).
Ast, la propiedad e Moerkov incluye la prepropiedad de Markov.

3.60. Tiempo de detencion.

Sea € £, t 2 0 Jun proceso definido relat
probabilidad (0.1, P). Para todo :-s d-
5

parada, es una variable aleatoria con valores: en:
; al. conjunto F

tal que
para todo t 2 s. el conjunto < T <

generado por todas las varlables t af' ft.‘En'el caso

particular s = 0, se dice que. Tt e: un > " de barada.

Siendo  ( {)lsu
admite ‘1as probab*
propiedad de” Narr'

Yy con h >'O y

con:

3. 62,

Ezstadisticas ‘cobre 4unciénes aleatorias.,

"bLenxdos.

depenuen dE~.

quc c=racter1-an las 4unc1one ~aleatorxo5 de eulrada.
s, i

_b) Los parémutvo= que carac-amx:an ]a modelncxxén del 515tema &15::0.

e Fop eienplo, see L P LrE 14 (t) rcntysdo, de ‘med‘a‘ de- orden




dos, continuo de segundo orden definido sobre R, con valores complejos,
‘donde la medida espectral de Poisson se denota por m.
Este proceso de filtrado por un filtro donde la respuesta al

impulso p es una medida acotada. Tenemos: & » n = u e ¢, y la
varianza de sefal de salida, es:
2 _ 2
oy = SR | H > |7 m ).

En esta fé&rmula, m depende de la sekal de entrada, tenemos que la
transformada de Fourier de p , no depende del filtro.

Se puede obtener una buena precisién y es facil estimar con
suficiente precisién los pardmetros concernientes al signo de entrada.
En el caso particular a este sistema vy en el caso de estimar an!, este
parametro es la medida espectral de Foisson m.

Para efectuar el modelado de la sefial de entrada, se dispone de
elevados experimentos de trayectorias. E1 problema es utilizar esto
para construir la estimacidén de parametros de la distribucién de 1la
funcidén aleatoriat este es un ces0 particular de métodos de estadistica

paramétrica.

3.6%. Eienplos de psrametros de a funcion aleatoria.

Sea F la compleji{icécién de ‘un ‘espacio Euclidiano F e’ :

dimensidén-n.-

Uns fOncién alestoris es ﬂodelégg,ﬁdrwﬁﬁé>vd#iabré‘aiéétoéia{

. . o i‘:.
(0,7, P) —y X = € (RY,F)L P E .
Se suporie que el proceso asoci ado {b (ty = 6‘- a es ;
estacionario de media de orden dos. continue de segundo orden. i
Entonces, los nameros siguientes, dependen de la - ‘distribucidn dej
a:los componentes de orden j de la media:{ E & (t))j,é'E < :j (t)), {

El wvalor del término h de la componente de orden (j,k)wex(;;;.n}z de

la funcién de autocorrelacidn:
e e Ry (T = B CZ 0 (Lahdag,

La componente de ﬁrden (j k) de la medida éspe tra & 'ciéIfdeg
densidad contfnus S _: i : [ §
mjk (w) = Sjk (W) - E :

con valor de esta densidad Sjk en un punto w.6 $~ una:. o
parte Boreliana de R": B TN i
Praob ( £ (t) € @), v i

Relacionando ecstos pat Ameliros, se ﬁqeden} ;onétrhir -lnsi




estimsdores. S8i N es el namero de ‘pruebas - independicentes, el
estimador es definido por una aplicaciédn ¢ wmedible sobre ™. En 1a
prActica ¢ es contfnuo, la variable aleatoria @ o ( o™ es 1lamada

a veces, un estadistico.

3.64. Ejemplos de estimadores.
Se define @ (t) por 1la parte de Rd formado por 1las puntos
= <
t (t:"“td) tales que maxF‘.‘dltj]_ T. En el caso de 1la
funcién aleatoria:
a
(0,7,P) —s X = C (RY,F).

Se observa simplemente una trayectoria e(t) es natural estimar los
parametros estimados en la seccidén anterior de 1a manera siguiente:
utilizando 1os medios adecuados de ¢ sabre la parte @ (t) de Rd.

a) Se estima E Z(t)) por el valor de la funcidnt
-1
p — |R(T) | ILGQH.) Pj (t) dt.
b) la funcidn de autocorrelacidn R# (h) es estimads por’la media:d

-1
; p— | @ (£ | 4 cats ®; (t+h) o (1) dt.
c) Bi la medida interespectral de una densidad continua,ésta densidad

es estimada para toda T > O por la media siguiente & (T) ¢

~1 -d ~Lew,t> 1€,y

- B >

P > [G!(t)] (2mr) J‘_reom e p’(t.) dt ‘rt'eacr)e pk(t ) dt
d) Se puede estimar la probabilidad de Z(t) € @' por la proporcidn:
ry = | mf | / ] Q (T ( . :

con Mr es el conjunto de t € D (L) tales que p(t) € O

“Comb la trayectoria observadas de ¢ es aleatoria, cada uno de
Cectos resultados es aleatoric. . Resulta entonces que las variables’
aleatoriss ( y las estedistices ) correspofidientes a estos estimadcrss,i

se experimentan de lamanera sicuiente en funcidn de los procesos ¥ (t)f

= 6kna asoci ados conle funcidn slestoria a.




b) la variable aleatoria componiendo a con b) de la seccién  anterior,
Test = H L .

-4
thy = | @)y | Faml;itrhy g, (o dt.

. Rikr
c) ‘La variable obtenida componiendo & con c), es:
SLht (w)
-d -1 -Lew, by i<w,t> , »
(zm) et | .rleome Ej(t) dt It,&me T, & ydt

El Tevurema de Fubini nos permite entonces, calcular la media y 1la
varianza de estas variables aleatorias de segundo orden, el cual nos

permite calcular parametros importantes:
EJEMFPLO:

Una funcidn alestoria con valores reales de la variable real t se

modela por una variable alestoria

via. o 3 0 » C(R) tal gue el proceso asociado F(L) = 6‘.- a
es estacionario en media de orden dos, continua de segundo orden. Se
estima la media w por la variable:
. -1
m‘_ = (2t I_f (L) dt.

Conqciéndc esto, es facil celcular su varianza v(t) y ver que la

+T

;funcidn. aleatoria es ergédica en media, si la funcidn de covarianza

c(t) del :proceso L (t) es integr'dble'en médulo. Conociendo C, se puede

deté’rfmi'r\ér “T. tal que:

Fb = ¢ [m_=m| < 1071 £°0.99
SRR T . ; S

Elyrde.

Dande=1a:v:

error es? .



o . e .
) J‘I‘k(?),; C(t u) dt du,

con A (T) define el cuadrado de |t| Dy ]ulﬂs T.

2T

o (1=u/ (2D)) C (W) du.

El Teorema de Lebesgue muestra. que. v ,(T),”ti'ehde a cero cuando T

vVim =1t

tiende a @ si C(t) es integrable. La desigualdad de Tchebychev hecha
para toda a>0: :

v(T)=J‘n(mT—m)

Parza® Po o |mo-md| 2 2.

Po | mo-m| 2 1 - a® veTy.

a® vty < 0,01

%}
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fig.

La respuesta de un sistema a una excitaciéﬁ aleatoria, es tambien
un fendmeno aleatorio.

Muchos fendmenos aleatorios  exhiben un cierto. patrén, en el
sentido de que lous dos datos pueden ser descritus en fendmenos de cier
patrones. Esta caracterist i ca de fendmenos aleatorios, es llamada
regularidaed estadistica. Si la excitacidén pt esent.a regul aridad
estadi{istica, tambien la respuesta.

En tales casos, es mas factible describir 1la excitacidn vy 1a
respuesta en términos de probabilidad de ocurrencia antes de buscar una
descripcidén determinista.

En éste capitul o, desarrollaremos las herramientas de le
épfcximacién estad!stiua pafafel“ana]isis de- vibraciédn y el uso de

‘esteas jerramientas para’derivar-la respuesstaiide sistemas lineales &

‘excitaciones aleatories.: o

a4t linea

Trensformaci 6o
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m

y para § y §’ tenemos F <f.+’>r = 25=1 {jfj,.En forma anklogae para el

espacio G, erxiste una bese ortonormal Ge‘ denotada { e'l. e’z,...e' )

n

Asf{, uno puede reemplazar el espacio L (F,G)y, por un espacio de

matrices complejas , de n lineas y m columnas,o sea, las compol

del operador.

ientes

Todos los elementos de A = u X v serin considerados como operadore

lineales de F, donde la matriz A tiene elementus [ A ]j1.= ( ej,Ael) P

4.1.2. Definicidédn de

las transformaciones lineales consideradas,

Los sistemas fisicqs consideradas, son definidos por:

i. Un espacio vectorial x dé‘funciones o de distribuciones
X: T —> F,llamada;lg'éeﬁél de entrada.

ii. For -un éspé&iUVO cto

Ty T2 =G,

iliy For una'd

Ctransformdcy

‘funciones, o de distribuciones

strib

p.macibnwﬂ-; Joes nuls.

ucione

Se

- -



: .4.1.3,Tréns£9;¢ggiégg§ Ligggjés con iunciég nocleo.:

tenemos 1a transformacxén lineal: @ 3 x—> y = @x, en las cuales
;'la funcusn nm:leo 5e auul:la de las bases ortonormales de F oY G ,por 1o
.'talwto, ey15ten n X'm 4unc1ones localmente integrables T’ X T—> L

T(FVBY; tales que:d = q . (t’,0)dt’dt. Se puede definir entonces par

G o . i i
“toda -t e T’,una funcidn medible - (t7)=S qij(t’.t) ¢j(t) dt, donde ¢j

i i o ter

Q.

€ nucleo.

J4d1.4,Transformaciones linesles con medidas

En un caso mis general,Q = Hy - (t) % dt’con p - una medida

ST m= (F.G) dependiente del parametro t° € T°,por lo tanto:
: y(t)=1t51p (T) X (&)
"e=to EE,VlEndD El casc P;ﬂ’\.lf_ulur cuando la h.mcxénn nx)cleo es:

=gttty dr

- Consideren acien lineal:

toc_o e

continds en

C"Arr‘esucncn ente o ,’ée--;_

E=to fiai camente sxgmﬁca. yq'u ‘.de i entrada, e

valor. de’ lr_«ee}‘a] de :ahde en “an 1r1$ié_ntg t;‘,r’;&}' ‘dep:ehde de los valore



de ¥ en los valores pasados t < ;50 dicho de otra manera,

transformacidn es fisicamente realizable, si no anticipa el pasado.

Un operador lineal _@, se dice gue es estable si  transforaa

un

toda

sefal acotada, en una sefsl acotada.Y se dice que es exponencialment

estable si transforma toda sefial expunen c ialmente decreciente, en

sefial exponencialmentie decreciente.

4.2, EFilltro de convolucidén.

4.2V Definicion, - o :,v_i

s

Una Lransfcrmac1én lineal @’ . asociada. a una distribucidn  nucled

@ de T* X T con valores It (F.G), se-llama filtro de convolucidén de
Te t'= R 9 si exicte Una distribucidn tenplads. s € p’ (R, L(F,6)),
que O

t t
s .

ur ¢

tal

. donde s se llama la respuesto al impulso del filtro Q’l

€1 tomsmos las coordenadasgdé F y G, evisten n» m distribucions

templ adas 5 i tales  que: (D?tr '{E'Jf ‘St;—t)xj; de una manera

geneval.,unm puede eprovechar operadores -de . convolucion para

combinacién: linsal de tras

lesyneltes de Dirac for denso en - el espacio  de

s1buziones

4.2.2.Resoue

‘UE

{.efuéhri' vque una

de pﬂriodo T

=e pu:de represetar por series ‘de’’ Fourier. ‘o sed,

‘ser1e= xnf1n1tab de func:ones a:mﬁn:caa de frecuencxa: PWS Copel=E

une

ue las CDleHaCIDnES linesies de

funcxani perxcdzua

i

las

E)LlhnCléﬂ'
15




+ 1, £ 2,...),donde uo= 2n/T , es la frecuencia fundamental. En

periodos T aproximadamente infinitos, la funcién serk no periddica.
En el proceso, se hacen las frecuencias pwo cada vez mAs cerradas ,
hasta que llegemos al continuo; en tal tiempo,las series de Fourier

hacen integrales de Fourier:

f (t) = 1/2n I_m? (W) e““ dw (representacidédn de la integral
' de Fourier).
con: ¥ F (W) = I_;m £ (t) e dt (transformada de Fourier).

entonces, tendremos (apéndice R) gque la respuesta del sistema a
excitacidén arbitratria ( no periddica ) tasbien puede ser escrita en

forma de Transformadas de Fourier pares, Como sigue:
o ivt

con D) ¥ (W) = S _ T o (%) e dt.
con 1 x 6y = 1/2n £ T % (w e dw.

f é&sta intogral existe ai f () satisface las condiciones de
Dirichlot’'s em -m ¢ L ¢ ® ,y si la integral J._mcn RASENE-1
e8 convergenio; = si no es convergente, la Transformada
doe Fourier necesariamente no existe; ejemplo:

f [{%) = son [ t,donde la integral LTy convorgonlo."

donde la Transformada de Fourier de-1la.

‘plano. de

grar--val
Esto es cierte
de vibraviohes

NOT s

Acéndice (A S : : :
Ve concluimos que.{(tm«reprggentav.uué' {ﬁh&ién 'de'vexcitacxén}

entences, le respugsta del sigtems puede “escrito entilatformat-

Se

un

hay ‘queevaluar

los

[o] S



frecuentia ~asociada: con

, v = 2/T

P = 0.1‘1, 2,000

da de Faurxer es una herramxenta atil para utilizar

de convolucxbn. ya  que ‘transforma - la convolucidn en

K}
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Tramsformada de Fourier, es que las combinaciones lineales de
: ; : . d

seffales. exponencial es forman un subespacio denso de p* (R7). En
e - : 5 . .

consecuencia, 8 x es nula, si s’ es nula en un vecindad de aj

: t . .
y's ¥ ps grahde, si s’ es grande en la vecindad de a.

4,2.4. Filtro de convolucidén fisicamente realizable.

|
|
|

Sea a e p (R , 1 (F.G). Entonces, el operador definido potr
¥ o— s‘ X. €5 fisicamente realizadble si solamente el soporte de la
distribucidén s existe para t 2 0O,

Fara el caso de lsa funcidn de respuesta del impulso: s= h (

dt- . el filtro s % es fisicamunle realizasble,s1! para t

idénticamente nulo para t < Ojentonces,tenemos para t7 e R @

K

—t). (L) dt

gty =1 h

Definiciou..

Sea s¥ un filtro de caiivoll

por-la re;p@éstéigi fﬁpui soporte
Loma Vﬁlores‘ﬁgfé,’1>
filtro: es 1a j;' ode By & cual
de41nu*éﬂ‘pif; :

TEflé,fsz

B vias. n

distribuciones

dedinide”

© Lo pusds

filtvs ENAL )

mas pequebic def}55 

de definir s (@) a par calculando el l{miter: .

Vi e (a + i e )i o de disteibucidn.
L lam 0 P AR bR ; SRR e

>h (ty,es

las

t

\
able, definio. .

sol |

‘transferencia Gel

se

ansfor made - ge  Leplace




4.3X, Oscilador lineal de dimensiég_{inita.‘

En &sta seccién, pondremos que A.‘B v Gy jrgﬁdomorfismos

de F . ¥ A es estrictamente positivo. ASS,MA;ﬁB- son  operadores

~

v

13
[
r~

b

oc simélricos para todo f = Fe; en’fin,_x,yJY,sbu funciones sobr

=

de la variable &, cou valotes en F.L:‘_¢”~

4.3.1. Definicidy

Todo sistema fisico;regido”pqr.Qnakeéuatién di ferencial:
TolAryt iR Byt Ly =

se llama un os&flqdoh‘ 'hedede gﬁmgnsipn m. Si B = 0, se dice que

el oscilador no»és?amdktngado;VSi tenemos: una.base ortonormal de F

s
la ecuwscidn anter vede escribiv enila forme de un sistema
diferencials =
o enf

ta de ui’
>0 CE 0,
1o dinari a.
del

esta’ forrada.

tudier &l Ceso cUnln
&+ cual diagonaliza

Eiméles desacoplados.
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Congi deraimg medir (B

consis

que te en

desplazamionto del tp izsje de un seroplanc sobre un camino

rugoso y denotamos: fune reslizecidbn, :orreapond1enxe a ési
desplazamiento. : : )
Considsreos én': y

aeroplano  sobre gl

mismo camino sxnuuso ba;o condx' —enlonces, le asociamis

el tiewpo x (t) que en ganeral es d:fP—
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describe f-un

Wy, se
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se deno an
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determiniéta, 1l pregunts es: Cémo calcular 1a respuesta del sistema?

Una aproximacién sencilla, puede ser calcular la respuesta para
cada reoelizacidnn en o)l ensamble, lo cual no es muy eficiente, porque
puede haber cientous de elas en el proceso aleatoric y el manejo de
datos puede ser prohibitivo,

For otra parte, si la excitacidén es un problema alealtorio, la
respuesta es tambien un proceso aleatorio;j de tal manera,que tendr-emos
la misma dificultad en manejar los dataos de respuesta. En suma, ésto
nos da la pregunta de: cdmo interpretar resultados?,

Una forma mas eficiente de describir la excitacidn vy respuesta =
procesos alealeorios, gue se presenta de una manera mas deseable.

Fara éste fin, es necesario abandonar la descripcidn de excitaciérn
y respuesta en términos del tiempo. en favor de una descripcidn  basada
en ciertos promedios) #stous promedios, se l1lamen estiadisticeos. Cuand
éstos  tiendsn & lTimites reconocibles, cuando e naimer o de
realizaciones. el procese aleatorio se dice que exhibe upse regularide”

estadistica.

Asumimos nuestro proceso.,cun Srealizaciones

% (O E=1 20 )y c lcu1 mc5 v=lore= lo. largo de la

ccleccién de - -del. - conjunto

npo-dado tzt‘,ea ur.
prom=diosd : lor’e q dandoles igue




determinista, 1a pregunta es.V06h Tale 13'?e5puesLa del sistema?

Una” aproximacién sencilla. 'la. respuesta para

cada reoslizacidnn en el ensamblq, lodcual no s’ muy eficiente, porgue
puede heber cientos de elas en el pIDLEhD alestorico y el wmanejo de
datos puede ser prohibitivo.

For otra parte, si la excitacidihy, es uwun problema aleatorio, la
respuesta es tambien un proceso aleatorioj de tal manera,que tendremos
la misma dificultad en manejar los datos de respuesta. En suma, ésto
nos da la pregunta de! cédmo interpretar resul tados?.

Una forma mAs eficienle de describir la excitacidn y respuesta
procesos aleatorios, gue se presenta de una manera mas deseable.

FPara éste fin, es necesario abandonar la descripcidn de excitacidn
y respuesta en términons del tiempo, en favor de una descripueidn  basada
en ciertos promedios; éstos promedios, se l1laman esiadistiices. Cuand
éstos  tienden a limites reconocibles, cuando 1 namer o de
reslizaciones, el procesu sleatorio se dice que exhibe upa regularidad

estadistica.

Asumimos nueslro proceso
%, (0 ”""1~2---'_'f";: :
coleccidn de realiz:
-~ -El el

peomedio de 10s

pesod

Hse obtxene del pruuL Lo de

¢h,a dob’ 1Empu5«

S RUmEr O

FES tpdo'é 'I“os"bosibvlyes .‘promedios




egstactonarto.

3,4 Fromedios de tiempo. Proceésos aleatorios ergédicos.

By

3.

‘de Laoino

4.\ ‘_.'g.lcr_-fés :

(falta) 4 y R, generalmente requieren un numero grande de
realizaciones. Bajo ciertas circunstancias, es posible detener el
mismo velor medio y R de %y (t) ) usando una sola ‘“representativa®
funcién sample, y promedisndo & lo largo del tiempo €, se les llama
promedios en el tiempo & promedios temporales.

El valor medio temporal, se define:

o T2
by (k) = ]“nt-bm J"_.l_/2 %y (L) dt.
y la furicidn temporal de autocorrelacidn:
R K.F ) = linm 17 £ T x (t) w, (L4F) dt.
x [E 1. -t/2 3 3

Si el proceso ka(t) }  es | estacionario, y 'si el wvalor medic

tempar-al vy Rx( k.F ) son '1us-nmismds, ’ihdependientemente de las

realizaciones pasadas. xg(t)- sobr cusles. se celcularon  ésto

promedias. enlonces,: el

oun .. proces

necaesariament

sol amente una
un proceso
completo. L

‘esentativa  del

ukb;é:o’aléatg Tas realizacidnes
particulsres usad L

Muicfhr_r-;!v' oY

ergédicos. L estac1oriario,

enloncesynosotros. deted dio e lugar

LNmE den ine imEdid

por l& veriable! Le dofinic)dn



= - ~ese

La raiz poiitiva se llama ratz cuadrada medta, & (rcm).
Fara un proceso ergédico Hos la rafz cuadrada media es constante.
En éste caso, H, puede llamerse la componente estadist(ca de x (t) y_
v (t)y = Hos la componente dinimica.
Nos interesa el vdlor medio cuadrado de 1a componente - dindmica

llamada vartanctia:

o= lim W2 B SR GUVERE £°% S St TR
x t+m -T/2 . ®
La ralz cuadrada positivda, es la-desviaciédn estandard.
2 _F2_ 2 L u
ax - x “x

45, Euncioues de deusidad de probat

Informacidn concernienle a +las  propiedades de 1las wvariable-s
aleatorias. se pueden obtehérﬁ”de “las funciones de densidad de
pr-obabi lidad. : e

Frrob [ x () < w» 1=

3.5.\.
Propiedades
s) mondtons crecient
B) P () = GL
©) O € FGi) €000
g) F oG =1,
Funcién' de den idad.
dR '

Al ClrRTte eentral. 8l

hingupe dg o les:

e

distrmipbucid .

otrs gr

definide po



3.52.

) ;;oui@il;i}a a ¥

alealorio.es

densi dad

- Medie Zhadeads @ d‘c-ir’..

E

. .Considereios un
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(wr w

segtta e S

ad P (x)y

P y) - conocidat

de uin proceso
~a T una  funcidn  de
riieindoe la funcidn

n analeg amplitud

de-densidad F(x),

Tdiomn una  Ffuncién |
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def;tnic:én, 1a
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-
§ &ata integral oxiste i ? () watisface las condicionas de

Dirichlet's en -0 ¢ t ¢ ® ,y si la integral J'_mm lf(L‘) ldt, )
@8 convergente; = si no es convargente, la Transformada T
de Fouriaer necesariamente no exisle; ejemplo:
t () = sen & L, lo integral es divergente. P e
Si £ (L) representa una funcidn de excfta;ién,~:éntoncés, la
respuesta del sistema puede ser escrito en la: forma: : S

\pvol

o
% () = % G C e
p=-m P P

donde Gp.es la frecuencia de respuests

ast
Entonces. teneanost

fr = TR ®ocC

ar bi

Trang

{':’F,Qr e

de :gran
como  er

i ormacTon ecerca | de  uWha

Cvariand i o e,(uu¢x¢h de densiosa de

polencie. /especirall nos e le misine Informacidn en el dominio de  la



funcidn”

Para procesos aleatorios” ergédicos, - la.  fuhcidn de densidad de

potencia especiral, no nos da esencialmente informacié&n n

proporcionada pot: 14 funcisn de autocorrelacidnjg en ciertas
aplicaciones, la primera forma es mas canveniente que la segunda.

Si tenemoe la funcidn represantativa f (t) de un proceso aleatorio
eraddico{ f(t) I}, su aulocortrelacidn es ?

R, (r) = lim o 2V 0 T g ) £ (tery dt.

entonces, definimos funcién de densidad de potencia espectral
S}(w) como la Transformadas de Fourier de R’ (S S 3
©

_ -iwT
S‘ (W) = J—m Rf (t) e dT.

0 la autocorrelacidn se puede obtener en la forma de la Transformada de
Fourier inversat

B (r) = 1/2n £ P s () eV gw.
f . — ! :
pat'a entender el sianificadov fisico. se hace 7 = Of
- — . T/2 2. - e [
Rf (0) l1mt*m /1 I_T/: R f’ () 1/2n f‘m‘ Sf(“) dw.

Si f (L) es-un vollaje, el véid xéd#&dd medio  representa la

100

potenéidvmedi&;disipadafen i .por-lo. tanto,

S (W) /2n

W) e 20 es L
1 o de densidad  do

Cecono la’ densidad

&)l

,b)-sf(w)

o gs08

entonces

- Ry (E5

SvelorimEdin cusdi sdo de unlpr oceso

Ve dengioed fde potenctis espedtral . es



de banda para procesos aleatorios.,

_L 1den51ddd espectral media Cuddldddr(w) nos da una medidae de 1la

represehtacxén de  frecuenciss deodas ©n un proceso aleatorio, nos
_11m1Layemaa a procesos alealrios ergddicos, los cuales se identifican
por -la forma de la densidad de pntencia espectral,

. o En pat-ticular, nosolroes digtinquimos entre procesosde de
banda angoste v ancha.

Un proceso de banda sngousta se caracterizas porque sfun tiene
valores significativus, solamente centrados alrededor de una peguefia
banda de frecuencia ) centrada alrededor dela frecuencia
correspendiente al maximo.

Un realicacién representetiva . de éste proceso, contiene solament

un rrango estrecho de frecuencias ;

En el casso de procoso;‘de. : anth?,' Sf(w) tiene muchos

‘ band friécuencias, cuyo ancho es del

mismo ovden  de magniLUd e entral - de la bandaj

une ree])*dcl*n dé : qa nuhero gr ande G
Ki

frecuenglas.

Eri

dos  funciones delte

Y
y Qi S (w) unx#ormc covr&span : : las
Funcaune— étén‘xcuelmente rlept e el pllmErD serad aleaturio =1
el gnaulc) ‘de #e- -est :;e)éatb« 1bu$do y el eeguindu,
e&]lemedo vuldD blenho : 1 cuencils de,nenda e='1n41n1ta. hebl am
de ru)dc blAHCU xdnrl : . .
“ Mo e='u ! E v‘,[' k vali: A para las. funcicres  de
dencidad de- Jbénilidsd de  ‘banda

cacercan =3

indefinidanentel Az flncion de

blanco gue “tisne Lo formes



'." [P S .
con &(1) es la funcidn delta de Dirac.

Un proceso alcatorio mis reslista, es_ el r'uiqo ‘blanco  de banda

limitada®

B (W)

- 1

- - v -
2 1 1 z

dande Woe W4 SE conocen como’ intersecciones inferior y superic

de frecuencia, respecltivamenle; nos‘pu'ed'e, servir como una aproximacidn
razonable pat'a el espectro de densidad de potencia de un proceso

de bande anches

Ee  neces para la densidad o

potencia.espectra 'En"p’a‘r.‘t1cular-, es de interés
oblener Una’ expr d:esé, estacionario f£2(t),

suponiendo ‘S"'(_w) ‘e Cconoce, pet'a lo cual

tenemas:.

a® R (7Y

el a1 derivads  del proceso !

lavi

Cpe S potencie especitel de 0, “eritonces




g o ep e
En un proceso estacionario con valor medio cet'o, y haciendo

y. =R (O) =E (% = 1/2n S TS M) e

-
]

O,

g

donde o, es 15 desviacién estﬁhdard. Similarmentes
yo = R.O = E £ ¥ 1.=.1/2n 5 © Wl s £ dw.
. 2 f : -

t Dl
Catacteristicas del:proceso de bands angosta:

a) La frecuencia media o frecuencia esperada W, s SE define:

s P WS (w) dw
- l B
w o=z vt =y, = oz
3 o (3¢ Fowins
: : s % s (W) dw
- t

b) se puede mostrar que-pata un proceso aleatorio estacionario de band:

angosta. la funcjéﬁ_de densidad de probabilidad de la envoltura, es:t

F (a) =

‘elestoriaes estacionarias

i
‘et _le . forma de  wna

L ';+iti 2 pare L 00y est

definraep Bt Uac1én anﬁe:ybr' de. respuestas

de’ v iU} s8N

ale=tory ‘hoiiise restringen  a

LS RS
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X () = £ 40 g (£-X) dA.
donde g(t—-X) es cero para t < A.
por tantod

w o(t) = f_:f (M) g (E-X) dn.
13 cusl es sinétrica en £(t)
x () = s P FO00 g (M) dA = B
Sea R (W) la Transformsda de Fourie
K () = G (@ F ()

< la frecuencia de respuests 6 (W)
Transformads del impulso de respuestia.

La convolucidn de (L) v gty G(w) Fiw)

tepresentan wna Transformada de Fourier»darv el Teorema de

es
conveolucidn con dominio en el tiempo. T

Las ecuaciones anteriores son vélidaévﬁbéfa cualquier excitacid,
arbitraria f(t) 3 & nosotros nos!’ inté;ésaffél, caso en el cual 1la

pas

excitaciédn es de la forme de un pra;éao

lewatorio estacionario ¥  f(t)>

cuya respuesta { x(L) Jserad tambien estaCionario. Ahora calculemos los

estadisticos pere le rocpuesta proceso alestorio, dadas las

estadisticas correspondi s tacién.del proceso aleatoric

En un proceso aleslori’
S S S
E DLk m g

"Valor .medicide &

T ferme  de  un
procesc aleat ori&l tal s ovalor
medio-dél‘éﬂbcgs

a -lineal,

entonces, la
'_fa:ilmente
de potlencic

e e dT
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COonsStirLuyen 184 1raistTurmalda U8 FOUrl1er piar .

De la-ecuscidén’ (¥) conclufmos Que ern el ctaso de un sistema de un

"y§?556 aﬁ 1§Eé}(sa'f§“‘Poco émpftiquamxentﬁwbéih'el'cual la  frecuencia

de respuestas tiene o en

anﬁién de .densidad de potencia

proceso alestorio de banda
; > : de potencia espectral de la
‘respuesta es un pk@cééo aleatol: de banda angosta, donde § es el
faclor de amortigudmientd..y“wnhes la frecuencia de oscilacidén no
anortiguada. El va]p§7m9619 cuadrado de la respuesta de un proceso
aleatorio, esi SRS
R, (0 = E [ x" () 3= 1720 5_ % | 6w |* 85 w dw.

Conclusién si elisisltema es lineal y la excitacidn es un proceso

alpcatorio estacionario » la densidad espectral media cuadrada de 1¢
respuesta, la 4uncién‘ de, eﬁtdcqrrefgcién‘ Y el valot cuadi-ado

medio se pueden cé]c@laf; oqiéndd,s‘(w) y la magnitud de |[G(w)|de 1la

frecuencia ‘de respuesta .

: 'tdri0~esusau55iana y el sistemna

respuesta,  es  tambion
K]

estacionarios, 2

'esté completament
cuadrado medio.
validas si el proceso
drferencia donde los

usasndo urn s

ergbdico. Le

Lt pro ‘promedios. son  promedios

vdd:una.f&ali:&cibn representativa en  lugar

Canel aeromms - iy 24 Coinze ms&e—aMQetxguabu:

S PHINESEE e Se MUEVE Con Uhs vAlocidad unyfor ‘enUn

T B R N-1=) le vertical i’




(+1Q9. ). Bl 8l CEMINO rugoso S JesSClue pur sd ar Yol SiwaLu sm
y-{s),~entonces..el-movimiento.vertical. del. .sopo . 'yﬁx;),7donde:, .
t = s/.v, por tanto, la_ccuacién difercnciall_deivjmdyim{en&a_ para  la

mdsa m, ess i
R C S
con  fE)

WOORTTRY 4w )
n n

2E/w YR+ oy (),

cidn equivalente al . despl :n" la'cual § es

delamor:itiguamiento”

oscilacién no
aor

Asumimo

L) es ergédico y
ouesy “ergédico

‘podemosTa g
T‘E,Rffggx;;j

CEstplestorau

‘oz
[dasunetorponente. co

rodemnos

lLa densided. de Ladr'ado. Esto ¢
:eduiers'tarc nfel 'pro:esoi

relacionados.

Timitada.”

Cfunci én de |

IR NI4T

polencis

Junde & Uy gel  sistems




Qe U grado O Alwer Lad) Cawihie Lo TOF e
: 2

. n —g¢t '
g (o=

es’tal. que g(t) =0 para

t <‘0. Entonces; r igyién: s

Ea S ‘w
=] n
z

©a

o, o

& (T ¥ N
5

X'sen w, A sen w, A_d X d X
P ; 4 1 d4 2 1 2 :
CEninuestra evaluacidn de Rx(T ). asumimos que - T.> 0. El valor de
Rx(ffijbpedé ser obtenido usando el hecho de que la autocorrelacién  es

una-funci'dn.par. de 1. Debido « 1@ natwaleta de la o funcidn 6, si

Jdntegramos contrespecio a kz « Obtenemos:
ST W
: G - n

<

. ) : k —Ew Cr4zX-):
Rotm) = : ORI




x
o o . RS i Rt ERVEST R LY FE T e
n Lo
=208
L W
Ze
“Y
T.8
de’las xntragr :\qusando las Lablas, gqueda:

sin wT 1. T >0

(1 Ez)txz

podnmos escri bx r dxr eLtamente-

s

QO LY

Le

muestital et



o

cuadrado. puede obtenerse de 'dos  formas::  haciendo

(nfégrando Sx (w) con respecto a .
S6 “n

AL

dw

B N
éfwlgn) o

convirtiends
Y :
ralide-linea real en

set” evaluado

lor ~medio cero. ¢
da forme oe ia
funcidan i ;1u‘ respuestas
=nioncos, lad de ' la respuest
’medlo Cuacd: ado,
p?obabilxuad de le& .

de  l&

Cuands leodsniadedd dE pelentie erpedlial ae

formE des rUide blancs de bende Jind bede oo Fracientia de corte y

(=]
Vespectivameiite: 'l pespussia ue dénsidad Je PULENLTE SEEpeéc bl el tiEne
1

1é foime: mostrada en e f100 ~ sigui ente. Entonces, sy -elrerstemns . tiene

X
N



MUY POCO amor L1GUamENta ¥ 14 ounga ge +etuencla de excitacion & o <
W, incluye la frecuencia del sistemna natuwiral w as{ como su ancho de
6éh85iA;¥:2£bn v ‘el ahcho de banda de la excitacién es grande comparada

“Con el anclic de bands del sistema, el valor medio cuadrado de la

'Pespuestd}-la cual es igual al 4rea bajo la curva S”(w) contra
dividida por 2m-. puede estar aproximada por S_w /4.
: 18w
RPN NPT NI sy | w
e
- z e : ” : SR .
Entonces, beje estas circunstancids,  si dasuini mos el ruido

blancoideal, nos da exﬁeléntés resul tadosi - nosotros obser vamos que
mientras Sf(u)‘es'plana;'s;(d) no lo es y su efecto tieme un pic-
angousto en la vecindad ' de us = gh para poco amortiguamiento. Mientras qu
el espectro de respuesta tiene ‘el valor S° para frecuencias
relativémente pequeﬁas y se desvanece pot- frecuencias muy grandes como
se-ve en la,¥iguﬁa,3nterior. Este comportamiento puede atribuirse & |
G(m)'| . 1¢ ;uelfﬁré5cribe la cantided de energia Lransmitida por el
- sistemara iy

Frecuencias. Enltonces, €l sistema  lineal consideradgo

Fara‘un-sistems con poco  amortiguamientc

'Dmu“uﬂj%iitro de banda angosta.

_3.’1&"’ ;

2O Sy

sopt omedi os .

e e Coverlaenos & Lrempos {1 jos




n :
w /N E Ox (t)-p

C (t,t +1) = lim
L S 3 : n-

x

€, fptrm)

i/n B !Zxk(t‘

=1

[of (L.t +7) = lim
xy 1" s n+o

‘Los valores de las funciones de co{.{ré:rianza dependen en general, de
los tiempos t‘ y t’ + T. ) '

Para p roveer una descripcidn mids detallada del proceso
daleatorio de orden mayor, las estadisticas seran calculadas, estas
envuelven los valores de las realitaciones evaluadas en tres o mas
tiempos tales como:d t‘. f.‘+ T. t’+ o, etc. For razones de espacio, rno
ce explican «hora.

En el caso especial. en el cual los . valores medios px(t‘) Yy
] L'l) Y lg: {Llrac?or_\es de covetianza Cx(t’.t‘+ T ) . C (t’.t‘+ T )

" (t‘.t‘«&'*’-)"t no-dependen de' -t - log o proces os aleatorios { Kk(
Ly oA s ; et e TR el Gt g
-westecionarios.  En olro

procesos aleatorios

7"'=:’|ju'epa=nd1Ent‘es‘.‘ de ity

Lentiurn se dice que

sonfuert fnormales’ o

derlvet

ue gue  psat

slesiar edtadisticas de

Fefecirémos,  son

W
0



meramnente estacionaries s1-. lus - valores medios . y  las  tunciones de
covariasnza no cambisn en variaciones del tiempo t‘.

El resto de esta seccién, se encarga exclusivamente de procesos
alealorios estacionarios.
. Los promedios de conjunios se pueden calcular convenientemente en
términos de funciones de densidad de prubabilidad. Fara este fin, se
.intruduciré la notacidn:

= ¥ o= v (L+T), =y (t = L+ o
x‘ Xk(t)' 42 N y’ Yk ) ’ yz yk T), donde x‘
%, representan vatriables alestorias para el ptoceso aleatorio
estacionario ( v.k(t) }. Entonces, las densidades de probabilidad
conjunta P (x‘.xz). P (y!.vz).P (x’.yz), sol independientes de t. En
vista de ésto. el velor medio puede escribirse como:
y=ECx]=ImJ'mx P ¥ ) dx .dx J‘mxp<x)dx=cte.
x @ ot 1" 72 1 2 @ 1 1 PO

yy = E Lyl = J‘_m r_m Y, p(y’.yz) dy‘_.dyz J‘_m Y, p(y’) dy‘= cf.e.
y la funcidn de correlacidin tiens las expresiones:

R (T) = E v ,x_ 1 =7 © gy Py p(:'.,x ) d;:,dx

x 1 2 —c::m —mm 1 2
»F\y('r) = E [yi.yzl = f—w mf_m - ’yz p(y sY, ) dy dy
Sl _ny(” 7:-' £ [xt.yzl = I_m J‘_cID 2, p(.< Y, ) du .dy
donde: - .. F(x(-r)' v F\'y (& represcntan laa _'Funcxanee de
: %

aulocor 'y

élacxé__'n y R '('r') ;‘c= le funcidn de correlscidn cruzada. For 1

:t;-,r|t'o. 'nes de :ov=r 1sn-=~ =e~ pueden escribitr como:

'i-dén'Li‘:':as';, CEr LAl

elivalor u-ecno & cero. - S1

i 'r&leClDH:«UDE," ‘@510 ;

ctt:h‘]:- Ty g1 lalgu

Canpl2aos
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€50 1MPlica que Pix X ) PUYsY,) Pix ey ) son i1nhgependientes gal
tiempo, por lo tentos N :

R A=T) =
‘donde la funcién de’
< 222

R (-t) =R 1)
yx.: .

=) ETRTTUT)
Y b4
ada satisface ’
xy
entonces:? . o k ST
R (0) 2 |-R (1) | R, () 2 | R A1) | .

x x y Y . '

en constiraste, R”Y(T) no necesarismente tiene un maximo en.T = O, La

funcidén correlacidn cruzada puede establecerse considerandos

w w + z
@ f_g z‘r—m (x‘ - yz ’ p(x".YZ)mdx‘,iyz =
> Iy I3
J‘_m i_m x&; pz(y.‘.yz) dx’.dyz £ 2 .l‘_<x> .f_m x‘yz p(.(l.yz) d..’,dyz
+ I E
J‘_m f_m yz p(y’ yz) d<‘,c!yz

=R (0) £ 2R (t) + R (0) 2 O
x xy Y
donde la desiguslded es valide,porque 1s primera integral nou puede ser
negativa. Nétese que la dependencia del tiempo T aparece sélo cuando
las variables con diferentes subindices son tomadas en cuenta. De la
ecuscidn anterior, tenemws: : )

1/2 0 R (O) + R (0) 32 | R ¢
x y xy

por lo tanto. coneiderandoilaiir

VR
o Tew

a srstemas

Li‘ne_-:-',l,

1



ADOd, CONS1UZUeNos S1Stamds LINeales ueriniuus en &1 euminio. ae

tiempo por los impulsos de respuesta gr(t) Yy g_(t) vy oen ‘elu’ dominio -

de las frecuencidas por las respuestas de frecuencias Gr(u) 'y Gi(m)'
las cuales san las transformadas de Fourier de la forma:d
- ® -ivt’ - L] . -{wt
Gr (w) I—m g, (L) e dt G' (w) f—m R () e dt
La relscidn entre las excitaciones +r(t) Yy f.(ﬁ) Y las

correspondientes respuestas qr(t) y a, (L) pueden darse en la forma
de diagrama de bloques de la siguiente figura, mientras que entre las
transformadas de 1a excitacién Fr (w) Yy Fx(m) y las correspondientes
transformadas de respuestas Qr (w) y, 0' (w) se& puesden dar en la
forma de diagrama de blogues,donde }F’(@) o es la Transformada
Fourier de fr (t)y, etc. 2 :

Asumimos que los procesos de

‘escitacidn y de respuesta son
ergéddicos. la funcidn. de corr: 4 ada entre los procesos de

respuesta q t) vy q..(t) de la forma:

)quﬁl:('twr) dt

come




reconocenost
T2

¢ limr"m v r‘7/1~ ‘P(t-k';') f-(tﬁ—)" dt. ] .
=t m e AT . d"_
Teo d

‘= R'F f T+)\ ..;\ )

es la funcxén ‘de COFFElﬂClén cru*ada entre el piroceso de excitacion.

“Entonces:

R (ry 1 ey ®pl®

aa, la i 9 () g A R (T4A -A) dA_ oA,

f f

r s

que representa una expresxén que relaciona la funcidn de correlacidén
cruzada entre el proceso de respuesta y la funcién de correlacidn
cruzada en el proteso de excitacidn y de respuesta en el dominio del
tiempo.

Alhora, nos interess una en el dominio de las frecuencias. Fara est

fin. tumamos ls ernsfotmada de Fourietr de ambos lados de la ecuacidn

danterior:

Pero la Trans{ormada de . R Ty , 85 la funcidn de densidad
: : r.as
Gl‘»proéesb de respuesta g (t) y

r ®g (r) ™ dr
- Mg q
B r.s

(T+X =A ) dx_ dx 1 dt
r L] 4 2

ipressise como - la Transformada;

YT e Togt

compiEio conijvasd

‘de "6 (wy.  Entoncesg,
B T T :




] (W) = \5]_ (W L" W = {w)

q.qQ t e
r.as © Ts twT
R aq = 1/2n I_w s aq (w) [} dw
r e ras .
= wans @ 6% W B w8 w e do
- r L3 {rf'
y representa una Transformada de Fourier par. La expresién S ()

Q.9
relaciona las funciones de densidad espectral cruzada,asociada con 1la

erxcitacidn vy los procesns de respuesta en el dominio de la frecuencia.

'3\3 Respuesta de sistemas de varios agrados de libertad a excitaciones
¢

gleatorias.

Las ecusciones de movimiento de sistemas  amortiguados de n
gt-ados de libertad se pueden escribir en forma matricial de la forma:d
[ml O (03 + [ x°(E)) + tkIxdt)s = {F(L))

donde ml, [cl v (k1 son matrices de m % n, sinétricas, llamadas de

tnercia, de amortiguamiento y de rigidez, respectivamente. El  vector
n-dimensional {x ()3 contiene las coordenadas generalitadas x%, (t),
mienlras gue el  vector n-dimensional {F(L)J  countiene las fuerzas

es0Cclades

s24a e Nos interesa el caso €

alizadag Fi(t) (i

los ,cualés la ‘ezcitac{bn;'F‘ ':irébresénLan' procesos er gbdico
~aleatotios i : c : espuesta’ PR son  Ltambien
‘procesos: S

‘grados de

ttad esta en el
genar. lmente usarse

srrgidez, la  matricz
‘db;;puede Usat s& COMO
&' eCuaciones.

S iégqggﬁa, Ty

términos de

snoblaniento en

”faxmﬁlxtidad

cwEr BndEs el Ceso en Lo {3 v

&l cual :
puede Usai'neé: “como la

Tasicu’ [ul

e s asuciede conl gl distens nol UEmULL

matels de Leangformacl dnide 5o corrElacién Eltonces ia. €010C1 6t

ol
N



Y RALY 2 S oLug L g L2
donde las componentes qr(t) (r=1,2,s..,n) del vector { g () por
_coordenadas generalizadas consistentes. de combinaciones linesles de
prrocesos aleatorios ~x . (£)(i=1,2,...;n). Ilnsertando en la ecuacién de
movimientos vy premultipiicando el resultado por tu1¥, y usando las
relaciones de orltonormalidad:. N
ta1™ el ud

asumiendo que:

T

ful® k3 tul = Le®2

CIT el ol = [2fw)
donde [2fwl es la matriz diagonal, obtenemos el juego de ecuaciones
independientes patra las coordenades naturales:
. 2 2

" L)+ 2 o = = 2500

a", (L) Cr“iq rH_) + w, qr(t) w fr(t) r 1,2, s N
donde (2wl es el factor de smortigusmiento asociado con el rth modo
w es la rth frecuencia del sistema no amor tiguadod

— n
fl' (t) &.:j

y la fuerza aleatoria generalizada, en la cual (u}rrepresenta el rth

1768 U, F () = 170" {ud TEF()?  r=1,2,...N
T rL i r r

vector modal del sistema no amortiguado. Note que fr(t) actualmente
tiene unidades LM'7? . donde L denots longitud y M denota masa.

Nuestee primer objetivo es calcular la funcidn  de correlacids
cruzade enlre l1as dos funciones de respuesta. '

Coureste ~fing iptfcdqcﬁmos,la Transtormade de Fourier - -de qr(t) y

+r (t) regpectivamentedsienla +ormed

F o (R ETS e e

‘deiceordenadas
restasecua

W)

Cisy & Cont el rth mbguinetural .
uncidin dE cairelefidncruzede entre los

R (L Fefol. cuelesquiers @




Eleneilus X‘H—' Y ?‘j\l-l Y w4 vELLWr EdpUucnplay T UL LL @ @ Am
formas )

. _~ n
X, (t) = f_;_“ u. Q. (t)

1:;2. e .'n

. ~ : SRR S
xj (t) = Eﬁ‘ uj. a, (t) J = l_‘,‘_?"',"_" )
Note que la funcién  de correlacidn cruzada Rx % (1) entre el
2 Bt )

proceso de respuesta x{(t) Yy ‘xj(t_-f--r) envuelve el producto  de estos
procesos, diferentes 1rdices modos v 'y s fueron usados. Entonces:
R, _ (t) = lim T 5 T ) w (L) dt

X.X, TH® -T/2 i j

i

: r/2 n n ]
li Moo 177 Jl-'r/z Er:: ):‘%:' uu-“ja q,. (t g, (t+7) dt

n n
}:'u }:h“ Uir”ja Rqrq (r)

2
donde:
R (t) = lim 171 £ _ Y% g ¢y q (t+1) dt
qrq. T -T/2 r s
es la funcidn de correlascidén cruzada entre las respuestas generalizadas
qr(U q'(t) . Fero 1e funcidén de correlaciédn cruzada qu {T)
r e

se relacionae la funcidn de densidad especiral crusada S, ¢ (w) por

rsas
la ecuscidn de le seccidn anterior. Entonces. nos gueda:s
. DAENE n n - K ivT
R";_Mjh-) = 1/:.17. zru };“ Lli.rujs ‘,’-m, G ;(w)“ Ga(m) Srrrn(w) =3 dr

engeiier:al ;i come gue nohenos dado la funcién de densidad espectral

W) entr ac. @ & Hes. g i'icﬂerél,j:adas () y .

la'crruzada S {w) entre las
; rirj
dificul tad perticulsr,

Fata . este  fin expresenc

‘ada. entre  las

_dd!:l‘d& pcd;mc’s :

Z&



aonoet

. i o, . T2
= +
R"'j(f) 1”"1-00 /T "-'r/x Ft(t)Fj(t T) dt
es la funcidn de correlaecién cruzada entre las fuerzas Fi(t) y FJ
(t). Introduciendo esta ecuacidn en Sl ' (w), tenemos:
B rs :
s w =s_ Cp_ "E " 1/68 176" uu R me” T dr
,frf- -0 =1 ‘=1 r = ir jm rirj
= e P is? o a s PR (e YT ar
=3 'j=¢ r £ ir js - rirj
=g.,"E," e 16 v e S (w)
=1 ‘j=1 T s ir je rirj
donde: =~
s (w) = & ®k (r1e T gr
F.F, -0 F.F.
i L
es la funcidn de densidad espectral cruzada entre los @ procesos de
eycitacién Fi(t) Yy Fj(t). FPatra dos realizaciones, Fi( t) Yy Fj(t)
describen variables aleatorias estacionariasy la funcidén Srr (w?

L
puede obtenerse de maners andloga 3 la . densidad espectral cruzada

analizada.  bLa funcidn . de corr'elaciéui cruzada entre 1los procesos

aleatorios xi L) v, ¥, () .oose lobtiene  introduciendo Sr s (w) en
T P - Rit PR
) i . ]

Freldciont :
ny © t’s'-*,

Lo
ARAR L= B3R

Giiemos el-valor-medio
" Ui.i-“u‘. —‘t:v:aua r-';x'
alea l;-cnvj'i o  5
os procesus o
r.tc, ja  rati:z

cusdrad representa  le

desviaziéi e’ densidaa de

el proceso de -

. cdmbiren Baussiano
cuoit la leIVl‘Ci‘:ﬁlL esta’ . completamente !
definide porio .

. B s X

Entonces, scohcld : : : : eba- el - interés de

formularoel *pr;")‘bié'ﬁ

Jireconociendo que
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tiay n ¥ n tunciaones de correlaci1dn cruzada R () correspondientes

.a.todo_par de f{ndices i Y

podemos introducir la matriz de

correlacién de-la respuesta
; "_c R (1) 3= 1im
e LR

‘x thnT dt

»'yéfitenemos {q(t)}, entonces

escribimos: .

1nsertando' 'TRg(T) ] para

) obtener- o S
RO e TS SN ¥
‘ C R L ) Tixrz [ul <qg»‘q Lt+7)) ful dt
= Cul € olim . 1/T .r CT/2 007 cqas g {E+T)Y 1 dt tul’
e e ,2
= fult Rq’(ﬂruJT,.
donde: . :
L‘R7(75,='lim’ 1/7 5 T2 ga» q e+ dt ;
- l-}m : -T/2

eg la matr1" de.‘correlacién | de respuestas asociadas con las:

coordenada=: 2;.}},n) . Deriotando por £ G(w) Ja la matric

d:agona}: '5‘dde las  funciones de respuesta, podam s
biy {e ‘Correlacién.de la forma

v72a s ® e Y S (I L6 (w 3™ de

i P - ] T o . )

dandeﬂtstdéil‘éF,lafh;trij NN

cori “las ‘fuérzas.

génerali:ada=
L es cr1b1r=e como ]o Tran=formmd= de FDL

de la eAcxtac1én [R (T)J asocxedgv:on

£ (t) Wl
r .

T

2T e Tre®s

T -1

'1:-:~"F'v.t‘;). (F(tary 3T tud ' re® Tat

- ‘F(t) F(t+'r)‘ dt sted e
'—T/z sl

B % J"’



en el cual

T

T/2
CR'(T)J = l.im‘.““m /T s { FIO)XIF(t+7))  dt

-T /2

fEs"‘lE”h@t?iZ‘”de correlacidén asociada con . las . fuerzas .. F LLe)

, en { S ()] , tenemos:
AR O RS S I Bl YR [F\r(r)] tu1® t®17 YT
: 3 T I (VR R TR S R u AL V5 L %5 M
= to"17 0 IS (@) 3tud” ™

(i=1, 2,...,n). Introduciendo [ R ()1

donde:
_ © -iwT
ES'(m)J = f—m [Rr(w)l e dr

es la matriz espectral de la excitacidn asociada con las fuerzas

F (0
(i=1,2,...,n).

La matiz ( Sr(m)J se puede evaluar en forma aniAloga a

la densidad espectral cruzada analizada. La matriz de correlacidn de la
respuesta se obtiene introduciendo R, (1) en Rx(f). Lo que resulta, es:

(R (1)1 = 1/2n Cud 5_ ¥t 6% (w) 3 (S, (@)1 [B (e 167 de fudT
donde ESr(w)J estd dado por la ecuacién anterior.

Si denotamos como [ul, al
i

iésimo renglén de la matriz modal

‘Eul, o
seat s :

CU] = [ u u,
2
la funcidn de autocnvrelsc1én asoc:ada £l

respuesta r‘ (t) sc puede escv1b1r‘
CR. ()1 = 1/”n tud ¥ ‘o e
X ‘—m : &



‘CAR1TULO CUATRO

APLICACIONES

El objetive del presente | capitulo, . es  presentar una
aplicacién de los conceptos desarrollados en capftulos precedentes.
Dentro del campo de 1a ingenieria civil, existen diferentes campus de
estudio donde se consideran las _sblié@t;ciones aleatorias sobte
estructut-as.

Especialmente, la mecanica de suelos y . la ingenierfa estructural,
han desarrollade estudios al respeé;o. En nuestro pais, 1=

disposiciones reglamentarias para la‘cphstruccién comienzan a revisar:

exhaustivamente -los aspectos fendmenos que como los

sismos, afectan las conslrucciones.

duccion

,?87}',{ncihw

ructutas &
dinami- e

5V1§ it I
;dfseﬁo— po

istrito Federal

vamentos, 14
femico.

efecis di

vibriacién y ool

“Liguamient

unae Nosmas complenenta

alaun .cah$1derécxuhr suelo-

‘posibilidid de %a@lefde ]a c

s{smicd
: La "Ciudad  de: Hé&ws . ; nu
daforwables, A consecuenc ‘pries . 5. fensueno:

EﬂdQEFQuémlfegéh'Wél'”vaile

notablesicla enorne amplificacidn:

iy selective en funcidn deslos periodos dominantes  ‘de .cade sitio




Mena, et,al; 1985 Romo y See,  1986), y‘por otr'o lado, la interaccidén
suelo~estructura, que alcanza niveles muy superiores a los usuales en
otras ciudades del mundo ( Reséndiz y Roesset, 1986). Ambos, estan
relacionados, pue la interacci®&i dinamica provoca gue las respuestas de
los sistemas fisicous (suelo-estructura) sean excepcionalmente elevadas
cuando los periodos naturales de vibracidn, modificados por la
interaccidn, se acercan 3 los dominantes del terreno. Adicionalmente,
la interaccidn aunenta el amortiguamiento del sistema vy reduce st
ductilidad.

“_. 2. El fenomen

Se llania’ in al conjunto ¢

efectos

produ;idqs en’l c ! 1 suelo por el hecho que est

For‘ser las normas que nos

elérrgctervreglamentario que exig:

'intekarcién. se buscd gue 1at

7UErah e [ECln]mEHL& sencillas.

Vale le pene equ; =Dlo hacer noLerque la energia  total que <t

tTm]thD h1sL=réL:co de un sistems sujeto a temblo

scual 59 ‘}'SUbS]StEMe que ]a:'dis:pe y . para nuestr:

E) qu~ EJ éh=lo en ‘las inmedi sciones de los cimientos G

muntzene e:eu:1dlm=nL= sn el rango. lineal,

=1mplx4:LeW16n qu: canj-esé rop ésilo g& hizo, 4u

Sinfinitens

dirveccioijez en que

ceng ratzelone

por rotEETen

mud&ladg. hag:




ortogondles de anhlisis, un gt-ado de libertad en traslacién horizontal
y uho de rotacidn con respecto a un eje perpendicular o la direccién
que se ahaliza. Dado que el sistema es ideal, estos grados estén
desacoplados i eleginos los ejes de rotacidnh coincidentes con los ejes
principales de la superficie de apoyo de la estructura.

Existen algunas zonas (11 vy 111, transicidén Yy lacustre,
respectivamente) de 1a Ciudad de México en que se reconoce la
interaccidn suelo-estructura, pues los temblores mas intensos son de
banda éstrecha. En estas condiciones se obtienen resultados muy
precisos sustituyendo el suelo por una mesa virtual fija al cimiento vy
suponiendo éste ligado « una caja rigida mediante resot-tes Yy
émortiguadoreﬁ. La wmasa virtual y sus momentos polares de inercia ¢ «
funciones decrecientes del periodo dominante m&s largo del terreno en.
el sitio de interés. Para dichas zonas, enltonces, es pequefio el aumento
en precisién gue se obtiene &l 1ntr oducier  la  masa  virtuals en

consecuencia. por sencillez. no se.le considera en esta aplicacidn. Ei

sistema a analizar en dos-direcciones: horizontales  gueds representad.

por la fig. 5.1 resultante cn Cau
una de

cuenta

atm en el ariamerce
lTograr el
si  pusee

nalwales  de

el

suprimiendo-

amot 1
dz

el g ead
SLonbinendo’ 1as
By de bemrente W del . modc

fFuridawenta e,segunda or'dent de los

amen-ti o dos smdr tiguadores de
O fa cunidady 1o que en ls

_é:rﬁjla;ZVy pat'tatr de 1:




AN

L g7

T ST TTS
E
$ K

Fig. 1 Sistema:sueTo-estructura equivalente.



ecuacién 5.1, se puede escribirs
2 o
. r o= T°/T) to + [1 - (10/1) 1 {- + gr (5.2)
donde T es el periodo fundamental de vibracién (ecuacidn S5.1.) del:

sistema suelo-estruclura, To y {O SON . respectivamente, los valores

que tendrfan T y ¥ si la estructura descansara en base firme, tr=
grado de amortiguamiento pot tadiacidn, Y {‘= grado de:
amortiguamiento interno del suelo.

Dando valores. por ejemplo a: 1°/r = 0.7, {o = 0.05, Er= 0.02 Y

{_ = 0.02, tenemos que I = 0.055.

Segtn se especifica @en las Normas Técnicas Complementarias del’
Reglamento de construcciones del DDF (1987), para el disefo sismi:o
basado en andlisis estdtico, basta con el conocimiento del peric o
fundamental de vibracidén. Cuando ¢l anidlisis se basa en analisis modal,
ern cambio. debe tenetrse en cuents la moudificacidn que por i1nteraccidn
experimenta el modo fundamental de la estructutd. Independi entemente
del método de anAlisis gue se vaya & utilizer, deben cuantificarse las
rigideces de los elementus que en la fig. 1 se han representsdos coms
resortes elasticos. ) ) Y

4.3, Rigideces

'M

L

Las riaidecesid

S de latior wtari oy vy

Ca partir i de le




Basandonos.en el modelo, supongamos Qque tenemos los siguientes
datos: _ . T e

tenenus un cubo .con: las

eértérécteristicast
peso volunétrico p ?"Q.S‘ﬁoﬂ?h e R

masa m = 1 ton.

volamen V = 1 T /7 2.5 T/a°
lado L = (vol)*”™® = ,7368 w..
semi altura h° = /2 = [Z684 m.

asrea L= .5429 o,

momento de inercia: o
El momento de inercia de un’ pasa por el centro
ver figura 2). es el siguiente:

I =pJS 'z dndyﬁ:_t" "y

Hapewns gue  uvssr o el



R
x

R
r

K
K

donde la makri

Pare desccoplear €1l sYsléme, resol

G

XX

rr

Vamos a tomar

mo factor de amortiguanientos = g = 0,05 . -
Los radios equivalentes; “son: : :

= (a/m*? - L4157 .,
= (a1/m** = 4.1196 m.,

Tomamos comd coeficiente de rigidez:

= 400 T/mz; por lo tanto, dqs coeficientes de rigide:, son s
= 11 BR = { 829 0BO ' .
=7 GRﬁ = 195780316

de'la fig. 1 es:

El modelo del sistems
‘ , ¥ c otk = 1

es 7'

2

-

emoe el poroblens de wrgenvelores:




3684000 195780316

1829, 080-w 10600

2368400

deéérrclfénjé.

=‘[)

sspguiedlte canbio de var1ebled

el sistema guedas’



x* + 148837 x - 263.78 = O

con solucidén:?

-.148837 * \ﬂ.,maasv’—‘ 477(263.78) 7
o= i R

-.148837 % 32.48

2.

Por 10.tanto,ls" frecuencia de los modos normales de vibracion es:

W = 4.0206

W= - 4.0206

wo= i (4.039)

W= i € -4.0309)

1.2(004n




ceber 2.2, (4)
(k - w2z mru _ + Ck - w:2-m »u =.0
21 2 24 sz - 22 2 22 22 :

{ 1820080 =~ 16. 148335 (1000) ) u“ + U-16. 1ES5NACE400N “21 =0

(1) 1842914. 5 U - 85 O3% 370.2 U = O

11 24
[ (48200080 + [ 16. 3144X1000)3 u‘z + { 10. 8144 ) (3684000 u 22 =
(2) 1B453°94. 4 U + 6010224. 26 U = O
12 2z
< a 2 (-1, 4WINISB400)] u o+ {1 OS780MM®O-(1S5. 1BBIN3c1,

41
o

- BE%3370. 2 u“ + 19%7744554 uz‘ = 0

(15, 2144238400 ul! + 1OB7BO91IC + (16. 914409 . O] uzz = o,

(4) O$0 224. 94 u 4+ 495786 220. %5 U = 0
12 22

(1) 1812014.5 u,_ - S5P35970.2 u_. = O
11 . 2t

2) 1B45 804, 4 U+ 6010 224.P6 Uu__ . = O
. 17 T 22

como &l prablema. as homﬁ}génaé. bl

do nOS537, 2 u,

‘pararfunielamantio

1.0000
Wd =
2 -, o7 3

ahora, normalizande los modos,'teno}nod:

£0))



G A (98- T--T-) I (IS
con: <u> = & Cewd  atax
B 1. (c. 0304} =t 3 P2 0=, 0907

aplicando las ‘ecuaciones de normalizacién:

1, P = 14,2,. .. ,N0

>
. r
R S 2 (1. cooo)T 10000 a8 4000]f1. 0000
w7 e = =
I 3 ', 1 4 .0804¢ S8 4000 S04, 92 . Q3504
z 10000 308405) (1. 00O
@ 1 . 0904 = 1
1 338400 S .02 .O0%04
z . 5060
a { 12100, 36 sca411. 0024 = 1
P 0304

z 2 -5 2
Cl‘ Z3 90D. 0547 = 1, ﬂ‘ = 4.2737 x 40 . ﬂ’ = L0055

10000 scasce | 1.oo0
L.
T 2
W] m o« = a. ¢1.0000 - .0307 > )
2 2 z
3ca400 Ac:. ©2 -. 807
2 B ‘ . 0000
='a’ "¢ 10" sop. 88 sca 388 REOY ) =1
2 . -. 0307
; 2 S
=& Gz = .=.. 0010 - -0, 580
a = il one

Entoences,los eigenvaciores normalizados quedan:

2 oocb) ) ‘{.oaus )
uy = <UD . . ..
1 .| ooozy com 2 R en . o

dondé la matriz modal, 'ont"

La. I‘matriz xeitaci®dn asociada con tas coordenadas

-normales:

o



(L) e
q‘tl) Y qz »

an Z'frecuencia " asociadan eon “laas

B ri= 1,2

Ttetrw 12+i2f wow ]

- r r T
haciendo’ clculoa:

. 0190 -] |.ooa i. o8ta . B l
S -= . SRR
*t ; ] eIy

) -.0613 [|. 0002 i-.00s [|o "o

Kl
.oc1e o
i ooc0o0s61s § ~. o613 '
3 ; i

L0004 L i..o02 ] [ \
¥ I | i
. i
i I ;
. - ol . i
-31.2200 x 40 i .ooooaa. il o o [ i
i
i
i
-7 - l_ : .
e 1. AGx10 ~f 4. O04€x10 i
o 3 H
o -10 |
s . —4.904x10 +6_ 1.50391x10 |
o < . -
1
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