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' INTRODUCCION

El objetivo de ésta tésis es proporcionar la herramienta
necesaria en el tratamiento de la relatividad general en el
estudico del espintensor de Lanczos. Asi como el de revisar los
avances del potencial generador del tensor de Weyl, conocido con
2l nombre de espintensor de LANCZOS. El trabajo se encuentra
dividido de la siguiente manera: .

En el capitulo I se presenta el marco del desarrollo de este
trabajo abordandose de manera resumida la teoria general de la
relatividad asi como sus herramientas basicas para su descripcidn,
tales como: el analisis tensorial, la geometria diferencial de
Riemann, las teétradas reales y la transtformacién de Lorentz. Se
describe la exp.besic:n para el tensor de Wevl en el formalismo
tensorial.

A  continuacién., en el capitulo II se aborda mediante una
exposicién sistematica el formalismo de Newman-Penrose NP (1962),
describiéndose inicialmente las tetradas nulas NP, los
coeficientes de espin ' las tétradas principales de
Debever-Penrose y las identidades de Bianchi, asi mismo se realiza
la clasificacién algebraica del tensor de Weyl todo esto en el
formalismo de coeficientes de espin.

En el capitulo III, se aborda la construccién del espintensor
de Lanczos y se presenta en ambos formalismos: tensorial y de
coeficientes de espin. Se proporciohan expresiones del potencial
de Lanczos para diversas meétricas y finalmente se describe un
metodo para el calculo del espintensor para el espacio-tiempo
segun clasificacién de Petrov.

Finalmente en el capitulo IV se hacen los calculos del



espintensor de Lanczos para algunas métricas de interés en la
relatividad general tales como la métrica de Blanchi tipo 'VI v
para la métrica tipo “C" de Kinnersley. También se calcula el
espintensor correspondiente a la meétrica de Roberson-Walker .d-e gran
interés en la cosmologia y en el estudio del problema del

corrimiento hacia el rojo.



CAPITULO f

TEORIA GENERAL RELATIVIDAD
1.0 INTRODUCCION.

Establecer las leyes fisicas que gobiernan la relatividad
general es un problema complejc desde su plant,eanuem;o, For lo que
es necesario involucrar algunas herramientas matematicas para su
descripcion v estudio. El analisis tensorial y la - geometria
diferencial son las relaciones usuales en la teoria de Ia
Relatividad, el analisis tensorial opera con entes y propiedades
que son independientes del sistema de referencia elegido,
constituyendo un'a herramienta ideal para el estudio de las leyes
de la naturaleza. La ,utilidad de estas expresicnes consiéne en gue
las ecuaciones que pueden formularse son invariantes con respecto
a una gran variedad de sistemas de referencia. Por otra parte la
teoria moderna de la geometria se desarrolla a partir de ia
geometria diferencial de superficies en el espacio Euclideano por
el usual proceso de abstracecién; una superficie es un espacio
ordinario Euclideano que puede describirse por medio de un sistema
de coordenadas Cartesiano , en el cual les puntos se caracterizan
por sus coordenadas P = (xi, X, xa), las cuales se localizan para
todos los puntos P cuyas coordenadas satisfacen ia relacidn
analitica:

f(x‘, *, xa) =0 ,
las superficies asi definidas son un caso particular de 1a
definicién mas general:

S0, x, xd | x = fCu,v); & = glu,v); x. = hiu,vd;
[ 2 3 ' % 2 3



S Y e D & RE Y
en d;nde"f‘, g v h 'Vson' funciones continuas definidas en una region
de [RZ

.E:l estudio de la transformacién de coordenadas de un sistema
a otro se hace a través de una transformacién de Lorentz. El uso
de esta transformacién se debe a que esta deja invariante la
cantidad ds®, esta invariancia. es equivalente a la invariancia de
la velocidad de la 1luz para todo observador inercial 1"
postulado de la relatividad de Einstein > Por otra parte el
tensor de Weyl tiene =u origen en el estudioc de los espacios

conformales, siendo este tensor unico cuando dos espacios

Riemannianos pertenecen a la misma clase contformal.
1.1 LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD

En 1905 , Einstein propuso dos postulados , uno de los cuales
expresa la invariancia formal de las leves fisicas vy el otro
resume el resultado de la invariancia de la velocidad de la luz.
1° Las leyves y los principios fisicos tienen la misma forma en todos
los sistemas Galileanos: es decir sistemas de referencia gue se

mueven unos con respecto a otros con velocidad constante.

2° La velocidad de la luz en el espacio libre tiene el mismo valor

constante en todos los sistemas itnerciales.

En esencia, con estos dos postulados se garantiza que bajo
ningin experimento es posible detectar el movimiento absoluto de

un sistema inercial de referencia.



_La VLrayec:t.or'ia de una particula en el espacio-tiempo define lo que
se. conoce como la linea de “universo. del observador. El tiempo

medido por el observador con ‘sus relojes recibe el ‘nombre de

tiempo propio v , el quaifse”d‘et,ermina por:

-~ dr? = as® = -dt? + @ + dy’ + dz” Cconc =10 D

donde t,x,y,z son las coordenadas de Minkowski de un observador a
lo large de su trayectoria. La velocidad de la luz, constante se
representa por c, si ¢ # 1 entonces :

= dt = ds = - czdt,z + dxz + dyz “+ r:lz2 .

La velocidad tetradimensional <u”> tiene componentes:

d t d x d v d =z
5 dr > dr’dtv’’dr~=

(>4
y la aceleracidén tetradimensional (aO() = -—E—(E——), tiene componentes:
d 7

drzdrz drz d r

ambus se cncuenbran definidas en  la linea de universo. Las

( 4%t a?x a4’y da’z ]
. . =1

compeonentes contravariantes de esos vectores tetradimensionales,
a b g d

se denotan por: u , a y A , B ; los indices latinos (o

superindices) indican componentes 1,2,3 Y 4 y si se usan

letras griegas en los indices estas indican variacion 1, 2y 3.

Cuiste una convencidn en la escritura de indices repetidos debida

a Einstein., la cual consiste en quitar el simbolo de suma I para

indices repetidos , la cantidad:



expresa un. vector como

s.devectores -

contravariantes mul‘t;j.p.li'ca_\dra' 1

e, = <1,0,0,0> , e = €0;1,0,0> eé"=J&o,o,1,o>‘ Ve =1¢0,0,0,1)

~

Por otra parte, ‘el producto es invariante para dos, vectores

tetradimensionales en las coordenadas de Minkowski
A-B = - A®B® + A'BY + A%B® + A7B®

el cual puede escribirse como

AoB = A B,
“
la cantidad Au se conoce como las componentes covariantes de A , y
se definen a través de
A'_x =7, A, o bien ;

v <

¢ 0
-
w00
000



B R ("3% .
de manera analoga se define n Los vectores reciben e! nombre de

espacialoides , temporaloides & nulos, dependien&o del resultado
de vev , si este es positiveo, negativoe o cero, respectivamente, Las
matrices nuv v n*Y sen inversas una de la otra. »

=31 dos sistemas de referencia difieren en una velocidad
tridimensional relativa ¢ por una rotacion espacial ¢ por una
combinacién de velocidadés vy rotaciones y si t,%y,z representan
las coordenadass en un sistema © S ", entonces las coordenadas en
un sistema distinto " S’ , tendra por coordenadas t’. x’, vy’ =’
El vector componente en el sistema " S ' se escribe como A%, Bu’

ete. ¥ los vectores base son e . Los wvectores base ¢y las
"

componentes de los vectores en en el sistema " 8§ " se relacionan a

t.ravés de:

en donde A:' es la matriz inversa de A:l y» las matrices " A ' son
conocidas como las matrices de transtormacién de Lorentz. Es de
especial interés la forma de la matriz en la transformacién por
cambio de velocidad sin la rotacién , para el primer sistema ™ s -

con velocidad 3 = g— en la direccién “x'™:

¥y - B o ]
AV = -re o o
v < o S s}
(v [=] [s] 1

10



2. —-1/2

en donde » = < - 37 .. La veldcidad entre  ‘los sis@emas,a

algunas veces se paraﬁébfiié:bi;; 8"

parametro de rapidezd.
1.2 ANALISIS TENSORIAL Y GEOMETRIA DIFERENCIAL

El analisis tensorial se centra en el estudioc de entes
abstractos lamados tensores cuyas propiedades son independientes
de los sistemas de referencia empleados para determinarios. Un
t.ensor esta representado en un sistema de retferencia particular
mediante un conjunto de funciones llamadas componentes. Por otra
parte la geometria diferencial estudia, aplicande métodos del
analisis n\at.emét,ico. imagenes geometricas, curvas y superficies,
ambas forman la herramienta matematica para el. estudio de la
teoria de la relatividad.

EL espacio-t;iempo en la relatividad especial puede
Jdescribirse mejor por las coordenadas curvilineas gener:':\lizadas

que por las inerciales <Minkowski), las coordenadas de un punto

Son !
x’\J‘ - t‘u(x‘-’)
donde x” son las coordenadas de Minkowski, y % son cuatro

funciones arbitrarias. Los vectores base y las componentes de un
vector en el nuevo sistema de coeordenadas se relacionan con el

antigue por

1

“tan ThT'p T conocido como el



a == i g
9 % E
vo' = a” vu ’
a x
. u’ a Ku'
en otras palabras la matriz de transformacién Ao = —
3 x

reemplaza a la matriz de Lorentz menos:  general <la cual sélo es
aplicable a dos sistemas de coordenadas de Minkowskid.

En coordenadas generales, la relacién A+B puede escribirse como:

que en términos de la métrica puede expresarse como; Au = n A
Por otra parte el tensor coorespondiente a todo sistema de

coordenadas es el tensor métrico con componentes 8. v’ de tal

manera que as® = 8.y dx™ dxb por lo que Au puede escribirse
a

v .
como A = 2"vaA ., en donde, g"” es la matriz inversa de g
i v uv

Existen wvarias definiciones formales de un tensor, sin embargo
sera suficiente decir que es un objeto geométrico, el cual se
aseme ja a un vector, teniendo en sus compeonentes valores numéricos

distintos, en sistemas de coordenadas diferentes. Un tensor B" ,

4 . 2l B
en R tiene 4 componentes, donde n es el rango <(numero de indices
para las componentes). Los tensores se denominan contravariantes

cuande tienen superindices & covariantes si tienen subindices:

de , G . Los tensores se transforman con una
< u

matriz: G 7 ‘= A% A’ G“'> . Los tensores pueden contraerse <en
(S0 a

™, F R
wwv

sus indices covariantes y contravariantes), o bien si se
mulliplican, meoediante ¢l producto directo, se obtienen nuevos

tensores:

12



Q = R® , A" =g B , F = A B . Un caso especial es el
uv uav v uv w v -

de la contraccién de un tensor con un tensor métrico F‘uv = gqu‘ua,

el tensor resultante es una expresion con indices no libres. Las

N - © N B N
expresiones F AaY [o R F°¢ ) A%B g son cantidades
dv -2-1 ab
escalares , es decir. son numeros por lo gque estas expresiones son

invariantes en todos los sistemas.

La notacion de indices libres, representa el producto directo, por

e jemplo FUVaAP se escribe como F ® A ; la contraccién se
representa F + A  para F‘uc.-\m , la derivada parcial se denota por

1 = I £

29 d xﬂ.

{.as derivadas parciales de un tensor o de un vector con respecto a

ab, ..

no son componentes
de. . . v

sus conrdenadas espactales ¢ A" o ¢ Q
>

de un tensor. Las c<oordenadas curvilineas son opcionales en un

espacio plano, pero inevitable= en un espacio curvo, estas seran

usadas para precisar la idea de una diferenciacién covariante.

El tensor formado por una diferenciacion de un tensor Q con

componentes Qab‘_g se denota por ¥V Q cuyas componentes se

exprasan como:

ab ab o o ’ -3 av
= “+ [© + +
Q fg...h Q fa...sh thl'g... vh Q fg.
v ab v ab. ..
e = TV QT L SR

en el cual existen términos de correccién para todos los indices
de Q. Las cantidades [T se conocen como simbolos de Christoffel o

coaficlientes de conexién afin; las derivadas parciales se

13



las cantidades I' son conjuntos de

La derivada covariante da lugar a

Si

ab. .
fg...,v

(VQ)euEVUQEQ

N - N
Pug,b - g}ég,u_,

nameros pero nNo sSon un tensor.

Ia derivada direccional

el vector u es tangente a la curva parametrizada por A ,

entonces u podra escribirse como:

u = 3 5 Para u® = dax®dn y VuQ = dQ.dA.
Para los vectores base se escribe como: Ve Qo = Va Q ;oen
= ' - |
términos de los vectores base , la conexién co'nrlos: éo_efig:ientes

puede escribirse como

sarseveresadoans derivada  covariante ¢

obedece a las relaciones

esperadas Jdel operador derivada excepto que en el espacio curvo

=i

? 9 =9 9
u v v u

u es un vector tangente a la curva

paraleioc a lo largo de la curva si:

t.angente a la curva ex paraleln a ia

>

\%

[

un tensor Q se dice ser
Q = Q0 ; si el vector

propagsaciaon 9 u = 0

Ccovariancia  constante del vector tangente), La curva es una

geodésica

14

, la generalizacién de una linea recta en un espacio



plano.. Si x> es-la ";rgéodé'sk‘lca—'r(cgnvgft.‘lo‘,i' = :‘1;d#¢)dk>_r,_"én£bnées las

componentes ‘de’ la ecuacién geodésica son

= —_— 4+
o] (Vu u- = RN u u T ab
aquli A es un parametro ajustable a lo large de la .curva , para
curvas no nulas, el parametro 2> es proporciconal a la longitud
propia.

El estudio de la curvatura se basa en el tensor de curvatura de

Riemann,

ar ™ ar"
Ru - v b - v a + rw.l I_p - I.u‘ [_.p
vab 3 «* 3 “b pa  vb po  wva

en un sistema coordenado. Las componentes covariantes del tensor

de Riemann satistacen las relaciones de simetria:

Rabcé = Rcdab
chbcd =" Rbc: d
abaed =- Rc\bdc

Rc. (bed?

Las simetrias del tensor de Ricci son:

El tensor de Ricet junto con el tensor de Riemann forman el tensor

15



1.3 TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD ' '

El espacio~tiempo fué modelado por Einstein ({19167 mediante
una variedad l?seudo—R_iemanniana de cuatro dimensiones (R‘ »
establecida fisicamente por un sistema arbitrario de coordenadas v
relojes necesarios para la descripcién de los eventos. La teoria
de la relatividad general considera al problema de la Gravitacién
incluido en este contexto. Nuestro estudio procede, en pr;incipio,
de acuerdo a los fundamentos de dicha teoria; asi que consideramos
que la gravitacién es la manifestacién de la curvatura de IR_‘.

A  continuacion se hace un breve repaso de las ecuaciones
fundamentales de la teoria de la relatividad general.
En [R", la distancia invariante se determina por la primera forma
fundamental ¢ tensor métrico s, (xl) segun la forma cuadratica

as? = g D ax' K", g

= g,. <1.3.1

33 ki

las funciones g‘k<xL) contienen toda la informacién geométrica de
AN
(R‘. La mayor parte de la cual se obtiene a partir de sus primeras

y segundas derivadas. La conexidéon afin del espacio se da por los

16



simbolos de Christoffel.

t

=1 —i'j - e
Ta T 387 C8py ¥ 87 5} (1.3.2>

que representa a la intensidad del campo = gravitacional, . Al

considerar las fuerzas sobre las particulas de prueba éstas  se

mueven siguiendo la lnea que se determina por la ecuacidén de las

geodésicas
L . . z .t . I k :
DU of = S0X ot 8x dxt g €1.3.3>
Ds * a s2 k ds ds

donde u' es la cuadrivelocidad de la particula. El caracter
no~tensorial de F‘:k es la razon por la cual es dificil medir el
contenido energético det campo gravitacional <y en consecuencia
definir la radiacién gravitacional),

La translacién de un vector A' sobre desplazamientos infinitesimales

se realiza mediante las relaciones lineales
& A = - AR ax 1.3.4>

que permiten definir la derivada covariante en [R4. La translacién
sobre contornos cerrados infinitesimales deja invariante a los
vectores solo en los espacios planos , no ast en lom curvos.

El tensor de curvatura de Riemann es determinante en el caracter

plano ¢ curvo de KR‘ H

L IV o N o A S il €1.3.5>

7



al trasladar el vector A . sobre -un contornoc: cerrado’"fs'e””alt;era"

respecto a su valor inicial en la cantidad

dondé A flm representa la 2-superficie Limitadé bor’-élk“cont,orno,
por lo que : :
" Un espacio—-tiempo es plano st y sdélo si R'Lkv.m = 0. "
1.3.7>
El efecto fisico de la curvatura de lR‘ se percibe en términos de
desviacién de la ecuacién geodésica que describe la aceleracién

relativa de dos particulas de prueba (se consideran estéricas vy

suficientemente cercanas entre s1)

- R" U w u =20 <1.3.8>

donde u' es la cuadrivelocidad de una de las particulas y w =su
vector de desplazamiento a la otra particula, ortogonal a la linea
de universo de ésta ultima.

El tensor de Riemann, tiene las siguientes propiedades de

simetria:

ANTISIMETRIA:

Rim =~ Rim ™~ RBum

PROPIEDAD CICLICA:

+ -+
Rkklm Rtmkl RLLmk

18



Las cuales implican : e+ s g s SR b e £ R

RLkLm = leik

estas propiedades también las cumple el t,:ansor de Weyl y ademas
este ultimo satisface: Cc = 0 . de modo que el tensor de
Riemann tiene 20 componentes independientes mientras que el de Weyl
tiene solamente 10;.como se vera mas adelante, las propiedades
anteriores seran llamadas propiedades de simetria de Riemann,
ellas limitan el numero de componentes independientes de un tensor
de cuarto orden por lo que resulta conveniente condensarlas en una
matriz de 6x6 , RAB, de acuerde a la siguiente asociaciéon de indices

introducida por Ruse en <{1948), (8l

ik 6 Im 23 31 12 14 24 34
A o B N 1 2 3 < 3 6
La matriz R es simétrica en virtud de <1.39>, R = R_. En
TAB AB BA

este arreglo existen veite componentes independientes debido a la

propiedad ciclica

+ R + R = 0 (1.3.10>
+123 %312 <233

estableciéndose que:

"El tensor de Riemann en R‘ tiene zo cantidades independientes".
<1 .3.11

Se define e! tensor simétrico de Ricci a partir del de Riemann por :

R = R' , R = R €1.3.12>

el cual contiene 10 cantidades independientes relacionadas a las

19



fuentes del campo gravitacional por medio de las ecuaciones de

_Einstein_

R B B
Rkl L Co Lkl (?.3.13)

donde t.kl es el tensor de materia, R es la curvatura escalar R'Li‘ 1Y

CO es una constante ‘univepsal. Estas ecuaciones son no lineales y
por ello no admiten la superposicién de soluciones, lo que
constituye wuna gran dificultad para resolverlas. De - ellas es

inmediato que

“En el vacio Ct'l.k = 0) resulta RkL = 0" (1.3.14>

el tensor de Ricci contiene la mitad de las componentes del tensor
de Riemann, las otras diez cantidades estan contenidas en el tensor

conformal de Weyl, definido en lR‘ como:
1
Cm = R * E[ RiL 8km ~ Rim &t ~ Rt 8 T Ry 80 ] *
+ E s B -2 ez <1.3.15>
6 imokil LL%km '

Estas cantidades son independientes de aquéllas que figuran en el

tensor de Ricecl, esto se asegura por la identidad:
c =0 €1.3.16>

La caracteristica principal del tensor de Weyl consiste en que, no

aparece relacionado directamente con las fuentes;

20



VEL: tensdf'lconfoﬁmbif de Weyl contiene las propiedades intrinsecas
del ™ car}npb',‘ grauit_'a’cion-al no relacionodas directamente con lax

Fatirtee— .

El tensor de Riemann aparece dividide en aquella parte determinada
por las fuentes y otra que mide las propiedades del campo

gravitacional pure, simbésSlcamente:

{ Ricmann = Ricci + Weyl + Curvatura Escalar €1.3.18>

Hasta aqui se han dado algunos puntos esenciales de la teoria de
la relatividad general.

1.4 TETRADAS REALES . TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

El establecer las leves fisicas en relatividad general es un
problema bastante complicado, lo que wviene relacionado con la
covarianza necesaria en la gue deben expresarse esas leyes para
que  tengan significade fisico. La necesidad de at.ribuirles un
significado preciso a las coordenadas nos Ueva a buscar
formadismas  alternatives gue deséubr*an relaciones que pudieran
permanecer ocultas en otrog; uno de ellos es e‘l formalismo de las
tétradas reales . Dicho tratamiento fué sugeride por Einstein
CLwraw), pero 3¢ generalize  por  Pirand  {1987), Sachs 961> ¥y
Newman-Penrose (1962).

Las proyecciones de un tensor, segun los vectores de la tetrada

son cantidades escalares gque cualquier observador mide en un punto

21



de IR‘,. por ello el tratamiento es covariante en si mismo y
pvoporcit;:na un entendimiento claro del significado de las
cantidades wusadas en los problemas locales: posteriormente al
est,udiar-Ala traslacién de una tétrada, se facilita la comprensiéon
y manejo de los problemas no-locales. Esto ultimo no se expone en
este trabajo.

Tres vectores de una tétrada son tipo espacialoide e: . e; v e; N
localizados en el punto P del espacio-tiempo, Cartesianos, esto

es, ortonormales. Un observador en movimiento respecto a P

determina por su velocidad un cuarto vector tipo temporaloide

i

e, - Asi tenemos las siguientes condiciones
o = 420 piagct,1,1.-1> €1.4.1>
- Tu TP = agdl,1,1, 4,

en donde se usan las primeras letras del alfabeto latino para
etiquetar los vectores; a menos que se especifique otra cosa, los
indices numéricos que aparezcan explicitamente se refieren a las
etiquetas y no a las componentes tensoriales. La signatura es +2.

ab dg_i‘ -1

n = n , con ella

La matriz n es autoinversa n
ab ab ab

construimos los vectores duales de la tétrada,

av cab v at ab v ab = <5° €1.4.2>

Lo que permite usar los indices que numeran la tétrada como

indices tensoriales donde las matrices L v nab se emplean al
estilo del tensor metrico,
™ = ncb et . e = n nebL <1.4.3>



el espacio en la vecindad del punto P es de Minkowski y la tétrada

es una base para

también bases para los tensores de segundo orden de la forma et e
Q

los vectores de esta vecindad. Podemos

en particular para el tensor simétrico, la base es

fformar

1

w = e e w = e  e_.
1) 1L 1) 2\ 2L 2}
W e_e w . .= e e
18] N 3 $t) 4L 4]
w = e e W= e e
51 (L 2)} (18] [£88 EH
w_ .= e e . w..o = e _ e . '
L) L 43) 8i) 21 3%)
W= e e w o= . e
o 2L 3] 131 3 43}
<1.4.4>
donde se debe simetrizar respecto de los subindices que aparecen
junto a los paréntesis, de acuerdo con:
= + e e 4.5
e(ai, e\'_w)j eoi. ebj aj bi <14$
El desarrollo algebraico del tensor métrico proporciona la
relacién entre ¢l y la tétrada,
1o
s = A W (1.4.6>
) =) a 1)
2=1
la que se reduce considerablemente, por ejemplo:
e mg e m A e +A e +A e +A e 1.4.7>

de donde, por la independencia lineal de los vectores la tétrada,

A = 1, A = A = A_ = O
1 k-1 S ?
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vectores proporcionan: T

en donde se acepta la convencién de suma sobre los indices ab.e.. ..

lo cual haremos de aqu en adelante.

Si a cada punto del espacio se le ha asignado una tétrada real,
entonces por (1.4.3) se determina su métrica. Reciprocamente, dado
el tensor metrico puede generarse una tétrada real para cada punto
de (R.‘, Ila determinacién no es univoca puesto que en las tétradas
tenemos diesciséis cantidades a elegir y sujetas solamente a las

diez restricciones (1.4.8B). Asi:

“Una tétrada real determina seis cantidades

independientes'. <1.4.9>

este formalismo permite definir las proyecciones de wun tensor

L

sobre la tétrada; si A" es un vector, definimos las sigulentes

cantidades escalares:
A = A e sy AT = on A = A e <1.4.102
El mismo vector A' se recupera de sus proyecciones

A = A% e \ AV = A% g L4141
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Para un tensor de mayor orden se definen relaciones analogas. En

particular, para el tensor métrico tenemos

H e L el T
Ban™ By O, %y T 9. §5 O, 0 T N, Sy Tong (aa

demostramoes ahora que esto dltimo estéd relacionado con la
posibilidad de definir nuevas coordenadas tales que en ellas el
tensor métrico se reduce a su forma Minkowskiana E_” = Diagdi,1.1,~1>

Sea por ejemplo:

> <> = | XNE> - XP> | e P, X% =0 ¢1.4.13>

.

donde E es un punto arbitrario de UE_‘ vy P aquel donde esta situada

la tetrada, por (1.4.8) pademos invertir la transformacién

X = xep> + ¥ NEY oF P C1.4.14>

a

de estas férmulas obtenemos

@
wi
&
9
<
HS
"

= &*  , SX _at @ €1.4.153
L i a

<
”
o
=4
[+

por lo que resulta que:
“"Las componentes tensoriales de un vector o de un tensor en

las nuevas caoordenadas, coinciden con sus proyeccidn”,

C1.4.163

por e jemplo:



- &lia ‘ CLAAT)

P> ='n__ = DiagCLL1,-1 K118
es importante  notar que las proyvecciones 8.y del” ternsor métrico
son las mismas independientemente de la tétrada particular

kS

escogida para el punto P. Si X vy X' son- coordenadas definidas

al  estilo de <(1.4.14> con tétradas reales ‘Ve:" Py v E-T <P,

respectivamente, el invariante fundament.al'est;.rapl,ecﬂe:
S C1.4.19D

Lo clal ‘significa que las diferenciales de las coordenadas estan

relacionadas 'p“ox-'::u‘lii‘aft.ra;\sformacicn de Lorentz:
dX ¢ = L* aX ° - €1.4.200

Elegir otra tétrada equivale a tomar otro sistema Cartesiano de
vectores espaciales. eSto es5 una rotacion espacial en Fr por tres
parametros v a la vez otra velocidad del observador movil,
definida también por tres parametros, completando un total de seis
variables independientes. La transformacion de Lorentz posee esta
propiedad « do hecho relaciona las teétradas. pues de (1.4.13) se

tielhe
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g f“debig.:lo, Ladila arbxt, ariedad ‘de - las

e = l..b el : : Eerl (.1.-1.21),»

La ecuacion (141> que define una tétrada debe gquedar satistecha

si (1.4.21) se usa para definir la nueva tetrada. As). obtenemos

diez ecuaciones que debera satistacer toda matriz de Lorentz L® .
k=3

~a A~ L
n®S = &7 eCL = L2 Li e® eof
L > 3 1
de donde .
n?% = L7 a7 LY €1.4.223

El problema dJde obtener la transtformacion de Lorentz mas general, o

sea. hallar la mauriz mas general dependiente de seis parametros

que  satisface a <(1.4.22>, fue

resuelto  parcialmente por achs

4]

1961 v totalmente por Greenberg-Knauer 1974): esta  solucion

completa se describe mediante dos numeros reales AB y de dos

numeraes cemplejos o v 7 tales que w? =2 1 de manera qgque pueda

!
1 [LEPN N

: : 1
detinirse c = 7 1 -

Lax cantidades L7 son
v

< _ - —_
L= osfefa + w3 o+ 3 Pa s —L-e)]
L= e {e""ca - mn -2 Pa - an)}
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= c(em((? -3 +e Fgp - oo]‘ '

= c[e‘scﬁ + 3+ B+ &'(3)}
N ~B - - LB . —

= u:{e 1+ i) ~ o 1+ oq?)]

= -¢ [e"‘“(c-ﬁ - 10+ e En - 1>]

c.rcorcoror

WD NW S WA NWNRN SN B R M

= ic{e""cﬁ - o - e By - &)]

r

= ic [e""(a + /3 - e ‘P@E + m]

=c{e"<a+s)-;“‘<f;+f§>]

T

=ice"ca—$>+é"(n«ﬁ>]

S

it
]

[_'\ 1~ Ted + e

= c(eA X 4 Tad - e Yo+ ﬁf‘;)}

13

c(e“<a+&>+é"cﬁ+ ﬁ)]

[
-

icle® ¢ - T2 - e * ¢ - ,7;)}

o~

= c(e" A - Zed ~a ™ a - ﬁfi’)]

f-"r. Il - o - fd
W oe N R e
]

= c[," 1+ Fed> + 2 N+ (35)] C1.4.28>

3

De aqui podemos obtener tres clases particulares de transformacion

de Lorentz.

CLASE I. La cual corresponde a una rotacion nula., se tiene o = 0 v

L* =cosn , L' =~ senn ,L'==1L"= Re ¢ ™
: 2 2 +
== =0 , L= -t = m o ey
2 2 a
3 AR - - 3 L ~A —
= - + 43 N = - 2 -
Ls 7 ° &2 32 LZ i <3 3
L2 = L je* + o7 - ;35)] T, L el (e" - et + /3/?)}
a z < z
+ 3 -+ — 2
Lx = - L‘ . LZ = Lz
< £y A -A - L b3 A ~A -
= e - - =~ 1 le + 5
L = 4 [e e ﬁm] ool . ( + a7 /?[‘)]

C1.4.29)



CLASE IL (3= O

L
- I
L=+ (eA(i - aa - e‘“]
428
'CLASE NI o = 3 = 0.
LY = L2 = cos = s L = -1 = - sen s
1 2 2 1
L2 = - L* = cosh a > L = L* = senh a
3 4 4

y las componentes restantes son iguales a cero.

1.5 TENSOR DE WEYL

En el estudio del tensor de Weyl mostramos sus propiedades de
simetria, identidades <ddel tipo de las de Bianchid, el papel que
desemperfia en la descomposicién irreducible del tensor de Riemann,
se calcula el dual y el autodual en un sistema de coordenadas
Lorentzianas incluvendo los del tensor de Riemann mostrandose sus
simetrias e interrelaciones.

El tensor de Weyl tiene su origen en el estudio de los espacios
conformales. Precisamente, Weyl ha demostrade gque para que dos
espacios Riemanianos pertenezcan a la misma clase conformal, sus

metricas deberan estar en la relacion
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g, =" g , o = o b
€1.35.1>
es necesario v suficiente que el tensor que lleva su nombre sea el
mismo para ambos espacios, ezo es un factor de norma que es funcion
de las coordenadas solamente.

El tensor de Wevl esta definido para L?h por:

tiklm Lhlm n -

TR B ] - ZFF'lT;R_nﬁT [;n Bym  Sim Suu ]
1.5.2>

donde Rtkm es el tensor de Riemann cuya definicién es la misma

que para un R‘. ver €31.3.3). RA.;: , R son las contraccicones de Ricci.

Elf tensor de Riemann tiene un total de nZan - 1J-/12 componentes

independientes que para «R‘ equivale a 20.

El tensor de Wevl satisface las relaciones de simetria de Riemann,

ver (1.3.9) que reproducimos aqu:

antisimetrias: (o3 = - G, = - C (153ad
Txlm ®x1im vkeml

propiedad ciclica: C‘._:lm + mekl + C‘_kmk = 0 €1.5.3b>

que sabemos implican a:

= C .
tklm imik

€1.5.3e¢d
ademas, cualesquiera de las contracciones del tensor de Weyl se

anula identicamente:



Riemann. Para

independientes.

[ -
viksl

donde

Asit. el tensor

de

Wavl

(1.3.4)
de. ‘Weyl pressnte’ un namero de
qué”.fe-isiirqué tiene el tensor de

un véldr des 10 componentes

“identidades de Bianchi <1902).

0
<1.5.5a>
€1.3.5b>
R ,, +&° R . +
vkl v v i}
+ 57 + 3 R" g ? 2
2y Rx;k ik Q;L t B Ra,*%; le
- 2 ) - _
- 3 tik:p L&k:v
= R.’_,'j —___Z(n = 1)';&,' .
B SR . 1565

satisface idéentidades del tipo de las de

31



Bianchi unicamente si se anula el tensor R,

» lo. que por: 1.5.6>
ik ,

equivale a ia condicion

gran parte del estudio “de la ¢ 1 analisis del tensor

de Riemann, pues el espacio~es:curveio:inoiseglun. que. este tensor
sea distinto de cero o no. Para estudiar el tensor de Riemann se

ha pensado 2n descomponerlo en tensores algebraicamente

irreducibles. Debever-Géhéniau 956> [561, cada uno de los cuales

describira propiedades especificas del cAampo zravitacional. El
t.ensor de Weyl es uno de esos tensores que se presume deben poseer
propiedades intrinsecas de la gravitacién de acuerdo con el
esquema mencionado anteriormente, ver (1.3.17,18) mostraremos el
papel que el tensor de Weyl desempefia en e-st,a descomposicidn.

Definimos para cuatro dimensiones

Sikim | BuL Brm T By B
o 1.5.8a>
. = S+
Zikelm ikl mo 12 Siklm
- 1.5.8b>
- - ot = R >
b'-:l ki L + ki
1.5.80)>
Los tensores Bom 7 Skam satisfacen a las propiedades de
L
simetria de Riemann <1.3.9>. La traza del tensor simetrico S'L es
nula S° = 0, por lo que S‘L contiene solamente diecinueve de las
N vklm

componentes independientes del tensor de Riemann en la que se ha

separado la curvatura escalar R:
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Riktm = Stktm 7 77 Sikim

ahora se define al ténsor. E‘\k de’'manera ‘que “involucra solamente

las nueve componentes dél'k:"_troeﬁ:s‘or Sy satisface las simetrias del

tensor de Riemann

= -~ = T - +
ELklm 2 [ Si. t Bym Si.m gk\. Skl gi.m Skm. S ]

1.5.9>
este tensor equivale a la diferencia entre SLkL y el tensor de
m
Weyl ci.kLrn spor  esto, la descomposicién final del tensor de

Riemann viene a ser:

RrR
= + -
Rixim™ Sikim® Bixim 1z Sikim

<1.5.10>
debido a la propiedad (15.4) del tensor de Weyl, se concluye que,
este y el tensor de Ricei contienen informacién independiente, lo

que justifica el uso de la férmula <1.3.18D>.
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CAPITULO II
 2° FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE

2.0 INTRODWUCCION

En 1962 Newman-Penrose desarrollaron wun meétodo para la
investigacién de la relatividad general en la gque se destaca la
importancia del cono nulo, a traves del estudio de la evolucisn de
las cantidades principales de la tetrada nula NP denominadas
coeficientes de espin. La principal ventaja de este meétodo,
consiste en que las ecuaciones de campo del tensor métrico en el
formalismo de NP son de primer grado respecto de los coeficientes
de espin {(mientras que las ecuaciones son de segunde grado
respecto del t,lensor métrico), ademas por ser lineales resulta
evidente la particién del tensor dé Riemann, en una parte
relacionada a la materia d(tensor de Riccid, de aquella referida a
la gravitacién pura (representada por el tensor de Wevyl).

En este capituwo, partiendo de una teétrada ar;:it.rax‘ia de NP, se
construye una base para el espacio de tensores que cumplen con las
simetrias de Riemann y se expande el tensor de Weyl en funcién de
ésta, resultando cinco cantidades comple jas wes r = Q, eepd
equivalentes a las diez cantidades reales independientes de este

t.ensor.

2.1 TETRADAS NULAS DE NEWMAN~-PENROSE (NP>

La descripcion de los eventos del espacio-tiempo se hace

posible al construirse una base vectorial formada por una tétrada
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real ortonormal arbitraria e’l. e, e,

z e, tres de -‘estos vectores

son espaciales y uno t.emporalk, los ‘cuales satisfacen:

r

e =n .
(o (Pr o - Xy
donde

n=n = Diag <f,1,1,~-1>
“~ A )

{a) (b

€2.1.1D
el simbolo ~ denota a la traza de la matriz cuadrada de tamafio 4,

la signatura es +2, los indices entre paréntesis denotan elementos

de la tétrada, n( ) (b es equivalente a:
a
e =&
(AU} (yr 18]
o
= 0 i =1,2,3
i Seor e 25

r
(=] e
(4 (4)r

€2.1.2>
En 1985 Ovando mostré que en forma natural se construye la tétrada

nula compleja, formada por los vectores <« mr, r?\r, lr, nr). los

cuales se relacionan con los vectores de la base real ortonormal

Ce , @_, ©€_, @ ) a través de
1 2 a <

€2.1.3>

Q es un parametro arbitrario, Q = 1 ¢ Yz , i = Y= 1 en (2.1.3), los
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T T T : 3
vectores 1, n son reales, m es el complejo conjugado de m. Los

cuatro vectores constituyen una base en el plano tangente a un

punto de :-?‘. Los vectores mr, rT*lr, 1", n’, satisfacen . las
propiedades:
m ' m =p" n '=11"=0
l"_ . T r !
mt m =-1n L=

€2.1.4)
es decir, una tétrada es tipe NP, si cumple las propiedades
<2.1.4>. La tétrada real se puede obtener a partir de los

vectores NP segun las expresiones:

T 1 r, —rv
e = n + m D
1 ¥ z

el= —t— m'- B>
2 2

T 1 r r
e 75 <n 1>

<2.1.5>
r 1 r a7
e = —5 n"+ 1D

en la literatura se uJtiliza la notacibn Zc para' simbolizar la

tétrada nula 2l = m, Zz = m , ’Za =1y Z‘ = n; las relaciones de

ortonormalidad para la tétrada son :

o] 1 o [«]

~
N
N
]
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(@) tb) - - 1

o X = 1
con < > X(a)(b)) Y(cu(b»
2.1.6>
La matriz (211> coincide con su inversa
ot s ¢t B 5 n
- (aytby
@247
y permite definir la tétrada dual T .
tadr tartby r '
e = n e
[3-})
r ta) (b thyr
. e = n e
(e
€2.1.8>

es decir, con las matrices n y nt es posible subir y bajar

~

indices con paréntesis. Asti resultan las propiedades :

(arr -t
e = &

(S tby

ialr — 6‘—

tarb b

<2.1.9>

el tensor meétrico g_‘j se puede obtener de la tétrada real:

{ad

2 = e e = e e + e e
L ) T tayy (1)L 1)) €20 £2) )
+ e e - e e
€331 (32 C4)L (43
€2.1.19
se puede expresar g . en funcién de la tétrada nula (NPD:
B
g . =m m +mm--1n -1 n = X%z )
51 [ J 3 L L j] 3 T @i by
<2.1.11>
ta matpiz X' desempefia para la tétrada nula, la misma funcién

los



o :
que n'¥® para la tétrada real.

De las relaciones €2.1.100 y (2.1:.11>  se puede concluir que
conociendo la tétrada real o la nula en un punto, se puede
construir el tensor métrice en dicho punto, _

La teétrada real puede concebirse comeo anclada en el evento, al

(a)r

rotarla generamos otra tétrada real ortonormal e . Que se obtiene

de la primera mediante una transformacién de Lorentz,

(ay
E =[ L (b)] )

Toter L(g) i by
a by a
Lés? Le" ) n(c)(n
@ ey A .
- ’ T <2.1.12>

asi se observa que L queda en funcién de seis parametros reales;

~

la matriz L mas general cumpliendo <2.1.1> fué obtenida por

~

Greenberg-Knauer (1974), La tétrada nula asociada a la nueva

tétrada real después de aplicar la transformacién de Lorentz es:

m=ce P m +afFm  +aQ 1"+ FQ" D
mT=ce®P m " +apm +aQl +3qQ*' D

ITTage?* @Q'm™+ A M " +1"+p37FQ%nD
nf=cet @Qom+aQm " +ad3Q 1" + D
~ ~ ~
c=|t-ap |
€2.1.13>
Las cantidades A, B son funciones reales, a , {3 son funclones
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comple jas con a*f? # 1 , esto conduce a tres clases de rotaciones,

~ -

CLASE I. a = 0; Rotacién nula, la direccién n” permanece inalterada

~

mT= &% wm +FQttaD
f-'l—'l r - el.B (f?\ r +__B Q-t nr)
) T7= e* @B 'm + A 'm "+ +p5FQ%nD
. ~ : -~ : ot -~ A
~ o A f
n = e n:

€2.1.14D

gLASE IXI. 3= 0; Robacién nula ‘sin’alterar la _diréccién de 1~

;"‘ L -iB
':?"kr = 'e»i.B
I "=
nT="et IF+. n"
€2.1.15>
CLASE III. a =3 = O
~ -8B
m = e
—_r B — r
m = e m
‘i’ r = -A lr
~or T
n = e n
€2.1.16>

si en (2115) se hace B = 0, se obtiene una transformacién de

Lorentz especial (boost) en el plano © - n", y si se elige A = O

se obtiene una rotacidn espacial en el plano
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r

-~
m - m .

La evolucién de las tétradas nulas en R' informa de los cambios

que sufren otros objetos tensoriales al moverse en presencia de la

curvatura del espacio-tiempo de manera equivalente, debemos

calcular las derivadas covariantes de:

<z‘;> =<m, m", 1

f, n a = 1,.,4

C2.1.17
la cual =satisface las relaciones de  ortonormalidad <2.1.4), por lo

que se define:

o 1 o o
R e ° o o
% =< Z(cu tby r> =:< zccmb)) -3 o [+ -1
o o -1 o
L T L €2.1.18)
‘La matriz Z27' = Z = ¢ Z") permite definir la base asociada a
€2.1417> vy €2.1.19) se concluye que :
ot phaxb 2(; por lo tanto:
<z = ¢cm T, m, - a, - 1D
€2.1.19>

1

es decir las matrices Z y Z ' funcionan como una “métrica” para

subir y bajar fndices de la tétrada nula de NP,

Las derivadas covariantes de <(2.1.17) son Z(a.)b;c' dicha expresién
es un tensor de orden dos, no necesariaxﬁente simétrico en b y c,
éste puede desarrollarse en términos de wuna base ger;erada por la

tétrada nula de acuerdo a la siguiente expresiéon:

-4 (hy
= chxh zb zc

{abse

. €2.1.202

en donde los coeficientes de la expansidn, p , Se conocen como
qa
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los coeficientes de rotacion asociados Va'lra' tetrada bajo analisis. |

Utilizando las expresiones <2.1.17), (2;1.18)

e

z e
tpy z(h) T ey

@ b el jgb'_c g

S<2a21)

despeJ@do rqch de 62.1;20):
y =z z Tz ’

= 2
abe thy r; ta) tcy thcared .
€2.1.22>
En donde los coeficientes de rotacién son las proyecciones de
- sobre la tétrada nula. La expresién (2.1.22) refleja el
caracter invariante de be bajo la transformacién de coordenadas,
=3
sin embargo, si cambia al variar la tétrada. En la expresidn

€2.1.22) existe la antisimetria que puede observarse a traveés de

las relaciones €2.1.18)>, <2.1.19>, €2.1.200 v <(2.1.213>:

r r [
chc -[(Z‘b“_ z(o.; );L ztb)r 2(0.);1 ] ch) -
=~z z "=zt
tad)r (b (-3
€2.1.23>
por consiguiente:
:/abc =" 'Vbac
2.1.24>

la consecuencia de (2.1.24) es que ya solo tiene 24 componentes

be

independientes como <2.1.173> es compleja entonces <2.1.22) no son
reales excepto Y a3 b4 Y eae Al aplicar la cojugacién compleja a

los coeficlientes de rotacion se obtiene:

T —123

129 de donde ¥ = - m m 1 = Pt

et
r = m., m 1
similarmente ; 134 yz:—u .7 241 ‘yuz_

En conclusién al conjugar <2.1.20> se intercambian 1 y 23
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’<é.1.25> ’
para ‘el proce#o de"iol:;t.enver: rqr; es ne'ce’sariqt 16bf.ﬂél§é: las derivadas
covariantes (o cual. ‘exige ' la determinacién ‘dé.“f Ibs simbolos de
Christoffeld. ‘

Sin embargo, también existe otro algoritmo que emplea derivadas
parciales en lugar de covariantes:

Los ¥.po SON antisimeétricos en <ab), también para la pareja <bed,

'

de <2.1.23) se obtiene:

1]

- = — - P g
Yobl‘ yarb [z(c)p;q z(cx)q:p ] tb) o)
= C =-C 2.1.26>

abr arb

entonces permutaciones ciclicas de (abc) conducen a la expresidon :

¥ =C. . -~ ¥ = C

ybra - bar ra rab rba rab

R i €2.1.27>

sumando las expresiones (2.1.27) se obtiene:

1 ) A
?’abr = 2z < Cab:f -+ cbra. (‘rab >
€2.1.28>
1Y por la definicién de derivada covariante €2.1.26> puede
escribirse en la forma:
c = - [z -z ]z Pz
abr ta)p,q {arq.p (b (r}
€2.1.29>

En donde sodlo se involucran derivadas parciales, surgiendo un
proceso alternativo:
1> dada la métrica g

ar

2> se puede calcular 2 = v Z,

3) se calcula C
abr

1) calcular ¥
abr
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Sdteniendo  los valores ¥or S pueden calcular rlos: i:ée_fic’fé’nﬁés*’"d_e**,
espin. (ver la tablad:

TABLA DE LOS COEFICIENTES DE ESPIN DE NEWMAN-PENROISE. <NPD

® = p =-n_ m*m
414 a:b
o =y = - n m® mb'
411 ab
- & b
VR Vet ™t
A=y = 1 _m°m?"®
232 aib
Y 1
Y [r434 - yxza] Y
1 o
regz [}’433 - ?sza] Y
1 _ i
a=z [}"32 - 7122] -z
1 t
r#=z [ra.ax - r:zx} ="z

€2.1.302

2.2 CLASIFICACION ALGEBRAICA DEL TENSOR DE WEYL.
Las teétradas reales o nulas son utiles en la clasificacién de

Petrov, la cual se efectua scobre el tensor conformal de Weyl,

definido en cuatro dimensiones por:

1 .
+ = + - - +
Cokem ™ Rk 2( Rix Bim " Rjn 8 "Ry 8§, R85, :l

+
olx

[g\.mgjk - nggjm]
€2.2.1>
donde R , R y R son los tensores de Riemann y Ricci, y la
abed ab

curvatura escalar respectivamente, los cuales pueden expresarse

caomo:
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jkm imLk j‘k.m” ck jm cm’ ik
donde:
i 1 ir ’
= = o + -
r_\m 2 8 (°rj,m srm,j gjrn,x- ]
€2.2.2>
son los simboles de Christoffel
< (-3
Rab_Rba—Ra.bc & R-Ra
2.2.3>

Las proyecciones de (2.2.1) sobre la tétrada nula NP se conocen

como cantidades de NP.

-

Considérense los tensores U, V, M definidos como:

- = - - = _ 1 =
Uu=moael Uc.b lbm“ SHRLN
= = V =
A\ n e m \:Qb n,omg
= m + = = m - m - +
M m e m len M‘lb m,m m_oom, n, lb n, 1

2.2.4>

éstos constituven una base para el egpacio de bivectores

autoduales, para los caleulos posteriores son atiles las

contracciones:

vk r 1k r
M‘.k HJCr = skr
1k Ukr = n\.lr - mL mr

V. M 8-V

ik r ir

u M -u,

vk r r

€2.2.85>
de donde se deduce que los unices productos iInternos entre los
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U, V y M distintos de cero son:

Lyev =2 I M-M = -4
cualquier tensor autodual de cuarto orden que cumple con. las

simetrias de Riemann, se expande segun la siguiente base:

B = U-U

o

Bt = UM + MU

Bz = U+V + V.U

B3= VeM + M-V f
B = V.V

4
B = MM

(2.2.6)
la ‘cual respet»a' las condiciones de simetria de Riemann. El tensor
conformal se desarrolla por medio de coeficientes v—lr, r = 0,1,2,3,4
que se conocen con el nombre de cantidades de NP, éstas no son
independientes porque el tensor de Weyl tiene traza nula (:kaj =0

lo que exige que v, sea igual a L obteniéndose,

w=a+i'c= 2| w, VU + p (UM + MU + y CUV + VU + MM +
+ wa(VM + MV)> + w‘(VV) |
€2.2.7)

donde el factor 2 se introduce por conveniencia y ‘C representa el
conjugado del tensor conformal. Las cinco cantidades complejas
independientes de NP, wr, r = 0,.,4 , sustituyen en forma
equivalente a las diez componentes reales independientes del
Lensobr conformal, é¢stas . cantidades fueron introducidas
inicialmente por Sachs 1961). Con las cantidades NP para cada

tipo Petrov de [R‘ y mediante una rotacién apropiada de la
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tétrada nula NP, es posible conseguir

tensor de Weyl, se reduzca de acuerdo con-la

TLpo

I CLon - AT
2 v

D

II

N
I11

o0 0:0

donde las cantidades de NP se calculan construyendo al tensor

conformal con base (U,V,MD.

w = -~ ye ¢Tev = C Pm%®n" m®
o a pqgqrs

w o= - L « CTeM = np ].q n" m°
1 16 pqrs

w. = = Vs GV = C m P19 n n?
2 ;] pqrs

w = - Uy ¢"eM = P9 m 7 1®
3 1S qrs

= w = —— U- ¢ U =¢C mP13m" e

4 ;] pars

2.2.8>
estos cinco escalares complejos contienen la misma informacién que

las diez componentes independientes de CG . Las cantidades w, no

bv)

se alteran bajo una transformacién de coordenadas, pero si cambian

al rotar la tétrada nula;

CLASE 1. a =0

‘; - o2A - iB

] [
;=em"‘m<w ‘*‘ﬁ‘Q_l‘l’)
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1

N i o i N
~ - A + im Ry Ll e i g LT e
'wa' =.2 Cwa E Q 1l"z ’ —8 E QA ’*.’1 +E ',’Q ‘vwo) ’
p, =™ T W v a poTy, ¥ 6 %0, va 5707 + gy o
+ 4 N e LA IR SR i 2
CLASE I1I.
~ A~ i8Y R E T “ip 2 Ciggt »4k 4
L4 S X ‘
o * ST TS w2 iy, 2 4 il n e
b (A - i ) ) - -‘Z 2" 3 3 o .:
+ - “ocs NS S
p,oo=e <w1+330w2 33‘23’3 ’foW*)‘g..
~ 2.2
w2=wz+23w3+30vg
~ {(-A + iHY N
w, = e Sy +aQwpod
N
~ - eZ(~A + 18y N
L ’ Y
CLASE III. a = [3=0
—_— ~ ~ -
oA = eZ(A - iE
wo ”UO
a = o™ " 'B v
1 i
Y2 T ¥
T e e—“ + i8
WB 3
~ - eZ(~A + 1.8),
W, v

2.3 TETRADAS PRINCIPALES DE DEBEVER~PENROSE (D.P.>

Los vectores de Debever-Penrose <tétradas Principales) son

las direcciones nulas de C " , estos vectores satisfacen:
vikm
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<2.3.1>
En cada punto del espacio-tiempo tenemos a lo mas 4 vectores de
<DP> 1los cuales pueden coincidir entre =si, esto conduce a una

nomenclatura mas precisa:

" o0
bormn
232
W X 1K =0
brn o]
233>
Kw mik"=o0
br c : e
. oo : €2.3.4)
K kK v n*1 K™ =0
t b) i =)
rm
€2.3.5)

en donde K es un vector Debever-Penrose (DP), estos se clasifican
Segin Ovando en:

1) d4-degenerado si satisface (2.3.2)

2> 3-degenerado si satisface (2.3.3), pero no satisface (2.3.1>

3> 2-degenerado si verifica (2.3.4), y no satisface <(2.3.2) vy
<2.3.32.

4> no-degenerado o simple si cumple con (2.3.5) y no satisface
€2.3.2>, (2.3.3) y <2.3.4).

En opinién de Robinson ((1982)> la presencia de los vectores de DP
vya habian sido Iindicados por Cartan (1922>, pero no se les

consideré valiosos, sin embargo en la actualidad son relevantes en
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diversas investigaciones. Notese que cualq\u.er multiplo de una

direccién principal nula, es nuevamente un vect.or DP.
En términos de <232 a 4) se puede clasificar el tensor de Weyl

de la siguiente manera (c._lasificacién de Petrov):

I: (111173
II : £ 114121
D: (221

IIX : [ 131

es decir, en el tipo I existen 4 direcciones principales simples,
en II tenemos dc:s vectores de DP simples y uno 2-degenerado, en D
se cuenta éon dos vectores 2-degenerados, en III uno no degenerado
y uno 3-~degenerado y en N sélo tenemos un vector 4-degenerado.

Si ahora suponemos que n' yr o i" son DP entonces algunas v se
anulan » lo cua; es una gran simplificacién en diversas

aplicaciones, en la siguiente tabla se muestran las funciones que

se anulan:
TABLA 2.3.14
DEGENERACION r r
n 1
simple ¥, = 0 v, = a
doble v, =y = 0 LW, =y, = 4}
triple Yoo W Ral [o} v, =y, =y = o}
cuadruple LA Pl [¢] v,mw, Ry, 2y = ]

La tabla anterior solo es valida cuando n' ys0 1" son direcciones

principales DP; también en esta tabla es valildo el si y solo si,
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.aes decir, por ejemplo: n es 2~degenerado & 'w°.= .!.V;: 0 6 bien,

¥ es simple & w, = etc.

necesariamente uUnica) que llamaremos candnica tal:que

N : wo=1, w =0 ; r = 0,1,2,3

< r

I : v, = o v =0; r=0,1,28 ;3 = v =1
D W, = 7\1 3 y_o= o ; r = 0,1,8,4

II ¥, = J\l N w4 = 1, wr = 0 ; r = 0,1,3

en donde )\J son valores propios de la matriz de Petrow.

2.4 IDENTIDADES DE BIANCHI Y ECUACIONES DE NEWMAN-PENROSE

Las identidades de Bianchi rigen la evolucién de la geometria del

espacio~-tiempo
+ + =
abeflr Robf ric Rcbrc:f o
2.4.1>
si ahora recordamos que:
_ ({8] ¢ (R R—}}
abef R(i.u_mt;(d) a z b z c z f

y sustituimos en <24.1) y proyectamos sobre la tétrada NP se

obtiene:

R + R + R
deaptpr;eho doagrp iy eagHiipy
v L L

+ R + + R
v gh nklip) ¥ qLR(\.)(k)(p)(h) r qp  (ukylihy

S0



1 i i
- R - R -~ +
¥ kh MUK ¥ kU aMgupHm . y:kpR(i)(q)(h)(l)

-+ (y‘ph

l

i s s
- + C - SEI
¥ he Rli.)(l)(k)(q) 4 ip ¥ pL)R(u(h)(k)(q)

+ * - . =
R4 it [ lh)Rt\)(ka)(q) ¢
€2.4.20
Si en esta expresion damos valores a los indices kalph , Se

deducen las identidades de Bianchi en el formalismo de

Newman~Penrose (1962

Identidades de Bianchi:

<ad 6w° - le - Ddub1 + 6¢oo = (Fot - n)wo - 22p + 45)w1 + 3Kw2 -
- £t ~ 2a - 2ﬁ)¢°° - 2¢g + p)¢o; -

- 20@01 * 2K¢u * K¢°2 ’

£2.4.5>

-. - & = - - -
bd> Awo 6w1 ngoz <S¢o‘ <4y “)wo. 22T + ﬂ)wl + Sywz

- (2e ~ 22 + E);boz - 2¢r - m¢m -

- 20(15“ * 2K¢12 * ;\{poo

€2.4.6>

<cd <Sw,u3 - Dw‘ - & ¢xz + A¢02 = (4g - p)yu4 - 227 + a)ws + S)uya -
- 2y -~ 2y + “')d’oz - 2t - a)cp‘z -
- 2l¢u * 2’)4501 * a¢22
€2.4.7)>
<d> Awa - 6«;/‘ —:5¢>22 + A¢‘z = {447 ~ T)l{-" - 2Q2u + r)wa + Swpz -

- G - 275 - 2009, - 2¢ + ;3)3& -

- 2;\¢12 M 2u¢“ Y P2

»

Z.48
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Ced:=

<

<g>

<h>

<O

. Awt B 6VZ +.A¢<-v>'1t - 3'45 *

= i
01 12

S D 1 S 2 LI W G- S = - - - e -
,DVZ éwfr‘ kAcsoo -3 —DR '};\‘po’ -+ 2(rt ""é)'w'x 3PW2

L-la2Rw 2(?’7'fkd’>¢;‘ -2y o+ 2F - e,

Dy, - Sy, + Dg - 68

- 2w+ 26

S teng - 2ue -

2411

-4,

Foz' iz SR.= vy, ¥ 2rm Wy, - BTy,
+~2aw3 - 2¢u —- 7>¢01 - &r - 27 + 201)::502

—'anu * 2p¢12 t e, -

2.4.12>

— — . i —_ —_ -
D¢u. - <5<;>01 - ¢5¢>°1» +_ Ap ot o DR = 2y u + 27y H) @+
+ &t - 2a - 2?)@0‘ + 5¢02 +

+ T - 2a - 273501 + 2(p + Ewu +

(2.4.13>
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9 D‘,pxz ‘,S‘Pu .,,°¢,oz * A¢°1+ FéR =. (-2 tzﬁ +.07

€2.4.14>

. i -_— —_ 1 —_ _
[4'3] D¢22 <5<ptz ‘é¢12 + A¢“ * 5 AR = C p + p 2¢e 2:)4522 +
+ Q2R + 21 - T - 2(u + D+
+ (283 + 20 - T)q)lz + v¢m + u¢01-

- XN - NE__

oz o2

€2.4.15>

Estas 11 relaciones contienen la misma informacién que la
oxpresién tensorial (2410 y han sido escritas en el mismo orden
que en J A. Torres (1985). Las herramientas que se utilizan para

analizar el campo gravitacional son :

RELATIVIDAD ECUACIONES ECUACIONES IDENT IDADES RELACIONES

= DE + DE + DE + DE
GENERAL CAMPO N-P BIANCHI CONMUTACION
€2.4.16>

Por otra parte se tienen las utiles ecuaciones de Newman-Penrose:

ECUACIONES DE NEWMAN-PENROSE

<a)Dp-8x=<pz+as>+<s+2>p—§r-x<3a+n-n>-¢°° )
<b>no-éx=<p+5>a+<as-E>o—<r-5+5+3mx+w° )

<e) DT, ~ Ax = (7 + mdo + (T + mdo + Cc - 2)r - (3p + POx + Y, " Py
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<d) Do - 8=
Ced DB~ 8

<> Dy -

@) DN =&
Ch) Du =

<i> Dv ==

Gy AN - &
k) Sp ~ &

1> Sa -

O SN - 3
> bv =

o> 6y~

<p)"<§rr ~
g2 Ap ~ ¢
&y Ao - &

donde:

& o=

i Nie

=

N~

124

Estas 12 cantidades complejas se conocen con el nombre de

coeficientes de espin .
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Ademas las siguientes relaciones denotan la evolucién en el

espacio-tiempo de la tetrada nula (dex;ivadas'direccionales):

Sm. = - ol +Xn + 3 - Om’

Sl = -+ DL 4+ pm + Xm
=3 a - Lo B
dm = -pl + pgn +Ca - Om
a Q a

Sl = - Ca + @ +2m + gm
=3 a

(-8
) ’ - - + L + - P
Amg TI.Q vn, <y y)mCL
= - + 3 + + Dm
AJ.a <y y)L; vm vm

Dm = - #«l + an + (& - &Xm-
G 3 a a

DI = - Cg + 231 + am + 7m
“a =9 o (=3

Las funciones 24

‘son: reales. P son
oo O . - y ‘Poz,.¢oz' "b;z

comple jos;

en donde:

E = 2(¢ mm + % (mm +mm +
ab 2¢02am ’pu a b a b

+ 1 mm + i1 + nn
n02 a b ¢00cb ¢22 a

=) b

+ + - o + - 7 + - m +
\gn_'7 n‘_’lb) r,v‘“(mqlb mblq) pxz <m‘1nb mbna) 901(m°1b

+1m>d>-» (mn + mn Dl
a W 12 a » 3E-Y



ESPINTENSOR DE LANCZOS =~ % =w ..

3.0 INTRODUCCION

El trabajo de Cornelius Lanczos 4962> [211 vy (221 consistis
en tratar de geometrizar el campo electromagnetico sin abax_ld_o-r_l:_;x_x_:.
la geometria Riemanniana por lo gque su investigacion fueée enfocada
hacia la busqueda de expresiones matematicas que permitiesen
reproducir las ecuaciones de Maxwell, de esta manera los campos:
eléctrico v magnetico quedarian en funcion de propiedades
intrinsecas del espacio-tiempo, asi como también dependerian de ia
curvatura Jd{desviacién relativa de las geodesicas vecinas) v de
est.a manera se relacionarian con la gravedad. Desafortunadamente,
Lanczos no culmind su geometrizacion del campo de Maxwell pero
logré demostrar que en todo Jd-espacio de Riemann existe un tensor

(no necesariamente unico) K , Hamado espintensor gue genera al
i

tensor conformal, via una expresién algebraica-diferenciali esto
ultimo es muy importante debido a que éste resultade no depende de
las ecuaciones de campo, por lo que su validez se extiende en toda
la teoria geometrica de 1’24 .

En la Seccion 3.1 se describe la expresion que corresponde al
'pot,encial de Wevl en el formalismoe tensorial. En [a Seccion 3.2 se
reascribe el espintensor de Lanczos en 2l formalismo de
Newman-Penrose con la rinalidad de disponer de un metodo
sistematico para la construccion del espintensor K T Finalmente

an la Saeccion 3.3 se determinan las expresiones para 2! potencial



de’ Lanczos.  ‘para . algunas . métricas. de 'l interes en: relatividad

general.

3.4 POTENGIAL DEL TENSOR DE WEYL (Generador del Ténsor Gonformald.

FORMALISMO TENSORIAL.

Lanczos siempre estuvo -int.eres.ado én "geo'me‘t.'rizar el campo
electromagnetico bajo el mismo espiritﬁ con q;.xe Einstein habia
geometrizado la gravedad. asi desde 1931 hasta su muerte an 1974
intentd extender la relatividad general mediante ecuaciones de

campo deducibles a partir de un principio variacional tipo Hilbert.

con Lagrangiana [ cuadratica en el tensor de Riemann , en su
- ®abed
articulo de 1938 demostro que cuando L = l..D = R R el
ascza
proceso variacional conducia a 0 = 0 d{debido a que la Lagrangiana
es una divergencia exacta), ver H.A. Buchdall [9]. es decir no

aparecen ecuaciones de campo Jque restrinjan la geometria del

espacio-tiempo. dicho de otra manera, las consecuencias de

s fu v/ - g d'x =0 <311

son wvalidas para t.odoiiR"' de'Rieménn. Por otra partve O = 0 no
producia beneficio alguno ‘p“ara el proceso variacional simbolizado
por 2 efectuado sobre la metrica (técnica de HilbertD, esta
Sitiacién tue remediada por Lanczos (1962)0 al sugerir realizar &
variando g, Y * r T 2Fcd independientemente e introduciendo

multiplicadeores de Lazrange para tomar en cuenta las restricciones

que @Ste entffoque  oarigina. la expresion (3.1.12 proporciona nueva



informacion “sobreé la“estructura de  la

de _‘los multiplicadores : “resulté: ser:

simetrias:

donde -

-C3.1.4)
En tjado esp;acio-t;iempo existe un tensor de tercer orden que juega
el‘ papel de superpotencial para el tensor de Wevl que a sy vez es
la parte del! tensor de Riemann, no ligada directamente al tensor
de Ricaci. Bampi-Caviglia <{1983) [2] volvieron a probar (3.1.3) de

manera rigurosa v probaron que <3.1.2.a> a 3.1.2.d> son

tfundamentales para la existencia del potencial de Lanczos,

En el proceso para el calculo de K debe considerarse gque en un
LI

espacio-tiempo dado se tiene como dato la metrica g . ., por lo que

determinar C 23 rutina yva que existe una relacion definida que

Lra

2ncadena a estos tensores. por ejemplo con g - 28 posible calcular
1
los =imbolos de Christotfel v con ellos obtener los tensores de

Riemann v Ricci gque de inmediato conducen al tensor «<onformal, .ast



~+m@ Ciene que:C ), Sin"embargo, K
PN R rhl ; [T

no’es funcidnidel tansor métrica .de  sus -primeras derivadas. El

§§mﬂia —'.'c';ue' permita obtener el

JUEnlas expresiones (3.3 low

pop?h&ial 'k;i’:!e. ‘Laneczos ‘a vp:a_r"t,\iib, de g0

datos son’ la’ x"ﬁeft,x:ica‘; ¥ C{_}' o’ “al” dar valores a los indices pajb
resulta . un sist,émark acoplado de ’ecﬁéciones diferenciales para las
cbmponenbeé K"),: y la dificultad de resolver este sistema dependera

de . el problema radica en 'que se debe integrar <3.1.3> para
obtener Kprl por lo que se dice que éste tensor es no local El
aspects no lecal de K . Se ha inte'p_pret,ado como que dicho tensor
dependera en forma explicita de la geometria global de C'?J' . por lo
que a muchos autores les parecio una tarea realmente muy compleja
(Fernandez (2412 ftrenando la construcciéon de los patenciates de

Lanczos para diversas metricas de .interes en relatividad general

En 1962 Lanczos resolvid (3.1.3) para campos gravitacionales deébiles

con R = 0 en dicha solucién aparecidé la ecuacion de Dirac para

2spin aunque no estaba claro a2 que particula =se refiere, de

N't- o

todos modos este hecho hizo que el tensor K_.}:‘_ se bautizara con el
nombre de espintensor. Sin embargo Taub 966>, considero el
hallazzo de la ecuacion de Dirac en dicho trabajo accidental vy
sin importancia debido a 4que en ningun momente se consideraron
efectos cuanticos.

Con la idea de encadenar la gravitacion con la mecanica cuantica
Vi K Maher~Zund 1968-1975> 1253 escribieron en torma

egpinorial  las  expresiones (3.1.2.a-bd>, <(3.1.3) vy 314> v el

resuitado fus la inesperada presencia de las 2cuaciones para una
particula con masa c¢ero v espin 2, que alzunoes Lratan de
ident.ificar con 2! zraviton . Newman-Gaenner (28] Y (291 <1984



afu*man . que :‘_:'Aéhbekar'”" ‘SBtuve .espinorial . “de (312 -

3.14.4> cc_:n"':t,o'd‘a “la herrarment.a Vc;i.e. cua_nt;‘iiz_»aéics'r;:‘c;néi’ﬁca‘ de " la
gfave_dad. V B : o

En la teoria de Maxwell, al 4-pobe‘n;:ial p.uede agregarsele un
zradiente sin que se afecte el correspondiente tensor de Faraday

éstas transformaciones de norma pueden extenderse al espintensor,

es decir si a' K ‘e se le reemplaza por K,.c + B\ T donde B“c
RS v3 } 3
es cualquier 2spintensor de Lanczos para un espacio
conformalmente plano, 2ntonces permanece inalterade el lado
izquierdo de €3.1.3>, dichas transtormaciones de norma fueron

sugeridas por Zund 975> v estudiadas por Atkins-Davis 1980> en
teorias de norma no - Abelianas. el resultado de Lanczos introduce
un nuevo grupo de transtormaciones en retatividad general.

Cuando Lanczos llamo espintensor a K'EC sembro la idea de qgue
dicho tensor es capaz de describir el espin de ciertas particulas,
esta  idea fué adoptada por aquellos que intentan explicar la

rotacién de las particulas mediante una torsion del Jd-espacio por

lo que K es  considerado camo una contorsién en teorias

Lo

Einstein-Cartan, ver Davis-Atkins-Baker (1978).

En 1948. Ruse ftué el primero en estudiar la estructura algebraica
de C:‘: mediante la geometria proyectiva v el resultado es lo que
ahora se conoce como clasificacion de Petrov <CP> de sran
importancia en la relatividad actual. ver Ovando (18833, en su
trabajo se enfatiza que <1 tensor de Weyl tiene eigenvectores
nulus llamados vectores de Debever-Penrose (DP) o direcciones
nulas principales. Los invariantes de C.::D poseen un papel relevante
2n  dicha alasificacion . En el trabajo de Becerril Jd986> se
proponen dos caminos para etectuar la clasiticacion de K‘T ix
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saber:

a) Idea de J. Plebarfiski;

Con e}l espintensor construir un tensor de c:ua;rt.;: 6rden t;:on laé
mismas simetrias de Curc y entonces a dicho tensor aplicarle la CP
para asi obtener informacién algebraica de K\jr.
b) Idea adaptada de Collinson-Shaw {1972>

Medianu‘e K‘ch tf'ormar un tensor simétrico de. segundo orden con
traza nuia y aplicar a este la clasificacién Churchill-Plebafiski.

En ambos casos seria interesante relacionar las direcciones
principales del espintensor con los eigenvalores de los tensores
de Weyl y Ricci, sin embargo, otro posible camino a seguir esta
dado por Fernandez <1986D:

c) Método de Fex:néndez:

El método para el analisis de la estructura algebréica de KHC el
cual tiene semejanza con el enfoque matricial Petrov para la CG.P.

consiste en lo siguiente: En un evento dade del espacio-tiempo se

construye una tétrada ortonormal arbitraria y se proyecta sobre
ésta al espintensor, originandose asi una matriz de 6x4 de

acuerdo a:

P €
«

r—)m
—

€3.5>
donde B = 1,.,4 vy
A T2 3 4 5 6
ta) ¢b) (2>t3) (331 C1y(2) €13 (4 €2) (4) €AY (4
<35.a)

entonces a la matriz rectangular (KAB) pueden obtenérsele sus
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eigenvalores y vectores propios mediante Vel ingenioso método de
Lanczos (1988) {21], Lanczos extendid el proble;na de obtencién de
eigenvalores de matrices cuadradas a matrices arbitrarias, este
trabajo le valié el premio Chauvet en 1960, ver éclai.fe <1974,

Por otra parte ., Novello en 1990 ref (511 y (521 desarrolla una
teoria completa de campo con espin dos, usando para elo las
variables de Fierz Aa-ﬁu , para el espacio-tiempo plano ¢ curvo,
est.as. variables se relacionan con las variables estandar wuv,
sirviendo de puente para pasar de una representacién a otra . La
teoria de Novello no es la aproximacién débil de Einstein de la
relatividad general en la formulacién Jordan-Lichnerowicz 152]. La
teoria no-lineal se obtiene de la accién cuadratica del tensor de
Weyl, usando [.;ara ello las variables de Fier=, la cual se
relaciona con el pobencim‘de Lanczos. Esta nueva teoria presenta

similitud con la teoria electromagnetica, desarrollada bajo un

esquema de cuantizacién por Fermi-Gupta-Brewler [521.

3.2 ESPINTENSOR DE LANCZOS EN EL FORMALISMO COEFICIENTES DE

ESPIN DE NEWMAN-PENROSE

En la seccidén 3.1 se comentd que €(3.1.3) en su forma tensorial no
proporciona un método sistematico para encontrar K”,c aun cuando
se proporcione como dato la metrica de {2‘ . En esta sécclbn se
presenta la transcripcién al enfoque NP, las relaciones que se
obtlenen permiten obtener espintensores con relativa facilidad.
Los primeros en hacer esto son : Maher-Zund (<1968-1975) (25]. En

esta seccidn se usara la teécnica de tétradas nulas expuesta en la

Seccion 2.3.
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Al aplicar el formalismo de NP al tensor de Weyl , se expande este

<C + 1% > en funcién de los bivectores qu , Uab v -M

abpq abpq
dando origen a las cantidades comple jas: W reo¥ - Analogamente,
usando la sugerencia de Zund d1969> para K”_c. se construye. el

tensor comple jo:

Q = K + i K con

*K = * Pl L io= o -1 '
abe 2 abpg <
€3.2.1>
vy que satisface las propiedades algebraicas (3.1.2)
Qobc - Qbac
. Q. =0
[~ -4
€3.2.2>
la expresiéon (3.2.4> admite el desarrollo
+ - + -
abc 2 Q u ab 1: 01<Mc‘b lc Ucb mc) chvc.b lc Mo.b mc)
- Qavob mc - Q u ab mc * Qs(uob nc - Mob mc) * OG(Mub nc - vab mc)
* n? vob nc]
€3.2.3

"donde las cantidades QQ » & = 0,.,7 <ocho cantidades complejas
son equivalént,es a dieciséis componentes reales independientes de

K,ch > son proyecciones del espintensor sobre la tétrada nula

consideradas como adecuadas para éste propésito, Fernandez 1986) :

Q =K g = K
o] (1) Ca> (e 4 12(434)

O = K Q = K
1 (13442(2) s (2441 D
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Q =K Q =K

2 (AK2¥(4) S 1(IN2)(1)
Q. =K Q =K
3 (350212 ? t3IN23I)
. €3.2.4>
al construlr una clasificacién algebraica de Ktjc mediante el

formalismo de NP, el algoritmo resultante queda en términos de las

Qa de la expresion (3.1.23:

Na.b = kc.b = qu:c =0
€3.1.2>
que al contraerse con la tétrada nula, implica:
{r? <r) c -
Nu.)(h) —K(t)(h.a;(xj) K(v.)(h) Z(r); c
, (r) (p> (r) (P
- - - K
(pdchy LTy CLr(p> <hir
3.25>
con los valores CtLO<hD = 2>¢3>, C1>d4d, <13¢2>, 3>C4>,

generandose tres ecuaciones tipo NP, las cuales contienen la misma

informacién que (3.1.2): Zund (19753,

- - A - L+ -
an, &0, sa_ + DA, 2va + @u + r =, +
+<5-3r3+r-n>na+2xo,+<—a-ﬁ+F—3nmd+

<3c+§:‘-p-5>n7=o,

- - B o - - 3 +
a0 - &0, dq, + Do + Cu + @ 3y 0,
+<a+f3+3r—ﬁ>ni—zonz+<3a-ﬁ+§-‘-'nm"+'

<£—s—p'3p)ﬁs+2KQ's=O,
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+ + - R —- " T
A.Q‘t 502 005 DQ':s + VQO +7,<r’ 7+\‘y Zp H )QQ +

+ G aE+p-2r + O, + 70"63 e+ B =T +2m0, +

g - + D+ - = E

e > =) 2;:7)()‘j K 5 <0
<3.2.62

bajo la misma filosofia, se 'proyecta (3.1.3) sobre la tétrada de

NP  para deducir el encadenamiente existente entre ()r y las

cantidades w . De (3.1.3) se originan cinco ecuaciones tipo:
>3

W =2[-60 + DO + @+ 33 - M - 300 + (-3 + £ - o0 +
o <+ [o] 1 +

+3m] >
S

g o= = A - + & + + + ¥ + - +
2r,11 ”‘Qo 3<S('21 OQ‘ SDQ5 3y b 3u u)Qo
+3<E+B—E-T)nx-6002+<—3a+ﬁ—3n—1_‘){2‘+

- + = -
+ 3<(-¢ £ + p p)stéKC)d,

w, = - Aﬂl - 502 + 6&‘}5 + D06+ VOO + Q2u -y +yp o+ ;v)01 + N
+ (&~ -n-2r3 - 00 - A} + Ca +[F3 - 2n - O+
2 3 4 4

T - 5 + + K
+ (&g + £ o 2p)06 I\Q_’,

2y, = - 3A0, - S0+ 33+ DG+ B -O+pu+F -y
+6VQt+(a-3{?—E-3‘r)Qa-Ghﬁs+3(a+f§-n—?)ﬂé+

+(3€+E+3p-;)ﬂ?,

w

‘-2[-ma+307+3voz+<-E-3y+?>oa—3>\na+

+(aa+ﬁ-?)n7] ,
3.2.7>

si se combinan (326> y (3.2.7) se obtiene un sistema equivalente
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CFéFnAndez 61986)) -con_ocho. écuacianes:

2[’.

|

~-50 + 5
3 d

-AD + 30
(-] <

-A0 + &5Q
1 E]

-6Q_+ PO
3 ?

+3va + Cmhi- By + ?)hs +

+

- 3A0_ + Ba
(-3

C -y + 3y + r)ﬂo - 3*1:'{)1 +

+ (-3 + 3 -

VOO + C + y - u)ﬂx - ZTQZ - AO‘

+ (- + 3 ~

3#02 + Ca = 373 ~ rz)()3 - Bnﬂd +

66

+ (3e +

+5-a, |

T)Q‘ + 3905]

+

T)Q5 + 2906}

Z-B>Q7 ] ,

<3.2.8>



para construir los espintensores sdle es necesario utilizar las
ecuaciones (3.28): con la métrica dada se genera un cuarteto de
vectores nulos tipo NP (en diche cuarteto conviene incluir a los
vectores de Debever-Pér;rose debido a que estos por lo general
causan simplicidad en los coeficientes de espin) y con respecto a
&stos se determina W W 3,7 5T, con los operadores

S , 3, A, D Se resuelve el sistema (3.2.8) formado por ecuacicones
diferenciales parciales acopladas con las QQ .

Al proyectar ¢3.1.4) sobre la tétrada nula, se obtiene: N

z {9

g tar’
= K a b
ctrihy Ctrehyscqy

et rehy {qr;car

con los . valores (<(td<h)> = (i)(i),* (1)(2), f.rl“(i)(B), <13<4),  (83¢(33,
43¢4>, *lo cual conduce al conjunto:. de ecuaciones (se utilizaron

las ecs. 3.2.62:

= &0 -0 - A0 +DO + VO +3xXz22 -0+
(1341 -1 <5 4+ 3 [+] 1 1
+<—E+r3-3?1'>52 +<—5-s+33>53+

+ (o - 7 o+ + & - - + - ol +
Cpu e 37)0‘ (=] I 3't‘)05 20{'2's orQ6 }(07

K = - &1 - &0 + DO+ QD>+ +uld - a0+
(132> s 5 (] s k) 1 2
- r{l + A0 + X0 + -3 -2mMQ + Cax -~ 3~ 2mM0 +
2 < < -1 -1
+ e + 5 -2000 + (e + £~ 20000 + KO+ KO ,
S < 7 ?
=280 +8 0 - A +0) + Tu + 200> - X+
(133 ) (-3 3 2 - 1 1 2

+<r-;_-7-35>52+(3ﬁ-a—;){_‘.‘3+‘v’0‘+

+(r—;7-2u)05+(;+ﬁ-27)06-766+007+p€_)

- »
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=-e0, - Fa +0@ +0) LE +XG S na, -

{"”“')7 . . .
' r@rp=2D 8 +G-e~pO, +RA, +
“+ Ba - B - AN+ -e- apms - a, +
+K@2R + 83>,
-3 S
K = SO+ S0 - A+ QD+ VY + VR - R0+
943 X ? 4 g -3 2 2 a
- X + + 2V 8 - + ¥ o+ s - + ¥+ g o+
X ava, 2V 8, -+ 7300 - G+ p 3,
+ (-7 + &+ IHO, T + a + 30O, , f
= “80 +3Q -DO +0 )+ @Ba+fF - W+
(434 ) o (=] 1 1 Q

+ B+ B - M. - Ke v+ £ +300 ~ Ce + £ + 3007 +
Q 1 1

+2Ka, + 2KG, - T+ Ko, + Ko

-+

i 3.2.9>
estas relaciones <3.2.9) no son necesarias, =i se trabaja con
(3.1.3> en la obtencidén de superpotenciales de Lanczos, sin
embargo si son fundamentales en unién con (3.2.6) para construir

generadores para tensores simétricos de orden dos con traza y

divergencia nula.
3.3 DETERMINACION DEL POTENCIAL DE LANCZOS PARA DIVERSAS METRICAS.

Si se emplea 1la expresién (3.1.3> en la forma tensorial,
entonces aun cuande la métrica esté dada es sumamente dificil
construir e! tensor conformal, debide a la carencia de ecuaciones
basicas, de ecuaciones cuyo analisis nos lleve a K”c , solo

exist.e la esperanza de que las coordenadas utilizadas simplifiquen

la derivada covariante y las componentes C wpr fuera de esto, no

[3:]



se tiene libertad para introducir mas simplificaciones en (3.1.3).
Por otra parte si (3.1.3) se transfiere al formalismo NP, entonces
Se adquiere mayor maniobrabilidad porque ademas de seleccionar de
manera arbitraria las c¢oordenadas, también se tiene libertad al
escoger una adecuada tétrada nuja para simplificar los
coeficientes de espin y los operadores & , &, A . D . En esta
Seccion se det.ermina:{ los espintensores para algunas metricas de

intereés en relatividad general.
3.3.4 MODELO COSMOLOGICO DE GODEL.
La méetrica de este modelo es:

<4
as® = - @x®? - 20™ dx'ax® - S~ o™ @k + cax®? + ax®?
€3.3.1.1>

r

La expresién <3.3.1> describe a un fluido perfecto en donde e,

corresponde al vector de la 4—ve1;>cidad, véase tésis de Fernandez
19863 [24], si se considera la tétrada nula:
* L
-
'y = 1, -e >0, g d

<1’>=7;_<1,o,-1,o>

<n">=7;—<1,o,1,o>

Junto con :

= os T=p=A=g=0,

! + i
a=ﬁ=—5%/2——,u=p=;,6=r=;,
1

wrao,b:=2 v, = 5
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T >a}
ab e

(3.3.1.4D

M se

b

(3.3.1.5>



e SoDe .
SETR SR B O - P A AL I
=le OG- .
(310 Py g

con:

(3.3.1.6>
los vectores e ey BT 3,4 " son de Killing con las propiedades
»
(=3
> = 0 , =3 e =1
(3)iby ;¢ (3)<(as 13
=3 Q)
=3 e = s e e = - 1
C3r»ia %) {4 Cad (4)
A 2
=) = 0 R e =
U =¥} i {42(h)ia
<3.3.1.7)>

con este ejemplo se- trata de ilustrar el procedimiento a seguir

para hallar el espintensor de Lanczos para una metrica dada.

Ensezuida se aplica este proceso a diversos campos

gravitacionales, solo se mostraran los resultados esenclales.

3.3.2 METRICA DE SCHWARZSCHILD

Las conocidas tres pruebas a favor de la relatividad general

apoyan en la solucién de Schwarzschild: .

ds® = <1 - ED7Mar? 4 £fs® + sen’s ds™ - @ - Zhat?
<3.3.2.1>
2ligiendo las coordenadas:
.\'L=r:x:=—?;.\'3='$ VX‘=(-

Ccongiderando la region r > Zm 3

se



T
]
0
!
!

R=0 ", « =- f’}‘f—.:v'— o v los restantes f:oet;i;:ientés
vélen' cero:' .

T D = 0. €3.3.2.2>
Las expresiones (3.3.2.2) satisfacen R;_.=> = 0. Dados por Torres en

1985, [35]1 en donde. se obtuvieron. las cantidades de NP para el
case general con  simetia esférica Al sustituir (3.32.2) en

<3.2.8> se origina un sistema de ecuaciones en donde  acepta la
=3

solucién
Q‘ =0 N a &1 , O
- m )
Q=0 0= ,» & > 2m +€3.83.2.3>
t < - 2
3 ¥2 - / y - 2™ ‘
4 2
algo seme jant.e puede  hacerse para la regién interna . al

horizonte ¢ r < Zm ).



3.3.3 SOLUCION DE TAUB

La metrica de Taub:

~de® =T adxE a det® ke r 2y 4l az DD,

f=vYy1IFKx'! , K=cte. =0

3.3.3.10
La cual posee simetria plana a lo largo del e je X
¥ satisface R‘;_ﬁ = 0 . Obtenida por Taub en (1954> en su estudio
de grupos de movimientos admitidos por el espacio-tiempo.
Eligiendo: x = x ;; x_ = ¢ . x_ = =2 ;o ox o=t
1 2 3 4+
entonces para (3.3.3.1>:
> £t
(m)=7—_2 0, &, -1, 0 ,
a* = Lo c-1, 0,0 1
a® = S—¢1,0,0, 1
KopT O 37E L n i SiiAm
P = ou = dg = oAy = - T » Jlosidemas ~cq'e_l‘icientes de espin
sSe anulan,
w o= 0 .
r _ 2
K —3
"Uz = S £
R =0, éab =0
(3.3.3.2>
que en unién con (3.2.8) conduce a un espintensor con :
=0 , =1, 6
A =8 = - k"/zf—axzz_K*lz(1+KH)-3/‘
1 -] 24 24
<3.3.3.3)



3.3.4 METRICA DE BERTOTTI

'(3.3.4.1)
propuesto  por ~Bertotti (1969) .genéra,'.,;'un',ﬁi;, Ven‘;pfefsé,ﬁ_cid de un

campo electromagneético uniforme. Si-

y . x =+t , ut,ilizandc;:, :

T €3.3.4.2)

los coeficientes de espin no indicados valen cero.

Aqul es necesario considerar dos casos:

> - 2 2 . : ) e o

1 Cuando r = r, Ctipo D), entonces utilizando (3.3.4.2> en
1

conjuncion con las ecuaciones (3.2.8):



€3.3.4.2). én ‘conjuncidn con

3.3.5 ESPACIO DE KASNER

Consideremos ahora la métrica de Kasner (,1921) -

dsz

donde p ,.a =.1,2,3 son constantes
2 : Les

(3.3.4.4D

= %P d® + %P2 dy? + %P5 az® - at?

€3.3.5.2>

2 S
1 o .
7 :
<n°)=_7-j—[0,u,t,"’a.1}
S B R =0 s =0
ab
o = : <p_ = p> o= —" % _(p +p>d
- 2 27 pz P, ' z 7 27 v P, px
ja}
R S 3
T AN B



el espaclo-bxem

tipos Pebrov, Fernéndez (1986))

TIPO I: p = p s p. =0

1 2 3
TIPO D: p, = p, * 0 . p, = 0
PLANO P, = 1 s P,= Py Q
p!. = PZ = 0 . p3 = 1
p = p = 0 . p = 1

para los dos primeros, tipo: Iy D:

’g/,=d Q@
. C 72 p_
o= - 2

e

L < s Lo

considerande el uso de las relaciones:

el caso plano fue estudiado por Ares v Becerril en (1985).

3.3.6 SOLUCION DE NARLIKAR-KARMARKAR

La metrica contformalmente plana (tipo O

6

(3353)

clasxf‘lcarse de 3 formas (t,r‘es

€3.35.4>

€3.355>

€3.3.5.6>



ds® = ac¢E> caxt o+

con A funcién arbitraria de. £. ‘por

Narlikar-Karmarkar <1949,

(3.3.6.2>
3.3.6.3>

3.3.7 ESPACIO-TIEMPO DE CLASE DOS

considerando:

2 4+-3 2 22 2 32 42
ds® = ¢ %ax" + dax® > o+ r%ax’ - dx
£ = Koxt o+t K = cte.

€3.3.7.1>



esta métrica para estudiar el proceso de inmersién , para

construir nuevas soluciones de las ecuaciones de Einstein, ésta es

seme jante a las metricas de Petrov <1962>, la cual es tipo 0 y no

satisface Rab = 0, ¥y fué construida por Fernandez <1986>, empleando:

los demas coeficientes de espin se anulah, :
wc.=0 ’¢01=¢02=¢:z

+ K2
Pog = Pop = VP, T T T3 » R
s f

=6 ?ooﬁr' ,"(3.3.7'.2? »
de (3.3.7.1) y (3.2.8> se tiene:

0 =0 ,a=4 v n‘=cf"3,c=‘cte._
3.3.8 ESPACIO DE NOVOTNY-HORSKY

El espacio de Einstein con:

ds? = sen*"%Caz> <dx® + dyz) + dx? 3

- cos Cazlsen > %cazd> dt?
a = cte.
€3.3.8.10
construido para realizar la inmersién de lR‘ de Einstein, sumergido

en Ed por Novotny—Horsky <1974). Considerando :

X = N = X =t
» 2 y) 3 > -

R = R
Y .

mD = 7% sen > ®¢az>1 , - 1, 0, 0>

<A’ = 7—:— <, 0, -1, senVBCaZJ secCaz))
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337
D = 7;- w , 0, 1, sen*"%¢az> sec‘gigg) gfml‘y /?[7 ﬂfp[
H=oma=f=2a=r=9p=XxA=0 88[/0]2‘&’,

M=o =,-,§'— ¥z ctglazd

a=y=—°z[t.g<az)+-;-ct.g Caz)d]
-
¢bc =0
:,'Jr=0, aor 2 2 r ¥, =72 2 csc2§az)
16 2
I = - -3
: 3
o €3.3.8.2>
El potencial de Lanczos, esta dado. péf: R T
Q=0,r216;0 =a =- 2% csecan
r 1 -3 o
€3.3.8.3)>
3.3.9 METRICA TIPO N DE KAIGORODOV
El espacio-tiempo es homogéneo
ds2=——2—-<dx2+dyz)—2du<dv+£—1dx+xdu) K = cte.
2 2 x
K™ =
3.3.9.10

obtenido por Kaigorodov <1963), satisface las condiciones de

espacio de Einstein (Rab = -:1 gqb). Si las coordenadas se etiquetan

como: X =X, X =Y, x3 = v , x‘ = u , entonces la tétrada nula:

m>»> axkcX K L »
2 2

1
<1°>=<o,o,—»'§,_7x_>
™ =¢c0,0, ¥x, O

R=a=)\=p=g=usr=0

., a=53m= :K , R = 6K

~

%

]

A

n
m|<

[}
NIR
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3.3.9.2>

estas canbidades . s "‘(:‘3"3',9.2) G las “ecuaciones = de

Weyl- Lancgos : <328) impllcan
<3393)

3.3.10 SOLUCION TIPO III DE KAIGORODOV

Espacio homogéneo de Kaigorodov (19633:

ds® = 2aK07%¢dy® + dy®d - 2duddv + Z—de + ;T’édy + 2:7dw, K = cte.

€3.3.10.1D
eligiendo : 0= % R, 7'=>y~,' v '.".*V:“ = u., trabajando cor:
o Cl 2
mys KL ERX e 2 o
2 2. 3
a» = ¢0.0, 42 x , -~ ——>
vz x

d:p:a:a:}':(j
~ v K o iK 2
T = - = 3 = Z = = = —= = = = N = d
e = z v 2 2vz R = 6K
2

iK 15 .2

D = = 3, ; = = — K

v, =0 .0 =34 Y3 T v Y z K

It
1
Ul
M

'D.:\b = 0 excepto @22
obteniéndose el espintensor:

0 =0,«:=‘-3,6.7.Q]=-Q =‘;75-,Q'=

3.3.11 METRICA DE ROBINSON-TRAUTMAN

Las  metpicas  de  Robinson-Trautman  [(ST] son agquellas que
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satisfacen las propiedades :

i3 Admiten una congruencia nuld R geodésica , sin deformacién

con expansion y sin rotacién

iid satisfacen las propiedades:

a =]

R n n. = R n m = R m mb = 0 en donde Ri.J es el tensor

2t ak ab

de Ricci v m” es un vector nulo comple jo tal que n* m o= 0.
En el formalismo de NP las condiciones i) y ii) equivalen a:

n=o0=0,p=p=2r0 ,P =¢ =3 =20

s sy T ez

(3.3.11>

La expresién de dicha metrica es:
2

2r~z 2 2z z
2 x4+ dy® D - 2du dr - 2H du

ds™ =

P
3.3.11.2>

donde p(x",xz'u) y H(x‘,xz,r,u) son funciones reales. Con la tétrada

> = P «¢1,1,0,0> cm D = 2 a-i00
2 r 2 r
> = <0,0, -H;1 (> = €0.0,1,0)
€3.3.11.3>
v los coeficientes de espin:
wo=at e
== T = A =0
e~ ,e=rdH
e 7 2 9 r
x=-F= -t 4P B_LL‘} —1"]
Zr dn dn 2 3 xt o xz
S - = . P H . @ np
O H o ) T T 4 uq
€3.3.41.4>

lo cual significa que ia metrica es algebraicamente especial

»

lo snterior se obtienen:

caon



£ €3.3.11.5
las integrales F y G se efectGan sobre n manteniendo’ constantes 7

vy u o en (3.3.141.5).

3.4 CALCULO DEL ESPINTENSOR PARA EL ESPACIO-TIEMPO SEGUN

LA CLASIFICACION DE PETROV.

En la seccion 3.1 se dijo gue Ruse <1948B> y Petrov (195-&),'
realizaron la clasificacion del campo gravitacional pureo, usando
para ello Las formas canonicas del tensor cont‘qrmal. La
clasificacion con_jum,;a del campo gravitacional v “sus fuentes
fueron abordadas por Petrov <1961) ky' por “Mishra d968> bajo
distinteos puntos de vista., el primerco llega a numerar tres tipos
distintos =in contar las degeneraciones v el ‘segundo menciona
nueve tipos de EE* vy sus fuentes (este problema no ha sido resuelto
v se considera importante porque engloba el problema de resolver
las ecuaciones de Einstein).

La clasificacién de Petrov «CP), se realiza empleando 1la matriz
compleja P de 3x3 . que lleva @l nombre de matriz de Petrov y que
contiene toda la informacion del tenser conformal. Las tormas
canonicas de la matriz arrojan seis tipos distintos de 27,‘* e He
distinguen por el numero de vectores propios lineaimente

independientes (Li.) v por =21 numero de valores propios distintos

tambien se puede adoptar <=l punto de vigsna., ssezun el cual exmisten
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tres tipos de ?‘4 con. sus_ respectivas.degeneraciones: . mwwoan

Tipo nde elgenvectores BRI ~Na”3‘a;,v'aloras Metricas
Linealmente independientés #! ‘propilos! ‘diferentes
[3 3 : E L FE] —
n ¥ Schvarzchuld
D 3 PR SR 2
[ S e | Kerr
rr 2 2 ! Kerr -
-Schild
: Ondas Gravit
N 2 : el vy acionales
: ; planas
IIX 1 1 Potrow
{ ! e !
o j 3 S i Pe h‘v..e—r—l

En esta tabla aparecen algunas n1é£ricés que e jemplitican los tipos
Petrov. Se considera que existen esencialmente tLres tipos Petrov
distintos que se diferencian por el numero de sus vectores propios
linealmente independientes., el cual no puede ser menor que el
numero de valores propios distintoes. La suma de dichos

eigenvalores es cero. La siguiente ordenacién de los tipos Petrow.

se debe a Penrose (1960) (obtenida con el calculo espinorial).
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Diagrama.de. Penrose .

3 wvalorss propics
I dtstintos '

II 2 VYalores propiés

Tdistintes

1 unico valor propic

« o T
Iz N :
1 vector S i2..vectores i 3. vecteres

Spreprosiiih i propies 1,1 propios lii,

EL t,ipd I se denomina algebraicamente general y cualquier otro,
algebraicamente especial. Un tipo Petrov se considera mas especial
segun lo indiquen las flechas en el diagrama.

Cada tipo Petrov de CE‘* tiene =Su correspondiente forma canonica
Jordan y en consecuencia un polinomio minimo satistfecho por la
clasificacien de Petrov. El siguiente algoritmo ftuée deducido por

Ovando <1985D:



Diagrama de Ovando

=5
{ M AWy =0, R=0,1,3,4 si
'LE - GJ + JAW = O
5 z Na > TS
H [ - :
X i 11 E b i1 ’ N
i : ‘ '
" Donde
2 3 = 4 1, - 0 yJ
8y = 20w, ¥, mw) ’ B, = ¥ e
2 N
5 = B W - = -
G, ¥, W, 2”"1 ¥, B Gi3 RN A
_ .2 _ _ 2
8,= 2 YL ¥, )P:a) ’ Gs - Z(wxwa L
= - = - + .
I=g, - g, N WG+ L G+ ow G
W2 . L 3 _
Vo= s [N J

3.4.1D

El alsoritmo es valido para una tétrada NP arbitraria. La tétrada

de NI' puede elegirse tal gque

New =20 . ?
+ r

I o w = G . woo= 0 . 2 3
a r

D woo= 0 . ¥ =0 L@ 2
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Iy, =0 - vo= 0y =200, =2,

4 r
o: w =0 T s =0,1,2,3,4. -
342

La idea de utilizar vectores nulos, es por que Se anulan algunas w ,

-
y a la inversa si se anula alguna wr entonces uno de leos vectores
es proporcional a una direccién <(vector)> de DP. <(direcciones

principales nulas)

3.4 CALCULO DEL ESPINTENSOR PARA EL ESPACIO-TIEMPO

SEGUN LA CLASIFICACION DE PETROV

La obtencion de Km: para espacio~tiempos arbitrarios fue
posible gracias a los potenciales de Lanczos encontrades por
Becerril vy Fernandez (19£6). los cuales sugirieron una 1intima
relacién entre los coetficientes de espin (NPY ¢ bic'
La tétrada nula de NP se owrdena en la forma (una barra sobre una

cantidad denota su conjugada comple jad

CZ Zwd d>=«¢m.m’ . .nD ., a= 1.4
cumpliendose las relaciones de ortogonalidad (signatura = + 2 ).
-2 1 (] 0 ni
A o o © !
¢ Z€ad Z&ed D> = | :
T [ 9 o o -1
Lo o -1 o 4
€3.34.3)
Las simetrias de la ecuacion (3.23) implican aque K posee 8



componentes  complejas . independientes = sobre la  tetrada nula,

denotadas . por 0'-, « =.0,..,7 .,y que. gern_exjan; al.tensor cdm‘orjmm

por la relacion

(B

en donde

= - <N - +
Tcxbc QOUablc * Qx(Mcbl-: Uabmc) * QZ(YGblc o “ab.n.‘c).. .Oavc.b.mc .

- » + [ - ; F
nc A(a bmc > QG(M‘cbl?c Vubmc)‘ QT’ vcbnc'

ab «

-0QU. . n +Q<U
. 5 ab

con

1) Tipos O y N

tenga la forma:

<3.4.5>

donde

€3.4.6>
W= 0 implica el tipo Petrov N v v, = 0 conduce al tipo O.
Si se emplean los coeficientes de espin en la ecuacién €3.4.3) se

obtiene:



= - * = - E = E = i . Z - = 1
Qo —77 2 ‘f,01 - G’ Qz et QS' 2’ Q“ 2’ QS e
Q,_«, - % , Q7 = g K 3.4.7)

sustituyendo la ecuacidn ((3.4.2> en (3.1.3) se obtiene la ecuacién

{3.4.5>, de esta manera se ha deducido explicitamente el potencial

de Lanczos para un [R.‘ arbijtrario tipo O o N, e! resultado no

depende de las ecuaciones de Einstein por lo que es valido para

cualquier teoria gravitacional que utilice un espacio-tiempo de

los tipos Petrowv.

2> Tipos O y III

Para estos [24 la tétrada nula puede seleccionarse de forma que

S .= w iV M + w v M.+ H >
Pqbd) 0[ P} ab 1% ] Y3 P b o pg
3.4.8>
con u—‘_anbL“mr
3 abjr
€3.4.9>
\;13 = 0 genera el tipo 0 y ¥, = 0 genera el tipo IIl. Si en Ia
ecuacién (3.4.3) se utiliza:
A =-x,a0 =-2, a0 =2 9 xx,0 =-y.0 =-3I,
o 1 3 2 3 +
a =2, a = (3.4.10)
< 3 rd

usando la ecuacién 3.4.2) en la ecuacidn (3.1.3), de esta manera

queda construido el espintensor para cualquier espacio-tiempo tipo

o & III (independienterﬁenbe de las ecuaciones de campo).
Para checar la validez de las ecuaciones 3.4.7>
conviene usar las dieciocho ecuaciones de NP ret .(44)
son tediosos pero rutinarios. A continuacién se
metricas de interes en relatividad general.

i) Radiacion pura tipo O <45
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los  calculos

consideran



22 2
2 dx d.\ THesens (\ )(d\ Lk d= D > €3.4.41>

ehgiendo la t.ét,rada nula - ST e
..m°.= z csc(}. 3. <0

e, -,o,,j‘
% =<1, 0,0 3.4.12>

que satisface 4 '—0 .‘o“‘* bien la ecuacion
(3.4.8) con’ vy

anulan ‘salvo’

€343
ii> Pétrovi-Tipo N
2
s
3.4.14>
m* =2 " % 0, esex®™ - 1 aschex™, 03,
* = ¢p, 0, 0, 1>
n® = <. 0. 0, 0 : €3.4.15) .

cumpliendo asi la ecuacion (3453 con R Se  anufan todos los

coeticientes de espin excepto,

L= L o¢ ot 8" - cothdx™d:
1 - -+
M= = (ot fx ) + cothdx D) (3.4.106>
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Ceotex®> = cothix®>)

L €8.447>

n =0, 0, ¥R 0 e : : €3.4.18)

sélo sobreviven los coetficientes de espin

Tm <no=m p/3 o= us2. a=53= >« €3.4.19>
con = 32°/2. Asi la ecuacion (3.4.7) implica:

0 =0 =2=257. O =4 = - 27120 = > ¢3.4.20)

Y 2 S v “+

iv> Kaigorodov. Tipo III 29>

ds? = 2 oo i + dviy +

- 2duddv + 2vx tdw + g- K'xdy + 2x'dud. K = cte. (34.21>

Las ccecordenadas s etiguetan comoe en el caso anterior.

tetradas son.

L L5 1 .. 1% .2
.n=C:~xx-—’~v~/z.-;xhw-——‘ix‘/z,—}{v-l'-—-—xx‘,o}
2 + -+ !

Las



‘n =7¢0; 0, ¥z x5 0> ‘
mco, 22 vz ke - 2219z 58, -2 R0 g2
éumphéndose 1a ecuacién €3.4.8> . con. ¥, = 27373 K2, Los

coeficientes de espin, quedan :
= OO0 = o= £ = o]

wree = 2hs45 = (K240 Yz,

¥
T =3 = -1 = o2 = g/153 v = K2 . L €3.4.23>
utilizando la ecuacién <3.4.10>

= =K/  ~«

O =Q =0 =0 ,0 =0
n =22 i K 2 .o =22 kRvE,n =232 (3424
3 2] (-3 & s S¥-1 .

Las componentes NP del espintensor de Lanczc;s estan asociadas a
los coeficientes de espin para los tipos O, N, y IIL

Por otra parte en (46>, 1991 se obtuvo el potencial de Lanczos
para las once metricas vacias tipo D de Kinnersléy, el cual
demostro gque solo pueden existir clases de metricas con R‘,, =
del tipo Petrov D. En dicho trabajo, también se demostro que los

coeficientes de espin de NP generan las proyecciones de K | sobre
1nC

la tétrada nula. En los once casos solo se utiliza la tetrada:

2 < k=3

an® , m°, 1 , n) lo cual permite obtener la correspondiente

. 2o a —b 5 —n a i
metrica via g =m m + m m + 1" n -1 n v los respectivos

coelicientes de espin. Ademas los vectores 15y n’ siempre estaran
alineados con las direcciones de Debever-Penrose, entonces

& =0 ., a = 2 y de acuerdo con el teorema de Goldberz-Sachs 16)

% = o = A = v = 0 para todas las once metricas de Kinnerslev.

Para las metricas de clase IV, se tienen dos casos:

V.1 i=v -t

o1



n° = <¢0,0,1, 0

- .
m = ¢, 202
] g
=<0, D 3425
‘2a.(rc L . : )
donde &l . y.. m- soni constantes reales.. Las = correspondientes
cantidades de NP nos quedan:”
=o=c=0 = zt
M 4 = » F > >
2al(a - x 3
— hé -
T:-n:a-&-f?:-*(: k:)
e + x
2 .
[ flxa - amx + azlx - aam + v.o.(!.xz ~ 2amx - ch)]/4cf(c.z~ xa)z
2 2 22
72 = {txY - aamx® + 3a°lx + am - wallx. - 2amx - Lta >]/4c.f(qz* x 7
w, = 27 Ca = 3D = T “’3 (3.4.26>

Las expresiones (3.4.26) en uniétn con las ecuaciones de Wewvl -
Lanczos CWLD 3.2.8> permiten obtener las componentes del

espintensor de Lanczos:

D=0 , c=2567 ; o =2
(S 2 3
n =£-=" . oo =Z . o =1 ny 3427
£ 3 - s 3 v 2
debido a que K carece de unicidad, las ecuaciones (3.4.27) son

una de las multiples soluciones de WL.

v.2> Si se considera la tetrada:

n° =< o0. 0.1, 0>
1° = ¢ 0. 0. &Z

.
x
2r¥
o

m- = (& , ‘;— N , 0D N T = c + biid
. x
con ¢ ¥y m constantes reales. Donde,
£ .
-~ o = 2 =0 .r=-17=cx+,t?=-fr T (3.4.28>

antonces,

cr tm o+ 2cxK)

+%

o2



con  (3.4.27> y <3.4.30> queda determinads

de clase IV, las cuales son Unica,sr"” N
En las metricas de clase III, La'mbiéwxr'x_se

V.3 Para I'R‘ se trabaja con la t.ttrada'n

n' = coE>”% ¢ 0, 0, 1, O

U=y co, ™ ,u ™

; 12 o dn % . p""‘,"

m = 23 (-danr , Ll

3
sn x>,

L e m. + ild¢dn x - ‘f
372

< a

cn x (m sn x - 1¥2 dn x>

oAt +20°u° - 2 270 .

a

I =1dn x l(i - 2 sn’x> - :7?— sn x €3 - 2 sn¥ <3.4.32>
las cantidades a. b, ¢, . v m son constantes arbitrarias v
cn x . Sn x , dn X representan funciones elipticas de modulo 7:—
~En (43> pag. 1201 pueden consultarse las expresiones para  *,  *
y U las cuales participan en t!

con €3.4.31> s posible verificar la validez de <3.4.370,

considerando 46D

V3



o= Qu = - 1 QB> ; v, L eten <3.4.33>

R

)

Las Q_son obtenidas a partir-de ¢3.4.383" -
V.4) Si se selecciona la tétrada“ nula ‘.Ce'ste espacio-tiempo tambien

se conoce como ' métrica C 'y su’ espintensor va fué calculado en

(31>, la tétrada se proporciona en: (43>:

n® = C1, 3 rffee - 4w31® 00,03 '

I =<0, 1, 0 0 ’

m" = <0, X2 RIGO , - 2 72 RIFCx), - 5‘-‘1-/? RGO

con f(x> = ¢-2mx° + ax + b>7? €3.4.345

las c.ant.idades m, a, b, son <¢onstantes. Esta solucién de la

metrica constante (tue discutida inicialmente por Elhers-Kund en

€1962>. En las métricas de clase II, existen seis casos, para

t.odas ellas el esplntensor tiene la misma estructura, en donde

siempre es posible elegir la tétrada nula de tal manera que:
r=a0.a=03,0"~~0=2(c =8>, 7 + 7 = 203 + D

H=Qp ,¥yr=29Qc¢= ,w2='_4Q(£p—Qn/?) , Q= %1 {3.4.35>

utilizando las ecuaciones de WL implican:

—a =0 = a9, = -q2
QO—Q? Q4 v 2, QQ.‘ Q4
S =00 =S+ 8 R A =q =12 +7
L =4 3 12 2 5 3 12

(3.4.36>
Por lo que si se puede encontrar una tetrada con las caractermsticas
€3.4.35)>, el correspondiente potencial de Lanczos estara dado por

C3.4.36>.

V5) Esta meétrica es la solucion de Kerr-Nut (47>

n” = - 2852 ¢ o, 0, 1. 0>
1° = ¢-20RT> ™2 ¢ 0. 2a, R, 2¢0? + 17+ a%y
=) —.ir2 .
m = 2Z> - i, csa x. 0. a sen x + 21 cot x) (3.4.38>
donde @ = = 1 tal que - OR > 0 v A = p ~ il -~a cos %),
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Z=AA » R-= =opiad-gmp+= 1% 0w gt

con a, ! vy m constantes reales
cuando I = O se obtiene la métrica de Kerr (48). Choyo AeZETL L0

rotaciénd y si a = 1 = 0, entonces resulta’ la 'SOlucion ‘A‘my

Schwarzschild, con (3.4.37) y (3.4.38) se cumple (3.4.35):

p=qu=-%c¢e B2 o= - 2 gen x5
= 257 : ! i
A R S A ST
o= 3= SEi—x C-a '+ leos x = ir cos W <2 Y2
' 23 = L o
Q 2 , . : 1,2
e = Qp = - —— [a = mp =17 '+ im - )l - a cos x)] [—ZQER]
2 A
. T .
w = 4Q Cep - QupEy = - S F il (3.4.39>
2 — 3
A
el espintensor correspondiente esta dado por (3.4.36> con Q = - 1
en las regiones del espacio-tiempo donde R < O <46D.
V.6> En este caso se elige la tetrada:
12
nb = |- 92] C 0, 0, 1, Q>
2z
1° = -20QN2>™*? ¢ 0, 2a, N, 2¢0® + 1 + a%»
m® = 25>V ¢4 , csch %, 0, - a senh x + 21 coth x>
con Q = £ 1 tal que N < O v A = r - i{a cosh x - D
T = A A , N=1 "+ 2mr - 1 + 2 (3.4.40>
sSe verifica <(3.4.35):
1,2 -2,2
J=Q“=§[_gg] ,,.._,T=_aS;r_lh~_[zz]
X “= A
-1-2
o o= 3 = * csch x ¢a - | cosh x - ir cosh x> [22]
2 i
< = Qy = - Q. [—mx- + 17 - 4% + itm + pdXCa cosh x - l)](-ZONE)—VZ
Z A
P :
b= - B 1D (Boba1d
A
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-Las QC se determinan de acuerdo a <3.4.36>° 7 - T
V.7> Para la determinacién del potencial de "t;anc26s lé tetrada ‘mas

conveniente es (46>

1,2

b _ . QM
““('ﬁi"} <o0,0,1,0 ‘

1° = - 2oMD>7? < 0, 2a, M, 20 + 1P A%

m® = <22>7'"? ¢-i , sech x, 0, 2l tanh x ~ a cosh x>

donde Q = * t con -~ QM > 0 y A = ~ iasenh x~ 1>, & =.A A,
M=r%4+2mr - a® = 1? ’ : 3.4.42>

Las cantidades NP adquieren los valores:

o =Qu=- 2~ _g;]‘/z ot == a cosh x cory 2

A A
a =3 = - sech x [a‘-i- I senh x + ir senh x] sy 2

2A
P [—mx- + a® + 17 + im +r>(a senh x - 1)](- 20M>7

2 A .

e+ i 1)
-yz = - u.—.T_a—_
A

(3.4.43)>

satisfaciéndose €3.4.35> Y en consecuencia (3.4.36> aporta el
correspondiente espintensor.

V.8) Se tiene la tétrada:

. 1.2

n°-[-§-g) <o, 0, 1. ®

1% = c-20FT> 2% ¢ 0. 2a. F, 2¢0% + 1% Qo= =1

m® = 2D ¢ -1, & 0, -~ ae "+ 2D L,QF <O
A=r-iae“ -1 .2 =ax ,F =1+ 2mr - 1° (3.4.44)

Las condiciones (3.4.35) se verifican con las expresiones:



Las @ se obtienen de (3.4.36).

V.93 Si se selecciona la tétrada nula @ o
1,2
nt = [_"‘_‘“_E_] <o, 0,1, 0

=

©© o= [zcmr + b)]"”z < 0,1, mr+ b, o0 ¥ bD

m® = @ ¢ - i, ,
2

A=p—i<b+§)

2ntonces
1 (mr +
) x =
“ = o= : @b -
“4XA R
CmA +.2bD>
£ =2 - ¥y o= - — —
4 A c
. .
y e on M * 1D 3.4.48>"
2 Y

<1 espintensor se calcula de"acyl:;erdo 'a €3.1.363, con Q = =1,

V.10 La metrica se genera .con i°

0= 2L 52 o, 0,1, 03

> ———is2 ' z

17 = (-~ 2QTL> <o, 2 T, 2t : , Q==*1

m® = 25 - i, 1, 0, = 5> , - QT >0

A= - ix = AR T Eamr o= - e

e Jdonde

;)=Q‘u=-i(-%-.—§-)‘,/z cr=wo= - Lt
A g A
c=g == o,
T T W T 3.2

o7



c=Qr =- -2 - mr+ imo <-2QF>*72

— B.4.47>
2.4 :

El espintensor de Lanczos se determina utilizando (3.4.36).
En las métricas de clase I, los espacios vacios corresponden a las

soluciones de Nut (49.,50), su tétrada nula esta dada por:

<3.4.482
= orTL 2N = g =1 = =0
e F e w2 R
”= = z 72 s
o= Mp + % w ot + 25 . v, = o’ = 2pp, (3.4.49)
Las ecuaciones de Weyl-Lanczos aceptan la solucioén ;
o v Ma —
2 = 0, b = 1.6 o= = , = - — o €3.4.50>
< t s 3 3 S

para los tres posibles valores de M .
.
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4.0 APLICACIONES ADICIONALES

En 7vax~ios fendmenos investigados en la fisica existe un
determinado tipo de interacciones fundamentales y diferentes . se
observan efectos " fuertes ¥ débiles Las interacciones
nucleares vy la interaccion electromagnetica pueden considerarse
como débiles cuando el rango de interaccion de las particulas es
lo suficientemente zrande. por otra parte para un gran agregado de
materia, esta se vuelve eléctricamente neutra. En apariencia el
fenomeno a zran escala en el Universo se ve fuertemente arectado
por la interaccién gravitacional. Si se considera a la gravedad
como la influencia dominante, entonces la teoria de la relatividad
zeneral puede proporcionar una descripcion del Universo a gran
escala.
En la construccién de un modelo cosmoldgico aceptable para
describir el Universo s necesario hallar un numero limitado de
observaciones de naturaleza global. Algunas de las mediciones
utiles son la medicién de distancias, esto se hace a traves de la
t.riangulacion para estrellas cercanas <aproximadamente cien alios
{uz)d, =in embargo para estrellas e janas gque tienen paralaje mas
pequeiio se utiliza un mevodo que involucra la medicion de la
luminosidad aparente.
Con la determinacién de la luminosidad aparente de estrellas. los
astronomos determinan v clasifican sSus Iineas espectrales Y
descubren un corrimiento de c¢onocidas lineas espectrales. llamados
corrimiento hacia <21 rejo . La relacion del corrimiento relativo

=n la fongitud de onda esta dada por A% v oesta &5 proporcional a

o9
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distancia de la galaxa. El Universo .puede . visualizarse’ como: -‘en -

expansién de acuerdo a las obser‘vacioneé" 'dé“Hubble 19363 _esf,e‘

aic

resuitado puede expresarse por: AA/ATE H , ésta expresion 'se conoce

como la ley de Hubble con H' = 56 x 10" s (ia constante HY rues
calculada por Sandaje en 1972).

Para la aplicacion de las ecuaciones de Einstein del Universo
actual es necesarico el conocimiento previo de la distribucién
fisica de la materia. esta se representa por un tensor ™Y
conocido como tensor de Epergia~Momento, Si se hace la suposicion
ideal de que a una 2scala lo suficientemente grande , la materia
puede considerarse homogeneamente distribuida. lo cual solo sucede
en los cumulos de galaxias, pere no a la escala de galaxias
individuales entonces se puede considerar un  Universo idealizado
por una distribucion de materia uniformemente continua representada por
una densidad constante de materia-energia e, la cual es la
componente T~ del tensor energia-momento. Las ecuaciones de
campo para un  espacio lleno homogeneamente con materia predicen
la evoluciéon del Universe en el tiempo, lo cual puede compararse
c;>n mediciones astrondmicas, tales modelos corresponden a
Universos estaticos o dinamicos.

La tarea matematica para resolver el problema cosmoldgico
censiste en determinar una metrica a gran escala de cuatro
dimensiones v una correspondiente distribucion que satistfaga las
ecuaciones de Einstein. La metrica debe predecir cdmo las galaxias
v los ravos de luz se nmueven a lo largo de las geodésicas en el
2spacio cuadridimensional.

Para restringir las posibles formas de una metrica cosmologica. se

impone como primer requerimiesnto rue 21 egpacio sea isotropico., lo
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cual tiene que ver con que el éspacié sea homogénes a“una escala no

muy grande . A continuacién se presentan como nue‘vés ‘e jemplos - los

espintensores correspondientes a métricas  de graniinteréds  en’ la

cosmologia y en la relatividad general.

Todos- los resultados son nuevos,.  ya' que: ' no i 'se’ encuentran

reportados en la literatura referente a este. tema,

4.1 LA METRICA DE ROBERTSON-WALKER.

Para la construcciéon de &sta métrica se hace la suposicion
tfisica de que la materia se distribuye homogeneamente en el
Universo ademas se desea que la geometria del espacio se determine
por la distribucién de materia, este requerimiento general se
conoce como  principio de Mach, el cual se enuncia como " la
ine;'cia de un cuerpo se debe a la presencia de otros cuerpos en el
Universo . De acuerdo con el principioc anterior, se requiere que
la geometria de tres dimensiones espaciales sea homogeneo con
respecto azla distribucién de materia . PARTIENDO DE CONCEPTOS
PURAMENTE GEOMETRICOS tales como: la métrica de un espacio tetradi-
mensional debe contener al subespacio homogeneo tridimensional v
basandose en las hipdtesis:

1° Existe un tiempo global de coordenadas, las cuales sirven

como el x° de un sistema de coordenadas.,

° > . 1 :
2 £l espacio tetradimensional para varios valores e

I

localmente isotrdpico.
3" Dos observadores en diferentes puntos observan una fisica
similar.

Se genera lo que Se conoce como metrica de Robertson-Walker, la

cual es de suma importancia =2n la cosmologia., en particular es
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““importante para.el estudio.

Tt +'§ 2+ p? o+ 2007

<1.1.1>
A partir de esta métrica ,(4.1-.1)' se construye Jla tétrada nula
usando para - ello ' las ‘-ecuaciones:  ¢1.3.1>, (142> y 213>, de

ésta manera se obtiene:

’ 1
2 =.m = v ,u,0,0>

~

zZ o =m =-7%- i, 10,03
Neor

N
|

= lx_ = 7%— <0,0,-u,ud>

1
o = nr = 75 C0.0,u,ud

<2.472)

En donde u es;
A

o= K 2 2 2
<1+I£x + y© + 2710

€4.1.3>
con estas expresiones se  calculan  los  coeficientes de . espin de
Newman-Penrose, utilizando las ecuaciones:
€2.1.26), €2.1.27>, €2.1.28) , (21.29) v (2.1.30) obteniéndose:

» = Q

b}
]
1
1)
1]

2F ¢y + 2D

v = -2F x

N+

= 2FC-y + 2z

s <§F><4,v+4z+2x>

y=(‘§F>(4y+4z+2x)
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en donde

T
S
A
[~3
a =-2= ZF (x>
< 2 E
N =-2= Lpw>d
o (-] 3
a = = LFcy+2
(-3 S 3
n =2=- 2F x>
rd 2

4.2 ALGUNAS METRICAS DEL TIPO ROBINSON-TRAUTMAN

Las metricas de Robinson-Trautman tienen gran importancia en
la relatividad general. ejemplos de estos tipos de espacio-t.iempo
son: La solucion de Reissner-Nordstréom, la de Schwarzschild, los
espacios de Siklos, Petrov, Novotny-Horsky, Kasner, la metrica de
Minkowski, la metrica de tipo Bianchi VI y la metrica estatica
tipo ""C" de Kinnersley entre otras (371

En la metrica del tipo Robinson-Trautman r es un parametro
afin a los ravos de luz de los eizenvectores nulos repetidos v u
es el tiempo retardado. Para una superticie r , u es constante,

astos valores determinan una especie de estera distorsionada. Las

soluciones de (3.3.11.2> Se retieren a tna descripcion de ta
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" radiacidon gravitacional esférica, aunque para que se tengan ondas
gravitacionales esféricas es necesario que A In p = Kdu),

2 i

A = 2p ax ax’ y m = 1. La ecuacién (38.3.11.2) muestra que la

metrica es estatica si m = 0. Fisicamente m repr;asent.a la masa del
sistema ([(38].

Como ejemplos de la aplicaciéon de la técnica para determinar el
espintensor de L.a.nczos,'se hacen los calculos para las meétricas de
la solucidén de tipo Bianchi VI y para la metrica estatica tipo G

de Kinnersley . Los resultados encontrados en esta Seccidén son

nuevos y no se encuentran reportados en la literatura.

4.2.1 METRICA DE LA SOLUCION DE BIANCHI <TIPO 1IV).
Las solucic;nes son del tipo III de Petrov [58] con m = 0 lo
cual implica que \pz = 0, ademés se tiene:
Alnp = % = - 3 [fCE,ud + £CF, 101 con r’E =2 0 y (aln p))t, =
por lo que p = < + F>¥7?

Utilizando las expresiones (3.3.11.3)>

a™» = <0, 0,-H, 1
<n™ = <0, 0, 1, 0>
En donde H es una funcién del tipo H{, &, r,u) arbitraria.
Utilizando las ecuaciones <(3.3.11.4> se calculan los coeficientes

de espin de Newman-Penrose.
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4,22 METRICA ESTATICA TIPO C DE KINNERSLEY .

Utilizando la métrica de €3.3.11.2> y
considerando p-z(n) = -2 na + b W+ lc "; al vigual que <4.2.1),
las tétradas nulas quedan expresadas como: .

: am™ = A, i, 0, 0>
3 ~1/2"
¢m > = L 727 * bn * cl <, - i; 0, 0>
2 r .
<A™ = <0. 0, - H, 1>
(™D = <0, 0, 1, 0O
con estas tétradas y las  ecuaciones (3.3.11.4) se ‘obtienen los
coeflicientes de espin de Newman-Penrose:
= o =g=n0=T=x=0
1 1 a
e=-5 ir=zgu H
E) -3s2
- - + +
N = -3 = ¢ 2n bn e wn® + bd
“+
3
. &= 2n" + bn + =3 I . - _ H
== Y Jd n H PH r
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utilizando las ecuaciones - (3.4.36) .. . para . las métricas - con

clasificacién Petrov tipo D, se tiene:
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CONCLUSIONES -

Con el analisis realizado en el presente trabajo, se ha
mostrado Ja importancia de las tetradas nulas <(formalismo N.P.)
come una herramienta alternativa al calculo tensorial para el
estudico v construccién del espintensor de Lanczos (W-L)>, el cual
genera el tensor conformal de VWey! (que como se sabe es sumamente
importante debido a que é¢éste contiene las propiedades intinsecas
del campo gravitacional no relacionadas con las fuentes). La
importancia del espintensor de Lanczos radica en gue dicha
expresion matematica describe fisicamente una densidad de momento
angular <(en la metrica de Kerrd). [18]. Por otra parte el
concepto de espintensor Kt:k sighifica un paso hacia la
unificacion de la teoria de la mecanica cuantica y de la gravedad,
Taub €11l v [121>. En esta direccioéon Nov'ello en 1990 (I511 v
(521> desarrollo una teoria completa de campo con espin dos.

En este trabajo se ha resumido. la informacion ‘mas reciente
referente al espintensor de Lanczos. a la fecha se han
determinado las expresiones correspondientes del espintensor K 3
para los tipos; III , N, O, v todos los tipos D <cuando R“ = 0).
por otra parte en el capitulo 4 se aplicé la tecnica descrita en
los capitulos anteriores de este trabajo para hallar los
espintensores de Lanczos pra las métricas Robertson-Wal“er v
Robinson-Trautmann por su importancia en la Fisica v en la
Cosmologia, esta es una aportacion original que no ha sido
reportada en la literatura: Sin embargo aun permanecen varias
cuestiones abiertas:

1> Determinacion de K w ‘espintensor de Wevi-Lanczosl para

i
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todo U:‘.‘ no-vacto tipo D.

2> Determinar expresiones de Ku!’* para [“‘ tipo I v tipo Il d=
manera general.

3> Construccion de una teoria que unifigue la gravedad con la
teoria de la mecanica cuantica, aungue ya existen buenos

intentos realizados por Novello en 1990 ([51),(52D,
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