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INTROLUCCION,

E1 actual desarrolleo, en Flesica Atémica, de programas de
computo sumamente eficlentes y !a disponibi{lidad de computadoras
pard correrlos percite realizar investigaciones que en otro
contexto seria impensable llevar a cabo. De acuerdo con !a
disponibilidad actual de recursos de computc en la UNAM, Qque
parece ser i{limitada para estos propOsitcs, se espera correlati-
vaménte obtener muchos resultadfos empleando tieapos razonables,

1o que en otras palabras significa btajo costo.

No cbstante, e! objetivo de esta investijacién se ccncretd
en un rmoments anterior, previamente a !a aparicion de dichas
postibilidades de cémputo; ese objetive fue calcular la energia no
relat{vista de] estado fundamentai 1s?2s (?S) del Litio, de Ia
manera mds precisa posible, con una funcién variacional expresada
com> una Interazcian d2 Configuracisnes (I1C). Tal funcion
censiste en una combinacién lineal de funciones de N electrones
independientes, funciones que, para satisfacer el requisfto de
simetria permutacizsnal, son determinantes de Siater construidos a
partir de un conjuntc de espinorbitales, o coadinaciones !ineales
de determinantes de Slater, para satisfacer requisitos de sime-
tria rotacional y de paridad en l!a funcién de onda.

{Parqué escogimos el Litio como especie a estudiar? QOcurre
que las especies con tres electrones parecen constituir el
parteaguas entre los sistemas que pueden abordarse clsramente con
funclones ce r,,°', vy aquelios con N 2 4, para los cualas nd hay
por ashora mas remedio que abordar con métodos orbitales, en



teoria menos poderoscs, como ser el de IC. Surge, entonces, el
interés por comparar lo gque se logra con el primer método, que
posee el potencial, aunque neo necesariamente la capacidad actual,
de dar resultados muy precisos, con resultados obtenidos con IC
para, de alguna forma, probar exhaustivamente tantc los alcances
de IC en la busqueda de alta precision como la efectividad actual
de los métodes (r,,)"'. El "menor poder” de los métodos orbitales
se refiere en genera! al namero de funci{ones de base requeridas
para lograr la alta precisitn en un cllculo y, consecuentermente
al alto requerimiento de recursos computacionales, ys que l(a
matriz H a diagonalizar resulta, con mucha aproximacién, propor-
cional al coeficiente binomial entre e! nismero de funciones de
base y N.

E]l otro elemento de comparacién es la existencia, para
sistemas con tres electrcnes, de resultados semiempiricos para la
energia no relativista, obtenidas a partir de la energia experi-
aental (relativista) y restdndole a este valor esti{maciones ab
fnitio de términos relativistas. El grado de confiabilidad de los
métodos semiempiricos @s poco conocido y estd sujeto tanto a la
validez de la teoria uti{li{zada como a la calidad de las funciones
de onda empleadas.

Para agpirar a obtener resyltados cercancs al! valor exacto
con IC habra necesarlamente gue encontrar la forma de sisular el
empleo de una base infinita y de una infinidad de configuracie-
nes., Esto puede hacerse medlante el ajuste de patrones de conhver-
gencia a los dateos empiricos que va arrojando el calculo al ir
incrementando e! nGmero de funciones de base. Estos patrones de
convergencia son cobtenidos en su forma analftica a partir de

investjgaciones previas con datos empiricos (pero no experimenta-



les), y a veces ccn argumentes teoOricos.

Incorporands esta posibilidad, un calcuio con IC puede
arrojar numeros muy cercanos al numeroc exacto, que desde tuego no
8e conoce a priori. Adzmas, el metodo provee un margen de error
bien determinado.

En contrapartida, los cdlculoss ccn r,,, potenciaimente mas
preciscs, no brindan de manera natural criterios para estimsr
estos mérgenes de error.

Hay que aceptar que la precislion en los resultados de un
caleculo se logra, por desgracia, casl siempre a costa de una
factl visuslizaciébn de "significado fisico® en la solucién,
7irtud que parece reservada exclutivamente a los ma@todos de campo
autoconsistente como szr Hartree-Fock, en Particulas Independien-
tes.

Los capitulos estan agrupadas por pares con unidad temdtica,
En los Capit.ios | y 11 se Intenta glosar los diferentes niveles
de aproximacifn para buscar resultados en el estudioc de un atomo,
constituyen, por lo tanto, una suerte de introduccion

Los Capitulos il! vy 1V exponen en términos generales coémo se
construyen los constituyentes de la IC, funciones con valores L y
S definidos. Se de)a pendiente la cuestién de indole "practica”,
pero de gran dificultad, de cOmo se calculan los elementos de
matriz de H y su posterior diagonalizacien,

Finalmente, los resultades concretos de la Investigacion y
las conclusi{ones se encuentran en los Capitulos V y VI, en los
que inicialmente se expone e! par de resultados que motivaron el

calculo,



CAPITULO |}

1. Hamiitoniano no relativista

Para encontrar la energia y otras cantidades fisicas de un
sistema de partfcuias es necesario resolver la ecuacitn de
Schriadinger, siempre y cuando los efectos relativistas no sean
demasiado grandes y se deba entonces recurrir desde e} inicio a
la ecuaciédn de Dirac.

Ahora bien, pensar en resolver la ecuacién de Schrodinger
pars un hamiitoniano que solamente {ncluye la energla cinética y
iss interaccicnes eiectrostiticas no resulta de ningin sodc uns
tarea despreciable. Para &tomos, este hamiitoniano nc refativista
H., viene dado por:

-
o

5 | A [ ] .
e i 2
(1al)
(En unidades atomicas o hartrees, donde } hartree = e'/a, oV y se
hace A - a =z @, = 1)

Ls consideracitin de H,., supone obvias aproximaciones y por
o tanto la adopcién de un modeio cuyos elementos son:

8) Hay no contiene ningdn ternino de origen relativista, ni
siquiera @] més significativo, a saber la interaccién espin
6rbita., Este término se vuelve indispensable pars 4&tosos pesados
(Z grande). Con igual razén, las interacciones entre mosentcs
anguiares orbitales y de espin de los electrones corren 13 ajses

suerte.



b) Usualmente se desprecia el termino de polarizaciébn de

oasa, dado por:

-19:.Y o105

¢) D¢ igual maners, se supone que el niclec no tiene exten-
sién espacial, es decir que se considera puntual. Por lo tanto,
1o Gnico que nos interesa del nlGcleoc es su masa y su carga 2.

E1 objetivo del presente trabajo es determinar el sigenvalor
y la eigentuncién, para ¢! estado fundamental del litio, de la
ecuacion: '

Ho %00, ..., M eBY,(1,...00

(1.2
Los indices t,..,N denotan las coordenadas espaciales y de espin
de iros electrones:

19(z,.x,)

(L.
El primer obstéculo que se presenta para asplirar » resolver
(1.2} es el t@rmino repulsivo coulembianc que aparece en H,, para
sistemas Jue contengan m&s de una particula. No se ha hallado
sistema de coordenadas que permita ia separacion de 1a ecuacion
(1.2), Afortunadamente, los métodos de aproximacién a los que ae



tefiero mas adeiante ccnstituyen una herramienta poderusa que
permite, en muchos casos, encontrar soiucioznes a ({.2) con gradas
de precision satisfactorias.

2. Metados aproximativos

Para obtener salucisnes aproximadas de la ecuacisn de
Scrodinger te utilizan esencialmente dos métodos: la teoria de
perturbaciones y el metodo variacional.

En tecria de perturbaciones se vutilizan soluclones conoccidas
de otros sistemas y se tiene en cuenta [a peculiaridad del
sistema a estudiar como wna perturbacian V. En ests perspectiva,
hay que resalver (1.2) suponiendo gque H = Hg ¢ Vy V << He 7
que se dispone de la coleccion de fun:ziones §'°° y elgenvalores
E,*9', que son soiucign del casae sin perturbar o 3 orden cero:

¥ -n)¥}
[

Una aplicacién burda seria tomar para el &4tomo de Helio un
producto de dos funcjones hidrogencides, como si la repulsidn
electrostatica no estuviera presente, e lncorporar a esta Gltima
como 1a perturbaciftn a He. La teoria de perturbaciones de muchos
cuerpos resulta muy efectiva para calcular desdoblamientos de
enargla a causa de {nteracciones, aunque no poses la generalidad
de!l método variacional en cuanto a funci{ones de onda.

El métcdo gue vamos a emplear, de aplicacién genera), es el
tlamado "métcco varfacional!®™ (fundamentado independientemente por



Ravleigh, Schridinger y Ritz), adaptable a protliemas de diverso
grads de complefidad. Su filosofia es simple y ccnsiste en la

propesicién de una solucién } (denominada funcién de pruebal pars
1a ecuacion (1.2, que dependerd de unc o variocs pardmetros,

respectc a ios cuales se buscard e! minimo del funclonal
SHYSE(}), es decir E, la energta d2! sistema.

La primera sproximacion a ia solucitn de un protlema resj
parte de ta eleccisn de H = H.a, [elementes a), b) y c©3l. Ya
establecido parte sel ncdeic fisico desde tales elementos surge
otto nive! de aproximacidn en is eleccidn de §. Esta eleccidn
constituye también un problema de criterio fislico y su éxito se
mide por la precisitn de lcs resultados obtenidos.

Para empezar, las tunciones de prusba tienen que ser norma-~
lItzables y cuadréticamente integrables. Ademas, § tiene que
cuzplir condiciones acordes con ias sigulentes propiedades
generales de H.., y de !a saluci@n exacts ,":

a' Hoo no Zistingue a ningun sliectrén en particular, en la
suposicion de que s¢n partfculas {déntlcas, Esto implica que

P, .m, 830

(1.5
donde Pll,...,N) ws @) operader guz {ntercendbia a todas las
particulas. Su conmutacitn con H.., impiica f(t....rnf ¥,

o8 decir qucy es funcion prepia de y(!....,rlr con autovalor p.
Matemét{camente, 8610 para N = 2 se garantiza que p se restrinja
a4 1o -1, es decir que s caracterizan todas Ias funciones segin



sesn simetricas ante @] intercamsbio (p=l) o antisimétricas ante
{a misma operaci{én (p=-1). Aunque esta restriccién no es aplica-
ble a N > 2,1 la confirmacidn observacional de que sélo hay en la
naturaleza boscnes y fermiones, hace que se impongan funciones
que sean necesarismente siseétricas o antisiaétricas. En el caso
de electrones vamos a igponer gque también la funcion de pruedba
sea antisimétrica y se satisfaga et Principio de Pauli.

b) H., s invariante ante e! cambioc de itas coordenadas
espaciales (x, ¥y, Z) por (-, -y, -2). Esto fmplica que

(P, M0, 81 P¥(x.y,8)e¥(=%.-y,~8)

(1.6)
donde F es el operador de Paridad.
Se implica que

PPes?

(.7
lo cual signitica gque "tiono paridad definide: serd par (¢) o
impar (-).
¢) La invpriancia de H,, ante rotaciones laplica que L,
acmento angular orbital total del sistesa y S, espin total, se
conserven. Por lo unto" cumple con



WL ({Le2) Y y 8*¥asS(S1) Y

1.8}

Por supuesto, o] smamento angular totai J = L ¢ S, se va a conser-
var, aun si H incluye interaczi6n espin crbita.

Todas estas propliedades dey se traducen en exigencias sobre
la funcidén de prueba §.

En el capitulo 1l se considerardn las imposiciones b) y c)
on foras oés extensa,

En cuanto al! s#todo variacicnal, hay gque encontrar la
funcian # tai que

T SREY

.9
sea un extresoc respecto a ., Ia funciédn de pruedba.
{La denominacitdn § es pars distinguiria de ia funcitn Psi,
soluciébn exacta de (1.2)), S{ § difiere de "-n una variacién de
a primer orden:

[ 2\ XY} 4

(.10
resulta que



2{®) = (}{u>‘ :'0;‘%‘—!’-

;.11
le cual {mplica que

la energis obterida E(X) sclo difiere de la

energia exacta a segundo orden en SY
El principio variaclona! implica entonces que E(§) es

estacicnaria ante pequefdss variaclones en §:

8E(®) =0

(.12
Eecte h

que § satisface

ho tiene come

ec zoncecuencia final
nececariamente

la ezuscién d2 Setr

sdinger:
HO=10
(1.12)
y puede {dentificarse a lambda, el multiplicador de Lagrange
asociada, con E(B).

Sin p#rdica de generalidad,

se puede suponer una § expresada
en la base de funciones propias de H (exactas), (¥, }:

.-!Fc"‘

S{ zalzulamos E(}) con esta ¥ propuesta se tiene

t1.14)



it

FovinYery

|
5o Ym0 e

iy ViNTp
Bcﬁq X, 2%

i, e,
0

};b}l,

1,183
vs que (¥} es un conjunt: citenormal.

Entonces
(@) =i> -;lc,n,a};h}t.-:. - 20)28

(1.18)
s! E, #5 la energias axacta de) estado base.
Se saca de squi e} criterio de que sieapre hay que buscar
funciones de prusba tales que la snergla obtenida E(F) sea 1o nis
baja posikiz, y8 que se busca precisamente calcular ia anergia

de! estado base.



Dado que la funcién de prueba es ccnocida en su forma
analitica, se puede obtener un minimo para el funclonal E(P),

haciendoc valer la condicién

LE(®,y)=0

(aamn
donde‘r @s algln o algunos pardmetros contenidos en .
La ecuacion (1.2) puede ser traducida en una ecuaciodn
matricial si se guiere hallar un estado *f expresado en clerta
base del espaclo de Hiltert de N particulas. En efecto, se

plantea
o0
':'E LY
1.18)
gue resulta equivalente al producto de matrices
¥,-0cC,
(1.19)

donde
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€
Gy
Osl0, @ .....] ¥y &

(1.20)
Si definimos la integra! de trasiape
0}0>eh, =004,

(1.21)
sustituimos (1,19) en (1.2) y multiplicasos 1a ecuscién por §* ce
tiena

K,=8AC,

(1.22)

donde H es
Ha®'RO
(.23

y constituye la representacion del hamiltonianc en is basse (&)
que suponemos finits para tener una satriz cusdrada finita.
La solucién no trivial de (1.22) se logra si
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dat(B-BA) =0

t1.24)
!levandc a !a nacesidad de resclver una ecuacioén c.ractcrlst!él
para encontrar los eligenvalores E,. Ya que a cada E, corresponde
en genera! un eigenvector columna €, diferente, ss puede reespla-
zar el sistema de ecuaciones (1.22) por una scla ecuscién satri-

cial
x=Ay
(1.28)
[
xR
«1.286)
51 la base {f. ) es ortonormal: donde
500 ..
oR 0 ..
LRI e -
C=(GG...C..]l ¥V B cos. .
(1.2M

La ecuacién (1,19) puede reescribisse como



1S

v-9C, 51 ¥-(T.9,...%,......]

11.28)

Es ciarc que
ClpCs

€1.29)
Lo gue signitica que encan-rar los eigenvectores de H es squiva-
lente a diagcnalizar ta matriz hamiltoniana H.
La ecuacion (1.12) se aplica al funcional E(®), sjendo ¥
nuevamente la funclédn de prueba, expresada en una base orionormal
truncada de funcicnes

.;'t &

t1.3%

Nuevamente, si
9 [.;.a- daee -..‘

(1,21



Cia
S
=N S N -1
Cak
(1.3
EL®) puede eccribirse cama
% 86,
sk
E(®) Y
tr, 2%

La aplifizacién del princizio variz:cional deriva entonces ern
que debe satisfzcerse, andlogaments a (1.13), la ecuacidn de
Schradinger (1.26), pero para la funcién de prusba §

s CR{®)

(1.34)
Se concluye de ello gque Ja sziucian de la ecuaciodn secular y
la consfguiente diagonal{zacidn de H satisfacen e! principio
variaclicnal, y ics pardmetros lineales ¢, solucifn son precisas-
mente aquellos que minfmizan al! funclonal E($§).
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En general, se puede demostrar que naturalsente puede
disponerse de un limite inferior en la basqueda de !a energia de
estados .lcilldclt, n > t. Aungque ia relacion

2,(0) 28,

¢1.35)
siempre se cumpla® en la obtencitn de itos eigenvaiores de H (al
resolver la ecuacion secular!), se van a cbtener resultados defi-
cientes en !a energia a oencs que se proponga una funcidn de
prueba §. que minimice el enésimc eigenvalor de la ecuacitn
secular.

Las funcicres de prueba en términos generales se pueden
dividir en dos clsses.> Aguellas cuyo argumernto cortiene las
digtancias Interelzctrdnisac r,,, ¥y otras que c<onsisten en
expansiones infinitas de funcicnes de base Que s6io dependen de
las coordenadas individuales !, 2,..,MN de los electrones, inclui-
das en !os llamados "métodos orbitales”, extensivos también a la
teorfa de perturbaciones de muchos cuerpcs. Los neétodos con
funciones con r,, presentan complicaciones practicamente inabor-
dables para atcmos de mas de 4 electrones, pero resultan auy
efectivecs para dos electrones®, y como se verd en el capitulo V¢,
para especles con tres electrones.

En el segundo caso se tienen expansiones de la forma



.-; £,y

(1.3€,

Lece zenstituyentes naturales de estas expantsicnes serd&n produstos

f:'l;l (M

de funcionez de¢ un electron:

Este enfojue, en tanto se tiene como componentes de las

expansiones productos de espinorkbitales o, como veremcs, de-ermi-
nantes de Slater, estd sustentado en un modelo de particulas
{irndependientes c de Campc Central y conviene estudiar tales
scnstisuyente=z. El modelo constituye una prisera aproximacitn, a
nivel del hamiitoniano, para caonstruir con sus elgenfunciones
exactas las funciones aproximadas de H.,, manifestadas en las

expansiones 11.3) y (1.4},



CAPITULO 11

1. Modelo de campc central

Es claro que eliminar operadores de dos cuerpos en el
Hamiltoniano (1.1) {mplica que la ecuacion (1.2) sea perfectamen-
te separable en ecuaci{ones para cada electrdn si la solucion es
el producto de funciones moncelectrénicas, o espincrbitales. Este
producto de densidades voluaeétricas de probabilidad es andlogo a
la prcbabilidad clasica de cierto suceso, definido como la
cocurrenclia simultdnea de varios eventos independientes, en cuyo
caso se® tendrd una probabilidad que es el producto de las proba-
bilidades ds los eventos independientes.
En 1a ecuacién (1,2), una solucién general pusde escribirse como

QW (g, .o800 0y, ...,09

(11.1)
cuyo argumento contiene las coorcdenadas espaciales y de espin de
todos los electrones, y !a prima indica que es una funcién en
general sin simetria ante la operacién de Intercambio. Si se tosa
el Hamiltonlano definida por (1.1}, H.., puesto que no depende de
espin, se puede separar (1.2) en coordenadas espaciales y de
espin, de lo gue resulta que ¥’ puede expresarse coso

Pulb(x,,...., 2 0800, ...,09

g2y

51 se supone gue las particulas son independientes (que no
interactuan), es decir que la funcién de onda es solucidn de una
ecuacién de valores y funciones propias para un Haalltoniano que
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# su vez sdlo sea una suma de cperadores mcnoelectrBniccs, existe
separabilidad en las coordenadas espaciales y de espin de cada
electron y ¥' adquiere 1a forma de un producto de Hartree:

Velklr,,...002(0,,..,8,) =, (2,14 (2,) . .dglzgd x,(0,)...2,l0p

.u () xx,l0,) -u &(K)

(11.3r

donde
3, (") '..‘l’.) x.('.)
1, 4)
es una funcién de un electrén, es decir un espinorbital, La
antisimetria de Y‘lexignncia (@)) seo satisface

aplicando A, operador gue antisimetriza cuaiquier estados. A es
denominsio antisimetrizadzr, entonces:

¥ -av-alf]s, )

r.s)
De este modo, se cbtiene un determinante de Slater construf-
do con espinorbitates:
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-

501 51 &1 . .. S0
S . ..

s A M-LJ
b o, . . N .
. P W7 |
(11,6
y como s6lo puede haber ¢ts funciones de espin, = y §, e} deter-
ainante se puede zxpresar alternativamentz en la notacién

8,1
5,(2) 900 .. S (1)@ (1. .yt 8 N,

Syim}
"é(”"" 5'?.“ tt.m

donde la tarra horizontal indica que hay una funcién de espin §
que multiplilca 2! =2rbival. La ausencla ds bazra horlzontal indica
funzién de espin .

La funcién Y‘. qu2 no cumple requerimientos de simetria ante
intercanbio de particulas {dénticas, es5 por supuesto solucién de
(1.2) y es posible eszribirla factarizando la parte ordbital y de
eepin, seglin (11.2), Ferc conviene advertir gue si se aplica -Y‘
el antizimetrizad>oe, segun ([1.5) 32 llega para Y(anusmttrlca)
a una eypresicén que por lo genaral no es cseparskle en un producto

Py, g X8, , 09

(11.8)
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en el que los superindices alternados significan que para obtener
una funcion total antisjisgétrica hay que adoptar una tuncion
orbital antisimetrica y una funcion de espin simétrica o vicever-
sa.

Por este motivo es absolutanente necesaric tomar espinorbi-
tales desde e! comienzo y » partir de sllos construlr funciones
antisimétricas de N particulas como detersinantes de Siater.

Hay que recalcar que tomar un determinante de Slater en vez
de un producto de Hartree como funcién de prueba es irrelevante
si se tiene un Hamiltoniano de partfculas independientes; se va a
seguir cumpliendo E = £ €, donde €, es !a snergia de! i-esimo
orbital constitutivo del determinante.

Sin eabarge, €| incorporamos el término (r,,)"' al hasilto-
niano y se calcula la energia

£- CVESY>

(1.9
la integral diferira en un término de intesrcasbio al ser evaiuvada
con un producto de Hartree o un detersinante de Slater.

"Los productos de Hartree y determinantes de Slater constitu-
yen entonces soluciones estrictas para un Hasiltoniano de N
particulas en el que no se consideren operadores de dos cuerpos.
Esta caracteristica abarca, por supuesto, desde el punto de vista
matemdtico, cualquier hamiltoniano que s¢#a una susa de operadores
monoelectrénicos. Cualquiera de estos Hamiltonianos y sus solu-
ciones conforman lo que se denomina modelo de particulas indepen-

dientes.
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La eleccioén del mejor Hamiltoniano de particulas indepen-
dientes se hace considerando la rapulsion coulombiana intere-
lectronica, suponiendo que ésta se puede aproxi{mar de una manera
proaedio como una energia potencial central V,(r) que actas sodre
cads electron. Esta aproxtmacion de Campo Central, mantendrd
productos sonoslectrénicos y determinantes de Slater persitiendo
asignar, hasta donde sea posible, un significado a los nhaeros
cuénticos de cada electrén. Se puede suponer que estos ndisercs
correspaonden a “cuasielectrones®.

En e! Atomo de hidrogenc se tiene un centro de fuerzas que
ssts en el nicleo y un electrén que estd sujeto Gnicamente a un
potencial central Coulombiano -2/¢. Esto permite 1a separacidon de
la scusciétn de valores proplios en una parte radial y en otra
angular que lleva a ta solucién para !a energia y los astados;
los nimeros cuénticos n, !, ®m:. aparecen por fuerza si se buscan
scluciones univaluadas y cuadréticamente integradbles. En general,
para cualquier campo de fuerzas centrales, la parte angular de la
solucion serd necesariamente un arménico esférico, de modo que el
resultado trasciende el caso particuiar del campoc coulombiano del
hidrogeno.

En la aproximaci®n central se plantesa un haamiltoniano
definido como:
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H,-g A,

(11.10)

st

by —-‘l',--'ll-ov.'(r.)

(11.11)

5i se btusca una solucién para l!a ecuacién de valores propios

. ¥-5Y
(112
resulta evidente que el producto
!-];( 'S
€11.12)
es solucion, cumpliéendose necesariamente
":.’
(rr.142

y separdndose la ecuacién en expresiones:
hobned, = Vip,+2(e,-Vi(z,)) 8,0

[ B EE-2)
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a resolver para §, y & de cada electron i sujeto a un campe

central V¢' (r).
£sta scuacién es similar & la del Atomo de hidrogeno, en la

cusl !a energis potencial proviene de un campo coulosbianc:

vin ---,';

(11.18)
En coordenadas esféricas, la solucitn se expresa:
.‘.&“‘(") "ﬁl.(."“,
(1.t

Se¢ puede cmitir los indices recordandc que (11.15) se
resuelve para cada 2lectrén. La energia se encuentra resclviendo

para 1a parte radial de (1),15)8;

doof e g - ze2(8-V,(r)) R0

(ir.18)
Se puede definir una energia potencial efectiva:

Voo () = V,(e) - ddlizit

(11.19)
¥, sin conocer la forma exacta de V,(r), se puede cualitativamen-
te predecir la relacion entre Veelr) y la snergia para cada
orbital, Dado que V,(r) corresponde a un potencial atractivo
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Vo(X) me=t, 88 F ~==00 ; YV i) ==L, ot 1 =em0

(.20

Si se graftlea Yo, (r) vs. r se obtienen curvas, que segon ip

figura (1.11) plerder prefundicad a esdida que | crece, ya gue @!

cagundo termino de {!).:9) es positivo. Los estados tendré&n sayor
e@nergis » maysr | y estardn menos ligados. ‘

ey (o)

Flgura 1.11). Grafica de V,. contra r.

Omitimos el espin en esta discusién por ro depender el
hamiltonianc de es5%as "variables”, pero podesos incarporarilo
directamente ya que todo lo dichc es valido pars espinorbitaies
1.2,

De tado ello se consluys Que en un scdeio de particulas
{ndependientes ccomo campo central !a snergia depends de n, y, &
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diterencia de) &temo de hidrégenc, tasbién depende del valor de
i.

S5e¢ puede asociar un determinante de Slater a cierta confi-
guracion electrénica, que debe entenderse como una particion
(Wi, Wa,..,Wa) particular de los N electrones en cierto conjunto
de M orbitales, M 2 N, 0, lo que es 10 mismo, la designacion de!
par de naumeros cudntices n,! para todos los electrones’:

(3,2,) Mad) ™....

(rr.a2mn
En cads “"subcapa™ n,! pueden acomcdarse 2(21+1) electrones.
. El prineipio de construccion (Aufbau), valido hasts 20
electrones aproximadamente (en el cual se van |lenando subcapas
de acuerdo cor e} principio de Pauli{ en orden creciente de
enargia), estd sustentado en los e!ementos de ia precedente
exposicion. Se cumple en este caso que ia energis de un electron
"situado”™ en un orbital §., serk ssyor & medida que la suma n ¢ |
sea ads grande.

For supuesto, cuandc ya se conoce ei Hamiltoniano centrat
que promedis sobre cada electran las interacciones elsctrostéti-
cas y su autofuncidn (un determinante de Slater), ia energis se
debe calcular con e! hamiltontano correcto, Ha,.

La mejor solucién antisimétrica en este modeio, en cuanto se
optimiza la energfa, serd ia de Hartree-Fock, de !a cual, a
partir de un principio variscional y un célculo autoconsistente
de los potencisles centrales, se encuentra los R, (r,) Gptimocs
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zue canformarn Jos ecspinorbitates 71.7) Z2 un determinante de
Slater.
2. Desdoblamiento de ios niveles de Campo Central

Se puede recurrir a la teorta de perturtaciones y analizar,
a primer corden, cudl =5 el efecto de la irnelusién del taérmine
repulsivo intercleztrénico y del término esgin ortita al mejcr
ramliltoniano de garti-ulas independienzes, He.. Podemos entcnces

considerar e! ramilicniance expressdo per

Hall eV oV,

(11.22)
donde
v 'E (Xu) - '; V“ (z,)
(11.23)
Yy
v,-;ccr,n 1.8, Ctr) e viiey)
A (11.28)

e¢s la Interaccion espin Orbita, cuyo srigen relativista a bajas
velocidades en c noc serd detallads.

Estas interazciones poseen magnitudes opuestas segun Z. En
&2%23 ligeros el término coulembiians es gredeminante, mientras

Fue en #°cmos peE330s e el termino espin Grbits el jue domina.
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Esta divergencia Z2efine, como veremos, CCS esquemas extremos de
acoplamiento de momentos angulares, LS v jj. En el primer caso,
et andlisis ce espectros ensefa que los niveles de energia estén
reYativamente muy separados para ciferentes configuraciones. Cada
ung de estos niveles aparece a su vez scparado en subniveles auy
detinidos, correspondientes a valores diferentes de L y S. Estos
subniveles LS se desdoblan, por dltimo, como consecuencia de la
pequera perturbacibn V,, de modo que la distancis entre estos
atimos subniveles es mucho menor que la distancia entre cada
subnivel LS.

Para estudiar l1a inclusién de 1/r,, al hamiltoniano M.,
cenformando .., puede considerarse a V, ccmo perturbacién a H,,,
y los resultados <on aplicables cualitativamente a ta diagonall-
zazisin Zirecta de Ha,s

Hay que diagonalizar V, en el subespacio V (ny,!,.@11,Mey}
Taslay Misy Weai...) cde estados propios de Hec, pertenecientes al
nivel degenerado Ecc, que es l1a energfa de cada configuracién en
Farticulas independientes, Zada por

l-};-(n,.x,)

t11.28)
recordandc ques el potencial central efectivo, ecuacidn (11,19,
pOr no ser coulombisno V. (r), provocs que la energia no s6lo
dependa de n sinoc también de 1},
Los valores propios obtenidos al resolver la ecuscisn
secular en !a diagcnalizacion de V,, constituyen los diferentes
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incrementos de energlia respecto a E,., que estarén por encisa de
este valor, ya que 13 repulsién i{nterelectrénica tiene signo
positivo, Entonces 1a degensracion se rompe parcialesente ante la
presencia de V,.

Cada nivel! €(n, 1) ests 2(2i+1) veces degenerado, a causa de
los diferentss m, y 8, para un par n, 1 dado y las dos posibles
proyecciones de espin. Es claro que esta situacion es para un
solo slectrén, la degeneracién total pars una configuracion n,,
Fis New ladcaecei Moy le serd 2021, +1) x 2(215 *2) Xevviaean
2(21a + 122, 51 los n,, 1, son todos diferentes,

Si w ¢s #! ndmero de electrones con energis €i(n, 1), ey decir
electrones equivalentes (contiguraciones (nl}*) con degeneracion
§ = 2(2! +1), se tienen capas cerradas pars w=g, y capas ablertas

para w < g. En este caso la degeneracion total es

(¥
(11.26)

que es 8l numero total de determinantes de Slater que se puvden
construlr a partir de un conjunto de ¢ espinorbitales posibles
(sin repeticion, por Pauli) con 1a misms energia E (n,1) de Caspo
Central para esa confilguracian.

La manera de realizsr uno de estos cllculos en la base de V
formada por los determinantes que son funciones propias de H,.
consiste en que, dado que los detetminantes de Slater son sieapre
funciones propiss de S5, y L., hay que agruparlos segun sus
valores de M. ¥y M., ya que blogques con difecentes eigenvalores
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dan elementos de matriz de V, nulos. Se puede entonces diagonali-~
zar V: en cada uno de estos subespacios, para obtensr como
valores propleos a ios subniveles de E...

£l desdoblanmiento aparece naturalamente si se tiene en cuenta
de anterano ia simetria de V,, y por ico tanto es conveniente
construir una base del subespacio ¥ con funciones propias de L?,
Lee S'y 5. 4 o5 decir,{ L M. S My}, Pebido a que estos operada-
res consutan con Vi, su matriz es diagonal en esta base:

U SN W > 0B, by Saruw,

€11.27)

L $]
Q= (LN, SV 0, D4

(11.28)
ye por lo tanto, los elementos de matriz Qs diagonales serén los
subniveles de energfia, caracterizados unicamente por L y S, pero
no por M, ni My, porque V, conmuta con k., L-, S., S..

Los argusentos son extensibies a la disgonalizaciéin directa
de Ha. , pues H,. conamuta con L', L,, S, ¥ S., en este caso:

LM SN LN Ry By

i1.28)

(F.s @5 ») elemento de matriz no nulo).
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Los niveles de la energia de H., en acoplamients LS se

caracterizan entonces por un término (LS), definido por
LL KRNI

S{ no se desea construir la base (L M. S M¢>) en Ia cual
Haey © V, son diagonales se puede aplicar, para dos electrones, la
regla de suma de Slater*:'*, en la base de los Jeterminantes
conpatibles con ias configuracion. Debido a que se puede diagona-
tizar V, o H.. en cads blogque de determinantes con iguales
valores de M, y M se van a poder obtener, en e! casc de H.y, SUS
tunciones propias y por lo tanto también funciones propiss de L*,
Ly S5, ¥y S, on 1os subespacios gque definen a cada bloque. 5i se
conocen los términos posibles de la configuracitn habré, segdn leo
anteriormente expuesto, muchos bloques diferentes de 1 X §, lo
Gue implica que estos detersinantes de Slater por si solos son
funciones proplas de L¥, L,, 8*, ¥y S, con valores proples L, S,
M Yy M, 8i M, y My son compatibles con alguno de los valores L y
S posibles. La reglia de Siater se dasa en ¢! teoreas de que la
traza de una matriz no depende de la representacion, lo que
implica gue puede evitarse la diagonalizaciOn de! bloque carac-
terizado por los determinantes con valores de M. y Ms compatidbles
con todos los términos LS posibles. En efectoa, igualasos la suma
de los elementos diagonales de la matriz respecto a estos deter-
ninantes, & la traza de la matriz en la representacion ({L M S
Ms>), Que es evidentemente !a suma de |a energla de todos los
términos LS posibles, que no se conoce, perc, a partir de los

blogques § x | mencionados conocemos la energia de todos excepto
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la de un termino, que podemos decpejar de la jgualdad de las
trazas.

Por ejesplo, para una configuracion p*, se puede conocer
directamente la energia de los téraminor *P y 'D evaluando

dptpt iR Ipip « dpipt ) b'PT> «B(. 2P +B(. 2D}

(11.30)

De 1a suma de los elenmentos de matriz diagonales:
PPN oY - b PN PP Y b PN EJ b IPD ek,

(1t.31)
se despeia el valcr de la energia de 'S:

Txel( ) +B( P oB( D) = B{*S) »¥x-E( *F) -B( D)

(11.32)

La busqueda de sutofunciones de L', L,, S*, ¥ S¢ vy de los
naseros cudnticos L y S correspondientes implica que los momentos
angulares orbitales 15, 12,..,IN y 81, 82,..,8N estén fuertemente
acoplados para conformar respectivemente L y §, o, lo que es5 lo
mismo, se sigue ia secuencia de acoplamiento

Iy la..ta (L] #; s3...84 (83 J,

Segan (11.29), se tiene que la matriz H., es diagonal en
blogques caracterizados por diferentes pares L S. De este modo,
cada bloque esta también caracterizado por un valor propio que
serd 1a energia correspondiente a ese par, con degeneracidn
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(2L.+1)(2S+1), a causa de los diterentes valores de M, y My posi-
bles para !os valores determinados de L y S.
Se puede demostrar gue

; (2L+1) (2341} .,; (201) .( -'})

1.3
lo que ensefa que V y e! conjuntc de las funciones LS construidas
a partir de sus elementos tienen, como debia esperarse, !a misama
dimension.

La figura (2.[!) suestra céno se desdobla, en =l acoplamien-
to LS, un nivel de campo central, !a energia de la conftiguracion
p?! del Carbono.

Figura (2.101), desdoblamiento de los niveleg de energia de Campo
Central al incorporar Interacciones al! haaiitoniano.

————— =15 = — = = -~ = .18,
[pp— D e e e = 'Dy
%
‘.
/s ,
. 2Pa
i .
[ P - p,
—d \\———-——-.lp.



Cada nivel LS, bien detinido a! tomar H.., se desdobiard a
su vez, por e¢| efecto de V;, en subniveles caracterizsdos por
diferentes valores de J=L+S, L+S-4,,..,|L-S]. S1 se toma para
diagonalizar V, una base de vectores propios de un operador que
conmute con V, (y con H..), V, resulta ser diagonal en esa base.
Este os o] caso de J? y J,, que conmutan con H.., L? ¥y S*, y la
base compuesta de sus eigenvectores se puede construir a partir
de 1a base (|L S M. Mg>}. La nueva bLase o representacién serad
(] LS J My>), Esto sintetiza el acoplamiento LS. Las diferencias
de energia son grandes entre niveles LS y cada uno de estos
niveles se desdobla en nuitipletes cercanos entre si. Por esta
razéon, hay que buscar primero la representacion IIL M. S M3,
funciones proplas de operadores que conmutan con He.. ¥y 3 partir
de ahi construir {|L &8 J M,2},

Para Atomos con Z grande se vuelve vélido otro esquema de
acoplamiento, el acoplamienteo j§, ya que ¢! término espin orbita
(V;) se vuelve decisivo y la repulsién coulombiana puede ser
cornsiderada como una pequefa perturbacion. La secuencia que se
sigue en este caso es 1, 8, (3,) 45 s5; (320 J.

3. Hartree-Fock

La aproximacién de Hartree-Fock (HF), como se mencioné,
constituye e! limite de precisién a que puede sspirar el sodelo
de Campo Central o particulas independientes. Por esta razoén
cuando se habla, en textos especializados, de "particulas inde-
pendientes” se estd refiriendo a HF. Se supone inicialsente un
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hamiltoniano H.,. (11.10) que sotiva una scluciédn en forsa de
producto de espinorbitales, o, més generalmente, un determinante
de Slater construido con tales funciones, ya que H.. es, al {gual
que Ha.,, invariante ante permutaciones de ios N electrones. En
cualquier solucitn de HF se establece como requisito primario que
los espinorbitales constitutivos de! determinante sean ortogona-
les, sin exigir necesariamente que las partes radiales lo sean.
Una deteraminacion preciss del estado requiere tanmbién que ia
funclon de onda sea funci6n propia de los operadores L?, L., 5%,
y Sy, aunque esta condicion no pueda cusplirse, en genera!, para
un so!o determinante de Siater y se necesite una combinacién
tinea! de ellos (Ver capftulo [11). Los espinorbitales van a ser

de la forma

4(1,8,0.0)21P(NT, 1,

(11.34)
sin que s forma de P/r) se conozca hasta resclver las ecuaciones
de HF.

Las exigenzias de dependencia en la parte radial de diferen-
tes conjuntos de nimeros cuanticos define diversos modelos de
HF*, E] aodelo m&s comuan supone que |a parte radial depende solo
de ny |, es decir P(r) = Py, (1) y se conoce en la literatura
como RHF (restricted HF) o simpiements HF y va a requerir de
tantas funciones radiales como subcapas n,l. Siguiendo esta linea
se llega 8! modelo en el cual se supone que Rir} tiene dependen-
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cia en los 4 nimeros cudnticos n, |, ®,, »,. Es decir, P(r)=P , ,
. ..(;). Este modelo es conocido como UHF (unrestricted HF).

Se puesde proponer una funcién de onda expresads como un solo
deterainante de Siater D, constituido por espinorbitales ocupa-
dos, lo cudl supone, en RHF, que la energfa que arrojard e!
26todo va a ser un promadio de las energfias de los términos LS
que produce l!a configuracion representada por el determinante. En
el modelo UHF es natural !a posibilidad de un solo deterainante.

En generat, las ecuaciones de HF para encontrar la parte
radial P(r) se cbtienen de la condicién estacionaria en <H..>
ante variaciones de los espinorbitales §,, es decir $<¢Hay?> = O
con ¢! agregado de ortogonalidad en los espinorbitales. En el
marco de RHF donde P(r) = P,,(r) representa ia parte radial de
cada subcapa la cendicion se manifiesta como:

YR 'g*u.'.-f'&(f)’.amdﬂ .0

(11,35)
# os la funcién anti{simétrica de los N electrones, y puede ser
una combinac{én iineal de determinantes de Slater.

Las ecuaciones integrodiferencisies resultantes no peraiten
una solucién directa para P., (r), pues los cperadores taabieén
dependen de la solucién. En consecuencia se requieren meétodos
autoconsistentes fterativos para obtener ios orbitales en forma
nueérica, E! potenclal central V,'(r,) de la ecuacidn (11.11) se
puede identificar con operadores monoelectrénicos que resultan de
pseudo ecuaciones de valores propfos para cada electrédn, obteni-
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das al transformar las soluciones de las ecuaciones originales
con transformacliones unitarias.

Metodos de tipo Roothaan'*® permiten resclver las ecuaciones
de HF expresandc los Riy(r,? de la solucién en una base de
tuncliones primitivas apropi{adas:

Ry ) }; 8, (1) a,,

(11.36)
Para atomos estas funciones primitivas son generalmente orbita-
les de tipoc Slater (0TS):

Sytr) oNy 2 loxp (2,11

(11.37)

donde n, ¥y Z,, son par&aetros a optimizar.

4. Mas alla de Hartree-Fock

La aproximacién de Hartree-Fock permite disponer de una
funcion de onda gue -onvalida plenamente el modelo de particulas
{ndependientes, ya que los valores esperados de energia obtenidos
estdn bastante correlacionados con los niveles observados, es
decir que a cada nivel corresponde, grosso modo, un determinante
de Siater (o una combinacion lineal de ellos si se trata de
Hartree-Fock con restriceliones de simetria). En consecuencia,
tienen sentido, como se menclond, las configuraciones electréni-
cas ¥ los determinantes asociados pueden ser considerados como
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funciones de onda a orden 0, que ispondr&n una distribucién
electrénica en capas - estados etiquetadcs con diferentes valores
de n -, a causa del principio de exclusién.

Hablar de orden O presupone la positilidad de considerar
tunciones de onda a ordenes mayores, 1o cual implica la sujecion
de un modelo mas alld ca Hartree-Fock (o "mas alli de partfculas
indefendientes”). Estc s5e justifica en la medida en que. aungue
la energia de Hartree-Fock Eay va a diferir de la energia exacta
no relativista solamente en la "energfa de correlacion™ E,,,.=E.,
“Enr, las diferencias de erergia (lo que frecuentemente nas
interesa) pueden acarrear un errcr mayor, Entonces, lo que se
busca, al {ir més all& de HF, es cubrir esta energia de correla-
ciér. lo mads posibie y aproximarse al valor exacto de E.,., canti-
dad que generaiments no se conoce, ni siquiera a partir de
célculos semiempiricos conoclendo el valor experimental (que
incluye efectos relativistasg).

Se puede desostrar'' que todos los determinantes de Siater
construidos desde un conjunto infinitoc de espinorbitales consti-
tuyen un conjunto completc de base para una funcidn de onda de N
el-ctrones‘fantisxmétrlca. solucitn exacta de (1.2).

’f'z:‘:ci

(it.3e)
Los determinantes de Slater constitutivos #*,, donde k etiqueta
al determinante construido obedeciendc una perautacién particular



40

k de un conjunto de ecpinorbitales, garantizan la antisimetria de

Ya mencionames en e! capitulo | funciones variacionales con
Frvg, 7o &n @l contexto de |los métodos orbitales, la funcién
(1.40). En este caso, para aspirar a un cdleulc més alld de HF
hay que, evidentemente, sustitufr ([.40) por la expansién ([1.38)
comc funcién de prueba §. Es claro que se debe necesariasasnte
fneluir en la expansion ia funcion a3 orden 0; es decir HF y una
diversidad de determinantes de Slater construidos con orbitales
de HF y orbitales virtuales ortogonajes a los HF y, finaimente,
determinantes construidos con puros orbitales virtuales. Este
tipo de funciones es dencminado Interacci6n de Confjguraciones y
constituye la herramienta del presente calculo. A partir del
siguliente capftulo se ira detallando e! método, empezando por la
necesidad de que las expansiones sean convergentes y computacio-
nalaente manejables, lo cua! se puede lograr si se satisfacen las
exigencias b} y c}. Este punto serd analizado con precisién en el
Capitulo 11!, aunque ya se anticiparon las "causas®™ que provocan
el desdoblamiento de la energia de Hartree-Fock al recuperar los
operadores de dos cuerpcs en el hamiltoniano para justificar, de
alguna manera, la exigencia c¢) de .2 sobre la funci&n de onda.



CAPITULO 111
Eigentfunciones de simetria
t. Simetrias y constantes de movimiento

Para obtener una buena aproximacién a la soiucién de la
ecuacién de Schrodinger para un sistema de N electrones, as
necesario, como vimos, lograr en la funcién de prueba el assdxiso
detalle en la consideracién de las propledades del sistesa
contenidas en e! haa{!ltceniano.

Esta caracterizaci{on va a permitir, entre otras cosas, una
simpl{ficaciOn considerable de] problema. Por ejempl!o, en el casc
de! hamiltonfano no relativista que nos ocupa, se debe empezar
por exigir el cumplimiento de las condiciones a) b) y c) del
Capftulo | (Parag. 1, "Métodos aproximsativos”). Todas ellas estsén
relacionadas con una particular simetria de H...

La mecdnica cuidntica posee |4 peculliaridad de que a cads
regla de simetria corresponde una ley de conservacién, referida a
constantes de movimientc expresadas como cperadores gue conautan
con el hamiltoniano.'?

Resulta, pues, un objetivo encontrar !a sayor cantidad
posible de simetrias y las correspondientes constantes de movi-
miento. De este modo, se puede restringir, segun veremos, el
espacioc de Hilbert; bastard entonces resolver la ecuacién de
Schrodinger en e! subespacio correspondiente a estados con el
mismo conjunto de sigenvalores de los operadores que encarnan a
las constantes de movimiento. A estos operadores ios |lamaremos
"operadores de simetria”™; sus autovalores serdn por supuesto
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"buenos nameros suinticos™ 5 van a servir para clasificar a lcs
estados proplos de H. Por ejemplo, en un mcdelo de particulas
independientes (ver Capitulo !t, 2}, n, I, m ¥y m, constituyen un
conjunte suficiente de nimeros cudnticos pero arrofan poca
infecrmacitn si la deszripeian del sistems estd sujeta a! hamilto-
niaro jue inzzrpora, ademads Zel teéraino repulsivs coulambiane, a
la interaccicn gepin-grtits, en cuyec -850 105 bDuenos numerocs
cusnticos van a ser J y H,, valcres propins asoci{adas al moments
angular total de! Atomo J.

En cusnto a lcz cperadores, sea A urn sperador Que representa

una constante 3z movimlents, de moda gjue
[H,Al=G

[RERES Y]

A®,=2,9,

.2

3t eigenf.nzicnes de A, ., son coricgonales entre s{ y no

-

szn interastuantes eon resgaecto a H, es Jezir
8,80 p>=0, 8i aya,
[§ W -]

Ademas, constituyen un conjunto complets, de manera jJue una

funcibn de prueta § ruede exgresatse como:
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o-To,

(111.4)

2§ zalzulamos <H> can esta § se tiene

oo~

siempre que definamos el valor etperado de snergia E, asociado

(rrr.ed

con la componente §.

<0,

By=— »

(1.6

7 el tactor de pesc

R

(.n

que €8 siempre positivo, por 1o tanto



“Do'z;“A’;

(111,8)
con By wa = !, 1o que Indica gque <H>y e5 un promedic pesado de
las componentes £, sin interferencia entre términos con diferen-
tes vajores de a..

Egto impiica que hay al senos un valor de las energias E,

aenor que <H>. En efecto
1-0,%003%0. ...00,-.',‘

{111,973
Si suponemos que todas las E. son mas altas gue <MY, *E se obtiene

que
e, (Ivd,) cad  (308,) 0., .00, (14851 !, yaquedpO ¥V i

(SRR PR D]
De 16 que se concluye (el razonamiento es andlogo si se supone
que todas las energias E. son mads bajas que E) que 3l menos una
de las energias E. es m1ds baja que la energfa obtenida como valor
esperado de una funclén de prueba con simetria mezclada.
Por lec tanto, sl una funcidn de prueba # noc es una eigenfun-
cién pura de A se puede bajar la energia si se logra discernir la
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componente 3. que tenga 1a energfa E. mds baja de la expansion
(111.4).

Este discernimiento estd aparejado, ademds, al hecho de que
sl se busca diagonallzar la matsiz hanlltoniana, el cusplimiento
de (111.3) permite que la diagonalizacidn se haga para cada
blogue, que representa a los subespacics etiquetados por los
diferentes a.. En general, esto va a iaplicar un diferente valor
de energia para cada blogue. La matriz hamiltaoniana presenta

entonces el siguiente aspecto:
"/ R
'-'/g.;/ (o] (o]
o
‘.i/{g .

[

Este desdoblamiento en submatric:s conlleva la solucién de
una ecuacién secular ([,29) para cada blogque ¢ submatriz k y por
le tanto se obtiener diferentes espectros para cada valor de k.
Esto se advierte clarsmente cuando se usa un operador de proyec-
ciéon Ok, que tiene la propiedad de seleccionar de la expansion

(111.4) la componente a,.
0,0-0,

(rrr.1)
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[ 11
a9y
-
% s W

(1rr.122
Es claro que cada uno de los factores (A - a,) arniguiiara a
iss correspondientes funciones §, con eigenvalor 1. Ef término
que va a sobrevivir de una manera inalterada serd &, debido s la
forma de! denominador en (111.12). En efecto

A-a,
L ] .‘ -

20,-0,% -
L]

ﬂ.l"l.l
e el o,
(111.13)
Segun se vid #n el Capituleo !, para resoclver la scuscién
secular (1.29) ce propone la tuncion de prueba como una sxpansidén
en un conjunte finjto o {nfinits de funcicnes 2¢ hase.
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0-; £,6;

(Tl 14y
Teniendc presente que vamos a buscar una componente especifica &
se® puede proponer como funcién de prueba variacional & = & . en
e! entendido de que pars que <H>, sea estacionaria se tiene que
cuap!ir para 8=8, que HE=EE, lo que implica gque §=§. sea eigen-
funcién simultanes de H y A,

Entonces se t{ene, segin la ecuaclén (!11,14)
o,o-o-;‘ (CYAYN

(111,48
1o cual i{mpiica que si (f,) es un conjunto compieto, se puede
expander # en sus proyecciones, e&s decir en 1a base (0, f,}, en
Ia que diagonalizaremos H, para que se cumpla HE=E#.

En resumen, habrd que resolver tnicasente la ecuacién
secular en el subespacio del espacio de Hilbert generado por el
conjunto (0. £, }, es declr el "espacio a.". Esto es vélido para
cualquier k, y por esta razén, reiterando, la posibilidad de
resolver una ecuacion secular para cada bloque k, para cada uno
de jos cualies se obtendr& un espectro de energias. Las energias
que hay que considerar son, desde luego, la mds bajas de cada

espactro.
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Extenclendo los argumentos anteriores a varios operadores de

simetria A, 8, C, que conmutan entre s{ y con H, se tisne

..ug: ...
(111.16)

si los constituyentes de la expansién son elgenfunciones simulté-
neas de A, B, C.
Se puede decir, por lo tanto, que estamos en la representa-
cién de a, b y ¢, Los elementos de matriz de H estén dsdos por
<abolla’b/cl> wly 8 oo cabdiiabey
(111,47
Es clarc que a mds constantes de mevimlenio se reduce cada vez
nds e! espacio de Hiltert.

Hay que hacer nctar que ne toda funcidn propis de un opera-
dor gque conmute con H es funcién propia de H, aunque lo contrario
se puede observar,

Er suma, si Y es una funcién propia exacta de H con autova-

lor E ¥y A un operador que conmuta con H se implica
H(AY) B {AY)

(111.18)
Lo cual quiere decir que AY sigue sjendo, en general, autofuncioén

de H con ¢! mismo autovalor E.
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Si{ la energta E es un valor propio de H no degenerado ocurre
Qque
A¥ oa?
(.19}
o que implica quo‘f es simulténeamsente funcion propia de H y A.
Pero, en general, E estd degenerada y no se puede isplicar
(111,193, Sin embargo, puede demostrarse gque 0,%Y es funcioén

propia simulténea de H y A2

2. Momento angular y paridad.
Si se espera gue los fenfimencs fisicos permanezcan invarian-

tes ante rotaciones en e! ecpacio alrededor de un eje artirrario,
s8 debe exigir esta fnvariancia en e] hamiltoniano'*, y esta
particutar simetria, gue refleja las caracter{sticas de isotropia
de]l espacio, implica que e! momento angular total J de! sistema
es una constante de movimiento, siempre que no exista incidencia

de campcs externdss.
De este modo, si se considera Gnicamente e¢| mosento angular

orbital total
Ralyrdyv..iedy
(111.20?

ocurre que
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'u-: L]1=0

(111.21?
y es posible encontrar efigenfunciones ¥ simulténeas de Ha., L¥ y
L, -

Andloganente, debido a que H., no contiens cocordenadas de
espin, ocurre [(H,s5,1=0 (s, es ol espin de! electrén i). Esto no
quiere decir que s, pueda diagonalizarse simul téneasente con HW,.,
pues los sspines individuales se acoplan necesariasente cuando se
requiere gque la funci@n de onda sea antisisétrica.

Sin embargo, S=L w,, el espin total, que también conauta con
H.., @5 un opersdor simétrico que pusde diagona)izarse con Ha..

Para encontrar una funcién propia de J? y J, se pueden
seguir dos esquemas de accoplamiento extremos: acoplamjento LS y
acopiamiento jj, es decir como se sumaron los momentos angulares
para conformar el smomento angular totai J (ver Capfitulo 1], 2).

En cuaiquier sistema en el que interese conslderar un
hamiltoniano no relativista, e! acoplamiento LS es una buena
aproximacién para la funci6n de onda, L?, L,, S*, ¥ S, son
operadores simétricos que conmutan entre s{ y con H.,.. Se cum-
plen, en este caso, las sigulentes relaciones (en unidades de
hartree’:

L2 F = Lehe!) 3, L, B =M 3 tsi § es funcién propia de W)
S? § = S(S+t) &, S. & = M H
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y para dos momentos angulares ortitales las reglas de suma de
momentos angulares (RSMA) son

L& 1y ¢ 13, 11 ¢ 12 - 1......|l.'l,i

S =8, ¢ g, 8§ ¢ g; - 1......!:.—5:'.
Y, en general,

J=LeS, J =L +5, L+ 5 -L,....,IL-S

Adem&s, H., tiene simetria ante reflexicnes, lo cual quiere

decir que permanece invariante ante la transformacién de x, y, 2
per -x, -y, -z, y esto se¢ refleja en Ia regla de conmutacion
(Hav ,P120, siendo P el operador de Paridad. Los estados propios
de Ha, tienen, en consecuencia, paridad definida., Se puede
entonces incorporar el operador de paridad P al conjunto anterioar

de operadores.
MO=2@

111,22
E! valor proplo n puede ser 1 (estadcs pares), o -1 (estados
impares). Ese valor no es arbitrario, sino que depende de los
momentos orbitales i{ndividuales de los electrones 1,, es decir de

la zonfiguracion
se (-1 -0 h, L, (-1)

(111.20
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Se tfene, en consecuencia, que en la representacian de
funciones propl{as simultaneas de L7, L,, S%, S, y P; ('- LS M

My> la matriz H., es diagonal por bloques, es decir
CLEN M RN IL S ML N0 28,008y By B eu L SH, MM LN N,>

C11l.24)

Se pusde demostrar, adexds, ya que H,, consuta con L., L.,
S., S. '?, gque ni los elementos de zatriz ni la energia E depen-

den, comc era de esperarse, de M, y Ma. Entonces:

<LON MM, ILSH, My = < LIN,NNIL NN}
11r.25)
Esto {mplica gue la ecuacion de Schrodinger puede resc!verse en
ung ce etgocs zubespaclios U5 n escogido. L, S, m, son cascs
particulares de lcs numeros cudnticcs a.b,c de la ecuacion
(11r.18y.
La matriz hamiltoniana, acorde con (il[.11), toma la forea

. -
[ -]
H = [-] l"_’n‘ [ -]
o o

y basta diagonalizar H en un blogue LS m definido.
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La energia obtenicda sera por supuesto la del término LS,
correspondiente a la configuracitn particular. For ejesplo, la
investigacion presente, Termino ?S (Par) de la configuracion
1s2s.

Los estados se caracterizan en acoplamiento LS por los
nimeros cuanticos L, M., S, My ¥y ® aunque la energia s6lo dependa
de L ¥y S. Se puede relacionar por supussto sl concepto de térmsino
LS, asociado més bien a un nivel de energia en e! Capftulo 11,
con el de estado |LS M. Mg>, cuya energia estad (2L ¢ 1) (28 ¢ })
veces degenerada, al considerar todos los valores M, = -L,..,L ¥
My = -5,..,5 posibles.

En consecuencia, un término LS serd un estado con L y S
definidos.

La dependencia de !a energfia en L y 5 puede justificarse
fisicamente’, en Ia medida en que diferentes valcres de L impii-
can diferentes distribuciones espaciales de los electrones y por
lo tanto la interaccitn electrostdtica promedioc en el sistesa
varis. La dependencia en S tiene que ver con la forsa de las
funciones propias de S' ante |a exigencis de simetria o antisime-
tria en e! intercambio de particulas. Funciones propias de $? con
S mas grande son "mds simétricas™, y ys que esto obliga a que ls
patte espacial sea "mds antisisétrica™, se permite senos que los
electrones se acerquen y, por lo tanto, ia repulsién entre pares
es on promedic menor, Este razonasiento, sintetizado en Ias
reglas empiricas de Hund, es v&lido Gnicasmente para dos electro-
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nes, pero nos da clerta idea fisica de la dependencia de Ia
energia en L y S.

Las eigenfunciones de simetria para N electrones tiensn por
fuerza jque satisfacer e)] regquisito de antisimetria ante el
intercamblo de particulas. Esto provoca que el principic de
axclusién de Pauli aniquile muchos términos LS aparentements
posibles segin las reglas de adiciédn de momentos angulares (RSMA)
a partir de configuraciones conformadas con electrones equivalen-
tes.

Para ccnfiguraciones de mas de dos electrones puede ocurrir
un término LS varias veces, lo que iaplica que hay mds de un
estado con fguales numercs LS y por consiguiente este "nivel LS*
esta degenerado. En la siguiente seccion de ecte Capitulc retoma-
remss este punto.

En resumen, en el caso de contar con un hamilteniano no
relativista donde resulta una buena aproximacioén el acoplamiento
LS, es necesaric y conveniente restringir el espacio de Hilbert a
valores definidos de L, S y paridad y resolver la ecuacion

secular en el blogue que interese.

3. Construccitn de sigenfunciones LS.
A partir de cierta configuracién (n,1,)*'(ngl,;)°2.. .80
obtienen términos LS, y es preciso construir 1a funcién ‘L L)

My > para cada uno de ellos.
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Es posible ceonstruir funciones simultdneas de L , L,, $? vy
S, como un producto iL H‘>KIS Me?. A su vez iL H, > puede cons-
truirse a partir de las funciones proplas de 1,7, li., l3?,
12420 0e?, la. y andlogamente ’S Ms>, diagonalicando L y 8® en
bloques =aracterizados por un vaslor definido de M. y Ms respecti-
vamente, o, lo que es lo mismo, para dos electrones, encontrar
les coeticientes de Clebsch-Gordan apropiados para expresar por
ejemplo {L M.> coma ccmbinacidn lineal de productos de funciones
propias de 1,7, l,,, 1;7, 1;, con valor de M, constante, si M, ws
coppatible con L,

El requerimiento cde un valer fijo de M. se explica en razon
de que s! se diagonaliza L?, bloques con diferente valor de M.

dardn elemertos nulos de matriz, porjue L, consuta con L':

(lUL’!d)-O,J¢4MQL!HQ>
(1t1.263
Todo 1o dicho para Ly resulta valido para §:
AT LT ART MR AT JF A
(111.27)

¥ las combinaciones lineales para dos electrones resultan
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> - E Lo e 180 18, >

(111,28

0« B Colnomioinn) orm

(111,28
"Los coeficientes en ambas ecuaciznes son los Clebsch-Gordan.
Para construir IL My oy IS My> para tres y més electrones
hay que acoplar primerc dos electrones y los momentos angulares
{orbital y de espin) resultantes se tienen que acoplar con 1, y
s: del tercer electron:
e 4 01,50 15 L

#s 53 [si2) 33 €
Esto lleve a la necesidad de evaluar simbolos 6) o 93 (para &4
electrones? con las correspondiente complicacién algebraica.
Desatortunadasente, las {unciones LS IL HL>x|5 Mg ? no
tienen, en generail, simetria definids ante e! intercambioc de
electrones de manera gue hay que imponer esta caracteristica en
la funcién total §.

La primera forma posible seria
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@ ol M =lLa, > wisu,y s
Cree,. 3
donde, nuevasente, !os superindices a y s alternados denotan la
necesidad de que unc de los factores sea antisimétrico cuando ei
otro factor sea simetrico y viceversa. Pere, ccmo se vi& en el
Capitulo if, ecuacion 11.8, la funcion total antisisétrica no
puede en genera) factcrizarse en una parte espaciail y una de
espin, 7 la restriccicn es aun mayor en este casc debido a is
exigencia extra de simetria referida a constantes particuiares de
eovimlento. En general
& = Ak, 0> olian, > Lo o 5
C1if.30
A petsr de las diflzultades que acarres la aplicacién del
sntisimetrizador a un producsa lL H.>xls Me? éste hz sido el
camino mas utfifzado: diversos softwares 3¢ han implementado al
resgecto,'*

Dichas dificultades aconsejan considerar otro caminc para
censtrulr [L M S My» sntisimétrics, con determinantes de Slater
canstruidos con los sspinorbditales que conforman una configura-~
citn electréonica.

feaginemos una determinada configuracién, por ejeaplo p!. En
vez de agrupar productos de funciones il‘ m..)ill. M 2>, cOn

igual vaizr de M. = @y * ma2, para hallar IL M. » con los coefi-
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se toms los determinantes de Slater construidos con espinorbita-
les, que son simultineamente funcicon propis de 1,7, 1,,, 113,
lases %%, Bu1s $2?, 424 L, ¥ S:.. Estos detersinantes cospatibies
con la configuracién se agrupan en Mg y M., segln se vid en el
Capitulo 1! para hallar e! efecto de una perturbacion al hasilto-
niano H,¢. La razén de este agrupamiento es simple: si

st tiene un operador A que conmuta con S, ¥ L,, su diagonaliza-
ci6tn en la base de eigenfunciones de S, y L,, como lo son los
determinantes cospatibles con cierta contiguracién, isplica (ver
111.27 y 111.28) que sélo sobreviven slementos de matriz de A ceon

{guales valores de My y M. P

v R K

[] [ 4 .‘.._!

Esto signitica que puede diagonal!izarse A en cuaiquiera de
estos subespacios y, por lo tanto, obtener sus esigenfunciones con
diterentes valores prupio[. En particular, para A = §!, se pueden
construlr sus funciones propias a partir de uno de estocs subespa-
cios, para los diferentes valores de S que pueden haber dade

lugar al M, del subespacio, Resulta an&logo para A=L*. De estas
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consideraciones se iaplica que siempre es posible encontrar
sigenfunciones de §? y L? como combinaciones iineales de los n,
determinantes de Slater de la configuracién con fgual valor de M,
y M.. Estas combinaciones lineales son por fuerza antisimétricas,
y tienen coeficientes relacionados con jos coeficientes de
Clebsch-Gordan (23) y (30). De haber considerado unicamente
determinantes construidos con orbitales, sin espin, para la
construccitn de una autofuncién de L' en vez de los productos
(111.29), las expansiones tendrian idénticos coeficientes de
Clebsch-Gordan,

Los n, detersinantes, pertenecientes s una configuracien,
coincidentes en sus valores de My y M., sirven para encontrar una
eigenfuncion 'L M. 5 Me> antisimeirica y simuitdnea de g1y s
con sutovaicres definidos 2e L y 5, El problema es tcdavia
encontrar Ios coefisientes apropiados de la coambinacisan lineal!

los n, determinantes D,

e, so0,> ‘t Dyd;

.3z

para que esta sisultaneidad se satistfaga.

4. Degeneracion en LS
Cuando aparece en clerta contiguraci6n mas de una vez un
término LS especifico eso quiere decir, correlativamente, que
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existe mas de una tuncidén posible con estos valores propiecs L ¥y S
particulares.

La forea de erceontrar !a Zegeneracidn en LS de una configu-
tacién consiste en considerar l2s diferentes acoplamientas
irterncs entre electrones suletos a wna particidn partizular gue
puedan, segun ias RSMA, conformar e! términc.?'’ Dicha particién
resulta de reunir los N electrones en Erupcs a,b.... para las
cuales hay que obterner 3 su vezr Jos t@rainos L,5,, LeSe,... ¥
después acoplar de todas ias msaneras posibles L,5, con L,S, ,...
de maners que se obtenga LS, con la restriccién de que electrones
equivalentes deben formar parte de! sisso grupo. Pars sclarar !
punto presentamcs algunos ejetplos:

8) Términc ?F de la configuracion pdf. Ses e) 2lectron en el
orbital p el gripo a y @) par df el grupo b. El grupo a constitu-
ye un téroins 'F mientras gue e! grupc b genera térainos con L. =
S, 4, 3, 2, 1 ; ¥y 5 = {,0, Entonces tenemos:

a b
P at
e 1.e3p *SPD 2SPD ,'SPD

t.%L SPDF *PDF ,*PDF
{.SF  4DFG 'DFG ,?DGF
1e3G *FGH 7FGH ,*FGH
VeIW SGHI TGHI ,PGHI

Se puede ver que ?F aparece 6§ veces (n, = 6.
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b) Teérminc *F configuracién p? d:

a b

- dr ' SDG

- ' SDG IPF

P IPF P IFDP *HGFD
ID ’.l-ID I.}.IP l.!-ls

I.l.ID l.l.IF l.I-IG
'D :GFDPS VDFGHI
2FDP 3HGFLP

E| t#rmino *F aparece & veces,

Para contiguraciones gue no tengan ningan par de electrones
equivalentes, es decir ni n'l1’.,..s¢ advierte del ejempic pct que
is degeneracién del téermino *F puede obtenerse como el producto
de la degeneracién en L, n,(L)=3 ¥ la degeneracién en 5, ny15)=2.
Comc nc hay electrones exuivalentes no se prohibe ningin término
interno segin las REMA.

S1 hay electrones equivalentes no se aplica la regla, pues
¢! principlo de exclusion impide ia existencia de muchos términos
que podrian generarse sequn RSMA en ios grupos de electrones
equivalentes.

En ambos casos s& pueden generar algoritmos para ealcular
todos 125 térmiros posibles de una configuracién y per supuecto
hallar las veces que aparece cada uno.'?

Hay 4que sefalar que teérminos {denticos obtenidos a partir de

particiones Ziferentes no constituyen un indice de degeneracidn,
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ya que ambos acoplamientos estaén relacionados por transforsacio-
nes unitarias a través de coeficlientes de Racah (para tres
somentos angulares).*

Si en una configuracién se tiene degensracidn en LS, hay que
construir todas las funciones LS para disponer de la bass orto-
noreal cospleta de! subespacio LS con n, sleamentos. Lo completo
de ia base nos va a asegurar posteriorsente, en un cdlculo més
all8 de particulas {ndependientes con IC, que se tiene la energia
nds baja posible para un cilerto nGmero de configuraciones cons-
truidas con determinada cantidad de prisitivas pars la expresiotn
de la parte radial de cada orbital., Servirs tamtién para investi-
g¢ar la isportancia de determinado acoplansientc interno de la

configuracion.

S. Construcci6n del espacic LS degenerado.

La construccion del espacio LS degenerado puede hacerse conven-
cionalments, con todas jas dificultades que presenta o utilizando
cosbinaciones linesales de determinantes de Slater, como vimos en
el Capitulo 111, seccitén 3, y @l consecuente emplec de operadores
de proyecciodn, A la Lowdin.'*®

Un operador de proyeccién O(L!, $*) tiene, acorde a
(111.12), la propiedad de proyectar una componente arbitraria f,
de cualguier funcién que ests implicitanente expresada como una
expansién (111.28).
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(11833

antonces
40280 °?

(111.34)
donde (L', S') es un producto de cperadores de proyeccién para
L' vy para S respectivamente:

O(L2, 8% =0(B%) x O(8%

(111.3%)
En general, se define el operador de proyeccién para un
somento angular arbitrario M' (que puede ser J!', S? o L?) segun

(111.12), es dectir
- &
o, x) 'H ziken) - Jldon} ¢

(111.36)
donde k(k ¢+ 1) o3 el eigenvalor de W sobre cuyo subespacio
queremos proyectar una funclén arbitraria.

La splicacién de O(L', S§') a uno de los determinantes de
Slater pertenezientes a clerta configuracién cuyos valores de M

y My sean compatibles con los valcres L ¥y 5 sobre los cuales
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deseamcs proyectar y obtener la funcién |L S M. My> correspon-
diente, generars una combinacién lineal formada por todos los
determinantes posibles con estos valores de M. y My,. Este conjun-
to de determinantes contendra n, elesentos. Designaremcs este
conjunto como { P, )i 1 =1,...,np.

Una funciéon LS, que podemos designar D, se expresa entonces

como
D-t (1Y A(L)

(111.37)

Cuando mencionamos ls degeneracién en LS de una configura-
cién ia definimos solamente en términos del valor de | de cada
subcaps ocupada. Por ejemplo, hablamos de la configuraciéon pdf
sin haber aclarado 2p 3d 4t 6 3p 3d 51, es decir que omitimos
deliberadamente ¢! nGmero cuéntico principal de la subcapa en la
designacién. La razén es que la construccion de una funcién LS
depende exciusivamente de la parte angular y espinorial de los
espinorbitales, pues !os opersdores de proyeceién no actusn sobre
al parte radial. Acoplar en LS la configuracién 2s 2p' dard
o;ldontnlonto los mismos coeficientes de Clebsch-Gordan que
hacerlio con 1a contfiguracién 2s 3p?, o, lo que es 10 mismo, los
coeficientes d(i) serén idénticos en ambos casos, pues JO(L*,81)

s6lo actua sobre my v m, manteniendo M. y My fijos.
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En conclusién, los coeficientes de acoplamiento pueden
calcularse de una eanera comin para muchas configuraciones (qQue
serdn necesarias en cldlculos de 1C); el cdlculo requiere conocer
unicamente ! valor de ! de cada esginorbital, y distinguir, per
supuesto, si las parte radiales son diferentes (spp’ no se acopla
de igua! aanera que sp?).

Obviamente, al fina! debe recuperarse la parte radial de
cada espinorbital explicitamente, manifestads como factores
sultiplicativos incorporados a cada termino de la expansidn
antisimétrica en coordenadas sngulares y de espin que resuita del
acoplamjento.

Si exi{ste degeneracién en LS de orden n,, conviene agregar
un indizce g en la ecuacion (111.35), que etigqueta cuslguiera de

los elesentos degenerados g=1, 2,...,n,. De esta manera:
D,-O(l‘.l‘) Py i rall.

(111.38)
El operador de proyeccion aplicado a cuaiquier determinante
P, de {(P,} generard una funcién LS, pero hay qus establecer un
criterio, cuando existe degeneracién, para distinguir las dife-
rentes combinaciones lineales cnrrespondientes a los slesentos de
{Dg}.
La clave esta en !a {dentificacion de un subconjunto de (P,}

que designaremos {Pyl;g=l,.,n,;: subconjunto que consta de deter-
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minantes ce Slater compatibles con los diferentes acoplamientos
interncs que causan Ja degeneracion,

Por ejempio, en la busqueda de una funcion LS con L=0 ¥y
S3is2 & partir de la configuracion zpp’se tiene degeneracisn
“e=2, produsts del acoplamiento de) doblete § con triplete F o

singulets P del grupo pp*:

s PP
2 S 175 2 s
s
En este cass pusden escogerse dos determinantes de {P,), que
son
p=lip'p"), acoplamiento sP8))pp''8 1’8
(111.39?
y
P, *lop%p? , acoplamtento e138),pp'(*8] 125
Clil. 40

Se advierte gque P, es un determinanie que, dados M., = 1 ¥y
s = | 56lo puede apareocer en la evpansitn dei priser acopla-
miento, corregpcndiente al término *F para el grupe pp'.
De ta aplicacién (11]1.368) de 2ML7,5%) a P,,..,P., results la
obtencién de r, ftuncicnes (L,} = (O P, . L3 uni=» maners de

garantizar gue 2! conjuntc (D) es lineaiments indepencdiente es
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someterlo a una ortogonalizacion y verificar si esta resulta
sxitosa.

Por lo tanto, se trata de obtener un conjunto ortonormal
(Cy) » partisr de los Dy, . S§ esto se logra, se obtienen ciertos
coeficientes cli,g) v bti,g), obtenidos a partir de los d’i,g) de

(111.38), de manera gue se cumple que
C'-il,c(l.c) -0(5'.")2.?‘0(1,')
= O

(l1it.a1)
Esto significa que estamos ortogenallizando, para obtener (Cgl,
sucesivas proyeccionss de 10s determinantes de Stater Py: se
proyecta P: y se obtiene Ci; luego se proyecta P; y se hace
ortogonal a C,, para tener ya e! conjunte (€, C;} ortonoraai; y
as{ sucesivamenie,?*

Si el proceso de ortogenalizacion falla, esto es si el
conjunto {Dy) no es linealmente independiente, hay que sustitutlr
aquellos determinantes P, responsables de! prodlema por otros
adecuados. Esto, en practica puede no ser simple, pero siguiendo
una estrategia de prueba y error, la cobtencién de (C,) siempre
flega a feliz termino.

Para concluir, se obtuvc una base de funciones correspon-
diente a un valor cdegenerado de LS para clerta configuracion K,
{Cy}. Sin inconveniente, podemos redefinir a C, como ‘*§,0.7*
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El uso natural de determinantes de Slater y operadores de
proyeccién fue desechade por mucho tiempo a causa de enormes
diffcultades computacisnales, sobre todo a causa del gran numero
de determinantes Involucrados en el caleulo de i{a matriz hamilto-
niana resultante.?? Sin embargo, se reenfoctd la cuestién con el
advenimliento de las ceomparativamente grandes capacidades actuales
de computo @ implementindose programas de uso muy general como
WONFSE *?, que calcula entre otras cosas, para ) caso particular
de simetria LS, todos Jos coeficientes mencionades en [111.5],



CAPITULD 1V
Interaccitin de confifguraciones

1. Funclbn de onda

Vimos en el capitulo Il que tomar un soélo determinante de
Siater en uns expansion (11.10) de ls funcién de prueba lmplics
que se trata de un modeio de particulas independientes, aan
cuando se utilice H.. para calcular I|a energia. El aejor deters!-
nante de Slaster posible para efectos de snergia es ¢l Hartree-
Fock, ya que en el cdiculo de sus orbitales es precisaments esta
cantidad fisica la que se busca bajar. Maés ain, s! consideramos
como funcién de prueba una funcifin LE que describa determinado
térnino de clerta contiguracian ¥, es decir una “3§.*, que
podemos 1lamar zonfiguracicn proyectada, seguisos en particulas
independientes a pesar de que la funcion Ze onda consisie en mas
de uri determinante de Slater. Por supuesto, una funcidn de prueba
de este tipo satisface las tres condiziones a), b) y c) de!l
Capituls 1, perc no puede cubrir mucha mas correlacién que Iia
lograda si los orbitales son Hartree-Fock.

Para cubrir tods la correlacién electrénica en una funcién
de prueba de N electrones, se requeris de una expansién infinita
(11.38)

.-"s;;‘hC}

(Iv. 1)
que nos indicabs, en térainos generales, qus todos los detersi-
nantes de Slater que representan infinidad de configuraciones K
constitutan un conjunto de base.
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51 pedimos gue § sea funciotn propia de L? y S!', como caso
particular de k=L,S en la expresion (11!.4), aplicamos O(L?*, §?)
2 la expansion (1i[.14) y se tiene, andlogamente a (111.15}

!-o-ou.'.v)o-}; ou.'.mo,c.-): (“eh cp.y
a4

tiv.2?
en donde s¢ ha {ncorporado e! {ndice g patas cubrir el espacio
degenerado de cada configuracion proyectada.

A este tipo de expansion se la 1lama "interaccién de Confi-
guraciones® (IC) y sirve para resolver en este “espacio de
contiguraciones” !a ecuaciodn matricial ([.27), Los C. son los
parémetros variacicnales que se optimizan autométicanente al
resolver la ecuacibn.

2. Construccién de una lista de eigenfunciones de simetria

Es obvio gue para que el método resulte una aproximacion mds
alld de particulas independientes, la primera contfjguracién
proyectada de la expansién (K=1) tiene que ser la funcién de onda
a orden O, es decir de Hartree-Fock, la mejor en particuias
independientes, o algo cercano a ello, Se la |lama "configuracion
da referencia®™ y pusde consistir en uno o varios determinantes de
Slater.

En !a prdctica hay que emplear una base truncada de configu-
raci{znes, construidas a3 su vez a partir de un namerc también
finito de espinorbitales ¢ de estados asequibles {ndividualmente
por los electrcnes. Estos espinorbitales son Hartree-Fock para
configuraciones gue contengan algunoc de los espinorbitales que
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conforman la configuracién de referencia, y si éste no es el
caso, son simplemente espinorbitales con nameros cuinticaos
correctos (adaptados 3 clerta simetria), ortogona.=s entre si y
con los Hartree Fock. Zon dencminados espinorbitales virtuales

(Capitule 11), Por ejemplo, en el contextc de este trabajo, se
tiene como configuracién de referencia para el Litio ls(HF)
1s{HF) 2s(HF) y alguna configuracion K§ ! puede ser repressntada
como 2s(HF) 2p 3p siendo 2p y 3p espinorbitales de tipo p. Come
se vi6 en el Capitulo 11 los espinorbitales estén representados
en su parte radial P.,{r) por un conjunto base de primitivas.

El prcgrams WONPSE resuiere zomo entrada los valores de L,S5, M,
y Me, el numero de ortitales dispsanibles para cada simetria, el
determinante de referencia (funcion a orden cero, HF) y una lista
de determinantes de Zlater que farman parte, en gZrupos de n,
determinantes, de =ierta suvbclase, definids como un conjunts de
determinantes de Slater con los mismos orbitales ocupados y
orbitales virtuales correspondientes a diferentes partes radiales
cen 1a mispa distribuzidn de valores de 1.'7:77 La ocupacion se
refiere a los orbitales de! determinante en cuestién que estén
ircluidos en la contiguracién de reterencia, ¥y por supuesto
incluye ol caso de que 13 ocupacibn sea cero, es decir determi-
nantes de Slater que no tengan ningdn crbital de la configuracién
de referencia.

El prograsa va a generar autosdticamente todas la configura-
ctones pertenecientes a todas las subclases. Una Gltima versién
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genera inclusive las subclases. !

3. Elesentos de satriz
Ls tuncién de ondas variacional ya esté construlda. Sélc
fa3lta diagonalizar |a matriz hamiltoniana y encontrar la energta.
Los elementos de matriz a calcular van a ser (ver 1V,6)
Hey = <l-‘°"H.-'lk"'>
tIv.3)
Obviazos por @] momento la manera de realizar estos calcu-
los, asi coso ®l problema de encontrar los eigenvalcres de una
satriz hermitliana de grandes disensiocres.
4. Contribucion de cada configuracion a la snergia
Se puede conocer, a partir de teoria de perturbaciones®? ?¢,
1a contribuci®n aproximada que hace cada $c«ys a) @fgenvalor
final de H con la férmula

AR = oD ¢, /0,

(1V. &)
(@ @s )& configuracitn de referencia).

‘. Bunge, C.F., lnedito, 1991.



CAPITULO V

1. introduccién
1.1 Calcuios previos

Reclentemente, King realizo cdlculos de alta precisién para
obtener la energla no relativista de! estadoc base *S para Atomos
de tres electrones, con funciones de prueba de tipo Hyliersas-
IC.* Los valcres de la energia que resultan de sus cdliculcs
parecen converger al ausentar ia base, pero, como sucede en lor
truncasientos no gsisteméticos de una expansién de Hylleraas, no
surgen criterios naturales para estimar, de! propio cdlculo, un
limite para la energia, Esto tarbién afecta la posibilidad de
estimar la precision de los c8lculos y reportar una incertidumbre
en los resultados finales.

En un trabvajo previo, Bunge obtuve la energia no relativista
empirica para ! Litic, a partir de la energia experimental y
restindole a este valor términes relativistas, corrimiento Laab,
términos radliativos y de polarizacién de masa.?® E! resultado es
un valor 14 x 10°* hartree mas bajo gue e! valor de King.

La contradicclén sntre ambos estudics puede deberse a una
convergencia espuria en el calculo de King (y/0) & que los
valores de los mencionados terminos utilizedos por Bunge no son
los correctos.

En consecusncia, parece necesario arrojar algo de luz sobre
esta divergencia e intentar calcular la energis no relativista
del estado base del Litio, contiguracion 1s?2s, independientemen-
te de los trabajos anteriores, con una funclén variacionsl
expresads como sxpansién de configuraciones (1C), segon (IV.11)
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1.2 Excitaciones presentes en la IC,

Es =vidente que una 1C para el Litio s&l!z puede conterner
cznfiguraziznes hasta triple sxcitadas, segun el nimerc de
crbitales gque difieran dz=1 conjunte de ortitalzs de la cenfigura-
2i6n de reterencia !¢? 2=, A su vez, ura zonfiguracicn simple
excitads puede corresponder a un determinante de Slater doblsz
excitado; en este zaso se refiere al numero de espinortitaies que
diffecen del deternirante {1s a !s @ 25 x]. Para evitar confusio-
nes, nos vamos a referir a "eacitaciones® solamente en el primer
sentida, estoc es excltaciones de orbitales y no de espinorbita-

les.

1.2 Cosnfiguraciones permitidas,

L3 regla para un cal=uls Ze IC e5 conmstrulr una lista de
conf iguraciones a partir de !as cuales se puedan obtener las
funciones “*f. participezs Ze la 2rpansién de IC. Esta tarea, como
se ha mencionad?, puede ser realizada por el programa WONPSE,
requiriendo como erntrada una lista de determinantes de Slater
compatibles con lcs valores de L, S y Paridad que se desea
proyvectar.

Esta compatibilidad, como se vié en el Capitulo 11, requiere

de Zeterminantes con e! mismo valor fijo de M, y M,, correspon-
dientes » cualquiera de los valores -L, -L ¢+ 1,..., L; ¥ -5,
2 ¢ 1,.., S respectivamente. En prdctica, conviene algun M. =L y
My =S para reducir 3! maximo el namero de determinantes de Slater
involucrados. En el caso que nos cecupa, L = 0, S =1/2 , M = D ¥y
sscogemos My = 1/2.
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Las excitaciones simples y dobles pueden agruparse en
excitaciones de) carozc () o de capa K y en excitaciones fuera
del carozc (FC). Las primeras son las excitaciones de 1s? (do-
bies) y de 1s (simples). En Jas excitaciones FC hay en realidad
dos clases: las excitaciones simples de 2s tde la capa L), ¥y las
que pertenecen a la categoria de “intracapa”™, excitaciones dobles
del par 1s2s.

La denominacion "excitaciones del carozo™ se dete a que son
aguellas 5ue aparecen en una [C para un atomo de 2 electrones en
configuracion de referencia is*., Por esta razon se liaman taabién
"excltacliones de la capa K™. Este conjunto de excltaciones
representa, en una JC, la funcitén de onda de! par electrbnico
1s?.

Por ejemplo, j2s{(i) a(l) 2s(2:8(2) 3s(3)1al3)) es un deter-
sinante gue constituye una de las excitaciones del! carozo, de
1s*, porque este par se sustituy® por los espinorbitales 2s 8 y
Js a.

A continuaci{én, vamos a detallar los determinantes qQue
sitven de entrada y de los cuales, de cada unc de allos, se
generard una configuracion LS (*S), expresada como cierta combi-
nacién {inea! de detersinantes, con los asismos valores de M =0 y
M, 21/2 que el determinante de referencia.

Asimismo, e! programa generard autosaéticamente todas lss
configuraciones correspondientes a excitacicnes sohre todos los
orbitales ortonormalizados a partir de una base de primitivas, ¥Ya
se vi0 que estas excitaciones pueden agruparss en subclsses.

Las excitaciones simples son excltaciones de is y 23, conffigura-
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clones en las que estos arbitales han sido sustituidos por
cvalguier ns del conjunto de orbitales, n > 2. Por sisetria, las
exctitaciones simples sédlo pueden ser determinantes construldos
con orbitales tipo s, de ahf que s o 25 sean sustituidos por
cualquier ns y no por cualquier nl. Estas conf{juraciones son del
tipo:

s Zs nz, n>1 Cr; y

is 1s as , m>2 {FC) .,

Las excitaclones dobles son excitaciones del par is? y de!

par 1s2s v son del! tipo:

i1s ns ms , is ns* , n.a >2
s n! ml , is ni* , n,=2=24,2,3,.. (FC)
tnzm}
Yy
2s ns ms , 2s ns? n,m2
2s nl ml , 2s nl? , n,m = $,2,.. )
(nzm)

En este casc, | puede ser 3, 2,..., l,; donde 1, es el
néximo valiot de | en la base utilizada. Hay que hacer notar que
los indices n, m denotan diferentes orbitales y no distinguen
entre orbitales con diferente valor de |, lo cual estaria denota-
do por is nl m!', Perc este tipo de configuraciones estd prohibi-
do para | =/ 1|', Resulta f&cil ver que a partir de tal! detersi-
nante es imposible obtener un térsino ?S. Por ejemplo, la confi-
guracion sgf satisface paridad, pero, al sumar los momentos
angulares orbitales del par pf, sdloc se pueden obtener términos
‘Do 'D, que, agregades al 'S, dan *D o *D pero no 1S,
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Se puede adaptar una nueva notacién para designar un orkital
n! donde se reemplaza el ntunero cuantfcso principal! n por un
subindice | asignado a | que etiqueta los diferentes orbitales
virtuales, €s decir orbjtales ortogonales a los orbitales consti-
tutivos de la configuracion de referencia, construldos a partir
de una base de prinmitivas (Capitulo !I, 3). De esta manera., !a
configuracitn de referencia 1s? 2s se puede representar como s,?
s: ¥ la configurac!ion !s2p3Zp cHbmo s,p,psri en tanto las excitacio-
nex FC se pueden representar como excftaciznes de s,8; y de S3.

Si se tiens en cuenta que las configuraciones s,s.8s,,
sy8,8,, s, !,!,, 5;1,1,, son doblemente degeneradas (Capftulo V),
corviene saber cudl serd el namero total N, de configuraciones
generadas hasta incluir las doble excitadas. S{ N, denota el
namero de orbitales con =0, es decir de tipo 5, y N, denota el
nusero de orbitales dieponibles para cada ! a partir de 1=z1,
orbitales de tipo p, e! namero resulta:

Ny=d N,-6 ozl( ”'2'1 )o( ";' )J ozﬁ »

(V.13
Por ejemplo, s! vamcs a disponer de una base de 10 orbitales
tipo %, 9 de tipo p, 8 de tipo d, 7 de tipo f, 6 de tipo g, 5 de
tipo h, S de tipo [, 5 de tipo k y 4 orbitales de tipo !, el
nimero N+ de comnfiguraciones es fgual a B804.
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1.4 Base cde primitivas y truncamiento.

La parte radial de cada orbital Rn, !, {r,) puede expresarse
en una base truncada de primitivas ‘0T5). En &l proceso de {r
sgregando primitivas a la base se refleja un auments de orbitales
ortogonales ¥, en consecuencia, un incrementa de configuraciones,
Si en mste proceso se va calculando la energia cada vez, se puede
advertir que 1os incrementos de energia

AR =88y,

(v.2)
se hacen cada vez sencres {en valor abscluta), En general, puede
ajustarse una expresisn analitics para AE, en funcién de {, que
permite estimar cudl serts la contribucitn de energia para un
nusera infinito de priaitivas y orbltales, A estas expresicnes se
les llama “patrones ds convergencia™,

Disponer de infinito numero de orbitales ortcgonales impti-
carfa disponer ¢e 1a bhase completa 7 se tendria en este casc la
tuncién de onds “"enacta®™, si s¢ incluye (8 {ntinidad de configu-
raciones posibtes.

El procedisiento en este tipo de cdiculos seria sntaonces
encontrar la energis con clerta base tinita, E(base finita), y
estimar ¢! Terror por truncamientsc™, al que (lamaremos de shora
en adelante BE, diferencia entre Etbase infinita) v E<base
tinita).

R, »Bibissintinita) s B(besssinita} +Ribaseintinita) -Rlbasefinica)

(V.3



142
8, W i

quie PR

AE es, pues, i3 deficiencia de energis por haber truncade is
base de OTS, y gque hay que cospensar s la energis que s¢ pueds
calcular, Efbase finita). Esta compensacion puede & su ver
calcularse analizando el comportamients de !s energia al ir
agregando OTS a la base y extrapolando patrones de convergencia.

1.5 Hipotesis sobre truncasientos,

De estudios de convergencia en cllculos con IC**, go com-
prusba 1a aditividad aproxiwada Jde estos srrores por truncasiento
ssociados con porciones invariantes de !a funcién de onda, como
las funcicnes de los pares electronicos. De scuerdo con eiic se
puede adaitir Ia hipotesis

[V Iy wey LYY 1e*
(v.e

tS“ resulta de no considerar nlgunal sxcitaciones trlpl-l on
Ia IC (ver VI.J.

Entorces, |a energia del Litio no relativista se expresa
como:

By = B(D080) +B s AV, J10 o 3
.5

D' 7" es #) wrror por truncesiento considersndo en ia IC Onica-
mente la configuracién de refarencia (Hartree-Fock) y excitscio-
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nes de 2s y del par 1s 2s. Antlogamente.ﬁf{ regresenta el error
por truncamiento #n una IC que s6lc contenga la configuracitn de
Hartree-Fock y excitaziones de la capa K.

La relativamente “buena™ convergencia de la energfa al
incremgntar orbjtales en @] primer casoc (para la cenfiguracidn de
referencia y la excitaciones FC), facilita el calculo delfdi1v2* y
sugiere la conveniencia de optimizar una base de orbitales s6lo
para estas configuracicones. La lenta convergencia en e! andlisis
de las excitaclones del carozo obliga a que l‘“ se tenga que
evaluar de otra forma (ver VI.1),

Ya disponiendc de l!a base optimizada para dichas confjigura-
ciones, se incluyen las excitaciones del carczo y las excitacio-
nes triples y se hace un cdlculoc de IC coapleto con esta base

para obtener (a energia, E(base),

2. Optimizacion de ia base y célcuio de [Air?ir.
2.1 Los parametros variacionales lineales de la expansitn
{1v. 11y, (Co), se optimizan automdticamente al diagonalizar H,
como se vit en el Capftulec !, seccién 2. La tarea consiste, pues,
en encontfar l!a base Gptima de primitivas (11.37) a traves de
pardmetros varlacionales no !ineales, los exponentes 2,, ¥y
coeficientes n,, de los OTS, s6loc para una IC que incluya Gnica-
aente la configuracion de referencia y las excitaciones simples y
dobles seRaladas en el Inciso anterior por "FC-.

Esto se hace para cada armébnico por separadec, es decir que

se optimizar indeperdientemente los orbitales s, los orbitales p
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y asi hasta orbitales con 1z8, conservandoc s6lo la configuracion
de referencia y las configuraciones que involucran al arménico en
cuestion.

Esta independencia se tom6 como hip6tesis de tradbajo y su
validez se comprobO a posteriori, comparando patromnes de conver-
gencia en la optimizacion de los orbitales p. La comparacién se
hizoc entre célculos con ia configuracion de referencia y las
contiguraciones con orbitales p, y célculos donde adesds se
incluyen las excitaciones FC entre diferentes orbitales s. Los
incrementos E.; de ambos coinciden asint6ticasente, como se pusde
apreciar en la tabla 1. La independencia entre difersntes arméoni-
cos se hace alun mds evidente al aumentar |; se cosprobd, otra vez

mis, especificamente para los orbitales g.

Tabla 1. Cosparacion de patrones de convergencia de la energia
entre Interacciones de configuraciones sdlo con orbitales p y con
@] agregado de orbitales s, sin contar con la configuracién de
referencia. Energia en hartree.

base - QE,, base - Q..
7p

8p 0.608 10s,8p 0.586
Sp 0.272 10s,9p 0.256
10p 0.147 108,10p 0.146
iip o.o”n? 10s,11p 0.078

2.2 Saturacitn, y obtencion de la base finai.
Vamos a considerar optimizado un conjunto de 0TS cuando la
variacién de cualquiera de los parémetros no atecte a la energia
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an 10°'* hartree.

Fara obtener la base final el criterio es el siguiente. Se
cptisizan bases para cada 1, con la configuracitn de retferencia
de Hartree Fock [s,a s, saa| v las configuraciones hasta doble
excitadas FC construidas con orbitales de tipo | y, segun la
tabia 1, el orbital 1s(HF}) = s,.

La parte radial de los orbitales s, = 1s(HF) y 5. = 28(HF?
osts expresada en una base de 5 0TS??’. En el caso particular de
1=C se podr& en consecuencia construir a lo ads 5 orbitales
ortogonales s5;, S3,...,8s (sl no estamos dispuestos a aumentar e!
namero de primitivas), cada uno de los cuales es una combinacién
Ilinea! diferente de los 5 OTS. Si queremos por ejemplc 6 orbita-
tes de tipo s se agrega un sextc orbita! expresado como un sélo
OTS, de manera que después de !a ortogonalizacién resulta un
conjunto de 6 orbitales expresados como 6 combinacicnes |lineales
diferentes de los mismos 6 OTS. Para mantener inalterada la
confliguraclén de Hartree-Fock es absolutamente necesario que
estos primeros S CTS ya no participen de ninguna variacioébn y
permanezcan fi{jos. Entonces, se variard en la optimizecion
Gnicamente el sexto OTS, en el caso de los 6 orbitales. De
acuerdec con esto para 10 orbitaies s se optimizaron solamente los
Gltimos S OTS.

Al optimizar la base para arsonicos diferentes a 1=0 se
conservan solasnete los 2 orbitales 8, 8, ¥y 8: (HF), de la
configuracién de referencia y se construye a partir de a primiti-
vas, m orbitales de la simetria ) en cuestitn. Se generan enton-
ces todas las configuraciones de todas las subclases pertenecien-
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tes al género FC.

Se dispone de cierto ntmero de orbitales con simetria 1, y
en sucesivos cdlculos se varian las primitivas hasts que este
conjunto de orbitales esté# optimizado, y se tenga una energia
correspondiente E,,, donde { indica el nGmero de® primitivas., A
partir de ahi se van incluyendo una a una sas prisitivas y se van
reoptimizando las base resultantes. Este proceso se repite hasta
saturar la base y obtener una energia correspondiente Ei.L

Se dice que un conjunto de primitivas ests saturado si el
agregado de una primitive més ya no contribuye en cierto uabral
de energia. S{ se alcanza |a saturacién en sse uambral para cada
arm6nico #so quiere decir que se convergid para esta clase de
simetria, Se detiene entonces ®! proceso de {ncremento de primi-
tivas.

E! umbral fué de)! orden de 10"’ hartree para arsénicos con !
bajo, aunque para orbitaies con | alto el umbral se tomé mas
pequefo, del orden de 10-* hartree.

Se realiza la optimizacién y saturacidn para todos los
armOnicos, y se rescatan las bases saturadas para cada uno de
ellos, & fin de constituir la base final, que resultod de

1030pBdTIEgShE i5ka1,

Los resultados estén consignados en 1a tabla 2, para cadas |.
Los datos separados correspondsn a un aumsento extra de prisitivas
y orbitales, que no fueron incorporados en 1a base final para
mantener e! caleculo dentro de limites razonables de cOeputo, pero
sirvieron para encontrar los mejores patrones de convergencia.

Finalmente, en la misma tabla 2 estd la base final, con los
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valores Optimos de los parametros n, v Z,,. "35=3.1%4" debe
entenderse cémo o] OTS de tipo s, con numero cudntico principal
n, = 3, y con el exponente Z,, = 3,154,

TABLA 2. Energias e incremenios de energias (en Mhartree) para el
estado le? litfio con una funzion 1s x y (correlaclén FC) al
asusentar 1a base de DTS,

Nuserc de primitivas Energta -BE, -8B - A
s -T.433 187 11}
8s 98 761 1.650
Ss 99 381 0.820
108 857 0.266
11is 802 0. 141
[ 3¢ 871 0.083
L] 851 0.284 474,259

base final, 10 orbitales tipo s:
te=4.65%, ($%2.478, 2sz {,77, 2s5=0.81, 2¢-0.643, 3s5=4.85,
A45%3,875, 589,184, 6£=6,724, 7529.50,

& -7.434 475 670
™ 77 182 1.876
&p 800 0,608
ap 78 072 0.272
*10p 220 0,147
1ip 298 0.077
ep 410 0.338 1752.717

base final, 9 orbltales tipo @
2pe2.531, 3p=2.901, 3p=4.97, ap=1.46, 4p=9,50, Sp=3.668,
Spe10.062, 8ps1.863, 7p=13,398.
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Niasro de prisitivas Energia - Ay -Be¢ -8BEg
5d -7.432 898 293
&d 900 168 1.874
79 801 007 0.839
ed 406 0,399
+ 5d 589 0.192
*10d 732 0,133

ed 992 0.565 176.300

base final, B orbitales tipo d:
3d=3.78, a4d:3.07, 4ad=12.60, 5d=13.07, 6d=3.69, 7d=7.168,
8d=17.34, 8d:=2.65

41 -7.432 761 918

<t 3 755 1,839

6t 4 570 0.815

"t 5 096 0.436

8¢ 233 0.227

9f 365 0.132

ot 591 0.584 39,898

base final, 7 orbitales tipo f:
412,29, 51:15.65, 6¢=6.06, 7¢=5.18, 81=-21.32, 9frl16,47, 9¢=5.79.

28 -7,432 734 260
kT3 736 a0 2,124
ag 737 468 1.084
58 738 178 0.710
L]} 508 0.409
s 7 a 0.233
"8 964 0.143
"9 739 050 0.088
+10g 107 0.057
L § 240 0.660 13.5%¢

base final, 8 orbitales tipo g:
Sg=10.678, 6g=3.51, 7g=13.09, 8g:6.23, 9¢=7.796, 10g=16.658,



Nasero de primitivas Energia -8, - Dy - Ay

2k -7.432 729 199
3h 30 036 0.838
19 515 0.485
Sh 869 0.337
*6h 3t 0Ba 0.215
o7h 216 0.132
(111 306 0,090
.®h 545 0.674 5.85

base final, 5 orbitales tipo h:
6nh313,96, Thsa,.42, Bh=16.32, 9n=6.56, 10h=8.10.

14 -7.432 726 a4
21 7 357 3.613
3 787 0. 400
ai 28 00s 0.247
51 176 0.172
L1 300 0.124
o7 ELY G.080
(3.1 AaZ 0.06%
e 67?7 2.500 2.965

base finatl, 5 orbitales tipo i:
?i=16.72, Bi=5.33, 21=6.36, B6{=17.38, 10i=s7.70.

1k -7.432 726 247

2k £65 0.318

k13 7 0.206

L1 813 0,142

Sk 27 026 0.112

6k G3g 0.074

Tk 148 0.046

. Kk 26} 0,234 1,536

base final, 5 orbitales tipo k:
Bk=3B.18, 9%k=6.027, 10k=7.032, 9k=13.4825, 11k=S.157,
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Nassro de primitivas Energla -Ag, -8, - BDEy
1l -7.432 726 008
21 19t 0.1682
a Ns 0.125
4l 403 0. 087
5] 466 0.063
261 512 0.046
;.i 700 0.296 1.008

base final, 4 orbitales tipo 1I:
91=20.521, 101=6,573, 101=21,841, 111=7.673,

20 -7.432 725 9859
"3 26 0896 0.084
oa 1249 0.085%
5 1620 0.038
os 2193 0.587 0.587

No de incluyeron orbitales tipo m en la base final.
En esta tabla "orbitales” se refiere a OTS.

2.3 Truncamiento de la expansién radial

Las excitaciones FC, ademds de ser utilizadas para la
obtencion de la base final optimizada, sirven para estimar A""
hasta cierto valor méximo de l=in; At*3°(],),

Como no consideramos infinito ndmeroc de prisitivas coso
tunciones de base para la parte radial, habra que coapensar la
cantidad

AN, -5 o ; Am,
L 33

(V.6)
donde {, es @] numero miximo de primitivas para cada |, en Ia
base para la parte radial de cada orbital.
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La tercera entrada de !a tabla 2 corresponde a los valores
absolutes de l1a diferencia entre la energia calcuiada con i
primitivas y !a energia calculada con i-1 primitivas, es decir
AE.. . La zuarta entrada consigna los valores de A,. que se

repiten en la tabla 3.

Tabla 3. Truncamientos para el par 1s2s para 15 8, energias an
hartree.

Supus imos para obtener A. que los incrementos AE,. siguen
patrones de) tipo

AR eAlds1eD)?

.7
A, P, y D son pardmetros & optimizar que se ajustan a los AE.,
eapiricos de las listas de la tabla 2. Para cada | se tendrén
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diferentes pardmetros y a partir de ta fdrmula (V.6), se obtienen
los truncajes para cada |, Finalmsente, se suman todos ios A,

para obtener el error por truncamiento hasta 1,=8:
dwdg s
As35(] =8) = ; A,=-4.155y hartres.

tv.8)
dande !, =8 e5 €| oéximo valor de | en la base.
Los pardmetros A, P, D optimos se encuentran con e! programss
SIMPLEX, para minimizar cualquier tipo de tuncianal. En nuestro

caso minimiza el funcicnal Y(i) definido como

'(1) -i l&(“fl-) -““(-lflﬂl |
ol

A, (apiriee

(v.9)

Este funcional es una suma de "errores relativos®™ de los
puntos tedricos, generadss per V.7, respecto a los puntos empiri-
cos BE,,. i, es ¢} indice de un orbital tal que {. - 1, sea un
conjunto de puntos empiricos de los cuales se obtenga e! mejor
patron (V.7), con el criterio de que ’f(l) sea lo menor posible.

El indice (=@ significa tomar en la férmula (V.5) un i tal
que A, ya no se sodifique en 10°t'° hartree. Este "infinito™ no
pasa entonces, en general, de n = 80.

Un patroén de convergencia reflela el comportamiento de la
energia, o mas precisamente de los incrementos de energfa al
aumentar el numero n de primitivas, a través de farmulas como la
(V,7), aunque otra podria haber sido la expresiédn analitica que
ajuste correctamente los datos empiricoes.

FGranulas similares a (V.7) se han utilizado en caiculos
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atomicos previos.'®

2.4 Truncamiento de !a expansion angular.

Se defline a la energia extrapolads para cada | como E ...
vy a la contribuzifin de energfa que hace =ada armonico | a la
energias de Hartree-Fock o de referencia como l\E.:

AR,»8, _ ,-R(refersncis)

tv.10)
En la tabla 2 se consignan ademis de los valores de 1 las
energias extrapolsdas E,... ; v OE en la segunda y quinta
entradas 7espectivamente.
Se plantea ahora 1a obvia cusstion de cudnto se estd per-
diendo al consiZerar en la IC solamente crbitaies hasta 1.:=8.
Podemos definir esta cantidad como

Bnputes " AV (1 m0) 2229 (] 00) -;" AR;=-2.077 p bartroe.

(V.11)
Supusimos, nuevamente, una expresién para l‘i. en funcibén de
I, para sjustar los datos empiricos DE,, enlistados en la tabia
L ¥}

AR =F(leq) 4« Q(lem)*

. V. 12)
donde F.r » Gy s son, nuevamente, pardmetros ajustatles.
Ests eupresiOn se apoya en argumentos teéricos?® desarrolla-
dos para ¢! par 1s? del hellc.
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Segun los resultados se advierte que para Arere o1 termino
de (V.312) con la potencia (-4) es una pequaXas correccicn al
termino con potencis (-6), que resulta dosinante en la expresion.

Tabla 4. ContribuciGn (en/lhartres) de cada armaénico a 1a
energia de la configuraclion de referencia.

- 474.25%59
-1752.717
~ 176.300
- 39.690
- 13,856
5.853
2.943
1.553
1.008
0.587

... BE, - 2.077
A - 6.232

o

La necesidad de disponer de més datos espiricos para este
nuevo tipo de ajuste impusc la basgueda de un patrén de conver-
gencia para 129, es decir excitaciones FC con orbitales forsados
por primitivas (0TS) de tipe "m™. Se optimizaron bases con dos,
tres y finaimente custro primitivas y se cbtuvieron, jgual que
para los arménicos con mencr | que efectivaments se incluysron en
ja base final, unos parsmetros A,P,D idoneos y una energis
extrapoclada, y de aqui la contribucién a la energia de ias
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excitaciones con orbitales m.

2.% A""

Sumando los errores de truncamientc de la parte radial! y
angular tenemos finalmente, a partir de las ecuaciones (V.7) vy
(v.10)

AT R1000(] o) 8AIE (1 08) oA pprn

(—4.15% -2.077) pbazrtres » -6,233 phartree

(V.13)

2.6 Estrateglias de optimizacioén

La busqueda de los parametros no lineales Optimos fue en su
sayoria hechs "a mano®, es decir por ensayo y error, haciendo un
célculo por variacién de alguno de los paridmatros, aunque buscan-
do siespre aquellos que bajaran la energia.

Fue una tarea dificil, que constituye una de las limitacio-
nes ads tangibles del método de IC. La dificultad racdica en la
escasa incdependencia, a travées de <H>, de 1a variacion de Ia
energia ante la varjacian de cada parametro. Otro efectc a
sefaiar es que la energfa podia estabilizarse de una sarera
aparents, coso resultado de localizaciones en "minisos locales”.

Un criterio muchas veces utilizado fue el de ir optimizando
pardmetros por pares de prisitivas, donde cada par tenia uyna
primitiva con Z,, grande y una primitiva con 2,-, pequefRa,
relacionados con !a distancia promedio de los electrones al
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naclieo segun (V.14)., En gran nasero de ocasiones resultd conve-
niente comenzar con parsmetros que dieran los radios prosedios de
log DTS dominantes en los orbitales HF:

IIM
[

(V. 1a)

Afortunadamente, se contd en ia etapa final del célculo con
la subrtutina AUTOPT de NCIATOM?*®, que permitio hacer esta optimi-
zacién de un modo automiftico.
7. Cébmputo

El softvare empleado consisti® esenciaimente de ios progra-
®as WONPSE?? y NCIATOM*°., E! primeso tiene como objetivo cons-
trulr el espacio de eigenfunciones de simetria de N electrones (3
en nuestro caso), gue serviré de base para desarrollar 1a funcidn
de pruedbs variacional, expresada como una expansion de IC
{I1V.11). WUONPSE pide como datos el nGaero de particuias, ls
configuracion de referencia, !a simetrfs y una lista de deterai-
nantes de Slater, cada uno de ics cuales representa Jdiferentes
subclases, y o! nimero de orbitales para cads valor de § en I»
base. Se generan entoncas todos iss funciones proyectadss,
cosponentes de ia expansion (1V,11).
E! programa NCIATOM sirve para calculsr y disgonaiizar R en ia
base de conflguraciones y encontrar a2 energis y ¢! elgenvactor
caracterizado por todos los coeficientes de la expansion de 1C.
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Los parémetros variacionales se buscan 2 msno o automdticasente;
para esto el programa evaliua primero los elementos de matriz
entre las configuraciones proyectadas generadas por WONPSE, con
el smplec de férmulas y el conocimiento previc de una buena
cantidad de elementos de matriz que resultan nuios. Los elessntos
de matriz vienen dados en términcs de integrales Je un cuerpo y
dos cuerpos, expresadas en térsinos de los orbitales ortogonaies
de la base y de coeticientes de acoplamiento gque son esencialsen-
te integrales de tres armfnicos esf@ricos®'. Las integrales sobre
i3 base de¢ orbitales se obtienen & partir de integrales de uno y
dos cuerpes scbre las funcjones primitivas, en este caso particu-~
lar orbitales de tipo Stater (DTS), usando la transformacion de A
f{ndices,?? Ya obtenidos los elementos de matriz se utiliza los
programas DVDSON?? o HQRII1** para, ahors s{, obtansr los elgen-
valores de H.

Los calculos se reatizaron en el IFUNAM iniciaimente con Ia
VAX-11/780; siguleron con fa VAX-3900 y para el calculo final
con ia {C complwta se dispuso de una IBM Risc 6000/520, que
enplet aproximadamente 21 minutos pars construlr y obtener el
eigenvalor m&s bajo de la matriz final de orden 36853, con Ia
subrutina DVDSON.



CAPITULD VI
1. Estimacitn de All‘

Se podria, en principio, optisizar una base de orbitates
para el par 1s? (reterencia y excitaciones del caroze), tal como
se hizo para el par 1s52s. Sin embargo, e! numero requerido de
tunciones primitivas de base para la parte radial impedirta, por
falta de recursos computacionales, evaluar C! del modo en que se
hizo para d . en [V,2], Esto es deblidc a que |a energia de
correlacién del par 1s5? presenta un convergencla puy lenta al
aumentar las funciones de base, y en consecuencia no puede
advertirge, con relativamente pocos 0TS, un patrén suficientesen-
te preciso paras ios Incrementcs de energia.

La razon es que de una manera u otra estamos superponiendo
funciones determinantes de Slater que son correctas para particu-
las independientes y que en su agregado se acercan a la funcién
exacta, cubriendc cada vez mayores porcentajes de correlacién,
pero precisamente plarden aproximacitn cuando tienen que repre-
sentar a un par tan ligado como is?, donde la correlacién elec-
tronica es de consideracion.

Podemos calcular la energia del litio para ¢! par is; y la
energfa del Li* con una base reducida en numero de primitivas,
pero con las mismas funciones de la base final obtenida en [V.2].
Si vamos aumentando la base hasta llegar a la base final y en
cada pasc calculamcs la energia, advertiremos que los incrementos
de energis (tabia S) se parecen cada vez mas, previendo en el
limite asintotico, un comportamiente colncidente en ambos patro-
nes de convergencia.

Esto quiere decir gque si la tendencia persiste, se puede prever
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que
Bt cpur (DRSO ) - By puur{bOBO £101) = B, ,. (2290 ) - B, . (Dase £1n41)

(vi. 0
Pero E., ¢+ {(base ®») tiene que ser |la energia no
relativista del Li* considersda exacta en 9 citras, es decir la
energias obtenidas por Pekeris utilizando coordenadas perisétricas
en la funcién de prueba.?®
Se justifica entonces Ia hipbtesis sobre

AV'op, . (Pekeris) -K,,.(Dase final)
(V1.2)

Este tipo Ze ecuaciones fueron utilizadss en célculos
previos con resultados positivos.?*

Tabla 5. Comparacion de las energias de la expansion de IC para 8l capa K del
Litio y 1as energlas de! Li+ calculadas con |a base final.

Tasafo de 12 base E Liteaps K) - BE E(Liv) - ¢
Ps6pSdarIg2h2i2kit  -T.474 935 913 -7.279 283 945
857pBd514gInd1k2} 5172 652 236.739 520 528  236.983
938574615414 14K3] 3se 305 181.853 702 781 181.822
1059pBd716¢5 NS ISKA1 415 558 €1.253 184 013  61.262
. -7.279 913 386 149,373

A
E! arror ‘g‘ contiens compensacitn paras dos "defectos": e!
truncasiento de uns expansién radial, y e! efecto de que 1a base



87

final se optimizt solo para las excitaciones FC, excluyendo las
excitaciones del! carozo.

La deficlencis por optimizaciotn se cospensa del sigulente
modo. Supongamos que ia base de crbitales, optimizada para la
configuracién de referencia y excitaciones FC resulta deficiente
para las del carozo. Esta deficiencia se reflejaréd por supuesto
en el cdlcule de E..+ (base), ya que en &l por definiciétn todas
las excitaciones son del “"carozo”. En el célculo de )a energis
del Li* se obtendrd un valor més pequedc (en valor absoluto) que
aqué! obtenido con una base optimizada espscialments para la capa
¥.. Al hacer la diferencia (VI[.2), se tendré sn consecuencia un lr
nés grande (en valor absoluto) y lo que representa una comspensa-
cién mayor.

1.2 Resultados.

E.. ¢ (Pekeris) = -7,279913286 hartres

ELy ¢ (base) s =7.279784013 hartree
De la ecuacion VJ.2

A" = -149,3732 hartree

2. Incertiduabre (8).

Una de las ventajas complementarias con ias que cuenta el
aétodo de IC, es !a naturalidad con la que se puede estimar la
fncert{dumbre del célculo o el grado de precisitn en ¢! resultado
final de la energta.

La incertidumbre es generada necesariamente en e! momento en
que datos empirico:s son empleados para extrapolar datos “tebri-
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cos®, con un patrén como (V.7).
Vamos a definir a £ como la suma de tres térsinos:

a) un error € definido como Ia suma sobre todos los | de la
sitad de la diferencia entre valores . obtenidos con diferentes
patrones de convergencia (V,7) para diferentes grupos de puntos

€1 empiricos, para cada 1. Supongamos que para ciaerta | se
encontrd un buen patrén para los Ultimos tres B,y empiricos y
s¢ llamé a esto "patrén A®. Luego se trata de buscar un buen
patrén de convergencia para los tres puntos sencionados més los
puntos E.y smpiricos extra sefalados en las tabias con ssteris-
co (a), Si se consigue un buen patrén, se tomas como "patrén C* .
51 no es ¢! caso, es decir que no se tenga pars el patron C un
valor r {1) (Ec V.9) menor a 0.20 habrd que limitarse a un patrén
que ajuste correctamente s6lo los puntos extra (patréon B). Estos
patranes A, B, y C serén diferentes y definigos al error €, (1)
como

o (1) =W, (patréac) -A,(paczdn BY/2

Vi1.3)

(1) =lA,(patzdasd) -A;(Patzda A)/2

(V1.4)
en la notacién en ta gue [1.(p|tren X) es @l e! valor de t&.
obtenido a partir de un patrén X.
La segunda opcidn corresponde al! casc en que resultd imposi-
ble conseguir un buen patrén C.
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Firalmente,
-,-);c,u)

(V1.5)
b) E! otro tipo de error #s €, y es ia incertidumbre relacianada
con I dispersion de los datos eapiricos de ensrgfa respecto a
tos detos tedrices (o viceversal). Suponemos que se conserve a
{nfinltos puntos un error relative promedio, definido como

T =drtd)

(Vi.6)
donde N = {, - t, ¢+ 1 es e! namerv de¢ puntos sapiricos con los
que @ sncuentra determiradc patrén y r (() estd definida en ila
ecuacisn (V.2),

Hay que considersr la suma de_todos los wrrores absalutos
para cada punto, s partir de los J(f}. Entonces, se tiene para
cada | un error

&1} 'p Az, Y,

(Vi.72
por lo tanto @) error total de este tipo resulta:
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-.-;;gu)

(V1.8)
¢) Por Gltimo, hay que considerar un € definido como ia sitad
de la variacién maxima entre dos ts....:., (ver V, 2.4) obteni-
dos con diferentes patrones (V,12).

Finalmente,
8 =g, ¢80, +8,=0.72pbartcree

(V1.9)

3, [nclusidn de excitaciones tripies ¥y cdlculo de E(base).

Para calcular E(base) hay que incluir en la lista de confi-
guraciones todas las excitaciones sisples y dablies, y ademsis para
que Ia IC sea coapleta, todas [as excitaciones triples.

Canviene clasiticar las excitaciones triples sagin el
orbital econ mayor | invalucrado en los determinantes. Habrs as{
triples hasta 1=0, hasta 1=1 (que incluyen triples con 1=0),
etcétera.

Las excitaciones triples son aquellas configuraciones en las
que no aparece ninguno de los orbitales que conforman el deterai-
nante de la configuracion de referencia. Genericamente se puesden
definir comoc excitaciones de %,* s, » x y z, donde x, y ¥y 2 son
ortbitales necesariamente diferentes a los que conforasan ls
contiguracitn de referencia.

Dado que las excitaciones triptes no interactaan con la
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configuracian de referencia, no contribuyen a !a energia » orden
cero en la funcitén de onda. Pero si lo hacen a priser orden,
teniendo elementos de matriz no nulos con la funcion de onda a
este orden, es decir una IC que incluya todas las excitaciones
simples v dobles. Entonces vamos a i{r calculando la energla con
la base final, incluyendo todas las excitaciones simsples y dobles
e incorporando las excitaciones triples con cada vez mayor valor
de !.

Por fin, al tener el valcr de |a energia calculada con la IC
més grande, que incluye excitaciones con orbitaies g, se tiene,
en definitiva, Et(bases.

Las excitaciones triples {nciuidas son, con orbitales g:

Sy 5,7, S:7 §,, S/ S, S..

Con orbitales ps
s p'y spop'

Con orbitaies d:

s d?, sdd*, s?* d, s s'd, dp?, dpp'
Con orbitales f:
s f*, s¢t ', pdf, d1?, d7f{°
Con orbitales g:
€, s¢g¢g'. gs'y gss’, ¢, Jdgg'. g9, gdd,
f g, gt , gtt'
Con orbitales h:
s h?, s hh', f ¢ he d h?, d hh*, g h*, g h h'.
No se incluyeron g f? ni g f f* en el grupo final de las

h-T 1

excitaciones con orbitales g porque practicamente no contribuyen

a la energia.
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La tabla 6 suestra la sucesion de energias del Litio al ir
incluyendo las excitaciones triples.

Al disponer de las triples hasta f se obtuvo una 1C con A740
términos o configuraciones, lo cual hacfa esperar una IC desasia~
do grande s! se queria incluir arsénicos mayores.

La estrategia fué eliminar, para las excitaciones triples
hasta 1=3, algunas configuraciones de la lista de entrada que
aportaran una energfia despreciable, y adesés, truncar, para
efecto Gnicamente de las excitaciones triples, |a base de primi-
tivas dénde era notorio que las contribuciones significativas
eran sportadas nada mds que por las configuraciones con los
primeros orbitales. De esta manera, se encusntira que las triples
con f requieren de una base de Ss4p2daf, lo que da una IC de
unicamente 2158 téraminos.

La diferencia entre la energla calculada con esta iC y la
energia calculada con los 4740 términos, es pr-cllln.nt.A“, y
habra tambi#n que sumar!a a E(base), ya que esta incluye para los
t ol conjunto de configuraciones correspondiente al IC de 2158
términos.

De los célculos se observé que pusden omitirse las excita-
ciones triples que involucren ars6nicos aitos de la base, es
decir orbitales de tipo |, k, o 1, pues son configuraciones que
aportarsn menos enargis que aquellas triples con orbital
cuales contribuyeron 0.14 hartree.

Rescatamos de !a tabla 6 estos isportantes resultados:
El(base) = E(triples, hasta h) = -7.477908862 u.a.

Ate = ~0.15 hartres.
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Tabla 6. Progresion del cdlculo [C con 1a base final de OTS.

Energlas Tamafo IC

E(ret) -7.432 725 892 O 1
E(gimples y dables) -7.477 B60 886 7 804
E(triples, hasta p) -7.477 830 256 © 1620
E(triples, hasta d} -7.477 904 & 2948
E{triples, hasta f) -7.477 906 25 4740
E(triples/trunc.hasta ¢) ~7.477 906 10 2158
8¢ = -0.000 000 1§

E(triples, hasta g) -7.8477 806 52 2778
E(triples, hasta h) -7.477 906 662 3653
Etbase) + f:¢ -7.477 906 81

E{base) = E(triples., hasta h) = -7,477906662 u.a.

4. Correcciones

Presentamos un par de correccicnes a la energia final por
Rero formaliseo, porque la correcci6n total es de! orden de 10-°
hartree y ol grado de precision result6 de 10-’ hartree,
2. Al calcular ia energia Ei x=9,151 con los 9 orbitales p que van
en la base se obtuvo un valer més alto que un cdlculo posterior
que se hizo con el fin de encontrar un buen patrén de convergen-
cia para los p. La diferencia entre estas dos snergias se perdio
en ¢! cdlculo de E(base?}, pues no se tosd !a mejor base posible
para los p, y es nacesarioc reincorporaria al final.

Esta cantidad k se define
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AsR{9p,base final) -E(Ip, base correcta) » -2.5x10"* hartiee

(V1,100
b. Por un error de transzripcién, se puso en la base final et}
quinta 0TS de tipo k, 10k=B.137, cuando ers en tealidad
31k=B.157, Esto lleva a otra compensacion de erergia, Jada per

tuB, ., 1 (13Ke8.157) -8, ;. (10k=8.157) =-1.08x10™ baztres.

tvi.11)

Susando ambas zorrecciones se tiene aproximadamente
correccibnsi+ts-4.4 x10* hartree.

(V1,122
8. Resultado final
Agregard: todas las compensacicnes ya calguiadas, de las
cuales sGlo [& ne prsviene tstalmente del propio calculo e
incorporando las correcclones de !a seccidn anterior se tiene de
la ecuacion (V.5):
Enr = =7.478 062 45(C(72)

6. Conclusiones

El resultado final E., pucsde ser comparads, en la tabla 7,
con los resultsdos previos que motlivaron esta i{nvectigacién.
Se tiene que la energfa obtenida resulta 3Mhartree mas baja gue
la mencionada de King util!izando IC cecmbinada corn funciones de
Ty, perc itMhartree por arriba de la estimacitn empirica gque
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utiliza el resultado experisental y diversas correcciones (ver
Bibliogratia, 7).

Tabla 7. Energia no relativista del estado base del Li, en u.s.,
y comparacién con resultados previos.

Especiticacion Energtfa (u.a.)

(vase) + B, -7.477 906 81
Z"" -0.000 008 23

-0.000 148 37

Correcclones -0,000 000 05
Es» -7.478 082 46 ¢ 0.000 000 72
E(King) -7.478 059
E.,* ~7.478 073

+ aesti referencia 25.

Si nos atenemos a la “veracidad™ de nuestro resultado, se

advierte que e! resultado de King cubre el 99.993 % de la energia
de correlacién en vez del 899.97 % reportado, donde el porcentalje
de energia de correlacion es definida como
u,_,-ﬁ._‘-noo-f_l’;'_ll,!lﬁnoo
(V.13

suponiendo E'=E(King) y E(exacta)=E (este trabajo).

Se concluye que e! resultado de King adn puede sejorarse de
wanera significativa en unos 3 hartree.

Como el método Hylleraas-1C puede utilizarse taabién pars
otros sistemas de tres parti{culas, en especial cuando las parti-
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culas tlensn masas comparables a la masa total del sistema, cs de
interés establecer la confiabilidad de sus resultados en sistemas
como el Li 1s8?2s, cdonde un método como el de {C pueda proporcio-
nar cotas de error pequefas.

También resultd interesante conoccer la energia de correla-
cion del litio en su estado fundamental para poner a prueba la
teoria relativista y los efectos de !a electrodinémica cuantica.
El error experimental en ¢! potencial de jonizacién del litio es
de 0.0! ca** y el error en el cdlculs presente es de 0.13 em?,
per lo tanto la teorfa puade ser puesta a prueba con este grado
de precisién.
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