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INTRODUCCIÓN 

La intención de este trabajo es comparar algunos resultados que se desprenden de la 

teorfa formal de primer orden ZF {Zcrmclo ~ Fracnkcl) bajo la suposición del axioma de 

elección, con otros resultados que se obtienen del suponer el axioma de determinación 

junto con la misma teoría. Al mismo tiempo, se pretende que esta tesis pueda ser leida 

por cualquier estudiante de la liccncin.tura de mntcmáticns que haya estudiado los tres 

cursos de teoría de coajuntos y dos de lógica sin la necesidad de tener que recurrir a otro 

texto, razón por In cual los temas que se necesitan para lograr los tC'.sultndos a comparar 

son tratados lo más ampliamente posible. Sin embargo ponemos todas lns referencias 

necesarias para quien quiera profundizar en esos temas. 

Como veremos más adelante, estos dos axiomas se niegan mutuamente dentro de 

ZF , por lo que todo el tratamiento de los temas n partir de los cuales haremos esas 

comparaciones dentro de ZF se hará libre de cualquier auposici6n de alguno de estos 

axiomn.s. Pondremos especial cuidado con el axioma de elección pues su uso es bastante 

común al igual que es común el usulo sin hacerlo explícito. 

Así pues, antes de seguir adelante, veamos quien es ZF . 

La. teoría. formal de primer orden ZF se compone de los siguientes axiomas y esquemas: 

axioma de extensionalidad, axioma del conjunto vacío, axibma del par 1 axioma de unión, 

axioma del conjunto potencia, axioma de infinitud, axioma de regularidad, esquema de 

sustitución y esquema de comprensión. 

Ahora veamos la situación del axioma de elección y del axioma de determinación 

con respecto a la teoría ZF . GOdel probó en 1939 la. consistencia relativa del axioma 

de elección con In teoría ZF , y Caben en 1003 demostró la consistencia relativa de la 



negación del axioma de elección con la teoría ZF • Asf pues, el axioma de elección es 

independiente de ZF • Como ya dijimos, el axioma de elección niega al axioma de de­

terminación en ZF 1 entonces tenemos la consistencia relntiva de la negación del axioma 

de determinación con la teoría ZF . Sin embargo, hasta donde yo tengo entendido, la 

consistencia relativa del axioma de determinación con ZF es aún un problema abierto. 

Ahora revisemos algunas definiciones que usa.remos y que usualmente involucran al 

axioma. de elección, en pn.rticuln.r la cardinalidad de un conjunto, números cn.rdinalcs, los 

alepha, operaciones entre cn.rdinales, etcétera. Así pues, sin axioma de elección tenemos: 

Un número cardinal - ordinal es un ordinal inicial, es decir, un ordinal que no es 

biycctablc con alguno más chico. Asf1 la clase de los cardinales - ordinales está bien 

ordenada por E y la clase de los alephs no es más que la clase de los cardinales - ordinales 

transfinitos, dicho de otra forma, todo aleph es un cardinal - ordinal mayor o igual que 

w y todo cardinal - ordinal mayor o igual que w es un aleph. Con nyuda del axioma 

de elección, todo conjunto es bien ordenable y podríamos definir1 usando el teorema de 

enumeración, el cardinal de un conjunto como el único cardinal - ordinn.I biycctablc con 

él. Sin el axioma de elección tenemos que dar un pequeño giro a esta definición. Jcch 

sugiere en su libro "The a~:iom of choice., la siguiente: Sea A un conjunto 

1 A I= { 
n { a I OI - A /\ a cardinal ~ ordinal} si A es bien ordenado¡ 

{X /X-A t. v Y (Y-A - p(X)~p(Y))}sinoloce 

donde p {X ) denota el rango del conjunto X en la jern.rquín. ncumuln.tiva, es decir, en 

U R •• 
aEOR 

Observemos que con esta definición todo conjunto tiene un cardinal, a saber 1 A I· 
En caso de que A fuera bien ordenable, J A J es un cardinal - ordinal con J A J - A 

y 11 A 11 = 1 A ¡, en cambio si A no es bien ordenable no necesariamente sucede que 

JAJ-Ani JJAIJ=IAJ. 

¡¡ 



Podemos definir ahora un número cardinal como sigue, X es un número cardinal si y 

sólo si hay un conjunto Y tal que 1 Y 1 = X . 

Así, todo cardinal - ordinal es un cardinal y bajo el axioma de elecci6n son los únicos. 

Podemos establecer un orden entre números cardinales, pero un orden parcial. Sean 

"" 1 .\ cardinales y A 1 B conjuntos tales que 1 A 1 = /( y 1 B 1 = .\ , definimos 

1t < >. si y sólo si A--< B 

Dajo el axioma de elección este orden no es más que e y por tanto es un buen orden, 

en cambio bajo la negación del axioma de elección el orden < ni siquiera es total. 

Las operaciones básicas entre cardinales está. dada en forma natural. Sean 1t y 

cardinales y A , B conjuntos tales que 1 A 1 = < y 1 B 1 = l , definimos: 

< + l = 1 (Ax{ O}) u (B x { l})I 

al= 1 A xB 1 

Con esto tenemos, sin necesidad del axioma de elección, 

2•· = 1 "21 =I ".., 1 = 1 R 1 = 1 p ( "'} ,. 

Recalcamos que sin axioma de elección, no sabemos si 2"• es un cardinal - ordinal, 

es decir, si 2"• es un aleph o no, o si i"• es bien ordenable¡ incluso podría suceder que 

los reales no fueran bien ordcnablcs y 2"• sí serlo. 

En lo sucesivo, cuando hablemos de un cardinal, nos estaremos refiriendo a un cardinal 

- ordinal a menos que aclaremos lo contrario. 

' Pua ..J111nu de ni ... blyrtdoltiet vu el u.pllulo l. 

iii 



Este trabajo se compone de cinco capítulos y dos apéndices. En el primer capítulo 

vemos qué dice el axioma de dcterminnci6n, en qué términos está definido y algunns de 

sus propiedades, al mismo tiempo que planten.mas su situación con respecto al axioma 

de elección dentro de ZF . En el cap(tulo II re.visamos los temas de medida de Lcbesgue 

y cardinales medibles a partir de los cuales se compn.rn.rrin los dos axiomas. En los 

capítulos Ill, N y V están las compare.dones de los resultados que encontramos al 

suponer por un lado el axioma de elección y por otro el axioma de determinación. En 

los apéndices se habla de los temas de los espacios de Daire y de Cantor y del universo 

definible a partir de un conjunto dado, temas que son usados como apoyo pnra llegar a 

los resultados de esta tesis. Tanto el capítulo II como los apéndices pueden ser omitidos 

si se tiene conocimiento de estos temas. Por último tenemos la notación que se u,a 

en este trabajo y las referencias de textos que hablan de los temas aquí tratados. Con 

respecto a la notaci6n podemos decir que es notación estanda.r para la teorín. de los 

conjuntos, sin embargo, ante cualquier duda, podemos dirigirnos a la parte de notación. 

iv 



CAPÍTULO 1 

El Axioma de Determinación 

Para habln.r sobre el axioma. de dctcrminaci6n primero diremos lo que se entiende 

por un juego infinito de información perfecta. De aquí en adelante usaremos conceptos 

vistos en el apéndice I. 

Dado A<;;. ..V definimos el juego GA • Este juego será. jugado por dos jugadores y las 

reglas del mismo, que nos dirán cómo jugar una partida de ese juego y cuándo alguien 

gana esa partida, son las siguientes: 

En una partida del juego GA los jugadores1 a. saber l y 11 1 harán lo siguiente: 

primero 1 escoge algún número natural <lo y lo tfrs, entonces 11 escoge algún número 

natural b0 y lo tira, de nuevo l escoge algún natural a1 y lo tira, II vuelve a escoger 

algún natural b1 y lo tira, y así sucesivamente. La partida termina tras w tirada.9. 

Como vemos, una partida es una sucesión (ao , b~ , a 1 , b1 1 ... , a,. , b,. 1 ... ) de 

naturales de trunaño w 1 formada por las tiradas de ambos jugadorC!J en esa partida 1 

donde a,. es la (n + I) - ésima tirada del jugador 1 y bn es la (n + 1) - ésima tirada del 

jugndor 11 • 

Si la partida , la cual es un elemento de JI, está. en A entonces el jugador 1 gnna csn 

partida, si la partida está en )/ \ A entone.es la gana 11 . 

Ahora bien, ya que tenemos !ns reglas del juego G" para cualquier A~ J/1 dircmOB lo 

que es una estrategia para uno de los jugadores en este tipo de juegos. 

Una estrategia es una regla que nos dice qué tirada hacer, o qué número natural tfrar 

en una putida 1 en función de las tiradas anteriores en esa partida. , o mejor dicho, 

en función de la sucesión finita de números naturales que es el resultado de las tiradas 



anteriores de ambos jugadores en la partida . 

Siguiendo esto, una estrategia para el jugador I , que denotaremos por rr , es una 

funci6n cuyo dominio es el conjunto de las sucesiones finitas de naturales de longitud 

par y su contrndominio en los naturales. A su vez, Uilh estrategia para el jugador 11 1 

que denotaremos por O 1 es una función cuyo dominio es el conjunto de las sucesiones 

finitas de longitud impar de naturales y su contradominio en los naturales. 

Veamos un ejemplo. Sea ct una estrategia del jugndor 1 . Si 1 juega con rr entonces 

las tiradas de 1 y la partida resultante serán de la forma siguiente: 

La. primera tirada de 1 será 3a = a {6 ), luego el jugador II tira algún natural 

bo , la segunda tirada de 1 será a1 :::::: a (a 0 1 b0 ). En general, la (n + 1) • ésima 

tirada de 1 será. a,. :;::;: ct (a0 1 bo , ::i 1 , b1 1 ... 1 a,._ 1 1 b .. -1 ). Así, In partida resultante será 

( a0 , ha , a1 1 ••• , a,. 1 b,. , ... ) donde cada mímero natural a; está definido por u y los 

b; son las tiradas de 11 . 

Para una estrategia 8 de 11 es análogo, s61o que ahora las b¡ están definidas por O 

para cada n E w como ha = O ( ao ) Y b,. = O {aa , ho , ... , b,._, , a .. ). 

Ahora bien, dado unjuego G" 1 una estrategiaglllladora para 1 en GA es una estrategia 

a que siempre que I juegue con el!a gane esa partida . 

En otras palabras, una cstratcgfa rr del jugador 1 es una estrategia ganadora en GA 

si todas las partidas posibles, n.1 u.sar 1 la estrategia u , están en A . 

Se dirá que un juego G A. está determinado si uno de los jugndores tiene unn estrategia 

ganadora. 

El axioma de dctcrmina.ción lo que dice es que para q1.da A f; )J, el juego G" está 

dcternúnado. 

Ahora se darán algunas consecuencias del axioma de determinación, pero primero 

algunas definiciones y observaciones. 

El conjunto de estrategias para 1 se denotará como E( 1 ) y el conjunto de las 

estrategias para TI será E( lI ) • 



El conjunto de estrategias ganadoras para 1 en un juego definido para el conjunto A 

será E(I ), y para II será E(II ), • 

A cada uno de los números naturales que el jugador 1 (6 ll ) pone en la sucesión 

se llamará tirada de 1 (6 de n ). Según BU posici6n será la n 8 ésima tirada de I 

(ó de 11 ). 

Se llamnrá partida a la sucesión resultante ( ilo 1 b0 , il 1 1 ••• ) de haber estado tirando 

ambos jugadores '"' veces. 

El conjunto de todas las tiradas del jugador 1 (ó II ) en una partida, a enber 

( ilo 1 a1 1 a, 1 ... , ª", ... ) (6 ( bo 1 b1 1 b,, ... , b.,. 1 ••• ) ) 1 se llamará el movimit>nto 

del jugador 1 (ó del jugador II ) en esa partida. 

Toda partida donde I usó una estrategia " queda definida por " y por el movimiento 

de Il , ( b0 1 b1 1 b, , ... , b. , ... ) 1 en esa partida. AmUogamentc para una estrategia 

8 de 11 y el movimiento de I . 

Usaremos la notación q =u o b para denotar a la partida que es rcsultndo de usar Ja 

estrategia u y que b = ( bo 1 b1 1 b, , ... 1 b.,. , ... ) sea el movimiento de II . Análogamente 

se define q = a o O • 

Se hace notar que los movimientos de 1 y 11 son elementos de )/, y a pn.rtir de esto 

vemos que: 

.eE(I), eiyeólosi {•ob /beJl)~A 

y 

BeE{II), eiysóloei {ao9 /aeJl)~Jl\A 

Es decir, en (a o b / be JI} estamos considerando todos los posibles movimientos 

del jugador 11 , (b E JI) y entonces { u o b / b E JI ) es el conjunto de todas las partidas 

posibles al usar I la estrategia" . Si ese conjunto está contenido en A entonces a es una 

estrategia ganadora para 1 en GA • Lo mismo en {a o S / a E JI} para 11 . 



Po; lo tanto, el axioma. de detcnninación dice que 

V Ac;; )J ( 3 aeE(I ), v 3 BeE(ll )• 

Es claro que no pueden existir ambas. 

Consideremos ahora wia estrategia t1 para 1 y todos los posibles movimientos del 

jugador II . Cada movimiento se puede tomar como b un elemento de JI y a In partida 

resultante (t1 (0 ), b0 , t1 (a0 ,bo ), b, 1 ••• );; (a0 , b0 1 a, 1 ••• )como otro elemento de J./. 

Definamos n partir de esto In función ! ,, : JI -- )./de tal forma que ! • {b ) :::: t1 o b . 

Lo mismo se puede hacer pn.ra las estrategias de 11 . 

Ahora veremos que estas funciones son continuas e inyectivas. 

Proposlclón 1 Las estrategias definen funciones continuas e inyectivas de )./en J./, 

Sea a una estrategia de 1 . 

Empecemos con la inyectividad. 

Sean e y b elementos de )./. 

Si e = ( Co , e, , Ci , ..• , Cn 1 ... ) , b 

hay n Ew tal que e,. t- b,.. 

{ bo 1 b1 , bJ 1 ... , bn 1 ... ) Y c,Pb entonces 

Las funciones en cuestión tiene la propiednd de que: 

sib = (b,, b,, b, , ... , b. , ... ) => j,(b) =(a, ,b, ,a, , ... ,a. ,b. , ... ). 

donde las a, son las respuestas de la estrategia t1 • 

Vemos que los elementos en los lugares impares de ln sucesión resultante coinciden 

con los elementos de b por lo tanto si e,. t- b,. también serán diferentes J ,,(e ) y J .,(b) 

pues difieren en el 'Jn + t lugar. Análoga.mente para f ,. 

Ahora la continuidad. Sen. U, ~ )./ un abierto básico en }/. 

U, = { s - b / b E )J) con s ~ (s, , ... ,s. ) ó s = O • 

Si s = 0 vemos que estaríamos buscando 1a prcimngcn de J./1 la. cual es J.I. Entonces 



busquemos que pasa si 5 7' e . 
Seas = (so 1 ... 1 s,. ), Aquí tenemos dos casos, uno de los cuales se divide en otros 

tantos. 

i) .,,.. (8) 

o 

s,. 7' a (So, ... S,;-1} para alguna ie < 11 ... ,ljJ >. 

ii) s, =a (S) 

y 

521 =a (so, ... s,,_¡) para cada ie < 1, ... , l;'J >. 

En el caso i) vemos que la preimngcn de f ti sería el vado. 

En el caso ü) tenemos otras dos posibilidades. 

a) Sin es impar entonces, fijándonos en la prueba de la inyectividad de f ,,., tenemos que 

la preimagen de f. es { {s1 , ... , s .) - b / b E JI). 

b) Si n es par entonces In. preimagcn de f ti cti { (s1 , ••• , s "- 1) ..... b / b E: JI} si 

n ~ 2 y { (b / be JI} = JI si n = O. 

En todas las posibilidades obtenemos abiertos de )/1 por lo cual f ., es continua. 

Aná1ogamente para ! • 

Ahora veremos algunas propiedades que hay entre R y los espacios C y )/, las cuales 

necesitaremos posteriormente. 

Primero definiremos una funci6n biyectiva y continua entre R y "2 \ D donde 

D={P={p0 ,p1 ,. •• )e "2 /P=(0,0,0,. .. ) v 3 new (v m >n,p~=l)} 

Para esto consideraremos dos funciones: f y o . 

Seo f : ( "2 \ D ) ~ (0,1) definido de la siguiente manera: 

Si a e ( "2 \ D ) entonces 



I(• l =1 (a, ,a, ,a, .... ,•., ... )= .fJ•. /2"" )· 

f es continua y biycctiva. 

Ahora definimos g : (0,1) ~ R como: 

g (x) = tan(i(2x - 1) )· 

o es continua y biycctiva. 

Sea 9 = g o 1 , entonces 9: ( w2 \ O ) -+ R es continua y biycctiva. 

Ahora daremos una biyccci6n entre R y JI, pRra. lo cunl definiremos la función 

h : )/ - R como sigue: 

Dado a E JJ con a = ( a0 1 a 1 , a, 1 ••• , a,. 1 ... ) 1 sea 

< 3 o >=d.~1 

y 

<<lo 1 a1 ••• a,.>= d•-+.,¡~ .. !~ 

la cual es una sucesión creciente en ! O, l], por lo que tiene sentido definir 

h(a)=~!.,~ <3o .•. a,. > 

Ahora veamos que h es una función inyectiva. 

Dados a, b E JI con a t b, supongamos <1uc h. (a) =h. (b), entonces 

.,.-,-J,- - 1 

...... ~ - ~ .... ~1t1~F. 

por lo tanto ao = b0 1 pues 



Siguiendo el mismo razono.miento para cadn. n E w 1 a,. :::: b,. . Por lo ta.nto a = b • 

Consiguientemente hes inyectiva. 

Por la existencia. de h y de 9- 1
, la cual es una funci6n inyectiva. de R en )!, tenemos 

que, por el teorema de Cn.ntor - Schó<lcr - Dernstcin• 1 existe una biyección entre JI y 

R a la cual Un.roa.remos en el presente traba.jo la función J. 

Ahora. veremos una propiedn<l que existe entre los conjuntos de ln.s estrntcgi1LS y )/. 

Proposición 2 Existen l : E( 1 ) ~ JI y g : E( Il ) ~ JI que son inyectivas. 

En lo que sigue denotaremos por c.. al n • ésimo primo. Pn.ra cada m e w 1 si 

m > 1 entonces existe una única ( b0 , b1 , b1 , .•• , b.. ) E !. 

Con esto definimos la función f : E{ 1 ) _. JI como sigue: 

Dndo •E E( 1 ) , sea 

Po=• (e) 

P1 ;;: 1 

y pnra cada m > 1, si m:::: t•:i111 ••• c,t .. +1 entonces 

Pm ;;: u { ao , bo , a1 1 • • •, a,. 1 b,. ) 

donde ª"t1 = cr ( ªº 1 bo , a, , ... , a, , b, pa.rn. j < n. 

Así f ( •) = P = (Po , P1 , ... , Pm, ... ). 

Ahora veamos que f es inyectiva. 

Senn • , •'E E( 1 ) , q! o', p = f ( • ) y q = f ( •' ). 

Si u"!- et' entonces hny dos en.sos 

i) •(O) i•'(O) 

o para alguna n E w 

tal que 



ii) a ( ao , bo , a, 1 ... , a,. 1 b,. ) Ji u' ( ao 1 bo 1 a1 1 ... , a,. , b,. ) 

donde il,:-t-1 = u { ao , ho 1 ••• , a; , b; ) = u'( ao , bo , ... , a; , b, ) para j < n • 

En el primer cnso tendríamos que Po '!- q0 y por tanto p ;:. q • En el segundo caso, ni 

m = 26•s•1 ••• e,!•H entonces Pm 'F q,,. y as( p # q . 

Para E( II ) la prueba es análoga. 

Con ayuda de esta última proposici6n veamos el siguiente 

Lema l Si 211:• es bien ordenable entonces existe As;)/ tal que G.t no está dctermi· 

nado. 

Si 211
• es un conjunto bien ordenable entonces tenemos, por la existencia de la íunci6n 

J, que JI es bien ordenable y por la proposición anierior, como E( 1 ) y E( 11 ) se 

inyectan cn )/, también son bien ordenablcs. 

A partir del buen orden de E( 1 ) y E( U ) definimos una enumeración de cacLi uno 

decllos,asabcr, {u0 /o< 211 • }y {o,. /o< 21t• }. 

A partir de esto definimos para cada Q < 2 11 • 

A. = { p / p =a o e. " a E )1) y B.= { q / q =º•o a " a E )1 ). 

Ahora definiremos los conjuntos X= { p,. /a < 211 • } y Y= { q,. /o < 2111• } como 

sigue: 

Dados { p, / P <o < 2'• ) y { q, / P <o < '" ) sea p. el elemento p de )/ 

más chico, según el buen orden de )/, que cumpla que 

peA. y p¡!{q, IP <a< 2'•) 

Este p,. existe pues A.,, tiene cardinalidad 211 • , De la misma forma tomamOB a q,. de 



B .. viendo que no esté en { p~ / fJ !fa .::: 211
• }. 

Claramente X y Y son disjuntos. Ahora consideremos el juego Gx . Por el axioma de 

determinación existe una estrategia ganadora para alguno de los jugadores, supongamos 

que existe para 1 . Esa estrategia está en E( 1 ) y debe ser algún a., pero para ser 

ga.nadora se debe tener que {u,. o b / b E)/} = 8,. ~X , pero sabemos que un elemento 

de B,. no está en X sino en Y , por lo tanto no hay estrategia para 1 . Similarmente 

tampoco para JI . 

Corolario 1 El axioma de elección implica que existe AS )1 tal que G"' no está 

determinado. 

Del corolario \remos que el axioma de elección y el axioma de determinación son 

inconsistentes en ZF • 

En contraste con esto último, el axioma de determinación implica una forma débil 

del axioma de elección. 

Proposlc16n 3 El axioma de determinación implica que para toda familia contr.ble 

de conjuntos no vados de reales existe una función de elección. 

Sea X = {X .. / n E"' } una familia contable de conjuntos no vados de reales. 

A partir de la función J definimos el conjunto X'= { X,.' / n E w } de la siguiente 

manera: 

X'= {X.'/ X.'= r'{ X. J con X.EX j 

Consideraremos el siguiente juegcr. 

Si la primera tirada de 1 es a0 y el movimiento de 11 es { bo , b1 , bJ , ... , b,. , ... ) 

entonces n gn.nn. si ( bo ' b1 1 bJ 1 ... 1 b,. 1 ••• ) Ex:. E X'. 

Es claro que 1 no tiene estrategia ganadora pues para cualquier u E E( 1 ) existe un 

9 



movimiento de ll 1 a saber nJguna b = ( bo 1 b1 , bJ , ... , b,. , ... } E )/, que esté en 

>\!1•J 1 dando como rcsuJtndo que 1 pierda esa partida . 

Por e} axioma de detcnuina.ci6n existe unn estrategia ganadora 8 para el jugador 

ll . Como IJ es estrategia ganadora tenemos que para cualquier natural que 1 es~oja 

como primera tirada, la estrategia 8 hará que I pierda, es decir, para cada ilo E w 

( b, 'b, 'b, ' ... ,h.' ... )= 

Ahora definimos f como: 

J (X.')= (o (n),o (n, b,, O), ... o (n, b,, O, b,, ... O, b,, O) ... ) 

que es la sucesión de tiradas de Il bajo la estrategia fJ si Ja primera tirada de I hu~ 

hiera sido a0 = n y su movimiento a = ( n, O, O, O, ... ). As!, para cada n e w 1 

! (X~) E X~ pues 9 es una estrategia ganadora. 

Ahora dcfin11tnos g la funci6n de clccci6n como sigue: 

g (X. ) = J (1 (X.')) 

y vemos que para cada ne w 

g (X. ) = J (I (X.')) Ex. 
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CAPÍTULO 11 

Cardinales mcdibles y Medida de Lebcsgue 

La intención de este capítulo es revisar dos temas, la. medida de Lcbcsguc y los 

cardinales mediblcs, los cuales serán tratados más adelante bojo las suposiciones del 

axioma de elección y del axioma de dctcnninaci6n. Por c!>to mismo, todos los rcsultndos 

de este capítulo se dará.u sin la suposición de ninguno de estos dos nxiomas, y haremos 

notar si utilizamos alguna forma débil de alguno de ellos para poder seguirles la pista. 

Para empezar, veremos primero los conceptos de filtro y medida, luego retoma.remos 

los temas de medida de Lcbesgue y los cardinales mcdibles. 

Filtros 

Definlclón Un filtro 1 sobre un conjunto S es un subconjunto de la potencia de S 

que cumple: 

i) 5E1. 

ii) Si x , y e 1 entonces ( x n y ) e 1. 

iii) Si x y y son subconjuntos de 5 tales que x. E 1 y x ~ y entonces y E 1. 

Consideremos un filtro J sobre un conjunto S . 1 es un filtro propio si ll r/. 1 

o equivalentemente 1 i= P ( S ) . Se dice que 1 es principal si existe un elemento 

del filtro que esté contenido en todos los elementos de 1. Con respecto a esto último 

tenemos que un filtro 1 es principal sobre un conjunto S si y s6lo si { X } E: 1 pn.rn alguna 

X ES . Clnramcntc, los filtros principn.lcs son cerrndos bnjo intersecciones arbitrarias. 

Ahora bien, si " es un cardinal regular, entonces se dice que 1 es un filtro ic • com~ 

pleto si es cerrado bajo intersecciones de menos de 1t elementos, en particular, un fütro 
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Medida 

Definlclón Sea A un conjunto infinito. Una medida µ sob~e A es una función 

µ : P ( A ) - ¡ 0,1¡ que cumple: 

i) µ (0 ) = O,µ (A) = l. 

ii) Para cada a e A , µ ({ a ) ) = O. 

iii) Si { X.. / n E w } es una colección de subconjuntoa disjuntos de A entonces 

µ (.V. x. ) = .;:." (X. ) 

iv) Si X , Y<;; A y X<;; Y entoncesµ (X)$µ (Y). 

Sea µ una medida sobre un conjunto A . 

Si µ s61o toma valores de O ó 1 entonces decimos que µ es unn. medida bivalun.da sobre 

A . Si tenemos un conjunto B y una biycc:ción 1 entre A y B entonces podemos dar una 

medida 5 sobre B definida para cada Y<;; B como 5 (Y)=µ (1-•¡ Y]). 

Ahora veamos otras propiedades de una medida si suponemos el axioma de elección 

numerable {AEN ). 

Proposición 5 (AEN ) Si µ es una medida sobre A , entonces toda familia de 

subconjuntos disjuntos de A de medida positiva es contable. 

Sea A = {A.<;; A / µ"(A. ) >O) una familia de conjuntos disjuntos. 

Para cada n e w definimos: 

B. = {A. E A / ~ ~ µ•(A. ) > ñh-} 

Vemos que cada B.. no puede tener más de n + 1 elementos. 

Así pues, sea para cada ne w 

X. = { J / f: "' - B. y l suprnyectivn) 
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Por el axioma de elección numere.ble tenemos una íunción g tal que para cada n e w 

o (X. ) = f •E X •. Con ella definimos la función 

como 

g': IJ - u x .. 
"'" 

o'(n ) = o (X. ) 

Ahora sea h. : w x w --+ U Bn una función definida como 
"'" 

h (n , m) = o'(n )(m) = 1 .(m) 

Vemos que h. es una función suprayectiva y U B., =::: A , u.sí pues A es contable. 
"'" 

A la luz de la proposición anterior decimos, dado un cardinal incontable ic 1 que 

una medida " sobre un conjunto A es 1e. - aditiva si pn.ra toda familia de conjuntos 

{A.~ A / a < .\ <.e } subconjuntos disjuntos de A ocurre que 

µ ( U A. ) = E { µ ( A. ) / µ ( A. ) >O y Q < q 
•<l 

Vemos que por la propos?ción anterior 

E { " ( A. ) / " ( A. ) > o A Q < A } 

tiene sentido pues no es más que una suma de un númefo contable de elementos. Note­

mos que para definir un medida N1 - aditiva ( o " - aditiva ) no necesitamos del axioma 

de clecci6n numerable pues 

L (" ( A. ) /" { A. ) >o A Q < H, J 
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uJtrafiltro no principal y .e -completo sobre .e • 

Veamos un resultado que relaciona a las medidas bivaluadas y .e - aditivas con los 

lf. - ultrafiltros. 

Lema 2 ( AEN si lf. > N1 ) Sea 1( un cardinal incontable. Si µ es una medida 

bivaluada y /C - aditiva sobre it , entonces el conjunto 

T. ={x\;;• /µ(x) =!) 

es un 1e - ultrafiltro aobre 1( • 

A su vez, si 1 ea un it - ultrafiltro sobre it y definimos Pr : P ( it J - { O 1 1} como 

SÍ XE 1¡ 

si X f/.1. 

entonces µr es una medida bivnlundn y ,,. - aditiva en " . 

a) Supongamos que µ es una medida bivn.lunda y it - aditiva sobre it 1 y vcnmos que 

1 .. es un 1( - uJtrafiltro sobre it • 

i) µ ( • ) = 1 y µ ( O ) = O porlo tanto •E T" y P ~ T •. 

ii) SeaXeT. yXs;;Yi;; •. 

Como X e T. entoncesµ (X)=! y como Xs;; Y 

As! pues Y e T •. 

iii) Sea X\;• 

Sabemos que 

µ(Y);,µ (X)= 1 

µ (X) + µ (•\X);,µ (X u (•\X)) = µ ( •) = 1 

y por ser µ una medida bivaluadn, µ ( X ) = 1 ó µ ( 1( \ X ) = 1 pero no ambos, por lo 
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tanto, dado X f 11: 1 X E 7,. 6 ( 11: \ X) e T. pero no &rubos. 

iv) Sea { A. / o < l. < 11: } una familia de elementos de T ,,, 1 queremos ver que 

íl A.e T •. 
o<A 

Como para cada a <A , A. e T • tenemos que " (A. ) = 1 y" (< \ A. ) = O para 

cadan<l.. 

Supongo.mes que n A,,,~ TJOI es decir, que" ( n A.) =o entonces 
a<J. a<J. 

pero 

µ ( U ( • \ A. ) ) = l:{,. { • \ A.) /" ( • \ A.) = 1) =O 
•<' 

Por lo tanto,. ( íl A.) = 1 y as! íl A. e T •. 
.. <J. .. <J. 

v) Ahora veremos que T,,, es no principal. 

Por ser µ una medida tenemos que para toda Q e 11: , " ( { o }) = O, y así, para cada 

o e ic , µ ( Q ) = µ ( U ( P 1) = O entonces para. cada o < 11: , cr i! ]',,, y por iii) •o 
(•\c)eT •. 

A partir de esto vemos que 

por Jo tanto T,. es no principal. 

b) Ahora supongamos que tenemos un 11: - ultrafiltro, y veamos que"' es una medida 

bivaJunda y 11: - adith-a sobre .e • 

i) O ¡t T y •ET por lo tanto PF(O) =O y µF(<) = !. 

ii) Sea o e 11:. 
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Por ser 7 un ultra.filtro no principal, vemos que pn.rn rndn. a E ,.. 1 { a } ~ 1 por lo 

tanto para cada a E,.. 1 1-11'"({ a }) = O. 

iii) Ahora sea A = { A .. /a < .\ < 11: } una. familia de subconjuntoo disjuntos de 11: • 

Demostraremos que µr( .Y, A. ) =E{ µF( A. ) / Pr( A. } = 1 }. 

Por ser A una familia. de subconjuntos disjuntos de 11: y 1 un ultrafiltro propio tenemos 

sólo dos casos: 

i) Que existe un único fJ < .\ tnl que A, E 1. 

ii) Que para cada a < .\ , A,,. ff. T. 

En el primer caso tcndrírunos que existe un único fJ < .\ tal que µ,-( A .. ) :::: 1 y por 

lo tanto 

E{ Pr( A.} / Pr( A. ) = l } = 1 

Al mU,mo tiempo A, ~ U A. i;.,.. por lo que U A,,. E 1 y as{ 
<.><J. <.><J. 

µ,( U A. } = E{µ,( A. } / µ,( A. ) = 1 } = 1 
•<' 

En el segundo caso, pan to<l& a < ~ , µ,( A. ) = O por lo que 

E{µ,.( A. ) J µr( A. } = l } = o 

Veremos pues que 1-1r( U A .. ) :::: O, o lo que es lo mismo, que U A., f!-1. 
a<.\ m<.I. 

Como para cadn a < .\ A.~ 1, tenemos que para. cad.a. a < l (,.. \ A .. ) E 1 y nst, 

como T es ,.. - completo, vemos que 

(1 ( • \ A.) E Í 
•<• 

y entonces 
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por lo tanto 

n( U A. ) = E{ n( A. ) / •r( A. ) = 1 ) = O 
•<• 

iv) Sean X , Y!'.;• y X!'.; Y. 

Si Xe T entonces Y ET y asl •r(X) S •r(Y ). 

Si X¡! T entonces O= µr(X ) S -.(Y ) 

Medida de Lebcsgue ( LM ) 

La. longitud i (1 ) de un intervalo 1 !;;: R se define usualmente como la diferencia de los 

extremos del intervalo. La longitud puede ser vista entonces como una funci6n que 

asigna a cada intervalo un número del conjunto de los números reales extendidos. Al 

pretender ampliar esta noci6n a los subconjuntos de reales en general, desearíamos tener 

una funci6n µ. que a.c¡ignara a los X!:;:; R un número no negativo de los reales extendidos, 

que llamaríamos la medida de X y que tuviera las siguientes propiedades: 

i) µ está definido para todo X!'.; R . 

ii) Para cada intervalo 1 !'.; R , p ( 1 ) = 1 ( 1 ) . 

iii) Si { Xn / n E"" } es una familia de subconjuntos disjuntos de reales entonces 

" ( u x. ) = ¿; µ ( x. ) 
nEw n€w 

iv) µ. es invariante bajo traslaci6n 1 es decir, si X es un conjunto para el cual µ. está 

definido, entonces el conjunto Y = ( x + y / x E X ) cumple que µ ( X ) = µ ( Y ) . 

Una extcnsi6n de la noci6n de longitud es la siguiente, dado un conjunto X t;: R 1 

decimos que In. medida superior de X 1 denotada por µ.• ( X ) , es el ínfimo de todas lns 

sumB.B de In forma 
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L:{1(I.) /new} 

donde { I,. J ne w } ea una colccci6n de intcnalos que cumplen que X~ U I,. . 
nE• 

Diremos que un conjunto es nulo si "• ( X ) = O. 

Así pues, tenemos una función que está definida sobre todos los subconjuntos de reales 

en el conjunto de los reales extendidos. A partir de esto decimos que un conjunto X es 

medible si para cada. A~ R tenemos que 

µ'(A)= µ'(AnX) + µ•(A\X) 

Si X es un conjunto medible definimos la medida de Lcbesguc de X 1 µ( X ) , como 

In medida superior de X y decimos que X E LM . 

Vemos que cualquier intcn·alo es Lebcsguc medible y entonces la. medida de Lebcsguc 

del mismo es su longitud. También se puede probar que la medida de Lcbcsguc es 

congruente bajo traslación al igual que es u - aditiva además de que el conjunto de los 

Lebesgue mcdiblcs, LM , íormn wia a - álgebra. 

Falta.ría ver que la medida de Lebcsgue esté o no definida para. todos los subconjuntos 

de reales, pero ese problema lo veremos en el capítulo III. 

Ahora pasemos a ver otros resultados que necesitaremos más adelante con respecto a 

la medida de Lebesgue. 

Propoeld6n 7 Sea X!;; R . Si µ'(X ) = O entonces X e LM . 

Para cnda B ~ R sabemos que 

µ'( B) !O µ'( B n X) + µ'( B \X) 

pero como ( B n X ) s; X tenemos que µ' ( B n X ) = O y ademó.< ( B \ X ) !:; B entonces 

µ'(a n x) + µ'(a\ x) = µ•( B \ x) :; µ'(a) 
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por lo tanto 

•'(BnX) + •'(B\X) ,.•( B) 

yaslXeLM. 

Propoalc16n 8 Dado X ~R y< >O entonces existe una íamiJia contable de intervalos 

(l. / n ew ) tal que X>; U l. y •'(X) + < > E i (1. ). 
new .. ew 

Supongo.moa que existe' >O tal que para toda fnm.ilia {l .. / n ew }, si X~ U In. ... 
entonces 

E i (l.) > µ'(X) +, 
•Ew 

pero por definición 

Propoalcl6n O Dado ' >O y ?< >; R existe una familia de intervalos abiertoe de 

extremos racionales {a. In Ew } tal que X~ u a. y µ'(X) +' > E , {O.). 
nEw "e"" 

Sea e > O y X ~ R . Por Ja proposición anterior sabemos que dado r = t - 2l. con 

.\ 1 r > O existe una familia contable de intervalos { 1,. / ne w } tal que X~ U l.. y 
•Ew 

E , {l. ) < •'{X) + r • 
•<w 

Sea 1,. =(a,. 1 b .. ) para cada new. 

Entonces definimos para cada ne w 
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.Vemos que 

y además 

E7 (l.'):; E1(1.)+2( E ;fu):;; E 1(l.)+2.1:;; •º(X) + • 
nEw ,.E.,. ,.E.,. "'"' 

Ahora, para cada ne"" 1 aea. Q,. un intervalo abierto de extremos racionales tal que 

1 .. ~a .. ~1 .. '. 
Vemos que { Q,. ¡ ne w } es una familia. contable que cumple: 

i) E 1 (O.) s E 1 (l.'):;; •º(X) + •. 
nEw nEw 

ü) X¡; U l.¡; U O. · 
n€w nEw 

Propoalc16n 10 Para toda X ¡; R existe A ¡; R tal que A e LM , X ¡; A y 

•º(A)= µ•(X). AdemásA¡;X. 

Por Ja proposici6n 8 sabemos que dado un X!;;; R y j >O existe { I,. / n E w } tal que 

X¡; U l. y •º(X) S E 1 (l. ) $ •º(X ) + ~ 
"E"' n(w 

Seapa.racadanew ,1,. ={a,. ,b,. ). 

Con esta notaci6n definimos 

Como LM es una u - &lgebra, Ae LM y tenemos que 

X¡; U (a. ,h. )¡;A 
•E• 

Ahora bien, como 
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µ•(X) :5 E (a. ,b. ) :5 -·e X) + ¡ ... 
entonces 

µ•(A) = E ( ª• - ,.....,. , b.) :5 E (a. , b.) + ¡ :5 µ•(X) +, 
,.E., nE"' 

por lo que 

µ•(X) :5 µ•(A) s µ•(X)+• 

y como' fue arbitrario µ•(A) = µ•(X) • 

Ahora supongamos que A Sl; X. Entonces hny una y e A tnl que y'/. X y por lo tanto 

existe un intervalo abierto (a , b) que cumple: 

y E(a , b ) y ( (a , b ) n X ) = e 

Como (A n (a , b)) i e , sea A '= (A\ (a , b)) y para cada n E w 

(a.', b.') =(a, b )n (a. - ;o'rr, b. ). 

Vemos que 

E ( b. - ( a. - ,.;., )) = µ• (A ) .,. 
As( pues µ•(A') < µ•(A) y X¡; A' por lo que 

µ•(X) :5 µ•(A') <µ•(A)= µ•(X) 

Proposición 11 Dado X s; R existe un A ~ R tal que A E LM y para toda 

ZeLM, si Z¡; (A\ X) entonces µ•( Z) =O. 
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Como BE LM entonces sabemoa que para cualquier e ~ R tencmoll que 

•"<e) = •'(en B) + •'(e\ B) 

en particular para 

C= (H nB)n (R \(Hu A)) 

y para. 

E= ( H \A )n ( B \ H) 

con cualquier H ~ R dado. 

Empeza.remos viendo que pasa c:on C . 

Como C(; ( B \A) entonces µ'( C) =O, por tanto CeLM y as!, para D = ( H n B) 

tenemos que 

•'(o) = •'(o n e ) + •'(o , e) 

Ahora bien, ( D n C ) (;; C y entonces µ'( D n C) =O y as! µ'( D ) 

Ahora veremos quien es ( D \ C ). 

{D\ C) = (H nB)\ ({H nB)n(R \ {H nA))) = H nA 

esto último pues { H n A)(;; { H n B ). 

Con esto vemos que 

µ'{ D) µ'(H n B) µ'{ H n A) 

Ahora veamos que pasa c:on E 

µ'( D \ C). 

Como E (;; ( B \A) tenemos que µ'(E) 

D = { H \ A ) se cumple que 

O y as{ E E LM 1 cntonc:ce pn.ra 
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µ°( D) = µ•( D n E) + µ•( D \ E) 

y como ( D n E ) ~ E tenemos que 

µ•(D) µ•(D \E) 

Veamos quien es ( D \ E). 

( D \E)= ( H \A)\ ( ( H \A )n (R \ ( H \ 8 ))) = H \ B 

Entonces tenemos que 

µ•(H\A) = µ•(H\B) 

Así pues, como B e LM , tenemos que dado H !,;; R 

µ'(H) = µ•(HnB) + µ•(H\B) = µ'(H nA) + µ•(H\A) 

por lo que AeLM. 

Proposlcl6n 13 Si A es un subconjunto analítico• de reales, entonces A E LM . 

Como A es un subconjunto analítico de los rea.lea, hay una función continua 

r, >1- n y A = r r >1J. 
Definimos para cadas e ~ w , A, = f [U, J. 

Observemos que para cadas E .: w, A, = U A ... pues U, = U U - . 
new 1 

" .. e.. • " 

Consideremos ahora el operador A de Suslin, el cual, dado { A, / s E .::. w } una 

colccci6n de conjuntos indexados por elementos de .: w nos dice que 
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Vemos que, para este caso en particular, para cnda a e JI 

y así que 

y 

A{A. /SE -"w) =A{A,"°" /sE -"w) 

Ahora bien, por la proposición 10 sabemos que para cada s E .! w existe un 8 1 !; R 

tal que A, ~ 8, r; fi:;, 8 1 e LM 1 y para cada Z e LM 1 si Z r; ( B, \ A, ) implica que Z 

es nulo. 

Así pues A = A { 8 1 / s E !. w } y definiendo B = B 11 tendremos que 

Nuestra intención ahora será. mostrar que ( B \ A ) es nulo. 

Para esto veremos dos cosas. 

1) B- un B,¡.¡ e;; u (s.-( UB·-k)) 
oeNnEw ,: •Ew 

•E " 
La dcmostracion será. por contrnpositiva.1 es decir, mo&trnndo que si 

entonces 

Asípucs,tomcmosxEByx~ ~ (n.-(.~ .. a.--.1:))· 
•E w 
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Para cada SE =w, si xeB y xrt. ~ ( B, - (.Y ... ª ......... )) entonces xeB •,.,z1 pnra 
., w 

alguna z 1 Ew • Pero cutonccs1 si definimos s'= s ..... z 11 tenemos que x e B 1 1 = B , .... z1 

pero x~ ~ ( B, - (.Y ... B ...... !)) por lo que xeB , .... .,.1 .... z2 para alguna z 
2 

ec.1. 
,, w 

Siguiendo el mismo argumento vemos que si x e B, para alguna s e ~ y 

Xr/. ~ ( B, -( 11~.,B 1""'.t)) entonces xeB , ..... z1 ..... z:/'"z¡ .... z4 ... 
• , w 

Sen. a = (1 ....... 1 ...... , .•• },así, X E ª·*l para cada n Ew por lo que X f/.13. u n BafnJ • 
oEN,...Ew 

Asfpucs,(B\A)= U íl B,¡.¡ ¡;U (a.-( UB·-•))· 
oENnew .:. .t.ew 

•E '"' 

ii) Para ca.da se =w, ( B, - C.Y ... B ,--s.)) es nulo. 

Sea Z = ( B, - ü. B ,-;)) ¡; ( B, - (.~.A,-;)) = ( B, \A,). 

Vemos que Z E LM y que Z ¡; ( B, \ A, ) por Jo que Z es nulo. 

Ahora bien, como .: es contable, tenemos que 

y as! { B \A} es nulo y B e LM entonces, por la proposición anterior tenemos que 

AeLM. 

Proposición 14 Dado un conjunto Z nulo y una sucesión de números positiYos 

a0 , a1 , a, 1 ••• a ...... tal que "~~ ª" = O entonces existe una familia contable de 

conjuntos X = {X" / X" e w } tal que Z !;' U X" y para cada n E w 1 X" es la unión 
•<• 

finita de intervalos abiertos con extremos racionales Q" tal queª" > µ•(X"} . 

Por Ja proposición O sabemos que existe O == { O" / n E w } una familia contable de 
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intervaloB abiertos de extremos racione.tes que cumple 

E µ' ( a. ) < •' ( z ) + o, = a, y z s; u a. 
"'"' nE"' 

Ahora definimos rccurBivamcnte, para cada n E w 

~ = {OmEO /a.> µ'(0~) ;::o.,. }¡;Q 

y 

Veamos ahora varias propiedades da estos conjuntos que nos ayudarán a resolver la 

proposici6n. 

Primero observemos que 1o que hemos hecho es una pn.rtici6n en conjuntos ajenos de 

Jos elementos de a 1 y luego recursivamente una partición njenizada de ltLS particiones 

ajenas anteriores y unimos al resultado. De esto se desprende lo siguiente: 

i) Dados ~ y Q: distintos del vacio, vemos que si r ::::: s ( es dccir1 que son del mismo 

nivel ) y n 'f:. t entonces son ajenos, y si s "Ir o liOO ajenos o uno está. contenido en el otro. 

Si esto último es el caso, sin perdida de gcncralidad 1 si Q:. ~ Q: tenemoR que n ~ t y 

r <S, 

U) Cada elemento de las particiones se compone de la unión de particiones ajenos del 

nivel anterior que cumplen que ª" > E µ•(O ... } ~ ª"u para cierta n E w , o en 
q ... eq; 

el ca.so de los ~ t de los elemento de a que cumplen queª" > µ.•(a ... ) ~a .... para 

cierta n E w • Así pues, tanto el número de particiones njcnn.s del nhrel anterior como el 

número de elementos de Q que pueden cumplir esa propiedad parn cada O E w Jebe ser 

finito y entonces cada Q:. es un conjunto finito de elementos de Q . 

De i) y ii) vemos que dndo cualquier a ... E a existe una única cadena tal que 
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donde es.da ~ es finito y como pn.rn cada r E w 1 n r ~ n r+I vemos que existe para cndn 

Q,..eQ una rew tal que n r = n r+I = n r+:r = .... A esta n r In llamaremos n. 

Ahora veamos una propiedad de estas cadenas. 

iii) Dado a ... E Q existe s E w tal que 

a ... e a~. i;; o~ª s: ... ~a:.<;; o~ .. ,<,;_ ••• ~ a~ =a ~+1 = 0 ~+, = ... 

Veámoslo suponiendo que no es cierto, es decir, que existe un Q,.. E Q tal que 

Q,.. E Q ~. ~ Q ~. ~ ... ~ Q:. ~ Q :.+1 ~ •.• 

pero que siempre hay algún Q ;i nuevo que se incorpora a In cadena, o dicho de otra 

manera, que hay una succsi6n creciente infinita de naturales { r .:}¡e .. tal que para cada 

(a;¡na~J=~ 

es decir, que Q ;~ es nuevo en la cadena y 

es decir, que a,. > ¿; µ•(a ... } ~ª"ti . 
Q .. eo:t 

Ahora bien, dados r ;1 r; E { r ;}1e ... y r, 1- r 1 tenemos que 

Q ;: y Q ;{ son ajenos pues si a ;~<;;a ;{ entonces r' <· r i y a ~¡~a ~+I ~ Q ~ pero 

(a;ino~1)=0. 

As( pues, tenemos W\8. familia infinita de subconjuntos ajenos de a tales que para 

cada iew 

a,. > E., µ•(O ... ) ~ª .. +• 
q.co,~ 
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y entonces 

Ya con todo esto definimos para cada a ... E Q 

Vemos que por las propiedades vistas anteriormente B (O ... ) :::; Q ~ para alguna 

s 1 n E w , Así pues B (Om ) es un conjunto finito de elementos de Q 1 que cumple que 

•. > E µ"( Om). 
Q.ED(Q.) 

Definamos entonces para cada ne w 

{
u B (Om) si B (Om) =O~; x. = 

i si no existe Om E a tal que B (Om ) = a~. 

Así vemos que { X,. / n E w ) es una familia de conjuntos que cumple: 

i)Zs:;LJO= LJX •. 
nEw 

ii) X,. es la unión finita de intervalos abiertos de extremos racionales. 

iii) ª• > L:o.en(O.) µ'( Om) 2: µ'(X.) • 
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De esto y de queµ es a - aditiva tenemos 

µ(R) =•(U M,) =E µ(M,) =O 
rEQ rEQ 

Si µ( M) >O entonces µ( M,) >O para toda re Q . Consideremos el coajunto 

W ={reQ /O <r <1) 

Tenemos que J W 1 = No y U M,¡;/O ,2¡ 
<EW 

Pero entonces por un In.do tenemos que 

y por otro lado 

•( U M,) ,; µ(/O, 2j) = 2 
•• w 

En ambos casos llegamos a una contradic:ci6n. 

Así pues tenemoe 

Teorema 1 (AE ) No todo conjunto de reales es Lcbcsguc medible. 
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Ahora con In. suposición del axioma de dcterminaci6n demostraremos que todo con­

junto de reales es Lcbcsgue medible. 

Antes de esto, necesitamos demostrar el siguiente lema. 

Lema 3 (AD ) V 5 <;; R ( V Z <;; 5 ( Z E LM 

= •"(5) =o). 
•"( z) o ) 

La prueba la hn.remos para. subconjuntos del inten-alo ¡O 1 lJ, no se pierde genc-­

rulidad pues existe una biyecci6n continua entre (O , 1) y R . 

Sea S <;; 1 O , 11 y • >O, definimos: 

A.. = { R <;; 1 O , 11 / µ"( R) « /2'1•HJ A 3 BE P<', ( Q ) (R = U B ) ) 

donde Q es el conjunto de los intervalos abiertos de extremos racionales. 

Cada A,. es numerable, sea R,.. (k ) el k - ésimo elemento en esta enumeración 

de A... 

Definimos ahora el juego G0 como sigue: 

El jugador 1 gn.na la partida { a0 1 b0 1 a 1 , ••• , ª" 1 b" 1 ••• ) si y s6lo si esta cumple que: 

i) a. = Q V a. = l. 

Sea a = E ~fr 
•E• 

ii) aes 

iii) a~ U R. (b. ) 
•E• 

Ahora veremos que 1 no tiene estrategia ganadora . 

Supongamos que existe a una estrategia ganadora para 1 en el juego G0 • 

Definimos la íunci611 1J : )J - R como 

u (bo, b1, ... , bm, ... ) = E (u ( ªº, ho, a1, ... , b,._1 ) /2"+1 )= E ~tr 
n(w n(w 

Sea Z = 1J [ JJ]. Como u es una estrategia gnnadora tenemos que Z ~ S . Z es n.nalítico 
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pues 'il es continua y por la proposici6n 13' tenemos Z E LM ¡ de nuestra. hip6teais 

tenemos entonces que #! • ( Z ) = O. 

Por la proposici6n 14 .. para Z hay una colección { Mn / n E w } tales que 

Z i;; U M " y para. cada n E w , M n E A.. • Por la numcraci6n de An tenemos 
nEw 

que hay ( ba , b1 1 b1 1 ••• 1 bn 1 ••• ) una sucesión de naturales tal que para cada 

n Ew , M. = R.(b. ). 

As(, si el movimicoto de 11 es b = ( b0 , b1 1 b, 1 •• ., bn 1 ••• ) tenemos que 

g ( b) = L; (• ( ao , b, , a, , ... , b0 -1 ) /2•+')= L; #~r E U R. (b0 ) - - -
y 1 pierde la partida. 

De todo esto se ve que existe be JI tal que el jugador II cubre a Z y 1 pierde. 

Por el axioma. de dctctmina.ci6n existe 9 una. cstrategi"a ganadora del jugador 11 en 

el juego G0 • 

Pe.ta ca.da s = ( a0 1 a1 1 a1 1 ... , a11 ) E .! 2 escribimos R. = Rn {b11 ) donde 

b .. = 9 ( ªº , bo , a1 1 ... , b .. -1 , ª" ) . Como O es una estrategia ganadora entonces 

para cada a e S , como a = E ;!tr , entonces 
•Ew 

• E u { R, I 5 = ( •• ' ........ ., •• ) } 
"'" 

por lo tanto 

s \;u {R. / • " ~ 2) = u (u ~ R, ) 
nEw •E ' 

Ahora bien, para cada n > 1, si se :.2 entonces 

' Sl A • 1ubcoajun10 aat!Jtko de r0Je11 eatoiitu A E LM 
•• Dado ua coaJuato 2. au\o '/una 1ucal6a dt 111\mero• po1ltl•01 "'•º""11 .a,. ... l&I que n~oo .... ::::o en\oa"" ni.te 

una famllla cont&bl• d• coajunl111 X = { Xn / Xn EW } t.I que Z ~ .. Y .. Xn y para c&d& n € IJ , X,. u la anl6n llnlt• 

di lnlt"alol •blerio• coa extnmo1 rukinak• t&J qui"• > µ•( Xn) • 
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I'•( R, ) < t /'J2(rHI) < ( /22n 

y por lo tn.nto, pn.ra cada. n E w 

•"(U " R,) S (< /2'•)2• = • /2" ., , 
pero entonces 

•·(U (U " R, ))s E•/••=• .. e.. 1G i .. e .. 

por lo tanto •"( S) <' y de aquí que •"( S) =O. 

Ahora. s( pasemos a. demostrar el resultado. 

Dado X s; R , por la proposición 11• existe A ~ R tal que A E LM 1 X s; A 

yparatoda ZeLM,(z;;(A\X) = ,·(Z) =0). 
Por el lema 3, •"{A\ X) = O. 

Entonces tenemos que (A / X ) es nulo y que A e LM . Recordando la 

propos~ci6n 12•• tenemos que X E LM . 

Así tenemos 

Teorema 2 Todo conjunto de rea.les es Lcbesgue medible. 

P•r• \od• X e; Ruiltt A e; R t.J que Ae LM, X c; A y pua toda 'l. E LM 11 zs; A\ X enloncu µ•( Z) :;;.Q 
•• SIDetMrD\Attallio - AeLM 
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CAPÍTULO IV 

El problema del Continuo 

En este. capítulo compararemos al axioma de elección y el axioma de determinación 

en lo que respecta con el problema del Continuo de Cantor. A diferencia. de los otros 

capítulos, los resultados aquf no son tan contre.pucstos 1 es decir, no son uno negación 

del otro. 

El problema del Continuo de Cantor es responder a la. pregunta l cuántos puntos 

tiene una. Hnca recta de un espacio euclidiano ? o cquivalcntcmcnte1 ¿ cuántos números 

reales hay 1 o ¿ cuántos subconjuntos de números naturales existen 1 

Cuando Cantor se plantea este problema está. presuponiendo que todo conjunto tiene 

un número cardinal y que la sucesión de números cardinales está bien ordenada. Cantor 

prueba que el cardinal del Continuo es estrictamente mayor que el de los naturales. 

En notación moderna, incluso debida a Cantor al final de su trabajo intelectual, 

tendríamos que 1 w 1 = N, y 1 R 1 > No o bien 1 R I <: "' • 

En este contexto, el problema del Continuo es decidir ¿ cuál de los cardinales incon· 

tables, es decir, cuál de los N. con a ~ 1, es el cardinal de los números reales 1 

Cantor conjetura. que es el primero, es decir N1 1 en notación 

1 R 1 = N, o bien 2'• = "• (1) 

Esta es la Hipótesis del Continuo de Cnntor. 

También dentro de este contexto, esta hipótesis es equivalente a 
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v X¡;;R (x es incontnble - X-R) (2) 

As( pues, para Cantor el resolver el problema se reduce a contcstnr afirmativamente 

a (1) o a (2). Obsérvese que una respuesta negativa a esto no resolvería el problema del 

Continuo. 

A la luz del tratamiento moderno que se le da a la tcorfo. de conjuntos, en nuestro 

caso a la tcorCa formal ZF 1 el problema. del Continuo sigue siendo válido¡ sin embargo 

cuando trabajamos sin el axioma de clecci6n ln.s cosas cambian un poco. 

En ZF , el presuponer que el conjunto de cardinales está bien ordenado, en particular 

totalmente ordenado, es tanto como suponer que la dominancia ( ~) es total 1 lo cual es 

equivalente al axioma de clecci6n. 

Analizaremos ahora en ZF lo que ocurre con (1), (2) y el problema del Continuo. 

Si R no fuera bien ordenable, tendríamos que 

···=IRl={X /X-R A V Y(Y-R - p(X),;p(Y))} 

Y así 211 • no es un ordinal y por tanto no es ningún cardinal - ordinal1 en particular 

2" = JR J t H1. 

A la luz del lema. r • tenemos la siguiente 

Propoelclón 15 {AD ) 2•• = J R J t H, . 

Es decir, bajo la. suposición del axioma de determinaci6n 1 la hipótesis del Continuo 

es falsa, sin embargo este resultado no nos clíce nada n.c'crca del problema del Conti­

nuo de Cantor. 

En contraparte, si 2"• = N1 , entonces R es bien ordenable y por tanto 

R .... H1 • As( habría tantos números reales como ordinales tiene el primer cardinal 

- ordinal incontable y el problema del Continuo quedaría resuelto. 

• SI,., n ble11 ordeiiebl• totootH exlll1 A~ N taJ qlM G,t no ntJ. dthnnloado. 
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En Jo que respecta a. (2) 1 Jo primero que ha.y que decir es que su equivalencia con (1) 

es bajo la suposición del axioma de elección. De hecho (2) - (1) necesita del axioma 

de elección, la conversa no. 

Asl1 en ZF , el enunciado (2} en sí mismo no nos dice nada acerca del problema 

del Continuo de Cantor. Al final de este capítulo probaremos que bajo la suposición 

del axioma de detennlnaci6n es verdadero. 

Ahora nuestra intención será demostrar, a partir de la suposición del axioma de 

elección, que si existe una medida sobre 211 • entonces 2111 > H1 • 

Empezaremos probando Ja existencia de la matriz de Ulrun, necesaria para la de-

mostración del resultado. 

Definlcl6n Una matriz de Uln.m es una colección { Aan / a < H1 , n < H0 } que 

cumple: para toda n < No y para todo a , p < H1 

i)(•1'P => (A.nn A,n)=0) 

ii} Para cada a < H1 , ( H1 - ("V"' Aan.) es contnbl.c ) . 

Lema 4 (AE ) Existe una matriz de Ulam. 

Demostración 

Para ca.da t: < H1 , sea J, : Ho - H1 tal que e<:;; ran [ f .J. 

Vemos que para cada t < H1 hay una f : No - H1 tal que '~ ra.n l f J pues 

si ' < H1 , entonces existe p numerable tal que t < p < H1 y por lo tanto hay una 

o : Ho - P biycctiva. 

Con ayuda del axioma de elección, para cada t < H1 elegimos una I, : N0 - M1 

tal que < ¡;; rim [f ,]. 

Ahora, para cndn a < H1 y cada n <: H0 definimos Aan. como sigue: 

t E A .. n. si y sólo si f ,(n } ::;:: a . 
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Ahora veremos que cumple con hui condiciones i) y ii). 

Sean n < H0 y a , p < H1 • 

Supongamos que< e ( A0 n n A/Jn ). Entonces por definición tenemos 1 ,(n) = n 

y 1 ,(n } = p , por lo tanto a = p • 

Ahora sea a < H1 • Probaremos que 

Primeramente vemos que si < > a entonces n E < ~ r4ll [ 1 ,J y por lo tanto 

hny n < No tal que 1 ,(n }=a , Dicho de otra manera, si < > a 1 entonces 

Ahora bien, si Pe H1 \ U A 0 n 1 entonces P ~ U Aan y por lo tanto fJ l a , es 
n€.., n€w 

decir, p <a • Por lo que 

con a contable. 

Ahora pa.scmos a demostrar otros doa lemas 

Lema 5 (AE } Unión contable de contables es contable. 

Sea { A / je 1 } una íamiJia de conjuntos ta.les que 1 es contable y para cada 

i E 1 1 ~ es contable. 

Así pues 

i} Hay 1 : w ~ 1 suprayectiva. 

ii) Para cada. je 1 existe g ( g : w - A. /\ g suprayectiva ) 

De lo anterior tenemos que 
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l={J(n) /nEw} (1) 

Por el axioma de cleccl6n para cada je 1 elegimos a \li : w - A. suprayectiva. 

Ahora bien, definamos: 

h: w X w - u A,t .. ) 
"'" 

como sigue: si m , n E w 

h (m , n ) = 9/(m} ( n ) 

hes supraycctiva.. Nucvnmentc por el axioma de elccci6n tenemos que hay una función 

inyectiva de wxw en U A1( .. ). Finalmente, de esto y de {l) tenemos que U ~es contable. 
ne"' iEf 

Lema 6 {AE ) No existe una medida no trivial u ·aditiva sobre N1 • 

Va.moa a suponer lo contrario. 

Sea p una medida sobre N1 • 

Por el lema 41 hay { Aan / a < N1 1 n < N0 } la cual es wia matriz de Ula.m. 

Sea a < N1 • Como N1 \ (,,,V., A,,,n) es contable entonces 

p ( N1 \ ( U A.n )) =O y por tanto p ( U A.n )= 1 
.. e.. ..e ... 

Ahora bien, como los A.n son ajenos y µ es " • nditiva tenemos que para alguna 

new, 1-1( A,,,n }>0. 

Ahora sea 

B. = (a < N1 / µ( A.n) > OJ 
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As! N1 = U B. 
•E• 

Por el lema 5 concluimos que hay un n E w tal que 1 B .. 1 = N1 • Pero entonces, si 

a , fJ e B.. tenemos que 

{ A.n n A,n) = 8 y µ ( A.n ), µ ( A,n ) >O 

Por lo que { Aan / a e B,. } es una familia incontable de subconjuntos disjuntos de 

medida positiva, cosa que contradice la proposici6n 5• . 

Teorema 3 Si existe una medida en 2"• entonces 2"• :F N1 y por lo tanto 

Como vimos al principio del capítulo, bajo el axioma de elección es equivalente el que 

21t• = N1 y que todo subconjunto incontable de reales sea equipotentc a R . Así pues 

tenemos el siguiente 

Corolario 2 (AE) Si 211 • admite una medida entonces hay un subconjunto de reales 

incontable y no biyectable con R . 

• (AEN) SI p a uu mrdldar11 A, rntootes loda Camilla d• conJunlo• dl1J1111l1111111bco11J11ntM d• A de mrdlda p<nillva H 
untablt. 
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Ahora bajo la suposición de axioma de determinación demostraremos que todo con­

junto inr.ontable de reales es aquipotente a "'2 • 

Para demostrar este resultado primero empezaremos definiendo un nuevo tipo de 

juego y sus consecuencias. 

El juego H,: se jugará en "• . 

Sea pues X i; "'2 • El jugador I tira una sucesión finita de ceros y unos, incluso 

la sucesión va.cía, es decir, su i·éaima tirada será s, e .: 2. En cambio el jugador II 

solamente tira un O 6 un 1, es decir, In. i--ésima tirada será n, E { 0,1). 

Así, al final tenemos In partida p = 5 0 .... n0 .... s 1 .... n1 ; •• 

I gana si pe X y 11 gana si pftX. 

La noción de cstratcgja en 11x es una generalización natural. Veamos la relación que 

existe entre el nuevo tipo de juego con respecto al ortodoxo. 

Proposic16n 16 Para cada juego Hx hay un juego GA con Ai; JI tal que si 1 tiene 

una estrategia. ganadora en GA entonces existe otra estrategia ganadora para 1 en II.x 

y ll.tlálogamcnte para n . 

Sea h : .! 2 - .! "' definida de la siguiente manera: 

Seas = (s0 , s1 1 ... 1 s,. ) una sucesión finita de ceros y unos. 

h (s )= { 
(1-s0 ,l-s1 ••• ,l-s,.) si st-8¡ 

0 si s =O. 

Sea bj {n ) la rcprcsentnci6n binaria del número natural n . 

Sea g : "" - !. 2 definida como: 

o ( n) = ( 

e si n =o: 

h (bi {!!.f1)) si n es impar¡ 

bi ( j) si n es par y n ~O. 
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Vemos que g es una biyecci6n. 

Ahora sea I: .. w - ... 2 definida como sigue: 

Si PE)/, 

f ( P ) = 1 ( Po , Po , P• · .. ) = ( g (Po ) - g (Po ) - g (p, ) ... ) 

Con esto, vemos que dado X~ .. 2 definimos A = (A1 u A, ) f;: )/ donde 

A, = { p / p E)/ y f (p) E X } 

y 

A,= {PE)/ I si p =(Po, p, ,. .. ) - 3 rE~ impar (p, ¡< 1 V p, ¡< 2)) 

Ahora, para cada par de sucesiones So , ••• 1 s1 y n0 1 ••• 1 n... donde s1 e .:. 2 y 

11¡e{01l}deflnimosunpardcsucesioncsdenaturales a0 1 ••• ,a1 y h0 1 •• "'b"' como 

Ahora bien, dada a una estrategia para I en cljucgo G,. y un par de sucesiones de 

misma longitud s0 , ••• 1 s"' y n0 , ••• ""' donde s, e ~ 2 y n, e { 0,1} definimos u' 

una estrategia para 1 en Hx como sigue: 

•'(e ) = g (• (e)); 

cr'(so, no ,s1 ,n1 ... ,s"' 1n,..} == 

g (a ( ao, b0 , a, , ... , ª"', h"' ) ). 

Análogamente, dndns 6 una estrategia para II en GA y un par de sucesiones 

s0 , ••• , s... y n0 , ••• , n "'-• con s; e .:. 2 y O¡ E { 0,1} de longitudes m y 
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m - 1 respectivamente definimos 8
1 uno. estrategia para lI en J1x como sigue: 

e'(s,) = g (s (•o J}; 

a'(so 1 no 1 51 , n1 ••• , n ... - 11 s ... ) = 

o(B (ao,bo 1 a1 1 ... ,b ..... 1ia"' )). 

i) Ahora veamos que ai ,,' no es estrategia ganadora en llx entonces" no lo es en GA . 

Supongamos existe n =(no, n1 , n] ... ) e w2 que hace que p':;; a'o n ~X 1 es 

decir, que I pierda esa pllt'tida con la estrategia et'. 

La partida p' sería.: 

Como o es suprayectiva1 hay ao , bo , a1 1 b1 ••• E w tales que 

Pero entonces tendríamos que 

p = (ao , b0 , a1 1 b1 ... ) r/.. A 

Esto último se debe en primer lugar a que p rt AJ pues b; 

11; e { 0,1}, es decir, b; e { 1, 2}. Y en segundo lugar p ~ A1 pues si 

(ao , bo 1 ª• , b1 , · .. )E A 

entonces 

I (a, • b, , a, , b, ... ) = 
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es decir 

(so ...... no ...... s1 ..... n1 ••• ) = p'e X 

Por lo tn.nto, si a'no es una estrategia ganadora en Hx entonces a no es una estrategia 

ganadora en G A • 

ii} Ahora veamos que pasa lo análogo para las csfrategias de II . 

Supongamos que a' no fuera una estrategia ganadora en ffx . 
Sea (so , s1 1 s1 1 ... ) una sucesión infinita de sucesiones finitas de ceros y unos que 

hace perder una partida a 11 en Hx con la estrategia s'. 

La partida sería: 

(so...., no....., S¡ ....., O¡,..., S:a ... ) = (so .... O'(so ) .-. S¡...., O'(so 1 ílo 1 S¡ ) ".) = 

donde a, , b¡ E w. 

Si ( ªº 1 b11 1 a1 1 ••• , a,. 1 b,. , ... ) 'i A entonces en particular 

( ª11 1 b11 , a, 1 ••• 1 a,. , b,. 1 ••• ) i;l A1 

es decir 

f ( ( a, , b, , a1 ,. •• , a. , b. , ... ) } = (Q (a, ) - Q (bo } - g (a, ) ... } ¡!X 

lo cual es contradictorio. As( ( a0 1 bo 1 a1 , ••• , a,. , b,. 1 ••• ) E A . 

Pero entonces (a11 , a1 1 a, 1 ... )o O E A y por tanto 11 pierde la partida en GA con In 

estrategia B • 
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Otra propiedad que tiene este nuevo tipo de juego es que si el jugador Il tiene una 

estrategia ganadora en Hx se debe a que X es contable. 

En Jo que sigue sea X~ w2 y fJ una estrategia ganadora para II en 1'x . 
Definimos B ~ w2 como sigue: 

beB si y sólo si hay s0 1 ••• , s1 e !.2 tales que si 

o, = fJ (so 1 no 1 51 , n1 1 ••• 1 s ,_ 11 n ,_11 s, ) para i en {O, ... , t } 

entonces 

b=sa"no ........... s1 .... n1 

Con ayuda de B podemos cnracterizar a los elementos del complemento de X . 

Proposlcl6n 17 Para cualquier p E "'2, 

si V b E B , ( b e p - 3 s E ~ 2 ( b ~ s ~ 8 (b , s ) e p ) ) 

entonces p <l. X • 

(1) 

Sea pe w2 y que cumpla con (1). Como fJ es ganadora para ll en lfx 1 basta probnr 

que hay una {s,. /new }~ !.2 tales que 

(so 1 s1 , ... )o 8 = p 

Primeramente bien ordenemos a !. 2 con la biyección g dada en Ja proposición 16. 

Definiremos rccursivn.mcnte a { s,. / n E w } s; .::. 2 definiendo simultaneamente 

{ b,. / ne w } ~ B de tal suerte que si ne w entonces 

b,.+1 = b,. .... S,.-t1,... 0 (b,. .... Sn+I) y bn•I S';p 

Puesto que 0 E B y O ~ p , por ( 1) tenemos que hay una s E .:::. 2 tal que 



Sea So la. primera sucesi6n con ta.l propiedad y sea 

b, = s, - D (so ) 

Observemos que b, e B y b, s; p • 

Supongamoa recursivamente definidas s .. E .:: 2 y b" E B • 

Como b. E B y b. s; p , por (1) hay una se ~ 2 tal que: 

Sea s"+1 la primera sucesión con tal propiedad y sea 

Asi, b .. H e B y b,.+1 ~ p . 

De Ja definici6n anterior se observa. que: 

(so , s1 , s, , ... )() 6 = p 

y por lo IM\o p ¡!X . 

Ahora bien, si lcncto.06: que paro. ca.da b E B 

por lo proposición antcl'ior obtenemos que 

xs;u (F, ¡ beB) 

Así pues, para probar que X es contable, basta ver que 1a parte dctcchn. da In. con~ 
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tención lo es. De hecho tenemos algo más fuerte. 

Propoald6n 18 Para cada be B 1 F., contiene sólo un elemento. 

Sean beB y peF,. ABf b =(p., p., ... p.) y p = b- (p •• ., p.,,, ... ). 

Pe.ra ver que Fi. tiene un s6lo elemento es suficiente ver que p .. ...i 1 p .. +21 ••• están 

determinados de manera única. 

Como para toda s E .: 2 

(2) 

en particular tenemos para la sucesi6n vac!a. que: 

b - 0 - o (b - e ) = b - o (b ) <t. p 

pero b s;; p 1 por lo que: 

p ... "o ( b ) 

Ahora como 6 toma solamente valores de O 6 1, Pn+t está fon.e.do a ser 1 ~O ( b ) y el 

D.tgumento se repite. 

Como 

y por {2) 

b- (p ........ p • .,r º (b- (p ........ p •• ,n" p 

tenemos que 

p •• ,.. -! o (b - (p ........ p • .,)) 
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Sea X = g- 1 f Y J. Tenemos entonces que X<; ( w2 \ O ) ~ w2 y X incontable. 

Consideremos ahora el juego l1x . 
Dnjo la suposición del axioma de determinación y a la luz del lema 7, el jugador I 

tiene una estrategia. ganadora u en llx . 

Con la notación de la proposición anterior, consideremos la función continua e inyec­

tiva h. del espacio ""2 en si mismo. 

Como u es una estrategia ganadora para 1 tenemos: 

Si ponemos A= (9 oh .)["2 ), tendremos que As;; Y s;; R. 

Ahora bien, como tanto 9 y h. son inyectivas, A- w2 y de aquí que Y .... w2 • 

Con esto terminamos el objetivo de este capítulo, sin embargo tenemos un resultado 

inmediato de este teorema, el cunl necesitaremos mib adelante. 

Corolario 3 Todo subconjunto de reales incontable contiene un subconjunt.o perfecto. 

Consideremos toda la notación de la prueba del teorema. 

Como (1 es una estrategia ganadora 

y por ser h .. : w2 - w2 continua entonces 

9 oh,; "2 - R 

es continua. 

Ahora bien, sabemos que funciones continuas mandan subconjuntOH compactos en 

compactos, y en el en.so en que el contrndominio sen un espacio de Hnusdorff~ resulta 
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CAPÍTULO V 

Cardinales Mcdiblcs 

Nuestra intención ahora será demostrar, con ayuda del axioma de clccc:ión, que N1 

no es medible. 

Para de.mostrar este resultado, primero veamos el siguiente lema. 

Lema 8 (AE ) Si " es un cardinal medible entonces " es un cardinal fuertemente 

inaccesible. 

Procederemos por reducción al absurdo. 

Sea " un cardinal medible y por tanto " > "' y Je regular. Sea .\ un cardinal que 

cumple: 

i) A <• 

ii) 2'-¡,. 

Por el axioma de elección y ii) vemos que "S 2", por lo cual existe A~ >.2 tal que A es 

biyectable con " . A partir de esta biyccci6n y de la medida bivaluada sobre " definimos 

una medida bivaluada p sobre A, a semejanza. de lo comentado en el capítulo II. 

Ahora bien, para cada a < .\ definimos 

A~ ={IEA/l(a)=l) 

con lo cual construimos la función o : >. 

Q (a)= e 
A: = {!e A / f (a) =O} 

( 0,1} como sigue: Si a < .\ 

si µ'( A~ } = 1 ; 

si µ'( A~ } = l. 

Observemos que para cada n < .\ , (A! n Al ) = O y (A: u Al ) = A por lo 
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cual 

p {A) = p ( A~ ) + p ( A~ )= 1 

y 

1 - p ( A~ ) =• (A~ ) 

resultando asf que la función o está bien definida. 

Por la. íormn en que construimos o 1 vemos que para cada a < .\ 

siendo as[ que al coMiderar la " -aditividad de 1a medida µ tenemos 

Ahora veamos quien está en íl A~( .. I . 
•<• 

Sea r E n A~(or) 1 entonces para en.da a < ,\ 'j E A~(or) que por dcfinici6n implica que 
•<' 

f (a ) = o (a )1 y esto para cada a < ,\ por lo cual o = f • Entonces tenemos que 

n A~( .. J es un conjunto de un solo elemento, a saber g 1 y con medida de valor 1, 
•<' 
contradiciendo la definición de medida. 

Así, si 1e no es fuertemente inaccesible, entonces no puede ser medible. 

Ahora bien1 usando nuevamente el axioma de clccci6n, sabemos que 2"• !:!: N1 , por lo 

cual N1 no es fuerte y por tanto no es fuertemente inaccesible, y por lo anterior tampoco 

medible. 

Así tenemos 

Teorema 6 (AE ) N1 no es medible. 
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Ahora demostraremos con ayuda del axioma de determinación que t11 ea medible. 

En la demostración de este teorema usr.remos conceptos y resultados del apéndice Il 

para llegar a la construcci6n de un ultrafiltro no principal cr - aditivo sobre H1 1 lo cual 

por el lema 2• implica que N1 es medible. 

Primeramente definimos el siguiente orden parcial sobre )J. Recordemos que L [ A ) 

denota el universo definible a partir de A •• . 

Dados p 1 q e JI decimos que 

p;:!q siys6losi peL (qJ 

A partir de este orden parcial definimos la relación 5'!: como sigue 

p 2! q si y sólo si p :s: q /\ q :5 p 

Por las propiedades de L [AJ,~ es de equivalencia. 

Diremos que A~ JI es~ - cenado si 

Sea B"' (A>, JJ f A••"- cerrado) 

Notemos que si A e 8, entonces ( }J \ A ) e 8. 

Ahora bien, para cada p en )/definimos: 

cono(p ) = ( q I pe L 1 q 11 

Si consideramos la proposici6n 1 del apéndice II••• este conjunto es equivalente a 

• (A.EN si 11>11 1 J SI"' u 111a rn..Jida blralu-.da y ... adill ... 1obn,. •ir.lonc•• uúlt F "· 'lltu.filtro 1obr1 "· SI u!.11 F 
un ... 11hra8llro 1obn "1atoncH oút1"'una1n1dl.la blnl11ad1y111•adillra1obrt "• 

•• VttAplndlc1U. 

Seu A y D colljunto.. SI A EL{ DJ entoan• C•nemoti q111 t¡ Aj~ Lj Dj. 
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{qeJI /L lpJ>;L ¡ql} 

y con esta notación tenemos la siguiente 

Proposlclón 19 Todo cono es~ - cerrado 

Sea pecono(q) y r!!!p. 

As! qeL IPI y L l•I 

recono(q) 

L 1 p J, por lo que q E L 1 r J, siendo as( que 

Sea 1= {Ae8 / 3 pe JI tal que cono(p) c;,A) 

Ahora demostraremos varins propiedades del conjunto 1 que serán necesarias para 

la construcci6n del ultra.filtro. De hecho probaremos que 1 es un ultra.filtro propio en 

la eub - álgebra del álgebra P ( JI) , formada por loe"' - cerrodoe. 

Propos!c16n 20 Si A E 1 y A e;, e con e E B entonces e E 1. 

Si A E 1 entonces existe p E JI tal que cono(p ) e;, A por lo cual cono(p ) e;, e . Si e E B 

entonces C E 1. 

En el siguiente resultado haremos uso del axioma de elecci6n numerable para una 

familia. numerable de subconjuntos de reales. Obsérvese que debido a la proposición 3• 

este resultado, y por tanto sus consecuencias, no entran en contradicción alguna con el 

axioma de dcterminaci6n • 

Propoa1cl6n 21 1 es cerrado bajo intcrscccione.11 contables. 

Sea { A. / je w } una familia contable de elementos de í. 

Veamos primero que n A. eser· cerrado . ... 
• EJ Wo1D• de dtltnnlnad4n ltnpllc• qvc pua \oda la.mlll• c~labl• de conjontOI d1 ro.Ju no ndo1 ullhr 11.na fil1uida 
d11Jccd6o. 
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Sean pe íl A; y q«p. 
<ew 

Como p e ~ para toda j e w , y cada A. es e! - cerrado, q e ~ para cada 

je w • Por lo tanto q E n A. y entonces n A. es E! - cerrado. 
iEw 'Ew 

Ahora veamos que n A. contiene un CODO, 
IEw 

Sabemos que cada A. contiene al menos un cono, entonces primero escogeremos para 

cada A. un único a' e JI tal que cono(ai) f; A. . 

Para esto consideremos la. función J del cn.pftulo I, que es una biyccción de R en JI. 

Para cada je w sea 

A;'= {ae.11 / cono(a )¡;A;) 

y 

{ "4 / i e w } es una familia contable de conjuntos de reales. Usando el axioma de 

elección numerable tenemos una función de clccci6n ! que escoge un elemento de cada 

X. • Para cada i e w sea 

a' =J(l(X.))eA;' 

Observemos que cono( a')!:; A; • 

CoDBidcremos ahora la función inyectiva y supraycctiva o : w x w - w definida 

como 

o {m, n) = H(m + n )' + 3m + n) 

Si para cada je w tenemos 
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entonces definimos 

b = (bo, b¡, ... , bm, ... ) 

donde 

bm = ª•' y m =o ( j' n) 

Observemos que con esta natación, para cada i E w 

por lo cual, como bEL [b }1 tenemos que para cada iew 1 a' EL [ b J. 
Ahora veamos que el cono(b ) ¡; íl A; . 

i(;w 

Sea p E cono(b ) , entonces L ( b ] ~ L 1 p J, por lo cual para cada i E ~ , 

a ' E L 1 p J, por tanto p E cono( a ') ~ ~ para. cada i E w 1 y de aqul que 

pe n A;. 
IE• 

As! pues cono( b ) ¡; íl A; . 
iEw 

De todo esto concluimos que n ~E 1. 
IE• 

Propoelcl6n 22 Sea AE B. Si existe una estrategia ganadora pa.ra 1 en el juego GA 

entonces A contiene un cono. 

Análogamente para una estrategia ganadora pn.ra 11 y JI\ A . 

Sea Ae 8 y 11 una estrategia ganadora para I en el juego GA . 

Ahora recordemos la demostración de la proposición 2 del capítulo II. Si con e,. 

denotamos al n ~ ésimo primo, tenemos que para cada m E w , si m > 1 entonces existe 

una único. ( b0 1 b1 1 b2 , ••• 1 b,.) e .! tal que m:;:;: 2~s•1 ••• i:~·'f" 1 , 
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Ahora. bien, por cJ teorema. 1 del a.póndicc II• , y e) corolario 3•• (AD ) sabemos que 

si pe JI entonces N1 t.M < N1 • 

A partir de esto definimos wie. func:i6n f : JI - N1 como sigue: para cadn. p E )/ 

sea 

! (p) = N, Ll>J 

Notemoa que pata cualquier X~ N1 , el conjunto f - 1 {X } e.s ". cerrado, pues si p ~ q 

entonces L 1 p ¡ = L 1 q ¡y por tanto 1 (p) = N, L(,J = N, Lid = ¡ (q ). 

Pwsemos ahora a definir nuestro candidato a ser un ultra.filtro sobre N1 • Sea 

U = (X>; N, /l -• (X j E 1) 

Por la nota anterior, el hecho de que X pertenezca o no a U depende solamente de 

que¡-•¡ X J contenga un cono o no. 

U tiene las siguientes propiedades. 

Proposición 24 (AD ) Para todo X¡; N, , X E U o ( N, \X) E U, pero no ambos. 

Esto es inmediato de Ja definición de U y la proposición 23. 

ProposJclón 25 U es cerrado bajo intersecciones contables. 

Por la proposición 21 tenemos que n ¡ -• [ x. JE 7. .•. 

Propoelc16n 26 Sean X 1 Y~ N1 t11lru1 que X~ Y y X e U, entonces Y E U. 

• SI M1=111 " 1 pua al11111a A\;'."' c11t1111u1 nblt '11111ubc1111Ju11t11111coatable de ttak• qu• 110 eoat11a1 al11&6n C1;1njunlo 

psrfe<to. ' 

•• Todo Y t; JI. con Y \ncool.able coollen• un coaJuoto pn{«to. 
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La prueba es inmediata de Ja proposici6n 20. 

Ahora tencm06 Wl par de corolarios que ncccsitnrem06 más ndela.nte. 

Corolario 4 H1 e U. 

Sea pe JI, sabemoe que el cono(p) e j entonces A = f [ cono(p )) e U y A [ H, por 

lo tanto H1 e U. 

Corolario 5 Si A E u y (e u o ) = A entonces e E u o o E u. 

Supongamos que e 'l. u entonces, por la proposición 24, ( H1 \ e ) E u y 

X= (An H, \C)eU.ComoX[D entoncesDeU. 

Hasta el momento tenemos que U es un ultra.filtro sobre H1 • Ahora veamos que U 

es no principal con la ayuda de la siguiente 

Propoelcl6n 27 Para toda ne N, , ( N, \ n ) E U. 

Probaremos la proposición por inducción sobre N1 • 

i)(N,\S)eU esinmediatopucs(N,\0)= N,eU. 

ii) Por hipótesis ( N, \ n ) e U, hay que demostrar que ( N, \ n •)e U. 

Supongamos lo contrario. Por ser U un ultra.filtro, si ( N1 \ a 1 ) \l U cutonccH 

o + = (o u {a }) e U y nuevamente por ser U un ultrnfiltro o o {o } pertenecen 

a U. Por hipótesis ( N1 \a) e U, por tanto o f/_ U; a.-;í pues {o } E U. 

De esto tenemos, por definición, que: 

¡-•¡(n)J={pe.11 /f(p)e(n)} = 
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{ PE JJ / f (P ) = a ) E j 

y por tanto que 

(peJJ / f(p);<a )0 

que por definición de 1, esto es posible sólo si ( p E JJ / f (p ) ;"a ) no contiene ningún 

cono. 

Afirmamos que esto último implica que para toda pe )11 f (p ) :;;: N1 L(pJ ~a . 

Veamos como es esto. 

Si existe p E )./ tal que! (p ) = H1 LIPI > a , entonces consideremos al cono(p ). 

Para cada q E cono(p ), L l p l f L J q J y esto obliga a que N1 L(pJ ~ H1 Ll•l, En otras 

palabras, para cada q e cono(p ), f (q) = N, Li•I;, N, Ll•I = f (P) >a . En particular, 

para cada q E cono(p ), f (q) ;"a por lo tanto 

cono(p ) ~ ( p E JJ / f (p ) ;" a } 

De todo esto vemos que si { a } E U entonces pnra toda p E JI 

f (p ) = N, Ll•I = f (p ) $a 

es decir que para toda p E J/1 N1 q,.1 5 a contradiciendo la proposición 3• del apéndice 

II. 

Asf pues, { a } rt U y por hipótesis Q ~U por lo tanto ~ + = {a u { n } ) 't U 1 entonces 

( N, \a+) E U. 

iii) Ahora. supongamos inductivamente que .\ < N1 1 .\ es límite y para toda {J < ,\ se 

cumple que ( N, \ µ ) E U. Veamos que ( N, \A ) E U. 

Como .\ = U {J entonces 
•<• 

• SI M1 !i a< M1 , nl1t1 p E f'l tal que 11 1&.
1
' 1>a. 
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( N, \ l ) = ( N, \ U P ) = íl ( N, \ P) 
,<l ~<l 

Puesto que>. es numerable y la proposición 25 tenemos que ( N1 \ .\ ) e U. 

A partir de la proposición anterior tenemos que para cada a < N1 , ( N1 \ a ) E U pero 

íl ( N1 \a) =O '1. U, cosa que no ocurriría si U fuera principal, por lo tanto tenemos 
a<ll1 

que U es un ultrn.tiltro no principal u - completo sobre N1 • 

Con esto y el lema 2 tenemos el 

Teorema 6 (AD ) N1 es medible. 
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APÉNDICE 1 

Espacios de Bnlrc y de Cantor 

Aquí veremos las definiciones y propicdndcs nuís importantes de los espacios de Dairc 

()/) y de Cantor (C ). 

Sea. < X , r > un cspn.cio topol6gico. X es separa.bable si y sólo si contiene un 

subconjunto denso numerable. X es mctriznblc si y sólo si X tiene unn. métrica que 

genera. a ln. topología r . X es complr.tnmcntc mctriznhlc si y sólo si X tiene una métrica 

completa, es decir, una métrica tal que toda sucesión de Cnuchy sea convergente. 

Dcfinldón Un cspn.cio topológico es Polaco si y sólo si es un espacio separable y 

complctn.mcntc mctrizablc. 

Ahora bien, consideremos ni espacio <liscrcto < w, P ( w ) :> y tomemos el producto 

topológico de Tychonoff de este espacio consigo mismo w veces y pongamos 

JI es el espacio de Ba.irc. 

Análogamente tomemos el producto topológico del espacio discreto < 2, P ( 2) > 

consigo mismo w - veces y sea 

e= < "'2 1 r a 

C es el espacio de Cantor. 

Se puede probar que tanto J.I como C son espacios polacos. 

Uno. manero. ligeramente <listintn. de considerar a JJ ( y n C } es como el conjunto de 

todas ln.<1 ramas infinitas del n.rbol ( como :. 2 ) 1 ordenados pnrcinlme.ntc por In. 



inclusión. 

Para cadas E ~ w, sea 

(así U, es el conjunto de todas las ramn.s infinitru. que extienden a la sucesión finitas) . 

Así { U1 / s E !. w } es una base numerable para la topología de JI. 

Se puede probar fácilmente que estas bnscs son de cerrados - abiertos, es decir, son 

espacios cero - dimensionales. 

Una métrica completa que genera estas topologías esta dada. como sigue: 

p(p. q ) = { ()._ ,. 
si p = q; 
si p 'f. q y n es el primer natural tal que p (n) f q (n) 

con p, q E w"' para JI Ó p 1 q E w2 para C. 

Se puede probar que JI y C son homeomorfos respectivamente a los irrncionnlcs y 

al conjunto ternario de Cantor del 101 11, con la topología relativa como subconjuntos 

de R. 

En lo que respecta a la compacidad, es decir, si toda cubierta de abiertos contiene 

una subcubicrta finita, tenemos que el espacio C es compacto, pero no así el espacio )J. 

Una definición que utilizamos en el presente trabajo es la de conjunto analítico. Sea 

< X , ,. > un espacio Polaco y A~ X , decimos que A es un conjunto analítico si y sólo 

si A = O ó A es la imagen continua c!el espacio JI. 
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APÉNDICE 11 

El universo definible n pnrtlr de un conjrmto 

En este apéndice revisaremos someramente el concepto de universo definible a partir 

de un conjunto dado, A , que denotamos como L [ A J. 
Primero veremos las operaciones de Gódel, que son !ns siguientes: 

F, (X ,Y) = (X ,Y ) 

F, (X ,Y ) = X X y 

F, (X ,Y) = {(u ,v) /u E X " v E Y " u E v) 

F, (X ,Y l = X\ Y 

F, (X ,Y ) = X n Y 

Fe (X)= U X 

Fr (X) = dom(X ) 

F, (X ) = ( (u , v ) / (v , u ) E X ) 

F, (X ) = ( (u , v , w) / (u , w , v ) E X ) 

F., (X ) = { (u , v , w ) / (v , w , u ) E X ) 

Se puede probar que dada una fórmula lfi (y 1 , ••• , y,. ) con todos sus cuantificadores 

acotados, existe uno. composición T de estos operaciones tal que para. toda X1 1 ••• 1 X .. 

1 (X, , ... , X. ) = ( (Y1 , •.• ,y. ) / y, E X, para cada i ~ n y ~ (y, , ... ,y. ) } 

A partir de cstns operaciones y de un conjunto arbitrario A , definimos el conjunto 

llamado In Clausura de GOdcl de A , el cual escribimos como CL (A ) , siendo éste el 
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conjunto m4s ~ .. chico que conticn~ a. A y es cerrado bajo las opcr11.dones de GO<lel. 

Eate conjunto lo definitn()s recuuivamente como sigue: 

W, =A 
W • ., =W.u{Fi(X,Y) /X,VeW.,i =l, ... 10} 

cL (A)= H.w. 

Ahora bien, ai consideramos un ~onjunto transitivo B y un conjunto A , definimos el 

conjunto de los definibles de B B. partir de A 1 denCJta.tlo como defA (B ), de lo. siguiente 

mancrn.: 

def, (B) = CL (a u {B Ju {AnB J)n P(B) 

Pasemos n.horn. a construir recursivamente el universo d~finiblc de un conjunto dado. 

Sea. A un conjunto 

Lo{A) =0 

L.,.[ A) = dcf, (L.[ A]) 

L.[ A) = U L,[ AJ si o es un ordinal límite. 
•<• 

L [A] = U L.[ A] 
o(;Oril 

Obsérvese que L [ A J "' transitivo ( y por lnnto está bien dada la definición ) y si 

oEOR, L.[A)!:;L.,.[A]. 

Se puede probar que pn.r~ cualquier A , L { A } <'S un modelo da.se transitivo estandar 

de ZFC, y MÍ, entre otras cosas, w EL {A J, implicando esto último qtJc n. c:ualquicr 

conjunto a cuyos clement()S sean definibles l1 partir de los elementos de w les ocurrl' 

que BEL l B J. Esto en particular les ocutre a los elementos del <!.o;pn.cio de Dn..lrt!. 
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Ahora veremos alguna.a propiedades más particulares que cumplen estos universos y 

las cuales usaremos en el presente trabajo. 

Proposición 1 Sean A y B conjuntos. Si A E L [ B ) entonces tenemos que 

L [A]~L [B J. 

Sabemos que L [AJ= U L.[ AJ 
aEOrol 

Demostraremos entonces que L [ A } ~ L [ B J probando inductivamente que para 

cada a e OR existe p E OR tal que L.[ A Je L,[ B J. 

Así, por la transitividnd de L [ B J, tendremos que L.[ A Jo;; L [ B J para toda 

aeOR. 

ComoAeL [BJ,seaó elmlnimoordinaltalque AeL,[BJ. 

i) Por definición L,[ x J = e 

eeL,[ B J 

e EL [ B J, as[ pues existe p E OR tal que 

ii) Ahora supongamos que L.[ A Je L, [ B J con 1 e OR . 

Demostraremos que L.+.[ A JeL,[ B J para alguna µE OR. 

Sea p ;::::; max{ 6 1 .., }. Así tenemos que 

L.[AJeL,[BJ, 

L.[Aj.;;L,[BJ, 

AeL,[BJ y 

(L.(A Jn A) eL,[ B J. 

De todo esto vemoa que 

CL (L.[AJ u {L.[AJJ u {An L.[AJJ)~ 

CL (L,[B Ju {L,[B 1J u {B n L,[B JJ) 

Al mismo tiempo, como L. [A Jo;; L,[ B J tenemos que 

P{L.[A]).;; P{L,[ll J) 
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y de aquí que 

ESTA 
SALIR 

TESIS 
BE LA 

L ... [AJ = def, (L.[ A]) s; dcf8 {L,[ B]) = L,.1 [ B J 

por lo cual L.+.[ A Js; L, • .[ B J. 

NO DEBE 
DWUOTEGt. 

Ahora bien, considerando que L..,+ 1 [ B ] e Lh2 [ B }, tenemos que L .. + 1 [ A ] es un 

subconjunto de un elemento de L.o-t 2 [ B ] y los elementos de L .. +1 [A] son definibles, y 

así L .. +t[ A] es un conjunto definible a partir de L60 ( B J. 
En otras palabras 

L •• .[AJ=(x /xedcf,(L.[AJ) y xeL,..[B]} 

es un elemento de 

CL (L,., { B J u ( L,., { B ]} u ( B n L,., [ B ]} ) 

Lo que resta ver es que L .. +1 [A} E P ( L,,.._ 2 [ B J) pero esto es do.ro pues 

L ... [AJ s; Lp+1 [ B J s; L,.,¡ B J por lo tanto 

L.+.{ A Je def0 (L.., { B ]) L,..[BJ 

iii) Supongamos que Á es Umite y para cada o < Á , L. [A Je L, [ B ] para alguna 

Pe OR. 

Por el inciso anterior, vemos que si L .. [ AJ E L..,[ B J entonces tenemos que 

L.+1{A]eL,,.[B]porloquepara L,(AJ= U L.[A]existe ,eOR límite 
111<.I. • 

tal que L,( A Ji;; L,[ B J. 

Considerando ahora que L, ( B ]E L,+ 1 { B J tenemos que L.\ [A] es un subconjunto 

de un elemento de L 1 +1 [ B J y sus elementos son definibles, entonces 

L,[AJ = {x /xe U dcf, (L.(AJ) y xeL,{BJ} 
•<> 
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pertenece a 

CL (L,+1 [ B ) u { L,+1 [ B )J u ( B n L,., [ B ]) ) 

y L, [A ) e P ( L,+1 [ B )) por lo que L, [ A Je L,., [ B ) 

Propoelclón 2 Si tto :So < H:1 , existe A~ u tal que N1 LIAJ > a . 

Sea No S:a < H:1 • 

Como a es contable, existe una funci6n h. y una relación r ~ w x w tal fJUC . 
< a , e > !:!: < w 1 r > donde < w , r > es un conjunto bien ordenado y h es un 

isomorfismo. 

Consideremos ahora. el universo L 1 r J, en él está u y entonces también 

< w 1 r > • Como L 1 r 1 es transitivo tenemos que es absoluto el ser bien fundado 

y el ser orden total• 1 por lo que < w 1 r > sigue siendo un buen orden en L 1 r J y éste 

debe ser isomorfo a un único ordinal, a saber a 1 por lo que existe una biyección de a 

con w en L 1 r J1 a saber h , por lo que H1 L(•J >a . 

Ahora consideremos la biyecci6n u : u x w - w definida como 

g (m, n) = l((m + n )' + 3m + n) 

Como r ~w xw 1 definimos A;:::;: g 1 r J. 

Afirmamos que L 1 r 1 = L [ A J 

Sabemos que r E L 1 r 1 y que la fondón IJ es clrmentnl, por lo cual 

A= g 1 r¡ e L 1 r 1 y de ah! que L [A) e;; L 1 r I· 

Al mismo tiempo g - 1 también es elemental A e L [ A J por lo cual 

r=lf'(A)eL [AJ yasf L ¡r¡c;;L [A]. 

V.r •sET TllEORY An lnltoducllon lo lndtptnJton Proor1• Jt l<tnnrlb 1<11ot11. pp UJ · 124 
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De todo esto vemoe que L ! r J = L {A J y por Jo tanto H1 Ll"I ;;::: H1 Lf•I >a 

Proposlcl6n 3 Si Ho $o < H: 1 , existe pe ),/ tal que H1 t!PJ > o . 

Sea H0 $o < H1 • 

Por Ja proposición anterior, hay A~ w tal que H1 tfAI > 0 • 

Por ser A ~ w existe una función p : w 

elemento del espacio de Baire. 

A supraycctiva. Esta función es un 

Así pues, vemos que A== Jm (p ), y como p EL ¡ p j entonces A EL 1 p ¡. 

De esto se sigue que L [ A ],; L 1 p 1 y rui 

Para terminar este apéndice mencionamos un resultado que es necesario para el 

capítulo V 1 éste es una consecuencia inmediata del corolario UO al lema 41.5 del Jil.Jro 

"Set Theory" de Thomrui Jcch. pag. 534. 

Teorema 1 Si H1 ;;: N1 tfAJ para alguna A¡;; w entonces existe un subr.onjunto 

incontable de reales que no contiene ningún conjunto perfecto. 
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NOTACIÓN 

Dados A 1 B conjuntos 

A es la. clausura. de A . 

P { A ) es la potencia de A 

Pn {A) es el conjunto de los subconjuntos de A que son biycctablcs con O . 

J A J es el cardinal de A . 

A~ B es que existe una funci6n inyectiva de B en A . 

A- B es que existe una íunci6n biycctiva entre A y B . 

Ar B es que existe una función inyectiva. de B en A pero no una biyección. 

{A J es el menor entero en A . 

A\ B es el conjunto de los que están en A pero no en B , 

DA es el conjunto de funciones de B en A . 

Da.das a:::; (a0 1 a 1 1 ... 1 a¡} y b::::: {b0 1 b1 1 ••• ) sucesiones 

a,. 1 a (n ), a{n) son el n. ésimo elemento de la. sucesión a , 

~2 

OR 

Q 

R 

es la. sucesión s = {a0 , a1 1 ... 1 a,, bo 1 b1 ... ) 

es el conjunto de sucesiones finitas de números naturales. 

es el conjunto de sucesiones finitns de ceros y uncis. 

es la clase de lns ordinales. 

es el conjunto de ¡..,,. números rndonales. 

es el conjunto de los n'ímcros reales. 
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