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INTRODUCCION

La intencién de este trabajo es comparar algunos resultados que se desprenden de la
teorfa formal de primer orden ZF (Zermelo - Fraenkel) bajo la suposicién del axioma de
eleccién, con otros resultados que se obtienen del suponer el axioma de determinacién
junto con la misma teorfa. Al mismo tiempo, se pretende que csta tesis pueda ser leida
por cualquier estudiante de la licenciatura de matematicas que haya estudiado los tres
cursos de teorfa de conjuntos y dos de 16gica sin ]2 necesidad de tener que recurrir a otro
texto, razén por la cual los temas que se necesitan para lograr los resultados a comparar
son tratados lo més amplinmente posible. Sin embargo ponemos todas las referencias
necesarias para quien quiera profundizar en esos temas.

Como veremos mis adelante, estos dos axiomas se niegan mutuamente dentro de
ZF , por lo que todo el tratamiento de los temas a partir de los cuales haremos csas
comparaciones dentro de ZF se hard libre de cualquicr suposicién de alguno de estos
axiomas. Pondremos especial cuidado con el axioma de eleccién pues st uso es bastante
comuin al igual que es comin el usarlo sin hacerlo explicito.

Asf pucs, antes de seguir adelante, veamos quien s ZF.

La teoria formal de primer orden ZF se compone de los siguientes axiomas y esquermnas:
axioma de extensionalidad, axioma del conjunto vacfo, axioma del par, axioma de unién,
axioma del conjunto potencin, axioma de infinitud, axioma de regularidad, esquema de
sustitucién y esquema de comprensién.

Ahora veamos la situacién del exioma de eleccién y del axioma de determinacion
con respecto a la teoria ZF . Gadel probé cn 1939 la consistencia relativa del axioma

de eleceidn con la teorin ZF , ¥ Cohen en 1963 demostrd la consistencia relativa de la
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negacién del axioma de eleceién con la teorfa ZF . Asf pues, el axioma de eleccitn es
independiente de ZF . Como ya dijimos, el axioma de cleccién niega al axioma de de-
terminacién en ZF | entonces tenemos la consistencia relativa de la negacién del axioma
de determinacién con la teorfa ZF . Sin embargo, hasta donde yo tengo entendido, la
consistencia relativa del axioma de determinacién con ZF es ain un problema abierto.

Ahora revisemos algunas definiciones que usaremos y que usualmente involucran al
axioma de eleccibn, en partieular la cardinalidad de un conjunto, nimeros cardinales, los
alephs, operaciones entre cardinales, etcétera. Asipues,sin axioma de eleccién tenemos:

Un nimero cardinal - ordinal es un ordinal inicial, es decir, un ordinal que no cs
biyectable con alguno més chico. Asi, la clase de los cardinales - ordinales estd bien
ordenada por € y la clase de los alephs no es mds que la clase de los cardinales - ordinales
transfinitos, dicho de otra forma, todo aleph cs un cardinal - ordinal mayor o igual que
w y todo cardinal - ordinal mayor o igual que w es un aleph. Con ayuda del axioma
de eleecién, todo conjunto es bien ordenable y podrfamos definir, usando el teorema de
enumeracidn, el cardinal de un conjunto como el inico cardinal - ordinal biyectable con
él. Sin el axioma de eleccién tenemos que dar un pequeno giro a esta definicién. Jech

sugiere en su libro “The axiom of choice” la siguiente: Sea A un conjunto

NN {a /a~A A acardinal - ordinal} si A es bien ordenado;
A
LAl { {X/X~AA vY(Y~A — 5(X)2s(Y))}sinoloes

donde 4 (X ) denots el rango del conjunto X en la jerarquia acumulativa, es decir, en
U Ra.
aEOR
Observemos que con esta definicién todo conjunto tiene un cardinal, a saber | A |-
En caso de que A fuera bien ordenable, | A | es un cardinal - ordinal con | A~ A

y || Al =] A|, en cambio si A no es bien ordenable no necesariamente sucede que

LAl~A ni [|Alj=] Al



Podemos definir ahora un nimero cardinal como sigue, X es un mimero eardinal si y
s6lo 51 hay un conjunto Y tal que | ¥ | = X,

Asf, todo cardinal - ordinal es un cardinal y bajo el axioma de eleccién son los dnicos.

Podemos establecer un orden entre nimeros cardinales, pero un orden parcial. Sean

=, A cardinales y A, B conjuntos tales que | A|=x y | B| =, definimos
x <A siysélosi A«B

Bajo el axioma de eleccién este orden no es mis que € y por tanto es un buen orden,
en cambio bajo la negacién de! axioma de eleccién el erden < ni siquiera cs total,
Las operaciones bdsicas entre cardinales estd dada en forma natural, Sean =« y A

cardinales y A , B conjuntos talesque | A] =« y | B | =1, definimos:
s+ 3= (Ax{0) u(Bx{1))]
xi=]| AxB]|
x4 =] BA|
Con esto tenemos, sin necesidad del axioma de eleccién,
me= |1 =]% = | R{=[P(a) ]

Recalcamos que sin axioma de eleccién, no sabemos si 2% es un cardinal - ordinal,
es decir, si 2" es un sleph o no, o si 2** ¢s bien ordenable; incluso podrfa suceder que
los reales no fueran bien ordenables y 2% sf serlo.

En lo sucesivo, cuando hablemos de un cardinal, nos estaremos refiriendo a un cardinal

- ordinal a menos que aclaremos lo contrario.

® Para algunss de estas blyccciones vea ¢l eapliuls 1.



Este trabajo se compone de ¢inco capltulos y dos apéndices. En el primer capitulo
vemos qué dice ¢l axioma de determinacién, en qué términos estd definido y algunas de
sus propicdades, al mismo tiempo que planteamos su situacién con respecto al axioma
de eleccién dentro de 2F . En el capftulo 1I revisamos los temas de medida de Lebesgue
y cardinales medibles & partir de los cuales se compararin los dos axiomas. En los
capftulos T, IV y V estin las comparaciones de los resultados que encontramos al
suponer por un lado el axioma de eleccién y por otro el axioma de determinacién. En
los apéndices se habla de los temas de los espacios de Baire y de Cantor y del universo
definible a partir de un conjunto dado, temas que son usados como apoyo para llegar a
los resultados de esta tesis. Tanto el capltulo II como los apéndices pueden ser omitidos
si se tiene conocimiento de estos temas. Por dltimo tenemos !a notacién que se usa
en este trabajo y las referencias de textos que hablan de los temas aquf tratados. Con
respecte a la notacién podemos decir que es notacién estandar para la teorfa de los

conjuntos, sin embargo, ante cualquier duda, podemos dirigirnos a la parte de notacién.



CAPITULO 1

El Axioma de Determinacion

1

Para hablar sobre el axioma de determinacién primero lo que se entiende
por un juego infinito de informacién perfecta. De aqui en adelante usaremos conceptos
vistos en el apéndice I,

Dado A C N definimos el juego G, . Este juego serd jugado por dos jugadores y las
reglas del mismo, que nos dirdn cémo jugar una partida de ese juego y cudndo alguien
gana esa partida, son las siguientes:

En una partida del juego G, los jugadores, & saber ¥ y IT , hardn lo siguiente:
primero I escoge algin niimero natural a, y lo tira, entonces IT escoge algin nimero
natural by ¥ lo tira, de nuevo I escoge algdn natural a, y lo tira, X1 vuelve a escoger
algin natural by y lo tira, y as{ sucesivamente. La partida termina tras v tiradas.

Como vemos, una partida es una sucesién (3o , bs , a5 , by , ..., 2 , ba, ...} de
naturales de tamafio w , formada por las tiradas de ambos jugadores en csa partida ,
donde a, es la {n +1) - ésima tirada del jugador I y b, es la (n 4 1) - ésima tirada del
jugador II,

Si I partida , la cual cs un elemento de N, esté en A entonces el jugndor I gana esa
partida, si In partida estd en N\ A entonces la gana II .

Ahora bien, ya que tenemos las reglas del juego G, para cualquier AC N, diremos lo
que es una estrategia para uno de los jugadores en cste tipo de jucgos.

Una estrategin es una regla que nos dice qué tirada hocer, 0 qué mimero natural tirar
en una partida , en funcién de las tiradas anteriores en csa partida , o mejor dicho,

en funcién de la sucesién finita de ndmeros naturales que es ¢l resultado de las tiradas



anteriores de ambos jugadores en la partida .

Siguiendo esto, una estrategia para el jugador I , que denotaremos por ¢ , es una
funcién cuyo dominio es el conjunta de les sucesiones finitas de naturales de longitud
par y su contradominio en los naturales. A su vez, unu estrategia para el jugador II ,
que denotaremos por ¢ , es una funcién cuyo dominio es el conjunto de las sucesiones
finitas de longitud impar de naturales y su contradominio en los naturales.

Veamos un ejemplo. Sea o una esirategiz del jugador I, Si I juega con o entonces
las tiradas de I y la partida resultante serdn de la forma siguiente:

La primera tirada de I serd a, = o {8 ), luego el jugador II tira algin natural
be , Ia segunda tirada de I serd a, = o (3 , by }. En general, la (n +1) - ésima
tirada de Iserda, = o (3 ,bo, 2 ,b1,..., 20y ,baoy ). Asf, la partida resultante serd
(@ .bo,2,..., 3 4 bs ,...) donde cada niimero natural a; esté definido por o y los
b; son las tiradas de I |

Para una estrategia 8 de II cs andlogo, sélo que shora las b, estin definidas por ¢
paracadan€w como by =0(a) ¥ ba=0(a0,bo, ..., by yan ).

Ahora bien, dado un juego G, , una estrategie ganadora para X en G, es una estrategia
¢ que siempre que T juegue con ella gane esa partida .

En otras palabras, una estrategia o del jugador I es una estrategia ganadora en G,
si todas las partidas posibles, al usar I la estrategia o , estdn en A .

Se dird que un juego G, cstd determinado si uno de los jugndores ticne unn estrategia
ganadora .

E! axioma de determinacién lo que dice es que para cada AC N, el juego G, estd
determinado. :

Ahora se dardn algunas consecuencias de! axioma de determinacién, pero primero
algunas definiciones y observaciones.

El conjunto de estrategias para I se denotard como E( 1) y el conjunto de las

estrategiss para T1 serd E(11) .



El conjunto de estrategias ganadoras para I en un juego definido para el conjunto A
serd E{1 )4 y para 1l serd E(II ), .

A cada uno de los nimeros naturales que el jugador I (6 IT } pone en la sucesién
se llamard tirada de I (6 de XI ). Segin su posicién serd la n - ésima tirada de I
(6dell).

Se llamard partida a la sucesién resultante (2o , by, a( , ...} de haber estado tirando
ambos jugadores w veces.

El conjunto de todas las tiradas del jugador I {6 II ) en una partida, a saber
{0, 2,31 4000y @n,y.nr) (6 (ba,biyba,.iyba,..l) ), se lamard el movimiento
del jugador I (6 del jugador I ) cn esa partida,

Toda partida donde I usé una estrategia ¢ queda definida por ¢ y por el movimiento
deII, {bo,by ,bs,...,ba,...), en esa partida. Andlogamente para una estrategia
46 de I y el movimiento de X .

Usaremos la notacién q = ¢ o b para denotar a la partida que es resultado de usar Ja
estrategiae y queb = {bo , b, ,bs, ..., ba,...) sca el movimiento de IT . Andlogamente
sedefineq=ao 4.

Se hace notar que los movimientas de I y II son elementos de N, y a partir de csto

vemos que:

c€E(I), siysdlosi {cob /beN}CA

0cE(T1), siysilosi {aos JaeN}cN\A

Es decir, en {0 o b / be N} estamos considerando todos los posibles movimientos
del jugador IT, (be N) y entonces {oc o b / be N } es ¢l conjunto de todas las partidas
posibles al usar J la estrategia ¢ . Si ese conjunto estd contenido en A entonces o es una

estrategia ganadora paral en G, . Lomismoen {aoé /ac N} parall.
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Por lo tanto, el axioma de determinacién dice que
vAcN(3oeE(l), v 3 0eE(I), )

Es claro que no pueden existir ambas.

Consideremos ahora una estrategia o para 1 y todos los posibles movimientos del
jugador IX . Cada movimiento se puede tomar como b un clemento de N y a la partida
resultante (a (8),bo, 0 (30,50 ), by, )= {25, bs , a: , ...} como otro clemento de XN,
Definamos a partir de esto la funcién [, : ¥ — Ndetalformaquef[,(b)=acb,
Lo mismo se puede hacer para las estrategias de I1 .

Ahora veremos que estas funciones son continuas e inyectivas.

Proposicién 1 Las estrategias definen funciones continuas e inyectivas de N en N,

Sea o ung estrateginde I.

Empccemos con la inyectividad.

Sean c ¥ b elementos de N.

Sic = (c,¢ ,€ ,..csCny.i.) b = (ba,by,ba,...yba,...) ¥y c#b entonces
hay ncw talquec, #b, .

Las funciones ¢n cuestidn ticne la propiedad de que:
sib = {bo,biybyyeiba,.n) = fob) = (B0 4bos21sereydnybay.l).

donde las a; son las respucstas de la estrategia o |

Vemos que los clementos en los lugares impares de la sucesién resultante coinciden
con los elementos de b por lo tanto si ¢, # b, también serdn diferentes§ ,{(c )y I .(b)
pues difieren en el 2n + 1 lugar. Andlogamente para .

Ahora la continuidad. Sea U, C N un abierto basico en M.

U ={s"b /beN) cons =(s5,...,5, )6 s=0.

Sis = ¢ vemos que estarfamos buscando la preimagen de N, la cuales N Entonces
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busquemos que pasa sis#9 .
Seas = (So,..., S, }. Aquf tenemos dos casos, uno de los cuales se divide en otros
tantos.
i) sorto (@)
[
s3 # 0 (So,...55-4) para alguna ie <1,...,(3)>.
ii)so=0c(8)
¥
su=e(s,...Su)paracada iec<1,...,[2]>.
En el caso i) vemos que la preimagen de f , serfa el vacio.
En el caso ii) tenemos otras dos posibilidades.
a} Si n es impar eatonces, fﬁkndonos en la prueba de la inyectividad de § ., tenemos que
la preimagen de f, es { sy ,...,5.)"b /beN}.
b) Si n es par entonces ia preimagen de f , es {(S1,...,8501) b /beN} si
nx2y {{b /beN}=Nsin=0.
En todas las posibilidades cbtenemos abiertos de X, por lo cual f , es continua.

Anslogamente para § »

Ahora veremos zlgunas propiedades que hay entre R y los espacios € y N, las cuales
necesitaremos posteriormente,

Primero definiremos una funcién biyectiva y continvaentre R y “2\ D donde
D={p=(PoPt,.)E2 /P=(0,0,0,...) v 3 new (Y m >n,pm=1)}

Para esto consideraremos dos funciones:; § y g.
Seaf: ("2 \D ) — (0,1) definida de la siguiente manera:

Si ae(“2\ D) entonces



f@a)=f(2,a,2,..000,...)= (a,./z"“).

néw

{ es continua y biyectiva.

Ahora definimos g : (0,1} -~ R como:

gfx)= lan(‘,—'(?x- 1) )

9 €5 continua y biyectiva.

Sea G =g o, entonces G: ("2 \D ) — R es continua y biyectiva.

Ahora daremos una biyeccién entre B y N, para lo cual definiremos la funcién
h: N — R como sigue:

Dado aeN cona = (3,8 ,83,...58 ,...) , 660

<a »=34

.nl

<4 A0y > = L
=
la eual es una sucesién ereciente en [0, 1], por lo que tiene sentido definir

h(a):Jin; <8y .2 >

Ahora veamos que h es una funcién inyectiva.

Dados a ,be Ncon a#b , supongamos que h (a) = h (b), entonces

por lo tanto a; = by , pues

o<—!_-,:<| ¥y 0<—_,_<1

IErTES



Siguiendo e! mismo razonamiento para cadanGéw ,3. =b,. Porlotantoa =b.

Consiguientemente h es inyectiva.

Por la existencia de hy de §7', la cunl es una funcién inyectiva de & en N, tenemos
que, por el teorema de Cantor - Schéder - Bernstein® |, existe una biyeccién entre XN y
R ala cual llamaremos en el presente trabsjo la funcién J.

Ahora veremos una propiedad que existe entre los conjuntos de las estrategias y M.

Proposlclén 2 Existen J: E(1) — N y g: E(II) — N que son inyectivas,

En lo que sigue denotaremos por ¢, al n - ésimo primo. Para cada me w , si
m > 1 entonces existe una dniea { by , by , by, ..., ba ) € 2o tal que
m= 15.35:_”,:-“.

Con esto definimos Ia funcién { : E{I) — N como sigue:

Dadoee B(1},sea

po=o¢)

pp=1

y pura cadam >1, si m= 3t b+ entonces
Pm=c (3 50,8 1000y 804 ba )

donde @iy = o (@ ,bo,ar,...ya,b ) para i <n.

Asf [(e)}=p=(PosPrseerPm,-0)

Ahora veamos que § es inyectiva.
Sean o ,0€E(1),0#0, p=[(e) y a=1(0").

Si o # o' entonces hay dos casos

o (d)#a'(8)

o pare alguna new

* Teorema de Cantor - Schider « Bettatein: Dados doa eonjutiton Ay B, sl A > By A < H enlonces A ~8B.
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o (30,boyars.ciy@n,bn ) #0' (3 ,bo 21 ,..,a0,b, )}

donde a4y =0 (2 ,bo,...,d ,bi)=0'(a ,bo,...,a ,b;) para i <n.

En el primer caso tendrfamos que py # qo ¥ por tanto p # q . En el segundo caso, si
m = 2%3%  _eht! entonces P ¥ G, Yy BSIp#Q .

Para E(I1 ) la prucha es andloga.

Con ayuda de csta Gltima proposicién veamos el siguiente
Lema 1 Si 2" es bien ordenable entonces existe AC ¥ tal que G, no est4 determi-

nado,

Si 2" s un conjunto bien ordenable entonces tenemos, por la existencia de la funcién
J, que N es bien ordenable y por la proposicién anterior, como E(1)y B(IL) se
inyectan en N, también son bien ordenables.

A partir del buen orden de E{ 1) y E( II ) definimos una enumeracién de cada uno
de ellos, asaber, {ag fa < 2 }y (6. [a < 2%},

A partir de esto definimos para cada a < 2%
Ac={p /p =aocl, A~ aeN}y B, ={q /qa =ec,0a A aech}.

Ahora definiremos los conjuntoe X = {p, /a <2 }y Y= {q. /a < 2% }como
sigue:
Dados {ps /B <a <2}y {qs /B8 <a < 2% } sca p, el clcmento p de N

més chico, segiin el buen orden de N, que cumpla que

peAs y pe{qs /8 <a <2}

Este p, existe pues A, tiene cardinalidad 2" . De la misma forma tomamos a q, de

8



Ba viendoquenoestéen {ps /f<a < 2% }.

Claramente X y Y son disjuntos. Ahora consideremos el juego G, . Por el axioma de
determinacién existe una estrategia ganadora para alguno de los jugadores, supongamos
que cxiste para I . Esa estrategia estd cn E{ I ) y debe ser algin o., pero para ser
gunadora se debe tener que { 0, o b /be N} = B, c X, pero sabernos que un elemento
de B, no estd en X sino en Y , por lo tanto no hay estrategia para I , Similarmente

tampoco para IT .

Corolaric 1 El axioma de eleccién implica que existe A N tal que G, no estd
determinado.

Del corolario vemos que ¢l axioma de eleccién y el axioma de determinacién son
inconsistentes en ZF .

En contraste con esto iltimo, el axioma de determinacién impliea una forma débil
del axioma de eleccién.

Proposicién 3 El axioma de determinacién implica que para toda familia conteble

de conjuntos no vaclos de reales existe una funcién de eleccién.

Sea X = (X, /new } una familia contable de conjuntos no vacfos de reales.
A partir de Ia funcién J definimos el eonjunto X'= {X,.' /new } de la siguiente

manera:
X'={X." ) X'= I [ X, ] con XneX }

Consideraremos el siguicnte juego:
Si la primera tirada de I es a, y el movimiento de II es ( by , by , by, ..., ba ,...)
entonces I ganasi (bo b1, by bay o) €Xe, €X\

Es claro que I no tiene estrategia ganadora pues para cualquier o € E{ I ) existe un

9



movimiento de II , a saberalguna b = (bg,b; ,ba,...; by, ...} €N, queestéen

X.te)» dando como resultado que I pierda esa partida .
Por el axioma de determinacién existe una estrategia ganadora 8 para el jugador
II . Como # es estrategia ganadora tenemos que para cualquier natural que I eszoja

como primera tirada, la estrategia 8 hard que I pierda, es decir, para cada ap €w
(bo,bysbayoiiyby,. ) =
(5 (30 },6 (2 ,bo,a },8 {30, bo,a, , by, 05 ),...)EX'..
Ahora definimos § como:
(%) = (a (n),0 (n,ba,0),..0 (n,by,0,b,,...0, b, ,0) )

que es la sucesién de tiradas de 1T bajo la estrategia @ si la primera tirada de I hu-
biera sido 8, = n y su movimiento a = (0,0, 0,0, ...}). Asf, para cadanew ,
{(Xn) €X. puesd es una cstrategia ganadora .

Ahora definamos g la funcién de eleccién como sigue:

9 (%) = J{f (Xa)

y vemos que pura cada n€w

3% ) = J (1 (X)) € X

10



CAPITULO II
Cardinales medibles y Medida de Lebesgue

Le intencién de este capftulo es revisar dos temas, la medida de Lebesgue y los
cardinales medibles, los cuales serdn tratados més adelante bajo las suposiciones del
axioma de eleccién y del axioma de determinacion. Por esto mistno, todos los resultados
de este capitulo se darin sin la suposicién de ninguno de estos dos axiomas, y harcmos
notar si utilizamos alguna forma débil de alguno de ellog para poder seguirles la pista,

Para empezar, veremos primero los conceptos de filtro y medida, luego retomaremos

los temas de medida de Lebesgue y los eardinales medibles.

Filtros

Definicién Un filtro F sobre un conjunto S es un subconjunto de la potencia de §
que cumple:
iySef
it} Six,ye¥ entonces (xny)eF
iii) Si x y y son subconjuntos de S tales que xe 7 y xCy entoncesye 7.

Considerernos un filtro ¥ sobre un conjunto S . ¥ es un filtro propio si 8 ¢ 7
o equivalentemente ¥ # P (S) . Se dice que 7 es principal si existe un eleruento
del filtro que esté contenido en todos los elementos de 7. Con respecto a esto wdltimo
tenemos que un filtro ¥ es principal sobre un conjunto Ssiy sélosi { X }e 7 para alguna
X €5 . Claramente, los filtros principales son cerrandos bajo intersecciones arbitrarias,

Ahora bien, si « es un cardinal regular, entonces se dice que 7 ¢ un filtro « - com-

pleto si es cerrado bajo interseeciones de menos de « elementos, en particular, un filtro

11



Medida

Definicién Sca A un conjunto infinito. Una medida u sobre A es una funcién
st P(A} — ]0,1) que cumple:
Du(s)=0,u{A)=1
if} Paracada acA,u ({2 )) =0,

iii) Si { Xa /ne€w } es una coleccién de subconjuntos disjuntos de A entonces
w(%) =gk
nEw nEw

iv)SiX,YCAy X¢Yentonces p {X)<u(Y).

Sea u una medida sobre un conjunto A .

S$i p 6lo toma valores de 0 6 1 entonces decimoa que p es una medida bivaluada sobre
A . Si tenemos un conjunto B y una biyeccién { entre A y B entonces podemos dar una
medida § sobre B definida para cada YEB como § (Y ) =& (J-'[V ]).

Ahora veamos otras propiedades de una medida si suponemos el axioma de eleccién
numerable {AEN ).

Proposicién § (AEN ) Si 4 es una medida sobre A , entonces toda familia de

subconjuntos disjuntos de A de medida positiva es contable.

Sea A = {A.CA / p*(Aa) >0} una familia de conjuntos disjuntos.

Para cada n ew definimos:
B. ={A.EA Jiz w(AL) >,ﬁ}

Vemos que cada B, no puede tener mds de n +1 elementos.

Asf pues, sca para cada ncw
Xa ={f /fiw — B, y | suprayectiva}

13



Por cl axioma de eleccién numerable tenemos una funcién g tal que para cadanew

[ (X,. ) = § € X, . Con ella definimos la funcién

ghw — U Xa

nEw

como
g'{n) =g (X))
Ahoraseah:wxw — nLEJu B.. una funcién definida como
hin,m)=g(n)(m)=1a(m)
Vemos que h es una funcidn suprayectiva y ,.(éj., B, = A, as{ pues A s contable.
A la luz de la proposicién anterior decimos, dado un cardinal incontable « , que

una medida s sobre un conjunto A es « - aditiva si para todn familia de conjuntos

{AaSA /a <A <&} subconjuntos disjuntos de A ocurre que
#(UA)=Tlu(Ac) /n(As) 20 ya <a}
ac<i
Vemos que por la proposicién anterior
S{u(As) /u(Aa) >0 A a<a}

" tiene sentido pues no es mAs que una suma de un nimero contable de elementos. Note-
mos que para definir un medida R, - aditiva ( 0 ¢ - aditiva ) no nccesitamos del axioma

de eleccién numerable pues

S{r{Ac) /u{Ad) >0 A a <1}

14



ultrafiltro no principal y = -completo sobre « .

Veamos un resultado que relaciona a las medidas bivaluadas y « - aditivas con los
x - ultrafiliros.

Lema 2 ( AEN si« > N, } Sea « un cardinal incontable. Si s ¢s una medida

bivaluada y « - aditiva sobre « , entonces ¢l conjunto
Fu={xce Jplx)=1)

es un « - ultrafiltro sobre s .
A su vez, si F es un « - ultrafiltro sobre « y definimos up ¢ P{x) — {0, 1} como

1 sixed;
ar(x )=
0 sixglt

entonces up es una medida bivaluada y « - aditiva en « .

a) Supongamos que s es una medida bivaluada y x - aditiva sobre « , y veamos que
¥, es un « - ultrafiltro sobre < .

Ypu{e)=1yu(8)=0porlotantoxec ¥,y 0¢7¥,.

ii) Sea Xe ¥, y XcYcx.

Como X € 7, entonces y { X )=1 y como XY
a(Y)zu(X)=1

Asfpuea YEF,.
iii} Sea XS &

Sabemos quie
s(X)+u(c\X)2p(Xu(x\ X)) =u(x)=1

¥ por ser y una medida bivaluada, 4 (X) =164 («\ X ) = 1 pero no ambos, por lo

18



tanto, dado X G« , Xe ¥, 6 (= \ X )€ F, pero no nmbos.
iv) Sea {A. /a <A <« )} una familia de clementos de F,, queremos ver que
N A.e?..
a<a

Como para cadaa <A, A e F, tenemos queu (AL ) =1y u {«\ Aa) = 0para
cadan <.

Supongamos que [} A, ¢ 7, es decir, que p ( N A. ) = 0 entonces
a<i aci

(2 (@) = (g ) =2

perc

p(_gA(~\A.>)=z(u(‘\ ALY /uls\ Al) =1} =0

Porlotuntoy( 1] A.) =1 yasi ) A €5,
acl a<i
v) Ahora veremos que ¥, ¢s no principal.
Por ser p una medida tenemos que para toda aex, 4 { {a }) = 0, y asf, para cada
ack,nla)=a ( U Uz‘)) = 0 entonces para cada a <« , a ¢ F, y por iii}
f<a
(e\a)eF,.

A partir de esto vemos que
Q(‘\al=9€?u

por lo tanto 7, es no principal.

b) Ahora supongamos que tenemos un « - ultrafiltro, ¥ venmos que sr €8 una medida
bivaluada y « - aditiva sobre « .
i)0gF yreF porlotanto ur(8) =0 yurlx) = L

ii) Sea a€x.
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Por ser 7 un ultrafiltro no principal, vemos que parn cadn a€ 5, {a} g ¥ por lo
tanto para cada aex , pp{{a}) = 0.
iii) Ahorasea A = { A. /a <A <« } una familin de subconjuntos disjuntos de « .
Demostraremos que ”(.gx A, ) =% {psr(A) for(A)=1).
Por ser A una familia de subconjuntos disjuntos de x y 7 un ultrafiltro propio tenemos
sélo dos casos:
i) Quc existe un vnico 8 <A tal que Ape 7
i) Que parn cadn e <, Alg 7
En el primer caso tendrinmos que existe un Gnico § < A tal que pr{ Aa } = 1y por

lo tanto
Tl{er(Aa) /ur(A}=1)=1
Al mismo tiempo A, © BL<J‘\ A. ¢« por lo que aL(}A A.e ¥ yasi
FF(HAA-)=E{M(A-) Jer(Aa)=1}=1
En el segundo caso, para tnda a <2, up( Aa )} = 0 por Jo que
C{ss{Aa) Jur(Aa)=1]1=0

Veremos pues que pr{ UJ As ) = 0, 0 lo que cs lo mismo, que {J A ¢ 7
ach alh
Como paracadaa <A A.¢F, tenemos queparacadaa <) {«\ A, )e 7 yasf,

coma F es « - completo, vemos que

Qlsvaer
iyentonc&
(g m) = g e

18



por lo tanto
#r(ng‘\A-)=E(#r(A.) ler{A)=1}=0

iv) Sean X ,Ycx yXgY.
Si Xe F entonces Ye F y ast up(X )< up{Y).
Si Xg ¥ entonces 0 = pur(X ) <ur(Y)

Medida de Lebesgue (LM )

La longitud 4 (I ) de un intervalo | G R se define usualmente como la diferencia de los
extremos del intervalo. La longitud puede ser vista entonces como una funcién que
asigna a cada intervalo un nimero del conjunto de los nimeros reales extendidos. Al
pretender ampliar esta nocién a los subconjuntos de reales en general, desearfamos tener
una funcién x que asignara a los X¢ R un nimeroe no negativo de los reales extendidos,

que llamariamos la medida de X y que tuviera las siguientes propiedades:

i) u estd definido para todo XC R .
ii) Para cada intervalo ICR , u (1) =7 (1).

ili} 8i { X» /new } es una familia de subconjuntos disjuntos de reales entonces
F(U X»)= T ou{X)
nEw nEw
iv) u es invariante bajo traslacién, es decir, si X es un conjunto para el cual 4 cstéd
definido, entonces el conjunto Y = {x +y /xeX } cumpleque p (X ) =u{Y).

Una extensién de la nocién de longitud es la siguiente, dado un conjunto XC R,
decimos que la medida superior de X , denotada por p*(X ), es el infimo de todas las

sumas de la forma
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S{a(k) /new}

donde {1, / new } es una coleccién de intervalos que cumplen que X ¢ "leju b
Diremos que un conjunto es nulosi w*(X) =0.
Asf pues, tenemos una funcién que esta definida sobre todos los subconjuntos de reales
en el conjunto de los reales extendidos. A partir de este decimos que un conjunto X es

medible si para cada AC R tenemos que
p(A) = p(ANnX) + p{A\X)

Si X es un conjunto medible definimos la medida de Lebesgue de X, (X ) , como
la medida superior de X y decimos que Xe LM .

Vemos que cualquier intervalo cs Lebesgue medible y entonces la medida de Lebesgue
del mismo es su longitud. También se puede probar que la medida de Lebesgue es
congruente bajo traslacién al igual que es ¢ - aditiva ademas de que el conjunto de los
Lebesgue medibles, LM , forma una o - dlgebra.

Faltarin ver que la medida de Lebesgue esté o no definida para todos los subconjuntos
de reales, pero ese problema lo veremos en el capitulo III.

Ahora pasemos a ver otros resultados que necesitaremos mds adelante con respecto a
{a medida de Lebesgue,

Proposicién 7 Sea XCR . Si 4*(X) =0 entonces XeLM .

Para cada B ¢ R sabemos que
w(B) < w(BnX) + w(B\X)
pero como (B n X ) £ X tenemos que 4*(B nX) :Dyndcmﬁs(B\.X)ngenmnces
w(BnX) + p(BAX) = p(B\X) 5 w(B)
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por lu tanto

#(BaX) + w(B\X) = 4(B)

yasiXeLM.

Proposicién 8 Dado XER y ¢ >0 entonces existe una familia contable de intervalos

{ln /new }talque X léj In y a7 (X) +¢> 2‘1(1,.).

Supongamos que existe ¢ > 0 tal que para toda familia {1, /new },81Xc U I
nEw

entonces
T af{la) > w(X) +¢
nEw

pero por definicién

w(X) =inf{ £ 70) /XEY I}z (X)) +e

Proposlcién § Dadoc >0y XCR existe una familia de intervalos abiertos de

extremos racionales { Q. /new }tal que X¢ LeJ Qo y o' (X) +e> }E: 7{(Qn ).

Scae >0y XS R . Porla proposicién anterior sabemos que dado r = ¢ - 21 con
A, r >0 existe una familia contable de intervalos {I, /new }tal que X< {3 I, ¥
néw
S oalla) <w(X) +r.
HEW
Seal, = (a, ,b, } paracadanew.

Entonces definimos para cada new
l'= (2. - e, ba + 540)
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Vemoa que

y ademés
T a0 +2( ) s T all) +Bs (X)) +e

Ahore, para cada ne€w , sea Qn un intervalo abierto de extremos racionales tal que
LEQuch'
Vemos que { Q, /new } es una familia contable que cumple:
i) v Q. )Sn§.1 (L')s w(X) +e.
H)Xec U e U Qa.
nEw new

Proposicién 10 Para toda X C R existe ACR talque AeLM ,XCAy
p{A) = °(X). Ademts Ac'X.
Por la proposicién 8 sabemos que dadoun Xc R y £ >0 existe {I, /new } tal que

XU ¥ #(X) £2rll)s w(X) +5

Sea para cadanew ,ln = (3. ,ba ).

Con esta notacién definimos
A= Yo st )
Como LM cs una o - 4lgebra, Ae LM y tenemos que
Xc nlEJ'(a,. baycA
Ahora bien, como
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w(X) 5,%.,(3" b} s (X) + H
entonces

#(A) =T (@a-5m 0a) S T (@ ba) + {2 w7(X) +e
por lo que

w(X) £ w(A) £ w(X) +

y como ¢ fue arbitrario »*(A) = »*(X).
Ahora supongamos que A € X . Entonces hay unayeA tal queygX y por lo tanto

existe un intervalo abierto (2, b ) que cumple:
yefa,b) y (f@a,b)nX)=19

Comoe (An(a,b)) # ¢ , sea A'= (A\(a,b)) y para cada n € w
{an'yba’) =(@,b )N (20 - 5% 2 bn ).

Vemos que
p(A) = D (be= (3055 - B0 20 <
Zib-(one gl = w(A)
Astpues w{A") < w'(A) y XCA porlo que

w(X) g w(A) <w(A) = w(X)

Proposicién 11 Dado X ¢ R existe un A G R tal que A ¢ LM y para toda
ZelM ,siZc (A\X) entonces p*(Z) = 0.
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Como B & LM cntonces sabemos que para cualquier C C R tenemos que
p(C) = 4(CnB) + w(C\B)
en particular para
C={(HnB)n(R\{HUA))
¥ para

E=(H\A)n (B\H)

con cualquier HE R dado.
Empezaremos viende que pasa con C .
Como CC(B\ A)entonces u*(C) =0,portantoCeLM yasi,paraD = (H nB)

tenemos que
s (D) = p(DnC) + w(D\C)

Ahora bien, (D nC)}cCyentonces w{D nC) =0 yast p*(D) = p*(D\C).

Ahora veremos quien es (D \ C).
(DAC)=(HnBRN((HnB)n(R\{(HRA))=HnA

esto iltimo pues (HNn A)c(HNB).

Con esto vemos que
p (D) = w(HnB) = p(HANA)

Ahora veamos que pasa con E
Como E ¢ (B\A) tenemos que p*(E) = 0y asf E € LM , entonces para

D = (H\ A} se cumple que



#(D) = p(DnE) + u(D\E)
y ecomo (D n E ) C E tenemos que
#(D) = »*(DV\E)
Veamos quien s (D \ E ).
(DVE) = (HVA)V((HVA)n (RA\(H\B)) =H\B
Entonces tenemos que
w(H\A) = w(H\B)
Asf pues, como B e LM , tenemos que dado HCR
w(H) = o(HAB) + w(H\B) = w(HnA) + w(HVA)

porloque Ae LM .

Proposicidén 13 Si A es un subconjunto analftico® de reales, entonces Ae LM .

Como A es un subconjunto analitico de los reales, hay una funcién continua
[t N— R yA ={[N]

Definimos para cadase “w, A, ={ {u. ]

Observemos que para cadase “w, A, = nLEJM A - pl’ms U, = ..LEJ.U -

Conaideremos ahora el operador A de Suslin, el cual, dado {A, /se Su } una

coleccién de conjuntos indexados por elementos de ~w nos dice que

A{A 1se Zu)= U N Ay

AEN nlw

* Verapéadica 1
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Vemos que, para este caso en particular, para cada ae N

DA = 0 U ] = {1()}

y as{ que

A=a{A Ise*u)=U N A

aEN new

A{A 7se Fu ) =A{E /se 2w}

Ahora bien, por la proposicién 10 sabemos que para cada s € *. existe un B.cR
tal que A, ¢ B, ¢A,,B,elM,y paracada ZeLM ,5 Z2¢ (B, \ A, ) implica que Z
es nulo.

Asf pues A =A{B. /se :u}ydeﬁniendoB =B, tendremos que
(B\A) =B-U N Bu[n)
SEN nEw

Nuestra intencién ahora serd mostrar que (B \ A ) es nulo.

Para esto veremos dos cosas.

1o g sy (-( o)

EN nEw

La demostracion serd por contrapositiva, es decir, mostrando que si
x¢ y (8.~ (yBH)
: *éu
€ -
entonces

xgB- U N Baw

eEN nEw

Asi pues, tomemos xcB y x¢g U (B. - ( uB -“k)).
= kGu

6w
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Paracadase “w,sixeByxg U (B,-( UB:"I:)) entonces x € B +”z para
‘E:N e

alguna z , €w . Pero entonces, si definimos s'= s~z , tencmos que x€ B o = B 4™z
1 1

peroxg U ( B, - ( uB a"‘k)) porlo que xe B « "4, "z; para alguna z jew .
] sév
1€ =
Siguiendo el mismo argumenio vemos que si x € B, para alguna s e Lo y
x¢g U (B. - ( yUB u"k)) entonces xeB 71,75, 0 "2l
< hEw
4w

Sena = (¢"5"#...),asf,x€ By, paracadancwporloquexgB- {J N B -
OGN NEw

Ast pues, (BAA) = U 1) Buy g.elgu( B. - (‘le_;“n fk)).

ii) Para cadn s e o, (B,~{ UB k) es nulo.
ACw

SenZ= (e.- (.lc.{B n“k))g (B, . (kLEJ“A:’“k)) = (B \A).
Vemos que ZeLM y que 2¢ (B, \ A, ) porloque Z es nulo.

Alora bien, como “w es contable, tenemos que
ctowmr e (o (o)) < 3 oo (gors)) -0

y asi (B\ A} es nulo y B ¢ LM entonces, por la proposicién anterior tenemos que

AelM.

Proposiclén 14 Dado un conjunto Z nulo y una sucesién de nimeros positivos
2, @ 4 A7, ...2, ...tal que ..'l.'-"m a3, = 0 entonces existe una familia contable de
conjuntos X = {X, /Xnew }tal queZE {JX, y paracadanew , X, es iz unién

nEw

finita de intervalos abiertos con extremos racionales Q. tal quea, > w*(X, ) .
Per la proposicidn 9 sabemos que existe @ = { Q, /new } una familia contable de
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intervalos abicrtos de extremos racionales que cumple
I w(Q) <w(Z) +2 =2 y Zc Y O
Ahora definimos recursivamente, para cada new
QG ={QneQ fa. > s {Qn )} 230 }CQ

21 =U{Q§ lan > % n'(Q..)aa,.u}gQ
QmeQ)

o =U{Q:,/a-.> > y-(om)aan.‘}go

qaEa;

Veamos ahora varias propiedades de estos conjuntos que nos ayudarén a resolver la
proposicién.

Primero observemos que lo que hemos hecho es una particién en conjuntos ajenos de
los elementos de Q , y luego recursivamente una particién ajenizada de las particiones
ajenss anteriores y unimos al resultado. De esto se desprende lo siguiente:

i) Dados Q;, y @; distintos del vacio, vemos que si r = s { es decir, que son del mismo
nivel ) ¥ n#t entonces son ajenos, y 8i s # r o son ajencs o uno estd contenido cn el otro.
§i esto ditimo es el caso, sin perdida de generalidad, si @, ¢ @ tencmos que n >ty
r<s,

ii) Cada clemento de las particiones se compone de la unién de particiones ajenas del
nivel anterior que cumplen que a, > Qzﬁq' #°{Qm) 2an,; paraciertanew, oen
el caso de los Q4 , de los elemento de Q- ql:e cumplen que a, > u*(Qm ) >34, para

cierta new . Asl pues, tanto ¢} namero de particiones ajenas del nivel anterior como ¢}

ntimero de ¢l os de Q que pueden cumplir esa propiedad para cada n ¢ w debe ser

finito y entonces cada Qr, es un conjunto finito de elementos de Q .

De i) y ii) vemos que dado cualquier Q. € Q existe una tnica cadena tal que
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QueQf,cQlc..cQr el ...

donde ¢ada @, es finito y como para cada rew , 1, 2 1,4, Vemos que existe para cada
QmeQunarcwtal quen, =0,y = Nyys =.... A ¢stan, la Hamaremosn .
Ahora veamos una propicdad de estas cadenas,

jiii) Dado Q.. ¢ Q existe s e w tal que
0.eQ%,cQic..cQrcQc..cQu=0Q =Q27= .
Vedmoslo suponiendo que no es cierto, es decir, que existe un Qm & Q tal que

QneQ3,cQic..cQrcQrtc..,

pera que siempre hay algén Q ! nuevo que se incorpora a la cadena, o dicho de otra
manera, que hay una sucesién creciente infinita de naturales { r ;). tal que para cada

1€w

(QynQg) =0
es decir, que Q i es nuevo en ia cadena y

Q:‘:QQ:,u

es decir, quea, > Y 4 (Qm) 2ane -

O.sax

Ahora bien, dados r 4, r ;€ {ri)iew ¥ I¢ £1 5 tenemos que

Quy Q7 son ajenos pues si Q,'.:QQ:‘: entonees 1y <r;y QUGQ U QY pero
(agnoi)=o.

Asf pucs, tencmos una familia infinita de subconjuntos ajenos de Q tales que para
cada iew

> £ w(Qn) 220
O-CQ'Q
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¥ entonces

i€w | Qmeq)]

°°=§:( T, »'(0...))5 T w5 (Qa) <20
QuEq

Ya con todo esto definimos para cada Qum e Q

B(Qn)=U{Q. /QneQr}

Vemos que por lns propiedades vistas anteriormente B (Qn ) = Q7 para alguna
s,new. Asf pues B (Q,, ) es un conjunto finito de elementos de Q , que cumple que
> L p{(Q.).

QaEl(Qa)
Definamos entonces para cada fcw

X UB(Q.) siB(Qn)=0Qx
" @ sino cxiste Qn e Q tal que B (Q. ) = Q2.

Asf vemos que { Xa /n€w } es una familia de conjuntos que cumple:
NZcyUQ= yX..
neEw
il) Xa es In unién finita de intervalos abiertos de extremos racionales.

i) 3 > Lquen(oa) A {Am) 2 #(Xa ).
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De esto y de que 4 ¢8 o - aditiva tenemos
WY = ﬂ( u M,) =5 WMy =0
rEQ r€Q
8i u(M) >0 entonces u(M,) >0 paratoda reQ . Consideremos el conjunto
W ={reQ /0 <r <t}

Tenemosque |Wl= R y UM,c|0,2
EW

Pero entonces por un lado tenemos que

¥ por otro lado

"(,EJWM') < u([0,2) =2

En ambos casos llegamos a una contradiecién.

Asf pues tenemors

Teorema 1 (AE ) No todo conjunto de reales es Lebesgue medible.
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Ahora con la suposicidn del axioma de deter aremos que todo con-
junto de reales es Lebesgue medible.

Antes de esto, necesitamos demostrar el siguiente lema.

Lema 3 (AD ) v sgn(v ZcS(ZelM — w(Z) =0 )

— w(S) = u).
La prucba la haremos para subconjuntos del intervalo {0, 1}, no se pierde gene-

ralidad pues existe una biyeccién continua entre (0,1) y R .

Sea S5C[0,1} ye >0, definimos:
A, ={Rg|0,1] / s{R) <c¢ /2N A 3 Be Pu,(Q) (R=UB)}

donde @ es el conjunto de los intervalos abiertos de extremos racionales,

Cada A, c¢s numerable, sea R, (k) el k - ésimo eclemento en esta enumeracién
de A, .

Definimos ahora el juego G, como sigue:

El jugador I gana la partida {3 ,bo, 31 ,...,3n 4 ba,...) 8l y 880 si esta cumple que:
fJa, =0 v a =1
Seaa = T ;2
iiyae$ "
iif)ag U Ra(ba)
néw

Ahora veremos que I no tiene estrategia genadora .
Supongamos que existe ¢ una estrategia ganadora para I en el juego G, .
Definimos fa funcién g: N — R como

0(bo,biyiiybm, )= ); (‘7 (2 ,bs,ya),eiybpaey ) /2o )= T s

nEw

SeaZ =g | N]. Como o €3 una estrategia ganadora tenemos que ZC S . Z es analitico
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pues g es inua y por la proposicién 13* t Z ¢ LM ; de nuestra hip6tesis
tenemos entonces que u*(Z) =0,

Por la proposicibn 14** para Z hay una coleccién {Ma /ncw } tales que
¢ "LEJVM,. y para cada new , M, e A, . Por la numeracién de A, tenemos
que hay { by, by, by, ..., b, ...) una sucesién de naturales tal que para cada
new , M, = Rub, ).

As, si ¢} movimiento de Xl esb= (b ,by ,bs,...,bs,...} tenemos que

$(6)= % (o (20,0030 yecsbos ) [27)= T sttre U R (o)

v 1 pierde la partida.

De todo esto se ve que existe be N tal que el jugador I cubre 2 Z y T pierde.

Por el axioma de determinacién existe 8 una estrategia ganadora de! jugador I en
el juego G .

Paracada s = (2,3 4,8 4., 8 )€ *2 escribimos R, = R, (by ) donde
ba=0 (2 ,be,3,....0a-1 ,3. ). Como 8 e8 una estrategia ganadora entonces

para cada aeS,comoa = T ;3¢ , entonces
LY
ae U {R, /s = (aﬂlalyail""an)}
REw
por lo tanto

ScU{R. rse 2 = U(U.é R.)

Ahors bien, para cadan > 1,8 se& ™2 entonces

* S A e subconjunto anlitko de reales, entoncer A € LM
*® Dado un conjusto Z nulo y una sucesida de ndmeron Pasitivos ay,a1,01,.. 001 Wl Que l\'mw a, =0 entopces exiale
ne—
o familla contable de conjuntos X = { Xn / Xn€w JtalqueZ g |) Xoypatacadan€w ,Xn et la anidn falta

nEw

de intervalos ablerios con extremos raclonales tal que ap > p*{ Xn) -
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F'(Rc ) <e /,1(»»1) <e /,h
¥ por lo tanto, para cada new
# (U2 R ) <le =

pero entonces

w (Y (U, R))s S =

neEw

por lo tanto 4*(S) <e y de aqui que p*(S) =0.

Ahora sf pasemos a demostrar ¢l resultado.

Dade X € R, por la proposicién 11* existe AC Rtal que Ae LM , Xg A
¥ para toda ZELM.(ZQ(A\X) = w(I) =o).

Porellema 3, p{A\ X} =0.

Entonces tenemos que (A / X } es nulo y que A € LM . Recordando la

proposicién 12** tenemos que Xe LM .

Asf tenemos

Teorema 2 Todo conjunto de reales es Lebesgue medible,

* Paratods X C Rexitte A C R talque A€ LM, X C Ay paratoda Z € LM 312G A\ X entonces u*{ Z) =0
" SiBelMyB\Aetnsk ~— AclM
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CAPITULO IV
El problema de! Continuo

tapeid

emos al axi de

En este capitulo f y el axioma de determinacién
en lo que respecta con el problema del Continuo de Cantor. A diferencia de los otroa
capftulos, los resultados aqu{ no son tan contrapucstos, es decir, no son uno negacién
del otro.

El problema del Continuo de Cantor es responder a la pregunta ; cudntos puntos
tiene una linea recta de un espacio euclidiano ? o equivalentemente, ; cudntos ndmeros

reales hay ? o ; cudntos subconjuntos de nimeros naturales existen ?

Cuando Cantor se plantea este probl estd presuponiendo que todo conjunto tiene
un nimero cardinal y que la sucesién de nimeros cardinales estd bien ordenada. Cantor
prueba que el cardinal del Continuo es estrictamente mayor que el de los naturales.

En notacién moderns, incluso debida a Cantor 2l final de su trabajo intelectual,
tendrfemos que jw | = ¥ y {R| > % obien [R |2 w1y .

En este contexto, el problema del Continuo es decidir ; cuil de los cardinales incon-

tables, es decir, cudl de los Ra con a 2 1, es el cardinal de los némeros reales 7

Cantor conjetura que es el primero, es decic W, , en notacién

|Rj=#® obien 2= x, (1

Esta es la Hipétesis del Continuo de Cantor.

También dentro de este contexto, esta hipétesis es equivalente a
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v XCR (X s incontable — X~R ) (2)

As{ pues, para Cantor el resolver el problema se reduce a contestar afirmativamente
a (1) 0 a (2). Obsérvese que una respucsta negativa a esto no resolveria el problema del
Continuo.

A la luz del tratamiento moderno que se le da a la teorfa de conjuntos, en nuestro
caso a la teorla formal ZF , el problema del Continuo sigue siendo vilido; sin embargo
cuando trabajamos sin el axioma de eleccién las cosas cambian un poco.

En ZF , el presuponer que el conjunto de cardinales estd bien ordenado, en particular
totalmente ordenado, es tanto como suponer que la dominancia { ) es total, lo cual es
equivalente al axioran de eleceién.

Analizaremos ahora en ZF lo que oeurre con {1), (2) y el problema del Continuo.

Si R no fuera bien ordenable, tendrfamos que
M= |R|={X/X~R A vY(Y~R — 5(X)s,(Y))}

Y asf 2"* no es un ordinal y por tanto no ea ningin cardinal - ordinal, en particular
™= |R|#£N.

A Ia luz del lema 1° tenemos la siguiente

Proposieién 15 (AD ) 2 = |R |# &, .

Es decir, bajo la suposicién del axioma de determinacién, la hipétesis del Continuo
es falsa, sin embargo este resultado no nos dice nada acerca del problema del Conti-
nuo de Cantor.

En contraparte, si 2"+ = R, , entonces R cs bien ordenable y por tanto
R~ ;. Asf{ habrfa tantos nimeros reales como ordinales tiene el primer cardinal

- ordinal incontable y el problema del Continuo quedarfa resuelto.

® 813" ¢s bien ctdenabls entonces exlate A C N ta) que G 4 6o estd determinade.
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En lo que respecta a (2), lo primero que hay que decir es que su equivalencia con (1)
s bajo 1a suposicién del axioma de eleccién. De hecho {2) — (1) necesita del axioma
de eleccién, la conversa no,

Asf, en ZF , el enunciado (2) en sf mismo no nos dice nada acerca del problema
del Continuo de Cantor. Al final de este capitulo probaremos que bajo la suposicién
del axioma de determinacién es verdadero.

Ahora nuestra intencién serd demostrar, a partir de la suposicién del axioma de
elecelbn, que si existe una medida sobre 2" entonces 2" > R, .

Empezaremos probando la existencia de la matriz de Ulam, necesaria para la de-
mostracién del resultado.

Definicién Una matriz de Ulam es tna coleccién {Aan /a < R, 0 < R } que

cumple; paratoda n < Ry y paratodoa ,f < Ry

J(a#s = (Awnn Agn)=10)
ii) Para cadaa < Ry , (R, - ( ¥} A.n) es contable )
nEw A

Lema 4 (AE ) Existe una matriz de Ulam,

Demostracién

Paracadn ¢ < Ry ,8ea f,: No — N, talque «Cran{f.].

Vemos que para cada ¢ < K hay una f: No — Ry tal que ¢C ran [f] pues
si ¢ < N; , entonces existe 4 numerable tal que ¢ <4 < R, y por lo tanto hay una
g: Wo — g biyectiva.

Con ayuda del axioma de eleccién, para cada ¢ < R, elegimosuna §,: R ~— R,
tal que egran (f ).

Ahora, paracada o < R, y enda n < R, definimos A.n como sigue:

eg Aan siystlosi fJn)=a.

30



Ahora veremos que cumple con las condiciones i} y ii).

Sean n < Rg ¥y a,8 < ¥ .

Supongamos que ¢€ (Aan N Ajgn ). Entonces por definicién tenemos [ ,(n} = a
yidn)=g,porlotantoa=4.

Ahora sen o < R; . Probaremosa que
¥ Aan JC
i (nle{ ") “

Primeramente vemos que 8i ¢ > o entonces a« € ¢ G ran [f,] y por lo tanto
hay n < R tal que f .(n })=a . Dicho de otra manera, si ¢ > o, entonces
ee |J Aan .

nEw

Ahora bien, si #e # \ {J Aan,cntonces fg |J Aun yporlotanto % a,es

nEw nEw

decir, # <a. Por lo que
R Aa
l\(U n)ga

con a contable.

Ahora pasemos a demostrar otros dos lemas

Lema 5 (AE ) Unién contable de contables es contable.

Sea {A; / iel} una familia de conjuntos tales que | cs contable y para cada
iel, A, es contable,

Asf pues

i) Hayf: w — | suprayectiva.
ii) Para cada fel existe g (q w — A; A gsuprayectiva )

De lo anterior tenemos que
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1={Jn) /new} m

Por cl axioma de eleccién para cada i€l clegimosa g;:w —— A suprayectiva.
Ahora bien, definamos:
hiwxw — U Ay
nEw
como sigie: 8i M, New
h{m,n)=gm{n)
h es suprayectiva. Nuevamente por el axioma de eleccién tenemos que hay una funcién

inyeetiva dewxw en U Ayy. Finalmente, deestoy de (1) tenemos que {J A, es contable,
nEw €T

-
Lema 8 (AE ) No existe una medida no trivial o -nditiva sobre ®, .

Vamos a suponer lo contrario.
Sea s una medida sobre W, .
Porellema 4, hay {Aan /& < % ,n < R } la cusl es una matriz de Ulam.

Sea a < Ry . Como R\ ( U A.») es contable entonces
nEw
A. = tant Aan }=1
“(k'\(nléj. n)) 0 vy por nnoy(nlé)u n)

Ahora bien, como los A.n son ajenos y u es ¢ - aditiva tenemos que para alguna
NEw, p ( Aan )>0.

Ahora sea

B. ={a <t [ s{A.n) >0}
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Asf 8, = {J B,
nEw
Por el lema 5 concluimos que hay un new tal que [B. | = ¥, . Pero entonces, si

a, feB, tenemos que
{Aann Am)=d y 5 Aan ), s ( A )>0

Por lo que { Aun / a€B, } cs una familia incontable de subconjuntos disjuntos de

medida positiva, cosa que contradice la proposicién 5¢ .

Teorema 3 Si existe una medida en 2% entonces 2% £ R, y por lo tanto

Mo R,

Como vimos al principio del capftulo, bajo el axioma de eleccién es equivalente ¢l que
2" = &, y que todo subconjunto incontable de reales sea equipotente a R . Asf pues
tenemos el siguiente

Corolario 2 (AE ) Si 2** admite una medida entonces hay un subconjunte de reales

incontable y no biyectable con R .

* (AEN) Si 4 es una medida en A, entootes tods (amilla de conjuntos disjunios subconjuntoa de A de medida poritlve es
coatable.
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Ahora bajo la suposicién de axioma de determinacién demostraremos que todo con-
junto incontable de reeles es equipotente a “2.

Para demostrar este resultado primero empezaremos definiendo un nuevo tipo de
Jjuego y sus consecuenciag,

El juego H, se jugarben “2.

Sea pues X ¢ “2. El jugador I tira una sucesién finita de ceros y unos, incluso
Ia sucesién vacfa, es decir, su i-ésima tirada serd s; € %2, En cambio el jugador II
solamente tira un 0 é un 1, es decir, la i-6sima tirada serd n; € {0,1}.

Asf, al final tenemos la partidap =s, " ng "5, 7 0y 4.

Iganasi peXyIlgannsi pgX.

La nocién de estrategia en H, cs una generalizacién natural. Vearmos la relacién que
existe entre el nucvo tipo de juego con respecto al ortodoxo.

Proposicién 16 Para cada juego H, hay un juego G, con AS N tal que sl I tiene
una estrategia ganadora en G, entonces existe otra estrategia ganadora para Ten H

y sndlogamente para IT .

Seah: 2 — =u definida de la siguiente manera:

Seas= (55,5 ,..., 5, } una sucesién finita de ceros y unos.

h s ._={ (T-So,1-5...,1-5,) si s#8;

9 sis=8.

Sea bi {n) la representacidn binaria del ndmero natural n .

Seag:w — "2 definida como:

8 sin=0;
g(n)= h(bi("—;—-")) si n csimpar;
bi(2) si n espary n#0.
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Vemos que g es una biyeccién.
Ahorasea J: Yw — "2 definida como sigue:

Si pe N,
£CP)=1(Perpispad={glpe) " 9{m) g (ps) )
Con esto, vemos que dado X ¢ “2 definimos A = (A, U A,)g}/ donde

Ay={p /peNy f(p)eX}

Ay ={peN /[ sip=(po,m,..) — 3 rewimpar(p,#1 v p,#2))

Ahora, para cada par de sucesiones 5o , ..., S, ¥ fg,...,A. donde s;€ S2 y

m; €{ 0,1} definimos un par de sucesiones de naturales 3 ,...,3 y bo,...,bm como
a=g'(s;) ¥y bi=g"nm)

Ahora bien, dada & una estrategia para I en el juego G, ¥ un par de sucesiones de
misma longitud Sy ,..., Sm ¥ Mo, ...N, donde s;e 22 y m € { 0,1} definimos ¢’

una estrategia para I en H, como sigue:
@) =g{=(2)):
o'(So 4 Ny Sty AL ey Sm s N ) =
g(a {2, bg,ary.ceyamy b ))

Andlogamente, dadas ¢ una estrategia para II en G, y un par de succsiones
S0 40y Sm Y Moy eeey Ny COR 8 € 9 y n € {01} de longitudes m y
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m - 1 respectivamente definimos §' una estrategia para II en H, como sigue:

6'(sa ) =g (6 (20));
0'(So , Moy St 4 My vevy N omcry S ) =

0 (e (200120, bmeiyam ) )

i) Ahora veamos que si ¢’ no es estrategia ganadora en H, entonces enolocsen G, .

Supongamos existe n = (ng ,m , M ...} € “2 que haceque p' =o'ongX,es

decir, que I pierda esa partida con la estrategia o',

La partida p' serfa:
(se ™0™ 8 "y )X
Como ¢ es suprayectiva, hay a5 , b , 2, , b; ...€w tales que
p'=lofa) ol )o@ ) Tl ))
Pero entonces tendrfamos que

p=(a,bs,a ,b ...JeA

Esto dltimo se debe en primer lugar a que p g A; pues b, = g ~*(n; )

n €{ 0,1}, es decir, b, € { 1, 2}, Y en segundo lugar pg A, puessi

(30,60, 32 ,by,...} €A
entonces
flagsba,a4by...) =
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(9(a) 0 (bo) g (@) g(bi)..)eX
es decir
(so"me " s 7my .. ) =peX

Por lo tantoe, 8i o’'no s una estrategia ganadors en H, entonces o no es una estrategia

ganadoraen G, .

ii) Ahora veamos que pasa lo andlogo para las estrategias de IT .

Supongamos que ¢’ no fuera una estrategia ganadora en H, .

Sea (S0 4 S1 , Sa 4 ...) una sucesién infinita de sucesiones finitas de ceros y unos que
hace perder una partida a II en H, con la estrategia R

La partida serfa:
(5o M~ s " T8 ) =(50"0(s0) 51" (so 0,81 )) =

(u (a0 )" g(bo ) g (ar ) g(bt) ) eX
donde a; , b;ew.
Si (2 ,bo,8 4...,3 s ba,...) @A entonces en particular
{8 ybo @1y ey @n s bay o) # A

es decir
F( (3 b8y isdn bayen) )= (q(au)"uiba)“u(a.)...)ex

lo cual es contradictorio, Asl (ag,bo, 1 y.ciydny ba, . ) €A,
Pero entonces (2, , a; , 82, ...Jo 0 €A y por tanto IT pierde lu partida en G, con la

estrategia 0 .
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Otra propiedad que tiene este nuevo tipo de juego es que si el jugador XT tiene una

estrategia ganadora en H, se debe a que X es contable.
En lo que sigue sea XC 1 y ¢ una esirategia ganadora para IT en H, .

Definimos B¢ “2 como sigue:
beB si y sélo si hay 55, ...y Si€ *2 tales que si

B=0(So, Mo, Sty My gy Simtg Nimry Si ) para den (0.t}

entonces
b=ss"m”~.." 5" n
Con ayuda de B podemos caracterizar a los el toa del compl de X.
Proposicién 17 Para cualquier pe “2,
(1)

s v beB,(bcp — 3se 2 (b"s"o(b,s)cp))

entonces p¢ X .
Sea pe “2 y que cumpla con (1). Como ¢ es ganadora para IT en H,, , basta probar

que hay una {s. /new }C “2 tales que
(S0 451 ,...)00=p
Primeramente bien ordenemos a “2 con la biyeccién g dada en la proposicidn 16.
Definiremos recursivamente & {s, /new } € “2 definiendo simultaneamente
{bs /new }cB de tal sucrte que si new entonces
Yy baagp

bast = ba” Sast T8 {ba T Saur )

Puesto que 8€B y 8Cp , por (1) tenemos que hay una se ~2 tal que
s7e(s)cp
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Sea s, Ia primera sucesién con tal propiedad y sea
byp=578 (8)

Qbeervemon que byeB ¥y byCp.

Sup T i te definidas s,¢ 2 y b,eB.

Como b,eB y b.Cp, por (1) hay unn se L2 tal que:
ba"sTe(b."s)cp
Sea sn¢¢ Ia primera sucesidn con tal propiedad y sea
bass = by 50 "0 (hn " Swat )

Asl, bayi B ¥ bai Gp.

De Ia definicién nnterior se observa que:
{Sar18118 .. )08 =p

yporlotantopg¥X.

Ahora bien, si tenemos que para cada beB
Fo={pe 2 /bcp A v se 2 (b”s'"o(b.s);tp)}
por lo pmpoéicibn anterior obtenemos que
XCU{F /beB}
Asf pues, para probar que X cs contable, basta ver que la parte derecha da la con-
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teneidn lo es. De hecho tenemos algo més fuerte.

Proposicién 18 Para cada be B, F, contiene sdlo un elemento.

Sean beB y peF . Asf b =(pi,ps,.Pa) ¥ P =b7 [ Pass s Preas ar)e
Para ver que F, tiene un sblo elemento es suficiente ver que Pasi 3 Pnssy «..85t40
determinados de manera finica.

Cotmio para todn s€ “12

b s"e(b"s) e @

en particular tenemos para la sucesién vacfa que:
b"e"o(b"e)=b"a(b)ep
pero b< p , por lo que:
Pasr #0 ( by

Ahora como ¢ toma solamente valores de 0 6 1, pa,1 csth forzadoaser 1-0 (b )y el
argumento se Tepite.

Como

b7 {Passi sy Pars)CP
y por (2)

LN S ) A LR (SR RS

tenemos que

Prrser A6 (bh (P»u e P m,))
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Sea X = G"*[ Y ]|. Tenemos entonces que X ¢ ( “2\D )(_: “2 y X incontable.

Consideremos ahora ¢l juego H, .

Bajo la suposicién del axioma de determinacidn y a ia luz del lema 7, el jugador X
tiene una estrategia ganadora o en H,, .

Con la notacién de la proposicién anterior, consideremos la funcién continua e inyec-
tiva h . del espacio “2 en si mismo.

Como o es una estrategia ganadora para I tenemos:
h,(“2]cX

Siponemos A = (9 oh,)["z |» tendremos que ACYCR .

Ahora bien, como tanto §y h, son inyectivas, A~ “2 y de aquique Y~ “2.

Con esto terminamos el objetivo de este capftulo, sin embargo tenemos un resultado
inmediato de este teorema, el cual necesitaremos mds adelante,

Corolarlo 3 Todo subeonjunto de reales incontable contiene un subconjunto perfecto.

Consideremos toda la notacién de la prueba del teorema.

Como ¢ es una estrategia ganadora
ho[“2]cXg "2\ D
yporser h,:“2 — “2 continua entonces
Gohsi “2 — R

es continua.
Ahora bien, sabemos que funciones continuas mandan subconjuntos compacios en

compactos, ¥ en ¢l caso cn que el contradominio sea un espacio de Hausdorff, resulta
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CAPiTULO V
Cardinales Medibles

Nuestra intencién ahora serd demostrar, con ayuda del axioma de eleceién, que R,
no es medible.

Para demostrar este resultado, primero veamos el siguiente lema.

Lema 8 (AE ) Si = es un cardinal medible entonces « es un cardinal fuertemente

inaccesible.

Procederemos por reduccién al absurdo.

Sea x un cardinal medible y por tanto « > w y « regular, Sea A un cardinal que
cumple:
)<«
i)y A«

Por el axioma de eleecién y ii) vemnos que = < 2%, por lo cual existe AG*2 tal que A es
biyectable con « . A partir de esta biyeccién y de la medida bivaluada sobre « definimos
una medida bivaluada s sobre A , & semejanza de lo comentado en el eapftulo 1L

Ahora bien, para cada o < A definimos
AL ={feA /f(@)=1} y AL ={]ecA [{(«)=0}

con lo cual construimos la funcién g : A -~ (0,1} como sigue: Sia <2

si p{AZ)=1;
u(a)={0 w{AL)=1

18 J(AL) =1

Observemos que para cada« <A, {AS n AL) =9 y (A2 u AL)=Aporlo
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cual
a{A)=s(AL) +u(AL)=1

Yy
1-p(AL)=s(AL)

resultando asf que la funcién g estd bien definida.
Por la formn en que construimos ¢ , vemos que para cada a < A

» (A?,(‘” )= 1
siendo as{ que al considerar la « -aditividad de la medida 4 tencmos

» (N AL )=1

add

Ahora veamos quien estd en [} A%,
a<a
Seafe N A, entonces para cada o <A ,f& A% que por definicién implica que
a<i
= §{ . Entonces tenemos que

fla) =g (a) yestoparacada a <A porlo cual g
| A% es un conjunto de un solo elemento, a saber g , y con medida de valor 1,

aci
contradiciendo la definicién de medida.
Asf, si < no es fuertemente inaccesible, entonces no puede ser medible.

Ahora bien, usando nuevamente ¢l axioma de cleccién, sabemos que 2*¢ > R, , por lo

cual R no es fuerte y por tanto no es fuertemente inaccesible, y por lo anterior tampoco

medible,

Asf tenemos
Teorema & (AE ) ®, no es medible.
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Ahorz demoatraremos con ayuda del axjoma de determinacién que R; ea medible.

En la demostracién de este teorema usaremos conceptos y resultados def apéndice II
para liegar a la construccién de un ultrafiitro no principal o - aditivo sobre ¥, , lo cual
por el lema 2* implica que R, ¢s medible,

Primeramente definimos el siguiente orden parcial sobre N. Recordemos que L { A}
denata el univerzo definible a partir de A ** .

Dados p , g€ N decimos que
pxq siysélosi pelL|(q)
A partir de este orden parcial definimos la relacién 2 como sigue
pxq siysilosi p<q A gxp

Por las propiedades de L [ A ], = es de equivalencia.

Diremos que AG N es=- cerrado si
v p,qGX((peA AqEp) = qu)

Sea B= {ACN /Aes- cerrado}
Notemos que si Ae 8, entonces { ¥\ A)e 8.

Ahora bien, para cada p en N definimos:

cono(p} = {q /pelL |ai}

Si considerammos la propaesicidn 1 del apéndice 1I*** este conjunto cs equivalente a

“T{AEN ol a>®; ) SI 4 e# una medida bivalusda y x - aditiva 20bre » enlonces existe F n - uliraBliro acbre x. Sl existe F
u - ultraBltro sobrs & entonces exlsle s una medida bivaluada y - aditiva sobre x.
% Ver Apéndice 1.
*** SeanA y D conjuntoe. Si A € L| B| entonces tenemos que L] Al € L{ D).
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{aeN /L [plgL(ai}

y con esta notacién tenemos la siguiente

Proposicién 19 Todo cono es = - cerrado

Sea pecono(q) y rep.
Asf qeL {p] vy L r]=0L (p), porloque qelL [r] siendo asf que

recono(q }

Sea F=(AeB / 3 peNtalqueconofp)cA}

Ahora demostraremos varias propiedades del conjunto F que serin necesarias para
fa construccién del ultrafiltro. De hecho probaremos que 7 es un ultrafiltro propio en
Ia sub - dlgebra del dlgebra P ( N}, formada por los = - cerrados.

Proposiclén 20 SiAeF y AcCcon Ce B entonces Ce 7.

Si Ae ¥ entonces existe pe N tal que cono(p ) €A por lo cual cono(p )5 C .51 CeB

entonces Ce 7.

En el siguiente resultado haremos uso del axioma de eleccién numerable para una
familia numerable de subconjuntos de reales. Obsérvese que debido a la proposicién 3¢
este resultado, y por tanto sus consccuencias, no entran en contradiccién alguna con el
axioma de determinacién .

Proposicién 21 F cs cerrado bajo intersecciones contables.

Sea { A; /iew } una familia contable de clementos de 7.

Veamos primero que {) A es<t- cerrado.
i€w

* El axioma de determinacibn implica que para toda familia contable de canjuntos de reales 0o vacfos existe uns funcidn
de slaccién,
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Sean pe N As ¥ qup.
t€w

Como p € A; para toda i € w , y cada Al es = - cerrado, q € A para cada

icw . Por lotanto qe (] Ay entonces (] A; esex- cerrado.
i€w €w
Ahora veamos que [} A: contiene un cono,
{Ew

Sabemos que cada A; contiene 2l menos un cono, entonces primero escogercmos para
cada A; un Gnico a‘e N tal que cono(a!) C A, .

Para esto consideremos la funcién J del capitulo I, que es una biyeccién de R en N.

Para cada icw sea

A'={aeN Jconola)c A}

X =J AN

{ X /i€w } es una familia contable de conjuntos de reales. Usando el axioma de
eleccién numerable tenemos una funcién de eleccién § que escoge un elemento de cada

X:. Paracada icw sea
at = J(f (X)) eA!

Cbservemos que cono(a*) € A; .
Consideremos ahora la funcién inyectiva y suprayectiva ¢ : wxw -— w definida

como
g(m,a)=t{(m+n)+3m+n)
Si para cada iew tenemos

at = (2, a1ty veny 324, 000)
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entonces definimos
b=(bo,by,.rbm,..l)
donde
bm =234 y m=g(i,n)
Observemoa que con esta notacién, para cada icw

' = (baiots bogiyy «ors Datints -+-)

por lo cual, como beL [b ], tenemos que para cada iew ,a‘eL [b].

Ahora veamos que el cono(b)c N A .

iew

Sea ' p & cono(b ), entonces L [b]c L [p}, por lo cual para cads i€ w ,
atel |p], por tanto p € cono{a‘) ¢ A; para cada i€ w , ¥ de aqul que
pe A

iEv

Asf pues cono(b }C N A

SEw

De todo esto concluimos que N Ae
(Ew

Proposicién 22 Sea Ac B. Si existe una estrategia ganadora para I en el juego G,
entonces A contiene un cono.

Analogamente para una estrategia ganadora para IT y N\ A

Sea A€ B y o una estrategia ganadora para I en el juego G, .
Ahora recordemos la demostracién de la proposicién 2 del capftulo 1. Si con ¢,
denotamos al n - ésimo primo, tenemos que para cada mew , 8i M > 1 entonces existe

unainica (bo, by, by .. ba}e Zu tal quem = 2ov3h, e,
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Ahora bien, por el teorema 1 del apéndice I, y el corolario 3** {AD } sabemos que
si pe Nentonces R, L7l < w, .
A partir de esto definimos uns funcién {: ¥ — B, como sigue: para cadape N

sea
1(p) = w it

Notemos que para cusiquier XS ¥, , el conjunte | -*{ X ] ey = - cerrado, pues si p=q
entonces L [p}=L{qg{yportantof{p) = W Ll = g, Bl = (q).

Pasemos ghora a definir nuestro candidato a ser un ultrafiltro sobre ®w, . Sea
U={Xcw /I [X]ef}

Por la nota anterior, el hecho de que X pertenczca o no a ¥ depende solamente de
que § ~!{ X | contenga un cono o no.
U tiene las siguientes propiedades.

Proposicién 24 (AD ) Paratodo XC R, ,Xell o (R \ X)el, pero no ambos.

Esto es inmediato de la definicién de ¥ y In propasicién 23.

L]
Proposicién 25 U es cerrada bajo intersecciones contables.
Por la proposicién 21 tenemos que (1§ V[ X, }e X
nEw
L]

Proposicién 26 Sean X, YC %, tales que XCY y Xel, entonces Yell.

* 8IRy=Ry 7" para alguns A Cu eotonces exiate un subconjunto Incoptable de reales que mo contiens slagdn conjunto
pertecto,

** Tods ¥ € R ot Y lncontable contlene un conjusto pedetto.
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La prueba es inmediata de la proposicién 20.

Ahora tenemos un par de corolarios que necesitaremos mds adelante,

Corolario 4 M ell.

Sea pe N, sabemoa que el cono(p ) € ¥ entonces A = { [cono(p )] el y A R por

lo tanto W ell.

Corolarlo § SiAcll y (CuD)=A centonceaCell o Dell,

Supongamos que C ¢ U  entonces, por la proposicin 24, (R \C) e U ¥
X= (A n R\ C)EU. Como X< D entonces Dell.

Hasta el momento tenemos que U es un ultrafiltro sobre R, . Ahora veamos que U
cs no prin¢ipal con la ayuda de la siguiente

Proposicién 27 Paratodaae R, ,(R;\a)cl.

Probaremos la proposicién por induccién sobre &, .
i) {¥:\@8)el esinmediatopues (N, \0) = R €U,
ii) Por hipétesis (R, \ a ) €U, hay que demostrar que (¥ \a *) e U.

Supongamos lo contrario. Por ser ¢ un ultrafiltro, si (X \a*) ¢ U cntonces
a* =(euU {a})ell y nuevamente por ser ¥ un ultrafiltro @ o {a } pertenceen
a U. Por hip6tesis { 8, \ a ) € U, por tanto a ¢ U; as{ pues {a } e U.

De esto tenemos, por definicién, que:

F'Hall={peN /I{p)elal}}=
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{peXN /f(p)=a}e?

¥ por tanto que
{peN/ilp)#ale?

que por definicién de 7, esto es posible sélo si { pe N / { (p ) #a } no conticne ningiin
cono.

Afirmamos que esto Gltimo implica que para toda ped, [(p) = & “P<a,

Veamos como es esto.

Siexiste pe N talquef(p) = x, Ul 5 o | entonces consideremos z;.l cono(p ).
Para cada qecono(p ), L{piSL [q] y esto obliga a que &, Lt ¢ g, M) En otras
palabras, para cada qeceno(p ), f(q) = R, Llly g, Lol = g (p) >« . En particular,

pora cada qecono(p ), §(q)#a porlotanto

conofp ) S {peN / f(p)#a}

De todo esto vemos que 8i {a }el entonces para toda pe N
fP)=wm"=1p)<a

es deeir que parn toda pe N, W, Ll ¢ o contradiciendo la proposicién 3¢ del apéndice
I

Asf pues, {a }¢U y por hip6tesis agll por lo tanto a + = {a U {a})glU, entonces
(R \at)el.
ili} Ahora supongamos inductivamente que A < ¥, , A es lfmite y para toda 8 < A se
cumple que (R \ § )& U. Veamos que (R, \ A ) el.

Como A = |J # entonces
213

© SiMe £ o< Ky, exhitep € N tadquen, " sa,
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(Rl\'\)=(Nl\ U ﬁ)= N{rk\F)
2ax 2<a

Pucsto que A es ble y la proposicién 25 t que (R \A)ell.

A partir de la proposicién anterior tenemos que paracadaa < Ry, {8, \ a JelU pero
.g (R \a)=8¢lU, cosa que no ocurrirfa si U fuera principal, por lo tanto tenemos
quelu es un ultrafiltro no principal o - completo sobre R, .

Con esto y ¢l lema 2 tenemos et

Teorema 6 {AD ) R, es medible.
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APENDICE 1

Espacios de Baire y de Cantor

Aqui veremos las definiciones y propicdades mis importantes de los espacios de Baire
(N} y de Cantor {C).

Sea <X ,r > un espacio topolégico. X es separabable si y sblo si contiene un
subconjunto denso numerable. X ¢ metrizable si y sélo si X tiene una métrica que
genera a la topologia r . X es completamente metrizable si y sélo si X tiene una métrica
completa, es decir, una métrica tal que toda sucesion de Cauchy sea convergente.

Definicién Un cspacio topolégico ¢s Polaco si y sélo si es un espacio separable y
completamente metrizable.

Ahora bien, consideremos al espacio discreto <w, P{w ) > y tomemos el producto

topolégico de Tychonoff de cste espacio consigo mismo w veces y pongamos
N= <Y,y >

N es el espacio de Baire.
Anilogamente tomemos ¢l producto topoldgico del espacio discreto < 2, P (2) >

consigo mismo w - veces y sea
=< 2,rg >

C es el espacio de Cantor.

Se puede probar que tanto N como £ son espacios polacos.

Una manera ligernmente distinta de considerar a ¥ (y a C ) es como el conjunto de
todas las ramas infinitas del arbol *w { como 2y }, ordenados parcialmente por la
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inclusién.

Paracadase :'u,scn
U.={pe v /s5¢Cp}

(asf U, es el conjunto de todas las ramas infinitas que extienden a la sucesién finita s ) .
Asf { U, /se “w } es una base numerable para la topologia de N.
Se puede probar ficilmente que estas bases son de cerrados - abiertos, es decir, son
espacios cero - dimensionales.

Una métrica completa que genera estas topologias esta dada como sigue:

o si p=gq;
’(P‘q)={;‘; si  p#q ynesel primer natural tal que p {(n ) # q (n )
conp,q€ “w para N 6 p,qe “2 paraC.

Se puede probar que Ny C son homeomorfos respectivamente a los irracionales y
al conjunto ternario de Cantor del [0, 1}, con la topologia relativa como subconjuntos
deR.

En lo que respecta a la compacidad, es decir, si toda cubicerta de abiertos contiene
una subcubicrta finita, tenemos que el espacio C es compacto, pero no asi el espacio N.

Una definicién que utilizamos en el presente trabajo es la de conjunto analitico. Sea
<X, r >un espacio Polaco y AC X , decimos que A es un conjunto analitico si y sélo

st A =06 A es la imagen continua del espacio N,



APENDICE T

El universo definible a partir de un conjunto

En ecste apéndice revisaremos someramente ¢! concepto de universo definible a partir
de un conjunto dado, A , que denotamos como L [A].

Primero veremos las operaciones de Gadel, que son las siguientes:

ARXY)={X)Y)}

FR{XY)=XxY

Fs(XY)={(uyv) JueX A veY A uev)
Fo(X Y)=X\Y

F{XY)=XnY

RBR{X)=UX

Fr (X) = dom(X)

F(X)={(,v) /{v,u)eX}
Fo(X)={(u,v,w) /(u,w,v)eX}

Fo X)={(u,v,w) /{v,w,u)eX}

Se puede probar que dada una férmula ¢ (y, , ..., ¥ } con todos sus cuantificadores

acotados, existe una composicién 7 de cstos operaciones tal que para toda X, , ..., X.
FXiyornXa)={{n v ¥n) /yieXiparacadaicsny v (yi - ¥ }}

A partir de estas operaciones y de un conjunto arbitrario A , definimos el conjunto

flamado la Clausura de Gadel de A , el cual eseribimos come CL (A ), siendo éste ¢}
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conjunto més ¢ - chico gue contiene a A y es cerrado bajo lns operaciones de Godel,

Este conjunto lo definimos recursivamente como sigue:

We = A
Wai =Wou{F (X Y) /%, YeW, i =1,..10)
CL (A )= yw.

Ahora bien, si consideramoa un conjunto transitivo B y un conjunto A , definimas e
conjunto de los definibles de B  partir de A, denotado como defy (B ), de Lo siguiente

manera:
defy (B)=CL (8u{Blu{AnB}}n P(B)

Pasemos ahora a construir recursivamente et universo definible de un conjunto dado.

Sea A un conjunte

Lo[A} =4

Loea{A] = defs (LA}

L.{A] = ,’9. Lp{A]sia es un ordinal Himite.
LA} =.éa'.al"fM

Obsérvese que L [ A ] es transitivo { y por tanto csté bien dads la definicién ) y si
a€OR, LJA}CLai[Al

Se puede probar que para cualquier A, L { A ] s un modelo clase transitivo estandar
de ZFC, y asf, entre otras cosas, w €L [ A ], implicando esto vltimo que o cunlquier
conjunto B cuyos elementos sean definibles a partir de log clementos de w los acurre

que Be L { B |. Esto en particulas les ocurre o los elementos del espacio de Baire.
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Ahora veremos algunas propiedades més particulares que cumplen estos universos y
las cuales usaremos en el presente trabajo.
Proposiclén 1 Sean A y B conjuntos. Si Ae L [B] entonces tenemos que

L[AJcL [B].

Sabemos que L [A] = ..eLrJ;.a L.[A]

Demostraremos entonces que L [A]C L [B] probande inductivamente que para
cada ac OR existe JcOR talque L.[AleLas[B].

Asi, por la transitividad de L [B], tendremos que L.{A]CL [B] para toda
acOR.

Como AcL [B],seaé el minimo ordinal tal que AeL,[B].
i) Por definicion Lg[x} =@ y 9eL [B], asf pues existe g€ OR tal que
veLs(B)
i) Ahora supongamos que L.[A]eL,[B]con yeOR.

Demostraremos que Lasi[A JeL,[B | para alguna seOR .

Sea g = max{§, v ). Asi tenemos que
L.[A)eLy(B],
LfA]cL,[B],
AecLsB]} vy
{L[A]nA)eL,[B].

De todo esto vemos que
CL (Lu[A)u (EJAJ}u {An LA} ¢
CL (L4[B}u {Ly{B]}u {Bn L(BJ})
Al mismo tiempo, como L, [ A |C La[ B | tenemos que

P(L[A]) ¢ P(LsB])
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ESTA TESIS N@ DEBE
y de aqui que SA“R BE LA WUUTEC:‘»

Low[A] = defy (La[A]) C defy (Ls[ B ]) = L5, [B]

por lo cual Loy, [AJc Ly, [B].

Ahora bien, considerando que Lgs [ B J& Lysa[ B ], tenemos que Loy [A] es un
subconjunto de un elemento de Ly,3[B ] y los elementos de La.,{ A ] son definibles, y
as{ Lasi[ A} es un conjunto definible o partir de Lg,a{B].

En otras palabras
LogJAj={x /xedefy (L.{A}} ¥ xeLsu{B]}
es un elemento de
CL (Lpa[B] U {Lys[B]} U {Bn Lys[B]))

Lo que resta ver es que Lua[Ale P (Lga[B]) pero esto es claro pues

Lasi[A] S Lpst[B ] € Lyua[ B por lo tanto
Lnn[A]Edeﬂl (L:n[B]) = L,”[B]

iii) Supongamos que A es limite y para cada a <, L.[A]eLy[8] para alguna
feOR.

Por ¢l inciso anterior, vemos que si L,[A] € Lys[B ] entonces tenemos que
Las1[A]€ Lpys[B] por lo que para Li[A] = .{2]‘ Ij.[A] existe 5 € OR limite
tal que LA |CL,[B].

Considerando ahora que L,{ B ] L,,,{ B ] tenemos que Li[ A} es un subconjunto

de un clemento de L4t [ B | y sus elementos son definibles, entonces
L.A]= {x Jxe U defu (L[A]) ¥ xeL,[B ]}
aci
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pertenece a

CL (L,u[B}u{Ly[B]} u{BnL,.[B]})

y Lu[A)e P(L,ui[B]) porloque Li[AJeL,,,[B]

Proposlelén 2 Si Ry <a <Ry ,existe ACw tal que ®, HAL o

Sca Ro<a <.

Como o es contable, existe una funcién h y una relacién G w x w tal que
<a, € > & <w ,r >donde <w ,r >es un conjunto bien ordenado y h es un
isomorfismo.

Consideremos ahora el universo L fr), cn él esti w y entonces también
<w , I >. Como L |r] es transitivo tenemos que ¢s absoluto ¢l ser bien fundado
y el ser orden total* , porlo que <w , r > sigue siendo un buen ordenen L | r |y éste
debe ser isomorfo & un tdnico ordinal, a saber a , por lo que cxiste una biyeccién de o
conw enL {r}, asaber h, porlo que R, L N,

Ahora consideremos la biyeccién g: wxw — w definida como
g(m,n):}((m+n)’+3m+n)

Como  Gw xw, definimos A =g|r}.

Afirmamos que L [r| =L [A]

Sabemos que r € L (r] y que la funcién ¢ es clemental, por lo cuul
A=g|rleL{r|ydeahique L{A]cL{rj.

Al mismo tiempo ¢! también es elemental y A € L [A] por lo cual

r=g'{AleL{A]yasf LirjcL[A].

*  Ver *SET TIIEORY An Inttaduction Lo Independence Proofs® de Kenneth Kuneo, pp 123+ 124
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De todo esto vemos que L (r | = L {A ] y por lo tanto &, Al oy, M,

Proposlclén 3 §i Ro<a <Ry, existepe N tal que ®, P! >a,

Sea Ry Sa <ty .

Por la proposicién anterior, hay ACw tal que R, H4

>a.
Por ser AGw existe una funcién p : w -— A suprayectiva. Esta funcién es un
elemento del espucio de Baire.

Asf pues, vemos que A = Im (p ),y como peL [p|entonces AeL {p}.

De esto se sigueque L [A]Jc L [p|y asi

WM s

Para terminar este apéndice mencionamos un resultado que es necesario para el
capitulo V, éste es una consecuencia inmediata de! corolario 90 al lema 41.5 del libro
“Set Theory” de Thomas Jech, pag. 534.

Teorema 1 Si R, = R, ta para alguna A Cw entonces existe un subeonjunto

incontable de reales que no contiene ningin conjunto perfecto.
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NOTACION

Dados A , B conjuntos

A" es laclausura de A

P{ A) eslapotencia de A

Po(A) esclconjunto de los subconjuntos de A que son biyectobles con B |
| A eselcardinaldeA.

AxB  es que existe una funcién inyectivade Ben A .

A~B es que existe una funcién biyectivaentre Ay B .

A>B es que existe una funcién inyectiva de B en A pero no una biyeccién.
{A] es el menor enteroen A .

A\ B eselconjunto de los que estén en A peronoen B.

DA ez el conjunto de funciones de Ben A.

Dadas 3= (30,1 ..y &%) ¥ b= {ba,by,...} sucesiones

a,,a(n},a(n) soneln-ésimo clemento de la sucesién a .
a”b  eslasucesibns = {3, a1 4oy 3y Do, by ..l)

- es ¢l conjunto de sucesiones finitas de nimeros naturales.
2 e3¢l conjunto de sucesiones finitas de ceros y unos.

OR s la clase de Ing ordinales.

Q ¢s el conjunto de lr+ nimeros racionales.

R es el conjunto de los mimeros reales.
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