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PREFACIO 

En la actualidad, debido al desarrollo de la astrofisica que ha 
incorporado otros campos, tales como la radioastronomia, la 
investigaci6n termonuclear y la investigaci6n espacial, han 
aparecido nuevas posibilidades para estudiar la naturaleza fisica 
del Universo. 
nebulosas se 

Los conocimientos sobre los planetas, estrellas y 

adquieren, fundamentalmente, investigando sus 
radiaciones, pero para el entorno cercano, el sistema solar, se 
dispone también de mediciones in situ. Por otra parte, las 
conclusiones acerca de las condiciones fisicas de los astros y el 
medio en el cual se encuentran, s6lo pueden obtenerse partiendo de 
las relaciones fisicas generales, en particular, de la fisica del 
plasma, y de las regularidades de estas relaciones. De este modo 
se consigue establecer la estructura y el estado fisico y quimico 
de las atm6sferas estelares, el estado del interior de los astros, 

asi como las condiciones existentes en las nebulosas gaseosas y en 
el espacio interestelar. 

El presente trabajo, presenta 

diversas teorias fisicas básicas 
un desarrollo formal de las 
que son importantes para la 

fisica espacial. Primeramente se presenta una breve introducci6n a 
los diversos fen6menos en los cuales la electrodinámica c6smica 
desempefia un papel importante, asi como un resumen hist6rico de su 
desarrollo. Este trabajo se encuentra dividido en dos partes. En 

la primera se desarrolla la teoria básica para el estudio de 
fen6menos electrodinámicos presentes en el cosmos. La 
electrodinámica básica, se describe en el capitulo l. En el 
siguiente cápitulo, se desarrolla la electrodinámica relativista, 

la cual es de fundamental importancia para el estudio de los 
campos de radiaci6n, que son estudiados en el capitulo 3, junto 
con las f6rmulas básicas que describen la radiaci6n de una 
particula acelerada en un movimiento arbitrario. Asi mismo, se 
desarrolla de manera extensa los mecanismos de radiaci6n 
sincrotr6nica y bremsstrahlung. En el capitulo 4 se describe la 

hidrodinámica ordinaria para fluidos reales e ideales. El 
principal método de investigaci6n es descrito en el capitulo 5; 
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éste consiste en la aproximaci6n magnetohidrodinámica ideal, o el 

estudio de la interacci6n de fluidos conductores con campos 

magnéticos. Aqul mismo se estudian dos importantes fen6menos 

relacionados, las ondas magnetohidrodinámicas y las 

discontinuidades de flujos magnetohidrodinámicos. En el capitulo 6 

se presenta la magnetohidrodinámica de plasmas, la cual describe a 

un plasma partiendo de la conducta de las partlculas que lo 

componen por separado, es decir, considerando el movimiento de 

cada una de ellas. 

En la segunda parte, describimos de manera intuitiva diversas 

aplicaciones en el cosmos de la flsica estudiada en la primera 

parte. En el capitulo 7 se presentan las aplicaciones a la teorla 

de radiación, y al mismo tiempo se describe otro mecanismo mas 

complejo de emisi6n de radiación que no fue considerado en el 

capitulo 3, este es la emisi6n coherente o estimulada. En este 

mismo capitulo se discuten diversas aplicaciones de la 

magnetohidrodinámica. Primeramente se presentan los problemas 

magnetohidrostáticos y de inestabilidades. Posteriormente alqunos 

fenómenos electrodinámicos generales presentes en diversas partes 

del cosmos. Finalmente, se aplica al estudio del viento solar y su 

interacción con el campo magnético terrestre. 

Las diversas teorías desarrolladas aqu1, pueden ser encontradas 

en diversos libros de f1sica teórica, sin embargo el enfoque dado 

aqu1 puede diferir en algunos casos. Este trabajo está diseflado 

para el estudio de los fenómenos electrodinámicos presentes en la 

astroflsica moderna. 

En cuanto a las aplicaciones descritas aqul, éstas solo han 

sido desarrolladas de manera intuitiva. El enfoque de esta parte 

del trabajo es mostrar c6mo, cuándo y d6nde se aplican las 

diversas teorlas flsicas desarrolladas en la primera parte. Un 

análisis más formal de estos problemas, puede ser encontrado en 

las diversas referencias citadas. 
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INTRODUCCION 

Es de sorprender los tremendos desarrollos que se han dado en 
la astronomia y la astrofisica durante los últimos 40 aflos. se 
puede decir que la astronomia antes de 1950 est6 dedicada 
principalmente a estrellas, su asociaci6n con galaxias, y con 
nubes de gas caliente, sin tomar en consideraci6n el plasma y los 
campos magnéticos presentes, por lo que sus tratamientos 
implicaban a lo más un estudio hidrodin!mico. Sin embargo, tres de 
los campos de investigaci6n más importantes de los últimos af\os, 
cambiaron esta si tuaci6n. Estos son la investigaci6n en t'usi6n 
termonuclear, la cual requiere del confinamiento de un plasma en 
un campo magnético, la investigaci6n espacial de part1culas y 

campos por medio de vehiculos automáticos y tripulados, asi como 
la astronomia fuera de la atm6sfera que permite observar al 
Universo en frecuencias no observadas en la superficie de la 
Tierra y la radioastronomia u observaci6n de radiaciones en 
frecuencia de radio emitidas en diversos puntos del Universo. 

Todo esto trajo como consecuencia el descubrimiento de que la 
mayor parte del Universo se encuentra permeada por particulas 
cargadas y por campos electromagnéticos. Las interacciones entre 
estas particulas y campos constituyen el estudio de la 
electrodinámica c6smica. Dichas particulas se comportan como un 
plasma, esto es, un gas ionizado en el cual la longitud que divide 
el comportamiento a pequef\a escala de partículas individuales del 
comportamiento colectivo a gran escala es pequef\a comparada con 
las longitudes caracteristicas de interés. En forma equivalente, 
podemos decir: un gas ionizado que tiene un n(Unero suficientemente 
grande de partículas cargadas para blindarse electrostáticamente, 
en una distancia pequef\a, comparada con las longitudes de interés 
físico, es un plasma. Una propiedad básica de los plasmas, es su 
tendencia a la neutralidad eléctrica. Si un plasma se encuentra en 
un campo magnético se denomina magnetoplasma. 

como se ha mencionado, a excepci6n de una pequef\a parte del 
Universo, éste parece estar constituido de plasma y probablemente 
todo éste sea magnetoplasma. En la mayoría de los problemas que 
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cabe tratar en electrodincimica cósmica, se trabaja con un medio 
conductor no r1gido, el cual estci extendido hasta el infinito. 
Esta situaci6n es distinta a la electrodinámica de laboratorio, 
donde los experimentos tratan cuerpos de dimensiones relativamente 
pequetlas y cuerpos que son r1gidos y no tan buenos conductores. 
Hasta donde sabemos, este ültimo tipo de medio ambiente (cuerpos 
r1gidos, material neutro y no muy buen conductor) está confinado a 
las superficies de los planetas y al interior de satélites como la 
Luna. El resto del Universo estci constituido principalmente de 
diversos plasmas, los cuales tienen enormes variaciones en sus 
dimensiones, y sus estados electromagnéticos, termodinámicos y 
dinámicos. 

As1 mismo, los campos magnéticos se encuentran en casi todas 
las regiones del Universo, y es claro que desempeñan un papel 
dominante en la evolución del mismo. Anteriormente, los efectos de 
los campos magnéticos c6smicos, e incluso su existencia hab1a sido 
ignorada. El significado de los campos magnéticos en el sistema 
solar, en el espacio interestelar y en las galaxias está siendo 
reconocido y actualmente es imposible evadirlos en cualquier 
investigaci6n de astrof1sica. 

Muchos problemas en electrodinámica espacial, as1 corno algunas 
respuestan han sido proporcionados por cohetes, satélites y sondas 
espaciales. Las regiones investigadas van desde la ionosfera, 
magnetosfera y magnetocola terrestres, hasta el espacio 
interplanetario, la Luna, Venus, Marte, los planetas exteriores y 
el Sol. otros problemas e inforrnaci6n han sido proporcionados por 
observaciones en radio, infrarrojo, visible, ultravioleta, rayos x 
y rayos 7 de objetos muy distantes, notablemente de Jüpi ter, el 
Sol y muchas estrellas. De aqu1 que el estudio de los diversos 
mecanismos de emisi6n de radiación electromagnética sea de vital 
importancia para la astrof1sica. 

Por otra parte, el entendimiento de los complejos patrones de 
campo magnético y plasma requiere la herramienta teórica de la 
magnetohidrodinámica, la cual consiste en el estudio del 
movimiento de un fluido conductor en presencia de un campo 
magnético. Las corrientes eléctricas inducidas en el fluido como 
resultado de su movimiento modifican al campo; al mismo tiempo, su 
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flujo en el campo produce fuerzas mecAnicas, las cuales modifican 

su movimiento. Esta técnica tiene su principal interés y 

dificultad) en la interacci6n entre el campo y el movimiento del 

fluido. 

Las ecuaciones magnetohidrodinAmicas tienden a ser muy 

complejas, pero pueden ser simplificadas e idealizadas haciendo 

suposiciones que restrinjan el camino libre medio de las 

part1culas entre colisiones. La restricci6n mAs estricta, que 

conduce a la mayor simplificaci6n, es que el camino libre medio 

sea mucho menor que el radio ciclotr6nico V:~ . En este caso el 

plasma no s6lo satisface las ecuaciones de la dinAmica de fluidos, 

sino que además tiene la restricci6n adicional de ser un conductor 

eléctrico isotr6pico. Las ecuaciones correspondientes, son 

comunmente llamadas de la magnetohidrodinámica idealizada. Estas 

ecuaciones permiten un entendimiento considerable de los procesos 

magnetohidrodinámicos y, son aplicables a problemas astrof1sicos, 

tales como los concernientes al interior de las estrellas y 

planetas, y las atm6sferas inferiores de estrellas. 

Uno no debe considerar a la magnetohidrodinámica como un 

sin6nimo de dinámica de plasmas, aún cuando exista una relaci6n 

considerable. La magnetohidrodinámica, en su forma idealizada, 

trata con fluidos, en los cuales los coeficientes de transporte 

son simples y fáciles de determinar. En el caso de un plasma, la 

aproximaci6n de fluido no siempre es adecuada y cuando no lo es 

los coeficientes de transporte deben ser calculados por los 

métodos de la mecánica estadística, usualmente con la ecuaci6n de 

Boltzmann. En general estas ecuaciones son muy complicadas y se 

requieren algunas simplificaciones. Entonces, en algunas 

situaciones, la magnetohidrodinámica puede evitar las 

complejidades de la teor1a cinética del plasma. Por otra parte, la 

f1sica de plasmas puede incluir efectos en los cuales los 

movimientos de las part1culas individuales son importantes, los 

cuales no aparecen en la aproximaci6n del plasma como un fluido. 

La electrodinámica c6smica parece tener sus or!genes en las 

especulaciones 

magnetismo de 

magnetismo en 

realizadas por los cient1ficos, concernientes al 

los cuerpos celestes y los efectos de este 

part1culas cargadas que se aproximan a estos 
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objetos. Birkeland en 1896 mostr6 experimentalmente que un haz de 
electrones dirigido hacia una esfera uniformemente magnetizada, se 
deflectaria hacia las zonas polares. También observ6 un anillo 
luminoso que encerraba a la esfera. Aunque los procesos 
involucrados aqui son distintos a los de la formaci6n de auroras, 
cuyo estudio fue lo que motivo a Birkeland, y de zonas de 
radiaci6n, los experimentos dieron 
la causa de estos fen6menos. 

el 

algunas conclusiones 
Stormer estudi6 el 

movimiento de una 

acerca de 
fen6meno 

particula matemAticamente, considerando 
aislada; esto condujo a los 
determinaci6n de trayectorias 

fundamentos de la teoria de 
de rayos c6smicos. Aplicaciones 

posteriores del método de una sola particula, no tuvieron éxito, 
ahora es bien sabido que, con raras excepciones (por ejemplo, en 
el estudio de los rayos c6smicos), los problemas en 
electrodinAmica c6smica deben de trabajarse en términos de 
plasmas, el cual toma en cuenta los movimientos simultAneos de 
diversas particulas y los campos electromagnéticos que estos 

movimientos producen. 
Al mismo tiempo, en 1899, Bigelow sugiri6 que el Sol podria ser 

un imAn gigante. Schuster dio un paso adelante al conjeturar que 
todos los cuerpos celestes masivos en rotaci6n eran grandes 
imanes. Posiblemente la búsqueda de campos magnéticos solares por 

parte de Hale, fue estimulada por estas primeras especulaciones. 
En cualquier caso, la búsqueda de Hale fue compensada en 1908 al 
descubrir que las manchas solares estaban permeadas por campos 
magnéticos del orden de 1, ooo gauss. Este descubrimiento, y el 
conocimiento previo de que la Tierra estA magnetizada, abrieron un 
nuevo capitulo en la astrofisica, y fue responsable del inicio de 

la magnetohidrodinAmica, Aunque los principios fisicos requeridos 
para la magnetohidrodinAmica ya estaban bien entendidos, sus 
efectos dificilmente podian ser reproducidos en el laboratorio. 

Cerca de una década después del descubrimiento de Hale de los 

campos en las manchas solares, Larmor cre6 una teoria de su 
mantenimiento. Esta es la primera de las teorias de dinamo, 
discutidas en el último capitulo. La teoria de Larmor fue 
criticada por Cowling, quien realiz6 grandes contribuciones a este 
tema y sugiri6 que los campos magnéticos de las manchas solares 
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pod1an ser el resultado de efectos convectivos de los campos en 
las capas profundas debido a un flujo vertical de plasma. Esta 
sugerencia inclu1a la importante idea de campos magnéticos 
"congelados" en un fluido conductor en movimiento. Muchos otros 
investigadores siguieron este concepto fundamental de la 
magnetohidrodinámica. Kiepenheuer sugiri6 que masas de gas solar 
eyectadas hacia la corona pod1an llevar con ellas partes de los 
campos magnéticos superficiales. En 1942 Alfvén estableci6 por 
primera vez el teorema 
conductor las llneas de 
fluido. 

Simultáneamente, una 
iniciada. Esta fue el 
incidiendo en un campo 

que afirma que en un medio altamente 
fuerza magnética están congeladas en el 

segunda linea de trabajo habla sido 
estudio de corrientes de gas ionizado 
magnético dipolar, en conexi6n con la 

teor1a de tormentas geomagnéticas de Chapman y Ferraro en 1932. 

Esta temprana aplicaci6n a la magnetohidrodinámica habr1a de 
esperar un cuarto de siglo para ser reconocida, sin embargo, ahora 
ha sido desarrollada en una teor1a generalmente aceptada de las 
perturbaciones geomagnéticas. 

Una tercera linea de investigaci6n, fueron los experimentos con 
mercurio y otros fluidos conductores, realizada principalmente por 
Hartmann y Lazarus en 1937. La gran dificultad aqu1 es la escala 
tan peque~a comparada con los fen6menos astrof1sicos importantes. 

La electrodinámica c6smica y, en especial, la 
magnetohidrodinámica, empezaron a adquirir unidad con el trabajo 
de Alfvén en 1950, el cual habia comenzado en 1940. En adici6n a 
la formulaci6n del concepto de congelamiento, descubri6 el ejemplo 
más simple de acoplamiento entre lineas de campo magnético y un 
fluido, y mostr6 que esta interacci6n produce un nuevo tipo de 
ondas. Tales ondas magnetohidrodinámicas pueden propagarse en 
fluidos compresibles o incompresibles, y entonces, la ener91a 
puede ser transmitida sin los intercambios a gran escala de 
elementos de fluido como es el caso de los fluidos incompresibles 
no conductores. También desarroll6 una teor1a de las manchas 
solares basada en la generaci6n de ondas hidromagnéticas en el 
interior solar que viajan a la superficie. Además realizó estudios 
que permitieron a Sin9er predecir la existencia de los cinturones 
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de Van Allen antes de su descubrimiento. También desarroll6 
teor1as de tormentas geomagnéticas y del origen del sistema solar, 
ambas basadas en efectos electrodinámicos. 

Por otra parte, se desarroll6 un gran ímpetu en el estudio de 
campos magnéticos c6smicos debido a los rápidos avances de la 
radioastronom!a después de 1945. Mucha de esta radiaci6n es 
emisi6n térmica o bremsstrahlung proveniente de gas caliente. En 
1951, Piddington demostr6 que parte de esta radiaci6n debe ser 
debida a procesos no térmicos, lo cual hace que los campos 
magnéticos estén involucrados de una u otra forma. De cualquier 
manera, Alfvén y Herlofson ya habián sugerido que la emisi6n 
proveniente de radioestrellas puede ser debida a la radiaci6n 
sincrotr6nica. Este proceso, que involucra la aceleraci6n de 
electrones de muy altas energ1as (relativistas) en campos 
magnéticos, ya babia sido propuesta por Riepenheuer. Estas 
propuestas fueron ignoradas por casi todos a excepci6n de los 
soviéticos Shklovskii y Ginzburg quienes las desarrollaron con 
detalle e hicieron propuestas que condujeron al establecimiento de 
la teor!a. Ahora es sabido que algunas radiogalaxias tienen 
energ!as en forma de energ!a magnética que exceden por mucho a su 
energ!a cinética total. Se ha hecho evidente que los campos 
magnéticos pueden dar forma a las galaxias, y pueden desempeftar un 
papel muy importante en la cosmolog1a. 

Finalmente, el estimulo dado por el Afto Geof!sico Internacional 
en 1957, 
desarrollaron 

y en subsecuentes esfuerzos internacionales, 
la exploraci6n espacial por medio de satélites, 

sondas y cohetes, lo cual increment6 enormemente la cantidad de 
datos disponibles acerca de los fen6menos electrodinámicos en el 
cosmos al abrir las posibilidades de observar todo el espectro 
electromagnético, mayor resoluci6n en observaciones 6pticas y 
posibilidad de mediciones in situ. 
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CAPITULO 1 
ELECTRODINAHICA 

El objeto de la electrodinámica macroscópica es el estudio de 
los campos electromagnéticos en el espacio. Como cualquier otra 
teor1a macroscópica, la electrodinámica opera con magnitudes 
f1sicas promediadas en elementos de volumen "infinitamente 
peque!"los f1sicamente", 
microsc6picas de estas 

sin que interesen las fluctuaciones 
magnitudes que están ligadas con la 

estructura molecular de la materia. As1, en vez del verdadero 
valor "microscopico" de la intensidad de campo eléctrico e 
consideraremos su valor medio, designándolo por: 

e = E 

y de igual forma con el valor microsc6pico de la intensidad de 
campo magnético h, cuyo valor medio se llama inducci6n magnética y 

se representa por B: 
h = B 

En este trabajo se utilizara el sistema gaussiano de unidades. 

a) Ecuaciones Fundamentales. 
Las ecuaciones fundamentales de la electrodinámica de los 

medios continuos se obtienen promediando las ecuaciones del campo 
electromagnético en el vac1o. El primero en realizar este paso de 
las ecuaciones microscópicas a las macroscópicas fue H.A.Lorentz. 

La forma de las ecuaciones de la electrodinámica macrosc6pica, 
como también el sentido de las magnitudes que en ella aparecen, 
dependen de manera esencial de la naturaleza f1sica del medio 
material al igual que del carácter del cambio del campo con el 
tiempo. 

Los campos electromagnéticos en medios materiales inducen en el 
material campos de polarizaci6n y corrientes de magnetizaci6n. Es 
útil introducir dos vectores D y H, que están relacionados con el 
comportamiento eléctrico y magnético de un material bajo la acción 
de un campo electromagnético externo. 

La nueva magnitud D esta definida por: 
D = E + 4nP (1.1) 

y es llamada desplazamiento eléctrico. La magnitud P se llama 
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vector de polarizaci6n dieléctrica ( o, simplemente po1arizaci6n) 
del cuerpo: un dieléctrico en el cual P es diferente de cero se 
dice que está polarizado. Un dieléctrico es una substancia 
homogénea no conductora. El comportamiento electrostático de un 
medio dieléctrico está completamente caracterizado por su 
polarizaci6n, la cual se interpreta como el momento dipolar total 
de todas las cargas interiores en el dieléctrico por unidad de 
volumen. Esta produce la densidad de carga de polarizaci6n: 

PP = - V·P 

<Tp = n·P 
donde n es un vector unitario normal a la superficie del 
dieléctrico. 

La polarizaci6n de un medio dieléctrico tiene lugar debido al 
campo eléctrico del medio. El grado de polarizaci6n depende no 
solo del campo eléctrico, sino también de las propiedades de las 
moléculas que forman el material dieléctrico. Desde el punto de 
vista macrosc6pico, el comportamiento del material se especifica 
completamente por una relaci6n que se determina en forma 
e><perimental llamada ecuaci6n constitutiva, P = P(E) donde E es el 
campo eléctrico macroscópico. Esta es una relaci6n puntual, y si E 

varia de un punto a otro dentro del material, entonces P variará 
también. 

Para la mayoria de los materiales, P se anula cuando E se 
anula. Como éste es el comportamiento más común, limitaremos 
nuestra aplicaci6n ahora a materiales de este tipo. Además, si el 
material es isotr6pico, la polarización deberá tener el mismo 
sentido que el campo eléctrico que la provoca. Estos resultados se 
resumen en la ecuación: 

P = X(E)E 
donde la cantidad X(E) es un escalar y se llama susceptibilidad 
eléctrica del material. 
Si el material no es isotr6pico, el termino x(E) es un tensor de 
rango dos, es decir: 

P1 = Xlk Ek , 

y en este caso P y E tendran en general direcciones distintas. En 
el caso isotr6pico tenemos también que: 

D = c(E)E 
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donde c(E) 1 + 4nx(E) es la permitividad del material. 
Experimentalmente x y e son a menudo independientes del campo 
eléctrico, excepto quizá para campos muy intensos. En otras 
palabras, x y e son propiedades caracterlsticas del material. Los 
materiales de este tipo se llaman dieléctricos lineales, y 

obedecen las relaciones: 
P =X E 

D = e E 
de un material queda 

(l. 2) 

ahora El comportamiento eléctrico 
especificado completamente, ya 
susceptibilidad x. 

sea por la permitividad e o por la 

Para el campo magnético, introducimos un vector magnético 

auxiliar, el vector de intensidad del campo magnético H, definido 
por: 

H = B - 4nM (l.3) 
Hay que recordar que, en realidad, el verdadero valor medio de la 
intensidad es B y no H. El vector M se llama magnetización o 
imanación del cuerpo. La funci6n vectorial M nos proporciona una 
descripción macrosc6pica de las corrientes at6micas interiores de 
la materia. Especlficamente, M mide el nWnero de circuitos de 

corriente atómica por unidad de volumen multiplicado por el 
momento magnético efectivo o promedio de cada circuito. Desde el 
punto de vista puramente macroscópico, todos los efectos 
magnéticos debidos a la materia, pueden describirse adecuadamente 
en funci6n de M, o por sus derivadas. Una de estas derivadas, VxH, 
es la densidad de corriente de transporte equivalente que genera 
el mismo campo magnético que el propio M; ésta se llama densidad 
de corriente de magnetizaci6n .JM, y es la respuesta de un medio 
(magnético) a un campo magnético. 

Para resolver problemas de teorla magnética, es esencial tener 
una relaci6n entre B y H o, equivalentemente, una relación entre M 
y uno de los vectores del campo magnético. Estas relaciones 
dependen de la naturaleza del material magnético y se obtienen 

generalmente de experimentos. 
En una extensa clase de materiales, existe una relaci6n 

aproximadamente lineal entre H y H. Si el material es isotropico 
as! como lineal, 
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M = :t'• H , 

donde la cantidad adimensional ~· es un escalar y se llama 
suceptibilidad magnética. Si :t'• es positiva, el material se llama 
paramagnético y la inducci6n magnética B es reforzada por la 
presencia del material. Si :t'• es negativa, el material es 
diamagnético y la inducci6n magnética es debilitada por la 
presencia del material. Aunque :t'• es una funci6n de la temperatura 
y a veces varla muy drásticamente con ella, generalmente se puede 
decir que, para materiales paramagnéticos y diamagnéticos :t'• es 
bastante pequefta. 

Una relaci6n lineal entre M y H implica también una relaci6n 
lineal entre 8 y H: 

8 = ¡.¡ H , (l.4) 

el coeficiente µ se llama permeabilidad magnética, la cual resulta 
ser: 

µ = 41T :t'11 + l. 

En contraste con la constante dieléctrica (permitividad) e, que 
en todos los casos es mayor que l, la permeabilidad puede ser 
mayor o menor que la unidad ya que :t'm puede ser positiva o 
negativa. 

Designaremos la densidad media de flujo de cargas por J; esta 
magnitud se llama densidad de corriente eléctrica. La densidad de 
corriente J y la densidad de carga p no son cantidades 
independientes, sino que están relacionadas en cada punto por 
una ecuaci6n diferencial, la llamada ecuaci6n de continuidad de 
carga eléctrica. 

V· j + ~ = O at 
Esta relaci6n representa la conservación de la carga. 

(l. 5) 

La ecuaci6n de continuidad se deduce de la siguiente forma. La 
corriente eléctrica que entra en V, el volumen encerrado por s, 
estA dada por: 

I - f j ·n da = - J V· j dV 

S V 

La ültima integral se obtiene utilizando el teorema de la 
divergencia. El signo menos se presenta porque n es la normal 
exterior a S y deseamos considerar I positiva cuando el flujo neto 
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de carga va del exterior de V a su interior. De igual forma, l es 
igual a el cambio de la carga Q en el interior de V, es decir, 

l = ~~ = ~ J p dV 
V 

Como estamos considerando un volumen fijo V, la derivada opera 
s6lo sobre p. sin embargo p es funci6n de la posici6n as1 como del 
tiempo, en consecuencia, 

I = J !!.e_ dV 8t 

Al igualar las dos expresiones para I, obtenemos: 

J( :~ + V·j ) dV = O 
V 

Pero V es completamente arbitrario, y la única forma de que esta 
ecuaci6n sea válida para un segmento arbitrario del volumen del 
medio es que el integrando se anule en cada punto. En 
consecuencia, se obtiene la ecuaci6n de continuidad. 

Ya que la densidad de corriente va a depender del campo 
eléctrico, es esencial una ecuaci6n que ligue entre si las 
magnitudes J y E. Esta relaci6n depende de las propiedades 
conductoras del material. En la inmensa mayoria de los casos, cabe 
considerarla lineal. 

Si el conductor es homogéneo e isotr6pico, la dependencia 
lineal se reduce a una mera proporcionalidad: 

J = u E. (1.6) 
El coeficiente u depende de la naturaleza y estado del conductor; 
recibe el nombre de coeficiente de conductividad eléctrica, o, 
simplemente, el de conductividad del cuerpo. Los materiales para 
los cuales esta relaci6n es válida se llaman medios lineales u 
6hmicos. 

En un cuerpo anis6tropo las direcciones de los vectores J y E, 
no coinciden y la relaci6n lineal entre ellas se expresa con una 
formula del tipo: 

JI = Ulk Ek 

donde las magnitudes Ulk constituyen un tensor de segundo orden 
simétrico llamado conductividad. 

El campo eléctrico que mantiene la corriente realiza sobre las 
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part1culas cargadas (portadores de corriente} que se mueven en el 
conductor un trabajo mecánico: el trabajo realizado en un segundo 
por unidad de volumen es igual, evidentemente, al producto .J·E. 
Este trabajo se disipa en la materia que constituye al conductor 
transformándose en calor. Por consiguiente, la cantidad de calor 
que se libera en un segundo en un metro cúbico de conductor 
homogeneo es igual a 

(1.7) 
La producci6n de calor conduce a un aumento de la entrop1a del 

cuerpo. cuando se libera la cantidad de calor dQ "' .J· E dV, la 
entrop1a del elemento de volumen aumenta dQ/T. Por ello, la 
velocidad de variación de la entropia total del cuerpo es igual a: 

ds J 1 at .. .J·E T dV 

En virtud de la segunda ley de la termodinámica, esta derivada 
debe ser positiva o cero. Sustituyendo en ella .J "' uE, vemos que 
de esta condición cabe deducir que la conductividad u es positiva. 

Para determinar las fuerzas que actúan sobre una sustancia en 
un campo electromagnético, introducimos la expresión de la ley de 
Lorentz para la fuerza electromagnética sobre una part1cula de 
carga e que se mueve con velocidad v en un campo electromagnético: 

F=e(E+~xHJ. (1.8) 

Para un medio continuo con particulas cargadas en el,la densidad 
de carga es: 

P = r n1e1 
e 6V 

donde e1 es la carqa de las part1culas del tipo "i" en el volumen 
AV, ni es la densidad de particulas del tipo 11 i", y AV es pequefto 
comparado con las dimensiones del problema pero grande comparado 
con las distancias entre las part1culas cargadas. 

De la misma forma, definimos la densidad de corriente por: 
j = r n1e1v1 

AV 

donde v1 es la velocidad de las part1culas de la clase "i". 
Entonces, para un medio continuo con densidad de carga p~ y 

densidad de corriente j, la ecuación (1.8) se convierte en: 
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F s peE + ..!.. ( j x H ) c ( 1.9) 

La ecuaci6n (1.8) implica hechos f1sicos interesantes; la 

fuerza F es invariante bajo transformaciones entre sistemas 

inerciales de referencia, pero la velocidad v no es invariante; 

entonces los campos eléctrico y magnético deben cambiar con el 

cambio de un sistema inercial a otro. 

En los sistemas tratados, ~ < 1, por lo que los efectos 

relativistas no son importantes. Entonces tomamos E'y H' como los 

valores de E y H en un sistema S' en movimiento respecto al primer 

sistema S con velocidad u; es fácil comprobar que si: 

E'= E + ~ c X H 

H'= H - u 
e X E 

entonces F = F'hasta términos del orden u
2 

/ c
2 de hecho: 

F' = e(E' + ..!.. V' X H') (E + u 
X H + ..!.. (V -

u 
E)) c =e e c U)x(H - e X 

= e(E + l VxH - (1/c2 )vx(UxE) + ( l/C
2

) Ux (UxE) c 

"' e (E + ~ vxH) F 

Otra ecuaci6n útil que se utilizará posteriormente sera la 

transformaci6n de la densidad de corriente: 

j' = ¡; e1v'1 
t.V 

L el (VI - U) 
t.V 

En términos de j y E la ley de Ohm: 

j' = crE' 

se escribe como: 

j - peu 

j = cr( E +1
- u x H c + ·peu (l. 6b) 

A través de multiples experimentos, 

campos electrices y magnéticos no 

estructura y dinámica de los campos 

se ha observado que los 

son independientes. La 

electromagnéticos están 

gobernados por las ecuaciones de Maxwell: 

VxE + ..!.. a& = O c at 

VxH 

V·D = 4np 

1 8D + 4n j 
c at c 

17 

(1.10) 

( 1.11) 

( 1.12) 



V·B = O (1.13) 

Cada una de estas ecuaciones representa una generalizaci6n de 

ciertas observaciones experimentales: (1.10) es la forma 

diferencial de la ley de inducci6n electromagnética de Faraday; 

( 1.11) es la ley de Gauss, que a su vez se deduce de la ley de 

Coulomb; (1.12) representa una extensi6n de la ley de Ampere, 

donde el término D fue introducido por Maxwell; (1.13) representa 

el hecho de que no existen los monopolos magnéticos. Bajo estas 

circunstancias es evidente que las ecuaciones de Maxwell no pueden 

derivarse de otras ecuaciones; sin embargo, su aplicabilidad para 

cualquier situación puede verificarse. Como resultado del extenso 

trabajo experimental, se sabe ahora que las ecuaciones de Maxwell 

se aplican a todas las situaciones macroscópicas y se usan 

generalmente en forma semejante al principio de conservaci6n de la 

energ1a, como principios gula. Son las ecuaciones básicas para los 

campos electromagnéticos producidos por cargas y densidades de 

corriente p y j. 

Si están presentes cuerpos materiales, para 

ecuaciones de Maxwell se deben conocer 

constitutivas, ya sea experimentalmente o 

microscópica del tipo particular de material: D = 

poder usar las 

las ecuaciones 

de la teor1a 

D(E) y H = H(B). 

La densidad de corriente j en un material incluye una contribuci6n 

dada por una tercera ecuación constitutiva j = j (E), que debe 

también ser conocida experimentalmente o te6ricamente. De hecho, 

las relaciones constitutivas se necesitan siempre, no s6lo,cuando 

hay un material, pues las ecuaciones de Maxwell tienen 16 

inc6gnitas y s6lo se tienen 8 ecuaciones. Con la ecuaci6n de la 

fuerza de Lorentz, F = q(E+~vxB), que describe la acci6n de los 

campos eléctricos y magnéticos sobre las part1culas cargadas, este 

conjunto de leyes nos da una descripción clásica completa de las 

part1culas que actúan electromagnéticamente. "Clasica" en 

electrodinámica quiere decir "no-cuántica" pero s1 es relativista. 

La ecuación de continuidad es una consecuencia de las 

ecuaciones de Maxwell, de modo que no necesita ser atladida al 

conjunto de ecuaciones básicas. Para comprobar esta última 

afirmación, tomemos la divergencia a la ecuaci6n (1.12): 
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V·(VxH) '"'..!..V·( BD) + 4rr V•j c at c 

O= :t ( V·D) + 4rr V·j 

utilizando la ecuación (l.11): 

V·j + ~ O at 

b) Flujo y Densidad de Energ!a. 
Multipliquemos los dos miembros de la ecuación (l.12) 

escalarmente por E, los dos miembros de (l. 10) por H y sumemos 
miembro a miembro las ecuaciones que as! resultan. Se tendra 
entonces: 

..!.. E·aD + ..!.. H·ª8 = - ~ j·E - ( H·VxE - E·VxH c at c at c 
Si tenemos en cuenta la conocida fórmula del análisis vectorial, 

V· (axb) = b·Vxa - a·Vxb 

podemos escribir esta relación en la forma: 

o bien, 

El vector: 

~c :t ( E·D + B·H ) 

E·D + B·H ) 
Brr 

~ j·E - V· (ExH) c 

- j·E - V•S , 

S=5:_ExH 
4rr 

se llama vector de Poynting. 

(1.14) 

Integremos (1.14) en un cierto volumen y apliquemos el teorema 
de Gauss al segundo miembro. Se obtiene as!, que: 

a J E·D + B·H J J: at en dV = - j·E dV - 'J' S·da (1.15) 

Si la integral se extiende a todo el espacio, la integral de 
superficie se anula (ya que el campo es nulo en el infinito). 
Además, podemos expresar la integral j·E dV como una suma ¿e1v1·E 
extendida a todas las cargas e1 y al sustituir es fácil comprobar 
que: 

a ev·E = at gcln 

donde gcln es la energla cinetica de la partlcula de carga e y 
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velocidad v. La igualdad (1.15) se transforma entonces en: 

!!.__ ( J E·D + H·B dV + ~ g i ) ~ O 8t Bn L. e n (1.16) 

Vemos as1 que para el sistema aislado constituido por el campo 
electromagnético y las cargas presentes en él, se conserva la 
cantidad entre corchetes que aparece en esta ecuaci6n. El segundo 
término en ella es la energ1a cinética (incluida la energ1a en 
reposo de todas las part1culas); el primer término es por 
consiguiente, la energ1a del campo electromagn6tico. Podemos as1 
llamar a la magnitud 

E·D + B·H 
w = en (1.17) 

la densidad de energ1a del campo electromagnético; es la energ1a 
del campo por unidad de volumen. 

Si integramos en un volumen finito, la integral de superficie 
que aparece en (1.15) en general no se anula, de modo que podemos 
escribir la ecuaci6n en la forma: 

~t ( J E·D ;/·H dV + E €c1n ) = - f S·da , (1.18) 

donde ahora la suma que aparece en el segundo miembro se extiende 
únicamente a las part1culas situadas dentro del volumen 
considerado. El primer miembro representa el cambio por unidad de 
tiempo de la energ1a total del campo y de las part1culas. Por lo 
tanto, suponiendo que la energ1a se conserva, la integral f S·da 
debe interpretarse como el flujo de energ1a del campo a través de 
la .superficie que limita el volumen dado, de forma que el vector 
de Poynting representa esta densidad de flujo, es decir, la 
cantidad de energ1a del campo que atraviesa la unidad de 6rea de 
la superficie por unidad de tiempo. Suponemos que en el instante 
dado no existen cargas sobre la superficie. De no ser as1, en el 
segundo miembro deber1amos incluir el flujo de energ1a debido a 
las part1culas que atraviesan la superficie. 

Regresemos a la ecuaci6n diferencial correspondiente, que 
expresa la conservaci6n de la energ1a en un punto: 

V·S + !!.__ ( E·D + B·H ) = _ j·E 
at sn (1.19) 

donde j·E es el trabajo realizado por el campo local sobre las 
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part1culas cargadas por unidad de volumen. 

c) Ondas Electromagnéticas. 
Una de las consecuencias m6s importantes de las ecuaciones de 

Maxwell es la deducción de las ecuaciones de propagaci6n de ondas 
electromagnéticas en un medio lineal. La ecuaci6n de onda para H 
se obtiene tomando el rotacional de (1.12): 

4n 1 8D 
VxVxH = e Vxj + e Vx at 

Poniendo D 
tenemos: 

cE y J = uE y suponiendo que u y e son constantes, 

VxVxH = 4n U VxE + ~ L VxE c c at 
El orden de las derivadas con respecto al tiempo y al espacio 
puede intercambiarse si E es una funci6n que se comporta lo 
suficientemente bien, lo que supondremos es el caso. La ecuaci6n 
(1.10) puede ahora usarse para eliminar VxE, dando 

VxVxH 
_ 4n u µ aH _ eµ a 2H 

c2 at c2 at2 

donde se ha usado B = µH, siendo µ una constante. La identidad 
vectorial 

v.v. 
se utiliza ahora para obtener: 

VV•H - v2a 

Como µ es una constante, 

VV· - V
2 

4n 8H 
uµ at c2 

V·H = ~ V·B = O ; µ 

(l. 20) 

(1.21) 

en consecuencia, el primer término del primer miembro de la 
ecuaci6n (1.20) se anula. La ecuaci6n de onda final es: 

2... eµ a2H 4n 8H v n - - - - - uµ at o 
c 2 at 2 c 2 

(1.22) 

El vector E satisface la misma ecuaci6n de onda, como se ve 
fAcilmente tomando primero el rotacional de la ecuaci6n (1.10) 

VxVxE = - Vx BB ~ at c 
Utilizando la ecuaci6n (1.12) para eliminar el campo magnético y 

considerando u, µ y e como constantes, se tiene: 
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v.17.E = - i.ic B2E - 41? i,¡CY BE 
c2 Bt2 c2 Bt 

Aplicando la identidad vectorial (1.20) y restringiendo la 
aplicaci6n de la ecuaci6n a un medio libre de carga, de modo que 
V·D = o, se tiene: 

V2E _ ci,i B2E _ 41? i,iCY éiE = O 
c2 at2 c2 at 

(1.23) 

Las ecuaciones de onda deducidas antes rigen el campo 
electromagnético en un medio lineal homogéneo en el cual la 
densidad de carga es cero, sea este medio conductor o no. sin 
embargo, no es suficiente que estas ecuaciones se satisfagan; las 
ecuaciones de Maxwell también deben satisfacerse. Es claro que las 
ecuaciones (1.22) y (1.23) son una consecuencia necesaria de las 
ecuaciones de Maxwell, pero lo inverso no es cierto. Al resolver 
las ecuaciones de onda, debe ponerse cuidado en obtener soluciones 
que cumplan las ecuaciones de Maxwell. 

En un medio no conductor, CY=O y las ecuaciones de onda para E y 

H resultan: 

o (l. 24) 

o (1.25) 

Se ve por esto que la velocidad de propagaci6n de las ondas 
electromagnéticas en un medio dieléctrico homogéneo es c/vcc;:¡) • 
Si el medio es conductor, CY>O, el tercer miembro de la ecuaci6n de 
onda debe mantenerse y el resultado será una onda amortiguada. 

Siguiendo el proceso de la deducci6n de la ecuaci6n (1.23) de 
nuevo hasta las ecuaciones de Maxwell, notaremos que el segundo 
término, o sea: 

_ ci,i B2 E 

c 2 at 2 

se deduce de la corriente de desplazamiento ~~ en la ecuaci6n 
(1.12), mientras que el tercer término, o sea: 

_ 41? IJ.CY éiE 
c2 at 

se deduce de la corriente de transporte j en la ecuacion (1.12). 

Por tanto, la existencia misma de la propagaci6n de ondas 
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electromagnéticas depende de la corriente de desplazamiento 
introducida por Maxwell. Sin ella, sólo ocurriría el decaimiento 
exponencial de los campos. 

Una consecuencia importante de las ecuaciones (l.24) y (l.25), 
es que un campo electromagnético puede existir incluso cuando no 
existan cargas. El campo electromagnético en el vac1o esta 
determinado por las ecuaciones de Maxwell, en las que debemos 
hacer p = o y j = o. Estas ecuaciones tienen soluciones no nulas. 
Los campos electromagnéticos que existen en el vac1o en ausencia 
de cargas est!n en forma de ondas electromagnéticas. Observemos 
que dichos campos deben necesariamente variar con el tiempo. En 
efecto, de no ser as1 !~ = !~ = o y las ecuaciones de Maxwell 
coincidir1an con las ecuaciones de un campo constante con p = O, j 

= o. Pero la solución de estas ecuaciones se anula para p e o, j = 

o. 

Potenciales Electromagnéticos. 

Como la inducción magnética tiene divergencia cero, puede 
representarse como el rotacional de un potencial vectorial, esto 
es, 

B =V X A (l.26) 

Utilizando la ecuaci6n de Maxwell (l.10) con esta expresi6n para 
B, obtenemos: 

VxE + E!t(VxA) O 

Suponiendo suficiente continuidad en los campos para intercambiar 
la derivada espacial y temporal, se puede escribir: 

V X ( E + E :~ ) = o 
Entonces el vector E + ~ :~ tiene rotacional cero, por lo que 
puede escribirse como el gradiente de un escalar: 

E+.!.~= -Vf c at 

E = - Vf - .!. cA c 8t" (1.27) 

Las ecuaciones (l.26) y (l.27) dan los campos electrice y 

magnético en funci6n de un potencial vectorial A y un potencial 
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escalar f· Hasta ahora se ha especificado el rotacional 
divergencia de A es aun arbitraria. Esto implica 
potenciales no estan determinados de manera Qnica, 

de A; la 
que los 

por lo 
que se puede imponer una condici6n extra a los potenciales, esta 
condici6n es llamada norma de los potenciales. 

Estos potenciales satisfacen ecuaciones de onda que son muy 
semejantes a aquellas satisfechas por los campos. Efectivamente, 
substituyendo (1.26) y (1.27) en las ecuaciones de Maxwell (1.11) 

y (1.12), e imponiendo la condici6n de Lorentz para los 
potenciales: 

V•A + Bf = O 
at 

se obtienen las ecuaciones de onda para los potenciales: 

1 82A V2A '7t j 
c2 at2 c 

.!.. 82f V2f '1l p 
c2 at2 
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CAPITULO 2 
ELECTRODINAMICA RELATIVISTA 

La invariancia en forma de las ecuaciones de la electrodin4mica 
bajo transformaciones de Lorentz fue mostrada por Lorentz y 

Poincaré antes de la formulación de la teor1a especial de la 
relatividad. Esta invariancia de forma o covariancia de las 
ecuaciones de MaX\;ell y de la fuerza de Lorentz implica que las 
diversas cantidades de estas ecuaciones (p, E, J, B) se 
transforman de una forma bien definida bajo transformaciones de 
Lorentz. Entonces, los términos en las ecuaciones deben tener un 
comportamiento consistente bajo transformaciones de Lorentz. 

Consideremos primero la ecuación de movimiento de una part1cula 
con cantidad de movimiento p y carga q bajo la acción de la fuerza 
de Lorentz, 

(2 .1) 

Sabemos que p se transforma como la parte espacial del 
cuadrivector de energ1a-momento pª 

pª = (po, p) = (mUo, mU) = m (Uo, U) = 11u8 
donde po = E/c y u8 es la cuadrivelocidad u8 = (re, rv). Si 
utilizamos el tiempo propio T en lugar de t para la diferenciaci6n 
en (2.1), ésta se puede escribir como: 

~ = ~ ( UoE + U " B ) (2.2) 

El tiempo propio T se define como: T = t/r. 
El lado izquierdo de esta ecuaci6n es la parte espacial de un 
cuadrivector. La componente temporal correspondiente es la razón 
de cambio de la energ1a de la part1cula: 

~ = ~ U·E (2.3) 

Si las ecuaciones de la fuerza y del cambio de energ!a han de ser 
Lorentz-covariantes, los términós del lado derecho deben ser las 
componentes de un cuadrivector. Estos términos contienen productos 
de tres factores, la carga q, la cuadri-velocidad, y los campos 
electromagnéticos. Si las propiedades de transformaci6n de dos de 
tres factores son conocidas, y se exige la covariancia de Lorentz, 
entonces las propiedades de transformación del tercer factor se 
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pueden establecer. 

La carga eléctrica se conserva, hasta donde sabemos. Aun más, 

las magnitudes de las cargas de las part1culas ( y as1 mismo de 

cualquier sistema de cargas ) son múltiplos enteros de la carga 

del electr6n. Los resultados de diversos experimentos, sustentan 

la "invariancia de carga" bajo transformaciones de Lorentz o, más 

concretamente, la independencia de la carga observada de la 

part1cula con su velocidad. 

La invariacia experimental de la carga eléctrica y el 

requerimiento de covariancia de Lorentz de la ecuai6n de la fuerza 

de Lorentz (2.2) y (2.3), determinan las propiedades de la 

transformación de Lorentz para el campo electromagnético. Por 

ejemplo, el requerimiento de (2.3) de que U·E sea la componente 

temporal de un cuadrivector establece que las componentes de E son 

las partes espacio-temporales de un tensor F"b de segundo rango, 

esto es, E·U = F0
bUb. 

Por simplicidad, consideremos las ecuaciones de Maxwell en 

forma microscópica, sin D ni H. Comencemos con la ecuación de 

continuidad: 

~ + V·J = O (2.4) 

Es natural postular que p y J forman un cuadrivector Jª: 

Jª = ( cp, J ( 2. 5) 

Entonces la ecuación de continuidad toma la forma obviamente 

covariante: 

(2. 6) 

donde el operador diferencial covariante a. esta dado por: 

aa ( ~Xo ' V ) 

El hecho de que Jª es un legitimo cuadrivector se sigue de la 

invariancia de la carga electrica: la carga en un pequefto elemento 

de volumen d3x es pd3x, dado que éste es un invariante, entonces 

es cierto que p'd
3
x' pd

3x. Pero el elemento de volumen 

cuatridimensional d 4x=dxod3x es un invariante de Lorentz: 

d•x• = a(xa•, x1', xz', X3') d•x = det(A) d•x = d•x 
8 (Xo 1 XI , XZ 1 X3 ) 

La igualdad p'd
3
x' =pd3x implica entonces, que cp se transforma 

como Xo, es decir, como la componente temporal de un cuadrivector. 
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En la familia lorentziana de normas, las ecuaciones de onda 
para el potencial vectorial A y el potencial escalar ' son 

1 82A V2A = '1l 3 

1 
2 8t2 c c (2.7) 

1 82, 
v2' 4rrp 

c2 8t2 

con la condici6n de Lorentz: 
1 8, + V•A = o (2.8) e 8t 

El operador diferencial en (7) es el 
2 • 8

2 

laplaciano cuatridimensional: 
2 

.!. ~ - v2 o = 8a8 = - - v2 

8Xo2 c2 8t2 
mientras que los miembros de la derecha son las componentes de un 
cuadrivector. Obviamente, la covariancia de Lorentz requiere que 
los potenciales A y ' formen un potencial cuadri-vectorial: 

Aª = ( ,, A ) (2.9) 

Entonces, las ecuaciones de onda y la condici6n de Lorentz toman 
la forma manifiestamente covariante: 

}(2.10) 
Los campos E y B son expresados por medio de los potenciales 

como: 

.E 

Be V X A 

Las componentes x de E y B están dadas expl1citamente por: 

Ex = - .!. 8
Ax -

8
' = - ( 8°A1 

- 81A0 
) c 8t 8x }{2.12) 

Bx = BAz 8Ay (82A3 _ B3A2) -¡¡y--az=-
recordando que Aª = "' A) y a• = (8/Bxo, - V). Estas ecuaciones 
implican que el campo eléctrico, y el campo magnético, seis 
componentes en total, son los elementos de un tensor antisimétrico 
de segundo orden, 

(2.13) 

27 



El tensor r•b es llamado tensor de campo electromagnético. 

Explicitamente, podemos escribir r•b como una matriz, en la cual 

el indice a = o, 1, z, J, etiqueta los renglones y el indice b las 

columnas: 

o -Ex -Ey -Ez 

Ex o -Bz By 
r•b 

Ey Bz o -Bx 

Ez -By Bx o 

o bien 

o Ex Ey Ez 

-Ex o -Bz By 
Fob 

-Ey Bz o -Bx 

-Ez -By Bx o 

Otra cantidad útil, es el tensor dual de campo electromagnético 
¡s•b. Definimos primero el tensor c•bcd de cuarto rango 

completamente antisimétrico de Levi-civita: 

¡ + 1 para •=O,b=l,c=Z,d=3, y 

c•bcd 
cualquier permutaci6n par. 

- 1 para permutaciones impares. (2 .15) 

o cualquier otro caso. 

Este tensor tiene la propiedad de que sus componentes son las 

mismas en todos los sistemas coordenados. Con respecto a 

rotaciones del sistema ordenado, las cantidades c•bcd se comportan 

como un tensor, pero si cambiamos el signo a una o tres 

coordenadas, las componentes c•bcd siendo definidas como el 

mismo en todos los sistemas coordenados, no cambian, mientras que 

las componentes de un tensor cambian de signo. Entonces, 

estrictamente hablando, c•bcd no es un tensor, sino un 

pseudotensor. Los pseudotensores, de cualquier rango, en 

particular los pseudoescalares, se comportan como tensores bajo 

todas las transformaciones de coordenadas excepto aquéllas que no 

pueden ser reducidas a rotaciones, es decir, reflexiones, cuyos 

cambios en el signo de las coordenadas no pueden ser reducidos a 
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rotaciones. 
Si Au. es un tensor antisimétrico, el tensor A.... y el 

•u 1 uab i pseudotensor A e 2c Aeb se d ce que son duales uno al otro. 
El tensor dual de campo electromagnético esta definido por: 

o -Bx -By -Bz 

Bx o Ez -Ey 
3•b 1 c•bcd Fcd (2 .16) 

2 By -Ez o Ex 

Bz Ey -Ex o 

Los elementos del tensor dual 3•b se obtienen de Fªb cambiando 
E +B y 8 -E en (2 .14). 

Para completar la demostración de la covariancia de la 
electrodinámica debemos escribir las ecuaciones de Maxwell en una 
forma expl1citamente covariante. Las ecuaciones inhomogéneas son: 

V·E = mp 

V X' 8 - .!. BE = ~ J c at c 
En termines de Fªb y la cuadricorriente Jª estas ecuaciones toman 
la forma: 

BaFªb = ~ Jª 
c 

Similarmente, las ecuaciones homogéneas de Maxwell, 

V•B = O 

VxE+.!. 88 =0 c at 

(2.17) 

pueden ser escritas en términos del tensor dual de campo como 

8ai)ªb = O (2.18) 

En términos de Fªb , las ecuaciones homogéneas son: 

aªFbc + BbFc• + BcFab = O (2.19) 

La expresi6n de la izquierda es un tensor de rango 3, el cual es 
antisimétrico en sus tres indices. Las únicas componentes que no 
son idénticamente cero son aquellas con •"b"c. De esta forma, hay 
solo cuatro ecuaciones diferentes. 

con las definiciones de Jª, Aª, y Fªb, junto con las ecuaciones 
de onda o las ecuaciones de Maxwell, queda establecida la 
covariancia de las ecuaciones del electromagnetismo.Para completar 
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el anAlisis, escribamos la ecuaci6n de la fuerza de Lorentz (2.2) 

y la de la raz6n de cambio de la energ1a (2.3) en forma 

expl1citamente covariante: 

(2.20) 

Para las ecuaciones macrosc6picas de Maxwell es necesario 

distingir dos tensores de campo electromagnético, F•b .. (E, B) y 
G•b = (D,H). La forma covariante de las ecuaciones de Maxwell es: 

(2.21) 

Es claro que con los campos (E,B) y (D,H) transformAndose como 

tensores antisimétricos de segundo orden; la polarizaci6n P y el 
negativo de la magnetizaci6n -H forman un tensor similar. Con 

estas cantidades, teniendo como significado f 1sico los promedios 

macrosc6picos de propiedades at6micas en el sistema de referencia 

en reposo con respecto a este medio, se determina la 

electrodinAmica de la materia macrosc6pica en movimiento. 
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CAPITULO 3 
TEORil DE RADIACION 

El estudio de los mecanismos de emisi6n de ondas 

electromagnéticas es de fundamental importancia en la astrof 1sica, 

dado que un preciso conocimiento del origen de las emisiones 

permite la deducci6n de informaci6n importante acerca de la 

naturaleza f1sica de las fuentes, como su temperatura, 

constitución, densidad, ionizaci6n, el campo magnético de la 

fuente, etc. Mientras que ciertos mecanismos de emisi6n tales como 

el bremsstrahlung y la emisi6n sicrotr6nica están bien entendidos, 

otros, por ejemplo, la radiaci6n proveniente de oscilaciones de 

plasma, son mucho mas complejas. 

Los mecanismos de emisi6n pueden ser clasificados en diversas 

formas. Por ejemplo, los podemos dividir en procesos macroscópicos 

y procesos microscópicos. En el segundo caso, cada part1cula 

(electrón, átomo o i6n) emite radiación independientemente de los 

otros, y la suma de estas radiaciones incoherentes debidas a todas 

las part1culas, constituyen una emisi6n que puede cambiar s6lo con 

el cambio de las condiciones del medio. En el caso de procesos 

macrosc6picos, un grupo de part1culas bajo un movimiento ordenado, 

emiten una radiaci6n con cierto grado de coherencia. Estas 

emisiones implican, algunas veces, fen6menos de resonancia, por lo 

que son muy irregulares. El bremsstrahlung y la radiación 

sincrotr6nica, son mecanismos de radiación incoherente, mientras 

que el mecanismo de radiación por ondas de plasma puede ser 

coherente o incoherente. 

En un gas ionizado en equilibrio térmico, las velocidades de 

las particulas tienen una distribución maxwelliana. Si no hay 

fuentes externas de energia, la emisión no excede la radiación de 

cuerpo negro a la misma temperatura, y se dice que es originada 

por una fuente térmica. Si hay fuentes capaces de ceder su energ1a 

al medio, las part1culas tienen una distribución de velocidades no 

maxwelliana y se dice que es originada por una fuente no térmica. 

Por ejemplo, un cierto número de part1culas pueden ser aceleradas 

de manera individual a velocidades mucho más altas que la 

velocidad térmica, o bien, un movimiento ordenado de un grupo de 
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part1culas puede ser superpuesto al movimiento térmico de 
agitaci6n. El primer mecanismo corresponde a la radiaci6n 
girosincrotr6nica y el segundo a un fen6meno tal como oscilaciones 
del plasma. 

a) Potenciales de cargas en movimiento. 
Derivemos las ecuaciones que determinan los potenciales para 

cargas en movimiento. Esta derivaci6n es mAs conveniente en 
notaci6n cuatridimensional. Utilicemos las ecuaciones de Maxwell: 

a.F•b = crr Jª 
c 

Utilizando ahora la definici6n de Fªb 

Fªb a•Ab - abA• 

e imponiendo la condici6n de Lorentz: 

aaAª = O 

en los potenciales, se obtiene: 

a.a• Ab = crr Jb (3 .1) 
c 

Esta es la ecuaci6n que determina los potenciales de un campo 
electromagnético arbitrario. En notaci6n tridimensional, 
las ecuaciones de onda para A y ': 

t a2 A 

c 2 at 2 

l ª2' 
c 2 at 2 

en J 
c 

v2
, = m p 

obtenemos 

(3.2) 

(3. 3) 

Como es sabido, la soluci6n de las ecuaciones diferenciales 
1 ineales e inhomogéneas (3. 2) y ( 3. 3) pueden ser representadas 
como la suma de la soluci6n de estas ecuaciones sin el término del 
lado derecho (una soluci6n a la ecuaci6n homogénea 
correspondiente) y una integral particular de estas ecuaciones con 
el término del lado derecho (una soluci6n particular a la ecuaci6n 
inhomogénea). Para encontrar la soluci6n particular, dividimos el 
espacio entero en regiones infinitamente pequefias y determinamos 
el campo producido por las cargas localizadas en uno de estos 
elementos de volumen. Debido a la linealidad de las ecuaciones de 
campo, el campo serA la suma de los campos producidos por todos 
estos términos. 
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La carga "de" en un elemento de volumen dado es, en términos 
generales, una funci6n del tiempo. Si escogemos el origen de 
coordenadas en el elemento de volumen en consideraci6n, entonces 
la densidad de carga es p = de(t) 6(RJ, donde Res la distancia al 
origen. 

Entonces, debemos resolver la ecuaci6n: 

2 1 a2 ¡p V ¡p - - - = - •n de(t) 6(R) (3.4) 
c 2 at 2 

En todas partes, excepto en el origen, 6(R) = O, y tenemos la 
ecuaci6n: 

2 .,2, - .!. LJ = o 
c 2 at 2 

(3. 5) 

Es claro que en este caso, estamos considerando f con simetr1a 

esférica, es decir, ' es una funci6n de R únicamente. Entonces si 
escribimos el operador de Laplace en coordenadas esfericas, (3.5) 

se reduce a: 

.!. ~ ( R2 a¡p ) - .!. a 2 <P = o 
R2 8R 8R c2 at2 

Para resolver esta ecuaci6n, hacemos la substituci6n: 

'(R,t) = X(R,t) 
R 

Entonces, la ecuaci6n para x es: 

a2 x _ .!. a2 x = 0 
8R 2 c 2 at 2 

(3.6) 

La cual es una ecuaci6n para ondas planas, cuya solución es de la 
forma: 

X = ft ( t - ~ ) + tz( t + ~ ) 

Para mostrar lo anterior, escribamos la ecuación (3.6) para una 
función f en la forma: 

8
2

f _ c2 8
2

f = 0 
at 2 8R2 

entonces, a su vez la podemos escribir como: 

( ~t - c ~R ) ( ~t + c ~R ) f O 

e introducimos las variables: 

e = t - ~ c l) 
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por lo que: 

t l ( ( + TI ) 
2 

Entonces: 
a l ( a a 
8( at - c óR 2 

de tal forma que la ecuación 

y 

para 

8 2 f 
8(8TI 

f 

R 

a 
8T1 

es: 

o 

= ~ ( TI - ( ) 2 

l a + c a 
at 8R 2 

La solución obviamente tiene la forma f = f1 (() + f2('11), donde f1 
y fz son funciones arbitrarias. Por lo tanto: 

X= f1( t - ~) + fz( t + ~) 
Dado que solo queremos una solución particular de la ecuaci6n, es 
suficiente escoger sólo una de las funciones f1 y fz. Usualmente 
es más conveniente tomar fz = o. Entonces, en todas partes excepto 
en el origen, q, tiene la forma: 

q, = X (t - R/c) 
R (3.7) 

Hasta ahora la funci6n x es arbitraria; escojamos ahora una tal 
que contenga el valor correcto para el potencial en el origen. En 
otras palabras, debemos seleccionar una x tal que en el origen la 
ecuación (3.4) es satisfecha. Esto es facil de hacer, notando que 
conforme R~O, el potencial crece indefinidamente, y entonces, sus 
derivadas con respecto a las coordenadas se incrementan mucho más 
rápido que su derivada temporal. consecuentemente, conforme R~O, 

podemos, en la ecuaci6n (3.4), despreciar el término a2•/at2 

comparado con V
2 
•• Por lo que: 

v2 q, = - m de (t) .s (R) , 
recordando que la ley de Coulomb implica que V24' =-•ne .S(R), por 
lo que cerca del origen, la ecuación ( 3 . 4) conduce a la ley de 
Coulomb, como era de suponerse. Entonces, cerca del origen, (3.7) 

debe de conducir a la ley de Coulomb, por lo que se concluye que 
de(t) = x(t), esto es, 

q, = de(t - R/c) 
R 

De aqu1 es fácil obtener la solución a la ecuaci6n (3.3) para 
una distribución arbitraria de cargas p(x,y,z,t). Para hacer esto, 
es suficiente escribir de = pdV (dV es el elemento de volumen) e 
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integrar sobre todo el espacio. A esta soluci6n de la ecuaci6n 

inhornogénea ( 3. 3) debernos agregar la soluci6n l/lo de la misma 

ecuaci6n sin el término del lado derecho. De esta forma, la 

soluci6n general tiene la forma: 

1/1 (r,t) = J ~ p( r', t - R/c) dV' + l/Jo (3 .8) 

donde: 

R=r-r•, dV'=dx'dy'dz', r=(x,y,z), r'=(x',y',z') 

R es la distancia desde el elemento de volumen dV al "punto del 

campo" en el cual deseamos determinar el potencial. Podemos 

escribir esta expresi6n más brevemente en la forma: 

" = J plRR/c dv + "º (3.9) 

donde el subindice l-Rlc significa que la cantidad p debe ser 

tomada al tiempo t - R/c, y la prima en dV' es omitida. 

De forma análoga, se encuentra para el potencial vectorial: 

A = ~ J jlRR/c dV + Ao (3,10) 

donde Ao es una soluci6n a la ecuaci6n ( 3. 2) sin el término del 

lado derecho. 

Los potenciales (3.9) y (3.10) (sin l/lo y Ao) son llamados 

potenciales retardados. 

En el caso de cargas en reposo (es decir, la densidad p 

independiente del tiempo), la formula (3.9) conduce a la ya antes 

conocida f6rmula: 

1/1 = J ~. dV 

para el campo electrostático. 

Para el caso de movimiento estacionario de cargas, la formula 

(3.10), despues de promediarse en el tiempo, conduce a la f6rmula: 

A = !. J J dV c R 

para el potencial vectorial de un campo magnético constante. 

Las cantidades Ao y l/lo en (3. 9) y ( 3. 10) son determinadas de 

forma que satisfagan las condiciones del problema. Para hacer 

esto, es suficiente con imponer condiciones a la frontera, esto 

es, fijar los valores del campo al tiempo inicial. sin embargo, 

generalmente no se tiene que trabajar con esas condiciones 
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iniciales. En cambio, se dan condiciones a grandes distancias del 

sistema de cargas durante todo el tiempo. Entonces, debemos saber 

qué radiaci6n incide en el sistema proveniente del exterior. En 

correspondencia a esto, el campo producido como resultado de la 

interacci6n de esta radiaci6n con el sistema puede diferir del 

campo externo s6lo por la radiación originada por el sistema. Esta 

radiaci6n emitida por el sistema debe, a grandes distancia, tener 

la forma de ondas desplegándose hacia el exterior del sistema, 

esto es, en la dirección de crecimiento de R. Pero precisamente 

esta condición es cumplida por los potenciales retardados. 

Entonces esas soluciones representan el campo producido por el 

sistema, mientras que 'º y Ao deben ser iguales al campo externo 

que actúa sobre el sistema. 
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b) Potenciales de Lienard-Wiechert. 
Determinemos ahora los potenciales para el campo producido por 

una carga que se mueve a lo largo de la trayectoria r = ro(t). 

De acuerdo a las fórmulas para los potenciales retardados, el 

campo en el punto de observación P(x,y,z) al tiempo t es 

determinado por el estado de movimiento de la carga al tiempo 

anterior t', para el cual, el tiempo de propagación de la seftal 

luminosa desde el punto ro(t'), donde la carga estA localizada, al 

punto p del campo coincide con la diferencia t - t•. Sea R(t) = r 

- ro(t) el radiovector que va de la carga al punto P, donde ro(t) 

es una función dada del tiempo. Entonces, el tiempo t' esta 

determinado por la ecuación: 

t' + c t (3.11) 

Para cada valor detesta ecuación tiene solo una raiz t•. 

En el sistema de referencia en el cual la particula estA en 

reposo al tiempo t•, el potencial en el punto de observación al 

tiempo t es justamente el potencial de Coulomb, 

e 
f = R(t') A = O (3 .12) 

Las expresiones para los potenciales en un sistema de 

referencia arbitrario pueden ser encontrados directamente, 

encontrando un cuadrivector que, si v o coincide con las 

expresiones anteriores para f y A. Tomando en cuenta que, de 

acuerdo con (3.11), f en (3.12) se puede escribir en la forma 

e 
f=c(t-t') 

encontramos que el cuadrivector es: 

(3 .13) 

donde uª es la cuadrivelocidad de la carga, Rª = (c(t-t'), r-r'), 

donde x', y•, z', t' estAn relacionados por la ecuaci6n (3.11), la 

cual en forma cuadridimensional es: 

(3.14) 

Ahora bien, transformando nuevamente a notación tridimensional, 

obtenemos, para los potenciales del campo producido por una carga 

puntual moviéndose arbitrariamente, las siguientes expresiones: 
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e 

R 
v·R 

c 

ev 
A = ~---v-·=R--.-

R c 
(3.15) 

donde R es el radiovector, tomado desde el punto donde la carga 
está localizada hasta el punto de observaci6n P, y todas las 
cantidades en el lado derecho deben ser evaluadas en el tiempo t', 
determinado por (3.11). Los potenciales del campo, en la forma 
(3.15), son llamados potenciales de Lienard - Wiechert. 

Para calcular las intensidades del campo eléctrico y magnético 
de las f6rmulas: 

1 8A 
E = - e at - V~ ' B =V X A 

debemos diferenciar ~ y A con respecto a las coordenadas x, y, z, 
de el punto y el tiempo t de observaci6n. Pero las f6rmulas (3.15) 
expresan los potenciales como funci6n de t•, y es con la relaci6n 
(3.11) que resulta como funci6n impl1cita de x, y, z, t. Entonces, 
para calcular las derivadas requeridas debemos encontrar primero 

las derivadas respecto a t•. Derivando la relaci6n R(t')=(t-t')c 
con respecto a t obtenemos: 

aR aR at' R · v at • = c ( at •) 
at = at • at = - ~ at 1 - at 

donde se ha usado el hecho de que: 

Por lo que: 

8R2 8R 
at• = 2 R·at• = 2 R·(-v(t')) 

8R2 8R 
at• 2R at• 

at• 
at = 

1 
v·R 

1 - RC 

-2 R·v 

(3 .16) 

Similarmente, diferenciando la 

coordenadas, encontramos: 
misma relaci6n con respecto a las 

entonces: 
Vt' = - .!. VR(t') c 

Vt' = - c( 

1 

c 

R 

8R Vt' + !R ) at• 

_ R·v J R c 
(3.17) 

Con la ayuda de estas f6rmulas, no hay dificultad en llevar a 
cabo los cálculos de los campos E y B. Omitiendo todos los 
cálculos intermedios, se llega a: 
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1 -
E = e 

R -

v2 
-2 c 

R·V 
c )

3 ( R - ! R ) + e c c2( R 

1 
B=RRxE 

o bien, escritos en otra forma: 

R·v 
c 

)3 Rx{( R - ~ R)xv} 
(3.18) 

(3.19) 

E(x,t) = e [ n - p ] + 
7

2
(1 P·n) 2 

ret 

e [ n x { (n - Pl x P } ] 
c (1-P·n) 3 R ret 

B(x,t) = [ n X E ]rel 

donde en el primer conjunto, v = ~~,, y en el segundo conjunto, se 

tiene n = ;, p-~; todas las cantidades en los lados derechos 

de estas ecuaciones, se refieren al tiempo t'. Es interesante 

notar que el campo magnético es siempre perpendicular al campo 

eléctrico. 

El campo eléctrico (3.18) consiste de dos partes distintas. El 

primer término depende s6lo de la velocidad de la partícula (y no 

de su aceleraci6n) y varia a grandes distancias como 1/R2
• El 

segundo término depende de la aceleraci6n, y para R grandes varia 

como 1/R. Después se observará que este último término está 

relacionado con las ondas electromagnéticas radiadas por la 

partícula. Los campos (3.18) y (3.19) se dividen naturalmente en 

campos de velocidad, los cuales son independientes de la 

aceleraci6n, y campos de ace1eraci6n, los cuales dependen 

linealmente de v. 
Utilizando el tensor de campo electromagnético Fªb, los campos 

(3.18) y {3.19) se pueden esribir como: 

Fªb = e 
u"(x - r)m 

{3.20) 

Aqu1 u8 es la cuadrivelocidad y rb es la cuadriposici6n, ambos 

dependientes de ~. Despues de la diferenciaci6n la expresi6n debe 

ser evaluada en el tiempo~º (retardado), definido por la ecuaci6n 

(3.11) escrita en forma tensorial: 

{X - r{~o) )• {X - r{~o) )• 0 
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c}Radiac16n emitida por una carga acelerada. 

Si una carga es acelerada, pero es observada en un marco de 

referencia donde su velocidad es pequefla comparada con la de la 

luz, entonces en ese sistema de coordenadas el campo de 

aceleraci6n en (3.18} se reduce a: 

Eo = ~ [ n x ~n x ii> ] (3.21) 
rel 

El flujo instantáneo de energ1a está dado por el vector de 

Poynting: 

S=E_ExB=E_{E•x (nxEo)} 
Ul 411 

(3.22} 

Esto implica que la potencia radiada por unidad de ángulo s6lido 

es: 

dP 
dQ 4TlC 

e a a 
lnx(nxi3)1 (3.23) 

Si e es el ángulo entre la aceleraci6n v y n, como se muestra en 

la figura 3 .1, entonces, la potencia radiada puede escribirse 

como: 

dP 
dQ 

flq, 3.1 

(3.24} 

Al escribir distribuciones angulares de radiaci6n, se exhibe 

siempre la polarizaci6n expl1citamente escribiendo el cuadrado de 

un vector el cual es proporcional al campo eléctrico. Si la 

distribuci6n angular para algún tipo especial de polarizaci6n es 

necesaria, se puede obtener tomando el producto escalar del vector 
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con el vector apropiado de polarizaci6n antes de tomar el 

cuadrado. Se observa de la ecuaci6n (J.21) que la radiaci6n está 

polarizada en el plano que contiene a v y n. La potencia total 

radiada se obtiene por medio de la integraci6n (J. 24) sobre el 

ángulo s6lido: 

e 2 
P = ! 1 v 12 

J CJ 
(J.'25) 

Esta es la conocida expresi6n de Larmor para una carga no 

relativista acelerada. 

La f6rmula (J.22) puede ser generalizada por medio de 

argumentos de covariancia bajo transformaciones de Lorentz para 

conducir a una expresi6n que sea válida para cargas con 

velocidades arbitrarias. La energia electromagnética radiada se 

comporta bajo transformaciones de Lorentz como la componente 

temporal de un cuadrivector. Este resultado puede ser utilizado 

para mostrar que la potencia P es un invariante de Lorentz. Si 

pudieramos encontrar un invariante de Lorentz que se reduzca a la 

f6rmula de Larmor (J.25) para ~ < 1, entonces tendremos la 

generalizaci6n deseada. Existen una gran variedad de invariantes 

de Lorentz que se reducen a (J.25) cuando ~ ~ o. Pero la forma de 

los campos (J.18) y (~.19), sugiere que éstos deben incluir 

s6lamente términos ~ y ~. Con esta restricci6n en el orden de las 

derivadas, el resultado es único. Para encontrar la generalizaci6n 

de (J.25), escribamos esta f6rmula de la siguiente manera: 

p = ~ ~ ( ~ . ~) (J.26) 
J m2cJ dt dt 

donde m es la masa y p el momento de la particula cargada. La 

generalizaci6n Lorentz-invariante debe de ser: 

donde di: 

particula. 

se toma el 

p = - ~ ~ ( ~·. ~· 
3 2 3 di: di: me 

(J. 27) 

es el tiempo propio y p• el cuadrimomento de la 

Para comprobar que (J.27) conduce a (J.25), simplemente 

limite~~ o en (J.27). Para esto, obsérvese que: 

~~· = m ~~· = m ~i: ( 7c, c7~ ) = m ( dá~c) , d(~~~) ) 

= mc7 ( ~ , 7 ~~ + ~ ~ ) 
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entonces: 

~·, ~~m m2c27 2 ( 7 6 (~. ~) 2 

por lo que: 

2 2 6 mc7 

-(~·~)274 - 7'(~)2 (1 - ¡;¡2¡ ) 

~2p2 - p2 - (~·~)2 

- ~2 + (~ X ~) 2 ) 

2 e
2 

6 [ .:.2 - .:. 2 J 
P == 3 e 7 ~ - <~ x M (3.28) 

La expresi6n (3.28) se conoce como el resultado de Lenard. De aqu1 
es fácil ver que si ~ ~ O, la ecuaci6n ( 3. 27) conduce a la 
ecuaci6n (3.25). El hecho de que la generalización (3.27) es Qnica 
puede ser visto teniendo en cuenta que un invariante de Lorentz 
está formado por el producto y contracción de dos cuadrivectores o 
dos tensores en todos sus indices. Los ünicos tensores disponibles 
para esta generalización son p• y dp./dT. Sólo la expresi6n (3.27) 

conduce a la f6rmula de Larmor para ~ ~ O, la contracci6n de 
productos pmdpm/dT no conducen a la expresión (3.25). 

Una part1cula radia durante el tiempo dt la energ1a: 

o bien: 
dg == p dt 

( dtÍ' dU& ) dt 
di di 

generalizando los resultados anteriores, se obtiene que el 
cuadrimpulso total radiado durante el paso de la particula por un 
campo electromagnético dado es: 

Escribamos esta 
cuadriaceleraci6n 
electromagnético 
movimiento: 

A~' == - ~ :: J { ~~ ~&} dx' (3. 27a) 

en 
en otra 

funci6n 
forma, 
del 

fórmula 
dU1/dT 

exterior y valiéndonos de 

dU& 
m dT 
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Obtenemos entonces: 

6.'1'1 = - ~ e' J ( Fkm tf ) ( Fkn Un ) dx1 

3 m2c3 
(3.27b) 

La componente temporal de (3.27a) y (3.27b) da la energ1a total 
radiada 6.e. substituyendo en vez de las cantidades 
cuadridimencionales en funci6n de cantidades en el espacjo 
tridimensional, se obtiene: 

1i.e = 2 e2 
3 3 c 

°' 
J 

-ex> 

2 lv v W) 
2 

w - .l..!........::2-

( ~2r3-
l - -

c2 

dt (3.27c) 

o bien, en función de los campos exteriores eléctrico y magnético: 

(3.27d) 

Las expresiones correspondientes al impulso radiado total difieren 
de éstas en un factor v m&s en el integrando ( ya que dx1= U1d~ 

u' c1 - 132
) 

112dt >. 
Esta fórmula pone de manifiesto que para velocidades próximas a 

la velocidad de la luz, la energ1a total radiada por unidad de 
tiempo varia en esencia con la velocidad como ( 1 - 132) 112 , esto 
es, proporcionalmente al cuadrado de la energ1a de la part1cula en 
movimiento. La única excepci6n es el movimiento en un campo 
eléctrico paralelamente a la dirección del campo. En este caso el 
factor ( 1 - 132) 112

, que aparece en el denominador, se reduce por 
un factor idéntico en el numerador y . la radiación resulta 
independiente de la energ1a de la part1cula. 

En un movimiento unidimensional, de (3.27) se obtiene que: 

- ~· gr = ( ~ r -132 ( ~ r = ( a r 
... P = ~ L ( ~ )2 

(3.2aa> 3 m2c3 dt 
Para una carga acelerada en movimiento no relativista, la 

distribución angular muestra un comportamiento como sen2e, donde e 
se mide con respecto a la dirección de la aceleración. Para 
movimientos relativistas, los campos de aceleración dependen de la 
velocidad, as1 como de la aceleración. Por lo que la distribución 
angular es m&s complicada. De (3.18) la componente del vector de 
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Poynting puede ser calculada: 

e
2 

{ 1 [S·n)rel '"' - -•ne Rz 
n x [ (n - ~) x ~ 

( 1 - ~·n) 3 
] 12 } 

rol 
(3.29) 

se puede ver que hay dos efectos relativistas presentes en (3.29). 
Uno de ellos es el efecto de la radiaci6n espacial entre ~ y J, la 
cual determina la distribuci6n Angular. El otro es un efecto 
relativista general que surge de la transformaci6n del sistema de 
la particula en reposo instantáneo al sistema del observador y se 
manifiesta en la presencia del factor (1 - ~·n) en el denominador 
de (3.29). Para particulas ultrarrelativistas, este dltimo efecto 
es dominante en la distribuci6n Angular. 

En (3.29) S·n es la energia por unidad de área por unidad de 
tiempo detectada en un punto de observaci6n al tiempo t de la 
radiaci6n emitida por la carga al tiempo t•= t - R(t') /c. Si 
queremos calcular la energia radiada durante un periodo finito de 
aceleraci6n, digamos de t'= Ti a t'=Tz, escribimos 

l=T2+ (R!T2l/cl l'=T2 

€ = J [S·n]r•l dt "' J (S•n) ~' dt' (3,30) 
l=T1+ ( R(T1)/c] l' = T1 

se observa que la cantidad dtil y con más significado es 
(S·n) ( ~,) , la potencia radiada por unidad de Area· en términos 
del tiempo propio de la carga. De esta forma definimos la potencia 
radiada por unidad de Angulo s6lido como: 

dPá;J'! = R2 (S·n) ~' = R2 (S·n) (1 - ~·n) ( 3. 31) 

Si imaginamos que la carga es acelerada s6lo durante un corto 
periodo de tiempo durante el cual ~ y i son esencialmente 
constantes en magnitud y direcci6n, y si observamos la radiaci6n 
lo suficientemente lejos de la carga de tal forma que n y R 
cambian muy poco durante el intervalo de aceleraci6n, entonces 
(3.31) es proporcional a la distribuci6n angular de la energia 
radiada. Con la expresi6n (3.29) para el vector de Poynting, la 
distribuci6n angular queda como: 

dP(t') = ~ 1 n X {( n - i ) X i } 12 

--ar¡- me (1 _ i·n)s 
(3.32) 

Esta f6rmula puede ser reescrita en la forma: 
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2 n·v v·v 
c 1 - v·n 

c 
+ (1-(v/c) 2 )(n·v) 2

} 
( 1 _ n~v )s 

(3.32a) 
El ejemplo más simple de (3. 32) es el movimiento en una 

dimensi6n en el cual ~ y ~ son paralelos. Si e es el. ánqulo de 
ot>servaci6n medido desde la direcci6n común a ~ y ~, entonces 
(3.32) se reduce a: 

( 1 - jicose) 5 
(3.33) 

Para el caso ji e 1, éste es el resultado de Larmor (3.24). Pero 
conforme ji ~ 1, la distrit>uci6n anqular es "empujada" hacia 
adelante y se incrementa en magnitud, 
esquemáticamente en la fiqura 3.2. 

f19. 3.2 

como se indica 

El 6nqulo e.ax para el cual está concentrada la mayor parte de 
la energ1a es: 

1 

27 
(3. 34) 

donde el último término es en el valor limite de ji ~ 1. En este 
mismo limite el pico de intensidad es proporcional a Tª· Para ji = 

0.5, que corresponde a electrones de~ 80 KeV, e ... x = 38.2°. Para 
part1culas relativistas , e .. x es muy pequeña, siendo del orden de 
la proporci6n de la energ1a en reposo de la part1cula a su energ1a 
total. De esta forma la distrit>uci6n anqular está confinada a un 
cono muy estrecho en la direcci6n del movimiento. Para 6nqulos 
pequeños, la distrit>uci6n angular (3.33) puede ser escrita de 
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forma aproximada como: 

(3. 35) 

La unidad anqular m6s natural es 7-1
• La distribuci6n anqular es 

mostrada en la figura 3.3 con Angulo& medidos en estas unidades. 

di' 
d\I 

,..- ... 

f19. 3.3 

El m4ximo ocurre a 70 = i• y los puntos a mitad de intensidad a 76 

= 0.23 y 76 s 0.91. La ralz de la media cuadr4tica del 4nqulo de 
emisi6n es, en el limite relativista: 

<B2>112 = .!. = mc
2 

"' ~2-
7 E ¡ - c2 

(3.36) 

Esto es algo t1pico en los patrones de radi~ci6n relativistas, sin 
importar la relaci6n vectorial entre j y j. La potencia total 
radiada puede ser obtenida integrando (3,33) sobre todos los 
Angules. Entonces 

2 e 2 
·2 

P(t') • - - V f
6 

3 c3 

en perfecta concordancia con (3.28) 

(3.37) 

Otro ejemplo de distribuci6n angular de radiaci6n es el de una 
carga en movimiento circular instant4neo con aceleraci6n j 
perpendicular a su velocidad ii. Escojamos un sistema coordenado 
tal que el vector p se encuentre instant4neamente en el eje z y p 
en el eje x. Con el uso de los Angulos 6, y •• que definen la 
direcci6n de observaci6n (fiqura 3.4), la f6rmula general (3.32) 
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se reduce a: 

dP(t') _ e 2 lvl
2 

[ l 
dO - •rrc3 (1 - pcos9) 3 

1 
' 1 

' 1 '..¡ 

sen2e cos 2e ] 
72

(1 - Pcose) 2 (3.38) 

Obsérvese que aunque la distribuci6n anqular es diferente a la del 
caso de aceleraci6n lineal, el máximo relativista caracter1stico a 
ángulos en la direcci6n del movimiento está presente. En el limite 
relativista (7 > 1) , la distribuci6n anqular puede ser escrita 
aproximadamente como: 

2 lv' 12 [ 
1 

2 2 2 ] dPát') "'~ 76 _ _ 47 ecos~ 
O rrcJ (1 + 7292)3 (1 + 7292)2 

(3.39) 

La ra1z de la media cuadrática del ánqulo de emisión en esta 
aproximaci6n está dado por (3.36), al iqual que en el caso lineal. 
La potencia total radiada puede ser encontrada 'integrando (3. 38) 
sobre todos los ángulos, o bien de (3.28): 

.. 21.:.12 
P(t') = ~ ~74 

3 c3 (3.40) 

Es interesante comparar la potencia radiada por aceleraci6n 
paralela a la · velocidad (3. 37) con la potencia radiada por 
aceleraci6n perpendicular a la velocidad para la misma magnitud de 
fuerza aplicada. Para movimiento circular, la magnitud de la raz6n 
de cambio de momento (la cual es iqual a la fuerza aplicada) es 
7mv. Consecuentemente, (3.40) puede ser escrita como: 

Pclrcutar (t') -
2 82 

7
2 

( ~ )
2 

- 3 m2c3 dt (3.41) 

Cuando este resultado es comparado con el resultado 
correspondiente para movimiento rectil1neo (3. 28a) , encontramos 
que para una fuerza aplicada de magnitud dada, la radiaci6n 
emitida con una aceleraci6n transversal es mayor por un factor 72 

que con aceleraci6n paralela. 
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d) Mecanismos de Emisi6n de Radiaci6n. 
En Fen6menos C6smicos, 

importantes son: 
los mecanismos de emisi6n m6s 

i) radiaci6n sincrotr6nica y girotr6nica, 
ii) bremsstrahlung, 
iii) radiaci6n de Cherenkov, 
iv) radiaci6n de transici6n, 
v) oscilaciones de plasma, 
vi) efecto Compton inverso y dispersi6n de Thompson, 
vii) radiaci6n térmica de cuerpo negro, 
viii) radiaci6n espectral de linea. 
En la presente secci6n desarrollaremos estos mecanismos, 

algunos con mayor detalle que otros. En el capitulo 7 se 
describir6n nuevamente en relaci6n a su importancia en la 
astrofisica, mencionando en especial los fen6menos de absorci6n y 
de emisi6n coherente o estimulada. 

i) Radiaci6n Sincrotr6nica. 
Consideremos la radiaci6n de una carga que se mueve con 

velocidad arbitraria sobre una circunferencia en un campo 
magnético constante y uniforme; esta radiaci6n se llama radiaci6n 
sincrotr6nica si la carga tiene velocidades relativistas; 
radiaci6n cic1otr6nica si la carga no tiene velocidades 
relativistas; y en general recibe el nombre de radiaci6n de 
frenado magnético, o magnetobremsstrahlung, o bremsstrahlung 
magnético. El radio de la 6rbita r y la pulsaci6n del movimiento 
WH se pueden expresar en funci6n de la intensidad del campo H y la 
velocidad de la particula v. 

es: 

La ecuaci6n de movimiento de una carga en un campo magnético H 

. e 
P=¡:V•H 

Ahora bien, de la dinámica relativista tenemos: 

p = Cv 
cz 

donde g es la energia de la partícula, que es constante en un 
campo magnético. La ecuaci6n del movimiento toma entonces la forma: 
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! ~ ... !vxH 
c2 at c 

El hecho de que la energ1a C sea constante es consecuencia de que: 
dC dP e CJt "' Y· CJt • C Y• (Y x H) .. O 

Si ahora consideramos un sistema de referencia tal que H • kHz, se 
obtienen las ecuaciones: 

Vx"" W Vy 
donde se ha hecho: 

Vy • - W Vx Vz "' 0 (3. 42) 

(3.43) 

Multiplicando la segunda ecuaci6n (3.42) por i y sumando el 
producto a la primera, se obtiene: 

de mode que: 

por lo que: 

donde: 

d(Vx + ÍVy) = -iW 
dt Vx + iVy) 

Vx + iVy = ae-iwt "' Vot e-i (wt + a) 

x = xo + r sen ( wt + a) 

y = yo + r cos ( wt + a) 

Z "' Zo + Vz t 

Vol = 

r = ~ = w 
mcv 

eH J 1 - ~2 

l (3.44) 

(3.45) 

Las f6rmulas (3 .44) muestran claramente que la carga, en un 
campo magnético uniforme, se mueve a lo largo de una hélice cuyo 
eje estA dirigido en el sentido del campo magnético y cuyo radio r 
viene dado por (3.45). La velocidad de la part1cula es constante 
en magnitud. En el caso particular voz = o, esto es, cuando la 
componente de la velocidad de la carga es nula, la carga se mueve 
siguiendo una circunferencia en un plano perpendicular a la 
direcci6n del campo. 

La magnitud w como se deduce de las f6rmulas, es la frecuencia 
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angular de rotaci6n de la part1cula en el plano perpendicular al 
campo. 

Si la velocidad de la part1cula es pequel"la, podemos hacer, 
aproximadamente e = 2 me. La frecuencia w pasa a ser entonces: 

eH w = -me 
A esta cantidad se le denomina frecuencia ci clotr6ni ca, o 
frecuencia girotronica, o frecuencia de Larmor. 

La intensidad total de la radiaci6n emitida 
direcciones viene dada por la f6rmula (3.27d) sin 

en todas 
integrar 

respecto al tiempo, en la que debemos hacer E = o con H i v: 

dE 2 e 2
H

2v 2 

P "' dt = 3m2cs (l _ 132) 
(3.46) 

Vemos asi que la intensidad total es proporcional al cuadrado del 
impulso de la part1cula. 

Si en cambio, nos interesa la distribuci6n angular de la 
radiaci6n, deberemos utilizar la f6rmula (3.32). Una cantidad 
interesante es la intensidad media relativa a un periodo del 
movimiento. Para determinarla integremos (3.32) en el intervalo 
correspondiente a una vuelta de la part1cula a lo largo de la 
circunferencia y dividiremos el resultado por T = ~:. 

Elijamos el plano de la 6rbita como el plano XY (el origen 
coincide con el centro de la circunferencia) y hagamos pasar el 
plano YZ por la direcci6n n de la radiaci6n (fi9 3.5). El campo 
magnético estar! dirig,ido en el sentido negativo del eje z (el 
sentido del movimiento de la part1cula representado en la fi9. 
corresponde a una carga e positiva). Ademas, sea 6 el Angulo 
formado por la direcci6n n de la radiaci6n y el eje Y, y t = WHt 
el ángulo entre el vector posici6n de la part1cula y el eje x. En 
estas condiciones, el coseno del ángulo formado por n y la 
velocidad v es cos(n,v) = cose·cost (el vector v se encuentra en 
el pl~no XY, y en cada instante es perpendicular al vector 
posici6n de la part1cula). Expresemos la aceleraci6n v de la 
part1cula en funci6n del campo H y de la velocidad v mediante la 
ecuaci6n de movimiento: 
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V= e /1 me 

n 

v2 1 
c2 

: >----
1 • V •· 

y X H 

~
. 

i , - . :f. ·- -.. ·- ............. \/ 
./ " , 

Después de un c~lculo sencillo se obtiene: 
271 

dP = dO e
4
H

2
v

2 
( 1 _ "!!_

2
) J 1 - v

2 
c

2 
sen

2e + v c - cosacos• 
2 
d• 

an2m2c 5 c 2 1 - .Y cosacos• o c 
(la integraci6n respecto al tiempo se ha transformado en una 

integraci6n respecto de•= WHt ). Despues de un largo proceso de 

integraci6n se obtiene: 
v2 

e 4H2v2 
( 1 - ~:) 

{2+- coso 
dP dO 

c2 
2-- 5/2 

enm2c5 
( 1 - ~2cos 2e) 

( 1 - .Y2 ) ( 4 + ~: cos
2e) cos2e 

} c2 

4( l - v2 
cos 29 

) 7/2 

c2 

(3. 48) 

La raz6n de la intensidad de la radiaci6n para e ~ 
(perpendicular al plano de la 6rbita) a la intensidad para 9 = o 

(plano de la 6rbita) es: 
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dP ) 
an º 
dP ) an !!. 

2 

4 + 

8 ( 1 -

2 
3Y 

c2 

y2 ) 5/2 

c2 

(3.49) 

1 Cuando V -+ O, esta razón tiende a z' pero para velocidades 
proximas a la de la luz llega a ser muy grande. 

Consideremos ahora la cHstribuci6n espectral de la radiaci6n. 
Dado que el movimiento de la carga es per!odico, se trata aqu1 de 
un desarrollo en serie de Fourier. 
cAlculo con el potencial vectorial. 
Fourier tenemos: 

Es conveniente empezar el 
Para las componentes de 

An .. e eikRo .Ce i(WH nt - k·r) dr 
c Ro T J' 

donde la integraci6n se efectua a lo largo de la trayectoria de la 
part1cula (la circunferencia). Para las coordenadas de ésta 
tenemos x = rcos(WHt), y= rsen(WHt). Como variable de integraci6n 
elegiremos el Angulo • = WHt. Observando que: 

k·r = k n·r = k rcose sen• = nv cose sen• c 
( k = nWH/c = nv/cr ) , se encuentra para las componentes de 
Fourier de la componente x del potencial vectorial: 

27r 

Ax = _ _!Y._ eikRo J e in <• - ~ cose sen• ) sen"' d"' 
n 27rCRo 'I' "' 

o 
Este tipo de integrales son comunes en f!sica, y estan ampliamente 
estudiadas. Es posible expresarla en funci6n de la derivada de la 
funci6n de Bessel: 

Axn = - ~:: eikRo J'n ( n~ cose ) (3.50) 

Analogamente, el cAlculo de Ayn conduce a: 

Ayn = Ro ~ose eikRo Jn ( n~ cose ) (3.51) 

La componente a lo largo del eje z se anula, evidentemente. Se 
puede deducir que la intensidad de la radiaci6n de frecuencia w 
nWH y emitida en el elemento de Angulo s6lido dn esta dada por: 

(3. 52) 

donde se ha utilizado la relaci6n (3.31), reemplazando IEI por IHI 
con la relaci6n (3.19), para obtener: 
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~ .~ IHl2 Ro2 

integrando respecto al tiempo: .. "' "' J ~ dt • c~;
2 J IHf 2 dt "' c~;

2 J IH(w) 12 
dt 

-m -m -m 
donde se ha utilizado el teorema de Parseval del an6lisis de 
Fourier en la Gltima igualdad. Dado que H(w) es una funci6n real, 
otro teorema del análisis de Fourier nos dice que: 

"' o J fH(w)l
2 

dw = J IH(w)l
2 

dw 
o -., 

de aqu1 es natural que podamos definir dP(w) /díl de la siguiente 
forma: 

"' "' "' J ~~ dt = c~; J IH(w) 12 
dw = J d~Ów) dw 

-111 o o 
De aqu1 se sigue la relación (3.52). Nótese que dadas las 
propiedades de las series e integrales de Fourier, lo anterior es 
cierto tanto para distribuciones continuas de frecuencia, como 
para distribuciones discretas. Es decir, la relación (3. 52) es 
generalizada de la expresión anterior, cambiando las integrales 
por sumas, e imponiendo la relación w = nWH. 

Ahora bien, a distancias suficientemente grandes del sistema, 
el campo se puede considerar como una onda plana en pequeftas 
regiones del espacio. Para ello es necesario que la distancia sea 
grande comparada, no sólo con las dimensiones del sistema, sino 
también con la longitud de onda de las ondas electromagnéticas que 
el sistema radia. LLamaremos a esta regi6n zona de ondas de la 
radiación. 

En una onda plana, los campos E y H estan ligados entre si por 
las relaciones E = H x n. Dado que H = V x A, para determinar por 
completo el campo en la zona de ondas basta con calcular sólo el 
potencial vectorial. En una onda plana tenemos H = ~ A x n. Asi, 
conocido A, se encuentran E y H de la siguiente forma: 

1 • E=.!. (A x n) (3.53) H=cAxn , c X n 
Ahora bien, las componentes Hn y En se determinan mediante las 
fórmulas ( 3. 53) (notese que el indice n indica "armonice n"). 
Substituyendo en ellas en vez de H, E, A, respectivamente, 
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Hne-Jwt, 

obtiene: 

Por lo tanto: 

Observando que: 

dPn 
da 

y 

c 
2Tr 

dividiendo lueqo por 

En je ( k X An ) X k 
w 

1 A • k l 2 = Ax
2k2 + Ay2ic2sen2e 

-Jwt e , •• 
(3.54) 

y substituyendo (3.50) y (3.51), obtenemos para la intensidad de 
radiaci6n la f6rmula siguiente: 

~ == :::::: (1 - ~:J{Tan2e·Jn2 (n~ cose) + ~>n• 2 (n~ cose)} 

(3.55) 
Para determinar la intensidad total de la radiaci6n de 

frecuencia w = nWH en todas direcciones, esta expresi6n debe 
integrarse para todos los ángulos. Sin embargo, la integraci6n no 
se puede llevar a cabo en forma finita. Mediante una serie de 
transformaciones, y utilizando ciertas relaciones de la teor1a de 
funciones de Bessel, la integral en cuesti6n se puede escribir de 
la forma siguiente: 

v/c 

~:) J J2n (2n~) 
o 

(3.56) 
Consideremos mas detenidamente el caso ultrarrelativista, 

cuando la velocidad de la part1cula difiere poco de la velocidad 
de la luz. 
· Haciendo en el numerador de la f6rmula (3.46) v = c, se 

encuentra que la intensidad total de la radiaci6n sincrotr6nica en 
el caso ultrarrelativista es proporcional al cuadrado de la 
energia de la particula, g: 

(3.57) 

La distribuci6n angular de la radiaci6n es en este caso 
extremadamente anis6tropa y se encuentra concentrada esencialmente 
cerca del plano de la 6rbita. La anchura angular Ae a que queda 
limitada la mayor parte de la radiaci6n se puede estimar 
facilmente a partir de la condici6n: 
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2 v2 
1 - ! cos29 .. 1 - -

c2 c2 
Veremos mas adelante que, en este caso, el papel fundamental lo 

representan en la radiaci6n las frecuencias con valores grandes de 
n. Cabe, por consiguiente, utilizar la f6rmula asintotica: 

~ 
J2n(2n~) = 1 (3.58) 

donde t es la funci6n de Airy definida por la relaci6n: 
Cll 

t(t) = V14 J cos ( ~
2

+ (t ) d( 
o 

Substituyendo en (3.56), se obtiene la f6rmula siquiente para la 
distribuci6n espectral de la radiaci6n correspondiente a valores 
grandes de n: 

( 

2 ) 1/2 

_ 2e
4H

2 1 - !2 u
112 

{ 
~~~~~~C'--~~ t'(U) 

.¡-n m2 cJ 
Pn (3. 59) 

u = nv
3 

( l - ~: ) ( 3. S9a) 

Al hacer la substituci6n, el limite n213de la integral se puede 
substituir por infinito, conservAndose la precisi6n requerida; 
hemos hecho también v s c donde era posible. Aunque valores de ( 
que no son pr6ximos a la unidad fiquran también en la integral 
(3. 56) , con todo podemos usar la f6rmula ( 3. 57) , dado que la 
integral converge rapidamente en su limite inferior. 

Para u~ o la funci6n entre corchetes tiende a t'(O) s 0.4587 •• 

Efectivamente, de la definici6n de la funci6n de Airy: 

t'(O) = -
1 

v-n 

Cll Cll 

J ( ~ ) 1 J -113 ( sen 3 d( = - VJil 
3113 

X sen(X) dx 

o o (3.60) 
•'(0) = - ~3_1_/6-"-l~(2_1_34) = 0.4587 •••• 

2 Vif1 
Por consiguiente, para u e 1 se tiene: 

Pn = (0.52) :::: ( 1 - :: ) n
113 

1 e n e ( g )
3 

mc2 
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esto es, la intensidad del n-esimo arm6nico es proporcional a 
n113. 

Para u > 1, podemos utilizar la expresi6n asint6tica de la 

funci6n de Airy: 

1 2 t3/2 
t(t) = --- e 3 

2 t
1

" 

y se obtiene asi: 

e2H2( 
v2 ) 514 nt12 

exp { )312 } 1 - -
n ( 1 -

v2 cz - ~ Pn 3 cz 
2 Vñ' m2 

C
3 

(3.61) 

n > ( _!._ )3 
mc2 

esto es, la intensidad disminuye exponencialmente para grandes 

valores de n. En consecuencia, el espectro presenta un maximo 

para: 

n " ( 1 

y la parte de la radiaci6n 

- !2 )-312 
c2 

se concentra en la regi6n de 
frecuencias en la cual: 

W "WH ( 1 - !2 )-312= eH ( 1 - !2 )-t (3.62) 
c2 me c2 

Estas frecuencias son muy altas comparadas con la separaci6n WH 

entre dos de ellas consecutivas. En otras palabras, el espectro de 
la radiaci6n est6 constituido por un gran nOmero de rayas muy 

pr6ximas entre si, es decir, tiene un caracter casi continuo. En 

vez de la funci6n de distribuci6n Pn podemos, por consiguiente, 

introducir una distribuci6n en sucesion continua de frecuencias w 
= nWH, escribiendo: 

dP=Pndn=Pndw 
WH 

Para los calculos nümericos conviene expresar esta distribuci6n 

mediante la funci6n de McDonald Kv. La funci6n de Airy y la 
funci6n K113 estan ligadas por la f6rmula: 

t(t) = /Il Kt/3( i t3'2) 

Mediante el uso de relaciones de recurrencia, es posible mostrar 
que: 
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t'(t) .. - t 1{213( i tJ/2 ) 
VJn 

Transformaciones de la f6rmula (59) permiten representar dicha 
distribuci6n en la forma: 

dP = dw V3 eJH 
27t mc2 r( ~) (3.63) 

.. 
F(() ( I 1{513 ( '=> d'= 

( 
donde se ha hecho: 

3 eH 
( m:2 r Wc = 

2 me (3. 64) 

En la figura (3.6) se representa graficamente la funci6n F((). 

rl9 3.6 

Ahora bien, la distribuci6n asint6tica de la distribuci6n 
espectral de la radiaci6n para grandes valores de n en el caso de 
una part1cula que se mueve a lo largo de una circunferencia con 
una velocidad que no es pr6xima a la velocidad de la luz, se 
obtiene de la siguiente forma: 

Partiendo de la ecuaci6n (3.56), y utilizando la f6rmula 
asintotica de las funciones de Bessel: 

J2n (ne) e~2-r 

que es valida para n(l - c2
)

312 > 1, se llega a: 



la cual es valida para n(l - v2/c2)312 
:t 1; si ademAs 1 - v2/c2 es 

pequefto, la f6rmula se transforma en la (3.61). 

Vale la pena, encontrar una relaci6n entre la intensidad de 
radiaci6n Pn y la energ1a radiada por unidad de intervalo de 
frecuencia, la cual denotaremos como: 

dl 1 
dw w=Wo 

Es claro que para convertir energ1a a intensidad hay que 
multiplicar dI/dw por la raz6n de repetici6n del movimiento o 
frecuencia c/2nr de la part1cula; y por WH = c/r para convertir el 
intervalo unitario de frecuencia en intervalo en intervalo del 
armonice. Entonces: 

= nc.>o 
Pn = .!. ( e )2 ~ 1 2n r aww (3.65) 

otro punto que debe destacarse es la expresi6n para la energ1a 
radiada por unidad de intervalo de frecuencia por unidad de Angulo 
s6lido. Es claro de (65) que: 

dPn 1 ( c )
2 

d
2
I 1 

dQ = 2n r dQdw w = Wo (3. 65b) 

Partiendo de la ecuaci6n (3.55), y utilizando las f6rmulas 
asintoticas para la funci6n de Bessel y su relaci6n con las 
funciones de McDonald, y suponiendo un caso ultrarelativista se 
llega a: 

d 2I e2 wr r [ 1 + 0
2J2[ K2213(~) + 

92 K21/3(~) ] dfidw c ---
31l2C ,2 l + 92 

,2 

(3.66) 
donde: 

~ = ~ ( _i_ + 92 ) 
312 

( 3. 67) 
JC 

7
2 

El primer término en el parentesis cuadrado corresponde a la 
radiaci6n polarizada en el plano de la 6rbita, y el segundo a la 
radiaci6n polarizada perpendicularmente. 

Comprobemos esta af irmaci6n. El campo eléctrico En se calcula a 
partir del potencial vectorial An (ecs. 3.50 y 3.51) segun la 
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f6rmula (3.54): 
ic i 

En .. -¡;; ( k • An ) • k - - 1( k (k·An) + ikAn 

Sean e1 y ez los vectores unitarios en un plano perpendicular a k, 
de los cuales e1 tiene la dirección del eje x y ez se encuentra en 
el plano YZ sus componentes son e1 ( 1, o, O) , ez 
(O,sene,-cose); los vectores e1, ez y k forman un triedro directo. 
El campo eléctrico sera entonces: 

En = ik Axn e1 + ik sene Ayn e2 

o bien, precindiendo de factores comunes no esenciales: 

En"'~ Jn'( n~ cose) e1 + tane Jn( n~ cose) i ez 

Dado que a grandes distancias la radiación puede ser considerada 
como una serie de ondas planas, y puesto que una onda plana es 
necesariamente polarizada, se concluye que la onda estA polarizada 
el1pticamente. 

En el caso ultrarelativista, para valores de n grandes y 
pequeftos Angulos e las funciones Jn y Jn' se expresan mediante las 
funciones IC11J y ICvJ, en cuyos argumentos haremos: 

1 - ~: cos
2
e "' 1 - :: + e

2 
., ( !!!t( + e

2 

El resultado que se obtiene es: 

En "' e1 ' IC21J( ~ '
3

) + i ez e K11J( ~ '
3

) 

' = / ( ~t( + e2 

Para e = o la polarización eliptica degenera en una polarizaci6n 
lineal a lo largo de e1. Para valores de e grandes <1el > mc2¡g, 
ne3 > 1) tenemos IC11J(X) "' IC21J(X) "' (n/zx) 112e·• y la 
polarizaci6n tiende a ser circular: En "' e1 + iez; la intensidad 
de la radiación, sin embargo, se hace entonces exponencialmente 
pequefta. En la región de Angulos intermedia, el eje menor de la 
elipse estA dirigido a lo largo de ez, y el mayor, a lo largo de 
e1. El sentido de la rotación depende del signo del Angulo e (9 > 

o si los vectores H y k se encuentran a lados distintos del plano 
de la 6rbita, como se representa en la figura (3.5). 
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Procederemos ahora a examinar la ecuaci6n (3.66) con mA• 
sobre todas las frecuencias y detalle. Primeramente integremos 

encontraremos que la distribuci6n en Angulo es: 
ID 

;. : .. r [ , + : ;.J°: .. l 
(3.68) 

Esta ecuaci6n muestra el comportamiento caracteristico visto en la 
secci6n Distribuci6n Angular de la Radiaci6n Emitida por una carga 
Acelerada. La ecuaci6n (3.68) puede obtenerse directamente, 
integrando una generalizaci6n de la fórmula (3.38) de la potencia 
radiada por una part1cula en movimiento circular sobre todos los 
tiempos. Al igual que en (3.66), el primer término en (3.68) 
corresponde a polarización paralela al plano de la órbita, y el 
segundo a polarización perpendicular. Integrando sobre todos los 
ángulos, encontramos que la energ1a radiada con polarizaci6n 
paralela es unas 7 veces la energ1a radiada con polarizaci6n 
perpendicular. La radiación sincrotrónica está fuertemente, pero 
no completamente polariz~da en el plano del movimiento. 

Regresemos a la ecuación (3.66). Las propiedades de las 
funciones de McDonald (también llamadas funciones de Bessel o 
Hankel modificadas) muestran que la intensidad de radiación es 
despreciable para i; > l. De (3. 68) vemos que esto ocurre para 
ángulos muy grandes; mientras más grande sea la frecuencia, serA 
menor el angulo critico mas alla del cual la radiaci6n es 
despreciable. Esto muestra que la radiaci6n estA en gran parte 
confinada al plano que contiene el movimiento como lo muestra 
(3.68), estando más confinada a frecuencias relativamente mAs 
altas a WH. Si w se hace muy grande, vemos que i; es grande para 
todos los ángulos. Esto es, la energ1a total emitida a esa 
frecuencia es despreciable. La frecuencia critica Wc mAs alla de 
la cual la radiaci6n es despreciable, a cualquier Angulo estA 
definida por 1; = 1 para e = O. Entonces: 

Wc = 3 1
3 

WH (3.69) 
Esta frecuencia critica es distinta de (3.64). En aque entonces, 
la podíamos haber definido, analogamente, como la frecuencia tal 
que I; = 2, es decir, I; = Wc/W'c = 2, • Wc = 2w'c = 3 13 

WH. 

Podemos ahora definir una frecuencia de armonice critico Wc = 
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ncWH, con ntlmero arm6nico: 

ne • 3 7
3 (3.70) 

Dado que la radiaci6n esta predominantemente en el plano 
orbital para 1 > 1, es instructivo evaluar la distribuci6n angular 
(3.66) en e s o. Para frecuencias muy por abajo de la critica ( w 
e Wc ), encontramos: 

~:an 'ª s o "' ~2 [ r(~13) r ( i r/3 ( w/ )213 

Para el limite opuesto de w > Wc, el resultado es: 

d
2

I 1 3 e 2 
2 w e-2w1Wc 

-:r:=n "' 2ñ e 1 Wc: 
QWU 9 = 0 

La distribuci6n en Angulo a una frecuencia fija puede ser 
estimada determinando el Angulo 9c al cual ((9c) "' ((O) + l. En el 
rango de bajas frecuencias w e Wc ) , ((O) es muy pequefta, 
entonces ((9c) "' l. Esto da: 

9c = ( ~~ tJ = i ( :: r/J ( 3. 71) 

Se observa que las componentes de baja frecuencia son emitidas 
a Angules mayores que el promedio <92>112 

"' 1·
1

• En el limite de 
altas frecuencias ( w > Wc), ((O) es grande comparado con la 
unidad. Entonces la intensidad cae con el Angulo aproximadamente 
como: 

Entonces, el Angulo critico, definido por el punto 1/e, es: 

9c = .!.. ( ~ )
112 

(3.72) 
1 3W 

Esto muestra que las componentes de alta frecuencia estAn 
confinadas a un rango angular mucho menor que el promedio. La 

figura (3. 7) muestra cualitativamente la distribuci6n angular de 
frecuencias menores, del orden, y mayores que Wc. Se ha utilizado 
la unidad natural de medida angular 79. 

Finalmente, algunas observaciones acerca del caso en que la 
particula se mueve, no según una 6rbita plana, sino a lo largo de 
una trayectoria helicoidal, es decir, cuando posee una velocidad 
longitudinal (respecto del campo) v" "" v cos1' (1' es el Angulo 
formado por H y v). La frecuencia del movimiento de rotaci6n viene 
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(19 3. 7 

dada por la misma f6rmula (3.43), pero el vector v describe, no 
una circunferencia, sino una superficie c6nica cuyo eje coincide 
con H y de Angulo 21' en el vértice. La intensidad total de 
radiaci6n (emitida como pérdida total de enerq1a por la particula 
en ls) diferir! de (3.46) en la sustituci6n de H por ff¡ • H·sen1'. 

En el caso ultrarelativista la radiaci6n se concentrar& en 
direcciones pr6ximas a las de las generatrices del "cono de 
velocidades". La distribuci6n espectral y la intensidad total (en 
el mismo sentido) se obtienen a partir de (3.63) y (J.57) mediante 
la substituci6n H ~ ff¡, Ahora bien, si se trata de la intensidad 
observada en las indicadas direcciones por un observador en 
reposo, en las f6rmulas hay que introducir el factor (1 
(v"/c)cos1' )-1 

"' sen-20, que tiene en cuenta el acercamiento del 
emisor al observador, acercamiento que tiene lugar con velocidad 
v"cos1'. 
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ii) Bremsstrahlung. 
Las part1culas que atraviesan la matéria son dispersadas y 

pierden energ1a debido a colisiones. En estas colisiones las 

part1culas experimentan aceleraciones; de aqu1 que ellas emitan 

radiaci6n electromagnética. La radiaci6n emitida durante 

colisiones at6micas es comunmente llamada bremsstrahlung 
radiaci6n de ~renado) debido a que fue observada por primera vez 

cuando electrones de alta energ1a eran detenidos en un blanco 

metálico grueso. Para part1culas no relativistas la perdida de 

energ1a por radiaci6n es despreciable comparada con la pérdida de 

energ1a colisional, pero para part1culas ultrarrelativistas la 

radiaci6n puede ser un modo dominante de pérdida de energ1a. 

La creaci6n y aniquilaci6n de part1culas es otro proceso en el 

cual se emite radiaci6n. Tales procesos son de origen cuántico. 

Por tanto, no se puede tratar clásicamente al fen6meno. Pero dado 

que el proceso ocurre, podemos preguntar acerca del espectro e 

intensidad de la radiaci6n electromagnética emitida. La repentina 

creaci6n de un electron rapido en el decaimiento nuclear beta, por 

ejemplo, puede ser vista para nuestros prop6sitos como la 

aceleraci6n violenta de una part1cula cargada inicialmente en 

reposo a alguna velocidad final en un intervalo de tiempo muy 

corto. 

Generalmente, nuestros resultados están limitados a la regi6n 

de fotones "suaves", esto es, fotones cuyas energ1as son pequetias 

comparadas a la energ1a total dispon.ible. 

a) Radiaci6n emitida durante colisiones. 

En la descomposici6n espectral de la radiaci6n que acompatia a 

una colisi6n, la mayor parte de la intensidad corresponde a 

frecuencias w "' l/T:, donde -r: es el orden de magnitud de la 

duración de la colisi6n. sin embargo, no consideraremos aqu1 esta 

regi6n del espectro (para la que no es posible obtener fórmulas 

generales), sino más bien la cola de la distribución que 

corresponde a bajas frecuencias, es decir, cuando se satisface la 
condición 
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w "t « l (3. 73) 
En este caso no supondremos que las velocidades de las part1culas 
que chocan son pequeñas comparadas con la velocidad de la luz; las 
fórmulas que siguen, serán validas para velocidades cualesquiera. 

En la integral: 

H(w) = 1 J H e-iwt dt 
,¡ 2rrl 

-CD 

el campo H de la radiación difiere esencialmente de cero sólo 
durante un intervalo de tiempo del orden de -r. Por consiguiente, 
si se cumple la condición (3.73), podemos admitir que w Te 1 en 
la integral, de manera que cabe substituir e-iwt por la unidad; 

entonces, 

H (W) = _l_ J H dt 
v'2rr1 

-CD 

Substituyendo H = A x n ~ y efectuando la integración respecto al 
tiempo, se obtiene: 

H (w) = ..!.. ( A2 - A1 ) x n c (3.74) 

donde A2 - A1 es el cambio en el potencial vectorial del campo, 
creado por las part1culas que chocan durante el tiempo de la 
colisión. 

La radiación total (de frecuencia w) emitida durante dicho 
tiempo se encuentra substituyendo (3.74) en (3.52): 

dP (w) = R; 
2 

[ ( A2 - A1 ) x n ] 
2 

díl 
4Tr c 

Ahora bien, conviene expresar la relación anterior en términos de 
la energ1a radiada en el elemento de ángulo sólido díl en forma de 
ondas con frecuencias que pertenecen al intervalo dw , denotándola 
como d€nw: 

es decir, 
d€nw dP(w) dw 

d€nw = R; 
2 

[ ( A2 - Al ) X n ] 
2 

díl dw 
4Tr c 

(3.75) 

Para el potencial vectorial podemos utilizar la expresión de 
Lienard-Wiechwert (3.15), con lo que se obtiene: 
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dCnw 1 
2 3 m c 

vz x n VI x n 
1 JrdOdw 

(3.76) 
donde v1 y vz son las velocidades de la partlcula antes y después 

1 - .!.. n·v2 c 1 - C n•VI 

de la colisión y la suma se refiere a las dos partlculas que 
chocan. Observese que el coeficiente dw resulta independiente de 
la frecuencia. Con otras palabras, a bajas frecuencias (condición 
3.73), la distribución espectral es independiente de la energla, 
es decir, dCnw/dw se comporta como una constante para w ~ o. 

Integrando respecto al parámetro de impacto b, podemos obtener 
un resultado análogo para la radiación eficaz en la dispersión de 
un haz de partlculas. Sin embargo, hay que tener presente que este 
resultado no es valido para la radiación eficaz cuando existe 
interacción de Coulomb entre las partlculas que chocan, ya que 
entonces la integral respecto a b diverge (logaritmicamente) para 
b grande. Veremos, mas adelante que, en este caso, la radiación 
eficaz a bajas frecuencias depende logaritmicamente de la 
frecuencia y no se comporta como una constante. 

Si las velocidades de las partlculas que chocan son pequel'las 
comparadas con la velocidad de la luz, (3.76) pasa a ser: 

d&'nw = ~ [ l e ( vz - VI. ) x n ] 
2 

dw dO (3 • 77) 
4rr 2c 

Una aplicación interesante de las fórmulas obtenidas la ofrece 
la radiación que se produce en la emisión de una nueva partlcula 
cargada (por ejemplo, la emisión de una partlcula ~ por el 
núcleo). Hay que considerar este proceso como un cambio 
instantáneo de la velocidad de la partlcula, de cero a su valor 
real. (Dada la simetrla de las fórmulas respecto a la permutación 
de v1 y v2, la radiación que se origina en este proceso coincide 
con la radiación que se producirla en el proceso inverso, a saber, 
el detenimiento instantáneo de la partlcula. El punto esencial de 
todo esto es que, dado que el "tiempo" del proceso en cuestión es 
tal que ~ ~ o, la condición (3.73) queda efectivamente satisfecha 
cualquiera que sea la frecuencia. Sin embargo, la aplicabilidad de 
estas fórmulas viene limitada por la condición cuántica de que el 
producto hw sea pequeño comparado con la energla total de la 
partlcula. 

Determinemos a manera de ilustración, la distribución espectral 
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de la radiación total producida cuando se emite una part1cula 
cargada que se mueve con velocidad v. 

De acuerdo a la fórmula (3.76), en la que hacemos vz = v, v1 o, 
tenemos: 

dfinw 

El cAlculo de la 

1T 

dw I ( 
o 

1 - Y cose e )

2 
211 sene de 

integral conduce 

e
2 

( c 

al resultado: 

d€nw = - - Ln ne v 
C + V 

C - V 
- 2 ) dw (3.78) 

Aunque, conforme hemos señalado ya, el caracter "instantaneo" 
del proceso hace que la condición ( 3. 7 3) quede satisfecha para 
todas las frecuencias, no podemos obtener la energ1a radiada total 
integrando (3.78) respecto de w, la integral diverge para 
frecuencias altas. Conviene hacer notar que, aparte la violación a 
altas frecuencias de las condiciones que supone el comportamiento 
clasico, en el presente caso la divergencia procede de la 
incorrecta formulación del propio problema clAsico, en el que la 
part1cula posee una aceleración infinita en el instante inicial. 

Para v « c, esta fórmula se convierte en: 
2 2 

denw = ~ !....! dw 
3 TrC3 

fórmula que se puede obtener también directamente a partir de 
(3.77). 
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b) Bremsstrahlung Durante Interacciones Coulombianas. 
La situación más común en la cual un continuo de radiaci6n es 

emitido es en la colisi6n de una partlcula cargada veloz con un 
átomo. Debido a su gran carga y masa, el núcleo es más efectivo en 
producir deflexiones en la partlcula incidente que los electrones. 
Consecuentemente ignoraremos los efectos de los electrones y 

consideraremos la radiaci6n emitida en la colisi6n de una 
partlcula de carga e, masa me, y velocidad v en el campo de 
Coulomb de una carga puntual Ze. 

El procedimiento es el siguiente. Obtendremos una expresión 
para la aceleraci6n de un electr6n en un campo electrostático, y 

entonces usamos la ecuaci6n (3.25), la cual nos da la intensidad 
de la radiación en un solo encuentro con parámetro de colisi6n b. 
Finalmente, integramos sobre los parámetros de colisi6n entre b.1n 

y b.ax. En el caso relativista, debemos transformar al sistema de 
referencia del laboratorio. Para obtener la razon total de pérdida 
de energla, se integra el espectro sobre todas las frecuencias. 

Ambos casos, el relativista y el no relativista tienen 
desarrollos semejantes al inicio de su tratamiento, por lo que 

empezaremos con el caso más general. Recordemos que en el 
problema, el electron se acerca a un núcleo estacionario, pero 
debemos preguntarnos, cual es la fuerza que actúa sobre el 
electr6n desde su marco en reposo. Este observa moverse al núcleo 

con velocidad -v y parámetro de impacto b. Antes de continuar, 
debemos ver c6mo es la transformaci6n relativista de este campo 
Coulombiano. 

Orientemos nuestro sistema de referencia en la configuraci6n 
estandard, con el núcleo moviéndose a lo largo del eje x y el 
electrón localizado en el eje z. Colocamos los sistemas de 

coordenadas de tal forma que t = t' = o y x = x' = o cuando el 
electrón está a la distancia mlnima de aproximaci6n (fig 3.8). 

Despues de un tiempo t, el núcleo está en el punto x en s. En S', 

las coordenadas del electr6n son (-vt,O,b,t'), En S' el campo E 
del núcleo es radialmente simétrico con respecta O', y entonces, 
en el electrón: 

E'x -ze cose• = Ze x' 
r'2 r'3 
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s s' 

,. 
b 

fl9. 3. e 

E'z = -ze sen0' = - Ze b 
r' 2 r'3 

donde r' 2 = (vt') 2 + b2 
y 0' es el ángulo entre el eje x positivo 

y la direcci6n del electron. Todo lo que debemos hacer a 
continuaci6n es relacionar el tiempo medido por el observador 
estacionario sobre el núcleo en S', con el medido por el 
observador moviéndose con el electron: 

t' = r ( t - vx/c2 
) 

Pero por nuestra eleccci6n de coordenadas, x 

S y de aqu1 que t' = rt. Entonces: 
o para el núcleo en 

E'x Ze (rvt) 
[ b2 + ( rvt ) 2 ) 312 

E'z = -Zeb 

Ahora, usando la 
a s, 

[b2 + ( rvt )2)312 
transformaci6n inversa de los campos E y 8 de S' 

Ex = E'x Bx = B'x 

Ey E'y + V B'z By B'y V E'z r c r e 

Ez r E'z - y B'y e Bz r B'z + V 

e E'y 

Dado que B'x B'y = B'z = o, obtenemos: 
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Ex '1 Ze vt B• = O 

o '1 V Ze b 

Ez = - '1 Ze b 
[b2 + (7vt) 2)312 

Donde se observa que: 

By = - ~ Ez c 
Del desarrollo anterior se concluye que: 

v. e Ex ., Ze2 vt 
me me [b2 + ('1Vt)2)3/2 

Vz eEz ., Ze 2 b 
me me [b2 + ('JVt) 2) 312 

Bz = O 

) 
donde Ze es la carga del núcleo. Ambas son perturbaciones no 
relativistas. Notese que no se necesita el campo B, dado que el 
electr6n esta inicialmente en reposo en el marco en reposo y no es 
acelerado a velocidades relativistas durante su encuentro, lo cual 
es la condici6n necesaria para que el término B sea importante. 

Ahora todo lo que debemos hacer es la transformaci6n de Fourier 
y esta nos conducira al espectro de emisi6n en el marco en reposo 
del electron. Hagamos la integral correspondiente a Vz(t): 

Vz 1 

./2"1il 
-m 

-m 

haciendo el cambio de variable x = 7vt/b ~ dx = IE dt, 
., 

Vz 1 z e
2 I 

./2"1il me V b 
_., 

exp ( iwbX/'JV) 
C 1 + x2 ) 312 

dx 

dt 

Consultando una tabla de transformaciones de Fourier, se 
encuenctra que la integral es: 
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2 w b Ki ( wb ) 
'J V 'JV 

donde 1<1 es la función de Bessel modificada de orden uno. Las 

expresiones asintoticas son: 

y « 1 

y » 1 

K1(y) = _!.. y 

1<1 (y) = ( 
2

; ) e-y 

Entonces, a bajas frecuencias encontramos: 

Observese que el 

Vz (w) = __ 1_ Z e2 

V2ñ' me 

factor. de Lorentz 

2 

bv 

r ha desaparecido del 

resultado. Esto no es de sorprender pues si uno realiza los 

célculos para obtener el momento de impulso, en los casos 

relativista y no relativista, se encuentra que son los mismos. Lo 

anterior es debido a que el producto Ez por el tiempo de la 

colisión es constante, pues uno se incrementa a razón de 'J (el 

campo Ez), y el otro por l/'J (el tiempo). En el limite de alta 

frecuencia, hay una caida exponencial del tipo exp(-wb/'Jb). 

Entonces, el espectro es el mostrado en la figura 3.9. Hay que 

hacer notar el origen de la caida exponencial. se puede ver que, 

la duración de una colisión relativista es del orden de ~ = 2b/rb. 

Entonces, la componente dominante de Fourier en el espectro de 

radiación debe corresponder a frecuencias v ~ l/~ = rb/2b y, de 

aqui que, w ~ rrrv/b, es decir, del orden de magnitud wb/rv ~ l. 

Dado que el espectro a bajas frecuencias es plano (independiente 

de w ), la mayor parte de la energia proviene de frecuencias altas 

W ~ 'JV/b. 

exp (-wbhv) 

w 

f19. 3.9 
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Otro punto que vale la pena mencionar, es que uno hubiera 
podido preveer que el espectro a bajas frecuencias era plano, 
debido que a estas frecuencias, el impulso de momento es una 
funci6n delta de Dirac, cuya transformaci6n de Fourier es una 
funci6n de Heaviside, es decir, completamente plana. De esta 
forma, obtenemos el espectro de energía a bajas frecuencias: 

I(w) 2 e2 
4 Z2 e 4 

1 

3CJ b2 v2 2 me 2rr 

I(w) 
z2 e6 

" J( (3.79) 
3 me 2 (bv) 2 3 rr c 

la cual es constante hasta la frecuencia w = rv /b. Finalmente, 
tenemos que integrar sobre todos los parAmetros de colisi6n 
relevantes, los cuales contribuyen son radiaci6n de frecuencia w. 
Hasta ahora, hemos realizado un anAlisis general en el marco en 
reposo del electr6n. Si el electrón estA moviéndose 
relativísticamente, la densidad númerica de núcleos es afectada 
por un factor 7 debido a la contracci6n relativista de la 
longitud. De aquí que, N1' = 7N1, donde N1 es la densidad espacial 
de nícleos en el marco del laboratotio. El número de encuentros 
por segundo N1'v y, ahora todos los parAmetros estAn medidos en el 
sistema del electron, esto es: 

b'•ax 

I (w') J 2rrb' rN1 Kv db' 

b'm 1 n 

I (w') 2 z
2 

e
6 

7N1 ! in( ~ ) 
3 cJ me2 v b'min 

(3.80) 

Existen tres casos de interés: primeramente, el bremsstrahlung 
de un electron de alta energía, pero no relativista, moviéndose a 
través de un medio; segundo, el bremsstrahlung de emisi6n continua 
debido a un gas ionizado en el cual la distribuci6n de velocidades 
de los electrones es Maxwelliana a la temperatura T; y finalmente 
el bremsstrahlung relativista. En los dos primeros casos, los 
factores de correcci6n relativista desaparecen y obtenemos: 
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I(w') = 2 Z
2 

e
6 

Ni.!. ln( b'max) 
3 cJ me2 v b'min 

(3. 81) 

A continuación debemos hacer la elección correcta de los limites 
del par&metro de impacto de colisión. Para bmax, s6lo podemos 
integrar hasta esos valores de b tales que wb/v = l. Para valores 
mayores, estaremos en la cola exponencial de la distribución y 
obtendremos valores despreciables de la radiaci6n observada a w. 
Para bmin tenemos dos posibilidades. 

(i) De acuerdo a la fisica cl&sica, la distancia m&s cercana de 
aproximaci6n corresponder& a ese parametro de colisión, el cual la 
energia potencial electrost&tica de interacción entre el núcleo y 
el electron es igual a la m&xima transferencia de energ!a, es 

. me 2 2 decir, ~ (2v) = 2mev . Entonces: 

q bmin "' 

2 me v 2 

Z e 2 

2 me v2 

(ii) El segundo valor posible para bmin proviene del hecho de 
que se debe emplear mec&nica cu&ntica para describir los 
encuentros cercanos. La m&xima velocidad adquirida por el electron 
es li.v "' 2v y de aqui li.p "' 2mev. Entonces, por el principio de 
incertidumbre de Heisenberg, li.xAp ::: h, entonces, Ax "' h/2mev, es 
decir, 

bmin "' 2m~v 
Este valor nos proporciona el valor significativo m&s pequefto de b 
para la integración. Para cualquier fin practico, debemos utilizar 
el valor de bmin m&s grande, es decir, depender& de la relación: 

(bmin) cuantlca 
(bmin) claslca 

h 2mev2
= Vh 

2mev ze2 ze2 z! ( ~ ) 137 V 
-z- e 

donde a = e2/ch = 1/137 es la constante de estructura fina. 
Entonces, si la particula tiene una velocidad ~ I!: 1 ~7 se deber! 
usar la restricción cu&ntica. 

El valor cl&sico de bmin es apropiado para el bremsstrahlung de 
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una region HII a T " lO'K. A altas velocidades se emplea el valor 
cu6ntico de bmin, el cual es apropiado para la emisi6n de rayos x 
por gas intergal6ctico caliente. Entonces, las elecciones son: 

donde: 

I(w) 

2 me V
3 

Z e 2 w 

2 z2 e 6 
N1 l 

3 c 3 me 2 
V 

ln ( A ) 

para bajas velocidades 

para altas velocidades 

} (3.82) 

Obsérvese que hemos restringido el analisis a la parte plana de 
bajas frecuencias de el espectro de radiaci6n. Existe, desde 
luego, un corte exponencial a altas frecuencias correspondiente a 
bmin. 

Bremsstrahlung no-relativista. Para encontrar la energ1a 
perdida por un electron de alta energ1a debida a bremsstrahlung, 
integramos (3.82) sobre todas las frecuencias. En la pr6ctica, 
esto implica integrar de O a Wlllax, donde Wlllax corresponde al corte 
exponencial (bmin "h/2mev). Esto es aproximadamente: 

•-~ax " 2TT " 2TTV 4TTmev
2 

- i: biñin " --h-

es decir, al orden de magnitud hWmax " ~me v2
, la energ1a cinética 

del electron, la cual es la cantidad m6xima de energia que puede 
ser perdida en un solo encuentro. Entonces: 

Wma.x 

- ( de ) J a Z
2
e

6
N1 l ln(A) dw dt = 

12 c3 me 2 
brems V 

o 

Wmax 
8 Z2e 6

N1 l J ln(A) dw 3 2 12 c me V 
o 

8 Z2e 6 N1 .! me v2 

ln(A) 
c3 2 12 me V h 

8 Z
2e 6

N1 V ln (A) " (cte.) z2N1v 
12 c 3 me h 

El punto importante de esta ecuación, es darse cuenta que la razón 
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de perdida de energia es proporcional a 

cuadrada de la energia cinética e; 

contraste a el caso relativista, el 

posteriormente. 

v, es decir, a la raiz 

~ "' G
112

. Este es el 

cual serA desarrollado 

Bremsstrahlung Térmico. 

un gas a temperatura T, 

sobre una distribuci6n 

electrones: 

Para desarrollar el bremsstrahlung de 

la ecuaci6n (3. 82) debe ser integrada 

Maxwelliana de velocidades de los 

2 1 2 P (v) dv = A v exp ( - 2 mev / kT ) dv 

En este punto, el algebra se complica notablemente. Si escribimos 

~mev2 = ~kT en la ecuación (3.82), obtendremos una respuesta 

correcta en el orden de magnitud. Entonces, la emitividad de un 

plasma teniendo densidad electronica Ne, en el limite de bajas 

frecuencias es 

z2 e6 ( me )112 
I (w) = {cte.) --

2 
kT g(w,T) Ne Ni 

me 
(3.83) 

donde g(w,T) es el factor de corrección conocido como el factor de 

Gaunt, el cual proviene del término ln (A) integrado sobre la 

velocidad, el cual aparece en la fórmula (3.82). A altas energias 

existe el usual corte exponencial, exp(-hw/kT), el cual debe ser 

incluido en la ecuación (3.83). Finalmente, la perdida total de 

energia del plasma puede ser encontrada integrando el espectro de 

emisi6n sobre todas las frecuencias. En la prActica, debido al 

corte exponencial, obtenemos la forma funcional correcta si 

integramos (3.83) desde w = O hasta w =; kT/h como se describe 

arriba, es decir, 

- ( ~g) = {cte.) z
2

~:2 (kT)
112 

g(T) Ne Ni 
brem me 

(3.84) 

Los resultados de un cAlculo detallado dan las siguientes 

respuestas: la emitividad espectral de un plasma es 

K(v) = 6.8 x 10-38 T-112 Ne Ni g(v,T) e-hv/kT erg cm-3s-1Hz- 1 

(3.85) 

A frecuencias hv « kT, el factor de Gaunt tiene sólo una 

dependencia logarítmica en la frecuencia. Formas adecuadas para 

longitudes de onda en radio y rayos x son: 
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radio g(v,T) v3 
[ ln ( 128 K 

3 
T

3 ) - ,.112 ] 

l 2n me e'v2 Z2 

(3.86) 

g(v,T) v3 
ln ( ~~ } rayos x n 

donde 1 = 0.577 ..• es la constante de Euler. Ambos términos 
logarltmicos pueden ser derivados de las ecuaciones (3.82). Para 
frecuencias hw > kT, g ( v, T) es aproximadamente (hw/kT) 112

• El 
origen de este factor puede ser entendido de las aproximaciones de 
las funciones de Bessel usadas al derivar la ecuación (3.79). La 
aproximación a altas frecuencias difiere de las de menor 
frecuencia por un factor y112e-y y la forma de la emitividad del 

bremsstrahlung dado por (3.85) sólo toma en cuenta el factor e-y 

en el limite y ~ m. Entonces, el término dominante en el factor de 
Gaunt es y112

::: (hw/kT) 112
• 

La raz6n total de perdida de energla del plasma es: 

- ( ~~ ) = l. 435 x 10-
27 Z2 T112 g Ne N1 erg cm-3s- 1 

brem ( 3, 87) 

con g ::: 1. 

La busqueda de factores de Gaunt para su uso en fórmulas de 

bremsstrahlung termal es un proceso largo y complicado. 
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Bremsstrahlung Relativista. Este anAlisis es de gran 
importancia para los electrones de rayos c6smicos. Comenzaremos 
con la ecuaci6n (3.80) para la radiaci6n por unidad de longitud en 
el marco de referencia del electrón en movimiento. Nuevamente, 
debemos elegir limites adecuados para los parámetros de colisi6n 
b'aax y b'mtn. Se observa que estos parámetros son dimensiones 
perpendiculares a la trayectoria de la particula, por lo que son 
iguales en s y en s•. 

Con un argumento similar al caso no relativista, se obtiene 
que: 

b..tn = h / 111• v· 
Ahora bien, para el cálculo de brnax, el presente caso es 

ligeramente distinto al no relativista, ahora, el electr6n estA 
interactuando con un múcleo que está blindado por una nube de 
electrones, a menos que el parametro de impacto sea pequefio. Para 
el caso general se utiliza el modelo de Fermi-Thomas del Atomo. 

En este modelo, el campo electrostático del núcleo puede ser 
descrito aproximadamente como: 

2 

V(r) = z~ exp( -r/a) 

donde a = l. 4aoZ-113
, ao = h2 /mee2 = O. 53 x 10-8cm. 

Entonces, para átomos neutros, una adecuada elecci6n de boax es 

boax = 1.4aoZ-113 

De esta forma, tenemos que en el limite ultrarrelativista 

I(w') = 8 Z
2 

e
6 

1 N1 ln ( 1.4aomev) 
12 c3 me 2 v z 

1 13 
f¡ 

Ahora tenemos que transformar al sistema de referencia del 
laboratorio. Primeramente obsérvese que la cantidad di;"/dt es un 
invariante relativista, y además se tiene que: 

/;W = 1 l:;w' 

por lo tanto, la intensidad por unidad de ancho de banda es: 
2 6 

1 (w) = e Z e Nt 
12 c 3 me 2 v 

ln ( 192 V 
z113 c 

El espectro de intensidad es independiente de la frecuencia 
hasta una energia de hw = (1 - l)mec2

, la cual corresponde al caso 
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del electr6n cediendo toda su enerq1a cinética en la colisión. 
Entonces, la enerq1a total radiada es: 

E/h 

- ( M L.d= J I(w) dw 

o 
Tomando el caso v ~ c, se tiene: 

- ( d&' ) = 
dt red 

s z2 
e

6 
Ni &' 1 ( 192 ) 

12 ltle 2 c 4 h n Z113 

Es conveniente comparar este resultado con la fórmula correcta 
obtenida por Bethe y Heitler para el tratamiento completamente 
cuantico: 

- ( Z ( Z + l. 3) e
6 

Ni &' [ ln ( ,!!! ) + _
8
1 ] 

2 me2 c• h z113 

El término en (Z+l.3) torna en cuenta las interacciones electr6n -
electr6n entre los electrones incidentes y aquellos que rodean a 
los atornos del ambiente material. 
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iii) Radiaci6n Cherenkov. 
Una part1cula cargada que se mueve en un medio transparente. 

emite, en determinadas condiciones, una radiaci6n singular; los 
primeros en observarla fueron P.A. Cherenkov y S. I. Vavilov, y la 
interpretación y cAlculos teóricos se deben a I.E.Tamm e 
I.M.Frank. Hay que subrayar que esta radiación nada tiene que ver 
con el bremsstrahlung que, de hecho, siempre se produce en el 

movimiento de un electr6n acelerado. Esta última radiaci6n es 

emitida por el propio electr6n al chocar con los Atomos. En 
cambio, en el fen6meno de Cherenkov se trata esencialmente de la 
radiación emitida por un medio bajo la influencia del campo de una 
part1cula que se mueve en él. La diferencia entre ambos tipos de 
radiaci6n se manifiesta de manera particularmente clara al pasar 

al 11mite de la masa de la particula tan grande como se quiera: la 
radiación de frenado (bremsstrahlung) desaparece entonces por 
completo, mientras que la radiaci6n de Cherenkov no cambia en 

absoluto. 
El vector de onda y la frecuencia de una onda electromagnética 

que se propaga en un medio transparente estAn ligados por la 
relación k = nw/c, donde n = ve es el indice de refracci6n real 
(se supone que el medio es no-magnético e isótropo}. Por otra 
parte, la frecuencia de la componente de Fourier del campo de una 

particula que se mueve uniformemente en un medio est! ligada con 

la componente-X del vector de onda (el eje x est! dirigido en el 

sentido de la velocidad de la particula) por la relación w = kx·v. 
Para que tal componente represente una onda que se propaga 
libremente, las relaciones k nw/c y kx w/v no deben 
contradecirse. Y, en efecto, dado que ha de ser k > kx, es 
necesario que se cumpla la condición 

v > c / n(w) (3.88) 

Asi, pues, la radiación con frecuencia w se produce cuando la 

velocidad de la particula supera la velocidad de fase de las ondas 
de dicha frecuencia en el medio en cuestión. 

Sea e el Angulo formado por la dirección del movimiento de la 
particula y la de emisión de radiaci6n. Tenemos kx = kcose = 

(nw/c)cose y comparando con la igualdad kx = w/v se encuentra que 

cose c / nv. (3.89) 
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ESTA TESIS NO DEM 
SALIR Bi lA DiDLiiJUGA 

Por consiguiente, a la radiaci6n de una frecuencia dada 

corresponde un valor bien determinado del ángulo 9, el cual 

denotaremos como 9c, En otras palabras, la radiaci6n de cada 

frecuencia se produce hacia adelante respecto de la direcci6n del 

movimiento de la partlcula y se distribuye sobre la superficie de 

un cono de ángulo 29 determinado por la fórmula (3.89), La 

distribución angular de la radiación y su distribuci6n en 

frecuencias, por consiguiente, se encuentran entre sl en una 

relación bien determinada. 

Se puede obtener el resultado anterior de una forma más simple, 

por medio de la construcción de Huygens para ondas esfericas de 

campo emitidas por una part1cula que se mueve a una velocidad 

mayor a la de la 1 uz (figura 3. 1 O) . Para este caso aparece una 

onda de choque electromagnética. La radiación es emitida en un 

ángulo particular con respecto a la dirección del movimiento de la 

partlcula. S6lo en esta direcci6n particular los frentes de onda 

son coherentes. 

•<.t/,/i 

ílg. J. !O 

La emisión de la radiación Cherenkov es un fenómeno cooperativo 

que involucra un gran nümero de átomos de el medio, cuyos 

electrones son acelerados por los campos de la partlcula que lo 

atraviesa y de esta forma emite radiación. Debido al aspecto 
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colectivo del proceso, es conveniente utilizar el concepto 

macroscópico de constante dielectrica e, y no las detalladas 

propiedades de los ti tomos individuales. Con esto en mente, en 

todas las fórmulas anteriores hay que hacer las transformaciones: 

e e --+ e e 

Vc 
donde e es la constante dieléctrica del medio. 

Una explicación cuantitativa del fenómeno puede ser obtenida 

considerando los potenciales de Lienard-Wiechert. En el caso de v 

< c se observó que los potenciales en un punto dado del espacio -

tiempo dependen del comportamiento de la part1cula en una única 

posición retardada. Sin embargo, cuando v > c, dos posiciones 

retardadas contribuyen al campo en un punto dado del espacio -

tiempo. Siguiendo esta l 1nea de razonamientos se puede obtener, 

que la intensidad de radiación esta dada por: 

e 2 w 2 I (w) = sen 8c (2c~T) 
c2 

iv) Radiación de Transición. 
En relación con el problema de la emisión de radiación por una 

part1cula que se mueve en un medio material, mencionaremos aún 

otro efecto cuya existencia fue indicada como necesaria por V.L. 

Ginzburg e I.M.Frank: una part1cula debe emitir radiación al pasar 

de un medio a otro. Esta radiación de "paso" o de 11 transici6n" 

difiere, en principio del efecto Cherenkov por el hecho de que ha 

de producirse para cualquier velocidad de la part1cula, y no 

solamente para aquellas velocidades mayores que la velocidad de 

fase de la luz en el medio .• Nada tiene que ver con el 

bremsstrahlung (que también se produce al incidir part1culas 

cargadas sobre la superficie de separación de dos medios). Al 

igual que la radiación de Cherenkov, la diferencia resulta 

particularmente clara al pasar al limite de una masa de la 

part1cula arbitrariamente grande: la radiación de frenado 

desaparece entonces, mientras que se mantiene la de transición. 

La causa de esta radiación es la siguiente. Supongamos que 

tenemos dos medios en el espacio. Lejos de la frontera, en el 

primer medio, la part1cula tiene ciertos campos caracter1sticos de 
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su movimiento y de el medio en el cual se desplaza. Tiempo 

después, cuando se encuentra en el segundo medio, lejos de la 

frontera, la part1cula tiene campos apropiados a su movimiento y a 

este nuevo medio. Aún si el movimiento es uniforme, los campos 

iniciales y finales serán diferentes si los dos medios tienen 

propiedades electromagnéticas distintas. Es claro que los campos 

deben reorganizarse conforme la part1cula se aproxima y atraviesa 

la interfase. En este proceso de reorganizaci6n, algunas 

componentes de los campos son desechadas como radiaci6n de 

transici6n. 

v) Oscilaciones de Plasma. 
Un plasma es macroscópicamente neutro, entonces tiende a 

regresar a su estado de equilibrio neutro después de que una 

perturbaci6n local es introducida en la forma de un exceso de 

carga positiva o negativa. Si hay un exceso de electrones en una 

cierta regi6n, el campo eléctrico producido por este exceso repele 

a los electrones de esta región. En este movimiento, los 

electrones adquieren una cierta energia cinética que los hará 

oscilar respecto a los iones y después de un cierto tiempo 

regresaran a su posición de equilibrio. Si muchos electrones dejan 

esta regi6n, el campo eléctrico creado por una deficiencia de 

electrones tender! a hacerlos regresar. De esta manera ocurren las 

oscilaciones de electrones en un plasma. 

Las expresiones que describen estas oscilaciones se encuentran 

resolviendo las ecuaciones de Vlasov para dichas perturbaciones. 

Por lo general se hacen las siguientes simplificaciones: a) la 

agitaci6n termica y las colisiones son despreciables; b) las 

oscilaciones son de amplitud pequefta. 

Las ondas de plasma longitudinales pueden ser de dos tipos: 

oscilaciones electrónicas (en la cual los electrones oscilan y los 

iones positivos permanecen practicamente estacionarios) y 

oscilaciones ionicas (en las cuales los iones positivos también 

oscilan). Estas últimas son ondas de relativamente baja 

frecuencia, en las que la neutralidad eléctrica es preservada en 

alto grado. Las implicaciones astrofisicas de tales oscilaciones 
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ionicas aún no están bien entendidas. De cualquier modo, las ondas 
en los plasmas proveen de mecanismos para la aceleraci6n de 
partículas cargadas y de este modo producen efectos de radiaci6n. 

vi) Efecto Compton y Dispersión de Thompson. 

Si una onda electromagnética incide sobre un sistema de cargas, 
éstas se ponen en movimiento bajo su acción. Este movimiento 
produce a su vez radiación en todas direcciones; se produce, 
conforme se suele decir, uns dispersión de la onda original. 

La potencia instantanea radiada por una carga e en movimiento 
no relativista esta dada por la fórmula de Larmor (3.24): 

dP e2 v2 sen28 
dn = 4rrc3 

donde 8 es el ángulo entre la dirección de observación y la 
aceleración. La aceleración es dada por la onda electromagnética 
plana incidente. Si el vector de propagación es k, y el vector de 
polarización e, el campo eléctrico puede ser escrito como 

E(x,t) = e Ea eik·x - iwt 

Entonces, de la ecuación de movimiento no relativista, tenemos 

v(t) = e ~ Eo eik·x - iwt 
m 

Si suponemos que la carga se mueve una parte despreciable de la 
longitud de onda durante un ciclo de oscilación, el promedio 

• 2 1 • • • 
temporal de v es 2Re (v·v ) • Entonces, la potencia promedio por 
unidad de ángulo sólido puede ser expresada por: 

( ~~ > = 8~ 1Eal2 ( ~ ) sen28 
mc2 

Obsérvese también que la frecuencia de la onda radiada por la 
carga (es decir, dispersada por ella) es evidentemente la misma 
que la frecuencia de la onda incidente. 

Un indice conveniente para caracterizar la dispersión es la 
razón de la cantidad de energía emitida por el sistema dispersor 
en una dirección dada por unidad de tiempo al flujo de energía de 
la radiación incidente. Esta razón tiene, evidentemente, las 
dimensiones de un área y se llama sección eficaz de dispersión. 

Entonces en el presente caso, el flujo de energía incidente es 
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el vector 

c!Eol 2 /8rr. 

de Poynting promediado en el tiempo, es decir, 

Entonces, la sección diferencial eficaz de dispersión 

esta dada por: 

dcr = ( e2 )2 sen28 
díl mc2 

Si la onda incide a lo largo del eje z con su vector de 

polarización formando un ~ngulo i con el eje x, como se muestra 

en la figura 3.11, la distribución angular es 

sen29 = 1 - sen2B cos2 (~ - i) 

Para radiación no polarizada, la sección eficaz estA dada por el 

promedio sobre el Angulo i: 

dCT = ( _e 
2 

) 
2 

2
1 

díl mc2 
(1 + cos2B) 

Esta es llamada la fórmula de Thompson para dispersión de 

radiación por una carga libre, y es apropiada para la dispersión 

de rayos X por electrones o rayos gamma por protones. La secci6n 

eficaz total, es: 

.... 

., 

f19. J.11 

La dispersión de una onda por un sistema de cargas difiere de 

la dispersión por una sola carga (en reposo), en primer lugar, por 

el hecho de que, debido a la presencia del movimiento interno de 

las cargas del sistema, la frecuencia de la radiación dispersada 
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a 2.B9Sxl0-3 mR cuando A esta en cm y T en grados Kelvin. Para un 
cuerpo caliente a unos 6000 K, como la superficie del Sol, el 
máximo de intensidad se encuentra a una longitud de onda 
correspondiente a luz amarilla. 

Para longitudes de onda largas, tales como las de radio, la 
expresión para la intensidad de la radiación fue derivada por los 
Británicos Lord Rayleigh y Sir James Jeans. La ley de 
Rayleigh-Jeans establece que el flujo de potencia radiada P de un 
"radiador" perfecto a temperatura absoluta T esta dado por: 

P = kT / A
2 

donde k es la constante de Boltzman. 

viii) Radiación Espectral de Linea. 
Un tipo distinto de mecanismo de emisión de ondas 

electromagnéticas es la radiación espectral de linea, que como su 
nombre indica, se encuentra concentrada a una sola longitud de 
onda. La radiación de 11nea ocurre, por ejemplo, cuando sal común 
es vaporizada por una flama. Una luz amarilla intensa es emitida 
por los átomos de sodio en la sal, y si la luz es examinada por un 
espectroscopio se encuentra que está concentrada en una longitud 
de onda particular, y la radiación es conocida como la linea del 
sodio. 

La teor1a cu&ntica aplicada a átomos describe la radiación 
espectral de 11nea. En 1901, Planck dedujo que todos los cambios 
de energía se producen por medio de paquetes o cuantos. Neils 
Bohr mostro mlis adelante que ·los espectros atómicos pueden ser 
explicados si los átomos existen sólo en determinados estr ' de 
energ1a. La transición entre estados de energía explica P' ' 
radiación aparece sólo a ciertas .frecuencias. 
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CAPITULO t. 
HIDRODINAMICA 

El estudio del movimiento de fluidos (11quidos y gases) 

constituye lo que se denomina dinámica de fluidos o hidrodin4mica. 

Puesto que los fenómenos considerados en la dinámica de fluidos 

son macroscópicos, un fluido se considera como un medio continuo. 

Esto significa que siempre se supone que cualquier elemento de 

volumen pequeño del fluido es suficientemente grande como para 

contener un número muy elevado de partículas. 

La descripción matemática del estado de un fluido m6vil se 

efectúa por medio de funciones que dan la distribuci6n de la 

velocidad del fluido v = v (x, y, z, t) y de dos magnitudes 

termodinámicas cualesquiera que pertenezcan al fluido, por 

ejemplo, la presi6n termodinámica p(x,y,z,t) y la densidad de masa 

p(x,y,z,t). Como es bien conocido, todas las magnitudes 

termodinámicas quedan determinadas dados los valores de dos 

cualesquiera de ellas y la ecuaci6n de estado, de aqu1 que si se 

tienen cinco magnitudes determinadas, a saber las tres componentes 

de la velocidad v, la presi6n p y la densidad p, queda totalmente 

determinado el estado del fluido en movimiento. Cabe recalcar que 

la velocidad no tiene nada que ver con la ecuaci6n de estado. 

Al estudiar el movimiento de un fluido, podemos suponer en 

algunos casos que todas las perturbaciones son reversibles. En 

realidad, un proceso es termodinámicamente reversible solamente si 

se realiza con velocidad infinitamente pequeña, de modo que el 

estado de equilibrio termodinámico llega a establecerse en cada 

instante en el fluido. Sin embargo, un movimiento real se produce 

a velocidades finitas, el fluido no se encuentra en equilibrio en 

cada instante y, en consecuencia, tendrán lugar en él procesos 

internos que tiendan a llevarlo al estado de equilibrio. La 

existencia de estos procesos hace que el movimiento resultante sea 

irreversible lo que, en particular, se manifiesta en que la 

energía mecánica se disipa y transforma finalmente en calor. El 

proceso de disipación de energía ocurre por la acción de dos 

mecanismos diferentes. El primero consiste en la conducción 

irreversible de calor entre puntos de diferente temperatura. El 
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segundo, en que si ocurre algún movimiento interno en el cuerpo, 
habrá procesos irreversibles debidos a las velocidades finitas de 
esos movimientos, en los cuales particulas con un cierto momento 
lineal atraviesan un plano y se mezclan con particulas de menor 
momento lineal¡ estos procesos de disipación de la energia pueden 
llamarse, procesos de fricción interna o viscosidad. En un estudio 
más completo de la dinámica de fluidos, habrá que agregar una 
viscosidad y una conductividad térmica. . . . 

Podemos clasificar a los fluidos en: 

a) Ideales: no hay disipación de la energia por viscosidad u otro 
mecanismo de fricción interna; no hay transporte de calor de una 

parte del fluido a otra. 
~ ·~1 

.... :---.¡:,:)Rtii·i~';: "'h·::Y~--~rs-;o'~1d~t·-y ·-~~~uc"~6~ '·t'é::i~~": ·'" ·••" ·~ ...... -~~1 •• • ...,.; ........... ""-. •• • 

Los fluidos pueden ser además compresibles o incompresibles según 
que la densidad sea constante o no. La condición para que. un. 
fluido pueda ser considerado incompresible es: 

tJ.p/p « 1 

en cada punto y para cada t. 
La ausencia de intercambio térmico entre las diferentes partes 

del fluido (y también, como es natural, entre el fluido y los 

cuerpos que lo rodean) significa que el movimiento a través del 
fluido es adiabAtico. Así pues, el movimiento de un fluido ideal 
debe suponerse necesariamente que es adiabático. 

En general, todas estas magnitudes son funciones de las 
coordenadas x, y, z y del tiempo t. También resaltamos que 
v(x,y,z,t) es el campo de velocidades del fluido que especifica el 

valor de v para cada punto (x,y,z) del espacio y en cada instante 
t, es decir, se refiere a puntos fijos en el espacio y no a 
part1culas especificas del fluido. En general, estas ílltimas se 
estarán moviendo en el espacio en el curso del tiempo. Lo mismo 
hay que señalar respecto a p y p. 

a) Ecuaciones Fundamentales del Movimiento de un Fluido Ideal. 

Deduciremos o enunciaremos a continuación las ecuaciones 

fundamentales de la hidrodinámica. Empezaremos con la ecuación que 
expresa la conservación de la materia. 
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i) Ecuación de continuidad. 

considérese una superficie s que limita a una región 
simplemente conexa R que se encuentra completamente dentro del 
fluido. Sea p la densidad del fluido, de tal manera que la masa 
total del fluido dentro de S está dada por 

M = f f f p(x,y,z,t) de 
R 

donde de es la diferencial de volumen. Diferenciando con respecto 
al tiempo y recordando que x,y,z son las variables de integración, 
obtenemos 

.::.· .... ·;;.~'" . ..,. ....... ~, ...... ,, .• ~.· .. ' ........ 1".~~-· ............ ~ .. '!.::-1.,_.-.,..,.1 ....... ff,*-.. fff'll"*-'~-~"~·J.··•···*'··", .... ...,, ...... ~,.,. .... ..,, .. ,;.~:-:~·,1;·•~•~;;. .. ~~-
R 

Ahora bien, existf¡ln sólo tres_ form~s en que se p~ede cambi!'lt: _la 
masa del fluido en el interior de S: (1) puede estar entrando o 
saliendo fluido de la superficie, la contribución por unidad de 
tiempo debida a este efecto es: 

Jf vp·d~ 
s 

donde d~ es la diferencial de superficie; (2) Puede estarse 

creando materia (fuente), o (3) puede estarse destruyendo materia 
(sumidero). Sea ~(x,y,z) la cantidad de materia creada o destruida 
por unidad de volumen y por unidad de tiempo • Para una fuente, ~ 

> o, y para un sumidero, ~ < o. La ganancia total de fluido por 
unidad de tiempo es, por lo tanto: 

por lo que: 

dM 
dt JJJ ~(x,y,z,t)dc 

R 

JJJ ~~ dT = JJJ ~(x,y,z,t) dT 
R R 

JJ pv·d~ 
s 

JJ pv·d~ 
s 

aplicando el teorema de la divergencia al ultimo término, se 

obtiene: 
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y corno esta ecuación es valida para cualquier region R se concluye 
que: 

ap + V· (pv) = 1/1 at 

Esta es la ecuación de continuidad. En ausencia de fuentes y 
sumideros esta ecuación se convierte en: 

¡ . ~ +. 'íl'(pv) = o ( 4. 1) 

Si, además, el fluido es incompresible, p=cte., ~~=O, y la 
ecuaci6n de continuidad resulta: 

Si el movimiento es irrotacional, esto es, si !v·dr=O, 
entonces v=V~, de tal manera que la ecuación de continuidad para 
un fluido incompresible que no posee fuentes ni sumideros y que 
tiene un movimiento irrotacional, está dado por: 

v2~ = o • ( 4. 3) 

ii) Ecuaci6n de Euler: 
consideremos el movimiento de un fluido ideal dentro de una 

region simplemente conexa de volumen V y superficie s. La fuerza 
total que actúa sobre el mismo como resultado de la presi6n 
termodinámica es igual a la integral: 

- f p d[ 

s 
extendida a la superficie que limita el volumen 
negativo puesto que d[ apunta hacia afuera de 
Transformándola en una integral de volumen, obtenemos: 

- f p d[ = -JJJ Vp dV 
s V 

(con signo 
la region). 

Como puede verse, el fluido que rodea a cualquier elemento de 
volumen dV ejerce sobre el mismo una fuerza -VpdV. En otras 
palabras, podemos decir que sobre cada unidad de volumen actúa una 
fuerza -vp. 
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A continuación podemos escribir la ecuación del movimiento de 

un elemento de volumen igualando la aceleración dv/dt a la fuerza 

-vp dividida entre la masa por unidad de volumen ( p ) : 

dv = -(1/p)Vp 
dt (4. 4) 

La derivada dv/dt que aparece aqui designa, no la variación 

respecto al tiempo de la velocidad del fluido en un punto fijo del 

espacio, sino la .variación respecto. al tiempo de. li! velocid11d de 

una partícula fluida determinada cuando se mueve en el espacio. 

Esta derivada ha de expresarse en función de magnitudes que se 

refieren a puntos fijos en el espacio. Para ello observamos que la 

.,,,:-.,;.. ~~·~~.i.€!P.~...,qy ••• .ijt\,;~J.J..-;f.~~~P.f4.~9-. ;U,:.PAJ:-~1.~l4t···~il.tida. ,:dle!.-.;:-.lo-.,..·;•1M·~ 
tiempo dt se descompone en dos partes, a saber, la variación 

durante dt de la velocidad en un punto fijo del espacio y la 

diferencia entra las velocidades (en el mismo instante) en dos 

puntos separados dr, siendo dr la distancia recorrida por la 

particula de fluido durante el tiempo dt. La primera parte es 

(av¡at)dt, en donde se considera que la derivada (8v/at) 

corresponde a valores x, y, z constantes, es decir, a un punto 

determinado del espacio. La segunda parte es: 

av dx + av dy + av dz = ( dr·V )v 
ax ay az 

As! pues, 

av ) dv at dt + ( dr·V )v 

por lo que: 

dv av 
dt = at + (v·V)v (4. 5) 

" 
esta derivada se denomina "derivada convectiva", sustituyendo en 

la expresión dinámica 5) se tiene que: 

av + (v·V)v = - ~ Vp at p ( 4. 6) 

Esta es la ecuación requerida del movimiento del fluido ideal, fue 

obtenida por primera vez por Euler en 1775 y se denomina en su 

honor ecuación de Euler. 

Las fuerzas externas no tienen que ser únicamente de presión. 
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En general, si existe cualquier otra fuerza f por unidad de masa, 

la ecuación de Euler toma la forma: 

ÓV + (v·V)v = - _pi Vp + f at (4.7) 

En el caso de un campo gravitatorio, se tiene f=g, donde g es la 

aceleración gravitacional. 
Recordando que en este caso estamos tratando con un movimiento 

ad~abáticq~ la ~ntropia de un elel!lento ·ooalqui'era ··del ... flu'fdo 
permanece constante cuando éste se mueve en el espacio. Designando 

por s a la entropia por unidad de masa, podemos expresar la 

condición de movimiento adiabático, como: 
• • • • . ,. • • u • "4' ·•·&.t<1-,~n,....._ ··~·.,,·"'""' :i,._-t••·• .. ~ .... .•. · .. :.1·,~ ·)··f;•:..w.-.9'º.' witJ!-"1-'~ -:.·e·.·· • 

~.;-. ··:l:-'- .. . ,. ... ..,~ ....... 1 ~····· ... ,., ..... .,, .,o1.l. ....... ~ ·l'· ~~ = o (4.8) 

o bien: 

as + (v·V)s = o at 
(4.9) 

Esta ecuación es la que describe de modo general el movimiento 

adiabático de un fluido ideal. Recordando la relación vectorial: 

V· (~a) ~V·a + a·V~ 

podemos escribirla como una ecuación 

correspondiente a la entrop1a: 

B(ps) + V·(psv) =o 
at 

de continuidad 

(4 .10) 

Podemos utilizar el hecho de que el movimiento es isoentrópico 

para obtener la ecuación del movimiento en una forma ligeramente 

distinta. Empleando la relación termodinámica de la entalpia (w): 

dw = Tds + Vdp (4.11) 

donde V es el volumen especifico, es decir, el inverso de la 
densidad de masa, y T la temperatura absoluta. Puesto que s es 
constante se tiene: 

dw = Vdp = dp/p (4 .12) 

y, por tanto, (Vp) /p=Vw. Por consiguiente, la ecuación de Euler 

puede escribirse como: 

av+(v·V)v 
at 
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Resulta interesante mencionar otra forma de expresar la ecuación 
de Euler sólo en términos de la velocidad. Utilizando una fórmula 
del análisis vectorial: 

'Vv
2 = 2 v x ('V x v) + 2 (v·'V)v 

la ecuación (4.13) queda como: 

~v + ~'Vv2 - Vx ('Vxv) = -'Vw 
ot 2 ....... ·. 

fomand~ el r~tacional a ambos lados de la ecuación y recordando 
que el rotacional de un gradiente es cero, se obtiene la relación: 

8 
Bt (VxV) = Vx (Vx (Vxv)) . 

-. '"· ~···· ! ., ....... :·· ..... ·, ...... "". · .. ~,4· u._1 -··""=·· ~· ,l.!,~.'I' .......... .-... ~·~···:1.t'.e.·"f.1'11'.~:0 .... •.•.1..• ••r· .... . 
,.~ -.:.,,._, •"'.t ~· -t'" ·~;-,J.·.~ ,·~.·t .·"' • r JI. ..... .. 1 \·•·' ~I •I • r 

en la que sólo interviene la velocidad. 
Las ecuaciones de movimiento han de complementarse con las 

condiciones de frontera que deben satisfacerse en las superficies 
que limitan al fluido. En el caso de un fluido ideal, la condición 
de frontera expresa simplemente que el fluido no puede penetrar en 
una superficie sólida. Esto significa que la componente de la 
velocidad del fluido normal a la superficie de contorno debe 
anularse si dicha superficie esta en reposo. En el caso general de 

una superficie móvil, la componente normal de la velocidad, debe 
ser igual a la componente correspondiente de la velocidad de la 
superficie. En una superficie limite entre dos fluidos 
inmiscibles, la condición es que la presión y la componente de 
velocidad normal a la superficie de separación debe ser la misma 
para ambos fluidos y cada una de estas componentes de velocidad 
debe ser igual a la componente correspondiente de la velocidad de 

la superficie 
Como se mencionó al principio del capitulo, el estado de un 

fluido móvil queda determinado por cinco magnitudes: las tres 
componentes de la velocidad v y, por ejemplo, la presión p y la 
densidad p. De acuerdo con esto, un sistema completo de ecuaciones 
de la dinámica de fluidos deberá tener un número de cinco 
ecuaciones. En el caso de un fluido ideal éstas son las ecuaciones 
de Euler, la ecuación de continuidad y la ecuación adiabática. 
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iii) Ecuaciones de movimiento para un fluido incompresible bajo la 

acción de un campo conservativo. 

si el campo externo es conservativo, la fuerza se puede 

expresar en términos del gradiente de un potencial de la forma 

f=-Vx, donde x es el potencial. De esta manera: 

f - ~ Vp = - V(X + E ) p p 

si p es constante. En este caso la ecuación de Euler queda como: 

av + .!. Vv2 
- VxCVxV> = f - ~ Vp 

at 2 p - V( X + ~ ) 

o bien: 
· " .,, .• ., !"·i~·· ... ·'!',-•• ,. :··; .. • •..••••. .,. ..... , ~· • ., .. ,r•,r~•·•! ··.•,,:.:{•· ,_j~ ..,~i.~·~p.:1.: ... ".º.;'.•1J:1":f':•~~· . .:.. • ..,,., ........ , .~,_·;oi. _..,·.:.·.: •. -;a.·~",_.,_..• ... _:.··--· áv ·: 

at - Vx(VxV} = - V( X+~+~ v
2 

(4.15) 

Consideremos dos casos especiales: 

a)Movimiento irrotacional. 

En este caso Vxv=O, de tal manera que la ecuación ( 4 .15) se 

convierte en: 

av 
at -vcx+~+~v2 ) (4 .16) 

b)Flujo estacionario. 
av En este caso at = o, de tal manera que la ecuación (15) 

resulta: 

Vx(Vxv) = V( X + E + !.v2
) p 2 

se puede ver que esto implica: 

(4.17) 

(4 .18) 

De aqu1 que V(x+p/p+!.v2
) es normal a todo punto del campo de 

2 

velocidad v. As!, v en cada punto es paralela a la superficie 

x+p/p+iv2 = constante. La curva trazada en el fluido, tal que sus 

tangentes sean paralelas a los vectores de velocidad en puntos 

correspondientes, se llama linea de flujo. 

Hemos probado que para un fluido incompresible ideal, que se 

mueve bajo la acción de fuerzas conservativas, y cuyo campo de 

velocidad es estacionario, la expresión x + ~ + iv2 permanece 
constante a lo largo de una linea de flujo. Esta es la forma 
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general del teorema de Bernoulli. 

iv) Flujo de energía. 
Escojamos un elemento de volumen cualquiera fijo en el espacio 

y veamos cómo varía con el tiempo la energía del fluido contenido 
dentro de este elemento de volumen. La energía de la unidad de 
volumen del fluido es: 

(4.19) 

en donde el primer término representa la densidad de· energía 

cinética y el segundo la de energía interna, siendo e la energía 
interna por unidad de masa. La variación respecto al tiempo de 

'"'''" ""' • .:·.~~~.~. ~Y.!i,S.9- ;t;!P.,~~ ... 9.~qa_.·.'1~ . ., ~.-9ef.iXélsi~·-P.ª.rqJ.~~ -~··· ..... ,• ....... ;;ti , ........ ., ,,,..., ~:' "'"'·•' 

!!..... (.!.pv2 + pe) Bt 2 

Para calcular esta magnitud escribamos: 

( 4. 20) 

o bien, utilizando la ecuación de continuidad (4.1) y la ecuación 
de movimiento (4.5), 

1 a 2 
2 Bt (pv ) .!.v2V· (pv) + pv· (-Vp/p - (v·V)v) 

2 

a 1 2 1 2 
at~-pv) = -

2
-v V· (pv) - v·Vp - pv· (v·V)v 

En el '1ltimo término sustituiremos v· (v·V)v por iv·Vv2 y Vp por 
pVw pTVs (utilizando la relación termodinámica vista 
anteriormente), con lo que se obtiene: 

a 1 2 1 2 1 2 at2(-pv ) = 2 -v V· (pv) - pv·V~-v + w) + pTv·Vs 

Con objeto de obtener la derivada B(pc)/Bt, utilizaremos la 
relación termodinámica: 

de = Tds - pdV = Tds + (p/p2 )dp 

puesto que V=l/p; entonces tenemos que 

d(pc) = cdp + pdc = cdp + pTds + (p/p)dp (e + p/p)dp + pTds 

ahora bien, dado que la entalpía w por unidad de masa la podemos 
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expresar como: 
w = e + pV = e + p/p 

se llega a: 
d(pe) wdp + pTds 

y entonces: 

a(pe) = w ap + pT aªts 
at at 

ut~lizando la ecuación de continuidad se llega a: 

B(~~) = w(-17-(pv)) + pT(-v·17)s 

donde también hemos utilizado aqui la ecuación adiabática general. 

- , .. •· · • -~''·'"~·• ~~Jl.iJQ~ .. ,,J()f;_.,,.J;M~U.~~;.,. .¡lnj.,~i~;~,.·,Y. '~~Q.J}-t,f~9A : ... Ql.l~., ; .. )A.,,..,,,.~. 
variación de energia es: 

~t (;pv2 
+ pe) = - ;v217· (pv) - pv·l7(!.l+ W) + pT(v·17)s + w(-V• (pv)) 

+ pT(-~·17)s 

(4. 21) 

con objeto de ver el significado de esta ecuación, integrémosla 
en un determinado volumen: 

a f ( 1 2 - - pv + at 2 
pe dV = - f v·( pv ( ~ v

2 
+ h >) dV 

V V 

Utilizando el teorema de la divergencia se llega a: 

~t f ( ~ p 
v2 + pe ) dV = - i pv ( !v2 + h ) ·da (4. 22) 

V 
s 2 

El primer miembro es la variación por unidad de tiempo de la 
energia del fluido en un volumen determinado. El segundo miembro 
es, por consiguiente, la cantidad de energia que fluye hacia el 
exterior de este volumen en la unidad de tiempo. 

De aqui que la expresión 

pv(!.v2 + w) 
2 

(4.23) 

pueda denominarse como el vector de densidad de flujo de energia. 
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su módulo es la cantidad de energia que pasa por unidad de tiempo 
a través del área unitaria perpendicular a la dirección de la 
velocidad. La expresión (4.23) muestra que cualquier masa unitaria 
de fluido lleva consigo durante su movimiento una cantidad de 
energía w + lv2

• El hecho de que la entalpía w aparezca aqu1 en 
2 

lugar de la energía e, tiene un significado físico sencillo. 
Haciendo w = e + p/ p, podemos escribir el flujo de energla a 

t:rav§?s _de una superficie, C§!_rra_da de la fo~m~: .. 
. :_T pv«;v2+.c)·d~ ·.:. f p;,'¡p¡p¡."da ~ 

s s 

El primer término es la energia (cinética más interna) 

. , . :· ......... , ,·,.t.ran~p.Q;i;-ta_qa, :P~t: ... él.. .111.illil.iiql,. Pltl¡Q<J ... a .j;..i:a vé~,.9.ta, .l.~ .. JJl,Jl>~J.lc~ .. fl\- l'-4"" ••• : 

unidad de tiempo. El segundo término es el trabajo realizado por 
la fuerza de presión sobre el fluido dentro de la superficie. 

v) Flujo de momento. 
Consideremos ahora una serie semejante de razonamientos para el 

momento o cantidad de movimiento del fluido. El momento por unidad 
de volumen es pv. determinemos su variación respecto al tiempo, 
av at• para ello utilizaremos la notación tensorial. Tenemos 

Utilizando la ecuación de 

~ 
at 

y la ecuación de Euler: 
BVI 
at + 

obtenemos: 
B(pv1) = p(-

1 
8t p 

BVI 
p at + 

continuidad: 

+ ~ BXk 

(Vk a 
BXk) VI 

~ 8VI 
8XI - Vk 8Xk 

-~ av1 
BXI - pVk 8Xk 

-~ - B(ev1VJc~ 
BXI BXk 

~ VI Bt 

o 

.! ~ 
p BXI 

) + VI (-
B(pVk) 
ax;-

VI BVk 
BXk 

el primer término se puede escribir como: 

~ = c51k ~ BXI 8Xk 
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donde ó1k es la delta de Kronecker, y se obtiene, 
8(pVI) 
~ 

estando definido el tensor ITik como: 

arr 1 k 
8Xk 

ITik póik + pVlVk 
el cual es claramente simétrico. 

( 4. 24). 

( 4. 25) 

Para ver el significado del tensor ll1k, integremos la ecuación 
(4.24) respecto a un volumen determinado: 

:t J pv1 dV _ J all1k dV 
8Xk 

........ 

aplicando el teorema de la divergencia, el segundo miembro se 
transforma en: 

' ....... ~.·.·· .. ~ ... ·'.~ .. ;. • ·.,., ·.I'•!..' ... "' ··•· ·-:./, : •·. -( ... '-~ ·.: 111 •• ·; • :·w .•. · • : ~ ... :.:·~:. ·.~ .-.,;. -~ \''1t· ·: • :·~ • -- • ,., ... • •• -: , •• '111: ·- ': ·i- • ., ( • ~ .. \· .. • 1.'·• '-'\ ..... .i.:• 

J 
arr1 k - &Xk dV = - f ITik d<Tk 

entonces: 

~t J pv1 dV - ! ITik d<Tk (4.26) 

El primer miembro es la variación respecto al tiempo de la 

componente i del momento contenido en el volumen considerado. La 
integral de superficie es, por consiguiente, la cantidad de 
momento que fluye hacia afuera a través de la superficie limite 
por unidad de tiempo. 

En consecuencia, IT!k d<Tk es la componente i del momento que 
fluye a través del elemento superficial d[ . Si escribieramos d<Tk 
en la forma nkd<T, siendo du el área del elemento superficial y n 

un vector unitario a lo largo de la normal dirigido hacia afuera, 
veremos que ITiknk es el flujo de la componente i del momento a 
través del área superficial unitaria. Podemos observar, además, 
que, de acuerdo con (4.25), 

(4.27) 

esta expresión la podemos escribir en forma vectorial como: 

pn + pv(v·n) (4. 28) 

Asi pues, ll1k es la componente i de la cantidad de momento que 
fluye por unidad de tiempo a través del área unitaria 
perpendicular al eje Xk. El tensor lllk se denomina tensor de 
densidad de flujo de momento. 
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El vector (4.28) da el flujo de impulso en la dirección de n, 

es decir, a través de una superficie perpendicular a n. En 

particular, tomando el vector unidad n dirigido paralelamente a la 

dirección de la velocidad del flujo en cada punto 

entonces de (4.28): 

. P (~) +pvv= (~+~v) v=_(~+pv2 ) ~ 
se observa que sólo la componente longitudinal del momento se ve 

transportada en dicha dirección y su densidad de flujo es p + pv2
• 

En una dirección perpendicular a la velocidad, sólo se 

,,. ,.~ .• ~~i'íl~P.~~i', ~4 ,S<i:ll!IP'->'l.\ll\~. ~r~Jl~'lCe}'.~~t~.íx.e }~ t,i, v~ :.\\.yl ) . .,~9.§l ... ,J!IP~~!!~Q,_.,·~.~ ,·., 
siendo su densidad de flujo exactamente p. 

cuando existen otras fuerzas, el efecto de éstas debe incluirse 

también en IT1k; en el caso de una densidad volumetrica de fuerzas 

externas F, debida a un potencial <p, es decir F = -~Vip, el 

tensor IT!k queda como: 

IT!k pcSlk + VIVkp + !pcSlk , 
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b) Ecuaciones Fundamentales del Hovimiento de un Fluido Viscoso. 

Estudiaremos ahora el efecto producido por la disipación de 
energia, que se produce durante el movimiento de un fluido, sobre 
el propio movimiento. Este proceso es el resultado de la 
irreversibilidad termodinámica del movimiento. Siempre se presenta 
dicha irreversibilidad en alguna medida y se debe a la fricción 
interna (viscosidad) y a la conducción térmica. 

i) Ecuaciones Fundamentales. 

Con objeto de obtener las ecuaciones que describen el 
movimiento de un fluido viscoso, hemos de incluir algunos términos 
adicionales en la ecuación del movimiento de un fluido ideal. la 

..... ;. ·' ·:·· ,,.,·e¡;u~;:;í"tri·. 'c\'e:~+7::cin'tfríu·ia~·d', .. · c:c;rn~ ·• í1einó'5'''"Vi~ró·'·'~·ri···sü"'''deaúó6f6Ti ;···e~·.··=. 
válida igualmente para cualquier fluido, sea viscoso o no. Por 
otra parte, la ecuación de Euler requiere ciertas modificaciones. 

Hemos visto que la ecuación de Euler puede escribirse como: 

~ 
Bt 

BIT 1 k 

- 8Xk 

en donde Ilik es el tensor de flujo de momento. El flujo del 
momento dado por la fórmula (4.25) representa una transferencia de 
momento completamente reversible, debida simplemente al momento 
mecánico de las distintas partículas de fluido que viajan de un 
lugar a otro y a las fuerzas de presión que actúan sobre dicho 
fluido. La viscosidad (rozamiento interno) se debe a una 
transferencia de impulso, irreversible, de unos puntos donde la 
velocidad es grande a otros puntos donde la velocidad es pequefta. 

La ecuación del movimiento de un fluido viscoso puede, por 
consiguiente, 
término -r:r • 1k 

obtenerse sumando al flujo de momento "ideal" un 
que da la transferencia de momento viscoso 

irreversible en el fluido. Asi pues, escribiremos el tensor 
densidad de flujo de momento en el caso de un fluido viscoso en la 
forma: 

pÓlk + pVlVk - r:1 1 lk = - (flk + pV!Vk (4.29) 
El tensor: 

r:1lk = -pólk + (1 1 lk (4.30) 

se denomina tensor de tensiones y r:r' 1k es el tensor de tensiones 
de la viscosidad. El tensor r:r1k expresa la parte del flujo de 
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momento que no se debe a la transferencia directa de momento con 
el movimiento de conjunto del fluido. 

Puede establecerse la forma general del tensor r;' lk del modo 
siguiente. En un fluido se presentan procesos de rozamiento 
interno únicamente en el caso en que las distintas particulas del 
fluido se muevan con velocidades diferentes, de modo que exista un 

movimiento relativo entre las distintas partes del fluido. De aqui 
.que r;'1k dependa de las derivadas parciales de la velocidad. Si .. . . . . . . . . . .. .... . 
los gradientes de velocidad son pequeños, podemos suponer que la 
transferencia de impulso debida a la viscosidad depende s6lo de 
las primeras derivadas de la velocidad. Con la misma aproximaci6n, 

. . . O:'.~k puede suponerse como una .función lineal de las derivadas avi 
' .. ,..,., ~.,, ":·· Nci···pteá~ri·' ~~·;~·ti;:·''t~r~i'ri'os1 '.en'"'o-iw;·~i: '"itid'ep~ii?iili·rit'e.s" ~·e v.ew.ca ; ·••p°t·elf~ .... ,.,.. ' 

Xk 
que r;'1k debe anularse para v constante. A continuación 
·Observaremos que u' lk debe tambien anularse cuando. el fluido . 
completo está en rotación uniforme, puesto que es evidente que en 
dicho movimiento no se produce ningún rozamiento interno en el 
fluido (rota como un cuerpo rigido). En el caso de rotaci6n 
uniforme con velocidad angular g, la velocidad v es igual al 

producto vectorial íl x r. Las sumas ~~~ + ~:i son combinaciones 
lineales de las derivadas ~~~, y se anulan cuando v = g x r. de 
aqui que u' 1k deberá contener exactamente estas combinaciones 

simétricas de las derivadas ~~~· 
El tensor más general de rango dos que satisface las 

condiciones anteriores es: 

( 
av1 BVl< 

u' 1k = a -aik + -aii + b ~~~ 61k 

siendo a y b independientes de la velocidad. Sin embargo,. es 
conveniente escribir esta expresión en una forma ligeramente 
distinta, en la que a y b se sustituyen por otras constantes: 

u• 1 k = . ( avi + BVl< - ! 61 k av J ) + ,. 61 k av J 
TI 8Xk ax1 3 BXJ ... BXJ (4.31) 

Las constantes TI y C se denominan coeficientes de viscosidad, y se 
puede demostrar, que ambos son positivos: 

TI > O , C > O • 

Las ecuaciones de movimiento de un fluido viscoso pueden ahora 
8U 1 1k obtenerse sumando simplemente las expresiones '"8Xk en el segundo 
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miembro de las ecuaciones de Euler: 

( 
av1 + av1 

p at Vk 8X1t 

As1 pues, tenemos: 

P(~t + Vlt~~:)= - ~~,+ ~x.(11(~~: + ~:i - ~611t ~~ 1 ))+ ~x 1 (c ~~;) 
(4.32) 

Esta forma de las ecuaciones de movimiento de un fluido viscoso es 
la más general de todas. Las magnitudes 11 y < son funciones de la 
presión y la temperatura. En general, p y T, y, por consiguiente, 
11 y ( no pueden extraerse fuera del operador gradiente. 

·· ,. ........... ··: 'sin:"~irii:>'aréi6 ,·· 'é·~-- i~"'in~'Y'o~· .. ¡:;~r:'f·~··'cfe '«'i'bs·;·~a~ó·i ,"·U»;l.,ci·ó'Eitf~i~nt'.::~ ... ,.. ·• ~· 

de viscosidad no varian notablemente en el fluido y pueden, por 
tanto,.considerarse como constantes. En estos casos tenemos 

6<1 1
\k - ( a2

v1 + 8
2
Vk 2 a2

vJ ) + a2
vJ 

ilXk - '11 ax1tBX1t 8X1t8XI - 3 ax18XJ < ax18XJ 

- a VI + + 1 a V J 
( 

2 ) ) 2 
- '11 BXkBXk ( C 3 1J BX10XJ 

Pero: 

De aqui que podamos escribir la ecuación de movimiento de un 
fluido viscoso en forma vectorial: 

p ( ~~ + ( V· V ) V ) = - Vp + 11 V
2
v + ( C + ~ 11 ) V (V• V) 

(4.33) 

si el fluido puede considerarse como incompresible, V·v=O de la 
ecuación de continuidad y el último término en el segundo miembro 
de ( 4. 3 3) es cero. Asi pues, la ecuación del movimiento de un 
fluido incompresible es: 

av 
at + (v·V)v - .!. Vp p 

Esta ecuación se denomina de Navier-Stokes. 

(4.34) 

Se observa que difiere de la ecuación de Euler por el término 
~V2v. En el caso de que existan fuerzas externas, simplemente se 
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agrega el término F/p al segundo miembro, donde F es la densidad 
volumetrica de fuerzas externas. 

El tensor de tensiones en un fluido incompresible toma la forma 

sencilla: 

<Tlk = - pó lk + 1] (4. 35) 

Vemos que la viscosidad de un fluido incompresible queda 
determinada sólo por un coeficiente. Puesto que la mayor parte de 

. . . 
los liquides pueden considerarse como prácticamente 

incompresibles, este coeficiente de viscosidad 11 es el que tiene, 
en general, importancia. El cociente 

u = ~ (4.36) 
·~·:f. • i-~ · .,. :·"i• ... :. .• - .'}_ .. :~: .. :·· "· .. ·.:. •. .- :. .. :··. w .. ~o. .. ~. ·•• • ·#,:'- .-: .. :· ... .. 1~ ...... ~P- ., • :1 .·• ...... , .... ~,,, • ..,_., : ..... .-_,,._ ... ;.. '• ··.;v.Ju ¡,',J.~ .. ·"\..•-....,;, . .:. 

se denomina viscosidad cinemática, mientras que el propio 11 se 
denomina viscosidad dinámica . 

.. ... Conviene menciónar qúe la· viscosidad dinámica· de· un .. gas a 'una 

temperatura determinada es independiente de la presión. Sin 
embargo, la viscosidad cinemática es inversamente proporcional a 

la presión. 
La presión puede eliminarse en la ecuación de Navier-Stokes del 

mismo modo que se hizo en la ecuación de Euler. Tomando el 

rotacional a ambos miembros de la ecuación (4.34): 

V X ( :~ + (v·V)v ) = V X ( - ~ Vp + ~ v
2
v) 

obtenemos la expresion: 

a(V X v) = V X ( V X V X V) + u V2(V X V) 
at 

También escribiremos a continuacion las condiciones a la 
frontera que actüan sobre las ecuaciones del movimiento de un 
fluido viscoso. Existen siempre fuerzas de atracción molecular 
entre un fluido viscoso y la superficie de un cuerpo sólido. Estas 
fuerzas dan lugar a que la capa de fluido inmediata adyacente a la 
superficie quede totalmente en reposo y se "adhiera" a la 
superficie. De acuerdo con ello, las condiciones limite en las 

ecuaciones del movimiento de un fluido se anule en las superficies 
sólidas fijas: 

V = 0. (4.37) 

Puede resaltarse que tanto la componente de velocidad normal 
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como la tangencial se deben anular, mientras que en el caso de un 
fluido ideal las condiciones limite exigen únicamente la anulación 
de Vn. Podemos señalar que, en general, las ecuaciones de Euler no 
pueden ser satisfechas con la condicion limite v = o. 

ii) Disipación de Energia en un fluido viscoso incompresible. 

La presencia de la viscosidad da como resultado la disipación 
de energia qu! finalmente se transforma en calor~ El cálculo de la 
disipación de energia es especialmente sencillo en el caso de un 

fluido incompresible. 
La energla cinetica total de un fluido incompresible es: 

Tomemos la derivada temporal de esta energia escribiendo 

. a º( 1 .. 2 ) . av1 
8t Z p V = p VI at 

y sustituyendo :~1 por la expresión correspondiente que se obtiene 
mediante la ecuación de Navier-Stokes: 

8VI - Vk 8Vi - 1 ~ 1 8<1'tk 
8t 8Xk p ax1 + p BXk 

El resultado es: 

8 ( 1 2) 8Vl ~ 8<1 1
11< 

at 2 p V = - PV!Vk 8Xk - VI ax1 + VI 8ik 

pv· ( (v·V)v) - v·17p + v1 
8~~~k 

p{v·V) ( ~ v
2
+ ~ ) + V· (v·cz:') -

av1 
<1' lk 8Xk 

En esta expresión v·cz:' designa el vector con componentes 
v1<T'11<. Puesto que 'íl·v = O en el caso de un fluido incompresible, 
podemos escribir el primer término del segundo miembro como una 
divergencia: 

~t ( ~ pv
2

) = - 'J·( pv( ~ v
2 

+ ~) - v·cz:') - u'1k :~~ (4.38) 

La expresión entre corchetes es exactamente la densidad de flujo 

de energia en el fluido: el término pv(~v2+~) es el flujo de 
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energía debido a la transferencia real de masa de fluido y 
equivale al flujo de energía correspondiente a un fluido ideal. El 

segundo término v·~' es el flujo de energía debido a los procesos 
de rozamiento interno. Pero la presencia de viscosidad da corr.o 
resultado un flujo de momento rr' lki sin embargo, en una 
transferencia de impulso siempre interviene una transferencia de 
energía y el flujo de energía es igual al producto escalar del 
flujo de impulso por la velocidad. Para ver lo anterior con mayor 

claridad, integremos la ecuación (4.38) respecto a un volumen V, 

obtendremos: 

- v·rr') as - J rr' 1k avi dV 
- - 8Xk 

. V· 

El primer término del segundo miembro nos da la variación respecto 
al tiempo de la energía cinética del fluido contenido en V debido 

al flujo de energía a través de la superficie que limita a v. La 
integral del segundo término es en consecuencia, la disminución 
por unidad de tiempo de la energía cinética debida a la 
disipación. 

Si se extiende la integración al volumen total del fluido, la 
integral de superficie se anula (puesto que la velocidad se anula 
en el infinito, ya que se considera el movimiento del fluido en un 
sistema de coordenadas donde el fluido se encuentra en reposo en 
el infinito), y encontramos que la energía desipada por unidad de 

tiempo en la totalidad del fluido es: 

Ek = T = - f 0' 1 lk avi dV 
8Xk 

En fluidos incompresibles habíamos visto que el tensor o-' lk es: 

( 
av1 8Vk ) 

(J' lk = 11 - + -axk ax1 

entonces: 

105 



dado que los indices estan contraidos: 

, av1 _ ( 1 av1 av1 + 1 avr. ay¡, + av1 ay¡, 
CJ' tk axk - 71 2 axk 8Xk 2 ax1 ax1 axk ax1 

] av1 av1 + BVk 8Vk + 2 
av1 8Vk ) 2 BXk BXk ax1 ax1 axk ax1 

] av1 8Vk r ÓXk +-
2 ax1 

Así pues, tenemos finalmente, para la disipación de energía en un 
fluido viscoso incompresible: 

......... ~.-........ -: ... ;" .. .,. ........ ~~.~~.! ;~~-.,.L~.JJ .. ;; .. ~.;;J~ .. ~·~·~·., ....... ;······i·~::.~~.---:·-·· 
La disipación conduce a ~na disminución de energía mecánica, 

es ,decir, debem~s. ~ener que . E~<.o. . . _sin e~barg~ .. )ª, .in~egr~l de 
(4.39) es siempre positiva. Por tanto, se llega a la conclusión de 
que el coeficiente de viscosidad 11 es siempre positivo. 

iii) Ecuación general de la transferencia de calor. 
Se ha mencionado que un sistema completo de ecuaciones de la 

dinámica de fluidos debe contener cinco ecuaciones. En el caso de 
un fluido en el que se produzcan procesos de conducción térmica y 

rozamiento interno, una de estas ecuaciones es, como antes, la 
ecuación de continuidad y ahora se sustituyen las ecuaciones de 
Euler por las de Navier-stokes. La quinta ecuación correspondiente 
a un fluido ideal es la ecuación de conservación de la entropía. 
Como es natural, en un fluido viscoso esta ecuación deja de ser 
válida, puesto que se producen en su interior procesos 
irreversibles de disipación de energía. 

En un fluido ideal la ley de conservación de la energía se 
expresa por la ecuación: 

:t ( ~ pv
2 

+ pe ) = - 'V· ( pv + w ) 

La expresión del primer miembro es la variación respecto al tiempo 
de la energía contenida en la unidad de volumen del fluido, 
mientras que el segundo miembro es la divergencia de la densidad 
de flujo de energía. En un fluido viscoso la ley de conservación 
de la energía, como es natural, sigue siendo valida: la variación 
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por unidad de tiempo de la energia total del fluido en cualquier 
volumen debe seguir siendo igual al flujo total de energia a 
través de la superficie que limita dicho volumen. 

Sin embargo, la densidad de flujo de energia ahora tiene una 
forma diferente. Además del flujo pv(v2

/2+w) debido a la 
transferencia simple de masa por el movimiento del fluido, existe 
también un flujo debido a los procesos de rozamiento interno. Este 
último flujo viene dado por el vector v·~', con componentes 
v1~'1k. Además, existe otro termino que debe incluirse en el flujo 

de energia. Si la temperatura del fluido no es constante en todo 
su volumen, el flujo de energ1a se llevara a cabo, además de los 
dos medios de transferencia de energ1a indicados anteriormente, 

•' ·• ~ ;·. -41 .... ·~· .. : ... :,1 •. 11.:.~ • , .• ~.,·.···•~ ,,., ~.-•':. .... • .. M: '.·: •·"I .: .. \ ·.·,,;.-:.· . .-. .. · .. ;.; ·".- ... ~·:"····"';, .. • -.· '9•t , ••, ·•''•' ; ,•;' ~ ., .. ,. •' •:.:.. • ....:9\l:r·-...":· .:;,~, ,•::·•• 
por una transferencia de calor mediante un mecanismo que se 
denomina conducción terrnica. Esto significa la transferencia de 

.. la energ1a térmica-molecular desde. aquellos puntos. en donde . la. .. · 
temperatura es alta a los otros en donde es menor. En ella no 
interviene un movimiento macroscópico y se produce incluso en el 
caso de un fluido en reposo. 

Designemos por q la densidad de flujo de calor debida a la 
conducción térmica. El flujo q está relacionado con la variaci6n 
de temperatura a través del fluido. Esta relación puede escribirse 
de un modo simple en aquellos casos en que el gradiente de 
temperatura en el fluido no es grande; en los fenómenos de 
conducción térmica casi siempre estaremos dentro de estos casos. 
Podemos entonces desarrollar q como una serie de potencias del 
gradiente de temperatura, y tornar únicamente el primer término del 

desarrollo. El término constante es evidentemente cero, puesto que 
q debe anularse cuando VT se anule. As1 pues, tenemos: 

q = - K VT (4.40) 

La constante K se denomina conductividad térmica. Es siempre 
positiva, como puede verse, considerando que el flujo de energ1a 
debe ocurrir desde los puntos de temperatura más alta a aquéllos 
donde la temperatura es menor. Es decir, q y VT deben tener 
sentidos opuestos. El coeficiente K es, en general, una función de 

la temperatura y de la presión. 
As1 pues, el flujo de energ1a total en un fluido cuando existe 
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viscosidad y conducción térmica es: 

pv( v2
/2 + w ) - v·cr' - ..:VT. 

De acuerdo con esto, la ley general de conservación de energ1a 
viene dada por la ecuación: 

:t ( ~ pv
2 

+ pe ) = - V· ( pv ( ~ v
2 + W ) - V·\[ 1 

- K VT ) ( 4 , 41) 

Podria tomar ~sta ecuación para completar el sistema de 
ecuaciones fluido-mecánicas de un fluido viscoso. Sin embargo, es 
conveniente ponerla en otra forma transformándola con ayuda de las 
ecuaciones de movimiento. Para ello, calculemos la derivada 
temporal de la energia contenida en el volumen únitario de fluid~ 

';,·,•,;"-:t•·••.\·.~ J:; "'-"" .,'\,1J-J,~•-• .• · •. ~,.i.•~.'., ... .., :"-••.Y fl. '1': .-,•'•"'".i.-•t- .. ·.-•'.· ~ ·.,,":"· ~ .... ;-.-;.~••·•; '·''·~·· :·,' .. ~! ·~· •• ~ •.~\·~-,,··•••"• '!ir·.·· 
a partir de las ecuaciones de movimiento. Tenemos asi 

~ ( .! pv2 .¡. pe ) = ~ v2 ap + .. at. · a· . .. · ·2·. • at . ., .P. v. av + P !!!:.. + e ~ at· · , at .... · ·Bt·· 

Sustituyendo :~ despejada de la ecuación de continuidad y :~ de 
la ecuacion de Navier-Stokes tenemos: 

1 v 2 V· (pv) + p ae 
- e V· (pv) + V· ( - Vp 2 at 

-p(v·V)v + ª"' lk 
BXI< 

1 v 2 V· (pv) + p ac - e V·(pv) - v·Vp 2 at 

+VI ªº" lk - pv·V( 
1 v2) 

BXk 2 

Utilizando la relación termodin6mica: 

se tiene: 

de = Tds - pdV = Tds + (p/p 2 )dp 

= T as + E (-V· (pv)) 
at P2 

) 

Sustituyendo esta expresión e introduciendo la función de entalp1a 

w = e + e p 
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obtenemos: 

a ( 1 2 ) - - pv + pe at 2 
1 2 ( as n ) - 2 v 'J· (pv) + p T at - "-2 V· (pv) 

p 

- e 'J· (pv) - v·'Jp + v1 éicr'1k - pv·'V( .;_ v2) 
axk 2 

- ( ~ v
2 

+ ~ + e ) V. ( pv) + pT ~~ - V. Vp 

+vi acr'1k _ pv·'J(~ v2) 
8Xk 2 

- ( ~ v
2 

+ w )v· (pv) + pT :~ - v·Vp 

A continuación, y a partir ·de la ·ecuación termodinAmica: · · · 

dw = Tds + !!E p 
tenemos: 

Vp = pVw - pTVs 

El penúltimo término del segundo miembro puede escribirse: 

VI ª:~~k = :Xk ( VICT 1 1k) - cr'lk :~~ = V·(V·['} - 0'
1 1k :~~ 

sustituyendo estas expresiones y sumando y restando V·(icVT), 

obtenemos: 

~ ( !. v2 + pe ) at 2 V· ( (pv) ( ~ v
2 + w ) - V·[' - ICVT ) 

as + av1 + pT at pTV·Vs - cr' lk axk - V· (KVT) 

= - V· ( (pv) ( ~ v
2 

+ w ) - V·[' - icVT ) 

- CT 1 1k :~~ - V· (icVT) + pT( :~ + (v·V)s (4.42) 

comparando esta expresión para la derivada temporal de la energ1a 

contenida en el volumen unidad con (4.41), obtenemos 

( 
as ) av1 pT - + (v·V)s = cr 1 1k - - V· (KVT) at axk 

(4.43) 

109 



Esta ecuación se denomina ecuación general de transferencia 

térmica. Si no existe viscosidad ni conducción térmica el segundo 

miembro es cero y se obtiene la ecuación de la conservación de la 

entropia correspondiente a un fluido ideal. 

Debe señalarse también la interpretación siguiente de la 

ecuacion ( 4. 4 3) . La expresión del primer miembro coincide 

exactamente con la derivada temporal total ~~ de la entropia, 

!'lul ~i~licada por: pT. L? magnitud ~~ d_a. la .. variac;:~ón r:ef?p~c~o al 
tiempo de la entropia de una masa unitaria de fluido cuando se 

mueve en el espacio y, por tanto, T~~ es la cantidad de calor que 

gana dicha unidad de masa en la unidad de tiempo, de modo que, 

pTds es la cantidad de calor que gana por unidad de volumen • 
... • .;.•'.'1f ......... ... 4.,~•1 '.• '•~ ,. :.\',..•• .• /°:' ,'."; ••• ~'• \ • ~- o••4o 0 :•·.° : • '!\', '~'.~I , , ... ~ .... : ,.,., '.;.~o .. •'~•lo, ..... ... .._• ..... , ·;•..l. ... ·,_!'

0 
··•:•.,;_.._,,,.fe f' I' o ... 1t•. 

· Vemos, a partir de (4.43), que la cantidad de calor adquirido por 

unidad de volumen del fluido es, por tanto, 

···u•ii. ~~:·.+:v·(itVT)':· 

El primer término de esta expresión es la energia disipada en 

calor por la viscosidad, y el segundo .. es el calor conducido hacia 

el interior del volumen considerado. 
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iv) Resumen. 

A manera de resumen, escribamos las ecuaciones básicas del 
movimiento de un fluido real: 
1) Ecuación de continuidad = Conservación de la masa 

ap _ a (pvk) 
at - -~ 

2) Ecuación de Navier-Stokes = Conservación del momento 

3) Ecuación de conservación de la Energia 

Se observa que todas las ecuaciones tienen la forma: 

BA -- 88 - ... ,. 
8t = - 8Xk 

donde A y B pueden ser escalares, vectores, o tensores de segundo 

orden dependiendo de la ecuación que se estudie. As!, se tiene la 
siguiente tabla para obtener las ecuaciones bAsicas de la 
hidrodinAmica: 

A B 

Ec. de Continuidad. p pVk 

Ec. de Homento. pv1 ni k = p.S 1 k + pVIVk - u' lk 

~pv2+ e pVk (~V2+ W) - Vll1' 1 1k - 8T 
2 2 K 8Xk Ec. de Energia. 
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CAPITULO 5. 
MAGNETOHIDRODINAHICA 

Si un fluido conductor se encuentra en un campo magnético, sus 
movimientos hidrodinámicos inducen en el mismo campos eléctricos y 

generan corrientes eléctricas. Pero sobre las corrientes en un 
campo magnético actúan fuerzas que pueden influir fundamentalmente 

.• ~?12r.e el. movill}ie_nto t¡l_el P!:1~do .. _Por otra p¡.¡rte, ... e!'ta;;. ~orr.ient~s 
cambian a su vez el propio campo magnético. De esta manera se 
forma un cuadro complicado de interacci6n de fen6menos 
electromagnéticos e hidrodinámicos que ha de considerarse tomando 
como base conjuntamente el sistema de ecuaciones del camP,o 

.. >•r•~ .. OJ1 f .... • ..... • .... ~ • I' 'I 1, •"(.. ',•.._ "- '""\ .. • ;.., .. ~-')"',\•~,• -·, •)~ ·~ ,• o1r' ••.,•, ~ .... .., ... • \ ..&. ., .. l°'"• .. ,~· .. -,,J, ~ ... f.~l l ••:,.t-,· .. ·~· 
electromagnético y las ecuaciones de movimiento del fluido. 

.... . . a) .l.a .. Aprox ilDlu:i6n -HHI).~ ... ,. · . ·.- .. · · ·· · · ...... .... . .... ,.. .~ .• ......... .. .. . ........ -·· 
En la aproximación magnetohidrodinámica MHD de las 

ecuaciones básicas ( hidrodinámicas y electrodinámicas) se obtiene 
un sistema simplificado de ecuaciones. En esta aproximaci6n se 
asume la validez de la ley de Ohm y que el fluido tiene una 
conductividad muy grande y constante. 

De hecho, si V, L y T son los valores caracter isticos de la 
velocidad, longitud y el tiempo, asumiremos que: 

\ 

üT « 1 y « 1 (5.1) 

Un significado f isico a estas relaciones será expuesto más 
adelante. 

La permeabilidad y permitividad de los medios, de los que cabe 
tratar en MHD difiere muy poco de la unidad y esta diferencia 
carece de importancia en relaci6n a los fenómenos estudiados aqu1. 
En consecuencia supondremos µ = e = 1 (el considerarlos distintos 
de la unidad, no introduce cambios esenciales), lo cual es una 
buena aproximación cuando trabajamos con buenos conductores. 

De la ley de Ohm (1.6) y las ecuaciones de Maxwell (l.12) 
obtenemos: 

VxH = 2.. 80 + 4n j 
c 8t c 1 80 + 4rr ( ~( O + 2.. UxH ) + P•U ) c 8t c c (5.2) 

Analizando los ordenes de magnitud de los términos de esta 
ecuación, se encuentra que: 
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~~ = corriente de desplazamiento = o( 
peu = corriente convectiva = o( ~ V ) 

D 
'i' 

1 ªº 1 at o( ~ ) .. 
1 CTD 1 

... ·· ...... . . : .. , . 
y 

peu 
o( in ) « 

CTD 

« 1 

......... ··1· .. 

l. 

,...,,..,, ,,, , ·• ............. · ... ·. •.•.-. ,¡., .... ;.·.· .. . u .. ~r·"• ···•·· •·•:,• ... ,,. ......... ,~ ....... , ... ~-- .. , .. ::···• .,!· • ·•· •·,.... •·:•1..,.· ... ...,~,,~., .. ~ r .. ~• ... ;1.. 
· Entonces, la ecuación (5.2) se escribe como: 

.. ,. .............. . VxH = 
4.~ J. .CT J.~.:. 

o bien: 

1 UxH c ll 
D = 1 

c c
2 

) 
4 m,. VxH - UxH 

y la ley de Ohm queda como: 
1 

j = CT ( D + e UxH ) 

por lo tanto, de la ecuaion (1.6b) se tiene: 

j = j' 
Si definimos la viscosidad magnética Vm como: 

Vm 
c2 

4mr 
de la ecuación (5.2) y (l.10): 

o bien: 

VxD = - ..!.. aH 
e at ~ V• Vx (VxH) - ~ Vx (uxH) 

8H at = Vx (UxH) - Vm Vx (VxH) 

utilizando la identidad vectorial: 

Vx(VxH) = V (V·H) - V
2
H 

y recordando que V·H o, se tiene: 
aH 2 at = Vx(uxH) + V11 V H 

Esta ecuación es conocida coma la ecuación de inducción. 
AdemAs, del hecho de que 
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1 
éO 1 at < 1 ero 1 

la ecuacion de Maxwell (1.12) se convierte en: 

'lxH = 4n j 
c 

donde j viene dada por la ley de Ohm (ecuación (5.4)). 
(5.6) 

Otra cosa que vamos a demostrar es que P• = densidad de carga 

acumulada, se difunde muy rápidamente. Consideremos la ecuación 

(.5. 2): 

1 áO 
VxH - c át 

4 ~ ( cr ( O + ~ UxH ) + peu 

Aplicando la divergencia a la ecuación anterior: 

41! 8oe 4rr ·{ CT V ( ¡· 1 - e·~ "' e' ·4rrcr P• + e · UxH + peV'U .) 

donde se ha utilizado la ley de Maxwell V·D = pe4rr, entonces: 
· - ap·.- =· ~ ·· ·· · ·· ' · cr · - · ·'' · ·· 

at 4ncrpe - peV·u - e V· (UxH) 

si el fluido se encuentra en reposo, u = o, por lo que queda: 

~ + 4TlCT pe = O at 
cuya integración inmediata da: 

P• po e -t/-r: 

T: = 1 
4rrcr 

donde -e es el tiempo de relajación. Para el Sol, -e "' 10-16
., lo 

que significa que en 10-16
• la carga decrece al valor de pe/e, o 

sea, la carga desaparece casi instantáneamente. Podemos despreciar 
entonces los términos donde aparece P•· 

Entonces la ecuación de Maxwell (1.11) se escribe como: 

V·D = O (5. 7) 

y la fuerza de Lorentz (1.9) como: 

F=.!.(jxH) c (5.8) 

De esta forma, las ecuaciones de campo en la aproximación MHD 

son: 

V·H o (5.9) 

V·D o (5. 7) 

VxH = 4rr j 
c (5.6) 
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ª" 2 at = 'Jx {UxH) + Vm 1J H (5.10) 

que junto a la ley de Lorentz ( 8) y la ley de Ohm ( 4) determinan 
la electrodinámica del problema. 

Al utilizar estas ecuaciones admitimos que se cumplen 
determinadas condiciones. Concretamente, los periodos de variación 
del campo deben ser grandes comparados con el tiempo de recorrido 
libre de los electrones de conducción. Entonces la relación entre 

-la .corriente y el campo. eléctrico. viene d.eterlllinacla. por· la misaa·. 
conductividad u que en el caso de una corriente constante. Además, 

admitimos que u es constante en todo el medio. Con esto se 

presupone, en particular, que la conductividad es independiente 

..• ciel,.c~l)lpq .mac¡l)ético., .P<n:a _gue ~!>;o Qcurra, .el .camino .Hbt:e ¡n_e,di9, ...... 
de los electrones debe ser pequeño comparado con el radio de 
curvatura de su trayectoria en el campo magnético. En otras 
·p1.t1abra:s,' el ·tiempo ·d~ ·rel::ori'ido· libre ·debé' ser pequeflo ·compat'ad6"'­

con la frecuencia de los electrones :~. Esta condición puede 
violarse en un medio excesivamente enrarecido que se encuentre en 
un campo magnético intenso. 

b) Obtención de las ecuaciones HHD. 
Para poder obtener la ecuaciones básicas que gobiernan la 

mecánica de fluidos en campos electromagnéticos, necesitamos 
utilizar las siguientes leyes f!sicas: 

1) Conservación de la masa. 
2) conservación de el momento. 
3) Conservación de la energ!a. 
4) Ley de Lorentz para la fuerza electromagnética. 
5) Ecuaciones de Maxwell y constitutivas para el campo 

electromagnético y el medio. 
Dado que estamos interesados en el fenómeno fisico que consiste 

en un fluido en presencia de un campo electromagnético, debemos 
considerar dos efectos: la influencia del movimiento del fluido en 
el campo electromagnético y la influencia del campo eléctrico y 

magnético sobre el movimiento del fluido. Estas interacciones 
estan gobernadas por las ecuaciones básicas y leyes f !sicas 

anteriormente descritas. 
Para relacionar las ecuaciones del fluido (ecuaciones 
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mecánicas) y las de los campos, y obtener las ecuaciones del 
fenómeno completo, se procede como sigue: 

a) La ecuación de continuidad no se ve afectada por el fenómeno 

electromagnético. 
b) En la ecuación de momento (ecuación de Navier-Stokes o de 

Euler) consideramos en las fuerzas externas a la fuerza de 

Lorentz. 

c) En la ~~uación de transmisión de ca¡Qr agregamos el calor de 
disipación de Joule. 

En todo el procedimiento se utilizará la aproximación MHD. 

Las ecuaciones hidrodinámicas contienen, en primer lugar, la 

ecuación de continuidad: .... 
ap 
at + 'J· (pv) o (5.11) 

y .la e~uación de_ ~~vier-Sto).ces: 

av + (v·'J)v .:._ Vp + !.! v2v + .:._ (I:; + 1 lJ) V(V·v) + F 
at p p p J p 

(5.12) 

donde lJ y e son los dos coeficientes de viscosidad del fluido; y F 

es la densidad volumétrica de fuerzas externas, en este caso, las 

electromagnéticas. Segun la fórmula de Lorentz se tiene: 

recordando que: 

se tiene que: 

F=.!.jxH c 

'JxH 4rr j 
c 

1 F = 4rr ('JxH) xH 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

con esta expresión la ecuación de movimiento del fluido queda 

como: 

av 
at + (v·V)v - .:._ Vp - 1 Hx(VxH) + !.! V2v + .:._ (( + 1 lJ)V(V·v) p 4np p p J 

(5.16) 

A esta ecuación hay que añadir todavia la ecuación de estado: 

p = p(p,T) (5.17) 

que relaciona entre si a la presión, la densidad y la temperatura 

del fluido, y la llamada ecuación de transmisión de calor. 

En la hidrodinámica ordinaria, ésta es: 
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( 
ÓS ) pT at + v·Vs (5,18) 

Aqu1, s es la entropia de la unidad de masa del fluido, y la 
expresión en el primer miembro de la igualdad representa la 
cantidad de calor (referida a lcm3 

) liberada en ls en un elemento 
del fluido en movimiento. En cuanto al segundo miembro de la 
igualdad, éste representa la energia disipada en el mismo volumen 
en ls. El primer término en él está relacionado con la viscosidad¡ 
¡;• 11< es el tensor de viscosidad: 

¡;'111 = l) ( ÓVI + ÓVll - ~ Ólll ÓVJ ) + ( Ólk ÓVJ (5,19) 
ÓXI< ÓXI 3 ÓXJ ÓXJ 

El segundo término da la disipación relacionada con la 
conductividad tér1!!ica ic: ·es el ·coeficiente de conduci6n· ·de· 

calor) . En un fluido conductor hay que añadir el calor liberado 

P<;>r efecto Joule_. Referido. a la un~~ad de_ volumen, éste es ig~al. 

a: 
CJ = j'·D' = ( D +!X H )·j e 

Utilizando (5.3) y (5.6) se obtiene: 

D· j = ~rr (VxH) • ( V11 (VxH) VxH ) 

y además: 

= D·j + j·( ! X H) e 

V• 2 1 iñ ( Vxff ) - 4rr (VxH) (vxH) 

4~ ( V X H). ( ~ X H ) 

Por lo tanto: 

CJ = j'·D' .. ~ ( VxH )
2 

4Tf (5.20) 

Asi pues, la 
magnetohidrodinámica 

ecuación de transmisión del calor 
se escribe: 

( 
as ) av1 pT at + v·Vs = <T' 111 ax11 + c2 

2 
V· (KVT) + 16rr2¡;: ( v x H ) 

en 

(5.21) 
Las ecuaciones (5.9), (5.10), (5.11), (5.16), (5.17), y (5.21) 

constituyen el sistema completo de ecuaciones de la 
rnagnetohidrodinámica. 

Las ecuaciones (5.16) y (5.21) pueden también escribirse de una 
forma que expresa las leyes de conservación del momento y de la 
energia, respectivamente. En efecto, la ecuación de Navier-Stokes 

de la hidrodinámica ordinaria se puede llevar a la forma: 
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8(pv1) _ BTitk 
iit - - --axk (5.22) 

(aplicando, al hacerlo, también la ecuación de continuidad), donde 
Iltk es el tensor de densidad de flujo de momento, igual a: 

Iltk = p V!Vk + p Olk - <Y 1 !k 

A la misma forma se reduce la ecuación ( 5. 16) , con la única 
diferencia de que a Iltk se añade un término correspondiente a la 
fuerza de Lorentz. Tenemos: 

H X ( V X H ) = .!. fJ (H
2

) - ( H . V ) H 
2 

= .!. ~ ( H• H• } - Hk BHt 2 ax1 axk 

Por consiguiente, se obtiene para TI1k: 

ITlk '."° pVlVk + p.Slk -<Y 1 1k - 4 ~ . ( HlHk - ~ _H
2

cStk ) _ t~·23) 

Como se hubiera esperado, a Il1k se añade el tensor maxwelliano de 
esfuerzos en el campo electromagnético. 

En cuanto a la ecuación de transmisión de calor, ésta se 
transforma (utilizando las demás ecuaciones hidrodinámicas) en la 
ecuación de conservación de la energ1a. 

En la hidrodinámica ordinaria: 

~t ( ~ pv
2 

+ pe ) = - v · q 

donde q es la densidad de flujo de energ1a igual a: 

q = pv ( ~ v
2 

+ w ) - V·U' - ICVT ; 

mientras que e y w = e + ~ son, respectivamente, la energ1a 
interna y la entalp1a correspondientes a 1 gr de fluido. cuando en 
el medio conductor existe un campo magnético, a la densidad de 
energ1a se le suma la energía magnética H2 /Srr, y a la densidad de 
flujo de energía, el vector de Poynting ~71DxH. Expresando en este 
último D en función de H (ec. 5.3) obtenemos: 

q pv( ~ v
2 

+ W - v·u' - 1t:VT + ~rr ( k ( ~:¡;: VxH - VxH )x H ) 

( 
t c 2 

q pv ~ v 2 + w - v·u' - 1t:VT + .!._ Hx(VxH) - 16n2- Hx(VxH) 
~ 471 u (5.24) 

Y la ecuación de conservación de la energía queda como: 
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~t ( ~ pv2 + pe + ~: ) = - 'J·q (5.25) 

No presenta dificultad comprobar mediante un cálculo directo la 
equivalencia de las ecuaciones (5.25) y (5.21). 

e) Teorema de Alfvén. 

Las ecuaciones se simplifican un poco si el fluido en 
movimiento se puede considerar incompresible. La ecuación de 
continuidad (5.11) se reduce entonces a 'J·v = o y en la ecuación 
(5 .16) desaparece el último término. Escribamos una vez mAs el 
sistema de ecuaciones correspondiente: 

'J·H = O 

BH 
at 

'J·v o 

'Jx (vxH) + Vm 'J2H 

av + {V·'J)v = - .!_ 'Jp - 1 Hx{'JxH) + :!! 'J2V 
at p 4np p 

(5.26) 

Mediante conocidas expresiones vectoriales, podemos escribir: 

Vx(VxH) == {H·'J) V - H ('J·v) - (v·V) H + V (V·H) 

2 1 
Hx{'JxH) = 17 (H) 2 + (H·V) H 

entonces las dos últimas ecuaciones se escriben: 

ª" + at (v·V) H == {H·V) V + V• 17
2
H (5.27) 

av + (V·V) V at i v( p u
2 

) + -an 
+ _1_ (H·'J) 

4np H + v V2v 

(5.28) 

En este caso, estas ecuaciones (5.26), (5.27) y (5.28) pueden ser 
resueltas independientemente de la ecuación de la energ1a; ésta no 
es necesaria para resolver el problema del movimiento de un 

liquido incompresible, a menos que nos interese especialmente la 
distribución de la temperatura en el mismo y su influencia en el 
movimiento. 

Volvamos a la ecuación general (5.10): 

aH 2 at = Vx (vxH) + VmV H 

y veamos el orden de magnitud de los términos. Estos son: 
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VH 
L y VmH 

Lz 
donde V y L son una velocidad y longitud tipicas del problema. El 
cociente es: 

Rm = VH ~ = VL = VL 4 JHT 
L VmH Vm c2 (5.29) 

el cual lleva el nombre de Numero de Reynolds Hagnetico. Para 
saber cuál es su significado fisico, se observa lo siguiente: 

Sí Rm « 1, la ecuación (5.10) queda: 

(5.30) 

la cual es una ecuación diferencial de difusión. Esto significa 
que dada una configuración inicial de campo magnético, las lineas 
de campo se difunden en un tiempo de difusión igual a: 

't = 4mrL
2 

cz 
donde L es la longitud característica de la variación espacial de 
H. El tiempo 't es del orden de ls para una esfera de cobre de lee 
de radio, del orden de 104 al'los para la Tierra, y de 1010 aflos 
para un campo magnético tipico en el Sol. 

En el caso de Rm > 1, que es el caso limite de una 
conductividad suficientemente grande, la ecuación (5 .10) toma la 
forma: 

BH 
Bt = Vx{VxH) 

( 5. 31) 

Esta ecuación tiene un significado f isico muy importante e 
históricamente se puede tomar como el punto de partida de la MHD. 

Desarrollemos el rotacional que aparece en el segundo miembro 
de la igualdad, teniendo en cuenta que V·H = O : 

~~ = (H·V) V - (v·V) H - H (V·v) 

Sustituyendo de aqui, de acuerdo con la ecuación de continuidad 

(5.11)' 

V·v = _ ~ ap _ v·Vp 
p at p 

Después de una reagrupación de términos, obtenemos 

( :t + V·V ) ~ = ( ~ · V ) V 

La expresión en el primer término de la igualdad representa la 
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derivada convectiva que determina la variación de una magnitud en 

el desplazamiento del fluido junto con la particula en movimiento¡ 

designando esta derivada por ~t tenemos: 

~t ( ~) = ( ~ º Q ) V (5.32) 

Por otra parte, consideremos una "linea de fluido" cualquiera, 

es decir, una linea que se desplaza junto con las particulas del 

fluido que la constituyen. Sea 81 el elemento de longitud de esta 

linea y determinemos cómo varia en el curso del tiempo. Si v es la 

velocidad del fluido en un punto que coincide con un punto del 

extremo 81, su velocidad en el otro extremo será: v + (8l·Q)v. En 

consecuencia, en el intervalo de tiempo dt el elemento 81 varia en 

dt(8l·Q)v, es decir: 

d(81) = (8l·Q)v 
dt 

Vemos as1 que la variaci6n de los vectores 81 y ~ con el tiempo p 
viene determinada exactamente por la misma ecuación. De aqui se 

sigue que si en el instante inicial estos vectores coinciden en 

direcci6n y sentido, seguirán coincidiendo también en instantes 

posteriores y sus magnitudes variarán proporcionalmente una a la 

otra. En otras palabras, si dos particulas de fluido infinitamente 

próximas se encuentran sobre la misma linea de fuerza en un 

instante, se encontrarán siempre sobre ella y la magnitud ~ 
cambiará proporcionalmente a la distancia entre ellas. 

Pasando de puntos infinitamente próximos a puntos que se 

encuentran a una distancia finita cualquiera uno de otro, llegamos 

a la conclusión de que cada linea de fuerza se desplaza junto con 

las particulas de fluido que se encuentran sobre ella. Cabe 

imaginar que (en el limite u~ m) las lineas de fuerza magnética 

están como pegadas a la materia del fluido, moviéndose junto con 

él. La magnitud ~ en cambio, varia en cada punto proporcionalmente 

a la extensión de la correspondiente 11 linea de fluido". Si el 

fluido que se mueve se puede considerar como incompresible, se 

tendrá p = constante, y entonces la propia intensidad H variará 

proporcionalmente al alargamiento de las lineas de fuerza. 

Estos 

ellos se 

circuito 

resultados poseen también otro 

sigue que en el desplazamiento 

liquido cerrado cualquiera, éste 
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fuerza, es decir, el número de tales lineas que lo atraviesan se 
conservará constante. Esto significa que el flujo del campo 
magnético a través de cualquier superficie que se apoya sobre un 
contorno liquido permanece invariable en el tiempo. 

Veamos lo anterior con más detalle; consideremos una superficie 
de fluido rodeada por una cadena de partículas en presencia de un 
campo magnético exterior. 

El flujo magnético será: 

~ = f H·ds 
s 

consideremos un elemento diferencial de longitud dl del contorno T 
que pasa a r barriendo una superficie dlxvdt; 

flg.5.1 

I, .. ,...._\ 

' ' I 1 

I ~l \ 
• • 1 I 

' 1 ' , 
'~-. .... -'lr' 

el flujo magnético a través de esta superficie será: 

H· (dlxv) .St 

y si considerarnos la variación de flujo por unidad de tiempo 

provocada por el movimiento de 1 e integramos, podemos escribir la 
derivada total del flujo respecto al tiempo: 

~: = ~: - f (V x H) ·dl 
r 

que se obtiene intercambiando · por x e invirtiendo el orden del 
producto vectorial. Si reemplazamos la integral sobre el contorno 
por una integral sobre la superficie, queda: 
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84> - J at t'x{VxH) ·ds 
s 

y como: 

at f aH . ds 
at at 

s 
resulta que: 

ddt4> -- f ( BH ) at - Vx (VxH) • ds 
s 

Pero si se cumple la relación (31), se verifica que: 

dt = o 
dt 

es decir, el flujo magnético se mantiene constante. Este resultado 
se conoce como Teorema de Alfvén y fue obtenido hace algo mas de 
cuarenta años. La interpretación fisica de este teorema es la 
siguiente: El hecho de que el flujo magnético se mantenga 
constante significa que las lineas de fuerza acompañan a las 
particulas de fluido en su movimiento, es decir, el campo 
magnético se comporta como si estuviera "congelado" en el 
material. Este resultado dió a Alfvén la idea de considerar las 
lineas de campo como cuerdas elAsticas sometidas a una cierta 
tensión. La idea resultó muy fructifera y permitió obtener 
intuitivamente una serie de resultados básicos de la MHO. La 
presencia de un término difusivo en (5.10) hace que el 
congelamiento no sea total y que exista un deslizamiento entre las 
lineas de fuerza y las particulas del fluido •. 

La cuestión de en qué casos se puede de hecho prescindir de los 
procesos disipativos en un fluido, no tiene respuesta general, 
puesto que las correspondientes condiciones dependen 
fundamentalmente del carActer del movimiento y, por ejemplo, son 
completamente diferentes para movimientos estacionarios y no 
estacionarios. 

Veamos que cambio produce en H un pequeño desplazamiento ~ del 
fluido. Consideremos una porción del flujo magnético de base dso, 
altura Aro, que al tiempo to esta en la posición ro y contiene un 
fluido de densidad po. Al tiempo ti las cantidades cambian a ds1, 
Ar1, p1. Supongamos ademAs que Aro es paralelo a Ho. 
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flq.S.2 

Entonces: 
Aro = ao Ho 

y como consecuencia de la congelación del campo: 
Ar1 = a1 H1 

Las condiciones de conservación del flujo magnético y de la masa 
se pueden escribir, respectivamente como: 

Ho•dso = H1·ds1 

po{Aro•dso) = pl{Ar1·ds1) 

La segunda ecuación se puede escribir: 
poaoHo·dso p1a1H1 ·ds1 

entonces: 
poao = p1a1 

por otro lado, la ecuación de movimiento del fluido da: 
An = Aro + {Aro•V)so1 

o sea: 

a1H1 = aoHo + (a0Ho·V)so1 

o bien: 

Ht = Ho + ( Ho • V ) soi 
pi po po 

y si el fluido es incompresible: 
H1 - Ho = ( Ho·V ) 5_01 

Esto significa que si la linea de fuerza se estira, aumenta la 
intensidad de campo. 
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Conviene investigar los órdenes de magnitud de los términos que 
entran en las ecuaciones y establecer criterios de aplicabilidad 
para ellos. 

Consideremos primero la ecuación de movimiento en el caso de 
congelación. Si compararnos las fuerzas inerciales con las fuerzas 
magnéticas, llegamos a la cantidad: 

H2
. pv2 H2 Energia Magnética 5 = 1 ~ L = -2 = Energia Cinética 

pv 

El caso magnetohidrodinámico aparece cuando S "' 1. Esto es 
claro, pues si 5 « 1, entonces los efectos electromagnéticos son 
despreciables; por otro lado, si s > 1 entonces se tendrá que p es 
muy baja y H muy grande, pero ya hemos señalado que la teor1a es 
sólo válida si el tiempo medio entre colisiones es pequei'\o 
comparado con la frecuencia de Larmor, es decir, no se puede 

aplicar si el cociente H2 /p es demasiado grande. En general, si 
S«l o >1 no hay una "interacción" importante entre el movimiento 
del fluido y el campo magnético; en el primer caso, el movimiento 
del fluido domina y el campo no desempei'\a ning(m papel y en el 
segundo caso, el que domina es el campo y el movimiento del fluido 
es controlado por este sin alterar apreciablemente al campo. 

Un posible criterio de aplicabilidad de las ecuaciones de la 

MHD consiste en combinar los números Rm y S de la siguiente 
manera. Los efectos magnéticos son importantes en la ecuaci6n de 
movimiento cuando s "' 1; por otro lado, ocurre congelaci6n de 
campo si Rm > l. Entonces: 

.. V"' 
1 ) 112 H 
¡; 

vi: > 1 
L 

y si sustituimos: 

Hi: 
LVp l> 1 o L 1 

Vp > 1 

Esta cantidad L se llama número de Lundquist y es el que da un 
verdadero criterio de aplicabilidad de la MHD en fluidos ideales. 

Si se desean incluir las fuerzas viscosas se puede combinar: 

Rm » 1 o 
con: 

VL > l 
V 
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de donde se obtiene: 

Lv=LH l 1 
V Vp » 

donde Lv se denomina número definido de Lehnert. 

d) convección. 
Un fluido puede estar en equilibrio mecánico (es decir, no 

presentar ningun movimiento macroscópico) sin estar en equilibrio 
térmico. Para un fluido ideal, la ecuación: 

Vp = pg + (VxH)xH 
41l 

que es la condición para el equilibrio mecánico, puede 
satisfacerse aunque la temperatura no sea constante en todo el 
seno del fluido. Sin embargo, la cuestión que entonces se plantea 
es la estabilidad de dicho equilibrio. Para que el estado de un 
fluido sea estable es necesario que si se producen pequeftas 
perturbaciones éstas disminuyan con el tiempo. Por el contrario, 
si las pequeftas perturbaciones que se producen inevitablemente en 
el fluido tienden a aumentar con el tiempo, entonces el estado del 
fluido es absolutamente inestable. No puede existir entonces un 
estado inestable de este tipo producido por perturbaciones 
infinitamente pequeftas. Se encuentra que el fluido es estable sólo 
cuando se cumplen determinadas condiciones. En otro caso, el 
equilibrio es inestable y esto conduce a la aparición de 
corrientes en el fluido que tienden a mezclarlo de modo tal que se 
llegue a igualar la temperatura. Este movimiento se denomina 
convección. La aparición de corrientes convectivas en un fluido 
conductor puede ser efectuada por la presencia de un campo 
magnético. Walén sugirió que esto ocurre especialmente si la 
distancia que se desplaza un elemento convectivo antes de volver a 
mezclarse con el medio no es muy grande en la dirección de H. 

e) Forma Simétrica de las Ecuaciones Hagnetohidrodinámicas. 
Para finalizar este capitulo, se presentará una forma de 

escribir las ecuaciones magnetohidrodinárnicas para un fluido 
incompresible que es simétrica, y que simplifica su escritura. 

Para un fluido incompresible, podernos transformar las 
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ecuaciones que lo gobiernan: 

V·H = O V·v o (4. 26) 

~~ + (v·V)H = (H·V) V + VmV
2
H (4.27) 

av + (V. V) V = \ V ( p + H 2 J + ( H . V ) H + vv2v 
at - p Bn 4np 

en una forma simétrica por medio de la introducción de nuevas 

variables: 

H 
U = V + \f4np 

H 
V = V - V4np 

sumando y restando (4.27) y (4.28), y sustituyendo las nuevas 

variables se llega a: 

donde: 

y pt H 
P + en 

au + (v·V)u - a v 2u - f3 v2v + Vt o at 

av + 
at (u·V)v - a v2v - f3 V2u + Vt o 

V·u = o V·v = o 

V• + V 
f3 

Vm - V a= --- = -2--2 

2 

es la presión total (hidrostática y magnética). 
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f) Ondas Hagnetohidrodinámicas. 

Consideramos en el seno de un fluido conductor una porción del 
mismo, contenida en un prisma de longitud infinita, de sección 
ABCD, 

f19.5.3 

la cual se somete a un movimiento longitudinal de velocidad v, en 
presencia de un campo 

Como consecuencia 
eléctrico: 

magnético H // z. 
de este movimiento 

D =!X H 

se induce un campo 

c 
el cual aparece como consecuencia del término E x H de la fuerza 
de Lorentz aplicada a cada carga del fluido. Dado que el medio 
es conductor, se establecerAn corrientes como las mostradas en la 
fig. 5.4. 

' . 

•· 

f19. s. 4 
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Esto da lugar a la aparición de una fuerza por unidad de volumen: 
F=2-j.H c 

Dentro del prisma, F es opuesta a v y afuera E es paralela a v, 
en consecuencia, se producen ondas transversales que se propagan 
en dirección paralela al campo H. 

Ahora bien, si tenemos un fluido compresible y se produce una 
compresión perpendicular a H, aumenta la intensidad del campo. Si 
varia el campo, hay una densidad de corriente j: 

y una fuerza: 
J·=~V.H 4n 

F = .!_ (V X H) X H 
4n 

2 

Si tomamos H = Hk, entonces F = - V (~n) , o sea que cuando el 
campo magnético está sometido a una compresión lateral, responde 
con una fuerza restaurativa originada en la presión magnética. De 
esta manera se producen las ondas magnetosónicas. 

Para el tratamiento matemático del problema, en el caso de un 

fluido ideal, necesitamos las ecuaciones MHD: 

a) Ecuación de continuidad: ~ + V· (pv) = o at 

b) Ecuación de Euler: p dv = 
dt -vp + PCJ + ~ (j X H) 

c) Ecuación de Estado (caso adiabático) : p = (cte. )p1 

d) Ecuaciones de Maxwell: 

i) Ondas planas en fluidos incompresibles en presencia de un campo 

magnético. 
Por simplicidad, ignoraremos la gravedad. El campo magnético lo 

tomaremos como H = Ho + h, donde h es la perturbación del campo 
magnético y Ho = Hok, Ho .l h. 

Todos los vectores dependen solo de z y t. Como j = VxH, jz = O 
y podemos elegir nuestro sistema de referencia de tal manera que 
jy = o. En consecuencia: 

jx = ( 
&Hz 
ay 

• _ ( &Hx &Hz ) c _ O 
Jy - az- - ax 4n -
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jz 8Hy 8Hx 
ax- - ay 

h = ( o, hy, o 

c 
4Tl 

o 

De la ecuación de continuidad V·v = O, la cual resulta :~z = o, 
podernos poner vz = o. De aqui la ecuación de Euler queda corno: 

P dvz = 0 = ~ + .!. ( Jº xhy) = ~ + .!...._ ( _ 8hy ) h 
dt az c az 4rr az Y 

,,. o ~ ah~ 1 
az az Srr 

por lo tanto: 

~ 1 8h~ 
az 8Tl az 

De: 
j crE + ~ c V X H 

queda: 
E i 1 

X H 
CT - C V 

de aqui que: 

Ex ~ - .!. ( VyHz - HyVz ) c 8hy 
CT c 4rrcr az 

Ey 1 VxHo c 
Ez - l Vxhy c 

De: 

V x E 
se tiene que: 

8Ex 1 8hy 
az - e 8t 

utilizando la ecuación para Ex: 
8 2 Ex 

c ataz 

De la ecuación de Euler: 

dVy 8Vy .!. ( j H ) Pat=Pat=c x Y 

Ho 8hy 
4rr az-

entonces: 

1 ª" c at 

a 2 hy - c 82 Ex .. ataz at 2 

a3 hy + Ho 82 Vy 

ataz2 ataz 

1 
( -jxHz) 

_ Ho 
e c 

130 

1 VyHo c 

( - c 
4rr 

8hy 
az 



por lo tanto: 

a2hy = c 2 a3 hy + ~ a2hy 
at2 4nu ata2z 4np az2 (S.28) 

Veamos la solución de (5.28): 

Si u = ~, queda: 

(S.29) 

Como es sabido, esta ecuación representa una onda que se 
propaga con la velocidad: 

llamada velocidad de Alfvén. 
Una solución a la ecuación (S.29) es: 

por lo tanto: 

Vy 

hy = A Sen w(t - ~ 
VA 

Bhy = - A ~ Cos "' ( t - ~ az VA VA 

BVy 
at 

Ho wA z 
- 4np VA Cos w( t - VA ) 

Ho 
411p 

( 4~P 

A Sen w( t - ~ ) 
VA VA 

) 

1/2 

A sen w( t - !. ) 
De la misma manera pueden obtenerse las 

Jx, P (esta ültima no es sinosoidal, sino que 
Las densidades de energ1as magnética 

perturbación son: 

expresiones para 
varia con sen2

). 

y cinética de 

Energ1a magnética h~ "' A2Sen2 w(t - Z/V•) 
811 811 

Energ1a cinética p v/ _A2Sen2 w(t - Z/VA) 
2 811 

o sea que hay equipartici6n de la energ1a. 

Ex, 

la 

Alfvén dedujo la existencia de ondas magnetohidrodinámicas 
aproximadamente de la siguiente forma. Primero obtuvo el teorema 
de congelaci6n; la fuerza de Lorentz se puede escribir como una 
presi6n hidrostática H2/e11, lateral al campo y una tensi6n H2/m a 
lo largo de las lineas, se ve que las lineas pueden vibrar como 
cuerdas elásticas con tensi6n H2/m y densidad p (la del medio). 
Las oscilaciones transversales cualesquiera de una cuerda están 
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gobernadas por: 

1/2 

donde T es la tensi6n y la velocidad de onda es: v = (~) de modo 
que, reemplazando por analogia mecánica T por H2 

/ 4T! y m por p 

tenemos: 

VA = ( ~ )112 
4rrp 

que es la velocidad de propagación de las ondas 
magnetohidrodinárnicas transversales. 

Veamos el caso de u finito. Tornamos corno soluci6n a la ecuaci6n 
(5.28) a: 

h = hoe' IWt - kzl 

al reemplazarlo queda: 
2 2 

( iw ) 2 
= ~ (iw) (-ik) 2 + __!!.! (-ik) 2 

4nu 4nu 
2 - w 

w2 -

.. k = t w ( 1 + i wc2 )-112 
VA 4nuvA2 

Se pueden considerar dos tipos de situaciones. 
el caso: 

wc2 

4n<TVA2 « 1 

(5.30) 

Veamos primero 

Escencialrnente esto significa u grande y es la situaci6n mAs comun 
en el cosmos. Por medio del desarrollo en serie de: 

( 1 + x >" " 1 + nx 

se tiene: 

k " t ( ~ - iw2c~­
V• 8T!UVA 

La parte iljlaginaria de k produce atenuaci6n; en una distancia 

Zo ~q~y~ la amplitud decrece en un factor 1/e. Como A = 2nv/w: 

Zo 
que: 

~~!h2 y para que la atenuaci6n sea pequel'la debe cumplirse w e 

~º 2uy~ A » 1 
" ne 
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entonces: 

h = ho e-z/zo e-lCJ (t-z/v) 

Volvamos a la ecuación (5.30): 
2 

Si 4n~~A2 » l, es decir, muy baja conductividad, se tiene: 

donde: 

[¡ 

ii) Ondas de Amplitud Pequeña. 

Vamos a considerar oscilaciones pequeñas en fluidos ideales. La 
suposición de oscilaciones pequeñas, permite linealizar las 
ecuaciones. Para su estudio consideremos la propagación de 
pequef\as perturbaciones en un medio conductor homogéneo que se 
encuentra en un campo magnético constante y homogeneo Ho, 

Admitiremos que la viscosidad, la conductividad calorifica y la 
resistencia eléctrica (l/O') del medio son tan pequei'las que, a 
primera aproximación, puede precindirse de la influencia de 
disipación de energ1a asociada a ellas sobre la propagación de las 
perturbaciones. Entonces las perturbaciones se propagarán en forma 
de ondas no amortiguadas. 

Prescindiendo de todos los términos disipativos, escribamos el 
sistema de ecuaciones fundamentales en la forma: 

V·H =O (5.31) 

8H 
at = Vx(V•H) (5.32) * + V· (pv) = O (5.33) 

av + (v·V) V = - ~ + - 1- (VxH) xff at p 4np (5.34) 

En lo que concierne a la ecuación de transmisión del calor, ésta 
se reduce a la ecuación de conservación de la entrop1a (condición 
de movimiento adiabático): 
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as + (v·V)s o at 

.. ~~ = o (5.35) 

Si el medio no perturbado es homogéneo (s =cte.), en virtud de 
esta ecuación también s = cte. en el medio perturbado, es decir, 
el movimiento sera isentr6pico. 

Hagamos: 

H=Ho+h p = po + p' i p = po + P' (5.36) 

donde el indice "º" caracteriza los valores constantes de 
equilibrio de las diferentes magnitudes y h, P' y p' sus pequeftas 
variaciones en la perturbación. La velocidad v es también pequefta 
y es nula en el equilibrio. Teniendo en cuenta que el movimiento 
es isentr6pico, las variaciones de presión y de densidad est6n 
ligadas entre s1 por la relación: 

P' = ( ~ ) P' ap s 
Pero ( ~ ) 

5 
es el cuadrado de la velocidad del sonido uo en el 

medio dado: 

De modo que: 

2 
Uo 

P' = Uoz P' 

Despreciando los términos de orden superior al primero en las 
ecuaciones (5.31) - (5.34), obtendremos el siguiente sistema de 
ecuaciones lineales: 

av 
at 

V•h =O 

ah at = Vx(Vxff) 

!!.e' at + p V·v = o 

( Upo
2

) Vp' - 4~p Hx (VxH) 

(5.37) 

Aqu1 y en lo que sigue, para abreviar la notación hemos 
prescindido del indice o en los valores de equilibrio de las 
diferentes cantidades. 

Para una perturbación per1odica en el tiempo, la primera de 
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estas ecuaciones es consecuencia de la segunda y podemos 
prescindir de ella. 

Buscaremos soluciones de estas ecuaciones que sean de la forma 
e 1 tk· r-wt) es decir, soluciones que representan la propagación 

de ondas planas con vector de onda k y frecuencia w. En este caso, 
el sistema de ecuaciones (5.37) se reduce al siguiente sistema de 
ecuaciones algebráicas: 

- w y = - ( 

- w h = k X ( V X H ) 

w p'= p k·v 

Uo
2

) 1 p p'k - 4np < Hx(kxh)) 

La primera de estas ecuaciones prueba, ante todo, que el vector 
h es perpendicular a la dirección del vector de onda, en cuyo 
sentido elegiremos a continuación el eje x. El plano determinado 
por k y H se tomarA como el plano xy. AdemAs, introduciremos la 
"velocidad de fase" de la onda: 

u w 
JC 

Eliminando p' de la tercera ecuación mediante la segunda ecuación 
y reescribiendo el resultado en componentes, tenemos: 

Uhz = - VzHx l j (5.38) 
UVz 1 

•np Hxhz 

Uhy VxHy - VyHx l 
UVy = - 1 Hxhy 4np 

J 
vx( U Uo

2
) 1 - - = -- Hyhy u 4np 

i (5.39) 

Hemos separado aqu1 las ecuaciones en dos grupos, el primero de 
los cuales contiene solamente las variables hz, vz ; y el segundo 
tan s6lo vx, hy, Vy. De aqu1 se sigue que las perturbaciones de 
estos dos grupos de variables se propagan con independencia las 
unas de las otras. En lo que concierne a las perturbaciones de la 
densidad ( y con ellas también las de la presión ) , éstas se 
propagan junto con las correspondientes a by, vx, Vy, puesto que 
están ligadas con vx por la relación: 
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P' = e Vx u (5. 40) 

La condición de compatibilidad de las dos ecuaciones (5.38) da: 

uhz = -vzHx 
1 

UVz 4np Hxhz 

entonces, despejando vz de la segunda y sustituyéndola en la 
primera: 

uhz Hx 1 1 ) - Hxhz -­
U 4np 

U • VI = Hx 
\74TiP (5. 41) 

En estas ondas la componente hz del campo magnético perpendicular 
a la dirección de propagación de la onda y a la del campo 
constante H experimenta oscilaciones. Junto con hz, oscila la 
velocidad Vz, ligada con hz por la igualdad: 

Vz = 1 
- V4np hz (5.42) 

Conviene recordar que este tipo de ondas, donde la perturbación es 

perpendicular a la dirección de propagación, son llamadas ondas 
transversales. 

La relación entre w y k (llamada relación de dispersión), dada 
por la fórmula (5.41), depende escencialmente de la dirección del 
vector de onda: 

w = H·k 
\74TiP 

La velocidad fisica de propagación de las ondas, en cambio, 

resulta ser, como es sabido, la velocidad de grupo, dada por la 
d · d aw E t t 't d · 1 eriva a ak • n es e caso, es a magni u es igua a: 

aw _ H 
ak - \74TiP 

y no depende de la dirección de k; la dirección de propagación de 
la onda, entendiendo por ella la velocidad de grupo, coincide con 

la de H. Recordando de la primera sección , ésta es la velocidad 
de Alfvén. 

Consideremos ahora las ondas descritas por las ecuaciones 
(5.39). Formando el determinante de las mismas: 
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b. 

desarrollándolo: 
2 Uo 

- - u u 

e igualandolo a cero: 

u 

Hx 
4np 

Hy 
4np 

- Hy Hx 

o u 

u - u~ 
u o 

2 ( u/) Hx u - u 

U ( Uo2 - U2 ) + UHy2 + Hx 2 ( U 
4np 4rrp 

tenemos la ecuación: 

- ( 
2 2 Uo - U ( 

2 2 2 
) u2 _ fu:_ ) = u Hy 

4rrp 4rrp 

1 

4rrp 

Esta ecuación 
1 U2,3 = z 

bicuadrada (respecto a u) tiene las ra1ces: 

( J 2 + ~ + Hxuol 
Uo 4Tlp VnP 

± - V;~º 1 ) 
puesto que las ra1ces de la ecuación bicuadrada 
pueden escribir en la forma x ±!.(.¡ -p+2\/q 

x'+ pi+ q = o se 

2 
.¡ -p-2V'q ) . 

Obtenemos as1 dos tipos más de ondas. En estas ondas oscilan las 
cantidades hy, vx, Vy (Y la densidad p') • Los vectores h, v se 
encuentran en el plano de los vectores H, k. 

A estas ondas se les conoce como ondas rápidas (las 
correspondientes al signo (+)) y lentas (las correspondientes al 
signo (-), también llamadas magnetos6nicas) respectivamente, 
mientras que las que se propagan con la velocidad de Alfvén son 
las llamadas ondas intermedias (llamadas también hidromagnéticas). 
Las ondas magnetos6nicas, a diferencia de las hidromagnéticas, 
tienen componentes transversales y longitudinales. En el caso de 
un fluido incompresible (al que corresponde formalmente el paso 
limite uo ~O ), las Onicas ondas que existen son las de Alfvén 
(hidromagnéticas) que en ese caso son una solución exacta de las 
ecuaciones MHD, sin importar su amplitud. 
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Resumiendo para el caso de fluidos compresibles, cuando las 
perturbaciones son pequeñas tenemos: 

Transversales 

v1 = VA cosa } Ondas Intermedias 
(hidromagnéticas) 

Transversales y longitudinales 

2 1 VR = -
2 

( c 2 + VA 2 + J (C2 + VA2)2 - 4VA2c2Cos2e 

Transversales y longitudinales 

VL 2 1 ( c2 + VA 
2 

2 - J (c2 + VA2) 2 - 4VA2c2Cos2
0 

l 
Ondas 

J 
Rápidas 
(magneto 
s6nicas) 

} 
Ondas 
Lentas 

) (magneto 
s6nicas) 

donde VA es la velocidad de Alfvén, 0 es el ángulo entre H y k, c 
es la velocidad del sonido y v1, VR, VL son respectivamente, la 
velocidad de las ondas intermedias, rápidas y lentas. 

Es interesante notar que si a= 90° (H ~ k ), entonces v1 = VL 

= o, y entonces s6lo existe el modo rápido, con una velocidad: 

VR = J c 2 + VA2 

Si a = oº (H 11 k) , entonces v1 = VA, las ondas intermedias se 
propagan con la velocidad de Alfvén y para las ondas 
magnetos6nicas hay dos posibilidades. Si VA > C, entonces VR a VA 
y v1 = c; si VA < c, entonces VR = c y VL = VA. 
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g) Discontinuidades en flujos magnetohidrodinámicos. 

Las ecuaciones del movimiento de un fluido magnetohidrodinámico 
ideal (un fluido sin viscosidad, conductividad térmica y 
resistencia eléctrica) admiten discontinuidades de la corriente al 
igual que en la hidrodinámica ordinaria. Para poner en claro las 
condiciones que deben quedar satisfechas sobre una superficie de 
discontinuidad, consideremos un elemento cualquiera de esta 
superficie y utilicemos un sistema de coordenadas que se mueva 
junto con él. Esta condición fija solamente la velocidad del 
sistema coordenado en la dirección normal a la superficie, a la 
velocidad tangencial se le puede añadir cualquier vector 
constante. 

Ante todo, sobre una superficie de discontinuidad, el flujo de 
materia .debe ser continuo: la cantidad de fluido que penetra una 
cara de la superficie debe ser igual a la cantidad de fluido que 
sale por la otra. Esto significa que p1v1n = p2v2n, donde los 
indices 1 y 2 se refieren a las dos caras de la superficie de 
discontinuidad y el indice n designa la componente de un vector 
normal a la superficie. Usaremos un paréntesis cuadrado para 
denotar la diferencia de valores de la cantidad entre paréntesis 
entre uno y otro lado de la superficie o el "salto", esto es: 

[AJ = A2 - A1. 
As1 pues, 

[pvn) = O. (5.43) 

Además, debe ser continuo el flujo de energ1a. Utilizando la 
expresión (5.24) y suprimiendo los términos disipativos, tenemos: 

[qn] = [pvn{ -2
1 v2+ w) + vnH2 

.!._ - Hn v·H ___!_ ] = O 4Tt 4Tt 
También el flujo de momento debe ser continuo. Esta condición 
significa que [Iltknk] = O, donde Iltk es el tensor densidad de 
flujo de momento, y n es el vector unitario normal a la 
superficie. Con ayuda de la ecuación (5.23) se tiene: 

[Iltknk] = [ (pVlVk + p.Slk - (HlHk - ~ H2.S1k) ~Tt ) nk] 

[pv1Vknk + p.S1knk + ~n H2.S1km - :rr H1Hknk] 

(pVIVn + pni + ~ll H
2
ni - :rr H1Hn] 
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donde n es un indice que indica la componente normal, no es un 
indice tensorial, esto es: 

Vknk = v·n • vn , Hknk = H·n • Hn 
Separando ahora v1 y Ht en su componente tangencial y normal: 

V = Vtt + Vnn , H = Htt + Hnn 

o bien: 

v1 = V1ttkt1 + Vknknt , Hl = HkSkSl + Hkmnt 

donde t y s son vectores tangenciales a v y H respectivamente; 

entonces: 

[Ilsknk] = (pvn(V1ttkt1 + Vknknt) + pn1 - ~rr Hn(HkSkSl + Hkmnt) 

+ .:_ H2nt ) = O 
BTr 

dado que ··(n, s) y t son direcciones independientes, lo anterior se 

puede expresar como: 

(pVnVt - HnHt !_) = O 
4Tr 

donde Ht = H·s y vt = v·t. 

para la dirección n 

para las direcciones t y s 

Finalmente, son también continuas por las ecuaciones de 

Maxwell, la componente normal del campo magnético y la componente 

tangencial del campo eléctrico: 

[Et) = O [Hn] = O (5.44) 

Si la conductividad del medio es infinita, el campo eléctrico 

inducido es: 

E=-.!..vxH c 

Por ello, la condici6n [Et) = o da: 

[HnVt - HtVn) = O. 

En lo que sigue resultará conveniente utilizar en vez de la 

densidad del fluido su volumen especifico V = ~ . La densidad de 
flujo de masa a través de la superficie de discontinuidad la 
designamos por j: 

. Vn 
J = pvn =V 

Es fácil ver que las siguientes propiedades del "salto" son 
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verdaderas: 

i) [a + b] = [a) + [b) 

ii) si (c] = o, ,. (cd) = c [d] 
Teniendo en cuenta lo anterior y que j y Hn son continuas, las 

demás condiciones de frontera pueden escribirse de la siguiente 
manera: 

j [w + .!. j 2V2 + .!. Vt 2 + VHt 2 .!.._ ) Hn(Ht·Vt] 
2 2 41T 

[p] + j 2 [V] + [Ht2
] 

1 
O 

BIT 

j[vt) = Hn[Ht) :n 
Hn[Vt] = j [VHt J 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

Este es precisamente el sistema fundamental de ecuaciones que 
describen las discontinuidades en magnetohidrodinámica. 

En la ··hidrodinámica ordinaria, son posibles discontinuidades de 
dos tipos totalmente diferentes: ondas de choque y 
discontinuidades tangenciales. La aparición de dos tipos de 
discontinuidades está vinculada matemáticamente con el hecho de 
que algunas de las ecuaciones que traducen las condiciones de 
contorno se pueden representar como la anulación de un producto de 
dos factores; igualando a cero cada uno de ellos por separado, 
obtenemos dos soluciones completamente independientes. 

En magnetohidrodinámica, en cambio, las ecuaciones (5.43) a 
(5.48) no presentan esta forma, y basándose en ello cabria pensar 
que, en total, se tiene solamente un ünico tipo de 
discontinuidades que abarca todos los casos particulares posibles. 
En realidad, sin embargo, resulta que también aqu1 existen 
diferentes tipos de discontinuidades que no cabe considerar como 
casos particulares de uno más general. 

i) Discontinuidades Tangenciales y Rotacionales. 
Consideremos en primer lugar aquellas discontinuidades en las 

que j = o. Ello significa que Vtn = v2n = o, esto es, que el 
fluido se mueve paralelamente a la superficie de discontinuidad. 
Si, además, Hn - o, por las ecuaciones (5.46) a (5.48): 

de (5.46): 

de (5.47): 

[p] + [Ht2
] 2. = O 

BIT 

[Ht] = O ,. [p] = O 
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de (5.48): (Vl) = 0 
se ve que deben ser continuas la presión, la velocidad y el campo 
magnético. En cambio, la densidad puede experimentar un salto 
arbitrario (Y también la entrop1a, la temperatura, etc.). Tal 
discontinuidad, que se puede llamar de contacto, es simplemente la 
frontera de separaci6n entre dos medios en reposo con diferentes 
densidades y temperaturas. 

Pero si además de j = O también es Hn = o, de las cuatro 
ecuaciones (5.45) a (5.48) quedan satisfechas idénticamente tres 
de ellas; esto hace ver ya que se trata de un caso muy singular. 
Encontramos de esta manera un tipo de discontinuidad que se podria 
llamar, al igual que en la hidrodinámica ordinaria, discontinuidad 
tangencial. Sobre una superficie tal de discontinuidad, la 
velocidaa y el campo magnético son tangentes y experimentan saltos 
arbitrarios en magnitud y direcci6n: 

j = o, Hn = o, [Vt] 1' 0, [Ht] " O (5.49) 

También es arbitrario el salto de densidad, mientras que el salto 
de presi6n esta ligado con el de Ht por la relaci6n (5.46): 

[V] " O 

[p + Htz !_ ) = o (5,50) en 
En cuanto a los saltos de las demás magnitudes termodinámicas (la 
entrop1a, la temperatura, etc.) éstos se determinan a partir de 
las discontinuidades de V y p mediante la ecuaci6n de estado. 

Otro tipo de discontinuidad lo constituyen aquéllas en las que 
la densidad no experimenta salto alguno. Teniendo en cuenta la 
continuidad del flujo j = pvn = Vn/V, del hecho de que la densidad 
no presente un salto, se sigue inmediatamente que también será 
continua la componente normal de la velocidad, esto es: 

j " O, [V] = O ,. [Vn] = O (5.51) 
En el segundo miembro de la ecuación (5.48) podemos sacar ahora 

V fuera de los corchetes: 

Hn (Vt] = jV (Ht) 

y, dividiendo término a término las ecuaciones (5.48) y (5,47), se 
obtiene: 
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.i Hn 1 
Hn rn JV 

o bien: 

j = Hn / V"4ñV 

Con esto la ecuación (5.47) o (4.48) da 

{Vt) = ~ [Hl] ~ ¡¡:¡ 1 

(5.52) 

(5.53) 

En la ecuación (5.45) escribamos w = e + pV; teniendo en cuenta la 
continuidad de V, sustituyendo Hn de acuerdo con (5.52) y 
reagrupando términos, se tiene: 

j [e + pV) + ! j [Vt2
) + jV[Ht2

) .!___ = Hn[Ht·Vt) .!___ 
2 rn rn 

j (e) + jV[p) + ! j [vt2
] + jV[Ht2

) .!..... = jvV/m (Ht·Vt) 1 

2 4Tf 4Tf 

2 

. j[c) + jV[p + ~rrt J + ! j[vt2
] = jv'Vf4ií [Hl'Vt] ...!. 

• 2 4Tf 

observando que: 

!j ( (Vt - .rv¡m Ht ) 2 ] 
2 

se concluye que: 
2 

j (e) + jV(p + Ht ] + ! j [ (Vt - ./VTiTf Ht) 2
) = O err 2 

El segundo término se anula aqui en virtud de la igualdad (5.46), 

y el tercero, en virtud de (5.53), de modo que queda [e] =o, es 
decir, junto con la densidad, también es continua la energla 
interna. Ahora bien, cualquier otra magnitud termodin6mica viene 
unlvocamente determinada si se dan las dos magnitudes e y v. Por 
lo tanto, son también continuas las restantes magnitudes 
termodinámicas, en particular la presión. Pero de la ecuación 
(5.46) se sigue entonces que es asimismo continuo el cuadrado Ht2

, 

esto es, el módulo del vector Ht: 

(p] = Q 1 [Ht) = O (5.54) 

Que Ht y Hn sean continuas implica a su vez que también se 
conserva invariable el valor absoluto del propio vector H y el 
angulo que forma con la normal a la superficie. 

Las fórmulas (5.51) a (5.54) determinan todas las propiedades 
de las discontinuidades consideradas. Todas las magnitudes 
termodinámicas son continuas, mientras que el campo magnético gira 
en torno a la dirección normal al pasar de una a la otra cara, 
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manteniendo constante su valor absoluto. Junto con el vector Ht 

experimenta un salto la componente tangencial de la velocidad 
(según (5.53)), si bien la componente normal de la velocidad vn = 
jV es continua e igual a: 

Vn = Hn j V 
4n 

1 
= Hn \í'mp (5.55) 

LLamamos a las discontinuidades de este tipo discontinuidades de 

rotación ( o rotacionales ). 

Conviene hacer notar que eligiendo convenientemente el sistema 
de coordenadas es siempre posible conseguir que en ambas caras de 
una superficie de discontinuidad rotacional la velocidad del 
fluido sea paralela al campo. Para ello basta pasar a un nuevo 

sistema de coordenadas que se mueva respecto al de partida con 
velocidad igual a: 

Vil - Hn~ = V2l - H2t/Y""""' 4n •n 
En este nuevo sistema de coordenadas, en ambas caras de las 

superficies de discontinuidad las razones de las tres componentes 

de va las correspondientes de H son las mismas e iguales a~' 
es decir, 

v1=Ht ~ ¡ 4n v2=H2/Trr (5.56) 

As! pues, en este sistema de coordenadas la velocidad gira junto 
con el campo magnético, manteniéndose constante su módulo y el 
Angulo que forma con la normal. 

La velocidad vn, tomada con signo opuesto, es al mismo tiempo 
la velocidad de propagación de la discontinuidad respecto del 
fluido. Dicha velocidad coincide con la de fase (ut) de uno de los 
tres tipos de ondas magnetohidrodinAmicas. El hecho de que esta 

coincidencia tenga lugar para cualquier discontinuidad de 
rotación, es hasta cierto punto casual, mas, para pequeños saltos 
de las magnitudes sobre la correspondiente superficie de 
discontinuidad esta coincidencia es del todo necesaria. En efecto, 
una discontinuidad de este tipo representa una perturbación débil 
en la cual la velocidad v y el campo magnético H adquieren 
pequeños incrementos perpendiculares al plano que pasa por H y por 

la normal a la superficie n. Esta perturbación es del tipo de las 
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ondas intermedias con velocidad 
propagación del frente de una 

VA. La velocidad fisica de 
pequeña perturbación es la 

proyección de la velocidad de grupo sobre la normal del mismo, es 
decir, sobre el vector de onda k. Pero teniendo en cuenta el 
carácter lineal de la relación entre w y k resulta 

aw 
k· 8k = w 

y asi, esta componente es la misma que la velocidad de fase: 
w k = Vi = VA 

Aunque las discontinuidades rotacional y tangencial forman dos 
diferentes tipos, también hay discontinuidades que tienen las 
propiedades de ambas. Estas discontinuidades son tales que v y H 
son tangenciales en dirección y continuas en magnitud, y 
simplemen_te giran. 

En la hidrodinámica ordinaria, las discontinuidades 
tangenciales son siempre inestables respecto de perturbaciones 
infinitesimales, lo que conduce a su rápida transición al regimen 
turbulento. Sin embargo, un campo magnético tiene una función 
estabilizadora sobre el movimiento de un fluido conductor y en 
este caso las discontinuidades tangenciales pueden ser estables. 
Este resultado es una consecuencia natural del hecho de que 
involucran desplazamientos del fluido transversales al campo, que 
conducen a un estiramiento de las lineas de fuerza magnética 
congeladas en él y por lo tanto a la aparición de fuerzas que 
tienden a restaurar el estado imperturbado del fluido. Una 
investigación de tales discontinuidades en un fluido incompresible 
realizada por syrovatskii (1953) ha dado las siguientes 
desigualdades que deben satisfacerse conjuntamente para que la 
discontinuidad sea estable: 

H1
2 + H2

2 > 2rrpv2 

2rrp ( (H1xv)
2 + (H2 x v)

2 
) :S ( Ht x Hz2) 

(5.57) 

donde v = v2 - v1 es el salto de la velocidad sobre la superficie 
de discontinuidad. Si las densidades de los fluidos incompresibles 
en ambos lados de la discontinuidad son diferentes, entonces p en 
estas desigualdades debe reemplazarse por: 
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2pipz 
pi + ez 

De hecho, sin embargo, gracias a la existencia en el fluido de 

viscosidades pequeñas, pero en todo caso no nulas, y de la 

resistencia eléctrica, la discontinuidad tangencial no se 

conservará durante un tiempo infinitamente largo, incluso si las 

condiciones (5.57} se cumplen. Aunque no se produce entonces 

turbulencia, en vez de un salto brusco se presenta, en cambio, una 

región de transición que se ensancha gradualmente y en la cual la 

velocidad y el campo magnético pasan con suavidad de un valor al 

otro. 

Es fácil comprobar esto partiendo de las ecuaciones del 

movimiento incluidos los términos disipativos. Elijamos como eje x 

la normal a la superficie de discontinuidad. Suponiendo que todas 

las magnitudes dependen solamente de la coordenada x y, 
posiblemente del tiempo ), escribiremos las componentes 

transversales de estas ecuaciones en la forma: 

BHt cz azy: 
8t" •RO' ax (5.58) 
oVt = V ~J: 8t" ax 

El fluido se supone incompresible. Admitiendo que el movimiento es 

estacionario, los primeros miembros de estas ecuaciones deben 

sustituirse por cero. Pero entonces, la única soluci6n que se 

conserva finita para x ~±mes, simplemente, Ht =cte., Vt •cte., 

lo que contradice la hip6tesis de que los valores de estas 

cantidades experimentan un cambio. As1 pues, una discontinuidad 

tangencial no puede tener una anchura estacionaria (como tiene, 

por ejemplo, una onda de choque débil). Las ecuaciones (5. 58) 

tienen la forma de la ecuación de transmisi6n del calor. Como es 

sabido por la teor1a de ésta, la discontinuidad de una magnitud 

descrita por dicha ecuaci6n se difunde en el curso del tiempo 

ocupando una región de transmisión cuya anchura crece 

proporcionalmente a la raiz cuadrada del tiempo. Teniendo en 

cuenta que los coeficientes en las dos ecuaciones ( 5. 58) son 

diferentes, las anchuras 6v y 6H de las regiones de transición de 

la velocidad y del campo serán distintas: 
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I (5. 59) 

donde v es la viscosidad cinemática y u es la conductividad 
eléctrica. 

Las discontinuidades rotacionales en un fluido incompresible 
son estables respecto a perturbaciones infinitesimales, cualquiera 

que sea la intensidad del campo magnético. Sin embargo, al igual 
que las discontinuidades tangenciales, no pueden tener anchuras 
constantes sino que son gradualmente suavizadas por la viscosidad 
y la resistencia eléctrica del fluido. 
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11) Ondas de Choque. 

Pasemos al siguiente tipo de discontinuidades, en el cual el 
fluido si atraviesa la superficie de discontinuidad pero la 
densidad cambia; en este caso: 

j " O , [V] " O (5. 60) 

Estas discontinuidades, al igual que en la hidrodinámica 
ordinaria, se llaman ondas de choque. En lo que concierne a la 
componente normal del campo magnético, ésta, en general, es 
diferente de cero, pero en algun caso particular puede también ser 
Hn = o. 

Comparando las ecuaciones (5.47) y (5.48): 
• 1 
J [Vt] = Hn [Ht) m 

Hn [Vt] = j [VHt) 

vemos que, cuando Hn " o, los vectores Ht2 - Htt y V2Ht2 - VtHu 

son paralelos a un mismo vector, el vt2 - Vtt, y por consiguiente 
paralelos entre si. A su vez, de aqui se sigue que también son 
paralelos Htt y Ht2, es decir, los vectores Ht y H2 y la normal a 
la superficie se encuentran en un plano, en contraste con el caso 
de las discontinuidades tangencial y de rotaci6n, en las que, en 
general, los planos Ht, n y H2, n no coinciden. Este resultado 
vale también en el caso Hn = O, cuando de (5.48) se sigue que 
VtHtt = V2Ht2. 

En cuanto a la velocidad, el salto vu - Vt2 se encuentra en el 
mismo plano que Ht y H2. Sin limitar la generalidad, cabe suponer, 
evidentemente, que también los propios vectores v1 y v2 se 
encuentran en aquel mismo plano, de modo que el movimiento de la 
onda de choque resulte ser, por su propia naturaleza, un 
movimiento plano. Además, es fácil ver que, mediante una adecuada 
transformaci6n de coordenadas es siempre posible conseguir (cuando 
Hn " O) que a ambos lados de la discontinuidad los vectores v y H 
sean paralelos entre si. Para ello hay que pasar a un nuevo 
sistema de coordenadas que se mueva respecto al inicial con una 
velocidad 

Vl - ( ~~ ) Ht = Vl - ( j ~n) Ht 

(los valores de esta magnitud a uno y otro lado de la 
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discontinuidad son iguales en virtud de la condición (5.48)). En 
las fórmulas que siguen a continuación, sin embargo, no 
supondremos esta elección especial del sistema de coordenadas. 

Deduzcamos la relación que para las ondas de choque en 
magnetohidrodinámica representa el papel de las adiabáticas de 
Hugoniot de la hidrodinámica ordinaria. Eliminando (Vt) entre las 
dos ecuaciones (5.47) y (5.48), obtendremos la relación: 

H/[Ht) 1 = j 2[VHt] ¡ 4rr 
podemos escribir Ht en lugar de Ht en virtud de que Ht1 y Ht2 son 
paralelos: 

(5. 61) 

Para eliminar (vt) de la ecuación (5.45), escribimos ésta de la 
siguient~ forma: 

[w] + .!. j2[v2J + .!. [ (Vt _ Hn .Ht)2] + [VHt
2
) _ Hn

2

~!!¿j_ = O 
2 2 crrJ crr 32rr J 

El tercer término se anula en virtud de la ecuación (5.47) y, de 
esta manera, desaparece Vt. En el ültimo término substituimos el 
valor j 2 dado por la ecuación (5.61): 

.2 _ Hn 2~ 
J -m[VHt] 

y en el primero, el que resulta de (5.46), es decir, 

j2 = - ( (Ht2)/err + [p]) = { p2 - p1 + (Ht22 - Ht12) 1 } 
[V] err VI - V2 

(5.62) 
entonces se tiene: 

(e + pVJ + ~ [V2J{p2 - p1 + 

después de un cálculo tan largo como trivial, se obtiene: 

(c2 - c1) + (p1 + p2) (V2 - V1) + (Ht2 

o bien 

(e) + (p1 + p2) [V] + [Ht]
2 [V) 1 

16rr 

o 

o (5.63) 

Esta es precisamente la ecuación adiabática de choque en 
magnetohidrodinámica. Difiere de la ecuación ordinaria en el 
tercer término. Los choques magnetohidrodinámicos tienen en 
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general las mismas carácteristicas que los choques hidrodinámicos, 
pero las relaciones ~ y ~ , etc. son en general menores, pues 
parte de la energia disipada se va en energia del campo magnético. 

En un plasma o fluido conductor la presencia del campo 
magnético modificará, en general, el carácter de la onda de 
choque. Si el campo magnético es paralelo a la dirección de 
movimiento del fluido, es claro que no influirá en la onda de 
choque. Pero si el campo magnético está inclinado respecto a la 
dirección del flujo, se inducirán corrientes que afectarán tanto 
el balance de momento como el de energia del fluido a ambos lados 
del choque. La rapidez de propagación de las ondas de compresión 
es 

cº = J c 2 + VA 1 

donde c es la velocidad del sonido y VA es la velocidad de Alfvén 
locales en el fluido. Asi, en este caso podemos esperar que no se 
desarrollará una onda de choque si la velocidad del fluido es menor 

• que c. 
Escribamos una vez más la ecuación (5.47): 

Vt2 - Vtl = Hn(Ht2 - Ht1) üiJ (5.64) 

que determina el salto de vt en función del que experimenta Ht 

(nótese que ya no hay necesidad de poner vectores, pues todos los 
vectores son paralelos). Las ecuaciones (5.61) a (5.64) 

constituyen un sistema completo de ecuaciones que describen las 
ondas de choque en magnetohidrodinámica. Consideremos una onda de 
choque en la cual la discontinuidad de todas las magnitudes sea 
pequeña; la denominaremos onda de choque débil. Cuando tienden a 
cero los saltos de todas las magnitudes, la velocidad de 
propagación de las ondas de choque debe tender a la velocidad de 
las perturbaciones pequeñas. En hidrodinámica ordinaria, esto 
significa que la velocidad de las ondas de choque débiles tiende a 
la velocidad del sonido. En cambio, en la magnetohidrodinámica se 
tienen dos valores diferentes (u2 y UJ) con las que pueden 
propagarse las ondas de choque de intensidad débil. Con la 
velocidad u1, en cambio, se propagan las perturbaciones que, por 
su carácter, corresponden a discontinuidades de rotación, como se 
indicó en el párrafo que precede. 
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Consideremos más detenidamente las ondas de choque débiles y 

veamos en que sentido cambian en ellas las diferentes magnitudes. 

Transformemos la relación (5.63) desarrollando en potencias de 

las diferencias pequeñas (s2 - s1) y (p2 - p1). Veremos que los 

términos de primero y segundo orden en (p2 - p1) se anulan, por 

tanto, debemos llevar a cabo el desarrollo respecto a (p2 - p1) 

hasta el tercer orden. En el desarrollo respecto a (s2 - s1) 

únicamente es necesario retener los términos de primer orden. 

Tenemos asi: 

c2 - c1 = ( :~ 1 )p (s2 -s1) + ( :~1 )/p2 - p1) + H~;~2-t (p2 - p1)
2 

+ !. ( a 3 \ ) < p2 - pi} 3 6 ap1 s 
Mediante .la identidad termodinámica de = Tds - pdV, se tiene 

( ac ) = Ti _ pi ( av ) 
as P as P 

( :~ t = -p1 ( av ) 
ap s 

( a
2
c ) 

ap 2 s= - ( av ) _ 
ap s 

( a
2
v p1 -

ap2 t 

ª3~ ) = - 2 ( a
2
v ) ( a

3
v la ap 2 s 

- p1 -
ap s ap3 

El volumen V2 necesita desarrollarse únicamente respecto a p2 - p1 

a segundo orden, puesto que el segundo término de la ecuaci6n 

(5.63) ya contiene la pequeña diferencia (p2 p1), y un 

desarrollo respecto a (s2 - s1) darla un término de la forma 

( s2-s1) (p2-p1) , que carece de interés debido a su pequeñez. Asi 

pues, 

v2 - v1 = ( av ) (p2 - p1) + !. ( ª
2
v ) (p2 - p1) 2 

ap s z ap2 s 

Sustituyendo estos desarrollos en (5.63), obtenemos: 

( 
a2v ) 3 T(s2 - s1) - ~ 

5
(p2 - p1) + 

ap2 
av ) (pz _ pi) (Ht2 - Hu)

2
= 0 ap 

5 
1611 

o bien: 

T(S2 - SI) 
1 

3 
a

2
v) (p pi)3 _ ( av) (p pi) (Ht2 - Ht1)

2 

ap2 s 2 - ap s 2 - 1611 
( 5. 65) 

151 



cuando el gas atraviesa la onda de choque, su entrop!a sólo 

puede aumentar: sz > si. Pero (:~) 
5 

< O. de acuerdo con las 

desigualdades termodinámicas, mientras que la derivada (#V) es 
ap2 s 

de hecho positiva para todos los medios que se trata aqui. Por 
ello, (5.65) nos dice que de la condición (sz > s1) se siguen las 

desigualdades p2 > p1 y por tanto V2 < V1. Asi pues, como en la 

hidrodinámica ordinaria, una onda de choque es una onda de 
compresión. Este resultado, que hemos demostrado aqu! para las 
ondas de choque débiles es también válido, al parecer, para las 
ondas de choque de cualquier intensidad. se puede ver ahora que 

las ondas intermedias no forman ondas de choque pues no alteran la 
densidad. 

Para !as ondas de choque débiles es posible formular también 

determinadas proposiciones acerca de la dirección en que cambia el 

campo magnético. Las variaciones de las diferentes magnitudes en 
una pequeña perturbación del estado del gas están ligadas entre si 

por las fórmulas (5.12) y (5.13) de la sección de ondas MHD de 
amplitud pequef\a. Para las variaciones 6p = p2 - p1, 6(Ht2) 

Htl- Htt 2 se encuentra: 

6 (Ht2
) = en ( u2

- uo2
) tip 

Dado que u2 > uo, UJ > o y que, según lo dicho antes, siempre es 

6p > o, vemos que en los dos tipos de ondas de choque los sentidos 

de variación de Ht2 (y por tanto, también H2 = Ht2 + Hn2
) son 

diferentes. En una onda de choque que se propague con velocidad 
~ u2, el campo magnético aumenta su intensidad: 

ti (Ht
2

) > o, 
mientras que en una onda con velocidad ~ UJ, la intensidad 
disminuye: 

6 (Ht
2

) < o. 
Consideremos ahora las ondas de choque en campos magnéticos 

débiles, es decir, admitamos que a uno y otro lado de la 
superficie de discontinuidad se. tiene H2 « pu2 

• Por lo demás, 
ninguna ot.ra limitación se impone a los saltos de las diferentes 

magnitudes: en particular, la discontinuidad del campo magnético 

puede ser comparable con su propio valor. 

Aqu1 también tenemos dos posibilidades. Suponiendo que los 
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saltos de la densidad y la presión no son pequeños, podemos 

prescindir, en primera aproximación, del último término de la 

ecuación (5.63), como también del campo magnético en la fórmula 

(5.62). Con esto volvemos a las fórmulas de la hidrodinámica 

ordinaria. Asi pues, las relaciones entre los saltos de las 

diferentes magnitudes termodinámicas y la velocidad de propagación 

de la onda serian las mismas que en las ondas de choque 

ordinarias. En lo que concierne a la variación del campo 

magnético, su valor puede obtenerse a partir de la relación 

(5.61). Dado que el segundo miembro de la igualdad es una cantidad 

pequeña de tercer orden (respecto al campo), al mismo orden debe 

reducirse también el primer miembro. En primera aproximación puede 

hacerse [VHt) z O, de donde 

Ht2 _ V1 _ e! 
Ht1 - V2 - p1 • 

Dado que en una onda de choque ordinaria siempre es V1 > V2, vemos 

que en una onda del tipo considerado se produce un aumento de la 

intensidad del campo magnético. 

Las ecuaciones (5.61) a (5.63) permiten también otra 

posibilidad. La hipótesis de que el campo es pequeño es compatible 

con la ecuación (5.61) también en una onda en la cual V1 z V2, 

mientras que j 2 es una pequeña magnitud de segundo orden igual a 

Hn
2 

j2 = mv (5.66) 

donde V es el valor común a V1 y V2. Ahora bien, de la ecuación 

(20) se sigue que, haciendo V1 V2, con la misma aproximación 

debemos hacer 

(5. 67) 

Que la densidad no cambie significa que es posible considerar 

una onda de este tipo como una discontinuidad en un fluido 

incompresible. El vector Ht ( y con él también vt) experimenta 

sobre ella 

dirección, 

constante) 

un salto en su valor absoluto, conservando variable la 

mientras que el salto de la presión (para una densidad 

viene determinado por la discontinuidad del campo 

magnético de acuerdo con la fórmula (5.67). La velocidad de 

propagación de esta discontinuidad es 

Vnl = Vn2 = jV = Hn rvl ~ rn 1 
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Este resultado es natural, y la necesidad de que existieran 
tales discontinuidades se podia haber previsto. En la sección de 
ondas magnetohidrodin~micas, vimos que en un fluido incompresible 
la velocidad de propagación de las perturbaciones pequel'las del 
campo magnético es única e igual a H/v'4ii"P . En consecuencia, con 
la velocidad u1 = Hn/V4ñP' se desplazan las superficies del frente 
de las pequeñas perturbaciones, tanto aquéllas en que la variación 
del campo es perpendicular al plano formado por H y n, como 
aquéllas en las que 8H se encuentra en dicho plano. A las primeras 
corresponden discontinuidades de rotación de pequeña intensidad, 
mientras que a las segundas corresponden las discontinuidades que 
acabamos de estudiar. 

Para ver en qué sentido varia el valor absoluto del campo 
magnético en estas discontinuidades (ondas de choque), acudamos a 
la ecuación (5.63), que no hemos utilizado todavia, escribiéndola 
en la forma (5.65) (al deducir ésta no se supuso que el salto del 
campo magnético fuera pequeño comparado con su propio valor). 
Substituyendo la diferencia (p2 - p1) dada por (5.67), encontramos 
que el segundo término del segundo miembro de ( 5. 65) es una 
cantidad pequeña de cuarto orden respecto del campo: 

- ( av ) (p2 - pt) (Ht2 - Ht1)
2
= ( ~ ) (Ht2 - Ht1)2 (Ht2

2 
- Ht~ 

ap s 16rr ap 
5 

161a1n 

mientras que el primero es de sexto orden y, por tanto, puede 
suprimirse: 

t ( 8
2
V ) 3 t - - (p2 - pt) = -

3 8p2 s 3 ( 
a2

V ) 2 2 t - (Ht2 - Htt ) - "' O 
ap2 5 en 

De la condición s2 > s1 se sigue inmediatamente que: 

T(s2 - St) = - 1
- ( ~ ) (Ht2 - Ht1) 2 (Ht22

- Htt 2
) > O 

\6(8)Tr 8p s 
entonces 

Ht2 < Htt, 

es decir, el módulo del campo magnético disminuye en esta 
discontinuidad. 

Volviendo de nuevo a las ondas de choque de intensidad 
arbitraria en campos magnéticos con módulos cualesquiera, 

consideremos dos casos particulares. Como ya mencionamos, la 
orientación relativa entre el campo magnético y el flujo de plasma 
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conduce a caracteristicas distintas 
hidromagnéticos. Discutiremos brevemente los 
es paralelo y perpendicular al choque. 

de los choques 
casos en que el campo 

Consideremos primero el caso en que el campo magnético es 
paralelo a la dirección de movimiento del fluido y ambos 
perpendiculares al frente de choque). En este caso 

Hll = O 

Entonces la ecuación (19) toma la forma 

Entonces: 

Ht2 ·2) - J = o. 

Vemos pór ello que, o bien Ht2 = o, o bien Ht2 toma un valor 
arbitrario, mientras que 

Hn 2 

j 2 = 
mv2 

En el primer caso el campo magnético se conserva perpendicular a 
la superficie de discontinuidad y no influye en absoluto en las 
propiedades de la onda de choque, desapareciendo por completo de 
todas las ecuaciones. 

En el segundo caso, por el contrario, tenemos una onda de 
choque con variaci6n de la direcci6n del campo, onda que se 
propaga respecto del fluido que queda tras ella con la velocidad: 

·v Hn 
vn2 = J 2 = ;¡ •np 

En un choque como éste, se crea una componente tangencial del 
campo magnético que no existla antes del choque, por lo que a 
estos choques se les llama de creación (switch-on). Nótese que 
esto ocurre cuando la velocidad del fluido después del choque es 
la velocidad de Alfvén (de las ondas intermedias), por lo que esta 
situaci6n s6lo puede darse cuando el flujo antes del choque es 
superalfvénico. Como esto oc1.1:cre en el sistema de referencia en el 
que el choque está en reposo, es equivalente a decir que el choque 
se propaga a la velocidad de Alfvén, respecto al fluido chocado. 
Es por tanto un choque rápido. Mientras más fuerte es el choque 
mayor debe ser el campo magnético para permitir esta soluci6n. 
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Otro caso particular es el de una onda de choque paralela a la 
dirección del campo a ambos lados de la discontinuidad (Hn =O). 
Cuando Hn = O se tiene solamente un tipo de ondas de choque de 
acuerdo con el hecho de que se anula la velocidad U3. A las 
perturbaciones asociadas a 

discontinuidades tangenciales 
fluido. En virtud de (5.69) 

U3 van 
en reposo 

asociadas pequeftas 
respecto del propio 

_ Hn(Hl2 - Hll) _ 
0 Vt2 - Vtl - •TTJ -

Tenemos entonces que Vtt = Vt2, es decir, la componente tangencial 
de la velocidad se conserva. Mediante una adecuada elección del 
sistema de referencia es siempre posible, por consiguiente, que a 
uno y otro lado de la discontinuidad sea Vt = o, es decir, que el 
fluido .. se mueva perpendicularmente a la superficie de 
discontinuidad; supondremos que as1 se ha procedido. Por otra 
parte, de la ecuaci6n (5.61) se sigue que 

V2H2 V1H1. 

Teniendo en cuenta esta relación, es fácil ver que las ecuaciones 
(5.62) y (5.63) se pueden escribir en la forma: 

j 2 (p2° - p1°)/(V1 - V2) 

• • 1 • • 
C2 - CI + Í (p2 + p1 ) (V2 - V1) = 0 1 

que difiere de las ecuaciones ordinarias para las ondas de choque 
cuando no existe campo tan sólo en un cambio de la ecuaci6n de 
estado: en vez de la ecuación verdadera p = p (V, s) hay que 
utilizar la ecuación p

0 
= p

0
(V,s), en la cual 

• b2 
p = p + -­

env2 
y la letra b designa el producto constante HV. AnAlogamente, e• 
debe determinarse de 

de donde 

forma que se 

( ~~·t 
cumpla la relación termodinámica 

• = - p 

• b2 
e =e+ -errV. 

No es dif 1cil demostrar (Boyd y Sanderson, 1969) que para que 
este tipo de choques existan es necesario que: 
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VI > (5.68) 

o sea, que para que un choque se propague perpendicularmente al 
campo debe tener una velocidad mayor que la magnetosónica 
correspondiente a este caso, lo cual corresponde a la condición de 
propagación supersónica en el caso hidrodinámico. Es interesante 
notar que si un choque de este tipo se propaga en una región donde 
el campo magnético aumenta, y por lo tanto también aumenta VA, es 
posible que la desigualdad (5.68) ya no se satisfaga y entonces el 
choque degenerará en una onda magnetosónica. 

La estructura de una onda de choque en un plasma (la variación 
de la presión, la densidad y demás) no se entiende aún muy bien, 
especialmente para los choques en plasmas sin colisiones. El 
procedimiento para el cálculo cuantitativo de la estructura del 
choque éonsiste en resolver las ecuaciones de transporte adecuadas 
dentro de la región del choque con un conjunto de condiciones a la 
frontera. Frecuentemente, los mecanismos disipativos importantes 
son la viscosidad, la conductividad térmica y la conductividad 
eléctrica. Estos términos deben introducirse en las expresiones de 
continuidad de momento y energia para poder tratar la situación de 
choque. 

En la sección anterior se seftaló que existen discontinuidades 
que poseen, a la vez, propiedades de las discontinuidades 
tangenciales y de las de rotación. Estas discontinuidades se 
encuentran también en relación análoga con las ondas de choque. 
una discontinuidad en la que no varia la densidad, y el cambio en 
el campo magnético queda limitado al del signo de Ht, constituye 
la transición entre las ondas de choque y las discontinuidades 
rotacionales. Por otra parte, las discontinuidades en las que vn = 
o y Hn = o, mientras que Ht experimenta un salto arbitrario en su 
valor absoluto, sin que cambie su dirección, representan la 
transición entre las ondas de choque y las discontinuidades 
tangenciales. 

Para terminar el análisis efectuado en los dos últimos párrafos 
acerca de las discontinuidades magnetohidrodinámicas, resumiremos 
como sigue los tipos de discontinuidad esencialmente diferentes: 
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l. Discontinuidades de contacto: 

j ; O, [Vl) ; O, [V) • O, [p) O, Hn • O, [Hl) o 

2. Discontinuidades tangenciales: 

j ; O, (Vl) • 0, [V] ; O, 
2 

[p + ~ l en O, Hn O, [Hl] • O 

3. Discontinuidades rotacionales: 

j • O, [vl) • O, [V) ; O, [p) ; O, Hn • O 

el vector Hl gira sin que varie su valor absoluto. 

4. Ondas de Choque: 

j • O, [V] • O 

los vectores H1, H2 y n son coplanares. 

Entre estos cuatro tipos son posibles transiciones que se 

ajustan al siguiente esquema: 

1 2 

158 

3 

/ 

""'4 



CAPITULO 6. 
HAGNETOHIDRODINAHICA DE PLASMAS 

Todo, a excepci6n de una parte infinitesimal del universo 
observable perce estar hecha de plasma, y muy probablemente todo 
sea magnetoplasma. Entonces, en la mayor1a de los problemas en 
electrodinámica cósmica estamos tratando con medios eléctricamente 
conductores, no r1gidos, extendidos hasta el infinito. 

Las ecuaciones de magnetohidrodinámica deducidas en los 
capitules anteriores, bajo la aproximaci6n descrita, son llamadas 
ecuaciones magnetohidrodinámicas ideales. 

En algunas situaciones c6smicas, la aproximaci6n de la 
magnetohidrod1namica idealizada no es válida,esto es, no podemos 
tratar al plasma como un fluido, sino que debemos tomar en cuenta 
las distribuciones de velocidad de las diversas poblaciones de 
part1culas que constituyen el plasma. Las cantidades macrosc6pica& 
son entonces determinadas por medio de la integración sobre el 
espacio de velocidades. 

Empecemos con la cantidad f, la densidad de part1culas en el 
espacio fase como una funci6n de la velocidad v, y la posici6n r, 
a la cual se le llama función de distribuci6n. Entonces 
f (r, v, t) dxdydzdvxdVydVz es el número de part1culas dentro del 
volumen espacial dxdydz centrado en r y cuyas velocidades yacen en 
el intervalo dvxdvydvz centrado en v. La diferencial ~~ esta 
definida como la razón de cambio de f a lo largo de la trayectoria 
libre de las part1culas, las colisiones entre part1culas han sido 
ignoradas en el cálculo de su trayectoria. 

En un sistema conservativo, los cambios en f resultan s6lo de 
las colisiones entre part1culas, entonces, en ausencia de 
colisiones tenemos g~ = O. 

Cuando las colisiones son significativas debemos introducir un 
término J(f,f) el cual representa el cambio en f de una poblaci6n 
particular debida a colisiones en el punto dado en el espacio y 
tiempo con part1culas de otras poblaciones. Las contribuciones a J 

pueden resultar de encuentros f1sicos y por interacciones 
electromagnéticas a distancia. Cuando esto es tomado en cuenta 

Df tenemos Dt = J(f,f). 
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Si se desarrolla la diferencial obtenemos la ecuación de 
Boltzman: 

:~ + v·Vf + ~ · :; = J(f ,f) (6.1) 

donde una partlcula de masa m experimenta una fuerza total F, 

incluyendo una fuerza electromagnética y gravitacional. En caso de 
que el plasma sea lo suficientemente caliente y tenue, de tal 
forma que las colisiones puedan ser despreciadas, obtenemos la 
ecuación de Boltzmann sin colisiones o de Vlasov, en donde el lado 
derecho de la ecuación es cero; esta ecuación, combinada con las 
ecuaciones de Maxwell se convierten en el conjunto de ecuaciones 
de Vlasov-Maxwell. 

La solución a la ecuación (6.1) generalmente es complicada, y 

aqul llnicamente se indicará el metodo usado para derivar las 
ecuaciones macroscópicas. Primero que nada, la densidad 
macroscópica de partlculas n(r,t) viene dada por la integral de la 
función de distribución en el espacio de velocidades: 

"' 
n(r,t) = JJJ f(r,v,t) dvxdvydvz (6.2) 

Otras cantidades macroscópicas Q(r,t), tales como la densidad de 
masa, de momento o de corriente, se obtienen a partir de la 
ecuación: 

"' 
Q(r,t) = JJJ q(v) f(r,v,t) dvxdvydvz (6. 3) 

-· donde q(v) es la función apropiada. Las cantidades que sean 
promediadas para todas las partlculas de una población se 
encuentran dividiendo la integral por n. Entonces, si tomamos q(v) 
= v encontraremos la velocidad macroscópica .. 

V(r,t) = n(r:t) JJJ v f(r,v,t) dvxdVydVz (6.4) 
-co 

Se pueden obtener relaciones entre las cantidades macroscópicas 
multiplicando la ecuación ( 6 .1) por q (v) dvxdVydvz e integrando 
sobre todas las v. Si q = m, esto conduce a la ecuación de 
continuidad: * + V· (pv) = O (6.5) 

La ecuación de transferencia de momento se puede obtener 
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poniendo q mv. La fuerza total sobre una particula se toma como: 

F = e ( E + ~ • B ) - mVI {6.6) 

donde 1 es el potencial gravitacional. La ecuaci6n macroscopica 
resulta ser: 

nm ( :~ + V·VV) =ne (E+~. B) - V·[t] - nmVI + p {6. 7) 

donde [t] es el tensor de esfuerzos magnetohidrodinámico y P es la 
razón neta de ganancia en el momento debida a colisiones del 
conjunto de particulas de carga e y masa m. Una ecuación de este 
tipo se requiere para cada tipo de particula. El tensor de 
esfuerzos está definido en términos de la velocidad media V de el 
grupo y ,la velocidad aleatoria v de las partículas individuales, 
de tal forma: 

[t) = m l (V - V)(V - V) (6.8) 

donde en cada caso la sumatoria es sobre la unidad de volumen. En 
general, el tensor de esfuerzo introduce complejidades tales que 
las ecuaciones macróscopicas se wel ven inestables. En algunos 
casos son necesarias ciertas simplificaciones, pero éstas no 
tienen que ser tan restrictivas como las de las ecuaciones 
idealizadas. Los procedimientos para relajar estas restricciones 
son: 

(1) Que la trayectoria libre media para colisiones sea pequefta 
comparada con las distancias en las cuales la presi6n, la 
velocidad y otras cantidades macrosc6picas cambian de forma 
significativa. Nuevamente se presenta la situaci6n familiar de la 
dinámica de fluidos, donde la distribución de velocidades es casi 
isotr6pica y Maxwelliana, pero los parámetros de transporte y en 
particular la conductividad eléctrica son anisotr6picas. Esto 
significa que la relaci6n entre el campo eléctrico y ,la densidad 
de corriente ya no están dadas por la ley de Ohm, sino por una 
ecuación mucho más complicada. 

(2) Algunos problemas se pueden resolver para condiciones menos 
restrictivas cuando la trayectoria libre media de las particulas 
es grande e incluso infinita. Un requerimiento es que el campo 
magnético sea lo suficientemente intenso para que el radio 
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ciclotr6nico sea corto comparado con la distancia en la cual todas 
las cantidades macroscópicas cambien apreciablemente. De esta 
forma un grupo de partículas moviéndose aleatoriamente se 
convierte en un medio en el cual los movimientos estAn 
relacionados. Sin embargo, dado que el campo magnético no tiene 
control del movimiento de las part1culas a lo largo de las lineas 
de campo, hay una segunda restricción, que es que tales problemas 
deben ser bidimensionales, sin gradientes a lo largo de las lineas 
de campo. 

Si se dan estas condiciones, el tensor de esfuerzos [t] puede 
ser reemplazado por la presi6n escalar p, es decir, V·(t] • Vp. 

En ftsica de plasmas, generalmente se trabaja con tres tipos 
distintos de partlculas (electrones, iones y partículas neutras). 
Como ya, se ha mencionado, debemos usar tres funciones de 
distribución distintas (f- para electrones, t• para iones, y fº 
para partículas neutras). Este tipo de aproximación se conoce como 
descripci6n de tres componentes. Si el plasma estA completamente 
ionizado, la aproximaci6n de dos componentes es apropiada. 

A manera de ejemplo, considérese un gas binario con un nllmero 
igual de electrones e iones de masa m y M y carga te. Tenemos dos 
ecuaciones de momento, las cuales al adoptar la simplificaci6n 
anterior conducen a: 

nM dV1 ne( E + V1 B ) - Vpi - nMVt + Pt at = ex 

n~ = -ne( E + Ve x 
c B ) - Vpe - nmvt + Pe 

La velocidad V del plasma y la densidad de corriente 
dadas por: 

v = ~ ( MV1 + mv. ) 

j = en ( Vt - Ve ) 

Si sumamos las ecuaciones (9) y (10), obtenemos: 
dV t 

p dt = j • B e - Q'p - pVt 

j, 

Restando (6.10) de (6.9) y multiplicando por e/m se obtiene: 

(6.9) 

(6.10) 

estAn 

(6.11) 

E + !.a - 1 + ...!. { MQ'pe - mQ'pi - (M-m)Vt - (M-m) jxB .!. } = O c ~ ~ e 
(6.12) 

donde el término en dj/dt ha sido omitido y el término de 
resistividad eléctrica esta dado por P = cronej. Esta relaci6n 
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(6.12) entre el campo electrico y la corriente, es llamada algunas 
veces ley de Ohm generalizada. cuando Vp1, Vpe Vt y B son cero se 

reduce a la ley de Ohm con uo igual a la conductividad. 
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CAPITULO 7. 
APLICACIONES 

En el presente capitulo se describe de manera intuitiva 
diversas aplicaciones en el Cosmos de la fisica anteriormente 
descrita. Las primeras tres secciones tratan básicamente de 
fenómenos magnetohidrodinámicos, tales como las inestabilidades, 
la generación de campos magnéticos, y la interacción del viento 
solar con la magnetosfera terrestre. Posteriormente se mencionan 
algunos mecanismos de radiación en relación a sus fuentes en el 

cosmos. 
a) Problemas Hagnetohidrostáticos. 

Antes - de discutir problemas en magnetohidrodinámica es 
instructivo considerar algunos problemas más simples en los cuales 
el plasma está en reposo o moviéndose uniformemente. La ecuación 
de movimiento se reduce a: 

Vp - p; 

donde p; = F es la densidad 
viscosidad no es considerada. 

1 •n (VxB) xB (7 .1) 

de fuerzas gravitacionales y la 
En estos problemas las fuerzas 

electromagnéticas estlln balanceadas por fuerzas hidrostllticas y 

los casos donde el plasma es estacionario son llamados problemas 
magnetohidrostllticos. Una clase importante de estos problemas es 
aquella de la estabilidad de configuraciones magnetohidrost6ticas, 
un requerimiento para la confinación de un plasma. Otra clase 
importante es aquella llamada de campos libres de fuerza, en los 
cuales las fuerzas electromagnéticas se balancean y las fuerzas 
hidrost6ticas son cero. 

Un ejemplo simple de balance magnehidrostático es encontrado en 
las manchas solares, las cuales estlln 103 K más frias que la 
fotósfera que las rodea. Estando más frias, éstas deben ser más 
densas y deberian hundirse en cuestión de minutos, pero persisten 
por semanas. La respuesta, como fue sugerida por Alfvén, estll en 
términos de la presión magnética B2/Bn ejercida lateralmente como 
se muestra en la figura 7.1. La presión no magnética, p, en el 
cilindro magnético debe ser menor por esta cantidad a la presión 
exterior al cilindro en el mismo nivel. Dado que B es 

164 



independiente de la altura z ( a lo largo de la parte cilindrica 
del campo), ~es la misma dentro y fuera del cilindro. También, 
dado que ~=-pg, lo mismo es cierto para la densidad y dado que T 
~ p/p, la temperatura como la presión, debe ser menor dentro del 
cilindro que afuera . 

.. '•, _,-··u NEAS 

··., \ •/ ,,:-DE CAMPO 
~\ \ / ,/ 

-~ .. ,~· 
\ \ l : 1 ,' MANCHA SOLAR 
\.::::: 
~: n:: ...... q: :~i 
:, : : : : PRES ION 

MAGNETJCA 

f19. 7. t f19 7.2 

Se ha encontrado que campos de 1, ooo gauss o mAs deben tener 
efectos de enfriamiento substanciales y que cerca de la fotósfera 
son demasiado intensos para ser contenidos en un cilindro y 
explotan hacia afuera como se muestra. A una profundidad de unos 
pocos miles de kil6metros, sin embargo, la presi6n del gas excede 
a la magnética por factores de alrededor de 1,000 y el efecto de 
enfriamiento es muy pequei\o. De esta forma, la mancha solar es 
esencialmente un problema de enfriamiento superficial. 

El equilibrio magnetohidrostAtico puede ser clasificadocomo 
estable o inestable, dependiendo de como responda a pequeftas 
perturbaciones. Si cualquier pequei\a perturbación induce fuerzas 
restaurativas que llevan al sistema de regreso al equilibrio, el 
sistema es estable. Si, por otra parte, existe al menos una 
perturbación tal que el sistema, es llevado cada vez mas y mas de 
su configuración de equilibrio por las fuerzas provocadas por la 
perturbación, el sistema es inestable. 

La mayor parte del estudio en estabilidades 
magnetohidrodinAmicas se hace en relación a artefactos 
termonucleares, cuyo desarrollo ha sido una lucha continua contra 
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las inestabilidades. Algunas de estas inestabilidades ocurren en 
situaciones c6smicas: 

l. - La inestabilidad de torcedura se da cuando un plasma que 
lleva una linea de corriente j es ligeramente doblado (figura 
7.2). Las lineas de fuerza se amontonan en el lado c6ncavo y se 
separan en el lado convexo. De esta forma el campo incrementado en 
el lado cóncavo ejerce una mayor presi6n, produciendo un 
doblamiento aün mayor. 

2.- La inestabilidad de intercambio, vista desde el punto de 
vista energetico, depende del hecho de que las lineas de campo 
magnético paralelas pueden moverse libremente pasando de una a la 
otra llevando sus part1culas de plasma y sin cambiar de forma. El 
plasma con un campo débil cambia de lugar con el plasma con un 
campo fuerte y puede reducir la energia total del sistema; si es 
as1, entonces hay energia disponible para llevar a cabo los 
movimientos de intercambio. Esto esta relacionado con el fen6meno 
de convecci6n magnetosférico cerca de la Tierra y de Jdpiter. 
Existe una amplia variedad de inestabilidades de intercambio, 
tales como la inestabilidadde Rayleigh-Taylor, la inestabilidad de 
Kelvin-Helmholtz, etc. 

3. - Otras inestabilidades son la inestabilidad de salchicha y 

la inestabilidad de espejo. sup6ngase que un decrecimiento local 
del radio ocurre en el tubo de corriente de la figura 7.2. Las 
11neas de fuerza en la constricci6n se amontonan y el campo se 
vuelve mas intenso y es capaz de reducir el radio adn mis. Esta es 
la inestabilidad de salchicha (que es un caso particular de la 
inestabilidadde intercambio) y en casos extremos los aros 
magnéticos pueden reducirse a puntos y detener el flujo de 
corriente. Inestabilidades anisotr6picas ocurren cuando la presi6n 
del plasma p~ perpendicular a las 11neas de campo es muy grande 
(inestabilidad de espejo) o muy pequefta (inestabilidad firehouse) 
comparada con la presi6n p 1 a lo largo de las 11neas. 

En general, hay una tendencia a la estabilidad hidromagnética 
cuando la curvatura de las lineas de fuerza magnética es hacia 
regiones de menor densidad de plasma, o cuando el plasma es 
c6ncavo al campo magnético. La estabilidad se incrementa también 
haciendo que la configuraci6n del campo sea tan libre de fuerzas 
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como sea posible: los esfuerzos magnéticos tienden a balancear y 
as! a remover algunas formas de inestabilidad. 

Un caso especial de la ecuaci6n magnetohidrodinámica (7 .1) 
ocurre cuando la fuerza neta hidrostática es cero y as! el campo 
magnético es libre de fuerzas (force-free). Esto debe ocurrir en 
un no conductor donde VxB = o, pero también puede ocurrir en 
flujos de corriente, cuando éstos fluyen a lo largo de las lineas 

de campo de tal forma que: 

(VxB) xB = O i.e. VxB aB (7.2) 

fl9 7.3 

donde a es una funci6n escalar de la posici6n (figura 7.3), Tales 
campos son probablemente importantes en la naturaleza porque 
cuando el campo es lo suficientemente intenso para aplastar el 
plasma las tensiones maxwellianas deben balancearse unas a las 
otras de acuerdo a las ecuaciones ( 7. 2) • Sin embargo, ninguna 
configuraci6n de campo puede ser enteramente force-free pues esto 

requiere una extensión infinita y una energla magnética infinita. 
Debe haber entonces una frontera donde fuerzas mecánicas 
restrinjan el campo; en el caso de campos en manchas solares estas 
fuerzas mecánicas están aplicadas abajo de la fotosfera, donde la 

presi6n hidrostática excede por mucho a la presi6n magnética. 
Mayor informaci6n acerca de este tipo de problemas, puede ser 

encontrado en Babcock (1963). 
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b) Fen6menos Electrodinámicos Generales en el Cosmos. 
Existen diversos fen6menos electrodinámicos relacionados 

con varios escenarios en el cosmos: el medio terrestre, el Sol y 
el sistema solar, estrellas y el medio interestelar, y galaxias y 
el medio intergaláctico. Algunos de estos fen6menos ocurren en 
diferentes partes del Universo a diferentes escalas y es 
conveniente estudiarlos primero en una forma general, en vez de en 
relaci6n a las regiones donde se producen. Esto se aplica 
particularmente a efectos cuyos mecanismos aún no estan bien 
entendidos, tales como la fusi6n y aniquilaci6n de campos 
magnéticos en superficies neutras. Es ciertamente seguro que este 
fen6meno es importante en conexi6n con ráfagas solares, el 
crecimiento y decaimiento de la cola geomagnética, y as1 
sucesivamente, pero aún no esta bien entendido. Es preferible, por 
tanto, discutir posibles mecanismos básicos antes de considerarlos 
en relación a su escenario en el cosmos. Por otra parte, algunos 
fenómenos están bastante bien entendidos y es mejor discutirlos en 
relación al escenario donde se producen. 

Claros ejemplos de este último tipo de efectos son las diversas 
inestabilidades magnetohidrodinámicas. Estas han sido mencionadas 
brevemente en la sección anterior. Un ejemplo simple de una 
configuraci6n inestable es considerar a un fluido superpuesto 
sobre otro fluido de menor densidad, los dos fluidos estan 
separados por una frontera horizontal, y la gravedad es 
perpendicular a esta superficie. Una perturbación en la frontera 
crecera en amplitud. Esta es la llamada inestabilidad de Taylor. 
La razón f1sica de esto es, que una mayor cantidad de energia 
potencial es liberada por el desplazamiento del fluido pesado 
hacia abajo, que la que es absorbida al desplazar al fluido ligero 
hacia arriba. Si existe una tensión superficial en la interfase, 
está tiene un efecto estabilizador, particularmente para 
perturbaciones pequeftas, debido a que esto corresponde a un 
aumento de la energ1a superficial. Como consecuencia, oscilaciones 
provocadas por la perturbación con longitudes de onda menor que un 
valor Ac son estabilizadas. Ahora podríamos preguntarnos acerca 
del efecto de un campo magnético homogéneo B. Si el campo es 
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paralelo a la interfase, este no tiene efecto sobre las 
oscilaciones que se muevan uniformemente a lo largo de B, dado que 
dichas perturbaciones no perturban al campo magnético (suponemos 
que los fluidos son incompresibles). Por otra parte, oscilaciones 
que se extiendan uniformemente en una dirección perpendicular al 
campo magnético causan una curvatura en las lineas de campo, y 
siel fluido es conductor, la tensión a lo largo de las lineas de 
campo magnético se opondran a la deformación. Un análisis 
detallado muestra que para este tipo de deformación, el campo 
magnético tiene un efecto estabilizador equivalente a una tensi6n 
superficial. Finalmente, un campo magnético perpendicular a la 
interfase, tiene influencia en el ritmo de crecimiento de la 
perturbación pero no logra estabilizar al sistema. Esta versi6n 
magnetohjdrodinámica de la inestabilidad de Rayleigh-Taylor recibe 
el nombre de inestabilidad de Parker. Esta inestabilidad se 
encuentra en los campos magnéticos solares, supernovas y cerca de 
la superficie de discos galácticos. 

Un fluido conductor podr!a estar soportado en contra de la 
gravitaci6n por un campo magnético. En este caso, la fuerza de 
soporte es debida a corrientes en la frontera que interactuan con 
el campo magnético. La frontera es nuevamente inestable. Esta 
inestabilidad es generalmente conocida como la inestabilidad de 
Kruskal-Schwarzschild, y es análoga a la inestabilidad de Taylor. 

El más importante de los f en6menos electrodinámicos c6smicos es 
la creaci6n de flujo magnético o inducci6n y de energla magnética. 
Parece ser que el universo se encuentra completamente permeado por 
campos magnéticos, extendiéndose desde el campo terrestre hasta 
campos en el espacio intergaláctico. Dado que todos los fen6menos 
dependen de campos magnéticos, todos los otros fenómenos c6smicos 
electrodinámicos son secundarios a los campos magnéticos. Un 
problema cercanamente relacionado, y que debe ser estudiado dentro 
del mismo contexto, es el mantenimiento de campos magnéticos en un 
estado estacionario por periodos mucho mayores que los dados por 
el decaimiento natural por disipación ohmica. Un tercer problema 
es el origen de un campo magnético "fósil" del cual todos los 
otros campos se desarrollaron. 

Se han llevado a cabo muchos intentos para explicar los campos 
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c6smicos como una propiedad fundamental de cuerpos masivos en 
rotaci6n y como un resultado de corrientes termoeléctricas, pero 
estas teorlas no han tenido éxito. Hoy en dla, es generalmente 
aceptado que los campos de los planetas, estrellas y galaxias se 
originaron de campos "fósiles", desarrollados y mantenidos por 
"dinamos". La teor1a de la magnetizaci6n fosil nos dice que los 
campos actuales de un cuerpo son la reliquia del campo con el cual 
nació. El tiempo de decaimiento libre de un campo magnético esta 
dado por la ecuación: 

88 
Bt 

y en el caso de la Tierra este tiempo es de alrededor de 104 aftos, 
por lo que se requiere un mecanismo para su mantenimiento. En el 
caso del Sol y estrellas magnéticas, este tiempo es del orden de 
1010 atlÓs, el cual es comparable o mayor que la edad de las 
estrellas, por lo que el problema de su mantenimiento es dejado 
aparte. Sin embargo, es reemplazado por otro problema, en el cual 
la configuraci6n de los campos no es f6cilmente explicada en 
términos de campos fósiles, a menos que éstos sean alterados, por 
algQn proceso de dinamo. La misma consideración se aplica a campos 
magnéticos galácticos, incluyendo a los de radio galaxias. 

AQn as1, hay un gran problema con los campos gal6cticos, puesto 
que no hay evidencia directa de un campo magnético universal. Sin 
embargo, un fuerte argumento a su favor es la aparente 
imposibilidad de explicar campos gal6cticos en alguna otra forma. 

Si aceptamos la existencia de un campo intergal6ctico, 
entonces, el problema del origen del campo "primigeneo" es 
eliminado pero no resuelto. Una fuente de energ1a que vale la pena 
considerar es aquélla que involucra procesos nucleares, tales como 
el decaimiento de isótopos inestables, un requerimiento es el 
alineamiento de los ejes de esp1n de muchas part1culas, el caso de 
la no conservación de la paridad podr1a asegurar una corriente 
eléctrica macroscópica llevada por los electrones emitidos en una 
dirección preferencial. 

Una vez que se tiene un campo primigeneo, no importa cuán débil 
sea, éste puede generar un campo más intenso por un proceso de 
amplificación, el cual está basado en el hecho de que el 
movimiento de material a través de las lineas de fuerza en un 
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campo existente genera 
configuraci6n tal que 

corrientes. Estas pueden tener una 
amplifiquen el campo original y 

continuamente cambien su topolog!a. 
Para explicar el concepto de amplificaci6n magnética comencemos 

con la ley generalizada de Ohm y multipliquemos ambos lados por j, 
tendremos as!: 

E·j + .!._ Vpe·j = .Í + V·(jxB) ne uo (7. 3) 

donde se han despreciado términos del orden m/M y la fuerza 
gravitacional. En el miembro izquierdo está el trabajo hecho por 
el campo eléctrico y el del gradiente de la presi6n electr6nica 
que sostiene la corriente. En el miembro derecho esta la 
disipaci6n de energ!a debida a colisiones y un término que es el 
producto.de la fuerza de Lorentz jxB con la velocidad de masa v. 
cuando V·(jxB) >o, hay un trabajo realizado por el campo sobre el 
plasma, acelerándolo, o moviéndolo en contra de gradientes de 
presi6n; entonces la energ1a del campo magnético decrece. cuando 
V· ( jxB) < O, las fuerzas no magnéticas conducen al plasma en 
contra de la resistencia magnética y se incrementa la energ1a del 
campo magnético. Esto se llama amplificaci6n magnética y, en 
configuraciones más complejas, dinamo auto-excitado. un criterio 
para amplificaci6n, es que el término del dinamo sea numéricamente 
mayor que el término de pérdida de Joule, es decir, 

si tomamos j • Bc/4nL, donde L es la longitud caracteristica, 
tenemos: 

4nuoVL > c 

El problema de amplificaci6n magnética es relativamente simple y 
se estudia en relaci6n con galaxias, donde es un fen6meno 
importante. El problema de los dinamos c6smicos se ha dirigido a 
explicar el campo magnético terrestre. un an&lisis más detallado 
de la Teor1a de Dinamos puede ser encontrada en Cowling (1981). 

Tal vez el segundo en importancia a los mecanismos de 
amplif icaci6n magnética son los mecanismos de an1qu1lac16n de 
campo. Cuando dos hojas de plasma con campos en direcci6n opuesta 
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se ponen en contacto, las 11neas de campo se reconectan y 
convierten su energ1a a energ1a cinética de las part1culas; ha 
sido este efecto en particular el que ha atra1do la atenci6n para 
el estudio de este fenómeno. El fenómeno ha sido de interés, 
principalmente en conexión con ráfagas solares y la dificultad ha 
sido explicar la conversión de una gran cantidad de energ1a 
magnética (mayor a 1032 ergs) en tiempos de alrededor 103 s. Un 
mecanismo para la aceleración de algunas part1culas de plasma a 
energ1as de rayos cósmicos se trabaja también en la teor1a de 
hojas neutras. Este efecto es de suma importancia no s6lo en el 
sistema solar, sino también en determinadas configuraciones 
magnéticas en galaxias. 

Otro fenómeno muy común y de gran importancia es el movimiento 
de inte~cambio magnético, en el cual un tubo de fuerza magn6tica 
con su plasma cambia de lugar con otro tubo, mas o menos paralelo 
al primero. En el laboratorio tales movimientos ocurren como la 
inestabilidad de intercambio y fenómenos similares ocurren en la 
naturaleza, posiblemente en la magnétosfera terrestre. Existen, 
sin embargo, otras formas de movimientos de intercambio, las 
cuales no son resultado de inestabilidades, sino que se llevan a 
cabo por fuerzas de origen externo aplicadas a lo largo de la 
frontera o a lo largo del tubo de fuerza magn6tica. Uno de 6stos 
son los movimientos de intercambio en la magnetósfera llevados a 
cabo por la interacción friccional con el viento solar. 
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e) Aplícaci6n al Viento Solar y la Hagnetosfera Terrestre. 
La fot6sfera del Sol está a una temperatura de unos 103 K como 

es evidente de las 11neas de absorci6n observadas en el espectro 
solar. Sin embarqo, fuera de los capas superficiales del Sol, se 
ha observado que hay un qas a alta temperatura: la corona solar. 
Las 11neas en el espectro son de una qran excitaci6n. Estas son 
llamadas lineas coronales y provienen de iones tales como Fe XIII, 
Fe XIV, etc. e indican temperaturas del orden de 10 6 K. El 
mecanismo de calentamiento de la corona es probablemente el 
transporte de enerq1a por ondas de choque u ondas hidromaqnéticas 
desde las capas superficiales del Sol. 

La situaci6n f1sica conduce a una de las predicciones m6s 
importantes del pasado reciente. Parker escribi6 las ecu::lciones 
hidrodin6micas para un plasma caliente en el campo qravitacional 
del Sol y demostr6 que debe existir un flujo de material 
proveniente del Sol, el cual fue llamado viento solar. Aqu1 no se 
demostrara esto, pero el lector puede consultar el libro de 
Parker. Es interesante que se trata del mismo conjunto de 
ecuaciones básicas que describen los vientos estelares de tipo 
solar y los flujos de acreci6n esféricamente simétricos. 

La predicci6n de Parker fue hecha en 1958. En 1959, uno de los 
primeros satélites cient1ficos soviéticos, el Lunik H, midi6 un 
flujo de part1culas que emanaba del sol, y en 1962 la sonda 
estadounidense, Mariner 2, midi6 continuamente la densidad de 
part1culas, velocidad e intensidad del campo maqnético en su 
camino a Venus. En las vecindades de la Tierra, el viento solar 
est6 caracterizado por las cantidades dadas en la Tabla 1, cuando 
hay poca actividad solar. 

Velocidad de las part1culas 
Concentraci6n de part1culas 
Enerq1a de los protones 
Densidad de enerq1a de los 
protones 
Temperatura 

300 Km/s 
5 cm- 3 

500 eV 

4 x 10- 9 erq cm-3 

106 K 

Tabla t. Para11elros Tlplcoa del Vlenlo Solar. 
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Estas son cantidades promediadas y hay una 
variación considerable durante per1odos de actividad solar. La 

intensidad media del campo magnético en el viento solar es de 
aproximadamente 5 x 10-5 Gauss 5 x 10-9 T). La densidad de 
energ1a correspondiente en el campo magnético del viento solar es: 

B 2 
-10 -3 

Umag = Bñ = 10 erg cm 

entonces es claro que la mayor parte de la energia del viento 
solar es transportada por la energia cinética de los protones. 

Lo que deseamos es construir un modelo para el viento solar y 
su campo magnético asociado en el medio interplanetario. 

El tiempo de colisión para un prot6n en un plasma totalmente 
ionizado esta dado por la fórmula: 

11.4 T312A112 
te = ---'----

N z' ln( A ) 

donde T es la temperatura en grados Kelvin, N el n1ímero de 
part1culas por cm3 y A es el número de masa para las part!culas. 
Esta f6rmula fue presentada al final del capitulo 6. Para el 
viento solar tomamos T = 10

6JC, A = 1, N = 5 cm"3
, Z = 1, y Ln( A ) 

= 28 (de acuerdo a Spitzer, 1962). Entonces se encuentra que~= 
vtc = 3x1013 m. Esta debe ser comparada con la distancia de la 
Tierra al Sol, 1. 5 x 10

11m. Esta distancia es conocida como una 
unidad astronómica. De esta forma, vemos que para los protones, 
los cuales llevan casi todo el momento del viento solar, el camino 
libre medio para colisiones electrostáticas es mucho mayor que la 
distancia Tierra-Sol y entonces, para los propósitos de 
describir la dinámica de las part!culas del viento solar 
intermezcladas y campos magnéticos, podemos considerar el plasma 
con conductividad infinita y sin colisiones. Vemos que ademas, el 
tiempo de recorrido medio es pequefto comparado con el asociado a 
la frecuencia de Larmor de los protones, !!!, el cual tiene un 

8 
me 

valor de 't = 6.375 x 10 s. Por lo tanto, podemos utilizar los 
resultados de la magnetohidrodinámica idealizada. 

Una propiedad distintiva de muchos de los plasmas con los que 
cabe tratar en astrofisica es que tienen conductividades muy altas 
o, puesto de otra forma, que las part!culas tienen caminos libres 
medios muy grandes. Tal es el caso del viento solar. Como hemos 
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visto, en el limite de conductividad infinita el campo magnético 
se comporta como si las lineas de campo estuvieran congeladas en 
el plasma. 

Ahora, apliquemos este importante resultado a la dinámica del 
viento solar. El plasma y el campo magnético están fuertemente 
unidos y, entonces, la dinámica dependerá de cuál de ellos tenga 
la mayor densidad de energia {o masa). Vemos que lejos de la 
superficie del Sol la energia cinética de los protones es mucho 
mayor que la del campo magnético y, entonces, el campo magnético 
es arrastrado por las particulas. 

El Sol tiene un periodo de rotación sobre su eje de 26 d1as y 
el viento solar es emitido con una velocidad radial más o menos 
constante del orden de 300 - 500 km/s. Entonces, con respecto al 
punto en,el sol donde fue emitido, la linea de campo trazar! una 
espiral arquimedeana. Las particulas mismas se mueven más o menos 
en forma radial hacia el exterior. Esto es ilustrado 
esquemáticamente en la figura 7.4, la cual muestra la dinámica de 
las particulas eyectadas a velocidad radial constante desde el Sol 
conforme éste realiza casi una rotación. Esto es lo que observan 
los magnetómetros a bordo de plataformas espaciales. De hecho, se 
ha encontrado que existe un sector en el cual el sentido del campo 
magnético radial cambia de orientación. Hasta donde sabemos, el 
viento solar sale como es mostrado en la figura 7.5. Un estudio 
detallado de la estructura espiral del campo magnético puede ser 
encontrada en Wentzel (1963). 

o 

fl9. 7. 4 
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Este flujo de material claramente modifica la estructura del 
campo magnético terrestre y, de estudios por satélites, la forma 
del dipolo magnetico distorsionado ha sido determinada con cierto 
detalle. La figura 7. 6 muestra el fen6meno revelado por estos 
estudios. El campo magnético terrestre es dipolar s6lo a 
distancias relativamente cercanas a la superficie terrestre. 

El viento solar es altamente supersónico y cuando encuentra al 
campo magnético de la Tierra, se forma un frente de choque y se 
presenta el caracter1stico comportamiento de resistencia que uno 
ve en el frente de objetos abruptos cuando ellos se mueven 
supersónicamente. El sistema completo dentro del choque es la 
llamada,magnet6sfera, la cual esta dentro de la magnetopausa que 

176 



está detrás de la onda de choque, estos y los nombres de varias 
otras regiones están etiquetados en el diagrama. La estructura ha 
sido bastante bien delineada por observaciones espaciales de 
densidad y velocidades de part1culas, y de la estructura del campo 
magnético. 

VIENTO 
,SOLAR 

MAGNETOFUNDA 

FRENTE CINTURONES DE RADIACJON 
DE CHOQUE 

Algo interesante que cabe hacer notar, es que hay evidencia 
definitiva de un frente de choque y nosotros hemos mostrado que es 
un plasma sin colisiones. Sabemos que los choques ocurren 
solamente cuando es posible transmitir momento y energ1a sobre una 
corta distancia a material moviéndose mas lentamente. En fluidos 
ordinarios esto es mediado por medio de la viscosidad molecular, 
es decir, a través de colisiones. La pregunta que surge ea: ¿c6mo 
puede haber un choque magnetosférico?. La respuesta es que éste ea 
uno de los mejores ejemplos conocidos de los llamados choques s1n 
col1s1ones, es decir, la viscosidad en el plasma magnetizado viene 
dada via el campo magnético. Comünmente hablando, hay una longitud 
de colisión efectiva del orden del radio de giro del protón. El 
transporte de energ1a a través del choque puede ser dada por los 
diversos tipos de ondas magnetos6nicas de plasma. 
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d) Procesos Radiativos en Astrofisica. 
Las teorias de radiaci6n han tenido una amplia gama de 

aplicaciones en astrofisica. Esto puede ser atribuido a dos 

circunstancias que fueron descubiertas en los a~os 50's y 60's. En 

primer lugar, se ha encontrado que particulas relativistas, en 

particular electrones, est&n presentes en diversas condiciones 

c6smicas. En segundo lugar, se estableci6 la existencia de campos 

magnéticos en el espacio. La presencia de electrones relativistas 

y campos magnéticos es una condición necesaria y pr&cticamente 

suficiente para la producci6n de radiaci6n sincrotr6nica. El 

principal uso de las teorias de radiaci6n es el de obtener 

conclusiones acerca de los electrones relativistas y los campos 

magnéticos en las fuentes de radiaci6n, por medio de mediciones en 

la int~nsidad, distribuci6n espectral y polarizaci6n de la 

radiación. otra aplicaci6n es el an&lisis de los cambios en la 

intensidad de radiación de la fuente, y de reabsorci6n, 

depolarizaci6n, y rotación del plano de polarización de la 

radiación con el objeto de determinar ciertos par&metros (por 

ejemplo, la concentración electrónica) que caracterizan a la 

fuente, asi como el medio encontrado a lo largo de la trayectoria 

desde la fuente a la Tierra. Asi pues, de estas teorias se pueden 

interpretar observaciones para obtener información importante 

acerca de la naturaleza fisica de las fuentes, incluyendo su 

temperatura, ionización, constitución, densidad, campo ~agnético, 

etc. 

En la regi6n óptica, la radiación electromagnética c6smica 

proviene principalmente de 

(bound-bound) entre estados 

transiciones de absorción 

transiciones entre estados ligados 

atómicos o moleculares discretos, 

o emisión (free-bound) durante 

recombinación, y transiciones libres (free-free) en el continuo. 

Algunas componentes de las emisiones cósmicas en radio son 

generadas de manera an&loga. La linea de emisión del hidrógeno a 

21 cm, la emisión del OH y un gran número de otras lineas resultan 

de transiciones bound-bound, mientras que la emisión térmica en 

radio que proviene del gas de la corona solar y del medio 

interestelar se debe a transiciones free-free o bremsstrahlung. En 

adición a esto hay otros mecanismos los cuales son responsables de 
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la mayor parte de las radioemisiones c6smicas. Uno podr1a 
preguntarse por qué las emisiones de radio son tan favorecidas. 

En el vac1o una part1cula cargada radia s6lo si estA acelerada 
y, despreciando efectos relativistas, la potencia radiada es 
proporcional a e 2v2

, donde v es la aceleraci6n y e la carga de la 
part1cula. El punto importante es que la emisi6n es proporcional 
al cuadrado de la carga y ésta es independiente de efectos 
relativistas. Una segunda relaci6n importante resulta del hecho de 
que una onda de frecuencia f se produce principalmente de 
aceleraciones que var1an apreciablemente en un tiempo l/f. En este 
tiempo un electr6n, por ejemplo, se mueve una distancia v/f y 
entonces la emisi6n se produce por aceleraciones que var1an en 
movimientos una distancia v/f. Estas dos relaciones y el hecho de 
que f e~ mucho menor para las ondas de radio que para luz visible 
contestan la pregunta de arriba en la siguiente forma. 

En primer lugar, la escala de la distancia, o longitud de onda, 
A = v/f es aproximadamente 105 veces mAs grande para radio ondas, 
y esto permite a un electr6n individual ser acelerado 
efectivamente por campos, los cuales originan emisiones de radio 
pero no en el visible. Uno de estos campos es el magnético 
c6smico, el cual permite la emisi6n ciclotr6nica para electrones 
no relativistas y emisi6n sincrotronica para electrones 
relativistas. Debe mencionarse que la radiaci6n sincrotr6nica 
visible es posible, y de hecho es observada en unas cuantas 
regiones, m!s notablemente en la Nebulosa del Cangrejo, Sin 
embargo, la enerq1a del electr6n que se requiere es muy grande, 
t1picamente unos l012eV o m4s, y este fen6meno no es comtin. otro 
tipo de campo que es capaz de originar radio, pero no visible, es 
el campo eléctrico a gran escala debido a nubes de electrones. 

En segundo lugar, el electr6n cuya radiaci6n hemos estado 
considerando puede ser reemplazado por un paquete de electrones, 
los cuales han sido acelerados al unisono en cualesquiera de los 
campos antes mencionados. Esto es posible debido a las grandes 
dimensiones permisibles del paquete y no es aplicable a emisiones 
en el visible. Una nube de n electrones de dimensiones menores que 
v/f y moviéndose al unisono, radiaran n2 veces la potencia de un 
solo electrón y entonces cada electr6n radia n veces la potencia 
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que podría radiar solo. Esta emisión estimulada ocurre cualquiera 
que sea el mecanismo de aceleración y surge la interesante 
posibilidad de emisi6n sincrotrónica estimulada. El tamafto del 
paquete de electrones debe ser considerablemente menor que el 
radio de giro, debido a que cada electr6n emite s6lo en un cono 
estrecho. 

La interpretaci6n de las emisiones de radio c6smicas requiere 
de un buen entendimiento de los procesos no s6lo de emisi6n, sino 
también de absorción, refracción y polarización. El primero de 
éstos es simplemente lo contrario a los procesos de emisi6n 
térmica, ciclotrónica o sincrotr6nica. Esto impone un limite a la 
temperatura de brillo, es decir, la temperatura de un cuerpo negro 
que dé la misma emisi6n, igual a la energía térmica o temperatura 
de los _electrones radiativos. Este no es el caso de la emisi6n 
estimulada por un paquete de partículas, donde la energía de todo 
el paquete debe ser considerada. 

El entendimiento de la refracción es ayudado por el concepto de 
indice de refracción o la razón de las logitudes de onda en el 
espacio libre y en el medio en consideraci6n. En ausencia de 
efectos relativistas, el indice de refracci6n de una onda 
electromagnética en un plasma depende escencialmente de la 
frecuencia del plasma fo y la frecuencia ciclotr6nica fa, las 
cuales estan dadas por: 

donde 
masa. 

foz = •nNe2 fa • !!! 
me llC 

(7.4) 

N, e, m son para el electr6n, su densidad numérica, carga y 
Para propagaciones cuasi-longitudinales (m4s o menos a lo 

largo de el campo magnético), el indice de refracci6n estl dado 
por: 

(7. 5) 

revelando dos ondas, una ordinaria (O) para el signo positivo y 
una extraordinaria (E) para el signo negativo. En el caso de una 
onda o, el indice de refracción es real cuando f 2 + ffa > fo2

, 

pero se convierte en imaginario a bajas frecuencias. En el caso de 
una onda extraordinaria el comportamiento es m4s complejo, pero es 
f!cil ver que una onda que sea generada en una región donde 
(fo2/f2 + fe/f) > 1 (o imaginaria) es incapaz de escapar a 
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regiones donde fo y fe son pequeftas. Esta restricci6n es 
importante en la teor!a de radiaci6n de la corona solar y de la 
ion6sfera joviana debido a que mecanismos de emisión que son 
te6ricamente atractivos se topan con esta dificultad. 

Discutiremos ahora los procesos f!sicos involucrados en los 
diversos mecanismos de emisi6n. 

Las radioemisiones térmicas debidas a un plasma caliente 
dependen de las velocidades térmicas aleatorias de los electrones 
al ser cambiadas por colisiones. El coeficiente de absorci6n esta 
dado por: 

IC = Vf.!2 = ~ 
f c f2T3/2 

(7.6) 

donde v es la frecuencia de colisiones, T es la temperatura y ( es 
una funci6n que varia lentamente y cuyos valores en la mayor!a de 
los casos en las regiones de interes pueden ser tomados como 
~0.12. Después de haber viajado una distancia s a través de este 
medio, la onda retiene una fracci6n e""• de su potencia original y 
entonces ha perdido la fracci6n (1 - e""">. La cantidad ics se 
denomina profundidad óptica del material de espesor s, y a la 
temperatura T puede, de acuerdo a la ley de Xirchhoff, radiar con 
temperatura de brillo Tb y brillo b, dados por: 

Tb = T(l - e""º) b • 2kT (1 - e""º) (7.7) 
A2 

donde k es la constante de Boltzman. Cuando ics > 1, el material es 
opaco y b "' A · 2 cuando ics e 1, el material es ópticamente 
delgado y 

b = 2(kN
2
s 

c2T1n 

Un espectro de emision térmica es mostrado 

(7.8) 

en la curva (a) de 
la figura 7.7, la extensión punteada corresponde a la emisi6n de 
cuerpo negro, mientras que a cortas longitudes de onda, el brillo 
se vuelve independiente de A cuando el material se convierte en 
transparente. 

La radiación de giro o ciclotrónica es emitida por un electr6n 
que gira en un campo magnético a la frecuencia fe dada arriba. El 
proceso de emisión y el correspondiente de absorci6n son 
extremadamente eficientes, y corresponden a la onda E. Sin 
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embargo, la radiaci6n de giro térmica no puede escapar del plasma 
debido a que la barrera f < fe + fo 2 /f debe ser enfrentada cada 
vez que la radiaci6n viaja a regiones cuya intensidad de campo y 
densidad de plasma decrecen. 

100 m 10 m l m IO<m '"" Ol<m 

LUNGlTUO DE ONDA 

El interés en la giroradiaci6n concierne a electrones que no 
s6lo giran sino que además se mueven a través del plasma con 
velocidades que dan a la radiaci6n un efecto Doppler sustancial. 
Tal corrimiento puede incrementar la frecuencia emitida por encima 
de la frecuencia de resonancia E del medio y as1 la radiaci6n 
puede ser capaz de escapar. Teor1as basadas en la emisión debida a 
paquetes de electrones moviéndose a lo largo de lineas de campo 
magnético en la corona solar y en la ma9net6sfera de J6piter han 
sido propuestas para explicar las emisiones observadas. El tipo de 
espectro de emisi6n obtenido es una banda estrecha de frecuencias 
cercanas a la frecuencia ciclotr6nica y extendido debido al 
corrimiento Doppler. Tal espectro es mostrado en la curva b de la 
figura 7.7. 

La emisi6n sincrotr6nica, también llamada Bremsstrahlung 
magnético, fue propuesta por primera vez como una fuente de radio 
emisiones cósmicas por Alfvén y Herlofson y por Kiepenheuer en 
1950. Una gran cantidad de informaci6n acerca de este tipo de 

182 



mecanismo de emisi6n asociado con fuentes estelares puede ser 
encontrada en Ginzburg y Syrovatskii ( 1965, 1969) • 

Un electr6n girando en un campo magnético radia a la 
girofrecuencia fe, pero conforme su velocidad se incrementa 
también radia en sus armónicos. A la velocidad 3c/4 (energia de 
2.6xl05 eV) el segundo arm6nico es tan fuerte como el fundamental. 
cuando la energ!a cinética del electr6n excede por mucho a la 
energia de su masa en reposo, radia casi enteramente en los 
arm6nicos, siendo la frecuencia de emisi6n máxima 

f. = .!. fe ( ¿_2-) 2 
(7.9) 

2 me 
donde e es la energia total. La envolvente del espectro de emisi6n 
de un electr6n se muestra en la curva e de la figura 7. 7. La 
potencia radiada está dada por: . 

erg/seg (7 .10) 

donde 8 es la energia de la particula y B! es el campo 
descrito en el capitulo 3. 

La radiaci6n sincrotr6nica ha sido observada en fen6menos 
asociados con manchas solares, en pulsares, en la Nebulosa del 
Cangrejo y tal vez en la emisi6n a 103 Me/seg de JQpiter. Para la 
Nebulosa del Cangrejo el espectro de radiaci6n se extiende en un 
rango de frecuencias desde radiofrecuencias hasta el ultravioleta 
extremo y muestra una gran polarizaci6n. Las radioemisiones de 
JQpiter aparentemente provienen de eletrones atrapados en sus 
cinturones de radiaci6n. El que sea emisi6n sincrotr6nica o 
ciclotr6nica aan no ha quedado claro. Este mecanismo también es 
responsable de las radioemisiones de la Galaxia, de las remanentes 
de supernovas y de las fuentes de radio extragalácticas. 

El espectro de emisi6n de un ensamble de rayos c6smicos de 
potencia tipica tiene un espectro de radio mostrado en la curva d 
de la figura 7. 7. El proceso sincrotr6nico, al igual que el de 
emisi6n térmica actaa en reversa para dar un fen6meno de 
absorci6n e imponer un limite de cuerpo negro en el brillo de la 
fuente que depende de la temperatura o energia electrónica. Este 
efecto es más importante en fuentes cuasi-estelares, e impone un 
limite inferior en el tamaño y un limite superior de la intensidad 
del campo magnético. 
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Uno puede pensar, por lo que se ha dicho con anterioridad, que 
la emisión más allá del limite del cuerpo negro no es posible dado 
que los electrones sufren de aceleraciones aleatorias. Por otra 
parte algunas fuentes cósmicas tienen temperaturas de brillo que 
exceden los 102° K, mucho mayor a la temperatura electrónica. Los 
ejemplos más notables de estas fuentes son la Nebulosa del 
Cangrejo, pulsares, quasares, Júpiter e Io, el Sol (ráfagas tipo 
II), algunas ráfagas estelares y algunas nubes galácticas. 

La explicación es el fenómeno de emisión coherente o estimulada 
debida a un gran nümero de electrones moviéndose al unisono. El 
ejemplo mejor conocido de emisión coherente es una antena 
transmisora de radio o T.V. donde muchos electrones fr1os se 
mueven de forma ordenada para radiar con mucha potencia. Dado que 
la nube .. eléctronica debe exceder las dimensiones atómicas, el 
bremsstrahlung no puede ser amplificado de esta forma. Sin 
embargo, radiación Cerenkov y ciclotr6nica coherente son posibles. 

En el caso de radiación sincrotr6nica, parecer1a intuitivo que 
un pequeflo paquete de electrones relativistas moviéndose en un 
campo magnético en el vac1o pudieran proporcionar emisión 
coherente. Sin embargo, este simple mecanismo es ineficiente 
debido a que el paquete de electrones se dispersarla bajo la 
influencia de las fuerzas eléctricas repulsivas ejercidas 
mutuamente. Por otra parte, si el vac1o es reemplazado por un 
plasma adecuado, entonces una elección conveniente del espectro de 
energ1as de los electrones relativistas pudiera permitir emisión 
sincrotr6nica coherente, Zheleznyakov ha aplicado esta teor1a para 
explicar las altas temperaturas de brillo en radio de quasares y 
ráfagas solares tipo IV. 

Finalmente, mencionaremos brevemente la emisión atómica y 
molecular, la cual nos ha permitido medir la distribución de 
hidrógeno neutro y de moléculas de hidroxil en nuestra galaxia. La 
linea de 21 cm es mostrada como la curva e en la figura 7.7. 

El efecto Compton inverso puede ser importante para determinar 
las caracter1sticas de las fuentes sincrotr6nicas, y es mencionado 
espec1f icamente en conexión con la Nebulosa del Cangrejo. 

Estos y otros tipos de mecanismos de emisión son revisados con 
mayor cuidado en Dulk (1985). 

184 



CONCLUSIONES 

A lo largo del presente trabajo, se ha hecho una revisión de 
las herramientas fundamentales que el astrofisico teórico 
requiere para el estudio de diversos fenómenos que se dan 
en el Cosmos, principalmente aquéllos de origen electromagnético. 

E~ la f1sica espacial, los fenómenos electromagnéticos son de 
fundamental importancia. Esto se debe a dos razones: (1) la mayor 
parte del Universo ( o al menos, del Universo ot>servable) se 
encuentra permeada por particulas cargadas y campos 
electromagnéticos y (2) debido a que aparecen en diversos lugares 
y situaciones. Por ejemplo, en el interior de la Tierra existen 
fenómenos• electromagnéticos que generan el campo magnético 
terrestre. Corrientes eléctricas en lá ionosfera alteran el campo 
magnético terrestre durante las llamadas tormentas magnéticas y 

producen fenómenos tales como las auroras. El campo magnético 
terrestre influye en las condiciones fisicas de la magnetosfera, 
en la cual existen complejos sistemas de corrientes eléctricas. 
En regiones de la magnetosfera, tales como los cinturones de Van 
Allen, existe un flujo de part1culas de alta energ1a, las cuales 
están atrapadas en el campo magnético. A su vez, las condiciones 
f1sicas en la ionosfera y en la magnetosfera estan afectadas por 
el estado electromagnético del espacio interplanetario, el cual a 
su vez se ve afectado por el campo magnético solar. En el Sol, 
por su parte, existe una gran variedad de fenómenos 
electromagnéticos, tales como las manchas solares, ráfagas, etc. 
Tambien en el espacio interestelar e intergaláctico se piensa que 
los fenómenos electromagnéticos son de gran importancia. 

Dada la gran complejidad de estos fenómenos, su entendimiento 
requiere del estudio de diversas disiplinas: 

La electrodin6míca clásica (capitules l y 2) s6lo puede ser 
aplicada a un número muy reducido de fenómenos cósmicos, tales 
como la dinámica de los rayos cósmicos. Esto es esencialmente el 
estudio de part1culas cargadas moviéndose en un medio de 
propiedades electromagnéticas determinadas en presencia de algún 
campo electromagnético externo. 

Bajo ciertas condiciones, el estado din6mico de las part1culas 
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puede producir que se radÍen ondas electromagnéticas, lo cual 
constituye el estudio de la teor1a de radiación {capitulo 3). El 
estudio de la radiación emitida por los cuerpos celestes, aunado 
a un estudio de los posibles mecanismos de emisión, nos 
proporcionan información acerca del estado f1sico y qu1mico de 
sus fuentes. 

Aplicaciones más generales a fenómenos electrodinámicos 
cc5smicos son posibles con la combinación de la hidrodinámica 
(capitulo 4) con la electrodinámica clásica para formar la 
magnetohidrodinámica (capitulo 5), la cual describe el 
comportamiento de un fluido con propiedades electromagnéticas 
definidas en presencia de un campo electromagnético. A su vez la 
magnetohid'rodinámica debe combinarse con la f1sica de plasmas, en 
lo que se podr1a llamar una magnetohidrodinámica de plasmas 
(capitulo 6), para hacer posible un entendimiento más profundo de 
los fenómenos electrodinámicos en la fisica espacial. Con estas 
disiplinas el astrof1sico puede describir aceptablemente una gran 
variedad de fenómenos c6smicos, tales como la generación de 
campos magnéticos, los vientos estelares, la actividad solar, la 
magnetosfera de los planetas, etc. 

El futuro desarrollo de la astrof1sica dependerá en gran 
medida de los avances en areas afines, tales como la tecno1og1a 
espacial, cuyas mediciones in si tu brindarán mayor información 
acerca del entorno cercano a nuestro planeta, las investigaciones 
termonucleares ampliarán los conocimientos sobre el 
comportamiento del plasma, y finalmente, las ciencias de la 
computación permitirán simulaciones numéricas más rápidas y 
exactas a las que ahora existen. 
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