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PREFACIO

En la actualidad, debido al desarrollo de la astrofisica que ha
incorporado otros campos, tales como la radioastronomia, la
investigacién termonuclear y 1la investigacién espacial, han
aparecido nuevas posibilidades para estudiar la naturaleza fisica
del Universo. Los conocimientos sobre los planetas, estrellas y
nebulosas se adquieren, fundamentalmente, investigando sus
radiaciones, pero para el entorno cercano, el sistema solar, se
dispone también de mediciones in situ. Por otra parte, las
conclusiones acerca de las condiciones fisicas de los astros y el
medio en el cual se encuentran, s6lo pueden obtenerse partiendo de
las relaciones fisicas generales, en particular, de la fisica del
plasma, y de las regularidades de estas relaciones. De este modo
se consigue establecer la estructura y el estado fisico y quimico
de las atmbsferas estelares, el estado del interior de los astros,
asi como las condiciones existentes en las nebulosas gaseosas Yy en
el espacio interestelar.

El presente trabajo, presenta un desarrollec formal de las
diversas teorias fisicas basicas que son importantes para la
fisica espacial. Primeramente se presenta una breve introduccién a
los diversos fenémenos en los cuales la electrodindmica césmica
desempefia un papel importante, asi como un resumen histérico de su
desarrollo. Este trabajo se encuentra dividido en dos partes. En
la primera se desarrolla la teorfa basica para el estudio de
fenémenos electrodinémicos presentes en el cosmos. La
electrodindmica bé&sica, se describe en el capitulo 1. En el
siguiente cApitulo, se desarrolla la electrodindmica relativista,
la cual es de fundamental importancia para el estudio de 1los
campos de radiacién, que son estudiados en el capitulo 3, junto
con las férmulas bésicas que describen la radiacién de una
particula acelerada en un movimiento arbitrario. Asi mismo, se
desarrolla de manera extensa los mecanismos de radiacién
sincrotrbnica y bremsstrahlung. En el capitulo 4 se describe 1la
hidrodindmica ordinaria para fluidos reales e ideales. E1l
principal método de investigacién es descrito en el capitulo 5;



éste consiste en la aproximacién magnetohidrodindmica ideal, o el
estudio de la interaccién de fluidos conductores con campos
magnéticos. Aqui mismo se estudian dos importantes fenémenos
relacionados, las ondas magnetohidrodinamicas Y las
discontinuidades de flujos magnetohidrodindmicos. En el capfitulo 6
se presenta la magnetohidrodin&mica de plasmas, la cual describe a
un plasma partiendo de la conducta de 1las particulas que 1lo
componen por separado, es decir, considerando el movimiento Qe
cada una de ellas.

En la segunda parte, describimos de manera intuitiva diversas
aplicaciones en el cosmos de la fisica estudiada en la primera
parte. En el capitulo 7 se presentan las aplicaciones a la teoria
de radiacién, y al mismo tiempo se describe otro mecanismo mas
complejo de emisién de radiacién gue no fue considerado en el
capitulo 3, este es la emisién coherente o estimulada. En este
mismo capitulo se discuten diversas aplicaciones de 1la
magnetohidrodinimica. Primeramente se presentan 1los problemas
magnetohidrost&ticos y de inestabilidades. Posteriormente algunos
fenémenos electrodinadmicos generales presentes en diversas partes
del cosmos. Finalmente, se aplica al estudio del viento solar y su
interaccién con el campo magnético terrestre.

Las diversas teorias desarrolladas aqui, pueden ser encontradas
en diversos libros de fisica tebérica, sin embargo el enfogue dado
aguil puede diferir en algunos casos. Este trabajo est& disefiado
para el estudio de los fenfmenos electrodindmicos presentes en la
astrofisica moderna.

En cuanto a las aplicaciones descritas aqui, éstas solo han
sido desarrolladas de manera intuitiva. El enfogue de esta parte
del trabajo es mostrar cémo, cudndo y dénde se aplican las
diversas teorias fisicas desarrolladas en la primera parte. Un
andlisis mds formal de estos problemas, puede ser encontrado en
las diversas referencias citadas.



INTRODUCCION

Es de sorprender los tremendos desarrollos qgue se han dado en
la astronomia y la astrofisica durante los Gltimos 40 afios. Se
puede decir gue la astronomia antes de 1950 est&8 dedicada
principalmente a estrellas, su asociacién con galaxias, y con
nubes de gas caliente, sin tomar en consideracibébn el plasma y los
campos magnéticos presentes, por 1o que sus tratamientos
implicaban a lo mas un estudio hidrodinamico. Sin embargo, tres de
los campos de investigacién mds importantes de los Gltimos afios,
canbiaron esta situacién. Estos son la investigacién en fusién
termonuclear, la cual requiere del confinamiento de un plasma en
un campo magnético, la investigaciébn espacial de particulas y
campos por medio de vehiculos automdticos y tripulados, asi como
la astronomia fuera de la atmésfera que permite observar al
Universo en frecuencias no observadas en la superficie de la
Tierra y la radioastronomia u observacién de radiaciones en
frecuencia de radio emitidas en diversos puntos del Universo.

Todo esto trajo como consecuencia el descubrimiento de que la
mayor parte del Universo se encuentra permeada por particulas
cargadas y por campos electromagnéticos. Las interacciones entre
estas particulas y campos constituyen el estudio de 1la
electrodin&mica césmica. Dichas particulas se comportan como un
plasma, esto es, un gas ionizado en el cual la longitud que divide
el comportamiento a pegquefia escala de particulas individuales del
comportamiento colectivo a gran escala es pequefia comparada con
las longitudes caracteristicas de interés. En forma equivalente,
podemos decir: un gas ionizado gue tiene un nimero suficientemente
grande de particulas cargadas para blindarse electrostiticamente,
en una distancia pequefia, comparada con las longitudes de interés
fisico, es un plasma. Una propiedad basica de los plasmas, es su
tendencia a la neutralidad eléctrica. Si un plasma se encuentra en
un campo magnético se denomina magnetoplasma.

como se ha mencionado, a excepciébn de una pequefia parte del
Universo, é&ste parece estar constituido de plasma y probablemente
todo éste sea magnetoplasma. En la mayoria de los problemas gque



cabe tratar en electrodindmica césmica, se trabaja con un wmedio
conductor no rigido, el cual estd extendido hasta el infinito.
Esta situacién es distinta a la electrodindmica de laboratorio,
donde los experimentos tratan cuerpos de dimensiones relativamente
pequefias y cuerpos que son rigidos y no tan buenos conductores.
Hasta donde sabemos, este Gltimo tipo de medio ambiente (cuerpos
rigidos, material neutro y no muy buen conductor) estéd confinado a
las superficies de los planetas y al interior de satélites como la
Luna. El1 resto del Universo est4 constituido principalmente de
diversos plasmas, los cuales tienen enormes variaciones en sus
dimensiones, y sus estados electromagnéticos, termodinémicos vy
dinamicos.

2si mismo, los campos magnéticos se encuentran en casi todas
las regicnes del Universo, y es claro que desempefian un papel
dominante en la evolucién del mismo. Anteriormente, los efectos de
los campos magnéticos césmicos, e incluso su existencia habia sido
ignorada. El significado de los campos magnéticos en el sistema
solar, en el espacio interestelar y en las galaxias estd siendo
reconocido y actualmente es imposible evadirlos en cualquier
investigacién de astrofisica.

Muchos problemas en electrodindmica espacial, asi como algunas
respuestan han sido proporcionados por cohetes, satélites y sondas
espaciales. Las regiones investigadas van desde la ionosfera,
magnetosfera y maghetocola terrestres, hasta el espacio
interplanetario, la Luna, Venus, Marte, los planetas exteriores y
el Sol. Otros problemas e informaciétn han sido proporcionados por
observaciones en radio, infrdarrojo, visible, ultravioleta, rayos x
y rayos y de objetos muy distantes, notablemente de JGpiter, el
Sol y muchas estrellas., De aqui que el estudio de los diversos
mecanismos de emisién de radiacién electromagnética sea de vital
importancia para la astrofisica.

Por otra parte, el entendimiento de los complejos patrones de
campo magnético y plasma requiere la herramienta tedrica de la
magnetohidrodindmica, 1la cual consiste en el estudio del
movimiento de un fluido conductor en presencia de un campo
magnético. las corrientes eléctricas inducidas en el fluido como
resultado de su movimiento modifican al campo; al mismo tiempo, su



flujo en el campo produce fuerzas mecénicas, las cuales modifican
su movimiento. Esta técnica tiene su principal interés ( y
dificultad) en la interaccién entre el campo y el movimiento del
fluido.

lLas ecuaciones magnetohidrodin&micas tienden a ser muy
complejas, pero pueden ser simplificadas e idealizadas haciendo
suposiciones que restrinjan el camino 1libre medio de las
particulas entre colisiones. Lla restriccién m&s estricta, que
conduce a la mayor simplificacién, es gue el camino libre medio
sea mucho menor que el radio ciclotrénico !g% . En este caso el
plasma no sb&lo satisface las ecuaciones de la diné&mica de fluidos,
sino que ademis tiene la restriccién adicional de ser un conductor
eléctrico isotrépico. Llas ecuaciones correspondientes, son
comunmente llamadas de la magnetohidrodinimica idealizada. Estas
ecuaciones permiten un entendimiento considerable de los procesos
magnetohidrodinimicos y, son aplicables a problemas astrofisicos,
tales como los concernientes al interior de las estrellas y
planetas, y las atmésferas inferiores de estrellas.

Uno no debe considerar a 1la magnetohidrodindmica c¢omo un
sinénimo de din&mica de plasmas, aGn cuando exista una relacién
considerable. La magnetohidrodinidmica, en su forma idealizada,
trata con fluidos, en los cuales los coeficientes de transporte
son simples y fdciles de determinar. En el casc de un plasma, la
aproximacién de fluido no siempre es adecuada y cuando no lo es
los coeficientes de transporte deben ser calculados por los
métodos de la mecanica estadistica, usualmente con la ecuacién de
Boltzmann. En general estas ecuaciones son muy complicadas y se
reguieren algunas simplificaciones. Entonces, en algunas
situaciones, la magnetohidrodinamica puede evitar las
complejidades de la teoria cinética del plasma. Por otra parte, la
fisica de plasmas puede incluir efectos en 1los cuales los
movimientos de las particulas individuales son importantes, los
cuales no aparecen en la aproximacién del plasma como un fluido.

La electrodinadmica césmica parece tener sus origenes en las
especulaciones realizadas por los cientificos, concernientes al
magnetismo de 1los cuerpos celestes y 1los efectos de este
magnetismo en particulas cargadas que se aproximan a estos



objetos. Birkeland en 1896 mostrd experimentalmente que un haz de
electrones dirigido hacia una esfera uniformemente magnetizada, se
deflectarfia hacia las zonas polares. También observé un anillo
luminoso gque encerraba a la esfera. Aungue los procesos
involucrados aqui son distintos a los de la formacién de auroras,
cuyo estudio fue lo gue motivo a Birkeland, y de =zonas de
radiacién, los experimentos dieron algunas conclusiones acerca de
la causa de estos fenbémenos. Stdrmer estudibé el fenémeno
matematicamente, considerando el movimiento de una particula
aislada; esto condujo a 1los fundamentos de la teoria de
determinacién de trayectorias de rayos coé6smicos. Aplicaciones
posteriores del método de una scola particula, no tuvieron é&xito,
ahora es bien sabido que, con raras excepciones (por ejemplo, en
el estudio de los rayos césnmicos), los problemas en
electrodindmica cbésmica deben de trabajarse en términos de
plasmas, el cual toma en cuenta los movimientos simult&neos de
diversas particulas y 1los campos electromagnéticos que estos
movimientos producen.

Al mismo tiempo, en 1899, Bigelow sugirié qgue el Sol podria ser
un iman gigante. Schuster dio un paso adelante al conjeturar que
todos 1los cuerpos celestes masivos en rotacién eran grandes
imanes. Posiblemente la blisqueda de campos magnéticos solares por
parte de Hale, fue estimulada por estas primeras especulaciones,
En cualquier caso, la bisqueda de Hale fue compensada en 1508 al
descubrir que las manchas solares estaban permeadas por campos
magnéticos del orden de 1,000 gauss. Este descubrimiento, y el
conocimiento previo de que la Tierra esti magnetizada, abrieron un
nuevo capitulo en la astrofisica, y fue responsable del inicio de
la magnetohidrodindmica, Aunque los principios fisicos requeridos
para la magnetohidrodindmica ya estaban bien entendidos, sus
efectos dificilmente podian ser reproducidos en el laboratorio.

Cerca de una década después del descubrimiento de Hale de los
campos en las manchas solares, Larmor cre6é una teoria de su
mantenimiento. Esta es la primera de las teorias de dinamo,
discutidas en el fltimo capitulo. La teorfia de Larmor fue
criticada por Cowling, quien realizé grandes contribuciones a este
tema y sugirié que los campos magnéticos de las manchas solares



podian ser el resultado de efectos convectivos de los campos en
las capas profundas debido a un flujo vertical de plasma. Esta
sugerencia incluia la importante idea de campos magnéticos
"congelados" en un fluido conductor en movimiento. Muchos otros
investigadores siguieron este concepto fundamental de la
magnetohidrodindmica. Kiepenheuer sugirié gque masas de gas solar
eyectadas hacia la corona podian llevar con ellas partes de los
campos magnéticos superficiales. En 1942 Alfvén establecié por
primera vez el teorema que afirma gque en un medio altamente
conductor las lineas de fuerza magnética est&n congeladas en el
f£luido.

Simult&neamente, una segunda linea de trabajo habia sido
iniciada. Esta fue el estudio de corrientes de gas jonizado
incidiendo en un campo magnético dipolar, en conexién con 1la
teoria de tormentas geomagnéticas de Chapman y Ferraro en 1932.
Esta temprana aplicacién a 1la magnetohidrodindmica habrfa de
esperar un cuarto de siglo para ser reconocida, sin embargo, ahora
ha sido desarrollada en una teoria generalmente aceptada de las
perturbaciones geomagnéticas.

Una tercera linea de investigacién, fueron los experimentos con
mercurio y otros fluidos conductores, realizada principalmente por
Hartmann y Lazarus en 1937. La gran dificultad aqui es la escala
tan pequefia comparada con los fenbmenos astrofisicos importantes.

La electrodindmica césmica Y, en especial, la
magnetohidrodinimica, empezaron a adquirir unidad con el trabajo
de Alfvén en 1950, el cual habia comenzado en 1940. En adicién a
la formulacidén del concepto de congelamientoc, descubrié el ejenmplo
mids simple de acoplamiento entre lineas de campo magnético y un
fluido, y mostré que esta interaccién produce un nuevo tipo de
ondas. Tales ondas magnetohidrodinimicas pueden propagarse en
fluidos compresibles © incompresibles, y entonces, la energia
puede ser transmitida sin los intercambios a gran escala de
elementos de fluido como es el caso de los fluidos incompresibles
no conductores. También desarrollé una teoria de 1las manchas
solares basada en la generacién de ondas hidromagnéticas en el
interior solar que viajan a la superficie. Ademis realizé estudios
que permitieron a Singer predecir la existencia de los cinturones



de Van Allen antes de su descubrimiento. También desarrollé
teorias de tormentas geomagnéticas y del origen del sistema solar,
ambas basadas en efectos electrodindmicos.

Por otra parte, se desarrollé un gran impetu en el estudio de
campos magnéticos cétsmicos debido a los rapidos avances de la
radicastronomia después de 1945. Mucha de esta radiacién es
emisién térmica o bremsstrahlung proveniente de gas caliente. En
1951, Piddington demostré que parte de esta radiacién debe ser
debida a procesos no térmicos, lo cual hace que 1los campos
magnéticos estén involucrados de una u otra forma. De cualquier
manera, Alfvén y Herlofson ya habii&n sugerido que la emisién
proveniente de radioestrellas puede ser debida a la radiacién
sincrotrénica. Este proceso, que involucra la aceleraciébn de
electrones de muy altas energias (relativistas) en campos
magnéticos, ya habia sido propuesta por Kiepenheuer. Estas
propuestas fueron ignoradas por casi todos a excepcibébn de los
soviéticos Shklovskii y Ginzburg quienes las desarrollaron con
detalle e hicieron propuestas que condujeron al establecimiento de
la teoria., Ahora es sabido que algunas radiogalaxias ¢tienen
energias en forma de energia magnética que exceden por mucho a su
energia cinética total. Se ha hecho evidente que 1los campos
magnéticos pueden dar forma a las galaxias, y pueden desempefiar un
papel muy importante en la cosmologia.

Finalmente, el estimulo dado por el Afio Geofisico Internacional
en 1957, Yy en subsecuentes esfuerzos internacionales,
desarrollaron 1la exploracién espacial por medio de satélites,
sondas y cohetes, lo cual increment$ enormemente la cantidad de
datos disponibles acerca de los fenémenos electrodinimicos en el
cosmos al abrir las posibilidades de observar todo el espectro
electromagnético, mayor resolucién en observaciones ©6pticas y
posibilidad de mediciones in situ.
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CAPITULO 1
ELECTRODINAMICA

El objeto de la electrodinimica macroscépica es el estudio de
los campos electromagnéticos en el espacio. Como cualgquier otra
teorfa macroscépica, la electrodindmica opera con magnitudes
fisicas promediadas en elementos de volumen “infinitamente
pequefios fisicamente®, sin gue interesen 1las fluctuaciones
microscépicas de estas magnitudes gque estan ligadas con 1la
estructura molecular de la materia. Asi, en vez del verdadero
valor "microscopico" de 1la intensidad de campo eléctrico e
consideraremos su valor medio, designdndolo por:

€ =E
y de igual forma con el valor microscépico de la intensidad de
campo magnético h, cuyo valor medio se llama induccién magnética y
se representa por B:
h=38
En este trabajo se utilizara el sistema gaussiano de unidades.

a) Ecuaciones Fundamentales,

Las ecuaciones fundamentales de la electrodinamica de 1los
medios continuos se obtienen promediando las ecuaciones del campo
electromagnético en el vacio. El primero en realizar este paso de
las ecuaciones microscépicas a las macrosctpicas fue H.A.Lorentz.

La forma de las ecuaciones de la electrodindmica macroscépica,
como también el sentido de las magnitudes que en ella aparecen,
dependen de manera esencial de la naturaleza fisica del medio
material al igual que del caricter del cambio del campo con el
tiempo.

Los campos electromagnéticos en medios materiales inducen en el
material campos de polarizacién y corrientes de magnetizacién. Es
atil introducir dos vectores D y H, que est&n relacionados con el
comportamiento eléctrico y magnético de un material bajo la accién
de un campo electromagnético externo.

La nueva magnitud D esta definida por:

D=E + 4nP (1.1)
Y es llamada desplazamiento eléctrico. La magnitud P se llama

11



vector de polarizaciébn dieléctrica ( o, simplemente polarizacién)
del cuerpo: un dieléctrico en el cual P es diferente de cero se
dice que esti polarizado. Un dieléctrico es una substancia
homogénea no conductora. El comportamiento electrostitico de un
medio dieléctrico est& completamente caracterizade por su
polarizacién, la cual se interpreta como el momento dipolar total
de todas las cargas interiores en el dieléctrico por unidad de
volumen. Esta produce la densidad de carga de polarizacién:

pp = - VP

op = n-P
donde n es un vector unitario normal a 1la superficie del
dieléctrico.

La polarizacién de un medio dieléctrico tiene lugar debido al
campo eléctrico del medio. El grado de polarizacién depende no
solo del campo eléctrico, sino también de las propiedades de las
moléculas que forman el material dieléctrico. Desde el punto de
vista macroscépico, el comportamiento del material se especifica
completamente por una relacién gque se determina en forma
experimental llamada ecuacidébn constitutiva, P = P(E) donde E es el
campo eléctrico macroscépico. Esta es una relacién puntual, y si E
varia de un punto a otro dentro del material, entonces P variaré
también,

Para la mayoria de los materiales, P se anula cuando E se
anula. Como éste es el comportamiento mds comGn, limitaremos
nuestra aplicacién ahora a materiales de este tipo. Ademis, si el
material es isotrépico, la polarizacién deber& tener el mismo
sentido que el campo eléctrico que la provoca. Estos resultados se
resumen en la ecuacién:

P = x(E)E
donde la cantidad x(E) es un escalar y se llama susceptibilidad
eléctrica del material.
Si el material no es isotrépico, el termino x(E) es un tensor de
rango dos, es decir:

Py = xix Ex .

Yy en este caso P y E tendran en general direcciones distintas. En
el caso isotrépico tenemos también gue:

D = ¢(E)E

12



donde ¢(E) = 1 + 4ny(E) es 1la permitividad del material.
Experimentalmente ¥ y € son a menudo independientes del campo
eléctrico, excepto guiz& para campos muy intensos. En otras
palabras, ¥ Yy ¢ son propiedades caracteristicas del material. Los
materiales de este tipo se llaman dieléctricos lineales, 'y
obedecen las relaciones:

P=xE

D=¢cE
El comportamiento eléctrico de un material queda ahora

(1.2)

especificado completamente, ya sea por la permitividad € o por la
susceptibilidad x.

Para el campo magnético, introducimos un vector magnético
auxiliar, el vector de intensidad del campo magnético H, definido
por:

H =B - 4nM (1.3)
Hay que recordar que, en realidad, el verdaderc valor medio de la
intensidad es B y no H. El vector M se llama magnetizacién o
imanacién del cuerpo. La funcién vectorial M nos proporciona una
descripcién macroscédpica de las corrientes atémicas interiores de
la materia. Especificamente, M mide el niGmero de circuitos de
corriente atémica por unidad de volumen multiplicado por el
momento magnéﬁico efectivo o promedio de cada circuito. Desde el
punto de vista puramente macroscépico, todos los efectos
magnéticos debidos a la materia, pueden describirse adecuadamente
en funcién de M, o por sus derivadas. Una de estas derivadas, WM,
es la densidad de corriente de transporte eguivalente que genera
el mismo campo magnético que el propio M; ésta se llama densidad
de corriente de magnetizaci6n Jv, y es la respuesta de un medio
{magnético) a un campo magnético.

Para resolver problemas de teoria magnética, es esencial tener
una relacién entre B y H o, equivalentemente, una relacién entre M
y uno de 1los vectores del campo magnético. Estas relaciones
dependen de la naturaleza del material magnético y se obtienen
generalmente de experimentos.

En una extensa clase de materiales, existe una relacién
aproximadamente lineal entre M y H. Si el material es isotropico
asi como lineal,
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M=xae H ,

donde la cantidad adimensional x= es un escalar y se 1llama
suceptibilidad magnética. Si y» es positiva, el material se llama
paramagnético y 1la induccitn magnética B es reforzada por la
presencia del material. Si x= eg negativa, el material es
diamagnético y la induccién magnética es debilitada por 1la
presencia del material. Aunque x» es una funcién de la temperatura
Y a veces varla muy dra&sticamente con ella, generalmente se puede
decir que, para materiales paramagnéticos y diamagnéticos x» es
bastante peguefia.

Una relaciébn lineal entre M y H implica también una relacién
lineal entre B y H:

B=uH, (1.4)
el coeficiente u se llama permeabilidad magnética, la cual resulta
ser:

M= 4T 2o + 1.

En contraste con la constante dieléctrica (permitividad) €, que
en todos los casos es mayor gue 1, la permeabilidad puede ser
mayor © menor gque la unidad ya gque x» puede ser positiva o
negativa.

Designaremos la densidad media de flujo de cargas por J; esta
magnitud se llama densidad de corriente eléctrica. La densidad de
corriente J y la densidad de carga p no son cantidades
independientes, sino gque estdn relacionadas en cada punto por
una ecuacién diferencial, la llamada ecuacién de continuidad de
carga eléctrica.

v-j+§§=o (1.5)
Esta relacién representa la conservacién de la carga.

La ecuacién de continuidad se deduce de la siquiente forma. La
corriente eléctrica que entra en V, el volumen encerrado por §,
est& dada por:

I=-§j-nda=-jv-jdv
S 1 4
La {ltima integral se obtiene utilizando el teorema de 1la
divergencia. El signo menos se presenta porque n es la normal
exterior a S y deseamos considerar I positiva cuando el flujo neto
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de carga va del exterior de V a su interior. De igual forma, I es
igual a el cambio de la carga Q en el interior de V, es decir,

_do_d
1=3 EEIPdV
v

Como estamos considerando un volumen fijo V, la derivada opera
s6lo sobre p. Sin embargo p es funciébn de la posicién asi como del

tiempo, en consecuencia,
=[ %
1 fatdv
Al igualar las dos expresiones para I, obtenemos:

i[[%@+v-3]dv=o

Pero V es completamente arbitrario, y la dGnica forma de que esta
ecuacién sea vilida para un segmento arbitrario del volumen del
medio es gque el integrando se anule en cada punto. En
consecuencia, se obtiene la ecuacién de continuidad.

Ya que la densidad de corriente va a depender del campo
eléctrico, es esencial una ecuacién que ligue entre si las
magnitudes J y E. Esta relacién depende de las propiedades
conductoras del material. En la inmensa mayoria de los casos, cabe
considerarla lineal.

Si el conductor es homogéneo e isotrépico, la dependencia
lineal se reduce a una mera proporcionalidad:

J =0 E. (1.6)
El coeficiente o depende de la naturaleza y estado del conductor;
recibe el nombre de coeficiente de conductividad eléctrica, o,
simplemente, el de conductividad del cuerpo. Los materiales para
los cuales esta relaciétn es valida se llaman medios lineales u
Shmicos.

En un cuerpo anisétropo las direcciones de los vectores J y E,
no coinciden y la relacién lineal entre ellas se expresa con una
formula del tipo:

Ji = 0w Ex
donde las magnitudes cix constituyen un tensor de segundo orden
simétrico llamado conductividad.

El campo eléctrico que mantiene la corriente realiza sobre las
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particulas cargadas (portadores de corriente) que se mueven en el
conductor un trabajo mec&nico; el trabajo realizado en un segundo
por unidad de volumen es igual, evidentemente, al producto J-E.
Este trabajo se disipa en la materia gue constituye al conductor
transformandose en calor. Por consiguiente, la cantidad de calor
que se libera en un segundo en un metro cibico de conductor
homogeneo es igual a
JE=¢0 E = 30 (1.7)
La produccién de calor conduce a un aumento de la entropia del
cuerpo. Cuando se libera la cantidad de calor dQ = J-E 4V, la
entropia del elemento de velumen aumenta dQ/T. Por ello, 1la
velocidad de variacién de la entropia total del cuerpo es igual a:

«g-i-zfav:-‘,fdv
En virtud de la segunda ley de la termodindmica, esta derivada
debe ser positiva o cero. Sustituyendo en ella J = ¢E, vemos que
de esta condicién cabe deducir que la conductividad o es positiva.
Para determinar las fuerzas que act(Gan sobre una sustancia en
un campo electromagnético, introducimos la expresién de la ley de

Lorentz para la fuerza electromagnética sobre una particula de
carga e gue se mueve con velocidad v en un campo electromagnético:

F=e[5+¥xﬂ). (1.8)

Para un medio continuo con particulas cargadas en el,la densidad
de carga es:

pe = Lnie

AV

donde €1 es la carga de las particulas del tipo "i" en el volumen
AV, ni es la densidad de particulas del tipo "i", y AV es pequefio
comparado con las dimensiones del problema perc grande comparado
con las distancias entre las particulas cargadas.

De la misma forma, definimos la densidad de corriente por:

j - E nievi

(Y4
donde vi es la velocidad de las particulas de la clase "i",
Entonces, para un medio continuo con densidad de carga pe ¥y
densidad de corriente j, la ecuacibn (1.8) se convierte en:
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I‘=peE+-:5(jxll) (1.9)

La ecuacién (1.8) implica hechos fisicos interesantes; 1la
fuerza F es invariante bajo transformaciones entre sistemas
inerciales de referencia, peroc la velocidad v no es invariante;
entonces los campos eléctrico y magnético deben cambiar con el
cambio de un sistema inercial a otro.

En los sistemas tratados, ‘—c’ « 1, por lo que los efectos
relativistas no son importantes. Entonces tomamos E’y H’ como los
valores de E y H en un sistema S’ en movimiento respecto al primer
sistema S con velocidad u; es f&cil comprobar que si:

E'’=E+ZxH
H'=H -2 xE
entonces F = F’hasta términos del orden u® ] c? ; de hecho:
F! = e(E’' +éV'x“') = e (£+gxﬂ+é (V-u)x(H-gx!))

= e(E + é viH = (1/S3)vx(WE) + (1/c®)ux(uE)
ze(t:+évxn)=r N

Otra ecuacién Gtil que se utilizara posteriormente sera 1la
transformacién de la densidad de corriente:

1] -
j,=):ezw‘r's=£ell(\;x u)=j-peu
En términos de j y E la ley de Ohm:
j' = gE’
se escribe como:
4 =0(E +":- usxH) +-peu (1.6b)

A través de multiples experimentos, se ha observado que los
campos electricos y magnéticos no son independientes. La
estructura y dindmica de 1los campos electromagnéticos esté&n
gobernados por las ecuaciones de Maxwell:

1 8B
WE + E 8_€ =0 (1-10)
vD = 4mp (1.11)
_ 1 8D 41
WH =22+ 20 (1.12)
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VB =0 (1.13)

Cada una de estas ecuaciones representa una generalizacién de
ciertas - observaciones experimentales: (1.10) es la forma
diferencial de la ley de induccién electromagnética de Faraday;
{1.11) es la ley de Gauss, que a su vez se deduce de ia ley de
Coulomb; (1.12) representa una extensién de la ley de Awmpere,
donde el término D fue introducido por Maxwell; (1.13) representa
el hecho de que no existen los monopolos magnéticos. Bajo estas
circunstancias es evidente gque las ecuaciones de Maxwell no pueden
derivarse de otras ecuaciones; sin embargo, su aplicabilidad para
cualguier situacién puede verificarse. Como resultado del extenso
trabajo experimental, se sabe ahora que las ecuaciones de Maxwell
se aplican a todas las situaciones macroscépicas y se usan
generalmente en forma semejante al principio de conservacién de la
energia, como principios gula. Son las ecuaciones basicas para los
campos electromagnéticos producidos por cargas y densidades de
corriente p y j.

Si est&n presentes cuerpos materiales, para poder usar las
ecuaciones de Maxwell se deben conocer las ecuaciones
constitutivas, ya sea experimentalmente o de la teoria
microscépica del tipo particular de material: D = D(E) y H = H(B).
La densidad de corriente j en un material incluye una contribucién
dada por una tercera ecuacién constitutiva j = jJ(E), que debe
también ser conocida experimentalmente o teéricamente. De hecho,
las relaciones constitutivas se necesitan siempre, no sélo cuando
hay un material, pues 1las ecuaciones de Maxwell tienen 16
incégnitas y s6lo se tienen 8 ecuaciones. Con la ecuaciébn de la
fuerza de Lorentz, F = q(£+%vxa), que describe la accién de los
campos eléctricos y magnéticos sobre las particulas cargadas, este
conjunto de leyes nos da una descripcibn clédsica completa de las
particulas gque actGan electromagnéticamente. "Clasica" en
electrodinadmica quiere decir "no-cudntica" pero si es relativista.

La ecuacién de continuidad es una consecuencia de las
ecuaciones de Maxwell, de modo que no necesita ser afiadida al
conjunto de ecuaciones bdasicas. Para comprobar esta Gltima
afirmacién, tomemos la divergencia a la ecuacién (1.12):
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Vo (hH) =% vv[ 4D ) in

x )"

a_

0 =3

[ vD ] + 4n V-3

utilizando la ecuacién (1.11):

. & _
v-3 + 3t 0

b) Flujo y Densidad de Energia.

Multipliquemos 1los dos miembros de la ecuacién (1.12)
escalarmente por E, los dos miembros de (1.10) por H y sumemos
miembro a miembro 1las ecuaciones que asi resultan. Se tendra
entonces:

1 éD 1 6B _ _ 4w . o _ . - P
csEBzxtchlx-* < J'E [HVxE EVxH)

Si tenemos en cuenta la conocida f6rmula del andlisis vectorial,
V:-(axb) = b:Vxa ~ a'Vxb
podemos escribir esta relacién en la forma:

1 8 an
-—zc—at[s-n+nu]---—cjs-\7(l-:xll)
o bien,

2 [ EDgr B

& = ] = - §E-VS . (1.14)

El vector:

= &
S—“,[Exﬂ
se llama vector de Poynting.
Integremos (1.14) en un cierto volumen y apliquemos el teorema
de Gauss al segundo miembro. Se obtiene asi, que:

i) E-D + B-H
G [ERLRH Gy - J §'E av - § S-da (1.15)
Si la integral se extiende a todo el espacio, la integral de
superficie se anula (ya gque el campo es nulo en el infinito).
Adem&s, podemos expresar la integral j-E dV como una suma Jeivi-E
extendida a todas las cargas et y al sustituir es facil comprobar
que:

ev'E = g_t Ecin

donde &cin es la energia cinetica de la partfcula de carga e y
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velocidad v. La igualdad (1.15) se transforma entonces en:

a ( E'D + H-B

3T e av + ¥ Ecin ] =0 (1.186)

Vemos asi que para el sistema aislado constituido por el campo
electromagnético y las cargas presentes en €1, se conserva la
cantidad entre corchetes que aparece en esta ecuacién. El1 segundo
término en ella es la energfa cinética (incluida la energia en
reposo de todas las particulas); el primer término es por
consiguiente, la energia del campo electromagnético. Podemos asl
llamar a la magnitud

_ED +BH

w 8n

(1.17)

la densidad de energia del campo electromagnético; es la energia
del campo por unidad de volumen.

Si integramos en un volumen finito, la integral de superficie
gue aparece en (1.15) en general no se anula, de modo que podemos
escribir la ecuacién en la forma:

g_t[f."-_“_’__;.’.l_'t‘.!dv»«zem]=-§s-da, (1.18)

donde ahora la suma que aparece en el segundo miembro se extiende
Gnicamente a las particulas situadas dentro del volunmen
considerado. El primer miembro representa el cambio por unidad de
tiempo de la energia total del campo y de las particulas. Por lo
tanto, suponiendo que la energia se conserva, la integral § S-da
debe interpretarse como el flujo de energia del campo a través de
la superficie que limita el volumen dado, de forma que el vector
de Poynting representa esta densidad de flujo, es decir, 1la
cantidad de energia del campo gue atraviesa la unidad de &rea de
la superficie por unidad de tiempo. Suponemos que en el instante
dado no existen cargas sobre la superficie. De no ser asi, en el
sequndo miembro deberiamos incluir el flujo de energia debido a
las particulas que atraviesan la superficie.

Regresemos a la ecuacién diferencial correspondiente, que
expresa la conservacién de la energia en un punto:

a E'D + B-H
vs + 5 [ BRRH

donde j'E es el trabajo realizado por el campo local sobre las

=« JE (1.19)
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particulas cargadas por unidad de volumen.

c) Ondas Electromagnéticas.

Una de las consecuencias m&s importantes de las ecuaciones de
Maxwell es la deduccién de las ecuaciones de propagacién de ondas
electromagnéticas en un medio lineal. La ecuacién de onda para H
se obtiene tomando el rotacional de (1.12):

4n 1 aD
VleH=—c-ij+EVX-a—t-.
Poniendo D = ¢eE y J = oE y suponiendo que o y £ son constantes,
tenemos:

_ 4n ;]
UsxUxH = ] o WxE + c 3t VxE

El orden de las derivadas con respecto al tiempo y al espacio
puede intercambiarse si E es una funcién que se comporta lo
suficientemente bien, lo que supondremos es el caso. La ecuacibdn
(1.10) puede ahora usarse para eliminar VxE, dando

2
wodt = - 4 o, i 2 W
c c” a8t
donde se ha usado B = uH, siendo u una constante. La identidad
vectorial
WUx = 90 = ¢° (1.20)
se utiliza ahora para obtener:
2
vv~n-v2u=-i'21cug%-5-2—“-% (1.21)
c [} at

Como 4 es una constante,
1
VH==-"VB =0 ;

en consecuencia, el primer término del primer miembro de 1la
ecuacién (1.20) se anula. La ecuacién de onda final es:
2

vau-z—‘z‘z—t'zi-:—'z’oug%=o (1.22)
El vector E satisface la misma ecuacién de onda, como se ve
facilmente tomando primero el rotacional de la ecuacién (1.10)
2B 1
. ét ¢
Utilizando la ecuacién (1.12) para eliminar el campo magnético y
considerando o, M y ¢ como constantes, se tiene:

UxUxE = = VUx
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2
WhE = - U8 2E AT 4 52
c ét c
Aplicando 1la identidad vectorial (1.20) Yy restringiendo 1la
aplicacién de la ecuacién a un medio libre de carga, de modo que -
VD = 0, se tiene:
e
ceu 8"E an dE
= —= = = uoc =x =20 (1.23)
c? at? cz at
Las ecuaciones de onda deducidas antes rigen el campo

electromagnético en un medio lineal homogéneo en el cual 1la
densidad de carga es cero, sea este medio conductor o no. Sin
embargo, no es suficiente que estas ecuaciones se satisfagan; las
ecuaciones de Maxwell también deben satisfacerse., Es claro que las
ecuaciones (1.22) y (1.23) son una consecuencia necesaria de las
ecuaciones de Maxwell, pero lo inverso no es cierto. Al resolver
las ecuaciones de onda, debe ponerse cuidado en obtener soluciones
que cumplan las ecuaciones de Maxwell.

En un medio no conductor, ¢=0 y las ecuaciones de onda para E y
H resultan:

vE -

vE-HIE_, (1.24)
c? at
cu 3°H

TH - L2 =0 (1.25)
c? st

Se ve por esto que la velocidad de propagacién de las ondas
electromagnéticas en un medio dieléctrico homogéneo es c/vV(ed) .
8i el medio es conductor, ¢>0, el tercer miembro de la ecuacibdn de
onda debe mantenerse y el resultado seri una onda amortiguada.

Siguiendo el proceso de la deduccién de la ecuaciébn (1.23) de
nuevo hasta las ecuaciones de Maxwell, notaremos que el segundo
término, o sea: ’

- tu s
s T 5 ’
¢ ot ap
se deduce de la corriente de desplazamiento 7 en la ecuacién
(1.12), mientras gue el tercer término, o sea:
4an 8E

se deduce de la corriente de transporte j en la ecuacion (1.12).
Por tanto, la existencia misma de 1la propagacién de ondas
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electromagnéticas depende de 1la corriente de desplazamiento
introducida por Maxwell. Sin ella, sdlo ocurriria el decaimiento
exponencial de los campos.

Una consecuencia importante de las ecuaciones (1.24) y (1.25),
es gue un campo electromagnético puede existir incluso cuando no
existan cargas. El1 campo electromagnético en el vacio esta
determinadoc por las ecuaciones de Maxwell, en las que debemos
hacer p = 0 y j = 0, Estas ecuaciones tienen soluciones no nulas.
Los campos electromagnéticos que existen en el vacio en ausencia
de cargas estdn en forma de ondas electromagnéticas. Observemos
que dichos campos deben necesariamente variar con el tiempo. En
efecto, de no ser asi g% = g% = 0 y las ecuaciones de Maxwell
coincidirian con las ecuaciones de un campo constante con p = 0, §
= 0. Pero la solucién de estas ecuaciones se anula para p = 0, § =

0.

Potenciales Electromagnéticos.

Como 1a induccién magnética tiene divergencia cero, puede
representarse como el rotacional de un potencial vectorial, esto
es,

B=VxA (1.26)

Utilizando la ecuacién de Maxwell (1.10) con esta expresiédn para
B, obtenemos:
1 8 _

Suponiendo suficiente continuidad en los campos para intercambiar
la derivada espacial y temporal, se puede escribir:
1 8A
VX[E+E§-€)
Entonces el vector E + é g% tiene rotacional cero, por lo que
puede escribirse como el gradiente de un escalar:

1 8A
E+EF€=-V¢

= 0

+ E=-vp- L2 (1.27)

Las ecuaciones (1.26) y (1.27) dan 1los campos electrico y
magnético en funcibn de un potencial vectorial A y un potencial
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escalar ¢. Hasta ahora se ha especificado el rotacional de A; la
divergencia de A es aun arbitraria. Esto implica que 1los
potenciales no estan determinados de manera fGnica, por 1lo
que se puede imponer una condicién extra a los potenciales, esta
condicién es llamada norma de los potenciales.

Estos potenciales satisfacen ecuaciones de onda que son muy
semejantes a aquellas satisfechas por los campos. Efectivamente,
substituyendo (1.26) y (1.27) en las ecuaciones de Maxwell (1.11)
Y (1.12), e imponiendo 1la condicién de Lorentz para los
potenciales:

A+ 22
vA+ZE =0

se obtienen las ecuaciones de onda para los potenciales:
2

1 8°A 2 an

L2 - A = — (1.29
o’ c )
1 82¢ 2

- = V¢ = anp (1.30)
c” at
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CAPITULO 2
ELECTRODINAMICA RELATIVISTA

La invariancia en forma de las ecuaciones de la electrodinimica
bajo transformaciones de Lorentz fue mostrada por Lorentz y
Poincaré antes de la formulacién de la teoria especial de 1la
relatividad. Esta invariancia de forma o covariancia de 1las
ecuaciones de Maxwell y de la fuerza de Lorentz implica que las
diversas cantidades de estas ecuaciones (p, E, J, B) se
transforman de una forma bien definida bajo transformaciones de
Lorentz. Entonces, los términos en las ecuaciones deben tener un
comportamiento consistente bajo transformaciones de Lorentz.

Consideremos primerc la ecuacién de movimiento de una particula
con cantidad de movimiento p y carga q bajo la accién de la fuerza
de Lorentz,

a
Sabemos gque p se transforma como la parte espacial del
cuadrivector de energfa-momento p° :

9-E=q[g+%x3] (2.1)

P’ = (po, P) = (mUo, mU) = m (Uo, U) = mU®
donde po = E/c y U" es la cuadrivelocidad U = (yc, 7v). 8i
utilizamos el tiempo preopio Tt en lugar de t para la diferenciacién
en (2.1), ésta se puede escribir como:

§§=2[Uos+uxn] (2.2)

El tiempo propio t se define como: T = t/y.

El lado izquierdo de esta ecuacién es la parte espacial de un
cuadrivector. La componente temporal correspondiente es la razén
de cambio de la energia de la particula: '

dpo _ )
ag--—gur: (2.3)

Si las ecuaciones de la fuerza y del cambio de energia han de ser
Lorentz-covariantes, los términos del lado derecho deben ser las
componentes de un cuadrivector. Estos términos contienen productos
de tres factores, la carga q, la cuadri-velocidad, y los campos
electromagnéticos. Si las propiedades de transformacidn de dos de
tres factores son conocidas, y se exige la covariancia de Lorentz,
entonces las propiedades de transformacién del tercer factor se
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pueden establecer.

La carga eléctrica se conserva, hasta donde sabemos. Aun mnis,
las magnitudes de las cargas de las particulas ( y as{ mismo de
cualquier sistema de cargas ) son miltiplos enteros de la carga
del electré4n. Los resultados de diversos experimentos, sustentan
l1a "invariancia de carga" bajo transformaciones de lorentz o, mis
concretamente, la independencia de la carga observada de 1la
particula con su velocidad.

La invariacia experimental de la carga eléctrica y el
requerimiento de covariancia de Lorentz de la ecuaidn de la fuerza
de Lorentz (2.2) y (2.3), determinan 1las propiedades de 1la
transformacién de Lorentz para el campo electromagnético. Por
ejemplo, el requerimiento de (2.3) de que U-E sea la componente
temporal de un cuadrivector establece que las componentes de E son
las partes espacio-temporales de un tensor F*° de segundo rango,
esto es, E'U = FUs.

Por simplicidad, consideremos 1las ecuaciones de Maxwell en
forma microscépica, sin D ni H. Comencemos con la ecuacién de
continuidad:

a
5@ +93J=0 (2.4)

Es natural postular que p y J forman un cuadrivector J%:

J = {(cp, J) (2.5)
Entonces la ecuacién de continuidad toma la forma obviamente
covariante:

3.3% = 0 (2.6)
donde el operador diferencial covariante 8. esta dado por:

(a3
3a—{—é—§°,V]

El hecho de gque J* es un legitimo cuadrivector se sigue de 1a
invariancia de la carga electrica: la carga en un pequefio elemento
de volumen d°x es pd’x, dado que éste es un invariante, entonces
es cierto que p’d:’x' = pd’x. Pero el elemento de volumen
cuatridimensional a'x=dx.d@’x es un invariante de Lorentz:

4,, _ (X!, X1, 2!, %X3') &
a’x a(xo,m,xz,xz)dx

La igualdad p'dax' =pd3x implica entonces, que cp se transforma
como ¥, es decir, como la compcnente temporal de un cuadrivector.

= det(A) d'x = a'x
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En la familja lcorentziana de normas, las ecuaciones de onda
para el potencial vectorial A y el potencial escalar ¢ son

1 8N | g7 oMy
¢ at? ¢
5o (2.7)
1 2
- —= = V% = 4mnp
c® at?
con la condicién de Lorentz:
199 A =
S tVA=0 (2.8)
El operador diferencial en (7) es el laplaciano cuatridimensional:
2 2
nz=a.a‘=a_2-v2=.’_z?_.2-vz
dXo c” at

mientras que los miembros de la derecha son las componentes de un
cuadrivector. Obviamente, la covariancia de Lorentz requiere que
los potenciales A y ¢ formen un potencial cuadri-vectorial:

A = (¢, A) (2.9)
Entonces, las ecuaciones de onda y la condicién de Lorentz toman
la forma manifiestamente covariante:
an

2ol a

oA ——EJ

. (2.10)
A =0

los campos E y B son expresados por medio de los potenciales
como:

1 6A
E=-Z= -V .
c 8t (2.11)
B=VxA
Las componentes x de E y B estédn dadas explicitamente por:
1 OAx 8¢ 0,1 1,0
Ex = = < a2 - 2L = = ( 8°A" - 8aA&°)
¢ at ax (2.12)
= OAz _ 8Ay _ _ 223 _ 432
B =3y "5z - (8°A° - &°A%)
recordando que A* = (¢, A) y 8 = (3/8%., - V). Estas ecuaciones

implican que el campo eléctrico, y el campo magnético, seis
componentes en total, son los elementos de un tensor antisimétrico
de segundo orden,

Fub a,b by a

= 98A - 3A (2.13)
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El tensor F es 1llamado tensor de campo electromagnético,
Explicitamente, podemos escribir F*® como una matriz, en la cual

el indice » = 0, 1, 2, 3, etigueta los renglones y el indice » las

columnas:
0 -Ex -Ey -Ez
b Ex 0 -Bz By
F =
Ey Bz 0 =Bx
Ez =By Bx 0
o bien
1] Ex Ey Ez
-Ex 0 =Bz By
Fab =

~Ey Bz 0 =Bx

-Ez =By Bx 0

Otra cantidad Gtil, es el tensor dual de campo electromagnético
3*°. Definimos primero el tensor €*™® de cuarto rango
completamente antisimétrico de Levi-Civita:

+ 1 para s=0,b=1,c=2,d=3, Y

cualquier permutacién par,
abed _ . (2 15)
- 1 para permutaciones impares. *

0 cualquier otro caso.
Este tensor tiene la propiedad de gque sus componentes son las
mismas en todos los sistemas coordenados. Con respecto a
rotaciones del sistema ordenado, las cantidades e*™? ge comportan
como un tensor, pero si cambiamos el signo a una o tres
coordenadas, las componentes g , siendo definidas como el
mismo en todos los sistemas coordenados, no cambian, mientras que
las componentes de un tensor cambian de signo. Entonces,
estrictamente hablando, €™ no es un tensor, sino un
pseudotensor. Los pseudotensores, de cualquier rango, en
particular los pseudoescalares, se comportan como tensores bajo
todas las transformaciones de coordenadas excepto aquéllas gue no
pueden ser reducidas a rotaciones, es decir, reflexiocnes, cuyos

cambios en el signo de las coordenadas no pueden ser reducidos a
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rotaciones.
S8i A™ es un tensor antisimétrico, el tensor A™ y el
pseudotensor AT . %c'"bhb se dice que son duales uno al otro.

El tensor dual de campo electromagnético esta definido por:

0 -Bx =By =Bz

Bx 0 Ez =Ey
Fea = (2.16)
By -Ez 0 Ex

Bz Ey -Ex 4]

Los elementos del tensor dual 3 se obtienen de F' cambiando
E+B y B -E en (2.14).

Para completar la demostraciétn de la covariancia de 1la
electrodindmica debemos escribir las ecuaciones de Maxwell en una
forma explicitamente covariante. Las ecuaciones inhomogéneas son:

V-E = anp
1 E _ 4am

En terminos de F* y la cuadricorriente J" estas ecuaciones toman
la forma:

s
Similarmente, las ecuaciones homogéneas de Maxwell,

3F*® = (2.17)

VB =20

pueden ser escritas en términos del tensor dual de campo como

825" = 0 (2.18)
En términos de F"’, las ecuaciones homogéneas son:

8°F™° + &"F® + &°F"® = o (2.19)

La expresidn de la izquierda es un tensor de rango 3, el cual es

antisimétrico en sus tres indices. Las Gnicas componentes que no

son idénticamente cero son aquellas con a##c. De esta forma, hay
solo cuatro ecuaciones diferentes.

Ccon las definiciones de J®, A®, y F*®, junto con las ecuaciones

de onda o las ecuaciones de Maxwell, queda establecida 1la

covariancia de las ecuaciones del electromagnetismo.Para completar
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el anilisis, escribamos la ecuacién de la fuerza de Lorentz (2.2)
Y la de 1la razén de cambio de 1la energia (2.3) en forma
explicitamente covariante:

g%; m %‘: 2 (2.20)

Para las ecuaciones macroscédpicas de Maxwell es necesario

distingir dos tensores de campo electromagnético, F* = (E,B) y

6" = (D,H). La forma covariante de las ecuaciones de Maxwell es:

8aG™ = i’é 3, 85" = 0 (2.21)

Es claro que con los campos (E,B) y (D,H) transform&ndose como
tensores antisimétricos de segundo orden; la polarizacién P y el
negativo de la magnetizacién =-M forman un tensor similar. Con
estas cantidades, teniendo como significado fisico los promedios
macroscbpicos de propiedades atémicas en el sistema de referencia
en reposo con respecto a este medio, se determina 1la
electrodindmica de la materia macroscépica en movimiento.
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CAPITULO 3
TEORIA DE RADIACION

El estudio de los mecanismos de emisién de ondas
electromagnéticas es de fundamental importancia en la astrofisica,
dado que un precisc conocimiento del origen de las emisiones
permite la deducciédn de informacién importante acerca de la
naturaleza fisica de 1las fuentes, como su temperatura,
constitucién, densidad, ionizacién, el campc magnético de 1la
fuente, etc. Mientras que ciertos mecanismos de emisién tales como
el bremsstrahlung y la emisién sicrotroénica estan bien entendidos,
otros, por ejemplo, la radiacién proveniente de oscilaciones de
plasma, son mucho mas complejas.

Los mecanismos de emisién pueden ser clasificados en diversas
formas. Por ejemplo, los podemos dividir en procesos macroscépicos
Y procesos microscépicos. En el segundo caso, cada particula
(electrédn, atomo o i6n) emite radiacién independientemente de los
otros, y la suma de estas radiaciones incoherentes debidas a todas
las particulas, constituyen una emisién que puede cambiar s&lo con
el cambio de las condiciones del medio. En el caso de procesos
mac;oscépicos, un grupo de particulas bajo un movimiento ordenado,
emiten una radiacién con cierto grado de coherencia. Estas
emisiones implican, algunas veces, fenémenos de rescnancia, por lo
que son muy irregulares. El bremsstrahlung y la radiacién
sincrotrénica, son mecanismos de radiacién incoherente, mientras
que el mecanismo de radiacién por ondas de plasma puede ser
coherente o incoherente.

En un gas ionizado en eguilibrio térmico, las velocidades de
las particulas tienen una distribucién maxwelliana. Si no hay
fuentes externas de energia, la emisién no excede la radiacién de
cuerpo negro a la misma temperatura, y se dice que es originada
por una fuente térmica. Si hay fuentes capaces de ceder su energia
al medio, las particulas tienen una distribucién de velocidades no
maxwelliana y se dice gque es originada por una fuente no térmica.
Por ejemplo, un cierto nimero de particulas pueden ser aceleradas
de manera individual a velocidades mucho m&s altas que 1la
velocidad térmica, o bien, un movimiento ordenado de un grupo de
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particulas puede ser superpueste al movimiento térmico de
agitacién. El1 primer mecanismo corresponde a la radiacién
girosincrotrénica y el segundo a un fenémeno tal como oscilaciones

del plasma.

a) Potenciales de cargas en movimiento.

Derivemos las ecuaciones que determinan los potenciales para
cargas en movimiento. Esta derivacién es m&s conveniente en
notacién cuatridimensional. Utilicemos las ecuaciones de Maxwell:

il

8. F = 5 3

Utilizando ahora la definicién de F*°

ab b, a

F*> = 3°a° - 3
e imponiendo la condicién de Lorentz:

A

8aR* = 0
en los potenciales, se obtiene:

8a8° A® = M 5

(3.1)
c

Esta es la ecuacién gue determina los potenciales de un campo
electromagnético arbitrario. En notacién tridimensional, obtenemos
las ecuaciones de onda para A y ¢:

mn

1
13A . A4y (3.2)
c? at? d

2
1828 . Pp-ump (3.3)
¢ at

Como es sabido, la solucién de las ecuaciones diferenciales
lineales e inhomogéneas (3.2) y (3.3) pueden ser representadas
como la suma de la solucién de estas ecuaciones sin el término del
lado derecho (una solucién a la ecuacién homogénea
correspondiente) y una integral particular de estas ecuaciones con
el término del lado derecho (una solucién particular a la ecuacién
inhomogénea). Para encontrar la solucién particular, dividimos el
espacio entero en regiones infinitamente pequefias y determinamos
el campo producido por las cargas localizadas en uno de estos
elementos de volumen. Debido a la linealidad de las ecuaciones de
campo, el campo serd la suma de los campos producidos por todos
estos términos.
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La carga "de" en un elemento de veolumen dado es, en términos
generales, una funcién del tiempo. Si escogemos el origen de
coordenadas en el elemento de volumen en consideracién, entonces
la densidad de carga es p = de(t) §(R), donde R es la distancia al
origen.

Entonces, debemos resolver la ecuacién:

2 1 62¢
V¢ - — —F = - an de(t) §(R) (3.4)
c® at?
En todas partes, excepto en el origen, &(R) = 0, y tenemos la
ecuacién:
2
w3 -129-—‘21= 0 (3.5)
c” a8t

Es claro que en este caso, estamos considerando ¢ con simetria
esférica, es decir, ¢ es una funcién de R lGnicamente. Entonces si
escribimos el operador de Laplace en coordenadas esfericas, (3.5)
se reduce a:

3R 2

Rz dR 8R c Btz

Para resolver esta ecuacién, hacemos la substitucién:

(r,t) = X{EE)

Entonces, la ecuacién para x es:

1 8 2 a¢ ] _ 1 62¢ =0

2 2
Q.% - l.z §_§ =0 (3.6)
dR c” at
La cual es una ecuacién para ondas planas, cuya solucién es de la
forma:

= - R R
x = fa[ t c ] + fz( t + S ]

Para mostrar lo anterior, escribamos la ecuacién (3.6) para una

funcién £ en la forma:

2 3°f =
2

’f _ o
at? R
entonces, a su vez la podemos escribir como:

a 8 [} [} -
[-a—i--c-a—R-] [-5€+C-5-ﬁ]f—0

e introducimos las variables:

0

=t - R = R
E=t c n t+c
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‘por lo que:

t=1(g+n) y R=Z(n-¢)
Entonces:
a _1(38 3 8 _1( 8 8
3 Tz [ 3t T~ © &R ] an 3 [ 3t ¥ © &R ]
de tal forma que la ecuacién para f es:
2
5L _o»
dEan

La solucién obviamente tiene la forma f = f£1(€) + fz(m), donde f1
y fz son funciones arbitrarias. Por lo tanto:

- - R R
X = fx[ t s ] + fz[ t + s ]

Dado que solo queremos una solucién particular de la ecuacién, es
suficiente escoger sélo una de las funciones fi1 y fa2. Usualmente
es mas conveniente tomar fz = 0. Entonces, en todas partes excepto
en el origen, ¢ tiene la forma:

= x (t - R/ec)
¢ =2 ==L (3.7)

Hasta ahora la funcién x es arbitraria; escojamos ahora una tal
que contenga el valor correcto para el potencial en el origen. En
otras palabras, debemos seleccionar una x tal que en el origen la
ecuacién (3.4) es satisfecha. Esto es facil de hacer, notando que
conforme R0, el potencial crece indefinidamente, y entonces, sus
derivadas con respecto a las coordenadas se incrementan mucho mas
rapido que su derivada temporal. Consecuentemente, conforme R-0,
podemos, en la ecuacién (3.4), despreciar el término Bz¢/8t2
comparado con V2¢. Por lo que:

vP¢ = - an de(t) 5(R),
recordando que la ley de Coulomb implica que V¢ = —un e S(R), por
lo que cerca del origen, la ecuacién (3.4) conduce a la ley de
Coulomb, como era de suponerse., Entonces, cerca del origen, (3.7)
debe de conducir a la ley de Coulomb, por lo que se concluye que
de(t) = x(t), esto es,
¢ = de(t - R/c)
R

De aqui es facil obtener la solucién a la ecuacién (3.3) para
una distribucién arbitraria de cargas p(x,y,z,t). Para hacer esto,
es suficiente escribir de = pdV (dV es el elemento de volumen) e
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integrar sobre todo el espacio. A esta solucién de la ecuacién
inhomogénea (3.3) debemos agregar la solucién ¢ de la misma
ecuaciébn sin el término del lado derecho. De esta forma, la
solucién general tiene la forma:

¢ (r,t) = I Le(r’, t - R/C) AV + ¢ (3.8)
donde:

R=r-r’, dv’/=dx‘dy’dz’, r=(x,Y,2), r'=(x',y’,2’)
R es la distancia desde el elemento de volumen dV al "punto del
campo" en el cual deseamos determinar el potencial. Podemos
escribir esta expresidn mé&s brevemente en la forma:

¢=Iﬂ!’2—“’—°dv + 4o (3.9)

donde el subindice t-we significa que la cantidad p debe ser
tomada al tiempo t - R/c, y la prima en dV’ es omitida.
De forma andloga, se encuentra para el potencial vectorial:

A=éJ‘J‘—aﬂfdv + Ao (3.10)

donde Ao es una solucién a la ecuacién (3.2) sin el término del
lado derecho.

Los potenciales (3.9) y (3.10) (sin ¢o Yy Ac) son llamados
potenciales retardados.

En el caso de cargas en reposo (es decir, la densidad p
independiente del tiempo), la formula (3.9) conduce a la ya antes
conocida férmula:

= E
¢=[Eav
para el campo electrostitico.

Para el caso de movimiento estacjonario de cargas, la formula
(3.10), despues de promediarse en el tiempo, conduce a la férmula:

i=éj%dv
para el potencial vectorial de un campo magnético constante.
Las cantidades Ao Y ¢o en (3.9) y (3.10) son determinadas de
forma que satisfagan las condiciones del problema. Para hacer
esto, es suficiente con imponer condiciones a la frontera, esto

es, fijar los valores del campo al tiempo inicial. Sin embargo,
generalmente no se tiene que trabajar con esas condiciones
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iniciales. En cambio, se dan condiciones a grandes distancias del
sistema de cargas durante tcdo el tiempo. Entonces, debemos saber
qué radiaciédn incide en el sistema proveniente del exterior. En
correspondencia a esto, el campo producido como resultado de la
interaccién de esta radiacidén con el sistema puede diferir del
campo externo s6lo por la radiacibn originada por el sistema. Esta
radiacién emitida por el sistema debe, a grandes distancia, tener
la forma de ondas desplegdndose hacia el exterior del sistema,
esto es, en la direccién de crecimiento de R. Pero precisamente
esta condicién es cumplida por los potenciales retardados.
Entonces esas soluciones representan el campo producido por el
sistema, mientras que ¢o y Ao deben ser iguales al campo externo
que actia sobre el sistema.
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b) Potenciales de Lienard-wiechert.

Determinemos ahora los potenciales para el campo producido por
una carga gue se mueve a lo largo de la trayectoria r = ro(t).

De acuerdo a las férmulas para los potenciales retardados, el
campo en el punto de observacién P(x,y,2) al tiempo t es
determinado por el estado de movimiento de la carga al tiempo
anterior t’, para el cual, el tiempo de propagacién de la sefial
luminosa desde el punto ro(t’), donde la carga estd localizada, al
punto P del campo coincide con la diferencia t - t’. Sea R(t) = r
- ro(t) el radiovector que va de la carga al punto P, donde ro(t)
es una funcién dada del tiempo. Entonces, el tiempo t’ esta
determinado por la ecuacién:

e+ BLED - ¢ (3.11)
Para cada valor de t esta ecuacibn tiene solo una raiz t’.
En el sistema de referencia en el cual la particula estd en
reposo al tiempo t’, el potencial en el punto de observaciétn al
tiempo t es justamente el potencial de Coulomb,

= —2 =
¢ = RTED A=0 (3.12)
Las expresiones para los potenciales en un sistema de
referencia arbitrario pueden ser encontrados directamente,
encontrande un cuadrivector que, si v = 0 coincide con las
expresiones anteriores para ¢ y A. Tomando en cuenta gque, de
acuerdo con (3.11), ¢ en (3.12) se puede escribir en la forma
_ e
= -tn
encontramos gue el cuadrivector es:

u-

L] s
A = e _—.Rau (3.13)
donde u® es la cuadrivelocidad de la carga, R® = (c(t-t’), r-r'’),

donde x’, y’, 2z’, t’ est&n relacionados por la ecuacién (3.11), la
cual en forma cuadridimensional es:
RaR® = 0 (3.14)
Ahora bien, transformando nuevamente a notacién tridimensional,
obtenemos, para los potenciales del campo producido por una carga
puntual moviéndose arbitrariamente, las siguientes expresiones:
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e T AR (3.15)
c c

donde R es el radiovector, tomado desde el punto donde la carga
estd localizada hasta el punto de observaciébn P, y todas las
cantidades en el lado derecho deben ser evaluadas en el tiempo t’,
determinado por (3.11). Los potenciales del campo, en la forma

(3.15), son llamados potenciales de Lienard - Wiechert.
Para calcular las intensidades del campo eléctrico y magnético

de las férmulas:
B=VxA

debemos diferenciar ¢ y A con respecto a las coordenadas x, Y, 2,
de el punto y el tiempo t de observacién. Pero las férmulas (3.15)
expresan los potenciales como funcién de t’, y es con la relacién
(3.11) que resulta come funcién implicita de x, y, z, t. Entonces,
para calcular las derivadas requeridas debemos encontrar primero
las derivadas respecto a t’/. Derivando la relacién R(t’)=(t-t’)c
con respecto a t obtenemos:

8R _ R Ot' _Rv Bt/ ) ot/
at — atrat R 3t at
donde se ha usado el hecho de que:
2
dR R
3t = 2 Rgg, = 2 R(-v(t')) = -2 RV
2
8R" _ dR
3t - 2R G
Por 1lo que:
atr_ '"lvTi‘ (3.16)
at 1- “Rc

Similarmente, diferenciando la misma relacién con respecto a las
coordenadas, encontramos:

=-21 =-1[ @R R
1244 - VR(t’) 5 [ at'Vt' + R ]
entonces:
v = - R (3.17)
-V
cR-__c_

Con la ayuda de estas férmulas, no hay dificultad en llevar a
cabo los célculos de los campos E y B. Omitiendo todos los
cilculos intermedios, se llega a:
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E=e — !é! ]: ( R-2R ] + =T f 54!’]3 Rx{{ R -3 é]:&}
(3.18)
B=gRxE (3.19)

o bien, escritos en otra forma:

E(x,t) = e [ __1L:~§___] + e [ nx {(n-§) x@} ]
721 - Bn)Her € (1-§En?3R ret

B(x,t) = [ nx E Jret

donde en el primer conjunto, v = g%,, Yy en el segundo conjunto, se
tiene n = %,
de estas ecuaciones, se refieren al tiempo t’. Es interesante

E:%; todas las cantidades en los lados derechos

notar que el campo magnético es siempre perpendicular al campo
eléctrico.

El campo eléctrico (3.18) consiste de dos partes distintas. El
primer término depende sé6loc de la velocidad de la particula (y no
de su aceleracién) y varia a grandes distancias como I/Rz. El
segundo término depende de la aceleracién, y para R grandes varia
como 1/R. Después se observard gque este Gltimo término esté
relacionado con las ondas electromagnéticas radiadas por 1la
particula. Los campos (3.18) y (3.19) se dividen naturalmente en
campos de velocidad, 1los cuales son independientes de 1la
aceleracibn, y campos de aceleraciébn, los cuales dependen
linealmente de v. .

Utilizando el tensor de campo electromagnético E’b, los campos
(3.18) y (3.19) se pueden esribir como:

P = e d ((x - - (x - ]

(3.20)
U(x - r)e 97 U"(x = ¥)n

Aqui U® es la cuadrivelocidad y r’ es 1a cuadriposicién, ambos
dependientes de t. Despues de la diferenciaciédn la expresién debe
ser evaluada en el tiempo to (retardado), definido por la ecuacién
(3.11) escrita en forma tensorial:

(X - T(To))" (X - X(To))n = O
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c)Radiacibn emitida por una carga acelerada.

Si una carga es acelerada, pero es observada en un marco de
referencia donde su velocidad es pequefia comparada con la de la
luz, entonces en ese sistema de coordenadas el campo de
aceleracidn en (3.18) se reduce a:

E =2 [ “—"—%—"ﬂ ]m (3.21)
El flujo instanté&neo de energia estid dado por el vector de
Poynting:

= C _Cc _ € 2
S—GEXB—-‘—ﬁ{Eax(ana)}——‘—"-lsuln (3.22)

Esto implica que la potencia radiada por unidad de &ngulo sélido

es:

2 .
dap c 2 e = 2

ag = i |REBI = e l n x ( nsx§g ) | (3-23)
8i 6 es el &ngulo entre la aceleracién v y n, como se muestra en
la figura 3.1, entonces, la potencia radiada puede escribirse

como:

dp e’ c 42 2
I35 = —= |v|“sen“e
dan ;nc3

(3.24)

Y

@

fig, 3.1

Al escribir distribuciones angulares de radiacién, se exhibe
siempre la polarizacién explicitamente escribiendo el cuadrado de
un vector el cuél es proporcional al campo eléctrico. Si 1la
distribucién angular para algin tipo especial de polarizacién es
necesaria, se puede obtener tomando el producto escalar del vector
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con el vector apropiado de polarizacién antes de tomar el
cuadrado. Se observa de la ecuacién (3.21) gque la radiacién esta
polarizada en el plano que contiene a v y mn. La potencia total
radiada se obtiene por medio de la integraci6n (3.24) sobre el
dngulo sblido:

n

p=§§ | v |? (3.25)
Esta es 1la conocida expresién de Larmor para una carga no
relativista acelerada.

La fé6rmula (3.22) puede ser generalizada por medio de
argumentos de covariancia bajo transformaciones de Lorentz para
conducir a una expresién que sea vAlida para cargas con
velocidades arbitrarias. La energia electromagnética radiada se
comporta bajo transformaciones de Lorentz como la componente
temporal de un cuadrivector. Este resultado puede ser utilizado
para mostrar que la potencia P es un invariante de Lorentz. Si
pudieramos encontrar un invariante de Lorentz que se reduzca a la
férmula de Larmor (3.25) para B « 1, entonces tendremos la
generalizacién deseada. Existen una gran variedad de invariantes
de Lorentz que se reducen a (3.25) cuando 8 - 0. Pero la forma de
los campos (3.18) y (3.19), sugiere que éstos deben incluir
s6lamente términos B y E: Con esta restriccién en el orden de las
derivadas, el resultado es Gnico. Para encontrar la generalizacién
de (3.25), escribamos esta férmula de la siguiente manera:

2
-2_e (dp dp
L3 3 m2e? dt dt ’ (3.26)

donde m es la masa y p el momento de la particula cargada. La

generalizacién Lorentz-invariante debe de ser:

2 U] =
-=-2_¢e [(dp, dp
P 3 20 { dr dt (3.27)

donde dtr es el tiempo propio y p° el cuadrimomento de la
particula. Para comprobar que (3.27) conduce a (3.25), simplemente
se toma el limite g - 0 en (3.27). Para esto, obsérvese que:

dPe _ _ dUs _ _ d =) _ d(zc)  d(ci1B)
E—ma-f-—ma?["c:c"B]_m[ dt ’ dt ]

=mcr[g{-.1g—§+§%%]
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entonces:
BT, dPe _ p2cty? [ P EB) - B - BB - PBRE R ]
= n’c’y? ( BB - B (1 - 8 ]

1]
H
nN
[¢]
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o
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@™
]
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n

]
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]
™
o
[N
| S—

)
=wchyt (- B e E B
por lo que:
_2¢€.¢6 22 _ 43 . m\°

P-if [F- @B’ (3.28)
La expresién (3.28) se conoce como el resultado de Lenard. De aqui
es facil ver que si B = 0, la ecuaciétn (3.27) conduce a la
ecuacién (3.25). El hecho de que la generalizacién (3.27) es Qnica
puede ser visto teniendo en cuenta qgue un invariante de Lorentz
est& formado por el producto y contraccién de dos cuadrivectores o
dos tensores en todos sus Indices. Los Gnicos tensores disponibles
para esta generalizacién son p" y dp"/dr. S6lo la expresién (3.27)
conduce a la férmula de Larmor para 8 -» 0, la contraccién de

productos ;fdpn/dt no conducen a la expresién (3.25).
Una particula radia durante el tiempo dt la energia:

dE = P 4t
o bien:
2
_ 2 e f av* du
d@-'sg[a'fa? ]dt

generalizando 1los resultados anteriores, se obtiene dque el
cuadrimpulso total radiado durante el paso de la particula por un
campo electromagnético dado es:

2
1 _ _z2 e av® dux 1
AP = 5 ;3 I { —d-f a?} dx (3.27&)
Escribamos esta férmula en otra forma, expresando la

cuadriaceleracién dU‘/dt en funcién del tensor de campo
electromagnético exterior y valiéndonos de 1la ecuacién de
movimiento:

dux _ e
mﬁ —EFklU-
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Obtenemos entonces:

a7 = - 2 ) (F U ) ax! (3.27b)

La componente temporal de (3.27a) y (3.27b) da la energia total
radiada AE. Substituyendo en vez de las cantidades
cuadridimencionales en funcién de cantidades en el espacio
tridimensional, se obtiene:
(-]
ezfv
3
c
-

C
ﬁZ]-T-— dt

1=,

(=]

o bien, en funcién de los campos exteriores eléctrico y magnético:

2
2
- v lz!l

(3.27¢)

win

pe = 28 J‘ {E+vxH/ cvf- QS EV® (5 59
(%
c
Las expresiones correspondientes al impulso radiado total difieren
de é&stas en un factor v mis en el integrando ( ya que dax'= v'ar =
Ul(l 3z)x/zdt ).

Esta férmula pone de manifiesto que para velocidades préximas a
la velocidad de la luz, la energia total radiada por unidad de
tiempo varia en esencia con la velocidad como (1 = 82)“2, esto
es, proporcionalmente al cuadrado de la energia de la particula en
movimiento. La tUGnica excepcién es el movimiento en un campo
eléctrico paralelamente a la direccién del campo. En este caso el
factor (1 - Bﬂ‘n, gue aparece en el denominador, se reduce por
un factor idéntico en el numerador y . la radiacién resulta
independiente de la energia de la particula.

En un movimiento unidimensional de (3 27) se obtiene que:
L 2
-dp dpe _ [ dp | . =(dp
ar a3 & B at

i P =2 e’ { dp ]2 (3.28a)

n3c? dt
Para una carga acelerada en movimiento no relativista, 1la
distribucién angular muestra un comportamiento como senze, donde &
se mide con respecto a la direccién de 1la aceleracién. Para
movimientos relativistas, los campos de aceleraciédn dependen de la
velocidad, asi como de la aceleracién. Por lo que la distribucién

angular es m&s complicada. De (3.18) la componente del vector de
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Poynting puede ser calculada:

) e {1 |nx[(n=-8) =B8]
[(S:nlret = 2 { . | (1-8n°
Se puede ver que hay dos efectos relativistas presentes en (3.29).
Uno de ellos es el efecto de la radiacién espacial entre B y B, la
cual determina la distribucién &ngular. El otro es un efecto
relativista general que surge de la transformaciétn del sistema de
la particula en reposo instantdneo al sistema del observador y se
manifiesta en la presencia del factor (1 - §:'n) en el denominador
de (3.29). Para particulas ultrarrelativistas, este filtimo efecto
es dominante en la distribucién &ngular.

En (3.29) S'n es la energia por unidad de A&rea por unidad de
tiempo detectada en un punto de observacién al tiempo t de 1la
radiacién emitida por la carga al tiempo t’= ¢t - R(t’)/c. Si
queremos calcular la energia radiada durante un periodo finito de

2
} (3.29)
ret

aceleracibn, digamos de t’= Ti a t’=T2, escribimos

t=T2¢[R(T2)/Cc] L'=Te
€ = I [S'n]ret dt = I (S'n) %-‘3, at’ (3.30)
t=T1+[R(T1)/¢c] t'=T}

Se observa que 1la cantidad Gtil y con mis significado es
(S-n)g g%,] , la potencia radiada por unidad de &rea en términos
del tiempo propio de la carga. De esta forma definimos la potencia
radiada por unidad de &ngulo sé6lido como:

ap 5%_’_)_ = RZ(S'I'I) %%, = RZ(S'D) (1 - B'n) (3.31)

Si imaginamos que la carga es acelerada sblo durante un corto
periodo de tiempo durante el cual § y B son esencialmente
constantes en magnitud y direccién, y si observamos la radiacién
lo suficientemente lejos de la carga de tal forma que mn y R
cambian muy poco durante el intervalo de aceleracién, entonces
(3.31) es proporcional a la distribucién angular de la energia
radiada. Con la expresibn (3.29) para el vector de Poynting, 1la
distribuci6n angular queda como:

%_n_).d*’t'=_sf|“x{(n'§)x§}|z (3.32)
[12{e} (l-ﬁ-n)s
Esta f6rmula puede ser reescrita en la forma:
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2

dpst') - f.:’ { :([:‘:)-‘(!éﬂ]‘ + F-wl’-'! ]3 - (1Iiv£c£;)£(n;ﬂz }

(3.32a)
El ejemplo m&s simple de (3.32) es el movimiento en una
dimensién en el cual § y B son paralelos. Si 6 es el. dngulo de
observacién medido desde la direccién coman a 8 y @, entonces
{(3.32) se reduce a:

R 2
' dPg;'} - JiE vl sen“e (3.33)

anc (1 - Bcose)s
Para el caso B ¢« 1, éste es el resultado de Larmor (3.24). Pero
conforme B8 - 1, la distribucién angular es "empujada"™ hacia
adelante y se incrementa en magnitud, como se indica
esquemiticamente en la figura 3.2.

fig. 3.2

El &ngulo 6msx para el cual estd concentrada la mayor parte de
la energia es:

Gmax = cos™ [;-5 [ /1 + 1532| -1 ]] —_— ';7 (3.34)

donde el Gltimo término es en el valor limite de 8 - 1. En este
mismo limite el pico de intensidad es proporcional a 7°. Para B =
0.5, que corresponde a electrones de = 80 KeV, ©sax = 38.2°. Para
particulas relativistas , 6sx €5 muy pequefia, siendo del orden de
la proporcién de la energia en reposo de la particula a su energia
total. De esta forma la distribucién angular estd confinada a un
cono muy estrecho en la direccién del movimiento, Para &ngulos
pequefios, la distribucién angular (3.33) puede ser escrita de
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forma aproximada como:
2:2 2
dPéS') =&Y g, (76) (3.35)

nc’ (1 + 7%6%)°

La unidad angular ma&s natural es 77'. La distribucién angular es
mostrada en la figura 3.3 con 8ngulos medidos en estas unidades.

e =

fig. 3.3

El m&ximo ocurre a 6 = %, y los puntos a mitad de intensidad a 76
= 0,23 y 6 = 0.91. La raiz de la media cuadrética del &ngulo de
emisién es, en el limite relativista:

2.1/2

2 .
<e®>1? = 1 = BC . 1 - Y (3.36)

1

7 E 2
Esto es algo tipico en los patrones de tadigcibn relativistas, sin
imﬁortar la relacién vectorial entre § y B. La potencia total
radiada puede ser obtenida integrando (3.33) sobre todos 1los
&ngulos. Entonces

2
P(t') = g 23 vz 15 (3.37)
c

en perfecta concordancia con (3.28)

otro ejemplo de distribucién angular de radiacién es el de una
carga en movimiento circular instantidneo con aceleraci®tn é
perpendicular a su velocidad . Escojamos un sistema coordenado
tal que el vector g se encuentre instant&neamente en el eje z y B
en el eje x. Con el uso de los &ngulos 8, y ¢, que definen la
direccién de observaciédn (figura 3.4), la férmula general (3.32)
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se reduce a:

f Ap—

fig. 3.4
ap(ts) _ e° {vi? [ 1 - sen’s cos’e ] (3.38)
a8 wnc? (1 - Bcose):’ 12(1 - Bt:osa)z

Obsérvese que aunque la distribucién angular es diferente a la del
caso de aceleracién lineal, el maximo relativista caracteristico a
&ngulos en la direccibn del movimiento ests presente. En el limite
relativista (v » 1), la distribucién angular puede ser escrita
aproximadamente como:
’ 2 II2 2.2 2
dpéa i ;2'_3_3 4 (1 + :292)3 [ P :Zi:ggz] (3.39)

La raiz de la media cuadritica del 4ngulo de emisibébn en esta
aproximacién estd dado por (3.36), al igual que en el caso lineal.
La potencia total radiada puede ser encontrada 'integrando (3.38)
sobre todos los &ngulos, o bien de (3.28):

215002
p(tr) = 2 &h¥ie (3.40)
[~

Es interesante comparar la potencia radiada por aceleracién
paralela a la velocidad (3.37) con la potencia radiada por
aceleracién perpendicular a la velocidad para la misma magnitud de
fuerza aplicada. Para movimiento circular, la magnitud de la razén
de cambio de momento (la cual es igual a la fuerza aplicada) es
ymv. Consecuentemente, (3.40) puede ser escrita como:

Petecutar (/) = ‘:23 7 [ & )2 (3.41)
nc

Cuando este resultado es comparado con el resultado

correspondiente para movimiento rectilineo (3.28a), encontramos

que para una fuerza aplicada de magnitud dada, 1la radiacién

emitida con una aceleracién transversal es mayor por un factor 7

que con aceleracién paralela.
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d) Mecanismos de Emisién de Radiacibn.

En Fenbmenos Césmicos, los mecanismos de emisién més
importantes son:

i) radiacién sincrotrénica y girotrénica,

ii) bremsstrahlung,

iil) radiacidén de Cherenkov,

iv) radiacién de transicién,

v) oscilaciones de plasma,

vi) efecto Compton inverso y dispersién de Thompson,

vii) radiaciébn térmica de cuerpo negro,

viii) radiacién espectral de linea.

En la presente secci6én desarrollaremos estos mecanismos,
algunos con mayor detalle que otros. En el capitulo 7 se
describir&n nuevamente en relacién a su importancia en 1la
astrofisica, mencionando en especial los fenémenos de absorcién y
de emisién coherente o estimulada.

i) Radiacién Sincrotrénica.

Consideremos 1la radiacién de wuna carga gque se mueve con
velocidad arbitraria sobre una circunferencia en un campo
magnético constante y uniforme; esta radiacién se llama radiacién
sincrotrénica si 1la carga tiene velocidades relativistas;
radiacién ciclotrénica s8i la <carga no tiene velocidades
relativistas; y en general recibe el nombre de radiacién de
frenado magnético, © magnetobremsstrahlung, o bremsstrahlung
magnético. El radio de la 6érbita r y la pulsaciédn del movimiento
wi se pueden expresar en funcién de la intensidad del campo H y la
velocidad de la particula v.

La ecuaciétn de movimiento de una carga en un campo magnético H
es:

f’=§v:ll
Ahora bien, de la dinamica relativista tenemos:

p==
[

donde € es la energia de la particula, que es constante en un
campo magnético. La ecuacién del movimiento toma entonces la forma:
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€ dv - &
;za—t- EV:H

El hecho de que la energia £ sea constante es consecuencia de que:

gg = v g% = g v.(vxH) =0

Si ahora consideramos un sistema de referencia tal que H = kH:, se
obtienen las ecuaciones:

V= W Vy Uy = = W Va vz =0 (3.42)
donde se ha hecho:

- €cH _ eH - g2
w=SH -8 1 -8 (3.43)

Multiplicando la segunda ecuacién (3.42) por i y sumando el
producto a la primera, se obtiene:

g—vxﬁt——tiwj- = =jw ( Vvx + ivy)

-i(wt + a)

de mode que:

ae-iwt

vx + ivy = = Vot @

por lo que:

x
]

X + r sen{ wt + «a)
Yo + rcos( wt + a) (3.44)
20+ vz ¢

N .
1 N

donde:

r = !&& = ..._____..mcv (3.45)

eHd 1-p°

Las foérmulas (3.44) nuestran claramente gue la carga, en un
campo magnético uniforme, se mueve a lo largo de una hélice cuyo
eje est& dirigido en el sentido del campo magnético y cuyo radio r
viene dado por (3.45). La velocidad de la particula es constante
en magnitud. En el caso particular voz = 0, esto es, cuando la
componente de la velocidad de la carga es nula, la carga se mueve
siguiendo una circunferencia en un plano perpendicular a 1la
direccién del campo.

La magnitud w como se deduce de las férmulas, es la frecuencia
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angular de rotaciédn de la particula en el plano perpendicular al
campo. )

Si la velocidad de la particula es pequefia, podemos hacer,
aproximadamente € = mc°. La frecuencia w pasa a ser entonces:

A esta cantidad se 1le dencmina frecuencia ciclotrénica, o
frecuencia girotronica, o frecuencia de Larmor,

La intensidad total de 1la radiacién emitida en todas
direcciones viene dada por 1la férmula (3.27d) sin integrar
respecto al tiempo, en la que debemos hacer E = 0 con H L v:

p=dE- ———‘—_——225‘32"2"22 (3.46)
Iim“c’ (1 - 8)
Vemos asi que la intensidad total es proporcional al cuadrado del
impulso de la particula.

Si en cambio, nos interesa la distribuci6n angular de 1la
radiacién, deberemos wutilizar 1la férmula (3.32). Una cantidad
interesante es la intensidad media relativa a un periodo del
movimiento. Para determinarla integremos (3.32) en el intervalo

correspondiente a una vuelta de la particula a 1lo largo de 1la
2n
w"—u'-
Elijamos el plano de la érbita como el plano XY (el origen

coincide con el centro de la circunferencia)} y hagamos pasar el
plano Y2 por la direccién n de la radiacién (fig 3.5). El1 campo
magnético estarf dirigido en el sentido negativo del eje 2z (el
sentido del movimiento de la particula representado en la fig.
corresponde a una carga e positiva). Adem&s, sea € el &ngulo
formado por la direccién n de la radiacién y el eje Y, y & = wit
el angulo entre el vector posicién de la particula y el eje X. En
estas condiciones, el coseno del &ngulo formado por n y la
velocidad v es cos(n,v) = cos6:-cos® (el vector v se encuentra en
el plano XY, y en cada instante es perpendicular al vector
posicién de 1la particula). Expresemos la aceleracién w de la
particula en funcién del campo H y de la velocidad v mediante 1la

circunferencia y dividiremos el resultado por T =

ecuacién de movimiento:
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fig. 3.5

Después de un cllculo sencillo se obtiene:
2

&4..,2 2 2
dp=,m_e_ﬂ_v_(1-z]

n 2,2 2 2
(1 - v'/c")sen"® + (v/c - cos6cosd) a¢
anznacs ¢ o [ 1 - gcosecos¢
(la integracién respecto al tiempo se ha transformado en una
integraci6n respecto de ¢ = wit ). Despues de un largo proceso de
integracién se obtiene:
VZ
4,2 2 2 2+
dp-—-dne""(1-‘-’) <

2o 5/2
ll - zzcosze]
c
v

2
[ 1l - !2 ) [ 4 + = cosze ] cosze
[
2

cosé

C

T2
4[ 1 - !2 cos’e ]
o]

(3.48)

La razén de 1la intensidad de 1la radiacién para & =
(perpendicular al plano de la érbita) a la intensidad para @ =
(plano de la 6rbita) es:

n
2
0
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dp v
[ﬁ]o 4*3—2

= c (3.49)

[g%]g 8{1'!:]5,2

c

Cuando v -+ 0, esta razén tiende a %, pero para velocidades
proximas a la de la luz llega a ser muy grande.

Consideremos ahora la distribucién espectral de la radiacién.
Dado que el movimiento de la carga es perfodico, se trata aqui de
un desarrollo en serie de Fourier. Es conveniente empezar el
c&lculo con el potencial vectorial. Para las componentes de
Fourier tenemos:

eikRo

C Ro T
donde la integracién se efectua a lo largo de la trayectoria de la
particula (la circunferencia). Para 1las coordenadas de é&sta
tenemos X = rcos(wit), y = rsen(wsit). Como variable de integracién
elegiremos el &ngulo ¢ = wit. Observando que:

Ar = € § e i(wi nt - k-r) dr

k'r = k n'r = k rcosé sen¢ = Eé cosf seng

( k = nwi/c = nv/cr ), se encuentra para las componentes de
Fourier de la componente x del potencial vectorial:
2m
v
_ _ _ev 1KRo in (¢ - = cos@ sen¢ )
Axn = smcRs © I e c sen¢ d¢

\]
Este tipo de integrales son comunes en fisica, y estan ampliamente

estudiadas. Es posible expresarla en funciédn de la derivada de la
funcién de Bessel:

iev _i
Ao = - 22 e kRe 5/, [ “—‘é cose ] (3.50)
Analogamente, el cdlculo de Ayn conduce a:
e b
Am = goop © kRo 5, [ E-z- cos® ] (3.51)

La componente a lo largo del eje z se anula, evidentemente. Se
puede deducir que la intensidad de la radiacién de frecuencia w =
nwi y emitida en el elemento de &ngulo s6lido dQ esta dada por:

dPn = ‘:—" |Ha|%Ro® an (3.52)

donde se ha utilizado la relacién (3.31), reemplazando |E| por |H|
con la relacién (3.19), para obtener:
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dap < 2 .2
aﬁ‘m'"l Ro

integrando respecto al tiempo:

® [ J o
dp cRo® 2 cRo® 2
f S at = =2 J' |H])? at = SR J’ [H(w) |? at

donde se ha utilizado el teorema de Parseval del an&lisis de
Fourier en la Gltima igualdad. Dado que H(w) es una funcién real,
otro teorema del and&lisis de Fourier nos dice que:

® o]
I [H(w) |2 dw = J' JH(w) |? dw
0 -
de aqui es natural que podamos definir dP(w)/dQ de la siguiente

forma:
-]

o -]

dP .. _ cRo 2 . _ [ dP(w

Eat =L [ uw ) aw = [ B a
o] o

De aqui se :igue la relaciébn (3.52). Nb6tese que dadas las
propiedades de las series e integrales de Fourier, lo anterior es
cierto tanto para distribuciones continuas de frecuencia, como
para distribuciones discretas. Es decir, la relacién (3.52) es
generalizada de la expresién anterior, cambiando las integrales
por sumas, e imponiendo la relacién w = nuws.

Ahora bien, a distancias suficientemente grandes del sistema,
el campo se puede considerar como una onda plana en pequefias
regiones del espacio. Para ello es necesario que la distancia sea
grande comparada, no s6lo con las dimensiones del sistema, sino
también con la longitud de onda de las ondas electromagnéticas que
el sistema radia. LLamaremos a esta regién zona de ondas de la
radiacién.

En una onda plana, los campos E y H estan ligados entre si por
las relaciones E = H x n. Dado que H = V x A, para determinar por
completo el campo en la zona de ondas basta con calcular s6lo el
potencial vectorial. En una onda plana tenemos H = é A x n. Asi,
conocido A, se encuentran E y H de la siguiente forma:

u=§ixn, z-:=é(i\xn)xn (3.53)
Ahora bien, las componentes Hn y En se determinan mediante las
férmulas (3.53) (notese que el Indice n indica "armonico n").
Substituyendo en ellas en vez de H, E, A, respectivamente,
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llne'“"t, I:ne'“"’t. Ane 1Vt y dividiendo 1luego por e"""t, se
obtiene:

Moo= 4 K x An , B (kA )k (3.54)
Por lo tanto:

O s Sk xm PR

Observando que:
| A xk |2 =A% + A/k’sen’e
y substituyendo (3.50) y (3.51), obtenemos para la intensidad de
radiacién la férmula siguiente:
dpn _ ne'W’ v 2, . 2{nv vi_ ,2(nv
aq = 3 [1 - ;—2] Tan"6+Jn ["E cose] + ;an' [_c' cose)

e m

(3.55)
Para determinar la intensidad total de 1la radiacién de

frecuencia w = nws en todas direcciones, esta expresiébn debe
integrarse para todos los &ngulos. Sin embargo, la integracién no
se puede llevar a cabo en forma finita. Mediante una serie de
transformaciones, y utilizando ciertas relaciones de la teoria de
funciones de Bessel, la integral en cuestién se puede escribir de
la forma siguiente;

a2 2, 2 2 PIMA
p. = ¢ H (; . /) 9%.12,.'(3:-:‘-‘!] - n2(1 - -Yz) IJZn(zne) ac
mclv c c* 2

(3.56)
Consideremos mas detenidamente el caso ultrarrelativista,

cuando la velocidad de la.particula difiere poco de la velocidad
de la luz.

Haciendo en el numerador de la férmula (3.46) v = ¢, se
encuentra que la intensidad total de la radiaci®n sincrotrénica en
el caso ultrarrelativista es proporcional al cuadrado de 1la
energia de la particula, &:
2elH2 —-g—- ]2

P =
3
3n’e® \ mc?

(3.57)

La distribucién angular de 1la radiacién es en este caso
extremadamente anisétropa y se encuentra concentrada esencialmente
cerca del plano de la 6rbita. lLa anchura angular 46 a gue queda
limitada la mayor parte de 1la radiaci6én se puede estimar
facilmente a partir de la condicién:
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2 2
v 2
1 -7 cos’e s 1~ ‘-’-2

c c
Veremos mas adelante que, en este caso, el papel fundamental lo

representan en la radiacién las frecuencias con valores grandes de
n. Cabe, por consiguiente, utilizar la férmula asintotica:

1
173

2

Jan(2n€) = g [ 0¥ (1 -¢% 3 (3.58)

donde ¢ es la funcién de Airy definida por la relaciftn:
1 T §2
$(t) = & J cos [ S+ gt ) ag

4]
Substituyendo en (3.56), se obtiene la férmula siguiente para la
distribucién espectral de la radiacién correspondiente a valores
grandes de n:

2 4172
2e'H? (1 - !2 ] a2 ©
Pn = - £z { or(u) + 3 j 8(Q) ag } (3.59)
vun n°c u
2
g = n¥3 [ 1 - 52 ] (3.59a)

Al hacer la substitucién, el limite n?3de 1a integral se puede
substituir por infinito, conservéndose la precisién requerida;
hemos hecho también v = c donde era posible. Aunque valores de £
qgue no son préximos a la unidad fiquran también en la integral
(3.56), con todo podemos usar la férmula (3.57), dado que 1la
integral converge rapidamente en su limite inferior.

Para u » 0 la funcién entre corchetes tiende a ¢/(0) = 0.4587..
Efectivamente, de la definicién de la funciébn de Airy:

o [ ]
3
1 £ 1 -1/3
$’(0) = - —=— ssen[ )d£=-————— X "“sen(X) dx
v { 3 v 3"’!:
(3.60)
3l [(2/3)
$1(0) = - = 0.4587....
2 vnl?
Por consiguiente, para u « 1 se tiene:
4,2 2
Pn = (0.52) °2“3 1-Y ] n'”?
mc c

3
1‘"‘["%
mnc
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esto es, la intensidad del n-esimo arménico es proporcional a
n!IJ.

Para u » 1, podemos utilizar la expresién asintética de 1la
funcién de Airy:
3/2

¢(t) = ———-—2 o e

y se obtiene asi:

2 574
esz[ 1 - gz ] n'’2 . V2
-] exp =3n ( 1l - — ]
c

Po = 2 3
2vmriIn®c

3
n > [ _.-E.
mc?
esto es, la intensidad disminuye exponencialmente para grandes
valores de n. En consecuencia, el espectro presenta un maximo

para:
2 =372
o (%)

Yy la parte de 1la radiacién se concentra en la regién de
frecuencias en la cual:
2 \-3/2 2 y-1
w=wn(1‘-22] = 1-52] (3.62)
Estas frecuencias son muy altas comparadas con la separacibébn ws
entre dos de ellas consecutivas. En otras palabras, el espectro de
la radiacién est& constituido por un gran nGmero de rayas muy
préximas entre si, es decir, tiene un caracter casi continuo. En
vez de la funcién de distribucién Pn podemos, por consiguiente,
introducir una distribucién en sucesion continua de frecuencias w
= nwi, escribiendo:

- dw
dP = Pn dn Pn O

Para los calculos nfimericos conviene expresar esta distribucién
mediante la funcién de McDonald Kv. La funcién de Airy y 1la
funcién Kisa estan ligadas por la férmula:

B(t) = /5§ | xua[ 2o

Mediante el uso de relaciones de recurrencia, es posible mostrar
que:
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¢ (t) = ~ —t K2/3[ g b ]

Transformaciones de la férmula (59) permiten representar dicha
distribucién en la forma:

V3 e’
aP = dv —? F[ wc] (3.63)

F(€) = € [ Kea(Q) &

donde se ha hecho:
3 eH & 2
W =32 — | = (3.64)
2 mc mcz

En la figura (3.6) se representa graficamente la funcién F(£).

20 T T T —T
R
4
10 -
4
F 4
0 et 1 1 a1l L1t nl by
001 0.1 10

wlwe —

fig 3.6

Ahora bien, la distribucién asintética de la distribucién
espectral de la radiacién para grandes valores de n en el caso de
una particula que se mueve a lo largo de una circunferencia con
una velocidad que no es préxima a la velocidad de la 1luz, se
obtiene de la siguiente forma:

Partiendo de 1la ecuacién (3.56), y wutilizando 1la férmula
asintotica de las funciones de Bessel:

1 1 e 1-c2_]n

vaun | (1 - et [ 1+v1 =¢

Jan(ne) =

2,372

que es valida para n(l1 - €) » 1, se llega a:



v 2n
or = e'u?n'’? [ - !z ]su [ s . !l_va/cz ! ]
2 3 2

2 v mc 1+ |1 - vzlcﬂ

c
la cual es valida para n(1 - v¥/c?)*? » 1; si ademis 1 - v¥/c? es

pequefio, la férmula se transforma en la (3.61).

Vale la pena, encontrar una relacién entre la intensidad de
radiacién Pn y la energia radiada por unidad de intervalo de
frecuencia, la cual denotaremos como:

4ar
4o W = Wo
Es claro gque para convertir energfia a intensidad hay que
multiplicar dI/dw por la razén de repeticién del movimiento o
frecuencia c/2nr de la particula; y por wi = c/r para convertir el
intervalo unitario de frecuencia en intervalo en intervalo del
armonico. Entonces:
1 (¢ )®ar
Pn—é-ﬁ[E]aaw=nw° {3.65)
Ootro punto que debe destacarse es la expresién para la energia
radiada por unidad de intervalo de frecuencia por unidad de &ngqulo
sblido. Es claro de (65) que:
dPn _ 1 ( c ]2 a’r I

am “m | ¥ ) anaw (3.65b)

= W
Partiendo de 1la ecuacibn (3.55), y utilizando las férmulas
asintoticas para la funcién de Bessel y su relacién con las
funciones de McDonald, y suponiendo un caso ultrarelativista se

llega a:
a’r e [ wr ]2 [ 1 2]2 2 C
= wr 10 Ko2r3(€) + —2— ¥A3(€)
dQdw anlc c 72 1 4 £
2
¥
sond (3.66)
onde:
3/2
e=-‘;i§(-’-2+ez] (3.67)

¥
El primer término en el parentesis cuadrado corresponde a la

radiacién polarizada en el plano de la 6rbita, y el segundo a la
radiacién polarizada perpendicularmente.

Comprobemos esta afirmaciédn. El campo eléctrico En se calcula a
partir del potencial vectorial A»n (ecs. 3.50 y 3.51) segun la
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férmula (3.54):
= LS (kuhn) ek == iK (KA + sxAn

Sean e1 y ez los vectores unitarios en un planc perpendicular a k,
de los cuales e1 tiene la direccidén del eje x y ez se encuentra en
el plano YZ ( sus componentes son e1 = (1,0,0), e2 =
(0,sen6,-cos6); los vectores ei, e2 y k forman un triedro directo.
El campo eléctrico sera entonces:

En = ik Axn @ + ik send Ayn ez

o bien, precindiendo de factores comunes no esenciales:

En =§Jn'( %cose ] e1 + tané Jn( E%cose ] i ez

Dado que a grandes distancias la radiacién puede ser considerada
como una serie de ondas planas, y puesto que una onda plana es
necesariamente polarizada, se concluye que la onda estd polarizada
elipticamente.

En el caso ultrarelativista, para valores de n grandes vy
pequefios &ngulos 6 las funciones Jn y Jn’ se expresan mediante las
funciones Kiss y K3, en cuyos argumentos haremos:

1-3’-:cos29~1--‘!:+92= [%2]2+92
c c
El resultado que se obtiene es:

En ~ e1 ¥ Kz/a[ -'—; ws] + iex @ Rva( g— w:’]
AN

Para & = 0 la polarizacién eliptica degenera en una polarizacién
lineal a lo largo de e:. Para valores de 6 grandes (|6| » nc’/e,
ne® » 1) tenemos Kia(x) = Kes(x) = (nfx)e™* y 1a
polarizacién tiende a ser circular: En = e1 + jez; la intensidad
de la radiacién, sin embargo, se hace entonces exponencialmente
pequefia. En la regién de &ngulos intermedia, el eje menor de la
elipse est& dirigido a lo largo de e2, y el mayor, a lo largo de
e1. El sentido de la rotacién depende del signo del &ngulo 6 (6 >
0 si los vectores H Yy k se encuentran a lados distintos del plano
de la 6rbita, como se representa en la figura (3.5).
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Procederemos ahora a examinar la ecuacibn (3.66) con mis
detalle. Primeramente integremos sobre todas las frecuencias y
encontraremos gque la distribucién en &ngulo es:

3
nio
T
-

o
2 2 2
%Ejgh%wdws [1:62]5'2[1* —e+92]

° 2 v (3.68)
Esta ecuacién muestra el comportamiento caracteristico visto en la
seccibdn Distribucién Angular de la Radiacién Emitida por una carga
Acelerada. La ecuacibn (3.68) puede obtenerse directamente,
integrando una generalizacién de la férmula (3.38) de la potencia
radiada por una particula en movimiento circular sobre todos los
tiempos. Al igual que en (3.66), el primer término en (3.68)
corresponde a polarizacién paralela al plano de la 6rbita, y el
segundo a polarizaciédn perpendicular. Integrando sobre todos los
&ngulos, encontramos que la energia radiada con polarizacién
paralela es unas 7 veces la energia radiada con polarizacién
perpendicular. La radiacién sincrotrénica est& fuertemente, pero
no completamente polarizuda en el plano del movimiento.

Regresemos a la ecuacién (3.66). Las propiedades de las
funciones de McDonald (también 1llamadas funciones de Bessel o
Hankel modificadas) muestran que la intensidad de radiacién es
despreciable para € » 1. De (3.68) vemos dque esto ocurre para
&ngulos muy grandes; mientras m&s grande sea la frecuencia, sers
menor el angulo critico mas alla del cual la radiacién es
despreciable. Esto muestra que la radiacién est& en gran parte
confinada al plano que contiene el movimiento como lo muestra
(3.68), estando mas confinada a frecuencias relativamente mé&s
altas a wi. Si w se hace muy grande, vemos que £ es grande para
todos 1los 4&ngulos. Esto es, la energia total emitida a esa
frecuencia es despreciable. La frecuencia critica wc m&s alla de
la cual la radiaciétn es despreciable, a cualgquier &ngulo est§
definida por £ = 1 para 8 = 0. Entonces:

we =3 7" wn (3.69)

Esta frecuencia critica es distinta de (3.64). En aque entonces,

la podiamos haber definido, analogamente, como la frecuencia tal
que € = 2, es decir, € = we/w'c = 2, » We = 2w'c = 3 ¥ wh.

Podemos ahora definir una frecuencia de armonico critico wc =
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necwd, con nGmero arménico:

nc=37y (3.70)
pado que la radiacién esta predominantemente en el plano
orbital para 7 » 1, es instructivo evaluar la distribucién angular
(3.66) en & = 0. Para frecuencias muy por abajo de la critica ( w
« We ), encontramos:
22 F(zs3) 12 173 wp
Sl T[T (2)7 (=)
Para el limite opuesto de w » w:, el resultado es:
a‘x
dwdn 6 =0
La distribucién en 4&ngulo a una frecuencia fija puede ser
estimada determinando el &ngulo 6c al cual £(6c) ~ £(0) + 1. En el
rango de bajas frecuencias ( w « wc ), £(0) es muy pequefia,
entonces £(6c) = 1. Esto da:

2 W -2/l
W 2w

3 e
K — -
nc"uc

173 1/3
= | 3¢ =1
8e = [wp 1 [ ] (3-71)
Se observa que las componentes de ja frecuencia son emitidas

a &ngulos mayores que el promedio <6%>'% ~ 7', En el 1limite de
altas frecuencias ( w » wc), €(0) es grande comparado con la
unidad. Entonces la intensidad cae con el &ngulo aproximadamente
como:

a’r 4%
dndn * awdn |,_,

Entonces, el &ngulo critico, definido por el punto 1l/e, es:

6 = 1 [ We ]m (3.72)

2,42
éawr (- A

7 \ 3
Esto muestra que las componentes de alta frecuencia estén
confinadas a un rango angular mucho menor que el promedio. la
figura (3.7) muestra cualitativamente la distribucifn angular de
frecuencias menores, del orden, y mayores gque wc. Se ha utilizado
la unidad natural de medida angular 76.

Finalmente, algunas observaciones acerca del caso en que la
particula se mueve, no segln una 6rbita plana, sino a lo largo de
una trayectoria helicoidal, es decir, cuando posee una velocidad
longitudinal (respecto del campe) v, = Vv cosd (9 es el &ngulo
formado por H y v). La frecuencia del movimiento de rotacién viene
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fig 3.7

dada por la misma fo&rmula (3.43), pero el vector v describe, no
una circunferencia, sino una superficie cénica cuyo eje coincide
con H y de &ngulo 2¢ en el vértice. la intensidad total de
radiacién (emitida como pérdida total de energia por la particula
en 1s8) diferir& de (3.46) en la sustitucién de H por Hi = H-send.

En el caso ultrarelativista 1la radiacién se concentrar& en
direcciones préximas a las de las generatrices del "“cono de
velocidades", La distribucién espectral y la intensidad total (en
el mismo sentido) se obtienen a partir de (3.63) y (3.57) mediante
la substitucién H - Hi. Ahora bien, si se trata de la intensidad
observada en las indicadas direcciones por un observador en
reposo, en las férmulas hay que introducir el factor (1 =~
{Va/c)cosy }? = sen™®, que tiene en cuenta el acercamiento del
emisor al observadof, acercamiento que tiene lugar con velocidad
V,COos890.
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ii) Bremsstrahlung.

Las particulas que atraviesan la matéria son dispersadas y
pierden energia debido a colisiones. En estas colisiones las
particulas experimentan aceleraciones; de agqui que ellas emitan
radiacién electromagnética. La radiacién emitida durante
colisiones atémicas es comunmente 1llamada bremsstrahlung (
radiacién de frenado) debido a que fue observada por primera vez
cuando electrones de alta energia eran detenidos en un blanco
met&lico grueso. Para particulas no relativistas la perdida de
energia por radiacién es despreciable comparada con la pérdida de
energfa colisional, pero para particulas ultrarrelativistas 1la
radiacién puede ser un modo dominante de pérdida de energia.

La creacién y aniquilaci6én de particulas es otro proceso en el
cual se emite radiacién. Tales procesos son de origen cuéntico.
Por tanto, no se puede tratar clasicamente al fenémeno. Pero dado
que el proceso ocurre, podemos preguntar acerca del espectro e
intensidad de la radiacién electromagnética emitida. lLa repentina
creacién de un electron rapido en el decaimiento nuclear beta, por
ejemplo, puede ser vista para nuestros propdsitos como 1la
aceleracién violenta de una particula cargada inicialmente en
reposo a alguna velocidad final en un intervalo de tiempo muy
corto.

Generalmente, nuestros resultados est&n limitados a la regién
de fotones "suaves", esto es, fotones cuyas energias son pequefias
comparadas a la energia total disponible.

a) Radiaciébn emitida durante colisiones.

En la descomposicién espectral de la radiacién que acompafia a
una colisién, 1la mayor parte de la intensidad corresponde a
frecuencias w = 1/t, donde T es el orden de magnitud de 1la
duracién de la colisién. Sin embargo, no consideraremos aquil esta
regién del espectro (para la que no es posible obtener férmulas
generales), sino m&s bien la cola de la distribucién que
corresponde a bajas frecuencias, es decir, cuando se satisface la
condicién
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wT«l (3.73)
En este caso no supondremos que las velocidades de las particulas
gue chocan son pequefas comparadas con la velocidad de la luz; las
férmulas que siguen, serdn validas para velocidades cualesguiera.
En la integral:
w
Hw = —1— [ 1 el at
aml o

el campo H de la radiacién difiere esencialmente de cero sblo

durante un intervalo de tiempo del orden de t. Por consiguiente,
si se cumple la condicién (3.73), podemos admitir que w T « 1 en

la integral, de manera gque cabe substituir e'lwt por la unidad;
entonces,
L--]
_ 1
H(w) = _[u dt
2T
-

Substituyendo H = A x n é y efectuando la integracién respecte al
tiempo, se obtiene:

H(w) =é (Az2=-A1 ) xn (3.74)

donde Az - A1 es el cambio en el potencial vectorial del campo,
creado por las particulas que chocan durante el tiempo de 1la
colisién.
La radiacién total (de frecuencia w) emitida durante dicho
tiempo se encuentra substituyendo (3.74) en (3.52):
Ro®
amnmc

dP(w) = [ (A2 - At ) xn ]2 dan

Ahora bien, conviene expresar la relacién anterior en términos de
la energia radiada en el elemento de &ngulo s6lido dAN en forma de
ondas con frecuencias que pertenecen al intervalo dw , denotandola
como dEnw:

dénv = dP(w) dw
es decir,
Ro®

aMmC

2
d6nw = [ ( A2 = A1) x n] dQ dw (3.75)

Para el potencial vectorial podemos utilizar 1la expresién de
Lienard-wiechwert (3.15), con lo que se obtiene:
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2

2 Vi

v . n - x n ] } an dw
-lnw -1

1-znv 1 =g

1
dEnw = Z e
Aﬂ253 {
(3.76)

donde vi y vz son las velocidades de la particula antes y después
de la colisién y la suma se refiere a las dos particulas que
chocan. Observese que el coeficiente dw resulta independiente de
la frecuencia. Con otras palabras, a bajas frecuencias (condicién
3.73), la distribucién espectral es independiente de la energia,
es decir, d6énw/dw se comporta comc una constante para w -+ 0.

Integrando respecto al parametro de impacto b, podemos obtener
un resultado anilogo para la radiacién eficaz en la dispersién Qe
un haz de particulas. Sin embargo, hay que tener presente gue este
resultado no es valido para la radiacién eficaz cuando existe
interaccién de Coulomb entre las particulas gque chocan, ya que
entonces la integral respecto a b diverge (logaritmicamente) para
b grande. Veremos, mas adelante que, en este caso, la radiacién
eficaz a bajas frecuencias depende logaritmicamente de 1la
frecuencia y no se comporta como una constante.

Si las velocidades de las particulas que chocan son pequefias
comparadas con la velocidad de la luz, (3.76) pasa a ser:
1

3
mzc

dénw =

[ z e (v2=v1)xn ]2 dw dQ (3.77)

Una aplicacién interesante de las férmulas obtenidas la ofrece
la radiacién que se produce en la emisién de una nueva particula
cargada (por ejemplo, la emisién de una particula B por el
nlicleo). Hay gue considerar este proceso como un cambio
instant&neo de la velocidad de la particula, de cero a su valor
real. (Dada la simetria de las férmulas respecto a la permutacién
de vi y vz, la radiacién que se origina en este proceso coincide
con la radiaciébn que se produciria en el proceso inverso, a saber,
el detenimiento instant&neo de la particula. El punto esencial de
todo esto es que, dado gue el "tiempo" del proceso en cuestién es
tal que t + 0, la condicién (3.73) queda efectivamente satisfecha
cualquiera que sea la frecuencia. Sin embargo, la aplicabilidad de
estas férmulas viene limitada por la condicién cuéntica de gque el
producto hw sea pequefic comparado con la energia total de 1la
particula.

Determinemos a manera de ilustracién, la distribucién espectral
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de la radiacién total producida cuando se emite una particula
cargada gue se mueve con velocidad v.

De acuerdc a la férmula (3.76), en la que hacemos vz = v, vi1 = 0,
tenemos:
n 2
2.2 sen 6
dEne = duw ezva J . a 2n send de
anc [ 1l - ¢ coséo ]
[+]
El cédlculo de la integral conduce al resultado:
2
_ e [] c+v _
d@nw-ﬁ—c-[-‘—,an_v Z]dw (3.78)

Aunque, conforme hemos sefialado ya, el caracter "instantaneo”
del proceso hace que la condiciébn (3.73) quede satisfecha para
todas las frecuencias, no podemos obtener la energia radiada total
integrando (3.78) respecto de w, la integral diverge para
frecuencias altas. Conviene hacer notar que, aparte la violacién a
altas frecuencias de las condiciones que supone el comportamiento
clasico, en el presente caso la divergencia procede de 1la
incorrecta formulacién del propio problema clédsico, en el que la
particula posee una aceleracién infinita en el instante inicial.

Para v ¢« ¢, esta férmula se convierte en:

e’v?

3

dfnw = E
® ne

dw

férmula que se puede obtener también directamente a partir de
(3.77).
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b) Bremsstrahlung Durante Interacciones Coulombianas.

La situacién m&s comin en la cual un continuo de radiacién es
emitido es en la colisién de una particula cargada veloz con un
adtomo. Debido a su gran carga y masa, el nGcleo es m&s efectivo en
producir deflexiones en la particula incidente gue los electrones.
Consecuentemente ignoraremos los efectos de los electrones Y
consideraremos la radiacién emitida en 1la colisién de una
particula de carga e, masa me, y velocidad v en el campo de
Coulomb de una carga puntual Ze,

El procedimiento es el siguiente. Obtendremos una expresién
para la aceleracién de un electrén en un campo electrostatico, y
entonces usamos la ecuacién (3.25), la cual nos da la intensidad
de la radiacién en un solo encuentro con parametro de colisién b.
Finalmente, integramos sobre los parémetros de colisién entre bmin
y bmax. En el caso relativista, debemos transformar al sistema de
referencia del laboratorio. Para obtener la razon total de pérdida
de energia, se integra el espectro sobre todas las frecuencias.

BAmbos casos, el relativista y el no relativista tienen
desarrollos semejantes al inicio de su tratamiento, por lo que
empezaremos con el caso m&s general. Recordemos que en el
problema, el electron se acerca a un niclec estacionario, pero
debemos preguntarnos, cual es 1la fuerza gque actida sobre el
electrén desde su marco en reposo. Este observa moverse al nicleo
con velocidad -v y parametro de impacto b. Antes de continuar,
debemos ver cémo es la transformacién relativista de este campo
Coulombiano.

Orientemos nuestro sistema de referencia en la configuracién
estandard, con el nficleo moviéndose a lo largo del eje x y el
electrén localizado en el eje 2z. Colocamos los sistemas de
coordenadas de tal forma que t = t’/ = 0 y x = x' = 0 cuando el
electrén estd a la distancia minima de aproximacién (fig 3.8).
Despues de un tiempo t, el niGcleo estd en el punto x en S. En S/,
las coordenadas del electrédn son (-vt,0,b,t’). En S’ el campo E
del nGcleo es radialmente simétrico con respect a 0’, y entonces,
en el electrén:

Ze

- ’
E'x = cose’ = zZe X
rlz rl:’
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x x'

fig. 3.8

22€ ceng’ = - ze 2
r'! r?
donde r'® = (ve’)" + b Y 6’ es. el angulo entre el eje x positivo
y la direccién del electron. Todo lo que debemos hacer a

continuacién es relacionar el tiempo medido por el observador

Elz =

2

estacionario sobre el niclec en S’, con el medido por el
observador moviéndose con el electron:

' =g ( t - vx/c?)

Pero por nuestra eleccciédn de coordenadas, x = 0 para el nGcleo en
S y de aqui gue t’ = yt. Entonces:

Ery = Ze (wvt)
[bz + ( vt )2 ]3/2
By = -Zeb

l;'bz + (vt )32
Ahora, usando la transformacién inversa de los campos E y B de S’

as,

Ex = E’x Bx = B'x
Ey=1(E'y+‘—éB'z) By=1(B'y-g-E'z)
Ez=7(E'z-%B'y) Bz=1(svz+‘—éz'y)

Dado que B’x = B’y = B’z = 0, obtenemos:
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7 Ze vt

Ex = - Bx = 0
(b° + (yvt)%)¥?
Ey =0 By = 27VZe bz 372
c [b° + (wvt)")
E: = ~vZeb Bz = 0

- [ba + (1vt)2]3’2

Donde se observa gque:
By = - I E:
Del desarrollo anterior se concluye que:

v = 8B _ v 2e° vt
* T me 2 2,372
me [b® + (yvt)“]
Ve = 8F2 o r2° Db
* me 2,372

me [l:.2 + (7vt)"]
donde Ze es la carga del nicleo. Ambas son perturbaciones no
relativistas. Notese que no se necesita el campo B, dado que el
electrén esta inicialmente en reposo en el marco en reposo y no es
acelerado a velocidades relativistas durante su encuentro, lo cual
es la condicién necesaria para que el término B sea importante.

Ahora todo 1o gue debemos hacer es la transformacién de Fourier
y esta nos conducira al espectro de emisién en el marco en reposo
del electron. Hagamos la integral correspondiente a vz(t):

F] .
vz = 1 27 2e ba = iwt dt
v e | me [ b + (ayvt)® )
o .
w
v me b> [ 1 + (yvt/b)? 1¥2
-m

haciendo el cambic de variable x = yvt/b » dx = 1% dat,
o

1 z e exp( iwbx/yv)

vzn | me vb (1+X2)3/2

vz = dx

Consultando una tabla de transformaciones de Fourier, se
encuenctra que la integral es:
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2 wb wb
TV K‘[W

donde Ki es la funcién de Bessel modificada de orden uno. las
expresiones asintoticas son:

1
y «1 Ki(y) -y-
= -y
y » 1 Ki(y) = [ 7y ] e
Entonces, a bajas frecuencias encontramos:

1 Z e 2
Voo ' me bv
Observese que el factor. de Lorentz 7 ha desaparecido del

vz (W) =

resultado. Esto no es de sorprender pues si uno realiza los
cidlculos para obtener el momento de impulso, en 1los casos
relativista y no relativista, se encuentra que son los mismos. Lo
anterior es debido a que el producto E: por el tiempo de la
colisidn es constante, pues uno se incrementa a razén de 7 (el
campo Ez), y el otro por 1/7 (el tiempo). En el limite de alta
frecuencia, hay una caida exponencial del ¢tipo exp(-wb/yb).
Entonces, el espectro es el mostrado en la figura 3.9. Hay que
hacer notar el origen de la cajda exponencial. Se puede ver que,
la duracién de una colisién relativista es del orden de T = 2b/7b.
Entonces, la componente dominante de Fourier en el espectro de
radiacién debe corresponder a frecuencias v = 1/t = 7b/2b y, de
agui que, w = nyv/b, es decir, del orden de magnitud wb/yv = 1.
Dado que el espectro a bajas frecuencias es plano (independiente
de w ), la mayor parte de la energia proviene de frecuencias altas
w # ¥v/b.

Viw) v

Q’ (~wb fyv)

w

fig. 3.9
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Otro punto que vale la pena mencionar, es dque uno hubiera
podido preveer que el espectro a bajas frecuencias era plano,
debido que a estas frecuencias, el impulsc de momento es una
funcién delta de Dirac, cuya transformacién de Fourier es una
funcién de Heaviside, es decir, completamente plana. De esta
forma, obtenemos el espectro de energia a bajas frecuencias:

2 a4 2°&' 1

I(w) =
3c¢® b v me?  am
2 6
I(w) = e L (3.79)
3 nc me (bv)
la cual es constante hasta la frecuencia w = yv/b. Finalmente,

tenemos gque integrar sobre todos los parametros de colisién
relevantes, los cuales contribuyen son radiacién de frecuencia w.
Hasta ahora, hemos realizado un andlisis general en el marco en
reposo  del electrén. Si el electrén estd moviéndose
relativisticamente, la densidad nGmerica de nGcleos es afectada
por un factor 7y debido a 1la contraccién relativista de 1la
longitud. De aqui que, N1’ = 7Ni, donde N: es la densidad espacial
de nicleos en el marco del laboratotio. El nimero de encuentros
por segundo Ni’v y, ahora todos los pardmetros est&n medidos en el
sistema del electron, esto es:

b'max

I(w!') = J 2nb’ yN: Kv db’

b'min
2 2% e 7N 1 b’max
I(w!) = *———"— = 1n]| == ] (3.80)
3c? mez_ v b’min

Existen tres casos de interés: primeramente, el bremsstrahlung
de un electron de alta energia, pero no relativista, moviéndose a
través de un medio; segundo, el bremsstrahlung de emisién continua
debido a un gas ionizado en el cual la distribucién de velocidades
de los electrones es Maxwelliana a la temperatura T; y finalmente
el bremsstrahlung relativista. En los dos primeros casos, 1los
factores de correccién relativista desaparecen y obtenemos:
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I(w') =

2 6 ,
2 2°e N1 1 ln[ b’max ] (3.81)

3c mez v ‘min
A continuacién debemos hacer la eleccién correcta de los limites
del paré&metro de impacto de colisién. Para bmax, sélo podemos
integrar hasta esos valores de b tales que wb/v = 1. Para valores
mayores, estaremos en la cola exponencial de la distribucién y
obtendremos valores despreciables de la radiacién observada a w.
Para bmin tenemos dos posibilidades.

(i) De acuerdo a la fisica cl&sica, la distancia m&s cercana de
aproximacién corresponderd a ese parametro de colisién, el cual la
energia potencial electrostitica de interaccién entre el niGcleo y
el electron es igual a la maxima transferencia de energia, es
decir, gf (2v)2= 2mev’. Entonces:

2
Z e -
bmin ~ 2 MV
F
. e
» bmin = _-E—__E
2 Me Vv

(ii) E1 segundo valor posible para bmin proviene del hecho de
gue se debe emplear mecénica culntica para describir los
encuentros cercanos. lLa mixima velocidad adquirida por el electron
es Av = 2v y de aqui Ap = 2mev. Entonces, por el principio de
incertidumbre de Heisenberg, AxAp = h, entonces, Ax = h/2mev, es
decir,

. h
bmin = eV

Este valor nos proporciona el valor significativo m&s pequefio de b
para la integracién. Para cualquier fin practico, debemos utilizar
el valor de bmin mis grande, es decir, dependeri de la relacién:

(bmin)cuantica _ h 2mevz_ vh _ 1 v = 137 v
(bmin)clasica 2MeV Zez - Zez T Za [~} T TZ ¢
donde a = ez/ch = 1/137 es 1la constante de estructura fina.
Entonces, si la particula tiene una velocidad g z —%7 se deberé&

usar la restriccién cuantica.
El valor clasico de bmin es apropiado para el bremsstrahlung de
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una region HII a T = 10'K. A altas velocidades se emplea el valor
cuantico de bmin, el cual es apropiado para la emisién de rayos x
por gas intergalédctico caliente. Entonces, las elecciones son:

2 6
272 e N 1
I(w) = 5 3 1n { A)
3 C Me v
donde:
2 me V°
A= ———5—— para bajas velocidades
2 e w (3.82)
2 m V2
A= "F%E' para altas velocidades

Obsérvese que hemos restringido el analisis a la parte plana de
bajas frecuencias de el espectro de radiacién. Existe, desde
luego, un corte exponencial a altas frecuencias correspondiente a
bmin.

Bremsstrahlung no-relativista. Para encontrar la energia
perdida por un electron de alta energia debida a bremsstrahlung,
integramos (3.82) sobre todas las frecuencias. En la préactica,
esto implica integrar de 0 a wemax, donde wmax corresponde al corte
exponencial (bmin = h/2mev). Esto es aproximadamente:

20 2mv _ 4mmev®

Wmax = =Z % Bmin h

es decir, al orden de magnitud huwwsx = %me vz, la energfia cinética
del electron, la cual es la cantidad méxima de energfa que puede
ser perdida en un solo encuentro. Entonces:

Wmax 2 6
[%"i] = J——-———-—Bzem 1 an) aw
brems v

12 C3 mcz
o
Wmax
2.6
= _i_zs_e_)% .!: ln(A) dw
12 © me” v

(-]
8 z%eN 1 me v2
12 c?

2 1n(A)
Me V

2_6
=8 2e MYV gn(a) » (cte.) zMiv
12 ¢ meh

El punto importante de esta ecuacién, es darse cuenta que la razén

73



de perdida de energia es proporcional a v, es decir, a la raiz

cuadrada de la energia cinética &; - g% =« 62

Este es el
contraste a el caso relativista, el cual serd desarrollado
posteriormente.

Bremsstrahlung Térmico. Para desarrollar el bremsstrahlung de
un gas a temperatura T, la ecuacién (3.82) debe ser integrada
sobre una distribucién Maxwelliana de velocidades de 1los

electrones:
P(v)dv = A ve exp( - % Mev / kT ) dv

En este punto, el algebra se complica notablemente. Si escribimos
%mevz = ng en la ecuacién (3.82), obtendremos una respuesta
correcta en el orden de magnitud. Entonces, la emitividad de un
plasma teniendo densidad electronica Ne, en el 1limite de bajas

frecuencias es

I(w) = (cte.)

2% e [ me
2 KT

172
] g(w,T) Ne Ni (3.83)
Me

donde g(w,T) es el factor de correccién conocido comoc el factor de
Gaunt, el cual proviene del término 1ln(A) integrado sobre la
velocidad, el cual aparece en la férmula (3.82). A altas energias
existe el usual corte exponencial, exp(-hw/kT), el cual debe ser
incluido en la ecuacién (3.83). Finalmente, la perdida total de
energia del plasma puede ser encontrada integrando el espectro de
emisién sobre todas las frecuencias. En la préctica, debido al
corte exponencial, obtenemos 1la forma funcional correcta si
integramos (3.83) desde w = 0 hasta w = kT/h como se describe

arriba, es decir,

2_6
ae ] ze 172 5(T) Ne Ni (3.84)
brem

=5 = (cte.) (kT)
519 mea/z

Los resultados de un c&lculo detallado dan las siguientes
respuestas: la emitividad espectral de un plasma es

-1/2 -hv/kT erg om s 'Hz !

(3.85)
A frecuencias hv « kT, el factor de Gaunt tiene sélo una

K(V) = 6.8 x 10°° T% Ne Wi g(v,T) €

dependencia logaritmica en la frecuencia. Formas adecuadas para
longitudes de onda en radio y rayos x son:
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radio g(v,T)

§
215
r—
p—
p
L d
@
N
'-3
~———
-
o
N
—a

Me e‘vZZ2
(3.86)
rayos x g(v,T) = !% in { %— ]
donde ¥ = 0.577... es la constante de Euler. Ambos términos

logaritmicos pueden ser derivados de las ecuaciones (3.82). Para
frecuencias hw » KT, g(v,T) es aproximadamente (hw/kT)”z. El
origen de este factor puede ser entendido de las aproximaciones de
las funciones de Bessel usadas al derivar la ecuacidén (3.79). La
aproximacién a altas frecuencias difiere de 1las de menor
frecuencia por un factor y'’e” y la forma de la emitividad del
bremsstrahlung dado por (3.85) s6lo toma en cuenta el factor e’
en el limite y » ». Entonces, el término dominante en el factor de
V2, (nw/kT) V2,

La razén total de perdida de energia del plasma es:

Gaunt es y

1
(3.87)

2 12
T

- ( de ] = 1.435 x 1077 2 g Ne Ni erg cm s~
brem

dt

con g = 1.
La busqueda de factores de Gaunt para su uso en férmulas de
bremsstrahlung termal es un proceso largo y complicado.
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Bremsstrahlung Relativista, Este anilisis es de gran
importancia para los electrones de rayos cbésmicos. Comenzaremos
con la ecuacién (3.80) para la radiacién por unidad de longitud en
el marco de referencia del electrétn en movimiento. Nuevamente,
debemos elegir limites adecuados para los par&metros de colisibn
b’sax Y D’min. Se observa due estos pardmetros son dimensiones
perpendiculares a la trayectoria de la particula, por lo que son
iguales en S y en S'.

Con un argumento similar al caso no relativista, se obtiene
que:

bein = h / Me Vv

Ahora bien, para el c8lculo de bwsx, el presente caso es
ligeramente distinto al no relativista, ahora, el electrén esté
interactuando con un micleo que est& blindado por una nube de
electrones, a menos que el parametro de impacto sea pegquefio. Para
el caso general se utiliza el modelo de Fermi-Thomas del &tomo.

En este modelo, el campo electrostatico del nicleo puede ser
descrito aproximadamente como:

2
V(r) = _z_re_ exp( -r/a)

donde a = 1.4a0:2°'?, a0 = b%/mee? = 0.53 x 10%cnm.

Entonces, para atomos neutros, una adecuada eleccién de bmax es

beax = 1. 4302-“3

De esta forma, tenemos que en el limite ultrarrelativista

2 _6
I(w!) = 8 2°e ¥ Ny in 1-4aomev]

12 & me® v b AREE
Ahora tenemos dgue transformar al sistema de referencia del
laboratorio. Primeramente obsérvese que la cantidad d€/dt es un
invariante relativista, y ademis se tiene que:

Aw = 7 Aw’
por lc tanto, la intensidad por unidad de ancho de banda es:
8 z°e® N

I(w) =———————; 1n [

192 v ]
12 c° me? c

1/3
2

El espectro de intensidad es independiente de 1la frecuencia
hasta una energia de hw = (7 - l)mecz, la cual corresponde al caso
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del electré6n cediendo toda su energia cinética en la colisién.
Entonces, la energfa total radiada es:
E/h
'[g%],.:,[ I(w) dw
©
Tomando el caso v #+ ¢, se tiene:
-[g_g] . 8z mE [13_2_]
dt Jhe 12 me?ctn z'?
Es conveniente comparar este resultado con la férmula correcta
ocbtenida por Bethe y Heitler para el tratamiento completamente

cuantico:
_[de =Z(Z+1.3)e6m€[ln[183]+i]
at rad 2 mez C‘h 21/3 8

El término en (Z+1.3) toma en cuenta las interacciones electrén -
electrén entre 1los electrones incidentes y aquellos gue rodean a
los Atomos del ambiente material.
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iii) Radiacién Cherenkov.

Una particula cargada gque se mueve en un medio transparente.
emite, en determinadas condiciones, una radiacién singular; 1los
primeros en observarla fueron P.A.Cherenkov y S.I.Vavilov, y la
interpretacién y calculos tebdricos se deben a I.E.Tamm e
1.M.Frank. Hay que subrayar que esta radiacién nada tiene que ver
con el bremsstrahlung gque, de hecho, siempre se produce en el
movimiento de un electrén acelerado. Esta Gltima radiacién es
emitida por el propio electrén al chocar con 1los &tomos. En
cambio, en el fenémeno de Cherenkov se trata esencialmente de la
radiacién emitida por un medio bajo la influencia del campo de una
particula que se mueve en él. La diferencia entre ambos tipos de
radiacién se manifiesta de manera particularmente clara al pasar
al limite de la masa de la particula tan grande como se quiera: la
radiacién de frenado (bremsstrahlung) desaparece entonces por
completo, mientras que la radiacién de Cherenkov no cambia en
absoluto.

El vector de onda y la frecuencia de una onda electromagnética
que se propaga en un medio transparente esta&n ligados por 1la
relacién k = nw/c, donde n = V¢ es el indice de refraccién real
(se supone que el medio es no-magnético e isétropo). Por otra
parte, la frecuencia de la componente de Fourier del campo de una
particula que se mueve uniformemente en un medio est& ligada con
la componente-x del vector de onda (el eje x estd dirigido en el
sentido de la velocidad de la particula) por la relacién w = kx'V.
Para gue tal componente represente una onda que se propaga
libremente, las relaciones kX = nw/c y Kkx = /v no deben
contradecirse. Y, en efecto, dado gque ha de ser k > Kkx, es
necesario que se cumpla la condicién

v > ¢/ n(w) (3.88)
Asi, pues, la radiacién con frecuencia v se produce cuando 1la
velocidad de la particula supera la velocidad de fase de las ondas
de dicha frecuencia en el medio en cuestidn.
Sea 6 el &ngulo formado por la direccién del movimiento de 1la
particula y la de emisién de radiacién. Tenemos kx = Kkcos@ =
(nw/c)cos6 y comparando con la igualdad kx = w/V se encuentra que

cosé = ¢ / nv. (3.89)
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ESTA TESIS NO QDEBE
SALR BE LA BiBUUTEGA

Por consiguiente, a 1la radiacién de una frecuencia dada
corresponde un valor bien determinado del 4&ngulo 6, el cual
denotaremos como 6c. En otras palabras, la radiacién de cada
frecuencia se produce hacia adelante respecto de la direccién del
movimiento de la particula y se distribuye sobre la superficie de
un cono de &ngulo 20 determinado por la férmula (3.89). La
distribucién angular de 1la radiacién y su distribucién en
frecuencias, por consiguiente, se encuentran entre siI en una
relacién bien determinada.

Se puede obtener el resultado anterior de una forma m&s simple,
por medioc de la construcciédn de Huygens para ondas esfericas de
campo emitidas por una particula que se mueve a una velocidad
mayor a la de la luz (figura 3.10). Para este caso aparece una
onda de chogue electromagnética. La radiacién es emitida en un
dngulo particular con respecto a la direccién del movimiento de la
particula. S6lo en esta direccién particular los frentes de onda
son coherentes.

=

I
I
o
L

I
l./.
S P e}

v<t/\li. >/

flg. 3.10

La emisién de la radiacién Cherenkov es un fenémeno cobperativo
que involucra un gran namero de &tomos de el medio, cuyos
electrones son acelerados por los campos de la particula que lo
atraviesa y de esta forma emite radiacién. Dbebido al aspecto .
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colectivo del proceso, es conveniente utilizar el concepto
macroscépico de constante dielectrica ¢, y no las detalladas
propiedades de los &tomos individuales. Con esto en mente, en
todas las férmulas anteriores hay gque hacer las transformaciones:

c— -S e — —

ve ve

donde £ es la constante dieléctrica del medio.

Una explicacién cuantitativa del fenémeno puede ser obtenida
considerando los potenciales de Lienard-Wiechert. En el caso de v
< ¢ se observé que los potenciales en un punto dado del espacio -
tiempo dependen del comportamiento de la particula en una dnica
posicién retardada. Sin embargo, cuando v > ¢, dos posiciones
retardadas contribuyen al campo en un punto dado del espacio -
tiempo. Siguiendo esta linea de razonamientos se puede obtener,
que la intensidad de radiacién esta dada por:

2

I(w) = e—i-: sen’6c (2¢BT)

c

iv) Radiacibébn de Transicién.

En relacién con el problema de la emisién de radiacién por una
particula que se mueve en un medio material, mencionaremos ain
otro efecto cuya existencia fue indicada como necesaria por V.L.
Ginzburg e I.M.Frank: una particula debe emitir radiacién al pasar
de un medio a otro. Esta radiacién de "paso" o de "transicién"
difiere, en principio del efecto Cherenkov por el hecho de que ha
de producirse para cualquier velocidad de 1la particula, y no
solamente para aquellas velocidades mayores que la velocidad de
fase de la luz en el medio.. Nada tiene gque ver con el
bremsstrahlung (que también se produce al incidir particulas
cargadas sobre la superficie de separacién de dos medios). Al
igual que 1la radiacién de cCherenkov, la diferencia resulta
particularmente clara al pasar al limite de una masa de 1la
particula arbitrariamente grande: la radiacién de frenado
desaparece entonces, mientras que se mantiene la de transicién.

La causa de esta radiacién es la siguiente. Supongamos que
tenemos dos medios en el espacio. Lejos de la frontera, en el
primer medio, la particula tiene ciertos campos caracteristicos de
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su movimiento y de el medio en el cual se. desplaza. Tiempo
después, cuando se encuentra en el segundo medio, lejos de 1la
frontera, la particula tiene campos apropiados a su movimiento y a
este nuevo medio. Aln si el movimiento es uniforme, los campos
iniciales y finales serdn diferentes si los dos medios tienen
propiedades electromagnéticas distintas. Es claro que los campos
deben reorganizarse conforme la particula se aproxima y atraviesa
la interfase. En este proceso de reorganizacién, algunas
componentes de los campos son desechadas como radiacién de
transicién.

v) Oscilaciones de Plasma.

Un plasma es macroscdpicamente neutro, entonces tiende a
regresar a su estado de equilibrio neutro después de gue una
perturbacién local es introducida en la forma de un exceso de
carga positiva o negativa. Si hay un exceso de electrones en una
cierta regién, el campo eléctrico producido por este exceso repele
a los electrones de esta regiébn., En este movimiento, 1los
electrones adquieren una cierta energfia cinética que 1los haréa
oscilar respecto a los iones y después de un cierto tiempo
regresaran a su posicién de equilibrio. Si muchos electrones dejan
esta regién, el campo eléctrico creado por una deficiencia de
electrones tender& a hacerlos regresar. De esta manera ocurren las
oscilaciones de electrones en un plasma.

lLas expresiones que describen estas oscilaciones se encuentran
resolviendo las ecuaciones de Vlasov para dichas perturbaciones.
Por lo general se hacen las siguientes simplificaciones: a) 1la
agitacién termica y 1las colisiones son despreciables; b) las
oscilaciones son de amplitud pequefia.

Las ondas de plasma longitudinales pueden ser de dos tipos:
oscilaciones electrénicas (en la cual los electrones oscilan y los
iones positivos permanecen practicamente estacionarijos) vy
oscilaciones ionicas (en las cuales los iones positivos también
oscilan). Estas fGltimas son ondas de relativamente baja
frecuencia, en las que la neutralidad eléctrica es preservada en
alto grado. Las implicaciones astrofisicas de tales oscilaciones
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ionicas aGn no estin bien entendidas. De cualquier modo, las ondas
en los plasmas proveen de mecanismos para la aceleracién de
particulas cargadas y de este modo producen efectos de radiacién.

vi) Efecto Compton y Dispersibén de Thompson.

Si una onda electromagnética incide sobre un sistema de cargas,
éstas se ponen en movimiento bajo su accidén. Este movimiento
produce a su vez radiacién en todas direcciones; se produce,
conforme se suele decir, uns dispersién de la onda original.

La potencia instantanea radiada por una carga e en movimiento
no relativista esta dada por la férmula de Larmor (3.24):

2
%g = e3 v¢ sen’®
4nc

donde 8 es el &ngulo entre la direcciétn de observacién y 1la

aceleracién. la aceleracién es dada por la onda electromagnética
plana incidente. Si el vector de propagacién es k, y el vector de
polarizacién e, el campo elé&ctrico puede ser escrito como

E(x,t) = e Eo il X = dut

Entonces, de la ecuacién de movimiento neo relativista, tenemos

vit) =e§t:o

eik-x - iwt
Si suponemos que la carga se mueve una parte despreciable de 1la
longitud de onda durante un ciclo de oscilacién, el promedio
temporal de v es %Re (0-0'). Entonces, la potencia promedio por
unidad de &ngulo sélido puede ser expresada por:
(g—g)=ﬁ|l§o|z[—e;]senze
mc

Obsérvese también que la frecuencia de la onda radiada por la
carga (es decir, dispersada por ella) es evidentemente la misma
que la frecuencia de la onda incidente,

Un indice conveniente para caracterizar la dispersién es la
razén de la cantidad de energia emitida por el sistema dispersor
en una direccién dada por unidad de tiempo al flujo de energia de
la radiacién incidente. Esta razén tiene, evidentemente, las
dimensiones de un &rea y se llama seccidn eficaz de dispersién.

Entonces en el presente caso, el flujo de energia incidente es
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el vector de Poynting promediado en el tiempo, es decir,
c|Eo|?/8n. Entonces, la seccién diferencial eficaz de dispersién
esta dada por:

2,2
g% = [ L sen’®
mc
Si la onda incide a lo largo del eje 2z con su vector de
polarizacién formando un &ngulo ¥ con el eje X, como se muestra

en la figura 3.11, la distribucién angular es

sen’® = 1 - sen’® cos’® (¢ - ¥)

Para radiacién no polarizada, la seccién eficaz estd dada por el
promedio sobre el angulo V¥:
do _ e’ 2, 2
aﬁ—{——é]a(li'cose)
Esta es 1llamada 1la férmula de Thompson para dispersiébn de
radiacién por una carga libre, y es apropiada para la dispersién
de rayos X por electrones o rayos gamma por protones. La seccidn
eficaz total, es:

2 2
8 [ ef
=5 (2z)

mc

La dispersién de una onda por un sistema de cargas difiere de
la dispersidén por una sola carga (en reposo), en primer lugar, por
el hecho de que, debido a la presencia del movimiento interno de
las cargas del sistema, la frecuencia de la radiacién dispersada
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a 2.898x10°

cuerpo caliente a unos 6000 K, como la superficie del Sol, el
maximo de intensidad se encuentra a una longitud de onda
correspondiente a luz amarilla.

Para longitudes de onda largas, tales como las de radio, 1la
expresién para la intensidad de la radiacién fue derivada por los
Britanicos Lord Rayleigh y Sir James Jeans. La ley de
Rayleigh-Jeans establece que el flujo de potencia radiada P de un
"radiador" perfecto a temperatura absoluta T esta dado por:

mK cuando A esta en cm y T en grados Kelvin. Para un

P =kp /A
donde k es la constante de Boltzman.

viii) Radiaciébn Espectral de Linea.

Un tipo distinto de mecanismo de enisién de ondas
electromagnéticas es la radiacién espectral de linea, que como su
nombre indica, se encuentra concentrada a una sola longitud de
onda. La radiacién de linea ocurre, por ejemplo, cuando sal comGn
es vaporizada por una flama. Una luz amarilla intensa es emitida
por los adtomos de sodio en la sal, y si la luz es examinada por un
espectroscopio se encuentra que estd concentrada en una longitud
de onda particular, y la radiacién es conocida como la linea del
sodio.

La teoria culntica aplicada a 4&tomos describe la radiacién
espectral de linea. En 13901, Planck dedujo gue todos los cambios
de energia se producen por medio de paquetes o0 cuantos. Neils
Bohr mostro m&s adelante que 1los espectros atémicos pueden ser
explicados si los &tomos existen sélo en determinados ests * de
energia. La transicién entre estados de energia explica p- a
radiaciédn aparece s6lo a ciertas frecuencias.
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CAPITULO A.
HIDRODINAMICA

El estudio del movimiento de fluidos (liquidos y gases)
constituye lo que se denomina dindmica de fluidos o hidrodind&mica.
Puesto que los fenémenos considerados en la din&mica de fluidos
son macroscépicos, un fluido se considera como un medioc continuo.
Esto significa que siempre se supone que cualquier elemento de
volumen pequefio del fluido es suficientemente grande como para
contener un nimero muy elevado de particulas.

La descripcién matemitica del estade de un fluido mévil se
efectia por medio de funciones que dan la distribucién de la
velocidad del fluido v = v(x,¥y,2,t) y de dos magnitudes
termodiné&micas cualesquiera gque pertenezcan al fluido, por
ejemplo, la presién termodinédmica p(x,y,z,t) y la densidad de masa
p(x,¥,2,t). Como es bien conocido, todas las magnitudes
termodindmicas quedan determinadas dados 1los valores de dos
cualesgquiera de ellas y la ecuacién de estado, de agui gue si se
tienen cinco magnitudes determinadas, a saber las tres componentes
de la velocidad v, la presién p y la densidad p, queda totalmente
determinado el estado del fluido en movimiento., Cabe recalcar que
la velocidad no tiene nada que ver con la ecuacién de estado.

Al estudiar el movimiento de un fluido, podemos suponer en
algunos casos que todas las perturbaciones son reversibles. En
realidad, un proceso es termodin&micamente reversible solamente si
se realiza con velocidad infinitamente peguefia, de modo gue el
estado.de equilibrio termodinimico llega a establecerse en cada
instante en el fluido. Sin embargo, un movimiento real se produce
a velocidades finitas, el fluido no se encuentra en equilibrio en
cada instante y, en consecuencia, tendr&n lugar en &1 procesos
internos gque tiendan a 1llevarlo al estado de equilibrio. La
existencia de estos procesos hace que el movimiento resultante sea
irreversible lo gue, en particular, se manifiesta en que 1la
energia mecénica se disipa y transforma finalmente en calor. El
proceso de disipacién de energia ocurre por la accién de dos
mecanismos diferentes. El primero consiste en 1la conduccién
irreversible de calor entre puntos de diferente temperatura. El
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segundo, en que si ocurre algin movimiento interno en el cuerpo,
habra procesos irreversibles debidos a las velocidades finitas de
esos movimientos, en los cuales particulas con un cierto momento
lineal atraviesan un plano y se mezclan con particulas de menor
momento lineal; estos procesos de disipacién de la energia pueden
llamarse, procesos de friccién interna o viscosidad. En un estudio
mas completo de la dindmica de fluidos, habrd que agregar una
v1sc051dad y una conductividad térmica.
o Podemos claslflcar a los f1u1dos en:

a) Ideales: no hay disipacién de la energia por viscosidad u otro
mecanismo de friccién interna; no hay transporte de calor de una
parte del fluido a otra.

i T Realen: hay VIsCostaaq ¥ AohuucoTER TEIRISy e S e T e N
Los fluidos pueden ser ademds compresibles o incompresibles segin
que la densidad sea constante o no. la condicién para que un
fluido pueda ser considerado incompresible es:

Ap/p « 1

en cada punto y para cada t.

La ausencia de intercambio térmico entre las diferentes partes
del fluido (y también, como es natural, entre el fluido y los
cuerpos gque lo rodean) significa que el movimiento a través del
fluido es adiabdtico., Asi pues, el movimiento de un fluido ideal
debe suponerse necesariamente que es adiabatico.

En deneral, todas estas magnitudes son funciones de 1las
coordenadas x, Yy, 2z Yy del tiempo t. También resaltamos que
v(x,Y,2,t) es el campo de velocidades del fluido que especifica el
valor de v para cada punto (x,y,z) del espacio y en cada instante
t, es decir, se refiere a puntos fijos en el espacio y no a
particulas especificas del fluido. En general, estas f(ltimas se
estarédn moviendo en el espacio en el curso del tiempo. Lo mismo
hay que sefialar respecto a p y p.

a) Ecuaciones Fundamentales del Movimiento de un Fluido Ideal,

Deduciremos o enunciaremos a continuacién las ecuaciones
fundamentales de la hidrodinamica. Empezaremos con la ecuacién que
expresa la conservacidn de la materia.
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i) Ecuacidén de continuidad,

Considérese una superficie S gque limita a una regidén
simplemente conexa R gque se encuentra completamente dentro del
fluido. Sea p la densidad del fluido, de tal manera que la masa
total del fluido dentro de S estd dada por

M= III p(x,y,2,t) dt
R

donde dtr es la diferencial de volumen. Diferenciando con respecto
al tiempo y recordando que X,Yy,z son las variables de integracién,
obtenemos

B AR At WATRT R IPYY ST LI IV PRt eearigy “‘,«%(‘1’.{’}{ wg%:m“%*ﬂ.;wt R O A 2R L Y e Ry
R
Ahora bien, existen sélo tres_formas en gue se puede cambia;_la
masa del fluido en el interior de S: (1) puede estar entrahdo )
saliendo fluido de la superficie, la contribucién por unidad de
tiempo debida a este efecto es:

f£ vp-dg ;

donde do es la diferencial de superficie; (2) Puede estarse
creando materia (fuente), o (3) puede estarse destruyendo materia
(sumidero). Sea y(X,Y,2) la cantidad de materia creada o destruida
por unidad de volumen y por unidad de tiempo . Para una fuente, ¥
> 0, y para un sumidero, y < 0. lLa ganancia total de fluido por
unidad de tiempo es, por lo tanto:

g% = III v(x,¥,z,t)dt - II pv-do
R )

por lo que:
III g% dt = If[ v(x,y,z,t) dt = II pv-do
R R 3

aplicando el teorema de la divergencia al ultimo término, se

Jyg%d‘ = fifwdt - _[yv'(pv) ac

obtiene:
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y como esta ecuacién es valida para cualquier regicn R se concluye

que:
3 ., . -
FI AR (pv) v

Esta es la ecuacién de continuidad. En ausencia de fuentes ¥y
sumideros esta ecuacién se convierte en:

8p . =
- + v (Pv) =0 . .(4.;)

Si, ademds, el fluido es incompresible, p=cte., g€=0, y la
ecuaciédn de continuidad resulta:

PO N PR RS RITVRS AP RRPIFS LRI ETE REREAg VAo 4& WA T RNL LE AP CU AR a;pa*.«“rv;w-' L L7 Zo0N

si el movimiento es irrotacional, esto es, si §v-dr=o0,
entonces v=V¢, de tal manera que la ecuacién de continuidad para
un fluido incompresible gue no posee fuentes ni sumideros y que
tiene un movimiento irrotacional, estd dado por:

v -0 . (4.3)

ii) Ecuaciébn de Euler:

Consideremos el movimiento de un fluido ideal dentro de una
region simplemente conexa de volumen V y superficie S. La fuerza
total que actGa sobre el mismo como resultado de 1la presién
termodindmica es igual a la integral:

- § p dg
S

extendida a la superficie gue 1limita el volumen (con signo
negativo puesto que dg apunta hacia afuera de 1la region).
Transformandola en una integral de volumen, obtenemos:

- i p dg = -Ilj vp av

Como puede verse, el fluido que rodea a cualquier elemento de
volumen dV ejerce sobre el mismo una fuerza =-VpdV. En otras
palabras, podemos decir gue sobre cada unidad de volumen actida una
fuerza -Vp,.
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A continuacién podemos escribir la ecuacién del movimiento de
un elemento de volumen igualando la aceleracién dv/dt a la fuerza

-Up dividida entre la masa por unidad de volumen ( p ):

& = (/e (4.4)
La derivada dv/dt que aparece aqui designa, no la variacién
respecto al tiempo de la velocidad del fluido en un punto fijo del
espacio, sino la variacién respecto. al tiempo de-la velocidad de
una particula fluida determinada cuando se mueve en el espacio,
Esta derivada ha de expresarse en funcién de magnitudes que se
refieren a puntos fijos en el espacio. Para ello observamos que la
v, VRFSACIOP AV, G8, ., YOI0GHARG. O 18, PACLISUIA - £IUIAN AUDINKS: R Wi ts bt
tiempo dt se descompone en dos partes, a saber, 1la variacién
durante dt de la velocidad en un punto fijo del espacio y 1la
diferencia entra las velocidades (en el mismo instante) en dos
puntos separados dr, siendo dr la distancia recorrida por 1la
particula de fluido durante el tiempo dt. la primera parte es
(8v/3t)dt, en donde se «considera gque 1la derivada (8v/at)
corresponde a valores x,y,z constantes, es decir, a un punto
determinado del espacio. La segunda parte es:

av av av _ .
-é-)-(d)(“'-é?dY'fEEdZ—-(drV)V

Asi pues,
— av .
dv = [ F ] dt + ( dar'v v
por 1o que:

dv _ v .
aE “a t(vOv £4.5)

esta derivada se denomina "derivada convectiva', sustituyendo en
la expresidén dinémica { 5) se tiene que:

a
5% + (VU)V = - é p (4.6)

Esta es la ecuacién requerida del movimiento del fluido ideal, fue
cbtenida por primera vez por Euler en 1775 y se denomina en su
honor ecuacién de Euler.

Las fuerzas externas no tienen que ser inicamente de presién.
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En general, si existe cualquier otra fuerza f por unidad de masa,

la ecuaciédn de Euler toma la forma:

Qy

v =-1
i + (v:V)v = 2 Vp + £ ) (4.7)

En el caso de un campo gravitatorio, se tiene f=g, donde g es la
aceleracién gravitacional.

Recordando que en este caso estamos tratando con un movimiento
_adiabatice, la entropia de un ‘elemento -cnalquiera - del * fliido
>permanece constante cuando éste se mueve en el espacio. Designando

por s a la entropia por unidad de masa, podemos expresar la

condicién de movimiento adiabatico, como:
. R ORETIPIR S RVeRy T 1% ERE SR CEN Lo L S A
At TR RS R R P g -t
PR SRR T LY AL AL A i g% =0 (4.8)

o bien:

as _
3t + (v'V)s =0

(4.9)

Esta ecuacién es la que describe de modo general el movimiento
adiabatico de un fluido ideal. Recordando la relacién vectorial:

V- (¢a) = ¢V-a + a-v¢
podemos escribirla como una ecuacién de continuidad

correspondiente a la entropia:

91§%l + 9 (psv) = 0 (4.10)

Podemos utilizar el hecho de que el movimiento es isoentrépico
para obtener la ecuacién del movimiento en una forma ligeramente
distinta. Empleando la relacién termodinadmica de la entalpia (w):

dw = Tds + vdp (4.11)

donde V es el volumen especifico, es decir, el inverso de 1la
densidad de masa, y T la temperatura absoluta. Puesto que s es
constante se tiene:

dw = vdp = dp/p (4.12)
Y. por tanto, (Vp)/p=Vw. Por consiguiente, 1la ecuacién de Euler

puede escribirse como:

av

Er(vVi)v="-T (4.13)
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Resulta interesante mencionar otra forma de expresar la ecuacién
de Euler sdélo en términos de la velocidad. Utilizando una férmula

del andlisis vectorial:

W2 =2 v (VxV) + 2 (ViU)V

la ecuacién (4.13) queda como:

e .t Coosn T e

g! + lgv? - vx(Uxv) = =Yw
DC..Z R .
tomandé el rotacional a ambos lados de la ecuacién y recordando

que el rotacional de un gradiente es cero, se obtiene 1la relacién:

g—t (xv) = Ux(Ve(TaV)) o o
[PST RN IR S TTSE PR DS KR S S at ol N R A g O R S ad i S
en la que sdlo interviene la velocidad.

Las ecuaciones de movimiento han de complementarse con las
condiciones de frontera que deben satisfacerse en las superficies
que limitan al fluido. En el caso de un fluido ideal, la condicién
de frontera expresa simplemente que el fluido no puede penetrar en
una superficie sblida. Esto significa que la componente de la
velocidad del fluido normal a la superficie de contorno debe
anularse si dicha superficie esta en reposo. En el caso general de
una superficie mévil, la componente normal de la velocidad, debe
ser igual a la componente correspondiente de la velocidad de la
superficie. En una superficie 1limite entre dos fluidos
inmigcibles, la condicién es que la presién y la componente de
velocidad normal a la superficie de separacién debe ser la misma
para ambos fluidos y cada una de estas componentes de velocidad
debe ser igual a la componente correspondiente de la velocidad de
la superficie :

Como se mencioné al principio del capitulo, el estado de un
fluido mévil queda determinado por cinco magnitudes: 1las tres
componentes de la velocidad v y, por ejemplo, la presién p y la
densidad p. De acuerdo con esto, un sistema completo de ecuaciones
de 1la dinamica de fluidos deber& tener un nimero de cinco
ecuaciones. En el caso de un fluido ideal éstas son las ecuaciones
de Euler, la ecuacién de continuidad y la ecuacién adiabatica.
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iii) Ecuaciones de movimiento para un fluido incompresible bajo la
accién de un campo conservativo

Si el campo externo es conservativo, 1la fuerza se puede
expresar en términos del gradiente de un potencial de la forma
f=-Vy, donde x es el potencial. De esta manera:

1
- lyp = -9y + B
4 5 VP (x p)

81 p es constante. En este caso la ecuacién de Euler gueda como:

av 1 .2 ~ 1 - - B
TS v - vxiVxv) = £ 2 Vp = V( x + 3 )
o bien:
T T T T DA T R S, R R AR s R L AL Caniei B LD e W T e T s e
. av _ P 1 .2
3t - vx(Vxv) = = V( x +B + SV ) (4-15)

Consideremos dos casos especiales:
a)Movimiento irrotacional.
En este caso Vxv=0, de tal manera que la ecuacidén (4.15) se

_convierte en:

%=-V(x+§+§vz) (4.16)
b)Flujo estacionario.
En este caso g% = 0, de tal manera que la ecuacién (15)
resulta:
vx(Vxv) = V( % + g + v (4.17)
se puede ver que esto implica:
v-U(x + g + %vz) = 0. (4.18)

De aqui que V(x+p/p+§v2) es normal a todo punto del campo de
velocidad v. Asi, v en cada punto es paralela a la superficie
x+p/p+’5v2 = constante. La curva trazada en el fluido, tal que sus
tangentes sean paralelas a los vectores de velocidad en puntos
correspondientes, se llama linea de flujo.

Hemos probado que para un fluido incompresible ideal, que se
mueve bajo la accién de fuerzas conservativas, y cuyo campo de
velocidad es estacionario, la expresién x + g + -;-vz permanece
constante a lo largo de una linea de flujo. Esta es la forma
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general del teorema de Bernoulli.

iv) Flujo de energia.
Escojamos un elemento de volumen cualquiera fijo en el espacio
y veamos cdémo varia con el tiempo la energia del fluido contenido
dentro de este elemento de volumen. La energia de la unidad de
volumen del fluido es:
%pv2 + pe o ) _ (4ﬂ19X
en donde el primer término representa la densidad de’ energia
cinética y el segundo la de energfa interna, siendo ¢ la energia
interna por unidad de masa. La variacién respecto al tiempo de
civar + 0853 - SNOXgia e5ta dada Ror: 13 9exiVada PaFCIAL .. i wic . s sobuedyian dir Mine s
5 3oV’ + pe) (4.20)

Para calcular esta magnitud escribamos:

1

8 1 v 22 4+ 1o (2v-av/et)

a
eGPV =58 Geviv) = L v

218

o bien, utilizando la ecuacién de continuidad (4.1) y la ecuacién
de movimiento (4.5),
120" = = IV (pv) + pv- (=Wp/p - (v-T)V)

ag—glpvz) = -}vzv-(pv) - v:Vp = pv:- (V' V)V

En el dltimo término sustituiremos v-(v-V)v por %v-vvz Yy p por
pVw - pTVUs (utilizando la relacién termodin&mica vista
anteriormente), con lo gue se obtiene:

a
at'{‘lpvz) = - v (pv) - pv-vg'-v2 + w) + pTv Vs

Ccon objeto de obtener la derivada a(pe)/3t, utilizaremos la
relacién termodinadmica:

dec = Tds - pdV = Tds + (p/p°)dp
puesto que V=1/p; entonces tenemos que
d(pe) = €dp + pde = edp + pTds + (p/p)dp = (¢ + p/p)dp + pTds

ahora bien, dado que la entalpia w por unidad de masa la podemos
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expresar como:
w=¢€+pV¥ =¢ + p/p
se llega a:
d(pe) = wdp + pTds

y entonces:

8lpe) _ , 28 4 pr B8

at at at

utilizando la ecuacién de continuidad se llega a:

BPE) = u(=v-(pv)) + PT(-v'U)s

donde también hemos utilizado aqui la ecuaciédn adiabatica general,
et aratis GOBRINANGR. .. 10§ . FESUIEAARA - ANLELIPTAS,. v PNCODLTAROR ., QUG = A0 o

variacién de energia es:

a 1.2 _ 1.2 1.2

€ PV + pE) = - 2V Ve(pv) - Vv V(¥+ W) + PT(V'V}s + w(=V:(pV))
+ pT(-v'V)s

3
5 (%pv2 + pe) = -(§v2+ W)V (pv) = pv-V(§v2+ w)

a

5 (%pvz + pg) = - v-(pv(§v2+ w)) (4.21)

con objeto de ver el significado de esta ecuacién, integrémosla
en un determinado volumen:

%E I ( 3PV + pe ] av = - I v-[ v ( % v +h )] av
| 4 | 4
Utilizando el teorema de la divergencia se llega a:
%_-I[:—,pv2+pc]dV=-5pv(%v2+h)~da (4.22)
s
| 4

El primer miembro es la variacién por unidad de tiempo de la
energia del fluido en un volumen determinadc. E1 segundo miembro
es, por consiguiente, la cantidad de energia que fluye hacia el
exterjor de este volumen en la unidad de tiempo.

De aqui que la expresién

PV(SVe + W) (4.23)

pueda denominarse como el vector de densidad de flujo de energia.
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Su médulo es la cantidad de energia que pasa por unidad de tiempo
a través del d&rea unitaria perpendicular a la direccién de 1la
velocidad. La expresidén (4.23) muestra que cualquier masa unitaria
de fluido lleva consigo durante su movimiento una cantidad de
energia w + éve. El hecho de que la entalpia w aparezca aqui en
lugar de 1la energia €, tiene un significado fisico sencillo.
Haciendo w = € + p/p, podemos escribir el flujo de energia a
traves de una superf1c1e cerrada de la forma: L
§ pv(ivi+ c)-da - § pv(p/p)-da -
S

P T NI Y IR RN N i

El primer término es la energia (cinética m&s interna)

v 7o odansportada. por . la, masa. dg- fluido. a través, de, L. SVREEIChE R 13 e
unidad de tiempo. El segundo término es el trabajo realizado por
la fuerza de presién sobre el fluido dentro de la superficie.

v) Flujo de momento.

Consideremos ahora una serie semejante de razonamientos para el
momento o cantidad de movimiento del fluido. El momento por unidad
de volumen es pv. determinemos su variacién respecto al tiempo,

g%. para ello utilizaremos la notacidén tensorial. Tenemos
a{pvi)y _ ovi ap
st T P vt Vg -

Utilizando la ecuacién de continuidad:

[/ + a(pvn)

3t . - ©
y la ecuacién de Euler:
avi a = - 19ép
7® * (g W p ax)
obtenemos:
a(pvi) _ 18 _ avi - 9{pvk)
at Plmpaxs ~ V¥ am ) vV XK
=-% _ v Svx
axi PV Xk Xk
Y a(pVivk
axi Xk

el primer término se puede escribir como:
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donde &ik es la delta de Kronecker, y se obtiene,

a(pvi) _ a1k E P
it T T om (4.24)
estando definido el tensor Ik como:
Mk = pédik + pvivk (4.25)

el cual es claramente simétrico.
Para ver el significado del tensor Ik, integremos la ecuacién
(4.24) respecto a un volumen determinado:

-

-6.A> X _V BHl;
7 J pvi dv = j %K av

aplicando el teorema de la divergencia, el segunde miembro se
transforma en:

B T AN RSO PG T SR ¥ '.:0-‘.."6':]_?.."' SRR RIETE BT MRE DN R RIS T O Rl T T
1k
- % av = § Mk dox
entonces:
& j pvi 4V = =~ § M dok (4.26)

El primer miembro es la variacién respecto al tiempo de 1la
componente i del momento contenido en el volumen considerado. La
integral de superficie es, por consiguiente, 1la cantidad de
momento que fluye hacia afuera a través de la superficie limite
por unidad de tiempo.

En consecuencia, ik dok es la componente i del momento que
fluye a través del elemento superficial d¢ . Si escribieramos dox
en la forma nkdo, siendo do el &rea del elemento superficial y n
un vector unitario a lo largo de la normal dirigido hacia afuera,
veremos que Iiknk es el flujo de la componente i del momento a
través del Area superficial unitaria. Podemos observar, ademas,
que, de acuerdo con (4.25),

Miknk = pni + pVivknk (4.27)
esta expresién la podemos escribir en forma vectorial como:
pn + pv(v‘n) (4.28)

Asi pues, ik es la compcnente i de la cantidad de momento que
fluye por unidad de tiempo a través del Area unitaria
perpendicular al eje xk. El tensor Mk se denomina tensor de
densidad de flujo de momento.
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El vector (4.28) da el flujo de impulso en la direccién de n,
es decir, a través de una superficie perpendicular a n. En
particular, tomando el vector unidad n dirigido paralelamente a la
direccién de la velocidad del flujo en cada punto

v =nywv
entonces de (4.28):
y =B = 2|V
P[V] +pvv= [v+ev] v= [p+pv ]v
se observa que s6lo la componente longitudinal del momento se ve
transportada en dicha direccién y su densidad de flujo es p + pve.
En una direccidén perpendicular a la velocidad, sbélo se

oo~ BEANEPAEEA, 13 \faUPenente . transyersal (xelativa a.N).dek DPRENEC 4. ..

siendo su densidad de flujo exactamente p.

Cuando existen otras fuerzas, el efecto de éstas debe incluirse
también en Mik; en el caso de una densidad volumetrica de fuerzas
externas F, debida a un potencial ¢, es decir F = --1-‘7«), el

P
tensor Wik queda como:

Mx = pdix + Vivkp + P8ik .
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b) Ecuaciones Fundamentales del Movimiento de un Fluido Viscoso.
Estudiaremos ahora el efecto producido por 1la disipacién de
energia, gue se produce durante el movimiento de un fluido, sobre
el propio movimiento. Este proceso es el resultado de la
irreversibilidad termodindmica del movimiento. Siempre se presenta
dicha irreversibilidad en alguna medida y se debe a la friccién
interna (viscosidad) y a la conduccién térmica.

i) Eéﬁéciones Fundamentalesf
Con objeto de obtener 1las ecuaciones que describen el
movimiento de un fluido viscoso, hemos de incluir algunos términos
adicionales en la ecuacién del movimiento de un fluido ideal. la
scuaciln  d8 ‘continuidad gomo “hemes gk ER "andddudean,” "as
valida igualmente para cualquier fluido, sea viscoso o no. Por
otra parte, la ecuacién de Euler requiere ciertas modificaciones.
Hemos visto que la ecuacién de Euler puede escribirse como:

a(pv1) _ _ dllik
at

axk !

en donde Mk es el tensor de flujo de momento. El1 flujo del
momento dado por la férmula (4.25) representa una transferencia de
momento completamente reversible, debida simplemente al momento
mecdnico de las distintas partfculas de fluido que viajan de un
lugar a otro y a las fuerzas de presién que actGan sobre dicho
fluido. La viscosidad (rozamiento interno) se debe a una
transferencia de impulso, irreversible, de unos puntos donde la
velocidad es grande a otros puntos donde la velocidad es pequefia.
La ecuacién del movimiento de un fluido viscoso puede, por
consiguiente, obtenerse sumando al flujo de momento "ideal" un
término -0’1k que da la transferencia de momento viscoso
irreversible en el fluido. Asi pues, escribiremos el tensor
densidad de flujo de momento en el casc de un fluido viscoso en la
forma:
Mk = pdik + pvivk = Ofik = = Gik + pViVk (4.29)
El tensor:
ok = =-pSik + O'1k (4.30)
se denomina tensor de tensiones y 0’1k es el tensor de tensiones
de la viscosidad. El tensor o1k expresa la parte del flujo de
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momento qgue no se debe a la transferencia directa de momento con
el movimiento de conjunto del fluido.

Puede establecerse la forma general del tensor o’ix del modo
siguiente. En un fluido se presentan procesos de rozamiento
interno dnicamente en el caso en que las distintas particulas del
fluido se muevan con velocidades diferentes, de modo que exista un
movimiento relativo entre las distintas partes del fluido. De aqui

que d’ik dependa de las derlvadas parc1a1es de la veloc1dad Si

los gradlentes de veloc1dad son pequenos, podemos suponer que la
transferencia de impulso debida a la viscosidad depende sélo de
las primeras derivadas de la velocidad. Con la misma aproximacién,

a
a 1k puede suponerse como una func16n lineal de las derivadas 2%

pa ‘rm e .~ me

R Y

. No pueden exlstlr térmmos én cr o 1ndepenaléntes
que 0’1tk debe anularse para v = constante. A contlnuac16n

completo esti en rotacién uniforme, puesto que es evidente gue en
dicho movimiento no se produce ningin rozamiento interno en el
fluido (rota como un cuerpo rigido). En el caso de rotacién

uniforme con velocidad angular @, 1la velocidad v es igual al
avi v

producto vectorial Q x r. Las sumas %t Fx Son combinaciones
a

lineales de las derivadas -5% Y se anulan cuando v = Q %x r. de

agui que o’ik deberd contener exactamente estas combinaciones
avi

simétricas de las derivadas ol
El tensor m&s general de rango dos gque satisface 1las
condiciones anteriores es:

v Vi avy
’ = — —_—
o’k a ( 6xu+ Erd ] + b % Sk ,

siendo a y b independientes de la velocidad. Sin embargo,. es
conveniente escribir esta expresién en una forma 1ligeramente
distinta, en la que a y b se sustituyen por otras constantes:

k= A, Az by av)
U""n[axu*'ax: aélkm]‘i'CBlk-a—x-] (4.31)

Las constantes 1 y { se denominan coeficientes de viscosidad, y se
puede demostrar, que ambos son positivos:
n>0, >0,

Las ecuaciones de movimiento de un fluido viscoso pueden ahora

’
obtenerse sumando simplemente las expresiones agx:x en el segundo
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miembro de las ecuaciones de Euler:
8vi avi __3
P{Er“’*m]-
Asi pues, tenemos:

V1 JVi - p 8 avi avk 2 v 4d 8V}
p[at * wam]’ i axu[n(am tan T o 6x1])+ axx[c %y

(4.32)

Q3

Esta forﬁa de las ecuaciones de movimiento de un fluido ;iécoéo es

la ma&s general de todas. Las magnitudes 1 y ¢ son funciones de la

presién y la temperatura. En general, p y T, y, por consiguiente,

n y { no pueden extraerse fuera del operador gradiente.
e enbargo, en” 12 hayor  pArte e Mo catts, Yot uset Sitntes M T
de viscosidad no varian notablemente en el fluido y pueden, por
tanto, considerarse.como .constantes. En estos casos tenemos

LS

80 _ [ 2%vi dve_ _ 2 8%y ] c 8%y
3 Xk Xk Xk IXkIK 3 3Xi18xXy B3X19%)
() e (eo40)
Pero:
Egggii = v 5%;%%3 = 9(V-v)

De aqui que podamos escribir la ecuacién de movimiento de un
fluido viscoso en forma vectorial: '

p [ g{ + ( vV )V ) =-Tp+nVv+ (T4 % n ) V(V-v)
(4.33)
Si el fluido puede considerarse como incompresible, V-v=0 de la
ecuacién de continuidad y el Gltimo término en el segundo miembro
de (4.33) es cero. Asi pues, la ecuacién del movimiento de un
fluido incompresible es:

av
3t

1

+ (v9)vy = - 3 p + Vv (4.34)

vi3
™

Esta ecuacidn se denomina de Navier-Stokes.
Se observa que difiere de la ecuacién de Fuler por el término

gvzv. En el caso de que existan fuerzas externas, simplemente se
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agrega el término F/p al segundo miembro, donde F es la densidad
volumetrica de fuerzas externas.
El tensor de tensiones en un fluido incompresible toma la forma

sencilla:

(4.35)

AY! 8Vk
gik = - pdik + 7N ]

e T axi
Vemos gue la viscosidad de un fluido incompresible queda
determinada sélo por un coeficiente. Puesto que la mayor parte de
los liéuidos pueden considerarse como pfécﬁiéémeﬁée
incompresibles, este coeficiente de viscosidad 1 es el que tiene,
en general, importancia. El cociente

vel (4.36)

se denomina viscosidad cinemdtica, mientras que el propio m se
denomina viscosidad dinamica.

' Conviene niencionar gqueé la viscosidad din&mica’ de un''gas a ‘una’

temperatura determinada es independiente de 1la presién. Sin
embargo, la viscosidad cinemdtica es inversamente proporcional a
la presién.

La presién puede eliminarse en la ecuacién de Navier-Stokes del
mismo modo que se hizo en la ecuacién de Euler. Tomando el
rotacional a ambos miembros de la ecuacién (4.34):

av . = -1 1 g2
v x [ % (v:V)v ] =9 x [ 2 p + p v v]

obtenemos la expresion:
AOXY) —gx (vx9xv) +v 0@ xv)

También escribiremos a continuacion 1las condiciones a la
frontera que actGan sobre las ecuaciones del movimiento de un
fluido viscoso. Existen siempre fuerzas de atraccién molecular
entre un fluido viscoso y la superficie de un cuerpo sdlido. Estas
fuerzas dan lugar a que la capa de fluido inmediata adyacente a la
superficie guede totalmente en reposo y se "adhiera" a 1la
superficie. De acuerdo con ello, las condiciones limite en las
ecuaciones del movimiento de un fluido se anule en las superficies
sélidas fijas:

v =20. (4.37)

Puede resaltarse que tanto la componente de velocidad normal
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como la tangencial se deben anular, mientras que en el caso de un
fluido ideal las condiciones limite exigen Gnicamente la anulacién
de vn. Podemos sefialar que, en general, las ecuaciones de Euler no
pueden ser satisfechas con la condicion limite v = 0,

ii) bisipacién de Energia en un fluido viscoso incompresible.

La presencia de la viscosidad da como resultado la disipacién
de energia _que finalmente se transforma en calor, El calculo de la
dlslpacxon de energia es espec1almente sencillo en el caso de un
fluido incompresible,

La energia cinetica total de un fluido incompresible es:

i 2 - “
T R R FUUTE PRI NN 1 N 5‘-""?-‘9-“;‘ M BV it e s et S e Tl 4
Tomemos la derivada temporal de esta energia escribiendo

o P PRSP

- R - avt
3t ( 3PV ] =P Vg

y sustituyendo g%i por la expresién correspondiente que se obtiene
mediante la ecuacidén de Navier-Stokes:

8wy _ avs _ 1 dp 1 801k
" Ve T pax: T p ox

El resultado es:

3 1 2} avs _ ap otk
Ee[sp"]' PYIVE B ~ Viax YV TERe

= - . . - . a ! ‘k
= pv [(v V)v] vUp + Vi ;xk

av
= = p(v: V)[ % v+ g ] + V(vg’) - 01k 5—%

En esta expresién v'g’ designa el vector con componentes
vio’ik. Puesto que V'v = 0 en el caso de un fluido incompresible,
podemos escribir el primer término del sequndo miembro como una
divergencia:

8a_ {15821 = - v 1w 4P -var] <« o 8V
3 ( H pv ] = v [ pv[ v' o+ ) ) v g'] o'k e {4.38)

La expresidn entre corchetes es exactamente la densidad de flujo
de energia en el fluido: el término pv(-v +E] es el flujo de
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energia debido a

la transferencia real de masa de fluido ¥y

equivale al flujo de energia correspondiente a un fluido ideal. El
segundo término v-g’ es el flujo de energia debido a los procesos

de rozamiento interno.

resultado un flujo

de

Pero la presencia de viscosidad da como

momento o’ik; sin embargo, en una

transferencia de impulso siempre interviene una transferencia de

energia y el flujo de energia es igual al producto escalar del

flujo de impulsec por la
claridad, integremos la

obtendremos:

gE I % pv2 av = - I V-[pv[

1
2
R R AR STAL DN EAPY

ol el ) sl

T R R WP Bt A

velocidad. Para ver lo anterior con mayor
ecuacién (4.38) respecto a un volumen V,

a&:
’ —_—
l o'k 3 av

avi
e av

El primer término del segundo miembro nos da la variacién respecto

al tiempo de la energia

cinética del fluido contenido en V debido

al flujo de energia a través de la superficie que limita a V. La

integral del segqundo término es en consecuencia,

por unidad de tiempo

disipacién.

Si se extiende la integracidén al volumen total del fluido,

la disminucién

de 1la energia cinética debida a 1la

la

integral de superficie se anula (puesto que la velocidad se anula
en el infinito, ya que se considera el movimiento del fluido en un

sistema de coordenadas donde el fluido se encuentra en reposo en
el infinito), y encontramos que la energia desipada por unidad de
tiempo en la totalidad del fluido es:

Ex

o m o= - 8vi
=T = J‘O”lkmdv

En fluidos incompresibles habiamos visto que el tensor o’ik es:

v avi avk
otk = M [ 3xk | ox1 ]
entonces:
ot oo AV favi 0wk vt avt g1 vk
axk Xk Xk axi Xk 8xk %Xk dX)
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dado gue los indices estan contraidos:

avy 1 8vi 8vi 1 dvk vk dvi dvx
’ —_— = - e —— - o ——a — ==
T TRk n [ 2 0Xk 89Xk + 2 ax1 axi1 + Xk OXi ]
=D [ 8viévi 8vk vk ., BVi Ovk
2 OXKk GXk axi oxi Xk 3xi

. 2

_n 8vi vk

= 4 —  —
Xk ax1

Asi pues, tenemos finalmente, para la disipacion de energia en un
fluido viscoso incompresible:

. 2
- N avi vk (4.39)
B I [ *9«‘ _ﬁXJ ] dV 2L R R B Lolis W

La disipacién conduce a una disminucién de energia mecénica,

es dec1r, debemos tener que Ek<0 . Sln embargo la 1ntegral de

(4 39) es siempre p051t1va. Por tanto, se llega a la conclu516n de
que el coeficiente de viscosidad n es siempre positivo.

iii) Ecuacién general de la transferencia de calor.

Se ha mencionado que un sistema completo de ecuaciones de la
dindmica de fluidos debe contener cinco ecuaciones. En el caso de
un fluido en el que se produzcan procesos de conduccién térmica y
rozamiento interno, una de estas ecuaciones es, como antes, la
ecuacién de continuidad y ahora se sustituyen las ecuaciones de
Euler por las de Navier-Stokes. La guinta ecuacién correspondiente
a un fluide ideal es la ecuacién de conservacién de la entropia.
Como es natural, en un fluido viscoso esta ecuacién deja de ser
vdlida, puesto que se producen en su interior procesos
irreversibles de disipacién de energia.

En un fluido ideal la ley de conservacién de la energia se

expresa por la ecuacién:

a8 1 2
3E [ 5 PV + pe ) = - V-[ oV + W ]

La expresién del primer miembro es la variacién respecto al tiempo
de la energia contenida en la unidad de volumen del fluido,
mientras que el segundo miembro es la divergencia de la densidad
de flujo de energfa. En un fluido viscoso la ley de conservacién
de la energia, como es natural, sigue siendo valida: la variacién
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por unidad de tiempo de la energia total del fluido en cualquier
volumen debe seguir siendo igqual al flujo total de energia a
través de la superficie que limita dicho volumen.

Sin embargo, la densidad de flujo de energia ahora tiene una
forma diferente. Ademds del flujo pv(v2/2+w) debido a 1la
transferencia simple de masa por el movimiento del fluido, existe
también un flujo debido a les procesos de rozamiento interno. Este
Gdltimo flujo viene dado por el vector v-g’, con componentes
vxa'u: Ademds, existe otro termino que debe incluirse en el flujo
de energia. Si la temperatura del fluido nc es constante en todo
su volumen, el flujo de energia se llevara a cabo, ademds de los
dos medios de transferencia de energia indicados anteriormente,

e LR Mamma iy m Lt aRiebe  Sgteav e gk tys L oS R SR TS LR AN KTy X LA NEEEN
por una transferenc1a “de calor medlante un mecanismo que
denomina conduccidén termica. Esto significa la transferencia de

.. . ..la energia térmica-molecular desde. agquellos puntos. en donde .la...
temperatura es alta a los otros en donde es menor. En ella no
interviene un movimiento macroscépico y se produce incluso en el
caso de un fluido en reposo.

Designemos por q la densidad de flujo de calor debida a la
conduccién térmica. El1 flujo q estd relacionado con la variacién
de temperatura a través del fluido. Esta relacién puede escribirse
de un modo simple en aquellos casos en que el gradiente de
temperatura en el fluido no es grande; en los fendmenos de
conduccién térmica casi siempre estaremos dentro de estos casos.
Podemos entonces desarrollar q como una serie de potencias del
gradiente de temperatura, y tomar Gnicamente el primer término del
desarrollo. El término constante es evidentemente cero, puesto que
q debe anularse cuando VT se anule. Asi pues, tenemos:

q=-k T (4.40)
La constante x se denomina conductividad térmica. Es siempre
positiva, como puede verse, considerando que el flujo de energia
debe ocurrir desde los puntos de temperatura mas alta a aquéllos
donde 1la temperatura es menor. Es decir, q y 9T deben tener
sentidos opuestos. El coeficiente x es, en general, una funcién de
la temperatura y de la presién.

Asi pues, el flujo de energia total en un fluido cuando existe
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viscosidad y conduccidén térmica es:

pv{ vz/z +w) - vag’ - kVT.
De acuerdo con esto, la ley general de conservacién de energia
viene dada por la ecuacién:

8 1 2 — - 9. 142 - v -
3 [ 3 pv° + pe ] = v [ pv [ : ve +w ] v.g’ kVT ) (4.41)

Podria tomar esta ecuacién para completar el sistema de
ecuaciones fluido-mecé&nicas de un fluido viscoso. Sin embargo, es
conveniente ponerla en otra forma transformidndola con ayuda de las
ecuaciones de movimiento. Para ello, calculemos 1la derivada
temporal de 1la energia contenlda en el volumen Gnitario de fluido

S A S O R L i U R LA R P R L L NTEREY 7 S SRR T L UL R

a partir de las ecuaclones de movimiento. Tenemos asi

L R =128 . 8y g 8p
..at.[ 2 PV .t et J =zV¥.38 Y PV 3t P TE 3

Sustituyendo % despejada de la ecuacién de continuidad y Y ge

at at
la ecuacion de Navier-Stokes tenemos:
a8 1 2 _ 1 .2 ae
3F [ 3 pv° + pe ] = -3 v U (pv) + p 7 € V- (pv) + v-[ - p
80" 1x
p(v-V)v + Bk ]
a 1 2 _ 1,2 ac
I3 3 PV + pcC ==-3V V-(pv) + o 3 " € V- (pv) - v:Vp
+ v a‘;x“‘ pv-I( L vh

Utilizando la relacién termodinémica:
de = Tds - pdV = Tds + (p/p°}dp

se tiene:

8¢ _ 025 , B % _ g8 B (w.
ac“Tat*pzat'Tat"pz(v“"'”

Sustituyendo esta expresién e introduciendo la funcién de entalpia

= +2
W € p
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obtenemos:

% {%PV2+PC ] = -1V (pv) +p[Tg§-§2V'(pV) ]
- ¢ U (pv) - v'Vp + Wi ag;:k - pv-V( % vz)
= - [ % v+ g + € ]V-(pv) + pT g% - v-Up
+ 3‘;;:“‘ - VI V)
= - [§v2+w]v-(pv) +pr 2 - vup
- Bt e @ J-+VLlag:ikW-l p:l‘V(%’vé). R N I T T o I SRR P S WAL A

A continuacién, y a partir -de ‘la-ecuacién termodinamica:
dw = Tds + gg

tenemos:
Ip = pVw - pTVs

El peniGltimo término del segundo miembro puede escribirse:

80’k
8xx

avi
Ixx

=9-(v:g’) - 0’ avi

Vi 8%k

_a 1 - ’
—axk(V\O‘u) o7k

Sustituyendo estas expresiones y sumando y restando V- («kVT),

obtenemos:
5 1,2 1,2
3 [ 3V +pE ] = - v'{ (pv) ( sV tuw y - vg’ - VT ]
as avi
+ pT 7w * pTV:Us - o'k = 9. (kVT)

= - v-[ (pv) ( % vV +tow y - vig! = KT ]

avi s
- o'k T - (kVT) + pT[ 3t + (v-V)s ] (4.42)
Comparando esta expresién para la derivada temporal de la energia

contenida en el volumen unidad con (4.41), obtenemos

2] v .
pT( 5% + (v-¥)s ] = o' 5;% - V- (xVT) (4.43)
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Esta ecuacidén se denomina ecuacidén general de transferencia
térmica. Si no existe viscosidad ni conduccién térmica el segundo
miembro es cero y se obtiene la ecuacidén de la conservacién de la
entropia correspondiente a un fluido ideal.

Debe senalarse también 1la interpretacidén siguiente de 1la
ecuacién (4.43). La expresion del primer miembro coincide
exactamente con la derivada temporal total g% de la entropia,
multiplicada por, pT. La magnitud g% da la, variacién respecto al. .
tiempo de la entropia de una masa unitaria de fluido cuando se
mueve en el espacio y, por tanto, T%e es la cantidad de calor que
gana dicha unidad de masa en la unidad de tiempo, de modo que,

o186, 05, 12 cOntidad de calor que gana por unidad de volumen, .

Vemos, a partir de (4. 43), que la cantldad de calor adquirido por

unidad de volumen del fluido es, por tanto,

e v FR T T T -~ BYy - . PN
r — .
Ok oo ¥ v (kVT).

El primer término de esta expresién es la energia disipada en
calor por la viscosidad, y el segundo es el calor conducido hacia

el interior del volumen considerado.
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iv ) Resumen.

A manera de resumen, escribamos las ecuaciones bésicas del
movimiento de un fluido real:
1) Ecuacién de continuidad = Conservacidén de la masa

_ 8(pvk}

éo _
3t BT

2) Ecuacidn de Navier-Stokes = Conservacibén del momento

. B

8l 1k

‘alpviy _
at d %Xk

3) Ecuacibn de conservacién de la Energia

a a aT ‘
R T ( 1;"2!2... + q:”v_)__f A m[.ﬁ.\{!(%yft u] ,,-..,_V.\Qf.u._; I b ,]_. Yiv oty

Se observa gque todas las ecuaciones tienen la forma:
R R U R
ot Xk
donde A y B pueden ser escalares, vectores, o tensores de segundo
orden dependiendo de la ecuacién gue se estudie. Asi, se tiene la
siguiente tabla para obtener las ecuaciones basicas de 1la
hidrodin&mica:

A B
Ec. de Continuidad. P pVK
Ec. de Momento. pvi M =pdix + pvivk = 0'1k
1.2 aT
Ec. de Energia. AR pvn(-a-v + W) - vio'ik K F
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CAPITULO 5.
MAGNETOHIDRODINAMICA

Si un fluido conductor se encuentra en un campo magnético, sus
movimientos hidrodindmicos inducen en el mismo campos eléctricos y
generan corrientes eléctricas. Pero sobre las corrientes en un
campo magnético actidan fuerzas gque pueden influir fundamentalmente

sobre el mov;qiqnto del fluido. Por otra parte, .estas gorrientes .
cambian a su vez el propio campo magnético. De esta manera se
forma un cuadro complicado de interaccién de fenémenos
electromagnéticos e hidrodindmicos que ha de considerarse tomando
como base ccn]untamente el SLStema de ecuaciones del campo

R T A N AL '"A-b“‘,nﬂh{:—v R R D P S AL L D il ot TR RT3 R AP P

electromagnétlco y las ecuaciones de mov1m1ento del fluido.

et a8 ) LA APFOXiMACION MHD v« s\ e d v o e A et e itte S e e
En la aproximacién magnetohidrodindmica ( MHD ) de las
ecuaciones basicas ( hidrodinamicas y electrodinémicas) se obtiene
un sistema simplificado de ecuaciones. En esta aproximacién se
asume la validez de la ley de Ohm y que el fluido tiene una
conductividad muy grande y constante.
De hecho, si V, L y T son los valores caracteristicos de 1la
velocidad, longitud y el tiempo, asumiremos gque:

1 v
5T € 1 Yy 5T ¢ 1 (5.1)

Un significado fisico a estas relaciones serad expuesto nis
adelante.

La permeabilidad y permitividad de los medios, de los que cabe
tratar en MHD difiere muy poco de la unidad y esta diferencia
carece de importancia en relacién a los fenfmenos estudiados aqui.
En consecuencia supondremos 4 = € = 1 (el considerarlos distintos
de la unidad, no introduce cambios esenciales), lo cual es una
buena aproximacién cuando trabajamos con buenos conductores.

De la ley de Ohm (1.6) y 1las ecuaciones de Maxwell (1.12)
obtenemos:

_ . _ 1 dD 4n 1
VXH—*—C--a—t-+—cJ—Ea—t~+-—E(U(D+EUXH]+pcu] (5.2)

Analizando los ordenes de magnitud de 1los términos de esta
ecuacidén, se encuentra que:
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= corriente de desplazamiento = 0[ —%— ]
peu = corriente convectiva = o[ g A ]
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Entonces, la ecuacién (5.2) se escribe como:
L st oo egun])

o bien:

y la ley de Ohm queda como:
J=o (D+2un)
por lo tanto, de la ecuaion (1.6b) se tiene:
3=y

Si definimos la viscosidad magnética v= como:

de la ecuacién (5.2) y (1.10):

VD = - 1 .g_..t' = l Ve Ux(UVxH) -~ é Ux (uxH)

[}

SH
at

utilizando la identidad vectorial:
W(VxH) = V (V-H) - VH
y recordando que V-H = 0, se tiene:

= Ux(uxH) = ve Ux(UxH)

al: Ux(uxH) + va V ’H
Esta ecuacidén es conocida coma la ecuacién de induccién.

Ademds, del hecho de gque
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éb
ot
la ecuacion de Maxwell (1.12) se convierte en:

H = 5% j (5.6)

donde j viene dada por la ley de Ohm (ecuacién (5.4)).
Otra cosa que vamos a demostrar es gque ps = densidad de carga
acumulada, se difunde muy rapidamente. Consideremos la ecuacién

(5.2): . .

1 6D _ 4n 1
UxH T - ¢© [ U[ D + o uxH ] + peu ]
Aplicando la divergencia a la ecuacién anterior:
4n 8 4 L, T . e -
R "55@5 = ‘-?(Amr pe + s V- (uxH) + peViu ]

donde se ha utilizado la ley de Maxwell V-D = pe4m, entonces:

e e St g
at

= - 4nope - peV-u - % V- (uxH)

si el fluido se encuentra en reposo, u = 0, por lo gue gueda:
2pe -

3t + 4n0 pe 0

cuya integracién inmediata da:

Pe = po € “t/T
= 1
4no
donde T es el tiempo de relajacién. Para el Sol, T = 107%%, 1o

ue significa que en 10 '% 1la carga decrece al valor de pe e, ©
q g q g P

sea, la carga desaparece casi instantdneamente. Podemos despreciar
entonces los términos donde aparece pe.
Entonces la ecuacién de Maxwell (1.11) se escribe como:
v'D =0 (5.7)
y la fuerza de Lorentz (1.9) como:

F=é(ij) (5.8)

De esta forma, las ecuaciones de campo en la aproximacién MHD

son:
V'-H=0 (5.9)
VD=0 (5.7)
_ 4n
VsH = =z j (5.6)
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8
£ = Ux(uxH) + va VH (5.10)

gue junto a la ley de Lorentz ( 8) y la ley de Ohm ( 4) determinan
la electrodinamica del problema.

Al utilizar estas ecuaciones admitimos que se cumplen
determinadas condiciones. Concretamente, los periodos de variacién
del campo deben ser grandes comparados con el tiempo de recorrido
libre de los electrones de conduccién. Entonces la relacidén entre
la corriente y el campo. eléctrico. viene determinada. por- la nmisma.
conductividad ¢ que en el caso de una corriente constante., Adenmis,
admitimos que ¢ es constante en todo el medio. Con esto se
presupone, en particular, que la conductividad es independiente

. ...del campq magnético. Para gque esto qcurra, el camino libre medie, ....
de los electrones debe ser pequefio comparado con el radio de
curvatura de su trayectoria en el campo magnético. En otras

" '‘palabras,’ el tienmpos ‘de retor¥ido” libre ‘debé’ ser pequefio ‘comparadd’ T

con la frecuencia de los electrones %g. Esta condicién puede
violarse en un medio excesivamente enrarecido gue se encuentre en

un campo magnético intenso.

b) obtencibn de las ecuaciones MHD.

Para poder obtener la ecuaciones bisicas que gobiernan la
mecidnica de fluidos en campos electromagnéticos, necesitamos
utilizar las siguientes leyes fisicas:

1) Conservacién de la masa.

2) Conservacién de el momento.

3) Conservacién de la energia.

4) Ley de Lorentz para la fuerza electromagnética.

5) Ecuaciones de Maxwell y constitutivas para el campo
electromagnético y el medio.

Dado que estamos interesados en el fenémeno fisico que consiste
en un fluido en presencia de un campo electromagnético, debemos
considerar dos efectos: la influencia del movimiento del fluido en
el campo electromagnético y la influencia del campo eléctrico y
magnético sobre el movimiento del fluido. Estas interacciones
estan gobernadas por las ecuaciones basicas y leyes fisicas
anteriormente descritas.

Para relacionar 1las ecuaciones del fluido (ecuaciones
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mecanicas) y las de los campos, Y obtener las ecuaciones del
fendémeno completo, se procede como sigue:

a) La ecuacién de continuidad no se ve afectada por el fenémeno
electromagnético.

b) En la ecuacidén de momento (ecuacién de Navier-Stokes o de
Euler) consideramos en las fuerzas externas a la fuerza de
Lorentz.

c) En la ecuacién de transmisidén de calar agregamos el calor de.
disipacién de Joule.

En todo el procedimiento se utilizari la aproximacidén MHD.

Las ecuaciones hidrodinamicas contienen, en primer 1lugar, la
_ecuacién de continuidad: . .
2+ 9 (pv) = 0 (5.11)
y la ecuacién de Navier-Stokes:

N EE - <. PR L. e .

F

av 1 N o2 1 1
+ .7 = = — ¢ R ) = + - (Y- + =
(v:9)v p WP UV ES (L Hgm) V) + O

5t

(5.12)

donde m y { son los dos coeficientes de viscosidad del fluido; y F

es la densidad volumétrica de fuerzas externas, en este caso, las
electromagnéticas. Segun la férmula de Lorentz se tiene:

F = é jxH (5.13)
recordando que:
_ An (5.14)
"H = Cj

se tiene que:

_ (5.15)
F = n (VxH)xH

con esta expresidén la ecuacién de movimiento del fluido queda

como:
___al + (V'9)vy = - L vp - R He (TxH) + an vzv -+ 1 + ! nyv(v.v
ot ( ) [o] P 4np x (9<H) o] P (€ 3 )7( )

(5.16)

A esta ecuacidédn hay que afadir todavia la ecuacién de estado:

p = p(p,T) (5.17)
que relaciona entre si a la presién, la densidad y la temperatura
del fluido, y la llamada ecuacidén de transmisién de calor.

En la hidrodin&mica ordinaria, ésta es:
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&

pT { 55 + v'Us ] = otu 24

&L+ 9 (kvT) (5.18)

t

Aqui, s es la entropfia de la unidad de masa del fluido, y la
expresién en el primer miembro de la igualdad representa la
cantidad de calor (referida a 1cm® } liberada en 1s en un elemento
del fluido en movimiento. En cuanto al segundo miembro de 1la
igualdad, éste representa la energia disipada en el mismo volumen
en 1ls. El primer términc en é€1 estd relacionado con la viscosidad;
o’ix es el tensor de viscosidad:

8vi vk _ 2 51y avy

ovi  avx vy avi
axk axi 3 ax}

)4—(6“6’”

El segundo término da la disipacién relacionada con 1la
‘conductividad  térmica ( x 'es el -coeficiente de conducisdn -de:-

o'k = 7 [ (5.19)

calor). En un fluido conductor hay que afiadir el calor liberado
por efeé;o Joule. Refer;do_a la un;@ad dg volumen,»éste es iggak_
a: -

Cs=3'"D' = (D+3xH)F=DJ+3(ZxH)

Utilizando (5.3) y (5.6) se obtiene:

v
D'} = 7z (WH) - [Vn(VxH) -v;n] = g7 ( BH)® = = (VH) (VaH)
y ademés:
v . C 4
j'[ExH]-E(VxH)(cxH)
Por lo tanto:
Cy = 3D = 5= (VxH)® (5.20)
Asi pues, la ecuacién de transmisi6én del calor en
magnetohidrodindmica se escribe:
2
pT[g-%+v-Vs]=a'u§%+V~(nV’r)+-i—6—ng(VxH)2

(5.21)

Las ecuaciones (5.9), (5.10), (5.11), (5.16), (5.17), y (5.21)
constituyen el sistema completo de ecuaciones de la
magnetohidrodinamica.

Las ecuaciones (5.16) y (5.21) pueden también escribirse de una
forma que expresa las leyes de conservacién del momento y de 1la
energia, respectivamente, En efecto, la ecuacién de Navier-Stokes
de la hidrodinédmica ordinaria se puede llevar a la forma:
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a{pvi) _ éllin
at

=-S5 (5.22)

(aplicando, al hacerle, también la ecuacién de continuidad), donde
Mx es el tensor de densidad de flujo de momento, igual a:
M = p vivk + p 8tk - 0%k

A la misma forma se reduce la ecuacidén (5.16), con la Wnica
diferencia de que a Tk se afiade un término correspondiente a la
fuerza de Lorentz. Tenemos:

He (VYxH) =3V () - (H -0)H
-1 - O
-EH’[HI:HH) He oo
Por consiguiente, se obtiene para Iik:
e = pvivk + pStk ~o’tk =~ z—;—‘- ( Hilk - % Waw ) (5.23)

Como se hubiera esperado, a TMik se afiade el tensor maxwelliano de
esfuerzos en el campo electromagnético.

En cuanto a la ecuacién de transmisién de calor, ésta se
transforma (utilizando las dem&s ecuaciones hidrodindmicas) en la
ecuacién de conservacién de la energia.

En la hidrodindmica ordinaria:

a 1 2 = = O
’a“t’['z'pv +pc]— v-q

donde q es la densidad de flujo de energia igual a:

q=pv[%v2+w]-v-c'—xVT;

mientras que ¢ y w = ¢ + g son, respectivamente, la energia
interna y la entalplia correspondientes a 1 gr de fluido. Cuando en
el medio conductor existe un campo magnético, a la densidad de
energia se le suma la energia magnética H2/8n, y a la densidad de
flujo de energia, el vector de Poynting %'—!DXH. Expresando en este
Gltimo D en funcién de H (ec. 5.3) obtenemos:

2
= 12 - v - Xl e -
q-pv{gv +m] v.g’! xV’I‘+4n(C[47waH VxH]xH]
= 14 - vig! - 3 - .
q = pv[ 3 v  + 0w ] v’ k9T + i Hx (vxH) 16n20 Hx (VxH) (5.24)

Y la ecuacidn de conservacién de la energia queda como:
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2
g H ) = - 9.q (5.25)

| 2
-a—t-(spv +pc+———8n
No presenta dificultad comprobar mediante un cadlculo directo 1la
eqguivalencia de las ecuaciones (5.25) y (5.21).

c) Teorema de Alfvén.

lLas ecuaciones se simplifican un poco si el fluido en
movimiento se puede considerar incompresible. La ecuacién de
continuidad (5.11) se reduce entonces a V:v = 0 y en la ecuacién
(5.16) desaparece el dltimo término. Escribamos una vez mis el
sistema de ecuaciones correspondiente:

9H =0 Vv =0 (5.26)
2—2 = Vx(VsH) + vo VH

av . ~ - -1- - 1 ‘ E 2 '

3T + (v:V)v = p vp anp Hx{VxH) + ? Vv

Mediante conocidas expresiones vectoriales, podemos escribir:
Ux(vxH) = (H'V) v - H (V-v) - (V.V} H + v (V'H)
He(V:H) =V (W) 7 + (H0) H

entonces las dos Gltimas ecuaciones se escriben:

gg + (V'V) H= (HV) v + va PH (5.27)
Ny vy v=-1Lyg LB + i (H'9) H + v ¥y
at ) P &n 4mp

(5.28)

En este caso, estas ecuaciones (5.26), (5.27) y (5.28) pueden ser
resueltas independientemente de la ecuacién de la energia; ésta no
es necesaria para resolver el problema del movimiento de un
liquido incompresible, a menos gue nos interese especialmente 1la
distribucién de la temperatura en el mismo y su influencia en el
movimiento.

Volvamos a la ecuacién general (5.10):

aH 2
it = Ux(VxH) + vaV'H

y veamos el orden de magnitud de los términos. Estos son:
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VH Vel
T Y 3
L
donde V y L son una velocidad y longitud tipicas del problema. El

cociente es:

T Vel - ve - _z MO (5.29)

el cual lleva el nombre de Numero de Reynolds Magnetico. Para
saber cudl es su significade fisico, se observa lo siguiente:
Si Rm « 1, la ecuacién ({5.10) queda:

. oH _ 2
g =Vvs VH (5.30)

la cual es una ecuacién diferencial de difusibén. Esto significa
que dada una configquracién inicial de campo magnético, las lineas
de campo se difunden en un tiempo de difusién igual a:
dnoL?

o?
donde L es la longitud caracteristica de la variacién espacial de
H. El tiempo t es del orden de 1s para una esfera de cobre de 1ce

de radio, del orden de 10* amos para la Tierra, y de 10'° afios

T =

para un campo magnético tipico en el Sol,.

En el caso de Ra » 1, que es el caso limite de una
conductividad suficientemente grande, la ecuacién (5.10) toma la
forma:

48
5'5 = Ux(vsH)

Esta ecuacién tiene un significado fisico muy importante e
histéricamente se puede tomar como el punto de partida de la MHD,
Desarrollemos el rotacional qgue aparece en el segundo miembro

(5.31)

de la igualdad, teniendo en cuenta gue V'H = 0 :

L - (v -H (7
i (K-0) v {(v'V) H H (V-v)

Sustituyendo de aqui, de acuerdo con la ecuacién de continuidad
(5.11),

v = o 18 VY
Vv = Bat ‘—-—'P

Después de una reagrupacién de términos, obtenemos

PRI

La expresién en el primer término de la igualdad representa la .
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derivada convectiva que determina la variacién de una magnitud en
el desplazamiento del fluido junto con la particula en movimiento;

designando esta derivada por gf tenemos:
d H = E-
w(f)-(8-7])~ (5.32)

Por otra parte, consideremos una "linea de fluido" cualquiera,
es decir, una linea gue se desplaza Jjunto con las particulas del
fluido gue la constituyen. Sea 31 el elemento de longitud de esta
linea y determinemos cémo varia en el curso del tiempo. Si v es la
velocidad del fluido en un punto que coincide con un punto del
extremo 81, su velocidad en el otro extremo serd: v + (6l1-V)v. En
consecuencia, en el intervalo de tiempo dt el elemento 81 varia en
dt(81-V)v, es decir:

a1 = (s19)v

Vemos asi que la variacién de los vectores 81 y % con el tiempo
viene determinada exactamente por la misma ecuacién. De aqui se
sigue que si en el instante inicial estos vectores coinciden en
direccién y sentido, seguiran coincidiendo también en instantes
posteriores y sus magnitudes variar&n proporcionalmente una a 1la
otra. En otras palabras, si dos particulas de fluido infinitamente
préximas se encuentran sobre la misma linea de fuerza en un
instante, se encontraran siempre sobre ella y la magnitud g
cambiard proporcionalmente a la distancia entre ellas.

Pasando de puntos infinitamente préximos a puntos gque se
encuentran a una distancia finita cualquiera uno de otro, llegamos
a la conclusién de que cada linea de fuerza se desplaza junto con
las particulas de fluido que se encuentran sobre ella. Cabe
imaginar que (en el limite 0- o) las lineas de fuerza magnética
estan como pegadas a la materia del fluido, moviéndose junto con
él. La magnitud g en cambio, varia en cada punto proporcionalmente
a la extensidén de la correspondiente "linea de fluido". Si el
fluido que se mueve se puede considerar como incompresible, se
tendr4d p = constante, y entonces la propia intensidad H variari
proporcionalmente al alargamiento de las lineas de fuerza.

Estos resultados poseen también otro aspecto intuitivo. De
ellos se sigue que en el desplazamiento en el tiempo de un
circuito liquido cerrado cualquiera, éste no cortara lineas de
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fuerza, es decir, el nUmero de tales lineas que lo atraviesan se
conservara constante. Esto significa que el flujo del campo
magnético a través de cualquier superficie que se apoya sobre un
contorno liquido permanece invariable en el tiempo.

Veamos lo anterior con mas detalle; consideremos una superficie
de fluido rodeada por una cadena de particulas en presencia de un
campo magnético exterior.

El flujo magnético sera:

[ 4 =IH-ds
s

consideremos un elemento diferencial de longitud dl del contorno 7
que pasa a I’ barriendo una superficie dlxvdt;

Pl
/’ ‘\

/
,:

dt
'l

X y

~“§ -"*

s
]
]

- -

£1g.5.1

el flujo magnético a través de esta superficie sera:
H- (dlxv) &t

y si consideramos 1la variacién de flujo por unidad de tiempo
provocada por el movimiento de 7y e integramos, podemos escribir la
derivada total del flujo respecto al tiempo:

g—%=%-f(v’(ﬂ)-dl

r

gue se obtiene intercambiando : por x e invirtiendo el orden del
producto vectorial. Si reemplazamos la integral sobre el contorno
por una integral sobre la superficie, gueda:
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i¢
—g—% = -g—t- - J' Vx (VxH) -ds
S
y como:
ae _ oH |
3 = J 3t ds
S
resulta que:
dad _ 8H _ ,
X = J [ = Vx (VxH) ] ds
5
Pero si se cumple la relacién (31), se verifica que:
ae _
at 0

es decir, el flujo magnético se mantiene constante. Este resultado
se conoce como Teorema de Alfvén y fue obtenido hace algo mas de
cuarenta afios. La interpretacién fisica de este teorema es la
siguienté: El hecho de que el flujo magnético se mantenga
constante significa que las lineas de fuerza aconmpafian a las
particulas de fluido en su movimiento, es decir, el campo
magnético se comporta como si estuviera ‘“congelado" en el
material. Este resultado dié a Alfvén la idea de considerar las
lineas de campo como cuerdas el8sticas sometidas a una cierta
tensién. La idea resulté muy fructifera y permitié obtener
intuitivamente una serie de resultados bé&sicos de 1la MHD. La
presencia de wun término difusivo en (5.10) hace que el
congelamiento no sea total y que exista un deslizamiento entre las
lineas de fuerza y las particulas del fluido.

La cuestién de en qué casos se puede de hecho prescindir de los
procesos disipativos en un fluido, no tiene respuesta general,
puesto que las correspondientes condiciones dependen
fundamentalmente del carédcter del movimiento y, por ejemplo, son
completamente diferentes para movimientos estacionarios y no
estacionarios.

Veamos que cambio produce en H un pequefio desplazamiento § del
fluido. Consideremos una porcién del flujo magnético de base dso,
altura Aro, que al tiempo to esta en la posicién ro y contiene un
fluido de densidad p.. Al tiempo ti1 las cantidades cambian a dsi,
Ari1, p1. Supongamos ademds que Aro es paralelo a Ho.
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fig.5.2

Entonces:

Are = as Ho
y como consecuencia de la congelacién del campo:
Ar1 = a1 Hi

Las condiciones de conservacién del flujo magnético y de la masa

se pueden escribir, respectivamente como:
Ho'dso Hi-ds:
po(Aro-dss} pt (Ar1-ds1)
l.a segunda ecuacidén se puede escribir:
poacHo-dso = praiHi-dsi

i

entonces:
podo = pilai
por otro lado, la ecuacién de movimiento del fluido da:
Ari = 8re + (&ro'V} €
o sea:
atHt = aocHo + (aoHo-V)£&os
o bien:

Hi _ Ho Ho |
Pt = pe + { Pe v ] £o1

Y si el fluido es incompresible:

Hi =~ Ho = ( Ho'¥ ) £;n
Esto significa que si la linea de fuerza se estira, aumenta
intensidad de campo.
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Conviene investigar los 6rdenes de magnitud de los términos que
entran en las ecuaciones y establecer criterios de aplicabilidad
para ellos.

Consideremos primero la ecuacién de movimiento en el caso de
congelacién. Si comparamos las fuerzas inerciales con las fuerzas
magnéticas, llegamos a la cantidad:

K, pvz_ H> _ Energia Magnética

S = -+ == o0t =

L L ov? Energia Cinética

El caso magnetohidrodinidmico aparece cuando S = 1. Esto es
claro, pues si S ¢ 1, entonces los efectos electromagnéticos son
despreciables; por otro lado, si S » 1 entonces se tendrd que p es
muy baja y H muy grande, pero ya hemos sefialado gque la teoria es
s6lo valida si el tiempo medio entre colisiones es pequefio
comparado con la frecuencia de Larmor, es decir, no se puede
aplicar si el cociente Hz/p es demasiado grande. En general, si
S«1 o »1 no hay una "interaccién" importante entre el movimiento
del fluido y el campo magnético; en el primer caso, el movimiento
del fluido domina y el campo no desempefia ningln papel y en el
segundo caso, el gue domina es el campo y el movimiento del fluido
es controlado por este sin alterar apreciablemente al campo.

Un posible criterio de aplicabilidad de las ecuaciones de la
MHD consiste en combinar los nGmeros R« y S de la siguiente
manera. Los efectos magnéticos son importantes en la ecuacidén de
movimiento cuando § = 1; por otro lado, ocurre congelacién de
campo si R » 1. Entonces:

172
2 2 1
= pvV v = —_
H fo) » [ ] H

y si sustituimos:

anol’ H 1

Ht =
m»l o L—'cz va‘»l

Esta cantidad L se 1llama numero de Lundquist y es el gue da un
verdadero criterio de aplicabilidad de la MHD en fluidos ideales.
Si se desean incluir las fuerzas viscosas se puede combinar:

Rn » 1 o gé » 1

con:
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ul? = pv?

de donde se obtiene:

_ LH 1
Lv—;— 75»1

donde Lv se denomina nimero definido de Lehnert.

d) Conveccibn.

Un fluido puede estar en equilibrio mecdnico (es decir, no
presentar ningun movimiento macroscépico) sin estar en equilibrio
térmico. Para un fluido ideal, la ecuacidn:

_ (VxH) xH
Yp = pg +

gue es la condicién para el equilibrio mecanico, puede
satisfacerse aunque la temperatura no sea constante en todo el
seno del fluido. Sin embargo, la cuestién que entonces se plantea
es la estabilidad de dicho equilibrio. Para que el estado de un
fluido sea estable es necesario que si se producen pequefas
perturbaciones éstas disminuyan con el tiempo. Por el contrario,
si las pequefias perturbaciones que se producen inevitablemente en
el fluido tienden a aumentar con el tiempo, entonces el estado del
fluido es absolutamente inestable. No puede existir entonces un
estado inestable de este tipo producido por perturbaciones
infinitamente pequefias. Se encuentra que el fluido es estable sélo
cuando se cumplen determinadas condiciones. En otro caso, el
equilibrio es inestable y esto conduce a 1la aparicién de
corrientes en el fluido que tienden a mezclarlo de modo tal que se
llegue a igualar la temperatura. Este movimiento se denomina
conveccién. La aparicién de corrientes convectivas en un fluido
conduétor puede ser efectuada por la presencia de un campo
magnético. Walén sugirié que esto ocurre especialmente si la
distancia que se desplaza un elemento convectivo antes de volver a
mezclarse con el medio no es muy grande en la direccién de H.

e) Forma Simétrica de las Ecuaciones Magnetohidrodinamicas,

Para finalizar este capitulo, se presentar4 una forma de
escribir las ecuaciones magnetohidrodindmicas para un fluido
incompresible que es simétrica, y que simplifica su escritura.

Para un fluido incompresible, podemos transformar 1las
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ecuaciones qu

av
at

en una forma simétrica por medio de 1la introduccidén de

variables:

variables se

donde:

e lo gobiernan:

VH=0

ot

1
. = - = +
+ (vU)V 5 V[ P

L
8n

Vv

+

Y sustituyendo 1las

=0

SH , (v-V)H = (H-V) v + vaVH

(H-V}) H

4np

2
+ Wy

_ H
u=v + Vangp
_ - H
vw=yv Vang
sumando y restando (4.27) y (4.28},
llega a:
g—:+(v-V)u-avzu-B\72v+VO=0
g—:,_-'+(u-\7)v—avau—ﬁvzu+v¢=0
v-u =0 V'w =0
Ve + ¥ _Vm =V
« 2 B =3

= H_
b4 pe = pt (31

2
es la presién total

(4.26)

(4.27)

nuevas

nuevas

(hidrostdtica y magnética).
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f) ondas Magnetohidrodinémicas.

Consideramos en el seno de un fluido conductor una porcién del
mismo, contenida en un prisma de longitud infinita, de seccién
ABCD,

fig.5.3

la cual se somete a un movimiento longitudinal de velocidad v, en
presencia de un campo magnético H // Z.

Como consecuencia de este movimiento se induce un campo
eléctrico:

D=z xH

el cual aparece como consecuencia del término % x H de la fuerza
de Lorentz aplicada a cada carga del fluido. Dado que el medio
es conductor, se establecerdn corrientes como las mostradas en la
fig. 5.4.
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Esto da lugar a la aparicién de una fuerza por unidad de volumen:
F=éjx“

Dentro del prisma, F es opuesta a v y afuera E es paralela a v,
en consecuencia, se producen ondas transversales que se propagan
en direccidén paralela al campo H.

Ahora bien, si tenemos un fluido compresible y se produce una
compresién perpendicular a H, aumenta la intensidad del campo. Si
varia el campo, hay una densidad de corriente j:

i= e UxH
Y una fuerza:

F=1- (VxH xH
an 2

Si tomamos H = Hk, entonces F = - V(gﬁ], o sea que cuando el
campo magnético estd sometido a una compresién lateral, responde
con una fuerza restaurativa originada en la presién magnética. De
esta manera se producen las ondas magnetosénicas.

Para el tratamiento matemdtico del problema, en el caso de un
fluido ideal, necesitamos las ecuaciones MHD:

a) Ecuacién de Continuidad: g% + V-(pv) =0

b) Ecuacién de Euler: p g% = -Up + pg + % (J x H)
c) Ecuacién de Estado (caso adiabitico): P = (cte.)p7

2
d) Ecuaciones de Maxwell: 9-H=10, B =ovqwi) + | S~ | v
at

i) Ondas planas en fluidos incompresibles en presencia de un campo

magnético.
Por simplicidad, ignoraremos la gravedad. El campo magnético lo
tomaremos como H = Ho + h, donde h es la perturbacién del campo

magnético y Ho = Hok, Ho L h.

Todos los vectores dependen solo de z y t. Como j = WxH, jz = 0
y podemos elegir nuestro sistema de referencia de tal manera que
jy = 0. En consecuencia:

oo [ _ Sy Yo _ _ohyc
J 3y 3z ) am az an
L 6Hx _ dH2 c_ _
Iy = [ 3z~ &x ] am =90
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jz___[aHy_aHx}c

&x 38y an
h=1(0, hy, 0)
De la ecuacién de continuidad 9-v = 0, la cual resulta ggﬁ = 0,

podemos poner vz = 0. De agui la ecuacién de Euler gueda como:

dvz _ -QE 1 . _EE Y _3hy
Pt =% 5 Y ¢ (W) =5 G ta [ 3z ] hy

por lo tanto:

De:

gueda:

de agui que:

]
-

Ex

al-

Vsz-Hsz]=--————"—VyHo

1
Ey = - ° vxHo

Ez = - é Vxhy

De:
8H

at

al=

se tiene que:

8Ex _ _ 1 8y, ohy _ _  3°Ex
az c 8t at? otaz

utilizando la ecuacién para Ex:

8°Ex _ c® a’ny
ataz o4n ataz®
De la ecuacién de Euler:

dVy__ vy
Pat Pt

_ Ho ohy
4n 3z

2
3 Vy

- ¢ 3toz

+ Ho

AL A R IR N I

entonces:

a%Ex _ c° a°hy . Ho? 8°hy

- © 3taz
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por lo tanto:

a%hy _ _¢® a’hy_ , Ho® 2°hy
at? 4anc atalz anp az?
Veamos la solucién de (5.28):
Si ¢ = », queda:
3°hy _ Ho® 8°hy
at? AT 552
Como es sabido, esta ecuacién representa una onda

propaga con la velocidad:

2
2 _ He
wW = I

llamada velocidad de Alfvén.
Una solucién a la ecuacidén (5.29) es:

by = A Sen w(t - L)
s B alocosw(t-Z)
» g%l = - 3%% %% cos w( t - &)
por lo tanto:
Vy=-(z%]%‘5enu(t-%)
=-[#’-‘—’ 1/RSenw(t-‘%)

(5.28)

(5.29)

que

se

De la misma manera pueden obtenerse las expresiones para Ex,

Jx, P (esta dltima no es sinosoidal, sino que varia
energias

Las densidades de

perturbacién son:
hi
8sn

=4

Energia magnética

Energifa cinética

magnética y cinética

= a’sen® w(t - 2/Va)
8n

p

vy’_A°Sen® w(t - z/wva)
2 8n

© sea que hay equiparticién de la energia.
Alfvén dedujo 1la existencia de ondas magnetohidrodinémicas
aproximadamente de la siguiente forma. Primero obtuvo el teorema

de congelacién;

con senz).

de

la

la fuerza de Lorentz se puede escribir como una

presién hidrostatica Hzlmr, lateral al campo y una tensién }F/Aﬂ a

lo largo de las lineas,

se ve que las lineas pueden vibrar como

cuerdas el&sticas con tensién H’/am y densidad p (la del medio).
Las oscilaciones transversales cualesquiera de una cuerda estéan
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gobernadas por:

2
6_%=Ti__§-'
at dz
12 T
donde T es la tensién y la velocidad de onda es: v = = de modo

que, reemplazando por analogia mecénica T por Hz/m Yy m por p
tenemos:
2 1/2
w = [ = ]

que es la velocidad de propagacién de las ondas
magnetohidrodinémicas transversales.

Veamos el caso de o finito. Tomamos como solucién a la ecuacién
(5.28) a:

h = hoe'Wt - k2
al reemplazarlo queda:
2 2
. 2 _ ¢ : ity 2 Ho™ _.1y2
(iw )" = e (iw) (=ik)° + ino (=ik)
P 2 2,2
9 =¥ = - AC WK _ Ho'k
inc anp
2 2 we 2 _
» W = (vA" + i ane ) K" =0
2 -1/2
] . Wwe
2 k=¢ i 1 +1 Aoval ] (5.30)

Se pueden considerar dos tipos de situaciones. Veamos primero
el caso:

wcz2
anava

Escencialmente esto significa ¢ grande y es la situacién m&s comun
en el cosmos. Por medio del desarrollo en serie de:

1

(1 +x)" =1+ nx

se tiene:

k~es {9 - iwzci_
- Va 8nova

La parte i@aginaria de k produce atenuacién; en una distancia

2o = ggggﬁ la amplitud decrece en un factor 1/e. Como A = 2nv/w:
20 = %gg%xz y para que la atenuacién sea pequefia debe cumplirse
que:

2o _ 20YA

-A—--'ﬁa—l)l

132



entonces:!

-z - -
hzhoezzoelw {t-z/v}

Volvamos a la ecuacidén (5.30):

2
Si Eﬁggiz» 1, es decir, muy baja conductividad, se tiene:
K = - ich ) -1/2 9- - - iCz -1/2= ﬂg(f_’ i 172
4naVaA va 4nocw c
S S 50§
2 K =z 3
donde:

-1/2
- [ 4ngu
o = [ 5%)

il) Ondas de Amplitud Pequefia.

Vamos a considerar oscilaciones pequefias en fluidos ideales. lLa
suposicién de oscilaciones pequefias, permite linealjizar 1las
ecuaciones. Para su estudio consideremos la propagacién de
pequefias perturbaciones en un medio conductor homogéneo que se
encuentra en un campo magnético constante y homogeneo He.
Admitiremos gue la viscosidad, la conductividad calorifica y 1la
resistencia eléctrica (1/0) del medio son tan pegquefilas que, a
primera aproximacién, puede precindirse de 1la influencia de
disipaciébn de energia asociada a ellas sobre la propagacién de las
perturbaciones. Entonces las perturbaciones se propagaradn en forma
de ondas no amortiguadas.

Prescindiendo de todos los términos disipativeos, escribamos el
sistema de ecuaciones fundamentales en la forma:

VH=0 (5.31)

S = Gu(vH) (5.32)
L+v(ov) =0 (5.33)

Bt (voyv = - -Yg + 3-,-1'-5 (VxH) xH (5.34)

En lo que concierne a la ecuacién de transmisién del calor, ésta
se reduce a la ecuaciédn de conservacibn de la entropia (condicién
de movimiento adiabatico):
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at
ds
T 0 (5.35)
Si el medio no perturbado es homogéneo (s = cte.), en virtud de

esta ecuacién también s = cte. en el medio perturbado, es decir,
el movimiento sera isentrépico.
Hagamos:

H=Ho +h; p=po+p’; Pp=pe+p (5.36)
donde el indice "o"® caracteriza los valores constantes de
equilibrio de las diferentes magnitudes y h, p’ y p’ sus peguefias
variaciones en la perturbacién. La velocidad v es también pequefia
y es nula en el equilibrio. Teniendo en cuenta que el movimiento
es isentr6pico, las variaciones de presién y de densidad esta&n
ligadas entre si por la relacién:

' = _62) '
- (2) e

Pero [ gg ) es el cuadrado de la velocidad del sonido ue en el
s

medio dado:

De modo que:

pl = uoz pl
Despreciando los términos de orden superior al primero en las
ecuaciones (5.31) - (5.34}, obtendremos el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:

Yh =0
% = Ux(VsH)
(5.37)
g%'+ p V'v=20
2
g% = - [ ‘—;3] Vo' - 4"1p Hx (VxH)

Aqufi y en 1lo gue sigue, para abreviar 1la notacisén hemos
prescindido del indice o en los valores de equilibrio de las

diferentes cantidades.
Para una perturbacién perfodica en el tiempo, la primera de
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estas ecuaciones es consecuencia de la segunda y podemos
prescindir de ella.

Buscaremos soluciones de estas ecuaciones gque sean de la forma
euk-r-wt) es decir, soluciones gue representan la propagacién
de ondas planas con vector de onda k y frecuencia w. En este caso,
el sistema de ecuaciones (5.37) se reduce al siguiente sistema de

ecuaciones algebraicas:

-wh=Kx (VxH)

wp'=p kv
1102 1
-uv=-[—p]p'k-4—"5(n,(xxn))

La primera de estas ecuaciones prueba, ante todo, que el vector
h es perpendicular a la direccién del vector de onda, en cuyo
sentido elegiremos a continuacién el eje x. El plano determinado
por kK y B se tomar& como el plano xy. Adem&s, introduciremos 1la
"velocidad de fase" de la onda:

U= x
Eliminando p’ de la tercera ecuacién mediante la segunda ecuacién
Yy reescribiendo el resultado en componentes, tenemos:

uhz = = vzHx ]

. f (5.38)
uvz = -~ rﬁ Hxhz

uhy = vxHy = vyHx ]

uvy = - 4"[p Hxhy ‘ (5.39)
2
Uo - 1
V![ u v )~ amp Hyhy ]

Hemos separado aquf las ecuaciones en dos grupos, el primero de
los cuales contiene solamente las variables hz, vz ; y el segundo
tan sélo vx, hy, vy. De agui se sigue que las perturbaciones de
estos dos grupos de variables se propagan con independencia las
unas de las otras. En lo que concierne a las perturbaciones de la
densidad ( y con ellas también las de la presién ), é&stas se
propagan junto con las correspondientes a hy, vx, Vy, puesto que
est&n ligadas con vx por la relacién:
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pr = £ v (5.40)
""La condicién de compatibilidad de las dos ecuaciones (5.38) da:
uhz = =vzHx
1
uvz = = ﬁ? Hxhz
entonces, despejando vz de la segunda y sustituyéndola en 1la

primera:
uhz = Hx {%Hxhza—:[-p—]
Hx
3 Uy = VW (5.41)

En estas ondas la componente hz del campo magnético perpendicular
a la direccién de propagacién de la onda y a la del campo
constante H experimenta oscilaciones. Junto con hz, oscila 1la
velocidad vz, ligada con hz: por la igualdad:

vz = - VF;B hz (5.42)

Conviene recordar que este tipo de ondas, donde la perturbacién es

perpendicular a la direccién de propagacién, son llamadas ondas
transversales.

La relacién entre w y kK (llamada relacién de dispersién), dada

por la fé6rmula (5.41), depende escencialmente de la direccién del
vector de onda:

w = H k
74np

La velocidad fisica de propagacién de las ondas, en cambio,
resulta ser, como es sabido, la velocidad de grupo, dada por la
derivada % . En este caso, esta magnitud es igual a:

K
w_ _H
3k ~ Vanp

y no depende de la direccién de k; la direccién de propagacién de
~la onda, entendiendo por ella la velocidad de grupo, coincide con
la de H. Recordando de la primera seccibén , ésta es la velocidad
de Alfvén.

Consideremos ahora las ondas descritas por 1las ecuaciones
(5.39)., Formando el determinante de las mismas:
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A= Inp 0 u
Hy us
= Snp u-g 0

desarrolléndolo:
\.lv)2 2 2
A=u[U[u—'-u])ﬁ‘ﬂy[zn—‘s)*'ﬁx[u-ﬁ—]m
e igualandolo a cero:
2 2
u(uoz—u2)+——-+— u-—):o

tenemos la ecuacién:

2 2
2 2 2 _ Hy _ U Hy
-(UD u )[u -—W)— 4"p

Esta ecuacién bicuadrada (respecto a u) tiene las rajces:

ot S IR R Iy
uz2,3 = = 2 H HxUo * 2 H _ Hxuo
2 Uo” + anp + P ue” + P

4mp
puesto que las raices de la ecuacién bicuadrada X+ p§+ q = 0 se
pueden escribir en la forma x = :(V -p+&v/g ¢ V -p-vg ).
obtenemos asi dos tipos mas de ondas. En estas ondas oscilan las
cantidades hy, vx, vy (y la densidad p’). Los vectores h, v se
encuentran en el plano de los vectores H, k.

A estas ondas se 1les conoce como ondas r&pidas (las
correspondientes al signo (+)) y lentas (las correspondientes al
signo (~), también 1llamadas magnetosénicas) respectivamente,
mientras gque las que se propagan con la velocidad de Alfvén son
las llamadas ondas intermedias (llamadas también hidromagnéticas).
Las ondas magnetosdénicas, a diferencia de las hidromagnéticas,
tienen componentes transversales y longitudinales. En el caso de
un fluido incompresible (al que corresponde formalmente el paso
limite uc - 0 ), las Gnicas ondas que existen son las de Alfvén
(hidromagnéticas) que en ese caso son una solucién exacta de las
ecuaciones MHD, sin importar su amplitud.
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Resumiendo para el caso de fluidos compresibles, cuando las
perturbaciones son peguefias tenemos:

Transversales Ondas Intermedias

Vi = Vi cos6 (hidromagnéticas)

Transversales y longitudinales Ondas
Rapidas

v = % [ c? + w2 +d (2 + w3? - swicPcose ] (magneto
sénicas)

Transversales y longitudinales Ondas
Lentas

vl = i ( c? 4+ wva? - l (c2 + VAZ)2 - av’c?cos’ ] (magneto
sbénicas)

donde via es la velocidad de Alfvén, ©® es el angulo entre H y k, ¢
es la velocidad del sonido y vi, VR, VL son respectivamente, la
velocidad de las ondas intermedias, rapidas y lentas.

Es interesante notar que si 8 = 90 (H 1 k ), entonces vi = w»
= 0, Y entonces sblo existe el modo rapido, con una velocidad:

VR=1C2+VA2
c

Si @ = 0 (H Il k), entonces vi = va, las ondas intermedias se
propagan con la velocidad de Alfvén y para las ondas
magnetosénicas hay dos posibilidades. Si va » ¢, entonces va = wa
y Vi=cC; 8i va €« c, entonces Vi = C y VL = Va.
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g) Discontinuidades en flujos magnetohidrodinamicos.

las ecuaciones del movimiento de un fluido magnetohidrodin&mico
ideal (un fluido sin viscosidad, conductividad térmica vy
resistencia eléctrica) admiten discontinuidades de la corriente al
igual que en la hidrodinamica ordinaria. Para poner en claro las
condiciones que deben guedar satisfechas sobre una superficie de
discontinuidad, consideremos un elemento cualgquiera de esta
superficie y utilicemos un sistema de coordenadas dgque se mueva
junto con é1. Esta condicién fija solamente la velocidad del
sistema coordenado en la direccién normal a la superficie, a la
velocidad tangencial se 1le puede afladir cualquier vector
constante.

Ante todo, sobre una superficie de discontinuidad, el flujo de
materia debe ser continuo: la cantidad de fluido que penetra una
cara de la superficie debe ser igual a la cantidad de fluido que
sale por 1la otfa. Esto significa que pivin = pzvan, donde los
indices 1 y 2 se refieren a las dos caras de la superficie de
discontinuidad y el iIndice n designa la componente de un vector
normal a la superficie, Usaremos un paréntesis cuadrado para
denotar la diferencia de valores de la cantidad entre paréntesis
entre uno y otro lado de la superficie o el "salto", esto es:

[A] = Az - A1
Asi pues,
[pvn] = O. : (5.43)

Adem&s, debe ser continuo el flujo de energia. Utilizando la
expresiébn (5.24) y suprimiendoc los términos disipativos, tenemos:

[@n] = [PVn( 3 v+ W) + VaH® 2= = Hn V'H Z% ]=0

4an
También el flujo de momento debe ser continuo. Esta condicién
significa que ([Mxnk] = 0, donde Mix es el tensor densidad de

flujo de momento, y n es el vector unitario normal a la
superficie. Con ayuda de la ecuacién (5.23) se tiene:

[Mxnk) = [ (pvivk + pdik - (HiHe - % Haalk) —;—n- ) nk)

1 2 1
[pvivknk + pSiknk + o H™8 1knk o HiHknk]

1 2 1
[pvivn + pmt + P H'ni - o HiHn)
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donde n es un indice que indica la componente normal, no es un
indice tensorial, esto es:

VkNk = VNI ¥ Vo , Henk = H'n = Hn
Separando ahora vi y Hi en su componente tangencial y normal:

v =wvwt + van , H = Htt + Hnn
o bien:

vi = vktkt: + vknkni , Hi = Hksksi + Hknkni
donde t y s son vectores tangenciales a v y H respectivamente;
entonces:

[Mknk] = [pvn(Vvktkt: + vknkni) + pni = -:-E Hn(HksSks1 + Henkni)
1 2 _
+s7 Hml=o0
dado que -(n,s) y t son direcciones independientes, lo anterior se
puede expresar como:

[pve® + p "%ﬁ (HZ = Ha%)] = 0 para la direccién n

{pVvnvt = HnHt %ﬁ} =0 para las direcciones t y s

donde Ht = H'S y Vvt = v-t.

Finalmente, son también continuas por las ecuaciones de
Maxwell, la componente normal del campo magnético y la componente
tangencial del campo eléctrico:

[Et] = 0O (Hn] = 0 (5.44)
Si la conductividad del medio es infinita, el campo eléctrico

inducido es:

E=-év:ll

Por ello, la condicién [Et] = 0 da:

[Havt = Hivn] = 0.

En lo que sigue resultar& conveniente utilizar en vez de la
densidad del fluido su volumen especifico V = % . La densidad de
flujo de masa a través de la superficie de discontinuidad la
designamos por j:

j=pwn =3

Es f&cil ver que las siguientes propiedades del "salto" son
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verdaderas:
i) (a + b] = {a) + [b)
ii) 8i [c] = 0, = [ecd] = c (d]
Teniendo en cuenta lo anterior y que j y Hn son continuas, las
demds condiciones de frontera pueden escribirse de la siguiente

manera:
jlw + f;_ 3V 2w s VHe? :—n ] = Ho[Ht-wt] (5.45)
(p) + 3%V + [(#F) & =0 (5.46)
j{vt] = Hn[He] :—ﬁ (5.47)
Ha[ve] = J[VH] (5.48)

Este es precisamente el sistema fundamental de ecuaciones que
describen las discontinuidades en magnetohidrodinamica.

En la hidrodinamica ordinaria, son posibles discontinuidades de
dos tipos totalmente diferentes: ondas de choque Yy
discontinuidades tangenciales. La aparicién de dos tipos de
discontinuidades est& vinculada matemiticamente con el hecho de
que algunas de las ecuaciones gque traducen las condiciones de
contornc se pueden representar como la anulacién de un producto de
dos factores; igqualando a cero cada uno de ellos por separado,
obtenemos dos soluciones completamente independientes.

En magnetohidrodindmica, en cambio, las ecuaciones (5.43) a
(5.48) no presentan esta forma, y basindose en ello cabria pensar
que, en total, se tiene solamente un Gnico tipo de
discontinuidades que abarca todos los casos particulares posibles.
En realidad, sin embargo, resulta gque también aqui existen
diferentes tipos de discontinuidades que nc cabe considerar como
casos particulares de uno mis general.

i) Discontinuidades Tangenciales y Rotacionales,

Consideremos en primer lugar aquellas discontinuidades en las
que j = 0. Ello significa que vin = van = 0, esto esg, que el
fluido se mueve paralelamente a la superficie de discontinuidad.
Si, ademis, Hn # 0, por las ecuaciones (5.46) a (5.48):
de (5.46): (p] + [HZ) E’l! =0

de (5.47): [H] =0 = ([p] =0
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de (5.48): [w] = 0

se ve gue deben ser continuas la presidn, la velocidad y el campo
magnético. En cambio, la densidad puede experimentar un salte
arbitraric (y también la entropia, la temperatura, etc.). Tal
discontinuidad, que se puede llamar de contacto, es simplemente la
frontera de separacién entre dos medios en reposo con diferentes
densidades y temperaturas.

Pero si adem4s de j = O también es Hn = 0, de las cuatro
ecuaciones (5.45) a (5.48) quedan satisfechas idénticamente tres
de ellas; esto hace ver ya que se trata de un casc muy singular.
Encontramos de esta manera un tipo de discontinuidad que se podria
llamar, al igual que en la hidrodin&mica ordinaria, discontinuidad
tangencial. Sobre una superficie tal de discontinuidad, 1la
velocidad y el campo magnético son tangentes y experimentan saltos
arbitrarios en magnitud y direccién:

=0, H=0, ([vt]*0, [H] =0 (5.49)

También es arbitrario el salto de densidad, mientras que el salto
de presifén esta ligado con el de H: por la relacidn (5.46):

{vi =20
[p + m? %7—( ] =0 (5.50)
En cuanto a los saltos de las demds magnitudes termodin&micas (la
entropia, la temperatura, etc.) éstos se determinan a partir de
las discontinuidades de V y p mediante la ecuacién de estado.

Otro tipo de discontinuidad lo constituyen aquéllas en las gque
la densidad no experimenta salto alguho. Teniendo en cuenta la
continuidad del flujo j = pvn = ¥vn/V, del hecho de que la densidad
no presente un salto, se sigue inmediatamente que también sera
continua la componente normal de la velocidad, esto es:

j =0, V] =0 = ([vw] =20 (5.51)

En el segundo miembro de la ecuacién (5.48) podemos sacar ahora
V fuera de los corchetes:

Hn [Vt] = 3V [Ht)
Y., dividiendo término a término las ecuaciones (5.48) y (5.47), se
obtiene:
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e
i
17

1
Hn an W
o bien:
3 = Hn / vV aMV ~(5.52)-
Con esto la ecuacién (5.47) o (4.48) da
v
(ve] =4 = (K] (5.53)

En la ecuacién (5.45) escribamos w = £ + pV; teniendo en cuenta la
continuidad de V, sustituyendo Hn de acuerdo con (5.52) Yy
reagrupando términos, se tiene:

1

jle + PV] + 3 3Ive®) + JVHA) :—n = Ha[Hewe) =

Jre) + 3VIp) + 1 v+ JVHE) m o= VU [Hew =

2
“3le] + vip + Bty +

P T . 1
EL )+ 3 3w) = WATAT (Hew o

observando que:
%j[(w - VU7 He )Py = %j[vn2]+ %jv/m [HP) - $vU7ar [Hueewe)
se concluye que!

2
jtel + 3Vip + BXy 4+ 15 ((ve - AT HY®) = 0

El segundo término se anula agqui en virtud de la igualdad (5.46),
y el tercero, en virtud de (5.53), de modo que queda (€] = 0, es
decir, junto con la densidad, también es continua la energia
interna. Ahora bien, cualguier otra magnitud termodin&mica viene
univocamente determinada si se dan las dos magnitudes ¢ y V. Por
lo tanto, son también continuas 1las restantes magnitudes
termodinamicas, en particular la presién. Pero de 1la ecuacién
(5.46) se sigue entonces que es asimismo continuo el cuadrado H,
esto es, el médulo del vector Ht:

(pl =0, [H] = 0 (5.54)
Que Ht y Hn sean continuas implica a su vez que también se
conserva invariable el valor absoluto del propio vector H y el
angulo gue forma con la normal a la superficie.

Las férmulas (5.51) a (5.54) determinan todas las propiedades
de 1las discontinuidades consideradas. Todas las magnitudes
termodinamicas son continuas, mientras que el campo magnético gira
en torno a la direccién normal al pasar de una a la otra cara,
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manteniendo constante su valor absoluto. Junto con el vector Ht
experimenta un salto la componente tangencial de la velocidad
(segin (5.53)), si bien la componente normal de la velocidad vn =
jV es continua e igqual a:

Vo = Hn _}ﬁ = Hn 7”’1—‘) (5.55)
LLamamos a las discontinuidades de este tipo discontinuidades de
rotacién ( o rotacionales ).

Conviene hacer notar gue eligiendo convenientemente el sistema
de coordenadas es siempre posible conseguir que en ambas caras de
una superficie de discontinuidad rotacional 1la velocidad del
fluido sea paralela al campo. Para ello basta pasar a un nuevo

sistema de coordenadas gque se mueva respecto al de partida con
velocidad igual a:

vit = Hiv/ ! = vat =~ HZH/ .Y

an an
En este nuevo sistema de coordenadas, en ambas caras de las
superficies de discontinuidad las razones de las tres componentes

de v a las correspondientes de H son las mismas e iguales a v ¥" ,

es decir,
vi = Hi v vz = H2 — (5.56)
4n 4 ’

Asi pues, en este sistema de coordenadas la velocidad gira junto
con el campo magnético, manteniéndose constante su médulo y el
dngulo que forma con la normal.

La velocidad va, tomada con signo opuesto, es al mismo tiempo
la velocidad de propagacién de la discontinuidad respecto del
fluido. Dicha velocidad coincide con la de fase (ui) de uno de los
tres tipos de ondas magnetohidrodinimicas. El1 hecho de que esta
coincidencia tenga lugar para cualquier discontinuidad de
rotacién, es hasta cierto punto casual, mas, para pequefios saltos
de las magnitudes sobre 1la correspondiente superficie de
discontinuidad esta coincidencia es del todo necesaria. En efecto,
una discontinuidad de este tipo representa una perturbacién débil
en la cual la velocidad v y el campo magnético H adquieren
pequefios incrementos perpendiculares al plano que pasa por H y por
la normal a la superficie n. Esta perturbacién es del tipo de las
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ondas intermedias con velocidad wva. La velocidad fisica de
propagacién del frente de una pequefla perturbacién es 1la
proyeccién de la velocidad de grupo sobre la normal del mismo, es
decir, sobre el vector de onda k. Pero teniendo en cuenta el
carlcter lineal de la relacidén entre w y k resulta

w _
k a—k- = W
y asi, esta componente es la misma que la velocidad de fase:
w = =
E = Vi Va

Aungue las discontinuidades rotacional y tangencial forman dos
diferentes tipos, también hay discontinuidades que tienen las
propiedades de ambas. Estas discontinuidades son tales que v y H
son tangenciales en direccién y continuas en magnitud, vy
simplemente giran.

En la hidrodinamica ordinaria, las discontinuidades
tangenciales son siempre inestables respecto de perturbaciones
infinitesimales, lo que conduce a su ripida transicién al regimen
turbulento. Sin embargo, un campo magnético tiene una funcién
estabilizadora sobre el movimiento de un fluido conductor y en
este caso las discontinuidades tangenciales pueden ser estables.
Este resultado es una consecuencia natural del hecho de que
involucran desplazamientos del fluido transversales al campo, que
conducen a un estiramiento de las 1lineas de fuerza magnética
congeladas en él1 y por lo tanto a la aparicién de fuerzas que
tienden a restaurar el estado imperturbado del fluido. Una
investigacién de tales discontinuidades en un fluido incompresible
realizada por Syrovatskii (1953) ha dado las siguientes
desigualdades que deben satisfacerse conjuntamente para gque la
discontinuidad sea estable:

sz + H > 21rrpv2

(5.57)
2np ( (llmr)2 + (Hz x v)2 ) = ( Hi «x sz)

donde v = v2 - vi es el salto de la velocidad sobre la superficie
de discontinuidad. Si las densidades de los fluidos incompresibles
en ambos lados de la discontinuidad son diferentes, entonces p en
estas desigualdades debe reemplazarse por:
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2pi1p2
ps + p2

De hecho, sin embargo, gracias a la existencia en el fluido de
viscosidades pequefias, pero en todo caso no nulas, y de 1la
resistencia eléctrica, la discontinuidad tangencial noc se
conservara durante un tiempo infinitamente largo, incluso si las
condiciones (5.57) se cumplen. Aungue no se produce entonces
turbulencia, en vez de un salto brusco se presenta, en cambio, una
regién de transiciébn gue se ensancha gradualmente y en la cual la
velocidad y el campo magnético pasan con suavidad de un valer al
otro.

Es facil comprobar esto partiendo de las ecuaciones del
movimiento incluidos los términos disipativos. Elijamos como eje x
la normal a la superficie de discontinuidad. Suponiendo gque todas
las magnitudes dependen solamente de la coordenada x ( vy,
posiblemente del tiempo }, escribiremos las componentes
transversales de estas ecuaciones en la forma:

e _ ¢t a’h

gt~ wmo &x
ave azgz (5-58)
3 T Vo

El fluido se supone incompresible. Admitiendo que el movimiento es
estacionario, los primeros miembros de estas ecuaciones deben
sustituirse por cerc. Pero entonces, la fnica solucién que se
conserva finita para x » %« es, simplemente, H. = cte., vt =.cte.,
lo que contradice la hipStesis de que los valores de estas
cantidades experimentan un cambio. Asi pues, una discontinuidad
tangencial no puede tener una anchura estacionaria (como tiene,
por ejemplo, una onda de chogue débil). Las ecuaciones (5.58)
tienen la forma de la ecuacién de transmisién del calor. Como es
sabido por la teoria de ésta, la discontinuidad de una magnitud
descrita por dicha ecuacién se difunde en el curso del tiempo
ocupando una regién de transmisién cuya anchura crece
proporcionalmente a 1la raiz cuadrada del tiempo. Teniendo en
cuenta que los coeficientes en las dos ecuaciones (5.58) son
diferentes, las anchuras év y &1 de las regiones de transicién de
la velocidad y del campo serdn distintas:

146



' ' ct
v = /vt , 3n = o (5.59)

donde v es la viscosidad cinemiatica y ¢ es la conductividad
eléctrica.

Las discontinuidades rotacionales en un fluido incompresible
son estables respecto a perturbaciones infinitesimales, cualquiera
gue sea la intensidad del campo magnético. Sin embargo, al igual
que las discontinuidades tangenciales, no pueden tener anchuras
constantes sino que son gradualmente suavizadas por la viscosidad
Yy la resistencia eléctrica del fluido.
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ii) Ondas de Choque.

Pasemos al siguiente tipo de discontinuidades, en el cual el
fluido siI atraviesa la superficie de discontinuidad pero 1la
densidad cambia; en este caso:

j=o0, [V] =0 (5.60)
Estas discontinuidades, al iqual que en 1la hidrodinémica
ordinaria, se llaman ondas de chogque. En lo gque concierne a la
componente normal del campo magnético, ésta, en general, es
diferente de cero, pero en algun caso particular puede también ser
Hn = 0.
Comparando las ecuaciones (5.47) y (5.48):

j [vt] = Hn [Ht] :—n
Hn [vt] = j [VHt)

vemos que, cuando Hn * 0, los vectores Htz - Hut y VaHtz = ViHu
son paralelos a un mismo vector, el vtz - vt1, y por consiguiente
paralelos entre si. A su vez, de aqui se sigue que también son
paralelos Hu y Ht2, es decir, los vectores Hi1 y Hz y la normal a
la superficie se encuentran en un plano, en contraste con el caso
de las discontinuidades tangencial y de rotacién, en las que, en
general, los planos Hi, n y Hz, n no coinciden. Este resultado
vale también en el caso Hn = 0, cuando de (5.48) se sigue gque
ViHuy = VaHe2,

En cuanto a la velocidad, el salto vii - w2 Se encuentra en el
mismo plano que Hi y Hz, Sin limitar la generalidad, cabe suponer,
evidentemente, gque también 1los propios vectores vi y vz se
encuentran en aquel mismo plano, de modo que el movimiento de la
onda de choque resulte ser, por su propia hnaturaleza, un
movimiento plano. Ademads, es facil ver que, mediante una adecuada
transformacién de coordenadas es siempre posible conseguir (cuando
Hn #= 0) que a ambos lados de la discontinuidad los vectores v y H
sean paralelos entre si. Para ello hay que pasar a un nuevo
sistema de coordenadas que se mueva respecto al inicial con una
velocidad

.V
vm-(%}ﬂz=vc-[3§n)m

(los valores de esta magnitud a uno y otro lado de 1la
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discontinuidad son iguales en virtud de la condicién (5.48)). En
las férmulas que siguen a continuacién, sin embargo, no
supondremos esta eleccién especial del sistema de coordenadas.

Deduzcamos la relacién que para las ondas de choque en
magnetohidrodinamica representa el papel de las adiabaticas de
Hugoniot de la hidrodindmica ordinaria. Eliminando {vi.] entre las
dos ecuaciones (5.47) y (5.48), obtendremos la relacién:

Ho'[H] o= = 3°(VH] ;

podemos escribir Ht en lugar de Ht en virtud de que Ht1 y Ht2z son
paralelos:

Ho'[Ht) 7 = 3°[VH] (5.61)

Para eliminar [vi] de la ecuacién (5.45), escribimos ésta de la
siguiente forma:

2
W) + 13V + % [ (v - 52 sH0° ] A U R il e i

AT 3zn J

El tercer término se anula en virtud de la ecuacién (5.47) y, de
esta manera, desaparece vt. En el Gltimo término substituimos el
valor j2 dado por la ecuacidn (5.61):

.2 _ Hn’[Ht]
J 4 [VHe]

y en el primero, el que resulta de (5.46), es decir,
2

. - +

32 =~ (B 1{3']’ (Pl - { pz - pr + (H? - Hu?) ;_"} i

1 - Va2

(5.62)
entonces se tiene:
2
(e + pv] + 1 [Va]{pz - P+ (He- HU?) L } AL
[ 32n§_l] { gL ) = o

después de un cilculo tan largo como trivial, se obtiene:
(€2 - €1) + (pr + p2) (V2 = Vi) + (Hz = Hu)?(Vz = V1) ;%n =0

o bien

[€] + (pr + p2) [V] + [H)® (V] o= = 0 (5.63)

Esta es precisamente 1la ecuacién adiabdtica de choque en
magnetohidrodindmica. Difiere de la ecuacién ordinaria en el
tercer término. Los choques magnetohidrodinadmicos tienen en
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general las mismas cardcteristicas que los choques hidrodinamicos,
pero las relaciones g% Yy S% , etc. son en general menores, pues
parte de la energia disipada se va en energia del campo magnético.

En un plasma o fluido conductor la presencia del campo
magnético modificara, en general, el cardcter de la onda de
chogue. Si el campo magnético es paralelo a la direccién de
movimiento del fluido, es claro que no influir4 en 1la onda de
choque. Pero si el campo magnético estd inclinado respecto a 1la
direccién del flujo, se inducirdn corrientes que afectaran tanto
el balance de momento comoc el de energia del fluido a ambos lados
del choque. La rapidez de propagacién de las ondas de compresién

¢ = J S+ |
donde c és la velocidad del sonido y va es la velocidad de Alfvén

locales en el fluido. Asi, en este caso podemos esperar que no se
desarrollard una onda de chogue si la velocidad del fluido es menor

es

que c.
Escribamos una vez mas la ecuacién (5.47):

vtz = vt1 = Hn(Htz - Hu) ‘—’ﬁ (5.64)

que determina el salto de vt en funcién del que experimenta Ht
(nétese que ya no hay necesidad de poner vectores, pues todos los
vectores son paralelos). Las ecuaciones {(5.61) a (5.64)
constituyen un sistema completo de ecuaciones que describen las
ondas de choque en magnetohidrodinimica., Consideremos una onda de
chogue en la cual la discontinuidad de todas las magnitudes sea
pequefia; la denominaremos onda de choque débil. Cuando tienden a
cero los saltos de todas las magnitudes, 1la velocidad de
propagacién de las ondas de choque debe tender a la velocidad de
las perturbaciones pequefas. En hidrodindmica ordinaria, esto
significa que la velocidad de las ondas de chogue débiles tiende a
la velocidad del sonido. En cambio, en la magnetohidrodinamica se
tienen dos valores diferentes (uz y u3) con las que pueden
propagarse las ondas de choque de intensidad débil. Con 1la
velocidad ui, en cambio, se propagan las perturbaciones que, por
su cardcter, corresponden a discontinuidades de rotacién, como se
indicé en el parrafo que precede.
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Consideremos mas detenidamente las ondas de chogue débiles y
veamos en gue sentido cambian en ellas las diferentes magnitudes.
Transformemos la relacién (5.63) desarrollando en potencias de

las diferencias pequeflas (s2 - s1) Yy (pz - pi1). Veremos que los
términos de primero y segundo orden en (p2 - p1) se anulan, por
tanto, debemos llevar a cabo el desarrollo respecto a (pz - p1)

hasta el tercer orden. En el desarrollo respecto a (sz = si1)
Unicamente es necesaric retener los términos de primer orden.

Tenemos asi:

€2 - g1 = [ asx] (s2 =-s1) + [ apx] (pz2 = p1) + = gs%z ] (pz - p1)?

3

(25 -’
ap1~ s

Mediante .la identidad termodinimica de¢ = Tds - pdV, se tiene

(&) m-e (5]
e =T - p1 =
a8
s P 8s p
oc — - av
[E]S' p‘[év
()~ (%), (2
2 - ap Pt —
op s s ap s

(5] (58, - 2)
ap s ap s ap s

El volumen V2 necesita desarrollarse Ginicamente respecto a pz - p1
a segundo orden, puesto que el segundo término de la ecuacién
(5.63) ya contiene la pequefia diferencia (pz - p1), y un
desarrollo respecto a (sz - si1) daria un término de la forma
(sz=s1) (p2=p1), que carece de interés debido a su pequefiez. Asi

pues,
Va = V1 = [ ] (p2 - p1) + = [ ] (pz - pn

Sustituyendo estos desarrollos en (5.63), obtenemos.
2
8 8 - H
T(sz - s1) - % [ ——g ] (p2 - p1)° + [ 5% ](pa - px)—ﬂﬂ%;i—ﬁll
ép” ‘s s
o bien:

T(s2 - s1) = %

2
[ &y ] (p2 - p1)° - [ g—g ](pz - pl)i————-’-"‘z,m"“
9 ‘s (5.65)
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Cuando el gas atraviesa la onda de choque, su entropia sélo

v < 0. de acuerdo con las

°Ps Fv

puede aumentar: sz > sSi1. Pero [
desigualdades termodinamicas, mientras que la derivada ( 2] es
<) s

de hecho positiva para todos los medios gue se trata agui. Por
ello, (5.65) nos dice que de la condicién (s2z > s1) se siguen las
desigualdades p2 > pi1 y por tanto Vz < Vi. Asi pues, como en la
hidrodinamica ordinaria, una onda de chogue es una onda de
conpresién. Este resultado, gue hemos demostrado aqui para las
ondas de chogue débiles es también v&lido, al parecer, para las
ondas de chogque de cualquier intensidad. Se puede ver ahora gque
las ondas intermedias no forman ondas de chogue pues no alteran la
densidad.

Para las ondas de }choque débiles es posible formular también
determinadas proposiciones acerca de la direccién en gue cambia el
campo magnético. las variaciones de las diferentes magnitudes en
una pequefia perturbacién del estado del gas estsn ligadas entre si
por las férmulas (5.12) y (5.13) de la secciébn de ondas MHD de
amplitud pequefia. Para las wvariaciones 8p = p2 - pi, 6(Ht2) =

Hez®~ Hu® se encuentra:

S (H) = am ( u~ ue®) 8p

Dado que uz > W, us > 0 y que, segin lo dicho antes, siempre es
$p > 0, vemos que en los dos tipos de ondas de choque los sentidos
de variacién de Ht® (y por tanto, también H = H® + an) son
diferentes. En una onda de choque que se propague con velocidad
= yz, el campo magnético aumenta su intensidad:

s(HZ) > 0,
mientras que en una onda con velocidad = w3, la intensidad
disminuye:

s (%) < 0.

Consideremos ahora las ondas de chogue en campos maghéticos
débiles, es decir, admitamos que a uno y otro lado de 1la
superficie de discontinuidad se tiene H « pu2 . Por lo denéas,
ninguna otra limitacién se impone a los saltos de las diferentes
magnitudes: en particular, la discontinuidad del campo magnético
puede ser comparable con su propio valor.

Aqui tambi&n tenemos dos posibilidades. Suponiendo que los

152



saltos de la densidad y 1la presién no son pequefios, podemos
prescindir, en primera aproximacién, del dltimo término de 1la
ecuacién (5.63), como también del campo magnético en la férmula
(5.62). Con esto volvemos a 1las férmulas de la hidrodinimica
ordinaria. Asi pues, las relaciones entre 1los saltos de las
diferentes magnitudes termodindmicas y la velocidad de propagacién
de 1la onda serfan las mismas gque en las ondas de chogue
ordinarias. En 1lo gque concierne a la variacién del campo
magnético, su valor puede obtenerse a partir de 1la relacién
(5.61). Dado gque el segundo miembro de la igualdad es una cantidad
pequefia de tercer orden (respectoc al campo), al mismo orden debe
reducirse también el primer miembro. En primera aproximacién puede
hacerse [VHt] = 0, de donde
Hiz _ V1 _ p2

Ha V2 p1
Dado que en una onda de choque ordinaria siempre es V: > Vz, vemos
que en una onda del tipo considerado se produce un aumento de 1la
intensidad del campo magnético.

Las ecuaciones (5.61) a (5.63) permiten también otra
posibilidad. La hipétesis de que el campo es pequefio es compatible
con la ecuacién (5.61) también en una onda en la cual Vi = Vg,
mientras que j2 es una pequefia magnitud de segundo orden igual a

2 l‘lnz

) = -‘—"—‘7 (5.66)
donde V es el valor comGn a Vi y Vz. Ahora bien, de la ecuacién
(20) se sigue que, haciendo Vi = V2, con la misma aproximacién

debemos hacer

2 2
- _ _ (H2" = Hu’)
p2 p: = — (5.67)

Que la densidad no cambie significa que es posible considerar
una onda de este tipo como una discontinuidad en un fluido
incompresible. El1 vector Ht ( y con &1 también wvt) experimenta
sobre ella un salto en su valor absoluto, conservando variable la
direccién, mientras que el salto de la presién (para una densidad
constante) viene determinade por la discontinuidad del campo
magnético de acuerdo con 1la férmula (5.67). la velocidad de
propagacién de esta discontinuidad es

an=Vn2=jV=Hn|‘—"|
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Este resultado es natural, y la necesidad de que existieran
tales discontinuidades se podia haber previsto. En la seccién de
ondas magnetohidrodinémicas, vimos que en un fluido incompresible
la velocidad de propagacién de las perturbaciones pequefias del
campo magnético es Gnica e igual a H/Vinp . En consecuencia, con
la velocidad w1 = Hn/Vamp se desplazan las superficies del frente
de las pegquefias perturbaciones, tanto aquéllas en que la variacién
del campo es perpendicular al plano formado por H y n, como
aguéllas en las que 3H se encuentra en dicho plano. A las primeras
corresponden discontinuidades de rotacién de pequefia intensidad,
mientras que a las segundas corresponden las discontinuidades que
acabamos de estudiar.

Para ver en qué sentido varia el valor absoluto del campo
magnético en estas discontinuidades (ondas de choque)}, acudamos a
' la ecuacién (5.63), que no hemos utilizado todavia, escribiéndola
en la forma (5.65) (al deducir ésta no se supuso gue el salto del
campo magnético fuera pegquefio comparado con su propio valor).
Substituyendo la diferencia (pz - p1) dada por (5.67), encontramos
que el segundo término del segundo miembro de (5.65) es una
cantidad pequefia de cuarto orden respecto del campo:

[ g% ]s(pz - px)@%:?“-‘l)l [ -2—‘-; )s(mz - Hu)? -(“L:('T“;ﬁ
mientras que el primero es de sexto orden y, por tanto, puede
suprimirse:

2 2
%[9——‘2!] (pa-p:)’=§[i-‘zf](mzz-ﬂnz);—ﬁzo
ap® s ap’ s

De la condicién s2 > s1 se sigue inmediatamente gque:

1 av 2 2
T(sz - s1) = YOI ( % s(mz - Hu)a(ﬂcz - Hu®) > 0
entonces

Hez < Hu,

es decir, el mb6dulo del campo magnético disminuye en esta
discontinuidad.

Volviendo de nuevo a las ondas de choque de intensidad
arbitraria en canmpos magnéticos con médulos cualesquiera,
consideremos dos casos particulares. Como ya mencionamos, 1la
orientacién relativa entre el campo magnético y el flujo de plasma
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conduce a caracteristicas distintas de los choques
hidromagnéticos. Discutiremos brevemente los casos en que el campo
es paralelo y perpendicular al choque.

Consideremos primero el caso en gue el campo magnético es
paralelo a la direccién de movimiento del fluide ( y ambos
perpendiculares al frente de choque ). En este caso

Hu = 0
Entonces la ecuacién (19) toma la forma
2
Hn™ Ht2 _ .2
= " vaHee
Entonces:
2
Hn i2)
Ht2 ( T2 j] = 0.
Vemos por ello que, o bien Hiz = 0, o bien Htz toma un valor
arbitrario, mientras que B
2
n
jz - H
amv2

En el primer caso el campo magnético se conserva perpendicular a
la superficie de discontinuidad y no influye en absoluto en las
propiedades de la onda de chogue, desapareciendo por completo de
todas las ecuaciones.

En el segundo caso, por el contrario, tenemos una onda de
chogue con variacidén de 1la direccién del campo, onda que se
propaga respecto del fluido que queda tras ella con la velocidad:

Va2 = jV2 = 7%';—5

En un chogue como éste, se crea una componente tangencial del
campo magnético que no existia antes del chogque, por lo gue a
estos chogues se les llama de creacibdn (switch-on). Nétese que
esto ocurre cuando la velocidad del fluido después del chogue es
la velocidad de Alfvén (de las ondas intermedias), por lo que esta
situacién s6lo puede darse cuando el flujo antes del chogue es
superalfvénico. Como esto ocursre en el sistema de referencia en el
gue el chogue estd en reposo, es equivalente a decir que el chogue
se propaga a la velocidad de Alfvén, respecto al fluido chocado.
Es por tanto un choque réapido. Mientras mads fuerte es el choque
mayor debe ser el campo magnético para permitir esta solucién.
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Otro caso particular es el de una onda de choque paralela a la
direccién del campo a ambos lados de la discontinuidad (Hn = 0).

Cuando Hn = 0 se tiene solamente un tipo de ondas de chogue de
acuerdo con el hecho de gque se anula la velocidad ui. A las
perturbaciones asociadas a us van asociadas pequefias

discontinuidades tangenciales en reposo Trespecto del propio
fluido. En virtud de (5.69)

Hn(Ht2 - Hu)

=0
AT

V2 = Vu =

Tenemos entonces gue vu = vz, es decir, la componente tangencial
de la velocidad se conserva. Mediante una adecuada eleccién del
sistema de referencia es siempre posible, por consiguiente, que a
uno y otro lado de la discontinuidad sea vt = 0, es decir, que el
fluido .se mueva perpendicularmente a la superficie de
discontinuidad; supondremos que asi{ se ha procedido. Por otra
parte, de la ecuacibn (5.61) se sigue que

VaHa = Vi,

Teniendo en cuenta esta relacién, es fdcil ver que las ecuaciones

(5.62) y (5.63) se pueden escribir en la forma:
3% = (p2' - pi")/ (N1 - V2)
g2" - e’ + é (pz’ + p1’) (v - V1) = 0,

que difiere de las ecunaciones ordinarias para las ondas de choque
cuande no existe campo tan s6lo en un cambio de la ecuaciétn de

estado: en vez de la ecuacién verdadera p = p(V,s) hay que
utilizar la ecuacién p' = p'(v,s), en la cual
P =p+ B
mve

y la letra b designa el producto constante HV. Anilogamente, P
debe determinarse de forma que se cumpla la relacién termodindmica

ac.] .
— S—p
(%),

2
. b
€ =€+ aN.

de donde

No es dificil demostrar (Boyd y Sanderson, 1969) gque para que
este tipo de choques existan es necesario que:
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wi>d wiec? (5.68)

o sea, que para que un chogue se propague perpendicularmente al
campo debe tener una velocidad mayor que la magnetosdnica

correspondiente a este caso, lo cual corresponde a la condicidn de

propagacién supersénica en el caso hidrodinamico. Es interesante

notar gque si un chogque de este tipo se propaga en una regién donde

el campo magnético aumenta, y por lo tanto también aumenta wva, es

posible que la desigualdad (5.68) ya no se satisfaga y entonces el

choque degenerard en una onda magnetosodnica.

La estructura de una onda de chogque en un plasma (la variacién
de la presién, la densidad y demis) no se entiende adn muy bien,
especialmente para 1los choques en plasmas sin colisiones. El
procedimiento para el célculo cuantitativo de la estructura del
choque consiste en resolver las ecuaciones de transporte adecuadas
dentro de la regién del chogue con un conjunto de condiciones a la
frontera. Frecuentemente, los mecanismos disipativos importantes
son la viscosidad, la conductividad térmica y la conductividad
eléctrica. Estos términos deben introducirse en las expresiones de
continuidad de momento y energfa para poder tratar la situacién de
choque.

En la seccién anterior se sefialé que existen discontinuidades
que poseen, a la vez, propiedades de 1las discontinuidades
tangenciales y de las de rotacién. Estas discontinuidades se
encuentran también en relacién andloga con las ondas de choque.
Una discontinuidad en la que no varia la densidad, y el cambio en
el campo magnético queda limitado al del signo de H:, constituye
la transicién entre las ondas de chogue y las discontinuidades
rotacionales. Por otra parte, las discontinuidades en las que vn =
0 y Hn = 0, mientras que H. experimenta un salto arbitrario en su
valor absoluto, sin que cambie su direccién, representan 1la
transicién entre las ondas de chogue y 1las discontinuidades
tangenciales.

Para terminar el anilisis efectuado en los dos Gltimos paArrafos
acerca de las discontinuidades magnetohidrodindmicas, resumiremos
como sigue los tipos de discontinuidad esencialmente diferentes:
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1. Discontinuidades de contacto:

j =0,

{ve} = 0, (Vi 20, (pl =0, Hn=oO, [He) = 0
2. Discontinuidades tangenciales:
2
j=0, [ve]=0, [VI=0, [p+5-)=0, Ha=0, (W] =0
3. Discontinuidades rotacionales:
j#o0, [v)=0, (VI=0, (pl =0, Hn =0
el vector Ht gira sin que varie su valor absoluto.
4. Ondas de Choque:

jeo, [(V]=0

los vectores H:, H2 y n son Coplanares.

Entre estos cuatro tipos son posibles transiciones que se
ajustan al siguiente esquema:
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CAPITULO 6.
MAGNETOHIDRODINAMICA DE PLASMAS

Todo, a excepcidn de una parte infinitesimal del universo
observable perce estar hecha de plasma, y muy probablemente todo
sea magnetoplasma. Entonces, en la mayoria de los problemas en
electrodindmica césmica estamos tratando con medios eléctricamente
conductores, no rigidos, extendidos hasta el infinito.

Las ecuaciones de magnetohidrodindmica deducidas en 1los
capitulos anteriores, bajo la aproximacién descrita, son llamadas
ecuaciones magnetohidrodindmicas ideales.

En algunas situaciones césmicas, la aproximacién de 1la
magnetohidrodinamica idealizada no es vailida,esto es, no podemos
tratar al plasma como un fluido, sino que debemos tomar en cuenta
las distribuciones de velocidad de las diversas poblaciones de
particulas que constituyen el plasma. Las cantidades macroscbpicaé
son entonces determinadas por medio de la integracién sobre el
espacio de velocidades.

Empecemos con la cantidad f, la densidad de particulas en el
espacio fase como una funciédn de la velocidad v, y la posicién r,
a la cual se 1le 1llama funcibn de distribucién. Entonces
f(r,v,t)dxdydzdvxdvydvz es el nGmero de particulas dentro del
volumen espacial dxdydz centrado en r y cuyas velocidades yacen en
el intervalo dvxdvydv: centrado en v. La diferencial %% esta
definida como la razén de cambio de f a lo largo de la trayectoria
libre de las particulas, las colisiones entre particulas han sido
ignoradas en el cdlculo de su trayectoria.

En un sistema conservativo, los cambios en f resultan sélo de
las colisiones entre particulas, entonces, en ausencia de
colisiones tenemos g% = 0,

Cuando las colisiones son significativas debemos introducir un
término J(f,f) el cual representa el cambio en f de una poblacién
particular debida a colisjones en el punto dado en el esgpacio y
tiempo con particulas de otras poblaciones. lLas contribuciones a J
pueden resultar de encuentros fisicos y por interacciones
electromagnéticas a distancia. Cuando esto es tomado en cuenta
tenemos %% = J(f,f).
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Si se desarrolla la diferencial obtenemos 1la ecuacién de

Boltzman:
of F af _
—--at + v-Vf + E . —av = J(f,f) (6'1)

donde una particula de masa m experimenta una fuerza total F,
incluyendo una fuerza electromagnética y gravitacional. En caso de
gue el plasma sea lo suficientemente caliente y tenue, de tal
forma que las colisiones puedan ser despreciadas, obtenemos 1la
ecuacién de Boltzmann sin colisiones o de Vlasov, en donde el lado
derecho de la ecuacién es cero; esta ecuacidn, combinada con las
ecuaciones de Maxwell se convierten en el conjunto de ecuaciones
de Vlasov-Maxwell.

La solucién a la ecuacién (6.1) generalmente es complicada, y
aquf danicamente se indicard el metodo usadc para derivar las
ecuaciones macroscépicas. Primero que nada, la densidad
macroscépica de particulas n(r,t) viene dada por la integral de 1la
funcién de distribucién en el espacio de velocidades:

n(r,t) = ITI £(r,v,t) dvsdvydvz (6.2)

otras cantidades macroscépicas Q(r,t), tales como la densidad de
masa, de momento o de corriente, se obtienen a partir de la
ecuacién:

Q(r,t) = I}J’ q(v) £(r,v,t) dvsdvydvz (6.3)

donde g(v) es la funcién apropiada. Las cantidades que sean
promediadas para todas las particulas de una poblacién se
encuentran dividiendo la integral por n. Entonces, si tomamos q(v)
= v encontraremos la velocidad macroscépica

V(£ t) = gy J'J'J' v £(r,v,t) dvxdvydvs (6.4)
-0

Se pueden obtener relaciones entre las cantidades macroscépicas
multiplicando la ecuacién (6.1) por g(v)dvxdvydvz e integrando
sobre todas las v. Si g = m, esto conduce a la ecuacién de

continuidad:

8

3% + V- (pv) =0 (6.5)
La ecuacién de transferencia de momento se puede obtener
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poniendo g = mv. La fuerza total sobre una particula se toma como:

F=e[;+§,a]-mvo (6.6)

donde ¢ es el potencial gravitacional. la ecuacién macroscopica

resulta ser:

nm [ g% + V-9 ] = ne [ E + g x B ) - 9 {¥] - nmnV® + P (6.7)

donde (¥] es el tensor de esfuerzos magnetohidrodindmico y P es la
raz6n neta de ganancia en el momento debida a colisiones del
conjunto de particulas de carga e y masa m. Una ecuaciétn de este
tipo se requiere para cada tipo de particula. El1 tensor de
esfuerzos estd definido en términos de la velocidad media V de el
grupo y _la velocidad aleatoria v de las particulas individuales,
de tal forma:

v=1Yyv ¥] =m ) (v = V}(v = V) (6.8)

donde en cada caso la sumatoria es sobre la unidad de volumen. En
general, el tensor de esfuerzo introduce complejidades tales que
las ecuaciones macréscopicas se wvuelven inestables. En algunos
casos son necesarias ciertas simplificaciones, pero é&stas no
tienen que ser tan restrictivas como las de 1las ecuaciones
idealizadas. Los procedimientos para relajar estas restricciones
son:

(1) Que la trayectoria libre media para colisiones sea pequefia
comparada con 1las distancias en 1las cuales la presién, 1la
velocidad y otras cantidades macroscépicas cambian de forma
significativa. Nuevamente se presenta la situacién familiar de la
dindmica de fluidos, donde la distribuciébn de velocidades es casi
isotrb6pica y Maxwelliana, pero los par&metros de transporte y en
particular la conductividad eléctrica son anisotrépicas. Esto
significa que la relacién entre el campo elé&ctrico y la densidad
de corriente ya no estdn dadas por la ley de Ohm, sino por una
ecuacién mucho mis complicada.

(2) Algunos problemas se pueden resolver para condiciones menos
restrictivas cuando la trayectoria libre media de las particulas
es grande e incluso infinita. Un requerimiento es que el campo
magnético sea 1o suficientemente intenso para gque el radio
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ciclotrénico sea corto comparado con la distancia en la cual todas
las cantidades macroscdpicas cambien apreciablemente. De esta
forma un grupo de particulas moviéndose aleatoriamente se
convierte en un wmedio en el cual los movimiéntos esté&n
relacionados. Sin embargo, dado gque el campo magnético no tiene
control del movimiento de las particulas a lo large de las lineas
de campo, hay una segunda restriccién, que es que tales problemas
deben ser bidimensionales, sin gradientes a lo large de las lineas
de campo.

Si se dan estas condiciones, el tensor de esfuerzos [¥] puede
ser reemplazado por la presibén escalar p, es decir, V- [¥] = Vp.

En fisica de plasrmas, generalmente se trabaja con tres tipos
distintos de particulas (electrones, iones y particulas neutras).
Como ya. se ha mencionado, debemos usar tres funciones de
distribucién distintas (f  para electrones, f£° para iones, y £°
para particulas neutras). Este tipo de aproximacién se conoce como
descripcién de tres componentes. Si el plasma est& completamente
ionizado, la aproximacién de dos componentes es apropiada.

A manera de ejemplo, considérese un gas binario con un nimero
igual de electrones e iones de masa m y M y carga :e, Tenemos dos
ecuaciones de momento, las cuales al adoptar la simplificacién
anterior conducen a:

. Y = ne[ £+ Y.s ) - Vp1 ~ nMV& + P (6.9)
nngy" = -ne[ E+ 2. ] - Upe - nmv® + Pe (6.10)

La velocidad V del plasma y la densidad de corriente j, esté&n
dadas por:

V= { MV + mVe )

h-TH-

j=en { Vi = Ve )
Si sumamos las ecuaciones (9) y (10), obtenemos:

P dt = §x8B - Up - p7® (6.11)

Restando (6.10) de (6 9) y multiplicando por e/m se obtiene:
E+Ye-ds { Mipe ~ mpr - (M-m)TE - (M-m) B L } =0

U'o ep
(6.12)
donde el término en dj/dt ha sido omitido y el término de

resistividad eléctrica esta dado por P = oonej. Esta relacién
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(6.12) entre el campo electrico y la corriente, es llamada algunas
‘veces ley de Ohm generalizada. Cuando Vpi, Vpe V& y B son cero se
reduce a la ley de oOhm con 0. igual a la conductividad.
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CAPITULO 7.
APLICACIONES

En el presente capitulo se describe de manera intuitiva
diversas aplicaciones en el Cosmos de la fisica anteriormente
descrita. Las primeras tres secciones tratan bésicamente de
fenémenos magnetohidrodinamicos, tales como las inestabilidades,
la generacién de campos magnéticos, y la interaccién del viento
solar con la magnetosfera terrestre. Posteriormente se mencionan
algunos mecanismos de radiacién en relacién a sus fuentes en el
cosmos.

a) Problemas Magnetohidrostéaticos,

Antes - de discutir problemas en magnetohidrodinamica es
instructivo considerar algunos problemas mis simples en los cuales
el plasma est& en reposo o moviéndose uniformemente. La ecuacién
de movimiento se reduce a:

p - pg = }ﬁ (VxB} B (7.1)
donde pg = F es la densidad de fuerzas dgravitacionales y 1la
viscosidad no es considerada. En estos problemas las fuerzas
electromagnéticas est&n balanceadas por fuerzas hidrostiticas y
los casos donde el plasma es estacionario son llamados problemas
magnetohidrost&ticos. Una clase importante de estos problemas es
aguella de la estabilidad de configuraciones magnetohidrostaticas,
un requerimiento para la confinacién de un plasma. Otra clase
importante es aquella llamada de campos libres de fuerza, en los
cuales las fuerzas electromagnéticas se balancean y las fuerzas
hidrost&ticas son cero.

Un ejemplo simple de balance magnehidrost&tico es encontrado en
las manchas solares, las cuales esta&n 10° K mas frias gue la
fotbésfera que las rodea. Estando maAs frias, éstas deben ser mas
densas y deberian hundirse en cuestién de minutos, pero persisten
por semanas. La respuesta, como fue sugerida por Alfvén, estd en
términos de la presién magnética B°/8n ejercida lateralmente como
se muestra en la figura 7.1. La presién no magnética, p, en el
cilindro magnético debe ser menor por esta cantidad a la presién
exterior al «cilindro en el mismo nivel. Dado que B es
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independiente de la altura 2z ( a lo largo de la parte cilindrica
del campo), gg es la misma dentro y fuera del cilindro. También,
dado que g§=-pg, lo mismo es cierto para la densidad y dado que T
« p/p, la temperatura como la presién, debe ser menor dentro del

cilindro gue afuera.

S LINes
~.\ \‘.‘l ',f‘-DE CAMPO

/
i PRESION
M

AGNETICA
fig. 7.1 fig 7.2

Se ha encontrado que campos de 1,000 gauss o m&s deben tener
efectos de enfriamiento substanciales y que cerca de la fotésfera
son demasiado intensos para ser contenidos en un cilindro y
explotan hacia afuera como se muestra. A una profundidad de unos
pocos miles de kilémetros, sin embargo, la presién del gas excede
a la magnética por factores de alrededor de 1,000 y el efecto de
enfriamiento es muy pequefio. De esta forma, la mancha solar es
esencialmente un problema de enfriamiento superficial.

El equilibrio magnetohidrost&tico puede ser clasificadocomo
estable o inestable, dependiendo de como responda a pequefias
perturbaciones. Si cualquier pequefia perturbacién induce fuerzas
restaurativas que llevan al sistema de regreso al equilibrio, el
sistema es estable. Si, por otra parte, existe al menos una
perturbaciébn tal que el sistema, es llevado cada vez mas y mas de
su configuracién de equilibrio por las fuerzas provocadas por la
perturbacién, el sistema es inestable,

La mayor parte del estudio en estabilidades
magnetohidrodinimicas se hace en relacién a  artefactos
termonucleares, cuyo desarrollo ha sido una lucha continua contra
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las inestabilidades. Algunas de estas inestabilidades ocurren en
situaciones césmicas:

1.- La inestabjilidad de torcedura se da cuando un plasma que
lleva una linea de corriente j es ligeramente doblado (figura
7.2). Las lineas de fuerza se amontonan en el lado céncavo y se
separan en el lado convexo. De esta forma el campo incrementado en
el lado céncavo ejerce una mayor presién, produciendo un
doblamiento aGn mayor.

2.- La inestabilidad de intercambio, vista desde el punto de
vista energetico, depende del hecho de gue las lineas de campo
magnético paralelas pueden moverse libremente pasando de una a la
otra llevando sus particulas de plasma y sin cambiar de forma. El
plasma con un campo débil cambia de lugar con el plasma con un
campo fuerte y puede reducir la energia total del sistema; si es
asi, enténces hay energfa disponible para llevar a cabo 1los
movimientos de intercambio. Esto esta relacionado con el fenémeno
de conveccién magnetosférico cerca de la Tierra y de Jdpiter.
Existe una amplia variedad de inestabilidades de intercambio,
tales como la inestabilidadde Rayleigh-Taylor, la inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz, etc.

3.- Otras inestabilidades son la inestabilidad de salchicha y
la inestabilidad de espejo. Supdngase que un decrecimiento local
del radio ocurre en el tubo de corriente de la figura 7.2. Las
lineas de fuerza en la constricciédn se amontonan y el campo se
vuelve mas intenso y es capaz de reducir el radio aGn m&s. Esta es
la inestabilidad de salchicha (que es un caso particulat.de la
inestabilidadde intercambio) y en casos extremos los aros
magnéticos pueden reducirse a puntos y detener el flujo de
corriente. Inestabilidades anisotrépicas ocurren cuando la presién
del plasma pi. perpendicular a las lineas de campo es muy grande
(inestabilidad de espejo) o muy pequefia (inestabilidad firehouse)
comparada con la presién p, a lo largo de las lineas.

En general, hay una tendencia a la estabilidad hidromagnética
cuando la curvatura de las lineas de fuerza magnética es hacia
regiones de menor densidad de plasma, © cuando el plasma es
céncavo al campo magnético. La estabilidad se incrementa también
haciendo que la configuracién del campo sea tan libre de fuerzas
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como sea posible: los esfuerzos magnéticos tienden a balancear y
asi a remover algunas formas de inestabilidad.

Un caso especial de la ecuacién magnetohidrodinamica (7.1)
ocurre cuando la fuerza neta hidrost&tica es cero y asi el campo
magnético es libre de fuerzas (force-free). Esto debe ocurrir en
un no conductor donde VxB = 0, pero también puede ocurrir en
flujos de corriente, cuando éstos fluyen a lo largo de las lineas
de campo de tal forma que:

(YxB)xB = 0 , i.e. B = aB (7.2)

fig 7.3

donde « es una funcién escalar de la posicién (figura 7.3). Tales
campos son probablemente importantes en la naturaleza porgue
cuando el campo es lo suficientemente intenso para aplastar el
plasma las tensiones maxwellianas deben balancearse unas a las
otras de acuerdo a las ecuaciones (7.2). Sin embargo, ninguna
configuracién de campo puede ser enteramente force~free pues esto
requiere una extensién infinita y una energia magnética infinita.
Debe haber entonces una frontera donde fuerzas mecAinicas
restrinjan el campo; en el caso de campos en manchas solares estas
fuerzas mecénicas estan aplicadas abajo de la fotosfera, donde la
presién hidrostitica excede por mucho a la presién magnética.

Mayor informacién acerca de este tipo de problemas, puede ser
encontrado en Babcock (1963).
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b) Fenémenos Electrodinimicos Generales en el Cosmos.

Existen diversos fenémenos electrodinidmicos relacionados
con varios escenarios en el cosmos: el medic terrestre, el Seol y
el sistema solar, estrellas y el medio interestelar, y galaxias y
el medio intergaléctico. Algunos de estos fenémenos ocurren en
diferentes partes del Universo a diferentes escalas y es
conveniente estudiarlos primero en una forma general, en vez de en
relacién a las regiones donde se producen. Esto se aplica
particularmente a efectos cuyos mecanismos adGn no estan bien
entendidos, tales como 1la fusién y aniquilacién de campos
magnéticos en superficies neutras. Es ciertamente seguro que este
fenbmeno es importante en conexién con r&fagas solares, el
crecimiepto y decaimiento de 1la cola geomagnética, y asi
sucesivamente, pero aiGn no esta bien entendido. Es preferible, por
tanto, discutir posibles mecanismos b&sicos antes de considerarlos
en relacién a su escenario en el cosmos. Por otra parte, algunos
fendémenos estdn bastante bien entendidos y es mejor discutirlos en
relacién al escenario donde se producen.

Claros ejemplos de este Gltimo tipo de efectos son las diversas
inestabilidades magnetohidrodindmicas. Estas han sido mencionadas
brevemente en 1la seccién anterior. Un ejemplo simple de una
configuracién inestable es considerar a un fluido superpuesto
sobre otro fluido de menor densidad, 1los dos fluidos estan
separados por una frontera horizontal, y 1la gravedad es
perpendicular a esta superficie. Una perturbacién en la frontera
crecera en amplitud. Esta es la llamada inestabilidad de Taylor.
La razén fisica de esto es, que una mayor cantidad de energia
potencial es 1liberada por el desplazamiento del fluido pesado
hacia abajo, que la que es absorbida al desplazar al fluido ligero
hacia arriba. Si existe una tensién superficial en la interfase,
estd tiene un efecto estabilizador, particularmente para
perturbaciones pequefias, debido a ¢gue esto corresponde a un
aumento de la energia superficial. Como consecuencia, oscilaciones
provocadas por la perturbacién con longitudes de onda menor que un
valor Ac son estabilizadas. Ahora podriamos preguntarnos acerca
del efecto de un campo magnético homogéneo B. Si el campo es
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paralelo a la interfase, este no tiene efecto sobre las
oscilaciones gque se muevan uniformemente a lo largo de B, dado gque
dichas perturbaciones no perturban al campo magnético (suponemos
que los fluidos son incompresibles). Por otra parte, oscilaciones
gque se extiendan uniformemente en una direccién perpendicular al
campo magnético causan una curvatura en las lineas de campo, Yy
siel fluido es conductor, la tensién a lo largo de las lineas de
campo magnético se opondran a 1la deformacién., Un andlisis
detallado muestra que para este tipo de deformacién, el campo
magnético tiene un efecto estabilizador equivalente a una tensién
superficial. Finalmente, un campo magnético perpendicular a 1la
interfase, tiene influencia en el ritmo de crecimiento de la
perturbacién pero no logra estabilizar al sistema. Esta versién
magnetohidrodindmica de la inestabilidad de Rayleigh-Taylor recibe
el nombre de inestabilidad de Parker. Esta inestabilidad se
encuentra en los campos magnéticos solares, supernovas y cerca de
la superficie de discos galéicticos.

Un fluido conductor podria estar soportado en contra de 1la
gravitacién por un campo magnético. En este caso, la fuerza de
soporte es debida a corrientes en la frontera que interactuan con
el campo magnético. La frontera es nuevamente inestable. Esta
inestabilidad es generalmente conocida como la inestabilidad de
Kruskal-Schwarzschild, y es andloga a la inestabilidad de Taylor.

El mds importante de los fenbmenos electrodinimicos césmicos es
la creacién de flujo magnético o inducciébn y de energla magnética.
Parece ser que el universo se encuentra completamente permeado por
campos magnéticos, extendiéndose desde el campo terrestre hasta
campos en el espacio intergaldctico. Dado que todos los fenbmenos
dependen de campos magnéticos, todos los otros fenémenos césmicos
electrodinidmicos son secundarios a 1los campos magnéticos. Un
problema cercanamente relacionado, y que debe ser estudiado dentro
del mismo contexto, es el mantenimiento de campos magnéticos en un
estado estacionario por periodos mucho mayores que los dados por
el decaimiento natural por disipacién ohmica. Un tercer problema
es el origen de un campo magnético "f6sil" del cual todos 1los
otros campos se desarrollaron.

Se han llevado a cabo muchos intentos para explicar los campos
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césmicos como una propiedad fundamental de cuerpos masivos en
rotaciédn y como un resultadoe de corrientes termoeléctricas, pero
estas teorias no han tenido éxito. Hoy en dia, es generalmente
aceptado que los campos de los planetas, estrellas y galaxias se
originaron de campos "fésiles", desarrollados y mantenidos por
"dinamos". La teoria de la magnetizacién fosil nos dice que los
campos actuales de un cuerpo son la reliquia del campo con el cual
nacié. El tiempo de decaimiento libre de un campo magnhético esta
dado por la ecuacién:

6B _ o 2
ﬁ-nvzn t = 4nol

y en el caso de la Tierra este tiempo es de alrededor de 10* afios,
por lo que se requiere un mecanismo para su mantenimiento. En el
caso del Sol y estrellas magnéticas, este tiempo es del orden de
10'° afios, el cual es comparable o mayor que la edad de las
estrellas, por 1o que el problema de su mantenimiento es dejado
aparte. Sin embargo, es reemplazado por otro problema, en el cual
la configuracién de los campos no es f&cilmente explicada en
términos de campos fb6siles, a menos gque éstos sean alterados, por
algGn procesc de dinamo. lLa misma consideracién se aplica a campos
magnéticos gal&cticos, incluyendo a los de radio galaxias.

AGn asl, hay un gran problera con los campos galicticos, puesto
gue no hay evidencia directa de un campo magnético universal. Sin
embargo, un fuerte arqumento a su favor es la aparente
imposibilidad de explicar campos gal&cticos en alguna otra forma.

Si aceptamos 1la existencia de un campo intergalictico,
entonces, el problema del origen del campo "primigeneo" es
eliminado pero no resuelto. Una fuente de energia que vale la pena
considerar es aguélla que involucra procesos nucleares, tales como
el decaimiento de isétopos inestables. Un requerimiento es el
alineamiento de los ejes de espin de muchas particulas, el caso Qe
la no conservaciétn de la paridad podria asegurar una corriente
eléctrica macroscépica llevada por los electrones emitidos en una
direccibn preferencial.

Una vez que se tiene un campo primigeneo, no importa cudn 4a&bil
sea, éste puede generar un campo mads intenso por un proceso de
amplificacién, el cual esti4 basado en el hecho de que el
movimiento de material a través de las lineas de fuerza en un
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campo existente genera corrientes. Estas pueden tener una
configuraciébn tal que amplifiquen el campo original y
continuamente cambien su topologia.

Para explicar el concepto de amplificacidén magnética comencemos
con la ley generalizada de Ohm y multipliquemos ambos lados por j,

tendremos asi:
2

E'j + 15 Wperj = 2 + V- (5B) (7.3)
donde se han despreciado términos del orden m/M y la fuerza
gravitacional. En el miembro izquierdo est& el trabajo hecho por
el campo eléctrico y el del gradiente de la presién electrénica
que sostiene 1la corriente. En el miembro derecho est§& la
disipacién de energia debida a colisiones y un término que es el
producto de la fuerza de Lorentz jxB con la velocidad de masa V.
Cuando V-(jxB) > 0, hay un trabajo realizado por el campo sobre el
plasma, acelerdndolo, o moviéndolo en contra de gradientes de
presién; entonces la energia del campo magnético decrece. Cuando
V-(jxB) < 0, las fuerzas no magnéticas conducen al plasma en
contra de la resistencia magnética y se incrementa la energia del
campo magnético. Esto se 1llama amplificaciébn magnética y, en
configuraciones m&s complejas, dinamo auto-excitado, Un criterio
para amplificacién, es que el término del dinamo sea numéricamente
mayor que el término de pérdida de Joule, es decir,

o £} < of v-irm )

si tomamos j = Bc/4nL, donde L es la longitud caracteristica,

tenemos:
4nooVL > ¢

El problema de amplificacién magnética es relativamente simple y
se estudia en relacién con galaxias, donde es un fendmeno
importante. El1 problema de los dinamos césmicos se ha dirigido a
explicar el campo magnético terrestre. Un andlisis m&s detallado
de la Teoria de Dinamos puede ser encontrada en Cowling (1981).
Tal vez el segundo en importancia a 1los mecanismos de
amplificacién magnética son los mecanismos de aniquilacién de
campo. Cuando dos hojas de plasma con campos en direccién opuesta
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se ponen en contacto, las lineas de campo se reconectan y
convierten su energia a energia cinética de las particulas; ha
sido este efecto en particular el gque ha atraido la atencién para
el estudio de este fenémeno. El1 fendmeno ha sido de interés,
principalmente en conexién con réfagas solares y la dificultad ha
sido explicar la conversién de una gran cantidad de energia
magnética (mayor a 10 ergs) en tiempos de alrededor 10° s. Un
mecanismo para la aceleracidén de algunas particulas de plasma a
energias de rayos césmicos se trabaja también en la teoria de
hojas neutras. Este efecto es de suma importancia no sb6lo en el
sistema solar, sino también en determinadas configuraciones
magnéticas en galaxias.

otro fenémeno muy comGn y de gran importancia es el movimiento
de intercambio magnético, en el cual un tubo de fuerza magnética
con su plasma cambia de lugar con otro tubo, mas o menos paralelo
al primero. En el laboratorio tales movimientos ocurren como 1la
inestabilidad de intercambio y fenémenos similares ocurren en la
naturaleza, posiblemente en la magnétosfera terrestre. Existen,
sin embargo, otras formas de movimientos de intercambio, 1las
cuales no son resultado de inestabilidades, sino que se llevan a
cabo por fuerzas de origen externo aplicadas a lo largo de la
frontera o a lo largo del tubo de fuerza magnética. Uno de éstos
son los movimientos de intercambio en la magnetésfera 1llevados a
cabo por la interaccidn friccional con el viento solar.
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c) Aplicacidbn al Viento Solar y la Magnetosfera Terrestre.

La fotésfera del Sol esti a una temperatura de unos 10° K como
es evidente de las lineas de absorcién observadas en el espectro
solar. Sin embargo, fuera de los capas superficiales del Sol, se
ha observado gue hay un gas a alta temperatura: la corona solar.
Las lineas en el espectro son de una gran excitacién. Estas son
llamadas lineas coronales y provienen de iones tales como Fe XIII,
Fe XIV, etc. e indican temperaturas del orden de 10°K. E1
mecanismo de calentamiento de la corona es probablemente el
transporte de energia por ondas de choque u ondas hidromagnéticas
desde las capas superficiales del Sol.

La situacién fisica conduce a una de las predicciones mis
importantes del pasado reciente. Parker escribié las ecuaciones
hidrodingmicas para un plasma caliente en el campo gravitacional
del Sol y demostrd gque debe existir un flujo de material
proveniente del Sol, el cual fue llamado viento solar. Aqui no se
demostrara esto, pero el lector puede consultar el 1libro de
Parker. Es interesante gque se trata del mismo conjunto de
ecuaciones bésicas que describen los vientos estelares de tipo
solar y los flujos de acrecién esféricamente simétricos.

La prediccién de Parker fue hecha en 1958. En 1959, uno de los
primeros satélites cientificos soviéticos, el Lunik II, midié un
flujo de particulas que emanaba del Sol, y en 1962 la sonda
estadounidense, Mariner 2, midié continuamente la densidad de
particulas, velocidad e intensidad del campo magnético en su
camino a Venus. En las vecindades de la Tierra, el viento solar
est8 caracterizado por las cantidades dadas en la Tabla 1, cuando
hay poca actividad solar.

Velocidad de ias particulas 300 Km/s
Concentracién de partfculas 5 cm”?

Energia de los protones 500 eV

Densidad de energia de los -9 -3
protones 4 : 10 ° erg cm
Temperatura 107 K

Tabla 1. Parametros Tiplcos del Viento Solar.
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Estas son cantidades promediadas Y hay una
variacién considerable durante periodos de actividad solar. la
intensidad media del campo magnético en el viento solar es de
aproximadamente 5 x 10 Gauss ( 5 x 10 T). la densidad de

energia correspondiente en el campo magnético del viento solar es:
2
Unag = f—ﬂ = 10
entonces es claro gue la mayor parte de la energia del viento
solar es transportada por la energia cinética de los protones.
Lo que deseamos es construir un modelo para el viento solar y
su campo magnético asociado en el medio interplanetario.
El tiempo de colisién para un protén en un plasma totalmente
ionizado esta dado por la férmula:

11.4 TS/ZAX/Z

N 2 In(A)

donde T es la temperatura en grados Kelvin, N el nGmero de
particulas por em® Yy A es el nGmero de masa para las particulas.,
Esta férmula fue presentada al final del capitulo 6. Para el
viento solar tomamos T = 10°K, A=1, N= 5 em™>, 2 = 1, y In{ A )
= 28 ( de acuerdo a Spitzer, 1962). Entonces se encuentra que A =
vte = 3:10"° m. Esta debe ser comparada con la distancia de 1la
Tierra al Sol, 1.5 «x 10''!m. Esta distancia es conocida como una
unidad astronémica. De esta forma, vemos que para los protones,
los cuales llevan casi todo el momento del viento solar, el camino
libre medio para colisiones electrostiticas es mucho mayor que 1la
distancia Tierra-Sol y , entonces, para los propdsitos de
describir 1la dindmica de las particulas del viento solar
intermezcladas y campos magnéticos, podemos considerar el plasma
con conductividad infinita y sin colisiones. Vemos que adem&s, el
tiempo de recorrido medio es pequefio comparado con el asociado a
la frecuencia de Larmor de los protones, Eg' el cual tiene un
valor de © = 6.375 x 10%. Por lo tanto, podemos utilizar los
resultados de la magnetohidrodinimica idealizada.

Una propiedad distintiva de muchos de los plasmas con los gue
cabe tratar en astrofisica es que tienen conductividades muy altas
o, puesto de otra forma, gue las particulas tienen caminos libres
medios muy grandes. Tal es el caso del viento solar, Como hemos

-10 -3
% erg cm

- te =
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visto, en el limite de conductividad infinita el campo magnético
se comporta como si las lineas de campo estuvieran congeladas en
el plasma.

Ahora, apliquemos este importante resultadoc a la dinamica del
viento solar. El1 plasma y el campo magnético estén fuertemente
unidos y, entonces, la dindmica dependerd de cudl de ellos tenga
la mayor densidad de energia (o masa). Vemos que lejos de 1la
superficie del Sol la energia cinética de los protones es mucho
mayor que la del campo magnético y, entonces, el campo magnético
es arrastrado por las particulas.

El Sol tiene un periodo de rotacién sobre su eje de 26 dias y
el viento solar es emitido con una velocidad radial mds o menos
constante del orden de 300 - 500 km/s. Entonces, con respecto al
punto en_el Sol donde fue emitido, la linea de campo trazar8 una
espiral arquimedeana. Las particulas mismas se mueven mds o menos
en forma radial hacia el exterior. Esto es ilustrado
esquemidticamente en la figura 7.4, la cual muestra la dindmica de
las particulas eyectadas a velocidad radial constante desde el Sol
conforme éste realiza casi una rotacién., Esto es lo que observan
los magnet6metros a bordo de plataformas espaciales. De hecho, se
ha encontrado que existe un sector en el cual el sentido del campo
magnético radial cambia de orientacién. Hasta donde sabemos, el
viento solar sale como es mostrado en la figura 7.5. Un estudio
detallado de la estructura espiral del campo magnético puede ser
encontrada en Wentzel (1963).

° {

@

fig. 7.4

175



PLANO DE LA
ECLIPTICA

()

fig. 7.5

Este flujo de material claramente modifica la estructura del
campo magnético terrestre y, de estudios por satélites, la forma
del dipolo magnetico distorsionado ha sido determinada con cierto
detalle. La fiqura 7.6 muestra el fenfmeno revelado por estos
estudios. El1 campo magnético terrestre es dipolar g6lo a
distancias relativamente cercanas a la superficie terrestre.

El viento solar es altamente supersédnico y cuando encuentra al
campo magnético de la Tierra, se forma un frente de chogue y se
presenta el caracteristico comportamiento de resistencia que uno
ve en el frente de objetos abruptos cuando ellos se mueven
supersénicamente. El sistema completo dentroc del chogque es la
llamada magnet&sfera, la cual esta dentro de la magnetopausa gque
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estd detris de la onda de chogque, estos y los nombres de varias
otras regiones estdn etigquetados en el diagrama. La estructura ha
sido bastante bien delineada por observaciones espaciales de
densidad y velocidades de particulas, y de la estructura del campo
magnético.

MAGNETOFUNDA

CLSPIDE POLAR‘,‘ e

VIENTO __,
SOLAR

- MAGNETOCOLA
__ MAGNETOPAUSA

FRENTE CINTURONES DE RADIACION
DE CHOQUE

fig. 7.6

Algo interesante que cabe hacer notar, es que hay evidencia
definitiva de un frente de choque y nosotros hemos mostrado que es
un plasma sin colisiones. Sabemos gue los chogues ocurren
solamente cuando es posible transmitir momento y energfa sobre una
corta distancia a material moviéndose mas lentamente. En fluidos
ordinarios esto es mediado por medio de la viscosidad molecular,
es decir, a través de colisiones. La pregunta que surge es: (cémo
puede haber un chogque magnetosférico?. La respuesta es gue éste es
uno de los mejores ejemplos conocidos de los llamados choques sin
colisiones, es decir, la viscosidad en el plasma magnetizado viene
dada via el campo magnético. Cominmente hablando, hay una longitud
de colisién efectiva del orden del radio de giro del protén. El
transporte de energia a través del choque puede ser dada por los
diversos tipos de ondas magnetosénicas de plasma.
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d) Procesos Radiativos en Astrofisica.

Las teorias de radiacién han tenido una amplia gama de
aplicaciones en astrofisica. Esto puede ser atribuido a dos
circunstancias que fueron descubiertas en los afios 50’s y 60’s. En
primer lugar, se ha encontrado que particulas relativistas, en
particular electrones, estin presentes en diversas condiciones
césmicas. En segundo lugar, se establecié la existencia de campos
magnéticos en el espacio. La presencia de electrones relativistas
y campos magnéticos es una condicién necesaria y préacticamente
suficiente para 1la produccién de radiaciébn sincrotrénica. E1
principal uso de 1las teorfas de radiacién es el de obtener
conclusiones acerca de los electrones relativistas y los campos
magnéticos en las fuentes de radiacién, por medio de mediciones en
la intensidad, distribucién espectral y polarizacién de 1la
radiacién. oOtra aplicacién es el andlisis de los cambios en 1la
intensidad de radiacién de la fuente, y de reabsorcién,
depolarizacién, y rotacién del planoc de polarizacién de 1la
radiacién con el objetc de determinar ciertos pardmetros (por
ejemplo, la concentracién electrédnica) gque caracterizan a la
fuente, asi como el medio encontrado a lo largo de la trayectoria
desde la fuente a la Tierra. Asi pues, de estas teorias se pueden
interpretar observaciones para obtener informacién importante
acerca de la naturaleza fisica de 1las fuentes, incluyendo su
temperatura, ionizacién, constitucién, densidad, campo magnético,
etc.

En la regién o6ptica, la radiacién electromagnética cosmica
proviene principalmente de transiciones entre estados ligados
(bound-bound) entre estados atémicos o moleculares discretos,
transiciones de absorcién o emisién (free-bound) durante
recombinacién, y transiciones libres (free-free) en el continuo.
Algunas componentes de las emisiones coésmicas en radio son
generadas de manera andloga. La linea de emisién del hidrégeno a
21 cm, la emisidn del OH y un gran namero de otras lineas resultan
de transiciones bound-bound, mientras que la emisién térmica en
radio que proviene del gas de la corona solar y del medio
interestelar se debe a transiciones free-free o bremsstrahlung. En
adicién a esto hay otros mecanismos los cuales son responsables de
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la mayor parte de las radicemisiones césmicas. Uno podria
preguntarse por qué las emisiones de radio son tan favorecidas.

En el vacio una particula cargada radia sélo si est& acelerada
y, despreciando efectos relativistas, la potencia radiada es
proporcional a eZGZ, donde v es la aceleracién y e la carga de la
particula. El punto importante es que la emisién es proporcional
al cuadrado de la carga y ésta es independiente de efectos
relativistas. Una segunda relacién importante resulta del hecho de
que una onda de frecuencia f se produce principalmente de
aceleraciones que varian apreciablemente en un tiempo 1/f. En este
tiempo un electrén, por ejemplo, se mueve una distancia v/f y
entonces la emisibén se produce por aceleraciones gque varian en
movimientos una distancia v/f. Estas dos relaciones y el hecho de
que f e§ mucho menor para las ondas de radio gque para luz visible
contestan la pregunta de arriba en la siquiente forma.

En primer lugar, la escala de la distancia, o longitud de onda,
A = v/f es aproximadamente 10° veces mas grande para radio ondas,
y esto permite a un electrén individual ser acelerado
efectivamente por campos, los cuales originan emisiones de radio
pero no en el visible. Uno de estos campos es el magnético
césmico, el cual permite la emisién ciclotrénica para electrones
no relativistas y emisién sincrotronica para electrones
relativistas., Debe mencionarse que la radiacién sincrotrénica
visible es posible, y de hecho es observada en unas cuantas
regiones, m&s notablemente en la Nebulosa del Cangrejo. Sin
embargo, la energia del electrén gque se requiere es muy grande,
tipicamente unos 10%%ev o m&s, y este fendmeno no es comin. Otro
tipo de campo que es capaz de originar radio, pero no visible, es
el campo eléctrico a gran escala debido a nubes de electrones.

En segundo lugar, el electrédn cuya radiacién hemos estado
considerando puede ser reemplazado por un paquete de electrones,
los cuales han sido acelerados al unisono en cualesquiera de los
campos antes mencionados. Esto es posible debido a las grandes
dimensiones permisibles del paquete y no es aplicable a emisiones
en el visible. Una nube de n electrones de dimensiones menores que
v/f y moviéndose al unisono, radiaran n® veces la potencia de un
solo electrén y entonces cada electrédn radfia n veces la potencia
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gue podria radiar solo. Esta emisién estimulada ocurre cualquiera
que sea el mecanismo de aceleracién y surge la interesante
posibilidad de emisién sincrotrénica estimulada. El1 tamafio del
paguete de electrones debe ser considerablemente menor que el
radio de giro, debido a que cada electrén emite sblo en un cono
estrecho.

La interpretacién de las emisiones de radio césmicas requiere
de un buen entendimiento de los procesos no sélo de emisién, sino
también de absorcién, refraccién y polarizacién. El primero de
éstos es simplemente lo contrario a los procesos de emisién
térmica, ciclotrénica o sincrotrénica. Esto impone un limite a 1la
temperatura de brillo, es decir, la temperatura de un cuerpo negro
gue dé la misma emisién, igual a la energia térmica o temperatura
de los gelectrones radiativos. Este no es el caso de la emisién
estimulada por un paquete de particulas, donde la energia de todo
el paguete debe ser considerada.

El entendimiento de la refraccién es ayudado por el concepto de
indice de refraccién o la razén de las logitudes de onda en el
espacio libre y en el medio en consideracién. En ausencia de
efectos relativistas, el 1indice de refraccién de una onda
electromagnética en un plasma depende escencialmente de 1la
frecuencia del plasma fo y la frecuencia ciclotrénica fs, las
cuales estan dadas por:

£o2 = -‘Lf:‘jf fs = 52 L (7.4)
donde N, e, m son para el electrdén, su densidad numérica, carga y
masa. Para propagaciones cuasi-longitudinales (m&s o menos a 1lo
largo de el campo magnético), el fndice de refraccién est& dado
por:

uwl = 1 - £2(£% + £fs) (7.5)

revelando dos ondas, una ordinaria (0) para el signo positivo y
una extraordinaria (E) para el signo negativo. En el caso de una
onda O, el fndice de refraccién es real cuando £ + f£fs > fo°,
pero se convierte en imaginario a bajas frecuencias. En el caso de
una onda extraordinaria el comportamiento es mé&s complejo, pero es
fdcil ver que una onda que sea generada en una regién donde
(£°/€° + fo/f) > 1 (o imaginaria) es incapaz de escapar a
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regiones donde fo y fs son pequeflas. Esta restriccién es
importante en la teoria de radiacién de la corona solar y de la
ionésfera joviana debido a que mecanismos de emisién que son
teSricamente atractivos se topan con esta dificultad.

Discutiremos ahora los procesos fisicos involucrados en los
diversos mecanismos de emisién.

Las radioemisiones térmicas debidas a un plasma caliente
dependen de las velocidades térmicas aleatorias de los electrones
al ser cambiadas por colisiones. El coeficiente de absorcién esta
dado por:

2 2

k= Et:s_;' = %:_,;,3/2 (7.6)
donde v es la frecuencia de colisiones, T es la temperatura y { es
una funcién que varia lentamente y cuyos valores en la mayorlia de
los casos en las regiones de interes pueden ser tomados como
%0,12. Después de haber viajado una distancia S§ a través de este
medio, la onda retiene una fraccién e * de su potencia original y
entonces ha perdido la fraccién (1 - e”**). La cantidad ks se
denomina profundidad 6ptica del material de espesor 8, y a la
temperatura T puede, de acuerdo a la ley de Kirchhoff, radiar con
temperatura de brillo Tv y brillo b, dados por:

To = T(1 - e*%) b= %’zﬂ' (1 - e (7.7)

donde k es la constante de Boltzman. Cuando ks » 1, el material es
opaco y b « A% ; cuando ks « 1, el material es 6pticamente
delgado y
2
b = ngN 8 (7.8)

2mlz2

Un espectro de emision térmiéilis mostrado en la curva (a) de
la figura 7.7, la extensién punteada corresponde a la emisién de
cuerpo negro, mientras que a cortas longitudes de onda, el brillo
se vuelve independiente de A cuando el material se convierte en
transparente.

La radiacién de giro o ciclotrbnica es emitida por un electrén
que gira en un campo magnético a la frecuencia fs dada arriba. El
proceso de enmisi6én y el correspondiente de absorcién son

extremadamente eficientes, y corresponden a la onda E. Sin
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embargo, la radiacién de giro térmica no puede escapar del plasma
debido a que la barrera f < fp + £.°/€ debe ser enfrentada cada
vez que la radiacién viaja a regiones cuya intensidad de campo y
densidad de plasma decrecen.

RAFAGA N

POTENCIA RADIADA

A

4 A
100m 0m Im 10¢em lem Olem

i ! 2

LUNGITUD DE ONDA
fig. 7.7

El interés en la giroradiacién concierne a electrones gqgue no
s6lo giran sino qgue ademi&s se mueven a través del plasma con
velocidades que dan a la radiacién un efecto Doppler sustancial.
Tal corrimiento puede incrementar la frecuencia emitida por encima
de la frecuencia de resonancia E del medio y asi la radiacién
puede ser capaz de escapar. Teorias basadas en la emisién debida a
paguetes de electrones moviéndose a 1o largo de lineas de campo
magnético en la corona solar y en la magnetésfera de Jdpiter han
sido propuestas para explicar las emisiones observadas. El tipo de
espectro de emisién obtenido es una banda estrecha de frecuencias
cercanas a la frecuencia ciclotrénica y extendido debido al
corrimiento Doppler. Tal espectro es mostrado en la curva b de la
figura 7.7.

la emisién sincrotrénica, también 1llamada Bremsstrahlung
magnético, fue propuesta por primera vez como una fuente de radio
emisiones césmicas por Alfvén y Herlofson y por Kiepenheuer en
1950. Una gran cantidad de informacién acerca de este tipo de
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mecanismo de emisién asociado con fuentes estelares puede ser
encontrada en Ginzburg y Syrovatskii (1965, 1969).

Un electrén girande en un campo magnético radfa a la
girofrecuencia fs, pero conforme su velocidad se incrementa
también radia en sus arménicos. A la velocidad 3c/4 (energia de
2.6x10° eV) el segundo arménico es tan fuerte como el fundamental.
Cuando la energia cinética del electrén excede por mucho a la
energfa de su masa en reposo, radia casi enteramente en los
arménicos, siendo la frecuencia de emisién m&xima

fa =1 fa [ ﬁg’"‘lz (7.9)

donde € es la energfia total. La envolvente del espectro de emisién
de un electrdn se muestra en la curva c de la figura 7.7. La
potencia radiada est& dada por:

P = 3.8 x 10°° B.°6® erg/seg (7.10)

donde €& es 1la energia de 1la particula y B. es el campo
descrito en el capitulo 3.

La radiacién sincrotrénica ha sido observada en fenbmenos
asociados con manchas solares, en pulsares, en la Nebulosa del
Cangrejo y tal vez en la emisién a 10° Mc/seg de JGpiter. Para la
Nebulosa del Cangrejo el espectro de radiacién se extiende en un
rango de frecuencias desde radiofrecuencias hasta el ultravioleta
extremo y muestra una gran polarizacién. Las radiocemisiones de
JGpiter aparentemente provienen de eletrones atrapados en sus
cinturones de radiacién. El que sea emisién sincrotrénica o
ciclotrénica aGn no ha gquedado claro. Este mecanismo también es
responsable de las radioemisiones de la Galaxia, de las remanentes
de supernovas y de las fuentes de radio extragal&cticas,

El espectro de enrisién de un ensamble de rayos césmicos de
potencia tipica tiene un espectro de radioc mostrado en la curva d
de la figura 7.7. El proceso sincrotrénico, al igual que el de
emisién térmica , actGa en reversa para dar un fenémeno de
absorcién e imponer un limite de cuerpo negro en el brillo de 1la
fuente que depende de la temperatura o energia electrénica. Este
efecto es mds importante en fuentes cuasi-estelares, e impone un
limite inferior en el tamafio y un limite superior de la intensidad
del campo magnético.
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Uno puede pensar, por lo que se ha dicho con anterioridad, gque
la emisién ma&s alla del limite del cuerpo negro no es posible dado
que los electrones sufren de aceleraciones aleatorias. Por otra
parte algunas fuentes césmicas tienen temperaturas de brillo que
exceden los 10% K, mucho mayor a la temperatura electrénica. Los
ejemplos mas notables de estas fuentes son la Nebulosa del
Cangrejo, pulsares, quasares, Jipiter e Io, el Sol (r&fagas tipo
II), algunas raAfagas estelares y aldgunas nubes galacticas.

La explicacién es el fenémeno de emisién coherente o estimulada
debida a un gran nimero de electrones moviéndose al unisono. El
ejemplo mejor conocido de emisidn coherente es una antena
transmisora de radio o T.V. donde muchos electrones frios se
mueven de forma ordenada para radiar con mucha potencia. Dado que
la nube ,eléctronica debe exceder las dimensiones atémicas, el
bremsstrahlung no puede ser amplificado de esta forma. Sin
embargo, radiacién Cerenkov y ciclotrénica coherente son posibles.

En el caso de radiacién sincrotrénica, pareceria intuitivo que
un pequeflo paquete de electrones relativistas moviéndose en un
campo magnético en el vacio pudieran proporcionar emisién
coherente. Sin embargo, este simple mecanismo es ineficiente
debido a que el paguete de electrones se dispersaria bajo la
influencia de 1las fuerzas eléctricas repulsivas ejercidas
mutuamente. Por otra parte, si el vacio es reemplazado por un
plasma adecuado, entonces una eleccifn conveniente del espectro de
energias de los electrones relativistas pudiera permitir emisién
sincrotrénica coherente, Zheleznyakov ha aplicado esta teoria para
explicar las altas temperaturas de brillo en radio de guasares y
rifagas sclares tipo 1V.

Finalmente, mencionaremos brevemente la emisién atémica Y
molecular, la cual nos ha permitido medir 1la distribucién de
hidrégeno neutrc y de moléculas de hidroxil en nuestra galaxia. La
linea de 21 cm es mostrada como la curva e en la figura 7.7.

El efecto Compton inverso puede ser importante para determinar
las caracteristicas de las fuentes sincrotrénicas, y es mencionado
especificamente en conexién con la Nebulosa del Cangrejo.

Estos y otros tipos de mecanismos de emisién son revisados con
mayor cuidado en Dulk (1985).
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CONCLUSIONES

A lo largo del presente trabajo, se ha hecho una revisién de
las herramientas fundamentales que el astrofisico teérico
requiere para el estudio de diversos fendmenos que se dan
en el Cosmos, principalmente aquéllos de origen electromagnético.

En la fisica espacial, los fenémenos electromagnéticos son de
fundamental importancia. Esto se debe a dos razones: (1) la mayor
parte del Universo ( o al menos, del Universo observable) se
encuentra permeada por particulas cargadas Y campos
electromagnéticos y (2) debido a que aparecen en diversos lugares
y situaciones. Por ejemplo, en el interior de la Tierra existen
fenémenos - electromagnéticos que generan el campo magnético
terrestre. Corrientes eléctricas en la ionosfera alteran el campo
magnético terrestre durante las llamadas tormentas magnéticas y
producen fenémenos tales como las auroras. El1 campo magnético
terrestre influye en las condiciones fisicas de la magnetosfera,
en la cual existen complejos sistemas de corrientes eléctricas.
En regiones de la magnetosfera, tales como los cinturones de Van
Allen, existe un flujo de particulas de alta energfa, las cuales
estdn atrapadas en el campo magnético. A su vez, las condiciones
fisicas en la ionosfera y en la magnetosfera estan afectadas por
el estado electromagnético del espacio interplanetario, el cual a
su vez se ve afectado por el campo magnético solar. En el Sol,
por su parte, existe wuna gran variedad de fendmenos
electromagnéticos, tales como las manchas solares, r&fagas, etc.
Tambien en el espacio interestelar e intergaléetico se piensa que
los fenémenos electromagnéticos son de gran importancia.

Dada la gran complejidad de estos fenémenos, su entendimiento
requiere del estudio de diversas disiplinas:

La electrodindmica cl&sica (capitulos 1 y 2) sblo puede ser
aplicada a un nimero muy reducido de fenémenos cosmicos, tales
como la dindmica de los rayos cdsmicos. Esto es esencialmente el
estudic de particulas cargadas moviéndose en un medio de
propiedades electromagnéticas determinadas en presencia de algin
campo electromagnético externo.

Bajo ciertas condiciones, el estado dinimico de las particulas
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puede producir que se radfen ondas electromagnéticas, lo cual
constituye el estudio de la teoria de radiacién (capitulo 3). El
estudio de la radiacién emitida por los cuerpos celestes, aunado
a un estudio de 1los posibles mecanismos de emisién, nos
proporcionan informacién acerca del estado fisico y quimico de
sus fuentes.

Aplicaciones m&s generales a fenémenos electrodindmicos
cdsmicos son posibles con la combinacién de 1la hidrodinamica
{(capitulo 4) con 1la electrodinimica cl&sica para formar la
magnetohidrodinamica (capitulo 5), la cual describe el
comportamiento de un fluido con propiedades electromagnéticas
definidas en presencia de un campo electromagnético., A su vez la
magnetohidrodindmica debe combinarse con la fisica de plasmas, en
lo gque se podria 1llamar una magnetohidrodin&mica de plasmas
(capitulo 6), para hacer posible un entendimiento m&s profundo de
los fendmenos electrodinidmicos en la fisica espacial. Con estas
disiplinas el astrofisico puede describir aceptablemente una gran
variedad de fenémenos cdsmicos, tales como la generacién de
campos magnéticos, los vientos estelares, la actividad solar, la
magnetosfera de los planetas, etc.

El futuro desarrollo de la astrofisica dependerd en gran
medida de los avances en areas afines, tales como la tecnologia
espacial, cuyas mediciones in situ brindardn mayor informacién
acerca del entorno cercano a nuestro planeta, las investigaciones
termonucleares ampliardn los conocimientos sobre el
comportamiento del plasma, y finalmente, las ciencias de la
computaci6én permitirdn simulaciones numéricas m&s répidas y
exactas a las que ahora existen.
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