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aportaron importantes ideas a i~'.,:~~-~~· :d~;·. íbk -é{~~~d~~-.:·~lnim·er~~ . 
. Posteriormente en i911, Ber·n~t~1n·' irii¿Tó':~,.· e1 ·- ;proceso.:' .·:da 



-axiomatizar la probabilidad, sin embargo, Kolmogorov formalizó la 
axiomat.ización relacionando los resultados existentes con la 
teoria de conjuntos y la teoria de funciones. 

JU propósito l!tl presente trabaio fil! fil gg mostrar algunos 
resultados l<Ql!IQ l!.PQl'.Q Pi!Il ~ didáctico sle. lrui cursos Q.g 

Probabilidad ~ Y. Probabilidad I..l.L ~ conveniente mencionar ~ IlQ 

J!.Qll ll.Q.tM. ~ gg lA ~ lk Probabilidad ~ 9.fil. los .t!!.m 
fill!Ú presentados consideran ~ todo Y.n ~ Qg vista intuitivo 

Y. §.Y generalización. M ~ IlQ QQD. ~ Qg ~ 

Entre los requisitos del lector para la comprensión de la 
tesis se encuentran los conceptos básicos de la teoria del álgebra 

y del cálculo. 

La tesis consta de siete temas, -ª':'- el prim~.~-- ~~p~~u~~- se 
trabaja con el concepto de evento y algunas definiciones de
Probabilidad concluyendo con la deÚniciÓn axiomátiCa: asimisTI\o se 
presenta el concepto de Probab{Üd-~d CÜ~dlcloJÍ'Ú.'e~-I¡;depeiidencÚa:''' 

En el segundo capitul~ sedef7~~~g ~as-Jar:~~i~~;!.~d:~¿id;': ' ; 
y a la función de ciistribu~fori;:-r:;;,,' _ -~~ii'~t,1¡{;, ~i~~tori~s' ~é- '' 

:::::::::::::~:.::1~~~~2~!~1~Tui~f &'ii~r~f :i1r:f f t::i,it, · 
eventos , ':' .;;··:~'(.: ,\p: ----~E·"'~ . -~;'E-'f~.~:: _...~~,;~;-' ~=.~:...-'<i..'.-~" ,::; ;;;:;_~ )~i;·'. 

compo:~n:::c::nc:~tu}°~;,fi~:~i:i~!s~~:e:t~t1:t ~~e5e~frJ~Kfj!r~~ -

la generalización_ ~ªt;?~&~~*"'~~~~:~~i~-~i¡;;~~~'.,,~J~L~;,,li ~~~ , , _ 
En algunas ocas·i~n~~.·,-:·.por- ~··.\a' ,na'tü-~~l~Z~ ,-d'e· ·-.~i'~~>I 1,fetl'óní~'rioS 

aleatorios ó de la inforiu~ciÓ~ique'~~ tie~;, ~~br;,' cle'>~1í'.;~ - es 

necesario evaluar- la ·~unción d~ di~~~ltll{ció~ ci!Güh~ f~ncfó'~.- 'ele 



. . 
variable aleatoria •. Asi en .el" cuarto capit¡;J.~ ·se. es"tuÍ.li-a" l~~< 
condiciones y la forma de evaluar esta fUnción:de"distril:ÍiÍciÓn. 

El quinto· capitulo se dedica a las car.~-ª~~l'.'i~t'icias··~~~i_ne_·~~c_a~ 
de las variables y vectores aleatorias (Esper~·nza:.;:,M~Í:-emátlca ;· 
Varianza, covarianza, Coeficiente de correlación.Í ,,- ¡;:""~·:i~:·:·Función 
Generatriz de Momentos, la cual proporciona C::inic>"rm~~ión:: muy_ 

utilizada en la descripción y análisis de las_ .:·i:-unbÍon~s de 

distribución. 

En el sexto capitulo se da la defini~ii~n -~;d~:~. Función 

Caracteristica. conociendo a esta función-:_ se _:'~~~de:·:·_·-det.e~ina: 
: tanto los momentos de las variables -y VeCi-~r~;~=-c--~r-ti~t~=;t-~"s-~ é:~lno fa 

función de distribución de variables aleiitori~s ·definidas en 
términos de otras en las que se conoce su distribución. 

El séptimo capitulo trata la convergenci~:- d.é . probabilidades, 

la converqencia de variables aleatorias_.:Y::._la -_:;-cOnVÉ!:rgeÍlcia de 

funciones de distribución; asimismo se exponen las Leye~ de los 

Grandes Números y el Teorema del Limite_Central. 

En el apéndice se incluye la Función Generat"i:'iz 

la Función caracteristica de las 

enunciadas en el segundo capitulo. 

- - .·: 
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,_ . ' ... 
- ESPACIO DE PROBABILIDAD 

Ofa •oo o<o •• .::.;;;J ;;f2:0o;:(ooW º~"ººº'' •• 
cierta, o bien es i~PC?~~b1~.;~>~~~'., ~-~.~ª-~~~-'_-_:<~~~~d~ -~~i~~':_-,f_e~ó~ei:-~·-~ 

~~:::: : ::, 

0tco::nirelb.~tád~;~~d~:~~:~~=t~~~n~.~.;·:.;: .. ~.I.~i.~::~a;;~:n:~e~~: 
ó experimentos ·-aleato~:i·~~ /~: : - ,,·~.-~ ,_ ·\-;,·_;,- -·'·:<:~' · ,~,,.-~~.: ··· ·· ·, >'--·--

.L}~·,,., xe;~~:~1~4f~:~~/~--~: '¡~~>>··7,_;:~~::-- -~~;": ~>,-~--,_ 

marc1: m~:::~:1:: ::::t~~f~::~:~ítm~:ª:tl~óf!~~~tªr'J,~"n;5° .·~~· uri. 
Ejemplo: -· ···~- \.'. :~D·~~.;~;;J;·~~~ •··~e:~ ii:{~ c.¿ -.-,- ·· ... ·-

Sea e = ~~p~~~i\i~~t:~:;~·~*~~~~~~íiü~~i[~fic{~ _.:::;,. .:~ ~le 

::·~·!!illil!!:líl!;~~~~r¡;': . 
. ; Mé~~~~>'< ~ii! -;~ :'."~~> •1¡g::.1E '~';.- s.,, J< ·<;, :; . 

~Y"-..~~.•-:.--•. ~.~-·_·fil~.1~:~~~~];~~j~onás]~,~~"~V~e~5:n'~~;,~g¡é~t.e' ent···r·•._•.e.·.·.·--.·-.· 
.. --~;-_,__,,.,,., ... ,:'2 _,.:_A:f 1~~~~~~;~. ~f ¿~~--~-i-·l;'__:, _'-_~L '.~!L-'"=· ·'.}{~~:.- _-

~1··· ~~~~*·i,<>~t~~J~f~:~~~ ... ~~~eff~'.~_.:ª:1:~~i~fi~~--· ~~.Í'ª~i;'~s.f~~.C:!'~~irif~ -ligado. al} (:Onjun,tod.e' posi~fos;rTsúltados e~e~entales. d,elmiSID'.'JI .. 
c~~~:~f ~~:~1I1i~~~~1dt~~Jij~;~t~~i~l!~ii~~~ª2tt~~;?:~:--
t~ntO·; ._ íÚ_~-¡-1/i; i; 4~-; s}6~f;·/·-~;;e~tOfac;e~-'. el · --~~l!"j~nto · a· -·d-~- :·;io~ _de~ás 
feñ6tneno's ·. en~n~~~d~~~~~s·, ~i sJ~üi~~t'~,~ . 



iís .; IN U (O}'i ;_·. 
_íl• = IN U :~n }: , -.-... -----,- .. · ... _. _ 
_ ::=r: ;~e~~ie~o :ª~iat~rio/tc>i;~serL;1~e-'.un·;9·ra~;núm~ro de -

ve~".!~.·', -b~j ~: .. '.:-:,i·~.~/ .. miSm~~ ~-e·~·s·~·tna~.b~cl'..·e.ic?e~--r~.squ/,'~~:e:~'..s. e·ª_-x_i;-:.s·~.dt_~:re:·~_-.. ~c·.':11.~e·_-:~r:.~tra·;~nf-- r· e.c0-u1eenrctai.a5 
,; · 

reg~larfdades' qÜe Ü~van a .. 
implicitá· eri'ia o~urren~ia de :los résultadot;~-- -"' }; ,)•;; ,_ 

-. ;···· . ; _.,_ ; .. ·'· -··-.-_o·;.·., .,.,. • ·~~'.?'' ~.·~~,·:.º~ ·,'",'.:::<·\~; ~ - -)l.> 

3i:n~:te;,:r:fr ":0'9~0a:n:vtie:st-.~s.~eis;,d,e:c:i:ri,ks:is_'._f~_r_._.:_,_~iff i~~i~~f !_'_¡_:._ .. t_1_l:_~¡1t~:lt: 
___ ~·:. _ __.,.;,, :~~~LJ->:: -.,,.1;, _ ,.-.:_:· ~ __ _-_:~_-_·=.-_:_~ ~-,~---=---o_-.--

~-~:e.~~---~·._:-,:~~~~~i- -.i¡-"i;Z--'_-;c~0~:;;;-_,'---~C¿~,-{e .-:!_,:¡~, .. ~:.:.;·c;·,.>l;:'.-o. :~-;¡.:; ,::~.;;~,~?---'o.'L~i 
e·= (laiizar ur{dado) ,,,;e_,. -?4~íf!~~~~-:-~en~%~h¿úeai:orlo-

- :_<~:.;<~ .. ; ..• -(l .• ;~. <,3.;~ \~;6). • ":~ _ .. ; .fánj~~to'.~f! p,fr.ibles•§~s'!ltadós'· 
' e:..~·-~-:~/;}:~-~~:-> ~·f.~_;_;_---~;:;·;\;~~ ~.;:7t~1:;_,. ~J~.~-~--~~?~·i-~)~~~ -~~-~::> • /·:;1:.:: :_'o,~-; 

~·nto~cies~º,-(:'-~ ~7)i~--.: .-... -:-: "•::::__;-~->:'.:)c._;.; o.-, ··:"~~{T {~-} .··r~:~~;~ ."~_,_-. :"- ,:·:'_,,;::'.'.i',~·:·· 

.-¿O~tiz¡~: ·u~~~j_~f; +;:.' e\• +/ • ".;"-(, 
·· '-:~: ·¿Qb~erid~é-·un ;~1Ónle-~o-. ~-~·;;)t. ·:.r ~ , -~·<v~:~-· 

·¿O~t~n~~;é un ~tlme·ro ·m~nar-~ó- ~~-~_a{·-;s ·cu,at~O:i ;\:·-~" ~ 
-·-/·'- ·_:_~,: 

asi_,·_ "-ílu9d~~:_-~h:r:~'i~;> -~-~~-~-:~-~-fi~i~ad --.de · in·t~~-rog~·-r;t~~Y_'·~-~~---:~.f. __ J · par;a.' 
adel-itra;no~' e~ ei~.:-~-sfudio d~ -los fenómenos al.ea torio~;: ___ ~-~- 'n·~-~~s'ita 
ccinsfruir"un~·f~.;'J_ú_'¡¡ l\ ele o, que c~ntenga a tci<la~ lai(l'~~'ibr!"~ 
pregu~tas. __ sobre el_ experimento, Más formalmente: .. 

sea .. :íi/ uri;, familia de subconjuntos 
~-las ~slgul<in\:e~ ; propiedades: 

5 



un u-campo de 



los 

íl 

representa a lo 
A = una familia de 

Ahora bien, ¿cdmo 

fenómenos.aleatorios?. 

DEFINICION DE 

Existen .. _·diversas definiciones. 

propósito<de. analizarlas, se han 

cua.tro grupos: 

l. Definiciones en las que se toma a 

medida cuantitativa del grado de 

2. Definiciones que reducen el 

de ser equiprobable. 

3. Definiciones que toman su 

relativa de la ocurrencia 

repetici.ones. 

4. Definición Axiomática. 

Las definiciones que se engloban dentro 

totalmente subjetivas ya que dependen del 

si en el desplegado de una revista aparece· que' 

año 2000 lloverá en la ciudad de México, el 

7 



; ,· - .... ' ··>·~:~··-. :.·~·-/ ., "' .. :'.'"'' ·- . ·--; '" 
México b~ll~h1;r~~á .lilla Ciiilc1i~~n~ Úúk~~·~e~:;L's~'l:ueí~Ó: ~k ei• mes 

.it1filf ~¡¡f~t~~IJIJ~,f~~~~~:~1~l~;¡¡ .. 
punto .-de vista de cada' ~:~n~~Z;'f-':'_·}<:i· · ·'{;;_-;_ --~~· ~--.:·::::::· ___ ';__;_~- _ ---?:: 

Las .ldae·.rdien:f¡i~nlibc;~i}ó.~n·;~iiué~e~~Í~~¡Í:i~f~ '[¡~~t~o ·?iil :~gu;ndo · llevan a 'é:1'ásica~c;·és'tC!eé:fr ;.•c. .. . .. 2 
. '·~'·'· -={~~;;· ~-1:.:=,oiS- -

o;tin1ció~ ~.·"'.i( ·; ·· 
·.·--:~;_--·------~:·: ~-~(~\::'> ·\:·-'.-" -- ~ -~-~:::~; ·.·· 

Sea- n. -~1:'<nii~~-i6i :~-~ ~~:~~i"~:~~ht6~~ ;_:ci~ ;·Of ~<~i:~:s'{-~ para ~-~ualciuier 
evento -w<n, ·· 1i~p~~L~-~;7"-{:e~t~~C:~!- ~~+~:f~n~. qu'e ¡íara~c:ua1quier" 
AetA, -- · 0 --~~---~ ••• -.-,-.-:;;e:,,.-,. 

--,~}.-:· '.J¿.:~:- -. ~~~ ~-1~!~~;~~¡~~ ... ¡~~ ·i.::" 
P(A);;, --· ._. _______ _ 

: -,,';; ~T, _,,,___;~'·-:~:.;~ -:: ~~~~··: d~- _e~~~~--€~os·, __ ·e·n :n ·· ---i-~-.-

Para ~j;;Inplifi~a~ a e~te 'grup6' ~~ d.;;~n~ciories Supóngase que 

::t:~:;e·.u::ª.·. =~::::.••ntit~:~~~:fü1tt:ª}'if!¡:;:f·c~:ºp·r==~=i~ia~d d:: 
fo1~~s .. -\Sm --.:-¡~s -.- qÜ-e- : ~~~ _:<~-~~ ._~:=~_ón~d~-,'.;71~~9~~-l_~ ·;,-0-, ,.S-01 {:/ 8rit0nces la 

probabilidad C!e q;,e; ~afga:á9'uúa :e~ ~;ó i12·: · 
{ ... .-f.Y~ _._ .. _ ,- -~·: ~::· _:{~\:-~' jF,. •"'J ;_,":~_,_. < .. 

Proposición l: l; \;'. • ;~: 1• ~ ;·.¿ . •.. iJL .··. 
La definic¡~n • 6:~:s1t:t~:~i:~~;;-"t:~· s;t1:~~~~ propie~a~:~: 

>·--·~·- _ _._:·~): . o\{:;~·':__:~ ~:;o..·· 

l. Para tod~';A'c.~;· >p(Á¡·~· a'.' 
2. Para ~} e~~·~to;;~ PfCl) " 1, 

yá'que'~úi).;.~ = l. 



,'. '. ;·~-· .;~.>_-'.,>.<::}:..:.<·:~ .. ~--·· ·,.,· ·-,·· 
3 ~ Si', e1'~; ev,entoFA ':,es ,:~expresado 'como "¡,¡'-:suma' cie> eventos' 
-- mutµamen·te· ·:~x6.lhYehte~~·B :·§/C_-: é'6:ri:~A--~:a~"6-~ '.:-:.i:~~nt~ri6~~ 



I) Supóngase que se tiene una. 
marcadas con el l, 2, 3 y se 

·obtener cada una de ellas. 

Sea e = {Escoger 

n = 

en·donde 

-·- n-.-=- núm. de repeticiones-del -eicp<!Í."J.meint:o~°Éc'C'~·-•c;;;. 0 • ~'-"---'-'c-.·,-C -·

nA = nam. de veces que 
del experimento. 

Este cociente satisface 

10 



i) O •_ fn(A) • l debido-a que o • n• • n 
ii) fn(íl) = l 

iii) fn(A+B) = fn(A) + fn(B). 

II) Considérese que se tiene los nacimientos realizados en ef 
estado de Chiapas en determinad os años ; como lo muest'ra .·la 

siguiente tabla. ¿Cuál es la probabilidad de que nazca una niña?. 

Sea e (nacimientos en el estado de Chiapas) 
n = {hombres, mujeres) 

A = (mujeres) 

Nacimientos: 

Años 

1895 

Gráfica 



se puede observar como fn(.A) Úuctúa'airidedo~"de 0,475; por 
lo que se podria pensar que .en·tre ~~~~_'-/~JiáiiCi~é<.:~~-:; ~'1>.-·nú~er~-,:-de~ 
repeticiones, la frecuencia relativa ·deL é'Xp~ri.~e'~f6; ~~'·~cerca ':¡ná~, 
a un núnero fijo P(A) es decir: ·\-.'~ ·.: ::t,i.:.~ ,; _:,~.~~i:'·.·. e·-:--~~' .· ~.··~.·-·,__ -· .. --- - •- :(~~-~:: - - .. - . -,.c.'·,., .. 

_:;>·' --,,_; .,.~·;;.;:; :;:, ,., ':<:.;:'. . - _)-;·<;:" :.: ... •.:1.~.:.:t;.:,:,:<:·~':~-
nA ' - .. :,_:;.·--, ;~;:'~?\-:'-;:'~ "-:.;¡··· 
~- .+'. :. P cAi"<~.-- ~-~;;~~. - .. '/.:;:~~- --~-; ·-!;.·:.:¡.:~·:_ .-~-, 

: .n:,;_,~ .. ;; q .«:;'.\·~;;< •:;•¡; . 
·-- .. ,::·:1 -.:·'"'·--· --~:-;;~;',::' 

::::r~8p:~~re:Ueun;(A)c•arfi~~.i~~~~f~~\~~I~~;~f{#fd~í;~~fe23L::. 
A. .. ,' ',:x. e(}•;.~:{''' '•'';;'..'·,·'·"·.,c.·.·· •,¿o,t·· ,,·. • .. ,i•. 

intui~i~a~~n~i'.;:l~( f'!i~~~~~f~~·~:i .. ~"f~~, ·~: · cl~svfa· riáCia vez 
-.;_ meriOS- -C.iE(:~p-(A>:T-C"Olífóritui_:.~::~-:e-¡-fr-~:d'!ifer~c{}:-de~;·e_xpet-1tñentOs _se·:_·:--1i1Crem-ent8: 

contiriuamente:'Asf, vori' MÍ.~!Ís~V'clefl~ió''~ J.a p~;,babilidad (P) de un 
--ev:erit~ ,-Á' COmo':: · -·;:/~:-~:- ···~::~' ,•¡, 

~~e; (A)~ i'im µ 
-R'4c:o n-

en . \.<.- '··:._);~;.·.·.}··<:_::~:::-'_:, 
l.L e mlmero de v~c~.~-:-qu~·:._~1:--e~~~~-'? A ocurre ·en· n Í'epeticiones 
n sz mlmero de repeti'Cio~~~; ,:;_~/ · :·· 

~-~;'.;:'.,, .. ,, .. 

_ _,,·:e ';-J?i?.=· :_~\~{L ,_:;!.'~.;_~«:t.··:-·-<- =~-<:~ · 
- ,;:/2~;:_; - ¡ ,_¿o· '',!'-, --.:"~_;¿. - -:__ ·;-

La definición Frecue~tis\i' .~tJ~~i~ 6on\,;ha·~. ;;J,guientes 
propiedades: ·'.·,-: · ·"\~ ~~·_,.<~:~~~ '.~:~t;~~~:~,~c·-.s_-_;::.f:;Í/:-- -,~,p <~:~:: : ; ~'.·~~ ··~-

:: :~~~::~~~~~l~i~~J~Í~;ii~:~.~1,L::,:'.~ 
Proposición 1.2. 

~·¡A>~· ... p·;'Zi ·. ;~~ c~~~i .. .3. ~'/ ';{: 
"';:,, .. , -\,;;/ .:'..-~s 

1Gnedenko B;V.-The Théory• Of i>r;,babiÚty; ·. pág. 58. 

12 



Y. como 

entonces 

La 

algunas 

a) Primero, ¿Cómo 
n• 

sucesión ñ"" ? • Segundo, s,~. converoe 
que repetir el experimento 

b) Depende de la intuición ya 
bajo las mismas condiciones. 

l3 

1 



Definición Axiomática. 

Dentro de :~1a 'Teoria de las Matemáticas Modernas es -Común 
" . 

utilizar-.como_ axiomas a_· cier"tas proposiciones que se presupOne ·Son 
ciertas por .io que_ no"· s(;n ·~ciemOstradas dentro d~l· dcisarr01iO :·ae·· 1a 
teoria. Por lo tanto,· todas las demás proposiciones d~ la, Teo'~ia ', 
de Probabilidad se d~duc.en lógicamente sobre: 1" base: de :los 

axiomas adoptados. . -'--·, ;·\~:~-~~ 
-~,,.;:·:'-

- :.~~.~ .· .. ; 

En 1917, Serqe N. ll'ernstein fue quién, in~ció'Ccon;el:pró~es()· 

::pe::~om::!::r 19e:3, c:::ep:~ •. ;e. ~~~~:?~t;~td~~:Jfia~ít:f t{ze~i~: ' 
tea ria f arma lmen te .. __ _ P~ iñc_ ir_~_ l_~-~~~~\~~~ ~m-~.9~-~k~_ !~· ~~-~ ~~ ~,6~~-:~- 1-~~; t~~-~-1,a' ~,~-
de probabilidad co~ l~ 

0

t~o~
0

Í~'~;!;;. 7"&Jf:rífrit:ci~"\"'yf;;"1~'t/ti!'il~i~0\'de~.•- -
funciones. De este he~ho ~-~ '. ~~-~~-1-~:~::-.·~~~~-~-¿=~·a ·:·~:--f~-~~~\~ry', 
inesperado en diferente's 

Definición L..L. 

La terna (O,A,P) es un ~sp~cfo',de 
-n es un ·_c~tljúi:it.O ~'arb.ü:ar~~ -'~Q·~.va·c·¡~··· 

-A es un ::~._: __ c~in~:b.<:d~----~-~-~ll~Ó~' 
-P es u~~ifuh6ió~;;~~á1~·,.;.;R; 

'"•.··;· •. __ > ·.:o· 

E-~t~· --tui6!fón. --p ~~fu~i:_~-~:·.:~~~,; i~:·~~~ 
P(A) '.~: º z;,. ;.;\ :,,.;, , '· ,,. • .... ·, .'· ......... •.··.·.· ... ·: • ,,. · :• 

2. P(0)':;;.1;'':• i'('::,'{ ••:e' .. /:_, 
J,. si t~1:./•iA. tal, q~~ A1·;0 ;A/¡·," ~~{ :~ •.•• ~,~. 

entonces~;~. .~~-;Á~i~>·c;:~]~~;~··~@:~~ -, 

se puede afirmar ~e e~t¡¡ <l~Úni~iÓ~~d~''i>robabHidad es una 
definición matemAtica, ya qu~ est~bi~pe :~~ ,l~ ·p~obabiHdad puede 
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entonces .. <• i' t .· ' '. ... . . .... 
···.P(Av~j~P(A)+~'i~·)· ··. ·.·.····< · .... ··· 
. P(AvB);.P(Á)+/cen¡º) +P(A~.e¡:-;(...,;B) 

·'.'d·" :::::·-;¡~ ·-' ., .. ¿,¡__·.··.·· 

lá parte ·sú!J~~ya~~ ~~·:~€~hi~~~~~ti. ,'¡;(e¡;· ·· . · .· 1 
.',:o> _;··~~~,~~f. 'LiJL :.~!:~ -·-~:<-- .~s~{{: :o~~'i ·e·:~;\:· 

.· .. , >Ei/8Tste~~··.~·í.'.i.:~;~mas~.fi~olfyoqo~ov.es c~nsÍ.steryte, dado que 

1!~1illl11f l\íf lllii~iiJ~¡¡¡ 
c~~P1~;; con P' .+ P•+ .. ·~ ;~ '.'. 1 •:1c. ·};;2 '• .Y .i • 
y ·.:: •'···· . ' 

P(a11-~-a1z,-~- •• -·a1.) = p11-·-+ Pcli+'.:::+-:o·¡;-1.;: --.-- '.~~{, ~-:~::,---~-

Sin embargo, el sistema de axiomas 'es ,'inc~rnpÍ~Í:o·, ·::debido a 
que existen proposiciones_ que :no~ ~e -~u~~-_e-~·.:_~~~~?~-~f~#:~~\~#.i:~·~:~~~te 
de los axiomas. Por ejemplo, dado un 'c:anfÜ,ht~;_y· s&··~Ü~de·e1.igir en 
el conjunto F diferentes formas de ,e~alíiar ,ta·.i:>~.ob~~ilidad~::.Es.to 
es, en el ejemplo de lanzar un-- dado ;·se·~~-~~~::_e,,_;'.~~~~~~"f_;eCér--;:qúe?~;-;'_: 

P(E1) ,. P(E2) = ;~;;';,; P:(E•J~;;, iiÍ6~~t !t )C (l) 
ó bien· · ·:;:. :.,;; : .. : .. · ·.·• , ...... • :: -::· [,':. :;: .. 

!' (Et) . ;;, ~ (E~\ ';e ;i ¿)\=· .. ~~4 :{~: C ~·( E;f }=~·~¡E•~(''~ ~¡gf ·:~') .t.n;l;; • ( 2) 
etc. ';, .-::-- , .. _.<~~r; .. ',:.:;· ~~~~~út~:·i~:-¿·. ,~:.~;L1~'.~~-~~;~~ ~.:,~:SL' ~,L¡;,, ,,'.'°~~~:o-·:.·:~~:~--- ::,~~: . .: "-~"· 

• • _- =;-;---== _ _o_-_.=_-----'--~-=---'.=--'----·,,,_"'-- . -~0:'-:t-"'~----'-='-'-'----'·~"-.o1ff:-:-f :~2;;;;0:~:-----=-~t0-/-."*~ -_,_-_ _,__,-'-.e-~---'--'---'--

qu ier~~~:1~~~~:1et3~f~~~i:z~~:t.~~:{i~tªift::~~:1$~~:!tt:ªr~~!i::c~: 
sino ·que· ;;(e --de0~-1~a-~'de-<i·a\~'il~tUr~1~z-~ --;~i~'íria ~~dEt-~-iOS<·e~e'rito~- _:_en ·-:ciOncte 

para un ;;,ismó ,confurlt~· '.d;: resultados•' se·•.· tienen diferentes 
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po~c~nsig~iente 
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i¡ 
ii) 

iii) Para' todá 

Pe( 1l/1 A1) =,!;¡Pe (Al). 

Solo se presenta la demostración de- iii) ,_ debid_o _a que las 
dos --prop-O!ifCiorieS- -añterioreS- se cUtñPlen -cfa-rame-nte-:-·-

Sea { At} 7. 1 e A tal que A1 n AJ = 0 con --i. -~ j entonces 
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como A1nAJ'C0 s~_i:j.-,~~~6~6e~i\A'!~~)n(~inB)Yío ''.;: ~{ i•f:. uÚÚzando_ 
la .. hipótesis ';'é!é :::10; 11;p¡i:_e;1:,ún; ,espacfo c~de probabilidad . se 
que: ""··· ·: ·:.""/::. ·.;-~;:/:"·· ::-t~.-:: :·?i=.:·~2~/:· ··;~:,¡-:> .,,. ~ ;·{.t'"i:~ '·--~--:· . ~~-,: .. ;-~>:-;~~ .. ----~~e:-;.~ 

P_ . . _<_._· __ •~ __ .-._._;_p,<_A(~·B·-~)-n·-=·-·--·-·---·--~---.-----.-~.-).-··-_-.-_-._-~ _.-_.:-··-· __ =·_.--._-_-· __ 'i ___ .:_-;_i __ -_~_-i_;_: __ ·-__ ·.~------_-_-. __ •. --__ -_-_p.-.. :·_.·_~-·.·~P_;_·-.(¡"Btn)-~ .•.•••.•. ª_::··· •. ~ __ -· __ >'.;_-•• --· -{~~ t'.f ,, ; ~~e: . 
-_ -- :'- --~"""'" __ =_"=~'--- b~·p~~·t~l~~;~p~s~·,i.;:Y: • 

· :., '.e,;\:· '"~'.'>.:- ic--;.::;_:. ;~~~~-: -~i:~ ->;;~'.~'J. ~\.>;·e~ , . >/-!i-' _··.' .. '.::::}i,;:• ... : -~ .• ·-~:\-~ ·_: _.~.:~-- :· .-.~-,,; .... 

EjempÍ~':'e;~ 'f.{ Cc.L ·.-;; ~·~D;i,ef ' ·''' · --~·ccl' ___ l' •' =- _ 
silpón~~~~/ -~~ --~.,-- tienen mori~~~'i."- fdéntiCas'? y_ se · 

prete~t~Jff g~~J:~ir:~ª~.1~~~~t~tE~Ü::ª¿~c:;if ;J~ºn:~ª~:'cái9a' 
b) ~ñCorifrar':'ia:prollabiÚdád-ú que' en.;,a.mti;.~ 'monedas" ~iil.c]i' 

ág~Üa da.~o- ~e• ~Í menos una· es águila. 

En ~-~te-~~~~~~ O::={M, AS, SA, SS}, 

equip~~~~b~~~-!:: se. definen los eventos 
.,._._,-, 

'A={ la pi'il!'era moneda sea águila), 
··s;.¡ i:a- seqÚnda moneda sea águila) 
. ;:;·.:~~ -,_~-\~- .. __ ,.-<:·~ 

:A;;(AA;As) B (SA, AA) 

---~---'. .. - :-~:.>:': ·.:--; '.·:. 
-- - ~-~-2~<o'.;-:l 

P(Al, = 4= .. °'2 
: -~~--~o-- .2 - _ --~l.c 
. P(B) = 4 = T P(A e(;; 

AuB ;;:(AAiASJ'} 
.3 

P_(AuB) =-;¡-

21 

' ...... :::_ 

AnB (AA) 
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'.-·· , .. - - -
- El esquema general para aplicar la ~ót'í.~1a d~;- Bayesc en la 

~olución de problemas prácticos es ~omo>sig'ue:' ''-Supóngase:,que_ un 

ev-ento B puede ocurrir bajo un núm~ro ·n<de~fdif~·~ent~S'~C-ondf~-iones 
A! __ (1~~:sn). _ ~o:r;: una r~zór:i o por otra, _las-. -~~-ób-a_~'J:i.id~-~~s_'._d~ _estas 

--~~~dÍ.~Í.o~~~ p (At) son conocid-a~ -d~--~~t-;m-á-~~~··-~~i~T~G~~~;---~abe Ciue 

las At asignan una probabilidad condicional': P(B,lAt,)_ al evento B. 

Un experimento se realiza de tal forma que·:· B -·ocurre, esto 

obligaria a una reexpresión de las p~obabilidades de las 

condiciones A1 dado que B ocurió; la fó~ula de Bayas da _una 

solución cuantitativa a este problema. Es decir, 
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la respuesta 

_- ___ . _ __ en ~aso contrario, seleccion~_-

posibles opciones. Supóngase que el estudiante 

del 70% de las preguntas. Una pregunta inte'reSai:ite·: de conocer 

podría ser que si el estudiante escoqió ·l_a r~spuesta·. 'cOrrecta. 

¿Cual es la probabilidad de que verdaderamente .conozca la 
---respuesta?. 

íl=(A1, Az) donde 

At={ conocer la respuesta}, y A2={ no conocer. :la. r~sp~eSta }", 



;,~--.,~.:~,·':': <>·: _...._:::--~''-: 

:~: 1 ~~=<iJbste¡jJº t¡ª ~:e~~~L~ca ~Jif =~=~la¡ , ·· ~a~:f ;ae:do ~~ 8 ~~~rn=u1;a 
de )!áye~s ~r~;s~i t·a ··:};:~ :ú~ : ·. :;~·-.- -.;\: ~?~-~ <~-~~\' .·· 

· · · · ......... ;;} <~cWi'il,~K~•;';y~ ;·~!\• ;·j~ ·~:·::,;)10N1i······ 
P(A;j B);;:; 2 · Yi ·• ., .• >& ¡7¡io¡¡i)'~fi {::i/10)'.(l/5) 38 

',i~if~lif ii. . iJ'·"'i':ití;i'iíl ~ .~ >~ .... 
~~~::~";'"':;";.~,~~~;w:4~~~;i~~i~ífil~;~:;:;;,;~' . 

~:_,;~-.-;7~·~~-·.1 <:~·. -1.:'f_:_,'_2;._~·-.·,_~y_:_. ;::';:L, 2:;-;::-:-~ -:-;~>:·-;::.:;~; ---.~ ;·~-: ·:~it~l°~/_~-~~-~-- --
. • E~~'c'e1- ifr~~~~i·;:~~~}i:'Ji~~0·-;!~' • t:[L'~~}~~i~dD~J.·.; ~S'~aí::i~ · 

probabilidad en; il; ~ > • coñici' iin·· n;i;;é:o";''rn'~t~rná~~~~·~'. fo.~af¿cté . ios 
fE!nómen'!s: aleator;~s; _ -.s1tl~-~~emJJarq<?_:~'Í'f6.":--s-e_:_ ha.'_'determinado' ·como-, P 

a-signa la , __ 11 proba:bilidad 11 ·- a· --iOs -.eventos·~:~~ ,~s-t_o~: se'~' ana11za- -e'n-- -ei ~ 

. siguiente capitulo. 
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. \ ;, 

v AR1ÁsLEs ALEA roRÜ.s ·. /~u~~10NEs oE rnsrn1suc10N · 

embarg~;;, noi~"•'i~t~blebló. como es que la flinción dé probabilidad 
- ~-si~·~ª··· §i~\V~)~?~;~~··~:fi~~~t~ ·.¡~~---\Ei1=.-e.S1:e ·-cap;tul~ -s~ -definen a la.~ 
vari~bl .. ~ial~a~éí~ias'~;¡;;la"fu11ción,de distribución, las cuales se 

· ·· ~~W¡j]'f~;~fJá~;~t~~.~J~~l:JrJs~(~~~~~:1~~~.·1~: :::::0i:rde~!~~~::• 
éi'~fiiíir';;(ci:~~i'cis ~q;i.;;;;;~~~6t~Ú~an~~ l~s fenómenos•alea torfos. -.. · 

- - -o,• _,_,,;,,~. ""~·"""' ~--~'·- -,,\" ,-,-,-' 

: -:,~~~.~\, ·\~ '-,:r::'),h ··· .··:'. ~ ... ,~':~.' "-:- ,><·' :~k\:;:,, f:~f~>~-·~~SL ~,::·: , --;~~~: 
. VARIABLE~'.A2~1T~Rü.s:. <:r~'.;~~ /-:: 8\ ·····~· · ... ?~. ·~· 

·~~:,;_,~ - ~~~~_;: ;'.:::~~~~ - :~;;~ '~ '- -_='-·: ._;_-_· .• ~·=:~ ~:-: ~:,:_·~',oS.:'.--~- e'-~~>: 7C-::- ·7-;f/; 

· · ;•Int~i ti Jamen te· i~· ;C?1~~I~~·~?l~~lc;H~~.,~~~~~t~~~·~·fa;*;~~·é·;i~~ 
que. c~ra.;t:~ú~a aí c.;~j~nto-cl~. ~6sÍbÍ~s ~~~últados ;¡.;1· ~~pedme~to 
·aleatorio. . . . . . "'" . I)' - ... 

~upóngase que ·se lanza una . mo~~á~ · :L 'vLe~· p~r ~ada :guila · · 
qu~ _cae se o~tiene u~ P?~º~ .·~~ ... :P.o~;:~~~dci-::~'.·ª~.1-- :·s~'¡. piel:-de>:~c~mo- 'Se 
calcularia la probabilidad de .. t~~~r una ganancia de (-2), (O), (2) 
unidades?. ·El conjunto iíle .poslbl~~ re;;ult¡d~s se define.· como: 
O=( (sol,sol), (águila,sol):; ·(~ol/águÚa), ·(águila,águila))' Sea la 
variable- 'x. qu·e re·Pre~~~·t~-::·1~·:;·9ananci~~· entonces -x puede tomar ios 

val~res ·{:_~,·o ,-2 ,·., .'·m·i~~_m?.~:"~,:q~e::.;~~~~:~'rl_ .~~.~ci~-~os a~_ espacio mue~~_ral. 
La· .variab1eia1e~tor !·~.~~· X~~'e·Jti;_ ~~~ocia-ndO-.oo-Un ~-,-número7~ rea i-- - a-.,. cad~ 
re~su~·tad~.-·:.~~~: '- ~~~.e~J.'~~~~~:~::~·~t.·~n~.~~ ~s . ·~~·tural prEitenc!er conocer 
la. P(Xs-2j; l~ P{x-,2},c'6\i:;i~n la P(X=O). Más formalmente, la 
taa_r1a debier~~, s~r·:·c~~~z;·;-~.'k":·"~.~~·pc;nde~ ~que. Para cualesquiera x, yelR: 

¿P(WCE 
.· . .. 

n· ; .xcw) 

¿P(W E n X(w) 
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por 

que se,,_introduce el _concepto-de 

el cual permite asignar probabilidades 

variable aleatoria en forma acumulada. 
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FUNCION DE DISTRIBUCION. 



el punto a demostr~r.es CJU:~ 

~(weOlx1<Xf~)~~2).;F' (xi)-F' (x2) 
:. _., ~:'.:; -:.,· .·. :·.- .-· ::>-:,X ·;, .. -.·:·X 

sean B.;.(weillx(w¡s~~l y::c.;;{weoixt;.,l~~'i'1se· tie~e que Auc=_B y 
AnC=m- e~tóncéi;; i.J',(B)~~(.AÜc)~PCA)J-P(Cl ·-•''p;.,'i,· P(B)~F'(x2) 

.. ·::::~~~~w~·l¡~1~1~~~zz:r~~;i¿~!:~~~r..~::::: 
''' .. ::~;;;~~~;1~~1i~1~1~í-~f ~~¡¡¡~t,··~·é·' .···· 

---· .,. __ , •·. -· .:·--·-· ,- ... ,~<·,, :.-··. _·";,_",;,\~~- ;·~,;~·-.· .--,:~:_:.. ;;f-:c· 

,,,, :~~~1~Wj~~f :~i'.:ttS1~~JJ~¡{;~~~f ~rt~~¡\:F ·· · · 
Íim' P(Án1~oi' entónces lim F'x (xn) - F'• (x) ~To'f· por\1ci '.•tanto 
n~m,.'.-.' ',: -.. -; . n-tm ' --.<,'., '"-, ~~~;,-- :):,~ .. ;~ ~1:_. 
_F'x(><~l-+ F'x(x). - >.•'> •; i~'.>' 
·Ahora,_ el problema que se present·a :es ··.el -de e·Va1uar·--:-1a, 

función F'x(x) = P(Xsx); primero se analiza - d-~-• las 

variables aleatorias discretas. 

oefinición ~ 

Sea X una variable aleatoria .. discre!_t_~/ -.e~ ·~ecir· que· _toma los 

valores Xt ;x2;x:1, ••. entonces. f xC~~· ... es :-·~~~_::·.~unci.ó~ de' distribución 
acumulada discreta si 

... '" . 
f'x()C),=E~;s. ¡>(X = XI), 

33 



34 



Demostración: -

i) ·f,¡(x)=P(X=x)•O, xeDl. co.mo (X=x) es un ~vent~, por el primer 
axioma de probabilidad, P(X=x)•O para toda ·x.11. '.' ;:'e·_>' .. ,'.;-' 

ii) Óado~-que ·x, es una variable· aleatoria ·di~'~r~t~~ ·~-~ñf·ci-nc~~-- .. toma 

un ntimero numerable de valores,< pa~·:.:1~-~~-q~~.\~:~~;~y:e~·ff_i':_~,- que 

~X (x) =P (X=x) •O en un número n~m~~~b-~~~- ~-~/;y~{~~~-~:~;-;~~-:·~~·< _\\f_ ·. -,,:" 
iÜ) n ,;,, v¡w:X{x)•xn) = v{X=xn) y {X=x¡)n{X,;.x1)".'0:'j:lara~(todo ;t~( 

resul;a que 1 = P[OJ ".' P[~{X;:xfÍ\~~¡:p'fx~;;~bp6ri.;,1~:'t~rc~r' 
:s··: '.'#éi~:·;i :¡:. ' .,,, · ·:·· -::~ '<I axioma de probabilidad.· 

,_,,,._, ·:;'.¿~¡;_;~.:- ,~,;~> :¡·.z-·.!1·, .\'f-I'. :.-~ . 

Por, a0lteraot-o1r-aida-~c1 ~o--.·n-6tein··'tuia· e,--~ª1·o~n'c-a~t\u.~r;~a-1lt.;s,~e-:r!91}a,K0 .•• q;juf;e~e-·"o_ ;~~ef~:i; ~t~ una .. 
variable' - - - ·- - --- - - -- ·- .. '. . ... ~f';. ~~.:~~-

Ftj~)'rf~~ ftr:r_:'.~~xx{ :._:.' ,, :; 
· ;,-·-·,· ·--='º-"' -~:}e-'-""'-.:>,,·· 

'~-... ·~- :~·;;~ : :_• /" •; ; : ,--~.• :L°,;·,,' _·.;:: 

~~~d::~:t:; Z1ª1:~l:;~~~:~:i:rf~·~tir::ti:n~:~·~~s donde f (t) .·e-s - ---., - -- x.,-· u-·-- - -~ 

pOr: _el :·teorema-

F~(x)-i ft;x;;;.}'. , .. ,: F! ;) . · 
y esto no necesariamente ocurre·r~ {ls ;J~ci~nes ~o~ti~uas por la 
derecha; para aquellas funcion~s·· q~ci~siic'umplan ~~t.;{ pr6pi~dad ,. se · 

tiene la siguiente deflniC:ióii.~ •. ~.~j·;~- :··~i .-~ . -. r . 
_'.-_,--:--.~~-:~,~: ..,_~ ¡-'.• - -'.) . ' '/;_:, ·::, ' ) \~> i ' -

oefinición L.h ··;¡,;'' '··:'-;,) ;e_.a::,. ,e;: ;,e;., ... 
'-<':'' . 

absol:::me:t.:n;on:::t~:~; .. :ifr~*~~~c:titi~~hf~ú~~~J':~i ~q:e_e;~º~ 
es no negativa, es cl~cir'; /~(fl~;~tr~~'.1~:¿~~•11;'• · ·

~ .. tl((x>~.~;;i,.•· 
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-entonces 

es la siguiente: 
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11) Supóngase· que se tiene un experimento aleatorio cuyo resuftado 
esta clasifiCado en. das·· categorias_ éxito a:fracaso, _.1~'-:v~"labi.é. 
aleatoria X toma los valores -de .1 ó :o con probabllidad_·-.P. y-;l~p"'.9 
respectivamente entonces 

i~(xl _.ª_•••-·.-·•_{- ·~.~.º·.(_ .• -_: __ ;·'.-·)·.P·.•: .•.. 

1

_ •. -·_-.~ .. -_. ____ ._: .. •.-_: -<:; 
3 """º~~·- ·'-'-, · ·.~~:_:: o:i~~ ·.·~,~~6·:.;.~--

entances X v~rlab.le: f1é~~-~rfa'i~Í~n~'.furi;¡~~ d'e densidad Bernoull1 

con parám~t~ii_'p] se de~cit~ como X~BC~) -/su ~ráfica es como sigue: 
.. ,, ··,"·:::::. 

o ' 
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Ejemplo: ·· ,. · . · 

Supóngaseqlle se ~anzan.dbs·clado~equiprobabies; ¿cuál es la 
probabilidad de qlle' la sum~ s<!~ .?1-.se'~~sig~a .\isi ·~l ~es~lt~d;; e~ 
el número 1 y ceio · <!k lci,'s demá!Í ca.Íos: ; Entoné~~ 'é6/3 5,;;·1/6 y 
q=l-p=S/6 eilto~Ce~-;:~·" · 

•. ; '; .. e;',<... ~ -- - ·:·:' 

P(Exico> ,;; rx<•> = p1 C•-P>º = 1/6, 

P(Fracaso) = fx(O) a pºC•-p) 1 = 5/6. 

' .. :_\-'.:.:<-.:;:·; .. :~;-·· '>: .. 
iii )~De Üná''slJcesión de n 

- _'(iu_f~~e -~~-~Oia:_~~~~ --~ el _ ~ nilmero 

ensayos independientes de Bernoulli, se 

total de éxitos, estos pueden ser 
. o, 1 !'o-~-.--~ ne, -. e1 ·problema que se presenta es el de determinar la 

pré>'bab.~ilda'd correspondiente. El evento "de n ensayos resultan k 

-·exi~--~-~r;.~:- n"'."k· fracas6sff puede ocurrir del mismo número de maneras 

···en··qlle·se distdbuyen k éxitos en n lugares. Es decir, - el evento 

·con~ie~eC.-. [~) posibilidades, y por definición cada posibilidad·· 

tie-ne :1ii probabilidad p• ( 1-p) n-• ya que los ensayos_ .. son 

densidad 

·-.Ejemplo: _ 
Supóngase qlle de un lote de -10 

toma un foco al azar, se anota su 

muestra, se realizan 20 repeticiones 
probabilidad de obtener 5 focos defectuosos?. 

Considérese que un foco defectuoso representa 
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Para poder aplicar esta aproximación hay que tener cuidado en 

que el valor de la p sea verdaderamente pequeño en comparación con 
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:3d:~!ES::tf ;}btJ~~·~t'~~:iE:MJºf4;•'t'W:~;;;5 
-_e·~t~'ñ·~·~·~--j~ .·,~,- ' <-·.~::;:,- ;:.-\>.:~:: f:f.: .. - ·-:-:'r-, ~ · , .. ;, __ ,._ /,: ·, ;;~) ~- .-;__-,~:·-~ 

-~" , \~~~'.~,--:_;~-~~~\'. ~<<:::~. -:·-. ·:··~~t~12~ >:~.:...;":~\;:~~~-~--·.'.: -'.)-'::·:F '·'"-:·-~ --
·; ... :/.· ::~e;, {p(S) _, ··-

5
-

1
- = 0:012740 .. _ , __ · f: 

-que ·~a:~t 6~risiJ;i~ábl~m~nt~ clel resultado obtenldor;i.;· ~~ . :. 
?s~n ·~~~;go'.'. si la probabilidad de que sea/~~'. ~~j~ d~f~ch~o'so · 

::~~~·~:::::J~~::::::~~:::::::n::::t:n e~~~:.1 1t1 ~ftY~ºii~~t~::.·'.~·. 
s~t~~l'acfr~ia; .';;J· ); '. \. 
Debfd~ a ~u . iinporta')cia se formaliza com.o .~f;j~~;~é;; i}t ,Yj;;,'.; .t .% • 

... ~~::.··. --~·-'.~ ,_'.~·;:~~:~: :.<:'.:! ,.::~;'.~_: :>;-.·~~-' 

~-- . h~ v~i-iable \aleatorfa Üeriéfuriliió~~>;J~·'1'á~í';ftif~J 'j,~J.~~1,; .. e~~ 
pa~á~~t~ri•).(~J.' . , .. ;_ º'<}i;~i.~;}i),"0·" .• ::~ 

{ 

A •e-A >' f,·~· ' . - :'·~ iÚ .~ e;;:~. 
: ' -E,cxl'-: .. •x1_.: ~1GU~iI:,§:~t0 ;"~f2 .:;i_?iL. - > ··· .~. 

-;~·~~~P~-~.~;~d~n~á'•~fom;,:.W!~~~c~:> tf~··''¿~; ~;'~n }f f~~"~a's~.:··~~· ~·~: ·~;; con ' ·-> ... • ·, . . . ......... · .. · .. ·-~· • . .... ·.· '¡{ e 
orderi~i~,i~:~~:~if~:ifi~iit~~~=~iJ~ioH:ú:se~~it~~un~uJ:fEJ~·.•······· 
ci~str_i~u~i:~~r=t~9i~~.~-,;;..:¡f ~~~~~'.e'?f~:~ ~~~ó~.-e.·~~s ".-en ··1as· .- qúe :~·se'.,:6bs~f-~~ 
oéurreilcicl'(-éiE!<h·cú.ert·Os'; sucesos. ·-·durante e1-'· ·t1~~po>~-' ~¡:: 
región _Ó ~Jsi~~~iáfYSf~ Al~s.un ¡,remedio . 

. :'.:::¡:~~~~¡~;g!:J~~,::z::':~~~:. ':;:·:;:' ;·:.~';;;:.::-
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por la 

0.9596, 

vl) 

es un·número 

parámetros r y p • 

con 
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Ejemplo: 

sup~."9~.s~ ~~ __ '. ~~~-- ~-ers~n~::-;_j~~-~~ ·:__.:·~~k~-~- _:,~h:~.s~-~ i~9~a~. t~~~ 
flores imperiales}(c~rrfoa·.•'<ieí.•'.c11e~"a1,~~s'..:de .i~ 1Ú~m;, · fl~ura), 
¿Cuál es. la probabÜfc:Jac:l,(íe :que;se ·necesiten diez jugadas?> i 
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VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS. 

En el presente trabajo se asume que X, variable aleat~ria 
continua, tiene un determinado comportamiento según cOnvenga p'ara ,'. 

la ilustración del modelo. sin embargo, se puede utilizar la 

estadistica descriptiva para observar el comportamiento· del· 

fenómeno y asi aplicar el modelo que mejor lo describa. 

1) Sean a y b dos constantes, con a<b, se dice que X variable_ 

aleatoria continua tiene función de densidad uniforme en el 

intervalo (a,b) si la función de densidad esta dada por: 

a<x<b 

y su función 

•. ':>;¡it:\Í:~~?Viitf,:;;2c;~•·¿c e;.· ~;~~~ 
Se denot~ como ~-U(a,b¡Ly :f gráfi6a es como sigue: 

\'f.\ 
\'f. 

1 ¡;:¡¡ 

X 
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Ejemplo: 

.supóngase que se tiene una circunferencia marcad.a· ct"el O.·al 1 
y .que ·par rázcmes de simetria la probabilidad dé' que la·.·manecilla 

se, detenga en un intervalo es igual a la longitud cÍeL.intervalo. 

¿Cuál es la probabilidad de que la manecilla se. detenga antes 

de 1/2?. Sea X el número en el que se detiene'. la. manééilia ·Y. como 

a=O ·Y_ b=~, _ .entonces 

Fx (X) 

'sea x•l/2, entonces P(X:sl/2)=_o.s; su>gráfi·c~·es como sigue: 

ii) Una de las funciones de distribuciórmás: i!Úporta~te, por sus 

aplicaciones es la función de ·distrib~ciÓrÍ ,normal; ·para 

introducirla considérese lo sigúi~~t(.~; ''',.: ·.;: .~;· 
-- - -- -------- - ------=o~;~- '-~l~~:Jj;·i~::~~{~;~~i~<~.:·~~ 

sea e = e~x
2

/2 se· de~~ª :~.~-~-~~-e~/~·u_~-~:~.~·ril~:.~,7.~ d~-ri~ldád;' Primero se 

necesit·a evaluarla, 
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sea x=rcos(B) 

normal 
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qx(x) =. nrr ~ exp c:c-~::µ>'.r 
,·:;: ;';"·;.', 

.. con ·Xe!R 

a esta función ~e 110 ~~n§~i:;~o~ji,~~~c2i~~- iZ' den~idád normal con 

parámetros µ y ·ir-; •Se deno~':};~~~~·~:~:(f~~ ui;;. _,e· ·;'• 
La función d~ élist~i6~i:iói1}~e ;/,¡~(:x .• __ >_._-.-.i_ ~u··-·-e··--·~--e __ !~eri:~afculada en 

términos de la función ,t; ¡:~~:~~fc.t~ :~F•i - ··- ~ '~ "' ·-
·,~'!!'> :<'.·;,<:" ·:::._,::'_·•.> '.:.:·'::,·. > 

. . . ' . . .. . ;.---·_-_-_.:·:_·-_-_.'.,_-_·~; ___ ---.. ·_ ·: ;_ . . P.<.is~~~=,[~0~%~~-)~~~ ~- · 
cc°C :(;1;~.~~,i;~;~:rd~~~~~-l~~"?' 
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por. lo.tanto 

<· . . ·-- :.: ' 
En particular, 

curvas como se 

Ejemplo: 

supóngase 
cada alumno sea una variale aleato~la ct:ln:·ciistri.b;:,'diói.:nor~al:•·Y 
parámetros (µ,u2¡. El maestro decide califica~ con MB . a los 
alumnos cuyas calificaciones excedan de -~-.'µ+~/ - .-~iCu~-~\- ·es ·1a 

probabilidad de obtener una MB7, 
.;•-. 

--'-,_·==-----=--o-=;;- - -µ'+r:r::.JJ- '~'~"':--=-~=-~-:-o==-: --c-=-~:-;-o_, 

PCX;µ+u) .;¡,.P(µ+u) .l-;~C~) · 

= l-~(ij _;O.lSB7,• 

';-' :::·- ,·,·. -·. ·' 
por lo tanto 1:0.;probabilidad .de obteri~r.MB. es de 15.B7t. 



se analiza en el 
Limite 
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VECTORES . ALEA TORIOS. 

~ - ; 

Una variable aleatoria se habia -- interpretado como una 

pregunta acerca del fenómeno .aleatorio, sifi eiiib~rcJ'c,' PU_e_d~ ~ o~UrrÍ.r ·. . -, 

que se tengan dos o más preguntas acerca dél· m·fsmCf: __ .fenómeiia· por. lo 
. . ·. - . . ·. 

que se obtiene un vector de variables_ aleatorias •. :·cansidé~ese -que 

se quiere realizar un estudio sobre la fertilidad de la mujer 
mexicana, para ello se necesita seleccionar ·'.aie~~ori~~ente a ..ia·s· 
mujeres que pesen menos de 50 Kg., tenga~;--·me~b~ .'d_-e 3Q·~--~fi~s, _.y--uri" 

ingreso neto mensual menor de $2,000,000~ ~E~ --~st~- caso. el»ve~ta~·· 
aleatorio (X, Y ,Z) representarla las_ . caraC.ter_isticas_~-· 'de:::::. las··, __ 

mujeres. ···--·"'·• ·- -·,:-.-
:·-=º=-· _:~- - . ··--=-~e--'= -

Primero se analiza ~el· - caso ·de ,;~~t~·~,e~.:~, ~{~~-:··~-~-~{~-~-:-~~ dti .:. · 

dimensión 2' poste~iorm .. nte 'se ;pr.:!se~ta 1~\gerier~lizii~ió~·cde .lo~: ' e 

conceptos·.• a,¿; '1ect,ol:"és~ de . dlme~slÓn _n·~~~.Lii~. ~Ig~Í.e~f;,;;[cieÚniC:ió~:· ; ... 
-.º;f-~-~~i7.~~~- ;~~;:-~~Ei~~~-~ de ~Ye·c·to'r~ ai~~t·q·~¡o~~~~~-·-~~( ~~~~~~-· ~t~;· ";';i~:::: ,:I=i·,;· .;_:_~.;~-.: 

. '"'::;~;~~;¡~,.f ~ .. :.:;. ,: o=~,iú,8. ;~ii~ ;~ ~;,;~r,;. 
· -~1~~~~f·i~--~-~~~:~~-*~;~_~_i;:(~.i~-~·? ... esP~6~~ de-.. ~rob~biliáad~:_;(~~-t~~ "~:~--~<- --<-·· · 

. '~x}d¿oi',i~i·i;i;,e, para toda xeDl, 1
1

ww:e.n
0

J
1
.xY .. (cww ..• ll:,•.:.-.~Y:·11._;e" .. ~IA •. '..'.~_··.·.·.•.••·.i.1.1.•_,_·.·.·····:~.'.•.·.·.·· ;~~L;~: \/> 

.•::~;yíi:í:+11<tai:f:que :p~ra toda yeDl, • ~ . . ::C?: i:'::> 
· ~~~~~~JJ'..,{'¡{i¡. 51! le 11aína un vec~b: ;;1~~to~i~ é!~\ii~erisión 2. 

' '"'~: <'.>~( -- c·'-i·.,:; ;(~-~~r:,~~"~::it )\.;:· ;_\'.i. · -.:~: .. 
:; ;· _,. . ~;·'-º. ':"~ ~':~ 

Ej.,mplo: :c,•cc• ; . ~ci~..+id•ii_e\Jnfco~'v:l_l,._e·•·m'•b¡:':.r·~c-'--e:~;-_~~·2, 
-~s~~~~:;~~~t~;~~~~~~~~~~~~.~~=-~~,~ mes ::en :··'la .~·cd ~ · de 

· .. n · ·· <:i:iºº1 
·• ._,,. :·~ ;:~t: ·} ]!"• ''.\\' 

;·~· ~~~:~¡~:~:::· :~~~:~·~e~~~~faños 
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," -.-;; __ . 

eventes por ú' d~f tnf~{J~ ~~~,;~j{gebra d~ é\f~~~os se deduce que A .· 
es un e~ent·o ;/:;:. _:··- :-:,;~·-; ·.;-i'.::: ;~-~-~: ·, :;:. :,···.-·;.· .. :: ... ·:; ... :-... '.-. '-'>.-~'.:_ .; . ,'.-.":_~-.--.. ·-. 

-.. , '·,,__~:/1)·'7 ';-: ~-~.-r - - -_ ·- ·,,.: :. · · 
Retomindó\E!1_·,:e1emp10.Tdé :ranzar ··do~ ~6ned~s S:f--. 

X= { ~1,ire~i~~\~~o;'~~e T~ ~;i~~j{ m~~e~~ s~a? 
;_~-r~·t·~i-~;:~~~~,~~~~~o: ~dé·:· i:a· ~~g~~:~-~ ~~ne·d~ ;·~e~ :s~-1 }-

-·." \'i':::> .- ·--<;-- . ·-;-:~ 

e~_tOn_~e~}-.~~-;-~-~:~j_U~·t_~-::~_é ~~~a1or~s ~él __ yec~_~r -_;_~.-(x_;~r)_> 
: --~~-~: - -

- ~-:·~º·~~-' ~~~~~ ,;_..<_~n _' ~i ca.~o de que la di~~ri~·~~¡/;~~~:;;~-~~~~r ~-~~ ·, 2' o' 

J puedÉ! ·Iigarse"'a representaciones geométricas .·l'.En~:eis:casó de ... 

r::~~~~:::t1¿t:~~t;a: ~~;,t~n;:¡:::: d!·e~t-~tn~~"~~~~~;;f ;;;ren~~;:~ .•. 
plano_- .A~~~~·~ga~é~te, tres variables: - .· ~~.e~~~~~~·~._~;>:·~~:."~·':':·.~.~~~.e~ '; ·_. 
c~ns'iaera~ _ c·~mo .·coordenadas cartesia~as .0 r~ét~n9~;af~#.--'§e·~.:~:ry·,~p_u·n~o· 
o-a1ea~or~~----·en~---el espacio- tridimerisional'.. _E~~ .e~~~-~'--?~~:?:~~;~:~?~éí~.e-~-~-~l ~~-~'., 

:~::~:m:~::t::!:·::::;en:::sd~::::~~:n:~P;:i:~ •Jun3ti'.~~,~~t~~~i~~ri~". 
aleatorio· sin representación geométrfca. · ·':'-;:. ~.,,·¡ ·.:· ~-., 

Dependiendo del fenómeno aleatorio, y d~.:lo~ XLr~~: ~~~ 
cada variable se tendran tres t~pos d~ ~~ct?:~e-S<_a)~ó~~~/~.?~·;.~;F;·., 

i) 
11) ContinUos. - Si X y -Y. ~~-n _variables. ·a17~~-or'i~aS :.~~n-~:~,~~-~-~--: 
iii) Mixtos.- Si X. es variable aleatoria· discréta ·.y·• Y .. :es,.

variable aleatoria·continua·o viceversa. 
.--. -

aleatorios 
-_ l?~-~S-~-~~~i= :··tt~~:~~j 0~':, :~610~---~ ~e~-- -a na ú.-za~ --',_,-los-~· -v-~?toré-s_~;~~-

del Üpo·(j) ~'·it) debÍdo a que se considerá'n. la base 
par~ est;¡dio~ fo;..male's 'd~ probábil idad. 
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FUNCION DE DISTRillUCION ACUMULADA. 

'> ', .. >:.\.:,_;,,.~:: _'_ -
DB: i~U~_i·(~o~a, _que -~n· el caso de· las variables aleatorias, 

lo qut(~·se··:~d~sea·'eS:-~~a-sic;JriáJ:: prababilida-áes -a~· 1os 'ValoreS-que toman 
-::· ·. -· '- - '·. : -<" ·-. . ·-. ' ' 

lo~<~ª'?.~'?~~~-:::'.~~ea_~~r_i~s, ._Para ell~ se irltr~duc~ ·e1 .. _concePto· de 
func.ión d~ Ústritiución acumulada pará yectores á1eat,;rios: 

oefi~iclón,iJ.2:f •.· ··"e·· . 
.. 

u
1

n) a fFun(::ó_n;.)F¿0~·~.~·>~~ 7C:umple c~~=.: ,_;;L .. _.;/; 
' - •. - ."O, '"""'"'··~.'o· '-~... . .. ,, ' ' " ' , • ,. '--,·-~ '"..,' . ,-:::<;'_~ 

;:~l ~(::~~::1~~~~1~:{!¿~~-.fü:~~:~fü~·~~abL:·(en particular 
se trabaja c6.:ítl.ri~a~pbr Í:a'd;jech~)< · 

V>.. ··p;ª~~~~~~1dr~«~~~ .. ~?.L0~~~+A~~.~2 .~·~-~. 0· 
se le llama funci.óri'·dÍ~i:ribuc1'1n i:ionjunÍ:a;\: 

. ' .. ,' •. -.. ' « ". . - ~-- ,_, - - '" '· - ~ ---~"' - . ". ,,., 

P;oposiC:iÓ~ 3; l> ·~~;; cJ} }1~ :~: ;'~,! , <'.j; 
. ··> -.. -.. ---· .. :_e:- .-:~;-:: ;-,;}·r- ~.:,_::;:;« ~.:·::~~{ "'.··,:-.'..- .· ~· 

-sea 'F;~·~,~ ~;~f~~~i{~~f'.~~t'.'~.;~~, •·j; .,,•, 
F (x,y)=P(X•Xu,Y•y) _,_' , 

entonci:_sci::)J; :di• ~·~~iif·~·~,¡ ,-.,t~ ;:Jnclón .·-~·~-. d~stribución conjunta 
de (X, Y);. ' ' .'c!;_;f '"•::lf;'.~ :-;¡';'¡¡•• -··;¡J.C . . '<: . . ,:· ·: ' . \:•; 

'.,;'-:'C. ."\_;: :;;. '.·,·:~ ·;;<~~;· ·::::;y,:f~·:l \·,;, ~~'-~;/~{:.: .. " ;_j\ ,:.(!";;t: º:\~: ',,_; ",· \-~;:, 

__ -~emo~~~i,~¿ ;i: ~.~;.~~~; ±t.~2}.::·;:;-'."~ ~t_._:~v _.::'.: ~·~: 'i ':c'0..: 

.··1) . ..Y~~~:~!::~~: dty=~~:·;~;,1;~1::i~i~~lcº~~:; ~~: it~!~~~ld:doe;s X•x' 

11) C~andci x...2 y ;~ ri ~~~;limi:~~to ~e i~ 'de:i~:ii~aies X•x, y 
Y•y _tie~de a un ~J.,,ntCJ ci~rtci¡'¡,or 16 que-F(m,ó.)= l. 
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sustituyendo res'u1 ta. 
P(a<X•bi ó<Y~d);;.F(b,dl ~F·t~. c)~F(aicJ ;-F(a,d)-F(b, c) +F(a ,cj 

; > +~(b,clÍ ~~(a idf'...F{b, c) +F(a ;c:)~o. 1 

. Geo~¿t~~¿~¿irit~;'i :Í:~'·iJ~<.;Ít.;\;:{~ Ji~t~Tll~~i~n de un vector 

bidimensÍ:~ri~:J,; · ;~~Pi;fse~
0

6te~?e"~nlc~u-;e.,nl?trr.~e~:aabÚ1.Iadaidz•·q .. u. di.ee. rd.·aquye un punto 
aleatodo•en el:iplan<>, . . . ... . debajo del 
punto- cx;f) .: ,··~e--:mu~~~~á -:C'Omo ;la~ Partá sombreada --en -el diagrama. 

e:_'.':'.,_;,-- -",,,·· 
-:::::·,,-

Es claro que cada componente de un vector aleatoricÍ es ... uria 

variable aleatoria, por lo que tiene una función de. distrib~cion 
asociada. La función de distribución de ºªª.ª- .C~~po~.~,ri~e<::~~~~'._~60~C-~= 
como la función de distribución marginal ... :f:st~»:c;··cÓíice·p·t~· -se 

::;¡;:: ~~:.;·~;~::~~:~::~1:~~;~1~;.Ii:.i.· 
por --·~~-~'--'oc·~-~:~.-,:.-.-:~~::?:~~-~~:: __ ;\~:';:: .:,'-:-,-o;;;-~-· ·.;-,-0:-;"---~ --_:-~:-~-;-: -=C::'=.~-;';~.-'-

- . :-"'"~':;;.-·' .. -~;~',:' -::.;:{,'.. 
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del - ve.ctOr 

.. "'_ - ' 

' .· ·.· ,•, .-' - ... 
sumando sobre y, resP.ec'tivamente~ ... és_ 
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FUNCION 

En la práctica· 

probabniciad 

ocurra o viceversa. De 
densidad condicional. 

Definición L.L. 

sea (X,Y) 

definida por 
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otra. _con ot_ras. palabras, la 
valor , de, una de las variables 
injerencia .sobre la segunda varlable. 
que . dos variables son independientes'· 
r yp,CY J,x) no depende de x. 

Ejemplo: 
supóngase que el tiempo que toma a 2 

problema es independiente y distribuido de 
parámetro A. Encontrar la probabilidad de que 
tome al menos el doble del tiempo que el 
resolver el problema. 

Sea X=tiempo que toma al primer 
problema, 

Y-tiempo que 



- ~;'.; "\-:~.~-
por •lo ,tanto, la :.¡;~~b.~bAlid;d_ de -que el .primer estudiante torne ah 
menos el dobi~ c:ie(úé;npo qlle _el 

-- FUNcxó1t'fiE: 01!l:ra1euciaN NORMAL BIVARIADA. 

Debido _a la importancia de la función de. de~sid~~- normal, a 
continuación. se define a la función de densid.i'd ~o;rn~l- biv'~ri-~'da-,. 
es decir para (X, Y) variables aleatorias/~-:-~·.~f~i~m-~::.i~~~\~d~-of:~n.~\~u 
función de densidad marginal y su función -dé- densid~d :bandi'~icinal. 

·::;' ~· ~' .e, -::;·~;/' _.'.:':_·.~;· :~-.-;-- '_' 

~-:~ . .<--: ·:\ ·:,:· ·~·: ;::}T~'.- _ .. ··:.,? 

Defin:::6~x: dos variables ale~t~rl~~ ~-i0l .:f:~nc·;~n '~e fe~sidad. 
conjunta, entonces la , función:i•det d~~,;ldad ri~riif~1; bivar_iada. se 
define como: 

l 

{ [ 

(x-µ.) 2 

exp - ----
2(1-p2¡ CT~ . tTxU'y 

(x-µ~) (y-µy) +(y:;')• ] } 
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realmente es -fUÓéiÓn de -densidad 



.ffi 

~ 
. .. cualqui interse;;ta~á e~ P1ª'1º- paralelo a ··. -.. · -

al con una curv-- . . l plano xy 
. plano xy i a elipti que cort densidad. ntérsecf¡frá ca: cualqui pl e la ·s···upe.r._f .. ic.·1·;.· e.··. 

marginal : . con una er an =rt••· . 'º'°~' =~• •m-' o '°''º""""' . na la función de • La funció . . -. ·' distribución ,- · - ~. de -~de --e~tos 

Por Ahora se 
definició analiza las n _de Densidad funciones d Marginal e densidad 

.se, tiene que: 

fx (~) m.J: m / -<. : .'.: .. "'.°' •• _ex, y¡ dy, 

dv=~ 
"' 
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VECTORES ALEATORIOS DE DIHENSION N. 

Como se mencionó anteriormente puede ocurrir qÜé<_
estudio de los fenómenos aleatorios se tengan 2 ó más 

acerca del fenómeno, por lo que en caso de tener n 

trabaja con vectores aleatorios de dimensión n. 

Algunas demostraciones presentadas para 
-~~O'-"-- --

-, yectores _ 

bidimensionales, son análogas para vectores de dimensión n,_ por lo 

que se consideran como válidas y no se realizarán nuevamente. 

Pefinición ~ 

s¿. X1,X2,X3, ... ,Xn son variables aleatorias definidaS en_. el 

mismo espacio de probabilidad (íl,A,P) entonces al vector 

(X1,X2, ••• ,Xn) se le llama vector aleatorio de dimensión n. ·· 
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Depeiidiendó ... de ',¡~g· -valO~é-~ que. t~me-,-~ad~-~·_x1 ,0y·~1_,-·~--~~~ ·e1 Vector· 
aleatorio s~ ciasúl.c~';;á ~~· ·. •·. . . 

i) oi~~~ .. t~!~ ~'Y.~;\;/;;i. 0~~· ta;üt,i~~ aleádbh~~ di~cre~as; . 
. 11) • C~nÚ~~ci.:.. ~L'x!}.:;";Xn ''.~c;,~·tariabi;s á1(;at~ri~~ c~nÚnuas. 
; ; i '• ')!'. ~~~i' ~9~ ;;~~.; ' ~;e~;{:;· './:'~ ,, 

FUNc'ro~- ~~~r:;~J~:~~:ro~;y,~·~:UtAt>~'.';;:.·,. ;h; ~ O; . •. ~<>; ~f;· 
;;~¡~;'.íi~{i.}~~f;Wi~~~~·-i~~Fl~~i~:~··~~:~~ct~~J:;'i; ·.definidas ·• en uri 

~:fz~;1;,~!i~~~~i~~~f-º~~t{~f~j¡jz'.~;{iJ,; ··~:e.·.-.z .. ·t.on~é.;··~1""!:r1ili'~ró~· de 
,,_."'.;·º, :-.,,,; _ ":x·:-·· 

«:•'/ ~ ~~i'.·_; '··-~~ ·-/~~·:: :_-.;_•' .. -.~- --=::~--· '~o.":~}---' ",,,.,_._, --· 
,.~ :_. F( xf~Xi;_~--~"~:~~Xri) ;p cx·1-:S)ff{X.Z:Sx2;·:~L·.~·~zxnsXi~f ·' ':-=~X!}XZ/:~~\-, xn·.:·m -~-:(~-~' .- -

;~~.óic ' - ~o,t; ."-~(~-, -· ·•-·- - ->+~ - ·; -_, ··.~::_; :~~r~ :~o~;,:;, ~:.'.:;;~e_- -~~,;:,;~~:-~ '\i'.~- ')--~)',-~~' ~-;~f~-'~- '-
La;;~~ p;~piecÍad~~~" d~~. i:a. r'ui:.~ró~n: de •• diStribÜcióri '• dedÚcldas · ... 

an t;er.~o~eñte: ·' ·p_~ ra/:.:~-~~ '.~·.~:y~c_t~_re·sJ,-'.-~\~~ ~~r~-~-~ :< b~~-d i~~~~--~-o~a-~ :~~ .~ 
extienden· a ·los _,;eci:~r~-~'.- d·~_;:hñ-:-:.ill~e~~ :~~!il·~-~~~i~-~~~.~~~~, .d1!m~n-~·1ó·~':·-'._: 
i) F(X••X•, ••• ,;,.¡ ~º: ~r··ª~"~t~r~E.~l~·.~:~1~~\x{~'i~-~~¿:·~ ... · 

F (~~ !'! 
1 

.'.. --~-
1 

m) ~1 1 _",, .c·~;~_i].: ;(,"'/,~ ~~!¿fJ.~~~ ·;o ';~·~·~ ~'..:~;"-;,}~0.( · "'":.; -~-"-'-·' •' - :-~~ ,_i·l}:.:.<?.:i> 

:::,. ::::;:: :;:~; ·~.2~f.{~t:;Fi~~~:i~~~c'l§;:;~.· 
,., ~~ª:;:~;·~?~1~1 :!f ~lf rr~i~1:!i;~1A~t-, ";; 

+(-l)nF(a1,a2, ..• ,an)}:Q, . ____ ... ___ .- -,~--~ ~-~ 

en el caso bidimensional ·se -Ciem~-~tró.<qúe_·:·'-, '~-
P(a1<X~b1, a2<Y~b2) =F(b1 ,b2)-F(b1, a2) .:.F(a1 ;ii21 frca; .~;)>.Ó; 

equivalentemente la propiedad iv¡ es: 
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En; 
que·'. f(x1',x2·;_ •.• 

, cuIDP1e'·'.·~orí'~ 
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FUNCION 

De 

surgir 
variables aleatorias a 

75 



Ejemplo: 

Supóngase 

Sea 

J's y X4 el 

f(x1,x2,xJ,X•) 

y 

INDEPENDENCIA, 

El concepto 

vectores aleatorios. Se 

·1os 

_c¡ue_ las _\la_ri.i_b_les"'_ a/eatc:>Í:"ias: 

X1, ••• ,Xn son independientes si dos vectores cuaieSqUÍ.er~>·qúe -Se 
puedan formar de estas variables aleatorias y que no ,-contienen 

elementos comunes son independi~ntes, es decir, las -.varlableS_ 
aleatorias Xt, ..• ,Xn son independientes cuando, y solamente 

cuando, cada magnitud Xt es independiente de las demás rn'agnitudes 

X1, ••. X1-1,X1, •• • Xn tomadas por separado, dos a dos, tres a 

tres,etc. De acuerdo a la definición de independencia resulta lo 

siguiente: 
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Definición .L.U... 

_se 
dice que es 
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Caso Discreto. 

Ejemplo: 

Supóngase 

de que la i-ésima cara 

el número 2, el 

el mlmero 4?. 

Para 
considérese 



ESTA 
SAUk 

TESJS 
Di LA 

1/a DEBE 
BiBLJUiECA 

que es conocida .como la Función de Distribución Multinomial. La 

FÚnción de Distribución Acumulada está dada por: 

N 
F(x1,x2, ••• xn).= ·E [ 

tt:Sxt, •• ·.;_tn:Sxn L1,tz,. 

regresando al 
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- : - . . : ·.- '.' ~ ';. '.· ::: . 
TRANSFORMACION DE VARIABLES ALEATORIAS 

Para introducir el concepto de Transformación de variables 
aleatorias, considérense los siguientes ejemplos. Supóngase que la 

probabilidad de que una particula radioactiva se desintegre 
durante un tiempo x, x>o, está dado por P(Xsx)=l-e-ª•, donde a _es 

una constante; un investigador observa el tiempo de desintegración 
de un gran número de partículas y anota el logaritmo del tiemp~, 

más que el tiempo en si; por lo tanto si se desea conocer si _el 

experimento confirma la teoria, se tiene que evaluar P( logxsy·), 

tomando como base lo concerniente a la distribución de la variab'ie 

aleatoria X. Pero ¿Como se determinaria la función de_distrl.buCión 
de la variable aleatoria Y?. o bien supóngase .qu~._- ~~e:-:.---~,~~-~-~: 
encontrar la función de distribución del -cociente de :dos~-·1ariables _:-_- -
aleatorias independientes _X1, X2 cada una- con distrib~~ió~- -:· ~;¿_;/;~'.,·~ 
divididas por su respectivos grados de libert~él ;i es_ ~ d_e,c ir --

Xt n2 .. -·.-,·. ·.-:. 
Y=~, ¿Como se determinarla la distribu_dón d~tY?;.c 

>-s'--~~- ~~~E-~~: i'ªº }~¡,;;:;_·;;:;_; 

En los ejemplos anteriores, se tiene a ~n~· ~~~i~b7l~:~.·-~¡·~-~:é~'fi'a· ·.-

~~=vaesva::::::0:-:::to~~: ;~g::ª e~u:~i::r g ~;~~pri~i~!m{J~r 2,~r:C 
variable X que es transformada por la función log~rÍt'íri~ffÚ qüe' -··-

:::~n:r:n:::::~d:n a e~' s:g::d:ª~ªem::;i:ier _t:e;:~ª:~tir~-i~~:~it;:;J-
de obtener la función de distribución de Y/_- a'>par-Ür;ci'dÉi-,:-·las·-- -

funciones de distribución que se conocen y de ;1~\-\:~~h~f~im~cl.ón':> 
g(.). La pregunta que surge es ¿Que condicione'¡; debi ''6'u'm~l1r::'g(; 
para que g(X) =Y sea variable aleatoria?. Se~ª-~~Í.ú.i' ~Íi:'b'~~~-cd~ quE! 
g(.) es una función continua. -- -,:,Y'-c•c_;_¡;é;~c)é;-C:::- ----~ --

Bl 
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rv (1) = r. (,1) 

t"y(2) = o 

t"Y(J) o:.· 

rv(4) = r.co>. + r.(4) = 

Ahora· bien si 

proposiciones, 1, 2, 4 

proposición 1 puede 
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en donde q~:(Y), i=~i2! J=:,1 1 2 son ra-iCeS no neceSari8mente 
diferentes de la. ecuación -X=g'.".

1 (Y)).' y ,,se .. puede incluir, a:·" y_.-" ó 

ambas si es que se reqlliere:.i . ,_,_ 

.,,,_: :; . ·'.j;}l·_>:·:.~y 
Oemostracióni _ '· _ . . ,.:,-':.<, ·-S::~'. \~~:~:~:~.: ,;·/~-,, . , , '" 

Sea T' ~ {~:Y~;¡ ¿fo;,fo :,.,T,,,.Y~:. .• _-.•. -.1, •.•. ~.-.•. ·_.:,; .. Y.·.~.·.~·;· l ... ·.•.•_·Y_-.. --·_,_._:',••-' 
y,. ,_.,-.--.... < ,,,,., "''"·''' - ' - - - ' -,_ 

' ¡J 7~ ~j~~~~tf r_Y.~,·;.¡_·.y.'_._\jf;{·, ~;-~:,_:-~~;) )}·_. 

,,. ~ _::~~--~_\ti~~.. "' -~ ,- ~ 

~¡;;if :if.t~i~í~~il {i:t~~,~~i~'~:¡ 
intervaloJ _ c¡ue c~ntenga,~ x~.Y-~e satisr,aga g(x)~y;para ca~" xer 

entonces I~I (~'). -Por;l~)~r!~~,i~~ d~~~~;:g~; [;:1 (fü] ~;:(i,~!',,;, ~~~ 
1lnica representación,-·~s--~~C~r.:,~ ~:~~~~~~--· __ . -_ ,- _______ . \:;_-__,·~~-5-·~;·:·_,_~d'.-~'. -,~~~;-~-e;"~,--~--·-~~·¿_.,_-;_:_,:- "-

g-1 (Tº) ·<y I(~1 );:->§(x11 ) r;<2)~~F;a ~é¡•j~'.(' ·~· · 
y <> - ~~· ,,2~ u:: "> 

los intervalos I{x )"son 'todos abiertos, ~eb¡~~··~'.''q;i~;j,i(:es 
' ",_ " ' l-.·,-, "i' '''"'' .. ,- ', ¡ " ----- __ ,, : .-::: •• ::; '\•· ' .,_, " 

infinito- ó finit_o. no_-· contiene a ·sus puntos-~"-xtre1110,._L.:-_es.Cdec;:ir~si' 

es finito, cualq\iieripunto: extremo x'' de cualqlÍ(.;,;"i.ht:'.;¡_.;¡a1-.:i, 'se 
ti~ne ~eg(x'¡';;-y'.''Por 1.; tánto, ·resulta que·~~-,,;.;~;;,.:.~;,-· 

-•·•• •~{i·~g~:+,·; •v·~.• .p -•.{··;-. (I(x J,·•i~'.}·;;,i~~~;;I;~~/,,rr;· ···.;. ---
utili~a~'c1t r::·~J .. ¡,;'~cti~cc~"'Cii•e-,rº"~~~~;;:,¡--;'e~~~~~ºs- de -cada- -

~·~te~a~~.:~ ~'~~ ~-: -~~·;,:. ·~ ·:: ó_ .: U~a: :·~:~1ü·c1~~ ·:_: de ·'.:-g ( ~') ~~/:: eri t~rlc~S · se. - puéde 
escribir :r (xJ)i.:lg)'.: (yr<·~J ~_;-gjilYl )'._.de donde 
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supóngase .que g J2 e.y) 
extremo más pequeño 

-1 . ' '.,' 
claro que .(g J

2
(y)) 
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fyCYl = 
l - y2¡2ir~ 

----e- -
rt~ 

l - (-y¡2¡2<T 2 
+·----e 
~-

- 2 _ . .:)¡,;~ 
-rt--_r.rr::-_2_rr_____ e <: :; -

!':·; ·-,·~:~~:.· ;:'.:'.:.'.>:-. : .. '.~· 
por· 1 o tantci: -- ·~ :~t.- -· "'··· ~-'.'.'.~!~'.-; ::, :'-._:::-: -·; ··:.;·.~ 

,2 .: / ~--l';/217 2 ·.·· 

- e·.·;:;_:,:,·"'- ~; 

-<..::, 
El concepto de ·tranSformáC:ión·.:,~-d~·':·:~,Virria:bre.S ":·'8i~~-E~~ ias : se 

generaliza a vectores - al~-~t~-r'i~s-~:~_,,_:~~-~:~-~~fl~~:~~-~> ~-g~~IÍ~ -~:~~J-lid.act',-~--~-0--'-
debido a que nos ayuda a ---'eric;,nt'far:~i-tant:;'·:-: la• ''fun-cion --:de ___ _ 

distribución conjunta de vecto-res· ~~í'e·a\C>'_~~~~r1,~~m-~:-~~-;·--~~·'.~:'J·_~- -~~-~ª 
ó del cociente de variables · ale~to~ias_ Úridepe~di.;llt~s e 
identicamente distribuidas; : Prlm¡.;~Ó; ~~: •· ~\;~1/~a }~uari,d~ 'la 
transformación g(.) es una funclÓn d~ _,:~,.-~~.;¡; pd-~; '.Jje~plo , si 

~=~~~~x~:3~~ans::::::::n :: c:~:f~uxi~:~~~~i!~~~~'. i?&!Ín_~f º_é_ e:_·~~~ ~ 
caso se introducen nu:ev~-~- --~,;~~:,¡~{·i,~·bi-:~S>'./~--~,~~]:·e~tor1a·~-,:· 
Ym+t=gm+t, ••• , Yn=gn, con lo_ c.~a1 .. ,~e .:·~~ce·:~:_q~~:·.:::~~-a \~:~~·ris_}~.:~~~-~i~-n :-~~·é.a.' · 

de IR 0~!Rn, asi se dete~f'.1~ -.la funCió .. ~ d·e· ·:di'Si:~ibu~-~~~ ·-?~nj·u~ta :~e 
Y1, ••• , Yn, y finalmente. se. "_en~ue!l~ra - la,, 

1

fu~6ión de~ dcnsid'ad 
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Se supone que la transformación 

y que cualquier imagen de y puede a lo. 

numerable de lnversas, Por lo tanto 

transformaciones inversas es decir, 
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Sea 

continuo 
Y=(Y1,Y2, •.. 

define una 
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• •• < 

si se. acomo'dan Jt~ey~men~e los términos --~el ~XP<?nen~i_al, resulta que 
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lOJ 
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~~::;·t 

para ·e~ua·1a~·1a ~:· .. :·~-e~~-:: h~'¿·~ ... . l§,i~.~'.:'.~'.~y.::_·-·:~~~:-''.: entonces dy =: 
1 

w-1/ 2dv i 

sustituy;;~~., ~~~ ,i~·¡;1~.~~;Ni~ res~~~~- 'fi,' .. '• , i r ' \.2 

T 

.
··:..···.·r· .0~.;·:·;¡;zy~~;:.~;~·Ii~~~l<:f~;.~¡¡;>Íi>,~5· ~~; ··s· · ···.· - . , ~~¡i ¡;,;-1¡2~.; 

'--'..'~c~Slo~~•Ic~t~~';L~f'ié[':~~~~~ ~~~c;;t e i•· ·--~~. 
eváltiiindó :qu¡,da'C'°'\· '::;,e; .•'!'." ·~oD ;;;;: ·• '•··•·+'• ... L>~ 

-e:-'-" ---:;~~>:-==;~-::'~·-~~~~-T-~_;,-::;,~~:~:;;~,: ~~~~~~- ~·-· ~~ -~I{:,-~_,, __ ·:x: 

. ·~: .•:· 0Xrf(2. rÁ(;t~f/i)'2 <~f1 >'/,2 ·. 
· ,fv<}'.~»t:c,,.~·2p/; an;:'r{/2) (' 2+ l (p+l)/2 ·• 

•. ,i~¡~~t~~i~~~,,]~!;~~¡¡~,f'. 
-.. -~ .JY.::< . ··. , "-~- . . ._,,._ .··;.·,.· ... ·.-.·.·.·· .. •.··.· .. ·.::.::_.·.·.•.·::" ..... ~-·/.·.',.·.·, .. ~ -~/:,:: :·,1;~{:":·· . -~~-~~:}'· '\;_,'.":' . -:_ - . _·_ - -- -

a cv, ~Yl ~.e. ~~ C:~noC:.~ como.fa ;~is~~ibü~'ióh ''.t~\~;,'~·stlídent ·.con. p. 

grade);' de ~.i.berta~.' "'/ ,::\>· 

Como :se ha ~Ódid~ ~bservar '1~s ·tra~sformadlon~s;~¡·~~tl~~les 
~leat~r~~~.::_._s~.~-~-m).ifc~~t·iles, s_i_~ emba~o~ __ su cÍ~sa~~~l~-~ :/~~-·~U~('.'. ~~rt]O 
y ,t~diosa~ En. el ca~Úulo VI se· analiza ot~o · ~étoci~ C¡U"é t~mbi.Í.n 
puÉ!de_- ser. utilizado para encontrar la función de distribúción de 

va'riBbles aleatorias definidas en término de otras en las_ que se 

conoce cOmo se.distribuyen. 
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CARACTERISTICAS NUMERICAS DE VARIABLES y VECTORES 1LEATORIOS 
, . - - '- ; :~ ·:.- -:::~·::~ ~ 

En los capitules anteriores se ha visto ~~mo}í~~.:fu~~ion¡,s· d~ 
distribución determinan la probabilidad ·con ;¡:i~:>i;.c;¡F~;.t-i.iíl1~·,r 
aleatorias to~an diferentes valores; ··~in.'.::'. .. ~ ~rñ~-~:r~~::;.:~;:~ __ ri··.·~:-.-:~\'9~_~ª:.~ _ 
ocasiones solo se quiere conocer ciertas . ca~~-~t_é:~--i~~~~-á;~-:~-~-~-~~~-~9~-~ . 
de las funciones de distribución como son la kspe~anf~fM~té~á-;í.é~ ·;' . 
Varianza, Coeficiente de Correlación~· F~~ciiÓ~~~- {?~g~if~·~:~i''t-· .d-~ · 
Momentos. {~X-' ,: __ ;_:~~;~:: 't·;,~,, ;:;\q~~t:- ·:·i;\f.J 

prime~: :::: ::::::::s saele:::~~::n /::s~!f~~~:~iiil~~j'.~~~l~~~:: 
:n:::::::::ó:1::t:::a:~nceptos a vectorit.ªí~ª:~~~;:z. ~;~. e;:';>. :·· ... · 

-~ ~s-:_~:;-_· .º"'·~ ;~1f_:·· .§ -"~I- .;_·,:.:i:·: º~-,.~·--· , 

Para introducir el concep~-ci~:-:· d~:_>¿,~~!;~;er~º~~-:') ~. ~i~:f~~~~~:'¡:~·~·, 
considérese el siguiente ejemplo;. supóñ~~s;,-,,•que~se tiene un, dado 

::~~:0::1:~e t~~ª:~º d:~=~t:c;¡{J!~~k.~~::t~ii~:{t;e~:'~~:;1:~:i~t 
el dado?. Cada lado tiene probabÚÍ.:ª~d.'.Í/6 enton~es'• ·· . ( 

-~.. ·'.'~ '. • ··l::. 

i•1/6+2 •1/6+J•1)6+ii1;'~ls;i¡'6i-~~1/_6~1; s·· 

este nümero indica que . la . gananc~¡ ;;~me~L;~s ~e . 3; 5, .. se ··le 
conoce como la esperanza mat·~;átlb·~ :,~~· :~· ,:.:·Sigu-~~rlt·e~-· d~fftllción·
formá:-liza este con~epto, 

Definición .:i.....L. 

. Sea .(O A.P). un espacio_ de_¡>robabilidad, X vadáble. aleatoria 
definida sobre ese mismo espacio entonce·s ·se J.ºra-~~~~'""¡.f¿¿Ú;~··o 
Esperanza Hatemática de X al ilümero E(X) (tamb.ién denot~·da ~~~o 

µX)' 
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E(X)= J_: x r,(x)dx 
. -- ,• '" 

si X es una variable confJ.nua; .y ia integral 
_. _·, . : ~ . -·. : 

existe; y 
<:'.~ J,2: l~I· i.(x)~x 

__ ;-:.~;"- . ,: .. :;,' -'~/: .. ;.:<.:~~\:\~~- -~ _- __ -;- ~ 
.>L ic'xi~:¿ ~:Cr~(x¡ .· . ·-<-.-, ·~:·;_·· ·:·.'-; -· 

si X es ~na'va~iabl~ di~c:~J~}j•{~~ei~~ ¡;<J~~~rq~ absolutamente: 
. ~ -·.-·· ,- - -- - , .· . ~~~~~~;-_;;i~f,:;;.: ~\.::-; ·-;,;~ ;' ' - '. ,·~:· . o;_; '·,. __ • 

que· 1~0::r~:b~~~1: .. ~mz~,~~~¡~ff5f~3~¡tf~:tti~'fn~ÍJ.~~:~:;~0~:;··-. 
la probabilidad 'de.que la vadable''aleatoria: tome 'ese 'valC>r·;. y por 

:~:~~st;: ::::::::ª v::::::s:ª:e:0.~elm~~I:S:::~~~~~{1~~t~i,dn;;1r;··· 
. función de densidad de la variable -~leatoriá-_~X;'Xpo'i,~~ ro'~·.ta~to, :es ; 
una medida que indica .donde se .• cent;:;.r;':·lcis. valores:~.:,.; ·t·o~a .:la 

variable aleatoria. .· •-.': ; .. :.··; .• , {;f, ;.:, :•'~;, ;; . ?, ·;U. 
Existen casos en los,·-~~ }~~· ~;¡~~JC,~:~}c\~1~~~E~ú~l n'b tiene 

esperanza matemática fii1ita·--.t·Ó-om~~~s·~·e11·C~5~;~de ~'ra-; función '._9á"\.ichY; 
--- ---- -·-,, -.,_-.. ,·.::;;i_.';·~ .;~~\,.¿_~~·- ·.~1.~:,;.~ !:·~f,~ >..,,,· ... 2:, .. \~ 
:': ."/", •',,1i1'.'l-.'_ii'. ,_•:,;'; ,· .'.- ' }<"¡: . ·. ' .. ·._:-_,--;. ¡"~\> "- .- -··-- - . ·-~~-t:- ., , i_·'-~c:_~"::_:~-~ p.::~ .. -~~,~:-_ 

'f cxf-;. '.'e . <0<x<;;.-:., '•\ 
. -.. ,.-·. :::::·rrtf''+"X 2 (·:'.:~'-. :),~¿~-i.'. u~,:,. ·· - -

¡;: ~ ~;.,:,~;~~;~~~~;.;J ,;~;}~ '" 
>: ~,·,_. ~!~· ¡~~j¡ + ~~) 1: 

ya que 
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. e P(Y~y)c1Y: ~:r ~TY<~Y)dy·;. :f ~,fR~:)dy\+ .fo: 
-iA ";y> .· .. -.:;_ . J" ~ r.lti á'~ ·)~·,l'7\ 1 -

_ ~,'.¿~~f .:f :,~: :::::::::. ~f ~t~::zZ:~f ·~:1Nfr 
~:pe~:!~ª~::t:al::::~!:~bl:~ d:ª~i:h~lnj~~f~~~~~~~i~J~~ft::~:t~r~: .• 
la varianza que completa· la información::·apor):'ade'.}ior ;1a::hnedia, en 
el sentido de indicar cuál es la .. colocac::ióri_1.:'de ::_ío~!.vúor~s 
observados alrededor de ella. Por ejemp1a:sDiseJdes'eara '.frlv-;,rtif
en la bolsa, seria conveniente nO:~~C)_l_~r:·~«;~~·~~~~~-:~~.~~:,::,~~~-di~~l_e~:#;,,~ 
promedio (esperanza matemática) de las •a~d.b~~s¡·; si;;o :b.mblén, el 
grado de dispersión de los rendimientos;,ai,~eded~r ~e ~l, lo que 
involucra mayor ó menor grado .de._cé~t_l.clu_ÍnbE~_~Ó ;ie~~~- De tál 

forma que si el valor que. tome. ~-~='.::v~~~~~"~-~~~--·.:~'C~~--m~:~~r -~~~e----~~~ ae_~_;o~r_a 
acción cuyo rendimiento no eS tan at~~~t-ivo·; .:. muy POSibléln~-ñle una 
persona conservadora inverti~á.- · e~-~\-~/.S~e~~Tid_a- a_c.ción·. ' 

Definición 2..,1,..· .. 

Sea X 
X denotada 

.. ·-~i~{~}:-~,ff~:K>~~c/<~n;:_ 
si X es una variable d¡d~~~~t;;:t ~'~}' 

;··:,·.:·, ·•;Íf'~I 'e'::~'~··· ' ·'" 

~ºé ~~:;;~:xi~;r~;sxS~,·~;(~~rd~ ";~ -
si X es. una_ variable ~o~tit\lJ'.'} .· 
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1 

O·-, 

•• > 

-- ·-o ".'-.:~ -·', 

En algllna ocasiones se desea encontrar--la:·,~-~~:-~-:~-~~~i~---~~-:-' una· 

función de X, es decir la E(X 2
), o bien la E(e~)'~::_·,~7c(-_·,;~.C~~~<'.~-~ 

determina ria?. Considérese el siguiente · ej~mP1~:~·:_: ___ :~,~~i:_,_:\X~ __ , s~ 
distribuye normalmente con parámetros (O, 1) .¿cúii1 :es·. iír_,.E.(X 2

) i; 
una forma de calcularlo seria com_o g(X) =X2 .~-· es :o;;~¡,-~~:~:::ya··*l8'b.~é·,, 
aleatoria por si sola, entonces habria que calcU_ÚsrX,SU /flin'~ión :·_de
distrÍ.bución, una vez que se tuviera se podi-ia ca1C:hl.~~;J.ai.i:cx 2 )'. 
En el capitulo anterior se obtuvo que .·si ·x-N(o;~r{e~t~nc~s la 
variable --~leat·ori~ Y=g(X) =X2 se distribuye como_ ~~n·~~- :'éhi-~cü~:driÍda 
con un grado.de libertad entonces 

~(~)=J: y 

integrando por p~rtes 

113 









Ahora bie.n, si 
esperanza matemática 

E(g(x) )=E[ (x-µx) 2 ¡=var(){), 

MOMENTOS, 

real 

y 

Definición 

Si X 

k-ésimo 

Los momentOs 

es ,¡a 

pueden servir de características numéricas de , la , .. m.j-~ma 
Pr.incipalmente son utilizados, el primer momento no-c.en~rar, 
segundo momento central, puesto que el primero d<!termina _la., 

esperanza de la variable aletoria en cuestión y el ·segUñdo, lii < 
varianza de la misma. 
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por lo.tanto la es~eranza matemática es 

y. la variariza es 
µ = 

cr 2 = n(n+l). 

"'2 

: FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS, 

n 

"' 
n2 

"'2 

n 
--2· 

"' 

Sea X una variable aleatoriá con·, .fUnc:lón·. de':dem:¡idad e, (.). 
La función generatriz de 
de et.X, -siempre y cuando 
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entonces 

m '(t)=).ec).e;e)..e'. 
X - .• ' - ·, 

.' --.··e:.-... :.:· _-·.:<;_;"::' ~:-., . ' 
·m,'' (t) ~).ej).eye,[).".t.;.l] 

de.donde 
·- :. ~ ·;-'' ' 

).><. <i<xÍ'"m ,~(O).;.). 

' . "E.,;i,,,~{;,~~'~,1~-"""~''2: 
:::E'.~:;~!2~i~Ji1~~~~~1i~~t\1tr~;:;~~lb 
:=:s~!:::!::~:::r:::E~~~h~i{:3~:~~~~~~tt~~:~~éEf Iit~~E~~%I 
media o y varianza L .. se~;¡,.;J('iF'¿~~il:é'esl_]'a f~nció'n g;,ner~triz d.i 
momentos de Y?. - ,;¿.:. ·.·' :;~,.;,~?i~-. :\;é-.'Y·~j'} /·;)t 

... ~ \.- :'::.:'~;·t ·~ .. ;;~.~-;:-· :. ' 

J 
m ~ tx.• ' 1 . ~~':.)ji~•';~~ '?,'. 

-m " 2.rr ·:·;· '· "'' ,,, .• :·,;r : : · 
•JO.~:,_'; \ ,'.-... _; -

~.· 2:• ....... H~·.~;~.:~~;(~i:~t~)~:e , ' · ······ 
.~.:~,~;~~~.:t~·!'J~:~-~Z~~·a~=~l~~l_-3~'-·dx ..... . 

la integrales lg~ai a''.; pQ~d,¡~' ~~··J:~ ";,o;~ál [0, 1/(Ht) J 
~'.Je_ ' ..... 
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Por o.tro . lado, • se. tiene,· é¡\Íe .. sI X~rtn, ;)" 

·generatr~z ··d_é: mOn\entáS :reSü~~~-~.::.-:>· .-·~;:.:<.~\~: ·\' 
- -·~ -=.· .•• ·.-·>:_ ·._,;, - ~J~,·A.\;i: <~ ~?A~-~n~i: -;,:_/,.· '.~}:' 
entoncés- --?---~.)_·-~:sen>;: 
·-··_. ··:\-iC,.,' --· .. -·"- ::;:c .. · --~~'--."--;;.~.;: :->·--: 

.·'' . "Y·, '°J.'· /'.• ' t ·.·· .. A .. - • ,_. '.:;("; ' _, 
my(t)=El~tY)(.;; (0•-.•~ ._;A·" e ,xe¡,,~ íc~i"';~~~}/ L.• 

-- .:.:-:·~:~ '.~:r;:S.~.>- .. :o-·· ~;;' .. ,--.. ;., , , 

= ,-~;~~: - _;,I~-~~ r;~-~~ n ~-e -eA_;t) X ;,n~I· d'x 
.jx ;:ti"' a,, -- ren> 

.. ; ~;~~~1iÍl;~}~;j•;J; :. 

función 

- "~<"; -<l_'3;..-,. ,;_, - ·;'f.'; '·- '{,·-r.;'.,c¿":. 

~:n::::. ;:. ::s;;J Ji~bü~i:~ ~~~:R;i~?t!!f~:atl~J•k:t:]~:~n::~ p::·r~: -
--~-a~c;rr -- ºcju'=-e~~~l:oa_· __ ;~~;;jar·1~-b'i~-::-- 0i1e'~_??-~i(~~~-y~:~-~~--~~i;_~-!~~~jbuyé~'- '~-6~0···; una o,_· 

- fe i/:i,i/Í) Tpar;;.1:;hecho ºde =t::ener''iguá1·~c'funé:ión ''ge.neratriZ0-de, · 
. ~om'e:nt~s··: ~-.si~· :einb~~g~,; ;~n--·-9en~~Esi.;_-~o ~~,- váfi~i'ci>_ha.;~r-- e:St~·-::tipo---de 
aseveraCiones pues existen· coricÍi'~iO~-e~ bafO · ias ~·Ua1:~s-~ una 
suceSión de momentos no detérmÍ.~a~ una - única· -:·_· furÍ~:Íón:_·:: de 

distribución. El problema de si una ·r\mc.ión 'de .distodbuclón"· es.: 
determinada ó no por sil sucesión de moment~S es- ·i;·~·feri_d~~~.:~·~m~ el·' 
Problema de Momentos 2 que no será dlscutido en es_t·e t~~_b_~·jo. ·--

2Mood.- Introduction to the Theory of. statistics ··. Pag. 81. 
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oefinición 2.....2.... 
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La función de de X1, . 

determinar por medio de función generatriZ · 

n-dimensional. (Ver Problema de Momentos). 
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para determinar 
definidas en 
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ll'x (t) 

Ejemplo: 

Sean 

normalmente, entonces ¿Cuál es 

Z=X+Y?. 
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Si E(X) =µ.1 , Var(X)=~~,. E(Y) =µ.
2
,. Va~(Yj~cr~ entonces la función 

caracteris~ka 'de las. variables:,x ;Y :Y es .. ta':dada por:. · 

·"~!t>\~xp ;{~{:r ~·~;(T~L¡;('..:<. ·•·· ·~(ct>~;~~[;t.~·;- t:u~ ] 

, respectiva;~~~~:}~.- ~~t_: i·o ~táñto; la .. fÜ-~Ciórl~ .. · 1c·ar·á·~·~~r·1~·~{-~~:·::~d~ · 1a -~suma 
. '··-~- _:·.'.- ·(~: ~<-~;,~~~:·· .,,.? '~ :<· --w, 

.. _ :•:····••. !;;c;i~}"•i~l"•(t)~exp [ it(IJ.1+µ.> . :. [~~/ \ff~31if{~ 2~. 
;·:~=~~>~~ro-~; lado se tiene que, __ -los ~mam·entOS'i.;~~; :,~;~·k" :~Var-i~bie 

-_ale'atori8,. - se pueden expresar por· l~~di·~·~< · .. ·de· ;:;~1a- >:;_fUñ_éi_óñ

Ca~act~ris'tica de la misma. Es decir,· si-~·::~~~'i«de~lV~:;;:-¡a:· "función 

caracterisÜca,,, et> con respecto ª " se oh!r~}~-·.: ';CÚ: ~ ;· 
m , <.tl =iJ m x~•t".d. ·~·.<x.·.·>·.1 .. · .e~ :;; . , .. 
TX -c:o . !.. ; ·;' ·.,";{: ,. ,;-,:'--

"•,, (t) =i. J-: x 2 e 1 ~x:~;fa. ·: ur/' 
,_·:: ... -

.: . ·.:," _.,,, ···-~·· 

,,,•ctl=i •J_ye•txc!F(ic) '<~=1;2;;';.¡ 
y en general 

para t=O las integrales en los segundos mi~mbros "de las··.-fórmulas 

obtenidas representan los momentos de lii variabie. ·~:¡~~t~ri!a_·x.- ·p·ar 
lo tanto si se supone que t=O, se obtien~ ·q~e 

por lo tanto 

E(x)• 

estos resultados se puede.n. obt.ene.1:J;;iie•1pre 
correspondiente de la 
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entorices si ~~o:~~< ti~~~e~.~-~~·;: 
- 1,r:'.'.:" -~-""' -. 

·.·.,· -:• 

. por lo t~nto ; "]'', 

.. r{~~l) i::' • "r•: 
E(X) a A. y Var(X)~ -: = -

A , · 'A.2 .¡,:• ·.·· · 
- ·""~ ... _ _::,._,; ____ :: '. ' -~-

Se ha visto que la primera y segunda ·~~~¡;;ad~i~de ·-1~ función 

~~:~~:~;~1:~:g:¿~~;~f ~~s~~1li!~1í12i1~ ... 
una -_-variable aleatoria expresada en·.-té~--i~6:~·;:-d~ ~-¿,f~·aJ,qu1(~se-.;~conOCe
su distribución. Para ell~ se eiiunciart -ei '.Teoréínacde'- u~_i·¿idád- ytla ,·· 
Fórmula de Inversión. ~,~:::·:· ·'·.:~~>::~,.:j;; ;.,¡:0-(L.;, <·,;:;~~i·(' 

>. :-;;:_ -·-- J;. - , -:~.~\ '.'.:.~~~.:'.i.)-i.-.:_ :.-~ ,,., .. " _, .. ,'- -, : ' 
:,._,~;::-:·-.:~- 7~- - -__ - . ··'~:z-~~-'· -. 

~·§...2... (Teorema de .. Unicidad)\·· ···• '"Y''c;;.:,:•· ... ,.,.,°".,.. 
e -··ce,-- --->~· .--- -' ,-. E~:~~~:-:::~~;~~~ -~.i{{' 

Una función de di;;tribucicÍn esta determfi'iada- urifoame'nte 
su func~~n c=:áract.eristica y Vic'éversa. ·:-·::.> :';:-'_:··.:··~~- ·';·r · ·::,:;:, 

El -T~o~;~a de unicidad establece que d~d~ ~2/:u~ci~~' 'P (t), 

si esta· e~', la- !unción caracteristica, se puechi :O:~terinin~r F'(x) 

ap~~Ür de ella. con esto se puede concluir que la;;· p~opi~d~de~ d~ 
-lá.· -función de distribución pueden ser estudia.das 'a.:;t~avés 'de' las 
correspondientes propiedades de la func-ión. -·.;c~·~'a~C-t~'l:.-:i:Sticia-:-= -e1 -

s1guiente teorema establece el proceso ín~di-a~'f~; el cual se, 

determina la función de distribución ·apartir · de la · r'unción 
,_caracteristica. 

Sean <p (t) y F(t) las funciones cáraé.teristic~·. 
distribución respectivamente de una variable aleatoria X.'_.~i ><1 y 

xz son puntos de continuidad de la función F'(x)', entonces, 
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t 

converqe uniformemente 
ex<-~ y que para 

a>ó>O ó 
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de·z=x+Y 

i'zCtl=i'x (t) l'y(t)=e><p[ 

analizando se observa 
variable aleatoria W 

µ=11
1
+µ

2
, y cr2=u~+u:. Por 

que es la función 

distribuida 

variable aleatoria se distribuye normalmente. 

que este método es menos tedioso que la 

variables aleatorias con el que también se 

distribución de la suma de dos variables aleatorias ·indép.endi.éntes 

normalmente distribuidas. 
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FUNCION 

La 

todo el 
propiedades: 

i) <p(O,O, ••• O) = 

indep-endieiites, -entonces 

es igual al producto 

componentes, es decir 

de la f~nción 
aleatorios n-dimensional: no se 

estudian detalladamente 



es 
aleatorio 
constantes 

del vector-aleatorio ·~e puede 

caracteristica ya que si 
respecto a tt, 

resulta 

1 

149. 
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~ §.,:J_._ (Teorema de Unicidad). 

Lá función de distribución F(><1, ><•, ••• ><n) esta· d;;t.ir'minada 

unicamente por la función caracteristica y viceversa·; 

como se ha 

una herramienta 
determinar la 

podido observar la función caracteri~ti~·~ .reL:a 

muy util dentro de la probabilidad ya - qu~·. p~~mit~ 
función de distribución de cualquier •:\¡~~iáble 

aleatoria expresada en término de otras que s~:. c~~,º~-~-r .. c~:~.6.';}~ 
distribuyen, asi como los momentos de cualesciufe·~~.:-.:;-~a~i.Eibies
aleatorias en forma unica. En particular, se puede -uÚÚ'~~r·:,para 
resolver problemas relacionados con la distribuc~ón «-de Y~ari.ables 
aleatorias independientes. :.·_.;: _ •. · 
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CONVERGENCIA 

En este capitulo se analizan las Leyes de los Grandes Números 
y el Teorema del Limite Central. con el primero se exponÉi,y'aclara 

la "interpretación frecuentista de la probabilidad';:, 'y' con 'el 

segundo se estudian las leyes que caracteriZan a i'a-· su-ma·--~'de- ·\ill

n\lmero grande de variables aleatori~s. 

LEY DE LOS GRANDES HUMEROS, 
- -=:-.-,o·= 

cuando se enunció la definición Frecuentista: 

en el Capitulo I, se estableció que la razón_in~(~l -:Z~~~~~~-:- -~\~-~-f ·:·,~,.~ 

n\lmer~ de veces queb :~ ;;e;to A ocur;_ª __ - ~~º- ~;Lf~~:~"-~~~~--~~-~~~! ~::-~~ .;.~,:~--
:::::t~:ar a qu~a ef:::i~am~nt: el p~im~::n e~is~ei-:::~~~;;_:~~i~g~~~~/; 
de la historia, ha existido la inquietud de diversos ,niatemátiCós 
para establecer las condiciones bajo las 

aleatorias cumplan con está interrogante. 

A finales del siglo XVII y principios del siglo XVIIJ::+James 

Bernouilli demostró el teorema que actualmente ii~~a- .-'.~-~/:t'F.~~~-~~; 
dicho teorema fué publicado por primera vez en .el· tÍ:at'ad:~, ~'Á,rc,',' 
conjectand!. A principios del siglo XIX Poisson d~most0~ó' un 

teorema similar pero con condiciones mucho más generaies ~.-::-Ha·~-ta 
mediados de ese mismo siglo ningU.n progreso se realizó, pe~·O,,e'~ e~ 
año de 1866 un matemático ruso, Tchebychev demostró eL_ts:ore~a~9ú'e 
ahora lleva su nombre; años más tarde Markov absEi:rVó-·--~U-~ -~-~1--=0-

resultado de Tchebychev presentaba la oportunidad :ae ser 

generalizado. En el año de 1926, Kolmogorov establec~Ó las 
condiciones necesarias y suficientes para que una suc·e~~ór( d_e: 

variables aleatorias mutuamente independientes cumplieran :_·-can, la 

Ley de los Grandes NUmeros. En 1828, Kintchine aemoStró: 9u~·.:·si'')as 
variables aleatorias Xn no solo son independient,e_s, si~o, ta~~-Íón, 
son idénticamente distribuidas, entonces la exi.ste~c'i~' de la 
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esperanza· 

de. la.·Ley 

Para 

Números, ·considerése que si ¡a,A,P) 
y {Xn)~~ 1 una sucesión de 

_mismo_espacio entonces: 

1) La sucesión de 

o bien, 

_n~ ___ u:_:{weíl; 
N=I n>N 

(2) 

Otro resultado importante es la Desigualdad· de Tchebych8v, 

esta se presenta como un caso particular del siguiente teorema, 

debido a que la demostración original de Tchebychev en 1667 
difiere en muy pocos detalles del teorema . 
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frecµe~cia -~-~la~~i~á.\ie 1~·' o~~ri.encia· d~-~·,caras·::e·-~. ~Ste 
fu~ d.;;.aprcixi~~dan!enté j1.so1~ Karl Pearson; 

~12·,a.oo '~eces. y obtuvo 6-~~19 caras; ia ·fr-ec;:ue.tlCi~~">;~iati~·~'.- d.~--: Í-a:":' 
ocu~rencia de caras en el "experimento de> P~a;·so·n· ·>fue · de. · 

aproximadamente o. 5016: ¿Que ·ne:>~ .:diC_~n -:c·_est'~:s· ,;-~:e~~~~~.ad'~~7,:~!·~'_pe 
acuerdo a la definición frecuentista de p~~babilidad,)~'ri/~i- ciase·. · 
de que se tenga n eventos indep!lndie~·~-~~_:'_:~;~e~~¿Jii'i.-,. :-,:-._:.i::::o~:·-· 
probabilidad p de éxito, el valor de .Sn/n,, d;,;:;d:e'?s.i:'~;;;'r ~-Ú·nu~ero · 
de éxitos en n repeticiones, se ap_roxiin~ a-~p~--.~-G~~~,~-:;:~~~6~r·~.ci~f~\-~-h0~.ª 
bien, se puede dar un significado preciso •'d~ ~~;'t,¡:}~fi.rrna;,ión,. 
puesto que E(Sn/n)= p y Var(Sn/n)=Var(Sn/n 2=p'ci~p)~n .;~t~n~es de 

acuerdo a la Desigualdad de Tchebychev, ~ 
" ··-~ ,_ ~"~->-

{!;1~~~:~1~:-:Jl-~; ':t::~~- ·~~~; ·:·' 

s L ~·~··.. ~~; '4~c 5· ~~" · · 
:::::_-~/:~:)-- -~~--;;::, '· './_ _ _. 

Lo anterior establece que cuando n .crece, --iá Cpí:';,babtlidad _de~ 
que el número promedio de éxitos se--des~ié-- __ .:_(Í~:>P·¿:-~'ri:J°'n{_~~.-. _de 

cualquier cantidad e asignada previamente,._·,.-ti~~~~,2~}2·.~~~-~)-/.~~~-~-~-'.=:~- .. 
afirmación es una forma de la Ley Débil de los. Gr~·nde:s:ti.~ln~;~;>;E; _ .... 

limitada puesto que dice que para n suficiente~.e~·~e:.-9_ra~~-~\:Y:}~i:iát 

al promedio Sn1n es muy cercano a p; pe~~.··.~ ·n~¿:.-.~~-~-~-·~·:'.~\~~~~-~\-~~~-~~« 
permanecerá necesariamente cerca de p si se .. ".inc~em~~~-~a~,'-~i;::ilúm.~~~ 
de repeticiones. Deja abierta la poslbil~ci~ci ·~~;·c'!;i .. \]~p;~~ 
repeticiones adicionales ocurra por lo menos' yri~ <·~~-/~J.'~~ ... ~.'.~~~~~~~
(S•/k) <p-c con n<k•2n. Tratando de resolver. Ías=liÍnitá~-i~-~é~~-de\a· 
Ley Débil, surge la Ley Fuerte de los ~ Grancle~ · '• N~~;;r~'~·' 
establece que para e>O, hay probal:Í.ilidad·., de ,(í. ;d~ :·que ocu.rra. 
solamente un nümero finito de event~S.·.: :\s,¿:: -'.:/.:·.._ :·· . ·;·<: 

sn·.-·· -_-- -=:,,.~~~; --- ~:."-~.,:~--=;:--~--~.:;::,:.~~/~-;;---,---,:_ <_:.~,_.:_ 

1 -¡¡- ... p J ic ; ; 

Hasta ad~r, ;se ~a ~nal'.izalF l~s Le:e~"~e •Íos• G;ancÍes Numeres 

para. un. caso. par:ticul'ar, ,·s~ con fÍi.n~i.ón ¡de ~istribÜción Bernoulli; 







proposiciones. En este "'"'"'"uu• '"'""'"'uu 
Tchebychev como· del de 

solo es suficiente 
variables aleatorias 
nó.meros. 
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···o·~{· 1::·::.ú~\i.1H.,I·• e) + e 
¡ '..c. 

_ ._, ,_,"';' ~~'·' . ; .. 
sacando·,·1imite er1 ·ambo·s/iad~s·>~~~u:it~-" 

'·. •• .•::+· ., .·. ;,,·,'.·ift~:~~·1~:~{;~~~:~;~" .. !}' •";e'.••.'..·.·.,,~-.·.·•·.· .. • .• -.·.••.•.·-······· ¡ior lo tanto· •:1;:. ..':A'' ,,. ' · 

e .. ;;. :"~{::.~~ti~{~1·1;;~~~~q~~~.~~;~~:t~~~-~:1:· . ••.. • 

" ', - '' ... ";,'. . \'.:~;·:.::- i~:JE~:::~i;:-~:-·.: :::,,· ~;t~:: {g·;,~ . i.:.' . ,-,. ----
En~i9o9'1fi~~·.ia'€~~~~ffg;; .. · ,rancés llania'dó Enii1e' s6~h;~~rno:S't~6 uri 

' P:0ree~0s~e:n¡dt
8 a~·r'lc.mo:,~.:.:.·.0.•·.h·'··.~a1s'~~i:mc,áo':em~·o~.P.'.~.··-··~.F .• ,a .. ·~l!,·u···r···.·.:.•·t·!ejo:,:drj·ee~m~a:.~-·.&~7:~§~1~~L~Ne~~~~J1}~1°~~t~t§g~:: :' 

_ · · -.__ -- · ~~:ie''.:~-Ko-lrRP9b~~V,~~~(~·e'_~;~~{~~~~~;ldÜ~):?ñ ~-e' 
_-P~i~~'r:~:~ a1g~_n-os·_. ¡:o~~ép~OS: ~~~~-~~~i~~~~ plira·\s_ú ,-d~~a~r~i1ó-;;~~~ -'~-~-?-~(_:,\ --,- -

, -, .. :.V:.-::··:·. ?_:,: :..' ifX -'~.:-~-,,- ' >;,' .-f,,'.i 
·. -:\~ · .. ;-,·: 

oerfnl.ciÓn '1ii2 (i.erF.:i2te d~· los Grandes Numeras) 
·i~c .,_~. "· ;,. :::-·.V -

Se~: (íli~.~i:>l\ un; ~¡,pacio de probabilidad, ¡ Xn j ~=· una sucesión ' 
dé' va'.7:i8.b1eS..:a:teat~;ias '.~'obre ese mismo. esp.aciO, -erl):on'ces S-e ·dice 
c¡Ue··(XnJ"'': ·satisfáce"la.Ley Fuerce de los Grandes Niiineros si 

. - . ~~1 --

Lema 

Xn--tX 
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l'.\lQilM LJL. ( Borel) . 

Sea ~ el n~mero de 

independientes, cada 

En~onces para n-+m, 





El Teorema anterior ha - sido el. punto de 
serie importante - de investfgaciones --·dedicadas 'a 

·Ley 
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por lo tanto. 

y 

;,<l ·~é. t .~ci,l 
-·<.·:,' .. \;.: "·, .• ·, 

_, ':,,º:/-_:::::·'··.·._. 
con lo cual qúeda 'delllái."tra'da la d;sigualdad. 

--;~o;: ~~\;-: ;:,,.:: . .;:- -~·;:_>j~~ : _,: 
-. ,- : ·:·';~::' ~~, ' ,;~->: 

oesiguaidad ~ u~i:Ck:n~{, i:.~'.; , 
La damast:rá~~~"~~~~Ia.ci.~~19ua1.a~d. s.e basa en ia 

de la desiguaiCiác1:¿¡;,~;;io1mogoro·n·'.· Por'1o'quéso1éi se e~;;nc·1~:: • .. 

1 

' ' ,·· .. ->:~ '._: :- ·_ ·:·_ ... ' ~ . ·:::~·'. :··.:_·_· ~- '-~-;::-.· '::_:~'>. <';. ':::: ._, 

•::;~~;;:¡~·;[~'.~~~:;~;1~~::::;1iai;¡;L~'·~~,~:ii:;JE1 · 
posf~iV~s ;e~t~Oces.':·P'rli:a i~c~a~e~~-i.e~~~-m-~~ ·y_· C_>_O';~:-=~.- .-.-~-~ ·-·~~- ;~:_~~;'.C~-

.. { .ma~ t'~J: .. +~~ ~·.:·}<.·.·. 1
e

2 
~· ~var~ +t·:;<!.•··.· ~- 1'.11~.!ij:_~n~, · - - ·; 11 f;·<··_···<7:.j ~-'J'=~'~ Í~; 

·~·7.6.~2LmfLrtü.•· >·:'' •. 
si 
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La 

referir a E. Luckacs, 

Ahora se 

resultado permite 

como la solución al 

distribución de las 

si 
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-' _;_ -- ~ 

c~rsano =-y:O';c-iuego----o-"-- -

cada:- red~ry-~~~ .-.,,.- 7.s .. 
sobre e1·: '1rlterva1a·~· 

suma da·d~ difiera 
números en más de - fres?-. 

de 
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.-,··. 
' ,. . ~ ,. ·.··' ', 

A fin de dar una introducción a i~- Te~ri::'.:de: Probab-i~¡dad ,-
compilaron sus conceptos má~ gene~a~e·s·;.: .. ti~S~~.n~~\-~~/;:~~:~·a.-··:·:~~-11{.~~~-~:;:·,~--
presentarlos en una forma intuitiv~~- É~~:~:~:~--~~c~·~-~·~/~~ú_n~--~~<~--.~: q~-~·~· .. S~ _. 
recoge la experiencia doc::::a:ten::~\:ifii~tas ;', ;,~: ~_l iamo; '. el" 

dap0 coyumºendtiodácctoincsotietnuyee1 una p·a;~-~ c~-~~-~ 1c;:~of.n1 :.~º.:~c.-~i-~m-~i.~~e::~cn: .. ~t---~º: ~s ;, 
que se estableée .. u·n:a· ba·~~~Td~~- __ 

sin una rigida teoria. , ·. '> •:;>:-:•>··:;,:':· ._:i,•::j:.~·"'X · 

la pr::::i~~!::~1:; ;;e:::::: :;:::::~¡t:J~1d~~afh1~~~~e:~;~¡t:f 
especial interés en la Definición Axiomátl'.~~ {p~es~a';We~"co~'_ell~ 

::t::~:~;c:ªun P;::::i~:::;á:~::r:0::\:itf :~~ul:J;~u:tf ~DZ ~~~~~~~· 
capitulo se comentaron los ,~-On~~~~O~~~~-~:a~-~i(y_a·i'.~~~-~-i-~}~i'~l~~~-?~~~~:.)Y.>--: 
funéión de distribución; se presentó ~';,t·ambi.1é~-~-:í~··.:-'~~·~e:~~iiz~ció~~- d¿,_ 

.-.. ·::~::pt!:e:: v:ct::r~::at:::~a:ie;unjit;t~ii~~:~~rb~~~~~}~!~j;~~::,. 
en el .tercer capitulo. -~ _ ,-·:;"" ·:¡~I~~-i ,c.:;_.,._.· ·v-·,<,.:.-. --""~:_~ '· _,. 

Tomando en consideración el hlch~: d~ ~;,'~ .~n ~1gÜn'i.s ~~as {cines 
se presenta la necesidad de encontrai.la\ f~~~ló~;'de.·di~t."~ib~~ió;)' 
de una variable aleatoria que se eilcu~·~tr::tfe~~~e'~~~a·~:e~ .-:t~~~rfr~o de·"_;. -"-'"-
otras variables aleatorias en la·S : .. ciu·e~-:_;~~~é-;:-~#~~~-~·;. -st··/_· f~·~~i'ó'~ .;:d:e· 
distribución; en el cuarto capitulo \~e 1~~1'~yó i'J'~ ·~~qdi~. de Ía · 
transformación de variables aleatoria~: ,. :"}: ·.(:1:<'.'c:; •''' · :'.:' . / 

Ahora bien, no obstante que ~a f~~~ªh" ~;~d¡~;t~'¡Ju~¡L e~ una 
caracteristica completa de l~ v-~ri'ábfé '.-':·'~'ié~'f~-f;i.~;:~:·_, >a~;:·.'~~~~-~-}~-~-.:- d~. 
in ter.es cO~ocer tan solo una car~Ct~~ist.1~·~·Xri-~·rn~·~iC~<-~á~~-~ sirnplé:·, 

~~::~~::~¡::; .es:se1ran::, e~ari;,n;nª:~~c~~i~~:4~L~ ~~~~~~t~~i~:te 1:: . 
ca?:-acteristicas numéricas tanto de ~~ri~ble-~- corno. vectores 

aleatorios. 
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. - . - ~ :-- :" - :_ .. ".-.,. - ._ .. ' - __ : . -'. :·.~ .: :'" '' -:·,·,· (.-· .. 
Dentro de~. la· ,.teo'ria·-_ -probabilidad·: s~·;-.-recono'ce -;. a·.: l·a:} f~-ríCiórl -

:::::t.::~:~:i~,,cº;¡nt~n~~h;:::~~~~:: faÍnt~:~l~¡~~~:i0.c1~e~J:rn~;:· )·> .. ·· . 

. · ~~=::::~~i=:tºifr l:~~:if :?0~!1~s~ts§rbl~::ii~:t~if ff~~ir.I:ti~r::l•··• · ... · . 

. ::!~:~:::1:;, t~~i:i•1 d~:~:~::~;.:;;t~~lifl~1.}~tº~1~rJZft~~fA~6J ·~~·· 
~~:~!::6":::::~~:~~:~~·~ .~:~~~;:~ti1tf~¡~.~~·~;~~~~~E1J~:~~li~·º·f ~' · ~1 • 
:::::~~;;:t~::lºy··:~j~~:ei¡¡~Jfo1~s~~·ü~tt~~].~.:~~:~~~~.~;~i~~{b~1:; 
caracte~:~:,~t~i~~-~~~~~~; +~l~~ .-:;'.~~-~-~;:,~~·,: 0 ·~~::~~'.:~::~f~~~--~:~-~:- :~~~}~~~ ~:~~~~;~~~ "'..~f~~~) -~--~=;;-:::~;~}~- ~ _ 

É~{~--~-~~;-,~.j~~i-~ci~~:·:~~~P!]~~~~T~-~~~~.~:~~~~i~~?.,~:~:~-~;~~~- ~L\Y :~-~~mp-~ ~~:~n ~·~s'..~ (a': ·.· -- ·- .... ' ,_ -:._ · ~ : Ley de 10S..'~r.ª~~"i?Nú~,~t"os'.;i/~:t~~~em~'.·de1 ,1in\ité._celit:ra1. Ambos,' J:'. ·•·.· 
· :::::i~~:~~d::J1o~t~:~=~~ª:1: .. ::e~in:~:iri~:a:e:::;~t;f pcJ¡m:dro~·.t:~ ·<:;_'5 ... 
':p,u~~de·-_:é~t~-~d~~,···com~ e~·--conjurlt~ d~. t~~remas q~~ ~~tablec~n .q~~'-·s·i~~ o-~~-~::-:_ un· eireñto· tiene probabilldad positiva sin importar que tan p~que~a 
sea está, Y si la probabilidad de ocurrencia es la misma· en :':Cada"'. 

intento y si el número de intentos es muy grande, entonc~.s la; 

probabilidad de que ocurra al menos una vez, puede ser. tan. ce;-c~~C:> · e· 

a uno como se desee. Con el segundo se estudian las .. leyes '-qu·e.,, '· 

caracterizan a la suma de un número grande de vari~b1es aleatorias. Una cualidad importante del Teorema del Limite CeritraTc 
es el hecho de que establece la forma para que {Xk} k=t, .: •• ,_·~'.:._-~na 
sucesión de variables aleatorias se puedan aproximar·. é~n- .. >~na·· 
función de distribución normal sin importar cual se-a_.. s.~·:':·~ f.~~-6_io.n· de distribución originaL .. ~-

' ". ~ ·,: _;:: . _.'. - . -, -

que Los temas pr~sent~dO~:-_ c~-"-~~~ ~~y~~, u~-~ _ b~se ·1~ :~~-:~:~~:ci'ro¡~-~~o~:_-;.:: pei'l11ite estudiar y enteride~ atr~vés; de .. ra'·pr6babilld~·d ~l 
comportamiento de_ div~rs~~ <-f~~-~Ine-~os·. qüe·',·~e pr~~"~~tan<en · div~-rs~S 
disciplinas del ·coiiocimiento-.~;:humano. con el ·.:deseo ,~-de· .·:que ":·~;~ste' esfuerzo sea de utlÚd~d a'.'.ruturas generacicmés. 
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- -APENDICE 



a) Función de 

-·-~=o, 1 1 •• ·• 1 n 

b) Fun6ión 

~,'~' m. itE~~$li;~;1t>Ii' 
c) Función ~ª~~,~~er'üiÚ6a; 





II. VARIABLES .ALEATORIAS CONTINUAS. 

a) Función de 

Ex(x) ·.::~~=~~I-c::~l~T 
:-:,, ::: e; ::;:,.;{::: ·"~'.::, ,: .. · 

b) Función ~~ne~~frt~: cl~'~b~e~l:~s, ...... ·. 
,·_-é:,' .. ··. 

'f!,-;<-

con xe~ 



Exponencial (A). 

__ a)_ Func_ión de densidad; __ 

{

Aoe-AX 
f (X) = 

X>O, i\>0 1 

en otro caso 



~_,n>O 
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