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aportaron xmportantes ideas~

‘Posteriormente - .en* 1917,'




xiomatizar la probabilidad, sin embarqo, Kolmoqorov t‘ormalizo la
i xiomatizacién relacionando los resultados existentes -con- la
" teoria de conjuntos y la teoria de funciones.

" ElL propésito del presente trabajo es el de mostrar algqunos

resultades como apoye para material didactico de los cursos de
Probapilidad I y Probabilidad II. Es conveniente mencionar que no

son notas formales de la Teoria de Probabilidad ya gue los temas
aqui presentados consideran ante todo un punto de vista intuitive
¥ su geperalizacidn, se Muestra no con exceso de teoria.

Entre los requisitos del lector para la comprensidn de la
tesis se encuentran los conceptos bisicos de la teoria del é4lgebra
'y del cdlculo.

La tesis consta de siete temas, en; el prlmer capitulo .se
trabaja con el concepto da evento-y algunas definiciones Z'da

© 'y a la funcién’ de’
,utilizan paré des‘

necesario - evaluar 1




fGeneratriz de Momentos, la cual proporciona
“‘utilizada'-en la descripcién vy analisis da 1
3 distribucién.

En el sexto capitulo se da . lav:det: én k uncign i
Caracteristica. Conociendo a esta funcidn s T

la Funcién Caracteristica de las Funciones Diséfiﬁﬁéién,

enunciadas en el segundo capitule. ... 2o

Quisiera expresar mi agradecimiento é‘todas ia; persona
me apoyaron con sus valiosos consejos y.,ekpgrlen '
“realizacién de este documento y en espéciai"éifiééﬁ
Bautista quien estuvo a cargo de su direccién.



- “'ESPACIO O PROBABILIDAD-

o Dié con. dia's
cierta; o bien es”
_pﬁedeh.é-nq 6qu:£if bajoiun
llueva o no, tbmaﬁiéi caracte
° experimentos;aléétorio;

. La Teori&:déﬁérpbq ii dad
marco matemdtico 'f










‘representa en donde 'se’ realizara

‘fendmenos aleatorios.,

. . ‘Ahora bien, acdmo estudia
fenémenos aleatorios?.' :

propé ito de analizarlas, ‘se. han 7eng16bado

.Qéﬁinicionesfen las que. se tomé?éa
medida cuantitativa del grado de certéz

’:’relativa de ia ocurrencia de ur
”fyrepetlciones. e
D finicidn Axiomética.«"

totalmente subjetivas ya que dependen del observado
si en: el desplegado de una revista aparece que el_




. ’fluyiélago
”_‘p_fpbéb e;

sizpara““cualquier




.un":hombre -z
.~ ‘dado . cargado’'como

i ; “":éﬁféf‘
los siguientes:ejemplos: i ..

kiintrddﬁ¢ifﬁos dentro de:esta’considéres




‘Relativa

ni = ndm. de veces que ocurre elrresu p ticiones’

:del experimento.

Este cociente satisface las siqﬁienté .propiedades



1) : 0 s fn(A) = 1 debido a que.0's nA s n
11) : fn(ﬂ) =1
1y fn(A+B) = fn(}\) + fn(B)

I1) CQnsidérese que se " tiene los nacimieniosv‘reaiizaBOS'té “
estado de Chiapas 'en determinados afdos ; como 1o muestra

siguiente tabla, ¢Cudl es la probabilidad de que n;zca una pina?;

"Sea ¢ = (nacimientos en el estado-de Chiapas)
2'= ‘(hombres, mujeres)
A= (mujeres)

Nacimientcs:-

Gﬁafica  v




se puede observar como fn(A)’fluctﬁa alrededor;’de 0.475

1o que ' se podria pensar que -ent me

: repeticiones la frecuencia relatl
a upn. ndnero fijo P(A) es dech

W= Pomero. de. veces qu n.repeticiones

n = numero’ de repeticion s

Prbposic#én_l.z. L

iguientes

recuentist

La’ Qefihiciénf
propiedades: B
1, Para toda'A [ ﬂ
2, Para el even

Probability,

Yenedenko ' B.v.-The




'vDeﬁagtf 1

" como A =B+ C

'y come son mutuamente.excluyentes

" ‘algunas limitacionss

" a). Primero, .¢Cémo determina
na. T IR
sucesidén el Segundo,  si"converge
que repetir el experimento ppfaiesta
b) Depende de la intuicién_ya:QQe-
bajo las mismas condiciones.:.

i3



JDgflhiciéh Axiomdtica.

Dentro ‘de.Qla: Teo : de las ° Mateméticas Modernas es comdnr.

-‘-utilizar como axiomas a

iertas proposiciones que se presupone son-’
’ciertas por 10 que no’ son! :
Por: 10 tanto,

rteoria.

todaé”las demas proposi iones .de la Teor
: axLomas adoptados.

. En 1917, Serqe N Bernstein fue

de. axicmatizar .el’ coﬁcept }
esperar ‘hasta 1933, aﬁo
.‘teoria formalmenta.rPrincipa
de probabilidad ~con’
funciones. De este hecho 1

Se puede afirmar “qu definicié de P babllidad es. una
definicidn matematica, ‘ya que ‘establece quesla‘ probabilidad”puede




,:d'reg:”errmvi“nérr a
condicién Lasiguiente

15



‘entonces

' sin embargo, ‘el -sistema de axiomas es;




‘probabilidade




: BKI'\B.KH




st el evento. Bn,.OCW)
..cque’ son excluyente
aventos - | Biei, C.Blez, ei
consecuentemente 'e\lv"'g‘{'e“;}t ‘Bi in

Axioma de antinuida‘d':P(Bri),-v cUands’:nym

por lo tanto

19



‘probabilidad.

Pa( u m) = z Pe (m)

e " Sola se presenta la demosttacién de iii), debid’“ y
“dos proposiciones anteriores se cumplen claramente.'-

Sea (Al)T‘l < R tal que A1'nA) =B - conlzl_rt_"jy erit;ohgfés il .

20



utilizando:

o 0=(AR, AS, SA, S}, como:
efinen’los eventos T

{1a *pri@er;'~hdnéda sea aguila),
-segﬁqdé?fmbhéda sea ‘dguila)

e






‘Demostracidn:

como P(B)#0

‘fﬁisﬁﬁéngase qu
que 1a suma @
nﬁherp 1 en"e
caras sea'7. Entonce
: indepéndienteé?;'

entonces .







: De este modo,..: _ :
“.’igual ‘al producta. da’ “uno; Jde los ’
‘ ' ':ir,f qué “si-son
raiitoda  isjek -

eventos. Esta-definici
o independientes v-j-f"pti:‘r
“P(RinAndi) =" P (A1) P(A))




~(1sisn).,

condiciones P(At) son conocidas de antema

“.las A1 asignan una probabilidad condicional P(Bl.h)- al evento B.
Un experimento se realiza . de tal. forma: que B ,"ocurr:e, + esto
obligaria a una reexpresién de 1a$ probi ilidades ‘de. las .
condiciones A1 dado que B ocurié; la fémula;de Bayes da una
solucidén cuantitativa a este problema. Es decir,

26



‘algunaiie(

puestas de l‘a cuales solo una‘

.fi‘el ._est ‘iante conoce ‘la .respuesta correct

selecciona,f en caso t.ontrario, selecc1ona a

posibles opciones. : Supéngase que el estudiante ‘sabe 1a respuesta
del"70% de  las preguntas. Una pregunta: interesante de conocerAr
:podria ser que si el estudiante escogi¢- la respuesta correcta
Tlgdenal es  la probabindad de que g
"'Erlespuesf:a?."r S : e e
o ) Q= Az} donde

A1=(conocer la respuesta), Y Az-(no conocer

77P(A1)é7/10_ y_ P_(Az) =3/10



SP(BIA) =1,
a‘ férmula

. f'e"n:érmenasi : ?a'l'egraﬁ‘olri;_c_z_‘s fosl
~ . asigna.la -"probabilidad"-
" ..sigulente capitulo.:

28



fvdl' _espacio  de
como ‘un  marco
Sin

(éguila agulla)) Sea 1359-'
entonces X puede. tomar los’-

ﬂ—((sol,sol), 1
variable: X que re

tuvalores =2, o%
;JLa variable <



'c.unipyrla que

307



por lo tanto X e e aieatoria

el cual’ permite asignar probabilidades ios valoresique - toma’

variable aleatoria en forma acumulada.

<31



- FUNCION' DE DISTRIBUCION.

Se'define




el problema que se presenta‘ e

R funcién E‘(x) = P(X=x}); primerc se analiza

variables aleatorias discretas. 7’

D&Einisiénada.

valores XI,XZ,XJ, N

-~ acumulada discreta 'si’"

entonces F‘ (x :

-




tdl y co; o e

- Proposicién;2;

‘discreta

cumple con




"’ Demostracién:

Ly g (x)—P(X—x):o, ‘xeR.. Como kx;x) s J“.n..evé;\t‘o,

: ;ijt
. 11’_1)7 n = y(w x(x).x,,) - u(x=xn) v

’resulta que 1 =" pP(fA) =" p[g(
" axioma de probabilidad:: i

es no negativa, es d

Yy para cﬁ;lq@iéi‘*en,

35, 00



sidad deprobabilidad’ o

distrlbuye e
su gtéfica'

es la siguiente'



,,‘iiJ Supdngase que se tiene un: experlmento aleatorio cuyorresultado o
“asta clasificado en dos” categorias éxito-o: fracaso, ,

:fraleatoria ¥ toma’ los. valores'-de;1 6.0 con prcbabilida
: respectivamente entonces ] :

: ¢ohf§érémétr

o

37



Ejemplo'
Supénqase que,se

x() =P (x~p)°
f (0) = P (:-p) = 5/6.

P(ﬁracaso)

éién'dé“h ensayos independientes dé_Bétnbgili, se
r jél,;ﬁﬁﬁero,rtotal de .éxitos, estos pueden- ser

.ééiresbondiente. El evento “de n ensayos resultan k-
n=k. fracasos”. puede ocurrir del mismo numero de: maneras ..

'pdéibilidadj
ensayos son .

ﬁ : posibiiidades, y por ‘definicidn‘cada’”
probabilidad " (1-p)™™* ya" los v

que :

;éEjemplo',W- -
) Supdéngase que de un lote de 10 focos .f' 
toma un foco al azar, se anota su estatus y s
muestra, se realizan 20 repeticiones. 1ndepend1en es
probabilidad de obtener 5 focos defectuosos?.

Considérese que un foco defectuosc representa un éxitg

38



‘" p=P[no. défactuoso]

sea X la
.defectuosos,

bpr‘lbjtanto

p(X) -

x!:

) Para poder aplicar esta aproximacién hay que tener cuidado ‘en
T que el valor de la p sea verdaderamente pequeﬂo en comparacidn con

39



la’ probabilidad. de’ ques
probabilidad’. de - que . un: 1o
o defectuoso. " “es

rco, -1a. probabilidad de dar blanco es’
babilidad 'de “acertar con dos o .mis. flechas

40’



‘En  este. ca'so A=np=(5000)(0 ODl)=5
probabilidad deseada, : @
: cero y una vez, es. decir

" ge ‘sabe i que

: parémetros r y p Jse denota como, x-E-V(r,p

.41



EjemplO"‘
R Supéngase qu
flores imperi 1

e densidad

‘;vzi) Ahbra se define un-cas
'binomial ‘negativa.” CQnsidéres
—iindependientes de* Bernoulli

" % variable aleatoria’ que represe taiel
obtener un éxito; entonces x'tiene

42



En el presente trabajo se asume que X, Variable algatéri
continua, tiene un determinado comportamiento segin c&nvénéa‘bf
la ilustracion del modelo. Sin embargo, se puede ‘utilizarla’
estadistica descriptiva para observar el comportamiento:*déli
fendmeno y asi aplicar el modele que mejor lo describa. T

i) Sean a y b dos constantes, con a<b, se dice‘qué'x,varléb;eﬁ
aleatoria’ continua - tiene funcitén de densidad uniforme en el .
intervalo (a,b) 'si ‘la funcién de densidad esta dada por: S

Se déﬁoﬁé'coﬁa_

4

43




: Ejemplo.. 1 . D :
- ;ﬁfsupdngase que se tiene una circunferencia me
‘ 'y que por: razones de simetria’ la probabilidad d
‘”se detenga ‘en _un intervalo es igual a la longitud
;gcua;4gs la probabxlidad de que ‘la’ manecil

1;-de 1/27H Sea X el nimero en el que se detien
a=0 y b 1, entonces

‘sufgrafica’es como.sigue:

aplicaciones funcién:

introducirla considérqse‘lo,sigu;




sea x=rc¢os(8) ".y=rsen(8)ientonc

.. .Sea:X 'variable aleatoria’'con  funcidn' de  densidad  normal
es,tand“ar,yse‘ Y:='p+oX donde "ai'ov:ént'o:n'ces re‘gpl_l;a"

45



a es'tk:a"’fii‘n'ciélh se
‘parametros v

ta funcisn de. ais
términos de .l

Tl g2 40
.. ‘el reciproco tambié

46

normal: con =+

‘ento‘ﬁce";k Fx(x) es -

to. al’cero; ...



! Dependiendo da los valores de
'curvas como se aprecia en las -3

'Ejemplo:

cada alumno sea una varial
pardmetros (u,o ) El lecid
alumnos  cuyas califxcaciones éxcééén-
probabilidad de- obtener una MB?. A



Unalr de ‘las. aplicaciones de-la’ funcién
_se ‘analiza en. el Capit :




funcisn

-49



“a) " En el caso de

d

50
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" entonces

F52e






" 'VECTORES ALEATORIOS

“'Una : variable aleatoria se” habia
pregunta acerca del fendmeno aleatorlo, si
‘que. se tengan dos © mas ‘preguntas acerca del mlsmo fénomeno por lc
Considérese queg

que se obtiene un vector de varlables aleatorias
se quiere realizar un estudio sobre 1agfert11 dad d

V;a -mujer
mexicana, para ello se necesita seleccio”ar a

mujeres que pesen menos de 50 Kg., tenqaﬁ menos de 30 anos, y un
ingreso neto mensual menor de $2, 000 ooo.»En ‘ste caso el vector

aleatorio . (X,Y,Z)- representaria’:







moneda

e
Ik
e 1‘11)

Mixtos.-;_.' S:L x es variable alea

ii) debido a: que se ~ consideran

156



' “FUNCION. DE. DISTRIBUCION ACUMULADA.

en particular: - -




444) paray fijo s




_variable aleatoria, por lo que tiene una funclén da
asoclada,’ La funcidén de distribucién de: cada" e
como la funcién de distribucién marginal‘
'formaliza con la siquiente daf:.nic:.én,

 pefinicien 3.3.
Sea F . (x,¥) 1a’ funcién

variables aleatorias ent'
por e

759';‘.



V_éonl llamadas
. respectivaxﬂér{té
" La funcién de distribucisn
“la funcién’de distribicien:de
ignorada.:




e, obtiene sumandd sobre x é sumando sobre y O
: decir L ' e

61



'p‘ark:a' 0<x<l,




. FUNCION DENSIDAD CONDICIONAL
En la practica es.

“'probabilidad de X a' condfcién
ccurra o viceversa. De acuerdo.c




‘sustituyando resulta’qu

64



entonces=1

_con ‘el numero. de habiti
que no existe

hecho de tenet pna

nimero- -de







problema es independiente y distribuido de. manera
pardmetro A. Encontrar la probabilidad de que el
tome al menos el doble del tiempo que el segund
resolver el problema,

Sea x=tiempo que toma al primer estud an
problema,
©Y=tiempo que toma al segundo

- -problema;:




TON NORMAL BIVARIADA:

* Debido. aA la iinport’ancia de la’ fundiéh'd
'continuacién se define a la funcién de densid
es decir para (X,Y) variables aleatorias
funcidén de densidad marginal y su funcién:d

Lilli&!&n .3_,_2&
Sea. (X,Y) . dos variables
conjunta, entonces “la’ funcisn’ de’de

define como: = -
5

idadnormali“hivariada \‘.se’Ir”

£, (%, ¥)=— -
xv 2Mloxoy V1

68



imer : n;;gmbra"es ‘positive
-1<p<l’ implica .’ que’ O
entonces se.cumple que,fx;(x,'yqu

yidsdy=1.




definicidn de D

70






sodd) si P20 se ve claramente que X'y Y.no sontindependientes

VEéTORES ALEATORIOS DE DIMENSION N,

: Como se menciond anteriormente puede, ocurf[r q
“""estudio de 1os fendmenos aleatorios se tengan 2.6 més preg nt:as:
acerca del fendmeno, por lo gue en caso de tener.n’ prequntas :
trabaja con vectores aleatorios de dimensidn n.

Algunas demostraciones presentadas  para . 7
bidimensionales, son andlogas para vectores de dimension 'n,'A por 1‘9 TR
que se consideran como vdlidas y no se realizarin nuevame‘n@:e.r E

Definicidn 3.10.
si X1,X2,X3, ... ,%n son variables aleatorias defmidas en el

~mismo espacio de probabilidad (R,A,P) entonces ‘-'al vector.
'(Xl,XZ,...,Xn) se le llama vector aleatorio de dlmensién n o




discretas;
‘continua

. 'P(b: b2, i
x-F(bl bz,.

+( 1)"F(a1, a;,...,an)zo
‘en el”caso. bidimensicnal se demostré-que

P(at<Xsh1, az<Ysz)-P(b|,bz)-F(b| az)-ﬁ(an
equivalentemente 1a propiedad 1?)'e

P{ai<Xisbs, azgxas!_:z,'. o an<j(n;1;n;_

LT3



va riable




B ku&gxoy* DEV ‘bsnsipm ;coun'rcmnu.

- : De la misma forma que:para el
surgir ‘la necesidad de’ hall
variables aleatorias a- condicid
aleatorias.‘: o :

. se: determin po



,Ejemplo.

. Sea ; el numero dq ace s

" INDEPENDENCIA,

"El ‘concepto de Indépendendié.guard .
vectares aleatorios.:15g; dice que' :

puedan formar de estas variables aleatorias y que ho\'

elementos comunes son independientes, es deeir, 55' variableSj

aleatorias Xi,...,Xa son independientes cuando, ,yi solamentéf’f

cuando, cada magnitud X1 es independiente de las demas magnitu esjﬂuw

X1, .. X141,X1,...Xn  tomadas por separado, -dos dos, tres af 
tres,etc. De acuerdo a la definicidén de independencia resulta lo;
siguiente: :

76



sea’ (X1,Xz, 5. i Xn)iiun A

k Xh, dimensidn: n;:
dice que ‘es independientes :

o patadie

Supdngase’ . Xﬁ_,.
-‘independientes’de . ‘é‘il

de p‘éndién't:és,"

77



. _Caso. Discreto.

Ejempio:

Supdngase que_se—;fféjafﬁn'd:

el numero 2, el numero 3,
el ‘nimero-47.




ESTA TESIS Wy pepp
BE L4 giBuuiggs

que es}'cqqqéidafﬁcomo ‘l'a‘ Funcion de Distribucidn Multinomial. La
Funcién’de Distribucién Acumulada estd dada por:




- TRANSFORMACION DE VARIABLES ALEATORIAS

Para -introducir el concepto de  Transformacidén' de variablesh
aleatorias, considérense los sigulentes ejemplos. Supéngase que la

'probabilidad de que una particula radicactiva se desintegre
durante un tiempe x, x>0, estd dado por P(sz)=1-e'u’, donde « es ,f
una constante; un investigador observa el tiempo de desintegracién:_V
de un gran numero de particulas y anota el logaritmo del tiempo,:
mds que el tiempo en si; por lo tanto si se desea conocer'si:élu“
experimento confirma la teoria, se tiene gue evaluar PklogxéjiL
tomando como base lo concerniente a la distribucidén de la Vériaﬁlel
aleatoria X. Pero ¢Cemo se determinaria la funcidn de distribucisén’
de 1la variable aleatoria ¥?. 0O bien supéngase,ﬂqug'
encontrar la funcién de distribucién del cociente dgxdd
aleatorias independientes Xi, X2 cada una'con'disttibhcldn.‘

divididas por su respectivos grados de -
Xt nz2

Y=

—%s it Lcomo se determinaria 1a distribucién de:¥?

En los ejemplos anteriores, se tiene a“un,
que es transformada por alguna funcidn g(i)‘ i
nueva variable aleatoria Y; en el primer ejemplo
variable X que es transformada por la funcién
define a Y=logX, en el segundo ejemplo se tiene

estd transformando a X1 y Xz para definir:
de obtener la funcién de distribucién e
funciones de distribucién que se conocean-
g(.). La pregunta que surge es iQue condicio
para ¢que g(X)=Y sea variable aleatoria?.~s :
g(.) es una funcién continua. :

8l






‘y.la: funcion:de’densidad

g3l



84



ﬁ tjfadb de



la‘:variable.

‘entonces’ .

(0] =i E,(2) =

86’



o : Ahér’a"’_' bien’ sl se 'analiéan, H
*,,:,'prbpos,i‘cidhe}s,' 1,72, 4 se observa, que ‘si
" estos pueden expresarse como la sﬁmaldé_dife:éﬁci’as delos
. que ‘toma 1a funcién de distfibd:ci_'gS;\
" proposicién 1 puede expresarse: como

R y)= Ftg”

=" laproposicién 2, como

.'"'alear"tbrri'a;":()'(, entonce 8 : TR




en donde (y),, i 1 2
diferentes: de 1a ecuacidn
ambas si ‘es que selrequl

Demosttacié







supsngase ‘que g, (y)*g, (y) ;par:
extremo’ mds  pequefio:de a
‘claro que (g} (1) 20

como. X;N‘V(O;#}a) entonces

90



) raxnséoiﬁkcrqu»ps VARIABLES E

CEl concepto de transfom
generaliza a- vectores— aleatorios

debido . a que nos. ayuda 5
distribucidn conjunta de vectores
6. del cociente de_"'varlab;es
identicamente distribuidas. :
transformacién g(.) es’ una !
X=(X1,X2,X3), entonces -

caso- .se 1ntroducen ki

Yori=gmel, o+ » ,Yn=gn, con:. lo cual

91



- 8e éﬁpo_né que la‘--transformacién’ g(X) e
¥ que c\@lalquier'limagen "de -Y ‘puede. ailg
.numerable - dé' inversas. Por lo tantoc se
transformaciones inversas es decir,
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En el* si
funcisn de - d

Teorema




" transfernacién  une
variable se tiene que

,94‘ .



ST NG

Primero
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“ casos ‘particuiares

sus,'t‘irtl'xy‘ endq-
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Distribucion:-T. ‘




puede ser,rutilizado para encontrar la funcioén de distnbucmn de‘
variables aleatorias definidas en- término de otras- en las que SE'
: conoce como seé distribuyen. !




CARACTERISTICAS NUMERICAS DE VARIABLES, Y VECTORES ALEATORIOS
f'Ea los capitulos anteriores sé h; viéég

: distribucién determinan 1la probabilidad co
'aleatorias toman diferentes  valores;

' ocasiones solo se quiere conocer ciertas *a

varianza, Coeficiente de Correlacién,
Momentos. :

En este capitulo se analizan las

L. Variables Aleatorjas.

Para introducir el éqhbépt
considérese el siguiente ejemplo:
equiprobable, tirarlo cuesta;
nimero que cae en el dado.fjcu
el dado?. Cada lado tiene1§féﬁéb 1

1*1/6+2ﬁ1/6+3*i/6t@*1/A 541/ 64

- este numero indica que la
conoce come la esperanza ma méti a
"formaliza este concepto,

Dgiinigién 5.1,

F.Sea (n AP). un: espacio de probabilida
definida sobre - ese  mismo espaclo entbnces
Esperanza'Hatemétlca de ‘X al' nimero E(X) (tamhlén denotada como
llx) r o
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._exiéte;

supuesto aquellos va lores

_peso. | La esperanza matematica es

‘108 57



: Ahora_se enunci
demostraciones

entonces sustituyendo

109



e’la esperanza‘ma em
r : istica suficiente de. 1:
f’que unicamente Adetermina
: dispersén los valores pos1b1es de dxcha
k31a varianza que completa la inﬁormacién
el. sentido de indicar ‘cual es:‘la
observados alrededor de ella. por ejempl
“en: la’ bolsa,  seria conveniente’ _no,

persona conservadora nvert ra e




aleatoria eh bueétlﬁn
la desviacién
varianza.

"variable aleatori que’




entonces’

a1



- ﬁfbpoéigj.éﬁ 5

- Demostracién

L - ’En alguna ocasiones se desea encontrar ,1a
ks funcidn de X, es .decir la E(Xx®), o bien‘la E
determinaria’ Considérese el siguiente:
‘distribuye normalmente con parametros (0, 1)1"'

'una forma de - calcularlo seria

como’ g(x_ =X

En’ el capitulo anterior se obtuvo . que s:.‘
variable aleatoria Y=g(X)=x* se distr).buye e m
con un grado'de ‘libertad’ entonces '

Vi‘niteg'r'arhrdc':} por partés.

113 0



f"esperéﬁzahiaé
“primercque”enc
- teorema establece:

converge . -




E(g(x)) = |

" continuand ntonces . la

nterior, gueda > iIC L

espéféﬂi;'dé'giX)



Vint'ééji:'ahdi:‘ por partes’.

resultado
‘matematica;




‘Ahora' bien,»
,esperanza
E[g(x)]=£[(x-ux)]=var(x)

uouauros;

".Se ha: definid

ok

numérlcas

Vpueden,‘,setﬁir'y de. . caracteristicas -
'Prlncipalmeﬁte son'utiiizédos;kel primer momento’ no— entral
sequndo  momento central, puesto que el pr1mero determi a
esperanza de la variable aletoria en cuestion -y el seg ndo
varianza de la misma. :
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Vpo£‘l¢_;an§o la]esberanialpiﬁéméhiqé'e#

‘y+la varianza: e

sl ta0Yqueda




ensidad’ est

entonces .-

(4) sea X una ‘)
definida per=la funcié




entonces

considérese X variable a
media 0y varianza 1.

la integral

para:t<1/2.:.°



a ffhﬁ@idhc"

aseveraciones pues existen
,suqesién de © momentos ne
"disﬁfibuéién. El problema de si una funcién de dlstrl
determinada 6 no por su. sucesién de. momentos
VProblema de Momentos 2 que no sera dtscutido en: este trabajo

%Mood. - ‘Introduction to the Theory of Statistics ., Pag. 81.










. Qgggni;ién 5.8.° (Var

La varianza,de’




-‘;utilizadas ;
§ :capitqlos. e

Nnonanms. e

El momento

- .f'asignando ’a ‘g




" entonces!




Demostracidn:

' y por'el_hecho de’ que'x y Y son 1ndependientes 10 cual’ mellca que
‘ Cov(X 'r)'o. o - S
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i it
variables: aleatorias




Esta ‘métriz




i
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_Proposiciéns




‘ ;en el ‘caso; ,de Var

- VVarx
:i,,mismo procedimient

'solo si la variable toma



> Como’ se
- medida’’de;1a’x

“Los’ momentos d
" importante ‘dentro
" tener-una’funcid

siempre .
et



"135 -



“rentonces
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La funcién de distribucién conjunta de Xi,..
determinar por medioc de . La funcién - generatriz
n-dimensicnal. (Ver Problema de’Momentos).’ . :

137



" FUNCION CARAC

En est:e capitulo y
- para deteminar la’ '_
; definidas en términos :
’ se distribuyen. Para’;

1a !—‘érmula defInversién







observa  que. en:(
constante ‘entonces
es’acotada, esto




'éxﬁf[ié(oy

rDemostrabiénL,’T
. p(Z2)=E[e

itz]?ﬂ[er Xty

-Ejemplo:

_Sean X y ¥ variables aleatorias
normalmente, entonces ¢Cudl es‘fla-
Z2=X+Y¥?2. :

“141



"'y en’ general

por lo tante



L /2)i §g§;x,qpa,¥ari§b1e aleatoria’ col

: xLF(r,i) epﬁohcés‘"




;’eﬁtéhcesféi”t 0

'su distribuclén. para ello se enunc
Férmula de Inversion, i

Una funcién de: distribuciﬁn esta
su funcién caracteristica Y viceversa..

: fﬁiéﬁienﬁéi teorena

K‘~jdé£é:mina la funcién de distribucién.

“'caracteristica.




converge uniformemente ‘con respecto:a:

ntervalo d>‘5>,_0 6
_@<-8'y que para o =5 result e

G145



. supéngase
. resulta:’




;—anal;zﬁndd'se chserva 1 n car
‘variable ‘aleatoria W distribuida = normalmente

““variables aleatorias con el que también se’ determinc la”func

M=l R, Y 03=af+a:. Por el teorema de.unicidad
variable aleatoria se distribuye normalmente.: 5
que este método es wmenos tedioso que la’:

distribucién de la suma de dos variables aleatorxas lndependxentes‘, o
normalmente distribuidas. : :




" FUNCION CARACTERISTICA DE'UN. VECTOR ALEATokxo;

aleatorios

vectoreb n—dimensmnal,._. no. 'se e

"Anélisis ‘Nmerico. Se estudian detalladamentre e

La funcién C
'todo el espacio
propiedades: s

es igual al producto : Vde
componentes, es decir .



es w(tl,...,tni‘.
aleatorio

caracteristicq ya ‘qug
respecto a ti, k2 veces bgnlrespect

resulta

dklo...."‘kn :







se completé el cuadrade’ com
aleatorias N

plty, t2). =

15107



variables’

C1ga









' CONVERGENCIA

En este capitulo se anélizan las'Le.yes de léschah.deé.. 'Nﬁmer"os
y el Teorema del Limite Central. con el primero se expone y: aclara.

"interpretacidn frecuentista de 'la . probahilidad e
segundo se estudian las leyes que caracterizan

" .nimero grande de variables aleatorias.

" LEY DE LOS GRANDES NUMEROS,

Cuando se enuncid la definicion Freduéﬁ i
en el Capitulo I, se establecid que la razé ‘
numero de veces que el evento A ocurre: en:
aproxima a 1la probabilidad p, cuando
garantizar que efectivamente el limite ex:.ste ye
de la historia, ha existido la inquietud de’ dis
para establecer las condiciones bajo lasr cual
aleatorias cumplan con estd interrogante. i

ahora lleva su nombre; afos mas tarde Markov obs !
resultado de Tchebychev presentaba la oportunidad\
generalizado. En el arfo de 1926, Kolmogorov estableéi_é
condiciones necesarias y suficientes para que una suce

variables aleatorias Xn no solo son independxentes,r,r ¢
son  idénticamente distribuidas, entonces 1la. exlstencia de “la




: y (Xn)n_‘ una sucesién de variables aleatorlas definidas
k mismo espacio entonces: ’

‘i) La sucesién de variablesv
Probabilidad a; X si para cada .

uat U
=t N=t. nEN

Otro resultado importante es la Desigualdad‘de"l‘chebyché\i,_'
esta se presenta como un caso particular. del siguiente .teorena,
debido -a que la demostracién original de Tchebychev en 1867
difiere en muy pocos detalles del teorema .
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Seaixfﬁhé“Q&fiable
c>0 se tiqnefqge

" Demostracién

III un:naturista f;ancésfauffon:

,bl"céras;.laf



----'12 000 veces y obtuvo 6,019 caras,k'
o ocurrencia

de caras ‘en:; el

el promedio Swn es muy cercano a p,

de Deja ablerta
repeticiones adicionales ocurra por 10 meno

repeticiones.

(Sx/k}<p=-c con n<ks2n. Tratando de resolver
Ley Débil, surge la Ley Fuerte de los
establece - que para. >0, hay probabilj_dad
solamente un numerc finito de’ eventos" ‘

randes Numeros :






q S
‘grandes: .-
de




':p:opoSicionés, En e;telsgﬁtidor~”
Tchebychev - como: del  de . Markov,::
variables aleéatorias - satisfagan 1
“nuimeros. : e




pér:_i‘o .tango

16270



‘cenverge s






Teorema 7.§. ('B'orel) .
Sea u- el nimero: de veces que el.evento; A~ ocurre en:n intentos

1ndependientes, cada uno d
Em‘onces para nie,. 3

os’cuales ocurre.con’ probabilxdad ‘p D

" Demostracié

“:-entonces:

i puapdo =iyl







- CEL: Tecrema anterior ha' sido el,punto_de partlda‘pard una

Nﬁmeros. Para poder en

: Sea X
E(X )<w,




. Sea E el ovents.
definicién de’esperanz

analiza
~observa,

: ‘véfiaﬁlé:i_
uyas:de'otras Y-




aleatorias ndependiente

: df@ndeé Nume




Nufneros .

e Suma, - considéres
realizan'’ n \(isitas»r




: laﬁ’bfqbéﬁiliaAd “de - que
- encuentra fal’

'f c£:a§€éri$t}ca de’ F(¥)




La demostracidn.se omite;  pero.para mayores detalles:se’
referir a E. Luckacs, “Characteristics:Functions

Ahora se analiza .el T
resultado permite considerar’ a

‘Sea (X«
" si existeltna
para.







L impone condiciones necesarias
de - variables aleatorias mutua
Teorema del Limite Central.

Teorema 7.9. (Lindgbeté-?eil

sea (X k=1, z,'.
mutuamente independi tes

respectivamente.*
para-gue- la;su
Teorema del. Limi

L1747
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a

SR : 5 - 6
(170, 0 Leern




‘dada difiéré‘dé_"

la original ‘en mas de

177"



“A fin de dar una introducclén
compilaron sus conceptos mis genera es
presentarlos en una forma 1ntuitiv Est
‘recoge -la experiencia  docente de ,especialista

documento. constituye una herramienta agi
apoyo didactico en el que se estableqe
sin una rigida teoria. R

. Para lograrlo, se expone inlcfa mé

frcapitulo se comentaron s con/
funcién ‘dedistribucidn; se presenté tambi
estas ideas a' varias variable

. Tomando en cons‘deracidn el h
se presenta la necesidad de encont

distribucién, en’ el cuarto cap.t
‘ transformacién de variables a

come son Su esperanza,

varian;

‘corrélacién, ;asi “en -el . quinte

'caracteristicas' numéricas tanto
aleatorios. I T

178



’fdefinidas .en
.distribucién

',_un evento tiene probabilldad positlva sin importar que tan pequena
J.sea esta, y sl 1la probabilidad de ocurrencia es la misma“ en’'cad
intento y sl el numero de intentos es: muy grande, entoncesl_i‘
) probabilldad de que ocurra al menos una vez, puede ser:tan cercano
a uno como: se desee. Con el segundo se estudian las leyes_Que
caracterizan ‘a la ‘suma de un -numerc grande’ de variables
aleatorias. Una cualidad importante del Teorema del Limite Centra
es el hecho de que establece la forma para gque. {Xx} K=ty
sucesidén de variables aleatorias  se puedan aproximar
. funcién de distribucién normal sin’ importar cual ‘sea.

esfuerio seakde utiii




en otro caso.




. Binonial (n.p).

‘a) Funeidén de densidad, .

‘Poisson

Cay Eunéiéhgde;dgnsidéd:

‘'¢) 'Flncisn Caracteristica










©) Funcidn caract

HESHE
..8) Funcién de densidad..

PO SNET

'xyd) XSQ, S

“en otro”caso




fz 1;:?!,5,.(94, 1)omyn30 oo

‘en otro caso




L _asgm; B>0°
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