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Es indiscutible que los si::;tcums 11um/·rirn" N1 Z, Q, R y C, rnnstituycn la parte 1..·cntral 

del conocimiento mntctnático. Son d punto dC' partida de unn. <le sus rumas ni<Í.s nutiguas 

- la nritmética---; también sou llaSP del dkulo y del an!1lisis; su..,tcnto y npoyo de las 

geometrías; fuente de modelos y ge11<·rw.lon·s de tt~cuicas de la m;i.s illt a calidad, para 

utiliz<rr en probabilic\arl, cálculo r1Hnbinatorio y teoría de los rnírucro:'. 

Dt•sdt• lns primeros curso<> d1• <ilr,,•lHa :-.11¡u'rior. d estudiante apu·ntlt• ;l ronstt·uir ca'la 

uno de ellos l\ partir <le lo:i autt"J.inn•s. [ ... fiicil Pntc·ndfT la razím por la ¡¡lle. ('11 rnatenuiticas1 
no se comit'llZa "tk!'idc t•l mc·ro prilll:ipio". y;i. q1w td ('(1c;a mi t'Xi-.,t1· y. por lo trullo. t~s 

pr;Í.ctic11 común e:-cor,1·r un punto dt' i'Mlida arbitrn1-in {a1rnql!·· t'11 1!,1.·ncral c.elen:iouado 

muy cui<la1lo:,al11t·11!1·,\ ¡i;1ri1 prr1~eµ;11i!· •!•"·<l·· ~1lií <t la 1·1111'-ttwTí,'m l(iti,1c:1 ti•· la,.., dí.'>tinta,.., 

tl'uría;, fj\ll' ~e c~tml:<1ll l'll ella. 

En el n1:.o dP lu'i si-.,tcrna" 11um1:rin1'<. la t1'·rnit'h t1'i1wl ni11,,i-,t1· 1·11 ~uprnt•T CC>lHirida 

al~una teoría de i:onjuntns y lo:; llllllll'l'O:, IH1l111:1h•" y p1t>cl'rl1'r. pnr Itwdio (11' ampliacioHP:--. 

a1lecuac.l<L<;, a la:o coastr11rcior11's ¡\p Z.Q,ll y e l1·11,,i ca_~(l di· t''ol•' t1alHljo, :oupondrernos 

rn11oci1la L1 trolÍ¡1 i11t11itin1 d~· Jo ... n111jn11tn" ('O!lH1 t•..,t;; prn·t:!lliH.l:1 •·11 d Ha\;no:;). 

Cuando .se hac'~ <lb¡, se cou:::i<l1:ra 1111 ro11j1mto N cuyn,.; t·l1•rnt·ato,; :'•'llaman ''núuwms 

nat111i!!e:'". E111'·l, llll t'kUJ1•1:to iuirial "¡·,-ro", y una fllnnt'l!1 ··.~1¡i·, .. ,,,¡" .~:N * ~1 . q11c :-1~ 

toman 1·omo noi:iorn:s y relari('lll primiti\';¡;, ·~ · ·~n tantn q111• 110 ~,. <ldiw:n Fi1wlnw11te 

!it' postulh que "1~n N v;1len los axio11H1:' d~· P1>aw1". 

Es difícil i111a!!,iuar 1111principio1wí:-. natnnd para la arit1m''.tira, t l ;í.lgdira y l'i amílisi~. 
Sitt embargo, a 1'1 luz de las paradojas tk la tenría <l1• conj11uto:', cpw aka11za11 a l:t rnayon'a 

de los si::.tcma.'> aximui'ltico::. i11t11itivn,.,, y nm t·l i1nimo (h- ('Xpk1r•lr llHÍ..'i profn11dmne11k 

los fllndnnwntos filoo.:¡}firo-; rl" la matern;itil'i\, ~I' !111 intt·ntadu •:<1m1·11z:Lr dt" ottn ma11era, 

principitt1Hlo por r:itabkc1•r HU ~i~t...:1ua J,ít,ico furm¡¡\ Jr) ~11fkie11l1>1t11·11te ri1·1, para construir 

en él la tcorírt. axiomátíea (intuiti\'aJ tk lo." C(Jujunto.¡1 a pa1tir Ji· h n¡:iJ, rlr una m:uwrn 

"fñdl y clcgnr1tP" se elabora la teoría h;i ..... ica de los mitncrn.'> natmale;;. c11 ln c¡11t· los u.xir1m<l.5 

d{' Pt~auo rC'snltan tcorcrna~ de la teoría dt• conjnu!o~ que!-'<: d"mllt.':,tr;~n muy cómodomC'ntc. 

S11rgl' ;11¡t1Í d probh•twt d1• d«terminar ,..,¡ a.rnh••s pre::.<'lJlnciow· . .., - la axi1m1;ítk<\ {<fo Pc<lllO) 

y la qnr ~1· rh·rivn dl' ¡,., ktiría de conjnntn'i - · ~un '''l1iiva\;·ntc::. en d S1'11ti1lo lk prodncir 

t'Stnu:turns comparn.hk:-;. :\ P~te rrs¡wdo, e¡; u11 11·~11ltadn ro11or:do PI que ít..'iq.;urn qne 

''excepto por isomnrlis11100.. 1•xiste llll tiuil'.'o ~í,.tcma 11111w~rico 1¡1w s;1ti.-.fol·1· l(J .... axiornh.i dt· 

Pcano" (q1w por t.•sta raz/111 H'1-llltm1 catq~úriro'.i), y r¡tw, pnr lo t1111to. b difPn'llrih entre 



Es frecuente cnn:,idernr í'ntrc estas rclacíones, operaciones 1.~n A, funcionC's y relaciones 

<le orden, principalmente. 

Por ejemplo, d conjunto ( N, O,') de los númt·ros nnturnle;;, e_<; un ~is tema en el que 

hN" es el conj1111to dt.• "números naturnl('s", "()"es uu t>h~mcnlo (distinguido) de N y'·"' 

('S 11nn función dí' N en N (la funcitin ~uresor). 

Cuando los objt•tos dd si~teni:t Sl• conocen solamí'nfr a iran··~; <le sus rcladoncs, el 

!>istc1nn se llnnrn r.b.1trncto y en t·.itt• cnsn :;úlo iutt'rcsa :>\l eo>tn1rtura, mi1~ntras quP la 

Haturaleza de ltJs objeto:-:; 1¡rn· la coJJ.-.tit11y1·n. ni o¡t:hla 1·-.¡wci[;r;,da, ni('.-; Il'lt·v:uitc. 

Cnda Yt•Z que st• indique cu;i.ks ~'ºª looi ubje..:10:;, :i~~ (Jhtww· t111 moddo dd ~is terna (n 1111a 

1epresd1tnciOu). E,; dc1:ir. un modd.i d.._· un :;ieitcH:a, cou-'.a de :mo L' ;.·;!río:; conj11ntoei de.: 

1ihj!'lo:oi hil'n ddinidn•;, •. n! re lo·; qH<' •·xi:;tcn rcl;:fioll• ), qn1 1·c1i111·id( 11 cu¡¡ las c'.~pt·cifirada.s 

1·111·! :-l~t1•rna <th;,tracto. PPr ''HP!\•':,to 1¡111· !u:. ulij1·to.~ ti1·1w11 p1<Jpl1 d;•d('·, adicionrdP:-i, qu~· 

no <.'stahan rontcmplnd;L.:; y qt11' no ti1·uen inkr¡1r1·!aciou ~,l¡~Ul1'l 1·11 d ~·J~tt:ma original. 

En ,.¡ cap11.uio 2 t-r' (hlJL \·anm t'jt'lllp)n<; (<l1· hcrho 1111a iufiuidad d·· Pilo~.) tle rnuddns 

para Jo-; !'i:-itt•11rn;, l'!lll'í!h ele h lt·otÚL de• lo .. 11Ú11ll.'l•)'. 

Do., 11·pn•.;,•ntariotu·., dd 1ni:-Hl•l :•i:;tema ab:.trac!o .~(' ll<unau i.1r111wr/1L~ ::_..i M~ puede 

cstablen:r una. f1111ci()n biyn·ti\·a cntic lo .. ohjdo:; dt• cnda rq1r•"·"11t<1ci1;11, •p.H' :-ca ;'lii!~ll 

co1npnrtnda" r-nn rc:-¡wctu a bs rdndCl!W:-. 

?o.tris prt'Ci'l/\IJll'llfr: 

DEFINICION 2. 

Sean T (A,fl 1 , •••• flt) y ll (fl,R1, ... ,Rk) dos rcpre~Pntaciones de algún 

si~tenrn ab:;tr;icto s. ll es i~olllorÍU a T ~i y ~~lo sí 3 r¡: A - n híyt·rtiva tal f!UI' parn 

rnda rdncic'.m (n-arla) ll,. !>f.' rnmple q11t' {fI 1 , ... ,an) ~ R1 1='" ( r¡( u1 l .... ,1¡( a 11 ) i E R. 1 • 

Pnra t•I ca.'.o ¡rnrtin1l<tr c!L' !o.-> ~i:-.tenws i·nkn>->, ( N, 0,1
) 1':1 i~o1110rf11 ;1 ( .\1, 110, t) -:=;-

31¡: N........., ,\/ Liycctirn. tal ([\lC 1¡(0J ~ 11\) y 1,i(ll') ~ f(1¡(u)), \lr1 í: N. 

(Aquí si~ U">a la convt•1iri1'i11 c\1.· tJ,._,i~n;u· ("(1]1 ,1
1 a l:i i!lla~.c11 iJ,. <1 l!aj(• 1~, f11111'i(~I\ ;,un• . ..,or 

"' ", es d1·1·ír. r1
1 1·s Jlill' d .. finil'i611. ,,¡ ~·un··,l•I' de 11 ). 

dlli tl.Z:iP1ll1U 1,u }hht11!;uic1~) r•>lll<' •l!'ft:!J,·ir•l:"" l1UJ'1í(·ita,, d,· J.,,, .,\'.!t'trh y d•• ia .. '- rdai:i~>Il!S 

dt'l :-bt1.'l11a (,.n d "l'n!ido di· <¡11•' 1·1dt>f;q¡ h•d:1:. b propi1·dt;d, ·· q1w 'f! .-.nporJf'll a rst1J'> 

ohjcto!> y a e5ta.-: n•lacin111•:·) Obvi;u11t'l\tt' p:1ra c;1da li·orj;, ;,;,:iomútica '1' lh a!~;uno d1• los 



CAPITULO 1 



conjunto::; inductivo:->, yrt qm• (~.~la cokr:rióu podría s1'r drrn'1.."iado gra11de ~· 110 ~i'r un 

conjunto, tournH~mos uno dP i·lln~ y t·l cunjuutn dt· todos sus subconjunto~ indui:::tit•w. 

Sean tntt•s A uu eonjnuto ind11rtiv1i e I = /IJ C .:l ! lJ e:; inductivo}; ~;ca ahora 

Nrt = n11E1ll. Haccmo~ notar: 

1 <>. I 'f. ll ya que A (: l, 

2<>. N.,i <>B i1uluctivo1 y 

3<>. NA en VIJ e A qlll' q·a i11d11rii\'(1, 

y dcmo:.traJ('mos qu.~ NA e:; el conjunto que deó.cúbamm rou~trnir, para ln c1rnl 1 hrt.<;tar<Í 

probar que si D es iwhu:tit·o (·ntonrc~; NA C D. Eu t.'Íf'rto, ;;i C D n A <'ntonres C 

t'S \III :-.t1bnmj11nto in1l11ctivu 1!1~ A y ¡>oi In tanto nintiPtl!' n r\.·. :> C(lJ!lO <ltkm;Í.s e e D 

n·sulta qw· NA e D 1. 

En vi~; ta d..J tr..;11\t¡ido anterior lt• ::upnmirno:; i·l .-11bin<li··~· <t N .\ y dirc·1110~; ~-irnpl1·11wnll' 

que 1·s <'i cn11j11n!o de lo:i '.\"úowro'- ~<1t111 ali-:> ::, ,¡,. <H'!lndn .1 lit!• ~1 l\) JH\lj•!'hito IHíl·i<1L 

probaic1110 . ., ;_¡iw •'ll ,·,¡ In::. <1\.irnn<1" .¡,. í1•·;11,o ,..oll \·ai!tin~, p.i!i1 lct ,·11;tl !ia~,ta d1·rinír al 1l 

como O t' it!t-111ifirar la fimcit.lU "'111·1'.,11r dl· P1·;1¡¡0 (:•·l;icir}u prÍr;;Jti\';1¡ <ornn L fom·i,íu dd 

inismo IlOlllbrt' qnc IH'UHh ddini¡!c1 pitia ('1:nju:¡lci:.. C'tin ;-;.t;\ ,·ull'•1·1p·j,,¡¡ lc:·lllt;, 1·\·idcut,· 

que •·o(':-; un núuwro uatur;d'' y qllt' ·'d !-IJCt'"ºr df' todu núrn.-10 n;1tur:d e~ uu núrncru 

natural" que .<::tHJ lo·; prinwro., dc>·i axitiuias dl' P1.,u10. y <jli•: t'H ll1l">l1a t(·nri:~ 110 t· ..... rn:i" 

que la 11•alinuacío11 d1· qtH· ~ l'::. indtwtivo. 

D(• J¡¡ d1·fi11iri('Jll dt• ··:-un'>Of dt· x'' r•"·•ill<1 oln·io qtlt' "O ll•J ,.,.. ·lJC•' '11 d1• ni1l!~1'u1 :uí1rn.'10 

natural" (n.xinnrn :l) {Y dt· ni1uyi11 otr(1 ~,,,11j11nto. y<1 qui· t1;l\n .',11n -(•r ti1·n1· 1m dt·Jli('Jltul. 

Tarnhi,:111~s olr:io <¡lit' si "do:-. n1Ínlf'rll." nnt11rnlP'- licrn•n d rni>f!IO ~llcc:-i¡r, ~on i¡.::.n<lll':-.. 

(a_-xioma 4), sq~ún :;e hiZfl vt•r "11 la n11t;1 dt• la p;;~~]¡¡;\ nr1t1·rior. lµ,ualnw11te t'S clatlJ tJIH' si 

uu ~11bconj1111to d1• 1H1turales S tie11c al O y c¡¡da vr·.~ que tÍt'ne a un 11ú111t·ro tÍf·iw al <¡Ut: lt' 

sigue (Se:• inducti\'o), nmticnc al conjunto de los :\'iinwrns :\aturalf.·., (p<Jf la 11.inimali<lad 

d<~ ~.stc•) y por lo tanto S = N. Este 1'iltimu rc,<inltado «'" d iJ" po~tulado de P..rrnn y 

ron ,~~;In krmina la prinli'ííl. parte Ji.: uue:,trt1 t<m.:<i, ya q1w 1·.:1 bi('u ~al1ido q1w ;1 ¡,;u tir 

de los postuladn:- dl' Peano pueden d1'rnu . .,trar::-t· lil-" propi··dad•·s 11:.ualcs de los :.l'úmcro& 

Natura!t:s. Ltl manera trndirionrtl cl1· l1ac1·r ,:,;t,, •'" utili;·;u d ;j
1 JH1,t11lac.l1i 1·n .-.u n·rsi6n 

"Priuwr Pri11ci¡1io dt• JrnluC<"itíu" q1w :-e 1cfü·n· ah:. prupierh<:c.<:- de !u·· .'.'\úrncr11s :'-:att11a!1.'s, 

y dice que "Si P e:. U!lil propi('dad q1H· oub 1ní11wro natund p11f'dt· o n0 tl'flt.'r y la tif'ne 

d O y nd«•rn{1.:; c;1díl. \'l.:'/ 1p1c la tell~•~ nu 11úmc:.u t1 ticllt' d qw: 11: ~iµ;w·, 1·aluz1c1:.'> h ticrwn 

torlos lo nÚHwn•': 11at11ralP:.". 
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Los Tcorcmns de Recursi6n 

TEOREMA l. (de Recursión) 

VX conjunto1 con un demento distinp;uido .r0 y V/: X - X, 3! q: N _. X tnl que 

r¡{O) = xo y Vk EN i¡(k') = f(ry(k)). 

Nótese que lo que se L'5tá diciendo es que r1: N -+ X es hi única fnnción que hace 

wumutativo el diagrum.I\ 

º' 
N N 

/ l" 1·1 
;_:,.,,,.\ .. L X 

Antes de entrnr n la demostrnci<ín dd ll'oreina (r¡u" de lu·cho l!í} harcmo::;) t·scogi1nos 

trí's ejemplos que muestran la forma <'n q11<' hl aplicación di·l teon:ma prndun· el r1·:-t1ltRclo 

que qucrÍéunos, y un cuarto que nos l!e\·ani a una consi,lcrnci1'•n importante para la teoría. 

Por f.l1JH1<~sto 'lllc X <'S el nmjuntu ch· ":1i~niticado!'" y r¡ 1:s l1l f1111rió11 que "pru1luce" 

r.l signitkn<lo de c:ula sustituri\'.m 1•11 la ex¡m~si()n origiual ~qtH' ¡uwdP idr•11tifkal's1~ rnn la 

mi:mmr;). 

Dado que hn.stl\ ahora no te1wmos tuá::; ÍHlll'ii'm d<' N 1'11 N <ple Ja funcitln :-:.lll°PS~lf, 

(~sta. <'s la. que usarcm1"" pl\ra t1Hf·ilro primer 1>jcmpln. 

Ejemplo 1. 

Sra X = N, f: N -+ N ln fuurión st1cc:-1or (')y no un número natural fijo. En e:>tt~ 

caso 

i) q(O) = t1u, y 

ii) Vk E N i¡(k') = (i¡(k))' 

como puede comprobnrsc rccorricn<lo el <liagrnma. Evide11tcmcntc '1 c.s la ''tabla. de sumar 

de 11 0 " (r¡ = E 110 ) 1 y lns expresiones (i) e (ii) forman su definición recursim. 

Ahora C}ll" yn tenemos las tabla.s de sumar, si nuc~trn pro¡~~ito fuera dcs11rrollnr 

sistemáticamente la aritmética, podrínmos dcmostrnr las propicdaile~ bú.sicas de ln suma en 

N, utiliznndo el Primer Priucipio de lmlur:ción. Ül'SP\lf~!'i defi11iri1tmos la rcla<'ión <le onlcn 

11 



ucnnónica.11 (el orden '1nnturnl11 o "lcxicografico") y demostraríamos o.quellns propiedades 

de éste que estci.n rclnciona<lns C'on la suma. 

Dado que éste no es JlUl'Stro prop<lsito, no proce<lcremn!'i <isí. Referimos al lector 

interesado al L;uulnu, y :mpoudrcmos para lo quP sigue que tales propiedades nos soti 

familiares (como ('S el cnso) y nos permitiremos usarlas en d s('guu<lo ('jemplo que con 

propósitos heurísticos clcsarrollarcmos t'on m<l.s dl'lalle. 

Ejemplo:!. 

Sean X = N y f = ~no. Esu11110::; en po:-.iciún de ignorar qut' rlnsP dP "m:prcsión" t•s 

n la que vamos a darle si.(!;nitkados, por lo tanto tomaremos a x 0 como una provh;iona.l b 
(u rc::;erva de cambiarlo (k•s-p11f

0

'." por d nÚnll'ro que nos n'sli\IP más ro11v1·11icutc). 

Al operar nuestro dia~rnma \'amo:; c11co11trantlo las <'Xpn•sioues ~i¡;uientL·::.: 

1¡{0) = ¡, 
r¡{l) = h+Ho 

1¡(2) :::'. /J+ ~110 

r¡(k) = li + kt1u. 

De lo que podemos observar \¡111~ la 11, dt' alguna nw1wrn. j~,.;torba. es decir 'lllC si 

fuera O, 'I :;cría simplemente l<t ''tahla dr. rnultiplirar de n0 " (r¡ = llriu) que con cst<l 

con\•cn.si1)11 qm·t.la 1lefinida f('Cllr~irauwnte: 

TI,, 0 (0) =O 

'ik EN íl.0 {k') = íl.0 (k) +no. 

Como cu el caso ilntcrior, definidas las tnlJla.<; rle multiplicar sr. proccdcrfa a demostrar 

sus propicdndcs, lo 'IUC también puede hact..Tt.t• por ü1<luccMn, o utiliznmlo bs propiedades 

del orden. 

Usemos nhora las tnblns de multiplicar para nuestro tercer ejemplo y, m1cvamcnte, 

pretendamos ignornr el desenlace de nuestro experimento. 

Ejemplo S. 

Sean X= N y f = Tiri 0 (con nu I= O para evitrtr problemas cxistencinlcs que surgen 

a postcriori) y como antes x0 scr:í 11na e: provisional. Hagnmos funcionar nuestra tmiquinn 

de significados: 

12 



?(0) =e 

?(!) = cno 

r¡(2) = cri 0 n0 (qur. cxtraofkinlmentc denotamos c11~) 

q(3) = cnJno := cnJ 

Sagazmente notamos la com·euiencia de definir e = 1. Con lo que 17 resulta ser la 

función expoucnl"inl pnrn n0 • 

En el cuarto ejemplo tratarcmo!'i <le irl\'ertir d procedimiento, es decir, partimos de 
una TJ conocidn, El saber ln función factorial (!), y trntnrl'mo.s de cucontrnr la f que la 

gencr;iría en el cst¡uemn de f(~C'ursiún. 

Ejemplo,¡. 

St>an X= N, .r0 = 1 (que C!-i el fnctorinl el(' cero} y sabiendo que 11( 1) = 1, ry(2) = 2, 

1¡(3) = G, etcétera, tratcmo!i de d1Ainír n pirla fundón f. 

Dado que O! = 1 y que Il :::e; 1, es l!\'idcnte que f(l) dt•be ser l. E.l prohlf'111n ahorn, 

es qui.! :-.i hacemos correr el 1 en nuestro diagrama, encontramos por un camino ~! y 

por el otro f(l), que es 1 'l. El problrma <u¡uí es que la funci6n que necesitamos RC 

''regresa" ( f(I) = 1 ), por lo <¡uc , ron ella, S{~lo es posible asignar el :'>Ígnificado 1 u In 

expresión que corrc:;pondc al facto1inl de cada ntJmcro natural. Un:~ matwra de salir cfo 

este problema es utilizar <lifcrcntt.•s f 's, una para cada número natural, y aplicar en cnda 

r:a.so In. correspondiente. Esta t'Xigcucia r~quirrc una ampliación al tcort"ma <le n•c1m1ic'in 
que es la C'Ontf•nidri. c•u .... ¡ sig1iientf' 

TEORE.l\:IA 2. (d~ Rccursióu Gf'rwrnlizada) 

VX conjunto con uu dt~mcuto distinguido .r0 y V{/,} iEN funciones de X en X, 
3!r¡:N -•X tal que 

i) ri(O) =ro,)' 

ii) VI.- EN >¡(k') = /1(r¡(k)). 

Este es d h>orcma que sí dcmostr:ucrnos, lmricndola obscivacióu de <¡uc el d1: rccursiún 

simple es el caso particular en d que Vn E N fn =f. Y hacrmos notar que <'n <'I ejemplo 

4, ln. fnmilia de funcionrs que ncc1•.sitmnos es Un(:r) = n.rJ,,eN· 
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DemoJtración. 

Sea 

R = {M C N x X 1 (O,x0 ) E M y V!-, (k,x) E M => (k',J.(x)) E M} 

R -.f 0 ya que N X X E R c\·idcntcmcnte. 

Sea 11 = nMen1'1. 

Debemos demostrar que: 

1°) r¡ tiene dominio N. 

2º) ry satisface ( i) y ( ii). 

3°) 1¡ es función. 

4°) 1¡ es tínica con estas propiedades. 

1 o. SPa s e N el dominio de r¡. 

(O,xo) E,\/ V1H E R implica que (0,.ru) E r¡ por lo tanto O E S. 

Supm1cr k ES, es decir, 3 .r E X tnl que (J.·,x) E 11 por lo que (k,I) E J\/ VA! E R lo que 

implica que (k',f,(x)) E ;\/VME R, por lo tanto (k',f,(x)) Er¡, porlot¡uc k'E S, <le 

donde S:::::: N. 

2º. De In nrgumC'ntnción ruitrrior :;e sigue olwiarncnte que 11 satisface ( i) y ( ii). 

3º. Sea ahora T C N el conjunto de elementos del dominio de 11 c¡uc tierwn unn soln 

imagen. 

(O,x0) E r¡ y supóngllSc que (O,y) E r¡, x 0 =!-y. Entonce.<; 11=11 \ {(O,y)} satisface (i) y 

(ii); cu efecto, (O,xo) Eµ y si (!·,x) E ¡t, ((k,x) E ry), (k',J.(x)) E r¡ y como k' 1' O, 

(k',f1r;(r)) no"-<; el que se ttuitó por lo que (k',fA(x)) E JJ de donde I' es un elPmcnto de 

R y como tal contiene n 11, pero ¡1 st r¡ ~. El nb:surdo surge de suponer que cxil:itc tal y. 

Es decir, O E T. 
Supóngase que k E T 1 o sea, ( k, :r) es In única pareja de '1 que tiene primera coordenada 

k. Entonces (k',f,(x)) E r¡. 

Supóngase que 3 =, = 1' f.(x) tn! que (k', z) E r¡. Sea nhorn A= r¡ \ {(k',z)}. (O, x0 ) E A 

(µorqtu' O 1' k'). Sea (/,y) E.\. Debemos demostrar que (l',/1(Y)) E A. Ahora, si 11' k 
no hay problema yn que cutouccs l' f- J.·' y por lo lt1.Uto (l',ft(y)) no es la que se quitó y 

por tanto esl<'l en ,\. 

Ahorn si l = k, y= x y la pareja que debemos mostrar en A es (k',f,.(.r)) que no hemo:; 

quitndo1 es decir, T sntisfocc O E T y k E T =? k' E T por lo tanto T = N 



4°. Sea O:N-+ X función que satisface (i)y (i1}, y sen U= {n EN [O(n) =11(n)}. 

Por demostrnr que U :;;:;: N. 

Por (i) O E U. Supóngase que k E U. es decir, r¡(k) = O(l·), 

por (ií) ry(k') = J.(r¡(k)) = ft(B(k)) = O(k') t· 

Con In dcmostrtJción dd ft•on·ma df' rcc11rsián ge1u·ralizadn. müs !ns ohserrncicml'S que 

se hicieron a propósito de lns dcmostrncion<'s inducti\'as. y dcs1J\1l>~ d1• definir el orden y de 

dcmo:;trnr sus propif'daclt'::> (lo f'}Uf' tamhih1 se puede hacn por induaiúu, ver Lm1<lau). d<'be 

q1lt.'d11r m:Í!> o llWtJo<> daro que h('mns eaptnradn Ja<; prnpit"cl11dr:<; t'sPncialrs del conjunto de 

los Niinwros N"nt11ral1·s. Y para 1kmnstrar la ratf•¡;nricidad de lo.s axioma!> dl' Pcnuo (en d 

.sentido J,, 110 t1~11N rn<Í.'i q1w un 111nd1._·Jo. t'XC('pfo por isomC1rtismo,: ). proh1u·mos ahora r¡11P 

f•l tt'orcma de recursí<Jn :;imple implica Jo,'i. axio111as de Pcauo. l'll t'l !'.entido que !"C t'XJlíf'!'ll 

en el tt'l1n~m11 !>i¡t;uiPntc. 

TEOREl\IA 3. 

Sea A un conjunto con 1m !'lemento distinguido 11 0 y una funciliu t: A .......,. .·l tal <¡lH' 

'VX conjunto cou un dcmcllto distinguido x0 y V/:.\"-+ X funci<Ín 3! 11: A - X que ha<'<" 

comnutati\'o <>l diagrnmn 

(\., .~ _!.., ,1 
7' 

1·1 . ¡., 
:0x _!_, X 

Entonces cu A los nxiomas de Peano Mlll \'l'í.lidos, id('fltificnndo a O como uo y a la 

función sucesor como t. 

Demo.Jtració11. 

Lo~ uxioum.") <le Peano, rcfrridü:i a A, sou: 

1) a0 E,¡ 

2)VnEA, t(n)EA 

3) Vn E A, t( n) i' no 

·l) Vn,m E ..t, t{n):::; t(m)::} n = m 

5) VSC .4,~i a0 ES y V11E A, rtE S~ t{11)ES,cntnnccs S= A. 

la~ proposicion<'s ( 1) y (2) son inmí'diata.s de la.e; hipótesis y por e.so sólo dcmo!'lrarl'mos 

las otrns tres , p1•ro en otro ordf'u. 



3) a0 ~ t{n) Vn E A (cero no es un sucesor). 

Supongamos que sí, es clccir, 3k E .4 tal que t(J.:} = a0 • C(1nshkrcmos nhorn X= {a,b}, 

Xo ::= a y f(x) ::::: 6 Vx E X. Etllonces, de In conmutativi<lnd de ln primera parte <lcJ 
dingrnmn (el "triíl.ngulo,1

) 1J(a0 ) = o, pero df• la rnnmutntividad de la otra parte <le) 

diagrama (el "cuadro") /(1¡(k)) = b = 1¡(t(k)) = ~(a0 ) =a'¡; El absurdo surge de suponer 

que a 0 es un suct•sor. Por lo tanto a0 f t(u) Vn E .4. 

5) Sc;l S C A. tal que a,crmn E S y Vn E .4..11 E S :::::- t{r1} E S. 

Dcmost rnrt.'lllOS que S = :1. Considf~rt>sc f'[ <liagri1ll1a 

.-l _!_, A 

¿' l· l·1 
~. s _!._, s 

~ l; 1· 
.-\ -'-. .-\ 

En donde r¡: A -+ S es la funchin que hnn.· conmutar el ''cuadro ele nrriba" (y que 

existe, debido n ln hipúlcsis sobrr A); i:S _,A c:; la i11clu:'i1i11 (S~ A} cntuUCC'S nmho~ 

cnadrados conmutan y por lo tnnto también e:) "cnadro c·xtrrinr" 

ú.o ¡\ __!_, .:\ 

. /" !"' i"• 
~ ,.\ -'-. .4 

Pero In función lA: 1\ - • .\ también hncc conmutnr el diagrama y pür lo tanto (por 

In unicidad de la fonción c¡11c tiene csn. propiedad) 1" ;: i o rJ y romo lA c5' biycctivn, i 
resulta 1mprayccti\'a. 

Si i: S--+ 1l. inclnsión, c's ~uprny1:ctíva obvinmrntt~ S = A 

Este rcsult:.tdo tii·nc un ccirolario imporl<llllc: 

COROLARIO l. 

En N 
1 

todo de111ento distinto 1.k l't'rn r:-, ;.,ttrf':-·or dl• nl~ún otro. 

Lo que l'll sírnholos dice: Vn, 11 i O ~ 3 J.· E N tal q11e -~(J.·) ::::: 11, 

ya que S = {O} U s(N) :-atisfacl' las hip<itt~si~ dr la propusidón {5). Es decir que 

s:N -t-N \[O} es suprnyl·ctiva. 
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Demostrnremos ahoru In proposición (•1). 

4) Debemos dcmostrur que t: .·1 - A 1'5 inycclim. 

Sen I\ un conjunto infinito. Por lo tnnto 3 D i;'t R tcJ que B ~ !\ en el sentido de Cnntor 

(definición de conjunto infi1iito). Sea f: /\.--. B la biyección que da la equi\'alcncia, y que 

se puede pensar como f: Ji -• !\ (obviamente no suprayectiva). 

Sea a E 1\ \ B (por lo qul' 11 f{. f(J\) = D), y considérc~c el siguiente diagrama 

conmutativo: 

A ' A 
CL•;< '/ ¡, 1·1 
~;. . ..L 1' 

Entonces r¡: .A -+ !\ es inyectiva, ya que si se define 

S = {ll E .-l f Vm, 1¡(n) = 1¡(m) => n = m), 

a0 ES y n ES:::;. t(11) E S 1 por lo que S = .4 1 de <loralc r¡ es inyectiva. En efecto, 

11(a0) =a y V/.: 1 o f. r¡(t(k)) E D y por tanto como a0 '/:; 11 =? tl ;::: t(k) para nlg1ín 

k E A, r¡(a0 ) f- 1¡(11), <le donde, por contrapuesta, r¡(a0 ) = 77(t1):::} a0 = 11. 

Sea nhorn n E S (es dcdr, Vm, r¡(n) = 1¡(m) ::::!> n = m). Del Jingramn se tiene que 

t¡(t(n)) = f(r¡(n)) y lo mismo p;i.ra m, por lo qur 

1¡(l{n)) = 1¡(1(1'1)) =>/(•¡(u))= f(1¡(m)), pero fes biyccción, por In que 1¡(11) = 1¡(m) de 

donde 11 = rr1 porque n ES, por lo tanto t(n) = t(m)i lo que quier<' decir 'lllC 1(11) E S. 

Queda pues demostrado que fo '1 r•s inyectiva (In composición de funcioucs inyc>cti\'a.'i 

<'S inyí!cti\·a). Pf'ro fo 11 ~ T/ o t y por rso t <·'.'inyectiva (sí una cowposiciáu es inyectirn 

In primrrtt <¡u1~ se nplirn f'S inyccti\·a) f· 

COROLARIO 2. 

De (4) y c.kl corolario 1, .">: N -• N \{O} rs hiyccti\·a. 
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-Sistemas Enteros. 

DEFINJCION 5. 

Un conjunto A con 1111 Pleuwnlo distinguido no y una función o: A -t .-1, biy~cti\'a de 

A t'U A\ {o0 } e~ un .,i.,frma F.nkro, :,¡ (Vll CA, u0 E By V11, 11 E B ::::.- a(n) E B) =;.. 

tB~A). 

( (N, O,s: N ~ N) t~!-. 1111 ~i'.;tl'lllii cntP.ro). 

TEO!lE~IA 4. 

Todos lo:. sisu·ma.'l r•utt!f05 ··011 i:,11rnnrfos. Es decir,_..-¡ (.-l,u0 ,n} y (B,b0 ,;J) sou 

:;h,tcma..s eutPro·•, ·~Xi5tc f: A-~ B birci:tíva, t;1l qu,. 

!} f[a.,) '" f(bo) 

2) Va f: A, /(<i(a)J ~ Uf(a). 

Dado que \111 E A) (1 = ªn ó tl = (1(11¡) Jl<lfH ;il¡~1'i11 11¡ E J 1 si ~,t• dl'f1ne f: ..1 -· n COllll) 

J(au) ~hu y j(o(a)) ~--:: ¡'if(a), f t ·;t¡i hi1·n dt•finid;1. Sr'ilo falta ¡•wl><ir qw: (~s biyl'ctiva, lo 

que il<lt"í'Jll<J'i ;¡ t"o!1tinuación. 

;i) f es inycrtiva. Eu cft·cto, !:.i 

5 :-.: {u E A ( Vr11 E :1, f{11} =:: f(Tll) ·-;. 11::::111), 

cntonrrs a 0 ES ya que /{a0 ):::: ¿0 y !JiJ ~~ ¡JtJJ), por tnnto a t-- a11 ,,-__¡. fla) /; f(a 0 ) 

S11pÓn[~Cl..5e ahnra <¡Uc ~· E S, y f'.1JtllO Vni. flo(rn!) = .'i(f(r11)) J. J(u.(u)} "'" 1J{f(7iJ) 

p_·:,ult;t c¡oc 

/(er{n)) = _f(o{m))-::::!> ¡.Jf(ri) ::-- ;Jf(n1) y i'oum ,ii c.s inyectiva de :il1i '.-i{~ sigu~ <¡tw f(n) = 
f{m) y por la hip<itesi.s .:fo i11d11cción r1 ::: m 1 por lo r¡uc n(11} =. 0(111), es dt~cir n( 11) E S. 

Por lo tanto S = .rl, µorlo 'Jllf.' f PS inyccth·a. 

b) fes suprny~'.Cti\·n. En rfccto, .si ::: en i>C define como 

E~ {/,ED!JuEAta/qucf(a)=b} (E~J(A)) 

b0 E E duelo que /,o= /("o) y si b E E y por lo lanln b =/(u) f(a(a)) '' íJf(u) = jl(b) E 

E por lo tnuto E = B, por lo <pte f t'S suprayf'r:tim. 

Como J e~ inyt·diva y s11prayr,c.tirn I"í..'SUita ser biyl'<"liva 1• 
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Un corolario del rl'sultn<lo anterior dice que el t<'orcma dt• recursión {o t•qufralentc· 

mente los adornas dt! Pcnrw) clcfim.<u cat('góric.1111t•11tt• .1 N. pero :;icndo esta la parte 

central de la tesis, hnp;umos caso omiso de (_':.tr corolario y procedamos dirr.ctnmcnte a 

probnr In unicidad de los Números Naturales, puntualizando qut• d is(Jmorfismo que "hemos 

cncontrndo" no sólo se comporta hi{'n l'O!l la fondón imccsor, siuo que rcspda la f•structura 

algchrú.ica <le csle si~tcma. 

ExplícitamC"nfr, probmf'mos que sí (A,a 0 ,t) es un si.slcma entero, la "suma" en A 

(a )1 el "producto" ( '7:) y el "orden" (~)que re.<.ultan df'finidos rcc1nsii·;J.me11te en A (nl 

aplicar en .-1 los di<Jg1 amn5 mHilo.t;o-; ll !ns que usamos para d mismo propósito en N, 

ejemplos de !ns p:íp;inas l l-13), y r1: N -•A es 1·! i~1Hllorfi.-;mo del lt'nre111a autrrior, rc:mltn 

qur. Vm,n EN, 

1,(n +N m) = 1;(n) +.-t r1(m) y r¡uí' 

11(11 ·Nm) = r¡(ri.\·.11¡(m) 

en donde, por :>11pllcsto, Jrn; operadorn. cort íudicc N so11 los dt' N y lo~ que ti('Jlt'n íudirc 

A son Jos de A; y nnrn¡uc no],~ han~mos, <1cepia1110.-> .¡ne d1~ ;111uí rPsu!ra q1w 

n :S:N 711 <::=> 1¡(11) :S.t 1¡(m) 

lo que <ld)(_' ser claro. ya que cu arnhos ca.sos la rclarión !'it' dl'fit1t• (o pued1! ,frfinirsc) pur 

BH'dio de In ~urna d1.' cada 1-istcuw, a ~<ihtT 

n $N rn ~ .311 t; N tal que ri + p = rn 

a =::..i b {-=:} 3cE ..t tal que n+,.1 /¡;:;:('. 

Pura n·fer,~ucias posterion•:;, lmc«>mos notar ac¡uí que al 11tilil'.ar el procc<limieulo des· 

crito pnrn N (el u;,o ti<' los diagrama.'>), 1•11 ..t se obtiPnt': 

Va E A, a,t:A -A (la tabla de s11m11r {le" í.'Il A) 

·) "•(uo) =a o+ .. 100 =tt 

··)VA- E .4, a 0 (l(k)) = t(a,,(k)) a+ ,.1 k' = (<1 "f ,1 ~·)' 

y 'tb, rr6 : ..1 -•A (la tabla de multiplicar de h en A.) 

·) r.¡(ao) = ao a "A no= no 

··) Vk E .4, r.¡(l(k)) = r.¡(k) +-< b b-,1k' =(b·,¡k)+Ab 
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CAPITULO 3 



Unicidad de los N1imcros Naturales 

Sen .A un conjunto con uu demento distinguido u0 y una funci/m :>uccsor l, para el que 

valen los axiomas cfo Pcano y, por lo tanto, d tcorcmn de n·cm~iOu simple. Demostraremos 

que .11 es isomorfo n N <' ih1str1u·cmos <'Slc resultnclo ron c1rntro l'jt•mplos qu<' nos pnrccL'll 

nc!ccundos. 

Dcmo.1tración. 

Cousidf:rcsc el siguiente tliagnuna: 

N N 

En donde T/ y O ~on lns funciouPs C'uya cxistcnrii1 t~:it•Í. garantizada por d tcon•ma <lL' 

rccursión, unu vez de N a .·l y ntrn de 11 a N. Ln coiunutati\·i<lnd de c:tlda una de lns 

partes del <lingrnma obliga la conmutatividnd ele los si¡;uirntcs din~r:muis: 

O N ~ N a. A ~ A 
y ¡.,, 7 

[·•'' l 'º' ¡.,,, 
0.N ~ 

::-.._. 
N ª·' .. 1 ' A 

Obscrv;unos que la.e; funciones lN y lA también los hacen conmutar, por lo que, la 

propiedad universal de que habla el teorema de rccursión, rc.;cgura qllc (} o 11 = lN y 

<¡uc 11 o(} :::: lA, y que por lo tanto '1 y (} son biycctivns. Prohnrcmos nhom que además 

son bien í'omportndas con rc5p('cto ll hL-<i operndoncs de N y <le A, t'll d sentido usual (ver 

párrafos anteriores) y que por lo t1u1to son ii,omorfismos. 

TEOREMA 5. 

r¡ es isomorfismo. 
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Demo.9trar.ión. 

Lo que :;;e debe prohnr es qui' Vn, 1n EN 1¡(n +N m) = 1¡(11) +A. 1¡(111) y que 

TJ(n 'N m) = 17(n) 'A 1¡(m). Ec¡11i\'al1•utemente, para cnda rt fijn, si ~n, a,,, n" y :i,, son 
las tabln.s de sumar y multiplicar de n y v en N y A rci;pcctivamcntc, en donde se hn 

definido 11 = 1¡(n), eutnnrcs se cleb1..• probar que Vm EN t¡(En(rn)) = a,,(1¡(m)) y que 

1¡(TI 11 (m)) = :i.,(11(m)), lo que cc¡ui\·;de a demostriu- que 1¡ "conmuta" ron sigma y pj en el 
::wnti<lo siguiente: 

1) 170Er1 =avo1¡ y 

2) 1¡oíln :o::;r.,011. 

Para demostrar (1) consideramos lo:-i diagramas: 

N -· N N N 

o/" 1 "· Ji:. O/ ¡., l·· / 
~ N N 

,,~ 
A ' A 

~1·· l" ~ l·· l·· ~ \¡ 

,1 
_._ 

,1 .. 1 _!..., ..1 

Ln conmutatividad en cada pnrte de cada uno de los 11iagr:11rn1:> <"Onducc, t'n amhos c;¡sos, 

al dinp;ramn 

que t~n el primer en.so conmuta mu 1¡ o ~n y en d sPgundo con a,, o 1¡. La unicidad de tal 
función demuestra que TJ o E,. = ct1, o 'I como debíamos demostrar. 

Si intercambiamos los papeles de N y de A en In dt•n10strnció11 nnterior y r¡ :-;e sustituye 

por 8, se demuestra tnmhién que O o""= !;11 o O (por supue:;to que siendo inversas TJ y 
(}, O( v) = n). Lo qur por otra parte es inmediato ya que la inversa de un isomorfismo es 

isomorfhruo. 

Para la demostración de (2) con:;idt·rnmos nhorn los diagramus: 

N -· N N N 

y Jn. ln. y l·· i" 
~N~ N ~. .. 1 __;_, A 

~ l·· . i" ~ 1·· i '• 
A ..'.'.!.. A ..1 . . A 
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La corunutntividad de 1<1 parte inferior del pri111er diagrnnm l'stii. garn.ntizada P'>r l<t ckmos. 
trncióu 1le (1) y como untes, d rl'sultrulo c_·s rl dia.l!;ramn 

N N 
~' 
' 1 a." A ª• A 

que conmuta tnnto con TJ o íl 11 romo ron :;1, o '1 pnr lo c¡ne. npt:lat1do una ve1, 1rnís u 

la unicindnd de la funcic'in rnn esta p1opicdn.d. resulta quC', romo dd>íanws <l('mostrar, 

1JOI1n=~vD1J I· 

lineemos nqui la observariúu de qui' cu l11" dos pa~os d(' la" dPmn.,trariow'." a11terior1~~ 

en que n:mmos los diagnuna.s, pudo hahcthl' 11-.ad(J únirm1knt1· un() ··rridimcno.;i1nrn\'' (1:11 

cada Ca!:io), St'~Ún se ilustrn en la figma ~i~nit•1it1': 

1 

---~~.¡,_____________:___, f\ 

- -> 

t 

1 (': 

1 
1 

1\-l 

~\ 
V 
¡;, 

<r 

De ncuerdo con nuestro ;munciEHlo pro¡><)~ito, pasmnos a il11~trnr la dt>mostmció11 

anterior con nlgunos rjcmplos, pcrn 11nk~ hact~mo;; las cun!iich·rncio11c·s !iip;uknt1·s: 

Lns definiciones en mnkmií.til·;l-<;, son posterior('~ al ronorimie11to mateuH~tit:o rni!>mo. 

Son fornmlizhcinncs r¡ue ~urgen al tratar de pn·ti~:1r d sigtiifi,·:Hlo 1\1• ln:-. c-oticcpt(1S que 
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definen, y en gcneml, se c~cogen de manern que el '¡juego'' resulte intercsnnlt!, y ele modo 

que se eviten, en lo posible, los "conflictos entre los jugnJorrs", p<'ro procurando ni mismo 

tiempo, conservar la mayor \'ersatilidnd y riqm•za dt• las teorias. Así por ejemplo, se vió la 

conveniencia de definir 

a ·O~ O 
nu = l 

O!= l, t'tl·étt•r;t. 

Tratando rle pn·dsar uu pnco lu ¡iukrior diH•mns t¡ut• la::. dt'fi11icio1lf'" lmsran n•srntar la 

mayor pnrtc de hts propiPdadt•s ·'bonitas" d•! la teoría de rpw se trafí', ll:imcse coutini1idn<l. 

l'Olilpl!'tt>Z 11 otra, y l'IJ!l\'i('llC t•liminar l'Xprt'~iout•i romo ~ • X: - ~--.:' o. ::X:' oº. En gcnrral, 

hay íl.CHC'nJ1) !->ülitt: Ja l'llll\'t'llif•Jll·ia di' la~ parít':- fJUt' c!eheu f'!irninar:.,r )' :-.niJfl! Ja fonua 

d•: definir lot...'> q1w ~111cda11. E:.tf' 110 f'~ d n1sn i·on el el('l!ll'Ulu inicial de los ?'-:1ÍJJH·1os 

Naturnks. ¡,Dt·lJc n 11ri induirfi1' ,,¡ O eu N '.' Los defensort·~ dt' u Ha r otra po.~idiin ofrtec<·n 

i\rglllllf'ritos f'll runl1P'l ::-n1tid1J':, todn,, \';;Jid.i-, jJPI ln ;¡ui· 1w lia ii:1hido il\'W:rdo ¡¡J n•:-pl'J'Lll. 

Al c!'itudia11t1~ de ('~fo" tenw.., ~e I<' suele d('rir tpic t's uua c1u·.,tk>n 1111-ram1•nte dt• forrna 

y que uo es tra .. .,n•1u!en!c, porq1w ba~ta con cambiar O por 1 1·n la:- parte.~ e11 que !"i(' 

requiera para tenn propo:;icionc:. eu uno 11 otro ~i~tl"llla, y ¡¡¡:,11nto arre.i:;lado! Al t·xa111i11ar 

más de n.'1Tll i:l problt'ma, :;e p11ed1~ nno percnt11r el(• ljHC, l'frl't iva11n·11t1" una tra .. <;laciün 

:.;irnpl<"' proporcioua uua hiyi•rr.i/m ( /(11) = n' ), cntn· amhus conj11111ns. Sin ewLar¡ .. ;u, si 

df•notamos corno N a los Xaturalt•s con O r N• a los que Plllpiezan en l, desruhrimos que 

sus op1·r11ciones no son equi\•alent1•s. En efecto, la sunHl de N tic1w n~utru, propi<'dad r¡ue 

no <·0111part1• la de N". Con ánimo dt· aplicar "l f('::.11ltado qui• Ji,,JJH1-. obtenido-· toda.5 fas 

copias de los Natura/e.o:: S(JtJ isomorfo:-; ·-- trndn•mos que pn'<'i~ar curil <'S c.se i~omorfismo, 

que por supuesto qurrcmos deri\urlo dt• la biyección antl'rior. H.cc:urnunus pur~ u mwstros 

dingrnma.s y así ohteurmos nuestro primer 1•jemplo. 

Ejemplo 5. 

Consideremos A= N" y t:N• - N• c.on f(k) = P, lwdendn la nrotnción de que en 

N•, cada. elcin<'nto es un suc('sor. 

Sea 11: N - N" la función (de In que sabernos que es única, Liyt'ctÍva y bien comportnda 

con las operaciones +N, 'N y las corrc.sponclemos con +N· y ·N•, lo que die<! que r¡ es 

isomorfismo) que hnrc conmutativo d diu!_!,ranm 



¿Qué cara tienen +N· y ·N• (a las que drnotnrl'mos como ffi y !2i re5pcctivamcntc)'! 

Obsérvese que de 

17(n + m) = r¡(n) (f) 17(m) 5L' obtiene entonces 

(n + m)' = n' 1r1 m' por lo qnc n' ·-.:• m' = (n + m) + 1 y de r¡(nm) = r¡(n) 0 r¡{m), 

(n · m)' = n' 0 m', u sea que n' (·) m' = (11111) + 1 de lo C}lll' resulta una aritmética muy 

especial pnru N• que diet', por (•jcmplo 1 que: 

3 1Ji ·1 = 2' t!·1 3' = (2 + 3)' = G 

¡3 ·'· .¡ = G! 

y ¡darn~ 

5 (:_:; (3 (i-14)(= .J (:J G = 21), rc.:;u\ta ~n 5 (!> (3 1! 1 -1) = (5 0 3) dJ {5 ~14). 

En ef(•cto, 

:::i 1:'.) 3 = 4:1 c-:;1 21 = ( 4. 2)' .:.= n 
5 ('J ·l = .¡' 0 3' = (4. 3)' = 13 

9 Ul 13 = 81 tB 121 == (8 + 12)' ::..: 21 ¡oh! 

TEOREMA 6. 

''1 '' tiene las propicrladr~ del "O", es decir: 

·) V~·' E N•, k' !] 1 = k1 ( 1 rs neutro aditivo de N• ). 

En efecto, 

k'©l = k'©O' =(k+O)' =k'. 

··) Vk' EN", k1~:>1=1 (el 1 anula cualquier factor en N' ). 

En efecto, 

k' 01 = k' 0 O' = (k ·O)' = l. 

Obtcngallllli n pie ln."i tablas de ~nnrnr y de multiplicar <le N• y comproLcrnos que t'U 

cfcrlo ~011 l1LS anti.::riorl'~ {lo que: ya ~nbctuos l'.'11 vista del teorema que <'stam05 cj1~mpliti~ 

Cntlllo}. 
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Sen. n' E N~ d número cuyas ttdtlns d('scnmos <:onstruir, }' C'OUsi<leremos los dingramas 

c~rrcspondicntes: 

a) tabln de sumar de n'. 

Se tiene parn ~ 11 •• 

·) E,.•(!)= n' 

.. ) E,,•(k") = l~n•(k'J)' n' til J/':::::: (n' 0 k')' 

Se puede tl('mostrHr nhora por iudut"ción Vm E N, n' •ti m 1 = ( n + 111 )'. 

Bu.se. Si m ::: O, ~r aplica ( ·} y ya, 

Paso indncctÍ\'U. Sttpunt~r 11ue n' ~11 k1 =:: (n + /.:)' y nmsid(·fl'.''!' Tl
1 

,_;, k" {¡\le de ;1cucrdo con 

( ··) rcsul!n: 

'i' © k" = (n1 ffl k')1
::::: {(n + ,1 • .-)l)j.::: (n + k')' t· 

b)lnbla de multipli<:nr de n' (por supuesto qui! nqui supondremos que ya sabemos sumar). 

Dd diugmma se \•e que: 

•) Iln•(l) = l 

.. ) \lk' EN", Iln•(k") = "n•(ll,.•(k')) o se" 

n• 01..1';::: (n' 0 k1
) €3 n'. 

TEOREMA 7. 

VmEN, n'0rn'=(nm)' 

En efecto, la bn.sc de In htducdón (sohrc m) es la propiedad ( ·) n' 0 01 
.:::::: n' 0 1 = 

l = (n ·O)'. 

Paso inductivo: suponer que n' 0 k' := (uk)' y considrrar n' 0 k" que según ( .. ),es 

n' 0 k" = (n' 0 k')íl>n' = (nk)' ©n' = (nk + :i)' = (nk')' 

que es lo que qucrírunos <lemoslmr t· 



Ejemplo 6. 

Sean a y r dos números naturales nrbitrarios y con~idcre.mos la snrcsibn aritmMica 

. .\:;; {o,a+r,a+2r, ... J. 

Si identificamos el elemento inicinl a(= a+ Or) como "O" e interpretamos t: A-+ A 

dcfinidll t(a + nr) =el+ u'r como la "función sucesor", resulta cvidt•nte que en A se 

cumplen todos los nxiornas de Pcann y, por lo tanto, resulta ser un modelo para los Números 

Natura.les. 

Ln función f; N -+ .·1 definida f ( n) :::: a +111· es In hiyccción que rcsult a de considerar d 

diagrama "canónico'' rntr<_' t•stos do<; conjunto;;, y 1¡uisit~rarnos probar que e. d isomorlisruo 

cuyu existi~nria "stá garnntizadn por el teorema anterior. 

Para 6sto, darlo qnr J(n + m) ~a+ (n + rn)r y /(wn) = n + (m11)r 1 por ddinirión 

<le f, debe succdf~r que ln suma ( f-!•) y rl producto ( .::.:, ) rn la s11ccsi6n t•stén cldinidos por: 

a+11r 1~1n+mr=a+(r1+111)r y 

a ¡.ar·:, a+ 111r =a+ (11111)r 

y que estns dcfinicionC'S scnn las que corrPspon<lcn n la a y a la rr gcnnadns por el 
l('orcma de rccursión nplirndo al coujunto A. Veremos <¡ue en efecto es a.sí considerando 

los siguientes diagramas 

o., A --'-.. r\ 
'?'A 

-'-. A 
7 

l· 1 . l" . l· l' 
°''">.4 ' .4 0>..4 ~ r! 

en donde n es Wl número nnturnl nrbitrruio 1 u In tnbfa de sumar en A del elemento a +rir 

(imagen de n bajo f) y rr es su corrcspoudicnlc tnbln <le multiplicar. 

Del primer dingrnmn se obtiene: u(a) =a+ nr 

Vk EN, u(t(a + kr))(= u(a + k'r)) = t(u(a + kr)) 

probaremos nhorn por inducción que Vm E N, u(a + mr)(= (a+ nr) 9 (a+ mr}) = 
a+ (n + m)r, que es lo que se necesita parn justificar n f como bien comportndn con 

respecto a In sumn. 

Base: si m =0 u(a+Or)=u(a)=a+nr 

Paso in<lucti\'o: supongamos nhorn que el teorema se cumple para k, es <lccir1 

a(a + kr) =a+ (n + J.:)r y consideremos 

u(a+k'r) = t(o(a +kr)) = t(a +(n +k)r) =a +(n + k)'r =a +(n + k')r 

que es laque querfo.mos demostrar. 
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Consideni.ndo ahora t•I St'gundo diagrama notamos que ;;(a)::= a 

'lk EN, rr(t(a + kr))(= rr(a + k'r)) = <r(rr(a + h)) 

y <lcmostrarcmo'> qut' Vm E N, ;r(n + mr)(= {a+ tir) [!_1 (a + 1111·)) = a+ (nm)r, por 

inducción ~obre m: 

Base: si rn =Ü :r(a) =a =a+Dr=a+(r1·0)r 

Paso inductivo: suponer que :r(a + kr) =a+ (11k)r y considl'rcmos 

rr(a + k'r) = rr(t(a + kr-JJ = a(rr(a + kr)) = u(a + (11k)r) =a+ (nk + n)r =a+ (11<·')1· 

resultado que completa la demostración de que fes el isomorfismo deseado f· 

Ejemplo 7. 

Sea ahora B = {a,t11" 1 m·!, ... } en donde a y r son números nnturnles y r :/:O; para 

considerar n B como modelo delos Naturales hasta, como antes, ddiuird f'lemento inicial 

y la funcitín sncrsor y n•r que los axiomas de P1~<uw :-e c11111plen. En t.frcto, :-;i a(= ar0) 

se identifica con "O" y t: B - B está definida rnmo t(ar 11
) == ur 11

', ('S un problema trivial 

probar la validN ele los nxiom<ts de Peana. Como antt·s, la función f: N -+ .TJ ddinidn 

J(n) = ª"" es hiyf'cti\'a y bien comportada con las operaciones, como demostraremos a 

continunción, saltándonos la biyccción que es obvia. 

Como antes, notamos que f(n + m)-::::: ar 11 +m y J(nm) == ar'1 m por definición de f 
y por lo tanto las operaciones Cn B están obligadas a ser: 

ar" 1J.¡ ar"' = ar 11 +m y 

ar 11 0 arm :::::: ar"m 

Rccurtien<lo nuevnmcnle n Jos diagramas tomando a n un número natural arbitrario: 

Q B 
Y' . l · 

o;i.. B 

...!... B ~B 
. 1 • 
'(¡:-.E 

i· 

Reiteramos que u y ;r son ln.s tnbln.s de sumar y multiplicar respectivrunentc del 

elemento ar". 

Del primer diugramn notnmos que 

u(a) =ar" y 

'lk EN u(t(ar'))(= u(ar")) = t(u(ar1 )) 

y probaremos por inducción que Vm EN u(ar'") = arn+m, o sea, que en B ar"©arm = 
arn+m como era su obligación. 
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Base: si m =O cntonrc~ a(orº) = a{a) = ur 11
;::: m· 11 +n 

TESIS 
OE LA 

!!O OtBE 
BIBLIOTECA 

Pn.o:;;o inductivo: suponer que el tcorf'ma f'S \'<Ílirlo para k. t'~ d('i:ir, a(url.) = dr 11 +l y 

consideremos 

a(arL') = (1(f{ur")) = 1(a(arl)) = t{tir 11 +"'} = orlnH-l' = ar 11 +'-', 

Ahora con d otro dirigramn SC' obtiene q11t> 

rr(a) =a y 

Vk EN rr(l(ar'))(= rr(ar''JJ = a{rr(ur'))(= ar";!) rr(ar')). 

TEOREMA 8, 

Dcmo.~traáón. 

Ba .. .::;c: ~i m =O cntollcf's rr(nr 0) = rr(n) = 11 = m·º =ar"º 

Paso indnetiw1: ::,uponcr que rr(nrl) ;.-:; ar'11· y considcrnr 

n(urk') = Tr(t{m· 1 )} ::::=o{ n{ar" J) = a(ar"l:) = ar'1 W nr'1J; = a1·"+"1 = ar"k+" = ar 11 k' t· 

Ejemplo 8. 

Pnrn Cllda mí.mero nntural n se puede definir el conjunto n + N = {m EN 1 m ~ n}¡ 
tmn vez más hacemos notar que c.o;tos conjuntos !ion isomorfos n los Nnturnics 1 con la 

idcntificnción natural que, como en los casos antcriorcs 1 induce un hiomorfismo previa 

dd1nición adt>c.mula de lm; operndone~. E:<plícitnnwntc, 
n ,_,O 

t.-.' 

Puede verse entonces que, en rcnlidad, este ejemplo rs otro cnso pilrticulnr <lel ejemplo 

{6) (el ejemplo (5) es uno dr t~tos} con a= 11, r = 1. 

Termincmo~ haciendo notnr <iuc pn.ra la demostración de que dos sistema!" enteros 

(A,ao,t) y (B,bu,.~} son isomorfos (con un h:;omorfismo 17:A-+ D tal que 1¡(ao) = bo y 

Va E A r¡(t(a}) = .:;{17(0}} )1 bnsta considerar nuestro conocido diagrama, 

y su conmutativiclml (compó.rcse con la. demo¡¡trndón ":.~pie" <le la piigina. 18). 



CONCLUSION 



El Arbol de los Números Sobrcnnturnles 

y ln Sombra de lo.s Axiomas dt! Pcano 

Para lo que sigue, dt~bcmos distinguir cuidado!';allll'ntc ln difrrc·ncia cutre lu:; tcon•m:l.5 

lógicos (o formales) y los tcnrcmns mctnmatcmátirwi. En el primer caso se trilla d1• fórnmla.s 

cuyn demostración tient! unn cstructnr;i hiPn t•stahkci<l<1. Ex¡1licitamentc una deducción 

formnl de unn fónrmln F a partir df' ln.s hipc)t1'.;is JI. es unn rolecrió11 finita y ordenada de 

fórmulas, C'adn nnn de las cualc:; es un hXioma, ttn<\ hipcjtesi,., o la cotHWt~nf'ncia inmediata 

de fórmulas que \p preceden en la lista. La \iltima dl'bc ser F t. 

Un teorema metarnat1·n1út.ii-o e~ \ll!a propo5'icifm qtw sp formula. 1.•n t'l mctnkng;uajc y 

que se r•!fi.et'f• a lo~ nbjt>los rle la tt•orín. En l':ilt' 'ª-"º sn "clemnst1·ació11" 1·s nn:1 demostración 

iutuitivi~ ele la \·erari,la1l d1• la prnpo .... iri<)n d1• q1u· :-e tr<ltP, en 1111 nwddo d1~ i11frrprctnción 

<lílcl(). 

S1·~tín Ilcni· Thom, una llrmo~trnr·itin (mt•latwttí•moí.tic;i) t~~ "corno un camino f1UI' 

pnrticmlo de una nit1iadú11 no·ptada (y por lo tanto "rumpP'JHlid:i" pnr tmhrn) conduce, a 

tr:i.v{·~ d1• pnso!i sucPsi\'o.<. !insta un <·~tallo pskolóv;i<n en d <1tw la aiirmadtln dd tcor1'11m 

n•sulta obvia'', y eu este cnnlt'xto, ··d riir.or dc b r!Pmo-.trad1.íu dependí..' del hecho 1lc 

que t"lldn pa.so ~('<\ ¡wrfcctm1wnt<' cforu, f'impk11w11tc tomarnlo <'H cn1•11ta las extensiom•s 

de ~;ignifkndo 11tu: s~ han ido efPctnando en pa;.;os previo~"'.. l•J.;1 t.,;pl'r<ut<.n de 1lar n b 

nmte1mítiC"a unn hast> formal tot11luw11t1.' ri.e;1nt•'.'íl qut'd1í irr1•niisiblt·11i<·nte en dc~trnida ¡ior 

lo!! tcorcm1t.i.; de Giidd, !>in cmharg1J, rnuli" par1·n· ~ufrir mucho por dlo. ,JC'hi<lo, quizá, 

a. la cunYiccic'in dr que Pn última in~umcia. I'\ ¡icn:-.amicnlo matc11Hí.tiro nun1:a ha siclo 

totalmente formal, ui cien pt11' cie11tn riguroqn". 

Como ya se apnutU t'll el próln¡;o tlt• P:.;ta ft•:;is, hemos ~upnr.sto llllf! tc11t'mos N, d 

conjunto de los número~ naturnks, con su demento inicinl "cero", !'U funci<ln "st1ccsor" 

que C8 biyt•ctim 1h· N en N \{O} r ('!\el flllC rnlc 1·l "principio <lr induC"cióu" y por lo tanto 

el tcorcm<1 de rccursián. 

• Cuando urnt fórmuln F tiene 1111a Jnlucci;,i11 n parlir ~k drrtM l1íp•ilC',<.L., JI, c1111na ll'oría i\X10n11hica 

T, utiliznrt•moo;. h1 notnr1{111 

T,ll 1- F 

que se Ice; •(en T, l\ partir 111' J/ ~e l"ll~•le d,•1110-.trar F". 
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Asimismo, hemos considero.do que tenemos n nuestrn disposicián un sistema lógico que 

es lo suficientemente poderoso parn desnrrollnr con él la ruitmética usual de los fü\turnlcs 

y que lo hemos incorporado n nuestra tcorín. 

Dnrcmos nhorn una definición recursiva de Teorema Fornutl de N (T.F.N.) npun· 

tan do primero que diremos que unn fórmula F es consecuencia inmediata de f F 11 ... , F0 } 

(fórmulns), si en nuestro sistema lógico existe una regla válida de inferencia cuyas premisas 

estén contenidas en { F 1, ••• , F11 } r cuya conclusión sen F. 

DEFINICION 6. 

1) Todo ,'\xiomn de N f's un T.F.N. 

2) Si F¡,, .. , F11 ~on T. F. N, y F es mm con~eruencin. it1mt'diat a de { F1, . . , , F 11 ), f'llto11ccs 

Fes tm T.F.N .. 
3) Los lÍuiC'o;; tC'or<'mn..c; formales de N. snn lo;; q11c se getwran con lns rq~la;; (1) y (2). 

El conjunto de todos Jos T.F.N., es lt) <p1L· llamarcmm;: 

La L-Somhra d<' /os Axiomas de Peano c·u N 

y remarcamos que, por snput'...;lo, tal sombrn de¡>t'ndc del sist<.·111a hl¡;it-o L 1•111pl1·a<lo y por 

lo tnnto de sus l"l'J!;las válidtls <le info1rnda. 

El traba.jo que t•o11clny<Í l'll 1•} capítulo anterior, ronsi::;tió en df'mostrar que (N,O,') 

c>s isomorfo a cualquier otro sistt-mn rulero, con d isomorfismo ~encrado por el tcnrL•m;1 

de rccursión q1u·, romo to<lo isotnorfl~mo respetable. f's hicu comportndo ron respecto a 

In sumn, al producto y nl ordc11 que tnmbi1~n se dcrivl'u dd teorema dt> rccursión y, por 

lo tanto, <lndo que no estamos 11lternndo In lógica que utilizarnos, In L-sombra que los 

nxiomM de Peana proyectan en cualquier sistema entero, coincide totalm(;ntc con la L· 
sombra de los números natura.les. Sin embargo, el primer teorema de GOdcl (todo sistema 

axionuí.tico pMa. N que sea consistente es incompleto) gnnmtizn que, dado que hemos 

supuesto consistencia. en nuestra teoría de números, existen proposiciones aritméticas que 

son indecidibles1 es decir: existe en N 1 nl menos una propo.c;ición P t<t.l que ni ella ni su 

negación son formnlmcntc dcmostrnblcs en In tcorín de Jos númcrol. 

Si al sistema o.xiomó.tico de N (al que U amaremos r} se le adiciorm la proposición P 1 

seguirá siendo consistente. - En cfccto1clc no serlo, a partir <le r y (fo P se podría derivar 

un absurdo, lo que permitiría, usnndo C'l mctntcorcma de reducción 1ll nhsurdo, concluir 

que en N, r ~ ....,p lo que no es el caso. 

Por la misma rnzón, d sistema {f, -.p} (f 1n1iciunnJu con -.P) <·s ig11aln1Pnte consis

tente. Se ohtiencu n.si dos sistcmn.s axiomáticos COH!'istcntcs, { r, p) y { r, ..... p) cada uno 
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de los cunlcs, por serlo, tienen. un modelo (teoremns de GOdel-Hinkcl), digamos Np y 

Np•, cadn. uno de los cuales proyecta idéntica L-somhrn, pero que ya no son "totalmente 

isomorfos" ya que en el primero "vale rl tcorcmn P'1 mientras que en el segundo el que se 

cumple es el -.P. Referente al sistcmn ( r, P ), el teorema de GOdcl nscgurn. ln existencia 

de otra proposición indccidiblc Q con la que, con una <"onsi<lcrnción amilogn, formamos 

los sistemns axionu.iticos - consistentes - ( r, P, Q) y ( r, P, -.Q) pnm los que existen, 

necesariamente, modelos N l'Q, N NJ' . Y de In misma forma, empezando con ( r 1 -.p) y 
la proposición indecidiblc R, obtendremos N p• 11 y N /" /!'. Y se ínsimm a.sí la génesis del 

árbol de los nluneros sobrenaturales, cuyos prinwros "nh·l'k;;" se ih1strru1 en l!\ signicutc 

figura 

Resumiendo: 

En el primer paso (primera nplicnció11 ele los teoremas dt~ Gü<lcl-llinkcl) hf'mos gc1wrado 

un nivel con dos conjuntos h;()morfos n N hasta donde "llC"ga P1~ano'1 (idéntica L-sombrn) 

pero esencialmente clifcrc11tcs con rt·spcc:to a In proposición i11dccirlihl1', I' (yn N ). 

Si suporn!mos que dctipttCs de k ¡m.'ios tenemos un ni\'el con 2k conjuntos "sohrcn!t· 

lurnlcs'\ nplica.ndo u cndn uno de dios los teoremas de GiJ1l1!}-Binkel (Iucompl1·tC':t. del 
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sistema nxiomá.tico y Existencia (le un modelo dada la consistencia de este sistema) obten

dremos 21+ 1 conjuntos, lo que prueba (por inducción) que deben existir al menos N0 

conjuntos de uítml'ros sobrcnnturalrs que se "ªn generando por ''bipnrticitln Güdcl-Hinke

liann.'1 y que siendo isomorfos a N hasta donde concierne a "Peana", son ddinitivamcntc 

no isomorfos entre sí ya que en.da uno de ellos difiere de cualquier otro en lo que respectn 

n alguna de las proposiciones indrcidibles que se usaron para gr:ncrnrlos. 

Nótese ndemá..c; 1 que el rirbol mismo así C'Onstruido y ya tcrminndo, t·s un sistema entero 

(y por lo tanto isomorfo n N) 1:nn demento inicial N, y función sucesor, la que gcnerll 

cada nivel a p;1rtir del :interior. 

Esta .situnriiín dr• nrnhi~üj~t!ad - t•xistencia de mndl•los brí-;iC"a111t•11t1> isomo1fos pero 

que n partir tll' cierto monH·nto atl<¡uit>ren carnctcrbticas pl'r~ona\es difcrrnt1·:; ··-, uo l'S 

<'xd11si\'~ clr la aritm1'.tira <h~ \ns mimcros n;ü11wks. Entre f'mjunto:-i, fonirnlizados por 

itlgnna teoría {intuitiva) i..urgc la cn11j1·t11ra dt- Cantor como 1111 Íil(kcidibk. Se ¡11H·de 

pcns.ar t•ntnncl'S en la teoría intnitiva dt· In<> co11j1rntn-; 1-¡111toriaua t.ro11 In hipÓh'l:iis dd 
c:ontí11110) y la ll•orfo iutuiti,·a dt> lo:-. ..:.mjuutu:-, un cautCJrin11a. - Lo mismo con d axioma 

<le ;,clcrciúu. por ejemplo-·-. 

Q11ini la sitnncicin 111<ls conocida .se: tia t:ll In. t;Pometrít\. Si pc11sai11n~ en los postulados 

de Ellrlich·s - debidnnwntt• com¡iktados "a 111. lli\lwrt". por ··j1.:111plo -·- l011n c:xcepciún 

del <le las parnlf'lns, oht1~1t<lremos la llatrnnla "geo1rn•tría absoluta·• (o ne11trnl), 1_'11 In que 

t>l postulado qul' l"e í'xcluye es in!lt·í'itlib}1'. Supolll'rlo o <1rcpt<1r su 11P¡.i;n.ci1)n cou<lun~ 

a dos gcometrfos - la cudidimrn y In nn·l'lldidiann -- unichu; por una base común 

(la geometría absoluta), 11\ mismo liPmpo St'parada.'i por d famoso "qniuto postulado", 

pero nclcm<Í.s indisolublemente encadenadas por el tMrcma {giidcliano) que u.segura que 

tmn. es consistente si y sólo si ln otrn lo cs. Remarcamos aquí, que cstn. situación es 

análogn a la que se tiene cuando se argumcntf\ que ( r, p) y ( r, -,p) tienen "consistencias" 

estrcclmm~nte rclncionnd;i.s, nunq11c en este caso la razt)n no sen la existencia de moddos 

sino ln indccibilidad de las proposic:iom.'S - y la consistencia de r 1 por supuesto --. 

Vnle In pena considerar que n despecho de lo temprano que se presenta en geometría 

In. necesidad dt.' decidir la mina por la que se desea subir, la existencia de la no-c11clidinna 

se ignoró por mucho tiempo, y sus resultados se n·drn..znron como 11 rontra.rios n la rn.ztln y 

al buen sentido". Sl• n<"cc~itó el ,;cnio de Gm1ss, Dulyai y Lobachevsky ¡mra reivindicar el 
rccunocimi1~11to dt: :.u n:.istf'ncin. y hnr1•r aprl'ci:1r n todos la bcfü•z;t y profm1didnd 1\c sn~ 

fruto:-1. 

En In. teoría de los 11únwrns, lo" it11lcci1lih\cs :,e l'Hcuentran. c¡uiz;i, di~nm:;imlo ".i.lto~", h 

pesar <le que ~xisle una infiuidwl de ellu:;, y aunque tal vez alg;11na de l<L-; ro11jl't.11ras chL<1icas 



resulte serlo1 por lo pronto no parece ser <lemasindo relevante el tener que adoptarlas o 

recbo.znrln.s oficinlmente. 

En un artículo de divulgación publicado en la revista Science, se menciona la nparición 

de indccidibles cuyo mérito es que no pnrccen ser de las cosas que 11cocinnn11 los lógicos, que 

podrían resultar nrtificinlcs, sino que se generan a partir de problemas de combinatoria, es 

decir, de los que los matemáticos nccptnn como problemas reales ele In. matemática. (La 

indccidiLilidnd aquí, se genera porque In funC'ÍÓn que describe el rnmportnmiento de las 

funciones crece demasinclo rapido ). 

Como reflexión fürnl, apuntarnos que si, como puede sPr el ca:;o, los teoremas de 

GO<lcl y en especial d ele la inrompl<'tcz no nmrcan una rnracterfotica escnc:inl de los 

sistemas n.xiomátirns, sino una limitacifm (tt•mpor;~l ('!)) de la capacidad humana para 

generar reglas \'álidas de infercncín, o~¡ - como dijo Platón - "la matcm;:íticn. no eren ni 

inventa sus uh jetos, .simph~mcnw los dc.scubrc, y los números (nnturnlcs), como otros entes 

mateuui.ticos, son formas incoq)(Írr>as que estlin y viven f'rl un mundo distinto ni nncstro, 

pero acce~iblt•s al intelecto", el ;irhol de los 111'nnl'ros sobrt•nnturales po<lría dcsnpnreccr 

totalmente eliminando de paso la arnt•nnzn Je con:.truir sobre sus ramas l'11tcros "partidos" 1 

racionales "alocados", rcalc:-> "irreales" y complejos "dcsacomplf'jadns". 
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