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1. Introduccién.

Esta tesis trata de las técnicas estadisticas cuya finalidad es examinar el ajuste del

modelo logistico con variables explicativas continuas.

El objetivo es dar a conocer las técnicas post-ajuste para el modelo mencionado
y propiciar su aplicacién. Con este fin se realizé una recopilacién de las técnicas, se
homogeneizd la notacidn, se crearon subrutinas de cémputo y se aplicaron y compararon
las técnicas estudiadas. Adicionalmente se identificaron problemas que precisan de
mayor estudio. Aproximadamente la mitad de las técnicas se presentan en el contexto de
los modelos lineales generalizados y no exclusivamente en términos del modelo logistico.

Esto le da a la tesis un alcance mayor al planeado.

El proceso de modelaje estadistico no solo incluye la recoleccién de datos y la es-
timacidn de pardmetros sino también la evaluacién del modelo ajustado. Esta dltima
etapa pocas veces se efectia en la practica. Las razones son diversas: las técnicas
post-ajuste para el modelo logistico son recientes y estdn dispersas en la literatura es-
tadistica, se carece de algoritmos de cémputo, no siempre se dispone de tiempo para
realizar este tipo de andlisis o no exite el hdbito de hacerlo. Se espera que la tesis

contribuya a facilitar la solucién de estos problemas.

La tesis no es tedrica. Las demostraciones se omitieron. Se adoptd un enfoque
prictico porque: 1). El objetivo es difundir las técnicas post-ajuste entre las distintas
personas que trabajan con el modelo logistico; 2), No es sencillo aplicar las técnicas

post-ajuste; se requieren guias y experiencia en la interpretacién de indices y grdficas.

Las aplicaciones se hicieron principalmente con GLIM3. Este es un paquete es-
tadistico interactivo que ajusta modelos lineales generalizados y que permite la creacién
de subrutinas. Algunos autores lo usan para ilustrar la aplicacién de las técnicas que
proponen. También se usaron BMDPLR e IMSL.

En los capftulos 2 a 5 se doscriben someramente los modelos lineales generalizados,
el modelo logistico, el procedimicinio de ajuste, las estadisticas de bondad de ajuste,
los residuos, las palancas y las pruebas de hipétesis para modelos anidadoes. Se sugiere
que las personas que conocen el modelo logfstico les den un vistazo para familiarizarse
con la notacidén. Las secciones 4.2 y 4.3 deben leerse mds cuidadosamente porque los

residuos y las palancas son las herramientas bésicas del andlisis post-ajuste. El capitulo

.
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8, que trata de las técnicas post-ajuste (o diagnésticos), se divide en dos partes. La
primera engloba a las técnicas que se aplican sin necesidad de suavizar las respuestas
y se subdivide en tres secciones. La seccién 6.1.1 {datos no agrupados) redine a los
diagndsticos que sélo deben aplicarse cuando la respuesta es binaria; la seccién 6.1.2
{datos no agrupados y agrupados) comprende a las técnicas aplicables a cualquier
modelo logistico y la seccién 6.1.3 (datos agrupados) incluye a los diagnésticos para
respuestas Bernoulli con repeticiones. En la segunda parte del capitulo 6 se describe
un procedimiento para suavizar las respuestas binarias y algunas técnicas post-ajuste
basadas en respuestas suavizadas. La interpretacién de los diagndsticos se ilustra con
ejemplos. Al final de cada seccidén, bajo el encabezado de: Bibliografia abreviada,
se mencionan los autores y el afio de las publicaciones consultadas. La bibliografia
completa estd al final de la tesis. El capitulo 7 contiene las conclusiones. En el apéndice

se encuentran los datos y las subrutinas creadas.

Agradezco al Departamento de Probabilidad y Estadistica del IIMAS, U.N.AM.,,
el espacio fisico que me proporcionaron a peticién del Dr. Francisco Javier Aranda
Ordaz. Esto me permitié participar en diversas actividades académicas y convivir con
los integrantes de dicho departameto y con los alumnos de la Maestria en Estadistica
e Investigacién de Operaciones. También deseo expresar mi gratitud a la Dra. Silvia
Rufz-Velasco Acosta por ssesorarme al morir el Dr. Francisco J. Aranda Ordaz. Asi-
mismo, agradezco a los sinodales sus valiosos comentarios que contribuyeron a mejorar
la tesis, especialmente al Dr. Ignacio Méndez Ramfrez y a la Dr. Silvia Rufz-Velasco
Acosta. A las personas que tuvieron la paciencia de ensefiarme a usar el procesador de
texto TeX les doy las gracias. Ademés, agradezco al CONACYT su apoyo.



2. Modelos.

Existen diversos modelos estadisticos que permiten estudiar cémo un conjunto de
variables, llamadas explicativas, afectan el comportamiento de otra variable, denomi-
nada “la respuesta”. El modelo que se escoja debe ser consistente con leyes conocidas
(fisicas, biolégicas, etc.). Estrictamente hablando, cualquier modelo que se seleccione
es incorrecto, porque todos simplifican la realidad. Sin embargo, algunos modelos son
mejores que otros y el problema es identificarlos.

En este capftulo se describen los modelos lineales generalizados y algunos modelos

para respuestas con distribucién binomial.

2.1 Modelos lineales generalizados.

Los modelos lineales generalizados tienen tres componentes:

a. Aleatoria. Suponga que Yy, Ys,...,Y, es una muestra de n variables indepen-
dientes o no correlacionadas. La funcién de densidad de la respuesta ¥; debe

tener la forma:

e e )

con a(-), b(-} ¥ ¢() funciones conocidas. El pardmetro de dispersién ¢ puede
ser conocido o desconocido; §; es el pardmetro candnico y y; el valor observado
de Y;. Si ¢ es conocido, la funcién de densidad de ¥; pertenece a la familia

exponencial.

b. Sisteméatica. También se le llama predictor lineal y se define como

m—1
m=zif=0+ Y zyf; i=12,...,n
Jj=1
En forma matricial: n = X - 3,

endonde 7' = (n1,72,--+,7n)s ‘
X': (11112)“'::") con ::": (?i11‘?£2!"'l"£‘m)l.
B = (Bo,BtyBm=r). |
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Las variables explicativas: z1,zs,...,Z,—1 pueden ser cuantitativas o cuali-
tativas y deben medirse sin error. El vector de pardmetros 3, de m x 1, es

desconocido.

c. Funcién liga. En la literatura se manejan dos ligas: g{-) ¥ k{-). La primera
relaciona a pu; = E(¥;) con el predictor lineal: g(u;) = n;. Es decir, g(-) es una
transformacién de la media expresada como una funcién lineal de los parimetros
Bo,B1,y. -, Pm—1- Se dice que g(-} es una liga candnica si g(u) = 8, esto implica
que n = 4. La liga “natural” se define como: k(7;} = 6;. Si g(-) es una liga

canénica entonces k() es la identidad.

2.2 Modelos para respuestas binomiales.

En esta seccidén se mencionan varios modelos que describen la relacién entre una

respuesta binomial y un conjunto de variables explicativas. Los datos serdn:

(yl) 1:,1): (y23 IIZ): ey (ynyzln)

en donde y; es el valor observado de Y; ~ Bin(n;,p;} con i=1,2,...,n.

Se dice que los datos no estdn agrupados si n; = 1 para toda ¢. Esto implica que
(v;, =) contiene la informacién de un sélo individuo. Estos datos son comunes en
estudios observacionales. Un conjunto de datos desagrupados tiene repeticiones si hay
dos 0 més individuos con el mismo vector de variables explicativas (i.e si por lo menos
existe una i # i’ tal que =z; = zy).

Los datos estan agrupados si existe alguna n; > 1. En este caso, y; es el nimero de
éxitos observados en n; individuos con vector de variables explicativas z;. Esto quiere
decir que (y;, ;) resume la informacién de un subconjunto de datos desagrupados con
repeticiones. Los datos agrupados son frecuentes en estudios experimentales en los que

el investigador controla las variables explicativas.

Es importante distinguir entre datos agrupados y no agrupados porque: {a) algunas
técnicas estadisticas sélo deben aplicarse a datos no agrupados y (b) la teorfa asintética

es distinta en cada caso,



2.2.1 El modelo logistico.

El modelo logistico pertenece a la familia de los modelos lineales generalizados. La
variable de respuesta ¥; es una binomial con media g; = n;p;. El pardmetro desconocido
p; es la probabilidad de observar un éxito en un ensayo Bernoulli que se repite n; veces
de manera independiente. La funcién que relaciona a u; con el predictor lineal es la

logistica:

’ Hi D;
. -=ln(-——————)=ln(———).
(k) ny— g 1-p;)

Esta liga es canénica y se denota como log#t(p;). En otras palabrésj,_él mddelo logistico
se define como: ' '

Pi ml A o
In (1__—) =1y =0+ E zi50; = I:-ﬂ; i=1,2..5n
b j=1
lo que implica que
ps = SZR(Z0)
' 1+ ezp(=hp)

A este modelo se la llama el modelo de regresidn logfstica cuando 7; estd formado

con i=12,...,n.

por variables explicativas cuantitativas y posiblemente algunas variables indicadoras
— como en regresién lineal normal. El modelo de regresién logistica ha sido usado en
bioensayos (para estudiar el efecto que tienen distintas dosis de veneno en la supervi-

vencia o muerte de un animal), observaciones seriales( z; = ¢) y datos de supervivencia.

2.2.2 Otros modelos.

Existen otros modelos, ademds del logistico, que describen el comportamiento de
la probabilidad de éxito en términos de z. Cox y Snell(1989) mencionan dos modelos

lineales. La transformacién angular de p;, definida como

1, si 7y > i
n= senz(b'z.' + %) st |g] £ 4—";;
g, i g < by 31



con z univariada, induce simetria en la distribucién de ¥; y estabiliza su varianza
cuando n; = k para toda i (6 es un pardmetro). Los modelos probit y doble-log
complementario también son apropiados para respuestas binomiales y pertenecen a
los modelos lineales generalizados. La liga probit se define como: g(g;) = fIJ"l(j.Lg)
( d~ 1 es la inversa de la funcién de distribucién normal) y la doble-log complementaria

como: g(p;) = log(—log(l — p;)). Esta tltima es apropiada cuando se desea tratar

asimétricamente los éxitos y los fracasos.

2.2.3 Comparacién de modelos.

La transformacién angular de p;, el modelo logistico y el probit son similares cuando
pi € (0.1,0.9). El segundo tiene el atractivo de que sus pardmetros se interpretan en

términos del logaritmo del momio de p;.

Bibliografia abreviada.

Cox,D.R. y Snell (1989).
Chaterjee, S. y Hadi, A.S. (1988).
McCullagh P. y Nelder J.A. (1983).
Thomas y Cook (1990).



3. Estimacidn.

Para poder ajustar un modelo es necesario que el nimero de parimetros, m, no
exceda al ntimero de observaciones, n. Generalmente, el ajuste de un modelo mejora
a medida que el nimero de parametros aumenta, sin embargo la interpretacién se
complica. Los modelos lineales generalizados més simples son de la forma g(g) = Go.
En estos, la componente zleatoria describe toda la variabilidad de la respuesta. En
cambio, los modelos saturados, g(u) = fo + L2 - zjﬂj, tienen n pardmetros y la
componente sistematica explica toda la variabilidad de Y. Los valores observados (y;)

y ajustados (2;) de los modelos saturados son iguales.

Cuando se trabaja con modelos lineales generalizados, el estimador de méxima ve-
rosimilitud de § frecuentemente se obtiene con el métode de Newton-Raphson. Este

método, y una variante de él, se describen a continuacién.

3.1 Modelos lineales generalizados.

El vector de coeficientes # de un modelo lineal generalizado puede estimarse por
méxima verosimilitud. Como 8; = k(y;) = k(z}7), el logaritmo de la funcién de

verosimilitud de un modelo lineal generalizado es:

L(g) = Zl -Z{a“‘(qs)uk(z'ﬁ)—b{k(z'ﬂ )} + c(vi, 4)} (3.1.1)

i=1 =1
con l; = Infy, (v;: 05, #}. Generalmente, ¢ y 8 se estiman por separado. Por esto, se
supondré que el parimetro de dispersién es conocido o que se tiene un estimador de él.
La funcién de puntaje (“score”) para § es:

aL(p) Z 1 3l 3% I i

3,6 _-1 1a(¢) a9; a’h ag a (45)3;31(;3)

con éi(ﬂ) = 52’: . 5;’: = 567; . .__a.;i_- = [ b{k(:c ﬂ)}]k(z '3),
bttaion = 200y kel = )

Las ecuaciones de verosimilitud para § son:
,
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AL(B) X'e(ﬁ)
8B gy ald

(3.1.2)
en donde X es la matriz de disefio de n x m, 3 es el estimador de méxima verosimilitud
de By é(B) es un vector de n x 1 cuyos elementos son é;(8).

Generalmente, las ecuaciones (3.1.2) no son una combinacién lineal de 3, pero pueden
resolverse con el método de Newton-Raphson, cuando puede calcularse la matriz de

informacién observada:!

—8*L(8) 1
Tapap’ T a(e)
E(B) = diag{&(8)},
&;(8) = b{k(=iB)Hk(z:B)}? — [v; — b{k(=LB) Hi(=!B),

3 2100, . 250 .
sriaiy = 2200y gy - 220,

X'E(B)X;

El método de Newton-Raphson es iterativo; el estimador de 3 en la iteracién £+ 1, 8¢ F!,

satisface el sistema de ecuaciones:

{ a Y ($)X'é(8) — a ($) X'E(B) X - (ﬂ‘“—ﬂ)}| =0 (3.1.3).
s=p*

Estas ecuaciones son una aproximacién lineal a (3.1.2) y se obtienen desarrollando

en series de Taylor la funcidén de puntaje para g alrededor de 5. El estimador gttt

converge a 3 si

8L(B)
aﬁ ﬂ=ﬂt+l

es suficientemente cercana a cero. Aparentemente, 0, el estimador inicial de 3, no

tiene un efecto relevante en la convergencia del métcdo.

A menudo, ¢l método de Newton-Raphson se modifica con la téenica de puntajes de

Fisher. Esta técnica consiste en aproximar la matriz de informacién observada con su

esperanza:

1F] hessiano es el negativo de la matriz de informacién observada,



2 .
E( gﬂgff) )— He)X'W(B)X con W(B) = E[E("”

(Como E(Y;) = b{k(z!8)} entonces W(B) = d:ag{b{k(z’ﬁ)}{k(z'ﬂ)}z}. b{k(z'ﬁ)} es
la funcién de varianza de Y; y Var(Y;) = {k(z’ﬂ)}a(gﬁ) ) SO

51 se usa esta aproximacién en (3.1.3) se obtiene:

A araxee -t @xwiex. (ﬂ‘“—é} 1 '_;ffo:j !

o equivalentemente:
X'w() X g+t = X'{e(8Y) + W(8') X8} (3.1.4)

con W(g') =w(B) , y é(B8Y) = é(B)

g=pt
Nétese que éstas son las mismas ecuaciones que resultan cuando el modelo:

LB e(B) + X8 = XB 46, con E(e) =0 y Var(e) =W (8% (3.1.5)

se ajusta con el método de minimos cuadrados ponderados. De esto se concluye que:

1. La solucién a (3.1.2) puede calcularse aplicando iterativamente minimos cua-
drados ponderados; y

2. Este método es equivalente al de Newton-Raphson modificado con la técnica
de puntajes de Fisher.

En la expresién (3.1.5), W(8%) y z(8%) = W 1(B)é(B%) + X B¢ se conocen como

. . la matriz de pesos y la variable de trabajo, respectivamente. Se denotarin como W y 2

a la matriz W () y al vector z(8) = PV‘I(ﬁ)é(ﬁ) + X B evaluados en 3 respectivamente.

Las componentes del vector é serdn los residucs de puntaje:

=¢8] -
( 8=4

Asintéticamente, el estimador de méxima verosimilitud de @ se distribuye como una
Nm(8,(X'WX)™1).



Cuando la liga es canénica (como en el modelo logistico), k(:::ﬂ) =1y l;(z:-ﬂ) =0.
Como consecuencia, la matriz de informacién observada es ignal a su esperanza y la
técnica de puntajes de Fisher no altera al método de Newton-Raphson. Ademds, en

este caso existen estadisticas suficientes para f.

3.2 Modelo logistico.

El logaritmo de la funcién de verosimilitud para el modelo logistico es:

n

L) =Y {y,.(,,;g) — nglog(1 + ezp(=}B)) + log (Z') }

i=1 i
Es decir, en la expresién (3.1.1), ¢ = a(¢) = 1, 6; = n; = £}B, b{k(zlB)} =
—n;log(l + exp(z.8)) y ¢(y;, ¢) =log (’;:) Las ecuaciones de verosimilitud son:

X'é=0,

los elementos de é son los residuos de puntaje: é = y — ngd; con p; =
ezp(ziB)/{1 + exp(z}B)}. Obsérvese que las ecuaciones de verosimilitud no son una
combinacién lineal de 3, pero pueden resolverse con el método de Newton-Raphson.

Como la liga logistica es canénica:

9*L(B) _ _ (-3%L(B) _
~apap " ( EXEN ) = XWX

ron W(B) = diag{n;p;(1 — p;)}. De acuerdo con las expresicnes (3.1.3) y (3.1.4) de la
seccién anterior, el estimador de # en la iteracién ¢ + 1 puede expresarse como:

B = gt 4 (X'W (8 X)LXé().

Una expresién equivalente para gt es:

B~ (X'W (B X)L Xx'W (6Y)2(8Y),

W (4°) es la matriz diagonal de pesos con elementos w} = nipb(1 — pt) i z(B°) es la

variable de trabajo, definida como W—1(8)é(8%) + XB* y é(8*) es un vector de nxl,

- 10 -



sus elementos son &(A%) = y; — n;pt con pt = exp(z}3) /{1 + exp(z.At)}. La matriz de
pesos y la variable de trabajo evaluadas en el estimador de méxima verosimilitud de 8

serdn W y z respectivamente.

La estadistica suficiente para § es s = X'Y. Cuando los datos estdn agrupados,
los supuestos para calcular la distribucién asintética de [; son que n; — 00 para f =

1,2,...,ny que n y m permanecen fijos. En este caso, si el modelo logistico es correcto,

VA(B = B) ~ N (0, n(X'W X)L + O (n"1)).

Cuando los datos no estdn agrupados y n — oo, la distribucién asintética de f también

es una normal si el modelo es correcto.

Bibliografia abreviada.

McCullagh, P. y Nelder, J.A. (1983).
Green, P.J. (1984).

Chaterjee, S. y Hadi, A.S. (1988).
Pregibon, D. (1981).

Thomas, W. y Cook, D.R. (1990).
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4. Bondad de ajuste, residuos y palancas.

Las medidas de bondad de ajuste indican si en términos generales el modelo ajustado
describe apropiadamente la relacién entre ¥ y z. Si ellas indican que el modelo es
satisfactorio se procede a examinar los residuos y las palancas. Los residuos permiten
determinar qué datos estdn bien representados por el modelo y cuéles no. Las palancas,
en combinacién con los residuos, reflejan la influencia potencial de cada dato en el
ajuste del modelo. Diversas técnicas de diagndstico estdn basadas en los residuos y las

palancas. .

4.1 Bondad de ajuste.

‘La bondad de ajuste de los modelos lineales generalizados se mide con las estadisticas
ji-cuadrada de Pearson generalizada y de devianza. Se definirdn estas dos estadisticas

que miden la distancia entre Y y j y se mencionardn algunas de sus propiedades.

4.1.1 Estadisticas de bondad de ajuste.

La ji-cuadrada de Pearson generalizada y la devianza miden qué tan bien se gjusta,
en términos globales, un modelo lineal generalizado. Estas estadisticas resumen las

discrepancias entre los valores observados (y;) y ajustados (i;).

La ji-cuadrada de Pearson generalizada es:

Xt 3 Wiz )
.‘=21 Var(Y})

en donde 3; = E(Y;) = b{k(z{ﬁ)} En el modelo logistico, la media y la varianza
estimadas de Y; son, respectivamente , 2; = n;p; ¥ ﬁr(l’;) = n;p;(1 — ;) con p; =

e:p(:{-,@)/{l + ezp(z(-ﬁ)}; por lo tanto,

X3y (v 8)?
i=1 "ipi(l - pl')
La devianza, D3, de cualquier modelo lineal generalizado es proporcional a:

’
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- 2ALB)  _ L(:ﬁ)’]:f‘—." —2 i a_l(tﬁ)(yx(@;
o A v."::,,‘.=1;“,

)+ 06) — o0

COH«‘L(ﬁ)?s%pI)(ﬁ)r, B demxl ;
L(ﬂ-)=ssplz(ﬂ‘), B* denxl

Obsérvese que f estima al vector de coeficientes del modelo saturado: B*. anndd

a(@} = ¢ (el peso inicial asignado a cada dato es unitario),

D% = -2 Y luilh; ~ 5) + () ~ (). oy

i=1

La devianza del modelo logistico es:

D=2 i {y;ln (’:”Li) +(n; —win (ELE%:) } ’ '77(4'17'1':—2)-

i=1 i i

con 5;=ln( Yi ) y 5;=ln(—ﬁ7).
n -y ny — g

Si los datos no estdn agrupados, la expresién (4.1.1.2) se reduce a:

D% =-2 i { yilogp; + (1 — yi)log(1 — B;) } (4.1.1.3).

i=1
Existen otras medidas de bondad de ajuste para el modelo logistico — consiltese:

Hosmer y Lemeshow (1989, pp. 139 -149) —, pero no son de uso general,

4.1.2 Propiedades.

El valor de la devianza decrece conforme el niimero de pardmetros aumenta; esto no
sucede con la X2. Por otro lado, es més sencillo interpretar la ji-cuadrada de Pearson
generalizada que la devianza. Jennings (1986) y Davison (1989) sefialan que D? no es

un indicador de la bondad de ajuste del modelo logfstico. La razdn es que la estadfstica

’
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suficiente, s = X'Y, es una funcién uno a uno de B y D? sélo depende de los datos a
través de 4. En otras palabras, en D? no se compara a los datos con el modelo. La

estadistica X2 est4 excnta de este problema.

S6lo cuando los datos estdn agrupados y el modelo logistico es correcto, la dis-
tribucién asinttica de X% y D? es una ji-cvadrada con n — m grados de libertad.
Empiricamente, se considera que el modelo logistico se ajusta a un conjunto de datos

no agrupados si X2 y D? son aproximadamente iguales a n — m.

4.1.3 Razones por las que un modelo es inapropiado.

Las causas de que un modelo lineal generalizado no se ajuste a los datos puedeh
ser varias: la distribucién de la respuesta es incorrecta, el predictor lineal est4 mal
definido o la funcién liga es inapropiada. En particular, en el modelo logfstico es factible
que la distribucion binomial no refleje la variabilidad de la respuesta (variabilidad
extra-binomial). También es posible que falte incluir en el predictor lineal alguna
variable explicativa o que sea necesario transformar alguna ya incluida. Asimismﬁ,

puede suceder que la liga logistica sea inapropiada.

4.2 Residuos.

Los residuos reflejan qué tan bien se ajusta el modelo a cada uno de los datos.
Existen varios residuos para los modelos lineales generalizados. En la seccién siguiente

se mencionan tres de ellos: los de Pearson, Anscombe y de devianza.

4.2.1 Modelos lineales generalizados.

El residuo de Pearson para la observacién i de un modelo lineal generalizado es:

o Vi
b ———
\VVar(Y;)

La suma se estos residuos elevados al cuadrado es igual a la estadistica ji-cuadrada

2
i

con f; = B(¥;) = b{k{z}B)}.

de Pearson generalizada, i.e. X2 = %8 r

1 En general, la distribucién de ry es

~ 1} -



asimétrica.
Los residuos de Anscombe involucran a la funcién A(-} que transforma la distribucién

de Y; a una que sea aproximadamente normal. La funcién A(-) se define como:

du

A() =fvi(p.)'

El i-ésimo residuo de Anscombe es:

T A - AR
Alpe)\Tar(%)

: para 1=1,2,...,n;

A(A,) es la derivada de A(y;) respecto a p; evaluada en j; = ji;.

Segun la expresién (4.1.1.1), la contribucién del dato 7 a la devianza es:

d; = —2[y,~(l§,~ - 5,) + b(d?‘-) - b(é‘)]

El residuo de la devianza correspondiente al dato & es:

dev; = \/d—isgn(y.' - &)

1, sty — 2 <0,

en donde sgn(y; — f;) = {1_, si g —j; > 0.

Cuando los residuos de Pearson y de la devianza se dividen por /1 — A; su varianza
asintética es igual a uno; hy = w;zé(X'WX)"‘lz,- con w; el i-ésimo elemento en la

diagonal de la matriz de pesos W. A

rp = Y; -4 _ T
e (i~-k) Y1

se le llama el residuo de Pearson estandarizado y a

' Vi-hi ik

el residuo de la devianza estandarizado.

,

Vi san(y; — i) dev;
rp. = =
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4.2.2 Modelo logistico.

El i-ésimo residuo de Pearson para el modelo logistico es:

Y; —npg
v nribi(1—By)

y el residuo de la devianza es: dev; = y/d; sgn{y; — n;p;) con

Yy g —Y;
d; =2 |yin [ Y gy [ Y
' [y'ln (naﬁ;) T {mi = win (n.' - niﬁ;)]

Si los datos no estdn agrupados,

e =

Y — b
o= 1 Py

i = —m y devy = {=2[ydnp; + (1 — y;)in(1 — $;) |} sgn(w; — B;)-

La distribucién de los residuos anteriores depende de p; y por lo tanto de z;. McCullagh
y Nelder (1983) no recomiendan usar el residuo de Pearson cuando n; es pequefia 6 p;
estd préxima a cero o uno. Los residuos estandarizados de Pearson y de la devianza

son, respectivamente:

dev:
TP = ——== Y rp,= =% con ki = nipil — 5z (X'WX) "z,

1—h ik
Una manera de examinar la magnitud de los residuos es graficindolos contra ¢, el

nimero de dato.

4.3 Palancas.

En el modelo de regresién lineal normal, los datos influyentes tienen las caracterfsti-
cas siguientes: a} su palanca (“leverage”) es relativamente grande; b) su valor ajustado,
By, estd bésicamente determinado por y;; ¥ ¢) su vector de variables explicativas, z;,

es extremo en el espacio generado por las columnas de X. Los datos influyentes de los

LI
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modelos lineales generalizados no poseen las tres caracteristicas anteriores. Ademds,

hay dos tipos de palanca para estos modelos.

Thomas y Cook {1990) propusieron que las palancas de los modelos lineales genera-
lizados sean:

h} = hek(ziB) Var(¥7), (4.3.1)

~con h; el i-ésimo elemento en la diagonal de X(X’EX)~1X’. Los autores sefialan que
entre mayor ‘sea el valor de la expresién {4.3.1) mayor serd la influencia (local) de ¥;

en j;. En particular, para el modelo logistico la expresién (4.3.1) es igual a:

h; = I:-(X"VVXP)—‘1 zp/nedi(1 — B;); (4.32)

W es una matriz diagonal con i-ésimo elemento: w; = n;5;(1 —B;).
Basado en ¢l algoritmo de minimos cuadrados ponderados, Pregibon definié las pa-

lancas del modelo logistico como en regresién lineal normal ponderada:

hi = wizh(X'WX) 1z, (4.3.3)

Estas palancas suman a m, a diferencia de lo que sucede con las de Thomas y Cook.
Ademds, 0 < h; < 1. Los datos con una palanca relativamente grande (k; 6 &}) no
son extremos en el espacio generado por las columnas de X — como sucede en regresién
lineal normal. Ademds, los datos con los mayores valores de &; no siempre'tienen una

hi “grande”.
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5. Inferencia.

La teoria de este capitulo es aplicable a cualquier modelo lineal generalizado. Se ex-
plicard cémo probar la significancia de un subconjunto de variables explicativas a partir
de resultados asintéticos. También se indicard cé6mo construir un intervalo de verosi-
militud para una funcién real de 8. La aproximacién ji-cuadrada que se usa convierte

al intervalo de verosimilitud en un intervalo de confianza — exacto o asintético.

5.1 Pruebas de hipdtesis.

En esta seccién se explica c¢émo probar la significancia de un subconjunto de va-
riables explicativas de un modelo lineal generalizado. Sin pérdida de generalidad, se

supondra que dichas variables son las dltimas ¢ de X. Entonces, dado el modelo:

9(/‘1) =Xp= Xpﬂp + Xqﬂq:

con X de nxp, X, de nxq, 8, de pxl, 8, de qx1 y p+ q¢ = m, se probard la hipdtesis:

Ho:8;=0 vs, Hy:84 #0.

La estadistica de prueba puede ser la de puntaje 6 menos dog veces el logaritmo del
cociente de verosimilitudes generalizado: {1 = —2/nA. En ambos casos, el valor critico

se caleula a partir de la distribucién asintética de la estadistica de prueba.

Puede demostrarse que {1 = tf)-l[Dg - Df); Dg es la devianza del modelo reducido:
glpo) = Xpbp vy D? es la devianza del modelo completo: g{u1) = Xpfp + Xg0,. Entre
mayor sea la diferencia entre fig y [ mayor serd el valor de (1. Bajo ciertas condiciones,

Jennings(1988), {1 se distribuye asintéticamente como una ji-cuadrada con ¢ grados de
libertad.

La estadistica de puntaje se define como:

o lorx { X'E(B)X }“ X'é(F)
a(¢) a(4) o8) \g=py,
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1
a{)

COIXX'BE)XYX') | | con Buy= (ﬁg");
B=Prr,

ﬁpa es el estimador de fp obtenido al ajustar el modelo reducido. Obsérvese que
a~($)X'é(B) es la funcién de puntaje para § y que a”1(¢)X'E(F)X es la matriz
de informacién observada. Si Hy es cierta, S? se distribuye asintéticamente como una
ji-cuadrada con ¢ grados de libertad. En el paquete GLIM3, la estadistica de puntaje
se calcula como (Pregibon, D.; 1982):

2 2.
X~ Xh

Xﬁo es la ji-cuadrada de Pearson generalizada del modelo reducido y le €s una apro-
1
ximacién a la ji-cuadrada de Pearson generalizada del modelo completo. Para calcular

X?l se usa a [ g, como el estimador inicial de 8 y se efecttia una iteracién.
A1

5.2 Intervalos de verosimilitud.

Sea A = A(F) una funcién real de f§, i.e A:R™ — R. La funcién de verosimilitud

relativa de A se define como

L(A)

(A) = —r73

up L(A)
A
en donde L(A) es la funcién de verosimilitud de . El intervalo de verosimilitud para
A al 100+ « % se define como:
{MR(A) 2 al. (5.2.1)

En la préctica, estos intervalos pueden calcularse graficando () 6 su logaritmo, r(A) =
logR(X), contra A,

El verdadero valor de A, Ag, pertenece al intervalo (5.2.1) si y sélo si

—2r(Ao) € —2loga.
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La probabilidad de que suceda esto se cdnocg como la probabilidad de cobertura:

PC(Ap) = P(D £ —2loga) con D= -2r(Ag).

Para calcular esta probabilidad es necesario conocer la distribucién de D (D es la
estadistica de cociente de verosimilitudes para probar Hgp: A = Ag wvs. Hp: A # Ap.)
Si Ag es un punto interior del espacio parametral, la distribucién asintética de D es

una ji-cuadrada con un grado de libertad. Por lo tanto,

PC(Xp) = P(D < —2loga) =~ P(x?l) < ~2loga).

Bibliografia abreviada.
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6. Diagndsticos.

El proceso de ajustar un modelo a un conjunto de datos es iterativo. Primero, con
base en la teorfa y en estudios previos, se selecciona un modele. Después, con ayuda
de un paquete estadistico, se estima el vector de coeficientes y se calculan las medidas
de bondad de ajuste. Si estas medidas indican que, en términos generales, el modelo
es bueno se procede a realizar el andlisis post-ajuste. El objetivo de este andlisis es
determinar si los supuestos del modelo son védlidos e identificar a los datos que afectan
a las conclusiones o que tienen caracteristicas inesperadas. El andlisis post-ajuste indica
qué correcciones deben hacerse al modelo. Esto redunda en una mejor descripcién de

ios datos y en predicciones maés certeras.

En la préctica, el andlisis post-ajuste no siempre se lleva a cabo. Quizds esto se
debe al desconocimiento de las técnicas de diagndstico post-ajuste ¥ a que los paquetes
estadisticos no las calculan automaéaticamente, excepto en regresién lineal normal. El
objetivo de esta tesis es ayudar a subsanar estos problemas en el caso del modelo

logistico.

6.1 Respuestas sin suavizar.

Los diagnésticos post-ajuste basados en variables de respuestas sin suavizar se cla-

sificaron en tres grupos:

1. Diagnésticos para datos no agrupados, aplicables a modelos con respuestas
binarias.

2. Diagnésticos para datos agrupados o no agrupados.

3. Diagnésticos para datos agrupados; en este caso la varizble de respuesta es una

binomial con n; > 1.

La mayorfa de las técnicas post-ajuste para el modelo logfstico pertenecen al grupo dos.



6.1.1 Datos no agrupados.

Gréafica de la devianza media local.

Daniel y Wood(1971) propusieron una prueba de carencia de ajuste para el modelo

de regresién lineal normal sin repeticiones. En 1984, Landwher et. al. la generalizaron

al modelo de regresién logistica para datos no agrupados.

Procedimiento. La prueba de carencia de ajuste para el modelo de regresién

logistica es grdfica. La idea es dividir la devianza en dos componentes: carencia de

ajuste y error puro. El modelo presenta carencia de ajuste si el error puro es pequefio

comparado con la devianza. El error puro se calcula como sigue:

1.

Formar G grupos ajenos con los n datos. Los autores recomiendan que los
grupos sean chicos e internamente homogéneos. El tamano del grupo g se
denotard como ng;g =1,2,...,G.

Definir la matriz Z = {2,} de nxG con

- {1, si el dato i pertenece al grupo g;
Y0, en otro caso

Ajustar el modelo logit (pL) = X B+ Z~; el vector pL contiene las probabilidades
de éxito asociadas a Y.

Calcular la devianza de cada grupo: Dg = 2?__’_1 d,; di, es el residuo de la
devianza, elevado al cuadrado, del individuo ! del grupo g. Dg tiene ng — 1
grados de libertad.

Ordenar los grupos de acuerdo a alguna medida de homogeneidad interna. La

medida depende del método usado para agrupar a los individuos.

Calcular los estimadores aproximados de error puro:

2
Ti=1D;

_._L _
b = Thoilng—1)

t=1,2,..,G.

A D" (t) se le llama la devianza media local porque es la devianza promedio de

los t grupos més homogéneos.

Después, para comparar el error puro con la devianza,:

1.

Graficar ﬁL(t) contra sus grados de libertad: $¢_(ny— 1).
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2. Trazar, paralela al eje X, la recta D = D’

vianza promedio del
modelo: logtt (p) = XB y se le llama la devm.nza media global.

Generalmente, en loa datos no agrupados existen pocos individuos con el mismo vec-
tor de variables explicativas. Como consecuencia, los grupos formados por individuos
con la misma z; tendrdn pocos grados de libertad como para estimar la devianza media
local. Por esto, los autores sugieren formar los grupos con datos préximos en el espacio
de variables explicativas. Asi, los grupos no son totalmente homogéneos pero se ganan

rados de hberta.d para estimar a D (t) Existe el riesgo, con este método, de que
(t) no reﬂeJe tinicamente la variablidad local. Por lo tanto, debe haber un balance

entre los grados de libertad y la homogeneidad interna de los grupos.

La métrica para medir la distancia entre las z; y el método para agrupar a los
individuos se determinan con base cn los datos. Las recomendaciones que dan los

autores son la siguientes:

1. Medir la distancia entre los individuos a partir de las variables explicativas que
terigan un efecto lineal en logit(p). Por ejemplo, usar tinicamente a z; y zg si
n = Bo+ P1zy + P2zy + Bslog(zy) + By(z1z2) +ﬁ5:z:§. Esto se hace con el fin de
que la relacién entre los grupes y el modelo sea minima.

2. Estandarizar las variables explicativas antes de medir Ia distancia entre los
individuos.
3. Usar la métrica Euclidiana y el método jerdrquico de liga completa (del vecino

més lejano).
E!l niimero de grupos depende de a qué nivel se corte el dendograma. Los autores

sugieren que se corte cuando 5% de los individuos formen grupos unitarios.

Caracterfsticas. El modelo de regresién logfatica es adecuado si D es aproxima-
damente igual al valor en el que se estabiliza EL(t). Hay carencia de ajuste si D es

mayor que dicho valor y la causa puede ser la omisién de algin término de interaccién.

El programa. En GLIMS3, el macro DEVM (apéndice B1) hace la grifica de la
devianza media local. Antes de usarlo se realiza el agrupamiento con algin paquete
estadfstico adecuado y se ajusta el modelo global: logit(p) = X8. DEVM no tiene
argumentos y se divide en tres submacros. En el primero, DATO, se teclean el nimero

de grupos formados (%g¢) y el grupo al que pertenece cada individue (g). Se considera
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que el grupo més homogéneo (el primero en formarse) es el nimero 1, el segundo mis
homogéneo es el 2, etc. En el submacro LOCAL se ajusta el modelo logit(p) = X8+ Z
y se calcula la devianza de cada grupo. Finalmente, en el submacro GRAF se obtienen

las devianzas medias locales y se grafican contra sus respectivos grados de libertad.

Ejemplo. Al »ﬁnal de esta seccidn se presenta la grifica de la devianza media local
para los datos del apéndice Al. La iinica variable explicativa que se consideré en el
modelo global fue ‘CAL’. Se formaron 24 grupos con el método de liga completa, cuatro
de-ellos unitarios.

Los tltimos (ocho) puntos en la grifica muestran un valor estable de la devianza
media local. La linea punteada, correspondiente a la devianza media global, pasa apro-
ximadamente entre esos puntos. Entonces, aparentemente no existe carencia de ajuste,
aunque la devianza media local se estabiliza hasta el final — cuando la homogeneidad

interna de los grupos es menor.

Comentarios. -._D—L(t) no estima insesgadamente al verdadero valor de la devianza
porque depende de las probabilidades de éxito de los ¢ grupos méds homogéneos. Si
estas probabilidades son cercanas a cero o uno, 5L(t) subestima al verdadero valor
de la devianza. Esto puede provocar que, con base en la grifica, se concluya errénea-
mente que existe carencia de ajuste. Cuando dichas probabilidades son préximas a 0.5,
la devianza media local sobreestima al valor de la devianza. En este caso, la grifica
puede indicar incorrectamente que no existe carecia de ajuste. Para evitar este pro-
blema, Jennings (1988) recomienda usar los residuos (y;, — 1‘7,')2 en lugar de dp; u,
es la respuesta observada para el individuo [/ del grupo g ¥ ﬁ,, es su correspondiente
probabilidad de éxito estimada.

El procedimiento analitico para determinar si existe carencia de ajuste en el modelo
de regresién logistica consiste en probar las hipétesis:
Hy : logit(p) = X v, Hy :logit(p) = XB + Z~.

La estadistica de prueba puede ser la de cociente de verosimilitudes o la de puntaje
(véase la seccién 5.1). Ambas se distribuyen asintéticamente como una X%G"—l); G’ es

el niimero de grupos con dos o més individuos.
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6.1.2 Datos agrupados o no agrupados.

Las té_cnicas post-ajuste descritas en esta seccién son aplicables a cualquier modelo
logistico, los datos pueden estar agrupados o no agrupados. Algunas técnicas se pre-
sentan en el contexto de los modelos lineales generalizados porque no son exclusivas del
modelo logistico. Adem4s varios diagndsticos son una generalizacién de los propuestos
en regresién lineal normal.

Se explicard ¢6mo hacer la gréfica de probabilidad empirica para el modelo logfstico.
Se indicard cémo determinar si una variable explicativa es significativa o si es necesario
transformar una variable explicativa de un modelo lineal generalizado. Se verd qué esla
colinealidad en un modelo lineal generalizado y cémo medirla. Se presentarin las me-
didas de influencia global propuestas por Pregibon (1981) para el modelo logistico. Se
expondri el método de influencia local desarrollado por Cook. Se explicard cémo pro-
bar la hipétesis de que el i~ésimo dato de un modelo lineal generalizado es discrep&nte;

Asimismo, se indicard ¢dmo probar si existe algin dato discrepante en la muestra.

6.1.2.1 Grafica de probabilidad empirica.

En regresién lineal normal, las grificas de probabilidad empirica y probabilidad -
normal indican si es vdlido el supuesto de normalidad para los errores. Landwher, Pre-
gibon y Shoemaker (1084) generalizaron la grifica de probabilidad empirica al modelo
logistico.

Procedimiento. El procedimiento para hacer la grifica de probabilidad empirica
es el siguiente:

1. Seleccionar algin residuo. Los autores trabajaron con los residuos de puntaje:
é; = y; — n;p;. Estos residuos, ordenados de manera creciente se denotarin

como: é(l.) < 5(2) <...< é(n).

2. Simular la distribucién de los residuos suponiendo que el modelo ajustado es
correcto, La distribucién de los residuos es desconocida y por esto se simula de

la forma siguiente: para cada valor de k, con k =1,2,...,K,
a. Simular y;; de la distribucién Binomial(n;, p;); 1=1,2,...,n.
b. Ajustar el modelo logfstico a (5, z}), (Ufg: Th) s+ s (Vins Zh)-
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c.. Obtener los residuos é}; = y}; — n;p}; y ordenarlos.

3. Graficar é(,-) contra los fractiles de la distribucién simulada. Los pascs a seguir
para hacer la grifica son:

o a. Calcular la mediana T{;) o alglin otro valor tipico de {é;(‘.) ’é;(i) o .,é;{(‘-)}; éi(i)
es la i-ésima estadfstica de orden de los residuos: €E 1 €Rgreey
€kn

b. Graficar los puntos (T(;),é({)); i=1,2,...,n.

c. Formar una envoltura para cada (T(,-), é(,-}). Para esto se seleccionan dos fracti-
les, uno superior y otro inferior, de {éI('.), é;(‘.), ceey é;{(l.)} y se grafican contra
T(") .

A veces, el signo de T(,-) es distinto al de é(i)- En este caso, T(,-) se reemplaza por
la mediana de aquellos residuos éi(") que tengan el mismo signo que é(;). Landwher
et. al. senalan que — de acuerdo con su experiencia — se requieren por lo menos
K = 25 simulaciones para que las envolturas sean estables. La etapa que mayor tiempo
consume es la de ajustar el modelo logistico a cada una de las K muestras simuladas.
Para ahorrar tiempo puede usarse a § como el estimador inicial de B* y detener el

proceso de estimacién después de una o dos iteraciones.

Caracterfsticas, El modelo logistico se ajusta a los datos cuando los puntos
(T(,-),é(,-)) se aproximan a la recta y = z. En general, la envoltura no es simétrica
respecto a ¥ = z. Ademés, no tiene el mismo ancho para toda T(")' Aunque el modelo
describa apropiadamente la relacién entre Y y z puede haber puntos cerca de los lfmites
de la envoltura, Es factible que el dato i sea discrepante cuando (T(,-),é(,-)) est4 fuera
de su envoltura. (Los datos discrepantes pueden ser el resultado de registrar errénea-
mente el valor de y;). Cuando los datos no estdn agrupados, la gréfica de probabilidad
empirica tiene un hueco alrededor del origen. En este caso, la ausencia de puntos en
otra regién es indicio de que el modelo es inadecuado — posiblemente porque falta

incluir alguna variable explicativa.

Programa. El macro ENVOL (apéndice B2), que sélo funciona en GLIM3, hace la
gréfica de probabilidad empfrica para datos no agrupados. Antes de usar este macro
deben simularse 25 muestras independientes, cada una con n variables uniformes en

el intervalo (0,1). Estas variables deben tener seis digitos decimales y deben grabarse
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verticalmente en un archivo para que ENVOL las lea correctamente. El modelo logistico
debe ajustarse a los datos inmediatamente antes de usar el macro. Los argumentos de
ENVOL son las probabilidades estimadas (;) y los residuos ordenados (é(‘-)), en este
orden,

A partir de las variables uniformes, ENVOL genera respuestas con distribucién Ber-
noulli; después ajusta el modelo logistico a los datos simulados. E! ajuste es lento
porque no se aplicé la modificacién mencionada arriba. Las envolturas se calculan con
el méximo y n}inimo de {é;('.),é;(‘.),. .. ,é;{(i)} 1=1,2,...,n.

Ejemplo. A partir de los datos del apéndice Al se hizo la grifica de probabilidad
empirica que estd al final de esta seccién. La tnica variable explicativa incluida en
el modelo fue ‘CAL’. Los puntos marcados con ‘+’ se aproximan a larectay =z y

ninguno de ellos estd fuera de su envoltura. Esto hace pensar que el modelo logistico

es adecuado.

Comentarios. También hay gréficas de probabilidad normal para el modelo
logistico, véase Pregibon (1981) y Davison, A. C. (1989). Estas grificas se hacen
ordenando los residuos de Pearson o de devianza y graficindolos contra los fractiles de

la distribucién normal estandarizada.
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6.1.2.2 Grafica de la variable agregada.

Hay dos maneras de saber si una variable explicativa es estadisticamente significa-
tiva. Una consiste en realizar una prueba de hipétesis y la otra en hacer la grifica de
la variable agregada. Estos dos procedimientos estdn relacionados. Sin embargo, la
gréfica, ademds de indicar si la variable es significativa, revela qué datos influyen en el
resultado de la prueba de hipétesis.

Suponga que en el modelo lineal generalizado: g{u;) = X8 + vy se desea probar si

v es significativa, es decir:

Hp : g(ug) = XB vs.  Hi:g(p1) =XB+vy.

Esta hipdtesis es un caso particular de la mencionada en la seccién 5.1, La estadistica
de prueba puede ser la de puntaje o la de cociente de verosimilitudes. En términos del

vector de trabajo y de la matriz de pesos, las hipdtesis anteriores son equivalentes a:

1 1
Hy: W}"}Dzyo = W}I{OXﬂ +€H,

vs.

1 1 1
Hy: Wgrlzgl = nglXﬂ + W}‘}lv'v +em;

W;}}O ¥ zg, dependen de BHD mientras que Wf}ﬁ Y 2y, dependen de ﬁgl ¥ 9.

Una expresién equivalente para el modelo postulado en la ltima hipétesis alternativa

€s:

1 1
Wi 2m, = W i, XaPa + €pry,5 (6.1.2.2.1)

con Xa=(X,v) ¥ aa=(i’).

Si la expresién (6.1.2.2.1) se premultiplica por (I — Ha) con Ha
= W},lx,, (XLWHlX,,)“IX"IW}{l se obtiene el modelo:

.
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1
(I— Hﬂ)Wg‘IZHr_ = (I— Ha)ef{]_!

que carece de componente sistemdtica. En cambio, si (6.1.2.2.1) se premultiplica por

1
(I — Hy) con Hp = WIE—OX(X'WHOX)—IX'W;‘}O se obtiene el modelo:

1 1
(I = Bo)Wi zg, = (I — H)W i, Xafa+ (I~ Ha)eg,,

que contiene mds de una variable explicativa. Entonces, a partir de (8.1.2.2.1) es
imposible reproducir el resultado obtenido en regresién lineal normal: un modelo sin

ordenada, al origen y con una variable explicativa.

Wang(1985), en lugar de usar la expresién (6.1.2.2.1) trabajé con la aproximacién:

1 1 1
W}‘;-ozgo LS W;‘;aXﬁ + WI’{uu'y +e&. (6.1.2.2.2)

Esta expresién premultiplicada por (I — H,) es igual a:

1 1
f- H,,)W}Iozgo ~ (I — H,,)Wg-ov'y + (I — Hp)e.

De aqui que Wang sugiriera graficar en el eje verti&l:al las componentes del vector
1

(I- H,.)Wg-ozgo v en el horizontal las de (I — H,,)Wgrou. Sin embargo, la informacién

proporcionada por esta grifica de la variable agregada puede ser errénea. La causa es

que, en general, la aproximacién (6.1.2.2.2) no es vilida.

O’Hara y Carter (1990) propusieron otra grifica de la variable agregada. Esta grifica
esta basada en la expresién del estimador de 7 para el modelo: g{p;) = X8 + v:

1 1
VWE (I~ H)WE 2m,

A= I I
u’W}h(I - HQ)W}‘}lv

Los autores mencionados sugirieron graficar:

Ir- H,)W},lzﬁl contra (I — Ha)Wélu.
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Esta grafica indica si v es significativa y si existen datos que influyen en la prueba de

hipétesis mencionada al principio de la seccién.

Interpretacién. Existe evidencia de que v es significativa cuando los puntos grafi-

cados tienen un comportamiento lineal con pendiente distinta de cero.
Cémputo. Las entradas de (I- Hg)WHIZHl son los residuos de Pearson del modelo
1
postulado en Hj porque WH zg, = WHr e +WH1X[3 WH1 é, + H, WH zp,. El

vector (I — Ha)WHlU contiene los residuos del modelo de regresién lineal normal:

1 1
Whv=Wj XB+e con e~ Na(0,021).

Ejemplo. Los datos analizados en esta seccién se encuentran en el apéndice A2. El
modelo propuesto originalmente fue:

logit(p) = Bo + By + log(val) + B3 - log(tas)

que tiene una devianza de 29.227 con 368 grados de libertad. A continuacién se probé si

log(val) es significativa es decir:

Hp :logit(p). = ag + ay - log(tas)

vs.

HI logit(p) = Bo + By - log(vol) + B3 - log(tas).

Las estadfsticas de prueba: §% = 14.64 y 1 = —2InA = 19.63 son mayores que el
valor en tablas de una ji-cuadrada con un grado de libertad. Por lo tanto, log(vol) es
significativa. La gréfica de la variable agregada para log(vol) est4 al final de la seccién.
En ella puede observarse que todos los puntos, excepto dos, se encuentran alrededor
del eje X. Eato quiere decir que la significancia de log(vol) est4 determinada por esos

dos puntos: datos 4 y 18. Lo mismo sucede al probar las hipétesis:

Hy i logit(p) = 6+61-log{val) vs. Hy : logit(p) = Po+Py1-log(vel)+Pa-log(tas)
— véase la segunda grifica.
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6.1.2.3 Gréafica de .la, variable construida.

Las grificas.de residuos parciales y de la variable construida ayudan a determinar
si es necesario transformar alguna variable explicativa. En esta seccién sélo se explica
cémo hacer la segunda grifica. La primera se comenta en la seccidn correspondiente a
los diagnésticos para respuestas suavizadas,

Considere el modelo lineal generalizado:

glu) = po + E Biz; +ﬂm-1z( "“1) (6.1.2.3.1)

(ml)

8i Ajpn—1 = 1. La grdfica de la variable construida estd relacionada con el juego de

en donde =, es una transformacién de z,;-3. Se supondrid que :z:s:}:‘l“) = Zpyoy

hipétesis:

Hy:Ap—1=1 vs. Hi: A1 # 1.

En los modelos lineales generalizados, el procedimiento para hacer la grifica de la
variable construida es similar al que se usa en regresién lineal normal. La expansién
. en series de Taylor de (8.1.2.3.1) alrededor de Ap,_1 = 1 es, hasta el término de primer

orden,

m—1
9(u) = fo+ Y Bjzj+avo (6.1.2.3.2)
i=1

az('\"‘f')
con  a=fn-1Pm-1—-1 ¥ vg= T:\"—-— .
m=1 ,.1=1
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Si Hp es cierta, la variable construida vg no es significativa y g(u) depende lineal-
mente de Zr;—1. En términos del modelo aproximado (6.1.2.3.2), las hipétesis mencio-
nadas son equivalentes a:

m—1
Ho:g(p)=Po+ 3 Biz; (x=0)
i=1

va.

m—1
Hy:g(u)=fo+ 3 Bjzj+oa-vg  (e#0).
F=1

Entonces, el problema de determinar si es necesario transformar a z,,-; se redujo a

probar la significancia de vy. Siguiendo a O’Hara y Carter (1990), en la gréfica de
1

la variable construida, el eje vertical corresponde a (I — H“)W‘;‘}lzﬂ-l y el horizontal

1
a (I— Ha)WE(luo; Wy, ¥ 2zg, estiman, respectivamente, a la matriz de pesos y a la
variable de trabajo del modelo (6.1.2.3.2).

Cuando se rechaza Hy, el estimador

Y

im--l.-:l"' Aa

m~—1

ayuda a establecer cuél es la transformacién més apropiada para z,,—1. En la expresién
anterior, ﬁm_l y & estiman a los parimetros f,,—1 ¥y « de los modelos reducido y
completo respectivamente. En la préactica, no tiene sentido usar estimadores de Ap,_)

fuera del intervalo [—2,2].

A menudo, x&}f[l) es la familia de transformaciones de Box y Cox que se define

como:

z('\m—l)_l .
:I:(Amfl) = m't_m-l. ’ 81 Am—l. 75 0;
me-

log(zm—1), si Ap—-1=0.

La variable construida es, en este caso, vg = Z;;,—1/09(Tm—1) (el término z,,,—1 se omite

deliberadamente de vg porque ya aparece en la expresién (8.1.2.3.2)).
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Ejemplo. El objetivo de este ejercicio es determinar qué relacién existe entre la
edad y la probabilidad de que una varsoviana haya tenido la menarquia. El andlisis

se llevé a cabo con los datos del apéndice A3 que estdn agrupados. Originalmente se
ajusté el modelo:

logit(p;) = Bo + By - edad; con 1=12,...,n

La devianza obtenida: 26.703 tiene 23 grados de libertad. Su nivel de significancia
descriptivo, 0.7 aproximadamente, indica que en general el modelo es adecuado. Sin
embargo, se decidié investigar si era necesario transformar la variable explicativa. La

hipétesis:

Ho:z\=1 v3. Hl:/\#l

se probd para la familia de transformaciones de Box y Cox. Otra manera de escribir
las hipétesis anteriores es:

Hp : logit(p) = Bp + By - edad

vs.

H) :logit(p) = 8g + 61 -edad + ¢ - =g

con ¢ = B1{A — 1) y 9 = edad - log(edad). El valor de la estadistica de puntaje fue
4.196 y el del cociente de verosimilitudes 4.076. El correspondiente nivel de significancia
descriptivo es ligeramente menor & 0.05. La grifica de la variable construida est4 al final
de la seccién. En ella se observa que todos los puntos, excepto uno, tienen la misma
tendencia: lineal y decreciente. Sin considerar el punto situado en el extremo superior
dserecho de la grifica (dato 25), la variable construida no parece ser significativa. Sin
embargo, esta conclusién puede variar cuando se toma en cuenta al dato 25. En la

seccién 8.1.3.3 se analizar{ la influencia de dicho dato en la prueba de hipétesis.

Como $ = —-1658y /51 = 1.832 entonces A ~ —0.015. Este valor sugiere que posi~
blemente [a transformacién logarftmica sea la adecuada (teniendo en mente la posible
influencia del dato 25).

’
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6.1.2.4 Colinealidad.

Se dice que hay colinealidad en un modelo lineal generalizado si existe una asociacién
lineal fuerte entre las columnas de W%X. Los valores propios de X'W X son la herra-
mienta bdsica para estudiar dicha asociacién. Si WX es de rango completo (m), la

.matriz X'WX tiene m valores propios distintos de cero: Aj,Ag,...,Am. Entre mds
chico sea el menor de ellos mayor serd la asociacién lineal entre las columnas de W%X .
Sin embargo, la magnitud de Ay también depende de las unidades de medicién de las
variables expligativas. Esta dependencia desaparece — dicen Mackinnon y Puterman
(1989) — al estandarizar las columnas de X. Los autores no indican cémo estandarizar

la j-ésima variable explicativa; mi recomendacién es:

Zij — Iy
gt =23 9w

1] Sjw ) 7=0,1,2,...,m—1;

E?-_-]_ WyZiy

Ejy = 8w es la media ponderada de las Tijs
=11
2 _ % 2
Sjw = Z wi(xl'j - ijw)
i=1

¥y wy es el i-ésimo elemento en la diagonal de W, la matriz de pesos.

1

Si las columnas de la matriz X*, de nx(m — 1), son (::I,::;,...,z:n_l) yWiesla
matriz de pesos del modelo g(u) = X8, los valores propios de W§X * se denotarén
como: A} > A3 > ... > A;_;. El k-ésimo indice de condicién de W§X‘ se define
como:

e = k=2,3,,..,m—1

>—I>—
xonfan

1 . ar
A nl_y = A}/A;,_y se le llama el nimero de condicién de WiX* e indica qué tan
grande es A} en relacién a A}, _;. En regresién lineal normal se dice que la asociacién
lineal entre las variables explicativas es fuerte o moderada si 100 < n,,,_; < 1000 y

grave si n;._, > 1000.

El efecto que tiene la colinealidad en el estimador de B; se mide con el j-ésimo factor

de inflacién de la varianza:
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FIvy = r":\‘ S i=12....m-1;
v;- = (v;1,v52,- - » ¥jm—1) €8 el vector propio asociado a A} . Los factores de inflacién
de la varianza son los elementos en la diagonal de (X*'W X*)~!

Si se desea, los indices de condicién y los factores de inflacién de la varianza pueden
calcularse con los valores y vectores propios de X'W X.

Ejemplo. El modelo ajustado a los datos del apéndice A2 fue

logit(p) = Bo + Byzy + P27z (6.1.2.4)

con 73 y z3 el logaritmo del volumen y de la proporcidén de aire aspirado respec-
tivamente. El nimero de condicién de WiX* : ni = 0.107233/0.016903 = 6.344
indica que no existe colinealidad entre zy y z3. Los factores de inflacién de la va-
rianza fueron FIV)' = 26.22 y FIV) = 42,21, El nimero de condicién de W’}‘X
es gy = 6.569307/0.129794 = 50.613 y los factores de inflacién de la varianza son:
FIV; =1.739, FIV, = 3.466 y FIVy = 3.368.

Bibliografia abreviada.
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6.1.2.5 Influencia.

~ Es conveniente evaluar la influencia de cada dato en el modelo ajustado cuando el
método de estimacidn no es robusto. Hay dos maneras de evaluar la influencia del dato
1. Una es excluirlo de la muestra y la otra es perturbarlo por una cantidad infinitesimal.
Ambos casos ?ueden tratarse de manera similar: modificando el peso inicial del dato.
Normalmente, el peso inicial es unitario. Cuando el peso es nulo, el dato queda fuera
del andlisis y gi el peso pertenece al intervalo (0,1) sélo se le perturba. Se dice que un
dato tiene influencia global en el modelo si su exclusién afecta el ajuste, Un dato es

localmente influyente si la perturbacién inducida altera el ajuste.

La seccién 6.1.2.5.1 trata de la influencia global de un dato en: 1). el nivel de
colinealidad de un modelo lineal generalizado y 2). el estimador de A, las medidas
de bondad de ajuste y los residuos de la devianza del modelo logistico. En la seccién

8.1.2.5.2 se ver4 el tema de influencia local.

6.1.2.5.1 Influencia global.

Influencia global en el nivel de colinealidad.

Esteban Walker (1989) definié lo que significa que z; influya en la colinealidad de
un modelo de regresién lineal normal. También indicé cé6mo medir el efecto de z; en
la colinealidad de dicho modelo. La propuesta de Walker es aplicable a los modelos

1 1
lineales generalizados si la matriz X se reemplaza por Wi1X 6 WIX*,

El j-ésimo valor propio de W%X serd A; y el correspondiente vector propio serd vj.
El k-ésimo {ndice de condicién de W%X se denotard como 1 . Se supondrd que X(;),
1
de (n —1)xm, es la matriz de disefio sin el renglén i. W&) denotar4 a la matriz de pesos
~obtenida al ajustar el modelo g(u(;)) = X()B. Finalmente, ny(;) serd el k-ésimo fndice
de condicién de Wé)X(.-).
Definicién, Se dird que ,/w;z; influye en la colinealidad de un modelo lineal gene-

il

- 41 -



ralizado si, para § fija, se cumple que:

"71:“’11:(.')!>‘5'7k para alguna k=2,3,...,m—1.

Un punto que influye en la colinealidad la enmascara si 7, << k(i) ¥ la induce si
Tk =2 Mk(i):
- . . . l
A partir de la descomposicién en valor singular de W2 X, U DV’, puede demostrarse
que:

1. Si \/Wjz; = avj con a que pertenece a los reales, entonces |n — ;)| es una

funcidn creciente de las palancas de Pregibon.

2. Las palancas de Pregibon pueden expresarse como k; = ||y]|? = 1 u?j; u;
es el i-ésimo renglén de U.

La igualdad h; = u?j se cumple cuando /W;z; = av;.

El supuesto de que \/Wiz; = av; para alguna a € & es irreal. Sin embargo, en
la prictica puede suceder que la direccién de los vectores: /Wiz; y v; sea casi igual.
En este caso, el valor de h; estard bisicamente determinado por u?j. Entonces, las u‘?j
miden la influencia de ,/w;z; en la colinealidad de los modelos lineales generalizados.
?j es grande si su valor es mayor que m/n (una
cota empirica para k; es 2m/n; recuérdese que T, hy = m).

Se considerard, empiricamente, que u

A veces, la influencia individual de ,/w;z; es irrelevante, pero conjuntamente con
otros puntos puede tener un efecto importante en la colinealidad del modelo. Esto
muestra la necesidad de generalizar los resultados anteriores. Como primer paso puede

suponerse — como lo hizo Walker en regresién lineal normal — que

Wir; = auj ¥y fWazp=fv; con a ¥y B e R
é

VWizi = avy ¥ w;z:.-::ﬂvj: con aa y f# ¢ R

Los indices u?j también pueden calcularse a partir de la descomposicién en valor
singular de W%X‘. En eate caso debe investigarse si la cota m/n es 1til (las cantidades
wi(5f) (X'WX*)"1z} reemplazan a las palancas de Pregibon).
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Cémputo. El pfograma “SINGULAR™ (apéndice B3) utiliza la subrutina “LVSDF”
de IMSL para calcular la descomposicién en valor singular de una matriz 4 y las u?j.
Los datos, que son el nimero de renglones y columnas de A as{ como sus entradas, deben
estar en un archivo llamado SING.DAT. SINGULAR calcula los valores singulares de
A, los valores propios, los indices de condicién y las u?-. Estas cantidades, junto con
los datos, se graban en el archivo SING.SAL.

Ejemplo. Se analizard si existen puntos que influyen en la colinealidad del modelo
(6.1.2.4). Los indices u?j se calcularon con la descomposicién en valor singular de
W1 X. Varios de ellos exceden la cota empirica: m/n = 0.0769; los mayores son ugg,z =
0.120184 ¥ ugu = 0.229566. Sin embargo, la exclusién individual o conjunta de los
datos 29 y 31 no tiene un efecto relevante en el estimador de 8. En cada uno de estos
casos,

mhx [7% — M (29)| = 3.08,

max 7% — me(syl = 1.01,

max [k ~ M(z9,31)| = 5.5-
Por otro lado, las palancas de Pregibon de los puntos 4 y 18 son hy = 0.0854 y hyg =
0.094 respectivamente; ademds ui, =0.074349 y “is,s = (.80448. El paquete GLIM3
tiene problemas para ajustar el modelo sin los datos 4 y 18, aparentemente porque el

modelo esté sobreparametrizado. Esto no sucede cuando se elimina slo uno de dichos

datos.

1
También se calcularon las (u'?j)2 con la descomposicién en valor singular de WZIX™.
Como en el caso anterior, el mayor indice corresponde al dato 31. De acuerdo a las

(u;j)z, el efecto de los puntos 4, 18 y 29 es menor de lo que senalaban las u?,-.

Bibliografia abreviada.
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Estimadores a un paso.

Hay varias maneras de medir la influencia global del dato i en los estimadores de 8 y
de la devianza. Una de ellas es estimar a A con los n datos, eliminar el i-ésimo y estimar
a f(;) (el vector de coeficientes del modelo sin el dato (y;,}}). Este procedimiento
requiere de dos ajustes con el método de Newton-Raphson. Si el andlisis se realiza para

cada uno de los n datos, el nimero total de ajustes (iterativos) es n+1.

Cuando existe una expresién explicita para ﬁ(:’) en términos de 3 es suficiente con
estimar a [J; es decir, basta hacer un ajuste. Sin embargo, esto sélo es factible cuando

el método para estimar al modelo con n-1 datos converge en una iteracién.

El método propuesto por Pregibon (1981) consiste en usar a ﬂ(') en lugar de ﬂ(‘) A
/3( ) se le llama: “el estimador a un paso de ﬂ( ;)" y es una aproximacién a ﬁ(‘) ﬂ(:) se
calcula como sigue:

1. Eliminar el dato i;
2. Usar como estimador inicial de ﬂ(,-) a ,@; y
3. Detener el procedimiento de ajuste cuando finalice la primera iteracién.

En GLIM3, 5(1‘) se calcula mediante los comandos $WEI y SREC 1. Por ejemplo,
suponga que se desea estudiar la influencia global del dato 2 en el estimador de 8. Si
la variable de respuesta del modelo logistico es Y, el denominador binomial es N y las
variables explicativas son X1, X2,...,XM, las instrucciones para calcular el estimador a
un paso de S(y) son (en GLIM3):

$YVARY

SERROR BN

$LINK G

$SFITX1 + X2+ .. + XM

$DISME

$CAL NUM = %CU(1): PESO = 1 - BEQ(NUM,2)

$WEI PESO

$REC 1

$FIT .

$DISM E

Todas las entradas del vector “PESO” son iguales a uno excepto la segunda que es
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cero. Bl estimador de maxima verosimilitud de ﬂ(z), 1.e. 5(2), se obtiene omitiendo la
instruccién $SREC 1.

El estimador a un paso de ﬂ(,-) puede expresarse explicitamente en términos de §.
Esto permite evaluar la influencia de (y;,z{-) para 1 = 1,2,...,n a partic del modelo
ajustado a los n datos.

El logaritmo de la funcién de verosimilitud de ,3({) es:

n
. L(By) = 2 vikss (6.1.2.5.1.2.1)
=1 .

1, sil#7;

con U =logfy(yifnd) v wu= {0, .l i i
En forma matricial, las ecuaciones de verosimilitud son:
1 oo, .

0= ——X Ve(ﬁ(;)) con V =diag{vy,va,...,vn}.

a(¢) B =.§(;)

(Compérese este sistema de ecuaciones con {3.1.2)). Si se usa el método modificado de

Newton-Raphson, el estimador de ﬂ(,-) en la iteracién £ + 1 es:

Bigt = By + (X' WtV H (8 X)XV e(y).
El estimador a un paso de ﬂ(,-) se obtiene haciendot =0y ﬂ?{) = ﬁ; es decir:
Bly =8+ x'whByvwi(g)x) " lx've@).
Otra expresidén para é(li) es (véase Pregibon (1981)):

s A (XW(B)X) " zié(h)
ﬁ(l') =f- 1-h; '

(6.1.2.5.1.2.2)

en donde h; es la i-ésima palanca de Pregibon. En el modelo logfstico, W(ﬁ) es
una matriz diagonal con elementos w; = ngp;i(l — Bi)s &(8) = wi —nipi ¥y by =
w;zs(X'W(ﬁ)X)_lz;.
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A continuacién se verd cémo medir, en el modelo logistico, la influencia global del
dato 7 en §,D?, X? y los residuos de la devianza. Estas medidas, basadas en ﬁ(l‘-),
subestiman a los datos influyentes y pueden generalizarse a otros modelos lineales
generalizados (véase Williams, D. A. (1987)).

a. Influencia global de un dato en §. El vector

a_ Al (X'W(E)X)*lz,e,(ﬂ)
AB =By = Tk

(6.1.2.5.1.2.3)

obtenido a partir de la expresién (6.1.2.5.1.2.2), mide las discrepancias entre By ﬂ(‘
La j-ésima componente de este vector se denotara como A,ﬂl La grafica de los puntos
x,A,ﬁJl/\/Var(ﬂJ }cont=1,2,...,n sirve para determinar qué tan sensible es ﬂJ
cada uno de los n datos. Sin embargo, analizar simultineamente m grificas como la
anterior es impréctico cuando m es relativamente grande. Ademds, las componentes
de ,é estdn correlacionadas por lo que la influencia del dato i en ,@’- también afecta a

otros coeficientes,

La ecuacién —2{L(8) — ([;)} = ¢ es el contorno de una regién de conflanza para

! ¢ R. Entre més grande sea c1

1

B. Cuando g = ﬁ( i) entonces ¢ = c para alguna ¢;
mayor es la influencia de (y;,z}) en f. Una expresién aproximada nara ¢; se obtiene
desarrollando en series de Taylor, ¥ hasta el término de segundo orden, la funcién

F(8) = —2{L(B) - L(ﬁ)} alrededor de 8 = ﬂA(l‘-)‘ De esta forma se obtiene que:
= (Bl — B)X'W(B)X (Bl - A)
y por (6.1.2.5.1.2.3):

ho
=T A

3N

r; es el i-4simo residuo de Pearson. Es conveniente graficar los puntos (1, cil) con i =
1,2,...,n para determinar qué datos son los que mayor influencia tienen en ,é Pregibon
también recomienda graficar (f;, c}) para i = 1,2,...,n y Hosmer y Lemeshow (1989)
sugieren graficar c‘! contra p; y h;.

El Indice c} es andlogo a la distancia de Cook. En lugar de c}, algunos autores —
como Cook y Weisberg (1982) y Williams (1087) — usan la medida:
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D!’ = —-h’.'.‘g
Vom(1 - k)%

El factor 1/m no aparece en c}.

b. Influencia global de un dato en las medidas de bondad de ajuste.

Pregibon también desarrollé medidas que reflejan la influencia global de un dato en

D? y X2, El procedimiento es similar al que se usé para obtener c‘!.

La influencia del dato i en la devianza se estudia mediante la funcién:

D*(Bly) = 2{L(B;v) - L(Byiv)}:

en donde ﬁ estima al vector de coeficientes del modelo saturado,

L(Biv) = 3 win{ fy(u k(=) )},

I=1
D@0 = 3 win{ s el )

1, sil#4
v'=(v1,v2,...,v,.) Y t}[={0: Siliij

D? (ﬂ( )) es la devianza del modelo Iogtt(p( )) = X(l)ﬂ(:) .y es funcién de ﬁ() El
desarrollo en series de Taylor de D? (ﬂ( )) alrededor de J es, hasta el término de segundo

orden,

Zh'
D*(B;) = D*(B)- (d'—'” 1ok )

con

DY) = 2{L(B;v) — L(G; v)},
L(B;v) = 3 vin{ fy; (wi; k(={B), #)}

=1
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y dev; es el i-ésimo residuo de la devianza del modelo logit(p) = Xf. De la expresién
anterior se deduce que la devianza decrece cuando se elimina el dato i. El decremento
producido en la devianza es:

2
= DM — DALY 2 rihi
&;D = D*(f) — D*(B(;)) = dewf + 1= A

La grafica de (¢, A;D) con i = 1,2,...,n indica qué datos son los que tienen la mayor
influencia en la devianza del modelo logit(p) = Xﬁ. Si en A;D, el residuo de Pearson

(r;) se reemplaza por dev; se obtiene:

dev? d;
Do — bt = %
B 1-hy 1-—-hg

Este es el i-ésimo residuo de la devianza estandarizado y elevado al cuadrado (seccién
4.2.2).

El estimador de méxima verosimilitud de # no minimiza el valor de la estadistica
ji-cuadrada de Pearson generalizada. Por esto, no es sencillo determinar qué efecto
tiene el dato i en X2. A veces, el valor de esta medida de bondad de ajuste crece
cuando (y;, z}) se elimina de la muestra. El cuadrado del i-ésimo residuo de Pearson
estandarizado, r? /(1 —h;), es el indice propuesto por Pregibon para medir la influencia
global del dato i en X2.

La grifica de A;D 6 r/(1 — k;) contra p; esté formada por dos curvas simétricas
respecto a p = 0.5. Los datos con los residuos mds grandes se localizan en la parte

superior de dichas curvas.
c. Influencia global de un dato en los residuos de la devianza.

El cambio producido en la devianza del dato j cuando (y;, ::{) se excluye de la muestra

es;

Ajdj = dy(;y) ~ 4,

d;(s) ¥ dj son el cuadrado de la devianza del dato j en los modelos logit (b)) = X(;)[i(;)
y logit(p) = X respectivamente. Cuando se usa el estimador a un paso de ﬁ(;), Agd;

se aproxima con:
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2rjh;jr,- T?h?j .
1-k (1 —hy)¥

h;j es el elemento en el renglén i y columna j de la matriz

Aidy =

H =wi(B)X(X'W(B)X) ' X'Wi(3).

Para facilitar el anilisis de la medida anterior conviene graficar (3, A,-d}) para 1=
1,2,...,n. ’

Cuando A,-d} es igual a cero, el dato i no afecta el ajuste de (y;, 7). Si A;d]l-
mayor que cero entonces d}(‘.) > d; y el ajuste del dato j empeora cuando se ignora
a (y;,z:). En cambio, si A;d} < 0, el ajuste de (yJ-,zg-) mejora al suprimir el dato i.
Ademds, A;d} # A;d}; esto quiere decir que: la influencia de (v;,z}) en la devianza
del dato j es distinta a la influencia del dato j en dev;. A,-d} mide el efecto que tiene

(v, z}) en su devianza. Como

rehi(2 - k) o

1_
Sk ="y 20

la devianza del dato i aumenta cuando se le excluye del modelo. Sin embargo, si (y;, :1::)

se omite del andlisis, el ajuste global de los n —- 1 datos restantes mejora porque:

—r2h.
S A= ":‘ <o.
i 1=hi

Por iltimo, la suma de las n devianzas elevadas al cuadrado es mayor para el modelo

logit(ﬁ(li)) = X(i)ﬁ%{) que para logit(f) = XJ; es decir:

S 1 1 1 réhi
3 Ay =3 Ajdl+ A} = Tohy? >0.
J=1 J# '

Ejemplo. Las grificas que presenta Pregibon en su artfculo estin basadas en los

datos del apéndice A2 y el modelo:

logit(p) = fo + By - log(vol) + By - log(tas).
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Aqui se analizara la influencia global que tiene cada dato de este modelo en ﬁ y D%,
El andlisis estd basado en c} v A;D que dependen de los residuos y las palancas.
Las dos primeras graficas al final de esta seccién muestran que, en valor absoluto, los
residuos més grandes corresponden a los datos 4 y 18. Nétese, ademds, que en las dos
grificas el comportamiento de los residuos es similar. A continuacién se graficaron las
palancas de Thomas y Pregibon contra el ntimero de dato. E! rango de las palancas
de Thomas es mayor que el de las de Pregibon. Las primeras suman a 10.18 y las
segundas a 3 (el nimero de pardmetros en el modelo). En ambas gréficas, el dato
31 es el que tiene la palanca mis grande. Sin embargo, el dato 30 tiene una palanca
grande de Thomas y una palanca pequeiia de Pregibon. La quinta grifica muestra los
residuos estandarizados de la devianza contra el nimero de dato. En valor absoluto,
los mayores residuos estandarizados corresponden a los datos 4 y 18 que tienen una
palanca de Pregibon relativamente pequefia. Abajo se grafic la distancia de Cook, c},
contra i. Esta grifica indica que los datos 4 y 18 son los que mayor influencia global
tienen en 3. La grifica siguiente, de los puntos (¢, 8;D), revela que (y4,7}) ¥ (v1s,z}s)
también influyen en el valor de la devianza. En la dltima grifica, los puntos (5;, A; D)
forman dos curvas que se intersectan en § = 0.5. Una curva se extiende de la esquina
superior izquierda a la esquina inferior derecha. En ella se observa que la probabilidad

de éxito estimada de los datos influyentes {cuatro y dieciocho) es menor a 0.11.

De acuerdo con c} y A;D, el dato 4 es el que mayor influencia global tiene en B
y D2. Cuando este dato se excluye de la muestra, la devianza del modelo decrece de

29.227 a 22.426. Los estimadores de § y ﬂ“) son respectivamente:

B = (—2.875,5.179,4.562),
B(4) = (—5.206,8.468,7.455).
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6.1.2.5.2 Influencia local.

Cook (1986) desarrollé un método para evaluar el efecto que tienen las perturba-
ciones infinitesimales en el modelo de regresién lineal normal. El método, basado en
geometria diferencial, ha sido aplicado a los modelos lineales generalizados. La pertur-
bacién inducida en uno o més datos, las variables explicativas, el vector de respuestas
o el peso de los datos se representard con un vector o una matriz. El método permite

estudiar el efecto que tiene la perturbacidn en:

1. Todos los pardmetros del modelo;
2. Un subconjunto de pardmetros; y
3. Las predicciones puntuales.

Influencia local en todos los pardmetros.

El efecto que tienen las perturbaciones infinitesimales en los pardmetros de un mo-
delo lineal generalizado se estudia mediante la curva de influencia. El logaritmo de la

funcién de verosilitud de un modelo lineal generalizado se denotard como L($) con

!

¢ puede ser desconocido. Las perturbaciones se representarin mediante el vector w de
dimensién gx1 que pertenece al conjunto abierto {1 C RY. L(§;w) serd el logaritmo de
la funcién de verosimilitud del modelo perturbado. Se supondrd que :

a. Existe unawg € 0 tal que L(6;wg) = L(6) VY & en el espacio parametral.
b. Las dos primeras derivadas de L(§;w) con respecto a § y w existen y son con-
tinuas.

Cuando el objetivo es evaluar el efecto de la perturbacién en §, la curva o grifica de

infuencia es la superficie geométrica generada por:

ow) = (Dvw(w))‘

w varfa en (1. DV (w) es el desplazamiento de la verosimilitud y se define como:

DV (w) = 2[L{8) — L(&.)).
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§ y &., son los estimadores de méxima verosimilitud de § para los modelos sin perturbar

y perturbado respectivamente, es decir:

L) = SI;P L() v L(byw) = st;p L(6;w).

a(w) mide, con base en L(6), la discrepancia entre § y 4.

La diferencia entre los estimadores 4 y &, también puede medirse con base en L{6;w).
L(6) es un “marco de referencia fijo” porque no depende de w; L{6;w) es un “marco
de referencia variable”. En general, los diagndsticos de influencia basados en marcos

de referencia fijos son més sencillos de motivar e interpretar.

La superficie generada por la grifica de influencia est4 contenida en R9*! por lo que
generalmente no es posible visualizarla. Sin embargo, existen medidas que describen
el comportamiento global (en Q) y local (en ¥V {wp), una vecindad de wp) de dicha

superficie. Asf, hay medidas de influencia global y medidas de influencia local.

El comportamiento de a({w) alrededor de wy se estudiard mediante las curvaturas de
las secciones normales de la gréfica de influencia en V(wg). En geometrfa diferencial,
el vector a(w(a)) = wg+ a-1I, con ae® y ! un vector fijo de norma unitaria, es una
seccién normal de a(w). La direccién de a(w(a)) estd determinada por la direccién de
!y a(w(a)) = a(wp) si @ = 0. Calculer la curvatura de a(w(a)) en a = 0 es equivalente

a rotar la seccién normal y calcular la curvatura del vector resultante:

1= (ov oian)

En la direccién del vector I, l2 curvatura de p(a) en el punto a = 0 es:
ot = |DV (wo)| = 2P

y 2pv

en donde DV (wp) = ‘—9—»—(23@ ,
da 2=0

y F es una matriz simétrica de gqxg formada por

.
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82L(4,)

Burdu; para  k,j=1,2,...,q

w=wp

A ¢, la curvatura de a(w(a)), se le llamar4, en forma abreviada, la curvatura normal.
Cuando ofw) estd en R3, ¢; indica qué tanto se desvia la grifica de influencia del plano
tangente al punto wg. No hay un valor de referencia para juzgar la magnitud de la
curvatura normal méxima: cmgz = maz{¢}. Lo que se recomienda es comparar la
maéxima curvatura normal con las curvaturas obtenidas a partir de varios conjuntos de
datos simulados. A la postre, la experiencia adquirida en los andlisis de influencia local

permitird hacer una apreciacién correcta de cmgz — dicen Thomas y Cook (1990).

La expresién {'Fl denota un valor propio de F', su respectivo vector propio es I.
Esto quiere decir la direccién de los vectores propios de * determina la direccién de las
secciones normales. El diagndstico mas valioso — dice Cook — lo proporciona Iz, el
vector propio asociado a ¢mqz. Sus componentes indican qué perturbacién, en V{wg),

produce el médximo cambio en el desplazamiento de la verosimilitud.

La matriz F puede expresarse como F= J'l-}J, L es el hessiano del modelo sin

perturbar evaluado en § = 8 y w = wg; J = —(L) 1A con
82 L(6;w) r=1,2,...,m
A={An} v Au= 860w | =8 U i=1,2,...,0
w=wo
Por lo tanto,
F=A"(D)"'a (6.1.2.5.2.1)
y
¢ = 2'a'(L)~tal. (6.1.2.5.2.2)

A veces existen expresiones explicitas para las medidas de influencia local (¢maz,

Imaz,-.) que evitan el cdlculo de F.

Por dltimo, la solucién a un problema de influencia local depende del estudio; no

pueden darse recomendaciones universales.
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a. Influencia local del peso de los datos en 6.

Suponga que ¢ es conocido, es decir que la variable de respuesta del modelo li-
neal generalizado pertenece a la familia exponencial.En términos de la liga natural, el

logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo sin perturbar es:

L(é) = Z{a"l O)yik(zi8) — b{k(<{B)}] + c(ui, )}

Las entradas del vector w’ = (w1,w3,...,wn) representardn la perturbacién inducida
en el peso de 1ds datos (ndtese que ¢ = n). Usualmente, 0 <w; <lconi=1,2,...,n.

El logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo perturbado es:

L(§;w) = Zw.{a"(@[y.k(z :8) — b{k(<iB)}] + c(vi, 8)}-

1=1
(esta expresién es similar a (6.1.2.5.1.2.1)). Como se puede ver, L{6;w) = L(6) si w es

un vector unitario, es decir: wg = 1.

Para estudiar el efecto que tiene w en é (6 en 8 porque ¢ es conocido) deben calcularse

los valores y vectores propios de F=JEJ, mis explicitamente,

F=JLJ= —(T)E’KX(X'EX)J{'K'E,
con B = diag{é;}, é; es el i-ésimo residuo de puntaje del modelo sin perturbar (véase la
seccion 3.1); K = diag{k(z}8)}; X es la matriz de disefio; J = (KX)'E; E = E(ﬂ)|ﬂ=ﬁ
yL=a"l(¢)X'EX.

b. Influencia local de las variables explicativas en 6.

A veces existen errores de medicién o de redondeo en las variables explicativas. Su
- efecto en el estimador de § puede estudiarse mediante el método desarrollado por Cook.

La matriz de disefio perturbada de un modelo lineal generalizado es:

X =X+US;

U = {w;;} con w;; una perturbacién cualquiera y § = diag{s;} con s; un factor de
escala que transforma a w;; para que sea compatible con z;;. Beckman propuso que s;

sea el rango o la desviacién estdndar de Xj.
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El logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo perturbado es:

L(5;0) = 3 {a~ (B)lik(zh B) ~ B{k(zhu B)}] + cluir )}

=]

z:-w es el i-ésimo renglén de X,. Se supondrd que ¢ es conocido. Por la expresion

(6.1.25.2.1), F = A'(L)7'A con L = a"H@X'EX, A = (A1, 49,...,4m), 4; =
.sj{djé'ff + SJ'X’E‘} y d; el j-ésimo vector canénico de dimensién nx1.
Influencia local en un subconjunto de parimetros.

Cuando se desea estudiar el efecto que tiene w en §y, un subconjunto de pardmetros:

5= (g;), la gréfica de influencia es la superficie generada por

() = (DV‘:(w))’

conw € Ny DV,(w)= 2[L(3) - L(él,)] Aqui, L(&,) es el perfil de la verosimilitud
de 6; evaluado en by, el estimador de &; obtenido al maximizar L(6;w). El perfildela
verosimilitud de 6; es L(6.) = L{{61,9(61)); ¢(61) maximiza a L(&) cuando &y estd fijo.

En a,({w), igual que en a(w), L{§) se usé para comparar a 8 con &,.

Las curvaturas de a,(w) son:

c(61) = 20 A'[(L) ™! — Byo)Al|

7 Ly 1312)
n L= (
co Ly L2/’

o 0
By = (0 Lz—zl) ;
A se definié arriba de la expresién (6.1.2.5.2.1). ¢i(61) indica cémo afectan a by las
perturbaciones infinitesimales.
a. Influencia local del peso de los datos en §;.

Considere el problema de medir las discrepancias entre [9]- y ﬁj,‘, causadas por una
perturbacién en el peso de los datos del modelo logfstico. Las medidas de influencia

local propuestas por Cook se calculan a partir de
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F=EX(X'WX)"'X'E

con E = diag{é; = y; ~ nyp;} y W = diag{w; = n;p;(1 — p;)}. El cambio producido en
el desplazamiento de la verosimilitud es mdximo en la direccién sefialada por

!
lmaz (7'151, T2E25 .01, rnsn)§

r; es el i-ésimo residuo de Pearson del modelo sin perturbar y &; es el i-ésimo resi-
. s o s . 1
duo obtenido al efectuar la regresién de la j-ésima columna de W2 X en las columnas

restantes.

Ejemplo. El ejemplo estd basado en los datos del apéndice A2 y el modelo:

logit(p;) = o + Biziy + Paziz,

con z;) = log(voly), =;3 =log(tas;) e i =1,2,...,n.

La primera grifica corresponde a los puntos

(z———r—'s—'——) con 1=1,2,...,n.

' Y/ E?=1(r,'5,-)2

r; es el i-ésimo residuo de Pearson del modelo mencionado anteriormente. El residuo

€; se obtiene al ajustar el modelo de regresién lineal normal:

E(ywiXy) = 6/ + 8a\/Uzyz con  wi = nipi(1— ).

La grifica muestra que una pequefna perturbacién en el peso inicial de los datos 4 y 18
tiene un efecto relevante en el estimador de #y. En este caso, la perturbacién consiste

en reducir el peso inicial de {y4,7}) ¥ (v1s.2}s).

La segunda gréfica es similar a la primera; se obtiene graficando las entradas del

vector

H 1 (rie1,rae rafn)
maz = === \T1€],7282,. .., n€n
vV 2?:1('\'5:')2
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contra el nimero de dato, i. Igual que en el caso anterior, r; es el i-ésimo residuo
de Pearson del modelo logistico. En cambio, &; es el i-ésimo residuo del modelo de

regresién lineal normal:

E(ywiXig) = a1 /w; + agy/Wyzg con  wp = ngfig(1 ~ fy).

La gréfica indica que los pesos de los datos 4 y 18 son los que mayor influencia local

tienen en fs.
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Influencia local en las predicciones puntuales.

Una prediccién puntual es, para Thomas y Cook (1990), el estimador de la media de
una respuesta observada o futura de un modelo lineal generalizado. Se supondré que
z es el vector de variables explicativas de dicha respuesta y que ¢ es conocido o que se

reemplazé por un estimador. La prediccién puntual de la respuesta asociada a z es:

#(z) = b{k(ZA)}-

Generalmente, §(z) sélo depende de é, el estimador del pardmetro canénico. La va-

rianza de {{z) se estimara con:

var{3(2)} = a(#)b{k(z'A)}.

Cuando el modelo se perturba por w, la prediccién puntual de la 'rrespuesta. con vector

de variables explicativas z se denotard como:

§lz,w) = b{k(Bu)};

B maximiza L{f;w), el logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo perturbado.

El desplazamiento de la verosimilitud no es 4dtil para comparar a §{z) con §(z,w)
cuando §(z) estima a una respuesta futura. Por esto, la influencia local en las predic-
ciones se estudiard con “las funciones objetivo”. Estas funciones se definen a partir de

los residuos abajo mencionados que miden las discrepancias entre §(2) y §(z,w):

rp(z,w) = y—(—zl:—y—(i'—w—), el residuo de Pearson;

Var{j(z)}

(o) = A0 ~ A=)
’ A(3(2))/Var{s(2)}

el residuo de Anscombe

vy rplzw) =2{3(2)[k(z'8) - k(z'Au)] ~ b{k('B)} + b{k('Bu)}},
el residuo de la devianza. Las funciones objetivo son:
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fp(z0) = rb(z,w), fa(z0)=ri(zw) ¥ fD‘z’“)=“ri((2)w)'

y tienen en comin las propiedades siguientes:
a. No las afecta el reescalamiento o la combinacién lineal de variables explicativas.
Es decir, son invariantes cuando X se posmultiplica por una matriz no singular.

b. Como funcién de w, alcanzan su minimo en wy (la perturbacién que deja intactos
- a los datos).

.
c. Si la variable de respuesta se distribuye como una normal y el peso asignado al
)
i~ésimo dato es cero, es decir

1, sil#4;

w = {w} con w1={0' sil=i

entonces 3 fp(z1,w) = - falanw) = 3 Fp(enw) = wll¥ - Yyl
I=1 I=1 I=1 i

Esta es la distancia de Cook para el dato i multiplicada por m.

Si z es un vector fijo, las funciones objetivo representan una superficie en {1. Se
determinard en qué direccién se produce el méximo cambio en la superficie cuando
w € V(wg). En lugar de trabajar con la superficie generada por la funcién objetivo
se usard una aproximacién de ella. El plano tangente a la superficie en el punto f(wp)
no es itil por ser horizontal. Por lo tanto, se trabajard con la aproximacién de segundo
orden: la curvatura normal de la superficie en el punto f{wp). Esta curvatura es,en la
direccién del vector unitario /,

af.
Jwdw'

w=wg

c(l,2) = ' fl con f=

Mis explicitamente:
c(l, 2) = 2a(B)q(2) |l &' (X' EX) 122 (X EX) Al

o L(B;w) = B{k( IV
con A= W "=3 y q(z) - b{k(z’ﬁ)}[k(z’ﬁ)lz‘

w=wo
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Como la curvatura normal es la misma para fp, f4 v fp, los autores llaman a la
funcién objetivo la diferencia predictiva.

La direccién de méxima curvatura normal estd dada por el vector

lmaz o AT (X'EX)" 1z, (6.1.2.5.2.3)

El signo y la magnitud de las componentes de l,,4; indican cémo definir a w para que

se produzca el médximo cambio local en la diferencia predictiva.
a. Perturbacién de la variable de respuesta.

El vector de respuestas perturbadas se define como:

Yo=Y + Sw; con S= diag{[a(q;)l;{k(xs,@)}]%}.

- Aol

con § = diag{s;} y s; = {a(¢)b{k(=;3)}}2. EIl término s; estima a la desviacién
estdndar de Y; y modifica la escala de w; para que coincida con la de ;. Siw =0,
Y., =Y. El vector Y,, carece de una interpretacién practica cuando Y es discreta (como

en el modelo logistico). Si Y, = yu, el logaritmo de la funcién de verosimilitud de 3 es:

n 1
L(Biw) =3 { ol (v k(2{B) — b{k(zB)}] + e(viu, #) }; Yiw = Y + wisi.
=1
La direccién de maxima curvatura normal la proporciona el vector:

lmaz x SKX(X'EX) 12
con K = diag{ic(a:ﬁ[;)} (en la expresién (6.1.2.5.2.3), A = e~ }($)X'KS). Cuando
z = z;, la i-ésima componente del vector SI.(X(X’E'X)_I::; es
k= Zh (X' EX) "Lz k(zLB)V Var()).

Esta es la palanca de Thomas y Cook para el i-ésimo dato y mide la influencia local de

Y; en su valor ajustado.



b. Perturbacién de un variable explicativa.

Thomas y Cook sélo consideran el caso de medir la influencia local de una variable
explicativa (la j-ésima) en las predicciones, El cémputo de las medidas de influencia
local se simplifica si la perturbacién inducida en X; es aditiva. Sin embargo, debe
tenerse presente que estas perturbaciones sélo son aplicables a variables explicativas

continuas. Entonces, la j-ésima variables explicativa perturbada serd :

. K = Xj + s5w;

w es el vector de perturbaciones y estd escalado por sy, una norma de X; (por ejemplo
la Euclidiana). El término s; permite comparar la méxima curvatura normal que se

obtiene cuando distintas variables explicativas (continuas) se perturban por separado.

La funcién L(8;w) sdlo depende de X, a través del pardmetro canénico:

b, = k(-'rjwﬂj + E zf).
t#]

Ademis, A = —L-s;A; con A; = uzé — ﬁ'X'E' y u; el j-ésimo vector canénico de
a(g) 7 7 7 7 ]

dimensién nx1. Por lo tanto,

Imaz o« AG(X'EX)™12

Yy C(lmaz)z) = ZSIZ'Q(Z)G—I(&)l)A,J’(X,EX)~lz”2'

Sii=1,2,...,n, la grifica de los puntos (i, ¢{lmaz, z;)) con

c(Imaz, z:) = 283g(z;)a~ ()| A (X' EX) 1=y

mide la influencia local del vector X; en f.
c. Perturbacién de un dato.

El vector (zr1 + 91w1,- oy Tr(m—1) T Im=-19m~1Yr + 3mwm) es el resultado de per-
turbar el r-ésimo dato: (z},yr); 3; es la norma de X; y om = \/-!7;;-(}’,-). En este caso,

L.
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w es un vector de dimensién mx1 que no altera a (z!,y,) cuando todas sus componentes
son iguales a cero. La matriz A es:

B,

a($)’
B, es una matriz particionada definida como:
By = [(é6rS — érzrf'S)|smk(zpB)zr]  com S = diag{s;}.
La direccién en la que se presenta el mdximo cambio local en la diferencia predictiva
estd dado por el vector:
lmaz & BLX'EX) 2.
d. Perturbacién del peso de los datos.

Cuando se perturba el peso de los datos de un modelo lineal generalizado,

A =a Y(HXE.

Como consecuencia, lyqz EX(X'EX)_lz

v cllmaz 2) = 2¢(2)a” ()| EX(X'EX) L] 2.

Bibliografia abreviada.
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6.1.2.6 Datos discrepantes.
Un dato es discrepante cuando el modelo lo describe inadecuadamente. Como con-
secuencia, los residuos de los datos discrepantes son grandes en valor absoluto.

La componente sistemdtica de un modelo lineal generalizado cuyo i-ésimo dato es

discrepante se define como:

n=Xp+d;§;

d; es el i-ésimo vector candnico de dimensién nxl. El estimador de mixima verosimi-
litud de B es ﬁ(‘-) — consiltese la seccién de influencia global. El estimador méximo
verosimil de £ satisface la ecuacién:

Gi(ehy + =0 con & = [y — b{k(zHH) i(HA)-

La estadistica de puntaje para probar;

Hp : El dato i no es discrepante (i.e. £ =0)

vs.

Hy : El dato i es discrepante (i.e. £ #0)

es r};',, el cuadrado del i-ésimo residuo de Pearson estandarizado, cuando la matriz
de informacién observada es igual a su esperanaza. Jennings (1986} afirma que la
distribucién asintética de r?,'_ no es una X?l) como sefiala Pregibon (1982). Otro método
para probar las hipétesis anteriores es el de cociente de verosimilitudes; la estadfstica de
pruebaes 1 = —2InA = ¢_1(Da - Df) si ¢ es conocido. Williams (1987), basado en las
medidas de influencia global desarrolladas por Pregibon (1981), obtuvo la aproximacién

siguiente para (1:

= ~2lnA = ¢"Y(D} - D}) ~ ¢71(A; D) = ¢ dev} + rh k.
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Como rf)'_ = dev?/{q&(l — h;)}, entonces 1 ~ r%.'(l - h)) + r‘%l, P = rél_.

Williams menciona que r%;l, subestima a la estadistica de cociente de verosimilitudes

cuando el dato i es discrepante.

Arg, = m_:h,—rg se le llama el i-ésimo residuo verosimil. La esperanza
de rq, es distinta de cero, su varianza generalmente es mayor que uno y su sesgo es
pequefio. Ademids, min{rp,, rp} <rg, < maz{rp,,rp}. Williams sugiere graficar los
residuos verosimiles contra ¢, k; § ;. También puede hacerse una grifica de probabi-

lidad empirica para rg;coni=1,2,...,n

Una generalizacién de las hipStesis mencionadas arriba es:

Hy:n=Xp vs. Hy:n=Xf+Xd; con X #0 paraalguna ¢

_ dy es el i-ésimo vector canénico. El método de Monte-Carlo consiste en comparar la
estadistica de prueba: max;{ré'_} con el correspondiente valor obtenido al simular datos
del modelo = Xp.

Cémputo. En GLIM3, el macro RESV (apéndice B4) calcula el cuadrado de los
residuos verosimiles de cualquier modelo logistico. El macro no tiene argumentos y
antes de usarlo debe ajus.ta.rse el modelo logistico. Las cantidades r%'_ se almacenan
en el vector “rg2”. Adicionalmente se obtienen el cuadrado de los residuos de Pearson
(rp2) y de la devianza (rd2). Cuando alguna y; es igual a n; 6 0, GLIM3 presenta el
mensaje:

“- - invalid function/operator argument(s)”
Este mensaje debe ignorarse si los dos valores que aparecen en la pantalla para X? y

D2 son iguales.

Ejemplo. Se calculé el cuadrado de los residuos verosimiles para los datos del

apéndice A3 y el modelo:

logit(p) = Bg + By - edad.

La grafica de los puntos (i, ré‘,) muestra que los datos 2 y 3 estdn pobremente repre-

sentados por el modelo. El residuo verosimil méa grande es del dato 2.
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6.1.3 Datos agrupados.

Las técnicas post-ajuste de esta seccién son — cada una por una razén distinta —

mds apropiadas para datos agrupados que no agrupados.

Por ejemplo, la prueba de bondad de liga permite determinar si la transformacién
logistica para p; es adecuada. Fl procedimiento consiste en elegir una familia de funcio-
nes liga que incluya a la logistica y probar la hipétesis de que ésta es la mds apropiada.

La mayorfa de los autores que han propuesto estas familiag suponen que n; > 1.

La variabilidad extra-binomial generalmente se presenta en respuestas asociadas a
variables explicativas categéricas. Los datos frecuentemente se reportan en una tabla

de contingencia, por lo que estdn agrupados.

Williams (1987) propuso un indice para medir la influencia global de un dato en el
cociente de verosimilitudes de un prueba de hipStesis para modelos lineales generaliza-
dos anidados. Sin embargo, el autor primordialmente tuvo en mente a respuestas con

distribucién Poisson o binomial con n; > 1.

6.1.3.1 Prueba de bondad de liga.

Pregibon (1980) disefié una prueba de hipdtesis para determinar si, en un modelo
lineal generalizado, la liga hipotetizada describe apropiadamente la relacién entre g =

E(Y) y n = /8. Adicionalmente, la prueba produce un estimador de la liga correcta.

Primero se veri el desarrollo tedrico de la prueba de bondad de liga — que es similar

al de la variable construida. Después se verd cémo aplicar la prueba al modelo logistico.
Los supuestos de la prueba de bondad de liga son que:

1. La distribucién de ¥ es correcta; y

2. Las variables explicativas relevantes estdn incluidas en el predictor lineal.

La familia de funciones liga definida por los pardmetros a y 6 se denotard como
g(u;,8). Se supondré que la liga hipotetizada, go{s) = g(n; a0, %), v 1a liga correcta,
g«(#) = 9(u; @4, 8,), pertenecen a dicha familia. Lag hipétesis a probar son:
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Hy:igu(p) =go(s) ie a=ag y 6=
s

Hy:ge(p) #g0(n)  fe. ans#oag & b6 # 6.

El desarrollo en series de Taylor de g4 (1) alrededor de (e, &) produce la aproximacién
lineal siguiente para g«(p):

9+ (1) = go(1) + (Dalgo(s)), Ds(go(x))) (o;: - ?00)-

w7 Dsloo(w) = 22
%

con * Da(go(n)) = &

a=ag :
§=bg

Si 2’ = (Dalgo(n)), Ds(g0(1)), v = ~(@s — 20,64 — &) ¥ 9u(1) = X8, entonces

go(p) = XB + 2'4.

El término z'-y describe las discrepancias entre la liga hipotetizada y la liga correcta.
La matriz 2’ tiene tantas columnas (variables construidas) como parimetros tenga la

familia de funciones liga. En términos del vector v, las hipétesis planteadas arriba son:

Hp:v=0 wva. Hy:v#0.

En GLIMS3, la prueba de bondad de liga se realiza como sigue. Primero se ajusta el
modelo con funcién liga go(i) y componente sistemética X3. Con los valores ajustados
se calcula la matriz 2 = (Da(go(2)), Ds(g0(i))). Después se ajusta el modelo: go(u) =
X3 + 3'y. Si el cambio producido en la devianza es significativo, la liga hipotetizada
es incorrecta. Un estimador de la liga correcta es: g(p;&.,s.); &, y &, se obtienen a
partir del vector: 4’ = —(&. — ag, & — &).

A continuacién se mencionan varias familias de funciones liga para variables de

respuesta con distribucién binomial. La liga logfstica es un caso particular de ellas.

’
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Pregibon propuso una farmilia de ligas con dos parimetros para respuestas binomia-
les:

C(Byef_r (1 - Byats_y
H x6 =0 - L
9(kied) a—3 atsé

con p-=np.

La liga logistica se obtiene cuando (e,6) — 0. Las variables construidas para probar
si la liga logistica es correcta son:

21 = Dq(g(p))

23 = Dg(g(n))

R PN 2 &
(af)=0 2[10g (n)Hog (1 n)]

Aranda-Ordez (1981) definié una familia de transformaciones simétrica y otra
asimétrica para p;. La familia simétrica es:

_2{pP~(-p?
Tale) = 3 [p“+(1—p)*]'

T\(p) es simétrica porque los resultados no se alteran, excepto por el signo, al codificar
los éxitos como fracasos o viceversa; es decir: T\(p) = ~T\(1 — p) ¥y Ta{p) = T_.(p)-
La liga logistica se obtiene cuando A — 0. Cuando la hipétesis a probar es:

Hp : go(u) =logit(p) wvs. Hy:ge(p) # logit(p),

la variable construida es la derivada de T'(p) respecio a A evaluada en A =0,

En los problemas relacionados con valores extremos es conveniente tratar asimétri-

camente los éxitos y los fracasos. La familia asimétrica de Aranda-Ordaz es:
1—-p) -1
9(u; ) = log { (____Pla____ } .

Fl parémetro « describe la curtosis de la distribucién de Y. Dos funciones liga que
pertenecen a esta familia son la logfstica (@ = 1) y la doble log-complementaria (x — 0).

La variable construida para probar si la liga logfstica es correcta es:
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9g(u; )

da

=—[1+§lag(1—p)}.

a=1

La familia de Guerrero y Johnson (1982) se obtiene aplicando la transformacién de

potencias de Box y Cox al cociente de momios:

( . )(,\)= log(2L:) si A=0;

1—p; i[(ré;,—i)*—l] si A#0.

3

La variable construida para probar si la liga logistica es correcta es:

1 p
=Clog? [ —2— .
-4 2og (l—p)

La liga sugerida por la prueba no es éptima cuando g.(s) no pertenece a la familia
de ligas seleccionada. Ademds, cuando los valores ajustados del modelo ggo(u) = X0

son casi constantes, la aproximacién lineal a g. (1) no es vélida y la prueba es inservible.

No se recomienda comparar cada coeficiente estimado con su desviacién estdndar
porque la correlacién entre B v 4 es alta. Esto se debe a que la muestra no proporciona
suficiente informacién para estimar simultineamente la liga correcta y el vector de

coeficientes del modelo.

Ejemplo. El ajuste del modelo logit(p) = fg + F1 - edad a los datos del apéndice
A3 produjo una devianza de 26.703.con 23 grados de libertad. En términos generales,
el modelo es adecuado. Sin embargo, se analizard si en particular la liga hipotetizada
— la logistica — es correcta. La prueba de bondad de liga se realizé para distintas

familias de funciones liga.

Primero se trabajé con la familia de Pregibon. La devianza del modelo:

logit(p) = Bo + Py - edad + z111 + 2272,

fue 15.234 con 21 grados de libertad. Es decir, cuando 2y y 23 se incluyen en 7, el
decremento producido en la devianza es 11.469. El nivel de significancia descriptivo

es menor que 0.005 lo que indica que la liga logfstica es incorrecta. A partir de los
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estimadores de «; ¥ 2 se obtiene que & = —0.1036.22.-0.

Entonces, el estimador de la liga correcta es:

p—O.S -1 _ (1 - p)o.l -1

93, b) = == 0.1

L0 i ;
==~ B(1-p)* +p70% — 4.

Esta funcién no se parece a ninguna liga conocida lo que limita su aplicacién.

Cuando se usa la familia de transformaciones asimétrica de Aranda-Ordaz y de Gue-
rrero y Johnson, el cambio producido en la devianza es 3.078 y 3.501 respectivamente,
El nivel de significancia descriptivo es ligeramente menor a 0.05 y la conclusién es

ambigua: no es claro si la liga debe modificarse.

Adicionalmente se ajusté el modelo probit:

5 (p) = & + &3 - edad.

La devianza obtenida fue 22.887 con 23 grados de libertad. Los datos se ajustan al

modelo probit que tiene el atractivo de que depende de una liga conocida.
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6.1.3.2 Variabilidad extra-binomial.

Un modelo logistico tiene variabilidad extra-binomial cuando el pardmetro de dis-
persién es distinto de uno: ¢ # 1. Esto quiere decir que la distribucién binomial
no describe apropiadamente la variabilidad de la respuesta. A la variabilidad extra-
binomial se le llama sobredispersién si ¢ > 1 y, en la practica, esto es mis comin
que la situacién contraria: ¢ < 1. La variabilidad extra-binomial puede ser causada
por la omisién de alguna variable explicativa relevante o porque la distribucién de la
respuesta es incorrecta. Los modelos para datos con variabilidad extra-binomial séle
deben usarse cuando, después de incluir a todas las variables explicativas en n, ¢ # 1.

Generalmente, esto sélo sucede cuando se trabaja con variables explicativas categdricas.

Williams (1982) modelé la variabilidad extra-binomial con n variables aleatorias
independientes y no observables: $1,52,...,8r. Estas variables deben ser continuas en
(0,1); ademss, E(S;) = b; y Var(S;) = ap;(1 — p;). La distribucién de la respuesta,
Y;, condicionada a que S; = s; es una Bin(n;, p;) con

o exp(z}p)
PETE exp(ziB)’

Este es el modelo logfstico para datos con variabilidad extra-binomial. Los pardmetros,
a y 3, se estiman a partir de la cuasi-verosimilitud de Y;. El método de méxima
verosimilitud no es aplicable porque lo dnico que se sabe de la distribucién incondicional
de Y; es que E(Y;) = n;p; y Var(Y;) = nyp;(1 ~ p,-)v‘-_1 con "-'_1 =1+ a(ng; —1).
Suponga por el momento que a es conocido. E(Y;) = nip; es una funcién de f y
su desarrollo en series de Taylor alrededor del estimador 8° produce el modelo lineal

aproximado:
m
E(Y;) = npy = nip} + wi X %ij(6; — F;)
7=t

. ezp(z::-ﬁ‘)

con Var(¥) =vilwl, wl=nipi(t=p]) ¥ P =1 orey
L3

) [
En términos de Y' = E;-’;l z,‘j/3; + alT(Yn —n;p}), el modelo anterior es equivalente a:
L]

v
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E(Y*)=Xf con Var(¥*) = (vw*)~1;

V = diag{v;} y W*=diag{n;p}(1 - p})}.

El estimador de 8, B¢y, es la solucién a las ecuaciones de cuasi-verosimilitud:

X'VW*XBgy = X'VW*Y*:.

Sin; =k parai=1,2,...,n entonces V es proporcional a la matriz identidad. Como
consecuencia, el estimador de g es igual al del modelo logistico para datos sin variabili-
dad extra-binomial. Sin embargo, la varianza de los estimadores es distinta, la de ﬁCV
debe escalarse por 1 + a(k — 1), el factor de heterogeneidad (es decir, el pardmetro de
dispersién ¢).

Una estadistica de bondad de ajuste para el modelo logistico con variabilidad extra-

binomial es:

x2 = 3~ vul¥ ~ n;p;)?

T 5 mk(i-5)
X2 es aproximadamente igual a (Y* — Xfcy ) VW* (Y* — XBcv), la suma de cuadrados

de los residuos ponderados. Si estos residuos se distribuyen asintéticamente como una

normal, entonces

n—m+aXl (n;—- 1)1 -wig) si V=1I
E(X?) ~
vl -viwig)l+aln; —1)]  si V£
g; es el i-ésimo elemento en la diagonal de X(X'VW*X)~1X', la matriz de varianzas

y covarianzas del predictor lineal.

Si a es desconocido, los pesos (v;) se calculan con un estimador inicial de él. Los
pesos sirven para estimar a §. Para obtener un estimador revisado de o se iguala la
estadfstica X? con su esperanza aproximada. Con el nuevo estimador de a se recalculan

los pesos y se reestima a #. Cuando n; = k para i = 1,2,...,n, la expresién
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ESTA TESIS MO DEBE
SALR BE LA BIBUOTECA
n .
BX") =n-m+a) (n-1)(1~uig)
=1

se reduce a: E(X?) = (n—m){1+a(k—1)]. Esto implica que E(X?)/(n —m) estima
ad=1+alk-1).

El procedimiento sugerido por Williams para ajustar el modelo logistico con varia-
bilidad extra-binomial es el siguiente:

1. Suponga que a = 0 ( 0 equivalentemente que ¢ = 1). Use el método de mixima
verosimilitud para ajustar el modelo logistico sin variabilidad extra-binomial.

Calcule la estadistica ji-cuadrada de Pearson generalizada.

2. Compare la X2 con la distribucién x%ﬂ_m). Si X? es inusualmente grande

concluya que « # 0 y estimelo con:

&= X2 - (n—m)
Ty — DA - wig)’
3. Use los pesos: v; = [1 + &(n; — 1)]7! para reestimar a 8 y recalcule X2,
4. El estimador de « es satisfactorio si X2 ~ n — m. En caso contrario reestime a
a con
ae X?—Tr, vill — vowlq)

Zhgyvilne —1)(1 —vwiq)
y vuelva al paso tres.

Estos pasos pueden llevarse a cabo en GLIM3. Los pesos iniciales (v;) se almacenan
en el vector %¥PW y los pesos iterativos (w]) en %WT. La varianza del predictor lineal,
g;, ¥ n; estdn contenidas en % VL y %BD respectivamente. Ademds, los escalares %X2
y %DF son la estadistica X? y sus grados de libertad respectivamente. Suponga que las
Y; estdn almacenadas en Y, las n; en M, que los pesos iniciales son unitarios y que las
variables explicativas son X1, X2,...,XM. As{, en GLIM3, el procedimiento para ajustar
el modelo loglstico con variabilidad extra-binomial es:

$YVAR Y

SERROR BN

S$LINK G
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$WEI V.

SFIT X1 + X2 + ...+ XM

SEXTRACT %VL

$CAL VWQ = %PW * BWT * %VL:

$%P = (%X2 - BCU(%PW * (L - VWQ)))/(%CU((%BD - 1) * %PW * (1 - VWQ))):

V =1/(1 + %P * (%BD - 1))
Esta secuencia de instrucciones se repite dos o tres veces hasta que %X2 sea aproxi-
madamente igual a %DF. GLIM3 calcula correctamente la desviacién estdndar de los
coeficientes estimados. El estimador de o obtenido a partir del modelo que incluye a
todas las variables explicativas puede usarse para ajustar modelos con menos variables.

Existen otros modelos para datos con variabilidad extra-binomial. Williams men-
ciona uno apropiado para respuestas con probabilidad de éxito cercana a cero o uno.

Cémputo. Los macros “VEB1” y “VEB2” (apéndice B5) fueron creados para
ajustar e] modelo logistico para datos con variabilidad extra-binomial descrito ante-
riormente. Ninguno de ellos tiene argumentos, pero su aplicacién requiere del ajuste
previo de un modelo. Antes de usar VEB1 debe ajustarse el modelo logistico para datos
sin variabilidad extra-binomial. En VEBI1 se calcula el estimador inicial de &. Con él
se obtienen los pesos iniciales para estimar a 8. Si la estadistica ji-cuadrada indica
que el modelo es inadecuado se procede a usar el macro VEB2. En éste se obtiene un
nuevo estimador de « para reestimar al vector de coeficientes del modelo para datos
con variabilidad extra-binomial. Si el modelo sigue siendo incorrecto, se realiza otro
ajuste con VEB2 hasta que la X? indique que el modelo describe apropiadamente a los

datos.

Ejemplo. El modelo originalmente propuesto para los datos del apéndice A4 fue:

logit(pisr) = @+ By + V() + Sar)i

Pisr €8 la probabilidad de que germine una semilla del tipo “s” cultivada en el r-é&simo
extracto de raiz;
o es la media general;

ﬂ(‘) es el efecto producido por el tipo de semilla (s = 1,2);

(r) €8 el efecto producido por el extracto de raiz {r =1,2);
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S(ar) 8 el efecto de interaccién entre el tipo de semilla y el extracto de raiz.

A pesar de que el modelo incluye a todos los pardmetros, la estadistica ji-cuadrada
de Pearson fue igual a 31.65 con 17 grados de libertad. A continuacién se ajusté el
modelo logistico con variabilidad extra-binomial descrito en esta seccién. El ajuste
mejoré notablemente: la X2 fue igual a 17.34 con 17 grados de libertad. El estimador
inicial de & fue 0.02371. Estos resultados son similares a los que se obtienen cuando se

realiza un segundo ajuste con VEB2.
Bibliografia abreviada.
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6.1.3.3 Influencia global en pruebas de hipétesis.

La seccién 6.1.2.5 traté de datos que influyen en 3, en las estadfsticas de bondad
de ajuste, los residuos y las predicciones. Ahora se hablard de datos que influyen en
la estadistica de cociente de verosimilitudes de una prueba de hipétesis para modelos
lineales generalizados anidados.

La estadistica de cociente de verosimilitudes de una prueba de hipéStesis en la que el

modelo definido en Hy es un caso particular del propuesto en Hj es:

—2inA = ¢~ Y{DE(B) - D}(B)};

se supondrd que ¢ es conocido. Si se elimina el dato i, la estadistica de prueba para

las hipétesis mencionadas es:

—ZInA(") = ¢_1{D(2)([§(€)) - Df(ﬁ(‘))}

El dato i influye en el cociente de verosimilitudes si en un caso la prueba es significativa
y en el otro no. En otras palabras, el dato i influye en el cociente de verosimilitudes si

el cambio producido en la estadistica de prueba es “grande”. Este cambio es:

—2lnAg) + 2inA = 67D} (B(,)) — DY (B} — 47 (DE(B) — DI(A)}

obien: - 2lnAy +2ind = ¢~H{DI(B) ~ DA} - 6~ (DY) - DiBy)}-

El término ¢~1{D?(3) - Df([}(,—))} es el cociente de verosimilitudes para probar si,
en el modelo completo, el dato i es discrepante. Por lo tanto, una aproximacién a
dicho término es el i-ésimo residuo verosimil del modelo completo (véase la seccién
68.1.2.8). Anélogamente, el segundo término de la expresién de arriba es el cociente de
verosimilitudes para probar si, en el modelo reducido, el dato i es discrepante. Esto
quiere decir que ¢~ 1{D3(5) — D3 (B(.'))} =) rg;l‘ (Ho). Entonces,
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—2nAg) + AnA ~ v} (Hy) — rk (Ho).
Si esta discrepancia es mayor que un valor critico calculado mediante simulaciones, el
dato i influye en el cociente de verosimilitudes generalizado.

Las hipétesis relacionadas con la grédfica de la variable agregada, la gréifica de la
variable construida y la prueba de bondad de liga son de la forma:

. Hy:g9(p)=X8 (v=0)

vs.

Hy:gu)=Xp+2y (v#0).

Obsérvese que el modelo nulo estd anidado en el modelo alternativo; por lo tanto, la
diferencia r%'.(Hl) - r%‘.(Ho) puede usarse para medir la influencia global del dato i en
e] cociente de verosimilitudes.

El intervalo de verosimilitud para A(#), una funcién real de 8, estd relacionado con
la hipédtesis:

Hy:A(B)=t vs. Hy:A(B)#¢.
La influencia del dato i en dicho intervalo puede estudiarse mediante r’C‘(Hl) - rg;l,(H'o).

Si el dato i se omite de la muestra, el intervalo de verosimilitud para A(ﬂ(‘-)) es:

{h—2nkgy < x(j) ) = (2nd + o, (B - 1, (Ho) < x{j)°):

Este es el conjunto de valores de ¢t para los cuales no se rechaza Hp : /\(ﬂ(‘-)) =t, El

intervalo anterior puede comparase grdficamente con el obtenido a partir de los n datos.

Ejemplo. En la seccién 6.1.2.3 se usaron los datos del apéndice A3 para probar las
hip6tesis:

Hy : logit(p) = B + Py + edad (¢ =0)

vs.



Hy :logit(p) = By + Py - edad + ¢ - edad - log(edad) (¢ #0).

Estas hipdtesis estdn anidadas porque el modelo propuesto en Hy se obtiene imponiendo
la restriccién de que ¢ = 0 en el modelo alternativo. La grifica de la variable construida
mostré que posiblemente el dato 25 influye en la prueba de hipétesis. Para corroborar
esta afirmacién se calculdé la diferencia entre los residuos verosimiles de los modeios
alternativo y nulo, es decir: rZG‘_(Hl) - r"é’,(Hg). Estas diferencias se graficaron contra

el nimero de dato. La grafica muestra que el dato 25 es el mds influyente.

INFLUENCIA GLOBAL EN
PRUEBAS DE HIPOTESIS

DIFERENCIA DE RESIDUOS

%o 52 10.4 15.6 20.B 26.0
NUMERO DE DATD

Bibliografia abreviada.
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6.2 Respuestas suavizadas.

Cuando la respuesta del modelo logistico es binaria, las grificas de residuos estdn
formadas por dos nubes de puntos: una para los éxitos y otra para los fracasos. Esto
impide realizar un anilisis post-ajuste como el que se efectiia en regresién lineal nor-
mal. La naturaleza binaria de los residuos puede eliminarse suavizando la variable de
respuesta del modelo logistico.

Fowlkes (1987) propuso calcular la i-ésima respuesta suavizada, Y;,, con el promedio
ponderado:

wi Yi ) .
Y;, = —_ para t=1,2,...,n.
" z,,:():kwk

El niimero de términos en la sumatoria depende del tamafio de la ventana de suavi-
zamiento. Fowlkes recomienda usar entre 10 y 15% de los datos para suavizar cada
respuesta. Las Y deben ser las mds cercanas a Y; en el espacio de variables explicativas.
El peso, wg, es una funcién decreciente de la distancia entre z; y zx. Generalmente,

wy. varia entre cero y uno. Los pesos pueden definirse como:

en donde d{zg,z;) es la distancia, en alguna métrica, entre zj y z; v d,

max;{d(z;, 7;)}. Por ejemplo, si sélo se tiene una variable explicativa:

I\
wy = 1— ( E‘fd‘;'z'—l ) con d;, = mjgx{h:k - z;l}.

Cuando se tienen varias variables explicativas correlacionadas es conveniente usar la
distancia de Mahalanobis entre z; y zx. La distancia Buclidiana entre las variables
explicativas estandarizadas es recomendable cuando se ignora cuél es la métrica mds

apropiada.

Fowlkes definié el i-ésimo residuo de Pearson suavizado como:

x.'—ﬁ_:'___ﬁi-

foaen)”
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en donde

pe= B(X),

i o wip
B =B(Yu) =2 =tk

& zlcwk,
o~ N
oy _ | 2k Wibk(l — k)
y O(Pl)_ Var(Y;,) = (Ekwk)zv .

Para calcular &(pf) se usé el supuesto de que la correlacién entre las respuestas binarias
es nula. El modelo ajustado es adecuado si la griafica de los residuos suavizados contra
los va.lores ajustados, (f;, X?), muestra un comportamiento aleatorio. También puede
hacerse una gréfica de probabilidad normal para los residuos suavizados porque X{ se

distribuye asintdticamente como una normal estandarizada.

Los residuos suavizados permiten generalizar la grifica de residuos parciales al mo-
delo logistico. Esta grifica indica si la variable explicativa z debe incluirse linealmente
en el predictor lineal. Varios autores han propuesto distintos residuos parciales para el
modelo logistico. Fowlkes (1987) los definié a partir del desarrollo en series de Taylor
de log(p} /(1 ~ p})} alrededor de p;:

p? Pi e Py ﬁ'-—P.'
1 1 ~ ] 43 = + I S .
°~"(1—ﬁ-) "g(l—p.-) =gy =0 Z""”’" rli=r)

1

Siz; =2y B; = r entonces:

5 5t — pg
log ( L ) o+2ﬂlz,1+rz‘+p—1—£'——
1- P.' 15 ( pl)

Los estimadores de méxima verosimilitud de 8, 7 y p; (B, # y 5; respectivamente) se

obtienen al ajustar el modelo:

logit(p;) = Bo+ Y Bz + 7% para i=1,2,...,n
15
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con ellos se calculan los residuos parciales suavizados:

. __ 135—51‘

=
Yol -5)

Landwehr et. al. (1984) definieron los residuos parciales como:

+ fz; para ©=1,2,...,n.

g Yi— B
Y1~ By)

después los suavizaron. Los autores se basaron en el algoritmo de minimos cuadrados

+ f2z; para £=1,2,...,n;

ponderados; por esto la analogfa entre r; y los residuos parciales de regresién lineal

normal.

La gréfica de residuos parciales estd constituida por los puntos (z;, r}). Si los puntos
muestran una tendencia lineal con pendiente aproximadamente igual a 7, entonces 2

debe incluirse linealmente en . De lo contrario es necesario transformar a z.

Fowlkes usé E(Y;,) = P! para elaborar una gréfica similar a la de la devianza media
local que llamé: “la grafica de la devianza delta local”. En ésta:

df = —2{yilog(8]) + (1 — yi)log(1 - A})}

es un estimador local de la devianza del dato i. La devianza del i-ésimo dato calculada

con las respuestas sin suavizar es:

df = —2{y;log(;) + (1 — ¥;)log(1 — 5;)}.

Para hacer la grafica de la devianza delta local, df y df’ se ordenan de acuerdo a la
magnitud de d;, = max{d(z,z;)}. De esta forma se obtienen las estadisticas de

orden:

] ] ] L L L
dy Sdig S - Sdny ¥ 4y Sdy S-Sy

Después se calculan las devianzas acumuladas:

Di=3.dly v Df =Y df
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¥, con el algoritmo MLOW (Fowlkes 1987), sus respectivos grados de libertad:

[ GL* L
Nf:z(—G—n—) y Nf:i(gf—>.

Posteriormente se grafican los puntos (i, 7%; - %[L:) parai = 1,2,...,n. Existe carencia
de ajuste en el modelo logistico cuando los puntc;s anteriores no se estabilizan alrededor
de la recta y = 0. Obsérvese que esta grafica, a diferencia de la que propusieron
Landwehr et. al., estd formada por n puntos y la recta de comparacién (y = 0) no
varfa de un problema a otro.

Las simulaciones realizadas por Fowlkes para estudiar el efecto de n y men 5} y
&(p}) indican que:

1. En el caso de variables explicativas uniformes, el sesgo de 5! aumenta a medida

que m crece.

2. El valor de &(5]) se altera cuando el nimero de variables explicativas (m}
varfa y el tamafio de la muestra (n) es constante. Ademds, los residuos de
Pearson suavizados se distribuyen aproximadamente como una N(0,1) cuando
la distribucién de Y; es simétrica respecto a p;. El sesgo de la devianza local,
df‘ y de la devianza delta local, d} — df‘, es pequeiio y ﬁr(df - d‘[’) < ﬁr(df).

El analisis post-ajuste basado en respuestas binarias suavizadas debe hacerse con
precaucién: las Y;, estdn correlacionadas — a diferencia de las variables originales.

Ademds, el tamano de la ventana de suavizamiento afecta el sesgo y la varianza de §{.

Si la ventana es pequefia, el sesgo de ! es pequefio pero su varianza es grande. Las

variables explicativa irrelevantes también afectan al estimador de pf = E(Y;,)-

Cémputo. El macro “SUAVIZA” calcula los residuos de Pearson suavizados, X,
de los modelos logisticos con un méximo de seis variables explicativas. El modelo
debe ajustarse antes de usar el macro. SUAVIZA tiene varios argumentos. El primero
es el tamafio de la ventana de suavizamiento (expresado como un porcentaje de n), el
segundo es el niimero de variables explicativas en n, el tercero es el vector de respuestas
(%YV), y el resto son los vectores de variables explicativas (estandarizadas si se quiere).

El macro calcula la distancia Euclidiana entre las z;.

Aparentemente, SUAVIZA calcula correctamente las respuestas suavizadas, (¥;,), y

-~ 88 —



el estimador de pf, pero no los residuos de Pearson suavizados. Quizds el problema es

el cémputo de &(pf).
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7.Conclusiones.

Cada técnica post-ajuste permite identificar, si existe, un problema especifico, una
distinta anomalfa del modelo. Por esto, la mayoria de las técnicas estudiadas se com-
plementan; sélo algunas son equivalentes. Un ejemplo de las dltimas son las medidas
de influencia global en las pruebas de hipétesis para modelos lineales generalizados

anidados y las grédficas para la variable agregada y construida.

Varias de las técnicas descritas son aplicables a cualquier modelo lineal generalizado;
no fueron disefiadas exclusivamente para el modelo logistico. Las expresiones para
AL(8)/38 y 8%L(B)/883p' son mas explicitas cuando se usa la liga “natural” en lugar

de la usual: g(#) = n. Esto permitié desarrollar algunas férmulas explicitas para las
medidas de influencia local.

El método iterativo de minimos cuadrados ponderados es la base para generalizar al
modelo logistico las técnicas post-ajuste de regresién lineal normal. La generalizacién
no es inmediata ni sencilla porque la matriz de pesos es distinta de una iteracién a otra
y de un modelo a otro. El estimador a un paso de 8 permitié generalizar la distancia
de Cook al modelo logfstico y agilizar la construccién de la grifica de probabilidad

empirica.

También se ha propuesto suavizar la respuesta del modelo logistico para poder aplicar
las técnicas post-ajuste de regresién lineal normal. Este fue el procedimiento usado para

elaborar la grifica de residuos parciales.

Algunas técnicas post-ajuste sélo identifican un problema, otras lo identifican y
sugieren un remedio. Entre las primeras se encuentran las medidas de influencia {global
y local). A las segundas pertenecen la prueba de bondad de liga y la prueba para

determinar si la variable construida es significativa.

El tema de variabilidad extra-binomial se traté parcialmente porque, salvo casos

excepcionales, este problema no se presenta en los modelos de regresién logistica.

En la literatura existe poco acerca de colinealidad en los modelos lineales generali-
zados o en el modelo logfstico. Con respecto a las palancas, conviene hacer un anélisis
comparativo entre las de Pregibon y las de Thomas y Cook. Asimismo, se carece de
un algoritmo que suavice correctamente las respuestas binarias. Finalmente, la grifica

de la variable construida es aplicable a la prueba de bondad de liga cuando la familia
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de funciones liga depende de un pardmetro.
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Apéndice Al.

Los datos listados fueron recabados para determinar si ciertas propiedades fisicas

de la orina estdn relacionadas con la formacién de cristales. Las propiedades fisicas
estudiadas son:

1. Gravedad especifica (Grave), es la densidad de la orina con respecto al agua.
2, ph (ph).

3. Osmolaridad (Osm), unidad usada en medicina y biologia.

4. Conductividad {Cond).

5. Concentracién de urea { Urea), milimoles/litro.

6. Concentracién de calcio {Cal), milimoles/litro.

La variable de respuesta, Cris, vale uno si no se encontraron cristales en la orina y
dos si los hubo. La muestra es de tamafio 79. Dos individuos, el 1 y el 55, tienen un
valor faltante.

Referencia. Andrews, David F. y Herzberg, M. : “Problems From Many Fields for the
Student and Research Worker”; Springer Verlag, New York, 1985, pp. 249 ~ 251.

Cris Grave ph Osm  Cond Urea Cal

1.021 4.91 725 - 443 2.45
1.017 5.74 577 20.0 296 4.49
1.008 7.20 321 149 101 2.36
1.011  6.51 408 12.8 224 2.15
1.006 6.52 187 75 81 1.18
1.020 5.27 668 25.3 252 3.34
1.012 5.62 461 174 195 1.40
1.029 567 1107 35.9 550 8.48
1.016 541 543 219 170 118
1.021 6.13 779 25.7 382 2.21
1.011 6.19 345 115 152 1.93
1.025 5.53 907 28.4 448 1.27
1.006 7.12 242 11.3 84 1.03
1.007 5.35 283 9.9 147 1.47
1011 5.21 450 17.9 181 1.53
1.018 4.90 684 28.1 284 5.09
1.007 8.83 253 8.4 133 1.05
1.025 6.81 947 32,8 395 2.03
1.008 6.88 395 268.1 95 7.68
1014 6.14 565 238 214 1.45
1.024 6.30 874 299 380 5.16
1.019 547 760 338 199 0.81
1.014 7.38 577 30.1 87 1.32
1.020 5.96 631 11.2 422 1.55
1.023 5.68 749 29.0 239 1.52
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1.017

1.017
1.010
1.008
1.020
1.017
1.019
1.017
1.008
1.023
1.020
1.008
1.020
1.009
1.018
1.021
1.009
1.015
1.010
1.020
1.021
1.024
1.024
1.021
1.024
1.026
1.013
1.010
1.011
1.022
1.011
1.031
1.020
1.040
1.021
1.025
1.026
1.034
1.033
1.015
1.013
1.014
1.012
1.025

8.76
7.61
6.61
5.87
5.44
7.92
5.98
6.56
5.94
5.85
5.66
6.40
6.35
6.37
6.18
5.33
5.64
8.79
5.97
5.68
5.94
5.77
5.60
5.53
5.36
5.16
5.86
6.27
7.01
8.21
8.13
5.73
7.94
6.28
5.58
5.71
6.19
5.24
5.58
5.98
5.58
5.980
8.75
6.90

455
527
225
241
781
680
579
559
256
870
702
341
704
325
694
815
386
541
343
876
774
698
866
775
853
822
531
371
443
364
874
567
838
658
854
936
1236
1032
487
518
456
251
945

19.7
14.3
23.8
27.0
27.6
27.3
29.1
14.8
20.8
17.8

33.8

. -

270
75
72

159

349

282

297

317

130

362

330

125

260

311
385
104
187
126
308
325
354
380
302
364
301
197
188
124
398
159
5168
212
486
224
385
473
620
430
198
184
164
141
396

0.77
2.17
0.17
0.83
3.04
1.06
3.93
5.38
3.53
4.54
3.98
1.02
3.46
1.19
5.64
2.66
1.22
2.64
2.31
4.49
6.96
13.00
5.54
6.19
7.31
14.34
4.74
2.50
1.27
4.18
3.10
3.01
8.81
8.28
2.33
7.18
5.87
12.88
8.94
3.18
3.30
6.99
0.85
4.18
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1.028
1.028
1.027
1.018
1.022
1.025
1.017
1.024
1.018
1.015

6.29
4.76
5.40
5.14
5.09
7.90
4.81
5.40
6.81
8.03

833
312
840
703
736
721
410
803
594
416

1

22.2
124
24.5
29.0
19.8
23.6
13.3
21.8
214
12.8
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395
272
418
301
195
394
255
178

4.45
0.27
7.64
6.63
8.53
9.04
0.58
7.82
12.20
9.39
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Apéndice A2.

Estos datos se obtuvieron con el fin de estudiar qué efecto tiene, en la vasocons-
triccién sanguinea, el volumen (Vol) y la proporcién (Tas) de aire aspirado. La variable
de respuesta, Resp, vale uno si hubo vasoconstriccién y cero en caso contrario. Treinta
y nueve individuos integran la muestra.

Referencia. Pregibon, D. (1981): “Logistic Regression Diagnostics”; The Annals of
Statistics, vol. 9, pp. 705 - 724.

Vol Tas  Resp

3.7 0.825 1
3.5 1.09 1
1.25 2.50 1
0.75 1.50 1
0.8 3.20 1
0.7 3.50 1
g8 0.75 0
1.1 1.70 0
09 075 0
0.9 045 0
0.8 0.57 0
0.55 2.75 0
0.8 3.00 0
14 2.33 1
0.75 3.75 1
2.3 1.64 1
3.2 1.60 1
0.85 1.415 1
1.7 1.06 0
1.8 1.80 1
04 2.00 0
0.95 1.38 0
1.35 1.35 0
1.5 1.38 0
1.6 1.78 1
0.6 1.50 0
1.8 1.50 1
0.95 1.90 0
1.9 095 1
1.8 040 0
2.7 075 1
235 008 0
11 1.83 0
11 2.20 1
1.2 2.00 1

- 99 -



0.8
0.95
0.75

1.3

3.33
1.80
1.90
1.825
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Apéndice A3.

Se presentan los datos de un estudio realizado para conocer la relacién que existe
entre la edad de la muchachas varsovianas y la probabilidad de que hayan menstruado.
Se formaron 25 grupos (o clases) de edad. La marca de clase de cada grupo se indica
en la columna titulada “Edad”. En la columna siguiente (“Tas”) se muestra cudl fue
el nimero de muchachas en cada grupo de edad. Finalmente, en la dltima columna
{ “Exit”) se encuentra el niimero de varsovianas que, en cada grupo, dijeron haber
menstruado.

Referencia. Guerrero, V. M. y Johnson, R. A. (1982): “Use of the Box-Cox trausfor-
mation with bjnary response models”; Biometrika, vol, 9, pp. 309 - 314.

Edad Tot Exit

9.21 376 0
10.21 200 0
10.58 93 0
10.83 120 2
11.08 90 2
11.33 88 5

1158 105 10
11.83 111 17
12.08 100 18
1233 93 29
1258 100 39
12.83 108 51
13.08 90 47
13.33 108 67
1358 105 81
13.83 117 88
1408 98 79
1433 97 90
1458 120 113
1483 102 95
15.08 122 117
1533 111 107
15.58 94 92
15.83 114 112
17.58 1049 1049
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Apéndice A4.

Los datos mostrados en esta pdgina provienen de un experimento factorial de 2x2 con
repeticiones. Se estudiaron dos tipos de semilla: O. gegyptiaca 75y O. aegyptiaca 79.
Algunas semillas del primer tipo se cultivaron en un extracto de raiz y las restantes en
otro. Lo mismo se hizo para el segundo tipo de semillas. A cada combinacién de semilla
¥ extracto de raiz se le llama tratamiento. En total se tienen cuatro tratamientos y 5
4 6 repeticiones para cada uno de ellos. El objetivo del estudio era comparar el niimero
de semillas que germinaban en cada medio de cultivo.

Referencia. Crowder, Martin J. (1978): “Beta-binomial Anova for Proportions”; Ap-

plied Statistics, vol. 27, pp. 34 - 37.

No. germinaron

10
23
23
26
17

5
53
55
32
46
10

8
10

23

39
62
81

Total Raliz

BN BRI R B I e B RN DD B R M

Semilla
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Apéndice Bl.

Este macro hace la grifica de la devianza media local
para un conjunto de observaciones clasificadas en %g
grupos.
Precauciones: 1. Las respuestas deben ser variables aleatorias
Bernoullis.
2. Debe ajustarse el modelo global antes de usar
este macro.
! Referencia: Landwehr, J.M.; Pregibon, D. y Shoemaker, A.C.
! (1984): “Graphical Methods for Assessing Logistic

! Regression Models,” JASA; vol. 79, pp. 61 ~ 83.
1

$mac dato!

! Notacién:

! %g = nimero de grupos.

! g = vector que indica a qué grupo pertenece cada

! dato. Se supondrd que el grupo 1 fue el primero
! en formarse, el grupo 2 el segundo, etc.

!

$cal %g = 248!

$dat g!

$fac g %g8!

$read 11 1711161012814 1901618191988 3191898
313198813165137191518121715191219 18
1191111722018216221711191577101411
618204712213151759 10 14 4 13 9 24 238!
$endmac! '
!

$mac locall

! Ajuste del modelo local, célculo de las devianzas

| locales y de sus grados de libertad.

! Notacién:

! devi = vector con la devianza local de cada individuo.
!

dg = vector con la devianza de cada grupo.
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! gl = vector con los grados de libertad de cada grupo.
$cal %z2 = %g:!

w = 18!

$while %22 ciclo$!

Swei wi!

$print : "Ten paciencia, el ajuste del modelo requiere tiempo.’ :$!
$fit + g!

$dis e$

$cal devi = 2 * w * %if(%yv == 0, -%log((1 - %fv) * w), - %log(%fv * w)):!
%z1 = %cu(devi):$!

$print : *Hay error si los nimeros : > *r%z1 'y ’ *r%dv ’ son distintos.’$!
$var %g dg gl$!

$cal %c = %gd!

$while %c¢ devlo$!

$endmac!

!

$mac ciclo!

$cal %z3 = %cu(g == Hz2):!

%z4 = %if(%z3 == 1, 1,-1)$!

$switch %z4 peso$!

$cal %22 = %z2 - 18!

$endmac! ’

!

$mac peso!

$cal w = %if(g == %z2, 0, w)$!

$endmac!

!

$mac devlo!

$cal z = %eq(g,%c):!

dg(%c) = %cu(z * devi):!

gl(%c) = %cu(z) - 1:!

%e = %c - 13!

3del z3!

$endmac!
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Grafica de la devianza media local.
La j-ésima entrada del vector DLP contiene la

devianza promedio de los primeros j grupos.

$cal %d = %cu(%gt(g1,0))8!

$var %d j dip$!

$cal j = %cu(1):!

dl2 = dg(j):!

gl2 = gl(j):!

glac = %cu(gl2):!

dlp = %cu(dl2)/glac$!

$print : ’Grafica de la devianza media local.’ :$!
$plot dlp glac '*'$!

$endmac! '

!

$mac devm!

1

! Macro ( o programa principal).
I

$use dato$!

$use locald!

$use graf$!

$print : 'FIN del macro DEVM.' :§!
$endmac!

!

$return$
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Apéndice B2.

! Gréfica de probabilidad empirica. Referencia:
! Landwher,J.M.; Pregibon, D. y Shoemaker, A. C.

! {(1984): “Graphical Methods for Assessing Logistic

! Regression Models.”. JASA; vol. 79, pp. 61 - 83.

!

! Argumentos: %1, el vector de valores gjustados (%fv) y
! ’ %2, los residuos (%yv - %fv) ordenados

! del modelo ajustado.
$mac inicia!
$print : ’Empieza la INICIALIZACION." $!

$cal r1 = 0!
r2 =0
13 =0
rd =0
5 = 0!
18 = 0:!
r7=0!
r8 = 0:!
9 =0:!
rl0 = 0:!
rll = 0!
r12 = 0:!
rl3 = 0:!
rl4 = 0!
rls = 0!
116 = 0!
rl7 = 0:!
r18 = 0:!
rl9 = 0:!
r20 = 0:!
r2l =0
r22 = 0:!
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r23 = 0:!

r24 = 0:!

r25 == 0$!

$print : "Fin de la INICIALIZACION.’ ;3!
$endmac!

!

$mac ajustal
!

! , En cada iteracién genera un vector de respuestas
! binarias. Después usa este vector para ajustar un
! modelo. Los residuos del modelo ajustado son

! ordenados en forma creciente.

!

$dat ud!

$format £8.6$!

$dinput 118!

$cal y = %le(u,%1)8!

$yvar y$!

36t .$!

$cal r = Ryv - %ivd!

$sort r$!

$cal rl = %if(%z1l == 1,1,r1):!
12 = %if(%zl == 2,r,r2):!

r3 = %if(%zl == 3,r,r3):!

rd = %if(Bzl == 4,r,r4}:!

5 = %if(%z1l == 5,r,r5):!

8 = %if(%z1l == 8,r,r6):!

r7 = %if(%zl == T,r,r7):!

r8 = %if(%zl == 8,r,r8):!

19 = %if(%zl == 9,r,r9):!
r10 = %if(%z1 == 10,r,r10}):!
r1l = %if(%z1 == 11,r,r11):!
r12 = %if(%z1 == 12,r,r12):!
r13 = %if(%z1 == 13,r,r13):!
r14 = %if(%z1 == 14,r,rl4):!
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r15 = %if(%z1 == 15,r,r15):!
r16 = %if(%z1 == 16,r,r16):!
rl7 = %if(%zl == 17,r,r17):!
r18 = %if(%z1 == 18,r,r18):!
r19 = %if(%z1 == 19,r,r19):!
r20 = %if(%z1 == 20,r,r20):!
r21 = %if(%z1 == 21,r,r21):!
r22 = %if(%zl == 22,r,r22):!
123 = %if(%z1 == 23,r,r23):!
124 = %if(%zl == 24,r,r24):!
r25 = %if(%zl == 25,r,r25)3!
$print 'Cuenta regresiva. Fin de la iteracion * *i%z1 :$!
$cal %zl = %zl - 1:!

u = 08!

$endmac!

!

$mac estad!

! En cada iteracién: almacena en el vector V la
! estadistica de orden %zl de los 25 vectores de
! residuos. Posteriormente calcula el minimo, el

! méaximo y la mediana de V.

$var 25 v8!

$var %nu med min max$!
$cal v(1) = r1(%z1):!
v(2) = r2(%z1):!
v(3) = r3(%z1):!
v(4) = r4(%z1):!
v(5) = r5(%z1):!
v(8) = r8(%z1):!
v(7) = r7(%a1):!
v(8) = r8(%z1):!
v(9) = r9(%z1):!
v{10) = r10(%z1):!

LN
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v(11) = r11{%z1):

v(12) = r12(%z1):!

v(13) = r13(%z1):!

v{14) = r14(%z1):!

v(15) = r15{%z1):!

v(18) = r18(%z1):!

v(17) = r17{%z1):!

v(18) = r18(%z1):!

v(19) = r19{%z1):!

v(20) = r20(%z1):!

v(21) = r21(%z1):!

v(22) = r22(%z1):!

v(23) = r23(%z1):!

v(24) = r24(%z=1):!

v(258) = r25(%z1):!

bin = %ge(v,0):!

%22 = %cu(bin)$!

$tab the v smallest into minl:!

the v largest into max1$!

$cal min(%z1) = minl:!
max(%z1) = maxl:!

%23 = Bif((%z2 == 25) 7 (%22 == 0),1,2)8!
$arg dos %13!

$switch %23 uno dos$!

$print "Cuenta regresiva. Terminé la iteracidn * *i%z1$!
$cal %zl = %zl - 18!

$endmac!

$mac uno!

$tab the v fifty into med1$!

$cal med(%z1) = med1$!
$endmac!

!

$mac dos!

$tab the v fifty for bin into med2$!
$cal med(%z1) = %if(%1(%z1) < 0, med2(1), med2(2))3!
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$endmac!

!

$mac grafica!
!

!

!

3plot %1 %2 %3 %4 *-*-'$!
$print ; 'Fin de GRAFICA.” :$!

3endmac! |,
!

Gréfica de probabilidad empirica.

$mac envol!

Macro ( o programa) principal.

$use inicia$!

$cal %zl = 259!

Sarg ajusta %18$!

$print : 'Comienza el macro AJUSTE.’ :$!

$print ’ Archivo con los nimeros pseudoaleatorios y uniformes.’ :$
$while %z1 ajustal!

Sprint : 'Fin del AJUSTE. :$!

Scal %zl = %nu$!

Sarg estad %23

$print : 'Comienza el macro ESTADISTICAS.’ :§!
$while %z1 estad$!

$print : ’Fin de ESTADISTICAS' :§!

$arg grafica max %2 min med$!

$use graficad!

$endmac!

$return$
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Apéndice B3.

program singular

Introduccién. El objetivo de este programa es cal-
cular las medidas propuestas por Esteban
Walker para determinar qué puntos in-
fluyen en el nivel de colinealidad de
la matriz de disefio {X).
Método.  Se usa la subrutina LSVDF de IMSL para
obtener la descomposicién en valor singular de X.
Los datos se encuentran en el archivo
SING.DAT y los resultados se almacenan
en SING.SAL.
Referencias. 1. Walker,Esteban (1989):
“Detection of collinearity-influential
observations” .Commun, Statist.-Theory
Meth.,1675-1690.Department of
Statistics. The University of Tennessee
Knoxville, TN 37996.
2. Capitulo L del manual de IMSL.
Notacién, Descomposicién en valor singular de a:
a=u*D*v
a: matriz de disefio de mxn {real).
m,ia: nimero de renglones de a.
n: ndmero de columnas de a.
ut: matriz de mxm (de entrada y salida).
8: vector que contiene los (n) valores
singulares en orden decreciente.
wk: vector de trabajo de dimension 2n + 1.
ier: pardmetro de error.
eta: {ndices de condicién.
v: se guarda en los primeros n renglones de a.
Programé: Rebeca Aguirre Herndndez.
Lugar: IIMAS, UNAM.

e ReRe R Ro R R e o Re R HeNeNeNeNeole Nollo Moo No oo NeolNeo Moo RNeolNeNe)
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C Fecha: Diciembre de 1989.

C

implicit double precision(a-h,o-z)

integer ia,iu,m,n,ier

dimension a(37,3),ut(37,37),s(3),wk(7) »
dimension cut(37,37),cv(3,3),c3(3),eta(3)
open(unit=6,file="sing.dat’ status="old’}

open(unit=8,file='sing.sal’,status="new’)

read(8,*) m,

read(6,*) n

read(6,*) ((a(ij)j=1.n),i=1,m)
close (6)

write(8,999) m,n

write{8,998)

write(8,997) ((a(i).j=1,n),i=1,m)
do 10 i=1,m

do 10 j=1,m

10 ut(i,j) = 0.0
do 20i=1,m

20 ut(i,i) = 1.0

ia = max0(m,n)
iu=m ol

write(8,096) ia,iu

call lsvdf(a,ia,m,n,ut,ju,ms,wk,ier)
do 30 i=1,m

do 30 j=1,m

30 cut(i,j) = ut(ij)**2

do 40i=1n

do 40 j=1,n

40 ev(ij) = a(ij)**2

do 50 i=1,n

50 cs(i) = s(i)**2

do 60 i=1,n

60 eta(i) = es(1)/es(i)
write(8,905)
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writé(8,994) (s(i),i=1,n)

write(8,993)

write(8,992) (es(i),i=1,n)

write(8,991) LT v
write(8,990) ((ev(i)J=1,n),i=Ln)
write(8,989)

write(8,988) ((cut(ij),i=1,n),j=1,m)
write(8,987) ier

close(8)

stop

999 format(3x,’Las dimensiones de la matriz son : °,i4,2x,'x’,i4,/)
998 format(3x,'La matriz es :*,/)

997 format(3(3x,f16.5,1x))

996 format(/,3x,'Las constantes ia e ju : *,3(i4,2x))
995 format(/,3x,'Los valores singulares :’,/}
994 format(3(3x,f12.6,1x))

993 format(/,3x,'Los valores propios son:’,/)
992 format(3(3x,f12.6,1x))

991 format(/,3x,'La matriz CV ',/)

990  format(3(3x,f12.6,1x))

989 format(/,3x,’La matriz CU :',/)

988  format(3(3x,8.8,2x))

987 format(/,3x, Error # : ,i5,/)

end
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Apéndice B4.

$com Este macro calcula los residuos verosimiles de Williams. Se
presupone que se ha ajustado un modelo para respuestas binomiales.
Notacién: ’
h = palanca de las observaciones.

m=1-h.

rp2 = residuos de Pearson, estandarizados y elevados al cuadrado.
rd2 = residuos de la devianza, estandarizados y elevados al cuadrado.
rg = residuos verosimiles.

sig = signo de los residuos verosimiles.$

$

$macro resv!

$extract %vIS!

$cal h = %wt * %vl:!

m=1-h!

rp2 = ((Ryv - %fv)**2)/(%wt * m):!

sig = %if{%et(%yv - %iv,0),1,-1):!

prop = %yv/%bd:!

a = %if(%eq(%yv,0),-%bd * %log(l - %fv/%bd),0):!

b = %if(%eq(%yv,%bd),-%bd * %log(%fv/%bd),0):!

c = %ne(%yv,0) * %ne(%yv,%bd)$!

$warn$

$cal cl = %if(c, %yv * (%log(prop) - %log(1 - prop) - %lp),0):!
c2 = %if(c,%bd * (%log(1 - prop) - %log(1 - %fv/%bd)),0)$!
$warn$

$cal devi=2* (a + b + cl + c2):!

rd2 = devi/m:!

rg2 =m * rd2 + h * rp2:!

%d = %cu(rd2 * m):!

%p = %cu(rp2 * m)3

$print : *La devianza del modelo es: * *r%d %dv :$

$print : 'La ji-cuadrada de Pearson es: ' *r%p %x2 :3

$del prop a b c cl ¢28

$endmac!
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Apéndice B5.

$com Este archivo tiene dos macros que ajustan un modelo logis-

tico con un pardmetro de variabilidad extra-binomial.

Antes de usar cualquiera de los macros debe ajustarse el

modelo sin el pardmetro mencionado.$

$

$subfile mac1$

$mac vebl!

$extract %vig!

$cal %p = (%x2 -~ %df)/%cu((%bd - 1)*(1 - Bwt * %vl)):!

peso = 1/(1 + %p * (%bd - 1))8!

$wei peso$!

$fit 8!

$print : ’La estadistica ji-cuadrada para el modelo II es: * %x2 :$!

$print 'Estimador del pardmetro de variabilidad extra-binomial: * *r%p :$!
$endmac!

$return$

$subfile mac2$

$mac veb2!

$extract %vIS!

$cal wvq = %pw * %wt * %vl:!

%p = (%x2 - %eu(%Bpw*(1 - wvq)))/(%ecu(Fpw * (%ba - 1) * (1 - wvq))):! .
peso = 1/(1 + %p * (%bd - 1))8!

$wei peso$!

$fit 8!

$print : 'La estadfstica ji-cuadrada para el modelo IT es: * %x2 :$!

$print *Estimador del pardmetro de variabilidad extra-binomial: ' *r%p :$!
$endmac!

$return$

$finish3
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Apéndice B6.

$com Objetivo. Este macro calcula los residuos de Pearson suavi-
-zados de acuerdo a como los definié Fowlkes.
Precaucién. Antes de usar este macro debe ajustarse el
modelo logfstico apropiado.
Argumentos del macro SUAVIZA.
%1 = temsfio de la ventana de suavizamiento (en %).
%2 = ndmero de variables explicativas.
%3 = variable de respuesta.
%4 a %9 = variables explicativas.
Constantes y vectores de SUAVIZA.
%z1 = contador, controla el nimero de veces que debe
ejecutarse el submacro REPITE.
%z4 = ntmero de observaciones que se usarédn para
suavizar cada respuesta.
PESO = vector con el peso asociado & los datos
que suavizardn una determinada respuesta.
YSUAV = vector de respuestas suavizadas.
MEDS = estimador de la media de YSUAV.
VARS = estimador de la varianza de YSUAV.

RESS = vector de residuos de Pearson suavizados.$

R G B R R R O N N R OB 8 R B HH NN B N

$macro suaviza!

$cal %zl = %nu:!

%22 = (%nu * %1)/100:!

%23 = %22 -%tr(%z22):!

%24 = %if(%ge(%23,0.5),%tr(%z2) + 2, %tr(%z2) + 1)$!
$var %z4 peso j $!

$cal j = %gl(%24,1)8!

$var %nu ysuav meds vars ress$!

$arg repite %2 %3 %4 %5 %6 %7 %8 %93!
$while %z1 repite$!

$cal ress = (meds - %fv) /%sqrt(vars)$!
$del peso j $!
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$print : 'FIN DEL MACRO SUAVIZA.' :$!
$endmac!

!

$macro repite!

$cal %25 = %nu - (%z1 - 1)

suma = 0:!

%w = %18!

$arg euc %1 %3 %4 %5 %6 %7 %88!

$while %w euc?

$cal dist = %sqrt{suma)$!

$sort yord %2 dist:!

prob %fv dist:!

dist$!

$cal %a = %eq(dist(%z4),0)$!

$switch %a frase$!

$cal peso = (1 - (dist(j)/dist(%z4))**3)**3:!
%26 = %cu(peso * yord(j)) - peso(1) * %2(%z5):!
%zT = %cu(peso) - peso(1):!

ysuav(%z5) = %z6/%zT:!

%z8 = %cu(peso * prob(j)) - peso(l) * prob(1):!
%b = %cu(peso * peso * prob(j) * (1 - prob(j)}):!
%c = peso(1) * peso(1) * prob(1) * (1 - prob(1)):!
%z9 = %b - %e:!

meds(%z25) = %z8/%z7:!

vars(%z5) = %29/(%z27 * %z7):!

%zl = %zl - 18!

$del dist$!

$print 'Respuesta suavizada: * *i%z5 $!
$endmac!

1

$macro euc!

$arg x1 %28!

$arg x2 %2 %38!

$arg x3 %2 %3 %43!

$arg x4 %2 %3 %4 %58!
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$arg x5 %2 %3 %4 %5 %68!

$arg x8 %2 %3 %4 %5 %6 %78!

$switch %1 x1 x2 x3 x4 x5 x68!

$cal suma = suma + (x{%z5) - x)**2:!

%w = %w - 18!

$endmac!

!

$macro x1!

$cal x = %19!

$endmac!

!

$macro x2!

$cal x = K1 * %eq(%w,1) + %2 * %eq(%w,2)$!

$endmac!

!

$macro x3!

$cal x = %1 * %eq(%w,1) + %2 * %eq(%w,2) + %3 * %eq(%w,3)$!
$endmac!

1

$macro x4!

$cal x = %1 * %eq(%w,1) + %2 * Yeq(%w,2) + %3*%eq(%w,3) +
%4 * %eq(%w,4)8!

$endmac!

'

$macro x5!

$cal x = %1 * %eq(%w,1) + %2 * %eq(%w,2) + %3 * %eq(%w,3) +
%4 * %eq(%w,4) + %5 * %eq(%w,5)8!

$endmac!

!

$macro x6!

$cal x = %1 * %eq(%w,1) + %2 * %eq(%w,2) + %3 * %eq(%w,3) +
%4 * %eq(%w,4) + %5 * %eq(%w,5) + %6 * %eq{%w,8)8!
$endmac!

1

$macro frase!
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o

$print : 'Division por cero. Intenta con una ventana mayor.’ :$!
$del %a peso j$! '
$exit 38!

$endmacl

$return$
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