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INTRODUCCION

A todos los profesores de matemdticas les gustaria tener resuelta
la pregunta: ¢Como hacer para que los alumnos se interesen por las
matemdticas? Una pregunta que es un poco mds sencilla es: (Cémo
hacer para que los alumnos con mis talento en esta ciencia, puedan
desarrollarlo con gusto?

Los concurscs de matematicas han probado ser una buena motivacién
para que los Jj6venes talentosos desarrollen su creatividad,
aprendan nmuchos conceptos y también aprendan a usarlos.

En espaficl hay muy pocos textos gque puedan introducir a una
persona a los concursos de matemiticas y hay un abismo entre los
problemas a los que se enfrenta uno en la escuela y los problemas
qgue se plantean en los concursos;

Este trabajo pretende servir como puente entre estos dos niveles
de problemas. En &l hemos incluide una serie de problemas
relacionados con los nimeros enteros. Estos problemas se agrupan
en diferentes categorias: )

a} Los tipicos. Estos problemas pueden aparecer en otros textos,
algupos son muy féciles pero los incluimos porque todas las
personas que participen en concursos deben conocerlos.

b) Los escalones. Estos son problemas que para su solucibn
requieren de trucos parecidos a los usados en los problemas que
han sido puestos en las Olimpiadas Internacicnales de Matemdticas,
pero que tienen un grado de dificultad menor.

c) Los originales. Tanbién incluimos problemas inventados por

nosotros (Alejandro Illanes Mejfa, quien dirigié esta tesis) y yo.



Algunos de estos ya han sido usados en concursos o en
entrenamientos debido a que Alejandro pertenece al Comité
Organizador de las Olimpiadas Mexicanas de Matem&ticas.

Este trabajo consta de tres secciones principales a saber:
Fnunciados, Sugerencias y Soluciones. Como esperamos que sirva
para adquirir gradualmente habilidades para resolver problemas,
creemos gue se puede aprovechar mejor si primero se intenta
resolver cada problema pensdndolo un buen rato. Si esto no
funciona, leer 1la sugerencia. Pero leer la solucién sélo como
Gltimo recurso o en el caso de que se haya resuelte el problema y
se guiera comparar la solucién.

como sélo incluimos problemas de niineros enteros, para tener
una visidn mas amplia, recomendamos en la bibliografia mas libros
sobre problemas.

Estamos suponiendo que el lector tiene los conocimientos de
nmatendticas que se ensefian en el cuarto ano de bachillerato (o'
primero de preparatoria, vocacional, bachilleres, é&tc.).

Ademds de esto, para algunos problemas, el lector necesitard de
los conocimientos elementales de Teoria de Niameros contenidos en

los primeres capitules del libro de Niven y Zuckerman.

Andrés Torres Aguilar

Mayo de 1991.



ENUNCIADOS.

PROBLEMA 1.
3 2
Demostrar que la fraccién -3—~"2-2--—-'-'- es irreducible para todo
In“42n+l
nimero natural n.
PROBLEMA 2.
2
Sean m, n nUmeros naturales y primos relativos, tales que (—-’:—-] =

q para algln g en los enteros entonces n = 2 1.

PROBLEMA 3.
Probar que los nimeros 1573, 157573, 15757573, 1575757573, ... no

pueden ser primos.

PROBLEMA 4.
Expresando los niimeros enteros en el sistema decimal de
nunmeraci6n, deducir los siguientes criterios de divisibilidad.
a) Un nimero es divisible entre 2 si y s6lo si, su filtima cifra
de la derecha es divisible entre 2.
b} Un nimero es divisible entre 3 si y sélo si, la suma de sus
cifras es divisible entre 3.
c) Un nfimero es divisible entre 5 si y sélo si, su Gltima cifra
de la derecha es 0 o 5,
d) Un nGmero es divisible entre 7 si y sélo =i, la diferencia

entre el ntmero que se obtiene guitdndole la Gltima cifra de 1la



derecha y dos veces dicha cifra es divisible entre 7.

e) Un ntmero es divisible entre 9 si y s6lo si, la suma de sus
cifras es divisible entre 9.

£) Un nimero es divisible entre il si y sélo si, la suma de sus
cifras de lugar impar, menos la suma de las cifras de lugar par es

&lvisible entre 11.

PROBLEMA 5.
Evaluar la suma [VI] + {VZ) + {v3] + ...+ [V1990). Donde para un
nimerc real %, el simbolo [x] denota el miximo entero gque es menor

o igual que x.

PROBLEMA 6.

Evaluar la suma ¥ + 2 + 3 + ... + n, para todo nimeroc natural n.

PROBLEMA 7.

Evaluar la suma 1%+ 2%+ 3%+ ... + n? para todo nfimero natural n.

PROBLEMA 8.

Evaluar la suma 1°+ 2+ 3%+ ... + n? para todo nfmero natural n.

PROBLEMA 9.
Probar que los nimeros naturales x, Y, z, satisfacen la ecuacién
x? + Y ?a zz, {x,¥,2) = 1 y x par si y sélo si, existen nGmeros
naturales a y b tales que a > b, X = 2ab, y = a> - b°, z = a° + b°

, ay b son primos relativos y ab es par.



PROBLEMA 10.
Suponiende que todos los coeficientes del polinemico f(x) =
a0 + aix + azx° + ... + a=x" son enteros Yy gue p/q es una solucién
de la ecuacién f(x) = 0, donde p, g son enteros, g = 0 y py q son

primos relativos. Demostrar que p divide a ao y g divide a an.

PROBLEMA 11.

Sean r Yy n nimeros naturales tales que 0 = r s n, denotemos por
[ : ] al nGmero de subconjuntos con r elementos que tiene un
conjunto A con n elementos.

n
Probar que para todo nimero natural n, 2™ = 2 r [ 3; ].
=0

PROBLEMA 12.

Probar que el nGmero de primos es infinito.

PROBLEMA 13.
calcular el producto de las cifras del ndmero 1" + 2" + 3

para n impar.

PROBLEMA 14.
Considere los nGmeros del 1 al 1000, inviértalos {ej. 734 se
convierte en 437 y 10 en 01) y simelos. Encontrar la suma

de todos estos numercs.

PROBLEMA 15.
Probar que el minimo comin miltiplo de n!{, n! + 1, n! + 2, ... ,

n! + k; con n = 2k es igual a:



M = ni(n! + 1)(n!/2 + 1)(n}/3 + 1}---(n'/k + 1).

PROBLEMA 16.
Llamemos Ké a 1la grdfica completa con 6 puntos. Es decir, Ks
censta de 6 puntos y todas las aristas posibles que los unen.
Probar que si todas las aristas de Ke son iluminadas usando dos
colores, entonces existe un tri&ngulo con sus tres lados del mismo

color.

PROBLEMA 17.
Sea Ks como en el problema 16. Probar que si las aristas de Ks
estan iluminadas con dos colores, entonces hay un tridngulo o un

pentégono con todos sus lados del mismo color.

PROBLEMA 18.
Encontrar el nimero mds pequefio tal que al dividirlo

por 1990 da residuo 1959

" 995 v 964
" 398 " " 67
“ 199w  w 168.

PROBLEMA 19.
Los nGmeros de Fibonacci Fn se definen rediante las siguientes
reglas: F1 = Fa = 1y, paran 2 3, Fan = Fa-1 + Fa-2.
14v5 \™ _ (a-vs ™!
2 2
Probar que Fr = para todo nimero
V5

natural n.



PROBLEMA 20.
Hallar ki, k2, ..., ndmeros naturales diferentes entre si tales que

ks k) + 1 para toda i = j.

1990 + 1 es primo relativo con 1990
PROBLEMA 21.

a) Sea A = {1, 2, 3, ... , 40}. Determinar un subeconjuntoc B de A

gue no contenga tres términos que formen una progresién aritmética

y que tenga 15 elementos.

b) Mostrar que es posible hallar 1500 enteros positivos, menores

o iguales a 105, tales que entre estos no hay tres nimeros que

formen una progresién aritmética.

PROBLEMA 22.
Determinar todos los nuimeros N de 4 digitos que tienen las
sigulentes propiedades:
i) N es divisible por 11.
i1i) El producto de sus cifras es un cuadrado perfecto.
1ii) Alguna de sus cifras es 7.

iv} Ninguna de sus cifras es 0.

PROBLEMA 23.

n!
{(n=r)}lrt

Demostrar que [ ? ] =

PROBLEMA 24,
Demostrar que el producto de r enteros consecutives es divisible

por rl.



PROBLEMA 25.
Probar que no existen nimeros racicnales x, y tales que x% + y2 =

1950.

PROBLEMA 26.
Probar que para tode namero natural n, se pueden encontrar n

nimeros consecutivos que no son prinos.

PROBLEMA 27,
Probar gque para todo ndmero natural n, se pueden encontrar n

nimeros consecutivos divisibles por algun cuadrado.

PROBLEMA 28.

Con dos. argumentos diferentes probar gue para todo ndmero natural
n,[3]+[g]+...+[;]=z".

PROBLEMA 29.
Dado un conjunte A no vacfo. Probar gue el niimero de subconjuntos
con un nimero par de elementos es igual a la mitad del nGmero de

subconjuntos de A.

PROBLEMA 30.
Sean n un ntGmerc natural y p1, p2, ... , pr r primos distintos
tales que pr + p2 + ... + pr = n + r - 1. Probar que el nlmero

es un enteroc.




PROBLEMA 31.
Sean A = {1, 2, ..., 100 000 000 000}, B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9} y £ la funcién de A en los naturales tal que f(a) = suma de
los digitos de a. Probar que:
a) f(£(f(a))) es un elemento de B para toda a en A.
b) Para cada b en B, existe a en A tal que £(f(f(a))) = b.
c) Sea g una funcién de B en los naturales tal que g(b) = nGmero
de elementos a ¢ A tales que f(f{f(a))) = b. Determinar la b en B

para la que g(b) es midximo y evaluar g(b).

PROBLEMA 32.

n n- N
Sea an = (n+l)'} (-1} I%I ( 2 ] para n = 1, 2, ... . Probar gue
ai = 1, az = -1, a3 = 1, as = =1,...

PROBLEMA 33.
Probar que 1 + 1/3 + ... + 1/1989 = (1/2 + 1/4 + ... + 1/1990) +

(1/996 + 1/997 + ... + 1/1990).

PROBLEMA 34.

Sean n y r nimeros naturales tales que 0 = r s n.

- r n+
Probar que [ ? ] + [ nrl ] + ...+ [ - ] = [ r+i ].

PROBLEMA 35.

Sean n y r como en el problema 34, Probar que

1~[ ity ] + 2-{ a2 ] .+ (n—r+1)-[ ity ] = [ e ].



PROBLEMA 36,
Sean a, d nimeros naturales fijos y sea f una funcién de 1los
naturales en los naturales tal que:
i) f(m) + f£{(n) - £(m + n) = a - d, para todos los nfmerocs
naturales m y n.
ii) f(2n + 1) = f(n) + (n + 1)d, para todos los nimeros naturales
n.

Calcular f(1) y £f(1991).

PROBLEMA 37.
Dadc un nfimero natural X, supongamos que k = %™ ..p es
su fac.torizacién (Gnica) como producto de primos.
Sea ({fn} una sucesién de funciones de los naturales en los
naturales, definida como sigue:
i) fi(k) = (aipt + aep2 + ... + m-pr)2
ii) £n(kK) = f£n-1{f1(k)), para n > 1.

Encontrar figw({1990}.

PROBLEMA 38.
Demostrar que la siguiente ecuacién posee una infinidad de

soluciones:

2

a® - p?

= 1. Donde a y b son enterospositivos.
ab - 1
PROBLEMA 39.
Encontrar el conjunto de todos los enteros n con la propiedad de
que el conjunto {n, n + 1, n + 2, ..., n + 10} puede ser partido

en dos conjuntos tales que la suma de los nimeros en uno es igqual



a la suma de los nGmeros del otro.

PROBLEMA 40.
Demostrar que Fi-1-Feet + (~1)*' siempre es un cuadrado perfecto,

para toda k = 2 (Fx denota el k-ésimo nimero de Fibonacci).

PROBLEMA 41.
Demostrar gque si F es un nGmero de la sucesién de Fibonaccei,
entonces alguno de los siguientes dos niimeros: 5-F2 + 4 o 5-F° - 4

es un cuadrado perfecto,

PROBLEMA 42,
Sean m y n ndmeros naturales, con n = m. Probar gue (n°- nem =n%)?

=1 si y sdlo si, m y n son ntGmeros de Fibonacci consecutivos.

PROBLEMA 43.
Sean r y n nimeros naturales tales que 1 = r = n. Considérense
todos los subconjuntos con r elementos del conjunto {1, ... ,n}.
cada uno de estos subconjuntos tiene un elemento mayor. Sea F(n,r)

la suma de todos estos elementos mayores. Probar que F(n,r) =

n+i
r-( r+1 )
PROBLEMA 44.

Encontrar todos los nameros naturales que se pueden escribir en la

forma 3n + 35mcon n, mz 0.



PROBLEMA 45.
S5ea m un nimero natural primo relativo con 10. Probar que existe
una infinidad de nimeros de la sucesién 1001, 1001003, 1001001001,

1001001001001, ... gue son divisibles por m.

PROBLEMA 46.

Sea p un nimero primo. Mostrar que el mayor exponente « tal que p“

]-

L ]

«
dgivide a n! es o« = ): [
1=1

PROBLEMA 47.
81 se escribiera 1000! en la notacién decimal ordinaria sin el

signo factorial, :Cuintos ceros se escribirfan en linea en el

extremoe derecho?

PROBLEMA 48.
Encontrar todos los nimeros naturales a, b, ¢, @ tal gue la suma
del producto de cualguiera dos de ellos con el producto de los

otros 2 restantes es igual a 1990,

PROBLEMA 49.
Para cada namerc natural r definimoes las funciones siguientes en
el conjunte de los nimeros naturales fr{n) = n - 10"(n/10"} y
gr{n) = (fc(n) - fr-x(nJ)/m"’, donde oi(ny = fi{n). Finalmente

definimos la funcién g(n} = g1¢nj20° + g2(nm)20® + ... + guo(n)io’.

10°
Encontrar “§=:1 g(n}.

10



PROBLEMA 30,
Eean n, s pumaros naturales y d su maximo coman divisor. Demostrar
que si m es mayor que n's y divisible por d entonces existen dos

nameres naturales x, y tales que m = n'x + S'y.

PROBLEMA 51.
Sea u« = S0!. Escribir a x como producto de SO0 nameros, de ta}l

manera que la suma de les factores sea menor que 1060,

PROBLEMA 52.
Sea n un entero fi{jo mayor que 2 y sea VU~ &)l conjuntc de enteros
de la forma 1 + kn, donde k = 1, 2, 3, .... Un namera m en Yn es5
indescomponible en Vn cuando no existen nimeros p, q en VYn tales
que m = p-q. Dempstrar gue:
a) Los cuatro primeros elementos de YUn son indescomponibles.,

23] Hay una infinidad de elementos indescomponibles en Vn.

PROBLEMA 53.
Definamos la siguiente sucesion:
1,2,2,3,3,3,4,8,4,4, ... .
Sea £ una funcidn de los naturales en los naturales tal que f(m) =
a la suma de los primeros m tLérminos de la sucesidén definida

arriba. Encontrar f(1%950).
PROBLEMA S4.

Sea a un namero natural y sea M(a) como el nimero de elementos del

conjunto { b : b es namero natural y a + b divide a ab ).

11



Determinar para que a‘s se cumple que M(a) = 1.

PROBLEMA 55,
Sean a y b nimeros naturales primos relatives. Demostrar que ab es
el m&ximo entero que no puede ser expresado en la forma Xa + yb

donde ¥, y son entercs no negativos mayores gque cero.

PROBLEMA 56.
Sea T el conjunto que consiste de todos los enteros positivos que,
en base 3, tienen a lo mé&s 11 digitos y cada uno de los cuales es
igual a 0 o a 1.
a) ¢Cuintos elementos tiene el conjunto T y cudl es el mayor?
b) Probar que entre los elementos de T no hay tres que formen

una progresién aritmética.

PROBLEMA 57.
Determine todos los nimeros naturales r y s tales que:

2" - 3" = 1.

PROBLEMA 58,
Encontrar todos los enteros n mayores gque 2 tales que existe una
permutacién { bo, bi, ..., bnt } de los elementos del conjunto An
= { 0, 1, ...,n - 1 } tal que si co, ©1, ..., Cn-1 son los
Vresiduos que resultan de dividir los ndmeros bo, (bo + b1), ...,

(bo + bt + ... + bn-1) por n, entonces An = { Co, C1, ..., Cn-1 }.

12



PROBLEMA 59.
Sea M un conjunto con 1990 enteros positivos distintos, tales que
ninguno de ellos tiene un divisor primo mayor de 26. Demostrar que
M contiene al nenos 2 elenmentos distintos cuyo producto es un

cuadrado perfecto.

PROBLEMA 60.
Dividamos un tablero de ajedrez en 16 cuadrades €, Cz, ..., Ci5,
donde cada uno contiene 4 cuadrados unitarios. Diremos que dos
nimeros son adyacentes si estan contenidos en el mismo cuadrado
Ci1. ¢De cuéintas formas se pueden colocar los nameros del 1 al 64,
en el tablero, de tal manera que si a y b son adyacentes entonces

fa -~ b] 2 167,

13



SUGERENCIAS

PROBLEMA 1.

Suponer lo contrario y dividir 3n

como si fueran polinomios.

PROBLEMA 2.

Pruebe que n divide a m.

PROBLEMA 3.

> - n' - n entre In® + 2n + 1

Dividir 1573 entre 13 y construir 157573 en funcién de 1573,

15757573 en funcién de 157573, étc.

PROBLEMA 4.

Para b} y e) hay que observar que 10 # 1 (mod 9) y 0% = 1 {mod 9)

para todo nimero natural k. Para d), noétese que P = 10[(an10"'2 +

an-110™ + ... + az) - 2a1] + 7(3a1).

PROBLEMA 5.

[V %] = n significa que n® s x < (n + 1)°.

PROBLEMA 6.

Considerar las expresiones siguientes:

14+ 2+3 4 0. +(n=-1) +n

n+ (n-1) + ... +3+2+1,

14



Y sumar término a término.

PROBLEMA 7.
considerar el sigulente conjunto de igualdades:
tn+1)%-n=3n"+3n+1
- -1 =3m-1%+3(n-1) +1

(h-1)~m=-2"=3(mm-2)"+3mm-2)+1

PROBLEMA 8.

Proceder como en el problema 7.

PROBLEMA 9.
si se cumple la igualdad x* + y* = 2%, (%,¥,2) = 1 y X es par
entonces (x/2)® = [(z + y)/2]((z -~ y)/2], donde (z + y)/2,

(z = y)/2 son primos relativos y cada uno de ellos es igual al

cuadrado de algln entero.

PROBLEMA 10.

sustituir y multiplicar.

PROBLEMA 11.

Desarrollar (1 + 1)™ y (1 - 1}*
PROBLEMA 12.

Suponer que sélo hay un nimero finitoe p1, ..., pr de primos,

¢Puede ser primo el nimero n = 1 + pi'pz -+ pr?

15



PROBLEMA 13.

considerar la suma 1" + 2" + 3" + 4" médulo 10.

DROBLEMA 14.
Los niimeros gque terminan en cero, no aparecen en la suma.
nimeros mayores que 100 gque no terminan en 0 aparecen una vegz,
nfimeros menores gque 100 gue no terninan en cero aparecen

veces, étc. El valor de la suma es 454546.
PROBLEMA 15.
Usande combinaciones 1lineales de los nameros, probar que

primos relativos entre si.

PROBLEMA 16.

Los
los

dos

son

Tome un punto fijo p de Ké, entonces al menos tres de ellas deben

ser del mismo color, llame a dichos puntos que unen a p, a, by c.

Analice los colores de las aristas que unen a los puntos a, by c.

PROBLEMA 17.

Suponga gue no se tiene un tridngulo del mismo color. Pruebe que a

un misme punto p no pueden llegar tres aristas del mismo color y

que no se forman cuadriliteros del mismo color.

PROBLEMA 18.

Sumar 31.

16



PROBLEMA 19.

Induccidn.

PROBLEMA 20.

Probar con kn = 2",

PROBLEMA 21.
a) Hacerlo por medio de una Criba. Es decir, escribir los
nimeros del 1 al 40, comenzar marcandoc algunes y tachando los que
ya no pueden ser usados.
b) Por el a) en el intervalo [1,40] hay 15, en el [81, 120] hay

otras quince, entences en el [1,120] hay 30, étc.

PROBLEMA 22.

Usar el problema 4.

PROBLEMA 23.
Este problema se puede resolver por induccién haciendo uso de la

jigualdad:
n n) _ { n#1
(2]« E5) =)

PROBLEMA 24.

Usar el problema 23.

PROBLEMA 25,

Probar que la ecuacién a® + b® = 1990c® no tiene solucién

para enteros a, by c.

17



PROBLEMA 32.
Hacer manipulaciones algebraicas hasta obtener expresiones
n
tipo (a + b)" = ¥ ( 2 )a"b"".
[
PROBLEMA 33.

Usar que 1/2k = -1/2k + 1/k para toda k=1, 2, 3, ....

PROBLEMA 34.

. [n-k+2) _ (n-k+1 n-k+1
Usar la igualdad: [ oy ] = [ o ] + ( k ]

PROBLEMA 35,

Usar la igualdad sugerida en el problema anterior.

PROBLEMA 36.

Probar que £(1) = a y f{(n + 1) = a + nd.

PROBLEMA 37.

Evaluar f1(19%0), f£2(1%%0), ... , f12(1990}.

PROBLEMA 38.

Hacer az = 2a1 + bt y b2 = a1 + b1,

PROBLEMA 39.

del

Sean A y B tales conjuntos. Si A tiene més elementos que B, notar

quen + (n+ 1) + (n + 2) + (R + 3} + (n+4) + (n+ 5) sfas=

B2EA

Ibs (n+6) + (n+7)+{n+8) + (n+9) + (n+10).
ben

19



PROBLEMA 40.

Demostrar que Fa® = Fa-iFant + (-1)""', para toda n = 2.

PROBLEMA 41.

Demostrar que 5Fs° + 4(-1)" = (Fm2 - Fn-2)°, para toda n =z 3,

PROBLEMA 42.

Suponga gque (mi,n2) es solucién, con nz > 1, entonces ni = nz. Sea

n3 = m - nz entonces (n2, ni) es también solucién y m = nz + ns.
51 n3 > 1, repetir el proceso hasta que algln ni = 1 y regresar.
PROBLEMA 43.

Para cada Xk, contar cuantos subconjuntos con r elementos hay que

tienen a k como su elemento mayor.

PROBLEMA:M.
Para los naturales menores o iguales gque 70 determinar
directamente si se pueden o no expresar en tal forma. Todos
los mayores gque 70 si se pueden expresar, para probar esto, es

Gtil dividir entre 3 y usar que 70 = 1 (mod 3) y 35 = 2 (mod 3).

PROBLEMA 45.
Para la solucién de este problema se tiene que hacer uso del
teorema de la ¢ de Euler gque dice que si a y b son enteros primos
relatives, entonces a°<b) z 1 (mod b), donde ¢(b) es el nGmero de

enteros positivos menores o iguales a b y primes relativos con b.

20



PROBLEMA 46.

Los mGltiplos de p® en la sucesién 1, 2, 3, ..., n son los nlmeros

p" 2p° 38V -~-r[ Em ]Pn-
P

PROBLEMA 47.

Encontrar la mé&xima potencia de 10 que divide a 1000!.

PROBLEMA 48.

Restar dos & dos las ecuaciones resultantes.

PROBLEMA 49.

Mostrar que gr(n) = r—ésima cifra de n

PROELLMA 50.
Hacer primero el caso en que d = 1, Los residuos que dejan los
nGmeros n-1, n-2, ..., n'(s - 1), n-s, al dividirlos entre s, son

los nGmeros 0, 1, ..., S ~ 1.

PROBLEMA 51.

Escriba a x = Pi%'pa®...per

donde Pi es primo y ai es el nlmero
de veces que aparece P1 en x. Cada factor debe ser igual en
promedio a [1060/30} = 21. Trate de encontrar 50 factores que en

promedio sean igual a 21.

PROBLEMA 52.

Hacer algo parecido a lo que se hizo en el problema 12.
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PROBLEMA 53.

Escribir la sucesifén en la siguiente forma:

1

2 2

3 3 3

4 4 4 4

n n nn ...n {n-veces)
Encontrar la méxima n tal que 1 + 2 + ,., + n s 1990, Para sumar,
completar el cuadrade ¢on 1’s en el primer renglén, con 2’s en el

segundo, é&tc.

PROBLEMA 54.

Las a’s buscadas son los nmeros primos.

PROBLEMA 55.

Usar el préblema 6.

PROBLEMA 56.
a) Observar que hay 2 de 11 digitos exactamente, 2° de 10
digites, étc.
b) 8i x, y, z forman una progresién aritmética, entonces 'y - x =
z -y, es decir x + 2 = 2y. Usando qgue son nGmercs que sélo tienen

ceros y unos, deducir que x =y = 2z,

PROBLEMA 57.

De todos los sumandos de la suma
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s

(1 +2) + (22 + 2% + (2" + 2% + ..o+ (2°

+ 2"') se puede

factorizar un 3.

PROBLEMA 58.

Probar que para los impares no se puede y que para los pares si.

PROBLEMA 59,
Cualquier m en M es de la forma p‘aunaz“.pqaql a m le asignamos
el vector (x1,Xz,...,%?), donde %1 = 0 si ai es par y xt = 1 si as

es impar, hay a lo mis 2% vectores posibles distintos.

PROBLEMA 60.
Los numeros del 1 al 16 quedardn en cuadrados diferentes.
Mostrar que el gque contiene al 1 tiene a los mimercs 17, 33 y 49;

el que contiene al 2 tiene a los nimeros 18, 34 y 50, étc.
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SOLUCIONES

PROBLEMA 1.

Supongamos gque la fraccién se puede reducir para algin nimero

natural n, entonces existe un primo p que divide a 3> = n® - n y
a 3n® + 2n + 1. Por divisién euclidiana de 3n’ - n® - n entre
3n® + 2n + 1, se tienme 3n® - n® - n= (3n® + 2n + 1){n - 1) + 1.
Es decir, (Jna - n® - n) + (3n2 + 2n + 1)(¥ - n) = 1. Pero p

divide a (.’in2 4+ 2n + 1){1 = n) vy a an’ - n? - n, entonces tiene
gue dividir a su suma que es 1., Esto es imposible porque ningin
primo divide a 1. Esta contradiccién prueba que la fraccidén es

irreducible para todo ntmero natural n.

PROBLEMA 2.
Como (m/n)® = q, entonces m> = g-n°. De aqui que n divide a m-m,
pero como n y m son primos relativos, necesariamente n divide a m.
Esto Gltimo se da solamente si n = % 1. Obsérvese que este

problema también se puede obtener del problema 10.

PROBLEMA 3.
El1 nGmero 1573 es divisible por 13. Si a este ntimero (1573) lo
multiplicamos por 100 y le sumamos 273 = 13(21), obtencmos el
nimerc 157573, si a este 1Ultimo lo multiplicamos por 100 y 1le
sumamos 273, obtenemos el numero 15757573, étc., En general si al
nGméro 15757...573, formado con n 57’s lo multiplicamos por 100 y
le sumamos 273, obtenemos el nGmero 15757...573, formado con

(n + 1) 57’s.
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Por tanto dichos ninmeros son todos divisibles por .13 vy

consecuentemente no pueden ser primos.

PROBLEMA 4.
Consideramos a un nGmero P = anan-1...21 escrito en notacién

B4 an20™? + ... + az10 + ai.

decimal. Entonces P = aal0
a) Como 10, 102, ..+y 10" son congruentes a cero module 2,
entonces P 5 an'0 + ... + a0 + a1 = a1 (mod 2). De manera dque
2 divide a P si y s6lo si, P 0 (mod 2) o equivalentemente a1 5 0
(mod 2) que es lo mismo que 2 divide a ai. Por tante 2 divide a P
si y sbélo si, 2 divide a su tltima cifra. Similarmente se analiza
el inciso ¢).

b) Como 10 = 1 (mod 3), tenemos que 10* = 1*

s 1 (mod 3). Para
tode nilmero natural k. De manera que P = an*l + ... + az2'1 + a1 =
an + ... + a1 (mod 3). Razonando como en el caso anterior,
obtenemos que 3 divide a P si y sélo si, 3 divide a la suma de sus
cifras, Como 10 = 1 (mod 9), el mismo razonamiento se puede hacer

para el inciso e).

d) Sea Q el nGmero que resulta de quitarle la Gltima cifra a P.
Entonces Q = anan1...22 = anl0™? + ang10™ 4+ ... + aslo + az.
De manera gquea P = 10Q + a1 = 310(Q - 2a1) + 2lai. Si 7 divide a P
entonces 7 divide a 10(Q - 2a1) + 2lai. Asi que 7 divide a
10(Q - 2a1) y como 7 es primo relativo con 10, tenemos que 7

divide a @ = 2ai1. hhora si 7 divide a Q - 2a: entonces 7 divide a
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10{(Q - 2a1) + 21ai1 = P. Por tanto 7 divide a P si y s6lo si, 7

divide a Q@ - 2a:.

f) Notemos gue 10 = - 1 (med 11), entonces 10° = (--1)k {(mod 11),

para todo nGmero natural k. Entonces P = an10™' + an110™F + ..

n-2

Moy ana(-1)™ 4+ ..+ az(-1) + a1 = a1 -

+ az210 + a1 =2 an(-1)
az + as = a¢ + ... + (-1)"’a, (med 11). Por tanto 11 divide a P

si y s6lo si, 11 dQivide a a1 - a2 + a3 - as + ... + (~1)"!an.

PROBLEMA 5.
Sea n un nGmerc natural, la igualdad [vm) = n significa que n s V@
< n + 1, Esto es lo mismo que nsn< (n + 1)2. Entonces si 1% s
m < 2%, se tiene gue V& = 1. 5i 2% s m < 3°, se tiene que V@ = 2,

étc. De esta manera podemos calcular la suma pedida:

silsmcy hay 3

1 =21+ 1 {(unos})

2 si 4sm<s9 hay 5 = 2-2 + 1 (doses)
[vm)= .

43  si 1849 = m < 1936 hay (1936-1849) = 2 -43+1 (437s)

44 si 1936 s m < 1991 hay (1991-1936) = 55 {447's)
Por tanto

[vI] + (V3] + ... + [Vi590) =

1(2°1 + 1) + 2(2°2 + 1) + vnv + 43(2:43 + 1) + 44-55 =
(2:1 + 1) + (2-22 4 2) + ... + (2-43% + 43) + 44-55 =
202 + 2% 4+ ... +43%) # (1 42+ 3 4 ... +43) + 44-55 =

2(43:44:87/6) + (43:44/2) + 44:55 = 54868 + 946 + 2420 = 58234,
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PROBLEMA 6.
Sea 8§ = 1 + 2 + 3 4+,..+ (n - 1) + n, entonces
S=n+ {n =~ 1) + (n = 2) +...+ 2 + 1
Sumando estas dos ecuaciones término a término, se obtiene gue
25 = {n+ 1) + (h + 1) + (n + 1) +...+ (n +1) + (n + 1), asi que

25 = n(n + 1). De donde S = n(n + 1)/2.

PROBLEMA 7.

El truco que vamos a usar agui se puede generalizaxr para poder
encontrar sumas del tipo 1" + 2° + ... n® donde s es un namero
natural. Esto se puede hacer recursivamente, coneciendo las sumas
correspondientes a la potencia s - 1, usando el binomio de Newton
para calcular las diferencias (k + 1)® - k" y haciendo algo
andlogo a lo que haremos a continuacién.

" consideremos la igualdad (n + 1)J - n® = 3n® + 3n + 1 y
"apliquémosla sustituyendo n por n ~ 1, n por n ~ 2 y asi
sucesivamente hasta llegar a 1. Entonces obtenemos una serie

completa de igualdades

n+1)° - n® = 3n? + 3n + 1
n® - (n-1° = 3m1n? + 3(n - 1) + 1
m-1° - (-2 =3n-2° +3(n - 2) 1
2’ - 1? = 3(1)° + 3(1) 1.

Sumando estas igualdades, obtenemos:
m+ 1% =1 =3012+22+3%+,..+#n% +3(1 +2+...4 n) + n.
Utilizando el problema 6 y despejando 12+ 22 +. ..+ n? llegamos a:

1* + 2% +...+ n® = [n(n + 1)(2n + 1}/6).
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PROBLEMA 8.
Se procede exactamente en la misma. forma gua el problema 7, a

4

partir de la igualdad (n + 1)' - n* = an® + 6n® + 4n + 1, y se

obtiene que 1% + 27 +...+ n® = n:(n + 1)2/4.

PROBLEMA 9.
Primero supongamos que x° + y° = z%, que X es par y que (X,y,2z) =

1.

No es posibkle que y sea par pues esto implicaria que z es par y

entonces 2 dividiria a los tres nGmeros lo cual es absuxrdo. Por la

misma razén 2z es impar. Asi que 2z 4+ y, 2z - y son pares Yy
LJLJZ= 2 +y _z -9y . Probemos que (z + y)/2 y (2 - ¥)/2 son
2 2 2

primos relativos. Supdngamos lo contrario, es decir, supéngamos
gue existe un primo p que los divide a ambos, entonces p divide a
la suma que es igual z y a la resta que es igual a y, de aqui gue
p divide a x, esto contradige a la hipétesis de que (»,y,z) = 1.
Por tanto (z + y)/2 y (2 - ¥)/2 son primos relatives, y como su
producto es el cuadrado de un entero, entonces cada uno de ellos
tiene que ser un cuadrado.

Sea a® = {z + y)/2 ¥ b = {z - y)/2 entonces x/2 = ab, ademis
como 0 <y < z, entonces 0 < b < a. Y claramente (a,b) = 1.
Resolviendo el sistema encontramos que z = a® + hﬁ, Yy = a? - bz, X
= 2ab.

Sélo nos falta ver que ab es par. Si a y b fueran ambos pares o
ambos impares entonces z seria par, lo cual es una contradiccién.

Por tanto uno es par y el otro es impar entonces ab es par.
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Esto termina la prueba de la suficiencia. Para probar la otra
implicacién, escribimos x = zab, y = a° - b°, z = a® + b
Entonces x2 + y2 = 452}:2 + (a2 - 1:2)2 = 4a’b® + a* - 2a’? + bt

2 2 2 2,2 2

= a +2azb2+b=(a + b)) = 2, con esto

terminamos la prueba.

PROBLEMA 10,

Primero probemos el siguiente resultado: Si a y b son ntmeros
enteros y primos relativos entonces para todo nimero natural n se
tiene gque: a y D' son primos relatives. Para probar esto,
supongamos qué a y b” no son primos relativos. Entonces existe un
prino p que los divide a ambos. Pero si p divide al producto
b'b-...'b, entonces debe dividir a uno de los factores, de manera
que p divide a b. Entonces p divide a a y a b, esto es absurdo
pues a y b son primos relativos. Esta contradiccidn prueba que a y
b" son primos relativos.

Regresemos al problema original. Que (p/g) sea soluéibn de f(x) =
0, implica que ao + ai(p/qg) + «:-12(p/q)2 + ... + an(p/q)” = 0.
Multiplicando esta igualdad por ¢" y factorizando una g, tenemos

2

que as(p™ = g[-(ae-q” + arp-q + ... + aw1-p™’

}). De aqui
que g divide a as{p”), pero g y p son primos relatives, entonces gq
y p° tambien lo son. Por tanto g divide a as. Anal6gamente,
multiplicande la misma igualdad por q° y factorizando una p, se

deduce que p divide a ao.
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PROBLEMA 11.
Sea n un nmero natural, entonces
an 2 _ 2n 2n 2n 2n 2n
27 = (1 + 1) —[0 ]+[1 ]+[2 )+"'+[2n-1]+[2n]
2 2n 2n 2n 2 2n
voma-nm= ()= () [3) e (] 2 (5)
Sumando término a término, tenemos que:

an an 2n am)_, (20
e[ ) +af ] ]+...+2[2n) 2k).:o[2k)'

PROBLEMA 12.
Supdngase que existe s6lo un nGmero finito de primos p1, ..., pr.
Formemos el nlmero n = 1 + pi-p2+--pr, Notemos que n no puede ser
divisible por ninguno de los primes pi, p2, ..., pr. Entonces n no
puede ser un namerc compueste. Esto implica que n mismo es un
primo, entonces n debe ser igual a algdn pi. Pero esto no es
cierto pues es mayor gue todes ellos, Esta contradiccién prueba
gue no es posible que el nimerc de primos sea finito. Por tantoe

hay una infinidad de primos.

PROBLEMA 13.

Si podemos probar gque todos los nGmeros de esa forma tienen un
cero en sus cifras entonces el producte de ellas tiene que ser
cero. Vamos a mostrar que precisamente su Gltima cifra es cero,
esto lo vamos a hacer viendo gue todos esos nlmeros son divisibles
por 2 y 5 y entonces son miltiplos de 10.

Notemos que 1" y 3" son siempre impares y que 2" y 4" son pares
por lo que la suma de todos es par Yy, por tanto mlltiplo de 2.
como 4 = -1 {mod 5) y 3 = -2 {(mod 5), entonces, para toda n impar,

4" = (-1)" = -1 (mod 5) y 3" = (-2)" 2 -(2") (med 5). Entonces 1"
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+ 2"+ 3%+ 4" =1+ 2" - (2") -1 8 0 (mod 5). En consecuencia 1
+ 2" + 3" + 4" es divisible por 5. Por tanto 1" + 2" + 3" + 4"
es divisible por 10 para toda n impar y, por tanto, el producto de

sus cifras es cero.

PROBLEMA 14.
Para empezar, notemos que los niimeros que terminan en cere, no
pueden ser los reflejados de ningtin otro. Por tanto, ellos no
aparecerin en la suma. Si un nfmero abc es mayor que 100 y no
termina en cero, entonces es el reflejado de cba y nada mis de ese
por lo que el nimero abc aparecerd exactamente una vez en la suma.
Un nimero de la forma ab con b # 0 es el reflejado de ba y de ba0
Yy nada mis de ellos. Por lo que este nfimero apareceré deos veces en
la suma. Finalmente un ninero de la forma a, es el reflejado de a,
a0, a00 si a = 1y, cuando a = 1, también es el reflejado de 1000.
Entonces los nimeros de la forma a, aparecen 3 veces y el 1
aparece 4 veces. Entonces la suma es igual a:
4(1) # 3(2 4+ 3 4 ... 9) + 2[(10 4 11 4 ... + 99) - (10 + 20 + ...
+ 90)] + 1[ (100 + 101 + ... + 999) - (100 + 110 + ... + 990)] =
1 4+ 3(9°10/2) + 2[(99-100/2) - (9:10/2) -~ 10(9-10/2)] +
[(999-1000/2) — (99:100)/2 - 10{(99:100/2) ~ (9-10/2}}] =
1 + 3(45) + [9900 - 90 - 900) + [499500 - 4950 - 10{4950 - 45}] =

1 + 135 + 8910 + 450000 - 4500 = 454546.
PROBLEMA 15.

Es clarc que n! + i divide a M para 1 = 0, 1, 2, ... ,K. Por le

que serd suficiente probar que los siguientes nimeros son primos
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relativos dos a des n!, n! + 1, n!/2 + 1, n!/3 +1, ... nl/k + 1.
n! es primo relativo con n! + 1 por ser dos nimeros consecutivos.

Las dem&s parejas las analizamos en dos casos.

i) Primerc veremos que todos los nimeros son primes relatives
cen nl. Sea i = 2, ..., k y supongamos que existe un primo p tal
que p divide a n! y a n!/i + 1. 8i p divide a i, entonces p = i =
k s n/2, de manera que 2p s n. Entonces p y 2p son factores del
producto 1:2- ... ‘n y alguno de los dos es diferente de i por lo
que el otro aparece explicitamente en el ntmerc n!/i. De manera
que p divide a n!/i. Esto es absurde porgue p también divide a
n!/i + 1 y p es primo. La otra pcsibilidad es que p no divide a i,
pero p divide a n!, as{ que p divide a n!/i lo cual nes lleva a la

misma contradicecién. Por tanto n! y n!/i + 1 son primos relativos,

ii) Ahora probaremos que si 1 s j < 1 s k, entonces n!/i + 1 es
primo relativo con n!/j + 1. Supongamos que esto no ocurre y
entonces existe un primc p que los divide a ambos. Ya que
i(ni/i + 1) - j(n!/3 + 1) =i - j entonces p divide a i - j. Pero
1si-3<isn!, de manera que i - j aparece explicitamente en
el cociente n!/i, De modo que p divide a nl/i. Esto es absurdo
pues p divide a n!/i + 1. Esta contradiccién completa la solucién

del problema.
PROBLEMA 16.

Supongamos que los colores usados son azul y rojo. Tomemos un

punto fijo p de Ks, de p salen 5 aristas y como se estén usando
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suponer que va a a: La otra arista azul gue sale de as¢ ya no
puede terminar en a1 o en az por que se formarfa un cuadrilatero
azul o un triingulo azul. Entonces tiene que terminar en as. Por
razones similares, la otra arista azul gue sale de as no puede
terminar en az o a:. Por tanto tiene gue terminar en a1 y entonces

hemos cbtenido un pentdgono azul.

PROBLEMA 18.
Sea a el nfimero buscado, entonces si le sumamos 31 tenemss que:
El residuo de a + 31 entre 1890 es 0O, ya qgue 1959 + 31 = 1890,
Andlogamente el residuo de a + 31 entre cada uno de los nlmeros
995, 398 y 199 es igual a cero. Por tanto a + 31 es un nmultiplo
comGin de 19%0, 995, 398 y 199. Como el minimo comin m@ltiplo de
estos namercs es 1990, entonces a + 31 = 1990.

Por tanto el nimero buscado es igual a 19585.

PROBLEMA 19.
Haremes la prueba por induccién en n.
i) Para n = 1 la férmula toma la forma
F1 o= {{(1 + ¥5)/2) - [(1 - {B)/2)13/45 = 1, cuya validez es clara.
De modo semejante, la férmula es verdadera para n = 2, puesto que
Fz o= {[(1 + 45}72} = [(1 = 45)/2)%)/95 = 1. Asi queda completa la
primera parte de la induccién.
ii) Supongamos gque la férmula es vadlida para n y n + 1, abora la
probaremos para n + 2. Por nuestra suposicién,
Fno= ({1 +43)/21" - (2 - 35) /215 y
Faes = {{(2 + {B)/2)™ - [(1 ~ {5) /2™ /48
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Sumando término a término estas dos ecuaciones, se obtiene:

Fm2 = Fn # Fat = {[(1 + 48)/2)°~ (1 - {5)/2)" + (1 + {5)/721™}
- a = ABy/RI"HE =

W + d5y721™ 01+ @+ 4523 - @ - Byt o+ o=
45)/211} 45 =

{1 + 43) 7217+ {(3 + 48)/2) - ((1 - 4B)/2]" (3 - 4B5)/2]}/45 =
L+ i)™ + 53/23% - 1 = B)y/23" 12 - I5)/21% 145 =

n+2

{11 + 45)/2] [(1 ~ 45)721™?1/{5. con esto terminamos 1la

inducecién.

PROBLEMA 20.

Las kn’s que consideraremos son los ntmeros de la forma ke = 2",
Para ver que sirven tenemos que probar que si n y m son nimeros
naturales con m < n, entonces 19902'I + 1y 1990; + 1 son primos
relativos. Supongamos lo contrario, entonces existe un primo p tal
que p divide a 1890° + 1y p divide a 1990° + 1. De modo que

1990zn s -1 {(mod p) Yy 19902- 2 -1 (mod p). Elevando la segunda
congruencia a la potencia 2™, tenemos que 19902n = 1 (mod pj.
Por la primer congruencia, tenemos gque 2 5 0 (mod p). Esto sblo es
. posible si p = 2, pero claramente 2 no divide a 1990arl + 1.
Entonces p no puede existir. Por tanto 1990zn + 1y 19902‘ + 1 son

primos relativos para toda n diferente de m.

PROBLEMA 21.
a) ., Vamos a hacer un criba. Esto significa que primero escribimos
los nmeros del 1 al 40, luego comenzamos a seleccionar nlmeros,

cada vez gue seleccionamos uno nuevo, por culpa de él tendremos
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tres nimeros en progresién aritmética. Repetimos el proceso: ahora
trasladamos el intervale {1,120} al [241,360)] en este Gltimo hay
30 nGmeros buenos, por lo que en el intervalo {1,360) hay 60, que
por una razbn similar a la que dimos arriba, estos 60 nimeros
siguen cumpliendo la condicién. Continuando este proceso podemos
conseguir en los intervalos [1,403, [1,120), {1,360}, ({1,1080),
[1,3240), (1,9720), [1,87480}; 15, 30, 60, 120, 240, 480, 960,
1920 nidmeros gue cumplen la condicién, respectivamente. Por tanto
hemas conseguido 1920 n(meros menores que 10° tales que 3 de ellos

no forman una progresién aritmética.

PROBLEMA 22.

Sea N = 10% + 10%° + 10c + d donde a, b, ¢, 4 son elementos del
conjunto A = {1,2,...,9). Como 11 divide a N, tenemos que 11
divide a a - b+c-d. Yarque a + cy b + d s 18, entonces -16 =
a~-b+ c- d = 16. Los mltiplos de 11 entre -16 y 16 son -~ 11, 0
y 11. Por tanto a - b + ¢ - d = -11 0 0 u 11,

sea n® = abcd. Como alguna de las cifras es 7 entopces 7 divide a
nz. Asi gue 7 divide a n., Entonces 7% divide a abcd. Esto implica
que dos de las cifras son 7's.

analicemos los 3 casos posibles:

a) a-b+c~-d= -11.

Ho es posible que a = 7 porque de ser as{, b + d = ¢ + 18. El
término de la izqulerda es s 18 y el de la derecha mayor gque 18 lo
que es absurdo. De manera similar, no es posible que c = 7. Y,

como hay dos 7’s entre las cifras, tenemos que b = d = 7. Esto
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implica que a + ¢ = 3. Entonces a = 1 y ¢ = 2 o viceversa, Pero
entonces el producto de las cifras es 752 dque no es un cuadrade
perfecto, Esto prueba gue este caso no es posible,

b) a-b+ ¢ ~d=11. Un andlisis sinilar al del caso a) muestra

gue este caso tampoco es posible.

c) a-b+c-d=20

Si dos sumandos de signo contrario son 7’s, entonces en la suma
se cancelan y obtenemos que los otros dos son iguales. Con esto
obtenemos los siguientes nlmeros 77xx, 7xx7, x77x y xx77 donde x
puede tomar los valores 1, ..., 9. Notemos gque todos los nGmeros
de  las formas escritas arriba cumplen 1las condiciones del
problema. Esto nos da 33 soluciones (cuando % = 7 , tehemos 32
soluciones y hay gque afadir el nGmero 7777).

Si dos sumandos del mismo signo son 7’s, entonces los otros dos
restantes, supongamos que les llamamos e y £ deben sumar 14.
Ademds 7°-e-f = n° implica que e-i es un cuadrado perfecto. Los
Gnicos nimeros que sumados dan 14 y cuyo producto es un cuadrado

perfecto son e, £ = 7. Entonces en este subcaso sélo obtenemos el

nfimers 7777 que ya habia sido considerado arriba.

PROBLEMA 23.
Haremos la prueba de esta afirmacién por induccién enn. Sin =1,
entonces la Gnica r gque se puede tomar es r = 1. El nmero de
subconjuntos de un elemento que tiene un conjunto con un élemento

es 1 (sblo se puede tomar un subconjunto). Por otra parte, en este

n n! 1! N
caso [ r ) = M=) T I iy ey i 1 (porque se conviene gue- 0!
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= 1). Por tanto, la afirmacién es cierta paran = 1,

Ahora supongamos gque esta afirmacién es cierta para un conjunto de

n elementos y tomemos un conjunto A = { a1, ..., an, ani} con

n + 1 elementos. Sea r tal que 1 = v = n + 1. 81 r = n + 1,

entonces sb6lo se puede tomar un subconjunto de A con n + 1

elementos a saber el propio A. Por otra parte, en este caso,

[ n;l ] = (n+1)!j = {nt1)! 1. Por tanto, cuvando r = n + 1,

{(n+i-r)! rl 0! (n+1}!
la igualdad sf se cunple.

Supongamos entonces que ¥ = n, Los subconjuntos de A con r
elementos se dividen en dos categorias, (a) los que no tienen a
ant Yy (b) los que si lo tienen. Los de la primera categorfa son
entonces subconjuntos del conjunte { ai, ..., an }. Por hipbtesis
de induccién, ya sabemos contar cuantos de estos hay y son ( 2 } =
77?1_%%T7FT' Los de la categorfia (b), como tienen r elementos y
uno de ellos es anm1, entonces tignen que tener r - 1 elementos
del conjunte { a1, ..., an }., De modo gque los conjuntos
considerados en (b} son la unién de un conjunto de r - 1 elementos
de { a1, ..., an } con {ans1}. Por tanto el nuimero de conjuntos
que cumplen (b) es igual al nOmero de subconjuntos de r - 1
elementos gue tiene el conjunto { ai, ...., an }. ¥, por hipbtesis
de induccién hay [rﬂl] = Tﬁ:?:f?%TF:TTT conjuntos de estos. Por
tanto, sumando los que cumplen {(a) y los gue complen (b), podemos

decir que el nimero de subconjuntos de A con r elementos es:

n n nt n! _
[ r ] + [r-l] = moenTeeenT Tmeor el T

n! 1 1 _ n! n + 1 _
(n-r)!(r—l)![ s S ) = (n—r)!(r—l)![ (h-T+1) T ] =

(n£:+1)1r! = [ n;l J. Que es lo que se querfa probar.
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Esto completa la induccién y termina la prueba de la afirmaciédn,

PROBLEMA 24,
Por el problema 23, sabemos que el namero [ ? ] cuenta cuantos
subconjuntos de r elementos tiene un conjunto fijo con n

1
elementos. De manera que el nilrero [ ;_‘ ] = "= ?) es un

nimero natural, Hotemos gque este nmerc es igual (cancelando los

n{(n - 1} ... (n - r + 1)
!

términos de (n - 1r)!) a pero gue este
cociente sea entero .significa gque el numero do abajo r! divide al
de arriba notemos también que arriba aparecen r enteros
consecutives. Entonces nuestra afirmacién estd préacticamente
probada. Pero para hacerla mds clara, empecemes al revés. Es
decir, tomemos r enteros censecutivos m, m + 1, ..., m + r ~ 1,
Primero consideremos el caso en que m = 1. Hacemos n = m + r - 1,
entonces m = r y, por lo que vimos antes, r! divide a n{(n ~ 1) ...
{(n-r+1) = (m+r=1)(n+r -2) ... (m) que es el producto de
los r entercs consecutivos gue tomamos. Por tanto r! divide al
producto de los r enteros consecutivos. Ahora consideremos el caso
en que m s 0. Agui hay dos posibilidades, la primera es que m s
-r, entonces m + r ~ 1 s -1, de modo que m(m + 1) ... {m + r - 1)
= (-1)"(-m}(-m - 1) ... (~m - r + 1) Yycomo -m - ¥ + 1, ..., -m
-1, -m son r enteros positivos consecutives, tenemos por el primer
caso gque vimos, que r! debe dividir a su producto. Entonces m(m +
i} ... (m + r - 1) es divisible por r!. La segunda posibilidad es
que -r <m s 0, entonces 0 s m + r - 1, de manera que 0 tiene que
"ser uno de los ntmeros m, m + 1, ..., m + r -~ 1 ¥y entonces su

producto es igual a cero y, por tanto es divisible por r!. De este
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modo henoes considerado tedos los casos posibles. Esto termina la

prueba de la afirmacidn.

PROBLEMA 25.

Supongamos gue si existen tales nimevos. Escribimos x = m/fny ¥y =
r{/s, donde m, n, r y 5 son enteros y r y s son distintos de cero.
Sustituyendo y mnmultiplicando por n"s?, obtenemos la igualdad m’s?
+ .1'2n2 = 1990n252. Haciendo a = ms, b = rn y ¢ = ns, tenemos que
a® + b® = 1990c®. Supongamos gue la ecuacibn ya estd reducida de
tal forma gue no haya un nimero gue divida a los tres ntimeros a, b |
y ¢ (S$i hay un numerc d que divida a a, b y ¢, entonces escribimes
a=ad, b=lid y ¢ = cid, al sustituir en la ecuacién, queda una
&® de ambos lados que se puede capcelar y entonces obtenemos una
ecuacién similar).

Si a y b son pares, entonces a = 2a2z y b = Zag, su;tituyendo
obtenemos que 4328 + 4b2° = 1990c®. cancelando un 2, se sigue que
2 divide a 995¢&° y cntonces ¢ es par. Esto es absurdo porgue ya
habiamos supuesto gue a, b Yy ¢ no tenian nada en com@n. Haciendo
un razenamiento parecido se obtiene gue no es posible qgue a sea
par ni gque b sea par. Por tanto a y b son impares y se pueden
escribir en la forma a = 2u + 1y b = 2v + 1.

Entonces a° = 4{u{u + 1)) + 1. Como el producto de dos nlmeros
consecutivos siempre es par, entonces 4(uf{u + 1)) es divisible pox'-
8. De manera que a¥ = 1 (mod 8). Similarmente b a1 {mod 8). Si c
es impar tendriamos que e s 1 {mod 8) ¥y entonces 2 = a® + p* =
1990c® = 1990 = ¢ {(mod 8) y entonces 4 = ¢ (med 8) lo qgue es

absurdo. ¥ si ¢ es par entonces 19%0c* & © (mod 8). Asi gue 2 = a®
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2 P .
todas ellas, entonces pi° divide a X - n, pf divide a x = n + 1,
pf divide a x - n + 2, .... , pf divide a x - 1. Por tanto los
nimeros x - n, ..., ¥ - 1, son n nlmeros consecutivos y cada uno

de ellos es divisible por un cuadrado.

PROBLEMA 28.
ler. ARGUMENTO, Usando argumentos como los del problema 23, se
puede deducir gque el nimero de subconjuntos de>un conjunto de
n elementos es igual a 2°. De acuerdo al problema 23, tenemos lo

siguiente:

(
[

(

[ : ] = Nimero de subconjuntos de A con n elementos.

Sumando tenemos que:

(3]+('11]+...+[;]+.,.+[:)=Nﬁmero de

subconjuntos de A, gue como sabemos es igual a 2",

] = Nimero de subconjuntas de A con 0 elementos

=3 o2

} = Nimero de subconjuntos de A con 1 elemento

] = NGmero de subconjuntos de A con k elementos

=3

n
2do. ARGUMENTO: Por el binomio de Newton: (a + b)" = [ [ 3 ]a“"‘b“.

Si hacemos a = 1 en esta igualdad tenemos gue 2" =

e =E{£]n-“=z[ ]=[3)+[g]+...+[g]

k=0 k=0

PROBLEMA 29.
Sea A un conjunto de m = 2n elementos. Por el problema 11 tenemos

que: 2" = 2 ¢ ( T ] donde la 1 corre sobre los pares menores o
!
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iguales que m. De acuerdo con el preblema 23, esta suma cuenta el
nimero de subconjuntos de A gue tienen un ndmerc par de elenentos.
¥ por la igualdad de arriba, este nlmero es igual a

I [ T ] = 2"/2 = (nimero de subconjuntos de A)/2.
1 par

PROBLEMA 30,

Para empezar, mostraremos dque, en general, sin = a1 4+ ... + ar,

nl
cee - (ar) T

ninero natural. Esto se puede probar por induccién asi: Si r = 2,

entonces EE es un entero, donde cada a: es un

nt

TETTn =T ue segin vimos en el

el cociente se transforma en
problema 23 es un entero. Ahora supongamos gue la afirmacién es

cierta cuande sec parte a n como la suma de r enteros. Para

probarlo para r + 1, supongamos que n = ai + ... + ara., Por
]
hipétesis de induccién, el nimero (é?; ,+ +_a'(3“‘_), es un entero
! :
Yy, por el caso r = 2, el nimero, Gr+ ..+ anT et tanbién

es un enterco, de manera gque su producte es un entereo. Pero su

ni

ant - e T aen T Esto termina 1la

producto es igual a
prueba de la induccién.
Lo que hemos probado, no se puede aplicar directamente a nuestro
problema puesto que pt1 + ... + pr=n+1r - 1 >n (si r > 1). Pero
si podemos usarlo en la siguiente forma.

Tomemos un primo cualguiera p, sea « la mayor potencia de p gque
divide al nGrmero m = (p1)! --+ {(pr)! y sea f# la mayor potencia de
p que divide a n!. Como p es un primo cualquiera, ser& suficiente
que probemos que « s f para tener que m divide a n! y entonces
tendremos que n!/m es un entero.

El primo p puede ser igual a algune de los pi’s o ser diferente de
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todos, vamos a considerar el caso en gue p = pi, si p = otro pi, :
entonces el tratamiento para probar que « s 8 es similar y si p no

coincide con ningin pt el tratamiento es mis ficil y no lo vamos a -

hacer.

Come m = pa +++ pr ((p1}!{pz2 - 1)! -+ (pr = 1)!) y p no divide a

p2 -+ pr, entonces « es igual a la mixima potencia de p que

divide a (p1)!{(p2 = 1)! -+ (pr - 1)!. Como p1 + {p2 = 1) + ... +

(pr = 1) = p1 + pz2 + pr — r + 1 = n, por lo que vimos arriba,
B T(e = lﬂ—"l',__ =17 °S un  nimero

entero, asi qgue la maxima potencia de p gue divide al denominador
debe ser menor o igual a la mixima potencia de p que divide al

numerador, es decir, a = g, Que es lo gue gueriamos probar.

PROBLEMA 31.
a) Cualquier nGmero gue consideremos tiene suma de digitos menor
o igual que el nimero que se obtiene sustituyendo todas sus cifras
por 9’s. De manera que, de los nimeros que estamos considerando,
el que tiene los digitos que suman més es en el nGmero
99 999 999 999, cuyos digitos suman 99, De manera que f{a) s 99
para toda a € A, Entonces, para toda a € A, f(f{a))} s 18; lo cual
a su vez implica que f(f(f(a))) = 9. Por tanto f(f(f(a))) € B

para toda a ¢ A.

b) Cuando resolvimos el problema 4 e), mostramos que cualguier
nimero es congruente con la suma de sus cifras médulo 9, de manera
que a =& f£{a) s f(f(a)) = £(f(f(a})) (mod 9) entonces, dada i en B,

los niimeros que cumplen f£(f(f(a))) = i son los elementos de A que
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son congruentes a i médulo 9. 5i consideramos los niimeros gque hay
entre dos maltiplos consecutivos de 9, digamos 9s + 1, 9s + 2,...,
9s + 8, 9s + 9, en este conjunto hay uno que es congruente a 1,
otro que es cohgruente a 2, ..., Yy uno que es congruente a 9
médule 9, de manera para cada i en B, existe unicamente un
elemento a (a = 9s + 1) de este conjunto tal gque f£(f(f(a))) = i.
Entonces del 1 al 9, hay una a para cada i, del 1 al 18, hay dos
a’s para cada i, del 1 al 27 hay 3 a’s para cada i, del 1 al
99 999 999 9389 hay 11 111 111 111 a‘s para cada i y del 1 al
100 Q00 000 000 hay 11 1112 111 112 a’s para el 1, y hay
11 111 211 11} a’s para cada una de las otras 1’s. Por tanto para

b = 1 la funcién g toma su miximo y ademas g(1} = 11 111 111 113.

PROBLEMA 32.
Asi como estd la expresi6n, es nuy difficil de calcular, lo que
necesitamos hacer es llevarla a una forma conocida. En este c:aso,
por el binomio de Newton, sabemos calcular expresiones del tipo

n
(a + )" = T [ ’11 ]a"b"". Nétese como le sumamos lo apropiado
i=0

para transformar la expresién dada a una expresi6n adecuada.
n net 4 n! .
an = (n+ 1) LN ST T - 07

1=o

2 net A4l n! L S n!
(n + 1) ,},:.,(_1) I ITme-nr - 1)1§° I+ TLIT{n = 1)1

So e (1) ¢ bl Vel -
e I e DR S R

nel nel

(+0 -~ -0 0" = -y
Por tanto an = (--1)"'1 para toda n natural. Asf gue si n es impar,

entonces an = 1 y es igual a -1 si n es par.
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£{1) + 2£(1) - (a - d) - £(3) = 2{a ~4d); o

3f(1) - £(3) = 2{a - d) (1II)

haciendo n = 1 en (ii), £(3) = £(1) + 2d, sustiyendo en (II), se
tiene que 3£(1) « f£(1) = 2d = 2(a - d) o 2f(1) = 2a entonces f(1)
= a.

Haciendo m = n + 1 en (i), se obtiene:

f(n+ 1) + £f(n) - f(2n + 1) = a - d; o £(n + 1) + f(n) - £(n) - (n
+ 1}d = a -~ d; f(n + 1) = (n + 1 - 1)d + a = a + nd; por tanto
f(n + 1) = a + nd. *

De aqui que £(1991) = a + 1990d.

PROBLEMA 37.
Para calcular fise0(1990), la idea de la demostracién es, evaluar
f1, f2, ..., hasta que f1 = fj. Para esto calculemos:
£1(1990) = £1(2:5:199) = (206)% = 2%.103°

£2(1990) = f1(2%-103%) = (210)% = 2%.3%.5%%%

Siguiendo estos cdlculos encontramos que fr = fiz, fa. = fi13, f9 =
fis, fio = fi15 = 2'~32, fi1 = fis. Asf{ que tenemos 5 progresiones
aritméticas:

7+ 5n , 8 + 5n, 9 + 5n, 10 + 5n, 11 + Sn.

Para la solucién del problema es necesario gque 1990 sea un término
de alguna de las cinco, esto s6lo se da en la progresion 4. Por
tanto 10 + 5n = 1990 si y sé6lo si, n = 396,

Por tanto fisso(1990) = 2*.3°.

PROBLEMA 38,

Sea (ai,bi) una solucién cualquiera. Definimos az = 2a1 + m y bz
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= a1 + b1, Checaremcs gue esta nueva pareja también es solucibdn.
sustituyendo
azbz ~ 1 = (2a1 + b1)far + 1) - 1 = 221 + 3aib + i - 1

= (zai® + 2aitht + biY) + (ab ~ 1), Como (at,b1) es
solucibn, esta Ultima expresién es igual a

(2a1® + 2aibr + bi%) + (a® = B1%) = 3a® + zai

= (da1® + 4aibn + DY) = (@1® + 2aib + D)

= (2at + b:)2 ~ {ar + ba)2 = a22 - bz{
Esto prueba que hay una infinidad de soluciones.
Obsexrve que los ndmeros més peguefios a y b gue satisfacen la

ecvnacién soh a =3 y b =2, (a >0, b > 0}

PROBLEMA 39.

La suma de todos los elementos del conjunto es igual a

n+ (n+1)+(n+2)+(n+23)+ v+ (n+ 10) = 11n + 55, Para
gue el conjunto pueda ser partido en dos, con las caracteristicas
mencionadas, el nimero 1in + 55 tiene gue ser par y esto es
posible si vy sblo sf, n es impar. Entences sflo vamos a considerar
n’s impares.

Sean A y B dos conjuntos con las caracteristicas descadas. Como el
conjunte tieme 11 elementos, uno de los dos conjuntos debe tener
més elementos que el otro, Supongamos gue A tiene mds que  B.
Entonces A tiene al menos seis elementos y B tiene cuando més
cinco. Denotemos por Ss a la suma de los elementos de A Y por S8 a
la suma de los de B. Entonces, lo menos que puede valer Six es
cuando sumamos los seis elementos menores del conjunto y lo més

que puede valer Ss es cuando sumamos los cinco mayores. Es decir,

50



6n 4+ 15 =n + {n + 1) + .., + (N 4+ B5) € Sy =S85 (N + 6} + ... +
(n + 10} = 5n + 40. De agui que 6n + 15 3 5n + 40. Entonces n =
25. Notemos gue de hecho, cuande n = 25, la lgualdad se cumple asi
que podemos tomar Ao = {n, n + 1, ..., n + 5 } ¥ Bo = { n + 6,
eeey n + 10 }. S5i intercambilamos n + 5 con n + 6, es decir, si
pasames n + 5 a Be y n + 6 a As, entonces las suma de los
elementos de A aumenta en uno mientras gue la de 1los de B
disminuye en uno. Entonces Si» = 6n + 16 y S8 # Sn + 39. Entonces
S» = S8 sl y sélo si, n = 23. Por tanto para 23 también se pueden
encontrar los conjuntos. Intercambiando el n + 5 de Ao con el n +
7 de Bo, tenemos que se puede para n = 21. Intercambiando n + 5
conn+t B n+S5conn+9;n+S5conn+ 10;n+4conn+ 10; n
+3conn+ 10;n+2conn+ 10;n+ 2conn+ 16ynconn+ 10,
obtenemos conjuntos para los casos en que n = 19, 17, 15, 13, 11,
9, 7 y 5, respectivamente. Finalmente, para n = 1, los conjuntos
en los gue podemos partir el original son A = {1,2,3,4,5,8,10} B =
{6,7,9,12}. ¥, para n = 3, podemos patt:ir en A = {3,4,6,8,10,13} ¥

B = {§,7,9,11,12}.

PROBLEMA 40.
Después de calcular algunos casos particulares se da unc cuenta
que Fr® = Fn-iPaes + (-1)"7 para toda n z 2., Si probamos este hecho
por induccién, habremos terminado.
i) Para n = 2 la férmula es obvia.
ii) Supongamos que la férmula es cierta para n, entonces Fo© =
Fn-1Fnet 4 (-1}™', sumemos FeFet a cada lado de la igualdad,

entonces
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2 4 PnFas1 a FaFm1 4 Fo-iFna + (~1)" ', o equivalentemente

Fn
Fn(Fn + Fne1) = Faea (En + Fo-1) .+ (=)™}, es decir

Fn*Fne2 = Fne1-Fney + (~1)"-’, escrito en otra forma tenemos

Fro1? = FnFmz + =(=1)""' = FnFm2z + (-1)", que es lo que se

querfa pobrar.

PROBLEMA 41.
Pensemos en un nimero F de la sucesidén de Fibonacci, para probar
que F estd en A, tenemos que ver que 5F° ¢+ 4 es un cuadrado
perfecto. entonces tenemos que proponer una m tal gue n° es uno de
esos dos numeros. Para saber cual es la m gue se tiene que
proponer, se tienen que hacer algunos casos particulares hasta
darse cuenta que se tiene que cumplir la siguiente igqualdad:
SFe2 + 4(-1)" = (Fm2 - Fa2)? para n = 3. Realmente Ilo
importante del problema es darse cuenta que se cumple esta
igualdad. Lo que resta es probar que es cierta y esto se hace muy
ficilmente haciendo algunas reducciones y usande el problema
anterior como sigue.
Sea n = 3 entonces (Fnez - Fa2)° = [(Fast + Fn) - Fa-2)?,
sustituyendo también a Faet y Fn la expresién de arriba se
convierte en [(Fn + Fn1) + (Fai + Fn2) = Fn2)® = (Fa + 2Fa-1)?
= Fn® + AFnFnt + 4Fn1® = P2 4 4Fn-i(Fn + Fne1) = Fo® +
4Fa-1Fnst = Fn= + 4(Fa° =~ (-1)""') = 5F® + 4(-1)". Que es lo que

se queria probar.

PROBLEMA 42.

Para probar que las parejas que son soluciones tienen que ser
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pareja n3, ns es también solucién de la ecuacidén. Si m¢ = 1, el
proceso termina, si no se concluye que n3 > ni y definimos ns = n3
- .

Procediendo de esta manera podemos construlr una sucesién de
nimeros naturales nmi > n2 > N3 > ... . Esta sucesiSn no puede ser
infinita porque s&lo podemos tomar nameros en el conjunto {1, ...,
m} y cada uno de ellos es estrictamente menor que el anterior.
Entonces debe haber una nr que sea igual a 1 donde se suspenda la
construccién. Entonces nr = 1 y como la pareja nr-1, 1 es solucién
Y Dt > nr = 1 entonces neret = 2. Redresandonos en la
construccién tenemos nr = 1, nr-t = 2, pne2 = 3, nee3 = 5, L., ,
ni, nz, m. Por tantoc ni Yy nz son términos consecutivos de 1la
sucesi6n de Fibonaccli.

Falta probar que si n ¥ m son nimeros consecutivos de la sucesién
de Fibonacci entonces (n® - nm - )':\2)2 =1,

Hagémoslo por induccién. Si n = m = 1, claramente se cumple;
supongamos que la suceci6én de Fibonacci esta definida como en el
problema 19 y que si n = Fn1t Yy m = Fn-2, entonces la igualdad se
cumple. Probemos gue la igualdad se sigue cumpliendo si n = Fna y

m = Fn. Por definicién Fa = Fn2 4+ Fn1 Yy Fnet = Fn1 + Fn = 2Fm

+ Fn2. Entonces (Fan® - FaiFa = Fo9)° = ((2Fn1 + Fae2)® -
{2Fn-1 + Fn-2)(Fn-2 + Fna1) =~ (Fn-z2 + Fn-l)z)z = (Fn-lz -  Fn-1Fn-2
- Fn-2’)? (desarrollando y simplificando) = 1. Con esto se termina
la prueba.

PROBLEMA 43.

Para cada subconjunto de r elementos, supongamos gue su elemento
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mayor es k, entonces k sblo puede ser igual a uno de los
siguientes nfimeroes r, r + 1, ... , n. Por otra parte, cuando
fijames un ntmero k del conjunte {r, r + 1, ... , n}, pcdemos
elegir r - 1 elementos del conjunto (1, 2, 3, ..., k - 1} y
construir un subconjunto de {1, 2, ... , n} con r elementos
teniendo a k como su méximo, esta eleccién se puede hacer de [::]

maneras (ver problema 23). Como esto se cumple para cada k,

entences
n

F(n,r} =T k )r‘_;] =
kxr

H

Ef(E)- ()] -
(2] - e enf(2) - (2] e o e - [

n[ g ] - [r?l}’ que haciendo las operaciones necesarias se llega

n+1
a que es iqual a r[r+1].

PROBLEMA 44.
Los nifimeros naturales menores o iguales gue 70 que se pueden
escribir en la forma 3n + 35 m connh, m z 0 son:
a) Todos los miltiplos ho negativos de 3 a saber, 3, 6, 5, 12,

15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 60,
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63, 66 y 69.
b} Los nlmeros de la forma 35 + un niltiplo no negativo de 3 a
saber, 35, 38, 41, 44, 47, 50, 53, 56, 59, 62, 65 y 68.

Ahora mostraremos que todos los niineros naturales mayores o
iguales gue 70 se pueden escribir en esta forma. Sea pues s = 70.
Para empezar dividamos a s entre 3, entonces podemos obtener un
nimero natural g y un entero r tales que s = 3 g + r donde r vale
0, 1 o 2, Analizames los tres casos:

i) r = 0, entonces s = 3g = 3n + 35mcon n=q y m = 0.

11) r = 1, entonces s = 3g + 1. Hotemos que 70 = 1 + 3(23). De
manera gue s ~ 70 = (3q + 1) - (1 + 3(23)) = 3(q - 23). Como s =
70, entonces 3({(qg - 23} = 0. Esto implica que g - 23 = 0. De modo
que, haciendon =g - 23 2 0 y m = 2, tenemos que s = 3n + 35m se
puede escribir como queriamos.

1il) r = 2, entonces s = 3g + 2. Notemos que 35 = 2 + 3(11). De
agqui que s - 35 = (3q + 2) - (2 + 3(11)) = ﬁ(q ~ 11). Como s z 70,
tenemos que 3(q - 11) > 0. De modo que g -'11 > 0. Y si hacemos n
=qg=-11 >0y m = 2, entonces s = 3n + 35m se puede escribir en
la forma pedida.

Por tanto los nimeros que se pueden escribir en la forma 3n + 35m
con n y m enteros no negativos son los enlistades en a), 1los

enlistados en b) y todos los que son mayores o iguales que 70.

PROBLEMA 45.
Para la solucisn de este problema haremos uso del teorema de la ¢
de Euler que dice que si a y b son enteros primos relativos,

entonces a¢(b) 21 (mod b).
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Multiplicando los nGmeros de la lista 1, 1001, 1001001, ..., por
el nGmero 999, obtenemos los nUmeros 999, 999989, 999999999, ...

Estos nimeros son iguales a 10° - 1, 10° = 1, 10° = 1, ... . Para
que muchos de estos nGmeros sean divisibles entre m se necesita
que muchos de los nlmeros de la forma 10™ sean congruentes a 1
médulo m. Para esto basta con que alguna potencia de 10, digamos
10°, sea congruente a 1 médulo m y entonces 107" sera
congruente a 1% = 1 médulo m para toda k. Para encohtrar se es
para 1o que ocupamos el teorema de la ¢ de Euler. Como {(10,m) = 1,
entonces 10“”"’5 1 (mod m). De agui que [104)("’]:"‘ #= 1 (mod m)
para toda k. Entonces m divide a una infinidad de ninmeros de la
lista 999, 999999, 999999999, ... . Pero no gueremos estos nimeros
sino los de la 1lista 1, 1001, 1001001, ... . Si m fuera primo
relativo con 999, entonces al dividir a 999999,..999 =
999(1001...001) tendria gue dividir a 1001...001 y habriamos
terminado. Para arreglar esto, consideramos a me = 999m. Entonces
(mo,10) = 1. De manera que mo = 999m divide a una infinidad de
nimeros de la forma 999999...999 = 999(1001...001). Esto significa
que §99(1001...001) = 699%md para alguna d. De manera que
1001...001 = md., Entonces m divide a una infinidad de numeros de

la lista 1, 1001, 1001001, ...

PROBLEMA 46.
Lo gque tenemos gque contar es cuantas p‘s aparecen en la
descomposicién en factores primes de 1+2+ ... n. Como p es primo,
en este producto, sb6lo pueden aparecer p’s en los nameros que son

miltiplos de p. Supongamos gue los miltiplos de p menores o
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Fn® + FnFael = FoFne1 + FotFast + (-1)"7%, o equivalentemente

Fn(Fn + Fnet) = Fnei(Fa + Fa1) 4+ (-1)"', es decir

Fn'Fae2 = Frei+Fnes + (-1)"7', escrito en otra forma tenemos
n~l

Fnet? = Fn'Fnez + =(=1) = Fn'Faz + (~1)", que es lo que se

queria pobrar.

PROBLEMA 41.

Pensemos en un ninero F de la sucesién de Fibonacci, para probar
que F estd en A, tenemos gue ver gue 5F° ¢ 4 es un cuadrado
perfecto. entonces tenemos gque proponer una m tal gue n® es uno de
esos dos numereos. Para saber cual es la m gque se tiene que
proponer, se tienen que hacer algunos casos particulares hasta
darse cuenta que se tiene que cumplir la siguiente igualdad:

SFn® + 4(=1)" = (Fn2 - Fn2)® para n = 3. Realmente lo
impertante del problema es darse cuenta que se cumple esta
igualdad. Lo que resta es probar que es cierta y esto se hace muy
ficilmente haciendo algunas reducciones y usando el problema
anterior como sique.

Sea n z 3 entonces {Fne2z ~ Fn-a)2 = f{(Fnes + Fn) - Fn-z]z,
sustituyendo también a Fa y Fn la expresién de arriba se
convierte en [(Fn + Fn-1) + (Fn-1 4 Fn-2) - Fa2)® = (Fa + 2Fna)?

2

2 4+ 4Fn-1(Fn + Fn-1) = Pn +

= Fo® + AFaFnt + 4Fna° = Fa®

AFn-1Fme1 = Fn® + 4(Fe° =~ (-1)"') = SF® + 4(-1)". Que es lo que

se queria probar.

PROBLEMA 42.

Para probar que las parejas que son soluciones tienen que ser
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PROBLEMA 47.
Sabemos que si aparece un cero al final de un nimero es porgue el
nGmero es divisible por 10, si aparecen dos ceros, es por que es
divisible por 100, si aparecen s ceros es por que es divisible por
10". Entonces, para resolver el problema, tenemos gue encontrar la
méxima potencia de 10 gue divide a 1000!. ¥ como cada 10 se forma
con un 2 ¥ un 5, entonces tenemos que encontrar la mdxima potencia
« de 2 que divide a 1000! y también la m&xima potencia f de 5 gue
divide a 1000!. Por el problema anterior, o y B se calculan asf:

. {1000 + 1000 + 10(:)0 + 10(‘)0 ¥ 10(510 + 10(5)0 ¥ 1050
2 2° 2 2 2 2 2

+ {20001 , [1000] , F1O00] _ 505 4 250 + 125 + 62 + 31 + 15 + 7

8 9 10

2 2 2
+ 3 + 1+ 0 = 994,

g = [1000] +[1ogo] - [1020] + [10:)0] + [10(510] =200 + 40 +8 + 1+
5 5 5 5 5

0 = 249. Hay que tomar la m&s peqguefia de estas dos potencias
porgue para un 10 necesitamos tener un 2 y un 5. De agui gue la m&xima
potencia de 10 gue divide a 1000! es 249, Por tanto 1000! se

escribirfa 249 ceros en el extremo derecho.

PROBLEMA 48.

ab + cd = 1990 (1)
ac + bd = 1990 {2)
ad + bc = 1990 {3)

Restando (2) de (1), (3) de (1) y (3) de (2) obtenemos las
siguientes ecuaciones

(a =dj(b-c) =0 (4)

{a~-c)(b-4d) =0 (5}

59



n/10", le estamos quitando la parte no entera y al meltiplicar por
10" estanos colocando nuevamente el punto decimal en su lugar.
Entonces el efecto que tiene la funcién 107[n/107}] es el de
colocar ceros en las primeras r cifras de la derecha del numero n.
De manera gue al hacer la diferencia n - 10"[n/10")} lo que se
consigue es quedarse con el nimero formado con las primeras v
cifras de la derecha de n.

Al aplicar la funcién fr(n) - £r-1{n), lo que hacemos es tomar el
ninero dque se forma con las primeras r cifras de n y guitarle el
de las primeras r - 1 cifras por los que se obtiene el niimero que
empieza con la r-ésima cifra de n (contando desde la derecha) vy,
después de esta cifra tiene r - 1 ceros a la derecha. Al dividir
entre 107 1o que obtenemos finalmente es gue gr({n) = r-ésima
cifra de n (en el caso en gue n tiene menos de r cifras, entonces
gr(n) = 0). -

Cuando se aplica la funcidén g, se forma un nimerc de la manera
siguiente: en el décimo lugar (contando siempre por la derecha) se
pone la primer cifra de n, en el lugar noveno, se pone la segunda
cifra de n étc. Entonces aplicar g(n) a ntmeros con menos de 10
cifras significa, primero aumentarle ceros a la izquierda hasta
que tenga 10 cifras y después tomar el nimero que se obtiene al

invertir el orden de sus cifras.

6
10
Entonces al sunmar r§1 g(n), obtenemos los "invertidos" de todos

los nGmeros de 6 cifras mas el nimere 1000, no es diffcil
convencerse de gue con estos “invertidos" se obtienen exactamente
todos los nameros de 10 cifras que tienen cuatro ceros a la

derecha. De modc que la suma buscada es igual a 10000 + 20000 +
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30000 + ... + 9999990000 + 1000 = 10000(1 + 2 + ... + 999929) +

1000 = 10000(999999)1000000/2 + 1000.

PROBLEMA 50.
Primero probaremos el caso en el gue d = 1. Consideremos el
conjunto A de los residuos que dejan los nfmerecs n-1, n-2, ...,
n'{(s = 1), n's, al dividirlos entre s, aseguramos que A = { 0, 1,
.+4, 8 = 1 }., Para empezar, todos los residuos estadn en A.
Ahora, si 1 = 1 < j = s, entonces n'j da un residuo diferente al
de n'j, pues si esto no ocurriera entonces n'i = ms + r y nj =
mes + r donde mi, m2 y r son enteros y 0 = r < s. Restando una
igualdad de otra, tenemos que n(i - j) = s(m - me). De manera que
g divide a n{i - j}. Pero s y n son prinos relativos asi que s
divide a j - L. Pero 0 < j = i < s y entonces j -~ i no puede ser
divisible por s. Esta contradiccién prueba que n'i y n-j tienen

diferentes residuos al dividirlos por s. Por tanto los residuos de

nl, n-2, ..., n:(s = 1), n-s son s numeros diferentes del
conjunto { 0, 3, ..., s - 1 } y, por tante, tienen que llenarlo
todo. Esto prueba que A = { 0, 1, ..., s - 1 }.

Escribames a m en la forma m = s'qg + r con 0 s r < s. Por lo que
probamos antes, existe una i tal que 1 =i ss y nd 21 {(med s).
Entonces existe ¢ tal que n'i = s'qi + r lo cual implica que r =
n-i ~ s-g1. Sustituyendo r tenemos que m = s:q + r = s-q + (n-i -
s-q1) = s{g - qt}) + n-i. Ya tenemos escrito a m como queriamos
pero falta probar que g - @ > 0. Pero esto se muestra de la
siguiente manera s + r =m > ns 2 n-i = sq + r. De aqui que q >

g1. Esto completa la prueba del caso d = 1.
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Para el caso general hagamos m = nfd, s1 = s/d y m = mn/d.
Entonces m1 es el nimero cdue resulta de extraerle a n todo lo que
tiene de comin con s, esto implica gue nt ya no tiene nada en
comin con s y menos con Si. Por tantc mi y st son primos relatives
Yy m > msi. Entonces podemos aplicar el caso que ya probamos y
entonces existen enteros positives %, y tales que m = mx + siy.

Esto implica gue m/d = (n/d)x + (s/d)y. Por tanto m = nx + sy.

PROBLEMA 51.
Por el problema 46, podemos encontrar el mayor exponente de un
primo p < 50 tal gue divide a x. As{ que.podemos poner a X como un
producto de primos elevados a alguna potencia determinada. Por
tanto % = 2*7.3%%.5'%.7%11% 137177 19%.23%.29-31. 37 .41 4347,
como la suma debe ser nenor gque 1060, entonces cada faclor debe
ser igual en promedic a [1060/50) = 21, lqs factores 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43 y 47 los debemos poner tal cual, ya gque si los
multiplicamos por cualquier otro, el resultado difiere mwucho de
21. Como el 17, 19 y 23 aparecen al cuadrado, les podemos poner 2
veces. Tomamos tres 2/s para formar los nimeros 2-13, 2-13, 2:13;
cuatro m&s para formar 2-11 cuatro veces; cuatro més para formar
2%.5 doce veces; con los 2's Y 3’s dque quedan hacemos las
siquientes combinaciones: (3-7) 8-veces; (22-3) 8-veces Yy (Jﬂ
3-veces. Asi que
x = (32)3(22-3)"(22-5)2(3-7)"(z~11)‘(2-13)3(17)2(19)2(23)Z~29-31-
37:41-43:47. Donde el exponente a indica gue el nGmero aparece
a~veces en el producto y no una vez el nfinerc elevado a la a. Por

tanto x se compone de 50 factores y 3(3%) + 8(2°-3) + 2(2%5) +
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8(3-7) + 4(2-11) + 3 (213} + 2(17) + 2(19) + 2(23) + 29 + 31 + 37

+ 41 + 43 + 47 = 1043 < 1060,

PROBLEMA 52.
a) Demostraremos que 1 + kn es indescomponible para k = 1, 2, 3,
4. Supongamos lo contrario, es decir supongamos que existen
enteros ki y kz mayores o iguales gque 1 tales gue 1 + kn =
1 + n(kr + ka2 + Kki-kz-n). Entonces ki + k2 + Ki-kz'n = k. Asi
gue k = k1 + k2 + Xicka'n > 1 + 1 4+ 2 = 4 2 k. Este absurdo

termina la prueba de a).

b) Supongamos gue existe solamente un némero finito de
indescomponibles 1 + kin, 1 + kan , ..., 1 + ken. Formenos el
nmero ¥ = n + (1 + kin) (L + ken)---(1 + ken). Notemos que M no es
divisible entre ninguno de los ndmeros (1 + k), ..., (1 + ken).
M es claramente mayor gque todos los indescomponibles, asi que no
puede ser ninguno de ellos. Esto implica gue M tiene que ser
descomponible. De manera que ¥ se puede escribir en la forma M =
MiMz donde M1 y Mz pertenecen a Va. Entonces M, Mz < M. Como
ningGn indescomponible divide a M, tenemos gue Mt y M2 son
diferentes de los indescomponibles, de modo gue Hi1 y M2 se pueden
a su vez descomponer en la forma Mt = MMy y Mz = MsMs, de manera
que M ~ MaMsMsMe. Donde Mi, Ms < M1 y Ms, Ms < Mz, Podemes seguir
este procedimiento y seguir factorizando indefinidamente a los
Mi's y obteniendo Mi‘s cada vez mis pequefos. Esto es absurdo por
que los Mi’s solamente se pueden escoger del conjunto finpito

{ 1, ..., M }. Esta contradicci6bn mnuestra gque el nGmero de
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indescomponibles tiene que ser infinito.

PROBLEMA 53.

Empecemos escribiendo la sucesién en otra forma:

1 1 término
22 2 términos
333 3 términos
nnnnn...n n términos

Para encontrar £{1990), primero encontremos la mixima n tal gque:
1+ 2 + 3 + ... + n s 1990. Es decir, n(n + 1)/2 = 1990; o
n+ns 3980, completando cuadrados y despejande a n, tenemos que
n =262, Ademds 1 + 2 + 3 + ... + 62 = 1953, asi que nos faltan 37
términos para llegar a 1990 términes. Estos 37 términos son
iguales a 63.

Para sumar, completemos el cuadrado hasta el renglén 62 ... 62.'
Es decir, consideremos:

1 1 1 1

2 2 2 ces

3 3 3

e W N

62 62 62 ... 62
Asi que £(1990) = suma de los ninmeros del cuadradec - suma de los
nlmeros del tri&ngulo superior + 37(63).

Claramente, la suma del cuadrado = 62(1 + 2 + ,.. + 62) = 121086.

61 61
Y, la suma del tridngulo superior = Y'n(n + 1)/2 = 1/2 ¥ (n° + n) =
nsl nel
61 61
1/2¢( Zna + §n ) = 39711, Por tanto £(19920) = 121086 - 39711 +

n=} n=1
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2331 = 83706.

PROBLEMA 54.

Probaremos que los nlmeros a’s para los que M(a) tiene un fnico
elemento, son exactamente los nimeros primos.

Tomemos primero un primo p cualquiera y mostremos que M(p) tiene
un Gnico elemento. Sea b tal que p + b | pb. Entonces existe s e N
tal que pb = s(p + b). Asf que p(b - s) = sb, De modo que p divide
a sb y, como p es primo, entonces p|s o p|b. Si p|s, entonces
existe s1 € N tal gue s = p(s1). Sustituyendo, obtenemos que pb =
pzsx + pbsi. De aguf que b = si(p + b) lo cual es imposible pues
el b es claramente menor gque la expresién del lado derecho. Por
tanto concluimos que p|b. Entonces existe sz ¢ N tal que b =
p(s2). Esto implica que pa(s: = sp + pss2, asi que p{s2) =
s(1+s52). De manera gque 1 + sz divide a psz y es primo relativo con
sz, de modo que 1 + s2 es uln nimero mayor que uno gque divide a p y
como p es primo, tenemos que 1 + sz = p. De aqul gue b = p({p-1).
Hemos probado que si p + b | pb, entonces b = p(p - 1). Asi que
M{p) s6lo podria tener a p{p - 1). Y efectivamente lo tiene porque
cuando b = p(p - 1), entonces p + b = p + p(p - 1) = p° que divide
a pb = p°(p - 1). Por tanto, M(p) = { p(p -~ 1) }. Por tanto si p
es primo, M{p) tiene exactamente un elemento.

Falta probar que si a no es primo entonces M(a) tiene al menos dos
elementes.

Sea pues a un nGmero compuesto, entonces hay al menos dos nimeros
naturales mayores que 1 que lo dividen (une de ellos seria el

mismo a). Dado un divisor g > 1 de a, si hacemos b = a(q - 1),
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entonces a + b = a + a(g -~ 1) = ag y ab = az(q - 1) que es
divisible por ag = a + b. De manera que b pertenece a M({a). Como
existen al menos dos g’s de esas, entonces podemos contruir al
menos dos bf’s en M(a). Por tanto M(a) tiene al menos dos
elementos.

Es fdcil checar que M(1) no tiene elementos.

Por tanto los a’s tales que M(a) es un conjunto de un sélo

elemento, son exactamente los primos.

PROBLEMA 55.
Por el problema 50, todos los nimeros mayores gque ab pueden ser
expresados en la forma ax + by con X, Yy enteros positivos.
Entonces s6lo nos falta probar gue ab no se puede expresar de esta
manera. Supongamos gue si se puede, entonces ab = xa + yb, es
decir, a{(b - x) = yb. Como a y b son primos relativos, a debe
dividir a y, lo cual inmplica que existe y1 tal que y = a-yt con yn1
z 1 (pues a y y son nimeros naturales). Similarmente x = bxi,
donde x1 es uh nGmerc natural. De manera que ab = abwi1 + abyi. De
agul que 1 = x1 + y1, esto es absurdo pues yr1 =z 1 ¥y 1 & 1. Por
tanto ab no se puede expresar y es el mds grande de los gue no se

pueden.

PROBLEMA 56.
a) Veamos cuantos hay de exactamente 11 digites. El primer
digito de la izquierda tiene que ser uno, los diez restantes
pueden ger 0 o 1. Por tanto hay 1-2'° = 1024 nameros de

exactamente 11 digitos «con la caracteri{stica mencionada.
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Analégamente podemos encontrar 512, 266, 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2,
2, nimeros de exactamente 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 digitos
respectivamente. Por lo que el conjunto T tiene 1024 + 512 + 256 +
128 + 64 + 32 + 16 + 8 4+ 4 + 2 + 2 = 2048 elementos. ¥ el mis
grande es el gue se escribe como 1111111111 en base 3, es decir,
el ntmero 3 + 3%+ ... + 3%+ 3% + 3 4+ 1 = 88573,

b) Sean n, m, r tres nimeros en una progresidn - aritmética
entonces m - n = r - m 0 2n = n + r. Supongamos qQue n, W, r
pertenecen a T. Entonces las expresiones de los nGmeros n, m, r en
base 3 s6lo tienen unes y ceros. Al multiplicar m por 2, los unos
se convierten en doses y los ceros siguen siendo ceros. por 1lo
que, en base 3, el nimero 2m es el resultado de cambiar los unos
por doses en el nimerc m. Como n y r tienen Gnicamente ceros y
unos por lo que la suma de una cifra de n con una de r (todo en
base 3) nunca es mayor que 2, entonces al hacer la suma, nunca se
"lleva nada', De modo que para obtener una cifra igual 2 (resp. 0)
en la suma, es necesario que las cifras correspondientes de n y r
hayan sido ambas iguales a 1 (resp. 0}). Pero n + r = 2m. Cuando
una cifra de 2m es 2 (resp. 0), se tiene que la cifra
correspondiente para m es 1 (resp. 0) y, por lo gue dijimos
arriba, las cifras correspondientes a n y r son unos (resp.
ceros). De manera gue donde m tiene unos, también n y r los tienen
y donde m tiene ceros, también n y r tienen ceros. Esto prueba que
log nimeros m, n y r son el mismo. Esta contradiccién termina 1la

prueba de b}.
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ESTA YESIS MO TEBE
PROBLENA 57. SALR DE LA BiBLIOYECA

Recordemos gue 2" -~ 1 = 1 + 2 + 2° + ... + 2}, de nmanera gue 3°

=2" ~1=1+ 2+ 25+ ... + 2", cuando r es impar, el lado

derecho de esta igualdad se puede agrupar de la siguiente forma:

a -3 Pt

Q+2) + (2 +2) + 2+ 2%+ 4 @727 42

2 r-2 r-1

3 0+ 32° ¢+ 3.2 + .. o+ 32 + 2", dgespejando 2™
obtenemes que 2"' es un miltiplo de 3, lo gue es absurdo.
Esta contradiccién prueba que r tiene que ser par.

Asf que 3% = (1 + 2} + (22 + 27) + (2 + 2%) + ..o+ (277 4 2"
= 3 + 32° + 3.2 + .. 4 3270 =

3L+ 2242 + 0+ 27H.

De aqui que 3" = 1 + 2% + 2 + ... + 27%. vamos a tratar de
factorizar otre 3, Notemos que

1+2°+2° 4+ ... +27% =

-6 + 2r-l+ zr-Z) =

1+ 22+ 2% + 25+ 2%+ 2% + ... 4 (2f
3.7 + 3-7:2% & L.+ 3.7.27¢
=3(7(2 + 2%+ ... + 27",
Esta expresién implica que 3°" es moltiplo de 7 lo gue es
absurdo. Por tanto esta igualdad no es posible. Notemos que para
hacer la factorizacién estamos suponiendo gue hay un miltiplo de 3

de sumandos en la suma 1 + 22 + 2 + ... + 2% De no ser asi,

entonces, de todos modos los podemos agrupar de 3 en 3 y nos

sobrarfan uno o dos términos que serfan 277 o 2% &+ 2™% 8i s >

1, en el primer caso, tendriamos gue 2% eg miltiplo de 3 lo que
es un absurdo. En el segundo caso, tendriamos que 2% + 27% =
27%1 4+ 4) = 27%(5) es un wmGltiplo de 3 que también es un

absurdo. Entonces la tinica posibilidad que gqueda es que s = 1 y
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€1 =cCo +n-1=2n~1 (mod n)
c2=c¢c1 + 2= 1 (mod n)
casca+n=-3=n-2 (mod n)

cs = c3 + 4 = 2 (mod n)

Cn2 B Cn-3 + n - 2 =k - 1 (mod n)

cn-1 5 Cn-2 + 1 = k (mod n)

Entonces claramente los nGmeros co, ..., cn-1° dan una permutacién

de los niimeros 0, 1, ..., h -~ 1 gue es lo que querifamos mostrar.

PROBLEMA 59.

Los primos menores que 26 son 9, asi gue si tomamos un n en M,

éste ser& de la forma: m = pxmpaaz-npra', donde cada a! €S un

entero mayor o igual que cero. A cada miembro de M le asignamos el
vector (X1,X2,...,%9), donde xi = 0 si el exponente o1 de p: es

par y x1 = 1 si ar es impar.
Como se pueden formar 2 = 512 vectores de la forma
{X1,%2,...,%9), donde %Xt = 0 o xx = 1, y en M hay 1990 nimeros,

entonces existen dos nimeros a ¥y b en M a los que les corresponde

a2 r

el mismo vector. Si escribimos a = pxmpz "'pra y b =

v .
pxmpzﬂz-“pxﬁr, como les toca el mismo vector, entonces si a1 es
par, se sigue que 81 también lo es y si al es impar, entonces M
es impar. De manera que o1 + Bi es siempre un ntmero par de la
5 .
forma 271. De manera que ab = p1271p2"72~ . -pr27' =
T .72 T, 2
(pt ' p2'"epe®’) es un cuadrado perfecto y esto es lo que

teniamos que mostrar.
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PROBLEMA 60.

Para darnos upa idea, de como hay que colocar los nimeros, hagamos
lo siguiente: cologuemos el 1 en algun Ci, este cuadrado no podréd
contener a ninguno de los nimeros del 2 al 16, pues la distancia
del 1 a cualquiera de estos es menor que 15, Asi gue el dos tendra
que guedar en otro cuadrado Cj, por la misma razétn este cuadrado
no podrd contener a ningune de los ndmeros del 3 al 17, asf
sequimos hasta colocar el 16. Con esto hemos visto que los ntmeros
del 1 al 16 tienen que quedar en cuadrados diferentes. El 17 no
puede estar en los cuadrados gue contienen a los nimeros del 2 al
16, pues la distancia a cualquiera de estos es menor que 16. Ass
que el 17 gueda en el mismo cuadrado que el 1. Analégamente el 18
no podrd estar en los cuadrados gque contienen a los nameros del 3
al 17, pues su distancia a estos es menor que 16, Asi seguimos
colocando los nimeros faltantes. Razonando de esta manera, se
puede concluir que el cuadrado que contiene al 1, contiene también
al 17, 33 y 49; el que contiene al 2, contiene al 18, 34 y 50;
éte.

De esta manera en el cuadrado Ci, se colocan cualguiera de los
nGmeros 1, 2, 3, ..., 16, es decir tenemos 16 formas de empezar.
Una vez elegido alguno de estos, tenemos 4! formas de elegir los
cuatro nimeros gue quedaré&n en Ci, por tanto tenemos 16(4!) formas
de llenar el cuadrado Ci. Para C2 habrd 15(4!) formas de ecleccién,
pues una vez elegido alguno de los nGmeros del 1 al 16 para Ci,
nos quedan 15 nGmeros para elegir; para Ca habr& 14 (4!) formas de
eleccién; seguimos este proceso hasta llegar a Cie que tendra

1(4!) formas de eleccidén. Por tanto, los nlmeros del 1 al 64 se
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‘podré&n colocar de 16(41)15(41)14 (41)...1(4!) =

16! (41!)16 formas.
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APENCICE B

alb a divide a b
aedb (mod n) a es congruente a b médulo n
asbh a es menor o igual a b
a<h a es menor que b
azb a es mayor o igual que b
a>b a es mayor gue b
i} Conjunte de los nimeros naturales
z Conjunto de los nimeros enteros
n! n factorial (n! =1 2 n}
r Sumatoria
%] E1l maximo entero gue es menor o igual gue %
[ Funcibtn ¢ de Euler
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