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En este trabajo se utiliza el modelo de Chorros Estelares de Cantó, Raga 

y Binette para estudiar dos fenómenos particulares en estos flujos: la 

aparición de choques frontales llamados Discos de Hach y el comportamiento 

del flujo a grandes distancias. El modelo tiene solución analitica y numérica 

e inicialmente se hace una comparación entre el comportamiento del flujo que 

predice cada solución para encontrar un modelo teórico general. 

En la zona de reflexión (donde se encuentran dos choques) se determinan 

las condiciones para la aparición de un tercer choque tipo Disco de Hach. Se 

utiliza el código numérico para detectar su aparición y se encuentra que ésta 

depende de una combinación del número de Hach y la presión del flujo relativa 

a la presión del medio. 

Se estudia el comportamiento de las variables del chorro a grandes 

distancias. Se obtienen expresiones analiticas para algunas variables en esta 

situación y se comparan con los resultados de la simulación numérica, 

encontrando una buena concordancia. 



INTRODUCCION 

Los chorros estelares son flujos de gas altamente colimado que se 

observan en regiones de formación estelar. Se piensa que el gas que los 

compone proviene del viento de estrellas jóvenes y que es colimado por las 

irregularidades en la densidad carateristicas de estas regiones. Su estudio 

es importante para estas regiones, puesto que da información acerca de la 

estrella, del medio circundante, y de la posible relación entre todos ellos. 

Inicialmente estos chorros fueron observados corno cadenas 

aproximadamente alineadas de nudos brillantes. La emisión de estos nudos es 

del tipo de aquella detectada en los objetos Herbig-Haro, es decir emisión 

caracterlstlca de un gas en Ja zona de enfriamiento detrás de una onda de 

choque. Observaciones con mayor resolución muestran que Ja mayoria tienen 

además un nudo de mayor brillo en Ja punta, y se piensa que en es el Jugar 

donde el chorro entra en contacto con el medio (superficie de contacto). 

A partir de observaciones detalladas y algunos modelos teóricos, se ha 

podido dar un esquema para la estructura general de estos chorros. 

Esencialmente consisten de una zona en que el viento estelar es colimado y 

posiblemente acelerado, seguido de una zona intermedia en Ja cual el f Jujo no 

sufre cambios notables y terminando con el Jugar donde el flujo es frenado 

por el medio. Las diferentes zonas se han modelado con distintos grados de 

éxito y se han realizado comparaciones con las observaciones. Para Ja zona de 
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colimación hay modelos analiticos como los de Cantó (1980), Konigl (1982) y 

Raga y Cantó (1988) que suponen que gradientes de presion en el medio 

enfocarán al viento estelar inicialmente isotrópico. Para la zona de 

interacción con el medio ambiente existen trabajos tanto anali ticos como 

numéricos como por ejemplo el de Hartigan et.al. (1987), en los cuales se ha 

logrado reproducir los espectros de emisión observados de estas zonas 

suponiendo ondas de choque curvas ("bow shocks"). La zona intermedia ha sido 

modelada de varias formas distintas. Existen simulaciones numéricas 

dependientes del tiempo que incluyen la superficie de contacto corno los 

trabajos de Norman et.al. (1982), y Falle, Innes y \Hlson (1987). 

En el presente trabajo se utiliza el modelo desarrollado en Cantó, Raga 

y Binette (1989) y Raga, Cantó y Binette (1990) para la zona intermedia de 

los chorros estelares. Este modelo supone que en esta zona se tiene un flujo 

estacionario de gas supersónico, compresible, y no viscoso. Considera que 

existe sirnetria cilíndrica, ignora el efecto de intercambio de materia con el 

medio circundante, y supone que la composición química del gas es la típica 

del medio interestelar. Además, considera que el medio circundante es 

uniforme. Encuentra que dadas las condiciones anteriores, aparecen pares de 

choques internos al flujo, regularmente espaciados, y con una velocidad de 

choque aproximadamente constante a través de todos los pares. El tratamiento 

sencillo que este modelo hace de esta zona permite hacer un análisis 

cuidadoso del espacio de los parámetros, asi como de los procesos atómicos 

dentro del gas. 

En el Capítulo 1 se hace una revisión acerca de los objetos HH (los 

cuales están íntimamente relacionados con los chorros estelares), de sus 

propiedades y de su posible relación con los procesos de formación estelar. 

Se estudian los chorros astrofisicos en general, los chorros estelares y sus 
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En el Capitulo 2 se revisan la solución analitica y numérica del modelo 

de Cantó, Raga y Binet te. Se hace una comparación entre los valores que 

predice cada una de las soluciones y se encuentra una concordancia razonable 

en la r.a;•or parte de los ''alores. Aparece una discrepancia notable en el 

valor que predicen para su largo caracteristico. Por esto, se relajan algunas 

suposiciones hechas en el tratamiento analitico y se encuentra· una mejor 

coincidencia. Esta comparación aporta una idea más global sobre el 

corr.portamiento estos chorros, y además muestra como pueden ser 

complementarias las dos soluciones. 

En el Capitulo 3 se estudia con mayor detalle el punto en que los 

choques internos son reflejados. Esta ref lexion puede ser regular (aparecen 

dos choques oblicuos) o bien de Hach (dos choques oblicuos más un choque 

frontal). La forma del choque determina la forma de la emisión, por lo tanto 

es importante saber si se presenta reflexión de Hach. Se discuten las 

condiciones para que esta reflexión sea regular, y los casos en que deja de 

serlo (reflexión de Hach). Para ello se utilizó el código numérico, 

aprovechando el hecho de que en el momento en que aparece la reflexión de 

Mach, el algoritmo de Integración del código ya no converge. Se determinan 

los valores caracteristicos de las variables del chorro en esta zona muy 

cercana (pero justo antes) al punto de reflexión para conocer que tipo de 

reflexión se va a dar. 

En el Capitulo 4 se estudia el comportamiento de las variables del 

chorro cuando se le permite avanzar una gran distancia. Se calculan 

analiticamente algunas cantidades caracteristicas del flujo a grandes 

distancias y posteriormente se comparan con los resultados de la simulación 

numérica. En este análisis se detectó que la simulación numérica presentaba 
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una pérdida de masa apreciable cuando se integraba grandes distancias. Es 

común que esto suceda en códigos de este tipo. Se introdujo una corrección 

tal que se asegura que el flujo de masa permanezca constante a través de los 

pasos de integración. 

s 



C:tpitulo 1 

MOTIVACION ASTRONOMICA 

1.1 Objetos Herbig-Haro 

Las pequeñas nebulosidades llamadas objetos Herbig-Haro constituyen una 

parte importante del estudio de la formación estelar. Se encuentran en 

regiones de nubes moleculares, asociados a estrellas de reciente formación y 

a los discos de acreción y flujos moleculares de alta velocidad que éstas 

presentan. En los últimos al\os la relación entre todos estos procesos se ha 

ldo aclarando, pero aun queda mucho por explicar. 

En los años cincuenta dos astrónomos descubrieron lndependlentemente un 

nuevo tlpo de objeto. Fueron Guillermo Haro y George Herblg quienes 

observaron tres curiosas nebulosidades compactas en la reglón de la nebulosa 

de Orión. Estos objetos se bautizaron Herbig-Haro (o HHJ en honor a sus 

descubridores, y los primeros en ser descubiertos son HHl, HH2 y HH3 (Herblg 

1950, Haro 1951 ). La razón por la que lla~.aron la atención es que tenlan 

espectros muy peculiares, dlstlntos a los espectros de las estrellas 

cercanas. Presentan emisión en lineas resultante de una gran variedad de 

energlas de excitación y en particular emisión muy intensa de lineas 

prohibidas (como [SII] y [DI]), asi como en lineas de la serie de Balmer del 

hidrógeno. Herblg (1950) suglrló que se trataba de un fenómeno de 

fotoionización, y que una estrella azul muy caliente, era su fuente de 

energla. Propuso, también, que se podla tratar de una estrella enana tardia 

(tlpo espectral K o M). Haro (1951) eliminó ambas posibilidades haciendo 

6 



observaciónes profundas en el visible y cercano infrarrojo (tal que debieran 

aparecer estrellas hasta de magnitud 19) en las cuales no fue detectada 

ninguna estrella dentro o en la inmediata vecindad de los objetos. Pasó mucho 

tiempo sin que se diera una explicación satisfactoria del origen de estos 

objetos. Sin embargo, se siguieron clasificando objetos tipo HH a partir de 

sus propiedades espectrales. 

No fue sino hasta los años setenta en que Sch-.artz (1975) notó el 

parecido entre los espectros producidos por remanentes de supernova y objetos 

HH. Dado que ya se sabia que la emisión de las remanentes de supernova es 

debida al paso de un gas a través de una onda de choque, sugirió que en los 

objetos HH sucedia lo mismo. La comparación entre modelos de espectros 

producidos por ondas de choque y aquellos de los objetos HH mostró que en 

efecto, el fenómeno de onda de choque pudiera ser una buena explicación para 

la emisión de los objetos HH. Un problema central es el de determinar la 

fuente excitadora de los objetos HH. Osterbrock (1958) fue el primero en 

sugerir que dicha excitación pudiera resultar de un flujo muy energético 

proveniente de una estrella joven. Strom ( 1974) y sus colaboradores fueron 

los primeros en encontrar fuentes infa-rojas cercanas a objetos HH. Ahora hay 

más de 20 de dichas fuentes identificadas, y se sabe que son estrellas de 

reciente formación. A pesar de la diversidad de objetos HH identificados 

hasta la fecha, es generalmente aceptado que todos ellos son resultado de la 

interacción de un flujo supersónico de un viento estelar con el gas del medio 

circundante. 

El criterio principal para la identificación de los objetos HH es el 

espectro que los caracteriza. Aunque presentan similitudes en su forma, se ha 

encontrado que un criterio puramente morfológico no es suficiente para 

identificarlos. Puesto que se sabe que tienen relación con otro tipo de 

objetos (e.·g. nubes moleculares oscuras, estrellas tipo T Tauri y flujos 
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moleculares de alta velocidad), otro criterio es la proximidad a estos 

objetos. El catálogo más completo a la fecha (aunque ya han sido descubiertos 

muchos más objetos HH) es el de Yon Hippel et al. (1988), en el cual aparecen 

184 de éstos objetos, asi como sus coordenadas, velocidades radiales, 

movimientos propios e información acerca de sus espectros. 

A continuación se resumen las principales propiedades de los objetos HH 

utilizando los trabajos de revisión de Schwartz (1983), Cantó (1987), Dyson 

( 1987) y Reipurth ( 1991). Las propiedades se pueden dividir en propiedades 

espectrales y propiedades secundarias. Aqui se resumen las caracteristicas de 

estas propiedades. 

1.1.a Propiedades Espectrales 

A partir del espectro que emite un objeto se puede obtener información 

acerca de su composición quimica, temperatura, fracción de ionización, 

densidad electrónica y movimiento (por efecto Doppler). Se pueden tomar 

espectros de un objeto a diferentes bandas de frecuencias, y cada una da 

información importante. Se tienen observaciones de los objetos HH más 

conocidos y brillantes CHHl y HH2) en casi todas las frecuencias. De los 

demás objetos hay observaciones en varias bandas, pero principalmente en el 

visible. 

En el visible (longitudes de onda 3000 < ~ < 7000 AJ se observan lineas 

en emisión debidas a un amplio rango de excitación. Predomina la emisión en 

lineas permitidas y prohibidas de átomos neutros e iones de baja energia de 

excitación. Los objetos HH de baja excitación tienen lineas intensas 

(respecto de las lineas de la serie de Salmer) de [O!], [Sil], [NI). Estas 

mismas lineas son menos intensas en los objetos de alta excitación, y en 

cambio su espectro presenta lineas de alta excitación (como [OIII]) más 

intensas. En la tabla 1.1 se muestra el flujo (respecto del flujo de H¡3) de 

algunas lineas en emisión para un objeto de baja excitación (HH2-H) y uno de 

8 



alta excitación (HH7). En esta tabla se aprecia la amplia variedad de 

excitación de estos objetos. 

Por lo general el continuo es débil y a veces hasta inexistente. Huchos 

objetos HH presentan un aumento en el continuo en el extremo azul. Este 

aumento se ha interpretado como resultado de la emisión de dos fotones del 

hidrógeno atómico. 

TabJa 1.1 Comp&ractón entre 

elfltslán para un objeto HH de 
(ffif7l. txtraldo de Bohm 1993. 

Identi!ication 

O II J72E./.i:9 
Ca II 3933 
[S lI) 4066/H 
Hy 4340 

[!'e Ill 4414/16 
X; I 4571 

"' 'ªél 
(O III) 5007 
tre !l] sise 

los fl\ljos (relattvo• 
alta excit.aclO'n Ulli2 ... H) 

F J. (rel) 

H ... H 2ii 

169 
14 
64 
3< 

6 
4 

100 
63 

4 
(N IJ 5198/5200 10 
(O I) 6300 122 
ro 11 630 n 

"' 6563 293 
IN II) 6584 154 
(S lI) 6117 a 

(CA II) 7291 a 
iO IIJ 17~19 (Ca lIJ 7324 67 
ro u¡ 7330 
re IJ HU a 
[S II) 19ll7 11 
IS III 103)6 12 

y 

!l,8•100) 

uno de 

H-H 7 

67 
69 

119 
H 

9 
9 

100 
'10 
·20 
184 
405 
123 
447 

23 
1266 

H 

44 

596 

26 

de l {nen de 
baja exclhclon 

A partir de los perfiles de algunas lineas se han medido las velocidades 

radiales de estos objetos (por efecto Doppler). En todos los casos estas 

velocidades son del orden de cien kilómetros por segundo, y en 75X de los 

casos son negativas, es decir que se acercan al observador. 

En el cercano infrarrojo P1 > 7000 Al se detectan lineas en emlslón 

debidas a hidrógeno molecular que han sido importantes en el diagnóstico de 
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la componente molecular del gas que forma los objetos HH. Esta emisión puede 

deberse a excitación col isional o bien a absorción de radiación 

ultra-violeta. En el caso de los objetos HH se encuentra que la emisión es 

debida a excitación colisional (Reipurth 1991). En esta banda hay un aumento 

del continuo que se debe a una . combinación de la reflexión por granos de 

polvo de la radiación de estrellas cercanas y de emisión libre-libre. 

En el ultravioleta (;l, < 3000 AJ el espectro es débil debido a la 

extinción por el polvo que rodea a los objetos HH lo cual dificulta las 

observaciones. En esta banda también se diferencian los objetos HH de alta y 

baja excitación. Los de alta excitación presentan lineas debidas a iones de 

al ta excitación como lo son CI 1 I y 0111, mientras que los objetos de baja 

excitación no muestran éstas, sino lineas de la serie de Lyrnan del hidrógeno 

molecular. El continuo presenta un aumento sustancial. que es continuación 

del que se observa en el óptico. Su origen se ha explicado como una 

combinación de emisión de dos fotones con emisión libre-ligado (series de 

Salmer y Paschen). 

De los datos espectroscópicos es posible determinar la densidad, 

temperatura y fracción de ionización del gas. Para los objetos HH estos 

parámetros toman los siguientes valores: 

Densidad Electrónica 2.5 x 103 a 5.5 X 104 

Temperatura Electrónica 

Fracción de Ionización 

7500 a 12000 K 

0.07 a 0.8 

-3 cm 

Aunque la temperatura y la densidad son similares a las que se conocen 

para regiones fotoionizadas, la fraccion de ionización es demasiado peque~a. 

Esto, sumado con las intensidades de lineas observadas apuntan a otro tipo de 

mecanismo de excitación para el gas en los objetos HH. Este mecanismo es el 

de ondas de choque, y se explica con detalle mas adelante. 

Las observaciones no espectroscópicas en las frecuencias de radio e 
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infrarrojo son muy útiles en la detección de las estructuras que rodean a los 

objetos HH. En la siguiente sección se mencionan estas estructuras y su 

posible relación con los objetos l!H. 

1.1. b Propiedades Secundarias 

Aunque el criterio principal para la identificación de un objeto HH es 

la forma de sus espectros, aparecen semejanzas interesantes en otras de sus 

propiedades. Estas pueden ser tiorfológ1cas, dinác;icas o de su entorno, y aqul 

se les llama secundarias. 

Los objetos HH se observan como nudos pequeños, compactos y brillantes 

con l=inosidades que alcanzan valores de hasta 1. 4 L
0 

O=inosidad del Sol). 

Sus dimensiones van de 300 a 2000 UA ( 1 Unidad Astronómica = 1. 5 x 10 13crn 

que corresponde a la separación promedio entre la Tierra y el Sol) y sus 

masas son de aproximadamente 10H
9 

(masas terrestres). Presentan nebulosidades 

a su alrededor cuyo espectro es semejante pero de brillo mucho menor. Se 

encuentran en Ja vecindad de nubes moleculares obscuras, las cuales se sabe 

que presentan formación estelar. Aparecen cerca de estrellas de formación 

reciente y de Jos flujos moleculares de alta velocidad que estas presentan y 

se cree que todos estos fenó::;enos están relacionados entre si. Algunos 

objetos HH se encuentran solos, mientras que otros son parte de agrupaciones. 

Las agrupaciones son a veces amorfas y otras veces están alineados. 

Estos objetos se observan en las partes exteriores de nubes moleculares 

oscuras. Una razón para esto puede ser un efecto de selección: es decir hay 

objetos HH dentro de la nube pero no se observan por extinción. Otra posible 

razón es que solamente se forman en zonas con gradientes de densidad corno las 

orillas de las nubes. 

Los objetos HH tienen velocidades radiales y tangenciales del orden de 

los cientos de kilómetros por segundo. En un medio con temperaturas tipicas 

de 1o'K (como lo es éste), la velocidad del sonido es aproximadamente 10 
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kms-1
, asi que estas velocidades son claramente supersónicas. La manera en 

que se explican estas velocidades es que el flujo de gas (que finalmente se 

manifiesta en el objeto HHJ sufre un proceso de colimación. Este proceso toma 

un gas inicialmente subs6nico y en expansión aproximadamente isotrópica y lo 

acelera y alinea. Se piensa que el mecanismo colimador puede ser un disco de 

acreción que se encuentre alrededor de la estrella. 

La velocidad radial es la mayorla de las veces negativa; lo cual 

significa que los objetos HH se acercan al observador. El hecho de que se 

observen más objetos HH con velocidades radiales negativas se explica porque 

las nubes moleculares probablemente impiden ver la contraparte de los objetos 

HH con velocidad radial positiva, que estarian atrás de la nube molecular. 

Cuando hay agrupaciones, las velocidades tangenciales (o movimientos propios) 

de todos los objetos HH que ahi aparecen son aproximadamente paralelas. En 

muchos casos, la dirección de estas velocidades está alineada con una 

estrella (ver figura 1.1). Generalmente estas estrellas no se ven porque la 

extinción debida al polvo en las nubes moleculares es muy grande, pero se 

detectan en el infrarrojo. Se piensa que la fuente de energia de los objetos 

HH son estas estrellas. Se encuentra que dichas estrellas tienen una alta 

tasa de pérdida de masa de 10-s y hasta 10-7 Ho año-1 (Ho = masa solar = 2 x 

1033g. J. 

Para decidir cual estrella es la fuente de energia se toman en cuenta 

varios criterios. La cercania a objetos HH: se considera que la fuente debe 

estar cercana al objeto. La dirección en que apuntan los movimientos propios: 

si se supone que la estrella impulsa al objeto HH, entonces ésta debe estar 

en dirección contraria a la velocidad tangencial de éste. El alineamiento de 

varios objetos HH (objetos HH tipo jet, que se verán con mas detalle 

adelante) con alguna estrella. La dirección general de los flujos bipolares 

en la zona: al parecer ambos fenómenos pueden ser generados por la misma 
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estrella. Con estos criterios, se han buscado fuentes en el infrarrojo. En el 

SOY. de los casos que revisan Hundt, Brugel y Bürke (1987), éstas resultan ser 

estrellas tipo T Tauri. 

Los flujos moleculares de al ta velocidad se observan como lóbulos de 

emisión de la molécula de monóxido de carbono (CO). Estos lóbulos 

generalmente aparecen en pares (flujos bipolares) a ambos lados de una 

estrella tipo T Tauri, uno de ellos presenta corrimiento Doppler ai rojo y el 

otro al azul, indicando que se mueven en direcciones opuestas. En muchas 

ocasiones (HH29, HH102 por ejemplo) se detectan objetos HH cerca o dentro del 

lóbulo corrido al azul. La razón por la que no se observan objetos HH en el 

lóbulo rojo es que estos sufren la extinción del medio. Se han observado más 

de 40 objetos HH cercanos a 10' (minutos de arco) o más de estos flujos. 
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observa que ce;da conjunto de objetos HH presenta velocidades ~proxl~dament.e 

paraJelas. Se conoce una fuente de radio e infrarroja en el centro dtl sl&\.em.a 

1.2 Modelos de Objetos Herbig-Haro 

En Astronomia siempre se tienen mediciones indirectas del objeto que se 

estudia puesto que es imposible acercarse a él y medir sus caracter!sticas 

directamente. Se vuelve necesario entonces formular un modelo para explicar 

las mediciones que se tienen y al mismo tiempo poder predecir futuras 

observaciones. Las propiedades observacionales de los objetos HH se revisaron 

en la sección 1.1. A partir de estas propiedades se tiene un panorama general 

de los objetos HH, y con éste se han planteado varios modelos que intentan 

explicar el fenómeno. Hay dos partes que se deben explicar acerca de los 

objetos Hll, una es el mecanismo excitador y otra es el mecanismo de 

formación. 
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Todos los modelos vigentes en este momento coinciden en utilizar el 

fenómeno de ondas de choque corno el mecanismo excitador del gas cuya 

· radiación es observada. La mayoria también tienen en común que consideran a 

una estrella de reciente formación corno la fuente de energla de los objetos. 

Difieren, sin embargo, en el planteamiento de la forma en que aparecen los 

choques, asi como en el mecanismo mediante el cual el gas proveniente de la 

estrella es colimado. Varios de estos modelos se mencionan en grupos más 

adelante. 

Por la importancia que tienen las ondas de choque en este trabajo, se 

revisan con detalle en el Apéndice A. Es conveniente revisar este apéndice 

simplemente para familiarizarse con la terrninologia que se utiliza más 

adelante. Por el momento basta decir que una onda de choque en un gas 

funciona corno un mecanismo que transforma la energia cinética de un gas 

supersónico en energia térmica y posteriormente en radiación. En el frente de 

choque, la energla cinética es transformada en energia térmica. En la zona 

justo detrás del frente de choque, el gas intenta regresar a un estado de 

equilibrio, y en este proceso transforma su energia térmica en energia de 

radiación. Esta radiación es la que se observa, y su intensidad y espectro 

dependen de la velocidad que tenia el flujo antes de ser chocado. La figura 

A. l del apéndice A muestra el comportamiento de la temperatura del gas al 

pasar por una onda de choque. 

La primera persona que asoció ondas de choque con los objetos HH fue 

Schwartz (1975). En su trabajo, Schwartz utiliza los resultados del modelo de 

onda de choque plano-paralelo elaborado por Cox (1972) para remanentes de 

supernova. Comparando los espectros de objetos HH y aquellos que resultan del 

trabajo de Cox, concluye que la radiación de los objetos HH debe ser 

producida por una onda de choque. Desde el trabajo pionero de Cox (1972), se 

han afinado los modelos de ondas de choque para objetos HH (e. g. Hartigan, 
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Raymond y Hartrnan, 1987 o Raga, 1989), asi como las observaciones (Mundt, 

Brugel y Bürke 1987 J, y se encuentra que efe e ti vamente el espectro que 

predice una onda de choque concuerda con lo que se observa en los objetos HH. 

Muchos de los modelos que existen se han hecho usando choques estacionarios 

(e.g. Raga 1989). Esto simplifica los cálculos permitiendo mayor resolución y 

aporta mucha Información acerca del comportamiento y propiedades del 

fenómeno. Sin embargo, en los casos dependientes del tiempo que se han 

estudiado se encuentra que el efecto sobre el espectro de emisión es 

importante. En particular Falle, Innes y \,'ilson (1987) y Norman et.al. (1982) 

encuentran que con un análisis dependiente del tiempo aparecen choques 

secundarlos detrás del choque principal. Estos cambian (a veces hasta en un 

factor de 2) la magnitud de la emisión que se predice. Es importante entonces 

tener cuidado con los resultados de los modelos estacionarios. 

Hay algunas propiedades observacionales que no se pueden explicar 

adecuadamente con un choque plano-paralelo como el del modelo de Cox. Las 

lineas de emisión pueden llegar a tener anchos hasta de SOOkms-1 (Hartigan, 

Raymond, Hartman 1987). Aparecen, además, lineas en alta y baja excitación 

con intensidades que dificilmente se pueden explicar con la misma velocidad 

de choque. En general el espectro visible se puede explicar con una 

velocidad de choque de alrededor de 100 kms •1
, el ul travloleta requiere una 

velocidad de hasta 400 kms-1 y el infrarrojo tan pequeña como 50 kms-1
• 

Un choque en forma de proa (bow shock) resuelve varios de estos 

problemas (Hartigan, Raymond, Hartman 1987). Aqul el choque es oblicuo 

(excepto por una pequeña parte en el centro, en que es frontal) al flujo, y 

como tiene forma de proa, diferentes partes del flujo se encuentran al choque 

a ángulos diferentes. Esto implica que habrán varias velocidades de choque y 

por lo tanto una variedad de excitaclónes. La figura 1.2 muestra el paso de 

un gas por un choque en forma de proa. El ancho de las lineas es debido a que 
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parte del material que emite se aleja del observador mientras que parte se 

acerca. El choque puede hacer que la velocidad con que se dan estos 

movimientos sea alta y por ello el ancho aumente. 

-"--' 

F19ura 1. 2 Paso de un 9as a traves de un choque en rorir.a de proa. Cuando el 
choque es frontal la velocidad de flujo es ta.mble·n Ja veJoetdad de choque. 

Mientras ~. obl fcuo es el flujo al frente de choque, menor es la velocidad 
de choque y por lo tanto h cxcl tac1Ón resullante. 

En algunos casos en que la forma de proa se ha podido observar en 

objetos Hll, se comprueba que su parte cóncava apunta hacia la estrella 

fuente, y en algunos casos se ve un pequeño chorro que sale de la estrella y 

apunta al objeto Hll. Los modelos que hasta ahora concuerdan mejor con las 

observaciones son los que consideran que aparecen ondas de choque en forma de 

proa que causan emisión del gas en su zona de enfriamiento. 

Todos los modelos de la formación de objetos HH suponen la existencia de 

una estrella cuya tasa de pérdida de masa es alta, o bien que presentan un 

mecanismo efectivo de colimación de viento, o ambas cosas. Hay varios de 

dichos modelos y se mencionan brevemente a continuación. 

Los modelos de balas interestelares plantean que los objetos HH son 

aglutinaciones de gas que se mueven a velocidades supersónicas causando un 

choque por delante de su trayectoria. Su origen puede estar en segmentos del 
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capullo protoestelar que son expulsados al romperse éste, o bien en parte del 

medio circundante que el viento estelar ha acelerado, Entre los trabajos que 

plantean y desarrollan esta idea están los de Norman y Silk (1979) y 

Rodriguez et al. (1980). 

Los modelos como el de Sch,.·artz y Dopita (1980) suponen aglutinaciones 

(nubecillas chocadas) como las anteriores, pero esta vez estacionarias. Estas 

son golpeadas por el viento estelar de tal manera que aparece un choque entre 

la estrella y ellas (figura 1. 3). El origen de estas aglutinaciones se 

explica con las irregularidades de la densidad que existen en las nubes 

moleculares. 

Tanto los modelos de balas, como los de nubes requieren de un viento 

estelar isotr6pico muy fuerte (H = 10-6 Ho año) o bien de un viento altamente 

anisotr6pico. El modelo de balas concuerda mejor con las observaciones pues 

predice velocidades tangenciales para los objetos del orden de las 

velocidades de choque (lo cual se observa más frecuentemente), 
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fl9ura 1. 3 Se muestra el modcl en el cual las a9lutlnacloncs eslaclonarlas son 

9olpeadas por el viento, cshs pueden ser el ori9cn de los objetos HN. 

El modelo eruptivo, que fue planteado por Dopita (1978) y otros 

autores,dice que los objetos HH se forman a partir de un evento del tipo de 

FU Ori, en el cual una estrella aumenta su emisión (y tasa de pérdida de 

masa) repentinamente. Al encontrarse con el medio circundante, este flujo 

repentino puede generar ondas de choque, las cuales se observan como objetos 
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HH. No es un modelo que tenga mucha aceptación, pues sólo en dos casos se han 

encontrado estrellas tipo FU Ori en las cercanias de un objeto HH (HH57 y 

LlSSl). La figura 1.4 muestra la evolución temporal este fenómeno de manera 

esquemá l lca. 

TIEM?Oc:::================================================~> 

rlqura 1. 4 Se muestra el modelo en el que una estrella Upo ruOrl puede 

9enerar objetos HH. Ll et.aicnto repentino 
que aparcscan objetos HH. 

el vlcnlo de la cslrcl la hace 

El modelo de canalización de Konigl (1982) propone una manera de obtener 

un flujo anisolrópico y supersónico a partir de un flujo isotrópico. Plantea 

que el viento de una estrella joven forma una burbuja dentro de la nube 

molecular que la rodea. Supone que la estrella tiene una estructura en forma 

de disco a su alrededor. La burbuja tiende a alargarse en la dirección en la 

cual la presión es menor (perpendicular al disco) y cuando su estructura 

tiene una forma inestable, se rompe formando una tobera de de Laval (figura 

1.5). Dicha lobera acelera al gas hasta velocidades supersónicas, resultando 

un flujo que puede presentar choques en la frontera de la lobera o al final 

de ésta y son estos los que se observan como objetos HH. 
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F19ura 1.5 Mode)o de canaJlzaclon de J:onJ9J. En este modelo un 9radtenle de 

preslon 9enera una tobera de de Laval que aceJera el 9as. E'ste 9as supersonlco 

es el que da orl9en a los objetos HH. 

El modelo de cavidades de Cantó ( 1980) propone otro mecanismo para 

colimar el flujo de una estrella. Dice que el viento estelar va formando dos 

cavidades (puesto que barre el material de la nube molecular) a lados 

opuestos de la estrella debido a gradientes de presión. Aqui una suposición 

importante es que el gas es altamente radiativo. Cuando el gas llega a la 

frontera de estas cavidades, es chocado por el cambio repentino de presión, 

deflectado por un choque oblicuo y se enfria detrás de éste. Todo el flujo es 

ahora dirigido hacia dos puntos opuestos a la estrella donde converge. En 

este punto vuelve a aparecer una onda de choque (ver figura 1. 6). En este 

caso los objetos HH pueden ser los anillos de material chocado que se 

desplazan a lo largo de esta cavidad hacia el punto de convergencia y este 

punto mismo. 
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Fl9ura 1.6 Modelo de Cavidades de Cant.o. El vlent.o est.elar pasa por choques 
oblfeuos y es dlrl9tdo a dos punt.os opuest.os a ta eslrella. En est.e modelo, 

se pueden (ermar objet.cs 1iH en las paredes y en las punt.as de est.as 
cavidades. 

Estos dos modelos corresponden a los limites de baja y alta eficiencia 

de enfriamiento respectivamente. Es dificil hacer una comparación entre ellos 

puesto que hacen suposiciones iniciales diferentes. Recientemente Raga y 

Cantó (1989) extendieron el modelo de Ki:inigl para el caso no adiabático y 

estudian el rango intermedio. Encuentran que se da mejor colimación cuando 

las pérdidas de energia por radiación son mayores. 

El último tipo de modelo es el de jets o chorros estelares. En este caso 

se observan varios objetos HH alineados dentro del cuerpo del chorro, asi 

como uno más brillante al final. También en este caso se han dado una 

variedad de explicaciones, pero todos los modelos que caen en este tipo 

coinciden en que consideran un flujo supersónico colimado en el cual aparecen 

choques internos. Estos choques se pueden deber a la diferencia de presión 

con el medio o bien a inestabilidades en la frontera entre el chorro y el 

medio. Aqui necesariamente debe haber un mecanismo de creación y colimación 

del chorro, que pudiera ser uno de los mencionados antes. Los chorros 
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estelares se estudian con mayor detalle en la siguiente sección. 

Cada uno de estos modelos explica bien a diferentes objetos HH, pero 

hasta el momento no hay un modelo que los explique a todos. 

1.3 Chorros Astrofisicos 

Un chorro consiste de un fluido eyectado por una abertura angosta y que 

preserva aproxl1r.adamente su ancho conforme avanza. Para que esto suceda es 

necesario que el material que es eyectado tenga una velocidad 

de movimiento relativamente alta repecto de la velocidad del sonido en el gas 

considerado. 

En astroflsica el fenómeno de los chorros aparece tanto a gran escala 

(galaxias), como a pequeña (estrellas). En general, es distinguible de las 

estructuras a su alrededor porque presenta emisión de algún tipo y está 

alineado con un objeto que se supone genera el gas que lo forma CBirdle 

1984). Hay galaxias (especialmente las radlogalaxias y los cuasaresl, que 

emiten material en uno o dos chorros. Este material puede llegar a grandes 

distancias, donde se forman enormes lóbulos. Dado que estos chorros se 

detectan mejor en frecuencias de radio se acostumbra llamarlos chorros de 

radio. 

También hay chorros que aparentemente se forman a partir del viento de 

estrellas jóvenes. Este viento es colimado por algún mecanismo, generándose 

chorros muy delgados y altamente supersónicos (ver, por ejemplo, el mecanismo 

propuesto por Raga y Cantó, (1989) ), Los chorros en las estrellas se 

observaron primero en el visible y por lo tanto se llaman chorros ópticos. 

Ambos tipos de chorros presentan semejanzas, por lo cual su estudio 

suele estar relacionado a pesar de la diferencia de escala. 
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1.3.a Chorros Extragalácticos 

Las estructuras extra-galácticas como los cuasares y las galaxias 

activas (elipticas) presentan un fenómeno interesante. Ambos tipos de objetos 

se detectan en las frecuencias de radio y se encuentran fuertes emisiones en 

forma de lóbulos a ambos lados de la galaxia o cuasar (que se llamará fuente 

de aqui en adelante). Estos objetos resultan muy llamativos puesto que en 

ocasiones indican una cantidad de energla de alrededor de 1058 ergs. Los 

lóbulos aparecen alejados de la fuente y la manera en que el material es 

transportado desde la fuente hasta ellos es a través de unas estructuras 

alargadas que se ha dado por llamar chorros de radio, pues la mayor parte de 

su emisión está en dichas fre~uencias. 

Estos chorros de radio, pues, se buscan en fuentes extra-galácticas de 

radio. Se han hecho diversos estudios de este tipo, y se encuentra que entre 

65 y SOY. de las radiogalaxias tienen jets asociados, mientras que entre 40 y 

70Y. de los cuasares los presentan (Blrdle y Perley, 19841. Independientemente 

de su tipo, las fuentes de radio se clasifican en dos grupos de acuerdo con 

sus propiedades. Esta clasificación se debe a Fanaroff y Rlley (1986), y 

separa las fuentes en FRI y FRII. 

Las FRI son fuentes de radio débiles que tienen asociadas lóbulos con 

emisión débil también. Estos lóbulos pierden intensidad conforme se alejan de 

la fuente, y sus bordes no son bien definidos. En la banda de radio, la 

emisión de los lóbulos domina a la emisión de la fuente. Este tipo de fuentes 

presenta chorros con longitudes del orden de kiloparsecs (1 parsec 

3. 0Sxl018cm). Toda la estructura es de este orden, y se piensa que la 

velocidad del flujo no debe ser muy grande. En este tipo de fuentes aparecen 

dos chorros aproximadamente simétricos. Esto significa que sus tamallos y 

brillos son similares a distancias iguales de la fuente. 
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Las fuentes FRII son más poderosas que las anteriores. Aqui los lóbulos 

terminan en zonas de alta emisión llamados "hot spots" que probablemente son 

debidos al paso del gas a través de una onda de choque. Este tipo de fuente 

presenta chorros con largos del orden de cientos de kiloparsecs. Dado el 

tamaño y el brillo del final del chorro, se piensa que en este caso se tiene 

un flujo de mayor velocidad. 

En ambos casos, se observa que el flujo de los chorros está relacionado 

con el campo magnético de la fuente. La radiación que se observa proveniente 

de estos chorros es un continuo no térmico del tipo de la radiación 

sincrotrónica. Se sabe que esta radiación es resultado de emisión de 

electrones que giran en torno a una linea de campo magnético a velocidades 

cercanas a la velocidad de la luz. Acerca del gas que forma estos chorros 

solamente se puede afirmar que contiene los electrones relativistas que 

emiten la radiación sincrotrón. Se han detectado chorros que avanzan 

paralelos al campo y otros que van perpendiculares. Incluso se encuentran 

chorros con lineas de campo tanto paralelas como perpendiculares a la 

dirección de su flujo (Bridle y Perley, 1984). En la mayoria de los casos los 

chorros extra-galácticos presentan nudos de mayor brillo. Estos nudos se 

explican como resultado de inestabilidades en la frontera del chorro, o bien 

como condensaciones debidas a choques internos causados por gradientes de 

presión (figura 1.7). En muchos casos los chorros son curvos, y se cree que 

esto se debe a deformaciones causadas por presión del medio circundante. 

Acerca de la causa de estos chorros y lóbulos aun no se tienen teorias 

definitivas. Evidentemente debe haber una fuente de grandes cantidades de 

energia dentro de las galaxias y los cuasares. La teoria más estándar explica 

toda esta energia como resultado de la emisión asociada con un disco de 

acreción que rodea un hoyo negro supermasivo. 
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rtq t. 7 Chorro que se observa en la radio 9alaxta HCC6251. Este es un mapa 
lozr.ado con el vt.A. Presenta nudos de e.ayer brillo separaclón 

aproximadamente equldtstantc lBlrdle y Perley 1982). 

1.3. b Chorros Estela.res 

Algunas estrellas de reciente formación presentan un flujo colimado 

(angosto y paralelo), en una o a veces dos direcciones opuestas. Este flujo 

tiene velocidades de cientos de kilómetros por segundo y emite radiación que 

lo distingue del medio que lo rodea. A esto se le llama un chorro estelar o a 

veces óptico (puesto que la mayor parte de su emisión es en esas 

frecuencias). Estos chorros tienen caracteristicas en común con los objetos 

HH (véase la sección l. 1) y de hecho se encuentra que ambos fenómenos estan 

1nt1mamente relacionados. Presentan espectros semejantes a los de objetos HH, 

lo cual significa que contienen ondas de choque de alguna forma. Hasta el 

momento se conocen alrededor de 20 chorros de este tipo. En su trabajo, 

Hundt, Brugel y Bürke (1987) compilan la información acerca de estos objetos 

y revisan sus caracteristlcas principales. Lo que sigue es una revisión de 

ese trabajo. 

Propiedades 

Aunque lo primero que se detectó fue el conjunto de puntos luminosos con 

emisión tipo HH ya mencionados, más adelante se encontró toda una estructura 
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a su alrededor, y lo que ahora se llama chorro es toda esta estuctura. La 

figura 1. 8 muestra dicha estructura. Los obje_tos HH en estos chorros se 

presentan en los choques oblicuos dentro del chorro y en el choque en forma 

de proa al final. Los chorros estelares se observan como elongaciones en la 

dirección radial de la estrella, que aparecen solas o en pares (en 

direcciones opuestas). En ocasiones estos pares de chorros son asimétricos. 

Esto se puede deber a que uno de ellos está ocultado por la nube molecular o 

bien a que la anisotropia del medio no permite que se formen dos chorros 

iguales. Una razón largo/ancho de 10 a 20 es tipica, pero es posible que ésta 

llegue hasta 30 si se observa con mayor resolución. El largo de estos chorros 

se deduce del largo aparente junto con la distancia a la cual se encuentran. 

Es necesario, también, hacer una estimación del ángulo que forma éste con el 

plano del cielo. Con todas estas consideraciones, se encuentra que llenen 

largos tipicos de 3 x 1017cm (0.1 pe). Los anchos son de aproximadamente 2 x 

1016cm, sin embargo esta cantidad es muy imprecisa, puesto que se trata de 

dimensiones angulares muy cercanas al limite de resolución actual. 
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Flqura t.B Eslructura de un chorro estelar típico. Se denotan tres zonas, 

de collmactón del flujo, otra de flujo aproxtmadall:lenle eslaclonarlo y 

ulllma en que el chorro h,,,ce contacto rronhl con el sriedlo. 

Tanto las velocidades radiales (en la dirección al observador), como las 

tangenciales (perpendicular a la dirección anterior, o sobre el plano del 

26 



cielo) son supersónicas en estos chorros. La velocidad radial del material es 

aproximadamente constante a lo largo de un chorro dado, y tipicamente varia 

entre los 100 y 150 km s • 1
, aunque hay chorros con velocidades de flujo tan 

a 1 tas como ~00 km s · 1
• La velocidad tangencial varía entre SO y 200 km s ·I. 

El brillo no es uniforme a lo largo del chorro. Se encuentran nudos de 

ma)•or brillo, rodeados por nebulosidades, y separados por huecos o zonas de 

menor brillo. Se cree que existen más nudos de los que son visibles. Alejado 

del último nudo visible a veces se encuentra un choque de mayor intensidad y 

en forma de proa. La zona central del chorro concentra la mayor parte del 

brillo. La emisión de los nudos y las nebulosas que los rodean son 

semejantes, y difieren solamente en su intensidad. El espectro de esta 

emisión tiene líneas prohibidas como [O!] y [Sil], así como las líneas de la 

serie de Balmer (especialmente Hct). Los chorros no presentan emisión de 

espectro continuo. Recordando la descripción de un objeto HH de baja 

excltacl6n dada en la sección 1.1 se observa que son parecidos. 

La densidad electrónica se deduce a partir de la razón de intensidades 

de las lineas a 6716 A y a 6731 A del Azufre [SIIJ. Se encuentran valores que 

van de 400 a 2000 cm- 3
• La densidad total de particulas (principalmente 

hidrógeno) es dificil de determinar puesto que hay evidencia de que el gas 

está parcialmente ionizado. En todos los casos revisados se encuentra una 

estrella alineada con la dirección del chorro. La mayoria de ellas se 

detectan en el infrarrojo, y se piensa que ésta es la que genera el flujo que 

constituye a los chorros. Una de las explicaciones que se han dado, es que el 

viento estelar es colimado de manera que resulta un chorro. De las estrellas 

estudiadas, se sabe que tienen luminosidades de S a 10 Lo y entre 1 y 10 Ho. 

En el 60Y. de los casos las estrellas presentan 

caracterizan como estrellas T Taurl. 
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Modelos 

A partir de los datos anteriores se han propuesto varios modelos para el 

fenómeno de chorros estelares. Realmente se divide en partes el estudio de 

los chorros estelares. Mientras que unos modelos plantean mecanismos de 

generación de flujos colimados (e.g. Raga y Cantó, 1988), otros estudian el 

comportamiento del chorro mismo (e.g. Norman y Silk, 1979;Falle, lnnes y 

llilson, 1987 y Cantó, Raga y Binette, 1989). Otros más se concentran en el 

choque que aparece al final de la estructura completa (e.g. Hartigan, Raymond 

y Hartman, 1987). A continuación se mencionan de manera general algunos 

modelos, y se explican con mayor detalle aquellos con los cuales se trabaja 

más adelante. 

La primera zona que se modela es la zona de colimación. Esta es la zona 

comprendida entre la fuente del flujo y el comienzo del chorro. En general se 

considera que el flujo de chorro proviene del viento de una estrella, y que 

este flujo, inicialmente isotróplco, es concentrado en uno o dos puntos 

opuestos debido a los gradientes de presión existentes en el medio. Ejemplos 

de este tipo de mecanismo son los modelos de Cantó (1980), Konigl (1982), y 

Raga y Cantó (1988) que se mencionaron en la sección 1.2. 

La siguiente zona es el chorro propiamente dicho. Los modelos acerca de 

esta zona coinciden en explicar los puntos de emisión observados como 

resultado de choques internos oblicuos. Difieren en cuanto al mecanismo que 

los genera. Algunos (e. g. Norman et. al., 1982) explican los choques como 

resultado de inestabilidades en la frontera del chorro con el medio, mientras 

que otros (e. g. Cantó, Raga y Binette, 1989) los explican en términos de 

gradientes de presión. 

El flujo de esta zona se ha modelado numéricamente de manera 

estacionaria (Raga, Cantó, Binette, 1990). Esta simplificación permite tomar 

en cuenta los procesos atómicos, asi como hacer un análisis mas detallado de 
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la estructura y el espacio de parácetros. Solamente se estudia una zona del 

chorro que esta lejana a la superficie de trabajo (zona de interacción con el 

cedio aJ:lbiente), y se encuentra que aparecen choques internes oblicuos 

regularmente espaciados. Este codelo se revisa con detalle en el capitulo 2. 

Hay, tacbién, codelos dependientes del tiecpo (e. g. Norman et. al., 1952) 

quese estudian con detalle la interacción del ch'orro con el medio ambiente. 

La últirna parte del chorro es la superficie de trabajo (working 

surfacel. Esta es tarnbién un nudo luminoso, aunque hasta 10 veces más intenso 

que los anteriores. En observaciones con buena resolución se ve que este nudo 

tiene en ocasiones forr.a de choque de proa (bow shock), con subestructuras 

complejas. Los modelos de esta parte de los chorros estelares plantean que se 

forman dos choques, uno que frena al material del chorro y otro que acelera 

al gas del medio ambiente. Con choques en forma de proa se han podido 

reproducir los espectros de varios objetos HH que son la punta de chorros 

CHartigan, Ra)'ll!Ond y Hartman, 1987). Se ha llegado a sugerir que incluso 

otros objetos HH (que no presentan chorros) pudieran ser consecuencia de un 

flujo estelar altamente col irnado, y que solamente se observa la parte final. 

Dos objetos que presentan claramente las zonas de chorro y superficie de 

trabajo son HH34 y HH111. La figura 1.9 muestra isocontornos de luminosidad 

en la linea prohibida [SII] tanto para el chorro asociado con el objeto HH34, 

como para HHl 11. 
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Como se puede ver de esta revisión de las propiedades de los chorros 

extra-galácticos y estelares, se trata de dos fenómenos con semejanzas 

generales, pero diferencias importantes. Son semejantes en cuanto a la 

estructura general, pues ambos tipos de chorro consisten de un mecanismo de 

colimación, un chorro y una zona final de mayor brillo. En particular, la 

zona del chorro mismo se ha explicado de maneras muy semejantes para ambos 

tipos. Sin embargo, los mecanismos de colimación son diferentes, as! como son 

distintas las composiciones del gas que fluye por el chorro. Resulta 

interesante entonces hacer analoglas entre atibes tipos de chorros, pero es 

muy !~portante tener siempre presentes las diferencias. Puesto que los 

chorros estelares se encuentran más cerca de nosotros, es más fácil verificar 

resultados con ellos, y posiblemente de la experiencia obtenida con éstos se 

puedan hacer avances en el área de los chorros extra-galácticos. 
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Capitulo 2 

UN MODELO DE CHORRO ESTELAR 

De los datos observacionales de los chorros estelares, y de las 

propiedades fisicas del medio que los rodea, es posible plantear modelos que 

permitan entender mejor su estructura y evolución. En este capitulo se revisa 

el modelo para un chorro estelar que ha sido estudiado por Raga, Cantó y 

Binette en varios trabajos, tanto de manera numérica, como analitica. Se 

estudian los resultados que arrojan ambos enfoques del modelo para un chorro 

tipico y posteriormente se comparan estos resultados con las caracteristicas 

observacionales de los chorros estelares conocidos. 

2.1 El Modelo 

En la sección 1.3 la estructura de los chorros estelares se dividió en 

tres partes. Estas son, una zona de colimación del gas (al principio), otra 

zona en la cual el flujo interacciona frontalmente con el gas del medio (al 

final), y una tercera (entre las dos anteriores) que comprende al chorro 

mismo. En este trabajo se estudia la esta zona intermedia del chorro. 

Recordando brevemente las propiedades observacionales de los chorros 

estelares que se presentaron en la sección t. 3, se tiene que estos chorros 

están formados de nudos brillantes aproximadamente equidistantes, rodeados o 

enlazados por una nebulosidad menos brillante (ver figura 1.5). La velocidad 

del gas dentro de los chorros es alta (cientos de kms-1
) y la razón largo a 

ancho de estas estructuras es de entre 20 y 30. Los estudios espectroscópicos 
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muestran que la radiación que presentan es semejante a la de los objetos Hl! 

de baja excitación, Jos cuales, se sabe que re~ul tan de ondas de choque. A 

partir de las propiedades observadas de estos chorros, se han elaborado 

varios modelos teóricos. En el presente trabajo se utiliza el modelo de Raga. 

Binette y Cantó (1989) y Cantó, Raga y Binette (1989). Este modelo se 

desarrolla en forma numérica y analitica. Ambas formas utilizan las mismas 

ecuaciones para describir el sistema, y comparten algunas suposiciones y 

aproximaciones. 

Las suposiciones que se hacen sobre el flujo son las siguientes. Se 

piensa al chorro como un flujo estacionario, compresible, no viscoso y que 

tiene simetria cilindrica. Se ignora el efecto de intercambio de materia con 

el medio circundante. La composición quimica del gas se supone tipica del 

medio interestelar, es decir aproximadamente 90X de hidrógeno, lOX de Helio 

y O. lX de los demás elementos. Finalmente se considera que el medio 

circundante es uniforme (sus propiedades fisicas corno densidad, temperatura, 

presión, etc. son constantes). 

El modelo considerado en este trabajo asume, además, que el chorro entra 

en contacto con el medio con una presión distinta a éste. En particular se 

considerará el caso en el cual la presión del chorro en el punto de inyección 

es mayor a la del medio ambiente. A partir de este punto el gas comienza a 

expandirse en un intento por igualar su presión a la del medio circundante. 

Al expanderse, baja la presión del gas hasta un punto en el cual es menor que 

la presión del medio, y el flujo es reconflnado a través de un frente de 

choque. Ahora se comienza a comprimir, y esta compresión induce un nuevo 

choque que deja al flujo moviéndose paralelamente a su eje y con presión otra 

vez mayor a la de su entorno. Este proceso se repite a todo lo largo del 

chorro. Los nudos de mayor emisión que se observan pueden ser las zonas de 

enfriamiento post-choque (véase Raga 1989). 
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Las ecuaciones que describen el comportamiento del gas a lo largo del 

chorro son las ecuaciones de la dinámica de gases. Estas ecuaciones expresan 

la conservación de masa, momento y energia. Para este caso particular se 

introduce u.~a ecuación más, la de ionización. Esta es necesaria puesto que el 

gas pierde energla por radiación, lo cual depende de su grado de ionización. 

Se asw:e que el chorro tiene sección circular al comienzo, y que hay simetria 

alrededor de la dirección del flujo. Se utilizan coordenadas cillndrlcas y se 

toma al eje de simetria en la dirección del flujo, lo cual simplifica las 

ecuaciones. Puesto que se supone que no hay intercambio de materia con el 

medio ambiente, la ecuación de conservación de masa se puede escribir como: 

a i a 
(pul + (rpv) º· (2. l) 

ax r ár 

donde p es la densidad del gas, y u y v son las velocidades en la dirección x 

(a lo largo del eje de simetrla) y r (perpendicular a éste) respectivamente. 

Al igual que en la ecuación 2.1, si no hay intercambio de materia con el 

medio circundante, se debe conservar el momento en ambas direcciones (a lo 

largo del eje y radial). Las ecuaciones de conservación son: 

a i a 
(pu2 + Pl + (rpuv) o (2.2) 

ax r ar 

en la dirección x, y 

a i a 
( r (pv

2 
+ P) ) 

p 
(puv) + " -

ÓX r ar r 
(2.3) 

en la dirección r; donde P es la presión térmica del gas en el chorro. En 

cuanto a la energia, la radiaci6n que se observa es debida a la pérdida de 

energia que es radiada cuando el gas se enfria y recombina conforme se mueve 

a lo largo del chorro, en particular al atravesar las ondas de choque (ver 
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Apéndice Al. La ecuación de energia es: 

a 
+ Pl]+ 

1 a 
+ P) ] ' :-[u (E - -[rv (E + s o (2.4) 

ox r ór 

donde: 

E p (u2 + v2) + 
3 

p 
2 2 

es la energia total por unidad de volumen. S es la función de pérdida de 

energia por unidad de volumen debida a radiación. Para conocer S es 

necesario conocer el estado de ionización de cada elemento del gas. En este 

modelo se introduce una ecuación de tasa de ionización. Esta ecuación se 

preocupa solamente por la ionización del hidrógeno, sin considerar la 

ionización del Helio ni los demás elementos. Esta es una buena aproximación 

puesto que los choques que se espera que se desarrollen en el flujo son muy 

oblicuos, por lo que la ionización post-choque es baja. La ecuación de 

ionización del hidrógeno es: 

a 

ax r 

a 
(r nHIIv) 

ar 
(2.5) 

Aqui, nHII es la densidad de particulas de hidrógeno una vez ionizado, nH la 

densidad de particulas del hidrógeno, y n la densidad de electrones. c(T) es . 
el coeficiente de ionización colisional y a(T) es el coeficiente de 

recombinación. Esta ecuación dice entonces que el cambio en la cantidad de 

hidrógeno ionizado (lado izquierdo de la ecuación) se va a deber a dos 

procesos: la ionización colisional por electrones y la recombinación. El 

término de ionización es n
0 

(nH-nH11 l c(T), e Indica la tasa de ionizaciones 

por unidad de volumen. Esta tasa depende de la densidad electrónica, de los 

átomos de hidrógeno neutros que haya, y de la temperatura a través del 

coeficiente de ionización colisional. El término n
0
nH!l a(T) indica la tasa 
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de recombinaciones por unidad de volumen. La diferencia entre los dos es la 

tasa neta de ionización. 

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas 2. 1-2. 5, se 

complementa con la ecuación de estado, en este caso la de un gas ideal, y 

forman un sistema completo. En general este sistema debe ser resuelto 

numéricamente. En la sección 2.2 se revisa el método numerico que se utilizó, 

asi como los resultados que se obtuvieron para chorros con parametros 

similares a los estimados de las observaciones. 

En la seccion 2. 3 se presenta un modelo sencillo que acepta solución 

analitica del mismo problema. Este modelo permite obtener expresiones 

sencillas para algunos parámetros del chorro tales como la distancia entre 

choques sucesivos, la velocidad de choque de éstos, etc. En la sección 2.4 se 

hace una comparación entre los resultados obtenidos con ambos métodos, para 

estimar el efecto de las aproximaciones hechas en cada caso, y se repasan los 

resultados de ambos métodos para obtener las caracteristicas esenciales del 

chorro. Finalmente se comparan estas caracteristicas con las propiedades 

observacionales revisadas en el Capitulo 1. 

2.2 El Método Numérico 

El método numérico integra el sistema de ecuaciones 2.1-2.S Junto con la 

ecuación de estado para gas ideal. La resolución de este sistema se logra con 

un método de diferencias finitas que consiste en discretizar el espacio que 

se estudia, esto es, se hace la suposición de que basta estudiar al fluido en 

un número finito de puntos del espacio. Hecha esta suposición se escoge una 

rejilla sobre el espacio que se va a estudiar. La finura de dicha rejilla es 

tal que el cambio de las variables del fluido sea pequeño en cada cuadro. De 

esta manera las ecuaciones diferenciales parciales que describen los cambios 

en el fluido se convierten en ecuaciones de diferencias finitas. En esta 

35 



forma más simple, se pueden integrar las ecuaciones que representan al 

problema, obteniendo los valores de las variables para cada punto de la 

rejilla de integración. El programa con el cual se implementó el r..étodo 

numérico utilizado en este trabajo se llama Statjetna y fue escrito por el 

Dr. Alejandro Raga del Center fer Investigation of Theoretical Astrophysics, 

en Toronto. Este programa utiliza el método de diferencias finitas 

(predictor-corrector) de HacCormack (Anderson, Tannehill y Pletcher, 1984), 

el cual es especialmente útil para resolver las ecuaciones de la dinámica de 

gases en su forma conservativa para un flujo supersónico y estacionario. 

Dicho programa está escrito en el lenguaje Fortran y fue implementado tanto 

en una computadora H!croVax 2000 corno en una Sun 4/330 para este trabajo. La 

estructura y funcionamiento del programa se describen con detalle en el 

Apéndice B. Los datos obtenidos con este programa se graficaron con el 

paquete Supermongo, Implementado en ambas computadoras, como parte de este 

trabajo. 

Sin entrar en detalles (eso se hace en el Apéndice B) se puede decir que 

el funcionamiento del programa es como sigue. Inicialmente requiere del valor 

de las variables del gas al comienzo del flujo, as! como de su comportamiento 

térmico (adiabático o no-adiabático) y el largo de la rejilla de 

intergrac!ón. Con todo esto !nic!al!za un ciclo de integración y va 

calculando el valor de todas las variables del flujo sobre toda la rejilla y 

escribiendo el valor de estas variables sobre solamente cinco Hneas de flujo 

para limitar el espacio de almacenado en disco. Al final se tiene algo como 

una fotografia del comportamiento de cada variable a todo lo largo del 

chorro. Puesto que se considera que hay s!metr!a respecto del eje horizontal 

(x), solamente se hacen los cálculos para la mitad del chorro. 

Este método resuelve el sistema de ecuaciones para cualesquiera valores 

in!c!ales. La única restricción que llene es que la velocidad del fluido sea 
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r 
siempre supersónica. En el caso de <¡\le el flujo se vuelva subsónico este 

método no sl.rve. Esto se debe a que el método es de integración "hacia 

adelante"; es decir, dados los valores de las variables en el punto x se 

determinan los valores de las variables en el punto x•óx, donde llx es en la 

dirección del flujo. Cuando el flujo es supersónico las condiciones del 

fluido "corriente abajo" no influyen sobre el fluido "corriente arriba" y la 

estrategia de integración hacia adelante funciona. Lo anterior no. se C\llllple 

para un flujo subsónico y el método no converge. En el capitulo 3 veremos una 

aplicación de esta propiedad del método de integración, como criterio de la 

aparición de discos de Hach en los chorros. Para escoger valores iniciales 

relevantes al problema, se utilizó la revisión hecha por Hundt et. al. 

( 1987), donde aparecen los valores ti picos para los parámetros que se han 

podido medir o deducir de las observaciones de los chorros estelares. Las 

variables importantes para este programa toman valores dentro de los 

siguientes intervalos: 

o 1015-1016cm rJ 

n o 103-105cm-3 

J 
yº 50-300 km s 

J 

TJ 
J 

102-104 K 

P0 /P 
J • 

= l. 5-30 

-1 

(radio inicial del chorro) 

(densidad de particula inicial) 

(velocidad total inicial; u~= Vjl 
(temperatura inicial del chorro) 

(razón de presten inicial del chorro a 

presión externa) 

Hº > 5 (nÚlllero de Hach inicial) 
J 

A partir de estos intervalos, seº escogió un modelo eslandar con los 

siguientes valores: 

r o 
10 

1 ~m 
J 
o 

104cm 
-3 

nJ 

Vº 150 km -1 

J 
s 

Tº 
J 

10
4 

K 
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P0
/? = JO 

J • 

Se permite, además, que el gas tenga comportamiento no-adiabático 

(radiativo). Todos estos valores se escogieron porque son los que más 

comunmente se observan, o bien simplemente porque están en el centro del 

intervalo reportado por Hundt ( 1987). Son estos valores los cuales fueron 

introducidos al programa Statjet para conocer las propiedades generales de 

estos flujos. Para esta corrida estándar, se escogió una rejilla de 150 

puntos en la dirección radial (perpendicular al flujo) y 4000 en la dirección 

axial (paralelo al flujo) para asegurar buena resolución. La salida del 

programa es un archivo que contiene los valores de las variables sobre cinco 

lineas de flujo. Los resultados se muestran en las figuras 2. J y 2.2 

En la figura 2.J(a) se grafican las posiciones radiales que toman las 

lineas de flujo a lo largo del eje x. El flujo es inyectado por la parte 

inferior, paralelamente al eje x. De aqui en adelante se llamará primera 

linea a la mas cercana al eje vertical (x), y quinta a la más lejana. Se 

observa que el chorro sufre un ensanchamiento (expansión) seguido de un 

angostamiento (compresión). Este patrón se repite hasta el final de la zona 

estudiada. El primer ensanchamiento es un poco mayor que los siguientes. La 

distancia a la cual se repite este patrón es aproximadamente constante. Las 

lineas centrales sufren desplazamientos laterales menores que aquellas mas 

cercanas al exterior, pero más abruptos. 

En la figura 2.l(b) se utilizan dos grupos de datos. En lineas punteadas 

se repite la gráfica 2.l(a). Las lineas continuas representan lsocontornos de 

presión (en escala logar1tmicaJ. Las zonas en las que se juntan muchas 

isobaras representan grandes cambios en la presión. Como se discute en el 

Apéndice A, una de las caracterlsticas de una onda de choque es que comprime 

al gas que pasa por ella en una zona muy pequeña. Es por ésto que se pueden 

interpretar estas zonas como ondas de choque. Dentro de cada repetición del 
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patrón de ensanchamiento y compresión se observan dos frentes de choque que 

parecieran reflejarse sobre el eje x. Al primero, que ocurre al final de la 

zona de ensanchamiento, se llamará choque incidente y al segundo, que ocurre 

cuando el gas se comprime hacia el eje, choque reflejado. Se puede apreciar 

que las zonas que representan choques coinciden con los lugares en los que el 

flujo es desviado (se notan esquinas en las lineas de flujo). Esto indica que 

el flujo se encuentra con el frente de choque de forma oblicua. En esta 

figura se puede apreciar que el flujo es dirigido por los choques. 

La figura 2.l(c) muestra el valor de la presión sobre la tercera linea 

de flujo, a todo lo largo del eje x. En esta gráfica se observa un aumento 

notable en el valor de la presión justo detrás del lugar donde se forman los 

choques. Midiendo el cambio, se encuentra que la presión aumenta en un factor 

de más de 20 a través de Jos dos choques. El aumento en Ja presión tiene tres 

partes (ver la figura 2.1). La primera es debida al choque incidente, y Ja 

tercera al choque reflejado. La parte intermedia se debe a la compresión del 

gas cuando es deflectado por el primer choque hacia el eje de simetria (como 

embudo). El primer choque aumenta la presión en un factor de 3.8. El segundo 

choque solamente aumenta la presión 1.8. 

39 



(a) (b) (e) 

o=-'""-""'-''-'-'"'~ 

o 1 2 3 
r (IO"cm) 

rt9ura 2.1 (a) cr.{flca de Ja poslclÓn radial contra h pastelón axial (x) de 

cinco lineas de tlujo¡ (b) en lfncas punteadas se repite la 9ráflca anterior, 
y en JÍnees continuas se 9rartcan lsocontornos de presión; Ce) valor de Ja 
presión sobre la tercera lfnea de flujo. 

La figura 2.2(a) muestra el valor de la densidad sobre la tercera linea 

de flujo. Su comportamiento es similar al de la presión, y por las misma 

razones. Al· igual que en la presión, la densidad aumenta en tres zonas. Al 

40 



Igual que en el caso anterior, el brinco debido al primer choque es de 

aproximadamente 3.8, indicando que el choque es fuerte, pues está cercano al 

valor de 4 esperado en este caso (ver Apéndice AJ. El segundo choque causa un 

brinco de 1.8 solaJ:>ente, y por tanto este choque no es fuerte. 

La temperatura sobre la tercera linea de flujo se muesta en la figura 

2. 2(b). Esta variable sufre varios cambios en cada repetición del patrón 

observado. Sube con el prlnoer choque, y vuelve a subir con el segundo. En 

esto se asemeja a la presión y la densidad. Detrás de ambos choques, baja en 

dos pasos también. La primera calda de temperatura se debe a la pérdida de 

energía por radiación que caracteriza a una zona post-choque. La segunda es 

consecuencia de la expansión (adiabática, casi completamente) que debe darse 

entre un choque reflejado y el siguiente choque incidente. 

En la figura 2. 2(c) se rr.uestran los valores de la fracción de ionización 

del Hidrógeno sobre la tercera linea de flujo. Esta variable tiene un 

comportamiento muy diferente a las anteriores, puesto que sufre un cambio 

apreciable al pasar por el primer par de choques, pero a partir de este punto 

su valor desciende monotónlcamente. Esto se debe a que el tiempo 

característico en el cual la ionización del gas se ajusta a las condiciones 

del flujo (en particular a la temperatura) es menor que el tiempo en que 

varia la temperatura y por eso es incapaz de seguir las variaciones de ésta. 

La disminución monotónica se debe a la calda general de la temperatura a lo 

largo del chorro (ver fig 2.2(b)). 
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flc¡ura 2,2 Ca) Valor de la densidad sobre la tercera línea de flujo a lo 

lar90 del eje del chorro; (b) le=peralura sobre la tercera 1 fnea de 

(lujo; (e) fraccld'n de lonlzaclOn sobre la tercera línea de flujo. 

En el trabajo de Raga, Binette y Cantó (1990) se estudian los chorros 

estelares cilindricos, supersónicos y estacionarios. Se revisa el espacio de 

parámetros para analizar el efecto de cada uno de ellos sobre las 

caracteristicas del chorro. A partir de un chorro estándar (como el que se 

describe arriba) se reduce el espacio de parámetros a tres: Vº Tº y P0/P . 
J' J J e 
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F"19ura 2. 3 
velocidades 

E:stratlrt cac~Ón 

1n1claJes V J= 
de Ja prl!slo•n 

so, 100, 150, y 
para :patro 

200 kms pero 

parámetros l9uates (extra1da de R.!i9a, Cant6 y Blnetle, 1990) 

modelos 
con 

de 

todos 

chorros con 

los demás 

Variándolos en intervalos razonables para chorros estelares se encuentra su 

efecto sobre el flujo. Por ejemplo, fijando los demás parámetros, se varia la 

velocidad inicial del chorro desde 50 hasta 300 km s-1. Se encuentra que el 

único efecto que tiene la velocidad es el de introducir un factor de escala 

en la dirección del flujo. Esta escala (1) depende linealmente de la 

velocidad de inyección v;. En la figura 2. 3 se muestra este resultado. 

Repitiendo este ejercicio pero ahora variando solamente la temperatura desde 

O. 1 x 104 hasta l. 2 x 104 ºK se encuentra que aqui no hay una dependencia 
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simple. La figura 2. 4 muestra la dependencia con la tempera tura. Para las 

temperaturas más altas (> 104
) se cumple que el largo caracteristico 1 a H0 

¡" 

Por último se hace lo mismo pero ahora variando sólo la razón entre la 

presión de chorro al inicio y la presión del medio ambiente (P0
/P ). Aqui una 

J • 

vez mas la dependencia parece ser compleja, pero se cumple que a 

(P0
/P ) 1

/
2

• La figura 2.5 muestra la dependencia con la presión. Estas 
J • 

dependencias se pueden entender dentro del marco del modelo anali tico, el 

cual se describe a continuación. 

rtqura 2.4 EstrallficaclOn de la prestón para cuatro modelos 
o 

temperaturas lntctales TtlOOO, 5000, 10 1 000 12,000 pero 

demaa parámetros l9uales (extraída de fla9a, Cant.6 y Blnelt.e, 1990). 
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t 
tlX 

P1'/P,a5,0 

~ (10~ •• s 
P,0/?,=10 ? 1°/P.=ZO 

Flgura 2. S Lslrallflcacloh de la presió'n para cuatro modelos de chorros con 
ra:z:ones de pres16n inlelahs P~/P e 2. 5, 5, 10 y 20, per-o con todos los 

deJnás p.arámelroc i9uales (extraída de Ra9a, Cant.ó y Binet.le, 1990) 

2.3 El Método Analilico 

Como ya se observó en la sección anterior, los chorros estelares 

presentan un patrón de choques que cruzan el centro del chorro a intervalos 

constantes. En este patrón se encuentra una sub-estructura. Inicialmente 

aparece una zona de expansión, seguida de un choque incidente, y luego un 

choque reflejado, después del cual vuelve a comenzar este patrón. Cantó, Raga 
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y Binette (1989) desarrollaron un modelo que permite describir analiticamente 

el comportamiento del flujo en cada una de estas regiones. El modelo se basa 

en una serie de suposiciones, las cuales se revisan a continuación. 

Considérese un flujo bi-dimensional de gas en forma de un chorro con 

presión inicial mayor que la del medio que lo rodea y con velocidad V~, 

velocidad del sonido adiabática c; (tal que v; > c;) y tasa de pérdida de 

masa MJ iniciales dadas. Supongamos que su ancho inicial es desp,reciable y 

que el medio circundante es uniforme (es decir que su presión P
0 

es igual 

para todo punto). 

2.3.a Zona de expansión 

Dadas estas condiciones iniciales, primero hay una zona de expansión y 

se espera que el gas se comporte como sigue. El chorro se va a expander 

lateralmente con un ángulo que está determinado por la razón entre la presión 

del chorro (P
0

) y la del medio que lo rodea (Pe), asi como de su número de 

Mach. Este ángulo está dado por: 

2 ( 1-K) 

(X"' ----- (2. 6) 
(7-l) Hº 

J 

( :: ) ('(-1 )/2)' 

donde " = (2. 7) 

J 

y H; el número de Hach inicial (H;5v;1c;J. 

Puesto que se asume que el chorro es altamente supersónico, se espera 

que el chorro conserve aproximadamente su velocidad total macroscópica en la 

zona de expansión: 

V "' Vº 
J 

y se supone que en esta zona el vector de velocidad tiene dirección radial 

(R) desde el punto de inyección (ver la figura 2.6). 
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l.ll 
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I > 

.. 

Si se supone que la distribución de densidad sólo es función de R y se 

utiliza la conservación de masa, la densidad en esta zona resulta: 

p 
Zrr (1 - cosa) v• R2 

j 

es decir disminuye como 1/R2
• 

(2. S) 

Esta zona de expansión seguirá hasta que la presión del gas en el chorro 

sea menor que ?e. En este punto aparecerá una onda de choque que colima 

el flujo. 

Figura 2. 6 Esquema de el prt111er par de ehoques parit un chor-ro con pre,tOn 
mayor que la. del med~o que lo rodea. El gas: se expande hasta que su preslOn 
cae deWjo de le del medlo 1 es reconrtriado por el choque lnc)dent.e y 
dcfhctolldo por el choque terlejado (lo&ado de C6nló", Ra9a y Btnelte, 1989). 

2.3.b Choque Incidente 

Puesto que este modelo supone que el flujo es estacionario, entonces la 

posición del choque incidente es fija, y se puede calcular a partir de la 

condición de equilibrio de presiones: 

P (R•,0) +? (0) = P 
s CE e 

(2.9) 

donde P• es la presión térmica justo detrás del choque, Pct: es la presión 

centrifuga, debida a la curvatura del choque (ver la figura 2.6) y R• es el 
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radio o posición del choque. Para flujos altamente supersónicos se espera que 

el choque sea muy oblicuo y ésto nos permite i~orar la presión centrifuga 

(sin embargo véase la sección 2.3.d). Haciendo ésto, la ecuación de 

equilibrio de presiones resulta: 

e p
0 

V 
2 

" P 
l J n e 

(2.10) 

donde Vn es función del ángulo e, y es la componente de la velocidad normal 

al frente de choque, e
1 

es un factor de orden unidad y para un gas adiabático 

y monoatómico toma el valor e
1 

314. A esta ecuación se le sustituye la 

ecuación 2.8 para la densidad y se define la distancia caracteristica: 

el i.i
0 vº 1/2 
J J 

Pe ) 
Ro e (2. 11) 

211 (1 - cosct) 

y r = Rs I Ro (2. 12) 

Con estas simplificaciones la ecuación de equilibrio de presiones 2.10 se 

reduce a una ecuación sencilla para la posición del frente de choque: 

r
2 

+ r' 
2 = 1 (2. 13) 

donde r' es la derivada de r respecto de e. Esta ecuación tiene como solución 

general una circunferencia: 

r = sen(9 :;: 9) (2. 14) 

con constante 

Esto significa que el frente de choque aparecerá sobre dos secciones de 

circunferencia que pasan por el origen. La figura 2. 6 muestra la forma 

general de estos frentes de choque, asi como algunos parámetros importantes. 

La constante 9 se obtiene a partir de que e = a para r = r •• con r. el radio 

al cual las presiones del chorro y el medio ambiente son iguales ( PCr.l = 

Pe). El valor de r • se obtiene utll izando las ecuaciones 2. 8, 2. 11 y 2. 12 

para expresar a la densidad como: 
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pº 

p(r) (~2) 
1 J 

e introduciéndola en la expresión para una expansión adiabática: 

de lo que resulta una expresión para PIP.' 

y cuando P 

p 

pº 
J 

con lo cual: 

[ 
1 1 Pe ]T 

( ;--: ) -;.- ( pº ) 
1 J J 

P se tiene: 
e 

K 

Hº 
J 

o: + -1 
( 

1 K ) sen -- -
( e )112 Hº 
T 1 J 

(2.15) 

(2. ló) 

(2.17) 

(2. 18) 

(2. 19) 

Es fácil ver que el ángulo ~ es el que forma el frente de choque con el 

eje x (de ahora en adelante se llamará ~ 1 ). 

Dos tamafios caracteristicos adimensionales en esta parte son la 

distancia a la cual las circunferencias cortan el eje x: 

an = sen ~1 (2.20) 

y la separación máxima del eje que alcanza el frente de choque: 

bn = - (1 - COS ~1 ) (2.21) 
2 

En el caso de un choque altamente supersónico, la expresión para el 
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largo caracteristico (no adimensionalizada) toma la siguiente forma sencilla: 

a 

H Vº 

( 
_J_J )1/2 
lI p 

(2.22) 

e 

Es interesante observar que en términos de la variable adimensional r, 

los únicos parámetros de este modelo son K y H~. Los demás parámetros sólo 

intervienen en la escala de longitud Ro. 

Se tiene entonces al gas que inicialmente se expandia, pasando por un 

choque oblicuo y curvo, que cambia su dirección, dirigiéndolo hacia el eje 

del chorro. Además, puesto que el choque es oblicuo, la velocidad del gas 

sigue siendo supersónica (con una magnitud aproximadamente igual a la de 

antes del choque). 

2.3.c Choque Reflejado 

Como ya se mencionó, el choque incidente recolima el flujo que se 

expandia libremente, doblándolo hacia el eje. Se forma entonces, un flujo 

cónico convergente. Este flujo cónico se angosta hasta que aparece un choque 

reflejado que comienza en el punto en el que el choque incidente toca el eje. 

El flujo será refractado por este segundo choque resultando un chorro angosto 

y cilindrico cuya presión es casi veinte veces mayor que la del medio. 

Se van a estimar los parámetros del choque reflejado. Cerca del eje del 

chorro, el choque reflejado se puede aproximar como cónico, con un ángulo de 

apertura (~R). Calculando el paso del chorro por el choque incidente (que se 

considera fuerte) y haciendo la suposición de que tanto antes del choque 

incidente como detrás del choque reflejado el flujo es paralelo al eje de 

simetria, se pueden calcular los parámetros del flujo al pasar por el par de 

choques. En la Figura 2.7 se muestra un esquema con los paramétros del flujo 

cercano ai' punto de reflexión. 

so 



Choque 
nOC'j1do 

íl9ura 2. 7 Esquema del punto de reflexión en la zona cercana al eje 
cll{ndrtco. Se muestra el paso de una 11nea de l'lujo a travea de loa choques 

tncldente y reflejado. 

Sean p
0

, T
0

, p
0

, V
0

, c
0 

los valores de las variables del gas antes del 

choque incidente. El choque incidente es oblicuo a la dirección del flujo y 

deja al gas con una presión igual a la del medio ambiente. De las relaciones 

de Rankine-Hugoniot (R-HJ sin hacer suposición de choque fuerte se sabeque: 

P 2¡Mg - (¡-1) 
-· (2. 23) 
p ¡+1 

o 

Como se trata de un choque oblicuo, el número de Mach efectivo es: 

M 
o 

V 

c 
o 

sen q,
1 

(2.24) 

El ángulo que forma el choque incidente con la pared de reflexión se obtiene 

de la ecuación anterior: 
M c 

q,1 = sen-
1 

( ~ ) (2.25) 

Este ángulo depende de la razón entre el número de Mach absoluto y el 

efectivo. El número de Mach absoluto para un gas monoat6mico se obtiene de la 

ecuación 2. 23: 
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M 
o 

_<P_0_/P_0 _l _C r_•_1_1_+_c_r_-_1_l l l/2 

2r 
(2.26l 

A través del choque la velocidad que es normal al frente de choque 

cambia, pero la que es tangencial permanece igual. Esto se exl'resa: 

(2.27l 

~ V sen ~ = V sen ~ 
l o l 1 

(2.28l 

donde ~ es el ángulo que forman el choque incidente y el flujo chocado; ~1 es 

el inverso del factor de compresión del primer choque, que se obtiene de las 

ecuaciones R-H: 

~¡ 
(7-l lHo 2 +2 

(7+1lHo 2 

Dividiendo la relación 2.28 entre la 2.27, se obtiene: 

tan ~ = ~ 1 tan ~1 

(2.29l 

(2.30l 

Detrás de este choque el flujo permanece supersónico. Incluso, la 

densidad es ahora 4 veces mayor que la densidad inicial del chorro, y sigue 

aumentando conforme el flujo converge hacia la superficie de reflexión. 

Para conocer el ángulo del choque reflejado se hace la suposición de que 

el flujo a través de él va a resultar paralelo al eje del chorro. Se sigue el 

mismo procedimiento que en el choque anterior, y de las ecuaciones del cambio 

de las velocidades: 

(2. 31l 

(2.32) 

donde los valores con subindice 1 son antes del choque relfejado y aquellos 

con subindice 2 son detrás de este choque. Se obtiene una ecuación 
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trascendental para el ángulo del choque reflejado: 

tan ~R (2.33) 

Asumiendo que el choque incidente es fuerte, los parámetros de flujo 

justo detrás de este choque son: 

tan f3 

V 
1 

V 

( 
r-l ) tan ~1 
r+I 

cos~ 1 
cosf3 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

Estas relaciones no son más que las relaciones de Rankine-Hugoniot 

(condiciones de salto) para el caso de choques oblicuos fuertes. El ángulo al 

cual se forma el choque reflejado es 4>R' y se determina de la misma manera 

que /3. Haciendo la suposición de que el choque es fuerte, Ja ecuación 2.33 se 

puede escribir como: 

tan 4>R ( 
r-1 ) 
- tan (~ + 4> - 13) 
r+l 1 R 

(2.37) 

Para encontrar la densidad, p
2

, detrás del choque reflejado debemos 

estimar primero la densidad justo antes del frente de choque reflejado, Pn· 

Considerando que la densidad aumenta por el solo hecho de que disminuye la 

sección recta por la que pasa el chorro (como si pasara por un embudo), 

encontramos que: 
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(2.3S) 
sin f3 

Con estos parácetros, y el hecho de que el choque reflejado tacbién es 

fuerte, los paraz.étros del flujo detrás del segundo choque son: 

p=(~)p 
2 r-1 R 

V 
l 

ces ~R 

(2.39) 

(2.40) 

Para chorros altamente supersónicos los ángulos serán pequeños. Si 

suponemos que el gas es monoat6m1co Cr = 513) y aproximamos las funciones de 

los ángulos, se encuentra que: 

~I 

~R "f3 ~ - (2. 41) 
4 

V " V " V (2.42) l 2 

P1 "4 P
0 

(2.43) 

PR " 16 pl (2.44) 

p2 " 64 pl (2.45) 

La velocidad de choque en un choque oblicuo es la componente de la velocidad 

que es normal al frente de choque. Para el choque incidente esta velocidad 

es: 

(2.46) 

54 



y para el choque reflejado la velocidad de choque es: 

VSR = V
1 

sen C4> 1 + 4>R - fl) (2.47) 

Con la suposición de ángulos pequeños, utilizando las relaciones 2.41 y 2.42 

en !as relaciones 2. 46 y 2. 47 se tiene que las velocidades de choque para 

a:bos choques son aproxi~adarnente iguales, esto es: 

\' ::: V 
SI Sñ 

E.'1 el caso de chorros cuy supersónicos de gas altacente radiatlvo cuya 

presión inicial es "'ª)'Or c¡ue la del cedio se encuentra c¡ue hay una velocidad 

de choque caracteristica: V a 18. 7 ktl s-1
, que es independiente de los 

SI 

parámetros del chorro y del cedio acbiente (Cantó, Raga y Binette, 1989). 

También con estas suposiciones, el largo caracteristico (a) toma la forma: 

M0 vº 
a a l. 2 ( 

J J 
(2.48) 

l! p 
o 

Con todo Jo anterior tenemos e>.-presiones para los principales valores 

del flujo que pasa por el par de choques reflejados. 

2.4 Una Comparación entre los dos métodos 

En las secciones anteriores se planteó un modelo para chorros 

supersónicos con presión inicial mayor que la del medio ambiente. Se analizó 

dicho modelo de manera numérica y analitica por separado. Para poder 

establecer un codelo teórico general, resulta interesante hacer una 

comparación entre los resultados de ambos métodos. Por una parte, se debe de 

poder apreciar la calidad de Ja aproximación hecha en el método anali tico. 

Por otra se podrá estudiar el efecto que tiene cada aproximación sobre el 

resultado general. Esto es muy útil al interpretar los resultados y 

cocipararlos con las observaciones. En el caso de la solución numérica se 
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encuentra que el espacio de los parámetros se puede reducir a dos (véase 

Raga, Cantó y Binette, 1989): la razón entre la presión inicial del gas y la 

presión del medio ambiente (P;/?e)' y el número de Hach inicial del gas. 

Variando dichos parámetros es posible estudiar el comportamiento de los 

chorros en los rangos que resultan relevantes. Si se fija el valor del número 

de Hach, el único parámetro del modelo es la razón de presiones. Para el 

método analitico se encuentran varias expresiones sencillas tales que, si se 

conocen los valores iniciales de las variables del flujo (corno velocidad, 

temperatura, densidad, presión), es posible calcular los valores de estas 

variables en todo el flujo. Puesto que ambos métodos parten de las mismas 

suposiciones, y de hecho el método analitico se ayudó en parte del numérico, 

resulta interesante comparar los resul lados que arrojan ambos. Para poder 

hacer la comparación se debe recordar que el modelo analitico estudia 

especificamente el comportamiento del primer par de choques, por lo cual 

debemos restringirnos a estudiar esta parte de los resultados del método 

numérico. 

La comparación va a consistir en el cálculo de los ángulos (de los 

choques respecto del eje) y las distancias (ancho del flujo y distancia entre 

choques) caracteristicos con ambos métodos. Para dicho cálculo, se utilizan 

los valores iniciales que se escogieron como estándar en la sección 2.2. El 

parámetro que se varia es la razón de presiones (P;/P
0

). 

Las variables que se van a estimar con ambos métodos están definidas en 

la Figura 2.8 y son las siguientes. El ángulo de apertura inicial (u) que es 

el ángulo resultante de la expansión lateral del gas, cuando es inyectado, 

conforme avanza hacia adelante. Los ángulos respecto al eje del chorro de los 

choques incidente (~1 ) y reflejado (~R). La longitud (a) que es la distancia 

del punto de inyección al punto donde los choques incidente y reflejado 

cruzan el eje. El ancho caracteristico (b) que es el ancho máximo que alcanza 
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el choque incidente curvo. También se comparan las velocidades de choque Vs1 

y VsR que son normales a la superficie de ch~e y que determinan que tan 

fuerte es éste. 

2.4.a Resultados del Método Numérico 

En el método numérico todas las variables caracterlsticas se miden de 

las gráficas como las que se discuten en la sección 2.2. Aqul la precisión 

depende fuertemente de la resolución que se tenga al graficar, asi como de 

los criterios que se utilicen para medir cada valor. En este caso particular 

las gráficas se hicieron con una impresora de punto y esto implica una baja 

resolución. A continuación se ennumeran Jos cri ter!os para la medición de 

estos datos. 

El ángulo de apertura inicial (a) se muestra en la figura 2. S. Este 

ángulo se mide de la inclinación de la línea de flujo más externa. 

Inicialmente la linea muestra cierta curvatura (que indica aceleración del 

gas en la dirección vertical), pero muy pronto la Hnea de flujo se endereza, 

y es ésta dirección la que se utiliza para medir a. En este caso no hay mucha 

duda de cual es el ángulo. 

:'1 

11 
!'3 

¡: 
ti 

~ 
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1 

3 
e (:o"cm) 

Flqura 2.8 Esquema para aclarar como se m1dleron Jos parámetros. (ce) es el 
ánc¡ulo de expansión Inicial¡ (a) el hrqo ceracter!stlco; (b) el ancho 

caracterfsltco; (~\)el &nqulo del choque Incidente y (~R) el ánqulo del 

choque reflejado. Aquí las J Incas punte6das son cinco l !neas de r 1 ujo y las 
contfnuas son lsocontornos de presión. 

El ángulo del choque incidente (~1 ) se debe de medir muy cerca del eje, 

puesto que ésta es una condición que exige el método analitico, y de esta 

forma la comparación tiene sentido. Se utilizaron los puntos en los cuales 

las lineas de flujo se doblan para marcar este ángulo. El ángulo del choque 

reflejado (~R) se mide de la misma manera que el ángulo del choque incidente. 

El largo caracteristico (a) es sencillamente la distancia desde el principio 

(punto de inyección) hasta el punto en que el primer choque cruza el eje de 

simetria. Este punto es aquel en el cual vemos que se juntan las isobaras al 

cruzar el eje x. En el caso del ancho caracteristico (b) se toma la distancia 

desde el eje hasta el punto donde el choque incidente (que se distingue por 

una acumulación de isocontornos) tiene un máximo. El siguiente valor que se 
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quiere conocer es la velocidad de choque para el choque incidente. Esta se 

mide calculando la componente de la velocidad total en la dirección normal al 

frente de choque (ecn. 2.46). Finalmente, el último valor que interesa es la 

velocidad de choque en el choque reflejado. Para conocer esta velocidad se 

calcula la dirección del flujo justo antes de llegar al choque reflejado 

mediante una estimación de f3 (ecn. 2.41). La tabla 2.1 muestra los valores de 

dichas variables para distintos valores de la razón de presiones P?P e 

Tabla 2.1 Valor del ánqulo de apertura (a), ángulo del choque lncldenle 

<~ 1 >, ángulo del choque reflejado <4'R>, lar90 (a) y ancho (b) caracterfsllcos 

ce.Jcuhdos de las ;rártcas result.antgs del inétodo mmiCrlco para dlstlntos 
valores del cocSente de presiones P /P , 

J e 

pº / p 
J e 

o:(º) ~¡ (º) 17 
a {10 cm) 

2.5 l. 640 5.59 2. 012 3.870 0.640 

s.o 2.450 4.34 2. 833 6.730 l. 127 

7.5 3. 143 4.96 2.670 8.350 l. 720 

10.0 3. 148 5.27 2.854 10. 16 2. 116 

15.0 3.376 5.48 2.840 12.39 2.700 

20.0 3.455 5.36 3.190 15. 11 3.090 

Acerca de Ja exactitud de los valores de esta tabla puede decirse lo 

siguiente. Las distancias (a y b) tienen errores de medición no mayores que 

5X, puesto que su medición es directa. Para los ángulos y la velocidad 

aparece un error mayor debido a que hay cierta subjetividad en la manera de 

medirlos. A partir de mediciones hechas por varias personas, se hizo una 

estimación del error y se encontró que éste es cuando mucho de 20X. 

Además de los valores que aparecen en la tabla anterior, se midieron las 

velocidades de choque para los primeros dos choques. Esta velocidad se midió 
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para chorros con valores de la razón de presiones entre 2.5 y 20, y también 

para chorros con velocidades iniciales desde SO hasta 200 km s-1
• Para todos 

estos chorros se encuentra que la velocidad de choque para el choque 

incidente es: y 
Sl " 12.3 km 

-1 
s 

segundo choques es V SR l! 16. 88 km s -l. 

mientras que Ja velocidad del 

Es interesante notar que estos resul lados muestran que los ángulos de 

los choques incidente y reflejado son muy parecidos para diferentes valores 

de P~I P •' y que la razón entre el ángulo del choque incidente (~1 J y el 

ángulo del choque reflejado (~RJ es siempre aproximadamente 2. Las longitudes 

carateristicas dependen directamente de la razón de presiones. Entre mayor 

sea ésta, mayores son (a) y (b). Al parecer, (a) depende mas fuertemente de 

esta razón de presiones que (b). La dependencia del ancho con la presión 

pareciera contradecir el hecho de que los ángulos parecen no depender de las 

presiones. Se encuentra que la razón largo a ancho (alb) es aproximadamente 

50 para todos los valores de presión. 

2.4.b Resultados del Método Analitico 

En esta sección se obtienen los mismos valores discutidos arriba, pero 

ahora a partir de las expresiones resultantes de la solución analitica. Para 

la elaboración de esta tabla se utilizan los valores iniciales del modelo 

estándar. Además de dichos valores, el método analitico requiere de la tasa 

de pérdida de masa HJ, el número de Hach H~. y la presión inicial dentro del 

chorro. Estos se calculan a partir de los valores ya conocidos y resultan: 

= n r 2 p 0 u 0 = 1.18 x 1020 g s-1 = l. 8 x 10-• H año-1 

J J J o 

H0 =Vº I cº = 14.42 
J J J 

P0 = nº kT0 = l. 518 x 10-8 dn cm-2 

J J J 

Se utiliza una razón de calores espec1ficos correspondiente a un gas 

monoatómico; r = 513. Conocidos todos los valores anteriores, las expresiones 
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de la sección 2.3 se reducen a las siguientes: 

De la ecuación 2.6, el ángulo de apertura inicial queda: 

a= 11.92 (1 - K) (2.49) 

De la ecuación 2.19, el ángulo del choque incidente resulta: 

K 

,PI a (1 + 0.3 (2.50) 
1-K 

y de la ecuación 2. 33, suponiendo ángulos pequeños, el ángulo del choque 

reflejado es: 

La expresión 2.20 para el largo caracteristico se reduce a: 

an = ,P
1 

- 0.062 K
2

'
5 

(2.51) 

(2.52) 

y para el ancho caracteristico simplemente se utiliza la ecuacion 2.21. 

En el método analitico las variables de distancias estaban normalizadas 

a la distancia Ro (ecuación 2.11). En consecuencia también quedaron 

normalizados an y bn. Para obtener los largos caracteristicos en unidades que 

se puedan comparar con los resultados numéricos, se necesita calcular la 

distancia de normalización Ro. Con todos los valores que se conocen, y 

haciendo aproximación para ángulos pequeños se tiene: 
pº 

Ro = l. 61 x 10
17 

-:--[ PJ )112 

cm . 
con ésta, serán a=anRo y b=bnRo los valores de interés. 

(2.53) 

Anali t1camente se encontró que la velocidad de choque permanece igual 

para los dos choques (Cantó, Raga, Binette 1989), y además que su valor es de 

aproximadamente: 

VSI "' 18. 7 km s-
1 

En la tabla 2. 2 se muestran los valores que toman las variables para 
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distintos valores de la razón de presiones: 

Tabla 2.2 Valor del ángulo de apertura (et.),• ángulo del choque lncldente 

<1\'· dru;ulo del choc¡ue reflejado (~RJ, lar90 (a) y ancho (b) caracterl sll ces 

para dlstlntos valores del cociente de pres tones. C4lculados con cxpres 1 enes 

resultantes del .cetodo anal ltleo. 

pº / p et(º) ~I (º) ~R(ºJ 17 b 15 . (1 O cm) ( 10 cm) 
J e 

2.5 1.990 4.967 l. 25 2.730 l. oso 

5.0 3.278 5.970 l. 59 3.690 l. 279 

7.5 3.957 6.345 l. 70 4.431 l. 540 

10.0 4.398 6.654 l. 81 5.037 l. 758 

15.0 4.982 7.062 l. 90 6.057 2. 143 

20.0 5.375 7.337 2.00 6.908 2.476 

En la solución analitica los ángulos tienen una clara dependencia con la 

razón de presiones. Sin embargo, tanto (~ 1 ) como (~Rl toman valores pequefios 

en todos los casos. Los largos caracteristicos también dependen de la razón 

de presiones. En este caso la razón largo a ancho (a/b) es siempre parecida a 

28, y la razón de los ángulos de los choques es de 2.3 en promedio. 

2.4.c La Comparación 

A partir de las dos tablas anteriores se comparan los resultados de los 

dos métodos. El balance final de la comparación entre los resultados de los 

dos métodos es razonable. A continuación discutiremos en detalle cada uno de 

ellos. Se encuentra que el ángulo de apertura inicial (del cono de Mach) es 

siempre un poco mayor en el caso anali tico. En la figura 2. 9 aparecen en 

62 



triángulos los valores de a del resultado analitico, y en cuadros los valores 

de (a) de la solución nUll!érica. Se puede observar que la dependencia es muy 

parecida, y que los valores se parecen más para razones de presión mas bajas 

(en que hay menor diferencia entre la presion del medio y la del chorro). 

5~ 
,., 

.o. ..J 
~ 

.o. ~ 

4 ¡:.. .o. J 
' 

3i .~ ~ 

e: .o. • • • 1 

t • A a::a.!.:U~ l 2~ 
' .. 1 1 1l 

5 10 15 20 

P¡°/P, 

FJqura 2.9 \'aJor del ánqulo de Mach (Q:) para varias ra:.ones de presión 
lnlclaJes 1 para hs soluciones analltJca y Ja numérica, 

La dependencia del ángulo del choque incidente con el cociente de 

presiones también es muy parecido para ambas soluciones, y otra vez es mayor 

el ángulo de la solución analitica. En la figura 2.10 aparecen los valores 

del ángulo del choque incidente tanto para la solución nUll!érica como para la 

anal!tica. Aqui se ve que presentan una dependencia distinta con la razón de 

presiónes, pues mientras que la (.p
1
J anali tica aUll!enta con la razón de 

presiones, la nUll!érica permanece aproximadamente constante. Es correcto que 

los ángulos sean siempre mayores en una solución, y esto debe reflejarse en 

que el largo caracteristico sea menor y el ancho caracteristico mayor cuanto 

mas grandes sean los ángulos. 
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f"lqura 2.10 Valor del ánqulo del choque lncldente (9
1

) para varlas razones de 

prcstOn, para hs soJuclones analftlca y nu=iértca. 

El ángulo que forma el choque reflejado con la horizontal es el doble en 

la solución numérica que en la anali ti ca. La figura Z. 11 muestra que la 

dependencia repsecto del cociente de presiones en ambos casos es casi 

idéntica. 

3l IJ 
.J 

t • • • -j 

c;z.s ~ • 
$ 

2 r-· 
A A 

~ ó 
1.5 E- A "'a:al!UC'G 

i:c., , n=trl~• 

5 10 15 20 
P¡°/P, 

< 

Ttqura 2.11 Valores del án9ulo del choque reriejado (9R) para distintos 

valores de Ja razón de presiones, para Jas soJucJones analítica y numérica, 

64 



4 t 1 1 

~1 3.5 ~ 
:;. :;. 6 6 

e 3 E 

.1 
" r. ~ a:.a!:Uca 

~2.5 E- • :.=uk• 

-s. 2~ • • e • 1.5 ~ • 1 1 1-j 

5 JO 15 20 

P1°/P, 

Flqura 2.12 Valores del coelenle C~/~R) a varias razones de presldn, para 

las soluciones enallltea y numerlca. 

La razón entre el ángulo del choque incidente (~ 1 ) y el ángulo del 

choque reflejado (9)R es muy distinta en ambos resultados. En la figura 2.12 

se ve que este valor es aproximadamente el doble en el caso analitico que en 

el numérico. Más adelante se verá como es posible explicar, e incluso 

corregir esta diferencia. 

En el caso de la longitud caracteristica si hay una discrepancia muy 

grande. Este largo es el doble en los resultados numéricos que en los 

anali ticos. Una vez más la d!ferenc!a es menor para razones de presión 

pequeñas, y mucho mayor para razones de presión grandes. La figura 2. 13 

muestra estos largos caracteristicos. Parte de esta discrepancia se puede 

deber a que en el caso analitico los ángulos son mayores y eso puede acortar 

al patrón total. Otra posible explicación de ésto es que en la solución 

analitica se ha supuesto que el flujo parte de un punto lo cual, 

evidentemente, no es el caso. Más adelante se verá como se puede relajar esta 

suposición. 
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nc;ura. 2.13 \'alcrcs del tarqo carect.er!sUeo (a) para varios valores de 
la la r&zOn de presiones lnlctAI, para Ju soluciones analfllca y nu:iiérica. 

El ancho caracteristlco (b) es muy semejante en ambas soluciones, sin 

embargo la dependencia con la razón de presiones es distinta: en el caso 

numérico el ancho (b) es mas sensible a la razón de presiones. La figura 2.14 

muestra los valores de (b) para ambas soluciones. La razón largo a ancho es 

distinta, y ésto se debe esencialmente al problema con el largo 

caracteristico. Sin embargo, en cualquier caso es mayor que 28 . 

,. 1 i . q 3f" 
~ ~ • ~ 

~ 2.5 ~ 4 .. M.ll:Ju 'i 

"l • A 1 
~1.5 • ,, 

e 1 
l ,, 

Q 

1 
o.5 E·•· 1 1 1 1 l 13 

5 10 15 20 
P//P, 

r19ura 2.14 Valorea del ancho caract.erfsllco (b) para var"los valorea de la 
r-e.zdn de preslonea lntclal, para las soluciones bnalltlea y numérica. 

Acerca· de la velocidad de choque se puede decir que, mientras que el 
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método analitico predice una velocidad de choque única (igual para el choque 

incidente y el reflejado) del orden de 18. 7 .km s-1
, el método numérico 

encuentra una velocidad para cada choque. La velocidad de choque del primer 

choque incidente vale aproximadamente 12.3 km s-1
, mientras que la del choque 

reflejado vale 16. 88 km -1 s . Estos valores permanecen constantes ante la 

variación de la presión y la velocidad iniciales. 

Esta comparación nos muestra que en general las aproximaciones hechas en 

la solución analitica no son malas, y que por lo tanto podemos utilizar ambos 

resultados combinados para obtener más información. 

2.4.d Modelo Mejorado 

En la sección anterior se encontró que aunque las soluciones analitica y 

numérica coinciden razonablemente en varios puntos 1 hay ciertas 

discrepancias en dos parámetros. Se encontró que la longitud carateristica, 

(a), es el doble en la solución numérica que en la analitica. Se obtuvo 

también que la razón entre el ángulo del choque incidente y el ángulo del 

choque reflejado vale el doble para el caso analitico que para el numérico. 

Puesto que en la solución analitica se hicieron suposiciónes limitantes, es 

de suponerse que algunas de ellas no son correctas. En esta sección se 

relajan algunas de estas constricciones y se estudia el efecto que esto tiene 

sobre las variables que no coincidieron. Las primeras dos constricciones que 

se quitan corrigen al largo caracteristico, y la tercera muestra en que casos 

la razón entre los ángulos (~1 /~R) se ajusta mejor a la solución numérica. 
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Ftqura 2.15 CorreeetOn a Ja solución analíllca. Se recorre el orlqen de 
manera que el flujo ahora llene un ancho lnlchl. Esto cambia el valor del 
hr90 caract.er!sllco (a). 

La primera suposición que se hizo es que el chorro proviene de un punto. 

Esto evidentemente no puede ser cierto. Una manera de dar un ancho inicial 

sin alterar el resto del modelo es recorrer el punto inicial hacia la 

dirección positiva del eje x (ver figura 2.15) de tal forma que el radio del 

chorro en x=O corresponde al radio inicial del chorro. Este desplazamiento 

acorta la dimensión caracteristica (al, que va desde el comienzo al punto 

donde se refleja el choque, pero no cambia los otros valores. Del modelo asi 

replanteado resulta: 

a' 
(2-cl 1 / 2 Hº 

J 

(2. 54) 

Se ve que la a' sólo va a cambiar mucho cuando la presión del chorro sea 

menor que la del medio. Esto sucede cerca del eje justo antes de llegar al 

choque incidente. Esta correción tiene mas efecto sobre los valores cuya 

razón de presiones inicial es baja. El efecto neto que tiene la corrección es 

hac.er mas semejantes las pendientes de las (a) para ambas soluciones, aunque 

siguen difiriendo por una constante. 
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Otra aproximación que se hizo fue despreciar la presión centrifuga. La 

presión centrifuga es aquella que aparece cuand~ el gas fluye por una curva. 

Si se incluye Ja expresión para esta presión en la ecuación de equilibrio de 

presiones, resulta una ecuación integro-diferencial muy complicada que no se 

puede resolver analiticarnente. Esta ecuación es: 

r • 27 
( - ) + 

r 

(2.55) 
r cose 

aqui r es el radio adirnensionalizado con la R0 y r' es su derivada respecto 

del ángulo e. 

Es complicado resolver esta ecuación para conocer el lugar del choque. 

Se hizo un programa que Ja reduce a tres ecuaciones diferenciales de primer 

orden acopladas. Este sistema se resuelve con el método Runge-Kutta. A partir 

del número de Hach inicial del flujo, y de la razón entre la presión del 

chorro y Ja del medio, el programa calcula el punto en el cual aparece el 

choque. Integrando desde este punto, obtiene Jos valores que va tornando el 

radio para los diferentes valores de 9 (es decir la forma y tamaño del choque 

incidente). En particular de este programa se puede extraer un valor para la 

distancia entre el punto de inyección y el punto en que se refleja el choque 

(a). La figura 2.16 es un ejemplo de los datos que arroja este programa. Aqui 

es posible medir la magnitud de (a) de manera muy sencilla. Incluir la 

presión centrifuga hace que aumente la longitud (a), y la asemeja mucho a los 

resultados de la solución numérica. 
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Flc¡ura 2.16 F"orir.a y tamaño del frente de choque lneldcnte calculado a parllr 
de la ecuación 2.54. 
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rl9ura 2.17 Valor del lar90 caraclcrlstlco (a) para varias razones de 

preslOn, para la solución numérica y Ja anal!llca. Aquf se aplican hs 
correcclones al clilculo del larc¡o caractedstJeo (a) anallltco. 

Las dos correciones anteriores se pueden combinar para obtener un mejor 

resultado. Si a los valores de (a) que se obtienen considerando la presión 

centrifuga se les aplica la fórmula de corrección 2.55, entonces la longitud 

que resulta debe contener ambas correciones. En la figura 2. 17 aparece de 

70 



•• ! 

nuevo la comparación entre la Ca) numérica, y la analitica, la cual ahora es 

calculada utilizando las dos correcciones. Como se puede ver, la concordancia 

entre ambos métodos es ahora excelente. 

La tercera condición del planteamiento analitlco que se puede relajar 

es la de que el choque reflejado es fuerte. Esta suposición tiene un efecto 

notable sobre el valor de {~1 /~R). Aunque hay evidencia clar1sima de que el 

choque incidente debe ser fuerte, no es asi para el choque reflejado (ver por 

ejemplo la figura 2. 2(a)). En esencia, la suposición de que un choque es 

fuerte aproxima el número de Hach como infinito y con ello elimina la 

dependencia con el número de Hach en las expresiones. La corrección que se va 

a hacer ahora consiste en recalcular el choque reflejado, guardando la 

dependencia del número de Hach para éste. Como el choque incidente es fuerte 

se cumple aún la ecuación 2.30 para los ángulos: 

tan /3 ( 
r-1 ) tan ~1 
r+l 

pero en el choque reflejado se llene: 

donde: 

tan ~R 

I; = 
R 

(r-1)MR
2 

+ 2 

Cr+llH/ 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

donde MR es el número de Hach efectivo del gas justo antes del choque 

reflejado y tiene una dependencia con los ángulos y el número de Mach 

absoluto como sigue: 
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(2.59) 

en esta expresión, cR es la velocidad del sonido justo antes del choque 

reflejado dada por: 

) (p-1 J/2 
(2.60) 

En esta ecuación, c
1 

es la velocidad del sonido justo detrás del choque 

incidente; pR/p
1 

es el cambio de densidad entre la salida del choque 

incidente y la entrada del choque reflejado y p es un indice politrópico tal 

que si el gas se comporta adiabáticamente entre los choques, p= 5/3, y en el 

caso de que permanezca isotérmico, p = l. El cociente pR/p 1 está dado por la 

ecuación 2.38. Estas ecuaciones son suficientes para describir el choque 

reflejado. Si se hace la aproximación de ángulos pequeños se obtienen las 

siguientes ecuaciones simplificadas: 
l 

de la ecuación 2.30 /3 -4' 
4 1 

(2.61) 

3 
de la ecuación 2.33 4'R " ¡;R (- 4' 

4 1 
+ 4'R) (2.62) 

PR 4'¡ 
de la ecuación 2.38 " 4 + 3- (2.63) 

pi 4'R 

Se está buscando una expresión para 4'/4'R· De la ecuación simplificada 

2.62 esta variable se puede expresar como una función del factor i;R: 

4 
(2.64) 

3 

y la expresión para i;R, si suponemos un gas monoatómico (7=5/3), toma la 
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forma: 

4 H 
2 

R 

(2.65) 

Por otra parte, si en la ecuación 2.59 se utilizan todas las expresiones 

simplificadas que se han obtenido, se obtiene una ecuación para HR como 

Sigl.le: 

3 

5112 4(p-l)/2 
(2. 66) 

El sistema formado por las ecuaciones 2.65 y 2.66 se puede resolver dado 

el valor de p. Si el gas se comporta adiabáticamente (p=S/3) entonces: 

¡;R O.SS 

HR 1. 56 

~¡/~\ = 1.06 

mientras que, si es isotérmico (p=l): 

¡;R 0. 4 

HR 2. 23 

~¡/~R = 2 

De aqui se encuentra que en efecto la suposición de que el choque 

reflejado es fuerte era incorrecta. Quitando esta suposición se puede 

y resulta que, dependiendo del 

comportamiento térmico del gas, este valor varia entre l y 2. Es una buena 

aproximación pensar que en la zona entre el primero y el segundo choque, el 

gas tiene comportamiento isotérmico. Esto implica que la razón entre los 

ángulos de los choques toma un valor de 2. En la figura 2.17 se aprecia que 

para este valor, los resultados analltlcos coinciden mejor con los numéricos. 

De hecho, el valor que resulta de la solución numérica está entre 1. 5 y 2. 
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Esto pudiera ser indicación de que el comportamiento del gas está entre los 

extremos adiabático e isotérmico. 

2.5 Recapitulando 

En este capitulo se caracterizaron los chorros estelares. Mediante la 

solución (numérica y analitica) de un modelo teórico para estos chorros y una 

comparación entre los resultados que cada solución arroja, se ha llegado a 

tener un panorama general de las caracteristicas y el comportamiento de 

éstos. 

Se hicieron las suposiciones de que el chorro es un flujo estacionario, 

compresible, no viscoso y altamente supersónico, cuya presión en el punto de 

inyección es mayor que la presión del medio que lo rodea. Se encontró que el 

flujo reacciona a los gradientes de presión formando un par de choques 

internos. Dichos choques, junto con una zona de expansión inicial, 

constituyen un patrón que se repite a lo largo del chorro. La distancia a la 

cual se repite este patrón (que se ha llamado largo caracteristico) es 

aproximadamente constante y depende de las variables del chorro en el punto 

de inyección como sigue: 

El ancho máximo del flujo es, también, aproximadamente constante para 

cada chorro dependiendo de sus variables en el punto de inyección. La razón 

largo a ancho en estos chorros es de alrededor de 30, es decir que los 

chorros son delgados. Los ángulos a los cuales se forman los dos choques son 

pequeños. Esto implica que los choques son muy oblicuos al flujo, y que por 

lo tanto la velocidad de flujo permanece aproximadamente igual al pasar por 
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los choques. Debido a esto, la velocidad de flujo es otra constante del flujo 

(aproximadamente igual a su valor en el punto d.e inyección) a todo lo largo 

del chorro. La velocidad de choque es semejante para ambos choques y tiene 

valores de aproximadamente: 

V = V = 18 kms-1 
SI SR 

y no depende de las variables del chorro. La dependencia que presentan estos 

chorros con la presión y la temperatura iniciales no es sencilla. 

Recordando la sección 4 del capitulo 1 en la que se revisan las 

propiedades observacionales de los chorros estelares, se ve que este modelo 

coincide con las principales propiedades que ahi se listan. Podemos 

mencionar, por ejemplo, que los nudos brillantes (equidistantes) presentan 

emisión del tipo que se da en zonas de enfriamiento detrás de frentes de 

choque, y que este modelo encuentra que se forman pares de choques a 

distancias regulares. Las observaciones reportan velocidades de flujo 

supersónicas y constantes y el modelo es consistente con eso. Aunque la razón 

largo a ancho reportada por Mundt (1987) es de 20 y el modelo teórico 

encuentra un valor mas cercano a 30, esto no es sorprendente puesto que el 

ancho del chorro está cerca del limite de resolución de los aparatos con que 

se han observado. Una observación con mayor resolución probablemente muestre 

valores menores para el ancho. 
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Capítulo 3 

DISCOS DE MACH Di CHORROS ESTELARES 

En este capítulo se analiza sí es posible que haya reflexión de Hach en 

chorros estelares. Como ya se víó en el capitulo anterior, la emisión que se 

observa en los chorros estelares se explica como emisión en la zona de 

enfriamiento detrás de choques internos oblicuos. Estos choques en realidad 

son uno solo que es reflejado en el centro del chorro por efecto de 

convergencia de material hacia esta zona. Esta reflexión puede darse de forma 

simple, con dos frentes de choque como se vió en el Capitulo 2 (reflexión 

regular), o bien puede aparecer un tercer choque vertical (llamado disco de 

Hach) en el vértice de los dos anteriores (reflexión de Hach, ver la figura 

3. 4). Anali ticamente sólo es posible resolver este problema para un flujo 

plano-paralelo y adiabático por su sencillez. En la sección 3.1 se repasa la 

reflexión regular y las condiciones límite para este caso simplífi~ado. En 

la sección 3. 2 se estudia la reflexión de Hach y el comportamiento de un 

flujo de gas al pasar por estos choques. En la sección 3. 3 se intentan 

determinar las condiciones iniciales de un chorro cilindríco, radiativo que 

son necesarias para que aparezca la reflexión de Hach. Puesto que 

analíticamente es complicado, la única forma de estudiar esto es mediante la 

solución numérica. Numéricamente hay un criterio para la aparición de 

reflexión de Hach que depende del método de integración. Para determinar si 

este criterio es correcto, se comparan las soluciones que dan el método 

numérico y el analítico para el caso plano-paralelo y adiabático, y habiendo 

76 



determinado que la condición de aparición de discos de Mach en la solución 

numérica es correcta, se procede a determinar (en los resultados del programa 

que resuelve numéricamente el problema) las condiciones de un flujo 

cilindrico y radiativo en la zona de reflexión para determinar si los discos 

de Hach pueden aparece~ en chorros estelares. 

3.1 Reflexión Regular 

En el Capitulo 2 (sección 2. 2) se encontró que los chorros estelares 

presentan una sucesión de choques internos. Estos choques son oblicuos a la 

direcclón del flujo y se forman en pares. El primer choque es resultado del 

gradiente de presión entre el chorro y el medio. Puesto que es oblicuo a la 

dirección del flujo, d!?flecta a éste hacia el centro del chorro (ver la 

figura 2.2). Dada la simetria cilindrica, esta deflexion sucede desde todos 

los puntos hacia el eje de simetria. El resultado es una compresión del gas 

en este punto, y por consiguiente un gradiente de presión que induce un nuevo 

choque que parte del mismo punto en que el choque incidente termina. Esto es 

lo que se llama reflexión regular. Una vez más, es conveniente estudiar 

analiticamente una versión simplificada del caso real. Esto se hace a 

continuación. 

Se va a considerar un flujo supersónico, plano-paralelo, de gas cuyo 

comportamiento energético es adiabático. En particular, si se tiene un flujo 

de gas con dirección paralela a una pared y el gas cruza un frente de choque 

plano y oblicuo, este choque es reflejado (Landau y Lifshitz, 1980). Esto 

significa que el frente de choque se deshace al hacer contacto con la pared a 

causa de un fuerte gradiente de la densidad (o la presión) y aparece un nuevo 

frente de choque en este punto cuya dirección es distinta a la inicial (ver 

figura 3.1). El primer choque deflecta al flujo dirigiéndolo hacia la pared, 

y causando una compresión del flujo. El segundo choque aparece por efecto de 
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esta compresión. Otra condición para la aparición de este segundo choque es 

que el flujo permanezca supersónico, de otra forma, el gradiente de densidad 

solamente desviará al flujo. En el modelo de chorros estelares revisado en el 

capitulo anterior se consideró siempre el caso con reflexión regular. Sin 

embargo es posible que alguna de las condiciones necesarias para su aparición 

no se den, y se formen choques con geometrias distintas, o incluso ya no se 

formen choques. 

ílc¡ura 3, 1 Rcrtexlón rcc¡ular en W\ rtujo plano-paralelo de un c¡as con 
coir.porla.mlenlo adlabAllco, Se dlvlde en tres zonas: 1) prechoque, 2) 
lnlerchoque y 3) poslehoque. 

El caso de reflexión regular en un flujo plano-paralelo de gas 

adiabático cuya presión es menor que la del medio ambiente se resuelve 

analiticamente en la sección 2.3. A partir de los valores iniciales de las 

variables del flujo, es posible calcular el ángulo del choque incidente 

(ecuación 2. 19) y dado este, quedan determinados los valores de todas las 

variables del gas al pasar por el primer choque (de las relaciones 

Rankine-Hugoniot para choques oblicuos). Con estos valores, se puede 

determinar el ángulo al cual se forma el segundo choque (9Rl. De esta manera 
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queda totalmente definido el flujo del gas a través del choque reflejado. Lo 

que es i'1portante de esta solución, es que basta determinar dos variables 

iniciales del flujo para conocer la forma de ambos choques, asi como todas 

las variables en cada zona. Estos valores iniciales pueden ser: la razón 

entre las presiones del flujo y el medio (P /? ) y el ángulo al cual aparece 
o • 

el primer choque (~1 ) o el número de Hach del gas (H
0
=Y

0
/c

0
) antes de entrar 

al choque incidente. A partir de estos valores lnlclales se van encontrando 

las variables del flujo utilizando expresiones analiticas sencillas 

(ecuaciones 2. 19 a 2. 33) para todas las variables del flujo. La única 

complicación aparece en la expresión para el ángulo del choque reflejado. 

Esta (ecuación 2. 33) es una ecuación trascendental en la que ~R depende de 

los ángulos ~1 y ~. as! como de sl mismo. Se resuelve numéricamente usando el 

método llewton-Raphson. Para cada pareja (P/P
0

) y H
0 

(o ~ 1 ) el sistema de 

ecuaciones tiene, en principio, dos soluciones. Sin embargo para algunos 

valores no es posible encontrar solución. Por ejemplo 'dado el cociente 

(P
0
/?

0
) existe solución (es decir un par de soluciones) para H

0 
<: H

0
c donde 

H
0
c depende del cociente (P

0
/?

0
). Para H

0 
< M

0
c no existe solución, lo cual 

indica que la reflexión regular no es posible y entonces debe aparecer un 

disco de Hach. De igual forma se puede encontrar un ángulo máximo o critico 

para el choque incidente, ~Ic' a partir del cual (es decir para ~1 > ~1 c) no 

existe reflexión regular. 

Es interesante caracterizar este punto critico en el cual el flujo pasa 

del régimen de reflexión regular al de reflexión de Hach para después decidir 

si algún chorro estelar puede presentar discos de Hach. Para ello es 

necesario recorrer el camino que va desde un par de los tres valores 

iniciales que se mencionan arriba, hasta llegar a la solución de la ecuación 

2. 33. Se escribió un pequeño programa que tiene por entrada el ángulo del 

choque inicial (~1 ) y la razón de presiones P
0
/P

0 
y utiliza las ecuaciones 
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2. 19 a 2. 33 para obtener finalmente el ángulo ~R critico. El resultado de 

estos cálculos aparece en la figura 3. 2. En esta figura se graflcan los 

valores del ángulo del choque incidente critico (~1 c) en función del cociente 

P
0
/Pe La linea que une estos puntos divide en dos zonas al espacio definido 

por las razones de presión CP
0
/P

0
) y los ángulos incidentes (~1 ). Por debajo 

de la linea es posible la reflexión regular, y en la zona arriba de esta 

curva ya no es posible. En la siguiente sección se describe qué sucede cuando 

no se puede formar una reflexión regular. 

60 F 
rrnu~on Ce ll1cb ·1 t • u 50 1- 1 -s: 

~ • • ~ 
40 ~ • • ~c:":cz.ic::: rt¡l.i~a:- ~ 

Er • J 
1 1 

0.2 0.4 0.6 0.8 

P0/P, 

flc¡ura 3.2 Cráf1ea de el Ángulo crítico para d1ferentea razones de presión. 

L4. 1 Cnea que une a Jos ánqulas crftlcos dJvJde en dos eoc:.portamlenlos, tmo de 

reflexión re9uJar y otro de reriexJÓn de Maeh. 

3.2 Reflexión de Mach 

En el momento en el que deja de haber reflexión regular, aparece un 

tercer choque normal al flujo. Tanto Landau y Llfshltz (1980) como Courant y 

Frledrichs (1958) dicen que una intersección estacionarla entre un choque 

fuerte y una superficie sólida es imposible debido a los fuertes gradientes 

de presión que aparecen. En el caso de los chorros estelares, no se tiene 

precisamente una superficie sólida, sino más bien es la simetria la que tiene 
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un efecto de reilejar al flujo. La aparición de este tercer choque se puede 

entender de manera cualitativa como sigue. Las condic!ónes para que aparezca 

un segundo choque (reflejado) son que el flujo siga siendo supersónico 

después de pasar por el primer choque y que la convergencia de material hacia 

el eje de s!metr!a genere un gradiente de densidad. Un choque oblicuo tiene 

la caracteristica de que solamente afecta (choca) a la componente de la 

velocidad que es normal al frente de choque. El flujo que se estudia en el 

Capitulo 2 permanece supersónico aun después de pasar por muchos choques 

porque estos todos son muy oblicuos (ángulos pequeños) por Jo cual la 

magnitud de Ja velocidad permanece aproximadamente !gua!. En la sección 

anterior se encuentra que, dada una razón de presiones ?
0
/P0 hay un ángulo 

máximo para que siga habiendo reflexión regular. Esto se puede entender 

porque, a ángulos mayores, el flujo es chocado más frontalmente y ya no es Jo 

suficientemente supersónico para formar un segundo choque. Este 

comportamiento se ha estudiado en el laboratorio, pero solamente con flujos 

apenas supersónicos (Ha2). En estos trabajos se encuentra que el gas (aire) 

si forma estos Discos de Hach. Se encuentra que el patrón de choques 

incidente-reflejado se separa de Ja pared (eje de simetria), y aparece un 

nuevo choque que es perpendicular a la pared (Chow y Chang, 1974). 

En la figura 3.3 se muestra un esquema del conjunto de tres choques que 

se acostumbra llamar reflexión de Hach. Como se puede ver, ahora el flujo se 

divide en dos zonas: una parte del gas pasa por el par de choques 

incidente-reflejado, y la parte más cercana al centro pasa por un solo choque 

normal. El resultado de esto es que el flujo de la parte (a) sigue siendo 

supersónico, mientras que en la parte (b) pasa a ser subsónico. Por lo visto, 

para que aparezcan discos de Hach es necesario tanto que la presión del gas 

sea menor que la del medio (cosa que definitivamente se cumple en la parte 

final de la zona de expansión), como que hayan números de Hach bajos (que es 
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equivalente a tener ángulos del choque incidente grandes, ver figura 3. 2). 

Esta segunda condición no es consistente con la suposición que se hizo en el 

Capitulo 2 de que los chorros estelares son altamente supersónicos (H>5) o, 

lo que es lo mismo, que los ángulos de los choques son pequeños. 

Cho~ y Chang (1974) estudian teóricamente flujos de aire para encontrar 

discos de Hach. Para poder comparar sus resultados con experimentos de 

laboratorio, trabajan en el régimen apenas supersónico (H;,:2). Concientes de 

que hay dos tipos de comportamiento separados por valores crilicos de algunas 

variables del flujo, buscan esos valores crl.ticos. Una vez que saben qué 

condiciones son necesarias para la aparición de los Discos de Hach, se 

interesan en determinar la posición en que estos aparecen, y el tamaño que 

toman. Encuentran que ambas cosas son función tanto de la razón de presiones, 

como del número de Hach inicial del flujo. La posición es única y una vez que 

esta es definida, el tamaño del disco puede ser desde 0.1 hasta 2.5 veces el 

radio inicial del flujo. Sus resultados concuerdan muy bien con experimentos 

realizados por Love et al. (1959). 

'" 

Cboq\le 
lnclderile 

··········~············· 

l'b) -~················································>·············· DlKode 
Mac;h 

Fti;ura 3.3 Rertexlo'n de Mach. Se muestra el paso del flujo a 
choques (a) y a t.rav{s de uno solo (b). El flujo en la parte 

supersóntco y en la pert.e (b) se convierte en subsÓnlco. 
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Algunas !l<'rsonas que han estudiado chorros piensan que en los chorros 

estelares como los que se vieron en el Capitulo 2 puede aparecer una 

reflexión de Hach. Falle, Innes y \lilscn (1987) encuentran que siempre se 

forman, y de hecho logran verlos en sus soluciones numéricas (dependientes 

del tiempo). El prepósito de esta sección es de determinar cuando los chorros 

estelares tienen reflexión regular y cuando reflexión de Hach. En las 

secciones anteriores se encontró analiticamente un criterio para el cambio de 

un régimen de reflexión al otro, pero solamente para el caso simple de un 

flujo plano-paralelo y adiabático. Puesto que los chorros estelares se han 

modelado como un flujo radlativo con simetría cilindrica, es necesario 

extender el criterio anterior a este tipo de flujo. Para elle se tiene que 

hacer uso de la solución numérica del modelo teórico (sección 2.2). En la 

sección 3.3.a se encuentra la condición para la aparición de discos de Hach 

en flujos plano-paraleles, pero utilizando el código numérico. En la sección 

3. 3. b se caracteriza el punto crítico (de cambio de régimen) para flujos 

cillndricos y radia ti vos en general. En la sección 3. 3. c se estudia con 

detalle la zona cercana al punto de reflexión para extraer los valores de las 

variables del flujo que se pueden utilizar para determinar la presencia de 

discos de Hach en chorros estelares. 

3.3.a Condición de aparición en la solución numérica 

En la solución numérica hay una manera indirecta de detectar la 

aparición de discos de Hach. El método de integración de HacCormack, con el 

cual se resuelven las ecuaciones de la dinámica de gases que describen al 

flujo, exige que el flujo sea supersónico en todo momento. Como la aparición 
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de los discos de Hach implica flujos subsónicos (corriente abajo del disco), 

el método debe dejar de converger para flujos en los cuales sea necesaria la 

aparición de discos de Hach. Si este criterio es correcto, debe ser posible 

encontrar los valores criticos de ~¡c o l\c• para luego determinar las 

condiciones de flujo que permiten la formación de Discos de Mach utilizando 

el programa STATJETNA (ver el Apéndice B). Hecho esto para flujos 

plano-paralelos y adiabáticos, debe ser posible utilizar el mismo criterio 

para flujos cilindricos y radiativos y de esta manera esclarecer la presencia 

de discos de Hach en chorros estelares. 

Para verificar que los valores criticos que dan la solución numérica y 

la analitica (figura 3.2) coinciden se hicieron varias corridas del programa 

STATJETNA para el caso plano-paralelo, adiabático y con presión menor que la 

del medio externo y con los valores iniciales del chorro estándard (ver 

sección 2. 2l. Se determinó cuales de estos valores resultan en discos de 

Hach. Puesto que en el programa no es posible fijar el ángulo del choque 

incidente, ahora los parámetros con que se va a trabajar son P
0
/P

0 
y H

0 
(el 

nÚlllero de Hach al comienzo). Para cada valor de la razón de presiones (todas 

menores que 1, puesto que se trata de la parte final de la zona de expansión) 

se corrió STATJETNA con velocidades de flujo cada vez menores hasta que el 

programa cesaba de funcionar justo en la rutina que implementa el método 

predictor-corrector de HacCormack. Se usa V
0 

porque es una variable de 

entrada del programa, y V es equivalente a H
0 

simplemente porque H
0
= V

0
/c

0 
y 

c es conocida al comienzo. Fue posible precisar el valor de V hasta 
o 

milésimas de km s-1 Se encontró que hay un nÚlllero de Hach minimo para cada 

razón de presiones tal que aun es posible la reflexión regular. Dicho número 

mínimo se determinó para varios valores de P /P (de 0.2 a 0.9) y se muestran 
o • 

en la figura 3. 4. En esta figura aparecen también los nÚllleros de Hach 

criticas para la solución anall.tica, dichos números se calcularon utl lizando 
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los valores de la figura 3.2 y la relación: 

H 
oC 

V 
o 

c 
o 

sen 91c 

que fue extraida de la sección 2.3.c. 

4 

! 

3 
u ! 
o 
~ .! 

2 .! 
.! 

0.2 0.4 0.6 

? 0/P. 

. .t=c::1CQ . 1r.1.:Jtltc 

ti .!I 
~ 

0.8 

Tlqura. 3.4 Nt=cro de Ka.ch mfnlzrio para la rerlcxlOn requtar. Se muestran los 
resultados del cálculo anatrltco y de h solución numérica. 

(3.2) 

Como se puede ver en la figura 3.4, la solución numérica encuentra casi 

exactamente los mismos valores criticos que la analitica. De hecho la máxima 

diferencia entre uno y otro es de menos del 2X. Se sabe, entonces, que el 

criterio de que el programa no converja es una buena forma de delectar el 

punto critico para la aparición de discos de Hach en el flujo plano-paralelo 

y adiabático. Se va a hacer la suposición de que este criterio se puede 

extender a la simetria cilindrica y también al caso en el que el gas tiene 

comportamiento radiativo. 

3.3.b Aparición en flujos cilindricos no-adiabáticos 

Se quiere ahora obtener una gráfica semejante a la figura 3.4 que separe 
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el régimen de reflexión regular del de reflexión de Mach para un flujo con 

simetria cillndrica de gas radiativo. Para ello bastó repetir el 

procedimiento de la sección 3.3.a, cambiando la geometria plano-paralela por 

cilindrica, y el comportamiento adiabático por radiativo. Esto se hizo en dos 

pasos. Primero se encontraron los números de Mach criticas para el caso 

cilíndrico pero aun adiabático, y más adelante se determinaron estos valores 

criticas para el caso cilindrico y radlativo. 

En la figura 3. 5 aparecen los valores crí tices de M
0 

para razones de 

presión que van desde 0.2 hasta 0.9, para geometrías plano-paralela y 

cilindrica, ambos adiábaticos. Se observa que los valores crlticos del número 

de Mach son siempre consistentemente mayores en el caso cilindrico. 

6 

5 o ii:m..=tr;c-o o 
4 o . pl•tu:i~pu.Jecio 

u 
o o 

;:;s 3 • o 
• o 

2 • o • • • o 
'!' 

0.2 0.4 0.6 0.8 

Po/P. 

f"lgura 3. S Cr,rtea del Vl!llor edtlco para Ko a varJas pres tones, para el 
caso de s.imelrla plano-paralela y cllfndrl.ca, en ambos casos el qas se 
comporta ad1abálteamenle~ 

El siguiente paso es determinar M
0
c para el caso que realmente sirve 

para nuestros chorros estelares, es decir un flujo de gas radíativo con 

simetría cilíndrica. En este caso se presentaron problemas para determinar la 

aparición de los discos de Mach cuando se trataba de razones de presión 

pequeñas (menores que 0.5). El problema era que el valor de la temperatura (y 
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por lo tanto la presión) sufria una calda muy brusca en la zona inicial de 

expansión del gas y el código no podia calcular un paso de integración lo 

suficientemente pequeño para seguir estos cambios. Sabiendo que no hay una 

razón fisica para este cambio, se buscó la causa en el código y se encontró 

que la condición de frontera en el eje de simetría estaba generando estos 

cambios. Esta condición supone reflexión (se explica en el Apéndice B) e 

introduce algun problema. Se eliminó la condición, y tras haber determinado 

que este cambio no tenía grandes efectos sobre los resultados anteriores, se 

procedió a calcular los valores criticas ya tan deseados. 

En la figura 3.6 aparecen los valores criticas M
0
c para el cilindro 

adiabático y el cilindro radiativo Se encuentra que para el caso radiativo 

el valor critico es menor para razones de presión menores que 0.4, pero que 

abajo de este valor, el valor critico M
0
c crece para el cilindro radiativo. 

La diferencia entre los dos ahora tiene que ver con el comportamiento 

energético, y no es trivial cuantificarlo ni explicarlo. Recordando que 

arriba de la curva critica es posible la reflexión regular, y que por debajo 

aparecen los discos de Mach, entonces se ve que en el caso cilíndrico 

radiativo es mucho más frecuente la reflexión de Mach. Esto es cierto 

especialmente para razones de presión pequeñas. La zona de razones de presión 

pequeñas fue problemática. Para valores de P /P menores que 0.2 fue 
o • 

imposible determinar una M . 
o 

En adelante se va a suponer que el 

comportamiento que muestra M
0
c es divergente en cero, y que por lo tanto 

entre P/P. = O. 2 y O el valor de M
0
c aumentará siempre. En la siguiente 

sección se verá que es justamente a razones de presión pequeñas a las que se 

encuentran los chorros estelares. 
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F'lqura 3.6 Números de Hach críticos para el caso clllndrtco-adhbft.tlco y el 

el l tndrlco-radtatlvo a varias presiones. 

3.3.c Aparición en Chorros Estelares Repelidas veces se ha mencionado 

que es necesario estudiar solamente la zona del chorro muy cercana al punto 

de reflexión, pero esta zona precisa no se ha definido aún. Hasta este 

momento se han utilizado los valores del chorro estándar para caracterizar el 

punto en el que se cambia de régimen y solamente se ha cambiado el valor de 

P/P
0

, porque se sabe que, antes del punto de reflexión, la presión del gas 

en el chorro ha bajado mucho debido a la expansión adiabática que sufre en el 

cono de Mach. Ahora se quiere definir el punto a partir del cual se va a 

correr el programa para estar seguros de que se está estudiando solamente la 

reflexión. Se sabe que sólo se debe considerar la zona muy cercana al eje de 

simetria. Se encuentra que el comportamiento de las primeras dos lineas de 

flujo (definidas en el Capitulo 2) es muy semejante y por lo tanto se define 

el punto de partida como la distancia x; a la cual la segunda linea de flujo 

cruza el choque incidente (ver figura 3. 7). Este va a ser ahora el nuevo 

punto de partida para la 
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f"lqur-a 3.7 Se 1ndlca la nueva PQs.Sclón lnlclal ~ta la tnltqrac1Ón: X' 
o 

derlntda por h dhUanc:ta a la cuaJ la se,.i:nda llnu de flujo cruu el choq\le 
Jncldente. C.n J fneas cont!nuas se muestran hocontornos: de presión; las 
t (neas de rJujo son las punt.eadu. 

integración (x=OJ, y es necesario conocer los valores de las variables que 

pide el código al comienzo a esta distancia x;. Se utilizaron las variables 

iniciales del chorro estándar (sección 2.2) y se observó solamente la primera 

linea de flujo. Se encontraron los siguientes valores: 

Y ' "' 150 km s-1 e V 
o o 

la velocidad permanece casl exactamente la misma; 

r ' = 3. 4 x 10
15 cm "' r /3 

o o 

el radio es aproximadamente una tercera parte del radio lniclal del chorro 

total; 

T ' = 375 "' 4-2 T 
o o 

la temperatura es dos órdenes de magnitud menor que la temperatura al 

comienzo, esta calda se debe a la expansión adiabática; con este valor se 

puede obtener un valor aproximado del número de Hach: 
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H' V'/ e ' = 75 
o o o 

donde e ' = 10. 4 (T /104 ¡1ª 
• o 

n ' = 150 cm-3 a 10-2 n 
• o 

y la densidad también se reduce en dos órdenes de magnitud. En el caso de la 

presión hacen falta algunas aclaraciones. Aunque la presión del gas sobre la 

primera linea de flujo es tres órdenes de magnitud menor, la nueva razón de 

presiones que se va a utilizar no va a ser simplemente P.' /?
0

, pue.sto que en 

realidad el gradiente de presión con el que se encuentra el gas no es ése. 

Recordemos que en la sección 2.3.d se introdujo una corrección a la soluclón 

analitica del modelo tal que considera el efecto de la presión centrifuga. Se 

vió que esta corrección tenia un efecto importante sobre el largo 

caracteristico, y también que esta correción es más grande mientras mas 

pequeña sea la presión del chorro. En efecto, lo que se tiene es que la 

presión está estratificada en al menos tres zonas. Una zona consiste del gas 

de chorro (PJ), y su presión depende del radio como se ve en la sección 2.3. 

Otra zona más es la de la presión del medio externo, que tiene una presión 

constante (P ). Surge una nueva zona, intermedia a las dos anteriores, en la . 
cual la presión que predomina es la presión centrifuga (Pe). Esta presión es 

mayor que la del gas, pero menor que la del medio. La figura 3. 8 muestra 

esquemáticamente esta estructura de presiones. Dado ésto, la razón de 

presiones real con la cual este nuevo flujo comienza es PJ/Pc' y este valor 

se puede extraer de la salida del código, resultando: 

P /P = O. 14 
J e 
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f'lqur,e, 3.B Estructura de presiones cerea del prlaer choque (lncldenle). 
Aparecen tres zonas con presiones distintas: le zona pre-choque (PJJ, Ja zona 

pos-choque, en la cual aparece una presión cenlrlfu9a (Pe) y h zona alejada 
del choque (Pe). 

En Ja sección anterior se vió que Ja aparición de discos de Mach depende 

solamente de una combinación de Ja razón de presiones y el número de Mach al 

inicio de esta zona de reflexión. Basta conocer el punto en el espacio de 

parámetros determinado por PJ/PC y M
0 

que corresponde a un flujo dado, para 

decidir si éste ''ª a presentar discos de Mach o no. Para el chorro estelar 

estándar, este punto ya fue determinado, y es: 

(P /P =O. 14 , M =75) 
J e o 

(3.3) 

Antes de discutir qué implica este punto, resulta interesante averiguar que 

valores toman PJ/Pc y M
0 

dentro de los rangos de variables que Mu.,dt (1987) 

reporta para chorros estelares (ver sección 2.2). Dado el espacio de 

parámetros, es suficiente determinar las parejas de valores CP/Pc , M) 
o 

evaluadas en el punto x; que resultan de variar independientemente la 

velocidad y la razón de presiones dentro de los rangos reportados. 

Se repitió el ejercicio de medir todas las variables del flujo a la 

distancia x; para chorros estándar excepto que se variaron las velocidades 

desde SO hasta 300 km s-1
• Se encontró el siguiente intervalo de valores: 

(3. 4) 
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Fijando ahora la velocidad inicial en V
0 

= 150 km -1 
s • y variando la 

razón de presiones PJ/Pc desde 2.5 hasta 20, se encontró otro intervalo: 

CP/P
0
=(0.02, 0.18), H

0
=(38, 91.2)) (3. 5) 

Con (3.4) y (3.5) se puede definir un nuevo intervalo que comprenda a ambos 

como sigue: 

(P /P =(O. 02 , O. 18) , H =(25 , 150)) 
J e o 

(3.6) 

con el cual se puede determinar de manera más general la presencia·o ausencia 

de d~scos de Hach en chorros estelares. 

En la figura 3. 9 se muestran los valores de H
0 

critica para el caso 

cilindrico y radiativo. Aparece también el rectángulo que representa el rango 

de la expresión 3. 6. El rectángulo queda dividido por la linea que une los 

puntos criticos. Esto quiere decir que algunos de los chorros deberán 

presentar discos de Hach y los restantes tendrán reflexión regular (aquellos 

con números de Mach y razones de presión mayores). 
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Fi9ura 3.9 Valores erlllcos de Mo para eJ Cb.$.O clllndrlco radlat.lvo. E:l 
recuadro 1r1uest.rn h. zona en el espoc:!io Po/Pe, Me que corresponde a los 
chorros observe.dos. 

3.4 Conclusiones 

La pregunta que se hizo en este capitulo es: ¿Habrá discos de Hach en 

los chorros estelares? La respuesta mas corta es: si, en la mayoria de los 

casos. Para los valores de presión y velocidad observados en los chorros 

conocidos, el modelo teórico predice que se formarán discos de Hach en el 

punto de reflexión de los choques internos oblicuos cuando no sean muy altos 

ni el número de Hach, ni la razón de presiones. Se pueden decir algunas cosas 

acerca de estos discos. Hay dos razones para pensar que son pequeños. La 

primera es simplemente porque en el código numérico no aparecen (salvo cuando 

se hace una amplificación). Es decir que no miden ni siquiera 1/150 del radio 

inicial del chorro (esto es, la resolución máxima en la dirección radial J, 
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pues si lo midieran, el programa no convergeria. La segunda razón es que, si 

el tamaño del disco fuera una parte importante del chorro, entonces el 

espectro resultante seria completamente diferente a los que se han observado. 

Se tendria la radiación resultante de los choques oblicuos y además una 

componente irr.portante debida a un choque frontal (o normal). Este choque 

tendria una velocidad de choque muy similar a la velocidad de flujo (que es 

mucho mayor que la que se da en choques oblicuos) y por lo tanto causarla una 

excitación del gas mucho mayor. Esto no es lo que se observa, asi que podemos 

suponer que los discos de Hach son pequeños. 

Si se quisiera conocer el tamaño de estos discos, posiblemente se podria 

aumentar la resolución en la dirección radial hasta que el tamaño del paso de 

integración en la dirección radial (br) fuera del orden del radio del disco. 

En este momento el programa no convergeria y se tendria la certeza de la 

aparición de discos de Hach. 

Un resultado interesante es que basta conocer la pareja de valores 

(P /P 
o • 

H ) para saber si un flujo va a presentar reflexión de Hach o no. 
o 

Esto se puede aplicar a todo tipo de flujos. 
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Capi lulo 4 

CHORROS ESTACIONARIOS A GRANDES DISTANCIAS 

Hasta este momento se ha modelado el comportamiento del flujo a través 

del primer par de choques (sección 2.3, 2.4 y Capitulo 4) o cuando mucho a 

través de unos cuantos (3 o 4) de estos nudos (sección 2.2). Se encuentra que 

en esta zona el flujo permanece supersónico, sigue colimado, aún presenta 

choques fuertes (aunque sumamente oblicuos). Resulta interesante preguntarse 

que sucede con la forma y las variables del flujo a muy grandes distancias. 

Es necesario, sin embargo, definir qué se entiende por grandes distancias. 

Observacionalmente se encuentra que los chorros estelares miden alrededor de 

3x1017cm (con entre 5 y 10 nudos visibles) y que el chorro generalmente 

termina con un par de choques más fuertes llamados superficie de contacto. La 

distancia total entre la fuente del flujo y la superficie de contacto es de 

dos a tres veces mayor que la longitud visible del chorro (Hundt 1987). Por 

lo tanto se debe estudiar al flujo a distancias del orden de 1019cm, o bien 

de 20 o más pares de choques. 

La pregunta de qué les sucede a los chorros lejos de su punto de 

inyección se va a tratar de responder de manera analitica y numérica. No se 

debe de olvidar que el modelo que se utiliza en este trabajo supone que el 

flujo es estacionario y que no hay intercambio de materia con el medio 

circundante. Hoy se.sabe que si se consideran la dependencia con el tiempo y 

el intercambio de materia aparecen cambios importantes en el comportamiento 

del flujo (Raga, Cantó, Binette, 1990 y Raga, Cantó, Binette en imprenta). 

Este capitulo está estructurado de la siguiente manera. En la sección 
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4.1 se estudia analiticamente el problema de tres maneras distintas. En la 

sección 4. 2 se reportan los resultados nUl:léricos. Aqui se muestra que fue 

necesario aplicar una correción al código pues éste sufría una fuga de masa. 

En la sección 4.3 se comparan los valores que se predicen analiticamente con 

aquellos que arroja el programa. En la sección 4.4 se extraen algunas 

conclusiones. 

4.1 Estudio Analítico 

Hasta este momento la solución analitica del modelo de un chorro estelar 

ha estudiado con detalle el paso del gas a través del primer par de choques 

(secc. 2.3). Ahora se quiere analizar que sucede cuando el chorro ha sufrido 

muchos de estos choques. A partir de algunas suposiciones sobre las variables 

y el comportamiento del flujo, es posible obtener expresiones analiticas que 

describen su comportamiento cuando ha corrido una gran distancia. A 

continuación se revisan tres tratamientos analíticos independientes. En los 

tres casos se encuentran relaciones para el radio final del chorro. Los 

resultados de éstos sirven tanto para tener una idea global de lo que le va a 

suceder al flujo (las dependencias que existen, los cambios totales de las 

variables, etc.), como para verificar más adelante que el código numérico se 

comporta bien en este limite de grandes distancias. 

4.1.a Conservación del Flujo de Masa 

Los choques internos que aparecen en estos chorros son la manera en que 

el gas intenta ajustar su presión a la del medio. En los primeros choques se 

ve que este equilibrio no se ha logrado aún (ver figura 2.2). Sin embargo, si 

se nola una disminución en la fuerza de los choques (y por lo tanto en la 

magnitud de los gradientes de presión). Es lógico suponer que sí se deja 

correr un chorro de estos una distancia suficiente, su presión tenderá a 

igualarse a· la del medio. Esto es: 
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p -> p cuando X -> e= (4. 1) 
X e 

De aqui en adelante se utiliza el subindice x para indicar el valor de cierta 

variable a una distancia x del inicio del chorro. 

E., este modelo para chorros se ha considerado que no hay intercacbio de 

material entre el gas del chorro y el del medio que lo rodea. Esto significa 

que el flujo de masa (la cantidad de masa que pasa por la sección recta del 

chorro) es una constante a cualquier distancia del chorro. Se va. a suponer 

que esto es válido incluso a muy grandes distancias. Esta condición se puede 

expresar como sigue: 

H H 
X O 

o bien: 

= 11 r 2 
V p 

o o o 
(4.2) 

En esta expresión las variables con subindice o son las del gas en el punto 

de inyección; r es el radio del chorro, V la velocidad en la dirección axial 

y p la densidad del gas. 

Utilizando las condiciones 4.1 y 4.2 y la relación de gas ideal se puede 

obtener una ex"Jlresión sencilla para el radio del chorro a grandes distancias 

como sigue: 

r 
X 

r 
o 

(4. 3) 

Aqui Tx es la temperatura del gas en el chorro. Como P
0
/P

0 
está dada en el 

punto de inyección, y además la velocidad en la dirección x no decrece 

apreciablemente (V0/Vx~ll, en realidad el radio depende solamente de la raiz 

.cuadrada de la temperatura. 

4.1. b Ecuaciones de Conservación 

En esta sección se va a enfocar la atención sobre las ecuaciones de 

conservación para extraer de ellas alguna información sobre el comportamiento 
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del chorro a grandes distancias. Para ello se van a considerar solamente los 

flujos de i;;asa, momento y energia en la dirección x (en la que fluye el 

gas). El flujo de momento en la dirección radial no se va a tratar porque 

solamente interesan los flujos en la dirección x. Se buscan e~-presiones para 

las integrales de estas tres cantidades cuando el flujo ha corrido grandes 

distancias. Para lo que sigue, se hace la suposición de que la velocidad en 

la dirección radial es cero a grandes distancias (ya que las presiones se han 

igualado). 

La ecuación de conservación de masa es: 

a 1 a 
(pu) + (prv) o (4.4) 

ax r ar 

Integrando el segundo término: 

2nr a 
(prv) dr (4.5) 

r ér 

donde las variables con subindice b son los valores en la orilla del chorro. 

Por otra parte se tiene que: 

d r 
~ J b 2nr (pu) dr 
dx o J

rb 

o 
2nr (pu) dr 

dr 

+ ( dxb) 2n pbubrb (4.6) 

donde ub es la velocidad de la orilla en la dirección x, y (drb/dx) es la 

derivada de la orilla del chorro. Ahi en la orilla, drb/dx = vb/ub, por lo 

que la expresión 4.6 es igual a: 

d 

Jo
r b 

2n (pu) dr 
r a 

J b 2nr (pu) dr + 2n pbvbrb 
o ÓX 

(4.7) 
dx 

de donde se obtiene el primer integrando, con lo cual la integral de la 

ecuación 4.4 es la siguiente: 
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d 

( rb Zrr (pu) dr ) "o 
dx • 

{4.8) 

es dec!r: 

[b Z 11'. p u r dr cte 
o 

(4.9) 

Partiendo ahora de la ecuación de conser:aci6n de t>ot>ento en la 

dirección x: 

a 1 a 
(pu2 + PJ + (rpuv) o (4.10) 

éx r ér 

y volviendo a integrar. El resultado es la siguiente expresión: 

cte (4.11) 

Finalmente para el caso de la ecuación de energia: 

~[u (E 
ax 

+ PJ ] + .: ~[ r: 
r ér 

o (4. 12) 

con: 

3 
E " - p (u

2 
+ v

2
) + - P 

z z 

y suponiendo que se trata de un gas adiabático, es decir que S = O, resulta: 

frb Zn ( u (E + P) ) dr " cte 
• 

(4. 13) 

El conjunto de las ecuaciones 4.9, 4.11 y 4.13 tiene varias utilidades. 

Por la fori:ua en c¡Ue están escritas se puedieron introducir fáciltlente al 
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código nlL-:>érico para corroborarlas (ver si hay dicha conservación en el 

código conforme avanza). Adernás, haciendo algunas aproximaciones, es posible 

reducirlas a relaciones sencillas que expresen la magnitud de algunas 

variables del flujo (corno por ejemplo el radio) de tal rnanera que se puedan 

verificar al menos con el código, y en el mejor de los casos con los datos 

observacionales. 

Las ecuaciones 4.9, 4.11 y 4.13 se sir.plifican si se hace la suposición 

de que el gas del chorro es adiabático, su presion final es igual a la del 

medio externo (Pr = Pe) y además la velocidad radial del gas es cero tanto en 

el punto de inyección como en el punto final considerado xr. Sean p, v, P, 

c, ... los valores de las variables del gas al final de un chorro rnuy largo. 

Con todo esto, las ecuaciones anteriores quedan de la siguiente forma: 

2 2 (4.14) r Po u r pu 

2 (P + u ) - r2 P r2 2 (4. 15) r Po p u 
o o o e 

2 1 2 2 1 2 r u (- pu + p) r u ¡- pu + p) (4. 16) 
o o o o o e 

2 

Suponiendo que el flujo es altamente supersónico (H»l) y re-escribiendo 

estas relaciones, es posible expresar el radio final del chorro en función de 

la razón inicial entre las presiones de forma muy sencilla como sigue: 

r 
X 

r 
o 

" 

p (-;- r2 
e 

3 2 
+ 

5 5 
(4. 17) 

Ya que P
0
/P

0 
es una constante del flujo, el radio final tiene un valor 

determinado para chorros adiabáticos. 

4.1.c Relación de Prandtl 

Prandtl (1906) reportó un trabajo teórico (basado en experirnentos) sobre 

la formación de ondas estacionarias en chorros de fluidos cuya presión 

inicial es igual a la del rnedio que los rodea. Haciendo una serie de 
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suposicl6nes sobre el flujo, llega a una relación entre la longitud de estas 

ondas y el ancho del chorro. Esta relación e.s interesante, pues es cuy 

parecida a lo que se obtiene en la solución analitica (ec. 2.20). 

Especlficamente, lo que hace ?randtl es suponer que se va a tener un 

flujo de gas adiábatico cuya presión es igual a la del medio que lo rodea. 

Este flujo es estacionario y tiene simetria cillndrica. ~o tiene intercambio 

de materia con el cedio que lo rodea. Las perturbaciones que va a sufrir son 

pequeñas. A partir de estas suposiciones, utiliza las ecuaciones de la 

Hidrodinámica y al resolverlas encuentra que aparecen ondas de compresión y 

rarefacción a lo largo del chorro a intervalos regulares. Deduce una relación 

entre la longitud de onda (separación entre dos máximos de compresión a lo 

largo del chorro) y el ancho del flujo que es como sigue: 

a 
(4. 18) 

d 2b 

La variable 1 es la distancia entre dos ondas y d es el ancho (total) máximo 

del flujo; H es el número de Hach del gas que forma al chorro; las variables 

a y b son las longitudes caracteristicas que se manejaron en el Capitulo 2. 

La expresión 4.18 sólo es válida para flujos supersónicos (H > l). 

4.2 Resultados Numéricos 

Se quiere tener información de la manera en que cambian las variables 

del flujo a todo lo largo de un chorro, as! como de los valores finales a que 

tienden cuando se da el equilibrio de presión. Puesto que el código numérico 

hace muchas menos aproxicaciones que la solución anall ti ca, puede aportar 

mucho mayor detalle. Este hecho fue especlalemnte útil para los chorros a 

grandes distancias, pues bastó tener la paciencia de esperar a que corriera 

el programa para a cambio obtener mucha información. 
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Para determinar cuantos puntos de integración es necesario utilizar, se 

corrió el programa con el chorro estándar (ver secc. 2.2) sobre una rejilla 

de 150 (dirección radial) por 40,000 (dirección axial) puntos. El número en 

la dirección axial es diez veces el utilizado en el Capitulo 2. Con estos 

datos se buscó la distancia (o número de puntos) en x para la cual las 

variables ya no cambian notablemente. En particular se midió el valor del 

radio y se decidió que 20,000 puntos eran suficientes. Ahora, con una rejilla 

de 150 x 20,000 se corrió el código para el jet cilindrico, radiativo, 

estándar (ver la sección 2.2). 

4.2.a Pérdida de Masa 

Para esta parte del trabajo se le agregaron las expresiones 4.9, 4.11 y 

4.13 a la rutina AYER del programa STATJETNA (ver Apéndice B) de tal forma 

que ahora también se escriben los valores del flujo de masa (MJ, el flujo de 

momento (p) y el flujo de energla (E) cuando se escoje calcular los valores 

integrados a todo lo ancho del chorro. Lo primero que se encontró fué que, en 

una distancia relativamente corta, habian pérdidas considerables del flujo de 

masa (MJ. Algo similar sucedia con el momento y la energia. Además se observó 

que estas cantidades sufrian oscilaciones (coincidentes con los nudos o pares 

de choques) de exactamente la misma forma en los tres casos (ver la figura 

4. 1 ). 
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rtgura 4.1 Valor del ilujo de !M) lo hr90 del chClrro estelar. Se 
observa una pérdida de eas del 2X en esta canUdad. 

Puesto que cierta pérdida de masa es normal en este tipo de códigos, se 

siguió adelante a la comparación entre el valor de el radio final que 

resultaba de las expresiones analiticas y el que se media de Ja salida del 

programa. Se encontró que estos valores no coincidian. Se concluyó que esto 

era efecto de la única aproximación que en realidad hace el código numérico, 

Ja discretización. Al calcular el radio del borde del chorro, Ja 

rutina EDGE tiene que aproximar, redondeando, y ésto resulta en que a cada 

paso hay una pérdida de Ja cantidad integrada. En este caso se encontró que 

la única cantidad que efectivamente estaba sufriendo pérdidas era el flujo de 

masa. (H), y que incluso ésta sólo presentaba pérdidas en la densidad. La 

pérdida en las otras dos cantidades se debia simplemente a que ambas incluyen 

p en sus expresiones. 

La primera modificación al programa que se itentó con el fin de 

disminuir la pérdida de masa fue aumentar Ja resolución. Se habia estado 
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trabajando con 150 puntos en la dirección radial. Se encontró que aun 

doblando este número, las pérdidas seguian siepdo grandes. Se ganó un lX, 

pero el tiempo de integración se cuadruplicó. ?ara determinar si era 

costeable este aumento en resolución, se hizo la prueba de medir el 

porcentaje de pérdida de masa, y el tiempo de integración para varias 

resoluciones. El resultado aparece en la figura 4.2. Claramente más allá de 

150 no vale la pena aumentar la resolución pues los tiempos se vuelven muy 

grandes. 

v· 
1 1 ' j ' 1 1 • j ' ¡ -1 4 
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~ ~ 
- • o 
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" r E :o 

l 
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:.... ::; o 
c.. • 

·' J 
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t::: 
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::: 
ti 1 ' 1 ' 

100 200 300 

n, 

Fl9ura 4.2 Valores de pérdida de y llempo de proceso 
0

para dlrerentes 
resoluciones. La perdida se mide porcentaje de Ja varhbJe M y el ttempo 

esta noru.al ludo al tteapo que tarda con nr::.tSO. Esta esta observa que no 
es costea.ble au=.entar Ja resoluclén mucho it.áa alla de 150 puntos. 

La segunda manera en que se atacó el problema fue la def lnitiva. Este 

problema de pérdida de masa es muy común en este tipo de códigos, asi como lo 

es su solución. La solución consiste en forzar la conservación de la cantidad 

H y se hizo de una manera sencilla. En el punto de inyección se calcula el 

flujo de masa inicial del chorro (H) como sigue: 
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r 
1 b 2n p(l,jJ v(l,j) r(l,j) Ar 
lJ=l 

(4. 19) 

Los indices i y j representan posición en la dirección axial y radial de la 

rejilla respecti\'at:ente. A cada paso de Integración (para cada 1), se vuelve 

a calcular H
1

, con la cual se obtiene un factor de corrección K 

el cual se utiliza para corregir cada p(1, j) para todas las j CJlle <¡\Jeden 

dentro del borde del chorro (r < rbl como sigue: 

p corr = K · p 

de tal r.anera que se asegura que H es constante. Una vez corregida la 

densidad, el código propaga la corrección a E y P. 

Con esta correción se logró que las cantidades M, P y E fueran 

exactamente constantes, aun a muy grandes distancias. De esta manera se sabe 

que los cambios en las variables del flujo serán debidos a causas físicas 

reales, y no a errores del código. 

4.2.b Chorro Estándar Largo 

Se corrió el programa STATJET para un chorro estándar, es decir un flujo 

cillndrico, con los siguientes valores iniciales: 

r !0
16cm 

o 
V 150 kms -1 

T io' ºK 
o 

io' -J 
n cm 

o 
p /P = 10 

o . 
sobre una rejilla de integración de 150 x 20,000 puntos. Esto se hizo tanto 

para el caso de un gas radiativo, como el de un gas adiabático, y se 

guardaron los valores de todas las variables sobre cinco lineas de flujo, asl 

como la imágen de la presión en toda la superficie del flujo. Todo lo que 

sigue se refiere a los datos provenientes del chorro radiativo. Cuando se 
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utilicen los del caso adiabático se hará notar. 

Inicialmente se analiza el comportamiento del flujo en su totalidad, 

desde el punto de inyección hasta el final. Esto permite entender el 

comportamiento general, la manera en que cambian las variables del gas 

conforme busca el equilibrio de presión. En la figura 4. 3 se muestran los 

valores de la presión, densidad y temperatura sobre la primera linea de 

flujo, a todo lo largo de la zona que se estudió. En todos los· casos las 

variables tienden a un valor aproximadamente constante, aunque aun al final 

siguen habiendo oscilaciones. Estas oscilaciones se pueden dividir en dos 

tipos. Durante alrededor de 10 nudos el flujo sigue sufriendo choques 

fuertes. A partir de cierto punto, se trata solamente de ondas sonoras. La 

presión cae al valor de la presión externa en 16 nudos. La densidad aumenta y 

luego disminuye, pero su valor final es mayor que el inicial. En esta misma 

distancia, la temperatura cae a un lS'l. de su valor inicial, y sigue bajando. 

La fracción de ionización cae a un valor cercano a cero muy pronto, pero en 

toda la distancia estudiada nunca llega exactamente a cero. 
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F"t9ura 4.3 Valor de las variables Presión, Densidad y Te~peratura sobre la 

linea de flujo zz.as cercana al eJe 1 a todo lo Jar90 del chorro. 
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La figura 4.4 muestra algunos segmentos de la imagen de presiones. Las 

lineas continuas son isocontornos de presión. En (a) se ve el principio del 

flujo. Esto es idéntico a lo que ya se comentó en el Capitulo 2. En (b) se 

muestra una zona intermedia (después de· más de 20 nudos) donde posiblemente 

se está dando el cambio entre ondas de choque y ondas sonoras. En (e) se 

muestra la zona final, los cambios en la presión aqui siguen estando 

uniformemente espaciados, pero son realmente suaves. Estas seguramente son 

ondas sonoras. 
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f'lqura 4.4 lsoconlornos de preston a lodo lo lar90 del chorro. En (a) los 

hoconlornos Indican la presencia de choques, en (b} parece darse Ja 

transición enlre un réotmen de choquea y un de ondaa sonoraa y finalmente en 
(c) sola.menle hay ondas sonoras, 

(c) 

Ahora se estudia el valor final de las variables del flujo. En la figura 

4.3 se ve que éstas tienden a valores aproximadamente constantes. Sin 

embargo, al hacer un acercamiento se observa que aún muestran oscilaciones. 

El valor que se va a utilizar es el valor medio de estas oscilaciones. Este 

criterio se utiliza para todas las variables. El error de medición en este 

caso es despreciable (< O. l:t.J. Los valores de las variables se reportan 

respecto del valor en el punto de inyección. En la tabla 4. 1 aparecen los 

valores finales de las variables del flujo, para dos chorros estándar, uno 

radiativo y el otro adiabático. 
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Tabla .C.1 Valores iln.ales de aJqu:i.as variables de chorrcs estelares. LA 

prla.era coJu::.na c:ueslra resultados para t:¡ c;as radlattvo, y Ja SC'-9\:llda para 

c;u adtab6lleo. 

Radiativo Adiabático 

? /? o. 1 o. 1 
{ o 

V /V 
{ o 

T /T 0.155 0.68 
{ o 

P/P0 
0.65 0.142 

r Ir { o l. 2 2.67 

Resumiendo estos resultados, al final el flujo es muy supersónico y su 

presión es igual a la del medio. En el flujo radiativo, la temperatura es tan 

baja que ya no va a radiar (y por lo tanto no será visible), y su radio es un 

poco mayor. En el flujo adiabático, naturalmente no cae tanto la temperatura, 

y por lo tanto se expande, aumentando su radio y cayendo su densidad. El 

radio final es 1r.ás del doble del inicial. 

4.2.c Dependencias de la Velocidad y la Presión 

Se ha visto cómo se espera que se comporte un chorro estelar estándar a 

grandes distancias. Se quiere poder asegurar que algo semejante sucede para 

cualquier chorro. Para ello, se repitieron las mediciones de la sección 

anterior, pero ahora para chorros con diferentes velocidades y razones de 

presión iniciales. 

En el Capitulo 2 se reporta (Raga, cantó, Binette 1989) que en los 

primeros nu.dos el cambio de la velocidad inicial sólo tiene el efecto de 
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modificar la escala en la dirección del eje, es decir alarga o acorta el 

patrón. Para verificar que el efecto pern-.anece a grandes distancias, se 

hicieron corridas de chorros estándar, pero con velocidades iniciales V = SO, 
o 

100, 150, 200, 250, 300 km s-1
. Se encontró que efectivamente la velocidad no 

afecta los valores finales que nos Interesan. 

Para estudiar el efecto de la presión se tomaron los siguientes valores 

para la razón de presiones al Inicio: P /? = 2. 5, 5, 7. 5, 10, 15, 20, 30. En 
o • 

este caso si se observa una dependencia del valor final de algunas variables 

con el valor de la presión al Inicio. 

La velocidad y la temperatura finales no dependen de P
0
/Pe La densidad, 

el radio y la presión si muestran una dependencia con este valor. En la 

figura 4.5 aparecen los valores de Pr' rr y pr para los diferentes valores de 

p /P. 
o • 
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F"l9ura 4.5 Valores de la preslo"n, radio y densidad para dl(erenles valores de 
o 

la ra¡~n de presiones PJ /Peal rlnal de un chorro eslaclonarto muy Jar90 
(5x10 e:). 

4.3 La Comparación 

En las secciones anteriores se da una predicción analitica (sección 4.2) 

y una descripción numérica (sección 4. 3) del comportamiento de los chorros 

lejos del punto de inyección. Ahora se quisiera verificar la consistencia 

entre ambos. Las expresiones para el radio final 4.3 y 4.17, y para la razón 

largo a ancho 4. 18 del estudio analitico requieren de algunos valores 

iniciales y otros finales del flujo. Los iniciales se conocen, y los finales 

se calculan indirectamente de las cantidades que se midieron en la sección 

anterior (resultado del código). Para esta comparación se van a utilizar los 
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datos que resultan del chorro estándar. 

La expresión 4. 3 para la razón r /r 
0 

resulta de suponer que la presión 

del chorro tiende al valor de la presión del medio, y que hay conservación de 

flujo de masa. Para esta ecuación ya se tienen las cantidades T,/T
0

, P
0
/P

0 
y 

v,/V
0

• Simplemente sustituyendo, resulta: 

r Ir = l. 244 r o 

mientras que de mediciónes directas de las gráficas del código, 

r Ir = 1. 2 r o 

La diferencia es de sólo 3X. 

La expresión 4. 17 para la razón r Ir se obtuvo de 
r o 

integrar las 

ecuaciones de conservación de masa, momento y energia con la suposición de 

que la velocidad radial al final es cero, y de introducir las condiciones 

simpl ificantes de igualdad de presiones (P r =P • l y de un flujo altamente 

supersónico CH > 1 l. Para esta ecuación basta conocer P /P . Aqui el valor 
o • 

para el radio final resulta ser: 

r Ir = 2. 5 r o 

Este valor se debe comparar con el radio final del chorro adiabático. En este 

caso el valor que se encontró fue: 

r Ir = 2. 67 r o 

por lo que la diferencia es del 6X. 

Finalmente, la expresión 4.18 (relación de Prandlt) para la razón largo 

a ancho (lid) viene de analizar un flujo con presión inicial igual a la del 

medio ambiente que sufre una pequefia perturbación. Aqui hace falta conocer el 

número de Hach al final (que ya se calculó) y con este queda un valor 

analitico: 

al2b = 47.66 

y de las gráficas, el valor numérico es: 

al2b = 49.58 
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Una vez más la diferencia es de solamente el 3X. 

En la tabla 4.2 se resumen los resultados anteriores: 

Ecuación 

4.3 

4.17 

4. 18 

Analitico 

l. 2~4 

2.5 

47.66 

Numérico 

l. 2 

2.67 

49.58 

Error 

3X 

6X 

3X 

Tabla L2 Secuestra la comparaclon de lo• resultado• anallllcos y numerlcoa 
para las tres expresiones que se obtuvieron en la secclon ,.1. 

La comparación resultó muy positiva. Los valores que se esperan de las 

aproximaciones analiticas se encuentran también con el código numérico. Esto 

asegura que el código se comporta bien, aún a muy largas distancias. 

4.4 Conclusiones 

Con lo aprendido en las secciones anteriores se puede describir como se 

espera que se comporte un chorro estelar t!pico después de pasar por muchos 

pares de choques. Uno de estos chorros va a tener siempre una zona al 

principio en la cual los cambios en la forma no son grandes. Esta zona 

comprende entre 5 y 10 nudos, dependiendo del gradiente inicial de presiones. 

El gas va a tender a igualar su presión a la del medio. Conforme baja el 

gradiente de presión entre el gas de chorro y el medio, la fuerza de los 

choques reflejados disminuye, y eventualmente estos se convierten en meras 

ondas sonoras (de compresión y descompresión). La velocidad del flujo 

permanece prácticamente igual desde el punto de inyección, y el radio 

solamente aumenta 20X. Además, la temperatura cae notablemente. Con todo 

ésto, el chorro al final es un flujo aún colimado, y más supersónico que al 

inicio. 

114 



Esta descripción es congruente con las obsenaciones (secc l. 1 ). La zona 

entre el último nudo visible y la superficie de contacto se puede explicar 

como esta parte en que ya no hay choques porque el gradiente de presión ya no 

es suficiente. La fuerza de los choques en la superficie de contacto se 

entiende bien también, puesto que las velocidades siguen siendo al tas, y el 

gas es aún más supersónico. 

Para tener un modelado realmente completo de esta parte (y de todo el 

chorro) hace falta considerar efectos que han sido despreciados, y que ahora 

se sabe que son importantes. Los gradientes de presión dentro del gas del 

medio ambiente, la zona de intercambio de materia entre el chorro y el medio 

y la dependencia con el tiempo resultan ser decisivos en el comportamiento 

del flujo. Norman, Smarr y llinkler (1985), Raga, Cantó y Binette (1990) y 

Raga, Cantó y Binette (en imprenta) estudian cada uno de estos efectos por 

separado. Un modelo completo comprenderla todos estos efectos. 

Desafortunadamente esto implica un cálculo numérico pesadisimo, y no queda 

claro que tanta información se puede extraer de un modelo tan complicado. 

Un resultado interesante que surgió de este análisis fue el de Ja 

correción de la pérdida de masa en el código numérico. Por una parte nos 

presentó un problema que es común en el modelado numérico de flujos. Por 

otra, permitió corregir el código ante esta pérdida, Jo cual asegura que los 

resultados sean consistentes con la suposición de conservación de masa. 
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CONCLUSIONES 

A continuación se repasan brevemente las conclusiones a las que se llegó 

en cada uno de los capitules: 

En el Capitulo 2 se re\•isaron las soluciones numérica y anali ti ca del 

modelo de chorros estelares de Cantó, Raga y Binette. A partir de la 

comparación de las dos soluciones se extrajo un modelo teórico general. Las 

predicciones de este modelo son que el flujo reacciona a los gradientes de 

presión formando un par de choques internos. Dichos choques, junto con una 

zona de expansión inicial, constituyen un patrón que se repite a lo largo del 

chorro. La distancia a la cual se repite este patrón (que se ha llamado largo 

caracteristico) es aproximadamente constante y depende de las variables del 

chorro en el punto de inyección de la siguiente forma: 

a 

1-iº vº 
__ i __ J_ ) 1/2 

" p . 
donde H; es la tasa de pérdida de mas del chorro en el punto de inyección, v; 
la velocidad del chorro, P

0 
la presión de medio ambiente y ;>. un parámetro 

que depende muy débilmente de la razón de presiones P0
/P . 

J • 

El ancho máximo del flujo es, también, aproximadamente constante para 

cada chorro dependiendo de sus variables en el punto de inyección. La razón 

largo a ancho en estos chorros es de alrededor de 30, es decir que los 

chorros son delgados. Los ángulos a los cuales se forman los dos choques son 

pequeños. Esto implica que los choques son muy oblicuos al flujo, y que por 

lo tanto la velocidad de flujo permanece aproximadamente igual al pasar por 
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los choques. Debido a esto, la velocidad de flujo es otra constante del flujo 

(aproxic;adamente igual a su valor en el punto de inyección) a todo lo largo 

del chorro. La velocidad de choque es semejante para ambos choques y tiene 

valores de aproximadamente: 

Vs1 = VSR = 18 kms-
1 

y no depende de las variables del chorro. La dependencia que presentan estos 

chorros con la presión y la temperatura iniciales no es sencilla. Las 

predicciones de este modelo coinciden cuali tatlvamente con algunas 

observaciones de chorros estelares. 

En el Capitulo 3 se determinaron las condiciones para la aparición de 

Discos de Hach en Chorros Estelares. Para los valores de presión y velocidad 

observados en los chorros conocidos, el modelo teórico predice que se 

formarán discos de Hach en el punto de reflexión de los choques internos 

oblicuos cuando no sean muy altos ni el número de Hach, ni la razón de 

presiones (entre el gas y el medio que lo rodea). Hay dos razones para pensar 

que estos discos son pequeños: la primera es· que en el código numérico no 

aparecen (aún a al tas resoluciones) y la segunda es que, si el tamaño del 

disco fuera una parte importante del chorro, entonces se tendria una parte 

importante de la radiación debida a un choque frontal (con velocidad de 

choque caracteristica mayor). Un resultado general obtenido en este capitulo 

es que basta conocer la pareja de valores: cociente de presiones inicial a 

externa (P /P l y número de Hach (H l para saber si un flujo va a presentar 
o • o 

reflexión de Hach o no. 

En el Capitulo 4 se obtuvo una descripción del comportamiento de un 

chorro estelar tlpico después de pasar por muchos pares de choques. Dicho 

chorro va a consistir de una zona en la cual aparecen pares de choques (nudos 

de emisión visible), seguido de una zona en la cual ya solamente habrán ondas 
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de compresión y rarefacción. Esto se debe a que el gas va a tender a igualar 

su presión a la del medio. La velocidad del flujo permanece prácticamente 

igual desde el punto de inyección, y el radio solamente aumenta 20X. Además, 

la temperatura cae notablemente. Con todo esto, el chorro al final es un 

flujo aún colimado, y más supersónico que al inicio, puesto que su 

temperatura cinética ha caido uno o dos órdenes de magnitud, mientras que su 

velocidad es sólo algo menos que cerca de la estrella. Un· resultado 

interesante que surgió de este análisis fue el de la corrección de la pérdida 

de masa en el código numérico. Por una parte nos presentó un problema que es 

común en el modelado numérico de flujos. Por otra, permitió corregir el 

código ante esta pérdida, lo cual asegura que los resultados sean 

consistentes con la suposición de conservación de masa. 

Para tener un modelado realmente completo de esta parte (y de todo el 

chorro) hace falta considerar efectos que han sido despreciados, y que ahora 

se sabe que son importantes. Los gradientes de presión dentro del gas del 

medio ambiente, la zona de intercambio de materia entre el chorro y el medio 

y la dependencia con el tiempo resultan ser decisivos en el comportamiento 

del flujo. Norman, Smarr y llinkler (1985), Raga, Cantó y Binette (1990) y 

Raga, Cantó y Binette (en imprenta) estudian cada uno de estos efectos por 

separado. Un modelo completo comprenderia todos estos efectos. 
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Apéndice A 

ONDAS DE CHOQUE 

Cuando un fluido (un gas, por ejemplo) sufre una perturbación, su 

reacción depende de la magnitud de este cambio. Cuando la perturbación es 

pequeña, esta simplemente se propaga sin cambiar el estado del gas. A esto se 

le llarr.a una onda sonora. En el caso de que la perturbación es grande (o 

repentina) esta altera las variables del gas, dejándolo fuera de equilibrio. 

Esto tiene efectos posteriores, pues el fluido debe sufrir nuevos cambios 

(ahora más paulatinos) para regresar a un estado de equilibrio. Estas grandes 

perturbaciones se llaman ondas de choque. A continuación se revisa el tema de 

las ondas sonoras como una introducción a las ondas de choque. 

A.1 Ondas Sonoras 

Una onda sonora es una perturbación pequeña de la presión o la densidad, 

que se propaga en un fluido compresible. En el estudio de fluidos en general 

se utilizan las ecuaciones hidrodinámicas de conservación de masa, momento y 

energia. Estas ecuaciones tienen una forma general complicada. Sin embargo se 

simplifican haciendo algunas consideraciones. Si suponemos que el fluido es 

compresible, no viscoso (no hay pérdida de energia por fricción), homogéneo 

(inicialmente p=cte), adiabático (no tiene intercambio de energia térmica con 

el medio) y laminar (las variables del gas sólo cambian en una dirección y 

son constantes sobre planos paralelos), las ecuaciones de la hidrodinámica se 

reducen a la siguente forma: 
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ap au 
+ p 

ót ÓX 

éiu 
p - +V 

at 

au 

ax 

o (cons. de masa)' CA. 1 l 

óP 
(cons. de momento) (A.2) 

cix 

donde p es la densidad, P la presión y u la velocidad del fluido. La variable 

x es la dimensión caracteristica del flujo laminar y t es simplemente el 

tiempo. 

La ecuación de energia tiene en general una forma compleja, y sus 

formas sencillas dependen de más suposiciones aun. Por el momento se omite. 

Si aparece una perturbación pequeña en el flujo se pueden estudiar los 

cambios que sufre de la manera que sigue. Sean: 

P=P +P pi « Po o 1 

p=po+p1 pi « Po 

las cantidades perturbadas, con pt y pi las perturbaciones. La condición de 

que las perturbaciones sean pequeñas implica que, al pasar la onda, las 

variables del fluido no cambian lo suficiente para que este salga de 

equilibrio. Sustituyendo estas cantidades en A.1 y A.2 y eliminando términos 

de segundo orden resultan: 

óp1 éiu (A.3) 
+ po o 

at ax 

éiu óPI 
po + = o (A.4) 

éit ax 

Si se hace la derivada parcial respecto del tiempo de A. 3, la derivada 

parcial respecto de x de A. 4 y se restan las ecuaciones resultantes, se 

obtiene una expresión para el cambio de la densidad como sigue: 
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a2p1 
2 a2p1 

o (A.5) - c 
at2 ax 2 

Donde se ha definido: 

[ 
aP r2 c= 
ép 

Esta es la ecuación de onda en una dimensión expresada para la densidad. 

Se puede obtener una ecuación para la presion de rr.anera análoga a la que se 

acaba de describir, pero no es necesario, pues como se verá a continuación, 

la ecuación de la energia que da una relación entre presión y densidad. 

La solución de esta ecuación es una función de onda con velocidad c, que 

se propaga en cualquier sentido de x. A la cantidad dada por a se llama la 

velocidad del sonido. Esta toma diferentes formas dependiendo de la ecuación 

de la energia que se use. Hay dos casos en los cuales se simplifican mucho 

estas expresiones. 

Haciendo algunas suposiciones, es posible introducir la ecuación de la 

energia de dos maneras al terna ti vas. En el caso de un gas adiabático, la 

ecuación de energia es: 

p 7 
P= p (-) 

o Po 
con 7 = cp/cv una cantidad adimensional que es la razón entre coeficientes de 

capacidad calorifica a volumen y presión constante respectivamente. Entonces 

la velocidad del sonido para un gas adiabático resulta: 

(A.6) 

con k la constante de Boltzmann, y µmH la masa promedio por particula. 

En el caso de un gas isotérmico (T=T
0

) la ecuación de energia es: 

1/2 
p 
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y con esta, Ja velocic!ad del sonido para u11 gas isotércico es: 

CI 
( 

kTo ) l/2 

µ::¡H = constante (A. 7) 

En ar.bes casos c es Ja velocidad con Ja que se propaga naturalmente una 

perturbación en un gas. Esta velocidad depende directa1:1ente de la 

tel:lperatura, e inversa1:1ente de la densidad. Del análisis anterior se ve que 

si u., fluido sufre u.,a perturbación pequeña de su densidad, el resultado es 

una onda de compresión (o rarefacción) cu1•a velocidad está relacionada con Ja 

energia del fluido. Dicha velocidad es la velocidad caracteristica o natural 

con la cual se propaga una perturbación en un oedio dado. 

A.2 Ondas de Choque 

Cuando se pide que Ja perturbación sea pequeña en las ondas sonoras se 

esta icponiendo, en realidad, que el gradiente en las cantidades como presión 

y temperatura sea pequeño. Esto asegura que el cambio de las variables del 

fluido sea reversible. Este tipo de fenómeno se puede describir completamente 

con ecuaciones de conservación en forma diferencial como las que acabamos de 

ver. Sin embargo en cuchas ocasiones se dan cambios bruscos (como sucede en 

explosiones) que no son reversibles. En este caso las variables sufren 

cambios que son mayores que su magnitud, y estos cambios se dan de manera 

abrupta. Ahora ya no sirven las mismas ecuaciones, puesto que el fluido no 

regresa a su estado inicial, sino que queda fuera de equilibrio. A este 

fenómeno se le llama onda de choque. 

Representar maten:áticamente una cambio irreversible as! es complicado. 

Afortunadamente se encuentra que el ancho de la zona en que se dan Jos 

cambios es despreciable (del orden de un camino libre medio), lo cual permite 

aproximar esta zona como una superficie de discontinuidad, Este tratamiento 

es más sencillo. Solamente hace falta que haya conservación de masa, momento 
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y energia a través de esta superficie para poder escribir una relaclon entre 

estas cantidades a ambos lados de la discontlnuldad. Antes y después de este 

punto se utlllzan ecuaciones diferenciales de primer orden, pues ahi los 

cambios son graduales. 

Las ondas de choque se dan cuando un fluido sufre una perturbación de P 

o p a una velocidad relativa supersónica. En este caso el fluido es incapaz 

de reaccionar de manera suave al cambio y sufre cambios abruptos que lo sacan 

de equilibrio. Un ejemplo de esto es un gas dentro de un cilindro, que tiene 

una velocidad constante mayor que la velocidad del sonido que lo caracteriza 

y que se encuentra repentinamente con una pared. La primera parte del gas 

que toca la pared se debe frenar completamente. Como viene mas rápido que la 

velocidad con la cual es capaz de avisarle al gas que viene detrás, lo que 

sigue tamblen se entera del cambio de manera repentina. Como el gas no llene 

para donde lr, se va acumulando contra la pared, y la superflcle sobre la 

cual se frena el gas se aleja de la pared. Visto desde un sistema de 

referencia sobre esta superficie (de aqui en adelante el sistema siempre 

estará sobre el frente de choque), al pasar el gas, su velocidad baja, su 

densidad sube y su temperatura también sube. Estos cambios, como ya se dijo, 

son grandes, y dejan al gas fuera de equillbrlo térmico. En la zona detrás de 

la discontinuidad el gas procura regresar al equilibrio por medio de nuevos 

cambios en sus variables. En particular, el gas se enfria por medio de 

radiación. 

Al conjunto de todos estos cambios se llama onda de choque. Se divide en 

tres zonas para su estudio. Tiene una zona que precede al choque en la cual 

hay fotoionización debida el enfriamiento detrás de la discontinuidad. La 

discontinuidad se llama frente de choque. La zona en que el gas regresa al 

equilibrio se llama zona de relajamiento. A continuación se explican las tres 
r~t 

zonas. En la figura A.l se indican estas zonas, asi como los cambios de las 
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variables del gas en cada una. 

Tl 

Zo11a de 
rrc·c:hoquc Frc nte .. 

Choque 

T1 

Zon• de RelaJam\rnto 

Zona de tnrriamletHo 

T3 

Zona de 

Reconiblnaclon 

Fl9ura A. l tst.ructura completa de una onda de choque. Se muestran &olamenlc 
los camblos en la variable t.emperat.ura. 

La zona de prechoque (a veces llamado precursor del choque) está formada 

por el gas que aun no llega al frente de choque. Este gas es fotoionizado por 

la radiación que emite el gas ya chocado al enfriarse. Como generalmente este 

gas suele ser neutro, la reglón de f otoionizaclón se puede extender a grandes 

distancias. La emisión debida a la recombinación subsecuente es mucho mas 

débil que aquella que aparece detrás del choque y es dificil dlstlngulrla 

(Raga 1985). 

El frente de choque es una definición matemática de una zona muy pequeña 

en la cual se dan cambios grandes de las variables del gas. Se le aproxima 

por una superficie de discontinuidad. Se pide que la masa, el momento y la 

energia se conserven a través de esta superficie, y las relaciones 

resultantes tienen su forma más sencilla sl se toma el sistema de referencia 
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sobre el frente de choque. Tomando esto en cuenta, así como las suposiciones 

hechas en la sección A. 1, las ecuaciones de conservación toman la siguiente 

forma: 

p1u1 = p2u2 (masa) (A.S) 

p + 2 p + 2 (momento) (A. 9) p u = p2u2 1 1 1 2 

u2+ w u2+ w (energía) (A. 10) 
1 1 2 2 

donde: 
7 p 

7-1 p 

u es la velocidad, p la densidad, P la presión ylas cantidades con subíndice 

son antes del frente de choque y las de subíndice 2 son después del choque. 

Estas tres ecuaciones, junto con Ja ecuación de estado del gas ideal 

forman un sistema cuya solución son las relaciones que indican el cambio de 

las variables termodinámicas a través del frente de choque. Se llaman las 

relaciones Rankine-Hugoniot y son: 

p2 u (7 + 1) H 2 
1 1 

p1 u 2 (7 + 1) + (7 -1) H
1 

2 
(A.11) 

p (7+1 l + 27 CH1 
2 - 1) 2 

(A.12) 
p1 (7 + 1) 

(A. 13) 
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Obsérvese que en todos los casos, el cambio que van a sufrir las 
Vl 

variables depende solamente de la variable Mi. Aqui se define M
1
- et donde el 

es la velocidad delsonidos adiabática del gas antes de atravesar el frente de 
V 

choque. En general a M = ~ se le llama el número de Mach. Cuando M < se 

tiene el caso subsónico, mientras que si H > se trata de un caso 

supersónico. Entre mayor sea H, mas grandes serán los cambios que sufre el 

gas a través de un choque. Se llama choque fuerte cuando H > 1 y débil si H ~ 

l. 

Las relaciones Rankine-Hugoniot se simplifican considerablemente para 

choques fuertes. Esto se logra tomando el limite cuando M ->m y resulta: 

(A. 14) 

p 27 
2 

--H2 
p 7+1 

1 

1 

(A. 15) 

T2 27Cr1J 

M 2 

T (7+1)2 1 
1 

(A. 16) 

Es interesante notar que el salto de densidad tiene un limite, mientras 

que los de presión y temperatura dependen del número de Hach. Si tomamos 7 = 
5 3 (gas monoatómico), 

p2 
entonces - = 4. Esto es, que un choque fuerte (M>>l) 

pi 

en un gas ideal monoat6mico comprime al gas a cuatro veces Ja densidad que 

tenia antes. 

Cuando el gas pasa el frente de choque, queda fuera de equilibrio 

térmico y de ionización. Este equilibrio tiende a reestablecerse en Ja zona 

de relajamiento. Los procesos fisicos que caracterizan esta región son 
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ionizacion, excitación col!sional y recocbinación. Todos ellos son 

inelásticos, por lo cual la temperatura del gas disminuye conforme el gas se 

aleja del frente de choque. Detrás del choque la velocidad resultante es 

subsónica, por lo cual la presión percanece aproximadacente constante. ?uesto 

que la te,,.peratura baja, para que la presión se mantenga constante, la 

densidad debe aumentar. 

Una vez mas se pueden expresar las ecuaciones de conservación. En este 

caso se pide que haya conservación en las cantidades antes del choque, y las 

expresiones resultan: 

p1u1= pJu3 (A. 18) 

(A.19) 

(A.20) 

donde las cantidades con subindice 3 se refieren a cualquier parte de la zona 

de relajamiento, y Q es el enfriamiento neto por radiación. Para ver qué pasa 

con la energia es necesario integrar la ecuación A.20 desde justo atrás del 

frente de choque hasta el punto que interesa. 

Un caso particular de choques son los choques isotérmicos. Estos son 

choques al final de los cuales la temperatura toma el mismo valor que la 

Inicial. En este caso la ecuación de conservación de energia se reduce a : 

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones A.18, A.19 y A.21 

junto con la ecuación de estado del gas ideal se encuentra que: 

(A.22) 

Esta relación indica que en un choque isotérmico, la compresión puede 

ser muy grande si el flujo es muy supersónico. 
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Hay algunas definiciones que es útil hacer, puesto que se van a utilizar 

frecuentemente en el presente trabajo. A continuación se revisan. 

Se define ve·locidad de choque como la coir.ponente de la velocidad 

(relativa, ya que el sisteir.a de referencia esta sobre el frente de choque) 

que es normal a la superficie de choque. Hasta este momento se ha tratado con 

un choque que es normal al flujo. Esto implica que la \'elocidad del flujo y 

la velocidad de choque son lo misco. En este caso toda la velocidad sufre un 

cambio (según la relación R-H correpondiente). Este es el caso más sencillo, 

sin embargo es mucho mas común que el choque presente un cierto ángulo 

repecto de la dirección de flujo. A este se le llama un choque oblicuo. En un 

choque oblicuo el sal to solamente será sentido por la componente de la 

velocidad que sea normal al choque. La componente tangencial permanece igual. 

Para tratar ondas de choque oblicuas, basta conocer la componente normal de 

la velocidad. Esta es ahora la que se utiliza en las relaciones A.9 a Al!). 

En las relaciones Rankine-Hugoniot no aparece directamente la velocidad, pero 

como H=u/c, en estas se toma una nueva H = (u sen9)/c. La figura A.2 muestra. 

el efecto de un choque oblicuo sobre la velocidad de un flujo. 

f"19ure A.2 Uecto de una onda de choque 

componente noriMl Un disminuye y la lanqenclal 

neto es una desviación de la dlrecctoºn de la velocidad. 
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Apéndice B 

EL PROGRAMA STATJE'nlA 

El programa con el cual se implementó el método numérico utilizado en 

este trabajo fue escrito por el Dr. Alejandro Raga del CITA en Toronto. Este 

programa utiliza un método de integración numérica, por diferencias finitas, 

con valores a la frontera que resuelve intrinsecamente ondas de choque, 

llamado el Método de MacCormack. Está escrito en el lenguaje Fortran y fue 

implementado en las computadoras MicroVax 2000 y SUN 4/300 para este trabajo. 

La estructura y funcionamiento del programa se describen con detalle a 

continuación. Los da tos obtenidos con este programa se graf icaron con el 

paquete Supermongo (escrito por P. Monger y R. Lupton), implementado también 

la SUN y en la VAX. 

B.1 El Método HacCormack 

El algoritmo con que se integraron las ecuaciones de la hidrodinámica 

que modelan los chorros estelares en este trabajo se llama el Método de 

MacCormack. La aplicación particular que se utilizó aqui está escrita para un 

sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas en dos dimensiones, y 

se extrajo del libro de Anderson, Tannehill y Pletcher ( 1984). El Método 

MacCormack sirve para integrar ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de 

primer orden. Es un método de diferencias finitas que consiste de dos pasos 

(predictor-correctorl. Es especialmente útil para el presente problema pues 
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resuelve los choques que puedan aparecer en el flujo sin tener que hacer 

ningun tratamiento especial("shock trapping method"J. Esto significa que 

tiene una viscosidad artificial intrinseca que tiene el efecto de estirar la 

discontinuidad del choque a que abarque varios puntos de la rejilla, haciendo 

asi integrable el choque. Pertenece al grupo de métodos llamados de 

integración hacia adelante ("marching methods"), lo cual slgnif ica que 

solamente utiliza los valores contiguos justo anteriores para calcular el 

valor de una función en un punto dado. 

Los métodos de diferencias finitas se utilizan para resolver EDP. El 

primer paso para aplicar este tipo de método es sustituir el dominio del 

problema (que es continuo) por una rejilla finita. Es decir, si se tiene una 

función U(x,y) con dominio Os x s , O s y s 1; se sustituye el dominio de 

U con U(x',y' J. Aqui x'=i6x y y'=j6y; con l,J números enteros y 6x, 6y < 1 de 

tal manera que seguimos teniendo O s x' s 1 y O s y' s l. Una forma sencilla 

de notación que se utiliza es: ul,J•t en función del valor precedente. Lo 

siguiente que es necesario es sustituir la derivada con una diferencia 

finita. Recordando la definición de la derivada parcial de U(x,y) en el punto 

au 

ax 
lim 
.0.x->O 

(8.1) 
6x 

Si U es continua en (x
0
,y

0
) y 6x es lo suficientemente pequefia, entonces 

esta es una buena aproximación de la derivada. Nótese que la expresión B.1 no 

es más que la expansión en serle de Taylor en la cual se han despreciado 

(truncado) los términos de orden mayor que uno. En este ejemplo, el valor de 

la derivada de U se calculÓ tomando la diferencia hacia adelante (+6x), es 

decir usando un valor a la derecha del punto x . Se puede hacer también con 
o 

diferenca hacia atrás (-6x). 
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El método HacCormack tiene dos pasos de integración. En cada paso 

integra la misma EDP con diferencias finitas. P.rimero con diferencias hacia 

adelante (paso predictor) y luego con diferencias hacia atrás y promediando 

entre ambos valores resultantes (paso corrector). Está diseñado para resolver 

ecuaciones del tipo de Burghes en su forma conservativa como la siguiente: 

au1 ar1 
- s o (B.2) 

ax ar 

y la forma especifica de los pasos es: 

u u 
1, J•l 1, J l!.r 

F - F l + l!.x S 
1,J•1 1 'J 

(B. 3) 

Paso Predictor (diferencias hacia adelante) 

u 
1, J•1 ( 

U + U - ~ (F' -F' )) 
2 t,J l.J•t llr 1•1,J 1+1, J-t 

(B. 4) 

Paso Corrector (diferencias hacia atrás) 

B.2 El Programa 

Para integrar las ecuaciones del modelo con el método HacCormack como se 

ha descrito, se tiene que aproximar el dominio del problema mediante una 

rejilla. Primero se redujo a dos dimensiones simetria cil1ndrica. En este 

caso, la rejilla será rectangular, con un lado el radio del chorro (r), y el 

otro lado el largo del chorro (x). La posición r=O corresponde al centro del 

chorro, y aqui se impone una condición de reflexión. Es necesario que las 

ecuaciones se puedan expresar en la forma de la EDP B. 2. Puesto que las 

ecuaciones 2. 1-2. 5 ya están escritas en forma conservativa, es sencillo 

determinar los valores de los términos U, F y S para cada una de ellas: 
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Ul pu Fl pv Sl=O (B.Sl 

U2 pu2 + p F2 puv 52=0 (B.6) 

2 
p 

U3 puv F3 pv + p 53=- (B. 7) 
r 

U4 u CE + P) F4 v (E + P) S4=S (B. S) 

us n u F5 nHII V SS=L (B.9) 
HII 

Las variables u y v son las velocidades en la dirección x y r 

respectivamente. E es la energia por unidad de volumen. P es la presión y 

nHII la densidad de parUculas de hidrógeno que están ionizadas. S es la 

función fuente de energia y L la función fuente de particulas ionizadas. Es 

importante notar aqui que los términos Ui y Fi han quedado completamente en 

función de las variables p, v, u y P. Se deben dar los valores para las 

variables del gas (P, T, p, V, etc) en la posición x=O a todo lo ancho de la 

rejilla (condición inicial). Para todas las variables que requiere el 

programa, el perfil de la variable es de escalón, es decir que tiene un valor 

constante a todo lo ancho del chorro, y otro valor constante diferente en la 

zona del medio ambiente. El valor de la fraccion de ionización al inicio se 

calcula suponiendo que el gas del chorro se encuentra en equilibrio 

Hechas todas estas consideraciones, y suponiendo que 

se conocen los valores iniciales (en el punto de inyección del chorro) de las 

variables del flujo (r, p, T, P, u, v, nH
11

,. •• ), se pueden integrar las 

ecuaciones sobre toda la rejilla obteniendo una descripción del 

comportamiento de las variables en cada punto. La forma especifica en que 

esto se hace se describe en la siguiente sección. 

B.3 Estructura del Programa 

El algoritmo de este programa toma los valores p
0

, u
0

, v
0

, T
0

, y P
0

• Con 

ellas calcula Flo-FSo y Ulo-USo. Enseguida entra en un ciclo en el cual usa 
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los j-ésimos valores de las U's para calcular los j+l. Hecho esto obtiene las 

variables del gas y las F's y entra en un nuevo ciclo. 

La estructura del programa aparece en la Figura B.1. Este es un diagrama 

de flujo, que indica cuales rutinas se corren y en que orden. Aqui vemos que 

se divide en dos partes. La primera parte tiene como función inicializar 

algunas constantes del flujo y todos los valores del chorro a lo largo de la 

columna número uno, mencionada en la sección 2. La segunda parte es el ciclo 

de integración. Este utiliza el método predictor-corrector para ir llenando 

los cuadritos de la rejilla definida al comienzo. 

La explicación de qué es lo que hace cada una de las rutinas se da a 

continuación. Por simplicidad se ennumeran en orden de aparición según la 

Figura B. 1. 
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DIS.l'EP 

URF 

'--~~~~~~~~~EDGE 

L---.....----..J 

liqura B.1 Oh.grama de Flujo del 

AVER 

OU'IPIJr 

AVERX 

Las (l9ura• 

tndlcan el comienzo y el ilnal del proqrama, t..as f19uras de rombo 

lugares en que exlslen varios posibles caminos. 
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PARAM: lee los parámetros iniciales del chorro. Estos son número de 

puntos de integración en x, dimensión máxima en la dirección radial, radio 

inicial, razón entre la presión del chorro y la del medio circundante, 

densidad de particula del chorro, temperatura, fracción de ionización y 

ángulo inicial de dispersión. En la columna número uno, el perfil de todas 

las variables es el de un escalón, es decir que fuera del chorro la variable 

vale cierta constante y dentro vale otra constante que puede (como es en 

general) ser diferente. Asimismo permite al usuario escojer una variable con 

la cual quiere escribir una imagen. Tiene la posibilidad de usar un sistema 

de coordenadas cilindrico o cartesiano, asi como de hacer cálculos para gas 

adiabático (sin enfriamiento por radiación) o no-adiabático (con enfriamiento 

por radiación). Abre los archivos de escritura del programa. Hay tres formas 

de escribir los datos. Se escriben los valores de las variables que nos 

interesan a lo largo de una linea de flujo, o bien a lo largo de varias 

lineas de flujo. Además, se pueden escribir las variables como si se viera 

una sola raya sin resolución espacial. Este caso es interesante porque en 

muchas de las observaciones sucede que no se tiene resolución espacial, y de 

esta forma se puede comparar lo observado de alguna forma con el código 

numérico. 

INITFLOll: inicializa los valores del flujo tanto dentro como fuera del 

chorro (primera columna). Primero calcula presiones, densidades, temperaturas 

y fracciones de ionización. Luego, con estos valores y los que leyó de 

entrada calcula el valor de las U's que se ennumeran en la sección B.2. 

URF: una vez calculados los flujos, los decodifica para obtener los 

valores de velocidad (en ambas direcciones), densidad, presión, temperatura y 

fracción de ionización. Para el caso de un gas no-adiabático, calcula además 

las funciones fuente de ionización y energia. Con todos estos valores ahora 

arma las F's tal como se expresan en la sección 2. 
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Esta rutina llai:;a a su vez a tres rutinas más. La primera de ellas es 

TEMP. Esta rutina es sii:;plei:;ente una función que calcula la temperatura de 

un punto en particular dados su densidad y presión. Utiliza la relación para 
gas ideal: 

p 
T---- (B. 10) 

nk 

RATE es otra de las sub-rutinas usadas por URF. Lo que esta hace es 

calcular la tasa de ionización del hidrógeno y la pérdida de energia. 

Finali:;ente ALOSS usa una expresión analitica de la función de enfriamiento de 

un gas no-adiabático para calcular el valor de la pérdida de energia. Esta 

rutina tien~ además una correción que la hace mas precisa. El código 

elaborado por el Dr. Luc Binette (también del CITA) hace algo semejante a lo 

que éste, pero toma en cuenta a todos los elementos ( en vez de sólo H y 

He). Lo que se hizo fue comparar el enfriamiento dado por ambos códigos para 

varias temperaturas alrededor de las que nos interesan (que son alrededor de 

104K) y a cada una de ellas calcularle un coeficiente de corrección. Con 

ésto, se evita computar con el código complicado (y por lo tanto tardado) y 

se tiene una buena aproximación del valor de la pérdida de energia debida a 

radiación. 

DISTE?: calcula el tamaño del paso de integración en la dirección x. 

Este paso tiene que ser lo suficientemente pequeño para que se tenga una 

buena resolución de las variables de interés. Para lograr esto es necesario 

ir sensando la forma en que estas cambian. No es necesario sensar todas estas 

variables. Basta con cuidar Ja velocidad, la pérdida de energia por radiación 

y la ionización. Para todos los casos, lo que se hace es encontrar una 

distancia carateristica. Esta es el producto de el tiempo caractrisico y la 

velocidad del flujo. Un tiempo caracteristico es la razón entre la cantidad 

medida (por ejemplo la energia) y el cambio de ésta por unidad de tiempo. 

Escoger una distancia menor o igual a esta distancia caracteristlca nos 
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11 

ht 

asegura que la cantidad estudiada va a cambiar una cantidad razonable en este 

intervalo. 

STIU:AM: inicializa la posición de la {o las) lineas de flujo sobre las 

cuales interesa conocer los valores de las variables del flujo. En el caso de 

que sólo se quiera u:1a linea, se puede escoger en que posición inicial se 

coloca, asi como qué volumen de material a su alrededor se ''ª a utilizar 

para calcular las variables de eser! tura. Cuando se quieren los nlores 

sobre varias lineas de flujo, estas se colocan a lo ancho de todo el chorro. 

En nuestro caso todas las corridas de varias lineas están hechas con cinco. 

Estas se distribuyen en el chorro de manera que hay mas lineas cercanas al 

eje de slmetria, que es la zona donde ocurren mayores cambios .. 

A~: esta rutina inicializa los valores para escritura de los valores 

promedio de las siguientes variables del chorro: u, v, p, P, fh (fracción de 

ionización), T, S (emisión del asufre una vez ionizado), Ha: (emisión de 

hidrógeno en la serle de Balmer), y los flujos de masa, momento y energia. 

Has que un promedio, lo que aqui se obtiene es la integración de la variable 

de interés a todo lo ancho del chorro, para cada punto a lo largo del chorro. 

Esto se logra con la función AIMTEG. Lo que hace esta función es calcular la 

sumatoria: 

, ..... 
[ F(x,rl rllr "'f Frdr 

o 
(B. 15) 

r=O 

Es importante notar que se hacen las integrales de la intensidad de emisión 

de las lineas Ha: y [SII]. Para ello se usan las funciones l!ALPIL\ y SU. 

l!ALPIL\ encuentra la emisión en la linea Ha: como la suma de la energla emitida 

en recombinación y aquella proveniente de excitaciones colislonales. SU 

calcula la 'emisión combinada de las ltneas de asufre [Sll l en 6717 y 6731 
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angstroms. 

OUTPUT: esta es la rutina que se encarga de, escribir en forma binaria la 

imagen de la variable que se haya escogido. Esta imagen medirá nx por ny 

puntos y es interesante graficar los isocontornos que se forman para la 

variable dada. 

STREAMX: para las lineas de flujo escogidas en STREAM calcula y escribe 

los valores de las variables del chorro cada cinco ciclos. 

AVERX: aqul se calculan los valores de las intergales mencionadas en 

AYER con cada ciclo de integración. 

XSTtl'1: este es el paso predictor que utiliza el valor de la variable de 

la columna anterior en un punto contiguo para calcular el valor en el punto 

de interés (forward). Tiene la forma siguiente (como la ecn. B.3): 

u 
p 

u -
Ax 

J+Ax(so-s) 
Ay 

(B. !6) 

XSTEP2: es el paso corrector. Este consiste de sacar el promedio entre 

el valor que ya se calculó en XSTEP1 y el que se obtiene usando ahora el 

valor en el punto anterior (izquierdo). La expresión que hace esto es (como 

B. 4): 

u -
p 

Ax 

Ay 
CF - F l + Ax es - sJ) 

J J-1 o 
CB.17) 

FLUX: aqui se "planchan" los valores calculados. Esto significa que se 

suavisan las diferencias de los valores de las variables entre los puntos 

contiguos en la dirección radial. Es conveniente hacer esto porque disminuye 

el error numérico. La forma en que se logra esto es: 
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.. 
¡I 

tt 

¡¡ 
ti 

u 
r 

3 
-u 
4 r 

+ 
s 

R!:SFLOV: se recorre una col=a para adelante 

integración. 

CB. lSl 

para continuar la 

EJX;E: es la rutina que corrige los efectos de la discretlzación del 

fluido. En particular, como sólo hay 150 puntos en la dirección radial, es 

muy probable que el borde del chorro no caiga exactamente en uno de ellos. 

Por lo tanto al calcular la masa (por ejemplo) siempre va a faltar o sobrar 

un poco de masa. La rutina DXiE cuida de sumar o restar esta cantidad para 

mejorar la presición de los resultados . 
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