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En este trabajo se utiliza el modelo de Chorros Estelares de Cantéd, Raga
y Binette para estudiar dos fendmenos particulares en estos flujos: la
aparicién de choques frontales llamades Discos de Mach y el ccmportamiento
del flujo a grandes distancias. El modelo tiene solucién analitica y numérica
e iniclalmente se hace una comparacién entre e} comportamiento del flujo que
predice cada soluclién para encontrar un modelo teérico general.

En la zona de reflexién (donde se encuentran dos choques) se determinan
las condiciones para la aparicién de un tercer choque tipo Disco de Mach. Se
utiliza el cédigo numérico para detectar su aparicién y se encuentra que ésta
depende de una combinacién del numero de Mach y la presién del flujo relativa
a la presion del medio.

Se estudla el comportamlento de las variables del chorro a grandes
distancias. Se obtienen expresiones analiticas para algunas variables en esta
situacién y se comparan con los resultados de la simulacién numérica

encontrando una buena concordancila.



INTRODUCCION

Los chorros estelares son flujos de gas altamente colimado que se
observan en regiones de formacién estelar, Se plensa que el gas que los
compone proviene del viento de estrellas jovenes y que es colimado por las
irregularidades en la densidad carateristicas de estas regiones. Su estudio
es importante para estas regliones, puesto que da Informacién acerca de la
estrella, del medio circundante, y de la posible relacién entre todos ellos

Inicialmente estos chorros fueron observados como cadenas
aproximadamente alineadas de nudos brillantes. La emisién de estos nudos es
del tipo de aquella detectada en los objetos Herbig-Haro, es decir emisién
caracteristica de un gas en la zona de enfriamiento detrids de una onda de
choque. Observaciones con mayor resolucién muestran que la mayoria tlenen
ademds un nudo de mayor brillo en la punta, y se plensa que en es el lugar
donde el chorro entra en contacto con el medio (superficlie de contacto}.

A partir de observaciones detalladas y algunos modelo; teéricos, se ha
. podide dar un esquema para la estructura general de estos chorros.
Esenclialmente consisten de una 2ona en que el viento estelar es colimado y
posiblemente acelerado, seguido de una zona intermedia en la cual el flujo no
sufre camblos notables y terminando con el lugar donde el flujo es frenado
por el medio. Lés diferentes zonas se han modelado con distintos grados de

éxito y se han realizado comparaciones con las observaciones. Para la zona de



colimacién hay modelos analiticos como los de Canté (1980), Konigl (1982) y
Raga y Canté (1988} que suponen que gradientes de presion en el medio
enfocaran al viento estelar inicialmente isotrépico. Para la zona de
interaccién con el medlo ambiente existen trabajos tanto analitices como
numéricos como por ejemplo el de Hartigan et,al, (1987), en los cuales se ha
logrado reproducir los espectros de emisidén observados de estas zonas
suponiendo ondas de chogue curvas ("bow shocks"). La zona intermedia ha sido
modelada de varias {ormas distintas. Existen simulaciones numéricas
dependientes del tiempo que incluyen la superficie de contacto como los
trabajos de Norman et.al. (1982), y Falle, Innes y Wilson (1987).

En el presente trabajo se utiliza el modelo desarrollado en Canté, Raga
y Binette (1989) y Raga, Canté y Binette (1990) para la zona intermedia de
los chorros estelares. Este modelo supone que en esta zona se tlene un flujo
estacionario de gas supersénico, compresible, y no viscoso. Considera que
exlste simetria cilindrica, ignora el efecto de intercambio de materia con el
medio circundante, y supone que la composicién quimica del gas es la tiplea
del medio interestelar. Ademds, considera que el medio circundante es
uniforme. Encuentra que dadas las condiciones anteriores, aparecen parés de
choques internos al flujo, regularmente espaciados, y con una velocidad de
chogue aproximadamente constante a través de todos los pares. El tratamiento
sencillo que este modelo hace de esta zona permite hacer un anélisis
. cuidadoso del espaclo de los paradmetros, asi como de los procesos atéomicos
dentro del gas.

En el Capitulo 1 se hace una revisién acerca de los objetos HH (los
cuales estdn intimamente relacionados con los chorros estelares), de sus
propledades y de su posible relacién con los procesos de formacién estelar.

Se estudian los chorros astrofisicos en general, los chorros estelares y sus



En el Capitulo 2 se revisan la scolucién analitica y numérica del modelo
de Canté, Raga y Binette. Se hace una comparacién entre los valores que
predice cada una de las soluciones y se encuentra una concordancia razonable
en la mayor parte de los valores. Aparece una discrepancia notable en el
valor que predicen para su largo caracteristico. Por esto, se relajan algunas
suposiciones hechas en el tratamiento analitico y se encuentra una mejor
colncidencia. Esta comparacién aporta una Idea mds global sobre el
comportamlento estos chorros, y ademids muestra como pueden ser
complementarias las dos soluclones.

En el Capitule 3 se estudia con mayor detalle el punto en que los
chogues internos son reflejados. Esta reflexion puede ser regular (aparecen
dos choques oblicuos) o bien de Mach (dos choques oblicuos mas un choque
frontal). La forma del chogque determina la forma de la emisién, por lo tanto
es importante saber si se presenta reflexién de Mach. Se discuten las
condicicones para que esta reflexién sea regular, y los cases en que deja de
serlo (reflexién de Mach). Para ello se utilizd el cédigo numérico,
aprovechando el hecho de que en el momento en que aparece la reflexidn de
Mach, el algoritmo de integracién del cédigo ya no converge. Se determinan
los valores caracteristicos de las variables del chorro en esta zona muy
cercana (pero justo antes) al punto de reflexién para conocer que tipo de
. reflexién se va a dar.

En el Capitulo 4 se estudia el comportamiento de las variables del
chorro cuando se le permite avanzar una gran distancia. Se calculan
analiticamente algunas cantidades caracteristicas del flujo a grandes
distancias y posteriormente se comparan con los resultados de la simulacién

numérica., En este andlisls se detectdé que la simulacién numérica presentaba



una pérdida de masa apreciable cuando se Integraba grandes distancias. Es
comiin que esto suceda en cédigos de este tipo. Se introdujo una correccién
tal que se asegura que el {lujo de masa permanezca constante a través de los

pasos de integracién.



Capitulo 1§

MOTIVACION ASTRONOMICA

1.1 Objetos Herbig-Haro

Las pequefias nebulosidades llamadas objetos Herbig-Haro constituyen una
parte importante del estudio de la formacién estelar. Se encuentran en
reglones de nubes moleculares, asoclados a estrellas de reclente formacién y
a los discos de acrecidén y flujos moleculares de alta velocidad que éstas
presentan. En los Ultimos afios la relacién entre todos estos procesos se ha
ido aclarando, pero aun queda mucho por explicar

En los afios cincuenta dos astrénomos descubrieron independientemente un
nuevo tipo de objeto. Fueron Guillermo Haro y George Herbig qulenes
observaron tres curiosas nebulosidades compactas en la regién de la nebulosa
de Orién. Estos objetos se bautizaron Herbig-Haro (o HH) en honor a sus
descubridores, y los primeros en ser descublertos son HH1, HH2 y HH3 (Herbig
1950, Haro 1951). La razén por la que llamaron la atencién es que tenian
espectros muy peculiares, distintos a los espectros de las estrellas
cercanas. Presentan emisién en lineas resultante de una gran variedad de
energias de excitacién y en particular emisién muy intensa de lineas
prohibidas (como [SII] y [OI}), asi como en lineas de la serle de Balmer del
hidrégeno. Herbig (1950) sugirié que se trataba de un fendmeno de
fotoionizacién, y que una estrella azul muy callente, era su fuente de
energia. Propuso, también, que se podia tratar de una estrella enana tardia

(tipo espectral K o M). Haro (1951) eliminé ambas posibilidades haclendo



observaciénes profundas en el visible y cercano infrarrojo (tal que debieran
aparecer estrellas hasta de magnitud 19) en las cuales no fue detectada
ninguna estrella dentro o en la inmediata vecindad de los objetos. Pasd mucho
tiempo sin que se diera una explicacién satisfactoria del origen de estos
objetos. Sin embarge, se siguleron clasificando objetos tipo HH a partir de
sus propledades espectrales.

No fue sino hasta los afios setenta en que Schwartz (1975) noté el
parecido entre los espectros producidos por remanentes de supernova y objetos
HH. Dado que ya se sabia que la emisién de las remanentes de supernova es
debida al paso de un gas a través de una onda de choque, sugirié que en los
objetos HH sucedia lo mismo. La comparaciétn entre modelos de espectros
producidos por ondas de choque y aquellos de los objetos HH mostré que en
efecto, el fenémeno de onda de chogue pudiera ser una buena explicacién para
la emisién de los objetos HH. Un problema central es el de determinar la
fuente excitadora de los objetos HH. Osterbrock (1958) fue el primero en
sugerir que dicha excitacién pudlera resuitar de un f{lujo muy energétlco
proveniente de una estrella joven. Strom (1974) y sus colaboradores fueron
los primeros en encontrar fuentes infa-rojas cercanas a objetos HH. Ahora hay
mis de 20 de dichas fuentes ldentificadas, y se sabe que son estrellas de
reclente formacién., A pesar de la diversidad de objetos HH identificados
hasta la fecha, es generalmente aceptado que todos ellos son resultado de la
. interaccién de un flujo supersénico de un viento estelar con el gas del medio
circundante.

El criterio principal para la identificacién de los objetos HH es el
espectro que los caracteriza. Aunque presentan similitudes en su forma, se ha
encontrado que un criterio puramente morfolégico no es suficiente para
identificarlos. Puesto que se sabe que tienen relacién con otro tipo de

objetos (e..g. nubes moleculares oscuras, estrellas tipo T Tauri y flujos



moleculares de alta velocidad), otro criterio es la proximidad a estos
objetos. El catdlogo méas completo a la fecha (aunque ya han sido descubiertos
muchos mas objetos HH) es el de Von Hippel et al. (1988), en el cual aparecen
184 de éstos objetos, asi como sus coordenadas, velocldades radiales
movimientos propios e informacién acerca de sus espectros.

A continuacién se resumen las principales propiedades de los objetos HH
utilizando los trabajos de revisién de Schwartz (1983), Canté (1987), Dyson
(1987) y Relpurth (1991). Las propiedades se pueden dividir en propiedades
espectrales y propiedades secundarias. Aqui se resumen las caracteristicas de
estas propledades
1.1.a Propiedades Espectrales

A partir del espectro que emite un objeto se puede obtener informacién
acerca de su composicién quimica, temperatura, fraccién de ionizacién,
densidad electrénica y movimiento (por efecto Doppler). Se pueden tomar
espectros de un objeto a diferentes bandas de {recuencias, y cada una da
informacién importante. Se tienen observacicnes de los objetos HH més
conocidos y brillantes (HH1 y HH2) en cas! todas las frecuencias. De los
demids objetos hay observaciones en varias bandas, pero principalmente en el
visible.

En el visible (longitudes de onda 3000 < A < 7000 A) se observan lineas
en emislén debidas a un amplio rango de excitacidén. Predomina la emisién en
. lineas permitidas y prohibidas de &tomos neutros e iones de baja energia de
excitacién., Los objetos HH de baja excitacién tienen lineasb intensas
(respecto de las lineas de la serie de Balmer) de [0OI), [SII], [NI). Estas
mismas lineas son menos intensas en los objetos de alta excitaclidén, y en
cambio su espectro presenta lineas de alta excitacién (como (OIII}) mas
intensas. En la tabla 1.1 se muestra el flujo (respecto del flujo de HB) de

algunas lineas en emisién para un objeto de baja excitaclién (HH2-H) y uno de



alta excitacién (HH7). En esta tabla se aprecia la amplia variedad de
excitacidén de estos ohjetos.

Por lo general el continuo es débil y a veces hasta inexistente. Muchos
objetos HH presentan un aumento en el continuo en el extremo azul. Este
aumento se ha interpretado como resultade de la emisién de dos fotones del

hidrégeno atémico.

Tabla 1.1 Comparacidn entre los flujos (relativos a HES=100) de 1ineas de
emislon para un objeto HH de alta excitaclon (HH2-H) y mo de baja excitacion
(HH7). Extralde de Beham 1583,

t F,(xel}
Identificaticn 1 H-H 24 HoH 7
Q Ir 372¢/:9 169 7
Ca II 381} 14 69
{s 11} 4086/76 €4 119
Hy 4340 38 74
{re 11} 4314/16 § 9
Mg I 4571 4 )
H§ 4861 100 100
{0 111} 5007 €3 10
{Fe 11} 1241 4 20
(GBS} 519875200 10 184
{o 1} §300 122 405
{e 1} 6363 22 123
Ha €563 233 447
8 111 €584 154 23
{s 11] 6317 iR 1266
{Ca 111 7291 B 78
i0 11} 731y :
{ca 11) 7324 67 43
1o 11) 7330
fc 11 s34 8 596
' {s 11} 0317 1 --
{s 11} 10336 12 26

A partir de los perflles de algunas lineas se han medido las veloclidades
radiales de estos objetos {por efecto Doppler). En todos los casos estas
velocidades son del orden de cien kilémetros por segundo, y en 75% de los
casos son negativas, es decir que se acercan al observador.

En el cercano infrarrojo (A > 7000 A) se detectan lineas en emlsién

debidas a hidrégeno molecular que han sido Importantes en el diagnéstico de



la“componente molecular del gas que forma los objetos HH. Esta emision puede
deberse a excltacién colisional o blen a absorcién de radiacién
ultra-violeta. En el caso de los objetos HH se encuentra que la emisién es
debida a excitacién colisional (Reipurth 1991). En esta banda hay un aumento
del continuo que se debe a una combinacién de la reflexién por granos de
polvo de la radiaclién de estrellas cercanas y de emisién libre-libre,

En el ultravioleta (A < 3000 A) el espectro es débil debido a 1la
extincién por el polvo que rodea a los objetos HH lo cual dificulta las
observaciones. En esta banda también se diferencian los objetos HH de alta y
baja excitacién. lLos de alta excitacién presentan lineas debidas a iones de
alta excitacién como lo son CIII y OIII, mientras que los objetos de baja
excltacién no muestran éstas, sino lineas de la serie de Lyman del hidrégeno
molecular. El continuo presenta un aumento sustancial, que es continuacién
del que se observa en el optico. Su origen se ha explicado como una
combinacién de emisién de dos fotones con emisién libre-ligado (series de
Balmer y Paschen).

De 1los datos espectroscépicos es posible determinar la densidad
temperatura y fraccién de lonizacién del gas. Para los objetos HH estos

parametros toman los sigulentes valores:

Densidad Electrénica 2.5 %10 a 5.5x10° cn?
Temperatura Electrdnica 7500 a 12000 K
Fraccién de Ionizacién 0.07 a 0.8

Aunqﬁe la temperatura y la densidad son simlilares a las que se conocen
para reglones fotoionizadas, la fraccion de ionizacién es demasiado pequefia.
Esto, sumado con las intensidades de lineas observadas apuntan a cotro tipo de
mecanismo de excitacidén para el gas en los objetos HH. Este mecanismo es el
de ondas de choque, y se explica con detalle mas adelante.

Las observaciones no espectroscépicas en las frecuencias de radio e

10



infrarrojo son muy utiles en la deteccién de las estructuras que rodean a los
objetos HH. En la sigulente seccién se mencionan estas estructuras y su
posible relacién con los objetos HH.

1.1.b Propiedades Secundarias

Aungue el criterio principal para la identificacién de un objeto HH es
la forma de sus espectros, aparecen semejanzas interesantes en otras de sus
propledades. Estas pueden ser morfolégicas, dindmicas o de su entorno, y aqui
se les llarma secundarias.

Los objetos HH se observan como nudos pequefios, compactos y brillantes
con luminosidades que alcanzan valores de hasta 1.4 LO (luminosidad del Sol).
Sus dimensiones van de 300 a 2000 UA (1 Unidad Astronémica = 1.5 x 10 Pen
que corresponde a la separacién promedio entre la Tierra y el Sol) y sus
rasas son de aproximadamente IOHs (masas terrestres). Presentan nebulosidades
a su alrededor cuyo espectro es semejante pero de brillo mucho menor. Se
encuentran en la vecindad de nubes moleculares obscuras, las cuales se sabe
que presentan formacién estelar. Aparecen cerca de estrellas de formacién
reciente y de los flujos moleculares de alta velocidad que estas presentan y
se cree que todos estos fenémenos estidn relacionados entre si. Algunos
objetos HH se encuentran solos, mientras que otros son parte de agrupaciones,
Las agrupaciones son a veces amorfas y otras veces estan alineados.

Estos objetos se oéservan en las partes exteriores de nubes moleculares
oscuras. Una razén para esto puede ser un efecto de seleccidn: es decir hay
objetos HH dentro de la nube pero no se observan por extincidén. Otra posible
razén es que solamente se forman en zonas con gradientes de densidad como las
orillas de las nubes

Los objetos HH tienen velocidades radiales y tangenciales del orden de
los cientos de kilémetros por segundo. En un medio con temperaturas tipicas

de 10‘K {como lo es éste), la velocldad del sonido es aproximadamente 10



kms’x. asi que estas velocidades son claramente supersénicas. La manera.en
que se explican estas velocidades es que el flujo de gas (que finalmente se
ﬁénifiesta en el objeto HH) sufre un proceso de colimacién. Este proceso toma
un gas inicialmente subsénico y en expansién aproximadamente isotrépica y lo
acelera y alinea. Se plensa que el mecanismo colimador puede ser un disco de
acrecion que se encuentre alrededor de la estrella.

La velocidad radial es la mayoria de las veces negativa, lo cual
significa que los objetos HH se acercan al observador. El hecho de que se
observen més objetos HH con velocidades radiales negativas se explica porque
las nubes moleculares probablemente impiden ver la contraparte de los objetos
HH con velocidad radial positiva, que estarian atrds de la nube molecular.
Cuando hay agrupacliones, las velocidades tangenciales (o movimlentos propios)
de todos los objetos HH gue ahl aparecen son aproximadamente paralelas. En
muchos casos, la dlreccién de estas velocidades estd alineada con una
estrella (ver figura 1.1). Generalmente estas estrellas no se ven porque la
extincion debida al polvo en las nubes moleculares es muy grande, pero se
detectan en el infrarrojo. Se plensa que la fuente de energia de los objetos
HH son estas estrellas. Se encuentra que dichas estrellas tienen una alts

' (Mo = masa solar = 2 x

tasa de pérdida de masa de 10°° y hasta 1077 Mo afio”
10%%g. ).

Para decidir cual estrella es la fuente de energia se toman en cuenta
. varios criterios. La cercania a objetos HHM: se considera que la fuente debe
estar cercana al objeto. La direccldn en que apuntan los movimlentos proplos:
sl se supone que la estrella impulsa al objeto HH, entonces ¢ésta debe estar
en direcclén contraria a la velocidad tangencial de éste. El alineamiento de
varios objetos HH {objetos HH tipe Jet, que se ver&n con mas detalle

adelante) con alguna estrella. La direccién general de los flulJos bipolares

en la zona: al parecer ambos fendmenos pueden ser generados por la misma

12



estrella. Con estos criterios, se han buscado fuentes en el infrarrojo. En el
50% de los casos que revisan Mundt, Brugel y Blirke (1987), éstas resultan ser
estrellas tipo T Tauri.

Los flujos moleculares de alta velocidad se observan como lébulos de
emisién de la molécula de mondéxido de carbono (CO). Estos 1ébulos
generalmente aparecen en pares (flujos bipolares) a ambos lados de una
estrella tipo T Tauri, uno de ellos presenta corrimiento Doppler al rojo y el
otro al azul, indicando que se mueven en direcciones opuestas. En muchas
ocasiones (HH29, HH102 por ejemplo) se detectan objetos HH cerca o dentro del
lébulo corrido al azul. La razén por la que no se observan objetos HH en el
l6bulo rojo es que estos sufren la extincién del medioc. Se han observado mas

de 40 objetos HH cercanos a 10' (minutos de arco) o mids de estos flujos.
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Flgura 1.1 Crafica de los movimlentou propics de los objetos HHl y HR2. Se

observa que cada conjunto de objetos HH presenta velocidades sproximadamente
paralelas. Se conoce una fuente de radle e infrarroja en el centro del sistema

1,2 MHodelos de Objetos Herdbig-Haro

En Astronomia siempre se tlenen mediclones indirectas del objeto que se
estudia puesto que es imposible acercarse a €1 y medir sus caracteristicas
directamente. Se vuelve necesario entonces formular un modelo para explicar
las mediclones que se tienen y al mismo tlempo poder predecir futuras
observaciones. Las propiedades observacionales de los objetos HH se revisaron
en la seccién 1.1, A partir de estas propledades se tiene un panorama geperal
de los objJetos HH, y con éste se han planteado varios modelos que intentan
explicar el fenémeno. Hay dos partes que se deben explicar acerca de los
objetos HH, una es el mecanismo excitador y otra es el mecanismo de

formaclién.
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Todos los modelos vigentes en este momento coinciden en utilizar el

fentneno "de ondas de chogue como el necanismo excitador del gas cuya
‘radiacién es observada. La mayoria también tienen en comin que consideran a

una estrella de reclente formacidn como la fuenie de energia de los objetos.
Difteren, sin embargo, en el planteamiento de la forma en que aparecen los
choques, as{ como en el mecanismo mediante el cual el gas proveniente de la
estrella es colimado. Varios de estos modelos se mencionan en grupos nds
adelante.

Por la importancia que tienen las ondas de choque en este trabajo, se
revisan con detalle en el Apéndice A. Es conveniente revisar esite apéndice
simplemente para familiarizarse con 1la terminologia que se utiliza mids
adelante, Por el momento basta decir que una onda de choque en un gas
funciona como un mecanismo que transforma la energia cinética de un gas
supersénico en energia térmica y posteriormente en radiacién. En el frente de
choque, la energia cinética es transformada en energia térmica. En la 2zona
Justo detrés del frente de choque, el gas Intenta regresar a un estado de
equilibrio, y en este proceso transforma su energia térmica en energia de
radiacién. Esta radiacidn es la que se observa, vy su intensidad y espectro
dependen de la velocidad que tenia el flujo antes de ser chocado., La figura
A.1 del apéndice A muestra el comportamiento de la temperatura del gas al
pasar por una onda de choque.

La primera persona gue asocld ondas de chogque con los objetos HH fue
Schwartz (1975). En su trabajo, Schwartz utiliza los resultados del modelo de
onda de choque plano-paralelo elaborado por Cox (1972) para remanentes de
supernova. Comparando los espectros de objetos HH y aquellos que resultan del
trabajo de Cox, concluye que la radiacién de los objetos HH debe ser
producida por una onda de choque. Desde el trabajo plonero de Cox (1972), se

han afinado los modelos de ondas de choque para objetos HH (e.g. Hartigan,
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Raymond y Hartman, 1987 o Raga, 1989), as{ como las observaciones (Mundt,
Brugel y Biirke 1987), y se encuentra que efectivamente el espectro que
predice una onda de choque concuerda con lo que se observa en los objetos HH.
Muchos de los modelos que existen se han hecho usando choques estacionarios
(e.g. Raga 1989). Esto simplifica los célcules permitiendo mayor resolucién y
aporta mnucha informacién acerca del comportamiento y propiedades del
fendmeno. Sin embargo, en los casos dependientes del tiempo que se han
estudiado se encuentra que el efecto sobre el espectro de emisién es
importante. En particular Falle, Innes y Wilson (1987) y Norman et.al. (1982)
encuentran que con un andlisis dependiente del tiempo aparecen chogues
secundarios detrés del chogue principal. Estos cambian (a veces hasta en un
factor de 2) la magnitud de la emisién que se predice. Es importante entonces
tener cuidado con los resultados de los modelos estacionarioes.

Hay algunas propledades observacicnales que no se pueden explicar
adecuadamente con un chogue plaﬁo-para]elo como el del modelo de Cox. Las
lineas de emisién pueden llegar a tener anchos hasta de 500kms™! (Hartigan,
Raymond, Hartman 1987). Aparecen, ademis, lineas en alta y baja excitacién
con intensidades que dificilmente se pueden explicar con la misma velocidad
de choque. En general el espectro visible se puede explicar con una
velocidad de choque de alrededor de 100 kms"l, el ultravioleta requiere una
velocidad de hasta 400 kms™' y el Infrarrojo tan pequefia como S0 kms™.

Un choque en forma de proa (bow shock) resuelve varios de estos
problemas (Hartigan, Raymond, Hartman 1987). Aqui el choque es oblicuo
(excepto por una pequefia parte en el centro, en que es frontal) al flujo, y
como tiene forma de proa, diferentes partes del flujo se encuentran al choque
a 4dngulos diferentes. Esto implica que habrin varias veloclidades de choque y
por lo tanto una variedad de excitacliénes. La figura 1.2 muestra el paso de

un gas por un choque en forma de proa. El ancho de las lineas es debido a que
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_parte_del material que emite se aleja del observador mlehtfaéiaﬁé bérte se
acerca. El choque puede hacer gue la velocidad con que se dan estos

movimientos sea alta y por ello el ancho aumente.

CHORT BN FonYA
orreas

Figura 1.2 Paso de un gas a traves de un choqgue en forma de proa. Cuando el
choque es frontal la velocidad de flujo es tambien la velocidad de chogque.
Mientras mis oblfcuo es el flujo al frente de choque, menor es la velocidad
de choque y por lo tanto la excltacicn resultante.

En algunos casos en que la forma de proa se ha podido observar en
objetos HH, se comprueba que su parte céncava apunta hacia la estrella
fuente, y en algunos casos se ve un pequefic chorro que sale de la estrella y
apunta al objeto HH. Los modelos que hasta ahora concuerdan mejor con las
observaciones son los que consideran que aparecen ondas de choque en forma de
proa que causan emisién del gas en su 2ona de enfriamiento,

Todos los modelos de la formacién de objetos HH suponen la existencia de
una estrella cuya tasa de pérdida de masa es alta, o bien que presentan un
mecanismo efectivo de colimacién de viento, o ambas cosas. Hay varios de
dichos medelos y se mencionan brevemente a continuacién.

Los modelos de balas interestelares plantean que los objetos HH son
aglutinaciones de gas que se mueven a velocidades supersénicas causando un

choque por delante de su trayectoria. Su origen puede estar en segmentos del
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capullo protoestelar que son expulsados al romperse éste, o bien en parte del
medio circundante que el viento estelar ha acelerado, Entre los trabajos que
plantean y desarrollan esta idea estidn los de Norman y Silk (1973) y
Rodriguez et al, (1980).

Los modelos como el de Schwartz y Dopita (1980) suponen aglutinaciones
{nubeclillas chocadas) como las anterlores, pero esta vez estaclonarias. Estas
son golpeadas por el viento estelar de tal manera que aparece un choque entre
la estrella y ellas (figura 1.3). El origen de estas aglutinaciones se
explica ¢on las irregularlidades de la densidad que existen en las nubes
moleculares.

Tanto los modelos de balas, como los de nubes requieren de un viento
estelar isotréplico muy fuerte (M = 10'6 Mo afio) o blen de un viento altamente
anisotrépico. El modelo de balas concuerda mejor con las observacliones pues
predice velocidades tangenciales para 1los objetos del orden de 1las

velocidades de choque (lo cual se observa mas frecuentemente).

\\
£y

OBJETC MM

Figura 1.3 Se muestra el model en el cual las aglutinaclones estacionarlas son
) golpeadas por el viento, estas pueden ser el origen de los objetos HM,

El modelo eruptivo, que fue planteado por Dopita (1978) y otros
autores,dice que los objetos HH se forman a partir de un evento del tipo de
FU Ori, en el cual una estrella aumenta su emisién {y tasa de pérdida de
masa) repentinamente. Al encontrarse con el medio circundante, este flujo

repentino puede generar ondas de choque, las cuales Se observan como objetos
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HH. No es un modelo que tenga mucha aceptacién, pues sélo en dos casos se han
encontrado estrellas tipo FU Ori en las cercanfas de un objeto HH (HHS7 'y

L1551). La figura 1.4 muestra la evolucién temporal este fenémeno de manera

esquematica.
Le~10Llo Le~10% Lo Le~10Lo gy
N ??\ ,)
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* -
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Figura 1.4 Se muestra el modelo en el que una estrella tipo Fulrl puede
generar objetos HH. El aumento repentino en el viento de la estrella hace
que aparescan objetos HH.

El modelo de canalizacién de Kénigl (1982) propone una manera de obtener
un flujo anisotrépico y supersénico a partir de un flujo isotrépico. Plantea
que el viento de una estrella Jjoven forma una burbuja dentro de 1la nube
molecular que la rodea. Supone que la estrella tiene una estructura en forma
de disco a su alrededor. La burbuja tiende a alargarse en la direccién en la
cual la presién es menor (perpendicular al disco) y cuandoe su estructura
tiene una forma inestable, se rompe formando una tobera de de Laval (figura
1.5). Dicha tobera acelera al gas hasta velocidades supersénicas, resultando
un flujo que puede presentar choques en la frontera de la tobera o al final

de ésta y son estos los que se observan como objetos HH.
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Figura 1.5 Nodelo de canalizacion de Konlgl. En este modele un gradiente de
presion genera una tobera de de Laval que acelera el gas. Este gas supersonlico
es el que da origen a los objetos HH.

El modelo de cavidades de Cantdé (1980) propone otro mecanismo para
colimar el flujo de una estrella. Dice que el viento estelar va formando dos
cavidades (puesto que barre el material de la nube molecular) a lados
opuestos de la estrella debido a gradientes de presién. Aqui una suposicién
importante es que el gas es altamente radlativo. Cuando el gas llega a la
frontera de estas cavidades, es chocado por el cambio repentino de presion,
deflectado por un choque oblicuo y se enfria detris de éste. Todo el flujo es
ahora dirigido hacia dos puntos opuestos a la estrella donde converge. En
este punto vuelve a aparecer una onda de choque (ver figura 1.6). En este
. caso los objetos HH pueden ser los anillos de material chocado que se
desplazan a lo largo de esta cavidad hacia el punto de convergencia y este

punto mismo.

20



=

CET A ————)

Figura 1.6 Modelo de Cavidades de Canto., El viento estelar pasa por chogues
oblfcues y es dirigldo a dos puntos ocpuestos a la estrella. En este modelo,
se¢ pueden formar objetos HH en las paredes y en las puntas de estas
cavidades. .

Estos dos modelos corresponden a los limites de baja y alta eficlencia
de enfriamiento respectivamente. Es dificil hacer una comparacién entre ellos
puesto que hacen suposicicnes iniclales diferentes., Reclentemente Raga y
Cant6 (1989) extendieron el modelo de Kénigl para el casc no adiabatico y
estudian el rango intermedio. Encuentran que se da mejor colimaclén cuando
las pérdidas de energia por radliacién son mayores.

El ultimo tipo de modelo es el de jets o chorros estelares. En este caso
se observan varios objetos HH alineados dentro del cuerpo del chorro, asi
como uno ma&s brillante al final. También en este casc se han dado una
variedad de explicaciones, pero todos los modelos que caen en este tipo
coinciden en que consideran un flujo supersénico colimado en el cual aparecen
choques internos. Estos choques se pueden deber a la diferenclia de presién
con el medio o bien a inestabilidades en la frontera entre el chorro y el
medio. Aqui necesariamente debe haber un mecanismo de creacién y collmacién

del chorro, que pudlera ser uno de los mencionados antes. Los chorros
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estelares se estudian con mayor detalle en la sigulente secciédn,
‘Cada uno de estos modelos explica bien a diferentes objetos HH, pere

hasta el momento no hay un modelo que los explique a todos.

1.3 Chorros Astrofisicos

Un chorro consiste de un fluldo eyectado por una abertura angosta y que
preserva sproximadamente su ancho conforme avanza. Para que esto suceda es
necesario que el  materizl que es eyectado tenga una velocidad
de movimiento relativamente alta repecto de la velocidad del sonido en el gas
considerado.

En astrofisica el fendémeno de los chorros aparece tanto a gran escala
(galaxias), como a pequefia (estrellas). En general, es distinguible de las
estructuras a su alrededor porque presenta emisién de algin tipo y esti
allneado con un objeto que se supone genera el gas que lo forma (Birdle
1984). Hay galaxias {especialmente las radiogalaxias y los cuasares), que
emiten materlal en uno o dos chorros._ Este material puede llegar a grandes
distancias, donde se forman enormes lébulos. Dado que estos chorros se
detectan mejor en frecuencias de radio se acostumbra 1llamarlos chorros de
radio.

También hay chorros que aparentemente se forman a partir del viento de
estrellas jovenes, Este viento es ceolimado por algin mecanismo, generédndose
chorros muy delgados y altamente supersénicos (ver, por ejemplo, el mecanismo
propuesto por Raga y Cantd, (1989)). Los chorros en las estrellas se
observaron primero en el visible y por lo fanto se llaman chorros épticos,

Ambos tipos de chorros presentan semejanzas, por lo cual su estudio

suele estar relaclionado a pesar de la diferencia de escala.
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1.3.a Chorros Extragalacticos

Las estructuras extra-galdacticas como lés cuasares y las galaxias
activas (eliptlcas) presentan un fendmeno interesante. Ambos tipos de objetos
se detectan en las frecuencias de radio y se encuentran fuertes emisiones en
forma de lébulos a ambos lados de la galaxia o cuasar (que se llamara fuente
de aqul en adelante). Estos objetos resultan muy llamativos puesto que en
ocasiones indican una cantidad de energia de alrededor de 105B ergs. los
l1ébulos aparecen alejados de la fuente y la manera en que el material es
transportado desde la fuente hasta ellos es a través de unas estructuras
alargadas que se ha dado por llamar chorros de radio, pues la mayor parte de
su emisién estd en dichas frecuencias.

Estos chorros de radio, pues, se buscan en fuentes extra-galdcticas de
radio. Se han hecho diversos estudios de este tipo, y se encuentra que entre
65 y 80%Z de las radiogalaxias tlenen Jets asociados, mlentras que entre 40 y
70% de los cuasares los presentan {(Birdle y Perley, 1984). Independientemente
de su tipo, las fuentes de radio se clasifican en dos grupos de acuerdo con
sus propiedades. Esta clasificacién se debe a Fanaroff y Riley (1986), y
separa las fuentes en FRI y FRII

Las FRI son fuentes de radio débiles que tienen asocladas lébulos con
emisioén débil también. Estos lébulos pierden intensidad conforme se alejan de
la fuente, y sus bordes no son bien definidos. En la banda de radio, 1la
emisitén de los lébulos domina a la emlsidén de la fuente. Este tipo de fuentes
presenta chorros con longitudes del orden de kjloparsecs (1 parsec =
3.08x10'8cm). Toda la estructura es de este orden, y se plensa que la
velocidad del flujo no debe ser muy grande. En este tipo de fuentes aparecen
dos chorros aproximadamente simétricos. Esto significa que sus tamafios y

brillos son similares a distanclas iguales de la fuente.
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Las fuentes FRI! son mds poderosas que las anteriores. Aqui los lébulos
terminan en zonas de alta emisién llamados "hot spots” que probablemente son
debidos al paso del gas a través de una onda de chogque. Este tipo de fuente
presenta chorros con largos del orden de cientos de kiloparsecs. Dado el
tamafio y el brillo del final del chorro, se piensa que en este caso se tlene
un flujo de mayor velocidad.

En ambos casos, se observa que el flujo de los chorros esta relacionado
con el campo magnético de la fuente, La radiacién que se observa proveniente
de estos chorros es un continuo no térmico del tipo de la radiacién
sincrotrénica. Se sabe que esta radiacién es resultado de emisién de
electrones que giran en torno a una linea de campo magnético a velocldades
cercanas a la velocidad de la 1luz. Acerca del gas que forma estos chorros
solamente se puede afirmar que contiene los electrones relativistas que
emiten la radiacién sincrotrén. Se han detectado chorros que avanzan
paralelos al campo y otros que van perpendiculares. Inclusc se encuentran
chorros con lineas de campo tanto parélelas como perpendiculares a 1la
direccién de su flujo (Bridie y Perley, 1984). En la mayoria de los casos los
chorros extra-galédcticos presentan nudos de mayor brillo. Estos nudos se
explican como resultado de inestabilidades en la frontera del chorro, o bien
como condensaciones debidas a choques Internos causadeos por gradientes de
presién (figura 1.7). En muchos casos los chorros son curvos, y se cree que
esto se debe a deformaciones causadas por presién del medio circundante.

Acerca de la causa de estos chorros y lébulos aun no se tlenen teorias
definitivas., Evidentemente debe haber una fuente de grandes cantidades de
energia dentro de las galaxias y los cuasares. La teoria mas estdndar explica
toda esta energia como resultado de la emi{sién asociada con un disco de

acrecién que rodea un hoyo negro supermasivo.
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Fig 1.7 Chorro que se observa en la radlo galaxia NGCE251. Este es un mapa
tomade con el VLA, Presenta nudos de payor brille con separaclion
sproximadamente equidistante (Birdle y Perley 1982).

1.3.b Chorros Estelares

Algunas estrellas de reciente formacién presentan un flujo colimade
(angosto y paralelo), en una o a veces dos direcciones opuestas. Este flujo
tiene velocidades de clentos de kilémetros por segundo y emite radiacién que
lo distingue del medio que lo rodea. A esto se le llama un chorro estelar o a
veces O6ptico (puesto que 1la mayor parte de su emislén es en esas
frecuencias). Estos chorros tlenen caracteristicas en comin con los objetos
HH (véase la seccién 1.1) y de hecho se encuentra que ambos fenémenos estan
intimamente relacionados. Presentan espectros semejantes a los de objetos HH,
lo cual significa que contienen ondas de choque de alguna forma. Hasta el
' momento se conocen alrededor de 20 chorros de este tipo. En su trabajo,
Mundt, Brugel y Biirke (1987) compilan la informacién acerca de estos objetos
y revisan sus caracteristicas princlpales. Lo que sigue es una revisién de
ese trabajo.
Propiedades

Aunque_lo primero que se detectd fue el conjunto de puntos luminosos con

emisién tipo HH ya mencionados, mds adelante se encontré toda una estructura
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a su alrededor, y lo que ahora se llama chorro es toda esta estuctura, La
figura 1.8 muestra dicha estructura. Llos objetos HH en estos chorros se
presentan en los choques oblicuos dentro del chorreo y en el choque en forma
de proa al final. Los chorros estelares se observan como elongaciones en la
direccién radial de 1la estrella, que aparecen solas o en pares (en
direcciones opuestas). En ocasiones estos pares de chorros son asimétricos.
Esto se puede deber a que uno de ellos estda ocultado por la nube molecular o
bien a que la anisotropia del medio no permite que se formen dos chorros
iguales. Una razén largo/ancho de 10 a 20 es tiplca, pero es posible que ésta
llegue hasta 30 si se observa con mayor resolucién. El largo de estos chorros
se deduce del largo aparente Jjunto con la distancia a la cual se encuentran.
Es necesario, también, hacer una estimacién del angulo que forma éste con el
plano del cielo. Con todas estas consideraciones, se encuentra que tienen
largos tipicos de 3 x 10'7em (0.1 pc). Los anchos son de aproximadamente 2 x
lolscm. sin embargo esta cantidad es muy imprecisa, puesto que se trata de

dimensiones angulares muy cercanas al limite de resolucién actual.
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Figura 1.8 Estructura de un cherro estelar t{pice. Se denctan tres zonas, una
de colimacidn del flujo, otra de flujo aproximadamente estacionaric y una
ultima en que el chorro hace contacto frontal con el medio.

Tanto las velocldades radiales (en la direccién al observador), como las

tangenciales (perpendicular a la direccién anterior, o sobre el plano del
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cielo) son supersénicas en estos chorros. La velocldad radial del material es
aproximadamente constante a lo largo de un chorro dado, y tipicamente varia
entre los 100 y 150 km s’l. aunque hay chorros con velocidades de flujo tan

1

!, La velocidad tangencial varia entre S0 y 200 km s .

altas como 400 km s .

El brillo no es uniforme a lo largo del chorro. Se encuentran nudos de
mayor brille, rodeados por nebulosidades, y separados por huecos o zonas de
menor brillo. Se cree que existen mis nudos de los que son visibles. Alejado
del (ltimo nudo visible a veces se encuentra un choque de mayor Intensidad y
en forma de proa. La zona central del chorro concentra la mayor parte del
brille. la enmisiétn de los nudos y 1las nebulosas que los rodean son
seme jantes, y difieren solamente en su intensidad. El espectro de esta
emisién tiene lineas prohibidas como [01] y [SII], asi como las lineas de la
serie de Balmer ({especialmente Ha" Los chorres no presentan emisién de
espectro continue. Recordando la descripcién de un objeto HH de baja
excitaclién dada en la seccliédn 1.1 se observa que son parecldos.

La densidad electrénica se deduce a partir de la razén de intensidades
de las lineas a 6716 A y a 6731 A del Azufre [SI1). Se encuentran valores que

van de 400 a 2000 cm .

La densidad total de particulas (principalmente
hidrégeno) es dificil de determinar puesto que hay evidencia de que el gas
estid parcialmente fonizado. En todos los casos revisados se encuentra una
estrella alineada con la direccién del chorro. La mayorfa de ellas se
detectan en el infrarrojo, y se piensa que ésta es la que genera el flujo que
constituye a los chorros. Una de las explicaciones que se han dado, es que el
viento estelar es colimado de manera que resulta un chorro. De las estrellas
estudiadas, se sabe que tlenen luminosidades de 5 a 10 Lo y entre 1 y 10 Mo.

En el 60% de los casos las estrellas presentan emlslones en Ha que las

caracterizan como estrellas T Tauri.
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Modelos

A partir de los datos anterlores se han propuesto varios modelos para el
fenémeno de chorros estelares. Realmente se divide en partes el estudio de
los chorros estelares. Mientras que unos modelos plantean mecanismos de
generacién de flujos colimados (e.g. Raga y Cantd, 1988), otros estudian el
comportamiento del chorro misme (e.g. Norman y Silk, 1979;Falle, Innes y
Wilson, 1987 y Cantd, Raga y Binette, 1989). Otros mds se concentran en el
choque que aparece al final de la estructura completa (e.g. Hartigan, Raymond
y Hartman, 1987). A continuacién se menclonan de manera general algunos
modelos, y se explican con mayor detalle aquellos con los cuales se trabaja
mds adelante

La primera zona que se modela es la zona de colimacién. Esta es la zona
comprendida entre la fuente del flujo y el comienzo del chorro. En general se
considera que el flujo de chorro proviene del viento de una estrella, y que
este flujo, inicialmente isotréplico, es concentrado en uno o dos puntos
opuestos debido a los gradientes de presién existentes en el medio. EjJemplos
de este tipo de mecanismo son los modelos de Cantd (1980), Konigl (1982), y
Raga y Cant6é (1988) que se mencionaron en la seccidn 1.2.

La siguiente zona es el chorro propiamente dicho. Los modelos acerca de
esta zona coinciden en explicar los puntos de emisién observados como
resultado de choques internos oblicuos. Difieren en cuanto al mecanismo que

los genera. Algunos (e.g. Norman et.al., 1982) explican los choques como
resultado de inestabilidades en la frontera del chorro con el medio, mientras
que otros {e.g. Canté, Raga y Binette, 1989) los explican en términos de
gradientes de presién.

El flujo de esta zona se ha modelado numéricamente de manera
estacionarla (Raga, Canté, Binette, 1990). Esta simplificacién permite tomar

en cuenta los procesos atémicos, asi como hacer un analisis mas detallado de
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la estructura y el espacio de parimetrecs. Solamente se estudia una zona del
cherro que esta lejana a la superficlie de trabajo (zona de interaccién con el
redio ambiente), y se encuentra que aparecen choques interncs oblicuos
regularmente espaciados. Este modelo se revisa con detalle en el capitulo 2.
Hay, tanmbién, rodelos dependientes del tlempo (e.g. Norman et.al., 1982)
quese estudlan con detalle la interaccién del chorro con el medio ambiente.
la Ultima parte del chorro es la superficie de trabajo (working
surface). Esta es también un nudo luminoso, aunque hasta 10 veces mis intenso
que los antericres. En observaclones con buena resolucién se ve que este nudo
tiene en ocasiones forma de choque de proa (bow shock), con subestructuras
comple jas. Los modelos de esta parte de los chorros estelares plantean gque se
forman dos chogues, uno que frena al material del chorro y otro que acelera
al gas del medio ambiente. Con choques en forma de proa se han podido
reproducir los espectros de varios objetos HH que son la punta de chorros
(Hartigan, Raymond y Hartman, 1987). Se ha llegado a sugerir que incluso
otros objetos HH {(que no presentan chorros) pudieran ser consecuencia de un
flujo estelar altamente colimado, y que solamente se observa la parte final.
Dos objetos que presentan claramente las zonas de chorro y superficie de
trabajo son HH34 y HH111. La figura 1.9 muestra isocontornos de luminosidad
en la linea prohibida [SII] tanto para el chorro asociado con el objeto HH34,

como para HH111l.
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Figura 1.9 lsoconterncs de Iuminosidad a partir de una izagen CCD en [SII) de
los chorros estelares asociados con Jos objetos HH3IL y EH111. (Relputh 1989)

Cozo se puede ver de esta revisién de las propledades de los chorros
extra-galdcticos y estelares, se trata de dos fendémenos con seme janzas
generales, pero diferencias importantes. Son semejantes en cuanto a la
estructura general, pues ambos tipos de chorro consisten de un mecanismo de
colimacién, un chorro y una zona final de mayor brille. En particular, 1la
zona del chorro mismo se ha explicado de maneras muy semejantes para ambos
tipos. Sin embargo, 10s mecanismos de colimacién son diferentes, asi como son
distintas las composiciones del gas que fluye por el chorro. Resulta
interesante entonces hacer analogias entre ambos tipos de cherros, peroc es
muy importante tener slempre presentes las diferencias. Puesto que los
cherros estelares se encuentran mis cerca de nosotros, es mas facil verificar
resultados con ellos, y posiblemente de la experiencia obtenida con éstos se

puedan hacer avances en el area de los chorros extra-galéicticos.
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Capitulo 2

UN MODELO DE CHORRO ESTELAR

De los datos observacionales de los chorros estelares, y de las
propledades fislicas del medio que los rodea, es posible plantear modelos que
permitan entender mejor su estructura y evolucién. En este capitule se revisa
el modelo para un chorro estelar que ha sido estudiado por Raga, Cantd vy
Binette en varios trabajos, tanto de manera numérica, como analitica. Se
estudian los resultados que arrojan ambos enfoques del modelo para un chorro
tipico y posterlormente se comparan estos resultados con las caracteristicas

observacionales de los chorros estelares conocidos.

2.1 El Modelo

En la seccién 1.3 la estructura de los chorros estelares se dividié en
tres partes. Estas son, una zona de colimacién del gas {al principio}, otra
zona en la cual el flujo interacciona frontalmente con el gas del medlo (al
final), y una tercera (entre las dos anteriores) que comprende al chorro
mismo. En este trabajo se estudia la esta zona intermedia del chorro.
Recordando brevemente las propledades observacionales de 1los chorros
estelares que se presentaron en la seccién 1.3, se tlene que estos chorros
estén formados de nudos brillantes aproximadamente equidistantes, rodeados o
enlazados por una nebulosidad menos brillante (ver figura 1.5). La velocidad
del gas dentro de los chorros es alta (clentos de kms-l) y la razén largo a

ancho de estas estructuras es de entre 20 y 30. Los estudlos espectroscédpicos
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muestran que la radiacidén que presentan es Semejante a la de los objetos HH
de baja excitacién, los cuales, se sabe que resultan de ondas de choque. A
partir de las propledades observadas de estos chorros, se han elaborado
varios modelos teéricos. En el presente trabajo se utiliza el modelo de Raga,
Binette y Cantd (1989) y Canté, Raga y Binette (1989). Este modelo se
desarrclla en forma numérica y analitlica, Ambas formas utilizan las nismas
ecuaciones para describir el sistema, y comparten algunas suposiciones y
aproximaciones.

Las suposiclones que se hacen sobre el flujo son las sigulientes., Se
plensa al chorro como un flujo estacionario, compresible, no viscoso y que
tiene simetria cilindrica. Se ignora el efecto de intercambio de materia con
el medio circundante. La composicién quimica del gas se supone tipica del
medio interestelar, es decir aproximadamente 90% de hidrbgeno, 10% de Hello
y 0.1% de los demids elementos. Finalmente se considera que el medio
circundante es uniforme (sus propiedades fisicas como densidad, temperatura,
preslén, etc. son constantes).

El modelo considerado en este trabajo asume, ademds, que el chorro entra
en contacto con el medio con una presién distinta a éste. En particular se
considerard el caso en el cual la presién del chorro en el punte de inyecclén
es mayor a la del medio ambiente. A partir de este punto el gas comlenza a
expandirse en un intento por igualar su presién a la del medlo circundante.

Al expanderse, baja la presién del gas hasta un punto en el cual es menor que
la presién del medio, y el flujo es reconfinado a través de un frente de
choque. Ahora se comienza a comprimir, y esta compresién induce un nuevo
choque que deja al flujo moviéndose paralelamente a su eje y con presién otra
vez mayor a la de su entorno. Este proceso se repite a todo lo largo del
chorro. Los nudos de mayor emisién que se observan pueden ser las zonas de

enfriamiento post-chogque (véase Raga 1989).
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Las ecuaciones que describen el comportamiento del gas a lo largo del
cherro son las ecuaclones de la dinimica de gases. Estas ecuaciones expresan
la conservacién de masa, momento y energia, Para este caso particular se
introduce una ecuvaclon més, la de lonizacidn. Esta es necesaria puesto que el
gas plerde energla por radiaclén, lo cual depende de su grado de lonizaclén
Se asure que el chorro tlene seccion circular al comlenzo, y que hay simetria
alrededor de la direccién del flujo. Se utilizan coordemadas cilindricas y se
tora al eje de simetria en la direccisn del flujo, lo cual simplifica 1las
ecuaciones, Puesto que se supone que no hay intercamblo de materia con el

nedio ambiente, la ecuacién de conservacién de masa se puede escribir como:

é 18
— {pu) + —— (rpv) =0, (2.1}
éx rér

donde p es la densidad del gas, y u y v son las velocidades en la direccién x

{a lo largo del eje de simetrfa) y r {perpendicular a éste) respectivamente.
Al igual que en la ecuacién 2.1, sl no hay intercanmblo de materia con el

medio circundante, se debe conservar el momento en ambas direcciones (a lo

largo del eje y radial). Las ecuaciones de conservacién son:

-] 2 18
— {pu® + P} + -~ — (rpuv) = 0 . (2.2)
ax r ér

en la direccién x, y
<] 18 2 P
— (puv) #+ =~ — | r (pv°" + P) | =~ , (2.3)
22 r ér r

en la direccidén r; donde P es la presién térmica del gas en el chorro. En
cuante a la energia, la radiacién que se observa es debida a la pérdida de
energia que es radiada cuando el gas se enfria y recombina conforme se mueve

a lo largo del cherro, en partlcular al atravesar las ondas de choque (ver
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Apéndice A). La ecuacién de energia es:

—'[u (E + P)]+ - —'[rv (E +P) ] + S (2.4)
% r ér
donde: -
! 2 2
E==p {u" +v)+-P
2 2

es la energia total por unidad de volumen. S es la funcién de pérdida de
energia por unidad de volumen debida a radlacién. Para conocer S es
necesario conocer el estado de lonizacién de cada elemento del gas. En este
modelo se introduce una ecuacién de tasa de ionizacién. Esta ecuacién se
preocupa solamente por la jonizacién del hidrégeno, sin considerar la
lonizacién del Helio nt los demis elementos. Esta es una buena aproximaciédn
puesto que los choques que se espera que se desarrollen en el flujo son muy
oblicuos, por lo que la lonizacién post-choque es baja. La ecuacién de

lonizacién del hidroégeno es:

a 1 8
—;— (nH”u) + ; —a—; (r anv) =n, [ (nH—nm} c(T) - nH”a(T) ] (2.5)

Aqui, es la densldad de particulas de hidrégeno una vez lonizado, n, la

M1y
densidad de particulas del hidrégeno, y n, la densidad de electrones. c(T) es
el coeficlente de lonizacién colisional y «(T) es el coeficlente de
. recombinacién., Esta ecuacidén dice entonces que el cambieo en la cantidad de
hidrégeno ionizado (lado izquierdo de la ecuacién) se va a deber a dos
procesos: la lonizacién colisional por electrones y la recombinacién. EI
término de lonizacién es n, ("n-nm;) c{T), e indica la tasa de lonizaclones
por unidad de volumen. Esta tasa depende de la densidad electrénica, de los

4dtomos de hidrégeno neutros que haya, y de la temperatura a través del

coeflciente- de ionlzacién ceollisional, El término nenmx «(T) indica la tasa
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de recombinaciones por unidad de volumen. la diferencia entre los dos es la
tasa neta de ionizacién.

El sistema de ecuaciones diferenclales parciales acopladas 2.1-2.5, se
complementa con la ecuacién de estado, en este caso la de un gas ideal, y
forman un sistema completo. En general este sistema debe ser resuelto
numéricamente. En la seccién 2.2 se revisa el método numerico que se utilizé,
asi como los resultados que se obtuvieron para chorros con -parametros
similares a los estimados de las observaciones.

En la seccion 2.3 se presenta un modelo sencillo que acepta solucién
analitica del mismo problema. Este modelo permite obtener expresiones
sencillas para algunos parémetros del chorro tales como la distancia entre
choques sucesivos, la velocidad de choque de éstos, etc. En la seccidén 2.4 se
hace una comparacién entre los resultados obtenidos con ambos métodos, para
estimar el efecto de las aproximaciones hechas en cada caso, y se repasan los
resultados de ambos métodos para obtener las caracteristicas esenciales del
chorro. Finalmente se comparan estas caracteristicas con las propiedades

observacionales revisadas en el Capitulo 1.

2.2 El Método Numérico

El método numérico integra el sistema de ecuaciones 2.1-2.5 junto con la
ecuacibén de estado para gas ideal, La resolucién de este sistema se logra con
un método de diferencias finitas que consiste en discretizar el espacio que
se estudia, esto es, se hace la suposicién de que basta estudiar al fluido en
un numero finito de puntos del espacio. Hecha esta suposicidén se escoge una
rejilla sobre el espacio que se va a estudiar. La finura de dicha rejilla es
tal que el camblo de las variables del fluido sea pequefio en cada cuadro. De
esta manera las ecuaciones diferenclales parciales que describen los cambios

en el fluido se convierten en ecuaclones de diferencias finitas. En esta
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forma mdas simple, se pueden Iintegrar las ecuaclones que representan al
problema, obteniendo los valores de las variables para cada punto de la
rejilla de integracién. El programa con el cual se implementd el mnétodo
numérico utilizado en este trabajo se llama Statjetna y fue escrito por el
Dr, Alejandro Raga del Center for Investigation of Theoretical Astrophysics,
en Toronto. Este programa utiliza el método de diferencias finitas
(predictor-corrector) de MacCormack {Anderson, Tannehill y Pletcher, 1984),
el cual es especialmente Gtil para resolver las ecuaciones de la dinamica de
gases en su forma conservativa para un flujo supersénico y estaclionario.
Dicho programa estd escrito en el lenguaje Fortran y fue implementado tanto
en una computadora MicroVax 2000 como en una Sun 4/330 para este trabajo. La
estructura y funcionamiento del programa se describen con detalle en el
hpéndice B. Los datos obtenldos con este programa se graficaron con el
paquete Supermongo, implementado en ambas computadoras, como parte de este
trabajo.

Sin entrar en detalles (eso se hace en el Apéndice B) se puede decir que
el funcionamiento del programa es como sigue. Inicialmente requiere del valor
de las variables del gas al comienzo del flujo, asi como de su comportamiento
térmico (adiabiatico o no-adjabatico) y el largo de la rejilla de
intergracién. Con todo esto iniclaliza un clclo de integracion y va
calculando el valor de todas las variables del flujo sobre toda la rejilla y
i escriblendo el valor de estas varliables sobre solamente cinco lineas de flujo
para limitar el espacio de almacenado en disco. Al final se tiene algo como
una fotografia del comportamiento de cada variable a todo lo large del
chorro, Puesto que se considera que hay simetria respecto del eje horizontal
(x), solamente se hacen los célculos para la mitad del chorro.

Este método resuelve el sistema de ecuaclones para cualesquiera valores

iniciales. La Unica restriccién que tiene es que la velocidad del) fluldo sea
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" siempre supersénica. En el caso de que el flujo se vuelva subsénico este

nétodo no sirve. Esto se debe a que el nmétodo es de integracién “hacia
adelante”; es decir, dados los valores de las variables en el punto x se
determinan los valores de las variables en el punto x+4Ax, donde Ax es en la
direccién del flujo. Cuando el flujo es supersénico las condiciones del
fluldo “"corriente abajo" no influyen sobre el fluldo "corriente arriba" y la
estrategla de integracidén hacia adelante funciona. Lo anterior no. se cumple
para un flujo subsénico y el método no converge. En el capitulo 3 veremos una
aplicacién de esta propiedad del método de integraclién, como criterio de la
aparicién de discos de Mach en los chorros. Para escoger valores iniclales
relevantes al problema, se utilizd la revisién hecha por Mundt et. al.
(1987), donde aparecen los valores tipicos para los pardmetros que se han
podido medir o deducir de las observaciones de los chorros estelares. las
varjables importantes para este programa toman valores dentro de los

sigulentes Intervalos:

rj = 10"%-10"%cn {radio inicial del chorro)

nj = 10%-10%n"? (densidad de particula inicial)

v} = 50-300 kn s - (velocidad total infcial; uj= V])

Tj = 10%-10% ¥ (temperatura inlcial del chorro)

P;’/Pe = 1,5-30 {razén de presion inlcial del chorro a
presién externa)

N: >5 (nimero de Mach inicial)

A partir de estos intervalos, se’ escoglé un modelo estandar con los

sigulentes valores:

rj =10 en

n; = 10%n>3
v‘; = 150 kn ™}
T° = 10* x
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P';/Pe= 10

Se permite, ademds, que el gas tenga comportamiento no-adiabatico
(radiativo). Todes estos valores se escogieron porque son los que mis
comunmente se observan, o bien simplemente porque estian en el centro del
intervalo reportado por Mundt (1987). Son estos valores los cuales fueron
introducidos al programa Statjet para conocer las propiedades generales de
estos flujos, Para esta corrida estandar, se escogid una rejillia de 150
puntos en la direccién radial (perpendicular al flujo) y 4000 en la direccién
axlal (paralelo al flujo) para asegurar buena resolucién. La salida del
programa es un archivo que contiene los valores de las variables sobre cinco
lineas de flujo. Los resultados se muestran en las figuras 2.1 y 2.2

En la figura 2.1(a) se grafican las posiclones radiales que toman las
lineas de flujo a lo largo del eje x. El flujo es inyectado por la parte
inferior, paralelamente al eje x. De aqui en adelante se llamard primera
linea a la mas cercana al eje vertical (x), y quinta a la mds lejana. Se
observa que el chorro sufre un ensanchamiento (expansién) seguide de un
angostamiento (compresién). Este patrén se repite hasta el final de la zona
estudiada. El primer ensanchamiento es un poco mayor que los siguientes. La
distancia a la cual se repite este patrén es aproximadamente constante. Las
lineas centrales sufren desplazamientos laterales menores que aquellas mas
cercanas al exterior, pero mds abruptos.

En la figura 2.1(b) se utilizan dos grupos de dates. En lineas punteadas
se repite la grafica 2.1(a). Las lineas continuas representan lsocontornos de
presién (en escala logaritmica). Las zonas en las que se Jjuntan muchas
isobaras representan grandes cambios en la presién. Como se discute en el
Apéndice A, una de las caracteristicas de una onda de choque es que comprime
al gas que pasa por ella en una 20na muy pequefia. Es por ésto que se pueden

interpretar estas zonas como ondas de choque. Dentro de cada repeticién del

38



patrén de ensanchamiento y compresién se observan dos frentes de choque que
parecieran reflejarse sobre el eje x. Al primero, que ocurre al final de la
zona de ensanchamiento, se llamard choque incidente y al segundo, que ocurre
cuande el gas se comprime hacia el eje, choque reflejado. Se puede apreciar
que las zonas que representan choques coincliden con los lugares en los que el
flujo es desviado (se notan esquinas en las lineas de flujo). Esto indica que
el flujo se encuentra con el frente de choque de forma oblicua. En esta
figura se puede apreciar que el flujo es dirigido por los choques

La figura 2.1(c) muestra el valor de la presién sobre la tercera linea
de flujo, a todo lo largo del eje x. En esta gridfica se observa un aumento
notable en el valor de la presién justo detrds del lugar donde se forman los
choques. Midiendo el cambio, se encuentra que la presién aumenta en un factor
de mids de 20 a través de los dos choques. El aumento en la presién tiene tres
partes {ver la figura 2.1). La primera es debida al choque incidente, y la
tercera al choque reflejado. La parte intermedia se debe a la compresién del
gas cuando es deflectado por el primer choque haclia el eje de simetria (como
embudo). El primer choque aumenta la presién en un factor de 3.8. El segundo

choque solamente aumenta la presién 1.8.
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Figura 2.1 (a) Grifica de l1a posiclién radial contra la posielch axial (x) de
¢inco 1ineas de flujo; (b) en ){neas punteadas se repite la gréfica anterior,
¥y en lfneas continuas se grafican isocontornos de presidn; (c) valor de la
presion sobre la tercera 1fnea de fluje.

La figura 2.2(a) muestra el valor de la densidad sobre la tercera linea
de flujo. Su comportamiento es similar al de la presién, y por las misma

razones. Al igual que en la presién, la densidad aumenta en tres zonas. Al
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iguzl que en el caso anterior, el brinco debido al primer choque es de
aproxiradamente 3.8, indicando que el choque es fuerte, pues estd cercano al
valor de 4 esperado en este caso (ver Apéndice A). El segundo choque causa un
brinco de 1.8 solamente, y por tanto este chogue no es fuerte.

La temperatura sobre la tercera linea de flujo se muesta en la figura
2.2{b). Esta variable sufre wvarios camblos en cada repeticién del patrén
observado. Sube con el primer choque, y vuelve a subir con el segundo. En
esto se asemeja a la presién y la densidad. Detrés de ambos choques, baja en
dos pasos también. La primera caida de temperatura se debe a la pérdida de
energia por radlacién que caracteriza a una zona post-choque. La segunda es
consecuencia de la expansién [adiabitica, casi completamente) que debe darse
entre un choque reflejado y el siguiente chogue incidente.

En la figura 2.2(c) se ruestran los valores de la fraccién de ionizacién
del Hidrégeno sobre la tercera linea de flujo. Esta varlable tlene un
comportamiento muy diferente a las anteriores, puesto que sufre un canblo
apreciable al pasar por el primer par de choques, pero a partir de este punto
su valor desclende monoténicamente. Esto se debe a que el tiempo
caracteristico en el cual la ionizacidn del gas se ajusta a las condiciones
del flujo (en particular a la temperatura) es menor que el tiempo en que
varia la temperatura y por eso es incapaz de seguir las variaciones de ésta.
La disminucién monoténica se debe a la caida general de la temperatura a lo

. largo del chorro (ver fig 2.2(b)).
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Figura 2,2 (a) Valer de la densidad sobre la tercera 1fnea de flujo a lo
targo del eje del chorro; (b) temperaturas sobre la tercera ifnea de
flujo; (c) fraccldn de lonlzacidn sobre la tercera }{nea de flujo.

En el trabajo de Raga, Binette y Canté (1990) se estudian los cherros
estelares cilindricos, supersénicos y estacionarios. Se revisa el espacio de
pardmetros para analizar el efecto de cada uno de ellos sobre las
caracteristicas del chorro. A partir de un chorro estandar {(como el que se

describe arriba) se reduce el espacio de parémetros a tres: V:. Tj y P;/Pe.
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Figura 2.3 Euratirlcac!ou'n de la presion para cuatro modelos de chorros con
velocidades iniclales VJ= 50,100, 150, y 200 kms pero con todos los demis

pardmetros lguales {extralda de Raga, Canté y Binette, 1990)

Varidndolos en intervalos razonables para chorros estelares se encuentra su
efecto sobre el flujo. Por ejemplo, fijJando los demis parémetros, se varia la

velocidad inicial del chorro desde 50 hasta 300 km s'&

Se encuentra que el
Unico efecto que tiene la velocidad es el de introducir un factor de escala
en la direccion del flujo. Esta escala (I) depende linealmente de la
velocidad de inyeccién Vj. Fn la figura 2.3 se muestra este resultado.

Repitiendo este ejercicio pero ahora variando solamente la temperatura desde

0.1 x 10* hasta 1.2 x 10* °K se encuentra que aqui no hay una dependencia
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simple, la figura 2.4 muestra la dependencia con la temperatura. Para las
temperaturas més altas (> 10*) se cumple que el largo caracteristico 1 « Mj
Por ultimo se hace lo mismo pero ashora variando sélo la razén entre la
presién de chorro al iniclio y la presiédn del medio ambiente (Pj/?e). Aqui una
vez mas la dependencia parece ser compleja, pero se cumple que 1 «
(P;/Pe)vz. La figura 2.5 muestra la dependencia con la presién. Estas

dependencias se pueden entender dentro del marco del modelo analitico, el

cual se describe a continuacién.
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Figura 2.4 Estratificacion de 1a presidh para custre modelos de chorros con

temperaturas iniclales Tj:xooo, 5000, 10,000 y 12,000 1 4 pero con todos los

demas parametros lguales (extrafda de Raga, Canté y Binette, 1950).
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Figura 2.5 Estratificacioh de ola presidh  para  cuatre modelos de chorros  con
razones de presibn iniciales PJ/PE & 2.5, 5, 10 y 20, pera  con todos los

demds parémetros jguales (extrafda de Raga, Cantd y Binette, 1990}

2.3 El Método Analitico

Como ya se observdé en la seccién anterior, los chorros estelares
presentan un patrén de choques que cruzan el centro del chorro a intervalos
constantes. En este patrén se encuentra una sub-estructura. Iniclialmente
aparece una zona de expansidén, segulda de un choque incldente, y luego un

choque refléjado, después del cual vuelve a comenzar este patrén, Cantd, Raga
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y Binette (1989) desarrollaron un modelo que permite describir analiticamente
el comportamiento del flujo en cada una de estas regiones. El modelo se basa
en una serie de suposiciones, las cuales se revisan a continuvacién.

Considérese un flujo bi-dimensional de gas en forma de un chorro con
presién inicial mayor que la del medio que lo rodea y con velocidad V}
velocidad del sonido adiabitica c: (tal que Vj > c:) y tasa de pérdida de
masa H3 iniciales dadas. Supongamos que su ancho iniclal es despreciable y
que el medio circundante es uniforme (es decir que su presién Pa es lgual
para todo punto).
2.3.a Zona de expansién

Dadas estas condiciones iniciales, primero hay una zona de expansién y
se espera que el gas se comporte como sigue, El chorro se va a expander
lateralmente con un angulo que esta determinado por la razén entre la presién
del chorro (Pa) y la del medio que lo rodea (Pe), asi como de su niumero de

Mach. Este &ngulo est& dado por:

2 (1-x)
a = - . (2.6)
(r-1) HJ
p.  T-1IZ2Y
donde K = [——: ' (2.7)
PJ

y M; el nimero de Mach inicial (M:svj/cjh
Puesto que se asume que el chorro es altamente supersénico, se eépera
que el chorro conserve aproximadamente su velocldad total macroscépica en la
zona de expansién:
veV
J

y se supone que en esta zona el vector de veleocidad tlene direccién radial

(R) desde el punto de inyeccién (ver la figura 2.6).
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Si se supone que la distribucién de densidad sélo es funcién de R y se

utiliza 1a conservacién de masa, la densidad en esta zona resulta:

M

14

3

2n {1 - cosa) V: r?

es decir dieminuye como I/RZ.

. . (2.8)

Esta zona de expansién seguiri hasta que la presién del gas en el chorro

sea menor que Pe. En este punto aparecerd una onda de choque que colima

el flujo.

Choque
focidenie
Choque
/ reflejads
/ ——
% —
— — x
Rs '
Chorroen Frontera det
expansion Libre Chorro

Figura 2.6 Esquema de el priwer par de choques para un chorro  ¢on presion
mayer que la del medio que lo rodea. El gas se expande hasta que su presidn
cae debsjo de 1o del medio, es reconfinado por el chogue Jncldente y
deflectado por el choque reflelado {tomade de cantd, Raga y Binette, 15893,

2.3.b Choque Incidente

Puesto que este modelo supone que el flulo es estacionario, entonces la
posicién del choque incidente es fija, y se puede calcular a partir de la
condicién de equilibrio de presiones:

P‘(R:,B) + Pcs(e) = Ps . (2.9)

donde P‘ es la preslén térmlea jJusto detris del chogue, Pcr: es la presién

centrifuga, -debida a la curvatura del choque {ver la figura 2.6) y Rs es el
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radio o posicién del choque. Para flujos altamente supersénicos se espera que
el choque sea muy oblicuo y ésto nos permite ignorar la presién centrifuga
{sin embargo véase la secclién 2.3.d). Haclendo ésto, la ecuacién de

equilibrio de preslones resulta:

cp. V 2xp . (2.10)
donde Vn es funcién del &dngulo 8, y es la componente de la velocidad normal
al frente de choque, € es un factor de orden unidad y para un gas adiabatico
y monoatdmico toma el valor c! = 3/4. A esta ecuacidén se le sustituye 1la

ecuacion 2.8 para la densidad y se define la distancia caracteristica:

-] (]
€, H_‘ V] 172
Ro = [ —_— ] . (2.11)
2n {1 - cosa) Pe

y r =Rs / Ro . (2.12)
Con estas simplificacienes la ecuacién de equilibrio de presiones 2.10 se
reduce a una ecuacién sencilla para la posicién del frente de cheque:
Per? o= . (2.13)
donde r' es la derivada de r respecto de 8. Esta ecuaclén tiene como solucién

general una circunferencia:

r = sen(¢ ¥ 8) . (2.14)

con [ constante .

Esto significa que el frente de choque aparecerd sobre dos secclones de
circunferencia que pasan por el origen. Lla figura 2.6 muestra la forma
general de estos frentes de choque, asi como algunos pardmetros importantes.
La constante ¢ se obtiene a partir de que 8 = a para r =r,, con r, el radio
al cual las presiones del chorro y el medio ambiente son iguales ( P(r,) =

Pe). El valor de r, se obtliene utilizando las ecuaclones 2.8, 2.11 vy 2.12

para expresar a la densidad como:
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1
plr) = [ ] — : (2.15)

e introduciéndola en la expresién para una expansién adiabidtica:
02
P ( ] 7 )
— =) p] , (2.16
PO PO
3 L)

de lo que resulta una expresién para P/Pc:

T
P 1 1 Fe ] 1 :
- = — | — — - ’ (2.17)
P; [ T cl] Mj [ P; 7 :
y cuando P = Pe se tiene:
1 K
Fom ——— J—— . (2.18)
T e t? Ho
con lo cual:
" 1 [
¢ = a + sen [ ?-,TJ”Z M_‘; ] . (2.19)
1 J

Es féclil ver que el dngulo ¢ es el que forma el frente de choque con el
eje x (de ahora en adelante se llamari "x)'
Dos tamafios caracteristicos adimensionales en esta parte son la
distancia a la cual las circunferencias cortan el eje x:
an = sen ¢, , (2.20)

y la separacién maxima del eje que alcanza el frente de choque:

1
bn =~ (1 - cos ¢x) . (2.21)
2

En el ‘caso de un choque altamente supersénico, la expresién para el
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largo caracteristico (no adimensionalizada) toma la siguiente forma sencilla:.

-3
¢ M] VJ 172
1/2

(2.22)
n Pe

Es interesante observar que en términos de la variable adimensional r,
los tunicos parémetros de este modelo son x y Hj. Los demds parametros soélo
intervienen en la escala de longitud Re.

Se tiene entonces al gas que iniclalmente se expandia, pasando por un
choque oblicuo y curvo, que cambia su direccién, dirigiéndolc hacia el eje
del chorro. Ademds, puesto que el chogue es oblicuo, la velocidad del gas
sigue sliendo supersénica (con una magnitud aproximadamente igual a la de
antes del chogque).

2.3.c Choque Reflejado

Como ya se menclond, el choque Iincidente recolima el flujo que se
expandia libremente, doblandolo hacia el eje. Se forma entonces, un flujo
cénico convergente. Este flujo cénico se angosta hasta que aparece un choque
reflejado que comienza en el punto en el que el choque incidente toca el eje.
El flujo serd refractado por este segundo choque resultando un chorro angosto
y cilindrico cuya presién es casi veinte veces mayor que la del medio.

Se van a estimar los pardmetros del choque reflejado. Cerca del eje del
chorro, el chogue reflejado se puede aproximar como cénico, con un éangulo de
apertura (¢RJ. Calculando el paso del chorro por el choque incidente (que se
considera fuerte) y haciendo la suposicién de que tanto antes del choque
incidente como detrds del choque reflejado el flujo es paralelo al eje de
simetria, se pueden calcular los pardmetros del flujo al pasar por el par de
choques, En la Figura 2.7 se muestra un esquema con los paramétros del flujo

cercano al punto de reflexién.
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Choque Choque
ineidente reficjado
v

Flgura 2.7 Esquena del punto de reflexion en la zona cercana al eje
cilindrico. Se muestra el paso de una 1inea de flujo a través de los choques
incidente y reflejado.

Sean Py To' Py Vo' <, los valores de las variables del gas antes del
choque incidente. El choque incidente es oblicuo a la direccidn del flujo y
deja al gas con upa presidén igual a la del medio ambiente. De las relacliones

de Rankine-Hugoniot (R-H) sin hacer suposicién de choque fuerte se sabeque:

P 2M5 - (7-1)
-z —— (2.23)
P 741
o
Como se trata de un choque oblicuo, el nimero de Mach efectivo es:
VO
F% = :—* sen ¢l (2.24)

o

El angulo que forma el choque inclidente con la pared de reflexién se obtiene

de la ecuaclén anterior:

o -]
& = sen” ( ] (2.25)

Este angulo depende de la razén entre el numero de Mach absoluto y el
efectivo. El numero de Mach abscluto para un gas monoatdmico se obtiene de la

ecuacién 2.23:
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(P/P)r+1) + -1) ) 2

M = . (2.26)
2y

A través del choque la velocidad que es normal al frente de choque
cambia, pero la que es tangencial permanece igual, Esto se expresa:

Vocos ¢ = V’ cos B (2.27)

Ex V° sen éx = Vl sen B (2.28)
donde B es el &ngulo que forman el choque incidente y el flujo chocado; 61 es
el inverso del factor de compresién del primer choque, que se obtiene de las

ecuacliones R-H:

(71 46242
T (2.29)
(7+1)Mo
Dividiendo la relacién 2.28 entre la 2.27, se obtiene:
tan g = § tan ¢ (2.30)

Detrds de este choque el flujo permanece supersénico. Incluso, 1la
densidad es ahora 4 veces mayor que la densidad iniclial del chorro, y sigue
aumentando conforme el flujo converge hacla la superficle de reflexidn.

Para conocer el angulo del choque reflejado se hace la suposicién de que
el flujo a través de é1 va a resultar paralel; al eje del chorro. Se sigue el
mismo procedimiento que en el choque anterior, y de las ecuaciones del camblo

de las velocidades:
V1 cos (¢I + oy - B) = V2 cos @, (2.31)

€V, sen (¢ +¢ =-B) =V, sen¢ {2.32)

donde los valores con subindice 1 son antes del choque relfejado y aquellos

con subindice 2 son detris de este choque. Se obtiene una ecuacién
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trascendental para el &ngulo del choque reflejado:
tan ¢R = ER tan (¢x + ¢n - B) (2.33)

hsumiendo que el choque incidente es fuerte, los pardmetros de flujo

Justo detrds de este choque son:

7+l . ’
o = ( 1 ] b, . - (2.34)
7 .

-1
tan B = [ _ ) tan ¢ , (2.35)
71

cos¢I

vV =V (2.36)

1
° cosB

Estas relaciones no son mds que las relaciones de Rankine-Hugoniot
(condiciones de salto) para el caso de choques oblicuos fuertes. El angulo al
cual se forma el choque reflejado es ¢R, y se determina de la misma manera
que B. Haclendo la suposicién de que el choque es fuerte, la ecuacién 2.33 se
puede escribir como:

-1
tan ¢ = ( —_— ] tan (¢ + ¢ - B) (2.37)
R 1 R
7+1

Para encontrar la densidad, Py detrds del choque reflejado debemos
estimar primero la densidad Jjusto antes del frente de choque reflejado, Py
Considerando que la densidad aumenta por el solo hecho de que disminuye la

seccién recta por la que pasa el chorro (como si pasara por un embudo),

encontramos que:
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Py sen (¢! 8 B). :sen¢1
—_ = . (2.38)
pz sin 8 sinéR

Con estos pardmetros, y el hecho de que el chogue reflejado también es

fuerte, los paramétros del flujo detrés del segundo choque son:

7+1
P, = (——-] o, . . (2.39)
7-1

cos (¢ +¢ - B8)
v=y —m}mm—m——m—— . (2.40)
cos ¢R
Para chorros altamente supersénicos los 4nguleos serdn pequefios. Si

suponemos que el gas es monocatémico (y = 5/3) y aproximamos las funciones de

los éngulos, se encuentra que:

¢
¢ =8 . (2.41)
R

4
V1 = Vz = V° ' (2.42)
p, = 4 Py . (2.43)
P, = 16 P, ’ (2.44)
pz = 64 p1 . . (2.45)

La velocidad de choque en un choque oblicuo es la componente de la velocldad
que es normal al frente de choque. Para el choque incidente esta velocidad

ess:

VSI = V° sen él (2.46)
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y para el choque reflejado la velocldad de choque es:

V.=V, sen (¢ + ¢ ~B8) ) e T e (20 47)
Con la suposiclén de é&ngulos pequefios, utilizando las relacliones 2.41 y 2.42
en las relacicnes 2.46 y 2.47 se tiene que las velocidades de choque para
azbos choques son sproximacdamente iguales, esto es:

Y _ =V .
En el caso de chorros muy supersénicos de gas altamente radiativo cuya
presién inicizl es mayoer que la del medio se encuentra gue hay una velocidad
de choque caracteristica: st = 18.7 knm s-l. que es independiente de los

parirnetros del cherro y del medlo amblente (Cantd, Raga y Binette, 1989).

También con estas suposiciones, el largo caracteristico (a) toma la forma:
v
SRR R V7
a =1.2 [-—] . (2.18)

Con todo lo anterlor tenemos expresiones para los principales valores

del flujo que pasa por el par de chogues reflejados.

2.4 Una Comparacién entre los dos métodos

En las secclones anteriores se planted un modelo para chorros
supersénicos con presién inicial mayor que la del medio ambiente. Se analizé
dicho modelo de ranera numérica y analitica por separado. Para poder
establecer un mnodelo tedrico general, resulta interesante hacer una
comparacién entre los resultados de ambos métodos. Por una parte, se debe de
poder apreciar la calidad de la aproximacién hecha en el método analitico.
Por otra se podrd estudiar el efecto que tlene cada aproximacién sobre el
resultado general. Esto es muy 0Util al interpretar los resultades vy

compararlos con las observaciones. En el caso de la solucién numérica se

55



encuentra que el espacio de lcs parametros se puede reducir a dos (véase
Raga, Cantoé y Binette, 1989): 1la razén entre la_presién inicial del gas y la
presién del medio ambiente (F:/Pe). y el nimero de Mach inicial del gas.
Variando dichos parémetros es posible estudiar el comportamiento de los
chorros en los rangos que resultan relevantes, Si se fija el valor del numero
de Mach, el unico parametro del modelo es la razén de presiones. Para el
método analitico se encuentran varias expresiones sencillas tales que, si se
conocen los valores iniclales de las variables del flujo {como velocidad,
temperatura, densidad, presién), es posible calcular los valores de estas
variables en todo el flujo. Puesto que ambos métodos parten de las mismas
suposiciones, y de hecho el método analitico se ayudd en parte del numérico,
resulta interesante comparar los resultados que arrojan ambos. Para poder
hacer la comparacién se debe recordar que el modelo analitico estudia
especificamente el comportamliento del primer par de choques, por Io cual
debemos restringirnos a estudlar esta parte de los resultados del método
numérico.

La comparacién va a consistir en el célculo de los dngulos (de los
choques respecto del eje) y las distancias (ancho del flujo y distancia entre
choques) caracteristicos con ambos métodos. Para dicho calculo, se utilizan
los valores iniclales que se escogleron como estdndar en la seccién 2.2, El
parametro que se varia es la razén de presiones (P;/PeL

Las variables que se van a estimar con ambos métodos estan definidas en
la Figura 2.8 y son las sigulentes. El &ngulo de apertura inicial (a) que es
el 4ngulo resultante de la expansién lateral del gas, cuando es inyectado,
conforme avanza hacia adelante. Los angulos respecto al eje del chorro de los
choques incidente (¢1) y reflejado (¢R). La longitud (a) que es la distancia
del punto de inyeccién al punto donde los choques incidente y reflejado

cruzan el eje. El ancho caracteristico (b) que es el ancho maximo que alcanza
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el choque incidente curvo. También se comparan las velocidades de choque Vsi
y Vs que son normales a la superficie de chogue y que determinan que tan

fuerte es éste,

2.4.a Resultados del Método Numérico

En el método numérice todas las variables caracteristicas se miden de
las grédficas como las que se discuten en la s.ecclén 2.2. Aqul la preclisién
depende fuertemente de la resoluciédn que se tenga al graficar, as! como de
los criterios que se utilicen para medir cada valer. En este caso particular
las graficas se hicleron con una impresora de punto y esto implica una baja
resolucion., A continuacién se ennumeran los criterios para la medicién de
estos datos.

El é4ngulo de apertura inicial (a) se muestra en la flgura 2.8, Este
dngulo se mide de 1la inclinacién de 1la 1linea de [lujo mas externa.
Iniclalmente la linea muestra cierta curvatura {(que indica aceleracién del
gas en la direccién vertical}, pere muy pronto la linea de flujo se endereza,
y es ésta direccién la que se utilliza para medir a. En este caso no hay mucha

duda de cual es el angulo.
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X (10"¢mn)

r (:0%%cm)

Figura 2.8 Esquema para aclarar como se midieron los parametros. {a) es el
angulo de expansidn Inlcial; {a) el largo ceracterfstico; (b) el anche
caracter{stico; (¢I) el &ngulo del choque Incidente y (¢R) el &ngulo del

choque refle)ado. Aquf las l{neas punteadas son cinco lineas de flujo y las
contfnuas son Isocontornos de presién.

El &ngulo del choque incidente (¢x) se debe de medir muy cerca del eje,

puesto que ésta es una condicién que exige el método analitico,
forma la comparacién tiene sentido. Se utilizaron los puntos en
las lineas de flujo se doblan para marcar este angulo. El angulo

reflejado (¢R) se mide de la misma manera que el &ngulo del choque

y de esta
los cuales
del choque

incidente,

"E1 largo caracteristico {a) es sencillamente la distancia desde el principlo

(punto de inyeccién) hasta el punto en que el primer choque cruza el eje de

simetria. Este punto es aquel en el cual vemos que se juntan las isobaras al

cruzar el eje x. En el caso del ancho caracteristico (b) se toma la distancia

desde el eje hasta el punto donde el choque incidente (que se distingue por

una acumulacién de isocontornos) tiene un maximo. El1 siguiente valor que se
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quiere conocer es la velocidad de chogque para el choque incidente. Esta se
mide calculando la componente de la velocidad total en la direccién norzal al
frente de chogue (ecn. 2.46). Finalmente, el 0ltimo valor que interesa es la
velocidad de choque en el choque reflejado. Para conocer esta velocidad se
calcula la direccién del flujo justo antes de llegar al choque reflejado
mediante una estimacién de 8 (ecn. 2.41). La tabla 2.1 muestra los valores de

dichas variables para distintos valores de la razon de presiones P:/P{

Tabla 2.1 Valor del &ngulo de apertura (&), &ngulo del chogque Incidente
(¢l). &ngulo del chogue reflejado (¢R). large (8) y ancho (b) caracter{sticos

calculados de las graficas resultantes del método numérice para distintos
valores del coclente de presiones P,! 7P .
e

P: /P a(®) ¢I(°) ¢ R(°) a (10°7emy b 110" %em
2.5 1.640 5.59 2.012 3.870 0.640
5.0 2.450 4,34 2.833 6.730 1,127
7.5 3.143 4.96 2,670 8.350 1.720
10.0 3.148 5.27 2.854 10.16 2.116
15.0 3.376 5.48 2.840 12,39 2.700
20.0 3.455 5.36 3.190 15.11 3.090

Acerca de la exactitud de los valores de esta tabla puede decirse lo

* siguiente. Las distancias {(a y b) tienen errores de medicién no mayores que

S% puesto que su medicién es directa, Para los dngulos y la velocidad

aparece un error mayor debido a que hay clierta subjetividad en la manera de

medirles. A partir de mediclones hechas por varias personas, se hizo una
estimacién del error y se encontré que éste es cuande mucho de 20%,

Ademas de los valores que aparecen en la tabla anterlor, se midieron las

velocidades de choque para los primeros dos choques. Esta velocidad se midiéd
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para chorros con valores de la razén de presiones entre 2.5 y 20, y también

1

para chorros con velocidades iniclales desde SO_hasta 200 km s . Para todos

estos chorros se encuentra que la velocidad de choque para el choque
incidente es: st = 12.3 km st , mientras que la velocidad del
segundo choques es VSR % 16.88 km s .

Es interesante notar que estos resultados muestran que los &ngules de
los choques incidente y reflejado son muy parecidos para diferentes valores
de P:/ Pe. y que la razén entre el é&ngulo del choque incidente (éIJ y el
éngulo del choque reflejado (én) es siempre aproximadamente 2. Las longitudes
carateristicas dependen directamente de la razén de presiones. Entre mayor
sea ésta, mayores son (a) y (b). Al parecer, (a) depende mas fuertemente de
esta razon de presiones que (b). La dependencia del ancho con la presién
pareciera contradecir el hecho de que los angulos parecen no depender de las

presiones. Se encuentra que la razén large a ancho (as/b) es aproximadamente

S0 para todos los valores de presién.

2.4.b Resultados del Método Analitice

En esta seccién se obtienen los mismos valores discutidos arriba, pero
ahora a partir de las expresiones resultantes de la solucién analitlca. Para
la elaboracién de esta tabla se utllizan los valores iniciales del modelo
estindar. Ademis de dichos valores, el método analitico requiere de la tasa
) de pérdida de masa HJ. el nimero de Mach N;, y la presién iniclal dentro del

chorro. Estcs se calculan a partir de los valores ya conocidos y resultan:

. 2 1

M =ar p°u®=1.18x10"gs' =1.8x 10°M_afio”
f 1 P14y g Mo of
M=V /s c® = 14.42
SRR
Pe = n® kTo = 1. 0-8 -2
Y =nj k1] =1.518x10" dnen

Se utiliza una razén de calores especificos correspondiente a un gas

monoatémico, ¥ = 5/3, Conocldos todos los valores anteriores, las expresiones
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de la secclidn 2.3 se reducen a las sigulentes
De la ecuacién 2.6, el angulo de apertura inicial queda:
@ = 11,92 (1 - x) ' (2.49)

De la ecuacién 2.19, el &ngulo del chogue incldente resulta:

K

¢ =a (1 +03

: ) : (2.50)

1-x
y de la ecuacién 2.33, suponiendo angulos pequefios, el &angulo del choque

refle jado es:

6 == (s -8) ) (2.51)

La expresién 2.20 para el largo caracteristico se reduce a:
an = ¢ - 0.062 k*° , (2.52)

y para el ancho caracteristico simplemente se utiliza la ecuacion 2.21.

En el método analitico las variables de distancias estaban normallizadas
a la distancia Ro ({ecuacién 2.11). En consecuencia también quedaron
normalizados an y bn. Para obtener los largos caracteristicos en unidades que
se puedan comparar con los resultados numéricos, se necesita calcular 1la
distancia de normallizacién Ro. Con todos los valores que se conocen, Yy
haclendo aproximacién para dngulos pequefios se tlene:

o

- Pj 172

Re = 1,61 x 100 —j — cm (2.53)
a Pe

con ésta, serdnh a=anRe Y b=bnRo los valores de interés.

Analiticamente se encontrd que la velocidad de choque permanece igual
para los dos choques (Canté, Raga, Binette 1989), y adem&s que su valor es de
aproximadamente:

V, 2187k
En la tabla 2.2 se muestran los valores que toman las variables para
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distintos valores de la razén de presiones:

CTabla 2.2 Valor del A&ngulo de apertura (@),s angulo del chogue  Incidente
(¢I). a;nqulo del choque reflejado (¢R) , largo (a) y ancho (b) caracteristicos
para dlistintos valeres del coclente de presiones. Calculados con expresienes

resultantes del cetodo anajftlco.

Pj /P, al(®) ¢I(°) ¢R(°) a (16'7cm) b (105
2.5 1,990 4,967 1.25 2.730 1. 080
5.0 3.278 5.970 1.59 3.690 1.279
7.5 3.957 6.345 1.70 4.431 1.540
10.0 4,398 6.654 1.81 5.037 1.758
15.0 4.982 7.062 1.90 6.057 2.143
20.0 §5.375 7.337 2.00 6. 908 2.476

En la solucién analitica los dngulos tlenen una clara dependencia con la
razén de presiones. Sin embargo, tanto (¢I) como (¢R) toman valores pequefios
en todos los casos. Los largos caracteristicos también dependen de la razén
de presiones. En este caso la razén largo a ancho (a/b) es siempre parecida a

28, y la razén de los &ngulos de los choques es de 2.3 en promedio.

2.4.¢c La Comparacién

A partir de las dos tablas anteriores se comparan los resultados de los
dos métodos. El balance final de la comparacién entre los resultados de los
dos métodos es razonable. A continuacién discutiremos en detalle cada uno de
ellos, Se encuentra que el 4ngulo de apertura inicial (del cono de Mach) es

siempre un poco mayor en el caso analitico, En la figura 2.9 aparecen en
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triadngulos los valores de a del resultade analitico, y en cuadros los valores
de («) de la solucién numérica. Se puede observar qﬁe la dependencia es muy
parecida, y que los valores se parecen mids para razones de presién mas bajas

{en que hay menor diferencia entre la presion del medio y la del chorro).
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Figura 2.9 Yalor del dngulo de Mach (&) para varlas razones de preslan
iniclales, para las soluclones analitica y la numérica,

La dependencia del &ngulo del choque incidente con el coclente de
presiones también es muy parecido para ambas soluciones, y otra vez es mayor
el angulo de la solucién analitica. En la figura 2.10 aparecen los valores
del &angulo del choque incidente tanto para la soluci6n numérica como para la
analitica. Aqui se ve que presentan una dependencia distinta con la razén de
presidnes, pues mientras que 1la (¢x) analitica aumenta con 1la razén de
preslones, la numérica permanece aproximadamente constante. Es correcto que
los &ngulos sean siempre mayores en una solucién, y esto debe reflejarse en
. que el largo caracteristico sea menor y el ancho caracteristico mayor cuanto

mas grandes sean los &ngulos.
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Figura 2.10 Valer del angule del chogue Incidente (él) para varias razones de

presidn, para las soluclones analftica y mmérica.

El angulo que forma el choque reflejado con la horizontal es el doble en
la solucién numérica que en la analitica. La figura 2.11 muestra que la
dependencia repsecto del cocliente de presiones en ambos casos es casi

idéntica.
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Figura 2.11 Valores del angule del choque reflejfado (¢R] para distintes

valores de la razdén de preslones, para Jas soluciones analftica y numérica.
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Figura 2.12 Valores del coclente (¢X/¢R) a varias razones de presidn, para

las soluciones analftica y numérica.

La razén entre el é&ngulo del choque incidente (él) y el éangulo del
choque reflejado (é)R es muy distinta en ambos resultados. En la figura 2.12
se ve que este valor es aproximadamente el doble en el caso analitico que en
el numérico., Mis adelante se verd como es posible explicar, e incluso
corregir esta diferencia.

En el caso de la longitud caracteristica si hay una discrepancia muy
grande. Este largo es el doble en los resultados numéricos que en los
analiticos. Una vez mds la diferencia es menor para razones de presién
pequefias, y mucho mayor para razones de presién grandes. La figura 2.13
muestra estos largos caraqteristlcos. Parte de esta discrepancia se puede
deber a que en el caso analitico los angulos son mayores y eso puede acortar
al patrén total. Otra posible explicacién de ésto es que en la solucién
. analitica se ha supuesto que el flujo parte de un punto lo cual,
evidentemente, no es el caso. MAs adelante se verd como se puede relajar esta

supesicién,
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Figura 2,313 Valeres del large caracterf{stico {a) para varios valores de
la }a razdn de presiones inlcial, para las soluclones analftica y mumerica.

El ancho caracteristico (b) es muy semejante en ambas soluciones, sin
embargo la dependencia con la razén de presiones es distinta: en el caso
numérico el ancho (b) es mas sensible a la razén de presiones. La figura 2.14
muestra los valores de (b) para ambas soluciones, La razén largo a ancho es
distinta, y ésto se debe esencizlmente al ©problema con el largo

caracteristjco, Sin embargo, en cualquier caso es mayor que 28.
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Figura 2.14 Vslores del anche caracterfstico (D) para varlos valores de 1a
razén de preclones iniclal, para las soluclones analitica y numérica.

Acerca’ de la velocidad de choque se puede decir que, mlentras que el
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método analitico predice una velocidad de choque Unica (igual para el choque
Incidente y el reflejado) del orden de 18.7 km s-l. el método numérico
encuentra una velocidad para cada chogque. La velocidad de choque del primer

choque incidente vale aproximadzmente 12.3 km s'l. mientras que la del choque

reflejado vale 16.88 km s .

Estos valores permanecen constantes ante 1la
variacién de la presion y la velocidad iniciales.
Esta comparacioén nos muestra que en general las aproximaciones hechas en

la solucién analitica no son malas, y que por lo tanto podemos utilizar ambos

resultados combinados para obtener mas informacién,

2.4.d Modelo Mejorado
En la seccién anterior se encontré que aunque las soluciones analitica y
numérica coinciden razonablemente en varles puntos, hay clertas
discrepancias en dos pardmetros. Se encontr6é que la longitud carateristica,
(a), es el doble en la soluclén numérica que en la analitica. Se obtuve
también que la razén entre el éngulo del choque inclidente y el angulo del
choque reflejado vale el doble para el caso analitico que para el numérico
Puesto que en la solucién analitica se hicieron suposiciénes limitantes, es
de suponerse que algunas de ellas no son correctas. En esta seccidn se
relajan algunas de estas constricclones y se estudia el efecto que esto tiene
sobre las variables que no coincidieron. Las primeras dos constricciones que
se quitan corrigen al largo caracteristico, y la tercera muestra en que casos

la razén entre los dngulos (¢I/¢R) se ajusta mejor a la soluclén numérica.
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Figura 2.15 Correcclon a )a solucidn analftica. Se recorre e! origen de
manera que el flujo ahora tlene un ancho inicial. Esto cambla e! valor del
largo caracterfstico {a).

La primera suposicién que se hizo es que el chorro proviene de un punto.
Esto evidentemente no puede ser cierto. Una manera de dar un ancho inicial
sin alterar el resto del modelo es recorrer el punto inicial hacia la
direccién positiva del eje x (ver figura 2.15) de tal forma que el radio del
chorro en x=0 corresponde al radio inicial del chorro. Este desplazamiento
acorta la dimensién caracteristica (a), que va desde el comienzo al punto
donde se refleja el choque, pero no cambia los otros valores. Del modelo asi

replanteado resulta:

KT e

at ma - T (2.54)
(2-¢)'"? Mj

Se ve que la a' sélo va a cambiar mucho cuando la presion del chorro sea
menor que la del medio. Esto sucede cerca del eje Justo antes de llegar al
choque incidente. Esta correcién tiene mas efecto sobre los valores cuya
razén de presiones inicial es baja. El efecto neto que tiene la correcclén es
hacer mas semejantes las pendientes de las (a) para ambas soluciones, aunque

siguen difiriendo por una constante.
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Otra aproximacién que se hizo fue despreciar la presién centrifuga. la
pr;sién centrifuga es aquella que aparece cuando el gas fluye por una curva.
Si se incluye la expresién para esta presién en la ecuacidn de equilibrio de
presiones, resulta una ecuacién integro-diferencial muy complicada que no se

puede resolver analiticamente. Esta ecuacién es:

’ (=)
- {1~ ) { — +
(r24r' ) 1 r
1 [ re2rtforpt 1 Je r'
- cosg d8 = 1 (2.55)
£ (r2+r' %)% | 1 coss o (riepr?)/
-

aqul r es el radio adimensionalizado con la RD, y r' es su derivada respecto
del 4ngulo 8.

Es complicado resolver esta ecuacién para conocer el lugar del choque.
Se hlizo un programa que la reduce a tres ecuaclones diferenciales de primer
orden acopladas. Fste sistema se resuelve con el método Runge-Kutta. A partir
del numero de Mach inicial del flujo, y de la razén entre la presidén del
chorro y la del medio, el programa calcula el punto en el cual aparece el
choque. Integrando desde este punto, obtlene los valores que va temando el
radio para los diferentes valores de & (es decir la forma y tamafio del choque
incidente). En particular de este programa se puede extraer un valor para la
" distancia entre el punto de inyeccién y el punto en que se refleja el choque
(a), La figura 2.16 es un ejemplo de los datos que arroja este programa., Aqui
es posible medir la magnltud de {(a) de manera muy sencilla. Inclulr 1a
presién centrifuga hace que aumente la longitud (a), y la asemeja mucho a los

resultados de la solucién numérica.
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Flgura 2.16 Forma y tamano del frente de choque !ncidente calculado a partir
de la ecuacidn 2.54.

o L e e e
:-x:m:m:v 44
z L & acatues ] ]
=2 10 - . ]
°© F ]
Z 2 .
o L 2 ]
5+ -
RN I B SN

5 10 15 20

Pjo/pe

Flgura 2.17 Valor del largo caracteristico (a) para varlas razones de
presidn, para 1a solucidn numérica y 1a analftica. Aqul se apllcan las
correcciones al cilculo del largo caracter{stico (&) analltico.

Las dos correciones anteriores se pueden combinar para obtener un mejor
resultado. Si a los valores de (a) que se obtienen considerando la presién
centrifuga se les aplica la formula de correccién 2.55, entonces la longlitud

que resulta debe contener ambas correciones. En la figura 2.17 aparece de
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nuevo la comparacién entre la (a) numérica, y la analitlica, 1a cual ahora es
calculada utilizando las dos correcciones. Como se puede ver, la cencordancia
entre ambos métodos es ahora excelente.

La tercera condicién del planteamiento analitico que se puede relajar
es la de que el chogue reflejado es fuerte, Esta suposicién tlene un efecto
notable sobre el valor de (¢1/¢R)‘ Aunque hay evidencia clarisima de que el
choque incidente debe ser fuerte, no es asi para el chogque reflejado {ver por
elemplo la figura 2.2(a)). En esencia, la suposicién de que un choque es
fuerte aproxima el nimero de Mach como infinite y con ello elimina la
dependencia con el numero de Mach en las expreslones. la correccién que se va
a hacer ahora consiste en recalcular el choque reflejado, guardando la
dependencia del numero de Mach para éste. Como el choque incidente es fuerte
se cumple alin la ecuacién 2.30 para los angulos:

7-1

tan 8 = ( — ] tan ¢x , (2.56)
741

pero en el choque reflejado se tlene:
tan ¢n = ER tan (éx + ¢R - B) . {2.57)

donde:

G-10M %+ 2
£ = ——————— . (2.58})
R (7+1)M4 2
R
donde Mn es el numero de Mach efectivo del gas Justo antes del choque
reflejado y tlene una dependencia con los 4angulos y el nimero de Mach

absoluto como sigue:
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v, sen(¢ + ¢ - B)
M= o (2.59)

c
R

en esta expresion, c, es la velocidad del sonido Jjusto antes del choque

reflejado dada por:

Ry (p-1)r2

] (2.60}
En esta ecuacién, c es la velocidad del sonido Jjusto detrds del chogque
incidente; pR/p1 es el cambio de densidad entre la salida del choque
incidente y la entrada del choque reflejado y p es un indice politréplco tal
que si el gas se comporta adiabaticamente entre los choques, p= 5/3, y en el
caso de que permanezca isotérmico, p = 1. El cociente pﬁ/p1 estd dado por la
ecuacién 2.38. Estas ecuaciones son suficientes para describir el choque
reflejado. Si se hace la aproximacién de dngulos pequefios se obtienen las

sigulentes ecuaciones simplificadas:

1
de la ecuacién 2.30 B=- ¢x ' (2.61)
4
3
de la ecuacién 2.33 ¢R & §R (-4 ¢I + ¢R) ' (2.62)
pR ¢1
de la ecuacién 2.38 — x4 +3— N (2.63)
P, ¢

Se estd buscando una expresién para ¢1/¢n' De la ecuacién simplificada

2.62 esta variable se puede expresar como una funcién del factor en-.

|.®

(1 - ER)
' (2.64)

b
[
(Jl-h
!

£

g

R

y la expreélén para ER. si suponemos un gas monoatémico (¥=5/3), toma la
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forma:
£ 5 ————— R (2,65}

Por otra parte, si en la ecuscldn 2.59 se utilizan todas las expresiones
sirplificadas que se han obitenido, se obtiene una ecuacién para HR como

sigue:
(p-11/2
3 ER
M o= . (2.66)

5142 4lp-1)s2 (1-€)

El sistema formado por las ecuaciones 2.65 y 2.66 se puede resolver dado
el valor de p. S1 el gas se comporta adiabaticamente (p=5/3) entonces:
ER = 0.53%

HR = 1,56

] /¢ = 1.06

1/7R
mientras que, sl es isotérmico {p=1):
§, = 0.4

MR = 2.23

$% =2

De aqui se encuentra que en efecto la suposicién de que el choque
reflejado es fuerte era incorrecta. Quitando esta suposicién se puede
- caleular el wvalor de 1la razén (¢x/¢n) y resulta que, dependiendo del
comportamiento térmico del gas, este valor varia entre 1 y 2. Es una buena
aproximacién pensar que en la zona entre el primero y el segundo choque, el
gas tiene comportamiento isotérmico. Esto implica que la razén entre los
dngulos de los choques toma un valor de 2. En la figura 2.17 se aprecla que
para este valor, los resultados analiticos coinciden mejor con los numéricos.

De hecho, el valor gque resulta de la solucién numérica estd entre 1.5 y 2.

73



Esto pudiera ser indicacién de que el comportamiento del gas estd entre los

extremos adliabitico e isotérmico.
2.5 Recapitulando

En este capitulo se caracterizaron los chorros estelares. Medlante la
solucién (numérica y analitica) de un modelo teérico para estos chorros y una
comparacioén entre los resultados que cada solucién arroja, se ha llegado a
tener un panorama general de las caracteristicas y el comportamiento de
éstos,

Se hiclieron las suposiclone; de que el chorro es un flujo estaclionario,
compresible, no viscoso y altamente supersénico, cuya presién en el punto de
inyeccion es mayor que la presidon del medio que lo rodea. Se encontré que el
flujo reacciona a los gradientes de presién formando un par de choques
internos. Dichos choques, Jjunto con una =zona de expansién iniclal,
constituyen un patrén que se repite a lo largo del chorro. La distancia a la
cual se repite este patrén (que se ha llamado largo caracteristico) es
aproximadamente constante y depende de las variables del chorro en el punto

de inyecclén como sigue:

M°°

y ) y1/2
Co ()

n P

El ancho maximo del flujo es, tamblén, aproximadamente constante para
cada chorro dependiendo de sus variables en el punto de inyecclén. La razén
largo a ancho en estos chorros es de alrededor de 30, es decir que los
chorros son delgados. Los angulos a los cuales se forman los dos chogues son
pequefios. Esto implica que los choques son muy oblicuos al flujo, y que por

lo tanto la velocidad de flujo permanece aproximadamente igual al pasar por
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los choques. Debido a esto, la velocidad de flujo es otra constante del flujo
(aproximadamente igual a su valor en el punto de inyeccién) a tode lo largo
del chorro. La velocidad de choque es semejante para ambos choques y tiene
valores de aproximadamente:

Vo, ¥V, ¥ 18 Kkms™*
y no depende de las variables del chorro. La dependencia que presentan estos
chorros con la presién y la temperatura iniciales no es sencilla.

Recordando la secclén 4 del capftulo 1 en la que se revisan las
propledades observacionales de los chorros estelares, se ve que este modelo
coincide con 1las principales propiedades que ahl se listan. Podemos
mencionar, por ejemplo, que los nudos brillantes (equidistantes) presentan
emision del tipo que se da en zonas de enfriamiento detrids de frentes de
choque, y que este modelo encuentra que se forman pares de choques a
distancias regulares. Las observaciones reportan velocidades de f{lujo
supersénicas y constantes y el modelo es consistente con eso. Aunque la razén
largo a ancho reportada por Mundt (1987) es de 20 y el modelo teérico
encuentra un valor mas cercano a 30, esto no es sorprendente puesto que el
ancho del chorro estd cerca del limlite de resolucién de los aparatos con que
se han observado. Una observacién con mayor resolucién probablemente muestre

valores menores para el ancho.
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Capitulo 3

DISCOS DE MACH EN CHORROS ESTELARES

En este capitulo se analiza si es posible que haya reflexién de Mach en
chorros estelares. Como ya se vi6 en el capitulo anterior, la emisién que se
observa en los chorros estelares se explica como emisién en la zona de
enfriamiento detrds de choques internos oblicuss. Estos choques en realidad
son uno solo que es reflejado en el centro del chorro por efecto de
convergencia de material hacia esta zona. Esta reflexidén puede darse de forma
simple, con dos frentes de choque como se vidé en el Capitulo 2 (reflexién
regular), o blen puede aparecer un tercer choque vertical (llamado disco de
Mach) en el vértice de los dos anteriores (reflexién de Mach, ver la figura
3.4). Analiticamente sélo es posible resolver este problema para un flujo
plano-paralelo y adiabdtico por su sencillez. En la seccién 3.1 se repasa la
reflexién regular y las condiciones limite para este caso simplificado. En
la seccién 3.2 se estudia la reflexion de Mach y el comportamiento de un
flujo de pgas al pasar por estos choques. En la seccién 3.3 se intentan
determinar las condiciones inicliales de un chorro cilindrico, radiativo que
son necesarias para que aparezca la reflexién de Mach. Puesto que
analiticamente es complicado, la unica forma de estudiar esto es mediante la
solucidén numérica. Numéricamente hay un criterio para la aparicién de
reflexién de Mach que depende del método de integracién. Para determinar si
este criterio es correcto, se comparan las soluclones que dan el método

numérico y el analitico para el caso plano-paralelo y adlabédtlico, y hablendo
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determinado que la condicién de aparicién de discos de Mach en la solucién
numérica es correcta, se procede a determinar (ep los resultados del programa
que resuelve numéricamente el problema) las condiciones de un flujo
cilindrico y radiativo en la zona de reflexidén para determinar si los discos

de Mach pueden aparecer en chorros estelares.

3.1 Reflexién Regular
En el Capitulo 2 ({seccién 2.2) se encontrd que los chorros estelares
presentan una sucesién de chogues internos. Estos choques son oblicuos a la
direccién del flujo y se forman en pares. El primer chogue es resultado del
gradiente de presién entre el chorro y el medlo. Puesto que es oblicuo a la
direccién del flujo, deflecta a éste hacia el centro del chorro (ver 1ia
figura 2.2). Dada la simetria cilindrica, esta deflexion sucede desde todos
los puntes hacla el eje de simetria. El resultado es una compresién del gas
en este punto, y por consiguiente un gradiente de presién que induce un nuevo
choque que parte del mismo punto en que el choque incidente termina. Esto es
lo que se llama reflexién regular. Una vez mids, es convenlente estudiar
analiticamente una versidén simplificada del caso real. Esto se hace a
continuvacidn.
Se va a éonsiderar un flujo supersénico, plano-paralelo, de gas cuyo
comportamiento energético es adiabdtlico. En particular, sl se tiene un flujo
de gas con direccién paralela a una pared y el gas cruza un frente de choque
plano y oblicuo, este chogue es reflejado {Landau y Lifshitz, 1980). Esto
significa que el frente de choque se deshace al hacer contacto con la pared a
causa de un fuerte gradiente de la densidad (o la presién) y aparece un nuevo
frente de choque en este punto cuya direcclén es distinta a la inicial (ver
figura 3.1). El primer choque deflecta al flujo dirigiéndolo hacla la pared,

y causando una compresién del flujo. El segundo choque aparece por efecto de
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esta compresién. Otra condicién para la aparicién de este segundo choque es
que el flujo permanezca supersénico, de otra forma, el gradiente de densidad
solamente desviara al flujo. En el modelo de chofros estelares revisado en el
capitulo anterior se consider6 siempre el caso con reflexién regular. Sin
embargo es posible que alguna de las condiciones necesarlias para su apariclén
no se den, y se formen choques con geometrias distintas, o incluso ya no se

formen choques.

2

/
VAV VANV AV AN AV AV AV eV a4

Figura 3.1 Reflexidn regular en un flujo plano-paralelo de un gas con
comportamiento adiab&tico. Se divide en tres zonas: 1) prechoque, 2}
Interchoque y 3) postchoque.

El caso de reflexién regular en un flujo plano-paralelo de gas
adliabatico cuya presién es menor que la del medio ambiente se resuelve
- analiticamente en la seccion 2.3. A partir de los valores iniclales de las
variables del flujo, es posible calcular el &angulo del choque incidente
(ecuaciébn 2.19) y dado este, ¢uedan determinados los valores de todas las
variables del gas al pasar por el primer choque {de las relacliones
Rankine-Hugoniot para choques oblicuos). Con estos valores, se puede

determinar el &ngulo al cual se forma el segundo choque (¢R). De esta manera
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queda tota;mente definide el flujo del gas a través del chogque reflejado. Lo
que es importante de esta solucitn, es que ba;ta determinar dos varizbles
iniciales del flujo para conocer la forma de ambos choques, asi como todas
las variables en cada 2ona. Estos valores iniciales pueden ser: la razén
entre las preslones del flujo y el medio (PO/P!) y el &ngulo al cual aparece
el primer chogue (¢1) o el numero de Mach del gas (Hasvolco) antes de entrar
al chogue incidente. A partir de estos valores Iniciales se van encontrando
las variables del flujo wutilizando expresiones analiticas sencillas
(ecuaciones 2.19 a 2.33) para todas las variables del flujo. La unica
complicacién aparece en la expresidén para el dngulo del choque reflejado.
Esta (ecuacién 2.33) es una ecuacién trascendental en la que ¢R depende de
los &ngulos ¢I y B, asi como de s{ mismo. Se resuelve numéricamente usando el
método Newton-Raphson. Para cada pareja (PO/PG) v Mo (o ¢l) el sistema de
ecuaciones tiene, en principio, dos soluciones. Sin embargo para algunos
valores no es posible encontrar solucién. Por ejemplo dado el coclente
(PQ/P,) existe solucién {es decir un par de soluclones) para Hc z Moc donde
Hoc depende del cociente (PQ/PQ). Para Ho < McC no existe solucién, lo cual
indica que la reflexién regular no es posible y entonces debe aparecer un
disco de Mach. De igual forma se puede encontrar un &ngulo maximo o critico
para el chogue incidente, éxc' a partir del cual (es decir para ¢x > ¢m) ne
existe reflexién regular,

Es interesante caracterizar este punto critico en el cual el flujo pasa
del régimen de reflexién regular al de reflexién de Mach para después decidir
s} algin chorro estelar puede presentar discos de Mach. Para ello es
necesario recorrer el camino que va desde un par de los tres valores
iniclales que se mencionan arriba, hasta llegar a la solucién de la ecuacién
2.33. Se escribld un pequefio programa que tiene por entrada el &ngulo del

choque inicial (¢x) y la razén de presiones F"’/Pe y utiliza las ecuaciones

ESTA TESIS NO DEBE
SMIR DE LA DRBLIOTECA
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2.19 a 2,33 pararobtener finalmente el &angulo én critico, El resultado de
estos cdlculos aparece en la figura 3.2. En esta figura se grafican los
valores del &ngulo del choque incidente critico (¢’c) en funcién del cocliente
Pg/P,' La linea que une estos puntos divide en dos zonas al espacio definido
por las razones de presién (PD/Pe) y los &ngulos Incidentes (¢I). Por debajo
de la linea es posible la reflexién regular, y en la zona arriba de esta
curva ya no es posible. En la slgulente seccién se describe qué sucede cuando

no se puede forrar una reflexidn regular.

L R
60 b *
- refiexion e Xach -
L . i
2 50 - -
=8 - * 4
0 A ¢ * ]
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4 r PS * g * ~
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0.2 0.4 0.6 0.8
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Figura 3.2 Grafica de el dngulo critico para diferentes razones de presidn.
La 1{nea que une a los angules cr{ticos divide en dos cozportamientos, uno de
reflexidn regular y otro de reflexidn de Mach.

3.2 Reflexién de Mach

En el momento en el que deja de haber reflexién regulalr, aparece un
tercer choque normal al flujo. Tanto Landau y Lifshitz (1980) como Courant y
Friedrichs (1958) dicen que una interseccién estacionaria entre un choque
fuerte y una superficie sélida es imposible debido a los fuertes gradientes
de presién que aparecen. En el caso de los chorros estelares, no se tiene

precisamente una superficie sélida, sino mds bien es la simetria la que tiene
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un efecto de reflejar al flujo. La aparicidn de este tercer choque se puede
entender de manera cualitativa como sigue. Las condicliénes para que aparezca
un segundo choque (reflejado) son que el flujo siga siendo supersénico
después de pasar por el primer choque y que la convergencia de material hacla
el eje de simetria genere un gradiente de densidad. Un choque cblicuo tiene
la caracteristica de que solamente afecta (choca) a la componente de la
velocidad que es normal al frente de choque. El flujo que se estudia en el
Capitulo 2 permanece supersénico aun después de pasar por muchos choques
porque estos todos son muy oblicuos (4ngulos pequefios) por lo cual la
magnitud de la velocldad permanece aproximadamente igual. En la seccion
anterior se encuentra que, dada una razén de presiones PO/PE. hay un &ngulo
nmaximo para que siga hablendo reflexién regular. Esto se puede entender
porque, a angulos mayores, el flujo es chocado mas frentalmente y ya no es lo
suficientenente  supersénico para formar un segundo choque. Este
comportaniento se ha estudiado en el laboratorio, pero solamente con flujos
apenas supersénicos (Mz2). En estos trabajos se encuentra que el gas (aire)
si forma estos Discos de Mach. Se encuentra que el patrén de choques
incidente-reflejado se separa de la pared (eje de simetria), y aparece un
nuevo choque que es perpendicular a la pared (Chow y Chang, 1974).

En la figura 3.3 se muestra un esquema del conjunto de tres chogques que
se acostumbra llamar reflexién de Mach. Como se puede ver, azhora el flujo se
divide en dos 2zonas: una parte del gas pasa por el par de choques
incidente-reflejado, y la parte mis cercana al centro pasa por un solo choque
normal. El resultado de esto es que el flujo de la parte (a) sigue siendo
supersénico, mlentras que en la parte (b) pasa a ser subsénico. Por lo visto,
para que aparezcan discos de Mach es necesario tanto que la presién del gas
sea menor que la del medio (cosa que definitivamente se cumple en la parte

final de la zona de expansién), como que hayan numeros de Mach bajos (que es
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equivalente a tener ingulos del choque incidente grandes, ver figura 3.2},
Esta segunda condicién no es consistente con la suposicién que se hizo en el
Capitulo 2 de que los chorros estelares son altamente supersénicos (M>S) o,
lo que es lo mismo, que los éngulos de los choques son pequefios.

Chow y Chang (1974) estudian teéricamente flujos de ajre para encontrar
discos de Mach. Para poder comparar sus resultados con esxperimentos de
laboratorio, trabajan en el régimen apenas supersédnico (M=2). Concientes de
que hay dos tipos de comportamiento separados por valores criticos de algunas
variables del flujo, buscan esos valores criticos. Una vez que saben qué
condiciones son necesarias para la aparicién de los Discos de Mach, se
interesan en determinar la posicién en que estos aparecen, y el tamafio que
toman. Encuentran que ambas cosas son funcién tanto de la razén de presiones,
como del numero de Mach inicial del flujo. La posicién es Unlca y una vez que
esta es definida, el tamafio del disco puede ser desde 0.1 hasta 2.5 veces el
radio iniclal del flujo. Sus resultados concuerdan muy bien con experimentos

reallzados por Love et al.(1959).

Choque
incldente

[

L B S YL SN Brcvesenrronenns
Disco de
Mach

Figura 3.3 Reflexidn de Mach. Se muestra el pasc de) flujo a traves de dos
choques {8) y a través de uno solo (b). E) flujo en la parte (a) permanece
supersdnico y en 1a parte (b) ge convierte en subsdnico.
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Algunas personas gque han estudlado cherros piensan que en los chorros
estelares como los que se vieron en el Capitulo 2 puede aperecer una
reflexién de Mach. Falle, Innes y VWilson (1987} encuentran que slempre se
forman, y de hecho legran verlos en sus soluclones numéricas (dependientes
del tiempo). El propésito de esta seccidén es de determinar cuande los chorros
estelares t{ienen reflexién regular y cuando reflexién de Mach., En las
secclones anteriores se encontrd analiticamente un criterio para el cambio de
un régimen de reflexién al otro, pero solamente para el caso simple de un
flujo planc-paralelo y adlabitico. Puesto que los chorros estelares se han
modelade como un flujo radiativo con simetria c¢ilindrica, es necesario
extender el criterio anterior a este tipo de flujo. Para ello se tlene que
hacer uso de la soluclién numérica del nmodelo teérice (secciédn 2.2). En la
seccidén 3.3.a se encuentra la condiciédn para la aparicién de discos de Mach
en flujos plano-paralelos, pero utilizando el cédigo numérico. En la seccién
3.3.b se caracteriza el punto critice {(de cambio de régimen) para flujos
cilindricos y radiativos en general. En la seccién 3.3.c se estudia con
detalle la zona cercana al punto de reflexidn para extraer los valores de las
varlables del flujo que se pueden utilizar para determinar la presencia de

discos de Mach en chorros estelares,

3.3.a Condicién de aparicién en la solucidén numérica

En la soluclén numérica hay wuna marera indirecta de detectar la
aparicién de discos de Mach. El método de integracién de MacCormack, con el
cual se resuelven las ecuacliones de la dinidmica de gases que describen al

flujo, exige que el flujo sea supersdénico en todo momento. Como la aparicién
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de los discos de Mach implica flujos subsénicos (corriente abajo del disco),
el método debe dejar de converger para flujos en los cuales sea necesaria la
aparicién de discos de Mach. Si este criterio es correcto, debe ser posible
encontrar les valores criticos de ¢1c o HcC' para luego determinar las
condiclones de flujo que permiten la formacién de Discos de Mach utilizande
el programa STATJETNA (ver el Apéndice B). Hecho esto para flujos
plano-paralelos y adiabdtices, debe ser posible utilizar el mismo criterlo
para flujos cilindricos y radiativos y de esta manera esclarecer la presencia
de discos de Mach en chorros estelares.

Para verificar que los valores critices que dan la solucién numérica y
la analitica (figura 3.2) coinciden se hicleron varias corridas del programa
STATJETNA para el caso plano-paralelo, adiabitico y con presién menor que la
del medio externo y con los valores iniclales del chorro esténdard (ver
seccién 2.2). Se determind cuales de estos valores resultan en discos de
Mach. Puesto que en el programa no es posible fijar el &ngulo del choque
incidente, ahora los parametros con que se va a trabajar son PO/Fe y Ho (e}
nimero de Mach al comienzo). Para cada valor de la razén de presiones (todas
menores que 1, puesto que se trata de la parte final de la zona de expansién)
se corri6 STATJETNA con velocidades de flujo cada vez menores hasta que el
programa cesaba de funclonar justo en la rutina que implementa el métedo
predictor-corrector de MacCormack. Se usa V° porque es una varlable de
_ entrada del programa, y V° es equlivalente a Mo simplemente porque M°= Vo/c° y
¢, es conocida al comienzo, Fue posible precisar el valor de V° hasta
milésimas de km s . Se encontrd que hay un nimero de Mach minimo para cada
razén de presiones tal que aun es posible la reflexién regular. Dicho nimero
minimo se determind para varios valores de PO/Pe (de 0.2 a 0.9) y se muestran
en la figura 3.4, En esta fligura aparecen también los nlmeros de Mach

criticos para la solucidn analitica, dichos nimeros se calcularon utillizando
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M = — sen $ic ' (3.2)

que fue extraida de la seccién 2.3.¢c.
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Figura 3.4 Numero de Xach nfnimo para la reflexidn regular, Se muestran los
resyltados del cdlculo analftico y de la soluclén numérice

Como se puede ver en la figura 3.4, la solucién numérlica encuentra casl
exactamente los mismos valores criticos que la analitica. De hecho la mixima
diferencla entre uno y otro es de menos del 2%. Se sabe, entonces, que el
criterio de que el programa no converja es una buena forma de detectar el

punto critico para la aparicidén de discos de Mach en el flujo plano-paralelo
y adiabatico. Se va a hacer la suposiclén de que este criterio se puede
extender a la simetria cilindrica y también al caso en el que el gas tiene

copportamiento radiativo.

3.3.b Aparicién en flujos cilindricos no-adiabétices

Se quiere ahora obtener una grafica semejante a la figura 3.4 que separe
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el régimen de reflexién regular del de reflexién de Mach para un flujo con
simetria cllindrica de gas radiative. Para ello basté repetir el
procedimiento de la seccién 3.3.a, camblando la geometria plano-paralela por
cilindrica, y el comportamiento adlabdtico por radiativo. Esto se hizo en dos
pasos. Primero se encontraron los numeros de Mach criticos para el caso
cilindrico pero aun adiabadtico, y més adelante se determinaron estos valores
criticos para el caso cilindrico y radiativo.

En la flgura 3.5 aparecen los valores critlcos de Mc para razones de
presion que wvan desde 0.2 hasta 0.9, para geometrias plano-paralela y
cilindrica, ambos adiidbaticos. Se observa que los valores criticos del nimero

de Mach son siempre consistentemente mayores en el caso cilindrico.
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Figura 3.5 Gréfica del valor crfiico para Mo a varias presiones, para el
cas50 de simetria planc-paralela y cilindrica, en ambos casos el gas se
comporta adiabaticamente.

El siguiente paso es determinar an para el caso que realmente sirve
para nuestros chorros estelares, es decir un flujo de gas radiativo con
simetria cilindrica. En este caso se presentaron problemas para determinar la
aparicién de los discos de Mach cuando se trataba de razones de presién

pequefias (menores que 0.5). El problema era que el valor de la temperatura (y
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por lo tanto la presién) sufria una calda muy brusca en la 2ona iniclial de
expansion del gas y el cédigo no podia calcular un paso de 1nte§raclén lo
suficlentemente pequeflo para seguir estos camblos. Sabliendo que no hay una
razén fisica para este cambio, se buscé la causa en el cédigo y se encontrd
que la condicién de frontera en el eje de simetria estaba generando estos
camblos. Esta condicién supone reflexién (se explica en el Apéndice B) e
intreoduce algun problema. Se elimind la condicién, y tras haber determinadoe
que este camblo no tenia grandes efectos sobre los resultados anteriores, se
procedié a calcular los valores criticos ya tan deseados.

En la figura 3.6 aparecen los valores criticos an para el cilindro
adjabitico y el cilindro radiativo Se encuentra>que para el caso radiativo
el valor critico es menor para razones de presién menores que 0.4, pero que
abajo de este valor, el valor critice Hoc crece para el cilindro radiative.
La diferencia entre los dos ahora tiene que ver con el comportamiento
energético, ¥y no es trivial cuantificarlo nl explicarlo. Recordando que
arriba de la curva critica es posible la reflexién regular, y que por debajo
aparecen los discos de Mach, entonces se ve que en el caso cllindrice
radiativo es mucho mas frecuente la reflexién de Mach. Esto es clerto
especlialmente para razones de presién pequefias. La zona de razones de presioéon
pequefias fue problematica. Para valores de PO/Pe menores gque 0.2 f{fue
imposible determinar wuna Ho. En adelante se va a suponer que el
. comportamiento que muestra MoC es divergente en cero, y que por lo tanto
entre Po/}’= = 0.2 y 0 el valor de Hoc aumentard siempre. En la siguiente
seccién se verd que es Justamente a razones de presién pequefias a las que se

encuentran los chorros estelares.
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figura 3.6 Nimeros de Mach critlcos para el caso cllindrico-adiabatico y el
cilindrico-radiativo a varias presiones,

3.3.c Aparicién en Chorros Estelares Repetidas veces se ha mencionado
que es necesario estudliar solamente la zona del chorro muy cercana al punto
de reflexién, pero esta zona precisa no se ha definido adn, Hasta este
momento se han utilizado los valores del chorro esténdar para caracterizar el
punto en el que se cambia de régimen y solamente se ha cambiado el valor de
PO/P.' porque se sabe que, antes del punto de reflexién, la presién del gas
en el chorro ha bajado mucho debido a la expansién adlabdtica que sufre en el
cono de Mach., Ahora se qulere definir el punto a partir del cual se va a
correr el programa para estar seguros de que se estd estudiando solamente la
reflexién. Se sabe que sélo se debe considerar la zona muy cercana al eje de
simetria. Se encuentra que el comportamiento de las primeras dos lineas de
flujo (definidas en el Capitulo 2) es muy semejante y por lo tanto se define

.

el punto de partida como la distancia x'a la cual la segunda linea de flujo
cruza el choque incidente (ver figura 3,7), Este va a ser ahora el nuevo

punto de partida para la
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Figura 3.7 Se indlca la nueva posicidn inleial para la integracidn: xo'

derintda por la distancia a la cus) la segunda linea de flujo cruza el chogue
tncidente. En 1{neas cont{nuas se nuestran isocontornes de presion; las
1{neas de fiu)o son las punteadas.

integracién {x=0), y es necesaric conocer los valores de las varlables que
plde el codigo al comlenzo a esia distancia xn‘. Se utilizaron las variables
iniclales del chorro esténdar (seccién 2.2) y se observd solamente la primera
linea de flujo. Se enconiraron los sigulentes valores:

V'=z150km st =V

o -3
la velocidad permanece casl exactamente la misma;

r' =34x 10‘5 cmEr /3

-] Q
el radlo es aproximadamente una tercera parte del radio iniclal del chorro
total;

T'=375=24°%7

o o
la temperatura es dos érdenes de magnitud menor que la temperatura al
comienzo, esta calida se debe a la expansion adlabitica:; con este valor se

puede obtener un valor aproximado del nimero de Mach:
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M'=V'/c' =175

3-3 -3 o

donde e’ =10.4 (T /107
n' =150 cem > = 1072
o -

y la densidad también se reduce en dos érdenes de magnitud. En el caso de la
presién hacen falta algunas aclaraciones. Aungue la presién del gas sobre la
primera linea de flujo es tres érdenes de magnitud menor, la nueva razén de
presiones que se va a uwtllizar no va a ser simplemente Pn'/Pe, puesto que en
realidad el gradiente de presién con el que se encuentra el gas no es ése,
Recordemos que en la seccién 2,.3.d se introdule una correccién a la solucién
analitica del modelo tal que considera el efecto de la presion centrifuga. Se
vi6 que esta correccién tenfa un efecto Iimportante sobre el largo
caracteristico, y también que esta correcién es mis grande mientras mas
pequefia sea la presién del chorro. En efecto, lo que se tlene es que 1la
presidén estd estratificada en al menos tres zonas. Una zona conslste del gas
de chorro (PJ), y su presién depende del radio como se ve en la seccién 2.3.
Otra zona més es la de la presién del medio externo, que tiene una presidn
constante (Pe). Surge una nueva zona, intermedia a las dos anteriores, en la
cual la presién que predomina es la presién centrifuga (PC). Esta presién es
mayor que la del gas, pero menor gue }a del medio. la figura 3.8 nmuestra
esquendticamente esta estructura de preslones. Dado ésto, la razén de
presiones real con la cual este nuevo flujo comienza es ?J/Pc. y este valor
s¢ puede extraer de la salida del codigo, resultando:

P/P = 0.14 .
} <
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Figura 3.8 FEstructura de presiones cerca del primer choque (incldente).
Aparecen tres zonas con presiones dlstintas: la zona pre~choque (P)), la zona
pos-choque, en ]a cual aparece una presldn centrifuga (Pc) y la zena ajejada
del choque (Pe).

En la secclén anterior se vid que la aparicién de discos de Mach depende
solamente de una combinacién de la razén de presiones y el nlmero de Mach al
iniclo de esta 2ona de reflexiédn. Basta conocer el punto en el espacio de
parametros determinado por PJ/PC y Mo que corresponde a un flujo dado, para
decidir si éste va a presentar discos de Mach o no. Para el chorro estelar
estandar, este punto ya fue determinade, y es:

(PJ/PC=O.14 , M°=75) (3.3)
Antes de discutir qué implica este punto, resulta interesante averlguar que
valores toman PJ/PC y Mo dentro de los rangos de variables que Mundt (1987)
reporta para chorros estelares {ver seccién 2.2). Dado el espacio de
parémetros, es suficiente determinar las parejas de valores (PJ/PC R Mc)
evaluadas en el punto xo' que resultan de varlar independientemente la
velocidad y la razén de presiones dentro de los rangos reportados.

Se repltié el ejerciclo de medir todas las variables del flujo a 1la
distancia xc' para chorros estindar excepto que se variaron las velocidades
desde 50 hasta 300 km s™'. Se encontré el siguiente intervalo de valores:

(P /P =0.14 , M =(25 , 150)) . (3.4)
} e °
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P;ijando ahora la velocidad inicial ‘en Va = 150 km s". y variando la
razén de presicnes P;/Pc desde 2.5 hasta 20, se encontré otro intervalo:

(PJ/P:(O.OZ , 0.18) , H°=(38 , 91.2)) . (3.5)
Con (3.4) y (3.5) se puede definir un nuevo intervalo que comprenda a ambos
cecmo sigue:

(PJ/P:‘(O.OZ , 0.18) , H°=(25 , 150)) B (3.6)
con el cual se puede determinar de manera mas general la presencla ‘o ausencla
de discos de Mach en chorros estelares.

En la figura 3,9 se muestran los valores de Mo critica para el caso
cilindrico y radiativo. Aparece tamblén el recténgulo que representa el range
de la expresién 3.6. El rectingulo queda dividido por la linea que une los
puntos criticos. Esto qulere decir que algunos de 1los chorros deberén
presentar discos de Mach y los restantes tendrdn reflexién regular {aquellos

con numeros de Mach y razones de presién mayores).
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Figura 3.9 Valares eriticos de Mo para el c¢aso cilindrico radlative. EI
recuadro muestra la zona en el  espacio Pos/Pe, Mo gque corresponde a los
chorros cbservados.

3.4 Conclusiones

La pregunta que se hizo en este capitule es: ¢(Habrd discos de Mach en
los chorros estelares? La respuesta mas corta es: si, en la mayorfa de los
casos. Para los valores de presién y velocidad observados en los chorros
conocidos, el modelo tedrico predice que se formarén discos de Mach en el
" punto de reflexién de los choques internos oblicuos cuande no sean muy altos
ni el nimero de Mach, ni la razén de presiones. Se pueden decir algunas cosas
. acerca de estos discos. Hay dos razones para pensax: gue son pequefios. La
primera es simplemente porque en el cédigo numérico no aparecen (salvo cuando
se hace una amplificacién). Es decir que no miden ni siquiera 1/150 del radio

inicial del chorro {esto es, la resoluclédn méxima en la direccién radlal),
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pues si lo midleran, el programa no convergeria. La segunda razén es que, si
el temafio del disco fuera una parte importante del chorro, entonces el
espectro resultante seria completamente diferent; a los que se han observado.
Se tendrfa la radiacién resultante de los chogues oblicuos y ademds una
componente irmportante debida a un choque frontal {o normal)., Este choque
tendria una velocidad de choque muy similar a la velocidad de flujo (que es
mucho mayor que la gque se da en chogues oblicuos) y por lo tanto causaria una
excitacién del gas mucho mayor. Esto no es lo que se observa, asi que podemos
suponer que los discos de Mach son pequefios.

Si se quisiera conocer el tamafio de estos discos, posiblemente se podria
aumentar la resolucién en la direccidn radial hasta que el tamafio del paso de
integracién en la direccién radial (Ar) fuera del orden del radio del disco.
En este momento el programa no convergeria y se tendria la certeza de la
aparicién de discos de Mach,

Un resultado interesante es que basta conocer la pareja de valores
(P°/Pe . Me) para saber si un flujo va a presentar reflexién de Mach o no.

Esto se puede aplicar a todo tipo de flujos.
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Capitulo 4

CHORROS ESTACIONARIOS A GRANDES DISTANCIAS

Hasta este momento se ha modelado el comportamiento del flujo a través
del primer par de choques (seccién 2.3, 2.4 y Capitulo 4) o cuando mucho a
través de unos cuantos (3 o 4) de estos nudos (seccién 2.2). Se encuentra que
en esta zona el flujo permanece supersénico, sigue colimado, aun presenta
choques fuertes (aunque sumamente oblicuos). Resulta interesante preguntarse
que sucede con la forma y las variables del flujo a muy grandes distanclas,
Es necesario, sin embargo, definir qué se entiende por grandes distancias.
Observacionalmente se encuentra que los chorros estelares miden alrededor de
3x10'7en (con entre S5 y 10 nudos visibles) y que el chorro generalmente
termina con un par de choques mas fuertes llamados superficle de contacto, La
distancia total entre la fuente del flujo y la superficle de contacto es de
dos a tres veces mayor que la longitud visible del chorro (Mundt 1987}. Por
lo tanto se debe estudiar al flujo a distancias del orden de lowcm. o bien
de 20 o mas pares de choques.

La pregunta de qué les sucede a los chorros lejos de su punto de
. Inyeccion se va a tratar de responder de manera analitica y numérica. No se
debe de olvidar que el modelo que se utiliza en este trabajo supone que el
flujo es estaclonario y que no hay intercamblo de nmateria con el medio
circundante. Hoy se sabe que sl se consideran la dependencia con el tlempo y
el intercambio de materia aparecen cambios {mportantes en el comportamiento
del flujo (Raga, Cantd, Binette, 1990 y Raga, Canto6, Binette en Imprenta).

Este c'apitulo estd estructurado de la siguiente manera, En la seccién
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4.1 se estudia analiticamente el problema de tres maneras distintas. En la
seccién 4.2 se reportan los resultados numéricos. Aqui se muestra que fue
necesario aplicar una correcién al cédigo pues éste sufria una fuga de masa.
En la seccién 4.3 se comparan los valores que se predicen analiticamente con
aquellos que arroja el progrema. En la seccién 4.4 se extraen algunas

conclusicnes.

4.1 Estudio Analitico

Hasta este momento la soluci6n analitica del modelo de un chorro estelar
ha estudiado con detalle el paso del gas a través del primer par de choques
(sece, 2.3). Ahora se quliere analizar que sucede cuando el chorro ha sufride
muchos de estoes choques: A partir de algunas suposiciones sobre las varlables
y el comportaniento del flujo, es posible obtener expresiones analiticas que
describen su comportamiento cuande ha corrido una gran distancia. A
continuacién se revisan tres tratamientos analiticos independientes. En los
tres casos se encuentran relaciones para el radio final del chorre. Los
resultados de éstos sirven tanto para tener una idea global de lo que le va a
suceder al flujo (las dependencias que existen, los camblos totales de las
variables, etc.), como para verificar mis adelante que el codigo numérico se
comporta bien en este limite de grandes distanclas.
4.1.a Conservacién del Flujo de Masa

Los choques internos que aparecen en estos chorros son la manera en que
el gas intenta ajustar su presién a la del medio. En los primeros choques se
ve que este equilibrio no se ha logrado aun (ver figura 2.2). Sin embargo, si
se nota una disminucién en la fuerza de los choques (y por lo tanto en la
magnitud de los gradientes de presién). Es 16gico suponer que si se deja
correr un chorro de estos una distancia suficlente, su presién tendersd a

jgualarse a'la del medio. Esto es:
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Px -> Pe cuando X => =@ (4.1)
De aqul en adelante se utiliza el subindice x para indicér ei ;élof de clerta
variable a una distancla X del iniclio del chorro,

En este sodelo para chorros se ha considerado que no hay intercamblo de
material entre el gas del chorro y el del medio que lo rodea. Esto significa
que el flujo de masa (la cantidad de masa que pasa por la seccién recta del
chorro) es una constante a cualquier distancia del chorro. Se va. a suponer

que esto es v&lldo incluso a muy grandes distanclias., Esta condicién se puede

expresar como sigue:

o bien:
n ri V.op, =T rs v, P, . (4.2)
En esta expresidon las variables con subindice o son las del gas en el punto
de inyeccién; r es el radio del chorro, V la velocidad en la direccién axial
y p la densidad del gas
Utilizando las condiciones 4.1 y 4.2 y la relacion de gas ideal se puede
obtener una expresiéon sencilla para el radio del chorro a grandes distanclas

como sigue:

T T /T y1r2, V_ 2
X x © °
—_—= —_— . (4.3)
r P /P v
-] e ° ®

Aqui Tx es la temperatura del gas en el chorro. Como PG/Pa esta dada en el
punto de inyeccidén, y ademds la velocidad en 1a direccilén x no decrece
apreciablemente (VQ/szl). en realidad el radio depende solamente de la ralz
.cuadrada de la temperatura,
4.1.% Ecuaciones de Conservacién

En esta seccién se va a enfocar la atencién sobre las ecuaciones de

conservacién para extraer de ellas alguna informacion sobre el comportamiento
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del chorro a grandes distancias. Para ello se van a considerar solamente los
flujos de rmasa, momento y energia en la direccién X (en la que fluye el
gas). El flujo de momento en la direccién radial no se va a tratar porque
solamente interesan los flujos en la direccién x. Se buscan expresiones para
las integrales de estas tres cantidades cuando el flujo ha corrido grandes
distancias. Para lo que sligue, se hace la suposiclidén de que la velocldad en
la direccién radial es cero a grandes distancias (ya que las presiones se han
igualado).

La ecuacién de conservacién de masa es:

8 18
— (pu) + = — (prv) = 0 , (4.4)
ax r ér

Integrando el segundo término:

rb 2nr 3 r'b
J — (prv) dr = 21 (prv) = 2n LR (4.5)
1} r &r 0

donde las variables con subindice b son los valores en la orilla del chorro.

Por otra parte se tiene que:

drb

d _r r
—‘IbZHr(pu)dr=Ih2nr(pu)dr +(—]2npur (4.6)
bbb
dx “e o dx
donde u_es la velocidad de la orilla en la direccién x, y (drb/dx) es la

. derivada de la orilla del chorro. Ahi en la orilla, drb/dx = vb/ub, por lo

que la expresién 4.6 es igual a:

r r a
JbZK (pu) dr=Jb2ur—(pu) dr + 2npvr (4.7)
bbb
dx ° ° &

x

de donde se obtiene el primer integrando, con lo cual la integral de la

ecuaclién 4.;1 es la sigulente:
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(4.8)

d
- { Irb 2zr {pu) dr } =0
-3

dx
es decir:
jrb 2% purdr=cte (5.9)
[
Partiendo azhora de la ecuacidn de conservacién de momento en la
direceion x:
] 2 10
— {pu® + P} + -~ {(rpuv} = 0 . (4.10)
&x r ér
y volviendo a integrar. .El resultado es la sigulente expresién:
Ty 2 2
I 2nr P+ pu)dr ~n L Pb = cte (4.11)
o
Finalzmente parz el caso de la ecuacidn de energia:
(4.12)

a3
—-[u(E «*P)]-r—-*
8x r ér

13
[ v (E + P)]* S=0

con:

1
E=~p?+v9) +-p
2

y suponiendo que se trata de un gas adiabitice, es decir que S = 0, resulta:

(4.13)

r
I Y 2n [ u (E + P) } dr = cte
°

El conjunto de las ecuaclones 4.9, 4.11 y 4.13 tlene varias utilidades.

Por la forma en que estin escritas se puedieron introducir ficllmente al
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cédigo numérico para corroborarlas (ver si hay dicha conservacién en el
cddigo conferme avanza). Ademds, haclendo algunas aproximaciones, es posible
reducirlas a relaciones sencillas que expresen la magnitud de algunas
variables del flujo (como por ejemplo el radio) de tal manera que se puedan
verificar al menos con el cdédigo, y en el nejJor de los cases con los dates
observacionales.

Las ecuaciones 4.9, 4.11 y 4.13 se simplifican sl se hace la suposicién
de que el gas del chorro es adiabdtico, su presiocn final es igual a la del
medio externo (Pr = PQ) y ademds la velocidad radial del gas es cero tanto en
el punto de inyeccién como en el punto final considerado X Sean p, v, P,
C,... los valores de las variables del gas al final de un chorro muy largo.

Con todo esto, las ecuaciones anteriores quedan de la sigulente forma:

2 2
ropu =ripu ' (4.14)
PP +p u)-12P =r2put . {4.15)
o oleosoe 1 s
rPu (- p W+ -P)=ru (- pu2 +—P) . (4.16)
[- LI -] [ e
2 2 2 2

Suponiendo que el flujo es altamente supersénico (M>>1) y re-escriblendo
estas relaciones, es posible expresar el radio final del chorro en funcién de

la razén iniclal entre las presiones de forma muy sencilla come sigue:
P

T o 172 3 2 Pe 172
— = [ ] -+ - [ -——-] . (4.17)
ro P S <] P

<

Ya que PE/P° es una constante del flujo, el radio final tlene un valor
determinado para chorros adiabiticos
4.1.c Relacién de Prandtl

Prandtl -(1906) reportd un trabajo teérico (basado en experimentos) sobre
la formacién de ondas estaclionarias en chorros de {luidos cuya presién

iniclal es” igual a la del medio que los ~rodea. Haclendo una serle de
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suposiciénes sobre el flujo, llega a una relaclén entre la longitud de estas
ondas y el ancho del chorro. Esta relacién es interesante, pues es nuy
parecida a lo que se obtiene en la solucién analitica (ec. 2.20).
Especificamente, lo que hace Prandtl es suponer que se va a tener un
flujo de gas adiabatico cuya presidén es Igual a la del medic que lo rodea.
Este flujo es estacicnario y tiene simetria cilindrica. No tiene intercambio
de materia con el medio que lo rodea. Las perturbaciones que va a sufrir son
pequefias. A partir de estas suposiciones, utiliza las ecuaciones de 1la
Hidrodinémica y al resolverlas encuentra que aparecen ondas de compresién y
rarefaccién a lo largo del chorro a intervalos regulares. Deduce una relacién
entre la longitud de onda (separacién entre dos méximos de compresién a lo

largo del chorro) y el ancho del flujo que es como sigue:
L. o
—='—=1.3/M-1 . (4.18)
d 2b

La variable 1 es la distancia entre dos ondas y d es el ancho (total) maximo
del flujo; M es el numero de Mach del gas que forma al chorro; las variables
a y b son las longitudes caracteristicas que se manejaron en el Capitulo 2.

La expresién 4.18 s6lo es valida para flujos supersénicos (M > 1).

4.2 Resultados Numéricos

Se quiere tener informacién de la manera en que camblan las variables
del flujo a todo lo largoc de un chorro, asi como de los valores finales a que
tienden cuando se da el equilibrio de presién. Puesto que el cédigo numérico
hace muchas menos aproximacliones que la solucién analitica, puede aportar
mucho mayor detalle. Este hecho fue especlalemnte Util para los chorros a
grandes distancias, pues bastd tener la paclencla de esperar a que corriera

el programa para a cambio obtener mucha infermacién.
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Para determinar cuantos puntos de integracién es necesario utilizar, se
corrié el programa con el chorro estandar {ver secc. 2.2) sobre una rejilla
de 150 (direccién radial) por 40,000 (direccién axial) puntos. El nimero en
la direccién axial es dlez veces el utilizado en el Capitulo 2. Con estos
datos se buscé la distancia (o nimero de puntos) en % para la cual las
variables ya no cambian notablemente. En particular se midié el valor del
radio y se decidié que 20,000 puntos eran suficientes. Ahora, con una rejilla
de 150 x 20,000 se corrié el codigo para el jJet cilindrico, radiativo,
esténdar (ver la secclén 2.2).

4.2.a Pérdida de Masa

Para esta parte del trabajo se le agregaron las expresiones 4.9, 4.11 y
4.13 a la rutina AVER del programa STATJEINA (ver Apéndice B) de tal forma
que ahora también se escriben los valores del flujo de masa M), el flujo de
monmento (ﬁ) y el flujo de energia (é) cuando se escoje calcular los valores
integrados a todo lo ancho del chorro. Lo primero que se encontré fué que, en
una distancia relativanmente corta, habian pérdidas considerables del flujo de
masa {M). Algo similar sucedia con el momento y la energia. Ademds se observd
que estas cantidades sufrian oscilaciones (coincidentes con los nudos o pares
de choques) de exactamente la misma forma en los tres casos (ver la figura

4.1).
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Flgura 4.1t Yalor del flujo de masa (L) a lo largo del chorro  estelar. Se
observa una pérdida de mas del 2% en esta cantidad.

Puesto que cierta pérdida de masa es normal en este tipo de cédigos, se
siguié adelante a la comparacién entre el wvalor de el radlo final que
resultaba de las expresiones analiticas y el que se media de la salida del
programa. Se encontré que estos valores no coincidfian. Se concluyd que esto
era efecto de la Unica aproximacién que en realidad hace el codigo numérico,
la discretizacién. Al calcular el radio del borde del chorro, la
rutina EDGE tlene que aproximar, redondeando, y ésto resulta en que a cada
, paso hay una pérdida de la cantidad integrada. En este caso se encontré que
la Unica cantldad que efectivamente estaba sufriendo pérdidas era el flujo de
masa. (ﬁ), ¥y que incluso ésta sbélo presentaba pérdidas en la densidad. La
pérdida en las otras dos cantidades se debia simplemente a que ambas incluyen
p en sus expresiones.

La primera modificacién al programa que se Iitenté con el fin de

disminuir la pérdida de masa fue aumentar la resolucién. Se habia estado
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trabajando con 150 puntos en la direccién radial. Se encontré que aun
doblando este numero, las pérdidas seguian siegdo grandes. Se gand un 1%,
pero el tiempo de Integracion se cuadruplicé. Para deterninar sl era
costeable este aumento en resolucién, se hizo la prueba de medir el
porcentaje de pérdida de masa, y el tiempo de integracién para varlas
resoluciones, El resultado aparece en la figura 4,2, Claramente més alld de
130 no vale la pena aumentar la resolucién pues los tlempos se vuelven muy

grandes.
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Figura 4.2 Valores de pérdida de wssa y tlempo de proceso para  diferentes
rescluclones. La perdida se wide en porcentaje de la variable ﬁ y el tlezpo
esta noroallzado al! tiempo que tarda con nr=150. Esta esta se observa que no
e costeable aumentar !a tesolucich muche mas alla de 150 puntoes.

La segunda manera en que se atacd el problema fue la definitiva. Este
problema de pérdida de masa es muy comun en este tipo de cddigos, asi como lo
es su solucitn. La solucién consiste en forzar la conservacién ée la cantidad
M y se hizo de una manera sencilla. Fn el punto de inyecclén se calcula el

flujo de masa lnicial del chorro (Q) como sigue:
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o

. X:‘_" 2r pl2,3) v(1, ) r(1, ) ar o waw
Los indices I y j representan posicién en la direccién axial y radial de la
rejilla respectivamente. A cada paso de Integracién (para cada 1}, se vuelve
a calecular Q‘, con la cual se obtiene un factor de correccién K = ﬁ‘/ﬁl (>1),
el cual se utiliza para corregir cada p(i,J) para todas las J que queden
dentro del borde del chorro (r < rb) como sigue:
pcorr =K.p ¢

de tal manera que se asegura gque M es constante. Una vez corregida la
densidad, el ¢&digo propaga la correccién a t 1% é.

Con esta correcién se 1logré que 1las cantidades ﬁ. P y é fueran
exactamente constantes, aun a muy grandes distanclas. De esta manera se sabe

que los camblos en las variables del flujo serdn debldos a causas f{isicas

reales, y no a errores del cédige.

4.2.b Chorro Estindar Largo
Se corrid el programa STATJET para un chorro estdndar, es decir un {lujo

cilindrico, con los sigulentes valores iniciales:
16
r =10""cm
v = 150 kms™
T =10" %%
10* en?

P/P =10,
-] e

k=]
i

sobre una rejilla de integracién de 150 x 20,000 puntos. Esto se hizo tanto
para el caso de un gas radiativo, como el de un gas adiabatico, y se
guardaron los valores de todas las variables sobre cinco lineas de flujo, asi
como la imdgen de la presién en toda la superficie del flujo. Todo lo que

sigue se refiere a los datos provenientes del chorro radiativo. Cuando se

106



utilicen los del caso adiab&tico se hard notar.

Iniclalmente se analiza el comportamiento del flujo en su totalldad,
desde el punto de inyeccién hasta el {inal. Esto permite entender el
comportamiento general, 1la manera en que camblan las variables del gas
conforme busca el equilibrio de presién. En la figura 4.3 se muestran los
valores de la presién, densidad y temperatura sobre la primera linea de
flujo, a todo lo largo de la zona que se estudié. En todos los: casos las
variables tienden a un valor aproximadamente constante, aunque aun al final
siguen hablendo oscllaciones., Estas oscilaciones se pueden dividir en dos
tipos. Durante alrededor de 10 nudos el flujo sigue sufriendo choques
fuertes. A partir de clerto punto, se trata solamente de ondas sonoras. La
presién cae al valor de la presién externa en 16 nudos. La densidad aumenta y
luego disminuye, pero su valor final es mayor que el inicial. En esta misma
distancia, la temperatura cae a un 15% de su valor iniclal, y sigue bajando,
La fraccién de lonizacién cae a un valor cercano a cero muy pronto, pero en

toda la distancla estudiada nunca llega exactamente a cero.
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Figura 4.3 Valor de las varlables Presidn, Densidad y Temperatura sobre la

linea de flujo mas cercana al eje, a todo lo largo del chorro.

La figura 4.4 muestra algunos segmentos de la imagen de presiones. Las

lineas continuas son isoconternos de presién. En (a) se ve el principio del
flujo. Esto es idéntico a lo que ya se comenté en el Capitulo 2. En (b) se

muestra una zona intermedia (después de- mids de 20 nudos) donde posiblemente

se estd dando el cambio entre ondas de choque y ondas sonoras. En (¢} se

muestra la zona final, los camblos en la presién aqui siguen estando

uniformemente espacliados, pero son realmente suaves., Estas seguramente son

ondas sonoras.

108



VT ERNES ERER]

|

= =
= 1 B2 ]
5.5 % - = .
- 7 = 1
- )
> d — !
— =
) 4 552 4
C> = |
= 3 . —
g ] =
3} > 4 = i
2 )
S > 4 > J
et ) )
" = T = I
D 1 45; ju |
= ) =, )
255 D =
= ] >
= | B -
= i = )
% i 4% __
2% - g ]
e L S TR
0o 1 2 3 o 1 2 3
16 1016‘
&) r (10" cm) (b) r( cm) o)

Figura 4.4 Isocontornos de presion a todo lo largo del chorro. En (a) los
isocontornos Indjcan la presencia de choques, en (b) parece darse la
transicién entre un régimen de choques y un de ondas sonoras y finalmente en
{c) solamente hay ondas sonoras,

Ahora se estudia el valor final de las variables del flujo. En la figura
4.3 se ve que éstas tienden a valores aproximadamente constantes. Sin
. embargo, al hacer un acercamiento se observa que aun muestran oscilaclones.
El valor que se va a utilizar es el valor medio de estas oscilaciones. Este
criterio se utiliza para todas las varlables. él error de medicién en este
caso es despreciable (< 0.1%). Los valores de las variables se reportan
respecto del valor en el punte de inyeccién. En la tabla 4.1 aparecen los
valores finales de las variables del flujo, para dos chorros estdndar, uno

radiativo y el otro adiabético.
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Tabla $.1 Vajores finales de algunas wvarlables de chorres estelares. La
privera coluzna muestra resultados . para m gas radiatlivo, y la segunda  para
gas adjatatico.

Radiativo Adiabatico
P /P 0.1 0.1
f o
Vr/V° 1 1
I}/T 0.155 0.68
pr/p° 0.65 0.142
r/r 1.2 2.67

Resumiendo estos resultados, al final el flujo es muy supersénico y su
presién es igual a la del medio. En el flujo radiativo, la temperatura es tan
baja que ya no va a radiar (y por lo tanto no sera visible), y su radio es un
poco mayor. En el flujo adiabdtico, naturalmente no cae tanto la temperatura
y por lo tanto se expande, aumentando su radio y cayendo su densidad. El

radfo final es mis del doble del iniclal.

4.2.c Dependencias de la Velocidad y la Presién

Se ha visto coémo se espera que se comporte un chorro estelar estandar a
* grandes distancias. Se quiere poder asegurar que algo semejante sucede para
cualquier chorro. Para ello, se repitieron las mediciones de la seccién
anterior, pero ahora para chorros con diferentes velocidades y razones de
presién iniclales.

En el Capitulo 2 se reporta (Raga, Canté, Binette 1989) que en los

primeros nudos el cambic de la velocidad inicial sélo tiene el efecto de



modificar la escala en la direccldn del eje, es decir alarga o acorta el
patrén. Para verificar que el efecto permanece a grandes distanclas, se
hicleron corridas de chorros esténdar, pero con velocidades iniclales V°= 50,
100, 150, 200, 250, 300 knm s". Se encontré que efectivamente la velocidad no
afecta los valores finales que nos interesan.

Para estudiar el efecto de la presién se tomaron los sigulentes valores
para la razén de presiones al inicio: PD/Pe = 2.5, 5, 7.5, 10, 15, 20, 30. En
este caso si se observa una dependencia del valor final de algunas variables
con el valor de la presién al inicio,

La velocidad y la temperatura finales no dependen de PO/PE. La densidad,
el radio y la presién si muestran una dependencia con este valor. En la
figura 4.5 aparecen los valores de Pr' T,y p, para los diferentes valores de

P /P
o e
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4.3 La Comparacién

En las secciones anteriores se da una prediccién analitica (seccién 4.2)
y una descripcién numérica (seccién 4.3) del comportamiento de los chorros
" lejos del punto de inyeccién. Ahora se quisiera verificar la consistencla
entre ambos. Las expresiones para el radio final 4.3 y 4.17, y para la razén
largo a ancho 4.18 del estudio analfitico requieren de algunos valores
iniciales y otros finales del flujo. Los iniclales se conocen, y los finales
se calculan indirectamente de las cantidades que se midieron en la secclén

anterior (resultado del cédigo). Para esta comparacién se van a utilizar los
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datos que resultan del chorro esténdar.
La expresién 4.3 para la razén rr/rc resulta de suponer que la presién
del chorro tiende al valor de la presién del medio, y que hay conservacién der
flujo de masa. Para esta ecuacidén ya se tienen las cantlidades Tr/Ta' Pe/P° y
Vf/Vo. Simplemente sustituyendo, resulta:
x"_/r'° = 1.244 .

mientras que de medicliénes directas de las graficas del cédigo,
rr/ro =1.2 .

La diferencia es de sélo 3%.

La expresién 4.17 para la razén rr/r° se obtuvo de integrar las
ecuaciones de conservacidén de masa, momento y energia con la suposicién de
que la velocidad radial al final es cero, y de introducir las condiclones
simplificantes de ligualdad de presiones (PfPe) y de un flujo altamente
supersénico (M » 1). Para esta ecuaclén basta conocer PD/Pe. Aqui el valor
para el radio final resulta ser:

r/r =2.5 .
Este valor se debe comparar con el radio final del chorro adiabdtico. En este
caso el valor que se encontrd fue:

rr/r° = 2.67 .
por lo que la diferencla es del 6%.

Finalmente, la expresién 4.18 (relacién de Prandlt) para la razén largo
_ a ancho (1/d) viene de analizar un fluJo con presién inicial igual a la del
medio ambiente que sufre una pequefia perturbacidén. Aqul hace falta conocer el
nimero de Mach al final (que ya se calculbé) y con este queda un valor
analitico:

as2b = 47.66 .
y de las gra&ficas, el valor numérico es:

as2b = 49.58
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Una vez mds la diferencia es de solamente el 3%.

En la tabla 4.2 se resumen los resultados anteriores;

Ecuacién Analitico Numérico Error
4.3 1.244 1.2 3%
4.17 2.5 2.67 6%
4.18 47.66 49.58 3%

Tebla (.2 Se cuestra la comparacion de los resultados analiticos y numericos
para las tres expresiones que se obtuvleron en la seccion 4.1,

La comparacién resultd muy positiva. Los valores que se esperan de las
aproximaciones analiticas se encuentran también con el cédigo numérico. Esto

asegura que el cédigo se comporta bien, ain a muy largas distanclas.

4.4 Conclusiones

Con lo aprendido en las secciones anteriores se puede describir como se
espera que se comporte un chorro estelar tipico después de pasar por muchos
pares de choques. Uno de estos chorros va a tener siempre una 2zona al
principio en la cual los cambics en la forma no son grandes. Esta 2zona
comprende entre 5 y 10 nudos, dependiendo del gradiente inicial de presiones.
El gas va a tender a igualar su presién a la del medio. Conforme baja el
. gradiente de presién entre el gas de chorro y el medio, la fuerza de los
choques reflejados disminuye, y eventualmente estos se convierten en meras
ondas sonoras {(de compresién y descompresién). La velocidad del flule
permanece practicamente igual desde el punto de inyeccién, y el radio
solamente aumenta 20%. Ademas, la temperatura cae notablemente. Con todo
ésto, el chorro al final es un flujo atn colimado, y mids supersénico que al

iniclo.
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Esta descripcién es congruente con las observaciones (secc 1,1), La zona
entre el Ultimo nudo visible y la superficle de contacto se puede explicar
como esta parte en que ya no hay choques porque el gradlente de presién ya no
es suficiente. la fuerza de los choques en la superficie de contacto se
entiende bien también, puesto que las velocidades siguen siendo altas, y el
gas es aln mé&s supersénico.

Para tener un modelado realmente completo de esta parte (y de todo el
chorro) hace falta considerar efectos que han sido despreciados, y que ahora
se sabe que son importantes. Los gradientes de presién dentro del gas del
medio ambiente, la zona de intercambio de materia entre el chorro y el medio
y la dependencia con el tlempo resultan ser decisivos en el comportamiento
del flujo. Norman, Smarr y Winkler (1985), Raga, Canté y Binette (1950) y
Raga, Canté y Binette (en imprenta) estudian cada uno de estos efectos por
separado. Un  modelo completo  comprenderia todos estos efectos.
Desafortunadamente esto implica un cdlculo numérico pesadisimo, y no queda
claro que tanta informacién se puede extraer de un modelo tan complicado.

Un resultado interesante que surgldé de este andlisis fue el de la
correcién de la pérdida de masa en el cddigo numérico. Por una parte nos
presenté un problema que es comin en el modelado numérico de flujos. Por
otra, permitié corregir el cédigo ante esta pérdida, lo cual asegura que los

resultados sean consistentes con la suposicién de conservacién de masa.
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CONCLUSIONES

A contlinuacién se repasan brevemente las conclusiones a las que se llegd
en cada uno de los capitulos:

En el Capitulo 2 se revisaron las soluciones numérica y analitica del
modelo de chorros estelares de Canté, Raga y Binette. A partir de la
comparacion de las dos soluclones se extrajo un modelo tedrico general. Las
predicciones de este modelo son que el flujo reacciona a los gradientes de
presion formando un par de choques internos. Dichos choques, Jjunto con una
zona de expansién iniclial, constituyen un patrén que se repite a lo largo del
chorro. La distancia a la cual se repite este patrén {que se ha llamado largo
caracteristico) es aproximadamente constante y depende de las variables del

chorro en el punto de inyeccién de la siguiente forma:

donde H: es la tasa de pérdida de mas del chorro en el punto de inyeccién, V:
la velocidad del chorro, Pe la presién de medio ambliente y A un parémetro
que depende muy débilmente de la razén de presiones Pz/P;

El ancho maximo del flujo es, también, aproximadamente constante para
cada chorro dependiendo de sus variables en el punto de inyecclién. Lla razén
largo a ancho en estos chorros es de alrededor de 30, es decir que los
chorros son delgados. Los &ngulos a los cuales se forman los dos choques son

pequefios, Esto implica que los chogues son muy oblicuos al flujo, y que por

Jo tanto la veloclidad de flujo permanece aproximadamente igual al pasar por
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los choques. Debido a esto, la velocidad de flujJo es otra constante del flujo
(aproximadamente igual a su valor en el punto de inyeccién) a todo lo largo
del chorro. La velocidad de choque es senmejante para ambos choques y tiene
valores de aproximadamente:
Vo, ¥ Vg, =18 kns ™'

y no depende de las variables del chorro. La dependencia que presentan estos
chorros con la presién y la temperatura iniciales no es sencilla. Las
predicciones de este modelo coinciden cualitativamente con algunas
observaciones de chorros estelares.

En el Capitulo 3 se determinaron las condiciones para la aparicién de
Discos de Mach en Chorros Estelares. Para los valores de presiéon y velocidad
observados en los chorros conocidos, el modelo tedrico predice que se
formarén discos de Mach en el punto de reflexién de los choques internos
oblicuos cuando no sean muy altos ni el nlimero de Mach, nl la razén de
presiones (entre el gas y el medlo que lo rodea), Hay dos razones para pensar
que estos discos son pequefios: la primera es que en el cédigo numérico no
aparecen (aun a altas resoluciones) y la segunda es que, si el tamafio del
disco fuera una parte importante del chorro, entonces se tendria una parte
41mportante de la radiacién debida a un choque frontal (con velocidad de
choque caracteristica mayor). Un resultado general obtenido en este capitulo
es que basta conocer la pareja de valores: coclente de presiones inicial a
. externa (PO/PC) y numero de Mach (MQ) para saber sl un flujo va a presentar
reflexién de Mach o no.

En el Capitulo 4 se obtuvo una descripcién del comportamiento de un
chorro estelar tipico después de pasar por muchos pares de choques. Dicho
chorro va a consistir de una zona en la cual aparecen pares de choques (nudos

de emisién visible), seguido de una zona en la cual ya solamente habran ondas
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de compresion y rarefaccién. Esto se debe a que el gas va a tender a igualar
su presién a la del medio. La velocidad del flujo permanece practicamente
igual desde el punto de inyeccién, y el radio solamente aumenta 204, Ademds,
la temperatura cae notablemente. Con todo esto, el chorro al final es un
flujo atn colimado, y mé&s supersénico que al iniclio, puesto que su
temperatura cinética ha calde uno o dos érdenes de magnitud, mientras que su
velocidad es s6lo algo menos que cerca de la estrella. Un’ resultado
interesante que surgld de este andlisis fue el de la correccién de la pérdida
de masa en el coédigo numérico. Por una parte nos presentd un problema que es
comin en el modelado numérico de flujos., Por otra, permitié corregir el
cédigo ante esta pérdida, lo cual asegura que los resultados sean
consistentes con la suposicién de conservacidn de masa.

Para tener un modelado realmente completo de esta parte (y de todo el
chorro} hace falta considerar efectos que han sido despreciados, y que ahora
se sabe que son importantes, Los gradientes de presién dentro del gas del
medio ambiente, la zona de intercambio de materia entre el chorro y el medio
y la dependencia con el tlempo resultan ser decisivos en el comportamiento
del flujo. Norman, Smarr y Winkler (1985), Raga, Canté y Binette (1990) y
Raga, Canté y Binette (en imprenta) estudian cada uno de estos efectos por

separado. Un modelo completo comprenderia todos estos efectos.
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Apéndice A

ONDAS DE CHOQUE

Cuando un fluido {un gas, por ejemplo) sufre una perturbacién, su
reaccion depende de la magnitud de este camblo. Cuando la perturbacién es
pequefia, esta simplemente se propaga sin cambliar el estado del gas. A esto se
le llama una onda sonora. En el caso de gue la perturbacién es grande (o
repentina) esta altera las variables del gas, dejandolo fuera de equilibrio.
Esto tiene efectos posteriores, pues el fluido debe sufrir nuevos cambios
(ahora mds paulatinos) para regresar a un estado de equilibrio. Estas grandes
perturbaciones se llaman ondas de choque. A continuacién se revisa el tema de

las ondas sonoras como una introduccién a las ondas de choque.

A.1 Ondas Sonoras
Una onda sonora es una perturbacidn pequefia de la presién o la densidad,
que se propaga en un fluido compresible. En el estudio de fluidos en general
se utilizan las ecuacicones hidrodindmicas de conservacién de masa, momento y
energia. Estas ecuaciones tienen una forma general complicada. Sin embargo se
simplifican haciendo algunas consideraciones. Si suponemos que el fluldo es
compresible, no viscoso (no hay pérdida de energia por friccién), homogéneo
(inicialmente p=cte}, adiabatico (no tiene intercambio de energia térmica con
el medio) y laminar (las variables del gas s6lo camblan en una direcclén y
son constantes sobre planos paralelos), las ecuaciones de la hidrodinamica se

reducen a la siguente forma;
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ép du

— +.p— =0 . s

5t % (cons: de masa} ' . ) (A1)
du du éP

p— vV —=-— (cons. de memento) (A.2)
8t a% &x

donde p es la densidad, P la presién y u la velocidad del flulde. La variable
x es la dimensién caracteristica del flujo laminar y t es simplemente el
tiempo.
La ecuacién de energia tiene en general una forma compleja, y sus
formas senclilas dependen de mis suposicicnes aun. Por el momentc se omite.
Si aparece una perturbacién pequefia en el flujo se pueden estudiar los
cambios que sufre de la manera que sigue, Sean:
P=PO+P1 P‘ <«< Po '
PP *pP, Py <P, '
las cantidades perturbadas, con P1 Y P las perturbaciones. lLa condicién de
que las perturbaciones sean pequefias implica que, al pasar la onda, las
variables del fluido no cambian lo suficiente para que este salga de

equilibrio. Sustituyendo estas cantidades en A.1 y A.2 y eliminando términos

de segundo orden resultan:

it bu (A.3)

— 4+ po— =0 '

at ax
8u  apPs

po ™ + — = ( . (A. 1)
gt 8x

Si se hace la derivada parclal respecto del tiempo de A.3, la derivada
parcial respecto de % de A4 y se restan las ecuaciones resultantes, se

obtiene una expresiédn para el cambio de la densidad como sigue:
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Donde se ha definido:

5P 172
e=s [ —
ap s

Esta es la ecuacién de onda en una dimensién expresada para la densidad.
Se puede obtener una ecuaclén para la presion de manera andloga a-la que se
acaba de describir, pero no es necesario, pues como se verd a contlinuvacién,
la ecuacién de la energia que da una relacién entre presién y densidad

La soluclén de esta ecuacion es una funcién de onda con velocidad ¢, que
se propaga en cualquier sentido de x. A la cantidad dada por a se llama la
velocidad del sonido. Esta toma diferentes formas dependiendo de la ecuacién
de la energia que se use. Hay dos casos en los cuales se simplifican mucho
estas expresiones

Haciendo algunas suposiciones, es posible introducir la ecuacién de la
energia de dos maneras alternativas. En el caso de un gas adiabitico, la

ecuacion de energia es
P 7
P=P°(p°) '
con 7 = cp/cv una cantidad adimensional que es la razén entre coeficientes de

capacidad calorifica a volumen y presién constante respectivamente. Entonces

la velocidad del sonide para un gas adiabdtico resulta:

T )2
[_] _ n.e)

Hom
con k la constante de Boltzmann, y pmH la masa promedio por particula.

En el caso de un gas isotérmico (T=T°J la ecuacién de energia es:

kT 172
[.]
P=P[ ] .
Bm
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Y con esta, la velocidad del sonido para un gas isotérmico es:

- 172
kTo
ct = [ - ] = constante . A7)

Ky

En anbos czsos ¢ es la velocidad con la que se propaga naturalmente una
perturbacién en un gas., Esta velocidad depende directamente de la
temperatura, e inversamente de la densidad. Del analisls anterior se ve que
sl un fluldo suire una perturbacién pequefia de su densidad, el resultade es
una onda de compresién {o rarefaccién) cuya velocidad estd relacionada con la
energia del fluldo., Dicha velocldad es la velocidad caracteristica o natural

con la cual se propaga una perturbacién en un medio dado,

A.2 Ondas de Choque

Cuando se pide que la perturbécién sea pequefla en las ondas sonoras se
esta imponiendo, en realidad, que el gradlente en las cantidades como presién
y temperatura sea pequefic. Esto asegura que el cambio de las varlables del
fluldo sea reversible. Este tipo de fenémeno se puede describir completamente
con ecuaciones de conservacién en forma diferencial como las que acabamos de
ver. Sin embargo en muchas ocasiones se dan camblos bruscos (como sucede en
explosiones) que no son reversibles. En este caso las varlables sufren
cambios que son mayores que su magnitud, y estos camblos se dan de manera
abrupta. Ahora ya no sirven las mismas ecuaciones, puesto que el fluldo no

regresa a su estado inicial, sino que queda fuera de equilibrio. A este
fendémeno se le llama onda de choque,

Representar matemdticamente una cambio irreversible asi es complicado,
Afortunadamente se encuentra que el ancho de la zona en que se dan los
camblos es despreciable (del orden de un camino libre medio), lo cual permite
aproximar esta zona como una superficie de discontinuidad. Este tratamiento

es mis sencillo. Solamente hace falta que haya conservacién de masa, nomento
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y energia a través de esta superficle para poder escribir una relaclon entre
estas cantidades a ambos lados de la discontinuidad. Antes y después de este
punto se utilizan ecuaciones diferenclales de primer orden, pues ah{ los
camblos son graduales.

Las ondas de choque se dan cuando un fluido sufre una perturbacién de P
o p a una velocidad relativa supersénica. En este caso el {fluido es incapaz
de reaccionar de manera suave al camblio y sufre camblos abruptos gque lo sacan
de equilibrio. Un ejemplo de esto es un gas dentro de un cilindro, que tiene
una velocldad constante mayor que la velocidad del sonido gque lo caracteriza
y que se encuentra repentinamente con una pared. La primera parte del gas
que toca la pared se debe frenar completamente. Como viene mas répido que la
velocidad con la cual es capaz de avisarle al gas que viene detras, lo que
sigue tambien se entera del camblo de manera repentina. Como el gas no tiene
para donde ir, se va acumulando contra la pared, y la superficie sobre la
cual se frena el gas se aleja de la pared. Visto desde un sistema de
referencia sobre esta superficie (de aqui en adelante el sistema siempre
estaré sobre el frente de choque), al pasar el gas, su velocidad baja, su
densidad sube y su temperatura también sube. Estos camblos, como ya se dijo,
son grandes, y dejan al gas fuera de equilibrio térmico. En la zona detras de
la discontinuidad el gas procura regresar al equilibrio por medio de nueves
cambios en sus variables. En particular, el gas se enfria por medio de
radiacién.

Al conjunto de todos estos camblos se llama onda de choque. Se divide en
tres zonas para su estudio. Tiene una zona que precede al chogue en la cual
hay fotolonizaclén debida el enfrlamiento detris de la discontinuidad. La
discontinuidad se llama frente de choque. La zona en que el gas regresa al
equilibrio se llama zona de relajamiento. A contlinuacién se explican las tres

zonas. En la figura A.1 se indican estas zonas, asi como los camblos de las
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varlables del gas en cada una.

Zona de Relajamieato

) {

a l
Zona de Zona de
Pre-chogue Frente Zona de En{riamiento Recombinacion

T

de
Chogue

Figura A1 Estructura completa de una onda de choque., Se muestran solamente
los camblos en la variable temperatura,

La zona de prechoque (a veces llamado precursor del choque) estd formada
por el gas que aun no llega al frente de choque. Este gas es fotolonizado por
la radiacién que emite el gas ya chocado al enfriarse. Como generalmente este
gas suele ser neutro, la regién de fotolionizacién se puede extender a grandes
distancias. La emisién debida a la recombinacién subsecuente es mucho mas

débil gue aqueila que aparece detréds del choque y es dificil distinguirla
(Raga 1985).

El frente de choque es una definicién matemdtica de una zona muy pequefia
en la cual se dan cambios grandes de lag variables del gas., Se le aproxima
por una superficle de discontinuidad. Se pide que 1a masa, el momento y 1la
energia se conserven a través de esta superficle, y las relaciones

resultantes tienen su forma mis sencilla sl se toma el sistema de referencia
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sobre el frente de choque. Tomando esto en cuenta, asi como las suposiclones

hechas en la seccidén A.1, las ecuaclones de con_servacibn toman la siguiente

forma:
P, = Pou, (masa) R (A.8)
P+ pu= P+ put (momento) (A.9)
17PN T T Y, ! )
Wi v = ufe w (energia) (A.10)
1 1 2 T2 ' . )
donde: s P
W= — = ’
71 p

u es la velocidad, p la densidad, P la presién ylas cantidades con subindice
1 son antes del frente de chogque y las de subindice 2 son después del choque.

Estas tres ecuacliones, Junto con la ecuacién de estado del gas ideal
forman un sistema cuya solucién son las relaciones que indican el cambio de
las variables termodinamicas a través del frente de choque. Se llaman las

relaciones Rankine-Hugoniot y son:

2
P, Y, (7 + 1) Ml
—~ == > . (A.11)
P, u, (y + 1) + (v -1) H1
P, (7+1) + 27 (le - 1)
— ) (A.12)
P (r + 1)
3
T, [+ + 277 - 1) [G+1) + (-1 1))
. (A.13)
Tx (7+1)° M‘Z
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Obsérvese que en todos los ca.scs, el cambie que van a sux‘rlrr las
variables depende solamente de la variable Mi. Aqul se define Hx% donde ci
es la velocidad delsonidos adiabdtica del gas antes de atravesar el frente de
chogue. En general a M = E se le llama el numero de Mach. Cuando M < 1 se
tiene el caso subsénico, mientras que si M > 1 se trata de un caso
supersénico. Entre mayor sea M, mas grandes serin los cambios que sufre el
gas a través de un choque. Se llama choque fuerte cuando M » 1 y débll si M &
1.

Las relaclones Rankine-Hugoniot se simplifican considerablemente para

choques fuertes. Esto se logra tomando el limite cuando M —>w y resulta:

P v, 7+
—_— — = ' (A. 14)
P, u, 7-1

P2 27 ,

-—= M‘ , (A.15)
Px 7+1

'I‘2 27(7-1)

e g 2

" = (w“z M1 ' (A.16)

Es interesante notar que el salto de densidad tiene un limite, mientras
que los de presién y temperatura dependen del numero de Mach. Si tomamos 7 =

P,

:5—; (gas monoatoémico), entonces ; = 4. Esto es, que un choque fuerte (M>>1)

1

en un gas ldeal monoatémico comprime al gas a cuatro veces la densidad que
tenia antes.

Cuando el gas pasa el frente de choque, queda fuera de equilibrio
térmico y de ionizacién. Este equilibrio tiende a reestablecerse en la zona

de relajamiento. Los procesos fislcos que caracterizan esta regién son

126



jonizacion, excitacién collsional y recombinacién. Todos ellos son
inelasticos, por lo cual la temperatura del gas disminuye conforme el gas se
aleja del frente de chogque, Detras del cheque la velocidad resultante es
subsénlica, por lo cual la presién permanece aproximadamente constante. Puesto
que la temperatura baja, para que la presién se mantenga constante, la
densidad debe aumentar. ‘

Una vez mas se pueden expresar las ecuaciones de éonservacién. En este
caso se pide que haya conservacién en las cantidades antes del choque, y las

expresiones resultan:

pu = pou, R {A.18)
2 2

F1+ Py = P3+ su, ' (A.19)

3 1 2

~lpu{~u+wl)i==-Q . (A.20)

ox 33,3 3

donde las cantidades con subindice 3 se refieren a cualquier parte de la zona
de relajamiento, y Q es el enfriamiento neto por radiacién. Para ver qué pasa
con la energia es necesario Integrar la ecuacién A.20 desde Justo atrds del
frente de choque hasta el punto que interesa.

Un caso particular de choques son los choques isotérmices. Estos son
choques al final de los cuales la temperatura toma el mismo valor que la
inicial. En este caso 1a ecuacién de conservacién de energia se reduce a :

T, =T . (A.21)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaclones A.18, A.19 y A 21

Junto con la ecuacién de estado del gas ideal se encuenira que:

) u
;3 = ;‘ = M . (A.22)

Esta relacién indica gue en un choque lsotérmico, la compresién puede

ser muy grande si el flujo es muy supersénico.
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Hay algunas defliniciones que es (til hacer, puesto que se van a utilizar
frecuentemente en el presente trabajo. A continuacion se revisan.

Se define velocidad de choque como la componente de la velocidad
(relativa, ya que el sisterma de referencia esta sobre el frente de choque)
que es normal a la superficie de choque. Hasta este momentoc se ha tratado con
un choque que es normal al flujo. Esto implica que la velocldad del flujo y
la velocidad de choque son lo mismo. En este caso toda la velocidad sufre un
canmbio (segiin la relacién R-H correpondiente). Este es el caso mis sencille,
sin embargo es mucho mas comin que el choque presente un clerto &ngulo
repecto de la direccién de flujo. A este se le llama un chogue oblicue. En un
chogque oblicuo el salto solamente sera sentido por la componente de la
velocidad que sea normal al chogue. La componente tangencial permanece igual.
Para tratar ondas de choque coblicuas, basta conocer la componente normal de
la velocidad. Esta es ahora la que se utiliza en las relaclones A.9 a All).
En las relaciones Rankine-Hugoniot no aparece directamente la velocidad, pero
como M=u/c, en estas se toma una nueva M = (u sen8)/c. La figura A.2 muestra.

el efecto de un choque oblicuo sobre la velocidad de un flujo

Fregie de
Chogque

Figura A.2 Efecto de una onda de choque oblfcua sobre la velocidad. La
componente normal Un dismlnuye y la tangenclal Ut  permanece lgual. El efecte
neto e3 uma desvliacion de la direccion de la velocidad,

128



Apéndice B

EL PROGRAMA STATJETNA

El programa con el cual se implementd el método numérico utillizade en
este trabajo fue escrito por el Dr. Alejandro Raga del CITA en Toronto. Este
programa utiliza un método de integracién numérica, por diferenclias finitas,
con valores a la frontera que resuelve intrinsecamente ondas de choque,
llamado el Método de MacCormack. Esta escrito en el lenguaje Fortran y fue
implementado en las computadoras MicroVax 2000 y SUN 4/300 para este trabajo.
La estructura y funclonamliento del programa se describen con detalle a
continuacién. Los datos obtenidos con este programa se graficaron con el
paquete Supermonge (escrito por P. Monger y R. Lupton), implementado también

la SUN y en la VAX.

B.1 E1 Método MacCormack

El algoritmo con que se integraron las ecuvacliones de la hidrodinémica
que modelan los chorros estelares en este trabajo se llama el Métode de
MacCormack. La aplicacién particular que se utilizé aqui estid escrita para un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas en dos dimensiones, y
se extrajo del libro de Anderson, Tannehill y Pletcher (1984). El Método
MacCormack sirve para integrar ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de
primer orden. Es un método de diferencias finitas que consiste de dos pasos

(predictor-corrector). Es especialmente util para el presente problema pues
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resuelve los choques que puedan aparecer en el flujo sin tener que hacer
ningun tratamiento especial("shock trapping method"). Esto significa que
tiene una viscosidad artificial intrinseca que tiene el efecto de estirar la
discontinuidad del chogue a que abarque varlos puntos de la rejilla, haciendo
asi integrable el choque. Pertenece al grupo de métodos llamados de
integracién hacia adelante ("marchingb methods"), lo cual significa que
solamente utiliza los valores contlguos justo anteriores para calcular el
valor de una funcién en un punto dado.

Los métodos de diferencias finitas se utilizan para resolver EDP, El
primer paso para aplicar este tipo de método es sustituir el dominio del
problema (que es continuo) por una rejilla finita. Es decir, si se tiene una
funcién U(x,y) con dominio 0 = x 51, 0 5y = 1; se sustituye el dominio de
U con U(x',y'). Aqui x"=iAx y y'=jay; con i, J nimeros enteros y 4%, Ay < 1 de
tal manera que segulimos tenlendo 0 = X' =1 y 0 s y' = 1. Una forma sencilla
de notaclén que se utiliza es: Ulljd , en funclén del valor precedente. Lo
sigulente que es necesario es sustituir la derivada con una diferencia

finita. Recordando la definicién de la derivada parcial de U{x,y} en el punto

(x,y,):
aU U(xo 8%, ¥, ) - U(xo A )
lim
— = 50 (B.1)
ax% x ax

Si U es continua en (xo.yo) y 8% es lo suficlentemente pequefia, entonces
esta es una buena aproximacién de la derivada. Nétese que la expresién B.1 no
es m&s que la expansién en serie de Taylor en la cual se han despreciado
(truncado) los términos de orden mayor que uno. En este ejemplo, el valor de
la derjvada de U se calculé. tomando la diferencia hacla adelante (+Ax), es
decir usando un valor a la derecha del punto xo. Se puede hacer también con

diferenca hacia atras (-ax).
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El Vmétodo MacCormack tiene dos pasos "de integracién., En cada paso
integra la misma EDP con diferencias finitas. Primero con diferencias hacla
adelante (paso predictor)} y luego con diferencias hacla atris y promediando
entre ambos valores resultantes (paso corrector). Estd disefiado para resolver
ecuaciones del tipo de Burghes en su forma conservativa como la siguiente:

Ui 6F i

ax ar

-S =0 . (B.2)

y la forma especifica de los pasos es:

A%

Yiga =Y,y 7 Ar (F g~ F )+ axs (8.3)

Paso Predictor (diferencias hacia adelante)

f 1 Ax
- - u + U - — - .
1)1 2 Ly 1, )4 Ar ( 141, 101.1'1) (B.4)

Paso Corrector (diferencias hacia atrias)

B.2 El Programa
Para integrar las ecuaclones del modelo con el método MacCormack como se
ha descrito, se tiene que aproximar el dominio del problema mediante una
rejilla. Primero se redujo a dos dimensiones simetria cilindrica. En este
caso, la rejilla sera rectangular, con un lado el radio del chorro (r), y el
" otro lado el largo del chorro {x). La posicién r=0 corresponde al centro del
cherro, y aqui se impone una condicién de reflexién. Es necesario que las
ecuaciones se puedan expresar en la forma de la EDP B.2. Puesto que las
ecuaciones 2.1-2.5 ya estdn escritas en forma conservativa, es sencillo

determinar los valores de los términos U, F y S para cada una de ellas:
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Ul = pu F1 = pv S1=0 (B.S)

Uz= pul+p F2 = puv . s2=0 (B.6)
P

U3 = puv F3= pvie+rP s3=- (8.7)

Ui= u (E+P) FA= v (E+P) S4=5 (8.8)

Us = N ¢ FS5 = g v §5=L (B.9)

Las wvariables u y v son las velocidades en la direcciéA X y r
respectivamente. E es la energia por unidad de volumen. P es la presién y
N la densidad de particulas de hidrégeno que estidn lonizadas. S es la
funcién fuente de energia y L la funcién fuente de particulas ionizadas. Es
importante notar aqui que los términos Ul y Fi han quedado completamente en
funclién de las wvarlables p,v,u y P. Se deben dar los valores para las
variables del gas (P, T, p, V, etc) en la posicién %x=0 a todo lo ancho de la
rejilla ({condicién iniclal). Para todas las variables que requiere el
programa, el perfil de la variable es de escalén, es decir que tiene un valor
constante a todo lo ancho del chorro, y otro valor constante diferente en la
zona del medio ambiente. El valor de la fraccion de lonizacién al inicio se
calcula suponiendo que el gas del chorro se encuentra en equilibrio
Hechas todas estas consideraciones, y suponiendo que

se conocen los valores iniciales (en el punto de inyeccién del chorro) de las
variables del flujo (r, p, T, P, u, v, an....), se pueden integrar las
" ecuaciones sobre toda la rejilla obteniendo una descripcién del

comportamiento de las varliables en cada punto., La forma especifica en que

esto se hace se describe en la siguiente seccién.

B.3 Estructura del Programa
El algoritmo de este programa toma los valores Pgr Ut Ve To, y Po. Con

ellas calcula Flo-FSo y Ulo-USo. Enseguida entra en un cicle en el cual usa
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los j-ésimos valores de las U's para calcular los J+1. Hecho esto obtiene las
variables del gas y las F's y entra en un nuevo cliclo,

La estructura del programa aparece en la Figura B.1, Este es un diagrama
de fiujo, que Indica cuales rutinas se corren y en que orden. Aqui vemos que
se divide en dos partes. La primera parte tiene como funcién iniclalizar
algunas constantes del flujo vy todos los valores del chorro a lo largo de la
columna numero uno, mencionada en la seccién 2. La segunda parte es el ciclo
de integracién. Este utiliza el método predictor-corrector para ir llenando
los cuadritos de la rejilla definida al comienzo,

La explicacién de qué es lo que hace cada una de las rutinas se da a
continuacién. Por simplicidad se ennumeran en orden de aparicién segun la

Figura B. 1.
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3 L L1 L

Figura B.1 Diagrama de Fluje del programa Stat jet. Las figuras ovaladas
fndican el comienzo y el final del programa, Las flguras de rombo marcan los

lugares cn que exlsten varlos posibles caminos.
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PARAM: lee los pardmetros iniclales del chorro. Egtﬁs son numero de
puntos de integracién en x, dimensién mixima en la dirececién radial, radio
inicial, razén entre la presién del cherro y la del medio circundante,
densidad de particula del chorro, temperatura, fraccisn de lonizacién y
4ngulo inicial de dispersién. En la columna nimero uno, el perfil de todas
las variables es el de un escalén, es decir que fuera del chorro la variable
vale clierta constante y dentro vale otra constante que puede (como es en
general) ser diferente. Asimismo permite al usuario escojer una variable con
la cual quiere escribir una imagen. Tiene la posibilidad de usar un sistema
de coordenadas cilindrico o cartesiano, asi como de hacer célculos para gas
adiabdtico (sin enfriamiento por radiacién) o no-adiabatico (con enfriamiento
por radiacién). Abre los archivos de escritura del programa. Hay tres formas
de escribir los datos. Se escriben los valores de las variables que nos
interesan a lo largo de una linea de flujo, o bien a lo largo de varlas
lineas de flujo. Ademds, se pueden escribir las variables como si se viera
una sola raya sin resolucién espaclal. Este caso es interesante porque en
muchas de las observaclones sucede que no se tlene resolucién espacial, y de
esta forma se puede comparar lo observade de alguna forma con el cédigo
numérico.

INITFLOW: inicialliza los valores del flujo tanto dentro como fuera del
chorro (primera columna). Primero calcula presliones, densidades, temperaturas
y fracciones de lonizaclén. Luego, con estos valores y los que leyd de
entrada calcula el valor de las U's que se ennumeran en la seccién B. 2,

URF: una vez calculados los flujos, los decodifica para obtener los
valores de velocidad (en ambas direcciones), densldad, presién, temperatura y
fraccién de ijonizacién. Para el caso de un gas no-adiabatico, calcula ademas
las funclones fuente de lonizacién y energia. Con todos estos valores ahora

arma las F's tal como se expresan en la seccién 2.
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Esta rutina llama a su vez a tres rutinas mas. La primera de ellas es
TEMP. Esta rutina es sirmplemente una funcién que calcula la temperatura de
un punto en particular dades su densidad y presion. Utiliza la relacién para
gaslideal:

P

T="" (B.10)
nk

RATE es otra de las sub-rutinas usadas por URF. Lo que esta hace es
calcular la tasa de jonizacién del hidréogeno y la pérdida de energia
Finalmente ALOSS usa una expresién analitica de la funcidén de enfriamiento de
un gas no-adiabatico para calcuylar el valor de la pérdida de energia. Esta
rutina tlen? ademds una correcidn gque la hace mas precisa. El cédigo
elaborado por el Dr. Luc Binette (también del CITA) hace algo semejante a lo
que éste, pero toma en cuenta a todos los elementos { en vez de sélo Hy
He). Lo que se hizo fue comparar el enfriamiento dado por ambos cédigos para
varias temperaturas alrededor de las que nos interesan (que son alrededor de
IO‘K) y a cada una de ellas calcularle un coeficiente de correccién. Con
ésto, se evita computar con el cédigo complicado (y por lo tanto tardado) y
se tiene una buena aproximacién del valor de la pérdida de energia debida a
radiacién.

DISTEP: calcula el tamafic del paso de integracién en la direccién x.
Este paso tiene que ser lo suficlentemente pequefio para que se tenga una
buena resolucién de las variables de interés. Para lograr esto es necesario
ir sensando la forma en que estas cambian. No es necesario sensar todas estas
variables. Basta con cuidar la velocidad, la pérdida de energia por radiacién
y la lonizacioén., Para todos los casos, lo que se hace es encontrar una
distancia carateristica. Esta es el producto de el tlempo caractrisico y 1la
velocidad de] flujo. Un tiempo caracteristico es la razén entre la cantidad
medida (por ejemplo la energia) y el camblo de ésta por unidad de tlempo.

Escoger una distancia menor o igual a esta distancia caracteristica nos
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asegura gue la cantidad estudliada va a camblar una cantidad razonable en este
Sn-tervalo.

STREAM: iniclaliza la posicién de la (o las) lineas de {lujo sobre las
cuales interesa conocer los valeores de las variables del flujo. En el caso de
que s6lo se guiera una linea, se puede escoger en que posicién inicial se
coloca, asi como qué volumen de material a su alrededor se va a utilizar
para calcular las varlables de escritura. Cuando se quieren los wvalores
sobre varlas lineas de flujo, estas se colocan a lo ancho de toede el chorro.
En nuestro caso todas las corridas de varlas lineas estdn hechas con cinco.
Estas se distribuyen en el chorro de manera que hay mas lineas cercanas al
eje de simetria, que es la zona donde ocurren mayores camblios..

AVER: esta rutina inicializa los valores para escritura de los valores
promedio de las sigulentes variables del chorro: u, v, p, P, fh (fraccién de
fonizacién), T, S (emisién del asufre una vez lonizade), Ha [(emisién de
nhidrégeno en la serie de Balmer), y los flvjos de masa, momento y energla.
Mas que un promedio, lo que agqui se obtiene es la integraciton de la variable
de interés a todo lo ancho del chorro, para cada punto a lo largo del chorro.
Esto se logra con la funcién AINTEG. Lo que hace esta funcion es calcular la
sumatoria:

roax

I Flx,r) rar = J- Fordr (B.15}

r=0

Es importante notar que se hacen las integrales de la intensldad de emisién
de las lineas Ha y [SII]. Para ello se usan las funciones HALPHA y SII.
HALPHA encuentra la emisién en la linea Hax como la suma de la energia emitida
en recombinacién y aquella proveniente de excltaciones colisionales. SII

calcula la emisién combinada de las lineas de asufre [SII) en 6717 y 6731
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angstroms.

OUTPUT: esta es la rutina que se encarga de’ escriblr en forma binaria la
imagen de la variable que se haya escogido, Esta imagen medird nx por ny
puntos y es interesante graficar los isocontornos que se f{orman para la
variable dada.

STREAMX: para las lineas de flujo escogidas en STREAM calcula y escribe
los valores de las variables del chorro cada clnco ciclos.

AVERX: aqui se calculan los valores de las intergales mencionadas en
AVER con cada ciclo de integracién,

XSTEPY: este es el paso predictor que utiliza el valor de la variable de
la columna anterior en un punto contiguoe para calcular el valor en el punto

de interés (forward). Tiene la forma siguiente {como la ecn. B.3):

&%

U =U - [FJ‘X—FJ]+Ax[So-S] (B. 16)

ay
XSTEP2: es el paso corrector. Este consiste de sacar el promedio entre

el valor que ya se calculé en XSTEP! y el que se obtiene usando ahora el

valor en el punto anterior (izqulerdo). La expresiéon que hace esto es (como

B.4):

&%

Up =( U+ Up- ‘A-;-— (FJ - FJ__I) + Ax (So - S)] (B.17)

FLUX: aqui se "planchan” los valores calculados. Esto significa que se
suavisan las diferencias de los valores de las varlables entre los puntos
contiguos en la direccién radial. Es conveniente hacer esto porque disminuye

el error numérico. La forma en que se logra esto es:
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3 7701 1
U = ; U+ ; U‘_'l + ; Ur_1 . ) , (B.18)

RESFLOW: se recorre una columna para adelante para continuar la
integracidn,

EDGE: es la rutina que corrige los efectes de la discretizacidn del
flufido. En particular, como sélo hay 150 puntos en la direceiédn radial, es
muy probable gque el borde del chorro no caiga exactamente en uno de ellos.
Por lo tanto al calcular la masa (por ejemple) siempre va a faltar o sobrar
un poco de masa., La rutina EDGE cuida de sumar o restar esta cantidad para

me jorar la presicién de los resultados,
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