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_ RESUMEN

En e3ta tesis se investiga 1la estab

Lidad- linwal  de una
pelicula de fluido de espeser constantw qué'fldyé poriunjéffindrclw
en  robacion, S consideren  dog casos:' ascufrimienté"p6r r$l
interior ¥ essurrimiento por el exterior. o

En w! capituls ! se hace una revisidn de }oé trabajeos previos
sobre estabilidad de peliculas escurrieondo en cilindros Ccon o sin

Totaciony. El capitule 2 eosti dedicade sl cdleulo de las campos

Ze wvelocidad ¥ prosidén de una pelizula do anche constantes qus
dezcrends por un cilindra en rotazidn. En el capitula 3 s deduce

W sintema de dos ecuaciones diferenciales, que describen la

pa

avslucisn de perturbaciones infinitesimales aplicadas al flujo que
<

se caleulo en el capitulo 2. Considerando la difucultad de
resolver anzliticamente estas ecuacionss, se procedid a obtener
saluciones aprosimadas @n dos casos: a) para psriurbacianes <con
numer

o de eonda pequelio (tapitulo 42 ¥ b) para numeros ds Reynolds
pequefios {(capituls 83,

k8 1ineas gensrales, la rotacidn tiene efocts estabilizador
sobre una pellicula que escurre por la pared interior del cilindro.
el contrar:o, =i la pelicula escurre por el interior, la

retacion es Tusnle de inestabilidad.



l z lNTRODUCCION

El eacurrlmlento ‘da an liqu:.dc sobre superf‘icxe*‘ vertxcale..r
ha- llamado lg at_encv cm de numeroscs lnvestlgador‘es en el presente
s;qlo Uno de los estudios pionercs lo realizd W, NusselL on 1916-
el aéLab.‘»lnteresado en la transferencia de calor: que. se producs
en los apar_‘.xt_cs de condensacidn, Suponiendo: que hay un balance.
antre la gr:;\‘ed:;d v la viscosidad, Nusselt ‘de‘d‘uce‘.,u'n ;Sérfii de
velocidades semiparabdédlico para wuna pelficula de _f‘lui'dd que
descirends por un plano vertical, ‘

Los datos experimentales sobre el escurrimiente de un liquido
sobra wuna pared vertical (Krantz y Goren, 18710 muestran que el
campo de wvelocidades es mas complicadeo que el predicho por
Hussel L: sobre la superficie libre de la pelicula de espesor
constante =se forman condulaciones., Este ultimo detalle tiene gran
importancia ya que las ondulaciones aumentan la transferencia de
calor hasta en un 20% en los aparatos de condensacion C(Mijeev ¥y
Mijeeva, 13738). Sin embargo, la formacidén de cndas no siempre s
deseable, por ejemplc, en el casa del recubrimiento de csuperficies
con pinturas,

El zurgimiento de una onda sobre una pelicula de espesor
constante puede interpretarse como una inestabilidad del flujo.
Una pelfcula de fluido de espesor uniforme con un campo de
velocidades semiparabdélico es solucidn de las ecuacionss de
Navier -Stokss ¥ de continuidad; sin embargo si las perturbaciones
del flujo crecen, las caracteri{isticas del mismo se¢ pueden
modificar radicalmente.

La manera usual =15} investigar las inestabilidades &S
superponienda una perturbacidn arbitraria al flujo principal no
perturbado; la evolucion de la perturbacidén se 1nvestiga con las
ecuaciones de Navier~-Stokes y de continuidad.

Una de las dificultades gque surgen en lasz investigaciones

cobre estabilidad hidrodinamica -y en general en la mecanica de



flutdes— es la no linealidad d‘e 'l;a: ‘ecuacicnes. fundamentales.

safortunadamente muy pocas ecuaciones-diferenciales no lineales
LLenen zolucrdn e-ﬁ Ltérminos de funciones elementales {J{cabs
rencionar gue las funcicnes «2lementales han aparecida an ol
blemas lineales?., Este vya era conccido por los

tratan con las ecuaciznes

lanetas, Inclusive ahora no se

tiene soluciones analiticas sobre la estabilidad del sistema

Zjemplecs gue conducen a plantear ecuaciones diferenciales
s2 linealez zon el morimiento de un pendulo., los modelos de

naes o las curvas de persecusicon de predador

Ze han cbten:do algunas seoluciones d2 scuaciosnes ne linsales
mediante trancsformacicnes que las cenviaerten  en gcuvaciones
diferenciales lineales. Stra manera de abordar pgreblemas no
lineales es la de rnveztirgar @l comportamrente asinldlico de las

uciones cuando los términos no lineales no jusgan un papel
rmportante. Mas reclentemente se ha dade un gran avance con el
surgimients ce las computadaras. Con €1las s han explorado las

caracreristizas <22 las zoluciones de muchas escuzclones no lineales

>
~troc de la tecr-ia de la estabirlidad, unc de los intentcs
ex:rtosecs por soriear laz ne linealidades ha side suponer que las
perturbacisnes al flujs =on pequelas en comparacidn con los campes

-

1
de velocidad v presién del! flujo principai. Cen esta supesicidn se

pueden despreciar losz minos ecuadritices de las ecuacicnes de

cments, Y entoncaes gueda por resclver un problema lineal. EL
objete do la tecria lineal de la estabil.dad es determinar si una
perturbacidn infinitesimal arkitraria crece. decrece o se mantiene
constante., Con ella no se puede saber cual es el estade final de
un flujo inestable, ya gue el crecimientoc de las perturbaciones
invalida ia hRipdtesis que permite desprectar los términos

cuadriticaos de la ecuacién de monentc.



Un: proporcidn considerable de las investigacionws sobre
stabilidad hidrodinamica considera que las perturbaciones son
A

. . - . -
nensionales, es decir, i, w2 = Cu,u,0) v p = plx,v); lo que

U a

e :izhifica muchas voces por 2l tecrema de Sgquire., Dicho teorema

“

4

ou
establece gque para calcular el numerc de Reynolds critico Rec Csl
Ro < P.e‘: sl flujo es estable v zi Re » Re el flujo es inestable:
<

Re @3 el numer o de Reynolds) es suficiente considerar
perturbacirones bidimensionales (Drazin, 19782,

Una de las scUaci cnes fundamentales de la ostabilidad
hidrodinamica lineal fue dedugida por Arncld Sommerfeld en 1[308.
E! supcne que las perturbacicnes de la velocidad ¥ la pres:én se

a

bon

guede:. expresar comt @l productcs de una funcidn depesndiente de

a > mulliplicada mor una expaonencial @ comple)a
exptklx-ctl., Con esta descomposicidén de la perturbacidn quedan por
resol ver unicamente wcuaclones diferenciales ordinarias. pero a
cambioc aparecen dos nuevos parametros: el numers de onda k y una
velccidad =. Dichas cantidades pueden ser reales o complejas. La
tecria lineal permite estudiar tanto estabilidad espacial como

temperal . En @l primer cass © s una cantidad real. mientras gue k

e magnitud complejia. cuya parte imaginaria da informacidén
sokre  la estebirlidad  del Tlujo. Por el contrario. en La
estabkrlidsad temporzl k ez real ¥y el parametro ¢ es una cantidad

compleja, <cuyx partes real es la velocidad de propagacidn de la
perturbacidén, » la parte imaginaria indica si la perturbacién
crece = se amorligua. Algunas Lnvestigaciones (Krantz y Garen.
1371 demuestran gue la estabilidad temperal es egquivalente a la
estabil:dad espacial cuando Imlcd << Reallcl.

Dentro de la teoria lineal los parametros del flujo principal
y de la perturpacion no son independientes, hay una relaci1én entre

ellos:

FCRe,k,c,. .. =0, ¢1.1>



_dependiendo de-

si

de donde Ze. puede despejar o o ¥

@stabilidad temporal o eépacial.
Un  procedimiente 'QSQé}:;gni,ngri

1rtroducciédn de una furicisn de: corrient

c1. 2y

que esta relacionada con' el campo de verotidéd
¥ =Cu. v, O de la siguiente manera: .. - '

9. la pertur baci én

dy < 3& ‘

E;jp v = 3o 1.3
Mediante la aplicacidn del operador rotacional sobre las

ecuaciones de momento se obtiene una ecuacisén gque yva no contiene a

a presion p. Si ademas se utiliza la funzién de corriente ¢ se

[y

llega a una ecuacidn dirferencial ordinaria de cuarto orden que
describe las perturbaciones an un flujo unidireccional (Drazin,
1373D:

@'t - k2t 4+ k4 = ikRe[CU—c)C¢"-k2¢D - U"qb]. C1.45

siendo | el numero imaginario purs, Re el'nﬂﬁerc de Reynolds y U
el campo de velocidades del flujo principal. Agui ya se ha
eliminade el factor comin expitk(x-ct). Esta es la ecuacidédn de
Orr-Sommerfeld en coordenadas cartesianas.

La correspondiente ecuacian de Orr-Sommerfeld en coordenadas

cilindricas es la siguiente (Solorio y Sen, 1987):
D2z - k229 = LkRe[CU—c)C:DZ—LZD - DZU]¢. 1.8

en donde

sse . investiga



La ecuacidn 1.5 '_‘;e're'd-.ic:é_a. 1.4 en el limite ™ » . Lo
anterior significa que: Llos kreéu’lt.‘ada‘s ‘de..la estabilidad en una
geomelria cilindrica deben Lende‘r"a 'l_os resul tados de estabilidad
en un planc cuando r tiende a infinito.

Una de las primeras investigaciones sobre la estabilidad del
ujo sobre un cilindro se debs & Yih (19612, quisn estudid la
stabilidad de una pelicula de fluido sobre un cilindro que rota
sehre sy eje (e eje del cilindro

as perpendicular a la fuesrza de

gravedad, Ve figuras 12. Yink \
considara que las perturbaciones J -
tienen simetria axial » que la ,I w
gravedad es despreciable.
Colecandose en un srstema de l
referencia no Lnercial gque reta g
cen 2l cilindreo, Yih obtiena una
ecuasiin diferencial de  sexta
" FISURA £~ cillindre que rola
- 3 i
erden gara la amplitud de la _ . o au “po. el aje .6
componante radial de la velocidad: perpendicular o ta duwssaidn de

la gravaedaed.

2
[t - n2 - aRa] CL - n2U = n2Ra2y, c1.82
2
en donde L = d + L 4 _ L , n o= 2n i. siendo a el radio del
d2r _,r T re X
cilindro, Ra = oow la wveloccidad angular y v la viscosidad

cinemiatlca, ¥y que la velocidad radial gce pueds expresar como: u =
UCrldexplatdcasinzd.

Mediante un mélodo intwgral demuestra que las ondas viajeras
siempre se amortiguan., Sin enbargo, en la deduccidn de este
resultado, ignora leos efectes de ahorsamiente producidos por la

tensidn superficial.



El problema que resuel+e Yih eos el de determinar el signo de

e imaginaria de » CzZon €1 cual se - puede. cono:er  la

o
Lt

U
u
al
P

estabilidad del flujed. La investigacidn para el caso RealCxd = O
“Jue correspondes a una superfizie corrugada) se hace con métodos
aproximadess. Una suposicidn fundamental es considerar gque el radic
del cilindrc es muchs mavor que =21 espesor de la capa de fluido:
e

ztc le permite desprec:rar algunos términes. quedandase finalmente
2!

g

cuaticnes gque son iguales a las del flujo por- una pared

eszolver las ecuasicnes de momente y centinuidad, Yih
da una condicién de esisbilidad neuiral, que es 1ndependiente del
Farametrs  Ra: z2 deducte dJde La condicion de fronlera sobre

cie libre, suponiendo gque =0 v

eo= O En la supertficie libre se deken equilibrar la tensidn

o

residén generadc por la fuerc

“ra gQue @xiste un inrervaic de
clcnes scn rnestakless.
la investigacisdn de Yih scn.

tc de ahcorcamiante de la tensidn

P una pared vertical.
influencia de la curvatur

Zn 1975 tin v Liw prasentan les resultados de una
investigacidn tedrica schre el escurrimiento de un liguide en
tubos ¥y alambres. Las fuerzas que s¢ toman enh consideracidn son la
gra~edad, la friccidn viscosa v la tensidén sUperficiral. Supon:iendo
que las pcertur baciones se pueden SNPpresar en la ferma
Slrlexptiliz—ctl, deducen una ecuacidédn diferencial Jgue describe el
comportamiantc de la superficie libre. Cespreciande los té&rmincs
no lineales. realizan un analisis cde la estabilidad en decz casos

diferentes: a2 flujo de la pelicula per la pared interior de un



tubo ¥ b)Y flujo de la pelicula por la superfi;:ie de un.alambre. La
condicidn de estabilidad se expresa en terminos de dos parametros:
el numerc de Reynolds y el numero de Weber: este uUltimo es el
cocrente de la tension superficial ¥y una presicén caractaristica.
En @l capitulo 2 se dara una definicién precisa.

Uno de los factores fundamentales de la inestabilidad del
flujo es el ahorcamiento capilar. Dichs factor es independiente
del numeroc de onda, y compite con la fuerza capilar asociada a la
sur-satur superficial en la direccidn z=. Demuestra ademas, gque

para Re=0, las perturbaciones con numerae de onda menor a son

o 1
IEESY
rnestables Cel signo mias es para el flujs por un alambre y el
Z2igno mencs para el flujo por un tubcr, Agqul 3 es 2l coccirente
entre 2l radic del cilindro v el espescr de la pelicula de fluido.
Poco tiempo despuégs Krantz v Goren (19782 cbtirenen una

scluc:dn al mismo problema, solo gue con una adimensionalizacidn

{L

tferente: supcnen gque las fuerzas caplilares son del mismo orden

[0

2 magnitud gue la fuerza +viscecsa. Este lo hacen para corregar

algunos de los resultados de Lin v Liu cuandc Re=0.

Ern 2! trakajos de Krants v Goren ze :ntreduce una funcisn de

corrients v se deduce una @cuacién diferencial de cuarto orden.
la 2euacidn de  Orr-Sommerfeld. pere  hay un  parametro
adizional)., La solucidn analitica que ellos deducen se osbtiene

mediante un desarraollo en serie de potencias del numerc de onda k.
A orden cero encuentran que la velocidad de fase de la onda s el
doble de la velcoccidad del flujo en la superficie libro. A primer
crden obtienen una condicién de estab:lidad, es decir, la parte
imaginaria de ¢ es en general distinta de cero.

Mas recientemente Shlang y Sivashinsky (19820 deducen una
2cuacion no lineal que descsrikes el comportamiento de la superficie
libre cuando la tensidn superfizcial es Jgrande. Suponen que las
perturbaciones son tridimensionales y las descompcnen en términos

de la forma: 5exp[im3*tk(:~ct3]. La idea de suponer una tensidn

10
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superficial grande surga del anblie’.is de Lm problema sln\llar.

de una pelicula de liquide que escurre por una pared vertical:

ol

las:' ’

inestabilidades scurren a nUameros de cnda del crden del inverso de

la rafiz

cuadrada del coefi cz.ent.e de Lensi én’ superficial (ko ~ 1./
Yo, '

Desprecianda los teérminos no
lineales de la ecuacion de — q
momento, -wlleos resuel ven una \\\ \\//
ecuacion lineal. Demuestran gue
a5 posible la formacidn =1-] \« \-/
anillas inclinados, moviendose \\\ ]
hacia abajo, tal como se i1lustra \\\ \\//
en la figura 2, Encusntran \.\.N
ademds, que lx curvatura tiene - E:::
una influencia significativa
scbre las perturbaciones
azimutales Cm = 03I, N zolo

o FIGURA 2.~ Fopmacidn  de  anillos
afectan débhilmente a las ondas Crclinades sobre Ur paticuta
que =& mueven hacia abajo (m = 0). que escurrs por un cilindro.

Algunos criterios sobre la estabilidad del fluje de ana’
pelicula sobre un cilindro en rotacidn fueron reportados por
Boudourides y Davis (19B8). Esto se puede considerar como una
continuacidén del trabajo de Yih de 1961 ya que seo desprecian los

efectos de la gravedad., 3Se
viscosa, come el caso de un
mencionan Lres tipos

Rayleigh-Taylor.

Con respecto a la primera €s nescesario

de inestabililidades:

analizan tanto @l caso de un fluideo

fluido no viscoso.

centritfuga,

considsrar que

En este trabajo se

capilar y de

para

que @l flujo sea estable la magnitud del momento angular se debe

incrementar con al

Coriterio de Rayleigh,
sin

una superficie

aumenta de

la distancia al eje de

Yy ademiés se debe satistacer

11

rotacion
que s& demostrd ariginalmente para f(lujos

libred;

una



Condicion adicisnal- en ‘ra interfase Liquido-ai re:

aowz Yisckz -

E!l .zigno mas e§ para elkflujé'ééﬁ el;intericr e ef signc
menos es para el rflujo per ‘el exterisr dél cflindro” V. es la
vaelocidad de cuerpe rigido del fluidc'en la,éUpehficie libfe Cno
hay velocidad hacia abajoc; el liquido rota junto con el cilindreol;
S, es &l cociente entre la tensidn Vsuperficial y la fuyerza
centrifuga. y Kk es el nlmera de onda. De la ecuacic¢n 1.7 se
concluie que para <l Tlujo per el interior. l;s inestabilidades
capilares se pueden eliminar aumentando la velccidad angular de
rotacidn, Ein embargo, por el exterior tanto el ahorcamiento
ar. como la fuerza centrifuga son fuente de inestabilidades.
Boudcurides y Davis indican que las inestabilidades capilares
se  producen en las 1nterfases circulares por cambios de presidn

g@bldos a la tensidn superficial. En una perturbacidén con simetria
axial, lag perturkbaciones son inestables si poseen una langitud de

enda mayor a la circunferencia de 1a superfici:e libre no

rerturbada. Eszste resultado wva lo habfan repcrtado previamente
cLros autores (Lin y Liu, 1S7T5; Krantz » Coren, 15782,

Las inestabilidades de Rayleigh-Tayler ocurren en una
inter{ase entre dos f{luidos de diferente densidad, cuando el
fluide de mayor densidad se encuentra encima del mas ligero. En el
centaxte del flujo en rotacién 21 papel de la gravedad lo juega la
fusrza centrifuga. Entonces, el flujo sera inestable 3i el fluide
m&s ligero rodea al de mayor densidad., Es evidente ques este tLipo
de inestabilidad sdlc aparece si1 hay estratificacidn del fluido
que a@scurre por el cilindro.

Recientemente, se repartaren CHu Vs Toseph. 19882 los
resultados do un analis:is numérico de la estabilidad del flujo de

Hagen-Pzissuille estratificade que se mueve per el intericr de un

i1z



tubo en roLagién. El fluja &;Ld'fOFMddb par Tdos C¢pa> Tconcentricas:
de dlferenta densxdad Hu y Joseph anal; an la’ estab;ildgd frente

a perLurbacxones erd;mensxcneles de la. forma.

- "‘alcy'rzexp [ma%u:c:-,ér.#y

Se¢ hize una estudlo de Lras casosh a) ambos 11 do; tienen la

misma densidad, B2 el fluido del centrc as : el de me or densxdad y
c o) fluido del centro es ol de mayor densxdad ) :

En el casoc al concluyen que a numeros de Eeynolds pequeﬁc-‘
laz perturbacicnes de sgimetria axial Cm = 03 son las . mas
inestables {deb:dc primordialmente a efectces de tension
superficiall. Sin embarge, la rotacidn puede estabilizar 2l flujo.
Un auments en el rnumerc de Reynolds hace que el medo mas inestable

(o el mencs establel »a ne séa m=0, sinoc m=1., £l anilisis

U

ruméricos tambren da resultados para @] casc b). =2 el fluideo dal
centro es el mis ligero. entonces la rotacidn juega un papel
estabilizador; lo anterior estd en concordancia con el critsric de
Rayleign-Taylor enuncirado en el articulo de Boudourides v Davis.
Finalmente para el cass ¢l se encusntra gue el flujo e3 stempre
inestable. Un resultads que tanbién era esperado de acuerdo a las
preciccionaes de Boudour:des v Dawvis.

Una :.nvestligacion exhaustiva sobre el escurrimiento de una
capa de liquido por &l extericr de un cilindro -con especial
enfasis en la 1nfluencia de la curvatura -~ fue presoentada por
Solorioc y Sen C1987)>. En dicho trabajo se investiga teoricamentz
la estabilidad sin las restricciones de los métodos anialiticos:
Scloric v Sen hacen un andlisis numérico de la ecuacidn de
Crr -Semmerfeld, obteniendo resultados que concuerdan con algunas
sclucicnes analiticas reportadas con anterioridad dLin v Liwu,
1978; Krantz y Goren, 1978). También se comparan los resultados

con los cascs iimites de un chorro circular y una placa plana,

13



Shleniendose una concordancia satisfactoria.
La investigacidn de Soleorio y Sen incluye Lambiéﬁ una’ parte

~uperimental. Ellos ut:ilizan tubos de diametros -que wan.de 'l mm.
igquidos que escurren por  los. tubas son

agua, asi zomo mez=claz de aceite SAEL0 zen diesel. Las cantidades

Ay
[
i)
[
-
-
o]
4]
28
g
-
o
1
3
i
e}
[
3
P

~perimentalmenle son la velocidad de fase de
tas ondas gue aparecen en la pelicula de fluideo y el numerc de
a. La comparacién snire el trabaic ledrico v @) experimental se
gn una nhipéiesis: se sUupone gue las ondas [ue se

= Iue corrasponden  al maxi me
tésnicamente impes.kble medir
bacsidn tnfinitesimal. por lo

1o de tecria lirmea! no se

valor de c, sin
indirecta. Una de ellas se acaka de mencionar; oira pedria ser

Zomparancs los valores tedrico vy experimental del Aumers  de

Zn =l presente trabaje se analiza la astab:lidad de una

th

sue desziende pcr la superficie Jintericr o©

lindrec en roctac:dn. La riginal:dad de eosta

ica en gque no se desprecian ni la curvatura, ni

W
i
0

d, como se haclia en algunc los wrabajos

previamente reseflades. Todeos los resultades que se presentan aqul

sen analiticos: se han cbtenido cons:derando la accidén conjunta da
la rotacidn, la tens:&n superficizl., la gravedad » la viscosidad.
Las perturbaciones al flujo scn tridimensicnales, Lal comc las

expreszarcen Hu v Jeseph en su Lriflczculs de [ 938G,

Las aplicaciones de esta investigacién se pueden sncocntrar on
aratos de condenzacidn., en dispesitives de transferesncia de
1

or v masa, en el racubrimients o

o

superficies con pintura y en

La producseidn de papel . por mencion

I
4

algunas.



- 2.-FLUJO-SOBRE-UN CILINDRO" EN"ROTACION™ 77~

(21 YIFLUIO. PRINCIPAL

En ésta seccidn se usaran las ecuacionés de N;‘, i
de continuidad para calcular el peérfil de \'e‘.:cidadés da  una
pelicula de fluido gue desciende por un cilindro que'rot.a can Lnha
velocidad angular constante y antiparalela a la gravedad. E1
problema se abordard usando un sistema de refersncia no inercial
gue rota con &l cil:ndro. Por este motivo las ecuacionss de

movimiento incluven las siguientes fuerczas:

a2 la fuerza de gravedad ;:-g';.

L la fuerza centrifuga —p:zxcaxf":-.

cr la fuer=za de Coriolis —EpczsxV'),

d) la fuerca de friccidn viscosa UWV.

donde V es la wvelocidad, © es la wveloc:dad angular, p o5 la

densidad del fluido, § la aceleracion de 1la gravedad, 7
'T“;, 'f‘»‘ a1 vactcor de posicidn L la

!

| . viscosidad dinamica. En la figura

® CD 2 se da una descripeidn grafica
!
|
|
l
|

del problema gue se esta tratando.
h Se estudiard el escurrimiento

—— - e v —

e~
_;” h R de wuna capa de liguido de espescr
. ) l " B constante que desciende por el
. = I " intericr o el exlerior de un

cilindro en rotac:én. Peor tfanto.

e N - el flujo estara confinado entre

dos radies diferentes: R y R+h,

£

FIGURA 3. - rolicula der flutde para el fluje del! liguido por el
descendiende por un cilindrs @n
retacion. Se wndican las ®xterior Y Ry R-h. para el
direccrores de la vatlccidad
angular, la gravedad; v &%
musstra el siEtema de

szordenadas.

1S



TescurrTimiento por lEs'haréde§i:ﬁtérnatidél‘EIIinbbTTRst<el”radY°'?
del cilindro y h7es el espéscri&é“la ¢a§$h5Tcméhdc;egfcﬁen£a'la
geometria del flujb.‘:lo:'mSE ladeéuédo;iéS'“utilizéh ‘ ioordenadas
cilindricas. s i - : ' e

Se ha selaccicnaao uﬁ‘éisiema de éoofqangdé$v;u}o éja iles
caralelc a la fuerza de la gravedad. Ademas, los vectares
unitar:eos o 3 r @stan orientadoes como s& indica eﬁ la figuﬁa‘g, de
manera qua se tiene un gsistema de coordenad;s‘defecho._De acuerdas
a dicha eleccién, los vecteres o v g se ekﬁresah,de la siguiente’

manera:

siendo w ¥ g las magnitudes de la velocidad angular y de la
aceleoracidn de la gravedad, respectivamente.
Los campos de velocidad y de presion (Pldel flujo principal

satisfacen la ecuacidn de Navier-Stokes (Sommerfeld, 1850):

av_ 1

PSPz V¥ ~oVRC VxW) +20C Bx¥ +o0xC OxtD = ~VP+p3+uT2V, C2.1)

donde P es la presidn. - .
Ademas, para un fluido incompresible’la divergencia del campe

de velocidad es cerao:

Por otra parte, se supondra que el flujo ocurre en un
cilindro cuya longitud es muche mayor que su radio, y por tal

razén, se puaden despreciar los efectos de borde. De lo anterior
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se desprende que tanto vrwomo P nc dapanden da la coordenada.gv

Adicionalmente, - se consxdera que el flujo Llena ‘una componente

radial de velocidad nula, ‘es decxr.fuv—co v, WD -Final monte,
supondremos que el flujs principal no depende de la coordanada g
ya que todos los puntos sobre un u;lxndrc cen r—cLe Y

3 cte son
equl valentes

Usando todas las hipdtesis hechas én el parrafo precedenta

concluimos que el campo de valocidad solo:depénde de r y que:
¥ = virde + Werdz . cz. 3>

ecacionas escalares de momento, que se obtienen . al

3
sustitulr 2.2 en la ecuacidn de Navier-Stokes., son:

vz dP | P
e ar AL Ww2r —2:2'0 , ca. 4
o . - 3 14
0 =88y Y5 L Budy ¥V, cz. =
dr “dr T r dr r
= P d Is d¥. el
O = pog = ar a—x:-:‘ CE. 62

S resuelve primerc la ecuacidn 2.5, para la velocidad en la

direccion azimutal. La solucidn de la ecuscidn difsrencial es del

N Lal - .
tipo r . donde n es un exponents aun desconocido. Enrntonces., la

busqueda de la sclucidn de la escuaciédn diferencial se reduce a

determinar las rafces de una ecuacidn algebraica de orden 2, gque

se cbtiene al sustituir V = r' en la ecuacién 2.5:

(n-132 « 2Cn-1> = O, {2,770

Las soluciones de la ecuacidn algebraica scn -1 vy 1., Luege, la

solucidn general de V es:

17



LY
vo= 2 4 oae cz. 82
in

La ‘componente “de  veloc satisface 2. condiciones™ de
frontera. La .primera éhui}kﬂen la. superficie "del
cilindro:’ § L ‘ kD

R=3->

La otra ‘es e., en la
: i .

superficie'kibf@p

< bren:

=G, o 2.1

en donde se ha introducido un. parametro . q -para diferenciar los
zascs cdel flujo por el exterisr CgQ®l7 . v.el..flujo . por el interior
indr g==-12. La solucidn a este:,sistema de ecuacionas

. Per lo tanto:

La anulacisdn de 1a componente azimutal <de la veiocidad

elimina la inmflusncia de la fuerza de CJoriclis en &1 flujo

principal. El término de Ceorieliz zéls aparecs on la ecuacidn 2.4,

cuya sclucidén determina el campe de presidn. Luego, el gradiente

de presién es inducidc unicamente por &) términoc gque sobrevive on

a ecuacidn 2.4, es dec . por la aceleraczidn cenirifuga. También

se puede decir que el campo de velosidades es similar al cobtenido

0

en un fluje sin rotacidn puesLc que ol a fuerzas de Corislis. 2

)
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la fuerzxa’ Lentrifuga Ln:lu“en acbre VY w

“La ecuacxén 2 6 ce,‘resuelve ,por ,medxo, ds ,una; in§egrac;énﬁ

dzrecta
UL s ci :‘”f
-+ ClnCrd+iD 'cax;a)'

Después de usar la condxcxén de adherenc;a en la‘shperfxcxav

del cilindro 'y la cond;cién de  esfuerzo- Langencxa‘ r:,Lgual a’

cero, el resultade final es el siguiente:

WCrd = [EZ-rzncza-qh: Zln(r/R)] : cz.13

ﬂ@

siendo v la viscosidad cinemitica.
La solucidén de la ecuscién 2.4 se obtiene también por medio de

una integracidn directa. Entonces. la presidn es igual a:

P = Lowir? + E. c2.14d
La ccecnstante E se puede calcular si consideramos que la
curvatura de la superficie libre genera un saltc en &l valor de la

presioéon. La superficie libre tiens la forma de un - cilindro;, por 1o

tanto, su curvatura es €l inversc del radic. Le lo anterisr se

concluye que:

o
AP = [P
AF ch*th. C2.192
en donde o es el coeficiente de tensidn superficial v
AP es el =zalto en la presidén. Entonces P es igual a:
P o= Howzrz - 2 ca2.18
2 ‘ CR+ghd” )

El flujo de una pelicula de liquido por el exterior, con las

18



caraubarisLlcas_ deducidas - en lcs,'péﬁfgfés ,anLeriores, sblo
asigtira Sl no hay camdios ‘de r‘lgno en el ;ampo de presién, oS’
décir,ﬂsi ia tens:idn superficial domina <‘c:vbre 1a presion producxda
pqr' lav afuer:A zentrifuga. En caso Lontrar'o ’fal' liquxda
s& sspararia de la superficie del c'llndro. :

Entonces. la condicisdn de lesyancxn: daL,'flﬁjo vpcf =)

sxterior os la siguiente:
E{&#CthiirC e “c2.T
2 CR+R2
Por el! contrarieo, si la pelicula escurrs pcr la pared

interior del cilindro., la compenente de pres:idn inducida por la
fuarza centrifuga debe dominar sobre la tensidén superficial.  Por

lo tanto. la condicion gque se debe satisfacer es la siguiente:

-
C}

2,182

y
)
)
f’\
’I
T
w
N
\

2.2, ~ADIMENSTOMALT ZACI 2 DE VARI ABLES

La intreoducscecidn de wvariables adimensicnales nos permitira
extender nuestros resultades a una gran variedad de cendicionss,
utilizando gara ello criteriocs de sem&janca. La

adimensionalizacidn se hara tomande las siguientes magnitludes

ad) Comz lengiiud representaliva se tomari &l sspesor de la capa de
fluide h. @Rcept cuanda s adimansironalice a la fuerza
centriruga, n cuyo case 3@ tomarad comc longlitud representativa al
radiac del cilindre R.

D) Como wvelocidad representativa consideraremos a la velocidad del
flujo en la superficie libre W(Rvghl = Wq. Cw acuerdoe a 1la

ecuxsidin 2.13 W, ws igual a:



Wo = %; [RZ-C R+ghIZ+2CR+gh)21n CR+ghd /'R)J :

<2 El tiemps se adimensicnalizara cen h-Wq:
d> La presicn con oWg2.

Como resultade de la introduccidn de variables adimsnsionales

aparecen las siguientes parametros

adrmensionales:

-__Woh :
Ra= . Representa 2) cociente entre las

feerzas 2 inercia w las fuerzas -.isScosas,

~ «2Rh - . . }
—~ . Representa el cociente entre la

Represent @l coziente sntre las

producirdas por la capilar:idad Y una

n cuede interpretar como ol cociente

enitre deos elocidadaes re;zzresant.at.ivas: la wvelocidad dal fluja

principal en ia superficie libre y la velocidad de una conda en
a s

82 Radizs adimensicrnal del cilind

i

radic del cilindrz v &L espescr de la c

De acuerdc al Lecrema T de RBuck:ingham (Whito, 19B32 sclo dsbe
haber 4 parameirc ad:mensiconales independiontes., va gue &n ssSte
prcecblema hay 7 magnmitudes adimensigonales: ¢. ©. v, w, R, h 3 ¢. En
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efects, el numero de Tayler se puede escribir en términos-de Re, ¥
o . .
vl L
T = 2 Re |%|Z. c2.19>
3
Tanbién es posible expresar al numerc de Froude en teérminos
de otros pardmetros adimensiocnales. El cociente de leos numeros de
Reyrolds y de Froude es una cantidad exclusivamente geométirica,
que se expresa en Lérmenos del radio adimensicnal (7 ¥y del

paramets-o g

b

e 4Cl-y22 ~

_— = et = (3, 2.

F¥ ® y2=@Incso-1 = ° €z 2o
donde » es el cociente entre ol radio del cilindro y el radio

de la superficie libre de la pelicula de fluido:

£
= L cz.212
¥ T R
De acqui en adel ante, tadas las cantidades son

adimensionales, a menos que ze indique lo zontrario. Para evitar
incluir mas literales se ha decidido nombrar de la misma manera a
las cantidades cen dimensiones gque a las cantidades
adimensicnales. Esto no provocara ninguna confusidn ya que las
prameras no se volverin a usar.

El perfil de velocidades adimensional se obtiene al dividir

la ecuacidn 2.13 entre Wy, El resultade es:
WCe2> = QE@Z—rZ*ECﬁ*q)ZlnCr/ﬂ)]. cz.zad
L4

en donde y ' = (/?2—( +Qd2+2C 3+ 2 nC L 2+gd /f?)] .

ta figura <4 muestra graficas de WIrd para dos valores

=



distintos del radio Sdiﬁ@ﬂgfgﬁifﬁﬁ1iuuando el tlujc u;curreﬂpcr la

pared exterior del cilfhdfdh e - nota una déb11 depehdencxa de‘w

Ton respecto a (3. .

Per otra parte. la fxgu—a 5 muestra dos gréfxcas de WCrD dos:m
valores distintos de f3. cuands la pelicula de flu;do desc1ends -por
el intericor del zilindro. Tambxén on este caso ‘hay. una dependencxa
&bil de W(rd respecio al radic.adimensional del cilindro.

La ferma adimensional de la ‘ecuacidén 2.4'no§ serd- Giil para
peder expresar la condicidn. de frpntera, soﬁre. les esfuerzos
normales que satisfacen las perturbaciones. Luege de simplificar ¥y

recrdenar se llega a lo siguiente:

e . ce.a3

La condicidn 2.18:'s también on. términos  de.

paraimetros adimensionales;:

Esta ecuacidn sers de gran utilidad cuandeo se analizen los
resultados sobre la estabilidad de una palicula que escurre éor el
exterior del cilindro,

Podemos concluir de todo lo expuesto en este capitulo que el
campe del wvelocidad del fluje principal es 1gual al que se obtiene
en un cilindro sin rotacidn (Scloric, 189873. Ademas., la fuerza de
Cerioclis no influye a este nivel sobre el flujo. La UGnica
diferencia, ¥ la mas importante, respecte al flujo sin rotacidn es
la generacidén de un gradiente de presidn por la fuerza centrifuga.

Su influencia ser& notable sobre las perturbaciones del flujo.

z3
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g EF -

o~ P .
oz 0. o€ a2 5
. : r—=
FIGURA PR Periil de velocidad derl flujo primcipal para doa
valores deai radie adimaniional del culindr o Flouio por. - elb
Ful 3 AN £ ta figura s grafica w ve. PELEVENR de manéra
QA A0 2orreaponds a ta auperficie - deb silindro v w=d
zatreaspands a la superitaLe tibra dal Nuide. Noteas e w
dopends astilnertie de 3.
i : !
o
!
s H
5E - H
i
T
i
CE -
0.4~ :
i ;
D2y
H
; ; ) :
a ) H
& G2 0.4 8.8 aa H
5
r—{ £=1)
FIGURA 5, - Perful do velocudad del flujo primcipal Fara dos
calores Set rodio Sdvmenaional dal culindre iFluje For »1
[R12% S N £ 1la figura aw grafica o [V > . v fimte, de
manera Guw x=Q corredponde @ la superficie Libre de’ fluide
v ELE) torTeeponde a la duperfiicie det cvivridro. Noteaw Jue

v degpende Jdebilmente de 3.
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3.-FUNDAMENTOS

3.1.

DE LA TEORh\[JNEAL DE LA ESTABHJDAD

—PLANTEAMIENTO*DELvP&osLEMA

i.a mecanica de flu;dos se- basa en las layes de la mecﬁnlua

newtcniana ¥

deduce la ecuacidn de Navier—StoLss,

matemitica de la segu

a lo anterior,

anterior, como el flujeo perturbade son soluclones @e“;as
ecuaciones de Navier-Stokes ¥y de continuidad. SR
Los campes de velceccidad y presidn del flUJO perturbado so,
puedan expresar c<cmo la suma de wuna ccntrxbuc;én del‘ FluJo
principal mas la perturbacidn, es decir:
=9+ 3 y P =P +p, C3{i)

-
en donde v = (v ,v ,v
r =

en ccocrdenas cilindri

ezta descomposicidn

que describe el compo
El vecter veloci

la ecuaciones adimens

Por otra parte,

a¥
Re ac -

en la conservaclon de la masa

tants sl

2s posible deducir

De las prlmeras se
mientras’ qua 13, skpre;;én
De acuerdo

nda es la ecuacidén de continuidad,

flujo laminar qQus so deUJO en al capitulc

2 &s el vector

velocidad de la perturbacion

Tas v Usando

P ila perturbacidén en la presidn.

rtamrentoc de la perturbacidn.

dad ¥V = C0,0,WD y presicén P son sochiéﬁeS?deil

1onales: e k

|- -~ ~ )

FRe rT = -ReWP + &z + vz, 3.2
7.¥=0, ¢3.3

el flujo perturbado satisface las ecuaciones

-7z x ¥ = -ReVP + G= + Va¥, c3. 4D

7
"

25

un’ sistema  de -ecuaciones
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de una perlursacian ze shtigsnen al restar. las scuacisnes. 3.2 de
2.4 v 3.3 de 3.3, 3L ademis, se oliminan los términros no lineales.

skhtenemcs las ecuaciones bkasicas de la teoria linsal de la

>
A av ., dW- ~ ~_ - H.
:‘:(5—;: + WEE AR ‘7"] + f(vsr - u-re) = -7 < 7 oV, L3652

Tav. = O, 1372

Cabe decir que los términos no lineales se han eliminado,

Sajyo la supesicrdn de que la perturbacidn as. éequeﬁa:
- . " =
{v] « [ﬂ[ vy ipl « |P{.

Luego. si separamos a la ecuacidn 3.8 en sus componentes se
Sztieng un sistema de tres ecuaciones difgrenciales de  seogundo
1

. - .
zrden pars os camposs de wvelecidad v oy presidnopeode. la
v

perrurbacidn:
dv' 3 4o v 2 av
N p— L S = vz S ca.
Relat ¢ Yaz 3 Ve Ve TOF r 95 3.8
EaS as L dp o av =
PO A S T - T - _F_ = ta. ol
Re\3r “3z P ‘e T F 38 T F 3.5
rd‘- v =34 Bp)
Beioat = Wo® e v o s o = T2 o, 23,100
TGt - v 5% ) z 5. 107

en donde el faplaciance de una funcion & on ccordenadaz cirlindricas
L8 ae 1 32& azé
24 = = = R s i i reit =, 1Q7T]RY.
2s & bl p= 'dr] - 5% 557 CReit a7
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Adicicnalmente, . 1 atisface: la condicisn . de

incompresibilidad;; L traves’ dé la “siguiente

ecuacidn:

S, = O, C3.l1)
que es la manera an.q

vue-seescribe 3.7 en cosordenadas cilindricas.

2.2, ~ECUACION DE VORTICIDAD

Las scuacli ones 2.8-3.11 son un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales con 4 incognitas: las compeonentes del
vector ¥ ¥ p. Con ellas ya se puede investigar la estabilidad del
flujo frente a perturbaciones infinitesimales, Sin embargs. hav
atra alternativa: deducir un sistema de ecuaciona2s con un mencr
numero de funcicrnes. Esto se puede lograr si se aplica el operador
rotacional scbre la ecuacidn 3.5 Recuérdese que el rotaciocnal de
cualquier gradiente es igual & cero. La disminucién en el numero
de funciones conlleva a un incremento an el grado de la ecuacidn
resultante {gque es de tercer grado, a diferencia de la ecuacidr de
Havier -Stokes, que es da segundo graded.

En cocordenadas <cilindricas el rotaciocnal de una f{uncidén

vectorial ¥ = CF , Fo, F 3 es:
T =
a L [oF 9F 3. oF aF . 1o I9F .
rot =i ~Taz | T isz " & |° *r 5Fcho) - 33 = C3.18>

La ecuacidn que resulta de aplicar el rotacional sobre la
ecuacidn de Navier-Stokes se conoce usualmente comc ecuacidn de
vorticidad €la wvorticidad se denota con @l =imbolo O y se define

a3
como rot vi:
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El rotacional

una funcidn de laz

03013

cosrdenadas espaciales vy,

comnmutla ton la derivada respecie al wiempoe. Par ctra
el rotacional sobre el segundo término de la
-+
~ . . av
scbre la funcidn vectaorial WE:J Scuparemos- la
. o - -
Zent:idad wvectorial 7R{7gl = (Vg ~ Vixg. Entcnces:
-
v av 3 v
7o IWED D o= W T ox g TWse -t ’EEV:‘
A A i dw-
~Ademas, el rolacignal de v -~z @5
r dr
dw~ L dW o 3] dW
N
T K vV =—z T = =— == T =)V =— }e.
=" ar r dr @8 ar | 'r dr
Falta todavia aplicar el operader rctacional scbre la fuerza
de Toricliz. Al hacwrio directamente se obtiene:
a av i (4 a~
-~ - - on ol
T o v or = va) = = L + e + el D ¥ e 1T
TSt : oz 8z r |or r ag
Esto se puede simplificar todavia zon el uso de la ecuacidn
g
=
de cerntinuidad. El término entre parehteszis es igual a - 5=
Entonces, el rotagiocnal de la fuerza de Coriolis es 1gual a la
. . -+
deriwvada de la wvelocidad v zon respecto a z:
~ - av’
7 X v - vel = o—
- r a=
Con base en todes lo anterior la ecuacidn de corticidad

adgurere la siguiente forma:
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ot — —
It T wa VW bl B“f’»

- {aﬁ D A
Ro

s C1ev
dvzn - 2. ="
S RA LR ; g

Esta  es ‘una

direccicones r, 8y

(aa, e 1 aw av' L dNe
Felgt " Y&z "7 I @8 T Er2Es T r2Ve €3.1%
C3.163
{ac3, an. dW av d dw av Loav, 1
felac " Y&z " aF = Car | & gz TN *°‘z5§ EEIP
fac a0 d¥W av v
e A WD - T~ = 17
EELGL gz rod= = vzn:' €3.175

deducir rambién con este sistema de ecuacicnes, mas las

2.3, -GENERALIZACION DE LA ECUACTION DE QRR-SOMMEPFELD

i.a wventaja de la ecuaci1dn vectorial 3.14 respecto a la

cuacisn 3.8 es la disminucicén del numero de funciones., pues se

ha eliminado p. Z1n embarge tcdavia es pozible deducir otra
ecuacisdn vecterial con un numero mencr de funciones. Para ello. se
- . -»
introduce una funcidn F. relaciocnada con el campo de velocidad v,
d2 la siguiente manera:
>
v 7 s B ¢z.182

28
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Se. sabe . qus - Ya ‘divergencia. dél ‘rotacicnal de  Una {URETSR™ =

arbitraria. es cero: 7:7 % B = 0. Entences, independientemente de -

B. la ecuacidn da f&ontinuid;dﬁ,éé

funcian P se slige con lx géﬁﬁénéﬁi

ts,xa;

Una 1ventaj37 édl¢3Qﬁ$i ntroduccisn . de F  es 1la

disminucidn’ en &l numero @ iresalver;. . pues la
condicidn: de’ coniint

LﬁﬁLiéftsmGnLé_,en la fecuacisdn
z.18. : . .

Siguiendoﬁ ;a ;lihéa; dé simplificar el estudis - ds | ia
estabilidad, ;pod#via sa . haran algunas - consideraciocnes. Por

principic de cuentas; la ecuscion R.14 os linoal con césficientes

que dependen unicamente de la coordemada r. Este detalle da Lla’

posibilidad de expresar a las funciones 3 ¥y F do ls siguiente

manera:

¥ = ) expi[m@+kCz-ctd], R - o3
o= @lr) expr{md+kdz-ct2], L3080

donde m debe ser un nUmero entero para que se cumpla la condicidn
de pericdicidad en la coordenada azimutal., k es el numera de onda
de la perturbacidn ¥ ¢ es un ndmerce complejo, cuya parte real es
1a velocidad de propagacidn de la perturbacidén v la parte
imaginaria da la razén de crecimiento © decaimiento de la
perturbacion. £l parismetro ¢ es un valor propio gue se 2btiene al
recxlver las ecuaciones ¢ iImponer condiciaones de frontera. Esta
forma de expresar a v v ¥ se le concce comd descomposicidn en
medos normales. En adelante @ y y recibiran el nombra de funciones

potenciales debide a gque el campo de velocidades v se deduce
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tomande el rotaciomal ‘de F Csejhadémdnwﬁaralelismo con-la teorfa
slectromagnética; el campo magnético B 'se esxpresa en términos de

una potencial vectoriald:

3 ay~ . ar- 1 (@ acy-
= v = - 4 1 -1 e -
v x B 3= + 5;6 + = [EFCry) 55|=- C3. 22>

Un detalle que no debe pasarse por altoc es que criginalmente
se tenfia un conjunto de scuaciones diferenciales parciales; con la
intreduccidn de modos normales nes hemes quedado son un sistoma de
e@cuacicnes diferenciales ordinarias, pers a cambio han aparecido
dos nueves parametros: el numeroc de onda k ¥y <.

De acuerdo a las ecuaciones 3.20-3.22, la descomposicidén en

>
nodos normales de la velocidad v es:

v, = —tk@Crl expi[md+klz-ctid], 3,230

v, T tkyCr) expi{mé+kCz-ctd], <3.2840
1d , .

. T F aF[rc(r)] - me(r)J expt [m&+kCz—-ctd]. €3.25

El campo deo presi¢n de la perturbacidén se descompone tambien

en modos nermales:
p = glrdexpi[mé@+k{z-ctd]. 3. 282

l.as ecuaciones de balance de momento 3.8-3.10 que geobiernan
la evelucidn de la perturbacidn, expresadas en términcs de @ , v ¥

g, dquedan como sigue:

1

X ) 2 1. "
-Rek2Cc-Wl@ + Reg’Crd + tkTy = —Lk[Dz-rmz—F_—z-kz]-ﬁ-r-_-zLkaw. c3.27

1. b = e m2 1 R S
Eekztc—W)w+RaFng+L‘L¢ = LL[DZ—F}-kZ F?Jw FzLamké. C3.28)
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‘fikké

aw, T
arrtke = .

acrones 3.28B v 3.29739 ;Jtilizaré.n ‘mas adelante, en la
v

ada 3 las condiciocnes de frontera.

uiente pazc ez la introduccidén de los mcdos normales en

la ecuacidn de wvorticidad. Para ello se reguiere conocer comd sSS

2Rpresa 2! veclor de vorticidad & en funcidn de @ y w. De acuerdo

s la definicion. la vorticidad es e! doble rotacional de F:
2 =7x7x P £3. 30
El miembro derecho de la ecuacidn 3.30 se puede escribir de

cura manera utilizandso una Identidad vectorial (Reitz, 19782, a

NV R P =77 F - 7P €3.312

.72?_ e T ma - i 3w - .2m . S ek =L “_'_ C"z" 232y
= T IS Fz =2 y L;-—z—¢ expt{md+k{z-cti]r . 2.32
2 1 . Em : -~
[CDZ - kZz - 2 T F-Z)¢ - Lr-_—iw]expu.[mad-kCz—cL)]e._



Slac dzverganc;a' de’ Ldl funicién

T el at.:. vamenta

sl mp).:e.

€334

La wvorticidad 'se obtiene réstandd’ 13 ‘scuac:.cn ‘35‘32 " dal

gradienLe ‘de la ecuacidn 3,33, dando por resultado.

» 3
2 3 IR S
& =[‘l_[é [‘_*..»: w>+w¢]] [::z—kz-%-;—z:\w—a%]]expu[me+kcz—ct.3j3”

[

ik [‘Xf (g—;(:-x.u) + Lm@]]expt[mé+ktz-ct3}£.

"
a

,..
"3
L&

el

r-,y:ﬁmo]] [LDZ LZ- —-— )¢+ —V]]axp:[ms*k(:—ct)];

Todavia son posibles varias simplificaciones, ya gque algunos
términos se cancelan. Despuds de Ltodo, los componentes del vector

% sen:

m2 .moo R -
a = [[kz + :z]w iz, alr ¢)]exp1.[m8+kgz—ct3], (3.382
o, = [im3-(¥) - o2 - 2 - Llslewpeimoskcz—ctd].  ¢3.37
- dr r2 g * .
k4 . X
Qz =tz [a?(rwb + :.mé]expz.{m@-*k(:—ct.)]. <3. 382

El 1laplaciano aparece en el términc de viscosidad de Lla
ecuacidan de vorticidad y en la ecuacidén de momento. Considerando
que tcdas las magnitudes gue caracterizan a la perturbacidn tienen
un facltor de la forma oxpilkz+m8-ctd, oste operador ss pueds
escribir como:

2
vz =[Dz - k2 - ‘_Ez] C3. 39

33



Sustituyends = las ecuac-cnes -3:283-3.25° 'y 3.36-3. ‘38 en

lazs ecuaciones 3. 13—3 J.S obtenemos un sxshema que Lambxén descr;be

la evoluct ém de’ perturbavlone‘- Lnf:.nxi.es:.males.

4 . md .. ."i:{‘dw : L R
LkEe(C‘nh—c;) [["“’]’*‘".—‘GF"‘"“”]""FE?"] + k2rg = ‘ C3 403 .
¥4 e r
[ce—kz—r’ﬂfj—z] [[LZ~—~ ]wﬂ’“ 2 c rQD} - LK_—mLtmgr[?]‘[Dz'kz'—'z]¢]v

o 2 0 . . i dwid - S_‘ ehd }~
(kReC W~ [LHE;-(F] [DZ Nz -‘:2]¢] + LkRe[ F a-;-[a—(\'¢3 me] P [lﬁ*;‘]

Las ecuvaciongs 3. 30-2.48 describen la estaocilidad lineal de

ur fluje sobre wun  silandrs en rotacidn ante  perlurbaciones

sdimensionales. En realidad sdlo des de las ecuacicones san

s

independieontes; una de ellaes se puasde exprosar en Lérminos de las
zLras dos recurriendce a la ecuacidn de continuidad., Por lo tantc,
AT ectuacienas 3.41 3y 3,48 son una generalizacidon de la ecuacién
de OCOrr-Scmmerferld won ccordenadas cilindricas. En adelante so
investigarhd la estabilidad del flujo de una pelicula de fluido
valiandose de estaz dos Udltimas ecuaciones. La solucidn a dichas
acraclones y la aplicacién de las condicionas de frontera
permitira cbhtener 21 valor propic <, cuyas  parte imaginaris
derermina :a estabilidad.

En lc gue resta de este capltuls se hard una deduscidén de las
cendiciones de trontera que deben satisfacar las fun=ziones

retenciales ¢y w
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3.4. ~CONDICION CINEMATICA

Sea n la perturbacidén en la posicrdn da un welemento de
Jiuvide en la superiicie libre. La derivada respecto al tiempo de n
as igual a 1a companents radial de la vaelocidad de la

oy '

perturbac:5n. es decir, vV = --3.
r dt

lacionar a mn con la funciocnes potenciales ¢ v yw evaluadas en la

Esta ultima scuacidn permite

-1
&

suparficie libre. Supondremos que n también se pusds expresar como
u

nroidn de tipe cendulaterio: n = Jlexpixiz-cld. Entonces:

]

. 9n cew 39T L 87
= 5 C‘nu.z)b-; \ré?' 3. 43D

I

Q-lD.
g 1
o1

de donde se chtiene una relacidn entre & y 2+gd>, a saher:
—tk@LAvrgd = (-tke + kW2,
ern la cual se han dejadc sdélamente los té&rminos lineales. Si

despejamcs ¢ oblenemos a relacidn conoccida usualmente como

condicidn cinemalica:

3.5 ~CONDICIONES DE FRONTERA

La ecuacidn 3.41 es de cuarto orden, mientras que la ecuacidn
3.42 es de tercer orden. Entonces, para gue la solucidtn del
sistema de ecuaziones dJdiferenciales esté plenamente determinada

son necesarias las 7 condicicones de frontera siguientes:

¥ Condicidn da adherencia: velocidad cero en la intsrfase

liquido~sdlids
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¥ Esfuer-os Langencxales iguales a cero’

Esta se traduce en 0'27-0 =00

w=% Balance entre’ esfusrzos normales

superficie libre. Lo anteriorise

de los lﬁVEFSOa

1nLer1ase sélido liqu*do

§3.46)
‘C3.47)7
£ c3.a8
o witina conaieren us |
: ﬁ ‘= (o] ’ - en r = f3, C3.49
¥a que tanto @ como w se anulan en r = (3.

Para dar una expresidn analfitica a las condiciocnes de

frontera en la superficie libre, primerc se deberi saber cdmo se

expresan los esfuerzos Langencialasra}~. Cn Y g ., °n funcidén del
campo de velozidad (Shlang » Sivashinsky, 1982)0:
av av
r z
g, = ulzz * 3 | €3. 503
1 8V a M
o = —_ ._r —_ =,
dr.s H r ae M rar‘ I‘/o ' €3.510
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Que el esfuerzo nangenc;al

likre {r=3+g+n’ se expresa de’ la s:.gu‘ ente manera.

$ea. cero fen: la'.“; supertficie

a v azw.
. =

%" 32 T & e = ° enr.=f Q0353

ern donde se ha hecho un desarroclleo en serie alradeder de r=i+q

W B - . . P
cara evalua o— @ 1a superficie libre. Si escribimos todo en
(Y4

funcisdn de £ v w e llega a la ecuacidén:

3 F @
DZ—— RZle - tmoe—[w| -G =0 en r = + q. C3.540
[ rz~ e c - L B a
La anulacién del esfuerzo tangencial o en la superficie
re
lipre se expresa de la ziguiente manera:
m JRP—
P - = O en r = [ + q. {3,350

Para escribir la cuondicion de balance de esfuerzos normales y

n superf:cial es necesario recoerdar la ecuacicn para lLla

-

ens:rd
residn on 2l flujc principal:

T

apP ¥
= = = r. {3,282
s g
Luego. la condicidn sobre los esfuerzos normales sera:
- 82 g B s welfkze P2 oL =0 en r=p~ €3.573
35 S ~igz e d : TATE ?+q. .87

Esta ecuac:dn incliuye a la funcisn glrd y por este motivo no
ez utilizable en forma directa. pues las ecuacicones 2.4 y 3,42 va



no incluyen a g¢r2.Para eliminar a gCr)

GEre“raw-las.
gouacionegs 3.88 y 3.89. Al multipt ic'a[r'_f,l\‘a

-ondicién 'de’ frontera
per i 3 sumarle la ecuacidn 3,38 resulta una:e :

SKZCW—cdy - ik |wr v mur -ckz=Tiel 5y .. ¢+
b r cZ re77 T2
2 = e,
(Praiwe lkz-" Wt 1. L1 2 - g
r re r i le=X%

Otra manera d eslim:

bt

ar a la funcidn g es por medico de 1a
ecvacion 3,20 Al mulitiplizar a la condicidn de frontera por tkRe

Y luege sumarle la ecuacidn 3,29 se Liene:

3. 858G
LERQC W~ o=l &2 -t my ~ oz~ k2 —"2 }"— —Lréd-imp| ~ 2k2e" +
T dr i r2r fdr ’
m& 1 &l @ - -
tkRe [We ["z‘r‘-z‘r—z] - ;—] pegur et = G an rr=35vg.

Desde un puntc de vista {fisico ambas ecuaciones represantan

o4

s misma. Tomands eon cusnta su egquivalencia, ambas nos seran

utiles mas adelante para descartar algunas de las solucicnes de

las ecuacicnes 3,41 y 3.42.



- 4.-APROXIMACION PARA NUMEROS DE ONDA PEQUENOS

4.1, ~INTRODUCCION S

Bl sislema de ecuaciones diferenciales 3.41 y 3.42 wos lineal
y tamogeéneo; sin embargo los coeficientes dependen explicitamente
de la cocordenada r. Calgunos incluven potenciss de r, eotros Lispen
términes  logaritmicos). Esta Qltima caracteristica ha hecha
Wificil la resolucidn analitica de los problemas de la estabilidad
lineal va que sclo se conccen soluciones para algunas esuaciones
diferenciales con coeficientes variables. Si a lao ntericr
agregamos que 2.41 y 342 estan acopladas, todo se dificulita aun
mis.

Un caminc que se ha seguido frecuentements es explorar las
carasteristicas de las scoluciones cuande uno de los parametros eos
pequeRo, por ejempls,. ol nimero de onda k. En este casoc nc se
debeh resol ver las ecuaciones completas. sine que algunos teérmineocs
s Jdesprecian y gquedan ecuacionss mas simplas,

Este método se bhasa on un desarrolleo en serie de paotencias de

faz furzrones ¢ vy w. asi como del parametro o

Vo= e vk rowakZ -,
b= do + Bk ¢ @gkZ o+ .. 4.1

c = &g t Ck + ocakZ o+ L,
1 2

La introduccidn de un desarrolle en serie de potencias da
lugar a un conjunto infinito de sistemas de ecuaciones., a partir
de los cuales se cebtienen los valores de g, €. €3. @tc. Los
calcules se realizan hasta Que aparsce un términd del desarrollo
ern serie de potencias de ¢ con una parte imaginaria distinta de

caro (por lo general sé6lo os necesario calcular cg y7/o <43,
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un ewstudic de la estabkbilidad del

con numers de onda  peguefio. . De

larg . Sivashinsky C1983) para un

las zuposisicnes,. quUe hacen: es
Drecisaments en_ la regidén de perturbacisnes con longitud ‘de onda

recen las inestabilidades. A nosotros nos interesa
L.

a
investigar la inflyuensiacds un Jactor mo incluide en el trabajo de
tesauteres antericres. es la rotacién.

Uno de lcos resul tades mas relevantes. gue adelantamos es gue,

de Coriclis noc influye sobre
asil:dad. EX numeros de Tawlocr aparsce hasta se2gundoc orden,

MLIENnIras gus Ya & primer aorden s deducen c<ondicicnes da
1

4.2 —DESARRQLLD EN SERIE DE POTENCIAS

Al sustituir la expansiin eon zerie de potencias (4.12 en las

escuaciones .41 vy 3. 42 =ze obtiens:

- d " .-~ 1 dUfd - . d U
- ['. RelU-c [L "1;:—!_- L-’_l"] - [u‘*;z]co} ~1Fe {—;— F[Fc r oo ‘:.:nwo] 3= [éog.?]]]k

mZli|d . o d . c4.3
v D2~Fz FlastTrved imdol - Lo x{rded ~imwg ko+ C4.30
n2fi [d - Tid .
(-_ [DZ—FZ]:_—[E- "-':/‘J'le«’:dl] - LF[Fr¢‘)~LmW‘]]kZ +
d u
(’\'U—CB“_L[J"rw,E*Lm:q]*v,‘ljr]]?ekz « ... =o.

10



independisntes, entoncss ios’ écaf‘zrcientéé"} 'qx..is:— mi;l‘;,i:pilicah a . las
sotencias as k son igualies‘ 1 s cérb.‘ Est.o Lnes 'pe'rm‘i.t,e‘ chtanesr ‘un
conjunto  de | sistemas’ ‘de : ifs $ ‘ &

funcicnes &o Y Wor @1 ¥, ¥Wis
ambién ss debe hacer
i3s condicicnes de f."ont.e

Fas..
3,48, 3.47, 3,48, 3. _.-., 3.‘35

ol @r la superficie del cilindro:

W
m
N
$n
“

Go + Bk +o. =0 Cienr =

Vo * oyak + ... =0 ‘en r = g, c4.53

i
D
~
&~
o
w]

o'+ P k+ L = O en r

.

=2 en la superficie libre:

- L. = 2 e r =43 + q,




. :
[‘:‘-—(r:g —imwm]] + : C4.103

SRS TN fo . : '
+ [[L,Z' :—_-‘2];[:;—_:‘;-3-;‘1:',‘,] + F»EE;U—C) [:—-—;{r¢13—hmw,]]k

mZ 1 & "‘70
(P iWe [12 - - S ro= 3+ -
{ ul«‘c[l Tz rz] },l ,)) Q an f =]

4. 3-ECLUCION & CORDEM CERG

Para calcular &l primer término deol desarrollo en serie ds

coLenclias de © - 23 Zdesir, Cg- 35 recesitan conocer las funcliones
P ¥ Yva Dishaz funciones son sslucsiones de un sistema de

4.2 4.3

C4.112

c4.1a2

mientras gque las candiciongs de {rontera son:



: o en po= [ p
en r. = fé + q. cil18
en r = 3+ q. 417D

2 '7 . B . ° .
[Dz- l-’»]i'-[d "ro‘o)—imwo] =.0 enr. = f+'q, -Lg.182

& jcar

u

2 2; - E ) :
:ﬂpe[WQ ?:-éi]- ?]Cifl ) enr =g+ g o cated

cidn 4,18 el miembro izquierdo solo s¢

G
«
0
"
o
L
c
3
o
3
-
[Y
9
O
c

a
anula si uns d2 los facteres es -gual a cers. Por principis de
cugntas, los nimercs adimensicnales Re, We y £ no se pueden anular

<& L
tae, que —2- sea cerc implicarfa la

arbitrarxamente. Por otra par —

o-
desaparicién del wvalor propic o de las condiciones de fronlera
4. 13-4.18 +» en

esa@ <casc su valor gguedaria 1ndetesrmnacdc,
= gstc se co

n
cuando el numerc

Je conda k es peguefllis nc se pueden producirc perturbacicnes de

funcicnes 3 v § Lienen un

Este detalle indica que lzs numerss de cnda en las

= w 2 Zeten ser pegquefics simultineamsntis.



Haciendo m=0, 'la écuaciéhf4111 séfdégacbpla'de:4ff2:y el
valor propie ce se determina réSélyféﬁaaidhiéamente la ecuacidn
diferencial 1.11 e imponiendo 4*céndici;nés de frontera scbre la
funcidn d,. :

Antes de resolver la .  ecuacidn  4.11 se har&  una
transfocrmacidn. mara gue los resultades s@ puedan comparar
directamente con los obtenidos por otros autorss para la
estabilidad del flujo en perturbaciones bidimensicnales <dLin,
1675, Frrantz, 1979; Scloric y Sen, 1S8S872. 3S& ha decidido definir

una nuewa funcidén . relacionada cor @ de la siguiente manera:
K - -~
@ = = 4. 203

Entonces, @l problema a orden cero consiste en resolver la

ecuac:én diferencial:
1 J2
[DZ - :.] Po-o. Cc4.212
rzjr

con las siguientes condiciocnes de frontera:

©q = 0O en r = ﬁ.. . 4,220

vo' = 0O en r = g3, C4.23
‘e o’ Po_ . -
) - Po _ 3 = = 2+ .
Yo F To1 o] en r 3+, C4d. 24D
PREREE " ?g =0 en r = fi+q. C4. 250

La funcidn wg es sclucidn de una ecuacidn diferencial de
tercer order, zon tres condicichnes de frontera. A pesar de gque no

ce necesitan resoclver explicitamente, de todos modos se presentan:
P P
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1d . "t deo- _ B .
;%r a;ﬂr#qa LF ar -,0' , F C4.252
wo =10 N en.r =3, - ©ca.em
4 g : o
—— = . 8 = + s - E - “ :
ar (r—_wo} Q- . en.r 2 q <l 28?
- [Wo' . +2}:¥'o' —:lrzwo] + LT:—>° = 0 en r = s+ qg. g C4. EQ)

La ecuacidn 4,21 es de coeficientes variables,; . pero, se puede
resclver emactamente: las scoluciones son de  la forma . ge=r .. Los

valores de n se obtienen de la scuacidn:

n{n-2>2Cn-43> = O, C4. 300
que sSe ha obtenido sustituyendo e=r " en 1la "acurécirén' : 421 . "Las
sclucionaes do 4.30 son: n = O, 2 y 4. ia solucion n=2 es doble,

motive por el cual solo se han determinado tres scluciones de la

acuacion diferencial de cuarto orden:
1, rZ y r4,
l.La cuarta sclucidn se obtiene al multiplicar r2 por 1ndrd

{Hreider, 1973). Luego, la solucidn gesneral de la ecuacidén

diferenciral es;

Il
ES
W
=
V]

o = Apg * A2+ AgrZlnlrd + Agrse,

Las condiciones de frontera darn lugar a un sistema de cuatro
ecuaciones lineales homogéneas. En primer lugar, las condiciones

de adherencia o impenetrabilidad en la superficie del cilindro se



expresan. asi:

€4.323

4,332

Las

; e _ C4.34D
Ay + BALL3+qiZ - C—Ll:-[A, v A RS2+ ASC BRI ZLNCAr) T+ A4m]=o.
) Caradz + ,
1BALA+q) = O. 4. 382

De la ecuacidn 4.35 se concluye inmediatamente gue el
coeficiente A; e :1gual a cers. Por cotra parte, usando las
ecuacicnes -.32 y 4. 33 sa obirendréd cira ecuacidn gue no incluye
el coeficiente Ay, Para ello multiplicames a la ecuacidn 4.33 por

IR

ZA32 + Agfi? + BAgFRlnlD = O,

de la cual se puesde dsspejar '8l coeficiente A;, dando como

resultado 1o siguiente:
- » 1 ) 2
Ay = - 5 ¢ 1nlD JAg.

Sustituimos ahora este resultade en la ecuacidn 4.32 vy

ocbtenemcs:
Y “‘ : Y - D 2 A - A - A 1 2 A -
Ar Tz Tl nl32 |RP2Ag + APLNCA = Ay - 2—(3 Ag = O.

Dicha ecuaci¢én nos permite expresar Ay en funcidén de Az y de

estla manera e prublema de la aestabilidad de orden cerc ya esta

16




praclicamente resueltec. En la teoria lineal sdlo se conccen.los
valores relativos de las amplitudes, o dicho de ctra manera, una

de ios ceceficientes Ay .. A puede tomar un valor arbitraria.

£l walor propic cpo se obtigne a partir de la ecuacich'i.34,f"

si sustituimos los valores de A, y Az chbtenides anteriormente:.

z = CG_, [énz - C0.5 + lnCMICErgIZ - (_/3+q)2lnC{?+qD]. c4.385
Q - = .
Tomandes  en  cuenta gue 3+g = 1701 -2, (procédéremcs a

reescribicr la ecuacidn 4, 36

<]

=t et p— [
2Cco-12 STy5T

[rz ~ 1 —ElnCrD]. C4. 373

Ahora, recorcdando la definicisn de G (ecuacion 2.203:

401 =322
¥z = L = 2InCyd"’

58 concluye que Cg S Una numerc real:

Esta cantidad tiene una interpretacién fisica sencilla. EL
que sea real implica gque la perturbacidn se propaga en la forma de
ura onda. La velocidad de propagac:dn as el doble de la velocidad
del flujo en la superficie libre. Para determinar la estabilidad
del flujc es necesar.c pasar al siguiente orden

S: tomamos Ay = 1 enlonces gg ©s:
Po = SCAZ = T2) + rAnCr/Ed. C4. 3
Ze han hecho algunas graficas de la funcion oo comec funcidn

de r. La figura S5 corresponde a curvas o5 cuando la pelicula

escurre por el exterior; la diferencia entre ellas eos ol valor del



Oc; P

r—3
FIQURA G, - parfil  de  la  funcidn g pare  dos valores de 3
2 P 155, el vECuUTrrLMLento ocurre por el exterior, En ta
fogura 3% arafican “o va wx=r-{3. Notese Jue o ta
Feferiiite dal cilindro Yo .o caro v que el valor maxLmo

se wloerza ern la superficie livre.

o6k

<
(] [§]
[ ———

<

r—{(§—1)

FIGURA 7.- Perfil de o funcidn Pg pore dos valoress do {2

i2 v 150, Fluse per el interior. En ta frgura e grafica
o Ve r=if3-1. La  funcudn Yo alcanza G valor maximo er Lta
duperfitcie libre, lusge decrece Y 1 anula wry ta
superitsie dal cwlindro. Noleae ademds que o e ura

furcidn creocrants doal parametiro (7.
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radic adimensionalidell

L

eilindro 3. En las Tigura 7 se grafica ;

cuande’el fluide 'se mueve por la pared interior del cilindro.

-=SOLUCION ‘A PRIMER ORDEN .

La- solucion aorden cero:ne dncluye Lérﬁrxos indr&vyzéid‘c‘:s:, 'po;r{»f la
rotacidn. v, . por. sse motive | " tanto’ el valor propis’ cg | come la
funcién de corriente: g  scri. iguales al c‘aso‘ de unapelicula
descendiendo bajo la.sala accidn de la gravedad. Esto 'ya n'od suée&a
a primer orden, pues . las ‘condiciones de  frontera 'cy.".ont.ienen‘
un Larmino inducide pér 1a fusrza ;:ent,r,ifuga.v :

LLa aproximacidén. de primér s orden  es una ecuacion de  orden

cuatro e inhomocgenea:

L C4. 403

ozl 1P, - [t lpal dU deo | @ fpo 2UTY _
[Dz rz] = +LRe[CU c a2 [DZ rz];_‘_ — ar ~"+——d_r: c ar = 0.

Luego de algunas simplitficdaciones “la’ ecuacidn anterior sé

reescribe de la siguiente ,mahera,':;-
-02C p,3 =-rRe[Fcoéuao‘f“ocu3]¢b. C4.41d

en donde € es un operador diferencial de segundo corden dsfinido
dz 1 d e .
_—, = = —o—. La dificultad para resclver esta ecuacidn
drz r dr

diferencial radica en ol términc no homogensoc.

coms: O o=
La parte i1nhocmogenea de la ecuacidn 4,41 incluye los
términos: OCeg) y €CUS. Dichas cantidades se pueden czlcular

con base en los resultados del capitulce anterior:

Dlpgd) = 2, C4.420



C4. 3407

...__.__._4 Z2—32
T T "”]

[c:o—u:mocm]po ={4‘ = nza

perc comc 1-Cl~-pd = =, la ecuacidn i.44 se puede reescribir como

31gue:
_ o . =6 &Cr2-pz> 132
(CCO weo au.r)]% = [4 c‘f’f{ﬁ""mnj* = [“rzrz . €4. 45)
Las candiciones de frontera son:
a? Condiciones de adherencia e impenetrabilidad en la superficie
del ¢il:ndro:
vi = 0O en r = (2, Ca. 462
BT O * S en r =1, C4. 472

5 En la superfic:e libre los esfuerzos tangenciales son ceroc:

.

¥y - wgy" = Opy = ~c; CGpg en r = [I+q. Ca. 48D

€2 Balance gnire esfuerzcs normales y tensidn superficial:

LQexco"-Eer:—;—co * [ A :—.ﬂ ] “99“‘9;1:200 =0 Ca.49>

en r = f3+q,

Desde aqui se pusde concluir que la fuerza de Coriol:is rno

Jjuega ningun soepel

4
-

& estabilidad inclusive a primer orden, ¥

la dnica wnfluencra =2

&

ia rotacidén es 2 Lraves de la fuerza
centrifuga. La fuerza de Coriclis sole jugard un papel a partir
del segundo orden, pers y¥a no sera impsrtante para determinar la

@stabilidad del flu)

50



Pe la tepria de ecuaéionas'ds.fierancia,ies Zvine.a‘i'as ‘sabemcs que.
la solucidon general de‘una écuaczén no homoéénea;es‘.la ,s‘gl.m_a de la
solucien gencral de la parte 'ncmog'énea‘ maS  uUna ‘sc‘.u::_'.c'n" particular -
de la ecuacidn no homosgénea.  Zntonces, éh pirimer lu;a:—,‘s’eibu’scars

I

na soclucién general a la parie homogénea:

o> = C4.503

La sclucidn ya ‘la conocemds, pues i se ‘trata’ de la. misma

ecuacidn que [ en la aproximaciénia - orden cers. (Estc:. se puede

preciar si . considerames la sigu

Por lo Larit.o:r"

v Bar2lnird <~ Byre. €4.513

Entonces’, la solucidn general de la ecuacidn 4,30 a@s:

+. 522

n

Wy = By * Bar2 - Ber2inlrd + B,rd + AIir>,

“

tends AX(r) es una soclucién particular de la ecuacidn diferencial
no homogénea. La parte mis larga del céicule de la solucién es
precisamente la determinacidn de 1n funcidn A, La ecuazidn 4,41 &s

del t:ipo:

Q2D = gt o IndrAE v ar? - 05;:2, 4,83

= -y . Gf3z .. 5N
oy = LEeCw*Z—T?_ 2 N

S1



@z = [2ReGLA+gl2.
G

@y = -—iRezs
vRez
. S o3

Q4 T LtRE= ey

£ 2 Yz

La linealidad permite calcular la solucidn por  .partes.  Sean

..y tales gque:

el e 22,

DI oo = Qg O2F,0=
- P Xg
20133 = apro, O2( 40 = b X

Las sclucicnes son las siguientes:

fo = =2 r4lndr.73,

is
T, = g——é-r‘[ir;ir.-‘ﬁ') . %ntr(ﬁ) - 1_;_)_
f2 = rgEe
g = = g-—srz[ln:r."ﬁ)]z.
Entonces, la szolucidn particular 3{rd es:
C4.542
ACrD = -iRe [‘Z.runcp--f;a—asc,e—qzza—;-rt[m[crxm]z - Sincrep - 1-%]
A gﬁ?;;}'z l_% reinlroE o g J.Lﬁra -+ ?_E f—; rz[lnCr/ﬂ)]z).



C4. 552

La aplicaziédn frontera ormiticrs
=2

determinar el valer ‘Las’  ecuaciocnes 4.48-2 .47 se

traduzen en:

B, + Bafit + BaRInCAd + Bafit = - (D, ¢ 4. 563

2Baff + BelRINCA + 123 + 4B = — N €A, . C4.577

ca
2By + BB L2+g3Z - G{S, + BoC3+qIZ + Bal+qI2lnlfi+qd =+ s.crz+q:+] =

1
= — A" = X’ - G\ - Gelp+gic .
[ e ] peade,
¥
18C5-g)8, = - aze(po' + Wewgll-p3z = ;—¢°] C4.5830

' 1
N AT e - a
["0 A5 ° TERgsT o ]

Para simplificar leos calculos se definiran deos magritudes, a

sakber:
= e . -
&g = — A - ﬁ:ak - GAj. [ slop]
C4.81L2
. . Weo 1352 = o Yelar L, I Y
Se ="tRe |2 + Wepgll=—2C ;on Ao - s ° hd Cﬁ+q)z‘° }.

Por olra parte. el término Gepl+g) pueds gscribirse sn forma



fga;;;;;éf_iugafrqgk;é) se puedws aescribirasi:’

volA+qd. = =L g

Adsmas (3+ql2:se puede escribir como"i/C14 )

igual a
PoCA+qd = azc—l.-f_—},—)-;[rfz - i:'.t.'r-::?ﬁinc:k,
Por tLanto:
GeC At = 3;r'.1,b ,Q;f¥k 'yff~ C4.84D

Usando las ecuaciones 4.50, ‘4;61j‘fyﬂ ;4.32, se pusde

simplificar la escritura de 4.58 y 4,59, .0'sea:

- G[B, + BCA+q)2 + BaCA+ql2LACHA+gD #”s;cn+q>‘] + C4.65

+ 28y T 8B(A+g32 = &3 —2c,.

»

16CA+qIB, = 3, . C4. 662

En la ecuacidn 4.866 solo aparece B,; entonces:
»* -
B, = &, = 5,/CR+qd> 18, £4.870

2 sumamos, después de multiplicar la ecuacidn 4,56 por -2 ¥

a la ecuacion 4.57 por (3, se obtiene:
—2By + Baf32 + 2&.3% = 2ALMAD - AR C’. 882

Ahora se despaja B; de la ecuacidn 4.68:
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que se simplifica 'si yv-'t“a?;t.‘oyryl‘.ar_nos" 'L‘od‘cs los términos que

multiplican a B,., Bz y;‘fB;'—TAEIéméS-. ‘si - se deja el término

lndependiente del lado deré}clhé . l],yegamos a lo siguiente:

e : . k
G(l?’y ]a‘ + [2 + c/?+qJZlnC;‘DG]Bg = . C4.71)

- B8,0A+qd2 - -:;”';’;D + By = B, + 840A+qd2C1 +2AqIG.

Al despejar B; de la ecuacidn 4,858 se tiene:

Brnrcm. c4. 72>

2
B, - gag = S - ACA v D)

. .
Dividiendo la ecuacidn 4.71 entre G[j'y} ] se puede despejar
también B;:

B, + 22
1=-y2

(cmq)u ncyd + g:]B, = c4.73)

¥z HC [0
ac—ft';:‘z‘[~ 88,C34qd2 - G_r';”__ + By + -2e, + 5.,(/?+q32c1+2ﬁq36].

Las ecuacionsess 4.72 ¥y 4.73 son del! tipo «B; + 8Bz = b. Ahora
s@ probari gue los factores que multiplican a By en 4.72 y 4.73
son iguales. Primers. usandeo la definicidén de G dada eon 1la

ecuacidn 2,20, se concluye que:

S5
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.72 son iguales. De acuerdo. a lo anter; r
4.72 y 4.73 son la misma ecuacxén

siguiente igualdad:
S - OB F

r2 _ vz - o
Gc"‘-‘—‘z—yﬂ[ 85,3+ G—r—-—

acerca de la estabilidad del

siguiente:

cy = —%[854cr3+q>2 + G% - 89 - 54§ﬁ+q3261':+2[fd56:‘jf R =

G (L2 : By i)
-3 [;, J[:sd?-‘ - ALmD + S cre:]{. _

El pasc final es sustituir los wvaleores de 53 y & en la
ecuacidn 4.75. Despuéds de una gran cantidad de pases zalgehraicos
Cque por simplicidad no e incluyen aquid llegamos a una exprosion
relativamente sencilla del parimetro ¢y, on funcidén de Re, We., £ vy
3:

cy = L‘RG(.F’CR.:;D . FECA, Q) + WeQC'C(?,qD]. c4. 76>

Cuando el flujo os por fuera del cilindro, la variéble q toma
el wvalor 1, mientraszs gque cuanrdo @l flujo es por dentro del
cilindro gq es igual a -1.

La expresidn analitica de las funciones F, §, K es la

siguiente para cada caso:



e C4. 77T
FCp Q2 =§ [%ga-sc 1 +2[’3q) zc 41 +82ﬁq+3onz> -—c 1+20q+5323C3+60q+2/32) ]

[ 3ﬁ‘q] YeprIein [?/?q]] '

R 1”:;:‘+q 11 f1+2ng)2
© NS R R ol
6((3.«;) zZ Ty [G a( Avg ] ] cs. 780
= i__.l ].'_ - ﬁq
HC3,qd Z 7+g [G [ﬁu C4. 79D

Cemo puede apreciarse las funcionss ¥ vy ¥ son muy parecidas.

Este detalle permite que c, se pueda escribir también en la forma:

J 4 We
€y = '-Re[-?“cr?.gl‘*'[; * qc_ﬁ;a—z‘].?cﬁ.m]. : C4.800
en donde:
'_ 1 _ 1[+2nq)2
FCR.Q) = CR+qd [@ 5 _ﬁ—“E_J ] C4.81>

4.8 -ANALISIS DE LA EST

N
iy

ILIDAD

En este capitule ze nan caleculado los primeros dos términes
del desarrolle en serie de potencilas del parametro ¢, El primero
Ceg? es la wvelecidad de fase de la perturbacidédn. E! segundo
términe es una cantidad imaginaria; por lo tanto, induce en los
campos de velocidad v presidn de la perturbacidén un facter de la
forma: exkac‘) ' en deonde <= PR La aparicién de esta
exponencial real rndica un crecimento © decaimiento de 1la
perturbaciodn, dependiendc del signo de c - Cuando C-.> O el flujo
es inestable, mientras gque :‘< O significa gque las perturbaciones
se amortiguan en ol tiempo y por ende el flujo es estable. El caso

c =0 corresponde a una perturbacién gque permanace invariable
L

Cestabilidad nauvtrall.



El término c depends de 5 paramelrds: Re, £, We, 3y g. La
dependencia de ¢ respecto a Re, We ¥y & es lineal, édmé;sékpuede
i > ToteASe 9

apreciar en la ecuacidn 4.78.

La influenzia del numere de Reynolds, de la rotacidn -y de la
tensian superficial se delermina en gran medida por las funciones
F, ¥ ¥ % raspectivamente. Para evitar confusicnes se analizan por

separadc los casos &b gscurrimiento por el exterior y B2

interior.

"
o
—

escurrircento po

A Peliculsz escurriendo por el extericr del cilindro:

En primer lugar o! valar del parametro g es 1. Luegeo., en la
figura 3 ze tiene una grafica de F, ¥ ¥ ¥ en func:dédn del radic del
cilindro. Come s¢ pueds aprecrar ias Lres funciones son poasitivas,
lo que signmifica que e siempre es pesitive y por ello el flujo es

inestable.

UL o i s ey
i e i
LN |

0.4 = % ;
\ A

! t
02+ i
{ i

] |

i M :

ol : : : U
g e 20 3¢ 40

FIGURA 8. - arditca de tas funcLones F, € v % wva. 3.

EBcurrimiants por a1 exterior, Lag troe furcionrea @on

posLilvas, le que significa Qque »l flugo SLempre s

tnestable.
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[ Porprincipio de- cuentas..un’ :tncremsnto..en. el  numera de
Reynolds  —dejanda los  demas ‘parréme't.x_-o# c’:'o'ns(,'an't.e\éi- “induce  un
crecimients en el valor de < - ‘Diche de otra maharé. ‘elwaumento de
iaz fuerzas de inercia con respecte a la fuerza vaisvrcosa hace que
el flujo sea mas inestable. Desde un punt,-;: d'ef vista fisico el
ntimero de Reynolds se puede inzrementar, por'-‘ ejemplo, si aumenta
el flujeo ~volumétriceo; otra forma es ngando un fluide cuya
wiscosidad es mAs pequefia.

La tensidn superficial Lambién genera inestabilidades en el
fiujo., En principic esto parece rars ya qQue las fuerzas capilares
ejercen una influencia estabilizadocra en una gran variedad cJde
flujos (Drazin, 18792, Explicaremos onsegurda de gue manera se
produce esta inestabilidad: un fluido tiende a un estado de minima
energlia de superficie, que es también un estado con la minima area
de la superficie libre. Imaginemos ahora gue la supsrficie libre
se contrae (ahecrcamients? formando localmente un anilloc de mencres

dimonsiones gque las secciones de

fluido adyacente, tal ccmo sa
1lustra en la figura G, Una Q
perturbacidn con estaz

caracteristicas da lugar a una
disminucidn del Area de la
suporficie libre y por lo tanto
las fuerzas capilares favorecen

su Permnanencia Y crecimianto.

Luego, el flujo s vuel ve

inestable. El ahpcrcamiento

capilar se manifiesta inclusive

en el rompimienta de la A
centinuidad del flujo como 1o

muestran recientes FIGURA <]
invaestigaciones experimentales

(Solorio, 19303,



Por ¢ltimo, el ahorzamientoe c’apilar solo es relevante para.
valores requalios de (3. Esto"se—daducerdi.reétamanyp dé la figura &
ia funcidén X decresce rapidamenhe' c‘cn :ql{ :a.ument.o,'de ﬁ. incluswi‘ve'
para wvalsres pequefios da (3 la ma'gnit.ud;d'e“‘fe-_:‘es cpequaiia ] s.ifs.ﬁ le
cempara con ¥ v ¥%. . . ' ‘

Ta se dijc que la tensidn superficial solc influyse
apreclablementie <5 la estabilidad del' f‘lujé cuanda 3 es paquefio.
Eglto se debe primordialmentie a gque las varjiacionas en la curvatura
CAKDZ de la superficie libre -las gque producé una perturbacidn- son

croporcicnales al inversos del cuadrado del radio:

(Lad

A = o,

"1

Entonces entre mis pequelo ssa ! radio adimens:onal (3. mas

v
[

grande seri la influencia de la tensidén superficial.
El gciroc factc gque afecta La estabillicdad del flusie s la
rotecidn, Jue aparece en < a Lravégs del paramelroc I al igual qgue
a

-
el numerc de Reynolds » gue las fuerzas capilares, la rot

~ elementic de rnestab:rldad del fluejc. La fuer:z centr:iruga

emguja al fluido hac:a afuera, esic induce un crecinuanta Zde las
kS cor o tartc, el fluro se torna 1nestable.

Come se puede aprecrar en la figura 8, las funcicnes F y 7

scn del msmcec ordem de magnitud, lo gque guiere decir gue las

vy la fuerza ceontrifuga ejorcen »foecilos

se diridn algunas palabras scbre la Influsrcia de la

en la estabilidad del flujo. En primer lugar, las
funcicones F, % ¥ # son decrecientes y cuando (3 » 10 las wres
funcicnes toman un valor sracticamente c<onstante. En  ciras
palabras, la 1nfluencia de la curvatura latveral sclos es important
si el radic del! cilindrc es pequeSo, O con mayor precisidan,  si

3CLO.

a

La ecuacién que defline a ¢ se pusde escrib:r en la forma:
+




Lo 14 f? 12
s 0= Re[l + ;. A, 1)]?Cﬁ 13 + ReWeQECl? 1. C4.33)

MY )
_ FCHAD

9SS Casi

Con valores de 3 mayores que 10 el’caciente

stante:

“l‘ '

C4.842

i
~
»
Ve
v
5]
(o]
o

Per 1o tantc c© X Rell+0. 55335—1,@; 13,7 Se concluye entonces gue  la
N :
isn da lugar a inestabilidades qua corresponden a un flujo

c
- [ i § < v *
schbre un cilindro sin rotacidn  con  un-'numerc de Reynolds Re

Re™ = Reli+0.B8:). c

-
a
Ul
w

Per zira parte, se ha mencicnado gue las funcicnes ¥ » & son

muy parecidas, nc asi su comportamiente {a veces una pegueiia

Lérminos de las

as Ze F & F en
pecsitiva, pero

< = ?.e[C,S-L -E-_ + %i?)c 33] C4.8865

En la figura 11 se grafica = /Re vs We para dos valores de (%
1
2 v 8., 2@ ha osptado per graficar <, “Re rsiderando que hay una

<o
relacidn lineal entre ¢ v Re. Las curvas de ¢ vs., We, ¥ © (i con

un valor arbitrario de Re Lienen las aracteristicas aue

e de c Pe. Evidentemente la3 curvas son lineas roaclas;
+
. con 3=2, tierne una pendien mayor gque la pendients a

L)
la recta correspondiente a 3 = 8. e esta manera Lambién se



v ey

Q.2
v ;
!
i
H
}
0 -
0 0 Za g
FIGURA 10. - Graiieca da tas furciones F S s va. 3.
<l SULSrLOr . Notese Jue ambaas | funciones
ademasa F tiends raprdaments £ ar “valor
o - RIS
< 2 e e

T

Iy

\

\

}
|
™
i
[84)

e et e

Ll - T
I 2 K4 & 8 10
,-
ire
c . R _ g ﬁ
FIGURA 1. - Orafica de vRe  va. W sor. dos  waiores - .
N = 1. La relacion enire embas varisktle & lireal, ademae

-
la pendients de ta resfta crace con lo digmiruside Jdew 150
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ilustra gque la tensisn

superficial solo és imbortanto'si ol radio

del ecilindro es pequefio.

En la frgura 12 aparece una grafica de c ~Re vs. § para das:
‘v
valeores distintos de 3 (2 y 10). También on aste casc las curwvas son

La pendi

mayor gque .a pendiente

antersor s:gnifica gue
u

s mas apreciable c

ente de la curva correspondiente a 3=2 es

de la recta correspondisnte a A=10. Lo

el do la rotacidn

efecto desestabilizadoer

ande se tienen radios pequefios.

[ »
"//
- /’//
s -~
+ Y o
B < o= " N
P ‘,L) o L 3 :7 O /
4 - : o
/ P
/'// //
'"/ /
// e
- -
./'//
- . : )
S .
& z - £ 2 10
FIOURA 12, - Grafice R va. z; eBcurrimiento por @l
axtericr v <o dos de i3 e Lo rolacidn entre
ambas S wlemda o re a3 una funcicn
decrecionte do i, [ 3% efecis desestabritzadsr de ta rotecidn
srece <om @l auwmenio de .
Por otra garte, la figura 13 contisne una grafica de c© vs @
A
cen lss demas paramelrss permanecan constantes: ResWe=I=1. El
valor propic =z es una funcién decreciente de 2 y por lo tanto
coms canclusidn se Lieng due 2n 1os cil:ndros con radio pequefo ss
donde las peoerlurbaciones (nfinmitesimales con ntimero de

peguefio tienen la mawvor

anda

taza de crecimientc Lemporal.
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o 10 20 30 40
fo
FIGURA 13. - Grafiwca de &, va [3, com Resi, We=t ¥ <=i. Como -
ao fueda apreciar 134 ] pardmtaro L mMpLe C1 postiuve v os
dociacionte LT raspwsts a . Sy aLgno determina le
wnestabitidad dal flujo.
BY) Pelicula escurriendo por el interior del cilindro:
El ~valeor del parametre g es -1, La ovaluacién de las
funciones F, §¥ y % indica que la primera 3y la terczcera sen

pesitivas, mientras gque ¥ oS negativa. Este so pusde ver en la
figura 14, gque incluye las graficas de F, ¥ 3y X en funcidn de 2

De lo anterior se desprende gue tanto las fusrzas de 1nercia como
la tensidn superficial producen inestabilidades en @l f(lujoc.
Ahora, por el contrario, la rotacidn se opons al crecimiento de
las periurbaciones. Si elegimos adecuadamentie la magnitud de ¢ es
posible que Ct adgquiera un valor negatlva,

Es importante notar que F y % son funciones cuya magnitud
crece con (3, mientras que la magnitud de ¥ decrece con rapidez. Lo
anterior implica que, comparativamente, ern los cilindros de radio
pequafic los efectos do las fuerzas de inercia v de la rotacidn seon
mas débiles, Por el contrario, la influercia de la tonsidn
superficial crece con la disminucidén de (3. Inclusive, las fuerzas

capilares son mas importantes an el surgimiento de inestabilidades
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aQ ia 20 30 40

Can

FIGURA 14. - arifica <o F. A v ¥z e 3. Fluje por al
intarior dat citindro. S aprocia Jue F v x son poettvas,
mLentras Qque Z e rageotive. Estd witimo wndica Jue la
rotascse > JeT e ahorae e wlwcte sstabiiizador scbre 38
ftuo.

cuandeo la palicula ezcurre por la pared interior del cilindro que

cuands el liguida escurre por ol oxterior. Esto se puede entender

facilmenie s1 se recuerda Qqua tas fusrzas capilares son
proporcionales a la variacidn sn la curvatura, 3y @3%a a sSuU Vvex es
propercional al inversc del cuadrads del radio, 3 el flujo

escurre per el exterior r=7-i, por ra parte, si el flujo escurre

t
per @l interior entonces r=/(-1. Inmec.atamente se concluye que:

< - . C4.872

]
K {A-isz

Al principic de este apartade B se menciond gue la rotacion
puede eliminar las perturbacionoess del flujo Chasta aheora la
conclusidn se limita a perturbaciones de numero de onda pegquefiod
si se elije adecuadanente wl -~ralor de .

Existe un wvalar critico del numero centrifugs a partir del

cual © = 0. Este valor se deltermina haciends ¢ =0 v resolviendo
A .

para ¥:
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L WeCR, —1)4FCH 13 e
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Esta cantidad siempre as positiva, o gue’ implica gue . en
cualquier circunstancia es posible producir un flujo estable. En

la figura 13 se ha hecho una grafica en tres dimensiones de fc en

funcién de We ¥ [7; ahi se puede apreciar gque se necesitan valores -

grandes de § para estabilizar wna pelicula gques escurre por  un
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FIOQURA 1%, - valor eritice de

Lo

-r famcidn J= i3 v we
flyjo por L Anteriors, < solv adquiersy valores wrardes
cuande IE} .e pequeno, e dacir, fwands P chorcamiento
captlar o3& importante.

zsilindre cuye radic es pequefo. Ademas, fuera de una peguefia

regidn el comportamiente de § es bastante suave. Ademas. en la

<

figura 18 hay wuna grafica de las curvasz de rivel de & . Ahi se

observa gque las curvas estin pocu espacladas en la eygisn de

radies peguefics.
La relacid entre ¥ Yy We s lineal. pero si =1 numero de
<

wWeber es poguelc (We « (32 y el radic del cilindro os mayor a 10,

cargsd
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FIGURA 16, — Equicentornos de g an el . plano 3-we dlujo
por el INLertor:. Se priwde apreciar U gque . el wspaclamiento
enire laa SUCEELVAS curvas de - mvel  diaminuve conforme £
decrece. Loe quLlcortarros corresporden a valores de Z.

<
rgualtes ar 2, 12, 22 y BAz.

1 wvalor critice del numeroscentrifugo adquiere un valor

Fx1.64 ; : C4. 892

3: smo elimina la hipdiesis de que e! numero de Weber sea

peguelic ¥ s mantiene la condicisn L0, entonces Ec se puede
e

eNFresar asi:
+ 1.64. C4.802
En la figura 17 se 1ncluyen las curvas de F @ F en funcidn de
A, la primera es positiva ¥y 12 segunda ez negativa, perc 5 es casi
zenstante.
c. fue escrita en la ferma <o ia scuacidn 4.8BO para mostrar
+
que la tensidn superficial y la fue-za centrifuga tienen elementos

comin sobre la estabilidad del fluje. Si & > rqf—_‘HWQ el
c3-12
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FIGURA 17, - Ordficas e F o F wva (7, Flujo por @t interior.
Lo fancidm F Ex Fostli v, MienLraa Qe = S& negative v
trende rapidamente o wn valer Lonetants.

segunda términs da la ecuaclidn 4.80 es negative ¥ por lo tanto la

raotacisn anula las inestabilidades producidas por tensidén

superricial.

En la figura B se presenta la grafica de = ."Re wvs We.
L
tamands dos wvalores distintss de 7 €2 v 8) v con Fsl. Ahi se

apracia que la relacidn enire ambas varsables es linsal, »y gue la
Le

pendien de la curva con (1t2 ws mayoer gQue la pendiente de li

recta con 3=8. Asi.,el sfecto de la tensi1dédn superficial decrecos con

2l aumernlc de 7.

La figura 1Q contiene las

{i

rificas oo = ~Re vz, ¥ usandec dos
N
valores difarentes de 2 y con Weo=ld. En

=

valer absoluto, la

pendiente de la curva con 3=10 o5 mayor que la pendiente de la

Egto guiere decir gque el #fecls establilizador de la
rotacisén decrece con  la

surva con 3=3.

disminucidn del radioc adimensional
del <¢ilindro.

Cuande 7 > 10 el parametro <, $@ aproxima bastante bien con
la exprosidn:

= Re B €S\ B P
© = Re [0.53 [}_ cﬂ‘qba]o..ﬂs] Ce.01>

B8



Finalmente., &n la figura 20 se muestra una grifica de € vs 3
Clos demas paramelros {1ijos: Re=We=f=1). Se puede apreciar qua cb
cambia de signo con un valor pequefio de 3. Esta es una diferencia
notable gon respecte a la estabilidad de una pelicula que 'ésédrre

por el exterior, en donde ¢ siempre s positivo (ver figura 142:
19

»/,/
o
-
. A‘// .
7
; R=9 s
~ e
B e
//
P
H //
- .
//
«//l
0z f//
0 T 5=8
i) ~ T
Q 2 E [ & 1o
We

FIGURA 18, - arafica de I Re va wo con dos walores de .
NETH Escurrimientos por ol intarior. Ambas curves son lineau
rectos con pendiante positiva. Esta dltima caracteristica
wnduca que la tensidn superfieral produce tnestabiirdadea

er el fluje iahorcamiente cepilars.
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HRivga we Tapet estabriizader sobre <l fluje.

CEred de S22 ix furiva <on 710 cameix de SLY M.
Ci
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Notose e
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FIGURA 20. - Grafeaa 39 = v IER Re=1. waz1i, Fzs.
A3
al wrlsrior. Nxtese que ray - camtio de &Lgno,
imglica satatiiidad @ &t {lue a parr Jde cLerts
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5.-APROXIMACION PARA NUMEROS DE REYNOLDS PEQUENOS

S.1 INTRODUGGION

En &l capitulo 4 s¢ investige la sstabilidad del flujo frente
a perturbaciones con numaro de onda pequelic. Entre obkras cosas se
mostrd que tanto la Ltensidn superf.cial, como la fuerza centrifuga
y @l numero de Reynolds influyen sobre la ostabilidad. Se concluyd
que todes estos factores producen inestabilidades por el axterior
del cilinmdro. Sin embargo., si ol liquido escurre por el interior.
la rotacidn =zstabiliza al fluja.

En esta zeccidn se investigard la estabilidad del (f(lujo
cuanda &l numero de Reynelds eos pequefic. A diferencia del caso
anterior donde se impusieron restricciones sobre la perturbacién
(m=C vy k pegueficd, ahara k puede tomar un valor arbitrario vy m
puede ser distinto de cero. La condicidn sabre el numero de
Reynolds puede significar entre otras cosas que la pelicula es
delgada < gue el flujo es muy viscoso. Ademas. se supons que el
numero de Taylor es despreciable. Esto se pusde justificar si

Zwh?

recordamos que T la influencia de la fuerza Jde Coricolis

serta poca significativa, por sjemplo, si el flujo es muy viscosc
o si la capa de liquido es delgada

Un detalle importante respecto & esta aproximacidn s que la
suposicidn de una velocidad angular antiparalela a la gravedad se
puede relajar, los resultados se pueden extonder al problema de un
cilindro en rotacidn, cuye eje tiene una grientacidn arbitraria
Previamente ya se tenian algunos resultados ~fundamentalmente
para wun flujo por el exterior del cilindro (Yih, 1959,
Boudourides, 19B6). Aqui haremos una extensidn al flujo por ambas
paredes (Cinterior y exterior) sin ninguna restriccion =n el
radic (3. Ademas, se investigari la estabilidad del flujo ante
perturbaciones tridimensionales, es decir, <on un numerce azimutal

m distinto de cero.

T



Estamos 1nteresades en saber que efectos preoduce la rotacién

sobre perturbaciones
efectos scn
numeros da orda

pequefics

con nunerc e onda arbitrario,

semejantes a los deducidocs en la aproximacidn

Cestabilizar

¥ si dichos
para

por el interior Y

desestahilizar por el exterior?. Ademds, nos interesa conccer la
rmfluencia Ze la tensiédn superf:cial. En octros Lirabajos sobrs
estabilidad lineal Jfin, 19862, Draz=in, 19792 la tensidn
suparficial estabiliza en la regidn de numercs de onda grandes.

Cueremos saber que

Siguiends unr

anterior,

@

W

[~

procedimiento

ccurriri ahora.

se hara un desarrollo en seris de potencias de ¢,

1]

-

o

) Ke +

Yo T wyRe -

= Co t c;Re =+

semejante al

waRez ~ . ..

del =

apituls
W [=3]

v

@2REZ + ..

€512

caRaeZz +

Al sustituir S.:! en las ecuaciones 3. 41 ¥ 2. 42 y reagrupar en
cotencras ascandentes de Re se obltizne:
s, 22
[rere-gite] (o (2 oot o) B oo o)
rseBb ] (o) oo B o et o)
~ k¢ W-cD [img;- (}‘2]— [m—kz—i—z] qb,]i?.e .
-tk [—%_— g—;-_\f‘-[g;-{r@,)—Lmv,]+%~[¢lgg—]}2e—szwo + ... =0
Lk[oz—u-gz}-lr-[g;cfw@nm@o] + €5, 3
ik [W—kz—?:];[g?crw,}+tm\::l}R9 +
‘-kz(:Cw—c)é[j—r—CrwoD*Lm.ﬁo]*wog—g]]Ea + i;[g—‘:Crz,‘aD)—imwo]r + ... =0



Tambi$n se debe hacer una awpansidn en . seriside- pdtencias

zobre las condicicones de frontiera

Las scuaciones rasultantss son:

®o + ORe « HReT ~ ..o = RIS
wo + wRe + waRe? . s vien. o= 3 S, S
@' #'Re = $'Re?2 « . =0 - enr = (I 8.8
[[DZ—_szz]¢o - ng._[.l_wo] —G__EE_] + S 7
-ir co—- 1
d I S, Do
22 exzla, -~ mo it - <y | F .= 0
[[C x ]“" T [F‘”] =T T Secgtive ;]?9 + -
en r = 3+tg
i8 o 1 =
~Pat LT | Yo + -«bt*Lra-; =uw,; | {Re ~ = O en r = fi+qg C3.82
L fdz 1 mz 23 .m @, .
[_‘”’ [drz FoarTRE Fz]‘“o Eh mpParBh—Co } €= 9
~ Lfdr 1od m2 1 m m, ,
[-L‘Z«W-cbwo‘-r_z {:‘.rz‘?-‘ d_F—kZ—;z—;z]w, ~2k D, 42k T, ]Ee +
;. . mZ 1 o ¢ .
TealwelkzL Bl 1o L CTde,. .. = = 24
LR e[ S[L rz rz] ?’]Co-i T kTS © en e
CsS. 100
~Umypg- | D2-x 2~ mZ il ?——{r-écp*imw FE-T PO
L reiri{ar Tro i
2ew—ed |S crood ~imwe |- [D2-k2~ RIS cra,> - imy, |+2k2p, " [Re+
r odr © 2{r ldr : L t
wr 2 1 4 ) -
;kfae[ws[kz*:—f-z—‘;—z]— ;7]:.,?1 - .= 3 en r = (3+g

Lazs potencias del numero de Rewnolds: i1, Rs, ReZ, etc

P

linealmente indeperdianies. Por oblra parte, si se

~J
W

. sSTN

tiens la



Vcchbinacién‘lzneal_ao+a1Ee+azEei*..ﬂ=O. éntbnces'los éoefidiénies'
ag, Ay, az, otec. son todos cero.- Por lo’tanto 1os coeflcxentes de
cada una de las ecuaciocnes 5.2f5.‘0 “son’ 1guales a cerc Lo
antericr permite ocktener para cidar potencia: un sxstema de 'dos

ecuaciones diferenciales acopladas’ con sus respectlvas ccndlczonés

de frontera.
5.2. ~SOLUCION' A_ORDEN CERO. CASQO m#0

Las ecuaciones a~'ﬁrden' cero d#n 'infﬁrmaéién sobre la
estabxl dad. del fluJo ‘en la'vecxndad Ee~0 En "esta parte de la
xnvesL-gaflén' Lendrénf Lnfluencxa Ta tensisn superficial. 1a
rotacidn, el radio. del c;lzndrc, asi: ccmo los parametros k y m.

El 'problema ‘é;‘resclver Jes’ un sistema de dos ecuaciones

direrencialess

_mZ_1 ek w§ b ';l“' . .2m m2 .m d _
et (o (2] o) 22 o ) o

[DZ u——] [d—A:rwo)-»imaso] =0 €S 123

cuyas condiciones de frontera son:

¢o = O enr = 3 C5.13>

wo = O en r =,ﬂ CS. 143

d¢0 - = [

I = (s en r = (3, €S. 15>

[p2-L aic2 o tmifiyg] -6—2_ =0  enr =p +q c5.18
rz b dar |r ' 2 Co- L :
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mo A k ' S :
%o *.“‘a‘FG—“‘c’] =0 cenr = f3+.q CS,].?D

<S. 180
' i, 2 m m, , e
-tk [V’o '+ T¥o "Ckz*’?z*;z)\ﬂo] = 2kop@0t ko' *
m 2402 L1 '] 0 o
L= [S[i. *, = o Py o]
en r = 3 + g
<S.1aD
m2]1 [d ‘ L m2 1 .
—[DZ-L:Z- ;z]r—[a?Cr¢o)—meo]+akz¢o +ik [S[kur—z—-r-z} —;- ]C‘:C_’l =0
en r = {1 + g

Agquli definmimes los parimebtreos S=zsReWe y I'=Ref gque 5o han
ircluido en la aproximacidn a orden cero. Se debe terer en cuenta
que cuando Re tiende a cero, ni 5 ni &' se anulan necesariamente.
Es.o se debe a gue en el flujo principal hay un balance entre la

viscosidad v la gravedad, esic es:

F
Por tanta S ~ ag—zu y &' o~ gag_f-?_ Se puede aprecilar que ningunc de los

Q.

o5 parametros incluye a la wvelocidad representativa Wg v a la
vizcosidad cinematica v, Ademas, £' es igual al ceciente de la
fuerzz centrifuga y la fuerza de gravedad. La inclusién de 1la
tensidn superficial y de la fuerza centrifuga pude haberse hecho
Lambién mediante una adimensionaliraciédn diferente, de manera que
ambos f{factores aparecieran incluss a orden cero (ver por ejemplo
Krantz, 139782,

El métode inicial de seolucidn de las wcuaciones S.11 y 5,12
fue por sories de Frobenius, Mediante esta técnica o determind

que las soluciones se expresan en Léerminos de las funciones



medificadas de Bessel, Con el fin de simplificar los calculos se
eiabord un métode de sclucidn que evita. recurr-i.r a series de
Frobenius, y gue se basa solamente en las propisdades de las
funcicnes modificadas de Bessel.

Primer

¢}

. las ecuaciones diferenciales deberan ser expresades

en funclidn de una nueva variables x=kr. Con este cambio de wvariable

—

as ecuaciones de la perturbacidn se reescriben asi:

dz 1 d o mE) cmd_fwo)_Joz_,t @
dxZ x dx %z X2 < > dxZ

i

s}
SN

%

2 i N .
-1 —ﬂz] + [‘1-( )+ m¢»°] =0 s 215
x2|xldx TS S
Enseguida se define a i[‘a’)—\c x"wo:r+|;m¢o] como la - funcidn
Fas

A, para gque la scuacion 3.21 se transforme en:

d2 1 4 m2

et = =l = = 3,22

[dxzyx = xz] 0 €S. 22
que @5 conocida en la fisica matematica como la ecuacidn

modificada de Beszel v que a veces recibe o)l nombre de ecuacidn de
Beszel de  argumentce :maginarieo (Lebedev, 19722, La soclucidn
general de 5.22 es:

HTxD = AT (D o+ AszCxJ {B. 235

m

A I_BC‘;O s¢ le concce como funciéan modificada de Bessel de
primera especie ¥ & ch;c se le llama funcidn de Maclonald <
funcidn modificada de Bessel de tercera espocie. £l sublindice m ¢35
ol orden de la funcidn, gque en gensaral es un numerc complejo, pero

en nuestro caso es un humerc entersc.



Hay wvarias mansra de reprasentar a las funciones !m v Km. por

Jjemplo, en zerie Jde potencias o mediante una farmula integral

1/

£Ti jonov,1380). Nosobros evaluamos estas funclones usandc varias

[

representaciones; por ejempls, on la regidn de w pequeflas se usd
@l algoritmo Zel pagluat Scienrme and Engineering Tools, gue
calecula las funcirones de desscel recurriende a las funcicnes de

mmer. Para valores intermedios también se uso la expansidn en

u
gerie de potencias ¥y para walores grandes de =, las funciones de
a

cdonald se evaluaron oon ia sigwiente formula integral:
® hitw
N - i =t=1—1 g3V ~
B 4w = & 7 Y eoshimuddu C5. 240

De entre varias férmulas integrales esta fue la gque requirid
Jdn menor tiempoe en computadora.

Las funciones modificadas de Bessel satisfacen ciertas
sreopiecdades (Labede ., 18727 gue uwusaremss <Ton frecuencia en osste

capitulo:

I D = I 05 CS. 255
- £aY
¥ o = K L0 5. 28
-l v
I Cxd + 1 Ced = 21 *CxD 5. 27
-1 pET Y3 v
I 6xd - I Cxd = =1 o s, 280
-1 o+ s 154
K (x> + K C(xd = -8K (x> Cs. 29
¥-1 1202 3 w
2
K. 4x) - K (x) = 22K o ¢S, 302
-1 ey > W

siendo n un nuimero enters ¥ v un nuamero real.



.Por claridad, algunas identidades matematicas que se ulilizan
en osie capitule Se demuestran en el apéndice A.
Para simplificar, de agui eon adelanie, en lugar. de. ocupar la

funciénrpchencial ¥ 59 usara la funcidn asociada:
I = xy. ’ QSVSl)j
Entonces despejandc Po de la definicidn de ¥ ze cﬁtiene:
b0 = E[g'{; - x,y] ¢S, 322
Es muy importante hacer notar que el parametro m aparesce
dividiends en esta ecuacidn. Esto limita la wvalidez de les

case m# O, 3y por lo ftante se deberan

rooun cédicule agarite para determinar la estabilidad de
> I

I
b
o
0
P
P
H
e
O
3
o
1
v

R
0
sl
a
i

Le expresar a S5.20 coma una ecuacidn
diferenczial de . Usands las :dentidades del apéndice A, se

abltiens una gcuasidn diferencial de guintas arden:

d fdz 1 & m2_1 (2. cs. 339
FlEETs ax Pz L =33
Jaz 1 g m2 d m2) fd2 1 4 me
[ *[d‘""xz “Eoaxt ;z] Em TR ) [a“*xz = oast ;z]*“

Todos les torminos del miembro derecho de esta ecuacidn

diferencial =en iguales a zaro, pues S o5 solucién de la
. 42 1 o4 mZ
ecuacidn: e+l Z—~—1~ ¥ = Q. Por lo tanto, el problema se reducs
dwZ v duz 2
w2 W due B

& resolver una ecuacisn diferencial homogenaa:

~4 2 - rd 2
:—[d Lo, om -5-] r =0 €5, 343

Medi ante una integraciséin directa se reduce en unce @l orden de

la ecuacidn diferencial

78



seeeeeeeeoo o ESTA OTESIS NG DEBE

CSAUR DE LA BHLIOTECA

[g.;z_f_( S -2:-;2]25 = A, €s. 3%
siendoe A; la constante de integracidn. La parte homegénea de la
ecuacidn 5.3T es bien conocida en la teoria de la elasticidad
Camenzade, 1979, ¥ Liene cuatro soluciones linsal ments
independientes que se &xpresan en términos de las funciones
modificadas de Bessel, a saber: ImCxJ. xlm‘1CxJ. KmCx) Y XK Cwd.

m+ g
Por lo tanto la soclucidn general de la ecuacisn S. 34 es:

LC0 = Agl 0t ALK OO +AsxI OO *AMK GO+l (5. 385

si1enda 3D la solucidn particular de la ecuacidn inhomogénza 5. 35.

Las funciones potenciales Po Y Yo satisfacen si1ete
condiciones de frontera. Por otro lade, la solucidn general del
sistema de ecuacirones centiene en total 7 constanies. Entonces, al
imponer las condiciones a la frontera se obtiene un sistema de 7
ecuacicnes lineales con siete incegnitas. El parametro cp es aquel
gue hace gue =l determinante del sistema de ecuacion?as sea 1gual a
cero. Ssta condicién de solubilidad es necesaria para gua 1as
funciones ¢y ¥ o s<an distintas de cero.

Una prapiedad importante de las funciones de Bessel es que
todas sus derivadas se pueden escribir en términos de funciones de
Bessel de ctros ordenes. Recurriende a esta propiedad se elabord
un  algoritmo de calculo del valer propic c©g qua inclula
unicamente calculo de funciones modificadas de Bessel de distintos
ordenes.

La condicien de esfuerzos normalss en la superficie libre se
ha escrito de dos maneras equivalentes {ecuaciones S.18 y $. .190.
Este es imporiante ya que, con ol uso de ambass., se demostrara que

una de las constantes es igual a ceroc.



La ecuacidn $5.18 se pueds .resscribir en términes de 1la
funcidn [ ¥ con la variable x=k r. Si ademas sa usa la identidad

I1 del apendice A s2 abtisna la ecuacidn:

en x=k{3+33
Sustituyendo ahora @g some vViene expresads en la ecuacidn
.32 llwgamos finalmente a una nusva forma de escribir eosta

condicidn de frenlera;

[0}
o
w

ci{d2 1 d , _m2 a .m mz~1 <’ Po
o Eor i it et [ oV —isli+ - = 5.
x[dxz*“ dx xz] = ﬂt ‘”x[u[ ) - ° ¢

ern x=k{3+g].
También la ecuacidn T.19 se debe expresar en funcidn de { v

S

de la wvariable x. El raesultado es:

C%. 392

4z 1 d = Vo 1V & ] 20 .
‘[de*SZ =t i] i_  Xeo - :’“""D]‘L“aso e [S(““‘uz -'z} Ty ]co~1 =0

en x=k{A+gd.

Proecederemss ahcera a realizar una simplificacién del términe:

iid . . i
;[a(xc.»ob-tmwg]. De la definicidn de &p se deduce que:

Y 4 . - L a2 1o i [ 4
PP g ¥ = = ~ -2 A e
et m [r.‘.xz*x x}( m modx

1fa ST P N = L - L U, & _i da -
I[c:x Pl ~;»L«o] -_r—‘[a:-z- Iz ;z]( S et S M 3. 403



'Sy ahora multiplicamos.la ecuacisn. $i38 por . .m/x y . ocupamos 1a

igualdad, se tiene:

en K=k{3+gd

ene s1’ tomamos. en cuanta que:

R g » <5 42)
[dz Ld ’—“az]"d" = [xg-"-' +2] [dz" +‘£ d ":rr:‘:]x-r- 24
e 5

gx? X dw =2 |7dx dxZ x dx

vy dade que ¥ eos la solucidn de la ecuacién de Eessél, la primera

parte del miembro derscho s@ anula, gquedandc unicamente 2. Usando
esta igualdad en la ecuacidn 5. 41, obtenemocs :
gz 2 m [P o P
] e L2 Bl 0 LB 433
x|dm2 e = o e v

O

en w=k{/3+g2.

Esta ecuacidn difiere de .38 sclamente en &l Lterminc
t|d# +l d _m? z( i.oa anterior signif: gue la osnctante A es
==t = L T T B 1ca o la consta
®|dxZ x dx x2 gaLi g = ! ~?
igual a cero. Concluimos enlcnces gue la sclucisin particular de la
ecuacidn diferencial S5.3% es identicamente ce
anterior @l preblema sSe reduce a rescliver un sistema de €
ecuaciones con 8§ Lncognlititas,

La condicién de frontera sobre ssfuerzss normales se ascribe

en términcs de las ceonstantes A,,. .. ., As

81
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(O
A
d-
4

TEgn X=kCfi+gd

-

1 - m2 -1 E
siendc )\z=c0_1 [.:( -m] -L—;_—;]
Ctra de las condicicones de frentera e’ 1la . anulacidén del
as3fuerzo  tangencial s . =n la superficie libre. Su expresisn
algebraica en términos de las func:.o.nes { y X ss: .

d [1 :
il - = 0 =)k 53 152
de[x—l] & 2 , en x=k{p3+g3 s,
de la cual se obtiene:
I _CxXDA K CXJ Ay + é[l'(x)—xl Cx)]A;'#-E[K'Cx)—xK Cx)]‘A4+ {80462
m m x m m ey m m
+ 2T (x5 + 2K’ (=2 = ¢ en <=hI3+g2
m+1 mel

La tercera condicidén de frontera sobre la superficie libre oz

la anulacidédn del esfusrco tangencial o . Esarreglande Lermines.
r=

=

5,18 5o escribe como:

d fdz 1 4 m2 _ G L los e _m2 _ = -
__..[ = I ;2]( + [E m] [&- >-:.A] 2.4 = X = O C5.472
de la gque se deduce:

N :
[x(.\,—EJI CxI-BI ¢ -2 1 Cx:]A, - 5. a8
m m P m

2
+ [m,\i—an: D 2K D -2 K CxD]Az -
m m ~ m

B2



L LBEADTLCKO A F CBENIK I CRTAL +

[—xax € -X I OO T4 EA 0T
muoT T g .1 DR .

: € 2inT " CxJ]A_—, +
m m+‘.:' - meq

B IwK C;.O:]Ad-# o
B B m+1

KT HC T A-K KT O3
LML D e % SR

on x=kC3+qd,

=
an donde X = ?z cl-l'
o

Las otras tres condiciones .de frontera se. .aplican-en:la’
s pid

superficie del cilindro. Estas son:

~xI (DA — XK CxDA; + I'CxIAz + K CDAL ' 7 €S, 490
m m m m
en xX=k{3
+ [Im"* XI;n.IC)\'J]As .+[Km‘1+ xk"n“CXJ]AG = 0

-[I Cx)*xI'C:-O]A‘ - [K Cx)*xK'Cx)}Az + I'CxIAg + (S50
m m m ™ m
+ KT UxDA, 9-[21’ Cxd+xI’f CxJ]As *[2}(' Cod 4+ ! CXD]AC, = 0
m med m-4 m-1 m 4
en x=kf?

I Ca0Ag = K G:OAg + xI DAz + xK | (xDAg = O (5.51)

en x=kf3

Las ecuaciocnes S.44, 5.48 y £.48-5.81 forman un sistema
lineal ¥y homogéneo con 6 incognitas. Para que haya una solucién
distinta de la ttrivial el determinante de la matriz principal #

debe anularse:

DetCA4d = O (5.52)



Esta condicidn es la que determina el valor del parametro cg.
Se podria calcular la rafiz de la ecuacidn 5.52 usande un mé&todo
numérico, pero Ltodavia se pueden dar algunas caracteristicas de la

solucidn, En primer lugar., cg aparece salamesnte en las ecuaciones

S.44 y .48, en ambos casos hay un factor de la tfaorma: c¢fl.
°
Madiante una combinacidn adecuada de 2 filasz de la matriz M so
puede eliminar c¢01 de una de 2llas sin que se modifigue el valor
P

del determinante ClLang. 1980). De loc anterior se concluye gque el
determinante es una funcidén linegal ae la wvariable k=EL:r:
o

Cetlid = JN + & CS. 53
lo que implica que solo hay una raiz de la ecuacisdn 5.528. Por otra

parte, mediante la inspeccidn de 5.44 y S5.48B se concluye gue el

coaeficiente & os de la forma:

.- m2-1 ) E s s
o= [S[l*m] k—:.,:?‘] c + kZD ¢S, S40

£l valor de A que anula gl detsrminante es:

5. 552

Si de. esta ecuacidn despejamos el parametro cg se obtiene lo

siguiente:
A _ G _ mZ -1 _ &
Co=l1 - 1 EiD F;[l+€ffﬁ7*§?] EE—] C (5.862

Mediante una exploracidén numérica se demuestra que el
coeficiente D oz real y que £ e&s una cantidad imaginaria.
Entonces, el parametro cg se puede poner en la forma:

- mZz-1 Y _E’ .
Co = chk.m.ﬂ.q) + UlgS ]k -;~ FCk.m.3.q7 CS.8572

cprqo 2

siendo ¢y F funciones reales.
r
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€S. 59

Con las ux;iéa;

resultan ser:

-n o siB0)

Por lo tantd. el valor propic co es:

c°=1+§}ﬂ

CS.812

Se utilizaron dos métodos de cilculo del valor propic <¢g; uno
de ellos fue la utilizacién del paquete Mathcad -versidn 2.5- que
tiene incluidos la definicidén de matrices y el calcule de
determinantes & integrales. Las funciones medificadas de Bessel se

evaluarcn recurriendo a su desarrallo on serie de potencias y~o a

una fdrmula  integral. Con este método se obtuviercn varias
caracteristicas de la solucidén, que desembocan &n la ecuacién
5.57.

El otro método fue un programa escrito en Pascal. que utiliza
algunas subrutinas del paquete Sclence and Engineering Tocls. Este
programa consta de varias partes, s saber: a) definicisn de
nimerocs complejeos vy las 4 operaciocnes elementsles, bl definicidn

de las funciocnes moedificadacz ds Bessel, =9 un  algoritmo de



intesgracisn {que s nacesita para - evaluar @ las ‘tlurx;.c‘:ii.uéhees T de
Macdonxldd, d7 definicidn de wuna matriz conmpleja e cilcule del
determinante de una matriz compleja y £ célculo del valor propico
Ty wsando todos los elemenics seflalados on los incisos a-a.

£l paguete Science  and  Enginsering Teals incluye una

1 calcoule de funciones especiales; ahli se Jdelfinen
las funciones nodificadas de Bessel recurrienda a las funcisnes de
Kummer (en relacidn a estas se recomienda revisar el libre de

=] . que se c:ta en la bibliografial. E! algoritmo sirve
bastante =1 para las funcliones modif:icadas de Bessel de promera
esgpecie. Zin embargs, no se pusde decir lo misme en relaczidn a las
e

uncionass de Macdeonald., Una de las propredades de dichas funciones

e

lim K (xD = O

D ™

Fara x > 4 ol método falla, ya que o! wvaler zsignado a KmCxJ

crece en valer absoluto con el incremento de =, adguiriendo
valores de desenas o centenas alrededor de x =10. Esie problema se
resuelve cambiande el algoritmo si o x > 4, Las funciones de
Mazdeneld se calculan usando la escuacidn 5. 24 gue las define

mediante una integral. La integracidén va de cers a 1nfinito, sin
embargc el integrando decrece muy rapido ¥y @3 posikie lener una
aproxamacion satisfactoria tomando como limite superior wn valor
pequefic, usualmente entre 2 y 4.

La definicisdn de las funciones de Macdonald a partir de las
funcicnes de Kummer sirvid para evalusr cgo on la regidn de radios
pequefics v nimercs de onda pequefios. Por su parte, la definicidn
de las funcianes de Macdonald mediante urna formula integral se

ocupd en el casso en gus k(2+gd > 4.



S.3. -SOLUCION &

ORDEH _CERO:

CASS m=0

€2 ha dividido 2! estudic de la estabilidad on dos casos. EL

primero corresponds a m@0, © en obtras palabras, se considerara una

periurbacisn
perwurbac:én

de presion de

m@todes malemalicces de solucién

calculan dos Tunciones: [

caleul s una

ridimensicnales ss

e

wa
cidn se

1

sec
preblema con

apro:amasidn a nUnercss

Ltridimens-=onal.
birdimensironal.,

la perturbacién

dediza a calzular

m=0

e debe

1
L

rescl ver

uno

gcuasién

qureren unicamente 4

Egta es la ecuacidén

general
L9TE .

Bessel CAmenzade,

5% se puede calcular

apdndice A.

que

zl

v

sEon

suarda

]
4

=

=

biarmen:

atro casoc,
entonces

funci anes

1a solucsieén
algunas
de onda pequefics.
iferencral

condicirones de

ca

sSe expresa en términmes de

lasz

R oS PN S5

m=Q,
los

de

Vie o
[0 -

[ 9

CTASO

anterior.

sSEme jantas

de ellas s que

corresponde a una

campocs de velocidades y

x v t. Los

cassc wx0 me
m=0 sola se
serturbacianes

Esta

m=J.

*

coh Y

s&la

. por leo tanto, s

frontera para determinar el

de orden 1,

funciones

propi edades

resol ver

- D K00

se deduce

CS. 825

solucidn

de

cuyva

medificadas

C85. 833

III y IV del



Las condiciones de frentera de 5.53 son las ecuacxcnes 5 13

=

S.14, B.IE y S..3., zon m=0. La s stitucion, da’ \30 en as«:
=]

a Un sistema de suatro ecuaci onss bneale; s

Tcustro tntognitas. La primera de ellas &s la 3nulac;én‘de QO_(er: la'
superficie del cilindro:

WI+B 0D +CRI (DK NI = O en x=ki? LB, 343

»
"
(e}

~ 2y

La o<tlra condicidn en la inte

anulacidn de 2p'. Por razones de
e

ura b3 Pediremss gue s€ anule la
. d . .
funcidn a:\’-‘@o—’ n o=k, El calcule de la derivada de x@g @s mas
sencille gue determinar @o'. En efecto, las funcicnes de Bessel
satizfacen las siguientes dos prepredades (Lebsdev, 107
- - = [ . - - =
= x I 1D w S K Cx2) = - ¥ QD {5,820
(o ¥ dx - ey
Cern estas proriedades se pueds ovaluar directaments la

derivada d& la funcidn x@o. Wa ecuacisn resultante es:

Alolws - B KeTwd + CuIWlxd - D=2 = O en w=k(i IS5, 862
La condicidn de esfuerzos tangenciaies e apliza

directamente. luego de hacer uso extensive de las propledades Jde

las funciones mcd: fizadas de Eessel b de reagrupar

convenienterent.e, se cbtisene la siguientie ecuacidn:

o« o2
- [;:_»ﬁ‘ hony

——.—-]xllc.\o - B[EkZ-—‘f——]xr:‘c
i Co-i
c[ [ ocp+-z::o]—cs 412Cx3]x2+[3[k2 [ch;cu.-:;,c

o~

9]

<

an x=k{3+g>



I 4T
Za~1

[2!:3 [Ioc o -1 'i‘j] .

[Ek3 [:-:I‘ij ~Is

[Zkg[xIxCx)*Iz(XD] i ,42&2156'5:3’]9 =G

en x=kCA+gd

1 & y DA
siendo = {S1k2 - S ] ~ - . ST .
H [ [ A+asz ¥ S ,

La soluciédn del p: oblema se  obtiene’ al -hager que el
determinante de este sistema de <4 ecuaciongs .sea igual a - cero.
Siguiendo el mismo procedimiento esborado en la secrfidn anterior
sw concluye que &l valor proplo g s2 pusds expresar de la forma:

= Ck,R.g93 + Isike~ ! -f'. Y‘CL:” g2 s, 892
o = & Ck.f3.g + 2 SgTE) Ty ) “3.g 832
lo que gquiere decir gue 2n cualquier cazo &l valor propio co se

puode escribir como se hace en la scuacisdn 5.57,

S.4. - ANALISTS DE RESULTADOS

Una de las principales caracteristicas de la solucidn es que
parmanece invariable cuandwe zambiramos m por -m. Esto se puede
demostrar considerande gue el valar propios con mw'l se ha oblanido
mediante la resoclucidn de un 31sStema deo P acuaciones
diferenciales, a saber, S.22 y T . 34. El cambic de m por -m no
modifica las ercuaciones ¥a Jque m s.ampra aparecs wolovada al

4

cuadrado, Por lo tante la solucidn general de 7 0y ¥ s la misma &n
ra



.

ambos casos. En relacion  a. las condiciones de frontera en la
superficie del cilindro, ellas no dependen de m y por lo mismo la
transfcrmacién de m & =m ne las afecta. En lo que toca a las otras
condiciones de frontera (S.16-5.18) ellas i1ncluyen en principio
termincs propercionales a m, perc ademas hay torminos
proporcicnales a @q ¢ sus derivadas. Recuerdess que ¢°=;\;[% - xx].
es decir, 25 €5 proporcional al inverso de m. Si sustituimes dicha
ecuacidn en las ccondiciones de frontera y luege multiplicamos por

m, se chtiengran ecuacliones donde a (o sume aparecen factores del

tipo w2, ¥y per esa razdn. ne hay cambios cuando se hace la
transformacion m per -m. La simetria en el numero azimutal refleja
la simetria de las ruercas que se aplican sobre el flujo por la

ausenc:a de la fuerza de Cor:ioli
£l valor propro =g @s una cantidad compleja v, por lc tantoc,

a este orden ya se puede decir algc sobre la velocidad de fase de

la perturkbacidén v sobre  su estabilidad. El términoc Co ©S
directamente la wvelocidad de fase de la onda; despende de d
paramatrcs, a saber: ¢l numerce de onda, el numere azimutal, el

Una de las prinwras pruebas de los resultados ha sido tomar
e! limite de numeros de onda pequefios. Tomando en consideracidn
que tan.o k como rm se 1i1nterpretan come numeros de onda, lo
antericr 1mplica que kK » O y m =0, © bien que k » 0 ¥y r » ., Hemos
tomado un valor de c_ al azar, siende k=0.1, m=2, 3=20, g=1. El

valor numericc fue:
chO.l,E,EO.l) = 1,961

Un analisis axhaustive de los resultadeos indica gque la

funcidn ¢ tiende a 2 on la regidén de numeros de onda pequefios:
r

< » 2 {35,702



El limite concuerda con el rasuitado'aealaiyeiocidad de fase
de una perturbacidn en la apfoXimaéibnﬂﬁeihﬁmercé de onda pequefios
Ccr=ED,VComo la vel9cidad de pfapiéaéi6n dé;la,pertﬁrbacién es una
funcién decreciente de k y'Aé'ﬁQiSe'ﬁﬁédércﬁhcluir que las ondas
son de  caracter dispers;vo. Por '6Lro " lado, los resultadcs
numéricos indican que 1 < cr < aUyVQUé cr »- 1 cuando k >+ o ¥
m
= >+ . ’

) Adeomas, se encuentra qué:t; es: una funcidn creciente de 3.
AZn més, los calculos indican que, fijando toedos los parametros,
la wvariracién de g hace que < _-sea menor cuando la pelicula sscurre
por el interior en relacidn al caso en que la pelicula escurre por

el exterior. Expresado malematicamsnte:
c Ck,m,3,-12 < chk,m.ﬁ.lD

Esto se puede explicar como sigue: un incrementc en la
curvatura disminuyes la velocidad de propagaczidn de la onda., CQuando
el flujo se mueve por el interior. el radio de la superficie libre
es 3~1, y cuando la pelicula se mueve por el exterior, el radio de
la superficie libre es (?+!. Considerando qgque la curvatura lateral
de la pelicula es proporcional al inverso del radio, resulta
evidente que la curvatura de 1a pelicula interior es superior a la
curvatura de la pelicula exlerna.

Se han heche varias graficas de e Vs Wy 3, que ilustran
tedas las caracteristicas mencionadas anteriormente. Las figuras
21 v &2 contienen curvas de nivel de < siendo g=l ¥y el parametro
m con valores de O y 1. Los intervalos que se grafican son de 0O a
1 para @l numerc de cnda k vy de 2 a 20 para &l radic del cilindre.

Por otra parte, en las figuras 23 y 2+ Ze presentan curvas de
nivel de S, vS k y 3, cuande la pelicula se escurre por la pared
interior del cilindro (g=-12. Tambkiégn en este caso se han tomado

dos valores de m: O ¥ 1.







FIGURA 29. - grafica - de < va  k

o amuliplicads por L0y 3.
La superficie . corresponde a un fluje por al inte@rior v ol
neds . m = o, La’ velocidad de fose decrece con ol aumente  de
k, 13 gue implica que los ondas son Jdispsrsivas.
&
.
FIOURA 24. - Gralico de <. s funcidn de 19 ¢raltiplicado
por 10 v i3, La supwritcte ccrraaponds a ur fluje por el
wrierter v el mods ™ 1. <y crece con b aumente de T vy

s decreciente respectc o k.



En relacidn a la estabilidad del flujo, lo primero que salta
a la vista es su dependencia de los 6 parametros del problema: k.
m. . =2, ¥ y 5. La parte imaginaria deo co se expresia coms Il
products de un facteor gque incluye a la rotacidn y a la tension
superficial, multiplicado por una funcidn Flk,m,3.q).

Una exploracidén numérica exhaustiva muestra que la funcidn
FCk,m./3,12 no cambia de signoe, es mis, siempre es negativa. Por
c-ra parte, la funcidn Flk,m,3,-12 tampocc cambia de signo y

srempre¢ es pasitiva, De lo diche se concluve que la estabilidad

2-1 g

del fluje la determina unicamente 21 Lérmino: s k2+—m——,—— -1,
Ci+g>2 ¥

En los parrafcs siguientes de haréd un analisis detallado de la

I
v
-
'Y
U
et
—

idad separando las casos =1l y g=-1i.

A) Flujo pour el exterioer Cg=1D.

Hav dos facirores fisicos que influyen sabre la estabilidad
cdel flujco: la tensi1dn superficial y la fuerza centrifuga. La
primera =e man:fiesta con dos efecltos ceontrapuestos. El primero es
el ahorcamiento capilar que se describid en el capitulo antericr y
w1l segunds tiene Jue ver con la curvatura del flujo perturkadc en
las direcciones = y &8; El surgimiento de una perturbacidn con

nimerc de onda k ¥ nuUmero azimutal m produce un cambio en la
m2

C3+gdz’

Esta wvariacidn en la curvatura induce fuerzas capilares que

curvatura del flujc, siendoc este cambio proporcional a k2+

tienden a retornar a la superficie libre a su configuracién
inicial., Por lo tanto, actuan comoc un factor Qque sstabiliza el
flujo.

La rotacidn as una fuente de inestabilidades: las
perturbaciones creceran a costa de la fuerza centrifuga, gque actua
en direccidén radial y empuja el fluide hacia afuera.

La funcidn FCk.m, 3,12 o negativa; entonces, toda

perturbacidn que satisfaga la relacidn:



Lo primers que veromos seri 1a- estg.abxii'i‘ia;d,7'dél‘ fluje en

ausencra de rctacién (E°=027 La desigualdad S, 7lise 'convierte en:

m2 -1

kB rgsisT 2

O

5. 72

Cen =0 existe un conjunta de . naGmeros i.de onda que  no

. : - - - R . :
satisfacen la des:gualdad T.72 (0 ¢ & <« ;’3—1) v @sto significa que
e es sl flujo. Con m = QO la
y -~ m2-1 !
3 k2 2 0 v zme—ex— 2 0. De i
Cfvgl 2
expreszadc en este zarrafoc se concluye gque en un flujo sin rotacidn
los cmestakles son Ios correspeondientes x m=d. s
cwzir. los gue no dependan ds la coordenada S
La rotazidén modifica el cuagro descrito previamente.
zupsngase zuwe [ es distinte a cers. I valer de §' no pusdse
ser arbitraric. esta lim:itads por la des:igualdad 2. 28:
N =3
3S " TEeioz
un limite infericr

] CS.73

& la desigualdad

> D, (8. 742



Com =m=2 la destgualdad ‘siempra se satisface. No se pueds
mz -3
S Ci3+x22
adquieres un valcr negative. Este significa que la rotaziédn produce

decir 1o mismo rospecto. a m=0 v m=l, pues el l&rmine
dos modos inestables: m=0 .y m=l. Mas adelantle abundaremos al

La condicién. de est&bilidad ‘neutral viene dada por.la

ecuacidn:

= 0, ‘ €5. 75>

de la gque se puede despejar 'k (nUmerc de onda critica 'k 2:

s omz- g Y4 B o
| = + ==z B T
'J CR+qd=Z >
= - l-mz .
! . sy e 4 & < O
} CR+132 rS
Las perturbaciones con numerc de cnda k¥ menor a k& crecen en
<
el Lrempc, mientras que si 3 > k_ las perturbacicnes se
amoriiguan. Zi se aplica una perlurkacisn al fluje, es de esperar

que su  descomposicion  especiral centlenga valores de X ¥y m
arbilrarios. EZntsaces. s1 k #0 el Tlujcec sera inestable (lo que
sucede en nuaestr-rc caso con m lgual a ceroc y uncs.

gura 23 muesira una grafica de kc vs. I'. siends m=0,
=10 »y S=i10. Coms

.
. b

cuys Valsr mas pequefic es

3¢ puade apreciar. k_ es una funcidn creciente
<

del parametro I

que se& alcanza

e
cuandc ne hay rotacidn. Ademas, de la ecuac:dn 2.23 so deduce gue
R ; . Y(3-m23
kK  eosta acotade sujeriormenta. siends su valer méwimo T

S ha demsstrads gque en el escurrimiente con rotacidrn hay des
mnodos itnestables. El valer del parametre £ determuna cual de les
dcs es ol mas 1nestable. En la figura 28 se presenta una grafic

de kCL vs k (€ =Tmlced? siendo m=C., S=10, B3=2 y F'=0.6. El i‘términc
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FIGURA 25. - Ndmers  de  onda  eritwe ik, 2 en furcidn da E’
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FICURA 206, — arafica de 1= e k parcs el modo ™ = o,
sierdos s=m10, E'to.9 vy [f=3. RC da le razdn  de crecvmento
de la perturbtactén. El valor mdximo de kC, 23 0.O024.




kC  da la razén de crecimiento de la perturbacién y su valor
nmaximo es 0.024. La figura 27 contieane una grafica de kCr vs k con
los misma valores de S, 3y &£, pero ahcra m=l. El valor maximo de
kT es C.0338. De lo antericr se concluys. que en esas

condicrones, el modo mas inestable es m=1.

Para gue m=! sea el mode mas inestable es necesario gue el
parametro ' sobrepase ciertc valer., Esto se puede apreciar en la
figuraz 28, donde se han graficade el valor méximoe de kC. vs [

QO v m=L., las curvas se cruzan cuandc £'=0.:8.
Por wulti:mo se diran algunas palabras respectis a la funcion
FCk.m./37.22. lLas figuras 289 ¥ 3C contienen graficas de F{k.m,/3,12
“s. iy k zzon 2 valores distintos de m (m=0 v 12. Comc se puede
aprec:ar en todas ellas, sclzs en la regidn de k peqgqueiia la funcidn

F wvar:a apreciablemente. En la regidén de k intermedios » grandes,

la funcicn ¥ depende débkilmente de k. Por otreo lade., en la regisn

de 3 intermedicos ¢ grandes, F depends debilmente 2. Usualmente, si

kC |

2.0

o001 S
’ m=1

Iy a2 24

ta

0.2 0. 0.5

FIGURA 27.- Jrafiéa de kG ve k para el mado m = L. s=10,
=0.9 4 3. El valer maxime de L, es 0.0330.
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FIOURA  28. - ordiica’ del  valor  mdximo. da kG, ve i Ee pare  m=o
v mzt ¢(f3=3, s=10,. Ambas curvaes ) cruzan on Ez0, 43,
Ertoncss, can T 2 .15 @l modo mis inestable - es mz1.
FIOURA 20 .- grdfice de  F ek  anuliplicade por 100 oy 3.
Kesurrimionto por al exlarior v mada m=o, Como ad puede

apreciar JF cilempra os negative,
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P

P

[CIL-TRE ’
3. - Grdfica de F v k (multiplicado por 105 v IES
rlerte por @l exterLor v moads m = 1. Coma sa puode

F siempra s regativa.

necidén F adopta un valeor practicamente censtante (dejando

otros parametiros: ko oy omd.

relevante es el cemportamiento asintdélico

L

de F par valores grandes de k ¥y /3. Dentro de la definicidn de la
funcidon F estan inclutdas las funcicnes modificadas de Bessel
eval uadas en x=kf3 v en x=k{(/3+1). Se puede demestrar que ia fdéormula
asintotica de Im ¥ Km (Lebedev, 19600 con x +» ® no depende del
valor de m. Esto se traduce en que el limite de F cuando k3 + o

tampoco depende de m.

B) Flujo per el interior del cilindro (g=-12.

Los factores fisicos que influyen en la estabilidad del flujo
son la tensién superficial ¥ la fuerza centrifuga. Ademas, hay un
factor geamétrico ~el radio del cilindro- que influye
considerablerente en la regidn de 2 pequefios e intermedios. La
tensidn superficiral tisne el efecto de ahercamiento capilar que no

depende del numerc de onda. Hay un ofecto adicional de segundo



orden en X v m que juegs un pa;el‘espabilizadcr,

en el 1nciso A

v oque se menciond

En relacidn a la rotacién, su influencia sobre-la estabilidad

que ahora la fuerza zentrifuga smpuja

pared del cilindra. inhibilenda

perturbaciones.

Considerands qua FCk,m,(7.~12 es positiva,’
estabilidad es:
oo
20
¥
v <debe cumplirse para

Queremos que el flujc sea estable. .

sals términe negativo,
Supongase ahera gue no hay

anter:or ze transfcrma en:

mZ-1

% 2+___~..__.
CfRvqo 2

(o]

Con m=0 existe un intervalo de numeros de onda O<¢k<

no se satisface la desigualdad.

surgiran condas de de

de la

anda

la

langitud grande

espaesor pelicula>. Con mZl
cualquier valor de k.

sin rotacion solo pueden crecer

el crecimiento de

Como se puede apreciar.

rotacisn C&'=0>.

{comparada

dwsigualdad

tativamente distinta si se compara con el caso g=i.  Esto

ali liquida hacia
la

la condicidn de

CS. 77D

cualguier periurbacidn aplicada al flujo si

hay un

el gue produce &l ahorzamiento capilar.

La desigualdad

donde

1
{3—1

Este significa que sabre al flujo

con el

s cumple para

De lo anterior se concluys que eon un flujoe

las perlurbacicnes con m=0.

La condicién para que la desigualdad se cumpl a
independientemente do kK v m es:
Sy
Fr R .
4 2 ST CS. 79>
Hozdiante esta condicidn se garanbtiza la estabilidad del

flujo.



e p‘i“oducfr --'g.m" ‘fl’ﬁjo estable “mediante 1a

La posibilidad

naturalmente’ Una definicidn. de valor critico de

rotacidén «induc

rf;'f'c = ?:_/?%—57 (5. 800
que se obtiene de B5.79 si igualamos los miembros derecho e
izgquierdoe. Si 5'<5'c el flujo es inestable vy si E‘EE’C el flujo es
estable.

El problema que se aborda aguf incluye dos f{uerzas de cuerpa
que se deducen de un potencial, caomo la son la gravedad y la

fuerza centrifuga y cuya suma vectorial es:
# = pnzrr + pgk ¢s.81)

,A'siv,, el -par&dmetro &’ es justamente el cociente entre la

ccmpcnenté__r'a‘dial de F v su componente en la direccidn z:
I €S.82>

Por otra parte, la condicion de estabilidad neutral esti dada

per la ecuacidn:

mz-1 £
s 2 e = B
h.& +Cﬁ+q32] +i- =0 ¢s. 83

Do la que se puede despejar k (numsro de onda critico. k J:
=

l 1 _ &z s - CS. 84D
[C_*—_ﬁ*q)z ;—§] =i m=0

€ o] si si m®0 © si el término entre
parentesis es negativo



La figura 3’ se presanba una graxxca da k vs.: ', - Se - puede

cbservar que L as una funcion decrac;enta;da
valor maximo cuando no hay roLac;én Cel

valor minimo es ceroc.

For ultimo, las fxguras 32 y 33 se
FCk,m,/2, -3 wvs.
12. Notesa que rCL.m.B.—iD,es,sxqmpne
SUS caracteristicas son semsjantes a 1a

,LAM £

depende

ad En la regién de {3 grandses ci n[;?Ck.m.B.—l)

deht lmente de 3.
i

bl Sclo en la regidn de k pequeﬁés ?Ck
de k. '
c> Para valores grandes de kﬁ la f n xan FCk.m.ﬁ.-lD tiende a

e

~1d. . depende fuertemente

valores que son independientes de- m,

k erit
QP2 -
|
o E =~ .. .
-~ . o
i . :
! \\\\\
g - ~.
0.08 : .
. -
H \
. . L . .
8.06 ¥ e
.
L
004 e
N
N
0.02 L \
\5
}
0 — -
o .02 0.0¢ o.er 0.08 o.¢ .12
£
FICURA 3. - Grafrtea de ke g va &', flujo por wl LPLerior.
s=10, I=10. ke ce anuta con F'= o. 11, Es decur, L 1%
I’ > O. 12 tedas las perturbaciones Frs ameriwguan an el

Lempo.



FIGURA 32. - Grafica de - F  wvs  k  mulliplicado por 10} v 3.
EsCurrin e ts ror »1 LrtErior vy - modo m=0. Como e puede

apreciar 5 siempre ea positiva.

FIGURA 33. - ardfica de F e ¥ tmultiplicado por 103 v .
ESCurrimients por ot itntarior v modo m = 1. como [T puede
aprectar & aempre es postiiva.



CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En esta'tfabajo se investigd la estabilidad lineal de una
pelicula de fluido'newtoniano gque desciende por un cilindrs en
rotaciédn. Secconsideraron dos posibilidades: a) escurrimienta por
el interior ¥ b) escurrimients por el exterior. Luego de hacer una
descomposicidn de las perturbaciones @n medos normales, se dedujo
un sistema de 2 ecuaciones diferenciales ordinarias acopiadas que
describen la evolucién de perturbaciones infinitesimales.

Tomandc en consideraczion la dificultad de resol ver
exactamente el sislema de ecuaciones, se procedid a investigar la
estabil.:dad en des aproximaciones: p] para numeros de  onda
pequelfics v 2) para numeros de Reynolds pequefios.

En relacidén a la aproximacidn para nimeros de ondad psguefios.
una de las primeras conclusicones de esta investigacidn es que@,
sckbre ia estabilidad. influyen La Ltensidn superficial., la
rotacidn, el radio del cilindre y e! valeor del numerc de Reynclds.
La tens:én superficial produce un ahorcamiento de la pelicula, que

puede dar lugar al! rompimientc de su continuidad y que ocurre en

[

a regién de numer de onda peqgusiios. Cabe destacar gue el
ahorcamuents capilar soelo es importarte cuande {7 o3 pequelic, comc
se puede apreciar Ze una analisis de la ecuacidén (.78 v de las
figuras B y 14

Cirao de las resultados es Qque la fuerza de Ccrioclis no
influye s:ignificativamente sobre las perturbaciones con ntmerc de
onda peguefic, aun mas. el nimero e Taylosr solo aparece en la

aproximacion a orden des. Por 21 contrarico, la fusrza centrifuga

o]

afecta la estabilidad del flujye ra sealguisr valor de x, peroc . u

a
nfluencia depends la suparficie del cilinzirz por donde escurre ol

b

fluido: inhibe el surgimiente de inestabilidades en peliculas gque

Q.

escliendon poer el tnteriocr y aumenta la razdn de crecimients de

as periurbacicnes en las pelicylas que escurren por el exteric
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"Se"deniostre,ademas, que una . pelicula escurri gndo por el interior

)

s estable a pariir del valor de £ dado en la ecuacidn 4. 88,

La figura 34 incluye tres :k

curvas de estabilidad neutral A
de una pelicula de liquido que
.ol
escurre por el interior de un /
tubo . gue corresponden  a
~ .4
diferentes ~alores de 3. Las ¥
curvas fueron tomadas de un -
trabajo de Lin » Liu dLin Vv 2
L
Liu, 1975 +~ fueroen calculadas )
L
para un flujo s=in rotacisn. Es
L A L =
”
e b —_— * N - -
Lnteresante nobtar que en la a 10 20
regldn de numerocs de onda
FIOQURA 84, - curvaas de
paquelios las perturbaciones son  estabilidad neutral para una
- . . elicuta a o
imestables IImCee >0, Sin P de fturde Aue Facurre
por el tNtertor de ur cilindre
zmizargos, on el capltule 4 se (Wez1005, Tomado de Liv v Liu
BT-r4- %

demcstré gue a numeros de onda
pequefios la rotacién puede anular el ahorcamiento capilar y las
inestabi1l:dades producidas por los términos de inercia. Esto
quiere decir gque la rotacidn desplaza hacia abajo las cur-vas de
estabilidad neutral.

Cabe destacar que la hipdtesis de ndmero de onda k pegquefio
solec e compatible com m=0. Esto se pusds entender si rocordamos

Jue s puede interpretar como un ndmero de onda azimutal,

F
Entonces, suponer que @l numero de onda sea pequefic 1mplica due
simultaneamente k ¥ m lo s@an. Pero la dnica posiblilidad para m es
que valga cero,

Yarias conclusicones importantes se pueden sacar de la
solucidn con Re pequefio. Una de ellas es que, en ausencia de

rectazidén, el dnico medo inestable 2z m=0. 5in embargo, cuando <l

parametroc centrifugo es distinto de cero surge un nuevo modo
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inestabls para peliculas que escurren por el exterior: m=i. EL
valcor de §' determina cual de los dos mcdcs'es el mas inestable.
Cyuande &' es proximos a cero &l modo qde tiene la mayor tarza de

m:ento temporal ez el de m=0. Sin embarge. por encima de un
cierts valor critico el modeo m=1l se <sonvierte wn el mis inestable.

Estc se prede apraciar <laramentes on ia figura 28, Por cotra parte,

s: la gpelizula sszuire por @l lnterior, pero el parametre &' no
supera el valor :ﬁfijz hay wun Gniccs mods inestable (m=03. 3in
amiargs. cuands E'Z:Bf{)? todos los nodss son estables.

£ : e < d& onda que se grafica en la

que obtuvimos nosotros

caons:iste en disndnuir

zu valor e inclus:ve hacerl

_gual a cerc. Esto se aprecia en la

figura 31 deonde 3e grafica & ws §

¥ Por otra parte. la figura 32
? irzluyre 3 curvas de estabilidad
neutrsal de una pelicula gue

T

por el exterior de un

e
Ltubo, gque también fue Lomada del
miamo trabajo de Lin y Liu Jel

ubo no rota2. El o valor de kK

Y
o
8

cen Re=2 coincide con el que

calzcul amos en este trabajo
haziende &' =0. La rotacidén se
. . L >
manifiesta en un un aunento del
el 10 20
numerc de onda zsritico. tal comoc
. se puede ver en la figura 2B,
FICURA 35, - Curves de F
scrabilidad reutral para ura Finalmente, en la solucidn
pallicule de fluids Gque SBCurre
. zor Re pequelio se  ponen de
por 3 *xterior de un ciiindre
(WeziO0!. Tomade de Lin v Lia mani{iesto deos efectcs
APTSI. .
contrapuestics de la Ltensidn
superficial: el ahorcamiento
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capilar y \.:n'fact.ar.astabi;i;ante prcporcional’d: k2+

3
Cl??q)z

Una da Llazs posibles ext_ensxones de ssta' traba;o seri'a gl

analisis de estabilidad sin las *estrlccxones respectivas da k

pegquefic y Re pequefio. Esto requierse del i emplao _de un mét,odc

numer:ce Jde S

Un camine mids a seguir seria la constxuccxén ds una solur*xo'u

analitica dende s manifiesten claramen!.e los efect.cs de la. fuer"a
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APENDICE A
o0 e = IDENTIDADES MATEMATICAS - oo

En asta seccidn sa demost,raran" v‘arri‘as-" identidades
matematicas que se uL;lx‘,an en el capitulc s, que trata sobre la
estabilidad a nimeros de Reynolds pequaﬁos.fSé 'ocupan en la
deducecidn de la ecuaéxén 5.35. en el ca.‘.culo”::de la soluciédn
general y en las condiciones de frontera. La razén de incluirlas
aparte se debes a que algunos términos apérecen' rei Ler‘adamante ¥ su

sustitlucidn por una expresidn equivalente simplifica bastante los

leculos. )
ICENTIDAD I.- Zea T una’ funr 1on conbxnua y diferenciable.
2 L
Zea ademas Dz=d L -C-lw- Entonces‘, i
dx2z w .

d mz] _ ; m2
sz e =
DEMOSTRACI ON: R RRAEE
2o g :
En praimer lugar %le' = :x :xZ‘. + ::E 9— f. Usando la regla de

la cadena vy reagruPando las de'-;.vadas llegavnos a que:

d 92 [ar]. 1 4 [dr 1 [ag
Sper= S| oSS - 2|2
dx " dxzy[ x]+ x dx [dx] x2 [dx]

pera lo anterior es irgual' a: [DZ - Lz] [ﬂ—]
. s . pwt

Por otra parte, la derivada de -—f es igual a:
; %

d [_ m2 _ _m2 fdf ~me
&‘[ ;zf] T Xz [x:l -y

Por lo tanto, reuniends las dos igualdades anteriores

llegamos a la siguiente identidad:

(Llﬂ.

r _ m2 _ _ mz 1 ldf mz
I_ 1 <z £ = |D2 1 - S2lam T 2§3f

que es lo que se deseaba probar,
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IDENTIDAD II.- Sea f una funcién continua y diferenciable. .

Entonces, la siguiente igualdadi es

ceorc esto se. puede . escrib

Por lo Laﬁtb:’

me], o 2 df
=2 e dx
como. se deseaba -probar.
IDENTIDAD “III. - Sea I la funcidn modificada de Bessel de

m+1 R
primera especie y de orden (m+1)., Dicha funcién satisface la

siguiente relacion:

En donde I es la funcidn modificada de Bessel de primera especia
v oorden m.
DEMOSTRACION:

Calilcularemos primere la primera ¥ sedunda  derivadas del
-+
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De lo-anterior se con

[.02‘-1-—5]:-:1 =x[DZ -—*1‘-‘-“—]1 + [1—1 « S ]
x2 -~ mel ST mey

El miembro derecho de la ultima igualdad se puede reescribir
de manera que uno de los Lérminos se anule;

+1i>2
x[02 -1 - Smeid ]1 » phriy + 21
2. m+1 X T omen m+1
El primer términoe de la expresidn anterior

se anula, ya
. es solucidn de
meg

que
la ecuacidn difersncial:

4 152
[DZ -1 - R }G =0
H

Por otra parte, recordande

las propiedades:

Ti-i et

concluimes que:

Por lo tanto:
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como. se deseaba probar

I DENTI DAD Iv-‘, Sea lcmﬂ :
Lercera especie  y- de orden; :_ "‘7 Cunulén satisface la

siguiente reldcién:"‘

Ern Jdonde Km es -la funci Lercera especie
y orden m.

DEMOSTRACI ON::

se 519uan lcs mxsmos pasos que idén‘anterior;,

y salo warian dos propzedades. que so

IDENTIDAD V. - Sea Imla funcisn modificada de Bessel dé primera

especie ¥ orden m. Dicha funcién satisface la relacidn:

il
n
—

meé_ 1
[DZ -1 - ;z]["lm] .
DEMOSTRACI ON: .
La primera y la segunda derivadas dsl producto xIm son
iguales a: : :

d
aelbe,] =, 1

d2
FE[<,]

[}
X
-
+
I
[}
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pers la primera parts del miembroizquierds es igual a cero, puss

I &z sclucien de la ecuicidn modificada de Bessel. Ds lo anterior

m
zonsluimos lo que se deseaba probar:

m2_ 1
2 L - - T = T
E: 1 o) z](x- 21,
IDENTIDAD VI.- Sea K la funcién modificada de Bessel de

m
_@specie ¥y orden m. Dicha funcidn satisface la relacidn:

z_ 3 ) .
[:z R ;z]pcm] = 2K

CEMOSTRACICN:

tercera

S siguen exactamente los mismos pasos que en la demostracidn

antaerior.
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