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RESUMEN 

Efl .¡,zt.a L<¡¡sis se invesLiqa la esLab
0

Í.Tidad lim•.;.l de una 

¡:.ali .::ul a de? f 1 ui do de espesor cor:.st.ant...;, que fluya por un ci-fi ndr-o 

en rot..aciór •. escurrimienLo por 

lnt..arior y ~-scurrirnJ..ent-o por- al eX'lari.or. 

En e!. ca.¡::it.t..:lo l se hace una revl.sióri de .los lrabajos previos 

~obre e~labil1dad de pelicu¡as ascurr~endo en cilindros Ccon o sin 

:-ot..ac.:..0::). El .:a.pi t..ul;::, 2 est .. i .. dedic:adc al calculo da los campos 

..:ie veloc1dad 

d~~c~ende ?Or ~n c1!~ndro ~n roLa=ión. En el ~api~ulo 3 SG deduce 

-...::-1 $~.::;,"~-.?:n.::.. dt:o dc1 s •?ct..i.a.c..t.ones di.f¡:;.r-é!nci.a.lqs. que di'9scr-ibe-:¡ 1.a 

~vcluc:óG de perlurbac1ones lnr1niL0simales aplicadas al flUJO que 

capi t.ulo 2. Considerando la dif~cultad de 

r.a-solver :-.a.nc;..l;.,L;.cament.e est....as acu:acíon~s, se prcc:l3dí0 a. oblener 

:;;:::l tJt::: l. onr;1s a¡::::.r o~·~l m<-:-,,.d~s .,,,r-. d·..:is casos: a) pc";lra. par'lur-bac l. on'3-s con 

i1:;:nt?r o dE? cr.da p€fqt...I.-:?fiO e ..:::a pi t..ul o 4.) y b) par a núm~r os de Reynol ds 

pequ~r.o~ Ccapi~ulo 5J. 

En lineas gen~rales. la ro~ación liene efsclo eslabili~ador 

~obre una ~~l:cul~ qu6 ~scur~~ por la pared in~er1or d~l cilindro. 

P.::.; el cor.tr-ar:o. s.i. l.:;... película ~scurr2 por el interior, la 

roLacion es fuenLe de ínesLabilidad, 

3 



l.~INTRODUCCION · 

El escurrimiento d~ un liquido sob~e superricies verticales 

h.:.. llamado la atención de numerosos investigadores en el presente 

siglo. Uno de los estudios pioneros lo realizó W. Nusselt en lg16; 

él est.aba interesado en la. lransf'erencia da calor qua se produce 

en los aparalos de condensación. Suponiendo que ha.y un balance 

entre 1.a. gr- a ved.:i.d y la vi scosi d.ad, Hussel l deduce un pér f i 1 de 

velocidad es semi parabólica par a una pel i cul a de r luido que 

desciende por un plano verlical. 

Los da.tos experiment.ales sobre el escurrimianlo da un liquida 

sobre una pared verllcal Cf~rant.z y Goren, 1971) muest.ran que el 

campo dE 

?Ju!': sel l: 

velocid~des es más 

sobre la super I i ci e 

complicado 

libre de la 

que el predicha por 

pelicula de espesor 

~onslanLe se forman cndul~ciones. Esle üllimo det.a!le ~i~ne gran 

1mporLancia ya que las ondulaciones aumenlan la transferencia d~ 

c.;..lor hast.a an un 20!~ en los aparatos de condensación CMijeev y 

MiJeeva. 1979). Sin embargo, la formación de ondas no siempre es 

deseable, por ejemplo, en el caso del recubrimienlo de superficies 

con pint.ura:.~. 

El ::;:.z:--gimient.o de una onda sobre una pelicula. de espesor 

const..anLe puede i nter pr et.ar se como una i neslabi 1 i dad del f 1 tJj o. 

Una pelicula de rluido de espesor unirarme con un campo de 

·.-el oci da.des semi paraból l ca es: solución de 1 as ecuc..ci ones da 

tJavier-Stok~·s y de cont.inuidad; sin embargo si 

del f'lUJO crecen, las caraclerisLicas: del 

modilicar rad1calmenle. 

La manera usual invesligar las 

las perLurbaciones 

mismo s~ pueden 

inaslabilidades es 

s.uperponl.endo una p(?rlurbación i:J.rbi Lraria .a.l !'lujo principal no 

perturbada; la aval uci ón de la per '...urb.aci ón se .l nves Liga con las 

ecua-:-iones de Navier-Stokes y de conlinuidad. 

Una de las dificullades que s:urgen en la:; invesligaciones 

:;;obre <est.ab1 l i dad hi drodi námi ca -y en general en la mecá.ni ca de 



f l '..Ji dos- os la. no l .i neal i dad da las ecua.e!. enes f"undament..al es. 

De!;af"ort..unadament.e muy· pocas ecuaciones di.ferenciales no !.1neales 

~olución lér rni no; de funciones elemenlales. Ce.abe 

:r.en::: l or..:i.r que l. a$ f~nci enes el em..:r.t..al es han apa.r eci do an el 

es~ud10 d~ prcble~a~ lineales) . Es t.. o ya ar a concci do por l o!i 

.:-.5~~:-ór.Qrr.os, que ::ies;.:!e h-.1.ce t..re=::: siglos t.rat.an con las ect..:.aci :::::nes 

r..:: !. l. r.e.a.: a:; del rno· .. ·.:. :;t!. enLc1 de les ~l anet...as. I ncl u~i · ... ·e .a.her a no se 

tl~~e so:~:::iones anali~!.cas sobre la esLabilidad del si st..ema 

pre;;:;... 

pl c..nt.ear 

de 1,;r. 

acu~ciones diferenc1ales 

pendulo. les modelos da 

Se han cbten.:. do al g'..Jnas soluciones de acuac iones n.o .!. :. ne al es 

mediar.le ~ransforrnac1cnes que las ccn· ... ·iert..en en e·= uaci one:; 

d1fere!"'lc1a!es !. i ne.al es. Ot.ra mane>r~ de a.bordar ¡::::rcblemas no 

l.:. ;;e.al es es .!.. a de l n~.'e=.~.!. ga.r el compor :...a.rru. f;nt..c .:;.si n..._ót..i co de las 

¡: =.l uc ! onss e :..iar.do les t. ér m1 nos no 1 i ne al es no j uagan un papel 

.:.r..port.a.nte. Má..::; rec.:.e:¡t..ernE:>n.!..e se h4>. dado :.in gran .:..·.-a:..ce ccn el 

;.ur g1 :r . ..:. en+~.::: Ce l.-;.:; co::ipt=·~.=i.dor as. Ccn e!. la~ se h.:i.n exµl o:- ado l rts 

=arac~er~st:cas da 1~~ =o!~ciones da m~:has ecuaciones no lineales 

De:;t.rc de la. tec:-.!...:i. :!e l.:i. est.abi!id.:~d. :...:ne de .!.os !.!1Lent..os 

€-X.:.~oscs ¡:::cr s.::rt.ear las r.c l.:.neal1dades ha sido suponer que las 

perLurb.a.ciones al fl~J8 so~ peque~as en comparación con los campes 

de ~·eloc1dad y pres1ón del flujo ?rlncip~l. Ce~ es~a suposición se 

puedan despreciar los t..?rr;:;~.:.r.as cua.drát..:..ccs da las ecuaciones de 

mcr.1ent..c. y en~.or.c(JS qt.:eda ;:.or r escl v&r t...:n probl Gma lineal. El 

objelo de la ~ecr1a l1r.8al de la eslábil~dad es delerminar si una 

per~urb.a.c.:..ón .in:-;..:'"' • .:L.a~.:..r.-i.:..l d.! t.itra.r1.a cre.:::G • ..:!acrece o se mant..iena 

c=~sLanLe. Ccn ella ne se pued~ saber cual es el asladc final de 

U:"l f'lujo 

l :'1Vali:::!a. 

i nes t...abl e, '.f~ crec1mienlo de las 

¡:::err...t l'=' despreciar 

cuadráLico~ de la ocuac!ón de ~omenLc. 
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esLabilidad h1drodinámica. considera que las perturbaciones son 

bid1n:ensionales, e~ d&cir. Cu.u.OJ y p; pCx.y); lo q~e 

5e _1 wst:.fica. r.:uch.:;.s; ·.·cce::: por el teorema de Squire. Dicho Leorem~ 

esLablece que par~ calcular el ~úmero de Reynolds crilico Re e~~ 
~ 

Ro 

Re 

Re el ~lUJO e~ es~able y ~i Re 
~ 

Re el rlujo es ineslable; 

nurnar o de Reynol d:,;) es .s.ufl.:::ienL~ con;;.;i dttr ar 

pe;!..urbac1ones bid:.mens1onales; CDrazin. 197'9). 

Una las ecu.:..c.:. :::;;nes fund.ame:inLales de la 

h.!.dr::.id1n:..r:-.ic~ .!.:ne.al !'ue deduc1da. por Arncld Sommerfel,j en .:,:;06. 

E! supor1e que la~ p~r~urbac:.ones de la velocidad y la pr~s1on se 

c:.:ocr dena.:!a. y mul L.!. pl l. cada por una exponencial compleja 

expikC~·-·ctJ. Con e~t~ dascomposic1~~ de la perturbación quedan por 

resolv¿.r '..l:-:.:.c~r.1er.le .;icua.::.:..-::ine.s .:hferer.ciales ordinarias. pero a 

=amb10 ap~~eca~ dos n~e~:os paráma~rcs: el número da onda k y u~a 

velcc1dac! :::. !J1..:h.as c..:a.nt..i.da.des pueden ser reales o complejas. La 

t.&or.;..;i. l.:...fl•? .. d perm.i.•_e t:-s~udiar Lanlo est...:i.bili:iad espaci;...l como 

le:r,?:..;ral. Er1 2.l. pr..i. m•?r ca.5.:: e es una cant...1da.d real. :-nienlr.a.~ que k 

e~ 1...:;.::. ma-:;n1t·-.:C. c..::irr:pl~_:c.... cuya parl& 1mag1na.r1a da informac1ó:1 

Cel :'l UJO. Por el conLrario. en la 

e.st..a.bil:..d..:...:! Lcr.-.por.:..l k es real y el pa..rámet..ro e es una canlidad 

compleJa. ct.;y~ pa.rt~2 reaL es la velocidad de propagación do la 

pert.urbac1ón. l .:l p.ar Le i rnagi nar i a indica. si 1 a per Lur bac1 ón 

crece -.::.;: se =t:norLig'...la. Alguilas ~.n·,;esLigaciones CKranLz y Goren. 

1971) de:nut;c>~t..ran c;ue le. est.abili.dad temporal es equiva.lent.e ..3. la 

estabil!dad espacial cuando ImCc) (( Raal(c). 

Dentro de la. t~eori.a lineal 10s: parámelr~s ~Gl !lujo pr1nc1pal 

)' de la perLtJrbac1ón no son independ1enles, hay una relación enLre 

ello:>: 

?CRe, k, e, ... ) o. (1.1) 

6 



d.:- donde >.e puede despejar e o k, dependi .;,ndo de . si 5e in.ves t.i ga 

es:t.abilidad t.emporal o espacial. 

Un procedimient.o usual de · 1a ast.abilic:Íad es la 

i:-.•.roducc16n de una !unción" de 

lp(x,y,t.) 

que est.a relacionada con el campo de velocidad dé;·1a pert.urbación 

~ =Cu. '.,,·, 0) de la siguient.e manera: 

u V Cl. 3) 

Med1ant.e la aplicación d.,l operador rot.acional sobre las 

ec~aciones de momenLo SG obt..iene una ecuación que ya no conliena ~ 

la pre5ión p. Si además se ulili=a la !'unción dk? corrienl.a ~· se 

llega a una ecuación di1-erencial ordinaria de cuart.o orden que 

describe l.;.s pert..urbaciones an un !'lujo unidireccional CDrazin, 

e 1. 4) 

siendo i él númaro ima.ginarit:.1 pura, Re el número da Rey-nolds y U 

el campo de velocidades del flujo principal. Aquí ya se ha 

eliminado el fact.or común e>:pikCx-ct.). Est.a es la ecuación de 

Orr-Sornmerfeld en coordenadas carlesianas. 

La correspondient.e ecuación de Orr-Sommerfeld en coordenadas 

cilíndricas es la sigui<>nt.i;, CSolo:-io y Sen. 1987): 

e x2 - k 2) 2.p <kRe (CU-c)(.:02-1..2) - 1)2U)<t>. Cl. 5) 



,. r ':!__ (~ ':!__) 
dr r dr-- -

d2 --o-~l ---0 

azr r- ar· 

La ecuaci6n 1.5 StE.! riifd·..ice a l-4 ért el limite r ro. Lo 

an•"orior ,;ignif'ica que los resUl!..ad;:is da la est.abilidad en una 

~eometrra cilindrica deb~n tender a los rasult.ados de estabilidad 

a~ un plano cua~do r tiende a iniiniLo. 

Un.;,. de !.Qs p:-.1.meras. .i.n·~·.est.!gaciones sobr-e la estabilidad del 

f'lujo sobre un cilindro se deb,. a Yih (1961), quien estudió la 

estabilidad de un~ p~llcula de ~luido sobre un cilindro que roLa 

~obre 5U eje Cel eJe d¿l c~l1ndro 

vs pt2r¡:.ondl.cular a l~ fuerza de 

f .t .;;urd. l) _ v.,)r 

considara qua la.s ¡:..ert...crba.c.Lonas 

LJ.enen simelria a.;<lal qua la 

gra·.·edad desprec~able. 

'iih 0------ ---{} 
es 

Coloc.;..ndose en SlSt...ezr..a de 

raferencid. r;o i.:"'1.arcial qut.a re t. a 

:;en o.! cilindro, Y1h obll.Gne una 

d.l fer e.nc1 al de 

orden la ampli!_ud de la 
FIOURA. 

a.:.br• 

lg 
s., - C~l1.ndt"~ 

QW -..l""'• E::l 

componant.e r .adi .al de la val o.=i dad: P•l'f: • .¡.nJi..:ul.o.r 
la. 91'0.V ... d~d. 

la 

(L - n2 
2 

- ><Ra] e L - nZ) u = 4nZRaZU. 

qu• .. , .. 
di..f',¡,O:i::\.ÓI"\ 

rolo. .... 
J .. 

(1. 6) 

en donde L : ~ + - d 
d2r r ar 

cilindro, Ra ::= ~: w la velocidad 

n = 

cinemAtica, y que la velocidad radial 

2rr ~· siendo a el radio del 

angular y v la viscosidad 

za pueda expresar como: u = 

Msdic.:.n.t..e un mólodo J.r.t.Gig!"'al damuest..:-a qua las ondas viajEH·as 

siempre se amor~iguat\. Si n emb.::l:- go, en la deducción de esta 

resul~ado. ignora lo~ erac~cs de ahorcamien~c producidos por la 

tensión superficial. 
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El problema que resuel·,.:e Yih -.as el da det.erminar el signci de 

la par t.e imaginaria de >< (con el cual se puede cono '"'r la 

&s~ab1!!d~d del fl~jc). La 1r1,·es~igación para el caso Real(~) = O 

(q•.Je cc:-res;::ior.de .a un.a 5'..!per:-i::l.e corrugada) se hace con mét.odos 

a~:-o~mad~~- ~na supo~iciór. fundamen~al es conside~~r que e! r4dio 

del :::il1:-1::::rc es muc!-10 rr.a.: .. "or que el espesor de la capa de !"luido; 

e;;;'lc le ;ier~..it.e desprec.:.ar algunos t.érm.:..r.cs. quedanc!:::ise finalment.e 

con ecuaci cr;es qu~ sc.n !. gua!. es: a las del fl. ujo por una pared 

;:::l.J..na. 

Au~ sin re~o:var las ecuaciones de moffien~o y conlinuidad. Y1h 

da una c~nd.:.c1ón ~~ e3t~b.:..lida~ ne·:t~al. qua es independiente del 

;:.:a.:- .a:n~t. .- o Ra: .:;e dedu..::e je la ~cndi~ión de fro~tera sobre 

esfuerzos norDales en l~ superfici& 1 i bre, 

debor. 

suponiendo q~e­

¿qui l i br ar la 

~ = 0 y 

Lensiór. t=' 0. En la su;:erf.!.ci~:- libre se 

Z'..!;:>erfic:..a!. -::.C'n el .;;~.adier~~e de p:-es1ón g<-?nerado por la f·-ler=a 

:.:e:--.t.r.!.1-u•;a. Con esla :::.-::.nd1ción mues~-r-;:,. que? e:.:.ist.a ur. int..ervalo C.:e 

números =e o~da donde las perlurbacic~es $en inesLables. 

L.?ts ;::.r.:.n:::!pales. l.:.m.!.t.....J.:Jles de la in·,.·c::stigación de Yih son. 

pcr :..:~ 1 ad.:=. :~ue c!espr eci ~ el t::ifec,_c de .ah.crca.m.!.arat..c de l .a. t_vn:;i ón 

e.!. su~ ::;oluciones .a.r::;roximadas 

ccoresf:lc::-.den al pr.~b.!e1:1.a.. de u:1.::. pal.:.,..;ula de l.!.qu.i.do descendiendo 

p:=r una ;;.ar ed · ... ·er l.i.::. .:..:i.l . E:; t..c as. no ~e .:. n.= l u:lt el anál;. :.:..:.. s C.e l .a 

in~!.ue~c.:.~ de la cur·;a~ura en la eslab1l1dad ~Gl fltIJ=· 

1975 y Liu presen+_an l c..s ~<:?su.!. t...a.dos de 

.:.n· ... ·est.igacién leóri.ca s:::::.!::re el escurrilT'.i&nt.o dE~ un l.!.qu1dc ..-?n 

tubos y alambres. Las fuer=as que s~ Loman en ccnsid~~acion ~on la 

gr.a·-edad. la fricción v:...sc:::s.a :.r .!.a 4...er-.s:~n 5t.;;;e-rf.1.'.:..:..!.a.l. Supon1endc 

que l .as perlurbac1ones puede:-. fcrm.a 

6Cr)expt~C=-ct;. doducen una ecuación ~ifarüncial ~ue des~r-1be el 

comporlami-?nt.o de la. swpe:--f'icie li.bre. Ces¡:-re::.1a:-·.d1::- !os "Lérmino~ 

no lineales. reali=an un an~lisis c:e la estabilidad en dos casos 

d1ferent..es: a) !"lujo de la pelic"..Jla por la pared 1nLer.:.or ciA un. 

g 



Lubo y b) rlujo de la pellcula por la superficie de un alambre. La 

condición de eslabilidad se expresa en Lerminos de dos parámelros: 

el número de Reynolds y el número de Weba:-; esle úllimo es el 

coc1enle de la Lensión superCicial y una presión carac~erísLica. 

Sn el capí~ulo 2 se dara una definición precisa. 

Uno de los faclores fundamentales de la inesLabilidad del 

flujo es el ahorcarr...:ent..o capilar. Dicho f'ac:lor es independient..e 

del número de onda, y compile con la fuerza capilar asociada a la 

superficial en la 

p.a.ra Ro=O, las perLurbacio~es ccn númerci de 

Demueslra además, 
l 

onda menor 

que 

son 

i.r.est.ablG>s (81 signo más es par.a el flujo por un alambre :·I el 

::.igr.o mene;; para. el flujo por ur. Lubo.:•. A . ...:¡ui t1 es al ccc.!.enle 

e~~re el radio del cilindro y el espeso~ d~ la película.de fluido. 

Poco t.1empo después Kranl:;: y Gcren (1976) cbl1enen una 

scluc1ón al mismo problema, solo que con un~ adimensior.alización 

::!!.farer.t..e: suponen que las x-t..:erzas e.apila.res son del mismo orden 

de magnit..ud que la fuerza · .... ·isccsa. EsLc lo hacen para corregir 

~lgL1nos de las resultados de L1n :~ Liu c~ando Re:O. 

Er. el t.rabaj~ d8 Kra~L= y Goren =¿ ~ntrcducq un~ función da 

e ~r r l. er.to::~ 51? df-:lduce '..lna ec:.:aci.ór. di!-arenc-1c:i.l c.!e ct:arLo orden. 

e..:uaci 6n pero ha:_.,· un parámeLra 

ac!i :::i onal). La solución an.a.l i L1 ca qu8 ellos deducen se obt.i ene 

med1~nLe un desarrollo en ser1~ de poLenci«s del número de onda k. 

A orden cero encuenlran q~:s la velocidad de fase de la onda as el 

doble de la velccid.a.d del !"lujo t?n. l;; su¡:.erficie libre>. A primer 

crden obt.ienen una condición de est..ab! lidad. es decir. la part.e 

imaginaria de e es en general disLint.a de c0ro. 

Más reci enlemenle Shl ang y Si vashi nsi'. y C 1982) deducen una 

ecuación ne lineal que d&sc~~~a el ~ompor~amienlo do la superficie 

l 1 br e cuando la Lansi ón super f 1 =i al es ~r ande. Suponen que las 

perLurbaciones son lridimensionalos y l~s descomponen en Lérminos 

da la forma: 6exp [tm:3+tkC:;:-cl)]. La idea do suponer ur.a l"nsión 
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superficial .;¡rar.de surge d.;,l ar.álisis de .. un problema sinül4r, el 

de ur.a pelicula de liquido que escurre por Ür.a pared vertical; las 

ir.estabil1d;:.des ocurren a números de onda del orden del inverso de 

la ralz cuadrada del coeficiente de tensión superficial Ck 1/ 

-/o). 

Despreciando los lérrninos r.o 

11 r.eal es de la ecuación de 

momento, ·ellos resuelven una 

ecuación l 1 noal. Demuest..ran qu.:;, 

es po~ible la formación de 

anillos incl!.nados, moviendose 

hacia abajo, tal como se ilusL•a 

la figura z. Encuent.ran 

adcaomás, que la cur·/aLur-a. t.iene 

una 1 nf l uanci a 

sobre las 

a:z1mut..ales Cm 

afect..an débilmenle 

significativa 

pert.urba.c.iones 

OJ, y solo 

las ondas 
F'tOURA. 2. - F".:.rr1\o..,:1,..5n 

1.r,..::1..~na..Joli .aobr~ 

a.ni.\.\.oe 

p•ltcula. 

Algunos c:-i l<n1os sobre la est..abilidad del !lujo de una 

pelicula sobre un cilir.dro en rolación fueron r·epor-lados por­

Boudourides y Davis (1985). Esto se puede considerar como una 

continuación del lr-abajo de Y1h de 1961 ya que se desprecian los 

efectos de la gravedad. Se analizan tanlo el caso de un !"luido 

·,,-i seos o, como el caso de un f' luido no vi se oso. En es t...e lr abajo SQ­

mencionan tres tipos de inestabilidades: centr-11·ug«, capilar y de 

Raylaigh-Taylor. 

Con raspaclo a l~ prim~ra gs n~casario ~onsidgrar qug para 

que el flujo sea eslable la magnitud del momenlo angular se deba 

incrementar- con el aument..o do la dislancia al eje de rotación 

Ccrit.erio de Raylaigh, qua se demostró originalmanL~ para flujos 

sin una sup~rficie libre)~ y además se debe saL1sfacer una 
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c-ondicJ.ón adic.lcna.l én la interfase liquido-a.ir-e: 

:!: 1/2 - SCJ.:2 - .!.) ~·O. C1. 7) 

El ::igno más es para el flujo por el inlerior y el signo 

r..enos es para el flujo por el ext.erior del cilindro .. V es la 

velocidad de cuerpo rígido del .fluido en la :;;up~rficie libre Cno 

hay velocidad hacia abaje; el lJ.quido rola junt..o con el cilindro); 

S es cccl.ant.e ant..ra la tensión supar~ici~l y la 

.::e-nt.rifug~. y J..: es al número da onda. Cie la ecuacién 1. 7 se 

con el u:.·e que pa.r a. cil : ... 1 UJ o pcr el i n'ler i ,:::,:- . las i nes lab1 l ida des 

capllarc;,s se pueden elir.una.r aumentando le. velocidad a.ng~lar de 

rct..ac!.ón. Sin embargo, por el exlerior lanlo al ahorcamienlo 

~ap~lar. como la fuerza cenLr1ruga son fuen~e de ines~ab1lidades. 

Eoudourides y Dav1s indican que las inesla!::nlidades cap.llares 

se prcduc9r. en las int.erfases circula.res: por camb10~ de presión 

dab!dos a la Lens~ón superficial. E~ una perLcrbación con s1mat..ria 

axial. las perturbac:~nes son l~esLables si pos~en un~ l;ng1tud de 

c:-;.da :na.yo:- la c1rcunferenc1a de ¡a l .l. bre no 

E3la re~ult.ado ya le hablan repcrlado previamente 

c~ros au~ores CLin y Liu, 1;75; ~rant.= y Goren, 1976). 

Las i ~est...abi 1 i dad es de Rayl ei gh-Tayl or ocurrt1n en una 

in~erfase entre dos fluidos da d:fer~nte densidad. cuando el 

fluido de mayor densidad se encuentra enci~a dol m~s ligero. En el 

ccn~exto del flujo en relación el papel de la grav&dad lo jusga la 

fuerza centrifuga. Enloncas, el fl~jo será inestable ~i el fluido 

m.á:;; ligero rodea al de mayor dens1d.ad. E~ evidente que esle Lipo 

de inestabilidad sólc aparece si hay est.:-a.tificac:1ón dii:Jl :fluido 

que ascurre por el cilindro. 

Recie!l.t.ement.e, repo;--la.rcn CHu Joseph. 1989) los 

result.ados dG un análisis nu~ér:co de la estabilidad del flujo de 

Hagen-Po1sau1lle esLralificado que se mueve pcr el inlericr de un 
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t..ubo .:.r1 r ot.aci ón. E-i _ f ~ uJ-~ t;t~ Lá f'cr-~á-dó-_ pci-f. _--do-s --c-ap-a..::.---concentr-i cas 

de diferent..e densidad. Hu y Joseph analizan la est..abilidad frent..e 

a pert.urbacionas t..ridi'mensionc.les da la íor:-ma: 

óC r)e;:.:p (ime+z:kC z-ct..J J •c. 

::;.;. hi::o una est..udio de t..res ca.sos: a) arnbos't"luidos. t..i.;nen la 

rn~sma densidad. b) el fluido del cent.ro es ef de menor .densidad y 

e) a! flt..:ido del cent.ro es. el de mayor densidad. 

En el caso a.) 

per t.t.::- baci ar.es 

cor.e luyen qua 

de s:J.meLria 

a números 

axial Cm 

.:.nest.ablG5 (de!::.:. de pr l. mor di .a.l menLe a 

deo Reynol ds peque!'lo::; 

0) son las más 

efect..os de t..ens,¡ón 

superficial). Sin embargo, la relación puede eslabili=a~ ~1 íluJo. 

Un aument= er. el r.úmerc d~ Reynold~ hace que el modo más inesLabl8 

Co el me~c~ esLableJ ya ne s~a ~=O. si no m=l. El análisis 

n•...Iméri.cc ~a.r..b1en d.a re~:..ilt..ados par.iA. el caso b). S1 el fluido dol 

cent.ro es el más ligero. entonces la relación j~ega un papel 

eslabi!~=~~cr; !e ante~:cr está en ~oncorda~cia con e: criterio ¿e 

R.:s.:...·leigh-Tay:or er.1.,;nciado en al art..iculo de Boudourides y Da.v.:.s. 

F'inalmeni...e para el =aso :::) se er1cu01•lra que el flujo e~ si.empre 

i.nesLablé. Un resu!L~do que lanbién era esperado de acuordo a las 

preé.l.cci.or.a~ de Bct.:dour1des :-: Da·.,-1:;.. 

Una ..:.:-.vest.:.gac.i.ón ex.hausLiva sobre el escurrir:i.ienlo de una 

capa de liquido ¡:or e! exleri.cr de un cilindro -con especial 

énfasis e!""1 la influencia. de la curvatura fue pr esidnLa.d.:i. por 

Solario y Sen (1987). En dicho t..rabajo se invesL1ga t.eor1cament..~ 

la es:Labili.da.d s.:..n l.as rest.ricciones de los métodos análil1cos: 

Sol or i o y Sen hacen un análisis numérico da l .a. ecuación de 

Orr-Sommerfald. obleniendo resul~ados que concuerdan con algunas 

.;;.=.l '...lc!. c;-.es anal i t..1 c.a.s r epor t..adas con anLer l or i dad C L1 n y Li u, 

1975; Krant.z y Goren. 1976). También se comparan los resull.a.dos 

con los casos iimiLes de un chorro circular y una placa plana, 
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~bLeniendcse una concordancia sat..isfacloria. 

La lr.vestigación de Salorio y Sen incluye también una part.e 

-:---.:;:-.·c:-:"".'l~".'"'!lal. Ellos ~t...::.!.i=a.n Lubos de dia.melrcs -que va.n·_de 1 mm. 

~;.s-·-a ~e:;. 2.5 .::.~. 1-cs l!.qu.:.dos que esc~rr-en por los Lw.Cos son 

.3.9'J.:..., a.sl :;:orno me=cl .as Ce a.cei le SAE-!O =:en di esel. Las cant.i da.des 

q•..Je E--!.!.cs: de·_e:-rr-. .:.r.ar. e:..::per1mer.t.al:nenl.e son la -.ral.ocidad de Case de 

~a~ o~da' q~a ~?aracan en la ~ellcul~ de fluido y el namerc de 

::::~·=~. L.a .::cmpa;ac!.én ent...:-e el l:--a.ba_io t..eór ico y el e;.....-periment.a.l se 

:-.:. pé:. esi s: 1 as -=1,Ue se 

l!.~u.:.do sen 1 a~ ~ue c~r~esponden ma.:-u. mo 

=~ec.:.~r..:..:::-.~::;¡ en. .!.a. t.;o.:::;ia .:.ir.eal. Es t..é.:r • .lcanenle impcs.:ble rr..ed.ir 

~ó r·a=-:n. de (:rt:-ci.rr.1en.t..c .::!e ur.a. pe:-~t..:rba::::.ón :.nf1:1iles.:..:;¡a.:. por !.o 

·-~r:.· ... :::. 2....:i. :::crr.prc:b.J...;ió;; de un cálc~:.o da t.aorla l1r.i'?al no s;a 

:-e;.;.l:.=.;. rr..idiendo e:..:per-lment...alment.e el valor de c. s:.nc de m.J.r.era. 

.:. ;¡d..l :- ec t.. a. t....'r,a .:!e e:!. a.s se acat:.a de :r.enc1 oria.r; ot..r a pee.!:- i a ser 

dei 

.;;;~:..e:-:or) dé un c1l:..ndrc en rot.ac!.ón. La. or.i.gi.nal;.::iad da ast.a 

:nve~~.:.gación radi=a en que no se desp:-e:::.:..an n~ l~ =~rvat.ura. ni 

la. :~ue:- =a Ce gr o. ·--t::t:.:!z...:!. co:-no se hacia en a.l guncs de los t.r aba.Jos 

pr a·.1.:. ame:-lt.e reseñad.os.. Todos 1 os resul •_.a.de:;; q~e se ¡::.:-eser.t..an aqui 

:;.en analit..i=~s; se ha~ o~tenido c~ns~derando !a ~~ción conjunla da 

la rot.ac16n • ... 4. t..ens.:.6n St.!perf'ició.l. la gr.a..ved.;,.d ~--,· la v~s-=osidad. 

Las pe:-t..:.;r:tlac1ones flujo son t.r1d:.mGnsionalos. t.al come las 

exp:-esa~cn Hu y Jcsepn en su ~:-~!=~!o d~ IQ89. 

aparat..os de con~ensac:.ón. en dispcsi~i~cs de Lransfarancia de 

calor y masa. an el recubrimienLc de $:...J¡::.erf:..cies con ¡:::>int.ura y en 

:~ prcducción de papel. por menc1onar algunas. 
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lo-FLUJO SOBRE UN CIUNDRO EN ROT ACION 

2.1. -FLUJO PRINCIPAL 

E:"l ést.a sección se usarán las ecuaciones de Nes.viar.-St.okas y 

de continuidad para calcular el pérfil .:!e velccid.o:ides da und. 

película de fl~ido qua desciende por un cilindro q~e rota con ~~a 

·,elocidad angular cor.st.ant.e y ant.iparalela a la gravedad. El 

prob!ama se abordará usando un sistema de referencia no inercial 

.:¡ue r ot.a. con el ci 1.::. r . .:iro. Por e;.t.e mot.i ve las acuacion.as de 

a) la fuerza. de gravedad ... 
,:;g. 

b) la Iuer=a cent..rifuga -~;..,~~~; 

c) la :Auar=a de Cori ol is; -2pe~xv). 

d) la fuer=a de fr1c.::10n vi 5cosa µvzv. 

do:-: de la velocidad, 
.. 
w es la valoc:..daC z..:-.gul ar. p es la 

·• de:-isi dad del fluido. g la ac&leración de la gravedad. 
... 
r 

l h 

F"I01l!RA 3. - d...,. fluldc 

CllLT"ldr.:> 

-'?l vect.cr de posi ·=i ón la. 

·..ti :;cosl. dad dina.mica. En l.::. f"igura 

3 se da una descripción gráfica 

del problema que 5e asla l~alando. 

Se es~udiará el €scur;imienlo 

de una capa de liquido da espescr 

conslante que desciende por el 

!.n"Lerior o el ex'Lerior de un 

cilindro en rot..ac.:.én. Pcr lant.o. 

el Ilujo eslara confinado enlre 

dos radios diferenles: R y P.+h, 

para al flUJO di:Jr!. l1qu~da por &l 
.;iw.;;c•ndlwnd..:. 

rotaclÓn. 

por 

s .. L..:ie axler i or y. R y R-h. para el 

dt.rw..:clor . .¡.,:¡ dw l..a vttlcc1.d1:id 

,.:i,..-.,9!...ilar. lo. ~ravw.c.fo.d; •w 
P'!'\UW>it.rc. ~l .-~el...,.ma d~ 

;.;::..;.rdwnad.:ta. 
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e:;c:urrimient.o por las paredes--n'iLernas-del cili-ndrio. R -es elcradi-o 

del cilindro y h es el espesor de la capa: Tomando en- cuenLa la 

9eomeL:- i a del flujo, lo más- adecuado es ut.i i-1 zar -- coorde11adas 

cilindricas. 

Se ha seleccionado un sisLema de coordenadas cuyo eje z es 

~a~al~lo a la fuerza de la gravedad. Además, los vect.ores 

un¡ t. aries e y r est.án orient..ados como s~ indica en la !'igura 3. de 

manera que se Liene un sis~ema de coordenadas derecho. Da acuerdo 

.a. '-.!.l.cha elección, los vect.ores ~ y 9 se expresan de la siguieñt.e 

md.riera: 

.. 
VJ -wz . 

.. 
g gz. 

siendo w y g las magr.it.udes de la velocidad angular y de la 

.:..celar.ación da la gravedad, respect.ivament.e. 

Los campos de velocidad y de presión CP)del flujo principal 

sat.isfacen la. ecuación de Hav1ar-St.okas CSommerfald, 1950): 

av l ~ ~ .. ~ .. ~ .. .. .. 
Pat•i=?.VC V. V.J -pVxC Vxv.J +2p( WXV.J +pwxCwxr) -'1P+pg+µ"'2V, C2.l) 

donde P es la presión. 

Además, para un fluido incompresible la divergencia del campo 

de velocidad es cero: 

o. C2. 2) 

Por otra parte, se supo11drá que el flujo ocurre en un 

cilindro cuya longiLud es mucho mayor que su radio, y por t.al 

ra=ón, se pueden despreciar los efectos da borde. Da lo anLarior 
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se desprende qua lanlo i) como- p no dáperiden da la coord;,.nada :¡:;, 

A.dicionalment.e, se considera 

radial de velocidad nula., 

qua 

es 

al !'lujo liana una componanle 

dácir-. i)=CO.V.W). Finalmanle. 

supondremos que el !'lujo principal no depende da la coordenada. e 
ya que ~odas los pun~os sobre un cilindro con r=cla y z=ct.e son 

equi. val en t. es 

Usando ledas las hipólesis hechas en al párra!'o pracedenla 

conclu1mos que el campo de velocidad solo depende da r y que: 

ve r) e ... wc r) z cz. 3) 

Las 3 ecuacionas esca.lares de momenl.o. que se obLienen al 

sust.i~uir 2.3 en la ecuación de Navier-SLokes. son: 

vz dP - pC wZr -2:.;'/J , C2. 4) -P"r dr 

o d d'l V 
) ~dV V 

) . cz. 5) uar-c dr + r-r r dr 

o pg - ~ d r dW-, C2. 6) 
r a¡:-rar---. 

Sa resuelve primero la ecuación 2. 5, ¡::.a.ra. lo. velocidad en la 

dirección azimut.al. La solución de la ecuación difaren:::ial es del 

lipo 
... 

r • don da n es un axponanLe aún dosconoci do. Er.t..oncas. la 

búsqueda de la solución da la ecuación diferencial se reduce c. 

dat.erminar las raices de una ecuación algebráica de orden 2. qu~ 

se obt.iene al sust.it.uir V ... 
= r en la acuación 2.5: 

Cn-l)Z ... 2Cn-1) o. C2. 7) 

Las soluciones de la. acua.ción alr:;obraica ~an -1 y l. Luagc. la 

solución general de V es: 
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V ~ + 8:-. C2. 8) 

La. component.-G daº valcc.!.dcid V sat..isCace 2 condiciones- de 

front.era.. La primera es qúe' V sa anuL1 en la superficie del 

cilindro: 

o. C2. 9) 

La ot.r a. "'s la 'an~·l ació'[) · d_el esíuier=o t.angencl.a.l o en la 
"" superficie libre: 

o b::.en: 

2 rZ ! 
A lr=R....::;h =O, C2. l0) 

en donde se ha int..roducido un pará.r.iet..ro q pa.ra. difer-enciar los 

co.sos del flujo por el axt...eric:-- Cq=1) y el C-lujo por al interior 

o. (2.11) 

La anulación de la com?onent.e azimul~l de la. velocidad 

ell.m..ina la. in!'luenc1a da l.a tuer=.a de Coriol1s en el flujo 

pri~=ipal. El ~érmir.o de Coric:!..5 ~élo ~?arecs e~ 16 ecua~ión 2.~. 

C'-lYa scluci6n det.ermina el campe de pra~16n. Luego. el gradient.e 

de presión es inducido un!..cament..E? pcr '""71 t.oérm.:n::i que sob:-ev1ve en 

la ecuación 2. 4. es dec:r, por la aceler.a.:::ión cenº .... rifuga. También 

~ se puede decir que al campo de ·,,·el.::'..').:;idades es s.:..milar al oblenido 

an un flujo sin ra~ac:ón pues~c qu~ r.i !a fuer=~ da Ccricl1s. n1 
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la fuerza_·cenlriCuga._inrluyen sobre V y W. 

La ecuación 2.6· se resuelve por medio de una int.egración 

direct.a: 

w :.:2: .!:.
4

2 
+ Clnér)+ D> 

i.> 
C2.12) 

Después de usar la condición de adherencia, en la: 'superficie 

del cilindro y la condición de esfuerzo t.angéncial. "r::: igual a 

cero. el rasu:t.a.do final- es el siguient.e: 

WCr) g (R•-rZ+2CR+qh)ZlnCr/R)J. 
.:l.i.• 

siendo v la viscosidad cinerr..át.ica. 

C2.13) 

La solución de la ecuac16n 2.4 se obliene lambién por medio de 

una int.egración d.íracla. Ent.onces. la presión as igual a.: 

p l ~·~ z E ~r + . C2.14) 

La ccnst.ant.e E ~e puGde calcular s!. cons1 der amos que 1 a 

curv~~ura de la superficie libre genera un salt.o en el valor da la 

presión. La si_¡¡:;erfi:::.ie l.i.brs- t.1ena la forma de u:-. .:=ilindro; por lv 

t.ar.to~ su curva.t.ura. es sl inverso del radio. Ce lo 1nterior s;.e 

concluye que: 

en donde C7 es el 

C7 

qCR+qh)' 

coef i cien t.. e de t.ensión 

A.P es el sallo en la presión. Enlences P es igual a: 

p o 
C R+qh). 

e 2. 15) 

superficial y 

e 2. 16) 

El flujo de una pelicula de liquido por el ext.er1or. con las 
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caract.erist.icas d.r.ducidas en los párrz,.fos anl.erior-es, sólo 

eXist..i.rá sí no hay cambios de signo en el camp_o de presión. es 

decir~ s.l. la t.03-ns.!.ón superf"icial domina sobre l:a prSs:i.:ón ·prciducid~ 

por la :::en.tri fuga. En ca.so '-cont.ra.f-io el liquido 

sa $Gpararia de la superficie del cilindro. 

Ent.onces~ la condición de axisLanc•~ del !'lujo por al 

~~~~rior es la siguienle; 

o 
CR.,.h). (2.17) 

Zl la pe11cula e5~urra por la par&d 

int.e-r1or dal cilindro. la. compon.a-nLe de presi.óro inducida. por la 

fwerza cent.rifuga deba dominar sobre la len$16n ~uper.f,,icial. Por 

lo LanLo. la condición que se debe satisfacer es la siguiente: 

~.-wZC R-h) 2 > C2. 18) 

2. 2. -ADI P!EN.sI Ot'AL: ~CI "';?! DE \/AR! A8LES 

La l. nt.roduc:.c1 6n de va.r.:. ;o.bles ad.l. mer.s.l.cr..;:..l as nos per m.i t..i r-á 

o:?Xt..Gr,der- nuest.r os resul t.a;;!cs: a. una gr z.n -....-ar i edad de ccndici ones. 

~t.i li ::ando para ello crit.. ... ""lr.!.c';; semsJ anz:a. La 

car- a:::t .. er ! st..i cas: 

a) Co~o long1~ud ~epresentaliva se t..omar~ Gl espesor de l~ capa de 

fluido h. axcept.o cuando sa ad1 mans.:. onal i ca a la fuerza 

cent..rlfug;i. en cuyo e.ase ~e t.cmará. come longit...ud represent.aliva al 

radio dal cilindre R. 

b) Como veloc1Cad ;--e¡:;:-&s..ent.at..i?a cor:sidera~·emos a la velocidad del 

f ! •..::jo en. 1 a supe:-ficie libre WC R~qh) .acuerdo a la 

ecu~ción 2.13 W0 es igual a: 
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W0 ~v (R2-(R+qh)2+2CR+qh)ZlnCCR+qh)/R)) . 

.::) El t..iempo se adirr.ensicna.li=ará con h/W0 . 

d) La presión con pW0 2. 

Como resul~ado de ' --~ introducción da variables a.d.lm&nsional<?s 

en esl.a a.parecen los siguientes pa;-ámet..ros 

.a.di mens.:. onc..l es: 

!J NC:.m.e:-c ::!e Re:.-~;cl .::!s - Woh 
~.J=--. 

V 
Repr- eser.ta el ccc.:..er.~v enl:-e las 

fuer=as de lne:-c.:.a y !as fuerzas ~·~scosas. 

Repo&ser.t..a. e: coci an'..G enlre la. 

la v¡s..:os!.:::!aO:::. 

de \i,,"aber We=.....5!._ Representa ..:::::r--.w 0 z el co::ient..e -=-n.t..re las 

·~·a:-- i ac:. ones pres:..ór. prod~c1Cas ~or- la una 

~;. ~(::::ero =:e F:-:::;ude F=c~·~) 
1

. Se ;::;uede int..e:-¡::::-et.ar como o:'Jl =.ocienta 

en~re des ~-o!c~1d~~es represe~~aLiv~s: !a ,·elocidad dal flujo 

?rinc1pal en la. super!ic;.e libre y la ve:..ccidaC de •..;na onda en 

5) Ra.C..:.:::.. .adir:-.er.s:..c:--.a.l C:G! ci!.:..r.C:-o f?= ~- Es el cocie:-. ..._.a ent.:-G ~1 

ha.bar ~ par.ir:.o":..rcs .:i.d.:.mens.:.or:alas;: .:.ndt:?pen.C1.:3'r~":..es. ya que e-n .;;;sle 

pr cbl e::-.a hay 7 :':\agn1 ':...·...:des a.di me;-)5;.. onal es: p. l-'. R. h y c. 
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et'ect.o, el número de Taylor se puede escribir en L&rminos de Re, ~ 

y (3: 

T C2.19) 

Tarri.bién es posible expresar al número de Frouda en t.érminos 

de otros ~arámeLros adimansionales. El ~oc1ente de los números da 

Rey:-.olds y de Froude es una cant.i dad excl USl. vament.e geomét.r i ca, 

que so expresa en Lérm.:.nos del radio adimensional (3 y del 

pa:-.imeL:-o q: 

Re 
FZ 

.:1.C!-¡-)2 
yz -21 ne y) -1 G. C2. 20) 

donde ¡-- es el cocient.e ent.:-e el radio del cilindro y el radio 

~e la superfic1a libre de la pellcula de fluido: 

y 

De a qui en adelant..e, 

(3 
(3+q· 

t..cdas las 

e 2. 21) 

cant.idades son 

ad:.. men::;;:.. ar.al es, a menos que ::;e i ndi qi i:e le: conlr ario. Pa:- a ev1 t..ar 

~r.clui.r r.tás lit.erales se !-.a decidido .""lomb:-ar de la misma manera a 

cant.ida.Ces con di mansiones que a las canLidades 

.;.di mens.l. ar.al es. Est.o no provocará :1inguna confusión ya que las 

pr..:meras no se volverán a usar. 

El pár fil de vel oci da des adi mer.s.i. o~.;..!. se obli ene al di vi di r 

la ecua=ión 2.13 en~re W0 . El resul~ado e~: 

C2. 22) 

en donde x-.1 (i>z-c f3+q) z•2c ¡;+q) z1 ne e p,+q) /f?)). 

La figura ~ muesLra gráfica5 de WCr) para dos valores 
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dist.lnLOS del radio .adimeÍ'l2.1onal /Jt· cuando él !'lujo EfiiCUrre por la 

pared e;d.erior del cilindro .. Se noLa una débil depé-ndencia de W 

~en respecto a ~-

Por oLra part.e. la figura 5. muesLra dos gr.áf'icás de WCrJ dos 

valores disLint.os de ($, cuando .la pelicula de !'luido .desciende por 

al inLerior d.al cilindro. También en est.e caso hay una dependencia 

débil de WCr) respecto al radío .adfmensional del cilindro. 

La f'crma adimensional de la ecuación 2.4 nos será úLil para 

podar expresar la condición de fron~ara sobre le~ asfuarzos 

normales ~ue sat..isfacen las pert..urbacíones. Luego de simplif'icar y 

reordenar se llega a lo siguien~e: 

dP 
dr 

C2. 23J 

La condición 2.18 .. se. puada expresar Lambién on Lérminos de 

parámet.ros adimansionales, a·saber: 

We 
2 c¡1+1) z. 

EsL.:s. ecuac!.ón será de o;ran ut..ilidad cuando se analizan los 

resulLados sobre la esLabilidad de una pallcula que escurra por el 

eA~erior del cilindro. 

Podemos conclu~r de Ledo !o ~xpuasLo en esta capitula qua el 

campo del velocidad del flujo principal es igual al que se obt.iene 

en un cilindro sin :-ot.aciór. CSolo:-10, 1Q87). Además, la fuerza de 

Coriolis no influye a. e.;;t..e ni~ ... ·el sobre el flujo. La única 

diferencia, y la más imporlanle. re3peclc al flujo sin relación es 

la generación de un gradianLe de presión por la fuer~a cenLrlfuga. 

Su influencia será noLablG sobre las perturbaciones dal flujo. 
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3.-FUNDAMENTOS DE LA TEORIA LINEAL DE LA ESTABILIDAD 

3. 1 . -PLANTEAMIENTO 

La mecánica de fluidos se basa en las layes da la mecánica 

ne·rlcniana y en la conservación de la masa·. De las primeras se 

deduce la ecuación de Navier-St..okes, mient..ras que la expresión 

matemática de la segunda es la ecuación de continuidad. De acuerdo 

a lo ant..erior, lant..o el flujo lamin.._r que se dedujo en el capit..ulo 

a.nt..er i or 9 como el !l ujc pert..urbado son solucionas de las 

ecuaciones d.:.- IJavier-Slokes y da continuidad. 

Los campos de velocidad f presión del !"lujo pert..urbado se 

pr...:eden expresar ccmo la suma de una conlribuci6n .'del 

principal más la perlurbac~ón, es decir: 

!"lujo 

en dende ~ = ( V • './ • V ) 6'S 
r a=. :;: 

on cccrdanas cilindri~~s , 

p + p. (3. 1) 

el vect..or v.;>locidad de la pert..urbación 

p ¡a p~rlurbación en la presión. Usando 

est.a. descomposición \3'S pcsíble deducir un sist.ema de ecuacfOnes 

que describa el compor~amienlo de la per~urbaci6n. 

El veclor velocidad~= C0,0,W) y presión P son soluciones de 

la ecuaciones adima~s1onales: 

-~Re or -RevP + Gz + vz~. (3. 2) 

(3. 3) 

Por otra parte. el flujo perturbado satisraca las ecuaciones: 

.. -rz x v 
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-Re'7-" + G:: + '7Zo/ • (3. 4) 



o. • .:3. 5) 

<j 
donde ar es 14 dar:..v;.,.da mat.erial. 

L3.s. .&cuaci.on~s ~dime-nsionalies que descr:.ber. el c..::importamiant.o 

3& una per~uro~ci~n ~~ ~btienen al reslar. las scuaci~n~s 3.2 de 

3 . ..l. ~-r-· 3.3 dq 3.5. Si ..:..demás. se elirr.ina.n los t..érmir.os no 1ine.a..la5. 

de 1 ~ 

dW· 
é:--= - ?¡;;) + rCv r .. V a) 

r 
-7 X 7 ;.: ~. ,_:3, 6) 

o. :.:3. 7) 

Cj.be ;:!ecir que los términos no lineales se han eliminado, 

~~JO la suposición de que la perturbación éS pequeñd: 

,~ 1 « 1'111 Y IPI « IPf. 

Luego. si separamos a lA ecuación 3.6 en sus componentes se 

..;i;:;:.l.ene un sist.ema ._je t..ras ecuaciones di:-erenciales de sO?gundo 

e:- der. par;,. los 
... 
v y presión p de la 

¡::.;.r t.ur baci ón: 

[ª" ª"º Jp] V 2 Jv 
~e at:' W-~ + + TV V2 V 

r C3. 8) a= ar ::- r- ae 

[ª" J·· ilp] . ., ¡}-., ~ 

Re 7Fc"' - ·;¡ ___ .-; 
+ vz. C3. ~) ¡:- -y",f V ae ª= ae r 

r"·-·'° a· .. dW apl 

"'"' iJ:: W--'° + - <Ej 72 ( :;, 10) 
ª= r d:--

&!') donde ~,1 .!..::t.pl~=.l.).í\C d.;, una funcion w el'> ccor d~r-.a.das c111r.dr.icas 

vz ~ l ~r (::-~~) 
az~ 

+ 
az~ e P.ei t.=. l g7g;, as = - r- aez ª=2 r 
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AdicionalmenLe, la- -perLÚrba:ci.ón -saLisface la condición da 

incompresibilidad, que_ 

ecuación: 

Lravés 

éJv::: 

+ éJz o, 

de la siguienLe 

C3.lD 

que es la manera en :~u;,,_-·,c,_.,· escribe 3. 7 en coordenadas cilindricas. 

3.2.-ECUACION DE VORTICIDAD 

Las ec~aciones 3. 9-3. ll son un sistema. da ecuacion.;;5 

d!ferenciales parciales co~ 4 incogni~as: las componenLas del 

vecLor 
-+ 
V y p. Con ella$ ya s& puede invesligar la esLabilidad del 

flujo frent.e a perLurbaciones inf'inilasimalas. Sin Ei<mbargo. ha.:v· 

otra al t.erna!..i va; deduc1 r uri sis lema de ecuacionas con un menor 

~Umero de funciones. Eslo se puede lograr si se aplica el operador 

relacional sobrs la ecuación 3.6. Recu~rdese que el roLacional de 

c•..Jalqu1er grad1ent.-e es .:..g"..lal a. cero. La disminución en el número 

de funciones conlle· .. .ra a u:-i :.ncrement.o en el grado dE:t l;J. e<::ua..:.:i6r: 

resulLanle Cquo es da L~rcer grado. a diferencia de la ecuació~ de 

?iavier -Sloke-s, que es de segundo grado). 

En coordenadas cilindricas al 

vecLorial ~ = CF , F F ) es: 

rol 

r 8> :: 

¡?- = ~ (~~- -
r ae 

oF ] ~ -
r- r -+-­

éJz 

relacional de una función 

e 3. 12) 

La ecuación que resulLa. de aplicar el rot.acional sobre la 

ecuación de Na\tier-SLokes so conoce usualment..e como ecuación da 

vorLicidad Cla vorLicidad se denoLa con el simbolo ~ y se define 

como rol ~): 
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(3.13) 

7 X [ª~ ~ wª~ + " dW;:: + ".P) ... T7 '' (V r at. az r dr -. V e) 
r 

El rot.acional es ~na función de la= coordan~=as es~a~i~les y, 

p-:::; lo t_a!'"'J.t .. ::::. =cr~:nu'-ª .::on la deriva.da respect..c al • .... .:.empo. Por ct...ra 

;:>.:a.rle. para aplicar el rotacional sobra el segundo 

5cbre la :~unción vecl.;::;rlal W~~) 
t.érmi:-io de 

az ocuparemos 

f'?'x9 - 7fx:;;1. Er:.t.cr.ces: 

.. 
a~ -+ 

ªº r.:!Wf a-.. a·.-<] av av 
7 :...: ,: W;J= w 7 X - 7Wx-- =W-- + 

dr L-E -o -az a=. a=. CE - . 

;...demás. el rotacional de dW· 
V drz. es: 

( dW-J dW a·_, 
a ( dW 

J~. 7 X L" -z dr ae r; - ., 
dr r dr r ar- r 

la 

la 

Falla ~odav!~ aplicar al operador rct.ac1onal sobre la Cue~za 

..:!•? Co;icl!.s. A!. h.:a.c°':i"r io direcLamenle se obt.1er:e: 

7 :..:: Cv r 
"' 

- V o) 

iJ 

a:z<.-vr)r 
av ... -.... - e"!'" az 

' [ª - ~a .r·,) 
r r r 

+ ;; .. );::. 

Es~o s~ puede simplificar ~odavia con el uso de la ecuación 
iJv 

: 
igual a az . cc:-.~lnU.!..do.d. El t.G:-m:.no en"Lre parenles1s 

Er.t.or.ces. el rot.a~1cna.l de la f'uerza. de Cor:.olis es igual a la 

~er~vada de la velocidad 

7 X ( \/ r .. 

respect.o a z: 

V eJ 
r 

Con base er. todo lo .interi•=>r la. ecuación de ·-·ort..icidad 

ad~u1ere la siguient& forma: 
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Ra [''º oL + 

Es•_a es 

an -a~ ,l dW 
W- + vw X a=. dr a: 

l "V 
2~2ae .. 1 ··] ~· + - v·· r 

r-2:-- r .,. 

una 

dW av 
dr az 

("º­
Re Lat=-

d [ dW]] 
dr .,r dr 

La e·:oluci6n d~ las 

avr.~ 

ae 

vzo 
r 

r 

deduci:- t...::a.mbién con s:!.slama 

-.~C.3. 14:l 

a ( dW ].; ] 
.. 

iJv 

ar "rdr + T-. a: 

com¡:>onanLes en las 

l av l 
2 rzéU3.- + ;zvr, (3. 15) 

de 

av 
•2- __ i­

r2ae 

(3. 16) 
l 

- ;zv4>, 

C3. 1 7) 

del flujo se puede 

ecuacl.ones. más las 

3. ~. -GENERALI =.:...cr ..:)N DE LA E:CUAC! on DE ORR-.S:OMMEPPELD 

La venlaJa de la a=uac1ón vecLor1al 3.14 resp&clo a la 

¿cuacion 3.6 es la d~S~ln~cié~ del r.úmero de funciones. pues se 

ha eliminado p. Sin emoar~o ~cdavia e5 p~s~ble Ceduc1r otra 

ecuación vecLoria! ccn un nú~ero menor de funciones. Para ello. 5e 

inLroduce una func16n r. rela=ionada con el campo de velocidad ~. 

de la siguiente manera: 

~= V X F. C3. 18) 
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Se sabe .que 1 a d!. yar genci a 

.:;.rbi lraria es cero: '7"7 x F = O. 

r. la ecuación de cont.inuidad 

del ,ro.tacional de un.a f'unc'1ón 

Ent.oncas·, indepen.dient;ament.a· de 

sa" cumple aut.omát.icament.e. La 
' ., -- --_-

!'unción F sa elige.con la componen\.a:·eri>::·tgual a ceroi 

Una vent.aja 

di smi nuci ón en el 

, ·:: ,·" 

.a.dic,ion:ai da la· i'~lroducción. da 

número ... d~ , ;..¿,u~~i.;,na~ a resol ver. 

C3. l9) 

es la 

pues la 

condiciór. da ccnlinuidad aparece i'mplic.it.amant.~ en la ecuación 

3.18. 

Sigu~endo l .a. linea de simplif'icar el es ludio da 

Gst.abilidad, lodavia se harán algunas considera.cione~. Por 

principio da cuent.as. la ecuación 3.14 as lineal con coeficlent.es 

que dependen unicament.e da la coordenada r. Esle det-alle d;; la 

pos1bilidad de expresar a las funciones ¡.- y i: da la sigui.,,nt. .. 

.. 
' 

y,-Cr) ex"Pi [mS+kCz-ct.)). 

ct<:.r) e;.,"Pi [mB-+-kCz-ct.J], 

( 3. 20) 

( 3. 21) 

donde m debe ser un número ent.ero para que se cumpla la ccnd1·.:ión 

de periodicidad ~n la coordenada azimu~al. k es el número de onda 

de la per~urbac1ón y e es un número complejo, cu)·a parle real es 

l.a ·.·eloc:.dad de propagación de la perlurbac1ón , l.a parlo 

i ma.gi nar la da la ra=ón de crecimienlo e decaimienlo de la 

perlurbaciOn. El parámeLro e es un valor propio que se ~btiene al 

;-i.:s::-:1-.·~r l<J.s ecuaciones e imponer condiciones de fronle•r2. Esta 

r .. · ~ se l& conc.:o c8mo Cescor.:pos!c1ón '?n 

modos ncrmales. En adelant.e c/J y ip rec1birán el nombr"' de funciones 

poLE::r.ciales debido a que el campo de velocidades~ se deduce 
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Lomando el roLacional de F Cse hace un paralelismo con la Leoria 

elecLromagnáLica; el campo magnáLico ~ se ex-presa en Lárminos de 

una poLancial vectorial); 

.. 
V 'i7 X F ~ + az r [a ai;)-

~rr) - ae =· (3. 22) 

Un de~alle qu~ no debe p~sarse par alLo es que originalment.e 

se Lanla un conjunLo de ecuaciones diferenciales parciales; con la 

lnLroducción da modos normales nos hemos quedado ~on un sis~ema da 

acuacicnas diferenciales ordinarias. pero a cambio han aparecido 

dos nueves parámat.ros: al nú:nero da onda k y c. 

De .;,.cuerdo a. las ecua.el.enes 3. 20-3. 22, l.a descomposición en 

modos normales de la velocidad ~ es: 

v -ik<PCrJ expi(me+kC=-cL)], (3. 23) 

v Ll::lf'(r) expt(m'9+kCz-cL)], C3. 24) 

"": }(~r[r<P(r)] - imlf'(r)) expi(me+kCz-cL)]. (3. 25) 

El campo de presión de la perLurbación se descompone Lambián 

en modos; nor r:..a.l es:: 

p g(r)expi(me~kCz-cL)]. C3. 26) 

Las ecuaciones de balance de momenLo 3. 8-3. 10 que gobiernan 

la evolución de la perLurbación, ex7resadas en Lármincs de 4> , 'P y 

gt quedan como sigue: 

-Rek2Cc-w:>.p + Reg' (r) + 1'.kT>p (3. 27) 

(3. 28) 
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m2 l [d • --· ·· · ' - ] 
= ¡ OZ-- -kZJ- -_[r</JC. r) .... -.. J __ -im,.,C_r) , 

r z r dr; · _ · -~.- -,, - _ 

.J::i;~.;:!¿ !)Z l d [- d ) 
r dr · dr · 

(3. 29) 

Las ecua.el ones 3. 28 y 3. 29 se ut.i l izarán más adel anl.e, tiin 1 a 

~ecc!.ón ded:.=:ada ;,. las .:::.:::>nd.iciones de fronl-era. 

El $l9Ule~l~ p~~o es la int...roducción de los modos nor~~les en 

l .a ecuaci.én .:ie ·~·or•-1c1::lad. ?ara ello se requiere conoce:- c::.rr.o s.a­

-a:..:presa e! vect.or ..:!e vort..icida.d 0 en función de cP y 1¡.1. Da acuerdo 

:... la def1r.!.c..10!'"' •• la vorlicidad es el doble rc:.acional de F: 

'7x7xi". C3. 30) 

El nu.;mb:--o derecho de la acuación 3. 30 se pueda escribir de 

.;.:.~ro. man.er-.a u"Lili::ando una. ;.dent.idad vect...orial CReit..;:, 1979)~ a 

::;aber: 

7 V • -r - 72.f". (3. 31) 

E.:. l.;.p.:a..::iano de la función r. en coordenadas cilindricas. 

es CRei~z. 1978): 

e 3. 32) 

i [ or. )]-- rZ 2 ae - y e, 

o en l.ér mi ncs de <:> V'-

[ccz - ;:z C3. 3'.:D 

[
([)2 - J..:Z - ~2 

- !:_ ).;> + i;?m,,_J.>xpt (me+J..:(z-ct.) );. rz rZ rz 
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Por ot.ra -part.e, la _dfvar-gencia. .de ._la 

tiene una expresión rálat.ivament.e simpl.e: 

vectorial F' 

_.· '--·; . ' 

V;~ - ~. [~rip) + i:.1114i]e,;.-p~(m~~+~y~"'~lé)_] ... 
' '. ·- . - - .. --,.-::.- -

(3. 34) 

La verticidad se obtiene restando la ecuación 3.32 del 

gradiente de la ecuación 3.33. dando por result.ado: 

C3. 35) 

Q =(~r [~ (~r:,µ)+,;m~JJ-[cc.z-kz-~:-}z)w-.:~]Jexpqme+kCz-cUJ;+ 

(i:~(!:.. [~ r:,µ) +im~)J-[c DZ-k2-~2 -!:.. )~+,:~]Jexp• [mS+kC :::-et.))~ r r dr rz rz rz 

Todavia son posibles varias simplilicaciones. ya que algunos 

LGrrru.nos se cancelan. Después da t.odo, los componan~es del 

n sen: 

o 
r 

mZ] 0:-z 'P 

(i:m~, (~) - [oz - kZ - ~z]~Jexpqme+kCz-ct.)). 

i~ [~rip) + im<t>]expqme+kCz-ct.) J. o 
% 

vsctor 

(3. 36) 

(3. 37) 

(3. 38) 

El laplacia.no aparece en el término de viscosidad de la 

ecuación de vorlicida.d y an la ecuación de momant..o. Considerando 

que ~cdas las magni~udes que caracLerizan a la parlurbaciór. ~ienen 

ün fa.et.ar de la forme.. a>."?LCkz+mS-cl), ost.e oparador se puede 

es;cribir como: 

vz = [oz - k2 - ~:]. C3. 39) 

33 



Sust..i t..uyendo las ecuaCiones 3.23-3.25 y 3. 36-:.~. 39 en 

las ecuaciones 3.13-3.15 obt..enemos un sist..ema que t..ambián describe 

!. ."i e· . .-ol tJC i ón de per t.urbaci ones .i rif ~-ni l.esi ma.l as; 

(3 .. J.1) 

+ ikRe (+ - ::;.--er</)) -im;v +- ~ -dW [d . ] e [ dW] 1 
dr dr dr dr . 

.v--.::"'-- -- un- - - i....--kZ-- .¡. +t.- k ~- 1J..-·+t- ~ r.:;..,; . ["? ", m> : ] ( d ("') ["'? 1 ] ) 2m ( [·- z. m'] . m d - . ) 
r-2 .-z d:- r rz rz rZ rZdr 

C3. -!2.) 

L~s ecuacior-.es 3 . ..-.0-3. 42 desc:-iben la est..a.c1lidad lineal ée 

u:-- fluJa sobre un c1lind;:-::;:; Gn rola.c1ón ant.e ¡::e:-t..urb.1C.:l.<J:oes 

~-r~dirnens~onales. 2n real1dad sólo dos de las ecuac1cn~s s~n 

cc~ac1ón de ccn~inuiCad. Por lo ~ant...c, 

O<~ :..:ac i or .. as 3. 4-1 :3. 42 son und. genaral~zaci6n da 1.-.. acu.acl. 6n 

de Orr-Sv~m~rferld en cc~rdenadas cilindricas. En adel~n~a sv 

.:.n· .. ~tts:t.ig.a.:-á la sist..ab1:ida.::.:! Cal rlujo do una pellcula d& fluido 

· .. ·a..!..i..:indosa da 6;1Slas. dos últ.J.mas ecuacior.as. La soluciórl .a. dichas 

a.pl ~-=a.ci én de las condicionas front..€H'·a. 

·"?l ·.r.al or propio e, cuy;'- pe;.rt..G imaginaria. 

det.errr..i.r.a ~.;. ..:s:..at::: l ida.d. 

E~ le qua resLa de esle capitulo se hará ~n4 dedu~ci6r. da la~ 

.:cr.d:. ci ones dE> fronlera qu<> ::!aben las fu-n~i or."1's 
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3.4. -CONDICION CINEMATICA 

Saa n la perlu<bación en la poslc.1.ór1 da un li>lemenlo de 

;'lr .. !idc en la superf"icie libre. La. deriva.da r-t?specto al t..iampo de r; 

¡gu.a.l a la compcnenl.a radial de la velocidad de la 

p~rt.ur-ba...::::.ó:-•. es c::!Gclr-. v Es t. a úlLima ecua.c1ón permi le 
r 

r ~¡ .ai.:.ion.ar -. n con. la. funci .::;n~s pct.anci al es .;; y ~ aval ua.das en 1 a 

s~rerf1cie libre. Supondremos que n ~ambién se puede e~~rasar como 

~~a func:.ón da tipo cndulaLor1~: ry = fuxp~k(=-cL). EnLoncas: 

dn 
dt. 

de dende se cbt..iene una relación entre l y .:p((?+c,), a saber: 

e -i:kc .- tk';{)t, 

C3. 4.3) 

.-.:-.la cual se han dejado sólamenle los términos lineales. Si 

des pa J .amos l obLane-mos :-elación conocida usualmanle como 

~cndición c~nemática: 

l 
(?+q. 

(3. 44) 

3.5. -CONDICIONES DE FRONTERA 

La ecuaclón 3.41 es de cuarto orden, rruentras que la ecuación 

3.42 es de \.ercer orden. Enlonces, para qua la solución del 

su;:lama. de e:::·...:aciones difE>renc1ales está plenamE>nle determinada 

son necesar4as las 7 condiciones da !ron~e~~ siguien~es; 

~* Cond1clón da adherencia: velocidad cero an la interfase 

l 1 qu1 do-solido 
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** Esfuerzos -t.:an-gencialas igualas a car~ en f·a superficie l·lbra. 

Esto se traduce en a a 
r:z 

*• Balance ent..re asfuar;:os 

= O. • . e'.'' .. •-· · . ·. 

normales .y ~ei-lsíÓfí s~pe'rf'iciai 
::.uperíicie libre. Lo anleriof-·. se:c e;'.c~~:~~;~i~,~~6;~'.,~j_·~~e(>· 

' ;:;:;~' 

la curvatura de Laplace . 

.::ie los inversos de los das rc;i.?ioS ::·c:te cUrVat.:Ura principales. 

en la 

C3. 45) 

es 

En términos de la·;;; f'un·cioríes· </>_':'y·.:·~. las condiciones en la 

interfase s6lid;:i-'l1quido ~e ~xpre~~n ~'oltlo sigue: 

en r C3. 46) 

'"' =o_ en r (J, C3. 47) 

en r (J. C3. 48) 

La úl t.i ma condi ci 6n es equivalente a: 

o en r (J. (3. 49) 

ya que tanto </> como ~ se anulan en r = (J. 

Para dar una GXpresión anall~ica a las condiciones de 

f'rontera en la superficie libre. primero se deberá saber cómo se 

.ax--presan los es!uerzos t..angenciales o cr y a en f'unción del 
r: r.:o;i. r r 

campo de velocidad CShlar.g y Sivas;hinsky, 1982): 

a u[:~r ... av2 ], 
(3. 50) r:z . a::. iJr 

u[~ lJV r:-[~v ]] , a r 
+ C3. 51) . r ae ar r lfil. 

36 



en donde CV .V .V ) 
= 

rr 

C·,· .... ,v) T CO,O,.w:>: 
r "° : 

Que el esf'uer::.o t.angericial -··ar~·-- sea cero . en __ c_ la s_~PE!.r:f'i.cie_ 

l ::.C.1 e Cr=(l-t-q.,..n) se expresa d~ l·a siguierÍ.t.a manara; 

e~ donde :;e 

.~ 

r: 

ha. hecho 
dW 

un desarrollo 

su?erf1c1e 

- <ÍJ -\,;>---e - l 

o en r (3 + q, 

en sarie alrededor 

libre. Si escríbimos 

0 en r (3 ... q. 

C3. 53) 

da r ={1+q 

Lodo en 

(3. 54) 

La a.r.ula~i.én. del es:fuerzo t..angonc.i. al o en la 
r<> 

suparfici.13 

l:..bra se expresad~ la ~i~~ianLe manera: 

"' d [l J -:, - :e-- -Y 
; .::.:- r 

0 en r (l + q. e 3. 55J 

P~ra asc~.:.bi~ !~ condición d9 balance de es~uerzos normalas y 

t.ensión su;:ier1-.:.c1al es necesario recorda.o la ecuac.ion para la 

~res~ór. en e: f:ujc pr1ncipal: 

Luego. 

ap l -
éJr 

" ~ .. ::3. 56) 

la. c.:.or.di...:-:..Gn sobre los esfuerzos normales. será: 

g -e~· - We<[kz+ ~'.:. ---1
--] Re rZ C~+q)z 

o en r =(J+q, e 3. 57) 

Es~a ~cuación ~n~lu)~ a ¡a función g(r) y por e5Le moLiva no 

e~ u~1li:able en fcr~a d:recLa. pues las ecuaciones 3.41 )" 3.42 ya 
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no incluyan ... gCr). Para eliminar a gCr) 

.,cuaci.ones 3.28 y 3.29. Al mulliplicar .1·a·,condici6n--·de !'ronlera 

pcr ,'.:: v suma:- le l.;. ecuación 3. 29 resulla u_na ... ~uación' quo >'a no r . 
Í. t~C l Uye .:. !;C l") : 

c3. 58) 
m . m 

2k¡:-2 .P + ckr.P. • 2kfi'' + 

:-i.:e We k2•- -- - - -- = O m.... [ [ m2 l ) (] ~ 
r r' rz r c-l en r=~+q. 

0--... ra manera ::ie e!i;:t.l.r.ar a la !unci6n g es por medio de la 

ec~ación 3.29. Al mul~!pl1ca~ a 13 condiciOn da rror.~era por ikRe 

y luego s~::-:.arle la. ecu.l.cién 3. 29 se t.i.ene: 

le rr.;.srno. 

[oz- m2]l [d ] - ·- =-e r<;~) - Lr:\'I' 
r-2 :- dr 

C3. 59) 

~ 2k z,p• + 

Tom.a.ndo er. cu.:?nt..a. su e:qu¡. v.al. s-nci a. ambas nos sarán 

ut..1.les ~s adelant..e par-a des.ca.:-t..ar a..!.gt..:nas de las soluc.:.cnes de 

las acuacíonas 3. 4.1 y 3. 42. 
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4.-APROXIMACION PARA NUMEROS DE ONDA PEQUENOS 

4.1.-!NTRODUCCION 

El s~sLama da ecuaciones dif'arenciales 3. 41 y 3. 42 as lineal 

y t-:.:Jinogé:"leo; stn embargo los coef"icient..as dependan exp!.íci. ~~.a.menle 

da la co<::Jrdanada r (algunos incluyen pot.enci~s da r ~ ot..ros t..iani;;i.n 

lórmino~ logarít...micos). Est...a úllima caraclerist..ica ha hecho 

di f ! ci l la resolución an.:.l l t.,i ca de los problema,; de la e; t.abi l J. .:lad 

linea! ya que solo se conocen solucionas para algunas ecuacion~s 

con ~oeficient.es variables. Si a lo ant.er i c.r 

agregamos que 3. 41 y 3. 42 est.án acopladas, Lodo se di fi cu!. t..a aún 

más. 

Un .:::amine que se ha seguido frecu.ant.emenlG e:; axplcrar l.a'.:i 

carac~er1slicas d~ las soluciones cuando uno de les par~meLrc~ ~s 

pequef)o~ pcr- ejemplo~ el número de onda ~- En esle caso ne se 

debdn resol /er las e~uaciones completas. s~no qua algunos lérnUnos 

se dasprocian y qu~dan ecuacicnas má~ simpl0s. 

E:ot..o ~_i.1•todo 5G basa an un desarrollo en 5eri0 da pot.encias de 

\i; == VJo + lf'1k + ~2kz ..... 

.p = <Po + ~1k + <Pzk' + (4. 1) 

Léit .i nt.r..::iducci 6n dQ un desarrollo an s~r i a de pot.enci as da. 

lugar a un conJunLo inf1niLo da 

de los cuales se obt.ienen los 

cálculos sa realizan hasL~ que 

sist.emas da ecuacianos. a part..ir 

valores da c: 0 • c 1 . Cz. ot-c. Los 

aparGce un L•rmino dal desarrollo 

er. ;;er.te de polanci~s de e con una parte imag1naria dislint..a dl? 

cq~o Cpor lo ganeral sólo es necesario calcular c 0 y/o c 1 ). 
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:' !. UJ;:: ( l.'er.le a. per- t...~l• b.;,.ci ones con :?urn..:ar o de onda peq:ieño~ De 

-a.-:.:.-ue.:~:::!6- -::..- l.Cs -reSuit.a.dos da Shlar;g y Siv.::..shinsJ..:y c1·~92) para t...:n 

~.:. li ndr-o sin rol.aci ;jn. con las .:::t..::p..:is:cicnas que hacen. es 

-;::r:-ec.l sa.ment..6" e-n la. rer]iór: de pert..u!"'ba:::.:.ones ::=on longi t.ud de onda 

grande donde aparecen la5 inesLab1lidades. A nosolros nos interesa 

lr.ves~igar la !nfluanc1a de un ~acLor no incluido -en el ~rabajo de 

'J~¡-:::; d"<? l.cs r'~sul lados m.:ls oaleP;an• .. ~s que adelanlamos es qt_:e. 

primer orden s.,;.. deducen condic1ones da 

est..ab1lid.ad. 

4. 2. -DE:SA.:;:ROLL:) E:N S"E:RI E: DE POTENCIAS 

Al 5u3t.i.lu.:.r la expansión en ser-ie de pot..encias (..¡.,¡) en las 

ecuac~one~ 3.41 y 3.42 ~e obLie~e: 

,_.z __ -- un- - - .... 2-- Ci0 .... t-=- -- ;¡;0 •t- ~r..,,..oJ ( r"' '"'' : ] ( .:i (""º] ["' l ] ) 2:c. ['""z m d ~ ) ) L ,- , ,- z e!:- ;- r z • • r z :- z d:-
e 4. 2) 

:; ... ~-- -- 1.zr.- - - ¡,_,2--- <::1 1"'t- -· ~·1+:- ~r~1..J ~ ( [ ;;·,Z l ] ( . e! (>,¡.· t ) [- : ] ) 2m ("·,Z c.. d , , ) J, 
r z :- z d• r- :- z r :z r z r z dr 

( ( d (" l [ ' ] J ( 1 dU [d . ] d [ dU] J J - :.ReCU-co) tmdr ~º. - DZ-~2 :to -tRe -; di 2";:-Cr.;;o)-unl¡/0 +dr ~ºdr k 

o. 

C4. 3J 
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ec:.:.:ici or:es 4.2 y ~.3 ~en del 

en cuar.t..a. 

i ~ée;:;er:d.:. G:lt.es. ent.onces los coa:rici-ant.as qu~_ rnul t.i pl ican a l~s 

;:..::t.cn.::~ 3.S. Ce k se:-:. iguale~ a caro. Est..o ri6s permi_t..e cbt.ener un 

de sist.emas de ecuaciones <difarencia!e:s para las 

func1cnes ~o y '#o• 9 1 y \P'1~ et..c. 

7ambi.á>r. Stii daba h4.::.e:- :.zn dasar:-ollo· en serie de po"t.-anci.as de 

;..;.s coné!.c.lcnes de f':-or.t.er-d.. Al sust.íLuir ·4.1 e:-1 las ecuaciones 

3.~B. 3.4~. 3.~9. 3.54, 3.55. 3.58 y 3.59 ~esulLa lo s~guie~~~: 

¡,,,,._ (.fr. l~ st.:perficie del ci!.ind:-o: 

o an r í1. (~. ~) 

-..;'o ..... VJ1l: ¿, • • • o en :-- (l. 

o en r (3. e~. 6) 

(.:!. 7) 

O en r (l + q, 

.::.:.. 8) 

(
rr. d G )) ~o"!"tr Cr lz=-'.,:<"o (

m . d f"1: ))k fói .... ?.rd:-l~1 ...... o 

en r (1 + q. 
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( m_ [ (mz l ) :'.] 'Po ) i -r-~ We - --.... - -. ---..... + r - r-Z- 0
:-"- -Y ~o-1,_=-=---

(4.9) 

( m [ (m" l ] f] ,;, , : -Re 'lle> - -- - .!.. -- -:- rz .~z ¡· ~o-: 
.m [w (m2 

1 •J . /;] 4>0 )•· :.;::Re e - 2 --2 - --::- r--. _ 1 -::;z<=i ...:. + • r- -r, _>-_-Ca_.,,. 

2~ ·Ji.:. + r_ ~, 

T • • ' en r (1 + q, 

e 4. ic:; 

(1 + e; . 

.. L '3-SCLUC! ON ·• ORDE?J CERO 

Para .::.;;.:-.:.:..:.lo.:- el primer lérmi.no dal d-aisarrollo en serie de 

o. e .i. 1 u 

o. (4. 12) 

rr..ienlras que las c.::.ndici.ones dEi Cront..er¿,, son: 

o en :- C4. 13) 

en r (4. l 4) 



"'º o 0n r (l. e 4. 15) 

o <>n r (l .. q, C.L 16) 

en :- (l ... q. C4. l 7) 

o en· r (3 .. e¡ • ( 4. 18) 

en r (J .. q. e 4. 19) .. m= [w ln12 _l )- ~] .;,0 ... . ,e e - - - ---:- r2 ,-z ;· c 0 -l 
o 

}~oLese quo er. la ecua.:::.:..ór, 4. 19 el mie~ro izquierdo solo S'ii' 

.7ir..~l a. s:.. ·..in= :.:!.e l:::.s fact.c:-es es ~:::u.al. a cerc. Por ;:>rincip10 de 

c:.;¿.f'.t.as.. :os n(:mercs ad1mensicnales Re. We y { no se pueden anular 

Por ct.ra parle. se.a. ce:-- o im;Jl.:..car!.a. la. 

-~.: 3--L 1;; en es.a ~ase st..: · ... ·al;::;:- quedar-!. a i ndat..;;ir m.;. nade. 

.::.c:1sec·....:enc: a 
m c. De est.c se con=!. '...!ye c;ue 

al • .. i en.en 

el Lár:-r.::. ne 

c:cr.:~ t.:r. :-.ú:-:-.ero de enea a::.:..~ut.al. En .afe::t..o. en la direcc.ión e solo 

~e ?~e~e :crma:- un r.úmerc e~~ero de ~~das. es decir. :nA..=2nr C~ es 

m 2 rr 
r ~· 

E.:; t. e det.al le ~ nd~ ca qua los números do onda en las 

e =e~e~ ~e; peque~os s:multáneament.a. 
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Haci.,ndo m=O, la ecuación 4 .. 11 se desacopla de 4.12 y el 

valor propio c 0 se deler-ntina resolvi-9ndo únicamanl-e la ecuación 

diCerencial 4.11 e imponiendo 4 condiciones de CronLera sobre la 

función 0 0 . 

Anlas de resol \rer la ecuación se hará una 

lr a.ns.f::::..r- me.e i 6:-¡. pa:--a los ri:?sul lados se puedan comparar 

los obtenidos por et.ros aut.ores la 

flujo an perlurbaciones bidimensionales CLin. 

1975; r::-anl=. 1976; Sclorio y Sen. 1987). Se ha decidido def'inir 

una r.ue·· .. ·.a. f unc1 én ,;. . r al ..:l=l onada cor :JJ da la. sigui en la manera: 

(4. 20) 
r 

Ent.oncas9 a-1 problema a orden cero consist..e en resolver la 

ecuac1ón di~srenc~al: 

(4.21) 

con las siguianles condiciones de fronLera: 

Po o en r {1. (4. 22) 

""º o en r {1. (4. 23) 

Po '' - f'.o - G Po o an r (3+q. r Co-1 
C4. 24) 

f:_o 
.. 

Po 
. 

J'o '.' + = o en r (3+q. 
r rZ (4. 25) 

La f'unci 6n 'Po es sel uci. én da una ecuaci on diferencial de 

tercer arder.. con ~res condiciones ~e fronLera. A pesar de qua no 

se necesilan resolver e>:plíc1~amanle. de Lodos ~~dos se presentan: 
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º· (4. 25) 

"'º =o en r (4. 27) 

o en r (1 + q, (4. 28) 

o en r (1 +. q. (4. 29) 

L.l. acuaci ón 4. 21 es de coef' i ci ent..es var i .abl es, pero se puede 

exac La:nent.e: las sol uci enes son de la f'orma " i"o=r . Los 

· . .-a.lores de n se obt.l.enen da la ecuación: 

nCn-2)Z(n-4) O, e 4. 30) 

que se ha obt.eni do sust.i t.uyendo l'.'=r en la ecuación 4. 21. Las 

o;cL.icior . .as de 4. 30 son: n = O, 2 y 4. L.a solución n=2 es doble, 

;r..::.t..ivc ¡:;.or el cual salo se han det.erml.nado t.ras solucl.ones de la 

9cuación diferencial de cuarLo orden: 

l, rz y r-'. 

La cu.a.rt..a. solución se obt.iene al mult.iplicar rZ por lnCr) 

cr:rei der. 1973). Luego, la solución ganeral de la ecuación 

diferencial es: 

e 4. 31) 

La~ cond~ciones da front.era dan lugar a un sist.ema de cuatro 

a.:.:u.ac!. ones 1 i n.eal es homogéneas. En pr l. mar lugar, las condicionas 

de adherencia a impeneLrabilidad en la super~icia del c1l1ndro se 
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e>..-pr es a.n _ a.s 1 : 

o. C4. 32) 

o. C4. 33) 

Las condiciones de f'ronlera: eri .. la ºsuperf'icie libre son: 

(4. 34) 

2A3 + 8A .. C,1+qJZ - c~-1 (A,. + AzCf?+q)Z + A3Cf?+q)ZlnC(1+q) + A,.(1 .. )=o. 

16A4 C ,'"?+q) o. ·:-l.. 35) 

De la ecua=i6n ~.35 se concluye i~med1aLamen~e qua e! 

a caro. Por ct.ra parte. usar.do las 

ecuaciones ~.32 y ~.33 se obt.endrá. et..:-:.. ocuación que no ir.cl'..lya 

el coeficiant.e :..2 • P.d..ra ¿llo mult..iplicamc:::; a la ec•...:acJ.6:-i 4. 33 por 

¡'?: 

de la cual se pueda despejar el coeficiente A2 , 

resullado lo siguienle: 

dando como 

Susliluimos ahora esle resullado en la ecuación 4.32 y 

oblenemos: 

A, o. 

Dicha. ecu.:,cié:-1 nas parmi.le expresar A1 en función de A3 y de 

est..a. :na.nara El.i. pruLl-=rrr.;.. do la qst..ab.:..lidad de ord'3n caro ya as~a 



prac~icamenta resuel~o. En la Leoria lineal sólo sa conocen los 

valores relat..i·..-·os de las amplit.ude5~ o dicho de oLra manera. una 

de los cc~fic1ent.as A1 ... ~ puede tomar un ·.ralor arbit.rario. 

El · .. ..-al~r propio c 0 se obt..ien.a a part.ir de la ecuación 4. 34, 

si 5Ust.i'Lt.zimos los valores dt1 ~ y ~2 obl-e~idos a.nt..eriorman.t.e: 

2 e~ -l (~'72 - e o. 5 + l ne (l)) e ¡s+q) z ~ e 11+q) z1 nC ¡>+q)) . C4. 36) 

l /Cl -¡--). procederemos a 

C4. 37J 

~~ora. recordando la definición de G (ecuación 2.20J: 

G yz - 1 - 21 nC ¡--) ' 

$0 concluye que c 0 es una número real: 

2. (4. 38) 

E,;.t.a canl.1dad l.iene una int.erprel.ac~ón fis1ca senc1l la. El 

que sea real implica que la perLurbación se propaga en la form~ de 

una onda. La velocidad de propagación as el doble de la velocidad 

del !'lujo en la super:'icie libre. Para del.errrunar la esl.abilidad 

de! !lujo es necesar~o pasar al siguianLa orden 

S~ ~amamos A3 = 1 en~onces Po es: 

"'º 
l 
~ ()2 - :- Z) + r Zl nC r /(D . (4. 39) 

Se ha.:1 hecho algunas gráficas de la f"unci•;,n ~o come funci.6n 

de r. 1-a. figura 5 corresponde a curvas c 0 cuando la t=el1cula 

escurre po:-- al eA-eri.or; la diferencia. enlra ellas as Gil ·..ralor del 
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1 ¿ 

-<>· 
_,// ,... ,-

~:/ ·.::'==1o 
OJ - ,.--,/ 

o-~~~/,¿_--___________ __:_ _________ .. 
¡; 8 

0.2 o.~ 0.G 

l·- ¡;¡ ,, 

f"IOUR~ 6. - p,.;rf\.L dt0t \...:i. !unc\.ÓJ"\ lf'o paro. d.;; valor,¡,'°' dw l1 
. z 1!:)i. EL w•.::urn.mt...,r,l..:;, ocurr• por wl w:.:twn.or . E.!') l.:.. 

f .s;ur.:,.. ~.;;. '?r-."LL..::.:i.T"\ .Po }(.:r-¡1. Nvtv;;.., ..:¡u.;, oj>J'\ l.;i 

•-i:: .... rli..=t.• ..::l.;.l C\.hndr.:i .Po c_..ro y .:p,.1e e-l v3!..:ir ni.iX\.n\O 

: .? 

o 8 - . 

r-(8-1) 
r.-.r!\.l d.;, \..:¡ 

1:ioi. Fl\..OJO p.:.r e\. 

M ... i'.-•1Hil.;\._. 

ii'-P'°"I'"Í'lo.~'lo.W 

r-,(J-u. ~,;),. iunC\.Ón 

\.\.br.¡¡., \.uw90 

dw 1. .;t. ll ridro. 

h .• r'\.:.\.cin Po -poro. do¡¡. v~lorw-. 

\.Ol•T\.Or'. En \..:i. fl9uro. 

'Po o.\.co.nzo. 

d.;;.cr•c~ y •• ar'\~\.~ 

Nol.;,a.- a.dwrnáii quw v 0 
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r~dic ~d.ime;;sio-~~~·-·,deL C~lind-r¡;- (i. En las i'.i.gura 7- se graf_íca ~·0 -
cu.andc 'el flu_ido ·se- mueve· pOr 1·a pZt.red int..erior dal cilindro. 

La solución a ardan -caro no inclu=.¡Y:J l.~rminos ind'l:lcidos·_.Por· la 

roLa.ci6n y9 por ese mOt.-ivo LanLo el valor propio c 0 como la 

función de ccrr--ient..e c 0 sen iguales al caso de una pel1Cula 

descendiendo baJo l." sola acción de la gravadad. Ss!.o ya no sucede 

a primer orden. pues las condiciones da front..ara cont.ienen 

t..:r. t.ér mi no inducido por la fuer=a ~enLr.i fuga. 

La aproximación de primer orden es una ~cua.ción de orden 

~ualro e ir.homogénea: 

(4. 40) 

-[oz-}z]2~•+cRe(cu-co)[oz~}z]~º-~ ~~ ~~º + ~r[~º ~~])=O. 
L~ago de algunas simplií·i~~ci-on~-~ la ecuación ant.erior 

reescribe de la siguient.e manera: 

en donde <O es. 
dZ 

como: {) = drZ 

un operador di fer ene i al de 
1 d - ? dr' La di1icul!.ad para 

segundo orden 

resolver esLa 

d.!. Í er ene i al r a.di e a en al Lér mi ne no homogénao. 

e 4. 41) 

def'inido 

ecuación 

La par Le inhomogénea de la ecuac.ión 4. 41 incluye los 

t.é:-minos: D!. chas can t..:. dad es se pueden cal cul a.r 

con base en los resullados del capiLulc anLe:-ior: 

2. (4. 42) 

<OC U) (4. 43) 
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Por la t.ant.o al t.érmino-Eint.re· paránt.asis es: 

- - - -- ,- - -'"' (4.44) 

(e '=o-illlJ+0C tJ) }'o = ( 4 - C t=~:>':{&'c~~-t~'rZ:-¡12) +~ 1 ~y) ;eC rZ-(12) J. 
,- < ! . ' . 

pero como l .··C !. -r) 

s1gue: 

(~ - (4. 45) 

Las c~ndiciones de Iror.Lera so~: 

a) Cond~c¡anes de adherencia e impenel~abilidad en la suparficia 

del C!. l l. :.dr o: 

o en r p.. (4. 46) 

o en r (l, C4. 47) 

b) En la superficie libra los esfuerzos t.angenciales son caro: 

(1+q. e~. 48) 

e) Balance anLre esfuer=os normales y lensión suparficial: 

o C4. 49) 

en r (1+q. 

Desde a.c;u.:.. se pueda ccncl....:ir que la fuerza de Ccriolls r,o 

jl..!'ega nlngwr. p.::..¡:;~!. o9L ~a. es:La.bill.do..d .lr.clusive a primer orden. y 

la única !.nf.!.\,,;enc1.a. ;j¿ ~a. r-ot.,;..1.ci_ón es 3 t..ravés da la fuerza 

cen~rlfuga. ~a luarza de CorÁclis solo jugará un papel a part.~r 

del segundo a~den. per~ ya no será imporlan~a para deLerminar la 
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De la Leoria ée ecuaciones dif~ranciales lineal~s sabemos que 

!.a. solución general. de una ecuación no hoMogene_a_es· l.a suma de la 

s.ol uci Cn gen~r al de 1 a p.a!-Le homogenea m.á..=.;. un.:s. s:~! l!C_! óri par t. i cul ar 

da !a acu.a.ción r.o homogénea. Ent.onces, a11 primer lu:;a:· se buscorá 

!.::-1a sol uci én general __ a. 1 a pa:--t.o homogénea: 

o. (.¡._ 50) 

La. scluc.:..On ya la. conocemos_, _pue:s .se t.raLa de la misma 

ecuac;..6n que en l.a. aproxirnac_i'ó~\ a orden cero. 

~prec~~r si co~~ideramos la ~ig~iénLa·i~úa~dad~ 

Por lo ld.nt.o: 

Est. o se puedo 

c.i.. 51) 

EnLonces. la solución ger:eral de la. ecuación 4. 60 es: 

(-!.. 52) 

s:end~ ACr) es ~~a soluc~én part.icular de la ecua~ión difereiocial 

:'10 homogér.ea. La par- t.e más larga. del calculo da la sol ~ci ór1 es 

?recisamanLa la determinación del~ función~- La ecua:16n 4.~1 es 

del L:.po: 

.¿n Conde 

-L·R~C-' ~ Gn2 Gn2) 
~ - ~ 2¡.-2 - -¡r- ' 
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ª• 

i 2ReGC ~.,..q) 2 ~ 

G ¡1• 
LRe- -, 2 yz 

La l~nealidaé permi~e cal~ular la solución por parles. Sean 

f 0 •...• !"" 3 t..a.les que: 

02.( Í 1 ) = Ct1 l n( r /{?) , 

f1 

En~onces. la solcc!ón par~icular >.Cr) es: 

(4. 54) 

>,CrJ = -LRe[~·•lnCr.··(D-2GC/1-q)Z~4[l'1[Cr/(D]Z - ~ln(r/(D + l~] 
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4.5.-CALCULO DEL VALOR PROPIO Cl 

C4. 55) 

La a.plica'°ión de las condic;iónes da :~rentara permit..irá 

det.er-minar valer Las ecuaciones 

t.r aducen an: 

8 1 + Bzf1- + 3 9 (121 nC (1) + 8 4 /1' - X.C/1)' C4. 56) 

2az/1 + a,c 21 ne (?J ... 1) (? + 48,f?" - :>...'((?), C4. 57J 

(4. 58) 

za • ... 83,C(?+q)Z - G(s .... 8z(/1+q)Z + B,,C(?+q)ZlnC{J ... q) ... B,C{J+q)4) = 

= -(\." - ~' - G:>...] - G...~(1+qJc,, 
{3 ... q • 

15C{i-q)B,. = - t:Re(90' C4. 59) 

1 - ' .. 
- C¡'.l+q) 'º - l A. • ) e r'~+q) z º · 

Para simpl1licar los cálculo$ se definirán des magnitudes, a 

saber: 

_1~'-' - GX.)' [l+q 

' -~·· C¡1+q) 0 
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(4. 61) 

1 } • ) e ¡¡+q) z 'º · 



e 4. 62) 

. .. ~ ... ·' : 

Adem.ás C (i+q) z se puede eser i bi r como 1 /Cl -'-¡i) z. · Erit6r't'c~~ ~~C /1+q) es 

lgual a : 

.PoCfi+q) C4. 63) 

Por t.ant..o: 

~{i+q) 2. e 4. 64) 

Usando las ecua.:::1anes 4.60, y 4.62, se puede 

Slmpllficar la escrilura de 4.58 y 4.59. O·saa: 

16C(?+q) 84 .s ..... (4. 66) 

En la ecuación 4.66 solo aparece 3 4 ; entonces: 

C4. 67) 

Si sumamos, después de mulLipl~car la ecuación 4.56 por -2 y 

a la ecuación 4.57 por ~. se ob~iane: 

2A.C(i) - A.' C{l)(?. C4. 68) 

Ahora se despaj~ Bz de la ecuación 4.68: 
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'~ 

8 2 = -: ~2 (;,.e /1) + 8 1 + 8 3 ¡1•1 ne (3) + 6 4 (14 l 
Sust.i t.ui mos e:_;va.J.or.:·d;,; ~:2 ;e':' 1 ;.:c·aé:uaci6n. 4;59,•· 

'\.· -,. ''.· .-.. ~... . ' ~ ·- ,-,: ··,. ' -" ' <' 

289 + ªº·en+q)• _ G(s. f s.3:~~:t~5;·rnsq+~~ :·+ º~(/1~q)4J + 
~. ~-erD + s1 + a~,j21A.e~i ¡io~~~r·= 09 - 2c,, 

e4. 69) 

e4. 70) 

que se simplif'ica si f"aCt..orizarnos lodos los términos que 

multiplican a 8 1 , 8 2 y 8 9 • ··Además, si se deja el término 

independiente d~l lado derecho, llegamos a lo siguiente: 

(
l -y2) 

G y- 81 + ( 2 + e {1+q) 21 ne¡-) G) 8 9 = e 4. 71 J 

Al despejar 8 1 de la ecuaci6n 4.68 se liene: 

e 4. 72J 

Dividiendo la ecuación 4.71 enlre Gl;r2 J. se pued~ dGspejar 

lambién 8 1 : 

B, + _t2_fe(1+q)ZlnCrJ + ~)Bs = 
1 -y?. l G 

C4. 73) 

Las acuacione,;; .t. 72 y 4. 73 son del tipo 0<8 1 + 682 = b. Ahora 

se probará que le.~ fd.cLores que mulliplican a 8 3 en 4. 72 y 4. 73 

son igual es. Primero. usando la def'inición de G dada en la 

ecuación 2. 20, !::e concluya que: 
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1 
~rz 

2 
[co+q) 21 ne y) + §.) = -;,,iz .' - -. G __ , 2- ._ 

Por lo LanLo. los; fact.or·es que mul(iplican a B,. en 4. 72 y 

4. 73 son igualas. De acuerdo a lo anLer·i.'or se "puade··.con.cluir qua 

4. 72 y 4. 73 son la misma ecuación. 

siguiente igualdad: 

la 

EsLa ecuación conLiene el valor ~~opi~ c 1 • que J~ fnf6rniaci6n 

acerca da la esLabilidad del í"lujo. DespaJar'ido"" ~.¡,., t.iene lo 

siguianle: 

C4. 75) 

El paso !'i nal as :;;usLi Luir los val ores de 5 3 y ó,. en la 

ecuación 4.75. Después de una gran canLidad de pasos algebraicos 

(que por simplicidad no se incluyen aqui) llegamos ~ una exprosi6n 

relaLivamenLe sencilla del parámeLro c 1 , .;on función de Re, Wr;,, < y 

(l: 

c 1 = iRe(rc(1,q) + l;'§C¡1,q) + WeXC(l,q) J. C4. 76) 

Cuando el flujo es por fuera del cilindro. la variable q Loma 

el valor 1, mienLras que cuarodo el flujo es por denLr-o del 

cilindro q es igual a -1. 

La expresión anallLica de las funciones ~. '§, X es la 

siguiente para cada caso: 



c.¡. 77J 

:FC(1, q) =~ [i ~2GC 1 +2~)2C4L•82¡?q+30[1Z) -~ 1+2[1q+5(12)C3+6(1q+2f1Z)] 

~ [-~f1+q)Z(1 +~f1q)!n eJ~qJ +(¡1+q)"l nZ (º,;qJ], 

~C(1, q) = 2 
/~+q [~ ~e +Z(1qrJ 

r 8 (i+q • e 4.. 78) 

:;e(¡?, q) = q [~ - ~ (1+2(1qJ2]. 2 f1+q 8 ¡1•q 
(4. 79) 

Ccmo puede apraci.a:-se las funcionas ~ ;..· ~ son muy parecidas:. 

Este detalle permile que c 1 se pueda ascrib1r también en la rorma: 

(4. 80) 

en donde: 

.K.(?. q) e (?+q) [!.. _ ~ [l +2(1qJ z] . 
G 8 ¡1+q 

C4. 81) 

4. 6. -ANALISIS DE LA ESTABILIDAD 

En est.e capil'....llo ~e f¡an c4lcul.:.t.do los primeros dos términos 

del desarrollo en serie de po~er.cias del parámalro c. El primero 

Ce.,:> es la velocidad de fase de la perLurbaci6n. El segundo 

término es una car-.t..1dad imc1..c_;l..i..:&é.ria.; por lo la:'llo. induce en los 

campos de velocidad v pras:6G de la pe~lurbación un faclor de la 

forma: en donde e = 

' 
c 1/t. aparición de es La 

exponencial real J.,-1d.i.ca un crec1m1enlo o decaimiento de la 

pert.urbaciór1, dep12:-:d1ar;.dc del signe de e~. Cuando e> O el flUJO 

es inest.abla, mient.ra~ que e < 
' 

O significa que las perlurbaciones 

se amort.iguan en el t.iempo y por ende el fl UJO as aslable. El caso 

c =O 
' 

corresponde a per lur baci ón que per mar1-ece i nvar i abl e 

CesLabilid~d n~~~r~l). 
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El Lérnuno e, depended& 5 parámeLros, Re,¡;, We, [?_y q. La 

dependencia .:le e respecLo a Ra, We y i; es lineal, como. se puada 

apreciar An la ecuación 4.76. 

1 r.f l uer..::1 :t.. de.!. número da Raynolds. de la- rol..ación y de_ la 

tensión superficial se del~rmina en gran medida por las funciones 

Y. ~ y X ~a$pecLiva~enLa. ?ara evi~ar confusiona~ se analizan por 

separado los cas:'.:ls a) escurrimien~o por al .axt..ar ior y b) 

escur r 11"!'.;. en lo por el i. nLe:- i or. 

A) Pel !. cu:. z.. escurriendo po• el exler l or del el l i nd:-o: 

En prina:- lugar al · ... ·alor del pa.r~m0t.ro q es 1. Luego. en la 

figura d se ~1ene una gráfica de Y. ~ y X ~n func~ón del radio del 

cilindro. Como se puede aprec~ar ias Lres runcionas son posilivas. 

lo que s1gn1f1ca que e, siempre es pos1Livo y por ello el flujo es 

inesLable. 

v'.d ·-----·-··------· ·--~----···-- ---·-~---------------- -----------· 

o.e- ~ 

' 
02 ~ 

o 
o 

FIGURA e. -
l:ilc..-rrimt.wnt.o 

po•t.tt.va.-.. 

Lr.,¡,eto.bl<il!. 

to 

J 
-·------

' ~---__________ J 

:o 

ord.ii.c..J. 

por 

qu,. 

}{ 

-------'----------~· -------- --- - , 
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Y. 
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Por principio de cuanlas un ~ncremanlo en el número da 

Reynolds -dejando los demás parámeLros consLanLás- induce un 

~~~ci:n.:..en~o en el valor de e~. Di=ho de oLra manera. el aumen~o de 

l..l.;;; f'uer::as de i.nercia con respir;.i.ct.o a la f'uarza viscosa hace que 

el flUJO sea más inesLable. Desde un punLo de visLa fisico el 

número de Reynold~ se puede in~remen~ar, por ejemplo. si aumen~a 

el flujo voluméLricc: oLr.:\ f"oi-m.a Fil'S usando un f'luido cuya 

·.·1 :=:cosí dad es má.s pequeña. 

La Lensl. ón super f i. ci. al 'La:nbi én gtaner a i nest..abi l i dadas ar. el 

flujo. Er. pr1n:::ip10 e:;Lo parece raro y.:1 que las fuor:::as capilares 

ejercer. una lr.fluenc1a est.a.b.lliza.dc:-..:i en una gran variedad Ce 

flt..:jos CDra=in. 1Q7'0J. E~:;..l1caremo.;.;. ansegul.da de q1Ja manera se 

produce est.a ine-st.abil.idad; un :1u1do t.-iande a un e~t..ado de mlnima 

energia de superficie, que es Lambién un esLado con la m1r.ima área 

da la superficie l~bre. Im.ginemos a~ora ~ue la suparf.:.cio libre 

5e cont..ra.e Cahcrcam.i.ent.::i) formando localmo:Jnt.a t...:n anillo de menores 

.:.h.mans.:.ones que l.;;..s seccior.es; de 

fluido adyacent..e, t.o.l cerno se 

1lust.ra en figura 9. Una 

pert.~rbación con est.az 

c~ract.erist..icas d' lugar a una 

di smi nuci ón del área de la 

s.up.¡,rf!.cie l.lbre y i:-or lo t.ant.o 

las fuerzas capilares fa·-."ore=en 

su per mane ne l. a y cre.::.:.mi@nt.o. 

Luego, el 

inasLable. 

fl UJO 

El 

se vuelve 

a.her ca.mi en+_o 

capilar se manif"ies•_a !:-iclusiva 

on al rompimienLo la 

cont..inuidad del 

muest.ran 

l rr .. rest.i. g~.=ionos 

(Sol or i o, 1 990) . 

flujo como lo 

recient.es 

e:..:per l. men~al es 

5G 

FlOURA p 



Por ú.llimo, el ahorcamien!_.o capilar solo as relevant..e para 

valores p::equaños de (J. E:st.o-se -.:ieduce-direc_t._ame')~-~ _d_a la !""_i_g_~ra-=-"6; 

la fu!"\c..:.ón X decrece rapidarr.ent..e con _el 3.ument.o de (1; inclusive 

para. ·.·al::;¡-as pequef'los da (1 la magnit.ud, da:~- as ·paquGña Sl .. ;;..., lG 

que la t.ensi6n superf'icial sol e inf'luya 

aprec1able~~nle ~;~ !a eslabil1dad del flujo cuando n es paqu~~o. 

(~; de la s~perfic1e :ibra -:as que produce una parLurbación- son 

r;~.:;:,;:;c:-c1:::na:es al ir.~.--EH"SO ~el c~adrado del radio: 

1 rz (4.52) 

E~~cnces e~~re ~~s paq~eño SGa e! radio adimens~on~l ~. mas 

grande será la influencia de la Lensié~ su~~r!icial. 

El c.._ro !"a.ctor q_"...IE:!' ;:..f..::ct_.¡ la ast.a.bil:..Cad del. !lu_;.c G"~ .:..d 
rot..a:::.1ór., que a¡.:::arece en e a :..ra-...:és del paráme~ro ( ~ al :...gu.i.l quo 

el numere de Reynol ds y q\..:e las f;..Jerzas capi !. ares, la rot.ac.;. ón es 

Come se p~eda apreclar en la figura e. las fun::cnes Y y ~ 

ser. del m1smc orden de r. . .a.gn1t.uc!, lo q.....::e qu:ere decir ~ue l.:>.s 

da :...ne:cia y ' --~ fuerza. 

cc~?ara=les scbre la as~ab1l1daé del f~UJC. 

ejorcer. aÍact.os 

Ahc!"'a se dirán algunas palabras sobre la ir.fluarci<:i. d.:3 la 

cur-·.·a.t.u:-a en .:a est..a::;;1l1::iad del f!ujo. las 

func:.o~es :J'. ~ y ~ sor. decrec1enLes y cuar.do (i ~O :as t..r~s 

!"uncl.or.es t...om.an t..:n va.!. ar pr á.ct.1 e a.::-ient..e ccn5t..ant.a. Er. c't.ras 

palabras. la i~fluenc~a de la curvaLura la~eral sclo es imporLante 

s.i el r-adio del cil~ndrc es peque~o. o con mayor prec;..sién, si 

¡'1<10. 

La ecuación qua de~1ne a e se puada escrlb!i en 1- forma: 
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C4. 83) 

Ce~ valeros de (1 rna.;.•ores ~C(1,D 
que lff el ·cocient.e Ji'C{1,l) es casi 

co:-.s•-an+_e: 

0.65. e 4. 8-!) 

?cr lo t.ant..c c .. ~ ReC1~o.55~).:F'C/J.l). Se Concluye ent..onces que la 

rct.aciór. da !.uga.r a inest.a~J..lidades qua corresponden a un flujo 

5::;.b:-a ur. e:::.. i ndro sin :-o:.aci ón con u:i núrr.ero da Reynol ds: 
.. 

Re 

ReCl..-0.651;). (4. 95) 

m,t;y p.a.:--ecJ. ::!as• ne as.1 s:...; .::c:-:lpC?"' l. ami e~t.O (a ~.taces t.;:la ;:,:;equef=ia 

_ ¡;o [r "' , _ G _.. We J -, .,3 ] - .. e '-- __.... -: ~u . ._. 
( ~ I • q,,. 

(4. 86) 

En l.a figur-a 11 se grd.!i...:.~ c1./Re vs Wa para dos va.lores de ¡1; 

2 y 8. S'.e !la. opt.ado por g:-af!.::.~r ;:-~/Re cor.s!.Cera=-ido qua hay una 

relación lineal ent.re e :.1 Ro. :....c..s ct..::-·•as. de e\. vs. We. ~ o (i con 

un · .. ·a!or a:-bit.rario de F:e .._.:.~n0:1 l.;.~ ·ru.::.1;..o.s c;a..:-a.::.t.G:-!.sticas que 

una grá~ica de e ~'Re. E~·iden~ema~~¿ :~~ cur~a~ so~ lineas r9cLas; 
' 

la. primar a. con {1=2. li "'"·"' una p.>nd> ent.o mc;.yor qua la pandi ent.a ;;. 

la recLa :::orrespor.dien•-e a ;1 8. !:.'9 es~a mar.era lambiGn se 
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ilust.ra qua la t.ensión superl.!.cial solo os impor tant.<> si el radio 

del cilindro es pequefio. 

En la figura 

valeres 

12 a.parece una gr á.f i e.a de e ,,·Ra vs. ~ par a dos 

' da ¡1 C2 y 10). También an asle caso las curvas son 

lineas rect..~s. La. pendier.t..a de la curva corraspondiant...a a (1=2 es 

r:-..ayor qut:::: :.i pe:--.dien~e de la recta c.:;:,rraspond.i.ar.!.e a [?=10. Lo 

a.nler:.or s!.gn1f:..ca. q~e el &fec~o daseslabil1=.a.dcr da la rot..aci6n 

es ~ás aprec1able cuando se tienen radios pequa~os. 

¡_·¡ 

.: -
... \ 

..l r 

o 

.;;)o(t,¡.r:.ar y -..:i..:;.¡¡ 

~mb~ V.:l.r;,..;::.t_.,~.;.,¡¡ 

6 

•·•=-"· t..o. re\.o.c\.6n .,...tr,¡¡, 
e :./P.• •~ !ur.e\.Ól"'I 

rotae1.Ór"I 

Far ot.ra p.art.a. !a figuro. 13 cont.iene una gráfica do e,_ ..... -s (1 

ccn les derr.á.s par árr:et..r es perre.a.necan consLant..as: Re=We=~=l. El 

valor pr-opio = ... es '..Ina. func16n decrecier.t.e de ~ y por lo ~ant.o 

como ccn~lu5!6~ se ~¡~na qub a~ l~s cil~ndros con radio peque~o as 

donde las part..urba::::ior.es. i r.f 1 rn tc;,s.i m.al es con númGro do onda 

pequeña t..ienen la m.a.y.::ir ~a=a de crecirr...ienlc t.amporal. 
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\.n~.-1.~bll1.do.d ..1wl n~1.:i. 

::w .10 

... po•ll\..VO y 

d~lvrfl"l\.na. 

8) Palicula escurriendo por el inLer1or del cilindro: 

l.; 

El valor del parámaLro q as -1. La evaluación de las 

funciones ~ ~ y X indica que la primera y la tercera son 

pcsiLi·..-.: .. s, mi.enl.ras que '5 es negat.iva. Est.o se puada ver en la 

f~gura 14, que incluye las gr~f~cas de Y. ~ y X en función de ~-

De lo C1.nt.erior se desprende que 'Lant.o la~ fuerzas. de .inercia como 

la Lensión superficial producen inest.abilidades en el flUJO. 

Ahora, por el cont..rario. la roLaci.ón se opone .;o.l crecimient..o de 

las per~urbaciones. Si elegimos adecuadamenLe la magni~ud da ~ as 

posible que c. adquiera un valor nagat~vo. 

' 
Es i mpor lanLa noLar que ::!" y '§ son func1 ones cuya :nagni LUd 

crece con ~. mien~ras qua la magnilud de X docrace con rapidoz. Lo 

a.nt...ar1or implica que, comparat,l.vamen+..e. er. los cilinCros de radio 

pequeño los elac~os da las fuerzas da inercia y de la ro~a=ión son 

más débiles. Por al conlrari.o. 1¡. ir.fluer.cia de la Len:;ión 

superficial crace con la disminución da n. Inclusiva. las fuarz~s 

capilares son más imporlant...e~ en Gl surgim1Gnlo de i.neslabilidades 
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n .... ~o. 
=uando la pallcula e~curre por la ?ar2d ~nt..erior del cilindio que 

cuando el liquido es.curre pcr el e;..:t..erior. Es.~~o se puede enlenc!ei 

Sl se racuerda capilares son 

proporcionales a la variación ~n la curva~ur~. j as~a a su vez es 

1n~·ersc del c~ad~ado del radio. S.:. el flujo 

escurre por el ext..erior r::.¡1-1; por ol:-a part..&. si al ílUjO ~s.curra 

por al interior en~oncas r=(~-1. Inmed~at..affient..e se concluye que: 

C4. 97J 

Al principie de esLe apa.:-Lado 8 se menclonó que la roLación 

puede el i mí nar las par t..urbacionos del flujo Chasla ahora la 

conclusión se limit..a a p.art.urb.3..c!.ones de número de onda pGquaf'ío) 

si se el.:. je adecuadament..-7 ¡;;l ·.·al e: de <. 
Exisle un valor cr!.t.ico del r1ú:nero canlrifugo a part..ir del 

cual e :$ O. Est.e valor se de!~erm,¡,~a. haciendo e =O y resolviendo 
' 

pa~a I;: 
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W.;,'X(. (1. -l J +:"CC (1. -l) 
':;C{J, -1) 

C4. 88) 

Est..a cant.idad siempre es posit.iva, lo que implica q~e en 

cualquier =~rcunslanc1a es posible producir un flujo eslable. En 

la figura 15 se ha hecho una gráfica en Lres dimensiones de ec en 

f'unción de We y /1; ahi s.e puad.;. ap:-e.::i.a.r que se nece'3il t.an ·..ralores 

grandes de ( para est.abi.lizar U!'"la pel.icula que escurre por un 

~ 'l" 1 

\ c \) 
j \ ~ 
i 
' 

~ 1 
... 'l ... ! 

1 
' i 

':- ! \) 

~e....: 
• "%> 

F'IOUR..\ teó. -

\fh.1jO p.c.r a..;:.l·:. o.dqutwr.; 
.:.ua.r.dc ;1 d~::\.:", :'-4-:i,.r.d > 

..:a.plla.t· v.¡ Lrnpor-ta.ntw. 

::ilindro cuyo :-ad.!.o es pequei"io. Ademt..s. fuera de un« pequef\a 

región el comport.amient..c da {e es: bos:lanle suc..vo. Adem.ás, en la 

figura 16 hay una gráfica de las curvas de r.i vel de ~ 

"e" Ah1 se 

observa. q~e la~ curvas est.án poco es~ac1 c..das en la r-eg1 ·~n de 

radies: pequeños. 

y W0 es linea~. ¡:;+-::rro 5.l e.t núrnero de 

Weber es poq'Je~c C We « (/2) y el radie del e :.1 i ndr o os rna:,·or a 1 O, 



~ .,..~-

Z.CQ <H 5 -5:7 9 00 l L!J_ iJ 67 is ce 1~ Jl _ ¡o_ñ.7 :::J.lAI ~S . .lJ 27,67 .IOOO 

L'! ¡' 
·3,e2 

~., 
I 18.82 

... 
16.47 / l&.47 

~ 1-'.12 WI :: I H,11 ¡,, 

H.75 [I I 1 -
,1 

1.41 el I ~ 11_,5 /f 

., ¡ •··· -
7.c& ~ / 

1 17.06 
4.,71 r ~Ut 

~ 
,~ / ~ 2.!5 ~ / 
~-W 

. /. 1 o.oc 
:?-:O ·~ 6.e7 3.00 l~ .. D !J.Si 1S.V~ :!.):. 20.S:7 23.VO ~5c-.3J Z7.-S7 !--::.oc .. 

f"'lGUhA l<S. - Equl.:.onl.orno• pl..:in..:ii ¡1-w.- <flujo 

por <i?l s .. e.pr<Q-C\.a.r (lú..:t •l. w•po.c~o.nn.•l""llO 

au..::,.Q:.vo.s d.-, llLVitl d~•mi.nu.y"' c..:inforn-... (1 
L.üii •.:tut...:v!"il~1·r,.,• .:c.rr.:a-;opor"odoi>n v~lvrw• dQ <.: 

~gualQa .i; z. t2, 22 y a2. 

e&1t.onces; el · .... ·alar c;lt.ico del nú~ro_c&nt..r-lfugo adquiera un V'-lor 

e 4. 69) 

S.:. :.:;a el l. rru. na l .a. hi p6Les:i s da qua el númaro de Weber sea 

;:::e~:..!eño y se manliene l.a condición ¡1>10~ ent.onca~ ec se puede 

e: .... -¡=:- es ar as:. : 

(4. 90) 

En la rigura 17 se incluyen las curvas de ~ a ~ an función da 

~; la primera es pos1L1va y ia segunda es neyat.iv~. pero ~es c~si 

const..ant.e. 

e,_ f't.:e escrit.a en la fcrma ce l.ir. ecuación 4. 80 para most.rar 

que la Lens16n superficial y la fue-zd cen~rifuga t.1anen el@rrsnt.as 

en com(::-¡ sobre la est.abi!1dad c:!e: fluJC. Si ~ > C{?~l) 3 Wa el 
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segundo ~érmino da la ecuac~ón 4.80 ~s nega~ivo y por lo lanlo la 

rot..ación anula l.a.s produc.tdas por t.ensi6n 

SUpér f l. Cl. .3.: . 
En la f.:..gura ¡g .;.-;e present..a la gra!tca da " • -"R .. VS We • 

' lomand.:::: do~ valore~ dis;l1r:t..os de (1 C2 y 8) y .::::on (=l. Ahí S«? 

l i na al y .:p...1:1? la 

pan.di en t. a de la curva con ¡1=2 es maycr ..:¡~$ la pend~ ant.e de 1;;. 

Asl, el GfGct .. o de +...e--:-1s:1ón s~parficial decrece cot\ 

-::=.e .::: .-'Ra V$:. 

' 
~ u~.a.ndc dos 

En ·,,,~al or absolut.o, la 

pendier-:t.e de la curva con o~:o es mayor que la pandient.e de la 

cur-va c::on ,1~2. E:slo quiere decir que el afeclo asLa.bilizador de la 

rot.ación decria..:i:? con 

del ci 1 i ridr-o. 

Cua.ndo (? 

l a e;..--pr es i óri: 

10 al 

e 
' 

par.á.mat...ro e 
t 
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Ftna!mant...e, en la figura 2.0 se muast.ra una gráfica de e'- vs (1 

Clos de~s parámeLrc•s fijos.: 

cambia de 51 gno ..::on un valor 

Ra=Wa=e=l). Se pueda apreciar qua e 
' pequeño de ¡1. Est.a es una diíerencia 

nclab:e ce~ raspec~o ~ la esLabilidad de una ?elicula que escurre 

por el ex~er1vr, en donde e siempre as pos1t.ivo Cver figura 14). 

e i/ l--'.c 

1 :-

----- --------

n -----------------------'-----·----·-·---·--
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5.-APROXIMACION PARA NUMEROS DE REYNOLDS PEQUENOS 

5.1 INTRODUCCION 

En el capiLulo 4 sa invasLigó la estabilidad del flujo franle 

a perLurbacio11es. con nUméra de onda pequeRc. En~ra ot..ras cosas sq 

mosLró que Lé.nlo la Lensión superf.cial, como la :fuerza cenlri:fuga 

y el número da Raynolds influyen sobre la asLabilidad. Se concluyó 

que Lodcs e~Los f~clores producen inesLabilidados por el axlerior 

del cilindro. Sin embargo. si el liquido escurre por al int..er-ior. 

la roLac~ón 0$~abiliza al rlujo. 

En &sLa ~acción se in~esLigará la eslabilid•d del flujo 

cuando el número de Reynolds es paquefio. A dif•'lrE·ncia del caso 

anLer1nr donde se impusieron raslr1cciones sobre la perLurb~ción 

Cm::::O y k p.;.quafio), ahora k puede t.om.:ar un valor arbitrario y m 

puede ser d1s~inLo de cero. La condición sobre 81 númaro da 

Reynold!:: pued8' signtf.1.car- enLra olras cosas que la. pGlicula es 

delgada. e qu~;-. el flujo es muy viscoso. Ademá$. s:e supone qtJe Gol 

r.ümero ds- T.aylor es despreciable. Es.to se puGdQ JU~.Liíi.car si 

recordamos que 
2whZ 

T~---: 
V 

la influencié. de la fuer-=.a de Coriolis 

seria poco s1gnificaLiva, por ejemplo, si el flujo es muy viscoso 

a si la capa de liquido es delgada. 

Un daLalla imporlanLe respecto a esla aproximación as que la 

suposición de uria velocidad angular anLiparalela a la gravedad se 

puada rqlaJar; los resulLados sa pueden exLender a~ problema de un 

Cl.lindro en rc1La.ción, cuyo eje Liana una orient.ación arbilr.aria. 

Praviamet1Le ".J'ª se:- Lenian algunos r-esul lados -fundamenLalmont.e 

para un f' luja por ... 1 ext.erior del cilindro CYih, 1959; 

Boudourides, 1986). Aqul haremos una extensión al flujo par ambas 

paradas Cinl.erior y e:oxlarior) sin ninguna raslriccion en el 

radio (>. Además, sa invesLigará la esl«bilidad d<>l flujo anLa 

pert..urbaciones; Lridimensionalos, es decir, con un número azimut.al 

m dislinlo de cero. 



EsLamos inleresadcs en saber qua efeclos produce la roLaci6n 

scbr& per-•-:...::-t:a:::!ones con núr,,ero ce ond.a. arbit..rario, y si. dichos 

efecLos SC:-1 semejar.t.es a los deduc1dos en la aproximaciór. para 

números da ar.da pequefíos Cest.abili=ar por el i.nt.erior y 

desest.abi 1 iza.:- por el e:,t..er i cr J. Aderr..).$, nos:; .:. nt..eir esa con-:::cer la 

;..-ifluenc;.a d..: !a t.er.3..J..ón superf:.cial. En oLros t.rabaJOS sobr8 

est.abilidad 1 i neal ( 'ii h. 1962; Drazin, 1979) la t.ens::.6n 

suparficial est.ab!.l.:.=.;,:;. en la región de números de onda g;-.:;.ndes. 

C.:.iaremos sabe.:- .;_u~ ocur;1rá a.hora. 

S1gu:.e.:-.d:::: LI!"1 t='rcced:... r.u ent...o al del 

anLerior. se hara un desarroll~ en ~~rie de pot.encias de~. ~y e: 

:µ0 ..,.. l?-'1 Re - i;:2 ReZ ~ C5. l) 

Al sust..it.uir 5.1 en lo." acu;:;.ciones 3.41 y 3.42 y reagrupar en 

poLancias ascender1les de Re se ob~iane: 

C9. 2) 

[ 
rnZ l ] ( . d (V'º) ['"', l ] ) . 2m ( [ m2] . m d ,. ) DZ-kZ-- -- cm- - - u--k2-- if>o +L- 1:2+- YJo+L- -,-...r;:f>OJ + r z r z dr r r 2 r z r :i. r z dr 

[[)Z-kZ-~
2 -!:.] (.:m~(""•)-[oz-1:2-!:. ]<ti.)+• 2m([1:z+~2]'i'•+,;~ ~r,P1))Ro-r2 r2 dr r rz rz rZ rZdr 

-tk 

el: [c-z-1:z-~2]!:.[~r'l'OJ+c~0] + r2 r dr 

o 

(5. 3) 



T.a.m!::ii ~n sa deba ha.c~r una. e;...~ansión etn seri'6!' de-- pot.enc.i as 

¿;;obre las condiciones de fr-on~era. L.;.s_ . .ai-cuaci_onÉis resutt·a.nt...es son: 

o C5. <!) 

o en r C5. 5J 

1';10 f .,... ~t' Re .... ~2 r Re2 • . . . = O en r C5. 6) 

C5. 7) 

o 
en r = ¡1+q 

('" e G )) ~o-+ t r a-;: l;-VJo + en r f1+q C5. 8) 

C5. 9) 

o en r 

(5. 10) 

(-tm¡;¡0 -[DH.:z- ~~JHarc r.;>oJ -tm¡;¡0 ] +2kz.p0 •) + 

( i~ W-c) [~r¡po) -tm>p0 ]- [cz-:.:2- ~:] ~[~ rli>1) -(mi¡.1]..-2kZ4>1 •)Re+ 

en r = (3+q 

Las pot.anci.a.s de!. número de Reynolds.: 1. Ra-. ReZt et.e. sen 

l i r.ea.l me:lt.e l ndepe-r.d.:.. .:--,-r.~es. oLrJ. part...e. si se l.lana la 
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:.:ombinación lineal :"'0 +a 1Re+a 2 Re2+ ..• =O. ent..onces los coefl.ciánles 

a 0 , a 1 • a 2 , ~Le. son Lodos cero. Por lo t..anLo los coeÍicienLes de 

cada unQ de las ecuaciones 5.2-5.10 son ig~ales a cero. Lo 

~nt.ericr permit.e ol::Lener para. cada po~encia un sislema de dos 

ecuaci enes di terenci al es acopladas con sus reSpect.:i Vas :condiciones 

:!e front.era. 

5.2. -SOLUCIONA ORDEN CERO. CASO m4'0 

Las ec!.lacionas a orden cero dan i níormación sobre la 

ast.a.bilidad del ílujo en la vecindad Re=O. En est.a part.a d." la 

invest..1gacl.6n t.endrán· in.fluencia ·la t.ensión superficial. 

rol.ación. el radio dal cilindro; asi como los parámet.•os k y m. 

El problema a resolver es un sist.ema de dos ecuaciones 

di f er·enci'al es: 

[ 
r.iZ l ] DZ-kz-.:. -­rz :-2 

[ [)2-k z-!!'.
2

] ~[=!......e r111Q) + i m<ilo] ,z r dr 

cuyas condiciones da rronLera son: 

"'º o 

V'o o 

d</>o = 0 
dr 
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en r 

en r 

en r 

o 

o C5.12) 

C5. 13) 

(5. l4) 

(5, 15) 

en r (l + q e 5. 16) 



o en r (J + q C5. 17) 

(5. 18) 

t- S kZ+- -- - - ---. m [ [ m2 1 ) ~ • ] <Po 
r :-z rz y c 0 -1 

o 
en r (J + q 

(5. lQ) 

en r ~ (J T q 

Aqt...:i def i. r.i mes los par .ámet..r 05 S:::ReWe y e ' =R117( qu.;;. :r..c han 

1:-.cluijo &n la apro:.-~ma.ción a orden caro. Sa debe t...er.er an cuenl.a 

que cuando Re t..iende a cero. n1 S ni (' se anulan necesar1ament.e. 

Ss~o se deba a que en el flujo pr1nc1pal hay un balance ent.re la 

v:scosidad y la gravedad. esLo es: 

Po:-
C1 

lant..o S - ghZ y {' 

des parárr.et..ros incluye 

w2R 
g 

a la 

u 
g - V hZ' 

Se puada apreciar qu~ ninguno de los 

velocidad represent.ali "'./"a W0 y a la 

viscosidad cinemál..ica v. Además, ¡;• es igual al cocier.Le de la 

fuerza. cen\..rifuga y la fuerza da gravedad. La inclusión de la 

t..an;;.ión superf!cial y de la Iuarza cant.rifug.a. pudo haberse hecho 

L..:t.mb.!. bn medi anl.e una adi mensi anal l. =ación di ferer.t.e. de manera qua 

an ... bos facLoras aparecieran incluso a orden cero Cvar por ejemplo 

Kr ant..=, l 976). 

El mél..odo inicial de solución da las <>cuacion<>s 5.11 y 5.12 

fue ?Oi saries de Frober.ius. M.ediant.e esl.a. Lécnic.a $G dot.erminó 

que las soluciones se expresan en LérmJ.nos de las funciones 



.-ncdir¡cadas de Bessel. Con el fin de simplificar !.os cálculos ::;e 

ei.a.bcró un mét..odc de solución que evit..a recurr:..r a series de 

Froben.:.us, y q'.Je ;;e basa solament..e en las propiedades de las. 

funciones modificadas de Bessel. 

?~imer~. las ecuaciones diferenciales deberán ser expre~ad~s 

en fun~ión ~e u~a riuev~ variable x=kr. Con esle ca~bio de variable 

las ecuacio~~s de la perturbación se reesc~iban asi: 

t- l + - '."o+t- =.-cx<t>OJ =O . 2m ( [ m2] . m d J 
xz xz xZdx 

o C5. 21) 

Enseguida se define H~"-"'f'OJ+tm9o] como la funciór. 

XC x) , par a que l a ecuación 5.21 se ~ransforme en; 

--~- - -1-- ,t = o [
d2 l d m'] . 
dxZ x dx xz 

(5. 22) 

que ~s conocida en la fisica malemálica como la ecuación 

modificada de 9essel y que a ·.¡eces recibe el nombre da ecu.a.cii.!>n de 

Bes s. el de .ar gument.c 1 ma.gi nar i o C Labedev, 1972). La solución 

general de 5.22 es: 

A,.1 (x) + A 2 K (x) 
m m 

(5. 23) 

A I (x) se le c~r.cce como función modificac.!d. de Sessr::1l de 
"' pr1 :nara espec.:.e J ;;. t: ( :<..) se le llama fu:-1ci6n de Ma::: ::,or . .'.l.!. d e 

m 

función rrodificada de Eessel de Lercera espacie. El $Ubin.dice :n ..,.:; 

el orden de la funció~. que en general es un número complejo. pero 

en n~esLro caso es u~ numero antara. 



Ha.y var.la.s manará. de rapresant.ar- a las runcionos ! 

ejemplo. en ser-ie de poLencias; e med.l..ante una rormula. 1:"lt...egra.l 

CTijonov.1980). Nosotros evaluamos e5Las func ... on13s l!sa..ndo · ... -ar1a.s 

c.a.l cul a fun::: l ones de aess.eil rocurr1endo a 1 AS f'..Jnciones de 

r:ummer. Para -.·alares. 1nt.errr.ed1os L,c;,:nbién se uso la GXpans1ón en 

serie de poLenci.as y' para ·.·a.lores grandes de x~ la5 funciones de 

00 

K ex.) 
"' 

J e -:..:co•hCulcoshC mu) du C5. 24) 
o 

De ent..re · ... ·a.ríc..s f6rmul..as int.eg:--alas est.a fue la que :-equ.i.r-i6 

un mancr tiempo en computadora. 

Lét.S !"unciones rriodi f i e a das de Bassel ciar-t.as 

prcpiada.d.a-s CLe!:;::;ede--....·.1972: q'.Je us;.aram_;:jS con frq.cuencia en ast.e 

c.apl t..ul o; 

I _,..ex:> 

i( (;.:.) _,, 

I Cx) 
" 

K CxJ 
"" 

I e x:i + r e ::--.) = 21 • e xJ 
V-! '!J+J. V 

I CX) - I CxJ 
V-1. l.J•t 

z "r ex"> 
X U 

K e ::-Cl + K e x:i ~ -2K • e ,u 
~1 ~· u 

!~ C :.O - K e x.:> 
V-1 V+i 

siendo n un número ent..aro y v t..:r. nú;r.oro rGal. 
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(5. 25) 

(5. 26) 

C5.27') 

C5. 28) 

C5. 29) 

C5. 30') 



?or claridad, algunas idenLidadas matemáticas que se uL1lizan 

en esta capitulo se demuestran en el apéndice A. 

Para simpliíicar. da aqui en adelanta, an lugar da ocupar la 

función poLencial ~' sa usara la función asociada: 

(5. 31) 

Entonces despejando ~o de la def inici6n de ,Y ~a obtiene: 

.Po 
t [d( 
iñ dx - ~y] C5. 3Z) 

Es muy import.an~e h.:.cer 

d;, V!.d.:.endo €-l'i esta ecua.cien. 

not.ar 

Est.o 

que el 

11 mi La 

parámetro m aparece 

la valide= de los 

;:aso mo:é' O, y por lo lanlc: 

per~urbaciones e~~ ~~o. 

L.::.. ec~ac.:..Cn 5. 32 ;::9rmi. t..é e>.:presar a 5. 20 como una ecl.!ac16n 

Usa~Co las id0n~1dades del apéndice A. se 

(5. 33) 

- X --..,¡..- --1 --[ [
d2 : d m'] 
dx2: :-< dx ;...:2 

- .¡_ - - --~- --1-- ,Y d m2) [d2 l d m2] 
dx x dxZ x dx x2 

Todos los L<>rminos del miembro derecho de esta ecuación 

diferenc~al sen iguales a cero, pues ~Y es 

ecuaci6n: --~~ ---l-- ~Y~ O. Por lo ~anlo, el [
d2 ' d mz] 
,;jx2 x Cx xz 

a re;;ol ·.-·er una ecua.ci 6n di fer &nci al homogenea: 

- --+- - -1 -- -- = o d [d 2 1 d - mZ l ] 2 
dx dx~ x dx xz xz ~ 

solución de la 

problema se reduce 

C5. 34) 

Madiant..fdo una ir-1t..e:;:-~ci.:!:.n diract..a se reduce en uno el orden da 
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ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

NU DEBE 
NUOTECA 

C5. 35) 

siendo A 7 la const.anLe da int..egraci6n. L.a part..e homog'ª1nea de la 

ecuación 5. 35 e~ bien cor.or::i da en 1 a t..eor 1 a de la el as L.!. c1 .jo,...j 

CAmenzade, 1979), y liene cual.ro soluciones lineal menL·~ 

independienles que se axpresan en Lérminos de las fun~iones 

modificadas de Bassel. a. saber; K e :~) y xK ( X) . 
m m+ 1. 

Por lo Lanlo la solución general de la ecuación 5.34 es: 

(C x) e 5. 36) 

si ando ¡,( x) la solución par Li cul ar de 1 a ecuación i nhomogénea 5. 35. 

Las funciones poLencia.les y sat..isfacen s1et..e 

candi ci ones de f r onler a. Por olro lado, la solución general del 

sisLema da ac~ac1onos ~cnLiene en LoLal 7 const.an~es. Enlences. al 

imponer las cc.nd..!..:::: t ane:;; a 1 a f r ont.er a se obLi ene un sis Lef!l.:'l de 7 

ecuaci c:ies l .i. r:u.al t.•-:; con si e Le í nccgni t..as. El par ámeLr o c 0 es aquel 

q~e hace que el doLarminanLe del sist..ema de ecuac1onas sea ig~lal a 

cero. Ssl~ cond.;.~icn de solubilidad es naces.aria para qt.hJ las 

funcione~ ~,, y ~o s8an disLinLas de cero. 

Un;i pr op! ed;ld i rnpor t..an t.a da 1 as f une i enes de Bes sel es que 

lodas sus: der i va•:las se pueden eser i bi r en t..ér mi nos. de funcionas dv 

Bessel de et.ros ordenas. Recurriendo ~ asLa propiedad sa elaboró 

un algorilmo cálculo del valor propio c. 0 que incluia. 

unicamenle cálculo de funciones modificadas de B<>ssel de disLinlos 

ordenes. 

La cundicicr. de esfuerzos normales en la superficie libre se 

ha escr1Lo d~ ¿os maneras equ~valenlds (ecuaciones 5.18 y 5. 19). 

Es.Lo es import_anLe ya que. con el u~o de ambass. se damost..rará que 

una de las consLan~es es igual a caro. 



La ecuación 5.18 se ?Uede reascribir en términos de la 

!'unción (;,,.con la v.ariabl€' x=k r. Si además sa usa la i.do?ntidad 

II del apendica A sa obtiene la ecuación: 

e 5. 37) 

-~[~:z·k ~:~ -1-~:](+i~z~~ •2m~x[~º]·i~(s(1+m:;1 )-k~~]c:~l =O 

en x=k e (l ... qJ . 

St.Jst.1t.uyando ahora <:;0 ::orno -..::.&na axpresado er. la. ecuación 

5. 32 llt3gamos f"in-a.lmanta a una :.l.!ava. fcrma. da escribir 113sla 

condición de frcr.t~ra; 

-~r~ ... =- d X dx:Z X dX 
e (5. 33) 

er. x==L::C O•q). 

7amb1én la ecuaclór. 5.19 sa debe expresar en función de e y 

de la variable x. El rasu!lado es: 

-r~ ... ~ ~-· - "!:..z] :_lr~ x.P - - <m\" ] +2:i;,,' +e [s(1 ... ::'.:2 -~ )-....L. Ldxz x. dx - xz x d:-: o-- 0 xz ;..;:2 kZy 

en x=kC (l+qJ. 

?rccederemcs ahcra a realizar u~o simpl~licac16n del Lér:nino: 

~[~x<;:>.,J-t:n\l'ol Do l;;. deforuc!.~:-. ~"' <b0 se deduce que: 

por- lo qua~ 

(5. 4.0J 



Si ahora mult.iplicamos la _ecuací6n 5._39 por rn/x y ocupamos la 

igualdad. se ~íene: 

C5. 41) 

en :..::=kC¡l+q). 

Ur.a 3.:..m.plificac.i.ón -iná~ s_a··· O~t.:i-ene s1 lomamos an cuant.a qua: 

C5. 42) 

y dado que X es la soluc1ón de !a ecuación de Bessel. la primera 

parLe del w~embro derecho sa anula. quedando unicamen~e·2~r. Usando 

esLa ígualddd en la ecuación 5.41. obtenemos: 

(5. 43) 

en x=kC (l+q). 

en ~l t.ér m.:.. no 

.::on~L.a.nle -? es 

p~r4...i.cu!.:;i.r de !.a 

ecuación d1~erenc1al 5.35 es ident1camenL8 ce~o. Con el rasult.ado 

anLerior al problema se reduce a rGso:~er un ~is~ema de E 

ecuacionas con 6 ~nc~gn1~as. 

La condic16n de fronlera sobre esfu~rz=s normales se escrib~ 

en ~érminas de la~ ccnsLa~t.es -1 •.. . t-.,,: 
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r - . 

+ [2.:r;.,·~x:i~x~c~;.,c,iJts +> [á:•~;: c:k:;~z~;~.1]~, 
en x=kC[J+q) 

[
-i2K'Cx:>->.. 2 K (x)+Ci4->.. 2 )K' C:<l+i2xK' .':cxJ]:· A,,= O 

m m• 1 in+l m.,..1 · 

l [ [ m2 -l J s:.endc Az=c
0

_ 1 S l+kZ([J+q)Z '" J -k~y . 

Ot...:-a de condicionas de írcnt.ara la 

azfuf':'~r=o t.anger.cial ªr.- en la superficie libre. 

algebráica en t.érminos de las funciones C y X as: 

2~[~]-x dX X 
o an x=kC[J+q) 

de lG cual se obLiene: 

anulación dal 

-I (x)A,-K CX)Az + ~[r·cx)-x! cxJ]A3 +~[K'(x)-x}( Cx)]A4+ 
m m Xm m Xm m 

C!3.46) 

2I , e x) + 2K, e X) o rn•J. ,.,.,.., 

La ~ercera condición de fronLera sobre la superíic1e libre ~~ 

la anulac:.ón del esfuer=o Langencial CT 
r::: 

Re arreglando término~. 

5.le se es~r1be come: 

de la que se deduce: 

mZ 
-- X 

X 

[xe >, 1 -2) r e xJ -21 • e x:i -'.::
2

1 ex) J "'• ..-
"' m X M 

+ [;..'(!, 1 -2)~: (x)-2K'Cx)-~2K.Cx)]Az -
m m ......: m 

82 
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[ -i:2r cx:>->..,r -_ ex:>_· +Ci4~>..¡x:>r· e_ x:i -..· 2ixI • • cx:i]A,, + 
m m+1 · · .. · m+ ... - - m•t 

[ iZK_ cx:i->..,K Cx)+c i4..:>..,X:ÍK' (x) +. 2iXK'. (x)]A., = o m - . m+1 - 711+1 - m+ 1 
_- -7' .-. -

en x=kC{J+q), 
G 1 

donde A. 1 = kZ co-l. 

Los o~ras ~res condicionas 

~upert'"icie del cilindro. Est.as son: 

de t'"ront.ara se aplican en -la 

-xI C:.:JA, - xK C>UA2 + ! 'Cx)A3 + K' Cx:>A4 C5. 49) 
rn m m t"I 

en x=l:{J 

+ [r + xr · e x)] A,, + [K + xK • e x:> J A.s = o 
m+t rn•t tn+t m•t 

-[r (x)+xI'CxJ]A1 - [K Cx:>+xK'Cx)]Az + I' '(x)A9 + (5.50) 
m rn ni: m rn 

+ K''(x)A, +[2r· (x)+xI'' cx:i]A,, +[2K' Cx)+xK'' (x)]Ad o 
m ni+.l rn• 1 m•J. m• l 

en x=k¡1 

I,,,Cx:>A3 + K,,,C:.UA4 + xI,,,./>OA,, + xK.,,./>0A,, =O C5.51J 

en x=k(> 

Las ecuaciones 5.44, 5.46 y ~.48-5.51 ic~man un sislema 

l!.neal y homogéneo con 6 incognit.as. Para que ha.ya una solución 

dist.int.a de la •.rivial el dat.erminant.e de la mat.r¡z principal .ti 

debe anular sa; 

Det..CAO o (5. 52) 



Esla condición es la que delermina el valor del parámelro c 0 . 

Se podrla calcular la raiz de la. ecuación 5. 52: usando un mélodo 

numérico. pero Loda~ia se ~ueden dar algunas caracLerisLica~ de la 

solución. En primQr lugaI·. c 0 aparece solamanle en las ecuaciones 

5. 44 y 5. 49; an ambos casos hay ur. faclor da la f'orma: 

MadianLe una comb1n.ac16n adecua.da de 2 

puede eliminar 4'o
1 

de una de ellas si~ 
co-

que se 

de la mat.ri= 

rnodi:-ique e: 

<Po 
c 0 -l · 

Al su 

dal deler mi nanle C Lang. l 980). D>3 lo 

deLerm~nant.e es una función lineal 

anLarior sa concluye que ~1 

la var.;. abl e 1'.=-
1
--: 

co-1 

C5. 53) 

lo que implica que solo hay una raiz da la ecuación 5.53. Por olra 

parle, medianle la inspección de 5.44 y 5.48 se concluye que el 

coaficienle J4 es de la forma: 

[ ( 
mZ-l ) 

S l+kZ({J+q)Z --- C + - D ¡;•] G 
k 2y k.2 

(5. 54) 

El valor de A qua a.nula el deLerminanLe as: 

C5. 55) 

Si de esLa ecuación despejamos el parámet.ro c 0 se obt.iene la 

siguienle: 

Co=l - A .73 [ ( 
mZ -1 ) 

s 1 + k z e fJ+q) 2 '"] -k~y e (5. 56) 

Madianla una exploración numéric.;:,. se demuest..ra que el 

coeficienla D o~ real y qua C as una cant.i dad imaginar i:.. 

Entonces. el ?ªr ámet.r o c 0 se puede poner en la fer ma: 

e '3. 57) 

siendo cr y F funciones reales. 



Por ot.ra :par.t.e·.c. la manera .·de· evaluar Co fue la siguierit.e: 

pe i mero se c·a1cul6 el det.er ntl ;.,~n~e. en X=O: 

(5. 58) 

:· ,'::~.:>-\;~:: :\.(. 
Luego se .calculó •>l. det.erminant.e en :i..=1: 

M ~;cbiic11)) - (5. 59) 

Con las úl.l.imas dos ~cua;,;iones se calculan A y .:a, que 

re~ult..an ser: 

.:s NyA M - IJ (5. 60) 

Por lo t.ant.o. el valor propio ca es: 

1 (5. 61) 

Se ut.ilizaron dos mét.odos de cálculo del valor propia ca: una 

de al los fue la ut.ilizacién del paquat.o? Mat.hcad -versión 2. 5- qua 

Liene incluidos la definición de mal.rices y el cálculo de 

dalerminant.es e integrales. Las funciones. modific~das de Bessol so 

e·.ral uar on recur r i ando a su desarrollo en se1~ i e da polenci as y/o a 

una fórmula int.egral. Con esle mélodo so obt..uviercn varias 

caracLerist.icas de la solución, que dEo"sembocan en la ecuación 

5. 57. 

El ol¡o méLodo fue un programa e~crilo en Pascal. que uLili~~ 

algunas subrut.inas del paquet.e Scienca dnd Engineoring 7ovls. Eslo 

programa. consla de varias part..es. o saber: a) definición da 

números complejos y las 4 operaciones elementales, b) definición 

de las Cunciones modificada~ de 9As:s:el, C) un algorilmo de 



in~ag~acicn Cque se necesita par~ evaluar las funciones de 

Macdonald), d) deflnici6n de un'l malriz compleja e) cálculo de: 

det.erminant.e de una matriz compleja y 1) cálculo del valor propio 

~o ~sando ~ocios los eleman~os señalados an los incisos a-a. 

El S.:.:.!. anca Enginaering Tools una 

subruli~a ~ara al cálculo de funciones espec1.al~s; ahi s~ ~~~inen 

:as :~~C~ür.es ~od~flc.adas d~ Bessel recurrtanclo ~ las funciynes de 

?cele. :·~6)~ ::¡u.a s:e c:..t..a en la bibl:.ografia). El .algoritmo s1r·.·e 

t>a.st~:-it..2> !:-ten par a las ft..H"l:=.!.ones: mc,di-:."':..cadas Ge 3e~sel de pr-~m..:>ra 

es;::::ec:.~~ S.:.n embargo, ne se pueda dec¡r- lo :"IUS:nc en rela:::;..ón j, l.as 

f•...;r\Cl O;"l~s de Ma..::dcna.l d. Ur.a de las pr op!. edades de di chas fu:~.,;:i ones 

li m K C.xJ O x .... oo l"'!'I 

P4ra :...: > 4 al método falla, ya que el valer ;;csiqnado a. l<. (x) - "' 
crece en -.. ... alcr- abs.olut..o con el incramant..o de x. adqcJi r lende 

-.·a! oras de decenas o cant..e-na.z. a.1 r-&ded':'.lr de x =10. Es~-·? problema se 

resuelve cambiando el al gor i t.ma si X 4. Las fun=~ones de 

Ma::::dcnó.ld so calculan usando la ecuación 5. 24 qtJ~ las: d€1fina 

m.s-diant.~ t.:r.d. int.e-gra.l. !...a inl&grac::ión va. de cero a.. infin.:.lo, s;in 

err.bar-gc el .:..nt..egr-ando decrece muy rapido y e-s pos.:..b:o t.ener una 

ap:-o:.u..m.a.;:.:...::r-. sat.is.:f"acLoria. Lomando come lim.ilo ::uperior- ur. ·,.ral::::>r­

pequeño. usualmen~e ent.re 2 y 4. 

La d~finic:ón da las ~unciones de Macdonald a parl4r de las 

ft...:ncicnes de Ku:nrner sl.r·..-i6 para 9va.luo.r c 0 an la región de radios 

paquefios y números de onda pequeños. Por su parla. la definición 

de las funcJ..onos ds;; Macdonald mediante ur.a fó:-mula. ínt..egr..:l.l !>e 

ocupó en el caso en que ~C~+q) > 4. 



5. 3. -SOU.JCION ;.. ORDEH CERO. CASO m=O 

Se ha dividido el estudio de la est.a.b!.lidad "'n dos caso;;. El 

primero corresponde a m~O. o en otras palablas. se considerara ~na 

perturbacl6n ~r~dimen5~onal. Cl o~ro caso. m=O? corresponde a ~na 

pert.'..!:-bac:.ón b!d¡,:r.ansional. y ant.o:'l:::::~s: los campes de vel~..::.:.d-a..des y 

..:!e pres.i6rl de la perlurbac16n s:.001 i'·u:i.ci~nes de r. := y· l. Los 

mét..odcs: malem.á.t.iccs da soluciór. sen difer-o?nt--as. Sn e! caso :::~O se 

ca:cul~n dos func¡ones: { ·~ %, ~1entr~s que e~ el caso m=0 salo s& 

~p~r~ado ~nteric~. E:st.a 

secci6~ se dedica a cal~ular la 3oluc!ón de! case m=0. 

El prcblem.a con rn=O ~~a~da semeJ.:i.nza.s l il. 

a~rcx.i ma.::i On .a numeres de onda pequeños. 1..J:-.a. d.e .?11 dS es que :;;Cl o 

por lo t.a.nt ü. se 

se deduce 

[~ .. :.. ::__ _, _:!:_ ] 2 t:> 
dxZ ~ dx - ~z 0 o C5. 62) 

Est.a. es la e~uacién biarrr .. ór.:..ca de crdan 1. cuya solución. 

ge!'1er al se e:::...."Fresa en lér mir.os da l a.s: f:.Jnci or.e-s: modi ! i cadas da 

Besse~ C~enzada, :979): 

~o (5. 63) 

y que :::e pueda ca: cul ar- usando l 4S pr- op~ édades I I I y I ·.; del 



L.1.S condic!.ones de lrcnt.era de 5. :713 son -1a.s ecuaciones 5.13. 

5. l.! • 

.ec!.:a.c1or.es da lug.;..r .;. un S.lst....ema de cualr=::1 e~uacionas i·irieal'es; ·cera 

::.u.;lrc. .:.:1::::::..:;;:"":1t..a.5. LJ. primera da a:las es !.a .:inul¡¡ci6n -d0- -(;J0 -en la 

superficie d8l c.:..lindro: 

en x=k¡1 C5. 5.!) 

La ctra -=.cndición en la interfase liqvido-cil.;..ndro es la 

:--.o s& ccupa.r¡... d.:..:-t?c._.;.mr.;.r,t.e. Sl:10 que ut.1li.=ar,;;.mci:s 

ce Bes:;ol 

C5. C'::) 

se puede ~·~~:uar 

o en x=k(1 ·:5. 56) 

La .::ond..:. :::1 ón de esíuerzcs 

direc~amente. Luego de hacer uso extensivc de las pra~1edades da 

las func.:.cnes mcd.:. f i :::adas de Sess;al de ro.?agrwpar 

ccnven:anle~ente, se obliano la siguiente &cuación: 

• [~'" • - G ] vT ( x) ..... .;.;.•~~t.· 
-o ~ 

('3. 67) 

en x=l.:C(J+q) 



Final ment.e. la. condición de front.er a. sobi;-e,_esfuer_:<os normal es 

es; 

: ".-- .. -. ,'.. ~ . -' : ·---:, - - t, "· 

[2k:. ( xI ~' x) -I 2 C x)) • <c~~1 x~izc2G~~~·~j °'c,¿Jc + 
' ··' '. 

+ i .....!:__. ·_xzr zc X:> .::z>:kzr ocx:i·]o c 0 -1 . · . .. o 

en x=kC{HqJ 

siendo µ 

La :¡ol uci 6r. del p: oblema ~e obliene al hacer- que el 

det..er:ninant.e de esLe s:.st..emc.. de .:.. ecU.3.ciones sea l.gual .a. caro. 

Siguiendo al mi:;rr.o procedinu.t?nt.o .;:;os.boz.:..do "="n la.- sacción anLericr 

se concluya qua c;.•l valor p.rcp10 c: 0 S·"Sl puedt:? '3~1=Jt""$sar de l..'.l forma: 

e Ck,(3,q) 
r 

.: s k•----- -::........ [ ( 
l ) ~·] 

C:'+q;z i" 
ro:. (1, q) C5. 59c 

lo que quiere decir que i?n cualquier ca.so el valor propio c 0 sa 

puada escribir como se h~cl'.:? en la ecuación 5. 57. 

5.4.- ANALIS!S DE Ré:SULTADOS 

Una da las principal~s caracLe~is~1cas dG l~ solución es quo 

perma!"lece invariable cuant..iu c..a~!.:tmQs. m por -m. Est.o s& puede 

d~most.r ar consi der-ando qua e! · ... ·al ·.-..ir ?r op1 o con !T":;K'O sa ha oble:-::. do 

mediant.a la resolución de un ldcuacíones: 

diferenciales~ a sabei-. 5.22 y 5.34. El ca.mb.lc de t:1 por -m no 

modit:ica las .:;-cua.ciones ya qua m s;.empr-e ap;...reci--::. olevada al 

cuad:-ado. Por lo t.ant.c la solt..:ciór. g'".?ner~.:. d..;. ..... y .Y~<::: la. misma ¡¿.n 



ambos ca.;;os. En r.:i-lación a. las condiciones de fronlera en la 

superílcie del c1lind~o, ellas no dependen de m y por lo m!smo la 

Lra.nsfcrmac1ón d& m .:... -m no las afect..a. En lo que t.oca a la~ ot.ras 

condl.c1ones de front..era (5.16-5.18) ellas incluyen en pr!.ncip10 

Lérrru.ncs proporcionales a m. pero además hay t..érm..inos 

prcporc1cnales a .;,<, e sus derivadas. Recuerdese que .;,0=~[~~ - xx], 

es declr, ~o es p~opor~1onal al inverso de m. Si susL1LU!mos d:cha 

ecuación e;¡ las c-:::nd1c1or:es de front..era. y .!.uegc mulliplicamos. por 

m. se c~~enc~ár. ecu~c1on¿s donde a :o sumo aparecen fact..ores del 

t...:..po ;r.z. por esa :- .;.zón. ne ha~.· ca.mb1 os cuando se hace la 

lransfcrmacion m por -m. L~ simeLr1a en el número azi~ulal refleja 

la simot..ria de las fuer:=a..s que se apl1can sobra el flujo por la 

ausencla de la fuerza de Corlol1s. 

El valor propio c 0 es una caGl-idad comploja y, por le LanLc. 

a esle orden ya se pu0de dGcir algc ~obre la -.1.:>l oci dad da fase de 

la perLurba=ión ~.,,· swbr e su est...:ibilidad. El t..érmi.no Co <?S 

direcl..;:...ment..e la ·.·elocJ..dad d.:- ~a.se de la onda; dapend& de 4 

p.ará.m.ct.ros, o. 5~be:-: .¿,.l númel o de onda, el número az.1mulo.l, el 

radio del cil~ndro v q. 

Una da la.~ pr1::;"2-ré.s pruebas de las result..ados t:a sido tomar 

el llmiLia de núrr1eros dia onda pequef'ios. Tomando en consideración 

l-an:..o k 
m 

e.orno que 
r 

anler!cr lmplica que k 

se int..erpreLan como números Ce onda. lo 

~ O y m =O. o bien que k ~ O y r ~ oo. Hemos 

Lomado un valor de e al azar, siendo k=O.l, m=2, ~=20, q=l. El 

valor númericc fue: 

e e o. 1, 2, 20 .1) 
r 

1. 961 

Un an~lisis axhaus~ivo da los resull.ados indica qua la 

función e Lienda a 2 en la región de números de onda peque~os: 
r 

e 

k-+0 
m.--·, ... o 

... 2 C5. 70) 



El limite concuerda con el resultado da. la velocidad da fase 

de una perturbación en la aproximación de riúmaros de onda paqueRos 

Ccr=2). Como la velocidad da propagación de la. perturbación as una 

función decracianta de k y de m. se puede concluir que las ondas 

son de cáracter dispers~vo. Por otro lada. los resultadcs 

numéri.::os indican que 1 ( c 
r 

< 2 y qua c 
r 

l cuando k 00 y 
m 

Además, encuentra que c 
r 

es una fc:nci6n creciente de (3. 

Aún más:, los ::::á.lculos indican que, .fijando lodos los pa.rámelros, 

la var i a.ci ór. da q hace que e r sea mtanar cuando 1 a pal 1 cul a ascur re 

por al 1nlerior en relación al caso an qua la palicula escurre por 

el a~.erior. Expresado malemat..icamenle: 

Eslo se puede expl1=ar como sigue: un incremanLo en la 

curvatura disminuya la velocidad de propaga:oión de la onda. Cuando 

el flujo 5t> mua·:e por el inlerior. el radio de la superf'icie libre 

es (3-1 , y cuando la pel i cul a se mueve por el axter i or, el radio de 

la superficie 11bre es (?•!.. Considerando que la curvat.ura 1.3.leral 

da la pel 1 cul a es pr opor ci onal al i r.·.1er so del radio, resul la 

ev1denle que la curvalura de la pelicula in~er1or es superior a la 

cur· .... at..ura de la peli cul a ext .. erna. 

Se han hecho varld.S gráficas de C VS. k y (S, que l.lUSlran 

Ledas las caracl.erist..icas rr.enc1on~das anLeriorment.e. Las figuras 

21 y 22 cont.ienen curvas de ni· .. ·el de c ::;i erjo q=l 
r 

y el parámetro 

m con valores de O y 1. L0S int.ervalos que s~ gr~fican son de O a 

para ol número de onda k y de 2 a 20 para el 'adio del cilindro. 

Por clra parle. en las figuras 23 ~y· 
..,. 
~- r:.:rosent.an c1Jrvas de 

nivel de :: \.'S k: y ~. cuando la. palicula se escurr..:- por la pared 

interior del cilindro Cq=-1). También en esla caso sa han loma.do 

dos valores de m: O y , 



vwtoc\...:i.;:i.d d .. ¡.,._ .. d .. 

d .. ~ y (l. FlUJO p.;,r 

WDLÓ. mult.t.f,olt.co.do p.:-r 
p.;a.q..,.-.L.;,. d .. qr.:..íi.c:o.ct..:.r.. 

FlOURA 22. - a:·a(1...:a. .:iw e r V• 

Lo. aupwrft..::\~ .;...;.rrv,.;pc;.r,dw al medo 
•m~Ltlplt...:.a.do p·:>r 10) -¡ ¡1. 

y fluJ.:. pc.r vl 



f"lOV~A. 29. - Or.:i.i1..:.:i. d.¡. 

t..:i eup•r-hci..;¡. ~Or!"WilpOnd• 

n .:;.d.:;, o. 

FlOURA. 2-'. - Oro.l \.~~ 

pcr 10• y (i. 1,..<.J,. 

y .t rnod.::· 

r 
e .... ¡:..vrf\.-=t.,, 

¿,, 

l.:: ~tt\yl\.\.p\.1..:..:t.d.;) 

(\.ujo por .;tl 

íuaw d.;t.:;r.¡..:~ con 

pvr 1.0) y 

\.'"'l9f\.Or Y 

.;¡.l o...;.m.¡onto 

(;. 

d• k t.n-.u\.lt.p\.\cv.dv 

.::.c.rr.¡oapondw f\.u)<';t por iiitl 

•l a....me-1'"\tO d~ (?. ':/ 



En relación a la est.abilidad del flujo, lo primero que salt.a 

a la Vist.a es su dependencia de los 6 parámet.ros del problema: k. 

ra. (1. s. '" ' y q. La. parle imagina.ria de c 0 se expresa com:::i al 

produ::::.o de un fact.cr qu~ incluye .a. la :-ot..ación y a la t..ensión 

super:~cial. mulLipl:~ado por una función FCk.m.~.q). 

L.:n~ axplora..::.:.ón r.umérica exhaust.iva muest.ra. que la función 

F"Ck ,m.¡1,1) no -=-~mbia de signo, es más, siempre es neg.at..:· ... ·.a. Por 

C-ra parle, la fu .. ci~r. FCk,m,(1,-1) t.ampocc cc..mbia de signo y 

~.:empre es ¡:JOS.lt..i· .. ·a. C"E' lo dicho se concluye que ' - est..:;,b1lidad 

d"2-l !luJO la c!.;.Lerm.;,nc. un1cament.e al lérmino· [s(i.:z+~J-~] . C{1+q)Z l . 

Er. los parrafos sigu:..entes de hará un análisis ::::!alal.!ad..::s de la 

asLab:lid~d separ~ndo !os casos q=l y q=-1. 

A) Flujc por e: ex~ericr Cq=lJ. 

H.a.:y dos lac.::*..oras fisi.cos qua influyor. sobre la esla.bilidad 

del flujc: la lens16n superficial y la fuerza. cent.rifuga. La 

primera se ~an:r1es~a con dos efect..os conlrapuest..os. El primero es 

el ~hcrcamient.o capilar que se describió en el cap!Lulo anlericr y 

...... 1 segundo t.,;,,er.e ~ue ».:er con la c!.Jrvat..ura del flujo pert.urt;ado en 

las direcciones = y a; El surgimiant.o de una perlurCac1ón con 

número de 

curval.ura 

ond.a k .. 

del flujo, 

número 

si ando 

azimut.al m 

est.e cambio 

produce un 

proporcional 

cambio en la 
mZ 

a k2+({>+q)Z" 

Est..a variación en la curvat.ura induce fuerz.a.s capilares que 

lienden a rat.ornar a la superficie libre a su configuración 

i ni ci al. Por lo t..ant.o, a.ct.uan como un f'act.or que est.abi liza el 

flujo. 

La rol.ación es una fuente de inest.abilidades: las 

pert.urbacio~as crecerán a cost.a da la fuerza cen~r1fuga, que act..ua 

en dirección radial y empuja el fluido hacia afuera. 

La función FCk,m,{>,l) es nagat.iva; ant.onces, t. oda 

perturbación que sat.isfaga la relación: 



s(J<z+ .m2-l JJ.' ~ o·. C(1+D z y cs. 71.J 

ne c:-e·=er a en el t.!. empc. 

Lo p:-.i:nero que vererr.os: será la. ·ast.á:bilídad del !'lujo en 

:..usenc~.a de rct.ación C{~=O), La deSi'gua.ldad~5~.71··:sa convi.er~-e en: 

(5. 72) 

Con ;r,:;) conjunl de 

;::s.Lis!acer. la. .:!es: gi.;;..l Cad 5.~2 co < k < 
números de onda que no 

l 
¡1-l:> y est.o sign1f'1ca. qu<.> 

S.:. lo:;:- a!T·CS 

er. el flujo. Con m Z!: O la. 

i.;..Z :!. 0 :)lw mZ-1 ·~ 
·:11+q) z 

O. De lo 

que en u~ flujo sin :-ot...aci.ón 

es 

el c:..:ad:-o 

:!.:.st..i;i;t.c a 

l:. :ni. t. a.do ;:::or-

2 
(¡?+!JZ 

s(kz- m2-1 J _;;· 
c11~1)z y 

que el 

~Z- ~Z-2_ ) ·.J. 
(/?•!)2 

descr;.t.o 

:a 

prav:.arr.ent.a. 

<. 

' 

C5. 73) 

di:tSl gual dad 

cs. 7-t) 



Com la éesigua.ldad si.empra se s.a.t..is!a.ce. No se pueda 

decir lo n-..isrr:o 
mZ-3 

;espact..o a m:O y m~l. p~es el Lérmino c~~:)z 

adquiere un valor riegat..!.Vo. Est..c signif'ica. que la rol.ación produce 

des r..odos ines.t.-ablas; m:O y m-=-1. M.as a.delant..e .a.b'...!ndaremos al 

raspec!..o. 

La ccndi=ión de es~abilidad neu~ral viene dada por la 

ecuación: 

S(kz+ mZ-l )-( • = 0 
C{J+q) 2 Y ' 

C5. 75) 

de la qua se puede despajar k C~úmero de onda cri~ico k ): 

k 
e o Sl 

C5. 76) 

+ (' 
rS < O 

a k crecan en 
e 

al iTl.i af!Lr as qua s.i ) las pert.urbac;.cnes se 

.a.mcrt..i.gu.a.r.. Si se ap!.:.ca una parl:.ir!::.ación a.l fl'..Jjo. as de esper.:..r 

~onlanga valorGs de k y m 

.arb:..t.:-.ar!.os. E:nt.~.;cas • .;:;i. k ~O ol ;-luje sartt inG:;:t...able Clo que 
o 

sucede en nuss~~c caso con ~ igual a cero y uno). 

:__a f !.gu:-d. 25 

:'1=10 y S=lO. Cor.,'.'.'.:J 

del p.ará.::iet:-o 

~ues~ra una gr~f~ca 

~ú ~uede apreciar. k 

de }'>,. vs. {'. si ende ::-.==O. 
e 

es una función coec1ente 

cuy.::. -.:al=:- más p&queño es [?:!. • que se alcanza 

cuandc no hay rot.c...:.:.6:-.. Ader...á.s, de !.a ecuac:ón 2. 25 se deduce que 
Í< . . Y(3-mZ) 

est.a acoL.a.c:!c Sl..:¡_o;;:.r10:-~er.te. si.ar.oc St.; ·¿a.lo:- :7\.áx.i.mo ----¡::r:;r-· 
Se ha. dGr..~s._ra.do qua e!"";. el escurrlm..J.ent.c con roLa~iór-. !-..:i.y dos 

modos 1 nast.abl '-iS. El val o:- de.!. p.ar J.met...- o ~ • det..er r:u. r.a =:.:a.!. de 1 es 

des es ol :-:1ás ln.asl.:i..bl~-. En la :-.:.gura 26 so present..a l.!na grá!ica 

de kC 
l 

vs siendo ~==O. S=lO, n=3 y f"=O.Q. El t.órmino 
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kC da. la ra=ón de crecim.ient.o de la perturbación y su valor 

máximo e~ 0.024. La figura 27 ::onliane una gralica da kCt vs k con 

!.os :T'...lsm.::i ·;a.lor-es. de S. ¡1 y~·. pero ahora m=l. El valor máximo d~ 

kC es :. 0336. De lo ant-ericr se concluya. que en asas 

~ond1c1on.es, e!. medo más inestable es: m=l. 

?a.r a que :n=l sea el modo :nás l. nes:t.abl e es necesar .lo qua el 

pa~ámelro ~' sobrepase cierto valor. EsLo se puede apreciar en la 

figura 28. donde se han gra.!'1cado el .,.-alor máximo da k.Ct vs (' 

para m=O :,..: :n=!.. Las .::t..;rvas se cru=a:-i. cua.ndc ('=O. 1.5. 

Por ult...:..mo se d1rá.n algunas palabras :--es¡:::e:::t.o a la fL!nc10:-. 

F(k.rn./?.1). Las f~gt.a-as 29 :,· 30 ::ont..¡enGn grálicas de r"Ck.m.(1.1) 

·.·s. (i :,: k :::.:;n 2 va.lores d1st.1n .. -os de m Cm=O y 1). Come se puede 

apre=1ar 8~ t.od~s el!as, sel~ e~ !a regió~ de k ?~queña la f~nc1ón 

F' • .. ·.a.r-:..a a~rec1abler.:.;-nta. Er . .!.a reg:.ón de k !.:-.t...ermedios y g:-.ande;s, 

la fu~c16n F depende dét1lmenLe de k. Por oLro lado. en la región 

da {1 int.ermedios e grandes. F' depende dabilment.e {S. Usualment.e, s1 

kC, 

O.,".t --·---· 

o 02 ~-

-{) 02 ¡-

-0.04 

-() 06 ~------- . 
n 

\ 

02 0.3 0-1 

F"IOURA 2?. -

~·:o. D T {?:3, 

ar.:1..fl.:.ü. dw lo.e\. k: p.:a.ro. wl ,..,~do 

Et valc.r rrh:i.Xlmc.. de le\. ..,¡¡ o. 0336. 

. _ ___j 

O.:i 

1. S:.1.0, 



kC; 

' m.-=1 
25 L 

10 L 

----'---------L--------· ·---·-'--------' 
0.2 o.~ C.6 08 

f"lOURA 28. - Or.::ífi..:.o. dwl va.lct m.:Í.)(\.rno d.¡. kc!. 

y m:1 c(3=a. S:10;. Arnba.• eurvo.& liW cr-uzo.n 

E:r1lor1.:w•. con ( • ;) o • .1.:> wt moJ., rr..is 1.nw.-1.a.bl¡¡. ea m::.1. 

!:· po.rc. m=o 

wn {·=o. 1:.'I. 

FIOURA 2P. - or.-iflca. d~ _-:- l ,rn .... tl1.f;l~ca.d.o por .10) y /1. 
rnodv m:o. Como ... 



FlOURA 3Q. - Orcif\.co. d~ J va k <mult.i.pllco.do p.:ir 101 y f?. 
E,¡.; ... .r·:-1.0'.lw ... ~c p.:.;· wl wxt,¡.rlcr y m.:.do 1. Ccmo 
a.prw-=-..~:- ._-:;:-- •~ ... rn¡:..rv ..,. .. r.v.:¡:alLva.. 

(])5 la función r adepta un valor praclicamen~a constant.e (dejando 

fijos los o:.:--:::::s pa.;.sme"t..ros: k y mJ. 

U:i. c:a.:- . ..ict...e:-13:._i:.::a releva.nt.e es el ccmport.amient.o as1nt.ót..ico 

de F para ·-.14.lores gran.des de k. y (1. Dentro da la. definición de l.a. 

fur.c1ón F' est..an 1nclu1das las f"uncicnos modificadas de Bessel 

evaluadas e:-. x:k(? y er. x:k(/1+1). Se puede demoslrar qua la íórmula 

asi nl6l1 ca dia I y Km CLebedev, 1960) con x ro no d2pende del 

·.·al or de m. Es lo se lraduca en que al 11 mi \.e de F cuando k(I -+ ro 

tampoco dopende de m. 

8) Flujo por el int.erior del cilindro Cq:-1). 

Los raclores íisicos que iníluyen en la aslab1lidad del ÍlUJO 

son la t..ensión super.ficial y la fuerza cenlrif'uga.. Además, hay un 

fa.et.ar geomét..ri.co -el radio del cilindro- qua iníluye 

ccn::>idierablarr.ente &n la región de (? pequeños e intermedios.. La 

Lensión superficial ~1ane al eracLo do ahcrcamienlo capilar qua no 

depende del ¡¡úr:iaro de onda. H.:a.y un afacLo adicional de segundo 



orden en k v m qua .1ueg;:;. un pa¡:;el Ef:>t..abili:z:a.dor, y q~e se mencionó 

en el l nci.so A. 

S:-: relación a l.;. relación. su inf"luencia sobre- la est.abilidad 

es cu~llta~i·;a~ún~e dis~inla si sa compara con el ~aso q=l. Esto 

~e dabe a que ahor3 l~ fu~r=A ca~lrifuga empuja al liquido hacia 

pared ::!el c.:..l1ndra. inh1biando el cracimient..o de 

per t.. ur ba::. !. o nas. 

Cons1derand:o qua FCk,m.¡1.-l) es posit.iva, la condición de 

es• .... a.bi !. l. da.d es; 

s(kz·~l (¡1-t-q) 2. 
C5. 77) 

y debe cumplirsa p~~a cualquier parlu~bación aplicada al flujo si 

qu.a-remos que el f!.UJO saa est.¿,_ble .. Como sa puede apraciar. ha.y un 

solo t..érminc. r.egati· ... ·o. el que prcdu;::e el .ah.:::lr~a.mi.enLo capilar. 

Supongas e ahcr a que no hay rolaci 6'1 C (' =0). La d<>si gual dad 

anler.:.or se 'Lrans.fcrr:ia en: 

k2'+ oZ-1 Z!_ O 
e f'?~q) 2 

C5. 78) 

1 
cnda O<k<~-l donde 

no se salisf'ace la desigualdad. E.st.o significa que sobre al r1ujo 

surgi.r.t.tn ond4.s de longi t.t.:d de onda grande (ccrnparadcr. con al 

espesor d& l ~\.. pi?.i 1 cul .a.). Con m~l la c!~s..:. gual dad sa -..:umpl e par a 

cual qui ar valor d& k. De lo ant.erior se concl uy"' qua on un rluJO 

sin relación solo pueden crec~r las per~urbacior.os con m=O. 

La condición paro. que la d.,sigualdad se cumpla 

l ndeper.dí .z,n t. emen l.e .::!o k y m as: 

cs. 79) 

~!odianl.a esta. condición sa garantiza la ost.abilidad d$l 

rluJo. 



La posibilidad ·de pi-.oducir un !'lujo est..able medianLe la 

rol.ación i nduc~ n·a.t..uraiment.e una def'inici6n de valor cri t..ico de ... ' . 

... 
' 

Sr 
C{f-1)2 

(5. 90) 

que se obt.iene de 5.79 si igualamos los miembros derecho e 

i=:qui~rdo. Si ('<('e el !'lujo es inest.able y si ~' ~(' el 
e 

flujo es 

esLabl e. 

El problema que se aborda aqui incluye dos fuer=as de cuerpo 

que !::e deducen de un poLenci al , como lo son la gr a vedad y la 

f'uerza cenLrifuga y cuya suma vecLorial es: 

p(lZrr + pgl:: e 5. su 

Asi, el parámet..ro (' es just..ament..e el cocient..a ent..ra la 

component..e radial de F y su componenLe en la dirección z: 

F 
r 

F C5. 82) 
% 

Por ot..ra part..e, la condición de est..abilidad neut..ral está dada 

por la ecuación: 

s(1::z+~) +e= o C(1+q) 2 r C5. 83) 

O.,, la que se puede despejar k (número de onda crit..ico. k ): 
e 

k = 
e 

1

1 
[ 1 _ C]t 
C(1+q) z yS 

O si 

si m=O 
(5. 84) 

si m~O o si el lérmino enLre 
paranlesis es negativo 



La f"igura 31 se present.a una grárica da k vs. ... 
' 

Se puede 

observar qua k as una íu~ci~Ón-d~~ra~i~_~t...a.-·~e -~'.,qua alcanza su 

valor máximo cuando no hay roLaci6n Cel- 'valor- niáximo es- {33:._
1
); y al 

~-1.alor m.inimo es cero. 

Por úlLimo, las riguras 32 y 33--sa -~pr;.-:>enLan gráf"icas da 

FCk,m.~.-!J vs. k y {3 uLil~zando 2 val~res dif"erenLes de m Cm=O y 

1). Not..esa que FCk,m,¡1,-1) es sie_r:npre posi-t..iYCl: .y que algunas de 

~t..:s car act..er i st..i ca.s son semejant.e:; __ -a_ 0·l_aS:~ ·.·d~~(: F~~·, m, (1, 1): 

a) En la región de f1 grandes la f"únci6n FCk.m,[3,-l) depende 

deb.il.mer-.t..& de (i. 

!::>) Sclo en la región de k peque!'los -_FC __ k;lll_i(1.:-l) -depende f"uerLemenLe 

de k. . ,' : 

e) Para valores grandes de k{3 .l.a :runci6~ FCk ,m.(1, -1) Liende a 

·~alares que son independienLes de :m. 
k l'Cll 

o' ;... 

0.08 

O.Ot7 

00.S 

0.02 ~ \ 
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0 .:c:P ~o·~ _ 

Flt::il.JRA 32. - a:·~if,,,..;a d• 7 v& \.: <mull1.plt.¿o.do por lOl (1. 
J:;;;..= .... rr .o\.•·-· .. ..:.. ¡:...:.-r vl \.r.lwrtor y ffl?do m=o. Como ~- pued~ 
.:i.pr•..:~a.r .?' ~l_.TT.pr.-. .¡.¡¡ pOiiJ\.t'..vo.. 

FIOURA 33. - Orcíft.ca. dw :: '..'lii urn-'ll~pll..c-3.do pvr 10) 

E•curn.m~...,nl.:. ¡:..or oll u·.t-.n.or y medo 1. Como 
c.prw<:'..o.r 7 ;;•.wmprw e• pOiii'..\.l.va, 



CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 

En est..e -t.rabajo se invest..igó la est..abilidad lineal de una 

pel i cul a de f l t.:i do newt..onia.no c;o..Je desci er-.Ce por un ci 11 ndr-::> en 

roLaci.ón. Se consideraron do~ posibilidades: a) escurrimient.v por 

el lnt.erior y b) escurr.:.mien+-o pcr el ext.er1ar. Luego de hacer ur.a 

de5composición de las par~urbacionas an modos normales, se dedujo 

un sist.ema de 2 ecuac¡,onas di:erenc1ales orc!inarias acoplad.as que 

descr .l ben la e· ... ·ol u..;1 ón de per t..ur baci or~es ir.:' i ni t.esi mal es. 

Toman de consi.:.iera=ión dif'icult.ad de resol ver 

exaclar:\e:1.te sl s;.1.~lema de ecuaciones. ~e pr.:::cedió a in· ... ·~sLiga.r la 

est..abil~dad en des a¡::;.rc:<l m.aci.ones: pard números de onda 

pequeF:os :-' 2) par a números da Reynol ds pequeños:. 

Er. r elación a l .a. apr o;...:: mac l ón par a números de onda pequef"íos. 

una de las primeras conclusiones de est..a 1nves:t.1gación es que, 

:;obre la. esla.b1lidad .. l. :-:.f 1 :..:yer. la t..ensi ón si..;per-f1~1.al. la. 

roLación, el rad10 del ~1lindrc y el valor del n~mero de Royncld~. 

La t..e:--.sión supe.rf'1c1.a.l produce un ahorcami.ent.o da la p.eliculd. que 

puede dar lugar al romp~mienlo da su co~tinu~dad y que ocurre en 

l.:i. reg1ón e~ ri.úm.;r~s de onda peqt..:~ños. Cabe daslacar que el 

ahorca:n.:. ent.c ca.;:a lar sol o es i mpor t.ar. t.e cu.;.ndc ¡1 e::; pequef'lc. come 

se pueCe o.preciar ::!e una análisis de la ecuación ...!. 76 :.r de las 

fi.guras 8 ., ... 
J ... "*· 

O~ro de los ¡esullados as que la !uerza da Ccr1olis no 

influye sign1!1caLivam~n~e sobre las par~urbaciones con número de 

onda. pe-::¡uef'ío. aún más, el n:.Jmero da Tayl or sol o aparece en la 

aprox1mac1ón a. orden Ces. Por el cont..rario, la f"uar=a cenLrifuga 

fluido: lnh1be el 3ur~1m1entc de ir.eslab1l:dades en pel:culas q~~ 

desc:.er.den pe:-- el :.:--.te-r!.~r y aume.-i.t..a la :-a.;:ón .::!e cracirru.ent.o de 

las pe~~u¡bac:.cnes en ~~s pelicula~ que escurren por el exteri=r. 
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Se derriost..ro. además, que una_pelicula escurriendo pc)r el ínt..er1or 

"'"' estable a parlir del valor de I; dado en la ecuación 4. 88. 

La figura 34 incluye Lres ·k 

curvas da esl.abilidad neut.ral 

de una pelicula de liquido que. 6 

e::;cu:-re por el int..erior de un 

t'...lbo que corresponden a 

diferenLes valores de ~. Las· 4 

.::ur~.·a.s f 1Jeron t..omadas de U!l 

'..:-aba Jo de Li n y Li u C Li n y . 
2 

Ll.u, :975) >· fueron calculadas 

para un flUJO sin rotac10n. Es 

:.:".t..eres.a.r.~~e r.ola.r que en la 

de numeras de onda 

pequeF.os las perturbaciones son 

:nest.able:; :rmcc,~>O). Sin 

.?mba.rgo, on el -::api Lulo 4 se 

d.emosLró .::.;ue 1 números de onda 

o 

FIOURA 

ü1Sla.bt.l1..daJ. 

pvlL..:ul-=i 

poi ,¡.l 

;Ww=1.00), 

\1P7'5>. 

10 

94. -

r..wi....lral 

dv tlut.dt:i 

1..r.lwr1..vr do¡. 

Tomo.do 

Cu.rv.;i,¡, 

LLr·, 

zo 

una 

••curr.,¡, 

..:t.l\.ndro 

y 

p:equefios l .:.i. r ol.ac.l ón puede anular el a.horcam1 ent.o capilar y las 

;.n1-J"st_.:t.b1l.!..:::!ad1?s producidas por los t.érminos de inercia. Es Lo 

quie:-re decir que la coLación desplaza hacia abajo lac:; cur· ... ·as- de 

esLab!lidad neu~r~l. 

Cace eles Lacar que la hi pót..esi s de número de ond4 k pequei"io 

s~lo e~ c~mpatible com m:Q. Esto s& pueda entender si recordamos 

~ue 
m 
r 

puede int..erpreLar como un número de onda azi mulal. 

EnLonces. sup~ner que el número de onda sea pequeRo implica qua 

simult.aneamenLa k y m lo sean. Paro la única posibilidad para m es 

que valga co:-o. 

Varias conclusiones i mpor Lant..es sa pueden c:aacar de la 

sol uci 6n c.an Re pequefío. Una de el 1 as as qu~. en ausGnci a de 

rc!1a::ión. el único medo .lnesLc..bl€! :-s m=O. Sin embargo, cuando el 

pará.met.ro cent.rifugo ~s dislint.o de cero surge un nu&vo modo 
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. " 

.4 

.2 

inest..able para peliculas que escurrcan por el ext.arior: m=l. El 

· .. ·al .::;r de ~' deLer mi na. cual de los dO.:ii modos es el mas i nest.abl e. 

".::..za.;'ldo ~.. es prox.i mo a. cero el rr.::..do qua t..i ene lo.. mayor t. a.za de 

Cr'i?C-!.m!.enlo t.am;::ioral ~s el de m=O. Si:-i emba.rgo. por encima. de un 

.::::..ert.o valo• :::rit.ico el modo m=l se ·.::onv.lart.e en el más inesl.a.bla. 

S; 
supa:-a el ·.·alcr :..n-i.;;;~ ha·.· un <.:::i.ic..:: medo inesLable Cm=O). 

-ambargc. c~a.nd.::: { .. ~({J:~)Z t.cdos 1.:Js rr.cdcs son estables. 

Sin 

El · .. ·.a.lcr del r.úmarc d& onda ::::r:.t-ico que se gralica. en la 

' ::...;-ura 3..:.. ..:e¡¡ Re=O i;;os ¡?:_.!. : .. · ::01:-i.=.:..c~ .::.on el que .:::::ib'Lu-..:1:no$ nosotros 

con.;i s~.G> er. di sr.u nu!. r 

-5::...: • ... ·a:o:- e .:.ncl:..is.i.·~·t? h.a.cor!o .:.gual .a. caro. Esto se a.precia a:-1 l~ 

.o 

f"IOVRA 

••to.b\.lt..dad 
p ... t:c ... ta 

por wl 

~•·w-:100~. 

10 

3~. -

r..;.v.tro.l 

d.¡. il.. . .-o.dv 

.-.~t.-r1.or d.:.. 

Tomo.de dv 

20 

CLL.r.dr.;; 

y L-.... 

Por o~ra par~a. la fig~ra 3~ 

i~=luye 3 curva~ de eslabilidad 

de p0licula que 

e~cur:-e por el ex-t.arior de un 

m:::;.;¡-,c t.rab.;s._¡.:> de !....!.n y L1u Ce!. 

t..-.....:bo n:::i :--et.a). El ·~·a.lo:-- de k 

C-:::!:i Ra=O coi :-ic1 de con el que 

ca..!.:: ul ~:no~ en t.r abaje. 

hace a;-.dc f.' =O. La roLación so 

rr..:ii.:;..:..f.:..6':;la e;; un •...:n a.umer.lo del 

núme~c de o~da cri~ico. tal como 

se p~ede ver en la figura 25. 

Fi:~almenle. 

e or.t.-r .:q:n.:&:a t.cs 

supe:~! l ci al: 

en la solución 

de 

el 

la. 

¡:;en en da 

efect.cs 

t..ensi ón 

ahorcamiento 
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c:>.p1l.a.r y t.:n fact.or eslabili::ant.e proporcional a: 

Una da la::; posiblas axt.ansiones da &st.a 

1:z .. __ 1 __ . 
({hq)Z 

al 
3.n.llll.SiS: dA es\.abilidad Sin las raSt.rÍCCÍOnE>S respect.i.VaS da K 

¡:.equeño y Re pequeño. Est.o requl.ere del empleo da un mét.odo 

nume>r!co .:!e solución de las acuacion<i>s 3. 41 y·3. 42. Ot.ra posible 

e:.--:" ... ensiór-. ;:;cri;:;. la ln\·est.iga.cíóTl sabre ast..a-bi=i'fd".id en iluidos no 

r.e·..1t. on!. ar.os. 

Un cam;.!'"lo nt.t..s a seguir seria la. const-r'4cci6rl' de una solución 

.:i.n.:i.~it.ic.:> c:lcndo se man1fi<;>slen clarament.e ros efect.os de la f'uer:::.a 

d.8' Cor!cl1z. 
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En est.a. 

APENDICE A 
IDENTIDADES · MATEMATICAS 

Secci Ón demost.rarán varias i dent.i da des 

maLemáLicas que se ut.ilizan en el capit.ulo 5, que LraLa·sobre la 

esLabilidad a números de Reynold,,-; pequef'ios. se ocupan en la 

deducción de la ecuacLón 5.35. en el calculo de la solución 

general y en las ccndicione~ de frontera. La ra=ón de incluirlas 

.a.pa.rt.e se deb-a o. que algt..:nos t.érminos aparecen reilaradament..e y su 

sust.it..!..Jción por una expresión equi ..... ~alant.a simplifica bast.anle los 

c~lculos. 

I DEl-ITI DAD I . 

además DZ=~ dxZ 

SGa l una .fun,ción conLinua y diferenciable. 
l d 
X dx· 

d [oz - i - ~2] r dx xz 

DEMCSTRAC! ON: 

EnLonces' 

[
[)Z - 1 .. - ~2 - 1 . ]df 

xz ,xz dx 

En primer lugar = ~r~ + !. ~]r 
dxLdxZ x dx · 

Usando la regla de 

la cadena y reagrupando las derivadas llegamos a que: 

[ l ] [di'] per~ 1 o ant..er i or es igual a: DZ Xz dx · 

m2 
Por o~ra parle. la derivada de -x2 f e~ igual a: 

d [ m2 ] - - - f = dx ;.:Z 
-~2 [df] 

xz dx 

Por lo LanLo, reuniendo las dos igualdades 

llegamos a la siguienle idenlidad: 

- '.:'.z] f = xz [oz - 1 
rn.2 

Xz - b]~~ 

que es lo que se deseaba probar. 
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IDENTIDAD II. - Sea f" una !"unción cont.inua y difarenciabla. 

En~onces. la siguianLe igualda~, 

[oz 
DEMOSTRAC:ION: 

Sa aplica al 

Por lo t.ant.o: 

[oz - l - 1 ]r Xz - x:z X 
m2 

,:orno se deseaba probar. 

[ DZ - 1 - ~2] 1 -
X x2 

1 

2 df" 
X dx 

2 df" 
:< dx 

IDENTIDAD III. - Sea I la f"unciór, modif"icada de Bessel de 
m•1 

pr!mera especie y de orden Cm+l). Dicha !unción sat.is-face la 

si~uienLe relación: 

[oz - i m2] - - :<l . = 2I 
xZ m•1 m 

En donde I es la función modificada de Bessel de primera espacia 

y =-rden m. 

DE!-:OSTRACI OH: 

~.:..:..::u.!.aremos ;:::-imerc la pri:ne:-a y sedunda derivadas del 

produc·-o 

110 



d (xI ) - xI' + I dx ~ rn•i - m+1 m+1 

Por lo t.ant.o, el operador oz aplic,:Í..do sobre xI es igual a: 
m+1 

Da lo ant.erior se 'conciuye que:, 

[c.z - 1 - ~2]xr = xf oz 
xz m...-1 L -'l-- I + mZ] 

xz Jñ.•1 

El miembro derecho de la últ.ima igualdad se puede reescribir 

de manera que uno de los t.érminos se anula: 

;..; [oz - ! 

El pr~mer t.érnuno de la e;..;presi6n anterior se anula, ya que 

I es solución da la ecuación dife¡encial: 
m•1 

[oz - 1 - (m+l)Z]G =O 
;..:Z 

Por ot.ra part.e, recordando las propiedades: 

concl ui mo'.:i que: 

Por lo t.ant.o: 

2~ l 
X n 

I + I 
r.-1 ro+t 

2I' I - I 
m-1 m+1 

+ 2I' 
m•1 

111 

2I 
m 



[Dz - l - ~2] (xI ) = 2I 
xz rn+t m 

como se deseaba proba.r. 

IDENTIDAD IV. - Sea la i.unci6n modiiicada de Bessal de 

Lercera especie y 

siguianLe re~ación: 

Er. donde Km es la i.unci6n 

y orden m. 

DEMOsrRACI ON :_ 

Se siguen los mismos 

y solo varian dos propiedades, que 

-2~ K K + K 
X n n-1 n+t 

-2K' K K 
m-1 m+i 

sat..isf'ace la 

especie 

ant.erior, 

IDENTIDAD V. - Sea I .,.1 a iunci ón modi .'. i cada de Bes sel de primar a 

especie y orden m. Dicha iunción saLis:face la relación: 

[oz -
DEMOSTRACI ON: 

l -
m2 

X:z 

La primar a y la segunda derivadas 

iguales a: 

xI' + I 
m m 

xI'' + 2I' 
m m 
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Por lo t.ant.o: 

·xozI --+" 2I • ... 1 . I 
m·. m X 

Usando est.a igualdad se demJes~ra que: 

[oz - mz 1 ] ·• \[:.> . . .. mz] 1 - - - - xI = x: OZ · -:- · 1 - - I + 2I ' , 
~2, ~~ : · m~ '- ,:· ·~ '.-: :._, :'· · _ ___ ?'2 m m 

pero la primera part."' del miembro i::c:¡uierdo as igual a c&ro, pues 

I es solucion de la ecuación modificada da Bessal. Da lo ant.erior 
m 

ccncluimos lo que se déseaba probar: 

[ c2 -1 - ~2- ~][x! J xz xZ m 

IDENTIDAD 'TI. - Sea K la función modificada de Bessel da t.ercera 
m 

a~pecie y ~rden m. Dicha func~ón sat.isface la relación: 

[:::.z - 1 

DEMOSTR:..C! 0N: 

mZ 
- Xz- 2K' 

m 

Se siguen exac~arr.en~a los mismos pasos que en la demostración 

a.nt.er i or. 
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