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CA!PITIJlO 1 

JNIBODUCC ION 

l. l PLANTEAHfENTO DEL PROBLEMA HATEHATICO A RESOLVER NUHE!lfCAHENTE. 

En la actualidad, el uso de las ccuacloncs diferenciales ha 

abarcado muchos campos y ha tenldo dentro dr~ estos un lrnporti.\nt<? 

desarrollo. Entre estos no~ cncontn1mos con la medicina y ta 

tngcnlerla lpr1nc:ipalmentc la espacial y aérea). 

Aunado al desarrollo de la computación y d!.!1 aniillsl;:; mur,(•rico, 

problemas q1-1e anterlormcnt~ habi<1n podi.do ser rnsucl los 

anallticamentc han sido yi'l f'olvcnlados en forma num&rica. 

En el presente trabajo nos dcdlcarrmos a resolver el problema 

matcmátlco blcn c;onocldo, a saber: una ccuac.16n dlfcrcnclal ordlnarla 

de orden 1 con condtción inicial, lr1 cu:J.l en n".>t;ic!6n mat<::m3.tlca se 

expresa como: 

,¡' ( t) = fl t, 'J) 

9(t
0

J = 9
0 

......... (l) 
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J. 2 TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. 

No lc:>ndria caso que rcsolvlCramos una ccuaclon diferencial 

numéricamente para cualquier valor "11" sl no existe lJ{~J) o hay más de 

una solución; cstariamos calculando sin razón 11n v;ilor que nadé!. llC'nc 

que nuestro problem;i. Es por í!~]lo que r('querlmo~ de tmd 

hcrramler,ta que no;, pC'rmlta s;iber si existe y es únic;i 1¡(1ll pan 

"µ.'' determinada. 

Para evitar cncrmlrcH"nos con pr·oblcm;1s de cxls!.C'nda y unicidad, 

se citaran los ?. slgulenlcs teoremas que garanllzan que 1.1 sol11ci6n 

existe y es Unlca, el primero de estos esta b.:isado en la condición de 

Lipschl tz: 

Teorema 1: 

Dada la ecuación diferencial: 

1¡'(t) f (t, t¡) con 

si f cumple con: 

t • t 
o 

(a > 0) 

jf(l,1J) - f(t,r.l\ :S LJ1¡-r/ para algúna Le~·. entonces 1¡{t) 

exlslc y es ünlca parn. t
0 

:S t ::s l 0 t u. (a > O) 



que: 

Podemos ver m<is gcnera1mcnlc que c:dslc al menos un punto "r¡" tal 

1 f {t. u 1-f {t. u) 1 lªf~:·"'l r (u - ull. donde "e (u,uJ 

cuando íJfl8lJ cxlslc. 

Y con es lo podemos def l n 1 r: 

l
ar< t,nJ 1 
--- • L. 

u•¡ 

Un teorema alternativo para demostrar existencia y unicidad, esta 

basado en que la parcial de "f" respecto a "lJ" sea acolada. 

Teorema 2: 

Sea la ecuación diferencial: 

11' = f{t,9) continua respecto a "l" y ",/', con valor inicial 

¡ry(t,IJ)j :S. M para la reglón "D" donde esta es, 

entonces i.¡( t) existe y es única para l
0 

s t s l
0 

+ a, (a > 0) 
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La idea de ~ste Ultimo teorema se encuentra Ilustrada en la 

f lgura 1. l, la cual nos enseña. como busca el teorema mostrar la 

C'<w:lstencia mediante cuadros cerrados y acotados, mismos que d~terrnlna 

medbnte In razón de ca~oio de la funcion f(l.tJl respecto de "t/'. La 

reglCn "D" esta formada ror los puntos (t
0

, t..¡
0 

- bl, (t
0

, 1¡
0 

+ b). 

(t
0 

+a. 9
0 

- b). (t ... a, 1¡ + b). 

Figura l. l.- Ilust:-aclün del teorema 2 

La demostración a los 2 teoremas anteriores se puede encontrar r.n 

[91 o en algún otro 11bro de ecu.:iciones diferenciales. 

Cabe señalar que el teorema 1 es suf1c1ente p•.!ro no necesario. 

Con que se cumpla, sabremos que la !:ioluclon existe y es única. Más 

ddelante se mostrara i:.:-sto mediante <.•jcmplos. Por ahora, y antes de 

pasar a los ejemplos, e~ necesario señalar que para cada método 

numertco y a partir de un punto inicial 1;
0

, obtendremos una solución 

única; es por esto que será necesario dar como punto inicial un punto 

lo más preciso posible (si es conocido mejor). Esto es esencial para 

l. -4 



e:;t.ir lo ras c-•_•rca. poslblt• de la soluclón real; corno lo muestra la 

figura 1.2 (cun.•as soluci6nl. A partir dd valor lnlcial dado solo 

podremos con=·.ruir una Unlca curva ~;olucion de 1:15 lnflnilas que 

existen. 

___________ _,.,...-~ // 
~.,,...,, .... -

a to b 

Figura 1.2.- Curvas soluclón 

Para mostrar el uso de !o;, t1~orcmas anteriores se dar<in a 

contlnuaclón los siguientes ejemplos: 

Ejemplo 1: Ecuación que cumple las hipótesis del teorema 2 vla: 

lfYI :; M y por tanto que 
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pero que no cumple fry¡ ::!i: M (hipótesis del lt:'orcma 2) 

La ecuación: 

Para Llpr.chi lz en el rango a:, t¡ e (-p. p) , p e ~· ncccsi tamos: 

1 f ( t, a:) - f ( t, 1¡) 1 11111 - l'-l I , Lj11 - ,,¡ 

y ndcm<is [1¡ - .rl = ~- 2t¡a: 

" l l•J 1 - ja:l I ¡1¡ - :rj y :. "L" es cualquier real tal que L :::: 1 

Cumpl lcndosc de esta m<Jnera Llpschi lz; ~;in embargo el segundo 

teorema no corre con la ml~;m;i suerte, y<i. que: 

lfyl 11; 1j1;I 1 , H (1¡ • 0) 

Pero f na cxlslc en cero. 

' 
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Entonces, esta ecuación tiene solución pcr ser "f" Upschltz, 

pero no por ser ¡ryj !:: ~ 

La grHlca de la función f(t,11J {f!gura 1.J) nos muestra 

continuidad a lo lai,~o de •.oda la rt'~cta "t", y pend 1 Pnt e que 

permile el cumplimier:to del t('oremJ de Lipschltz; pero, esta ccuac1Cn 

no es rt0rivable en ci:-ro, por lo que aqui fa! la nuestro Sf'>gundo 

teorema. 

·' = 1) 1 
~ / 

~~ /.·· 
~ / 

'"'-.,,_ /./ 
·..,,_ ~. 

Figura l. J 

EJt.•:nplo 3: Un ejerr.plo que no cumple las hipótesis y sin t-mbargo 

tiene solución Unlca. 

v' ti 11 

Para esta ecua e ion tenemos, usando L1 psch\ lz: 

l. -8 



Aquí, uttllzando el caso particular x, 1¡ E (O,l) tenemos: 

j l/.c - 1/1¡¡ 

y [ thn¡j no se encuentra acotado, ya que cuando "a;" ó "t;" tiende 

a cero este tiende a infinito. 

Veamos ahora tJllllzando cd otro mbtoJo: 

Pero aqul pasa lo mismo; utlllzando i¡ E (0,1] 

llm l/1/ =ro 
lJ -7 o 

De acuerdo a los anter lores rt'sultados de nuestra ecuación 

dlferenclal 1¡' = l/lJ no podemos saber .'.>i 1¡(l) exl!;lr~ en R Sin embargo 

tenemos que la solucion ;-inalltlca es 1; = ht_' y por lo t;rnto e:dste 

V t E IR tal que t i'= O. 

Esto nos muestra que las pruebas ull l lzadas en estos 3 

ejemplo!:>, nunr¡ue son suflclcntcs, no 9:in ncccsarlnn. 

B. -9 



En la siguiente flgurn {1.4}. podremos ver con10 se encuentran 

distribulda.s las ecuaciones d1fercncial~s dl-pend1cndo de el conjunto 

Coniunto: 

A: Ecu<iciooc-s difer•nciaies de orinun oraen con 
valor inicial oue cunol.en con ei teoorena 2 

Ci: Ecu.:i<::iooos diff'renciait:o!i Ot.' Drinwr onJi.>n con 
valor ini::i.;t aue c!.lrrolen con ei teorem¡ i 

C: €ct.JaciooQS difutonclaies ae Prin-er crCJe-n con 
valor inicial 

flgur.J 1.4 

En b;;iso a lo :interior, una ecuación diferencial que cumple el 

!im ¡rit,,¡l - f!t,xl!li'I - x¡ a9'/a4 = ¡rY¡ s H 
'~º 

y como para i~l ¡irirH.'f teorema se debe cumpllr; 

!flt.•¡l - f(t,a:J! s LJ4 - Ii !f(t,•¡} - f(t.xl\fl•I - xj s L 

l.-10 



Lo cual no llene solución an::ililica, es decir, expresadu a lravi;s 

de funcloncs clr:menlalcs, yn qtw la integral no puede ~er resuf~lta; 

sln embarr.o. por medio do lus ?.. teoremas anl•~rlorcs tfmcmos: 

[f,i osO=M 

[flt,n[ - flt,91[ =o< o¡x-•¡[ ' l.= o, IL = HI 

L:i :'..:(Jluclón c:d!.;le es Unit,1. 

Ejemplo 5: 

lJ = d1¡/dt t/1~"'m Y , con valor inicial i¡(l) =O 

e 1>un '/ di¡ l d t •) J e !o.,/l y dlJ = J t d l + e 

f(l.lJ) l/csen Y 

(a, b) :::> ( l
0

, lr l 

[ l, 101 e 10, 11) a = O, b= 11 
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j f:,, ! Leos ye -s~o Y J 

:. la ~;oluclón exlslc y es únlca. 

Como 5(' mt1c~tra en lo'.> 2 ultlmos t..•jr:mplo.s- no slPmpre sr. puede dar 

la soluc\ón o.nalitlr.:;1 del pn.'blei:1¡¡ ll), y;i q\Je parte dt.• ln solució11 

lnvolucru integrales lm:h~fini(l.i~; las C"\l:lll'S 110 s<~ pUt~den rscrlblr en 

lérminos tle la. funcío11c;, elr.rnr.•nlulcs, cornn Sofl: 

l •;r11v f ' J e dt y e · dy 

Lns cjcrnplos <lf\lerlort>s poclri<ln '.:;e1· res11eltos mt~d\;:mtc nlEún 

mélodo nunH~rlco de \nter,r;iclón, pero otros f·jell',plor.; no s~· pueden 

rcprcsc~ntar como los anlf:r·ion.•s. 

Totn<lndo pllr cjcr.iplo tus fllfKinnes: 

1.J' = 2t' 

i. -lJ 



Cjll(' y
1 

a lJ(t
1
). para 1 =O, 1, ... , m, donde 9(t

1 
l denota la soluclon 

.in:illlica v;:ilurida en t
1

. y tJ
1 

un valor numerico oblenido mediante 

algún metodo nur..erico, t~ntonces · ~·spera que ~cométrlcamente 5C' 

a 

Solución fiunéric:t:1 

Solución Exacta 

:/ 
,. ,..,..-~,--~ :, 
. ..-: : : : : : : : 

A·: , i i ! : i , 
1 1 1 1 1 

b 

Fl gura 1. 5 - So! ud 6ne!> numi~r i ca y cxacl a. 

El objetivo principal del prP!·•·nt1• tr·abajo, es el de resolver. 

mediante un programa ac c6mputo, sislf'm<ls rJ1• ecuacl0no.~s dlferenclalc~ 

ullllzando el metot!o dr: Eul!.!r con p;i~;o ·Jarlablc. Lo razón por la cual 

se utiliza Eulcr es la de Introducir mediante el mdarlo m.'1s sencillo, 

para no distraernos en otras mctodologlas, rl paso variable, su 

comport.ar.iicnto y olfr.;~; factores que a su ,,!rededor suceden (umblt:ntc), 

como lo son la cstabi lldad e lner.tabi lldad, existencia y unicidad, 
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HETOOOS RVtlGE-KUTTA 

Este lrabajo ocupar;i exclusl.var.icnlc los métodos de Euler lo 

Runge-Kutta explicito de llll.:t clopa) y el método Runr,r.-Kutln. explic\lo 

<le dos clnpas, }os c:u:1lcs por ser lo~> r.:1~; si~nclllos, simpllflcarñn la 

metodolor,L.1 que se prc::;cnlari1 rc~pccto a e~;to~.;. [!;la r.11.~lorioloeia pu<'cif~ 

!';cr utll\zada por olios rn61odo~ tn<1~; C(~n.plcjos ','más precisos, pero el 

objetivo aqui no e~ el d,! h.io;r;1r r~.,·.¡,.,\qs dp .1lta prccl"Sión, sino 

rnoslrar el funclonaMl.enlo d•Jl "pilso variable". 

Los mótados considl!J·ados son l larn·1dos de tm pa;,o, Y<l qui? cada 

lteraci.ón requiere snlam•~nte del valor ap1 c:-:ini.trl0 de l:i sol11c-ltin en r•l 

paso anterior n dlft!l"Cncla d·~ otr·os w'.•to<los 1L1mados multlp:i<;.o qt1c 

requieren de v;llorcs de dos o rn:Ü; p:1~;0~~ para la cre:lclón ch~ una 

ltcración. Esto se ilustra Pn la~ fir.,ura~; 2. 1 y 2.~. l'ara mayor 

detalle de los rnHodos mulllp;1;,o cnma1lt;-ir [~n. 

! l. -1 



donde h = t t 
k+l k 

catC'lo adyacente. 

l,lk+l- 1¡k =cateto opuesto.H(tk,1¡k) = tan{u), donric "u." es ta 

pendlcnt(• estlm:ida de la funclon "1¡" en el punto (tk 1 1¡k). 

l.a ccuac lón "R" depende ademas de la funcion "f" y de la mJgnl tud 

de "h", lo que nos da que '/r= 1¡r_
1

+ hH{t 11_ 1 ,9~1 _ 1 ,f,hl, pero de aqui y 

en adelante se escribirá "R" solo C<W«.J función de las 2 primeras 

sobrecntendlcndo que exi~:;lP. l;:i depí!nd•_•rir:-ln f'ún J;¡s otras. 

Lo:.> r::i!todos quL· vcn:mo~; <~n eslL• capl tul u requieren de "h" 

constante, lo que implica que el tamañn de paso es lndcpendlünte de la 

función "f". Esto no sucede para el pa.so 'larlablr. como vcremo;, más 

adelante. 

Para ulitcner el valor 1¡{l), dond1~ "(" es un punto en f'l que la 

función "1¡'' es continua, vamos a "acer..:arnos" mr~dlante la mencionada 

sucesión 1¡
0

,1¡
1

,tJ
2

, . .. ,1¡
0 

-::: iJ{l}. Esto e5, medi;inte el ptmlo 1¡k 

obtenemos IJk•I rle la formíl ~leulente: 

cu;:il pu1~dtJ ~.-.r obtenldv. ::'it:dl;inlt! diver~;r)s mt:todos. La mctodolog1a 

varia en precisión y complejidad y ~ern introducida mi1s adrdanle. 

Los métodos más conocidos son los dr~ E'ul·~r. Taylor, Hunr,e-KutL.1, 

Monte Carla, en dlfercnclas, r>tl'.', de los cuale~ no utilizaremos en 
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Rune•o--Kultn de "s" etapas se define como: 

IJkd = IJk + hR(tk,ljk) = l/k + htb
1
f{Y

1
) 

Entonces oblen~mos: 

H(\.'IJk)= b/(Y 1)+ b/{\l-t 

sistema tmplictto de la forma: 

11'"1 

lo que nos da un 

Dcfin\rno~; la rnn.lri~ "A" con los pilrámclros dt~ ln ecuación 

anterior como: 

A 

Todo cslo no~; deja un sl!~lcrn.-i lrnpllcilo, por lo que p;--ira rc!':iolvc.•r 

esto con rnayor fac1lldatl, se lgua}r1rd. el lrlflngulo superior dr ln 

matriz "A" a cero (con substilucion•!~:; hacin alrús), con lo quf~ nos 

queda tm sis lema de cct1aciont!S f<icl l dr: n·~-;olvcr t:sto 1.~s: 

UI. -5 



a h[r (t ,lJ ) + a h f{l ,1¡ )f (t .IJ l + O(hJ)] + 
;!I L k k ,;1 k k ty k k 

b h[íl f(t ,lJ )f (t ,tj ) + a f (t ,1¡ )] 
;¿ 21 k k y k k 21 l k k 

+ a f ( t , lJ l + O(h J. ' ] J 
21 tl k k 

A continuación, igualamos el des,1rrol lo anl~rior con el slr,uienlc 

desarrollo de Taylor: 

f(L,,11,l + (h/Zl(ft + f f)+ {h~6}[f(l ,lJ l'~r (t ,i¡) + 
y k k yy k k 

11. -7 



Para dcfinlr un mClodo de 2 el<lpas con parámetros numéricos 

daremos los valores qm~ cumplen el sistema de ecuaciones anter·ior de 

la sir,ulontc m11ncra. a~1 = 1, b = b = 1/?.., par3. obtener finalmente: 
1 ;? 

Es r::luro ver que el melod() de Eult~r e5 menos preciso qw~ el 

método atllerlor, y;1 que solo SP esta ul\ 1 i1<indo un punto pa1·<1 estimar 

la pendiente promedio, m\enlra~; que par<\ nunge-Kull<1 SP utilizan 

vados puntos ,1 lo laq:o :kl poso, los cualt.>S lil~IH~n dlsl in la~; 

pondr.racióncs. Para que el m~·lorlo de l11le1 s1:a confiable r1:(¡t1Prlmofi 

que se ctmpla .11 mcr1os una d0 las '.>lr.11lcntcs dos condlclones: 

a) Que la fU11Clón ''f" qllc P.'Pf!~;.Pnta 1:1 pendiPnle de "1¡" m.-intcnga 

un crcclmicnto moderado, pilril obtener una "precisión" mejor, 

b) Q\Jc la h St:•il lo suficientemente "p(:qucñ<1" para prevenir 

cambios bniscos d1~ f ( t, 'l). 

Mediante Eulcr bu'.>C<imos acercarno$ al valor 1kseado IJ
11 

tM:dlanlc 

la construcción de una !:icrlc rk rcctc1s r:on!>ln1idas con iteraciones. 

Desaforlun<1damente no conor:emns el corr.pm·tamicnlo de la función f{l,1¡) 

conocimiento por el método de Eult•r lmpl tea poc,1 prccision con 

respecto di! otro~;. 

au.-9 



o 
C2 .,, 
C3 03\ 332 

Cs ª'' asz . , . as,1>-1 

Aqul e~;lamos comblnanrio 2 rnclod(J!..ó íl.unt;f~-Y.ut la, y donde 

b ,. a 
.... 1.2 = b 

2' 
., . = b son los b 

l 
'5 par<i el 

~.i' ~-

Hungc-Kulta de "s" cl<:1.p.1s y b 
¡' º2·. h 

"' 
los de l\Y. 

etapas, es decir, que par<t el rnélodn de tn<1yor número de 

. 
1»1,1 

mélodn 

de !i-+l 

e topa!; 

utilizarnos los parámetros d·~l mütodo dl! rn1•nns Ptapas. Todo esto 1..'.0h el 

objeto de ahorr<>rnos el c::ilc11lo de ;J]p,unos par.'1rn<'t ros; y por ~;upucsto 

cumpllcndo con la!; condiclonús del ~ist1)1·"1 (\l' ··n::1r-l0nes. 

Cuando r1~prcsent.1mos 2 mct o.:ios t'n una ¡;r<'if 1 ca s \~ni flc:a que 

compartl!n valores dt.• partí.metros, entor11;1lS: 

RK-12 encajado queda como: 

o 
11'2 1/2 

1-1nl f·1121 

Esto significa que torn;imos b
1
' 
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Con lo anterior nos ahorramos muchos p,1sus ya que a
11 

es igual 

para RK de "[;" etapíls y para RK de "s+l '' etapas solo requerimos 

calcular ((Y
1

) {donde jo:. l, 2, s) y e~;to incluso es út 1 l en la 

Esto significa un gran ahorro de ev,1\u,1ciorws del lado derecho de 

el método numédco, principalmente cuando los métodos Hunge-Kulta son 

de más de 2 etapas. 

2. z METOIXJS RUNGE-~:urA EXPLICITOS DE 1 y 2 ETAPAS. 

Corno ya mencionamos, lus métodos que utilizaremos en e!>tc tr;:ibajo 

son los de llunge-Kulla de ctapns l y 2 expl icltos. Del prlmer·o de 

ellos y de acuerdo a la fórmula gPner:il dr.• Huri1:u-Kuttn. C!; ck• In fnrma: 

(H=bf) 
1 

e igualando "R" con l<l cxpanslün de T.>ylur lrk lwcho solo el 

prlmt~r término el cual es (tk·l'''k·t)) llcr,amo~> a que h1 .:= 1 con lo 

que obtenemos la ecuación: 

1 a cua 1 es el conoc Ido mólodo de 

Eulcr. 
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dc·.:lr. la pendiente estimada en el punto (lk, IJkl. y la pendiente 

esllmada Pn el punto (tb
1

, 'Jkq) tumbiCn ror EulPr {figura 2.4). Este 

•.ctodo al cillcular la pendiente metH:i.ntf' el promedio dt' dos pendientes 

cst imadas base 1m un mismo m:.:.-:-,ero de- p~mtos dentro de l;-i 

traycctori.a dE' iJ(ll nos perr:;itt' reducir un postb,e error por cambios 

lmpn.•deciblc!i en la pt•ndlenlc a! "rep:irtlr la responsabilidad" entre 

mas d•~ uno. Conforme ut l l l zamos un r-.etodo Runge-Kut ta de más et:1pas 

obtenemos una est imaclón que fu~ obtcni-J;i. median le 1~1 promedio dC' rnas 

pt•ndlentc~ en distintos puntos de i¡(tl y con ponderaciones distintas 

~+-~--'y(:) 
' ! ?= P1;?2 

¡ {Fl=FE!-'DIWTEI 
1 Fl:Ftl-'Dl>NTE l 
1 f:;EHD!nit 
1 fRO!JWI·~ 

t~ .. , 

Figura 2. 4. - Estimación de un punto mediante Huni:;c•-Kutta de 2 etapas. 

2. 3. 1 ORDEN. 

Si tomamos el cr ror El<.•l = iJ(tk•t l - lJk•l donde 
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!2). En el trancurso de este trabajo el cnor global nos servlni para 

ver el comportam1cnto de la ecuación de prud.1a. 

2. J. 3 EHl10H LOCAL. 

Cur1ndo avanzamos un paso "h", a p;irtl.r de un punto lnlci<ll 1¡(tk} 

conocido 

aproximación que debida a distintos errores como truncamiento o uleún 

otro tipo de llmll:.inte no S('r;'1 l1:~u,1l al valnr real; el error 8Cnt'rado, 

qi¡k+l-i;Ctk+l) ! ) se llama error local. Si genpr;1mo!; el s\gulcnlc paso 

IJk,¡?' el r-rror n~sult<inte {\1;k•?-1;{t~.~l\l ya no ~;c1ia local, ya 'lllt~ 

esta contando el error locill anterior, 1)} ct1al ~;e acumula e lriterfierc 

para incrementar el error nu solo adlti'.';U~Pnti: yrt •¡ue pucrlc Influir de 

otras form~s. EntoncL"S, p;1ra obtener el erro1 !('Cill en l?Slc ser,undo 

p;i!;o r1~qlh!I lmos en lug:1r dr- / 1;k • 1 -1; (ti<• l l / a ( i11.._ • I -(/( lk • I) \) donde la 

funclon "u" es lal que: 

u' = f (t,uJ 

Ca decir, esla última función "u" i~s la solución a la ecuación 

d!ferenclnl can punto lnldal 1¡(tk+\ l = l)k•t' E::;lo se puede ver más 

claramente rm la fi8ura 2. S. 
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error local, el cual puede J lrgar a ~;0r muy pequd'lo, tenemos que el 

glob;d slp,lW <.lumcntando 1·ápldamentc. 

En <•l c<tso de qlw nuestras curv.J:: -..;nluc:ión :.e ,ll:C'rquen cu.Jodo "l" 

crr.cc y si el t~rror loc,tl es pequcfio, L'Slan~mos conlf·olnndo el crro1· 

rlobal, ya que el ca.mbi¿ir de una curv<1 ~;olución n otr.1 cur·va solución 

evitará que !Irgue ,d v.1101· correcto con precisión 

sal1sfadori;1. 

Debido ¡¡ lo anterior, 1rn Ir.porta que t.i.n efiraz sea un rn6todo 

numérico, ya qu<: como siempre hay pequeñ<1:. irnp1·1!clslonés, !:slo?;; 

brlnr:os ,nmque se,111 rPlal Iv,1me11lt) chicos no!i l l1~·1¡in ;i ecuaciones 

vecinas que se dl!;tanclar;'1n lrrem1.·dlalilem•~nte cuando la ecu<1cic1n sea 

inest¡¡ble, por lo t¡lH.' .11 ('ncontraitrn~> cnn qut· 1<1 ,.,·11:i1-:lón difPrei¡clal 

prcscnt¡¡ esla caract.er·j~;l lc,), dd)f'f:lOS dl'sl•;t i1· {k ~·:,t im:ir su ~;olliclón 

u al mPIJO!.; 1·c:!--'t:1rtc rrPd\bilid:ir! ;il r1~s11\t;1rir) niit«nldo. En c:unblo 

nuestra tr.•~lodolor,ía se1·.:i utll y v;;lctr.1 J,1 f'Pn;1 •:l esfuer7o por· mejorar 

lu estimación por cualquier n•cwso ct~andn la <:•_u.wión ~;e<1 c~table, y 

es acit:i donde mwstr,1 m•:lodoloela va a t'nt r-1r Pn 1,·ciót1. 

En las siguientes dos fl¡;ura~; (2.ú y 2.7) 

tendencias r¡ue s lr,uen ccUilcicn ine~:t<iblt! otra esl:tble 

presentar resultados en el c.Jpitulo S :.e muestr·e el compnr·tamlcnlo de 

los e1Tores global y loc<1l par;'\ c:>tos do!; tipos d<! ecuaciones al 

utilizar la octiación de "prueba". 
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!/~~! //_,/// 
Figura 2. 7 - Convergencia en -una ccuñción estable 
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2. J. 5 ECUACION DE PRUEBA. 

Par3 obtener el punto i¿(tkl de la ecuación diferencial 

i;' = f(t.1¡) con valor inicial 9(t
0

) = t;
0 

por el mi-lodo de Euler, 

construimos la recta i¡(t) mediante pcqu1.:ños segmenlos de recta, los 

cuales vamos uniendo lflgura 2. 6) para seguir la supuesta forma de la 

funclon solución. Esto lrnplica a su vez que f(t,i¡) tamblón está 

siendo representadil linealmente por ser,mcntos, ya que: 

y 

t 
tn 

Figura 2.8.- Aproxlmaclor. numérica a lJ(ll mediante scgmi~ntos de recta. 
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Los siguientes elemplos nos muestran \~omo utilizaremos este 

resul lado: 

Tomando la ecmlción de prueba: 

Por lo tanto :\ juega el papel Uc 1:-sl<lbi lid.id antes mencloníldO 

(positivo implica lne!;labllldad y ncr,allvo est<1bllldad). 

Para la ecuación dlfcrcncial: 

IJ' = 1/ = f ~ f = z,, 
y 

y 

P::ira 'Jo > O es Inestable 
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En los 2 cJcmplos anteriores, la l'cuacion difcrencla1 es Cblablc 

en un r•rneo e lncslablt! t:n otro. Esto no siempre succd1~ l.Olno en el 

siguiente f~jf:rnplo: 

logl l) 

1¡' 1/t 1/cy ::: f lt¡) 

f = - lle"' 
y 

f = o 
l 

,, .\ = -1/eyo ·~ ,\ < O :. !'>\CmpP: ha',' cslabl. l id.:td. 

En los ejemplos antcriore~ f L = (J, pc1·0 i:n lo qllf: rcGpL~cu1 a un;.i 

función can f L <t U f ~ O p.1r;1 averlpuar si es o no cstQ.blt• 
y 

rcq1mrlr.ios tk una (.•1;u;11:ión que :~eril rc!~uel tn en el si.¡::ulcnle tem:i y 

~· 3.6 HSGIO!l \JC ESTABll.lDAD ABSOLUTA. 

introducen los ~~rrores de tnmcnmienlo y redon<ll"~o. ltJ Cllal perturbara 
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nuestro resultado final; la eslRb\l\d;1d abso1ula de una ecuación 

dlfercnclal con una "h" determinada, com;l.ste en que dada una 

pcrlurbaclón "r" en una "1;
1

" dondt~ 1 t (1, 2, nl, el cambio 

provocado no será mayor de esn misma "')" p~.ra los s11bsecuenles v11lorcs 

Como ejemplo obt('ndremos el intervalo de establ l ldad absoluta del 

mólodo de Eulcr p.1ra la ecuación de pru1~ba: 

Utilizando 1;' =f{l,1¡) = -:\i; 

Entonces, como: 

Sea E una perturbación tal qu ... E E R y f; '# o. 

"* i¡k•\ = l 1 + ;\h)~ 11 = { 1 + ;\h) (i¡k + () Perturbación en r.i.,,.
1 

debida a la perturbación en i;k. 
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y por definición de cstllbl lldad absoluta: 

~ 1 1 + :ui¡ s 1 = q(z) 

Y esta es la reglón de estabi l !dad nbsolula d.~ Eulcr. lo que 

sir,nifici\ que par.i lo~ valores de ;\ y h que cumplan ia desigualdad 

tcndrcrno~; estabilidad en la ccuaclon dlf,~rcnclal. 

Para nuestro caso p.irl1c:_ula1· i¡' >i.1¡ tenemos: 

l 1 t Ahi s 1 

Por lo que: 

-1 1 + hA s 1 

-2 s hA !O O 
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Modificando 1¡k-t llegamos a lJk-l "' IJk-l + i; dor\de E; es nuestra 

"perturbaclón" de lJk_
1

; esto provoca otra pürlurbación, ahora en lJk, a 

la cual l lamarcmos ;;k y def1niremos como: 

Es decir, ;jk es ul ft!SUllado de aplicar una pcrturb,1clón a 1¡k-l 

como rcllucrimos qu~ !1}11. - tJkl !S liík-l - 'J1r._ 1 ¡ entonces : 

Por el teorema dcl vnlor medio tcnemou que 

\~artrn1a11 ¡ 
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E:.lc resultado será ullll7ado en el capitulo 5 cuctndo usemos el 

lntcrvnlo de eslabilldad ab~olula del m0lodo dr: Eulcr en relación con 

las ecuaciones dlfcrenclalcs a L.is que aplicaremos el programo. 

3. J. 7 HETODO f/UHEHICO !'ARA SJSll}IAS !JE rnl!,CJntJES. 

El hecho de que no nos hemos met \do mas 11uc con ecuacloncs de 

grado uno es debido, como se sabe, a qur: toda ecunción diferencial de 

grado "n" puede :;er repre!>ent~.da curnu "n" r~cu;u:lone:; dlferencL1lcs de 

grado uno. 

A conllnuaclón, adcm;'is de mo:.trar Jo anterior. se Vf'r;i el método 

numérico p3ra resolver este slslemil de "n" ecuaclnn1~s de ~r<.ido l. 

Sea "' <¡ r-éstma derlvnda de "1¡", 

la ecuación lJCn) f( t. 4(1), IJ C2), IJl:JI •. ' ',,,1n-1J} 

valores lnlclalc:;: 
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o 1 o o o X o o o 1 o 
o o o 

X 
1 

o 
X'= A*X + B 

~o n1 1i2 nJ rM ... ntn-1 l 
X 

n-1 
-q{t) 

Donde no = -a In ¡ll ::: -a /a n(n-1) -a /a 
o n 1 " 

n-1 n 

Ya que IJ In) ox 1at 
n-1 

1-a X - a X 
n-1 n-1 n-2 o-2 

+ a
0

1¡ "' q l l) = O 

y ~uponlcndo que ql t J=O ,) X' A*X 

Hlcnlras que en el caso no l \nr~al no!; quedar. par resolver las "n" 

oc:uaclot1es difcrcnd:i.lc;~ de grado 1: 
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x' x' f 1 ( tk-1' x' x2 x" J 
k k-1 k-1' k-1' k-1 

x2 x2 
f 2( tk-1' x' . x:_1 ·. XII ) 

k k-1 
+ h 

,_, k-1 

xn x" f n { lk-1' x~-1 · x:_, .. .. x" J 
' k-1 k-1 

Entonces: 

x' = x' + hf (t x' x" J 
k k-1 1 k-1 k-1

1 ,_, 

x11 = xº • hr ( t x1 

k k-1 n k-1 k-1' 

Por ni.~ccsl.dudes del sistema. dl.' ccuacior\cS d l fcrencl<1 les, se 

resuelven de esta manera, una iteración pura cada uno "n" veces. 

Entonces lcncm1..'S finalmente que llUi.>stro nf;:'rn de bU!>ca1· y mejorar 

soluciones númerlr.<is de ccuaclonc~; dlfcrí'nclalt·.s de gr01do 1, no 

esta limitado a estas, ya qu1..• lilmhlCn c~;lamos almrcando las de p;r¡¡do 

"n" no l lncales y l lrwa les. 
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EULER EXPLICITO CON PASO VARIABLE 

3. 1 EST!HACION DEL EnílOR LOCAi.. 

Ahora, ullllzando lo visto anl!nlormcnte obtendremos lo que se 

podria com~iderar la base de los mt•todos de csllm:iclón local, los 

cuales requlcrc:n dd uso de 2 mHodos nwnCrlcos de dlsllnta orrlcn {en 

nuestro caso estos son de órdenes uno y dos). Veamos 01.hor<:1 que sucede 

si utll1zamo5 estos 2 mClodos nurnt'.:rlcos para estimar el mismo 1¡ • 
"' 

Oado que R = R(t1o:•'J11:l y ñ = !l(tk,íjk) son l~is mctodologias para 

estimar la pendiente promedio de l/{t) c11lrc los punt~s lk y t._..
1 

por 

los mólodos 1 y 2 respcctlvarncntc y $>}n con!;icforar otro error mils que 

el de truncamiento: 
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Ahora consideramos que, como el orden d(.' ¡1k es mayor que el de 

pk, tiende más r<ipldn a cero (esto es r.:ás claro c1J<1ndo el orden 

grande) por lo que finalmente: 

Lo que nos d1cc qur> el error local o la diferencia de 2 

estlmaclonP.s de 1¡(tk•l} poi· 1nCtodos con ordenes uno y das, 

aproxlméldamentr~ Jgu<1l :¡ "h" veces r:l error d<· truncación del rné-todo cfo 

orden mrm0r ~n el punto t . 
"' 

Con t~slo lcn'.'mos una er;tlmac!ón del errcr· local Jo cuol nos 

invita il m•-•jorar el :::(•todo nu~H~rlco af1;1diendo ~~sta t1rroximflc16n; c~;to 

es ll;rniado exlrapolaclón local y ~e rc;:lllza rnedl;inte ·.~l simple uso dl'• 

2 rot-lodos numéricos, uno cor.io h.l'.;r! y el otrc par<.1 q~ie conJunt:iment<· 

con C'l pri.r:lL'ro nos de el par:1:-,1:tro {en·or loe.JI) es! irn,1do. 

El slgulcnlc mu todo, dcsar rol lado ~1or füJl;:ind Englanj, ha 

resultado muy Importante ('n l<t bt1squi>d,1 df~ rr>~;ul t:i·ios nu:néricos dehldo 

a varios f~1ctorcs que cons!d('ra paso .1 paso; entre el los el hecho de 

que cada función requiere de distinto núrnf'ro de paso5 ya qul' un;1s son 

más "suaves" que otrilS. Lt:; 2 f1rr1<'iorn.>s fJ'.IC 1Jtlll:::1r'!r1os par.-i 

dcsanolla1 el rncU,r!o que con~idt"ra Pl cnnr ~~on 1.-i~; dP. HK-1 y HK2 

(Donde RK-1 es lomblen llam<Jdo r.ulcrJ. 
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que depende de !IJ\ y por lo l<1nlo es deseable que la rnagnl tud de 

lcJ!llJI sea muy chlco (sin lmporLH la m~'lp,nitud dt• \eJl. Para esto 

es deseable tumar un3 ft•fprc-ncia 

referencia es lldm.1da tolPrancla (Tell. l's rec\.";';cnrL1blc qlJe) ~ 0.01; 

este valor h'1 s\do obtenido por ·~:•pl~rirrwnt'1dón La figura (3. 1 J 

l lustra lo anterior 

De 1~sta forma si \eL\IJi;\ ., ) entonces rechazilr .• o5 "h" 

rccalcularnc·s IJn mediante 1ma "h" '1justacLL 

E:dsle una pcquPñ;-i dificultad C'n cunto a la obtención de "i/ .. ya 

que no podcr.'IOS obtenerla con su 11.::>.l rr .. 1gnitud, slr•ó so}(i tina 

aproxlm.:-icior.; sin err.baq~o podemos tr<1tar de ml!jorar erc>a upro;.:lrnaclón, 

lomando "9n" y "1;n" e lncl\Jé;o "l..Jn/
2
" y •·;jn1 ~", podemos entonces tomar 

IJ ::;: .... t = (112)(1;n .. l112){1;n,./~ni;!)L Dt• r:~ta m:uwr<l :.i \.:t = O ·~ 4n, 

sera tornado 1~n 

C.1.$0 df! Qll<.~ Wt = Ü. 

~l\•ll-············-------·-~'::t) 
).+1,. .................. :..;..--- .......... .. 

i / : (tl\•l•yl\•l):P2 

y(t11l~ ..... / ' 

y11¡;;rr : SI llPl-!'21\li\•tll~tol 
/Í ' : :>st AC0'1A tl PASO 

1 

ti\•! 

Figura J. 1. - Hcchazo o accplaclón del tamano de paso. 



En general: 

donde O = orden del error 

De aqui, tenemos que el tamaño de paso ''11" es supuestamente el 

mayor paso posible, sln er.bargo, por efectos de aproximación lal vez 

se pase de ser el lamai1o ideal a ser un paso mayor del requerido, por 

ser una "11" calculada aproximadamente y no s;ibcrsc !;i se cncutmtra en 

la frontera o de que lado de el In por lw.berse c;:ilculaJo el llmllc 

superior de "11". Mediante la práctlca que se ha determinado que el 

elemento r sea mulllpllcado por .81, lo que cqulv::ildria a obtener 9110 

de la 5Upucsta "11'' óptima; el significado de lomar unn proporción del 

valor obtenido de "11" e~; el de no rret!rlc Jd lodo (no se ha podido 

obtener lo que scri;:i la proporción ópllmn de "H", sin embarco en la 

pr'tctL:a esta proporción de 9/10 ha funclonndo}. 
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3. 3 DESCHIPCJON DEL ALGORITMO DE PASO VARIARLE. 

A conlinuaclón se darfl una descripción del aleorllmo que 

dcsarro11é basado en lo vl~to anteriormente. Esta di"scr!pclón pretende 

explicar el proce5o que se llevará u cabo ordcnadam1~ntf~ a partir de 

los datos inlci<1les proporcionados por cJ usuario; dcspuCs ~;r) dar;i el 

11 !>lado del programa para continuar con un;i de!;cr! pcl ón de cada 

procedJniicnlo; es decir, Ind!c;lr que parte del nlgorl tr:io se encargará 

de cada proce5o. 

El aJgnrltmo Inicia cou los siguientes puntos Indispensables: 

- Presentación del rrop,rama. 

- Limpia de lod;is l<i variables. 

- Rcconoclrnlcnto de Lis candiclonus del equipo en uso. 

- Requerimiento al usuario de los ¡mrH.mr>tros lnlcl¡¡Jes t
0

, 1¡(t
0

J, 

JI lniclal. Umilc superior para "ll" (sl desea), número de 

partlclorws (si >.e deE;canJ. Las p;:u·Llcloncs consl!;tcn cn la dlv1slón 

del Intervalo t-t 
o "N" p;:irtcs valor 

, N-1. N; esto con la f1nalldacl 

de mostrar Jos movimientos que 1;(t) hiu> durante el proceso. 

Despu8s de los anlt~rlon~s movlmicntos, ~e inicia un proceso qu~ 

construye "9(tJ"; este procnso se rcpetirt"1 mientras el usuario desee 

pedir mil.s 1;(t)'s par;_¡ distintos vn.Jorns de ''t": es af;i quc el proceso 

llama al proced1m1cnlo que pldt? los elementos lnlcialcs al usu.:ir1o y 
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conllnúa ;1sl con la construcción del nuevo 1¡ ( t) est im.:ido. 

El proccdimlcnto de construcclbn de 1¡(t) conlinlia en 

funclonamlento micnlr<1s no se cumplan alguna de 2 condlcioncs: 

- El tamaño de p..!so requerido es rnuy chico; tanto, que es 

considerado c1~ro por el proceso. 

- Se terminó de generar 1¡{l), 

El procedimiento rcqulrre de otros pror.er!lmlcntos a los cuales 

solicita conforme los va requiriendo. Cl proceso r.ol:'lpleto de creación 

y prueba del paso es considerada una l t~:rn.clón; f'n ejemplos ejecutados 

se 1·equir leror1 desde e lentos hasta mil lon"~' de i ler._¡clones. Fac lores 

importantes que impl \C"an el número de l leracion·~:; son la mngnutud 

1t-t
0

1 y la suavidad de la f1.mdón 1¡(tj o al 1~w1o1 ~Je 1.ts fur.clorH.'5 del 

sistema. El factor p1·inr.ipal es la suavidad di: la función, ya que en 

muchas oc<acloncs la "11" manipulad<a duranlt> el proceso es un numero 

real muy chlco. Por lo ecncr•ll este tlpo de ftmclones es no estable. 

del 

El algoritmo funclon,1 de la siguiente m.1ncra: 

A) Dados los v;ilorcs actualcf; tL, ~J(t 1_J y "H" {la primera ve;.~ que 

llama a esta opclón el va lar tL e~; leua l a t
0

). Para cada func lon 

sistema, se ecncra f {t ,1.J) mcdL:inte la slmpk subst.ltuci6n de 
L l. L 

los valores lL y tJL en ln función. A p<1rllr de cada fl.(tL,1.JL) y con 

las funciones Runp,c Kutta de órdenes 1 y 2, obtenemos los rcspecllvos 
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valores aproximados de "1;" y "1¡'" restando lJ' -1; obtenemos el vector de 

errores locales. 

B) Obtenemos ~wtü en base a un promedio de maenl tude~; de "1;" y 

"1¡'" para paso completo y medio paso. [ste promedio se dcflnJn como: 

~wt A=- { 1/8) (Abs { Yli2) +Abs ( YTI LDEH2)-+3 (Ab:; (Y )-+Abs ( YTILDF.) J) 

EfilC promedio du mayor pond!~raclOn a Y y Ytlldc, los r:c.-dt?!> son 

de paso cornp!eto, r:iient1-;i'.; qtJe Y!!?. y Yt ! ldell2 rerresl:n!.Lin a "1¡'· y "1¡'" 

p~~ro con med lo paso, 

C) Ahora generamos otro arreglo, el de (~fl nrt?~i relativos; 

mediante (Error Local/i.:r) p;-1r.1 CLlda clrmen\(1 del sistema. F:nsceulda 

obtenemos la n~.irm::i iriflnl tn de este .irreglo; e~ta norm<i nos d,1 el 

mayor el•:?mcnto {cuw;ldcr;indo para lodo~ ~;u valor tJbsolutoJ, y a e'..>tc 

valor lo definimos Erl = error local. Med1antc unil L'O!!•p.n;ic;lón la 

tolcranci;i dr.cldlmos sl el paso es o no acepl.i1do, 1~slo ~'! hace dr. l<i 

siguiente man~r;i: 

Si Erl ~ Tol :--> se acP-pla PI lam¡:¡fio d•.'.! pa!:;O, 

Si Erl > Tol ,J se rechaza el tumaño de paso. 

IJJ Si se ac1:pto el t ar:i<iño de paso, entonces incrementamos t de 
L 

la forma tL := tL• 11 y se p,uardan los valores obtenidos de "1¡'' y ''11" 

en el pimlo aceptado. 
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E} lndcpcndlcntcmentc de s1 "lf" fué o no aceptada se genera una 

nueva "H", La generación de "11" es un proceso que dependiendo del 

v;ilor {Er1/To1) alarr,a o cnccge "H" autom.illcaMenlc. H{1s adelante se 

explicara este proceso detalladamente cuando se vea el listado del 

programa. 

F) Si lL < l {t es el punto en el eje T del cual se solicita 

IJ(t)) entonces rcgrcsam0s al lncl!;o "A". 

G) Si tL-; l interpolamos para obtener 1;(t), ya que solo tenemos 

lJ{lL) y 9(tL - h) donde tL-11..: t ' tL 

H) Termina el proccdlnknto y ~e imprimen los resultados. 

Todo ül mecanismo qm.· se dió n•qulcre de varios proccdtmlcntos 

individuales, los cuales dcsarrol lan su parte con base en elementos ya 

vlntos y que ya h.111 sldrJ c:.:pllcados. Estos proccdlml!.!'ntos scrim 

explicados m{ts a dctal lc después de pre~;1:ntarsc el l lstado dül 

programa; cada uno de esos procesos proviene di.J dlslintos materiales y 

aunque el algoritmo antcr·lor parce•:' muy simple, requiere en cada 

proceso de detalles y consldP-raclon~s a diversas problemñtlcas. 

Dentro del desarrollo de e~le proerama, '!Xlste nn:• gran cantidad 

de contadores y variables que so encargan rfo d;:ir estados del 
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funcionamiento dur.:i.nte y desp11es de la p,cnen1clón di: 1;(tl. Algunos de 

esto.:. son: 

- Conlnriores de pasos acQrta.dos y rech.1.zados. 

- Vari<1blt: que rcgl~tra t>l m.-iyor ~amaño de p<i"a uc1~ptadu, 

- Pr-omedlo de paso "li" {solo para pasos aci~ptadnsl. 

- Tolcrnncla utl }izada. 

- M.il la dí! dalos dur.-inle Pl pa~;o de l. 

El último rutilo cl.ta1lo, el. d(~ 1:1 m;illa, con~lst~ iJn pIP~;enlar 

para valon.·s del eje "Y'' le,:,; p1mto~ St'fJ:trado~ a d\stonclas lpu;i)es 

A c:onllnuac:ión se presenta el d\<1¡:;rama d1.· flujo ;l\•l progt·nma qui: 

se ncabu. de describir y CJl1f~ ~l' pre:-x·nt:1 l1~;t;:;.do (•n ~w totalid'1d en 1.'l 

t;iguicntc capitulo. L:is fuDcloneG presr:n~tid:is son laG prlnclp;1Jes. 



PROGRAMA DE DJLEH EXPLICITO CON PASO VARIARLE 

A conllnuaclón se presenta un 1 islado del prop,rarna, con una 

explicación del mismo ab<ijo de cada rrC'cedlm\cmlo de import.~.nda, 

el fin de e:-:pl icar t!l func\onamiento de cadn parle del procrarn,1; 

dcspuCs se explicara en forma gcncntl el funclonamlenlo p;in1 que 

aunado a la cxpllcaclón individual de l.:is ¡x1rtes se comprN1da el total 

del mismo. 

D(mlro d('} pr·op,rama se manejó un fo1·mato d\~;llnto al rtu•; hemos 

venido 11tl l lzando, es lo es, dada la ccu;ición: 

IJ' = f(l, IJt, IJ,"!, ljn) en el caso de un sistema, y par 

razones d0 slr:;pliflrariiln de form'1.lo Pll lur,<1r de rcprcricnlar a "t" 

como una v.irlablc y a "1¡" como un arreglo, incluiremos a "l" dl!'ntro 

del an·cglo que contiene a las "IJ'!;". Esto, en lut~ar de slg:üflcar que 

reprcsontamos vcctorialmcntc "11'" lmpllca un formato para 

simplificar el desarrollo del prnurama. 

'1. l AMBIENTE: DEL PHOGHAHA. 

El programa se elaboró en lenguaje Pascal, prlnclpalmentc por 

razones de prcc\slón, ya que las vcrslonc~:; actuales pcrml len ull l lzar 

20 digilos utilizando el corrcspondicnl1..: cu-procesador matcm<Hica 
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SOSS, Ournntc la ejecución de t!stt~ pror,r.1m;¡ se ulill73ron hnsta 11 

dip,ltos ya que no se contó con el co-µ1oc1~~;¡dor, sln cmbnrgo una 

pequeña modificn.clón a la::; decl;ir;ic1on1~~; tfr~l pro¡:r;irr"1 y la instalación 

del co-p1·occsador pcrmitlr<'in rnejor<ir ];1 prccl·;ión si se requiere. 

Dentro del ambim\le nt•ccsario p;tra t~jccut~r el progr·ama c~;Lin la 

mcmorlu, de la cual el minlmo e!:-: de 25(,k, computadora >:T ó AT con 

~lslcma opcralivo MS-OOS versión 3.0 o mayor y Turbo Pascal versión 

4. O o mayor. 

4. 2. PRlX;RAMA HK-12 CON PASO VARIABLE. 

PROGRAH PASO_VAR!ADLE; 

USES CRT, PRINTER; 

CONST 

ORDEN=2; PARAHF.mo QIJE DF.TERHlt/A El. ORDEN DEL ERROR } 

N=I; TAHAÑO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

TOL=O. 000001; { TOLERANCIA UTILIZADA } 

TYPE 

NOOO=RECOHD 

YO, YI ,FYI, FY2, YTILDE, ERROlh REAi.; 

END; 

AP=·No002; 

N0002=RECORD 

HALLA:ARRAY[O •• NJ OF REAL; 

COLA:AP; 

F.ND; 

I~. -2 



ARREGLO=ARRAY(O •• NJ or NODO; 

ARREGL02=ARRAY(O •• NI or REAL; 

ARHEGLOJ=ARRAYI 1.. N] or REAL; 

VAR 

GUARDAHALLA :AP; 

ERL.11, lllN!CIAL, 

BETA, T, HATCllEPS, 

HSUPERIOR, 

llHAYORUTILIZADA, 

T AHAN lODEI. lNTERV ALO, 

PUNTOAESPERAR •REAL; 

l, PASOSACEPTAOOS, 

PASOSRECllAZADOS 'LONGINT; 

VECTOR : ARREGLO; 

ERLARltAY, 

Vl!2, VT1LDEll2 'Al!REGLOJ; 

rv •ARRAV(!. .N] 

VOANT, VECTORARHAOO, 

GUARDADATOS :ARREGL02; 

TERH l NA, l!HUVCll l CA, 

SELLEGOALTOPE 'BOOLEAN; 

F!N,PREG,PREG2 •CllAR; 

SIGNO 'INTEGER; 

IV. -3 

or REAL; 



{ LOS 2 PROCEDIHJEllTOS SIGUIENTES REALIZAN CAMBIOS EN EL VIDEO } 

PROCEOURE V JDEONORHAL; 

BEGIN 

TEXTCOLOR ( 15); 

TEXTBACKGROUND (O ) ; 

END; 

PROCEDURE VIDEOINVERSO; 

BEG!ll 

TEXTCOLOR (O); 

TEXTBACKGROUND { 15) ; 

END; 

PROCEDIJllE LEETYII; 

VAR 

PARTICIONES : INTEGER; 

DEGIN 

CLRSCH; 

SIGNO;=!; 

llHUYCllICA: =FALSE; 

NEl/(GUARDAMALLA); 

GUARDAMALLA •.HALLA( O]: =O; 

GUARDAMALLA". COLA: =NIL; 

SELLEGOALTOPE: =FALSE; 
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T; =VECTOR[O). YO; 

FOR 1'=1 TO 3 00 

\IRJTELN(' '); 

MllJLE T=VECTOR[O). YO 00 

BEGIN 

V 1 DEONORHAL; 

GOTOXY( 1111EREX, YllEREY-1); 

llRITE('LIHITE SUPERIOR DE T '); 

VIDEO INVERSO; 

YRITE(' '); 

GOTOXY( YllEREX-3, MHEREY); 

READLN(T); 

END; 

lf T<VECTOR(OJ. YO TIIEN 

SIGNO; =-1; 

"'=-1; 

MR!TELN(' '); 

lllllLE ll<=O 00 

BEGIN 

GOTOXY (YllEREX, llllLllEY-1 ) ; 

V IDEONORHAL; 

VRITE(' H INICIAL '); 

VIDEO INVERSO; 

YRITE(' '); 

GOTOXY(VllEREX-3, 1111EREY); 

READLN(ll); 

END; 
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PREG2: =' N'; 

llMAYORUTILIZADA: =O; 

VIDEONORMAL; 

URJTELN(' '); 

URITE( 'DESEA LIMITE SUPERIOR PARA "H" ? (S/N) ' ); 

VIDEO INVERSO; 

UHITE(' '); 

GOTOXY(\/JIEREX-1, \/JlEREY); 

PREG2: =READKEY; 

VIDEONORMAL; 

HSUPER J OR: =O; 

\IHITELN{' '); 

URITELN(' '); 

IF UPCASE(PREG2)='S' TllEN 

UlllLE llSUPERIOR<=H DO 

BEGIN 

VIDEONORMAL; 

GOTOXY(llJIEREX, UllEREY-1); 

URITE(' DEHE LIMITE SUPERIOH DE "JI" '); 

URITE(' 

GOTOXY(llJIEHEX-20, UllF.REY); 

VIDEO INVERSO; 

URITE(' '); 

GOTOXY(UJIEREX-3, UJIEHEY); 

READLN ( JISUPER !OR); 

END 

ELSE 

'); 
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HSUPEfUOR: :;1. OE+JB; 

HINICIAL: =!!: 

V WEONORHAL: 

\IRITELN(' '): 

PREG:='N'; 

\IRITE('DF.SEA PARTICIONES? (S\N) :'): 

V 1 DF.O INVERSO: 

\/RITE(' '): 

GOTOXY(llllEREX-1, \IHEílEY): 

PREG: =READKEY: 

PllEG: =UPCASE(PREG l: 

VI DEONORHAL; 

llRITELN(' '): 

If PREG='S' THEN 

BEG!N 

llRITE('PARTIC!ONES DEL INTERVALO : '); 

V IDEO INVERSO: 

\/RITE(' '); 

GOTOXV(\IHEREX-2, \IHEREV ); 

READLN(PAllTICIONES ); 

IF PARTICIONES<=! TIIEN 

PREG:='N' 

F.LSF. 

BEGIN 

TAHANIODELINTERVALO: =ABS(T-Vf;CTOR[O 1. VOJ/PARTICIONES: 

PUNTOAESPERAR: =VECTOH [O J • YO• SIGNO •TAHAN 1 ODELINTERVALO; 

END: 
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FOR l:=O TON DO 

GUAllDADATOS[ 11: =VECTOR[ l }. YO: 

GUARDADATOS 

Guarda los par<imct.ros iniciales de lO, 

yl(t.O), .. , , yn(lO} por sl son requc-

rldos nuevamente, eslo es en el ca.so 

de que se de ot.ro punto "t." para cal

cular y(l) 

VH!Tf.LN(' 'l; 

LEETYH; 

EllD; 

PllOCEDURE FDY (Y: ARREGL02); 

{ YfOJ=TO, Y[ll=Yt, ••• , YINJ=YN 

DEGJN 

FY[1f:=COS(Y[OJ)+10•(Yl1J-SJN(Y(Olll; { AQUJ VA EL SISTEMA) 

END; 

PHOCEDURE RK 12; 

DEGIN 
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FDY ( VECTORARllAOO); 

Genera la función con los par..imetros conle

nld.os en veclorarmado, f(lk+h,yk+h•fCtk,yk)); 

Torna el valor de la función y lo ¡10ne en FY2 

FOR I:=! TON DO 

VECTOR[ 1 J. FY2: =FY[ l l; 

ron 1:=1 ro N oo 

~ITJI Vf.CTOR [ 1 J 00 

BF.GIN 

YTILDEJl2{ I J: =YO+S!GNO•{Jl/'1 )111 {fYl +FY2}; 

{ lhmp,e-Kul la de orden 2 y medio pa~w} 

'r'TILDE: =YO+SIGNO• (lf/2 )• (FY1 +FY2}; 

< Runge-Kul la de orden 2 } 

EJUlOH: =YTIL!JE-Yl; 

( calculo del crr·or local } 

END; 

END; {• DEL PROCEDIHIEITTO •) 

fUNCTJON NOHHAINF:JIEAL; 

VAR 

NORMA: REAi.; 

AR:Al!RAY[!. .NJ OF REAL; 

BEGIN 

NOllKA: =ABS(ERLARRAY[ 1 l); 
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IF N>l TIIEN 

FOR 1:=2 TON DO 

IF ABS(ERLARRAY[ I] )>NORllA' TIIEN 

NORllA: =ABS ( ERLARRAY [ 1 I ) ; 

NORHA!NF: =NORHA; 

END; ( • FIN DEL PRECEDIHIENTO NORHAINF •) 

FUNCTION FUNCIONAELPASO: BOOLEAN; 

VAR 

UT: AHREGLOJ; 

En la variable \IT calculamos la m."lgnilud apro-

ximada de "y" real m<is que con cxacli tud, con la 

intención de determinar su lamafio y usarlo en la 

del error relativo, usando "y" y "y'" con pason 

h y h/2 

BEGIN 

FOR l:=l TON DO 

U!TI! VECTOR[ l J DO 

BEGIN 

UT[ l I: =C 1/B)• (ABS(YTILDEll2[ 1Il<ABS(Yll2[l1 )+ 

3• (ABS(YTILDE)•ABS(Yl)) J; 

IF UT[ !J=O TI!Ell ERLARRAY[ l J: =ERROR 

ELSE 

ERLARHAY[ 11: =ERROR/\IT[ I ! ; 
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ENll; 

ERL: =NORMAINF; 

IF ERL<=TOL THEN FUNCIONAELPASO: =TRUE 

ELSE 

BEGIN 

FUNCIONAELPASO: =FALSE; 

INC(PASOSRECllAZAOOS ); 

No funciona el paso. entonces incrcmcnlamo~ 

el contador de pasos rechazados 

END; 

END: 

PROCEllURE GENERAll; 

BEGIN 

IF ERL=O THEN 

BETA: =EXP( ( l /ORDEN)•LN( 10• (TOL/HATCHEPS))) 

ELSE 

BETA: =EXP( ( 1/0RDF.N)•l.N(TOL/ERL) ); 

11: =(9/10 )•ll•BETA; 

IF 11=0 TIIEN 

llHUYClllCA: =THUE; 

Ir ll>HSUPf.RIOH Tltf.N 

DEGIN 

11: =llSUPERIOR; 

SELLEGOALTOPE: =T!1UE; 
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GUA!lDAHALLA". HALLA[ 1]) 

END 

El.SE 

IF DATD=2 TllEN 

BEGIN 

FOR l:=I TON 00 

IF GUARDAHALLA".HALLA[O]<>O TllEN 

IF [GUAllDAHALLA".HALLA[l)>0.00000009) OR 

(GUARDAHAl.LA". HALi.A [ 11<·O.00000009) TllEN 

OEGIN 

VRITE( LST. 'Y', 1: 2,' (', GUAROAHAL!.A". HAl.LA[O), 11: O,' h ' ) ; 

VRITEL!l(GUARDAHALLA". HALLA[ I]: 11: 8]; 

END 

ELSE 

BEGIN 

VRITE(LST, 'Y', 1: 2,' (' ,GUAHDAHALLA". HAl.LA[OJ: ti: 8, ' ) : ' ) ; 

VRITEI.N(GUARDAHALLA •.HALLA[ l]] 

END; 

END; 

IF GUARDAHALLA'"'.COLA<>NIL TitEN 

IMPHIHEKALLA(GUARDAHALLA-, COLA, DATO); 

END; 

PROCEDURE IHPRIHERESULTAOOS; 

VAR 

TERH, RESPUESTA: CllAR; 
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lf PREG=' S' TIIEH 

IHPRIHEHALLA(GUAROAHALLA, 1 l 

ELSE 

ron ¡, =! TO N DO 

BEGIN 

END; 

lf (VECTOR[l].Yt>0.00000009) Oíl 

(VECTOH[ll.Yl<-0.00000009) TIIEN 

URITE('Y (',!,'); ',VECTOR[I).Yl;1!;8) 

ELSE URITE('Y (',!,'); ',VECTOR[l].YI); 

lf l<N TIIEN UHITELN(' .') El.SE Ull!TEUI(' '); 

UHITELN('H lNICIAL ',llINICIAL:11:8); 

URITELN('ll HAYOR UTILIZADA ',llHAYOHUTILIZAUA; 11;8); 

Ir UPCASE(PREG2 }=' S' TIIEN 

l F SELLEGOALTUPE 111EN 

URITEUIC'Sf; LLEGO A LA 11 TOPE: ',llSUPER!OR:11:9) 

ELSE 

URITELN('NO SE REQUIRIO 11 TOPE ',llSIJPER101l:11'B); 

lf ( ( (T-GUARílAílATOS[O] )/PASOSACEPTAOOS)>O. 00000009) 

OR e e (T-GUARDADATOS l OIJ/PASOSACEPTAOOS J<-0. 00000009) TIIEN 

DEGJN 

\IRITE('PílOHF.lllO DE PASO 11: '); 

\IRITELN( (ABS(T-GUAllDADATOS[O) )/PASOSACEPTAOOS]: 11; 8); 

END 

ELSE 
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BEG!N 

YRITE( 'PROMEDIO DE PASO H : '); 

~ITELN(ABS ( T-GUARDADATOS I O] )/PASOSACEPTADOS); 

END; 

YRITELN('TOLERANCJA : ',TOL: 11:8); 

YRITELN( 'tt DE PASOS ACEPTADOS : ', PASOSACEPTADOS]; 

YRITELN(' tt DE PASOS RECHAZADOS : ' , PASOSHECllAZADOSJ; 

YRITE(' tt TOTAL DE PASOS : '); 

\IR ITELN ( PASOSA.CEPTAOOS+ PASDSRECllAZAOOS) ¡ 

YRITELN( '=============================================' ) ; 

YRITELN(' '); 

END; 

IF UPGASECHESPUESTA)=' !' TIIEN 

BEGIN 

FOR 1:=1 TO 3 DO 

YRJTELN(LST,' '); 

YRJTELN(LST, 'T INICIAL : ',GUARDADATOS(O] ); 

YRITELN(LST, 'CON VALORES DE Y : 'J; 

FOR !:=1 TON DO 

~ITE(LST, 'Y', 1:2,' (' ,GUARDADATOS(O]: 11'8,') '); 

~!TE(LST,GUARDADATOSI l) ); 

YlllTELN(LST,'EN EL PUNTO T= ',T:11:8); 

lF PREG=' S' TllEN 

lHPRIHEHALl.A ( GUARDAHALLA, 21 

ELSE 
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ron 1:~1 TO N DO 

BEGIN 

IF (VECTOR(l].Vl>0.00000009) OR 

(VECTOR(!]. VI <-O. 0000000')) TIIEN 

VRITE(LST,'V (',!,'): ',VECTOR(!].Vl:ll:8) 

ELSE VRITE(LST,'V (',!,'): ',VECTOR(Il.Vll; 

lf l<N TllEN VHITELN(LST,',") 

ELSE 

VRITELN(LST,' '); 

END; 

VRITELN(LST, '11 INICIAL ', lllNICIAL: 11: 8 l; 

VRITELN(LST, '11 HAVOH UTILIZADA ', 11HAVORUTILl7.ADA: 11: 8); 

lf UPCASE(PREG2)='S' TIIEN 

lf SELLEGOALTOPE TIIEN 

VRITELN(LST, 'SE LLEGO A LA H TOPE ',llSUPERIOR'11:8) 

ELSE 

VRITELN(LST, 'NO SE REQUIRIO 11 TOPE ', l!SUPERIOR: 11: 8); 

If ( ( (T-GUARDADATOS (O] l/PASOSACEPTADOS) >O. 00000009) 

OR (( (T-GUARDADATOS( O] )/PASOSACEPTADOS l<-0. 00000009) TIIEN 

BEGIN 

VRITE(LST, 'PHOHEOIO DE PASO 11 : '); 

Vll!TELN(LST, (AUS(T-GUARDADATOS(O) )/PASOSACEPTADOS], 11: 8); 

END 

ELSE 

BEGIN 

VR!TE(LST, 'PROMEDIO DE PASO 11 '); 
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VR ITELN ( ABS (T-GUARDADATOS l O l )/PASOSACEPTADOS); 

END; 

VRITELN(LST, 'TOLERANCIA: ',TOL:11:8); 

VRITELN l LST, 'u DE PASOS ACEPTADOS ; ' , PASOS ACEPTADOS); 

VRITELN(LST, 'u DE PASOS RECl!AZAOOS : ', PASOSRECllAZADOS); 

VR!TE(LST, 'u TOTAL DE PASOS : '); 

VRITELN(LST, PASOSACEPTADOS+PASOSHECllAZADOS); 

VRITELN ( LST, ' =========================================' ) ; 

VRITELN(LST,' ' ) ; 

VRITELN(LST,' '); 

VRITELN(' '); 

VRITELN(' '); 

VRITE(' PULSE CUALQUIER TECLA PARA TERHINAR ... 'l; 

TERH: =READKEY; 

ENO; 

ENO; (• FIN DEL PROCEDIHIENTO IHPRIHERESULTADOS•) 

PROCEOURE REO(GUAROAIHPRESION: APl; 

BEGIN 

GUAROAIHPRES!ON". HALLA[ O]: =PUNTOAESPERAR; 

FOR I:=1 TO N DO 

GUARDAIHPRESION". HALLA[ 1 l: =INTl'RPOLA(YOANT[O), 

VECTOR[OJ. YO, YOANT[ I J, VECTOR[ I J. Yl, PUllTOAESPERAR); 

PUNTOAESPERAH: =PUNTOAESPERAR +S l GNO•TAHAN 1 ODEL INTERVALO; 

NEV(GUARDAIHPRES ION". COLA); 
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IF FUNCIONAELPASO TIIEN 

BECIN 

lf' HHAYOTIUTILIZADA<H TIIEN 

llHAYORUTILIZADA, =11; 

FOR J,=o TO N DO 

YOANT{ 1)' =VECTOR[ l). YO; 

VECTOR[O]. yo, =VECTOR[O). YO+SIGNO•ll; 

FOR ¡,:¡ TON DO 

VECTOR[ 1). YO' =VECTOR[ I}. YI; 

INC[ PASOSACEPTADOS I; 

Si funciona el paso, enlences incremen

tamos el contador de pasos aceptados 

END; 

GENERAi!; 

IF (PREG='S') AND (ARS(PUNTOAESPEl!AR)<=AílS(VECTOR[O). YO)) OR 

(ABS(VECTOR[O). YO) >= ABS(Tl TIIEN 

HANDANODOSIGUENTEALARED(GUARDAHALLA); 

END; 

IF PREG = 'S' TIIEN 

~HILE ABS(PUNTOAESPERAR) < = ABS(T) 00 

HANDANODOS IGU 1 ENTEALARED ( GUARDAHALLA ) ; 

IF (T<>VECTOR[O). YO) AND (NOT(llHUYClllCA)) AND (PREG='N') TIIEN 

ron l•=I TON 00 

VECTOR[ 1). YI' =INTERPOLA(YOANT[O), 

VECTOR[O). YO, YOANT[ I), VECTOI![ 1). YI, Tl; 
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JF NOT (HHUYCl!ICA) TIIEN 

IHPRIHERESULTAOOS 

ELSE 

BEGIN 

CLRSCR; 

GOTOXY(l, 10); 

SOUN0(\500); 

V!DEOINVERSO; 

\IRITE( 1 Lo siento, proceso inlcrrumpido •): 

V !DEONORHAL; 

~RITELN; 

V IDEO 1 NVERSO; 

\lRITE(' por requerirse 11<' ,m.i.lcheps); 

\lRlTE(' (epsilon de la maquina) '); 

V IDEONORHAL; 

DELAY(ISOO); 

NOSOUND; 

READLN¡ 

END; 

ENB; ( • BEL PROCEDIHIENTO PRINCIPAL e) 

PROCEDURE EPSILON; 

VAR 

EPSPOS, EJ>SANT: REAL; 
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DEGIN 

EPSPOS, =1; 

\/HILE EPSPOS<>O DO 

DEGIN 

EPSANT, =EPSPOS; 

EPSPOs, =EPSPOS/10; 

IF EPSPOS =O TIIEN 

HATCllEPS' =EPSANT; 

END; 

END; { FIN DEL PROCEDIHIENTO EPSILON ) 

BEGJN ( • PROGRAMA PRINCIPAL •) 

INICIAL; 

TERHINA: =FALSE; 

EPSILON; 

YllILE NOT{TERHINA) DO 

BEGIN 

PASOSACEPTADOS: =O; 

{ inicializamos en cero los contadores de } 

PASOSRECllAZADOS• =O; 

{ pasos aceptados y pasos rechazados 

PRINCIPAL; 

VRITELN(' '); 

TERHINA: =TRUE; 

VRITE{'DESEAS OBTENER OTRO PUNTO ? (SIN): '); 
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Al prlnciplo, con la dccl<ir;1clón de las con~;tant0s, se \!ncucnlra 

la linea Tol = .000001 la cual es la ya menclonada Lolcrancla: esto 

es, cuando calculamos ¡eL!l!lJ! para saber sl debemos aceptar el tamaño 

del p<1.so requerimos que la mannl lud obtenlda sea menor .a una 

t.olernncla prcdel~rm\nnda. 

A contlnuaclón S(! d.c1rú un::i c:-:pl lcH_~ion e{!n<'ral del flmcionamlcnto 

del programa. p01ra finall~a1 con una P;.:pllcaclón m.l~ detallada de cada 

proccd1mlcnto del mismo, donde !;e expl lea el porque de cada funcibn y 

como se rC'suclvcn cl~rtos problemas. 

El proeruma esta cstructur;:.¡do 1~n pracefilmícnlos Indlvldualt~s, los 

cuales realizan aclividi1d1~~· especificas; 1mas de esl¡15 <lcllvldadc:; son 

de recopll¡idón de dalo'.; dd usunrlo, como tatr.,1fw lnlcial del paso, 

punlo donde se desea calcular Ja ar,r0xim<lclón, numero de pnrtlcloncs 

requeridas del 1ntcrva1o, etc. 

Otros procedimientos ~;e cncarp.an dL• controlar el vitlco, cotccat· 

los clcmcnlos ordenados en la pan tal la y de reconocer las condL:iones 

en lns que se trabaja (Hatcheps). El proeramn principal se encare.a de 

admlnlslrar cada proccdimlr.nlo y út:n\ 1 u de cada uno de czlos se l luman 

unos a ol1·os de acuerdo a las necesidades y s1 lu;-icloncs. 
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El p;ipel primordial del pror,r;una es, nic!dlante datos 

preestablecidos y que !;olo pueden ser modificados n.·<·~;cr1blendn en lns 

respocllvas lineas dul progr¡¡ma, calcular 1<1 .iproxlrnaclon de 1¡(t) dado 

un punto del i::je t. Uno df! Jos punto~; prc•:~;t,1b!f~Cidos ;•ntf.•r\orrJs t>S la 

lin(·a donde se encuentr<1 L1 ftmc~on (procedimiento F!Wi. l:st.: función 

es un<l ecu:1Llo11 dlfó.<rcnr:ial o ~;l!;tL·m,1 d·~ cciJ,rclone~; dif•-·rPnc[;1J1:~;: m:'t~: 

adel;inl1! r.u.im!o se 1·:.·pJ iquc en det;il lt• el fuuclnn,lfr.iento dr o:st{.' 

proccdlml1~11lu, se expll1.<.t1·t1 J;1 forma ('fl que ~•e ddJPl'Ó d•' mndific,ir. 

Our<lot•~ el pruceso ~;,~ h;i·:i:n dlver~;o~; calculos, t•!i Jos ql!·~ podr1a 

haber diflcullade~;. 11or lo qu·~ so h:d) .ip,reg;¡rlo rrocesn•.; r¡ur- hip:;cn:. 

eVlLar pstu'.> pr·ol,Jcmas qu·~ pt'drian con:;l~tlr en dlvl:.!one~:; !;o~.rc cero 

o pén.iid.1 d.J ,ivan•:C 1;n lf;'.; p11s0s f>uf l !mi L·intcs •:•: la cant idíld dú 

dlp,llos por lu comput:idut3. Por ot1:1 p<1r!.f:, se • drnlnó el P-•~•1r 

valon:!S de vari:1b\,_,;, por· p.ir.';:r.r:tro a lo~; J•IOL·,:rlimíentof;, y·a qLll-' (•slo 

provocaba un lncre11tento excvsivo t•n <·l ! !.er.ipo de 1' jr.·cuclon. [s por 

esta razón que m111.:h;1;, v,n J.1blC' son globale:;. 

Un pur.lo muy tinporLinl1! connisle (~n Ja presr .. ntaclón de datos 

obtenidos durante y al flnal (kl proceso respecto al resul lado lo cual 

nos d;i una visión m11y lm¡iortanle d1~ i<J obl(:nclun ck 1¡,(l), eslos dolos 

r;on, el número de paso~; ,iceplado~; '! r-.~ch;iz.idn~. tolerancia ulillzada, 

la prcscnt¡¡clón f•;\ ~" r·r·•1t1lrl0 :l! princlplo dt:l fiíllGl<lma.) de una 

mallu de datos, es dcclr, el i'.IV<lnce registrado de 1¡(l) para puntos 

anteriores a "l" {el número de puntos, separados a dlslancla5 lt1ualcs 

se sollclla al prlnclplo del progr<lma sJ se acepta la opción}. 



SI recordamos cuando obtuvimos l;i rcgion de eslabllld;id, entonces 

. nos daremos cuenta que, para que 1a función se encuentre dentro de la 

reglón de cstabilld:i.d, es nccesnrio que el tamüf10 de paso no salga de 

cierto rango¡ para t!Slo el prop,rama presf'nla una opción en la que 

petmltc que, dado el v;ilor eje una "h", los valores de esta no sean 

mayores y r?n ca:;o de que el prop,rama tuviera la oportunidad de 

hacerlo, un proceso m;:intendr ia C'l t.imaiío de la "h" en el tope 

sollcllado mientras ese tí.lmaño de "h" fuera aceptado como tamaño de 

paso. 

La parle primordial del progrnma, considera 2 puntos lmpor·tantcs: 

1) Ajuste del tamaf10 de paso. 

2) Cálculo del error de paso. 

Ambos puntos ya hnn sido expl lct1dos y se encuentran l lgados, ya 

que con el cálculo dc~l error loe.ti (er1 ur Je p,1!;•.•} oblcncm0:; el error 

rclallvo y mediante la tvler .. rncL1 d.-:clJimos d 

y se crea 1!1 nuevo paso !>ln lmport.ar si fue o 

~ccpta o no el paso 

aceptado (eslc paso 

se ajusta automáll..camente re!;pr.-cto al rr~sul tado nnlcr1orl. El proceso 

dt:! alargamiento y encor,imi1~nlo del paso cc. un proceso quP se explicará 

cuando tratemos el pro<.1>dlmlr.-nto "Gr:m'r<lll". 

El programa principal s•: encarga de mantener el programa 

funcionando mientras el uo.uar1o tenga m;\s tLilos que pedir; Además de 
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entrada poner a funcionar el procedlmlcnlo l~psilon, el cual se encarga 

de averlgunr cual es el número m:'l~ pequef\o manejable por la 

computadora que se es!.:'! usando. Fst~1 úll lfTln lo hac1:- mcdiílnlc el 

sencillo p1uceso de 1:ncur,t~r un númt.::ro inicial hast;.i que este 

mínimo dlspo11lbl1J l lam:icfo tbtchPps. 

Otro ¡_.ror:eso i1np 1Jrl;;ntP. del progrnrna principal se enc.,r1;n. de 

sistema) para volverlo~_; a utlll:.:'.ar !·;in soliciturlo:; otra V•'? ~•l son 

requerido~; para calcula¡ otro punto "l". 

El procedimiento "Leetyh" pide los d;1tos principales rcr¡uerl<los 

tamafio Inicial d{• .. h", punto "l" i•Jf"l r:ual ~;r ohtendr<'1 1¡{l)), 

lim1le superio;' pc1r<1 "h" (si se desea), número de pLirllcloncs (si se 

desea). [~te procedimiento vuelve a utillZ<lrsc cada. vez que se desea 

pedir otrn 1¡(t), a (ilfrrcncl<l rhd proccdl.mlcnlo "lnicl.il" el cual pide 

de ecua e iones dl fcrencia les. 

El procedlmlcnlo 'TOY" requiere r·iramctrt1': d(: (•f1lriida los cuales 

son los valores "t" y "1J'' de las "n" tllir.im~;lunr:s del siBlcllla y que 

servirán a. este proccdlmicmto para construir· f{t,1¡). 

Suponiendo r¡uc tenemos un sistema con funcione!;: 



adcL1nte, otro proct>dlmiento de estas "1;' s" 

;1dic\onales; la razón pdncipal cs b ~tf' evllM caer en milgnitudes de 

cero al tr~lar de obtener una J1¡¡; qut> m<is qui~ de r.rcclslón se requiere 

en mnflni tud. 

El llltirnri rn~m consiste (•n c;1lrulilr el l~n·or r:.cdlanlc la 

difercncl.-i de los 2 ri1útodoG "1¡'-1;". Lo;t.1 rlifl'rcncl¡1, cor~n Yil !,~· vló en 

los cálc11los anterlore~; t.•'.; un;¡ npro.-.;lmaclór1 dt,l err(}r \oc11l. 

Un<1 opc.:ion lr.¡.01 !.antf• q\l•_· ~;f' pu1!de t.om;ir es la de r:1odlfic"r ltis 

lineas donde ~;e calC\Jl;m "J¡" y "1¡'"; e~;ta;; ;1ct.1rnlmrnte son lns 

3pI"oxlnmciont!!i pPr llun¡~·~-Y.utt;i l y Hlmg1)-Kutl¡_¡ :~. i·•:r·o t11>·lrí·1n ser 

RK-2J 6 Rl'.-34, r~tc li 0tr·1~; mr.!todo~~ distintos (\{~ Hui1;'.e-Kutta pern de 

gr<ldos dl!,l lotos. En e:;t .. lr:i\,;1jo :w 111 i l \:' H"<Jn ~;ol,ir,('ntc HK-1?.. ¡,.ir<.i 

mos l r.ir que cort f: 1 JH: r.u:; ~~ene i l lo s1' ot,t. \e nen buenos r•."Otl l t.>cl(ls por 

la estr11clura del proc•:!;o :le e~; te pt :y1 1in:i, y:1 quo· t:-;;lc nn •!'.i 

búsqucd<1. lit: unc1 a¡.roxim·11.·lon mcdl.mt•: un mt·todn !U~ d.t.· ":·'. •·l:lpa'.~, slno 

que va mas ;ilLi; e~; 110,1 mclodolor:lo p,ira c;dr:1llar 1~s•1 aproxlm;iclo:-i 

tom;;rndo e11 .:tit·nta limiL1nte~: co¡:¡,1 :.UJYid;id de la fl;nción y precisión 

del mélodo para calcular las "1j'~;", \l;'in1f'~;c Hunr,e-K11tta, Taylor o .:ual 

ftic:re. Si st.· ll1~g;1ran a l~odific;n la~ funcion<:s "1¡lilde" ó "1¡", 

1wcesarin cambiar la con'.;t.1nb.• "Gl...,·L.1~<~" .1 "l v:ilPr de la función de 

mayor orden y<i :;1::i. "1lt i \de' " '"1;" (glob:1J .-.s (•l orden del l'fror). 

"No1·m;ünf" e~; UI\ procedimiento que !Hilamcnlt) d.1 \;\ normn lnflnlto 

de todo~ los valor1.•.:. qur:o se encuentren en el ar-rr.~:lo "Erl3rray". Este 

proccd\mlcnlo que en el l~ngu3Jc rlr. p1or,r;unación utilizado se llama 
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realmente función, dcV\Jt!lvc la magnitud del valor más grande de los 

valor11s de ese arreglo. Esta fundón es de utilidad cuando tratamos el 

cn-or 1"11lalivo para ~islcma~; de t~cuaclones dift•n:nclalcs (N > 1). 

La función "funcion<lí!lpaso" es Ull proceso que nos devuelve un 

valor booleano, el cual dcp1_•nclc de sl es aceptada o no la "H" 

propuesta. Esto se real lza de la slr;ulentc manera; en el arreglo WT, 

calculamos "IJ" (como ya ~;e r.wncionó) m.-'1s que con preclzlón, con 

la intención de determinar uníl. m<Jr,nl.tud, ya que con esta y el error 

local, obtenemos el Prror n:latlvo. En caso de que la magnitud de wr 

sea C(.>ro tomaremos como error relativo al error local ya que siendo 

~WT~ = O el error local nos dice mucho sobre la precisión obtenida. 

Hc¡¡lmcnlc es muy cumpl ic<J.d0 q11P. IlwTil sea cero, y.-1 qu<.' para 

aproxlm~rlo hemos uli llzado un "promedio" en Pl ql1c requcdmos "9" y 

".¡tilde" de paso completo y adcm.'1s d1: medio píl.so. P;.1ra obt,~ncr una 

m<.1gnltud de estos cuatro, se le dló mJyor pt>so a los dt~ p;-iso completo, 

siendo este peso 3 veces mayor que •"'.'l que se le dló a lvs de mcdlo 

paso, quedando ~wrU de la sieulcnte forn1a: 

Dond(' i¡m y 9m' son 1¡ y 1( pero con medio paso. 

Este función tcr·m\na comparando lolerancL.l. co11 el c1ror relativo 

más grande y revisa que este en el rango para aceptar el paso. 
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El siguiente proccdirnlcnto, "Gcncr:11!" es q\Ji(:n, a partir de si se 

aceptó o no el tamaño de "11" propuesto por Ullima vez, nlarea o encop,c 

"H". Como ya habiamos visto, la f0rmu1'1 de "11" impllc;i unn. d\vlslón, 

{Tol/Erl) donde Erl = Error relativo; ~;i no se aceptó el paso 

anterior, implica: 

Erl ·· Tal ., ITol/Erl) < 1 :. El paso siguiente crecerá. 

Pero si Crl :; Tal '' (Tol/Erl) s 1 El paso se n:Ju-.c. 

Todo esto es debido a quo llcl;t = Sqrl{Tol/trl) y corno 

H:={9/10)\18cla entonces 1d ~llarr,amicnto o encogimiento de~ "\!" es 

automático dcpcndlcndu th•l v;:ilor de (1ol/Erl ). 

tn ca!'io de que Pl erro1 rPlatlvo tErl) sen cero, da a f.rl el 

valor minimo manejable por la computa1J··1·a y dc~;plJCS de la cilvlslón 

(Tol/Erl) se mull\pllc.:a por "10" para com;·cnr..1.r lo que se dió .1 Erl. 

A.ur1que ya se f>cf\aló que es conveniente tornar ('.l/10) del valor de 

"11" por razones de frorttera, cabe lamblcn sefia lar que sl tomamos el 

tamaño completo de "H", podria ser que <l.urni:ontara el número de pasos 

rechazados, y aunque al final obtt'ndri.-.rnos t.:l mismo resultado de 

"1¡(t)", el costo scrin Tn<1s <llto. 

Este proceso real iza la generación de la nuevn "H" dcpcndltrndo de 

el orden del error, el cual se tlió cur-.o valen a la constante 

"Global=Z": Esto es debido a que la fo1mula para desarrollar "H" 
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requiere dr. la ralz n-ésima. Es neces.!l'lo que la constante "Global" 

tenga el vnlor del orden que se planea generar. 

Al dar una "11" inicial, si esta no es de lamafio adecuado (es 

decir, se rechaza como tamaño de paso), entonces lnmedlülamcnle es 

ajustada. al tamaño necesario: ln diferencia entre dar una "11" lnlclal 

de tamaño adecuado y otro incorrecto, imrl lea solo un incremento en el 

contador· de pasos recha;:ados; e 1 proce:;o que r,encra "11" no solo encoge 

"H", sino que lo hnc::c a unn prop0n::lOn i1drcuad;i, dr' tal mi1ni:'ra que es 

muy d l f lcl 1 que el pr occso de rechazo de 1 paso se rcpl la 2 veces 

seguidas. 

Un proccdlmlcnto Ge encargará de interpolar l lncalmenle; esta es 

la función "Interpola", ya que el tami1ño de "H" no es la 

predeterminado, es casi imposible tcrmlnar e:<acLimcnle en el punto 

''t", por lo que esta función ~a~ cmcarp:;:irá de determinar lJ(t) medl<inte 

los valores de los 4 punto~;, l-n, t+K, 1¡(t-a). t¡(t•K), donde 

t-a: :s t s t•K. El rcsull<.Hlo obtenido el único \'alor qur. devuelve. 

Este procedimiento se encarg•1 de Interpolar pa1·a cada ecuación 

del sistema. 

"Jmprlmcmalla" se rmcarga de impr·lmlr la "malla" de resultados 

del intervalo (1¡(t
0

), 1;(t)). Otro procedimiento que imprime es 

"lmpr lmercsul lados", que lmpr \me LHlemf.ts de los r e~;ul ladas obtenidos, 

una serie de d:itas (yn mcncion.-idos) qui"! slrvf'n para !:;eñnlar el trabajo 

que se rcquirl6 dtJr¡111tn el proceso. Una opción al Inicio de este 
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proceso, pregunta por el destino sollc1tado de estos datos (pantalla o 

impresora). 

Otros 2 procesos, "n:d" y "mandanodosleuientealan•d" son procesos 

que st.• cncar¡.p.n de obtcnur Jos datos que imprlmirfl "Imprimem:il la". 

Estos son procesos que no llltt:rflcrcn con resultados rclr.v<tnlcs; sin 

embargo, los elemento!; de la malln de <latos nos r.nicstr·;-.in la forMi\ Ue 

crccimler1to de 1;(t) calculndo. 

El procedimiento f\ndl se llama "l'rlriclpal" y hace d papel 

de adr.ilnlstr·ar los procedimientos <intcrion)s; esto es, trabaja 

micntrns no l leeue a ''l", chccnndo que l<l "11" rcqucr ldi-1. no sea 

cero, checa que funcione el paso, incrementa dlVl'I sos contadores, 

vigila r¡ue "ll" ha sido 1<1. má;; r.1andc ut 11\zada¡ arma los elementos de 

la malla (lo que eq11lvnk ,, gencr·ar 1¡(l) par<1. v;ir\o~; puntos "l"), e 

tntcrpoln si no se ca•! en el pur1to (::-:,,_t,) "t" del \11tervalo. SI hay 

algun problema o se termina de p;cnor<1.r "1;(t)" termina el prcCt!SO. Un 

proceso acbptado a cslc procedimiento es el de rC'corrim\cnto de la 

"t"; este proceso vlsualiz<1 en la pantalla en quú punto del eje "t" se 

encuentra el programa, para que de csla manera, el usu<1.rio de 

cuenta de 1;1 velodd<1.d a \;-¡ qtie ~e cstn construyendo el punto. 

Esla ha sldo una e;-::pl lcaclón sobre los procesos Individuales del 

programa qut? sin duda puede mejorar modificando las funciones 

generadoras de "9 ( t)", d l 01·den que !iC d(;!>Cc, para obt encr tambien una 

mejor aproximación del error local. 
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Un punto impor t,int·~ úel ajusle dv p:l~>u, consiste en que una 

funcl6n puede ser suav1J en alguna~; partes, mlenlra~; que en otras puede 

volverse p1KO eslablt~; con Psto el ajuste aulom,'d leo de paso permite 

ad;1plar el l<1maño de "11" a };1~> nccesld.1drs de J;, f11nclón; con alr,unas 

funciones ,1vanzaremos mucho m.1s r.1pido y con otr.1s el proceso será 

lcnlo o muy lento (d1!pt~ndlPntlo adcm,is de las caracteristlcas de la 

computadora en uso). 

A c<int1nuac-lón ~;p tb 1m brcvi:1rlo dr~ l~·; llrH~<Vi quP deberán ser 

cambiadas en caso de que se requl1~ra fPSt1lvcr ~;¡~;tema;, de ecuaciones 

distinto~. 

Dcnlro de las p1 imerus l lneas <kl 1 i~;tado lcnemo~; la:; cn11~>Lllllcs 

"Orden", "fJ" y "Tol". "Tol" t!S la tolerancia quu se va a n·querir 

rcspeclo del error relativo pa1·a condlclonar 1,1 .1ceptación o rechazo 

del tamaño de paso "\{". "ürd1!n" es el nrdcn del (•rror que ~;P. va a 

estimar, es decir, el rn•lximo del orden de los 2 m6todos de 

cstlmaclón en uso {1)' y 1¡). "fJ'' l<l d 1nw11;,1 ('n del si slema de 

ecuaciones diferenciales que se está usando. 

En el procedimiento FD'/ e~lá !•1 linea FY dondn va el slt;lema 

requerido (ya se t:xpllco CC\rr:r~ sub~;lltulrlal. Flnalrr.•~nte, en el 

procedimiento HK-ll. están los 2 m0lodu:.; "1/' y "1J'" con los que se V<tn 

a calcular l,!ÍlJ y el error local. E~;tas ccuaclone~> se encuentran en 

las 1 lncas que empiezan cCJn: 
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Yl: = 

Yll21 I !: = 

YTll.DEl/2( 1): = 

YTILDE:= 

(1..J con paso completo) 

( 1J con mcd lo paso) 

(iJ tilde con medio paso) 

(1¡ tilde con poso completo) 
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en un punlo de unil ecuación diferencial se debe il qui~ no se tlcnc la 

solución anal i tlca}. Es por esto que los teoremas de existencia y 

unlcldarl y el lntcrva lo de cst;1bl l ldad nos srrftn Ut l lcs para s<tber que 

podemos espnrar de nuestros rcsul lados. 

Con estas pruebas, <:lJemás d<' los resullddos obtenidos dr:l culculo 

de las ecuaciones dlfcrPncialcs, nos darem~~; cuC'nta rlP la 

conflabi11dad del progr·ama y de que tanto cnnfiar en los resultados 

obtenidos numérlcamcntr!. 

En este ln1bajo no presPnlan resul lados con sislcm.:is de 

ecu;icloncs difcrl'ncialcs, ya que impl ic;i el mismo trabajo qut.• 

realiza para las que estamos utilizando; !~In cmbarg.J se reallz<iron 

pruebas con sistemas (cuyo~~ rc~;ul tildas no prescnt.arnws aqui por no 

tratarse de esto Pl prw;i>nt.P trabaJn) y !;r- l!Pgfi .:i rc~;ullado;, 

slmllarc:.:. El proceso obviamente es m._15 tardado, pero ir,ual de 

prccl so. 

Par·a las 3 ecuaciones diferenciales de este lr:-ibajo, se calculó 

i¡{l), pero modificando r.n 1:1s 2 primeras ccuacloncs el parftmctro 

variable";\", el cual dcpcndiern.lo de su slgnu Implica esl;1bllidad o 

incslabilhla<l en la funclon. Con 1;~,l0 ven·mos Brnflcamcnlc, al 

ll~rminar la sip,uienlc prueba, que comportamiento sip,ur:n los errores 

local y glok:il l¡into de la cc.:uaclón cstahle corno d;• Ja lnüstabl(~, a 

fin de ver que csperamo!::: al obtener estlmadoncs de i¡(t) para "t" tal 

que 1 t-l
0

I es grancic. A contlnuacion se mucst ran lo!; desarrollos que 

nos permitirán interpretar los rcsul lados que nos d<lrii el programa. 
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5.2 REG!ON DE ESTABILIDAD, EXISTENCIA Y UNICIDAD PAHA l.AS ECUACIONES 

DIFERENCIALES DE EJEMPLO. 

Empezando con cxislcncla y unicidad, tenemos que para la ecuac16n 

¡¡' =>.l¡ y m<!diantc Llpschi tz: 

lo anlcrlor nos dice r¡ue dado el valor de \, bllsta con que L sea 

cualquier real mayor o lgu<11. Con esto demostramos que esta CClFtción 

diferencial U.ene solución para lodo ;\ E :q llndcp'l!ndicntcmcntc dr, que 

sea estable o no). 

En el caso de la ecuación: 

9' cos(t} '+ ;\.(IJ - scn(tJ}, esto es continua para todo l E R 

Ahora, tenemos uUllzando el segundo teorema: 

if,i i~i•H 

Y aqui se cumple lo mismo que en el problema anterior, esto es, 
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Entonces la ecuaclón dlfcrcnclal tiene soluclón y e~ta es \mlca. 

de donde tcnt!fr,os, dado que 

es la func lón es cont l nua respecto a "t" V l e i:<: 

/fy/ ~ O ~ M H es cualquier real poslllvo, con lo q11c ce 

cumple el scr,undo teorema slr.nlf1cando esto que la solución (~xlste y 

es única par.i todo t e: ~. 

Ahora qtie S<Jbcmos que la:; 3 ecuacirrntJs ltlfcrcnclalcs anteril¡re!.: 

llenen so\\iclón, se proccderi1 a obtener su rcBión de cslilbilldad 

absoluta. 

l:-.:11 nuc:;lros 2 c.-1~'15 particulares ; 

q' = 'AIJ f(t,i¡) tcnc1:1os df/di; ;:' :\ 

= cos(l) + /\.(1J-sen(lJ) íll,1.J) y dE' aquí tc1v~mos: 

df/dl.J :. para amlla~; se requiere ! 1 + /\.hl 

Cuando ut 111 zamos /\. = 1 tenemos 

J 1 ·+- h 1 :s 1 es dec l r -1 $ 1 + h !S 1 

-1 + h ~ _') s h y h ~ o 

.·. -2 !S h :i o 
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rt•rc si utlllz.1mos ,\ = -1 tenf•mos: 

-1•1-h•l 

h - l • l 

h !O 2 1

1 - h • 1 

1 .!< l + 

o s h 

Para el c<1so en que ,\ = -t tcn1);r.os que el rango requerido (0,2] 

relativamente <lmpllo, mientras qw• pura A. = -1 nos encontramos 

ante una situación dificil, ya que, r1ura rri;:i.ntener el método numérico 

en la región de estabilidad, "h'' debe ser negativa o nula, lo cual es 

imposible. F.:sto implica que la ecuaclon 1/=1¡ siempre se encontrará 

(sin importar el tamaño de "h") fuera dr> la reglón de estabilidad. 

Cuando incrementamos el parámetro ";\," nuestro Intervalo de 

establlldad disminuye, es decir, para t¡ o:: -lOlj tenemos: 

lt-lühl s l -2 ~ -Hlh so 

-1 .::s 1-1 Oh !!,. 1 1 /S ~ h ~ O 

En este caso la reelón de establ l ldad se reduce, pero aún es lo 

sufucientcmcnlc granric, ya que p;.u;~ O~ h :S l/S <:s muy difícil 

sal irnos del rango. 

F.slc rango es el mismo par<l 1/ cos(t) + A.(1¡ - sen(t)), ya que 

para: 

p-hf,!t,nll • 1 donde f!t,nl =; 
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¡ 1 - i.r, e t,1i1 ¡ 

Sea 1¡' A<¡ 

1 + .\h :;: 1 ; ! h o ! 

' finalmente para 1¡' = e-t obtendremos su regló:. dP. esl<1bl lldad: 

j1 - hf,Ct,/<ll s l f ( t, 1¡) 

:. jJfl 81¡ = o 4 l 1 + l)h ! 

• e ' -l 

es esl<lble V h E ~ 

S. 3 RESULTADOS OBTEIHIJOS Y CONCLUS!OllES. 

Para la función t¡' == ,\1¡ con 1¡(0)=0 se c<llculó 1¡(1) y se utilizó 

;\.. = l, -I, 10, -10, 22. y -22 y tos re!iult;1dos obt.cnldos fueron los 
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F1JNCIONo Yll I 

T INICIAL ' o 

CON VALORES DE Y 

Y! (O) ' 1 

EN EL PUNTO T= 

Yl( O,¡), 1. 10510093 

Y! C 0.2)o 22124771 

Yl ( o. 3), !. 34960156 

Y! ( o. 4 ¡, !. 49144556 

Y! ( O. 5), 1.64819730 

y¡ ( o. 6), !. 82142397 

Y!( o. 7L 2. 01285653 

Yl ( o. 8)' 2. 22440922 

Yl ( o. 9), 2. 45819564 

y¡ ( !.O)o 2. 71655389 

11 INICIAL 0.001 

11 MAYOR UTILIZADA O. 0012'/35 

PROHED ID DE I' ASO 11 o. 00127226 

TOLERANCIA , O. 000001 

lt DE PASOS ACEPTADOS 786 

lt DE PASOS RECllAZADOS ' O 

1t TOTAL DF. PASOS : 786 

Valor Rc,11 = 2. 7182818 

Error = o. 001728 

Erl = O. 0006357 
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FUNC!ON' -Y(11 

T INICIAL : o 

cor¡ VALORES DE y 

V1(0) : 1 

EN EL PUNTO T• 1 

YH 0.1 ): o. 90178005 

Yl( 0.2): o. SlS626SO 

Yl( o. 3): o. 74067686 

Y!{ 0.4): o. 67014960 

Yll 0.5): o. 60&33782 

Yl l o. 6): o. 54860218 

Yll o. 7): o. 49636424 

Yll 0.8): o. '14910029 

Yll o. 9): o. 40633692 

Yll 1. O): o. 36764545 

H INICIAL 0.001 

H MAYOR UTILIZADA : O, 0012'1224 

PROMEDIO DE PASO 1! : O. 00127065 

TOLE!WICI A : O. 000001 

» DE PASOS ACEPTADOS 787 

» DE PASOS f!ECllAZADOS O 

» TOTAL OE PASOS : 787 

Valor Real := O. 3678794 

Error .::: O. 000231 

Er l • o. 0006361 
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F\JNCJON, \OY{l) 

T lNICJAL ' o 

CON VALORES DE Y 

Yl(OJ ' 1 

rn EL l'llNTO T= \ 

Yl ! o. l ¡, 2. 71655330 

Yl ( o. 21, 7. 37966155 

YI ( o. J), 20. 04724089 

Y!( o. 4¡, 54. 45938519 

Vil o. 5¡, 147. 94181626 

Yl ! 0.6), 401. 89181270 

Yl( 0.7), 1091. 76038620 

YI( o. 9¡, 2965. 82462050 

Y1 ( o. 9), 8056. 81978660 

YI( t. o), z 1886. 77993300 

11 ltHCIAL ' O. 001 

JI MAYOfl UTILIZADA : O. 00012784 

PROMEDlO DE i 1ASO 11 O. 00012734 

TOLERANCJ A , O. 000001 

h DE PASOS ACEPTADOS 7853 

h DE PASOS RECHAZADOS ' 1 

tt TOTAL DE PASOS ·rnsr, 

VaJor RcaJ = 22026. •166 

Error ::: 139. 687 

Er l = D. 0063·118 
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FIJNCJOll' 2~Yl1 J 

T JllJCIAL ' o 

CON VALOHES DE V 

\'! (OI ' 1 

EN EL PUNTO T= 1 

VI [ o. 1 ¡, 9. 0123921 l 

VI ( o. z¡, Sl. 22318137 

VI [ 0.3), ?32. 01514'152 

VI [ o. 4), 6597. 205:~724 

VI ( o. 5¡, 54456. 5974"/ 

VI ( o. 6): 5.]584&. 00557 

YI( o. 7¡, 4829253. S791 

YI ( o. 8), 43523117. 572 

VI ( o. 9¡, 392247352. 4(, 

VI ( !. Q), 3535086086, 3 

11 INICIAi. o. 001 

11 MAYOR UTfLIZADA , O. 00005841 

PROMEDIO DE PASO H ' O. 00005788 

TOLERANCIA' 0.000001 

# DE PASOS ACEPTADOS ' 172'/6 

# DE PASOS RECHA7.ADOS ' 1 

# TOTAL DE PASOS : 172'/7 

Valor Real= 3,58·1,912,816 

Error = ~J9, 826, 760 

Erl = O, 013899 
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De acuerdo a los lcor·cmas de c:d!ilcncia y unicidad ul111zados, 

esta ecuación diferencial llene solución; situación que conoci<:arnos de 

antemano por conocer la solución an;ilitica. La única razón por la que 

se utilizó esta prueb;1 fue la de ejemplificar. 

Hedl¡mte el intervalo de cstabllid.::id nos d.-imos cuenta que para 

A > O cnconlrarcmo!> de!;f's-labi lhl:.d, ¡wlnclpalmentc para valores 

grandes de> ;\; mientras que para .\ < O tendremos eslabl l idad si no 

damos valores l;q muy altos. 

Como es requerido O .:s h !'; 2 para i\ = -l, tenemos una <lmplla 

libertad p<ll'a movl."1· "h", esto i:s, no reqU•·ri.-r.os potwr un tope porque 

la "h" mayor utilizada nunca fué ni de cerca parecida al llmil'.! 

aceptado {de hecho nunr.a se ut l llzó en el pro¡_: rama la opción que cvl ta 

que se rebase este llrnlle ya que ne) fué necesario). 

En los casos p.1ra ,\ = -1, -10 y -22 SC' cspcr;in buenos rcsul lados. 

Mientras ,\ es m::iyor, el ranp,o de "h" es menor; sin ['mb::irgo, para estos 

lres valores de ",\" no hay problema pur no rf;'ducl rsc este rango 

rapidamcnle. 

ne lo~ resultados obtenido!> roc!f•mos oh."'f.'rwu· que los errores 

relativos son muy chlc-os, sin <>mbarP,o el error rcsullado de la 

diferencia entre el valor rC'al y el estimado nos da uni..I diferencia muy 

marcada entre los ",\" poslllvos y los negat1vus, ;;iunquc 5f.' requirió 

aproximadamente igual número d11 pasos paru las funciones 1¿' = '\'J y 

11' = Az'I cuando 1\1 = I')· 
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Una cantidad muy erando de pasos requerido~; lmpl lea mayor 

dlficullad para obtener· el minlmo error local requerido, lo qu~ seria 

observado s\ modlflcaramo~ la tolerancl.1, y.i q1Je, a mayor e:-:iHcncla en 

la precisión (!l tamai\o tlt• paso promedio St"!ría menor 

(indcpcndlenlcmcntc de ~;i este flwra rcch~l;•;-¡do o noJ, 

!!;;gamos ahora un:i ~tlposlclón con respecto al de pasos 

requeridos y la lolerancl.a; lomando el !alpllPslo de que el er1or en 

cada uno de los "n" p;1~;os fue (li'.' la ffi'1f;lli t.ud dr! la tolerancln, tenemos 

asl que el error local acumulado dd .. >ldo ill f'rt·o1· mi.'1:dmo l-'fl la 

lolallri'1d il!J pa:;n~> cfeclu<idos PS = (ll ch~ pasos acept;idos rnulllplicado 

por la tolerancia l. F_n el caso de est<l primer<.1 fun1 lon 1¡' = A1¡, 

observa que el error 101~al oblunido, pn.ra toda"),," '11\lizod;i, no es 

mayor a esa cnnt \dad, <lum1uc no ~ea c<;tat.le. Esto nos h<ibla dt0 un 

control tm el ~rror loc1l por mPdio de l;1 lolcrancl<l. Pu<lemos mejorar, 

entonces, el resultado, pero solo hasta un cierto gr;ido, ya que nl ser 

más cstrlctos en la tolünincia estamos propiciando que el Larnafio de 

paso promedio sea menor· y por lo t;i.nlo habrá mayor ar·uml1lación de otro 

Upo de errores como el de rudondcri, ya que con c•l t;i.maño de paso 

menor, estamos realizando m~ís est imaclones y con cad:i una de estas, 

efectuamos much<ls oper·acioncs, y r.nn <!Slof; errores se acumulan otros 

pos\blcs puso a paso. !Jurante aletin<Vi pruebas ~;e notó que al dar lina 

lolcrancia muy pcquefi.a, si~ propició un <'llJmcnlo en el error, 

comparuclón con tolerancias menos eslr lelas. 
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Debido los resultados obtenidos por el inlervalo de 

estubllidad, tenemos que para ;\ < O los resultados obtenidos son 

confiables, pero lo son mas mientras la magnl lud de ,\ no sc<1. muy 

grande. Aqui se obtuvo aún para ,\ = -2.~ un bw·n resultado, y con un 

numero de pasos nccer;arlos relativamente corto. 

Es importante darnos cucnt.:1 de V.:1l'los resultados en conjunto, 

nunca individualmente, para considerar si nuestro resultado es 

confiable. Si con5ldcramos solamente, por eJ('mplo, el número de pasos 

aceptados, la tolcnmcia o el promedio de p¡¡so, podemos estar en tm 

error, ya que como puede verse para 1;' = \ ~J y 1¡ -= i\
2
_iJ donde \ ~ ;\

2 

y j;\J = /;\
2

/ tcnomos que el núm('ro de paso~;. el error local, la 

tolerancia y la "h" m<ixlma utilizada :.nn pr~1cllcamenlc los mismos, 

mientras que nuestros rc~;ultado~; !;on por una p.,rtc conf\ablcs y por 

otra no confiables. Un punto que hm:ios de considerar, y que es m<"i.s 

importante, conslst(~ en el resultado obtenldo de el intervalo de 

estabilidad, lo Cllfll nos dice que- par<l. ,\ > O hay cstab1l1dad, 

mientras que para ;\ < O si la hay. El hcchc1 de 11uc paril ;\ < O, !7'j sea 

muy grande, va a ir delerlorando la prr.cis\ón. E's justamente este 

ülttmo resultado el que nos :i.cl,1rn en rleíln\llva GI nuestro resultado 

es o no confiable. 

Entonces, s1 ln "h" mtix\ma utllizada nunca fué mayor· que la "h'' 

mayor nutorizada por el intervalo de cslabi 1 irlnd, entonces podemos 

considerar que nuestro rcsullado es confiable. 
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Lo siguiente er; un anal isls comparativo di!! comportamiento de los 

errores de la ecuación de prueb:::i. 1¡' -.:::,\1¡ parJ los valores ;\ = ~, -1 El 

tener ]o!:; resultados de las t?stlmaciur:es de t¡(ll ¡· y(-1) con errores 

locales chicos no n¡ s dice rn•Jcho y •:n c;:irnb\c. podrla confundirnos al 

hacernos pe11s:1r que p~r.i valurcs pequeflos di~ >.. :,;i ;\>O o ;\<(l s~.: tiene 

estabi 1 ldad para ar.ibas solo porque el cri or local para a~bos es muy 

pequeño o poi· que el ri.:sultado es preciso; t.>slo no es ;'!Si, ya que el 

error local de l<i. ecu.iclon de prueba para una ecuación estable 

decreciente (flp,ura S. 1 ), mientras que para una inestabh· es r:rcciente 

(flgu;·a S. 2); esto es, a cada paso en una ecuaclOn dlfen·nclal estable 

el error local es menor por lo que, teniendo un valor lnlcl:ll prccl:;o 

t¿
0 

y dando Un punto inicial dt' "h" ideal desde el principio, rodremos 

obtenJ:>r mejores resultados. 

Error Local 

Figura S. l. - Error para 1;' =-IJ 

Por runlo ideal de "h" se hace ri!fcrcnc1a a uno que no se aleje 

de la "h" promedio utilizada, ya qu'~ {y esperando que 1,1(t) SP.a 

igualmente suave en lodo el 1-ango} tenemos que el lrlmafl.o promedio es 

un tamaño cstandar de acuerdo al comportamiento de IJ' (tl. Esto 

permi tlril cvi tar errores locales grandes desde el principio, que 

tengan peso en el error global. 
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Error Local 

0.004 

ll.r.:<13 

0.0:Xl2 

0.ff<JI 

O.OCOJ +.--'-i-'-..'.:..,..C....;;.;.;.c~c;-...;:.:_~ 

figura 5.2.- Error p.'.lra 1/=v 

En base al C.)mport;imiento de los anteriores errores, los errores 

globales tiene comp'."lrtamit•ntos muy distintos (flguras 5.3 y S.4l. El 

primero da la apariencia de un incremento que tiende a desaparecer, 

con una pendiente qut! sr~ acerca cada Vf!7. m<'is a ~ero. Caso contrario de 

9 '='Ai¡ con ;\ > O que muestra un lnl remen to acelerado y creciente. 

Entonces, aunque los resultados real y cst imada de 1¡' =;\t¡ sean 

slml lares tanto para un ejC'mplo estable como para uno inestable, es a 

futuro, es decir, para valores "t'" tales que 1 t-l
0

I es grande, cuando 

1.¡{t) estimada tendera a fallar más visiblemente para este caso. 

ErmrGlnbal 

figura 5. J. - Error para t¡' ::;-t¡ 
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Ernir Global 

Figura S. 4. - Error para iJ' =11 

Para la función.¡ = cos(t) + i\{t¡(t)-scn(t)l con iJ(O) = l se calculó 

i¡Cl l y se utilizó i\ = 1, -1, -10, 10, 22 y -22. Los resultados se 

presentan a continuaclón: 
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FLINCION: COS(Y(O] )+(Y(l ]-SJN(Y(O] l ); 

T INICIA!. : O 

CON VALORES DE Y 

y¡ (O] : 

EN EL Pwno T= 1 

y¡ ( o. 1 ): l. 20493451 

Yl ( 0.2): !. 41991800 

Yl ( o. 3): l. 64512429 

Y!( o. 4): l. 88086981 

y¡ ( o. 5): 2. 12763361 

Yll o. 6): 2. 38608340 

y¡ ( o. 7): 2. 65709')88 

y¡ ( o. 8): 2. 94180056 

Yl ( 0.9): 3. 24157065 

VI( l. O): 3. 55808595 

H llllCJAL o. 001 

H MAYOR UTILIZADA O. 00177977 

PROMEDIO DE PASO 11 O. 00163132 

TOLERAllCIA : O. 000001 

O DE PASOS ACEPT AOOS : 61 J 

O DE PASOS RECllAZAOOS 

U TOTAL DE PASOS : 613 

V,1Jor Real = 3. 5597 

Error= 0.001615 

Er 1 = o. 000•1537 
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FUNCIOIJ, COS(YI O I )-1 !'l l l J-SllH YIO I)); 

T INICIAL ' O 

CON VALOHES DE '/ 

Yl [0) 

Etl EL PWITO T= 1 

Yl( o. 1 ¡, l. Q();jt)\J(,¿ 

'111 o. z¡, 1.01729709 

Yl ( o. 3¡, 1. 03ó20082 

Yl ( 0.4L 1. 05057669 

Yl ( o. 5), 1. OS57R227 

Yl( o. 6), l. ) 1328423 

Yl [ o. 7)' 1. 1•10tJ67J7 

Yl( O. SJ, l. 1665922·1 

Yl( 0.9), l. 18985008 

Yl ( 1.0), 1. 209351711 

11 INJCIAL o. 001 

11 HAYOH UTILIZ1\DA O. 01221234 

PHOHEDIO DE P,\SO J! O. OOZZS31 I 

TOLERAtlC!A , O. 000001 

1t DE PASOS ACEPTADOS : 438 

tt DE PASOS HEC!JAZADOS 

lt TOTAL DE PASOS 442 

Valor Real = J. 2LJf1.J50·1 

Error = O. 000001 J 

Er 1 = O. OOOOV zo~¡ 
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FUNCION; COS(Y{OI l-10(Y11 ]-SlN(Y{O])); 

T INlCIAL ; O 

CON VALORES DE Y 

Yl (O) ; 

Etl EL l'Ut:TO T= 

Yl ( O. 1 l, O. ·16746772 

Yl( 0.21: 0.3338020'1 

Yl( 0.J); 0.34516949 

Yl ( O. 4 l, o. 40764466 

Yl( 0.5); 0.48611047 

Yl ( O. 6), O. 56711046 

Y! ( O. 7); o. 64514711 

Yl ( O. 8 l, O. 71772453 

Yl ( O. 9); O. 78349252 

Yl( 1.0I; 0.84156457 

11 INICIAL O. 001 

11 HAYOH UT !Llr.ADA ; O. 00486849 

PROMEDIO DE Pf\50 li 0.000'11771 

TOLERANCIA ; O. 000001 

U DE I'ASOS ACEPTADOS : :?:l'J4 

tt DE PASOS RECHAZADOS ; 5 

U TOTAL DE PASOS : 2399 

Valor Real := O. 841516J 

Error = O. 0000·182 

Er l = O. OOOD.5'/J 

v. -21 



FUNCION: COStYIOJ J+lO{Yi 11-SHICYIOJ l ]; 

T INICIAL : O 

CON VALOHl.:S DE Y 

Yl (O) 

EN EL PUNTO T= 1 

Y! ( 0.1 J: 2. 81636•100 

Y! ( o. 2): 7. 51819433 

Y!( O.J): 20.34226117 

Yl ( o. 4)' 54. 8'1726%3 

Y! ( o. 5)' 148. 41682085 

Yl ( o. 6); 402. '1·1419452 

YH o. 7); 109?. :.r/095520 

Y!( o. 8); 2966. 45057520 

Y![ o. 9); 8057. 35441390 

YlC 1.0): 21886.9'1204000 

H UHCIAL O. 001 

11 MAYOH Ul ILIZADA : O. 00012969 

PROMEDIO DE PASO H : O. 00012798 

TOLERANCIA o. 000001 

U DE PASOS ACEPTADOS ' 7814 

tt DE PASOS RECHAZADOS 

O TOTAL DE PASOS : 7815 

Valor Re<1l = 22, 027. 3n-¡· 

Error = 1·10. 365 

l'r 1 = o. 006Jl23 
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FUNC!ON: COS(Y[O] )+22(Y[ l ]-S!NCY[O])); 

T !NlCIAL : O 

CON VALOllES DE Y 

Yl(O) 

EN EL PUNTO T= 1 

Yl ( O.!): 9.11214069 

Y!( o. 2): 81. 42077478 

Yl ( o. 3): 732. JOOlff/96 

Yl ( o. 4): 6597. 5008868 

Yl( o. 5): 59456. 216371 

Yl ( o. 6): 535838. 92743 

Yl( o. 7): 4829184. 5359 

Yl ( o. 8): 43522496. 694 

Yl ( o. 9): 392241661. 52 

Yl( 1.0): 353503553•1. 3 

11 ltl!C!AL 0.001 

11 MAYOR UT!L!ZADA O. 0000584·1 

PROMED!O m: PASO 11 O. 00005794 

TOLERAtlC 1 A o. 000001 

U DF. PASOS ACEPTA[)IJS : 17258 

# DE PASOS RECHAZADOS : 1 

• TOTAL DE PASOS : 17259 

Valor Real = 3, 58·1. 912, 6·16 

Error = •19, 877, JSO 

Erl = 0,0139131 
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Es probnblc que tomando una ''h" máxima como tope, se podrla 

mejorar la prcclslón, ya que como !;e ha visto, para,\ < O el tamaño de 

paso "h" crece rapldamente y proplcl;i. q11c se pierda prC'cislón, aunque 

debido a la forma en que se genera "h" es precisamente por el tamafio 

tan pcqucf10 de error local que perml te el creclmlento t;in acelerado de 

"h". Tal vez dando un tope a "h'' d<lria una mejoría muy pcqucfia, ya C}Uf! 

J;i ccuacJ6n diferencial es cstahle y Jn~ errores ya son muy pequeños. 

Los rcsul lado$ para .:\<O cof':lo e~; de esperarse son confiables y con 

escaso crr·or, además de que el r.rror local no es ni cercano al máximo 

error posible por acumulacl6n de errores lor.ales, mientras que para 

;\>O los resul lados no son malos. Con esto nos podemos dar cuenta que, 

el hecho de que sl se requieren más p.:i.sos pnra suavJznr la función, no 

implica que el resultado vaya a ser salisfnctorlo; l'O cambio, t'Sto 

podrla implicar un esfuerzo mayor pero lnulil por parte del programa 

para expl lcar una función Inestable. 

-t;? 
Finalmente, para la función i¡' =e con 1¡(0} =O sc.> calcularon IJ(l}, 

tJ(S), t¡(-.5) y 1¡(-l); no se utlJlzO parámetro variable. lo que se 

obtuvo fuC: 

v. -26 



FUNCION: EXPl-SQRIYIOl 1 J; 

T ltl!CIAL : O 

CON VALORES DE Y 

Y\( O) O 

EN EL PUNTO T= 1 

Y11 o. 1 ): o. 09967214 

Y!( o. 2): o. 19738279 

Y!( o. 3): o. 29127715 

YI( o. 4): o. 37972108 

YI( 0.5): o. 46138466 

Yl( 0.6): o. 53529759 

Yl( o. 7¡, o. 60087395 

Y11 o. 8): o. 65790485 

Y11 0.9): o. 70652416 

Yl( !. 0): o. 74715439 

H ltl!CIAL: 0.001 

H MAYOR UTILIZADA : o. 00128194 

PROMEDIO DE PASO 11 : O. 00100503 

TOLERANC 1 A : O. 000001 

# DE PASOS ACEPTAOOS : 995 

" DE PASOS RECHAZADOS : 1 

# TOTAL DE PASOS : 996 

Valor Rea..l = o. 7•157215 

Error = O. 0011298 

ErJ = 0.001917 
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FUNCION: EXP(-SQR(Y(Oi JJ; 

T INICIAL : o 

CON VALORES DE Y 

Yl (O) : o 

EN EL PUNTO T= 

Yl( o. 5): o. 46138466 

Yl ( J. O): o. 74715439 

Yl( J. 5): o. 85672435 

Yl( 2.0): o. 83273826 

Y!( 2. 5}: o. 88657479 

Yl ( 3. 0): o. 88693236 

Yl( 3. 5): o. 88695502 

Yl ( 4. 0): o. 88695627 

YI( 4. 5): o. 88695638 

Yl( 5.0): o. 88695638 

H INICIAL : 0.001 

H MAYOR UTILIZADA : J. 37083338 

PROMEDIO DE PASO 11 : O. 00314268 

TOLERANC 1 A : O. 000001 

O DE PASOS ACEPTADOS : 1591 

O DE PASOS RECHAZADOS : 

O TOTAL DE PASOS : 1592 

Valor Real = O. 8862092 

Error = . 0007171 

Er J = O. 0008'13 
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f\JNC!Oll: EXP(-SQH(Y!OJ I ); 

T Hl!C!AL O 

CON VAl~onr:s DE y 

y 1(0) o 

EN EL PUNTO T" -o. 5 

1 {-0.05000000): -0.049959-18 

y 1(-0.10000000): -o. 09967214 

1(-O.15000000): -o. 1-1889259 

1 (-0.20000000): -o. 197J3279 

1( -o. 25000000): -o. 24·191539 

y 1 (-o. 30000000): -o. 29127715 

y 1(-0.35000000); -o. 3362º1147 

y l(-0.40000000): -o. 37972108 

y 1(-0. 450000001' -o. 42146989 

y 1( -o. 50000000): -o. 46138·166 

INICIAL : O. 001 

11 HAYOR UTILIZADA : O. 00101818 

PROHED!O DE PASO 1l : O. 00092593 

TOLERANCIA : O. 00000! 

" DE PASOS ACEPTADOS 540 

JI DE PASOS HECHAZWOS 

tt TOTAL DE PASOS 541 

Valor Real ::: -o. •l62876J 

Error = O. 0014917 

Er J " O. 0003222 
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FUNC[Qtl, EXP(-SQRIYIOJ J J; 

T fNJCIAL ' 

CON VALDHES DE Y 

Y l(OJ 

EN EL PUNTO T" -1 

y 1 (-0. 10000000 ¡, 

1(-0.200000001, 

y 1 (-o. 30000000 J : 

y l (-o. 40000000): 

l (-o. sooooooo) : 

y l (-o. 60000000): 

y 1 (-0. 70000000 l: 

y l (-O. 80000000 l: 

y 1 (-o. 90000000), 

y 
1 ( -1. ºººººººº l : 

H INICIAL : 0.001 

-o. 09967214 

-o. 19738279 

-o. ?.9127715 

-o. 37972 108 

-0.46138<166 

-o. 53529759 

-o. &0087395 

-o. 65790·185 

-o. 70652416 

-o. "l•rl 15439 

fl MAYOR UTJL12ADA , 0.00128194 

PROMEDIO OE PASO H ' O. 00100503 

TOLERANCIA : O. 000001 

# DE PASOS ACEPTAOOS : 995 

U DE PASOS RECllAZAOOS ' 1 

:t TOTAL ne r t\SOS 996 

V,;:Jor Real = -o. 7457215 

Error= .00142 

Erl º o. 001917 
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Para C!Sla úlllma ecuación dlfercnclal tenemos que los 4 puntos 

estimados son r::onfiables, ya que el intervalo de 1?Slabllldad abarca 

todo valor de "h"; pero es claro que al estimar un punto t;
1 

tal que 

q
1 

> IJr será de esperarse que sera menos preciso que ljr' ya que para 

calcular el primero es necesario pasar antes por este ül timo y es 

lógico pensar que habrá acumulación en el error global. Sln embargo en 

los rcsul lados obtenidos podemos ver que hay una buena precisión para 

todos el los, además de que el número de pasos fuó corlo, en lodos se 

rechazó un paso, lo que puede deberse a que el tamaño de paso crece 

rapldamcntc y de hecho es grande y tiende a crecer, incluso nos damos 

cuenta que para la estimación de lJ(S) se requlrlO de un paso muy 

grande, de magnutud 1.37 lo cual aunado al hecho de que para el punto 

más cercano a cero (-0. 5) se utl 11 zó el promedio de paso más chico 

mlentras que para el punto lJ(S) se requlrló el más grande. Esto nos 

lndlca que nuestra función a partir del origen es más suave y requiero 

de pasos cada vez vez más grandes, por lo que llega a darlos tan 

grandes como el el lado. 

Sin ver los resul lados reales nos pod(•mos dar cuenta de la 

preclslón conflabk de los rcsul lados dcbldo a que según nuestro 

intervalo de estabilidad la misma es 'ti t, y porque según el teorema de 

existencia y unicidad nuestra ecuación existe lamblcn para lodo "t". 

Además podemos darnos cuenta que al incrementarse rápidamente el 

lamafio de paso estamos reduciendo rl error local conr;ldcrablcmente. 

Este último puede quedar mós patcnl!~ de la slgulente forma, 

considerando que para calcularse 1¡(-0. 5) se rcqulrlüron 540 pasos, es 

de esperarse que para 9(1} se ullllccn aproximadamente 1080, sin 
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embargo se requirieron solo 995~ ahora, tomando este último resultado, 

para calcular 'J(5} se requerlrlan 4975 pasos, pero el programa 

requlrló de tan solo 1591. Entonce~ el mismo prgrama nos da un 

pará.mctro para indicarnos que tan rápido reduce el error, ya que, de 

acuerdo a que tan abajo se esta de la tolerancia, es como se ajusta el 

siguiente tamaño de paso. 

Considerando la opclón de tamaiio maxlmo para el paso, esta nos 

puede ser ull l cuando el tamaño de paso crece dcmasla.do rápido lo que 

provoca que cada punto de la malla tenga que ser calculado por 

interpolación con puntos muy lejanos del requerido, lo que provoca 

pérdida de prccl sión. Esto pudo haber sucedido en nuestro úl tlmo 

ejemplo, ya que el crecimiento del paso fuó rápido. 

La forma como se pudieron conocc:r los valores reales de vCt) 
2 

donde v' (t)=e-t fuó a partir de la función normal y una tabla de la 

misma; esto es de la siguiente forma: 

2 

Para obtener v(p) donde V(l)=e-t nos basaremos en lo slgulcnte: 

Función cstadist1ca 

de la normal 

requcr irnos la función 
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Transformando la segunda ! legaremos a una proporc16n de la 

primera, esto es 

Sea z=h t ., dz/dl =-h :. dz = h dt 

J
p J.,r;-p 

.., e-t
2 

dt = 11{;"' e<-z2n> dt 

o o 

2 

Como = e-t tiene t = O y IJ(l ) =O et 

t¡'dl = e-t dt J
p J" 2 -l 

<¡(p) - <¡(O) = e dt J
p 2 

o o o 

J
p 2 J" 2 -t -t 

<¡(p) = <¡(O) + e dt = e dt 

o o 

q Para obtener lJ{p), requerimos solo de una tabla de dlslrlbuclón 

"normal" (de cualquier libro de estadlsllca y obtenemos Ja normal en 

"p", le restamos O. S {la normal en cero) y al resultado de esta 

opcracl6n lo mulllpllcamos por rn. 
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S. 4 CONCLUSIONES GENERALES. 

Los resullados obtenidos con los métodos de estos órdenes son 

satifactorios, es decir, los parámetros que utilizamos nos sirvieron 

para saber que esperar de los rcsul lados numéricos. El cambiar de 

orden a los métodos de estimación y error podrá aumentar la prectslón, 

pero en base a lo ya visto sabemos de que funciones e intervalos 

podremos esperar mayor precisión y cuando será lnutll obtener mcjoria 

y conflabllldad. 

Ahora estamos en una si tuaclón diferente a la de realizar 

programas de estimación de puntos, ya que ahora y antes de correr el 

programa podremos saber si nuestro resul lado será confiable, si existe 

la solución, si es ünlca, y en que reglones no habrá rcsul lados 

sa ti sfactor 1 os. 

Si la computadora es rápida (16 Mhz. o más) podremos decrementar 

el tamaf\o de la lolerancia, es decir, ser tan exigcnles en la 

precisión corno nos lo perrni ta el costo de tiempo en el cálculo de la 

estimación. Ademas, si contamos con ca-procesador malcmá.tlco podremos 

usar 20 digitos en lugar de 11. Entonces a partir de este program<J 

estaremos en condiciones de resolver ec11aclones diferenciales con alta 

precisión. 

A partir de este trabajo se puede conllnuar con el estudio de 

métodos de mayor orden e incluso con Eulcr lmpllcllo. Existe una 

metodologia que nos da, en base a árboles, un sistema de ecuaciones 
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