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CAPITULO 1t

INTRODUCCTON

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA MATEMATICO A RESOLVER NUMERICAMENTE.

En la actualidad, el uso de las ccuaclones diferenclales ha
abarcado muchos campos y ha tenido dentro de estos un importante
degarrplle.  Entre estos nos  encontrames  con  la medicina y  la

ingenteria (principalmente la espacial y aérea).

Autado al desarrollo de la computacién y del andllsls numérico,
problemas gue anterlormentc  ne  habian  podido  ser resueltos

anallticamente han sido ya solventados en farma numérica.

En cl presente trabajo nos dedicaremos a resolver el problema
matematico blen conocldo, a saber: una ecuacién diferenclal erdinaria
de orden !t con condicién inicial, la cual en notacién matemiatlca se

expresa como:

g le) = ity

Yltgh = 4y



1,2 TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD,

No tendria case que resolviérames una ecuaclon diferenctal

numéricamente para cualgquier valor "p" si no exlste y{u) o hay mis de
una solucion; estariamos calculando sin razén un valor que nada tiene
que ver con nuestro problema. ES por este que requerimoc de una

herramienta que nos permita saber si existe y es unica ylu) para una

"i" determinada.

Para evitar encontrarnos coen problemas de exlstencia y unicidad,
se clitaran los 2 slgulentes teoremas que garantizan que la solucién
existe y es Gnlch, el primero de estos c¢sta basado en la condicién de

Lipschitz:
Teorema 1:
Dada la ecuacién diferencial;
Yty = fltyl con t st =t va, (a>0) .

sl f cumple com:

Iflt,y) - flt, )} = L|y-r[ para algina L € R*, entonces y{t)

exlste y es dnlca para to <t = L0 + . fa > 0)



Podemos ver mas generalmente que existe al menos un punto “n" tal

que:

ar(t,n}

|f(t.u)-f'lt,u)| = ‘ [l - w)], donde 7 € [u,u])

8y
cuando 8f/8y exlste.

Y con esto podemos definir:

ar{t,n)
—— = L.

dy

Un teorema alternativo para demostrar existencia y unicidad, esta

basado en que la parcial de "f" respecto a "¢" sea acotada.

Teorema 2:

Sea la ccuaclién diferenclals

' = fl{t,¢) continua respecto a "L y "¢", con valor iniclal

u(tn) =4, y cumple,
{fy(t.q)] = M para la reglén "D" donde esta es,
loststo*u y Iq—qo[sb, {a >0)

entonces y{t) exlste y es unica para Ly stst o +a (a > 0}



la idea de =ste ultimo teorema se¢ encuentra ilustrada en la
figura 1.3, la cual nos ensefia como busca el teorema mostrar la
ewistencia mediante cuadros cerrados ¥ acotados, mismes que determina
mediante la razon de carolo de la funcién {(t,y) respecto de "¢". la
regién "D" esta formada por los puntos (Lo. Yo b}, (lo. 4y * b)

(Lo +a. gy - by, [t +a, y + bl

e
,/’/ A‘,;ll’ o+ b
(i)
bad
yo-b
1 Totn

Flgura 1.1.- llustraciéon del teorema 2

La demsstracién a los 2 teoremas anterlores se puede encontrar en

[3] o en algun otro tibro de ecuaclones diferenciales.

Cabe sefialar que el teorema 1 es suficlente pero no necesario
Con que sc cumpla, sabremos que la soluclén existe y es unica. Mas
adelante se mostrara esto mediante ejemplos. Por ahera, y antes de
pasar a los ejemplos, es necesarlo sefialar que para cada método
numérico y a partir de un punto inicial by obtendremos una solucién
unica; es por esto que serd necesario dar como punto iniclal un punto

lo mas preciso posible (st es conocido mejor). Esto es esenclal para



estar lo pas cerca posible de la solucién real; como lo muestra la
figura 1.2 (curvas solucién)., A partir del valor inicial dade sclo

podremos construir una unica curva solucion de las infinitas que

existen.

\

\
N
Y
!
\,
B
A

\
Y

yo

VRN
N

a to b

Figura 1.2.- Curvas soluclon

Para mostrar el uso de los tueremas anteriores se daran a

continuacién los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1: Ecuacién que cumple las hipotesis del teorema 2 via:
lfy| = M y por tanto que

L) -t @)| = Liy-z] v M =L



pero que no cumple [fy[ =M (hipétesis del teorema 2)

La ecuaclén:

v =l

Para Lipschitz en el rango @, y € [-p.p] ., p € R* necesitamos:

[t =ttty = Jul = fal] = Ljy = of

pero como ||y} - jz]| =V l/a v x” - 20yl x|
/_’i—_Tﬁ-—‘

y ademas |y -~ x| =V 4" + &7 ~ 2y

y obviamente 2yx 5 2fyf|ux|

 Hly| - el = jy -« y « "L" es cualquier real tal que L = 1

Cumpllendose de esta manera Lipschitz; sin embarge el segundo

teorema no corre <on la misma suerte, ya que:
[fyl = fy 2ty =4 Ly £ 0)

Pero I'y no existe en cero.



Entonces, esta ecuacién tiene solucisn por ser “f° Lipschitz

pero no por ser {fy[ =¥

la grafica de la funcién f(t,y) {figura 1.3) nos muestra

continuldad a lo larjo de toda la recta “t“, y una pendiente que

permite el cumplimiento del teoremaz de Lipschitz; pero, esta ecuacién
no e¢s derivable en cero, por lo que aqui falla nuestro segundo

teorema.

y=yl

Figura 1.3

Ejemplo 3: Un ejemplo que no cumple las hipétesis y sin embargo

tiene solucisn dnlca
Y=y

Para esta ecuacion tenemos, usando Lipschitz

[ftt o) ~ flty)] = | 17z - 17g) s Lix-y|



Aqui, utillizande el caso particular z, 4 € (0,1] tenemos:
J1r7e - 12y} = [(y=c)zay| = [o-y}{lray] s L]a-y|
o [lray| s L

y [1/ry]| no se encuentra acotade, ya que cuando "z" 6 “4" tiende

a cero este tiende a Infinito.
Veamos ahora utfllzando el otro método:
]fyl = [‘l/l/?'[ = 1/4;2 3 M
Pero aqui pasa lo mismo; ut!llzando 4 € (0,1]

tim l/qz = m . Ho existe “M" tal que [f | s M
¥ 0 ¥

De acuerdo a los anteriores resultados de nuestra ecuacion
diferencial " = 1/y no podemos saber 51 y(Ul) exlste en R. Sin embargo
tencmos que la solucion analitica es ¢y = vV 2t y por lo tanto exlste

¥teRtal quet = O

Esto nos muestra que las 2 pruebas utilizadas en estos 3

e jemplos, aundque son suficlentes, no son necesarfas.



En la sigulente flgura
distribuidas las ecuaclienes

al que peortesecen.

{1.4), podremes ver como se ehcuentran

diferenciales dependiendo de el conjunto

teoremna 2

c

(Q)

\
\.__———-—~

.

Sonjunto;

A Ecuacinnes giferenciares ce priter oraen con
valor inicial oue cunplen con et teorema

£ Ecuaciones diterenciares Qe primer orgen con
wator initist que cuntien con et tearema 1

C Ecuaciones ditersnciates de prinver orgeh con
wator iniciat

Figura 1.4
En base a lo anterior, una ecuacidén diferencial que cumple el
2 (If | = M) curple tamblén e} tcorema 1, ya que:
Ty

tim {0t y) ~ fLL, )2y - o)

x+0

ICERINIER

y como para el primer teorema se debe cumplir:

*

Iftt.y) - flta)] s Ly - xf

1.~10

Ife, ) ~ (Gt )7y - af =



Lo cual no tiene solucién analitica, es declr, expresada a través
de funclones clementales, ya que la integral no pucde ser resuelta;

sin embargo, por medio de los 2 teoremas antericres tenemos:
[fl=0=0=H
b4
[fte e} - £y} =0 s Ofe~y| . L =0, (L =HM)

s~ La soluclién exdste y es unica.

Elemplo 5:

seny

g' o= dysdt =t/ con valor inicial y(1) =0

" ¥ dy = Ldt o J e Y dy = f tdt«cC
J-e“"’ Yay = (1) e
sen ¥

f{t.y) = t/e

{a,b) > lto, !.ri

{1,101 < (0,11) a =0, b=11

fy = [te™™" yly = ~tcos ye 0 Y

1.-12



-sen yl -sen y[ 5

{('y( = tcos ye = jt]]cos ylfe

“.’D-srn y’ = “)1/01«-“ y\‘ = 11/Ieszn v! < tlo

ta soluclén existe v es unica.
Como se tmestra en los 2 ullimos ¢jemplos no slempre se puede dar
la solucién analitica del problema (1), ya que parte de la solucién

involucra integrales indefinidas las cuales oo se pueden escriblir en

términos de la funciones elementales, coma son:
2
v seny R .
J. e dt oy J e T dy en 1o ejemplos 4 y § respectivamente.
Los ejemplos anteriores podrian sey resucltos mediante algun
método numerice de Integraclon, pero otros ejemplos ne se  pueden
representar como los anteriores.
Tomando por e jemplo las funcienes:
g = 2ty

g o= o1 w2+ g e W

4 = -



aue y, Y q(t‘). para v = 0, 1, m, donde q[tl] denota la soluclen
analiticn valuada en L‘. Y 4, es un valor numérice oblenido mediante
algun método numerico, entonces ' se vspera que geométricamente se

cumpla (tl. B (L,.q(ti)). figura (1.95).

-e+ Solucidn Hundrica

—— Solucidn Exacta

Flgura 1.5 - Soluciénes numérica y exacta.

El objetive principal del presente trabaje, es el de resolver,
mediante un programa ac camputo, sistemas de ecuaclones diferenciates
utllizando el metods de Euler con pase variable. La razén por la cual
se utiliza Euler es la de introducir mediante el mitade mis sencillo,
para no distraernes o¢n otras metodologias, el pasc variable, su

comportamiento y otrus faclores que a su alrededor suceden (amblentel,

como lo son la estabilidad e lnestabillidad, existencia y unicldad,

1.-15



CAPITULOD 2

METODOS RUNGE-KUTTA

Este trabajo ocupard exclusivamente los métodos de Euler (o
Runge-Kutta explicito de una ctapa) y el métedo Runge-Xutta explicito

de dos etapas, los cuales por ser los sencillos, simplificaran la

metodologia que se presentard respecto a estos. Esta metodologia pucde
gser utllizada por olios métodos mas cemplejos v mds precisos, pero el
objetivo agqui no es el de buscar wméledos de alta preeislon, sino

mostrar el funclonamiento del "paso varlable".

Los mé¢todos considerados son llamades de un paso, ya que cada
fteracioén requlere solamente del valor apreximado de 1a solucién en el
paso anterior a diferencia de otros udtodos llamados multlipuse que
requicren de valores de dos o mis pagsos para la creacion de una
fteracion, Esto se llustra en las figuras 2.1 y 2.2. Para mayor

detalle de los métodas multlpase consultar [3].

28.-1



Yy =Yt hR[tk.qk), donde h = ik - !k = cateto adyacente.

k+l (3}

4

- 4y =cateto opuesto.R(t .4} = tanla), donde "a" es la
kel % %k

pendiente estimada de la funcloén “¢" en el punto (Lk,t/k).

la cecuaction "R" depende ademas de la funcion “f” y de la magnitud

de "h", lo que nos da que qp: qr-—1’ "““,-1"’ ‘Af.h), pero de aqui y

P

en adelante se escrlbira "R® selo como funclon de las 2 primeras

sobreentendlendo que existe la dependencia con las otras.

Los métodos que veremos en este capitule requieren de “h"
constante, lo que Implica que el tamano de paso e5 independlente de la
funcién "“f". Esto no sucede para el paso varlable como veremos mis

adelante.

Para obtener el valor y (), daonde "{" es un punlto en o] que la

funecién "y es contlinua, vamog a “"acercarnes” medlante la mencionada
suceslién :/0,4/1.:42,4..,4; = 4{l}). Esto es, mediante el punlo 4,
n

obtenemos Y de la forma sigulente:
’Ik'lzqk’hp‘“k"lk) donde !{(Lk,:/k) en una pepdiente  promedio, la
cual puede ser obtenida medinnte diverses métodos, La metedologin

varfa vn precision y complejidad y sera introducida mas adelante,

Los métodos mas conocidos son los de Fuler, Taylor, Runge-Kutta,

Monte Carlo, en diferencias, cote, de les cuales no utilizaremos en

1.-3



Runge-Kutta de "s" elapas se define como:

s
Yy =yt WO g ) =y hz|b|l‘(Y')

n=

kel

s
Ponde ‘1’l ¢s el vector (Lk + h a‘n vy + hZ al“ Yn ]

Entonces obtenemos:

“hx'qu): bif(‘{l)* SIS 0 EOPE b'f(‘x'“) lo que nos da un

sistema tmpliclito de la forma:

[y ) = r(tk +nYa g v nya Y ]

L3} r

Pefinimos la matriz “A” con los pardmetros de la ecuaclon

snterior como:

Todo esto nos deja un sistema Implicito, por lo que para resslver
esto con hayor facilidad, se igualara el triangulo superior de la
matriz "A" a cero (con substituciones hacla alras), con lo que nos

queda un sistema de ecuaciones ficil de resolver . Lsto es:

i1.-5



R(tk.uk) = b‘f(Lk.qk) +
bz[r(tk.qk + ha;n“"\"‘k” + nmhl‘t(tk,qh + hamf(Lk.t;k)) +
Cla_ ny2r2)f (4 + ha_ L,y 1) + O(h])] =
21 tt & k 21 Tk
blf(tk.ql) + bz[f(tk.qk) + nz‘hf(tk.uk]fy(lk.qk) +
(a_h32/2000t .y 37F (t.g )« o’y «
21 KT Tyy kTR -
3
ﬂ;‘.lh[fL(tk'Uk) + amh f(tk.uklflyttk‘uk) + C(h )] +
2 3 =
((nmh) /2)[fultk.t,vk) + 0fh )] ] = (b1 + bz”“k'qu) +
bzh[n:lf(lk,l/k)fy(Lk,qk) + amfl(tk.e/k)] .
2 2 . 9P
(b_h /2)[(azkf(tk,qk)) [yy“k’llk) édmf(ti.qk)flyuk,qk)
2 3
+ aZli‘u(lk,qk)] + 0{h7).

A continuacidn, lgualamos el desarrello anterior con el sigulente

desarrollo de Taylor:
= 2 3,
R‘ = f(lk.l/k) + (h/?.)l'l(tk,qk) + (N /6)f“(tk_qk) + O(h7) =

r“x"’x’ + (h/2)(f + fyf)+ (h/ﬁ)[!(ll.qk)'ryy(lk.qk) +

i, -7



Para definir un método de 2 etapas con paramctros numéricos
daremos los valores que cumplen el sistema de ecuaciones anterior de

la siguiente manera, aﬂ‘ =1, b = = 1/2, para obtener finalmente:

R(lk.qk) = (1/2)(f(tk,uk) + f(Lk +h, y* )-.((Lk,uk)))

Es clave ver que el metodo de Euler ¢s menos preciso que el
método anterlor, ya que solo se esta utilizando un punto para estimar
la pendiente promedio, mientras que para Runge-Kutta se wutilizan
varfos puntos a lo large del pase, los cuales tlenen distintas
ponderacidnes. Para que el método de Euler scis conflable requerimos
que ge cumpla al penes una de las siguientes dos condiciopes:

a) Que la funcion " que representa la pendiente de "¢ mantenga

un crecimiento moderado, para obtener una “precisién” mejor.

b) Que la h sea lo suficientemente “pogquefia” para prevenir

cambios brusces de f(t,y).

Medianle Euler buscamos acercarnos al valor deseado Y, mediante
la construccién de una serie de rectas construldas con {leraciones.
Desafortunadamente no conocemos el comportamiento de la funcion f{t,y)
nl que tan rapido sc¢ incrementa, y al buscar acercarnos a  efite
conocimiento por el método de Euler implica poca precision con

respecto de ctros.

19.-9



o s,

Cal axn Cx:Zau
Ca) an aaz 351
Cs] ast . BeZ ... g, 51 a

1] @ae1,1 Bsa1,2 ... Asrl,s-d Asel,s

by b2 bs-1 bs  bast
{at d2 ds-1 ds dser]
y donde dl = b| - am'!

Aqul estamos combinando 2 métodos Runge-Xutta, y donde a " ‘z
81,
. f '

b, a b

1 se1.2 2’

son los bl's para el métode

Runge-Kutta de "s°

b son los de RN de s+l
51

clapas, as decir, que para el métode de mayor ndmere de ctapas
utilizamos los parametros del método de menos etapas. Todo esto con el
objeto de aharrarnos el calculo de algunos parimelros; y por supucsto

cumplliendo con 1as condiclones del sistesmdy de vouaeiones,

Cuande representamos 2 métodos eon una prafica sipgnifica que

comparten valores de parametras, entoncues:

RK~12 encajado queda como:

1 1 4]
172 1,2
i~1/2) f~rs2)

Esto significa que tomimoes h“ = a

$d.~11



Can lo anterior nos ahorramos muchos pasos ya que a” es lgual
para RK de "s" etapas y para RK de “s+1" ectapas solo requerimos

calcular 1'(&'l) {donde i= 1, 2, ... s} y esto Incluso es util en ta

ecuacion f(Y ]) por estar incluldas ahi.
se

Fsto significa un gran ahorre de evaluaciones del lado derecho de
el método numérice, princlpalmente cuande los métedos Runge-Kutta son

de mdas de 2 etapas,

2.2 METODOS RUNGE-KUTA EXPLICITOS DE 1 Y 2 ETAPAS.

Como ya menclonamos, los metedos gque utillizaremos en oate trabajo
son los de Runge-Kutta de ectapas 1y 2 explicitos. Del primero de

ellos y de acuerdo a la férmula general de Rumpre-Kutta es de la forma:

y, = Ug-l + hhll‘(Yl) can V1 = (Lk~l'uk~1) R = blf)

e lgualando "R con la expansion de Taylor (de: hecho sole von el

primer término el cual es (tk_ i 1) Hegamos a que h1 = 1 con to

17 k-1

que obtenemos la ccuacidn:

4y =y

+ hi(t .y ) la cual es el conocldo métodoe de
k k-1 7y-1

k-1

Euler.

19.-13



dezir, 1o pendiente estimada en el punto (!.k. qk). y la pendiente

estimada en el punto (th ]

“ ) también por Euler {figura 2.4). Este

hel
netedo al calcular la pendiente mediante ¢l promedic de dos pendientes

estimadas con base en un mismo numere de  puntos dentro de la

trayectoria de y(t) nos permite reducir un posibie error por cambios
impredecibles en la pendlente a! “repartir la responsabllidad” entre
mis de uno. Conforme utilizamos un melodo Runge-Kutta de mas etapas

obtenemos urn estimacion yue fué obtenida mediante el promedio de mas

pendientes en distintos puntos de y(t) y con ponderaciones distintas

| A
— 2z

| i{2)

)
\ /’_,"_.-"—”_:_’_—P“’?z
y(m/"'ipz LT
-l .

FIZFENDENTEL
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Flgura 2.4.- Estimacion de un punto mediante Runge-Kutta de 2 etapas.

2.3.1 ORDEN,
51 tomamos el error E)“l a ““kn) -y donde

kel

q(tkq] es el valor real y
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i2}. En e} trancurso de vste trabajo el error global nos servira para

ver el comportamiento de la ecuaciédn de pruebao.

2.3.3 ERROR LOCAL.

Cuando avanzamos un paso "h", a partir de un punto Inlcial :/(lk)
conocldo a qk']= q((k)& h'l((tk,q(tk)), estamos  generande  una
aproximacion que debida a distintos errores come truncamiente o algun
otro tipo de limitonte no serda lgual al valor real; el error generado,
(Wuu_““uu)l) se llama error local. 1 generames cl sigulente pase

Y

et el error resultante (}’}kvi?_'l({kvl)!) ya ne scria local, ya que

esta contando el crror iocal anterior, el cual se acumula e Interfiere

para Incrementar el error no solo aditivamente ya que puede influir de

otras formas. Entonces, para obtener ¢l erreor focal en este segundo
o0 T . . ! St - ¢

paso requerimos en lugar de ‘Uun-u[lk-\” a (H,“l u(Lk”),] donde la

funcion "u* es tal que:

u' = f{t,u)

u(t“ ) =y

1 kel

Es decir, esta dltima funcion "u" es la soluciébn a la ecuacion

dliferencial e¢on punto inicial u(tk Ve oy

. st & a5
" o1 Esto se puede ver mis

claramente en la figura 2.5,
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error local, el cual puede llegar a r omuy pequefio, tenemos que el

global sigue aumentando ripldamente

En ¢] caso de que nuestras curv solucion se acerquen cuando "t"
crece y si el error local es pequefio, estaremos controlando el error
global, ya que el cambiar de una curva selucién a otra curva sotucion

no evitard que se  llegue  al  wviloer coerrecte  con  precision

satisfacloria,

Debido a le anterlor, no irmperta que tan ~aZ Sea un métoda
numérico, vyi que como slempre hay pequefas  imprecisiones, estos
brincos aundque sean relativamente chices nos 1llevan a ecuaciones
vecinas que se distanclarian irremediablemente cuande Ja ecuacian sea
inestable, por lo que al encontrarnos con que la ecyanidn diferencial
presenta esta caracteristica, Jdebepos deststic de estimar su seiucion
o al menos restarle credibiiidad al resultado obtenldo. En camblo
nuestra metodologia sera util y waldrd ta penn ol esfuerzo por mejorar
la estimacién por cualquicr recurso cuinde la coudacion sen estable, y

es aqul donde nuestra metedologia va a entrar on scion,

En las sipguientes dos figuras (2.6 y 2.7) se muestran  las
tendencias  que  siguen  una ecuacicn  inestable vy otra  estable
respectivamente, de lo cual redunhdaremos un poco mis  cuando  al
presentar resultados en el capitule 5 se muestre el comportamlento de
los errores global y local para estos des tlpos de ecuaclones al

utilizar la ecoacién de "prucha.
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inestable.

2.6.- Divergencia en 1na ecuacién

Flgura

\\
~ Y
\\.\\
\\\
\ -

N
N
AN

i6n estable.
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2.3.5 ECUACION DE PRUEBA.

Para obtener el punto A;(Lk) de la ecuacién diferenchal
y' = f(t,y) con valor inicial «;(LO) = y, por el método de Euler,
construimos la recta y(t) mediante pequeiios segmentos de recta, los
cuales vamos uniendo (figura 2.8) para segulr la supuesta forma de la

funcion solucién. Esto implica a su vez que f(t,y) tamblén esta

siendo representada linealmente por segmentos, ya que:

(qn - un_‘)/h = {(tn_l, t;n_‘)

Figura 2.8.- Aproximacion numérica a y{t) mediante segmentos de recta.
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Los sigulentes elemplos nos muestran como utilizaremos este

resultado:

Tomando la ecuacién de prueba:

fly) = f(qu) + fy(qn)(c; - uo) s AL;O + Aly - "o)

Por lo tante A Juega el papel de establlidad antes mencionado

(positivo implica inestabllidad y negativo establlidad).
Para la ecuacidén diferenclal:

q'=112=fnfy=2q v f =0

. 2 .
y' = f(qo) + fy(t;o)(q - qo) =4yt zqu(q - qo)
2 2y = A
2 Para iy < 0 es estable

Para ‘Io > 0 es inestable

19,23



En los 2 elemplos anterlores, la ccuacion diferenclal es estable
cn un rango ¢ lnestable en otro. Eslo no sienmpre sucede como en el

siguicente o jemplo

iy = logtt)

| . - - y0 Yoy - =
fiy) rluo) + ry(uo)(u H,) = e 1707y uo)
1+ l}n]/eyo) - (1/8"0]1;

2 A==/ 5 Ao » slempre hay estabilidad.

En los ejemplos anteriores fL = 0, pero en lo gque respecls 3 una
funcion con fv. + 4 y f = 0O para averipuar sl s o no estable
y

requerimos de una ccuaclén que serd resucita en el sigulente tema y

que resulta mis general que lo anterjor.

2.3.6 REGION DE ESTABILIDAD ABSOLUTA,

FEn cada  paso  de nuestia codacion VN hR(Lk.ui) se

introducen los errores de truncamiento y redondes, lo cual perturbard
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nuestro resultade final; la eslabllidad absoluta de una ecuacién

diferencial con una “"h" determinada., consiste en que dada una

perturbacion "y" en una "ql" donde vo¢ L, o2 ..., 0, el camblo

provocado no sera mayor de esa misma “9" para los subsecuentes valores

de esa 4,

Como e jemplo obtendremos el intervalo de establilidad absoluta del

método de Euler para la ecuaclion de prueba:

Utilizande ¢ ={{t,y} = Ay

y sea y =y o+ M“k'uu) YT h.\qk = {1+ Ah]qk

YL (1 + }‘h)"u

Entonces, como:

Yoo = {1+ Rh)l/k sea 4 4 g = u, = Perturbacién en 4.
Sea £ una perturbacidn tal que § € R y £ # 0

= Fqu =4 M‘)";k = (L« andy + £) = Perturbacion en y

kel
debida a la perturbacion cn Y

E R qb‘] =l -l
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2 [0 anity + &) - (v andy | =y -y v 8)]
y por definicién de establilidad absoluta:
jar s J\h)[qk + £ - Uu]‘ = |-€]

a» [ (1 + AIE| s |§]

"

bt oeaan jE| i€

» 11+ A0 51 = gl2)

Y esta es la regién de establlidad absoluta de Euler, lo que
sipgnifica que para los valores de A y h que cumplan ia desigualdad
tendremos estabilidad en 12 ecuacion diferenctal.

Para nuestro caso particular y' = Ay lenemos:

|4+ an] =1

Por io que:

"

-1 =1+ ha

-2 s ha 20
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Mod!ficando Y llegamos a kal St g donde £ es nucstra

“perturbaclén® de y esto pravoca otra perturbacién, ahora en Yo o8

k-1’

la cual llamaremos ;ik y deftniremos como:

g = :}M RO IR S 1 G A A

1 Tk-1

Es decir, Gu es el resultado de aplicar una perturbacién a Yoy

1

como requerimos que !Jl - qk| = |g - 'la-xi entonces :

k-1

iqk - 1/k| =

I"u-x *Eeh ”Lu-x' Yy * £ - Wk-l * hrux-x' "x-l))] =
| &+ h[f(tlH, Yoy * £) ~ f('“k_x‘ ”n.xl ]| =
A T S R 1

II £+ h[{'(tk’ 'S

. $ ) - ”H-,v'lk."]l = |¢|

-1

Per ¢l teorema del valor medio tenemos que

it’(lk Wt £) - f”k—t"’k-\” =

-1

lgas g sayf = !Efy(tk_,-fi!l
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7 donde Yoy = B =y + £

k-1

[E[hhfy(tk_‘.li)]] s 1g] s |M‘ry“x-x"”’ s 1 E

Este resultado sera utllizado en el capitulo 5 cuando usemes el
intervalo de estabilidad absoluta del metodo de Euler en relaclién con

las ecuaciones difcerenclales a las que aplicaremos el programa,

3.3.7 METODO HUMERICO PARA SISTEMAS DE FCUACIONES.

El hecho de que no nos hemos metido mas que con ecuaclones de
grado uno es debldo, como se sabe, a que loda ecuacion diferencial de

grado "“n" puede ser representada como "n” ecuaclones diferenciales de

grado uno.

A continuacién, ademis de mostrar lo anterior. se vera el método

numérico para resolver este sistema de "n" eccuaclanes de grado 1,

Sea q") = r-ésima derlvada de “y".

Pada  la  ecuacién ¢ g™ T Yy con

valores inicliales:
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¢ 1 00 0 ... O XD 0
6 01 00 ... O X o
X'= AKX + B = o0 010 ... 0 " "l .
N X, 0
RO 31 B2 B3 g4 ...A8n-1)
L -qtt)
Donde fi0 = -a /a Bl =-asa ... Bin-1} = -3 /a
o “n 1" -1 Tn
{n) -
Ya que y = Bﬂl_llar. =
‘—andxn«l T L T at /e
. PITS BN
ponde and"q/al + u“_ld" g/ s o+ ay o alt) =0

y suponiendo que q(t)=0 » X' = AXX

Mientras que en el caso no lincal nos quedan por resolver las "n

ceuaciones diferenciales de prado 1:
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X x e Low X LX)
® k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
x2 »* R S G
k k-1 2 k-1 k-1 k~1 k-1
. = + hj .
n n 1 2 n
Xk k-1 J “h-x' xk-l' xk-l" * Xk-\
Entonces:
1 1 1 n
Xk Xk_‘ + hf‘(tk_I X Wt s Kk_l)
PR ST IR Y S TS , X"
13 k-1 n k-1 -1 k=1

Por necesidades del sistema de ccuaciones diferenciales, sge
resuelven de esta manera, una literacién para cada uno “"n“ veces.
Entonces Llenemos finalmente que nuestro afin de buscar y mejorar
soluclones numericas de ecuaciones difetenclales de grado 1, no
esta limitado a estas, yva que lamblén estamos abarcande las de grado

“n" no lineales y lineales.
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CAPITULO 3

EUVLER EXPLICITO CON PASQ VARIABLE

3.1 ESTIMACION DEL ERROR LGCAL,

Ahora, utilizando lo visto anterlormente obtendremos lo que se
podria considerar }a base de los métodos de estimacién lecal, los
cuales requicren del uso de 2 métodos numéricos de distinto orden {en
nuestro caso estos son de éordenes uno y dos). Vesmos ahora que sucede

sl utllizamos estos 2 meétodos numérlcos para estimar el mismo l/“l.

Dado que R = R(tk.uki y R o= !l(tk.ak) son las metodologias para

estimar la pendiente promedio de {t) entre los puntos Lk vyt por

et
los mélodos | y 2 respectivamente y sin considerar olro error mas que

el de truncamiento:

“(tku) =0t hit + h;xk =gt hy,  por el mélodo 1 de O(h')

u(tht) = f}'k + hR o+ hﬂk = ‘}k'x + hﬁk por el métode 2 de O(h%)

s Ervor local = 4 -y = -huk + u(tb‘) - [—hux + ulLk”H =

ket kel

.~ 2
huk - h“k = l\uk + O(h")
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Ahora conslderamos que, como el orden e 4, ©s mayer que el de
B tiende mas rapide a cero (esto es més clare cuando ¢l orden es

grande) por lo que flpalmente:

) = hpu

kel kel

Le que nos dice que el error local o la diferencla de 2
estimaciones de u(tk‘l) por métedos con érdenes uno y  dos, es
aproximadamente igual a “h" veces el crror de truncacién del método de

orden menor en el punto Lk
.

Con esto tenemos una estimacidn del errer local lo cual nos
invita a melorar el métede numérico afndiendo esta aproximacién; esto
es llamado extrupolacién local y se realiza mediante ¢l simple usoc de
2 métodos numéricos, uno come base y ol otre para gue conluntamente

con el primero nos de el pararetro f(error local) estimado.

El  sigulente metode, desarrollade por  Roland  England,  ha
resultado nmuy lmportante en la busqueda de resultnados numeéricoes debido
a vartos factores que considera paso a paso; entre elleos el hecho de
que cada funcioén requiere de distinte ndmero do pasos ya que unias son
mis “suaves” que otras. Laz 2 funciones eque utlliz=oremes para
desidrroilar el metodo gue considera el evror son las de BRK-1 y RAK2

(Donde RX-1 es tamblen llamado Fuler).
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que depende de |y] y por lo tantc es descable que la magnitud de
|0L|/|q| sea muy chico (sin importar la magnitud de |a.-L|). Para esto
es deseable tomar una referepcia "3" tal que |r-L]/|ql = y. Esta
referencia es llamada tolerancla (Tol). Es recemendable que 3 = 0.015
este valor ha sldo cebtenido por experimentacién. La figura {3.1)

1lustra lo anterior

De esta forma st 10L1/|1[l > 3 entonces rechazamos “h" ¥

recalculames uy redlante una "h" ajustadi

Existe una pequefin dificultad en cuanto a la obtencion de "4*, ya

gue no podemos  obtenerla con su real  magnitud,  sino selo una

aproximacion; sin embarpo podemos tratar de mejorar esa aproximacion,

wn " " o & " "oy . »-. demos t g T

tomande why tyoe inclusc Yoo ¥ Yora podemos entonces toma
= = 2 23 (4, 7 . De esta anera s o= 0 = ,
g = wt [$13 1(1;n¢h/ H Jnr:”ln/z” De esta manera sbowt >y
l}"/z. qn/l ¥ ‘In/Z son cero. Aun as:, especial culdado sera tomade en

caso de que wt = 0.

-
¢ (tge1. Tya)5EL

b LY L Y

yit}

Ptgen, Yy g laP2

|
)
1S jiea-rell/il vt d 1o
=¥ SE ACEPTA EL PASO

1

Y ey

Figura 3.1, - Rechazo o aceplaclon del tamafio de paso.
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2 -
y de aqui tenemos que [N 0(lk,qk)|/|utl =
2 2 a .~
|a"h o(tk.qk)|/|utf s | (qut;k)|/]wt[ sy
(1,2}

A O] s UGy )M s I (G )

En general:

= donde 68 = orden del error
( Cu iy )vt)

De aqui, tenemos que ¢l tamafio de paso "H' es supuestamente el
mayor paso posible, sin embargo, por efectos de aproximacién tal vez
se pase de ser el tamafo ideal a ser un paso mayor del requerido, por
ser una "H" calculada aproximadamente y no saberse si se encuentra en
la frontera o de que lado de ella por haberse calculado el limite
superior de “lI". Medlante la practica que se ha determinado que el
elemento ¥ sea multiplicado por .81, lo que equivaldria a obtener s/1o
de la supuesta "H® éplima; el slgniflcado de tomar una proporcion del
valer obtenido de "II" ¢s el de no creerle del todo (no se ha podido
obtener lo que serta la propercion éptima de "H", slin cmbarge en la

priactica esta proporeiéon de 9710 ha funcionadol}.
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3.3 DESCRIPCION DEL ALGORITMO DE PASO VARIABLE.

A continuacién se darda una deseripcién del algorilmo que
desarrollé basade en lo visto anteriormente. Esta descripcion pretende
explicar el procese que sc¢ llevara a cabo ordenadamente a partir de
los datos inlciales proporclonados par el usuarlo; despues ue darid el
listado del programa para continuar con una descripcién de cada
procedimiento; es decir, indicar que parte del algoritmo se encargard

de cada proceso.

El ulgoritmo inicla con los slgulentes puntos Indispensables:

~ Presentaclon del programa.

-~ Limpia de todas la variables.

- Reconoclimiento de las vondiclones del equipo en uso.

- Requerimiento al usuario de los parametros Iniclales to, 4/(Lol,
H tniclal, limite superior para "H* (sl se desea), nGmero de
partictones (si se desean), Las particlones consisten en la dlvision
del] intervalo r.-r.o en "N partes y presentar el valor
q(lu'k((L-tD)/n)) para k = 1, 2, ..., N-1, N; esto con la finalidad

de mostrar los movimlentos que y(t) hize durante el proceso.

Después de los anterlores movimientos, sv inicla un proceso que
construye “y{t)"; este proceso se repetird mientras el uswario desee
pedir mas y(t)'s para distintos valores de "t"; es asi que el proceso

llama al procedimiento que plde los elementos injciales al usuvario y
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continia asi con la construcciaon del nuevo y(t) estimado

El procedimlente de construccion  de  gi{t] continia  en

functonamicnto mientras no se cumplan alguna de 2 condiciones:

- El tamafic de paso requerido es muy chico; tanto, que es
considerado cero por el proceso.

- Se termind de generar y{t).

El procedimiento requiere de otrot procedimientos a los cuales
soliclta conforme los va requirienda. El proceso completo de creacidn
¥ prueba del paso es consliderada una iteracion; en cjemplos ejecutadoes
se requirlieron desde clentos hasta millones de iteraclones. Faclores
importantes que implican el numero de lteracionzs son la magnutud
t(—tal y la suavidad de la funcion (] o alguny de las funclones del
sistema. El factor principal es la suavidad de la fupcidn, ya que en
muchas ocaciones la "H" manipulada durante el procese es uUn numero

real muy chico. Por lo general este tipo de funclones es no estable.

EFl algoritmo funciona de la siguiente mancra:

A} bados los valores actuales tL, u(tLJ y “H" {la primera ve: que
se llama a esta opcién el valor LL e lgual a to). Para cada funcion
del sistema, se genera fL(lL,qL) mediunte la simple substltucién de
los valores LL Y 4 en la funcidn. A partir de cada fl.(lL.qL) y con

las funciones Runge Kutta de Srdenes 1 y 2, oblenemos los respectives
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valores aproximados de "¢" y "4'" reslando §’ -4 obtenemos el vector de
errores locales

B) Obtenemos [wr] en base a un promedic de magnltudes de "y

4'" para paso completo y medio paso. Iste promedio se delinia como:

fwrl={1/8) (Abs {YH2)+Abs (YTILDEHZ )+ 3 (Abs(Y) +Abs(YTILDE) ))

Este promedio da mayor ponderaclon a Y y Ytilde, los cuales son

de paso completo, mientras que YH2 y YtildeH2 representan a "yt v "y

puro con medlo paso.

C) Ahora generamos otro arregle, el de errores relatlves:
mediante (Errer Loealser)  pura cada elemento del slstema. Ensegulda
obtenemos la norma infinite de este arreglo; esta nerma nos da el
mayor elemente (considerando para todos su valor abselute), v a este
valor lo defintmos Erl = error local. Mediante una comparacién con la
tolerancia decidimos st ¢l paso es o no aceptado, esto se hace de la

slgulente manera:

S1 Erl = Tol = sc acepta ¢l lamafio de puso.

St Erl > Tal = sc rechaza el tamafio de paso.

D) St se acepto el tamafic de paso, cntonces lncrementamos tL de

la forma '.L I LLO H y se guardan los valores obtenldos de "y" y “H"

en el punto zceplado.
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E) Independientemente de si "H" fué o no aceptada se genera una
nueva "H". La generacién de "H" es un proceso que dependiendo del
valor {ErisTol} alarga o cncege "H" actomiticamenle. Mas adelante se
explicara este proceso detalladamente cuando se wvea el listado del

programa.

F) st LL <t (t es el punto en el eje T del cual se sellcita

4{t)} entonces regresamos al incise “A”.

G) si LL # t interpolamos para obtener g(t), ya que solo tenemos

q(tL) y u(LL - h) donde tL_" DN N LL

H} Termina el procediniento y se tmprimen los resultados.

Todo el mecanismo que se¢ dio requiere de varios procedimientos
individuales, los cuales desarrollan su parte con base en elementos ya
vistos y que ya han sldo explicudos. Estos procedimicentos seran
expllcados mis a detalle después de presentarse el llstado del
programa; cada uno de esos procesos proviene de distintos matertales y
aunque ¢l algoritmo anterfor parece muy simple, requlere en cada

proceso de detalles y consideraclenes a diversas problematicas.

Dentro del desarrollo de este proprama, exlste una gran cantlidad

de contadores y variahles que se cncargan'd': dar estades  del
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funcionamiente durante y después de la genecacion de y{t). Algunos de

eslos son:

- Contadares de pasos acepladns y rechizados.

- V¥ariable que reglstra el mayor tamafio de paso aceplade,
~ Pramedio de paso "H" (solo para pasos aceptados).

~ Tolerancla utilizada.

~ Halla de datos durante el paso de t.

E)l ditimo punto clitado, ci de la malla, consiste en presentar
para valores del cje "Y' les puntes separades a distancias lpuales

¥{L) donde LO = L. = t. El usuario decide cuantes puntoy desea,
A continuacion se presenta el diagrama de flujo del prograsa que

se acaba de describlr y que se presenta listado en su totalldad en ei

siguiente capitulo. Lus funciones presentadas son las principales.
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CRAPITULG 4

PROGRAMA DE EULER EXPLICITO CON PASO VARIABLE

A contlnuacidon se presenta un listado del programa, con una
explicacién del mismo abajo de cada procedimiento de importancia, con
el fin de explicar el funclonamiento de cada parte del programa;
después se explicara en forma general ¢l funcionamiente para que
aunado a la explicacién individual de las partes se comprenda ¢} total

del mismo.

Dentro del programa se manejé un formato distinte al rquz hemos
venldo utilizando, esto es, dada la ecuacidn:

§' o= L, oy, Uy s q“) en ¢l caso de un sistema, y por

1
razones de sippiificarian de formato en lugar de representar a “t*
como una varijable y a “"¢" come un arreglo, incluiremos a “t" denlro
del arreglo que conliene a las "y's". Esto, en lugar de significar que

representamos  vectorialmente a  “y'" implica un formato para

simplificar el desarrollo del programa.

4,1 AMBIENTE DEL PROGRAMA.

El programa se e¢labord en lenguaje Pascal, principalmente por

razones de precision, ya que las versiones actuales permlten utilizar

20 digitos utilizando el correspondiente co-procesador matematico
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8088, Nurante la ejccucién de este programa se utilizaron hasta 11
digitos yn que no se conté con el co-procesador, sin embargo una
pequeiia modificaclén a las declaraciones del programa y la instalacién
del co-procesador permitirdan mejorar la precisién sl se requiere.
Dentro del amblente necesario para ejecutar el programa estan la
memoria, de la cual el minimo es de 256k, computadora XT & AT con
sistema operativo MS-DOS version 3.0 ¢ mayor y Turbo Pascal version

4.0 o mayor.

4.2 PROGRAMA RK~-12 COMN PASO VARIABLE.

PROGRAM PASO_VARIABLE;
USES CRT,PRINTER:
CONST
ORDEN=2+ { PARAHETRO QUE DETERMIMA EL ORDEN DEL ERROR }
N=1; { TAMARO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES }
TOL=0.000001; { TOLERANCIA UTILIZADA }
TYPE
NODO=RECORD
Y0, Y1,FY1,FY2, YTILDE, ERROR: REAL
END;
AP="NODOZ;
NODO2=RECOGRD
MALLA: ARRAY[O. .Nj OF REAL;
COLA: AP

END:
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ARREGLO=ARRAY[0. N} OF NODO;
ARREGLO2=ARRAY[0..N] OF REAL;

ARREGLO3=ARRAY11..N] OF REAL;

YAR
GUARDAMALLA 1AP;
ERL, M, HINICIAL,
BETA, T, MATCHEPS,
HSUPERIOR,
HHAYORUTILIZADA,

TAHAN IODELINTERVALO,

PUNTOAESPERAR :REAL;

1, PASOSACEPTADOS,

PASOSRECHAZADOS tLONGINT;

VECTOR : ARREGLO;

ERLARRAY,

YH2, YTILDEK2 : ARREGLO3;

FY {ARRAY[1..N] OF REAL;

YOANT, VECTORARKADC,
GUARDADATOS :ARREGLOZ;

TERMINA, HHUYCHICA,

SELLEGOALTOPE :BOOLEAN;
FIN, PHEG, PREG2 +CHAR:
SIGNO + INTEGER;



{ LGS 2 PROCEDIMIENTOS SIGUIENTES REALIZAN CAMBIOS EN EL VIDED

PROCEGURE YIDEGNORHAL;
BEGIN
TEXTCOLOR(15);
TEXTBACKGROUND(O);

END;

PROCEDURE VIDEOINVERSD;
BEGIN
TEXTCOLDR(0);
TEXTBACKGROUND(15);

END;

PROCEDURE LEETYH;
VAR
PARTICIONES : INTEGER;
BEGIN

GLRSCR;
SIGHD: =1:
HMUYCHICA: sFALSE;
NEW(GUARDAMALLA);
GUARDAMALLA® . MALLA{O}1=0;
GUARDAMALLA™.COLA: =N1L;

SELLEGOALTOPE: =FALSE;
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s =VECTOR[0) ., YO;
FOR I:=1 TO 3 DO
WRITELN(" ')
WHILE T=VECTOR[C}.Y0 DO
BEGIN
V1DEONORMAL;
GOTOXY (WHEREX, WHEREY-1);
VRITE(’LINITE SUPERTOR DE T : ' );
VIDEOINVERSO;
WRITE(® ')
GOTOXY (WHEREX~3, WHEREY }
READLN(T);
END:
IF T<VECTOR[O0}.YO THEN
SIGNO: =-1;
H:=-1;
WRITELN(® ')
WHILE H<=0 DO
BEGIN
GOTOXY { WHEREX, WHEREY~1);
VIDEONORMAL;
WRITE('H INICIAL : ')
V1DEGINVERSO;
WRITE(' 'Y
GOTOXY (WHEREX~3 , WHEREY }:
READLN(H);

END;

. -5



PREG2:="N";
HMAYORUTILIZADA: =0;
VIDEONORMAL;
WRITELN(" *);
WRITE('DESEA LIMITE SUPERIOR PARA "H" ? (S/N) ');
VIDEOINVERSO;
WRITE(" ');
GOTOXY (WHEREX-1, WHEREY):
PREG2: =READKEY;
VIDEONORMAL;
HSUPERIOR: =0;
WRITELN(® *);
WRITELN(" ' );
IF UPCASE(PREGZ2)="S' THEN
WHILE NSUPERIOR<=H DO
BEGIN
VIDEONORMAL;
GOTOXY (WHEREX, WHEREY-1);
WRITE('DEME LIMITE SUPERIOR DE "H" : ');
WRITE(' R
GOTOXY (WHEREX-20, WHEREY );
VIDEQINVERSO;
WRITE(" ')
COTOXY (WHEREX-3, WHEREY ) ;
READLN (HSUPERIOR );
END

ELSE



HSUPERIOR: =1. 0E+38;
SITNICIAL: =H;
VIDEONORHAL;
WRITELH{® '):
PREG:='N';
WRITE('DESEA PARTICIONES 7 [S\N) :*);
VIDEOINVERSO;
WRITE(' ')
GOTOXY{VHEREX~-1, VHEREY );
PREG: =READKEY;
PREG: =UPCASE(PREG };
W IDEONORMAL;
WRITELN(® * )3 ' T
IF PREG='S’ THEN
BEGIN
WRITE{*PARTICIUNES DEL INTERVALO :');
VIDEQOINVERSG;
VRITE(" ')
GOTOXY(WHEREX-2, VHEREY J;
READLN(PARTICIONES )3
IF PARTICIONES<=1 THEN
PREG:=*N'
ELSE
BEGIN
TAMARTODEL INTERVALG: =ABS (T-VECTOR[ 0. YO}/ PARTICIONES;
PUNTOAESPEAAR: =VECTOR{ 0}, YO+STGNO« TAHANI ODELINTERVALO;

END;
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FOR 1:=0 TG N DO
GUARDADATOS(11:=VECTOR{11. YO;

{ GUARDADATOS H

-

Guarda los parametros iniciales de t0, }

y1{10), ..., ynltO) por si son reque- }

ridos nuevamente, eslo e¢s en el caso }

P

de que se de otro punlo "t" para eal- }

cular y(1) }

VRITELN(® '),

LEETYH;

END;

PROCEDURE FOY(Y: ARREGLOZ);

{ Yiol=To, Y{1}=Y1, .... YIN]=¥N }

BEGIN

FY{1}:=COS(Y{0])+10e{YE1])-SIN{Y[O]}): { AQUI VA EL SISTEMA }

END;

PROCEDURE. RK12;

BEGIN
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FDY (VECTORARMADO };
{ Genera la funcidn con los parametros conte-
{ nidos en vectorarmado, f{tkth,yk+hef{tk,yk));

{ Toma €1 valor de la funcién y lo pene en FY2

FOR I:=t1 TO N DO

VECTOR[I].FY2:=FY[I];

FOR 1:=1 TO N DO

WITH VECTOR[I] DO

BEGIN
YTILDENZ[1):2Y0+SIGNO®{H/%4)n{FY1+FY2);

{ Runge-Kutta de orden 2y medio paso}

YTILDE: =YO+SIGNGe (H/2) e (FY1+FY2);

Runge-Kutta de orden 2 }

ERROR: =YTILDE-Y1;

-

calculo del errar local }
END;

END; (» DEL PROCEDIMIENTO =)

FUNCTION NORMAINF:REAL;
VAR

NORMA: REAL;

AR: ARRAY[1. .N] OF REAL:
BEGIN

NORMA: =ABS (ERLARRAY[1}):

VB R

P



IF N>1 THEN

FOR 1:=2 TO N DO

1F ABS(ERLARRAY{I})>NORMA' THEN
NORMA: =ABS (ERLARRAY[11);

NORMA INF: =NORWA;

END; (s FIN DEL PRECEDIMIENTO NORMAINF %)

FUNCTION FUNCIONAELPASO: BOOLEAN;
VAR
WT: ARREGLO3;
{ En la variable WT calculamos la magnitud apro- }
{ ximada de "y" real mis que con exactitud, con la }
{ intencién de delerminar su tamafio y usarlo en la }
[

{ del error relativo., usande "y" y "y'" con pases }

{ hyhe2 }

BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
WITH VECTORII) DO
BEGIN
WTII]:={1/8)w(ABS(YTILDEHZ[I])}+ABS(YN2[1]}+
3# (ABS{YTILDE)+ABS(Y1)));
IF WT[I1=0 THEN ERLARRAY{I]:=ERROR
ELSE

ERLARRAY([T]:=ERROR/WT(I;
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END;
ERL: =NORMAINF;
IF ERL<=TOL THEN FUNCIONAELPASO:=TRUE
ELSE
BEGIN
FUNCIONAELPASO: =FALSE;
INC{PASOSRECHAZADOS ) ;
{ No funciona el paso, entonces incrementamos
{ el contador de pasos rechazades
END;

END;

PROCEDURE GENERAH:
BEGIN
IF ERL=0 THEN
BETA: =EXP({1/0RDEN)*LN(10* (TOL/MATCHEPS))}
ELSE
BETA: =EXP({1/0RDEN) LN (TOL/ERL));
H:=(9/10)sHeBETA;
IF H=0 THEN
HHUYCHICA: =TRUE;
IF H>HSUPERIOR THEN
BEGIN
H: =HSUPERIOR;

SELLEGOALTOPE: =TRUE;



GUARDAMALLA® .HALLA[I})
END
ELSE
IF DATO=2 THEN
BEGIN
FOR 1:=1 TO N DO
IF GUARDAMALLA®.HALLAIOQ]1<>0 THEN
IF (GUARDAMALLA".MALLA[1}>0.00000009} OR
(GUARDAMALLA".MALLA[ 1]<-0.00000009) THEN
BEGIN
WRITE(LST, "Y', 1:2, ' (", GUARDAMALLA® \MALLA{0]):11:8,"}: " );
WRITELN (GUARDAMALLA® .MALLA[1):11:8);
END
ELSE
BEGIN
VRITE(LST, "Y', 1:2, ' (", GUARDAMALLA" . MALLA{0):11:8," ) )3
WRITELN{GUARDAMALLA® . HALLALI1)
END;
END;
IF GUARDAMALLA*.COLA<>NIL THEN
THPRIHEMALLA(GUARDAMALLA*. COLA, DATO);

END;

PROCEDURE INPRIMERESULTADOS;
VAR

TERM, RESPUESTA: CHAR;
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IF PREG='S’' THEN

IHPRIKEMALLA(GUARDAMALLA, 1)

ELSE

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN
1F (VECTOR([1].Y1>0. 00000009} OR
{VECTOR[1}.Y1<-0.0000000%) THEN
WRITE('Y (*,1,°): ',VECTOR{I).¥1:11:8)
ELSE WRITE('Y (*,1,"): ' ,VECTOR{I].¥1):
IF I<N THEN WRITELN(',') ELSE WRITELN(® *):

END;

VRITELN('H INICIAL : °,HINICIAL:11:8);

WRITELN{’H MAYOR UTILIZADA : ' HHMAYORUTILIZADA:11:8);
IF UPCASE(PREG2)='S" THEN
1¥ SELLEGOALTOPE THEN
WRITELN('SE LLEGO A LA H TOPE : *,HNSUPERIOR:11:8)
ELSE
HWRITELN('NO SE REQUIRIO H TOPE ',HSUPERIOR:11:8);
IF {((T-GUARDADATOS[01)/PASOSACEPTADOS)>0. 00000009)
OR (((T-GUARDADATOS[01)/PASOSACEPTADOS }<-0.00000009) THEN
BEGIN
VRITE(' PROMEDIO DE PASO H : ')
WRITELN{ (ABS(T~GUARDADATOS{0] }/PASOSACEFTADOS): 11:8);
END

ELSE
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BEGIN

WRITE{ PROMEDIO DE PASO K : ');
WRITELN(ABS(T-GUARDADATOS [0] ) /PASOSACEPTADOS )

END;

WRITELN('TOLERANCIA : *,TOL:11: 8);

WRITELN('# DE PASOS ACEPTADOS : ', PASOSACEPTADOS):
VRITELN('# DE PASOS RECHAZADOS : ', PASOSRECHAZADOS);
WRITE('# TOTAL DE PASOS : ');
WRITELN{PASOSACEPTADOS+PASOSRECHAZADOS ) ;

WRITELN{'

WRITELN(® *};

END;

IF UPCASE(RESPUESTA)="1" THEN
BEGIR

FOR 1:=1 TO 3 DO
WRITELN(LST,® *);
WRITELN(LST, T INICIAL : *,GUARDADATOS{0]);
WRITELN{LST,’CON VALORES DE Y :');
FOR 1:=1 TO N DO
WRITE(LST,'Y',1:2,' (' ,GUARDADATOSIO]:11:8,") : ')y
WRITE(LST,GUARDADATOS[11};
VRITELN(LST, 'EN EL PUNTO T= °,T:11:8);
1F PREG="S' THEN
IMPRIMEMALLA(GUARDAMALLA, 2)

ELSE
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FOR I:=1 TO N DO

BEGIN
IF (VECTOR[I].Y1>0.00000009) OR
(VECTOR{I].Y¥1<~0,00000009) THEN
HRITE(LST,'Y (', I1,"): ', VEGTOR{1].Y1:11:8)
ELSE WRITE(LST,’Y (',I,"): ' ,VECTOR[1}.Y1);
IF I<N THEN WRITELH(LST,',")
ELSE
WRITELN(LST," ');

END;

WRITELN(LST, 'l INICIAL : ', HINICIAL:11:8);

WRITELN(LST, 'H MAYOR UTILIZADA : ', HMAYORUTILIZADA:11:8);
1F UPCASE(PREGZ)="S" THEN

1F SELLEGOALTOPE THEN

WRITELN(LST,'SE LLEGO A LA H TOPE : ', HSUPERIOR:11:8)
ELSE

WRITELN(LST, 'NO SE REQUIRIO H TOPE *,HSUPERIOR:11:8);

IF (((T-GUARDADATOS(©0])}/PASOSACEPTADOS )>0. 00000009)

OR {{{T-GUARDADATOS[0])/PASOSACEFTADOS }<-0.00000009) THEN
BEGIN

WRITE(LST, 'PROMEDIO DE PASO H : °);

WRITELN(LST, (ABS(T-GUARDADATOS|{0])/PASOSACEPTADOS):11:8):
END

ELSE

BEGIN

WRITE(LST, 'PROHEDIO DE PASO H : ');
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WRITELN(ABS (T-GUARDADATOS{0})/PASOSACEPTADOS);
END;
WRITELN(LST, 'TOLERANCIA : °,ToL:11:8);
WRITELN(LST, '# DE PASOS ACEPTADOS : °,PASOSACEPTADOS);
WRITELN(LST,'# DE PASOS RECHAZADOS : ', PASOSRECHAZADOS);
HRITE(LST, '# TOTAL DE PASOS : ');

WRITELN(LST, PASOSACEPTADOS +PASOSRECHAZADOS ) 5

WRITELN(LST, ' 'Y
WRITELN(LST," '};

WRITELN{LST, " ");

WRITELN(® ')

WRITELN(' '):

WRITE{' PULSE CUALQUIER TECLA PARA TERMINAR ...');

TERM: =READKEY;

END;

END: (» FIN DEL PROCEDIMIENTO IMPRIMERESULTADOS®H)

PROCEDURE RED{GUARDATHPRESION: AP);
BEGIN
GUARDATHPRES10N . HALLA[0]: =PUNTOAESPERAR;
FOR I:=1 TO N DO
GUARDAIMPRESION “. HALLAL1): =INTERPOLA(YOANT(O],
VECTOR[03. Y0, YOART[1],VEGTOR( I1. Y1, PUNTOAESPERAR);
PUNTOAESPERAR: =PUNTOAESPERAR+SIGNO® TAHANIODELINTERYALO;

* NEW{GUARDAIMPRES ION".COLA);
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IF FUNCIONAELPASO THEN
BEGIN
IF HMAYORUTILIZADACH THEN
HMAYORUTILIZADA: =H;
FOR 1:=0 TO N DO
YOANT{1):=VECTOR[I).YO;
VECTOR[O1. YO: =VECTOR(0]. YO+SICNOsH;
FOR I:=1 TO N DO
VECTOR{I].Y0:=VECTOR[T}.Y};
INC(PASOSACEPTADOS);
{ 81 funciona el paso, entonces incremen- }

{ tamos ¢l contador de pasos aceptados }

END;
GENERAH;
IF (PREG="S') AND (ABS{PUNTOAESPERAR)}<=ABS{VECTOR{0]).Y0)} OR
{ABS(VECTOR{0].Y0) >= ABS(T) THEN
HANDANODOSIGUENTEALARED{GUARDAMALLA);
END;
IF PREG = *S" THEM
WHILE ABS{PUNTOAESPERAR) < = ABS(T) DO
HANDANODOS IGUIENTEALARED(GUARDAMALLA ) ;
IF {T<>VECTOR{O].Y0} AND (MOT{HMUYCHICA))} AND (PREG='N') THEN
FOR 1:=1 TO N DO
VECTOR{I].Y1:=INTERPOLA(YOANTIO],

VECTOR{0). YO, YOANT( 1], VECTOR[I].Y1,T};
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IF NOT(HMUYCHICA) THEN
IHPRIMERESULTADOS
ELSE
BEGIN
CLRSCR;
GOTOXY(1,10);
SOUND(1500);
VIDEOTINYERSO;
VRITE(' Lo siento, proceso interrumpido ');
VIDEONORHAL;
WRITELN;
YIDEOIKNVERSO;
WRITE(' por requerirse H<' matcheps):
WRITE(' (epsilon de 1a maguina) ');
VIDEONORMAL;
DELAY(1500);
NOSOUND;
READLN;

END;

END; . {® DEL PROCEDIMIENTG PRINCIPAL »}

PROCEDURE EPSILON;
VAR

EPSPDS, EFSANT: REAL;
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BEGIN
EPSP0S: =1,
WHILE EPSPOS<>0 DO
BEGIN
EPSANT: =EPSPOS;
EPSPOS: =EPSP0S/10;
IF EPSPOS =0 THEN
MATCHEPS: =EPSANT;
END;

END; { FIN DEL PROCEDIMIENTO EPSILON }

BEGIN (s PROGRAMA PRINCIPAL #)

INICIAL;
TERKINA: =FALSE;
EPSILON;
WHILE NOT{TERMINA) DO
BEGIN
PASOSACEPTADOS: =0;
{ inicializamos en ccro los contadores dec }
PASOSRECHAZADOS: =0;
{ pasos aceptados y pasos rechazados }
PRINCIPAL;
WRITELN(" ');
TERHINA: =TRUE;

WRITE(®DESEAS OBTENER OTRO PUNTO ? (S/N}: ');
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nenor que Lo' Gracias a esta, a partir de q(t°'$ podenos buscar q(tj) y
. P =
q(tll donde Ll ] tc = (y
Al prineciple, con la declaraclon de las censtantes, se encuentra
la linea Tol = .00C00t la cual es la ya menclonada lelerancla; esto
es, cuanda calculamos 1uL{/]q( para saber sl debemos aceplar el tamaho
del paso requerimos due la magnitud obtenida sea menor a  una

toleranclia predeterminada.

A contlnuacidn se dard una explicacion general del funclonamiento
del programa, para finallzar con una explicacian mis detallada de cada
procedimiento del mismo, donde se explica el porque de cada funcién y

como se resuclven clertos probleras.

El programa esta estructurado eon procedimientos individuales, los
cuales realizan actividades especificns; unas de estas actlvidades son
de recopllacion de dates del usuario, como tamaho inlcial del paso,
punto donde sc desen calcular la aproximaclén, numero de particlones

requer idas del iniervalo, etc.

Dtros procedimientos se encargan de controilar ¢} wvideo, colecar
los elementos ordenados en 1a pantalla y de reconocer las condleiones
en 1as que se trabaja (Hatcheps). El programa principal se encarga de
adminlsirar cada procediniente vy dentrto de cada uno de estos se [laman

unos a olros de acuerda a las necesldades y situaclones.
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El papel primordial del progrima s, mediante datos
preestablecidos y que solo pueden ser modificados recscribiendo en las
respectivas lineas del programa, calcular la aproximacion de y(t) dado
un punte del cje t. Uno de los puntes presstablecides anteriores es la
linca donde sc encuentra la funcion (procedimiento FDYI. Esta funcion

es una ecuacion diferencial o stutema de ecurxcienes diferenclales; mas

adelante cuando ge explique en detalle el funclomamiente de este

procedimiento, se explicard la forma en gue se deberd de modifiear.

Durante el proceso se hacen diverses cialeulos, en los gur podria
haber dificultades, por lo gue se han agregado procesos que busean
evilat estos problemas que podrian consistir en divisienes sobre cero
o perdida de avance en los pasos por limitantes eo la cantldad de
digitos por la computadora. Por otra parte, se «iiminé el pasar
valtores de variubles por parfoeetro a los procedimientos, ya que esto
provocaba un lncremento excusivo en ¢l tiempa de ojecuclen. Es por

esta razén que muchas varlable son globalen,

Un punto muy importante consiste en la prescntacién de datos
obtenidos durante y al final del procceso respecto al resultado le cual
nos da una vision muy Importante de la obtencién de ¢(t), estos datos
son, el numero de pasos aceptados v rechazados, tolerancia utilizada,
tamafio de pase mis gronde aceptado, promedio de pute, ete; ademas de
la presentacion (41 <o requirld al principlo del programal de una
malla de dates, es declr, ¢l avance reglstrado de 4{t) para puntos
anteriores a “t" (el himero de puntos, separados a distanclas iguales

se sollctta al principlo del programa sj se acepta la opcién).
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Si recordamos cuando obtuvimoes la regién de estabilidad, entonces

- nos daremos cuenta que, para que la funcidn se encuentre dentro de la
region de estabilidad, es necesario que el tamano de paso no salga de
un clerto rango; para esto el programa presenta una opelén en la que
no permite que, dado el valor de una “h", los valores de esta no sean
mayores y en caso de que el programa tuviera la oportunidad de
hacerle, un procese mantendria el tamafio de la “h" en el tope
sollicitado mientras ese tamafic de "h" fuera aceptado como tamafio de

paso.

La parte primordial del programa, considera 2 puntos importantes:

1) Ajuste del tamafio de paso.

2) Calculo del error de paso.

Ambos puntos ya han sido explicades y se encuentran ligades, ya
que con el caleulo del error local (error de pasel oblenemss el error
relativo y mediante la toleruncia decldimos sl se acepta o no el paso
y se crea el nuevo paso sin Importar si fue o no aceptado (este paso
se ajusta automaticamente respecto al resultado anterior). El proceso
de alargamliento y cncogimiento del paso es un proceso que se explicard

cuande tratemos ¢l procedimiento “Grnerafl™.

El programa principal se encarga de mantener el programa

funcionando mientras el usuario tenga mas datos que pedir; Ademis de
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entrada poner a funcionar el procedimiento ¢psilon, ¢l cual se encarga
de averliguar cual es el nlmero mas  pequefic  manejable por 1la

computadora que se ostd usande. F ultimo o hace mediante el

sencillo proceso de encoger un numere  inicial  hastas  que  este

desaparezca; de esta manera el atmero apterier a este devaneoimiente
sera ol mis pequefio. Mas adelante un process se encarpard de evitar

que el programa continge si Ya "h" reguerida es mids pequena que ol

minimo disponible llamado Matchoeps.

Otro gproceso importante del programa principal se encarga de
guardar los datos iniciales (valores Lu‘ l[‘(l(‘) para toda "i" del
sistema) para volverlos a ulllizar sin solicltarles otra vez ul son

requeridos para caleular etro punto “t*

El procedimients "Leetyh™ plde los datos principales requeridos

come tamafio iniclal de "h", punto {del cual se ohtendrd y{t)},
limite super'mr// para “h" (sl se deseal}, nimero de particlones (sl se
desea). Este procedimlento vuelve a utilizarse cada vez que se desea
pedir otro y(t), a diferencia del procedimiento “inicial” w)] cual plde

una sola vez "Lo" v '/“u) ya sea para ecuacion difvrencial o sistema

de ccuaclones diferenciales.

El procedimiento "FDY" requlere pardametros de entrada los cuales

son los valores "L" y "g" de las "n" dimenslones del sistema y que

serviran a este procedimiento para construtr f{t,y4).

Suponiendo que tenemos un sistema con funclones:
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adelante, en otro procedimiento se hara uso de estas  “y's"
adicionales; la razdn principal es la de evitar caer en magnitudes de
cera al tratar de oblencr una Sq,} que mds que de precision se requicere

en magnitud.

El 0ltimo paso conslste en cialeular el error nedlante o
diferencia de los 2 métodos "y’ -4". Esta diferencls, como ya e vig en

log cdleules anteriores es una aproximaclon del error local.

Una opelon impoertants que se puede tomar es ta de modlficar las

cateulan "yt oy "y’ eutas actualeente seon  las

lineas donde ¢

aproximaciones per Runpe-futta 1y Runge-Katta I, pero pedrisn ser
RK-23 & RN-34, cte u atres metodos distintos de Runpe-Kutta pero de
grades distintos. ¥n eote tratajo se utilizaron solamente BK-12 para
mostrar que con ol BE mas sencillo se obtienen buenos resultados por
una

1a eslructura del proc de este programa,  ya que este na ew

busqueda de una aproximacian medionte un métodn RK de "= ~tapas, slno

que va mas allay es una metodelogia para calcular wsa aproximaclén

tomande en cuenta limitantes como suavidad de la funcién y precision

el método para calcular las "y . Ndnese Runge-Kutta, Tayler o cual
fuere. St =e llegaran a modificar las funclones “ytilde" & “y", es

4 nl valer de la funcién de

necesartn camblar la constante "Glob

mayor orden ya sea "ytilde” & "¢ (global e ol orden del errvor).
"Hormalnf” es un procedimlento que solamente da la norma infinito
de todos los valores que se encdentren en ¢l arregle "Erlarray". Este

procedimiento que en el lenguaje de programacién utilizado se 1lama
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realmente funclén, devuelve la magnitud del valor mis grande de los
valores de cse arreglo. Esta funclon es de ulilidad cuando tratamos el

error relativo para sistemas de ecuaciones difervnciates (N > 1),

La funclén “funclonaelpaso™ es un proceso que nos devuelve un
valor booleano, el cual depende de sl es aceptada o no la "R
propuesta. Esto se realiza de la sigulente manera; en el arreplo wr,
calculamos "4" (como ya se menciond) mas que con precigion, con
1a Intencién de determinar una magnitud, yn que con esta y el error
local, obtenemos el error relative. En caso de que la magnitud de wr

sea cero tomaremos como ¢rror relativo al error local ya que slendo

Jur} = 0 ¢l error local nos dice mucho sobre la precisién obtenida.

Realmente ©s muy complicade que fBwrl sea cero, ya que para
aproximarlo hemos utillzado un "promedlo” en ¢l que requerimos “¢" y
“ytilde" de paso completo y ademas de medio paso. Para obtencr una
magnitud de estos cualro, se¢ le dié mayor prso @ los de paso completo,
siendo este peso 3 veces mayor que =l que sc le dié a los de medio

paso, quedando Jut} de la siguiente forma:

fur] = (1/8)EAbs(ym’ ) + Abslyml + Abu(3y') + Abs(3y))

Donde ym y ym’ son y ¥y y' pero con medlo paso.

Este funcién termina comparande tolerancia con el ecrror relativo

mas grande y revisa que osté en el rango para aceptar el paso
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El sigulente procedimlento, "Generall es quien, a partir de si se
aceptd o no el tamafic de "H" propuesto por ultima vez, alarga o encoge
"H". Como ya habiames visto, la formula de "H" implica una division,
{Tol/Erl} dende Erl = Error relative; si no se agepté el paso

anterior, implica:

Erl » Tol = (Tol/Erl) < 1 . El pase siguiente crecera.

Peroc s1 Ert s Tol » (Tol/Erl) s 1 .« El paso se reduce.

Todo esto es debido a que Beta = Sqri{Tols/Erl) y como
H:={9/10}lBata entonces ul alargamiento o encogimicnto de “"H' es

automatico dependiendo del valor de {Tol/Er}).

En case de que el error relative (Erl) sea cere, se dn a Erl el
valoer minime manejable por la computad-ota y despues de la divislén

(Tot/Er1) se multiplico por "10" para compensar lo que se diaé a Erl.

Aunque ya sc sefalé que es convenlente tomar (9s10) del valor de
"H" por razones de¢ frontera, cabe tambien sefialar que sl tomamos el
tamafo completo de "H", podria ser que aumentara ¢l nimero de pasos
rechazados, y aungque al final obtendriamos ¢] mismo resultado de

"yle)", el costo seria mas alto.

Este procese realiza la generacion de 1a nueva "H" dependiende de

el orden del errer, el cual se didé como wvalor a la constante

“Global=2": Esto es debido a que la fésmula para desarrollar “H®
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requiere de la ralz n-esima. Es necesarlo que la constante “Global”

tenga el valor del orden que se planea generar.

Al dar una "H" iniclal, st esta no es de tamafio adecuado f{es
decir, se rechaza como tamafo de paso), entonces inmediatamente es
ajustada al tamafo necesarlo; la diferencia entre dar una "H" Iniclal
de tamafo adecuado y otro Incorrecte, implica solo un incremento en el
contador de pasos rechazados; el proceso que genera "I no solo encoge
"ii*, sino que lo hace a una proporcién adecuadn, de tal manera que es
muy dificil que el proceso de rechazo del paso se repita 2 veces

seguidas.

Un procedimiento se encargara de interpolar linealmente; esta es
la funcién “Interpota”, ya que el tamafio de “"H" no esta
predeterminado, es casi imposible terminar exactimenle en el punto
“t", por lo que esta funcién se encargara de determinar y{t) medlante
los valores de los 4 puntos, l-a, t+k, glt-u), y(t+x), donde
t-a = t s tex. El resultado obtenido es el unico valor que devuclve.
Este procedimiento se encarga de interpolar para cada ecuackén

del sistema.

“Imprimemalla” se encarga de imprimir la “malla” de resultados
del intervalo (qtto), ¢(t}). Otro procedimiento que imprime es
"Imprimeresultados”, que Imprime ademds de los resultados obtenidos,
una serle de datos (ya mencionades) que sirven para sefalar el trabajo

que se requirté durante el proceso. Una opcidn al intclo de este
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proceso, pregunta por el destino soliclitado de estos datos (pantalla o

impresoral.

Otros 2 procesos, “"red" y "mandanodosiguientealared” son proceses
que se encargan de obtener los datos que imprimira “lmprimemalla”.
Estos son procesos que no Intcerfleren con resultades relevantes; sin
embargo, los elementos de 1a malla de datos nos muestran la forma de

crecimiento de g{t} calculado.

El progedimients final se llama “"PFrinclpal™ y bace ¢l papel
de administrar los procedimientos anteriores; este  es, traba ja
mientras no s llegue a "t", checando que la "H" requerida no sea
cerp, checa que funcione el paso, incrementa diversos contadores,
vigila que "H" ha sido la mas grande utilizada; arma los clementos de
la malla {lo que equivale a gencrar (L} para varios puntos "t"), ¢
interpola si no se cae en el punte exa-to "t” del intervalo. Si hay
algun problema o se termina de pgenerar "y(t)” termina el proceso. Un
proceso adaptado n este procedimiento e¢s el de recorrimiento de la
“t"; este proceso visualiza en la pantalla en que punto del ele “tL" se
encuentra el programa, para que de esta manera, ¢l usvario se de

cuenta de la velocldad a Ia que se esta construyendo el punto,

Esta ha sido una expltcacion sobre los procesos indlviduales del
programa que  sin duda  puede wmejorar modiflicande las funcloenes
generadoras de "¢(t)", al onrdun que se desee, para obtener tambien una

me jor aproxlimacidén del error local.
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Un punto importante del ajuste de paso, conslste en que una
funcién puede ser suave ep algunas partes, mientras que en otras puede
volverse poco estable; con esto el ajuste automitico de paso permite
adaptar ¢t tamofio de "H" a las necesldades de 1a funclén; con algunas
funciones avanzaremos muche mis raplde y con otras el proceso sera
lento o muy lento (dependiendo ademis de las caracteristicas de la

computadora en usoj.

A continuaclén se da un breviarto de las lineas que deberan ser
cambladas eon caseo de que se requlera resolver sistemas de ecuaclones

distintos,

Dentro de las primeras lincas del listade tenemos los conslantes
“Orden", "N” y “"Tol". "Tol" es la tolerancla que se va a requerir
respecto del error retativo para condicionar la aceptacion o rechazo
del tamafio de paso "H'. "Orden" es ¢l arden del error que se va a
estimar, es decir, es el miximo del orden de los 2 métodos de
estimaclén en uso (y° vy y). “"H' es la dimension del sistema de

ecuaciones diferenclales que se esta usando.

En el procedimiento FDY esta la linea FY donde va el glstema
requeride  (ya se explicéd comn substituirlal. Finalmente, en el

o W

procedimiento RK-12 estan los 2 métodus "y y "y con los que se van
a caleular y{t) y el error local. Estas ecuaclones se encuentran en

las lincas que cmpiezan con:
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Yi:= (4 con paso completo)

YH2(1]:= (y con medio paso)
YTILDEH2(I}:= {4 tilde con medlo paso)
YTILDE: = {4 tilde con paso completa}
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en un punto de una ecuacién diferencial se debe a que no se tlene Ja
solucién analitica). Es por esto que los teoremas de existencla y
unicidad y el Intervalo de establlidad nos seran utiles para saber que

podemos csperar de nuestros resultades.

Con estus pruebas, ademds de los resultados obtenidos del caleulo
de las ecuaciones diferenciales, nos  daremns cuenta de 1a
conflablilidad del programa y de que tanto cenfilar en los resultados

obtentdos numérlicamente.

En este trabajo no se presentan resultados con sistemas de
ecuaclones diferenciates, ya que implica el mismo trabajo que se
reallza para las que estamos utilizando; sin embarjo se reallzaron
pruebas con sistemas (cuyes resultados ne presentaremos aqul por ne
tratarse de esto cl preseate trabaje) y se liegd a resultados
similares. El proceso obvlamente es mias tardado, pero fgual de

preciso.

Para las 3 ecuaclones diferenciales de esle trabajo, se calculd
4(1), pero modificando en las 2 primeras ecuaclones el parametro
variable "A", el cual dependiendo de su signo impllca establlidad o
inestablilidad en la funclon. Con ecuto . veremos graflcamente, al
terminar la sigulente prueba, que comportamiente sliguen los errores
local y glebal taunta de la ecuacién estable comn de la inestable, a
fin de ver que esperamos al obtenmer estimaciones de y(t} para "t tal
que |L-'.°| es grande. A contipuacion se muestran los desarrollos que

nos permitiran interpretar los resultados que nos dara el programa,



" 5.2 REGION DE ESTABILIDAD, EXISTENCIA YV UNICIDAD PARA LAS ECUACIONES

DIFERENCIALES DE EJEMPLO.

Empezando con existencia y unlcidad, tenemos gue para la ecuaclén

y" =y y wedlante Llpschitz:

Ay - aqf =Lty - 5]

MMy =gl stjy - 30 = A=t

Lo anterlor nog dice que dado e] valor de A, basta con que L sea
cualqulier rteal mayor © igual. Con eslo demestramos que esta ecuacién
difercncial tienc solucion para tedo A € R (independientemente de que
sea estable o no).

En el caso de la ecuacion

' = cos(t) + Ay - sen(t}), esta es continua para todo t € R.

Ahora, ltenemos utilizando el sepundo tearema

el =12 l=u

Y aqui se cumple lo mismo que en el problema anterior, csto es,

A s M
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Entonces la ecuacién diferencial tiene soluclén y esta es unica.

2

El ultimo caso es cl de y' = et . de donde tenemos, dado que
esta funclon es continua respecto a "t* v t € R
il’y{ =0 = M . M es cualquler real positive, con 1o que se

cunple el segundo teorema significando esto que 1a solucien existe y

es dnlca para tode t € R.

Ahora que sabemos que las 3 ccuaciones diferenclales anteriores
ttenen sclucldén, se procederd a obtener su regidén de estabilidad

absoluta,

Eh nuestros 2 ¢asns particulares :

y' = Ay = f(t,y) tenemos di/dy = A

' = cos(t) + aly=sen(t}) = F(L,4) y de aqui tenemos:

df 7dy = A . para ambas se requiere |1 + ah| =1

Cuando utilizames X = 1 tenemos :

] t+h] 51 esdecir izt 4Rl
121 +h a -2sh y h=0

-2 shs=s0



Fere si utllizamos A = -1 tenemos:

J1-n}s1 “ls1-hs=1 i-hst
h-1=1 11 +h
h =2 0O sh
0 =hs2

Para el ¢aso on que X = -1 tenemos que ¢l rango requeride [(0,2]

es telalivamenhte amplio, mientras que para A = -1 nos encontramos

ante una slituaclén dificil, ya que, para mantener el método numérice
en la regién de estabilidad, "h" debe ser negatlva o nula, lo cual es

{mposible. Esto Implica que la ecuaclion y'=¢ slempre se encentrari

{sln importar cl tamafio de “h"} fuera de la regléon de estabilidad,

Cuando incrementamos el pardmetro "A" npuestro Intervalo de

estabilidad disminuye, es declr, para ' = -104 tenemos;
[t-10n} = 1 -2 = -10h 2 0
-1 s 1-10h = 1 1/5 =z h =0

En este caso la region de estabilldad se reduce, pero ain es lo
sufucientemente grande, ya que pary 0 s h < 1/5 es muy difictl

sallrnos del rango.

Fste rango es el mismo para 4' = cos{t) + A{y - sen(t)), ya que

para:

]l-hfy(L,B)] =1 donde f{1,8) =2



- Myu.ml = |1 = ua} 51

En general:

Sea ' = Ay f1 = ah] =1 para & s O renomoe gue o
1 +#dh =} Ah =0 5 t hs0
_‘_2
Finalmente para ¢'s ¢ obtendremes su reglén de establlidad:
_LZ
f1 - nfy(t./s){ El flty) =e
L33 =0 a4 1L +0Dh | =1 . esestable YheR

S. 3 RESULTADOS OBTENIDOS Y COHCLUSIONES.

Para la funcidn y' = Ay can y{0)=0 se caleculd y{1) y sc utilizé

A =1, -1, 10, -1¢, 22 y ~22 y los resultados oblenldos fueron los

sigulentes;
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FUNCION: Y[1]

T INICIAL : O

CON VALORES DE Y

Y¥1(0) : 1

EN EL PUNTO T= 1

¥1{ 0.1): 1.10510093

Yi{ 0.2): 1.221247TT1

Yi{ 0.3); 1,34960156

Yi( 0.4); 1.49144556

Yi{ .5): 1.64819730

Yi( 0.6): 1.82142397

Yi{ 0.7}): 2.01285653

Yi{ 0.8): 2.22440922

¥1( 0.9} 2.45819564

¥1{ 1.0):  2.71655389

H OINICIAL :  0.001

1i MAYOR UTILIZADA : 0.0012735
PROMEDIO DE PASO H : 0.00127226
TOLERANCIA :  0.000001

# DE PASOS ACEPTADOS : 786
# DE PASOS RECHAZADOS : O

# TOTAL DE PASOS : 786

VYalor Real = 2.7182818
Error = 0.001728

Erl = 0.0006357



FUNCION: -Y{1}

T INICIAL : 0

CON VALORES DE Y

Yi(0} : 1

EN EL PUNTO T= 1

¥i{ 0.1): D.90478005

¥i{ 6.2): 0.81862680

Y1{ 0.3} 0.74067688

Y1{ 0.4): 0.67014960

Yi{ 0.5): 0.60633782

Ytl 0.6): 0.54860218

YI{ 0.7):  0.49636424

¥Yil 0.8): 0.44910029

¥l 0.9): 0,40633692

¥1{ 1.0): 0.36764545

H INICIAL : 0.C01

H MAYOR UTILIZADA :  0.00127224
PROMEDIO DE PASO B :  0.00127065
TOLERANCIA :  0.0000601

# DE PASOS ACEPTADOS : 787
# DE PASOS RECHAZADOS ¢ O

# TOTAL DE PASOS : 787

Valor Real = 0.2678794
Error = 0.000234

Erl = 0.000636!
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FUNCION: 10¥{1}

T INICIAL : O

CON VALORES DE Y :
Y1(0) = 1

EN EL PUNTO T= 1

Yi{ 0.1} 2.71655336
¥1{ 0.2):  7.37966155
Y1l 0.3): 20.04724089
Y1( G.4): 54.45938519
Y10 0,5): 147, 94181626

Y14 0.6): 401.89181270

YL 0.7): 1091,76038620

Y1{ 0.8): 2965.82462050

Y1{ 0.9): S056.81978660

Y1( 1.0}: 21886. 77993300

B IRICIAL = 0.001

B MAYOR UTILIZADA : 0.00012784
PROMEDIO DE BASO M :  0.00012734
TOLERANCIA :  0.000001

4 DE PASOS ACEPTADOS : 7853

# DE PASOS RECHAZADOS : 1

# TOTAL DE PASOS : 7854

Valor Real = 22026.466

Error = 139,687

Erl = 0.0063118



FURCION: 22v(1]

T INICIAL : O

CON VALORES DE Y

Y1(0) :

1

EN EL PUNTO T= !

Yi{
vi{
Yi(
Yi({
Yi(
Yi(
Y1t
Y1(
YI(

YI(

H INICTAL

H MAYOR UTILIZADA

0.1):
0.2):
0.3):
0.4):
0.5):
0.6):
0.7):
0.8):

0.9}

1.0):

9.01239211
81, 22318137
732.01514452
©597,2052724
54456. 59747
535846, 00557
4829253. 8791
43523117.572
392247352, 46
3535086086, 3

: 0.001

PROMEDIO DE PASO H :

TOLERANCIA

0. 600001

# DE PASOS ACEPTADOS

# DE PASOS RECHAZADOS :

# TOTAL DE PASOS

0., 00005841

17277

Valor Real

= 3,584,912, 816

Error = 49,826,760

Erl = 0.01389%
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De acuerdo a los lcorcmas de existencia y unicidad utilizados,
esta ceuacion diferencial tiene solucion; situacidén que conoclomos de
antemanoe por conocer la soluclon analitica. La Onica razém por la que

se utilizo esta prueba fué la de cjemplificar.

Medlonte el intervalo de establlidad nos damos cuenta que para
A > 0 encontrarcmos desestabilidad,  principalmente  para valores
grandes de A; mientras que para A < U tendremos estabjlidad si no

damos valores |A| muy altos.

Como o5 requerido O = h = 2 para A = -}, te.nr:mos una amplla
libertad para mover "h”, esto es, no requeriaos poner un tope porque
la "h" mayor utilizada nunca fué ni de cerca parecida al limite
aceptado (de hecho nunca se utilizé en el programa la opclon que evita

que se rebase este limlte ya que no fué necesario).

En los casos para A = -1, -10 y -22 se esperan buenos resuyllados.
Mientras A es mayer, el range de "h" es menor; sin embarge, para cstes
tres valores de "A" no hay problema por no reducirse este rango

rapidamente.

De los resultados obtenidos podemos observar que los errores
relatives son muy chicos, sin embarpo el error resultado de la
diferencia entre el valor real y el estimade nos da una diferencia muy
marcada entre les "A" posltivos y los negalivos, aunque se requirio
aproximadamente igual nimero de pasos para las funclones 4* = ,\lq y

4' = Ay cuando |7\1] = |12|4
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Una cantidad muy grande de pasos requerldes. implica mayor
dificultad para obtener el minime error local requerido, lo que seria
abservado st modificaramos la !olerancia, ya que, a mayor exigencia en
la precision ol tamafio do paso promedio seria wenor

(independientemente de si este  fuera recharzade o no),

Hugamos ahora una suposiclién con respecto al numero de pasos
requeridos y la tolerancin: tomando el supuesto de que el error en

cada uno de los “h" pasos fue de la magnitud de la tolerancia, tenemos
ast que ¢l error local acumulade debide Al error maximo on la
totalidad de pasos efectuados es = (# de pasos aceptados multiplicado
por la tolerancial. En ¢l caso de e¢sta primera funclén ¢' = Ay, se
abserva que el error local obtenido, para toda “a" utillzada, no es
mayor a esa cantidad, aunque no sca estable. Esto nos habla de un
control en ¢l error local por medio de 1n lolerancia, Podemos mejorar,
entonces, el resultade, pero sole hasta un clerto grado, ya que al ser
mis estrictos en la tolerancia estamos propiciando que ol tamafio dc
paso promedio sea menor y por lo tanto habra mayor arumulacion de otro
tipo de errores como el de redondco, yu que con el tamafio de paso
menor, estamos realizando mis estimaclones y con cada una de estas,
efectuamos muchas operaciones, y con estos errores se acumulan otros
posibles paso a paso, Durante algunas prucbas se noté que al dar una
tolerancia muy pequefia, se propleié un aumento en el error, en

camparaclén con tolerancias menos estrictas.
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Debido a los resultados obtenitdos por el intervalo de
estobllidad, tenemos que para A < 0 los resultados obtenidos son
conflables, pero lo son mas mientras la magnitud de A no sea muy
grande. Aqui se obtuvo aun para A = ~22 un buen resultads, y con un

numere de pasos necesarios relativamente corto.

Es Importante darnos cuenta de varloes resultados en conjunto,
nunca indjvidualmente, para considerar si  nuestro resultade es
confiable. Si consideramos solamente, por ejemple, ¢l numero de pasos
aceptades, la tolerancia o el promedio de pase, podemes estar en un
error, ya que como pucde verse para ' = .\‘A[ Yy oy = A:q daonde .‘\1 * ha
y U\‘i = [7\2{ tenemos que cl numero de pases, el error local, la
tolerancia y la "h" mixima utllizada son practicamente los mismos,
mientlras que nuestros resultados son por una parte confiables y por
otra no conflables. Un punto que hemos de conslderar, ¥y gque es mas
importante, consiste en el resultado obtenldo de el interwilo de
estabilidad, lo ecual nos dice que para A > ¢ no hay estabilidad,
mientras que para A < 0 s} la hay. El hecho de que para A < 0, }7«1 Sea
muy grande, va a Iir delerlorando la precision, Es justomente este
Gltime resultade el que nos aclara en definitiva sl nuestro resultado

es o no confiable.
Entonces, si la "h" mixima utilizada nunca fué mayor que la "h"

mayor autorizada peor el intervale de estabilidad, entonces podemos

considerar que nuestro resultado es confiable.
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Lo siguiente es un analisis comparativoe del comportamiento de los
errores de la ecuacién de prueba 4'=dy para los valores A = !, -1. E}
tener los resultados de las estimaciones de ¢{1) y y(-1) con errores
locales chicos no nis dice mucho y =n camblc podria confundlrnos al
hacernos pensar que para vajores pequefios de A st A>0 o A<D se tlepe
estabilidad para amhos scle porque el error leocal para ambos es muy
pequefio © por que el resultado es preciso; esto no es asi, ya que el
error local de la ecuacion de prucba para una ecuacién estable es
decreciente (figura S.1), mientras que para una inestable es creciente
{figura 5.2): esto es, a cada paso en una ecuaclon diferencial estable
el error local es menor por lo que, teniendo un valor infcial precisoe
Yy ¥ dando un punto inlctal de "h" ideal desde el principlo, podremos

obtener mejores resultados.

Error Local

Figura §,1.- Error para y'=-y

Por punto ideal de "h* se hace referencia a uno que no se aleje
de la “h" promedio utilizada, ya que (y esperando que (i) sea
fgualmente suave en todo el range) tenemos que el tamafio promedio es
un tamafioc estandar de acuerde al cemportamiente de y'(t). Este
permitira evitar errores locales grandes desde el principlo, que

tengan peso en el error global.
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Error Local

Figura 5.2.- Error para g'=y

En base al comportamiento de los anterlores errores. los errores
globales tiene compartamientos muy distintos (flguras 5.3 y 5.4). El
primero da la apariencia de un incremento que tiende a desaparecer,
con una pendiente que se acerca cada vez mas a cero. Caso contrarie de
y*=Ay con A > 0 que muestra un incremento acelerado y creclente.
Entonces, aungue los resultades real y estimado de y'=Ay sean
similares tanto para un ejemplo estable como para uno inestable, es a
futuro, es declr, para valores "t" tales que |t-L°! es grande., cuando

y{t) estimada tendera a fallar mas visiblemente para este caso.

Error Globul

Q0025
L0002

0.00015
000010
0.00005
0.00000-

Figura 5.3.- Error para ¢’ =-y
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Error Global

Figura 5.4.~ Error para y'=y

Para la funcioen ' = cos(t) + Aly(t)-sen(t)} con y{0) = 1 se calculéd
y(1) y se utilizé A =1, -1, =10, 10, 22 y -22. lLos resultados se

presentan a continuaclion:
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FUNCION: COS(Y[0])+(Y[$]-SIN(Y{0]));
T INICIAL @ O

CON VALORES DE Y

¥1(0} : 1

EN EL PUNTQ T= 1

Y10 0.1):  1.20493451

¥1( 0.2): 1.41991800

¥Y1( 0.3): 1.64512429

Yi{ 0.4): 1.88086981

¥Y1( 0.5): 2.12763361

Yil 0.6); 2.38608340

¥1{ 0.7): 2.65709988

Yi( 0.8): 2.94180056

Y1( 0.9): 3.24157065

¥Yi( 1.0): 3.55808595

H INICIAL :  0.001

H MAYOR UTILIZADA : 0.00177977
PROMEDIQ DE PASO H : 0.00163132
TOLERANCIA :  0.000C01

# DE PASOS ACEPTADGS : 613

# DE PASOS RECHAZADOS : 0O

& TOTAL DE PASOS : 613

Yalor Real = 3.5597
Error = 0.001615

Erl = 0.0004537
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FUNCIOH: COS(Y{0})-1{Y{1]1-SIN(Y{0I});
T INICIAL : O

CON VALORES DE Y

Yi oo o1

EN EL PUNTG T= 1

YI1{ 0, 1) 1.00961362

¥1( 0.2): 1,01729709

¥1( 0.3} 1.03620082
¥Yi{ 0.4): 1.059576692
Y1{ 0.5): 1.08578227
¥1{ 0.6): §.11328423
Y10 0.7):  1.14066737

¥Y1( 0.8): 1.165659224

Yi{ 0.9}): 1.18985008

Y1( 1.0} 1,20935174

H OINICIAL @ 0,001

H MAYOR UTILIZADA @ 0.01221234
PROMEDIO DE PASO H : 0.00223311
TOLERANCIA @ 0.000001

# DE PASOS ACEPTADOS : 438

4 DE PASOS RECHAZADOS : 4

# TOTAL DE PASOS : 442

Valor Real = 1.2083504
Error = 0.0000013

Erl = 0.00000107
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FUNCION: COS(Y{O1)-10¢Y{1]-SIN(Y(O])});
T INICIAL : O

CON VALORES DE Y

¥1(o) : 1

EH EL PUNTO T=

Y10 0.1):  0.46746772

Y1{ 0.2): 0.33380204

Y1( 0.3);  0,24516949

Yil 0.4):  0.40764466

Yi{ 0,5): 0.48611047

Yi( 0.6); 0.56711046

Y10 0.7):  0.64514711

Yil 0.8): 0.71772453

Yi( 0.9): 0.78349252

¥Y1{ 1.0): 0.84156457

H INICIAL :  0.001

H MAYOR UTILIZADA : 0.00486849
PROMEDIO DE PASO i :  0.00041771
TOLERANCIA :  0.000001

# DE PASOS ACEPTADOS : 21394

% DE PASOS RECHAZADOS : 5

# TOTAL DE PASQS : 2399

Valor Real = 0.841516]
Error = 0.0000482

Ert = 0.0000573
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FUNCION: COS(Y[0}1)+10(Y{1]-SIN{¥[0])}}:
T INICIAL : ©

CON VALORFS DE Y

Y1(0) : 1

EN EL PUNTO T= 1

¥i( 0.1): 2.81636400

Y1{ 0.2): 7.57819433

Yi{ 0,3); 20.34226117

Y1{ 0.4): 54.84726963

¥1( 0.5): 148.41652085

Y1( 0.6): 402, 44419452

Yi( 0.7): 1092.77095520

Y1( 0.8): 2966.45057520

Y1( 0.9): B80S7.35441390

Yi( 1,0): 21886.94204000

H INICIAL : 0.001

H MAYOR UTILIZADA : 0.00012969
PROMEDIO DE PASO H :  0.00012798
TOLERANCIA :  0.000001

# DE PASOS ACEPTADOS : 73814

# DE PASOS RECHAZADOS : 1

# TOTAL DE PASOS : 7815

Valor Real = 22,027,307
Errer = 140,363

Ert = 0,0063723



FUNCION: cos(ylo])+22(v{1]1-SIN{Y{0))})
T INICIAL : ©

CON VALORES DE Y :

¥Yi{gy : 1

EN EL PUNTO T= 1

Y1( 0.1):  9.11214069

Y1( 0.2): 81.42077478

Y1( 0.3):  732.30010796

Y1( 0.4): 6597.5008868

Y1( 0.5): 59456.216371

Y1( 0.6): S535838.92743

Y1{ 0.7): 4829184.5359

¥i( 0.8): 43522496.694

Y1( 0.9): 392241661.52

vi( 1.0): 3535035534.3

H INICIAL :  0.001

H MAYOR UTILIZADA : 0©.00005844
PROMEDIO DE PASOG H :  0.00005794
TOLERANCIA :  0.000001

# DE PASOS ACEPTADOS : 17258

# DE PASOS RECHAZADOS : 1

# TOTAL DE PASOS : 17259

Valor Real = 3,581,912, 646
Error = 49,877, 380

Erl = 0.0139131
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Es probable que tomando una “h" maxima como tope, se podria
mejorar la precision, ya que como se ha visto, para A < 0 el tamailo de
paso “h" crece rapldamente y proplcla que se plerda precision, aunque
debldo a la forma en que se genera “h" es precisamente por el tamafio
tan pequefio de error local que permite el crecimlento tan acelerado de
“h". Talvez dande un tope a "h" daria una mejorfa muy pequefia, ya que

la ccuacién diferencial es estable y los errores ya son muy pequefios.

Los resullados para A<0 como e de esperarse son conftables y con
escasoe error, ademas de que el error local no es ni cercano al maximo
error posible por acumulaclén dve errores locales, mientras que para
A>0 Jlos resultados no son malos. Con esto nos pedemos dar cuenta que,
el hecho de que sl se requieren mas pases para suavizar la funcién, no
implica que el resultado vaya a ser satisfactorio; vn camblo, esto
pedria implicar un esfuerzo mayor pero inutil por parte del programa

para explicar una funcién lnestable.

2

Finalmente, para la funcién y' = et con 4(0) = O se calcularon (1),
y(5), y(=.5} y y{~1); no se utllizo parimetro variable. Lo gue se

obtuve fué:
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FUNCION: EXP{-SQR(Y{O1}];

T INICIAL

(i}

CON VALORES DE Y

Yi(

o} -

EN EL PUNTO T= 1

Y1l
Yi(
Yi(
Yi{
Yi{
Y1(
Yif
Yi(
1(

Yi({

H INJCIAL :

H MAYOR UTILIZADA :

0.1):
0.2);
9.3k
0.4):
0.5}):
0.6}
0.7):
0.8):
0.9):

1.00:

0

o

Q

. 09967214
19738279
L. 29127715
. 37972108
46138466
53529759
. 60087395
65790485
70652416
74715439

g.001

PROMEDIO DE PASO W

TOLERANCIA :

4 DE PASDS ACEPTADOS :
¥ DE PASOS RECHAZADOS :

# TOTAL DE PASOS

0. 600001

996

0.00128194

0. 00100503

995

Valor Real = 0.7457245

Error = 0.0014298

Er!

= 0.001917
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FUNCION: EXP{-SQR{Y{C]});
T INICIAL : ©

CON VALORES DE Y :

Yi(o) : ©

EN EL PUNTO T= 5

Y1( 0.5): 0.46138466

Y1( 1.0):

o

. 74715439

Y1( 1.5):

(=]

. 85672435
Y1( 2.0): 0.88273826

Yi( 2.5):

(=]

. 88657479

Y1( 3.0): 0.88693236

=]

Y1( 3.5): 0,.83695502
Y1{ 4.0): 0.88695627

Y1( 4.5): . 8B695638

=]

Y1{ 5.0): 0.8B8695638

H INICIAL : 0.001

H MAYOR UTILIZADA : 1.37083338
PROMEDIO DE PASO il : 0.00314268
TOLERANCIA : 0.000001

# DE PASOS ACEPTADOS : 1591

# DE PASOS RECHAZADOS : 1

# TOTAL DE PASOS : 1592

Yalor Real = 0.8862092
Error = 0007471

£rl = 0,000843



FUNCION: EXP{-SQR(Y1O1});

T INICIAL @ © FJ{I‘!
CON VALORES DE Y : Jku‘? ﬁfﬁ{ij 7 i

Y 1(0) 0 [

EN EL FUNTQ T= -D.5 &5[/6?,?;
¥ 11-0.05000000): -0.04905548 é
¥ 1(-0.10000000): -0. 09967214

¥ 1{-0.15000000): -0, 14889259

¥ 1({-D.20000000): -0. 19738279

¥ 11-0.25000000): -0, 24491532

¥ 1(-0.30000000): -0.,20127715

¥ 1{-0.35000000): -0. 33627147

¥ 1(-0.40000000): -0. 37972108

Y 1(-0.45000000); -0. 42146989

<

1(-0. 50000000); -0. 46138460

INICIAL ¢ ©0.001

MAYOR UTILIZADA : 0.00101818

PROMEDIO DE PASC H : 0.00092593

TOLERANCIA @ ©.000001

# DE PASOS ACEPTADOS : 510

# DE PASOS RECHAZADOS : 1

# TOTAL DE PASOS : 521

[

Valor Real = -0D.4628763

Error = 0.0014917

Erl = 0.0003222



FUNCION: EXP(-SQR(Y[Q1}};

T

INICIAL = @

CON VALDRES DE Y

¥

o)+ 0

EN El. PUNTO T= -1

Y

¥

<

1{~0. 10Q00000)
1{~0. 20000000} :
1{~¢. 30000000):
1{~0. 40000000 :
1{-0. 50000000} :
1 (-0, 60000000 )¢
1{~0. 70000000} :
1{-0. 80000000} :
11~0.50000000):
1{-1.00000000):

INICIAL @ 0.001

-0.

-0,

~0.

-0,

~0.

~0.

-0

~0.

-0.

~0.

MAYOR UTILIZ2ADA

09967214
18738279
29127715
34972108
46138166
53529759
60087395
65730485
70652416

74715439

0.00128194

PROMEPIO DE PASD H ; 0.00100503

TOLERANCIA

#

]

#

0. 000001

DE PASOS ACEPTADOS : 995

DE PASOS RECHAZADOS

TOTAL DE PASOS

9956

Valor Real = -0.74

Error = (00142

Erl = 0.001917

572

15
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Para esta ulllma ecuaclon diferencial tencmos que les 4 punlos
estimados son rconfiables, ya que el intervaleo de restabilidad abarca
toedo valor de "h"; pero es clare que al estimar un punto 4, tal que
4, > (/r serd de esperarse que sera menos preciso que qr. ya que para
calcular el primero es necesario pasar antes por este ultimo y es
logico pensar que habrd acumulacién en el error global. Sin embargo en
los resultados obtenidos podemos ver que hay una buena precision para
todos ellos, ademas de gue el nimero de pasos fué corto, en todos se
rechazd un paso, lo gue puede deberse a que el tamafio de paso crece
rapidamente y de hecho es grande y tlende a erecer, incluso nos damos
cuenta que para la estimacién de 4(5) se requirid de un paso muy
grande, de magnutud 1.37 lo cual aunado al hecho de que para el punto
mids cercano a cero (-0.5) se utllizé el promedio de paso mis chlco
mlentras que para el punto 4(5) se requirié el mds grande. Esto nos
Indica que nuestra funcién a partir del origen es mids suave y requlere
de pasos cada vez vez mas grandes, por lo que llega a darlos tan

grandes como el citado.

Sin ver los resultados reales nos podemos dar cuenta de la
precisién conflable de los resultados deblde a que segin nuestro
intervale de estabtlldad la misma es ¥V t, y porque secgin el teorema de
existencia y unicidad nuestra ecuaclén existe tamblen para todo “"t".
Ademis podemos darnos cuenta que al Incrementarse rapldamente el
tamafio de paso estamos reduclendo el error local considerablemente.
Este Wdltimo puede quedar mas patente de la sigulente forma,
conslderando que para calcularse y{~0.5) se requirleron 540 pasos, es

de esperarse que para y(1) se utilicen aproximadamente 1080, sin
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embargo se requirieron solo 995; ahora, tomando este ultimo resultado,
para calcular (5} se requeririan 4975 pasos, pero el programa
requirié de tan solo 1591. Entonces ¢l mismo prgrama nos da un
pardmetro para indicarnos que tan rapido reduce el error, ya que, de
acuerdo a que tan abajo se estd de la tolerancia, es como se ajusta el

sigulente tamano de paso.

Considerando la opclén de tamafio maximo para el paso, esta nos
puede ser util cuande el tamafioc de paso erece demasiado ripide lo que
provoca que cada punto de la malla tenga que ser caleculado por
interpolaclén con puntos muy lejanos del requerido, lo que provoca
pérdida de precisién. Esto pudo haber sucedido en nuestro tltimo

ejemplo, ya que el crecimliento del paso fué rapido.

La forma como sc pudieron conocer los valores reales de y(t)
2
donde q'(t)=e-L fué a partir de la funcién normal y una tabla de la
misma; esto es de la sigulente forma:
2
t

Para obtener y(p) donde y(t)=e"" nos basaremos en lo sigulente:

Funcién estadistica ®

2
de la normal = [,/(2") IRECR O RN

-

P

2
requerimos la funcién I et at
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“normal"

Transformande la segunda llegaremos a una proporcion de

primera, esto es

Sea z=v 2 t » dzsdt =v 2 L dz =¥ 2 dt

P
. e (-z202)
2 | et dt = e e? at
0

vz p 2
Vons vz [ Ji/ o etz dL] =
o

VZp

)
2 2

— 272y |, -z°s2)

L4 [JI//Z’[ e dt Jl//zn e dt}

- -m
_Lz

Como = e tiene t =0 y y(t ) =0 =

P P 2 P 2

g'dt = [ e dt s ylp) ~ y(0) = [ e dt
[ o °

P 2 P 2
4lp) = yl(0) + l et dt = J ot dt
o

=» Para obtener y(p), requerimos solo de una tabla de distribucién

(de cualquier libro de estadistica y obtenemos la normal en

le restamos 0.5 (la normal en cero} y al resultado de esta

operacién lo multiplicamos por vm .
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S. 4 CONCLUSTONES GEMERALES.

Los resultados obtenidos con los métedos de estos ordenes son
satifactorios, es decir, los parametros gue utilizamos nos sirvieron
para saber que esperar de los resultados numéricos. El camblar de
orden a los métodos de estimacién y error podrd aumentar la precisién,
pero en base a lo ya visto sabemos de que funclones e intervalos
podremes esperar mayor precislén y cuando serd Inutll obtener mejoria

y conflabilidad.

Ahora estames en una situaclon diferente a la de realizar
programas de estimaci6on de puntos, ya que ahora y antes de correr el
programa podremos saber si nuestro resultado serda confliable, si existe
la soluclién, si es unica, y en que reglones no habrd resultados

satisfactorios.

Si la computadora es raplda (16 Mhz. o mis) podremos decrementar
el tamafioc de la telerancia, es declr, ser tan exlgentes en Ila
precisién como nos lo permita el costo de tiempo en el calculo de la
estimacién. Ademas, si contamos con co-procesador matemitlco podremos
usar 20 digitos en lugar de 11. Entences a partir de este programa
estaremos en condiclones de resolver ecuaclones diferenciales con alta

precisién,

A partir de este trabajo se puede continuar con el estudlo de
métodos de mayor orden e lIncluso con Euler lmpllicito. Existe una

metodologi{a que nos da, en base a arboles, un sistema de ecuaclones
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