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INTRODUCCÍON 



En los úl t.imos años 1 la tecnología de 
especialmente la de los polimeros plásticos, 

los polimeros, 

se ha venido 
desarrollando a grandes pasos. Este desarrollo responde a la 

necesidad de satisfacer los requerimientos que se les presentan a 

los consumidores de es~o~ productos. Estos requerimientos 

comprenden propiedades fis1cas, quimicas y/o mecánicas, las cuales 

dependen de la aplicación a la que se destinará el producto. La 

investigación en este campo, se ha dirigido a desarrollar nuevos 
productos que satisfagan estas necesidades, asi como a mejorar los 

procesos de producción, con el objetivo de lanzar al mercado 

productos de alta calidad y a precios competitivos con los demás 

productos nacionales y e•tranjeros. 

Para llevar a cabo el mejoramiento de estos productos, 

se cuenta con la experimentación en planta piloto y con el apoyo 
que proporciona la herramienta que representa un simulador. La 

experimentación en planta piloto se realiza en l..!onjunción con 

corridas en simuladores, de manera que loa experimentos realizados 

en planta piloto utilicen las condiciones que previamente fueron 
determinadas como adecuadas en el simulador, de manera que se 

obtengan los resultados que se requieren, o cercanos a ellos, en 

planta piloto. 

Haciendo uso simultaneo de un simulador y de la 

experimentación que ofrece una planta piloto, se ahorran recursos, 

ya que generalmente, los simuladores simulan un proceso en menos 

tiempo que el que requiere el proceso real. Por otro lado, el 

costo de operación y materias primas en la experimentación 

generalmente son mayores al costo del tiempo de cálculo del 

simulador en la computadora, por lo que resulta más conveniente el 

uso del simulador del proceso, en mayor número, que los 

experimentos en planta piloto, para encontrar las condiciones que 

generan la calidad requerida del producto. 

Un ejemplo de esto es la placa de acrilico, cuyas 

propiedades fisicas y mecánicas. asi como su resistencia al medio 

ambiente, dependen del p~so molecular alcanzado y de la cantidad 
de monómero e iniciador residual. La placa se produce vaciando un 
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prepolimero entre dos placas de vidrio y sumergiendo este sistema 

en un baño de agua a temperatura constante. En el sil!5tema se 

presentan .Jos fenómenos: transferencia de calor a través de la 

placa polimérica y del vidrio: y reacción quimica con generación 

de·calor en la placa polimérica. 

En el trabajo de tesis realizado, se tuvo como objetivo 

principal, aenerar el · proarama de cómputo que simule la 

pclimeriz.ación de una placa acrílica de metilmetacrilato. de 

manera que sea utilizado como simulador del pr~ceso. que ayude a 

comprender los diferentes fenómenos que ocurren durante la 

polimerización en la placa y de esta manera conocer que variables 

influyen y cómo lo hacen en las caracteri:sticas finales de la 

misma. 

Para alcanzar este objetivo, se siguió una metodolo'!ía 

en la que, como primer paso, es conocer el problema a resolver. 

Es por ello que el Capítulo l establece la definición del problema 

y la solución, a grandes rasgos, del rnismo. 

En el Capitulo 2, se proporcionan los aspectos básicos, 

necesarios para poder desarrollar el trabajo de manera eficaz. Es 

decir, para cumplir con el objetivo propuesto, se debe seguir una 

metodolo1ia que ayude a facilitar el trabajo encaminado al 

cumplimiento de éste. Por eso es que en la primera parte de este 

capitulo, se establece la metodoloaia que debe seauirse para la 

solución de problemas en donde se requiere el uso de una 

computadora. También se establece la metodoloaia a seguir para 

plantear un modelo matemático y su clasificación de acuerdo a las 

suposiciones hechas al generarlo. 

Debido a que existe cierta similitu¿ estructural de los 

modelos matemáticos, se da. en la se1unda parte de este capitulo, 

el procedimiento para deducir las ecuaciones caracteristicas, que 

generalmente son ecuaciones diferenciales, así como una pequei\a 

clasificación y ejemplos de los diferentes tipos de ecuaciones 

diferenciales que pueden ser generadas. 

Por las caracterist.icas del problema a resolver, se 



deduce la e=uaci6n caracteristica para la transferencia de calor 

en sólidos para el balance de energia en la placa polimérica y en 

el vidrio. Kn la última parte. de este capítulo, debido a que la 

reacción quimica es una reacción de polimerización en masa por 

radicales libres, se exponen algunas generalidades de la 

polimerización. 

Hl Capitulo 3'· expone al¡¡unos métodos numéricos para 

integrar ecuaciones diferenciales ordinarias, pues el modelo 

cinético que describe la polimerización. es un sistema de 

ecuaciones de este tipo. Se da el Método d~ Runge-Kutta de Cuarto 

Orden para intearar sistemas de ecuaciones diferenciales 

ordinarias no riaidas, con el cual se aeneró ur. programa de 

cómputo en lenguaje Fortran 77 dado en el Apéndice B. 

El Capitulo 4 expone el Método de Diferencias Finitas 

para la discretizaci6n de ecuaciones difere~ciales parciales. Se 

dan los métodos más comunes de Diferencias Finitas, tanto el 

explícito como los implicitos, como el Crak-Hicolson. El método 

explícito es el usado para discretizar las ecuaciones 

diferenciales que surgen del balance de energía del ~istema, Y s~ 

usa este método en casos encaminados a plantear el modelo del 

sistema. 

Kn el Capitulo 5, se da el Modelo Cinético de Chiu, 

Carratt y Soong, el cual fue utilizado para describir la 

polimerización en maea por radicales libres y ~on efecto gel, la 

cual se lleva a cabo en la placa. En este Capitulo, también se 

exponen las ecuaciones que resultan de suponer estndo 

cuasi-estacionario para pasar el sistema de ecuaciones 

diferenciales riaidas a no ria:idas y simplificar la solución del 

modelo. 

Los Capitules 2 al 5, solamente pro~orcionan los 

conocimientos básicos necesarios que fueron utilizados para 

realizar el trabajo principal de tesis, el cual esta expuesto en 

los dos siguientes capitules. 

El Capitulo 6 expone la forma como fue re!iuelto el 
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problema planteado para esta tesis, es decir, el desarrollo del 

simulador. Para d~sarrollar este simulador, primero se generó el 

modelo matemático que describe el sistema 

las suposiciones y simplificaciones 

Posteriormente se fijó una estratea:ia de 

de la placa. asi como 

hechas al mismo. 

solución numérica del 

modelo matemático y por último se desarrolló el proarama de 

cómputo que lleva a cabo la solución de éste. Bl resultado final 

del trabajo expuesto en este ca pi tul o es el simulador "PLACA 

2000"', escrito en lenguaje Fortran 77. 

Para validar el programa, en el Capitulo 7, se expone la 

siftlUlación de la reacción de polimerización de la placa acrílica 

bajo cinco condiciones diferentes de operación. AdemAs de validar 

el proarama, estas simulaciones tienen como objetivo conocer y 

entender el comportamiento de las principales variables que 

intervienen en la polimerización de la placa. Por último se dan 

las conclusiones del trabajo en general y algunas recomendaciones 

para mejorar el simulador. 
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PLANTEAMIENTO Y SOLUCION 

DEL PROBLEMA 

DEL SIMULADOR DE LA 

PLACA ACRILICA 



t1 OESCRIPCION DEL PROCESO 

El proceso de producción de la placa acrilica a partir 

de metilmetacrilato (HMA), comienza con una prepolimerizaci6n, la 

cual se lleva cabo en un reactor isotérmico de tanque asitado por 

lotes. El reactor de prepolimerizaci6n se alimenta con una 

cantidad de monómero, que en este caso es el MMA, y se le agrega 

un iniciador como el AIBN 2,2"-Azo-bis-isobutironitrilo 

C H N ) , en una cierta cantidad para dar concentraciones de 
• 'z • 

iniciador del orden del 1. 0)(10-• a 1. QxlO-z moles/l. La reacción 

de prepolimerización se lleva a cabo durante media hora 

aproximadamente, con agitación y a temperatura constante. 

Posteriormente la mezcla de reacción es extraida del 

reactor al alcanzar una conversión del 15 al 20% aproximadamente, 

se le agrega una cantidad extra de iniciador y es vaciada en 

moldes. Los moldes están formados por dos placas de vidrio, las 

cuales están sujetas por dispositivos mecánicos que permiten un 

desll~amiento libre y uniforme de una placa de vidrio a la otra, 

con el fin de evitar deformamientos de la placa acrilica debido a 

la contracción de volumen que presenta la placa durante la 

polimerización. Los espesores del molde pueden variar desde 1.5 

mm hasta O. 5 cm, y las placas de vidrio pueden tener diferentes 

espesores, desde los espesores comerciales hasta espesores de 1.2 

cm. 

Una vez llenos los moldes con el prepol1mero, son 

sumergidos en una cuba de agua cuya temperatura puede encontrarse 

entre los 25 y 55 ·e. Esta. etapa es conocida como curado de la 

placa y su duración es de 5 a 7 hrs. Durante este tiempo la placa 

puede alcanzar una conversión de un 95 a un 98%. 

El produto final es una placa acrilica transparente, 

cuyas propiedades f1sicas y mecánicas dependen de los valores que 

tomaron cada una de las variables que intervinieron en su 

producción, como son: 

l.- Temperatura de. reacción del reactor por lotes. 

2.- Concentración inicial de iniciador. 
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3.- Tiempo de reacción de la prepolimer1zaci6n. 

4.- Conversión alcanzada durante la prepolimerización. 

5.- Peso molecular de la' mezcla de prepollmero. 

6.- Concentración residual de iniciador del proceso de 

prepolimerizaci6n. 

7.- Cantidad extra de iniciador adicionada para el curado. 

8.- Espesor de las placas de vidrio. 

9.- Espesor inicial de la placa poliruérica. 

10.- Dimensiones de la placa (largo y altura). 

11.- Temperatura del agua de la cuba. 

12.- Tiempo de curado. 

Estas variables repercutirán directa o indirectaraente en 

los valores finales de las propiedades de la placa como su peso 

molecular, o mejor dicho, distribución de pasos moleculares. La 

distribución de pesos moleculares en la placa determina sus 

propiedades mecánicas. Por otra parte, la cantidad de impurezas 

que contenea la placa al final del curado, determinará la 

resistencia química al medio ambiente y dependiendo de su 

concentración, aleunas propiedades mecánicas. El monómero 

residual y el iniciador pueden considerarse impurezas una vez 

producida la placa, ya c,a,ue estas especies reaccionarán de forma 

diferente a las condiciones del medio como radiación ultravioleta, 

humedad, temperatura. etc., lo que ocasionará que las propiedades 

mecánicas y la apariencia fisica de la placa ee alteren con el 

tiempo. 

Por lo anteriomente expuesto, es importante conocer como 

se ven alteradas las propiedades finales de la placa con cada uno 

de los valores que toman los diferentes parámetros. Para ello es 

necesario contar con un simulador, que obtenga los resultados d~ 

realizar diferentes cambios en los valores de las variables que 

intervienen en la producción de la placa. El simulador debe 

contar con la capacidad de describir los diferentes eventos qu~ se 

llevan a cabo dentro del sistema durante el tiempo, como son los 
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valores alcanzados de las propiedades duran~e la etapa de 

prepolimerización y los gradientes de la conversión, de la 

temperatura, de la concentración de iniciador y de los pesos 

moleculares durante la etapa de curado. 

Para poder construir el simulador es necesario plantear 

el problema de la placa en termines matemáticos, para lo cual se 

debe proponer una fenomenoloaia que describa de manera 

satisfactoria el sistema. 

t2 DESCRIPCION DE LA FENOMENOLOGIA DE LA PLACA 

El 5istema de la placa está formado por un molde de dos 

placas de v:..drio separadas paralelamente y conteniendo el 

prepolimero entre dichas placas de vidrio, las cuales ~stán en 

contacto con agua a temperatura constante. Para entender me.1or 

los fenómenos que ocurren. el sistema puede verse como un r:-.edLc .<t 

con reacción química, formado por la placa polimerica, en contacto 

a través de una tnter/ase con el medLo 8, formado por la placa de 
vidrio, el cual en su frontera está en contacto con ~1 agua com~ 

se muestra en la Figura 1.1. En la parte central de la placa se 
encuentra un eje de simetría, cuya parte izquierda y derecha 

presentan gradientes sii;nétricos, pues se está suponiendo que el 
sistema es homogeneo. Por lo tanto para analizar el sistema en su 

totalidad, basta con analizar alguna de éstas partes sim~tricas. 

Originalmente, la parte central del molde esLa llena con 
una mezcla homogenea de prepolimero y posteriormente es curada 

sumersiendola en asua. El curado se lleva a cabo, y por causa de 

la reacción de polimerización del HMA, la cual es altamente 

exotérmica, se libera una grán cantidad de calor, y en cierta 

c~apa de la polimerización, esta liberación de calor se ve 

favorecida por la aparición del efecto gel, etapa donde se 

alcanzan altas conversiones en poco tiempo. 

El calor puedt! transferirse tanto hacia adentro como 

hacia afuera del sistema reaccionante, dependiendo de la 
temperatura del agua de la cuba de curado y de la temperatura a la 
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Figura 1.1 Representación esquemática de un corte transversal 
de una placa, mostrando dos posibles perfiles de 
de temperatura con respecto a la posición. 
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que se encuentre en un momento dado la placa. Si la temperatura 

del agua es mayor que la temperatura en la placa. el c~lor se 

transferirá hacia la placa a traves de las placas de vidrio. 

ayudando de esta manera a acel~rar la reacción de polimerización. 

Si la temperatura del agua es m~nor que la temperatura de la 

placa. entonces el calor será disipado a traves de las placas de 

vidrio hacia el agua, y de esta manera la reacción de 

polimerización será retardada. 

Por la disposición física del sistema. es decir, como la 

placa politnérica se encuentra entre dos placas de vidrio, cuyas 

caras externas se encuentran en contacto con agua a una 

temperatura diferente a la de la placa, y debido también a la baja 

conducti~idad terrnica de la mezcla polimérica. se formará un 

gradiente de temperaturas simétrico a ambos lados del eje de 

simetria de la placa. Por lo tant.o, la temperatura máxima o la 

minima regularrnentf":! se encontrarán en el centro de la placa 

polimérica por haber supuesto que el sistema es homogeneo al 

inicio del curado. La propiedad de $imetria de los gradient~s es 

una ventaja, ya que con ello es posible simplificar los cálculos. 

El gradiente de temperaturas afecta, y al mlsmo tiempo 

se ve afectado por la reacción de polimerización, pues la 

velocidad de reacción de un punto localizado en la placa 

polimérica, depende de qué temperatura tiene dicho punto. Cuánto 

mayor sea la temperatura, mayor será el consumo de monómero y por 

io tanto la producción de calor también será mayor. Todo esto 

trae como t::onsecuencia que de alguna manera se formen gradientes 

de las demás propiedades de la placa, es decir, también la 

conversión, la concentración de iniciador y los pesos moleculares 
presentarán un gradiente a un determinado tiempo. 

Conforme la reacción de ~olimerización progresa, algunas 

otras propiedades físicas de la placa tales como la viscosidad y 

la densidad- tambien van cambiando con la posición y el tiempo, 

Tanto la viscosidad corno la densidad dependen de la temperatura. 

pero la mayor contribución en estos cambios os debido a la 

conversión de monómero a polimero. 

contracción de volumen de la 

Por otro lado, se presenta una 

placa polimérica, debido 
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principalmente al aumento de la densidad con el pro¡reao de la 

reacción. Además, debido a que en el curado de la placa se 

presenta el efecto gel por el cambio significat.ivo del peso 

molecular, el mayor cambio de la~ propiedades fisicas de la placa. 

también se presenta durante este fenómeno. 

En las placas de vidrio no ocurre ninaún cambio quimico, 

por lo tanto, el compcrrtamiento del gradiente de temperaturas 

dependera de la temperatura que exista en la interfase placa 

polimérica-vidrio. En esta interfase, las propiedades fisicas de 

un medio a otro medio, cambian significativamente; propiedades 

tales como densidad, conductividad térmica y calor especifico. A 

un lado de la interfase se tiene una masa altamente viscosa de la 

mezcla polimérica, y del otro lado se tiene un vidrio. Kn la 

placa polimérica se presenta un cambio significativo en el 

volumen, debido principalmente a la reacción quimica; mient.ras en 

el vidrio el cambio de volumen e~ despreciable, pues es debido 

exclusivamente al cambio 1e temperatura. 

Finalmente se tiene que el vidrio está en contacto con 

el agua a una cierta temperatura. El agua enfria o r.&lient.a l~ 

placa, principalmente por convección libre. La temp~ratura del 

agua del baño es constante. La función del baño de agua es 

mantener el sistema lo más isotérmico posible, sobre todo durante 

el surgimiento del efecto iel, pues casi al finalizar éste, es 

cuando se alcanza la temperatura más alta en la placa, por lo que 

el calor generado por la reacción de polimerización debe ser 

disipado para evitar que se llegue a burbujear el monómero que aún 

no ha reaccionado. Si en algún punto de la placa se presenta una 

temperatura mayor a la de ebullición del monómero, la placa 

quedará automatlcamente inservible pues la placa tendrá burbujas 

debido a la vaporización del monómero. 

1.3 ESQUEMA GENERAL DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA 

El objetivo del trabajo fue crear un simulc.sdor que 

prediga los resultados que se obtendrán en el curado de una placa 

acrílica bajo diferentes condiciones de proceso, asi como realizar 
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las simulaciones necesarias para comprender mejor la fenomenologia 

de 1 proceso de producción de dicha placa. Para poder crear el 

simulador, se debió realizar un balance de masa Y energía en la 

placa polimérica y otro balance de energía en la placa de vidrio. 

Al realizar el balance de energía en la placa polimérica 

se obtuvo una ecuación diferencial parcial, la cual considera l~ 

contribución debido a la re&.cción química. Para el balance de 

masa, se empleó el Modelo Cinético de Chiu, Carratt y Soona, el 

cual está formado por ocho ecuaciones diferenciales ordinarias, de 
las cuales, en tres de ellas, se supuso estado cuasi-estacionario, 

reduciendo el sistema a cinco ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Para resolver el modelo matemático resultante, la 

ecuación diferencial parcial se discretiz6 con el Método de 
Diferencias Finitas en su form3 explicita: y las cinco ecuaciones 

diferenciales ordinarias, se discretizaron numéricamente con el 

Hétodo de Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas de ecuaciones 
diferenciales. La discretización de todas las ecuacionas 

diferenciales, tanto la parcial como las ordinarias, generan una 
expresión algebráica cuya incognita es la temper;lt1.?ra er1 algUn 

punto intermedio de la placa. Para resolver esta ecuación 

algebráica no lineal, se utiliza el Método de Ne~ton-Raphson. 

Para la interfase placa-vidrio, se empleó la condición 

de continuidad y se le aplicó el Hétodo de Diferencias Finitas en 

su forma explicita para un medio con reacción quimica, que 

corresponde, en este caso. a la placa pol imérica. La ecuación 

·algebráica resultante se resolvió de manera similar para un punto 

intermedio de la placa. 

Al realizar el balance de energia en el vidrio, se 

obtiene una ecuación diferencial parcial. En este caso no se tiene 

término de reacción y por lo tanto al aplicar el Método de 

Diferencias Finitas en su forma explicita para su discretización, 
se obtiene una expresión algebráica simple, de la cual se puede 

calcular el valor de la temperatura en un punto intr•rmedio del 

vidrio de manera directa. 
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Para la frontera vidrio-agua de enfriamiento, se empleó 

la condición a la frontera, a la cual también se le aplicó el 

Método de Diferencias Finitas en bU forma explicita, obteniendose 

una expresión alcebráica simple, con la que se calcula la 

temperatura en la frontera de manera directa. 

Con las expresiones matemáticas y los métodos numéricos 

antes mencionados, se desarrolló un programa modular en Fortran 

77, llamado "'PLACA 2000", el cual simula el proceso completo, 

desde el reactor de prepolimerización, hasta la polimerización en 

el curado de la placa acrílica, etapa donde se utilizan los 

resultados obtenidos de la etapa de prepolimerización anterior. 

El simulador '"PLACA 2000", considera las condiciones de 

estabilidad de la solución de las ecuaciones diferenciales 
parciales por el Método de Diferencias Finitas, en su forma 
explicita. Los resultados que genera se presentan en forma de 

tablas y pueden snr facilmente graficados, en algún paquete, 

contra tiempo y/o distancia. Los resultados que se obtienen son: 

la conversión, la concentración de iniciador Y los pesos 

moleculares promedio, tanto numerado como ponderado 1 • obtenidos de 

la simulación de la prepolimerización en el reactor por lotes; 

ademáS de los gradiente5 de temperatura de la placa polimérica, 

conversión, concentración de iniciador, pesos moleculares 

promedio, contracción del espesor de la placa y temperatura del 

vidrio; como también los resultados medios de las propiedades de 

la placa y la temperatura media del vidrio. Para ello se usó la 

definición de valor medio, integrandose la propiedad con el método 

de Simpson a lo largo del espesor de la placa polimérica o del 

vidrio. 

lió'f"A"''f:·--··-····-·--············· 

El peso molecular promedLo n'lm".erado también se conoce 
como ~so molecular n.Wnero promedLo y prom.ed(o ntmieral. El peso 
molecular promedio ponderado también se conoce como peso molecular 
promedlo masa y peso promedlo. 
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GENERALIDADES 



2.1 METOOOLOGIA PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS 

Para resolver un problema. es necesario s~guir una 
metodologia que ayude a desarrollar todas las etapas del trabajo 

de manera eficaz, ésta depende del tipo de problema a resolver y 

las herramientas con las que se cuentan. La metodologia que se 

seguirá aqui para resolver este problema, es la adecuada para 

generar un simulador que describa el sistema de la placa. Ho es 

la única, y por lo tanto puede ser modift·cada. 

Como primer paso de cualquier metodología que se quiera 

seeuir, es especificar el problenia. Esto implica conocer, lo 

mejor posible, la fenomenolo~ta del sistema, con el fin de generar 

un modelo válido que describa de forma adecuada el comportamiento 

del sistema. 

a.1.1 SOLUCIOH NUMERICA 

La solución de las ecuaciones diferenciales parciales 

que surgen de modelos matemáticos que describen algún fenómeno, 

son resueltas frecuentemente con métodos numéricos, debido a la 

dific~ltad de obtener una expresión analitica. 

Rl objetivo principal del modelado, es encontrar algún 

parámetro o conjunto de parámetros Q.ue sirvan para resolver un · 

problema dado, como encontrar el mejor control, predecir eventos 

en el tiempo y/o en la posición, etc. 

Para resolver este tipo de problemas debe se¡uirse una 

metodologia que además ayude a llegar a la solución de éste en la 

forma más efectiva en cuanto a tiempo y precisión. Alaunos de los 

principales elementos de la metodologia de solución de problemas 

son: 

t. Especitlcaclón del proble.u: crear una especificación 

clara y concisa, no necesariamente cuantitativa, de qué 

es dado y qué es lo que se quiere encontrar. 

2. Modelo .at.etnalico1 transladar el problema a términos 
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3. 

'· 

5. 

matemáticos formales, eeneralm~nte co1no un sistema de 

ecuaciones. 

TransforJUcione~ y aproximacines mate .. licas: 

simplificar el método de solución. 

Generaclon de- la solu:::ión: proporcionar salidas 

analiticas, n~mérlcas o aráficas que constituyan un 

compromiso aceptable entre la exactitud y el precio del 

trabajo computacional. 

Verlticacion: determinar que la herramienta 

computacional está correcta al resol ver las ecuaciones 

que int~gran el modelo. 

Validación: determinar que el modelo matemático, 

instalado adecuadamente. 

resolver. 

representa el modelo a 

7. Simulación: una sucesión de corridas para obtener 

soluciones como respuesta al problema formulado. 

8. InlerprelaciOn tin.ail y utilización. 

El uso efectivo de una computadora como herramienta para 

la solución de un problema, requiere que el analista tenga unet 

comprensión de todas las etapas anteriores al proceso de solución. 

Sólo de esta manera, puede existir un arado de confianza en que 

los resultados dados por la computadora, representan una solución -

significativa y servicial al problema especifico. 

2.1.2 PROBLEMAS DIRECTOS E INVERSOS 

Un si!ltema físico está definido como unet entidad con 

fronteras claras y definidas, capaz de ser estudiado por medio de 

mediciones, y el cual reacciona a estimulos externos en una manera 

conocida o predecible. El término sistema fisico incluye 

circuitos eléctricos, conexiones de elemP.ntos mec8.nicos, 

conductores térmicos, etc. Fundamentalmente p':lra toda teoria de 

sistemas fisicos hay una relación causa y efecto entre la 
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excitación (entradas) y la respuesta (salidas) . Una excitación 

generalmente toma la fornaa de materia o energía aplicada al 

sistema, mientras la respuesta describe la transferencia de masa o 
energia a régimen permanente o a re¡imen t.ransi~nte entre el 

sistema y sus fronteras. Esto está ilustrado en forma aeneral en 
la Figura 2.1, donde las excitaciones están represent~das por E, 

el sistema fisico por S, y las respuestas por R. 

Figura 2.1 Esquema de la excitación y respuesta de un sistema. 

Los problemas científicos o de ingen\.P.ría puden ser 

clasificados dentro de dos de las tres divisiones que existen. 

Tabla 2.1 Clasificación de los problemas de sistemas . 

TLpO .. problema. s. d4n enco"lr~r 

.,..ó.l \. ª"ª E:,S ,,_ 
Cdi.rectot 

SL"l••'-• 
<-.denli.ÍLCGCÍ.Ó" E:,R s .. d-. ••f'h:o, 

l"•l r-.m•nlac:Ló" 
S,R E: 

e co"l rol t 

Como se muestra en la Tabla 2. 1 , en los problemas de 

análisis el sistema y la excitación son especificados, y la 
respuesta será determinada. En un problema de sintesis la 

excitación y la respuesta son dadas, y el sis~ema que tiene esta 

relación excitación-respuesta será diseñarlo. Kl t'?rcer tipo de 

problema, muchas veces llamado problema de iust.rument.1;:t.ciórl o 
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control, involucra la determinación de la excitación dando el 

.sistema y la respuesta. El problema de análisis esta limitado a 

un problema. di.ree:to, mientras los problemas de síntesis e 

instrumentación son p1·obLeom.as inversos. Un problema directo 

generalmente tiene una ünica solución, es decir, p3ra una 

excitación Y una configuración dadas del sistema, existe sólo un 
conjunto de respuestas, lo mismo no es aplicable para un problema 

inverso. En realidad, existe un número infinito de soluciones 

correctas al problema inverso. La solución de un problema. de 

sintesis no sólo implica la determinación de un sistema que 
manifieste la relación excitación-respuesta especificada, sino 

también la selección de un S "óptimo" de una infinidad de 
soluciones posibles. Para este fin, la solución de un problema 

inverso requiere el establecimiento de restricciones especificadas 
en forma separada tales como costo miniroo, peso minimo, etc. Kl 

modelado matemático involucra una combinación de análisis de 

sistemas y síntesis de sistemas. 

2.1.3 METODOLOGI A DEL MODELADO 

La construcción de un modelo matemático, está basada 
funda.Uentalmente. en un nümero de suposiciones. Los principios 

básicos del modelado matemático han sido profundamente inculcados 

a sus practicantes, a tal erado que raramente son cuestionados en 

la práctica. Esta es la causa Por la que es de suma importancia 
revisar rápidamente las suposiciones y filosofias básicas en los 

l90delos matemáticos. 

Kn todos los sistemas estudiados es de suma importancia 

la noción de s9pa.rabilidad. Hasta cierto punto todos los objetos 

y fenómenos en el universo están interrelacionados. In la 

definición de un sistema para modelado y análisis, se supone que 

muchas de estas interacciones pued~n ser ianoradas, de modo que el 

sistema puede ser estudiado como una entidad separada. Rsta 

separación involucra frecuentemente la definición de una 

'"frontera" del sistema, o.µna enumeración de todos los elementos o 

componentes qu~ comprenden el sistema. 
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Una vez que un sistema ha sido definido como una entidad 

separada, es necesario describir la interacci6n del sistema con el 
exterior. Para llegar a un modelo de proporciones manejables, es 

necesario recurrir a la condición de selectividad. Es decir, es 

necesario asumir que de todas las interacciones posibles, 

únicamente un pequeño subsistema es relevante a alguna pregunta 

especifica o propósito. De esta manera la condición de 

selectividad permite la descripción del compor~smiento de un 

sistema en términos de un número limitado de entradas y salidas. 

Habiendo recurrido a la selectividad, ahora es necesario 
asumir causalidad en el modelado matemático. Bs decir, asumir que 

todas las entradas y salidas del sistema están relacionadas, de 

modo que las salidas son "causadas·· por las entradas. En general, 
la causalidad puede únicamente ser definida si es posible 

identificar una cadena completa de eventos 

causalmente y que une las entradas con las salidas. 

relacionados 

Entonces, un modelo matemático es un sistema de 

ecuaciones que caracterizan un sistema de la vida real como un 
sistema prototipo, en el sentido de que algunas de las relaciones 

de la excitación-respuesta del sistema prototipo, están 

relacionadas correctamente. Un subsistema seleccionado de todo el 

sistema prototipo de entradas, es expresado matemáticamente y 

sirve como la excitación del modelo matemático; las soluciones de 

las ecuaciones del modelo, en este caso, constituyen las 
representaciones matemáticas de un subsistema del sistema de 

respuestas. 

La construcción del modelo matemático de un sistema, 

implica la utilización de dos clases de información: (1) 

conocimiento del sistema que se está modelando, y (2) datos 

experimentales que constituyen observaciones de las entradas y 

salidas del sistema. La utilización de la primera clase de 

información implica deducción, mientras que el modelado que usa 
observaciones empiricas implica inducción. Bl proceso de 

construir un modelo mate~ático puramente deductivo, constituye la 
solución de un problema de análisis del sistema, y por lo tanto, 

provee una solución única del problema de modelado. En contraste, 
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la construcción de un modelo matemático por métodos inductivos 

constituye un problema de síntesis del sistema. asi que existe 

siempre un número infinito de modelos que satisfacen las 

relacione~ observadas de entrada-salida. Bn un modelado 

inductivo, es necesario introducir suposiciones o restricciones 

adicionales para ayudar a seleccionar el modelo óptimo de la 

infinidad de modelos posibles. 

La deducción está basada en los principios conocidos 

para deducir un conocimiento; este parte de lo aeneral a lo 

especifico. En modelado deductivo, uno mismo derivlli el modelo 

matemático anlliliticamente y usa las observaciones sólo para llenar 

ciertos huecos. Bste proceso analitico hace uso de una serie de 

conceptos especificas más progresivos, los cuales ~ueden ser 

clasificados en forma general como leyes, estructuras y 

parámetros. 

Ley~s. Las leyes son los principios básicos que 

determinan la naturaleza general de las ecuaciones que 

caracterizan el sistema. Sn sistemas fisicos, estas leyes son 

comunmente expresiones de los principios de conservación y 

continuidad. La aplicación de estas leyes permite el sur¡imiento 

de ecuaciones diferenciales parciales elipticas, parabólicas o 

hiperbólicas en sistemas distribuidvs (campos); esto conduce a 

ecuaciones diferenciales ordinarias, y conduce también a sistemas 

de ecuaciones al&ebráicas para el caso de sistemas a régimen 

permanente. Estas leyes básicas son comunmente formuladas para 

áreas especificas de aplicación e incluye principios bien 

conocidos como las leyes de Kirchoff, las leyes de Newton, la ley 

de Fourier, la ecuación de Maxwell, y la ecuaci6n de 

Navier-Stokes, por mencionar al,¡unas. La aplicación de alguna ley 

a un sistema, implica enfocar la atención sobre una área 

especifica en particular. Por ejemplo, si se va a analizar un 

sistema electrice, se ignorarán los procesos quimicos y térmicos 

que pueden estarse llevando a cabo dentro del sistema. 

Est.ruct.ura. El sistema que está siendo modelado es 

considerado comunmente como consecuenc la de un gran número de 

componentes o e lement.os interconectados. Est.c cri t.ecio de un 
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sistema. implica frecuentemente hacer suposiciones que lo 

simplifiquen o aproximen. En sistemas físicos estos elementos 

pueden s~r clasificados cerno disipadores de energía. depósitos de 

potencial, o depósitos de flux. En sistemas no físicos 2xiste una 

amplia variedad de elementos pasibles. 

construcción de un modelo matemático 

En cualquier caso, 

válido requiere 

la 

un 

conocimiento de los tipos de elementos que están presentes en el 

sistema y cómo están ·interconectados estos elementos. Las 

interconexiones especifican las rutas en las cuales fluye la 

materia y la energia dentro del sistema¡ los tipos de elementos 

determinan que le pasa a la materia y a la ener¡ia cuando estas 

fluyen a través de los elementos. Matemáticamente esto determina 

el número de ecuaciones simultaneas en el modelo matemático, asi 

como los tipos de términos en cada ecuación ~primera derivada, 

segunda derivada, etc. ) . Mientras el conocimiento deductivo de 

las leyes que gobiernan un sistema son obtenidas del e5tudio de 

una disciplina cient.ifica, el conocimiento de la estructura de un 

sistema surge de la comprensión del sistema esp~ci flco que está 

siendo modelado. 

Paran.e-tras. Los parámetros en el modelo matemático son 

los valores numéricos asignados a varios coeficientes que aparecen 

en las ecuaciones. Estos están relacionados a las magnitudes 

fisicas de todos los elementos que comprenden el sistema, asi como 

a las condiciones iniciales y a la frontera, las cuales, junto con 

las ecuaciones que gobiernan el sistema, constituyen un modelo 

especificado en su totalidad. 

Si se cuenta con toda la información, considerandc: las 

leyes, la estru::tura y los parámetros de un problema especifico, 

el análisis d~l sistema es capaz de construir el modelo matemático 

completamente en forma deductiva. El modelo entonces repreS'!nta 

la solución directa del problema de un sistema más que una 

solución inversa. En muchas ocasiones, sin embargo, la 

información básica requerida para construir el modelo matemático, 

no es proporcionada explicitamente. Algunos compon~ntes .del 

modelo matemático pueden ser deducidos indirectam··nt~ por la 

operación y la medición de ciertas excitaciones y r'!~[·'.lest1.1s '"J por 
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la realización de experimentos muy especifico~ sobre el sistema. 

Cuando inductivamente se obtiene información. que será usada en el 

trabajo de modelado, el modelo matemático resultante constituye la 

soluci6n de un problema inverso y por lo tanto no es único. Es 

decir, siempre es posible encontrar un número infinito de modelos 

matemáticos que unen perfectamente un sistema de excitaciones con 

uno de respuestas. La solución "6ptima'" del problema inverso es 

aquel modelo que tiene una ~ran similitud al prototipo del sistema 

que es modelado. Sólo un modelo que está lo suficientemente 

cercano al óptimo, puede ser usado para la predicción de 

respuestas de excitaciones diferentes a aquellas empleadas como 

parte del proceso inductivo de la construcción del modelo. 

2.l.. CLASES DE NOllEL<lS MATEMATICQS 

Todos los sistemas existen en un espacio continuo de 
tiempo, en el sentido de que las entradas y salidas, pueden ser 

medidas a un número infinito de puntos en el espacio y a un 

númeroinfinito de tiempos. Matemáticamente, esto significa que el 

tiempo y las tres variables espaciales deberán ser consideradas 

como las variables independientes continuas en todos los sistemas 

estudiados. Dentro de la regi6n definida por las fronteras del 

sistema, todas las variables dependientes pueden ser expresadas 

como funciones del tiempo y de las tres variables espaciales. 

Para clasificar los modelos matemáticos, es conveniente 
reconocer tres arandes clases: 

1. Modelos de par.i.-et.r~s dislribuidos: todas las variables 

independientes son mantenidas en forma continua. 

2. Modelos de parA..elros cargados: Todas las variables son 

discretas, pero la variable tiempo aparece en forma 
continua. 

3. Modelos de lie911PO d1screlo1 Tanto las variables de 

espacio como e~. tiempo son discretas. 

Debe tomarse en cuenta que esta clasificación se refiere 
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a las aproximaciones hechas en la deducción del sistema de 

ecuaciones que caracterizan el sistema. Las tres cla~es descritas 

generan modelos matemáticos de ecuaciones diferenciales parciales. 

ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones algebráicas. 

respectivamen~e. 

La discret.ización de variables espaciales implica 
principalmente la representación del sistema como una 

interconexión de elementos o subsistemas de dos terminales. 

Aunque cada elemento ocupa una cantidad substancial de espacio, 

todas las actividades internas al elemento son ignoradas, y la 

atención es enfocada únicamente en las dos terminales del 

elemento. Las lineas o canales que forman estas interconexiones 

son consideradas "ideales", sin tener efecto por si mismas sobre 

las variables del sistema, más que el actuar como conductores 

entre elementos. 

En muchas areas de aplicación, generalmente no es 

posible considerar el sistema como una interconexión de elementos. 

El sistema realmente ocupa cada punto en el espacio continuo, un 

proceso dinámico ocurre a cada punto en el espacio y a cada punto 

en el tiempo. Las variables espaciales deben ser conservadas 

expliCitamente en la formulación del modelo matemático. Sólo en 

el caso de sistemas con parámetros cargados, se recurre al 

principio de conservación para permitir la deducción de las 

ecuaciones que lo gobiernan. DebiCo a la diversidad de variables 

independientes, estas ecuaciones son ecuaciones diferenciales 

parciales de la forma aeneral 

m m 

h (a :: J+ b !1: = L :xk ( L cü :l + dku] 
k.=&. "=&. 

m 

+'e~+ fu L k -'xi.: 
k=• 

(2.1 J 

donde los pararoetros a, b, e, d, e, f pueden ser funciones de las 

variables espaciales y del tiempo asi como de u. 
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Frecuentemente un número considerable de los parámetros 

de la Ecuación 2. t, pueden ser tomados como cero, de manera que 

resul t.en formas más simpliíicadas de esta tcuación. La solución 

de, la Euación 2. l y muchas de estas formas simplificadas surgidas 

en el análisis de sistemas reales, nunca son fáciles. Siempre se 

requerirán suposiciones para permitir su solución por computadora, 

y aün asi siempre sursen·grandes obstáculos. 

El modelo matemático de un sistema sólo será usado si 

proporciona soluciones. Las computadoras modernas y los métodos 

computacionales tienen que ver con las estratea:ias para obtener 

estas soluciones en una manera eficiente. El método más elegante 

de resolver una ecuación diferencial parcial, por supuesto, es por 

el análisis matemático directo que lleva a una solución analitica. 

Cuando las condiciones de un problema hacen impo3ible o dificil 

el análisis direc:.o, una solución puede ser encontrada 

generalmente por vía experimental o por métodos computacionales. 

Una vez que es formulado un modelo matemático apropiado, 

el comportamiento dinámico del sistema fisico puede ser simulado 

en una computadora, resolviendo para ello las ecuaciones 

matemáticas. Adicionalmente a los obstaculos ~omunes de la 

solución de problemas complejos en computadoras, se está propenso 

a una aran variedad de fuentes de error, de modo que una solución 

correcta, raramente es instalada en la computadora a la primera 

vez. Comunmente el tiempo dedicado a localizar y corregir 

errores, excede mucho el tiempo dedicado a la progra~ación y a la 

obtención de la solución final. Los errores que afectan la 

calidad final de la solución por computadora caen dentro de las 

siguientes categorias: 

1. Errores la for•ulación del probleMa: es decir. 

errores en la construcción del modelo matemático que 

caracteriza el 5istema fisico analizado. Los modelos 

matemáticos son hechos generalmente con varias 
suposiciones, las cuales originan errores de esta 

naturaleza. También son llamados errores de a>delado. 
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2. Err~r•s ~n el ~nálisis n~rico; es decir, errores en la 

translación de las ecuaciones diferenciales parciales a 
algoritmos apropiados para el tratamiento por 

computadora. 

3. Errores en el disef'k> del prog1a .. : estos son los errores 

al pasar el algoritmo a un lenguaje de computación. 

'· Errores en el codlflcadoc son errores en la preparación 

del programa y en los datos dP. entrada (por ejemplo, 

errores de mecanografia, errores de sintaxis). 

5. Errores de lrw-.cación: son errores resultan tes de la 

aproximación de variables independientes continuas por 

variables discretas. Rn el contexto del análisis 
numérico, sólo se puede trabajar con un número finito de 

términos de un proceso, el cual est.á descrito por una 
serie infinita. 

6. Errores de redondeo: errores debidos al hechu de que las 

variables son presentadas por un número limitado de 

digitos. 

7. Errores debido al .. 1 tuncionallliento del siste1na de 

CÓll!put.O. 

Se puede tener otra fuente de error, casi inevitable 

cuando se utilizan datos de los sistemas fisicos; pues la 
descripción de algunos fenómenos requiere la medición de datos. 

Los errores introducidos en esta etapa son llamados eorrores de 
..-dici6n. 

2.2 OEDUCCION DE ECUACIONES CARACTERISTICAS 

La similitud estructural de los modelos matemáticos que 

caracterizan las diferentes disciplinas de la fisica e ingenieri~ 

es bastante, debido a la similitud de la metodologia empleada para 
deducir las ecuaciones caracterist.icas. To1as las leyr!s fisicas 
básicas que gobiernan las diversa~ disciplinas toman la formu de 
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los principios de conservación. Las 

parciales que constituyen el modelo 

deducidas usando un procedimiento 

ecuacivn~s diferenciales 

matemático pueden ser 

que es virtualmente 

indept::ndiente del área de aplicación física. Este procedimiento 

toma los siguientes pasos. 

t. IdenlifJcar aquellos parAMelros que están presentes con 

wugni ludes no despreciables. Un campo puede contener los tres 

tipos de parámetros, disipador, depósito de potencial y depósito 

de flujo o sólo uno o dos de estos parámetros pueden estar 

pre sen tes. Algunas veces los tres parámetros están presentes, 

pero uno o dos de éstos, pueden ser de importancia despreciable en 

la determinación del potencial y distribución del flujo. 

2. Decidir si el problema sera for•ulado en una, dos, o 

tres di~nsiones espaciales, y cual sisle1na de coordenadas es 

apropiado. Esta decisiór, generalmente es hecha en base a la 

geomet.ria del sistem3. )" los propósitos del trabajo de modelado. 

Básicamente cualquier sistema fisico existe en tres dim~nsiones, y 

la representación en una o dos dimensiones, implica 

aproximaciones. En general, se prefiere un sistema en coordenadas 

rectangulares, a menos que la aeometria facilite el uso de otro 

tipo de coordenadas. 

3. Seleccionar una reglón ele.-enlal lipica. La geometría 

d~ este elemento depende del número de dimensiones, así como del 

sistema de coordenadas seleccionado. En coordenadas 

rectangulares, si el sistema puede ser caracterizado adecuadamente 

en una sola dimensión, la porción elemental de sistema es un 

segmento de linea Ax sobre la longitud total; si se requieren dos 

dimensiones, la porción elemental sera un rectangulo de 

dimensiones bX por 6y; si las tres dimensione~ son requeridas, la 

porción elemental sera un prisma rectangular de dimensiones tJ.x por 

by por ~. Una aproximación similar es empleada en otros sistemas 

de coordenadas. La descripción de la distribución de potencial y 

el flux en una porción elemental del sistema se considera 

representativa de todas las regiones que se encuentran dentro del 
campo. 
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4. Expresar el flll)( en c•da frontera del elo111enlo lipico en 

l~ralnos del potencial y de sus deriv•dAs con respecto al espacio 

y~o al tiemp<). Para sistemas en ~no, dos y tres dimensiones, esto 

conduce a dos, cuatro y seis ecuaciones respectivamente. 

s. Calcular el flux neto dentro del ele111enlo. Donde el 

sistema es únicamente disipativo, éste implica la suma de los 

fluxes que cruzan las fronteras del elemento; donde los parámetros 

de depósito están presentes, el almacenaje en el depósito asociado 

con el elemento, debe también ser tomado en cuenta. 

6. Recurrir al principio de conservación,. aplicando la 

disciplina para la cual el slsle1na pertenece. Esto implica tomar 

en cuenta todo flux que entra y sale del elemento. 

7. Hacer que las dl...enslones del ele111&nlo tiendan a cero. 

De este paso resulta una ecuación diferencial parcial que 

caracteriza el campo entero. 

2.2.1 TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES RES\Jl.TAHTES 

Huchos problemas importantes y significativos en 

ingeni.eria y en las demás ciencias, cuando están formulados en 

términos matemáticos, requieren la determinación de una función 

que satisfaga a una ecuación que contiene derivadas de la función 

desconocida. Tales ecuaciones son llamadas t!-Cuacion..e-s 

difl!'rl!'n.ciales. 

Para entender los diferentes métodos de solución de las 

ecuaciones diferenciales de una manera sistemática, es útil 

clasificar los diferentes tipos de éstas. Una de las 

clasificaciones más obvias está. basada en que si la función 

desconocida depende de una variable independiente o de varias 

variables independientes. En el primer caso aparecen solamente 

derivadas ordinarias en la ecuación diferencial y se dice que es 

una ecuación diferencial ordinaria. En el segundo caso, las 

derivadas son derivadas parciales y la ecuación es una ecuación 

diferencial parcial. Se llama orden de la ecuación diferencial al 

orden de la derivada superior. Se dice que una ecuación 

31 



diferencial, t&nt.o ordinaria como parcial, es 

primer grado en su variable dependiente Y 

lineal, si es de 

en derivadas 

parciales. Si cada término de una ecuación contiene solo la 

variable dependiente, o bién, una de sus derivadas, se dice que la 

ecuación e:s hotnoJenea; en caso contrario, se dice que es M..::i 

homo~~nea, 

Considerese uh sistdma cerrado que contiene tres 

componentes quimicos cuyas concentraciones est~n dadas por c
1

, c 21 

y e,. Los tres componentes pueden reaccionarse de acuerdo con lo 

establecido por la Figura 2.2 

e. __ i._. e--'-, --

1 k e e ... 
Figura 2. Z Reacción del Sistema. 

y las ecuaciones diferenciales que gobiernan este sistema s.or.. 

de, 

dt 

dc
2 

dt 

dt 

lit e e - lit e z z , l l 

k e' • z 

(2.2) 

Inicialmente, la concentración de los componentes dos y 

tres, son cero, y la concentración del componente uno, está dado 

como c
0

• Las ecuaciones diferenciales deberSn resolverse sujetas 

a las condiciones iniciales 

( 2. 3) 

Del desarrollo de este problema sur11en ecuaciones que 

dan como resultado sistemas que son llamados probl'!mas d~ valor 
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inicial. Las Ecuaciones 2.2, son ecuaciones diferenciales 

ordinarias, ya que solo hay una variable independiente, el tiempo 
e. Entonces la!. Ecuaciones 2. 2 y 2. 3, forman un sistema de 

ecuaciones diferenciales ordinarias que son un problema de valor 
inicial. 

Considerese 13 difusión y la reacción en un medio 

poroso. Considerando un coeficiente de difusión efectivo expresado 

de manera similar a la ley de Fick, asumiendo difusi6n equimolar 

en una sola dir.~cción y considerando tambiE:n reacción y difusión a 

régimen permanente, un balance de masa da: 

(2.4) 

Deduciendo la Ecuación 2.4 se vería que se pu~de partir 
de una ecuación diferencial parcial (la c~ncentracijn depende de, 
al menos dos variables independientes) y llegar a una ecuación 
diferencial ordinaria (la concentración depende de solo una 

variable independiente). La Ecuación 2.4 es de segundo orden y la 

teoría de las ecuaciones diferenciales parciales lineales de 

segundo orden dice que se deben especificar dos constantes en la 

solución general. Estableciendo dos condiciones a la frontera• 
una a cada lado de la placa, y considerando que un lado de la 

placa es impermeable además de que la concentración se mantiene 
constante al otro lado de la placa, las condiciones a la frontera 

son: 

º· 
L, 

-o. : = o j 

e = e,. 

(2. &l 

( 2.6) 

El problema expresado en las Enuaciones 2.4 a 2.6, es un 
prc-blema de una ecuación diferencial ordinaria con un valor a la 

frontera. También· es llamado como problema con valores a la 
frontera en dos puntos, porque las dos condiciones están 

expresadas a diferentes posiciones de x. Si fueran expresadas 
ambas en el mismo punto, por ejemplo a x = O, entonces el problema 

seria un problema de valor inicial. E~ta forma de los problemas 
con valores a la frontera que tienen las condiciones a c.Jda 

extremo del campo, complican la técnica de solución pero es 
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caracteristica de la di fusión, la transferencia de calor, Y los 

problemas de flujo de fluidos. 

Si se considerar&. el mi!>mo problema pero a régiman no 

permenente, de manera que 

lle 
Tt"" 

il ( D iJe ) 
7X .tJX (2. 7) 

Esta es una ecuación diferencial parcial, porque la 

solución e, depende de dos variables independientes, x y l.. El 

caracter de la dependencia en x y en t, es diferente de cualquier 

manera. Solamente hay una derivada en t, y la dependencia entes 

una evolución del fenómeno. Se requiere un valor inicial de la 

concentración en cada posición 

(2.8) 

La dependencia en x es similar a un problema de valor a 

la frontera, y dos condiciones son necesarias. Son posibles las 

condiciones como las de las Ecuaciones 2.5 y 2.6, pero la 

concentración e,, podria ser ahora función del tiempo. 

dado por las Euaciones 2.5 a 2.7. es llamado 

diferenciales parciales parabólicas en un solo 

dimensional. 

El sistema 

ecuaciones 

espacio 

Si se resuelve para dos o tres dimensiones, también 

tendremos una ecuación diferenéial parcial parabólica, donde t es 
la variable que representa la evolución en el tiempo, y donde x, Y 

y z, son variablez del tipo de valor a la frontera. En dos 

dimensiones se tiene 

.!__ [o ~) 
lty • lty 

R 
e 

(2.9) 

Si se supone estado estacionario, entonces la Ecuación 

2.8 se reduce a 

iJ ( 0 lle ) -¡yx • 7X + .!__ ( D ~) 
iJy • lty 

+ o (2.10) 

Esta ecuación podria modelar tanto difusión como 
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iea·;ción en una part.icula catalitica que tenga una longitud muy 

grande en la dirección z, asi que las variaciones en :? son 

despreciables. El t.ipo de condiciones a la frontera permitidas 

son del tipo Dirichlet o condiciones a la frontera de primera 

clase 

(2.11) 

de tipo Heumann o condiciones a la frontera de segunda clase 

- º· :. = '· 
(2.12) 

y del tipo Robin o condiciones a la frontera de tercera clase o 
condiciones mixtas 

(2.13) 

donde indica la dirección normal, /
9 

es el flux máximo 

especificado, e• es la concentr~ción externa a el medio poroso y 

km es el coeficiente de transferencia de masa. 

Condiciones similares se aplican a la transferencia de 

calor, en tal caso º~ es remplazado por la conductividad térmica 

k, '• es remplazado por el flux de calor q, ftm es remplazado por 

el coeficiente convectivo de transferencia de calor h, y el valor 

de e• se convierte en la temperatura externa r.. Las condiciones 

para este caso son 

T T . 
- lo. 

'1T (2.14) -.,;¡- q 

- lo. "r " (T - r . ) -.,;¡-

La Ecuación 2.10, es una ecuación diferencial parcial 

eliptica, y las variables independientes son del tipo de valor a 

la frontera. 

Generalmente los problemas de difusión son del tipo 

eliptico; si el problema es a régimen no permanente, el término de 

acumulación hace a éste pa'rabólico. 
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2.2.2 ECUACIOH DE TRANSFERENCIA DE 

SOLIDOS 

ENERGIA EN 

La ecuación que describe la transferencia de energia es 

desarrollada aplicando la ley de conservación de energia en base a 

una razón de tiempo sobre un elemento de volumen previaruente 

fijado. 

Considerando un elemento finito de volumen que contenaa 

un sólido homogeneo. donde la temperatura, densidad, calor 

especifico y flux de calor se encuentran definidos en todo punto 

del sistema, incluyendo la superficie, se tiene que 

{ 

voloc<dod do lo } 
energla. qu• •nt.ra. en 

forma. de ca.lar 
por conduce t..6n 

{

• voloc•dod do l~ .} 
_ en•rgla. que -l• •n 

forma. de c:Glor 
por conducct..6n 

{ 

veloci..da.d M 

energla. g•~ra.da. } { veloc\.dnd de } 

on .. gl o '"'"'"º 
acumulo.do 

De acuerdo con la ecuación anterior, los dos primero..> 

términos están dados por 

(2.16) 

donde q es el vector de flux de energía. El tercer término 

representa la energia generada en el elemento de volumen debido a 

reacción qui mica o nuclear. Definiendo a A como la can ti dad de 

energía generada por unidad de tiempo y por unidad de volumen, 

entonces se tiene que el tercer término de la Ecuación 2.15 está 

representado por A. El cuarto término considera la velocidad de 

cambio de energía interna. Si se considera que los cambios de 

energia interna sólo producen cambios en el c~lor sensible del 

sistema y que la densidad p, y el calor especicico e , son 
p 

constantes a lo largo de todo el elemento de volumen, se tiene que 

el cuarto término está representado por 

Pe 
p 
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Entonces la Ecuación 15 está representada en su totalidad por 

P e p ... ( 2. 16 J 

Esta ecuación describe la variación de la temperatura en 

sólidos d~bido a la transferencia de energia. Ksta aplica tanto 

para régimen permanente como para ré,¡imen no permanente y es 

independiente de cualquier sistema de coordenadas. 

Si el sólido se comporta de acuerdo con la ley de 

fourier, el vector del flux de calor puede ser remplazado por 

q - I< 9 T (2.19) 

donde ~ es la conductividad térmica del sólido. 

La Ecuación 2.18 se transforma para una conductividad 

térmica constante en 

"' e p 

lJT 
Tt I<.,.. T A ' 

dividiendo entre p CP se tiene 

+ _ .. _ 
P e p 

si se define la difusividad térmica o como 

finalmente se tiene que 

" </' T 
+ _ .. _ 

Pe p 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

La versión expandida de la Ecuación 2.23 se presenta en 

la Tabla 2.2, para los tres sistemas de coordenadas. 

37 



Tabla 2.2 Ecuación de transferencia de energía para sólidos 
est&cionarios. 

A 
p-c 

p 

1. Coordenadas Rectangulares: 

[ 

J"T 6'T 
"--+--+ 

4x2 cty2 

2. Coordenadas Cilíndricas: 

a [_1_ ~ (r E-) 
r ilr dr 

3. Coordenadae Esféricas: 

(
1 6 (• 6T) 
77rr7r ----

13
- ~ (sen 9 ::; ) 

r• sen 

A p-c 
p 
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2.3 POLJMERIZACION 

El término polimero se deriva de las palabras griegas 

pol t que significa "muchas" y r:~: :..· que significa "partes". Los 

polímeros son preparados por el proceso conocido como 

polimerización, la cual implica la combinación quimica r.ie muchas 

unidades quimicas pequeñas conoc1das como monómeros ("parte 

sola" J. Las unidades repetidas en un poli11Jero pueden ser tanto 

átomos solos, como en el caso del azufre, y moleculas o 8rupos de 

át.omos, como en el caso de las unidades de metileno, -CH
2
-, en el 

poiietileno. 

-s-s-s-s-s-s-s-s-s-s-s-s-s-s-
-CH CH CH CH CH CH CH CH CH CH CH -zzzzz:izzzzz 

El nümero de unidades repetidas en un polimero es 
llamado ~rado de pollmer(zacíón o DP. 

Como se muestra en la Figura 2. 3, algunos polímeros 

tienen una estructura ltneal o como hebras. Otras son ram.i/Lcadas 

o entrela2.'adas en redes tridimensionales. Aún otras tienen formas 

menos comunes parecidas a peines, estrellas, o escaleras. Los 

polimeros que tienen estructuras lineales o ramificadas son 

termoplást leos; es decir pueden ser moldeados o extruidos a 

elevadas temperaturas y presiones. En contraste. las resinas . 

entrelazadas termoestables son materiales permanentemente rigidos. 

Los hornopol lmeros consisten sólo de un tipo de unidades 

repetidas, mientras los c:opol L1,..,,.ro.!li, representados en la Figura 

2. 4, estit.n compuestos de dos o más unidades monomérlcas 

diferentes, arregladas en secuencias fortuitas o alternadas. 

Algunos copolimeros elaboran estructuras de bloques o de injertos, 

con secuencias relativamente largas de una unidad repetida varias 

veces y enlazada a secuencias similares. 

La formación de un polimero implica tanto reacciones de 

cadena o de etapas. Anteriormente los términos cdLclón y 

condensac lón fueron usa.dos para describir estos procesos 

respectivamente. Una de las principales diferencias entre estos 
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0 
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¡.·¡gura 2.3 Estructura de poliacros • 



Aleatorio 

Bloques 

Injertado 

Figura 2.4 Tipos de copolímcros. 
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mecanismos es que; en la polimerización de cadena el peso 

molecular permanece constante durante el tiempo de reacción, 

mientras que en la polimeriz.ación por paso el peso molecular 

aumenta. Una vez: que la reacción en cadena es uüciada, las 

moléculas de monómero son añadida3 en una sucesión rápida al 

extremo reactivo de la cadena de polimero en crecimiento, hasta 

que éste termina y se hace no ric:activo. Durante el paso de 
crecimiento o propa~act6n, varios miles de unidarles monoméricas se 

a~aden a una cadena en crecimiento ~n un intervalo de tiempo menor 

a un segundo. Entonces, en alguna etapa de la polimerización en 

cadena, la mezcla de reacr.ión consiste casi completamente de sólo 

dos especies: monómero y moléculas muy srandes. 

En lbs reacciones de paso algUn par de moléculas pueden 
reaccion&r, generalmente con la eliminación de pequeñas moléculas 

tales r.omo el agua. Bajo estas circunstancias. el monomero 

desaparece al principio y las moléculas de polimero crecen durante 

toda la reacción a una velocidad estable y lenta. 

Los materiales macromcleculares preparados por ambos 

procesos, generalmente contienen un amplio rango de tamanos 

moleculares. En las reacciones de cadena, esto resulta de la 

natur·alez:a aleatoria de los procesos de iniciación Y terminación. 

En las reacciones de .. paso, esto resulta de las interacciones 

aleatorias de todas las especies, cuyas velocidades son · 

independientes del peso molecular. La distribución de pesos 

moleculares varia ampliamente y puede ser determinada por métodos 

especiales. 

Si una molécula debe ser considerada como un monomero, 

esta debe ser capaz de enlazar a dos o más moléculas, es decir, su 

funcionalidad debe ser ~ 2. 

aarantizar la difuncionalidad 

Existen tres caminos básicos par& 

1. Abertura de un enlace doble; 

2. Abertura de un anillo; 
3. Uso de moléculas que contengan dos grupos funcionales 

reactivos. 
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Z.3.1 POLIMERIZACION POR ADICIOH 

Si la difuncionalidad procede de la abertura de un 

enlace doble, entonces es un mecanismo de reacción en cadena. La 

polimerización &eneralmente comienza con la adición de un 

iniciador I, el cual es capaz de producir una especie activa K•. 

Las especies activadas entonces reaccionan con el mon6mero M para 

producir una molécula activada por la abertura de un enlace doble. 

I -R.•• M - RM• 

La polimerización entonces procede por adiciones 

sucesivas de futuras moléculas de monómero en el extremo activo de 
la cadena en crecimiento. De este modo el mecanismo es llevado a 

cabo por adLctón o polimerizaclón en cadena y por lo tanto los 

polimeros de este tipo de reacciones, son lló.madas pott~ros de 

adic tón. 

La adición de moléculas de monómeros al extremo de la 

cadena activada, es conocido como propa.6aclón. Esta reacción será 

llevada a cabo hasta que el centro reactivo sea destruido por 

alguna reacción de terminación o hasta que el suministro de 

monómero se haya terminado. La polimerización por adición se 

puede representar como sigue: 

M RM* } iniciación 

RM• + M _. RMM* 

) RMM* + M --~· 
o en 11enera1 

propagación 

R{Ml ,M* + " R(M):ii:•t "* 

R{M) ... terminación 

La especie reactiva iniciadora R•, debe ser capaz de 

unirse al enlace n del mon6mero. Cuando R• es una especie de 

radical libre R•, produce una abertura homolitica del enlacen con 

la resultante formación de un nuevo radical libre en el extremo de 

propagación. Similarmente, cuando la especie reactiva es 
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o:lectrófilo R+ o nucleófilo R-, ocurre una abertura heteroli ti ca 

del enlace n con la formación de i6n carbonio o un carbani6n, 

respectivamente, en el extremo de propaaacion. Esta es la 

naturaleza del extremo reactivo de la cadena que determina el 

mecanismo de polimerización. De esta maner3, los iniciadores de 

radicales libres, dan oriaen a la polimerización por radicales 

libres. Similarmente, los iniciadores electrófilos y nucleófilos, 

dan origen a los ~ecanismos de polimerización cati6nica y 

aniónica, respectivamente. 

POLI MERI ZACJ OH DE ADJ CJ OH pOR RADICALES LIBRES 

De todos los procesos d,, polimerización d'=" d.dición, el 

de radicales libres es el más ampliamente estudiado y el me.1or 

entendido. 

La iniciación es el primer paso en el proceso de carlena. 

Este requiere la generación de radicales libres capaces .de 

reaccionar cr-n el monómero. Los radicales libres pueden ser 

generados por varios métodos. Ellos pueden ~er formados 

directamente a partir del mon6mer«:.· pvr exposicié·r1 31 calor 

(polimerización térmica) o radiación ultravioleta o rie 11lt..:t. 

energía. Generalmente, son generados por descomposición de alsun~ 

otra molécula llamada iniciador. aunque muchas veces es llaMada 

inadecuadamente como catalizador. 

La propagación implica la adición sucesiva de monómeros 

a los radicales activos generados en el paso de iniciación. 

Considerando la reacción de propagación que involu~ran la adición 

de monómeros de vinilo monosustltuidos o disustituidos a las 

especie activa lleva a la conclusión d~ que hay dos posibles modos 

de adición, llamados como adición cabeza a cota y r.::.dLC Z:t:in cabeza c.:: 

cabeza cola a cola. 

X 
1 

----CH -C• 
• 1 

y 

X 
1 

+ CH =C 
• 1 

y 

X X 
1 1 

-----CH -C-CH -C• 
z 1 2 1 

y y 
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X 
1 

---CH -C• + 
• 1 

y 

X 
1 

CH =C 
• 1 

y 

X X 

---CH -Ó-C-CH • 
1: 1 1 2 

y y 
Ad~ctOn cnb•za a cabeza colG a cola. 

El Proceso con el cual la actividad del extremo de la 

cadena en crecimiento es destruida, se conoce como terminación. 

Los radicales pueden ser terminados por una variedad de mecanismos 

tanto de primer orden como de segundo orden en las especies 

reactivas. Los procesos de segundo orden son los más importantes, 

donde los dos principales modos de terminación son• 

Ca) Coabinación 

H 
1 

---CH -C· + 
• 1 

X 

H 
1 

•C-CH ---
1 • 
X 

Cb> Desproporción 

H H 
1 1 

-----CH -C• + •C-CH ---
z 1 1 z 

X X 

H H 
1 1 

---+ -----CH -e-e-CH ----• x x • 

-----CH -CH 
• 1 2 

X 

H 
1 

+ C=CH -----
2 1 

X 

La primera se lleva a cabo debido a la r•-'acclón conjunta 

de dos radicales. La segunda se lleva a cabo por una reacción de 

transferencia del hidrógeno en la formación de dos moléculas, una 

de las cuales tienen un extremo .::on un arupo in saturado. En 

contraste a la combinación, la desproporción es un proceso 
activado, ya que este requiere la transferencia de un átomo de 

hidrógeno. 

2. 3. 3 CONDICIONES DE POLIMERIZACION 

Las reacciones de polimeri&:aci6n son clasificadas como 

homogeneas o heterogeneas dependiendo del número de fases en el 

sistema. En la polimerización homogenea, todos los reactivos, es 

decir, monómero, iniciador y solvente, son mutuamente solubles y 

compatibles con el polímero. Algunos sistemas SE: convierten en 

heterogeneos debido a la precipitación del polimero cuando éste e~ 

formado. Por otro lado, si ~s usado diraetilsulfóxido como 
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solvente, el polímero p~cmanece en solución y el sistema de 

polimeri~ación será homoeeneo. 

Otros sistemas de poliroerización, como las 

polimerizaciones en suspensión y emulsión, consisten de mvnómero 

dispersado como pequeñas gotitas en un medio de suspensión inerte 

y son completamente heterogeneas. La principal dif'!'rencia entre 

estos dos procesos es el medio de polimerización. 

Poli~rización en masa. La polimerización en masa es el 

más simple de los procesos de polimerización. Ent.t:t implica la 

adición de pequeñas cantidades de iniciador al monómero puro,. y 

calentamiento a una temperatura donde el iniciador se disocia para 

generar radicales libres. La ausencia de aditivos resulta en un 

producto al t.amen te puro. Sin embargo hay varias desventajas que 

limit~n la aplicación de este proceso. Debido a la alta 

exotermlcidad de la polimerización vinil1ca, el control térmico de 

la reacción puede ser dificil. Esta es la realidad particular de 

los procesos comerciales, los cuales requieren velocidades 

razonables de polimerización en volúmenes grandes de reactivos. 

Bajo tales condiciones, la velocidad de transferencia termica es 

insuficiente para remover el calor de polimerización. Los efectos 

de la autoaceleración emp'!ora el problema y ensancha la 

distribución de pesos moleculares. Con!5ecuentemente. la 
polimerización en masa esta restringida a aquellos monómeros con· 

reactividades y calores de polimerización bajas,. tales como 

est.ireno y metilmetacrilato. La polimerización en masa es muy 

usada en la producción de hojas moldeadas. 

Poli1nerJzación en solución. Huchos de los problemas de 

la polimerización en masa son eliminados con la dilución del 

monómero con un solvente adecuado. La viscosidad del medio se ve 

incrementada pero no a tal grado como en la polimerización en 

masa. El control térmico es mucho más facil porque la 

transferencia de calor se ve mejorada. En realidad, la 

eliminación del calor de polimerización puede facilitarse llevando 

a cabo la reacción a la temperatura de reflujo del solvente donde 

el calor es removido como calor latente de vaporización. La 

principal desventaja e~ la dificultad de eliminar y manejar 
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grandes cantidades de solventes. Sin embargo, la polim~rización 

en solución es usada industrialmente, especialmente para la 
preparación de cantidades relativamente pequeñas de polímeros 

especiales, tales como los usados en la preparación de 

resistencias poliméricas para la fabricación de dispositivo 

electrónicos. 

Polimerización en suspensión. La polimerización en 

suspensión es un proceso heterogeneo en el cual un monómero 

insoluble en agua es dispersado en ella en forma de gotitas con 

diámetros que varian de 0.01 0.5 cm. La suspensión es 

estabilizada por agitación mecánica y con un coloide protector o 

dispersante tal como el alcohol polivinilico. El dispersante 
evita la conglomeración de gotitas de monómero parcialmente 

polimerizado en la etapa cuando están más pegajosas. La 

polimerización ~s iniciada con un iniciador soluble en el 

monómero, de esta manera la polimerización se lleva a cabo en las 

gotitas individuales. El proceso completo puede ser visto como si 

estuviera formado de muchas polimerizaciones en masa separadas, y 

como consecuencia, las cinéticas de la polimerización son las 

mismas que para las polimerizaciones de masa y solución. Ya que 

el agua es la fase continua, la viscosidad permanece constante y 

la gran area de las partículas individuales garantizan una buena 
transferencia de calor. Este método es ampliamente usado para la 
producción de muchos polimeros y copolimeros. 

Poli1nerizaciOn en e-.ilsiOn. Este también es un proceso 

heterogeneo y, al igual Que la polimerización en suspensión, se 

lleva a cabo en agua como fase continua. Sin embargo, en este 

caso las gotas de monómero son dispersadas en la fase acuosa por 

medio de un agente emulsificante o surfactante para producir una 

emulsión estable. Son usados iniciadores solubles en agua, asi 

que la polimerización inicial se lleva a cabo en la fase acuosa. 

Kl polímero es entonces formado como un lar.ex de particulas de 

polimero estabilizadas por el agente emulsificante. El diámetro 

de la partícula es del orden de 0.05 a 0.2 µm. considerablemente 

menor que el diámetro de las partículas provenientes de la 

polimerización en suspensión. El proceso tiene muchas de las 
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ventajas de la polimerización en 

viscosidad y facil control térmico. 

suspensión tales como baja 

En consecuencia, el latex 

puede ser usado directamente en pinturas, y pueden ser preparados 

y manejados convenientemente polimeros suaves o pegajosos. Sin 

embarao es extremadamente dificil remover los adi~ivos tales como 

emulsi ficantes y coagulantes del poli mero. ademan de que los 

niveles bajos de impureza residual pueden degradar las propiedades 

del polimero facilmente. 

2.3., PESOS MOLECULARES 

El producto de la polimerización contiene moléculas que 

tienen muchas cadenas de diferentes longitudes. Para algunos 

tipos de polimerización. la dLstrlbucLón de pes<CJs molec!..!lar.::!'s 

resultante puede ser calculada est.adisticamente. Esta puede ser 

ilustrada por la graficaci6n del peso molecular de polímero t_¡~ un 

tamaño dado. contra la longitud de cadena o peso molecular dado en 

la Figura 2.5. 

Ya que una distribución de pesos molecu ! ares existe en 

cualquier mues~ra de polimeros. algunas mediciones experimentales 

del peso molecular dan sólo un valor prcmec!io. Varios promedios 

son importantes, por ejemplo, alaunos métodos de medición del peso 

molecular, en efecto cuentan el número de molécula3 en una mas& 

conocida de material. Mediante el conocimiento del número de 

Avogadro, esta información conduce al pesa molecular prom.edto 

nwnerado Hn de una muestra. Para poli.meros ti.picos, el número 

promedio se encuentra cerca del pico de la curva Je distribución 

de pesos o el peso molecular más probable. 

En otros experimentos, tales como la dispersión de luz, 

la contribución de una molécula para el efect.o observado es una 

función de su masa. Holeculas pesadas sen favorf'..:cidas en el 

proceso de promediar; por lo tanto resulta un pesu mo lec u.lar 

prornedlo ponderado H..., 
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Promedio numerado, M0 

PrornediJ ponderado,Mw 

Peso molecular -

Fi&ura 2. 5 Distribuci6n de pesos •oleculares en un 
polia:ero típico. 
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Ya que los polimeros tipicos consisten de una mezcl& de 

especies moleculares, los métodos para obtener el peso molecular. 

dan siempre valores promedios. La medición de propiedades 

coligativas, en efect.o cuenta el número de moles de soluto por 

unidad de pe9o de muestra. Este número es la suma total de todas 

las especies moleculares del número de moles N._ de cada especie 
presente: 

(2.24) 

El p~so molecular total w de una muestra es similar a la 

suma de los Pesos moleculares de cada especie, 

(2.25) 

El peso molecular promedio obtenido de esta manera, es 

el peso molecular promedio numerado H~. Por la definición de peso 

molecular que es el peso de una muestra por mol, 

(2.26) 

Definiendo el peso molecula promedio ponderado se tiene: 

H : ,i,c, H, : ~w H 
V C t. t. '. 

donde w\. es la fracción peso, y 

"' e :. \e" 
,{-, 

(2.27) 

(2.28) 

El significado de los pesos moleculares promedios 

numerado y ponderado debe hi\.cerse notar. Hv es 

que lf", excepto para sistemas monodispersados. 

es una medida de la polidispersidad del 

siempre más grande 

La relación H..,/H" 
sistema. Hv es 

particularmente sensible a la presencia de especies de alto peso 

molecular. mientras H" es influenciada más pvr especies en los 

extremos bajos de la distribución de pesos moleculares. 
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l&PITILI 1 

INTEGRACION NUMERICA 

DE ECUACIONES 

DIFERENCIALES ORDINARIAS 



3.1 1-ETOOOS NUMERJCOS PARA LA JNTEGRACION DE E.O.O. 

Aunque muchas ecuaciones diferenciales ordindrias 

importantes pueden ser resueltas por un m&todo analítico común. un 

gran nümero de estas no pueden ser resueltas de ésta manera. 

Afortunadamente, las soluciones de estas ecuaciones pueden ser 

generadas numericamente. 

Una ecuación diferencial ordinaria de orden n tiene la 
forraa 

~/"1 (x) = /(X,:,.+(X)¡~J° ... , ,y'nwu(X)), {3.1) 

Se dice que la Ecuación 3.1 es de orden n, porque la 

derivada más al ta es de orden n.; y se llama o.rdLn4rLa, porque 

unicamente aparecen derivadas totales (no aparecen derivadas 
parciales o al terna.das, es decir sólo hay una variable 

independiente x). Una función y(x) que satisface esta ecuación 

debe ser, al menos, n. veces diferenciable y de esta manera será 

una solución de la ecuación diferencial. Para obtener una 

solucLón ünica, de las muchas funciones y(x) que la satisfacen, es 

necesario dar información adicional, es decir, valores de y(x) y/o 

sus derivada5 en algunos valores específicos de x. 

ecuaClón de n-esimo orden, condiciones son 

suficientes para determinar una solución única y(x), 

Para una 

normalmente 

Si todas las 

n condiciones son especificadas al mismo valor de x (a x
0

, por· 

ejemplo), entonces el problema es llamado probl~ma ~ uator 

in.Lcia!. Cuando más de un valor de x se encuentra involucrado, el 

problema es llamado problema de valor a la frontera. 

Los algoritmos más comunes para resolver una ecuación 

diferencial ordinaria de primer orden con condiciones iniciales 

y(x
0

). están basados en alguna de estas dos aproximaciones; 

t. Uso directo o indirecto de la expansión de Taylor en la 

función objeto o solución y(x), 

2. Uso d~ fórmulas de integración abiertas o cerradas. 

Los varios procedimientos pueden ser clasificados en dos 

gruPos, los métodos llamados de un solo paso Y los mul7ipaso. Los 
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métodos de un solo paso permiten calcular Y.,,.. dando solamente la 

ecuac16n diferencial e información a xl, es decir, un valor de Y.,. 

Los métodos multipaso requieren además los valores de Y., y/o f\ en 

otros valores de xJ fuera del interva.lo de integración 
considerado. 

:31.1.1 INTEGRACION NUMERICA POR SERIES DE TAYLOR 

Considerando una ecuación diferencial de primer orden de 

valor inicial de la forma 

y• = /(x,y)' (3. 2) 

La función f puede ser lineal o no lineal, pero s~ debe 

asumir que f es diferenciable con respecto a x y y. Se sabe que 

la Ecuación 3. 2 tiene una 3olución única si a¡ /ity es continua en 

el dominio de interes. Si y( x) es la solución exacta de la 

Ecuación 3. 2, se puede expander y( x) en una serie de Taylqr1 

NCi'i'A. I·:·-·······-·····-···--·-········· ............... - ................................................... --·--······ 

Serle de Taylor con residuo. Si una función continua 

/(x) posee (n+l) derivadas dentro del intervalo [x
0

,x] esta puede 

ser representada por una serie finita de potencias 

+ .•. + {X - Xo)n 
n ! 

donde R(x), el residuo, está dado por 

/1 n• ll J ((') 

R(x) = (x - x )n+
1
-----

o (n+l) ! 
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alrededor del punto x = x
0

: 

(3.3) 

Las derivadas en esta expansión no se conocen 

explici tamente, ya que la solución tampocc. se con·:ce. De 

cualquier manera, si f es suficientemente diferenciable. las 

derivadas pueden ser obtenidas te>mando la derivada total de la 

Ecuación 3. 2 con respecto a x, teniendo en cuenta que y es una 

función de x. De este modo se obtienen las primeras derivadas: 

y' /(X,)I)' 

y" !' /X+ 1v y' =/X + /Y I 

y'" /" /XX + /ICV/+/Y• I + /yy /z + I Y I" + ¡• 
y I 

l'l('JI, + 21,Y I + I YY Jz + I Y I + /
2 

I • y 
(3.4) 

Continuando de esta manera, se pueoe expresar c1Jal"uier 

derivada de y en términos de /(x,y) y de sus derivadas parciales, 

Es claro que, al menos que f(x,y) sea extremadamente simple, la 

derivada total más alta se convertirá en una función cada vez más 

compleja. Por razones prácticas, se debe limitar el número de 

términos en la expansión, a un número razonable, y esta 

restricción conduce a una restricción en el valor de x, por lo que 

la Ecuación 3. 3 es una aproximación razonable. Si se asume que 

una serie truncada da una buena aproximación para un tamaño de 

paso h, es decir, para x-x
0

=h, se puede evaluar y a x
0

+h; 

reevaluando las derivadas y•, y", etc. , a x = x
0 

+h., y usar la 

expansión para proceder con el siguiente paso. Si se continua de 

est8 manera, se obtendrá un conjunto discreto de valores yn los 

cuales son aproximaciones a la solución real en los puntos 

xn=x
0

+M (n=O, 1, 2, ... ). Se denota el valor de la solución 

exacta en el punto xn por Y(xn) y para una solución aproximada por 

yn, 

Para formalizar el procedimiento, se introduce el 

operador 
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T,{x,y) = /(x,y) +~/'{><,y) + ... 

·-· +Y-lk-•1cx.y) k = 1, 2. (3.5) 

donde se asume que el tamaiio de paso que se usa es h, y donde l" 
denota la ;'-e.sima derivada total de la función /(x,y(x)) con 

respecto a x. Para encontrar una solución aproximada con el 

algoritmo de Taylor de la ecuación diferencial 

y' = /{><,y). 

y(a) = Yo' 

sobre un intervalc.• [o:, b J se debe: 

(3.6) 

t. Escoa:er un tama~o de paso h = (b-a)/N, De manera que 

xn =a+ n h donde n =O, 1, ... , H. 

2. Generar aproximaciones Yn para '.Y(Xn) a partir de la 

fórmula de recursión 

n = O, 1 1 ••• , N-1 (3.7) 

donde Tk(x,y) está definido Por la Ecuación 3.5. 

Bl algoritmo de Taylor, y otros métodos basados en este 

algoritmo, el CU3l calcula Y a xn•• usando únicamente 
información de y y de )I' en un punto particular x = xn, son 

llamados métodos d~ ~n •oto pa.$0. 

Rl teorema de Taylor con residuo muestra que el error 

local del algoritmo de Taylor de orden k es 

f\k+l/Ckl(f.,y(~)) 

!k + ll 1 

13.B) 

Se dice que el algoritmo de Taylor es de orden k si el 

error local E, como esta definido anteriormente es o ['·t1c+1). 

Fijando k=l del algoritmo anterior, se obtiene el Melodo 

de Euler y su error local, 
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(3.9) 

sin embargo, el He todo de Buler no es muy usado en problemas 

practicas ya que requiere tamaños de paso muy pequeños para 

obtener una exactitud razonable. 

Kl alaoritmo de Taylor. también no es de mucho interes. 

porque muchos de los métodos prácticos intentan garantizar la 

misma exactitud que del algoritmo de Taylor del mismo orden, sin 

la desventaja de tener qua calcular las derivadas de más alto 

orden. 

3.1.2 METOOOS DE RUMGE-KUTT A 

Con los métodos de Runge-Kutta se obtiene gran 

exactitud, y al mismo tiempo evitan la necesidad de obtener 

derivadas de alto orden por la evaluación de la función /{x,y) en 

los puntos seleccionados en cada subintervalo. Las aproximaciones 

de segundo, tercero, y cuarto orden Ces decir, aproximaciones con 

exactitud equivalente a las expansiones de Taylor de y(x) que 

contienen términos en h
2

, h
3

, y .h
4

, respectivamente) requieren la 

estimación de /(x,y) a dos, tres, y cuatro valores de x en el 

intervalo x\ S x S xua. Los métodos de orden m., donde m. es más 

&rande que cuatro, requieren la evaluación de derivadas en más de 

puntos cercanos. 

Todos los métodos de Run&e-Kutta tienen algoritmos de la 

forma 

(3.10) 

donde ~ es una aproximación elegida adecuadamente para /(x,y) en 

el intervalo x S x S x . Se desarrollarán las fórmulas del 
\ , .... 

Runge-Kutta más simple, el cual es el algoritmo de segundo orden. 

Sea tP un promedio ponderado de dos evaluaciones de 

derivadas k
1 

y kz en el intervalo x, S x S x,.,• es decir 
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"' = c:lt • bk • ' . 
la cual lleva al alaoritmo de Run•e-K~tta siguiente 

Sea 

(3.11) 

(3.12) 

donde P y Q son constantes que se establecerán más tarde. Las 

cantidades hlr.
1 

y hk
2 

tienen una interpretación gométrica simple. 

Primero, expandiendo k en una serie de Taylor para una 
" . 

función de dos vari&.bles"' y omitiendo todos los términos en les 

Serie de- Taylor para dos variables. Suponiendo que 

/(x,y) posee un núruero suficiente de derivadas parciales, entonces 

los valores de f en los puntos (x,y) y (x + h,y + k) pueden ser 

relacionados en una serie de taylor de la siguiente manera: 

/(X + h,y + k) /(x,y) + (" !x + k ~ )/(x,y) 

1 ( " " ). + 2l h-;rx + k-;Jy /(x,y) + ... 

donde el término restante está dado por 

< 1! < 1 • 

Es decir, 

Rn : O [( )h I + lk 1 ¡"] 
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cuales el exponente de h es más arande que uno: 

/(xl,yi.) + pl.f.tx.,,yl) 

.. qhf (X l • y l ) I y (X l • y l ) + () ( h 1) • (3.14) 

De las Ecuacl"ones 3 .13 y 3 .14, la Ecuación 3 .12 se 

convierte en 

Y.,..:: yi. h[a/(xl,yi.) + b/(xl,yl)] 

+ h
1 

[bpf .cxl ,y") + bq/(xl,yl)fy<x.,,yll] + O(hª>. (3.15) 

Posteriormente, expandiendo la función y(x) alrededor de 

xl. usando la serie de Taylor de manera similar a la anterior: 

y(xl .,. h) :: y(xl•t) = y(xl) + h./(xl,y{ .<l)) 

( 3 .16) 

Para evaluar derivadas de más alto orden, se puede usar 

Si se realiza la expansión para un valor de n 3. se 

tiene 

f(x • h,y + k) 

donde 

"f(x,y) 
f X : ---;;;;- ' 

/(x,y) + hf.cx,y) + k/Y(x,y) + h
1

f •• Cx,y)/2 

+ hkf.,(x,y) + k"f,Y(x,y)/2 +O (<lhl • lkll•]. 

"f(x,y) 
r,=~· 

"f<x,y) 

'-· =--.-. "X 
"f(.<,y) 

lyy =~ 
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la regla de la cadena. 

df iJf 

(3.17) 
dx iJx 

Por lo tanto, / · ( xL, y( xL)) está dado por 

( 3 .18 l 

Finalmente, igualando los términos de las potencias de h 

en las Ecuaciones 3.15 y 3.16 usando la Ecuación 3.18: 

los 

y{x"') Y, ' 

/(x ,y(x )) = (a+ bl/(x ,y ), 

Suponiendo que
2 

yL = y(x") y que se quiere 

coeficientes de h para ~odas las posibles 

(3.19) 

(3.20) 

(3. 21) 

igualdad de 

ecuaciones 
diferenciables /(x,y), se encuentra que a+ b = 1, bp = 1/2, y bq 

= 1/2. Entonces 

- b • 

l 
p=q= 2F (3.22) 

Ya que las tres Ecuaciones 3.22 contienen cuatro 

incognitas, el sistema está indeterminado, es decir, hay una 

variable, por decir b, la cual puede ser escogida arbitrariamente. 

Las dos elecciones comunes son b 1/2 y b = l. 

Para b = 1/2, a = 1/2, p = l, q = l, la Ecuaci6n 3.12 se 

transforma en 

(3.23) 

la cual puede también ser escrita 

(3.24) 
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donde 

(3.25) 

El algoritmo de un paso de las Ecuaciones 3.23 y 3.24 es 

conocido como el JMotodo de ['ulc!'r ~)"orad.o o el rMtodo de Heun. 

No tese que aunque la verdadera 

/(x".,,y(x".,)). ésta es aproximada 

y(x".') es de.sconocido. 

derivada en 

por /(x
0

,,Y
0

,), 

es 

que 

El algoritmo de Euler de la Ecuación 3. 25 puede ser 

visto como una ecuación de predicción para );~~: (la primera 

aproximación de Y".'), mientras la Ecuación 3. 24 pueden ser 

considerada ecuación correctora para producir una estimación 

mejorada de yl•t" La Ecuación 3.24 puede ser usada iterativamente 

para producir una secuencia de valores corregidos de y"""', Y~!:. Y:::, ... , ;;:::. En este caso el par de Euaciones 3. 24. y 3. 25 

conduce al más simple de los llamados métodos predictores 

corrc!'c to res. 

Para b 

transforma en 

donde 

l· a º· p 
1/2, q 1/2, la Ecuación 3.12 se 

(3.26) 

(3.27) 

El algoritmo de un paso de las Ecuaciones 3.26 y 3.27 es 

llamado como el m.!-todo del pol C6on.o mJ!o)'orado o el ,,_..todo de E:uler 

MOdC/icado. Nuevamente el método de Euler es empleado dos veces 

en la ~ecuencia. Primero, de la Ecuación 3.27, la .!1.proximación 

para el valor Y"."'
2 

es obtenido en el punto medio x" + h./2. 

Segundo, la Ecuación 3.26 calcula f(x,y) para x = x" + h./2, y = 
Y".,,....

2
, y usa este como la derivada promedio para el procedimiento 

en el intervalo completo. 

Los métodos de Runge-Kutta son desarrollados 
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similarment.e. f'C"r ejemplo, la función de incremento para el 

método de tercer c.·rden es 

donde ks' k
20

y k
31 

aproximan la derivada de varios puntos en el 

intervalo de integración [x~ .~us J. En este caso, 

(3.29) 

Los algori trnos Runge-Kutta de tercer ordl!'n est.án dados 

por 

13.30) 

Para determinar las con~tantes a, b, e, p. :, y s, s~ 

expanden k
2 

y k
3 

alrededor de (xt,y~) en s-:!'rics dt: T.:tylor como 

función de dos variables. La función y{ x) es expandida en una 

.Gt!'rie de Taylor como se hi:o:o anteriormente. Los coeficientes de 

las potencias de /\ son igualados para producir una formula con un 

error de truncación local de orden h•. Los detalies son 

esencialmente los mismos como en el desarrollo de los métodos de 

seeundo orden. 

Nuevamente hay menos ecuaciones que incognitas: 

a+b+c 1, 

bp + cr 1/2, 

cps 1/6. (3.31) 

Dos de las constantes a, b, e, p, y son 

arbitrarias. Para un conjunte.. de const.:intes, sel~ccionado por 
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Kutta, el método de tercer orden es: 

y""'' s y" +~(k1 + 4.k 2 + & 9 ) 

k, /(xi. ,y"), 

k, /(x, ++h,y, ++hk,l, (3.32) 

k. /(x,. + h,y" + 2hk •• -hk,). 

Notes.e que si /(x,y) es una función de x solamente, 

entonces la Ecuación 3.32 se reduce a la regla de Simpson. 

Todas las formulas de euarto ord4Pn son de la forma 

y""'' Y, ·~<k, + 2k
2 

+ 2k. + k.l. 

k, /(x,.y,). 

k, /(x, •th,y, +{-hk,l, (3. 33) 

k, /Cx, +th.Y, + +hk
2

), 

k . /lx, + h,y, + hk!I). 

Nuevamente notese que la Ecuación J. 33 se reduce a la 

re•la de Simpson /(x,yL si es una función de x únicamente. Otro 

método de cuarto orden, también atribuido a Kutta, es: 

Y"", y" ·Tck, ... 3k •• 3k •• k,). 

I'. /(x, ,y"), 

k, /{x, •+h,y, +i-hk,), {3.34) 

k. /(x1. •+h,y, -}1t1t, + hk,). 

k. /(x" T h,y\. + hk, - hk, T hk
9 

). 

El método más ampliamente usado de los de cuarto orden 

(y muy probablemente el método más ampliamente usado para resolver 
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ecuaciones diferenciales ordinarias t.ambién) es uno atribuido a 

Gill: 

/(x, + +h,y, + +hk,), (3.35) 

Las subrutinas de Runa;e-Kutta en muchas librerias de 

programas para computadora emplean las constantes de Gill. 

3. t.3 ECUACIONES 

SI M\JL T ANEAS 

DI F"ERENCIALES ORDINAIUAS 

Considere la solución del siauiente sistema de 

ecuaciones diferenciales ordinarias simultaneas de primer orden en 

,la variable dependiente Y
1

, Y
2

, ••• ,yn: 

(3.36) 

64 



con condiciones iniciales dadas a un punto común (X
0

), esto es, 

(3.37) 

y {X ) 
n O Y,,,O • 

La solución de tal sistema no es, al menos en principio, 

mAs dificil que la solución de una ecuación de primer orden. El 

alaoritmo seleCcionado es aplicado a cada una de las n ecuaciones 

en forma paralela a cada paso. 

Ya que una ecuación de alto orden 

dy 
y,-, 

dx 
~~ ' ... ' :::~ ] ' (3.38) 

con condiciones iniciales apropiadas 

(3.39). 

siempre puede ser escrita como un sistema de ecuaciones de primer 

orden de la forma de la Ecuación 3. 36, también varios métodos 

numéricos pueden ser aplicados indirectamente para resolver 

problemas de valor inicial de alto orden. Los problemas de valor 

inicial que involucran sistemas de ecuaciones de ordenes variados, 

pueden también ser reducidos a la forma de la Ecuaci6n 3.36 en la 

mayoría de los casos. 

Las formulas correspondientes al método de Runge-Kutta 

para un sistema de n ecuaciones diferenciales se deduce a partir 

de la Ecuación 3.33. haciendo para ello "-,=hk,. "-2 =hk2 • "'•="k• y 

"',=hk,. 
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,. 
YL,t +-r 

,. +-.r, ... , Y1.,n 
,. .. " ) +-2-. 

11=1.2,3, ... ,n, (3.40) 

La Ecuación 3. 40 debe ser resuelta para cada pa:io de 

integración 1+., a partir de los rf!sult.ados obtenidos en el paso 
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SOLUCION DE ECUACIONES 

DIFERENCIALES PARCIALES 

POR EL METODO DE 

DIFERENCIAS FINITAS 



4-.1 ECUACIOfoES DIFERENCIALES PARCIALES 

Las ecuaciones que modelan fenómenos físicos ti~n~n 

diferentes característica~ dependiendo de como se ha modelado la 

evolución en el tiempo y la influencia de las condiciones a la 

frontera. Cuando nos enfrentamos con un m-:..delo expresado en la 

forma de una ecuación diferencial, el análisis de ésta debe 

decidir que tipo de ecuación será resuE:l ta y por lo tanto los 

métodos que son convenientes utilizar. 

Existen ciertas clases de ecuaciones diferenciales 

parciales de interes para cientificos e incenieros, éstas ~irven 

frecuentemente como modelos matemáticos para describir un 

fenómeno. Estos fenómenos ocurren en un medio vacío, sólido, 

liquido o gaseoso, sobre una re&i6n de espacio que se encuentra 

limitada. Al¡unas de las áreas que generan este tipo de 

ecuaciones son: transferencia de calor, mecánica de fluidos, 

electrost.ática, electromagnetismo, acústica, y transferencia de 

masa. 

En la may,Jría de los casos las variables espaciales. y 

muchas veces el tiempo, surgen como variables independientes, 

mientras las variables dependien~es del problema, pued~n ser tanto 

el flujo como el potencial. 

Las ecuaciones diferenciales parcialas de segundo orden, 

son frecuentemente referidas a alguno de los siguiente!! tipos: 

elíptico, hiperbólico y parabólico. Tal clasificación es p~sible 

si la ecuación ha sido reducida, por una adecuada transformación 

de las variables independientes, a la forma 

+ + Ct.t + D o ( 4. 1) 

en la cual los coeficientes A~, evaluados en el punto 

(x ... x
2

• xn), puden ser 1, -1, o cero. Aquí. 1, es la 

variable dependiente, y las ·'\ son las variables independientes. 

Hotese la ausencia de derivadas mezcladas U
2
u/4x 4x (\JllfJ) dentro 

' J 
de esta forma. Las siguientes posibilidades scm de principal 
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interes; 

t. Si todas las Al son diferP.ntes de e.ero y tienen el mismo 

signo, la ecuaci• .. n dif~rencial parcial es de tipo 

elipt.ico. 

2. Si todas las Al son diferentes de cero y tienen el mismo 

signo, con una excepción, la ~cuación es de tipo 

hiperbólico. 

3. Si una Al es cero (Ak, por ejemplo) y las restantes AL 

son diferentes de cero y del mismo sisno, y el 

coeficiente Bk de 6'\J./ilxk es diferente de cero, la 

ecuación diferencial parcial es del tipo parabólico. 

Ya que los coeficientes A
1

• Bl, C y D son funciones de 

las variables independientes ..:
1

, x
2

, ·'n' la clasificación de una 

ecuación diferencial parcial puede vari3.r de acuedo al punto en 

particular que sea considerado en el espacio (x
1

• xz" ...• xn). 

Frecuentemente, una de las variables independi~ntes será el tiempo 

y las restantes (tres para nuestro propósito) serán las 

coordenadas de distancia o variables espaciales x, y y z. 

Por ejemplo se pude observar que las ecuaciones 4.2, 4.3 

y 4, 4 oon del t.ipo elipt.ico, hiperbólico y parabólico, 

respectivamente. 

ilu (,Zu 
--+--=O 
iJ xz iJ yz 

"z u aª u "z \.1 

iJ xz + ,, yª = -;-;¡: 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

En los últimos ai\os, han sido desarrolladas algunas 

aproximaciones para la obtención de 

adecuados para el tratamiento de 

algoritmos computacionales 

ecuaciones diferenciales 

parciales. Los más ampliamente usados son el método de 
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diferencias finitas y el método de elemento finito. El propósito 

de ambos métodos, es reducir un problema continuo en un modelo 

matemático discreto, conveniente para resolverlo por computadora. 

Entre las varias estrategias los métcdos de diferencias finitas y 

el de elemento finito 1 son tal vez, los más generales Y por lo 

tanto los más populares. El método de diferencias finitas, 

desarrollado ori&inalmente por matemáticos, es un procedimiento 

muy aeneral y puede ser usado directamente si se dispone de las 

~i:uaciones diferenciales que gobiernan el siste1ma fisico. Las 

bAses del método son fáciles de aprender . 

... 1.1 PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 

Los problemas de valor inicial se presentan en varias 

ramas de la fisica e ingenieria como por ejemplo flujo de calor, 

difusión, dinámica de fluidos, dinámica de flujos magnéticos, 

teoría electromagnética, mecánica de ondas, transferencia 

radioactiva y transporte de neutrones. En estos problemas se 

supone que existe un régimen no permanente, por lo tanto, en las 

ecuaciones que describen estos fenómenos una de las variables 

independientes, corr1unmente llamada t, tiene un comportamiento en 

el tiempo. Esta clase de problemas tienen condiciones 

especificadas a t = t
0 

(Que es la condición inicial) y existe una 

solución para t ~ '«•' por lo tanto este tipo de problemas son 
llamados problemas de- valor (n(cLal. Los problemas de valor 

inicial existen en los tipos parabólico e hipebólico. 

4-.2 APROXIMACION DE DERIVADAS POR DIFERENCIAS FINITAS 

El objetivo básico del método de diferencias finitas es 

representar la continuidad del espacio y del tiempo como un 

conjunto de puntos discretos. Una aproximación de la ecuación 

diferencial por medio de una ecuación algebráica separada es 

deducida para cada uno de estos puntos. La solución de la 

ecuación diferencial parcial se encuentra resolviendo estas 

ecuaciones algebráicas. Por consiguiente, el primer paso en la 

obtención de estas ecuacicnes algebráicas es definir un conjunto 
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de puntos espaciados discretamente. 

Por lo tanto. cuando es usada una técnica de diferencias 

finitas para resolver una ecuación diferencial parcial (además de 

sus condiciones iniciales y a la frontera)~ debe establecerse una 

red de puntos en la región de interes ocupada pnr las variables 

independientes. Para determinar la representación discreta de las 

derivadas. es importante recordar que éstas representan 

velocidades de cambio. Por lo tanto, una aproximación por 

diferencias para una derivada. usa la información proporcionada 

por los puntos vecinos de una aalla. Esta malla es una 

representación aráfica en donde las intersecciones de las lineas 

que la forman, son puntos que dan la solución discret.a de la 

ecuación diferencial parcial. 

expansiones por series de Taylor. 

Esto se logra con el uso de 

Supongase que se tienen dos coordenadas de distancia; ~ 

y y, y la coordenada tiempo L como variables independientes y la 

respectiva malla de espaciamientos b.x, Ay y t.t. Los subíndices ~. 

J y n pueden ser usados para denotar que los ¡:untos espaciados 

tienen coordenadas LdX. JAy, nb.t, también llamado punto l~.J,n) de 

la malla. Sea u = u(.< 1 y, t) la solución exacta de la ecuación 

diferencial parcial, y sean L.J,n sus aproximaciones a ser 

determinadas a cada punto de la malla por el método de diferencias 

finitas. También se usa para denotar la solución exacta 

U(LdX, J.0.Y, nAt.) en un punto (i.,J,n) de la malla en particular. 

Las derivadas parciales de la ecuación diferencial 

parcial original, son aproximadas por expresiones adecuadas de 

diferencias finitas que involucran los términos ~, Ay, .0.L Y 

v Este procedimiento origina un sistema de ecuaciones 
L.J.n 

algebráicas para v , cuyos 
\,,J.n 

Haciendo los espaciamientos 

valores pueden ser determin&dos. 

de la malla lo suf i~ient.em~nte 

pequeños. se 

suf iclentemente 

malla. 

asegura que "L.J.n será una aproxin.aci6n lo 

cercana a u en cualquier punto (L,,,n) de la 
~.J." 

Supongase por simplicidad que u = u( x. Y). Considerese 

que u posee un numero suficien~e de derivadas parciales, ~fitonces 
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los valores de u en los dos puntos (x,y) y t~+h,y+~) son 

relacionRdos por una expansión de Taylor1 81 punto en el espacio 

(iA . .:, Jl:.>). llamado también punto (t,J), está rodeado por lo'3 

puntos de la malla vecinos mostrados en la Figura 4.1. 

central 

= Ax y 

-+'-''--.;.•,_,.J.;.•.;.•.;.• ___ ..,_ • .:.;'''-'''-'.-''"'---+:-' o.:;."+'. J. ' , 

~ 
Ay 

-+'-'''---"-''-''Je;•_...; ... _ _."-'-"' ''-'''-'''------6.:.'o.:;.'• '· J > 

_....,·-·---·~"---''-''--+'-' '"'' ''-'''---''-''---.&..;.' ~ ... '.j - ' > 

Figura 4. t Arreglo de los puntos en la malla. 

Expandiendo en series de Taylor alrededor del valor 

u .. , 
lt 

u 
t.+l,J 

para u con 
\-l,J 

O, se obtiene 

u .. , 

h = -6x y >t = O, y para con h 

+ (Ax). u. 
4! XXII.X 

(4.&l 

+ (Ax)' u 
4! XXXJt+•••o 

(4.6) 

donde ux = "1.t/6x, u
11

11. = #u¡4x
7

, etc. y todas las derivadas son 

evaluadas en el punto (t.oJ) de la malla. Tomando estas ecuaciones 

y sumandolas o restandolas una de otra se obtienen las fórmulas de 

diferencias finitas para las derivadas de primer orden y segundo 

orden en el punto (\.J). 

Ver la expansión de Taylor para dos variables en la NOTA 
2 del Capitulo 3, Integracion NullW!-rica de Ecuaciones Diferenciales 
Ordinarias, páginas 58 y 59. 
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Despejando de la Ecuación 4. 5 tJ•.1/tJ..: y haciendo 

o[t.x] 

se obtiene: 

Ax 
-z!"1t• -

(Ax)
9 

u 
4 ! •1tUI ( 4. 7) 

(4.8) 

Procediendo de manera similar. a partir de la Ecuación 
4.6 se obtiene: 

" - " \.•l.J '"·J 
(4.9) 

Restando la Ecuacion 4.5 de 4.6, despejando "1.J//Jx y 

haciendo O((A.)on
2

] (t1.~q 2ul(l(l(/3! + .•. , se obtiene: 

2Ax 
+ o[(Axl

2
] • ( 4 .10 l 

Las Ecuaciones 4.8, 4.9 y 4.10, son conocidas como 

diferencias hacia a.tras, hacia adelante y central, 

respectivamente. 

Sumando las Ecuaciones 4. 5 y 4. 6, despejando r)
2u./.,x2 y . 

definiendo O[(Axl 2
] = -( 2(Ax)

2
u.l(•xi/4! + •.. ) , se obtiene: 

u - 2u + u 
\.-1.J \. 1 \.•l.J 

+ O((Axl•] . (4.11) 

Formas similares pueden ser deducidas para llti/ity y para 

Usando nuevamente la expansión de Taylor para dos 

variables. para u01•
1
• 1 con h = A:"' y "'- = Ay; para "'\-t,J•t con 

h = -Ax y k = Ay; para uL•t.J·t con h = b.x y k = -Ay; para 

"L-t,J·• con h = -b.x y X = -~y. Sumando y restando adecuadamente 
las expansiones resultantes se puede lleg~r a la siguiente 
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expresión: 

u -u -u +u 
\+l.J+t \-l,J+ t \+l. J- l .. - t. 1- t 

(4.12) 

Para una malla cuadrada (6x = 6y), se tiene la siguiente 

aproximación para el Laplaciano en dos dimensiones 

1 
3(.0.x)z 

+u 
.. •l. J+ l 

-. u - Bu + u 
i-l,J \ ,, \ +'. J 

+ o[CAxl
2

] !4.13) 

Si se resuelve para uxx + uYY = O, entonces se puede 
us~r la siguiente fórmula con e1 error que indica: 

6 2 u 
- + 
6><' 

1 
6(Ax)' 

+u + 4u + u ) 
\-l,J-t '· J-l ... l. J- t 

+ o[CAxl']. (4.141 

75 



•• 2:. t FORMA EXPLICITA DE: LA ECUACIOH DE: DIFE~ENCIAS 

Tomando una ecuación de tipo parabólico que pueda 

describir el fluju de calor en una sola dimensión; y si se denota 

como x a la coordenada de la longitud de una barra delgada en la 

cual el calor puede fluir, y si u= u(x,t} d~nota la temperatura 

en la posición x al tiempo t, entonces las temperaturas satisfacen 

la ecuación diferencial 

/JU tJ2 t.I 

a-= >t--
.tt llxª 

(4.15) 

donde k es la conductividad térmica del material y a es la 

capacidad calorifica por unidad de volumen. Por simplicidad tanto 

k ccmo a se consideran constantes. Kn el caso más general éstas 

pueden ser consideradas como funciones de x, o de ... y t , v de x, t 

y u, y de las derivadas de mayor orden de u. En medios 

anisotrópicos con más dimensiones consideradas, ."t. y a dependen de 

la dirección del flujo y serán representadas oor tensores. $1:1 

embargo, se considerara un medio homogeneo e isotrópico, así que ~ 

y a son constantes y k/a = a > O . Para complementar la Ecuación 

4.15, se tienen las siguientes condiciones: 

u(x,0) /(X), S X S L, 

u(O, t J O < t !: T, ( 4.16) 

O < t ~ T, 

dende /(x) es la condición inicial, y 15'
0

( t) y 8t. ( t) son las 

condiciones a la frontera. 

El primer paso para la obtención de la ecuación de 

diferencias finitas para la Ecuación 4.15 es establecer una malla 
de puntos en la región O ~ x S L, O S t ~ T, como se muestra en l~ 

Figura 4.2, con puntos espaciados a A:< = L/H Y b.t ~ T/N, dond~ N y 

N son nUmeros enteros arbitrarios. 
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' .. 
Apr ene" ma.c' 6n c:al~ ... ladt:111 

1 

·"r :J .... " 
:o~" e" 6 n :~~~~~::¡~~/:.~<~~:~~~~~~:~~~~~::~~~~~:~~~~~=; •· ~~ \. •r 0 

íronl•ra 

vo.n=eo{tn)t--~~+-~~-1--4-/:.~x-~~1--~~-t-~~-t~~--i 

X 
o 

Cond'-c,on \n\c:\ol ---1X" 
u :/( . ...: ) 

',O ' 

Figura 6.2 Problema d~ diferencias finitas. 

'"" 

Para cualquier punto en la malla (\,n), que no sea 

" = O, ' = H, o n = O, se puec!e encontrar una expresión de 

diferencias para aproximar cada una de las derivadas. Asi para el 

término de ct2-u/llx
2 

se puede usar la aproximación sua:erida por la 

Ecuación 4.11 y para ltu/bt se puede usar la expresión equivalente 

para l, sugerida por la Ecuación 4.9. Por consiguiente la 
Ecuación 4.15 queda como 

[
_v, __ "" -_zv_""_+ ",_.""] = 

( 1:.x1ª 

V - U 
"·" .. ' "·" ,,, (4.17) 

donde representa un valor aproximado de u en el punto 

correspondiente. Definiendo ~como 

(4.18) 

se tiene 
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+ >.v 
\.+&,n 

{ 4 .19) 

En la Fi&ura 4.3 se indica con cruces aquellos puntos de 

la malla involucrados en el tiempo y en el espacio. 

_l,_1.-
1 
x1.-t 

1 

"· 

1_ 
1 

)C ... 

t 
n., 

t 
n 

Figura '· 3 Puntos implicados en el método explicito. 

Si se conocen todos los valores de v en el nivel de ,,n 
tiempo t , entonces la Ecuación 4 .19 permite calcular v. de 

n \.,n+t 

manera directa (es decir, de manera ~xpttcíta) al nivel de tiempo 

t"*' para 1 ~ " :S H - 1. Para los puntos en las fronteras i. = O, 

e " = H, se tienen 

" M,n+t 

l!J'o( tn+&) 1 

l!J', ( tn+t.). 

(4.20) 

Ya que los valores iniciales de v están dados a t O 

por 

(4.21) 

los valores de v pueden ser obtenidos en todos los puntos de la 

malla por aplicaciones repetidas de las Ecuaciones 4.19 y 4.20: se 
deben calcular todos los valores de u en cualquier nivel de tiempo 

antes de avanzar al próximo paso de tiempo. 

El método explicito de diferencias finitas converge 

cuando Ax y 4y tienden a.cero y cuando O ( ~ ~ 1/2, con lo cual, 

se supone que el procedimiento computacional dará un resultado 

78 



ESTA 
SALiR 

TfS/S 
DE LA 

ND EEBE 
BiB .. ¡ü 1 t.~A 

exacto. Esto no es del todo cierto, ya que se tendr& url error por 

redondeo de los dígitos retenidos por la computadora. 

4. 2. 2 FORMA I Mf•LI Cl TA DE LA ECUACI OM DE DI FEREHCI AS 

En el método explicito se vió que v depende solamente "n 
de 1

.1t-l,n-t • t.\..n-t • 'l·\.,,n-a. Comr; se puede ver en la Figura 
4.4, sólo aquellos valores de v que caen dentro de la pirámide de 
cruces pueden tener influencia en los valores de v , sin ,,n 
embargo, se sabe que la solución u(x,y) de la ecuación diferencial 

parcial depende de todos los puntos. 

'-~EllJ 
!_1_1_1_1_1~ 
1-1-1-1-1-1-1 
1-1-1-1-1-1-1--+ X 

Figura'·' Pirámide de puntos en el cálculo de v. •.n 

Además la restricción O ~ oAt/(6'<:) 2 ~ 1/2 representa un 

requerimiento indeseable en el incremento del tiempo que será 

usado. Para problemas que se extienden sobre srandes valores de 

tiempo, este puede representar una excesiva cantidad de cálculos. 

El mét.c.•do únpl (e i to supera estas dos diflcul tades a 

costa de un procedimiento de cálculo más complicado. Este 

consiste en representar ux" por una forma de diferencias finitas 

evaluada a tn•t en lugar de t n como en el caso del método 
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explicito. Para la Ecuaciones 4.15 y 4.16 se tiene con el método 

implicito la ecuación 

[ " l.-l,n•l - 2u ". ,,.. • u 
'-••.n•• ] 

u - u 
"·n•l •.n 

C7 : (4.22) 
(Ax,. "' 

La relación que existe entre los valores " de la 
siauiente e.:::uac16n 

(4.23) 

Y sus respectivos puntos se muestran en la malla espacio-tiempo de 

la Figura 4.5: 

_¡ l Á- ' 

1 
1 

X X X 
' -. ' .. 

Figura 4. 5 Puntos implicados en el método implici to. 

Las condicione.s iniciales y a la frontera del miltodo 

i•plicito son: 

V 
M,rHl 

6 0( 'n••) 1 

6• ( tn•l), (4.24) 

En todo nivel de tiempo, la Ecuación 4. 23 .será escrita 

una ve: por cada punto ", donde 1 !S " !S H - 1, resultando un 

sistema de H - 1 ecuaciones simultaneas con H - 1 incognl ta:i en 

El método implícito converge a la solución de la 

ecuación diferencial parcial cuando .6t -o y .6x -o, despreciando 

el valor de la relación ~. 
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•• 2.3 OTROS METODOS DE DIFERENCIA~iFINITAS 

Se puede demostrar que la Ecuación 4.23 es estable bajo 
cUalquier circunstancia. Es decir, el t.amai'io de ~t puede aer 

escogido independientemente del valor de llX. Tanto el método 

explicito e lmplicito tienen un error de discretlzac16n de 
O [6.t + (iul"l

2
]. Ahora .se desarrollari un método de diferencias 

finitas que reduce el error por el incremento del tiempo de 

O[<"">] aº[<"">']. 

Recordando que la Ecuación 4.10 da una aproximación para 
.tt.i.¡at con O[(~>ª]. Por lo tanto se puede escribir la siauiente 

ecuación para la derivada il'u/at en el punto medio (1. 1 MUZ) que ae 

ilustra en la Fiaura 4.6: 

v.,,n+t. - vi.,n 

Al (4.25) 

-l l *- t 

_l l 1 i., n+ ..!,_ 1 l_ n+t 

! . 
L 

1 1 1 n 

X ·-· x, X ... 
F1gt.ra •• !I lle todo de Crak-111colson. 

Se puede calcular una aproximación de la sesunda 

derivada a'u/1Jx2 en el punto ('-, n•&/Z) escr1b1endola como una 

ponderación de las aproximaciones por diferencias finitas para la 

segunda derivada calculadas en los puntos (t.,n+t) y c~,n) 1 dando 
la siguiente ecuación; 
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u - 2u + V 
L•l,n•t 

o.8---
[ 

\. - 1 • n• t \. , n• t 

( "">' 
u - 2u 

~)[ •-•,n "n 
+ ( 1 - ~ 

(l>.x)z 

donde 8 toma cualquier valor dentro del rango OS 8 S l. 

(4.26) 

Para el H6todo de Cra.k-NLcolson, 9 es definido como 1/2 

y sustituyendo las Ecuaciones 4.25 y 4.26 en la Ecuación 4.15 se 

tiene 

ul.,n•t - u",n) = 

"' 

+ 

U - 2V + V 
\.-t.n•t L ,n•t \.•t,n•I 

)· (4.27) 

Se puede demostrar que el Método de Crak-Nicolson es 

estable para todos los valores de la relación >.., y que converge 

con un error de discretizaci6n o[CAt )
2 

+ (Ax)
2
]. El cálculo por 

este método es ligeramente más complicado que el método implicito. 

rearreglando la Ecuación 4.27, se obtiene: 

:>..u +2(1->..)v +>..v 
\. -1.n L,n l.•t.n 

(4.28) 

la cual se resuelve de manera muy similar al del método implicito. 

Por otro lado, si se usa el valor de 9 = (6X -1)/(12>..). 

entonces el error de discretlzación se convierte en D((Ax)•], y si 

ademas A = 1/-{2'0", el error es reducido a O((Ax)d]. 

Un gran nümero de métodos para el tratami~nto de la 

ecuación parabólica dada por la Ecuación 4 .15 han sido 

desarrollados. 

Definiendo un operador para las diferencias finitas de 
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la segunda derivada con respecto a la variable x como sigue 

+ ·~· \•l,1"\ 
(4.~9) 

entonces para la derivada lfzu/tJxz evaluada en el punto ('-,"') se 

tiene 

(4.30) 

Algunos de los más importantes métodos de solución se 

dan en la Tabla 4.1. 

Tabla '·l Aproximacion~s por diferencias finitas para 
6u tJz.u 
hl o--;¿, donde a constante > O. 

1. Método explicito 

>< 
><-l->< 

2. Hétodo explicito 
especial 

>< 
x-1->< 

><---><--->< 
l 

4. Método de Crak-Nicolson 

- u ... "' , .. 
e = o(At + (Ax)

2
] 

Estable si o.At/(~)ª S 

cuando .o.t -o y Ax -o. 
La misma formula ¡ue e~ el caso 1, 
pero con o-At/(Ax) = d 

e = o[¡Aq') = [lAxl] 

Estable. 

A< 

<> : O(At + (Ax)ª) 

Método implici.to, estable siempre. 

V - V ó:u'•" + 6:uL,n•a 

2(Ax)
2 

L '"• l ' '" At x---x---x 

1 u • 

l '.n• a 
><------>< 

e = o[¡t.t ¡• + (Axlª] 

Método implicito, estable siempre. 
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Tabla '·1 (Continuación) 

5. Método general 

l u 

l 
•. n+9 

x------x 

6. 
x---x---• 

i" 
( • • n+9 

x---Á---x 

7. Método inestable 

X 

x-~Y. 
X 

B. Método de DuFort-Frankel 

1 
x---x---x 

1 

9. 
x---x---x 

1 
X 

l 

3 
2 

'" 
[ 

9 6
2

u + ( l-9)6
2

u ) 
• ' • n• l • t , n 

(Ax)" 

donde B = constante, O s 6 s 1. 

,. = O(At + (AxJ"] 

Siempre estable, los métodos 1 a 4 
son casos especiales. 

El mismo que el 5, pero con 

8 =+ - (Ax)ª/120-(At), 

Estable. 

" - " ". n• l ". n- l 

2 At 

Inestable, evitase plantearse. 

- " ', n- 1 

2 Al 

u -v -u +v 
.. -t,n ,,n-t ,,n+t ... t.,n 

(Ax). 

donde At/Ax, At, Ax-O. 

e = O((At ¡2 + (Ax¡' + (At/Axl
2

) 

Explicito, siempre estable. 

(Ax}
2 

1 
-2 

.. = o[¡.>< 12 
+ !AxJ•] 

Siempre estable. 
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10. 

ll. 

12. 

Tabla •.t (Continuación) 

1 
X 

! 

1 
X 

l 

l-l-l 

( l-1'>) .. , 
- e _v_,_._n~-~v_,_._n_-_. ... 
donde 9 constante. 9 ~ O¡ 

aAt/(Ax)• = constante . 

• = º["" + (.OXJ'] 

Siempre estable, los métodos 3 y 9 
son casos especiales. 

El mismo que 10 pero con 

-_!.... + ~ 8 
- a 12oldt) 

Siempre estable. 

'U - V 
l 
12 

L-t,"•t ~-t," 

l>t 

+ i- -"-•~·~n_•_,~,.,,---v_,~·-n 

V - U 
L•t,"•l ~•l," 

+ -h- .. , 

Siempre estable. 
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Tabla i&. l (Continuación l 

l~. 
x---x---x 

l 1 1 
l i i 

14. Método de Saul·yev x---x 
x---l (b) 

I I 
><--->< 

i_<a_>_,, 

-!... v - 2v +..!_u 
~2 _. __ ._-_._._"_-_. __ ~:~:-·-·" __ • __ ._-_._._"_._. 

. 
-v 

+ ~ 2 L • ,.._ IL 

6 

. -v 
1 
12 

2 L • & • n- l 

.s•u 
W L 'n• IL 

Siempre estable. 

V 

(a) L ' .... & 

At 

At 

(b) 
u, ...... - v ........ 

Al 

+ 

+..!...u 
• ¡, ....... . 

tJ -v -v +v 

q -·---·~·-"-·-·--·-·~"-·-·---'-·-"-·-·---··-·-·-"-·-· 
(A><). 

Procedimiento explicito de dirección 
alternada, es repetido para pares 
sucesivos de pasos de tiempo. 
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4.3 APROXIMACION 
lNTERf'ASE 

DE DIFERENCIAS FINITAS EN UNA 

Considérese un problema de conducción de calor en una 

sola dirección a régimen no permanente. el cual involucra dos 

medios de difer~ntes sustancias .4 y 8, las cuales están en 

contacto, col'QO se muestra en la Figura 4.7. 

Medio A Medio 8 

1 ·-· t 
lnterf ase 

figura •~7 Interfase entre dos medios. 

Se desea obtener la aproximación por diferencias finitas 

para la temperatura en el punto "' en la interfase entre A y B, Si 

los espaciamientos son Ax• y llx
8

, entonces la nueva temperatura es 

u .... n.t despues de un incremento de tiempo 6t, la cual será 

calculada de forma implícita. El siguiente procedimiento está 

basad~ en la continuidad de flujo de calor en la interfase. 

Considerese que el medio A y 8 tienen difusividades térmicas ª• y 

ª• dadas por las ecuaciones 

:~CA ª• P• P,. (4.31) 

(4.321 

donde ~. y ~. son las conductividades térmicas de cada uno de los 

medios, p• y p• son las densidades, y donde Cp• y Cp• son el calor 

específico de cada uno de los medios. 

Medio A. Suponiendo adicionalmente que en el medio A se 

lleva a cabo una reacción quimica, entonces dicha reacción 

contribuirá en un aumento o disminución de la temperatura cuando 

la reacción sea exotérmica o endotérmica, respectivamente. El 

término (1 que toma en cuenta el calor de reacción en el medio A 
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estará dado por 

(1 = (4.33) 

donde ~H es el calor de reacción y r e~ la velocidad de reacción. 

Por lo tanto, la ecuación que resulta de un balance de 

energia en el medio A es la siauiente: 

" u 
" -- +(l • • "x: (4.34) 

Obteniendo una expresión similar a la Ecuación 4.9 para 

el tiempo t se puede aproximar au./cJt con 

" - " \.,l't•t "·" 

'" 
(4.35) 

Usando la expansión hacia atras dada por la Ecuación 4.5 

en el punto (L,n) hasta la segunda derivada se tiene 

chl (.6.x•)z cJzu 
- ""' -- + ~ -- + 0[<1>.x>"]. • ~x. ! cJx: "i.n (4.36) 

y de esta se despeja a2u¡ax: para obtener su aproximación 

-
2 [v -u +lJ.x~]. 

(Ax )z \-t,n "·" A "X• .. ( 4. 37) 

Posteriormente se sustituyen las Ecuacion~s 4.35 y 4.37 

en la Ecuación 4.34 para obtener 

- U <,n + /,.x A ::; A ) + (1, (4.38) 

y por último despejando "11/cJx• se tiene 

(4.39) 

donde ésta es otra ecuación que aproxima {Ju/llx• en el medio A y 

que toma en cuenta el valor de 6'.J./at, 

88 



Medio B. Para el medio B, de un balance de eneraia s~ 

obtiene 

(4.401 

Procediendo de manera similar que en el medio A, excepto 

que en vez de usRr la Ecuación 4.5 para aproximar a2u/ax: se usa 

la Ecuación 4.6, la cual es una expansión hacia adelante, queda la 

aproximación de la siguiente manera 

( 4. 41) 

Sustituyendo la Euación 4. 35 y 4. 41 en la Ecuación 4. 40 

se tiene 

" - " t.,n+t t.,n 

"' - t.x ~1 • ctx• ' 
(4.42) 

y despejando 6u/cfx
8 

se tiene 

(4.43) 

donde ésta es otra ecuación que aproxima hu/ax. en el medio B y 

que toma en cuenta el valor de t>v./at, 

En la interfase del medio A y del B el flujo de calor 

debe ser continuo, por lo que se cumple la siguiente condición: 

(4.44) 

Sustituyendo las Ecuaciones 4. 39 y 4. 43 en la Ecuación 

4.44 i·esulta 
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¡,_ [-"""'• [ ",,n- "•,n•l) + "•••,n - ",,n J 
• 2Cll At llx • . . 

y despejando vL.n•a se obtiene lo siguiente: 

" L,n+.& 

--- +v --i... } [ i... ] 
Ax• \+S, n Axa 

{
_1 (52 ~J} + 2Al o.A + º• . 

Ax ¡,_ 

+ --·-·-"• 

(4.45) 

( 4. 46) 

Con la Ecuación 4. 46 se puede calcular el valor de la 

temperatura en la interfase de los medios A y B. El término 

u"·"•1. representa la temperatura en la interfase evaluada al 

tiempo n•t; º .. -•.n es la temperatura en el medio A a una distancia 

Ax• de la interfase, evaluada al tiempo n; y ui.-a.n es la 
temperatura en el medio B a una distancia Ax• de la interfase, 

evaluada al tiempo n, 

Una ecuación más sencilla para calcular la temperatura 

en la interfase de los medios A y 8. se puede obtener aplicando 

las aproximaciones sugeridas por las Ecuaciones 4.6 y 4.9 para los 

medios A y B respectivamen~e. 

vt,n 
(4.47) 
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( 4. 48) 

Sustituyendo las Ecuaciones 4.47 y 4.48 en la ecuación 
4.44 9e obtiene 

- ,. .. - ,.. . 

y despejando v\,n se obtiene 

[ ,.. ] ( ,. ] .. . 
v - +u -

"'"''•~ Ax4 1.. • t,n Ax8 ., 
•,n 

(4.49) 

(4.50! 

donde se puede observar Que para evaluar la temperatura en la 

interfase. se deben: calcular primero aquellas temperaturas que 

están a los lados de ésta. Ea decir, la .Ecuación 4.50 necesita 

las temperaturas al tiempo ,, para calcular la temperatura de la 

lnterfa!!ie en el tiempo "'• Y la Ecuación 4. 46 sólo necea! ta las 

temperaturas al tiempo n - s, para calcular la temperatura de la 

interfase al tiempo n. Por ello se debe calcular la temperatura 

v\-t,n en el medio A a una di.5tancia l:ixA de la interfase 

,., y la temperatura u'I.,..,,, en el medio B a una distancia 

interfase al tiempo n para calcular la temptratura t'\.n 
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4-.4- APROXIMACION DE DIFERENCIAS FINITAS EN LA FRONTERA 
CON UN FLUIDO 

Considerese ahora que el medio 8 se encuentra en 

contacto con un fluido C que se encuentra a un& temperatura 

constante Te como se mestr& en la Fiaura 4.8. 

11edio B , '4x··I Fluido e 

,_, 
i 

Frontera 

Figura •.e Frontera con un fluido. 

Para calcular la temperatura en la frontera del medio 8 

con el fluido C, se obtiene una ecuación similar a la Ecuación 

4.37 para el medio 8, la cual es obtenida con una expansión hacia 

a tras 

"' -
2 (v - V +-"' ~J. ( llx 1z .. -1.n "•" • dx• . (4.51) 

Posteriormente sustituyendo las Ecuaciones 4. 35 y 4. 51 

en la Ecuación 4.40 se obtiene 

V - V 
\,n+a "·" - ~(v -v + Ax0 11""x. ]· 

- { llx ) z "-'·" "·" • 
(4.52) 

despejando 11u¡ax. se tiene 

V - V 
"·" l-t,n 

""• 
(4.53) 

donde esta ecuación es equivalente a la Ecuación 4. 39, para un 

medio en donde no hay reacción quimica (~ = 0). 

En la frontera del medio B con el fluido C se tiene la 

siguiente condición: 
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h (u - Te}. (4.54) 

donde h es el coeficiente convectivo de transferencia de calor. 

Considerando el valor de la temperatura u en el punto i.., 

correspondiente a la frontera y a un tiempo dado, 

aproximadamente igub.l a v"•" ... y sustituyendo aderr.ás la Ecuación 
4.53 en la Ecuación 4.54 se tiene 

(u - r.,, . 
L,n,..t (4.55) 

despejando de esta ecuación queda como 

- ~ ] . 
+ Te (h) • (4.56) 

Se puede obtener una fórmula más sencilla para calcular 

la temperatura en la frontera, ésta se obtiene adecuando la 

Ecuación 4. 47 para el medio B y sus ti tuyendola en la Ecuación 

4.54. Tomando además la misma aproximación para ~ que en el caso 

anterior, se tiene 

- .~. [ V - V 
L,n \-1.,n 

h (u - Te), (4.57) 
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y por último despejanrlo 

V 

'·" 

V 

'•" 
se llega a 

V ( :• ) + Te( h) \-l.n o.¿.'I{'• 

,. 
_.!... + Te(h) 

""• 

(4.58) 

Como puede verse en la Ecuación 4.56. ocurre algo 

similar que en la Ecuación 4.50, pues se debe calcular la 

temperatura v\-l,n en el medio B, a una distancia Ax• de la 
frontera, al t.J.empo n, para calcular la temperatura v al mismo 

'·" tiempo n. 
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IAPITILI 1 

MODELO CINETICO DE CHIU, 

CARRATT Y SOONG 



'5.1 CARACTERISTICAS DEL MODELO CINETICO 

El modelo desarrollado por Chiu, Carratt y Soong, es un 

modelo matemático que describe las reacciones de polimeri.zación 

que presentan un efecto gel muy fuerte. El modelo toma en cuenta 

la influencia de la temperatura, la concentración y el peso 
molecular sobre el curso completo de la reacción. 

Los dos principales problemas encontrados en los 

procesos industriales de polimerización en fase liquida, es la 

liberación de calor por la alta exotermicidad de las reacciones y 

el gran incremento de la viscosidad de la mezcla de reacción en el 

transcurso de la polimerización. Para una polimerización de 

adición tipica los rangos de calor de polimerización varian de 10 

a 20 Kcal/rr;ol, los cuales pueden ocasionar un ascenso en la 
temperatura de 200 a 400 ·c. Esta grán generación de calor, junto 

con la baja difusividad térmica de la mezcla de reacción, 

frecuentemente conduce a disparos térmicos, por lo tanto, el 
control del proceso se dificulta. Una elevación de la 

temperatura, generalmente baja el grado de polimerización. de aqui 

que las grandes variaciones de temperatura durante el curso de la 

reacción ensanchan la distribución de pesos moleculares con la 

consecuente modificación de las propiedades mecánicas del 

polimero. 

El otro tipo de problema que ocurre en muchas 

polimerizaciones por adición, se asocia con la alta viscosidad del 
sistema y la consecuente caida de la tasa de la difusión que 

controla la terminación. Esto se conoce como efecto Tromrnsdar/f o 

!l'~l. El surgimiento del· efecto gel frecuentemente causa 

reacciones incontrolables, resultando en aumentos excesivos de 

temperatura, conversiones rapidas y taponamiento del equipo. 

La discusión antes mencionada, subraya la importancia 

del entendimiento de los varios factores que gobiernan la cinética 

de la reacción de polimeri~aci6n, en particular en la región del 
efecto gel. Sólo a través del conocimiento básico de los origenes 

moleculares que causan la autoaceleración pueden ser desarrolladas 
estrategias de proceso mejoradas para combatir efectivamente los 
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problemas antes mencionados. 

El modelo matemático desarrollado por Chiu. Carratt Y 

Soong, permite predecir el comportamiento y el rasul tado de un 

proceso de polimerización dado, además permite correlacionar las 

especificaciones del producto con varios parámetros de operación 

tales como la historia térmica del reactor, carga del iniciador, 

etc. 

5.t.t MECANISMOS DE REACCION Y ECUACIONES ClNETICAS 

El mecanismo de reacción consiste de iniciación simple, 

propagación y terminación. Las reacciones de transferencia de 

cadena se desprecian por conveniencia. El mecanismo detallado es 

el siguiente: 

Inlci.acion 

1~2R 
k 

R+ H~ P
1 

Propagación 
k 

P +H~P 
n n•& 

Teratnación 
k 

le p + p - H 
n m n•m 

k 
p + p ~ H + H 

n m n m 

donde l es el iniciador, R es el radical del iniciador prim~rio, H 
es el monómero, HJ es el poli mero muerto con grado de 

polimerización J, PJ es ~l correspondiente radical del polimero ~n 

crecimiento, Y las k"s son las constantes de v~loctrjad d~ 

reacción. En este mecanismo se presentan dos tipos de 

terminación: la primeré:t reacción de la etapa de termina·--:ión es por 

combinación y la segunda es por desproporción. 
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Para un reactor por lotes perfectamente aaitado ae 

p11eden escribir las siguientes ecuaciones cin6t.icas. 

(5. l) 

(5.2) 

(5.3) 

Estas primeras ecuaciones representan los balances para 

el iniciador. el mon6mero y los radicales, respectivamente. donde 

V es el volumen del sistema, P está definido como 

"' 
p = ¿ pn ' (5.4) 

Y f es un factor de eficiencia que toma en cuenta otros procesos 

aim•J.ltaneos que consumen R, y puede torear cualquier valor dentro 

del rango O~ f 5 l. Las ecuaciones restantes son: 

donde 

l d(P,V) 

v--d-,-

l d(PnV) 

v--d-,-

}tl = }tlc + }tld • 

"?:. 2, 

~ 2, 

La fracción convertida x, está definida por 

" = 

(5.5) 

(5.6) 

( 5. 7) 

(5.8) 

(5.9) 

donde H
0 

y V 
0 

son la concentración y el volumen del sistem& cuandfJ 

x = O. La contracción de volumen por la conversión est& 
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considerada suponiendo que 

V V 
0

( 1 + ex). (5.10) 

En la ecuación anterior, e es el factor de eY.pansión de 

volumen definido por 

d - d 
~ (5.11) 

p 

donde d'" y dP son las densid11des del monómero y del polímero 

respectivarnente. Basandose en estas definiciones, se tiene la 

siguiente relación entre H y x: 

H = H
0 

~ ~ ;X . ( 5 .12) 

Para obtener los pesos moleculares promedio de los 

radicales en crecimiento y de los polímeros resultantes, se usa el 

método de momentos. Definiendo 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

o generalizando se tiene 

(5.16) 

donde >..
0

, >..• y >..
2 

son los momentos cero, primero y segundo de los 

radicales en crecimi.ento, y ., 
µ = o I>n (5.17l 

., 
µ.- 2= nHn (5.18) 

n•• 
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"' 
µ. ¿ n 2

Hn (5.19) 
ri;;;t 

o generalizando se i...iene 

"' 
µ. ¿ n•Hn (5.20) 

donde µ
0

, µ• y µ
2 

son los mumentos correspondientes para los 

polimeros muertos. 

Las ecuaciones definidas anteriormente, pueden ser 

sustituidas en las ecuaciones cinéticas dadas por las Ecuaciones 

5. 1 a 5. 3 y 5. 5 a 5. 7, y suponiendo una con tracción de volumen 

lineal resultan las sigui~ntes ecuaciones para el cálculo del 

modelo: 

di 
dT 

~ 
dt 

dx 
dt 

L'/ 
~A0(1 
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(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 



dµ. 

dt 

dµ. 

dt 

.!...k ).. >.. 
Z lC O t 

(5.27) 

(5.28¡ 

Para la deducción de las ecuaciones anteriores, se 

supone la hipótesis de cadena laraa. Para el radical libre del 

iniciador primario P., la suposición de estado cuasi-estacionario 

(V-'d(RV)/dt = 0) representa una aprox1maci6n adecuada. Po:i.· lo 

tanto se ti.-.:ne 

(5.29) 

La suposición de estado cuasi-estacionario se puede 

extender para calcular la población de los radicales :.!e polimeros. 

Por lo tanto, las Ecuaciones 5.23 a 5.25 peden ser incluidas junto 

con las otras en la integración numérica p~ra obtener las 
predicciones del modelo o se pueden igualar a cero y resolver el 

modelo considerando estado cuasi-estacionario y de esta manera 

integrar un sistema de ecuaciones diferenciales no rigidas. Las 

condiciones iniciales para el sistema de ecuaciones diferenciales 

ric;idas son 1 = 10 , y x = >...
0 

= >-, = >...z = µ 0 = µ, = µ'l. = O a t = O. 
Para obtener los pesos moleculares promedios a partir de los 

moioentos calculados en el modelo 1 se usan las siguientes 

ecuaciones: 

Hn H., 
ll', - "•) 

(5.30) 
(µo - " o) 

( l'z - " z) 
Hv H., (µ, - "•l 

(~. 31) 

donde Hm es el peso molecular del monómero. Las Ecuaciones 5.30 y 

5.31 deben ser usadas para calcular los pesos moleculares 

promedios durante todo el curso de la reacción. 
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5.1.2 ECUACIONES CONSTITUTIVAS DEL EFECTO GEL 

El mc:.odelo utilizado, tiene como mérito establecer un 

&.lgoritmo simple para calcular "l durante t.odo el curso de la 

reacción. La velocidad de terminación depende de la temperatura. 

la movilidad de la cadena (asi como de la difusión) 1 pesos 

moleculare5 de las especies que se difunden y la composición del 

medio. Estas consideraciones estiln incorporadas por los autores 

del modelo en la descripción matemática del mismo, principalmente 

en el cálculo de "-t · Para entender este modelo, se requiere de un 

examen cuidadoso de los procesos moleculares fundamentales 
involucrados 

representa 

terminación. 

en la terminación de la cadena. 

los procesos elementales que 

Inicialmente los polimeros 

La Figura 5.1, 

constituyen la 

con radical, se 
encuentran apartados a más de un diámetro de distancia. La 

difusión traslacional, a través de la mezcla viscosa 
polimero-monómero, junta al par de radicales, Y la difusión 
segmenta!, orienta las cadenas para facilitar la colisión de sus 

ext.remos con radical. Por lo tanto, una vez que las molécul'as 

emigran dentro de una distancia igual a un diámetro molecular, la 

reacción de terminación se lleva a cabo, pero sólo des~u~s de que 

los radicales están adecuadbmente orientados. 

Traslación 

Difusión segmental 

Reacción 

Figura 5.1 Proceso molecular en el paso de terminación de la 
polimerización por radicales libres. 
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Cuando la conversión aumenta, lo.5 espirales muer'Cos >' 

las cadenas que tienen radical, comienzan a formar 

entrelazamientos, y tanto la difusión traslacional como ta 

difusión segmental, son retardadas .significativamente. Si los 

radicales se mantienen sin cambio en su longitud por más tiempo 

que ~l requerido para lA terminación. entonces se podrá predecir 
la. dependencia de la ~oncentración y del peso molecular con 
respecto a la difusión. Esto no es <lel todo valido, ya que la 

longitud de los radicales se incrementa con el tiempo durante la 

prope.¡Bción. La difusión de lo~ extremos con r8dical, no a6lo es 

alcan~ada a través de difusión sino también por propaaaci6n, lo 

cual alarga la cadena del radical y mueve al extremo con radical. 

Por lo tanto. la migración de los extremos con radical es llevada 

a cabo por una acción combinada de la difusión del radical 

completo. cuya longitud cambia con el tiempo, y la reacción de 

propagación del mismo extremo. Ya que la probabilidad del extremo 

de encontrar un mon6rnero es más grande cuando este se mueve hacia 

afuera que cuando se mueve hacia adentro del espiral arrastrado, 

la migración debido la propagación puede ser un factor 

significativo en el cambio de la posición del radical con el 

tiempo, 

El modelo considera la influencia repentina de la 

difusión en >tt. En otras palabras, >t.l permanece constante hasta 

Que la coneentración y/o la combinación de la concentración y del 

peso molecular del polímero muerto, alcanzan un valor critico, y a 
partir dei cual kt es proporcional al coeficiente de difusión. La 

difusión es una parte integral del proceso desde el comienzo de la 

polimerización, y su efecto·, en la velocidad de terminación 

global, .se incrementa gradualmente con la conversión Y domina 

durante el punto de surgimiento del efecto gel porque bajo estas 

condiciones, la convección ya no es muy importante. 

La Figura 5.2 da un diagrama ilustrativo del proceso de 

t"!rminación con el sistema de coordenadas adecuado. Para un par 

de radicales que .se termlnan mutuamente, la distancia r'" es la 

separación minima promedio con la cual la reacción sera 

completada. Esta separación minima también puede ser vista como 
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Figura S.2 Representación c.squcaática del .sl.steaa 
de cordcnadas en la. dcscripci6n del 
proceso de tcnaina.ción. 
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la longitud escalar que caracteriza la esfera efectiva alcanzada 

por el extremo con radical 11 bre. ~imilarmente al concepto de 

radio de captura. Para r !:: r ,...• la constante de velocidad de 

terminación verdadera, >t.~, caractt:riza el proce~o de colisión. 

Esta constante de velocidad verdadera, es un parámetro cinético 

intrínseco, el cual refleja l&. velocidad de reacción bajo l&. 

condición no considerada por las limitaciones de la difusión. A 

una distancia r ~ r 
0

, con respecto al radical en el origen, la 

concentración de radicales se aproxima a la concentración del 

medio no perturbado Cb. La conc~ntración efectiva e,..., para r S rm 

es una función de la difusividad del radical y de la velocidad de 

consumo de los radicales. La velocidad total de la difusión de 

los radicales hacia la zona de reacción limitada por rm, iguala la 

velocidad total de terminación. La migración del segundo radical 

de una r » r m hacia r m .!'Je lleva a cabo &. traves de la difusión y 

de la propagación. como se discutió anteriormente. Ambos 

mecanismos pueden ser tratados como un mecanismo de transporte 

fortuito. La estadistica del transporte fortuito, puede s,er 

transformada en la siguiente expresión matemática para la región 

entre rm Y rD: 

con las siguientes condiciones a la frontera 

e cm a r"' 

a r 
D 

(5.32) 

(5.33) 

En la Ecuación 5. 32, D representa el coeficiente de 

migración efectivo que resulta de la difusión y del movimiento 

propaaacional. Ya que r
0 

» r,,,, la Ecuación 5.32 puede ser 

facilmente integrada para dar 

(5.34) 

La cor¿stante K. es determinada por un balance de masa. 

La velocidad de transporte de radicales dentro de toda la reaión 

esférica confinada por rm, es igual a la velocidad de consumo de 

radicales en la esfera debido a la terminación: 
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(5.35) 

El lado derecho de esta ecuación, es una expresión de 

veiocidad de segundo orden que depende de la probabilidad de 

encontrarse un radical dentro de la distancia r m de un sea:undo 

radical central C"', y la probabilidad de encont.r&.r el radical 

central en el sistema Cb. La Ecuación 5.35 puede ser rearreglada 

para dar 

( 5. 36) 

Por lo tanto, Cm está regida por .l.t~ y por D. La 

velocidad de reacción total, está expresada comunmente como '\e:, 

donde k.t es la constante de 'lelocidad aparente. Esta. ..,.eloci<iad es 

la misma que k.~Cmcb, así que se puede tener 

rt. c2 
11t.

0 c e 
t b l m b 

( 5.37) 

Las Ecuaciones 5.36 y 5.37 dan el .!'>iguiente resultado: 

1 
r 

l 
- + 
1<º 

l 

{5.38) 

Este resultado fin&l, atribuye la resistencia encontrada 

en la terminación de la cadena, a la suma de un término de 

reacción y a otro de transferencia de masa. 

Se asume que rm es relativamente intensiva a la 

temperatura, a la concentración y al peso molecular del radical. 

Tanto -"'~ y D, adquieren una fuerte dependencia de la temperatura 

ya que representan el proceso activado. La constante k~ carece rle 

dependencia de la concentración y del peso molecular, miPntras que 

en D se supone una fuerte dependencia de ambos. Separando Den un 

primer factor dependiente de la temperatura y del p~so molecular, 

y en una parte dependiente de la concentración, se tiene 
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1 
-¡;:-

' 
- + ,._o 

' 

"'º ' 
(5.39) 

donde al = r:/3D
0 

tiene dimensiones de tiempo y puede ser visto 

como un tiempo de migración caracteristico de los radicales en 

crecimiento. 

A altas conversiones, la difusión de los monómeros en el 

medio, ~hora ~xtremadamente viscoso, es impedida. Este proceso es 

similar al tratamiento matemático anterior, es decir, fijando el 

extremo del radical en el i::irigen y analizando la reacción de 

propagación por medio de la difusión con el cálculo de la 

concentración efectiva del monómero en la vecindad del radical en 

crecimiento, da la siguiente ecuación que relaciona la ~P aparente 

con la k.
0

: 
p 

,.. 
p 

+ 8 _P_ 
p d(X) (5.40) 

donde eP es el tiempo de difusión caracteristico del monómero, el 

cual sólo es función de la temperatura, pero no del peso molecular 

del polímero, y ~(x) representa la dependencia de la difusión del 

monómero d~bido al incremento de la viscosidad en el medio. Las 

Ecuaciones 5.39 y 5.40 deben ser usadas junto con las Ecuaciones 

5.21 a 5.28 para el modelo de simulación. 

Uno de los mayores méritos del modelo, es que establece 

la dependencia de la temperatura y del peso molecular con respecto 

a al, la dependencia de la temperatura con respecto a eP, y las 

fr,.,rmas de /(x) y s-{x). Para este fin, Chiu, Carratt y Soona 

usaron la teoría de Fujita-D1-,.,olitte basada en el concepto de 

volumen libre: 

log D o;; A(T) + B(T)~M (5. 41) 

donde <fJm es la fracción de volumen del monómero, A y B son 
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funcines de la t.emperatura, D
0 

es el coeficiente de difusión en el 

limite cuando ~m tiende a cero. 

Como s~ mencionó previamente, la transferenci.~ de masa 

del extremo con radical, es llevada a cabo por la acción combinada 

del crecimiento de la cadena y de la difusión. También el extremo 

del radical es frecuentement.e agregado a una molécula de cadena 

larga. Ambas consideraciones sugeririan que la Ecuación !>. 41 no 

puede aplicarse directamente al efecto gel. De cualquier manera, 

el crecimiento de la cadena implica la adición de monómeros a los 

extremos del radical; su velocidad está determinada por la 

movilidad de los monómeros (por lo tanto la ecuación 5.41 aplica). 

Además cu,1J,lquier movimiento de translación de la cadena, 

representa simplemente una sP.cucncia de eventos que involucran 

traslación segmenta!. Esto también está sujeto a la dependencia 

de la concentración dada por la Ecuación 5. 39. Finalmemnte, la 

difusión segmenta!, definitivamente sigue la Ecuación & • '1.1, ya que 

las unidades que se traslad&n, son de un tamaño comparable al del 

monómero. Estas consideraciones soportan el uso de la Ecuación 

5.41 para la dependencia de la concentración de la difusividad. 

La dependencia de la longitud de ~a ~adena con respecto 

a los radicales que emigran, está considerada en D
0

. Sin embargo, 

a causa de la naturaleza complicada del proceso de terminación de 

los radicales (recuerde que la longitud de la cadena se incrementa 

durante la difusión), la dependencia del peso molecular 

posiblemente no puede tomar una forma simple. Ya que los pesos 

moleculares del polimero con radical y del polimero muerto son 

funciones del iniciador cargado, se asume que 0
0 

= D
0

(1
0

), El 

resultado es que 8" = 8"(1
0
). La dependencia funcional exacta, 

debe ser determinada por datos experimentales. Paro. la difusion 

del monómero on la región del efecto gel, la Ecuación 5.41 puede 

ser usada con exactitud. Sin embargo, D
0 

no tiene alguna 

dependencia con el peso molecular, ya que sólo la difusión del 

monómero está involucrada. Esto implica qu~ aP sólo depende de la 

temperatura. En la Ecuación 5.41 la fracción volumen del 

monómero. ~m' se encuentra relacionada a la conve~sión por 
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'1Jm = x/d + (l -x) /d 
p 

l - "' 
~ 

(5. 42) 

Sustituyendo las Ecuaciones 5. 41 y 5. 42 en las 

Ecuaciones 5.39 y 5.40, dan las si&uientes formas para las 
ecuaciones constitutiV¿J usadas en el modelo: 

+ 9l(T,l 0 ) 
p 

(5.43) 
lt~(TJ 

exp[ 
~.3'1> ", A(T) .. B<t>'1Jm 

+e.in 
p 

(5.44) 

" 2.3'/>m 1otº(T) 
p p exp A(T) + B(f)q>m 

Una lista de valores numéricos por ejemplo, las 

constantes de velocidad de reacción) usados para cal culos 1 están 

dadas en la Tabla 5.1. Notese que la terminación por combinación 
es ignorada en el cálculo, asi que las predicciones del peso 

molecular estarán subestimadas. 

Tabla 5.1 Valores numéricos usados en el modelo. 

f = 0.58 

"• (l/minl = 6.32x1o'd exp[-15.43xl0ª/T(Kl] 

i.: Cl/min-mol) 5.88xlO" exp(-701/l.987T(Kl] 

><0 
( l/min-mol) 

p 
2.95•10 7 exp(-4353/l.987T(Kl] 

ltlc = O (terminación por despropcrción solamente) 

dP (g/cmª> 1.2 

dm (g/cm"l 0.973 - l.164xlo-•cr(kl - 273) 

T ( ºC) = 114 
9P 

Hm (g/moll = 100.12 

110 



Los parámetros del modelo, se obtuvieron a partir de una 

serie de experimentos realizados a 50, 70 y 90 ·e, cada uno de 

ellos para dos diferentes cargas de iniciador, los cuales se 

encuentran resumidos en la Tabla 5.2. 

Tabla 5.2 Datos experimentales usados. 

Temp. Carga del 
8 min 8 min A B Poli. iniciador ,. p 

·e 

50 0.0258 1. 50"'10• 3.5)(10• 0.134 0.03 

0.01548 2.33xl0• 3.5~10• 0.134 o. 03 

70 0.0258 4.90•10 2.5x10• 0.152 0.03 

0.01548 8.30xl0 2.5•10• 0.152 0.03 

90 0.0258 3.80 3.0xlO 0.163 0.03 

0.01548 6.30 3.0•10 0.163 0.03 

La Figura 5. 3 muestra la dependencia de él y de e C':)n 
' p 

respecto a 1
0 

y T, en la cual se graficó el logaritmo natural de 

l/9l y de l/8P contra 1/T. ~e acuerdo con las Ecuaciones 5. 39 y 

5.40 la dependencia de la temreratura de 1/8t y de l/8P refleja 

principalmente el comportamiento de 0
0 

por terminación y por 

propagación respectivamente. Ya que 0
0 

exhibe un comportamiento 

aparente del tipo Arrhenius con respecto a la temperatura, por lo 

tanto la pendiente de las curvas en la Figura 5.3 conducen a la 

energía de activación del proceso de transferencia de masa debido 

a radicales y a monómeros. El primer caso tiene una energia de 

activación de 34 Kcal/mol, mientras que el otro tiene 26 Kcal/mol. 

Note que al es ligeramente más grande en la carga m~s pequeña de 

iniciador, tal vez debido a la debil dependencia de D
0 

con el peso 

molecular. ya que un 1
0 

bajo ocasiona un alto peso molecular, el 

cual disminuye D
0

. 

Los dos parámetros restantes del modelo A(T} y B(T), son 

examinadas en la Figura 5. 4. Chiu, Carratt y Soong encontraron 

empiricamente que B(T) no es sensible a la temperatura para muchos 

sistemas y por lo tanto se puede tratar como una constante. El 
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l O _ - m 
OllDo-A+Bílm 

B =0.03 

0.16 

0.14 
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T (ºC) 

Figura S .4 Parámetro A en función de T en la 
ecuación de Fujita - Doolitte. 
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valor tornado por los autores es e = o. 03. Para obtener una 

dependencia lineal de A, se introduce el término (T - T )
2

, donde 
9P 

T9 P es la temperatura de transición vitrea del polímero puro. El 

comport.arniento de A está dado por la Figura 5.5. 

Las Figuras 5.6, 5.7 y b.8, dan las comparaciones hechas 

pr.ir Chiu. Carratt. y Soong de las curvas calculadas con los datos 

reportados por la literatura del polimetilmetacrilato (PHHA) a 70 

·c. De estas gráfi~as se puede ver que estas curvas son cóncavas 

hacia arr1 ba, con lo cual se predice la forma esperada. El 

surs:iniiento del ef<ecto gel es sólo una manera de referirse a la 

región de un rápido aumento en la cantidad de material con alto 

peso molecular el cual crea problemas de transferencia de masa y 

de calor. Pueden verse ciertas discrepancias en los pesos 

moleculares. las cuales son más pronunciadas para n..,. que para Hr •• 

Nctese tambien :sue a la misma temperatura, una más alta 

concentración de iniciador ocasiona un bajo peso molecular. 

También se sabe que el incremento de la temperatura a una carga de 

iniciador constante, disminuye significativamente los pesos 

moleculares. 

5.2 SOLUCION DEL MODELO A ESTADO CUASI-ESTACIONARIO 

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dado 

por las Ecuaciones 5. 23 a 5. 28, es un sistema rigido y debe de 

integrarse con un método numérico adecuado. Para simplificar la 

solución numerica, es posible suprJner estado cua.si-i:stacionario 

para las Ecuaciones 5. 23, 5. 24 y 5. 25. Es decir, se igualan con 

cero estas tres ecuaciones. 

Al hacer esta suposición, quedan sólo cinco ecuaciones 

diferenciales para resolverse, ya que las otras tres pasan a ser 

algebráicas. Para integrar este sistema, se puede utilizar 

cualquier método de integración para ecuaciones diferenciales 

ordinarias no rígidas, como el ttetodo de Eul~r o algtin 

Runge-K11t.ta. 
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figura S.6 Historias de la con•ersi6n de la poli.acrha.ci6n de PMMA a 70 °C 
con dos cargas de iniciador. Los circulas son los datos experi
aentales y las lineas sólidas. son los calculas del modelo. 
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Figura 5.5 Parállctro A de la ecuación de Fujita -
Doolitte graficado contra ( T -Tgp ) • 
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La Ecuación 5.23 al igualarse a ~ero queda comv 

Ck Z 

- 1 + :x ll - x)i'tP .- 2J~d/ - "/'~ = O, ( 5. 45) 

en donde ~P Y kl son función de k
0

, las cuales están dadas por las 

Ecuaciones 5.43 Y 5.44, respectivamente, y en donde P = A
0

• 

Sustituyendo la expresión de >tP, la de kt y la definición dada por 

la Ecuación 5.42 en la Ecuación 5.45 nos queda 

>..' 
o 

o ' (5.46) 

en donde se puede observar que el valor de X
0 

debe determinarse 

por algún método numérico como es el Newton-Raphson. 

Por otra parte, de las Ecuaciones 5.24 y 5.25 igualadas 

a cero 1 se puede despejar el valor de A
1 

y A
2

, respectivamente. 

Si se usa nuevamente la definición de tf,im, dada por la Ecuación 

5. 42, y la relación dada por la Ecuación 5 .12, 1'.
1 

y k
2 

estarán 

dadas por 

2 I "• 1 + ,._ 
" "' " 

p o ( 5. 47) . 
>..º(.e"''" 

,._ + k ,> p 

2 I "• 1 ,._ 
"' (2 " . + •,z} 

"• 
p 

>..o{.c .pm " 
,._ ,> p 

t 5. 481 

Entonces, para resolver el modelo suponiendo estado 

cuasi-estacionarlo, se tienen que evaluar las Ecuaciones 5. 46, 

5.47 y 5.48, e integrar las Euaciones 5.21, 5.22, 5.26. 5.27 Y 

5.26. 
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G&PITILI 1 

GENERACION DEL MODELO MATEMATICO, 

SOLUCION NUMERICA Y 

DESARROLLO DEL PROGRAMA 



6.1 GENERACIOH DEL MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE 
EL SISTEMA DE LA PLACA 

Los capitulas anteriores, proporcionan la8 herramientas 
necesarias para generar el modelo matemático que describe la 

transferenci& de calor y el balance de masa del sistema, el cual 
fue usado para generar el programa de cómp~to para el sim?lador. 

El sistema completo que se quiere simular, está formado 

por la placa de prepolimero y dos placas de vidrio, las cuales 

están en contacto con el &ittJa. Para analizar mejor el problema. 
es conveniente separar el sistema en dos sub.sistemas. gn este 

caso el primer subsiste~a será la placa palimérica, en la cual na 
contüderaran el fenómeno de transfe,rencia de calor y el balance de 

masa. 

La ecuación de tranferencia de eneraia, presenta dos 

contribuciones en la placa polimérica. Una e's debido a la 

transferencia de calor con sus alrededores, que en este caao. ~on 

las placas de vidrio. La otra contribución es debido a la energia 

generada por la reacción química. 

Como la placa presenta una longitud y una altura muchas 

veces mayor que su espesor 1 las variaciones a lo largo de la 

longitud y altura de la placa son despreciables. Por lo tanto, ~6 

aupone que no existen variaciones con respecto al eje y. 

correspondiente a la lonsitud, y con respecto al eje 2, 

correspondiente a la altura. Los cambios considerables sólo se 
presentan a lo largo del e3pesor de la placa, que en este caso 

corresponde al eje x, es decir, las placa5 son infinitas en las 

otras dos dimensiones. 

Tanto la placa polimérica como la placa de vidrio, 

presentan cambios en su espesor debido a los cambies de 

temperatura. La placa polimérica ademAs presenta una contracción 

de volumen debido al avance de la reacción quimica, este cambio de 
volumen se refleja en un ca~bio en el esp~sor de la placa. Para 

simplificar el modelo, se desprecian los cambias d& espesor debido 

a cambios en la temperatura y s6lo se toma en cuenta la 
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contracción de Vl)lumen '1eb.ido ~l avance dF.:: la reacción ~n la plac1;1 

polimé:r1ca. 

El an6lisi& detallada rl~ la plac~. nos revela l~ 

presencia de un eje de simetria a lo largo de su altura. A uno y 

otro lado de este eje de simetria. se present&.n fenóm~nos 

similares debido a que se encuentran ba.io las mismas condiciones. 

Es decir. se supone ~ue las propiedades fisicas y el espesor de 

ambos vidrios son l~s mismas. la temperatura del agua de la cuba a 

ambos lados de los vidrios es la misma y la mezcla de prepolimero 

alimentada originalmente al molde es homogenea. Bajo estas 

circunstancias, dos p1.mtús localizados a ambos lados del eje de 

simetría a una misma distancia, presentarán los mismos cambios a 

lo largo del tiempo, por lo tanto, el origen de los ejes puede ser 

situado sobre el eje de simetría como se muestra en la Figura 6.1. 

De esta manera, sólo sera necesario realizar los cálculos para la 

mitad de la placa, 

Ya que la m~zcla de prepolimero al momento de ser 

aliment.ada tiene una alt::t viscosidad, la cual además se ve 

incrementada conforme avan::a la reacción de polimerización, se 

puede despreciar la transferencia de calor por convección y 

suponerse una transferencia de o::alor similar a la de un sólido con 

reacción química. Por la geometría del sistema, es conveniente 

utilizar la ecuación de transferencia de energia en coordenadas 

rectangulares. 

Tomando la primera ecuación dada por la Tabla 2.2 para 

corJrdenadas rectangulares y despreciando la variación de 

teruperaturas a lo largo de los eJes y y z, se tiene que 

z 

~="'[~]+_A_ 
dt dxz p cp . ( 6 .1) 

donde A representa la energía generada por unidad de tiempo y por 

unidad de volumen debido a la reacción quimica de polimerización, 

por lo tanto A esta dada por 

(6.2) 

donde l~ es la t~sa de cambio de la concentración de mr.mómero en la 
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Figura 6.1 Sistciaa de coordenadas para el arreglo de 
placas. 
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rue:cla poliruerica y 6H, es el calor de reacción de polimerización 

referenciado a las moles de monómero. Por lo tanto la Ecuación 

6.1 se transfurma en 

y definiendo a ff como 

(1 

finalmente 

( 
ilªT ] 

a -- + (1. 
ilx• 

(6,31 

( 6. 4) 

(6.5) 

La Ecuación 6.5 describe la transferencia de calor en la 

placa polimérica. El valor de r, necesario para calcular el 

término ~. está dado por las ecuaciones correspondientes al 

balance de masa dadas por el Modelo Cinético de Chiu, Carratt y 

Soong. Se eligió este modelo, ya que es ur10 de los mejores 

modelos que toman en cuenta el efecto gel que se presenta en las 

polimerizaciones en ma5a. La Ecuación 5.2 nos da el valor de r 

_ 1 d(HV) 
r - v-d-,-

donde P está dada por 

y donde 

- /< H p 
p 

\, 

(6.6) 

(6. 7) 

(6.Bl 

Para obtener los valores de x y de P, primero se tiene 

que resolver la siguiente ecuación para el valor de ~o con algUn 

método iterativo como es el Newton-Raphson, 
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o ' (6.9) 

Y con el valor obtenido de >..
0

, se pueden calcular los valores 

respectivos de "'a y >..
2 

con las siauientes ecuaciones, 

2 / 1'.d 1 + ¡,_ :>. 
o 

11\ 

:>. p 
(6.10) . :>. (& 4> ¡,_ + "-,l o m p 

2 / 1'.d 1 + ¡,_ m. (2 >.., + >..z) p 
(6.11) 

Y por último se tienen que integrar las siauientes ecuaciones 

diferenciales ordinarias, para calcular el valor de la 

concentración de iniciador, la conversión y los momentos restantes 

dµo 

dt 

~ 
dt 

dµ, 

dt 

di 
dT l :z ex "-oll X)1'. 

p 

cµ,x.o 
- T+&'X' l l - x)ltp + 1'\i'·o"li..t + + 11\,/''•o)..t 

&µZX,O 

l+&'X(l - x)kp + 1\i'·o>..z+ 1\c(Az>..o + )..=) 

(6.12) 

(6.13\ 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

Se puede usar algún método de integración de ecuaciones 

diferenciales ordinarias, como es el Runge-Kuta de cuarto orden. 

De esta manera se puede conocer el valor de (!, el cual está en 
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funci6n d~ la temperatura. o~be nvtarse que .:on este 

procedimiento se est.á suponiendo estado cuas.i-estacionario para 

resolver un sistema de ecuaciones diferenciales no duras. 

Los ¡:esos moleculares deben ser calculados con las 

siguientes ecuaciones una vez que se cono=ca la temperatura real 

de un punto en la placa, 
(µ, - >. ,1 

H" H (6.171 m (µu - A º' 
(µ2 - >. .1 

Hv 
,, 

m (µ, >. ,1 
(6.161 

La Ecuación 6.5 aplica para toda la placa pollmérlca y 

debe integrarse para c~nocer la temperatura en la placa con 

respecto a la posición y a un tiempo dado. 

En la interfase, la placa polimérica esta en contacto 

con la placa de vidrio. La transferencia de calor se lleva a cabo 

de un medio al otro a través de la interfase. El flux de calor de 

un medio a otro, es el mismo en la interfase. Por lo tanto, en la 

interfase se cumple la siguiente condición de continuidad 

- ,. 
p 

- ,. 
y 

.n-y 

bxv 
(6.191 

donde ~ es la conductividad térmica, T es la temperatura en la 

interfase y los subindices r y v se refieren al medio placa 

polimérlca y placa de vidrio respectivamente. 

El segundo subsistema es la placa de vidrio. Ya que la 

placa pol imérica presenta un comportamiento de tipo simétrico, 

entonces ambas placas de vidrio presentarán entre ellas un mismo 

comportamiento. Es decir, un punti:> sobre una de las placas de 

vidrio. localizado a una cierta distancia con respecto al eje de 

simetria, presentará a un determinado tiempo la misma temperatura 

que otro punto localizado sobre la otra placa de vidrio Y 

equidistante al eje de simetría. Por lo tanto, el balance de 

energía es el mismo para ambas pla~as de vidrio. 
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En la placa de vidrio sólo se lleva a cabo transterencia 

de calor ya que no existe gen1Jraci6n ni consumo de enentia por 

reacción quimica, Por lo tanto, el término A de la Ecuación 6.1 

para la placa de vidrio vale cero y se redllce a 

llTV : " ( .J

2 Ty] ' 
bt V dx: z 

y 

(6.201 

donde dicha ecuación describe la transferencia de energía en 

cualquier punto intermedio de la placa de vidrio. 

Finalmente, la placa de vidrio se encuntra en contacto 

con el agua en uno de sus puntos extremos. Este punto de contacto 

corresponde a la frontera del sistema y es en donde la 
transferencia de calor se lleva a cabo por convección libre. Para 

una frontera en donde están en contacto un sólido y un fluido a 

una temperatura constante se tiene que 

donde Tv es 

del agua y 

calor. 

- k. bTY 

v IJxv 

la temperatura 

=h(T -T), 
y • 

(6.21) 

de la 

h es el coeficiente 

frontera, T • es la temperatura 

convectivo de transferencia de 

6.2 SOLUCJON NUMERICA DEL MODELO 

Para llevar a cabo la solución numérica del modelo que 

describe los fenómenos que suceden en la placa, se debe de tener 

en cuenta lo siguente: 

La Ecu3ci6n 6.5 y la Ecuación 6.20, obtenidas al 
realizar el balance de energia en la pleca polimérica con reacción 

qui mica y en la placa de vidrio respectivamente, son ecuaciones 

diferenciales parciales de tipo parabólico. Para pasar de un 

modelo continuo a un modelo matemático discreto, se puede utilizar 

tanto el Método de Elemento Finito como el Método de Diferencias 

Finitas y discretizar estas dos ecuaciones para resolverlas por 

computadora. 

Para conocer el valor de ~ a un determinado tiempo, se 
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t.iene que integrar un sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias. dado por las Ecuaciones 6.12 a 6.16, con alaún m6todo 

numérico adecuado. En éste caso se supuso estado 
cuasi-estacionario para discretizar un sistema de ecuaciones 

diferenciales no duras. Se pueden emplear métodos de integración 

como el Euler o alguno de los Runge-Kuttas. 

La Ecuación 6.19 dada por la condición de continuidad en 

la frontera placa-vidrio, es una ecuación diferencial parcial y 

por lo tanto también puede ser discretizada por el Método de 

elemento Finito o por Diferencias Finitas. 

La Ecuación 6.21 es una ecuación diferencial ordinaria, 

pero con la Ecuación 6.20 y utilizando una expansión de Taylor 

hacia a tras 1 se puede obtener una expresión que emplea el Método 

de Diferencias Finitas. 

En el presente t.rabajo se utilizó el Método de 

Diferencias Finitas en su forma explicita pa1·a la discretización 

de las ecuaciones del modelo. El uso del método explicito es 

debido a que el término de reacción de la Ecuación 6.5 complicaría 

los cálculos si se usara el método implicito. 

Debido a la simetría del sistema, el modelo se resolvió 

sólo para el espacio comprendido del centro de la placa a una de 

sus fronteras, es decir únicamente se realizan la mitad de los 

cálculos. 

Aplicando el Método de Diferencias Finitas en su forma 

explicita a la Ecuación 6.5 se tiene 

T - T 
t..n•t t..n [ _r_•-~•._n_-_2_r_,~·-n_._r,~··~·n-] + (1 • 

(Ax)' 

reordenando la ecuación se tiene 

o . 

en donde 
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a At 

"= ---
(do<). 

(6.2•l 

Al aplicar el Método de Diferencias Pinitas, se aenera 
una malla de puntos. Dicha malla no es de forma regular debido a 
la disminución del espesor de la placa por la contracción do 

volumen de la mezcla polimérica tal como lo muestra la Figura 6.2. 
Esta disminución se refleja en el procedimiento de cálculo ya que 

el valor de tix debe ser calculado para cada tiempo de intearaci6n 
"• y de esta manera calcular X, checando que su valor no exceda de 

0.5 para evitar problemas de estabilidad. 

Analizando el tlJrmino (J de la 8cuaci6n 6. 23, puede 

observarse que es función de Ti..n .... y por lo tanto debe resolverse 
simul taneamente el balance de masa y el de energia para cada uno 

de los puntos de la malla. Para obtener el valor de T de la 
L,n+l 

Ecuación 6.23 se emplea el Método de Newton-Raphson para resolver 
ecuaciones algebráicas no lineales. La derivada de la función se 

evalua numéricamente empleando nuevamente el Método de Diferenci'as 

Finitas. Para evaluar el valor de la función en el Newton-Raphson 

y en el cálculo de la derivada numérica, se discretizaron 

numericamente las ecuaciones diferenciales ordinarias con el 

Método de Runge-Kutta de Cuarto Orden para la integración numérica 

de sistemas de ecuaciones dado por la Ecuación 3.40. 

Al haber supuesto estado cuasi-estacionario en el modelo 
cinético, surgieron tres ecuaciones algebráicas, las Ecuaciones 
6. 9, 6 .10 y 6 .11. La Ecuación 6, 9 es no lineal y se resuelve 

numericamente para >...
0 

con el método de Newton-Raphson. Las 

Ecuaciones 6.10 y 6.11 se resuelven junto con las demas 

expresiones algebráicas del modelo cinético antes de que el 
Runge-Kutta evalue las ecuaciones diferenciales ordinarias dadas 

por las Ecuaciones 6.12 a 6.16. 

Para que el Newton-Raphson encuentre la raiz T de 
\,n+t 

la Ecuación 6.23 se supone como primera aproximaci6n el valor de 

r\," Una ve::: que el Newton-Ra.phson encontr6 la temperatura 
TL,n•l pasa al siguiente punto " .. ,. Cuando se realiza el cilculo 

para el punto " = O, correspondiente a·l centro de la placa, se 
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(6.24) 

Al aplicar el Hétodo de Diferencias Finitas, se aenera 

un~ malla de puntos. Dicha malla no es de forma regular debido a 

la disminución del espesor de la placa por la contracción de 

volumen de la mezcla polimérica tal como lo muestra la Figura 6.2. 
Esta disminución se refleja en el procedimiento de cilculo ya que 

el valor de tuc debe ser calculado para cada tiempo de inte•ración 

"• y de esta manera calcular ~. checando que su valor no exceda de 
0.5 para evitar problemas de estabilidad. 

Analizando el t6rmino f1 de la Ecuación 6. 23, puede 

observarse que es función de Ti.,nu y por lo tanto debe resol verse 
simultaneamente el balance de masa y el de energia para cada uno 

de los puntos de la malla. Para obtener el valor de T de la 
l,n•t. 

Ecuación 6.23 se emplea el Hétodo de Newton-Raphson para resolver 

ecuaciones algebráicas no lineales. La derivada de la función se 

evalua numéricamente empleando nuevamente el Método de Dlferencías 

Finitas. Para evaluar el valor de la función en el Newton-Raphson 

y en el cálculo de la derivada numérica, se discretizaron 

numericamente las ecuaciones diferenciales ordinarias con el 

Método de Runae-Kutta de Cuarto Orden para la integración numérica 

de sistemas de ecuaciones dado por la Ecuación 3.40. 

Al haber supuesto estado cuasi-estacionario en el modelo 

cinético, surgieron tres ecuaciones algebráicas, las Ecuaciones 

6.9, 6.10 y 6.11. La Ecuación 6.9 es no lineal y se resuelve 

numericamente para ~o con el método de Hewton-Raphson. Las 
Ecuaciones 6 .10 y 6 .11 se resuelven junto con las demas 

expresiones algebráicas del modelo cinético antes de que el 

Runge-Kutta evalue las ecuaciones diferenciales ordinarias dadas 

por las Ecuaciones 6.12 a 6.16. 

Para que el Newton-Raphson encuentre la raiz T de 
"·"'"' la Ecuación 6.23 se supone como primera aproximación el valor de 

T"·" Una veo:. que el Newton-Raphson encontró la temperatura 

T"·"'•' pasa al siguiente punto "•'. Cuando se realiza el cAlculo 
para el punto " = O, correspondiente al centro de la placa, se 
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supone que la temperatura T~-t.n es igual a la temperatura del 

punto l 1. debido a la propiedad de simetría. 

81 resolver el modelo de esta manera, es equivalente a 

resolver un reactor por lotes no lsotérmico para cada uno de los 

puntos de la malla. Esto implica que cada punto l, tendrá su 

propia historia del avance de la reacción a lo largo del tiempo, 

la cual será alterada por las temperaturas de los puntos laterales 

al punto 

Originalmente las condiciones iniciales en todos los 

puntos de la malla son iguales. Conforme avanza el tiempo, las 

condiciones anteriores en cada punto van cambiando. Cada punto t 

a un determinado tiempo rHt, utiliza como condiciones anteriores 

los resultados obtenidos para ese mismo punto l en el tiempo 

anterior n y los resultados obtenidos en ese punto L al tiempo n+t 

seran utilizados como condiciones anteriores en el punto n+2, Las 

condiciones iniciales y anteriores son las necesarias para llevar 

a cabo la integración de la ecuación diferencial parcial y las 

ecuaciones diferenciales ordinarias. 

De ésta manera se obtienen todas las temperaturas de los 

puntos intermedios de la placa polimérica y al mismo se obtienen 

los demás parámetros cinéticos para cada punto, como son: 

conversión, concentración de iniciador y pesos moleculares. Es 

decir, los cálculos se realizan desde el punto l = O hasta el 

punto L = /1 - l, para H divi~iones pares en la placa polimérica. 

en un tiempo n dado. 

Para calcular la temperatura en la interfase, se le 

aplica a la Ecuación 6.19 el Método de Diferencias Finitas, 

quedando una expresión equivalente a la Ecuación 4.46 
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+ T w.n [ 
1 [ L>.x, "• 

2rr --"-.- + l>.x:v"-v ) 

o • (6.25) 

donde T w-•.n es la temperatura de un punto adyacente a la 

interfase sobre la placa polimérica, T11,n y r ... ~ (Tw,n = Tv o,n' 

T w.n.a = T v o,n+&) son las temperaturas de la interfase al tiempo 

y respectivamente, y TM+t,n (TW+&,n Tv t,n) es la 
temperatura de el punto adyacente a la interfase sobre la placa de 

vidrio. 

Se puede ver que la Ecuación 6.25 tiene una estructura 

muy similar a la Ecuación 6.23 y por lo tanto también se obtiene 

el valor de T w,n+t con el uso del Heuton-Raphson siguiendo un 

procedimiento casi identico. 

Aplicando el Método de Diferencias Finitas a la Ecuación 
6. 20, que describe la transferencia de eneraia en la placa de 

vidrio, y despejando a T v l,n+& se tiene 

-2T 
l-1,n V 

+T 
"·" y 

\+t,n) + T Y L,n • (6.26) 

donde dicha expresión se aplica para los puntos intermedios de la 
placa de vidrio, desde que 1 hasta que 1. = Hv - 1, para Hv 

divisiones en el vidrio. 

Para la Ecuación 6.21, que da la condición a la 
frontera, se utiliza la expresión de Diferencias Finitas obtenida 
en el Capitulo 4 y dada por la Ecuación 4.56 

134 



T [Tv wv-.. n[ ~v) + T Wv, n[ bxv "-v -~J y wv.n+l y 
2 ºv dt ""v 

+ Te (h) ) ... ( AXY "'-v h] (6.27) 
2 Olv At 

donde se puede calcular l.e. temperatura de la frontera T v wv.n•t. de 
forma directa. 

Para evaluar la conductividad térmica, densidad, calor 

específico. difueividad térmica y el coeficiente convectivo de 

transferencia de calor, propiedades de los medios requeridas en 

las Ecuaciones 6.23, 6.25, 6.26 y 6.27, se utiliza la temperatura 
media del respectivo medio. Para evaluar la temperatura media, se 

utiliza la def inici6n de valor medio 

V : 
J: /(X) dx 

(6.28) 
b - a 

donde el valor de la integral se calcula con el método de 

integración de Simpson 

s>(x)dx ::: +AX[/(x
0

) + 4/(x
1

) + 2/(xa) + 4/(x_> + 

4/(x~-•) + 2/(x~) + 4/(x~.,) + •.• 

+ 2/(xH-•) + 4/(xH_,l + /(XH)] (6.29) 

donde Ax es el espaciamiento entre punto y punto de la malla de 

diferencias finitas para cada uno de los medios dado por 

(6.30) 

donde (b-a) es la longitud del espesor del medio (recordar que el 

espesor de la placa polimerica, disminuye conforme avanza la 

reacción). N es el número de divisiones en el medio 

correspondiente. el cual debe ser par para poder aplicar la 

Ecuación 6. 29, además que la condición de simetr1.a en la placa 

polimérica, también requiere de esta condición. 
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Sustituyendo las Ecuaciones 6. 29 y 6. 30 en la Ecuación 

6.26 nos queda 

V= ~[/(x0 ) + 4/(x
1

) + 2/(x,) + 4/(x.J + 

4/(x,_,> + 2/Cx,) + 4/Cx,.
1

) + ... 

+ 2/(xN-Z) + 4/Cx,.,_,> + /(.<H)]. (6.31) 

donde dicha expresión no solo se utilizó para calcular la 

temperatura media de amhos medios, sino también otras propiedades 

medias como la conversión. la concentración de iniciador y los 

pesos moleculares de la placa polimérica. 

Para garantizar que la solución de las ecuaciones 

diferenciales discretizadas por el Método de Diferencias Finitas 

no oscile, se deben cumplir con las condiciones de estabilidad. 

Para las Ecuaciones 6. 23 y 6. 26 basta con garantizar que a 

cualquier tiempo ~ de integración se garantice que 

" A< 
( "-'<). ' o. 5 ' (6.32) 

en ambos medios, y para la Ecuación 6.25 se debe garantizar que 

" " r +-v--¡;;;:- l>.x 
y 

t.L 
r 

< 0.5 (6.33) 

"" " "" " r r • y y 

---.;:;:- --.,.--
y 

Un¡s vez que se han iniciado los cálculos, las 

restricciones dadas por las Ecuaciones 6.31, 6.32 Y 6.33. pueden 

garantizarse, debido a que el tamaño de paso de integración 6t, se 

puede modificar facilmente, haciendolo más pequeño para conseguir 

la condición requerida. Para ello se debe tener en cuenta que la 

conductividad térmica lrt, y la difusividad térmica a, en ambos 

medios, cambian con la temperatura, la cual cambia con el tiempo 

de una manera que no es facllmente predecible. Además el valor de 

Axr' va disminuyendo con el tiempo, debido a la contracción del 

volumen de reacción. 
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Las condiciones iniciales de t.ipo cinético necesarias 

para realizar los cálculos en la placa, se obtienen de real izar 

los cálculos para un reactor isotArmico de tanque agl t.ado por 

lotes, antes de realizar los cálculos de la placa. Con esto se 

calcula la conversión, la conc~ntración de iniciador los 

momentos en la prepolimerización. Las ecuaciones empleadas para 

ello, son las mismas que las empleadas en el balance de masa de la 

placa y su integración se lleva a cabo de forma idéntica. 

6.3 DESARROLLO DEL PROGRAMA DE COMPUTO 

Con lo hasta ahora expuesto en este capitulo, se 

desarrollo un pro&rama de cómputo que simula la polimerización en 

masa de una placa acrílica. El programa fue desarrollado en 

lenguaje Fortran 77 en un~ computadora HP-9000, serie 800. Bl 

programa es estructurado, ya que presenta una estructura de forma 

modular, es decir las diferentes partes del programa se realizaron 

en subrutinas separadas, de manera que el programa final sea más 

entendible y/o pueda ser modificado con mayor facilidad. Para 

llevar a cabo el desarrollo del programa, se realizó un Diagrama 

de Flujo muy general, en el cual se representaban los principales 

bloques de cálculos. 

Cada bloque o subrutina que requeria el programa 

principal, se programaba por separado, se depuraba y corregia 

hasta que la subrutina ·corriera correctamente para su posterior 

unificación en el programa principal. De esta manera se 

realizaron las principales subrutinas que se dan a continuación: 

Diferencias_Finilas. Esta subrutina calcula los 

gradientes de temperatura que se generan en la placa polimérica y 

en la placa de vidrio. Para ello utiliza las Ecuaciones 6. 23 1 

6. 25, 6. 26 y 6. 27 obtenidas de aplicar el Método de Diferencias 

Finitas. 

Valor_Medio_Sirnpson. Esta subrutina calcula el valor 

medio de las variables cuyos gradientes se generan en la placa 
polimérica o en el vidrio, como por ejemplo la temperatura. Para 
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ello utiliza la definición de valor medio y lleva a cabo la 
intearación por el método de Simpson. Se utiliza la Ecuación 

6 .31. 

Newt on_Raphson. 

ecUaciones alaebraicas 

Rsta subrutina resuelve un sistema de 

no lineal e o con el Ketodo de 
Newton-Raphson. La subrutina tiene la capacidad de evaluar al 

Jacobiano a partir de las derivadas analíticas o numéricamente con 

diferencias finitas hacia atrae, hacia adelante o diferencias 
centrales. Para evitar invertir la matriz jacobiana, se resuelve 

un sistema de ecuaciones alaebrAicas linealee. La subrutina est• 

adecuada para resolver la Ecuación 6.23. 

Ecua_st-.i. Bata subrutina resuelve munéricllimente un 

sistema de ecuaciones simultaneas lineales. 

para usarse con P.l Newton-Raphson. 

Está desarrollada 

Runge_Kutla. Esta subrutina integra sistemas de 

ecuaciones diferenciales ordinarias no riaidllis con el Método de 

Runge-Kutta de cuarto orden. 

Ecuactons_Diferencials_Ordinaris. En esta subrutina se 

evaluan las ecuaciones diferenciales ordinarias, para el 

Runge-Kutta, dadas por el Modelo Cinético de Chlu, Carratt Y 

Soong, para el caso en el que se supone estado cuasi-estacionario. 

Newlon_Raphson_2. Esta subrutina resuelve la Ecuación 

6.9 para el valor de ~0 . Su estructura es identica a la subrutina 

Newton_Raphson, excepto que aquí se evalua la derivada de manera 

analítica. 

Correc_longi....J>Or_Contrac_de_Volu. Esta subrutina 

calcula la longitud del espesor de la placa polimérica para cada 

tiempo n, pues la contracción de volumen causada por el avance de 
la reacción, altera el valor del espesor. 

Definición. Esta subrutina define el número de pasos de 

integración y el número de divisiones, tanto en el vidrio como en 

la placa. tomando en cuenta las restricciones de estabilidad del 

Método de Diferencias Finitas. 
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Además, se generarón l&!'S subrut.tnaf. c.-;irresJ-'• .. udierit.c!. 

para calcular las propiedades. Para ello se correlacionar<"Jn las 

propiedades a partir de datos experimentales repc•rt.act..:is en lét 

literatura. Las correlaciones se llevaron a cat.Jo utilizando la 

paqueteria IMSL. 

Una ve:: que se contó con todas la!::i subrutinas antes 

mencionadas y con las subrutinas que evaluan propiedades físicas y 

las que desplieaan los resultados, se procedio a unificarlas en un 

proarama principal. Dicho programa principal lee los archivos de 

datos, lleva a cabo la dirección principal del programa y calcula 

el reactor isotérmico por lotes que simula la prepolimerizac16n. 

Finalmente se depuró el programa en su conjunto, se 

comentó y se documentó, Los documentos generados son: Diagrama de 

Flujo, Hanual de Usuario y Lista de Variables. Como resultado de 

esta etapa se obtuvó un programa llamado "'PLACA 2000", con un 

tama~o del proarama ejecutable de 319488 octetos. 
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SIMULACION DE LA 

REACCION DE POLIMERIZACION 

DE UNA PLACA ACRILICA 



7.1 SIMULACIOIE:S DE LA POL11€RIZACION OE LA PLACA 

Con el programa PLACA 2000 se realizó una serie de cinco 

simubt.ciones que representan las reacciones 

diferentes condiciones de operación. El 
siinulaciones.. es observar el comportamiento 

de polimerización a 

objetivo de estas 

de los principales 

parámetros que iutervienen en el curado con el fin de conocer Y 

entender el proceso de poliinerizaci6n de la placa acrilica. 

Se escoa:i.eron los casos tsiauientes ya que presentan 

algún comportamiento de interes 1 o se desea conocer el efecto. 

ocasionado al mover alauna de las variables independientes con lo 

cual se puede ver como es que afecta al proceso de curado. 

La primera 
polimerización tipica. 

simulación representa una reacción 

Esta primera simulación abarca 

de 

un 

intervalo de tiempo grande, de modo que se puedan apreciar los 

cambios a lo largo de una reacción casi completa en el curado. 

Todos los resultados generados por el simulador, fueron graficados 

para una mejor apreciación del comportamiento de las principales 

variables a lo largo de la prepolimerización y del curado. Se 

presentan algunos resultados del curado en gráficas 

tridimensionales, para conocer la forma de los gradientes que se 

forman en el espesor de la placa a lo larao de la reacción. 

La segunda simulaci6n corresponde a un caso en la que el 

espesor de la placa ~iene un valor mayor que el anterior, además 

se alimenta el prepolimero cerca de su efecto ael y a una 

temperatura menor a l~ del aaua de enfriamiento. La diferencia de 

estas temperaturas al inicio del curado es de 20 ·e, siendo mayor 

la temperatura del prepolimero alimentado. Las &ráficas que se 

presentan para este caso corresponden al tiempo en el que ocurren 

los principales cambios a analizarse. 

La tercera simulación corresponde al caso en el que la 

temperatura del prepolimero es menor en 20 ·e a la temperatura del 

agua de enfriamiento al inicio del curado. y el espesor de la 

placa polimérica es relativaruente pequeño. Debe notarse que las 

temperaturas dr:: alimentación del prepolimero y la del agua de 
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enfriamiento, son el caso contrario de la segunda simulación. 

La cuarta simulación corresponde al mismo caso anterior, 

excepto que es agregada una cantidad extra de iniciador a la 

mezcla que se obtiene de la prepolimerización para que el curado 

se realice a mayor concentración de iniciador. 

La quinta y última simulación que se presenta, es un 

caso en el que la placa polimérica es lo suficientemente gruesa 

para que haya gradientes muy pronunciados, es decir que los 

valores en alguna de las variables, como es la temperatura, sean 

muy diferentes en el centro de la placa con respecto a la 

interfase placa-vidrio. Para obtener esta simulacion se requirió 
disminuir el espesor de la placa de vidrio para aumentar la 

transferencia de calor hacia el agua de enfriamiento y de esta 

manera evitar que la placa alcanzara la temperatura de ebullición 

dP.l monómero en algún punto. 

Los resultados de las simulaciones realizadas, se 

presentan a continuación en gráficas. 
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PRIMERA SIMLILACION 

Dat.os del proceso de prepoli11erlzaci6n: 

Tiempo de la reacción de 
prepolimerización 
Tama~o de paso para la 
integración 
Temperatura de reacción 
Carea de iniciador 

Datos del proceso de curado: 

Tiempo de reacción 
Temperatura a la que se 
carKa el prepolimero 
Temperatura inicial del 
vidrio 
Temperatura del agua de 
enfriamiento 
Iniciador extra 
Espesor de la placa 
Espesor del vidrio 
Altura de la placa 
Largo de la placa 
Húmero de puntos en la 
placa 
Húmero de puntos en el 
vidrio 
Número de cálculos 
utilizados 

ProP6nlt.o de la a18Ulac16n: 

200.0 mln 

l. Od-01 min 
323.15 K 
l.54Bd-05 g-mol/cm• 

400.0 mln 

323.15 K 

323.15 K 

323.15 K 
O.Od-00 g-mol/cm• 
0.469 cm 
0.5 cm 
91. 44 cm 
91.44 cm 

5 

5 

40000 

Con esta simulación se quiere conocer de una 
manera somera el comportamiento general de las principales 
variables que intervienen en la reacción de prepolimerización 
y de curado. Se pretende observar como varian los aradientes 
de temperatura, conversión, concentración de iniciador y 
pesos moleculares durante el tiempo de curado de la placa. 
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SEGUNDA SIMULACION 

Datos del proceso de prepolimeriaacl6n: 

Tiempo de la reacción de 
prepolimerizaci6n 
Tama~o de paso para la 
integración 
Temperatura de reacción 
Carga de iniciador 

Datos del proceso de curado: 

Tiempo de reacción 
Temperatura a la que se 
carea el prepolimero 
Temperatura inicial del 
vidrio 
Temperatura del aaua de 
enfriamiento 
Iniciador extra 
Espesor de la placa 
Rspesor del vidrio 
Altura de la placa 
Largo de la placa 
Número de puntos en la 
placa 
Número de puntos en el 
vidrio 
Número de cálculos 
realizados 

Propósito de la si .. laci6n: 

60.0 min 

l. Od-00 min 
343.15 K 
1.548d-05 g-mol/cm• 

10.0 min 

343.15 K 

343.15 K 

323.15 K 
O.Od-00 &-mol/cm• 
0.525 cm 
1.00 cm 
91.44 cm 
91. 44 cm 

5 

4000 

Se pretende observar como varia la temperatura de 
la placa y su conversión cuando se le alimenta un prepolimero 
cercano al efecto gel y a una temperatura mayor a la del aaua 
de enfriamiento. Los principales cambios se presentan al 
principio del curado por la cercanía al efecto ael. 
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PESO MOLECULAR NUMERADO DE LA PLACA 
VS TIEMPO Y DISTANCIA 
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TERCERA SIMULACION 

Datos del proceso de prepolimerización: 

Tiempo de la reacción de 
prepolimerización 
Tamaño de paso para la 
integración 
Temperatura de reacción 
Carga de iniciador 

Datos del proceso de curado: 

Tiempo de reacción 
Temperatura a la que se 
caraa el prepolímero 
Temperatura inicial del 
vidrio 
Temperatura del agua de 
enfriamiento 
Iniciador extra 
Espesor de la placa 
Espesor del vidrio 
Altura de la placa 
Largo de la placa 
Número de puntos en la 
placa 
Número de puntos en el 
vidrio 
Número de cálculos 
realizados 

Propósito de la simulación: 

269.0 min 

l.Od-00 min 
323.15 K 
l.548d-05 g-mol/cm• 

15.0 min 

323.15 K 

323.15 K 

343.15 K 
O.Od+OO g-mol/cm• 
0.2696 cm 
1. 00 cm 
91.44 cm 
91. 44 cm 

5 

4500 

Con esta simulación se pretende observar como 
varian los gradientes de temperatura y de conversión de la 
placa cuando se le alimenta un prepolimero cercano al efecto 
gel y a una temperatura menor a la del agua de enfriamiento. 
Los cambios a observar son los que ocurren durante el efecto 
gel. 
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CUARTA SIMLILACION 

Datoe del proceso de prepolimerización: 

Tiempo de la reacción de 
prepolimerización 
Tamaño de paso para la 
integración 
Temperatura de reacción 
Carga de iniciador 

Datos del proceso de curado: 

Tiempo de reacción 
Temperatura a la que se 
carga el prepolimero 
Temperatura inicial del 
vidrio 
Temperatura del agua de 
enfriamiento 
Iniciador extra 
Espesor de la placa 
Espesor del vidrio 
Altura de la placa 
Largo de la placa 
Número de puntos en la 
placa 
Número de puntos en el 
vidrio 
Húmero de cálculos 
realizadvs 

Propósito de la simulación: 

269.0 min 

l.Od-00 min 
323 .15 K 
l.548d-05 g-mol/cm' 

15.0 min 

323.15 K 

323.15 K 

343.15 K 
l.032d-05 g-mol/cm• 
0.2696 cm 
l. 00 cm 
91. 44 crn 
91.44 cm 

5 

4500 

Se quiere observar como varia la temperatura de la 
placa, su conversión y su peso molecular cuando se le 
~limenta un pr~polimero cercano al efecto gel, a una 
temperatura menor a la del agua de enfriamiento y agregando 
una cantidad extra de iniciador en el curado. La única 
diferencia con la simulación anterior es que en este caso, la 
con°::o:intración de iniciador durante el curado es mayor. 
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QUINTA SIMLILACIDN 

Datos del proceso de prepolimorización: 

Tiempo de la reacción de 
prepolimerización 
Tamaño de paso para la 
integración 
Temperatura de reacción 
Carga de iniciador 

0.t.os del proceso de curado: 

Tiempo dH reacción 
Temperatura a la que se 
carga el prepolimero 
Temperatura inicial del 
vidrio 
Temperatura del agua de 
enfriamiento 
Iniciador extra 
Espesor de la placa 
Espesor del vidrio 
Altura de la placa 
Largo de la placa 
Número de puntos en la 
placa 
Número de puntos en el 
vidrio 
Número de cálculos 
realizados 

Propósito de la sl-.alación: 

50.0 min 

l.Od-00 min 
343.15 K 
l.54Bd-05 g-mol/cm• 

50.0 min 

343.15 K 

343.15 K 

323.15 K 
0.0d-00 g-mol/cm• 
0.7268 cm 
0.5 cm 
91. 44 cm 
91.44 cm 

5 

5000 

Se quiere ver como se afectan los gradientes de 
temperatura, conversión y peso molecular, cuando el espesor 
de la placa es más grande que los anteriores. 
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7.2 ANALISIS DE RESULTADOS 

Pri~ra simulación. Como puede verse en la Gráfica 7 .1, 

cuando se lleva a cabo la prepol irne1·1zación a un.'l temperatura de 

323.15 K, la conversión alcan~aiia n 200 minutos de reacción es de 

0.24 aproximadamente. Durante este periodo la tasa de cambio de 

la conversión es aproximadamente constante, ya que no se presenta 

aUn el efecto gel que pudiera disparar la reacción. 

La Gráfica 7 .2, muestra como se incrementa la 

concentración de iniciador conforme avan::a la reacción. Esto, es 

debido a que la tasa de consumo de iniciador es mucho menor a la 

tasa de disminución de volumen de la mezcla de reacción debido al 

avance de la reacción de polimeri~ación. y por lo tanto la 

concentración de iniciador se ve incrementada. 

Los pesos moleculare~ dados por las Gráficas 7.3 y 7.4 1 

presentan un comportamiento muy similar entre si. Al principio 

los pesos moleculares presentan un gran aumento en su valor y 

posteriormente van disminu;·endo ligeramente hasta presentar un 

mínimo aproximadamente a los 80 minutos y posteriomente aumentan 

tal corno fue encontrado por Chiu 1 Carratt y Soong (ver Capítulo 

5). 

En el curado de la placa se forman gradientes de 

temperaturas a lo largo del espesor de la placa, tal como lo 

muestra la Gráfica 7.5. La temperatura más alta de cada 

gradiente, se encuentra en el centro de la placa, que corresponde 

a la distancia O d~ la gráfica, y la temperatura más baja, es la 

de la interfase placa-vidrio. que corresponde a la distancia más 

grande de la gráfica. Por lo tant0, la energia en forma de calor 

en la placa, fluy~ del centro hacia la interfase. Este efecto se 

puede aprecitt.r en la gr&fica. observando l.!:ts temperaturas más 

altas alcanzadas debido al ~fecto gel. Como puede verse, en este 

gradiente, los puntos presentar1 una tendencia parabólica. Después 

de que Qcurre el efecto gel. la temperatura de la placa está cerca 

<le su régimen permanente. 

Los gradientes de conversión de la placa están dados por 
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la Gráfica 7. 6. Se puf.;de observar que los gradientes presentan 

una forma que tiende a ser rectilínea antes y despué5 del efecto 

gel. Para cualquiera de los puntos localizados en la placa, puede 

verse que la conversión avanza de una manera clásica como en todas 

lb.;; polimerizaciones en masa con efecto gel. 

La concentración de iniciador dada por la Gráfica 7.7, 

presenta la misma tendencia que tenia durante la reacción de 

prepolimeriz.ación, es decir, la concentración aumenta conforme 

avanza el tiempo de reacción debido a la contracción de volumen 

que exp~rimenta la placa. Los gradientes que se generan tienen 

una forma casi recta, excepto durante el efecto gel donde su forma 

es de tipo parabólica. La concentración más alta de iniciador se 

encuentra en el centro de la placa y la más baja en la int~rf ase 

placa-vidrio. La concentración aumenta en forma proporcional tal 

como lo hace la conversión hasta el efecto gel, ya que después de 

éste, la concentración disminuye debido a que la tasa de 

contracción de volumen ha disminuido siendo mayor ahora la tasa de 

consumo de iniciador. 

Por su parte, la ma~a de iniciador siempre desciende tal 

como lo muestra la Gráfica 7. 8. en donde se muestra la masa de 

iniciador en cada uno de los puntos de la placa para un volumen 

inicial de 1 cm~ de prepolimero. Como puede verse, el consumo de 

iniciador es mayor durante el efecto a;el y al mismo tiempo se 

consume más iniciador en el centro de la placa que en la 
interfase, debido a que la temperatura más alta siempre se 

encuentra en el centro de la placa. 

Los gradientes del peso molecular numerado dados por la 

Grafica 7.9, nos muestra que el peso molecular más alto se 

encuentra en los extremos de la placa polimérica correspondiente ~ 

la temperatura más baja. Los gradientes son casi lineales y al 

comportamiento del peso molecular aumenta ligeramente al principio 

y durante el efecto gel aumenta rápidamente hasta presentar un 

máximo para posteriormente caer suavemente hasta que llega a un 

peso molecular más bajo que el del inicio del curadv. 

La Gráfica 7 .10 da los ~r<.iriient.ez del peso molecular 
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ponderado, los cuales presentan comport&mientos similares a los 

del peso molecular numerado, es decir, el peso molecular aia alto 

se encuentra en los extremos de la placa. En cada posición de la 

placa, el peso molecular ponderado decae después que se presenta 

el.efecto gel, pero no lo hace como en el caso del peso molecular 

numerado. El peso molecular numerado decae rapidamente mientras 

que el peso molecular ponderado no lo hace debido a que aumenta la 

concentración de las cadenas lara:as de polimero l. disminuye la 

concentración de las cadenas cortas después que el efecto ael se 

ha presentado. 

La Gráfica 7.11 nos da la posición de cad& punto 

conforme avanza la reacción de la placa. El punto que se 

encuentra a l& mayor distancia es el correspondiente a la frontera 

placa-vidrio, mientras que el punto que se encuentra a la 

distancia O es el correspondiente al centro de la placa. Como 

puede observarse, el cambio en la posición de los puntos es mayor 

durante el efect.o gel, y después de éste, los cambios sora 

despreciables. 

Los gradientes de temperatura de la placa de vidrio 

están dados por la Gráfica ?.12. Los aradientes son muy similares 

a los que se presentan en una mitad de la placa polimérica. El 

punto localizado a la distancia O corresponde a la interfase 

placa-vidrio y el punto que se localiza más lejos corresponde a la 

frontera vidrio-aa:ua de enfriamiento. Bn este caso la temperatura 

más alta corresponde a la interfase y la más baja a la frontera, 

por lo tanto, la enera:ia en forma de calor se transfiere de la 

interfase a la frontera. 

Las Gráficas 7.13, 7.14, 7.15, 7.16, 7.17 Y 7.18, dan 

los valores medios durante el tiempo de reacción de la temperatura 

de la placa polimérica. la conversión, la concentración de 

iniciador, el peso molecular numerado, el peso molecular ponderado 

y la temperatura de la placa de vidrio, respectivamente. En cada 

una de estas ¡;ráficas, se puede ver la forma que presenta cada 

parámetro en cada posición de la placa como función del tiempo. 

Los principales cambios de todos estos parámetros se presentan 

alrededor de los 80 minutos de reacción, que es cuando se presenta 
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el efecto gel. 

Segunda sinaulacion. En este caso l~ reacción de 

prepolimerización se lleva a cabo 34~.15 K, que es una 

temperatura más al ta que en la primara simulación. Se lleva a 

cabo durante 60 minutos con la misma concentración de iniciador 

que en el caso anterior y se alear.za una conversión de O. 47 

aproximadamente. 

La temperatura de carga del prepolimero a la placa es de 

343.15 K y la temperatura del agua de enfriamiento es de 323.15 K. 

Para obtener gr~dientes muy pronunciados en el peso molecular, fue 

necesario aumentar el espesor de la placa hasta O. 525 cm y el 

espesor del vidrio a 1. O cm. La Gráfica 7 .19 nos muestra los 

gradie11tes de temperatura durante el transcurso de la reacción. 

Los gr~dientes presentan un máximo en el centro de la placa y la 

temperatura es mini toa en la interfase; esta diferencia es más 

grande durante el efecto gel. 

Analizando la temperatura media de la placa a partir de 

la Gráfica 7.20, se puede observar que al principio del curado la 

temperatura de la placa sigue subiendo durante algunos segundos. 

Esto es debido a que la reacción genera el calor suficiente para 

aumentar la temperatura de la placa. Posteriormente, la 

transferencia de calor hacia el vidrio y a su vez hacia el agua, 

es más rápida que el calor generado y la temperatura comienza a 

descender un poco por lo que el efecto gel aparece a los 3 minutos 

aproximadamente. En este momento, la temperatura comienza a subir 

nuevamente hasta prese:ntar un máximo absoluto a los 3. 5 minutos 

aproximadamente y después la temperatura sigue bajando acercandose 

a la temperatura del agua de enfriamiento. 

Los gradientes de conversión dados por la Gráfica 7. 21 

tienen 1Jna forma parabólica, presentando la conversión más alta en 

el centro de la placa y la más baja en la interfase, esto implica 

que existe cierta diferencia entre los valores de cada punto 

debido a que la temperatura más alta se encuentra en el centro de 

la placa y por lo tanto es la o:ona en donde se forman más 

radicales libres, ocazionando que exista más consumo de monómero. 
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En la Gráfica 7. 22. se da la conversión media de la placa, sir:= 

puede observar la forma de la tendencia que sigue cada ur,o de los 
puntos. La conversión alcanzada al terminar el ef~cto gel es de 

0.88, mayor a la alcanzada al finalizar el efecto gel en la 

Primera Simulación. 

La Gráfica 7. 23 da los gradientes del peso molecular 

numerado. Puede verse que al principio los gradientes tienen una 

forma horizontal, hasta que aparece el efecto gel en donde 

comienzan a tomar una forma parabólica con el valor más grande en 

la interfase y el valor más chico en el centro de la placa. Al 

terminar el efecto gel, estas diferencias se ven aumentadas de 

manera significativa. La diferencia muy grande que presenta la 

temperatura entre el centro de la placa y la interfase, es debido 
a la alta temperatura que se alcanza en el centro de la placa, 

originando un aumento en la concentración de radicales libres y 

ocasionando que se formen cadenas de polimero relativamente cortas 
mientras que en la interfase, debido a la baja temperatura la 

concentración de radicales libres es menor y por lo tanto se tiene 

más oportunidad de que se formen cadenas más largas de polimero. 

La tendencia del peso molecular en cada punto es muy 

diferente, sobre todo después del efecto gel. La magnitud de las 

diferencias entre diferentes posiciones puede observarse en la 

Gráfica 7. 24, la cual da la proyección de los gradientes en un 
plano. La curva con el peso molecular más al to, después del 

efecto gel. corresponde a la interfase, y la del más bajo 

corresponde al centro de la placa. Los pesos moleculares 

alcan~ados de esta manera. son más peque~os que los de la primera 

simulación. 

La Gráfica 7.25 presenta los· gradientes del peso 

molecular ponderado. Puede verse que presentan un comportamiento 

muy similar a los gradientes del peso molecular numerado, excepto 

que la caida en los puntos centrales no es tan drástica. 

Tercera simulación. En este caso se lleva a cabo la 

reacción de prepolimerización a una temperatura de 323.15 K 

durante 269 minutos para poder alcanzar una conversión de O. 4 
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aproximadamente. El curado se realiza a una temperatura de 343.15 

K. esto implica que el aaua de enfriamiento esta 20 ·e por arriba 

de la mezcla de prepolimero alimentada. 

La Gráfica 7. 26 da los &radientes de temperatura del 

pro..:eso de curado donde se puede observar que estos son casi 

hori:ontales, excepto durante el efecto gel en donde toman un poco 

la forma parabólica. La forma de los gradientes antes y después 

del efecto gel, se debe a que existe una buena transferencia de 

calor a través de la delgada placa polimérica. Analizando esta 

gráfica se puede ver que: al principio todos los puntos en la 

placa tienen la misma temperatura, posteriormente la mezcla se va 

calentadando poco a poco, presentando la temperatura más alta en 

la interfase. Posteriormente, mientras que la mezcla se va 

acercando cada vez más al efecto gel, se provoca un 

autocalentamiento de la placa, lo cual ocasiona que la temperatura 

más alta se encuentre en el centro de la placa. Los gradientes de 

temperatura entre cada uno de los puntos, es más grande durante el 

efecto gel. 

La Gráfica 7. 27 muestra la temperatura media de la pla.::a 

como función del tiempo. Se puede observar que la temper.:itura 

media más alta, debido al efecto gel, se presentó a los 8 minutos 

aproximadamente y que después del efecto gel, sólo tarda unos 

cuantos minutos para alcanzar la temperatura del agua de 

enfriamiento. 

Los gradientes de conversión de este proceso están dados 

por la Gráfica 7.28, en la que se puede ver que la conversión es 

ligeramente mayor en el centro de la placa y disminuye hacig la 

interfase placa-vidrio, es decir, los gradientes son casi 

horizontales. Esto es debido a que el espesor de la placa 

polimlrica es muy pequeño. 

La conversión media de la placa dada por la Gráfica 

7. 29, da la forma de la trayectoria seguida por cada uno de los 

puntos, debido a que sus valores no dependen de la posición. 

Los gradientes de los pesos moleculares estAn dados por 
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la Gráfica 7. 3U y 7. 31, donde se puede ver que sus valore5 más 

grandes se encuentran en la interfase y los más peq11eiios en el 

centro de la placa. Al principio estos gradientes también son 

casi horizontales, es decir, sus valores son muy similares. Kl 

pe?o molecular aumenta y después del efecto gel disminuye. 

Los gradientes del peso molecular ponderado, presentan 

un comportamiento muy similar a los del peso molecular numerado. 

En cuanto al couiportamiento general del peso molecular se puede 

observar que: ai principio aumenta li1eramente hasta presentar un 

máximo relativo a los 3 minutos aproximadamente, posteriormente 

cae un poco para presentar un minimo relativo a los 6 minutos, 

posteriormente aumenta debido al efecto gel para presentar un 

máximo absoluto a los 8 minutos aproximadamente y por ultimo bajar 

por debajo del valor con el que comenzó el curado. 

Cuarla s1mulac16n. Con esta simulación se quiere 

observar como influye el incremento de la concentración de 

iniciador en el proceso de curado. Como puede verse en la Uráfi~a 

7.32 1 los gradientes de temperatura no presentan un cambio 

significativo con respecto a la forma de los gradientes 

anteriores. En la Gráfica 7.33 se puede ver que la temperatura en 

el efecto gel es más baja y se presenta 4 minutos después con 

respecto a la simulación anterior. Esto es debido a que un 

incremento en la concentración de iniciador, aumenta la 

concentración de radicales libres y por lo consi&uiente se forman 

cad~nas de polimero menos largas, provocando que el efecto &el sea 

menos intenso debido a que la viscosidad de la mezcla es más baja, 

Como puede apreciarse en la GrAfica 7. 34, la forma de 

los gradientes de conversión también son muy similares en forma a 

los del caso anterior, pero debido a que la concentración de 

radicales libres es más alta, la conversión alcanzada despu0s del 

efecto gel también es mayor. Este hecho se puede ver mejor en la 

Gráfica 7.35 que nos da la conversión media de la placa. 

La Gráfica 7. 36 p?"esenta los gradientes de los pesos 

moleculares, en ésta se puede observar que en cada uno de los 

gradientes, existe una diferencia más grande entre los valores del 
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centro de la placa y de la interfase al finalizar eJ periodo de 

reacción, con respecto a los valores de la simulación anterir..1r. 

Analizando el avance del peso molecular, se puede observar que 

~.n .. tes de llegar al efecto gel, el peso molecular desciende mucho, 

recuperandose un poco durante el efec:.o gel Y para después <!aer 

significati varoente. Este descenso antes del efecto gel 1 se 

presenta en esta simulación mientras que en la anterior no, pues 

en la anterior, el peso molecular antes del efecto gel, permanece 

casi constante debido a que hay menos iniciador. 

La Gráfica 7.37 muestra los gradientes del peso 

mclecular pond"!rado, donde se puede ver que tiene una tendencia 

si mi lar a la del peso molecular numerado. El comportamiento de 

cada uno de los puntos. también presenta esta similitud; pero los 

valores alcanzados al finalizar el periodo 1 se encuentran por 

debajo de los valores alcanzado3 en la simulación anterior. Esto 

es causado por una i:oncentración más al ta de cadenas cortas que 

largas por la abundancia de radicales libres generados debido a la 

alta concentración de iniciador. 

Quinta simulación. En esta simulación se aumento el 

espesor de la placa polimérica y se disminuyó el espesor del 

vidrio de manera que se pudieran crear gradientes de temperatura 

muy pronunciados, es decir, para obtener gradientes de temperatura 

grandes en la placa polimérica, y de esta manera observar su 

efecto. Los gradientes de temperatura se pueden observar en la 

Gráfica 7. 38, en donde los gradientes de temperatura son muy 

grandes, sobre todo al principio y durante el efecto gel. 

La forma de la trayectoria seguida por cada uno de los 

puntos, se puede observar en la Gráfica 7.39 que da la temperatura 

media de la placa. Como puede verse, la placa tarda 

aproximadamente 6 minutos en enfriarse a una temperatura cercana a 

la del agua de enfriaminto. Posteriormente, la t1,;:mperatura, 

permanece casi constante durante 16 minutos y después comienza a 

ascender por el efecto gel hasta presentar un máximo a los 29 

minutos, para luego de::.~ender en tan solo 9 minutos, hasta una 

temperatura cercana a la del agua de enfriamiento. 
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La forma de los gradiente::; de temperatura, repercut-=n en 

la conversión generando también gradientes muy pronunciados, como 

pueden verse en la Gráfica 7. 40. Analizando la conversión en cada 

punto se puede observar que la trayectoria seguida es muy 

diferente en cada uno de. ellos. De la Gráfica 7.41 se puede ver 

que la conversión alcanzada en el '=entro de la placa es más alta 

que la de la interfasP.. Se puede observar también que el efecto 

gel se encuentra suavizado en la interfase y además se presenta un 

poco retrasado con respecto al centro de la placa. La conversión 

media de la placa está dada por la Gráfica 7.42, donde se puede 

ver que el efecto gel termina a los 32 minutos aproximadamente. 

Los pesos moleculares también presentan gradientes muy 

pronunciados, como puede verse en la Gráfica 7.43, el valor minimo 

se presenta en el centro de la placa y el máximo en la interfase. 

Anal izando las trayectorias seguidas por cada uno de los puntos, 

se pueden ver que son muy diferentes entre si en cuanto a forma. 

La Gráfica 7.44 da el comportamiento del peso molecular 

ponderado. Como puede observarse los gradientes tambien son muy 

pronunciados, pero en este caso, el mínimo no se encuentra ni en 

el centro de la placa ni en la interfase. En el centro de la 

placa sólo se presenta un minimo relativo. Este comportamiento 

puede ser explicado con la concentración de radicales libres, la 

cual es función de la concentración de iniciador. 

La Gráfica 7. 45 nos muestra los gradientes de 

concentración de iniciador. La concentración de iniciador puede 

ser afectada por dos factores: el primero es la velocidad de 

consumo de iniciador, la cual depende de la temperatura que se 

tenga a un determinado tiempo; y el segundo es debido a la 

contracción de volumen de la placa. El primer factor hace que 

aumente su velocidad de consumo si aumenta la temperatura, es 

decir, este factor ocasiona que la concentración disminuya si la 

temperatura aumenta conforme avanza el tiempo de reacción. El 

segundo factor hace que la concentración aumente cuando disminuye 

el volumen conforme avanza la reacción. 

Como puede verse en el primer punto, correspondiente al 
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centro de la placZ:t. durante el efecto gel se contrae 

significativamente el volumen, ocasionando que la concentración de 

iniciador aumente. Al finalizar el efecto gel, la alta 

temperatura alcanzada, ocasiona que se consuma más iniciador. Por 

otra parte, el volumen se ha contraido y por lo tanto, la 

concentración de iniciador deaciende al consumirse el iniciador 

debido a que los cambi6s de volumen ya no son lo suficientemente 

significativos como para ocasionar un aumento de concentración. 

En los dos siguientes puntos, la temperatura es más baja 

conforme se acercan a la interfase, lo que ocasiona que el consumo 

de iniciador también sea bajo, y por lo tanto, la concentración de 

iniciador es más alta. pues como tienen conversiones muy similares 

al centro de la placa. la contracción de volumen tárobién es 

similar. 

En el cuar~o punto, la temperatura durante el efecto gel 

fue lo suficientemente baja, que ocasionó que no se consumiera 

bastante iniciador, además la contracción de volumen durante ,el 

efecto gel ocasionó que la concentración de iniciador subiera a un 

valor tal que esa posición es la de concentración mas al ta de 

iniciador. 

El quinto punto. correspondiente a la interfase, tiene 
una temperatura tan baja que ocasiona que la conversión de la 

reacción sea la más baja y por lo tanto, la contracción de volumen 

también sea menor. de manera que la concentración de iniciador sea 

la minima, aunque la baja temperatura ocasione que se consuma poco 

iniciador. 
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CONCLUSIONES 

y 

RECOMENDACIONES 



Para re&.lizar la simulación de un proceso, se debe 

contar con un ~imulador que describb el proceso lo más fielmente 

pc;,sible. La construcción de estt simulador implica contar con 

expr~siones matemáticas que propongan la fenomenolosia del proceso 

a simular. Para plantear estas txpre~iones 1aatemáticas, que 

generalmente svn sistemas de ecuaciones, es necesario proponerer 

los fen6merios que 5'! llevan a cabo en el proceso. Para este caso. 

se plantearon las ecuaciones diferenciales que describen el 

balance de masa y de energía. Este conjunto de expresiones 

matemáticas es lo que se conoce como modelo. Para resolver este 

modelo. se pueden escoger diferentes estrategias, lo cual también 

implica escoger diferentes métodos numéricos a utilizar. 

En este simulador se escogió el Método de Diferencias 

Finitas para discretizar la ecuación diferencial parcial 

parabólica que 51,;,rge del balance de energia, pe1·0 también es 

posible usar el método de Elemento Finito. Par.'.! di!"icretizar las 

ecuaciones diferenciales ordinarias del Modelo Cinético d~ Chiu, 

Carratt y Soons, que describe el balance de masa, s'=' utlli::6 el 

método de Runge-Kutta de cuarto orden, pero también es posible 

utilizar cualquier otro método del tipo Runge-Kutta o de Euler. 

El hecho de haber supuesto e~tado cuasi-estacionario en el modelo 

cinético, nos trajo como cc.nsecuencia un sistema de ecu.:icione!l 

diferenciales ordinarias no rígidas; si se desea trabajar con 

todas las ecuaciones diferenciales del modelo cinético, se estarla 

trabajando con un sistema rigido y para ello se debe emplear un 

método de integración para sistemas rigidos. Los m~tvdos num~ricos 

que pueden ser emplead..:·s para integrar el sistema de ecuacionez 

diferenc.lales rígidas, pueden ser el Adams o el Gear. 

:.a estrategia seguida para resol ver !';,imul taneamente el 

balan~e de masa y el de energia para encontrar la temper~tura en 

una posición d~ la placa polimérica, consiste en la dizcreti::aci6n 

de las ecuaciones diferenciales ordinarias del mod·~lo cinético de 

manera nurnerica para posteriormente resolverlas junto con la 

expresión de diferencias finitas enpleando un método de 

t-1.zowtcn-Raphson. Esta forma es adecuad.:t, pues f3cili ta la 

lmplement.:ición del progr.3ma de cómputo, aunq•.1e el ¡:reciv que se 
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paga P•.ir €-llei, se ref.~ja 1:H1 un tiemp.i de córnpu~·:> mfi.s larg;<:. 

f'or otro lado, el método:- de Newtc.n·Rarhsvn, usbdo dos 

veces como ~ubr~tlnn ~n el programa, csti Jis~~ad~ par3 r~solver 

!lis temas de ecua~i.)nes alg~br3.icas no lin~.::i.les: C.s.t~ -=S muy 

completo y puede .ser implementad•.:> facilmen+.e en otros programas. 

Unas de las caracterist.icas de ...-sta subrutir,a. es que resuelv-=: r, 

~i:u3civnes y :¡ue pued""· calcular el .bcobiano de mar:er:t anali tica o 

numérica para este último, usando para ello dife1··.rncias hacia 

atr~s. hacia ad~lante o centrales. Otra caracteristica es que no 

se invierte el Jacobiano sino que se plant~a un sistema de 

ecuaci~nes algebráicas lineales, a ~artir de diferencias entre el 

~álculo actual y el anterior. 

En cuanto & lo!: resultados generados por el programa se 

puede decir que estf..15 son r:r,n~ruentes y el comport&roiento de los 

gradientes tlen~n una explicación lógica. Una de las desventajas 

del uso del modelo cinético de Chiu. C'arrat y Soon~, es que su 

rango de aplicacibn se encuentra fuera del rango real de 

pr(.•ducci6n de las placas. Esta es la causa por la que no se 

pueden comp~rar los resultados del simulador con resultados reales 

y por lr_, que seria conveniente utili~ar un modelo cinético aún mii.s 

completo. $in emh=..r~c.·, d.:.! l·:ie resul t:idos de las simulaciones 

realizadas se pueden generalizar los siguientes comportamientos. 

Los gradier.tes de temperatura de la placa dependen del 

espesor de la placa. del espesor del vidrio, de la temperatura de 

alimentación del prepolimero, de la cantidad de iniciador con la 

que llega el prepolim~r·.> a la placa, de la conversión .y de los 

pesos molecular,.:s alcar1::.ados en l!i prepolimeri.::ación. 

La forma y valores c;,iJe tomará.u lo::. gradientes de las 

variabl~s: r;on·..-er.:ü6n. c:r.mcentr1.2~i1Jr1 d~ inir:iador Y pesos 

moleculares, loe cuales :;e forman durante l~ producción de la 

pl.!'lca. dependerán de lts fr.Jrm;_,, y de los valor~s que tomen los 

sradientes d~ teraperatur.11t. Pr:ri:.· se puede decir qt:.e !.oi la 

t,f:mper.<ttura aumo<:n·.~. o<:Cl't.-... nc":s l& conv"'::rSi·:.n ~umer:t:::i.. -::l ·:,...insumo de 

iniciador aumenta y l& contr&cci6n de v~lum~n aum~nt~. 
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Si aumenta el consumo de inii:.-ia.d·:.ir, es ¡_ •. _.rq1J~ ::.~ fr_¡L·man 

más radicales libres y esto ocasionar& q1.ie los pe!'D5 mol~culares 

sean disminuidr.•s, S<Jbre todo el ponderad'.', de bid,._. a qui<: se form&n 

moléculas de bajo peso molecular. El peso molecular nur11•.rado es 

sensible a la concentración de moh:cula!.: de bajo peso molecular, 

mientras que el peso 1t1olt:cular ponderado, es seneible a la 

concent.ración de molec•.119.~ de alto peso molecnlar. 

Si la conversión aumenta, la contracción de volumen 

aumenta, rrJr lo t.~nto la ":oncF.:ntraci<: n. de iniciador aument&rá al 

contraerse el volumen. pero disminuirá ~l consumirse el iniciador 

por efecto de la temp~ratura. Estos dos factores determinarán el 

valor que tome la concentrarión de iniciador, aumentando si es más 

fuerte la contribución de la cc·nt.raci::ión de volumen y disminuyendo 

c•Jando sea más fuerte el consumo de iniciador por efecto de la 

tempF.!ratura. 

El espesor de la placa polimlf:;rica, afectará en los 

gradier,tes de t.err.peratura quor:: se formen. siendo mayores cuando sea 

Si la placa es muy delgad&, las propiedades 

obtenid&s serán más homr.iseneas, tendiendo lr.Js gradiente!;' ser 

lineales. 

Las t.emperat1Jras generados en la placa polimérica, 

también dependen del espesor de la placa de vidrio, siendo éstas 

más altas cuando sea mayor el ~spesor del vidrio. 

La cantidad de iniciador adicionada al principio del 

curado, ocaei·nLará que la temperatura sea más baja, debido a que 

aumentará la concentración de radicales libres y por lo tanto se 

generarán cadenas de polimero más cor~as. Al formarse cadenas más 

cortos, los problemás difusionales serán menore~ y por lo tanto la 

generación de -:alor será menos pronunciada, dando tiemp•J ~ que !a 

energia en forma de calor fluya al ag1.ia de enfriamiento. 

Por último se sugiere para mejorar el simulador "Placa 

COOO" las siguientes actividades: 

Implantar una 'subrutina que especifique .:iutomisticamente 

el tamaño de paso de integración adecuado, ~ar.to para las 
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ecu::icic.·n~~ diferenciales or:linari.as colllo para la~ ecuaciones 

diferenciales paciales. Para conseguir esto, es necesario tomar 

en cuen~a las re~tricciones dadas por las Ecuaciones 6.32 y 6.33. 

Sus ti tui r la subrutina Ecuacions_Diferencials_Ordinaris 

por otr!I que contenga otrc· modelo cinético más completo cuyas 

ecuaciones cons.!.1eren l&.s reacciones de transferencia de cadena y 

la de t.errninac!.ón por combinación. 
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iPllllGI A 

PROGRAMA NEWTON-RAPHSON 

MULTIVARIABLE 



LISTADO DEL PROGRAMA 

•save_lccals 
!!'''''''''!~······~~~·!!~''..~!'!!~!!'!'!!!!!!~·~~!!!!•.!!!''!!!!'!!!!!! 

PROGRAt1A SOUJC t ON_S t STEMS_DE_ECUAC 1 OtES 

Este programa resuelve si.stemas de ecuac1cnes algebr'ai.cas 
lineales. El programa fue compilado y cor-rido en un• computadora 
HP-qooo, serie eoo. 

Re-alizado y proqramado por: Samuel Nova Retan•· 

ltllll••·········· ............... ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ... .. . . . . .. ············· ········ ··········· ................ . 
program Sol u e ion_Si&tem•~_dtt_Ecuac ione._ 
double precis.1cn w: <S> 
double precisicn t, w 
integer- v 
namel ist lp.il.rametros/ n, t,w,m, id,v 
open lun1t=l ,name='d•tosnewton· ,type='old') 

r-eadlJ,parametrosl ~Se leen los par'ametros del Newton. 
closetunit=ll 
wr1te t•,fmt=·la41'1charl27)//'h'//charl271//'J" L1mp1a pantalla 
wr i te t •, 2> 
write <•,parametrosl ' Se escriben los par·ametros del Newton. 
write 11 1 21 

wri te < 1, • >ctiarlO l //charl 7 1//chal'"<7l//char17) / /char <Ol 
pause ·opr"ima <return> para continuar ••• · 

Para el ejemplo de la subrutina funci.ones los valores de n,t,w, 
m, id y v deben ser- los sl.guientes: 

3 
1 .Oe-08 

= 1.0e-05 
• 30 

id o 
V l 

Lo5 datos anteriores deben de e-ntrar por- un archi.vo llamado 
"datosnewton" la estructura de lectura del namel1st "par-ametros", 
$par-a.metros 3, 

t.end 

1.0d-08, 
1.0d-05, 

m ,,. 30, 
id O, 

'· 
Las valores de las variables antcr1ores tomaran los valores de 
acuerdo a las necesi.dades de cada problema. 

type •,·valores iniciales' 
do i=l ,n 

type 3,i. 
f'"ead(•,•> >1lil 

end do 
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call Newton_Raphson lJC,n,t,w,m 1 id 1 v) 
do i=t ,n 

type l,
0 Jel',i,"): ' 1 M(i) 

end do 
e lose <uni t=-U 
cal 1 eJC i t 
stop 

2 formatl5(/) l 
'3 formatC2JC,.lll!l',i2,'I• ?'l 

end 

SUBRUTINA NEWTDN.J'APHSCIN 

Esta subrutina resuelve shot1tma• de ecuaciones no lineales. Este 
proQrama fue realizado de tal forma que pueda ser'" uti 1 izado de 

! m•nera general en otro~ programas como &ubrutina. 

Realizado y programado por: Samuel Nova Retana. 

13 de junio de 1990. 

subroutine Newton_Raphson (JC 1 n,t,w,m,id,v) 
double precision dl5,b) 1 Jel51 1 fl51 
double precision t 1 w,s 
inteQer v,u 

n numero de ecuaciones. 
t • error tolerado en el Newton-R.:aphson. 

= fraccion de tama&o de paso para las derivadas numericas. Si se 
quiere una d1ferenc1a lateral superior, dar un valor positivo; 
s1 se qu1ere una diferenc1a lateral inferior, dar un valor 
negativo. Para la derivada central con do9 diferencias laterales 
el SiQno es indiferente. 

m numero maJCimo de 1terdc1ones en el Newton-Raphson. 
1d bandera para def1nir el tipo de la derivada numérica de la 

subrutina der_num <ver esta para definir el valor de id, 
Sl v=l). 

= t1po de der1vada; si v=l, se calculan la"> derivadas 
numericamente: s1 v<>l, se usardn las derivadas analiticas y por 
lo tanto se deberan escribir en la subrutina derivadas. 

do ucr:t ,m 
type •,' lteracion Pi: ·,u 
call funcioneslJC 1 f,n> 
• Se define la columna n+t de la matriz eJCtend1d• 
! necesaria para ecua 'itnu 
do isol,n -

ali 1 n+1 > ... -f l i > 
end do 
! Se calculan las derivadas para definir el jacobiano. 
if lv.eq. t 1 then 
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call der_num 1w,a,n,w,1d) 
elsl!!' 

call derivadas lw,aJ 
end 1 f 

Se calcu1an numer1camente. 

Se calculan anal 1t1camente. 

1• Se calculan los deltas w·s con ec:u<1_s1mu, 
' las cuales curres.ponder·an dl vector a<i,n+t 1. 
call ecua_simu Cn,al 
' Se chec: a 1 a con ·.1erqenc 1 a y se re.is1gn.in va 1 ares d 1 vec ter 

o¡¡;:coQ.Od+OO 
do 1:::J 1n 

1 Se definen tos valores de w con delta w, procedente de 
' ecua_s1mu • 
JC(1)=11t1l+al1,n+ll 
! Se calcula la sumatoria para el c·alculo de la norma. 
s=s+a e 1,n+1 1 tt2 .Od+1..IO 

end do 
' Se c:alcut.a la normd y al m1smo tiempo se compara con el 
! error tolerado. 
1fCdo¡¡;qrt<s>.Je.t> then 

return 
end i f 

end do 

wr i te 1 t, • JctiarCO> //char< 71 //char e 71 //char e 7 > //char<O> 
wri te C t, t lchar COI //cha,.-( 7) //char 17 > //c:har< 71//charCO1 
wr1 te et,• lchar CO l //char 171/ /charl 7) //cha.re 71 //c:har<O> 
tvpe *•'El Newton-Raphson no converge.· 
td 11 ew l t 
'!>tOP 
end 

,,, 1•11•11•1111111111111+1•••1•1111111101111••••1111111111111111111111 .. . . ... .... . ................. ························· 

SUBRUT 1 NA FUNC 1 ONE5 

Esta 'iiubrut1na evalua el valor de la funcion obtenida al iguala,.- a 
la ecuac1·on algebr·aica. 

Real lZado y p,.-ogramado po,.-r SamueJ Nova Reta.na. 

13 de junio de ¡9qo, 

••l110111•1111111··········••111+tll••••••••••l1••11111111111111111111 ... .. . . ................... ········ .. ·················· 
'iiubroutine funciones(x 1 f 1 n) 
doublL• pr~c1s1on f(5) 1 11:!Sl 

L<ls .funciones deben ser igualadas a cero, y deberan escr-1birse 
como lo muestrd el ejemplo "Siguiente de la correlac:ion de ta 
func1on Lnly<ilJ=»cllltequixlilttid2J-wC3J, para i=t,11 datos 
po,.- el metodo de minimos cuadrado'ii. Por lo tanto las funciones 
flll, fl2> y fC31 de e5te eJemplo s.on las derivada-; de la func:ion 
obJet1vo correspondiente, con respecto a xlll 1 xl21 y Yl31; dichas 
func1ones son sumatorias para 1=1 1 11. 



Ejemplo de escritur• de l•s •cu•cion••a 
-----------------Oef in i e ion de var i ab 1 P.s-------------------------------

doub le precision yf 11>,equüd11 > 
data equix 13.0d-t 1 3.2d-1 1 3.4d-1,3.6d-1,3.Bd-l ,4.0d-l 14.5d-1, 

t 5.0d-1,6.0d-1 1 7.0d-l ,B.Od-1/ 
d•ta y /2. Sd+ 1, 1. Bld+ 1 1 l • 29d+1, 1. Od+ 1 ,8 .3d+O, 7. td+O, 5.6d+O, 

·a 4.lf'd+0,4.2d+0,4.0d+0,3.9d+O/ 
data ndat /11/ 

---------------Desde aqui deben de ir l•s funcion••--------------------
do i"'l ,n 

f<i>=O.Od+OO 
end do 
do i=t ,ndat 
f ( 1 )zf ( 1) +(dlOQ (y( i} )-M ( 1 ltequiM e i) ••x (2)-M 13)) •equiM { i U•x<2> 
f < 2> •f < 21 +CdloQ <yl i J J-x < 1 J •equiM C i) ltM 12)-k 13) > tx C 1 J •equiM < i J 

a ''"'C2Jtdlo;CequixCiJJ 
f ( 3J•f ( 3>+Cdlo9C yl i) )-)( ( 1) leqUik ( i J ••w<2J-M (3)) 

end do 
Para los valores iniciales de xCl>•0.024, ic<2>•-3.64 y icC3>=1.28B, 
se obti•n•n los •iQuientes re-sultados en ••is it•r•cion•s1 
icl1Ja2.4S9204217728717E-02 1 k(2)a-3.640b9654130316 y 
wC3J=-1.28821073801792 • 

---------------Hasta aqui deben de ir las func.1.on@s-------------------
Si9uiendo el ejemplo anterior se tiener 

-----------------Oef in ic ion de variables-------------------------;-----
doub le precision yCllJ 1 equix< 11) 
data equix 13.0d-1, 3. 2d-1 ,3 .4d-1,3.6d-1 1 3.Bd-1 1 4.0d-l,4.Sd- l, 

a S.Od-1,6.0d-1, 7.0d-1 ,B.Od-1/ 
data y 12.Sd+l, 1.Bld+l11. 29d+ 1 1 1 .Od+l ,8.3d+O 1 7. ld+O,S. 6d+O, 

1 4.9d+0,4.2d+0,4.0d+0,3.9d+O/ 
data ndat 111/ 

! ---------------Desde aqu i deben de ir las funciones--------------------
do i=l ,n 

f(iJ='O.Od+OO 
end do 
do i=-1,ndat 
fC 11 ::rf ( 1l+Cdlo;<y<i>1-ic< 1 )tequi>1:C i >•tic <2>->1: 131 >•equiMI i lttic<2> 
f( 2>=fC2J+(dlo11<y< i J J-.o<C 1 l lequiic< i lttx(2J-x <31 Jtw ( 1 >t•quixt i> 

t •txC2)tdloglequiwli)) 
fC 3J=f C3> +ldlo~(yC J.) J-x( 1) tequix<i JttxC2>-w (3)} 
end do 

!---------------Hast• aqui debeon de ir l •s funciones--------------------
return 
end 
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

SUBRUTINA DER_,... 

E'llta subrutina ev•lua el jacobiano del sistema de ecuacione• 
al9ebr'aicas no line•l•s, utilizando par• ello el m'etodo de 
diferencias finitas. Las deriv•d•s pueden ser eva\uadall por 
diferencia• laterales <h•cia adel•nte o haci• atra15) o central. 

13 de Junio de 1990. 

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 1 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 1 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 1 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ~ ! ! ! ! ! ! ! 
subroutine der _num lx,a,n,w, id> 
double precision a<S,bl 1 xt5) ,y<5> ,m<5> 1 f<:5> ,h,w,fil5l 
! Si •e quieren las d•riv•d•• con una dif•r•nci• lat•ral, 
! •e evaluan y •lmacenan las funcione• evaluadas en JC • 

if <id.eq.1> then 
call funcionesl»e,f,n> 
do i•l,n 

fi(i),..f(i) 
end do 

end if 
do k=l,n 

! Se almacena el valor de la M corri•nte. 
y(k)•M(k) 
! Se> especifica el delt.a M • 
h•wtx ( k) 
if ldabsCh). le.dabslw) > then 

h•w 
end if 
! Se incrementa el valor de x , y se •v•lua la funci · on. 
M(kl•ytk)+h 
call funcionestx,f,n) 
if <id.eq.lJ then 

! Aqu' i s• calcula la derivada n'umerica con una dif•r•mcia 
! lateral si id es i9ual a 1 • 
do i=-1,n 

aC i,lc >=< f <U-fil i > l/h 
end do 

! Aqui se c•lcul• la derivada c•ntral con do• diferencia• 
! lateraleg 9i id diferente de l • 
do i•l,n 

m<il=f(i) 
end do 
1dkl""y(k)-h 
call funciones(M 1 f,n> 
do i=l,n 

aC i, le >•Cm( i l-f C i > l /h/2.0d+OO 
end do 

end if 
JC(k >=y(k) 
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

SUBRUTINA ECUA_Slf'IJ 

Est• •ubrutin• r-esuelve un sistema de ecuaciones alQebr"' •icas 
line•les. Est• subr-utina puede usarse para resolv•r- cu•lqui•r 
sistema de n•n. 

Programador: Samuel Nova Retana • 

13 de Junio de 1990. 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
subroutine ecua_simuln,a> 
double precision al5,6>, xx ,yy 
! Resoluci'on de ecuaciones simultaneas lineales. 

Entra n=numero di! t!'C:Uac:iones simultaneas a resolver y la 
matriz eNpand1da • • Para dos ecuaciones iaimultaneas 
del tipo alw1+blx2=c y dlx1+elx2""f donde wl y JC2 son las 
r•ices del sistema a encontrar se debe definir: n-=2,a( 1 1 l >""•• 
al1 1 2)=b 1 a<l,3)=c, al2,t>=d 1 a<2,2>=e, al2 1 31•f; y re9resaran1 

~ n=2,aC 1 1 1 >=1, al 1,2>=0, al 1 1 3).::zxl 1 a<2 1 1 >=0 1 a(2 1 21"'1, 
! a<2,3>=x2 • 
do J=l ,n 

do i=j ,n 
ifta( i ,j > .ne.O.Od+00) QO to 220 

end do 
wri te < •, • >charCO> //char 17 > //char l 7 > //chart 7 >//charco> 
wri te t 1, 11charCO> //char· 171 //chart71//char<7) //chart01 
wri t• ( 1, 1 Jchar <O> //charl 7) //char C7 > //charC 71 //char<O> 
type 1, 'Matriz •ingular' 
cal l ew1 t 
stop 

220 do k=l ,n+l 
WJCza( j t k) 
a< j , k J =• l i 1 k) 
aCi,kl=ww 

end do 
yy•l .Od+OO/atj ,j > 
do kal ,n+I 

a<j,kl=yyla<;,k> 
end do 
do i=t ,n 

i f < i. eq. J J go to 260 
yy~-a< i, j > 
do k=l,n+I 

a< 1,k >=a< i 1 k >+v·1•a< j ,k > 
end do 
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260 end do 
end do 
return 
•nd 

111011110111111111111111111111111•1111••••••••••1111111111111111011111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . - . . . . . . . . . . . . . ' . . . . . . . . 
SUBRUTINA DERIVADAS 

E5t• subrutina no eos usada en e9te prograna ya que las derivadas 
son calcul•das numericamente. Si. '!le desea se pued•n obtener lag, 
deri ... adais an.Al "iticas de las funciones e ... aluadas en el 
Newton-Raph5on con respecto a las x"s 1 y escribirlas en l!Sta 
subrutina. Sl. se us.a esta subrutina la ... ariable v del 
Newton-Raphson debe •er diferente de 1. 

Real izada y programada peri Samuel No"a Retana. 

13 de junio de 1990. 

1111111111t1••••••••tllll••t111111111111111111111111111111111111111111 ·····. - ......................... ---·· ........................ . 
subroutine derivadas <x,a> 
double prec1t'1on a<S,6> ,x<S> 
Esta subrutina 'Oe debe usar si " es diferente de l 
La forma de escribirla5 seras 
a< l, 1 >=parcial de f(l) respecto a X ( l) 
at l ,2>=parcial de f( l) con respecto a X ( 2) 
all,3>=-parcial de f(J) con respecto a xl3) 
al2, 1 )'"parcial de fl2) con respecto a X ( 1) 
a<2,2)zparc.íal de fl2> respecto a id2> 
a<2,3>•parcial de H21 con respecto a >c(3) 
aC3, ! )-..parcial d<> f<3l con respecto a X ( 1) 
a<3,2>=parcial de f (3) con res pee to . Hl2l 
al3,31=parcial d" f ( 3> con respecto a 1d3> 
Esta subrutina se debe usar •i V es diferente de 1 
La forma de escribirlas sera: 
return 
end 
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Ar-chivo dat.o.n ... t.on 

•P•rametros Z, 

toPARAMETROS 
N • :S 

t • l .Od-08, 
l .Od-05 1 

lft ... 30, 
id ... o, 

1, 

T = 1.oooooooooooooooE-08 
W =- l • OOOOOOOOOOOOOOOE-OS 
f'1 .. 30 
ID a O 
V • 1 
•END 

PAUSE Oprim• <return> para continu•r ••• 

Valores in.iciallrs 
1C ( l)a '? 

0.024 
)(( 2>• ? 

-3.64 
IC( 3)a ? 

1.288 
lterac.ion Pt l 
1 terac ion Pt 2 
lt•racion Pt 3 
1 terac1on Pt 4 
Iteracion Pr: 5 
[teracion f'\ 6 
IC( l ,.,. 2.459204217728717E-02 
)(( 2>= -3.640&9654130316 
IC( 3)• 1.28821073801792 
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PROGRAMA RUNGE-KUTTA 

DE CUARTO ORDEN 



L.J:STADO DEL. PROGRAMA 

save_loc•ls 
! ! ! ! ! ~ ! ! ! •. ! ! ! ~ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! t ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 

~ INTEDAACIONJlE_SlSTEMSJ>E.J'OO 

Este pro;r•m• integra •i•tem•• d• ecu•cion•• dif•r•nci•l•s 
ordinArias. E5te proqrama fu• compil•do y corrido en un• 
computadora HP-9000, serie BOO. 

1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111•1111111111 .................................................................... 
proQram lnt•c;aracion_d•_Si•t•m•s_d•_EOO 
double prl!cision h,K 1 y(2),M0 1 y0<2>,w_maM,impri111 
character resu l tadost 15 
coinmon /uno/ indini ! V•lor inici,.l. 
common /inicio/ •O, yO 
namel ist /paramll'tros/ n, h, KO 1 yO, 1C_maJC 1 impr im, resultados 
data indini /O/ 
n = Numero de EDO de-1 '5istema a integrar. 
h TamaMo de paso para la intec¡iraciOn del RunQe-Kulto.. 
"º Valor inicial de la variable independiente, tiempo. 
yO .. Vector de los valores iniciales de las variables 

dependientes. 
K_maK Valor m'aK1mo Que ha de tomar lJ variable 

independiente. 
imprim Tiempo de impres1' on de lo• resultados. 
resultados • Nombre del archivo donde ser·an escritos los 

resultados de la corrida. 
NOTAs Este proi;ir-ama est' a dimensionado para dos ecuaciones, 

pero se puede cambiar la dimensi 'on para el n'umero 
de ecuaciones que contenQa el sist•ma a inte;rar. 

! Se abre el archivo que aliment•r'• lo• dato!i por medio del 
! namel ist dato,.. 
open tunit=l ,name•'datorunc¡ie' ,typ•='old') 

! Se leen los para.metros. 
r•ad < l, parametrovo l 

e lose <unit=l > 
write <t,fmt•' Ca4l' >char"C27l//'h'//char<27l//'J' Limpia pantalla 
write (t 1 l) 
write < t ,parametros> 
wri te ( •, 1) 
fo,-mat <5<1>> 
write ( t, t )chart O> //char (7) //chart 7) //chart 7) //charl O> 
pause 'Oprima (r'"eturn> para continuar ••• ' 
! Se abre archivo de resultados. 
open Cunits2,namec:r"esultados,type='unknown') 
! Se fija contador de impresi'on. 
if e imp,.im.Qt.h> then 

iconta = idint< imprim/hl 
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el,.• 
iconta a l 

end if 
impres"' iconta ! Se fija un discriminante para la 1mpresi'on. 
write tl,fmt•' (a4)' )charl27)//'h'//charl27)//'J' ! Limpia pantalla 
! Se realiz•n los calcules. 
type 1 1 'El programa es toa corr íendo , , , · 
type 1 1 • ' 

type 1 1 • Tiempo Vl V2' 
writ~l2,t>' Tiempo Vl V2' 
do while ( x • lt. x_m.ax > 

indin1 e indini "' l ! Se aumenta uno al contador de c'alculo. 
call Runge_Kutta ln 1 h 1 M 1 y> ! Solucion de las E.O.O. 
i f ( ind1ni .eq. impres) then ~ Checando si ge imprimir',~. 

type 2 1 M1 y(l),y(2) 
write t2,2> M,yll>,y<2> 

2 format tlM 1 f7.3,2l'h:,fS.3>> 
1mpres • impres "' icen tA ! Se calcula pr · oMima impresi 'on. 

end if 
end do 
clase lunit•2> ! Se cierra el archivo de resultados. 
type 1, · ••• cof"rida terminada.· 
type 1,·Archivo deo reosultadost ',resulta.dos,·.· 
cal 1 e,dt 
stop 
end 

! 1 1 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 1 ~ ~ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ~ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 

SUBRUTINA RUNGEJ<UTTA 

Esta subrutina integra sistemas de eocuaciones diferenciales 
ordinarias con m' e todo de Runqe-Kutta de cuarto orden. 

29 deo junio de 1990. 

111111101111101111111111111111011111111111111111111111111111111111111 ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . . ' . . . . . . . . . . 
subroutine Runge_Kutta ln,h 1 1'1 1 yl 
doubleo precision a,yt2) 1 )( 1 k1<2>,k2l2>,k3l2>,k4<2>, 

' h,f<2>,b<2> 
common /uno/ indini ! Valor inicial. 
if lindini.eq.11 then 

call valini ln 1 M 1 yl ~ Se li!''ápecifican los valore,. iniciales. 
end if 
~ En esta subrutina la variable independiente es x, la c:ual 
~ debe ser el tiempo. 
P• 
do i=l ,n 

b( i )zy ( 1) 

end do 
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c•ll ecuacions_diferenci•1•_ord1n•ris <><,y,f> 
do i•t ,n 

kt(il=htfti) 
•nd do 
>e=,.+h/2 .Od+OO 
do i•t ,n 

y( i )s:b( i l+k l ( i> 12.0d+OO 
end do 
call •cuacionis_dif•renc1als_ordinaris (>e,y,fJ 
do isol ,n 

k2li.)•htf(i.) 
end do 
do i .. t,n 

y( i >•bl i >+k2l i > /2.0d+OO 
•nd do 
call ecuacions_diferencials_ordinaris l>C,y,f) 
do ial ,n 

k3( i )•htf( i) 

end do 
><"'a+h 
do i.=l ,n 

ylil=bli)+k3lil 
end do 
c• 11 ecuacions_di ferencia l~_ordinar is ( M 1 y, f) 
do i=t ,n 

k4til•h•flil 
end do 
do i=l ,n 

y< i >=bl i 1 +e kl < i l+2.0d+00tk2< i )+2.0d+001k3t i J+k4 < i > > /ó.Od+OO 
•nd do 
return 
end 
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SUBRUTINA YALINI 

Esta subrutina especifica los valores iniciales que ser'an u••dos 
par-a la inteQracion del sistema de EOO. 

ProQramada pori Samuvl Nova Retana. 

29 de Junio de 1990. 

!!!!!!!!!!!!!!!~~!!!!~~!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!~!~!~!!!~!!!!!!!!!!!!!!!!! 

subroutine valini tn,•,y) 
double precision •, y<2> 
double preci•ion JtO, y0t2> 
common I inicio/ Jt0, yO 
Jt ... Jt0 
do i=l,n 

y< i > = yO< i J 
end do 
return 
end 

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ~ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 

SUBRUTINA ECUACIONS_DIFERENCIALS_ORDINARIS 

Esta subrutina evalua las ecuacion•• dif•renciales ordinarias. 

29 de junio deo 1990. 

11111111111111111111111111111111111•111111111111111111111111111111111 ......................... ··········································· 
'loubroutine ecuacions_di ferencii11 ls_ordin•r i• < 11., y 1 f > 
doubl• preci•ion •,y<2> ,f<2> 
! Se asii;inan los valore., de las diferenciales .;al vector f. 
f(l) = ytl>•2.0d+OO-y<21•2.0d+OO•ytll 
f(2) • -y<21+yt2>•y(1) 
return 
end 
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Sparametros 

ArchJ.vo ddtorunye 

~. 
J .•.ld-IJ,!.t 

v.f)O•UO, 
1 ,ftdt-01.1, 

3. úd +(h). 

~_Tia• t. •.1cJ+úl. 
J.mpr-J.m :o:. l.Od+no, 

resultado~ ·resr-unqe 

EJ~mplo de Corrida del Runge-Kutta 

SPARAME TRQ:.-, 
N 2 
H 1. )fJ(Jt.•úOO".'•ü1)00000E-Q3 
xo .o 
YO :o:. 1.ú 3.0 
X MAX 10.0 
IM°PRIM = 1 ,O 
RESULTADOS ~·resrunge 

•END 

PAUSE OprJ.ma <return> para continuar ••• 

El programa esta corriendo 

Tiempo 

1 ·ººº 2.000 
:s.ooo 
4.000 
5.000 
b.000 
7.000 
8.000 
9.000 

10.000 

VI 
,077 
.085 
.291 

l. 447 
4.051 

.176 

.Ob5 

.147 

.b51 
:s. 144 

V2 
t.464 

.578 

.249 

.187 
1.439 
2.259 

.909 

.367 

.188 

.349 
••• corrida terminada. 
Archivo de resultados: resrunge 
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