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INTRODUCCION 

El objetvo de los primeros 6 capítulos es presentar los conocimientos b;ísicos en 
la teoría de la convergencia debil, los cuales se utilizarán en el desarrollo del trabajo. 

En el capítulo 1, se dan las definiciones b;ísicas así como algunos ejemplos 
interesantes de tensión ( ejemplos 1 y 3) y se encontró un ejemplo donde no hay 
tensión ( ejemplo 2) . 

El capítulo 2 contiene el importante teorema de I'on1111nteat1. En el libro de 
Billingsley se prueba el teorema de Pormanteau con 5 cquiYalcnci<ts, en el libro de Kurtz, 
sin embargo, se agrega una sexta equivalencia al introducir la métrica de Prohorov 
(bajo la hipólcsis de scparabilidad del espacio) , en c,;tc capítulo se retoma esta sexta 
equivalencia pero hay mi<lificaciones y simplificaciones en la demostración. 

Cabe notar la importancia <le tal teorema, pues gracias a el, se obtiene resul­
tados muy importantes en con\'ergencia debil. 

En los capítulos 3,4 y 5 se dan propiedades diversas sobre convergencia dcbil, 
el estudio en e3pacio3 producto, el teorema <le mapeo continuo , etc, 

En el capítulo to se estudia el teorema central Je li'mite para variilbles aleatorias 
en ~ y en R''. 

En el capítulo(, se estudia el teorema de I'rohorov que relaciona la tensión de 
una familia con el concepto de compacidad relatirn de dicha familia y también aquí se 
detalla la demostración que aparece en Dillingslcy. 

Dentro del capítulo/ se estudia ht con\'ergencia debil de medidas sobre el espacio 
( C, C) , ( donde C es el espacio métrico de las funciones continuas en [ U,l j , con 
la métrica del supremo, y e su u-álgebra boreliana. ) y se dan condiciones para la 
tensión ahí. Esto es de gran importancia porque se traduce a procesos continuos, que 
de hecho es lo que se hace en el capítulo 8. 

En el capítulo 1.l se estudia debido a su importancia propia, el teorema de 
Donskcr, dado que es una generalización del teorema central de límite en ~. 

El c1tpítulo 'i da nuevos teoremas para la tensión de procesos continuos, y se 
llega a un resultado importante ( teorema 11.3 ) que se utiliza con mucha frecuencia. 

E .. el capítulo 12 se aborda el tema principal de este trabajo que consiste en 
plantear el teorema central de lúnitc en e [ 0,1 1 . 

Finalemente en el capítulo 13 se estudia los trabajos <le !Ialm y De/porte. de 
1975-1978, en donde se dan condiciones sobre un proceso para qne satisfaga P.l teorema 

central <le límite en C[ O, 1 j. 
En Hahn (1975) utiliza todo lo relacionado a tensión, que aparecen el el capítulo 

9 de esta tesis. l. 



En resumen : este trabajo consiste en presentar con detalle y buscando simpli­
ficar la expocisión, los temas básicos <le convergencia <lebil para medidas definiJas en 
un espacio métrico arbitrario ( capítulos 1-G ) . Después se especializa en el estudio 
de la convergencia <lcbil en el espacio C[ O, 1 ). Lo cunl permite trnbnjnr con procesos 
continuos y entonces se aplica este hecho al estudio <le! teorema central de límite para 
procesos continuos. 

2. 
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l. CONVERGENCIA DEBIL 

Se tiene un espacio métrico S y S su IT-álgcbra de Borel (la a-í1lgeb1 ., 
generada por los abiertos el<' la topología inducida por la métrica} sobre S. Llarnenw> 
C(S) al conjunto de funciones continu:1s y acotadas sobre S. 

Definición 1.1 

Decimos que I',, converge dcbilmentt• n P si sucede que : 

/s.f dP,,---+ is f r!P Vf E C(S). 

Definición 1.2 

Se dice que P (medida de probabilidad definida en S) es regular si : 

VA ES, V€> O, 3 G abierto y 3 F cerrado tales que: 

y P(G- F) < €. 

Teorema 1.1 

Cualquier medida de probabilidad sobre S es regular. 

Derno3tración 

Sea d la métrica en S y A E S y sea € > O. Supongamos que A es 
cerrado. Sea G¡¡n = {x ES 1 d(l', :1) < l/n}. Es claro c¡uc G¡¡,, l A si 11-+ oo por 
tanto 

11
1.!_i.R,P(G¡¡,.) = P(:l) 

y por tanto P(Gi¡n - A) < € si 11 ;:;:: No, por ser P medida ele probabilidad en S. 
Así, la propiedad ( *) se cumple para todos los cerrados. Sea 

g = { B E S 1 ( •) se ;atisfacc ¡mrn B} 

Observemos 9 contiene a los cerrados. 



1.- 0EQ. 
2.- A E 9 =:·.·\"E: ~I ihast:i tomar <'l>!llpknwlllos <'11 F <;;:A<;;: G). 

3.- Sea .-1,, E G. Para eatln 11 EN 3 F11 e<'ITa<lu y 3 Gn nbi<•rto <'<Jll 

F,, <:;; .-ln <;;: G11 Y P(G 11 -01 ) < E/2"+ 1. 

Sea O= U~ 1 G11, G <'S ahi<~rto y U;;'~ 1 .-1 11 <:;; G. 
Da<lo que 

n oo u F¡ r u F¡ s1 n -· oo 
i=l i=l 

entonces 
11 •:C 

,i1,i.~~~ P( LJ F;) = P( LJ F;) 
i=l i=I 

por tanto 3 No E N tal qne 

X 11 

P(LJF¡-LJF¡)<t/2 sin~No. 
i=l i=l 

N Sea F = U11 ~¡ F11 cntonrcs F es cerrado y F <:;; Uii°=J .-111 <:;; G. Ahora 

P( G - F) = P ( LJ Gn - LJ Fn) 
n=l 11=! 

( ( 

OC· oo ) ( oo Jllo ) ) = P LJ Gn - LJ F11 LJ LJ Fn - U Fn 
n=l n=l n=l n=l 

~ P ( LJ Gu - tJ Fn) + P ( LJ Fn - LJ Fn) 
n=l n=l n=l n=l 

< P CQ/Gn - Fn)) + E/2 

00 

~ E P(Gn - Fn) + E/2 
n=l 

< f/2 + f/2 
=f. 

Por tnnto U;:;, 1 An E 9 y entonces 9 es O'-álgebra. 

•1 
~. 



Oli.•c:1·,,nci1i11. 1.4 

Si AES, t•1itom·es P(A) = ,up f'(Jf). 
ll<;A.ilr••rr:•do 

Es i11tcrcsant1· \'l'r c.·n:111do 2 nH·diclas de prohabili<lail roincidPn~ ~U}>l"\ll~i1n1os qnp 
tenemos P. q dos rneditlas .¡,. prnlialiilidad snlm~ S y ;;i : 

_l.fdP = jJdlJ 'if E C'!S) 

entonces P;:: q. 
Pnrtt ver que cstn e~ «itTto. 1'1upll'f'1nos Hn lt•111:1 que nos s1.."1-viní d,, nyuda. 

Lc11w (de Uryson) 1. 5 

Si F es un C<'tTadn y f >O entonces 3 f E C(S) tnl qnc .f(:rl = 1 V.r E F 
y f(x)=O sid(:r,F)2:< y f(;·)E[0.1) V.rES y f Lsunifonnemc·m•continua 
en S. 
Dcmo.<tmciiín 

Sea € > O y sea o: R-> [O. 1] definida comu 

ef;(t) =U- t 

si t ::::; O; 
E'Í o:::; t ::; l; 
Sl 1 '.S t. 

y f: S -+ [O, 1] definida como 

. 1 .. f(1·) = o¡-d¡J-. F¡). 
f 

a.- Si xEF:;.d(:r,F)=O yportauto fi.r)=ó(O)=l 

b.- Si ~' rf: F y d(J:, F) < e entonces O< d{ .r, F) < f por t.anto 

.f(x) = 91 ~d(1:. F)) E [ D, l] 
€ 

c.- Si d(x, F)?. <' se time }d(:r, F)?. 1 por tanto /(1·) = <?(}d(.r. F)) =O. 

d.- Veamos ahora que: f es 11niformcnwnt<.• contim1a. S<'a ,\ > O. ron~idcrcmos 
e · { ( A( } ¡ ¡ l l 1 . \ u = mm N· 71 e ont e X < X y "f.,' < , . 
flfost.rarcmos q1w si rl(:r, y)<,\ entorH'<'S ! f{1:) - f{y) i< .\. 



-l. 

(1) Si .1·EF.yEF y d(:r,F)<1\ <'IlltJJH'f'S 

1 j(.T) - f(y) i"'l l - l /= () < •• \. 

(2) Si d(.r.F) 2: E y .J(y.F) 2:' y d(:r,u) < 8 c11to11<'<'s 

i /l:rl - f(ul i=I o - o/= o<,\. 

(3) Si d(:i:,F)?.E yO<<l(y.F)<t y d(J·,¡¡)<D enton~<'S 

,\f 
E :S d(.r. F):::; d(.r. ¡¡) + d( y, F) '.S iV + d(y, F) 

por tanto f - '}; S d(y. F) !111:go l - ¿..,\ S d(¡¡, F)/f por tant.o 

d(¡¡,F) ,\ o < 1 - ·---· < -,. < ,\, 
f - '' 

ri\11, FJ tÍ{11. Fi 1 f(:r)-f(y) !=I O- (1 -· -· -) l=/ 1- -·-· /< .\. 
( € 

(-l) Si .r E F y O< d(y,F) <E y d(J.,y) < li entonc'{'S 

d(y. F):::; d(¡¡, .1:) + d(x, F):::; *'+O 

pm tanto !!l..ufl :::; + < ,\ r entonces 

I f(x)- .f(y) l=/ 1 - (1 - d(y,F)) l=I d(y,F) /:<:; ;, < -\. 
E f JV 

y entonces f es uniformemente continua en S. 

Teorema J.6 

Sean P, Q dos probabilidades tales CJU<' : 

fstdP = fs!dQ Vf E C(S) 

entonces P = Q. 



ó. 

/Jr:mo.,/rucirín 

S<•a F ('<•rrado y :-;1•;1 

ó,,ít) = tf,(nt) 

c:ou ó corno cu t•l ku1n n11ít~riur. y 

f 11 (r) = ~'(nd(:r,F)) 

f,, E C(SJ V11 EN (p11<'s / 11 es continua Vn y f,,(.T) E [O,lj V.1· ES ) y {f,,; 
c8 decreciente. 

l.- Si .1· E F •'llfOJH'CS .f,,¡.ri = ó(O) = 1 pur iauto f¡¡(x)-> 1 si 11 __, x 

2.- Si .T <{: F como F ''" ct'rrndo d(.r, F) 2: r parn algún f >O por tanto 

ncl(.r.Fl 2: llf 2: 1 si n ? no. 

Portnnto f 11 (J')=</ilnrl1.r.F))=Ü y f 11 (.rl-->Iri-r) V:rES. 

Por el tcorem¡¡ ,¡,, r.om·crg<'ncia monótona : 

{, f,,dQ _, h I plq 
~ . 

sin-> oo 

así P(F) = Q(F), en ,·irtucl de que 

P(A) = sup P(H) 
JI <;;A. JI cerrado 

se tiene q11c P = Q. 

Obser-ua.ció11 1. 7 

Por el remtltado anterior. si se conocen .f.<; f dP V f E C( S) se conoce a la 
medida, es decir, los valores de Js f dP determinan de manera única a P. 

Definición 1.8 

Un soporte ele una medida de probabilidad P sobre S, es un conjunto A E S 
tal que P( . .J.) =l. 



7. 

'1l~orcu1 a J .1 !! 

Si S l'S 1111 ¡•sp:wio u11;trin1 sl'pnnili!P y C<Hll]lkto, <'nl0111·1•s c-:1d:1 !lli'dida d<' 
proliabilidad solm· S r•s ll'nsa. 

Dc11irMtraeitín 

D11do <pll' S <'S sqiarah1" ¡H1rn mela n E N. 3 .4,IJ, • .J. 112 , ... bolas abi<'rtas d1· 

radio l/11 taks qw· l'1tbr<'Il a s. Como uj=l ..!,,; is si ¡,.-> x, <'lllO!ICl'S 

( ,, \ 
P U A.,,J} > 1 - c/2 11 

,!=1 / 

SI /.- :::":: ,\,,. 

Veamos <¡uc d COllJ
0

1l!llO .J. -- nx u·1n ·l c·s jJ!'<'COl11jJllClO.·r St•11 (l • .., o. entonces . - 11=! ;=!. 11, ~ 

3 NEN. tal <¡ue k < ~· 
\ ') 

Como .4 ~ Uj;:, 1 .4 11, y d11Clo r¡ur las holas A 111 tienf'n diiínwtrn -<;: < o se 
tic11<' que . .J. es pre.-ompacto y por tnntn ticw• cerradura compacln. E1nonc¡•s : 

Ejemplos 1.13 

P(A) :'.'. P ( íl LJ A,,
1

). 

n=lj=l 

(

X• ,\,, ) 

= 1 - r u n .-1;,j 
,11=!1=! 

::: 1 - t p ( n . .i.;,j \J 
11=! j=I 

00 ( ( .\,, ) ) = 1 - L 1 - P .LJ A,,i 
n=l J=I 
·X 

> 1 - L E/2" = 1 - c. 
n=l 

l. Como un ejemplo particular del teorema 1.12. en un espacio de Hilbert (un espa­
cio normado, el cual es completo y separable), cualquier medida de prnhahilidad 
que ahí se defina. resnlt a ser tensa. 

*ver ;1péndice para definición 



') 

5. 

Si ('1111-.,id1·np1111f1:-. nn :--nlw,,11j1111lo d1• (O. !1 con l:: l!ll'tlh':i. di1..:1Tt'llf1 y i~n 

11H·dil)l1:. por 1·jcu1plu r·l co11ju11t11 1k \"it;1li. y 11• ~\~t)l'iill\l<l~ 1·.11;1 i1u·did:i d,-f:11ida 
conHJ la tnt·dida 4•xt1·ri1.r, ('Jlti11w1•.-..1·n 1·f,·ct11 t:d uwdicl:i t'~ n11;1 prol,ahilid;\(l :.ohn· 
P:-:<• t!:--;p;win 1·0¡11:1 rr~;'il;.;Plir;1 ili''lll'J','.1d;1 p<H l:i iu/·tri1·u. Y" C{lH' 1!11·liu conj\1nt11 rit·ne 
nwdid;:1 <·xttTÍoL 1 (y tat 1dltb Íllll'r\or O)~ í1 JH':->ar 1lc f'."-'to tu1n:111do nu 1·0111pnctll 

cnutc11ldo, por :-1t'r 111c<1ih}1>, 1-r)i11cid1·11 1:1~ Htt 1 di<1c1 ..... t'X1l't'iur í."lHL 1ü itu1-ri1Jt :: yr; 

qut• tiClll' llll'düb1 intf•rior n·ro {pur 1':-;t:n 1·011tt•11idt1)~ :-;n lllf'llidr1 '':") l'l'l't). 1h: r;.11 

sncrl<" c¡u" ht m<'rlitl;. ;,,,í dcfillicl:i 11u ,., h·u"''· 

3. Se:i S 1m '"'Jlacio de Hillwrt, ··0111111a ha"'' orlonorm"l .r¡, J'2· .r:\ ... mmwr:1h'• 
ya que S <'S l3r>pnrHltl1· y c·o:np]t>to cualrptii>r n1l'c1id;1 de proh<1bilichh1 ~1)Lre ..) 

es tcusa. Siu e111bilrgo 11iHgÚ111·1111jn11to r·cn1 iat<'rlor no \·acil.) (':-i con1pa,·to :: por 
lo t<tllto S no c-.s to111pndo. ui loc:d11w11tP co1npHtt.<1 y t.=tlU}HH"O a-c1.nn¡)a1·tc1. 

Sen ]J una nu·dida ch~ prnl)abilidad .'01.•n' S <Jlll' a~-.;ig11;l uw~a ¡)o:-.:itiYél h L'C11..ia 

Yn Vn ro11 y 11 E D y co11 D dc•t<'u •~'11 S. Eutnn<·e~ P no tic1w n11 '"!><>i':l' 

lot~Hl111eut(' co1nptwtn t'n la top•ilog1<1 r1·l:diYn. 

En •·freto : 

Supon~an10~ <jllP hay Hll co11j1111to co1nl'ncto A E S tal qui· Ac :f= C., 
Sea .ro E Aº <'ntonc:c;; 3 e> O tal (!lH' 13,(.ro) ~Aº. Por tau\o 

r,ues d(J•o + ~.1:,,,;ro) ==~<E, por ta11to .ro+ ~'1'11 E A. \/11. Por otra 
parte .4 ~ Uxe..! Bc¡.1( J') como A "" compacto 3 F finito F ~ A. tal 
que 

A~ LJ B,¡4(.r) 
xEF 

Ahorn ciado r¡uP A <:011tic1w nna infinidncl ele pnntm ele la forma 

entourt•s, al mc11os do,; <le ellos ¡wrt<'ll('L'l'll a una mi~ma hola. digamos 
B,¡4(x1),x1 E F por tanto 

pero 

f f f fr;:; f 
d(xo + -x,,, xo + -xm) == - 11 J'n - Xm 11= ?-v 2 = --;;:. > 

2 2 2 - \f2 2 



10. 

2. TEOREMA DE PORMANTEAU 

El problema de determinar si una sucesión de medidas de probrtbilidatl converg<' 
debilmente o no puede atacarse mediante algunas caracterizaciones de convergenci;, 
débil, las cuales se darán en este capítulo, de ahí su gran importancia en el resto de cst(' 
trabajo y la tracendcncia en el desarrollo <le lit~ probaliili<lnd. 

= ObBcrvación 2.1 

d(x, A)::; d(x,y) + d(y, A) Vy E 8 
En efecto, sea y E 8 entonces d(x, z) ::; d(x, y) + d(y, z) Vz E .4. tomando 

infimos sobre z se obtiene el resultado. 

Sea e >O y A un subconjunto de 8, denotemos por A.' a el conjunto 

{x E SI d(x,A) <e} 

<11> ObBervación 2.2 . 

A• es abierto. 

~ Demostración 

Sea y E A' =? d(y, A) < E sea r• = E - d(x, A) > O, probaremos que 

Si x E B,• (y) entonces d(x, y) < e\ luego d(x, y)+ d(y, A) <e por la observación 2.1 
d(x, A) :::; d(x, y) + d(y, A) <e, lo cual prueba la observación. 

~ PropoBición 2.9 

Sea BA = {x ES -Al 3 y E A, d(x,y) <e} entonces A'= AUBA· 

~ DemoBtración 

2) Si x E A entonces x E A'. Si x E B A entonces 3 y E A, d(x, y) < e, por 
tanto d(x,A) = inf{d(x,z)lz E A}::; d(x,y) <e y x E A<. 

~) Sea x E A'. 
1) Si x E A es inmediato. 



2) Si x r/: A como 
d(x,A) = inf{d(x,z)lz E A.} 

para d(x,A)<r<c '.'lzEA talque 

por tanto x E DA· 

<11> Ob8ervación fJ.,¡ 

(S - A•) íl A = 0 
~ Demostración 

d(x, A) :; d(x, z) < r < e, 

- x E S - A' ~ d(x, y) 2: e por tanto x r/: A . . 

<a> Observación 2.5 

(S - A•)< e:; S - .·1. 

<%> Demostración 

- Por la proposicíon 2.3 (S - A.<)<= (S - A<) U D(S-A')· Nótese que : 

Bs-A• = {x Es - (S - A<)[ 3 y Es - A<,d(x,y) <E}. 

1) Si x E S - A' entonces por la obscrvacíon 2.4 x E S - A. 

2) Si x rf- S - A• entonces x E B(S-A') 
1 

es decir 

X E A< r :J y E s - A( tal que d(x, y) < (. 

11. 

Suponiendo que X E ,1 r dado que E :::: d(y, A), pues y E s - A' llegamos a 
que 

e$ d(y,A) :S: d(y,x) <E 

lo cual es un absurdo, por lo tanto x E S - A. 

Nótese que la contencíon inversa en la observación 2.5 no siempre es verdadera, ya que 
(S - A<)< es siempre abierto r S - A no siempre lo cs. 

- ObBervación fJ. 6 

(Aª).8 ~ Aª+P. 

~ DemoBtración 

Sea xE(Aª)P corno d(x,A.ª)<.B cntonccs:lzEAª,d(x,Aª):S:d(x,z)<r. 
Ahora d(x, A) ::; d(x, z) + d(z, A) < o+ {3. 



12. 

, Sea. j'(S) el conjunto de rne<li<las <le probabilitlad definidas sobre S. Sea 
.X:P(S) > f'(S')-• l'! definirla como: 

.X(P,(J) = inf{t > OiP(A) < Q(.·t<) + l, \/AES} 

' 

Teorema 2. 7 

A es una metrica en j>(S) llamada métrica de Prohorov. 

~ Demostración 

(i} A es reflexiva. En efecto, sea r > O tal que P(A) < Q(A<) + e \·A E S en 
particular para S - A<, se tiene P(S - A') < Q((S - Ar)')+€ y por la 
observación 2.4 

Q((S - A')<) :::; Q(S - A) 

por tanto 

1 - I'(A') = P(S - A') < Q(S - A()+ ( = 1 - Q(A) T ( 

luego Q(A) < P(A') + e como A fue '.!:h!tr:i.r!o entonces 

Q(A) < P(A') +e \/A E S 

lo cual quiere decir que 

{€>O! P(A) < Q(A<) +e 'iA ES}= {e> DI Q(A) < P(A') + r \/A F S} 

por tanto >.(P, Q) = .X(Q, P). 
(ii) >. es simétrica. 

En efecto, si P = Q y si ó > O y A E S entonces Q(A) :S Q(A6) por 
tanto Q(A) + ó '.':'. Q(A.6) + ó y por tanto 

P(A):::; Q(A) < Q(A6
) + ó VA ES, 

así que .X(P,Q) =O. 

Súpongase ahora que que .X(P, Q) =O. Sea A E S con A cerrado, entonces : 

P(A) < Q(A11") + 1/n \/AES \In EN. 

Nótese que A11" JA ya que A es cerrado, por tanto 

P(A) = lim P(A) < lim (Q(A 11") + 1/n) = Q(A). 
n-+oo - n-+oo 

aplicando el mismo razonamiento, y en virtud de que .X(Q,P) =O (por (i) ), 
se tiene que para S - A se satisface 

P(S - A) :::; Q(S - A) 
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es decir Q(A):::; P(A) y ya q11c la>' rnccli<las eoin<lcidcn en loo cerrados se tiene 
p =Q. 

{iii) Sean P,Q,R E P(S). probnremos qne si 

lJ¡ = {( > O!I'(A) < Q(Ac) +e VA ES} 

B2"" {t > DIQ(A) < R(.-t<)-'- ¿ v .. 1 ES} 

Bs =o {( > OIP(A) < R(..t<) .:. e \!AES} 

entonces JJ3 2 JJ¡ + B2. 

Sea f E Bi, li E JJ2, entonces se cumple que 

P(A) < Q(Ac) +e< R((A')6) ·'· ó +e:::: R(A'+6) + ó -;- e 

por tanto í5 +e E JJ3 como ql!criarnos probar. 

En virtud de esto inf(JJ¡ + JJ2) 2 inf(Ds) es decir 

>.(P,Q)::; >.(P,R) + >.(R,Q). 

~ Proposición 2.8 

Si~ es una familia ele subconj1111to" qur contiene a los cerrados de S, contenida 
en S y 

A== {e> D\P(A) < Q(Ac) +e, VA ES} 

ÍJ =={e> DIP(A) < Q(Ac) +E, VA EL} 

entonces inf A== inf ÍJ, es decir da lo mismo tomar la métrica de Prohorov en S que 
en cualquier subfamilia que contenga a los cerrados <le S. 

~ Demostración 

De la demostración de que ). es una medida simétrica se sigue que 

inf{c > O[P(A) < Q(A') + c,VA EL}== inf{c > DIQ(A) < P(A') + c,VA EL} 

Sea p A == inf A y p B == inf ÍJ. Es claro que como .-i ~ ÍJ entonces inf .4 2 inf ÍJ, es 
decir PA 2 p B. Súpongase que p A > p n entonces 3 ca E ÍJ tal que 

PA > ca 2 PB• 

como lQ f: A se tiene que 3 A E S con 

Q(A) 2 P(A<0 ) +ca. 

S - A es cerrado y como ca E ÍJ se tiene que 

1 - P(A') = P(S - A'º) 
< Q((S - A'º)'º)+ EQ 

::; Q(S - A)+ ca 

== 1 - Q(A) +lo 
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por tanto Q{A) < P(A'º) + c0 lo 'cuaÍ es un absurdo. Así que inf A= inf ÍJ 

im· Dcfinici6n Jt.9 

Si A E S y P(c7A) =O diremos que A. es un conjunto de I'-continuidad , o 
que es un conjunto ?-continuo. 

Denotemos por l!JI! a el número supxES IJ(x)I siempre que JE C(S). 

\

Teorema 2.10{de Pormanteau). 

Supongasc que Ses separable, entonces las siguientes afirmaciones son·etiuiva­
lent.es: 

(1) P11 => P 

(2) limn-.00 Is J dP,. = f s f dP V f acotada y uniformemente continua en S 

(3) limsupP,,(F) ::O: P(F) VF ES F cerrado. 

(4) liminf P,.(G)?: P(G) VG ES G abierto. 

(5) lim,._,00 P,.(A) = P(A) \!A E S con A ?-continuo. 

(6) >.(P,., P) ->O si n -> oo. 

~ Demostración 

(1) => (2) Sea f acotada y uniformemente continua, entonces JE C(S) y como P,, =? P 
se tiene que limn-•oc fs fdPn = fs fdP 

(2) => (3) Sea F ~errado, F E S y sea ó > O, dado que 

G, = {xld(x,F) <e} L F si e-• O, 

entonces 3 e> O tal que P(G,) < P(F)+ó sabemos por el lema de Uryson que 
3 f E C(S) tal que 

f(x) = 1 \lx E F y f(x) =O si x E G, 

con O ::O: f (x) ::O: 1 y f es uniformemente continua. Por (2) 

lim { fdP,, = { fdP. 
n-<oo}s ls 

Ahora 

por tanto 

limsupP11 (F) ::O: limsup fs fdP,. 

= j
5

JdP 

::O: la, JdP 

::O: P(Gc) < P(F) + ¡; 
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haciendo {¡ --. oo se tiene el rcsultarlo. 

(3) =? (4) Sea G abil•rto, r; E S entonces para (S - G) cerrado se tiene por hipótesis 
que 

1-- liminf P,L(O) :-. limsup(l -· Pn{G)) 

= lirnsnr'.P11 (S) - P,.(G)J 

= lims11p:P11 (S -- G)i 
:S P(S - G) 
= 1- P(G) 

por tanto P(G) :S liminf P11 (G). 

(4) '* (5) Sea A E S tal que P(BA) 
P(aA) - P(Aº) por tanto : 

O como iJA 

. P(A) = P(Aº) 
:S liminf P,,(Aº) 
S liminf Pn(A) 
S limsupPn(A) 

S limsupPn(.Á) 

S P(A) = P(Aº)r 

.{ - A. 0 entonces O 

entonces limn-•oo P,,(A) ~~ P(.11) = P(A.º) = P(A). Anñ.lo¡:;o.mentc (5) * (4). 

{5) => (1) Sea f E C(S) con f ~O entonces iJ{J 2: t} ~ {f = t}, por tanto {! 2: t} 
es un c01ij•mto P - continuo para casi todos los t exepto quizá, una cantidad 
a lo mas numerable de t ~ O. Entonces 

lim f fdP,, = lim [ll!ll Pn{f > t}dt 
n-oo} S n-co Jo -

= [lllll P{f > t}dt = { fdP 
lo - is 

t 
Aplicando esto a (11/11 - !) y (11/ 11 + f) obtenemos el resultado. 

Nótese que hasta aquí las 5 condiciones anteriores son equivalentes y no se ha usado la 
separabilidad del espacio. 

Mostraremos que (4) * (6) y (6) * (1) lo cual terminará ta prueba. 

(4) '* (6) Sea. e > O ya que S es separable, 3 E¡, E2, ... E S tales que cubren a S y 
tienen diámetro menor que· E/2. Sea. F11 = U}'=l Ei, es claro que Fn ~ S, por 

tPara la. primera lgun.ltln.d, nr notu de 1cminarlo de prob11.Lilidn.d, Mo..E.Cahllllero, D. F~rna.ndei. 



continuidad de P sr. tiene que P(Fn) 1 1, por tanto 3 n tal que 

n 
P( LJ E1) = P(Fn) 2: 1 -- c/2, 

i=l 

sea N el mas pequeño de ellos. Y sea 

l = {(LJ E;)'l 2 j l ~ {1,2,. . .,N}} ._ 
iE/ 

lG. 

Ya que para cada GE f,, liminf P,,(G) 2: P(G), pues G es abierto, p<Lric 
e > O 3 M, tal que 

P(G) :S P,,(G) + E/2 Vn 2:: M 1 

y dado que f. es finita, podemos elegir no tal que 

P(G) :S Pn(G) + E/2 Vn 2: no YG E f. . 

Sea F cerrado, y sea 

Fo= u {E¡jl :Si :S N, E¡ n F =J 0} 

Entonces F~/Z E f. y además 

P(F) = P(F n Fo) + P(F n (S - Fo)) 
:S P(Fo) + P(S - F0 ) 

:S P(F~/2 ) + 1 - P(Fo) 

$ P(F~/2 ) + 1 - P (9
1 
E¡) 

$ P(F~l2 ¡ + E/2 

</2 Notemos que F0 ~ F' pues los E; tienen diámetro menor que cpsilon. 

~or tanto: 

P(F) $ P(Fo'l2) + E/2 ::;: P,,(F0'1 2) + f::; P,,(F') + < V'n 2: no 

Grncia.s n la proposición 2.8, y dado que e fue arbitraria se tiene que : 

>.(Pn,P) -•O sin-> oo. 

(6) * (1) Paracadan EN consideremos en= >.(Pn,P)+l/n. Scnf E O(S) supongamos 
que f 2: O. Ahora 
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Ya que esto pa811 para toda n tonrnnJo límite HH¡wrior obt.<·uemos : 

limsupJ. fdP ·': lim ¡llfii P({f > t}'n)dt 
n-+:::x> .') H -- H-•OO lo --· 

= ¡ll!l!l'({f~~t})dt=J. JdP. 
lo s 

Nótese que en lit penúltima dcsigu;i]JnJ se utilizo el hecho de c¡ne {f ~ t} , .. 
cerrado y por t;mto 

Aplicando esto a 

(u) 

{f :2: t} "' J {! ? t} si n -• co 

!lf 11 - f Y llfll + f obtenemos : 

limsup { (llJll - J)dP,, ::; { (ilfii ·- f)dl'. 
n--+oo Js Js 

limsupf. (ilf!I + J)dPn::; f. (llJll + f)dP. 
n-•oo S S 

y entonces de ( *) se tiene 

{ iiflidPn - liminf { fdPn = limsup { itfiidPn - liminf { fdPn Js n-oo Js n-oo .Is · n--+oc Js 

:S Is ll!JldP - Is fdP 

Por tanto 
liminf { fdPn > { fdP 
n-->oo ls - Js 

análogamente por (**) se tiene 

limsup { JdPn :S f. JdP 
n-->oo J S S 

De lo cual se deduce que : 

lim { fdPn = { fdP. n-•ools ls 

Nótese que la condición 6 implica cualquiera de las 5 primeras, aunque el espacio no sea 
separable. 

El espacio P(S) con la métrica de Prohorov es completo, y si S es separable 
también lo es P(S). 

A manera de información, existe otra métrica que as{ como la de Prohorov, bajo 
condiciones de separabilidnd, metriza n la topología de la convergencia débil, tal es 
llamada la métrica dual acotada de Lipschitz. En el caso de S =IR existe otra métrica 
llamada métrica de Lcvy, la cual metriza a la convergencia débil, pero no es equivalente 
a la de Prohorov.t 

tver Arauja and Gloe 
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\ Teorema 2.11 

~ Sea U una suhrlas<' de S tal que 

(i) U es cerrada bajo intcrscccionps finitas. 

(ii) Cada abierto de S es una unión finita o numerable de elementos de U Y si 
Pn(A) --+ P(A) VA E U 

Entonces PIL e·~· 1'. 

~ Demostración 

Probaremos por inducción sobre m que 

lJl 711. 

I'n( LJ A;)-• P( LJ A;), A¡ E U 
i=l i=l 

1) rn=l es inmediato. 

2) Supóngase cierto(") para A¡,A2,···Am E U 

3) 

m+l m 
P,.( LJ A¡) = I'n( LJ A¡ LJ Am+1) 

i=l i=l 

= P,.(iºl Ai) +Pn(Am+I) - Pn ( (iºl A¡) íl Am-'-1) 

= Pn( ·º A¡)+ Pn(Am·! 1) - Pn (.O (A¡ n Am+d;\ 
•=l •=l 

--> P(¡º¡ A;)+ P(Am+i) - P (,.9
1 
(A¡ íl Am+1)) 

m+l 
= P( LJ A¡) 

i=l 

Sea G abierto entonces G = U~1 A¡ para alguna sucesión {A¡} en S. 

Corno Ui'::1 A¡ i G si m -• oc por continuidad de P 

para f >O. 3 m EN tal que P(G) - P(U7~1 A¡)< f. Entonces 

m 

P(G) - e< P((LJ A;) 
i=l 

m 

= lirn Pn( U A¡) 
n~oo 

i=I 
m 

= lirninf I'n( LJ A¡) n-•oo 
i=l 

::; 1¡~~f P,.(G) • 
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Como e fué arhit.raria 'e ti('IH' P(G) :S liminf,.. ,00 P,.(G) y por el teorema 2.10 ~e 
ticn<' el resultado. 

1ÜJ Corol,1rio 2 .. 12 

Sea U una subclase de S coa S separahk t.al que 

{i) U es cerrada bajo intersecciones finitaB. 

(ii) Vx E S y (>O 3 A E U tal que x E Aº~ A~ B,(x) 

si Pn(A) -• P(A) VA. E U 

Entonces Pn => P. 

,,S, Demostración 
·~ 

Sea G un abierto en S y D el denso numerable en S . 

Probaremos que G es unión de elementos de U y aplicando el teoremca 2.11 
se tendrá el resultado. 

Sea x E G por ser G abierto 3 (x > O tal que B., (x) <;; G en virtud de (ii) 
sabemos que J A<z E U tal que 

por lo tanto UxEG A.~. <;; G y ya que x E G =? x E A~, se tiene que G = UxEG A~=. 
Por ser S separable 

00 

G = LJ A¡, A¡ E U. 
i=l 

11'::¡¡ Corolario 2.19 

Supóngase que para cada intersección finita A de esferas abiertas se tiene que 
Pn(A) -> P(A) con A ?-continuo. Si S es separable entonces Pn =>P. 

~ Demostración 

~ Sea X Es ya que a(Br(x)) na(B,.,(x)) = 0 si r < r 1
, entonces hay a lo mas 

una cantidad numerable de esferas alrededor de x tales que su frontera tiene medida 
no cero. Sea .A la clase de esferas en S ?-continuas y U la clase de intersecciones 
finitas de A, entonces U satisface la condición (i) del corolario 1, para cada x ES y 
E> O, 3 ó tal que O< 6::; e y B6(x) E U<;; A por tanto U satisface las hipótesis 
del corolario 1, y entonces se tiene el resultado. 

El siguiente teorema puede parecer a simple vista facil, sin embargo será muy 
util en el desarrollo del siguiente capítulo. 
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\ Teorema 2.1,f 

\) P,. => P si y solo si cadn snbsnccsión {P,,1} contiene nna'snbsuccsión {P.,11} 
tal que P,,11 '* P 

~ Demostración 

=>) Sea {P,.1} una subsuccsión de {Pn} por el teorema 2.10 se tiene q11e 

,,li,IIJ:, P,,(A) ""P(A) si A es P -- continuo. 

Así que limn-•co P,,1(A) = P(A) para todo A P - continuo empleando pi 

mismo teorema se tiene que P,.1 => P por tanto { P.,1} contiene una s11bsuccsió:1 
que converge, a saber, ella misma . 

..:=) Sea A un conjunto P-continuo y sea a,.= P,,(A) para cada número natural 
n, y a= P(A)

1 
consideremos {a,.1} una subsucesión de a,,. 

Ya que la succsion correspondiente {P,,1} contiene una subsucesión {P,,11} que 
converge a P, entonces por el teorema 2.10 se tiene que lim,._,00 P,.11 (A) = P(A) 
por tanto, la respectiva subsucesión { a,,11} de { a,,1} converge a a. 

Luego, dado que cada subsucesión {a,.1} de {a,.} contiene una subsuccsión 
{ a,.11} que converge a a, entonces {a,,} converge a a, aplicando el teorema 
2.10 se tiene que P,, => P. 
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3. CONVERGENCIA DE13IL EN ESPACIOS PRODUCTO. 

Durante esta sección se' verá como generalizar la convcrgenci<t dé,bil en espacin< 
productos, para que así, sabiendo In conYergcncia entrada por entrada, y adicionanrlr. 
alguna hipótesis se tenga el resultado. 

Sen S = S 1 x 8 11 con 8 1, S 11 espacios métricos. 

\

Teorema a.1 
Si S es separable entonces una condición necesaria y suficiente para que 

Pn => P, es que 
Pn(A1 x A11

) __, P(A1 x A11
) 

VA1 ~ 81 P 1 - continuo y VA 11 ~ 8 11 P 11 - continuo. 

Donde P,., P son medidas de probabilidad en 8 = 8 1 x 8 11 y 

P'(A') = P(A' X 8 11
), P11 (A") = P(A" X 8 1

) 

las distribuciones marginales de P . 

~ Demostración 

=>) Supóngase que A' es P 1 
- continuo y que A" es P 11 

·- continuo entonces 

por tanto 

a(A' x .4 11
) ~ (aA' >: s 11

) LJ(s' x aA") .. 

P(él(A' X A11
)) :::; P(aA' X 8 11

) + P(S' X 8.411
) 

= P 1(8A1
) + P"(aA") 

·=O+O 

=0. 

Y entonces A' x .411 es P - continuo, como Pn => P por el teorema 2.10 

Pn(A1 x A 11)-+ I'(A1 x A 11
). 

*ver np1fodlce 
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<-..,) Sea U la clase de conjuntos de l:t forma A.1 x .·t11 con A' I' 1 
- continuo y 

A" P" - continuo. Observemos que si A1 x A", D1 :< 11 11 C U entonces 

(A':<. A"Jíl(n' /'. n") = (A.'ílD') x \A"íln") r:: u. 

Por tanto U es cerrada bajo intersecciones finitas. D:ulo que S "' separable, 
en virtud del corolario 2.12; bastaria ver que Vx E S, Ve >O :J A i:: U t::il que 

i: E Aº ~ A.~ Dc(x), 

para que se tenga I'n => I' ya que las otras 2 condiciones se satisfacen. 

Sea (x1,x11
) ES, E> O y 

Aó = {x E S 1 
1 d1(x,x 1

) < fi} :-: {y ES" 1 d11 (y,x 11
) < b} 

La métrica d en S está dada por 

d((x',x"), (y 1,y11
)) = ma.x{d1(x 1,y1),d11(x 11 ,y11

)} 

entonces A.6 es la esfera con centro en (x1
, x11

) y radio ó. Ahora si Ó¡ < ó2 
entonces Aó

1 
y Aó

2 
tienen fronteras ajenas, por tanto :i E > O tal quE 

O< ó <E y Aó E Bc(x1,x11
) Por tanto 

(x, x') E As i;;: A.ó i;;: Bc(x', x 11
) 

y se tiene lo que se quería. 

\ Teorema S.2 
1 

~ Si S es separable entonces P~ X P:i => P1 X P 11 si y solo si P;, => P1 y 
P:i => p" 

donde P~ x P:i(A1 x A11
) = P~(A1) • P:i(A11

) 

~ Demostración 

=>) Supóngase que P~ X P:i => P' X P 11 y que S es separable. Por el teorema 3.1 
P~ X P;:(A' x A11 )-> P' x P11 (A1 x A11

) VA' P1 -continuo VA" P11 -continuo. 

Ahora: 

P~(A1) • P~(A.11 ) = P~ x P~(A1 x A") 

-> P' X P"(A' X A")= P'(,11
). P11 (A11

) 

en particular si A.1 es P 1-continuo como 8 11 es P 11-continuo entonces 

P:1(A') · 1 = P~(A 1) • P~(S") _, P 1 x P 11(A 1 x 8 11
) = P1(A 1

) 

Por tanto r:, => P 1 análogamente r:: => P 11 • 
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<=) Supcíngasc que P~ =:. P' y r:: => !' 11
• 

Sean A' !'1 
-- continuo ,. A11 !' 11 

- continuo. Entonces r:,(A 1
) -• P'(/11

) y 
r:;(A") -+ P11 (A 11 ) por ta~to 

p~ :.; p::(A' X A") = I'~(.4 1 ). I'~(A11 ) 

--• P 1(A1
) • I'11 (A 11

) = I' 1 x P11 (A1 x A 11
) 

Como S es separaLlc por el teorema 3.1 se tiene el resultado. 



'.24. 

4. CONVERGENCIA DEBJL DE VARIABLES ALEATORIAS. 

Aplicando la sección anterior podemos ahora entrar en lo r¡ue se llama : r.onvn­
gencia en distribución de vnrinbles aleatorias. 

Sean (íl,,B,P) y (0 11 ,,Bn,Pn) esp•tcios de probabilidad y X,Xn variables 
aleatorias definidas en (!l,¡J), (!1 11 ,/)11 ,Pn) respectivamente y con valores en (S, S) 
con S espacio métrico. 

La distribución de In variable aleatoria X es una medicla de probabilidad Px 
en (S, S) definida por . . 

Px(A) = P(X E (A)) A~ S. 

1J3r Definición ,¡ .1 

Se dice que {Xn} converge en distribución a X (y lo denota~os por Xn I1.. X), 
si las correspondictes funciones de distribución convergen debilmentc a la distribución 
de X. Es decir: 

Xn !4 X <=> Px
11 

=> Px , 

13r Definición 4.e 
Se dice que Xn converge en probabilidad a una constante a, a E S (y lo deno­

tamos por Xn E. a), si VE> O 

P,.{w E 0 11 \ d(Xn(w),a) 2: E}_, O sin-• oo 

[l3l" Definición 4.s 
Si X 11 : !l -• S son variables aleatorias y S es un espacio métrico separable y 

si para cada E > O 

P,.{w E íl \ d(Xn(w),X(w)) 2: e}-• O sin-> oo 

Entonces decimos que X 11 converge en probabilidad a X y lo denotaremos por X,. I?... X. 
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!@" Definición .¡ . ..{ 
Decimos además <¡uc .4 C: S es 1111 conjunto de X-continnida<l ó que es Px­

continuo si 
l'x(iJA) = P{X C: éJA} oc O. 

<ti> Observación ..{.5 

Supángasc que para cada n,X,., Yn: (On,.Bn) -> (S, S) (es decir son me<libles), 
entonces tiene seti<lo hablar de Zn :=. d(Xn, Yn): fln -• ti?, en virtud de que S ~> 
separable Zn es medible.• Por tanto se puede hablar de In convergencia en probabilidaJ 
de Z,. n la constante O E líl. 

\ Teorema ..{.6 

~ Si S es sepnrahlc y X,, D., X y d(Xn, Y,.) !:. O entonces }'~, l2. X. 

~ Demostración 

Sea F, = {x ES¡ d(x,F) Se}, Fe es cerrado. Probaremos primero que 

{1~, E F} ~ {d(Xn, 1~,) 2: e} LJ{Xn E F,}. 

Sea w E {Yn E F}. Si Xn(w) E F¿ es clara la contención. Si Xn(w) rj; F, entonces 

l < d(Xn(w),F) $ d(Xn(w), Y,.(w)). 

Por tanto w E {d(Xn, Yn) 2: e}. De(*) se sigue que 

Py"(F) $ P,.{d(X,., Yn) 2: e}+ Pxn(F.) 

Ahora: 
fyn(F) $ limsupP{d(Xn.Yn) 2: e}+ Pxn(F,) 

Como d(Xn, Yn) f. O, entonces 

P,.{!d(Xn(w), Y,,(w)) - Oj 2': €} = Pn{d(Xn(w), Y,.(w)) 2': €}->O. 

Por tanto 
limsupPyn(F)::;: limsupPxn(Fc) $ Px(Fc)· 

Tomando F cerrado, se tiene que F, ¡ F. y en tal caso Px(F,) i Px(F), haciendo 
epsilon tender a cero, se tiene que: · 

limsupPy;,(F) S Px(F) / 

y por el teorema 2.10 obtenemos que Y,. !1., X. 

*vu ap!ndkt 
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I(& Teorema.{. 7 

~ Sea (fl, /J) un r,gpario de prolmhilidad y S un espacio métrico sc¡rnrab!c. 
Sean X,XkiYn,X!,,X~, ... : (11,/3)--• (S,S) k,n e N tales c¡ue: 

(i) Vk EN X~ lZ, Xk si n --• oo, 

(ii) Xk D., X si k -• oo 

(iii) limk~oo lim sup P { d(X~, 1 ~,) ?: d = O Ve > O, 

ffi:?tonces Y,. 12, X si n --• oo. 

~ Dcmo3tración 

Sea F, = {x E S 1 d(x, F) S e}. con F cerrado. 

Se tiene análogamente {Y;, E F} ~ {d(X~, Y,,) 2: e} U{X~ E F,}. entonces 

por tanto 

por tanto 

limrnpPY. (F) S limsupP({d(Xk , 1-;.j?: e}) +·JimsupPxL(F,) 
n n n " n ~ 

tomando límites cuando k -> oo obtenemos: 

Iim limsupPy, (F) S lim limsupP({d(Xn, Yn)?: e})+ lim Pxk(Fc) 
k-+oo n n k-+oo n k~oo 

y de la hipótesis nos queda que 

haciendo E -> O y aplicando el teorema 2.10 se tiene el resultado. 

\ Teorema .j.8 

~ Si Xn ~ X entonces 

P({Xn E A}!::,{X E A})_, O VA Px - continuo 

donde Bt::,C = (B- G) U(C-B) = (BUC) - (BílC). 



<i?> Dcmo.•tración 
J'. \ Pro larernos prirnnro que 

{X,, E A,X rj; A}<; {d(X,,,X) ~ l}íl{d(X,A) < c,X '/e A}. 

Sen wE{XnEA,XrtA} 

1) Si w E {d(X,,, X) ;:: e} es clara lu contención. 

2) Si w r/. {d(X,,, X) :::; e} entonces 

Xn(w) E A., X(w) q A y d(X,,(w),X(w)) <E 

esto implica que: 
d(X(w),:1) S: d(X,,(w),X(w)) <e 

por tanto w E {d(A,X) < f,X 1 A.}. 
Análogamente se tiene el rcsultndo para S - .1. Por tanto : 

P{X,. E A,X <f A} :S P{d(Xn,X);:: E}+ P{d(X,A} < E,X rf- A} 

y 
P{Xn rf. A,X E A} :S P{d(X,., X) ~E}+ P{d(X, S - A) < E,X ¿: A} . 

Como X,.~ X se iicne que P{d(Xn,X);::: e}....., O si n -•oc entonces 

limsupP({Xn E A}6{X E A}) 
$ limsup P({Xn E A} - {X E A})+ limsup P({X E A} - {Xn E A}) 

$ P{d(X,A) < E,X rf; A}+ P{d(X, S - A)< E,X E A} 

Es claro que: {d(X, A) < f} l A si e~ O. Entonces 

{ d(X, A) < E, X <f A} l A - A si f....., O 

y análogamente 

{d(X,S- A)< E,X E A} l (S-A) - (S - .11) si e-• O 

Como (S-A)-(S-A)=Aíl(S-A)=A-Aº entonces 

P{d(X, A)< c,X rf. A}+ P{d(X, S - A) < f,X E A}-• P(.4 -_A)+ P(A - .tiº) 

= P((A - A) LJ(A - Aº}) 

= P(oA) ==O 

por tanto 

O$ liminf P({X,. E A}6{X E A}) S: limsupP({Xn E A}+ {X E A})= O 



es decir P({Xri C: A}h{X E A})-• O. 

N ótcse que en gener:i l 

B <;;. (B - G) LJ(C - B) LJ C -e (B60) LJ O 

y 

e<;;; (Bt.-.C)LJ n 
entonces 

P(B) - P(C) :S P(B6G) y P(C) - P(D) :S P(B6G)_ 

por tnnto \P(B) - P(C)\ :S P(BL::.C) 

cDi Corolario ~. g 

Si Xn l4 X entonce' Xn l~ X. 

~ Demoatración 

Como: 
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\Px"(A) - I'x(A)I = IP{Xn E A}- P{X E A}\ :S P ({X11 E A}.6{X E A}) 

ydadoque P({XnEA}6{XEA})-•O seticnequcPxn(A)->Px(A) VAPx­
continuo y por el teorema 2.10 tenemos el resultado. 

' Teorema ~.10 
~ Si X11

1 l4 X 1 y X 11
11 e_. a11 entonces (X,/,Xn11 ) Il, (X,/,a11 ) 

donde Xn': On' -• S', X 11
11

: 0 11
11 ~ 8 11

• S = S' x 8 11 

~ Demoatración 

Por el teorema 3.1 (Xn1,X11
11

) l4 (X1,X11
) si y solo si 

p { (xn'.x,.11
) E A' X A"}--> p { (x',x") E A' X A"} 

VA' Px• - continuo y VA" Px11 - continuo. 

/ Por tanto basta probar que si .111 es Px11 - continuo y A11 es Px11 - continuo. 
entonces: 

p {x .. ' E A',X,.11 E A."}--> p {x' E A',x" E A"} 
para X 11 = a11 

Sean pues A11
, Px11 - continuo. y A11 Px11 - continuo. 

La distribución de X" es 

p ,,, (B) = {O si a
11 

ef:- B; 
)l. 1 si a11 E B. 
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1) Supongnmos que a 11 E A11
, como X,/1 !:, a-" <·1ttonc~s X,/' !2, a 11 en ¡iarticulnr 

Px,,11(S11 
-- A11

) _, Px11(S 11 
-- A")= o 

Dado que 

P {Xn' E A'} - P {X,, 11 t/: A"} :S P {X,/ E A',Xn" E A"} 
:S Px~(A1) 
--+ Px1(A1

) 

entonces 

2) Supongamos que a11 ~ A11 entonces 

O$ P ({Xn1 E A1,Xn11 E A"})::; Px,,11(S 11 --A11
) -• Px11(S 11 

- A")= O 

Por tanto (Xn1,Xn11
) 12, (Xn 1,a11

). 
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5. CONVERGENCIA DEBIL Y MAPEOS. 

Sin duda alguna resultados muy hermosos son los expuestos en este capítulo. 
pues basta: 

1) la convergencia débil en un espacio, 

2) una función de este a otro espacio, 

3) una hipótesis, 

y se tiene, oh maravilla, la convergencia débil en este otro espacio. 

Sea h una función, h: S ~ S 1 y sea Dh = { x E S 1 h es discor'.tinna } . Sean Pn, P 
medidas de probabildacl sobre S 1, n EN, es sabido que Pnh- 1 , p¡,-I son medidas 
de probabilidad sobre S1 

, con (P,.h- 1)(A) = P,.(h- 1(A)) A E S. 

\ Teorema 5.1 

'\) Si Pn ==:> P y P(D¡,) =O entonces Pnh- 1 ==:> Ph- 1 

~ Demostración 

Mostraremos primero que Dh ES. Sea d' la métrica en S' y sea 

Aó,< = {x ES 1 3 y,z E S,d(x,y) < ó,d(x,z) < ó,d1(h(y),h(z)) ~e} 

entonces Aó,c es abierto, pues dada x E Aó,< y tomando 

r = min{ó - d(x,y),ó - d(x,z)} 

y si w E B,(x) se tiene que 3y, z E S tales que : 

d(w,y) $ d(w,x) + d(x, y) < ó - d(x, y)+ d(x, y) == ó 

y 
d(w,z) $ d(w,x) + d(x,z) < ó - d(x,y) + d(x,y) == ó 

y d1(h(y),h(z)) ;::: € por tanto B,(x) ~ Aó,c 

Probaremos ahora que Dh == Uoo ílá>o Aó,c e, ó E Q y con esto se tendra 
que Dh E S pues es unión numerable de elementos ele S. 

~) x E Dh como h es discontinua en x, 3 € >O, Vó > O 3 y, z E B5(x) con 
d1(h(y),h(z));::: €, como 3 f• E IQ, €• $ € entonces x E Aó,c' Vó >O por 
tanto 

xELJílAó,c €,óEIQ. 
<>Oó>O 
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:2 ) x E Uc>O ílS>o Ali,c. (, ó E Q. Sea 6* > O, como 01 6 C Q+, ó :::; ó', y como 
3 e> O tal que 

3 y,z E D¡;(x) t;;: B6.(x) con d1(h(y),h(z)) :~ ( 

entonces h es discont.i1rna en x y por tanto x E D¡,. 

~ Nótese que no se pi<lió lii. me<libili<lad de h, Psl.o es importante pues dadu 
cualquier función, su conjunto de •liscontinuda<le•; es mc<lihle. 

Sea F cerrado en S, ya que P,. -'' I' entonces 

limsupPa(h- 1(F))::; limsupP,,(Ji-·i(F)) :S P(h-l(F)} 

En virtud de que P(D¡.) = O bastaría ver que B(.F) <;;: Dh U 1i- 1(F) para que 
(aplicando el teorema de Pormanteu) se tenga el rc,;ultado. 

Sea w E h-l(F), si w E 1i- 1(F) se tiene la contcncion, si w 11i-1(F) 
entonces h( w) f¡~ F y por ser F cerrado tenemos que 'Jl > O tul que d1 

( h( w), F) 2: t. 

por tanto Vó >O 3 y E Bs(v;) tal que y E 1i-1(F) (pues w E Ji-l(F)) y tal q::c 
h(y) 1 B,(h(w)) entonces w E Dh· 

cb) Corolario 5.2 

Si X,, l2. X y P({X E Dh}) 
h: (S, S)-+ (81

, S'). 
O entonces h(X,,) l2. h(X) donde 

~ Demostración · 

Sean Pxn las distribuciones de X,, y Px la de X, sabemos que 

Pxn => Px, Px(Dh) = P{X E Dh} =O 

Por el teorema 5.1 Pxnh-1 => Pxh- 1 y como las distribuciones de h(X,.) son Pxnh-1 y 
la de h(X) es Pxh-1 se tiene el resultado. 

cbJ Corolario 5.9 

Si X,.~ X= a y hes continua entonces h(Xn) E., 1.(11). 

~ Demo3tración 

Como Xn ~ a entonces Xn 14 a y como D h = 0 entonces por el corolario 
5.1 h(Xn) 12, h(a), y por tanto h(Xn) ~ h(a). 

\\ Teorema 5.~ 

~ En el caso 81 = R, S' == B(~). 
(i) Si Pn => P entonces P,.h- 1 => Ph-1 Vh:S -• rn¡ medible con P(Dh) =O 

(ii) Si P,.h- 1 ==> Ph- 1 Vh real,continua y acotada, entonces Pn =:.P. 
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(iii) Si !'., oc:- I' y h <~s real, rrtr'dible y acotada con P(D¡,) 
Is h dI',. --· Is /, dP. 

O entonces 

~ Demostración 

(i) Es inmediata aplicando el teorenrn 5.1 

(ii) Sabernos c1ue I'rih·- 1 => I'h- 1 significa, por definición 

(iii) 

Por el teorema ele cambio de variable tenemos que 

J~ f 0 h dl'ri -> J~ J o h dl'. 

Ya que h es acotada (lh\ ::; .lvf) consideremos: 

J(x)= {~J 
-M 

entonces JE G(~), y por tanto 

X > J'v[¡ 

\x\::; 1\1; 
x<-M. 

J~ h dPn _, j'J.f. h dP 

como h fue arbitraria en G(S) se cumple que Pn ~>P. 

Sea h real medible y acotada con P(D¡,) =O como Pn => P por (i) 
P 1i-1 y por definición .. 

j fo h dPn _, j fo h dP f E G(~), 

en particular es válido para f como en (ii) y entonces se tiene que 

fs h dl'n _, fs h dl'. 

\ 

Teorema 5.5 

Si Xn 12. X entonces E\X\::: liminf E\X,.\ 

~ Demostración 

Sea 

h(x) = {~I \x\ :::: o:¡ 
\x\ >o:. 

Si Px(Dh.) = P{\X\ = o:} = O por el teorema 5.2 (iii) dado que Px
11 

=> Px( P;.:
11 

distribución de Xn y Px distribución de X) se tiene que 

f h dPx -• f h dPx Js n is n 
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por tanto 

fs IXI dPn = Js !Xnl dP --• Js !Xi dP 

y entonces 

f IXI dP = lim f IXnl di'< liminf EIXnl, f {JXJ~a} n---<oo f {IXnJ~a) -

ya que 

L = {a 1 P{IXI =a}> o} 

es a lo mas numerable, entonces haciendo a-+ oo, a rf: L se tiene 

fs ¡x¡ dP = EIXI ::.; lim inf E!X,, 1. 

~ Teorema 5.6 

, Supóngase que Xn l2. X. Si {Xn} es uniformemente integrable, es decir : 

lim sup { IXn) dP =O 
a-oo n J¡¡XnJ?.:a} 

entonces E(Xn) -• E(X). Si X,Xn 2:: O son integrables y E(Xn)-+ E(X) entonces 
{Xn} es uniformemente integrable. 

~ Demostración 

Como {Xn} es uniformemente integrable entonces 

sup E(Xn) < oo 

y 

EIXI :5 lim inf EIX,.I :5 sup E(Xn) < oo, 

por tanto IX! es integrable. 

Ya que Xn 14 X para 

ha(x) = { olxl lxl :5 a¡ 
lxl >a. 

y si P( {!XI = a}) =O por el teorema 5.2 (iii) f s ha dPn -> f s ha dP Por un teorema 
de cambio de variable 

(1) Is ha o X,. dP -+ Is ho: o X dP 

Dado que: 

(2) E(Xn) - E(hoc(Xn)) = {{ JXnl dP 
hJXnl?.:a} 
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y 

(3) E(X) - E(hc.(X)) oc· { iXI dP 
}¡¡X!?n} 

tenemos: 

limsup jE(Xn) - E(X)I 

= limsup 1 r . Xn dP - r X dl'I + limsn¡i IE(ha(Xn)) - E(ha(X))I J {!Xn J?.a} j {JXl?.c.} 

= limsup j h1x .. 12<>} Xn dP - JrlXl?.a} X dPI 

< limsup r IXnl dP + limsurj' ¡x¡ dP 
- J{¡X,.\?.a} {IXl2<>} 

< sup { IXnl dP + { IX1 dP, 
- " J{!Xnl?.<>} J{¡Xj2:rl} 

haciendo et-• oo se tiene que limn~oo IE(X,,) - E(X)j 00 O. 

Ahora supongamos que Xn,X?.: O y que E(X,.) -• E(X). 

De (1),(2) y (3) se tiene qnt> : 

{ Xn dP ~ { X dP 
i{Xn?.<>} · J(,\."?.o) 

y como IXJ = X es integrable entonces 

f X dP < ( 
J{X?.a} 

si a es suficientemente grande y por tanto 

f Xn dP <e 
J¡x,.?.a} 

si n es suficientemente grande y ya que cada Xn es integrable entonces {Xn} es 
uniformemente integrable. 

\ Teorema .'J. 7 

~ Sean hn, h: (S, S) _, (S1
, S1

) y sea 

E== {:z; ES 1 hn(zn)-> h(x) es falso para alguna subsucesion en S con x,.-+ x} 

Si Pn ==> P y si P(E) =O entonces P,.h;-; 1 =:.- Ph- 1• 

~ Demostración 

E E St. Sea G abierto, probaremos que liminf P11h~ 1 (G) 2:: p1i-1(G). 



35. 

Antes que nada nbscrYemos que si Tk ~- íln?k h;¡ 1(G) entonces 

En efecto, tomemos X e 1i- 1(G) 

Si x E E es inmediata la contención. 

Si x 1 E y si x no está en el segundo uniendo de el J¡1do derecho de ('), 
entonces Vk > O ::J i 2: k tal que 

En particular para k = n ::J i,. 2: k tal que para o=~ 1/n > O ::J Yin con d(x, y¡..) < o 
Y hin (Yin) f/: G. Sea 

m = Íni 

n1 f- i 11 • 

entonces Xm -> x dado que x r/: E por tanto h,.(x,.) -t h(x) en particular 
hi .. (Y;n)-> h(x) como G es ahiP.rto =J No r- F>I t~l fltl" n?: Ne ~0> h¡n(!l¡n) E 
G lo cual es un absurdo. 

Dado que Tk ~ Tk+l se tiene que 

P ( LJ Tk) = Jl.UJo P( ( Ü Tk) = ,.ll_.m00 P(T~) 
k=l k=l -

y entonces para r > O 3 N E N tal que 

sin 2: N 

y ya que Pn =:> P se tiene que 

P(T~) :S liminf P,.(T,~) :S liminf P,,(h;;- 1(G)), 

así que 

P(h-1(G)) :S P(E) + P (Q
1 
Tk) 

=.P (u Tk) 
k=l 

< P(T~) +r 
:S liminf P,.(T~) + r 

:S liminf P,.(h;;- 1(G)) + r 

Como r fue arbitraria se tiene lo que se quería. 
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6. TEOREMA DE PROHOROV. 

Consideremos el espacio de las funciones continuas sobre ¡o, 1 j dérnoslc ¡,¡ 

métrica del supremo a tales funciones, y llamémoslc C([ü,lj) a dicho espacio. A b 
a-álgebra determinacla por los abiertos inducidos por la métrica, llamémosla : e se 
sabe que tal espacio con esta métrica es completo. 

Analizaremos ahora un teorema importante para la convergcncin débil. Tal 
teorema da condiciones bajo las cuales basta la convergencia de las sucesiones finito 
dimensionales, para que la sucesión converja debilmcntc. Antes definiremos algunos 
conceptos que nos servirán de ayuda. 

!Gr Definición 6.1 

Sea IT una fnmilia de medidas de probabilidad sobre un espacio (S, S). Decimos 
que la familia II es relativamente campacta (compacta por sucesiones) si para cualquier 
sucesión existe una subsucesión y existe una medida de probnbilidad Q tal que la 
subsucesión converge debilmente a Q. 

Cabe nota: que la medida Q de la definición no necesariamente pertenece a la 
familia rr. 

<a> Observación 6.1! 

Sea Pn una suces10n de medidas de probabilidad sobre (C, C) tales que 
sus distribuciones finito dimensionales convergen debilmente a !ns distribuciones finito­
dimensionales de P. Supóngase además que {Pn} es relativamente compacto. Entonces 
Pn =>P. 

~ Demostración 

Sabemos que cada subsucesión {Pn'} de {Pn} contiene nna subsucesión {P,,11} 
que converge debilrnente a un límite Q. En particular P11n11'1~: .. 1n * Qrrt;! .. 1n 

1 
y ciado 

p -1 p -1 t' p -1 - Q -1 que n"11't¡"•tn=> 11't¡"·tn,se wnequc 11'¡1 .. ·tn- 11't¡"·tn· 

Dado que las distribuciones finito dimensionales determinan de manera única a 
la medida, se tiene que tal medida es única. Por tanto cada suce~i{m {Pn•} de {Pn} 
contiene una subsucesión { P

11
,,} que converge debilmente a P¡ por el teorema 2.14 

P,, '*P. . 
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i\ Teorema (i .. 9 

~ Supongau1os que P" PS rdativa1nPnt< 1 co1n1.1il<~Ü;, s11pnngn1110." tan1hié>n que. Sll!-­

distribuciones finito dirnc11sion;tl"' convergen dcbilrn<'nte u al¡;1ma tlleclida el" prolmhili­
dad /l¡ 1 ... 1,. sobre (~1k, B(&?k)). Entonces P,, ~,. l' para algún P. 

(;i!> Dcmo3trar:ión 

X Se11. {Pn1} unasuhsuccsón 1lc {Prz}, cntonr<'s {Pn1} contiene unn :<uLsuusión 
{P,,11} que com·<'rge dehilrnenlc a un límite Q. En particular las distribucimies fini1,, 
dimension!lles de Q son las 111 1 ... 1,.. 

Sea {Pmk} una subsuccsión ele {J'"}, cntoncics 3{!',,,~} sub.sucesión •'· 

{Pmk} tal que 

Entonces P m~ * Q. Lo cual prucha el teorema. 

\ Teorema 6.4 
'\) Sea I1 una familia ele mcdiclns de probabilicladcs sobre (1!;i,13(!R)). 

rr es relativamente compacto <=> 

\if>O 3a,bEll;l, P(a,b)>l-l VP E TI. 

~ Demo.'ltración 

-<=) Sea {Pn} una sucesión de IT para cada n E N y Fn ltt función de 
distribución de Pn (F,.(x) = P,,{y :<:: x} = Pn[-(X),x)). 

El teorema de Helly t asegura que existe una subsncesión {F111} de {F,,} )' 
3 F tal que si Gp = {xj Fes continua en x} entonces 

{además, F se puede elegir continua por la derecha). 

Sea µ una medida asocin<la a F en (l!;i, B(l!;i)) 

µ(a,b] = F(b) - F(a). 

Siµ(~) := 1 entonces Jl es una medida de probabilidad sobre ~ y (**) implica 
que Pn' * µ y entonces IT es tensa. Así que basta probar que ¡1(~) = 1. 

Por hipótesis Ve> O¡ 3 a,b E líl, P(a,bj > 1- e VP E TI, ya que eligiendo 
F crecient7' CF es a lo mas numerable, y por tanto podemos tomar para cada 
e > O, a1 < a, b < bt con a, b puntos de continuidad de F titl c¡ue se satisface 
{**). Tomemos e:== ,k por tanto 3 am, bm E líl tales que 

además podemos elegir am+l :<:: am < bm :5 lim+l Ym. 

tVer Notu dcJ curto M.E.Cab"Uero y ll.Fernander., Sem.Prob, 
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Entonces 

Por tanto ¡t(j¡g) ?. JL( a1, b'J 2: 1 - A es decir : 

1 
µ(IIT) ~ 1- - Vm 

m 

por tanto µ(12) 2': l. Dado que p.(12) > 1, es imposible tenemos que ¡1(~) =l. 

=J>) Supongamos que es falsa la conclusión. Entonces 

3 E > O Va, b E 1!11 3 P E ITI'( a, b) ~ 1 - c. 

Para 
a=-n,b=n 3P11 EIT,P11 (a,b]:Sl-c 

Dado que I1 es relativamente compacto 3 {Pn1} subsuccsión de {P,.} tal 
que {Pn1} -> Q para alguna Q medida de probabilidad sobre ~. Si x E 12 
entonces 

Q(-x,x):::; Jirninf P111(-x,x) 

esto, debido al teorema de Pormanteau y que (-x, x) es abierto. 

Dado que 
lim/nf Pn1(-x,x):::; lim¡nr Pn1(-n1,n1

) ::O 1- e 
n n 

Entonces Q(-x, x) ::O 1 - c. Por tanto 

1 = Q(!;!) = .,1il1Jo Q(-x, x) ::O 1 - E. 

Lo cual es un absurdo. Y se tiene el teorema. 

Ejemplo. 

Sea 
Pn = {1 si~ E A 

O s1 no. 
La distribución de Pn es la siguiente : 

Fn(x)={~ sin:::; x 
si n > x 

Dada cualquier subsucesión Fn' de Fn y dado x se tiene 

por tanto la medida asociada a F es µ := O. Además 

µ(12) = nll!n
00

(F(x) - F(-x)) =O 
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Por tanto Pn no satisface el teorema G.4 y esto se debe a que lu familia no 
satisface la nec1•shlad del teorema, pues ] é > O (e ,-__ ~) . tal que 'fa, b ~ 
~ 3 ['E rr (P = !',,.), P(a,li] :::; J -- (, COll m ,_ rnax{la!, llil} +l. 

11°:!;) Corolario 6.5 

IT es relativamente compacto si y solo si : 

(6.5) VE > O 3 J(, compacto, tal que P(J\) ? l - e VP E TI. 

~ Demostración 

=:-) Por el teorema (6.4) 3 a,b E~. P(a,b] 2: 1- E VI' E TI. Sea K = [a,b], 
entonces P(K) > 1 - E VP E TI con K compacto. 

-{=) Sea e> O, sabemos que 3 ]( compacto tal que 

(G.6) P(K) 2: 1 - t VP E IT. 

Dado que 3 !Yf >O tal que :xi < Af, Vx E J( tomando a. 0= -1'1, b = Af, PE TI 
se tiene que P(a,b] 2: P(Jq > 1 - e 

los resultado anteriores, inducen una definición la cual nos permite generalizar estos 
resultados. 

¡;:v Definición 6.6 

Una familia I1 de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico (S, S), 
se dice que rr es tensa si 

'VE> O 3 K,P(K) 2: 1 - E VP E Il. 

con J( compacto. Así el corolario anterior, podemos reformulnrlo de la siguiente forma 

~ Corolario 6. 7 

I1 es relativamente compacto si y solo si es tensa. 

Este resultado admite una generalización a espacios métricos, arbitrarios : 

\ Teorema 6.8 PROHOROV 

~ Sea I1 una familia de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico (S, S). 

(a) Si I1 es tensa entonces IT es relativamente compacto. 

(b) Si S es un espacio métrico completo y separable y si I1 es relativamente 
compacto, entonces rr es tensa. 
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CASO l (S = ;;k). Con.sidt'rcrnos aquí solnmcntc k '~' 2. pnra. k nrbitrnria In 
dc~mostracic'11 r;er{i. análogn.. 

Sea {Pn} 1111:i. ~uccsión de elementos de TI. Por el teo:<•.mn de Hr·lly :J F,.1, 3 F 
tal que 

F111(x) -• F(x) 

Sea µ!J. medida snciada a F (µ; 8(Fl2) -• [O, 1 ]); ;-.;'.:~mmentc es claro que si 
¡1(':!2) =o l cntonc<'s ? 11, =;. ¡1. Basta probar entonces c;,ue ¡i(iíl2) == l. 

Sea e > O. Uomo I1 e~ tensa 3 K C::: r-~ 2 , J( compacrn tal que 

P.,1(K) > J -· t \in1
• 

S'2a (o:[,}·--.{(.::-,:¡)'--= ~~~ 2 ¡ a 1 < x ::; a'2,bl <y 'S b:d '.l:1a caja que contenga u 
K, co;1 a=(o.1,b1),b=,(n~,b2). 

J\.. lo inu·~ hay 1lna cantidí!d nurncrablc <le rectas C!l el p1nno que tengan ¡1-
mcdida pocitiva. Por tumo podemos consid!3rar que le~ la1los de la caja tienen 
11-mcdidn cew. Asíquc cach vértice de Ja caja es un ;:iu:ito de continuidad <le 
F. En~ .. onc":-~ 

P,.1(a, bj = P,.,(( a2, b2)) - F.,1((a2, bt)) - }\.,1((a1, b2)) + F"1((a¡, b¡ )) 

-• F((a~,b2)) -· T((a~,br)) ·- F((a¡,b2)) + F((a¡,b¡)) 
= ¡t(a,b) 
>l-f 

¡--------·-- ---, 

l ____________ fig1::':_ita_~.::.':__ __ .-·--·----· ____ J 
Por tanto µ(a, b!) 2: 1-e y entonces ¡1(22) .?. 1-(, lo cual prueba el resultado. 

CASO 2 (S == 6' 00 ). Para este c1150 emplearemos un lema con el cuul lo. demostraci6n 
rs mas flcncillo.. -· · -
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~Lema (t) 

Si TI es una familia tensa sobre (S, S) y si h '"una función contínna ele e; 
en S' entonces: {I'h- 1 ! I' ':' IT} es una familia t.ensa sobre (51, S'). 

~) Demostración (lema (*)) · 

s'ca e > O, elijamos un compacto ]{ en S tal r¡ne P(H) > 1 - r '.' P é: TI. 

Si 1(1 = h(I() entonces J( es compacto, ya que las funciones rontinnas 
mandan compactos en compactos. A<lcmíis 1i- 1 ( ll1

) ~) Jl por tanto 

Sea pues rr una familia de probabilidades tensa en 1'2 00
, por el lcrn« (*) la 

familia {Prr¡1} para cada k es tensa sobre (ílk, B(l\Sk)). 

Por el caso anterior dada una sucesión {P,,} de TI podemos elegir para k = 1 
una subsucesión {Pni} de {P11 } tal que P

11
1rr¡ 1 :=;. µpr¡; para k = 2 

podemos elegir una subsucesión {Pnd de {P,,i} tal que I'
11
2rrz1 => ¡i1rr;¡ 1 

con este procedimiento vamos hallando una snccsión de snr.esioncs qne, con el 
clásico método de tomar la diagonal, podemos elegir una sncesion {P,,1} ta! 
que 

Dado que tales medidas satisfacen las condiciones de consistencia del teorema 
de existencia de Kolrnogorov t se tiene que j Q medida ele probabilidad sobre 
(~00 , B (IR 00

)) tal que 
\fk . 

Por tanto 
Pn1ir-¡; 1 => Qrr¡1 Vk. 

En ~00 esto implica que Pri' => Q. Y por tanlo líl°" es relativamente compacto. 

Antes de proseguir con los dos casos restantes veamos algunas observaciones y algunos 
lemas. 

Sea So s;; S tal que So E S consideremos ahorn la sigma-álgebra So restringida 
a So. Notemos que 

So= {A~ Sol A E S}. tt 
Asíque So s;; S. Consideremos ahora una medida I' de probabilidad sobre (S, S), 
definamos la restricción pr ele P a (So, So) como: 

P'(A) = P(A), con A E So 

tver Nota.a de M. E. CabalJero y B. Feroandu 

tt ver apfodlce 
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Amílogamente podemos considerar nua medida de probabilidad sobre (So, So) y pode­
mos definir In extensión pe de P n S como: 

P'(J) '~ !'(:1 n So), con A C· S 

Notemos que, de In. últinm definición que pe (So) "'· l. 

llna observación imporlantu es que si I' es una mc<lida de probabilidad sobre 
(S, S) con P(So) = 1 entonces I''(A) '°' P(A), por tanto pr es nna medida th 
probabilidad sobre (So, So) y entonces podemos <lcfiuir (P')e sobre (S. S). Se tiene 
pues que: 

{P')'(A) = pr(A n So)= P(A n So)= P(,1) 

es decir {Pr)e = P . 

Análogamente (P')' = P siempre que P sea una medida de prob<1bilidad sobre 
(So, So). 

~Lema(*-*) 

Si TI es una familia de medidas de probabilidad tensa sobre (So, So) entonce~ 
ITº ={Pe 1 PE TI} es una familia tensa sobre (S, S). Además si Pn =:.- I' en (So, So) 
entonces P:', =:.-pe en (S, S). 

~Demostración {lema ("''.)) 

Sea 
h: So_, S, h(s) = s, Vs E So. 

Para h es continua, con Dh = {discontinuidades de h} se tine P(Dh) =O y 
nótese también qne si A f;; S entonces h-1{A) =Son A. Por el lema(*) 

{Ph- 1 \PE IT} 

es una familia tensa sobre (S, S) pero Ph- 1(A) = P(So r, A.)= Pº(A) por tanto 
·' ! ne= {Pº \ PE TI} = {Ph- 1

1 PE IT} 

es tensa. Si Pn => P, por el teorema 5.1, Pnli- 1 => Ph- 1 , es decir pe=> pe y se 
tiene el resultado. 

~Lema(***) 

Si P,. => P en (S, S) y si P11 (So) = 1 = P(So) Vn entonces P~ => pr en 
(So, So) , 
<§:>Demostración (lema (º")) 

Sea Go abierto en So entonces Go = Son G pttra algún G itbierto en S 
dado que Pn => P, por el teorema de Porrnantcau se tiene que 

liminf Pn(G) ~ P(G) 
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es decir 
Jiminf P,:(Go) 2 P"(Gu). 

Nótese que 

y que 
P'(G0 ) = P(G0 ) = P(G n S0 ) = P(G). 

CASO 3 ( a-compacto) 

Sea S a-compacto, entonces S es separo ble 7 ,por tanto ; 

3 <P : s -· !E00 

tal que <P es un inyectiva y bicontinua. Ahora <;';( S) E B (~ 00 )) por lo tanto S 
es homeomorfo tt a </i(S). 
Esto debido a que 

oc 

S = LJ K¡ 
i=l 

con K; compacto, por tanto <;';(K;) es compacto, y entonces 

00 

<fi(S) = LJ ,P(K;) 
i=l 

por lo tanto 4>( S) es a-compacto. 

Sea 
00 00 

s• = </>(S) = </i( LJ K;) = LJ l{; 
i=l Í=l 

con k.; = ef>(K;). 
s• es a-compacto, y s• s ¡¡:¡oo, además s• E: B ([100

) 

Sea 11 una familia de medidas de probabilidad sobre S tensa¡ 

Por el lema(**), {P</>-11PE11} = 11* es tensa sobre S*; 

Por el lema (***), 11"' = {(Pr1 )'! PE 11} es tensa sobre (~00 , B (llP')). 
Por el caso anterior 11*º es relativamente compacto. 

Sea {Pn</>-1} una sucesión en 11* entonces la sucesión correspondiente 
{(Pn<P-1) 0

} contiene una subsucesión {(Pn•<P- 1) 0
} que converge debilmente 

en (lí:l00 ,8([! 00
)) aalgún Q. 

Como 11*estensasobre (S*,S*), pnra t>O 3I{sS· talque 

t ver Int. a la Top. A. G, Mayne& 



por tanto 

Por lo tanto 

Q(S') ;~ Q(l() ::~ lims11p(J'11,r1¡<(Ií)? 1 -- e 

por lo tanto, Q(S•) ""1 y P,.,r¡,-- 1(S')'""' l. Por el lema("'), se tiene que 

((I'n14'·-l)')' ~> Qr_., 
' 

en (~00 , 8 (¡¡f 00
)), es decir 

pn,9-l =;.. Qr 

en (1!!1 00
, B (!IS°")) por tanto n• rs rclatirnmente compacto. 

Dada {Pn} sucesión en lJ, consideramos cp- 1 : S' -• S, por el lema ('*), 
{P,.<,fi-1} contiene una su bsuccsión que com·ergc debilmente a Q, por tanto 
Pn•<f>-l => Q, como ef, es continua, entonces 

es decir 

CASO (4) (Caso general). 

Sea S un espacio métrico.- I1 una frunilia tensa sobre (S, S). 

Para E¡= 1/i >O, 3 K; compacto con P(K;) > 1- 1/i VP E TI. Sea 

00 

So= LJ K¡ 
i=l 

entonces P(So) = 1, VP E l1 por tanto nr = {J"i P E Il} es una familia 
tensa sobre (So, So), pues para E> O 3 K¡ compacto en So (J[¡ ::;; So) tal 
que 

P(J(¡) > 1 - 1/i > 1 - e V PE IT 

pero P(K¡) = P'(Il;~· por tanto nr es relativamente compacto. Sea {P,.} 
un subsucesión en IT, entonces {P~} tiene una subsucesión convergente {P~,} 
a Q, por el lema (***) 

(P~1)' :;. Q' 

es decir Pn' =;.. Q por tanto IT es relativamente compacto, lo cual prueba el 
teorema. l 

Ahora podemos analizar el recíproco, para lo cual empicaremos un lema que facilitará 
los cálculos. 
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Z';>. Lema (!!) 
Si VF. > O, Vó > O, =J A¡, A2, ... , An f, -esferas tules q1lt' 

(

k(i) 

l' .LJ A¡) > 1 - e 
•=l 

VP E TI 

entonces TI es Lcnsa. 

(~Demostración (lema (//)) 

- Sea e> O consideremos para cada ók = l/k >O .·11,A2, .. .,Ankl/k -esferas 

con P((U~,! 1 A¡)> 1-·· l/k. 

De la demostración dd teorema 1.19 se ticncc que si J( t•s la cerradura de el 
conjunto totalmente acotarlo ílk?l Ui:'.'nk A¡, entonces P(Jí) > l - F., y ya qU<~ S es 
completo, l( es comparto. Por tanto II es tcns". 

Usando este hecho probaremos (b) por cuntrndieción. 

~\Demostración (<le (b)). . 
Supongamos que TI no es tensa, y TI es relativamente compacto. Por el lema 

(#) 3 (>O, 3 ó >O, tales que YAi,Az, ... ,A,.kf, -esferas, se> tiene que 

( 
"< ) P .LJ A¡ :S 1 - ' 

•=l 

para algún P E n. 
Dado que S es sepa.rabie, por el mismo argumento del teorema (1.10) 

ca 

S = LJ A¡ 
i=l 

con A¡ ó -esferas. Sea B,, :-e U~1 A;, ya que 3 Pn E TI con Pn(B,,) :S 1 - l y IT es 
relativamente compacto, 3 { P111} subsucesión de { Pn} tal que 

para algún Q, nhora Bn es abierto para toda n, por lo tanto 

P(Bm) :S liminf Pn1(Bm) :'O: liminf Pn1(Bn1) :::'. 1- e 

Pues Bm s;; Bn' para n1 suficientemente grnnde. Así que P(Bm) :S 1 - E, es decir 

1 = P(S) = ,Jirp°" P(Bn.) ::; 1 - e 

Lo cual es un absurdo, entonces TI es tensa. 
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(ii) Ve > O, Vr¡ > O, 3 é > O con O < é < 1, y 1 .1\'o E f'>l t ni que: 

P,,{x E Cj w,,(tS) ~'.e} ~; r¡, (I I) 

Observemos que el hecho de que {Pn} satisfaga (I), significa <ple <ln•.io cualquier 
mímero positivo, podemos elegir a suficientemente grande, tal que cnsi todas las 
funciones continuas, valuadas en cero, quedan por debajo de e, en el "'ntido de que 
al coajunto de lr~s otras funciones (las que quedan por c11cim<• <le a.), cu,dqni•~;- P., !• 
asocia medida menor que el número positivo d1tdo. 

Y el hecho de que {l'rt} satisfaga (II), signifirn que dado cualquier núrnr;. 
positivo E se puede elegir i5 suficientemente pequeño, tal que el conjunto de funcio111•.­
con 6-módulo de cont.inuiJad mayor que e, tienen probabilida<i P,. muy pequefüt, " 
partir de cierto rangn. De ahí que la demostración de este teor<'!lta tcn¡::a que ver con 
el teorema de Arzela-Ascoli. 

~ Dcmootración 

-~ =>) Supongamos que {Pn} es tensa. Dados có >O elegimos un compacto J{ 

tal que Pn(K) > 1 - 1¡ Vn. Por el teorema de Arzcla-Azcoli 1 sabí':nos que 

J( s;: {x E Cf fx(O)! ::'..'.a} 

para algún a suficientemente grande y además 

J( ~ {x E CI w:r(.5) <e} 

para ó suficientemente pequeño. Por tanto : 

Pn (C - {x E 01 \x(O)\ :_:;a})= Pn{x E Cj ii:(O)j >a} 
:_:; P,,(C - E)< 1¡, 

y también 

P,. (C - {x E 0\ t1Ír(ó) < t:}) = P"{x E C! w:r(ó) 2 l} 
:_:; P,. ( G - [() < r¡ 

y dado que esto se satisface prm> toda ri, tenemos entonces probada la primera 
parte del teorema. 

<=) Supongamos ahora que se satisface (i), (ii). 

Sean l, r¡ > O · sabemos por (ii) que existe uua /j > O con O < ó < 1, 
y 3 No EN tal que se satisface {II). Para cada k :::; i\'o, {P} es tensa, y 
aplicando la primera p1trte de la demostración se tiene que 3 ók que satisface 
las propiedades antes mencionadas. 

Sea 8 = min{ó¡, Óz, .•. , 8No> li} dado que wx(·) es decreciente entonces : 

{x E C! wx(b) ~E} ;; {x E CI wx(ók) ~e} Vk S No 

*ver Dlcudonn~, Int. r.I AntJlal1. 
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y 

{:r. \: C\ Wx(li):::: (} S: {x E CI 11•,,(ó) ~,e} 

Entonces (JI) se so.tisfüc<' parn to1lu n. (es decir pocl<'l!H>> suponer, para fines 
de probar el teorema, r¡nc (ll) S<' satisface para t.od<L rt.) 

Sea 1¡ > () para 1 por (i) 'Jn tal que 

1/ 
!',.(D) oc {1: •::e¡ Jx(O)! >a}:':: 

2 
Vn 

Por tanto I'n(C -- n =A):;... 1 - ~- 'in. 

Elijamos ahora {¡k > O tal que si 

entonces 

1',.(Ak) 2'. 1 - 21;1-1' Vn. 

Sea K la cerradura <le! conjunto Aíl(U~ 1 Ak), entonces 

I',.(C - K) ::;'. Pn ((e -A) íl( LJ Ak) 
k=l 

S Pn ((e -A) LJ(kºl (G -Ak)) 

::;'. Pn(G - A)+ P ( LJ (C - Ak)) 
k=1 

co 

::: P.,(G-A) + L P(C - Ak) 
k=l 

r¡ 00 r¡ 
s;; + I:: zk+1 

~ k=l 
00 r¡ 

= I:: zk = r¡ 
k=l 

Por tanto P,.(I() 2 1 - r¡ · Vn. 

Basta entonces probar que }( es compacto para que {Pn} sea tensa. 

Probaremos que J( satisface las hipótesis del teorema de Arzcla-Ascoli y se 
tendrá entonces que J( es compacto. 

Sabemos que B satisface : 

lx(O)I :5 a VxEB, (7.4) 

y que si x E U~1 Ak entonces Va > O, 3 /3 > O tal .:¡uc 

/x(s) - x(t)/ :S wx(ó) <a si /s - t! < /3 . (7.5) 
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Nótese que la condici{,n 7.5 implica que JJ es equicontinuo. 

Por otra parte dada l C [O, 1 ], 1: E JJ, 3 k EN tal qne f <l. Ya que 
x E Ab entonces 3 ók > O tal que 

!x(s) -- x(.u)! :S 1v7 (Sk) :S -~ si!.< - u!< Ók 

3 N ,,_, l N5c t,Y+J)5o. \.h Sabemos que E 1~ ta que -,y· :S t < 1- 2--". 1 ora 

Por tanto 

es decir 

!x(t)i :S ~ + ~ + · · · + ~ +!1:(0)1 ---------­(N+l)-vcccs 

!x(t)l :S lx(O)i + (N t l) 

Por tanto {x(t)} está acotada, y dado que en ií! bnsta acotado para ser 
relativamente compacto, se tienen las hipótesis del teorema de Arzela-Ascoli. 

Veamos ahora una modificación de la suficiencia del teorema 7.2 

\ 

Teorema 7.,/ 

Una sucesi6n {Pn} de medidas de probabilidad sobre (O, C) es tensa si los 
siguientes 2 condiciones se satisfacen: 

(i) Vr¡ > O, 3 a E !!! tal que: 

Pn{x E O! !x(O)! >a}::.; r¡, (III) 

(ii) V€ > O, Vr¡ > O / 3 ó > O con O < ó < 1, y 3 No E N tal que: 

1 
-
8

Pn{x E O! sup !x(s) - x(t)! 2: e} :::; r¡, 
t::;1::;t+ó 

(H') 

Nótese que para cada t E [O, 1] se toma el supremo sobre los 8 pnra los cuales tiene 
sentido x(s) es decir los s que satisfagan t:::; s :S l + ó y .s E [O, 1]. 

~ Demoatración 

Basta probar que la condic!ón (ii) del teorema implica la condición (ii) del teo­
rema 7.2, dado que la condición (i) es la misma. Sea e > O, r¡ > O 

Para f >O,~-> O por (ii) 36,0 < 6 < 1, 3 .'l\'o, tal que 7.4 se satisface con 

f, i· Sea 
At = {x E CI sup lx(s) - x(t)!;:: e}. 

t::;1::;t+ó 
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S~t"J ';:_-, ;} - ;.;;(:3 
~·! ·::~i·; (h- J .~·5 

• e 
- , ... l . ~ ( • 

cerno c!l Ju. fi¡:;urit<·. uno. 

i?ucdc Sl:Ccdc:r q~¡~ t ::-; u·+. 1)15, O q_t:r: ~ S {i + ::)8 i'C:Q :lo ?'''1"":dc ;:;.~:::.: '.:-..ie 
t > (:' · · 2)5 (b:?.do que: :~ -- 01 < 5, c:i. el pri::1E:" c-'_~-0 s(• ~!rnc 

f. 2 
!x(«) - x(t)) <;; l:::(s) -- x(i.5)! + !~('.) -.:-(ió)! :S ~ -~ - ""':fd 

en el segundo caso 

ix(8) - x(t); S )x(.s) - x(ió)J 
+ ;.-::(ió) - x((i + 1)5)¡ .L J::(t) - :;:-((:" + l)c)I 

t e e 3 
<:¡-"-:¡+¡""4i= 

En amb;)s casos Jx(.s) - x(t)j < ;¡~ por tanto 

sup !:::(.~) - x(t)¡::; ;
3 

< r. 
lt-c)<ó ·•< 

es decir w.., (ó) < e, lo cual es un ab:,urdo. 

De (•)se SlgllC que P,.{x E e¡ :Vx(ó) ~e}::; Pn (u.«t A,-6) ap!icc.mlo :ihora 

la hipótcsifi Je que P,.(A;s) :S ~:} tenemos que 

lo cual es debido n qul' (ó~)([g j + 1) < ~ (ó[t] + é) < ~(1+1) = :-¡, por tunto se tiene 
lo que se quería. 
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~I Curo/ario 1.5 

Si O= to < t 1 < · · · < t,, 0~ 1 y ~i t¡ ··- t,._ 1 2: fi, 2 '.'.'. 1: :S" r ··- 1 entonces : 

,. 
P{x E C! w.r.(6) ? e} '.:':'. ¿: P{x E e¡ 

i=l 

~ Demo~traciún 

Está contenida en In demostración <le 7.4. 
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8. CONVERGENCIA DEDIL DE PRocgsos SOBRE C[O,l]. 

En este capítulo introduciremos algunos conceptos que son de gran importancia 
en la t<!oría general de procew:;, los cuales utilizaremos durante los siguientes ·l capítulo, .. 
También se establecen los tcor·~ma.s del capítulo anterior, relativos a t.rnsic\n, solo r¡ur• 
ahorn con procesos, n.dc1nás se construye un proceso n través de 11n:t su1na dt~ vílriCLh!es 
aleatorias, el cual "s muy utilizado en la teoria antes mcncionadn. 

¡::;,,· Definición 8.1 

Un proceso est.ocástko sobre e e~ 11!\a función X <le Ull c'pacio (ll, a, P) a 
el espacio C la cual es medible. 

Si consideramos X 1
: fJ x [O, lj · • ií! <lrfiniri<t como 

X 1(w,t) ~ (Xt~·)) (t) 

resulta que : 

(i) X 1 
(., t) es una función medible de n en JL 

(ii) X 1(w,·) es continua de 10,1 J en~ y se le llama la w-trn.yccioria de X. 
Y a vece~ llamaremos a el proceso X una función aleatoria, con v1tlores en C. 

~ Proposición 8.JJ 

X es un proceso estocástico si y solo si cada función X'(t, ·) es una variable 
aleatoria medible. 

<§>Demostración (proposición) 

=>) Supóngase que X es C-mcdiblc, de (!1,8) en (íl,B(~)) 

Sea t E [O, 1] fijo, y X'(t,.): fl-> ~ sea _4 z (-oo, a). D co {x E CJ:r(t) :5 a} 
entonces 

X1(t,·)-1(A) = {w E OJ X'(t,w) :S a} 

= {w E OI X 1(w) E B} 

= x'-1(.D) 

por tanto x1- 1(B) = x1- 1(1,-)(A) dado que .D es cerrado, .D E C por 
tanto x 1-J (B) E 8 y entonces 



es medible. 

<=) Notemos primero qu" si B ={y E GJ llv - xil :S.-} entonces 

En efecto 

x-1(B) = íl { w E fli X 1(r,w) E [.:i:(r) - c,x(r) + cj 
rEQ 
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s) si w E x- 1(B) entonces llX(w)- xi!:_:; e, por tanto \"t E [ 0,1) 

IX'(t,w) - x(t)¡ Se 

es decir, 
X1(t,i...•) E [x(t) - c,x(t) + cj, 

en particular esto es válido para los racionales. 

~) Sea 
w E íl {w E fl! X(r,w) E [x(r) - c,x(r) + c)} 

rEQ 

y supongnmos que l!X(w)-:r(r) ¡: > e entonces 3 t E [O, 1 L !X(t, c.•)­
x(t)I >c. 

Para e• = lX(t,w)2x(t)i-c > O 

3 Ó1 1 ju - ti < Ó¡ * ¡x(t) - x(u)i < c' por ser x(t) continua 

y 

3 &i, ju- ti< Óz => jX1(t,w) - X'(u,i...•)I < c' por ser X'(·,w) continua. 

Sea ó = min{ó¡, ó2} >O 1entonces 3 r E Q, Ir - ti< ó. Entonces 

jX1(r,w) - x(r)j = IX'(r,w) - X'(t,w) + X 1(t,w) - x(t) + x(t) - x(r)I 

2: IX'{t,w) - x(t)l- IX'(r,w) -X1(t,w)l- !x(t) - x(r)j 
2: IX'(t,w) - x(t)I - e• - c• 

= jX'(t,w) - x(t)I +e - jX'(t,w) - x(t)i =e 

Ya que c• +e•= IX'(t,w) - x(t)I + :· 
Como X 1(r,·) es medible 

{w En¡ X 1(r,w) E [x(r) - c,x(r) + cJ} E 13 

Por tanto x-1(B) E B. 
Dado que G es separable, cualquier abierto de O es unión numerable de 

esferas cerradns, y por tanto X es C-medible. 
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Cuando hablemos <le la funcic\11 aleatoria X, O-valuada, in. identificaremos cnn sn 
respectiva X', por tal mot.ivo nunquc esto sea un abuso de lc11guaje escribiremos indis­
tintamente X corno un proceso, o como mrn variable aleatoria e-valuada. 

Nótese que, dado que la función X es medible, X tiene una dist rihución P 
la cual es una medida de probabilidad sobre C. 

¡;:>r Definición 8.9 

Se dice que una sucesión de procesos estoc{L~ticos en (J e.~ tensa, si la corr<>· 
pondiente sucesión de distribuciones lo cs. 

Así que el teorema 7.3 se puede formular de la siguiente manera : 

i Teorema 8.4 

~ Una sucesión {X,.} de procesos estocásticos continuos es tensa si y solo si las 
siguientes 2 condiciones se satisfacen. 

(i) Vr¡ > O, 3 a E ¡¡¡ tal que: 

P {w En¡ [X,.(O,w)[ >a} :Sr¡, n ~ l (F) 

(ii) VE > O, Vr¡ > O 3 ó > O con O < ó < 1, y 3 No E N tal que: 

P {w E OI w(X,.(w),ó) 2: e} :Sr¡, n ~No 

Nótese qm' la condición (i) es equivalente a que la sucesión de variables aleatorias 
Xn(O) sea tensa. De forma análoga podemos formular el teorema 7.4 : 

' Teorema 8.5 
~ Una sucesión {Xn} de procesos estocásticos continuos es tensa si las siguientes 

2 condiciones se satisfacen. 

(i) la sucesión X,.(O) es tensa. 

(ii) VE > O, Vr¡ > O, 3 ó > O con O < ó < 1, y 3 No E N tal que: 

~p { sup IXn(s) - Xn(t)J 2'. E} :S IJ, 
t::;a::;t+5 

n 2: No (VII) 

Construyamos un proceso estocástico X de la siguiente forma : 
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Sean E!, 6, ... , variables aleatoria' definidas sohre un espacio de probabilidad 
(íl,B,P). Definamos 

y 

Xn(i.,w) = 
1
;;:;-S¡(w). 

n ayn 

Definamos a X lineal y continuarmmte en cada intervalo [ fi, ii,1 J, tenernos que : 

(i)-t i-1 (1-i- 1)-t i 
Xn(t,w) = -'-'-

1
-Xn(--,w) + ~ Xn(-,v.') 

- n - n 
n n 

= _l_S¡.-1(t.•) + n (1 - i - l) _l_E¡(w) 
afa n afa 

= a~S¡,.1 ¡(w) + (nt - n[t)) a~E¡ntJ+i(w) (8.6) 

Veamos un ejemplo de Xs (figurita dos). 

o 1 
Xn(-,w) = -r.i'So(w) =O 

3 av3 
1 1 

Xn(3,w) = av'3E1(w) 
') 1 

Xn(~,w) =-----;= fE1(w) + 6(w)) 
.; - ay'3 -

Xn(~,w) = a~ (6(w) + 6(w) + 6(w)) 

figurita dos 

Como las E;, S¡ son variables aleatorias, se tiene que para cada t la función 
X(t,.) es medible, y por la proposición 8.2 X es un proceso estocástico sobre C. 

Es claro que como Xn(O) =O entonces, es en este caso {X,.(O)} es tensa. 

Observemos que si t = ~. t + ó = f, con k,j enteros y 

r r + 1 
s E [-, --] con k :Sr :S j 

n n 



entonces para cada w, (ver figurita :l) 

IXn(s,w) - X.,(t,w)/ •~ IXn(s,"•) -Xn(~,w)I 
n 

:::; mu..' {iXn(~,w)-Xn(~,w)I, IXn(::.__°1::2,w) - X.,(~,"·)I} 
n n · n n 

:::; max /X,.(!:_,<L•) -- Xn(.'.'._,w)I 
{kSr.'.Oj) n n ' 

= max ( 
1
.cJSr(w) - Sk(w)/) 

{ksr.'.Oi} a,1n 

= .m!l-x ( 
1
r.::/Sk+i(LJ) - Sk(w)!) 

•S;-k ayn 
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= i:nax ( 
1
,_ISk+i(w) - Sk(w)/) (#) 

1.'.0nó ay7! 

Para Ja primera desiguddud se considera 

r r + 1 
d: /-, -) --> ~. rl(u) = /Xn(t,w) - Xn(u,w)I, d, 

n n 

la cual es monótona. 

figurita tres 

Por tanto 

sup /Xn(s,w) - Xn(t,w)/::; .m!!X (~ISk+i(w) - Sk(w)I) 
ts•::;;t+ó •s;--1: avn 

Y por tanto 

Entonces (VII) se transforma en . 

~p {~~ (a:rnlSk+i(w) - Sk(w)/) 2:: l}::; r¡ 
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~. Proposición 8.G 

SupcSnga.se que Ve > O, Vi¡ > O 3 ó > O con O < 6 < 1, ~· 3 .Yo E N tal 
q11c: 

-6
1

P {rnax ( 1
/i_¡sk+;(w) - Sk(w)¡) 2 cf1 :;:: 11 \fn 2: No, Vk. 

•::'.nh a, n 
(1' 1 IJ) 

Entonces Vi > O, \11¡ > O 3 6 > O con O < ó < 1, y 3 No E N tal q11e: 

~p { sup IX,,(s) - Xn(t)J 2: e} S 1¡ n 2 No \ft E [O, l] (IX) 
t$•$t-t·ó . 

~ Demostración 

Sean e > O, 1¡ > O, para e• == 2 > O, 71• = 1 > O, 3 ó' con O < {¡ < 1 y 
3 N0 tal que : 

(8.11) 

\In 2: i.Y0, Vk. Sea 6 == ~, No== rnax{N0, V, n?. No y t E [O, 1 j. 

Para t,t + ~ 3 k, 3 j tales q11e 

k k + 1 j -1 ó. j 
- < t < --, -- < t + - < -. n- n n - 2 n 

Sea .s E [t, t + ~], w E o
1 

supongamos ademas que 

k+>. k+).+1 
--<.s<---

n - n 

Lo que se hace a continuación es acotar las diferencias IXn(* 1 w) - X 11 (k;,>., o.')I apro­

vechando la definición de X en los puntos ~ y ayudándonos de(#), así que 

IXn(s,w) -Xn(t)j S IXn(s,w) -Xn(~,w)j + IXn(~,w) - Xn(t,w)J 
n n 

{ 
k m} { k m} S max. IX11(-,c.,1)-Xn(-,w)j + max. IXn(-,w)-X11 (-,w)j 

k:Sm$J n n k$m$3 n n 

{ 
k+i k } ==2 tµ~ IXn(--,w)-Xn(-,w)i 

0:;;1$3-k n n 

= 2 ipa.,x ( \::.--ISk+;(w) - Sk(w)¡) 
o:;;.:;;3-k ayn , 

Por tanto 

sup jX11(.s,w) - Xn(t,w}I S 2 .m!1JC ( 
1
fñ1Sk+;(w) - S1.:(w)J) 

t< <t+I' •:53-k O\ n 
-'- T 



dado que n ?. No 2: i~ entonces 

L - ~ = (L - (1 + r,· l) _,_ (~ + t - 1) + (t - ~) ~ ~ ..¡ ~ < r 
n n n 2 2 n 2 n-

por tanto i - k < ó'n y entonces 

Dacio que se satisface (8.11) se tiene entonces que 

~p { sup \X11 (s) - Xn(t)!?:: (} = :. P { sup IXn(s) - X,.(t)l 2: E} 
t:5s::;t+ó t:$s:$t+ §; 

~ 
6
2 

P { max 2 ~.\Sk_,¡(w) - S¡.(o.:); 2'. e} 
• i'.:'.nli' u.,¡n · · 

= {j
2
• P { .ma.x 

2 
r.::\Sk+i(w) -- Sk(c..') 2: c· lJ 

1:Snó 1 ay n 

"" 211 • = 11 \in 2 N~ 

Y por tanto también para n 2: No. 

El esquema que se tenemos para las Xn definidas en (8.G) es el siguiente : 

(i) {Xn(O)} siempre es tensa. 
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(ii) Para verificar la condición VII, basta verificar la VIII, (porque esta implica IX). 

(iii) Pero la condición 11 (que es para procesos en general) se traduce en la condición 
VI, (que es :oara variables aleatorias O-valuadas), que a su vez se traduce en la 
condición VlI (para procesos estocásticos). 

En resumen tenemos el 1;iguiente : 

J;u Corolario 8. 7 

{Xn} es tensa si se satisface VIII. 

\ Teorema 8.8 

~ Supóngase que {Xn} está definida por (8.G). La sucesión {Xn} es tensa si 
\:/~ > O, 3 >. > 1 y 3No tal que 

P {ip.a.x \Sk+i - Sk\ 2: >.a,¡ñ.} ~ -;. 
•:5n .\ 

\In;::: No y \:/k,. 
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~ Demostración 

Sen ! > O , r¡ > O , k ?:: l. Mostraremos que 3 f, > O y 3 No E N tal que !iC 

satisface la condición VIII y en vista del corolarío 8.7 se tcndr:í. que {X,.} es tensa. 

Tornemos 
1¡' = min{r¡,l}. r1 = min{r,l}, r' = 1¡"tI 

Nótese que f.• :s; f.I :s; r1 < e, para c' >O, 3 >. > 1 y 3N1 tal que 

,2 
\In ;:::: N1 y Vk, sea ó = p como >. > 1 entonces O < ó < l. Sea No tal que 

N No;:::: -s1, sea n;:::: No, entonces [nó)?:: N 11 por tanto 
I 

Notemos que 

y que 

(u) 

Tenemos entonces que : 

-81 P{~ax 1'-1Sk+i-S.1:l;::::f}=~P{.max 1
1-IS.1:+;-Skl?::·!} 

i$nó cry n o •:Slnó] cry n 

= ~p t':r¡';.1¡ ISk+i - Ski ?:: ccrv'ñ} 

= -
8
1

P {.max ISk+i - Ski?:: c'a\fñ} por* 
1$[nó] 

= ~p C':ri~J ISk+i - Ski?:: >.aVfni¡} por** 

1 • • 
:s; 5ri ó =r¡ < r¡' 

Lo cual prueba el teorema. 
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9. TENSION EN c¡o,1]. 

Estudiaremos en este capítulo, algunas condiciones bajo las cuales una sucesión 
de procesos es tensa, ya que esto acompañado de la convergencia de las distribucimi., .. 
finito-dimensionales, hace que in couvcrgencia de procesos estocásticos {teorema {i. l ¡ i 
sea débil. 

Sean ei. e2 .... ' Ern Yariubles aleatorias, no necesariamente independientes ni 
tampoco necesariamente i<léntic<trnentc distribuidas. 

Sea Sn = ei + 6 + · .. + ¿n (So= O) y 

Nuestro propósito es lograr cotas para P {111m 2: .X}. Definamos también 

Observemos que : 

lo cual implica que 

Dado que 

entonces 

Lo que implica 
Mm ::;: M~ + ISml· 

y por lo tanto 

{J) 
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El siguiente teorema nos da 1ma cota para el primer sumando del lado <lcrecho de la 
desigualdad anterior. 

~\ Teorema 9.1 

~ Sean '"t >O, a> ~-
Supóngase que V>.>O y Vi",Vj,Vk,O::Si::Sj:<;k:Sm sesatisfoccque: 

p {IS; - S;I 2: >., :sk - S;I 2: ). } ::; ).~/ ( L u¡) i 
i</'.5;k 

Para algunos numcros no negativos ui, u2 , ... , 11,.,. Entonces V,\> O se tiene que: 

{ 
1 . } l(¡,a ) ~ P Afm 2 ,\ ::; ,\ 21 -(u¡ + u2 + · · · + Um o (III) 

Donde J(1 ,o. es una constante que depende solamente de '"t y a. 

De hecho se puede calcular explicitamente la constante y es : 

[ 

1 ( 1 )i]-(2¡+1) 
K 1 a= --- ---

' 2~r l2(2~~1) 
No haremos In demostración de este teorema ya que esta es muy técnica. Sin em­

bargo haremos una observación y esbozaremos solo la idea. 

·- - Nótese que 

fM:,. 2: >.} ~ LJ {!Si - S;I 2: >., ISk - Sil 2: ,\} 
0'.5;1'$;'$k'.5;m 

Pues si tomamos un w en el primer conjunto podemos suponer que 

mnx (rnin{ISkJ, JSm - S1:l}) = min{JSkoj, !S,,. - S1:0 1} 
0$k$m ' 

Y por tanto w está en {JS; - s,.¡· 2: ,\, JSk - S¡J 2: >.} con i =o, j == k0, k = m. 

Así que 

P{M:,.'2'..>.}s; ¿ P{lsi-s.-1::::,\,JSk-S;J::::>.} 
OS.í$;''.5;kS.m 

J( (m )~ 
= ,\2/ ?=u¡ 

•=l 
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Nótese que aquí la constante J{ depende de rn. 

La idea es demostrar que C'! resultado va le para una constante I\ mayor que 
uno que no dependa d·~ m, y la idea es hacerlo por inducción, sobre m, haremos el 
caso de m = 1, m = 2. 

Si m = 1 entonces M: "' f 81 f y por tanto 

con i = O = f = 1, k = 1 por tanto se tiene el rcsulndo para m = l. 
Si m = 2 entonces M~ = min{IS2 - S1\, !Sil}; Dado que 

con i = O = j = 1, k = 2 entonce" por hipótesis se tiene que : 

Los pasos subsecuentes de la deme ;tración consisten en suponer que vale para los enteros 
menores o iguales que m, y ese; ibir u = u1 + u2 + · · · + um encontrar un entero /¡ 

tal que 
u1 + u2 + · · · + tth-1 < ~ < u1 + u2 + ··'+uh 

1L - 2 - U 

y aplicar la hipótesis de inducción a :as variables aleatorias: €1, 6, ... , Eh-1 y después 
aplicar nuevamente inducción a las variables aleatorias: €h+1' €h+Z• ... , ~m· 

Nótese que dado un m fijo podemos calcular la constante mínima entre la dada 
en el teorema y la de la observación. 

Mostremos ahora algunas consecuencias del teorema anteiror. 

\

Teorema 9.2 

Sean 'Y > O, a > l. 
Supóngase que V"A > O y Vi, VJ', O $ i $ f $ m se satisface que : 

(IV) 

para algunos numeres no negativos u¡, u2, ... , ttm. Entonces 'ef). > O se tiene que : 

K~a a 
P {Mm 2'.: >..} $ ;i.z; (u¡+ uz + .. · + tLm) (V) 

Donde K~,a es una constante que depende solamente de 'Y y a. 
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~ Dcmostració11 

- Ya que 

OS P(E¡ n E2) S P(E1) 

y dado que 

entonces 
(d). 

Por otra. parte x = (Ei<t::;j n1) ~·, y y= (¿;j<l::;k u¡) q en xy S (x+y) 2 obtencn;.,-
que: 

( :L u¡) ·~ ( :L u¡) f} S ( :L u¡) n 

i<l::;j j<i::;k i<l::;k 

De (* 1) y de (*2} obtengo que 

Se puede aplicar el teorema (9.1), pues se cumple (II) y concluir que 

P {M:,, ~>.}~~~°'(u¡+ u2 + ... + um)°'. 

Además de la hipótesis tomando i = O, j = m se tiene que 

P {!Sml ~ ,\} ~·;.\(u¡+ u2 + · · · + Um)". 

De {I} se sigue, aplicando (*3} y ('4) que : 

P {Mm~>.}~ K1;( (u¡+ u2 + · · · + Um)°' +~(u¡+ u2 + · • · + Um)º 
,\. >.2 

Kq o:+ 1 
= ~t (u1+u2+· .. +um)º 

Con lo que se tiene el resultado. 

'

Teorema 9.9 

La sucesión {Xn} es tensa si satisface las siguentes dos condiciones : 

(i) La sucesión {Xn(O)} es tensa. 
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(ii) Existen constantes ¡ ?_ O '.i a > 1 y existe F función no rlecrecknt,, coutinua 
sobre [0,1 J tal r¡uc : 

(V!) 

Vt1'Vt2,Vn,\f.\ >O. 

~ Demo~tración 

Por el teore1mi (7.4) solo basta probar r¡nc 'iE >O, \/1¡ >O, :! S, O< S < 1 tal 
que 

Pero por el corolmio (7 .5) esto es cierto si : s- 1 E: "11. y además : 

(V JI) 

Sea n E N, € > O, r¡ > O. Considcreuws li E [ O, 1 ! tal que 

K l )"-1 -IF(l) - F(O)) max IF((i + l)ó) - F(fli)I < r¡. 
f'Y '<&-I 

Esto puede hacerse ya que F es uniformemente continua y a > l. 
Para cadú entero positivo m consideremos !ns variables aleatorias : 

€; = Xn(ili + _i.¡;) - Xn(fó + j - l S), i = 1, 2, ... ,m. 
m m 

Si llamamos u;= F(jó + iSm- 1) - F(1'1i + (i- l)Sm-1) probaremos que las variables 
aleatorias €; satisfacen la condición del teorema 9.2, p~a tales u¡ i = 1,2, ... Nótese 
que como F es no decreciente, los números u¡, i = 1, 2, ... son no negativos. 

Sean i,j tales que i ::; j, entonces : 

IS; - s,¡ = IE•+i + €&+2 + · · · + E;I 

= IXn(jó + i + 1 
S) - Xn(iS + is)+ 

m m 

X"('S i+ 2ó) X('ó i+lS) nJ +-- - n) +-- + 
m m 

+ .. ·+ 
Xn(jS +is) - Xn(jó + .i - 1 

S)I 
m m 

= IXn(iS +is) - X,.(ió + is)J , 
m m 



Por tanto : 

P {IS; - S;I 2: t} == P { IXn(jó + ~ó) - Xn(Jó + ~ó)i?: e} 
S 2-¡F(jó + _Ló) - F(Jó + 2_li)J" por (VI) 

('1 m m 

1 i ( k k-1 ) = -1 ¿ F(jó + -ó) -- F(jó + --ó) I" 
{l k>i m m 

S 2_ t JF(jó + !!_ó) - F(jó + k -
1 

ó)I"' 
el k>i m m 

1 ,L. ll 

=--::¡- ¿__, uk . 
( k>i 

65. 

Así que se cumple {VI) del teorema 9.2, por tanto existe una constante [( que satisface 
I 

P { m.ax JXn(jó + i__ó).:. Xn(jó)l 2 e} S ~IF ((j + l)ó) - F(jó)I~ 
O~Sm m 0 

Sea O < fJ < e probaremos que : 

P { sup JX,.(s) - X 11 (jó)l 2: e} :::; ( J((J_) [F ((j + l)a) - F(jó))"' {>G) 
jóS•S(i+1)5 r - 1 . 

Sea 
w E {a:== sup JXn(s) - X,.(ió)I?: e}. 

ffiS•S(j+l)ñ _ ·-

Por definición de supremo se tiene que 3 s E [ia, (j + l)ó] tal que 

¡x .. (s)-X .. (ió)jE{a:-~,a:]. (*7) 

Ya que X,. es continua en s, para ? . 3 r > O tal que si 
1 

jx - sj < r entonces: 

¡x,.(s) - x .. (x)I < ~ 
Para r > O 

1
3 m tal que f,¡ < r. Supóngase que 

s E [fo+ !!_ó,ió + ~_±2ó) 1 m m 
entonces : 

m.ax IXn(ió + i__ó) - Xn(jó)j?: IXn(ió + !!_ó) - Xn(ió)j 
DS•Sm m m 

2: IXn(ió) - X,.(s)j- jXn(s) - Xn(J'ó + ~ó)j 
m 

2: a: - ~ - ~ ¡ por (*7) y (*8) 

== a - fJ 2: e - {31 ya que a ?: €. 
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Así que 

{ sup IXn(8) - X,.(jó)I:::: (} ~ { m_n .. "\'. IXn(jó + .i.__ó) - X,.(jó)I:::: ( - s} 
jó:S•:S(j+l)ó 0$t$m m 

Y por lo anterior tenemos el resultado. 

Dado que (*6) se cumple pura toda fJ E (O, e)_, tcnrm1os : 

P { sup jXn(s) - Xn(Jó)i :'.::e} ::;- lim ( J{fJ) [F ((j + 1)8) - F(j8))"' 
jó$s$(f+l)ó fhO € - 1 · 

Por tanto 

P { sup jX,.(s) - X,.(j8)j 2:: e} :S ~[F ((j-H)ó) - F(ió))n. 
jó$s:S(i+l)ó () 

Ahora tenemos que : 

L P { sup !Xn(s) - Xn(j8)j 2:: e} 
¡<5-1 jó$s$(j+l)ó 

::; ~ L [F ((j + 1)8)" - F(i8W 
( j<ó-1 

= ~ L [F ((j + l)ó) - F{j8)JIF ((j + 1)8) - F(j8)jn-l 
f j<ó-1 

:::; K L [F (U+ 1)8) - F(j8)] max [F ((j + 1)8) - F(j8)]"- 1 

El j<ó-1 j<ó-1 . 

= K max [F (U+ 1)8) - F(j8)]"-l L [F (U+ l)ó) - F(j8)j 
(l j<ó-1 j<{i-1 

= K max [F ((J' + 1)8) - F(j8)]"-1[F(l) - F(O)) . 
El ¡°<ó-1 · 

<TJ 

Esta última desigualdad es debida a la elección de 8, lo cual prueba el teorema. 



10. TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN l\l". 

Sea </>: ~ -> l\l definida como: 

(

1 
if>(t) = o . 

a-1 rl exp( -l ) ds 
Jt •(l-•) 

<111> Observación 10.1. 

</> es eco y sus derivadas son acotadas. 

t :So 
1 :S t 
t E [O, lj 

\ Teorema 10.fJ 

Sean P,,, P medidas de probabilidad sobre l\l tales que : 

f f dP,, = j f dP V f E eco acotada y con derivadas. acotadas 

entonces P,, =:>P . 

. ~ Demostración 

Sean F,.,F las distribuciones de P,,,P respectivawr~1ite n E N. Sea x 
tal que f es continua en x y u E N entonces 

F,,(x) = P,,{y :S x} = { dP,,(y) 
}{ySx} 

= { <fa(u(y- x)) clP11 (y) :S { ,P(u(y- x)) t!Pn(Y). 
J{(y-x)S:O} h~ 



Por tanto 

Por otra parte 

IimsupFn(x) < lim { cfi(u(y - x)) dP11 (y) 
- n--+oo }'Jf, 

= J~ cfi(u(y - x)) dP(y) 

= { cfi(u(y- x)) dP(v) 
J { u(y-x)Sl} 

< { dP(y) 
- l{u(y-x).51} 

= { 
1 

dP(y) 
ll{y<x+--- u 

=P{v:sx+~} 
1 

= F(x+ -). 
u 

F(x - !_) :S f 
1 

1 dP(y) 
u l{vSx-¡¡} 

= { 1 dP(y) 
l{u(y-x)S-1} 

= r ,P( u(y - x) + 1) dI'(y) 
l{u(y-x):S-1} 

::; J~ ,P(u(y - x) + 1) dP(y) 

= nli..UJo/'Jf. ,P(u(y - x) + 1) dP11 (y) 

= lim { ,P(u(y-x)-l-l)dP11 (y) 
n--+oo J { u(y-x):SO} 

+ lim { ,P(u(y - x) + 1) dP11 (y) 
11--+oo J { u(y-x)>O} 

= lim { ,P(u(y-x)+l)dP,.(y) 
n->oo l{u(y-x):SO} 

+ lim { O dP,.(y) 
n->oo J { u(y-x)>O} 

= lim r <P(u(y - x) + 1) dl',.(y) 
n->oo l{u(y-x):SO} 

< li1:1 inf { 1 dPn 
- l{u(y-x):SO} 

= liminf F 11 (x). 

Ifaciendo u -+ oo se tiene 
I 

F(x)::::: lim F(x- !_) :S liminf F,.(x)::; limsup F11 (x) :S lim F(x + !_) = F(x) 
u-.oo u u-..,oo u 

Por tanto F,,(x) -• F(x) 
1 
lo cual prueba que P11 =e> P., 

GS. 
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\ Teorema 10.S 

~ Sean En1 , En21 ••• , Enk(n) para cada n, variables aleatorias independientes 
idénticamente distribuidas con media cero y tales que pnrn. cada j :::; k(n), Enj tiene 

varianza finita a;ij' Sea 

S" = En1 + En2 + · · · + Enk¡ .. 11 

con variamm s;; = a;.
1 
+ a;.2 + · · · + a;;k(n) > O. Sea N una varin.blc aleatoria 

normalmente distribuida con media cero y varianza l. Si Ve > O : 

(**) 

entonces 

En base al teorema 10.2 basta probar que V f E C 00 con derivadas acotadas se 
tiene que 

j !(~:) dI' = j f(N) dP. 

Sea f E C 00 con derivadas acotadas y sen 

1 
g(h) = sup \f(x + h) - f(x) - f 1(x)h - - f 11 (x)h2

\. 
xE~ 2 

<B> Obscrva~ión 10.4. g es borel-medible.(de hecho es continua) 

~Demostración (observación 10.4). 

Sea a > O, ho E ~ y sean 

i(x) = \f(x + ho) - f(x) - f 1(x)ho - ~f11 (x)h5\ 1 

j(x) = lf(x + h) - J(x) - f 1(x)h - ~f11 (x)h2 ¡. 
Sean i'vf11 llí2 las cotas para f', f 11 respectivamente, dado que k(x) := x2 es continua, 
para 2a/(3M2) > O, 3 Ó¡ > O tal que lh - hal < Ó¡ =? \h2 

- 1z5¡ < ¡tiÍ:¡¡, sea ahora 

Si = -s;\'1¡, tomemos ó = min{ó¡;ó2}; si h cumple con \h - ha\ < ó, y si x E ~ 
entonces 

\i(x) - j(x)I :::; IJ(x +ha) - f (x + h) \ + \f1(x) \\ho - h\ + 1 f"~x) \\hfi - h2
\ 

= \!'(Ex,h0 )\\ho - h\ + \!'(x)\\ho - h\ + 1 !"J:l¡¡h3 - h2
\ 

M2 2a 
:::; a/3 + a/3 + T{3M

2
) =a 



Por ta.ato i(x) < j(x) +a, tomn<lo S!lpremos obtenemos: 

sup i(x) ::; a+ sup j(x) 
:tE~ :tC~ 
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es decir g(ho) S g(h)+a, analogamcnte g(h) S g(ho)+a, por tanto lg(h)-g(ho)I S a. 

<m:> Observación 10.5 3 J( que <lcpcn<le <le f tal que g(h) ::; min{h2 , lhi 3 } • 

<.t' Demostración (observación 10.5). 

g(h) = lf(x + h) - f(x) - f 1(x)h - ~ f 11 (x)h21 
2 

1 = IJ'(xh)h- f 1(x)h- ;z!"(x)h21 <lon<le Xh E [x,x + hj 

= l(f'(xh) - f'(x))h- ~f 11 (x)h2 1 

= IJ"(x¡.)h2 - ~f 11 (x)h2 1 donde x¡. E [x,x¡,J 

= l~(f11 (x¡,))h2 1+ 

1~(!11 (x¡.))h2 - ~f11 (x))h2 1 <lon<le x¡, E [x,xh] 

$ ~IM1!h2 + ~lf"(x¡,) - f 11 (x)lh 2 

1 1 
= ;z!M1!h2 + 21f"'(x¡;)lh2 11il donde x;. E [x,x;:] 

< ~IM1jh2 + ~M2\hsl K/2 = max{ i.1H1I, IM2I} 
- 2 2 2 2 

S Kf2(h2 + ih3 1) · 

$ Kf2(h2 + ih3 1) 

S K min{h2
, !h3!} 

Finalmente para demostrar el teorema fU:'3 empicaremos una última observación; la 
cual nos servirá de, ayuda. 
11._ _, • L/ --

<l!> Observación 10.6. 

IJ(x + h1) - f(x + h2) - lf'(x)(h1 - h2) + ~f"(x)(hI - h~)ll 

S jf(x + h1) - f(x) - f 1(x)h1 - ~J"(x)hI 

- [J(x + h2) - f(x)- f 1(x)h2 - ~J"(x)h~JI 
. 2 

S g(hi) + g(hz) • 



~Demostración (del teorema 10.3) 

Consideremos la siguiente sucesión : 

1:l(f (s;;
1

( énl+ Cn2+ .. + Cnk(n)))) 

E(f (s;; 1 
( Cnl+ én2-1- .. + 1/nk(n)))) 
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Donde r¡,.j son variables aleatoria.; con distribución normal, media cero y varianza o~j 
tales que: 

son independientes, (siempre existen). 

Consideremos ín¡ = é111 + én2 + · · · + én¡_ 1 + t/n¡+l + t)n¡+~ + · · · + t/"k(n) 

Nótese que ínk(n) + énk(n) = S,, y que la distribución <le ín1 + é 111 es la misma 
que la de s 11H¡ pues 

Pfrn1 + én1 = r¡,,l + r¡,.2 + •' · + r¡llk(n) E .ti} 

= ( }z;: JA eu2 du) Vº;,1 + o;,2 + ... + o;,k(n) 

= P{s,,N E A} . 

Así que la idea es probar que cada elemento de la sucesión anterior está cerca del si­
guiente. 

IE(f(S")) _ E(!(N))I = \[E(!(én1 + r¡n2 + · · · + t)nk(n) )) 
Sn . Sn 

_E(!( r¡,.l + r¡n2 + · · · + r¡"k(n) )) J 

Sn 

+[E(!( Cn1 + C112 + r¡rt3 + · · · + T/rtk(n) )) 

Sn 

_E(!( én1 + r¡n2 + · • • + T)nk(n) ))] + ... 
s,. 

+[E(!( é111 + Cn21- .. + Cnk(n) )) 

Sn 

_ E(!( én1 + é112 + '' · + én;¡n)-1 + r¡"k{n))) JI 

s,. 
k(n) 

:S L IE[J(~L:!:__G) - f{Ín;_±_!)n¡)JI 
i=l .Sn Sn. 
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. Como ín;, tn;, T/n; son independientes (pues en;, 11,.; no aparecen como sumandos en 
ín;) se tiene entonces que 

DJ'(í";)(e,.. - r¡,..)] = E[f'(í";)e,. ]-E[f'(í";)1¡,,.] 
.Sn J J Su, ' .Sn ' 

Ín · 
= E(f'(_;_))[E(en.) - E(r¡,..)] (independencia) 

Sn J 1 

=O 
y 

E[J11
{

8
"i )(e~; - r¡?,;JJ = E[f"(í

8
n; ))E(e~;l - E(f"(í

8
n; ))E(11?.;l 

n n n, 

= a?,;[E(f11 (~~)) - E(f11 (~":))] (independencia) 

=0 
Así tenemos : 

S k(r1) +e -¡ 
JE(!(~) - E(f(N))J ~ E IE(f(Ín¡ '""') - f('!!!.i_- l/n¡))i 

Sn i=l Sn Sn. 

k(r1) é: 

= L IE{f("• + ~) - f(Ín¡ + T/n¡) 
i"=l Sn Sn .Sn. .Sn 

_U' ( ír1; )(e"; _ 11,.;) _ ~!"(í"; )(e~; ~ 11?i;) J}I 
Sn Sn Sn 2 Sn · .Su 

k(n) ( e ) ~LEg(~)+g(T/n;), 
i=l s,i Sn 

(la última desigualdad es consecuencia de la observación 10.G) 

Por tanto basta probar que 

k(n) e 
L E(g(~))-> O 
i=l Sn 

y que 
k(n) 
L E(g(r¡"'))-> O. 
i=l Sn 



(en la primera desigualdad se usó la observación 10.5) 

\w... Por tanto 
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por hipótesis, el segundo sumando de esta última desigualdad tiende a O, si n --> oo 
(**). 

Análogamente se <lenuestra que 

Para ver que el segundo sumando tiende a cero cuando n -> ~ calculemos : 

esto último es debido a que la distribución de 'lrt¡ es la misma que la de snN. Ahora 

Aplicando nuevamente (**), el segundo término de la última desigualdad tiende a cero, 
al 

por tanto ~;_ --> O Vi:::; k(n), y esto implica que ma.xi<k(n) ~ --> O, <le lo cual 
ªn f - n 



tenemos que 

y ademas 

k(n) S k(n) 2 
'""" ªn; < '\..~ 0 nt On¡ 
6 s - 6 2 
i=l Bn i=l s,1 311 

k{n) 2 
""' ºn· On· < 6 _, mn.--:: _, 

- i=l s~, í$k(n) s,. 

k(n) 2 
<1n- '\.~ ªu· 

= ma.x -' 6 -• 
í:;:;k(nl s,. i=i .sK 

ªn· = ffi!LX -'--+ Ü 
i$k(n) Sn 

k(n} l k(n) l 

~ s2 h{¡ .¡>c. } '7~¡ dP S ~ uiS a~,E(jNj3) __,O 
t.=l n 1Jn, - n i=l n 

lo cual completa la demostración. 

\ Teorema 10. 7 

~ Si para algún b > O se tiene que: 

l k(n) 
:2-tt LE {1En;l 2+6}-+ O 
.s,, i=l 

donde En., tienen momentos de orden 2 + f5 entonces 

Sn D - "-' N . 
.Sn 

~ Dcmo.stración 

Calculemos 

74. 
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. Lo cual prueba (aplicando la hipótesis (**)y el teorema 10.3) el rcsullado. 

\ Teorema 10.8 TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN ~~ Lin¡lcrberg-Leuí 

~ Si ú, 6, ... son variables aleatorias independientes e idénticamente distrilrni-
das, con media cero y varianza o 2 > O, entonces 

~ Demo3tración 

hacemos s~, = o2 + o2 + · · · + o2 pongamos k(n) = n, En; == E¡ y calculemos 
n- veces / 

Aplicando el teorema de convergencia monótona y aprovechando que E1 es integrable 
esta última parte tiende a O, lo cual prueba el teorema. 

1bJ Corolario 1O.9 

Bajo las mismas hipótesis del teorema 10.4 se tiene que 

Et + E2 + · · · + En D • 
r:: => N 

V't 

donde N tiene distribución normal con media cero y varianza o. 

A continuación daremos un esquema general pnra demostrar el teorema de límite 
central en ~"; Las <lemostracioncs <le los teoremas dados en seguida, se darán despues 
<le estos. 

Si P es una medida de probabilidad sobre ~n, poclPmos con~i<lernr a la 
función p: ~n -• ~ definida como 

p(i) = f k cxp(it · i) dP(:i:), 
}~¡ 

a tal función se le llama la función característica de P. 
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Se puede observar que p siempre está acotaela por 1, y que es continua. 

Sean Pn, P y Q medidas ele probabilielad sobre ~n, y sean p,., p y q las 
funciones características ele P,., P y Q respectivamente. 

' Teorema 10.10 

Supóngase que p(i) = q(i) Vt, entonces P = Q. 

' Teorema 10.11 

Supóngase que p,.(i) -> g(i) para alguna función g(i), supóngase 
además que {P,.} es tensa, entonces P11 => P para alguna P. 

' Teorema 10.12 

Supóngase que p,.(i) -> g(i) para alguna g continua en cero, entonces 
{P,.} es tensa. 

' Teorema 10.19 

Supóngase que p,.(t) -> p(i), entonces P,. =>P. 

Sean Xn = (XA,X~, ... ,X~), X= (X1,X2, ... ,Xk), 

\ Teorema 10.1./ 

supóngnse que 

k i D k • 
2:t;X,."'-' 2:t¡X' V(t1 1 t2, ... ,t,.)E~k 
i=l i=l 

entonces 
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\ Teorema 10.15 (teorema de límite central en ¡¡sn ) 

Sean xf. = -j,¡ ( ~{ + ~~+···+e:) donde ~{ es una variable aleatoria 

con medía cero y varíamm ui, consideremos tamhién Xi =variable 
aleatoria con distribución normal O, C!j, entonces 

X,, !2, X. 

~ DemoBtración (teorema 10.15) 

Es claro que por el teorema <le Lin<lerbcrg-Lcvi Xf; !)_, X¡, por tanto 

por tanto 

t¡X{. !2, l¡X¡ 

k 
'D L t¡.X~ -• 

i=l 

aplcando el teorema 10.14 tenemos el resultado. 

~ Demostra~ión (teorema 10.14) 

Sea t E ~r, probaremos que p,.(i) -> p([) donde Pn,P es la función ca­
racterística de la JI?.edida de probabilidad Px,.,Px 1 

asociada a Xn,X respcctiva­
mentc(distribucíoncs), y en virtud del teorema (10.13) se tendrá que Px,. =?- Px1 es 

decir X,. l4 X. 

Envirtu de que Pv,, => Py, donde t= (t¡,t2, ... ,tn). Yn = 2:~= 1 t¡X~, y 

Y= Zf=l l¡Xi, entonces 
PYn(.s) -• py(.s) Vs E IR 

donde pyn,py(s) es la función característica de la distribución de Y,., Y respectiva­
mente, en particular pára s = 1 se tiene que 

jífl exp(ix) dPy,.(x) -> j'J8. exp(ix) dPy(x), 

por el teorema de cambio de variable obtenemos que 

es decir 
/

0 
exp (ii · x,.) dP __, fri cxp (ii. x) dP, 

por tanto p,.(t) --> v(t). como se quería probar. 
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~Demostración (teorema 10.13) 

· En virtud de que p es la función característica de P, entonces p es continua, 
y por el teorema (10.12) se tiene que {Pu} es tensa, y por el teorema (10.11) se tiene 
que P,. '*P. · 

~ Demo3traciún (teorema 10.12) 

Mostraremos que cada una de las k-distribuciones marginales es tensa, ya 
que esto implica que la sucesión { P11 } es tensa. Nótese que la función característica 
p 11 ( s, O, ... , O) correspondientes a las distribución marginal en la primera cordenada, 
converge puntualmente a la función g(.s, O, ... , O) continua en cero, y ele igual forma para 
las otras, por tanto cada sucesión de distribuciones marginales {p11 (0,0 1 ••• , .s, ... , O)} 
satisface la hipótesis del teorema, así que solo mostraremos el resltaclo en el caso k = l. 

Dado u E~i-tc;1emos que· l !-<>O) 

~fu (1- Pn(t)) dt = ~fu ( 1 - (k cxp(it · x) dP,.(x))) dt 

= ! fu 1 dt - _!. fu ( f exp(it · x) dP,,(x)) dt 
u 1-u u 1-u 1~ 

= _!. fu 1 dt - ! f (fu exp(it. x) dt) dP~(x) por Fubini 
u 1-u U lÍIS. 1-u 

=!Ju 1 dt- f (!Ju exp(it · x) dt) dP,.(x) 
u -u lÍIS. u -u 

=!Ju 1 dt f dP,.(x) - f (!Ju exp(it · x) dt) dP11 (x) 
u -u 1~ 1~ u -u 

= J~ (~fu 1 dt) dP,.(x) - J~ (~fu cxp{it · x) dt) dP11 (x) 

= f (!Ju (1 - exp(it · x)) dt) dP,.(x) . 1~ u -u 

= 2 JÍ/S. (1- .sii~~x)) dP,.(x) 

> 2 f (1 - -1-) dP,.(x) 
- 1{/x/<.:7} j UX j 

f "" 1 
2:: 2 l{/x/<.:7J 2 dP,.(x) 

2:: Pn{I X 12:: 2/u} , 

J:>or tanto 

( **) 1 Ju - (l-p11 (t))d1:::.r11 {ixj2::2/u}. 
u -u 

Ya que g es continua en cero, podemos para un E > O, elegir una vccindncl del cero 
[-u, u] tal que 

1 ru 
;;: 1-u j (1 - g(t)) 1 dt <c. 
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Dado que \ 1 - Pn(t) \->\ l - g(t) 1 y dado que \ 1 - g(t) 1 está acotada, por un 
teorema de convergencia (acotada) tenemos que 

~fu \ (1- Pn(t)) \ clt--> ~fu\ (1 - g(t)) \ clt 

en particular existe un no tal que ~ f.!:.u \ (1- p11 (t)) \ clt < 2€ si n 2: no, y por(**) 
se tiene que Pn{\ x \2: ~} < 2€, si n 2: no pero podemos suponer que vale para todo 
natural (h~c\cn<lo -mi:;~. grande la · u). Por tanto la sucesión es tensa. 

~Demostración (teorema 10.11) 

Si {P,.} es tensa, entonces por el teorema de Prohorov, {1'11 } es relativamente 
compacto, cualquier subsucesión ele esta {Pn•}, debe tener una subsucesión {P,.11} 
convergente a un límite P, y por tanto, las funciones características ele tal subsucesión, 
Pn" deben converger a la función característica ele P, por otra pnrl e estns convergen a 
g, lo cual muestra (teorema (10.10)) que tal límite es único para todas las subsucesiones. 
Por tanto Pn =:> P para alguna P. 

~ De~ostración (teorema 10.10) 

Basta ver que P y Q coinciden sobre los rectángulos 

A = [a1, b1] X [a2 1 b2] X "· X [a,., bn] 
/ 

p1ra lo cual es suficiente probar que 

lrJ dP = fo f dQ t 1_ 

con f(x) = fi(x1) · fz(x2) .. ·fk(xk), •fi(w) = ucl(w,[ai,bi]) ·como en el lema de 
Urysohn. \'. 

Sea u E N, dado O < € < 1, elejimos r tan grande q~e; (1) Ji se anule 

fuera de [-r, r] y (2) el cU:bo( Ir ) de lado r en IJ?k sea tal que su complemento 
tenga probabilidad P y Q menor que €j Dado que fi(-r) = fi(r) = O entonces 
podemos aplicarle el teorema ele Stone-Weirstrass, para aproximar a /j uniformemente 
en [-r,r] por una suma finita de la forma 

c1 cxp (i¡rw /r) + c2 exp (2i7rw /r) + · · · + Cn¡ exp ( nii7rw /r) I 

de periodo 2r, de tal s.uertc que multiplicando estas expresiones barriendo los valores 
de j, podemos aproximar a f por una función suma trigonométrica fiuita·'·J; cu donde 
cada sumando tiene la forma : · 

el¡ exp (mi i7rXi/r + m~i7rX2/r + · · · + niii7rxk/r) 

tnr Jeme. ele Urysohon 



o 
d¡exp (i(x1,x2 1 .. .,x,1:) · (t¡,t2 1 ... ,tn)) 

donde mi, m~, •• ·.• m~ E {1, ... , k} es decir g tiene ln. formn. 

L 
I: dz exp (ix · i1) 
l=l 
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de periodo 2r en cada variable, podemos elegir g de tal forma que 1 /(.X) - g(.X) I< E 

dentro del cubo de lado r. Ya que f es acotada(por 1) en el cubo, g también(por 
1 +E), y por periodicidad en todo R". Por tanto 1 f - g 1 es acotada dentro del cubo 
por E y fuera por 2 + E, por tanto 

111.k 1 f - g 1 dP < f + {2 + E)P(I~) < 4€ 

análogamente 

/Rk 1 f - g i dP < 4e 

Por tanto 

l/R• t dP - fa•! aQI ~ l/Rk ¡ ap - fu.k g dPj-t lfaio u dP - /Rt t aQj 
~ 4e + lk• u dP - frt.• u aQI + lfn• 9 clQ - fR. 1 dQI 

~ 4e+ l/R.u dP- /R• g dQI +4E 

·. ~SE+ lk· g dP - kk g dQI 
Pero aplicando la hip6tesis~ el segundo sumll.Ildo de la ú.ltima desigualdad, es cero, por 
tanto se tiene fo que bastaba probar. 
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ll. TEOREMA DE DONSI~ER 

Este teorema es muy importante ya que es una generalización de algunos teore­
mas anteriores. Aparte es muy clásico en la teoría <le convergencia <lébil para procesos 
estocásticos. Lo pongo aquí porque creo que es muy conveniente tener un panorama 
general de los teoremas de convergencía <lébil, y porque es· una buena aplicación del 
teorema 8.2. El teorema de Donsker es conocido com:i el teore1iia de límite central 
funcional. También incluyo su demostración. 

Sea Xt:C-> IR definida como X 1(x) == x(t). Dacio que para cada t la función 
Xt es medible, (es la proyección sobre C ) la función X: O== [O, 1 j-> C, X(t) ==Xi 
es un proceso estocástico. 

Aceptemos que existe una medida de probabilidad W sobre ( C, C) tal que 
para cada t E (0,1] 

W{xEC[Xt(x)s;a}== ~Jª exp(-u2 /21) du 
v2rrt -oo 

si t ==O interpretamos esto como vV {xo} ==O, y que además satisface que: el proceso 
estocástico definido arriba con 

Os; tos; t1 S · · · S t,, S 1 

cumple con que las variables aleatorias 

X(t1) - X(to),X(t2) - X(t1), ... ,X(t,,) - X(t,,-1) 

son independientes respecto de W. A tal medida le llamamos medida de Wiener. 

\ Teorema 11.1 Donaker 

~ Sea X,. definidas corno en (8.G), y supongamos a<lem1ts que las variables alea­
torias ~¡ son independientes e identicarnente distribuidas con media cero y varianza 
finita a 2• 

Entonces 
X,, !2, lvf • 

Donde 1\1 es un proceso estocástico con <listrilrnción IV • 
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<U> Observación 11.2 

Antes de probar el teorema notemos que esto es ren.lmente una generalización 
del teorema de Linderberg-Lcví o teorema central de lirnile en líS. 

En efecto: 

·Dado que P11 =? IV con P 11 distribución <le X 11 entonces las distribuciones 
finito-dimensionales también convergen, en particular : 

Pn o rr1 1 =>IV o rr1 1
• 

Ahora si A== (-oo, n] entonnces 

P,. o 71"1 1(A) '.'° P {X,. E 71"! 1(A)} 

== P { rri(X11 ) E 11} 

= P {w E fl\ 7l"1(X,.(w)) E A} 
= P {w E fl\ (X,.(1, w)) E A} 

= P {w E fl\ (X11 (~ 1 w)) E A} 

= P { w E fl\ 17~Sn(w) E A} 

=P{ 11~ EA}'. 

Por tanto Pn o 71"1-l = distribución de ~r.:.Por otra parte 
uyn 

W o 71"1 1 (A) =IV {x E C\ x E rr1 1(A)} 
= W{x E C\ rr1(x) E A} 
=IV{xEC\x(l)EA} 
= W{x E C\ x(l) So:} 

= _1_ j" e-u2/2 du 
v'21í -oo 

== P{N E A} . 

Por tanto IV o 71"1 1 == distribución de N. Es decir: 

<§'.> Demostración (teorem.a de Donsker.) 

Mostraremos que !ns distribuciones finito dimensionales ele X,. convergen a 
alguna de M y después mostraremos que {X11 } es tensa y finalmente una aplcación 
del teorema 7.1 terminará la prueba. 

Sea s E [ O, 1 ]. Debemos probar que 

X 11 (s) !2, M(s); 



M es una función de O en C, de la definición de Xn se tiene que: 

jX,,(s,w) - a~Sln•J(w)I::; (ns - [nsj) a~¿E¡ ... ¡+1(w) 

1 
S afaEJn•J-ll(w) 

Usando la desigualdad de Chevychev : 

Por tanto ~Ein•)+l ~ O, entonces 

. . 1 p 
IXn(s) - ufaSln•)I "--' O 

bastaria ver en virtud del teorema 4.G que 

1 S D M ufo In•) =-> • •. 

( M, tiene media cero y varianza s. ) Nótese que 

como 

[nsj 
-;- -Jo 8, 

_l_S - ¡[n:;f_1 -S 
afa ln•J - V~ ay'[;;¡ ln•J 

entonces por el teorema de Linderberg-Leví se tiene que 

1 D 
---S¡n•J -• N 
a~ 

y por la observacion anterior tenemos : 

~ ~S¡, ¡ !4 ,/SN, V~ ay(ns] '• 

83. 

como ,/SN es una vari:tblc aleatoria normalmente distribuida con media cero y va­

1 V afaS¡,,,¡ _, M, 

rianza s entonces 
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Sean ahora s, t E [O, 1 J supongamos 8 < t, tenemos que probar entonces que 

((Xn(s),X,.(t)) Q, (M., l\ft). 

Recordemos que (lvf8 , lvfi): íl x íl-> ~X~. Si consideramos h: ~ 2 -• ~ 2 definitb como 
h(x, y) = (x, x + y), entonces h es continua, por tanto si D1t es el conjunto de 
discontinuidades de h entonces (J..f.,l\fir- 1 (D1i) = (\. Así que si probamos que 

(X,,(s),X,.(t) - X11 (s)) J2. (M,,Mt - M,) 

Por el corolario 5.2 se tendrá que 

h((Xn(s),Xn(t) - X,.(s)) R, h(M., Mt - M.) 

es decir 
((X,.(s),X,.(t)) J2. (M,,Mt)· 

Nótese' que las variables aleatorias u~nS¡,,.¡, ~(S¡ntJ - S¡,..¡) son independientes, 
además por el caso anterior tenemos que 

por tanto 

1 D 
ay'ñsln•J _, M, Y -

1
-S¡ ¡ !2. Mt a,,fñ nt 

1 D 
a,,fñ(S¡-,.i¡ - S¡n.¡) => Mt - M,. 

En virtud de que uTn$ln•J y u~n (S¡,. 1¡ - S¡n•J) son independientes, y de que ~2 es 
separable, por el teorema 3.2 se tiene que : 

1 1 D 
(

0
y'ñSln•J , a,,fñ(S¡ntj - S¡n.¡)) -• (lvf,, Mt - M,), 

ya que la medida (M,,lvft -1\18 ) es la medida producto y M 8 ,Mt - M, tienen 
incrementos independientes. 

Dado que 

ll((Xn(s),X,.(t) - X,.(s)) - ( 0~S[n•J• 0~(S¡,.i¡ - S¡nsJllll E. O 

entonces nuevamente por el teorema 4.Q, tenemos el resultado. 

En el caso de 3 o mas puntos la demostración de hace de manern análoga. 

Ahora probaremos la tensión de la familia {X,.} emplenndo un lema que nos 
servirá de ayuda. 
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~Lema 11.S 

Sean 6, 6, ... variables aleatorias, independientes, con media cero y con va­
rianzas finitn.s a[ > o, sean S¡ = €1 + 6 + · · · + €¡, s[ = ai + ai + · · · + a[. 
Entonces 

P {ip.ax \S;\? .\sm} :S 2P {\Srn\ 2: (.\ - Vz)s,,,} 
1~T11 

En efecto : Consideremos a los conjuntos 

E¡={~ª::' \S¡\ < .\s,,.::; \S¡\} 
1<• 

Mostremos que 

Sea w en el primer conjunto. Si w E {\Sm\? (.\ - ,/2).sm} entonces ya terminamos. 

Si no, entonces w E {\Sm\ < (.\- ,/2)sm}. Sea io el menor índice, menor o igual que 
m tal que 

\Si0 \ 2: .\sm 

es claro que io :S m, y además \S¡\ < .\s,,, 
1 

Vi :S Uo - 1), en particular 

.m.ax \Si\ < .\s,,, :S \Siol 
J:5Jo-1 

por tanto w E Eio-1' lo cual prueba la contención. 

Por tanto 

P {ip.a.x \S¡\ ? .\sm} :S P { \Sm\ 2: (.\ - Vz)sm} 
1$1n 

rn-1 

+ L P (E¡ n {\Sm\ < (.\ - Vz)sm}) 
i=l 

Además 
E¡n {¡s,,.¡ < (.\-Vz)sm}} ~ E;n {\s,,. -S;I 2: v'Zs,,.} 

Ya que si tomamos w en el conjunto del lado izquierdo, w E E¡, 

pero si \Sm(w) - S¡(w)\ < ,/2s,,. entonces: 

\S,,.(w) - S;(w)\ 2: Vzsm? \S;(w)\ - \S,,.(w)\ 

2: .\sm - (,\ - vl'.?)sm == Vzsm 

lo cual es un absurdo. 

Nótese que ambos· conjuntos E¡, {\Sm - S¡J 2: v'Zsrn}, son independientes. 



Se tiene pues que : 

m-1 m-1 

~ P (E¡ n {ISml < (,\ -v'2)srn})::; ~ P (E¡ n {¡s,,. - S¡! 2: v'2s,,.}) 
1=1 •=1 

Por tanto 

m-1 

= L P(E;)P { ISm - S¡I 2: v'2sm} por in<lepen<lcncia, 
i=l 
m-1 

= L P(E¡)P {ISm - S¡l2 2: 2s~,} 
i=l 
m-1 l 

= L P(E;)-2 E{ISm-S;l2 2:2s;,,} porChcbychev, 
i=l 2sm 

· m-1 1 ::; L P(E¡)-2 2 (E(Ei+l + Ei+2 + ... + (,,.)2
) 

i=l 8 m. 

::; rÍ:l P(E;)
2 

1
2 ( f E(Ei)) por in<lepcndencia, 

i=l 8
rn k=i+l 

::; El P(E¡)2:~, CE.1 af) 
1 m-1 1 { · } 

::; -
2 

L: P(E¡).::; -
2

P l_Ilax IS.-! 2'. Asm 
i=l •$m 

P { ~~ \S;I 2: ASm} _::; P { ISml 2: (,\ - \1'2)s,,.} 

+ ~p {r.nax IS;\ 2: ,\sm} 
2 1:<;m 

lo cual prueba el len¡.a. 
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Aplicando el lema a las variables aleatorias (¡ y con ,\ > 2\1'2 se tiene que 

P {rpax \S;\ 2: ,\ayn} ::;.2P {\S,,\ 2: (,\ - v'2)avn} 
i:5n , 

::; 2P {1s,.¡ 2: ~,\ayn} pues ,\ - v'2 2: ~,\ 

Por el teorema de Linderbcrg-Leví se tiene que 

Esta última desigualdad es debida a Chebychcv. Por tanto 3 N 0 C N tal que n 2: No 
entonces 
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Eligiendo ,\ tal que 8E{IN3 1} <,\e tenemos que : Ve> O, 3 ,\ > 1, 3 NEN tal 
que 

Vn?N. (11.1) 

Probaremos que se satisface la hipótesis del teorema 8.8 con lo que se tendrá que la 
sucesión es tensa. 

Observemos que 

\Sk+l - Sk\ = lek+ll tiene la misma distribución que \e1\ 

1Sk+2 - Sk\ = 1ek+l + ek+2I tiene la misma distribución que 1e1 + 61 
\Sk+n-Sk\ = \ek+l + 00 ·+ek-t-nl tiene la misma distribución que le1 +· · ·+enl 

De lo cual se deduce que 

Por tanto (11.1) implica que se satisface la hipótesis del teorema 8.4. 



88. 

12. TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN C(O,l] 

Dentro de este capítulo se dan condiciones bajo las cuales una sucesión de pro­
cesos satisface el teorema central de limite., lo cual se define al comienzo del capítulo. 

Algo que también cabe destacar es que, bajo las hipótesis del teorema central 
de límite en ~' el hecho de que las variables aleatorias, é1, 6, ... , én satisfagan la 
conclusion de tal teorema, no es ~as que un caso particular, de que una sucesión de 
procesos satisfaga el teorema central de límite. Lo cual es mostrado al final de este 
capítulo. 

Sea C el espacio de funciones reales sobre [O, 1 ], métrico, completo y separable 
por ejemplo O[ O, 1 ]. 

113? Definición 12.1 

Un proceso estocástico con valores en C es una variable aleatoria O-valuada. 

1w Definición 12.2 

Se dice que un proceso estocástico es Gaussiano si sus distribuciones finito­
dimensionales son normales. 

113? Definición 12.S 

Sea {Xn} una sucesión de variables aleatoriu.s-C-v11lu1ulas definidas en el mismo 
espacio (O,B,P) tales que: 

(i) son independien_tes e identicamente distribuidas, con la misma distribución que 
X. 

(ii) E(X(t)) =O, E(X2(t)) < oo . Vt E [O, 1 ]. 

Si 3Z proceso Gaussiano con trayectorias en C tal que 

(
Xr + X2 +···+X") IJ 

Zn = . r. -> Z 
yn 

decimos entonces que {Xn} satisface el teorema ccntrnl de límite en C. lo abreviamos 
diciendo que {Xn} satisface el T.C.L. 
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<B> Observación 12.,+ 

Supóngase que {Xn} satisface el T.C.L. Sea {Yn} una suces10n con !ns 
propiedades (i) (ii) de lo. definición 12.3. Entonces {1~1 } satisfocc ltunbién el T.C.L. 

~ Demostración 

Si Pn es la distribución de Z - Xi+X2+ .. ·+X,, • fa 1 d z - Y1+Yz+ .. ·+l;l ,. - yn ) n a e n - V" 
bastaría ver que fa,.= Pn ya que Pn => I'. (donde P distribución de Z). 

Dado que Z, Z tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales (por pro­
piedades de convoluciónt), y ya que estas determinan de manera única a cada medida 
se tiene que Pn = Í',,. 

!'31' Definición 12.5 

Decimos que X (variable aleatoria O-valuada) satisface el T.C.L. si existe una 
sucesión {Xn}nEN de variables aleatorias { O-valuadas) con la misma distribución 
que X, que satisfaga el T.C.L, es decir si 3Z proceso Gaussiano tal que 

Zn = ( X1 + X2 :n· · · + Xn) 14 z 

ll3T Definición 12.6 

Decimos que una sucesión de procesos estoc:\•licos Xn es uniformemente equi­
continua en probabilidad si : 'Vf > O, Vr¡ > O, 3 ó > O tal que : 

P{w E OJ w(Xn(w,ó)) 2: e}::; 1¡ Vn. 

<lll> Observación 12. 7 

Sea X un proceso continuo tal que : 

(i) existe un proceso Gaussiano Z con trayectorias en G y con la misma 
covarianza que X. 

(ii) Las sumas normalizadas {Zn} son uniformemente equicontinuas en probabi­
lidad. 

Entonces X satisface el T.C.L. en C. 

~ Demostración 

Como {Z11 } son uniformemente equicontínuas en probabiliun.d tenemos que 
V€ > O, Vr¡ > O, 3 6 con O < ó < 1 tn.l que: 

P{w En¡ w(Za(w), ó) ?: e} ::; 'I Vrt. 

tvcr notiu dt! M.E.Cl'.l.ballcro y D. Fttnl\ndcr. 



Mostraremos que Vr¡ > O, 3 a E IR tal que 

P{\Zn(O)j >a} :S t/ 
1 

Vn EN 

y en virtuel ele! teorema G.2.sc te11°_:rá qnc ln. sur.esión {Zn} es tensa. 
! 

Por el T.C.L en IR, para a 2 == E(X2 (t)) se tiene que: 

1 D 2Z11 (0) "'--' N(O,a) , 
a 

Ahora dado que 

r{1:2 z,.(O)i >a} =P{Zn(O) E Ba}¡ 
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donele Ba = (-oo, -aa2 ) U(aa2 , oo). Eligiendo a tal que P {NE Da}== O obtenemos 
por el teorema 2.10 

/ 

P {Z11 (0) E Ba}-+ P {Z(O) E Bu}= P {Ne Bu} 

Ahora, es claro que Vi¡> O, 3 a, P {NE Ba} < 1 y 3No tal que si n 2: no entonces 

Por tanto 

r¡ 
jP {Zn(O) E Ba} - P {N E Ba} j < z· 

P {Zn(O) E Da} :S P {NE Ba} + (P {Z11 (0) E Da} - P {NE Ba}) < r¡. 

Ahora solo bastaría ver que las elistribuciones finiLo elimensionales de {Zn} 
convergen a las distribuciones finito-dimensionales ele Z, donele Z es el proceso 
Gaussiano mencionaelo, para que en virtud del teorema 7.2 se tenga que Zn l4 Z. 

Nótese que la distribución finito dimensional correspondiente a t del proceso 
Z (por ser Gaussiano) es normalmente distribuida con media O y varianza E(X2(t)). 

Tomemos un t E! O, 1 ). La distribución finito dimensional correspondiente a t 
es la distribución de Zn(t). Nótese que las variables aleatorias X¡ (t), X2(t), ... , X 11 (t) 
son independientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza E(X2(t)) 
la cual es finita. Supongámosla positiva. Entonces por el teorema central de límite en 
IR aplicado a estas variables, se tiene que 

Por tanto 

1 '-"!..., ()DN ¿_,X; t -• 
JE(X 2(t)hfñ í=I 

Xi(t) + X2(t) + · · · + X,,(t) == Z,,(t) !2, J E(XZ(t))N 
yíi 

E'sto de debe al corolario 5.2: 

X,, !2, X =:- h(X11) !2, h(X), 
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Pero .jE(X2(t))N es una variaLlc aleatoria con distribución normal con media cero y 

varianza E(X2(t)) ya que N es una variable aleatorin rnn medin cero y vnri11nza l. 

Dado que Z es un proceso Gaussiano con la mismn covnrianzn que X (por 
(1) ) entonces Z es unn varinLle aleatorin normalcmcnte distriLuida con media cero 
y varianza E(X2(t)) es decir: 

Zn(t) Q, Z(t). 

Para (t¡, t2 1 • • ·, tk) E ~k la demostración se reduce al teoremn central Je límite en ~k 
(teorema 10.15). 

<n> Observación 12.8 

Sean 6, €2 1 ••• 1 En v.a.i.i.d. con media cero y varianza a 2 , como en el teorema 
de Linderberg-Leví. 

<§'.> Demostración 

Consideremos la sucesión de procesos estocásticos en C definidos de la siguiente 
manera, X,,: n -> C, 

Xn(w): [O, l j __, ~. (X,,(w))(t) = En(w) 

es decir la función constante E,,(w.). Nótese que X,, torna sus valores en C, y qne 
además efectivamente es un proceso estocástico, pues es constante y por tanto medible. 

Para ver que {X,.} satisface el T.C.L, hny que checar (i),(ii) de la definición. 

(i) X1 1 X2 1 ••• 1 Xn, ... , son independientes e idénticamente distribuidns. 

Sean Xm, Xn, dos procesos antes construidos, y sean A, D E C. Consideremos 

y consideremos 

A= { s E líR J 3 x E A, x(t) = s "it E [ O, 1 !} 

ÍJ = {s E~ 1 3 x E D, x(t) = s "it E [ 0, l !} 

U1 = {w E fl, 1 X,,(w) E A}, U2 = {w En, J Xm(w) E D} 

W1 = {w En, 1 En(w) E A}, W2 = {w En, 1 Em(w) E B} 
Probemos que U1 = W1. 

~) Sea w E Ui. entonces Xn(w) E A.; ya que (X,.(w))(t) = €,.(w) se 
tiene que 3x E A, x(t) = s "it E [ 0, 1 j ~a snber x = X,,(w)), por 
tanto Ea(w) E A, es decir, w E IV1. 

2) Dada w E-!Vi. tenemos que €,,(w) E A, entonces :Jx E A, x(t) = 
s "it E [ 0,1 J. y por definición de Xn(w) se tiene r¡nc X,,(w) = €,,(w), 
en particular X,.(w) E A., es decir w E U¡. 

Análogamente se tiene que U2 == IV2. 



Por tanto 

De lo cual se cleduce que 

P{Xn E A,Xm E B} = P(U1 ílU2) 

= P(W1ílW2) 

= P(Wi)P(W2) por inclependencia de las ek 
= P(U1)P(U2) 
= P{X,. E A}P{Xm E B} 
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Por otra parte cs. claro que los procesos sean igualmente distribuidos, y que 
tengan la misma varianza. 

(ii) Construyamos un proceso Z con traycctorin.s en C. 

Z(w,t) =uN, 

donde N es la normal 0,1. Sabemos que efectivamente Z tiene trayectorias 
en C. y aclemás 

_X..::1_+_X..::2_+=-· ·_·_+_X_'_n = e1 + 6 + · · · + en !2, u N 
Vñ Vñ 

Por tanto hemos checaclo (i) ,{ii) de 12.3, es decir la sucesión X1, X2, ... , X,., ... , 
satisfaccl el T.C.L. 



93. 

13. CONDICIONES PARA EL TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN c[o,1] 

En este capítulo se desarrollarán algunos resultados ele M. Hann, ayuclánclose 
·de los capítulos anteriores. 

IJ3? Definición 19.1 

Decimos que X es Beparable si 3S ~ [O, 1], S denso y numerable tal que 
para cualquier B intervalo cerrado, y para cualquier 11 intervalo abierto ele [ O, 1 ] 
se tiene que 

{w E O[Xi(w) E B, Vt E A}= {w E O[Xt(w) E B, Vt E AílS} . 

li3r Definición 19.2 

Decimos que X es continuo si Vw En la función (trayectoria) : 

X(·,w): [0,1] -• ~ 

es continua. 

Tambien en este caso diremos que X tiene trayectorias continuas. 

IJ3? Definición 19.9 

Decimos que X es estocásticamente continuo en un punto to E [O, lj si Ve> O 
I 

lim P{w En¡ IX(t,w) - X(to,w)I;::::: E}= o 
t->to I 

y diremos que X es estocásticamente continuo si es estocásticamente continuo en 
cualquier t E [O, 1 ]. 

l!3l" Definición 19 .. f 
Dados 2 procesos X, Y decirnos que son eq11iv;i.lcntcs si para cualquier 

P{w E OjX(t,w) = Y(t,w)} =l. 



Diremos tambien que Y· es unn vers[ón de X o u:rn ~::o•::::: -.::..in t!c X. 

¡¡::¡;-Definición 1S.5 

Seu 
D = {!:[ 0,1] ___, ~I fes CADLAD} 

9-L 

donde CADLAD significa que f- es continua por In derecha : eón limites por la iz-
'quiercla. · 

· Se sabe que tul csp:u::io con la métrica ele Prohorov e~ .::omplcto, y separaLle.t 
(esto no se probará aquQ. 

IJ3? Definición 19.0 

X es continuo por trayectorias si 3Y proceso continuo:~ que X es cq11ivalcúte 
a Y i,e X .tiene una versión continua. 

Dada X variable aie~toria D-valua<ln, se define Af: :1 -• ~ como 

X .s-t-1 • .s 
· Aq (w) = sup IX(-::y,w) -X(-=r,-·)j. (1) 

º="•<2q-1 2q 2q 

Para un ejemplo con q = 4, vense figurita uno, donde Af (u,·) = max{ ao, a¡, ••• , a7 }. 

figurita uno 

· . En el trn.nscurso de los siguientes teoremas X denotará una versión separable 
de· X y ll · llr denotará la norma usual en Lr(íl,P) . 

. ···· -,·-Teorema·ts.7 

· · ~- .. -~- S~a <i'•(h) una funcion no negativa. soLrc [ o,i] crccic.nt, ?ara h auficicntcmcntc 
pequeño y : :il que lim¡,_,0 1'(h) =O. Sea X un proce!lo cstoci !ca.mente r.ontinuo que 
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satisface : 

(II) 

pam algún r EN .. 

Entonces 3AX E L'(íl, P) tal que 

IX(t,w) -·,"t(s,w)I $ AX(w)<P(lt- si) 

para cnsi toda w E O y lt - sj suficientemente pqcqncüo. Y ademas 
00 1 -1 

Ax(w) = 3 ¿ [<P(zq-t-i)l A;((w). 
q=l 

(III) 

La demostración de c.•;te teorema no se harií. aquí, por la- rnzón principal de 
que desviaría la atención del tema, además por ser demasiado técnica, ya que hi parte 
escencial de este capítulo es el desarrollo de los teoremas del artículos de M.Hann. * 

IÚJ Corolario 19.8 

Sea /: ~ -> ~ tal que limh-.co f(h) = O. Sea X un proceso estocástico tal 
que 

EjX(t) - X(s)j' $ J(lt - si) (IV) 

para algún r ~ 1 y Vs, t E [O, 1 J. Supóngase además que 3,P: [O, 1) -• ~ no negativa, 
creciente y tal que: 

00 1 -l 1 1 f 
L [</>(zq+l)j 2r (f(zq-1)) < 00 

q=l 
(V) 

Entonces X es continuo por trayectorias y existe AX E L'(O, P) variable aleatoria 
tal que 

IX(t,w) - X(s,w)j $ AX(w)<P(lt - si) parn casi toda w. (VI) 

Ademas (llAf llr )' esta acotada por una constante multiplicada por la suma dada en 
(V). 
~ Demo_stración 

- Observación 19.9.- X es estocásticamente continuo pues si to E [O, l] entonces 

P{w E ílj jX(t, w) - X(to,w)I ~ €} = P{ jX(t) - X(to)I' ~ €'} 

$ 4EIX(t) - X(s)i' 
€ 

< J(lt - si) 
- €' 

-•O 

*para \al dcmoatrnci6n ver Delporte. 



Calculemos 

Así tenemos que 

en consecuencía : 

f; [if> cq~T) ]-
1

/IA{//r $ f [if> (-d:rr) ]- 12~ (! (~)) f < oo por la hip. (V) q~l q=1 

Se tiene entonces que X y if> satisfacen las hipótc~:~ del teorema 13.7, por tanto 

/X(t,w) -.Y(s,w)/ $ AX(w),P(/t -si) 

para casi toda w E íl y /t - s/ suficientemente pqequcfio, es decir 3ó1 > O tal que si /t - s/ < 81 entonces 

B = {w En¡ IX(t,w) - -Y(s,w)I .'.;; Ax(w)efi(/t - s/)} tiene probabilidad 1. 

Enseguida, mostraremos en efecto que X es continuo por trnycctorias, exibiendo una versión continua. 

Sea Y: [O, 1) x O --> llf definida corno : 

Y(t,w) == Ío ,f(t,w) ~i 
si no • 

w E flílAt/ 

Con A1 = {w En¡ .Y(t,w) === X(t,w)}. 

90. 



y 

Y es una versión de X pues para t E [O, 1] y w E B íl At 

Y(t,w) = .Y(t,w) = X(t,w) 

P(B íl At) = P(B) + I'(At) - I'(B LJ At) = 1 

Ademns Y es continuo, dado que para w E fl 

si w E {BUAi)º entonces Y(t,w) =O Vt, por tanto Y(.,w) es continua. 

si wE{BUAi) entonces Y(.,w)=X(t,w), portauto 

IY(t,w) -Y(s,w)I::; AX(w)<P(lt - si)-• O si t -• s 
I 

/ 
Así que X es continuo por trayectorias. Mas aun, por la definición {Ill) : 

AX(w) = 3 f= [<t> (~q~i) rl Af (w) q=l 
entonces 

llAXllr::; 3 ~ [<P ( 2q~l) ]-
1 

llAq"'ll q=l 
::; 3 f= [<P (2q~l-1) ]- 1 2~ (1 (2q~l)) ~ q=l 

Lo cual prueba la afirmación del teorema. 

\ Teorema 19.10 

97. 

~ Sea J una función no negativa sobre [O, 1] la cual es creciente cerca del cero. 
Sea X un proceso estocástico tal que para algún r 2:: 1 

EIX(t) - X(sW::; J(lt - si). 

Si 

r -(r+l) 1 
JoY r (f(y))rdy<oo1 t 

entonces 3<P: [O, 1] --> ~ continua y creciente con <P(ü) = O la cual solo depende de J 
y 3 AX E V(fl, P) tal que IX(t) - X(s) 1 ::; AX <P(lt - si). 

Ademns llAf 11/ esta acotada por una constante, la cual depende solamente 
de f y .p. 



98. 

· <§:> Demostración 

Sea e > O tal que I es decreciente en [O, e] y sea ó > O, entonces 

-l':±.!l. 1 

loe tL -(r,+l) (!(u)): du = 1!t (~)- r (1 G) r (y-_12) dy lmciendo tL = ~ 

= !/ (y-1)~ (1 G)) ~e~-~) dy 

-= h! yl+:y-2 (1 G)) ~ dy 

= !/ y:-
1 (1 (~)) ~ dy 

como por hipótesis 

h
f -(r+I) 1 

lim u r (f(u))r clu < oo 
6->0 6 

tenemos 

1 ! 
Sea ko tal que f < 2ko-2; Si g(y) = y;:-l (! (b)) r entonces g es decreciente en 

[2k-2, 2k-1] Vk 2'.: ko. 

En efecto, si k 2'.: ko entonces 2ko-2 :$ 2k-2 ahort., dados ÍJ¡, Y2 E [2k-2, 2k-l] 
se tiene que 

1 
- :$ Yl :$ Y2 
E 

y como r :$ 1 entonces 1 - ~ 2'.: O, por tanto 

1 1 

como (1 (~))' :$ (1 (:!;))¡: se tiene.que g(y2) ~ g(yi). 

Por tanto 



llll. 

Ahora 

Por tanto 

entonces 
00 

k ( ( 1 '): El zr f 2k-l) < oo. 

Aplicando el hecho de que: Ean < oo,=:- 3 {b,.}:;"=1 too tnl que :Ea,.b,. < oot se 
tiene que 3{bn}::;,¡ r 00 tal que 

00 
• k '( 1 ) ~ 

.Lbk2i' f( k-l) <oo 
k=l 2 

Sea <fi: [O, l]--> lf! definida como <fi(O) ==O, <P(ik·H) == b~ ¡y definida linealmente en el 

resto, dado que {bn}~=l es creciente se tiene que <P satisface !ns hipotesis del corolario 
13.8, por tanto se tiene 'el resultado. 

Nótese que ahora X es continuo por trayectorias. 

\ Teorema 19.11 

~ Sea f una función no negativa sobre [O, 1] la cual es creciente cerca de O. Sea 
X un proceso estocástico con media O y segundos momentos finitos y con trayectorias 
en D que satisface: 

E(X(l) - X(s)) 2
:;; J(lt - si) pnrn Jt - sj prqneüo . 

t ver aptu<licc 
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y 

!u 
3 1 

y2 (!(y)) 2 dy < 00 
o ' 

Entonces X es continuo por trayectorias y satisface el T.C.L. 

<§:> Demostración 

Por el teorema 13.10, tomando r = 2 obtenemos que X es continuo por 
trayectorias. 

Sea {Xn} una sucesión <le variables aleatorias independientes e i<lenticamente 
distribuidas O-valuadas con distribucion L(X). 

Sea Zn = X1+X0, .. +Xn ' 

Observemos que 

n(Z,.(t) - Z,.(s)) 2 = [(X1(t) - X1(.s)) + (X2(t) - X2(s)) + · · · + (Xn(t) - Xn(s))j 2 

= (X1(t) - X1(.s))2 + (X2(t) - X2(s)) 2 + · · · + (X,.(t) - Xn(s)) 2 

+ 2 L ((X¡(t) -X¡(s)) ((X¡(t) -X¡(s)) 
if j 

n 

= L ((X;(t) - X;(s)) 2 + 2 L ((X;(t) - X¡(s))((X¡(t) - ."\'.j(s)) 
i=l ifj 

aprovechando que .X1, X 111 ·•·,X,. son igualmente distribuidas tenemos que : 

1 n 
E(Zn(t) - Z,.(s)) 2 = - L E((X;(t) - X¡(s)) 2 

n i=l 

+ ~ L E((X¡(t) - X¡(s))E((X¡(t) - X¡(s)) 
n itf 

1 t1 

= - L E((X(t) - X(s)) 2 

ni=l 

+; L[E(X¡(t)) - E(X¡(s))j[E(X¡(t)) - E(X¡(s))) 
ifi 

1 2 
= -nE((X(t) - X(s)) 2 + - LO 

n nifj 

= E((X(t) - X(.s)) 2 

Ahora para el proceso Z,. se tiene entonces que :J/ no negativa sobre [O, 1 ], creciente 
cerca de O tal que: · 

E(Zn(t) - Z,.(t)) 2 S f(it - .s/), 

por cierto que E(Z,.(t)) =O Vt y E(Z,.(t)) 2 < oo Vt. Ya que 

( 3 1 
lo y! (f(y)p dy < oo 
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por el teorema 13.10 obtenemos que 34': [O, lj -> lll creciente, tal que <fi(h) -> O si 
h -•O, la cual solo depende de f. y JAn E L2 (0, P) tal qne 

¡.i,.(t) - Zn(s)I::; AX"4•(1t - si) Vn .. 

En este caso ya que X¡ tiene trayectorias continuas y por el teorema ( • .3) t tenemos 
que z" = z ... 

Sea tt EN, como l\k"("ll ::; M donde M depende de f y 4i entonces 

llAX"ll :S M 'in. 

Sea E> 0,17 >O, dado que: 

IZ11(t,w) - Zn(s,w)I::; AX"(w)<fi(lt - si) / 

entonces : 
sup \Z,.(t,w) - Z11 (s,w)I::; AX"(w) sup <fi(lt - si) 

\•-t\<O \•-t\<6 
dado que esto se satisface para toda w entonces 

f w2(Z11 ,ó) dP::; f (AXn(w)) 2( sup <fi(lt - sl)) 2 

ln ln 1•-tl<6 

Por Chebychev : 

= ( sup <fi(lt - sl) 2 1\~1Xn¡¡~ 
1•-tl<6 

::; M 2 { sup <fi(lt - s1) 2 

\•-t\<6 

P{ w(Z,., ó) 2: E} ::; ~M2 
( sup <fi(lt - si)) 

2 

€ 1•-t\<6 

Nótese que ]>.{ no depende de tt. Ahora, dado que <fi(h) --> O, si h --> O podemos 
elegir ó tal que 

Por consiguiente : 
P{w(Zn,ó) 2: l}::; 7/ 

Ya que esto se satisface para toda tt entonces {Z11 } es uniformemente equicontinua 
en probabilidad. 

En vista de la observación {12.3) basta ver qnc :JZ un proceso Gaussiano con 
la misma covarianza que X y con trayectorias continuas. Sen Z un proceso Gaussiano 
con la misma covarianzn que X (r¡ue siempre existe)tt. 

t ver npéndke 

ttver Ash 1 Teorcm11. 1.2.3 
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Aplicando el teorema 13.10 a Z, dado que 

E!Z(t} - Z(s)i2 == E!X(t) - X(s)j 2 ~ f(it - si) 

se tiene que Z es continuo por trayectorias, sea Z In version continua de Z, dado 
que 2 procesos equivalentes tiene la misma distribución * entonces Z .es el proceso 
buscado. 

*ver apl!:ndice 
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