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INTRODUCCION

El objetvo de los primeros 6 capitulos es presentar los conocimientos basicos en
la teoria de la convergencia debil, los cuales se utilizarin en el desarrollo del trabajo.

En el capftulo 1, se dan las definiciones bdsicas as{ como algunos cjemplos
interesantes de tensién  ( ejemplos 1 y 3) y se encontré un ejemplo donde no hay
tensién ( ejemplo 2) .

El capitulo 2 contiene el importante tecorema de Pormanteau. En el libro de
Billingsley se prueba el teorema de Pormanteau con 5 equivalencias, en el libro de Kurtz,
sin embargo, se agrega una sexta equivalencia al introducir la métrica de Prohorov
(bajo la hipdtesis de separabilidad del espacio) , en este capitulo se retoma esta sexta
equivalencia pero hay midificaciones y simplificaciones en la demostracidn,

Cabe notar la importancia de tal tecorema, pues gracias a el, se obtiene resul-
tados muy importantes en convergencia debil.

En los capitulos 3,4 y 5 sc dan propiedades diversas sobre convergencia debil,
el estudio en espacios producto, cl teorema de mapeo continuo , etc,

Tn el capituloio se estudia el teorema central de linute para variables aleatorias
en R yen R"™.

En el capitulo 0 se estudia el teorema de Prohorov que relaciona la tensién de
una familia con el concepto de compacidad relativa de dicha familia y también aqui se
detalla la demostracién que aparece en Billingsley.

Dentro del capitulo7 se estudia la convergencia debil de medidas sobre ¢l espacio
(C,C), (donde C cs cl espucio métrico de las funciones continuas en [ 0,4 ], con
la métrica del supremo, ¥ C su o-ilgebra boreliana. ) y se dan condiciones para la
tensién ahi. Esto es de gran importancia porque se traduce a procesos continuos, que
de hecho es lo que se hace en el capitulo 8.

En el capitulo 11 se estudia debido a su importancia propia, el tecorema de
Donsker, dado que es una generalizacidn del teorema central de limite en &.

El capitulo @ da nuevos teoremas para la tensidn de procesos continuos, y se
llega 2 un resultado importante ( teorema 11.3 ) que se utiliza con mucha frecuencia.

Ei el capitulo 12 se aborda el tema principal de este trabajo que consiste en
plantear ¢l teorema central de limiteen C [0,1].

Finalemente en ¢l capitulo 13 se estudia los trabujos de Hahn y Deiporte. de
1075-1978, cn donde se dan condiciones sobre un proceso para que satisfaga el teorema
central de }imite en C[ 0,1 ).

En Hahn (1975) utiliza todo lo relacionado a tensidn, que aparecen el el capitulo

g de csta tesis. N



LEn resumen : este trabajo consiste en presentar con detalle y buscando simpli-
ficar la expocisién, los temas bdsicos de convergencia debil para medidas definidas en
un espacio métrico arbitrario ( capftulos 1-6 ) . Después se especializa en el estudio
de la convergencia debil en el espacio €[ 0,1 ]. Lo cual permite trabajar con procesos
continuos y entonces se aplica este hecho al estudio del teorema central de lfmite para
procesos continuos.
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1. CONVERGENCIA DEBIL

Se tiene un espacio métrico § ¥ & su o-Algebra de Borel (la o-dlgelia
generada por los abiertos de la topologia inducida por la métrica) sobre $. Llamemios
C(S) al conjunto de funciones continuas y acotadas sobre 8.

Definicion 1.1

Decimos que P, converge debilmente a P si sucede que :

[S,fdpn—* [Q fdP YfEC(S).

Definicién 1.2
Se dice que P (medida de probabilidad definida en 8) es regular si :
VYA€ 8,Ve>0, 3G abiertoy 3 F cerrado tales que :

(*) FCACG ¥ P(G-F) <«

Tearema 1.1
Cualquicr medida de probabilidad sobre 5 es regular.
Demosiracidn

Sen d lamétricaen S y A€ S ysea €> 0. Supongamos que A es
cerrado. Sea Gy = {z € §|d(z, A} < i/n}. Esclaroque Gy, A si n— oo por
tanto

nlj-I‘Ir}o P(GU”) = P("U

y por tanto P(Gy/, — 4) < ¢ si n> Ny, porser P medida de probabilidad en 8.
Asi, la propiedad (‘) se cumple para todos los cerrados. Sea

G = {B € 5| (+) se satisface para B}

Observermnos G conticne a los cerrados.



Dado que § € 8. basta probar que ¢ ex g-dlgebrn,

- #heg.
2o Aey = A e G (hastu tomar compleentos en FC A CG),
3- Sea 4, G, Paraenda n €N 2 F, cerrado vy 3G, ablerto con

Fn(_:Anan Y P(Gn"Ez)<5/2"+l-

Sea G =12, Gu, G vsabiortoy UsL, Ay CG.
Dado que
n [ o)
URTUFR ¢ n—e
=1 i=]

entonces

A P UF)_P(UF)

i=1

por tanto 3 Ng € N tal que

P F - F;y<¢/2 sin2 Np.

Sea F = U 2y Fn eutonces Foes cerrado y Foux 1 An € G. Ahora

n=

P(G-F)=

il
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o
=
|
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Por tento US2 Zy4n €¢ yentonces § cs a-dlgebra.



Obserbvacion 1.4

Sided, entonces P4 = sup P{H),
(A Heerrudo

Es interesante vor enando 2 medidas de probabilidad coineiden, supongimos gue
tenemos PoQ dos medidas de probabilidad sobre § v si:

ﬁfdp: ﬁ fdQ) Yf e C(5)

entonces P = ().

Para ver que esto es eivrto, emplecmos un lema gue nos servird de ayuda,

Lema (de Uryson) 1.5

Si F esuncaradoy € >0 entonces 3 f € C(S) talque firmy=1 Y2 e F
y fla)=0 sidx,Flzey flrye|0.]] VoeS v f csuniformemente continua
en S.

Demostractin

Sea € >0 ysca ¢:R— [0,1] definida como

1 st <
Sy=31~1t & 0K,
(¢] si 1 <4,

v f:8 —[0,1] definida como
1y ‘
flz) = m(;d(a-.ﬂ).
a- Si € F=dx,F)=0 y portanto flr)=¢{0)=1
b- Si o ¢ F y dx,F)<e entonces < d{x, F) < ¢ por tanto

() = di2d(w £)) € [0,1]

c- Si d{x,F) 2 € setiene %n’(:xt, Fyz 1 por tanto flz}= qj(%d(.r. Fyy =0
d.- Veamos ahoin que fes uniformemente continua. Sea A > 0, considerenos
: ¢ A 1 ) A
§=min{, 5} donde <y v <\

Mostraremos que si d{r,y) < & entonees | fla)— fly) < A



(1) Si veFyeF v diz,F) <8 entonces
S = f) = =1 =0 A

(2 Si de.F)ze vy dly.F)>e vy dla,y) <5 entoneces
VA = fp) [=[0~0)=0< A

(3) Si da,F)2e yO0<dy, Fy<e y dz,y) <& entonees

) e
e<da. Fy<diry)+dy F)< 5 A F)

por tunto ¢ — —\\— <dly, F) lhiego 1 - j\v < d{y, F)/e por tanto

0<1_f@_‘__F).5 A

— < A\
[ N <

(IUJ, F )

| flr) = fly) 1=l 0- (1 - =222y =] 1 - tl(t/ F

i< \.
4) Si e F y O0<dy,F)<e v dlry) <& entonces
dly. F) £ d{y,x) +d(z,F) € % +0

pot tanto d_(y;_& < ‘—{r < A y entonces

[ f(x)= fly) |=[1-(1~

< A,

b))

Ay F) L

y entonces f es uniformemente continua en S,

Teorema 1.0

Sean P, dos probabilidades tales que :

/Sfdp=/sfd(,) Vf e C(S)

entonces P = Q.



e

Demostraciin
Sea Focerrado v sen
onl(t) = p(nt)

con & como cu el lewa anterior, y

fulz) = ¢(nd(x, F))

Jn € C(S) ¥ne N (pues f, escontinn Vn y fu(x) € [0,1] Yo e S )y {fu)

es decreciente.
l- 81 reF entonces fuiz) =06(0)=1 por tanto fy(z) —= 1 s1 n —x
2- Si 2 ¢ F coma F s corrado d{o, F} > ¢ para algdn € > 0 por tanto

¥

nde . FY>ne> 1 s 0> ng.

Por tanto  fu{r) = dndiz. F1) =0 y fulx)— Ip(x) Yz &S

Por cl teorema de convergencin mondtona :

/mmﬂfﬁw
S )

v
ﬁﬁmqﬁmm $in— oo
asi P(F)=Q(F), en virtud de que

Pld)= sup P(H)
HCA, Hcerrado

se tiene gue P = Q).

Observacion 1.7
Por el resultado anterior, si se conocen [¢ fdP Vi € C(S5) se conoce a la

medida, es decir, los valores de  [g fdP determinan de manera tnica a P,

Definicion 1.8
Un soporte de una medida de probabilidad P sobre 5, es un conjunto A € &

tal que P(A4) =1,
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Teorema 1,42

Si S es uu espacio wétrico separable v completo, entonees cadin medida de
probabilidad sohre § es tensa.
Demostracion

Dado que S es separable pariveada 0@ Noo 3 Ay, Ang, ... bolas abiertas de
radio 1/ tales que cubren o 8. Como Uj'l-—l Ap, T8 si b — e, entonees

’\.
Pl A,,J.) >1—¢/2" s L3> A
=1

Veamas que el conjunto 4 = 07 J 1y Ay, es precompacto® Sea a >0, entonces

=1
INeN, tal que 7% < 5.

. . 3
Como 4 C U 4,, v dado gue las holas —{,, tienen didmetro T <o se
tiene que A es prec om]mdnj, por tanto tieiw cerradura compacta. Entonees

~o An ’
rAyzP U Ax

u=|j=1
o Ay
=1 - ( U ﬂ 'ln])
ut-—l_;*l
= AU
>1-% P ﬂ 4,,))
n=l
o0 An
=1-3 [1-P{ | 4n;
n=l J=1

>1—-Zt“)"—1—r'..

Ejemplos 1.13

1. Como un ejemplo particular del teorema 1.12, en un espacio de Hilbert (un espa-
cio normado, el cual es completo y separable), cualquier medida de probabilidad
que ahi se defina, resulta ser tensa.

*ver apéndice para definicién



(74

20051 considerqamos wn subeondunto deo [0 con L sndtricn diverena v ono

medible, por vjemplo o conjunto de Vitali, v e asoriamos oo medida definida
como faomedida exterior, entoniees en cfecto tad medida es una probabilidae <obro
CRCe (fSi):’l"iD [NEH 1 r-ﬁlh‘v‘n‘;x g‘("]lt']‘-’l(l:\ )03 LI 111('1 r\l i, yaque \hx’lu) ('()n)\u\tn Hene
medida exterior 1 {y wmedidi interior 0), o pesar de esto tomando un compacto
contenido, por ser medible, coineiden las medidas exterior con la imerior ¥ ve
que tiene medida interior cero {por estar contenido}, s medida es coro. de ral
suerte gue la medida asi definida no o5 tensa.

3. Sea S unespacio de Hilhert| conuna base ortonormal ry, a9, rq ... numerahh
yvaque S es separable v completo cualgquier medida de probabilidad solre o
es tensa, Sin embirgo ningin conjunto ron interior 10 vacio s compieto ¥ por
lo tanto S no es compacto, ni localnente compacto v tainpoco  g-compurto.
Sen P una medida de probabilidad solive S que asipna masa positiva & cada
Yo Vn ocon yp €D veou D densocn S, Entonces P ono tiene un soporte
localmente compacto en la m}mh)mn relativa,

En efecto
{a) Ningnin conjuuto con interior no vacio es compacto.

Supongamos que hay un conjumto compacto A € & tal que A% # [
Sea ag € A% entonces Je > 0 tal que Betog) € A° Por tanto

w5 .1,; € Blag) Yn,

pues d(xp+ §n,xg) = § < por tanto xg+ §ry € A Y. Por oua
patte 4 C Ureq BC/,,(J-) como A es compacto 3 F finito F € A4 1al

que
.‘l g U B(/4(.l’)
TEf
Alora dado que 4 contiene una nfinidad de puntos de lu forma

€
£y -+ 5Tn

entonces, al menos dos de ellos pertenceen a una misina bola. digamos
B, y(2"), 2 € F por tanto
/4 d

d{wg + rn,rg + ‘1,,,) < ¢/2
pero

£ €
d(wg + 1m9+ m,,.)-—na- — o = = f__? :



10.

2. TEOREMA DE PORMANTEATU

E! problema de determinar si una sucesidn de medidas de probabilidad converge
debilmente o no puede atacarse mediante algunas caracterizaciones de convergencia
débil, las cuales se dardn en este capitulo, de ahf su gran importancia en el resto de este
trabajo v la tracendencia en el desarrolio de la probabilidad.

a» Observacidn 2.1 ]
d(z, A) < d(z,y) +d(v, 4) YyeS

En ecfecto, sea y € § entonces d(z,2) < d(xz,y)} + d(y,2) Vz € 4 tomando
infimos sobre z sc obtiene el resultado.

Sea ¢ >0y A un subconjunto de S, denotemos por A* a el conjunto

{z€ 8|d(z,4) <}

a> Observacidn 2.2.
A® es abierto.
Demostracidn

Sea y€ A¢ = d(y,4) < ¢ sea ¢ =e¢— d(zr,4) >0, probaremos que
Be(y) € AS

Si z € Bes(y) entonces d(z,y) < €', luego d(z,y)+d{y, A) < ¢ por lz observacién 2.1
d(z, A) £ d{z,y) + d(y,4) < ¢, lo cual prueba la observacién.

&y, Proposicidn 2.8
Sen By={rec S~ A| Jye A4, d(z,y) < ¢} entonces A° = A B,.
@ Demostracion ’

D) Si ze€ A entonces z € A°. Si z € By entonces 3y € 4,d(z,y) < ¢, por
tanto d(z,A) =inf{d(z,z)|z € 4} < d(z,y) <e vy z € A"

C) Sea z € AS
1) Si z€ A esinmediato.
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2) Si z¢ A como
d(r,A) = inf{d(z,2)|z € A}

para d{z,A) <r <c Zz€ A4 talque
d{z, A) <d(z,2) <1 <5¢

por tanto x & D 4.

a Observacion 2.4
(S - A9NA=0
5y Demostracidn
- z€S — A% =» d(z,y) > ¢ portanto z¢ A,

av Observacidn 2.5
(S — A C§— A
@ Demostracion
- Por la proposicion 2.3 (S =~ A€)¢ = (S ~ A)U B(g._ 4. Notese que

Bg_ pge={z€S—(S—-A%)] SycS—- A%d(z,y) <¢}.

1} Si z &S — A¢ entonces por la observacion 2.4 z€ §— A,
2) Si 3¢5 - A° entonces z € Bg._4q, cs decir '

z€ A%y Tye S - A tal que d(z,y) < c.

Suponiendo que z € 4 y dado que € < d(y,A), pues y € § — A® llegamos a
que
€ <d{y,4) <d{y,z) <e

lo cual ¢s un absurdo, por lo tanto 2z € § — A.

Nétese que la contencion inversa en la observacién 2.5 no siempre es verdadera, yva que
(S — A%)¢ es siempre abiertoy § — A no siempre lo es,

ap Observacion 2.6
(A%)F C AHB,
Demostraciin
Sea z € (A%)P como d(z,4%) < entonces I z € A%, d(z, A%) < d(z,z) < r.
Ahora d(z,A) < d(z,2) +d(z, A) < a+ 8.
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. Sea f’(S) el conjunto de wedidas de probabilidad definidas sobre §. Sea
AP(S) > P(S) — B definida como:

MP,Q) = inl{c > 0]P(A) < Q(A) +¢, VA& S}

Teorema 2.7
% A es una metrica en P{S) llamada métrica de Prohorov.
@ Demostracidn
(i) X ecs reflexiva. En efecto, sca ¢ > 0 tal que P{A) < @A) +c¢ Y4 €S en
particular para S — A%, se tiene P(S — A%) < Q({S — A%)) +¢ y porla
observacién 2.4
Q((§ ~ 49) < Q(S ~ 4)
por tanto
1-PAY)Y=PS~A) < Q3 -4 +e=1-Q(4) T ¢
luegoﬁ Q(A4) < P(A°) + ¢ como A4 Ffue arbitrario entonces
Q(A) < P(A) +¢ VA€ S
lo cual quiere decir que

{e> 0] P(A) < Q(A) +¢ YA €S} ={e>0Q(A4) < P(A)+¢ VAES)

por tanto A(P,Q) = A(Q,P). -
(i1) A es simétrica.

Enefecto,si P=Q ysi 6>0 y A€ 8§ entonces Q(A) < Q(AJ) por
tanto Q(4) +6 < Q(A%) -+ 6 y por tanto

P(4) < Q(A) < Q(A%) +6 VAes,

asf que AP, Q) =0.
Stpongase ahora que que A(P,Q) =0. Sea A€ § con A cerrado, entonces :

P(A) < QAY" +1/n VAES VneN.
Nétese que Al/n 1 A yaque A es cerrado, por tanto
P(4) = Jlim P(4) < lim (Q(4'/") + 1/n) = Q(4).

aplicando el mismo razonamiento, y en virtud de que A(Q,P) =0 (por (i) ),
sc tiene que para § — A4 se satisface

P(S—A) < Q(S - A)
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es decir Q(A) < P(4) y yva que las medidas coindciden en los cerrados se tiene

P=Q. .
i1} Sean P,Q, R & P(S). probaremos que si
( ) 10 IS q

By = {e>0IP{4) < Q(4)+¢ VA€ S}
By = [ > 0|Q(A) < R{(AY+¢ V4 8}
By = {c>01P(4) < R(A) + ¢ VYA€ §}

entonces B3 2O DBy + Ba.
Sca ¢ € By, § € Dy, entonces se cumple que
P(A) < Q(AY) + € < RI(A)®) + 6 + ¢ < R{ATS) 6 4 ¢
por tanto § - ¢ € B3 como queriamos probar.
En virtud dc esto inf{B + By} > inf(D3) es decir

&, Proposicion 2.8

Si £ es una familia de subconjuntos que contiene a los cerrados de S, contenida
en §y .
A={e>0P(4) < Q(4°) +¢VA € §}
B

={e> 0IP(4) < Q(AY) + ¢,VA € L}

entonces inf A = inf B, ¢s decir da lo mismo tomar la métrica de Prohorov en § que
en cualquier subfamilia que contenga a los cerrados de S.

@ Demostracidn
De la demostracién de que A es una medida simétrica se sigue que
inf{e > 0|P(4) < Q(A®) + ¢,YA € L} =inf{e > 0|Q(A4) < P(A%) +¢,VAd e L}
Sea py = inf A y pp = inf B. Esclaro que como A - B entonces inf A > inf ﬁ, es
decir py > pp. Stpongase que py > pp entonces 3¢ € B tal que
PA> (0 2 PR,
como €y & A setieneque 3 A€ S con
Q(4) 2 P(A) + «o.
S — A escerradoy como ¢ € B se tiene que
1— P{A%) = P(S — A")
< Q8 — A} + ¢
SQ(S-A)+e
=1-0Q(4) + ¢
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por tanto Q(4) < P(A%) 4 ¢y lo cual es un absurdo, Asi que inf A = inf B

g3 Definicion 2.9

81 A€S y P{d4) =0 diremos que A cs un conjunto de I’-continuidad , o
que €s un conjunto P-continuo.

Denotemos por ||fl 2 el ntmero sup,eg |f(z)] siempre que f € C(8).

% Teorema 2.10(de Pormantcau) .

Supongase que S es separable, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1 P,=r
(2} limp—co fg JdPs = [ fdP V[ acotada y uniformemente continue en §
(3) msup Pu(F) < P(F) YFe&§ F cerrado.
{4) Hminf Pp(G) 2 P(G) VG €S G abierto.
" (5) limp—voo Pn(A) = P(4) VA S con 4 P-continuo.
(6) A(Pp, P} — Osin— oo.
Q Demostracidn

(1) = (2) Sea f acotnday uniformemente continua, entonces f € C(S) ycomo P, = P
sc tiene que liMp—eo f5 fdPy = [5 fdP

(2) = (8) Sen F cerrado, FE€ § ysea &> 0, dado que
Ge={zld(z, F) < e} L F si¢—0,

entonces 3 ¢ > 0 tal que P(G¢) < P(F)+6 sabemos por el lema de Uryson que
3 f € C(S) tal que

flzg)=1 VYzeF y f(z)=0siz€ G,
con 0< f(x) <1 y [ esuniformemente continua. Por (2)
im_ fs fdP, = [S JdP.
Ahora
Pa(F) = Joraras [ rar,

por tanto

limsup Py{F) < limsup/:9 fdP,

=fsfdp

<
< [, f4P

< P(G) < P(F)+6
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haciendo 6 — oo se ticne ¢l resultado.

{3) => (4) Sca G abierto, (G & § entonces para (S — G) cerrado se tiene por hip.(')tesis
que

1 - lminf P (@) = limsup(l - Pu{G))
= limsup! P, (§) - Po{G))
= limsup/ P (5 - G))
< P(S-G)
=1- P{G}

por tanto P(G) < liminf P, (G).

{(4) => (5} Sea A € § tal que P(34) = O como JA = A1 - A° entonces 0 =
P(3A) — P(A°) por tanto :

P(4) = P(A®)
' < lim inf P, (A°)
< liminf P (A)

< Hmsup P, (4

< limsup Pp(4

4

)
)
S P(A) = P4°

),
entonces limpy—oo Pu(4) = P{A) = P(4°) = P(A). Andlogamentc -(5) = (4).

(5) == (1) Sea fEC( } con f >0 entonces D{J' 2t} C{f =t}, por tanto {y=t}
es un conjunto P —continue para casi todos los ¢ exepto quiza, una cantidad
a lo mas numerable de t > 0. Entonces

. L
Jim, [ 7dPy = Jim [V Palf 2 t)et
Wi
=/0 P{fzt}dz_—_/sfdP

1
Aplicandoesto o |/l — /) ¥ (IS}l + f) obtenemos el resultado.

Nétese que hasta aquf las 5 condiciones anteriores son equivalentes y no se ha usado la
separabilidad del espacio,

Mostraremos que (4) => (6} y (6) = (1) lo cual terminard la prueba.,

(4) => (6) Seca ¢>0 yaque S ecsscparable, 3 By, Ey,...€ S tales que cubrena S y
tienen didmetro menor que’ ¢/2. Sea Fy = UM ; E;, es claro que Fp 1 S, por

Tl’arn o primera igualdad, ver notas de seminario de probabilidad, Ma.E.Caballero, B. Fernander.
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continuidad de P se tiene que P{F,)} ] 1, por tanto 3 n tal que
n
P(J E) = P(Fa) > 1-¢/2,
r=1

sea N el mas pequeiio de ellos. Y sea

ief

L= {(U L) irc {1,2,...,1‘\’}}
Ya que para cada G ¢ L, liminf P,(G) > P(G), pues G es abierto, para
e>0 3 M, tal que T
P(G) < Py(G) +¢/2 Wn>M
y dado que [ es finita, podemos elegir ng tal que
P(G) < Pu(G)+¢€/2 Yn>ng VGEL.
Sea I cerrado, y sea
Bo=U{EN<i<N,ENF#8}
Entonces F;/ 2 € L y ademés
P(F)=P(FNF)+PFN(S~FR))
< P(Fo) + P(S ~ Fy)
< P(EY 41~ P(Ry)

<P +1-P (L]j E,-)

i=1

<PFEHY +ef2 .

Notemos que Féﬁ C F¢ pues los E; tienen didmetro menor que epsilon.
Qor tanto :

P(F) < P(Fo/?) + €/2 < Po(Fo/?) + € < Pu(F) + ¢ ¥n > ng
Gracias a la proposicion 2.8, y dado que ¢ fue arbitraria se ticne que :

A(Pp, P} — 0sin— co.

(6) => (1) Paracadan € N consideremos ¢ = A(Py, P)+1/n. Sea f € C(S) supongamos
que f>0. Ahora

fotape= [V Ptz 0t < MV pets 2 e+ cal.
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Ya que esto pasa para toda n tomando limite superior obtenemos :

limsup fdP” < lim ”! P[> t}m)dt

oo JS W00

= /IW P{J > t})dt _f fdP.

Nétese que en la pemiltima desigualdad se utilizo el hecho de que {f >t} o
cerrado y por tanto

209 {f2sn-0
Aplicando esto a {{f]| — f vy If|| + f obtenemos :

(+) timsup [ (111 - NP < [ (171 -
(++) timsup [ (171+ 1)dPa < [ (11 + 1)

y entonces de (*} se tienc

/S 1 £1dPs — limjnf fs fcan'-:li’rlr_l*so%p/S 17ldPx — limjnf /S fdPy
< [ hrhap - [ sap

Por tanto

lim jnf /S fdPy > /S FdpP
anélogamente por (**) se ticne

i dPy < / P

h,r}x_f»o\épfsf Py < Sf
De lo cual se deduce que :

Jimy [ Py = /S fdP.
Nétese que la condicién 6 implica cualquiera de las 5 primeras, aunque el espacio no sea
separable.

El espacio ﬁ(S) con la métrica de Prohorov es completo, y si S c¢s separable
también loes P(S).

A manera de informacién, existe otra métrica que asf como la de Prohorov, bajo
condiciones de separabilidad, metriza a la topologia de la convergencia débil, tal es
llamada la métrica dual acotada de Lipschitz. En el caso de § = R existe otra métrica
llamada métrica de Levy, la cual metriza a la convergencia débil, pero no es equivalente
a la de Prohorov.t

Tvcr Araujo and Gine
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Teorema £.11
% Sea. U una subelase de § tal que
(i) U es cerrada bajo intersecciones finitas.
(i) Cada abierto de § es una unién finita o numerable de elementos de U Y si
Po(4) — P(4) VA e U
Entonces P, =» P.
@ Demostracion

Probaremos por induccién sobre m que

() PuU a) - P 4, Acev

[E3Y
1) m=1 es inmediato.
2) Supéngase cierto (¥} para 4y, 4s,... 4, €U
3)
m+1

-Pu( U A") = PR(U A;’Ufim—H)
1=1

=1

U 41) ﬂ Am+1

=1

Jaanseeg
U4ﬂm1}

1=

{4i) Amt1) )

= Py U A7) + Pp(Apmyy) —

=1

UA + P, m-ll

r’_\r"‘\
St

ECs

P( U A;) + P(Am+1) — (
=1 v
m-+1
=P(U 4)
i=1
Sea G abierto entonces G = UL, A; para alguna sucesién {4;} en S.

Como UL, A; TG si m — co por continuidad de P
para ¢> 0. Im €N tal que P(G) - P(UL, A;} < ¢ Entonces

I
i}
85
85
N

1LC3
>

< 1;1@41%{ P,,(G) ]



19,

Como ¢ fué arbitraria se tiene PG} £ liminf,. .00 Pu(G) ¥ por el teorema 2,10 se
tiene ¢l resultado,

&g Corolario 2.12
Sea U wuna subclase de § con S separable tal que
(i) U es cerrada bajo intersecciones finitas,
(i) YIES y ¢>0 JAEU talque z€ 4°C AL Be(z)
si Pp{Ad) — P(A) YAeU
Entonces I, = P.
(5, Demostracion
X Sea G un abiertoen § y D el denso numerableen S

Probaremos que G es unién de elementos de Uy aplicando el tecoremea 2.11
se tendrd el resultado.

Sea z& G porser G abierto 3e; >0 tal que B (z) C G en virtud de (ii)
sabemos que J A, € U tal que

€ A, G Ae, € B (z)

por lo tanto Ueg 4, € G yyaque z€ G = z € 47 setiene que G = Upeq 4f,.
Porser S separable

oo
G= 4 4¢eU,
=1

oy Corolario 2.18

Supéngase que para cada interseccién finita A de esferas abiertas se tiene que
Py(A) — P(A) con A P-continuo. Si S es separable entonces P, = P.

Demostracién

—

Sen €8 yaque 3(Bp(z))N(Bu(z)) =0 si r<7, entonces hay a lo mas
una cantidad numerable de esferas alrededor de z tales que su frontera tiene medida
no cero. Sea A la clase de esferas en § P-continuas y U la clase de intersecciones
finitas de A, entonces U satisface la condicién {i) del corolario 1, para cada z € § y
€>0, 36 talque 0<6<c v Bs(x) €U C A portante U satisface las hipétesis
del corolario 1, y entonces se tiene el resultado.

El siguiente teorema puede parecer a simple vista facil, sin embargo serd muy
util en el desarrollo del siguiente capitulo.



% Teorema £.14
Py = P siy solo si cada subsucesién {P,} contiene nna'subsucesién { P}
tal que Pou=> P

(_29 Demostracion

=) Sea {P,} unasubsucesién de {P,} por el teorema 2.10 sc tienc que
Jim Pu(A) = P(A} siAes P continuo.

Ast que limgeieo Py(A) = P(4) paratodo A P — continuo empleando ot
mismo teorema se ticne que P, => P portanto {Py} contienc una subsucesién
que converge, a saber, ella misma.

<=) Sea A un conjunto P-continuo y sea a,, = P, (A} para cada mimero natural
n,y a= P(A)/ consideremos {a,y} una subsucesién de ay.

Ya que la sucesion correspondiente {P} contiene una subsucesién {P,n} que
converge a P, entonces por el teorema 2.10 se tiene que limy—eo Pn(4) = P{A4)
por tanto, la respectiva subsucesién {a,n} de {ay} convergea a.

Luego, dado que cada subsucesién {a,s} de {a,} contiene una subsucesion

{a,n} queconverge a a, entonces {a,} converge a a, aplicando el teorema
2.10 se tiene que P, = P.
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3. CONVERGENCIA DEBIL EN ESPACIOS PRODUCTO.

Durante esta seccién se verd como generalizar la convergencia débil en espacins
productos, para que asi, sabiendo la convergencia entruda por entrada, y adicionando
alguna hipdtesis se tenga el resultado.

Sea S=8"x8" con 8§, 5" espacios métricos.

Teorema 8.1
Si S5 es separable entonces una condicién necesaria y suficiente para que
P, = P, es que
P(A' x A") — P(A' x A")

VA' € 8" P! —continuo y VA" C 8" P" — continuo.
Donde P,,P son medidas de probabilidad en § =8/ x §" y
Pl(A') = P(A"x 8"), P"(A")=P(4" xS

las distribuciones marginales de P .
@ Demostraeion

=} Supéngase que 4’ es P’ —continuo y que A” es P” - continuo entonces
(A" x AM) C (84" » ") U(S" x 84")x
por tanto
P(a(A' x A")) < P(8A' x §") 4 P(§' x 84"
= P'(84") + P"(84")
=040
=0.

Y entonces A’ % A" es P - continuo, como P, => P por el teorema 2.10

Pa(A' x A"y = P(A' x A").

*ver apéndice



22.

<=} Sea. Ul clase de conjuntos de la forma A’ x A" con A’ P! = continuo y
! : . .
A" P" — continuo. Observemos que si A’ x A", B' » B" ¢ U entonees

(A"« A" UB" 2« B") = (A’ By « (A"N D" = UL
Por tanto U es cerrada bajo intersecciones finitas. Dado que § es separable,
en virtud del corolario 2.12; bastaria ver que Y2 & S, Ve >0 34U tal que
e A° C 4 C B(3),
para que se tenga P, = P ya que las otras 2 condiciones se satisfacen.

Sea (¢',z")€ 8, e>0y
As = {z€ 8| d'(r,2) < 6} % {y e §" | d(y,s") < §)

La métrica d en § estd dada por

d((z', "), (¢, 4")) = max{d'(<", "), 2" (", ")}

entonces .A; es lu esfera con centro en (z,z") y radio 6. Ahora si §; < é
§ 1 2

entonces Ay y Ay, tienen fronteras ajenas, por tanto I ¢ > 0 tal que

D0<b<ey A5 € B(2,2") Por tanto
(z,2") € Af € 45 € Be(',2")

vy se tiene lo que se queria.

Teorema 3.2
]
% Si § es separable entonces P x P = P' x P" siysolosi PL= Py

Pl= P" ,
donde P} x Pl{A' x A") = PL(A") - P{A")

@ Demostracion
=) Supéngase que P, x P! = P'x P" y que § esseparable. Por el teorema 3.1
P! x PHA ' x A"y — P'x P"(A'x A") VYA' P'—continio YA" P — continuo.
Ahora :

PL(AY. P A" = Pl x PY(4' x A")
— Pl % PH(AI % A”) — P’(A') . P"(A”)

en particular si A4’ es P'-continuo como 8" es P"-continuo entonces

PI(A) -1 =PL(A") . PY(S") —» P'x P"(A' x §") = P'(4])

Por tanto P! = P' andlogamente P = P".
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<=) Supdéngase que PL= P' y Pl= P",
Sean A" P! — continuo y A" P" < continuo. Entonces  Ph{4) - P/(A)) ¥
PlH(A") — P"(A") por tanto
P, x PJ(A"x A") = Ph(4") - P}l(4")
— PI(A’) . P"(A”) = Pl % P”()i’ X A")

Como S es scparable por el teoreina 3.1 se ticne el resultado.



4. CONVERGENCIA DEBIL DE VARIABLES ALEATORIAS,

Aplicando la seceién anterior podemos ahora entrar en lo que se Hlama : conver-
gencia en distribucioén de variables aleatorias.

Sean (0,8,P) y (Ma,Bn,Pn) espacios de probabilidad y X, X, variables
aleatorias definidas en (1, 8), (M, B0, Pn} respectivamente ¥ con valores en (S, §)
con § espacio métrico.

La distribucién de la variable aleatoriz X es una medida de probabilidad Py
en (§,8) definida por '

Py(Ad)=P(Xe(d) 48

war Defintcion 4.1

Se dice que {X,} converge en distribucién a X (y lo denotamos por X, & X)),
si las correspondictes funciones de distribucién convergen debilmente a la distribucién

de X. Es decir :
X2 X = Py, = Px ,

par Definicion 4.2
Se dice que X, converge en probabilidad a una constante a, a € § (y lo deno-
tamos por X, B a )y siVe>0

Pu{w e, | d(Xn(w),a) 2} =0 sin— oo

war Definicidn 4.8

Si Xp: 1 — 8 son variables aleatorias y S es un espacio métrico separable y
si para cada ¢ > 0 i

Pu{we | d{Xu(w),X(w)) 2 e}~ 0 sin—oo.

‘

Entonces decimos que X, converge en probabilidad a X y lo denotaremos por X, I X.
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wir Definicion 4.4

Decimos ademds que 4 ¢ § os un conjunto de X-contimidad é que es Py-
continuo si

Px(04) = P{X c 84} == 0.

o Observacion 4.5

Supéngase que para cada n, Xpn, ¥n: (e, 8n) — (S, §) {es decir son medibles),
entonces tiene setido hablar de Zp, = d(Xn,Yn):ﬂn —+ B, en virtud de que § e
separable Z,, es medible.* Por tanto se pucde hablar de la convergencia en probabilidad
de Z, a la constante 0 = R.

Teorema 4.6

% Si S esseparabley Xy, D x y d{Xn,Yy) P, 0 cntonces ¥, & X.
@ Demostracién

Sea Fe = {z & § | d(z,F) < ¢}, F cs cerrado. Probaremos primero que
(+) {Yy € F} € {d(Xn,¥2) > HH{Xn € Fe}.
Sea w € {Yn € F}. 81 Xp{w) € F¢ es clara la contencién. 8i Xp(w) ¢ Fe entonces

¢ < d(Xnlw), F) € d(Xn(w), Ya(w)).
Por tante w € {d{Xn, Yn) > ¢}. De (*) se sigue que
PY,,(F) < Pu{d(XmYn) > C} + PX,,(FS)

Ahora :
Py, (F) < limsup P{d(X, V) > €} + Py, (Fe)

Como d(Xn, V) B, 0, entonces
Pp{ld(&n(w), Yu(w)) = 0] 2 ¢} = Pn{d(Xn{w), Yn(w)) = ¢} — Q.

Por tanto

limsup Py, (F) < limsup Py, (F) < Px{F).
Tomando F cerrado, se ticne que Fe | F' y en tal caso Py (F) | Px(F), haciendo
epsilon tender a cero, se tiene que: ’

limsup Py, (F) < PX[F)/

y por el teorema 2.10 obtenemos que Yy, D, x.

*nr apéndice



Teorema 4.7
Sea {1,8) un espacio de probabilidad y § un cspacio métrieo separable.

Sean X, NV, XL X2 ...:(0,8) - (8S8) kncHN tales que:
(i) VekeN XFZ X sin- oo,
(i) Xi DX s k—ooo
(iil) limg oo imsup P{d(X5,13) > ¢} =0 ve >0,
Entonces Yy, 2, X sion-r oo
@ Demostracion
Sea Fe. = {z€ S |d(z,F) <€}. con F cerrado.
Se ticne andlogamente {Y; € F} C {d(XX,V,) > JU{X% € F.}. entonces
Py, (F) < P{d(X},Yn) 2 ¢} + Pyi(F)
por tanto
limsup Py, (F) < limsup P ({d(X}_,Yn) > €}) + limsup P‘Y;l;-(F()
Pero Xk 2 X, si n-+oc por ¢l teorema 2.10
limsup Pyy(Fe) =< Py, (Fo)

por tanto
lim::up Py (F} < limnsupP({d(an, Yu) > €}) ‘+"limnsup Py, (F)
tomando limites cuando k — oo f)btcnemos:
Jim limsup Py, (F) < lim limsup P({d(Xn,Ya) 2 €}) + lim Py, (F)
y de la hipdtesis nos queda que

limsup Py, (F) < Px(Fe)

haciendo ¢ ~ 0 y aplicando el teorema 2.10 se tiene cl resultado.

% Teorema 4.8

Si X, B, X entonces
P({Xn € A}JA{X € A}) = 0 VA Px — continuo
donde BAC = (B-C)U(C - B)=(BUC)~-(BNC).



(& Demostracion

Probaremos primero que
{Xn E -4.,-¥ ¢ A} g {(l(-Yll)-Y) 2 (}m{d(‘\’) "1) < (-14'\’ ';{ “1} .

Sea we {X,e€4,X ¢4}
1) 8i we {dX,,X) > ¢} esclara lu contencién,
2) 8i wd {d{X., X) >} entonces
Xp(w) e 4, X(w) ¢ Ay d(X,{w), X(w)) <«

esto implica que:
dX (), 4) < d{Xulw), X(w)) < ¢

por tanto w € {d{4,X) < ¢, X ¢ A}.
Anélogamente se tiene el resultado para S — A. Por tanto :

P{X, € A,X ¢ A} < P{d(Xn, X) > ¢} + P{d(X,4) < , X ¢ A}

y
P{Xn & A, X € A} S P{d(Xp, X) 2 €} + P{d(X,5 — 4) < 6,X = A}

Como X, %+ X se ticne que P{d(Xn,X) > €} -0 si n-— oo entonces

limsupP{{X, € A}A{X € A4})
- <limsupP({Xn € A} —~ {X € A4}) +limsupP({X € 4} — {X, € A})
SP{X,A) <6, X ¢ A+ P{d(X,5 - 4) <, X € A}
Es claro que s {2(X,A4) <e} | A si ¢~ 0. Entonces
{d{X,4) < e, X ¢ A} | A~ Asic—0
y andlogamente

{d(X,S— 4) <'6,X€.4}l(S—A)—(S~—A) sie—0
Como (§—A)~ (8~ A)=AN(S -4} = A~ A° entonces

P{d(X, A <e, X é A} + P{d(X,S ~A)<e,X€E A} — P(.‘i -—_A) +P(A ~ A°)
= P((A-A) U4 - 4%))
=P{84) =0

por tanto

0 < liminf P({Xy € AYA{X € A}) € limsup P({X, € A} + {X € A}) =0
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es decir P({X, ¢ A}A{X € A}) -+ 0.

Nétese que en general

Bc(B-0)UE-BUC = (BACIC

cc(BacyUn
entonces
P(B) - P(C) < P(BAC) y P{C)-P(B)<PBAC)
por tanto |P(B)}— P(C)} < P(BLC)

&a Cerolario 4.9
St Xn? X entonces B ox
@ Demostracidn

Cormo:
|Px, (A) = Px(A)| = |P{Xn € A} ~P{X € A} < P ({Xn € A}A{X € 4})

y dado que P ({Xn € A}YA{X € A}) — O se tiene que Py, (A) = Px(4) VA Py -
continuo y por el teorema 2.10 tenemos el resultado.

Teorema 4.10
% SiXe2 X'y X"E o entonces (X, X.") 2 (X.,d")
donde X, : Q. =~ 8, X )0, —8" §=8x8"
@ Demostracidn
Por el teorema 3.1 (X', X"} & (X', X") si y solo si

P{(X. X)) e A'x A"} o P {(X', X") € 4’ x 4"}

VA' Pxi — continuo  y VA" Pyu — continuo.

Por tanto basta probar que si A" es Pyn —continuo y A" es Pyru — continuo.
entonces

P{X. ed X ca") - P{Xed X" ca"}
para X! =a"
Sean pues A" Pyn — continuo. y A" Pxw — continvo.
La distribucién de X" es

0 siad ¢ B;
PJV"(B)={1 sia”gB.
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" 1) n

1} Supongamos que a” & A", como X, I o" entonces X" B o en particular

PX"u(S” - A") had P_)(H(S” - A”) =0 -
Dado que

P{x. e’} -r{x, ¢ 2"}

A

P {X,,’ e A X, e A"}
< Py (4)
fund er(A’)

entonces
P{X, € 4, X" € 4"} - Py (4") =P {X' € A',a" € 2"}
2) Supongamos que a ¢ A” entonces
0<P({Xa €4, X" € A4"}) < Py (8"~ 4") = Pyu(S" ~ A") =0

Por tanto (X', X,") 2 (X, q").



5. CONVERGENCIA DEBIL Y MAPEOS.

Sin duda alguna resultados muy hermosos son los expuestos en este capitulo,
pues basta :

1) la convergencia débil en un espacio,

2) una funcién de cste a otro espacio,

3) una hipétesis,

y se tiene, oh maravilla, la convergencia débil en este otro espacio.

Sea h una funcién, #:85 — §' ysea Dy ={z & S|h ecsdiscortinua }. Sean F,, P
medidas de probabildad sobre- §*, n € N, es sabido que Puh™!, Ph™1 son medidas
de probabilidad sobre §', con (Pyh™1)(4) = P,(h71(4)) AcS.

Teorema 5.1
% Si P, => P y P(D,) =0 cntonces Pyh~! = P!
@ Demostracion
Mostraremos primero que Dy € S. Sea d' la métrica en S’ y sea
Ase=1{z€ 8| Fy,z€ S,d(z,y) < §d(z,2) < é,d (h(y),h(2)) > ¢}
entonces Ag . es abicrto, pues dada z € g, y tomando
r = min{6 — d(z,y),6 — d(z,2)}
ysi w € B(z) seticne que Jy,z €5 tales que:
d(w,y) < d(w,z) +d(z,y) < § —d(z,y) +d{z,y) =6
y
d{w,2) < d(w,z) +d(z,2) < 6 ~d(z,y) + d(z,y) = ¢
y d'(R(y),h(z)) > ¢ por tanto B.(z) C Ag,.

Probaremos ahora que Dp = UesglMsso4dse 66 € @ ¥ con esto se tendra
que Dy € § pues es unién numerable de elementos de S.

C_Z) z € Dy, como h es discontinuaen z, 3 €>0,v >0 3y,z € Bg(z) con
d'(h(y),R(z)) > ¢, como F¢* € @, ¢ < ¢ cntonces z € Agee V6 >0 por

tanto
ze | N A5 66€Q.
¢>06>0
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2) z€UsoNsz0ds. 66€Q Sea 6 >0, como 6 QF, 66", ycomo
J¢>0 tal que

3 y,2 € Bslz) € Bs.(x) con &'(h(y), h{z2)) = ¢

entonces h es discontinua en ¢ y por tanto = € Dy,

a Nétese que no se pidié la medibilidad de k, esto es importante pues dada
cualquier funcidn, su conjunto de discontinudades es medible.

Sea F cerradoen S, yaque P, = I cntonces

timsup P, (h™ ! (F)) < limsup P, (A~ 1(F)) < P(L~1(F))
En virtud de que P(D,)} = 0 bastaria ver que h~1(}) C Dy Uh™Y(F) para que
(aplicando el teorema de Pormanteu) sc tenga el resultado.

Sea w & h=X{F), si we h~Y(F) se ticne la contencion, si w & h™Y(F)
entonces h{w) ¢ F y por ser I' cerrado tenemos que Je > 0 tal que d’(_}i(w),F) 2 e,
por tanto ¥6 > 0 Iy & Bg(w) talque y € h™YF) (pues w & h=I{F)) y tal que
h{y) ¢ Bc(h(w)) entonces w & Dy.

& Corolario 5.2

Si X, B X y PH{X € Dy}) =0 entonces h{X,;) & AK(X) donde
h:{8,8) — (&', §').
@ Demostracidn

Sean Py, las distribuciones de X, y Py la de X, sabemos que

Px,= Px, Px(Dy)=P{XeD;}=0

Por el teorema 5.1 Pxnh"1 = Py h~ly como las distribuciones de A(X,,) son Pxnh_1 Y
la de h(X) es Pxh~? se tiene el resultado.

&3 Corolario 5.8
Si X, ® X=a v hecs continua entonces h{Xn) 2,0 (a}.
@ Demostraciin

Como X, & @ entonces X, & a ycomo Dy = @ entonces por el corolario
51 h{Xn) D, h{a), y por tanto h{X,) P, h(a),

Teorema 5.4

% En el caso §' =R, §' = B(R).
(i) Si Pn=> P entonces Pyh™!= Ph~! VYh:S — R medible con P(Dy) =0
(i) Si Pyh~l=> Ph~! Vh realcontinua y acotada, entonces P, = P.
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(i) Si Py = P y k csreal, medible y acotada con  P(D},) = 0 - entonces
Jsh dPy — fgh dP.

@ Demostracién
(i) Bs inmediata aplicando el teorema 5.1

(ii) Sabemos que Pyh~t = P77 significa, por definicién

/sfd(P,Lh“l) -»/Sfd(l’h") Vf € C(S)

Por el tcoreme de cambio de variable tenemos que

/mfoith,l~>/Rfo)LdP.

Ya que h es acotada (k] £ M) consideremos:

M > M,
f(fﬂ)'—'{:l: |z} € M;
~-M z<—-M.

entonces [ € C{K}, y por tanto

-[R h dP, — jR h dP

como h fue arbitraria en C(S) se cumple que Py => P.

iii) Sea h real medible y acotada cbn P(Dg) =0 como P, => P por (i Puh7l =
k
PRt ¥ por definicién ...

/foth,,—»/joth jeCR),

en particular es vilido para f como en {ii) y entonces se tiene que

/Sh dP, — /Sh ar.

Teorema 5.5
% Si X, & X entonces E|X| < liminf E|X,,|
@ Demostracion

Sca

_ [l e g e
"(")‘{o| 2l > o

Si Px(Dp) = P{|X| = a} = 0 por el teorema 5.2 (iii) dado que Py, = Px( Px,
distribucién de X, y Py distribucién de X') se tiene que

/S hdPy_ - js h dPy



por tanto

fs [X] dPy = /S [ Xn! dP /S X dP
y eutonces

XidP = | Xl dP < liminf E|X,),
/{msa}m dr nhlrc‘o/nxnlga}“ | dP < liminf B|X,!

ya que
L={a|P{X|=a}>0)

¢s a lo mas aumerable, entonces haciendo @ — oo, ¢ L se tiene

fs IX| dP = EIX| < lininf BN,

Teorema 5.6
Supéngase que X, & X. Si {Xn} es uniformemente integrable, es decir :

P Jix gy 10l 4F =0

entonces E{X,) — E(X). Si X,X, > 0 son integrables y E(X,} — E{X) entonces
{Xn} es uniformemente integrable.

Demostiracidn

Coma {X,} es uniformemente integrable entonces

sup B(X,) < oo

E|X| < iminf B{X,| € sup E(X,) < oo,
por tanto |X| es integrable.
Ya que X, b x para

z z] < a;
ha(n:) = {3)! }z%> o.

yst P({{X|= a}) =0 por el teorema 5.2 (ill) [gha dPy — [g ha dP Por un teorema
de cambio de variable

) /Sh,,oXndP-—»/shao}.’dP

Dado que:

) E(Xn) = Blha(Xa)) = [ %o} dP
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Y
(3) E(X) - E(ha(X)) = /{ isay X147
tenemos :

limsup [B{X,) ~ E(X}]
= limsup| /{ ey T 4F /{ . 4P|+ limsup | E(ha(Xa)) - B(ha(X))]

= limsup!/{!X"!ZQ) X, dP - /{mza}x 4P|

.
< lims Xpl dP + 1 (| d
< limsup ([ ¥ala) [ X imsup /{!Xiza} (X dP
< X P -5— J’!

= 5"1‘_17 (X2} 1Xnl d /‘HXB“} [X1dP,

haciendo @ —+ oo se tiene que limnaee [B(Xx) - E(X)| = 0.
Ahora supongamos que X, X >0 y que E{X,) — EB(X).
De (1),(2) ¥ (3) se tiene que :

/{xnza} Ko 4P f{xza} X ar

y como |X| =X es integrable cnionces

/ X dP <« R
{X>a}

si a es suficientemente grande y por tanto

f Xn dP < ¢
{Xnza}

si n cs suficientemente grande y ya que cada XX, es integrable entonces {Xn} es
uniformemente integrable.

Teorema 5.7
& Sean Ay, h:(S,8) — (57,8") y sea
E = {x € 8| hnlzq) — h{z) es falso para alguna subsucesion en § con z, — z}

S§i P, =P ysi P{E)=0 entonces P,‘h;1 = Pr~L.
@ Demastracidn
E e §t. Sea G abierto, probaremos que liminf Poh71(G) = Ph—3(G).

‘fvcr apéndice



Antes que nada observemos que si Ty = Ny g ki {G) entonces
. 20
(4 ey e eU | Ul
ket

En cfecto, tomemos z € A™HG)
Si z € E es inmediata la contencidn.

Siz# E ysi z no estd en el segundo uniendo de el lado derecho de (*},
entonces Vk >0 d:¢ 2>k tal que

V6 >0, Bs(hy\) € G

En particular para k =n 34, >k tal que para 6= 1/n >0 Iy con d(z,y; ) <6
y ki (v,) & G. Sca
_ [y, m=in
Tm = {z m # iy,

entonces z, — z dado que z ¢ E por tanto hy,(z,) —» h(z) en particular
ki, (v;,) = h{z) como G es abierto I Ng &N tal que n > Ng => hy (y;) €
G lo cual es un absurdo.

Dado que Tp C Ty, se tiene que

(o] n
p (U T,f) = nl_igéoP((U T;) = lim P(Ty)
k=1 k=1 SR
y entonces para r >0 I N € N tal que

o0
P(U T,;’) <P(T) +r sin> N
k=1

y ya que P, = P se tiene que
P(T?) < liminf P,(Ty) < liminf P, (h;1(G)),
as{ que

P(~YG)) < P(E)+ P (fj T,:)

k=1

(g7

< P(T7) +r
< liminf Py (Ty) +r
< liminf P (h;1(G)) + 7

Como r fue arbitraria se tiene lo que se queria.
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6. TEOREMA DE PROHOROV,

Consideremos ¢l espacio de las funciones continuas sobre [0,1] démosle i
métrica del supremo a tales funciones, y llamémosle C([0,1]) =a dicho espacio. A =
o-élgebra determinada por los abiertos inducidos por la métrica, llamémosla : C se
sube que tal espacio con esta métrica es completo.

Analizaremos ahora un teorcma importante para la convergencia débil. Tal
teorema da condiciones bajo las cuales basta la convergencia de las sucesiones finito
dimensionales, para que la sucesién converja debilmente. Antes definiremos algunos
conceptos que nos serviran de ayuda.

13 Definieidon 6.1

Sea IT una familia de medidas de probabilidad sobre un espacio {S, §). Decimos
que la familia II es relativamente campacta (compacta por sucesiones) si para cuzalquier
sucesién existe una subsucesién y existe una medida de probabilidad @ tal que la
subsucesion converge debilmente a Q.

Cabe notar que la medida @ de la definicién no necesariamente pertenece a la
familia TI.

@ Observacidn 6.2

Sea P, una sucesién de medidas de probabilidad sobre (C,() tales que
sus distribuciones finito dimensionales convergen debilmente a las distribuciones finito-
dimensionales de P. Supdngase ademds que {Py} esrelativamente compacto. Entonces
P, =P,

@ Demostracidn
Sabemos que cada subsucesién {P,;} de {Py} contiene una subsucesién {P,n}
que converge debilmente a un limite Q. En particular Pn”"l:'l-vtn = erfl.l..tnly dado
-1 -1 : -1 = -1
que Ppomysy, = P”tl---t,,,se tiene que Prg.,y, = Qnj L, .
Dado que las distribuciones finito dimensionales determinan de manera tinica a
la medida, se tiene que tal medida es Unica. Por tanto cada sucesién {Py} de {Pu}

contiene una subsucesién {Pnu} que converge debilmente a P; por el teorema 2.14
P, = P. o
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Teorema 6.8
Supongatnos que Py es relativamente compacts, snpongainos también que sus
distribuciones finito dimensionales convargen debilinente a alguna medida de probabili-
dad puyg..e, sobre (b"ﬁk, S(B\?“)) Entonces P, =+ P para algin P,

&, Demostracion

a / a subsucesén de '}, entonces '} eontiene una subsucesion
Sea. {P,} una:ubs le {P.}, ent s {P,} conliener !

" y converge debilmente a un lmite Q. ticulur o istribuciones finite
P ue conv lebilmente a un lmite Q. En particular las distrib fint
dimensionales de § son las py ..,

Sca  {Pm,} una subsucesion de {P.}, entonees S{Pm:t} subsucesién .
{Pm;} tal que
-1 _ -1
Pm/kn““_," =D Uyt = er“_,.l”.

Entonces Pm% = . Lo cual prucha el teorema.

Teorema 6.4
& Sea I1 una familia de medidas de probabilidades sobre (R, B(R)).

II es relativamente compacto  <==>
() Ve>0 3a,be R, Pla,dl>1~¢ VPeT.:

@ Demostracion

<) 8Sea {Pn} una sucesién de II paracada n € N y Fy, le funcién de
distribucién de P, {Fu(z) = Pu{y < z} = Ppl—00,1)).

El teorema de Helly t asegura que existe una subsucesién {F,p} de {F,} v
3 F tal que si Cp = {z| F es continua en z} entonces

(**) Fu(z) = Flz) Vzelp

(ademds, F se puede elegir continua por la derecha).

Sea pu una medida asociada a F en (R, B(R))
u(a,b] = F(b) - Fla).

Si u{R) = 1 entonces p es una medida de probabilidad sobre B y (**) implica
que P, =>pu y entonces IT es tensa. Asi que basta probar que p(R) = 1.

Por hipbtesis Ve > 0/ T a,beR, Pla,b] > 1~¢ VP& I, ya que eligiendo
F crecienk;/ Cr es a’lo mas numerable, y por tanto podemos tomar para cada
€>0, a <a, b<lt con a,b puntos de continuidad de F tal que se satisface
(**). Tornemos ¢ = % por tanto I am,bm € R tales que

P(am,bm}>1—‘f VPEH' anl,bynEOF

ademds podemos elegir am+1 < am < bn < bpy1 V.

TVcr Notas del curso M.E.Caballero y B,Fernandez, Sem.Prob,
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Entonces
ﬂ(am’bm] = F(bm) - F(am) = 711LI%7P"’(G’"’ (),,,} 2 ¢
Por tanto p(R) > p(a’, ) > 1~ —rlﬁ es decir :
1
pR)>1- - VYm
m
por tanto u(R) > 1. Dado que p(R) > 1, es imposible tenemos que u(R) =1,
=) Supongamos que es falsa la conclusién. Entonces
Je>0Ve,beR IPlP(e, b} <1 ¢

Para
a=-n,b=n AP €Il Pya,b]<1~c

Dado que IT es relativamente compacto 3 {F} subsucesién de {P,} tal
que {P,} — Q para alguna @ medida de probabilidad sobre @, Si z € R
entonces

Q{~z,z) < liminf P (-2, z)

esto, debido al teorema de Pormanteau y que (—z,z) es abierto.

Dado que
lirr:"iann:(-—r, r) < lixr'll'inf]’n,(~n',n') <l-c.

Entonces Q(—z,2) < 1—«¢. Por tanto
1=Q(R) = :li’néoQ(—z,x) <l-e

Lo cual es un absurdo. Y se tiene el teorema.

Ejemplo.
Sea
P = {I si n c4.
0 si no .
La distribucién de P, es la siguiente :

1 sin<z
F, = = .
n(2) {0 si n>z

Dada cualquier subsucesién” Fr de F, y dado = se tiene
Fa(z) — 0,
por tanto la medida asociada a F es u = 0. Ademiés

#(R) = lim (F(z) - F(-z)) =0
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Por tanto P,, no satisface ¢l teorema 6.4 y esto se debe o que la familia no
satisface la necesidad del teorema, pues ¢ > 0 (c e 1,) . tal que Va,b &

R IAPecl (P=DP,), Ple,} <1 —=¢, con m= max{lal, (6} + 1.

& Corolario 6.5

1T es relativamente compacio si y solo si :

(6.5) Ve > 0 3 I, compacto, tal que P(K) > 1—¢ VP ETL

3y Demostracion

=} Por el teorema (6.4) 3 a,b € R, Pla,b) >1~¢ VP €Il Sea K = |a,b],
entonces P(K)>1—-¢ VYPeTl con K compacto.

<=) Sea ¢ >0, sabemos que 3 K compacto tal que
(6.6) P(Ky>1—¢ YPeIl
Dado que I M > 0 tal que |z} < M, ¥z 2 K tomando a = —M,b= M, P&l
se tiene que P{e,b] > P(¥)> 1 -«

los resultado anteriores, inducen una definicién la cual nos permite gencralizar estos
resultados. .

gar Definicion 6.6 R
Una familia II de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico (S, S},

se dice que TI e3 lensasi

Ve>0 3K,P(K)>1-¢ VYPeIL

con K compacto. Asi el corolario anterior, podemos reformularlo de la siguiente forma

&g Corolario 6.7
IT es relativamente compacto si y solo si es tensa.

Este resultado admite una generalizacién a espacios métricos, arbitrarios :

% Teorema 6.8 PROHOROV
Sea TI una familia de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico (8§, §).
(a) Si II es tensa entonces I es relativamente compacto.

{(b) Si S es un espacio métrico completo y separable y si Il s relativamente
compacto, entonces I es tensa.



3 Dernostracidn (a) Se havd por casos.

CASO 1 (§ = &Y. Considercmmos agqui solamente % = 2, para k& arbitraria la
demostracién serd andloga.

Sea {P,} unasucesién de elementos de II. Por el teorema de Helly 3 Fy, 3 F
tal que

Fou{z) — Flz) Vz < CF.
Sea pla medida sociada a F (u: B(R?) - { 0,1]); Nzevamente es claro que si
u1(R%) =1 entonces P, = . Basta probar entonces gue u(R%) = 1.

Sea €3 0. Como IT estensa3 K € B2, K compacto tal que
Pu{KY> 1 ~¢ val,

Sea (o, b = d{riy) 22 ap <z <an, by <y<b) uuocrje que contenga o
K, con a=(ay,b}),b=(ns,b).

A lo mnas hay una cantidad nutnerable de rectas en o plano que tenpan p-
medida positiva. Por tenwe podemos considerar que los lados de la caja tienen
p-medida cero. Asique cadn vértice de la caja es un punto de continuidad de

. Entonces

Pn.’(a!b] - n’((a" b" ) - Fnl(((lg,bl)) - ‘Fn'((al!bQ)) -+ Fn'((al’bl))
— F{ag, b2)) - T{(an, b)) - Flar, ) + F({a1,b1))
= (e, bj

»l—¢

figurita uno

Por tanto p{e,b)) > 1—¢ y entonces pu(R?) > 1-¢, locual prueba el resultado.

CASO 2 (5 = E*™). Para este caso emplea.remos un lems con el cual lz demostracién

s mas sencilla,
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&y, Lema (¥)
Si T es una familia tensa sobre ($,8) ysi £ cs una funcién continua de
en 8§ entonces: {Ph7Y P 2T} s una familia tensa sobre (S7, §%).

é’?\g Demostracion (lema (*))
Sea ¢ > 0, elijumos un compacto K en § talque P(K)>1-¢ ¥P 1L

tn

Si K' = h{(K)} ecntonces K cs compacto, ya que las funciones continuas

N

mandan compactos en compactos. Ademds /7! (]1") 2 A por tanto

PrYE) 2 P(K)>1-¢ YPETL

Sca pues IT una familia de probabilidades tensa en B®, por el lema (*) la
familia {Pﬂ’;]'} para cada k es tensa sobre (RF, B(RF)).

Por el caso anterior dada una sucesién {P,} de II podemos elegir pata &k =1
una subsucesién {P,1} de {P,} tal que P"nr;I = ,u;ﬂ'l_,{ para k = 2
podemos clegir una subsucesién {P 2} de {P} tal que Pparyl = pyay!
con este procedimiento vamos hallando una sucesién de sucesiones que, con el
cldsico método de tomar la diagonal, podemos elegir una sueesion {P,} tal
que

Pnnrl:l = ;1.11.';1 Yk,
Dado que tales medidas setisfacen las condiciones de consistencia del teorema
de existencia de Kolmogorov t se tiene que 3 @ medida de probabilidad sobre
(R, B(R*)) tal que

Qn,l_"l = uﬂ';:l vk .

Por tanto

Pungl = Qupl vk
En R™ estoimplica que Py = Q. Y por tanto & es relativamente compacto,

Antes de proseguir con los dos casos restantes veamos algunas observaciones y algunos
lemas.

Sea Sy C § tal que Sp € § consideremos ahora la sigma-dlgebra g restringida
a Sp. Notemos que
So={AC S| Ade S} tt

Asique 8 € §. Consideremos ahora una medida I de probabilidad sobre (S, §),
definamos la restriccién PT de P a (Sp, Sp) como:

Pr{A)=P(d),conAde S

Tvcr Notas de M. E. Cabailero y B. Fernander
'H' ver apéndice
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Andlogamente podemos considerar una medida de probabilidad sobre (S, S9) ¥ pode-
mos definir la extensién P¢ de P a § como:

P(’(A) B P(Aﬂ S()), conAC S .

Notemos que, de la dltima definicidn que P¢{Sp) = 1.

Una observacion imporiante es que si P es una medida de probabilidad sobre
{8,8) con P(Sy) = L entonces PT(4) = P(4), portanto PT es una wedida de
probabilidad sobre (Sg, Sg) ¥ entouces podemnos definir (PT)® sobre (5.§). Se tiene
pues que ¢ ‘

(PTY(A) = PT{ANSy) = P(ANSp) = P(4)
es decir (PY)¢ =P
Analogamente (P€)" = P siempre que P see una medida de probabilidad sobre

(503 SO) .

%y, Lema (*%)

Si I es una familia de medidas de probabilidad tensa sobre (Sg, Sp) entonces
11¢ = {P€| P €11} esuna fumilia tensa sobre (8, ). Ademds si Pp = I en (So, So)
entonces PS =+ P¢ cn (8, §}).

@ Demostracidn (lema (**))
Sea
h:Sg— &, k(s)=s, Vs € Sg.

Para h es continua, con Dy = {discontinuidades de h} se tine P(Dy) =0 y
nétese también que si A C S entonces A~ A4) = SpN 4. Por el lema (¥)

(PN P eI}
es una familia tensa sobre (S, §) pero Ph7lA) = P(Syr A) = P°(A) por tanto
I = {P* | Pe N} = {PhY P e} '

es tensa. Si P, = P, por el teorema 5.1, Poh! = Ph~1l, es decir P = Pt yse
tiene el resultado.

&y, Lema (**¥)

8i Py= P en (5,8) ysi Pu(So}=1=P(8) ¥n entonces Py =>P" en
(SO) SO) o 4 :
@ Demostracidn (lema (***))

Sea Gp abicrto en Sy entonces Gp = SpM G pare algin G abiertoen §
dado que Py = P, por el tcorema de Pormanteau se ticne gque

liminf Py (G) > P(G)
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es deeir
liminf P (Go) > PT(Gyp).
Nétese que
Py (Go) = Pu(Go) = Pu(G 11 Sy) = Pu{G)

y que
P"(Gg) = P(Go) = P(G 1 Sp) = P(G).

CAS0O 3 ( g-compacta)
Sea S o-compacto, entonces S es separable t,por tanto :
Ag:85 - R®

tal que ¢ es un inyectiva y bicontinua. Ahora ¢(S) € B(R*)} por lo tanto §
es homeomorfo tt a ¢(S).
Esto debido & que
[>=]
5= K;
=]
con K; compacto, por tanto ${K;) es compacto, y entonces

#8) = U #x)
1=1

por lo tanto ¢(S) es o-compacto.

Sea - -
§*=¢(8) =¢(U Ki) = U K;
i=1 =1

con R; = ¢(K;).

S* es o-compacto,y S* CR%, ademis S* e B(R*®) .

Sea II una familia de medidas de probabilidad sobre S tensa;

Por el lema (**), {P$¢~1| P €11} = II* es tensa sobre S*;

Por el lema (*¥*), I1*¢ = {(P¢~1)¢| P € IT} es tensa sobre (B, B(R*)).
Por el caso anterior IT*¢ es relativamente compacto.

Sea {anS‘l} una sucesién en JI*  entonces la sucesién correspondiente

{(P.¢~1)} conticne una subsucesién {{Py¢~1)} que converge debilmente
en (BR*,B(R*)) a algin Q.

Como II* es tensa sobre (S*,8*), para e>0 3 K C §* tal que

(PN (H)>1-¢ VPeT ,

TVer Int. ala Top. A. G, Mayner



CASO (4)

por tanto
(Pud N(E) = (Pp¢ WE) = 1~ ¥n',
Por lo tanto

Q(8*) 2 QUIC) = limsup(Pag ™) (H) = 1+ ¢
por lo tanto, Q{S*) =1 y P¢"1{5*) = 1. Por el lema (***), se tiene que
(Pt = @,
en (R, 8(R*)), es decir
Pa¢~t = Q"
en (R%,B(R™)) por tanto II' es relativamente compacto.

Dada {P,} succsién en TI, consideramos ¢! : 8" — S, por el lema (*¥),
{Pné*l} contiene una subsucesién que converge debilmente a @, por tanto
P":g{f"l => (J, como ¢ es continua, entonces

( )nlé—_l) ¢ = Q¢a
es decir
Py = Q9.

(Caso general).
Sea § - un-espacio métrico.~ Il una familia tensa sobre (5, §).
Para ¢; = 1/i >0, 3 K; compactocon P(K;)>1-1/i VP &Il Sea

oo
So={J K;
i=1
entonces P(Sg) =1, VP &Il por tanto II" = {7} P € II} es una familia
tensa sobre (8, Sp), pues para ¢ >0 3 K; compacto en Sp (K; C Sg} tal
que
PK)>1-1/i>1—-¢ VYPeI
pero P(K;) = P(K;), por tanto II" es rclativamente compacto. Sea {Py}
un subsucesién en II, entonces {P};} ticne una subsucesién convergente {P}
a @, por el lema (**¥)
(PLY = Q°
es decir Py = Q{ por tanto II es relativamente compacto, lo cual prueba el
teorema, ’

Ahora podemos analizar el reciproco, para lo cual emplearemos un lema que facilitard
los cdleulos.
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&y, Lema (#)
Si Ve>0,v6 >0, 3.4y, 4g,..., A, 8 -esferas tales que

k(1)
P (U Af) >1-c VYPelIl
1=1
entonces IT es tensa.
(\é‘) Demostracién (lema (#))
- Sea ¢ > 0 consideremos para cada & = 1/k >0 4y, Aa,..., Ay, 1/k -esferas
con P((URE, 4;) » 1 1/k.

De la demostracién del teorema 1.10 se tiene que si K es la cerradura de el

conjunto totalmente acotado N>y Uicn, A;, entonces P(K) > 1—~¢€, yyaque & cs

completo, K es compacto. Por tanto 1T es tensa.

Usando este hecho probaremos (b) por contradiccion.
ol M “
§,\, Demostracion (de (b)),

Supongamos que I1 no es tensa, v II es relativamente compacto. Por el lema
(#) 3e>0, F6>0, tales que Vidy, Ag,..., A, 6 -esferas, se tiene que

g
P (U .‘1‘-) <1—¢
i=1

para algin P &l

Dado que S es separable, por el mismo argumento del tecorema (1.10)
[=+]
5= 4
=1

con A; §-esferas. Sea Bp, = UL, 4;, yaque 3P, €11 ¢con Pu(By) <1—¢ y I es
relativamente compacto, 3 {P} subsucesion de {P,} tal que

Pnr 23 Q
para algin @, shora B, c¢s ablerto para toda n, por lo tante
P(Bm) < liminf Py{Br) < liminf Pp(B,) <1-—¢ .
Pues By C B, para »' suficientemente grande. As{ que P(Bp) <1 —¢, es decir
1= P(S) = "h_r‘nmf’(Bm) <1-—c¢.

Lo cual es un absurdo, entonces Il es tensa.
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(iYVYe>0,vnp>0 36>0 con DCH<L, v T ANpeN wlque
Py{ze Clwe(f) >} <n, n > Np (n

Observemos que el hecho de que { Py} satisfaga {I), significa que dado cualquier
nimero positive, podemos elegir ¢ suficiontemente grande, tal que cost todas Jas
funciones continuas, valuadas en cero, quedan por debajo de e, en el sentido de que
al conjunto de lus otras funciones {las que quedan por encima de a), cualquier Py L
asocia medida menor que el ndmcero positive dado.

Y el hechio de que {Iw} satisfaga (II), significe que dado cualquier nidmer.
positivo ¢ se puede elegir § suficientemnente pequefio, tal que el conjunto de funcione:
con 6-mddulo de continuidad mayor que ¢, tienen probabilidad P, muy pequeds, ¢
partir de cierto rango. De ahi que la demostracion de este teorema tenga que ver con
el teorema de Arzela-Ascoli.

%y Demostracidn

T =) Bupongamos que {P,} estensa. Dados ¢, 6 > 0 elegimos un compacto K
tal que Pn{K)} > 1 - 1 ¥n. Por el teorema de Arzeld-Azcoli * sabemos que

KC{xeC) =) <a)
para algin 2 suficientemente grande y ademés
K C{zeClugd) <t}

para & suficientemente pequeiio, Por tanto :

P (C — {z € C{[z{0)] € a}} = P,{z € C] |2(0)] > a}
< P,(C~ K) <7,

y también

Po{C ~{z€Cluz{8) < €}} = Pu{z € Cl w{&) = €}
<P, (C—-K)<nq
y dado que esto se satisface para toda n, lenemos entonces probada la primera
parte del teorema.
<=} Supongamos ahora que se satisface (i}, (ii).

Sean ¢,7 > 0-sabemos por (ii) que existe une § > 0 con 0 <8 < 1,
y 3 Ny € N tal que se satisface (II). Para cada & < Np, {I’} es tensa, y
aplicando la primera parte de la demostracidn se tiene que 3 & que satisface
las propiedades antes mencionadas,

Sea 6= min{éy, éa,..., 6ny> 6} dado que wi(-) es decreciente cntonces :

{zeClw(8) 2} S{zc Clw(8) > e} Yk <N

*yer Dicudonné, Int. n} Apalisls,
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Yy .
{rcCiuwd) > 3 C{zellwgb) =} .

Entonces (II) se satisfuce para toda n. (es decir podemos suponer, para fines
de probar ¢} teorema, que (1) se satisfuce pars toda n.)

Sca 5 >0 pare § por (i} Jo tal que

2By = {2z e C| |x(0}| > o} < ;I vn

Por tanto Pp(C~ B=A)> L~ VY.

Elijamos ahora 6 > 0 tal que si

1
Ap = {I & C'| wz(ﬁk) < z}
entonces n
])ll(Ak) 2 1-— E_“T, VTI».

Sea K la cerradura del conjunto AN{UR; Ar), entonces

P(C-K)< P, ((C - 4N fj .»q.)

k=1

(c AU(G C - Ak)

cs L&

k
< Po(C - A) +P( (CwAk))

o
)

1

o0
< Pu(C—A)+ 3 P(C~ A)
k=1

n

S5t 2 ok

8

™13
P
1l

1

7o
E;—W.

.
i
_

Il
.Mg

Por tanto P, (K)>1~n- Vn.
Basta entonces probar que K es compacto para que {P,} sea tensa,

Probaremos que K satisface las hipétesis del teorema de Arzela-Ascoli y se
tendré entonces que K es compacto.

Sabemos que B satisface :
[z(0)}<e VzeB, ' (7.4)
yquesi z€ Uﬁ‘;l Ap entonces VYa>0, 34>0 tal que
la(s) — 2()] S welf) <o sifs—i] <P (7.5)



Nétese que la condicion 7.5 implica que B es equicontinuo,

Por otra parte dada ¢ € [ Q,1}, z & B, 3k €N tal que i < {. Ya que
z € Ag, entonces J b >0 tal que

[5(s) = a{u)] € wol5) <

sils - u| < 6

Sabemos que 3 N € N tal que Af <t (&%]—)é&. Ahora

12(t) = 2(0)] < iiz(k%l)f—‘-“) ~ () 4 Ja() - (5K
Por tanto - 1
lz(t)i £ rtETootx +]z(0)]
(4\'+1)»’_v;;;s—/
es decir ,
j£()] < (o) +

Por tanto {z(t)} estd acotada, y dado que en ® basta acotado para ser
relativamente compacto, se tienen las hip6tesis del teorema de Arzela-Ascoli.

Veamos ahora una modificacién de la suficiencia del teorema 7.2

% Teorema 7.4
Una sucesién {P,} de medidas de probabilidad sobre (C,C) es tensa si las
siguientes 2 condiciones se satisfacen:

(i) Yn >0, 2eccR tal que:
Po{ze C||z(0)] > a} < %, n>1 (rrn
(ii) Ve > 0, Vn>0/36>0 con 0<éd<l, y INgeEN tal que

1
IPfzeCl swp fels)-aiZSa,  n2 N (1v)
6 t<Last46

Nétese que para cada ¢ € [0,1] se toma el supremo sobre los s para los cuales tiene
sentido z(s) es decir los s que satisfagan t<s<t4+6 y se(0,1h
@ Demoastracion

Basta probar que la condicién (ii) del teorema implica la condicién (ii) del teo-
rema 7.2, dado que la condicidén (i) es la misma. Sea € > 0,n > 0

Para ﬁ- >0, !2’ >0 por (i) 36,0< 6 <1, 2Ny, tal que 7.4 sc satisface con
£,%. Sea

Ay={zeCl sup |z(s)—z(t)] =]
t<s<t+6
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cemo en la figurita uno.

o e

Puede zuceder que ¢ %< ({4
t> {1 2)8 dedoque @ -sl <8,

En ambos cesos |z(s) — z(1)} < £ por tanto

sup_f2(s) - 2(0)] <
ft—e}<é

’zf [ [

cs deeir w;(6) < €, lo cual er un absurdo.

210 puede poser o

2les

e

De (") se sigue que Pu{z € Clw (§) > 3 < Py (U{<% A;g) aplicendo ahora

la hipétesis de que Pu(Ap) < -L,fl tenermos que

T 1
Pz & O ws(6) 2 & S 5 Puldish 5 (6351 +1) <

i<}

lo cual et debido a que (§3)({}]+1) < 7(8[3)+ &) < F(1+1) = n, por tanto se tiene

lo-que se queria.
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dy Corolario 7.5

Si0=tg<ty <o <ty =1 vsi ty—f,_ 326 2<i<r-1 entonces:

r
PlreClus(f)> e} < S P{zc €] sup  |als) - altiy)] = ¢}
i=1 1 S8ty

@ Demostracion

Estd contenida en la demostracién de 7.4.



8. CONVERGENCIA DEBIL DE PROCESCS SOBRE C[0,1].

En este capitule introduciremos alzunos conceptos que son de gran importancia
en la teorfa general de procesos, 1os cuales utilizaremos durante los siguientes 4 capftulos.
También sc establecen los teoremas del capitulo anterior, relativos a tensidn, solo que
ahora con proecsos, ademds se construye un proceso a travds de nna suma de varizbles
aleatorias, ¢l cual es muy utilizado en la teoria anies mencionada,

yar Definieion 8.1
Un proceso estocistico sobre € es una funcién X de un espacio {,8,P) a
el espacio € la cual es medible.

Si consideramos X': 0 % [0,1] -+ B definida como
lw.t) = (X()} (1)

resulta que :
{i) X'(-,1) es una funcién medible de {1 en &.
{ii) X'(w, ) escontinua de [0,1]en R yselellama la w-trayectoria de X.

Y a veces llamaremos u el proceso X una funcién aleatoria, con valores en C.

@y, Proposicién 8.2

X es un proceso estocdstico si y solo si cada funcién X'(2,-) es una variable
aleatoria medible.

@ Demostracion (proposicién)
=») Supdngasc que X es C-medible, de {§1,8) en (&, B(R))
Sea t €[0,1] fijo, ¥y X6, — R sen A = (~oco0,a}. 8 = {z € Clx(t) £ a}
entonces
X'ty H4) = {w € 0 X', w) £ 0}
= {we 0} X'(w) € B}
=X""YB)

por tanto X'"YB) = X'7}{, Y{A) dudo que B s cerrado, B € C por
tanto X'~!(B) € B y entonces

X' (1, 8) — (B, B(R)) .
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¢s medible.
<=) Notemos primero que si B = {y € C| |ly — z|| < ¢} entonces

x4By=N { w e O X'{rw) € la{r) - ¢ ={r) 4+ ¢ }
re@

En efecto

C) st we X I(B) entonces ||X(w)~z|{|< e portanto ¥t€[0,1}

X' (t,w) — () S €

es decir,
X't W) € lz(t) - e, z(t) + ¢,

en particular esto es viélido para los racionales.

2) Sea
we [ {we ] X(rnw) € o) ~ ) + d}
re@
y supongamos que || X (w)—z{r}i’ > ¢ entonces 2t = {0,11 1X(¢, w)~
z(t)] > <.

Para €' = I&L_Lz“"_.i(ﬁ)_l: >0
by, Ju—t] < b = |z{t) — z(u)f < € por ser z(t) continua
A8y, Ju—t] < b= |X't,w) = X'(u,u)} <€ porser X'(-,w) continua.

Sea 6 = min{8;,83} > 0 entonces 3 r & Q,|r —1tj < 5. Entonces

|X! (r,w) = z{(r)] = [X'(r,w) - X'(t,0) + X'(¢,w) = () + =(t) — =(r)]
2 X' (t,w) — 2(t)] = X' (r,0) = X'(t,w)] = J2(t) - a(r)]
> X (t,w) ~ zt)| ~ ¢ - ¢
= Xt w) - 2(t)] + € = | X (t,w) = =()] = ¢

Ya que €' +¢* = |X(t,w) ~ 2(t)f + £
Como X'{r,.) es medible

{w € 0| X'(r,w) € [z(r) — ¢, z(r) + 6]} €8 .
Por tanto X~1(B) € 5.

Dado que € es separable, cualquier abicrto de € es unién numerable de
esferas cerradas, y por tanto X es C-medible,
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Cuando hablemos de la funcién aleatoria X, (C-valiada, la identificarcmos con su
respectiva X', por tal motive aunque esto sea un abuso de lenguaje eseribiremos indis-
tintamente X como un proceso, o como una variable aleatoria C-valuada.

Nétese que, dado que la funcién X es medible, X' tienc una distribucién P
la cual es una medida de probabilidad sobre C.

gar Definicion 8.9

Se dice que una sucesidén de procesos estocdsticos en (O g3 tensa, si la corre:
pondiente sucesién de distribuciones lo es.

Asi que el teorema 7.3 se puede formular de la siguiente manera :

Teorerna 8.4
Una sucesidén {X,} de procesos estocisticos continuos es tensa si y solo si las
siguientes 2 condiciones se satisfacen.

(i) Yn>0, 3a€R tel que:
Ploen Xal0,0)|>a} Sn, izl ()
(i) Ve>0, ¥n >0 36>0 con 0<é <1, y 3INogeN tal que
Plwe wXnw),§)>c}<n, n>Ng LD

Nétese que la condicidn (i) es equivalente a que la sucesién de variables aleatorias
X, (0) sea tensa. De forma andloga podemos formular el teorema 7.4 :

Teorema 8.5
Una sucesién {X,} de procesos estocdsticos continuos es tensa si las siguientes
2 condiciones se satisfacen.

(i) la sucesién X {0} es tensa.
(i) Ye>0, Vp>0 36>0 con 0<b6<1, y 3 NpEN tal que

i
-P{ sup [Xn(s) — Xn(t)] = e} <n, n > Ng (vin
6 \egagens

Construyamos un proceso estocéstico .\ de la siguiente forma :
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Sean £y, €q,..., variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad
{0, 8,P). Definamos

Si=&t bbb b S=0,

y .
1
Xn(—,w) = ————S w
() = S Sile)
Definamos a X lineal y continuamente en cada intervalo [1, '—,—ll], tenemos que
(%) - i—1 (- —¢
Xp(t,w) = ”n Xn( - yw) + % 4\n(;,w)

= U\I/ES{-—I(‘*’) +n (‘ - 1—5—‘) satilv)
1
= ;’\_/‘}—;S[nt}( w) + (nt - nft]) \/—E[nt}+1( w) (8.6)

VYeamos un cjemplo de X3 (figurita dos).

Xn(guw) = ;—50( w) =
1 1

- Erp—
Xn(asw) ox/gsl(w)
"

e XaG) = () £ )
Xa(Gow) =~ (61(0) + &2(0) + E3(w)

figurita dos

Como las £;,S5; son variables aleatorias, se tiene que para cada ¢ la funcién
X(t,-) es medible, y por la proposicién 8.2 X es un proceso estocéstico sobre C,

Es claro que como X,(0) =0 entonces, es en este caso {X,,( 1} es tensa.

Observemos quesi ¢ = 1’ t4 6= i

n?
r 1
R rt con k<r<j7
n' n

con k,j cnterosy




entonces para cada w, {ver figurita §)
. . - .k
[(Xn(s,w) — X, ({{,w)] = | Xn{s,%) — .X"(;,w)f
S . Lk . + 1 . Lk
< xm{m(’—,w)-xn(;,w)l, () = 3t}

k
< max | X,{(—,w) - Xgp{—,w)
= {kl_g;lgj}l n( w) n(n w)i

T e (517:"&(“) - S“(“”)

|Skile) = Se)]

=2 (crf

\___/

1<né

= s (S lSailo) - 520 )

o/
Para la primera desigucldad se considera

4 [1 r+1

] — R, d{u) = [Xp(tw) - Xp{u,w)i, 4d

la cual es monétona.

figurita tres

i

Por tanto

¢ 1 . -—
5, (s, = Xa1,0)] < gy (55718es100) - 8400

Y por tanto

p{ o 1) = Xolo)l > of <P { mes (oisiate) - st 2

t<a<t+s

Entonces (VII) se transforma en

sf’{.<,.a( ol Skil) = S"(“’”) 2‘}5’7
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&, Proposicion 8.6

Supdngase que Ve> 0, ¥y >0 36 >0 con 0<b6<1, ¥y 3NN tal

que;
1 , ,
5" {ma (a\/‘lSH-i(w) - sk(wn) = } <nYn2No, Vk. (v1r1)
Entonces Ye >0,V >0 36§ >0 con 0<d<l, v 3 NgeN talque:
1 .
-P { sup | Xn(s) — Xn(t)] 2 c} <1 n2Ng Vie|[0,1] (IX}
& ligogtss ] A

@ Demostracidn

Sean ¢ >0, >0, para ¢ =5>0,7n"=1>0, 36 con 0<d<ly
I Ny tal que:

i<né*

1 1 a .
(8.1) Ep Lo (st - s 2 <o

Vn > Ny, Vk. Sea 6.—_%:, No=m ax{f\g,o} n> Ny vy teif 1
Para t,t—i—é.z.- 3k, 33 tales que

 — 1
k+1'] <t

n n

<t

<

:l?“
v
3 1.

Sea s € [t,t+ %}, we Q/ supongamos ademas que

k4 A E+A4+1
TA L REA
n n

Lo que se hace a continusacién es acotar las diferencias IXn( w) — X, (k2 = 2 w)| apro-

vechando la definicién de X en los puntos é‘— y ayuddndonos de (#), asi que

|Xn(s’w) —'Xn(t)l B iX"(s’w) - Xﬂ('}'c"w)l + an(—JniaW) - Xu(t!w”
< 22%, {IX"( yw) = Xn (’Z )’} + oax {an(-E,w) - X,,('—:E,w)l}

=2, e fix ) - ol )

0<t<5 -k n

=2, (;’%fskﬁ(w} - Sk(w)]) .

Por tanto

wp | Xafors) = Knl0)] <2 s (Helinito) - o))
1<agt+ b



dado que n > Ny > 3‘— entonces

J k 7 & 8 k 6 2 .
—_—— - = | = = {t -} - L _ } el B §
n on (n (1}2)) (2+t LA n —Z%TLS(

por tanto j — k < é'n y entonces

sup | Xp(s,w) ~ Xp(t,w)] £ 2 max (“L'lsk+{(w) - 5&-(’*‘)2) ()

oy S
t<a<tt8n i<é'n \ T/

Dado que se satisface (8.11) se tiene entonces que

il

2
—P sup [ Xp(s) = X, (8)| > ¢

*
A P &

2 2
= — . — 8ifu)
E*P{{glfg&\_ oo Skelw) = Sl 6}

1 ,
(_SP { sup |Xn(s) — Xa{t)i > c}
1<a<t+6

In

YV

H
|

*
[

2
P !¢ omax ——=I181 {w) - Splw) >«
: {.éﬁ‘s‘- o Skl ) = Skw) =

O oo

7t =1 ¥n> NS .
Y por tanto también para n > Np.
El esquema que se tenemos para las X, definidas en (8.6) cs el siguiente :
() {Xa(0)} siempre es tensa.
(if) Para verificar la condicidn VII, basta verificar la VIII, (porque csta implica IX).

(iif) Pero lz eondicién II (que es para procesos en general) se traduce en la condicién
VI, (que es para variables aleatorias C-valuadas), que a su vez se traduce en la
condicién V1I (para procesos estocdsticos).

En resumen tenemos el siguiente :

&g Corolario 8.7

{Xn} es tensa si se satisface VIIL

Teorema 8.8
% Supébngase que {X;} estd definida por (8.6). La sucesién {Xp} es tensa si
Ye>0, 3A>1y 3Ny tal que

€
r {f&flskw = Sl = /\0\/5} <57

¥Ynz> No y Vk,



@ Demostracidn

Sea¢>0,n>0,k>1. Mostraremos que 36 >0 y I Ng &N tal que se
satisfuce la condicién VIII v en vista del corolario 8.7 se tendrd que {A,U o5 tensa.

Tomemos )
n* = win{n, 1}, cp = min{c, 1}, & =n7¢]
Notese que ¢* < e% <e <¢, para ¢ >0, 3A>1 y IN; talque

A 2
P {m. X [Sgys = Skl 2 /\o\/n} < Zl’\%

2
Vn > Ny y Vk, sea §= ;L como A >1 entonces 0 < 6§ < 1. Sea Np tal que

Ny > %'1, sea n > Ny, cntonces [né} > Ny, por tanto
I

P { max |Spy;— Spl > /\a\/iné}} <X j =n'6.
i<[né} ’ A

Notemos que

=
M/(né] = Ay/[ne*26] < A_\ixn_e_ = /nc’ ()
¥ que :
w2 «2 2
¢ ne ne
6:-:\7<1=>[A2}SA2 (**)

Tenemos entonces que :

—P {,< ] a\/‘lsk’“ ~ Skl 2 E} = ';'P {’211%] ﬁglskﬁ = Skl Z'E}
= %P{ e J]ISk-H ~ Sl = fﬂf}
%P {‘21[&§]|Sk+, -Sil>¢ o«\/—} por *
2% {,q 5)lslc+=‘*31~|>/\U\/E1 por **
<qns=n' <,

Lo cual prueba el teorema. -~
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9. TENSION EN C[o,1].

Estudiaremos en este capitulo, algunas condiciones bajo las cuales una sucesion
de procesos cs tensa, ya que esto acompariado de la convergencia de las distribucionus
finito-dimensionales, hace que ia convergencia de procesos estocdsticos (teorema (7.1}
sea débil,

Sean €&, ¢&9,...,&n variables aleatorias, no nccesariamente independientes ni
tampoco necesariamente idénticarnente distribuidas.

Sea Sp= €1+ 62+---+4n (So=0) v

Mm = max Sk
HEm T ke kI

Nuestro propésito es lograr cotas para P {M,; > A}. Definamos también

My, = mox min{{Se|.[Sm — Sil}-

Dado que : min{|S;|, |Sm — Sk|} < ISk entonces
M < M,
Observemos que :
[Skl < 1Sml + 1Sm — Sil v ISk] < ISk] + |Sm

lo cual implica que

[Skt < min{({Si|+ [Sm — Skl) s (ISk| + 1Sm])}
Dado que
min{(|Sk| + |8m — i), (ISkl + [Sml)} = [Sm| + min{|Sm — Sk, S|}

entonces
[Sk] < [Sml + min{|Sm — Sil , |S¢]}

Lo que implica
M < ML+ 18m).

y por lo tanto

] >

P{Mp> A} <P {M,’,, > %} +P {Sm >

} e
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El siguiente teorema nos da una cota para el primer sumando del lado derecho de la
desigualdad anterior.

o Teorema 9.1

\\i‘\* Scanw\0a>%—

e

Supéngase que VA >0 y VYi,V5,Vk,0<i<j<k<m sesatisface que :

o

1 — .
{|s—S|>A,,sk—sj>A}_A27(L u;) (i4]

i<i<k
Para algunos numeros no negativos iy, us,...,uy. Entonces YA > @ sc tiene que :
P{Ml, > A} € 1%y 4zt um) (Irn
/ 4 ~ /\2 1 T dm

Donde Kyo es una constante que depende solamente de 7 v a.
De hecho se puede calcular cxplicitamente la constante y es :

—(2v+1)

I

1 [ 1
Koo = i \ i )
2T+ 2

No haremos la demostracién de este teorema ya que esta es muy técnica. Sin em-
bargo haremos una observacién y esbozaremos solo la idea.

« ~- - Nétese que

M, 223 U S-Sl 228 -8; 2} -
0Li<j<k<m

Pues si tomamos un w en el primer conjunto podemos suponer que

oZx, (min{|Sil,1Sm ~ S¢l}) = min{|Sey s 1S ~ Sk}
Y por tanto w estd en {|8; — Si = A 18k — Sil 2 A} con 1=0, j=ky, k=m.
Asi que
PM,,>)}< 3 P{S;-SI2 I8 — 8122}
0si<y<ksm
1 =

< T ()

0si<jsksm i<l<k
2
s s (Ew)

0<1<]<k<m i=1

,\_
(2



Nétese que aqui la constante K depende de m.

La idea es demostrar que ef resultado vale para una constante K 1mayor que
uno quec no dependa de m, y la idea es hacerlo por induccidn, sobre m, hatemos el
casode m=1,m =2,

8i m =1 entonces M| =S| y por tanto
1~ 1 NS
P{Mh > 2 = P{I8; = 5] = M, 18k — 551 = A}
con 1=0=7=1k=1 por tanto se tiene el resulado parz; m =1
Si m =2 entonces MJ = min{[S; — 51|,]51]}; Dado que
{min{|Sy — S1},181'} =2 A} € {IS; - Sil 2 A, [Sk — &1 2 A}
con 1=0=7 =1,k =2 entonces por hipétesis se tiene que :

n

) 1 «_ K,
P {I\'fm > /\} < NGl 02_‘;[;2u1 < -X(E;(ul 4 ug).

Los pasos subsecuentes de la demc stracién consisten en suponer que vale para los enteros
menores o iguales que m, y esciibir v = uj 4+ ug + -+« 4 u;m encontrar un entero h
tal que
vy Fug ety < 1 <u1+u2+'-~+uh
u -2 u
v aplicar la hipétesis de induccién a las variables aleatorias : £y, €q,...,€_y ¥ después
aplicar nuevamente induccidn a las variables aleatorias : €p4.1, €9y 000y Em.

Nétese que dado un m fijo podemos calcular la constante minima entre la dada
en el teorema y la de la observacién,

Mostremos ahora algunas consecuencias del teorema anteiror.

Teorema 9.2
% Sean 4> 0,a > 1.

Supdngase que VA >0 y Vi, V), 0 <7 <7< m sesatisface que :
o
P{ls-—s-|>',\}<~1- S ou (1v)
T EA ST S
<<y

\Para algunos numeros no negativos uy,ug,...,u;,. Entonces Y > 0 se tiene que :

!

F
P{Mn2 3} S P2 (ur +up b Fun)® )

Donde K,’T‘a es una constante que depende solamente de v y «.



@ Demostracion

Ya que
0 <P(E1NEy) <P(E))

y dado que
0 <'P(Ey N Ep) < P(Ey)

entonces . .
P(E| N Ep) = P(E)2P(Z,)? (1)
a 4
Por otra parte z = (Ei<15j ul)? , Yy= (EJ'<l£k u,)ﬁl en Ty < (1:+y)2 obtenen:.-
que :

I3

De (*1) y de {*2) obtengo que

(X33

< ( P Ut) , (=2}

i<i<k

o 2

(545
Uy bl u|
T<i<y ’\% sk )

1 [*4

i<k

P{Is;— Sl 2 2,18 - 8j1 2 A}

IA
?;.:} land

IA

Se puede aplicar el teorema (9.1), pues se cumple {II) y concluir que

Y
P{Mp 22} S S (uFup oot um)® (+9)

Ademis de la hip6tesis tomando 1 =0, j = m se tiene que
P (ISl 23} < rlus +ugt oo ) (+4)
De (I) se sigue, aplicando (*3) y (*4) que :
P{Mm2A}< Ii\%; (w1 +ug+ o um)® + :\%(w +ug + et um)®

If;’a—f-l o
=T(u1+u2+---+um) .

Con lo que se tiene el resultado.

Teorema 9.8
% La sucesién {X,,} es tensa si satisface las siguentes dos condiciones :
(i) Lesucesién {X,(0)} es tensa.
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(i) Existen constantes v > 0 ¥ @ > 1 y existe I -funcién 16 decreciente continpa
sobre [0,1] tal que : '

PAIXA() - Kalt)] 2 3} £ 5P(E) = Fl)|” v 1)

Vi, Ve, Vn, VA >0 .
3, Demostracion

Por el teorema (7.4) solo basta probar que ¥e >0, ¥y >0, 36,0<6 <1 tal
que

P{w{X,,6) 2 ¢} <1 Yn .

Pero por el corolario (7.5) esto es ciertosi: 671 € Z y ademds :

2 P { el 1)5|Xn(.e) - Xu(j8)| 2 e} <7 vin
F<6™! Jocssy+ .

Sea ne N, ¢>0, n>0 Considereinos 6§ <[ 0,1] tal que

K o P L
K17 - FO) s (G + 1) - FGO)| <
€ <61
Esto puede hacerse ya que F es uniformemente continua y a > 1.
Para cads entero positivo m consideremos las variables aleatorias :

1
226, i=1,2...,m.
m

& = Xa(6+ —8) = Xu(j6 +

Si lamamos u; = F(76 + iém™1) ~ P76+ (£ - 1)5m'1)l probaremos que las variables
aleatorias §; satisfacen la condicién del teorema 9.2, para tales u; 1 =1,2,... Nétese
que como F' es no decreciente, los ndmeros u;, 1 =1,2,... son no negativos,

Sean {,7 tales que : <j, entonces :

185 = Sil = [€iq1 + Eigz + - + &5l
1 .
= X (56 + 2 8) — X (36 + 6)+
m m
.. 42 , t+1
4‘."(]64 o~ 5) Xn(j6 }'71—-6)-1-
+o
P I
/\n(35+m5) X,.(56 P &)

= |Xnl76 + %5) ~ Xu(j6 + —;;5); ,
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Por tanto :

P{is; - 812 o =2 {1+ 26 - xtio + Loz o

< SIFGS 26 < F(i5 - Lo por (V)
k

= Z§) ~ F(jb ~~5 a

2 g:( 5+ 56— r(is+ ))1
k—~1

<3 L [F(j6 + —~6) F(§6 + ~—=6)|°
k>z m

= ClT L u’k

k>1{

As{ que se cumple (VI) del teorema 9.2, por tanto existc una constante K/ que satisface
S K .
p{ e, s+ £6) < Xalis) 2 < ip (00 - UK ()
Sea 0 < B < ¢ probaremos que :
K

P { sup [Xn(s) ~ Xu(56)] 2 } <

. 3 “[ ((7+21)8) - F(G8)]*  {~0)
F5<a<i+1)6 ~ By )

Sea

we{a= sup [Xnls) — Xu(j6)} = €}.
FE<ag(j+1)6

Por definicién de supremo se tiene que 3 s € [76,{7 + 1)6] tal que
Xuls) - Xalst)] € (@~ 2,0, (+7)
Ya que X, es continuaen s, para %i 3r>0 tal quesi |z~ s| <r entonces:

Xalo) - Xale)l < £ - (+8)
1

m < r. Supéngase que

s € |j6 + 1‘-5,;5 + 5;16)

Para r>0/3m tal que

/
entonces :

o oo ok .
o, 1Xn(i8 + —6) — Xn(j6)| 2 |Xu(s6 + —8) — Xn(s6)]

> Xa(36) = Xnfe)] = [ Xa(s) ~ Xa(j6 + 5]

B
2a~§—~-2— ; por (*7) y (*8)
=a-—ﬁ2£-—ﬂ/ yaque a2 €.
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Asi que

{ sup [Xn(s) = Xn(5d)]| 2 c} C {

. . max (X, (56 -+ '5) - Xn{F8) 2 ¢ —3}
78585 (5+1)6 m

0<iam

Y por lo anterior tenemos el resultado.

Dado que (*G) se cumple para toda g € (0, c)’, tenemos :

. i

Por tanto

P { . _sup iXu(s) - X,,(le)' = C} < ""[F .7 + 1)6) - F(jé)}a
76<8L(7+1)6

Ahora tenemos que !

j§ 1P {j& su};“) [ Xn(s) — Xn(56)] = c}

<—- > IF WG +1)8) - F(56))*

J<6 1
B X R+ 18) ~ FUIF (G + 1)6) - F(s8))*"
J<6 t
;.—, 2 1P (G +1)9) - F(i8)] max,[F (G +1)6) - E(56)*

F=é~1

=5 s P+ 00) - FUP S (P (G +1)¢) - R

<61
= & m[F (G +18) = PO P () - FO)]
<n

Esta 1ltima desigualdad es debida a la eleccidn de 6, lo cual prueba el teorema.



10. TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN R™.

Sea ¢:R — R definida como:

con a= f} e}\p(a—(li_lﬂ) ds.

a»> Observacion 10.1.

¢ es C°° y sus derivadas son acotadas,

% Teorema 10.2
Sean Py, medidas de probabilidad sobre R tales que :

ff dP, =/f dp Vf € C%acotada y con derivadas acotadas

entonces Py, = P.
@ Demostracidn

Sean F,,F las distribuciones de P,,P respectivanmate n € N, Sea =z
tal que f escontinuaen z y ue& N entonces

Fulz)=Pay<ab= [ dPay)

= -/;(y—:!:)SO} d"(”(y - .L‘)) dpn.(.’/) < /E-;f dl(u(y — :r)) ‘[p"(y)‘



Por tanto
limsup Fy(z) < lim /R $(u(y ~ z)) dPuly)

= [ #luly - 2)) aP(y)
= ./;u(y—I)Sl) $(nly — x)) dP(y)

dP(3
< ey 0
=/ dP(y)

T Jyszrl
=P {y <zt %}
= Fz+ %).
Por otra parte
Iz - %) < /{ysz-g} 1dP(y)
N '/;“(!/-'J:)S;l) 1dP(y)
~ July-n)<-1) $(u(y - 2} +1) dP(y)
s fm ¢(uly — z) + 1) dP(y)
iz, [ dlely = 2)+1) dPaly)

$(u(y — z) + 1) dPuly)

I

w5 f(u(y~z)so}
+ nl—i-»nzl)o -/(u(y—::)>0} ¢(u(y - I) —r- 1) dPn(y)

= lim f{ yonyzoy S0 =)+ 1) dPuly)

I fy ey 4P

= Jim [l ety =)+ 1) Py

< lizinf 1 dP,
= /{u(y—z)sr)} 4P
= liminf Fy(z).

. Haciendo u — oo/ se tiene
1 - . . 1
F{z) = lim F(z - ;) < liminf Fo(z) < limsup Fu(z) < lim F{z + Z) = F{z)

Por tanto I (2) — F(z) lo cual prucba que P, = P.

G8.
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% Teorema 10.3

Sean  &nyyéngyeee, fnk(") para cada n, variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas con media cero y tales que purn cada j < k(n), n; tiene

varianza finita o,zlj. Sea

Sn = Enl -+ sng +ee et S"k(n)/

con varianza 5?1 = 0,211 - 032 e aﬁk(") > 0. Sea NN una variable aleatoria
normalmente distribuida con media cero y varianza 1. Si Ve > 0:

1 k(n)

(% - [ €n,, dP -0 sin— oo
) 512!. kz=:l {lfnkizcan} uk
entonces s

2D

Sn

En base al teorema 10.2 basta probar que VS & C* con derivadas acotadas se
tiene que

J1E2yar = [ vy ap.

Sea f € C™ con derivadas acotadas y sea

g(h) = sup |f(z + h) — f(z) - f{z)h - %f”(a:)hﬂ.
zelR

@ Observacidn 10.4. g es borel-medible.(de hecho es continua) -
@ Demostracion (observacién 10.4).
Sea a>0, ho €R y scan

i(2) = /(e + ho) = (=) - /'(z)ho — % en

, 1

iz) = f(z+ )~ f(z) - f{z)h - —2—f"(:c)h.2|.
Sean My, M; las cotas para f', f' respectivamente, dado que k{z) i= z* s continua,
para 2c/(3M3) >0, 36; >0 tal que |h—hgl < 6 = |h? - hd| < ﬁ%ﬁ'ﬁ sea ahora
8y = B’X‘H' tomemos § = min{§;;8}, si h cumplecon [h—hgl <4, ysi z€R
entonces

2

i(a) ~ 3] < 7L+ ho) = Tz 4 1) 4 7 ()l = ) + 1 L5211 — w2

nye,
= 17 €anollto — WL+ 17 (R — 1l 41 2~ 42
ﬂg_ 2e ‘

50/3‘*‘0/3‘*‘ 2 (3'1‘—{‘2—)'=(1
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Por tanto #(z) < j{z) + «, tomndo supremos obtenemos :

sup i(z) < e+ sup j(z)
zeR zcR

es decir g(hg) < g(h)+a, analogamente g(h) < g(hp)+ e, por tanto |g(h)—g(ho)] £ a.

@ Observacidn 10.5 3 K que depende de [ tal que g(h) < min{h®, |13} -
@ Demostracidn {observacién 10.5).

o(h) = |1(z+b) = () = fa)h - 5 /" (a)?]
=/"(zp)b - I'(z)h — % FU=Y donde w € 5,3+ b
= (' (a) - (=)}~ 5" (@)W
=" (z;)n? - % fM=)?] donde zj € [z, 2y
Hee

3

1l

(j"(:::)»l))h2 - %f”(z))hzl donde zj € [z, zp]

1 1 .
< 51M11’12 + Qlf"(f;}) — j"(=) |0
_1 2. Lim 2
= E[M]Ih + é-lf (z;) |10 donde xj, € [z, x4
L0 (M
< 1M? + 206 K/2 = ma 01,

< K/2(R2 + |K3)) -
< K/2(h? + [hY)
<K m.in{hzalhﬂ}

Finalmente para demostrar el teorema IUT3 emplearemos una 1ltima observacidn, la
cual nos servira de ayuda.
AR - [

ae Qbservacidn 10.6.

[f(z+ k) = [z + ha) = |['(z) (b — o) + %f "(z) (k] — 1))
e he) = 1(@) - [y - 5 /()0

~ [+ k) = () = ['(z)he - 21"
< g{hy) + g(ha) |
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@ Demostracin (del teorema 10.3)

Consideremos la siguiente sucesién :

_.’_-J(f(s;l(EnH €nzg.y 5""("))))
E(f(Sgl(an $ngios ”"“("))))

EU(“";I(’IM g Aot ’7"k(vn)))

Donde fn; soN variables aleatorias con distribucidn normal, media cero y varianza a;";l,

tales que ;

(*) fnls fnn

fnk(,,): Mngalingse oy Unk(")

son independientes, (sicmpre existen).
Consideremos ¢n; = €ny -k §ng + o+ €njoy F Mngyy F Tnjpg -+ oo + iy,
Nétese que Siig(n) T Enk(n) = S, ¥ que la distribucién de ¢y + £p, esla misma

que la. de s,lN/ pues

P{§111 t€ny =My ng t e+ LETY € A}

1 2 2
= P{S,;N S A} .

Asi que la idea es probar que cada elemento de la sucesién anterior estd cerca del si-
guicente.

[E(f(i—"’f-)) — E(f(V))| = llE(f(fnl + ng —:n + 77“k(n))

Ylnl -+ finz (e '7::,‘(")

- )

$ny + &ng + Tng + o gy,
+ B . “))

6"1 + 1y ek 7’"”5(")
Sn

Eu +€n,....£n "
L B

£n1 4 6112 et E”k(n)—l + Mrig(n)

Sn

)

- E(f(

- E(f( NI+

- E(/(

k(") 1 n n; '{' n;
< 3 BBty o iy

S
=] n

)|
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. Como gn,,( njy7n; Son independientes (pucs fn, yln; IO Aparecen como sumandos en
S'n,) se tiene entonces que

5'11, )(fn, TIHJ)] — EU-I(
=E(f S'n’))[ﬂ(fn ) - (Un )] (independencia)

=0

Sny Snj

ri ¢ ) ) = L ()

Sn;

BUME)E, - 21 = B ENBE) - 0BG

,;J[E(f"(guj)) L'(f"(%lv))] (independencia)
=) .
As{ tenemos

k{n)

S" - ny + En; e - ne

1B(F(57) = BUNI < 20 1B g'sfﬁ—fﬁ's”wn
n T=1 n n
K . b

Z IE{I §11|

[f'(f"')(f"' iy Ly By

Sn Sn
k(n)
E E( St g(%)) .

(la dltima desigualdad es consecuencia de la observacién 10.6)

22 - (g

Sn Sn

Por tanto basta probar que

Kn)
s 2 g

ﬂ

¥ que
k(n)

Z E(g( ""' 0.

Sea € > 0. tencmos que

E"I é.'.ll

‘"‘ dp dpP
/ 9 P Stz 90 P S imean 6507
fu 3 fn 9
< (|22 1° drP §
- 'AIfﬂ;lS“n} . l Sn l + -/;Ifnilzﬂn} Sn I
€n; 12 K
<K {2 ap P
"XE{FAK}!SI Z Jlen 1zenn)

Ke o2 If/
< —
- sr) Ini * 2 {lf"ilzc‘n) f’liz ar



73.

{en la primera desigualdad se usé la observacién 10.5)

\w Por tanto

k(n) €n. k(:) Ke kg:] 1
: lE(g(;:)) < L '5_2—01216.+I( L T.ﬁlf |2es }‘E
1= =1 n i=1 n K "
k(n} 1
= Ke+4 K
e+ K Z_Jl ‘/;16“ [2ean) ﬁn.

por hipdtesis, el segundo sumando de esta dltima desigualdad tiende 2 0, si n — oo
(**).
Analogamente se denuestra que
k(n) (n)

}j E(g (’"*) <Ket K Z f 02 dp
{IUH,P(,"} '

Para ver que el segundo sumando tiende a cero cuando n — oc> calculemos @

- 1
2
dP = f Mo e dP
'/;I’]n‘- I?_“n} ’711, ”ﬂh'-izfﬂn) ’"'3 ‘"lll‘l

-—-— ar

ng
u..—ﬁ..“ i}
_— e Ji
EsnEI"Inial

1 3 3
< g 7l

esto iltimo es debido a que la distribucién de ny; es la misma que la de spN. Ahora

In; 1 / .

s2 s gt e

1

8% J{ltn [z eon}

gh dp

€2 dP + £ dP

i
5T /uen,-lsun}

&y X
“"?L “fn,' {=esn}

IA

Aplicando nuevamente (**), el segundo término de la dltima desigualdad tiende a cero,
2

On. . . . ns
por tanto —f — 0! Vi < Ek(n), y esto implica que max;<k(n) ‘—:—;L — 0, de lo cual
n -



tenemos que

y ademas
L(n

/{I’Jn. [2ea n}

1“1
lo cual completa la demostracién.

Teorema 10.7
% Si para algin § > 0 se ticne que:
1 k)
75 Z B {}&n,[**¢} —~ 0

!l ' 1

donde £, tienen momentos de orden 246 entonces

Sn p, N.
Sn

@ Demostracidn
Calculemos
1 k)
2
3?1 ;%i /%lfn |2ean} fn; P
k(") 1
o216 dp
s2 > fusn pean) 1 €a,l?

k(ﬂ. 1
246 _*
82 Z /]f,, j2esn} léncl es?, dP

fnoi=1 n

k(n)
n 246 dpP
.Zf{,:" fzenny 1]

1
el

11 *) 24§
TW_LE{I“ }



-Lo cual prueba (aplicando la hipStesis (**) y cl teorema 10.3) el resultado.

% Teorema 10.8 TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN R Linderberg-Levl

Si £;,£,,... son variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das, con media cero y varianza o2 > 0, entonces

— £ cfene- D,
P n(fl'*'xi’ t l"fn.) N .

@ Demostracion

hacemos s,z1 =0+ttt dol pongamos k(n) =n, &, = £ ¥y caleulemos
- veces
1 k(n) . n)
-5 4P =
s2 E -/{lfn |>esn} En‘ no? iZ1 /(lfn |>eno?} E"‘
k(=)
1 2 1 )
= ar = - [ dP
no’ lgl /;l€,11|2(u(77} Enl ol {lén,1zena?} £nl

=f -6—72;—1« dr .
{{tn,|12ena?} o

Aplicando ¢l teorema de convergencia mondtona y aprovechando que £; es integrable
esta dltima parte tiende a 0, lo cual prucba el teorcma.

&g Corolario 10.9

Bajo las misinas hipétesis del tcorema 10.4 se ticne que

fl'f‘f?‘i""'i‘fn _Q; ‘/‘\A[

n

donde N tiene distribucidn normal con media cero y varianza g.

A continuacién daremos un esquema general para demostrar el teorema de dmite
central en R™; Las demostraciones de los teoremas dados en seguida, se dardn despues
de estos.

Si P es una medida de probabilidad sobre R™, podemos considerar a la
funcién p:R® — R delinida como

p(f) = /Loxp cE) dP(3),

a tal funcidn sc le llama la funcidn caracteristica de P
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Se puede observar que p siempre estd acotada por 1, y que es continua.

Sean Pn,P y @ medidas de probabilidad sobre R", yscan pu,p y ¢ las
funciones caracteristicas de P,,P y () respectivamente,

Teorema 10,10

Supdngase que p( f) =q( f) v, entonces P = Q.

%
% Teorema 10.11
%
%

Supéngase que pn(f) — ¢(f) para alguna funcién g¢(f), supngase
adcmas que {P,} cs tensa, entonces P, => P para alguna. P.

Teoremna 10.12

Supdugase que pn(‘) — ¢{f) paraalguna ¢ continua en cero, entonces
{P,} es tensa.

Teorema 10.18

Supéngase que pn(t) — p(f), cntonces P, = P.

Sean X, = (XL, Xx2,...,xK), X = (X1, X2,...,X%),
& Teorema 10.14

supéngase que

k R k .
S LXL B S LXT V(i ta,. . ta) € B
i i=1

entonces
- X. 2 x.
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% Teorema 10,15 (teorema de limste central en R™ )

(fi + Eﬁ Hoeee ff,) donde .Ef cs una variable aleatoria
con media cero y varianza o0;, consideremos tambifn X; =varinble
aleatoria con distribucién normal 0,0;, entonces

X, 2 x

@ Demostracidn (teorema 10.15)
Es claro que por ol teorema de Linderberg-Levi X7, 2N X;, por tanto

t‘u\?; o, X

por tanto

k . k .
Z 12X 2N E §LX!
i=1 V=1

aplcando el teorema 10.14 tenemos el resultado.

Demostracidn (teorema 10.14)
Sea f & B™, probaremos que pn(l) — p(i) ,donde pp,p os la funcién ca-
racteristica de la medida de probabilidad Py ,Py "asociada a Xp, X respectiva-
mente(distribuciones), y en virtud del teorema {10.13) se tendrd que Py, = Py, cs

decir X, 2 x
En virtu de que Py, = Py, donde £= (tiytaye.oyin)y Yu = E?:I t; XL,y

Y = E?:l L;X", entonces
py, (s} — py{s) YseR

donde py,,py(s) es la funcién caracteristica de la distribucion de Y,V respectiva-
mente, en particular pdra s =1 sec tiene que

/63 expliz) dPy, () — /BK exp(iz) dPy(z),
por el teorema de cambio de variable obtenemos gue

/ﬂexp (i(e % + X2 4+ 3 XE)) dP - oD ({1 Xy + Xy oo+ X)) 4P

es decir . .
/D exp (11 . :\,;) dP — /n cxXp (zt ’ Jx) dP,

por tanto p,,(f) — p(f). como s¢ queria probar,
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@ Demostracién (teorema 10.13)

En virtud de que p es la funcidn caracteristica de P, entonces p es continua,
y por el teorema (10.12) se ticne que {Py} es tensa, y por cl tecorema (10.11) se tienc
que Py = P.

@ Demoztracion (teorema 10.12)

Mostraremos que cada una de las k-—distribuciones marginales s tensa, ya
que esto implica que la sucesidn {P,} cs tensa. Noétese que la funcidn caracteristica
?n(s;0,...,0) correspondientes a las distribucién marginal en la primera cordenada,
converge puntualmente a la funcién ¢(s,0,...,0) continua cn cero, y de igual forma para
las otras, por tanto cada sucesién de distribuciones marginales {p,(0,0,...,s,...,0)}
satisface la hipdtesis del teorema, asi que solo mostraremos el resltado en el caso k =

Dado u Eﬁg‘*tchemm que’ Q’/( 20

E [a- palt) de = % [ (1 - ( Jl ol 2) d]’,dz))) dt
- 1 ‘1 dt—lf“ (fexpit =) arua)) @
=1 / 1di—2 /R ( [ explit-z) dt) dP;(x) por Pubini
- _/ 1di— /R( /_" exp(it - z) dt) dPy(2)
== / 1dt /m dPy(z /u@< /_" exp(it - ) dt) dP,(z)
/R (_/_ 1 dt) dPy(z) —/R (E/_"u exp(it - z) dz) dPy(z)
——/R( / (1~ exp(it - z)) dl) Py (z)
=2 /us (1 -~ “’";(:z)) dPy(z)
= 2/{1z1>2} (1_ Flm_l) )

2/[:|>" 2 n ZL‘)
ZPn{h:lZ 2/u} .

Por tanto
() L paw) @z na sz 2w

Ya que ¢ cs continua en cero, podemos para un € > 0, clegir una vecindad del cero

[—u,u] tal que
1

e RLCETIO R

u
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Dado que | 1—pa(t) || 1 —g(t) | y dado que | L —g(t) | estd acotada, por un
teorema de convergencia (acotada) tenemos que

L N = [ e |

en particular existe un ng tal que %f‘_‘u [ (1=pa(t)) | dt < 2¢ si n>mng, ypor (**)
se tiene que Pu{| = |> %} < 2, si n > ng pero podemos suponer que vale para todo
natural (haciendo mas, grande la- u). Por tanto la sucesién es tensa.

@ Demostracidn (tcorema 10.11)

Si {P.} es tensa, entonces por el teorema de Prohorov, {I.} es relativamente
compacto, cualquier subsucesién de esta {P,}, debe tener una subsucesién {P.n}
convergente a un limite P, y por tanto, las funciones caracteristicas de tal subsucesion,
ppr deben converger a la funcidn caracteristica de P, por otra parie estas convergen a
g, lo cual muestra (teorema {10.10)) que tal linite es Unico para todas las subsucesiones.
Por tanto P, => P para alguna P.

@ Demostracion (teorema 10.10)
"Basta ver que Py @ coinciden sobre los rectdngulos

A =lay, by] x [ag,by] X+ X [an,bn] ,

para lo cual es suficiente probar que

/nfdP=/nfdQ/ t 7

con f(&) = fi(=z1) * fa(ze) - fa(zh),  f5(w) = ud(w,[a;,b;]) "como en el lema de
Urysohn, C

Sea u € N, dado 0 < e <1, clejimos r tan grande que;(1) J; se anule
fuera de [~r,r] ¥ (2) el cubo( I ) de lado r en RF sea tal que su complemento
tenga probabilidad P y @ menor que ¢; Dado que f;(—r) = fJ-(r) = 0 entonces
podemos aplicarle ¢l teorema de Stone-Weirstrass, para aproximar a f; uniforinemente
en [—r,r] por una suma finita de la forma

cyexp (imw/r) + cgexp (2imw/r) + «++ + cnj exp (njivrw/r) /

de periodo 2r, de tal suerte que multiplicando estas expresiones barriendo los valores
de j, podemos aproximar a f por una funcién suma trigonométrica ﬁnitu‘"d) cn donde
cada sumando tiene la forma : :

djexp (mllinzl/r + mbinzafr A {- miﬁrzk/r)

Tvcr teme de Urysohon
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o
dyexp (i(xy,23,... »ZR) - {tita ... tn))
donde m},mi,.. ._,mi € {1,...,k} es decir g tiene la forma
L -
Z dj exp (l':f: . tl)
I=1 R
de pericdo 2r en cada variable, podemos elegiv ¢ de tal forma que | f(2) ~g(£) |[< €

dentro del cubo de lado r. Ya que f cs acotada(por 1) en el cubo, g también(por
1+ ¢}, y por periodicidad en todo RE. Por tanto | f—g| esacotada dentro del cubo
por ¢ y fuera por 2+ ¢, por tanto

/R;If-gl dP < e-+ (24 €)P(I7) < 4e

anilogamente
/R“f-gl dP < 4¢

Por tanto

lfwf‘“” /wf"Qi /eSS /ng‘“’| es 42 - fou 1 9]
<4e+UR,gdP ,,ngI !/ngda fwidQI
$4s+lA,gdP*A,9dQl+4e

""< 85+[/R,‘g dP—/Bkg dQl

Pero aplicando la hipétesis, ¢l segundo sumnndo de la dltima desxgualdad es cero, por
tento se tiene lo que baataba. probar.
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11. TEOREMA DE DONSKER

Este teorema es muy importante ya que es una generalizacién de algunos teore-
mas anteriores, Aparte es muy cldsico en la teoria de convergencia débil para procesos
estocdsticos. Lo pongo aqui porque creo que es muy conveniente tener un panorama
general de los teoremas de convergencia débil, y porque es'una buena aplicacién del
teorema 8.2. El teorema de Donsker es conocido coms el teorema de limite central
funcional. También incluyo su demostracion.

Sea X;:C — R definida como X¢{z) = z(¢). Dado que para cada { la funcién
X es medible, (es la proyeccion sobre C ) la funcién X:f1=]0,1]— C, X(1) = X,
es un proceso estocdstico.

Aceptemos que existe una medida de probabilidad W sobre {C,€) tal que
para cada t € (0,1}

W{z e C|Xi(z) La} = exp (—u2/21) du

1 /a
V2t J-o0
si ¢ =0 interpretamos esto como W{zg} = 0, y que ademds satisface que : el praceso
estocdstico definido arriba con

OSloShS-“StnSl
cumple con que las variables aleatorias
X(tl) - ‘Y(tO)rX(""z),_ X(tl)w .. ,X(ln) - X(tn—-l)

son independientes respecto de W. A tal medida le llamamos medida de Wiener.

& Teorema 11.1 Donsker

Sea X, definidas como en (8.6}, y supongamos ademds que las variables alea-
torias ¢; son independientes e identicamente distribuidas con media cero y varianza
finita o2,

Entonces

X2 M.

Donde A cs un proceso cstocdstico con distribucién 1V |
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ap Observacidn 11.2

Antes de probar el teorema notemos que esto es realmente una gencralizacién
del teorema de Linderberg-Levi o teorema central de limite en R.

En efecto:

Dado que P, = ¥V con P, distribucidon de X, entonces las distribuciones
finito-dimensionales también convergen, en particular :

Pyo 7r1'1 =>Womrl,

Ahora si A = (—o0,a] entonnces

Pyon'(4) = P{X,en'(4)}
=P {m(Xa) € A}
=P{w e 0| m(Xn(w)) € A}

=P {wen| (Xau(lw) € 4)
=P {w € Ql (Xn(%, w)) € A}

=I’{weﬂ| (W) GA}

1
a\/ﬁs
— Sn
‘P{aﬁ“} 3

Por tante P, o 1r1“1 = distribucién de ;—%‘;,Por otra parte

Wonrl(d) =W{ze C|lzenl(4)}
=W{z € C| m{z) € A}
=W{z e C|z(l) € A}
=W{z e C|z(l) <o}
1 @ ——u2/2
= d
Toe Loo e u
=P{N €A} .
Por tanto Wo 7r1'1 = distribucién de N, s dccir :
1 D
0,\/5('51'* Eyteed fn) = N.
- @ Demostracidn (tcorema de Donsker.)

Mostraremos que las distribucionces finito dimensionales de X, convergen a
alguna de M y después mostraremos que {X,} es tensa y finalmente una apleacién
del teorema 7.1 terminard la prueba.

Sca s€[0,1]. Dcbemos probar que

Xo(s) B AM(s);
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M es una funcién de 2 en €, de la definicién de X, se tiene que :
B 1
1260 (0,) = 5= S ()] € (12 = Drl) - s ()
= ;—'Tlf[ua]-l‘l(w) .

Usando la desigualdad de Chevychev :

1 1 1
P {l;‘ﬁflna]+1| 2 E} < _‘SE(U /ﬁfl?;“H’l)
1
cza\/n (E[ualil)
= g — (0

Por tanto ;5;:6{,"}“ B, 0, entonces

IXn.( ) o.\/-S[na]l L

bastaria ver en virtud del teorema 4.6 que

Sl’“] b, M,.

\f

( M, ticne media cero y varianza s.) Nétese que

el

1 f
'——Sna = “"‘S na
oyn [ne] 0\/ [ng] [na)

entonces por e} teorema de Linderberg-Levi se tiene que

como

Sﬂ&
a[]li

¥ por la observacion anterior tenemos :

[ns]
n cr\/ n.s [Ml

~ como VSN es una varinble aleatoria normalmente distribuida con media cero Y va-
rianza s entonces

1 D
;’7‘7;8[1;:] = M,
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Sean ahora s,t € [ 0,1 ] supongamos § < !, tenemos que probar entonces que
((Xn(s), Xu(t)) 2 (A, M),

Recordemos que (M, M;): 2 x 1 = BRxR. Si consideramos h:R? — B? definida como
h(z,y) = (z,z + y), entonces h cs continua, por tanto si Dy, es el conjunto de
discontinuidades de h entonces (M,, M) 7 1{D)) = 0. Asf que si probamos que

(Xnl8), Xn(t) = Xu(s)) 2 (M, M, — M)
Por cl corolario 5.2 sc tendré que
h{(Xn(s), Xn(t) = Xn(s)) 2 h(M,, M, — DM,)
es decir
(Xn(s), Xn(1)) B (M., A1)

Nétese que las variables aleatorias U—\l/;; Sina» ﬁ;(sl,,q — S(ns)) son independicntes,
ademds por el caso anterior tenemos que

1 D i D
a\/ﬁS[""] = M, vy g\/ﬁS{"Ll 20M,;

por tanto
1 D
m(s['nt] ~ Slug)) > My — M,.
Ln virtud de que 0—‘%;5{",1 y ;\—1/—;1-(5‘{,,1] = S|ns)) son independientes, y de que B2 cs
separable, por el teorema 3.2 se tiene que :

1 1
(mslnal ) ;‘J—ﬁ(s[nll - S[na])) Q’ (1’\/13, M, — MB) »

ya que la medida (M,,M; — M,} es la medida producto y Mg, M; — M, tienen
incrementos independicntes.

Dado que

(69, X0(8) = X)) = (5= Sfna) 57 (S = Sl 2 0

entonces nuevamente por ¢l teorema 4.6, tenemos el resultado.
EFn el caso de 3 o mas puntos la demostracién de hace de manera andloga.

Ahora probaremos la tensién de la familia {X,} empleando un lema que nos
servird de ayuda. '



&y Lema 11.8

Sean £, &9,... variables aleatorias, independientes, con media cero ¥ con va-
p

rianzas finitas 0? > 0, scan S; = & + &2 + -+ &, 3? = af + a% oo ko

Entonces

1<m

{mulS I > Asm} <27 {ISm| > (/\ \/—)Sm}
En efecto : Consideremos a los conjuntos
E; = {mm.c{Sjl < Asym < |Sg|}
1<a
Mostremos que

{fréa;:flstl > f\sm} = {lsm‘ Z (A \/— Sm} L:j (E;’ n {ISm] < (/\ - \/—2—)8,71})

Sea w en el primer conjunto. Si w € {|Sm| >(A- \/E)sm} entonces ya terminamos.

Si no, entonces w € {lSmI < (A- \/i)sm} . Sea jg cl menor indice, menor o igual que
m tal que
]SJ'OI > Asm

es claro que jg € m, y ademds |S;| < ,\sm/ Vi < {jg — 1), en particular

max |S]</\sm5| ol
7<sn-1

por tanto w & E;_y, lo cual prueba la contencién.

Por tanto

P {max[S;] > As,n} <P{I8m| = (A = V2)sm )
1<m

m—~1

Z r (E n {]Sml < ("‘ \/— 5m})

=1

Ademds

. E:n {lsml < (’\ - \/i)srn}} CEN {Ism - Sz \/2—5171}

Ya que si tomamos w en el conjunto del lado izquierde, w € £y,
perosi {Sm(w) — S;(w)] < V25, entonces :

1S (w) — §;(w)] = V2sm > 1S¢(w)] — [Sm(w)]
2 A — (A — \/f—!)sm = V28

lo cual es un absurdo.
Nétese que ambos conjuntos F;, {lSm -S> \/Esm} , son independientes,
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Se tiene pues que :

m—1 m-—1
> P (Ein{ISml< (A= v2om}) < X P (BN {|Sm — i > VZsm))
=1 '

-
[un

3
L

P(E;)P {ISm -5 = ﬁsm} por independencia,

-
ot

1l
u'[\/j

3
L

I
(Ag

P(E)P {|Sm — Si|* > 262}

m—1

= Y P(E; )2 5 {[Sm -5t > 25,271} por Chebychev,
=1 Sm

: m;l 1

s P '1 g2 (E(Eﬂ-l + 5!-{ 2tk 6"1)2)
=1 S
m=l 1 ul

< L E(fk ) por independencia,

Y P(E;)
% ('25;""

1

—

k=1i+1

5
e

P(E) < 5P {max|S |> )\sm}

3

A
Nk
=
__Pi

-
[

-1

IA
[ -2
3

o
il
-

Por tanto

P {muxls,-l z )\Sm} <P {Isml i ()‘ - \/ﬁ)sm}
i<m
1
+5P {{I}j,g; 1S > /\sm}

lo cual prueba el lema.

Aplicando ¢l lema a las variables aleatorias €; y con A > 2v/2 sc tiene que
P {n?x 1S;] = Aa\/?i} <2p{|Su] 2 (A - V2)ov/n}
i<n .
1
< 2P {ISnl > 5/\0\/7‘1} pues A — 2 > %/\ .

Por el teorema de Linderberg-Levi se tiene que

{IS,,|> AU\/Y_I}—)P{IN]> } :\8- BN sin— oo

Esta iltima desigualdad es debida a Chebychev. Por tanto I Ny € N Lal que n > Ny

entonces .
P{max|S;| > dovn} < ZE{| vsl}
1Z<n A
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Eligiendo A tal que 8E{|N°|} < Ac tencmos que: Ve>0, 3A>1, ANEN tal
que

P {mnxfs,-| > ,\aﬁ} < ’Ez Vn > N, (11.1}
i<n A

Probaremos que se satisface la hipdtesis del tcorema 8.8 con lo que se tendrd que la
sucesidn es tensa.

Observemos que

|Sg41 — Skl = |€k41] tiene la misma distribucién que |€;]

|Skrg — Skl = |41 - gzl tiene la misma distribucién que [€ -+ &)
[Skuon — Sk] = [Ekqr+- -+ Eppn] ticne la misma distribucién que [y +- -+ + &y

De lo cual se deduce que
P {imp15i04(0) - 54 2 dov) = P famlsi| > dovi |
isn i<n

Por tanto (11.1) implica que se satisface la hipdtesis del teorema 8.4,
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12. TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN C[0,1]

Dentro de este capitulo se dan condiciones bajo las cuales una sucesién de pro-
cesos satisface el teorema central de limite., lo cual se define al comienzo del capitulo.

Algo que también cabe destacar es que, bajo las hipdtesis del teorema central
de limite en R, el hecho de que las variables aleatorias, &1,&s,...,¢n satisfagan la
conclusion de tal teorema, no es mas que un caso particular, de que una sucesién de
procesos satisfaga el teorema central de lfmite. Lo cual es mostrado al final de cste
capitulo.

Sea C el espacio de funciones reales sobre | 0, 1], métrico, completo y separable
por ejemplo C[ 0,1 ].

1= Definteidn 12.1

Un proceso estocdstico con valores en C es una variable aleatoria C-valuada.

mar Definteién 12.2

Se dice que un proceso cstocdstico es Gaussiano si sus distribuciones finito-
dimensionales son normales.

16 Deﬁnicio’n 12.8
Sea {X,} una sucesién de variables aleatorins-C-valuadas delinidas en el mismo
espacio ({1,8,P) tales que:

(i) son independienges e identicamente distribuidas, con la misma distribucién que
X.

(i) B(X(t))=0, E(X%(t)) <o -Vt [0,1])
8i 3Z proceso Gaussiano con trayectorias en C tal que
z, = (Xt Xad oo Xl p oy
Vi

decimos entonces que {X,,} satisface el teorema central de Wmite en C. lo abreviamos
diciendo que {X,} satisfacc ¢l T.C.L.
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@ Observacién 12.4

Supdngese que {X,} satisface ¢l T.C.L. Sea {¥,} unn sucesién con las
propicdades (i) (ii) de la definicién 12.3. Entonces {1y} satisfuce también el T.C.L.
@ Dernostracion

Si Py csladistribucién de 2, = BE2LXa v By jade 2, = Nkiipeddn

f-ten
vn
bastarfa ver que P, = P, ya que Pp=> P. (donde P distribucién de Z).
Dado que 2,2 ticnen las mismas distribuciones finito-dimensionales {por pro-

piedades de convoluciént), y ya que estas determinan de manera Gnica a cada medida
se tiene que P, = P,.

var Definteion 12.5

Decimos que X (variable aleatoria C-valuada) satisface el T.C.L. si existe una
sucesién {Xn}, cn de variables sleatorias ( C-valuadas) con la misma distribucidn
que X, que satisfaga el T.C.L, es decir si 3Z proceso Gaussiano tal que

7, = (Xl-i-'lg;ﬁ----i-:x") D 4

3 Dcﬁnicio’n 12.6
Decimos gue una sucesién de procesos estociizticos X, ¢s uniformemente equi-
continua en probabilidad si: Ve > 0,Vn >0, 36 >0 tal que:

Plwe Dfw(Xp(w,6)}Z ¢} <y Vau

a» Observacidn 12.7
Sea X un proceso continuo tal que :

{1} existe un proceso Gaussiano Z con trayectorias en C y con la misma
covarianza que X. .

(i) Las sumas normelizadas {Z,} son vniformemente equicontinuas en probabi-

lidad.
Entonces X satisface ¢l T.C.L.en C,
@ Demosiracion

Como {Z,} son uniformemente cquicontinuas en probabilidad tenemos que
Ye>0,Vp >0, 36 con 0 <6 <1 tal que:

Plwe Q) w(Z,(w),6) 2} <y Vn,

fvu notas de M.E.Cuballeco y B. Fernnnder
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Mostraremos que Vi >0, Jae R tal que
P{1Z. (0} > a} <1 , YneN

y en virtud del teorema 6.2 se tendrd que Ia sucesién {Z,} cs tensa.
Por el T.C.L en R, para o? = E(X2(1)) se ticne que :

—Z(0) 2 N(0,0) .

Ahora dado que
1
P{i=2,(0) > o} = P{Z.(0) € B},

donde B, = (00, ~ac?)U{ao?, o). Eligiendo a talque P{N € By} = 0 obtenemos
por ¢l teorema 2.10

P {Z.(0) € B} - P{Z(0) € B.} =P {N € B,}
Ahora, cs claro que ¥ >0, 3a,P{N € B} < z y dNp tal quesi n > ng entonces
IP{Z.(0) € B,} ~ P {N € Ba}| < g
Por tanto
P{Zn(0) € Ba} < P {N € Ba} + (P {Zu(0) € Ba} — P (N € Ba}) < 1.

Ahora solo bastarfa ver que las distribuciones finilo dimensionales de {Zn}
convergen a las distribuciones finito-dimensionales de Z, donde Z es el proceso
Gaussiano mencionado, para que en virtud del teorema 7.2 se tenga que Z, 2 2.

Nétese que la distribucién finito dimensional correspondiente o { del proceso
Z (por ser Gaussiano) es normalmente distribuida con media 0 y varianza E(X?(t)).

Tomemos un ¢t € | 0,1]. La distribucién finito dimensional correspondiente o ¢
es la distribucidn de Z,(t). Nétese que las variables aleatorias Xy(t), Xp(t),..., Xu(t)
son independicntes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza E(Xz(t))
la cual es finita. Supongdmosla positiva. Entonces por cl teorema central de limite en
R aplicado a estas variables, se tiene que

1 2, D
—_— L X“(t) %S N
E(X2(t))v/n =1

Xi(t) + 5\'2(1\)/%""'*‘ Xalt) _ Z.0) B EXR ()N

Esto de debe al corolario 5.2;

X B X o= mN) 2 K(X), P{DL) =0, h(s) = VEX))s.

Por tanto
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Pero /E(X%(t))N es una variable aleatoria con distribucién normal con media cero y
varianza E(X2(t)) ya que N es una variable aleatoria con media eero y varinnza 1.

Dado que Z ecs un proceso Gaussiano con la misma covarianza que X (por
(1) ) centonces Z es una variable aleatoria normalemente distribuida con media cero
y varianza E(X%(1)) es decir :

Z.(0 B z(1).

Para (ty,tg,+-,4) € ®* la demostracién se reduce al teorema central de limite en Rk
(teorema 10.15).

<« Obscrvacion 12.8

2

Sean £p,¢&y,...,¢&n v.2iid. con media ceroy varianza o“, como cn el tcorema

de Linderberg-Levi.
@ Demostracidn

Consideremos la sucesién de procesos estocdsticos en C definidos de In siguiente
manera, X,:(Q — C,

XnW):[0,1] =B,  (Xn{w))(t) = éalw)
cs decir la funcién constante En(w'). Nétese que X, toma sus valores en C, y que
ademds efectivamente es un proceso estocdstico, pues es constante y por tanto medible.
Para ver que {X,} satisface el T.C.L, hay que checar (i),(ii) de la definicién.
() Xi1,X2,...,Xn,..., son independicntes ¢ idénticamente distribuidas,

Sean Xy,,Xpn, dos procesos antes construidos, y sean A, B € . Consideremos

~

A={seR| Jzecd, z(t)=9s Vte[0,1]}

B={scR| 3zeB, z(t)=s Vtec|[0,1]}

y consideremos
Uy ={we, | X (jw)ed}, Uy={we, | Xulw)eB}

le{wEQa Ifﬂ(w)e“i}a pVZ':{L‘)E(L lEm(‘*’)eﬁ}
Probemos que Uy = W;.

C) Sea w € Uj, entonces Xp(w) € 4; ya que (Xu(w))(t) = £u(w) se
tiene que 3z € A, z(t) =s VL c{0,1] [asaber = Xp(w)), por
tanto & (w) € A, es decir, w €W,

D) Dada w €.V, tenemos que &,(w) € A, entonces Iz € A4, z(t) =
s Vte[0,1),y pordefinicién de Xy(w) se tiene que Xy (w) = €n(w),
en particular Xp(w) € A, es deckr w € Uy

Andlogamente se tiene que Uy =1V,



92.

Por tanto '
U Uy = W[ W

De lo cual se deduce que

P{X, € A, X;n € B} = P(U; \U2)
=P(W [ Wy)
= P(W)P(W3) por independencia de las £,
=D(Uy)P(U2)
=P{X, € A}P{Xm, € B}

Por otra parte es claro que los procesos scan igualinente distribuidos, y que
tengan la misma varianza,

(it) Construyamos un proceso Z con trayectorias en C.
Z(w,t) =0oN,
donde N es la normal 0,1. Sabemos que cfectivamente Z tiene trayectorias
en C.y ademads

X+ Xyt Xn - &+ bt éa D 4N
vn v
Par tanto hemos checado {i),(il) de 12.3, es decir la sucesién Xy, Xa,...,Xn,...,
satisfacel el T.C.L.
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13. CONDICIONES PARA EL TEOREMA CENTRAL DE LIMITE EN C[0,1]

En este capitulo se desarrollardn algunos resultados de M. Hann, ayudandose
‘de los capfitulos anteriores,

var Definicion 18.1

Decimos que X es separable si 35 C [0,1], § denso y numerable tal que
para cualquier B intervalo cerrado, y para cualquier A4 intervalo abierto de | 0,1 ]
se tiene que

{we nlXi(w) € B, Vt € A} = {w e Q| Xi(w) € B, Vt € A()S}

par Definicion 18.2

Decimos que X es continuo si Vw € {1 la funcién (trayectoria) :
X(-,w):[0,1] » R

¢s continua.

Tambien cn este caso diremos que X tienc trayectorias continuas,

par Definicidn 18.9 L
Decimos que X es estocdsticamente continuo en un punto {y € |0, 1]/ si Ve>0

tlintx P{w e | |X(t,w) ~ X(to,w)| 2 €} =0,
~tg

y diremos que X es estocdsticamente continuo si es estocdsticamente continuo en
cualquier ¢t €{0,1].

mr Definicion 18.4

Dados 2 procesos X,Y decimos que son equivalentes si para cualquier ¢

Plwe Qji(l,w) =Y (tw)} = 1.
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Diremos tambien que Y “es una versidn de X o uina medii:zcion de WXL

rz Definicidn 15.5
Sea
'—{f [0,1] = B] f es CADLAD }
donde CADLAD significa que [ es continua por la derecha = con limites por la iz-
‘qulerdu

* Se sabe que tal espacio con la métrica de Prohorov es sompleto, y scparable.t
(esto no se probard aqui). .

vz Definieidon 18.6
X es ¢ontinuo por trayectorias si 3Y proceso coniinuo t= que X es equivalente
e Y ie X tiene una versidn continua.

Dada X variable alectorin D-valuada, se define Aq 13 = B como
- s+ 1
AF W) = s X () - X)) )
0<a<2a~1 X (= 294

Para un c_|emplo con ¢=4, vease figurita uno, donde Af(w) = max{ag, ay,...,4a7}.

figurita uno

. En el transcurso de los siguientes teoremes X denotard una version separable
de X v ” l|, denotard 1& norma usun.l en L7(0, P).

% Teoremu 158.7
)\

~. Sea’ ¢(h) una funcion no ncgutxvnsobm |o, 1 ] crecientt sara h suficientemente '
pequeiio y ul que limy ¢ #{h)} =0. Sea X un proceso estoeé icamente continuo que

e e



satisface :
o0

Z 2,”1)] ”Aq ”r<°° (I1)

para algin r € N..
Entonces 34X € L'((, P) tal que
X (b, w) =X (s,0)] € A¥(w)e(]t - s)

para casi toda w e y ]t - s{ suficientemente pchucﬁo. Y ademas
=3 Z [¢(2q 5 A;,‘ (w). (111

La demostracidn de cste teorema no se hard aqui, por la- razdén principal de
que desviarfa la atencién del tema, ademds por ser demasiado técnica, ya que ln parte
escencial de este capitulo es el desarrollo de los teoremas del articulos de M.Hann. *

&y Corolario 18.8

Sea f:R — R tal que limp_, o f{2) = 0. Sea X un proceso estocdstico tal
que
BIX(6) - X(s)|" < J{It - s]) (v)

paraalgin r > 1 y Vs,t €[ 0,1]. Supéngase ademds que J¢:[0,1] — B no negativa,
creciente y tal que:

00 -1 %
3 il 2 (slgem) <0 v)

Entonces X es contmuo por trayectorias y existe AX & LT(01,P) variable alcatoria
tal que _ B
1X(t,w) — X(s,w)] < AX(W)é(Jt —s]) para casi toda w. (vI)

Ademas (]}Af”,—)r esta acotada por una constante multiplicada por la suma dada en
V).

@ Demostracién

@ Observacién 18.9.- X es estocdsticamente continuo pues si tg € [0,1] entonces
Plu € 0] [X{t,) - X(to,0)] 2 €} = P{IX(0) = X(to)" 2 ¢}
1. -
< Lpx() - X()F
LI
S

=0

*pun tal demoatracién ver Delporte,
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Caleulemos

(143 0)r = /n( up Y (Gerw) - (o ,wu) ar

0<a<29-t

M/ (0<u<2v~ (29 1’w)~‘1(29 u“)fr) “*

(201»1) 541 ., 8 -
</ 2 PGEne) - Xt wr ap
(29714

Asi tenemos que
- 1
(1451 < 297 (‘27:1)
€n consecuencis :
2 1
2 [”5 (27“)} 470 < Z { (2 +1>] 2 (f (zv 1)) =% porlalip. (v)
g=1
Se tiene entonces que X y ¢ satisfacen las hipétesls del teorema 13.7, por tanto
() = F(5,0)) < A% () (e - s))

Para casitoda we ¥ e~ suficientemente Paequedio, es decip 36y >0 tal que
si ]t -5/ <6 entonces

B={wen| 1X(t,w) - Z(s,0)] < AX(w) ()t - sl)}  ticne probabilidad 1 .

Enseguida, mostraremos en efecto que X es continuo por trayectorias, exibiendo una
versién continua,
Sea Y:{0,1] x N1 — R definida como !
Y(t,w) = {X(t,w) s we BNA,,
0

si no .

Con 4 ={wen) X(t,w) = X(t,w)}.
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Y es una versién de X pues para t€(0,1] ¥y we BNA,

Y(t,w) = X{{,w) = X(t,w)

P(BA) = P(B) + P(A) - P JA) =1 .

Ademas Y es continuo, dado que para w € 1
si we (BUA)® entonces Y(t,w) =0 Vi, por tanto Y{-,w) es continua.
si we (BUA;) entonces Y(,,w) = X(t,w), por tanto

Y (t,w) — Y(s,w)| < A¥ (w)a(|t — s]) — 0 sit—s

/
Asfque X es continuo por trayectorias. Mas aun, por la definicién (I1I) :

-5 o )]

entonces

1450 <3 5% [¢ (zamr) | a5

Sl )

Lo cual prueba la afirmacién del teorema.

% Teorema 18.10

Sea f una funcién no negativa sobre {0,1] la cual es creciente cerca del cero.
Sea X un proceso estocdstico tal que para algiin r > 1

E|X(t) - X(s)I" < f(It = sl).
Si
() ‘ /Ovir;ﬂ(f(y))% dy < oo, f

entonces 3¢:[0,1] = R continua y creciente con $(0) =0 la cual solo depende de f
y 34X cLr(0,P) tal que |X(t) - X(s)| < AX (]t — ).
Ademas HA?H, esta acotada por una constante, la cual depende solamente

de [y ¢.

TS, ow)dy 4 lims_q [ oly) dy
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@ Demostracion

Sea ¢>0 talque [ cs decrecmntc en {0,¢] ysca § >0, entonces
€ —(r+1) 1
I GOV (~)

HOREAE)) (2) & wmnn -}
"“E(y))()

como por hipdtesis

gin%) ;u_rr+1 (f(u))% du < o

tenemos

i Q) o () e

1
Sca kp tal que L < gk~ 2. 83 g(y) = y%—l (f (%))" entonces ¢ es decreciente en
(252, 25 szko.

En efecto, si k > kg entonces 2% < 9k-2 ahore, dados yj,y2 € [2’“"2,2“'1]
se tiene que

L

Sy <y

y como r <1 entonces 1-— %- 2 0, por tanto

-

_1 1 1. 1_
W) F <@t = ()T (w) Y,

como (f (ylz))% p (f (yﬁ))

Por tanto

LISy

se tiene que g(y2) < g(v).

2 2k k-2, (ok~1
[os o) duz [, o257 dy= 25725 (+)
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Ahora o
C>0>fl 9(v) dy
2 k-2 V) Y
00 21:—1
Zk;zu /;,‘_, g9(y) dy
o
> 3 2k 0k usamos (*)
k=kg
1,1 /1 1 T -
S5 (e (7 ()
=kq
X k11 1 \\+
S5 () ()
1 1
1,17, & & 1 i
=G X 2 (1 (51))
k=ky
Por tanto
® Lk 1 \\*
2 (1 (5i=r)) <o
k=kgp
entonces

X,k Ly :
22 (f ('—:‘ ) < oo
&= 9k—1)
Aplicando el hecho de que: Tap <oo,= 3 {0,332, 100 talque Tapby < cot se
tiene que I{bs}2; 1 oo tal que ’
o - 5:_- 1 _1r_
> bi2r (f(é’;;:;)) <o
k=1
Sea ¢:{0,1] — R definida como ¢{0) =0, 45(%“—1)
resto, dado que {bp}S2 es creciente sc tienc que ¢ satisface las hipotesis del corolario

n=
13.8, por tanto se tiene ‘e] resultado.

= 1;/}' definida linealmente en el
Nétese que ahora X es continuo por trayecctorias.

Teorema 138.11
% Sea f una funcidn no negativa sobre [0,1] la cual s creciente cerca de 0. Sea
X un proceso estocastico con media 0 y segundos momentos finitos y con trayectorias
en D que satisface:
B(X{t) - X(s))2 < St —sl) para |t — s] pequedio .

'i’v:r apéndice
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3 1
[ vt @) dy < oo
Entonces X es continuo por trayectorias y satisface el T.C.L.
@ Demostracion

Por el teorema 13.10, tomando r = 2 obtencmos que X es continuo por

trayectorias.
Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes e identicamente

distribuidas C-valuadas con distribucion L(X).

Sea Zn — A’]'{'Xz'f;l""f‘xu ’

Observemos que

n(Z(t) = Za(s))? = [(X1(0) = X0(6)) -+ (Xa(t) = Xa(s)) + -+ + (Xa(t) = Xn(s))
= (X3(0) = X1(6)) - (62(e) = Xa(e))? -+ + (Xa(t) = Xa(s))?
#2 T (13600 = Xla) (3510 = 50
177

i((m)-x 2423 (350 ~ Xe(o)) (06 0) ~ X,(5)

1=1 i#7

]2

aprovechando que Xy,Xy, - +,X, son igualmente distribuidas tecnemos que :

B(Zalt) = als)? = = 3 B(CX:(2) ~ Xifo))?
1—1
+2 § E((X:(0) - XN B (X5 (0) - X5(9)
‘ ¥
-1 z_: ((X(0) - x(s)?

g;[ﬂ(l\ (1)) = B(X(sNE(X; (1)) — B(X;(s))]
L¥ar] .

- %nza((x(:) ~ X(s)?+ 2 Z 0
" iks

= B((X() - X(9)*

Ahora para el proceso Z, se tiene entonces que I no negativa qobrc [0,1], ereciente

cerca de 0 tal que:

E(Zn(t) = Zu(t))* < 1{Jt - s]),
por cierto que E(Z,(t)) =0 Vt y E(Z,{t))* <oo VI Ya que

ny% (/(s)) dy < oo
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por el teorema 13.10 obtenemos que 3¢:[0,1} — R creciente, tal que ¢(h) — 0 si
h— 0, lacual solo depende de f y JA™ € L*(0, P) tal que

1Zu(t) = Zn(s)] < AN"(jt —s]) Vn
En este caso ya que X; tiene trayectorias continuas y por el teorema (*.3) { tenemos

que Z, = Zy,.
Sea n &N, como HAX"H <M donde M dependede [ y ¢ entonces

AKX < M Vn
Sea €>0,7 >0, dado que :

|Za(t,0) = Zn(s,w)] < AX ()]t - o))

,
e

entonces :

sup | Zn(t,w) — Zu(s,w)] < AX*(w) sup (|t —s))
ls—t|<é la—t]<é

dado que esto sc satisface para toda w entonces

Aﬂﬂ%JMPSAM“@Wﬂm>MPWW

a—t|<é
=( sup (e~ s)IA*
le~t|<
<M2( sup (|t —s|)?
la—t|<§

Por Chebychey :

2
HM%ﬂzéséM%sw¢w—$)_

[s—tj<é
Nétese que M no depende de n. Ahora, dado que $(h) — 0, si h — 0 podemos
elegir 6 tal que
1
M sup $(lt~s)? <
€ le—~t|<é
Por consiguiente :
P{w(Zn,6} Z ¢} <
Ya que esto se satisface para toda n entonces {Z,} es uniformemente equicontinua
en probabilidad. o
En vista de la observacién (12.3) basta ver que 37 un proceso Gaussiano con

la misma covarianza que "X y con trayectorias continuas. Sea Z un proceso Gaussiano
con la misu:a covarianza que X (que siempre existe)tf.

'fv:r apéndice
'H'Ver Ash, Teorema 1.2.3
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Aplicando e} tcorema 13.10 & Z, dado que
E(z2(t) - 2(s)I* = E|X(4) - X(s)f* < s (Jt = i)

se tiene que Z es continuo por traycctorias, sca Z la version continua de Z, dado
que 2 procesos equivalentes tiene la misma distribucién * entonces Z es cl proceso
buscado.

* ver apéndice
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