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&, IWTRODUCCION

éPor gqué causa en
primavera veneos nacer la
rosa, en estio los frutos
sazonados, Y las vifias en
los dias hermoso del otofio?
e .. sentemos gue sin
principios nada puede

existir.

De la Naturaleza
Lucrecio.

En los uWltimes afios la resolucidédn numérica de sistemas de
ecuaciones no lineales ha mostrado gue la dependencia sensitiva
de condiciones iniciales no es una propiedad excepcional, sino
per el contrario, es una propiedad comin a estos sistemas.
Esta dependencia respecto de las condiciones iniciales es una
caracteristica de un comportamiento "cadtico® del sistema.
Este comportamiento ha surgido en una gran variedad de
fendmenos naturales, fisicos y guimicos, tales como circuitos
electrdnicos, el paso a la turbulencia de fluidos y gases, las
reacciones guimicas y células cardiacas donde se aplica un
estimulo peridéddico.

La palabra caos - utilizada para englobar las
caracteristicas propias de estos sistemas - por si misma puede
ser conflictiva, tomando significados no del todo coincidentes.

Gleick“’, en su libro, mezcla anécdotas con explicaciones

acerca de los temas gue abarca la palabra caos en nuestro
contexto, y nos da algunos intentos de demarcacién del objeto
de estudio de esta disciplina:

"LLas ©Orbitas atractoras, complicadas y aperidédicas (en
general de dimensidén baja) de ciertos sistemas dinAmicos".
Phillip Holmes.

"Un tipo de orden sin periodicidad FN Una nueva Yy
ubicuita clase de fendmenos naturales". Hao Bai-Lin.

"Comportamiento aparentemente azoroso en un sistema

determinista (en el sentido de lo gue cabe esperar en un reloij)
sencillo". H. Bruce Stewart.
"El comportamiento irregular y no predecible de sistemas

dindmicos deterministas y no lineales". R.V. Jensen.

*Dinamica con entropia métrica positiva Y finita.
Matematicas gue traducidas significan: comportamiento gue
produce informacién (amplifica pegquefias incertidumbres), pero
gue no es completamente impredecible". J. Crutchfield.

"Dinamica liberada de las cadénas del orden Y la
predictibilidad ... sistemas habkilitados para explorar
azarosamente todas sus posibilidades din&micas". J. Ford.

Para otros, como John Hubbard, la palabra caos daba una

visidn engafiosa si con ella se aludia al estudio de sistemas



compleijos, debido sobre tode

a gue el vocablo sugiere la
presencia del azar. Su opinicén la ilustra apelande a 1la
infinita wvariedad en el detalle gue posee el conjunto dJde
Mandelbrot, €l cual ciertamente es muy complicado, pero gue se
genera sin que haya elementos azarosos involucrados. La
leccidn se resume sehalando gue la naturaleza es

capaz de
generar estructuras de gran complejidad sin gue en el proceso
participe el azar. La no linealidad y 1la retrcalimentacion

bastan para codificar y desarrollar estructuras tan ricas come
el cerebro humano.

La experiencia de estos anos ha ido delineando

lo gue
resulta relevante, Y se puede decir que actualmente hay
concenso en cuanto a llamar caotico al movimiento
caracteristico de sistemas deterministas que se comportan
azarosamente. TL.a

aparente contradiccion de terminos se
desvanece si

consideramos gque determinismo en este contexto
significa gue las orbitas de un sistema clasico existen y son
unicas, lo cual gueda establecido

existencia y unicidad adecuados. Sin embargo estos teoremas en
general no "construyen" las soluciones vy por lo tanto no
afirman nada acerca de las orbitas gue definen. En particular
no impiden gue las orbitas pasen cualguier prueba a gue se
someta para calificarlas de azarosas, lo cual hace gue eéestas

sean completamente indistinguibles de 1las asociadas a un
proceso gue verdaderamente lo sea.

Es en este sentido gque se
debe entender el concepto de determinismo azaroso,

con lo cual
resulta gue una orbita estrictamente determinista puede a su
vez ser "“"completamente impredecible'.

mediante los teoremas de

No se puede agotar una presentacion general de algunos de
los elementos involucrados en el estudio de los

sistemas
complejos si no se menciona esa fuente de formas extranas gue
es lo fractal.

En el contexto de los sistemas dinamicos esta
nocion surge al intentar clasificar Y entender las
representaciones graficas de la dinamica de un sistema.

El estudio de los conjuntos fractales ha seguido
directrices sugeridas por muchas otras disciplinas, pero no hay
gque oclvidar gque en el nuevo mundo que surgio de las
exploraciones por computadora del espacio fase, la calidad
fractal de los atractores extranos mostrdé una

naturaleza en
El desorden se
sino siguiende patrones

bien establecidas. Esto proveyd a los
exploradores del caos de un programa por desarrollar: i) la
busgueda dJe atractores extrahos dondequiera gque la naturaleza
pareciera gque s¢ comporta azarosamente. ii) la clasificacién
de estos atractores en teéerminos de su dimensién fractal.

Una vez hecha esta presentacion dgeneral procede ahora
enfocar aspectos mas concretos gque sirvieron de guia para el
trabajo contenido en esta tesis y sefialar el contenido de 1la
misma.

El estudio de las propiedades dinamicas de modelos
matematicos generalmente ha consistido en encontrar soluciones

de equilibrio y luego hacer un analisis lineal para determinar

cierta forma constrenida en sus posibilidades.

canalizaba no en cualguier direccion,
sujetos a reglas



su estabilidad respecto a peguenhas perturbaciones: su dinamica
ne lineal no habia sido considerada de manera explicita.

Estudios recientes muestran, sin embargo, gque la mas
simple ecuacion diferencial no lineal puede poseer un
comportamiento dinamico extraordinariamente rico, mostrando
desde puntos estables hasta un regimen en el cual el

comportamiento (aungue determinista) es "cadtico®.

En el reégimen cadotico se han observado comportamientos
transiterios seguidos de orbitas asintoticas gue wvan a uno o
mas atractores en el espacio fase, es decir, subconjuntos del
espacio a los cuales las oOrbitas convergen. Se puede dar una
clasificacion de los distintos grados de complejidad observando
la estructura geomeéetrica del atractor. Por ejemplo, se pueden
ver puntos fijos, ciclos limite (atractores periddicos),
atractores cuasiperiodicos o atractores extranos. Para 1los
sistemas gue poseen mas de un atractor el estudio de la
frontera entre los estados iniciales gque convergen a un
atractor y los gue convergen a otros puede ayudarnos a entender

su comportamiento. Los puntos frontera entre los atractores
pueden formar una curvas suaves o© curvas con estructura fina,
en algunos casos fractales. Para estudiar conjuntos fractales

ha sido necesario desarrollar técnicas para caracterizarlos:
POor su propia naturaleza, muchas de estas técnicas provienen de
consideraciones estadisticas. El estudio de las estructuras de
las fronteras entre los atractores puede resultar importante al
hacer un analisis comparativo entre distintas situaciones
experimentales (=1 entre experimentos de sistemas fisicos
multi-estables y modelos matematicos, intentandoe con ello ir
mas alla de la mera prediccion de la multi-estabilidad.

En los ultimos anos una técnica ampliamente utilizada para
caracterizar objetos complejos es el estudio de la funciodn

f(a)‘ZJ. La funcion f(a) contiene la misma informacion gue el
conjunto de dimensiones generalizadas Dq definidas por A.
31

Renyi y utilizadas por primera vez, en el contexto de los
sistemas dinamicos, por H.G.E. Hentschel e I. Procaccia'®’. A
los objetos gque poseen una curva f (o) no trivial se les conoce
como multifractales.

En este trabajo calculamos la funcion f(x) para la

frontera de las cuencas de atraccidén de dos sistemas biestables
- gue fisicamente tienen comportamientos distintos - con el

objeto de estimar si puede ser utilizada para hacer
comparaciones entre distintos procesos dinamicos.
Las primeras siete secciones del capitulo 2, son una

introduccion a la teocria de la medida Y el concepto de
dimensién gque se ha utilizado para catacterizar conjuntos

fractales. Posteriﬁﬁmente presentamos el formalismo propuesto
por T. Hasley et al para caracterizar estructuras fractales
de objetos complejos, a saber la funcion f(a). En este

capitulo proponemos también un nuevo método para el calculo de
la funcion f(ax) y probamos la validez de este nuevo método en
un conjunto de Cantor de dos escalas. En el capitulo 3, se
introducen los sistemas con los gue trabajaremos: el mapeo del



circule ¥y el billar de Sinai. Como es bien sabideo, el mapeoc
del circule ha servido como un medelo para estudiar sistemas

gque poseen un dinamica disipativa; el bbillar de Sinai, en
cambio, es un sistema Hamiltoniano. En el capitulo 4 se hace
una breve introduccion al estudic de la frontera entre las
cuencas de atraccion del mapeo del circulo Y de una

modificacion del billar de Sinai gue presenta bkiestabilidad.
Posteriormente se calcula la funcién f{a) para la frontera de

las cuencas de atraccidon de ambos sistemas. Finalmente damos
nuestras conclusiones.
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2. DIMENSIONES FRACTALES Y LA FUNCION f({x)

imeros del concepto de

En este capitulo hablaremcs pri
dimensidn gque es uno de ics conceptos utilizados para
caracterizar regimenes caft cs. Pcocsteriormente definiremos 1la
funcidn f(a) gue estd intimamenta relacicrada con este cohcepto
Y pPor ultimo veremos un ejemplo donde se apliica una técnica

la 2 idn £ xl . Tna técrnica similar

nueva para el calculos de
. . —~ e e = - - RS

fue publicada posteriormente pcr A. Thharra v X.V. Jensen -
La dimensidn es un cCconcepts importante vya gue nos provee
de un método precisco para haklar del namerc de variables
sistema. Este concepto se ha ido

independientes inherentes al
desarrollando lentamente desde ez siglo pasado cuando
. Pz s = . e s s
Poincare' did sus primeras definiciones. Sin embargo
de estas nociones se han dado con la
han permitido generar

aplicaciones préacticas
de las computadoras gue

evolucidn
técnicas para calcular la dimensidn de objetos complejos.
IL.as distintas definicicnes de dimensidn pueden
clasificarse en dos grupos, el primero se&e deriva de aspectos
unicamente geométricos mientras gue el segundo relacionado con
la teoria de la informacidn. En las primeras secclones dJdamos
algunas nociones basicas de teocria de 1la medida’? ! gque nos
permitir&an dar una descripcidn dJdel primer grupo peroc antes
daremos algunas definiciones preliminares.

2.1 Definiciones
la teoria de sistemas dindmicos es
de un proceso iterativo o de un

La idea fundamental de
Si el proceso es una ecuacidn

entender el comportamiento

proceso gue varia con el tiempo.
diferencial cuya variable independiente es el tiempo, entonces
sistemas dinamicos pretende predecir el

la teoria de
comportamiento de las soluciones de la ecuacidn diferencial en
Si el

un futuro lejano (t-x) o en un pasado distante (t--=).
proceso es discreto como las iteradas de una funcidn P,
entonces la teoria pretende entender el comportamiento de los
@ (x), ¢2(x),..., #7(x) para n suficientemente grande
estos conceptos con mas

puntos x,
Definiremos

o pequeia (Niw) .
precisién.
Consideremos una ecuacidn diferencial como un sistema

Ax .

= x = f(x) (2.1)
at

€ X es una funcidén definida en R y con valores
en x un espacio métrico de dimensidn n (la variable
independiente es generalmente el tiempo). La funcidn f:U — X
es una funcidn suave definida en un abierto U € X. Decimos qgue
w U — x, donde

el campo vectorial f genera un frlujo H

donde x = x(t)

t



es una funcidn suave para toda X € U y t en algun

¥ (X)= wi(x,t)
s Yy w satisface la ecuacidn (2.1) en el

intervalo I = (a,b) s R,
sentido gue

d {wi{x,t)) eer = f(w{x,T})
dt s
para toda x € U y T € X. Es facil ver gue y satisface las
siguientes propiedades:
1) w = id
i) w$°L= U’" v,
En generail, si tenemocs como condiccion inicial
x{(0) = x, € U, buscamos una solucidn
W(XO,O) = x-

— X define una curva solucion o una
El teorema de
es

En este caso w(xw-):t
orbita de la ecuacion diferencial basada en X, -
existencia y unicidad nos asegura gue la solucidon existe y
< . s1 . 3 :

unical para el caso de sistemas de ecuaciones lineales, en el
caso de sistemas no lineales nos asegura gue existe un flujo
local, es decir, para t en una pegueha vecindad.

Definicion 2.1 Un sistema dinamico sobre X es una tripleta
(X,R,y¥) Aonde y¥ satisface las propiedades anteriores.

Dado un sistema dinamico sobre X, al espacio X y al flujo
¥ se les conoce como el "espacio fase'y "el mapeo fase®" (del

sistema dinamico) respectivamente.
Si en la ecuacion (2.1), consideramos gue la funcion f

esta dada en terminos de una matriz A de (n x n) con
coeficientes constantes, es decir, tenemos

ax = x = Ax con x € X. (2.2)
dat

Por una solucidéon de (2.2) entendemos una funcidn vwvectorial
xX({x,,t) que depende de t y con condicion inicial x(0) = x, - En
términos del filujo w_, tenemos qgque x(xo,t) = wt(xo). La

solucicon de la ecuacion (2.2) esta dada por
x(xo,t) = e x ,
donde e'* es una matriz (n ~ n) obtenida tomando 1la exponencial

de a's’. Si fijamos t = T y hacemos et = B, entonces B es8 una
matriz con coeficientes constantes y la ecuacidén en diferencias



xXx = B x
a*i

@es un sistema dinamico discreto obtenideo del flujo de (2.2).
Similarmente un sistema no lineal y su flujo danr lugar a wun
mapec ne lineal

x =

22 Y - \:\kn)
donde G = ¥ es una funciocn vectorial ne lineail!®?

2.2 Teoria de la Medida.

Consideremos un conjunto X. Una coleccion no vacia S de
subconjuntos de X se Jdenomina una o-algebra si X € §, S es
cerrado baje complementacion y pbpajo la union
decir, si E € S entonces X\E € § y si Ex,

=

UE e 5.

numerable, es
=
1 =1

,r--- € 5 entonces
l.as siguientes propiedades se derivan directamente
de la definicion.

Teorema 2.2

La
esta en S.

interseccidén numerable de subconjuntos de S
El conjunto vazsio, o, esta en S$.
Una medida u es una

funcion definida en una o-—algebra §

de subconiuntos de X con valores en el intervalo {0,} tal gue
u(e@)y = 0O

Y

(2.3)
o
o
u{ Ul = Tue) (2.4)
¥y =1 - $ =1
para toda sucesion numerable de conjuntos ajenos (En) en S.

Se deriva de la ecuacién {(2.4) gue uy es una funcion
creciente, es decir, si E < B’ Y E, E’ € s entonces
H{E) = u(E").

Ahora introducimos medidas exteriores
esencialmente una medida con la
Formalmente,

que son
propiedaad (2.4)
una medida exteriocr v

relajada.
en un conjunto X es una
funcion definida en todos los subconjuntos de X con valores en
{O,=) tal que
¥{(0) = O

(2.3)
viA) = w(A") si A < A’

(2.86)



@
‘B‘A‘] = Y v (2-7)
1=1

S

para cualesgquiera subconjuntos

Una propiedad importante de la medida
dada una medida exterior siempre
subconjuntos de X tal

(A) de Xx.

exterior es gue,
existe una o-algebra de
que restringida a este es una medida.
Un subconjunto E de X se dice gue es v-—medible o medible
con respecto a v

si descompone cualguier subconjunto de X
aditivamente, esto es,

si

v((A) = v(A M E) + v(A\E)

para todo A < X.

(2.8)
Es facil ver gue si V(E) =
v—-medible.

0 entonces E es

Teorema 2.3 Tomemos una medida exterioer v. La coleccion M de
subconjuntos v-medibles forman un o—-algebra y v restringida a M
es una medida.

Consideremos (X,d) un espacio meétrico. Los conjuntos de
Borel son aguellos gue pertenecen a la mas peguena oc—algebra B
en X tal gque todo conjunto abierto en X pertenece a B. Se
puede demostrar gque esta o—-algebra existe. En particular, los
conjuntos cerrados son conjuntos de Borel (ya gue por
definicieon son el complemento de los conjuntos abiertos), Y
también son conjuntos de Borel las wuniones numerabkles de
conjuntos cerrados

(Fa—conjuntos) Y las intersecciones
numerables de conjuntos abiertos (Gé —~conjuntos) .
Una medida exterior v en X se denomina una medida métrica
exterior si

v(E v F) = v(E) + v(F) (2.9)
si E y F estan positivamente separados, es decir, si

A(E,F) = inf {d(x,Y): x€E,
Teorema 2. 4 Si

yeF}) > O.

v es una medida métrica exterior en (X,q4),
antonces todos los subconjuntos de Borel de X son v—medibles.
(Para la demostracion vease [3]).

2.3 Wedida de Lebesgue.

Daremos ahora la definicion de la medida de lLebesgue y de

agui en adelante consideraremos gue el espacio X = R" y d es la
métrica Euclideana.
Obtenemos la definicion de

la medida n-dimensional de



Lebesgue como una extensicon de la definicion usual de volumen
en R” (en R el voclumen gquerra decir longitud y en rZ area) .
Sea C una celda en R” definida por

Cc = {az,bx) = [az,bz) X oa.. X [an,bn),
donde a < bx para toda i. Pefinimos, en forma usual, el
volumen de C como

v(c) = (b, - a) (k- a,)..-(b - a.
Si E ¢ R”, sea

L"(E) = inf Yy v(C)), (2.10)

1

donde el infimo lo tomamos sobre todas las posibles cubiertas
de E formadas por ana sucesion (C‘) de celdas, es facil

demostrar que L es una medida exterior en R". A esta medida
le llamamos la medida exterior n-dimensional de Lebesgue. Se
puede ver gue L"(E) es una medida meétrica exterior, basta
considerar a E como wuna n-celda. La restriccion de L a
conjuntos L"-medibles es llamada la medida de Lebesgue
n—dimensional.

Para conjuntos convexos en R la medida de Lebesgue y 1la

medida de Hausdorff, gue definiremos en la proxima seccion,
coinciden. En R” estas medidas difieren unicamente por una
constante’? Sin embargo este no es el caso para conjuntos
cuya geometria es mas compleja. En este trabajo estamos
interesados en estudiar los conjuntos gue tienen geometrias
complejas, a algunos de estos conjuntos actualmente se les
conoce como fractales. Estos conjuntos se caracterizan por
tener la propiedad de autosimilaridad o escalamiento. Es
decir, dade un conjunto fractal E, construimos una cubierta del
conjunto. Si nos fijamos en uno de los elementos de la

cubierta Y la amplificamos veremos gue construyendo una
cubierta igual a la anterior pero con otra escala podremos
cubrir a todos los puntos gue estan en este elemento de 1la
cubierta y gue pertenecen al fractal.

B. Mandelbrot'®’ define un fractal comc un cbjetc cuya

dimension fractal (seccion 2.6) es mayor (ue su dimension
topoldogica. Definiremos ahora lo gue entendemos por dimension
topoldgica.

Sea A un conjunto compacto. La dimension topologica de A
es el minimo entero n para el cual la siguiente afirmacion es
verdadera: Para toda cubierta abierta y finita, T lrevasC, de
A podemos encontrar etra cubierta crl',...,o-"' tal gue a-"c o,



para i =

1,-..-,8 ¥y cualesquiera n + 2 conjuntos o .’
interseccion vacia, es decir:
a"n o"n . cl' = @
1 a n-2

tiene

En la seccidon 2.%, damos algunos ejemplos donde la medida
de Hausdorff y la medida de Lebesgue son distintas.
2.4 Nedida de Hausdorff.

Definiremos ahora la medida de Hausdorffg'?! Si U es un
subcoenjunto no vacio de R" definimos el diametro de U,
denotamos por (U:, comoe

que
10l = sap {\x—yl: ®x,¥Y € U}.
Si E <« U‘U‘ v [a} <\U“ < & para cada i, decimos gue (U‘)
s una d—-cubierta de E.
Consideremos un subconjuntoe acotado, E, de R"
enterc no-negativo. Para & > 0 definimos
-]

Y S wun
H "(E) = in£ ) {U |* , (2-.11)
1 =1

donde el infimo lo tomamos sobre todas las S-cubiertas,
numerakles de E.

Se puede ver facilmente gue
wmedida exterior en R".

LUy,
Ha’(s) es una
I-a medida exterior s—dimensional de Hausdorff ae un
conjunto E <« R” esta dada por
H*(E) = lim HZ"(BE) = sup HS°(E). (2.12)
S0 &3>0
Este limite existe,

pero puede ser infinito,
crece a medida gue & decrece.
medida exterior,

vya gue H*(E)
Es facil ver gue H®(E)
mas aun es métrica;
la distancia entre los conjuntos E y F separados positivamente,
POY tanto

es una
Yya gue si 8§ es menor gue
ningun conjunto en la $-cubierta de EuF puede intersectar a
ambos conjuntos,
- - -
H S (BUF) H"(E) + HS*(F)

de agqui se sigue la misma igualdad para
H a

H” . La restriccidén de
una o-algebra de conjuntos H'-medibles es la medida
s-dimensional de Hausdoxff.

Para cualguier subconjunto E es claro gue H* (E) es no

10



incrementa de 060 a o, ya gue si

creciente a medida gue s se
* no crece.

entonces el inf EIU‘I

§ < 1, JU|I < &, para cada 1i,
Si ademas s < t tenemos

1wt = Uit Tt e ot st
dea donde

inf ) iU I® = ing Y Uit &%,

por tanto
L] -t t
Hé (E) = & HS (E) .

ultima desigualdad tenemos gue si H‘(E) es positiva
Luego existe un unice wvaloer, dim
de Hausdorff de E y 1la

be esta
entonces H (E) es infinita.
E, al gue llamamos la dimensiodn

denotamos por DH, tal gue

H®(E) = = si 0=s < D,
(2.13)
H®"(E) = 0O si D, < s < m.
si H®°(E) = 0 para toda s entonces D, = o.
n

Yy dividimos C en k

8i C es un cubo unitario contenido en R"
1“2 antonces

sub—-cubos de lado 1/k. Tenemos gue si & = (1i/k)n
H*(c) s k" (k" 'n'"2%)" = (n'*)", por 1o tanto H"(C) < w. Luego
si 8 > n, entonces H'(C) = 0 y H°(R") = 0, ya gue R" lo podemos
expresar como una unién numerable de estos cubos. De aqui se
sigue gque 0 = dim E = n para cualguier E s R". Es tambieén
claro que si E ¢ E’ entonces dim E = dim E”’.

2.5 Ejemplos.

Es a veces muy dificil determinar la dimensidn de
Hausdorff de un conjunto y mas dificil aun determinar la medida
de Hausdorff. En esta seccidén haremos un calculo aproximado de
la medida y dimension de Hausdorff para algunos conjuntos
conocidos. Ademas, para algunos de los ejemplos calcularemos
la medida de Lebesgue y veremos que difiere de la medida de

Hausdorff.
Consideremos el conjunto de Cantor usual, E definido como
sigue. Sea E = fo,13], E, = [0,1/3]vw(2/3,1],
etc., donde E

Ez= {O0,1/91v[2/9,1/31v({2/3,7/9])v[8/9,1], Je1

se cbtiene eliminando el tercio central de cada intervalo en

11



«
EJ. Definimos E = N E:J La medida de Lebesgue de este coRrjunto
1=1

es cero. Calculemos ahora la medida de Hausdorff. En el primer
pPaso tenemos dos intervalos de longitud 1 = 1/3, en el segunde
pasoc hay 2% intervalos de longitud 1 = 1/32 Y en el pase n
tenemos 2° intervalos de longitud 1 = 1/3%. Entonces la medida
de Hausdorff esta dada por

n
2

H*(E) = 1lim }:( 1/3" )*®
n—>o

lim 2" ( 1/3" )* =

1 =1 n—ro
o si 2/3" < 1
= 1lim ( 2/3° )" = 1 si 2/3" =1
n—re
@ si 2/3% > 1 .

IL.a dimensién de Hausdorff es entonces el valor de s tal gue

2/3" = 1. Es decir, s = 1ln 2/1ln 3 = 0.6309... Donde 1ln denota
el logaritmo en base e.

Figura 1.~ Una aproximacion a la Curva de Koch.
UOn ejemplo, donde la medida de Lebesgue es infinita y la

medida de Hausdorff es uno, es la curva de Koch, gque
dencotaremos por K. Consideremos el intervalo unitario [0,1].

12



En €1 primer

paso, Aividimos el intervaloe en tres partes
iguales. El tercico central l¢ sustituimos por dos segmentos de
longitud un tercio (veéease 1la figura 1).
cada segmento de recta en tres

Nuevamente dividimos
partes iguales, el +tercio
central de cada segmento lo sustituimos por dos segementos Jde
longitud /3% . Tendremos entonces 4°
1/32. Continuando este proceso,
4" segmentos de

segmentos de longitud
longitud
Hausdorff esta dada por

tendremos en

el n-ésimo paso
1/3%. De donde, la dimension Qe
n
¥ 1 =
H*(K) = lim Y ‘ } =
n-rem 1= 3"
a si as3" < 1
4 n
= 1lim { ~—— } = 1 si as3® = 1
n—>a 3*®
\ © si 4/3% > 1 .
-2 dimension de Hausdorff es el
473" = 1, es decir,

valor dJde s
S = 1n 4/1ln 3 = 1.2618S5...
La longitud de la curva es infinita,

para el
de Lebesgue del)l conjunto es infinita.

cual

es decir, la medida
2.6 Dimension Fractal o de Capacidad.
Empezaremos
capacidad.
e

R .
€

definiendo

la dimension fractal o de
Consideremos un conjunto compacto E contenido en
Sea & > 0. Denotamos por B(xX,e) la bola cerrada de radio
Y centro en X € [T Definimos el entero, N({(E,c) como el
menor numero de bolas cerrada de radio £ necesarias para cubrir
el conjunto E. Es decir,

L3
N(E,e) = minimo entero positivo M tal gque E < 6] B(xh,c)

n =1
para algun conjunto de puntos distintos X o= 1.2,...,M o X.
N(E,e) existe ya gue para cada puntc x
abierta de radio & > 0.

Y = E construimos una bola
Como E es compacto,

Esto define una cubierta abierta de E.

podemos extraer una subcubierta abierta
finita gue consista en digamos M bolas abiertas. Tomando la
cerradura de cada bola tenemos una cubierta formada por M bolas
cerradas. Sea C el conjunto de cubiertas de E gue tienen a 1lo
mas M bolas de radio e. Entonces C tiene al menos un elemento.
Definimos £f: C — (1,2,...,M}) como f(c) = numero de bolas en la
cubierta ¢ € C. Entonces {(f(c): c € C}

es un conjunto finito



de enteros positivos. Por tanto contiene el menor entero,

N(E,£g) .
La idea intuitiva gue hay detras de la Jdimension fractal
@s gue un conjuntoe E tiene dimension fractal D si
N(E,e) = e % .
Despejando Do tenemos gue
iln N(E,g)
. (2.14)

b, = in(i/ )

Esto nos lleva a la siguiente definicion.
Para toda &€ > 0, sea

Sea E compacto contenido en R".
£ necesarias

N(E,e) el minimo numero de bolas cerradas de radio
para cubrir E. Si

In (N(E,e))
D = l1lim } (2.15)
£-0 in (1/¢)

existe, lo llamamos la dimensioén fractal de E y lo denotamos
come D = D_.
Podemos extender esta definicioén a subconjuntos acotados A

contenidos en R"” como sigue:
Denotamos por N(eg) el minimo numero de bolas de radio € > 0
necesarias para cubrir a A. Si

In N(e’)
D = 1lim sup { } i Ef € (0,:)}} (2.16)
£—0 In(1/e"’)
existe, entonces lo llamanos la dimension fractal Y lo
denotamos como D = DO.
No es dificil probar gue estas dos definiciones son
egquivalentes para conjuntos compactos.
Hay algunas variaciones de la definicion gue son
sin embargo para calcular la

practicamente eguivalentes a ella,
dimension fractal de conjuntos generados experimentalmente es

conveniente en general utilizar celdas nr-dimensionales de lado
1 para cubrir al conjunto. Tenemos el siguiente teorema.

Consideremos un conjunto acotado, A, contenido en
tal gue la interseccidn
Denotamos por NI(A)

Si

Teorema 2.5

Rr™. Cubrimos R"” por celdas de lado 1,
entre dos celdas sea unicamente sus lados.

el numero de celdas necesarias para cubrir a A.

14



1n N (&)

D = — 1im —_—— (2.17)
120 in (1)
existe eRtonces es igual a la dimensién fractal b = 13o . (Para

la demostracioén veéase [3]).
Aaun cuando es posible construir ejemplos matematicos gque

muestran gque Du < Do ’ no es clare gue en sSistemas gue
provienen de fendmenos fisicos haya alguna diferencia. De
hecho para una gran cantidad de objetos fractales coinciden.
Por ejemplo si tomamos bolas de radio & = VvA-l, cada cubo
estara contenido en una bola. La medida s-dimensional de

Hausdorff (si la cubierta formada por los cubos alcanza el
infimo) esta dada por

ll
H .(A) - nt/Z l- N (A) = n:/Z [ ] P ns/Z ls-Do
S H 1P
o
(ecuacion (2.14)). Y tomando el limite cuando 1 -» 0, tenemos

que la dimension de Hausdorff, sera distinta de cero o infinitoe
si y solo si s = D, -

vVeamos un ejemplo. Consideremos el triangulo de
Sierpinski en RrRZ, s, con vertices en (0,0), (L,0) y (0,1)
(figura 2). consideremos & = VZ-(1,/2)" para n = 0,1,... .

Entonces una posible cubierta para el triangulo de Sierpinski

se puede construir con 3" discos de diametro vZ2-(1/2) n,
Suponemos gque con esta cubierta se alcanza el infimo. Entonces

H‘s'(s) = 3"(v2Z )»* (1/2)™ para n = 1,2,... .
Luego n
3
H*(S) = 1im (3™(vZ )* (1/2)™ ) = 1im { [ _] (vZ )* } =
n—>w n—oo 2
w si 3,2% > 1
- (ﬁ )Inia)/ln(z) Si 3/25 = 1
[ si 3/2" < 2.

Por tanto la dimension de Hausdorff es s = 1In(3)/1in(2).
Para calcular la dimension fractal basta observar gue en
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el primer paso , n = 1, si tomamos celdas de lado 1 = 1/2,
necesitamos 3 celdas para cubrir el triangulo. En la segunda
generacion, eliminamos el triangulo central (como se muestra en

la figura 2) entonces 1 = 1/22 Y necesitamos 3% celdas para
cubrir el conjunto. Continuando asi en el paso n, 3" celdas de
longitud 1= 1,/2" cubriran el conjunto. Por tanto N (S) = 3,
N_(S) =9, ..., N (S) = 3" para n = 1,2,3, ... . Por tanto
in N _(S) in(3)
DO(S) = 1lim = =
no>a In(2") in(2)
(0,1)
(0,0) (1,0)
Figura 2.- Una aproximacion al Triangule de
Sierpinski.
Al inicio del capitulo hablamos de dos grupos de
definiciones de dimension, pasaremos ahora a discutir el

segundo grupo gque ha diferencia de éste nos da una nocioén
probabilistica del concepto de dimensiodn.

2.7 Dimension de Informacion

La dimension de informacidén, a diferencia de la dimension
fractal Do gque no refleja la inhomogeneidad de los conjuntos

fractales E gue se estan midiendo, nos permite estimar 1la
cantidad de informacion adquirida cuando se hace una medicion
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en un nivel de resolucion dado.

Antes de dar 1la definicion de dimension de informacidn
haremos una breve revision de como surgido el concepto a fin de
entender posteriormente las dimensiones generalizadas Dq
definidas por A Renyi(gl en teoria de probabilidad Y
utilizadas mas tarde por H.G.E. Hentschel e I. Procaccia''®! en
el contexto de sistemas dinamicos.

Si sabemos que algunos objetos estan en cierto conjunto E,
dar una informacion completa de uno de 1los objetos significa
especificar cual de los elementos del conjunte E es el gue
estamos considerando. La cantidad de informacion gue recibamos
depende, evidentemente, del numero de elementos de E. Si E

contiene exactamente N = 2" glementos, estos pueden etigquetarse
mediante numeros binarios gque contienen exactamente n digitos:
entonces cada elemento estara determinado de manera unica por
una sucesion de longitud n gue consiste de ceros y unos,

tanto por n unidades de informacion. De N = 2" obtenemos gque
n = logzN. Esto le dio la idea a R.V. Hartley en 1928 de
introducir la nocion de la medida logaritmica de

por

la informacion

gque se oktiene al escoger un elemento de un conjunto de N
elementos, donde todos los elementos son equiprobables,
definiendo
I = log, N = log, —— con =1 (2.18
g, d, P o | S - - . )
Es decir, P representa la probabilidad de escoger un
determinado elemento de un conjunto de N elementos
equiprobables. (121
Veinte anos mas tarde C.E. Shannon considerod un

conjunto E que consistia de N elementos, donde la probabilidad
de escoger cada uno de los elementos no es la misma.

De 1la
ecuacion (2.18) tenemos gue
N n
I = log, N =% 2 1og,|—>—|= T 2 1log,|2].
1=1 N 1 1=1 N
N

Suponiendc gue la prokalbilidad de escoger cada elemento no es
l1a misma, obtenemcos

N
I = N P, log
1=1

. (/P ). (2.19)

daonde P, es la probabilidad de escoger el i-ésimo elemento. A

esta cantidad se le conoce como la entropia de la informacion y
de agui en adelante la denotaremos unicamente por I.
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Consideremos ahora un conjunto fractal E y lo cubrimos con
celdas de longitud 1. Pefinimos como pl(l) la probabilidad en

ia i-celada. ILa dimensisdn de informacion se define como

I(1)
D = — lim (2.20)

i 10 iln 1

donde (1) es la entropia de informacidén (2.19), pero 1le
aumentamos la 1 para recalcar su dependencia en la escala 1.
En esta definicion sustituimos el loga por el 1n, gque denota el

logaritmo natural, para ser congruentes con las definiciones
gue siguen. Notemos también gue ahora la sumatoria sera sobre
todas las celdas, N(l), gue contienen puntos de E.

Si1 la probabilidad de todas las celdas es la misma, es
decir, p, = 1/N(1), entonces I(1) = 1n N(1l) y la dimension de
informacion se reduce a la dimensién fractal. Como 1n N(1l) =
I(1l) = Qf Df

Una variedad de otras definiciones de dimension se
describieron en [6] con 1la conclusion de gue todas estas son
egquivalentes a D, © D . De hecho la diferencia entre D, v D,

radica en una medida de no uniformidad del conjunto. Mas tarde

Hentschel y Procaccia®!?! mostraron gue hay un numerco infinito
de dimensiones Dq (g varia de -~= a w) todas distintas vy
relevantes para describir un conjunto fractal. Estas

dimensiones son las definidas por A. Renyi'gk

2.8 Pimensiones Dq.

Renyi 4dido un paso mas y aplico lo gue llama el promedio
general a través de una funcion a la ecuacisn (2.19). Tomamos
un conjunto E formado por n ceonjuntos disjuntos por parejas E),

3 = 1,...n. Consideremos la funcion hq definida por
hq(x)= e“_q)", con g =1. El promedio general se define como
-1 n
I = n, [ I p, b (1n (1/p))))
1 n a
= 1—3in Lp, (2.21)

Para aplicar (2.21) al conteo de las celdas sustituimos I por
I(l) y cambiamos n por N(l) gue es el nimero de celdas gue
contienen puntos del conjunto fractal. Entonces la Dq

dimensién estara definida como
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D = - 1im (1) (2.22)
N 10 in 1

Pe la definicidn se puede ver gue E; @s una funcidén no

decreciente en g, es decir, Dq < Dv para toda g > gq‘. Do es

la dimension fractal. Si tomamos el 1im Dq tenemos la
q 1

dimensidén de informacion. Para ver esto

ecuacion (2.22) como

reescribimos la

in ¥ p, exp [(g-1) 1n p ]

D = 1im 1
130 g - 1 in 1

expandiendo en serie de Taylor la funcidén exponencial obtenemos

In [ 1 + (g-1) ¥ p, In p,]

D = lim 1
A 10 g - 1 in 1

Expandiendo nuevamente en serie de Taylor el logaritmo
obtenemos la dimension de informacién en el limite cuando g 1.
Vamos ahora a dar otra definicion de las dQimensiones Dq Y

demostraremos gue son eguivalentes.
Nuevamente consideremos a E un conjunto fractal formado

por n conjuntos disjuntos por pares EJ, 3 = i1,...n..

Supongamos gue cada Ej tiene longitud 1] Y probabilidad P,

donde Y 1J = 1 Yy ¥ pJ = 1. Entonces

p Q
. . T(q) = (g-1)D. (2.23)

Ny
[
[

Tiqg}
2

o

Vamos primero a considerar el caso particular en que g = 0O

a
y1eo=1 (2.24)

E esta formado por n subconjuntos disjuntos
1). Tomamos celdas de

1 = min d(E‘,Eﬂ.

Ceonsiderando gue
poxr pares E,' cada uno de longitud

longitud 1 para cubrir a E de tal forma gue

1=
El numero N(1l) es ahora la suma de NJ(l), donde Nj(l) es el
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numereo de celdas gque cubre a E,' e®s

decirx,
L.
N(1l) = ¢ N](l) (2.25)
i=1
Si nos fijamos unicamente en E) Y la cubrimes por celdas mas
pegquenas de tamanho lfl’

tendremos €1l misme numers N(1)
celdas gque intersectan al conjunto,

de
conjunteo E, entonces

dada la autosimilaridad del
N (1,-1) = N(1)

(2.26)
De la definicion de dimensicon fractal (2.14)
N(1) = 1%

por lo tanto

-0
u(1)=(1 } °
3 1

3

sustituyendo estas dos ultimas relaciones en la ecuacion (2.25)
obtenemos (2.24) .

Ahora estudiaremos el casco general, es decir, deduciremos
l1a foérmula (2.23) .
Consideremos

nuevamente
i =

el
Cada Ej

conjunto E = U E,'
1,...,n. esta caracterizado por (lx'p)) donde 1)
es el factor de escalamiento y pj la probakilidad de estar en
Ef

Para medir este conjunto dada una cierta resolucion por
conteo en el numero de celdas gue cubren a E,
ecuacidn (2.21)

obtenemos de la

1 N(1) -

(1) = iTa in ‘E‘ . (2.27)
donde, para evitar confusiones, t, es 1la probabilidad en la
i-celda y T t = 1.

Tomamos celdas mas pequehas de tamaho 1’-1 Yy nos fijamos
unicamente en E). La probabilidad de estar en la i-celda de E’
es s = pjt‘ Y las EN estan normalizadas a p’, es decir,
bN s, = p, con 3 = 31,..,n. Por tanto, utilizando nuevamente la
funcion de Renyi (2.20),
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i - g in 1§\ *, efs-trte Pito=
i N(1) (p,e)"
=I-q ‘Ex o =
3
1 N({(l)
=-lnp, + 73 1In I t

- 1in pJ +« I(1)

Esta ultima igualdad viene de (2.27). sustituyendo 1 por 1/1J

I)(l) = - 1n pJ “+ I(l/lj) (2.28)
Aplicando la funcion de Renyi

{(2.20) seobre los conjuntos con
propbabilidad p,
1 i r-q¥1 ¢t 1
I(1) i—:-a in Y p, e 3 (2.29)
1=
Sustituyendo (2.28) en (2.29)
1 2 q (l-qYi il /1 )
I(1l) - in r p e 3 (2.30)
a = 3
¥ utilizande (2.22) tenemos I(1l) = - D(g,1) In 1. Suponiendoe
D = lim D(q, 1)
2 1o

Sustituyendo en (2.30) y eliminando los terminos igualas

ing p,* 1‘)"“’“.; = o0
y=1

de Jdonde Tenemos directamente la ecuacion (2.23) .

Pasaremos ahora a definir la funcion f(ax) que esta
intimamente relacionada con las dimensiones Dq.
2.9 La Funcion fla).
Recientemente T. Hasley et a1. 3!} construyeron una
funcion gue denowminaron la funcién f(a).
vista

Este nuevo punto de
es lo Que se conoce como el formalismo termodinamice ade
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&

los objetos fractales.
Consideremos un conjunto fractal E en un espacioe fase de

dimension n. Cubrimos a E con celdas disjuntas por pares E, ¥

consideramos celda. Esta

probabilidad genera una medida u(x),

P, = J Qu(x) = u(E)

1
1-caja

P, 1la pProbabilidad en la i-ésima
dada por

Para describir la medida fractal de manera mas cuantitativa
vamos a suponer gue todas las i-celdas, a diferencia de 1la
seccion anterior, tienen la misma longitud I « 1. Definimos un
exponente de escalamiento a como aguel para el cual

al
. (2.31)

p, = 1
Se dice gue la probabilidad en la i-celda escala con 1. Las o,
de valores gue corresponden a regiones con
distinta medida. El exponente @, se conoce como el exponente
de Lipshitz-—Hdlder. Puede haber varias celdas con el mismo
exponente x Yy €l numero de celdas escala con 1 como

N(ax,1) = 1 7@ (2.32)

toma.l un rango

donde, por (2.14), f(a) es la dimension fractal del conjunto de

celdas caracterizadas por el mismo exponente «.
Para determinar la funcion f(a) de un conjunto dadeo, T.
la

13! j1a relacionan a propiedades observables de

Hasley et al
al conjunto de dimensiones Dq

medida. Esto es, relacionan f(a)
definidas en la secciodon anterior (ecuacidén (2.22)).
Definimos
X(q) =¥ p?=171 1°%
—w < g < w. Para g = O (2.33) nos da N(l), el numero de

para
celdas de longitud 1 necesarias para cubrir el conjunto fractal
= 0). Por tanto

(2.33)

E (en la region donde P,

X(o) = Nn(2) = 217%

Donde D  es la dimension fractal.
Como el numero de celdas gue escalan con la misma a es

proporcicnal a 1 7'® tenemos de (2.33)
X(q) = J‘lqa l—f(a) da

aplicando el método de punto silla

(2.34)

Como 1 es muy peqgueha, tr3s
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vemos gue la ecuacidn (2.34) estara dominada por el valor de «

gue haga ag - f(a) sea minima. Si llamamos a(g) al minimoe
valer de a tenemos gue
x(q) ;1qa(q)—r(a(q)) T R (2.35)
(@t ax®) 1n 1

Para calcular la minima a tenemos gue suponer gque la funcidn
f(x) es de clase c® Yy utilizar los métodos del calculo, esto es

a
= (=a = £ Jomaqq = ©
d2
b4 an? [ ag ~- f(a) )a=a(q) > 0
de donde
£f/'(x(q)) =g ’ £/ (x(q)) < O.

De las ecuaciones (2.22) y (2.35) tenemos gue

b 1 13 X(a)
= —— im —m— .
9 = 130 in 1
Por tanto
- 21 -
D, = =7 [ @@ - fa@) ) (2.36)
De aqui podemos ver dgue si conocemos f (a) Y el espectro de
valores de o obtenemos Df Reciprocamente, dada Dq obtenemos
derivando respecto a q
= _9_ - = 2 T(a)
ata) = g5 (a - 1) p] e (2.37)

y por tanto sustituyendo en (2.36) tenemos

f(x(q)) = g a(g) - (g — 1) D (2.38)

es decir, gue la funcion f(x) es la transformada de Legendre de

T{(g) -

Una propiedad interesante de la derivada de T (q) se pueade
ver en las siguientes ecuaciones. De la ecuacion (2.22) vemos
que
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L1
4 <@ a , 2B TR

_ ) =
daqg dg 1l-=o log 1
£ e log p,
= lim —
10 1 g1 T plq

Pefinimos a p_ el minimo valor gque toman las p

a v (q) - 1im L p, logp log p_

_——— = l1lim —mm——— = a
ag - 10 log 1Y% p,° 1-0 log 1

indica una suma sobre

Lt Entonces

donde Y’

las celdas donde P,
decir,

= p_, es
el numero de i‘’s tal qgue P, = P_- La ultima igualdad se
debe a (2.31). De manera similar

a T(aq)

dqg q >

= & .
-
Dado gue p_ < P, < p, tenemos
como log 1 es negativo «
el maximo wvalor de «,

@_log 1 < oztlog 1 < &« log 1 ¥y

Es decir que
el minimo valor de a esta

< & < x_ para toda 1i.

i
a-.x— a_ y
do (=} « = -
da por -in a,
Analizando la funcion f(a) vemos que es una funcion
diferenciable, convexa, con un maximo en g =

0 y con pendientes
infinitas en q = * & . Mas aun, para g = 1 tenemos f(a(l))
= a(l) ¥ £{x(1)) = 1, es decir gque la funcion f(a) es siempre
tangente a la funcioén identidaad.

El problema gue se nos plantea es encontrar una forma de
calcular la funcion f(«).

2.10 Calculo de la funcion f(ax).

El metodo que propone T. Hasley et a1ft!?

la funcion f(ax) es considerar la ecuacion (2.23)
un escalamiento uniforme,

para calcular
pero towmando

es decir, la misma 1. El segundo
método es unicamente una adaptacion del primerc para conjuntos
fractales cuya distribucion en el espacio fase es muy
irregular.

El primer método ha sido utilizado con bastante eéxito en
los casos en 1l1los cuales 1la distribucion de puntos

conjunto es mas © menos uniforme. Sin embargo cuando esto no
sucede se obtienen errores. Como en los Ccasos gue se
analizaran en este trabajo, el conjunto de puntos no esta
uniformemente distribuido, proponemos otra forma de calcular l1a
funcion f£(a). Posteriormente a la realizacion de este trabajo

en el
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fue publicade un meétodo similar al gque usamos agui.

Consideremos una funcidn de particion dada por la ecuacidn
(2.23), pero escogeremos todas las celdas gue cubren al ebjete

fractal con la misma longitud 1. Tenemos utilizando (2.22)
N

1
—-—— T
lt 1=1

sacando logaritmos y depejandoe T tenemos

in ¥ p *“
T = . (2-39)
in 1
Derivando T respecto a g obtenemos a (2.37). Sustituyendo o en
l1a ecuacidédn (2.38) obtenemos una funcion

implicita de g gque
llamamos

1 g Lp," 1n p, q

gl = ( - in IS (2.40)
in 1 T p‘q
La relacion gue hay entre esta funcidén y la funcidn £f(x) es
obvia de hecho tenemos que f(x(g)) = g(d).

Uno de los problemas gue se presentan para calcular 1la
funcion f(a) numericamente, es la relacidén que existe entre la

cantidad de puntos gue tenemos del conjunto

fractal y 1la
longitud de las celdas, 1. Si 1 es demasiado grande o bien

demasiado pegueria obtenemos errores muy grandes en la rama
derecha de 1la funcisdén f(a) . Para determinar el rango de

valores de 1 apropiados para hacer el calculo numerico,
graficamos el logaritmo de

1 contra el logaritmo del numero de
celdas distintas del vacio y los puntos donde tenemos la mejor
aproximacion a una recta, son los puntos donde debemos escoger
1. Este criterio se probd en varios ejemplos donde la funcidn
f(a) se puede también calcular analiticamente y se observd gue
las aproximaciones obtenidas eran muy buenas. Mas aun, la
pendiente de la recta es el negativo de la dimensidén fractal
D

©

Uno de los ejemplos donde se utilizd el criterio antes

mencionado es el conjunto de Cantor de dos escalas como el gue
describimos a continuacion.

2.11 Conjunto de Cantor de dos escalas.

En esta seccidn analizaremos un conjunto de Cantor de dos
escalas como el que se muestra en la figura 3. La razdn
pPrincipal de utilizar este ejemplo es que el conjunto fractal
gue resulta no esta uniformemente distribuido en el espacio.

La ventaja de estudiar este modelo radica en gue 1la
funcion f(a) puede ser calculada "analitica”" y numéricamente.

Describiremos primero los calculos numeéricos y posteriormente
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la comstruccion "analitica"™.

Para hacer el analisis numeéerico tenemoes primereo gue
generar el conjunto de Cantor. Hay varias formas de hacerlo y
en este texto describiremos dos de ellas. Mediante la primera
generamos paso a pasce el conjunto de Cantor, en tante gue con
ia segunda generames los puntos del conjunto de Cantor gue
corresponden a los pasos gue son potencia de dos, razén por la
cual la segunda forma es mas eficiente.

@)
la

3
"
-
T
3

22 a8, 224, 13
n=2 — — — —

Figura 3. - Una aproximacidn al Conjunto de cCantor
de dos escalas, 11= i1/4, 12= 2/5, P, = P, = i/2.

Empezaremos describiendo la primera forma. Queremos
construir un conjunto de Cantor como el gue se muestra en 1la
figura 3. Es decir, consideramos dos escalas 11= i/4 Y

12— 2/5. Para generar este conjunto podemos ver gue a l‘ Y lz
los podemos reescribir como l"—- 5,720 Y 1 _= 8/20

2
respectivamente. El intervalo gue eliminamos en el primer paso
mide 7/20. En el segundo paso tendremos cuatro intervalos de
longitudes 1.%= (3/20)°%, 1.1, = (s/20)(8/20),
12.1l = (8/20)(5/20) Yy 1.22 = (8/20)2. En este paso eliminamos
dos nuevos intervalos de longitudes (5/20) (7/20) b
(8/20) (7/20) . Continuando este proceso tenemos en el tercer
pase ocho intervalos de longitudes 1:,’ = (5/20)3, 1‘212 =

(5/20) %(8/20), 1,1,1, = (5/20) (8/20) (5/20), 11122 -
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(5/20) (8-20) %, 121.2 = (8,,20) (5/20) 2, 1,11, =
(8/20) (5/20) (8,20) , 1;1,_ = (B8/20)2(5,20), 12’ =(8/20)>. En
este pasco eliminamos cuatro nuevos intervalos de longitudes
(5/20)%(7,720), (5.20) (8-20) (7,20), (8/20) (S/20) (7/20) 3%

(8/20)2(7,/20) - Los extremos de los intervalos con los gque nos
gquedamos son puntos gue pertenecen al conjunto de Cantor,

es
decir, los puntos del Cantor estan dados por la sucesion a = 0,
a= a+ (5/20)7, a, = a~+ (5/20)%(7/20), a,= a,+ (5/20)°(8/20),

a. = aa+ (53-°20) (7,20}, etc. Continuando este proceso podemos
generar tantos puntos como se deseen. Sin ewbargo este no es
un algoritmo apropiado para ser usado en la computadora. Una
forma de simplificar este procesoc consiste en fijarnos
unicamente en los numeradores de estos numeros, con los cuales
formamos las siguientes cadenas de numeros:

Primer paso s 8

Segundo paso 55 57 58 7 85 87 88

Tercer paso 555 557 558 57 585 587 588 7
855 857 858 87 885 887 888

Es decir, cada vez gue en la cadena del paso anterior aparezca
como ultimo numero, un 3 © un 8, generamos tres nuevos numeros
cuya ultima cifra sera 5, 7, 8. Si la cadena del pasc anterior
termind con un 7, vya no tenemos gue hacer nada, pues ésta
representa el intervalo gue eliminamos; sin embargo, para hacer
los calculos eficientemente en la computadora nos conviene
completar estas cadenas con el numero 20. Esto equivale a
multiplicar la longitud de 1los

intervalos gue eliminamos por
20/20 - es decir, por la wunidad - +tantas veces como sSea
necesario hasta tener cadenas con la longitud del paso dgue

estemos considerando. Por ejemplo, en el paso dos tenemos
cadenas con 4Aos NUMEeros. Por ello la cadena gue corresponde al
intervalo gue eliminamos sera 7{20) en vez de 7 unicamente.
Ahora bien, para generar todos los intervalos relevantes
para la construccion del conjunto de Cantor, tanto los que se
quedan como los gue guitamos en cada paso, multiplicamos Yy

dividimos todos los numeros del numerador por 207,

donde n es
el paso. Los puntos gue pertenecen al conjunto de Cantor
estaran dados por la misma sucesion gue tenemos lineas mas
arriba.

Esta construccidon de los intervalos del conjunto de
Cantor supone conocer el paso n para generar €l paso n+l. Sin
embargo, habiendo entendido el mecanismo podemos generar
directamente el n-ésimo paso.

En el n-ésimo paso tendremos como primer
cadena de n-cincos. Damos entonces
cambiar los cincos de derecha a

arreglo una
inicio al proceso de
izguierda de 1la siguiente
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el n-eéesimo 5 y lo cambiamos primere por un
los arreglos

forma: tomamos

siete y luego por un ocho: obtenemos entonces
5...58 respectivamente. Continuamos con el
es decir, lo cambiamos por umr

5...57 '

(n-1)-ésimo 5 y hacemcs lo mismo,

7 ¥Y un 8. Sin embargo, esto provocara gue tengames gue cambiar

los ultimos numeros por el numero 20 si el (n-1l)-ésimo es el

numerco 7, y con un 5 si el (n-1l)-ésimo es un 8. Obtenemos pues

los arreglos 55...57(20) Yy 55...585. Ahora bien, como

generamos un huevo 5 en el n—-esimo lugar, tenemos gue

cambiar por un Yy un 8, obteniendo asi dos nuevos arreglos, a

saber el 55...587 y 55...588. Ahora vamos a mover el numere 5
tenemos en el lugar (n—=-2), ' el proceso

Y

gque repetimos
obteniendo entonces el 55...57(20) (20) el 55...5855. Tomamos
del udltimo arreglo generado el n-—-ésimo 5 y lo cambiamos por 7 y
8, esto es, obtenemos el 55...5857 y el 55...5858. Luego
cambiamos el 5 gue esta en el (n-1)-eésimo lugar por un 7 y un
8, rellenando el n—-ésimo lugar con el numeroc 20 si el
(n—-1)-ésimo es un 7, Yy con un 5 si el (n-1i)-eésimo lugar es un
8. En este ultimo paso obtenemos pues €l 55...587(20) y el
55...5885. Continuamos este proceso hasta gue hayamos cambiado
el primer 5 de la cadena.
En resumen diremos gue debemos cambiar los numeros 5 con 7
Y 8 empezando de derecha a izguierda, pero una vez gue aparezca
un 7 el resto de lugares se llena con el numero (20) y cada vez
gue aparezca un 8 el resto de lugares se llena con cincos. E1l
-~ de los ultimos

proceso vuelve empezar cambiando el primer 5
se encuentre en la cadena, pera
Como ejercicio es muy

numeros generados -  gue
iniciando siempre en el lado derecho.

esto varias veces para entender bien el

la

bueno hacer
procedimiento.

Estas cadenas representan todos los intervalos en
construccion del conjunto de Cantor, tanto los gue se guedan
como los gue guitamos. Para obtener los puntos del conjunto de
la serie como 1lo hicimos anteriormente.

construimos
Cantor son a,= o, a =

Cantor
Esto es, los puntos del conjunto de
a+ (5/20)", a,= a+(5/20)"'(7/20), a,= a,+ (5/20)"'(8s20),
a= a+ (5/20)"3%(7,20)(20s20), ... . Por tanto en el n-ésimo
b 3 n+1 - .
paso generamos 2 puntos pertenecientes al conjunto de
Cantor.

aun mas eficiente de generar un conjunto de

Otra forma
Cantor la describimos a continuacidn.

Si calculamos unicamente el primer paso del conjunto de
Cantor del ejemplo anterior, tenemos dos intervalos de longitud
1/4 y 2/5 respectivamente. Con estos dos intervalos obtenemos
leos primeros cuatro puntos del Cantor gue son los extremos de
los intervalos, a saber, el 0, 0.25, 0.6 y el 1. Tomamos la
longitud del primer intervalo y la multiplicamos por 1los
primeros cuatro puntos del Cantor que cobtuvimos en el primer
paso, obteniendo asi los primeros cuatro puntos del siguiente
paso;: haciendo lo mismo con la longitud del segundo intervalo
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cbtendremeos los siguientes cuatro puntos. Es decir, en el

segundo pasc hay 27 puntos del Cantor y 22 intervalos. Para
generar los puntos del siguiente paso siguiendo esta
construccion, tomamos la longitud de los cuatro intervalos

Yy las multiplicamos por los

generados en el pasco anterior
Obtendremos pues 23« 2%

puntos gue cobtuvimes en el misme paso.
+ s . .
puntcs del Cantor ' tendremos 2 intervalos. Repitiendo

nuevamente el procedimiento pasamos a tener ( zq intervalos
\

Y 28t puntos del Cantor (vease la figura 3). Esta es una forma
muy eficiente y rapida de generar un conjunto de Cantor, yYa gue
en cada paso generamos el cuadrado del numero de intervalos gue
ya teniamos y la cardinalidad del conjunto de de puntos es la
siguiente potencia de dos respecto al numero de intervalos.
Sin embargo con este metodo no podemos generar mas gue los
puntos de los pasos gue son potencia de dos. Es facil ver gue
lo uniceo gue estamos haciendo es reescalar las longitudes y
aplicar cada vez el primer paso de la construccion a cada una
de las longitudes reescaladas.

Teniendo los puntos del conjunto de Cantor procedemos a
calcular la funcidn f(a) como se describid en este capitulo.
Es decir, lo primero gue tenemos gue hacer es escoger la
longitud adecuada de las celdas gue utilizaremos para calcular
la funcidn £flx) . Para esto cubrimos nuestro conjunto con
celdas de longitud 1’ y vemos cuantas de estas celdas contienen
puntos gque pertenecen al conjunto. Varjamos la longitud y
volvemos a contar el numero de celdas gue contienen puntos del
conjunto. Hacemos este calculo varias veces para distintas
longitudes. Con estos datos graficamos el logaritmo de 1
contra el logaritmo del numero de celdas gue contienen puntos
del conjunto, para cada 1. Hay cierto rango de valores de 1
donde podemos aproximar la grafica a una recta y la pendiente
de esta recta es el negativo de la dimensién fractal. Este es
el rango de valores de la longitud apropiada para hacer el
calculo de la funcion f(x). Conociendo 1, cubrimos nuestro
conjunto fractal con celdas de tamano 1 Yy calculamos la
probabilidad en cada una de las celdas. Conociendo la longitud
apropiada y las probabilidades en cada celda tenemos gue 1la

funcidén de particion esta dada por

1

(q,T,1) = T Z p .

Teniendo esto, el calculo de la funcion f(a) se remite
unicamente a aplicar las formula (2.25), (2.26) y (2.27).
Haremos ahora el calculeo analitico de la funcion f(a) para
este conjunto de Cantor de dos escalas. La funcion de
particion I para cualguier conjunto de cCantor de dos escalas

esta dada por
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n
el , P
r(g,=,1,%) = < o=
1 2

donde 1 < 1_.
1 2

ER el ejemplo particular gue estamos considerando, tenemos
P, =P, = /2 ., 1‘ = 1/4 Y 12 = 2/%. Igualando la funcién dJde
particion a uno y sacando logaritmos tenemos gue

g 1n (i/2) + 1n [ 4T + (5/2)F ] = o.

Derivando T respecto de q y despejando dt/dqg

ar (8 + 5T) 1n 2
@x = = = .
dgq 8% 1n a4 + 5% 1n (5/2)

Si damos los valores de T obtenemos a y sustituyendo en (2.22)

okbtnemos f(a) .

Por ambos procedimientos la curva f(a) gue se obtiene es
la wisma. Es decir, el resultado analitico y el calcule
numerico coinciden.
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3. ESTUDIO PE UN SISTEMA BISIPATIVOG
b 4
uN SISTEMA "HAMILTONIANG"

En este capitulo hacemos una revisidon de dos sistemas gue
han sido ampliamente estudiados: el mapeo del circule ¥y el
billar de Sinai. El primero es un modelo dJde wun sistema
disipativo gue para ciertos valores de sus parametros presenta
biestables, caoticas Y regiones donde encontramos
deoblamientos de periodo. El segundo es un sistema Hamiltoniano
que bajo ciertas condiciones es cadticeo. Por caos determinista
entenderemos. al movimiento irregular o caotico generado por un
sistema no lineal cuyas leyes dinamicas determinan la evolucion

regiones

en el tiempo de un estado del sistema sabiendo su
comportamiento anterior. En los ultimos ahfos, gracias al
las computadoras y el refinamiento de teécnicas

desarrollo de
experimentales, se ha visto gque este fendmeno es abundante en

i -
la naturaleza''~?1,

3.1 El Mapeo del Circulo.

Hace mas de cincuenta ahnos, en un estudio hecho con
circuitos eléctricos que modelaban marca—-pasos cardiacos
la frecuencia de 1los

acoplados, se observde gque, cambiando
estimulos periodicos gue actuaban sobre un oscilador no lineal,
se obtenian muchos tipos de ritmos y amarramientos de fase ,

imitando ritmos normales y patologicos del corazon'!?7%7)

El amarramiento de fase es una respuesta resonante gue
ocurre en sistemas de osciladores acoplados u osciladores no
lineales acoplados a una fuerza peridédica externa. En el
primer caso la resonancia ocurre cuando la frecuencia de un
oscilador se aproxima a la frecuencia de otro oscilador y en
la region resonante la razon de las frecuenclias se amarra
exactamente en un numero racional. . En el segundo caso, Ssi
perturbamos la frecuencia, W de un oscilador mediante una

w

senral periodica externa de frecuencia, ext ’ decimos que

estamos en un estado resonante cuando la razon entre las
frecuencias se amarra en un numero racional. La fase es fija e
independiente de las condiciones iniciales. En general, los
estados de amarre © amarramientos de fase tienen la siguiente
si sSe cambia la frecuencia o ampliitud de uno de 1los
o de la sefal periodica externa, en un rango de
variacion dado, el segundo oscilador reajusta sus parametros de
tal forma que la razon entre las frecuencias permanece
invariante. Este rango de variacién se incrementa a medida gue
se incrementa la amplitud del acoplamiento. Cuando la
amplitud del acoplamiento nolineal es peguena el sistema tiene
unicamente dos posibles estados: los osciladores presentan

propiedad:
osciladores,
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amarramiento de fase © el acoplamiento es cuasiperiodico, es
decir. i1a Tazon entre sus frecuencias es un irracional.
Estudios posteriores mostraron que un forzamiento
pericdico aplicadeo a un oscilador no 1lineal puede presentar
biestabilidades (cuando se observa uno de

los dos distintos
amarramientos de fase, dependiendo de las condiciocones
N . . - N . 2,3,5-7: N . .
iniciales), doblamientos de perlodox ’ : Y dinamicas
- 3 18,9 P N . PR N - .
cadticas =z © aperiocdicas. IL.a transicion de 1la dinamica
periddica a la aperiodica tiene algunas propiedades universales
N : 101 -
gue se pueden predecir teoricamente’ P Se ha visto gue 1la
dinamica de estos osciladores se puede representar por medio de
P . . . - 1 1
una funcidn de Poincare unidimensional, f, donde f: S — S .
Por ejemplo esta reduccion ha sido posible en el
: - LERY : P P -
Raylexgh—senard( ‘, en modelos de estimulacion pericdica a
Y . i = 31 s < -
oscilaciones cardiacas'?’. Mediante la funcion de
reducimocs una dimensicon en el problema sin perder

sistema de

Poincare

informacidn
s N : T2 z P
de la dinamica' ' La idea es ver una seccidon transversal
{secciodon transversal de Poincare), es decir, gue
tangente a la orbita.

no sea
En nuestro caso la interseccion de las
seccion de Poincare es una curva que es
topeolaogicamente eguivalente a un circulo. Si la orbita en el
tore corresponde a un numero racional p/g, en la seccidon de
Poincare consistira en un conjunto discreto con g puntos.
la orbita en cambioco es cuasiperiodica,

rotacién es un irracional,
cubierto.

érbitas vy la

es decir,
el circulco va a estar densamente
Con esto tenemos gue la dinamica del sistema fisico
se reduce en este caso a estudiar mapeos del circulo.

el numero de

Por simplicidad,
es un difeomorfismo,
. o
inversa C

. 1 1
consideraremos el caso en gue f: S — S
es decir, una funcion de clase ¢ y con
del circulo en si mismo gue preserva la orientacion
(si £ no preserva orientacion unicamente hay
mas de cuidado en las demostraciones pero
general

que tener un poco
los mismos).

son

los resultados en
FPara estudiar la dinamica de 1las
transformaciones del circulo se consideran las iteraciones de
la funcion X, X = 4 (xo), x, = f(f(xo)) = f(x), PN . Los
puntos X, x ., x,, ... se denominan la orbita de £ con
condicion inicial X -

Decimos gque x, s un punto fijdjo de f si f(xo) = X, - Un
punto x, es un punto periddico, de periodo N, si X, = XY
X = x_ para i = 0,1,2,...,N-1. Si hay un punto fijo de
periodo N entonces decimos gue tenemos un ciclo de periodo N
que denotaremos por x;,x:,...,x; donde x; (mod 1) = x: (mod 1) .
Un ciclo es estable si

33



a £%(x) n-1 a £ (x)
= < 1 .
ax x =X v=t x =x,

éx
[

Si el cicleo poesee un punto critico de f, es decir, un punte
donde la derivada es cero, decimos gue f e@s superestable.
Los ciclos estables estan asociados a una dinamica donde el
amarramiento gue se observa es estabile'! 671,

Muchas veces es mas facil analizar los mapecos del circulo
censiderando un levantamiento del mapeo a ®R. Es decir,
definimos una funcién w: R — S' dada por

M(X) = exp(2Rix)=

cos (2nx) + i sen(2ux).
La funcion F: R — R es8 un levantamiento de f:

s'— s' si
T o F = € o

n.

Por ejemplo si

tenemos una
pw(e)= 8 + 2nw.

Para cada kx € Z,

rotacién, con angule 2rw,
es un levantamiento de P

la funcion Tm k(x) = X + w + k
’
Similarmente, si
£(98) = @
entonces F (x)
£.

+ 27 sen(8) con b < 1/2n

x + b sen(2nx) + kK es un levantamiento de
Observaciones 3.1

1. Dada una funcion f: existen un numero infinito de
levantamientos distintos. Se puede probar gue cualesguiera dos
levantamientos de f difieren por un entero.

2.

s'-—s st

Si F es un levantamiento de f un difeomorfismo del circulo
entonces F’(x) > O, es decir, gue F es creciente. Mas aun,
tenemos gue F(x+1l) = F(x) + 1 y F'(x+1) = F'(x) +
cualquier n € Z.

n para
Esta igualdad es cierta ya gue f preserva
orientacion. Luego tenemos que

F(x+1) - (x+1) = F(x) - x
por tanto F - id es una funcion periododica
donde id(x) = x es la funcidon identidad.

es pericddica de periodo 1,
Usando esto,

de periodo uno,
Similarmente, F" - id
ya gue F” es un levantamiento de f£".
se puede facilmente demostrar gue, si Ix-yl < 1
.ntong.s IF(x) -F(y)l < 1.

na propiedad invariante de los mapeos del circulo es su
numerc de rotacidn. Este numero, gque esta entre ©0 y 1,
esencialmente mide el promedioco de rotacidén por cada iteracidn
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de 1l1a funcion. Antes de definir el numerc de rotaciodn,

introducimes un concepto preliminar.

un difecrmorfismo Qque preserva orientacion

Sea f: s'— st
Definimos

¥ consideremos un levantamiento F de f.

a
W (F) = 1im F ()
n = n

Notese gue este limite, si existe, no depende de x. En efecto,

como F® -~ jid es periodica, tenemos

[Fox) = F(y)| s 1 (F(x) - x) = (F(y) — ¥)! + Ix — yli
= 1 + |xX~Yy!

ocbservacioén

donde la ultima desigualdad es consecuencia de 1la
3.2 {2). Por tanto

IF®(x) - F () I IF (x)| - JF™(y)1
o = lim = lim
n n
n—>ay 0=
luego Ho es independiente de x. Sin embargo Ho si depende del
levantamiento.
Ejemploe 3.2. Consideremos la funcion pw(e) = & + 2nw gque es
una rotacion y el levantamiento dado por Tk(x) = X + w + k.
Tenewmos
W (T ) = 1lim X * Mo+ nk - _
NP n

por tanto distintos levantamientos producen distintos valores

de L Sin embargo, difieren unicamente por un entero.

Esto ultimo sucede en general. Si F‘ Y FZ son dos
levantamientos de f. Se puede demostrar gue estos difieren
unicamente por un entero, es decir, F_ = F + k. Esto implica
que P;(x) = r“’(x) + nk, de tal fcrma gue W_(F_) = W_(F ) + k.
Por tanto la dependencia del nurerc de rotacion, wo' en el
levantamiento es unicamente la parte entera del numeroc.
Definicion 3.3, Definimos el numero de rotacioén de £, W(f),
como la parte fraccional de HO(F) para cualquier levantamiento

F de f. Por tanto W(f) es el unico numerc en [0,1) tal gue
wo(r) - W(f) es un entero.



El numero de rotacicon se define de la misma forma para
funciones gque ne son difeomor fismos, sin embarge la
independencia respecto a x sigue siendo valida unicamente si €
®5 un homeomorfismo.

No hemos demostrado
Consideremos primero

£ (e) =

aun gue el limite WO(F) existe.
que £ tiene un punto periddico.

& y m(xX) = ©. Entonces, F°(x)

Es decir,
entero k. Por tanto F®(x) =

= xX + k para algun

= x + jk , ¥ tenemos

FI® (x) x x x )
1im ——————— = 1im [ - + } = .
s Jm ) reo Jm m m

Mas generalmente,
forma n =

M tal que

podemos escribir cualguier entero n de 1la
dm+ r donde 0 = ¥ < m.

Notese gue hay una constante

|F (y) — v| =™
para toda y € R Y O sr < m. Entonces
’ 1F%(x) - F’" (0 [FT(F’ ™ (x)) - F’%(x)| L
n = n *= TR
Por tanto
F7 (%) R AN k
e

Esto muestra gue el numero de rotacisn W(f) existe cuando f es
pericedica. Mas aun, W(f) es un numero racional en este caso.

Si £ no tiene puntos periodicos,

argumentos un poco mas complicados.

necesitamos
un numero entero,

Sin = 0, F(X) - X no es
entonces existe un entero li:.ﬂ tal gue

usar
X < F'(X) - x < k_+ 1
n n

para toda x € R.

Aplicando esta desigualdad a x =
F2"(0) tenemos

e, ¥'(o),
k < F'(0) < k_+ 1
K < F2" (o) - F(0) < X+ 1
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X < F*"(0) - F'® Y%9) < kX + 1.

Sumando cada una de estas desigualdades, tenemoes

mk < " (o) < m(k, + 1)
por tantoe
kn - an(o) - (kn+1)
n mn n

Usande la primera desigualdad tenemos inmediatamente

X . F"(0) (k_+1)

n n

Yy combinando estas dos ultimas expresiones

| F*" (0) - F(0) | < 1

mn n n

Podemos repetir el argumento intercambiando n per m y tenemoes

F™" (0) - F™(0) < 1
mn m m
Por tanto
F™(0) - F® (0) < 1 + 1
n m n m

Es decir gue la sucesién (F'(0)/n}) es una sucesioén de Cauchy.
Por tanto converge. Con esto probamos

Teorema 3.a. Consideremos f:5'—ag? un difeomorfismo del
circulo gue preserva orientacion y con levantamiento F.
Entonces

. F"(x)
wo(F) = 1lim E—a— (3.1)
n-w
existe y es independiente de x y del levantamiento F. Por

tanto W(f) bien definido. g

El resultado de este teorema nos permite también concluir gue
W(f) depende continuamente de f. Es decir,

Corolario 3.5 Supongamos gue f: st— s? un difeomorfisme del
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Sea & > O. Existe & > O tal

gque si j£(8) - g(&)] < s, donde g: s'— st preserva
orientacion, entonces |[W(f) - W(g)] < =.

circulo gue preserva orientacion.

Una propiedad importante de W(f) es su invariancia bajeo
conjugacion. Si f y g son difeomorfismos de clase c® que
pPreservan orientacidn entonces es facil ver que

W(f) = W(h! donde h es un homeomorfismo.

°geh) ,
f tiene un punto periodico entonces

Tenemos tambien gue si f no tiene

Mostramos pues gue si
es irraciocnal . Es decir que

W(f) es un numero raciocnal.
puntos periodicos entonces W(f)
tenemos

Proposicicon 3.6 W(f) es irracional si y solo si £ no tiene
puntos periodicos.
Demostracion. Dade el resultado anterior, solo resta probar
que si £ no tiene puntos periodicos entonces W(E) es
irracional. Supondremos gue W(f) es racional para llegar a una

contradiccion. Es facil checar gque wo(fﬁ = m v%(F) para

cualguier levantamiento F. Sin perdida de generalidad podemos
entonces suponer gue W(f) = 0 pero gque f no tiene puntos fijos.
Por tanto el levantamiento, F, tampoco tiene puntos fijos.
Podemos suponer gque F(x) > x para toda x € R (el otro caso se

demuestra de manera similar). Entonces F"(0)

tal gue Fk(O) > 1. En
> 1/k gque es una

< 1 para toda n o

bien existe k > 0 el segundo caso
tenemos gue F  (0) > m , luego WO(F)
contradiccion.

En el primer caso,
[O,1)] ¥y por tantoc converge.

es mondtona creciente

la sucesion F7(0)
limite de esta

Si p es el

en
sucesion, tenemos gue
F(p) = F[ lim F"(O)] = 1lim F™'(0) = p
n—>»c n-=3»a

por tanto p es un punto fijo. Esto contradice la hipdtesis y
tenemos el resultado.g
Basandonos en esta discusion analizaremos ahora la familia
a dos parametros conocida come la familia standard del circulo.
Consideremos la familia de funciones de dos parametros definida

en s' por

g (8) =

2,b

e + 2nn (a + b sen 2n8). (3.2)

Observacion. Como S' = (0,11/0=1, podemos VvVer este mapec como
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X .. = g..b(xn) = x_ + a + b senann (mod 1) (3.3)
<con a, b en [ Y x_ ., representa la (n+l)—-eésima iteraciodn.

Este mapeo ha sido propuesto como un mocdelo matematico de un
oscilador nolineal forzado por estimulos periédicos[’ﬁ

Un levantamiento de esta funciocn esta dado por

Geb(x) = X + a + b sen 27x.

Si 0O s b < 1/2n, Ga . ©S un difeomorfismo. Para b = 1/2rn la
funcion presenta un punto de inflexidén en x = 0, es decir gue
la inversa existe pero eésta tiene una singularidad. Nos
encontramos en la transicién al caos. Si b > 1/2wn, G, °
desarrolla un maximo y minimo (figura 1). Ahora analizaremos
cada uno de estos casos.

1. Primero consideraremos el caso en gQue O = b < 1/2m.
Fijamos b = O y consideramos la funcidn G, =G, ¥y g, = I, -
Supongamos primero gue W(g__) es un racional de la forma p/g
con p Yy 49 primos relativos, es decir, g,. tiene un punto

periodico de periodo g. Por tanto existe X, € [0,1) tal que

(<2 (x

o) = X, + p.

Afirmamos gue existe un intervalo finito de valores de a para
los cuales el numero de rotacion de J,. es p/q. Para wver esto

consideremos la grafica de 1la funcion Ga?. Esta grafica
intersecta la recta y = X + p en el punto (% ., X +P) - Si
(Ga?)’(xo) = 1 entonces por el teorema de la funcion implicita
existe un intervalo abierto alrededor de a’ donde la grafica
de cada funciéen ¢ ¢ aEraviesa la recta y = x + p. Por tanto
H(g‘) = p/gq para todos estos valores de a. Resta ver gque
sucede cuando (qu)’(xo) = 1. Como Gy es analitica entonces
existe un natural, 3, tal gue la j-ésima derivada es distinta
de cero, es decir, \G(q)"’(xo) = O. Ya gue si esto no fuera
asi, G.?(x) seria identica a x + p. Si j es impar, entonces
tenemos existe una vecindad V de a’ tal gue G:(V) intersecta
la recta Yy = x + p. Por otro lado tenemos qQque si 3 es par
entonces la funcion G: es concava hacia arriba o cdncava hacia
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{(a) {b}
a
b
{c)
Figura 1.- Mapeo del Circulo.
(a) a = 0.52, b =0.12;(b) a = 0.52, b = i/2n;
(¢c) a = 0.52, b = 0.6.
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abajo en x, - En ambos casos las graficas de Gaq , Para a < a“

& a > a’, deben cruzar la recta y = x + p. Por tante hay un

intervalo de valores de a para los cuales W(ga) = pP/9g. Estos

intervalos corresponden a los intervalos donde los osciladores
forzados no lineales presentan un amarramiento de fase.

Cuando el nuameroc de rotacisn W(g‘) es un irracional
- < P13, 1 1 .
entonces el valor de a gue le corresponde es unico' R Mas
- < 143 . :
aan, el teorema de Denjoy( i dice gue Ga es topologicamente

egquivalente a una simple rotaciséon <con el miswmo numeroc de
rotacion, es decir gue existe una funcion continua e invertible

h tal gue

h™'sG_h = R
Y h(x) = h(x) + 1 , h(o) = o,
donde R(x) = x + W_(G)).
Herman' %! demostro gue para casi todo numero de rotacion

irracional la funcidén h es analitica.

La grafica de la funcion W(fa) es un ejemplo de lo gue se
conoce como una Funcion de Cantor; es una funcion escalonada
gque es constante en los intervalos gue corresponden a numeros
de rotacion racionales. A la grafica de esta funcion se 1le
conoce tambieéen como la "Escalera del pPiablo” (figura 2).

IO T T —T T L T T % T T
os8 s, 307 1
. - s %.}:1‘ 't
ER R
0.6 . 1z -
£ L3 ]
oal- vE- ]
02k —
- o i —
o0 Y ! s 1 L 1 1 H s
(oo oz o.4 o6 08 1.0
o]
Figura 2.~ La Escalera del Diablo para el
mapeo del circulo en b = 1/2m .
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El diagrama de bifurcaciones para este mapeo es lo gue

conocemos come las lenguas de Arnola!t?-1s3 Graficamos en el
plane (a,b) las regiones donde W(gah) es un numero racional

fijo. Estas regiones son lenguas gque se inician en cada punto
de la forma a = p/g, b = O. A medida gue b se incrementa, la
longitud del intervalo de valores de a donde el numerc de
rotacion es p/q se incrementa. De hecho para b = 0 los wvalcres
de a donde el numero de rotacion es racional es un conjunto de
medida de Lebesgue 0 y el conjunto de puntos donde W(ga x>) es

un numero irracional tiene medida de Lebesgue 1. Sin embargo
para b < 1/27 ninguna de estas lenguas se intersecta y todas
ellas tienen interior no vacio (figura 3). Entre las lenguas
de Arncld estan los valores de los parametros para los cuales
el numeroc de rotacion es un irracional.

2. Veamos gue sucede cuando el parametro b = 1/2m. Como vimos
antes, para b = 1/2nw, la funcidén presenta un punto de inflexidn
en x = 0. Agui las lenguas de Arnold se intersectan unicamente
en sus puntos extremos y la medida de Lebesgue de los valores
de a donde el numero de rotacion, W(g. b), es racional es un

conjunto de medida de Lebesgue 1 mientras gque el conjunto de
valores de a donde W(g. b) es un numero irracional tiene medida
de Lebesgue O.

Si nos fijamos en la escalera del diablo para b = 1/2n, la

longitud del primer escalon se puede obtener analiticamente.
La solucion corresponde a un punto fijo de la ecuacidn (3.3),

esto es g, b(x') = x". Si el valor de a crece el punto fijo se
torna inestable cuando (ga h)’(x-) = 1. Este valor de a es
i/2nm, por tanto la longituad del intervalo
va(o/1) = [—-1i/2n,1/2n}]. Para otros ciclos de orden g el

intervalo de estabilidad gueda definido por los valores de q
para los cuales

q q
T = (g, ) (%) = 711(1 + cos 21 x) < 1 . (3.4)
1=1 N =1

Esta ecuacion es util para cbtener 1los puntos extremos del

intervalo de s«starilida’, gue son los puntos donde T = 17!
Se han encontradoc las cngitudes (Aa(p/qg)) de los intervalos
con precision hasta de 1¢’Y, para todos los valores racionales
en {({0,1) y con g = 350. El conjunto de puntos complementarios
en el eje a, para b = 1/2n forma un cenjunto de Cantor con
Aimension fractal D, = 0.87; este numero caracteriza la
transicion al caos del mapeo. Esta transicién ha sido
ampliamente estudiada''®’ Y se ha visto gue esta dimension

fractal es la misma para cualguier mapeo gue presenta un punto
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de inflexion cubice. T. Hasley et al'’®!
£f(ax) para este mapeo. Si b < i/2nw 1la

esta

cuasiperiddicas.

)

razion:

Figura 3.-— Esguema de las Lenguas de Arnold
en el espacio de parametros del mapeo del
ecirculo. (a) b < 1/2n. (b) Lenguas de Arncla
para numeros de rotacion raciocnal e
irracional.

a3

1rroconot a

calcularen la funcion
escalera del diablo ya no
completa Y hay huecos gque corresponden a

orbitas
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3. Analizaremos ahora el casco en gue b >

i/2w. Claramente
como las longitudes de los intervalos donde W (ga ® ) es
racional crecen conforme b crece, para b > i/2m, la
interseccion de estos

intervalos es distinta del vacio.
decir, las lenguas de Arnold se intersectan,

Es
de vwvalores de

ademas el conjunto
los parametros donde la funcion g, tenia un

-]
numere de rotacién irracional,

1/2n era un arco,
se extiende formando asi nuevas lenguas (figura 3). Esto
es, la estructura del espacio de parametros para b > 1/2n es
sumamente compleja y es lo gue conocemos Como la region
cacdtica. De hecho comoe la funcioén (3.2) presenta un maximo y
un minimo, el numero de rotacion W(g‘ o) depende el punto.
En el proximo capitulo estudiaremos
propiedades qQque sSe presentan en la

gue para b =
tzo)

algunas de las

region caodtica. Sin
embargo, come ya mencionamos antes, la dinamica en esta region
es muy complicada ya que encontramos orbitas

cadticas,
sucesiones de doblamientos de periodo y biestabilidad.

Ahora pasaremos a estudiar el segundo sistema gue como
digimos antes se refiere a un sistema Hamiltoniano, el billar
de Sinai. En la siguiente seccidon daremos, al igual gue como
1o hicimos para el mapeo del circulo, una pegueha revision
sobre las propiedades mas importantes gue se han estudiado del
sistemal'® 2?2}

3.2 El Billar de Sinai.

El problema del billar de Sinai es el estudio Adel
movimiento de una particula gue se mueve libremente excepto
cuando rebota con la frontera, donde permitimos un chogue
elastico. El espacio en el cual la particula se mueve es, en
general, una variedad compacta de dimension n con frontera.
Sin embargo nosotros estamos interesados en una variedad con
frontera de dimensiocon dos. De hecho, nos

limitaremos a un
rectangulo del plano Euclideano. Para tiempos cortos el
comportamiento del sistema es simple, la unica regla gue
tenemos es cuando

la particula choca con 1la frontera donde
imponemos la condicidn:

angulo de incidencia es igual a angulo
de reflexidn, el resto del movimiento es una traslacion
uniforme. El problema dificil de ccontestar es gue pasa para
tiempos largos, es decir, cuandc dejam.= gue el tiempo tienda a
infinito.

Veamos porgue este prorlema es interesante. Un sistema en
macanica clasica gue se mueve sin friccion obedece las
condiciones de un movimiento de un sistema Hamiltoniano. El
billar de Sinai es un sistema Hamiltoniano, con condiciones en
la frontera. Al igual gue como sucede para el billar el
comportamiento de un sistema Hamiltoniano esta bien entendido
para tiempos cortos. La pregunta interesante es gue sucede
cuando el tiempo tiende a infinito. Informalmente podemos
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cilasificar este problema en tres categorias: problemas dJde
estabilidad, inestabilidad y como pasamos de un sistema estable
a uno inestakle.

Una respuesta parcial al problema de estabilidad fue dada
por Kolmogorov, Arnold y Moser (Teorewma de KAM)‘ezx. Para un
sistema Hamiltoniano integrable en un espacic fase de dimension
2N,

{un tToro de

las trayectorias se mueven en una superficie de dimensidén N
dimension N) en el cual el
cuasiperidédico.

movimiente es
El teorema de KAM garantiza gue si aplicamos
una peguefia perturbacién a un sistema integrable, un conjuntoe
de medida distinta de cero produce trayectorias gque se guedan
en la superficie de dimensidéon N y €l movimiento en esta
superficie continua siendo cuasiperiodico. En sistemas
Hamiltonianos con dos grados de likbertad (un espacio fase de
dimension cuatro) el teocrema de KAM es una solucisdn al problema
de estadkilidad,

sin embargoe para sistemas con mas grados de
likertad el teorema de KAM es solamente una solucidén parcial al
problema.

El problema de inestabilidad y la transicion de un sistema
aestable a unc inestable a medida gue cambiamos los parametros
del sistema, estan sienda estudiados viendo propiedades
estadisticas del sistema. El marco general en el cual se
estudian propiedades estadisticas de un sistema determinista es
el gque se conoce como tecria ergédicam"ask

Consideremos un espacioco X con una o-algebra de conjuntos
medibles S (eventos probables) y una medida de probabilidad pn
(0 (X)= 1) . Nosotros trasladaremos este marco al estudio del
billar de Sinai. El espacio fase dAonde se mueven las
trayectorias es un espacio de dimensidn tres cuyas coordenadas
son la posicion de la particula y el angulo &, gue es el angulo
gque forma el vector velocidad con el eje x. La magnitud del
vector velocidad es invariante. La oc-algebra esta formada por
los conjuntos Qe Borel y la medida es la medida de Lebesgue
normalizada; es decir, para un evento probable A

1
M(A) = — j de dx dy
N Ja
donde N es el facter de normalizacion.

El flujo asociado al

movimiento de 1la particula en el biliar, T

, esta dado por
x x{t)

b Y - y(t)
-] e(t)
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x(%e)
y(%®)
8 (%)

es la posicion del billar en el espacio fase al tiempo ¢,

las condicicnes iniciales (x,y.,€®) al tiempo t = 0. T+ preserva
la medida un. Una de las principales manifestaciones de un
comportamiento estadistico es la ergodicidad:; dada una funciédén

f € L'(u), definimos el promedio temporal de f como

dadas

s
- 1

£ (x) = 1lim J £(T (x)) dt x € X, t € R.
T = s

(la existencia de este limite en casi todos lados, respecto a
ia medida u, esta garantizada por el

teorema ergddico de
Birkhoff-Khinchin'®S') |

Definimos el promedic espacial,

£f = [ £f du
X
El teorema de Birkhoff-Khinchin también asegura que

J £* au = j £ au
x x

o P
y £ es una funciodn

para casi toda x € X, como

invariante, es decir, f*(x) = f*(T‘(x)).
(Para la demostracion del teorema de Birkhoff-Khinchin véase
{251). En particular, esto significa gQue el promedio temporal

gque una trayectoria esta en un conjunto A e X es proporcional a
la medida de A.

El contenido intuitivo de este teocorema es el
siguiente: a) el promedio temporal existe Y b) si una
trayectoria esta arbitrariamente cerca de todos lcos puntos del
espacio X entonces la trayectoria se gueia en un conjunto
arbitrario A una cantidad de tiempo igual a la medida de A.

Definicion 3.7 Decimos gue un sistema es ergodico si el

promedio temporal es igual al promedio espacial en casi todos
lados.

Por el teorema de Birkhoff-Khinchin tenemos que una
definicién eguivalente de ergodicidad es gue un sistema es
ergddico si y solo si los unicos conjuntos invariantes tienen
medida cero o uno.
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otra propiedad importante gue se estudia eR estos sistemas
es la gue se conoce como la propiedad mezclante. Burdamenrnte
hablando, la ergodicidad no mezcla el espacio.

Pefinicion 3.8 Decimos gue un sistema es mezclante si dados
dos conjuntos medibles A, B € S tenemos gue

1im u(T'A A B) = w(A) w(B).

L >
En términos de dos funciones arbitrarias £, g € Lz(u), el
mezclado se traduce en la condicidn

lim £(T (%)) (x) du = J £ du J g du.

PR S x x x

En términos de esta definicidon podemos ver en que sentido
los sistemas mezclantes tienen un comportamiento de relajacion.
Sea p(x) la densidad inicial, p(x) = 0 tal gue J p(x)du = 1 ¥
£ una observable, entonces el comportamiento para tiempos
largos de f, sujeto a la densidad inicial p(x), es

lim £(x) p(T “(x)) Au = J £(x) du J p(x) du = I £(x) Au

te Ux X X X
esto es, independiente de o y dependiente solamente del
promedic def sobre la medida invariante u.

un concepto auan mas fuerte para describir un
comportamiento estadistico es lo gque se conoce como la

propiedad ¥ o un K-sistema '®%! {(la XK es en honor a Kolmogorov).

Intuitivamente hablande, cualguier experimento con resoclucion
finita no ncs da suficiente informacion para determinar el
comportamiento de un K sistema. Imaginemos una particicen de X
en cuatro subconjuntos medibles A‘,Az,Aa,A‘. Nos fijamos en la

trayectoria de un solo punto en X. Supongamos gue nuestro
experimento solamente nos puede decir en cual de 1los cuatro
conjuntos A‘ (i = 1,2,3,4 ) se encuentra el puntc y lco unico

que conocemcos ademas es la condicidon iniciali. Ligamcs gue
tomamos esta medicion n-veces. No importa gue tan larga es n
no podemos Predecir en cual region estara el punto la
(n+l)—-vez. Daremos una definicion mas precisa de un K sistema.

PDefinicion 3.9 Decimos gue un sistema es un K-sistema si

existe una sub-algebra, 4, del algebra de conjuntos medibles
gque satisface
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para cualguier ¢t = ©

i)

ii)

iii) v TTa = 1
¢ =-x
= 3 t
donde v T A dencta la suma de T 4, que es la minima
+ =- . -
contiene a cada T%a Y 1 el algebra de

sub-algeb~-. de 1 gue
todos los subconjuntos medibles.

bDe la definicidn se ve
isomdorfica de un K-sistema es un K-sistema.

Lx .

directamente gue la imagen

X,

; —

/

Figura 4.- E1 Billar de Sinai.
Veremos ahora gue propiedades ergddicas posee el billarxr de
Sinai. La pregunta gue nos gustaria contestar es: chasta gue
punte el billar de Sinai posee las propiedades estadisticas

asg



(261 pos dice

Un tecrema de Lazutkin
i1a

discutidas recientemente?
gue los billares de dos dimensiones no son ergodicos si:
(es decir si tiene derivadas

S
frontera es convexa y de clase C
continuas de orden 6) y la curvatura esta acotada por arriba Yy
por abkajo por constantes positivas. (La demostracion se basa
en el tecrema de Moser'?7 'sobre mapeos torcidos) .

Bunimovitch'?®’ demostra que los billares gue no poseen las

restricciones anteriores son un K-sistema.
Nos interesa ahora estudiar wun billar
aparece en problemas fisicos de manera natural.
un gas formado por particulas gue representamos
duros. Suponemos gue estos discos estan encerrados en una caja
con condiciones perisdicas a la frontera Y gquechocan
elasticamente unos c<con otros. El modeloc mas sencillo que
describe la situacidn anterior es el billar de Sinai gque
consiste de una mesa cuadrada o© rectangular con condiciones
periodicas a la frontera y un obstaculo circular en el centro

(figura 4).

sinai®®7?%’ demostrs que este sistema
estadisticas muy fuertes: es ergsodico, mezclante Yy es
K-sistema. Como el problema de un sistema con un disco tiene
propiedades estadisticas tan fuertes une esperaria que el
problema de un gas con n—-particulas fuera por lo menos
ergodico. Intuitivamente, uno pensaria gque el sistema es mas
"estocastico”™ a medida gue el numerc de particulas aumenta.
Sinai conjetura gue el metodo gue utilizo para probar gue el
billar de dos dimensiocones es ergddico tambieén debe servir para
el caso en gue tenemos n-discos. Sin embargo, hasta la fecha
no se ha podido demostrar esta conjetura.

particular gue
Consideremos
por discos

tiene propiedades
un
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4. CUENCAS DE ATRACCION EN SISTEMAS BIESTABLES

El estudio de los sistemas dinamicos no lineales se puede
complicar por el hecho de gue condiciones iniciales en el
espacio fase generan &rbitas con distintos estados asintdticos;
esto es existen sistemas dinamicos gue tienen mas de un
atractor. La cuenca de atraccidn es el conjunto de condiciones
iniciales cuyas travectorias, a medida gue el tiempo pasa, se
acercan al atractor. En lcos sistemas gue presentan mas de un
atractor, tenemocs puntocs gue no son atraidos por alguno de
ellos y separan las cuencas de los distintos atractores, a este
conjunto de puntos le llamamos el conjunto de puntos frontera.

Antes de dar un ejemplo donde se presenta la coexistencia
de atractores daremcs una definicidn mas precisa de lo gue
entendemos por un atractor extrafio. Para esto daremos antes

algunas definiciones.
Dado un flujo (continuc o discreto) ¢=:R“san (seccidn
2.1) definimos un conjunto invariante § del flujoe, como un
conjunto $§ s R” tal gue
ot(x) € S para x € § y para toda t.

Definicidon 4.1. i) Un punto p es llamado no errante para el
si para toda vecindad U de p existe una t tal gue

flujo ¢z,
¢‘unnu = 8 cuando t-ow. El conjunto nco errante gue denotamos
por 2 es el conjunto de todos estos puntos.

si para

ii) Un punto g es llamado errante para el flujo L
toda vecindad ¥V de g existe una t tal gue ¢ (V)nV = o cuando
El conjunto errante gue denotamos por A es el conjunto

tar-wm,

de todos estos puntos.

Definicidn 4.2. El conjunto w-limite de x para el flujo ¢: es
| N El

puntos de acumulacidn de ¢‘(x),

@l fliujo ¢, es el conjunto de

el conjunto de
conjunto a-limite de x para
puntos de acumulacidén de @, to—wm.

Definicidn 4.3. Decimos gue un conjunto cerrado invariante, A,
es irdescomponible si para todo par de puntos x,y en A y € > 0O,
existen x = X X ,...,x . .,X = ¥y Yy t.,...,t= 1 tal gue la
distancia de @, (qu) a x es menor gue c.
1
invariante

Definicidn 6. s. Un atractor es un conjunto cerrado,
gque dada € > 0, existe

e indescomponible A con la propiedad de
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un cenjunto U con medida de Lebesgue peositiva en una e-vecindad
de A tal gue si x € U entonces el conjunto w—-limite de x esta
contenido en A, Yy la orbita futura de x esta contenida en U.

Sin mucha precisidon podemos decir gue un atractor es una
region acotada del espacio fase a la cual todas las orbitas
suficientemente cercanas a &l son atraidas despues de cierto
tiempo.

Pecimos gue un atractor es eXxtranio si es sensible a
condiciones iniciales, es decir, si puntos iniciales
arbitrariamente cercanos se separan macroscopicamente en el
atractor para tiempos suficientemente largos.

vix)}

-Xo Xo

A

R

(o)

Figura 1.- (a) Funcion potencial V(x) para un punto

gue se mueve en una dimension. Con friccion, casi
cualguier condicidon inicial eventualmente cae en los
puntos de equilibrio X, - xo.(b) Espacio Fase
(posicidn—-velocidad) para el sistema en (a) . La
cuenca de atraccion para x, (region hashurada) esta
separada dJde la cuenca de atraccion -, (region

blanca; por una frontera gue es una curva suave.

Para ilustrar los conceptos de coexistencia de atractores,
cuencas de atraccion y frontera entre las cuencas, consideremos
el caso de una particula wmoviéndose con friccién en un
potencial V({(x) como el gque se muestra en la figura la. Para
casi cualguier condicidén inicial, la orbita eventualmente caera
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en reposo en uno de los dos puntos estables x = = x, - La

figura 1b esguematicamente muestra el espacico fase del sistema
Y las cuencas de los dos puntos atractores. Si escogemos una

condicidén inicial en la regicén blanca tiende a x = % ,

mientras gue una condicidén inicial en la regidén sombreada va a

X = xX_. La frontera gue separa estas dos regiones es una curva
suave gue pasa por el origen. La dinamica wmwanda puntos
frontera en puntos frontera, es decir, gue la frcntera entre

las cuencas en este casc es

un invariante bajo la accion del
sistema.

En este ejemplo tenemos gue la frontera es una curva

1 : s s .
suave''! sin embargo existen una gran cantidad de ejemplos
donde esto no sucede. Es decir, existen sistemas donde 1la

frontera es un fractal'?’ . Entre ellos tenemos el oscilador de

van der Pol forzado'?! Y el mapeo del circulo'?? gque
estudiaremos en este capitulo.

En muchos de los fendomenos estudiados hasta ahora, la
descripcion detallada de la dinamica del sistema no se conoce,
ni se tienen hasta ahora herramientas suficientes para
entenderla. En las regiones del espacio fase donde mas de dos
atractores coexisten se ha visto gue estudiar la frontera entre
las cuencas de atraccion puede ayudarnos a entender algunos
aspectos de la dinamica del sistema. Esto se debe basicamente
a gue el conjunto de orbitas cadticas forman parte de 1la

cerradura del conjunto de orbitas inestables '®'. En otras
palabras, "las orbitas inestables revelan el esqueleto de las
orbitas caodticas y son cruciales para entender los atractores

extraﬁos"w’. Uno de los meéetodos utilizados para estudiar 1la

estructura de la frontera entre las cuencas sSe conoce como el
metodo de sensibilidad de estados finales'''%5:'¢!, Basicamente
lo gue se pretende es determinar la probabilidad promedio de

cometer un error en la prediccion, sobre cuales son las
condiciones iniciales gue van a un atractor y cuales al otro.
El procedimiento es el siguiente: Dada una region se escogen N
condiciones iniciales al azar y se iteran para ver a cual de
los atractores se aproxima. Luego se aplica una perturbacidn

del corden de £ (i.e. x -5 x + 8x, |3x| = g). La probabilidad de
predecir erroneamente hacia gue atractor tienden los puntos se
estima como una fraccion g(g) = N’/N, donde N es el numero

total de condiciones iniciales consideradas y N’ es el numero
de condiciones iniciales cuyoc estado final es distinto despueés

de la perturbaciodn. Se ha visto gue g(g) = ss. Cuando 1la
frontera no es un conjunto fractal tenemos gque g8 = 1; cuando la
frontera es fractal B es menor gue uno. A 8 sSe le conoce como

el exponente de incertidumbre. Mas aun g = D - 4, dAonde D es

53



la dimension del espacio fase y d es la dimensidn fractal de la
frontera entre las cuencas.

Nuestro objetiveo ahora es analizar, mediante la funcion
f(ax), ila estructura de la frontera entre ias cuencas de
atraccion en algunas regiones donde encontrames biestabilidaad
en el mapeo del circulo.

4.1 Frontera entre las Cuencas para el Mapec del Circulo

Trabajaremos ahora con el mapec del circulo {ecuacioén
3.3). En el capitulo antericr vimos algunas propiedades del
mapeo en el caso en gue el parametro b < 1/2mw. Mencicnamoes gue
para b = 1/27n tenemos la transicion al caos.

b b
L8 > - o7
N > \\ b’ \\ /’ p
~ - -, ~ - -,
)’ Js = S S C3 ~/.
.” s D7 > “
- N ” \‘
4’ ‘\ ”, > C' ’_4' ~“ c
> < e Lol -2
Lo < P ~ P - -, >~
\\ /’ \~ /( ‘ :
N N, 0.5 - 2:4
Sand 2:2 Ca ’
B 2 - N e\ g
- - e
g} I 1:2
120 1.1 12 R
L~
0.0 a 0.32 i
0.0 1.0 2.0 0.3 0.5 0.7
{a ot
Figura 2.- (a) Esguema de algunas de las fronteras

de regiones con cerramientos de fase localmente
estables para el mapeoc del circulo en el espacio de
parametros (a,b); (b) Amplificacion de la region Q
donde analizamos la curva f(x) para la frontera
entre las cuencas.

Nos interesa estudiar el caso en gue b > 1/2nr. En esta
reyicn dos "franjas'” con distintos periodos pueden cruzarse'®!
dando lugar a 2zonas para las cuales dos orbitas estables de
cualguier periodc pueden coexistir. En la figura 2a) tenemos
el espacio de parametros (a,b) donde se pueden ver estas zonas
de cruce. Las lineas en la figura 2a) son las fronteras, en el
espacioc de parametros (a,b), de algunas de las regiones donde
se presenta el amarramiento Qe fase. G. Martinez-Mekler et
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st

a1®*? estudiaron 1la region 0 gue se muestra en la figura 2h).
Calcularon las curvas, denctadas en 1la poxr C
i= 3,..,4,

1
gue deliwmitan esta regicén y wmostraron gue en esta
region se encuentra toda la cascada de bifurcaciones gue tiene
el mapeo logistico. Mostraron también gue la estructura de las
cuencas de atraccion es invariante bajo bifu Esta
invariancia implica gue existe un homeomorfisme Jdel circulio
sobre si mismo gue manda el conjunts frontera de Cantosr para
una pareja de parametros (al,bx),

figura 2Zb)

rcacicnes.

en el cenjuntos frontera de
Cantor para otra pareja (az,bz) cualguiera. Asimiswmo vieron gue
la invariancia se pierde en el punto de crisis,

punto donde el sistema deja de ser biestable. En este punto
unicamente gueda un atractor ¥y la frontera desaparece.

El analisis de las cuencas de atraccion gue nosctros
estudiamos se hizo en la region €, donde coexisten dos
atractores de distintos periodos. En la figura 3 graficamocs el
mapeo del circulo (3.3) para valores de los parametros
Q. El intervalo A en 1la

(a,k) en
figura 3 pertenece a
atraccisn de una de las orbitas estables

es decir, en el

la cuenca de

(con excepcion de un

conjunto de medida cero gue corresponde a orbitas inestables)
el intervalo B pertenece

Y
(excepto el conijunto de medida cero)
la cuenca de atraccion de la ¢érbita estable gue ccaxiste.

a
2 Notese qgue mientras el maximo D esta dentro del cuadrado
A delimitade por los puntos Wi W, Wi, W, la funcién manda
el intervalo A en si mismo. si
funcion, D,

en cambio
esta por debajo de la recta
por debajo de

el maximo de 1la
la recta a 45°
pierde.

identidad, es decir,
’ entonces la biestabkilidad se
Si el maximo rebasa la linea w.w, ., la riestabilidad se
pierde nuevamente, pero de manera distinta a la anterior ya gue
llegamos al punto Jde crisis wmencionado anteriormente'®’. En
ambos casos estamos afuera de la region (. El intervalo a
depende de los valores de los parametros (a,b)
claramente

y de agui se ve
ue la funcidn restringida
logistico. Mientras estemos

a A es el mapeoc
dentro de 1 el intervalo A es un
. H 1 N PR - . .

de la funcion'*’'. Tn situacion similar se tiene
intervalo B, unicamente gue en este casoc nNos tenemos
P - s PR 2
filar en el wminimo de la funcion dentro del cuadrado B
2 z vl Tisma

N 2
, Ge la iems forma gue A",
te B

invariarte
para el

(el
utilizandeo el

tervalos Iirv-rariantes A,
Tagenes sSon intervalos
respectivas cuencas
por las orbitas

B tenemos que sSus
gque pertenecen a las
{(excepto un conjunto de medida cero formado
inestakles) . Los extremos de los intervalos A,
B son puntos que pertenecen a la frontera entre las cuencas.
Si calculamos la preimagen de estos puntos extremos obtenemos
nuevos puntos frontera y continuando este proceso,

esto as,
cada vez calculamos la preimagen de los nuevos puntos frontera,
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optenemos tantss punitss frontera CoOmo gueramxds

esta descrito

(este algoritme

detalladamente en el pregrama 1 al final del
capitulo) .
B, B-2 B.z B B-2
H = e

N

T

iy

i

i

o

(R}

I s

o 7

:,W; W Vo o —

3 _-'.'__

i : o

M L

[ Ve

I D

I 1

e !,'
2 T

8] A .

[ [N

Ve I

i L

7 Al W2 H

\ .

H F —

A_o A Ao

Figura 3.- Grafica del
parametros (a,b)

en la region Q.

mapeo del

intervalos invariantes gue corresponden

)

atractores. (A_ ) ¥y (B_

1

o Qs
respe

GE-pat PRt Je uUn2
tivarcente. (A )
intervalecs gue despues de
B respectivamente.

Otra forma de obtener de obtener puntos frontera es dando
i suficientemente

una particion, (x‘: i = i,2,

circulo
A y B denotan los

para

a los dos

denotan los intervalos
aci van a A Y B
Y (B_ ) denotan los

2

dcs iteraciones van a Ay

.o}y

dominio de la funcion, es decir, el intervalo
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la funcidn a cada uno de los puntos de la particion e iteranto,
tenemos gque ver a cual de los 4dos intervalos invariantes van a
caer las iteradas. Si las iteradas de x|

invariante y las iteradas de x,

van a un intervalc

., 31 oxro intervalo invariante,
tomamos el punto medio como un punto frontera.

Dentro de la region Q (figura 2b) se escogieron distintos
valores de los parametros (a,b) de tal forma gue las orbitas
estables que coexisten tuvieran distintos periodos. Las
funciones f(a) calculadas para la frontera de las cuencas de
atraccion de distintas ©rbitas biestables dentro de la region Q
resultaron ser las wismas. Se calculd 1la

funciaon f£(x)
cada uno de estos conjuntos frontera obtenidos.
puntos en cada uno de
donde 1los

para
El promedio de
estos conjuntos era trescientes mil vy
puntos frontera

se obtuvieron utilizando
procedimientos descritos anteriormente.

los dos
curva f(a)

También calculamos la
con alrededor de cien mwil puntos en el conjunto de
puntos frontera con el fin de ver como variaba la curva ¥y no se
observaron diferencias apreciables entre estas curvas. Todos
estos calculos se repitieron para las otras regiones de
bpiestabilidad gque se ven en la grafica de la figura 2za),
aguellas

Y para
gque estan a la misma altura gue observo
ninguna diferencia.

no se
Para obtener la

curva f(x) seguimos los mismos
lineamientos expuestos en la seccién 2.10 del segundo capitulo.
Es decir, una vez gue teniamos los puntos gue pertenecen a la
frontera, cubrimos el conjunto de puntos frontera con celdas de
longitud 1, con 1 variando de 10°° a 10”7 aproximadamente.
Graficamos el logaritmo de 1 contra el logaritmo del numero de
celdas distintas del wvacio para cada 1 y escogimos 1 en el
intervalo donde teniamos una buena aproximacidén a una recta.
La pendiente de esta recta es la dimensidén fractal. Dada 1la
longitud de las celdas de la cubierta calculamos la
probabilidad en cada una de las celdas y utilizamos la funcion
de particion (2.27). Despejamos T(g) y utilizande la ecuacion
(2.40) calculamos a(g) Yy teniendo las a(g) por (2.41) obtuvimos
fl(a) . En la figura 4 se puede ver la grafica de la curva f(a«a),
en la figura 5 graficamos q contra Dq para los mismos valores
de los parametros (a,b) = (0.45,0.6).
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Ia funcion f(a) para la frontera entre
las cuencas del mapeo del circulo con parametros
a = 0.45 y b = 0.6.
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0.0e
—
o.
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0.6
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Figura 5.- La

cuencas del mapeo del circulo
a= 0.45 y b = 0.6.
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killar de
Lanzamos

El billar de Sinai Modificado.

estudiaremos el

4.2
En esta seccién

sinai’’ 'modificado como se muestra en la figura 6.
una pelota en una caja de dimension dos en cuyo centro tenemcs
una barrera circular y dos hoyos gue etiguetamos como A Yy B.
Los chogues en las paredes Yy en la barrera central son
elasticos, es decir, el angulo de incidencia es igual al angule
de reflexion. Si consideramos la pelota como una particula y
el punto de donde la lanzamos la condicion inicial, no importa
de donde empezemos todas las condiciones iniciales excepto un
conjunto de medida de Lebesgue cero'”, generan orbitas gue
eventualmente se salen. Estamos interesados en las condiciones
iniciales qgue generan las orbitas gue no se salen, es decir,
estamos interesados en los puntos gue separan las orbitas gue
se salen por A de las orbitas gue se salen por B. Estos puntos
forman el conjunto de puntos frontera entre A y B. Este es un
modelo de un proceso biestable, ya gque los dos hoyos pueden

pensarse como atractores.
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Figura 6.~ Billar de Sinai Modificado.
Dejando el radio de circular fijo,
enexrgia de la particula se conserva, el espacio fase de este

| ———
>

la barrera como la
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sistema es un espacio de dimensiodon tres gue consiste de 1la
posicidon de la particula y el angulo con gue esta es lanzada

{(la magnitud del vector wvelocidad es irrelevante). S. Bleher
i7 . P 2 PR

et al1'”! analizaron una seccion transversal de dimensidn dos en

1 espacico tridimensional. Es decir, dejaron una coordenada

fija ¥ caicularcon el exponente de incertidumbre B8B. FPara todas

las regiaones que consideraron encontraron que B8 = 0.2,

considerando claro esta el error estadistico.

Para comparar la frontera de este modelo <con la frontera
del mapec del circulo, estudiaremos una seccidn transversal
unidimensional gue escogemos como sigue: cuando el tiempo es
cero, fijamos y = 1 y el angulo 8 del vector velocidad (figura
6) . Tomamos en la linea superior del bkillar puntos, que
denotamos por x, ., igualmente espaciados uno del otro. Cada wuno

de estos puntos lo usamos como una condicioen inicial. Si 1la
orpita de x, se sale por alguno de los hoyos ¥y la orbita de

x ., se sale por el otro hoyo, tomaremos el punto medio entre
X Yy X como un punto de la frontera.

-

f(a)
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i
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i
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;
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Figura 7.- La funcion f(a) para la frontera entre
las cuencas en el billar de Sinai modificado con las

mismas ventanes gue se muestran en la figura 6 Yy
radios del obstaculo {de izguierda a derecha)
¥ = 0.06, r = 0.12 ¥y r = 0.35 respectivamente.



Pados 1os puntos de la frontera, obtuvimos el rango de
valeres adecuado de 1 graficando el logaritmo de 1l contra el
logaritme del nuamero de celdas distintas del vacio ’ sin
embargo en este caso resulto gue el rango de valores de 1

adecuado es del orden de 10 °. Calculamos la funcioén f(«x),

con
aproximadamente cien mil puntos pertenecientes a la frontera
(para ocbtener esta cantidad de puntos frontera probamos
alrededor de tres millones de condiciocnes iniciales). Variando
el radis de la barrera circular de chico a grande, dejando
todos los ctros parametros fijos, el wmaximo de la funcion £ («x)
se incrementa y como en el capitulo 2 vimos gque para q = 1, a y
f{(x) <coinciden la curva se tiene gue mover hacia la derecha
{(figura 7). Sin embargo la forwma de la curva es invariante.

En la figura 8 se muestra la grafica de la funciodon f£(«)
para ia frontera entre las cuencas en la regioén de
biestapilidad Q del mapeo del circulo (3.3), con parametros a =
0.45 y b = 0.6, Y para 1la frontera en el billar
modificado, Ton la karrera circular de radio r
® = 42 gradcs.

fuancion D

de Sinai
= 0.06 y angulo
En la figura 9 se muestra la grafica de 1la
.+ Ppara la frontera del billar de Sinai con estos
mismos parametros.

f(a)
: N T T T T T
co ' :% | 's i
N L
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)//17 N | : !
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ca [7 !
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05 05506 065 C” CTsC0& 183 0% C9s
Figura

8.~ La curwva discontinua representa la
funcidén f({a) para el billar de Sinai gue se muestra
en la figura 6 y con obstaculo de radio x = 0.06.
La curva continua representa la funcion f(a) para el
mapeo del circulo con parametros a = 0.45 y b = 0.6.



B{q)

Figura 9.- La funcidn Dq para la frontera entre las

cuencas en el billar de Sinai gue aparece en la
figura 6 con obstaculo de radio r = 0.06.

En este segundo ejemplo al considerar los condiciones

iniciales gue no tocan las regiocones A y B, tenemos un conjunto
invariante, o la interseccidén de la recta y = 1 con un conjuntoe
invariante. Este conjunto invariante es un subconjunto de 1las
érbitas pericdicas en el billar de Sinai sin modificaciones gue
es un sistema conservativo.
Aun siendo sistemas fisicamente distintos, es decir, en el
primer modelo estudiamos el conjunto invariante de un sistema
disipativo y en el segundce un sukconjunto de un conjunto
invariante de un sistema conservativo podemocs ver que la
frontera de los dos sistemas produce, dentro de los limites del
calculo numeérico, curvas f(a) practicamente indistinguibles.
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APENDICE DEL CAPITULO 4

PRCOGRAMA FARA
ATRACCION EN C
ESTE PROGRAMA
CUENCAS C T

CAICULAR La

EL MAPEQC DEIL CIRCULO.

DO EL MEITODO DE

FRONTERA

T MAXIMO

DE 1.AS

NTOS FRONTERA

DE A

CUENCAS

PE

"%LCCLA LOS PUNTOS DE LAS FRONTERAS DE 1AS
AISIAR RAICES DE UNA

FUNCION

NCION EN EIL MINIMO ¥ MAXIMO

R
Za3 - * USIN(DOSPI*®Z0)
21z - * DSIN(DOSPI=*Z1)
CAZ o PUNTOS FIJOS DE LA FUNCION CON EL FIN DE
DETERMINAR 1AS CS CUENCAS DE ATRACCION (A Y B).
I {2.0D0+2Z1)) .AND. (Z11.LE. (3.0DO0O+2Z1))) THEN
SDC ~- ALFA * DACOS((2.0D0-A)/B)
E LLEL {(2.0B0+21)) .AND. (Z11.CGT. (1.0D0+2Z1))) THEN
SDC - ALFA = DACOS({(1.0DO0-A)/B)
E LLE. (1.0D00+21)) .AND. (211.GT.Z1)) THEN
ERale i ALFA * DACOS(A/B)
=
WRITE (S, *)"ME SALI DEL RANSO"
END IF
IF ((I22.LT.(Z20-1.0D0)).AND.(Z2CO.GE.Z0O) ) THEN
X{=%; 0.2300 + ALFA * DACCOS((1.CDC-A)/Bj
ELSEXIF (ZOD LT.ZO) .AND. (Z00.GE. {20 - 1.0DC))) THEN
0 (A/B}
oL 1Z0-2.7D0))Y) THEN

X1 = X(1)+ A + B * DSIN(DOSPI*X (1}
H = 0.000000C0000001

LIAMAMOS LA SUBRUTINA F(...)
FRONTERA DE LOS MAPEOS INVERSOS Y SE

€4

DORDE SE CALCULAN LOS PUNTOS
VA LILEVANDC EIL. CONTEO



c DE LOS PUNTOS.

DO CALL F(A,B,X1,20,21,H,2)

X(2) = 2

X1l= X(4)+ A + B * DSIN(DOSPI*X(4))
0.5D0 + ALFA * DACOS (ALFA/B)

ZOo =
Z1 = 1.0D0 - ZO
H = 0.000000000001
DO CALL F(A,B,X1,Z0,21,H,2)
X(3) = 2
K2 = 1
K = 4
20 K1 = 0
DO I= K2,K
PO JF = 0,2
H = 0.00000001D0
X1 = X(I) + J
Z0 = 0.000000001DO
21 = X(1)
CALL F(A,B,X1,20,2Z1,H,2)
IF ((2.GT.0).AND.(Z.NE.X(1)).AND. (Z.NE.X(2))
.AND.(Z.NE.X(3)).AND.(2.NE.X(4))) THEN
K1 = K1 + 1
X (K+Kl1) = Z
ENDIF
so ZO = X(4)
Zi = 1.0DO
CALL F(A,B,X1,20,2Z1,H,2)
IF ((2.GT.0).AND.(Z.NE.X(2)).AND. (Z.NE.X(3))
.AND. (Z.NE.X(1)) .AND.(2.NE.X{(4))) THEN
Ki = K1 + 1
X(K+K1) = 2
ENDIF
Z0 = X(2)
Z1 = X(3)
CALL F(A,B,X1,20,21,H,2)
IF ((Z.GT.O0).AND. (Z.NE.X(2)).and. (2.NE.X(3))
.AND. (Z.NE.X (1)) .AND. (Z.NE.X(4))) THEN
Kl = K1 + 1
X(K+K1) = Z
ENDIF
END DO
END DO

K2 = K + 1
XK = K1 + K

IF (K.LE.N) THEN
GO TO 20
ELSE
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PO I= 1,K
WRITE(6,#*)X(I)
END BO
ENDIF
END
SUBROUTINE F(A,B,X1,20,21,H,2)
FRONTERA UTILIZANDO LA

< EN ESTA SUBRUTINA SE CALCULAN PUNTOS
c IMAGEN INVERSA DE CADA ITERADA.

YO= ZO + A + B * DSIN(DOSPI*ZO) - X1
Yi= Z1 + A + B * DSIN(DOSPI*Z1l) - X1
IF DABS(YO) .LT. H) THEN

Z = ZO

GO TO 10
ENDIF
IF (DABS (Y1) .LT.H) THEN

zZ=2Z1

GO TO 10
ENDIF

IF (YO /Y1L.GT.0.0DO} THEN
GO TO 10
ENDIF

Y = YO /Y1l
20 DO WHILE(J.LE.10000)
23 = (20+21)/2.0DC
23 + A + B * DSIN(DOSPI*2Z3) - Xl

¥3 =
IF (DABS(Y3).LT.H) THEN
Z = 2Z3
J = 100001
ELSE IF (YO/Y¥3.LT.0.0DO) THEN
Z1 = 23
I =J + 1
ELSE
Zo = 23
I =J + 1
ENDIF
ENDIF
END DO
10 RETURN

END

PROGRAMA FRONTERA ENTRE LAS CUENCAS EN EL BILLAR DE SINAI.

EN ESTE PROGRAMA SE CALCULA LA FRONTERA ENTRE LAS CUENCAS
PARA EL BILILAR DE SINAI. FRON(..) ES EL ARREGLO DONDE SE

GUARDAN LOS PUNTOS ENCONTRADOS.

ann o
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DIMENSION T(10), IND(10)
DIMENSION FRON(70000)

[ DIMENSIONES DEL BILILAR Y RAPIO PEIL OBSTACULO.

TToT = O
HY = 1.0DGCO
HX = 5.4D0O0
R = 0.2D0O0O
RCUA = R**2
K = 1

C VENTANAS
V1ii = -1.25D0O
viz = -0.37D0O
V21 = 0.48D0OO
v22 = 1.05D00

[ad X001 ES EL VALOR INICIAL. SE CALCULA EL TAMANO DEL OBSTACULO.

IANTER = 1
X01 = -5.4DO0O
DO II = 1,160
X = -0.4DCO0 + (O.0O0SDOO*II)
Y = DSQRT(R #** 2 — X ** 2)
END DO

SE VARIA LA CONDICION INICIAL Y SE DA EL ANGULO DE

[
C LANZAMIENTO DE LA PARTICULA.
DO 60 IK = 1,100000
X001 = X01 + 0.000108DO0O0O
X0 = X021
YO0 = 1.0D0O0
SIG = -0.8D0OO
Vv = -2.7D0O0
IFLAG = O
Xov = XO
YOV = YO
JIJ = o
IAa = o

o4 DETERMINAMOS EL NUMERO DE VECES QUE PERMITIREMOS QUE LA
(o] PARTICULA REBOTE.

ia IF (IA.EQ.1) GOTO 70
IF (JJJ.EQ.20) THEN IA = 1
DO I = 1,10
T(I) = ODOO
IND(X) = ©
END DO

c VEMOS SI LA PARTICULA PEGA CON EL CIRCULO Y CON CADA UNA DE
< LAS PAREDES DEL BILLAR.
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20

30

IF (XIF

LAG.EQ.1) GOTO 20

YYSX = V * YO + SIG * XO
AUX = VYSX %% 2 - (V ** 2 + SIG ** 2) =
(XO *%* 2 + YO #*% 2 — R *% 32)
IF (AUX.LE.OQ) THEN
soTO 20
ELSE
AUX = DSQRT(AUX)
END IF
T(5) = (=-VYSX + AUX) / (V ** 2 + SIG #** 2)
IF (T(S).LE-O0) GCTO 20
T(6) = (-VYSX ~ AUX) / (V ** 2 + SIG #*= 2)
IF {(T(6).LE. 0) THEN
X0V = XO
YOV = YO
X0 = SIG * T(S) + XOV
YO = V * T(35) + YOV
ELSE
XOoV = Xo
YOV = YO
X0 = SIG * T(6) + XOV
YO = V * T(6) + YOV
END IF
IFLAG = 1
YOXO = YO *% 2 — X0 %% 2
SSIG = (SIG * YOX0 ~ 2 = V * X0 * Y0) / RCUA
V = ~(2 * SIG * X0 & YO + V * YOXO) / RCUA
SIG = SSIG
JJJ = J3IF + 1
IFLAG = O
IF (SIG.EQ. ODOO) THEN
IND(1) = 9
T(9) = 10000000000DOO
GOTO 30
ELSE
IND(1) = 1
T(1i) = (HX - XO0) / SIG
IF (T(1).GT.0.00000001D00) THEN
GOTO 30
ELSE
IND(1) = 2
END IF
T(2) = —-(HX + X0) / SIG
END IF
I¥ (V.EQ.ODOO) THEN
IND(2) = 9
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T(9) = 10000000000D0O ShUR tl
GOTO 40
ELSE
IND(2) = 3
T(3) = (HY - Y0) / V¥
IF (T(3).GT.0.00000001D00) THEN
GOTO 40
ELSE
IND(2) = 4
END IF
T(4) = —(HY + ¥O) , V
END IF
40 IF (T(IND(1)).LT.T(IND(2))) THEN
TIEMPC = T(IND(1))
AIND = IND(1)
ELSE
TIEMPO = T(IND(2))
AIND = IND(2)
END IF

C REDIRECCIONAMOS LA PARTICULA DESPUES DE QUE PEGO CON ALGUNA
C DE LAS PAREDES O DEL OBSTACULO

Xov = XO

YOV = YO

X0 = SIG * TIEMPO + XO

YO = V * TIEMPO + YO

IF (AIND.LT. 2.5D00) THEN
SIG = -SIG

ELSE
vV = =V

END IF

TTOT = TTOT + TIEMPO
[ EN CASO DE QUE HAYA PEGADO EN LA PARED DONDE TENEMOS LAS
C VENTANAS VEMOS SI LA PARTICULA SE QUEDO C©C NO DENTRO DEL
Led BILLAR

IF (ABS(YO + 1.0D00) .LT.
GoTO 50

ELSE
GOTO 10

END IF

0.000000001D0O0O) THEN

s0 IF ((V11.LT. XO) .AND.
(X0.LT.V12)) THEN
IAUX = 1
ELSEIF ((V21 .LT.XO0).AND.
(X0.LT.V22)) THEN
IAUX = 2
ELSE
GOTO 10
END IF
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60
70

nannnnnnng o

0N

20

ann

SE GUARDAN LOS PUNTOS FRONTERA

IF (IAUX.EQ.IANTER) GOTO 60

IANTER = IAUX
FRCON(K) = X011 — 0.000054D0O

K = K + 1
CONTINUE

END

PROGRAMA PARA EL CALCULO DE LA FUNCION f(ax).

ESTE PROGRAMA CALCULA LA FUNCION f(ax), TOMANDQO UNA CUBIERTA
DONDE TODOS 1.0S EIMENTOS DE LA CUBIERTA TIENEN LA MISMA
LONGITUD. UNA VEZ QUE TENEMOS ORDENADOS TODOS L.OS PUNTOS,
CALCULAMOS CUALES Y CUANTOS SON LOS INTERVALOS QUE CONTIENEN
PUNTOS DEL CONJUNTO.

ASIMISMO CALCULAMOS CUANTOS PUNTOS HAY EN CADA INTERVALO.
SE DA g Y SE CALCULA T(g). POSTERIORMENTE UTILIZANDC LAS
FORMULAS (2.40) (2.41) EXPUESTAS EN EL CAPITULO 2 CALCULAMOS
a ¥ f(ax) .

IMPLICIT REAL*8 (A-G,O0=2)
DIMENSION JCONT(100000) ,X(420000),L(600),CONT(100000)

FIJAMOS EIL NUMERO DE INTERVALOS Y SU ILONGITUD

oDo
1.0DOO/DFLOAT (NUMINT)
= 0.0DO0O0

B= DIST

CALCULA EL NUMERO DE PUNTOS EN CADA INTERVALO

DO 10, J = 1, ITOTPUN
IF ((A.LE.X(J)).-AND.(X(J).LT.B)) THEN
ICONT = ICONT + 1
GO TO 110
ELSE
A =B
B = B + DIST
END IF
CUANTOS INTERVALOS HAY QUE INTERSECTAN AL CONJUNTO Y CUANTOS

PUNTOS HAY EN CADA UNO DE ELILOS

IF (ICONT.GT.O0) THEN
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JCONT

(I) ICONT
L{(ICONT)
+

L(ICONT) + 1

I = I
ICONT
END IF
GO TO 20
10 CONTINUE

1
o]

IF¥ (ICONT.GT.O) THEN

JCONT(I) = ICONT
L(ICONT) = L(ICONT) + 1
END IF
IMAX = I -~ 1 IR = 0
IRR = O
Do IH = 1, 500
IR = IH * L(IH)

IRR = IRR + IR
IF (L(IH).GT.0) THEN

WRITE(30,*)IH," NUM. INT CON IH PUNTOS »,L(IH)
END IF
END Do

WRITE(30,*)"TOTAL DE PUNTOS EN L(IH)", IRR
c CONVERTIMOS TODAS LAS VARIABLES A VARIABLES EN DOBLE
C PRECISION

ANUMINT = DLOG (DFLOAT (NUMINT) )

TOTPUN = DLOG (DFLOAT (ITOTPUN) )

AIMAX = DLOG (DFLOAT (LMAX) )

< CALCULAMOS LA DIMENSION FRACTAL

DO = AILMAX / ANUMINT
TOTNUM = TOTPUN / ANUMINT

€ CALCULAMOS <T(q)

DO J = 1,160
Q = -40.5D0 + (0.5DO #DFLOAT (J))
SUM = 0.0DO
SUM1 = 0.0DO
DO I= 1, LMAX
CONT(I) = DFLOAT(JCONT(I))
SUM = SUM + CONT(I)**Q
SUM1 = SUM1 + (CONT(I)#**Q)*DLOG(CONT(I))
END DO
TAU = (Q * TOTPUN — DLOG(SUM)) / iJUMINT

C CALCULAMOS D(q)
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IF ((Q-LT.-1).0R.(Q.GT.1)) THEN
PEQ = TAU / (Q — 1)
END IF

C CALCULAMOS a Y f£(a)

ALFA = TOTNUM — (SUM1 / (ANUMINT %*SuUM))
FALFA = Q * ALFA - TAU
END DO

END
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5. CONCLUSIONES
La funcidn f(=x) ha sido utilizada para caracterizarx

conjuntos fractales en los cuales la distribucidn de puntos es

irregular, conjuntos actualmente se les

gque denomina

multifractales. 1
Segun varios autores el analisis de algunos resultados

experimentales a través de la funcidén £(ax),
para asociar el producto de las
taedricos simples. Sin embargo, y en funcidn de los elementos
presentados en el capitulo anterior, un hecho salta a la vista,
Y es gue hace falta hacer un llamado de atencién al uso gue se
ha dado a esta funcidn para
experimentales.

ha sido fundamental
observaciones a modelos

clasificar resultados
En esta tesis estudiamos dos sistemas gue desde el punto
de vista fisico son diferentes: el mapeo del circulo,
sistema disipativo, Y el pillar de Sinai
proviene de un sistema Hamiltoniano.
El

Qque es un
elemento esencial del trabajo

modificado, que
fue el calculo de 1la
funcidn f(x) para la frontera entre las cuencas de atraccidn
del primero y para la interseccid®n de una curva con la frontera
entre las cuencas de atraccidn del segundo.
ingenuamente

Contrario a lo gue
se pudiera esperar, ios resultados obtenidos
indican gque dicha funcién, para ciertos valores de los
parametros, es practicamente la misma en ambos casos.

Esto podria deberse a que,

ciertas propiedades dinamicas
inherentes a los dos sistemas sean esencialmente eguivalentes
~ en el sentidec de gue el escalamiento del conjunto frontera
entre las cuencas sea el mismo - en cuyo caso las curvas £ («)
deberian de ser exactamente iguales y las peguefias diferencias
gque se observan en la grafica (figura 8 del capitulo anterior)
se deben a las aproximaciones consideradas. Otra razdn gue
explicaria resultados obtenidos seria considerar gue aun
cuando los dos sistemas no tengan la misma dinanica
gque el conjunto de puntos frontera de
distinto escalamiento

£ (x) son tan peqguenas
numéricas no son

entre ambas.

los

esto es,
presente
funciones
aproximaciones

para distinguir
Cabe también pensar gue las restricciones gue se
impusiercon al billar de Sinai a fin de poderlo comparar con el
mapeo del circulo, transformaron el problema en uno gue, frente
a nuestra caracterizacidédn es eguivalente al mapeo del circulo.
MAsS concretamente, al fijar una de las posiciones
iniciales asi como el &ngulo con gue es lanzada
inicialmente, tal wvez Treduce
circulo.

cada sistema
- las diferencias entre las
gue probablemente las
suficientemente

adecuadas

de los puntos
la particula
a un mapeo del
los resultados de la caracterizacidn
funcidén £ (a) parecen implicar gue modelos
fisicamente distintos pueden poseer las mismas propiedades de
escalamiento. Por esta razén,
estos

el pro:lema
En el primer caso,
por medio de 1la

si

fendmenos est&n en la misma

bajo esta caracterizacidn
clasificacidn pierde utilidaaq.

clase, este intento de
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En el segundo caso, la indistinguibilidad de las dos
funciones £ (x) puede explicarse por las limitaciones
computacionales, ya gue es imposible realizar la operacidn de
pasar a un limite infinito. Sin embargo y hasta donde fue
razonable hacerlo en este trabajo, al wvariar el numero de

puntos frontera en los calculos realizados no se encontraron
cambios significativos.

Por Ultimo, la posikilidad gque sugiere el tercer caso, nos
da una pauta para seguir analizando el problema del billar de
Sinai, haciendo distintos cortes transversales para verificar
realmente su dinadmica se asemeja a la de un mapeo del circulo.

Por otra parte, podemos sefialar gQque si se guieren comparar
situaciones fisicas experimentales entre ellas o© situaciones
experimentales con modelos tedricos hay gue tomar en cuenta,
ademas de las consideraciones previas gue intervienen en el
cAdlculo de la funcidn f(a), una serie de incertidumbres de
caracter experimental gue van en detrimento de la confiabkilidaaqd
de una caracterizacién a través de esta funcién.

Nuestros
resultados indican que

el uso de las curvas f (x) para
distinguir entre procesos experimentales © entre estos procesos
Yy modelos téoricos puede ser inadecuado.

Podemoes conclulr gue la similitud de las curvas f(a) de la
frontera de las cuencas de atraccién, no es un criterio
adecuado para discernir entre la dinAmica de estos sistemas,
gue no solamente son distintos fisicamente sino gue también
desde el punto de vista matemdtico, ya gque uno de ellos no
preserva el Area mientras gue en el caso del billar de Sinai
modificado el conjunto de puntos frontera es un conjunte de
puntos invariante de un sistema gue preserva el Aarea.

REFERENCIAS

[ U. Frish and G. Parisi, Turbulence and Predictability in
Geophysical Fluid Dynamics and Climate Dynamics (editors
M. Ghil, R. Benzi and G. Parisi, North Holland, New York,
84-88) ; M.H. Jensen, L.P. Kadanoff, A Libchaber, I.

Proccacia and J. Stavans, Phys. Rev. Lett. 55, 2798(1985);
J.A. Glazier, M.H. Jensen, A. Libchaber and J. Stavans,
Phys Rewv. A 34,1621 (1986); D.

Bensimon, M.H. Jensen and
L. P. Kadanoff, Phys. Rev. A 33,

3622 (1986) .
{21 M. Holschneider, J. Stat. Phys., 50 (1988) 963.
(31 A. Arneodo, G. Grasseau and M. Holschneider, Phys. Rev.
Lett. 61 (1988) 2281.

74



	Portada
	Índice
	1. Introducción
	2. Dimensiones Fractales y la Función f (a)
	3. Estudio de un Sistema Bisipativo y un Sistema "Hamiltoniano"
	4. Cuencas de Atracción en Sistemas Biestables
	5. Conclusiones



