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RESUMEN DE LA TESIS TITULADA: 

FRACTAL 3TRUCTURE OF BASINS CF ATTRACTION IN BISTABLE SYSTEMS. 

RADMILA E~GENIA LILIANA BULAJICH MANFRINO 

The study ot nonllnear dynamical systems may be complicated by 

the fac.:t l.hat difterer1t initial ..::ondit.ions in p tia se 

generate orbits wlth dltferent asymptatic states; 

spa.ce 

is. 

may 

t he r·e 

are ciynamical svstems that m•y have mure than one attract~•-

The basin of .::..n c..ttractoc is t. he init.i&l cond 1 ti cins 

whose tcajectories a~p10~ch that attracto1 as time increases. 

t han e' ne a 't t r a L. t o :r , l h ~ r· e points 

In 

t.hat. 

do not reach any of the attractu1s and that separate the basin of 

one of the attractors rrom the basin et the others; those polnts are 

cal led boundor.;r }-'C•i1lts. and they mav torm smooth curve or a 

nondifferentiable curve, i.e. t r·acta l. 

In many physicaI systems t.he presence ot more than one steady 

state has been observed in these syst.ems. the study of t he 

boundary, between the initial slates that converge to one steady 

' state and the enes that conve1ge to others steady states, may 

~~ provide some insight intc..i l_heir behavior-. In order t.c. e)(plc..it this 

'-''("\passibility, it is ne.o.essa1y to develop ways to ch&racterize and 

./ 

compare the tr&ctal structure• of those boundaries. 

In chapter 2 we introduce an exLensively used t.echnique to 

characterize complex abjects is the study ot the so called f(~J 

curve The f(o) function contains the same informaLion as the set 

of generalized dim~ns1ons D 
q 

defin'?d by H.G.E. Hentsc:::hel ¡;t. nd 1 . 

Procaccia
2

. l n e ha p t e r 3 • we introduce the systems sha l l 

analyse: the sine circle map And the Slnal bll llard. 

that 

In chapter 4 

we give a brlef introduction of the study of the bcn..1ndary between 

ba.slns of at.traction of the sitie ci!cle maF-' a.nd of a Mc,d1tied Sinal 

b i l l i a. i· w h i e: h has b i s t_ a b i l i t y. Then we calculate the f<a> function 

ot the fractal baundaries . Final iy we sta.t.e our cc.inclusions. 

REFERENCES. 
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¿Por qué causa eR 
primavera vemQs nacer l.a 
rosa,. en est1o l.os frutos 
sazonados, y 1as vinas en 
ios dias hermoso de1 otoño? 

sentemos que 
principios nada 
existir .. 

De 1a Naturaleza 

sin 
puede 

Lucrecio .. 

En l.os úl.timos años la resolución numérica de sistemas de 
ecuaciones no 1ineal.es ha mostrado que la dependencia sensitiva 
de condicienes inicia1es no es una propiedad excepcional, sino 
por el. contrario, es una propiedad común a estos sistemas. 
Esta dependencia respecto de las condiciones iniciales es una 
caracteristica de un comportamiento "caótico" de1 sistema. 
Este comportamiento ha surgido en una gran variedad de 
fenómenos naturales, físicos y qui.micos, tales como circu1tos 
eiectrónicos, ei paso a ia turbu1encia de f1uidos y gases, ias 
reacciones qui.micas y células card1acas donde se aplica un 
estimuio periódico. 

La pa1abra caos uti1izada para e~g1~bar ias 
caracter1sticas propias de estos sistemas por si misma puede 
ser conflictiva, tomando significados no del todo coincidentes .. 

Gleick( 1 
J, en su libro, mezcla anécdotas con explicaciones 

acerca de los temas que abarca la palabra caos en nuestro 
contexto, y nos da algunos intentos de demarcación del objeto 
de estudio de esta discip1ina: 

''Las órbitas atractoras, complicadas y aperiódicas (en 
generai de dimensión baja) de ciertos sistemas dinámicos". 
Phi11ip Ho1mes. 

''Un tipo de orden sin periodicidad Una nueva y 
ubícuita clase de fenómenos naturales". Hao Bai-Lin .. 

"Comportamiento aparentemente azaroso en un sistema 
determinista (en ei sentido de io que cabe esperar en un re1oj) 
senci11o". H. Bruce Stewart. 

"E1 comportamiento irregular y no predecib1e de sistemas 
dinámicos deterministas y no 1ineales". R.V. Jensen. 

"Dinámica con entropia métrica positiva y finita. 
Matem&ticas que traducid<ls significan: comportamiento que 
produce información (amplifica pequeñas incertidumbres), pero 
que no es comp1etamente impredecib1e". J. Crutchfie1d. 

"Dinámica 1iberada de las cadénas de1 orden y ia 
predictibi1idad . sistemas habi1itados para exp1orar 
azarosamente todas sus posibilidades dinámicas". J. Ford. 

Para otros, como John Hubbard, la palabra caos daba una 
visi6n engaf'íosa si con eiia se aiud.ia ai estudio de siste111as 



comp1ejos, debido sobre todo a que e1 vocab1o sugiere 1a 
presencia de1 azar. su opinión 1a i1ustra ape1ando a 1a 
infinita variedad en e1 deta11e que posee e1 conjunto de 
Mande1brot, e1. cual ciertamente es muy compl.icado, pero que se 
genera sin que haya elementos azarosos involucrados.. La 
1ección se resume señalando que 1a naturaleza es capaz de 
generar estructuras de gran complejidad sin que en el. proceso 
participe e1 azar.. La no linealidad y l.a retroal.imentación 
bastan para codificar y desarrollar estructuras tan ricas como 
el. cerebro humano. 

La experiencia de estos años ha ido delineando l.o que 
resu1ta re1evante, y se puede decir que actua1mente hay 
concenso en cuanto a llamar caótico al. movimiento 
característico de sistemas deterministas que se comportan 
azarosamente.. La aparente contradicción de términos se 
desvanece si consideramos que determinismo en este contexto 
~i~nifica que las órbitas de un sistema c1asico existen y son 
unicas, 10 cua1 queda establecido mediante 1os teoremas de 
existencia y unicidad adecuados. Sin embargo estos teoremas en 
general no "construyen" 1as soluciones y por lo tanto no 
afirman nada acerca de 1as órbitas que definen. En particu1ar 
no impiden que l.as órbitas pasen cual.quier prueba a que se 
someta para cal.ificarl.as de azarosas, 1o cual. hace que éstas 
sean compl.etamente indistinguibl.es de l.as asociadas a un 
proceso que verdaderamente l.o sea. Es en este sentido que se 
debe entender el. concepto de determinismo azaroso, con lo cual. 
resul.ta que una órbita estrictamente determinista puede a su 
vez ser "completamente impredecib1e 11 • 

No se puede agotar una presentación general de algunos de 
l.os elementos involucrados en el estudio de los sistemas 
complejos si no se menciona esa fuente de formas extrañas que 
es l.o fractal. En el contexto de los sistemas dinámicos esta 
noción surge al. intentar clasificar y entender las 
representaciones gráficas de la dinámica de un sistema. 

El. estudio de los conjuntos fractales ha seguido 
directrices sugeridas por muchas otras disciplinas, pero no hay 
que olvidar que en el nuevo mundo que surgió de las 
exploraciones por computadora del espacio fase, la calidad 
fractal. de los atractores extraños mostró una naturaleza en 
cierta forma constreñida en sus posibilidades. E1 desorden se 
canal.izaba no en cualquier dirección, sino siguiendo patrones 
sujetos a reglas bien establecidas. Esto proveyó a los 
exploradores del caos de un programa por desarrol.lar: i) l.a 
búsqueda de atr,"H--~tores extraños dondequiera que l.a natural.eza 
pareciera que so comporta azarosamente. ii) l.a clasificación 
de estos atractures en términos de su dimensión fractal.. 

Una vez hecha esta presentación general. procede ahora 
enfocar aspectos más concretos que sirvieron de guia para el. 
trabajo contenido en esta tesis y señal.ar e1 contenido de l.a 
misma. 

E1 estudio de 1as propiedades dinámicas de mode1o• 
matemáticos generalmente ha consistido en encontrar soluciones 
de equi1ibrio y 1uego hacer un aná1isis 1inea1 para determinar 
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su estabi1idad respecto a pequeñas perturbaciones: su dinamica 
no 1inea1 no habia sido considerada de manera exp1icita. 

Estudios recientes muestran, sin embargo, que la mas 
simp1e ecuacion diferencial no lineal puede poseer un 
csmportamiento dinamice extraordinariamente rico, mostrando 
desde puntos estables hasta un régimen en el cual el 
comportamiento (aunque determinista) es "caótico". 

En el. régimen caótico se han observado comportamientos 
transitorios seguidos de órbitas asintóticas que van a uno o 
más atractores en el. espacio fase, es decir, subconjuntos del 
espacio a los cual.es las órbitas convergen. Se puede dar una 
clasificación de los distintos grados de complejidad observando 
la estructura geométrica del atractor. Por ejemplo, se pueden 
ver puntos fijos, ciclos limite (atractores periódicos), 
a tractores cuasiperiódicos o a tractores extrañas. Para los 
sistemas que poseen más de un atractor el. estudio de l.a 
frontera entre los estados inicial.es que convergen a un 
atractor y los que convergen a otros puede ayudarnos a entender 
su comportamiento.. Los puntos frontera entre los a tractores 
pueden formar una curvas suaves o curvas con estructura fina, 
en algunos casos fractales.. Para estudiar conjuntos fractales 
ha sido necesario desarrollar técnicas para caracterizarlos; 
por su propia naturaleza, muchas de estas técnicas provienen de 
consideraciones estadísticas.. El estudio de 1as estructuras de 
1as fronteras entre los atractores puede resu1tar importante al 
hacer un análisis comparativo entre distintas situaciones 
experimental.es o entre experimentos de sistemas físicos 
mul.ti-estables y modelos matemáticos, intentando con el.lo ir 
más a11á de 1a mera predicción de 1a multi-estabilidad. 

En los últimos años una técnica ampliamente utilizada para 
caracterizar objetos complejos es el estudio de la función 

f(oc) 121
• La función f(cx) contiene 1a misma información que e1 

conjunto de dimensiones genera1izadas Dq definidas por A. 

Reny i ' 3 1 y ut i l. izadas por pr irnera vez, en el contexto de los 

sistemas dinámicos, por H.G .. E. Hentschel e I. Procacciac 41 . A 
los objetos que poseen una curva f(a) no trivial se les conoce 
como mul.tifractales. 

En este trabajo calcu1amos 1a función f(cx) para 1a 
frontera de las cuencas de atracción de dos sistemas biestables 

que físicamente tienen comportamientos distintos con al 
objeto de estimar si puede ser utilizada para hacer 
comparaciones entre distintos procesos dinámicos. 

Las primeras siete secciones del capitulo 2, son una 
introduc~ión u la teoria de la medida y el concepto de 
dimensión que se ha utilizado para catacterizar conjuntos 
fractales. Posteriormente presentamos el forma1ismo propuesto 
por T. Hasley et a1 121 para caracterizar estructuras fracta1es 
de objetos comp1ejos, a saber 1a función f(«). En este 
capítu1o proponemos también un nuevo método para e1 cá1culo de 
1a función f(cx) y probamos 1a va1idez de este nuevo aétodo en 
un conjunto de cantor de dos esca1as. En e1 capítu1o 3, se 
introducen los sistemas con 1os que trabajaremos: e1 mapeo de1 

3 



c;:irc::ulo y el billar de Sinai. Como es bien sabido, el mapeo 
del. círcul.o ha servido como un modelo para estudiar sistemas 
que poseen un dina.mica disipativa; el bil.lar de Sinai, en 
cambio, es un sistema Hamil.toniano. En el. capitulo 4 se hace 
una breve introducción al. estudio de l.a frontera entre 1.as 
cuencas de atracción del. mapeo del circulo y de una 
modificación del billar de Sinai que presenta biestabilidad. 
Posteriormente se calcula l.a funcion f(~) para l.a frontera de 
l.as cuencas de atracción de ambos sistemas. Final.mente damos 
nuestras conclusiones. 

JlEFERENCJ:AS 

[l) J. Gleick, Chaos, Viking Press (1987). 
[2) T. Hasley, M.H. Jensen, L.P. Kadanoff, :i:. Procaccia and 

B.J:. Shraiman , Phys. Rev. A 33, 1141 (1986) 
[3] A. Renyi, Probability Theory, North Holland, Amsterdam 

( l.970) . 
(4] H.G.E. Hentschel and :i:. Procaccia, Physica 8 D, 435 

(l.983). 



2. DIMENSIONES FRACTALES Y LA FUNCION f(~) 

En este cap~t~lo hab:a~e~cs pr~~er~ del conceoto de 
dimensión que es ~no de les ~o~ceptos utilizado~ para 
caracterizar regimenes =a=t~=cs. ?=s~eriorrnente definiremos 1a 
función f(~) que escá 1nc1~amence rela=ionada ccn esce concepto 
y por último veremos ¡_n e j e:mp :.o donde se aplica una técnica 
nueva para el cálculo de la funci5n f ~- Cna cécnica similar 

fue publicada posteriormente pcr ~- =hha~ra y R.V. Jensen'' 1 

La dimensión es un concept~ importante ya que nos provee 
de un método preciso para hablar del número de variables 
independientes inherentes al sistema. Este concepto se ha ido 
desarrollando lentamente desde el siglo pasado cuando 

Poincaréi 2 dió sus primeras definiciones. Sin embargo 
apl.icaciones prácticas de estas nociones se han dado con l.a 
evolución de las computadoras que han permitido generar 
técnicas para calcular la dimensión de objetos complejos. 

Las distintas definiciones de dimensión pueden 
cl.asificarse en dos grupos, el primero se deriva de aspectos 
unicamente geométricos ~ientras que el segundo relacionado con 
l.a teoría de la información. En las primeras secc..:..ones damos 

a19unas nociones básicas de teoría de la medida ! 3 
. .;J que nos 

permitirán dar una descripción del primer grupo pero antes 
daremos algunas definiciones preliminares. 

2.1 Definiciones 

La idea fundamental de la teoría de sistemas dinámicos es 
entender el. comportamiento de un pr·:>ceso iterativo o de un 
proceso que varia con el tiempo. Si el proceso es una ecuación 
diferencial cuya variable independiente es el tiempo, entonces 
1a teorla de sistemas dinámicos pretende predecir el 
comportamiento de las soluciones de la ecuación diferencial en 
un futuro lejano (t......,,) o en un pasado distante (t->-~l. Si el 
proceso éS discreto como las iteradas de una función ., 
entonces la teor1a pretende entender el comportamiento de 1os 

puntos x, ~(x), ~ 2 (x), ... , ~n(x) paran suficientemente grande 
o pequeña (n-+±eo).. Definiremos estos conceptos con más 
precisión. 

Consideremos una ecuación diferencial como un sistema 

dx 
X = f (X) ( 2. 1) 

dt 

donde x x(t) e X es una funci6n definida en R y con va1ores 
en X un espacio métrico de dimensi6n n (1a variab1e 
independiente es generalmente el tiempo). La funci6n f:U-+ X 
es una función suave definida en un abierto U ~ X. Decimos que 
e1 campo vecCorial f genera un flujo ~t: U -+ X, donde 
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~t(x)= i;l(X,t) es una función suave para toda x e U y t en al.gún 

interval.o I (a,b) s; iR, y "' satisface l.a ecuación (2.1) en el. 
sentido que 

(óll (X,t)) 

para toda x e U y r e 
siguientes propiedades: 

I. Es facil ver que .¡, satisface l.a.s 

i) "' = id 

ii) "'•·e="'•' "'e· 
En general, si tenemos como condicción inicia1 

X (O) x
0 

e U, buscamos una solución 

= X • 
o 

En este caso 1# (x
0

, ·): I X define una curva solución o una 

órbic.a de l.a ecuación diferencial basada en x
0

.. El teorema de 

existencia y unicidad nos asegura que la solución existe y es 

únicacsJ para e1 caso de sistemas de ecuaciones lineales, 
caso de sistemas no lineales nos asegura que existe un 
1ocal, es decir, para t en una pequeña vecindad. 

en el 
fl.ujo 

Def"inición 2. l.. Un sis tema dinámico sobre X es una tripleta 
(X,R,~) donde ~ satisface las propiedades anteriores .. 

Dado un sistema dinámico sobre X, al espacio X 
- se les conoce como el •espacio fase"y "el mapeo 
sistema dinámico) respectivamente. 

Si en 1a ecuación (2.1), consideramos que la 
está dada en términos de una matriz A de (n 
coeficientes constantes, es decir, tenernos 

dx 
"' X = Ax con X E X. 

---at" 

y al. flujo 
fase" (del 

función f 
n) con 

(2.2) 

Por una solución de ( 2. 2) entendemos una función vectorial 
x(x

0
,t) que depende de t y con condición inicial. x(O) = x

0
• En 

términos del flujo ~<' tenemos que x(x
0
,t) ~t(x0). La 

soiución de la ecuación (2.2) esta dada por 

= et.A 

donde e~4 es una matriz (n x n) obtenida tomando la exponencial. 

de A 151
• Si fijamos t =Y y hacemos eY• = B, entonces Bes una 

matriz con coeficientes constantes y la ecuación en diferencias 
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B x 

e.s UJ:\ sistema d.inarn.ico 
S.i.ai.l.araente un sistema 
lllapeo no l.ineal. 

discreto obtenido 
no l. inea l. y su 

del. 
fl.ujo 

fl.ujo de (2.2). 
dan l.ugar a un. 

donde G = ~L es una f~ncion vectoriai no lineailSl. 

Cons~deremos un conjunto X~ Una coiección no vacía S de 
su.l:>conj untos de X se denomina una cr-al.qebra si X E S, S es 
cerrado bajo complementación y bajo l.a unión numerabl.e, es 
decir. s~ E Es entonces X~E es y si E 1 , E 2 , ... Es entonces 

u E, E s. Las siguientes propiedades se derivan directamente 
1. :;: l 

de l.a definición. 

Teere•a 2. 2 La intersección 
esta en s. El conjunto va=io, 

numerabl.e de 
0, está en s. 

subconjuntos de s 

Una medida µ. es una función definida en una &-al.gebra s 
de subconjuntos de X con val.ores en el interval.o (O,~} tal. que 

µ. ( .. ) o (2.3) 
y 

(2.4) 

para toda sucesión numerabl.e de conjuntos ajenos {E
1

} en s. 
Se deriva 

creciente~ es 
µ(E) s µ(E'}. 

de la 
decir, 

ecuación 
si E e 

( 2. 4) que 
E' y E, 

u es una función 
E' e s entonces 

Ahora introducimos medidas exteriores que son 
esencial.mente una medida con l.a propiedad (2.4) rel.ajada. 
Formal.mente, una medida exterior v en un conjunto X es una 
función definida en todos l.os subconjuntos de X con valores en 
[0,..,1 tal. que 

V(O) o 

v(A) :s V(A') si A e A' 

7 
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y v( 1~ 1A 1 ) s L v(A,) (2.7) 

l = l 

para cualesquiera subconjuntos (A
1

) de X. 

Una propiedad importante de l.a medida exterior es que, 
gada una medida exterior siempre existe una a-al.gebra de 
subconjuntos de X tai que restringida a éste es una medida. 

Un subconjunto E de X se dice que es v-medibl.e o medible 
con respecto a v si descompone cualquier subconjunto de X 
aditivamente, esto es, si 

V(A) = v(A n E) + v(A,E) ( 2. B) 

para todo A e X­
v-medibl.e. 

Es fácil. ver que si v(E) O entonces E es 

Teorema 2.3 Tomemos una medida exterior v. La co1eccion K de 
subconjuntos v-medibl.es forman un a-al.gebra y v restringida a M 
es u.na medida. 

consideremos (X,d) un espacio metrico. Los conjuntos de 
Borel. son aquel.los que pertenecen a l.a más pequeña a-al.gebra B 
en X tal. que todo conjunto abierto en X pertenece a B- Se 
puede demostrar que esta ~-a1qebra existe. En particular, ios 
conjuntos cerrados son conjuntos de Borel. (ya que por 
definición son el. complemento de l.os conjuntos abiertos), y 
tambien son conjuntos de Borel. l.as uniones numerabl.es de 
conjuntos cerrados (Fa-conjuntos) y l.as intersecciones 
numerabl.es de conjuntos abiertos (G

6 
-conjuntos) 

Una medida exterior v er1 X se denomina una medida métrica 
exterior si 

v(E u F) = v(E) + v(F) (2.9) 

si E y F están positivamente separados, es decir, si 

d(E, F) inf {d(x,y): XEE, yEF) > º-
Teere•a :z. • Si v es una medida 
entonces todos l.os subconjuntos de 
(Para l.a damo•tración véase [3])-

2.3 .. dída de Labesque. 

métrica exterior en (X,. d) , 
Borel. de X son v-medibl.es. 

Daremos ahora l.a definición de l.a medida de Lebesgue y de 

aquí en adeiante consideraremos que el. espacio X = Rn y d es l.a 
aétrica Eucl.ideana. 

Obtenamo• l.a definición de l.a medida n-dimensional. de 
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Lebesgue como una extensión de la definición usual de vo1\.U11eA 

en Rn (en R el volumen guerra decir longitud y en fi
2 area). 

Sea C una celda en Rn definida por 

e 

donde at b
1 

para toda i. Definimos, en forma usua1, el 

volumen de e como 

V(C) 

Si E e iRn, sea 

inf L V(C,) (2 .10) 

donde 
de E 

el infimo 
formadas 

lo tomamos sobre 
por una sucesión 

todas 
{C,} 

las 
de 

posibles 
celdas, 

cubiertas 
as facil 

demostrar que Ln es una medida 
ie llamamos la medida exterior 

exterior en ~n .. 
n-dimensional de 

A esta medida 
Lebesgue. Se 

puede ver que L"(E) es una medida 

considerar a E como una n-celda .. 

conjuntos L"-medibles es llamada 
n-dimensianal. 

métrica exterior, basta 

La restricción de L n a 

la medida de Lebesgue 

Para conjuntos convexos en IR la 
medida de Hausdorff, que definiremos 

medida de Lebesgue y la 
en l.a próxima sección, 

coinciden. En IR" estas medidas difieren unicarnente por una 

constante¡ 31 Sin embargo este no es el caso para conjuntos 
cuya geometria es más compl.eja. En este trabajo estamos 
interesados en estudiar los conjuntos que tienen geometrías 
complejas, a algunos de estos conjuntos actua1rnente se 1es 
conoce como fractales. Estos conjuntos se caracterizan por 
tener la propiedad de autosimilaridad o escalamiento. Es 
decir, dado un conjunto fractal E, construimos una cubierta del 
conjunto. Si nos fijamos en uno de los elementos de la 
cubierta y la amplificamos veremos que construyendo una 
cubierta igual. a la anterior pero con otra escala podremos 
cubrir a todos los puntos que estan en este elemento de la 
cubierta y que pertenecen al fractal. 

B. Mandel.brot ' 61 define un fractal corno un 
dimensión fractal (sección 2. 6) es mayor Cfl . .le 
topológica. Definiremos ahora 10 que entendernos 
topológica. 

obj etL' cuya 
su dirr.C'nsión 
por dimensión 

Sea A un conjunto compacto. La dimensión topológica de A 
es e1 •inimo entero n para el. cual. l.a siguiente afirmación es 
verdadera: Para toda cubierta abierta y finita, u

1
, •• ,u" de 

A podemos encontrar otra cubierta u
1 

,u"' tal. que u
1
'c u

1 
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pa:ra i l., ... , li y cual.esquiera n + conjuntos a- , 
l 

tiene 
~atersección vac~a~ es decir; 

G' ,(""\ U 'r"\ 
l l 

2 

... • ('\ a , 
l 
n•2 

.. 
En 1-a sección 2.5, damos al.gunos ejempl.os donde l.a medida 

de Hausdorff y l.a medida de Lebesque son distintas. 

2.• ._dida de Hausdorff. 

Definiremos ahora l.a medida de Hausdorfftei. Si u es un 
subconjunto no vacio de IR"' definimos el diámetro de u, que 
el-en.atamos por \U , , como 

\U\ = sup {ix-yl: x,y E u}-
Si E e u,u, y o <\u,\ < .s para cada i, decimos que lU,l 

es una .S-cubierta de E. 
Consideremos un subconjunto acotado, E, de IRn y s uR 

entero no-negativo. Para ó > o definimos 

infl,\u,1• (2.l.l.) 

l =' 
donde el. ínfimo l.o tomamos sobre todas l.as .s-cubiertas, lU

1
}, 

numerabl.es de E. Se puede ver fácil.mente que H
6
"(E) es \.lna 

medida exterior en Rn. 
La medida exterior s-dimensional. 

conjunto E e IR"' esta dada par 

ff" (E) l.i.m Hó •(E) 
a~o 

sup H.s •(E) . 
O>O 

de Hausdorff de un 

(2.l.2) 

Este l.imite existe, pero puede ser infinito, ya que H
5
•(E) 

crece a medida que a decrece. Es fácil. ver que n•(E) es una 
l'Madida exterior, más aún es métrica; ya que si .s es menor que 
l.a distancia entre l.os conjuntos E y F separados positivamente, 
ningún conjunto en l.a a-cubierta de EvF puede intersectar a 
alllbos conjuntos, por tanto 

H .S • ( EvF) 

da a<¡\.li ••sigue l.a •iama iqual.dad para n•. La restricción de 

K"' • una ~-al.q•bra de conjuntos Hª-medib1es es 1a medida 
a-diaenaionai de Hauadorff. 

Para cu.al.quier aubconjunto E es el.aro que H" (E) es no 
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creciente a medida que s 

< 1, 1u, 

ademas s < t 

< o, para cada 
se 
i, 

incrementa de e a m, 

entonces el inf I:;IU 
1 

1 • 

ya 
J:lQ 

que si 
~rece. 

Si 

ele donde 

inf ¿ 
por tanto 

H 0
9

(E) 

tenemos 

IU 1 IU j s-t. 

l l 

1u, ,. .. inf 

.. Ós-t. Hot(E) 

.. 1u, lt o•-t. 

I 1u
1

1 t Ó a-t. I 

De esta ültima desigualdad tenemos que si H'(E) es positiva 
entonces ~ (E) es infinita. Luego existe un úniso valor, dim 
E, al que llamamos la dimensión ele Hausd.orff de E y la 
denotamos por DH, tal que 

H 9 (E) si o "' s < ºu• 

Hª(E) = o si o < s < H 

Si ff9(E) = o para toda s entonces º" = o. 
Si c es un cubo unitario contenido en IRn y d.ivid.imos 

sub-cubos ele lado 1/k. Tenemos que si o "' (1/k) n 1
'"' 

H"(C) "' kn(k-
1 n 1

/
2 )n (n 1

/
2 )n, por lo tanto H"(C) < "'· 

si s > n, entonces H9(C) = O y H9(1Rn) = O, ya que IRn lo 
expresar como una unión numerable de estos cubos. De 

sigue que O "' dim E "' n para cualquier E s; IRn. Es 
c1aro que si E e E' entonces dim E~ dim E'. 

2.5 Ejemp1os. 

(2.13) 

e en k" 

entonces 
Luego 

podemos 
aquí se 

también 

Es a veces muy dificil determinar la dimensión de 
Hausdorff de un conjunto y más dificil aün determinar la medida 
de Hausdorff. En esta sección haremos un cálculo aproximado de 
la medida y dimensión de Hausdorff para algunos conjuntos 
conocidos. Además, para algunos de los ejemplos calcularemos 
la medida de Lebesgue y veremos que difiere de la medida de 
Hausdorff. 

Consideremos el conjunto de cantor usual, E definido como 
sigue. Sea E

0
- [0,1], E

1 
[0,1/3Jv[2/3,1], 

E 2= [O, 1/9]v[2/9, 1/3)v[2/3, 7/9]v(8/9, 1), etc., donde EJ+l 
se obtiene eliminando el tercio central de cada intervalo en 
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EJ. E>efini:mos E = n El La medida de Lebesgue de este conjunto 
J = 1 

es cero. Calculemos ahora la medida de Hausdorff. En el primer 
paso tenemos dos intervalos de longitud 1 = 1/3, en el segundo 
paso hay 2 2 intervalos de longitud 1 1/32 y en el paso n 

tenemos 2n intervalos de longitud 1 = 1/3n. Entonces la medida 
ele Hausdorff esta dada por 

n 
2 

H" (E) lim ¿ ( 1/3n ). lim 2n ( 1/3n )ª 
n-+<a l ~ l n-+a> 

{ 
o si 2/3ª < 1 

lim ( 2/3ª )n 1 si 2/3ª 1 
n-+ao 

si 2/3ª > 1 

La dimensión de Hausdorff es entonces el val.ar de s tal que 

2/3ª = 1. Es decir, s = l.n 2/ln 3 = 0.6309 ••• Donde l.n denota 
el logaritmo en base e. 

Figura 1. - Una aproximación a la curva de Koch. 

Un ejeap1o, donde la medida de 
--.lida de Hauadorff ea uno, es 
denotareao• por K. Consideremos el. 

12 

Lebesgue es infinita y l.a 
la curva de Koch, que 
interválo unitario [0,1]. 



En ei primer paso, dividimos el intervalo en tres partes 
iguales. El tercio central lo sustituimos por dos segmentos de 
l.ongitud un tercio (véase la figura l.). Nuevamente dividimos 
cada segmento de recta en tres partes iguales, el tercio 
central de cada segmento lo sustituimos por dos segementos de 

l.ongitud l./3
2 Tendremos entonces 4" segmentos de l.ongitud 

1./3 2 .. Continuando este proceso,. tendremos en e1 n-ésimo paso 

4n segmentos de longitud l./3". Oe donde, la dimensión de 
8ausdorff esta dada por 

n • 
l 

1 
) • = ff" (Kl l. im ¿ 

n->= i.=t 3n 

l 
4 J n = \ : 1.im 

n-+<o 3• 

l 
La dimer.sión de Hausdorff es el val.or de s para el. cual. 

4/3s = l, es decir, s = ln 4/ln 3 = 1.26185 ... 
La l.ongitud de l.a curva es infinita, es decir, la medida 

de Lebesgue del. conjunto es infinita. 

2.6 Dimensión Frac~al. o de Capacidad. 

Empezaremos definiendo 
capacidad. Consideremos un 

l.a d iroensi.ón 
conjunto compacto 

fractal o 
E contenido 

de 
en 

Rn.. Sea E. > O. 

e y centro en 
menor numero de 
el. conjunto E. 

Denotamos por B(x,c) la bola cerrada de radio 

x E. ~n.. Definimos el entero, N(E,c) como e1 
boias cerrada de radio e necesarias para cubrir 
Es decir, 

H(E,c} = mínimo entero positivo M tal que E e 

para al.gi.in conjunto de puntos distir.tos {x
0
:n 1,2, ... ,M }e X. 

H(E,c) e><.iste ya que para cada punte x s E cc-.;-,struimos una bola 
abierta de radio e > o. Esto define una cubierta abierta de E. 
Como E es compacto, podemos extraer una subcubi.erta abierta 
finita que consista en digamos M bolas abiertas. Tomando l.a 
cerradura de cada bol.a tenemos una cubierta formada por M bol.as 
cerradas. Sea e el. conjunto de cubiertas de E que tienen a 1.o 
••s W bol.as de radia c. Entonces e tiene al menos un eiementa. 
Defini•o• f: e__... {1,2, .•• ,M} como f(c) =número de bo1as en 1.a 
cubierta e E c. Entonces tf(c): ce C} es un conjunto finito 
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d.e enteros 
N(E,c). 

positivos. Por tanto contiene 

La iciea intuitiva que hay Gietras Gie l.a 
as que un conjunto E tiene dimensión fractal 

N(E,e) -o 
~ e " 

Despejando D
0 

tenemos que 

D 

" 
l.n N(E,c) 

l.n( l./e) 

el. menor 

dimensiOn 
D si o 

Esto nos l.l.eva a l.a siguiente definición. 

entero, 

fractal. 

(2.l.4) 

Sea E compacto contenido en IRº. Para toda E: > o, sea 
N(E,c) el minimo nümero de bolas cerradas de radio e necesarias 
para cubrir E. Si 

D = l.im { 
C--+O 

l.n (N(E,c)) 

l.n (l./c) 
} (2.l.5) 

existe, l.o l.l.amamos l.a dimensión fractal. de E y lo denotamos 
como O = D 

o 
Podemos extender esta definición a subconjuntos acotados A 

contenidos en ~n como sigue: 
Denotamos por N(c:) el. minimo numero de bol.as de radio e > O 

necesarias para cubrir a A. Si 

D l.im 
C->O 

{ 
sup {-l._n_N_(_c_'_>_} 

l.n(J./c') 
e' e (O,c) }} (2.l.6) 

existe, entonces l.o ll.amanos l.a dimensión fractal. y l.o 
denotamos como O = D .. 

o 
No es dificil probar que estas dos definiciones son 

equivalentes para conjuntos compactos. 
Hay algunas variaciones de la definición que son 

prácticamente equivalentes a ella, sin embargo para ca1cu1ar 1a 
dimensión fractal de conjuntos generados experimental.mente es 
conveniente en general utilizar celdas ~-dimensionales de lado 
i para cubrir al conjunto. Tenemos el si9uiente teorema. 

Teoreaa 2.S Consideremos un conjunto acotado, A, contenido en 

~n. C'ubrimos R" por celdas de lado 1, tal que la intersección 
entre dos cel.das sea unicamente sus l.ados. Denotamos por N

1
(A} 

•1 número de celdas necesarias para cubrir a A. Si 
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{ l.n N, (A) 

} E> - - l. im (2.l.7) 
1-+0 l.n ( .l ) 

existe entonces es igual a la dimensión fractal E> = D . (Para o 
la demostración véase (3]). 

Aú:n cuando es posibl.e construir ejemplos matemáticos que 
muestran que o" < 0

0 
no es claro que en sistemas que 

provienen de fenómenos físicos haya a1quna diferencia. De 
hecho para una gran cantidad de objetos fractales coinciden. 

Por ejemplo si tomamos bolas de radio o -.ln·l, cada cubo 
estará contenido en una bo1a. La medida s-dimensiona1 de 
Hausdorff (si la cubierta formada por los cubos al.canza •1 
ínfimo) esta dada por 

(ecuación (2.l.4)). Y tomando el. limite cuando .l-+ o, tenemos 
que J.a dimensión de Hausdorff, será distinta de cero o infinito 
si y solo si s = 0

0
• 

Veamos un ejemplo. Consideremos el. triángulo de 

Sierpinski en R 2
, s, con vértices en (O,O), (l.,O) y (O,l.) 

(fiqura 2). consideremos o v"Z•(l./2)" para n = O,l., 
Entonces una posibl.e cubierta para el triángulo de Sierpinski 
se puede construir con 3n discos de diámetro VZ•(l./2)n. 
Suponemos que con esta cubierta se al.canza el ínfimo. Entonces 

H 6 ·es> = 3n (V2" } . ( 1/2} ns para n = 1, 2, . 

Luego 

(~r } H'"(S) J.im ( 3n (V2" } . ( 1/2) ns 1im { (v'2 ) . 
n-+<D n-+-

{ 
- si 3/2" > l. 

(V2" 
) lnC3)/Jn(2l si 3/25 1 

o si 3/2. < l.. 

PGr tan te 1a dimensión de Hausdorf f es s 1n(3)/1n(2). 
Para cal.cul.ar 1a dimensión fractal basta observar que en 
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... 

el. primer paso , n 1, si tomamos cel.das de l.ado l 1/2, 
necesitamos 3 ce1das para cubrir el triángulo. En l.a segunda 
generación, e1iminamos e1 triángu1o centra1 (como se muestra en 

1a figura 2) entonces l 1/22 y necesitamos 3 2 cel.das para 

cubrir e1 conjunto. Continuando así en e1 paso n, 3n ce1das de 

l.ongitud l= 1/2n cubriran el. conjunto. Por tanto N
1 

(S) 3, 

N
2

(S) = 9, Nn(S) = 3n paran = 1,2,3, Por tanto 

l.im 
n-+a> 

(0,0) 

(O, I) 

l.n ( 3) 

l.n ( 2) 

(1,0) 

Figura 2.- Una aproximación 
Sierpinski. 

al Triángu1o de 

Al. inicio del. capitulo hablamos de 
definiciones de dimensión, pasaremos ahora 
segundo grupo que ha diferencia de éste nos 
probabi1istica del concepto de dimensión. 

2.7 Dimensión de Información 

dos grupos de 
a discutir el. 
da una noción 

La dimensión de información, a diferencia de 1a dimensión 
fractal. 0

0 
que no ref1eja la inhomogeneidad de l.os conjuntos 

fractal.es E que se están midiendo, nos permite estiaar l.a 
cantidad de información adquirida cuando se hace una aedición 
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en un nive1 de reso1ución dado. 
Antes de dar 1a definición de dimensión de información 

haremos una breve revisión de como surgió e1 concepto a fin de 
entender posteriormente l.as dimensiones general.izadas Dq 

definidas por A. Renyi' 91 en teoria de probabiiidad y 

util.izadas más tarde por H.G.E. Hentsche1 e I. Procacciat•ol en 
&1 contexto de sistemas dinamicos. 

Si sabemos que a1gunos objetos están en cierto conjunto E, 
dar una información completa de uno de los objetos significa 
especificar cual de l.os elementos del conjunto E es e1 que 
estamos considerando. La cantidad de información que recibamos 
depende, evidentemente, del numero de elementos de E. Si E 

contiene exactamente N = 2n el.ementos, estos pueden etiquetarse 
mediante numeres binarios que contienen exactamente n digitos; 
entonces cada el.emento estará determinado de manera Unica por 
una sucesión de 1ongitud n que consiste de ceros y unos, por 

tanto por n unidades de información. De N 2" obtenemos que 

n iog
2
N. Esto ie dió ia idea a R.V. Hartiey en i92s' 111 de 

introducir 1a noción de ia medida iogaritmica de ia información 
que se obtiene al escoger un elemento de un conjunto de N 
e1ementos, donde todos los e1ementos son equiprobab1es, 
definiendo 

I 1og
2 

ia 
un 

con p = i 

N 

probabiiidad de 
conjunto de 

(2.iS) 

escoger un 
N eiementos 

Es decir, p representa 
determinado eiemento de 
equiprobabies. 

Veinte años más tarde e.E. Shannon' 121 consideró un 
conjunto E que consistia de N eiementos, donde ia probabiiidad 
de escoger cada uno de los elementos no es 1a misma - De 1a 
ecuación (2.iS) tenemos que 

N 

I iog
2 

N L 
1 = 1 

J_ 

N 
iog

2 

(
_i 1= i _i iog2 (-]_ ) . 

i 1=1 N p 
~ 

Suponiendo que la proba~ili3ad de escoger cada elemento no es 
1a misma, obtene~cs .. 

I = ¿ P, iog
2 

ci/p
1 
l. (2.19) 

1 = 1 

donde p
1 

es ia probabiiidad de escoger ei i-ésimo e1emento. A 

esta cantidad se ie conoce como ia entropía de 1a inforW1ación y 
de aquí en adeiante ia denotaremos unicamente por I. 
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Consideremos ahora un conjunto fractal E y lo cubrimos con 
~eldas de longitud l. Definimos como p

1
(1) la probabilidad en 

1a i-celda. La dimensión de información se define como 

lim 
¡-+O 

I ( 1) 

ln 1 

donde I(l) es la entropia de información (2.19), 
aumentamos la 1 para recalcar su dependencia en la 
En esta def iniciOn sustituimos el log

2 
por el. ln, que 

( 2. 20) 

pero 
escal~ 
denota 

le 
1. 
el 

logaritmo natural., para ser congruentes con las definiciones 
que siguen. Notemos también que ahora la sumatoria sera sobre 
todas las celdas, N(l), que contienen puntos de E. 

Si la probabilidad de todas las celdas es la misma, es 
decir, p

1 
l/N(l), entonces I(l) ln N(l) y la dimensión de 

información se reduce a la dimensión fractal. Como ln N ( 1) 

I ( 1) 0
0

"' 0 1 • 

Una variedad 
describieron en (6) 
equivalentes a 0

0 
ó 

de otras definiciones de dimensión se 
con la conclusión de que todas estas son 

0
1

• De hecho la diferencia entre 0
0 

y 0
1 

radica en una medida de no uniformidad del conjunto. Mas tarde 

Hentschel y Procacciai 101 mostraron que hay un número infinito 
de dimensiones Dq {q varia de a ~> todas distintas y 

rel.evantes 

dimensiones 

para describir 

son las definidas 

un conjunto fractal. 

por A. Reny i r 9 1 
• 

Estas 

2.8 Dimensiones 

Renyi dió un paso mas y aplicó lo qu.e. llama el promedio 
general a través de una función a la ecuacion (2.19). Tomamos 
un conjunto E formado por n conjuntos disjuntos por parejas E

1
, 

j 1, .... n. Consideremos la función hq definida por 

hq(x)= e''~'· con q •l. El promedio general se define como 

I 

l 
~q ln L: p q 

J = 1 J 

Para aplicar (2.21) al conteo de 
I(.l) y cambiamos n por N(l) que 
contienen puntos del conjunto 

dimensión estara definida como 

18 

(2.21) 

las celdas sustituimos I por 
es el numero de celdas que 
fractal. Entonces la O 

q 



E> 
q - - l.iDI 

1-+0 

I(l) 
l.n l 

l.a definición ver que aq 
q,. es decir, Dq < Dq~ para 
fractal.. Si tomamos el. 

se puede 

decreciente en 

l.a dimension 

es una 

toda q > 

l.im o 
q 

(2. 22) 

función 

q'. ºº 
tenemos 

:no 

es 

l.a 

di•ensión de información. 
ecuación (2.22) como 

q 

Para ver esto reescribimos l.a 

o 
q 

l.im 
1-+0 

l. 

q - l. 

l.n r: pJ exp [ (q-l.) l.n pJJ 

l.n l 

expandiendo en serie de Tayl.or l.a función exponencial. obtenemos 

o 
q 

l.im 
1-+0 

l. 

q - l. 

l.n 

l.n l 

Expandiendo nuevamente en serie de Tayl.or el. l.ogaritmo 
obtenemos l.a dimensión de información en el. l.ímite cuando q J.. 

Vamos ahora a dar otra definición de las dimensiones Oq y 

demostraremos que son equivalentes. 
Nuevamente consideremos a E un conjunto 

por n conjuntos disjuntos por pares EJ, 

Supongamos que cada Ej tiene l.ongitud l J y 

donde I:: lJ ~ l. y r: pJ l.. Entonces 

P_. 
q 

r: l. 
J=l l. ~tq) 

T (q) (q-J.) oq. 

J 

fractal. formado 
j l., ... n •• 

probabil. idad p J, 

(2.23) 

vamos primero a considerar e1 caso particu1ar en que q ~ o 

l. 
' = 1 

Considerando que E está 
por pares E J , cada uno 

l.ongitud 1 para cubrir a 

El. nümero N(l) es ahora 

(2.24) 

formado por n subconjuntos disjuntos 
cal.das de de longitud l J Tomamos 

E de tal forma que l s min d(E ,E ) . 
l. J 1 J 

l.a SUJlla de donde N J ( l } es el. 
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ciaeir, 

n 
N (l) =l:Jll(.l) 

l ... l. j 
(2.25) 

Si. nos fijamos unicamente en E
1 

y l.a cubrimcos por cel.das más 

pequeñas de tamaño .l J • .l , tendremos el. mismo numero N ( .l) ele 
cel.das que intersectan al. conjunto, dada l.a autosimil.aridad del. 
conjunto E, entonces 

(2.26) 

De l.a definición de dimensión fractal. (2.l.4) 

N ( l) ~ 1-ºo 

por l.o tanto 

sustituyendo estas dos ul.timas rel.aciones en l.a ecuación (2.25) 
obtenemos (2.24). 

Ahora estudiaremos el. caso general., es decir, deduciremos 
l.a fórmul.a (2.23). 

Consideremos nuevamente el conjunto E U E
1

, 

j l., •.. ,n. Cada E 1 está caracterizado por (lJ,p;) donde .1
1 

es el. factor de escal.amiento y pJ l.a probabil.idad de estar en 

E 
1

. Para medir este conjunto dada una cierta resol.ución por 

conteo en el. numera de cel.das que cubren a E, obtenemos de l.a 
ecuación (2.21) 

:I ( l ) l. l.n N.J_l)t," 1=--q ,_ (2.27) 
l ::= \ 

donde, para evitar confusiones, t, es l.a probabil.idad en l.a 

i-cel.da y '[ t
1
= l.. 

Tornarnos cel.das mas pequeñas de tamaño 1
1
·1 y nos fija.mes 

unicamente en E 
1

• 

es s
1
= p J t, y 

!: s, = p 1 con j 

función de Renyi 

La probabil.idad de estar en l.a i-cel.da de EJ 

l.as s, están normal.izadas a p 1 , •• decir, 
l., .• ,n. Por tanto, util.izando nuevaaente l.a 

(2.20). 

20 



H ( l) 
1n I: t

1 
elq-1.l\n pJi..l = 

l ~ 1 

H ( l) 
in L 

1 = 1 

l. 
- l.n PI+~ 

- ln p
1 

+ I(l) 

H(l) 
l.n '[ t," 

l = 1 

Esta ültiaa igualdad viene de (2.27) sustituyendo l por 1/1
1 

(2.28) 

Apl.icando la función de Renyi (2.20) sobre los conju,.,.tos con 
probabilidad p

1 

I(l) '[ 
j = \ 

sustituyendo (2.28) en (2.29) 

l. 
I(l) = r--q ln t 

j = 1 

P 
1 

e n-ql 1 J t 1 l 

p q 
J 

8
l1-q11<1/tJl 

(2.29) 

(2.30) 

y utilizando (2.22) tenemos I(l) ~ - D(q,1) ln 1. Suponiendo 

D 

" 
lim D(q,1) 
l->o 

sustituyendo en (2.30) y eliminando los términos iguales 

ln '[ 
.\ = \ 

p q 

J 
l l l-q)Dq = Q 

} 

de donde t&nemos directamente la ecuación (2.23) 
Pasare~os ahora a definir la función f (a) 

inti~amente relacionada con 1as dimensiones O . 
q 

2.9 La Función f (a). 

que está 

Recientemente T. Hasley et 
función que denominaron la función 
vista es 1o que se conoce coao e1 

al.. 1 ' 
3 1 construyeran una 

f(«). Este nueve punte cae 
for.alis•o teraodináaice de 

21 



-
"' 
.. 
... 

ios objetos fractales. 
consideremos un conjunto fractal 

dimension n. CUbrimos a E con celdas 
E en un espacio fase de 
disjuntas por pares E

1 
y 

consideramos P, ia probabilidad en 

una medida µ. (x), 

la i-ésima celda. Esta 

probabilidad genera dada por 

P, .r dµ. (X) µ.(E,) 
1-c a.Ja. 

Para describir .la medida fractal de manera mas cuantitativa 
vamos a suponer que todas .las i-cel.das, a diferencia de 1a 
sección anterior, tienen la misma longitud 1 « 1. Definimos un 
exponente de escalamiento a como aquel. para el cual 

ex 
P, .. 1. 1 ( 2. 31) 

Se dice que la probabilidad en la i-ce1da escala con 1.. Las cx
1 

toma.1 un rango de valores que corresponden a regiones con 
distinta medida. El exponente a: 

1 
se conoce como el exponente 

de Lipshitz-Hó1der. Puede haber varias celdas con el mismo 
exponente m

1 
y el número de celdas escala con 1 como 

N(cx,1.) ~ .l-c<oo (2.32) 

donde, por (2.14), f(a) es la dimensión fractal del conjunto 
celdas caracterizadas por el mismo exponente a. 

Para determinar la función f(a) de un conjunto dado, 

Has1ey et al 113 1 la relacionan a propiedades observables de 
medida. Esto es, relacionan f(cx) al conjunto de dimensiones 

definidas en la sección anterior (ecuación (2.22)) . 
Definimos 

X (q) (2.33) 

de 

T. 

la 
o 

q 

para < q < Para q =o (2.33) nos da N(l.), el número de 
celdas de longitud 1. necesarias para cubrir el conjunto fractal 
E (en la región donde p

1 
O). Por tanto 

X (O) 

Donde D
0 

es la dimensión fractal. 

como e1 número de celdas que escalan con la misma « •• 
proporcional a 1.-not> tenemos de (2.33) 

X(q) ., J .l qcx 1-r ((Xl dcx (2.34) 

Caao i es muy pequeña, aplicando el método d• punto si11at• 31
, 
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vemos que la ecuación (2.34) estará dominada por el valor de a 
que haga aq f(a) sea mínima. Si llamarnos cx(q) al mínimo 
valor de a tenemos que 

X(q) a 1.qa:<q1-c,a:<.:;i:l > ( rr ) 

(d2 f/d.:x 2
) ln 1 

(2.35) 

Para calcular la mínima "' tenemos que suponer que la función 

esto es f (a) es de c1ase c2 y utilizar los métodos del cálculo, 

d 

) a:=cx (q) a:q - f (a:) o 
da 

d2 

) a=a ( q) y 2 o:q - f (ex) > o 
do: 

de donde 

f' (cx(q)) = q f''(a(q)) <o. 

De las ecuaciones (2.22) y (2.35) tenemos que 

X (q) 

ln 1 

Por tanto 

D 
q 

qa ( q) 

De aquí podernos ver que si 
valores de a obtenemos D 

q 

derivando respecto a q 

a(q) = d~ ( (q 

f(a(q)) 

conocemos f (a) 
Reciprocamente, 

d 1: (q} 
dq 

y por tanto sustituyendo en (2.36) tenemos 

f(a(q)) = q o:(q) (q - 1) D 
q 

(2.36) 

y el espectro de 
dada D obtenemos 

q 

(2.37) 

(2.38) 

es decir, que la función f(a) es la transformada de Legendre de 
1:" (q) • 

Una propiedad interesante de la derivada de i:(q) se puede 

ver en 1as siguientes ecuaciones. 

que 

De la ecuación (2.22) vemos 
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d. 

dq 

1im 
.l-+o 

P,"' 
1 111 ~~~~~~~~-

.l-+ o 1og .l 

L pl q lag P, 

1g.lí:p," 

E>&~iAimos a p_ e1 minimo vaior que toman ias P,· Entonces 

~(q) 

dq 1 q-+-<0 = 
1im 
.l-+a 

donde 

decir, 

debe a 

I:~ indica una suma sobre l.as 

e1 número de i's ta1 que p
1 

(2.31). De manera simiiar 

~(q) 

dq 

= iim 
.l->O 

ce idas 

p • La 

iog p_ 

iog .l "'-
donde 

uitima 
P, p_, 

igua1dad 

Dado que p_ < P, < P. tenemos oo:_iog .l < a:• l.og .l < "'.l.og 
como 1og .l es negativo Ot < "' < "' - para toda i. Es decir • 

.l 

es 

se 

y 

que 

el. máximo valor de a:' "' "'- y ei minimo valor de a. está 
aax 

dado por cx•
1

n= a ... 

Anaiizando l.a función f(a:) vemos que es una función 
diferenciable, convexa, con un maximo en q = O y con pendientes 
infinitas en q = ±"' Más aun, para q = 1 tenemos f(a:(1)) 
= a:(1) y f'(a:(1)) 1, es decir que ia función f(a) es siempre 
tangente a ia función identidad. 

El. problema que se nos plantea es encontrar una forma de 
cal.cuiar ia función f(a). 

2.10 Calculo de la función f(a:). 

E1 método que propone T. Has1ey et ai 114 1 para cal.cu1ar 
1a función f(a:) es considerar 1a ecuación (2.23) pero tomando 
un escalamiento uniforme, es decir, l..a misma l... El. segundo 
método es unicamente una adaptación del. primero para conjunto& 
fractales cuya distribución en el. espacio fase es auy 
irreguiar. 

E1 primer método ha sido uti1izado con bastante 9xito en 
1os casos en 1os cual.es 1a distribución da puntos en a1 
conjunto es más o menos uniforme. Sin embargo cuando esto no 
sucede se obtienen errores. coao en ios casos que •• 
ana1izarán en este trabajo, e1 conjunto da puntos no ast• 
uniformemente distribuido, proponemos otra forma da ca1cu1ar 1• 
función f(a). Posteriormente a 1a rea1ización de este trabajo 
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fue puJ:>l.icado ucn método simil.ar al. que usamos aqui. 
Consideremos una función de partición dada por l.a ecuación 

(2.23), pero escogeremos todas l.as cel.das que cubren al. objeto 
fractal. con l.a misma l.ongitud l. Tenemos util.izando (2.22) 

" I: 
1= 1 

sacando l.ogaritmos y depejando -e tenemos 

Derivando -e 
l.a ecuación 
l.l.amamos 

g (q) 

l.n 1 

respecto a q obtenemos a (2.37) 
(2. 38) obtenemos una función 

l. 

l.n l 

(2.39) 

Sustituyendo a en 
impl.icita de q que 

(2.40) 

La rel.ación que hay entre esta función y l.a función f (a.) es 
obvia de hecho tenemos que f(a(q)) = g(q) 

Uno de l.os probl.emas que se presentan para cal.cul.ar l.a 
función f(a) numericamente, es 1a re1ación que existe entre 1a 
cantidad de puntos que tenemos del. conjunto fractal. y l.a 
l.ongitud de l.as cel.das, 1. Si l es demasiado grande o bien 
demasiado pequeña obtenemos errores muy grandes en 1a rama 
derecha de l.a función f(a) Para determinar el. rango de 
va1ores de i apropiados para hacer el cá1cu1o numérico, 
graf icamos el. l.ogaritmo de l contra el. l.ogaritmo del. número de 
cel.das distintas del. vacío y l.os puntos donde tenemos l.a mejor 
aproximación a una recta, son los puntos donde debemos escoger 
l. Este criterio se probó en varios ejempl.os donde l.a función 
f(a) se puede también cal.cul.ar anal.iticamente y se observó que 
1as aproximaciones obtenidas eran muy buenas. Mas aún, :La 
pendiente de l.a recta es el. negativo de l.a dimensión fractal. 
ºo· 

Uno de l.os ejemplos donde se util.izó el. criterio antes 
mencionado es el. conjunto de Cantor de dos escal.as como el. que 
describimos a continuación. 

2.13. conjunto de Cantor de dos escalas. 

En esta sección anal.izaremos un conjunto de Cantor de dos 
escal.as como el. que se muestra en l.a figura 3. La razón 
principal. de util.izar este ejemplo es que el. conjunto fractal. 
que resulta no está uniformemente distribuido en el. espacio. 

La ventaja de estudiar este modelo radica en que l.a 
función f(m) puede ser cal.cul.ada "anal.itica" y numéricamente. 
Describiremos primero l.os cál.cul.os numéricos y posterie:r'lllente 
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l.a construcción "analitica". 
Para hacer el anaiisis numérico tenemos primero qu.e 

generar ei conjunto de Cantor. Hay varias formas de bacer1o y 
en este texto describiremos dos de eiias. Mediante 1a primera 
generamos paso a paso el conjunto de Cantor, en tanto que con 
1a segunda generamos los puntos del conjunto de Cantor que 
corresponden a los pasos que son potencia de dos, razón por 1a 
cua1 1a segunda forma es mas eficiente. 

n=O 

n =1 

• 
• 
• 

o 

J.~ 
~ 

.1.1 

• 
• 
• 

3.-Figura Una aproximación al 
de dos escalas, I

1
= l/4, I

2
= 2/5, 

.1.z 

• 
• 
• 

1 

Conjunto de Cantor 
P

1 
= p

2 
= 1/2. 

Empezaremos describiendo la primera forma. Queremos 
construir un conjunto de Cantor como el que se muestra en ].a 
figura 3. Es decir, consideramos dos escalas I

1
= 1/4 y 

I 
2 

= 2/ 5. Para generar este conjunto podemos ver que a I 
1 

y I 
2 

los podemos reescribir como I
1
= 5/20 y I

2
= 8/20 

respectivamente. El intervalo que eliminamos en e1 primer paso 
mide 7/20. En el segundo paso tendremos cuatro intervalos de 

longitudes I
1

2 = (5/20) 2
, I

1
I 2 (5/20) (8/20), 

1
2

1
1 

(B/20) (5/20) y i/ (B/20) 2
• En este paso e1iminamos 

dos nuevos intervalos de longitudes (5/20) (7/20) y 
(8/20) (7/20). continuando este proceso tenemos en e1 tercer 

paso ocho interva1os de l.ongitudes I~ (5/20) 3
, I

1

2 I
2 

(5/20) 
2 
(8/20)' (5/20) (8/20) (5/20)' 
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(5/20) (8/20) 2
, l l 

2 

2 ' 
(8/20) (5/20) 2

, l l l 
2 1 2 

(8/20) (5/20) (8/20) l,_21 (8.'20) 2 (5/20), 1.
2

3 =(8/20) 3
• En 

este paso el.iminamos cuatro nuevos interva1.os de 1ongitudes 

(5/20) 2 (7/20) (5 20) (8.'20) (7/20)' (8/20) (5/20) (7/20) y 

(8/20) 2 (7/20). Los extremos de 1.os interval.os con 1.os que nos 
quedamos son puntos que pertenecen al. conjunto de Cantor, es 
decir, l.os puntos del Cantor estan dados por 1.a sucesión a

0
= O, 

a,= a
0

+ (5/20) 1
, a

2 
a~ (5/20) 2 (7/20), a

3
= a

2
+ (5/20) 2 (8/20), 

a~= a
3
+ (5/20) (7,'20), et.::. Continuando este proceso podemos 

generar tantos puntos como se deseen. Sin embargo este no es 
un algoritmo apropiado para ser usado en la computadora. Una 
forma de simplificar este proceso consiste en fijarnos 
Unicamente en los numeradores de estos números, con los cua1es 
formarnos l.as siguientes cadenas de números: 

Primer paso 

Segundo paso 

Tercer paso 

5 

55 57 58 

555 557 558 

855 857 858 

7 

7 

57 

87 

8 

85 87 88 

585 587 588 

885 887 888 

7 

Es decir, cada vez que en l.a cadena del. paso anterior aparezca 
como último numero, un 5 o un 8, generamos tres nuevos números 
cuya ultima cifra sera 5, 7, a. Si la cadena del paso anterior 
terminó con un 7, ya no tenemos que hacer nada, pues ésta 
representa el intervalo que eliminamos; sin embargo, para hacer 
los calculas eficientemente en 1a computadora nos conviene 
completar estas cadenas con el número 20.. Esto equivale a 
mul.tipl.icar 1.a 1.ongitud de 1.os interval.os que el.iminamos por 
20/20 es decir, por l.a unidad tantas veces como sea 
necesario hasta tener cadenas con l.a longitud del. paso que 
estemos considerando. Por ejemplo, en el paso dos tenemos 
cadenas con dos números. Por ello la cadena que corresponde al 
intervalo que eliminamos sera 7(20) en vez de 7 únicamente. 

Ahora bien, para generar todos los intervalos relevantes 
para ia construcción del conjunto de Cantor, tanto los que se 
quedan como los que quitamos en cada paso, multiplicamos y 

dividimos todos los números del numerador por 20n. donde n es 
el paso. Los puntos que perten~c:en al. conjunto de Cantor 
estarán dados por 1a misma sucesion que tenemos lineas mas 
arriba. Esta construcción de 1.os interval.os del. conjunto de 
Cantor supone conocer el. paso n para generar el paso n+l.. Sin 
elllbargo, habiendo entendido el. mecanismo podemos generar 
directamente el. n-ésimo paso. 

En •1 n-ésimo paso tendremos como primer arreg1o una 
cadena de n-cincos.. Damos entonces inicio a1 proceso de 
cambiar l.os cincos de derecha a izquierda de l.a siguiente 
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forma: tomamos el n-ésimo 5 y J.o caml::>iamos primero por U.A 
siete y luego por un ocho; obtenemos entonces 1os arreq1Ci>s 
s ... S7 y 5 ... 58 respectivamente. Continuamos con el. 
(n-1)-ésimo 5 y hacemos lo mismo, es decir, lo cambiamos por un 

7 y un S. Sin embargo, esto provocará que tengamos que cambiar 
los últimos números por el número 20 si el (n-l.)-ésimo es el. 
numero 7, y con un 5 si el (n-1)-esimo es un s. Obtenemos pues 
los arreglos 55 ... 57(20) y S5 ... S8S. Ahora bien, como 
generamos un nuevo 5 en el n-ésimo lugar, éste lo tenemos que 
cambiar por un ~ y un a, obteniendo asi dos nuevos arreg1os, a 
saber el ss ... S87 y 55 ... 588. Ahora vamos a mover el números 
que tenemos en el. lugar (n-2), y repetimos el proceso 
obteniendo entonces el SS ... S7(20) (20) y el SS ... S8SS. Tomamos 
del. último arreglo generado el n-ésimo S y lo cambiamos por 7 y 
8, esto es, obtenemos el SS ... S857 y el SS ... S8S8. Luego 
cambiamos el s que está en el (n-1)-esimo lugar por un 7 y un 
8, rellenando el n-ésimo lugar con e1 número 20 si e1 
(n-1)-ésimo es un 7, y con un s si el (n-1)-ésimo lugar es un 
8. En este último paso obtenemos pues el SS ..• S87 ( 20) y el. 
SS ... S88S. Continuamos este proceso hasta que hayamos cambiado 
el. primer S de la cadena. 

En resumen diremos que debemos cambiar los números 5 con 7 
y 8 empezando de derecha a izquierda, pero una vez que aparezca 
un 7 el resto de lugares se llena con el. número (20) y cada vez 
que aparezca un 8 el resto de lugares se llena con cincos. El. 
proceso vuelve empezar cambiando el primer 5 de l.os últimos 
numeras generados que se encuentre en la cadena, pero 
iniciando siempre en el lado derecho. Como ejercicio es muy 
bueno hacer esto varias veces para entender bien e1 
procedimiento. 

Estas cadenas representan todos ios intervalos en la 
construcción del conjunto de cantor, tanto los que se quedan 
como los que quitamos. Para obtener l.os puntos del conjunto de 
Cantor construimos la serie como .10 hicimos anteriormente .. 
Esto es, los puntos del conjunto de Cantor son a

0
= o, a

1
= 

a+ o 

a= • 

(5/20) 0
, a

2
= a

1
+(5/20)n-I(7/20) 

a
3
+ (S/20) 0

-
2 (7/20) (20/20) Por 

a+ 
2 

(S/20) n-l (8/20), 

tanto en el n-esimo 

paso generamos 2
n+l puntos pertenecientes al. conjunto de 

Cantor. 
Otra forma aún mas eficiente de generar un conjunto de 

Cantor 1a describimos a continuación. 
Si cal.cul.amos únicamenta el. primer paso del conjunto de 

Cantor del. ejemplo anterior, tenemos dos intervalos de longitud 
l./4 y 2/S respectivamente. Con estos dos intervalos obtenemos 
l.os primeros cuatro puntos del Cantor que son los extremos de 
loa intervalos, a saber, el. O, o.2s, 0.6 y el. l. Tomamos l.a 
l.onqitud del primer intervalo y la mul.tiplicamos por los 
pri-roa cuatro puntos del Cantor que obtuvimos en el primer 
paso, obteniendo asi l.os primeros cuatro puntos del siguiente 
paao; haciendo l.o mismo con la longitud del. segundo interval.o 
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obtendremos 

segunda paso 
generar los 
construcción, 
generados en 

los siguientes cuatro puntos.. Es decir, en e1 

hay 2 3 puntas del Cantor y 2 2 interval.os. Para 
puntos del siguiente paso siguiendo esta 

tornamos la longitud de los cuatro intervalos 
el paso anterior y l.as multiplicamos por l.os 

puntos 

puntos 

qt~e obtuvimos 

de J.. cantor 

en 

y 

el mismo paso. 
tendremos 2"' intervalos .. Repitiendo 

nuevamente el procedimiento pasamos a tener ! 2•) 2 

intervalos 

y 2ª· 1 puntos del Cantor (vease la figura 3) .. Esta es una forma 
muy eficiente y rápida de generar un conjunto de Cantor, ya que 
en cada paso generamos el cuadrado del número de intervalos que 
ya teníamos y la cardinalidad del conjunto de de puntos es l.a 
siguiente potencia de dos respecto al numero de intervalos .. 
Sin embargo con este método no podemos generar mas que los 
puntos de los pasos que son potencia de dos. Es fácil ver que 
1o U.nico que estamos haciendo es reescalar las longitudes y 
aplicar cada vez el primer paso de la construcción a cada una 
de las longitudes reescal.adas. 

Teniendo los puntos del conjunto de cantor procedemos a 
calcular la función f (a:) como se describió en este capitulo .. 
Es decir, lo primero que tenemos que hacer es escoger la 
longitud adecuada de las celdas que utilizaremos para calcular 
la función f(a). Para esto cubrimos nuestro conjunto con 
celdas de longitud l' y vemos cuántas de estas celdas contienen 
puntos que pertenecen al conjunto. Variamos la longitud y 
vo1vemos a contar el número de celdas que contienen puntos del 
conjunto. Hacemos este calculo varias veces para distintas 
longitudes. Con estos datos graficamos el l.ogaritma de 1 
contra el logaritmo del número de celdas que contienen puntos 
del conjunto, para cada 1. Hay cierto rango de valores de 1 
donde podemos apróximar la gráfica a una recta y la pendiente 
de esta recta es el negativo de la dimensión fractal. Este es 
el rango de valores de la longitud apropiada para hacer el 
calculo de la función f (a:). Conociendo l, cubrimos nuestro 
conjunto fractal con celdas de tamaño l y calculamos la 
probabilidad en cada una de 1as celdas. Conociendo la longitud 
apropiada y l.as probabilidades en cada ce1da tenemos que la 
función de partición está dada por 

rcq, i::, 1 J p q 
1 

Teniendo esto, el cál.culo de l.a función f(a) se remite 
unicamente a ap1icar l.as fórmula (2.25), (2.26) y (2.27) 

Haremos ahora el cál.cul.o anal.itico de l.a función f(a) para 
este conjunto de cantor de dos escal.as. La función de 
partición r para cual.quier conjunto de cantor de dos esca1as 
esta dada por 
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[ + r 
cionde l 

1 
< .l a 

En el. eje.mpl.o particul.ar que estamos considerando, tenemos 
P

1 
= Pa 1./2 l 1 1./4 y 1 a 2/5. Igual.ando l.a función de 

partición a uno y sacando 1ogaritmos tenemos que 

q l.n (1./2) + ln ( 4T + (5/2)T ] o. 

Derivando T respecto de q y despejando dT/dq 

8T ln 4 + 5T l.n (5/2) 

Si damos l.os valores de T obtenemos a y sustituyendo 
G>btnemos f (a) • 

en (2. 22) 

Por ambos procedimientos l.a curva f(a) que se 
1a misma. Es decir, e1 resu1tado ana1itico y 
numérico coinciden. 

obtiene es 
el. cál.cul.o 
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3. ESTVBIQ BE UN SISTEMA SISIPATIV@ 
y 

UN SISTEMA "HAMILTONIANG" 

ER este capitulo hacemos una revisión de dos sistemas que 
han sido ampl.iamente estudiados: el. mapeo del. circul.o y el 
bil1ar de Sinai. El primero es un modelo de un sistema 
disipativo que para ciertos val.ores de sus parámetros presenta 
regiones biestables, caóticas y regiones donde encontramos 
dobl.amientos de periodo. El. segundo es un sistema Hamil.toniano 
que bajo ciertas condiciones es caótico. Por caos determinista 
entenderemos. al movimiento irregular o caótico generado por un 
sistema no lineal cuyas leyes dinámicas determinan la evolución 
en el tiempo de un estado del sistema sabiendo su 
comportamiento anterior. En los últimos años, gracias al 
desarrollo de las computadoras y el refinamiento de técnicas 
experimentales, se ha visto que este fenómeno es abundante en 
la naturaleza 11

-
3

J 

3.1 El Mapeo del Círcu1o. 

Hace mas de cincuenta años, en un estudio hecho con 
circuitos eléctricos que modelaban marca-pasos cardiacos 
acop1ados, se observó que, cambiando la frecuencia de 1os 
estimulas periódicos que actuaban sobre un oscilador no lineal, 
se obtenian muchos tipos de ritmos y amarramientos de fase 

imitando ritmos normales y patológicos del corazón 12
-

51
• 

El amarramiento de fase es una respuesta resonante que 
ocurre en sistemas de osciladores acopl.ados u osciladores no 
l.ineales acopl.ados a una fuerza periódica externa. En el. 
primer caso la resonancia ocurre cuando l.a frecuencia de un 
oscilador se aproxima a la frecuencia de otro oscilador y en 
la región resonante 1a razón de las frecuencias se amarra 
exactamente en un número racional.. En el segundo caso, si 
perturbamos la frecuencia, w

1
nt' de un oscilador mediante una 

seña1 periódica externa de frecuencia, wext' decimos que 

estamos en un estado resonante cuando la razón entre las 
frecuencias se amarra en un número racional. La fase es fija e 
independiente de las condiciones iniciales. En general, los 
estados de amarre o amarramientos de fase tienen la siguiente 
propiedad: si St!! cambia 1a frecuencia o amplitud cie uno de los 
osciladores, o de ia señal periódica externa, en un rango de 
variación dado, e1 segundo osci1ador reajusta sus parametros de 
tal ro~a que la razón entre l.as frecuencias permanece 
invariante. Este rango de variación se incrementa a medida que 
•• incrementa la amplitud del acopl.amiento. Cuando ia 
amp2itud de2 acopl.amiento nolineal. es pequeña el. sistema tiene 
unica:mente dos posibles estados: l.os oscil.adores presentan 
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amarram.i..ento de fase o el. acopla1Uiento es cuasiperiódico, es 
decir. la razón entre sus frecuencias es un irracional. 

Estudios posteriores mostraron que un forzamiento 
periodico ap1. icado a un oscil.ador no lineal puede presentar 
biestabil.ida..:ies (cuando se observa uno de l.os dos distintos 
amarramientos de fase, dependiendo de las condiciones 

inicial.es), doblamientos de periodo [ 2 
• 

3
' 

5 
- 'i y dina.micas 

caóticas;:a.~ o aperiódicas. La transición de 1.a dina.mica 
periódica a la aperiódica tiene algunas propiedades universa1es 

que se pueden predecir teoricamente l 1 0 
i. Se ha visto que 1a 

dinamica de estos oscil.adores se puede representar por medio de 

una función de Poincare unidimensional, f, donde f: 5 1
---fl 5 1 

... 

Por ejemplo esta reducción ha sido posibl.e en el. sistema de 

Rayl.eigh-Sénard [ ':. 1 1 , en mode1os de estimul.ación periódica a 

oscil.aciones cardiacas\ 3
;. Mediante l.a función de Poincaré 

reducimos una dimensión en el probl.ema sin perder información 

de l.a dina.mica l ~ 21
• La idea es ver una sección transversa:L 

(sección transversal. de Poincaré), es decir, que no sea 
tangente a l.a órbita. En nuestro caso l.a intersección de 1as 
órbitas y l.a sección de Poincaré es una curva que es 
topol.ogicainente equiva1ente a un circul.o. Si la órbita en e1 
toro corresponde a un n~mero rac~onal p/q, en la seccion de 
Poincaré consistirá en un conjunto discreto con q puntos. Si 
ia órbita en cambio es cuasiperiódica, es decir, el. numero de 
rotación es un irracional., el. circulo va a estar densamente 
cubierto. Con esto tenemos que l.a dinamica del. sistema fisico 
se reduce en este caso a estudiar mapeos del. circulo. 

Por simpl.icidad, consideraremos el. caso en que f: s'~ s' 
es un difeomorfismo, es dec~r. una func~ón de clase e• y con 

inversa e= del. circul.o en si mismo que preserva 1a orientación 
(si f no preserva orientación unicamente hay que tener un poco 
más de cuidado en l.as demostraciones pero los resu1tados en 
general son l.os mismos) . Para estudiar l.a dinarnica de l.as 
transformaciones de1 circul.o se consideran las iteraciones de 
la función x

0
, ><

1 
f (><

0
) x

2 
f ( f ( x

0
)) f ( x,) , Los 

puntos x
0

, x,, x
2

, se denominan l.a órbita de f con 

condición inicia1 x 
o 

Decimos que x
0 

es un punto fijo de f si 'f(:-:
0

) x
0 

Un 

punto x
0 

es un punto periódico, de periodo N, si x
0 

x" y 

x
1

- x. para i 0,1,2, ..• ,N-1. Si hay un punto fijo de 

periodo N entonces decimos que tenemos un ciclo de periodo N . . . . 
que denotaremos por x

0
, x

1
, , x,. donde x

0 
(rood l.) x

11 
(m<>d l.) • 

Un ciclo es estab1e si 
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l a f 0 (X) 

ax .. 
n-1 

TT 
'= 1 l ax .. 1x =x < .. ' 

1 
a f (X) 

Si el. cicl.o posee un punto critico de f, es decir, un. pu-i:atc 
donde 1a derivada es cero, decimos que f es superestab1e. 
Les cic1os estab1es están asociados a una dinámica donde e1 

amarramiento que se observa es estab1e' 3
•

6
•

71
. 

Muchas veces es más fáci1 ana1izar 1os mapeos de1 circu1o 
considerando un 1evantamiento del.. mapeo a R.. Es decir, 

definimos una función n: R --+ s 1 dada por 

n: (X) exp(2n:ix)= cos(2n:x) + i sen(2n:x) 

La función F: ~ --o ~ es un 1evantamiento de f: S 1 --+ S 1 si 

n o F - f º n. 

Por ejempl.o si tenemos una rotación, con anqu1o 2nw, 
pw(e)- e + 2n:w. Para cada k E z, 1a función Tw,a(x) = x + w + k 

es un 1evantamiento de Pw· Simi1armente, si 

e + 2n:b sen(e) con b < 1/2n: 

entonces x + b sen(2n:x) + k es un 1evantamiento de 
f. 

Observaciones 3.1 

1- Dada una función f: S 1 --+ s' existen un número infinito de 
1evantamientos distintos. Se puede probar que cua1esquiera dos 
1evantamientos de f difieren por un entero. 
2- Si F •• un 1evantamiento de f un difeomorfismo de1 circu1o 
entonces F' (X) > o, es decir, que F es creciente. Má.s aún, 

tenemos que F(x+1) F(x) + 1 y F 0 (x+l.) Fn(x) + n para 
cua1quier n E Z. Esta iqua1dad es cierta ya que f preserva 
orientación. Luego tenemos que 

F(x+1) 

por tanto F id 

donde id(x) = x es 

(x+1) = F(x) X 

es una función periódica de periodo uno, 

ia función identidad.. Simil..armente, F" - id 

es periódica de periodo 1, ya que F" es un 1evantamiento de fº. 
Usando esto, se puede faci1mente demostrar que, si lx-yl < 1 

entonces lr"(x) -F°(y)I < 1. 
Una propiedad invariante de 1os mapeos de1 circu1o es su 

nú:aero de rotación. Este número, que está. entre o y 1, 
esencia1aente aide e1 promedio de rotación por cada iteración 
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de l.a función. Antes de definir el. numero de rotación, 
introducisos un concepto preliminar .. 

Sea f: S 1 ---+ S 1 un difeormorfismo que preserva orientacióR 
y consideremos un 1evantamiento F de f. Definimos 

Nótese que este l1mite, si existe, no depende de x. 

coao Fn id es periódica, tenemos 

En efecto, 

¡F"(x} X) (F"(y) - Y) 1 + lx - yl 

" l. +- 1x-y1 

donde l.a úJ.ti•a desigual.dad es consecuencia de J.a observacién 
3.J. {2). Por tanto 

o J. Ílll 
n n--. 

J.ueqo W0 es independiente de x. 
1evantaaiento. 

Sin 

J. im n-
embargo w 

o 

jFn(y)J 

n 

si depende del. 

Ej-.pl.o 3. 2. Consideremos J.a función P..,(e) 8 + 2nw que es 

una rotación y el. l.evantamiento dado por T,. {x) x + w + k. 

Tene•os 

W0 (T") J.i• = w + k 
n_..., 

X + n4.J + nk 

n 

por tanto distintos 
de W0 . Sin embargo, 

l.evantamientos producen distintos 
difieren unicamente por un entero. 

va1ores 

Esto ú1timo 

J.evantamientos de 
unica•ente por un 

sucede 

f. se 
entero, 

en general.. Si 

puede demostrar 
es decir, F

2 
= F

1 

F
1 

y F
2 

son dos 

que estos difieren 
k. Esto imp1 ica 

que F
2
"(x) 

Por tanto 

F
1 
n{X} + nk, 

1a dependencia 

de tal fcrma 

del nurr-ero 

que 

de 

"'o{F2) "°o(F1) + k .. 

rotación, en el. 

1evanta.aiento es unicamente la parte entera del numero. 

Deti.n.i.ci.ón 3.3. Definimos el. número de rotación de f, W(f), 
CCDK> 1a parte fracciona1 de W

0
(F) para cual.quier J.evantaaiento 

F de f. Por tanto W(f) es el único nW:aero en {0,1) tal. que 
W

0
(F) W(f) es un entero. 
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El. número de rotac ióA 
fancionea que no son 
independencia respecto a x 
es un homeomorfismo. 

se defiA& de l.a misma forma 
difeomorfiSmQ&, sin embargQ 
sigue siendo vál.ida unicamente 

para 
l.a 

si f 

:No hemos demostrado al.in que 

Consideremos primero que f tiene un 

el. l.imite W
0

(F) existe. 
punto periódico. Es decir, 

f9(e) e y 1l (X) 0. Entonces, F'" (x) x + k para al.gúl'I. 

entero )<.. Por tanto F~(x) = x + jk 

l.im 
j-+<D 

jm l.im 
j~<D 

r ..;:_._ + 
l Jm 

y tenemos 

m ) 
k k 

m 

Más qeneral.mente, podemos escribir cual.quier entero n de l.a 
forma n = jm+ r donde o s r < m. Notese que hay una constante 
M tal. que 

para toda y E tR y o :sr < m. Entonces 

Por tanto 

j F" (X) 

l.im 

n 

F" (X) 

n 

Esto muestra que el. 
periódica. Más al.in, 

l.im 
j~<D 

n 

n 

M 

n 

m 

número de rotación W(f) existe cuando f es 
W(f) es un número racional. en este caso. 

Si f no tiene puntos periódicos, necesitamas usar 

argumentos un poco más compl.icados. Si n - o, F"(x) x no es 
un nümero entero, entonces existe un entero kn tai que 

para toda x e IR. 

F 2
" ( o) tenemos 

Apl. icando esta desigual.dad a x - E>, F" (E>) , 

ltn < F"(O) < kn + l. 

F"(O) < k + l. 
n 
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< k + l.. 
n 

SUJDando cada una de estas desigual.dadas, teRemG>s 

1llk < 
n 

F"'n (O) < m(kn + l.) 

pc:>r tanto 

< < 
mn n 

Usando l.a primera desigual.dad tenemos inmediatamente 

k 
n < < 

n n n 

y combinando estas dos ul.timas expresiones 

Fª n (O) 

mn n 
< l. 

n 

Podemos repetir el. argumento intercambiando n por m y teRemoa 

Por tanto 

Fªn(O) 

mn 

Fn(O) 

n 

m 

F'" (O) 

m 

< 

< 

l. 

m 

l. + l. 

n m 

Es decir que l.a sucesion {Fn(O)/n) es una sucesión de Cauchy. 
Por tanto converge. Con esto probamos 

Teorema 3.4. 
circul.o que 
Entonces 

Consideremos f:S
1
--+S

1 

preserva orientación y 

= l.im 
n__. .. n 

existe y es independiente de 
tanto W(f) bien definido. e 

X y del. 

un difeomorfismo del. 
con l.evantamiento F. 

(3.l.) 

l.evantamiento F. Par 

El. resul.tado de este teorema nos 
W(f) depende continuamente de f. 

permite también 
E• decir, 

concl.uir que 

Corol.ario 3.S Supongamos que f: 5
1
--+ 5

1 un difeomorf ismo del. 
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circu1o que preserva orientación. sea e: > o. Existe o > o taJ. 

que si f f (El) g (El ) f < 
orientación, entonces f W(f) 

o, donde g: 
- W(g) f < ". 

s'--+ s' preserva 

Una propiedad importante de W ( f) es su invariancia .bajo 
conjugación. Si f y g son difeomorfismos de clase Cm que 
preservan orientación entonces es fácil ver que 

W(f) = W(h- 1 ogoh), donde h es un homeornorfismo. 

Mostramos pues que si 
W(f) es un número racional. 
puntos periódicos entonces 
tenemos 

f tiene un punto periódico entonces 
Tenernos tambien que si f no tiene 

W ( f) es irracionaJ. Es decir que 

Proposición 3. 6 W(f) es irracional si y soJ.o si f no tiene 
puntos periódicos. 

Demostración. Dado el resu.1. tacto anterior, solo resta probar 
que si f no tiene puntos periódicos entonces W(f) es 
irracional. Supondremos que W(f) es racional para lJ.egar a una 

contradicción. Es fácil checar que W
0

(F"') m W
0

(F) para 

cuaJ.quier levantamiento F. sin perdida de generalidad podemos 
entonces suponer que W(f) = O pero que f no tiene puntos fijos. 
Por tanto e1 levantamiento, F, tampoco tiene puntos fijos. 
Podemos suponer que F(X) > x para toda x e ~ (el otro caso se 
demuestra de manera 

bien existe 
tenemos que 

k > o 
F""' ( o) 

contradicción. 

similar) . 

taJ. que 

> m 

Entonces Fn (o) 

Fk(O) > l. En 

luego W
0 

( F) > 

< l para toda n o 

el segundo caso 

l/k que es una 

En el primer caso, la sucesion Fn(O) 
en (O, J.) y por tanto converge. Si p 
sucesión, tenemos que 

es 
es 

monótona creciente 
el J.imite de esta 

F(p) = F( lim Fn(O) J 
n-+m 

por tanto p es un punto fijo. 
tenemos el resultado .• 

lim Fn•l (O) = p 
n-+m 

Esto contradice la hipótesis y 

Basándvnos en esta discusión analizaremos ahora 1a fami1ia 
a dos paramrrros conocida corno la famiJ.ia standard deJ. c~rcuJ.o. 
Consideremos la familia de funciones de dos parámetros definida 

en S 1 por 

9
4

,b(EI) =El+ 2n (a+ b sen 2n8). (3.2) 

Observación. Como S 1 = [0,1)/0=1, podemos ver este mapeo como 
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X 
D • 1 q •. bcx.,> + a + b (mod l.) ( 3 - 3) 

CQR a, b en ~· y xn•t representa la (n+1)-ésima iteración. 

Este mapeo ha sido propuesto como un modal.o matemático de un 

oscilador nolineal forzado por estimulas periódicosC'J_ 

Un levantamiento de esta función esta dado por 

G (X) 
a.b 

x + a + b sen 2rrx. 

Si o .. b < l./ 2rr, G es un difeomorfismo. Para b l./2rr 
a. b 

función presenta un 
1a inversa existe 
encontramos en la 

punto de 
pero esta 
transición 

inflexión en 
tiene una 
al caos. 

x O, es decir que 
singularidad. Nos 
Si b > 1/2rr, Ga.b 

desarro11a un máximo y mínimo 
cada uno de estos casos .. 

(figura 1) • Ahora analizaremos 

1.. Primero 
Fijamos b "' o 

consideraremos 
y consideramos 

Supongamos primero que W(9 •. 

el caso en que O 
1a función Gª = Ga,b Y 

es un racional de 

b < l./2rr. 
g4. b .. 

forma p/q 

con p y q primos relativos, es decir, 

periódico de periodo q. Por tanto existe x
0 

g a.. tiene un punto 

e [0,1) tal que 

Ga•q (x
0

) = x
0 

+p. 

Afirmamos que existe un intervalo finito de vaiores de a para 
1os cuales el número de rotación de g

4
• es p/q. Para ver esto 

consideremos la gráfica de la función G.~. Esta gráfica 

intersecta la recta y x + p en el. punto ( x
0

, x
0 
+p) . Si 

( Gª ~) ' ( x
0

) 1 entonces por el. teorema de la función impl ici ta 

existe un intervalo abierto al.rededor de a' donde l.a gr~fica 

de cada función G q a~raviesa la recta y x + p. Por tanto 

W(g
0

) p/q para todos estos 

sucede ct..:iando (G".q)'{x
0

) 1. 

ex~ste un natural, J, tal que 

de cero, es decir, \G'°".q)!Jl(x
0

} 

asi, G4 ~ (x) seria idéntica a x 

tenemos existe una vecindad V 

valores de a. Resta ver que 

Como G
4

• es analítica entonces 

la j-ésima derivada es distinta 

o. Ya que si esto no fuera 

+ p. 

de a' 

l.a recta y 

l.a 

X + p. Por otro lado 

Si j es impar, entonces 

tal que G.~ (V) intersecta 

tenemos que si j •• par 

entonces función Gq es cóncava hacia arriba o cóncava hacia ... 
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a 

b 

(a) ( b} 

a 

b 

(e) 

Figura 1.- Mapeo de1 Circu1o. 
(a) a 0.52, b =0.12;(b) a - o.52, b - 1/2R1 
(e) a = o.52, b = 0.6. 
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abajo en x
0

• En ambos casos las gráficas de Gaq para 

ó a> a', deben cruzar 1a recta y= x +p. Por tanto 
intervalo de valores de a para los cuales W(g

4
) = p/q. 

a < a. 1 

hay un 
Estos 

intervalos corresponden a l.os interva1os donde los osciladores 
forzados no lineales presentan un amarramiento de fase. 

cuando el numero de rotación W(g
4

) es un irracional. 

entonces el valor de a que le corresponde es 
aUn, el teorema de Denjoy e 

1 4 1 dice que G
4 

Unico í i 3. 1"' 1 Más 

es topologicamente 

equivalente 
rotación, es 
h tal que 

a una simple rotación con el mismo 
decir que existe una función continua e 

numero de 
invertible 

y 

donde 

h(x) 

R(x) 

h(O) o, 

Herman f 141 demostró que para casi todo nümero de rotación 
irracional la función h es analítica. 

La gráfica de la función W(f
4

) es un ejemplo de lo que se 

conoce como una Función de Cant:.or; es una función escalonada 
que es constante en los intervalos que corresponden a n\lmeros 
de rotación racionales. A la gráfica de esta función se 1e 
conoce también como la "Escalera del Diablo" (figura 2). 

1.0..---,..-----.----r---,-----,---.------.---.--..----~--~ 

0.8 

0.6 
p 
Q 

0.4 

0.2 

. 
21- ~·· ·-

+.L 
(' 

' T 

• ..., . .) .... 
7 .· . • • ) ... 

+f .. -
}.~-

o.o~~~~-·~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
O.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

n 
Figura 2. - La Escalera del Diab1o para e1 
mapeo del circulo en b = l/2n 
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El. diagra"la de bifurcaciones para este mapeo es l.o que 

~onocemos como 1as 1enquas de Arno1d' 13
•

151
• Graficamos en el 

p1ano (a,b) 1as regiones donde W(ga.b) es un número racional. 

fijo. Estas regiones son lenguas que se inician en cada punto 
de l.a forma a = p/q, b = o. A medida que b se incrementa, 1a 
1ongitud del. interval.o de val.ores de a donde el. número de 
rotación es p/q se incrementa. De hecho para b = O 1os val.ores 
de a donde e1 nümero de rotación es racional es un conjunto de 
medida de Lebesgue O y el conjunto de puntos donde W(ga,b) es 

un número irracional. tiene medida de Lebesgue 1. Sin embargo 
para b < 1/2rr ninguna de estas lenguas se intersecta y todas 
e11as tienen interior no vacío (figura 3). Entre 1as 1enguas 
de Arnold estan l.os valores de 1os parámetros para los cuales 
el nümero de rotación es un irracional. 

2. Veamos que sucede cuando el parámetro b = 1/2rr. Como vimos 
antes, para b = 1/2n, la función presenta un punto de inflexión 
en x = O. Aqui 1as lenguas de Arnold se intersectan unicamente 
en sus puntos extremos y 1a medida de Lebesgue de 1os va1ores 
de a donde e1 número de rotación, W(g ) , es racional. es un a,b 
conjunto de medida de Lebesgue 
val.ores de a donde W(g ... b> es un 

1 mientras que el. conjunto de 
número irracional tiene medida 

de Lebesgue O. 
Si nos fijamos en la esca1era del. diablo para b = 1/2rr, 1a 

1ongitud del. primer escalón se puede obtener anal.iticamente. 
La solución corresponde a un punto fijo de la ecuación (3.3), 

esto es ga.b(x•) = x·. Si el valor de a crece el punto fijo se 

torna inestable cuando ( g ... b) ' ( x ·) 1. Este val.ar de a es 

1/2rr, por tanto l.a 1ongitud del. intervál.o 
Va(O/l) [-1/2rr,1/2rr) Para otros ciclos de orden q el. 
intervalo de estabilidad queda definido por los val.ores de q 
para los cuales 

q 

T = n (ga.b)' (x,) 
l = l 

q 

n (l + cos 271 x,> < l ( 3. 4) 
l. = l 

Esta ecuación es útil para obtener l.os puntos extremos de1 

intervalo de •.o.:-sta!...:_,ilid.::::.-:, q;..¿e- son los puntos donde T 1 117 ~ 
Se han encontrado las lcngitudes (óa(p/q)) de l.os interval.os 

con precisión hasta de ¡_ L para todos los valores racional.es 
en [O, 1) y con q "' 50. E1 conjunto de puntos comp1ementar ios 
en el eje a, para b 1/2TT forma un conjunto de Cantor con 
dimensión fractal 0

0 
= 0.87; este número caracteriza la 

transición al caos del. mapeo. Esta transición ha sido 

ampliamente estudiada 1 1 8 1 y se ha visto que esta dimensión 
fracta1 es l.a misma para cualquier mapeo que presenta un punto 
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de iRf1exión cúbicg. T. Has1ey et a1i 19
J ca1cu1aron ia función 

f(«) para este mapeo. Si b < 1/2rr 1a esca1era de1 diab1o ya no 
esta comp1eta y hay huecos que corresponden a órbitas 
suasiperiódicas. 

b 

_,_ 
2TT 

1 
21T 

b 

o 

o 
T 

I 

I 
/ 

'-t' .!..¡ 
'. 1 > 1 

/ 
:/ ¡ ¡ 

!/ 
1 

' 
' 

' '~T'~ 
' • T 

\: 

\ \ i \ 

1 

\ 
o 

'"roctenol a 

Figura 3.- Esquema de las Lenguas de Arnold 
en el espacio de parametros del. mapeo del. 
circul.o. (a) b < 1/2rr. (b) Lenguas de Arnol.d 
para números de rotación raciona1 e 
irracional. 
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3. Anal izaremos ahora el. caso en que l:> > 1/2n. Claramente 
como las longitudes de los intervalos donde W(ga.b) es 

raciona1 crecen conforme b crece, para b > 1/2n, 1.a 
intersección de estos intervalos es distinta del vacío. Es 
decir, l.as l.enguas de Arnold se intersectan, además el. conjunto 
de valores de los parámetros donde la función g ª. b tenía un 

número de rotación irracional, que para b ~ 1/2n era un arco, 

se extiende formando así nuevas lenguasl 20 1 (figura 3) Esto 
es, la estructura del espacio de parámetros para b > 1/2n es 
sumamente compleja y es lo que conocemos corno la región 
caótica. De hecho como la función (3.2) presenta un máximo y 
un minimo, e1 numero de rotación W(g

4
,b) depende el punto. 

En e1 próximo capítulo estudiaremos a1gunas de 1as 
propiedades que se presentan en la region caótica.. Sin 
embargo, como ya mencionamos antes, la dinámica en esta región 
es muy compl.icada ya que encontramos órbitas caóticas, 
sucesiones de doblamientos de periodo y biestabilidad. 

Ahora pasaremos a estudiar el segundo sistema que como 
digimos antes se refiere a un sistema Hami1toniano, el. bi11ar 
de Sinai. En la siguiente sección daremos, a1 igual que como 
lo hicimos para el mapeo del circulo, una pequeña revisión 
sobre las propiedades más importantes que se han estudiado del 

sistemal 21
'

221
• 

3.Z El Billar de Sinai. 

El problema del billar de Sinai es el estudio del 
movimiento de una partícula que se mueve 1ibremente excepto 
cuando rebota con la frontera, donde permitimos un choque 
e1ástico. El. espacio en el cual la particu1a se mueve es, en 
general, una variedad compacta de dimension n con frontera. 
Sin embargo nosotros estamos interesados en una varíe.dad con 
frontera de dimensión dos. De hecho, nos limitaremos a un 
rectángulo del plano Euclideano. Para tiempos cortos el 
comportamiento del sistema es simple, la Unica regla que 
tenemos es cuando la partícula choca con 1a frontera donde 
imponemos 1a condición: ángulo de incidencia es igual a ángu1o 
de reflexión, el resto del movimiento es una traslación 
uniforme. E1 probl.ema dificil de contestar es que pasa para 
tiempos l.argos, es decir, cuu.r:d=· dejar.,~.::. que el tiempo tienda a 
infinito. 

Veamos porque este protleraa es interesante. Un sistema en 
mecánica c1ásica que se mueve sin fricción obedece l.as 
condiciones de un movimiento de un sistema Hamiltoniano. El. 
bi11.ar de Sinai es un sistema Hamiltoniano, con condiciones en 
l.a frontera. Al. igual que como sucede para el billar el 
comportamiento de un sistema Hamiltoniano está bien entendido 
para tiempos cortos. La pregunta interesante es que sucede 
cuando el tiempo tiende a infinito. Informalmente podemos 
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c::l.asific::ar este probl.ema en tres categorías: problemas de 
estal:>il.idad, inestabil.idad y como pasamos de un sistema estable 
a uno i.nestabl.e. 

Una respuesta parc::ial. al. probl.ema de estabilidad fue dada 

por Kol.mogorov, Arnol.d y Moser (Teorema de KAM) 1 ~ 31 • Para un 
sistema Hamil.toniano integrable en un espacio fase de dimensión 
2N, l.as trayectorias se mueven en una superficie de dimensión N 
(un toro de dimensión N) en el. cual. el. movimiento es 
cuasi.periódico. El. teorema de KAM garantiza que si apl. icamos 
una pequeña perturbación a un sistema integrabl.e, un conjunto 
de medida distinta de cero produce trayectorias que se quedan 
en l.a superficie de dimensión N y el. movimiento en esta 
superficie continua siendo cuasiperiódico. En sistemas 
Hamil.tonianos con dos grados de l.ibertad (un espacio fase de 
dimensión cuatro) el. teorema de KAM es una solución al. problema 
de estabil.idad, sin embargo para sistemas con más grados de 
libertad el. teorema de KAM es solamente una solución parcial. al. 
probl.ema. 

El. probl.erna de inestabilidad y l.a transición de un sistema 
establ.e a uno inestabl.e a medida que cambiamos l.os parámetros 
del. sistema, estan siendo estudiados viendo propiedades 
estadísticas del. sistema. El. marco general. en el cual. se 
estudian propiedades estadísticas de un sistema determinista es 

el. que se conoce como teoría ergódica ' 2
"' 

7 2 5 1 
.. 

Consideremos un espacio X con una u-al.gebra de conjuntos 
rnedibl.es s (eventos probables) y una medida de probabil.idad µ 
(µ (X)= l.). Nosotros trasl.adaremos este marco al. estudio de1 
bil.l.ar de Sinai. El. espacio fase donde se mueven l.as 
trayectorias es un espacío de dimensión tres cuyas coordenadas 
son 1a posición de l.a particul.a y e1 ángul.o a, que es el. ángu1o 
que forma el. vector vel.ocidad con el. eje x. La magnitud del. 
vector vel.ocidad es invariante. La u-al.gebra esta formada por 
l.os conjuntos de Bore1 y l.a medida es l.a medida de Lebesgue 
normal.izada; es decir, para un evento probable A 

-
1
- I de dx dy 

N A 
µ(A) 

donde N es ei factor de normalización. El. fl.ujo asociado a1 

movimiento de 1a particul.a en el billar, Te esta dado por 

t
x(t)} 
y(t) 

9(t) 
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y 

( 
x(t)1 
y(t) 

8(t) 

es 1a posición del. bi11ar en el. espacio fase al. tiempo t, dadas 

1as condiciones iniciales (x,y,0) a1 tiempo t = o. T~ preserva 
1a medida µ.. Una de 1as principal.es manifestaciones de un 
comportamiento estadístico es la ergodicidad; dada una función 
f E L

1
(µ.), definimos el. promedio temporal. de f como 

1 
1im . ..._. 

J • f(T'(x)) dt 

o 

X E X, t E R . 

(1a existencia de este limite en casi todos 1ados, respecto a 
1a medida µ., esta garantizada por el. teorema ergódico de 
Birkhoff-Khinchin125 1

) • 
Definimos el. promedio espacial., para casi toda x e X, como 

f r f dµ. 

X 

El. teorema de Birkhoff-Khinchin también asegura que 

J f dµ. 

X 

y f* es una función invariante, es decir, f*(x) f*(T'(x)). 
(Para 1a demostración del. teorema de Birl<.hoff-Khinchin véase 
(25]). En particul.ar, esto significa que el. promedio temporal. 
que una trayectoria esta en un conjunto A e X es proporcional. a 
1a medida de A. El. contenido intuitivo de este teorema es el. 
siguiente: a) el. promedio temporal. existe y b) si una 
trayectoria está arbitrariamente cerca de todos los puntos de1 
espacio X entonces 1a trayectoria se q·~2c,_:!3 e!-;. :....:i.n conjunto 
arbitrario A una cantidad de tiempo igual a la medida de A. 

O.f'i.ni.ci.ón 3.7 
promedio temporal. 
1ados. 

Decimos que 
es igual. al 

un siste~a es ergódico 
promedio espacial en casi 

si el. 
todos 

Por el. teorema de 
definición equival.ente de 
•E"9ódico si y sol.o si 1os 
medida cero o uno. 

Birkhoff-Khinchin tenemos que una 
ergodicidad es que un sistema es 

únicos conjuntos invariantes tienen 
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Otra propiedad impcu:tante qua ..., estudia en estos sisteaas 
es l.a qua se conoce co11lo l.a propiedad -zcl.ante. Burda11l&Rte 
habl.ando, l.a ergodicidad no mezcl.a el. espacio. 

Pet.i.n..i.ci.on 3. a Decimos que un 
dos conjuntos medibl.es A, B e S 

sistema 
tenemos 

es mezcl.ante 
que 

si dados 

µ(A) µ(B). 

En términos de dos funciones arbitrarias 
mezclado se traduce en 1a condición 

l.im J f (T' (X) , __ X 

f, el. 

En términos de esta definición podemos ver en que sentido 
l.os sistemas mezcl.antes tienen un comportamiento de rel.ajación. 
Sea p(x) l.a densidad inicial., p(x) & O tal. que S p(x)dµ = l. y 
f una observable, entonces el comportamiento para tiempos 
l.argos de f, sujeto al.a densidad inicial. p(x), es 

l.im J f(x) p(T-'(x)) 
,__ X 

dµ. = J f(X) 
X 

dµ J p (X) 

X 

esto es, independiente de 
promedio def sobre l.a medida 

p y dependiente 
invariante µ. 

dµ = J f(x) dµ, 

X 

solamente del. 

Un concepto aún más fuerte para describir un 
comportamiento estadistico es 1o que se conoce como 1a 

propiedad K o un K-sistema 1251 (l.a K es en honor a Kolmogorov). 
Intuitivamente hablando, cualquier experimento con resolución 
finita no nos da suficiente información para determinar e1 
comportamiento de un K sistema. Imaginemos una partición de X 
en cuatro subconjuntos medib1es A

1
,A

2
,A

3
,A

4
• Nos fijamos en 1a 

trayectoria de un so1o punto en X. Supongamos que nuestro 
experimento so1amente nos puede decir en cual de los cuatro 
conjuntos A

1 
(i 1,2,3,4 ) se encuentra el p·.....:i.r"!tc y lo .....:nico 

que conocemos además es 1a condición inicia.:.. Ligarno;;:;. que 
tomamos esta medición n-veces. No i~porta que tan larga es n 
no podemos predecir en cual. region estará el. punto l.a 
(n+i)-vez. Daremos una definición más precisa de un K sistema. 

Def'i.ni.c:i.ón 3. 9 Decimos que un sistema es un K-sistema si 
existe una aub-al.gel:>ra, A, del. al.qebra de conjuntos medibl.es 
que satisface 
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i.) para cualquier t ~ 9 

i. i.) u 

cionde O denota el algebra de conjuntes de medida e e 1 

iii) 

donde denota. la suma de que 

suJa-al.geb~ • de l. que contiene a cada T" A y 
todos ios subconjuntos medibles. 

De 1a definición se ve 
isomórfica de un K-sistema es un 

directamente 
K-sistema. 

X, 

.G 

Figura 4.- El. Bil.l.ar de Sinai. 

es l.a aini.ma 

i el. al.gebra de 

que l.a imagen 

Vereaoa ahora que propiedades ergódicas posee el. bil.l.ar de 
Sinai. La pregunta que nos gustaria contestar es: ¿hasta que 
punto el. bil.l.ar de Sinai posee l.as propiedades estadisticas 
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discutidas recientemente? 
que 1.os bil.1.ares de dos 

Un teorema de La.zutkin. r26 1 nos dice 
dimensiones na son ergódicos ai: 1a 

frontera es convexa y de ciase C 6 (es decir si tiene derivadas 
continuas de orden 6) y l.a curvatura esta acotada por arriba y 
por abajo por constantes positivas. (La demostración se basa 

en el teorema de Moser r 27 1 sobre mapeos torcidos) . 

Bunimovitch t 
2 9

: demostró que los billares que no poseen l.as 
restricciones anteriores son un K-sistema. 

Nos interesa ahora estudiar un billar particular que 
aparece en problemas fi.sicos de manera natural. Consideremos 
un gas formado por partículas que representamos por discos 
duros. suponemos que estos discos están encerrados en una caja 
con condiciones periódicas a la frontera y quechocan 
elásticamente unos con otros. El modelo más sencillo que 
describe la situación anterior es el billar de Sinai que 
consiste de una mesa cuadrada o rectangular con condiciones 
periódicas a la frontera y un obstáculo circular en el. centro 
(figura 4). 

Sinai r2 s' 2 9 
¡ demostró que este sistema tiene propiedades 

estadísticas muy fuertes: es ergódico, mezclante y es un 
K-sistema.. Como el problema de un sistema con un disco tiene 
propiedades estadísticas tan fuertes uno esperaría que el 
problema de un gas con n-partículas fuera por lo menos 
ergódico. Intuitivamente, uno pensaría que el sistema es :más 
"estocastico" a medida que el nümero de partículas aumenta. 
Sinai conjetura que el. método que utilizó para probar que e1 
bi1.1ar de dos dimensiones es ergódico también debe servir para 
e1 caso en que tenemos n-discos. Sin embargo, hasta 1a fecha 
no se ha podido demostrar esta conjetura. 
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4. CU"EJfCAS DE ATRA.CCIOW EJf SISTEMAS BIESTABLES 

E1 estudio de l.os sistemas dinámicos no l.ineales se puede 
QOID.plicar por el. hecho de que condiciones iniciales en el 
espacio fase generan órbitas con distintos estados asintóticos; 
esto es existen sistemas dinámicos que tienen más de un 
atractor. La cuenca de atracción es el conjunto de condiciones 
inicial.es cuyas trayector~as, a medida que el tiempo pasa, se 
acercan al. atractor. En les sistemas que presentan más de un 
atractor, tenemos puntos que no son atraídos por alguno de 
ellos y separan las cuencas de los distintos atractores, a este 
conjunto de puntos le 11.amamos el conjunto de puntos frontera. 

Antes de dar un ejemplo donde se presenta la coexistencia 
de a tractores daremos una definición más precisa de 1o que 
entendemos por un a tractor extraño. Para esto daremos antes 
a1gunas definiciones. 

Dado un f1ujo (continuo o discreto) 

2.1) definimos un conjunto invariante S del flujo, 

conjunto S ~ Rn ta1 que 

•,(x) ES para x e S y para toda t. 

(sección 

como un 

Definición 4.1. i) Un punto p es 11amado no errante para el. 
fl.ujo •,• si para toda vecindad U de p existe una t tal. que 
"1, (U) NJ ,. e cuando t._. E1 conjunto no errante que denotamos 

por n es el. conjunto de todos estos puntos. 
ii) Un punto q es l.l.amado errante para el. 

toda vecindad V de q existe una t ta1 que 

t~-•. EJ.. conjunto errante que 
de todos estos puntos. 

denotamos por 

f1ujo <P,. 
<P, (V) ,...y "" 

A es e1 

si para 

e cuando 

conjunto 

Definición 4.2. E1 conjunto w-1ímite de x para e1 f l.ujo <P, es 

el. conjunto de puntos de acumu1ación de <P,(x), t._. El. 

conjunto a-l.ímite de Je para el. f:l.ujo <t>, es e1 conjunto de 

puntos de acumulación de ~t' t~-~-

nerinición 4.3. Decimos que un conjunto cerrado invariante, A, 
es i~descomponible si para todo par de puntos x~y en A y e > o, 
existen x x

0
,x

1
, .... ,xn-i'•n y y t

1
, ... ,t

0
a 1 ta1 que 1a 

distancia de 4>, ex,_,> a x, •• •enor que e. 
1 

Definición•·•· un atractor es un conjunto cerrado, invariante 
e indescomponib1e A con l.a propiedad de que dada e > o, existe 
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un. conjunto U con medida de Lebesgue positiva en una e:-vecindad 
de A ta1 que si x E U entonces el. conjunto w-1.ünite de x esta 
contenido en A, y la órbita futura de x esta contenida en U. 

Sin mucha 
región acotada 
suficientemente 
t'!-empo. 

precisión podemos decir que 
del. espacio fase a l.a cual 
cercanas a él. son atraídas 

un atractor es una 
todas 1.as órbitas 
despues de cierto 

Decimos que un a tractor es extraño si es sensible a 
condiciones iniciales, es decir, si puntos iniciales 
arbitrariamente cercanos se separan macroscopicamente en ei 
atractor para tiempos suficientemente largos. 

V ( >.) 

( b ) 

( o ) 

Figura 1..- (a) Función potencial V(x) para un punto 
que se mueve en una dimensión. Con fricción, casi 
cua1quier condición inicial eventualmente cae en 1os 
puntos de equilibrio x

0
, x

0
.(b) Espacio Fase 

(posición-ve1ocidad) para el sistema en (a). La 
cuenca de atracción para x

0 
(región hashurada) esta 

separad~ de la cuenca de atracción -x
0 

(región 

blancd) par una frontera que es una curva suave. 

X 

Para ilustrar 1os conceptos de coexistencia de atractores, 
cuencas de atracción y frontera entre 1as cuencas, consideremos 
e1 caso de una partícula moviéndose con fricción en un 
potencia]. V(x) como e1 que se muestra en 1a figura ia. Para 
casi cualquier condición inicial, 1a órbita eventua1mente caerá 
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er.i reposo en uno de l.os dos puntos estables x = x
0 

La 

figura ib esquernaticamente muestra el espacio fase del sistema 
y las cuencas de los dos puntos atractores. Si escogemos una 
condición inicial en 1a región blanca tiende a x -x

0 

mientras que una condición inicial en la región sombreada va a 
x = x

0 
La frontera que separa estas dos regiones es una curva 

suave que pasa por el origen. La dinarnica manda puntos 
frontera en puntos frontera, es decir, que la frcnte.ra entre 
las cuencas en este caso es un invariante bajo la acción del 
sistema. 

En este ej emp1o tenemos que la frontera es una curva 

suave 111
, sin embargo 

donde esto no sucede. 
existen una 

Es decir, 
gran cantidad de 
existen sistemas 

ejempl.os 
donde l.a 

frontera es un fractal ' 21
• Entre ellos tenemos el oscilador de 

Van der Pol. forzado' 31 y el mapeo del circul.oi."i que 
estudiaremos en este capitulo. 

En muchos de los fenómenos estudiados hasta ahora / 1..a 
descripción detallada de l..a dinámica del sistema no se conoce, 
ni se tienen hasta ahora herramientas suficientes para 
entenderla. En las regiones del espacio fase donde más de dos 
atractores coexisten se ha visto que estudiar la frontera entre 
las cuencas de atracción puede ayudarnos a entender algunos 
aspectos de 1a dinámica del sistema. Esto se debe basicamente 
a que el conjunto de órbitas caóticas forman parte de 1a 

cerradura del. conjunto de órbitas inestables { 8 
i. En otras 

pal.abras, 11 1as órbitas inestables revelan el. esqueleto de las 
órbitas caóticas y son crucial.es para entender los atractores 
extraños" l 9 l. 
estructura de 

Uno de l.os métodos util.izados para estudiar 
la frontera entre las cuencas se conoce como 

l.a 
el 

método de sensibilidad de estados finales! 1 
• 

5 
• 

6 1 
• Básicamente 

lo que se pretende es determinar l.a probabil.idad promedio de 
cometer un error en l.a predicción, sobre cu~l.es son las 
condiciones iniciales que van a un atractor y cuál.es al otro. 
El. procedimiento es el siguiente: Dada una región se escogen N 
condiciones iniciales al azar y se iteran para ver a cuai de 
los atractores se. aproxima. Luego se ap1ica una perturbación 
del 01-dendec (i.e. x->x+óx, jóxj =e). Laprobabil.idadde 
predecir erronea~ente hacia que atractor tienden l.os puntos se 
estima corno una fracción g(c) N'/N, donde N es •1 número 
total de condiciones inicia1es consideradas y N' es e1 numero 
de condiciones inicial.es cuyo estado final. es distinto después 

de l.a perturbación. Se ha visto que g(c) c/3. Cuando la 
frontera no es un conjunto fractal. tenemos que ~ = i; cuando ia 
frontera es fractal. f3 es menor que uno. A f3 se le conoce como 
el exponente de incertidumbre. Más aún f3 = O - d, donde D as 
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1a dimensión del espacio fase y ~ es la dimensión fractal de 1a 
frontera entre las cuencas. 

es analizar, mediante 1a función 
frontera entre 1as cuencas de 
donde encontramos biestabilidad 

Nuestro objetivo ahora 
f(u), 1a estructura de 1a 
atracción en algunas regiones 
en e1 mapeo de1 circulo. 

4.1 Fr9ntera entre 1as Cuencas para el Napeo del Circulo 

Trabajaremos ahora con el mapeo 
3.3) En el. capitul.o anterior vimos 
mapeo en el. caso en que el parámetro b 
para b = 1/2n tenemos 1a transición a1 

del circulo lecuacion 
a::..gi...¡nas propiedades del. 

< 1./2TT. Mencionarnos que 
caos. 

b 
o 

0.5 

0.32L....~"'-~~~~~-'-~~~~~....::.~.....1..-

0 .3 0.5 

(a ¡::,,' 

Figura 2.- (a) Esquema de algunas de las fronteras 
de regiones con cerramientos de fase iacalmente 
estables para el mapeo del circulo en el espacio de 
parametros (a,b);(b) Amplificación de la región n 
donde analizamos la curva f(u) para la frontera 
entre las cuencas. 

0.7 

};c.:.; .interesa estudiar el. caso en que b > 1/271.. En esta 

r~~iór . .:ios "franjas'' c:.::::in distintos periodos pueden cruzarsel9
J 

dando lugar a zonas para las cuales dos órbitas estables de 
cualquier periodo pueden coexistir. En la figura 2a) tenemos 
el espacio de parámetros (a,b) donde se pueden ver estas zonas 
de cruce. Las lineas en la figura 2a) son las fronteras, en el 
espacio de parámetros (a,b), de algunas de 1as regiones donde 
se presenta el amarramiento de fase. G. Jlarti.nez-llelc:.ler et 
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al. t" 1 estudiaron 
Cal.cul.aron l.as 

1a región n que se muestra en 1.a 
curvas, denotadas en ia figura 

figura 2bl -
2b) por e 

~ = 1, •. ,4, que de1imitan esta región y mostraron que en esta 
región se encuentra toda 1a cascada de bifurcaciones que tiene 
el. mapeo logístico. Mostraron también que l.a estr~ctura de l.as 
cuencas de atracción es invariante bajo b.ifurcaci.ones. Esta 
invariancia imp1ica que existe un horneomorf.ismo del ::::.irculo 
sobre si mismo que manda el. conjunto frontera da Cant.-=.r para 
una pareja de para.metros (a

1
, b

1
), en el conjunt.:::i frontera de 

Cantor para otra pareja (a
2

,b
2

) cualquiera. Asimis~o vieron que 

1a invariancia se pierde en el punto ~e crisis. es decir, en el 
punto donde el sisterna deja de ser biestable. En este p\...:nto 
unicamente queda un atractor y la frontera desaparece. 

El aná.1.isis de l.as cuencas de atraccion que nosotros 
estudiamos se hizo en ia región n, donde coexisten dos 
atractores de distintos periodos. En la figura 3 graficamcs e1 
mapeo del. círcul.o (3.3) para valores de los parametros (a,b) en 
O. El intervalo A en la figura 3 pertenece a la cuenca de 
atracción de una de 1as órbitas estabies (con excepcion de un 
conjunto de medida cera que corresponde a órbitas inestables) y 
el intervalo B pertenece (excepto el conjunto de medida cero) a 
la cuenca de atracción de l.a órbita establ.e que coexiste. 

Nótese que mientras el. máximo D esta dentro del cuadrado 
A 2 de1imitado por ios puntos w

1
, w

2
, w

3
, ~ 4 , ia f~nción manda 

e1. i.nter\.·alo A en si mismo. Si en cambio el. rnaximo de l.a 
función, O, esta por debajo de 1a recta identidad, es decir, 
por debajo de l.a recta a 45•, entonces la biestabil.idad se 
pierde. Si el máximo rebasa la linea w

3
w

4
, la biestabil.idad se 

pierde nuevamente, pero de manera distinta a la anterior ya que 

1legamos al. punto de crisis mencionado anteriormente l 8
:. En 

ambos casos estamos afuera de la reg:i.on o. El. interval.o A 
depende de los val.ores de l.os parametros (a,b) y de aquí se ve 
claramente que 1a función restringida a A es el. mapeo 
log:istiC·.::::>. Mientras estemos dentro de 0 el interval.o A es un 

invariar."t.e d.e la 'funcion i"' !- • 'Cn situación simiiar se t:iene 
para el i!".!tervalo B, unicamente que en este caso nos tenemos 

que fijar en el. minimo de la función dentro del cuadrado B 2 (el. 
c·_::.,~.::r:::._-:: c-·-:=:~-:--:~.:'..G.-:--, Ce la r.-:i~:-:-.3 forma que A 2 , utilizando a1. 
ir;"t. .. ·-::?.--;_':.-:..:::. -···-·ar~a:;-c.e B). 

:--~-..::-~s ~ ·=3 :.:-.~crvalos. .::-·.·3riantes A, B tenemos que sus 
resz:iecr:....:..vas prei?:".agenes son intervalos que pertenecen a l.as 
respectivas cuencas (excepto un conjunto de medida cero formado 
por las órbitas inestables). Los extremos de 1os interva1os A# 
B son puntos que pertenecen a l.a frontera entre l.as cuencas. 
Si calculamos l.a preimagen de estos puntos extremos obtenemos 
nuevos puntos frontera y continuando este proceso, esto es, 
cada vez calculamos la preimagen de los nuevos puntos frontera, 
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obtenemos tantos p~~t~s fron~era 

esta descrito detalladamente en 
capitul.o) . 

B-1 B-2 

A 

como ~era~os (este al~oritmo 
el programa l. al finaJ.. del. 

B B-2 

: ! 

', '. 

: 1 
'l 
'1 

'' : . 
• 1 
• 1 
1 1 
'1 
1 1 

- --+L 
'1 
1' 
• I 
l' 
1 

Figura 3.- Grafica del rnapeo del circul.o para 
parámetros (a,b) en la región O. A y B denotan 1os 
intervalos invariantes que corresponden a 1os dos 
atractores. (A ) y ( B _ 

1
) denotan los intervalos 

-ur.3. itera...::::i..::: van 
(A 

2
) Y (B_

2
) 

a A y B 
denotan 1os 

intervalos q~e despues de des iteraciones van a A y 
B respectivamente. 

Otra forma de obtener 
una partición, {x

1
: i 

de obtener puntos frontera es dando 
1,2, ... }, suficientemente fina de1 

dominio de 1a función, es decir, el intervalo (o' 1). Ap1icando 
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ia fl.lnción a cada uno de l.os puntos de l.a partición e iteranto. 
tenemos que ver a cual. de l.os dos inter-val.os invariantes van a 
c:aer l..as iteradas. Si l..as iteradas de x\ van a un intervalo 

invariante ~- l.as iteradas de x\•l al. otro intervalo invariante. 

tomamos el. punto medio como un punto frontera. 
Dentro de l.a región O (figura 2b) se escogieron distintos 

val.ores de l.os parámetros (a,b) de tal. fornia que l.as órbitas 
establ.es que coexisten tuvieran distintos periodos. Las 
funciones f (.:r.) cal.cul.adas para l.a fronte"°ª de l.as cuencas de 
atracción de distintas órbitas biestabl.es dentro de la region n 
resul.taron ser l.as rnisrnas. Se cal.cul.ó la función f (a) para 
cada uno de estos conjuntos frontera obtenidos. El promedio de 
puntos en cada uno de estos conjuntos era trescientos mil. y 
donde l.os puntos frontera se obtuvieron util. izando los dos 
procedimientos descritos anteriormente. También cal.culamos l.a 
curva f(a) con al.rededor de cien mil. puntos en el. conjunto de 
puntos frontera con el fin de ver como variaba l.a curva y no se 
observaron diferencias apreciables entre estas curvas. Todos 
estos cal.cu1os se repitieron para las otras regiones de 
biestabil.idad que se ven en la grafica de l.a figura 2a) y para 
aquel..1as que están a 1a misma al.tura que n no se observó 
ninguna diferencia. 

Para obtener l.a curva f (a) seguimos l.os mismos 
l.ineamientos expuestos en l..a sección 2.10 del. segundo capitulo. 
Es decir, una vez que teníamos los puntos que pertenecen a l.a 
frontera, cubrimos e1 conjunto de puntos frontera con celdas de 

l..ongitud 1, con l variando de 10- 6 a 10- 7 aproximadamente. 
Graficamos el. l.ogaritmo de l contra el. l.ogaritmo del. número de 
celdas distintas del. vacío para cada l y escogimos l en el. 
interval.o donde teniamos una buena aproximación a una recta. 
La pendiente de esta recta es l.a dimensión fractal.. Dada l.a 
longitud de l.as cel.das de l.a cubierta cal.culamos l.a 
probabil.idad en cada una de l.as celdas y util.izamos 1-a función 
de partición (2.27). DesFejamos T(q) y util.izando l.a ecuación 
(2.40) cal.cul.amos a(q) y teniendo l.as ~(q) por (2.41.) obtuvimos 
f(a). En l.a figura 4 se puede ver l.a grafica de l.a curva f(a), 
en 1a figura 5 graficamos q contra Dq para l.os mismos va1ores 

de l.os parámetros (a,b) (0.45,0.6). 

57 



09 

os 

f (IX) 

07 ',/"" 
06 

o 5 l-----~--1/'----..,..--+---~,___,,,--..,..--; ¡ 
04 

03 

0.2 

01 
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05 0.55 06 065 07 0.75 08 085 09 0.95 

Figura 4.- La función f(a) para 1a frontera entre 
1a& cuencas de1 mapeo de1 circu1o con parámetros 
a= 0.45 y b = 0.6. 

~ 

Figura 5.- La función Dq 

cuencas de1 mapeo de1 
•= 0.45 y b = 0.6. 

para 1a frontera entre 1aa 
circu1o con para•etros 
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4.2 El. bil.l.ar de SiRai Noditicado. 

En esta sección estudiaremos el. bil.l.ar de 

Sinai
171

modificado como se muestra en l.a figura 6. Lanzamos 
una pelota en una caja de dimensión dos en cuyo centro tenemos 
una barrera circular y dos hoyos que etiquetamos como A y B. 
Los choques en las paredes y en la barrera central son 
elásticos, es decir, el ángulo de incidencia es igual. al ángulo 
de reflexión. Si consideramos l.a pel.ota como una particul.a y 
el. punto de donde l.a l.anzamos la condición inicial., no importa 
de donde empezernos todas las condiciones iniciales excepto un 

conjunto de medida de Lebesgue cero C?J, generan órbitas que 
eventuaimente se saien. Estamos interesados en ias condiciones 
iniciales que generan las órbitas que no se sal.en, es decir, 
estamos interesados en los puntos que separan las órbitas que 
se salen por A de l.as órbitas que se sal.en por B. Estos puntos 
forman el. conjunto de puntos frontera entre A y B. Este es un 
model.o de un proceso biestable, ya que l.os dos hoyos pueden 
pensarse como atractores. 

X¡ 2.71 

2.0 G 

A B 
-1004 -0.3239 0.9744 

Figura 6.- Bil.l.ar de Sinai Modificado. 

Dejando el. radio de J.a barrera 

ener<yia de la partícula se conserva, 
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como l.a 
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sistema es un espacio de dimensión tres que consiste de l.a 
posición de l.a particul.a y el. angul.o con que ésta es l.anza.cla. 
( l.a magnitud del. vector vel.ocidad es irrel.evante}. S. Bl.eher 

et a1i71 analizaron una sección transversal de dimensión dos en 
el. espacio tridi.mensiona.1... Es decir, dejaron una coordenada 
fija y calcul.aron e1 exponente de incertidumbre e. Para todas 
l.as regiones que consideraron e~contraron que S 0.2, 
considerando claro esta el error estadístico. 

Para comparar la frontera de este modelo con la frontera 
del. mapeo del circulo, estudiaremos una sección transversa1 
unidimensional que escogemos como sig~e: cuando el tiempo es 
cero, fijamos y = 1 y e1 angulo e del ve~tor velocidad (figura 
6). Tomamos en l.a l.inea superior del. bi11ar puntos, que 
denotamos por x~, igualmente espaciados uno del otro. Cada uno 
de estos puntos l.o usamos como una condición inicial.. Si la 
órbita de x, se sal.e por al.guno de l.os hoyos y l.a órbita de 

x\-:. se sale por el otro hoyo, tornaremos el punto medio entre 

x, y x,., como un punto de l.a frontera. 

f(a) 

Fiqura 7.- La funcion f (a) para l.a frontera entre 
1as cuencas en e1 billar de Sinai modificado con 1as 
aismas ventanes que se muestran en la figura 6 y 
radios del. obstacu1o (de izquierda a derecha) 
r - 0.06, r = 0.12 y r = 0.35 respectivamente. 
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Dados l.os puntos de l.a frontera, obtuvimos el. rango de 
val.ores adecuado de L graficando el. l.ogaritmo de i contra el. 
ioqarit~o del. numero de cel.das distintas del. vacio sin 
eiill:targo en este caso resulto que el.. rango de val.ores de .l 

adecuado es del orden de 10- 5
• Cal.cul.amos 1a función f(a), con 

aproximadamente cien mil. puntos pertenecientes a 1a frontera 
(para obtener esta cantidad de puntos frontera probamos 
alrededor de tres mil.l.ones de condiciones inicial.es). Variando 
el. radio de l.a barrera circul.ar de chico a grande, dejando 
todos los otros para~etros fijos, el. máximo de l.a función f(a) 
se increm.:nta y como en el. capitulo 2 vimos que para q = 1, a y 
f (a) coinciden l.a curva se tiene que mover hacia la derecha 
(figura 7) - Sin embargo l.a forma de l.a cur'\.o·a es invariante. 

En la figura 8 se muestra la gráfica de la función f(a) 
para la frontera entre 1as cuencas en la región de 
biestabilidad Q dei mapeo del circulo (3.3), con parametros a = 
O. 45 y b O. 6, y para la frontera en el billar de Sinai 
modificado, con la barrera circular de radio r = 0.06 y angu1o 
e 42 grados. En la figura 9 se muestra la gráfica de la 
función O", para la frontera del billar de Sinai con estos 
mismos pararnetros. 

f (a) 

C9 

es 
º.,. 
06 

C5 

C4 

03 

02 

Ct 

o 

/, 
/ 
¡ 

'1 

\ 

! 

' ' 

05 0.5506 065C_,, .::-::.,:,s .::: 65 e 95 

Figura 8.- La curva discor.tinua representa la 
runción f(a) para el billar de Sinai que se muestra 
en la figura 6 y con obstáculo de radio r 0.06. 
La curva continua representa la función f(a) para el 
iaapeo del circulo con parámetros a = 0.45 y b = 0.6. 
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B(q) 

a ... 

0.75 

·--
.li 

-411 o • 
11 

Figura 9.- La función Dq para ia frontera entre 1as 

cuencas en el bi11ar de Sinai que aparece en 1a 
figura 6 con obstacu1o de radio r = 0.06. 

En este segundo ejemp1o a1 considerar 1os condiciones 
iniciales que no tocan 1as regiones A y B, tenemos un conjunto 
~nvariante, o 1a intersección de la recta y = i con un conjunto 
invariante. Este conjunto invariante es un subconjunto de 1as 
órbitas periódicas en el billar de Sinai sin modificaciones que 
es un sistema conservativo. 

Aún siendo sistemas fisicamente distintos, es decir, en e1 
primer mode1o estudiamos e1 conjunto invariante de un sistema 
disipativo y en e1 segundo un subconjunto de un conjunto 
invariante de un sistema conservativo podemos ver que 1a 
frontera de 1os dos sistemas produce, dentro de los limites del 
caiculo numérico, curvas f(a) practicarnente indistinguibles. 
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APENDICE DEL CAPITULO 4 

e PRCGR..""-"l.."'- P."'-"-"' c.:u_c¡_"1AR L"I. FRONTERA DE LAS CUENCAS DE 
ATRACCICN EN C EL M..~PEO DEL CIRC~LO. 

C ESTE PROGRAM..>,. C.:U.CL"LA L0S PCNTOS DE LAS FRONTERAS DE LAS 

c 
e 

CUEN.:::As c L""TILIZ.,._N::>O EL M::'!'ODO DE AISL."'-R R..l>,.ICES DE {JNA 
EC::Ac=-::N - (e: < A < l. e ·l.- a > o) 

DOS?==6-=BJ1B5JD-1-9536::D 
ALFA=: .. c::oc =es?:: 

Z...J :. Zl. 30!-i E!... 
RE.SP ECT::·,,,--~~E:NTE. 

zo c.s=o ~ ALFA * CACCS (ALFA/B) 
Zl. : . ::!)0-::-J 

MAXIMO DE LA FlJNCION 

e z.:c :J < ses ~~ -.-."'.LOR DE L"'- FL'NCION EN EL MINIMO y M..'1.XIMO 
C RE.SPE..:-TI·---2'.MENTE 

ZO"J J!.V 

Zl.:. = ::¡_ 
A B CSIN{DOSPI*ZO) 

+ A + B * DSIN(DOSPI*Zl) 

e c.;Lc:..·¡_o DE L.'.:'S PL""""NTOS FIJOS DE LA FUNCION CON EL FIN DE 
C DETERMINAR LAS DCS CCENCAS DE ATR.ACCION (A Y B). 

IF ((::l¡_.GT.(2.0DO+Zl)).AND.(Zll..LE.(3.0DOO+Zl.))) THEN 
X(¡_) 0.2500 - ALFA* DACOS((2.0DO-A)/B) 

ELSEIF (.::¡_¡__LE. (2.0DO+Zl.)) .ANO. (Z1l..GT. (l..ODO+Zl.)) THEN 
X¡¡_) 0.2500 - ALFA* DACOS((l..ODO-A)/B) 

ELSEIF ((Zl.l..LE. (l..DDOO+Zl)).AND. (Zll.GT.Zl.) THEN 
X[11 o.-500 - ALFA * DACOS(A/B) 

EL.SE 
w~::::TE ~ 5, •)*'ME SAL! DEL R..a..NGO" 

EN:: =F 

IF (,::,.J.:-T.(ZC-1 .. 0DO)).AND.(ZOO.GE.ZO)j THEN 
X(~¡ 0.2500 +ALFA* DACOS((l.DDD-A)/B) 

ELSE::F ((20·3.L"I".ZO).AND.(ZOO.GE.(ZO :l..ODO))) THEN 
X(4) = 0.75DO + ALFA * DACCS(A/B) 

ELSE:IF ((ZOO.LT.(ZG -1.0DOO)) .. ~H2.;=:--,~-~E. 1 Zo-2.·:·DO))) THEN 
X ( 4) O. 7 500 + ALFA * DACC•S ( ( ."·. ·: -

ELSE 
WRITE { 6 #*)•ME SALI !:'EL R..~t;.:;-=., 

ENDIF 

X1 = X(l.)+ A+ B * DSIN{DOSPI*X(1)i 
R = 0.00000000000001 

C LLAMAMOS LA SUBRL""TINA F ( ••• ) DONDE SE C.ALCt:'LAN LOS PUNTOS 
C FRONTERA DE LOS MAPEOS INVERSOS Y SE VA LLEVANDO EL CONTEO 
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... .. 
.. 

e DE LOS PtJNTOS . 

DO CALL F(A,B,X1,ZO,Z1,H,Z) 
X(2) = Z 
X1= X(4)+ A+ B * DSIN(DOSPI*X(4)) 
zo = o.seo + ALFA * DACOS(ALFA/B) 
Z1 = 1.000 - ZO 
H = 0.000000000001 

DO CALL F(A,B,X1,ZO,Z1,H,Z) 
X ( 3) Z 
K2 = 1 
K = 4 

20 K1 = O 

so 

DO I= K2,K 
DO J 0,2 

H = 0.0000000100 
X1 = X(I) + J 
zo = 0.00000000100 
Z1 = X(1) 
CALL F(A,B,X1,ZO,Z1,H,Z) 

IF ((Z.GT.O).AND.(Z.NE.X(1)).AND.(Z.NE.X(2}} 
.AND.(Z.NE.X(3)).AND.(Z.NE.X(4))) THEN 

K1 = K1 + 1 
X(K+K1) = Z 

ENDIF 

ZO = X(4) 
Z1 = 1.0DO 

CALL F(A,B,X1,ZO,Z1,H,Z) 
IF ( (Z.GT.O) .ANO. (Z.NE.X(2)) .ANO. (Z.NE.X(3)) 
.ANO.(Z.NE.X(1)}.AND.(Z.NE.X(4}}} THEN 

K1 = K1 + 1 
X(K+K1) = Z 

ENOIF 

ZO X(2) 
Z1 X(3) 

CALL F(A,B,X1,ZO,Z1,H,Z) 
IF ((Z.GT.O).AND.(Z.NE.X(2)}.and.(Z.NE.X(3)) 
.ANO. (Z.NE.X(1}} .ANO. (Z.NE.X(4))) THEN 

K1 = K1 + 1 
X(IC+IC1) = Z 

ENDIF 
.END DO 

END DO 

:K:t-Jt+.l. 
lt "" JC.l. + JC 

J:ll!" (Jr::.LE.N) THEN 
GO TO 20 

Ex.SE 
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00 ..t..= l, K 
w""RITE ( 6 , *) X ( I) 

END DO 
ENDIF 

END 

SUBROUTINE F(A,B,X1,ZO,Zl.,H,Z) 
C EN ESTA SUBRUTINA SE CALCULAN PUNTOS FRONTERA UTILIZANEJO LA 
C IMAGEN INVERSA DE CADA ITERADA. 

YO= ZO + A ... B * 
Yl.= Zl. + A ..- B * 
IF DA.SS (YO) . LT. 

z = zo 
GO TO l.O 

ENDIF 

DSIN ( DOSPI*Z O) 
DSIN(DOSPI*Z1) 

H) THEN 

IF (DABS(Yl.) .LT.H) THEN 
Z=Z1 
GO TO 10 

ENDIF 

IF (YO/Y1.GT.O.ODO) THEN 
GO TO 10 

ENDIF 

Y = YO/Yl. 
20 DO WHILE(J.LE.l.0000) 

Z3 = (ZO..-Z1)/2.0DO 

Xl. 
X1 

Y3 = Z3 + A + B * DSIN(DOSPI*Z3) - X1 
IF (DABS(Y3).LT.H) THEN 

Z = Z3 
J 100001 

ELSE IF (YO/Y3.LT.0.000) THEN 
Z1 = Z3 
J = J + 1 

ELSE 
ZO = Z3 
J = J + l. 

ENDIF 
ENDIF 
END DO 

10 RETURN 
END 

C PROGRAMA FRONTERA ENTRE LAS CUENCAS EN EL BILLAR DE SINAI. 

C EN ESTE PROGRAMA SE CALCULA LA FRONTERA ENTRE LAS CUENCAS 
C PARA EL BILLAR DE SINAI. FRON ( •• ) ES EL ARREGLO DONDE SE 
C GUARDAN LOS PUNTOS ENCONTRADOS. 
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DIMENSION T(iO), IND(10) 
DIMENSION FRON(70000) 

C DIMENSIONES DEL BIL~ Y RADIO DEL OBSTAetJLG. 

TTOT = O 
HY = 1.0000 
HX = 5.4000 
R = 0.2000 
R=A = R**2 
K = 1. 

C VENTA..'IAS 

Vl.1 
Vl.2 
V21 
V22 

-l..25000 
-0.37000 
0.48000 
l..05000 

C XOl. ES EL VALOR INICIAL. SE CALCULA EL TAMAíirO DEL OBSTACULO. 

IANTER = l. 
X01 = -5.4DOO 
DO II = l.,160 

X = -0.4000 + (O.OOSDOO*II) 
Y = DSQRT(R ** 2 - X ** 2) 

END DO 

C SE VARIA LA CONOICION INICIAL Y SE DA EL ANGULO DE 
C LANZAMIENTO DE LA PARTICULA. 

DO 60 IK = 1,l.00000 
xo1 = xo1 + o.0001oaooo 
XO = XOl. 
YO = l..0000 
SIG = -0.8000 
V = -2.7000 
IFLAG = O 
xov xo 
YOV YO 
JJJ = o 
IA O 

C DETERMINA...'IOS EL NUMERO DE VECES QUE PERMITIREMOS QUE LA 
C PARTICULA REBOTE. 

10 IF (IA.EQ.1) GOTO 70 
IF (JJJ.EQ.20) THEN IA = 1 

DO I = 1,10 
T(I) 0000 
IND(I) = O 

END DO 

C VEMOS SI LA PARTICULA PEGA CON EL CIRCULO Y CON CADA UNA DE 
C LAS PAREDES DEL BILLAR. 
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IF (IFL.AG.EQ.i) GOTO 20 
VYSX = V * YO + SIG * XO 
AUX = VYSX ** 2 - (V ** 2 + SIG ** 2) * 

(XO ** 2 T YO ** 2 - R ** 2) 

IF (AUX.LE.O) TREN 
GOTO 20 

ELSE 
AUX = DSQRT (At:X) 

END IF 

T(5) (-VYSX + At:X) / (V ** 2 + SIG ** 2) 

IF (T(S) .LE.O) GCTO 20 

T(6) (-VYSX - AUX) / (V ** 2 + SIG ** 2) 

IF (T(6).LE. O) THEN 
xov = xo 
YOV = YO 
XO = SIG * T(S) + XOV 
YO = V * T(S) + YOV 

ELSE 
xov = xo 
YOV = YO 
XO = SIG * T(6) + XOV 
YO = V * T(6) + YOV 

ENO IF 

IFLAG = i 
YOXO = YO ** 2 - XO ** 2 
SSIG = (SIG * YOXO 2 * V * XO * YO) / RCUA 
V = -(2 * SIG * XO * YO + V * YOXO) / RCUA 
SIG = SSIG 
JJJ = JJJ + i 

20 IFLAG = O 
IF (SIG.EQ. 0000) THEN 

IND(i) = 9 
T(9) = iooooooooooooo 
GOTO 30 

ELSE 
IND(i) = i 
T(1) (HX - XO) / SIG 
IF (T(i).GT.0.00000001000) THEN 

GOTO 30 
ELSE 

IND(1) = 2 
END IF 
T(2) = -(HX + XO) / SIG 

END IF 

30 IF (V.EQ.0000) THEN 
IND(2) = 9 
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40 

T(9) = l.0000000000000 
GOTO 40 

ELSE 
IliD(2) = 3 
T(3) = (HY - YO) / V 
IF (T(3) .GT.O.OOOOOOOl.000) THEN 

GOTO 40 
ELSE 

IND(2) = 4 
END IF 
T(4) = -(HY + YO) / V 

END IF 
IF (T(INO(l.)).LT.T(IND(2))) THEN 

TIEMPO= T(IND(l.)) 
AINO = IND(l.) 

ELSE 
TIEMPO= T(IND(2)) 
AINO = IND(2) 

END IF 

C REDIRECCIONAMOS LA PARTICULA DESPOES DE QUE PEGG CON ALGUHA 
C DE LAS PAREDES O DEL OBSTACULO 

xov = xo 
YOV = YO 
XO = SIG * TIEMPO + XO 
YO = V * TIEMPO + YO 
IF (AIND.LT. 2.5000) THEN 

SIG = -SIG 
EL.SE 

V = -V 
END IF 

TTOT = TTOT + TIEMPO 

C EN CASO DE QUE HAYA PEGADO EN LA PARED DONDE TENEMOS LAS 
C VENTANAS VEMOS SI LA PARTICULA SE QUEDO O NO DENTRO DEL 
C BILLAR 

IF (ABS(YO + l..ODOO) .LT. 0.000000001000) THEN 
GOTO 50 

ELSE 
GOTO l.0 

END IF 

SO IF ((V11.LT. XO).AND. 
(XO.LT.Vl.2)) THEN 

IAUX = 1 
ELSEIF ({V2l. .LT.XO).AHD. 

{XO.LT.V22)) THEN 
IAUX - 2 

ELSE 
GOTO l.O 

END IF 

69 



C SE GUARDA..'!' LOS Pu~TOS FRONTERA 

IF (IAUX.EQ.IANTER) GOTO 60 
IANTER = IAUX 
FRON(K) X01 - 0.000054DOO 
K = K + 1 

60 CONTINUE 

70 END 

C PROGRAMA PARA EL CALCULO DE LA FUNCION f(a:). 

c ESTE PROGRAMA CALCULA LA FUNCION f(a), TOMANDO UNA CUBIERTA 
C DONDE TODOS LOS ELMENTOS DE LA CUBIERTA TIENEN LA MISMA 
C LONGITUD. UNA VEZ QUE TENEMOS ORDENADOS TODOS LOS PUNTOS, 
C CALCULAMOS CUALES Y CUANTOS SON LOS INTERVALOS QUE CONTIENEN 
C PUNTOS DEL CONJUNTO. 
C ASIMISMO CALCULAMOS CUANTOS PUNTOS HAY EN CADA INTERVALO. 
C SE DA q Y SE CALCULA -r (q). POSTERIORMENTE UTILIZANDO LAS 
C FORMULAS (2.40) (2.41) EXPUESTAS EN EL CAPITULO 2 CALCULAMOS 
c cxYf(a:). 

IMPLICIT REAL*8 (A-G,0-Z) 
DIMENSION JCONT(100000) ,X(420000),L(600),CONT(100000) 

C FIJAMOS EL NUMERO DE INTERVALOS Y SU LONGITUD 

LMAX = o 
NUMINT = 100000 
I = 1 
Q = O.ODO 
DIST = 1.0DOO/DFLOAT(NUMINT) 
A= O.ODOO 
B= DIST 

C SE CALCULA EL NUMERO DE PUNTOS EN CADA INTERVALO 

DO 10, J = 1, ITOTPUN 
20 IF ((A.LE.X(J)).AND.(X(J).LT.B)) THEN 

ICONT = ICONT + 1 
GO TO 110 

ELSE 
A = B 
B = B + DIST 

END IF 

C CUANTOS INTERVALOS HAY QUE INTERSECTAN AL CONJUNTO Y CUANTOS 
C PUNTOS HAY EN CADA UNO DE ELLOS 

IF (ICONT.GT.O) THEN 
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l.O 

JCONT(I) 
L(ICONT) 
I=I+l. 
ICONT = O 

END IF 
GO TO 20 
CONTINUE 

ICONT 
L ( ICONT) + l. 

IF (ICONT.GT.O) THEN 
JCONT(I) = ICONT 

L(ICONT) = L(ICONT) + l. 
END IF 

LMAX = I - l. IR = O 
IRR = O 
00 IH = l., 500 

IR = IH * L(IH) 
IRR = IRR + IR 
IF (L(IH).GT.O) THEN 

WRITE(30,*)IH," NUM. INT CON IH PUNTOS 
END IF 

END DO 

WRITE(30,*)"TOTAL DE PUNTOS EN L(IH)", IRR 

",L(IH) 

C CONVERTIMOS TODAS LAS VARIABLES A VARIABLES EN DOBLE 
C PRECISION 

ANUMINT = DLOG(DFLOAT(NUMINT)) 
TOTPUN = DLOG(DFLOAT(ITOTPUN)) 
ALMAX = DLOG ( DFLOAT ( LMAX) ) 

C CALCULAMOS LA DIMENSION FRACTAL 

DO = ALMAX / ANUMINT 
TOTNtJM = TOTPUN / ANUMINT 

C CALCULAMOS i::(q) 

DO J = l., l.60 
Q = -40.500 + (0.5DO *DFLOAT(J)) 
SUM = 0.000 
SUMl. = O.ODO 
00 I= l., LMAX 

CONT(I) = DFLOAT(JCONT(I)) 
SUJI = SUM + CONT(I)**Q 
SUMl. = SUMl. + (CONT(I)**Q)*DLOG(CONT(I)) 

END DO 
TAU - (Q * TOTPUN - DLOG ( SUM) ) / k..JUMINT 

C CALCULAMOS D(q) 
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IF ((Q.LT.l.) .OR. (Q.GT.l.) 
DEQ = T.:\U / ( Q - l.) 

END IF 

TEEN 

e CALCULAMOS a y f(a) 

END 

ALFA = TOTNUM - (SD"Ml. / (A?<UMINT *SUM)) 
FA.LFA = Q * ALFA - TAU 

END DO 
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S. CONCLUSIONES 

La función f(a) ha sido utilizada para caracterizar 
conjuntos fractales en los cuales la distribución de puntos es 
irreguiar, conjuntos que actualmente se ies denomina 
multifractales. 

Según varios autoresl 11 , el análisis de algunos resuitados 
experimentales a través de la función f{a), ha sido fundamental 
para asociar el producto de las observaciones a modelos 
teCr ices simples. Sin embargo, y en función de los elementos 
presentados en el capítulo anterior, un hecho salta a la vista, 
y es que hace falta hacer un llamado de atención al uso que se 
ha dado a esta función para clasificar resultados 
experimental.es. 

En esta tesis estudiamos dos sistemas que desde el punto 
de vista físico son diferentes: el mapeo del círculo, que es un 
sistema disipativo, y el biilar de Sinai modificado, que 
proviene de un sistema Hamiltoniano. 

El elemento esencial del trabajo fue el cálculo de la 
función f(~) para ia frontera entre las cuencas de atracción 
dei primero y para ia intersección de una curva con la frontera 
entre las cuencas de atracción del segundo. Contrario a 1o que 
ingenuamente se pudiera esperar, 1os resul.tados obtenidos 
indican que dicha función, para ciertos val.ores de 1os 
parámetros, es prácticamente l.a misma en ambos casos. 

Esto podrla deberse a que, ciertas propiedades dinámicas 
inherentes a l.as dos sistemas sean esencial.mente equivalentes 

en el sentido de que el escalamiento del conjunto frontera 
entre ias cuencas sea e1 mismo - en cuyo caso las curvas f{a) 
deberían de ser exactamente iguales y las pequeñas diferencias 
que se observan en la gráfica {figura B del capítulo anterior) 
se deben a las aproximaciones consideradas. Otra razón que 
explicaría los resuitados obtenidos sería considerar que aun 
cuando los dos sistemas no tengan l.a misma dinámica esto es, 
que el conjunto de puntos frontera de cada sistema presente 
distinto esca1amiento l.as diferencias entre las funciones 
f(a) son tan pequeñas que probablemente las aproximaciones 
numéricas no son suficientemente adecuadas para distinguir 
entre ambas. Cabe también pensar que ias restricciones que se 
impusieron al biliar de Sinai a fin de poderlo comparar con el 
mapeo del. c~rculo, transformaron e1 problema en uno que, frente 
a nuestra caracterización es equiva1ente al mapeo ñel círcuia. 
Más concretamente, al fijar una de las posiciones rle los puntos 
iniciales así como el Angulo con que es lanzada la partícula 
i.nicia.1m.ente, ta1 vez reduce e1 problerr,a a Lt.n rr.apeo del. 
ct.rculo. 

En el. primer caso, l.os resu1tados de l.a caracterización 
por medio de 1a función f(a) parecen implicar que modelos 
ft.sicamente distintos pueden posee~ las mismas propiedades de 
esca1amiento. Por esta razón, si bajo esta caracterización 
estos fenómenos están en ia misma clase, este intento de 
ciasificaci6n pierde uti1idad. 
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En el segundo caso, la indistinguibi1idad de las dos 
funciones f(a) puede explicarse por las limitaciones 
computacional.es, ya que es imposible rea1izar l..a operación de 
pasar a un límite infinito. Sin embargo y hasta donde fue 
razonabl..e hacerlo en este trabajo, al variar e1 número de 
puntos frontera en l..os cá.l..cul.os real.izados no se encontraron 
cambios significativos. 

Por úl..timo, l..a posibil.idad que sugiere el. tercer caso, nos 
da una pauta para seguir analizando el problema del billar de 
Sinai, haciendo distintos cortes transversal.es para verificar 
real.mente su dinámica se asemeja a la de un mapeo del.. c~rcul..o. 

Por otra parte, podernos señalar que si se quieren comparar 
situaciones fisicas experimental.es entre el.las o situaciones 
experimentales con model.os teóricos hay que tomar en cuenta, 
además de las consideraciones previas que intervienen en el 
cál.cu1o de 1..a función f (Ot), una serie de incertidumbres de 
carácter experimental que van en detrimento de la confiabilidad 
de una caracterizaci6n a través de esta función. Nuestros 
resultados indican que el uso de las curvas f(a) para 
distinguir entre procesos experimental.es o entre estos procesos 
y modelos téoricos puede ser inadecuado. 

Podemos concluir que la similitud de las curvas f(a) de la 
frontera de las cuencas de atracción, no es un criterio 
adecuado para discernir entre la dinámica de estos sistemas, 
que no sol.amente son distintos físicamente sino que tambi6:n 
desde el punto de vista matemático, ya que uno de el.los no 
preserva el área mientras que en el caso del bill.ar de Sinai 
modificado el. conjunto de puntos frontera es un conjunto de 
puntos invariante de un sistema que preserva el área. 
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