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RESUMEN

En este trabajo se formula un principio variacional restringido que
describe los estados de no equilibrio, dentro deil

marco de la termodinamica
irreversible extendida'. Con &l se analiza el

problema de transporte de

masa, momentum y energia en un medio poroso. Se deducen ecuaciones de

evolucion temporal exactas para las variables no conservadas relevante al

problema. Para el flujo de agua en suelos se logra obtener una ecuacién del

tipo telégrafo para el potencial de agua, que generaliza la ecuacién de

Richards. Adicionalmente, se da un sustento termodinamico a las correciones

de Brinkman y Forcheimer para la ley de Darcy. Por otro lado, se adecua la

técnica del promedio volumeétrico® para abordar problemas donde la
descripcion del transporte esta dada por una

parciales del tipo hiperbélico.

ecuacién en derivadas
Esto permite obtener una ecuacién de medio
efectivo para el transporte de ondas electromagnéticas en un medio

compuesto. El resultado es validado al recuperarse los limites exactos

conocidos para la funcién dieléctrica en la aproximacién de onda larga.

lGar'c:ia—chlin, L.S. Rev. Mex. Fis. 34 (1988), 344.
Vazquez, F. y del Rio, J.A. Rev. Mex. Fis. 36 (1990), 71.
Lopez de Maro, M. del Rio, J.A., Vazquez, F. y Cuevas, S. Rev.

(en prensa 1991).

Mex. Fis.
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Abstract

In this work a restricted variational principle is formulated, to describe
the non—equilibrium states of a system, within extended irreversible
thermodynamicsa. The mass, momentum and energy transport through porous
media are analyzed with the aid of this variational principle. Exact time
evolution equation for the non-conserved variables of the system are
derived. In particular, for the flow of water through soils, a generalized
Richards equation is derived leading to an equation of the telegraph type
for the water potential. Further, the compatibility between both the
Brinkman and Forcheimer corrections to Darcy's law and extended
irreversible thermodynamics is stablished. On the other hand, the spatial
averaging procedure“ is adequated to describe the transport problems
governed by a hyperbolic partial differential equation. This allows the
derivation of an effective medium equation for the transport of
electromagnetic waves in composites. The results are validated by
recovering the well known exact limits for the dielectric function in the
long wavelength approximation.

aGarcla-—CoHn, L.S. Rev. Mex. Fis. 34 (1988), 344.

Vazquez, F. y del Rio, J.A. Rev. Mex. Fis. 36 (1990), 71.

Loépez de Maro, M. del Rio, J.A., Vazquez, F. y Cuevas, S. Rev.
Mex. Fis. (en prensa 1991).
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INTRODUCCION

Les fenémenos de transporte de fluidos en medios porosos son de una gran
relevancia en problemas de ingenieria, de agricultura, de medicina y de

geofisica. Entre las aplicaciones donde estos fenomenos son importantes

podemos mencionar procesos de purificacioén, extracciéon de recursos
naturales, fisiolégicos, farmacoloégicos, de conservacion de alimentos,
contaminantes, etc. Esta lista basta para entender el por qué se han

realizado una gran cantidad de trabajos para tratar de caracterizarlos. Sin
embargo, dada la complejidad de la estructura geométrica de los medios
porosos y la gran diversidad de sistemas que pueden ser considerados como
tales, no existe todavia una teoria fisica que pueda ser aplicada con mucho
éxito a toda esta problematica. De hecho solamente se cuenta con leyes y
relaciones mayoritariamente empiricas para describir a estos fenémenos y en
particular al transporte de masa, momentum y energia. Un aspecto
sorprendente de todos estos resultados es que la inercia del sistema no ha
sido considerada en la descripcién del transporte en un medio poroso (MP]},
ya qgue en particular en el flujo de un fluido a través de sistemas porosos
se puede observar un fenémeno de inercia para responder a perturbaciones
externas (van Bavel, 1969). A manera de ejemplo se puede mencionar que al
cerrar la llave de un filtro doméstico de agua continua saliendo agua por
un tiempo corto con un gasto similar al inicial, lo que podemos explicar en
términos de la inercia del sistema. Otro ejemplo lo constituye la
propagacién del calor en depésitos de desechos nucleares donde es necesario
conocer la velocidad de propagaciéon de la onda térmica (Estrada-Gasca y
Cobble, 1988) y el calcularla a partir de la ecuacién de difusién de calor
lleva a inconsistencias (Luikov et al. 1977}, debido a que en dicha
ecuacién se ha ignorado la inercia del sistema.

Las relaciones a las que hemos hecho alusién en general han sido
Justificadas solo heuristicamente y por lo tanto no tienen un fundamento
formal. Debe destacarse que quizas el criterio basico para sustentar
tedricamente algunas de estas relaciones empiricas ha sido el de establecer
su compatibilidad con la termodinamica de procesos irreversibles y, en
algunos casos, con la mecanica estadistica de no equilibrio. Sin embargo,
es evidente que algunas de las relaciones mas usadas para describir los
procesos de no equilibric en un MP no tienen cabida dentro de la

termodinamica irreversible lineal, TIL (de Groot y Mazur, 1984) por incluir



términos no lineales e inhomogeneidades espaciales de orden superior a uno.

En particular, para el transporte de un fluidoc en un MP existe una

ley
inicialmente empirica que relaciona el

gasto del fluido con el gradiente de
presion entre los extremos del sistema, la ley de Darcy. Esta ley ha sido
Justificada desde el punto de

(Mokadam, 1961; Taylor
Sposito, 1978a, b) para

vista de varias teorias macroscopicas

y Cary, 1964) y microscopicas (Sheideger, 1954;

sistemas con gradientes y flujos pequefios; pero
fuera de su rango de validez, comunmente se

le hacen dos correcciones
(Sheideger, 1970; Dullien, 1974): la de

Brinkman y la de Forcheimer que
ciertamente no son compatibles con la TIL.

As{ pues, uno de los objetivos de este trabajo se centra en investigar si
irreversible extendida TIE (Garcia—Colin, 1988, Lo6pez de

Haro, et al. 1991) puede servir englobar los

la termodinamica

como marcoe teérico para
fenétmenos de transporte en un MP en

la misma medida que la TIL es la

contrapartida termodinamica a las ecuaciones de Navier-Stokes para el

caso
de un fluido. Cabe mencionar que

la formulacién de problemas de transporte
con la TIE incorpora automaticamente la

inercia del medio y por otra parte
permite examinar la

compatibilidad de la amplia

gama de relaciones
empiricas con este marco teoérico.

La formulacién elegida posibilita ademas
modelos para el MP y evaluar la
estos en los resultados obtenidos.

trabajo es el de evaluar

el considerar diferentes influencia de

Por otra parte, otro objetive del

la posibilidad de adecuar la técnica del
volumétrico, TPV (Whitaker, 1986),

incorporacion de

promedio
que ha sido muy exitosa en
la microestructura del medio dentro del
para su eventual utilizacién

la
marco de la TIL,

en el ambito de la TIE. En este punto se

enfrentara una dificultad, ya que usualmente la TPV se

aplica a las
de balance para las variables conservadas de cada componente con
ecuaciones constitutivas

ecuaciones

para los flujos que aparecen en ellas.
resultantes para las

Las
ecuaciones efectivas variables conservadas son
ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabélico con coeficientes de
transporte efectivos que incorporan las propiedades de

los componentes y la
topologia de la microestructura. En el

caso de la TIE, en lugar de las
ecuaciones constitutivas se tienen ecuaciones de evolucién temporal para
los flujos, lo que en el caso mas simple, en el

que es posible desacoplar
estas ecuaciones y las de

balance, conduce a ecuaciones diferenciales
parciales hiperbélicas para

las variables conservadas. La dificultad radica

en gque la TPV no ha sido aplicada hasta ahora a este tipo de ecuaciones y

por le tanto, para poderla adecuar al marco de la TIE, debe ser previamente
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validada para ellas.

Para alcanzar estos objetivos, dentro del marco de la TIE se reformulara el
problema de Richards (1931) para transporte de agua en suelos, y se
considerara un modelo de mezcla binaria para estudiar el transporte de
masa, momentum y energia. La TIE por su caracter fenomenclégico no puede
proveer informacién cuantitativa sobre la velocidad de propagacién de las
perturbaciones en el medio y no existen los experimentos adecuados para
determinarla hasta el momento. Esta informacion, que como se evidenciara
posteriormente, es necesaria para desarrollar cabalmente y validar la TPV
en el caso de ecuaciones hiperbolicas, no la tenemos disponible. Asl pues,
se aplicara esta técnica a un problema electrodinamico (propagacion de
ondas electromagnéticas en un medio compuesto por placas dieléctricas
paralelas) cuya solucién es bien conocida.

En cuanto a la estructura del trabajo, en el capitulo 1 primeramente

presentamos las definiciones relativas a medios porosos que seran de

utilidad en los capitulos posteriores. En seguida se expondra una
formulacién variacional de la TIE que generaliza trabajo previo (Vazquez y
del Rio, 1990a), para poder incluir inhomogeneidades espaciales de las
variables no conservadas. La ventaja de formular la TIE desde una

perspectiva variacional es que ésta permite encontrar ecuaciones exactas
para la evolucién temporal de las variables no conservadas. Para finalizar
el capitulo se formulara de manera conveniente el teorema del promedio
volumeétrico y se presentara la metodologia de cerradura (Crapiste et al.,
1986), que en conjunto constituyen la TPV (Whitaker, 1986).

En el segundo capitulo, se analiza el transporte de un fluido en el suelo,
utilizando la formulacién variacional de la TIE,cuando ia interaccion
fluido—-suelo no queda explicita en el modelo del MP, que en cierto sentido
es considerado como una caja negra local. Asi, al despreciar los efectos
térmicos y viscosos, se obtiene una ecuacién de evolucién temporal para el
flujo de agua que generaliza los resultados previos (del Rio y Loépez de
Haro, 199la) al incluir un término que tiene la forma de la correccion de
Forcheimer.

En el tercer capitulo se reexamina el problema de transporte de masa,
momentum y energia suponiendo un modelo sencillo (mezcla binaria) para el
sistema (del Rio y Lopez de Haro, 1990b, 1991b), pero utilizando el
principio variacional. Nuevamente se obtienen generalizaciones de

los

resultados que previamente habiamos encontrado al deducir la estructura

formal de las ecuaciones de evolucién temporal para los flujos de masa,
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calor y momentum en el sistema. Como aplicacién de las ecuaciones que
gobiernan el transporte en el MP, se analizan tres casos particulares: ljel
conductor de calor poroso rigido, donde mostramos una ventaja del método
variacional en la TIE con respecto a la metodologia tradicional (del Rio y
Loéopez de Haro, 1991b) al proponer directamente la forma para las ecuaciones
de estado generalizadas. De esta manera, llegamos a la ecuacion del
telégrafo para la temperatura efectiva y encontramos una velocidad finita
para la propagacién de las perturbaciones térmicas; 2)en el caso de
transporte de fluido no isotérmico incluyendo efectos viscosos, se obtiene
rigurosamente la correccién de Brinkman a la ley de Darcy, en un desarrollo
hasta segundo orden de las ecuaciones formales emanadas del principio
variacional junto con una ecuacién para el flujo de calor que generaliza a
la ley de Fourier para el MP; y 3)se obtienen las correcciones de Brinkman
¥y Forcheimer a la ley de Darcy al desarrollar las ecuaciones hasta tercer
orden para un problema isotérmico de transporte de fluido. En este
capitulo, en el que los resultados son una prueba de que la TIE es el marco
termodinamico adecuado para describir los fenomenos de transporte en medios
porosos, se da ademas una interpretacion fisica de éstas y otras
correcciones también compatibles con la TIE, con lo cual se tiene un
criterio termodinamico para su inclusiébn en el analisis de distintos
problemas. Ademas, con este modelo sencillo en el que la microestructura no
Juega un papel relevante, se obtiene una expresién para los coeficientes de
transporte en términos de la porosidad y de las propiedades de los sistemas
componentes.

En el cuarto capitulo, adecuamos la técnica del promedio volumétrico para
abordar problemas de transporte en donde las ecuaciones que lo gobiernan
son hiperbélicas. Para ello tratamos el caso del transporte de ondas
electromagnéticas en un material compuesto constituido por dos
dieléctricos. Se obtienen asi una ecuacion de medio efectivo para el
potencial eléctrico promedio y la forma general del coeficiente de
transporte asociado, i.e. la velocidad de propagacién efectiva, en términos
de una geometria arbitraria de la microestructura y de las propiedades de
los componentes. En esta parte del trabajo nos vemos obligades a mantener
por primera vez Ja parte temporal de las ecuaciones que gobiernan las
contribuciones de la microestructura para un problema con fronteras fijas
entre los componentes, haciendo asi patente que la adecuacién no es una
simple extensi6én. Usamos los resultados obtenidos para estudiar el sistema

mas sencillo, un material compuesto por placas paralelas de materiales
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dieléctricos puros, recuperando los resultados normalmente aceptados para

la aproximaciotn de onda larga. Con ello hemos demostrado la potencialidad

de la TPV para su eventual aplicacién en problemas de transporte en MP

donde la ecuacién gobernante es hiperbélica.

Finalmente, establecemos las conclusiones generales del trabajo y apuntamos

algunas perspectivas para trabajo futuro.



Capitulo I

FORMALISMOS TEORICOS PARA EL ESTUDIO DE LOS FENOMENOS

DE TRANSPORTE EN MEDIOS POROSOS

En este capitulo primero definimos y establecemos algunos parametros

fisicos y geomeétricos que se usan para describir el medio poroso (MP) y

posteriormente establecemos en términos abstractos las dos herramientas

tedricas a utilizar en el estudio de los fenémenos de transporte en medios

porosos.
Secciétn 1. El Medio Poroso.

De manera intuitiva la definiciéon de MP pudiera ser la de un cuerpo sélido

con poros donde se puede alojar un fluido; siendo asi tendriamos que

definir la nocién de poro. Nuevamente de forma intuitiva el poro es un

espacio hueco distribuido mas o menos en forma frecuente a través de un

material soélido, pudiendo haber espacios extremadamente pequefios,

intersticios moleculares, y otros muy grandes, tales como cavernas.

Generalmente la idea de poro se toma como la de los espacios intermedios

entre los dos extremos sefialados, de tal forma que los espacios sean

grandes desde el punto de vista microscépico, pero pequefios para las
escalas del sistema (Scheidegger, 1974).

Esta definicion puede ser ampliada si consideramos como un MP a un sistema

donde coexistan dos materiales o fases y al tomar un elemento de volumen de
escala mesoscdpica encontremos las dos
azarosa. Debe quedar

componentes en una distribucién
claro que en esta definicién se engloban desde

los
suelos hasta los materiales selectivos de

radiacién solar, desde las

membranas hasta los superconductores ceramicos, y las suspensiones también

pueden ser incluidas en esta definicién; al globalizar asi esperamos

aplicar las mismas técnicas al estudio del transporte en todos los sistemas

que cumplan con esta definicién.
En el segundo y tercer capitulo se abordan los medios porosos que puedan

ser atravesados por un fluido; de esta forma se requiere que existan

espacios huecos en el material que estén interconectados, por lo cual

necesitamos poder definir el poro efectivo como los espacios
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interconectados del medio porosoc. Es obvio gque para el estudio de flujo de
materia solo se consideran los poros efectivos ya que los espacios aislados
no tienen un papel relevante en el transporte de masa.

E! medio poroso puede ser caracterizado por varias propiedades geométricas,
como son la porosidad e definida como la fraccién de espacio vacio con
respecto al volumen total. De igual forma se puede definir la porosidad
efectiva, usando ahora el espacio vacio interconectado. En la fisica de

suelos se usa la fraccién hueca

e

fF=_____. (1.1)
(1-e)
que es la relacién entre el espacio vacio y el espacio lleno. De forma

anadloga se puede definir un fraccién hueca efectiva cambiando la porosidad
por la porosidad efectiva. Existen sistemas donde la porosidad y la
porosidad efectiva coinciden.

Otro parametro que puede caracterizar al MP es la tortuosidad =T, que
originalmente se introdujo como una propiedad cinematica que refleja el
cociente entre la trayectoria promedic de una particula de fluide y la
longitud del MP (Dullien, 1979). Este parametro se utiliza fundamentalmente
al modelar al MP como un manojo de capilares de distintos diametros
uniformemente distribuidos en el so6lido, pero de igual longitud efectiva,
es decir los capilares pueden estar entrelazados o ser paralelos unos a
otros. En particular con este modelo y distintas suposiciones para el flujo
o el arreglo geométrico se puede obtener la permeabilidad K en funciétn de
algunos otros parametros, ver por ejemplo Bourbie et al. (1987).

La primera forma de visualizar la estructura de un MP fue la de tubos
entrelazados, perc con el objeto de representar la topologia del MP, éste
puede ser caracterizado por la ecuacién analitica de la superficie o del
volumen que limita u ocupa el espacio hueco, respectivamente, condiciéon
practicamente imposible de conseguir en forma real. No obstante estas
dificultades, se hace el intento por medio de la herramienta de la mecanica
estadistica, al considerar un conjunto representativo de sistemas de MP que
sean rmacroscopicamente equivalentes (Barrera et al., 1988; Given y Stell,
1990), definiéndose asi propiedades estadisticas del medio. Otros
investigadores utilizan con este fin el teorema del promedio volumétrico en
lugar de un conjunto representativo {(Whitaker, 1986) dando asi una
conceptualizacién geométrica a las variables promedio.

Ya desde hace mas de teinta afios (Scheidegger, 1954) se define una funcién

=



f(x) para los puntos del MP como 1 en los espacios huecos ¥y O en el espacio
lleno de tal forma que el valor medio de f esta dado por

F = J f(x) dv _ , 1.2)
Jdv

dque es precisamente la porosidad.

Se puede considerar esta funcién como una
funcién aleatoria de valores 1 y O y de esta forma tenemos un MP azaroso.
podria definir la funcién con

intercambiados. Esta

También se la asignaciéon de valores
bien puede considerarse el modelo

azarosamente distribuidas.

primera descripcion,
que origina el uso de esferas fijas
Gitimo modelo es mas facil calcular

esferas por el

Para este
la fracciétn hueca como el

namero de
volumen de cada una de ellas,

dividido por el
Este término esta relacionado con la porosidad por l-e,
se habla de fraccion sin fluido y

volumen del
sistema. nétese que
llena de s6lido. Un modelo muy sencillo
la descripcion del flujo de un fluido a través de una
sélida porosa es el de

que se utilizara en
matriz

la mezcla binaria (del Rio y Lépez de Haro,
1990b),

donde se considera un fluido con dos componentes y una de ellas en
reposo: el so6lido.

Este modelo simple de MP puede ser encontrado de forma
implicita a lo largo de la literatura desde Taylor y Cary

Rio y L6pez de Haro (1990b), en este ultimo se hace explicito.
Esta descripcion del MP

(1964) hasta del

es suficiente para

desarrollar las
ilustrar,

ideas de
transporte que queremos

por esta razén dejaremos la modelacién de
un MP para pasar a describir brevemente el formalismo de la termodinamica
irreversible extendida y posteriormente a

establecer el

teorema del
promedio volumeétrico,

formalismos son la base

tedricos que para este
traba jo.

Secciotn 2. Termodinamica Irreversible Extendida.

En esta seccién expondremos brevemente la versién mexicana de la TIE (Lépez
de Haro, et al.

(1991) que sera utilizada para enmarcar desde un punto de
vista termodinamico algunos fenémenos de

transporte
Expondremos la TIE en

en medios porosos.
su versitn mas sintética, utilizando para ello el
restringido recientemente formulado por Vazquez y del
Sin embargo, se

principic variacional

Rio, (1990a). introducira una funcional diferente y por
tanto se modificara la fisica asociada al principio variacional mismo.
se debe a que el

lo

Esto
principio variacional de Vazquez y del Rio presenta la
limitacién de no poder incluir las inhomogeneidades espaciales de los

e



flujos en las ecuaciones de evolucién temporal para las variables no
conservadas. Podemos evitar ésto con un ligero cambio en la funcional.

El postulado fundamental gue se requiere en la TIE (Garcia—Colin, 1988; Jou
et al. 1988) es:

Existe un potencial termodinamico generalizado m que describe los estados
de no equilibrio y que es funcién de las variables termodinamicas de la TIL
(variables conservadas, C) y de las variables no conservadas o rapidas, R.

La unién de C y R forma el espacio termodinamico extendido.

Se ha encontrado (Vazguez y del Rio, 1990a) que bajo las variaciones de la
parte no conservada del espacio termodinamico extendido de una funcional

del tipo

J‘[ pd m + Ved ~ o ]dV (1.3)
dt

donde J y o son el flujo y produccién de la entropia generalizada
respectivamente y al usar como condiciones subsidiarias 1)las ecuaciones de
balance del sistema, asi como 2)generando las cantidades desconocidas con
los teoremas de representacion (Truesdell y Nol, 1965), se llega a
ecuaciones de Euler-Lagrange que describiran completamente la evolucién
temporal de las variables no conservadas. Debemos comentar gque este
principio variacional sigue directamente la linea de Onsager (1931) y en €&l
se realizan el mismo tipo de variaciones restringidas, cambiando solamente
las condiciones subsidiarias, aspecto realmente necesario debidoe a la
diferencia entre los supuestos basicos de ambas teorias termodinamicas.

En términos abstractos, y sin perder generalidad, se puede considerar una

ecuacion de balance de la forma
(1.4)

donde C es una variable conservada y R es la variable rapida. En un sistema
con estas variables se tiene que el potencial termodinamico generalizado es
de la forma

n = wnc, m). (1.5)

que lleva a la ecuacién generalizada de Gibbs

d d d
PaEm = % g * % tar™ u.s)



donde las o, estan relacionadas con las ecuaciones de estado generalizadas:
¢l=§_'n y nx2=p§_'n.

ac ar
De los teoremas de representaciéon (Truesdell y Noll, 1965) se puede

construir cualquier vector en este espacio termodinamico extendido como
V =elC, I R (1.7)

donde I=R-R es el unico invariante escalar del espacio y € es un escalar.

Entonces al sustituir las ecs. (1.4-1.7) en (1.3) se tiene

J‘[ —a V'R + «,R-d R + eV-R + R-Ve - o ]dV (1.3%)
dt
donde a_, e y o son escalares desconocidos pero que dependen de C e I.

21
Al realizar la variacién de R y suponer la funcional invariante se llega a

la ecuacién de evoluci6tn de la variable rapida

leé_am- + o, d m = — VeI + 2R _o — 2R é_(el—a,) veR . (1.8)
a1 dt al a3l

Esta es la forma general de la ecuaci6tn exacta para la evolucién temporal
de la variable rapida. A nivel formal la ecuaci6én de Euler-Lagrange (1.8)
junto con la ec.(1.4) describen el transporte en el sistema. En sistemas
con mayor numero de variables la complejidad del desarrollc aumenta como se
ilustra en el capitulo 3.

La funcional (1.3) difiere de la funcional usada en anteriores trabajos en
el término de la divergencia del filujo de =%; en los trabajos previos
solamente aparecian la derivada temporal de m y su produccién (Vazquez y
del Rio, 1991). Con esa funcional no se podian reproducir los términos con
inhomogenenidades espaciales de las variables no conservadas. En este caso,
con la funcional (1.3) se estan introduciendo las inhomogeneidades
espaciales de R. Esto claramente aparece en la ec. (1.8), ver el ultimo
término en ella.

En este caso podemos interpretar el principio variacional como aquel que
deja invariante a la ecuacién de balance para 7. La formulacién concisa de
la TIE quedaria constituida por el mencionado postulado y por el principio
variacional restringido sobre la funcional (1.3).

Es importante enfatizar que el principio variacional aquf establecido

difiere sustancialmente de los principios variacionales formulados con
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anterioridad para otras versiones de la TIE, lo caracteriza su generalidad,
su rigurosidad, su eleccién de las variables termodinamicas entre otras
cosas como ha sido sefialado con detalle en un trabajo reciente por Vazquez
y del Rio (1991). Por otro lado, podemos mecionar que la formulacién
varijacional de una teoria termodinamica permite explorar una descripcion de
los fenémenos a nivel mesoscopico, si se consigue determinar la eveolucion
temporal de las fluctuaciones de las variables termodinamicas. Ademas, en
las ecuaciones que emergen de esta formulacién observamos los acoplamientos
de la descripcién temporal para las variables no conservadas. También
notamos que la velocidad de propagacién de las perturbaciones en el medio
es fuertemente dependiente de las condiciones anisotroépicas del transporte,
en este sentido podemos decir que se tiene una velocidad tensorial.
Finalmente enfatizamos nuevamente que los términos de inhomogeneidades
espaciales, ultimo término de la ec. (1.8), no habian podido ser planteados
en nuestros trabajos anteriores con el principio variacional, pero si en la
formulacién tradicional de la TIE (por ejemplo del Rio y Lé6pez de Haro,
1990a).

En los proximos capitulos utilizaremos este formalismo para describir el
transporte de fluido en un medio poroso, usando primero unas variables que
no corresponden a un modelo especifico y posteriormente aplicando el
formalismo a un modelo de mezcla binaria.

En nuestra busqueda de una teoria donde la microestructura del MP sea
tomada en cuenta para posteriormente incorporar adicionalmente la inercia
del medio, hemos encontrado la metodologia desarrollada por Stephen
Whitaker (1967-90). Whitaker ha podido generar coeficientes de transporte
efectivos que dependen de la microestructura; pero no se ha preocupado por
los efectos de inercia en el MP. Como un antecedente necesario para nuestro

estudio posterior, dedicaremos la préxima seccion a exponer este punto de
vista.

Seccién 3. Técnica del Promedio Volumétrico.

El problema de transporte en dos fases es un topico tratado con amplitud en
la ingenieria quimica, en donde, por ejemplo, la difusiébn en un medio
poroso es de vital importancia en muchos procesos industriales. Una de las
técnicas que con mayor éxito ha abordado esta problematica ha sido la del
promedio volumétrico (TPV) (Whitaker, 1986), donde con sélo variables de

campo promedioc y coeficientes de transporte efectivos se describen los

11



fen6tmenos de transporte de masa, momentum y energia, a través de ecuaciones

de una sola componente o medio efectivo.
Como en un proéoximo capitulo utilizaremos esta técnica para modelar el

transporte descrito por ecuaciones hiperbélicas en un medio compuesto, a

continuacién describiremos brevemente las herramientas matematicas de la

técnica del volumen promedio.

Antes de comenzar debemos reconocer que esta manera de abordar el problema

de transporte en sistemas de varias fases fue desarrollada, en particular

para el transporte de fluidos en una matriz sélida,

independientemente por
Anderson y Jackson (1967), Slattery (1967) y Whitaker (1967).

Aqui seguiremos el desarrollo propuesto por Whitaker (1985) por ser el mas

didactico, aunque Howes y Whitaker (1985) han realizado rigurosamente la

misma deducciétn que aqui presentaremos del teorema de promedio volumétrico.

En esta seccién trataremos de no limitar los resultados a ecuaciones

parabélicas, hablando de una ecuacién de transporte como un operador que
actia sobre un campo tensorial; este ultimo representa a la cantidad
transportada.

Primeramente definiremos el problema fisico. En la fig. 1.1 se muestra

sistema de dos fases B, o macroscédépicamente no visibles separadamente. En

este sistema se transporta una cantidad ® y el transporte obedece un

conjunto de ecuaciones con sus respectivas condiciones iniciales y de

frontera

. (1.9)

donde D' es un operador diferencial tanto

espacial como temporal y el
superindice sefiala

la dependencia de la ecuacion en cada fase o componente.

Esta dependencia puede ser en los coeficientes de transporte para cada

componente o en la forma misma del operador.
La hipo6tesis fundamental de la TPV es describir el transporte en términos

de variables promedio cuyas ecuaciones de transporte incluyen coeficientes

efectivos. En este 1trabajo, nos restringiremos a problemas donde Ilas

variables promedio obedecen una ecuacion similar a la de una sola

componente {lo cual no es restriccién intrinseca de la técnica,

pero
simplifica grandemente nuestra exposicién).

Esto también implica que las

variables promedio deben ser funcién de la posicién y del tiempo. Podemos

lograr esto al definir cualesquiera de los dog tipos de promedio

12



N

Figura 1.1. Fl medio poroso oo apatrontemnonte hoammogéneo desde  un

punto de vista macroscopivo v las componentes 30y o existuin en

cada voluinen V, cummo se aesitia en o fig 12

Figura 1.2. Cada vohnney proanedinnte esta compaesto por granos de
las fases 3y o, donde das dlmensiones  caractoy isticas de los
3

granos son 1 Yy 4 para cada fase,



w'> = v"j . o' av
v

(1.10)
¥
o> = (vh? ,® av (1.11)
v
con V el volumen total dado por
v = VB o+« VoL . (1.12)

Hemos omitido la dependencia espacio—-temporal de los volumenes parciales en

la notacién de las integrales de (1.10) y (1.11). Es importante enfatizar

volumen V debe ser tal que los dos promedios posean una
dependencia espacio-temporal.

que el tamafio del

El primer promedio lo denominaremos promedio
volumeétrico mientras al segundo como promedio intrinseco.
En este momento podemos interpretar el promedio volumétrico (intrinseco)
espacio tiempo que asocia <o'> (<~0‘>‘)
centroide del volumen V, i

como una funcion del a cada
caso particular de dos componentes se
y %> (<8P

e. en el
- B o o
estan asociando dos valores, <6 > y <9 > ) para cada punto

del sistema, que en ese punto existe solamente una de

independientemente de

las componentes. Esto se hace para

después definir una cantidad 6 promedio.
Por otro lado, claramente

<o'> = fleo’>! (1.13)
donde f‘=V|(r.t)/V, es la fraccién volumeétrica local de
general, es dependiente de
promedio.

la especie i y en

la posiciéon y del tiempo a nivel de los campos

La idea central es promediar la ec. (1.9) y de este promedio surgira la

ecuacién macroscépica de modelo efectivo para la cantidad promedio

w's’> = v“_[ ‘(m‘ ¢ 1dv = o. (1.14)
v

Esta expresién depende de la forma explicita para el operador D; pero como
en los casos que trataremos este operador es lineal

¥ puede ser escrito en
términos de derivadas

espaciales y temporales

bastard que efectuemos el
promedio sobre estos ultimos operadores, a saber

<we'> = v"f (vehav
v

(1.15)

13



<a_o = v“_[ (a_shav
v

(1.16)
at at

El promedio y la derivada temporal conmutan cuando el volumen de las fases
no depende del tiempo, es decir cuando al menos uno de los componentes del
sistema es rigido. En nuestro caso soélo consideraremos sistemas donde

las
fronteras entre las fases estan fijas en el tiempo;

asi (1.16) se reduce a

<a_v> = a_<o>. (1.17)
at at

El problema donde las fronteras dependen del tiempo ha sido discutido entre
otros por Cushman (1983a, 1983b).

En general el promedio volumeétrico V es tal que se invelucran muchas

particulas o poros de ambas componentes, para

obtener unas cantidades
promedio suaves, como se ve en la fig. 1.3, donde se pueden observar las
diferencias entre V y v!. Las posibles formas de obtener promedios suaves
ha sido discutida ampliamente por Howes y Whitaker (1985). Asimismo el
volumen V' es tal que esta limitado por dos areas AV y Ah(r). el area
intercomponentes y la segunda el area del promedioc volumétrico donde existe
la fase i.

En lugar de considerar directamente el promedio del gradiente utilizaremos

la derivada direccional del promedio para obtener una

expresiéon similar a
(1.17). Notemos que si cada punto de la superficie que

timita al velumen V
es trasladado una distancia d en la direcciéon d,

tenemos:

d-VI e'av = g J' e'av
\ a |,
v ds v

= lim

N (1.18)
As->0 As

e'av - I e'av
vis+as) vis)

donde hemos hecha explicita la dependencia de v! con la posicién. Como se
puede ver en la fig.1.3 las dos integrales poseen una parte en comun,

y
solamente quedan dos porciones que contribuyen en la resta, quedando
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Figura 1.3. Esta figura ilustra los volumenes V(s) y V(s+As) que son

considerados para deducir el teorema del promedio volumétrico.



Q_I‘G‘dv= lim
ds Yv

(1.19)
As->0

Los volamenes VI y V” se muestran en

expresarse en términos de

la fig. 1.3 y también pueden
las areas correspondientes al vector unitario mn

que apunta hacia afuera del volumen V, ver fig. 1.3. Cuando se proceda a

realizar el proceso de limite las dos areas coincidiran con el area A'e,
Suponiendo un movimiento infinitesimal As en la direccitn d los elementos
de volumen dV[ y qu pueden ser expresados como:

dVx = — As d-°n clAI (1.20a)

dV_ = - As d+n dA (1.200b)
1 b4

Asi usando las ecs. (1.20) en (1.19) se tiene

d-no‘Asdv“ - I d-nbs o‘dvl

a4 6'dVv = 1im _A_"(As) AI(AS)

(1.21)
ds” v As->0

Por construccién, tanto As como d son independientes de la posicién,

entonces pueden salir del integrando. Usando el hecho de que

A%(r) = lim (A(r) + A (r) (1.22)
Hs>0
se puede obtener:
al  e'av = d-J' n o da . (1.23)
ds A°

Finalmente, dada la arbitrariedad de d, de la ec. (1.23) se llega a:

v<e'> = v _[ n o da. (1.24)
L]
A

Ahora ya podemos calcular la expresién faltante para la ecuacién (1.15).
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UWUsando el teorema de la divergencia se llega a:

v“‘f l(v«a‘)civ = v“f n o' da + v"f . n't 8! da 1.25)
v A A

4 es el vector normal que apunta de la componente i a la componente

donde n'
la expresién para

J en la interfase. Usando la expresién (1.24) obtenemos

el promedio del operador espacial

<we'> = weo'> + V! S n') o' da. (1.26)
A

La relacién para el operador divergencia es analoga a ésta y se puede

escribir como:

<ved'> = veco'> + V! n'tes' dA. 1.27)

Al.l

relaciones son las expresiones mas utiles dentro del

Estas dos ultimas
la aproximacién para la ecuacién de

célculo de promedios para realizar

a una ecuacion de medio efectivo. Estas ecuaciones son

transporte (1.9)
conocidas como el teorema del promedio volumétrico.
que al wusar las expresiones (1.26) y (1.27) en la

Podemos anticipar
involucran a la

ecuacién de transporte para 6',
del medio, i.e., los términos de

apareceran términos que
microestructura las integrales de
superficie sobre la frontera entre
la geometria y propiedades de las componentes en la

los compuestos. Esto es importante en el
sentido de incorporar

descripcién efectiva del transporte.

el modelo de medio efectivo para la ecuacién de

Para poder establecer
transporte (1.9) necesitamos definir la cantidad promedio

3 = BBP o+ T, (1.28)

! definiremos las

donde las f estan
desviaciones macroscépicas

definidas en la ec. (1.13). También

o =o' - 3 (1.29)

¥y las desviaciones en la microestructura
=i

& = 8 - <wob! (1.30)
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estas desviaciones proporcionan una estimacion del error que se comete en
la aproximacién por considerar la descripcién en términos de los promedios.

En la microestructura se esta asociando el

lugar de 8 con lo cual se

descripciéon para la

valor <'>' en cada punte en

. ~1
introduce un error ®. Al aceptar esta

. 1
microestructura, tenemos un error @ para ia

descripcién macroscépica ya que usamos 5
interpretacion y el hecho de que los
geometria de un MP dado, las

en lugar de <«6'>'. Dada esta
promedios son realizados sobre la
desviaciones no pueden ser asociadas a
fluctuaciones en el sentido mecanico-estadistico.

Con lo anterior ya podemos establecer la metodologia para la ecuaci6tn del

Para nuestros propésitos basta con tomar al
como lineal y al usar las ecuaciones (1.17), (1.26) y (1.27) en

medio compuesto. operador D

la ecuacién
(1.9) obtenemos

D'<o'> + 1(a'Me' = o (1.31)

donde 0 es un operador integro-diferencial que depende del area entre las

compoentes y actua sobre la cantidad 0‘.

Introduciende la ec. (1.30) en
este operador se tiene

D'wo'> + Flea! + 1(A'"M3' = 0, (1.32)

donde F' es un factor multiplicative que depende de

la geometria en la
microestructura y de la fraccion

volumétrica de cada compuesto. En la

mayoria de los problemas F' es la fraccion del compuesto i. Para obtener
esta ecuacién se usé el hecho de que el valor promedio es constante en la
microestructura y por lo tanto el operador 3 no actua sobre él1 cambiando su
estructura funcional, sino solamente en una forma multiplicativa. En
general cuando se usa (1.13) en (1.32) se obtiene

p'o’>' + 1AM = o (1.33)

Ahora usando las expresiones (1.29) en (1.32) y sumando en las dos

componentes, se tiene

D5 + DB* + 8%) + 1aPTHBP + 1a"P)E” = o 1.34)

Se busca que la variable promedio % obedezca una ecuacién similar a la
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ecuacion de los componentes. Entonces los términos asociados a las
fluctuaciones macroscopicas tienen que ser despreciados

o(af

+ 8%) « D3, 1aPTEE, 1(aATF )T (1.35)

En este punto se pueden tener dos condiciones: 1)las desviaciones
macroscépicas deben ser despreciables con respecto al valor del promedio o
2)el resultado de aplicar el operador sobre las desviaciones macroscépicas
es despreciable con respecto a los demas términos en (1.34). Estas
condiciones deberan conducir a restricciones sobre los sistemas que pueden
ser considerados desde una perspectiva del modelo de una sola ecuaciéon
(Whitaker, 1990)}.

Como vemos el problema tendra solucién si los términos de las desviaciones
microscopicas son despreciables con respecto al primer término de la ec.
(1.34). En la mayoria de los casos esto no es asi, quedando el problema
abierto por lo que se tiene que buscar una forma de expresar a las
desviaciones microscépicas en términos de la variable promedio. A esta

problema se le llama "cerradura".
Seccién 4. Problema de Cerradura.

En esta seccién plantearemos la metodologia de cerradura para el problema
de transporte al obtener una ecuacién de un solo componente, ecuacién de
medio efectivo. Nuevamente trataremos de ser generales, pero usando las
suposiciones adecuadas para nuestro principal objetivo, el transporte
descrito por una ecuacién hiperbélica.

Recientemente se formulé un esquema general para el problema de cerradura
en el método del promedio volumétrico (Crapiste, et al. 1986). Debemos
hacer notar que la metodologia de cerrar el problema es una caracteristica
del formalismo desarrollado por Stephen Whitaker y no lo poseen todos los
formalismos que utilizan el teorema del promedio volumétrico {Anderson y
Jackson, 1967; Slattery, 1967).Dependiendo del problema especifico de
transporte se proponen ecuaciones constitutivas para las desviaciones
microscoépicas Sl. por ejemplo:

3 = F(vs) (1.36a)

3 = F(®). (1.36b)



estas propuestas deben ser consistentes con las condiciones de frontera del
problema, esta es una forma de limitar la inclusion de formas funcionales
ad hoc.

En nuestro problema lo que se pretende con estas ecuaciones constitutivas

es poder reducir la ec. (1.34) a una expresion similar a
D =0 (1.37)

donde ID“ es el mismo operador que en la ec. (1.9), perc ahora los
coeficientes de transporte son efectivos e incluyen términos geométricos y
de las propiedades de los compuestos. Las ecuaciones constitutivas que se
proponen dependen de la naturaleza del problema fisico Qque se desea
describir, y aun asi en ocasiones es necesario despreciar algunos términos
para llegar a la forma (1.37), como se vera en forma explicita en el
capitulo 1IV.

El problema de cerradura consiste en proveer de una ecuacién para los
parametros que aparecen en las ecuaciones constitutivas. As{ estos ultimos
quedan completamente determinados. Esto se realiza de la siguiente manera:
Tomemos la ec. (1.9) y sustituyamos en ella la ec. (1.30) quedando una
expresion similar a

D> = - p's. (1.38)

Tomando nuevamente el promedio intrinseco se tiene

<@'<e'>'»! = - s’ (1.39)

que al usar la idempotencia del promedio, en la aproximacién de medio

efectivo, nos lleva a

o's' = - w', 3 (1.40)
que a su vez, dada la linealidad de ID‘, conduce a una expresion para la
forma funcional de las desviaciones microscopicas. Al sustituir las
ecuaciones constitutivas (1.36) en (1.40), se obtienen las ecuaciones

correspondientes a la microestructura. Cabe aqui hacer notar que en los
trabajos realizados hasta ahora, la parte temporal del operador lD‘ en la

ecuacion (1.40) ha sido despreciada, por consideraciones de o¢rdenes de

19



magnitud entre los términos involucrados en

ellas (Ochoa, 1986, 1991;
Whitaker, 1991).

En términos formales lo anteriormente expuesto es

la metodologia propuesta
por Whitaker y colaboradores para

la descripcion del transporte en un medio

poroso, donde el problema original de dos ecuaciones (1.9) con condiciones

de frontera extremadamente complejas en la interfase entre los componentes,

se transforma en un problema detres ecuaciones. Una de elias (1.37) para el

problema macroscépico y con condiciones de frontera e

iniciales
macroscoépicas, y las dos restantes (1.40) para la microestructura

representativa del problema a tratar.
Las ecuaciones para las desviaciones (ec. 1.40)

son una muestra mas de que
no podemos identificar

las fluctuaciones termodinamicas,

que provienen de
considerar un promedic sobre

conjuntos representativos de un estado

las desviaciones de la TPV, que miden el
producido al tomar el valor del

termodinamico dado, con error
promedio espacial de una cantidad (no

necesariamente variable termodinamica) en un medio inhomogéneo como una
buena estimacion de dicha cantidad.

Con lo anterior consideramos que estan sentados los formalismos teéricos
que utilizaremos para describir los fenémenos de transporte en medios
porosos; pasemos entonces a describir el transporte de fluido en una matriz

sdlida con un modelo simple.
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Capitulo 11
MODPEL©® SIMPLE PARA EL TRANSPORTE DE FLUIDO EN UNA MATRIZ SOLIDA

En este capitulo se reexaminara el problema del transporte de agua en

suelos que ya hemos tratado dentro del marco de la TIE (del Rio y Lopez de

Haro, 1991a y Vazquez y del Rio, 1990b), pero ahora utilizando Ila

formulacién variacional presentada en el capitulo anterior. Esta

formulacién es aplicada a un modelo sencillo del MP, que consiste en

considerarlo como una caja negra a la que se le imponen condiciones y se

analiza su respuesta.

Secciétn 1. La Ley de Darcy y la Ecuacién de Richards.

En la fisica de los medios porosos el aspecto mas importante y también

donde se han realizado el mayor numero de estudios es el transporte de agua
a traves del suelo.

La teoria de flujo laminar a través de un MP esta basada en el experimento

originalmente propuesto por Darcy en 1856. El experimento se muestra en

forma esquematica en la fig. 2.1. Un filtro homogéneo de altura h estéa

“limitado por dos planos de igual area A, el filtro es percolado por un

fluide incompresible. Dos manémetros se colocan en los extremos del filtro

marcando la diferencia de alturas h.
para el flujo del fluido:

Se puede obtener la siguiente relaciéon

Q = - KA(Ap + pgh)/h (2.1)

donde Ap es la diferencia de presiones y se ha supuesto que la densidad p y
g son constantes.

Esta relacién fue redescubierta en 1907 por Buckingham en forma

independiente, pero considerando que el lado derecho correspondia al

gradiente de un potencial (Sposito, 1978b).

LLa forma diferencial de la ley
de Buckingham-Darcy (B-D) es

J = -K VUp 2.2)

w

donde Jw es el flujo volumeétrico local y K es la permeabilidad que puede
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rredic
Poroso

=
H \ area A

Figura 2.1. =i experimciito uriginal de Darcy consistio en

relacionar el flujo de agua a wavés de una natriz porosa con el

gradiente de presiones entre Jjos CcXLICMos de ella.




depender de la cantidad de fluido en el MP. En el caso en que el MP sea

la caracteristica de un
coeficiente asociado al
En general el concepto de

anisotrépico la permeabilidad tomara

tensor. La
permeabilidad es el

transporte de fluido en el MP.
permeabilidad invocaria tanto propiedades del
sistema como del fluido, aunque se acostumbra definir
especifica que es independiente de
medicién de

9.87 cm®.

la permeabilidad

las propiedades del fluido. La unidad de

la permeabilidad especifica es el darcy y su equivalencia es de

La ley de Darcy es ampliamente usada en los procesos de transporte en MP.

Por esta razéon existe una gran cantidad de trabajos tendientes a obtener

la
ley de B-D con argumentos teéricos,

encontrandose fundamentalmente tres
lineas de 1trabajo: i) partiendo de

principios estadisticos se obtiene
relacion (2.2) (Sposito, 1978b), ii)

la
utilizando la ecuacién de balance de
momento como postulado y a partir de técnicas de promedio se halla la
de B-D (Raats, 1965, 1968, Whitaker,

observando

ley
1969, 1986; Neuman, 1977), iii)
la ecuaci6tn de B-D como una ecuacién constitutiva se deduce a
partir de la termodinamica de no equilibrio (Mokadam,

1961; Taylor,1964).
Posteriormente, Richards (1928)

agregd al potencial de Buckinham

los
efectos gravitacionales y el potencial matrico reescribiéndola como

J = -Kv¥ , (2.3)
w

es decir, el flujo de agua
agua,

proporcicnal al gradiente del
¥. Como vemos esta descripcién no explicita el
para describir la topologia del

potencial del

modelo que es usado

suelo, sino que lo maneja como una caja

negra local a la que le asocia un potencial, un flujo de fluido

y un
C s 1
coeficiente de transporte .

En el trabajo original de Richards (1928)

la deduccion de una ecuaciétn de
balance para el potencial

de agua es sustentada en

la ecuacién de balance
de masa para el flujo de agua. Existe un trabajo mas reciente donde ha sido
deducida autoconsistentemente

en la representacion de la energia
and Chu, 1982).

(Sposito
Asi la ecuaciétn que gobierna al sistema es

V= -7 V'Jw (2.4)

1
En adelante no distingulremos entre las expresiones 2.1, 2.2
2.3) y nos referiremos a e¢llas como la Ley de Darcy.



donde (¥) es la llamada capacidad de agua. Esta ecuacién es andaloga a la

de la temperatura después de introducir la ley de Fourier en la ecuacién de
En el caso del potencial de agua

balance de energia de un conductor rigido.
de evoluciétn

se usa la ley de Darcy (2.3), para obtener la ecuacién

temporal:

_¥ = - ¥ V-(KU¥) (2.5)

también ha sido fundamentada desde el punto de

LLa ec. de Richards (2.5}
1976a, b)), encontrandose que es el

vista microscopico (Bhattacharya et al.

resultado de una hipétesis estocastica sobre la trayectoria de una molécula

de agua en un MP.

Seccién 2. Ecuacién de Evolucién Temporal Exacta para Jw.

No obstante que la ec. de Richards fue propuesta en 1928 recientemente ha
sido objeto de estudios y generalizaciones (Sposito, 1985, 1986), ademas de
1981; Chu, 1983). Corey (1985) ha

estudios experimentales (Zachmman,
Asi la ecuacién de

presentado una revisién critica de sus aplicaciones.
la evolucién temporal del transporte

Richards es una relacién que describe
uso del potencial de agua.

de agua en suelo saturado o no, a través del

Esta relacién ha sido considerada un paso culminante en el desarrollo
la fisica de transporte de agua en suelos (Sposito , 1986} y
hidrologicos (Calver and Wood, 1989).

(2.5)

predictivo de
es Ja base para recientes modelos
Hacemos notar que desde un punto de vista puramente matematico la ec.

es una ecuacion diferencial parcial de tipo parabélico.
formulacién variacional de la TIE para

A continuacién utilizaremos la
ecuacién de Richards que incluye

obtener una generalizacién a la los
Para ello supondremos una estructura muy simple para el

efectos de inercia.
199la; Véazquez y

espacio termodinamico extendido (del Rio y L 6pez de Haro,

del Rjo, 1990b)

n = 'n(\l'..lw). (2.6)

Entonces la correspondiente ecuacidén generalizada de Gibbs es

pd M = oad ¥ + a-dJ 2.7)

dt dt dt



donde o es la densidad de masa promedio del sistema {(agua y suelo) y las &«
son las ecuaciones de estado generalizadas,
Para proceder con el

1
definidas en el capitulo 1.

principio variacional utilizaremos

las siguientes
restricciones

J=p8g 1 (2.8a)
1 Tw

o, = o, 3 (2.8b)

e=e(¥, 1) (2.8c)

donde la ultima expresion indica que

funciones del potencial
I=3 -J .
w A

los escalares (31. al. “20 y o) son
de agua y del invariante escalar del flujo de agua,
La otra restriccion que introduciremos es la ec. (2.4). Con lo
anterior procederemos a construir la nueva funcional (ec. 1.3%)

que

variaremos en lugar a la ecuacioén para la

la forma restringida, dando
evoluci6tn temporal de Jw

233 8, + +a, ) dI =233 c - VB - aV¥E - 2] (J -TI¥I o
v vai 20) A ¥ ¥31 w Y Te 51
2(7gial+gil§‘] (Vo3 ), (z.9)

donde 6(¥) es el

contenido de agua. Esta
(1.8),

relaciobn es analoga a la ec.

pero ahora hemos considerado las particularidades del problema,

ejemplo, en la ec. (2.4) se tiene
de la ec.

por
la derivada temporal parcial
(1.4) donde aparece la derivada temporal
hacen algunos comentarios. En

a diferencia
total. En este punto se
la ec. (2.9) se observa que el factor
asociado normalmente al tiempo de relajacion de .IW no es independiente de
la anisotropia que introduzca el propio filujo. En el primer término del
lado derecho se observa que si la produccion de m es bilineal en Jw habra

un término directamente proporcional al flujo, que conjuntamente con

la ley de Darcy en el
también puede incluir

los
dos siguientes términos formaran

caso de equilibrio
un  término similar a la
aungue esta correccion

local. El segundo término
correccién de Forcheimerz, aparece en el cuarto
término del lado derecho en una forma mas directa;

finalmente la ultima
contribucion incluye las

inhomogeneidades espaciales

en el flujo de agua,
término que no aparece en

la anterior formulacién variacional para este
problema (Vazquez y del Rio, 1990b) y que aqui es consecuencia de la
Correcclon que tiene que ver con
an un medio poroso, e
TiL.

efectos turbulentos en
mayor amplitud en el

el flujo
capitulo

discute con
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funcional seleccionada en este trabajo. Por supuesto, si se conocieran las

ecuaciones de estado generalizadas ademas de la forma de o ¥y Bx’ el

problema de transporte de fluido para este modelo sencillo de un MP estaria
completamente formulado y soélo restaria dar las condiciones de frontera e
iniciales de las ecs. (2.4) y (2.9) para encontrar su solucién. Pero como

estas ecuaciones no son conocidas, en la siguiente secci6tn ilustraremos uno

de los procedimientos que se han usado para salvar esta limitacién.
Seccién 3. Ecuacion Generalizada de Richards.

La virtud que tiene la ecuacion de Richards es que es la unica ecuacién

en suelos. En la busqueda de
una ecuacién analoga, pero que contemple la inercia del
siguiente:

necesaria para describir el transporte de agua

MP realicemos lo

Desarrollemos los escalares de las ecs. (2.8) en serie de Taylor con

espacio termodinamico exXtendido. Consideremos
los términos hasta segundo orden en el

respecto al invariante del

flujo de agua (aqui usamos el
las variables no conservadas de del Rio y Loépez de
Haro, 1990a) y sustituyamos en la ec. (2.9)
de Haro,

criterio de orden de

para obtener (del Rjo y Lépez
1991a) una ecuaciétn de relajacion para el flujo de agua, a saber

Tad = v¥ + K3, (2.10)
3t
donde se ha introducido el tiempo de relajacién para el flujo de agua que

esta dado en términos de las ecuaciones de estado generalizadas. De aqui es

inmediato el paso para una ecuacion de la forma del
potencial de agua

telégrafo para el

82 W = yKVY + (K¢ 'a_w (2.11)
at 8t

donde por simplicidad hemos supuesto que 7, K y T son constantes. Con esto

llegamos también a una unica ecuaciotn para describir el transporte de agua

en suelos que incluye la inercia del medio.
La ec. (2.11) es una generalizacién de la ecuacién de Richards emergida de

la formulacién mexicana de la TIE. Por supuesto si T-»0 uno recobra la forma

usual de la ecuaciétn de Richards. La diferencia entre el comportamiento de

la ecuacién de Richards con respecto a la ec. (2.11) es la prediccién de la

primerade una interaccién instantanea entre cualesquiera dos partes del

sistema, como se muestra en la fig. 2.2. En esta grafica se muestra el
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comportamiento del potencial de agua adimensional para un tiempc igual a =,
después de haber sido sacado de un estado inical uniforme, ¥ (x,0}=0. En
ella observamos que rmientras el comportamiento parabélico descrito por la
ec. de Richards predice un potencial de agua distinto de cero en todo
lugar, la ecuacion hiperboélica (2.11) asegura que para lugares mas alla de
1 (posicién adimensional) el potencial es cero.

Un sencillo analisis dimensional mostrara que para distancias L del orden

L = (K/1T)t (2.12)

donde t es el tiempo de observacion, es decir, en el caso en que no se
tiene la cola larga predicha por la ec. de Richards, el término de la
segunda derivada temporal es de igual importancia que el laplaciano para la
descripcion del potencial de agua. En este mismo sentido en la ecuacién
(2.11) la velocidad de propagacién de la informacién en el sistema esta
dada por
c;? = vk (2.13)

Es importante resaltar que la ec. (2.10) es un caso particular de la ec.
(2.9) donde ya no aparece la correccién de Forcheimer, ya que los términos
no lineales fueron supuestos despreciables. Estos efectos, en nuestra
opinién, deberian ser explorados con mayor detenimiento desde una
perspectiva experimental.

A diferencia de la situacidén aquf presentada, la descripciéon de fenémenos
de transporte en medios porosos debe en general incluir informacién de la
estructura del medic. Una forma muy simple de introducir esta geometria
puede ser el considerar un medio efectivo donde los coeficientes de
transporte de las ecuaciones relevantes incluyan la informacién deseada.
Esto es lo que sucede con el modeloc de mezcla binaria que a continuacién

describiremos.



Capitulo II1
MODELO DE MEZCLA BINARIA PARA EL TRANSPORTE EN UN MEDIG POROSO

En este capituloc se modela a un medio poroso como una mezcla binaria para

describir el transporte de masa, momentum Yy energia. Se usa el formalismo

variacional de la TIE para generalizar resultados previos (del Rio y Lopez

de Haro, 1990b y 1991b) y ademas, se enmarcan correciones empiricas a las

leyes lineales entre flujos y fuerzas termodinamicas, se interpreta su

origen y se da un criterio termodinamico para utilizar
las leyes lineales.

las correcciones a

Esta formulacion termodinamica para el transporte de fluidos en un MP ha

sido inspirada en comentarios de estudiosos del transporte de

agua en
1
suelos:

"Es obvio que un tratamiento riguroso del tema, cuando no se imponen

restricciones sobre el contenido de agua o sal en el suelo, tendria que
usar un razonamiento termodinamico” (Buckingham, 1907).

“El amplio interés en el transporte en medios poroso justifica intentos por

formular una teoria macroscépica para tal transporte. En la actualidad es

ampliamente aceptado que tales intentos pueden ser mas eficientemente

basados en la termodinamica de procesos irreversibles.”
1968).

(Raats and Klute,

"En muchos ejemplos el flujo de agua en suelos es influenciado

significativamente por otras fuerzas {(termodinamicas) que aquella
procedente contenido de humedad o del gradiente del potencial...

la teorta termodinamica de procesos

Parece que
irreversible puede ser aplicada a este
problema general” (Taylor and Cary, 1964).

Antes de entrar en materia, comenzaremos con una breve exposicién de

1
Traduccton libre de:
"It is obvious that a

rigorous treatment of the subject, with no
restrictions imposed on either the water content or the soiuble salt
content of the soll, would have to use thermodynamic reasoning”
(Buckingham, 1907).
"The wide interest in transport in porous media Justifies attempts to
formulate & unified macroscopic theory for such transport. At present it is
widely believed that such attempts can be most effectively based on
thermodynamics of Irreversible processes” (Raats and Klute, 1968).
"In many instances the flow of water in soll is significantly infiuenced by
forces other than those arising from a molisture content or potential
gradient.... It appears that the theory of thermodynamics of irreversibie

processes may be applied to this general problem” (Taylor and Cary. 1964).
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algunas de las correcciones a la ley de Darcy que han sido propuestas para

describir el transporte de un fluido a través de un MP mas alla del régimen
lineal.

Seccion 1. Ley de Darcy—Brinkman y la Correccién de Forcheimer.

La ecuacién de Darcy-Brinkman (D-B) es una extensién de Jla ecuacion de
Bukingham-Darcy (B-D) donde se consideran efectos de segundo orden en los
gradientes de la velocidad. La introducci¢n del laplaciano de la velocidad
en la ec.(1.8) fue propuesta‘de una manera heuristica por Brinkman en 1947.

j = -k V¥ + b v (3.1)

F f

flujo de fluido y b es la constante de Brinkman. Debe

donde -i,- es el
la correccién de Brinkman se usa para describir flujos

hacerse notar que
viscosos pero no turbulentos.

A diferencia de la ley de B-D, para esta relacion no existe una deduccién a
objeto de una amplia gama de

nivel mecanico estadistico, pero ha sido
donde se obtiene como

investigaciones desde una perspectiva hidrodinamica,
promedio de un flujo a través de un arreglo
{Childress, 1972; Happel
b;

resultado de alguna forma del
distribuidas azarosamente
1977; Kim ¥y Russel, 1985a,

es una perspectiva

de particulas esféricas
1973, Howells, 1974; Hinch,
b). Este enfoque
anteriormente. Pretende

y Brenner,
Rubinstein, 1986a,
diferente de las expuestas
los

hidrodinamico
también a un nivel

parametros que describen el transporte del

las ecuaciones que lo gobiernan. Las ideas
modelaje del MP fueron

fenomenolégico, obtener
fluido en un MP, asi como
la perspectiva hidrodinamica para el
¥y Brenner (1973) en el tratamiento que hacen para un
La idea basica de estos

generales de

resumidas por Happel
arreglo de particulas.
distribucion de esferas para los

flujo de Stokes para

flujo a través de un
suponer una
¥ en primera aproximacién el
interaccién entre pares de particulas

desarrollos radica en

obstaculos (particulas),

cada particula. Después se analiza la
para construir el flujo total. Asi, con un modelo hidrodinamico se puede
obtener tanto la ecuacién de D-B como una expresion para la permeabilidad
en términos de los radios de las esferas suspendidas.

flujo turbulentoc en el

lineal, se ha usado Ia

para describir el interior de un MP,

un fenémeno altamente no
1979). La forma mas socorrida de esta

Por otra parte,
que ciertamente es
correccion de Forcheimer (Dullien,
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correcciétn es

‘ir =K Vp « jrj 3.2)

donde j'_ es la norma del flujo _if y f es el coeficiente de Forcheimer. Esta
relaciéon ha sido justificada de forma heuristica al

realizar un desarrollo
del

gradiente de presiones en serie de Taylor del flujo de fluido y apelar
a que en un flujo turbulento el segundo término ya no es despreciable. En

un trabajo ya antiguo (Sunada, 1959) podemos encontrar una diversidad de

ajustes a datos experimentales donde el término bilineal en la ec. (3.2) es

los desarrollos en términos de potencias mayores
sin un limite ni una justificacién formal.
A diferencia de la

compatibles con

la base para generalizar
del flujo,
ley de Darcy, estas dos correcciones no son

la TIL y hasta la fecha no se ha mostrado su compatibilidad
con ningin otro marco termodinamico. Este problema se examinara en las
préximas secciones.

Seccion 2. La Mezcla Binaria y la TIE.

Ahora analizaremos fenétmenos de transporte en un MP usando

la TIE y el
modelo de mezcla binaria.

problemas particulares: 1)un
poroso, donde se ilustrara
formulacién variacional de la TIE al
de estado, 2)el

Describiremos tres
conductor de calor la elegancia de la
proponer directamente las ecuaciones
problema de transporte de calor y masa para fundamentar
termodinamicamente la ley de D-B y 3lel transporte isotérmico de masa para
enmarcar desde un punto de vista termodinamico la correccién de Forcheimer.

En esta secciétn modelaremos al fluido y al
se consideran cantidades promedios,

Whitaker (1967)

MP con una mezcla binaria donde
analogas a las

y Neuman (1977), es decir, el promedio de cualquier
cantidad A es calculadeo en un elemento de volumen del

variables promedios de

medio y el resultado
es asociado al punto central de ese volumen. En este sentido es conveniente

introducir las siguientes cantidades: las densidades de

masa del fluido y
velocidad baricéntrica
v=pfv‘_/p (donde hemos usado el hecho de que el sélido esta en reposo, v
la velocidad del fluido

s6lido denotadas por P Y P respectivamente, la

es
y p::=}:r‘_+pil es la densidad +total de

masa), la
densidad de energia interna total e, el potencial de fuerzas externas ¢, el
flujo de masa del fluido _if=p'_(vf—v)=szv {donde ps=sz con P la porosidad
local y P, la densidad del so6lido), la presién hidrostatica p, el tensor
viscoso sin traza ¥ Yy su traza T

(las 1ltimas tres variables incluyen los
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efectos generados por el so&lido sobre el fluido) y el flujo total de calor

q. Entonces en este caso las ecuaciones de balance son {(del Rio y Loépez de
Haro, 1990b):

d p = — pVsev, (3.3a)

d (3.3b)
at f f
pdv=-VUp-9V-F - vt + Vg (3.3¢)
dt
pde = — Veq — T:Yv - pU.v - Ve, (3.3d)
dt

donde Cr es la concentracién de fluido.

Una vez que se tienen las ecuaciones de balance se puede

construir el
espacio termodinamico extendido y postular

la dependencia funcional del

potencial termodinamico generalizado 7; en este caso se tiene:

n = -n(e.p,C‘_.q.jr.t.t). (3.4)

Asi la ecuacion generalizada de Gibbs adquiere la forma:

< <>
pdn = pade - a dp - pa_dC + a dr + «_.dgq + & :d7 + «_.dj (3.5)
dt 'at dt Jac *at & de © dt 7 adf

donde los o, son las ecuaciones de estado generalizadas para el problema de
la mezcla binaria. Noétese que con este modelo las ecuaciones de balance

(3.3) y la ecuaciébn generalizada de Gibbs (3.5) son analogas a las ecs.

(2.4) y (2.7) del problema de Richards; pero ahora el numero de variables

que componen el espacio termodinamico extendido es siete en vez de dos.

Esto implica que las ecuaciones correspondientes a las ecs. (2.8)

para el
caso de la mezcla binaria son mas

complejas, pero no involucran mayor
contenido fisico.

Para obtener las ecuaciones de evolucion temporal para

las variables no
conservadas, introducimos las ecs. (3.3), (3.5),

usamos los teoremas de

3 y o en la funcional (1.3) y realizamos las
variaciones restringidas en ella,

representacion para los o,

de forma analoga a como procedimos con el

problema de capitulo 1II. Para ejemplificar la forma de este tipo de

ecuaciones escribiremos aqui la correspondiente al flujo de calor. Las
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ecuaciones de evolucidn temporal para los flujos restantes se encuentran en

el apéndice. En el caso de q obtenemos

« - .
Oqal [—V'Q'T.Vv—pV'V—TV'V—Jf V¢) - pV-v quzz + v Jfoqas +

< <« -
Teq+D ox_ T+j +x__T)-d +
g3’ ATO X T g,y ' a

dt

+ qu:"éLt-: + [anmq-raLSl-roqaszjrmqa

= @ ¢ @ ¢ « .

* [oqmm-"'""qubzqqﬂbc.-;‘xe.:rir'ir"'2"‘6.2';"'-“'”qubaT T*anbsqt"t*'oqaesjrt It

+2x ANd T + (0« + +0 j+0 o Toq+D o« T-j + T)~-d _j
69 O]E [ QE N F S, PO X2, T 05T " 0%7aT "Jr ‘!739] E‘lf

- <« =4 <« -
+ OunV q + OqV J, + VB” + Dqu-t.Vq + Oquq VT + DqBMt.VJr

® ®
+ quujr VeT + ‘t.VBm - Oqo‘ = 0 (3.6)
donde el operador ©O_=3 ll 8 . Esta notaciétn es conveniente cuando se
Ba 31
l

expresan a las variaciones de un escalar b como

1 o da = DJb o da (3.7)

con n=(q,jr,'.i'.t) ¥ las Il son los invariantes que se puedan construir con
las variables rapidas del espacio termodinamico extendido. El simbolo ua
indica un producto de acuerdo a la naturaleza tensorial de los factores.

Las ecuaciones (3.6) y (A.1-3) constituyen las ecuaciones de evolucién para
las variables rapidas que generalizan las leyes lineales de la TIL y
constituyen un sistema cerrado de ecuaciones para la descripciéon del
transporte en un MP usando la mezcla binaria como modelo. Por lo tanto al
dar las condiciones iniciales v de frontera se tiene completamente
especificado el problema. Su uso potencial en un problema particular de
transporte es dificil, porque en general se desconoce la forma explicita de
las ecuaciones de estado generalizadas y de los coeficientes de transporte,
al igual que ocurre en la termodinamica clasica y en cualquier formalismo
fenomenolégico. Aqui mostraremos como podrian ser usadas de dos formas
alternativas. Por una parte, en el problema 1) que mencionamos arriba
propondremos la forma de las ecuaciones de estado y de los escalares
desconocidos. Y por otra, para los problemas 2) y 3) se haran desarrollos

similares a los efectuados en el problema de Richards del capitulo II.
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Secciétn 3. El Conductor de Calor Poroso Rigido.

El problema del transporte de calor en un medio poroso con porosidad

efectiva igual a cero, coeficiente de dilatacién de la componente sélida

despreciable y en ausencia de fuerzas externas, puede ser descrito si uno

considera unicamente la ecuacién de balance de energia (3.3d) y la ecuaciéon

para la evolucion temporal de flujo de calor (3.6) con las restricciones de

que la velocidad baricéntrica (y por lo tanto j‘_. T ¥y %) sea cero Y que p

sea constante. Bajo estas circunstancias (3.3d) se escribe como
pc 8 T = — Veq {(3.8)

donde c, es el calor especifico a volumen constante y claramente d =8 .

dt 8t
Supondremos la forma explicita de las ecuaciones de estado generalizadas y

de los escalares necesarios en (3.6), lo que es equivalente a contar con la

informacién empirica o de otra fndole respecto a estas cantidades. En este

caso deseamos que el flujo de calor obedezca una ecuacidn de relajacion del
tipo Maxwell-Cattaneo-Vernotte. Entonces si

B“ = 1/T, o = kq-*'q y @ =t

donde k y tq son constantes, y tomamos en cuenta las restricciones sobre w
Yy p, la ec. (3.6) se reduce a

-t 8 q = kVT + q (3.9)
Bt
Ahora, combinamos las ecs. (3.8) y (3.9) para obtener una ecuaciéon

hiperb6lica para la temperatura
2
tpc 8°.T = kV?T — pc_ 8 T. (3.10)
a4V F.2 v 3

Recordando que nuestro resultado debe reducirse a TIL.L en el limite
apropiado, podemos identificar a k con la conductividad térmica efectiva
que podria ser calculada por ejemplo desde el método del volumen promedio
(Shonnard y Whitaker, 1989). También podemos identificar a la velocidad de

propagacién de las perturbaciones térmicas como

c? = k/(pc t ) (3.11)
q v q
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donde entonces el tiempo de relajacién tqes el unico coeficiente

desconocido, de igual forma que en el problema de Richards.

El concepto de transmisién de ondas de calor en sélidos y liquidos ha sido
recientemente revisado por Joseph y Preziosi (1989); esta misma clase de
transporte es la que se obtiene para el conductor poroso de acuerdo con la
ec. (3.10). Es importante hacer notar que para depoésitos de desechos
nucleares (los cuales pueden ser modelados como el sistema analizado en
esta seccidén) la determinaciéon de la velocidad de transmisién de las
perturbaciones térmicas representa un problema importante. Estrada-Gasca y
Cobble (1988) han abordado este problema resolviendo la ecuacién de
difusién tanto lineal como no lineal para el campo de temperaturas y luego
calculando la velocidad del frente de la distribucién para sus resultados.
Este procedimiento no es claro, ya que una solucién del tipo ondulatorio
para la ecuacién de difusién no esta libre de inconsistencias (Luikov et
al., 1977). En cambio nuestro desarrollo lieva directamente a la expresién

para la velocidad de propagacion de las perturbaciones térmicas ec. (3.11).

Seccion 4. Compatibilidad entre las Correciones de Brinkman y

Forcheimer y la TIE.

Antes de abordar la fundamentacién termodinamica de las dos correcciones a
la ley de Darcy, expresemos las ecuaciones (3.6) y (A.I-3) en una forma mas
simple. Desarrollemos los escalares au y 13l en serie de Taylor respecto al
estado donde las variables rapidas son cero. En forma explicita todo

escalar que aparezca en las ecs. (3.6) y (A.1-3) se puede expresar como
2
e(C.II) = '<“(C)Il + 5<2‘(C)ll + ... (3.12)

donde con C denotamos la dependencia de los escalares KIJ en las variables
conservadas. Al introducir la ec. (3.12) en todos los escalares que
aparecen en las ecs. (3.6) y (A.1-3) y considerar solamente los términos de
segundo orden (tomando nuevamente como criterio de orden el de Ilas
variables no conservadas) en la expresion de la funcional (1.3), obtenemos

los siguientes resultados (del Rio y Loépez de Haro, 1991b).
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donde i es el potencial quimico, el superindice o indica la parte sin traza
del tensor, los coeficientes fenomenolégicos KU y ?\l>0 (i=1 hasta 4 y j=1
hasta 20) dependen de las variables conservadas del problema. Por otro
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lado, para evitar expresiones demasiado largas hemos introducido los

vectores a (i=1 hasta 14), cuya forma explicita, que puede ser consultada

en del Rio y Loépez de Haro, (i99ib), no es relevante para nuestro posterior

¥ por ello sera omitida. Es importante resaltar que
implicita la idea

analisis las ecs.

(3.13) son de la forma Maxwell-Cattaneo—Vernotte y llevan
de un tiempo de transmisién finito para las perturbaciones en el medio.

problema de transporte simuitaneo de calor y masa en
para exhibir la
y la TIE. Para

Consideremos ahora el
un medio poroso, enfocande nuestra atencién sobre Jr Yy Qq,

compatibilidad entre la ley fenomenolégica de Darcy-Brinkman

este proposito, consideremos una escala de tiempo donde las variables

rapidas han relajado y entonces A|=0. También supongamos que en el estado
de no equilibrio que describiremos los términos de segundo orden o mayores
pueden ser considerados despreciables. Ademas, impongamos la condicion de

que el tensor de esfuerzos efectivo obedezca una ecuacién de Navier-Newton

2 = -2vvd (3.14a)

T=—2V-Vv (3.14b)

Finalmente, también tomemos

donde v y 7 son las viscosidades efectivas.
de la teorla, pero

al=az=as=a9=0. Estas hipétesis no son requerimientos
simplifican enormemente el tratamiento matematico. Asi podemos desacoplar
las ecuaciones para q y jr en las ecs. (3.13c-d) y llegar a

- ; . o
a=& VT + & Yu+ ¢ Vav-v) + ¢ V(2099) + £ Vo, (3.15a)

= . . o
dp = &, 9T + &, Y + &, V(aVev) + £, V- (20V9) + ¢, 9, (3.15b)

los coeficientes cl] pueden se dados en términos de los x's, aunque

donde

la forma explicita tampoco se requiere para nuestros propositos.

Al pedir consistencia con la TIL los ceeficientes §”. <12' cns' Czl. sz y

Czs pueden ser facilmente identificados (del Rio y Lépez de Haro 1991b).
representa una generalizacién de la ley

Dado que u=u(p,T), la ec. (3.15b)
de Darcy—-Brinkman bajo la consideracién de situaciones no isotérmicas para

fluidos compresibles. Luego el coeficiente czq puede ser expresado en

términos del coeficiente de Brinkman. Debemos sefialar que la dependencia en

la temperatura de la ley de Darcy-Brinkman generalizada permanece en

ausencia de fuerzas externas, en contraste con los tratamientos normales
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(ver por ejemploc Sen, 1987) donde usualmente se

de Boussinesq. La ec.

introduce la aproximacién
(3.15) es un resultado que no requiere imponer dicha
aproximacion.

En este momento estamos en condiciones de dar una interpretacién al término
de Brinkman, cuarto término de la ec. (3.15). La
acoplamiento del flujo de masa con el

construccién de J, es decir en

correcciéon proviene del
tensor de esfuerzos viscosos en la

la descripcion del estado de no equilibrio,

y por lo tanto puede ser considerado como una contribucién viscosa al

transporte de fluido en un medio poroso. Esta observacién justifica el por

qué no aparece en la primera formulacién al
de la ecuacién de Richards.

problema expuesto en la seccién

l.a correccién de Brinkamn ha sido objetada desde

del promedio volumeétrico (Whitaker, 1986),

la perspectiva del método

pero otros autores (Kim y

Russel, 198S; Rubinstein, 1986) tienen un punto de vista diferente y

nuestra formulacién concuerda con estos ultimos. Por otro lado, seria

interesante llevar a cabo un estudio numérico similar al hecho por

Durlofsky y Brady (I1987) para las ecuaciones (3.15), que proporcione

informacién cuantitativa para el rango de validez de esta aproximacion.

Para terminar con este capitulo consideraremos el transporte isotérmico de

un fluido a través de un medio poroso tomando en cuenta algunos efectos de
segundo orden. El objetivo es exhibir la compatibilidad entre la correccién
de Forcheimer y la TIE. Nuevamente supondremos que la escala de tiempo es

tal que Al=0. que el tensor de esfuerzos estad dado por la ec. (3.14) y

despreciaremos términos que contengan terceras derivadas espaciales;
ec. (3.13d) se reduce a

asi la

= - - L -
V= wVe o+ wVp o+ w3V(7V V) o+ W V(209 o+ sz(v V)am +

(=3
+ (aa/Pp2+w5v)',yV v + (aq/Pp2+w6v)-(2vVv), (3.16)

donde hemos usado la definicién de la velocidad baricéntrica para eliminar

el flujo de masa j’_ y los nuevos coeficientes w_ (i=1 a 6) dependen solo de

las variables conservadas y de combinaciones con sz,

En la ec. (3.16) los primeros dos términos del lado derecho representan las

contribuciones consideradas por Darcy; el tercero y cuarto representan las

correcciones de Brinkman incluyendo la posibilidad de
compresibilidad en el fluido y el

involucrar efectos de

quinto es precisamente la contribucion de

Forcheimer. Usualmente, las correcciones de Brinkman y Forchheimer son

consideradas separadamente (Dullien, 1979), pero recientemente el uso de la
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combinacién de las dos correcciones ha permitido describir exitosamente el
flujo de fluido en un sistema formado por capas porosas (Beckermann et al.,
1988) y la conveccién natural en un medio poroso congelado (Chellaiah y
Viskanta, 1990). En cuanto a los dos ultimos términos no tenemos evidencia
de que hayan sido considerados con anterioridad, pero dada la aproximacion
que hemos tomado nuestra formulacién indica que podrian ser relevantes en
la descripcion del problema. En particular, quisiera mencionar que tantec el
problema de Bekerman como el de Chellaiah pueden ser vistos desde la
perspectiva desarrolada aqui y entonces, este analisis podria esclarecer el
papel jugado por los dos ultimos términos de la ec. (3.16).

En este punto es de interés analizar el origen termodinamico de Ias
correcciones a la ley de Darcy en el caso isotérmico. Los términos de
Brinkman tienen el mismo sentido fisico que en la seccién previa.
Similarmente, la correccién de Forcheimer emerge de una contribucién no
lineal tanto en J como en las ecuaciones de estado generalizadas, como se
observa en (2.9). Asi, la fundamentacion termodinamica saca a la luz la
interpretaciéon fisica de las dos correcciones a la ley de Darcy al mismo
tiempo que indica el orden de aproximacién en que deben ser consideradas.

Un punto final que no debemos olvidar es que la ec. (3.16) debe ser
consistente con la ecuacién de balance de momentum.

A pesar de que los coeficientes de transporte ya incluyen explicitamente
parametros del medio poroso (cf. ec. 3.16) la descripcién por el modelo de
una mezcla binaria no es lo ideal. Seria deseable introducir la geometria
del sistema en la microestructura a través de los parametros efectivos.
Esto ha sido logrado parcialmente con éxito con la técnica del promedio
volumétrico de Whitaker (1986). Como este método sélo ha sido utilizado
para la descripciébn de sistemas gobernados por ecuaciones parabélicas,
creemos que es conveniente analizar primeramente un sistema donde las
ecuaciones hiperbélicas sean comunmente utilizadas. Por esto ultimo,
de jaremos por el momento el tratamiento del transporte de un fluido en un

MP para adentrarnos en la adecuacién de la TPV a problemas hiperboélicos.



Capitulo IV
LA TECNICA DEL PROMEDIO VOLUMETRICO Y
ECUACIONES DE TRANSPORTE HIPERBOLICAS

En este capitulo utilizaremos la TPV para describir el transporte de ondas
electromagnéticas en un medio compuesto, con el objeto de analizar su
aplicabilidad a problemas descritos con ecuaciones hiperboélicas.

Ademas, el interés por el estudio de los fenémenos de transporte en medios
porosos no se restringe al flujo de fluidos sino que se ha extendido a
otros problemas tales como el estudio del transporte de ondas
electromagnéticas y de las propiedades eléctricas de medios compuestos (por
e jemplo: Bergman, 1978, 1980, 1981; Martina, 1988a, b; Felderhof, 1989;
Barrera, 1988, 1989). Este creciente interés en el estudio de estos
materiales radica tanto en sus aplicaciones como en la comprensiéon basica
de su complejidad, ya que por ejemplo, en estos sistemas la funcién
dieléctrica tiene un comportamiento que no esta bien entendido. Basta
mencionar que en algunos casos esta respuesta se incrementa en varios
6rdenes de magnitud con respecto a las funciones dieléctricas de los
materiales componentes {(Martina, 1988b).

De igual forma a como lo hicimos en el capitulo anterior, en esta parte
describiremos brevemente algunos trabajos previos para que sirvan como
referencia al uso de la TPV para la descripcion de fendmenos

electrodinamicos.
Seccioén 1. Funcién Dieléctrica Efectiva.

Barrera y colaboradores (1987, 1988) parten de la definiciéon de funcién

dieléctrica efectiva

D=2 E (4.1)

con B y E los vectores promedios de desplazamiento y del campo eléctrico,
respectivamente, para analizar el problema de la funcion dieléctrica
efectiva en medios compuestos. El subindice e en la ec. (4.1) significa que
esta definicion de la funcién dieléctrica efectiva proviene de

consideraciones netamente electrodinamicas. La definicién de promedio es la
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siguiente:
B(r,7) = J'dt' J' @ B (r,rtit-t) Bt (a.2)

Con esta definicion realizan un analisis estadistico de las contribuciones
del campo local al campo promedio obteniendo primeramente una solucion
formal para sistemas con fluctuaciones espaciales (Mochan y Barrera, 1985)
y posteriormente una polarizabilidad renormalizada (Barrera et al, 1988).
El proceder en este ultimo trabajo es muy similar al utilizado por Kim y
Russell (1985) para obtener una permeabilidad renormalizada. La expresion
que obtienen para la funcién dieléctrica efectiva Eg en un medio compuesto
por esferas conductoras de radio a inmersas en una matriz dieléctrica

caracterizada por & es

8

(EE_EB) (0_:8‘0'26’3)“ = ca*a™® (4.3)

*
donde fa" es la fraccién de volumen ocupado por las esferas y « es la

polarizabilidad renormalizada que cumpie con la expresion:

" = 2a% { 1- VTi-c_(a "a)?) te o™ (4.4)

donde o es la polarizabilidad del dieléctrico y c, es la fraccién de
llenado definida por

o0
c = 3c fo 2P 2ax) xX? dx, (4.5)

donde x(Z) es la funcién de correlacién de dos particulas. La ec. (4.3) es

una ecuacién del tipoe de Claussius-Mossoti para la funcién dieléctrica
efectiva en términos de una polarizabilidad renormalizada, y de parametros
del medio huésped como la fraccién de llenado.

Con otra metodologia, pero también desde un punto de vista electrodinamico,
estan Jos trabajos de Bergman (1978, 1980, 1990), donde a través de
promediar la energia eléctrica

(Eer:o)2 = v | er) E*r) d°r (4.6)
con

-1 3
E =V J' E (r) d°r a.7)

39



¥ suponiendo un campo eléctrico irrotacional, utiliza V-E=0 para evaluar la
ec. (4.6). Con ello obtiene cotas para las valores de la funcion
dieléctrica efectiva. En particular, para un sistema bidimensional de dos
componentes donde las funciones diléctricas son cBQ:o_ ¥ una composicion
fB+fc=1, donde B y o sefialan a los componentes, este autor encuentra que

e, + f"/(l/(ca_—:B)+fB/(2cB)> <e, <e, * fB/(l/(cB—c¢)+fa/(2e¢)).

B8
(4.8)

Cabe mencionar que en este articulo Bergman trabaja directamente con el
potencial eléctrico en lugar del campo eléctrico, como haremos nosotros
también posteriormente.

Existen en la literatura dos resultados exactos para un sistema de placas
paralelas, ya sean éstas orientadas en forma perpendicular o paralela al

vector de onda de la radiacién, a saber

-1 -1 1

e =€ fB-c-e;_

o
° B8 A (4.9)

€, = erB + ea‘f‘r . (4.10)
La primera expresién es para la funciéon dieléctrica de un sistema formado
por placas paralelas perpendiculares a la onda y (4.10) es para el caso
donde las placas coinciden en direccién con la propagacion de las ondas.

En este capitulo abordaremos el problema de obtener un coeficiente de
transporte efectivo, pero desde una perspectiva de la teoria de transporte.
Esta descripcion se hara con la consideracién de medio efectivo o modelo de
una sola ecuacién, usando para ello la TPV y obteniendo un coeficiente de
transporte efectivo, en este caso la velocidad de propagacién de la onda
electromagnética. En la aproximacién comunmente usada en un dieléctrico,
esta velocidad de propagacién de la onda electromagnética se relaciona

directamente con la funcién dieléctrica.
Secci6tn 2. Ecuacion de Onda Efectiva para un Medio Compuesto.

La ecuacién de transporte para las ondas electromagnéticas se puede deducir
de las ecuaciones de Maxwell (Jackson, 1975), obteniéndose una ecuacién de
onda para los campos. En el caso de dieléctricos, al tratar de promediar

estas ecuaciones con la TPV se llega a un punto donde se requiere la
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derivada de los campos en la interfase, y es precisamente en la frontera
entre los compuestos donde existe una discontinuidad en los campos. Por

esta razén trabajaremos con el potencial eléctrico.

Escogemos los potenciales electromagnéticos como

E=-Vyp - 3 A (4.11)

Kl

B = UxA (4.12)

Yy suponiendo la norma de Lorentz

V-A = - %8 o, (4.13)
at

se puede deducir la ecuacién de onda para el potencial eléctrico

CZVZW = g2 @

(4.14)
2

Q:lm
~

Supondremos que el transporte de ondas electromagnéticas esta totalmente

descrito por la ecuacién para el potencial
ec.

eléctrico, es decir, € o cz. La
(4.14) es precisamente del tipo donde el TPV no ha sido usado y que es
de interés para nosotros.

Entonces, podemos formular el problema a tratar de la siguiente manera:

desarrollaremos una ecuacién para un potencial eléctrico efectivo ¢ en un

medio compuesto con microestructura similar a la fig. (1.2), donde en cada

componente se tiene una ecuacion de transporte de la forma
2
el Ve =3¢ (4.15)

con i(=B,0) indicando la componente a la que pertenece tanto el potencial

como el coeficiente de transporte c¢ . El problema se cierra cuando se

introducen las condiciones a la frontera como

(4.16)
G

en la interfase.

Las condiciones sobre el tiempo sera introducidas al proponer una

interaccién con una onda monocromatica y las condiciones de frontera
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macroscépicas se suponen conocidas y bien especificadas.
La ecuacidtn que conseguiremos al promediar las ecuaciones (4.15), permitira
también encontrar la expresion para la velocidad efectiva c.

Definamos un potencial promedio <¢p‘> como en el capituio 1 {ec. 1.6) ¥

definamos las desviaciones macroscépicas

o = <> - (4.17)

Yy las desviaciones microscopicas

¢ = < - ¢ (4.18)

donde se ha definido el potencial efectivo ; como
e = PP + 77T . (4.19)

Con esto deduciremos una ecuacién de un solo componente para el potencial

efectivo @ al promediar la ec. (4.15) y usar las ecs. (1.33) y (4.18). El
resultado es

622<¢B> = c; Vz<y;B>’3 + c2

-lg. ~f3 2 -1 .o=B
% 8 v'v _[nBo"p da + c_ V InB¢ Ve da

B
(4.20)

donde hemos usado (Whitaker, 1986)
v“_[nuda = -vr'. (4.21)

Para la componente o tenemos una ecuaciébn similar y al sumarlia con (4.21)
se llega a

2 = 2 o 2 2~ 2 -1 .oB 2 -1 P
az,p_[chﬁ+fco_]Vw+chInBavwda+chJnoBV¢da+

3t
2 -1 ~B 2 “1g. ~C
+ CB vV J-nBo_w da + Co vy J.nchlp da +
+ izt;)B - c; VZ;B + 3_22:;20 - caz_ vZe”]. (4.22)
at 8t

En este momento, podemos introducir la ecuacién constitutiva para las
desviaciones microscoépicas
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¢ = g'-ve. (4.23)

Podemos justificar heuristicamente esta suposién, ya que queremos que la
descripcion del sistema sea la de una ecuacion de onda para el potencial
efectivo u_> Yy esto se logra con (4.23) al proponer que las desviaciones
microscépicas son producidas por el campo eléctrico efectivo y un vector de
g‘ asociado al mejor condensador local que reproduce la interaccién del
potencial externo con ia microestructura. Este vector depende de la
respuesta dieléctrica de los componentes y de la geometria del medio, es
decir, estaremos asociando un condensador orientado en la direccion .‘ y
con una separacién | .‘ | entre ias placas a la region del volumen
promediante. Este vector emanara de la ecuaciétn en la microestructura y
transmitira la informacién de la interaccion potencial eléctrico
microestructura al coeficiente de transporte efectivo, en este caso la
velocidad de propagaciéon.

Para poder llegar a una ecuacién para ¢ es conveniente suponer que las
variaciones macroscépicas son pequenas, lo que es consistente con una
teoria de medio efectivo donde las desviaciones macroscépicas deben ser
pequefias respecto a los términos restantes de la ec. (4.22). Esto implicara
que el problema de transporte que se describe no sea arbitrario y de aquf
emergeran las condiciones para los sistemas que pueden ser descritos con
esta aproximacién (Ochoa, 1991b).

Por otro lado, al sustituir (4.23) en (4.22) nos queda

8% p = chz +f%c2 v3p + UVg:(c2 V_'In gBda + 2 V_lj-n gda Y+
—tz [ B [ ] [ B Bo o o ]

+v%p [c; V_l_[nﬁw-gﬁda + c:_ V‘lj-no_ﬁ-ga-da ] (4.24)

donde se usaron las condiciones
- 2 -1 i -2 -1 i
Vth:cl v J-nug da >> V(p'C| v J-nU-Vg da (4.25a)
Ve 2 v“_[nu-g‘da > vg & V_'V-Inug|da (4.25b)
que se cumplen cuando

lag' | 11 (4.26)
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en la microestructura, con l‘ la longitud caracteristica de las

inhomegenidades en la microestructura. Es decir, las contribuciones de las

inhomogeneidades en el campo promedio son mas importantes que Ilas
i

- . . o i
inhomogeneidades de g en la microestructura. La condicién sobre g es

larga con respecto a las dimensiones de la
microestructura. Esta restriccién,

equivalente a considerar onda

como era de esperarse, es la fundamental

para obtener una ecuacion de medio efectivo. Debemos anotar que si no se

cumple la condicién (4.26) no podemos

liegar a una ecuacion de medio
efectivo.

Finalmente la ec. (4.24) se puede escribir como

¥

a ¢ = ((chz +r%2 1 + D° « m"]:vv:; (4.27)
2 B8 o
donde es el tensor unitario y el tensor llZ)i es de la forma

p' = c? v (In‘ngda + Inlj-g‘da] (4.28)

¥ la velocidad efectiva de propagacién esta implicita en el tensor
c = ((ch; +f%eZ o+ 0P 4 u)"]. (4.29)

Observernos que esta expresién se reduce a (4.9)
despreciables.

cuando los ©' son

Notémos una propiedad importante del método, si en lugar de promediar la

ec. (4.15) hubieramos promediado

v = %% (4.30)
3t

llegariamos esencialmente por el mismo procedimiento a

¢! = [(chéz + %I + of + u)‘{]. (4.31)

donde los ID; difieren de los D' por un factor c? La ec. (4.31) en el caso

donde los D son despreciables es la esperada para el

1
P

problema de placas
paralelas al vector de propagacion de la

onda electromagnética. Por lo

tanto, esta forma de proceder involucra los dos limites que buscamos. El
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problema que se busca resolver es donde las inhomogeneidades espaciales
influyen de manera significativa. Por esta razén en el resto del trabajo
solamente discutiremos los resultados para la ec.(4.29).
Como sefialamos anteriormente, para que el problema esté totalmente
determinado, se necesita una ecuacién para g' en la microestructura, que
debera ser introducida en la ec.(4.28). Esto se puede conseguir si en la
ec. (4.15) sustituimos la ec. (4.18) para obtener
8% <oP> — 2% veP> = 82 5P - 1% vIeF (4.32)
Fi2 B 312 B

lo que, como lo indicamos en el primer capitulo, al promediar nos lleva a

2 3 -2
B_z<w > —cB

2, By . .-2y-lg. ~ —2,,-1 _~B
o V(:p)—cBVanBoyda-o-c’gVJ.nBoV'pda.

(4.33)
Ademas aquif hemos usado que el promedio volumétrico es idempotente, lo cual

solo es valido si L>>»1 (Crapiste et al., 1986; Mochan et al. 1985).
Sustituyendo las ecs.(4.22) y (4.32) en la ec.(4.33) obtenemos

2z ~B _ -2 e~ _ -2,,-1 ooB
Z_tzp °g Ve = °g v J-nBO‘ Ve da (4.34)
que al introducir la ecuacién constitutiva para las desviaciones

microscépicas (4.23) se transforma en

2 1 -2 2 1 -2¢,-1 1 —
%8 - cp? v _CBVJ"&T vg' da = O (4.35)

En la aproximacién l»l‘. se puede considerar
vig' » v Jn-Vgl daO) (4.36)
¥ por lo tanto la ec. (4.35) se reduce a
c? vig' = 2% " (4.37)
Aqui cabe mencionar que este resultado se debe a que en la microestructura

P 1 . .
las variaciones de los vectores g son de la misma magnitud tanto en el

tiempo como en el espacio para el problema electromagnético, como puede
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verse de una sencilla estimacién de los términos de (4.35): para que los
términos que involucran a las segundas derivadas temporales y aquellos del

. : . i .
laplaciano sean del mismo orden, se requiere que ci=t con tm el tiempo
m

caracteristico de los cambios en la microestructura y i la longitud
caracteristica de los granos en la microestructura, lo que es claramente
cierto para este problema. Esto significa que en este caso debemos
quedarnos con la ecuaciéon de onda completa, mientras que en las

aplicaciones a fenomenos de transporte de fluidos en medios porosos la
parte temporal en la ecuacién para la microestructura es despreciable
comparada con los dos términos espaciales en (4.35) (Ochoa, 1991; Whitaker,
1991).

El problema para .‘ esta completamente determinado con las condiciones de

frontera derivadas directamente de (4.16), a saber

£ =5 (4.38)

ey (0 + vg®) = e (1 + vg™)

B8

en la frontera entre B y o, donde hemos despreciado nuevamente a las
desviaciones macroscépicas y €, (i=R, o) es la funciétn dieléctrica del
material puro,

En cuanto a las condiciones iniciales también seran resueltas con la
imposicion de una onda monocromatica incidente sobre el medio.

En este punto conviene hacer algunos comentarios. La ec. (4.27) es la
ecuacién de transporte para el potencial eléctrico efectivo, donde como era
de esperarse tenemos un coeficiente de transporte tensorial para medios que
son esencialmente inhomogéneos. La informacién de la microestructura y
propiedades eléctricas de las componentes esta incluida tanto en el
promedio mismo como en la solucién de la ecuacion de onda vectorial en la
microgeometria especifica que se proponga para el medio compuesto. Hemos
modificado el problema de la solucién de dos ecuaciones de transporte
acopladas y no separables (4.15), cuyo dominio es la compleja
microestructura del compuesto, por tres ecuaciones de transporte acopladas
{pero separables) de diferente orden tensorial, cuyos rangos de operacion
son diferentes, en la microestructura las dos ecs.(4.37) y en el problema
macroscoépico la ec.(4.27). El acoplamiento entre las ecuaciones de
diferentes dominios se da en términos del coeficiente € de transporte

efectivo para la ecuacién macroscépica. Por otro lado, la aproximacién
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(4.36) es necesaria para obtener la ecuacién de un solo componente (4.27).

Si esta aproximacién no fuera considerada, entonces un término proporcional

al campo eléctrico efective apareceria como relajacién en la ecuacién de
onda para el potencial eléctrico efectivo (4.27).
Por otro lado, si la condicion (4.26) no es satisfecha entonces la ecuacién

para el potencial efectivo seria de la forma

azzG = C:VWp + S-Vp , (4.39)

£

ecuacién que también describiria un proceso donde la microestructura es

pequefia comparada con la longitud de onda, pero no exactamente el limite

infinito para ella.

Desde el punto de vista formal el problema ha sido resuelto. La aplicacién

especifica depende de la estructura representativa que se proponga para la
microestructura. Esta generalmente se propone perisddica en la TPV,

hip6tesis que por conveniencia también manejaremos. Asi, en la préxima

seccion describiremos un medio compuesto formado por placas uniformes de

materiales dieléctricos diferentes de igual espesor.

Secci6tn 3. Velocidad de Propagacién para Ondas Electromagnéticas

en un Material Estratificado.

El sistema mas sencillo para estudiar Ia propagacion de ondas

electromagnéticas en materiales compuestos es aquel formado por capas

alternadas de igual espesor de diferentes materiales dieléctricos, como se

ilustra en la figura 4.1. El espesor de las capas es Il y su orientacion es

Este problema se escoge por tener una

tal gque su vector normal es n=(1,0).
Mochan et al. 1985) contra la cual

solucién exacta (Bergman, 1978;
comparar. Como se vera, también encontraremos una solucién analitica para
la correccién.

En este caso se puede formular el problema en coordenadas cartesianas en

dos dimensiones y las condiciones a la frontera (4.38) se reducen a:
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Figura 4.1, i esta figura <o pepresenta la oélda unitaria gque se
resolvera para el problema de propagacion
clectiromagnetica:

de ondas
e un nedio cumpiiesto con | in tongitud del
. acld .3
volurnen promediante y !

fa dlongitud ittre

las placas.




X W
I
q

-4

B8 _ o
By

o
= e _(1+8_g7)
ax

(4.40)
B o
e, (1+8 g ) = & (148 g )
B Ey Y T Fy Y

en la frontera entre B y o.

Propongamos que la solucién al problema sea una onda polarizada y

incidiendo en forma normal a las placas.
Esto implicaria que solamente tendriamos un vector .l en la direccién x

monocromatica con frecuencia w

g‘ = F'(x)exp[iwt)] (4.41)

y por lo tanto tenemos que determinar las ecuaciones para Flix). Al

sustituir (4.41) en (4.37) nos queda

d% Fl= - W%F'/e? (4.42)
2 1
dx
cuya solucién es de la forma
F'(x) = G'costk'x) + H'sen(k'x) (4.43)

donde k‘ cumple con k' = we!

y las G's y H’'s deben ser tales que
de frontera (4.40) en x= (-1,
la condicién de periodicidad,

satisfagan las condiciones

O y ). Para
satisfacer

imponemos un ciclo igualando los
valores de las funciones en los dos extremos. Asi el sistema a resolver es

P cos(xP1) + HPsen(—kP1) = G%cos(k®1) + HTsen(k®1) (4.44a)

GB = g% (4.44b)
ePu - kBcPsent-kB1) + kPHPcos(—kP1)) =

e - k%G%sen(k“1) + kK" Hcos(k1)) (4.44c)



ePa + xFuP = &%u + KTHS) (4.44d)

Este sistema tiene solucién ya que su determinante es

ePrPekT (cos(kP+k1) + 2)

En realidad en el sistema (4.44) haria falta introducir la parte temporal,
pero, como muestra un desarrollo algebraico de estas ecuaciones, los
coeficientes G's y H’'s en forma consistente no dependen del tiempo y asi
por simplicidad en la notacidén no hemos incluido estos términos en las
ecuaciones a resolver.

Dadas las condiciones impuestas es féacil ver que la correccion (4.28) se
transforma en

D
xXx

217! [c; FR-)-FPon + c:(r"(m-r"u))] (4.45a)

D
vy

1! [c; FR-1)-FRon + c;(r"(m—r"(z))] (4.45b)

Con 1=2nl, donde n es el numero de placas en el volumen promediante.

Para estudiar la importancia de las diferentes correcciones al coeficiente
de transporte efectivo, se evaluaron numéricamente los D‘ dados en las
ecs. (4.45) variando los valores de los parametros w, e‘. cl, ny l, en los

siguientes intervalos

2

w € [10 7, 10'%)

e e [2, 100]

P/ e 14, 1000}

n € [2, 500], pero conservando I<Kc/w.
1 e [107° 1077]

considerando siempre a f‘=0.5 y a cB/ca‘=1/c°‘/cB.

En todas las condiciones que estudiamos encontramos que el valor de los DIJ
es totalmente despreciable comparado con el valor promedio. Los resultados
para los DU son, cuando muy grandes, 10® veces mas pequefios que el valor
de los primeros dos términos en la expresién para € (4.29). Dado que en la
soluci6ébn numérica se manejan numeros extremadamente pequefios y se calculan

senos y cosenos de ellos, consideramos que recuperamos el resultado exacto
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para €. En este sentido, podemos decir que se valida la TPV para ei
problema electromagnético y por ende para problemas de transporte con
ecuaciones hiperbélicas. De esta forma creemos que sera uUtil también en el
marce de la TIE. Esta discusién sera retomada en las conclusiones finales

del trabajo que presentaremos a continuaciéon.
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CONCLUSIONES

los capitulos anteriores se ha presentadc una discusién

No obstante que en
altima parte deseamos

detallada de los resultados obtenidos, en este
resaltar algunas de las contribuciones mas importantes de este traba jo.
En primer lugar, los resultados de los capitulos II y Il claramente
la TIE es un marco adecuado para describir
la formulacién variacional
evolucién temporal

de inercia estan

indican que los fenédmenos de
En particular, al usar

transporte en un MP.
formalmente exactas de

hemos obtenido las ecuaciones
para los flujos del sistema, con Io cual Jlos efectos
incluidos de manera natural. Evidentemente, dado el caracter fenomenolégico
de la TIE, estas ecuaciones contienen expresiones desconocidas tanto para

las ecuaciones de estado generalizadas como para

los tensores de diverso orden de
expresjones pueden determinarse

los escalares involucrados

en la construccién de la teoria de acuerdo
con los teoremas de representacion.

bien sea experimentalmente, o a
la metodologia tradicional de

esta metodologia (del Rio y

desarrollar las cantidades

Estas
modelo microscépico,

la TIE. Si se

partir de un

similarmente a lo que sucede en
los resultados obtenidos con
1990b, 1991la, 1991b) se pueden
serie de Taylor y truncar
indudable del enfoque variacional,
al tener las ecuaciones
conservadas, se

desea recuperar

Loépez de Haro,
los desarrollos al orden

desconocidas en

adecuado. lLa ventaja que abre nuevas

perspectivas para la TIE, es que formalmente

la evolucién temporal de las variables no

exactas para
cantidades fenomenologicas

proponer expresiones para
(incluyendo formas no analiticas)

bien es cierto que en principio podria hacerse algo similar
de Ia

pueden las
indeterminadas que aparecen en dichas
ecuaciones. Si
con la metodologia tradicional, dado gque habria que trabajar a nivel

ecuacion de Gibbs generalizada, el calculo seria mas complicado.

flujo de agua en suelos, debe mencionarse que,
evolucién temporal para el flujo
término con la

Respecto al problema del
la ecuacién exacta de
II (ec. 2.9), se obtiene un
interesante hacer notar gque
I, se

al deducir

volumétrico en el capitulo
la correccién de Forcheimer. Es
considerado en el capitulo

A.1), lo gque sugiere que esta
de efectos térmicos o
para el flujo
generalizada de

estructura de
el modelo de mezcia binaria,
contribucién similar (cf. ec.
existencia

para
obtiene una
es independiente de la

correccién
un desarrollo de la ecuacion

viscosos. Al realizar

volumétrico a primer orden se encuentra la ecuacién
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Richards para el potencial de agua (del

Rio y Loépez de Haro, 199la), que
obviamente incluye la

inercia del sistema.

En el caso del transporte de calor en un conductor poroso rigido de
porosidad efectiva cero, se propusieron expresiones para las cuatro
cantidades fenomenolégicas desconocidas y con ellas se obtuvieron por un
lado, una ecuacién de relajacion para el flujo de calor (ec. 3.9)

para la distribucion de
se encuentra que la

y por el
otro, una ecuacién hiperbolica temperaturas (ec.
3.10), con lo cual transmision de calor en este caso
particular de MP es ondulatoria y con una velocidad de propagacién bien
definida.

En cuanto a los problemas de transporte de masa, momentum Yy energia en un
MP modelado como una mezcla binaria considerados en el capitulo I1I, se
demostré la compatibilidad entre las correcciones propuestas por Brinkman

la TIE que se menciond anteriormente.
origen fisico de las

y Forcheimer a la ley de Darcy y

Por
una parte se exhibié el

correcciones y por otra se

obtuvieron acoplamientos y términocs adicionales en las

correcciones a la
importancia no puede ser determinada por
que ciertamente deben ser analizados con mas detalle,

ley de Darcy cuya la teoria, pero

sobre todo al tratar
de ajustar resultados experimentales.

En lo que concierne a la posible utilizacién de la TPV en el ambito de la
TIE para el estudio del transporte en medios inhomogéneos e incluir modelos
mas sofisticados que incorporen los efectos de la microestructura, debemos
comentar que este proceso requiere de dos pasos. En primer lugar es
necesario establecer la forma de operaciéon de

la TPV para ecuaciones de
transporte de tipo hiperboélico;

¥y en segundo lugar tener
todos los parametros fenomenolégicos de
involucrados en el

informacién sobre
los componentes individuales
modelo del sistema.

En este trabajo, consideramos que el
primer paso ha sido dado,

ya que como se mostré en el capitulo IV, al

tratar el problema de la propagacién de ondas electromagnéticas en un medio
compuesto con la TPV se recuperaron los resultados conocidos para los casos

que tienen solucién exacta. Sin embargo, el

segundo paso no es posible
realizarlo en este momento pues,

aun en el caso mas simple de transporte de
agua en suelos descrito por la ecuacién generalizada de Richards (2.11),
informacién completa al

relajacién o la velocidad de

no
se cuenta con la

no conocerse el tiempo de
propagacién de las perturbaciones del
potencial de agua en el medio.

Finalmente, aunque las principales contribuciones de este trabajo se

refieren al estudio teérico de problemas de transporte en medios porosos,
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es necesario enfatizar que paralelamente también se han hecho aportaciones
importantes al desarrollo y consolidacién de la TIE. Por una parte, el
incrementar el numero de sistemas cuyos estados de no equilibrio pueden ser
descritos por esta teoria la fortalece. Y por otra hemos presentado una
nueva funcional para la formulacién variacional de la TIE, con la cual, por
primera vez, se logran incluir las inhomogeneidades de las variables no
conservadas en las ecuaciones de evolucién temporal para dichas variables.
Un aspecto que conviene sefialar respecto a esta nueva funcional es que el
principio variacional relacionado con ella podria enmarcarse en la

generada por el trabajo de Onsager (1931).

linea

En cuanto a las perspectivas del trabajo, creemos que son varios los
caminos a seguir. Por una parte debe ser claro que al haber establecido a
la TIE como el marco termodinamico apropiado para la descrpcién de
fenbmenos de transporte en medios porosos, podrian considerarse dentro de
este mismo marco modelos mas sofisticados que los empleados aqui (por
ejemplo incluyendo mas de una fase fluida en el sistema) o problemas de
transporte distintos. Adicionalmente, a la luz de los resultados aqui
obtenidos, seria interesante analizar los datos experimentales que han sido
interpretados utilizando las correcciones de Brinkman y Forcheimer a la ley
de Darcy, considerando las nuevas correcciones que son compatibles con la
TIE.

Por otra parte, es evidente que algunos de los coeficientes fenomenolégicos
que surgen de la formulacién con la TIE pueden ser identificados con
coeficientes de transporte conocidos, mientras que para otros se requiere
de mediciones experimentales o de alguna forma de modelacién. En
particular, en el caso de transporte isotérmico de un fluido no viscoso en
un MP el unico parametro desconocido es el tiempo de relajacion del flujo
volumétrico, lo que no permite la aplicaciéon de la ecuacién de Richards
generalizada a problemas practicos. En este sentido, como una
complementacién natural del estudio aqui iniciado se ha disefiado un
dispositivo experimental para medir la velocidad de propagaciétn de las
perturbaciones en el flujo de aire a través de un filtro doméstico de agua,
problema en el que trabajamos actualmente. Con ello se pretende obtener a
partir de la medicién experimental el valor de este tiempo de relajacion en
un problema concreto.

Siguiendo con esta linea de ideas, y una vez que se haya desarrollado la
técnica experimental para determinar los tiempos de relajacion efectivos,

si se considerara un modelo de dos fases donde una de ellas (el so6lido)
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tiene microestructura definida, seria posible inferir teo6ricamente el orden
de magnitud del tiempo de relajacion del flujo de masa de la otra fase (el
fluido) fuera del medio. El procedimiento seria utilizar los resultados de
la TIE para el modelo de mezcla binaria (ya Qque estos son validos
independientemente de la microestructura del s6lido) para el transporte
isotérmico de un fluido no viscoso y posteriormente aplicar la TPV pero con
una filosofia distinta, es decir, la de obtener el valor del parametro
relevante de una de las fases a partir del valor del parametro efectivo.
Respecto a la TPV, al analizar el problema de transporte de ondas
electromagnéticas, unicamente se consideré el limite de onda larga. Sin
embargo puede conjeturarse que la misma técnica puede ser utilizada para el
mismo problema en el caso de longitudes de onda no tan grandes. A la luz de
la ec. (4.39), la TPV conduce a una forma diferente de la descrita por la
ecuacion de onda simple para el transporte electromagnético en el
compuesto. Serfa deseable abundar en el estudio de situaciones donde la
aproximacion de onda larga no pueda ser supuesta para ver si es posible
confirmar las predicciones de la TPV en este limite.

Finalmente, en lo qQue se refiere a las perspectivas de desarrollo de la
TIE, el principio variacional que hemos propuesto permite explorar la
factibilidad de describir las fluctuaciones lejos de equilibrio de forma
similar a la realizada por Onsager y Machlup (1954) en el marco de la TIL.
De ser posible esta descripcitn, la consolidacién de la TIE como una teoria
fenomenolégica para los procesos de no equilibrio habria recibidoe un gran

impulso.
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APENDICE
escriben las ecuaciones formales para la evolucién
las ecs. (3.3) y (3.6) en la
modelo de

En este apéndice se
los flujos que complementan a

temporal de
momenturn Yy energia para el

descripcién del transporte de masa,
mezcla binaria presentado en el capitulo III.

De la variacion de Jr se obtiene
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P @ .
De la variacién de T se obtiene
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Finalmente en el caso de la traza T nos queda
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