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INTROOUCCION 

Uno de los principales problemas para la humanidad es la pro

visión prolongada de potencia eléctrica en las regiones industria

les del mundo. 

El objetivo de la investigación de la fusión nuclear es dete~ 

minar si la energia obtenida do la fusión de los elementos ligeros 

puede ser liberada en una forma controlada para servir como fuente 

de onorqia para la hwuanidad. Este proceso de fusión, que es la 

fuente de potencia en el Sol y las estrellas, es la única alterna

tiva gue existe hoy a la fisión nuclear debido a que las reservas 

fósiles ya son escasas. Un reactor de fusión nuclear puede propor

cionar ventajas sobre los de fisión nuclear debido a que el combua 

tible necesario se encuentra en grandea cantidados, y a que se re

• ducen los desechos radioactivos de vida media larga. 

Las reacciones más favorables para la fusión nuclear son las 

que se llevan a cabo entre los isótopos del hidrógeno, como son el 

Deuterio y el Tritio, y muestran que estos isótopos son el combus

tible apropiado para un reactor de fusión nuclear. El Deuterio se 

puede obtener a partir del agua ordinaria, mientras que el Tritio 

se debe producir a partir de una reacción secundaria del Litio, e: 

cual es un metal relativamente abundante. Esta reacción se puede 

llevar a cabo al rodear la región de fusión con Litio, el cual pu~ 

de capturar electrones liberados de la reacción Deuterio-Tritio pª 

ra producir Tritio y Helio. El Tritio es reciclado, dejando al Hg 

lio c~mo Unico producto de desecho. En la tabla se muestran las 

reacciones mas relevantes para la fusión nuclear. 



Reacción de fusión D + T -+ He' + n + 17.6 Mev 
Reacciones que Li 6 + n-+ He 4 + T + 4.8 Mev 

lcroducen Tritio Li 7 + n -+ He 4 + T + n -2. 5 Mev 
Reacción completa D + Li -> 2He' + Enerqia 

Las reacciones de fusión son completamente distintas a las 

reacciones quimicas y son mucho más dificilcs de conseguir. Esto 

es debido a que la reacción de fusión se lleva a cabo entre los 

n~cleos atómicos, los cuales se encuentran cargados positivamente, 

y la repulsión electrostática impide que logren el contacto necess 

ria para la fusión. Las reacciones de fusión se llevan a cabo sólo 

si los n~cleos se aproximan entre si a altas velocidades como para 

vencer la repulsión electrostática entre ellos. se pueden obtener 

abundantes reacciones de fusión calentando el combustible gaseoso 

a una temperatura de unos 100 millones de grados Kelvin. El gas 

que se encuentra a estas elevadas temperaturas se compone de un en 

samble de núcleos cargados positivamente y electrones con carga n~ 

gativa, al que se le denomina "Plasma Termoiiuclear". El plasma se 

forma al pasar una corriente intensa a través de un gas ligero, cQ 

mo el hidrógeno, lograndose la ionización. 

Para que la enorgia liberada en las reacciones de fusión nu-

olear sea mayor a la utilizada para calentar el gas y para compen-

sar las pérdidas de energia la energia del plasma debe ser confinn 

da durante un tiempo minimo ~, con una densidad de nümero n, de 

tal forma que el producto n~, parámetro de confinamiento térmico, 

exceda ol valor 1014cm~ 3 s para la reacción Deuterio-Tritio, donde 

la temperatura debe ser al monos de unos 5 ó 10 Kev. A este crite

rio se le denomina criterio de Lawson. Para otros combustibles sw 

requieren mayores temperaturas y mayores tiempos de confinamiento. 

ll 



El problema de confinar un plasma a altas temperaturas es re

levante para el proceso de fusión nuclear controlada. 

Debido a que un plasma es un ensamble de particulas cargadas, 

su comportamiento puede ser controlado por la presencia de carr.pos 

magnéticos. En la presencia de un campo magnetice, una particula 

se ve forzada a moverse en trayectorias espirales a lo largo de 

las lineas de campo, reduciendo su movimiento a lo largo de estas. 

Para reducir las pérdidas de particulas es importante que estas l.l 

neas de campo magnético no interaccionen con las paredes del reci

piente de confinamiento. La estructura más favorable de un sistema 

de confinamiento magnético, la cual evita que las lineas de campo 

magnético intersecten al recipiente, es la estructura toroidal. 

Un campo toroidal a lo largo del eje mayor del toro no es s~

ficiente para lograr el confinamiento del plasma debido a que el 

campo es curvo a través de la sección transversal menar, causando 

una deriva de particulas hacia el borde exterior del recipiente. 

Esta deriva de particulas puede evitarse al aplicar un campo polci 

dal adicional alrededor del eje menor para formar un campo magnét.l 

ca con una estructura helicoidal alrededor del toro. Este caMpo 

magnético confina al plasma. 

El campo magnético toroidal se produce por un conjunto de bo

binas colocadas a igual distancia alrededor de una cámara de vacío 

toroidal, y es comün para todos los sistemas toroidales de confinA 

miento. El campo poloidal se consigue de varias formas. 

El sistema de confinamiento de plasma denominado 11Takamak 11 es 

el sistema más favorable para producir las condiciones d~ un reac

tor de fusión nuclear. Un Tokamak consiste de una cámara de vacio 

toroidal con un conjunto de bobinas espaciadas a lo largo del eje 
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mayor del toro para producir el campo magnético toroidal. Un gran 

transformador de acero induce una intensa corriente en el plasma. 

Esta corriente produce el campo poloidal necesario para el confina 

miento y además calienta nl plasma. En esta configuración el campo 

toroidal es mucho más intenso que el campo poloidal. 

En la configuración de Pinch, para los RFP's (pinch de campo 

invertido), las componentes toroidal y poloidal del campo magnéti

co son comparables en intensidad. La estabilidad del plasma es fo

mentada en esta configuración debido a que el campo toroidal se in 

vierte en la región externa del plasma con respecto a su dirección 

en el centro del plasma. Este sistema de confinamiento utiliza ba

jaS intensidades del campo magnético, por lo que representa la po

sibilidad de un reactor de fusión "barato". 

La configuración magnética Stellarator se forma a partir de 

la combinación de un campo magnético toroidal convencional con un 

campo helicoidal producido por corrientes a través de un conjunto 

de conductores helicoidales arrollados en la región externa del 

campo. El campo resultante forma un conjunto de superficies magné

ticas helicoidales anidadas próximas entre si alrededor del eje 

del plasma. 

Los fenómenos de confinamiento de energia y transporte de pa~ 

ticulas en una estructura de campo magnético dada son algunos de 

los problemas que deben resolverse en la Fisica de Plasmas con el 

objeto de construir un reactor de fusión nuclear controlada. su SQ 

lución permitir1a determinar los parámetros de operación necesa

rios para un reactor de este tipo. Originalmente se pensaba que se 

podr1an determinar estos parámetros a partir de procesos de tipo 

clásico o neo-clásico, como es el caso del transporte en el que se 
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incluyen colisiones entre particulas (colisiones coulombianas), de 

tal forma que se podría contar con una teoría predictiva. sin em

bargo, existen evidencias muy fuertes, obtenidas a partir de los 

experimentas de fusión cKistentes, de que la conductividad térmica 

de los electrones y en menor medida la de los iones, son fenómenos 

altamente anómalos. Se han tratado de explicar este tipo de proce-

sos anómalos en términos de turbulencias ocasionadas por microine§ 

tabilidades, más sin embargo el problema de proporcionar una teo

ria para la descripción de este transporte anómalo se dificulta 

"por la gran diversidad de fenómenos que se necesitar1a introducir, 

haciendo dificil la eleccción de los mecanismos que gobiernan el 

proceso, debido a que estos no son claros aún. 

Aunque se pueda salvar esta dificultad, de dacidirsa por los 

mecanismos responsables en el transporte, permanece aún el proble

llll del cálculo del tiempo de confinamiento anómalo, en términos de 

los estados saturados no lineales de algunas inestabilidades fisi

cas del plasma. El tiempo de confinamiento de energia es un parámg 

tro práctico importante para el estudio del plasma ternonuclear, y 

la posibilidad de que se pueda escalar con otros parámetros rele-

vantes para el sistema de confinamiento, de una forma predecible, 

es de interés para la interpretación de los experimentos existen

tes y para la extrapolación al diseño de nuevos experimentos. 

En ausencia de fusión nuclear, el balance global de energ1a 

del plasma está dado por: 

~ ~ p - p 
en' 1 L 

donde W es la energia almacenada en el plasma, P
1 

es la potencia 

de alimentación al plasma y PL es la potencia que se pierde del 

plasma. El balance de energía puede expresarse como: 



1 
;; 

donde ~ es el tiempo de confinamiento de energía y L' es el tiempo 

de reemplazo de energia (o calentamiento): ~ = W/PL y~,= W/P
1

• 

Fisicamente, el tiempo de confinamiento de energia es el tiempo ng 

cosario para disipar la energía almacenada por una potencia de pé~ 

dicta constante, mientras que el tiempo de reemplazo de energía es 

el tiempo requerido para reemplazar la energia almacenada por una 

potencia de alimentación constante. 

Uno de los objetivos de los grandes experimentos en Fisica de 

Plasmas, como son las series de tokamaks, eG la determinación de 

la relación entre el tiempo de confinamiento de energía ~ y los ps 

rámetros del aparato de fusión, tales como el campo magnético y 

los radios mayor y menor del tokamak. A este tipo de relación se 

le da el nombre de "Ley de escalamiento para ol confinamiento". 

Se han hecho intentos para deducir leyes de escalamiento empiricas 

para el tiempo de confinamiento de energia, a partir de los datos 

observados en los experimentos de fusión existentes (Gorbunov, et 

al, 1970; Daughney, 1975; Hugill y Sheffield, 1978; Herezhkin y 

Hukhovatov. 1981; Goldston. 1984: Liever. 1985). En este caso, se 

supone que el tiempo de confinamiento puede ser expresado como una 

función de ciertos valores caracter1sticos de variables físicas in 

dependientes, relevantes para el confinamiento del plasma, tales 

como la densidad del plasma n, su temperatura T, intensidad del 

campo magnético B y los radios, mayor R y menor a, junto con factQ 

res geométricos tales como la razón de aspecto a/R y el factor de 

seguridad q. se busca entonces una función del tipo f (n,T,B,q,a/r, 

..• ) , usualmente en forma de ley de potencj as T: _ npTqBr a• ... , do.o 

de los indices p, q, r, s, •. se derivan a pattir del ajuste de los 

V! 



datos de una variedad de experimentos. 

Alqunas leyes de escalamiento empíricas que se han deducido son: 

Daughney, 1975: 't' _ nB-J/ 4a 3
/'. 

Hugill y Sheffield, 1977: Bt: _ n'B'a', 

con x = 0.61 ! o.os; y• 1.89 ± 0.13; z ~ 1.57 ± 0.11. 

Herezhkin y Mukhovatov, 1981: 't' _ nT-º" 5 a 0
•

25 R2
'
75q 

Goldston, 1984: 't' _ n· 1T- 1a 2a 1 • 26Rº· 5q-2• 

Liewer, 1985: 't' _ na 1 ·•n2· 04q. 

El escalamiento del tiempo de confinamiento no está de ninqun 

modo garantizado debido a que la pérdida de potencia de los elec

trones se debe a varios fenómenos fisicos como son el transporte 

de energia (o potencia) de electrones (Ptr,•)' la radiación (P •• ,l 

y el intercambio de enorqia entre electrones e iones (P,,
1
). 

PL,o • plr,o + prod + P•,1 

Aunque cada fenómeno fiaico puede satisfacer una ley de escalacien 

to, la superposición de los fenómenos no necesariamente satisface 

un escalamiento. Afortunadamente el transporte de encrgia, el cual 

proviene de la conducción y la convección, es usualmente el meca

nismo de pérdida de energía predominante en los plasmas confinados 

magnéticamente. En cualquier caso, debido a que el tiempo de confi 

namiento puede proporcionar información sobre los parámetros de o

peración de un reactor potencial de fusión, la ayuda de un escala

miento simple del tiempo de confinamiento, aunque sea aproximado, 

justifica su búsqueda. El problema principal con estas leyes de e~ 

calamiento consiste en que, al ser deducidas a partir de los expe-

rimentos de fusión existentes, son extrapoladas a los parámetros 

de oscala de reactor sin conocar su validez. Ademas, la diversidad 

de estos escalamientos proviene de varias fuentes, como son el uso 
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de conjuntos de datos casi dlajuntos, la elección de variables de 

escalamiento distintas, y ocasionalmente una confusión respecto a 

las limitaciones impuestas por el calentamiento óhmico. 

Por otro lado, se puede intentar obtener leyes de escalamien

to a partir de estudios teóricos del comportamiento dal plasma te~ 

monuclear. Usualmente se intenta calcular el transporte anómalo i

dentificando alguna inestabilidad lineal, para despues estimar su 

amplitud de saturación y deducir el tranporte correspondiente a e~ 

te estado saturado. Sin embargo, por lo reqular es necesario intr2 

ducir ciertas hipótesis acerca del mecanismo de saturación no li

neal o acerca de la naturaleza de la turbulencia del plasma para 

las cuales no hay certeza de su validez (NcNamara y Taylor, 1971; 

Ohkava, 1978; Parall y Pogutse, 1981; Kadomtsev y Pogutse, 1985; 

Romllnell1, et al, 1986; Waltz, et al, 1987). 

Como se ha visto, el plasma termonuclear presenta una dificul 

tad especial para su estudio. Las inestabilidades con escalas de 

longitud grandes son el mayor obstáculo en la investigación hacia 

la construcción de un reactor de fusión termonuclear controlada. 

Para estos sistemas complicados, el Principio de Invariancia de E~ 

cala ofrece una técnica apropiada y menos laboriosa que los cálcu

los teóricos, que las aproximaciones empiricas y que el Análisis 

Dimensional convencional. Este principio (Connor y Taylor, 1977) 

permite el estudio de un sistema fisico, por complicado que sea, 

•in necesidad de resolver el sistema de ecuaciones que lo descri

ben, y evita algunas limitaciones del Análisis Dimensional. 

En el capitulo I de este trabajo se describen algunas propia-
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dades generales de los sistemas f1sicos en términos de las ideas 

de Escalas y Dimensiones. En el capitulo II se sugiere la idea de 

la invariancia de forma de las ecuaciones que describen a un mode

lo fiaico particular ante cambios de escala. En particular, en el 

capitulo III se aplican estas ideas al plasma termonuclear, estu

diando el confinamiento aagnético global para los distintos mode

los propuestos. Las constricciones que surgen del análisis de invª 

riancia da escala para cada modelo particular determinan la forma 

funcional del tiempo de confinamiento. En el capitulo IV so estu

dian diversas aplicaciones de las constricciones, como es el estu

dio de la validez de las distintas leyes de escalamiento que se 

han propuesto para el tiempo de confinamiento, tanto teóricas como 

em.piri04s. El conf lnamianto global no proporciona información so

bre el escalamiento en té.raines de !actores geométricos, tales co

mo los radios mayor y aenor de un tokamak. En el capitulo V se es

tudia el confinamiento en términos de razones geométricas y canti

dades adimensionales. La forma en que cada modelo particular del 

plasma responde ante el CIUlbio de escala define el tipo de estruc

tura funcional del tiempo de confinamiento, quedando determinado 

salvo una función que solo depende de argumentos adimensionales. 

En el capitulo VI se estudian los efectos del escalamiento en los 

modelos que involucran un mecanismo particular responsable de la 

turbulencia presente en el plasma, por lo que se hace un estudio 

de la turbulencia local responsable del transporte de energia y de 

la conducción de calor. 
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CAPITll.O 1 

Escalas y Dimensiones 

En este capitulo se discuten las ideas seminales de Galileo y 

Fourier sobre el método de escalilllliento y la idea de que cada can

tidad fisica tiene una dimensión que le es propia. Estas ideas son 

aplicadas a alqunos problemas interesantes, como es la respiración 

del embrión de un ave durante el periodo de incubación, la razón 

metabólica do un cuerpo, el horneado de un pavo, y las oscilacio

nes pequeñas de un péndulo, con el fin de obtener conclusiones so

bre el empleo de las mismas. 

l.- Escalamiento. 

Una de las fantasias más curiosas que han cruzado por la men

te del ser humano y que lo han preocupado, ha sido la idea de que 

puedan existir seres con dimensiones monstruosas, tales como ara

ñas u hormigas de tamaños tan grandes que el ser humano seria una 

cosa insignificante frente a ellos, fácil de destruir. Galileo Ga

lilei fue quien analizó esta posibilidad por primera vez hace más 

de tres siglos. En su libro, "Diáloqos concernientes a dos nuevas 

ciencias", ofrece una discusión muy clara e interesanto sobre los 

efectos del escalamiento de las dimensiones de un objeto físico. 

En él dice: "···· puedes ver fácilmente la imposibilidad de aumen

tar el tamaño de estructuras a vastas dimensiones .•. Si su altura 

se aumentara excesivamente, esta caerá y se aplastará bajo su pro

pio peso". Se obtiene que el simple escalamiento de las dimensio-
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nes de una estructura fisica, como el caso de una hormiga, a alg·~-

na dimensión monstruosa es físicamente imposible, y es posible a-

firmar que estas antiguas fantasías no son más que ficción. 

Una de las cuestiones mac impcrtantcs que presenta la natura

se refiere a la forma en que un sistema físico responde ante el 

cambio de su escala. Actualmente, esta es una de las cues~iones s~ 

minales de la Teoría cuántica de campos, de la Teoría ~e Transic:2 

nes de Fase, de la Dinámica de Sistemas Complejos, y de los inte:-.

tos de unificación de las fuerzas de la naturaleza. Se han logr.:?..:: 

grandes progresos en los tlltimos años, basados en las respuestas 

que se ofrecen a esta cuestión. 

La principal característica del análisis de Galileo sobre l~~ 

escalas y dimensiones de los sistemas f1sicos, fué el hecho de ~~~ 

percibió una relación para el peso W y la resistencia de la estru~ 

tura en términos de una longitud caractcristica de la estructura. 

El peso W aumenta linealmente con el volumen, mientras que la re

sistencia de la estructura aumenta solo como el área de una sec-

ción transversal. Esto significa que, para estructuras similares 

el volumen se escala como V IX 13
, mientras que el á1·ea de una st:::

ción transversal como A IX 12
, donde 1 es una longitud ca!'acteris~;_ 

ca. Esta puede ser la altura de la estructura, de tal forma que ~~ 

razón de resistencia al peso ~ será: 

A 1 1 
~ IX V °' 1 ~ w1n 

De esta forma, Galileo observó que los animales más pequeños pare

cen más fuertes que los grandes. 

Adicionalmente, esta discusión puede ser usada para entender 

por qué los huesos y extremidades de los animales superiores debe~ 

ser proporcionalmente rnás corpulentos que loG dP. los animales rnen; 



res, considerando la razón resistencia a peso. 

Este tipo de argumentos, basados en el escalamiento de estrus 

turas similares, fueron usados extensivamente a finales del s~glo 

pasado p~ra entender las caracteristicas extremas del mundo bioló

gico. Las dimensiones y forcas generales de los animales y plantas 

pueden ser visualizados como una forma de respuesta de la naturalg 

za a las constricciones de la gravedad, a los fenómenos de superfi 

cie, a flujos viscosos, etc. 

1.1.- Respiración durante la incubación de un huevo. 

Un ejemplo interesante puede aclarar estas ideas. Se puede 

preguntar por el fenómeno de la respiración durante la incubación 

del huevo de un ave, y cómo ciertas variables fislcas se escalan 

de ave en ave. 

En la fig. l se muestra la dependencia de la conductancia de 

Oxigeno K, y la longitud del poro 1, con la masa del huevo w. La 

gráfica muestra que la pendiente, tanto para la conductancia K co

mo para la longitud del poro 1, es cercana a la que se obtiene en 

base a un simple análisis de escalamiento geométrico. 

Los autores del articulo, al notar que la pendiente para 1 es 

muy pequena, concluyen que la longitud del poro aumenta muy lenta

mente debido a que el cascarón del huevo debe de ser lo suf icient~ 

mente delgado para que el ave pueda salir de él. Esta es una con

clusión acerca de la dinámica del fenómeno, pero, ¿esta garantiza

da?. De un escalamiento geométrico simple se espera que para hue

vos similares 1 « w1
?J, lo cual está en razonalble acuerdo con los 

datos de la gráfica; el mejor ajuste de los datos da 1 ~ w0
·

4
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, K .... 11. dl'!I huevo (9). , 

f"19. l. Gr11.ílca togadt111lc., de los par11.mf'lro1 relevanle11 

para la r11.11plr11.clcl'n de h• aves duranlc el periodo de ln

cubactcl'n (Rahn 11.t al, 1979}. 

Aunque estos datos estan en razonable acuerdo con el escala-

miento geomótrico, no se pueden obtener conclusiones acerca de la 

dinámica del proceso. En vez de mostrar un crecimiento anómalo lec 

to con respecto a la masa del huevo, los datos para l muestran en 

realid~d un crecimiento anómalo rápido; 0.4 contra o.JJ. Para K s~ 

tiene que K ~ wº· 9
• Esta relación puede ser entendida también en 

base a argumentos geométricos. Se tiene que K es proporcional al 

área total disponible de los poros e inversamente proporcional a 

!a longitud del poro. El área total de los poros seró, el número 

de poros por el área del poro individual. SL se supone que el numE 

ro de poros por unidad de área permanece constante de ave en ave. 

Se tienen dos factores que se escalan como un área, y uno como el 

inverso de una longitud. se espera que K '" (\lv
3

)
2/W1

'
3 

= w de r.ug 

vo en razonable acuerdo con lo$ datos. 

Este ejemplo muestra la importancia de una curva do escala-

miento, no solo para establecer el fenómeno del escfllamicnto por 

si misrao, sino para revelar lus desviacionc5 de algunas prediccio-



nes ingenu••· 

1.2.- Razón Metabólica. 

Otro ejemplo interesante se refiere a la forma en que la ra-

zón metabólica (calor perdido por un cuerpo en un estado inactivo 

de reposo), varia de animal en animal. Se espera que esta razón m~ 

tabólica esté dominada por los efectos de superficie, tales como 

sudoración y radiación. Si se denota por D a la razón metabólica, 

se espera que ésta se escale como D ~ W2
/

3
• 

En la fig. 2 se muestran una serie de datos, graficados loga

ritmicamonte, en la cual se puede observar que la razón metabólica 

D se escala de animal en animal. Esto significa que los datos para 

todos los animales caen sobre una curva simple, a pesar de que un 

elefante no se puede comparar con un ratón o con un chimpancé • 

... 
e· e{ cinte , 

;at•/,...' 
.. • .. 3ue1 

Cbf111p.tnca ... ",.." , 
Cdbr, 'to ... 1c;a. 

¡ 

j 
'" ... 

Pe~o doJ cuerpo 1(91, , , 
FI~· 2. Crarlca lo<¡arft111\ca de la raznn 11etabol1ca co110 run

clon del pe•o del cuerpo. L4 curva continua C9 el re1ullodu 

del anÁlhl• b411ado en una depend11nclll auperítclnl. La otra 

ea el re•Ullndo ::\el racJor aju1te do l<il dat<is CWe1t, 19SU. 

Sin embargo, la pendiente de la curva que mejor se ajusta a 

los datos de ld gráfica es 3/4 en lugar de 2/3, Esto indica qua e-



xisten otros factores, distintos de los superficiales, que juegan 

un papel importante en el proceso de la pérdida de energia de un 

cuerpo en reposo. 

Tipicamente, las desviaciones de un análisis geométrico o ci

nemático simple reflejan la dinámica del sistema, el hecho de que 

factores adicionales no considerados se presentan en el fenómeno 

estudiado, y esta dinámica puede ser entendida solamente al exami

nar el sistema con mayor detalle. A la inversa, no so pueden obte

ner conclusiones referentes a la dinámica del sistema a partir de 

un escalamiento ingenuo. 

2.- Dimensiones. 

El contenido f isico del escalamiento de cantidades f isicas se 

formula a menudo en términos de un lenguaje más general, el cual 

es la baso de lo que se denomina Ar1álisis Dimensional. 

La idea fundamental del escalamiento de las cantidades fisi

cas parece ser debida a Fourier. En 1822 se publica en Paris su li 

bro "Theorie Analytique de la Chaleur 11 donde se encuentra, además 

de su principal contribución al Análisis Matemático, el 11Análisis 

de Fourier", la idea fundamental de utilizar dimensiones para las 

cantidades fisicas. Fourier introdujo la idea de que cada cantidad 

fisica "tiene una dimensión que le es propia, y que los términos 

de una y de la misma ecuación no pueden ser comparados si no tie

nen el mismo e:i,rponcnte de la dimensión". Ademas dice: 11 Hemos intrQ 

ducido est~ conGidcración para verificar el análisis ... Es el equi 

valente de lo~ lamas que nos dejaron los griegos sin prueba 1:. 

La idea de dimcnaiones para una cantidad f isica astil rclacio

ndda con 1.1 forma en que ésta cambia al variar el sistema fundar.ten 



tal de unidades. cuando las magnitudes de las unidades fundamenta

les de medición, las unidades con las cualas se miden las caracte

rísticas básicas de las estructuras fisicas, como son la longitud, 

la masa, el tiempo, etc., se alteran por un factor arbitrario, los 

valores numéricos de las cantidades físicas cambian también, en el 

mismo factor arbitrario original. El factor que describe la magni

tud de este cambio está determinado por las dimensiones de la can

tidad fisica. Por ejemplo, si la unidad de longitud se reduce por 

un factor L, los valores numéricos de todas las longitudes aumentil 

rán en un factor L. se dice entonces que la longitud tiene dimen

siones L. Análogamente, si la masa tiene dimen~iones M y el tiempo 

tiene dimensiones T, la velocidad tiene dimensiones LT.1
, etc. Los 

n~meros L, M, T no son más que números positivos abstractos que BQ 

lo miden el cambio en la magnitud de las cantidades fisicas al cam 

biar el sistema fundamental de unidades de medición. Asi, todas 

las cantidades fisicas se expresan en términos de estos números p~ 

sitivos en una forma muy particular. Como reglas de potencias de 

monomios. Sin embargo, fue mucho más tardo que los fisicos comenz2 

ron a usar el métr)do de las dimensiones pa-ra estudiar cierto tipo 

de sistemas fisi~os. 

Un comentarte de LOrd Raylcigh, aparecido en un articulo pu

blicado en la ~&Vista "Naturcu en 1915, hizo ver la importancia de 

las ideas de escalas y dimensiones al plantear que los resultados 

e>eprccados en forr.ia de lcj1 e.s, los cuales son considerados cor.io in

novacione;, sobre la base de elaborados experimentos, podrian obte-

ncrc:c a priori después de unos cuantos minutos de considcrución. 

Decja: "Me ha ir.iprcsion.1do muy a menudo la (>.$casa atanción que se 

la ti.:i d"ido al principio de similitud, aún pvr gente que hu aport<1-



do trabajos originales en este campo". Después de este comentario 

da una serie de ejemplos que justificarán sus consideraciones so

bre el poder del análisis de las dimensiones de las cantidades fi

sicas. Para enfatizar las consideraciones de Rayleigh, se pueden i 

lustrar estas con un ejemplo curioso, y es el problema que se re

fiere al tiempo necesario durante el cual se debe de hornear un PA 

vo, para que esté a punto para la cena de navidad. 

2.1.- Horneado de un Pavo. 

Hay muchos libros de cocina que recomiendan 20 minutos por li 

bra aproximadamente, estableciendo una relación lineal del tiempo 

de horneado con el peso del pavo (t - W). sin elllbargo, hay ciertos 

libros de cocina especializados que reconocen la naturaleza no li

nal de esta relación. El problema refleja una relación no lineal 

entre el tiempo de horneado y el peso del ave, la cual se desea pg 

der determinar sin tener que resolver la ecuación de Difusión de 

Calor de Fourier. 

La fig. 3 muestra la variacion del tiempo de horneado con el peso 

del pavo (ave). 

Se puede observar cómo es posible entender esta variación C¿! 

tiempo de horneado con el peso, usando el principio de similitud. 

Para este poblema se puede suponer que la distribución de tempera

tura T dentro del pavo (ave), depende de la temperatura del horno 

T
0

, del peso del pavo W, de la densidad del pavo p, del coeficien

te de difuFión de calor K y del tiempo de horneado, (las tarnperaty 

ras son medidas relativas a la temperatura del aire exterior). 
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p._o (lb). 

rtq. J. Cr~flca del llfl9PO de horneado de un p,ovo 
runclon loqarrt•tca. de su peso (Wesl, 1984), 

Si las unidades de longitud se disminuyen en un factor L, los va

lores numéricos de todas las lonqitudes aumentarán en un factor L, 

lo que indica que la longitud tiene dimensiones L. Análogamente, 

la masa tiene dimensiones M, el tiempo tiene dimensiones T, y la 

temperatura tiene dimensiones T•. Así, T y T
0 

tienen dimensiones 

T•, W tiene dimensiones M, p tiene dimensiones ML-3 y K tiene di

mensiones L~T- 1 • si se considera la cantidad Kt, se observa que 

tiene dimensiones L2
1 de tal forma que (Kt) J/2 tiene dimensiones 

L3
, y '1l = p(Kt) 312 tiene dimensiones M. La distribución de tempera 

tura se pueda expresar en función de w, T
0

, K, t y ~ en lugar de 

la densidad del pavo. 

l. l 

Es posible formar la combinación rr = T/T
0

, la cual es una cantidad 

adimensional, y pensar que Il depende también de T
0

, W, K, t y ~. 

Como '1} tiene dimensiones M, esta dependencia de IT se puede expre-

sar como: 

l. 2 
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donde rr
1 

Q ~/W, el cual no catnbia de valor numérico al caJllbiar el 

sistema fundamental de unidades de medición, al igual que T/T
0

• 

Si la unidad fundamental de temperatura se disminuye en un factor 

arbitrario T•, mientras que las unidades de masa, longitud y tiem

po se mantienen invariantes, el valor numérico de la temperatura 

T
0 

aumentará en un factor T•, mientras que n, w, K, t y n
1 
perman~ 

can invariantes. Esto significa que n no depende de T
0

• cambiando 

la unidad de masa solamente por un factor arbitrario M, se ancuen 

tra que al valor numérico de la masa cambiará en el mismo factor 

arbitrario, mientras que las cantidades n, K, t y n
1 

permanecen in 

variantes. Esto significa que TI no depende de la masa. Cambiando 

la unidad de longitud, se encuentra que IT no depende del coeficien 

te de difusión de calor K. Por ultimo, si la unidad de tiempo se 

cambia el valor numérico del tiempo cambiará, mientras que los té~ 

minos n y rr
1 

permaneceran invariantes, indicando que el término TI 

no depende del tiempo. Asi: 

n = q<(rr,) l. J 

donde t es una función no determinada aun que depende solo de un 

parámetro adimensional. Es imposible simplificar ati.n mas la expre

aión l.2 debido a que n y n
1 

aon adimonsionalc~, y no cambian al 

cambiar el sistema fundamental de unidades. Sin embargo, aún sin 

simplificaciones adicionales, el resultado es interesante. Volvien 

do a las variables dimensionales originales se tiene que: 

T ·- '(e..íEll".'.'J 'i' -- ~ w -
o 

1. <1 

Este es el resultado de la observación básica de Fourier, de que 

"la fisica del problema es independiente de la elección de las uni 

dadas", lo cual impone ciertas restricciones a la posible forma de 

la función .. Se puede observar que es necesario determinar cuales 

10 



son las variables relevantes al sistema para poder determinar aqu~ 

llas cantidades que son adimensionales, y llevar a cabo el análi

sis de las dimensiones. 

El punto importante de este resultado es que, debido a que el 

lado izquierdo es adimensional, la función arbitraria ~debe ser y 

na función adimensional de una variable adimensional. Esta función 

no depende de la elección de las unidades, ya que las cantidades ª 
dimensionales permanecen invariantes ante cambios de escala. 

Para aves geométricamente similares, horneadas a la misma diª 

tribución de temperatura, y a la misma temperatura del horno, se 

obtiene una ley de escalamiento de la forma: 

~2 
w "" cte. 1.5 

si las aves tienen las mismas características fisicas (p y K 

constantes), esta ecuación se reduce a: 

1.6 

lo cual refleja una regla de superficie, y se puede observar que 

este resultado está de acuerdo con los datos de la gráfica. 

2.2.- Oscilaciones pequeñas de un péndulo. 

otro ejemplo interesante es el caso de las oscilaciones pequ~ 

ñas de un péndulo en un campo gravitatorio. 

se supone que el periodo e para oscilaciones pequeñas de un 

péndulo simple de longitud l, depende da la longitud del péndulo, 

de la masa de la plomada, y de la aceleración gravitacional. Estos 

parámetros relevantes para el problema pueden ser escritos en tér

minos de varios números 1, m, e y g, los cuales son obtenidos al 

comparar estos parámetros con ciertas unidades fundamentales de mg 

dición, cuya elección es arbitraria. En este caso, la longitud tig 
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ne dimensiones L, la masa tiene dimensiones M, el periodo e tiene 

dimensiones T y la aceleración qravitacional tiene dimensiones 

LT- 2• Si se forma la cantidad (l/g) -tn se podrá observar que tie

ne dimensiones T, de tal forma que, de los parámetros que se tie

nen disponibles, existe solo un único parámetro adimensional, el 

cual tiene la forma: 

¡¡ = fJ/fl:Trj l. 7 

Se puede suponer que n depende también de 1, m y g. Si se disminu

ye la unidad de masa en un factor arbitrario M, manteniendo las u

nidades de tiempo y lon9itud invariantes, el numero m aumenta en 

el mismo factor M, mientras que l, g y rr permanecen invariantes. 

Esto significa que rr no depende de la masa. Si se disminuye la uni 

dad de tiempo en un factor arbitrario T, sin que la unidad de lon

gitud cambie, el valor numérico de g aumenta en un factor T-2
• Las 

cantidades n y l permanecen invariantes, indicando que rr no depen

de de g. Por Ultimo, si se disminuye la unidad de longitud en un 

factor L, el valor numérico de 1 aumentara en un factor L, pero rr 

permanecerá invariante, lo cual indica que rr na depende de 1. Asi. 

se tiene que el término n es una constante: 

ll = fJ/fl:Trj = cte. l.B 

Se obtiene que el periodo de oscilaciones pequeñas de un péndulo 

tiene la forma: 

o = cte.fl:Trj l. 9 

La constante no se puede determinar a partir de las dimensiones de 

las variables del problema, sin embargo, se puede determinar a pa~ 

tir de los datos de un experimento. 

Una de las características de este tipo de analisis es el hg 
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cho de que para sistemas más complicados, con un gran número de vª 

riables, la elecciOn de las variables relevantes se complica mu

cho más. Sin embargó, un3 vez determinadas estas variables, las di 

mensioneo de estas son determinadas por las leyes fundamentales 

que obedecen (como la ecuación de difusión). Una vez que las dimen 

sienes son conocidas, la estructura de la relación entre las varia 

bles es determinada por el principio de Fourier. 

lJ 



cAPm.to 11 
Principio de Invariancia de Escala 

En este capitulo se discuten los problemas que se presentan 

al estudiar algunos sistemas fisicos, y como surge la idea de obtg 

ner leyes de escalamiento para dichos sistemas. Se discuten las li 

mitaciones de estos resultados, y cómo se presenta el Análisis Di

mensional como una herramienta util. Se observa quo este resulta 

insuficiente a estos problemas, como es el caso que importa en es

te trabajo: El confinamiento de cnergia y transporte de calor en 

un plasma termonuclear confinado magnéticamente. se presenta el 

concepto del Principio de Invariancia de Escala. 

1.- Escalas. 

Existen muchas preguntas y cuestionamientos acerca de los di~ 

tintos fenómenos que se suceden en la naturaleza, como son las ca

racteristicas extremas que se presentan en el mundo biológico, ta

les como las dimensiones y formas generales de los animales y plan 

tas, las cuestiones referentes a la composición de la materia, sus 

propiedades y sus interrelaciones, etc. Estos objetos de estudio 

se preesentan en un abanico de ordenes de magnitud, que van desde 

el micro hasta el macrocosmos. 

De la diversidad de propiedades que presenta la naturaleza, g 

na de las que más sobresalen es la extensa variedad de tamaños o 

escalas de longitud presentes en la estructura del mundo. En éste, 
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los sucesos que se diferencian por presentar una disparidad de ta

maños tienen, por lo general, poca influencia mutua, de tal forma 

que los fenómenos asociados con una escala pueden ser tratados in

dependientemente. Asi, la interacción que existe entre dos molécu

las de agua vecinas tiene identicas propiedades si las moleculas 

se encuentran en el Océano Pacifico que si se encuentran en una 92 

ta de lluvia. sin embargo, existe una clase de fenómenos para cuya 

explicación se presentan sucesos que involucran una qran variedad 

de escalas de longitud. 

Por ejemplo, cuando se calienta el agua hasta su punto da eby 

111-ción, a una presión de 217 atmósferas, empieza a hervir sólo 

cuando la temperatura alcanza los 647 grados Kelvin. Esta combina

ción de presión y temperatura define el punto critico del agua, en 

donde desaparece la distinción de liquido y gas; en condiciones de 

presión mayores hay una ünica fase liquida indiferenciada, y el a

gua no puede hacerse hervir por mucho que se eleve la temperatura. 

Cerca del punto critico el agua genera fluctuaciones de su densi

dad en todas las escalas posibles. Las fluctuaciones toman la for

ma de gotas de liquido completamente mezcladas con burbujas de gas 

y hay tanto qotas como burbujas en todos los tamaños, desde peque

ñas moleculas hasta el volumen de la muestra. En el punto critico, 

la escala de las mayores fluctuaciones se hace infinita, sin que 

disminuyan las fluctuaciones menores. Oc esta forma, la teoria quw 

pretenda describir al agua en la proximidad de su punto critico d~ 

be considerar todo el espectro de escalas de lon9itud. 

La gran variedad y multiplicidad de escalas de longitud repr~ 

senta un reto, ya que complica muchos de los problemas que aún no 

hnn sido resueltos en la fisica teórica y en algunos otros campos 
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de investigación. Se han encontrado soluciones exactas para tan sg 

lo unos cuantos problemas, sin embargo, para otros hasta las mejo

res aproximaciones resultan insatisfactorias. Por ejemplo, el esty 

dio de un material ferromagnético a la temperatura en que se esta

blece la imanación expontanea, de una mezcla de liquides a la tem.

peratura en que se hacen completamente miscibles, de una aleación 

a la temperatura en la que dos clases de átomos metálicos se dis

tribuyen ordenadamente, de la superconductividad y de la superflu! 

dez, de la formación de polímeros, del enlace de las particulas e

lementales, del estudio del flujo turbulento, etc •• 

2.- Análisis Dimensional. 

Una de las ideas Jaás interesantes que surgieron para tratar 

de estudiar y comprender ciertas caracteristicas del mundo natural 

fue al empleo de Escalas y Dimensiones para los sistemas fisicos. 

Galileo fue el pionero en el estudio de los sistemas f isicos al 

plantearse la pregunta: ¿Que le sucede a un sistema fisico cuando 

se altera su escala?. Asi, una de las grandes aportaciones hechas 

por Galileo tue la de establecer que ciertos fenómenos tienen un 

comportamiento tal que se pueden escalar desde dimensiones peque

ñas a otras mucho mayores, y plantear la posibilidad de que una 

misma ley fisica, o de otro tipo para campos distintos, pueda des

cribir el comportamiento de dicho fenómeno, aunque este se presen

te a diferentes niveles de escalas de longitud. Estas ideas sobre 

el comportamiento de las variables fisicas, al ser escaladas, die

ron la base para evitar errores en la interpretación de los fenómg 

nos físicos, y se presentaron como una alternativa de análisis de 

los mismos. 

16 



Las caracteristicas f isicas inherentes al escalamiento de pa

rámetros de un sistema está íntimamente relacionado con un lengua

je más general, que respalda el escalamiento como alternativa de ~ 

nálisis, el cual es la base del método denominado Análisis Dimen

sional. 

Uno de los problemas presentes es el análisis de sistemas fi

sicos complejos, y parece ser que fue Pourier quien introdujo la i 

dea fundamental del escalamiento. Esta idea plantea que todas y Cñ 

da una de las cantidades fisicas poseen una dimensión que les es 

propia, de tal forma que los términos de una ecuación no podrian 

compararse si estos no tienen el mismo exponente de la dimensión. 

ESto significa que la ley fisica que gobierna el comportamiento de 

un sistema fisico no puede depender de la elección do las unidades. 

EKiste una invariancia de las propiedades fisicas ante el cambio 

de escala. 

Esta idea fundamental de que cada cantidad f isica tiene una 

dimensión que le es propia establece la posibilidad de obtener in

formación acerca de un sistema fisico, en principio por complicado 

que este sea, sin necesidad de resolver el sistema de ecuaciones 

que describen a dicho sistema. Asi, esta idea se convierte en una 

herramienta muy útil ya que las ecuaciones que describen a un sis

tema fisico son, por lo general no-lineales, lo que las haco dif i

ciles de resolver en general. 

2.1.- Fuerza de Arrastre de un Cuerpo en un Fluido. 

Un ejemplo característico del empleo del Análisis Dimensional 

como técnica ütil para conocer el comportamiento de un sistema sin 

necesidad de resolver el conjunto de ecuaciones dinámicas, es la 
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determinación de la fuerza de arrastre de un cuerpo que se mueve a 

través de un fluido viscoso de densidad p. Para dete"1!linar esta 

fuerza F, se pueden considerar a F, p, la velocidad v, la viscoco

cidad del fluidoµ, algún parámetro de longitud del cuerpo l, y la 

aceleración debida a la gravedad como el conjunto de variables del 

sistema. En este caso se excluyen otro tipo de variables, como se

rian la velocidad del viento y la amplitud de las ondas del fluido 

debido a que, bajo condiciones de calma, estas son secundarias en 

importancia. Por ello, estas consideraciones y conclusiones no se

rán válidas para veleros. 

La fisica del problema está gobernada por la ecuación de Na

v ier Stokes, (la cual incorpora la ley de newton del arrastre vis

coso, proporcionando las dimensiones de~), y la ley de la fuerza 

gravitacional, (la cual proporciona las dimensiones para g). 

Las variables consideradas en este problema, las cuales se d~ 

ben expresar en términos de tres unidades básicas, (masa M1 longi

tud L y tiempo t), son F, p, v, µ, 1 y g, las cuales se pueden es

presar en términos de sus dimensiones y arreglar sus exponentes e~ 

la siguiente forma: 

F MILI t•2 ., -2 

p M1 L- 3 t 0 ., -3 

V ... MºL 1 t · I ... o -1 

µ ... M1L" 1t" 1 ., -1 -1 

MºL1 tº ., o o 

g ... M0 L1 t ·2 ... o -2 

Al tomar el primer determinante JXJ, de las tres primeras fi

las, se obtiene que es distinto de cero, por lo que las variables 

F, p y v son variables independientes. Esto es, no se pi..:.e·je forr.:ar 
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un término n con estas tres variables. (Ver apéndice D). 

Los términos rr se obtienen utilizando las variables independientes 

restantes fonnando productos de las anteriores con las variables 

restantes: 

2.1 

donde ( representa a las variables restantes, y los exponentes a, 

b y e se determinan a partir de las dimensiones de <· 
Si se exige que el término n, ec. 2.1, sea invariante ante cambios 

de sistemas de unidades, se obtiene un conjunto de relaciones en

tre los indices de escala, cuya solución determina la forma runciQ 

nal del término rr. 

rr
1 

Fªp"v'µ -+ (M L t-'¡ª(M L-')"(L t- 1 )'M L-i,-I m MºLºtº 

a•b•1 • O -11'2 

a -Jb•c-t Q o -+ b " -11'2 -+ n = IJ 
-Za-c-1 ,. O e '" O 1 F1/2pll'2 

rr, Fªp"v'l (M L t-'¡ª(M L-')"(L t- 1
) L = MºLºtº 

11, 

a-Jb•c•l • O 

-:za-e " O 

a•b = O 

a-Jb•c "' O 
-Za-c-2 = o 

Entes son los 

b • ~;~z -+ rr = ~ 
o; "' -3 ] p 11'2y3 

términos adimensionales del problema que se es-

tudia. Sin embargo, se pueden construir otros términos rr a partir 

de estos mismos, los cuales caracterizan mejor la fisica del pro-

blema. Estos son: 

p n -? 
2 

F 

pv 2 1.z 
Coeficiente de Presión. 2.2 

R -1 
11 n . , ~ jJ 

N'Umero de Reynolds. 2.1 

n .. - •• ~ 1 v' 
Nümerci de Fraude. 2.4 n i1 

? 
lg 

Como se puede observar, es posible construir otro tipo de ter 
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minos n a partir de los obtenidos originalmente, construyendo pro

ductos de potencias de estos mismos. 

El Análisis Dimensional requiere que la solución para el coe

ficiente de Presión, cualquiera que sea su forma, se exprese en 

términos de los otros dos parámetros adimensionales, en una forma 

adimensional: 

2.5 

La fuerza de arrastre puede obtenerse fácilmente a partir de esta 

ecuación, reexpresándola en términos de las variables dimensiona

les. Sin embargo, se puede considerar la situación en la cual las 

ondas generadas por el cuerpo no son importantes. (Un caso extremo 

podria sor un submarino). 

En este caso g no entra como variable en la solución para P, ya 

que ésta se manifiesta en la fuerza restauradora para las ondas de 

la superficie. Asi, N, se puede eliminar de la solución, constri

ñendo esta a la forma: 

P = f(R) 2.6 

En términos de las variables dimensionales del problema, ésta re

presentación se puede escribir como: 

F = pv 21'f(v1p/µ) 2.7 

Esta expresión establece la dependencia funcional de la fuerza de 

arrastre en términos de los parámetros v, 1, p y µ, los cuales son 

característicos del problema estudiado, quedando indeterminada una 

función que depende de un solo parámetro adirnensional. El problema 

se ha reducido a determinar la forma de la función f en términos 

del parámetro R. 

El Análisis Dimensional no puede proporcionar información re

ferente a la posible fonna de la función f debido a ljs caracterig 
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ticas propias de la técnica, ya que ésta se aboca a la determina

ción de todos los posibles términos n existentes en el problema. 

Asi, se presenta como una herramienta útil para la obtención de l~ 

yes de escalamiento, ya que éste reduce el problema a la determing 

ción de una función que depende de un pequeño conjunto de paráme

tros independientes adimensionales, de tal forma que ayuda a dis

tinguir caminos hacia donde dirigir el trabajo experimental. 

3.- Invariancia de Escala. 

Este tipo de análisis de un sistema fisico tiene algunos pro

blemas operativos, debido a que se necesitan deterainar las varia

bles que juegan un papel importante en el problema planteado, y 

cuales son irrelevantes para el mismo, para que, de esta forma, se 

construyan las cantidades adimensionales correspondientes y se reg 

lice el análisis. Para esto, se necesita una gran intuición y conQ 

cimiento del sistema para elegir aquellas variables que sean rele

vantes al problema. 

Ante esta limitación para estudiar sistemas que contienen una 

gran cantidad de variables, a pnrtir de las cuales se puede cons

truir un numero grande de cantidades adimensionales, es posible 

plantear una pregunta un poco diferente para el análisis del sistg 

ma. La idea de Fourier sobre la dimensión propia de una cantida~ 

fisica puede ayudar a la formulación de la pregunta. Si los tórmi

nos que constituyen una misma ecuación pueden ser comparados por 

poPeer el mismo exponente de la dimensión, se debe de pensar que 

la ecuación pueda ser invariante ante cambios de escala, de tal 

forma que la ley f isica que se obtenga presente las mismas caractg 

rist:cas de invariancia. Asi, ¿que tipo de constricciones deberan 
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de aurqir al exigir que el sistema de ecuaciones que describen al 

comportamiento de un sistema tisico sea invariante ante una trans

tormación general de escala?. 

3.1.- Inavariancia de Escala de la Ecuación de Navier-Stokes. 

En sus trabajos de investigación de 1932, H. Lalllb estableció 

que al An~lisis Dimensional y las propiedades de invariancia de la 

ecuación de Navier-Stokes, bajo transformaciones de escala, están 

relacionadas mutuamente, de tal forma que se obtienen los mismos 

resultados usando una u otra técnica en el análisis. se puede ob-

servar esta afirmación en la ecuación misma de Navior-Stokes para 

la velocidad v de un fluido incompresible, (Larnb,1932: Landau y 

Lifshitz, 1959): 

p[~ + v·v]v 2.B 

donde P representa a la presión. 

La forma en que se estudian las propiedades de invariancia de 

escala de esta ecuación es planteando una transformación general 

de escala que permita la invariancia de forma de la ecuación. sea 

I la transtoriaación general de escala: 

l'.: v -+ avr x -+ flx: p -+ 7p; t ~ et; P -+ 6P; IJ -1o r>JJ.. 2.9 

Al aplicar la transformación I a la ec. 2.a se busca determinar la 

relación existente entre los parámetros de escala al exigir la in

variancia de forma de la ecuación ante el cambio de escala. Asi: 

Al exigir la invariancia de forma se obtienen las relaciones: 

e-ta = a2/3-1: 813-t m ~fl-2ct.; 7a2/3-1 = Ofl-1 • 

Existen tres parámetros de escala independientes, de tal forma que 

una posible solución es: e 
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La transformación de escala que permite la invariancia de forma de 

la ec. 2.a es: 

I': v 4 av; x 4 {Jx; p 4 7p: t 4 a- 1
{Jt; P 4 a2 7P; µ 4 a~7µ. 2.10 

La fuerza se debe transformar como pv~.3/t, de tal forma que si se 

busca el escalamiento para F como una ley o regla de potencias en 

términos de las cantidades disponibles 

2.11 

esta se debe escalar apropiadamente bajo la transformación t': 

F 4 7a2(J2F - 7p ... aq••pr••pPvqar µ•. 

Esto impone ciertas constricciones a los indices p, q, r y a da la 

siguiente forma: p + s = 1; q + s = 2; r + s = 2. 

La solución a este sistema es: s = 1 - p; q = p + 1; r = p + l. 

Estas constricciones determinan la forma posible de F: 

2.12 

donde R es el número de Reynolds. Asi, la fuerza de arrastre se d~ 

termina salvo un indice. Si se buscara una forma más general que y 

na -ley de potencias se obtendria que: 

F = pv2a 2f(R) 2.lJ 

que es el resultado obtenido usando el Análisis Dimensional. 

se ha visto que el Análisis Dimensional no puede proporcionar in

formación sobre la posible forma de la función f(R), quedando este 

trabajo desvinculado del análisis. El trabajo experimental puede 

dar información sobre la posible forma de f. Pero, ¿que sucederá 

si se introducen suposiciones adicionales sobre las caractcristi

cas del proceso?, esto es, ¿Que sucederá si se supone el mecanismo 

fisico que gobierna al fenómeno estudiado?. 

Si se considera el limite en el cual R ~ 1, se pueden ignorar 

los términos inerciales en la ce. 2.a y aplicar otra transforma-
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ción de escala. 

Eliminando los términos inerciales no lineales en la ec. de 

Navier-Stokes esta se reduce a: 

~ • -VP + µV
2v 2.14 

Al aplicar la transformación de escala I a esta ec. se obtiene la 

transformación de escala que permite la invariancia de forma de la 

ec. 2.14, la cual es: 

B: v ~ av; X ..... fJx; p 4 1p: t ..... et; P ..... a7c- 1P; µ ..... ~ 2yc- 1 µ 2.15 

Aplicando esta transformación a la ec. 2.10 se obtiene que: 

F 4 7/J 3 &- 1aF - 'lp .. aq~rt•c-•ppvqarµ• 

Las constricciones correspondientes para los indices de escalamien 

to son: p + s = 1; r + 2s = 3; q = l; s = l. 

cuya solución es: p a O; r = 1; q = 1; s = l. 

La forma para la fuerza es entonces: 

F - vaµ ó F = kvaµ 2.16 

donde k es una constante que sólo depende de la forma del cuerpo. 

F • kv2a 2pR-1
, 

de donde se obtiene que f (R) = kR"1
• 

2.17 

Sin embargo, se puede preguntar por la relación que existe en 

tre el Análisis Dimensional y la Invariancia de Escala en términos 

de un marco más preciso. 

4.- Análisis Dimensional e Invariancia de Escala. 

¿Que significa la idea de Invariancia de Escala?. cuando se 

piensa en el concepto de invariancia de escala, la idea que surge 

es que la estructura propia de una ley f isica no puede depender de 

la elección de las unidades. La condición anterior se podria sati§ 

facer si se utilizara un conjunto de variables que permanecieran 
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invariantes al cambiar el sistema de unidades. Estas variables adi 

mensionales expresan el hecho de la independencia de la estructura 

de una ley física ante el cambio de unidades, mas sin embargo, es 

posible que no sea tan obvio que esta propiedad de las variables a 

dimensionales sea equivalente a la "invariancia de forma" de las g 

cuaciones fisicas. 

Las leyes tísicas se expresan generalmente en términos de un 

conjunto de variables dimensionales, las cuales cambian al cambiar 

de unidades. Además, en cualquier ecuación escrita en términos de 

un conjunto de variables dimensionales se encuentran las escalas 

fundamentales de masa M, longitud L, tiempo t, etc. las cuales son 

relevantes para el problema, y que nunca se expresan en forma ex

plicita debido precisamente a la invariancia de forma. La pregunta 

necesaria es: ¿cuales son las constricciones generales que se si

guen al exigir que las leyes de la física conserven su estructura 

ante cambios del sistema de unidades?. 

4.1.- Cambio de Escala en los Sistemas fisicos ordinarios. 

Lo' que tiene importancia primordial aqu1 es el caso del cam

bio de escala en los sistemas clásicos ordinarios y el comprobar 

que la forma de las ecuaciones no depende de la elección de las u

nidades. 

Para estudiar este comportamiento se puede pensar en una can

tidad física dimensional. y verificar su estructura posterior a un 

cambio de unidades. 

Sea K la cantidad fisíca, la cual posee un cojunto determina

do de dimensiones, y que es función de un conjunto finito de variª 

bles dimensionale~ (.x 
1 

>7.
1

• como K y x
1 

son variables dimensiona-



les, estas pueden ser expresadas en términos de un conjunto estan-

dard de unidades, las cuales pueden ser la masa M, la longitud L y 

el tiempo t. Es posible que existan otras unidades independientes, 

pero para el propósito del ejemplo se trabajará solo con el coniu~ 

to propuesto. 

Si se utiliza este conjunto da unidades, la magnitud de cada 

una de las variables se expresará en la forma: 
a h e 

X = M 
1

L 
1t 1 

1 
2.18 

Se puede describir el comportamiento de estas variables al cambiar 

el sistema de unidades, utilizando una transformación do escala bs 

jo la cual los parámetros se transforman como: 

2.19 

Existen dos formas de llevar a cabo el cambio de unidades en K~ 

a). Se observa como se transforma cada una de las variables x
1

• 

x
1 

-+ x~ • Z
1 
(A.)x

1 

donde Z1(A) =A: A~~~ y A es una abreviación de AK, A~ y At, de 

tal forma que la cantidad K se transforma como: 

K ... K' = KCZ, (~)x, ......... z. (>-)x,) 

b). Se observa como se transforma la cantidad misma K. 

K -i K' "" Z(.\)K(x
1

,x.<?, •• • ••• xn) 

donde zp.) = ~~.\:).~. 

2 1 '21 

Como se trata solo de dos formas distintas de llev-0r ~ cabe ~l caro 

bio de escala, las dos formas alternativas para K deben de ~er i-

guales, por lo que se obtiene la identidad siguiente: 

X ' 

'" 
Considérese un ejemplo concreto: Sea la ecua~ion E = , 

rn:: Pa-

ra llevar a cabo un cambio de escala en esta ecuacion, s.? puede 

transformar directanientc E o transforr.iar m y e separada1nente y muJ,_ 
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tiplicar los resultados directamente. Es obvio que el resultado f! 

nal es el mismo. 

Existe una pregunta que surge inmediatamente al observar la i 

dentidad anterior, ec. 2.22. ¿La forma de la ecuación que resulta 

del cambio de escala depende de A?. Esta cuestión es muy importan

te en el estudio de la invariancia de escala, ya que si la forma 

de la ecuación resultante depende de A, las ideas de escalamiento 

e invariancia resultan inoparantes. Para asegurar que la forma re-

sultante no depende de la elección de las unidades, se puede util! 

zar el truco de Euler de tomar las variaciones con respecto a A y 

hacer posteriormente A = l. Por ejemplo, si se toman las variacio-

nes en la escala de masa, se pueden determinar las variaciones con 

respecto a A", y utilizando la regla de la cadena, obtener: 

BK 
ax. 

f BK ax' 
f.. a)C1a¡I 

1 .-1 1 H 

n 8Z 8K az 
\ ' -1 - - -8, K. 

1f.1 1 OAH ax,- "H 

Cuando se exige A" ~ 1, se tiene que: 

[~~ ~a . a.\ .\ .... 1 1 ' 
H 

De tal forma que se obtiene la ecuación diferencial: 

~ aK af.1 ª1 x,ax1 = aK. 2.23 

Se obtianen ecuaciones diferenciales análogas cuando se consideran 

las escalas de longitud y de ti.ernpo. Asi, se obtiene un conjunto 

de ecuaciones diferenciales parciales acopladas que expresan el 

fundamento de la invariancia de escala de las leyes fisicas, (Esto 

es, la invariancia de las propiedades fisicas respecto a la olee-

ción de las unidades), el cual esta implicito en el trab~jo origi-

nal de Four ier. 

Se puede comentar adicionalmente que el Análl~is DirnensJ.onal 

1 el Escalamiento han jugado un papel preliminar en la eiaboracicn 
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de una teoria que generaliza los aspectos de estas métodos a casos 

más sutiles o complicados, como son los ejemplos descritos al prin 

cipio de este capitulo y la Teoria cuantica de Campos, como un ca

so particular. Esta generalización ha recibido el nombre de "Grupo 

de Renormalización11 , debido a que éste tiene sus origenes en el 

proqrama de renormalización usado para darle sentido a los infini

tos inherentes a la teoria cuántica de Campos. La renormalización 

requiere la existencia de un conjunto arbitrario de escalas funda

mentales, que juegan un papel análogo al que tienen los parámetros 

de escala implicitos en cualquier ecuación dimensional; de tal fo~ 

ma que cualquier ecuación derivada dentro del marco de la teoria 

cuántica de Campos, que represente a una cantidad fisica, no debe 

depender de la elección de estas escalas fundamentales. Las cons

tricciones que resultan solo deberan representar una generaliza

ción del análisis dimensional ordinario. La única diferencia entre 

estos dos puntos de vista es que las vaariables presentes en la 

teoria cuántica de campos cambian en una forma mucho más complica

da con la escala, que las variables clásicas. De esta forma, la SQ 

lución a las ecs. 2.23 se presenta como un caso especial de la so

lución a las ecuaciones del grupo de renormalización, y se encuen

tra además que la solución es precisamente equivalente a las cons

tricciones del análisis dimensional. 
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5.- Fisica do Plaslllas y el Principio de Invariancia de Escala. 

Otra rama de la fisica que ha ofrecido una dificultad espe

cial para su estudio es la Fisica de Plasmas. Algunos de los pro

blemas que deben de ser resueltos en la Fisica de plasmas son los 

fenómenos de confinamiento de enorgia y transporte de particulas 

en una estructura de campo magnético dada. El objetivo de ésta in

vestigación es determinar las condi~iones que deben satisfacerse 

para lograr la fusión nuclear controlada y determinar los paráme

tros de operación de un reactor de fusión nuclear. 

Originalmente se pensaba que los procesos de tipo clásico o 

neoclásico, como es el· caso del transporte en el que se incluyen 

colisiones entre particulas (colisiones coulambianas), podrian de

terminar estos parámetros, de tal forma que se podria contar con y 

na teoria predictiva. Sin embargo, los experimentas existentes 

muestran que la conductividad térmica de los electrones, y en me

nor medida la de los iones, son fenómenos altamente anómalos. La 

turbulencia ocasionada por microinestabilidades ha servido como b~ 

se para tratar de explicar este tipo de procesos anómalos. Sin em

bargo, el problema de proporcionar una teoria para la descripción 

de este transporte anómalo se dificulta por la diversidad de fenó

menos que se tendrian que introducir en la descripción, y por las 

hipótesis acerca del mecanismo de saturación no lineal o acerca de 

la naturaleza de la turbulencia del plasma, haciendo dificil la e

lección de los mecanismos que gobiernan el proceso, debido a que 

estos no son claros aun. Aunque se puedan determinar mecanismos 

responsables del transporte, permanece aun el problema del cálculo 

del tiempo de confinamiento anómalo, es decir de los estados satu

rados no lineales de algunas inestabilidades físicas del plasma. 
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El tiempo de confinamiento de energia ~ es una medición prác

tica importante para el estudio del comportamiento del plasma ter

monuclear, y la posibilidad de que este pueda escalarse con otros 

parámetros relevantes para el sistema de confinamiento, de una fo~ 

ma predecible, es de interés para la interpretación de los experi

mentos existentes, y para su extrapolación al diseño de nuevos ex

perimentos. Uno de los objetivos de los grandes experimento& en 

Fisica de Plasmas, como son las series de Tokarnaks, es determinar 

la posible relación.entre el tiempo de confinamiento de energia L 

y los parámetros del aparato. A ésta relación es a la que se le da 

el nombre de "Ley de escalamiento para el confinamiento 11 • se han 

hecho muchos intentos para deducir leyes de escalamiento empiricas 

para el tiempo de confinamiento de encrgia, a partir de los datos 

observados en los experimentos existentes (Gorbunov, et al, 1970; 

Herezhkin y Hukhovatov, 1981; Goldston, 1984; Liever, 1985). 

Las leyes de escalamiento empiricas se expresan en términos de va

valores caracte~isticos de ciertas variables fisicas independien

tes, usualmente en la forna de leyes de potencias L - npTqBra~ .•.. 

donde n es la densidad del plasma, T su temperatura, B la intensi

dad del campo magnético, a el radio menor del sistema de confina-

~iento, cte. y los parámetros p, q, r, s, se derivan a partir 

del ajuste de los datos de una amplia variedad de experimentos. 

El problema principal con estas leyes de escalamiento consiste en 

que, al ser deducidas a partir de los experimentos existentes, son 

extrapoladas ?. los paráme~~os de escal~ de reactor, sin conocer su 

validez. 

Por otro lado, los intentos de obtener leyes de escalamiento 

a partir de ~sti1dios t:i::?ór ices del comportamiento del plasma terma-
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nuclear no han sido satisfactorios. 

El problema que se presenta en la técnica de obtención de le

yes de escalamlento empíricas, y su extrapolación a los parámetros 

de reactor, asi como las dificultades y errores presentes en los 

calculos teóricos para este mismo fin, hacen sentir la necesidad 

de un marco general de referencia, dentro del cual se puedan discy 

tir las distintas propuestas de leyes de escalamiento, tanto empi

ricas como teóricas, basandose exclusivamente en la fisica del prQ 

ceso. 

Como se ha visto, el plasma termonuclear presenta una dificu¡ 

tad especial para su estudio, debido a que las ecuaciones de la 

Fisica de Plasmas, las ecuaciones MHD por ejemplo, son considera

blemente más complejas que aquellas que se pueden estudiar utili

zando la técnica del Análisis Dimensional, y esto se refleja en el 

gran numero de parámetros adimensionales disponibles en la descrin 

ción dimensional del plasma termonuclear. En particular se tienen 

los parámetros adimensionales p/a, A/n y A
0
/a, donde p es el radio 

de Larmor, A es la trayectoria libre media entre colisiones, ~n ~s 

la longitud de Debye y a es una longitud macroscópica caracteristl 

ca del sistema de confinamiento. se tiene tatnbien el parámetro ~, 

el cual es la rdzón entre la presión del plasma y la presión del 

campo magnético. Junto con estas cantidades sa tienen constantes 

tales como la razón de masa ión-electrón y varias razones geomótrl 

leas particulares al sistema de confinamiento. 

Sa puede observar que pard estos sistemas complicados el Ana

lisis Dimensional convencional se vuelve engorroso al tratar de a

plicarlo, debido a la gran cantidad de p~ramctros ndirn~n$iúnules 
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presentes en la descripción. Para evitar este problema, desde un 

punto de vista práctico, conviene plantear un enfoque alternativo 

a reserva de relacionar los dos enfoques en base a una interpreta

ción en términos del Análisis Dimensional. 

Las ideas de Escalas y Dimensiones proporcionan una alternati 

va para estudiar un sistema fisico, en principio por complicado 

que sea, sin necesidad de resolver el conjunto de ecuaciones que 

describen el comportamiento de dicho sistema, y esta alternativa Q 

frece un avance importante en el estudio de estos, evitando cálcu

los complicados en la resolución de las ecuaciones correspondien

tes. Esta alternativa surge a partir de la discusión propuesta por 

Rayleigh (1915), por H. Lamb (1932) y por Landau y Lifshitz (1959) 

al vislumbrar las posibilidades de las ideas de invariancia de 

escala. 

En 1977 connor y Taylor (1977) proponen esta alte=nativa como 

técnica para el estudio de les fenómenos de confinamier:.to de ener

gía y transporte de particulas (calor) en los sistemas de confina

miento magnético para plasmas termonucleares. Esta aproximación al 

ternativa se basa en un principio de invariancia de las ecudciones 

ante transformaciones de escala, el cual especifica que: "Si las 

ecuaclones que describen el transporte anómalo abser•.¡ajo en los 

sistemas de confinamiento ~aqnético son invariantes bajo algunü 

transformación de escala, cualquier tiempo dQ confinamiento calcu

lado d~?e de exhibir las mismas propiedades de invariancia, no im

portando el medio por el que se haya calculado". Estas propiedades 

de invariancla imponen ciertas constricciones en la pcsible forma 

del tiempo de confinar:iient.J, las cuales son caractcrísti-:as del r.tp 
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delo del plasma representado por las ~cuaciones. Estas constricciQ 

nes reducen el nümero de parámetros que tienen que ser investiga

dos empiricamente, y pueden servir para indicar que modelos del 

plasma pueden describir apropiadnmente las propiedades del plasma 

observadas. 

El principio de invariancia de escala refleja una caracteris

tica fundamental de la naturaleza, y es que la estructura particu

lar de una ley f isica no puede .depender de la elección de las uni

dades: estas jueqan un papel irrelevante. Y esto está relacionado 

con el hecho de que una ley fisica surge del estudio del conjunto 

de ecuaciones que describe adecuadamente al sistema fisico, y si 

la estructura de las ecuaciones no depende de la elección de las y 

nidadas, o es invariante ante cambios de escala, la ley fisica de

be exhibir las mismas propiedades de invariancia. 

Un resultado muy importante de este principio consiste en que 

al extender este argumento a modelos más espec1f icos de transporte 

turbulento, en los cuales son identificados el mecanismo fisico pª 

~~ ~l transporte y l~ conf iguracion magnCtica, se puede definir 

más exactamente la forma de los coeficientes de transporte local, 

y esto solo en base a argumentos de invariancia. 
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CAPITU.O 111 

Principio de Invariancia de Escala para el Con~in.amiento Global 

(Connor y Taylor, 1977) 

En este capitulo se describe cómo, a partir de un argumento 

de invariancia de escala aplicado al conjunto de ecuaciones de un 

modelo particular del plasma termonuclear, es posible obtener in

formación sobre las propiedades de transporte correspondientes. 

Se obtiene información sobre al tiempo de confinamiento de energia 

y, en un caso especial, sobre el transporte de calor, que son ca

racteristicos dol modelo que se emplea. 

En los capitulas anteriores se ha descrito la forma en que 

las ideas de dimensiones, similaridad e invariancia de escala se 

presentan como técnicas útiles en el estudio de cierto tipo de 

sistemas fisicos complejos. El principio de invariancia de escala 

se presentó como una alternativa viable para el estudio del plasm3 

termonuclear. 

Una forma alternativa de expresar el principio de invariancia 

de escala es: Si el confinamiento del plasma es descrito por el 

conjunto de ecliaciones características de un modelo particular del 

plasma, el tiempo de confinamiento calculado a partir de este modg 

lo debe reflejar las mismas propiedades de invariancia de escala 

de las ecuaciones, no importando el medio por el cual se obtuvo. 

Este principio constriñe la forma posible del escalamiento del 
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tiempo de confinamiento de una forma tal que es caracteristica del 

modelo particular empleado. 

El procedimiento general del empleo del principio de invarian 

cia de escala en las ecuaciones del plasma es el siguiente: Se con 

sidera el conjunto completo de ecuaciones que describen el modelo 

particular de confinámiento del plasma, y se aplica una transforms 

ción qeneral de escala a éstas, de tal forma que todas y cada una 

de las variables y parámetros de interés se escalan de distinta 

forma. Al exigir la invariancia de escala de las ecuaciones, se oQ 

tiene un conjunto de relaciones que especifican como se escalan CA 

da una de las variables para que se cumpla ésta. A partir de estas 

relaciones se obtienen las transformaciones que se necesitan para 

la invariancia de escala de las ecuaciones. 

Se supone que el tiempo de confinamiento de energia se puede exprg 

sar como una serie en términos de variables relevantes al sistema 

de confinamiento, como son las variables n densidad, T su tempera

tura, B intensidad del campo magnético y a un parámetro de dimen-

sión lineal en la forma: 

< = 

donde n, T, B y a se toman de tal forma que sean valores caracte-

risticos del ~onfinamiento, por ejemplo, en el centro del plasma. 

Estos valores caracteristicos son suficientes debido a que sus pe~ 

files astan completamente determinados por las ecuaciones que des

criben al modelo empleado, con sus condiciones a la frontera. 

En base al principio de invariancia de escala, ~ debe ser in

variante ante las transformaciones de escala que se determinaron, 

de tal forma que al aplicarlas a ambos lados de la ecuación ante-



rior los indices p, q, r y s se constriñen a satisfacer un conjun

to de relaciones entre ellos. A partir de estas relacionas se de

terminan los indices independientes, los cuales determinarán la 

forma posible del tiempo de confinamiento de energia, representada 

por una función indeterminada de los argumentos n, T, B y a. 

A continuación se presentan los distintos modelos para el con 

finamiento global, modelos convencionales del plasma, y la forma 

del tiempo de confinamiento que surge al aplicar el principio de 

invariancia a cada modelo. 

1.- Modelos cuasineutrales. 

En aste tipo do modelos el campo eléctrico se determina a pa~ 

tir de la condición de cuasineutralidad de carga en el plasma. 

1.1.- Modelo Cuasineutral Electrostático de Vlasov. 

Este es uno de los modelos más sencillos, en el cual se supo

ne que las caracteristicas que determin.an el transporte anómalo e.e 

tan descritas completamente por las ecuaciones electrostáticas de 

Vlasov, tanto para los iones como para los electrones. Además, se 

supone que el campo eléctrico está detEirminado por la condición de 

neutralidad de carga en el plasma, y que, en el limite electrostá

tico, el campo magnético puede ser considerado como fijo. Oc esta 

forma, se estan ignorando los efectos que se presentan al conside

rar valores grandes del parámetro~, colisiones coulombianas, y 

fluctuaciones en la longitud de Oebye. Este modelo describe a pla§ 

mas no colisionales con valores bajos de~- Al considerar este mo

delo se está abarcando el conjunto de modelos de Ondas de Oeriva, 
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tales como el modelo de transporte debido a modos no colisionales 

de particulas atrapadas, o a modos de gradientes de temperatura de 

los iones. 

Este modelo está determinado por las ecuaciones de Vlasov: 

M• + v·Vf1 + i:[E + vxB]·~• =o J.l 
para cada especie i, y por la condición de cuasineutralidad: 

E e,Jr,cx,v)d'v =o 
1 

J.2 

Para llevar a cabo el análisis de este modelo particular, u-

sando exclusivamente el principio de invariancia de escala, se de

termina el conjunto de transformaciones de escala que permitan la 

invariancia de forma de las ecs. 3.1,2. La transformación general 

de escala que servirá como base para el análisis es la siguiente: 

~0 : f ~ af; V~ av; X~ 7Xi B ~ ~B; E~ ~E; t ~et. J. J 

donde a, ~, 7, o, ~ y e son los parámetros de escala, a partir de 

de los cuales se determinará la forma de la transformación de eseª 

la que corrresponde a este modelo, determinando los parámetros que 

son independientes. Al aplicar esta transformación de escala a las 

ecs. 3.1,2 y exigir la invariancia de escala, se obtienen las rel~ 

clones necesarias, entre los parámetros de escala, para determinar 

la transformación: 

~~+ • at vx11J ·-av o /la v·Vf + ~ ~ [ll E + /36 
7 ¡¡ m 

a¡¡' ~ e.J f
1 
(x,v)d'v = o 

Al exigir la invariancia de forma se obtienen las relaciones: 

l) = /36; a/e= /la/7 = l)a/13, 

cuya posible solución es: 

ll = '32,-1: e = 71J-1 i c5 = -: _,(! 

Asi, la tran!;furr.:acion de esc.:i] a que corresponde a este modelo es: 
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!>l: f .... cxf : V .... IJV; X .... lXi B-+ r-1¡:JB; E .... ~2,.- 1 E; t -t 7'3-1t. 

En la transfonaación de escala ~1 están incluidas tres transforma

ciones simples, las cuales representan a cada parámetro de escala 

independiente. Estas surgen al considerar un solo parámetro y ha

cer los demás iqual a uno. 

La determinación de la forma del tiempo de confinamiento se 

puede llevar a cabo por dos medios alternativos, los cuales expre-

san una caracteristica fundamental implicita en el principio de in 

variancia. Se expondrán las dos formas. 

Sea Q = Jvv2 f(x,v)d3v la energia perdida por unidad de area, 

por unidad de tiempo. Se supone que este flujo puede ser expresa

do, en principio, en términos de n, T, B, a. Las razones geométri

cas a/R y q no pueden entrar en este escalamiento, debido a que no 

existe información acerca de ellas en las ecuaciones anteriores. 

De esta forma, el flujo se expresa como : 

Q = Q(n,T,B,a) 3.4 

se supone que esta dependencia funcional del flujo de calor se pu~ 

de expres·ar como una serie en la forma: 

Q e:: E cp,q,r,1 npTqBr ªG 
p,q,r,1 

3.5 

Para aplicar la transformación ~, a la expresión propuesta py 

ra el flujo de calor, se deterraina la forma en qua se transforoan 

Q, n y T bajo j
1

, basándose en las definiciones de cada cantidad. 

Q Jvv 2 f(x,v)d3v '.3.6 

T = 
Jv 2 f(x,v)d3v 3.7 

Jf(x,v)d 3 v 

n = Jfcx,v)d3v 3.6 

Para llevar a cabo un cambio de escala en el flujo de calor. 
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se pueden transformar las expresiones 3.4,5 independientemente, p~ 

ro tomando en cuenta que estas dos termas son equivalentes: 

Q ... 

Q-> a/l
6
Q 

Si se exige la invariancia de Q ante la transforlllación de escala 

~ 1 , se obtienen las constricciones para los indices: 

p = l: 3p + 2q + r = 6¡ -r + s ~ o 

Una posible solución a estas relaciones es: 

p = l; r • -2q + 3; r = s. 

Una vez conocidas las constricciones para los indices de escala

miento es posible determinar la forma de Q: 

Q = l: C nl'qBJ·2qaJ·2q - na3B3l: C (1'/a'a2¡• 
q q q q 

Una forma qeneral de escribir este resultado es: 

Q • na 3 B3 G(l'/B 0a 2
) 3,9 

Donde G ea una función desconocida, pero que sólo depende del argy 

mento r;a 2 B2
• 

s1 Q denota la energia pérdida del plasma por unidad de volu

men y por unidad de tiempo (Potencia perdida por unidad de volu

men), el tiempo de pérdida• se define por la ecuación Q • Jnl'/•· 

Este tiempo r se denomina tiempo de confinamiento ya que se puede 

considerar que el plasma es confinado durante el periodo ~. 

De esta forma el tiempo de confinamiento Se puede determinar utili 

zando la relación: 

J .10 

J.11 

de esta forma: 

ª' F'(T/B 2 a2¡ J.12 
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Donde P • G-1
, y as una función no determinada. 

Es posible trabajar ~!rectamente con T, y determinar su forma 

a partir del principio de invariancia de escala. 

Se supone que 't' se puede expresar funcionalmente en términos 

• de n, T, 8 y a como una serie en la forma: 

't' - E cp.q,r •• npTqBr a•. 
p,q,r,a 

3.13 

Al aplicar la transformación ~ 1 a esta expresión se obtiene: 

't .... fJ-11-r "" E cp,q,r,.ap¡JJp+2q•r,.-r••npTqBr aª. 
p,q,r,• 

Al exigir la invariancia ante el cambio de escala, se obtienen las 

constricciones para los indices de escala: 

p • O; lp + 2q + r = -1; s - r = l. 

cuya solución es: 

p - o; r • -2q - l; s ~ -2q. 

De esta !arma, el tie~po de continamiento se puede expresar como: 

e·'i: e [_..!._] •. 
q q 82 ª2 

J.14 

El escalamiento general tiene la forma: 

B-r = F(-T )· 
B2 a 2 

J.15 

Donde F es una función indeterminada que depende de un solo argu-

mento, y se observa qua las expresiones 3.12,15 son idénticas. 

La relación exacta entre ~ y Q involucra los perfiles de tem

peratura y densidad; más sin embargo, estos perfiles estan gobernn 

dos por las ecuaciones b~sicas que describen al modelo particular, 

de tal forma que la ley de escalamiento para ~ es consecuencia e

xacta del modelo empleado, asi como las condiciones a la frontera 

no introducen efectos fisicos dominantes adicionales. 

Se puede observar que si se derivara una ley de escalamiento 

para ~ a partir de la ecuación de Vlasov para plasmas no colision4 
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les, en el limite electrostático, no ~mportando la forma como sea 

calculado, esta deberá de tener la forma deducida anteriormente. 

Esta es la idea de Fourier expuesta anteriormente. 

Si se supone el escalamiento como una ley de potencias: 

Bt: - (T/B 2 a 2 Jq 3.16 

la cual solo contiene un indice libre. 

Las constricciones generales a los indices dentro de este modelo 

se obtienen de la siguiente forma: Se plantea la forma general del 

escalamiento como una ley de potencias, y se hace corresponder a 

la expresión obtenida a partir del análisis anterior: 

B"t - npTqBr a• • Tqa-í?qB-2q 

Las constricciones son: p • O; r = -2q; s = -2q. 

Antes de continuar con otros tipos de modelos del plasma, se 

puede pensar en las consecuencias de suponer la existencia de un 

coeficiente de transporte K, en lugar de suponer una ley de esca

lamiento para "t. K satisface la ecuación Q = - KaT/Bx, y es posi

ble expresarlo en tórminos de las variables n, T y B. En esta si

tuación, el tiempo de confinamiento debe de ser_p~opor~i~nal.a ~2 , 

y esto se debe de reflejar en la ley de escalamiento. 

Esto es, si Q = -kOT¡ax se tiene que naT/t: - kOT/ax - kT/a, de tal 

forma que T - na2/k. como Bt: - (T/a2e2¡, se tiene que k - T/B y 

por lo tanto t: - a2B/T. Asi, se obtiene que el coeficiente k ten

drá la dependencia: 

k - T/B ) .1 ¡-

y el ciempo de confinamiento: 

t: - a 2 B/T. 3.18 

Este resultado corresponde al coeficiente de difusión de Bohrn, el 
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cual parece ser el único coeficiente de transporte local compati

ble con la ecuación de Vlasov no colisional en el limite electros-

tático. 

1.2.- Modelo CUasineutral Electrostático de Fokker-Planck. 

En este modelo se supone que ol transporte anómalo está des-

crito por la ecuación de Fokker-Planck, incluyendo la integral de 

colisiones de Landau, para colisiones coulombianas, conjuntamente 

con la condición de neutralidad de carqa, y el limite de la aproxi 

mación electrostática. [Este modelo difiere de la clasificación de 

Lacina (1971), ya que ésta incluye efectos de colisiones con partf 

culas neutras). Las Ondas de deriva colisionales y las Ondas disi

pativas de particulas atrapadas pertenecen a este modelo debido a 

su caracter colicional. 

Al tomar en cuenta los modelos Cuasineutral Electrostático de 

Vlasov y de Fok.k.er-Planck, es posible describir y analizar los mo

delos actuales de Ondas de Deriva para el transporte anómalo en 

los Tokamaks. 

Las ecuaciones que describen a este modelo particular son: 

~1 + v·Vf1 +~:[E+ vxB]·~1 = C(f,f), J.19 

para ambas especies, y la condición de cuasineutralidad de carga. 

se pueden considerar modelos en los cuales los operadores de coli

siones se puedan escalar como el producto de dos funciones de dis

tribución. En este caso C(f,f) representa al operador de colisio

nes coulol'1l::ianas, el cual satisfacu esta condición. 

Al aplicar la transformación de escala general ~o' J.3, a las 

ecs. 3.2,19 y exigir la invariancia de forma de las ecuaciones an-

te el camb!o de escala, se obtienen las relaciones entre los pará-
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metros de escala: 

~za!!•f!!!.=az 
ll e 7 11 - fl6, 

cuya solución posible es: 

a= p.,-1: e= .,p-1: 6 • fll'-1i 1J • /321'-1, 

donde se debe tomar en cuenta que el operador C(f,f) se transforina 

como a2C(f,f). 

La transformación que permite la invariancia de las ecuacio-

nea ante cambios de escala es: 

!>ª: t-+ fll'-1f; V-+ {3v; )(-+ '(Xi D -+ Jll'-•a; E-+ t)
21'-1E; t -+ 1'.B-1t. 

Bajo esta transformación se tiene que: 

n -> p'7"1n; T -> 112T: -.: -> p"17-.:. 

Si se supone que L se puede expresar en la forma l.13, se tiene 

que la invariancia de escala implica que: 

Las restricciones en los indices que surgen al exigir la invarian-

cia ante cambios de escala son: 

4p + 2q + r = -1: -p -r + s = l 

Una posible solución es r = -1 -2q -4p; s = -2q -3p, de donde se 

tiene que L se puede expresar en términos de una función F no de

terminada aún, pero que depende sólo de dos argumentos: 

Br = F(-n-,....!_) 
B 4a 3 B 2a 2 

3.20 

Las restricciones para la forma de L son: 

r = -4p -2q: s = -3p -2q. 

Si se supone una ley de potencias se tiene: 

Bl: - [B~a:i]P(B;a2]q J.21 

donde se puede observar que la ley de escalamiento contiene 4oa in 

dices libres. 
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l.J.- Modelo cuasineutral ~-altas de Vlasov. 

Para plasmas que presentan valores grandes del parámetro ~, a 

temperaturas del plasma altas, el transporte anómalo puede aun ser 

descrito por la ecuación de Vlasov no colisional ec. J.l, sin em-

barqo, se deben de incluir los efectos de un campo electromagnéti-

ca consistente, que satisfaga las ecuaciones de Maxwell: 

VXE ~ -811/Bt 3.22 

VxB = -4rr3 J.23 

donde J • f e
1
Jvt

1
(x,v)d'v es la densidad de carga. 

La neutralidad de carqa, ec. 3.2 1 puede considerarse si se supone 

que la longitud de Oebye es despreciable. 

Este modelo puede ser apropiado en el régimen de reactor ter-

monuelear. Mediante este modelo se pueden describir adecuadamente 

las Ondas de deriva de Alfvén no colisionales para ~ altas, e in-

cluye la fisica fundamental de los coeficientes de transporte obt~ 

nidos por Ohkawa (1978), Parall y Pogutse (1980) y Kadomtsev y Po

gutse (1985). 

El conjunto de ecuaciones que describe a este modelo particu-

lar son ecs. J.l,2,22,2J. 

Al aplicar la transformación de escala ~o a las ecu~cicnes an 

teriores y exigir la invariancia ante esta, so obtienen las rela

ciones entre los parámetros de escala: 

La solución a estas relaciones es: 

a= IJ- 37-z: e:::: 1/3-t ; ó = 13r-1 ; 11 = (1 2 7-1 • 

La transformación de escala correspondiente es: 



~3 : f ~ ~-J7- 2 f: V' av; X~ 7Xi B ~ ~7- 1 8; E' ~ 2 7- 1 &; t ~ 7p- 1t. 

Bajo esta transformación de escala, los parámetros n, T, y L se 

escalan como: 

Si se supone que L se puede expresar en la forma J.13, la invarian 

cia de escala implica que: 

'[' -+ 13-17t: = Le 7-2pP2q(#?7-l)rr•nPTqBra•. 
p,q,r,• 

La idea de que la forma en que se escale una variable fisica es in 

dependiente de la forma de la misma, impone ciertas restricciones 

a los indices de escalamiento en la forma: 

2q + r = -1; 2p + r -s -1, 

de manera que: r = -1 -2q; s = -2q + 2p. 

El tiempo de confinamiento r toma la forma que le impone el princi 

pio de invariancia en términos de una función desconocida que de-

pende de dos parámetros: 

Bt: = F(na 2 ,T/B2a 2
). 

Las constricciones para la forma de t: son: 

r + 2q = O; 2p - 2q -s = O, 

donde se puede observar que si se supusiera una ley de potencias 

para el escalamiento, existirian dos indices libres. 

l.4.-Modelo Cuasineutral O-altas de Fokker-Planck. 

Al considerar este modelo se incluyen los efectos que surgen 

al considerar valores grandes del parametro a, y se permite la po

sibilidad de colisiones entre part1culas cargadas del plasma. De 

esta forma, se supone que el transporte anómalo esta descrito aprg 

piadamente por las ecuaciones de Fokker-Planck, incluyendo la intg 

qral de colisiones de r..andau para colisiones coulombianas, mien-
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tras que el campo electromagnético se determina autoconsistentemen 

te a partir de las ecuaciones de Maxwell, y de la condición de ney 

tralidad de carga. Asi, este modelo es una combinación da los mod.~ 

los cuasineutrales /3 altas de Vlasov y electrostático de Fokker

Planck. A partir de estos modelos es posible obtener las ecuacic

nes de dos fluidos propuestas por Braginskii (1965), 

A menudo se piensa que este modelo es adecuado para descriti: 

fenómenos del transporte anómalo en los sistemas toroidales. 

Las ecuaciones que describen a este modelo son: ecs. J.2,19,22,23. 

Las relaciones entre los parámetros de escala que surgan al apli

car la transformación ~o a las ecuaciones anteriores y exigir la 

invariancia de forma ante el cambio de escala son: 

a = /3-s; 7 = 13-•; '5 = 13s ¡ e = f3-s; TJ = /36 • 

Existe un solo parámetro que determina la transformación de esca:a 

correspondiente a este modelo, la cual tiene la forma: 

~ : f ... {3
5f; V ... {3v; X ... ll-'x: B ... (J5B; E ... {3

6E; t ... {3-
5t. 

El tiempo de confinamiento se expresa en la forma 3.13, donde 

n -+ /38n; T -+ /3 2T; "'C -+ f3-!>"t. 

Aplicando el principio de invariancia al tiempo de confinamient:. 

se obtienen los indices de escala que son independientes, obten:~~ 

do la expresión: s = 2p + q/2 + Sr/4 + 5/4. 

El tiempo de confinamiento toma la forma: 

J.25 

Las constricciones que determinan la forma posible de la funció~ 

desconocida F son: s = 2p + q/2 + Sr/4. 

A pdrtir de este resultado, se puede observar que el escala

miento como ley de potencias contendrá tres indices libres. 



2.- Modelos No cuasineutrales. 

En esta sección se estudiarán los efectos de las fluctuacio

nes de carga en las leyes de escalamiento. 

En el conjunto de modelos del plasma descritos anteriormente, 

se observa una caracteristica especial que es común a todos ellos. 

Se ha supuesto que la condición de neutralidad de carga en el pla§ 

ma se satisface, de tal forma que el campo eléctrico queda determ1 

nado por esta condición. Más sin embargo, hay situaciones en las 

cuales no se podria suponer esta condición, debido a que se presen 

tan inestabilidades en el plasma. Esto sucede, por ejemplo, cuando 

se llevan a cabo descargas en Tokamaks de baja densidad, y más co

munmente en los Espejos magnéticos, donde se presentan inestabili

dades de altas frecuencias y pequeñas longitudes de onda en la ve

locidad de las particulas (Kadomtsev, 1961). 

Asi, se reconsiderarán los distintos modelos del plasma estu

diados anteriormente, en los cuales se supuso válida la condición 

de neutralidad de carga, sustituyendo esta condición por una ecua

ción más especifica, la ecuación de Poisson. 

V·E = -4rr[ e 1 Jf, (X, V) d 3v 3.26 

2.1.- Modelo Electrostático de Vlasov. 

Este modelo difiere del modelo cuasineutral electrostático de 

Vlasov en el hecho de que la condición de neutralidad de carga es 

removida por la ecuación de Poisson. Este modelo queda completamen 

te determinado por la ec. de Vlasov no colisiona! J.l y la ec. de 

Poisson 3.26. 

Las relaciones que surgen entre los parámetros de escala, al 

aplicar lü transfor-mación ;
0 

a las ecuaciones dnter1orQs y cxiqlr 
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la invariancias de ferina ante el cambio de escala son: 

a • p-11"-2; ~ = 117-t; ll = 1127 .. 1; e = 713-1 

En las relaciones anteriores se observa que eKisten dos parámetros 

de escala independientes, y la transformación de escala correspon

diente es: 

~s= f...+ f3-tr- 2 f; V .... /3v; X~ rx; B ~ PT-
1
8: E 4 '32r-1E; t ~ 111"'1t. 

El tiempo de confinamiento se transforma adecuadamente bajo ~5 , oQ 

teniendose, al exigir la invariancia de escala, que la forma posi

ble para T, en términos de una función desconocida aún, es: 

BT = F(.!!_,_T l· 
8 2 8 2 a2 

Las constricciones a los indices qe escalamiento son: 

r + 2p + 2q = O; s • 2q = O 

Existen dos indices libres en la ley de potencias. 

2.2.- Modelo Electrostático de Fokker-Planck. 

J,27 

La descripción de este modelo se puede llevar a cabo mediante 

las ecs~ de Fokker-Planck 3.19 y por la ecua~ión de Poisson 3,¿5, 

Al aplicar ~o a las ecuaciones y exigir la invariancia de fot 

ma de estas ante el catnbio de escala, surge la transformación de 

escala que caracteriza a este modelo particular, en la cual se pu~ 

de observar que existe solamente un parámetro de escala. 

\! f ~ (J
1f: V -lo pv; lC 4 f3- 2x: B -to .aJs~ E ..¡, t:f'E¡ t 4' B- 3t. 

Esta es la transformación de escala que determina la forma posible 

del tiempo de confinamiento si se calculara a partir de las ecua

ciones que describen a este modelo. 

Se expresa ~ corno una serie, y la aplicación de J
6 

a la3 ecuª 

ciones anteriores proporciona que: 

s • Jp + q • Jr/2 • l/2 
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El tiempo de confinamiento se expresa como: 

B-r = G(na3,Ta,Ba312 ) J.28 

Esta expresión puede ser escrita en otra forma alternativa, jy 

9ando con los indices de escalamiento: 

~ = a·'I: C (na'¡•(Ta)•(aa,,2¡', 
p,q,r 

= a·'E Cp,q,r (n/B2¡ P (T/B2a2¡ q ( B
2
a') "'•"". 

El escalamiento para L toma la forma: 

Br = t(;,~, Ba
312

), 
B B a 

J.29 

y las restricciones que definen la forma posible para la función 

desconocida F son: 6p + 2q + Jr - 2r = o. Asi, existen tres indi-

ces libres para el escalamiento en forma de ley de potencias. 

2.3.- Modelo~ altas de Vlasov. 

El sistema de ecuaciones que determinan a este modelo son las 

ecuaciones J.l,22,2J,26, y la transformación de escala que surge a 

partir de la invariancia de forma de las ecuaciones ante cambios 

de escala, la cual es caracteristica del modelo empleado, es: 

!1 7 : f41-2f1 V-+Vi X-+;X; B-+7-18; E-+7-1E; t-+7t. 

Como se puede observar, no hay escalamiento para la velocidad v d~ 

bido a que las relaciones entre los parámetros implican que ~ l. 

La transformación ~7 determina la forma funcional de ~ al exigirse 

la invariancia de forma ante el cambio de escala, de tal forma que 

este se puede expresar como: 

Br = G(na2 ,T,Ba) J.30 

Una forma alternativa, más conveniente, de expresar ~ es: 

B~ = F(~,...!_,sa) J.31 
82 82 ª2 

}' la restricción que define la posible forma de F es: 
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2p + r - s = o 

Si se expresa T como una ley de potencias, existirán tres indices 

libres que deberán de satisfacer la constricción anterior. 

2.4.- Modelo~ altas de Fokker-Planck. 

Como se explicó, este modelo difiere del cuasineutral en la 

forma como se considera la carga eléctrica en el plasma. Las ecua

cionos que describen a este modelo son ecs. J.19,22,23,26. 

Si se aplica la transformación general ~º a estas ecuaciones 

exigiendo la invariancia de forma, se observa que las relaciones 

entre los parámetros de escala son: 

o:c- 1= (Ja-,- 1= l')a~ 1 = o: 2
; l} = 13~ ; l}i- 1= a/3 3

; 57- 1= af3. 4
: 117-

1 5c- 1 

La unica solución posible es: a = ~ = 7 = ó = l. = l. 

No es posible escalar las distintas variables y parámetros presen

tes en las ecuaciones que describen a este modelo, de tal forma 

que no existe transformación posible que permita la invariancia dE 

forma ante cambios de escala. Esta limitación en el análisis solo 

permite concluir que la ley de escalamiento para ~, correspondien

te a este modelo, tendrá la fonna funcional no determinada atin: 

Br = F(n,T,B,a) J.32 

As1, no es posible obtener información para el tiempo de confina

miento a partir de este modelo particular u~ilizando el argumento 

de invariancia de escala. 

3.- Modelos de Fluidos. 

El estudio del plasma termonuclear plantea la dificultad de 

entender la gran diversidad de fenómenos que se presentan en la di 

namica del mismo. Mas sin embargo, existe una teoria fundamental 
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que permite la estimación de ciertas propiedades globales de equi

librio y estabilidad del plasma, la cual se conoce como Teoria Mag 

netohidrodinámica (MHD). 

Sea l una longitud que representa el tamaño del sistema y Ao 

la longitud de Debye. si se satisface la condición de que Ao « l, 

se tiene que el plasma se puede considerar como un fluido, por lo 

que es adecuado tratarlo mediante un modelo continuo. As1, en este 

modelo no se considera importante la identidad de las partículas 

individuales, y solo se toma en cuenta el comportamiento de elemen 

tos de fluido. En un fluido ordinario las colisiones frecuentes en 

tre partículas individuales mantienen a las mismas en determinados 

elementos de fluido, moviendose conjuntamente. El plasma termonu

clear consta de partículas cargadas. Sin embargo, puede ser descri 

to por el modelo de fluido, aunque las colisiones entre particulas 

sean poco frecuentes, debido a la presencia de campos magnéticos 

que confinan a las partículas cargadas a moverse en elementos de 

volumen. Esta descripción pueda ser derivada a partir de los mode

los apropiados de Vlasov o Boltzmann bajo ciertas condiciones adi

cionales. Sin embargo, debido a su amplio uso, y debido a que las 

aproximaciones adicionales conducen a constricciones extra en la 

ley de escalamiento, es conveniente analizarlos como modelos inde

pendientes (Braginskii, 1965). 

Las ecuaciones que describen este modelo constan de una ecua

ción de continuidad, que relaciona la densidad p-= m
1
n, y la velo

cidad macroscópica v: 

~ + V·(pv) o J. JJ 

Una ecuación de momento: 

p[~ + ~·tt]v + VP - JxB o J.34 
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y una ecuación de energia para la presión P, la cual esta relacio

nada con la temperatura a través de la ecuación P = nT: 

~[~ + V -v] (Pp") ~ l)f.Jf
2 3.35 

donde 71 es la resistividad de Spitzer, 11 - T~:in, y w la razón de 

calores cspcciicos. T ~ kT', donde T' es la temperatura absoluta 

medida en grados Kelvin y k es la constante de Doltzmann, de tal 

forma que las unidades de T son Joules. 

El modelo se completa con la ley de Ohm: 

E + vxB = l}J 3.36 

y con las ecuaciones de Maxwell J.22,23, para la deter.ninación del 

campo electromagnético. 

Se supone que estas ecuaciones son apropiadas para describir 

los modos Ballooning Resistivos en los Tokamaks, ideal y resistivo 

y los modos de intercambio Resistivos en los Pinchs. 

Dentro de este modelo se consideran dos caso; Modelo MHD i-

deal y MHO resistivo, siendo ~ el parámetro determinante. 

3.1.- Modelo MHD Ideal. 

Este modelo esta descrito por las ecs. 1.22,23,13-36, conjun

tamente con las relaciones P = nT y T - <v2>, en las cuales se deª 

precia la resistividad ~· 

La transformación general de escala que se ernple~ es: 

t 4 ~t; T 4 (T; p ~ Lp. 

Las relaciones entre los parámetros ele &so::ula., que surgen al 

exigir la lnvariancia de forma de las ecuaciones, son: 
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las cuales determinan la forma de la transformación de escala aprQ 

piada a este modelo, en la cual se encuentran tres parámetros de 

escala independientes: 

B,: n-+ a:n: V-+ /JVj X-+ lix; B-+ a 1/2/1Bi E-+ a 11"2/1 2E; p-+ at3ZP; 

:r-+ al/2/;17- 13: t -t 71l-1t; T-+ tlT; P-+ ap. 

Si se expresa ~ como una serie, ec. 3.13, se aplica B
1 

a esta 

y se exige la invariancia de escala, se obtiene que el único indice 

independiente es p, y los demás indices satisfacen las relaciones: 

r = -2p; q • -1/2 + p. 

De esta forma, el tiempo de confinamiento se expresa como: 

Bl: = (na2¡ '"F (~) J. J7 

Las constricciones a los indices de escalamiento son: 

p = q + 1/2; r + 2q = O; s = l. 

Si se supone un escalamiento como ley de potencias, existirá un ú-

nico indice libre. 

3.2.-Modelo MHD Resistivo. 

En este modelo particular se incluyen los efectos de la resi~ 

tividad en las ecuaciones anteriores, aes. 3.22,23,33-36 y se supQ 

ne que esta es de Spitzer. 

Las relaciones entre los parametros de escala que surgen debi 

do a la invarianc1a de escala de las ecuaciones determinan la far-

ma de la transformación de escala que corresponde a este modelo: 

Bz: n ...+ an; v -> f3v: >e ~ /3· 4x; B -. a 112f3B; E -+ a 1nt3zE: P ... o:/3~P; 

p -+ up: J -> a 1,.zJ3 5
3; t-+ {J 5t; T ... fJ~. 

Las propiedades de invariancia de ~ ante la transf ormacion 5~ de

terminan la fonr.a de este al surgir las relaciones entre los indi

ces de escalamiento: r = -2p~ s = q/2 - p/2 + 5/~. 
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Asi, aic¡uiendo el mismo procedimiento anterior, el tiempo de conf1 

namiento tOllll la tonoa: 

1: • (na'¡'" r[-n-,Ta'") 
B B2a11z 

3.38 

El término n/B2 a 1
'

2 se puede expresar como nT/B2 Ta 1
'

2
, de tal for-

ma que el escalamiento se puede expresar como: 

B"t = n112a F(;f,Tau2
}. 3.39 

Las constricciones a los indices son: 

2p + r -1 • o; p - q + 2s - 5/2 = o, 

donde se observa que existiran dos indices libres si se supone un 

escalamiento como ley de potencias. 

De la discusión anterior se obtienen algunos resultados inte-

resantes, referentes a las suposiciones adicionales que se inclu

yen al considerar un modelo de fluido. En la ley de escalamiento 

para el modelo de fluido ideal, ec. 3.37, se tiene que existe una 

sola combinación de las cantidades na2 y T/a 2 B2 en la forma nT/B2
, 

mientras que estas mismas cantidades surgen como independientes en 

el escalamiento para el modelo de Vlasov ~-altas. Se tiene que la 

suposición adicional de un modelo de fluido ideal constriñe la for 

ma posible de la ley de escalamiento para el modelo de Vlasov ~-al 

tas, reduciendo en uno el n~mero de indices libres. Esto rnismo ocy 

rre con el modelo de fluido resistivo y el modelo de Fokker-Planck 

#?-altas, donde las cantidades na2 y Bas'" aparecen solo en la com

binación naz/a 5
'

2 B2
, mientras que en el modelo de Fokker-Planck 

surgen como cantidades independientes~ Esta suposición adicional 

reduce tambien el numero de indices libres, constriñendo la forma 

posible de la ley de escalamiento del modelo señalado. 
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3.3.- Efectos de Radios de Larmor Pinitos. 

El conjunto de ecuaciones que se utilizaron para la descrip

ción del plasma como un fluido, caracterizan un determinado modelo 

que se fundamenta en una serie de suposiciones sobre el comporta

miento y caracteristicas del plasma mismo, las cuales determinan 

el tipo y forma de las ecuaciones de este modelo y, adicionalmen

te, la forma posible de la ley de escalamiento correspondiente. 

La ecuación en la cual se llevan a cabo las principales suposicio-

nes y simplificaciones es la ley de Ohm. La ley generalizada de 

Ohm, la cual so obtiene a partir de las ecuaciones para el primer 

momento en el modelo de un fluido, se puede escribir como: 

E + l.[v - :!)l<B + ....!vp - 713 ª (m,/ne2¡=8
83 

3.40 e en en e ot;; 

Esta representa la razón de cambio de la densidad de corriente 3, 

y describe las propiedades eléctricas del plasma como un fluido. 

Si se supone que la densidad de corriente no cambia apreciablemen

te en el tiempo, comparada con el tiempo promedio entre colisio

nes, es posible eliminar el término m,/e2n 83/Bt, ya que se tiene 

que m
8
/e2n _ E/vj, donde ves la frecuencia entre colisiones. si 

se supone además que el plasma está a bajas temperaturas se tendrá 

que IVP,/nl ~ IVT.I e jeEI, por lo que es posible eliminar el tér

mino VPe/en y reducir la ecuación generalizada a la forma~ 

E+ ~B - ~l<B = 713. 3.41 

El término 3l<B se denomina Corriente de Hall y se puede despreciar 

si se supone que estas corrientes, presentes en el plasma, son muy 

pequeñas comparadas con el término vxB, es decir, si JXB e envxB. 

De esta forma se recobra la ley de Ohm, ec. 3.J6, utilizada en el 

modelo de fluido. 
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E• posible analizar las consecuencias en la ley de escalamien 

to para ~, al examinar estas aproximaciones considerando la ley g~ 

neralizada de Ohm. 

A continuación se consideran los modelos HHD Ideal y Resisti

vo utilizando la ec. 3.40. 

3.3.1.- Modelo HHD Ideal. 

Es posible determinar este modelo a partir de las ecuaciones 

3.22,23, 33,34,35,40, despreciando la resistividad. La invariancia 

de estas ante la transformación B
0 

determina la forma de la trans

formación de escala correspondiente a este modelo: 

B~: n-+ an; V-+ {3v; X-+ a:-1/ 2x; B .... a1/2a: E-+ a 1 / 2'3 2E; p-+ a.t? 2P; 

t-+ a- 1
/

2 {3- 1 t; T-+ {3 2 T; p-+ ap: 3-+ af33. 

El principio de invariancia de escala permite determinar el conjun 

to de indices de escala independientes en la expresión de ~ como 

serie: r • -2q -1: s • 2p - 2q. 

Estos determinan la forma funcional de ~= 

Bi: = F[na 2 ,_!_) 
B2a2 

cuyas restricciones son: r + 2q = o y 2p -2q -s 

3.3.2.- Modelo HHD Resistivo. 

3.42 

o. 

Las ecuaciones 3.22.23,33,24,25,40 describen a este modelo y 

la transformación general B
0 

determina que si estas ecuaciones pr~ 

servan su forma ante el cambio de escala, la transformación que 

permite esta condición debe de tener la forma: 

B2': n-+ f3 n: V-+ {3v: X 4 f3- 4 x; B-+ p 5a; E-+ f3 6E; ~ ~-~·~t; 
p ~ ~tºP: T-+ f32T; p ~ ~ªp: 3-+ f39J. 

La forma funcional do ~, que surge a partir del principio de inva-
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riancia, so puede expresar como: 

B't' - F(na2 ,Ta1/2,Ba!SI'>. 3.43 

donde los indices de escala en la serie de Taylor satisfacen las 

constricciones: 2p + q/2 + Sr/4 - s = O. 

Al llevar a cabo el análisis de invariancia de escala en los 

modelos de fluido, en la descripción del plasma, considerando la 

ley de Ohm generalizada, se observa que las aproximaciones hechas 

sobre esta ecuación determinan la forma posible de la ley de esca

lamiento para el tiempo de confinamiento, sin embargo, se observa 

que los tres términos incluidos proporcionan la misma información 

en el escalamiento para 't'. Esto es, si se incorporan estos térmi

nos en la ley de Ohm, uno a la vez, y se lleva a cabo el análisis 

de invariancia de escala, se obtienen las mismas propiedades en la 

ley de escalamiento para 't', y esto se debe a que estos términos 

responden de igual terma al escalamiento de la transformación gen~ 

ral B
0

• 

El término VP,/en juega un papel importante en la descripción 

del plasma como un fluido, ya que al incluirlo en la ley de Ohm se 

estan contemplando los efectos de radios de Larmor finitos (RLF) 

debidos a la temperatura de los electrones, y esto se puede constª 

tar al observar que IVP
0
/nl = IVTel, el cual no es despreciable an 

te el término leEI, por lo que se estan incluyendo los efectos de

bidos a altas temperaturas en el plasma. Es este término el que 

produce el campo eléctrico paralelo a traves del efecto del radio 

finito de Larmor (RFL) por temperatura de los electrones. 

Una observación importante es que al incluir los efectos RFL 

en el modelo de fluido ideal se obtienen las mismas característi-



cas dei escalamiento para~ que pOsee el modelo'cuasineutral con~ 

altas de Vlasov. se obtiene la misma ley de escalamiento y las mi~ 

mas constricciones para los indices del escalamiento. Análogamen

te, al incluir los efectos RFL en el modelo de fluido resistivo, 

se obtiene la misma ley de escalamiento para el tiempo de confina

miento • que la que se obtiene a partir del modelo cuasineutral PA 

~ altas de Fokker-Planck. 



Para ofrecer un panorama general de las distintas leyes de ef 

calamiento obtenidas para cada modelo estudiado, y para facilitar 

la comparación con los datos experimentales, se ofrecen estas en 

la tabla siquiente. 

Tabla 1. Leyes de escalqlenlo p.ara el lle.po de confina.lento 

de ener9Ía en -.odoloa connmclo~le• del pla .... 
Lll• conclrlcclone• •Dn en relaclon a la ec. J.13. 

Nod e loa ley do e•cala•lenlo con•lrlcclonea lnd 1- "r '1 ua en lo• ·-Bt: ca•. dlaen•lonales 

l.l F[B~a2) p--<> 
r=•z-2q 

l F[;•) 

l.2 ( T na
2
) Jpt2qta:=O F(;•.~·l r 22'.--S 2 

B a B a 4p•2q•r=<> 

l.3 r(na 2 ,+z) 2p-2q-•"O 
2 F(;• .ll) 

. B a """"° 
1.4 t( 2 T t/2 B 5/4) na , a , a q S• 3 F[;• .~ 0 .ll) Zp•--•"º 2 • 

2.1 F(~·--.!.) 2p+2qtrll:Q 
2 F[i• ·~ª l B B a 2q••~ 

2.2 t(" T B J/2) -,--,a 
82 82 ª2 

6pt2q•Jr-2•"0 3 F(e, ?.. ?!a) a 'a 'a 

2.3 F(~.-fz.sa) 2p•r-•=0 3 F(i• ,¡¡,~n l 
B B a 

2.4 F[n,T,a,a) -------- 4 F(e, ?.. ¡¡ ?!a) a 'a ' 'a 

3. l (na'l '"F(,J 
p-q-1/2=0 

r•2q::O\ •=l 
l F(ll) 

l. 2 (na2) i /2F(,,Ta' /2) p-q•2a-S/2=0 
2p+r•l=O 

2 F[fl.s) 

l.l.- CUasineutral Electrostático de Vlasov. 
l.2.- Cuasineutral Electrostático de Fokker-Planck. 
l.3.- CUasineutral ¡¡-altas de Vlasov. 
1.4.- cuasineutral ¡¡-altas de Fokker-Planck. 
2.1.- Electrostático de Vlasov. 
2.2.- Electrostático de Fokker-Planck. 
2.3.- ¡¡-altas de Vlasov. 
2.4.- ¡¡-altas de Fokker-Planck. 
J.l.- MHD Ideal. 
J.2.- MHD Resistivo. 
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CAPITU..O IV 

Aplicaciones de las Constricciones 

(Connor y Taylor, 1979) 

En este capitulo se describe la forma en que las constriccio

nes obtenidas a partir del principio de invariancia de escala en 

el confinamiento convencional del plasma pueden ser utilizadas pa

ra analizar cálculos teóricos sobre el tiempo de confinamiento de 

energia, analizar la validez de las distintas leyes de escalamien

to empiricas y analizar los intentos de extrapolación hacia los p~ 

rámetros de reactor. Se discuten ideas sobre Similitud y Aparatos 

Similares, para describir familias de aparatos de confinamiento. 

En el capitulo anterior se describe la forma on que el tipo 

de transformación de escala, que se obtiene al aplicar el princi

pio de invariancia de escala al conjunto de ecuaciones que descri

ben a un modelo particular del plasma, determina la forma posible 

para el tiempo de confinamiento de energia en la forma de ley de 

escalamiento, imponiendo un conjunto determinado de constricciones 

en los indices de la ley de escalamiento, las cuales son caracce

risticas del modelo empleado. Esta clase de constricciones pueden 

servir para analizar calculos teóricos tendientes a determinar el 

tiempo de confinamiento de energia, empleando ciertas hipótesis SQ 

bre el mecanismo de transporte de energia anómalo, analizar y dis

cutir la validez de las distintas leyes de escalamiento propuestan 

a partir de los experimentos existentes, y anal1za! l extrapola-
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ción hecha hacia loa parámetros.de reactor. De esta forma, se des

criben las caracteristicas de Modelos teóricos, de Leyes de escalA 

miento empiricas, de Similaridad y Aparatos similares y se ofrece 

una interpretación de los resultados en términos del Análisis Di

mensional. 

1.- Modelos Teóricos. 

En el análisis de los fenómenos que se presentan en la dinámi 

ca del plasma termonuclear, en un sistema de confinamiento magnét1 

co, vinculados con el transporte y confinamiento de energia anóma

los, los cálculos teóricos representan una labor compleja debido 

principalmente a que la dinámica del plasma es muy variada, y las 

ecuaciones que tratan de describir tal comportamiento son no lineg 

les, para las cuales no se tienen formas de resolución apropiadas. 

Sin embargo, cualquier cálculo teórico acerca del tiempo de confj

namiento y transporte de energía, no importando la forma en que 

fue obtenido, debe ajustarse apropiadamente a las constricciones 

que le corresponden, de acuerdo al modelo del plasma empleado y d~ 

be de ser consistente con los resultados obtenidos en la sección 

anterior. De esta forma, las constricciones se pueden emplear para 

veriificar esta correspondencia entre los indices de la ley de es

calamiento y las constricciones caracterisaticas. 

Como ejemplo, se puede describir el caso del Modo Disipativo 

de Iones Atrapados, el cual incorpora varias inestabilidades de 

particulas atrapadas y de deriva, (Duchs et al, 1977). En este ca

so se tiene que la ley de escalamiento para el tiempo da confina

miento está bien representado por los indices: 

p = l: q = -7/2; r = J; y s = 4. 
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Si se considera el modelo Electrostático cuasineutral de Fokker-

Planck, se tiene que los valores anteriores para los indices de e~ 

calamiento satisfacen las constricciones correspondientes a este 

modelo, las cuales tienen la forma: 

Jp + 2q + s = o: 4p + 2q + r ~ o. 

De esta forma, se puede garantizar que el Modo Disipativo de Iones 

Atrapados está bién descrito por el modelo Electrostático cuasiney 

tral de Fokker-Planck. 

Más aún, además de la aplicación tan trivial de las constric

ciones a la verificación de la relación entre los indices de las 

leyes de escalamiento obtenidas anteriormente y los cálculos teóri 

cos, tambien pueden proporcionar una forma de clasificación de las 

diversas teorias propuestas para explicar los fenómenos presentes 

en el plasma. 

Un ejemplo de esta aplicación toma como base los diversos re

sultados del problema del confinamiento en el transporte de Ondas 

de Deriva discutidos por Furth (1977). En esta aplicación todos 

los resultados obtenidos se pueden clasificar en una forma senci

lla en términos de los dos indices independientes correspondientes 

al modelo Electrostático cuasineutral de Fokker-Planck. 

T.,bJa 2. Confl~lenlo debido a lo• 111odclos de 

Ond<!i• de Ot'l"'lv<t. de Furth 
Modelo 

Bot. -1 

Jonea Alrap.MS09 OlalpatlYO• -7/2 1 

Eleclrone• Atrapa.do• no-collllllonalc!l -J/;? O 

Eleetl"'onee Atr•p&do!O' Ohl~llvo• -7/2 1 

Pseudo cla•lco 1/2 -1 

La ley de escalamiento para r en el modelo Electrostát1cc cu~ 

sineutral de Fokker-Planck, escrita como ley de potencias es: 
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con dos indices libres. La idea de que existan dos indices libres 

en el escalamiento si911if ica que el confinamiento está detel'Jllinado 

en tél'Jllinos de una función desconocida que sólo depende de dos pa

rámetros. Esta dependencia se debe determinar en base a experimen

tos diseñados especialmente para determinar esta dependencia. Los 

valores propuestos para estos indices por la teoria, al iqual que 

los propuestos empiricamente, deben de satisfacer las constriccio

nes caracteristicas de este modelo. Los indices libres no son arbi 

trarios, se deben ajustar al fenómeno físico que representan. 

Por otro lado, se observa que esta propiedad de las constric

ciones establece que la teoría sólo tiene que proporcionar los va

lores correspondientes a un número limitado de indices, los deter

minados por el principio de invariancia de escala. 

2.- Leyes de escalamiento empiricas. 

una de las aplicaciones más significativas del principio de 

invariancia de escala está relacionada con el examen de las distin 

tas leyes de escalamiento empiricas propuestas a partir de los di§ 

tintos experimentos de fusión existentes, dentro del contexto de 

las constricciones características de cada modelo discutido en el 

capitulo anterior. 

Es muy interesante que, al examinar e identificar cual de los 

modelos del plasma es consistente can una ley empírica determinada 

se pueda, en principio, identificar lb naturaleza de la física del 

plasma; la cual es directamente responsable del tipo de transporte 

anómalo en el plasma termonuclear. 

Esta aplicación del principio de invariancia puede ser util 

en la fisica de plas~as ya que, al analizar los distintos datos oQ 
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tenidos de los experimentos de fusión, en el marco de las constri~ 

cienes características del confinamiento global, es posible elegir 

un modelo teórico consistente con los datos, el cual debera ser a-

nalizado con mayor detalle, buscando poder determinar exactamente 

los mecanismos responsables de dicho transporte. 

Haciendo uso de la tabla 1, capitulo III, se observa que exi~ 

ten cuatro variables independientes en las leyes de escalamiento, 

las cuales representan cantidades caracteristicas del aparato de 

confinamiento, como son: n densidad del plasma, T su temperatura, 

B campo magnético y a una longitud caracteristica del aparato de 

confinamiento, radio menor de un tokamak. 

2.1.- Sistemas de confinamiento con calentamiento óhmico. 

Existen situaciones en las cuales la temperatura no es una VA 

riable independiente, que se determina a partir de los demas pará

metros del sistema. Este es el caso de los Pinch y Tokamaks de ca

lentamiento óhmico. En estos sistemas de confinamiento la tempera-

tura se determina a partir de la condición de balance de energia: 

nT I 2 

:r- - 1} :;¡ 
En esta expresión lJ - zT~Jn es la resistividad de Spitzer, 

la corriente total y z es la carga efectiva en el plasma. 

4.1 

es 

se puede determinar una relación para la temperatura, la cual 

está determinada por los parámetros n, B y a. Para esto, se utili

za una de las ecuaciones de Maxwell, y se determina el campo mag

nético dentro del plasma para una geometria toroidal, aproximando

la por una geometria cilindrica. La ecuación que se necesita es: 

VxB = -4n.J, 4. 2 

donde J es la densidad de corriente. Integrando esta ecuación so-
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bre una super!icie cilindrica y utilizando el ·teorema de stokes PA 

ra integrales se tiene que 2naB • JA, obteniándose que: 

B - I/a, 

donde a es el radio del cilindro. 

como nT/T - 1JI2/a4 se tiene que: 

T _ 1) TI2 
e 1J TB

2 
Z TB2 

na4 na2 - T3 n na2 

4,3 

Asi, se obtiene que la temperatura se determina a partir de los PA 

rámetros n, B y a a partir de la relación: 

TS/2 - 82'C' • 

na 2 

Tomando en cuenta esta constricción impuesta a la temperatura 

la forma de la ley de escalamiento general, como una regla de po

tencias1 B'C' - npTqBra•, debe ser modificada y expresada de tal fo~ 

ma que el tiempo de confinamiento se exprese como: 

4,5 

De esta forma, se elimina la temperatura como variable independien 

te en la ley de escalamiento para ~. 

Para comparar las leyes de escalamiento empiricas para apara

tos de calentamiento ohmico con las leyes de escalamiento obteni

das a partir del principio de invariancia de escala, es necesario 

remover la temperatura de las expresiones de la tabla I y expresar 

las en la forma 4.5. 

En la siquiente parte se removerá la temperatura de las leyes 

de escalamiento para los diversos modelos analizados anteriormente 

utilizando la relación para la temperatura 4.4. 

El procedimiento general para la remoción de la temperatura 

en las expresiones para ~ anteriores, y obtener leyes de escala

miento para los aparatos de fusión con calentamiento ohmico es el 
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siguiente: Se expresa la ley de escalamiento para un modelo deter

minado dal plasma como una ley de potencias, con los indices li-

brea correspondientes. Se considera la relación obtenida para la 

temperatura y se rmaueve esta al sustituir T por ( B2 "t/na2¡ vs en 

la ley de escalamiento. Al eliminar a T como variable independien-

te se determina ~ como función de los parámetros restantes n, B y 

a alterando los indices para estos parámetros. Una vez hecho esto, 

se expresa i= en la roraa 4.5, y se determinan las constricciones A 

propiadas al modelo. 

2.1.1. Modelos CUasineutrales. 

2.1.l.l.- Modelo CUasineutral Electrostático de Vlasov. 

En este modelo se tiene que la ley de escalamiento correspon

diente para " es: 

B"t = F(T/B2a2¡ - (T/B'a 2 ¡• 

Utilizando la relación 4.4 en esta expresión se tiene: 

con m = 2q¡s. 

Asi: i=• - (na 7 B3 ).B"t 

De esta forma: a• (na7 B3
)• ... (Bl:)ª-1 

entonces: Bt' - (na7 B"J.vr•- 11 

La ley de escalamiento se expresa como: 

B• ~ G(na
7

B4) 

la cual contiene solo un indice libre. 

Las constricciones correspondientes son: 

nll'Byaz - nxa'-a'x 

de donde Se tiene que: y e 4X z == 7x. 

- [~]· 
na7

B5 

2.1.1.2.- Modelo Cuasineutral Electrostático de Fokker-Planck. 
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La ley de escalamiento para aste modelo es: 

Bt: - F(T/B"a",na2¡e•a5
) 

[ T ]•[na
2 
)' 

eªa2 Bcas [ t: )"( na"l• 
- na7B3 e'a5J 

donde se ha removido T. 

De esta forma: 

La ley de escalamiento general tiene la forma: 

Bt' ... G(na2,a5B') 

Las constricciones correspondientes son: 

ex + sy -4z = o 

2.1.1.J.- Modelo Cuasineutral ~-altas de Vlasov. 

4.7 

La ley de escalamiento correspondiente es:Bt: = F(na2 ,T/B2a 2
). 

Eliminando a la temperatura como variable independiente: 

Bt: - (na 2}'(T/B2a')• - (na2 }'(t:/na7e'}" 

Entonces, (Bt:)""' - (na7e•¡•(na2¡·• 

B"t' - (na2) l•-pJ/l•·IJ (B'as)lll.lf•·U 

La ley de escalamiento general es: 

Br = G (na
2

, B
4
a

5
) 

La misma ley de escalamiento para el modelo anterior. 

Las constricciones características son: ex + sy - 4z = o. 

2.1.1.4.- Modelo Cuasineutral ~-altas de Fokker-Planck. 

La ley de escalamiento correspondiente es: 

B"t" = F(na2,Ta112,BaS.14) 

si se elimina a T, se tiene que: 

Bl: - (na2 ¡•[82~::'•J" (Ba
5
")' - (na2

l'""(Ba.,'l""(Bl:)
0 

De esta forma se obtiene que: 
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B't' _ (na2) tp-•11u-1 (Bas/t) t••rlJ'U-•I 

La ley de escalamiento es entonces: 

B't' a: G(na2,B 4a 5) 4.9 

La misma ley de escalamiento que en los dos modelos anteriores. 

Las constricciones son: ax + sy - 4z = o. 

2.1.2. Modelos No CUasineutrales. 

2.1.2.1.- Electrostático de Vlasov. 

La ley de escalamiento tiene la forma: B~ 

Removiendo la temperatura se tiene que: 

B-r _ (n/B2) 1-p111.-11 (a7B6) ...-1111-11 

La ley de escalamiento general tiene la forma: 

B~ = G(n/B2 ,a 7 B6
) 

Las constricciones correspondientes son: 

14X + 7y -6z = 0 

2.1.2.2.- Electrostático de Fokker-Planck. 

F(n/B
2 
,T/B

2
a2>. 

4.10 

El escalamiento tiene la forma: B-r = F(n/B 2 ,T/B 2 a 2 ,Ba 3
/

2). 

Removiendo la temperatura: 

B-r _ (n/B2) 1 ... p)J'f•-t> (BaJ/2) <6m-d/h1-11a-...-1•-ll 

La ley de escalamiento general tiene la forma: 

B"t = G(n/B2 ,Ba 312 ,a) 

Y se observa que no hay constricciones. 

2.1.2.J.- ~ altas de Vlasov. 

El escalamiento tiene la fonn::ú B't' 

Removiendo la temperatura: 

F(n/B
2

,T/B2a 2 ,Ba). 

B't' _ (n/B2) 'a•pl/l•-11 (aB) (6m-r)/!in-t> 8 r.V1111-t1 

El escalameinto general es: 

B~ = G(n/B2 ,aB,a) 
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No hay constricciones. 

2.1.2.4.- ~ altas de Fokker-Planck. 

La ley de escalamiento tiene la forma: Br = F(n,T,B,a). 

Al remover la temperatura solo se obtiene que el escalamiento gen~ 

ral tiene la forma: 

B't' - G{n,B,a) 

y que no hay constricciones. 

2.1.3. Modelos de Fluidos. 

2.1.3.1.- MHO Ideal. 

La ley de escalamiento correspondiente a este modelo es: 

Br = (na') 112F(nT/B2> 

4 .13 

La temperatura se puede remover en forma análoga a los modelo an

teriores, obteniendose que: 

B't' - (na 2
) 

112 (n2a'¡a'a5 ).vu-•I 

donde m = 2q/S. 

La ley de escalamiento general tiene la forma: 

Br ::2 (na 2
)

112G["
2ª') 

B4a 5 

Las constricciones a la posible forma de la función G son: 

y + 2X - 1 ~ O; 2X + 4z - 5 = 0 

2.1.J.2.- MHO Resistivo. 

La ley de escalamiento correspondiente es: 

Br = (na') 112F(nT/B2 ,Ta 112
) 

Eliminando T como variable independiente: 

Bi: - (na') 112 (n/B2a 11
') •cTa 112

)q 

se obtiene que: 

B't _ (na2) 112(n2a'¡a'as) <2p-111)1&n-1111 

La ley de escalamiento general es entonces: 
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Bt' • (na2
) tnc("2ª') 

s'a5 

La misma ley de escalamiento que para el modelo ideal. 

Las constricciones tienen la forma: 

y+ 2X - 1 = O; 2X + 4z - 5 = O. 

4.15 

En la siguiente tabla se resumen los resultados anteriores. 

Tabla 3. Leyoa do eacll!tilllento para pta ... • con calentutento ~ti.leo. 

Nodalo del 
Pla..a 

2.1.1.1 

2.1.1.2 

2.1.t.3 

2.t.1.& 

2. t.2.1 

2.1.2.;z 

2,1.2.3 

2.1.2.t 

2.1.3.t 

2,1.J.2 

2.1.1.1. 
2.1.1.2. 
2.1.1.3. 
2.1.1.4. 
2.1.2.1. 
2.1.2.2. 
2.1.2.3. 
2.1.2.4 
2.1.3.1. 
2.1.3.2. 

Loy d. oacal a•l onto 
para al: 

G(na 7B 4
) 

G(na • a'a 5
) 

G(na 2 ,B 4a 5 ) 

Glna 2 ,B 4 a 5
) 

G[~·a'aº) 

G(;
2
,sa 3

/
2 ,a) 

G (iz"• aB, a) 
G (n,B,a) 

B-.: = (na2) t/2G("2ª") 
B4 a 5 

B-.: = (na2) t.12G(º2ª'} 
B4 a 5 

Conatrlcclonu en Indice• 

el eacalQhnlo librea 

z • 7•¡ y • ,_ 

ex • Sy -tz • o 

OIC + Sy -tz ., O 

Ehl: + Sy -tz " O 

14x + 7y -6• .. O 

4Z + 2x "' l 

y + 2>c " l 

cuasineutral Electrostático de Vlasov. 
cuasineutral Electrostático de Fokker-Planck. 
Cuasineutral ~-altas de Vlasov. 
Cuasineutral p-altas de Fokker-Planck. 
Elwctrostático de Vlasov. 
Electrostático de Fokker-Planck. 
p altas de Vlasov. 
~ altas de Fokker-Planck. 
MHD Ideal. 
MJ!D Resistivo. 

Al observar la tabla anterior, se puede notar que para los wQ 

delos del plasma con calentamiento óhmico, a diferencia de la si-

tuación más general, se tiene la misma condicion de restricción en 

los indices de escalamiento para tres de los cuatro modelos elec-
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trost4ticos cuasineutrales a pesar de las diferentes suposiciones 

básicas caracteristicas a cada modelo. Esta coincidencia no depen

de de la forma particular (clásica) de la ley de Ohm que ha sido a 

doptada. Este resultado surge siempre que la temperatura está de

terminada, en principio, por las ecuaciones del modelo Colisiona! 

O-altas de Fokker-Planck. De igual forma, so observa que ambos ao~ 

delos de fluidos, MHD Ideal y Resistivo, determinan la misma forma 

para las constricciones en la ley de escalamiento en los sistemas 

con calentamiento óhmico. Al introducir el calentamiento óhmico en 

el modelo no-colisional de Vlasov (CUasineutral Electrostático da 

Vlasov), o en el modelo de fluido ideal, lo que se está suponiendo 

es que, aunque la resi.tividad es la fuente del calentamiento, es

ta no es importante en el mecanismo de pérdida de energ1a. 

2.1.4. Comparación con leyes de escalamiento empiricas. 

En la tabla ~ se muestran algunas leyes de escalamiento empi

ricas actuales para el confinamiento en sistemas toroidales (Toka

maks). 

De acuerdo a Daughney (1975), los datos del ATC, el cual uti

lizaba calentamiento óhmico, y otras maquinas más, estan bien re

presentados por la ec. 4.5, donde se tiene que los índices corre•

pondientes son: x = 1, y= 1/4 y z = 3/4. Sin embargo, se encuen

tra que estos valores para los indices x, y, z no satisfacen, ni 

siquiera aproximadamente, algunos de los criterios de la tabla l. 

Tablt1 4. Le)'e• d1111scal••lenlo e•pÍrlca11 para 111 c::onrina.elnlo en 

Tokaaak•. 

Hodl"IO for- de T Indices. Tabla 1 o J 

Neo~.Ucalor tohillcoJ na1 ' OCRZ' OCq x=t; yal; zrJ,Oíl 
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En 1978 Huqill y Shetfield (1918), basandose en un conjunto 

de datos a4s comprensible para tokamaka, concluyen que los datos 

observados se ajustan muy bien por la ec. 4.5 con x • 0.61 ! o.os, 

y• 1.89 ! 0.13 y z • 1.57 ! 0.11. Pero de nuevo, se observa que 

estos valores son incompatibles con cualquiera de los modelos de 

la tabla 3, y que la discrepancia excede a las incertidumbres aso

ciadas a x, y , z. Una posible fuente de la discrepancia podria 

ser que el transporte de enerqia en los tokamaks de esa época no 

estaba dominado por el transporte de plasma sino por la radiación 

debida a impurezas o átomos neutros. El análisis de estos efectos 

en la ley de escalamiento se discutirá en el capitulo siguiente al 

introducir parámetros adimensionales en el escalamiento de •· 

Se pueden analizar ahora los resultados de la tabla 4. Al com 

parar la ley Neo-Alcator, (Llever, 1985), para tokamaks con calen

ta~iento óhmico con los resultados de la tabla 3, sa encuentra que 

esta es consistente al menos con los modelos CUasineutral electro2 

tático de Fokker-Planck, CUasineutral P-altas de Vlasov, y cuasi

neutral a altas de Fokker-Planck, los cuales no pueden ser diteren 

ciados, considerando que sus constricciones características óhmi

cas son idénticas. La ley de Merezhkin-Mukhovatov (1978), satisfa

ce las constricciones caracteristicas del modelo cuasineutral ~ al 

tas de Vlasov de la tabla i. Además, se tiene que la ley de Gold

ton (1984), derivada a partir de los experimentos con un sustan

cial calentamiento auxiliar obedece razonablemente bien las cons

tricciones del modelo Cuasineutral p altas de Fokker-Planck, y mas 

aún, satisface igualmente bien las constricciones del modelo de 

fluido MHD Resistivo. 
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Este tipo de información que se obtiene al coaparar las leyes 

de escalaaiento eJ1piricas con loa aodelos obtenidos a partir del 

arqumento de invariancia de escala puede ser una guia importante 

para la elección de los modelos teóricos para el transporte de e

nerqia anó•alo en el plasma. Las constricciones características r~ 

ducen taabien el nWuero de parámetros que se deben variar para es

tablecer una ley de escalamiento empirica. De esta forma, si se 

cree que el confinamiento está descrito por el modelo Cuasineutral 

13-altas de Fokker-Planc.k, se podría establecer la naturaleza de la 

función correspondiente F(n,T,B,a), al variar solamente los parám~ 

tres n, T y B debido a que la variación del parámetro a está com-

pletamente determinada por la variación de estos mismos. 

Además, al observar la tabla 3, para plasmas calentados óhmic2 

mente, en la cual la temperatura no es una variaDle independiente, 

los modelos muestran que B't es función de N = na2 y Ba5
/', de tal 

forma que: 

T - B 21s(B't)vs"' _1_[B'aí11s Br V5 • a-u2F(na2,B'a5) • 
n215a'/5 8215ª n2a&J ( ) 

Por lo que la temperatura se escala como: 

4.16 

J.- Similaridad y Aparatos Similares. 

Se ha visto quo, al aplicar el principio de invariancia de e2 

cala a las ecuaciones que describen un modelo particular del plas-. 

ma, este !apone constricciones en los indices correspondientes de 

la posible forma de la ley de escalamiento, reducie~do el nümero 

de parA••tros que tienen que ser investigados empiricamente. 

En •l ejemplo expuesto en el capitulo II, referente a la fer-

ma en qua un cuerpo se mueve a t~avés de un fluido viscoso, se no-
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ta que F • pv2a 2 f(R). En este caso fes una función desconocida 

que depende de los detalles de la forma del cuerpo, sin embargo, 

el problema se ha reducido a encontrar la función f, la cual depen 

de de un solo parámetro. Este resultado conduce al concepto de si

milaridad, el cual afirma que si se conoce el valor de F, teórica 

o empiricamente, para un caso particular, entonces se conocen los 

resultados para una familia de situaciones can diferentes valores 

de los parámetros restates manteniendo constante el parámetro R. 

De igual forma, si se confia en que las propiedades de confi

namiento del plasma termonuclear estan controladas por la física 

de un modelo particular, entonces es posible definir una familia 

de aparatos similares, para los cuales se podrán predecir sus pro

piedades de confinamiento. Esto os, considerando valores de n, T, 

B y a tales que los argumentos de la función F de la tabla l no vª 

rien, se pueden considerar familias de aparatos de confinamiento, 

en los cuales la variación de ~ esté determinada por el principio 

de invariancia de escala. 

En la descripción del confinamiento del plasma termonuclear 

se encuentra conveniente definir un parámetro conocido como tri

ple producto de fusión (TPF), definido cono f = n~T, medi3nte el 

cual se pueden determinar, en forma gráfica, los regimenes de ope

ración de un aparato de fusión nuclear graficando el TPF contra la 

temperatura, usualmente tomados en la región central del plasma. 

Se observa que la región en la cual se presentan las condiciQ 

nes óptimas de reactor requieren altos valores del TPF y de altas 

temperaturas. Se encuentra que la forma en que se relacionan el 

TPF, la temperatura y el tiempo de confinamiento no se puede dar a 

priori, y que existe un compromiso de obtener grandes valores del 
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TPF, altas temperaturas y tiempos de confinamiento grandes. 

Por ejemplo, en la fig. 1 se muestra una gráfica del TPF con-

tra la temperatura para un nllmero selecto de aparatos Tokamaks en 

el periodo 1965-1989, en la cual .se observa la localización de los 

distintos aparatos en relación a la región de operación de reactor 

de fusión nuclear. 

L---L--""----""----~ 11'' 
Q.1 l 10 IPO 

Te'"peratr.1rl c:et1~r1f de. fMt!: 7: {11~,} 
F19. t. Triple Producto de fl.t1IC:n n

0
(Dl't'ETI COI v•. 

la le.peralura central do Iones r
1 

(O) para Toltai.aks. 

Cuando se estudia la similitud entre aparatos de confinamien

to y se encuentran las dependencias de los parámetros relevantes 

que caracterizan el confinamiento, como son la temperatura T, el 

tiempo de confinamiento 't' y la densidad del plasma, representada 

por el TPF, se observa que al exigir que el TPF tenga valores al

tos el tiempo de confinamiento puede ser pequeño debido a que se 

garantiia que la temperatura tambien es alta. Esto no debe ser sor 

prendente debido al caracter no lineal del proceso de fusión nu

clear controlada. 
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J.1.- similitud entre aparatos de confinamiento. 

(Cannor y Taylor, 1979). 

A continuación se revisarán los modelos más sencillos y se dg 

rán las caracteristicas de la similitud que surgen entre los dis-

tintos aparatos de confinamiento. 

J,1.1. Modelos cuasineutrales. 

J,1.1.1.- Modelo cuasineutral Electrostático de Vlasov. 

Si se supone que el confinamiento está bien descrito por el 

modelo cuasineutral electrostático de Vlasov se tendrá que: 

ª" = F(T/a'e2¡ 

Se puede definir una familia de dos parámetros de aparatos simila-

res, de tal forma que el argumento de F se mantenga constante, es

calando las variables en la siguiente forma: 

4.17 

En este caso Bt = cte o t .. 8~ 1 • 

Se puede notar que ~ = nT/B2 - na2 no es invariante ante el eacalA 

miento y que el producto de fusión f = nTt se escala como f nBa4 

sugiriendo que es mucho más ventajoso emplear aparatos grandes con 

campos intensos y altas densidades. 

J.1.1.2.- Modelo Electrostatico de Fokker-Planck. 

En este caso, la ley de escalamiento pa~a r es: 

B't" = F[-T- ~l 
B

2 a
21 

B
4 a 5 

Se define una tamil ia de dos parámetros escalando T y ;1: 

4.18 

De esta forma 'C - B- 1
, t - (Ba) 5 y ¡¡ - B4a 5 

y se observa que ¡¡ no 

es invariante, y s~ sugiere la ventaja de gramiP.s aparates, j1mto 

con campos muy intensos. 
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3.1.1.3.- CUasineutral ~-altas de Vlasov. 

El confinamiento est4 representado por la ley de escalamiento 

BT • f"(na 2 ,---..!..) . 
B

2a2 

La familia está descrita por el escalamiento: 

n - a •2 y T - B
2a2

• 4.19 

Se puede observar que ~ es invariante y que "t - a·1 y f - B. 

En este caso se sugiere la ventaja de aparatos con campos magnéti

cos intensos. 

3.1.1.4.- cuasineutral ~-altas de Fokker-Planck. 

La ley de escalamiento que gobierna el confinamiento del pla§ 

ma es la siguiente: 

B't' = F (na 2, Ta 112 , Ba
5/'> . 

La familia de un parámetro se define al escalar las variables: 

n - a· 2 , T - a-tn:, B - a-514 • 

De esta forma :"t - B- 1 
- a 514

, f - a-514
, y fJ es invariante. 

En este caso se sugiere la ventaja del diseño d'o aparatos compac-

tos y campos intensos. 

3.1.2. Modelos No cuasineutrales. 

3.1.2.1.- Electrostático de Vlasov. 

El confinamiento está dado por: 

Br = F(n/B
2
,T/B

2
a2> 

La familia está descrita por el escalamianto: 

n - B
2 y T - B

2az 

Se observa que fl no es invariante y que ~ - B- 1 y f - B2 aJ, 

Se sugiere la ventaja de aparatos grandes y campos intensos. 

3.1.2.2.- Electrostát1co de Fokker-Planck. 

La ley de escalamiento para este modelo es: 
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a..- = F(n/B2 ,T/B2a 2
, aa''"¡ 

La familia se determina por el escalamiento: 

n ... 82
1 

T ... 82a2 y B ... 8 312 

En este caso (J no es invariante y 't' - a 3n y f ... a-sn. 

De donde se sugieren aparatos compactos y campos intensos. 

J,1.2.J.- P altas de Vlasov. 

El confinamiento está dado por: 

B"t = F(n/B2 ,T/T/B2
a

2 
,Ba) 

La familia se determina con el escalamiento: 

4.22 

n-B2,T-B2a 2 yB-a- 1 4.23 

Se observa que T - a y f - a-1
, de donde se sugieren aparatos com-

pactos y campos intensos. 

J.1.2.4.- p altas de Fokker-Planck. 

La ley de escalamointo está dada por BT 

Para este modelo no hay información. 

J.l.J. Modelos de Fluido. 

3.1.J.l,- MHD Ideal. 

F(n,T,B,a). 

El confinamiento del plasma está determinado por la ley: 

e..- = (na2
) 

1'"F(nT/B2
). 

La familia se define al escalar n y T: 

T - B2a2 y n - a -2 

P es invariante y ..- - B-1 y - B, 

Se recomiendan aparatos con campos magnéticos intensos. 

3.1.J.2.- MHD Resistivo. 

El confinamiento esta descrito por la ley: 

Br = (na2
) 

1/ 2F(nT/B2, Ta 1
/.!) 

La familia se determina con los escalamientos siguientes: 

78 

4. 24 



T .. a~112 y n - B2a 112 

De esta forma f3 es invariante, i: - s-• y f - B. 

4.25 

Es conveniente el diseño de aparatos con campos magnéticos inten-

sos. 

J.2.- Similitud entre sistemas de confinamiento con calentamiento 

sustancial. 

Se ha establecido tatnbien que, para los sistemas con calenta

miento óhmico, la temperatura no es una cantidad independiente, de 

tal forma que se ve limitada la información que puede obtenerse a 

partir de las leyes de escalamiento empiricas, derivadas a partir 

de tales experimentos. si se introduce la posibilidad de un calen

tamiento adicional dado por P esta restricción ae remueve, y se 

puede explorar el escalamiento de T con respecto a la temperatura. 

El papel del calentamiento adicional consiste solo en aumen

tar la temperatura del plasma en los sistemas de conf inaciento y 

relajar el grado del escalamiento necesario para la ignición. 

Asi, se puede considerar, en principio, una familia de maquinas en 

las cuales el calentamiento este docinado por la potencia de inye~ 

ción P. 

como se tiene que la potencia P de calentamiento controla a 

la temperatura T a través de la relacion 

P = NaT/i:, 4.26 

es n~tural preferir a P como parámetro de escalamiento. 

Se puede entonces elegir a.P, N, r y a como el conjunto de Vft 

riables que servirán para reexpresar los resultados de la tabla l. 

En este caso N e na 2 es· la densidad lineal, r = Ba es la corriente 

en el plasma, y a es un parámetro lineal. 
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Tomando en cuenta la relación entre P y T, ec. 4.26, se reex-

presarán los distintoa resultados citados. 

J.2.1. Modelos CUasineutrales. 

J.2.1.1.- cuasineutral Electrostático de Vlasov. 

BT = F (T/B2a') 

Bi: = F(PBT/NI') = F' (P/NI 3
) 

donde F' es una nueva función no determinada que sólo depende del 

argumento P/NI3
, ya que se ha elimidado Br en el argumento de F. 

La familia de aparatos similares está determinada por: 

P - NI3 

El tiempo de confinami.ento y la temperatura se escalan como: 

i: - j - a [~]'
13

= [n~~ '1' _, ni: - r::J1
', 

T = ~ - [E]""', Na N 

f = nTr - [P~r
3 

= [p::r'-

4.27 

Se tiene que son convenientes los sistemas compactos con un inten

so calentamiento. 

J.2.1.2.- Cuasineutral Electrostático de Fokker-Planck. 

La familia 

Bi: = F(..!!...,I'a ....!'....si:) ., '= 
t"a N I 7 a 

se define al escalar a N y P: 

!!. F' r...!!..,....!:..). 
r -ar• aI7 

N - ar• y P - ar7
, 

' - [na
2

JI
3

~
2

-+ 
I 4a na 

[p] 317 
nr - a , 

T- P ( ) F 1 
1•112 a ni: = ni: I 7 a I [p] 217 

T - a ' 

4.28 

De esta forma se tiene que el producto de fusión se escala como: 

f = nt·r - (P/a)
517

• 
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'1Bn- este caso son ventajosos los sistemas compactos con intenso ca-

·;!;entamiento. 

3.2.1.3.-CUasineutral ~-altas de Vlasov. 

Bt: - F(na2 ,T/B2a2¡ = F(N,PBt:fNI'l-+ l: = (a/I)F'(N,P/I'l 

se puede definir una familia de aparatos similares _si se exige que 

los valores de N y P/13
, permanezcan fijos de aparato en aparata. 

N =:I' cte. y P - 13
, 

"C - Pt/Jna2 -+ n't - 1/aPuJ, 
InaP1 /J 

T - ~ _l_ - p2/J -+ T - pv3, 
N

2 
aP

113 

4.29 

Asi, f - P1n/a, lo cual muestra la ventaja de aparatos compactos 

con un calentamiento intenso. 

3.2.l.4.-.CUasineutral ~-altas de Fokker-Planck • 

• .En este caso. se tiene que: 

B't --.•F(na2.,,Tal/2 ,Ba:
51

')'"= F[N l!!!l.
2

~ ~·ar•) - F[N,(B-c) 2-Ip2
2
,I4a). 

' I 3 n2 I' 
1 

-e - y F' [N,?,r'a) • 

. La familia queda determinada al exigir que N, P/I3 e r'a sean con~ 

,tantea: 

P - I
3

, a - 1
4

, 4.30 

B
3a 5 na 2 

P 
·-c-B"a5 -I 4a" -+ ni: - P, 

T = ~ - Pza -+ 
N2 N2 

~Por lo que f - nLT - P3a. Esto muestra la ventaja de aparatos gran 

des con intenso calentamiento. 
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J.2.2. Modelos No cuasineutrales. 

J.2.2.1.- Electrostático de Vlasov. 

BT = F(n/B2 ,T/a2e2¡ ... BT = F'(N/I2 ,P/NI') 

!'..a familia está dada por: N - I 2y P - I 5• 

T - (a5
/P)

115
; T - p"'

5 y f - (P
3/a5

)
115 

Se recomiendan sistemas compactos con intenso calentamiento. 

J.2.2.2.- Electrostático de Fokker-Planck. 

81:' - F(n/Bz,T/aªa2 ,Ba3
/

2 )-+ B't' = F'(N/I2 ,P/I5 ,Ia 112
) 

La familia está dada por: N - I 2 : P - I 5 y I - a 1
'
2• 

T - a/P115
; T - a y f - p115

• 

se recomiendan sistemas con intenso calentamiento.! 

J.2.2.J,- ~ altas de Vlasov. 

BT = F(n/B2 ,'l'/a2 B2 ,aB) ... BT = F'(N/I 2 ,P/NI3 ,I) 

La familia está dada por: N - I 2: P - NI3 e I es invariante. 

No hay información. 

J.2.2.4.- ~ altas de Fokker-Planck. 

No hay información. 

J.2.J. Modelos de fluido. 

J.2.J.l.- MHD Ideal. 

B"t = (na'> l/2F (nT/B') ... BT 

La familia se determina: P - I 3
• 

L - aN112/Pl/J; T - PVJ /Nl/2 y f - naP1/J 

Se recomiendan sistemas grandes con intenso calentamiento. 

J.2.J.2,- MHD Resistivo. 

Bi; = (na"¡ t/2F(nT/B2,Ta 1
") ., BT = N1"F• (P/I3, Pa112/NI) 

La familia está dada por: P - ! 3
; N - I 2a 1n. 

1: - a5""; T - PvJaJ'" y f - Pa 1-'2 • 
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Se recomiendan aparatos grandes con intenso calentamiento. 

l.l.- Aparatos con calentamiento óhmico. 

Para los aparatos con calentaaiento óhmico se pueden obtener 

algunos resultados interesantes. 

En estos sistemas la temperatura está determinada por la relación: 

TS/2 B
2
't 

- na2· 4.31 

Esta expresión puede reescribirse en términos de P. La densidad de 

potencia de calentamiento está dada por P' • 1)J2
• como ~ es de 

Spitzer 1) ... T-l/ 2 y J - I/a2 se tiene que P' - I'.:/T3na•. Asi, 

p ... L. 
T3/2a 

4.32 

Se puede ver ahora a que modelo particular del plasma corres

ponde esta expresión para la potencia de calentamiento. 

A partir de la expresión para P, ec. 4.32, se obtiene que: 

T -r~rll ,I.~;.,3 
Como se tiene que P = NaT/•: 

a [ 11 513 
1 

• - y N -;J (I1a)"30 

A partir de esta relación se obsarva que es necesario exigir 

que los parámetros N, P/!3 y ar' sean constantes al moverse de apª 

rato en aparato. Pero estas condiciones determinan la familia co

rrespondiente al modelo cuasineutral p altas de Fokker-Planck. 

Esto implica que la familia da sistemas que corresponde al modelo 

cuasineutral ~ altas de Fokker-Planck determina a los sistemas con 

calentamiento óhmico. una familia de experimentos calentados óhmi-

camente debe de mantener constantes los valores de los parámetros 

anteriores. Dentro de esta familia, el principio de invariancia dg 
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termina que, al ser constante P/I3 y P - I 2/T312a: 

De esta ton.a: 

4.33 
2 

T - a/I • na , 
n(Ia114 )a314 

por lo que: nl: - a·31
' y f - a·51

'. 

En este caso se indica que es posible un mejor funcionamiento en 

aparatos compactos con campos intensos. 

3.4.- Escalamiento fuera de las familias. 

La discusión anterior se basa en el concepto de faMilias, las 

cuales surgen al exigir que los argumentos de la función F del es

calamiento se mantengan constantes. Aunque las familias de apara-

tos de confinamiento similares obteninidas anteriormente indican 

ciertas ventajas para el diseño de experimentos, estas no son nec~ 

sariamente óptimas. Estas condiciones requerirían el escalamiento 

directo entre familias, el cual requiere algun conocimiento de la 

función F sobre un rango de sus parámetros. De esta forma, se pue

de extender el concepto de Similaridad, de un conjunto de valores 

de sus argumentos, a un rango de estos. 

Vinculado a esto, es importante observar que las expresiones 

para ~, obtenidas a partir del principio de invariancia de escala, 

permiten obtener información del escalamiento con respecto al tamn 

ño del aparato de confinamiento a partir de los datos tomados en y 

na maquina simple de tamaño fijo. 

Se puede analizar el caso de los sistemas calentados óhmica-

monte, en los cuales: 
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T = aI
01

F
1

(na2 ,I4a). 

Pt' p p Is • _L 
T • Na • Ñl F1 • j F1• I3/2I'a Ft TJ12 Ft • 

De esta forma se tiene que: 

T = I2F~(na2,I4a). 

El escallllDiento correspondiente a la temperatura tiene la for111a: 

4.34 

Las funciones F
1 

y F2 pueden ser determinadas, al menos sobre una 

parte del rango de sus argumentos, a partir de las mediciones de r 

y T, como funciones de n e I, para un sólo valor de a. De esta fo~ 

ma, las observaciones en un aparato determinado, por ejemplo el Al 

catar, tienen una naturaleza universal y pueden ser aplicadas a tg 

das las maquinas similares, de distinto tamafio. 

El comportamiento de una máquina de radio a, a la corriente I 

y n como densidad, está dado en términos del comportamiento de una 

máquina similar de radio a
0

, por: 

't'o = 'to(na~,Ia~1') ... ª~314/n, 

De esta forma: 

4.35 

Ahora: 

't'0 (na~,Ia~"'> = r0 (na~a~ ,Ia~
14/a!

1

") = (!!.ilJ1t. 
t' 1 (na~,Ia: 1"4 ) T:

1 
(n,I) a¿J 

Este paso se justifica por el hecho de que el confinamiento se pu§ 

de expresar como una ley de potencias: npPqira•. Entonces: 

[ 
ª

2o ªo"'] . raaº,] '"~o n T
1
(n,I) = .. -,I 

a: a~"' 
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El comportamiento de una m4quina de radio a
1

, a la corriente I y 

densidad n está dado en términos del comportamiento de una máquina 

similar de radio a
0 

por: 

• a~'~ -.:
1 
(n,I) ,,. [ ª• 4.3E = cac1a,) "• n 2'I a:14 a, 

T
1 
(n,I) = 112 [ a~ a~'~ 

(ao/a1) Ton ~,I a:14 . 4 o-

Se podrá notar que el comportamiento de la "nueva" máquina debe e.§. 

tar, usualmente, relacionado al de la máquina primaria en un régi

men de operación diferente. Como los distintos sistemas se hallan 

usualmente en regimenes de operación diferentes hay una limitacic:. 

práctica en la extrapolación ingenua. 

4. Interpretación. (Análisis Dimensional). (Kadomtsev, 1975). 

El principio de invariancia de escala aplicado al conjunto de 

ecuaciones básicas que describen a un modelo particular del plas

ma, se presenta como una herramienta útil en el estudio del conf1-

namiento magnético en la Fisica de Plasmas, ofreciendo un marco g§ 

neral de referencia en el cual es posible discutir las distintas 

propuestas, teóricas o empíricas, de obtención de las relaciones 

entre los parámetros relevantes para el confinamiento. La forma 

que adopta cada cantidad física relevante refleja ciertascaracte-

risticas generales del modelo particular utilizado en el análisis. 

Se ha observado también la relación que existe entre el Ana

lisis Dimensional y el Principio de Invariancia de Escala, y la 

ventaja de este ante el análisis dimensional. Y la relación entre 

estas dos aproximaciones ofrece la posibilidad de una interpreta-

ción de las constricciones obtenidas en cada modelo, en términos 
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de un conjunto de parámetros adimensionales caracteristicos del 

sistema de confinamiento (Kadomtsev, 1975). 

La interpretación de los resultados obtenidos se puede dar en 

los términos siguientes: Al estudiar un plasma termonuclear puro, 

totalmente ionizado, la fisica inherente a este sistema puede ser 

descrita por un conjunto de cuatro parámetros adimensionales, los 

cuales estan relacionados directamente con las variables de con

trol del sistema (n,T,B,a). Estos parámetros son p
1
/a, A~/a, ~, 

A~a, donde p
1 

es el radio de Larmor del ión, A
11 

es la trayectoria 

libre media entre colisiones del electrón, ~n es la longitud de O~ 

bye del electrón, P es la razón de la presión del plasma a la pre

sión del campo magnético, conjuntamente con las razones geométri

cas q, a/R en un sistema de confinamiento toroidal, y las razones 

T/T1 y m/m
1

, donde q es el factor de seguridad y a/R es la razón 

de aspecto del sistema. Al estar relacionados los cuatro paráme

tros adimensionales con los parámetros de control del sistema, el 

tiempo de confinamiento de energia puede ser descrito en la forma: 

4.38 

Esta forma del tiempo de confinamiento ofrece la posibilidad de u

na interpretación de los resultados anteriores en Términos del a

nális dimensional. 

La ec. 4.38 representa la forma más general para el tiempo de 

confinamiento T en terminas de las cuatro variables independientes 

adimensionales, y está relacionada con el modelo más general estu

diado en el cap. III, Modelo ~-altas de Fokker-Planck, en el cual 

se encuentran cuatro variables independientes determinando a ~. 

En los modelos CUasineutrales, Electrostático y a-altas, se 

ha incluido la hipótesis de neutralidad de carga en el plasma, oh-
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teniendose que existen solo tres variables independientes determi

nan a ~. y esto se puede explicar al pensar que la variable Ar/ª 

de l·a ec. 4. 38 ha sido removida debido a la suposición de neutrali 

dad de ca"9ª· 

En los modelos de Vlasov es posible remover la variable ~.la 

de la ec. 4.38, debido a que describen a plasmas no colisionales 

reduciendo el número de parámetros a solo dos. 

Por otro lado, la suposición de un modelo Electrostático re

mueve a la variable~. dejando a • solo en función de una variable 

P,/a. 

De esta pequeña discusión se puede observar que al introducir 

hipótesis adicionales en un modelo determinado del plasma es posi

ble reducir el número de parámetros independientes en la expresión 

para •, reduciendo el trabajo experimental, (La determinación de 

layes de escalamiento empiricas) , 

Esta correspondencia entre los parámetros independientes de 

la ec. 4.31 con los distintos modelos del plasma no es única, deC1 

do a que depende de la forma en que son elegidos los parámetros in 

dependientes. Por ejemplo: Si la densidad lineal (e2/mc2
) na' - ll 

se tomara como una de las variables en lugar de p~/a 2 , /3 aparece

ria en la ley de escalamiento del modelo cuasineutral electrostáti 

co de Vlasov, aunque este modelo no considere a p. 

Debido a que es posible expresar el radio de Larmor del ión 

p
1 

en terminas del parámetro /3 y de la longitud d, donde d es la 

distancia en la cual una onda electromagnética ve reducida su am

plitud en url 37% y se define como d = c/wp .. ' donde e es la velor.; __ 

dad de la luz y w~,e es la frecuencia del plasmd debida a los elec-
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tronas, p: ~ PC•/m.J/d2
, la ley de escalamiento para el modelo 

cuasineutral P-altaa de Vlasov se puede relacionar a la fisica de 

d/a y /l en luqar p
1
/a y /l. Se puede considerar que los modelos e

lectrost~ticos dependen de a si se mantiene ingenuamente a d como 

parámetro independiente fijo en luqar de p
1

• 

Para loe modelos de fluido MllD Ideal y Resistivo, los cuales 

no se refieren a las caracteristicas o aspectos de las particulas 

individuales, se tienen solo dos parámetros adimensionales /l y S, 

donde s es el nÜlllero de Lundquist, el cual se define como la razón 

del tiempo de difusión resistivo ~. • a2/~ y el tiempo transiente 

Alfvén 't'" = apv2/B. De esta forma, el tiempo de confinamiento se 

puede expresar como: B-r = (m
1
n) 2aF(IJ,S), observandose que 't' es fun 

ción de solo dos variables independientes, o posee dos exponentes 

libres. Si se considera la restricción al modelo ideal, la varia

ble correspondiente a la escala de tiempo resistivo es removida, y 

la ley de escalamiento tendrá solo un exponente libre. 

Debido a que se espera que las propiedades del confinamiento 

dependan de los valores caracteristicos de parámetros físicamente 

significativos al sistema de confinamiento como p
1
/a, Ae/a y p, es 

muy importante establecer leyes empiricas dentro de rangos relevan 

tes de estas cantidades y variar una a la vez, manteniendo las o-

tras fijas. 

Como lo hizo notar Kadomtsev (1975), algunas variables, tales 

como p
1
/a y ~0/a, no pueden variar apreciablemente al moverse de 

los experimentos existentes a los parámetros de Reactor, por lo 

que pueden no ser necesarias grandes extrapolaciones de las leyes 

de escalamiento empiricas. 
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CAPITU.O V 

L•J'e• de escalamiento con las razones geometricas 

y cantidades adlmensionales 

(Connor y Taylor, 1984) 

En este capitulo se estudia la forma en que ciertos factores 

qeométricos entran en el escalamiento, en el limite de razón de a~ 

pecto grande para Tokamaks y el limite cilindrico para Pinch. Asi 

como el escalamiento en términos del parámetro Z (carga iónica), 

al estudiar los efectos de la Radiación e Impurezas en el escala

miento. 

En el capitulo anterior se mostró la forma en que las propie

dades de invariancia de forma de las ecuaciones básicas del plasma 

bajo transformaciones de escala conducen a ciertas cor.stricciones 

en la forma de las leyes de escalamiento para el confinamiento, y 

como estas proporcionan el marco general para la discusión de las 

leyes de escalamiento existentes, teóricas y empíricas. 

Sin embargo, en esta aplicación a las ecuaciones básicas, las cor.§ 

tricciones no proporcionan información sobre las caracteristicas 

geométricas del sistema, como son la razón de aspecto (a/R), el 

factor geométrico (q), la carga ionica (Z), etc. De esta for~a. la 

idea del escalamiento del tiempo de confinamiento, como técnica Ú· 

til en el estudio del plasma termonuclear, se presenta como poco ~ 

ficás si se introducen mas procesos fisicos en las ecuaciones bási 

cas del plasma. En este caso, la idea de invariancia de escala prg 
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senta dificultades análoqas al Análisis Dimensional. 

Sin embargo, el principio de invariancia de escala, el cual ., 
puede ser considerado como una sistemática aproximación al análi-

sis dimensional, tiene una caracteristica adicional importante. 

Es posible obtener mayor información del conjunto de ecuaciones 

si se introducen ciertas caracteristicas adicionales acerca del 

confinamiento o de la dinámica del proceso. Es posible determinar 

caracteristicas del escalamiento con respecto a cantidades adimen

sionales, tales como el factor geométrico, al especificar el tipo 

de geometria que corresponde a dicho sistema y el ordenamiento que 

se emplea, asi como introducir hipótesis acerca del proceso. 

De esta forma se discutirán los limites Tokamak y RFP's y los 

efectos de radiación e impurezas. 

l.- Limite Tokamak. 

El conjunto de ecuaciones conocidas como ecuaciones MHD Redu

~idas en el limite Tokamak y el método sobre el cual se basan han 

probado ser una herramienta muy util para el tipo de cálculos nu-

méricos, lineales o no lineales, que se presentan al estudiar el 

caso de la turbulencia en un plasma termonuclear. 

La simplificación de las ecuaciones Hagnetohidrodinámicas re

sistivas para un Tokamak en el limite de Razón de Aspecto Grande 

(a/R < 1) fue realizada por H. R. Strauss (1983) (ver apéndice A), 

el cual, al tomar el parámetro e = a/R como parámetro de expansión 

de las ecuaciones, ordenó un conjunto de parámetros caractcristi-

cos del sistema en términos de e, otorgando rangos de importancia 

para los procesos presentes en el plasma: 

e = a/R - B/B, - P/B~ 5.1 
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donde 8
0 

y a, son los campos magnéticos poloidal y toroidal en el 

plasma, P es la presión del plasma, a y R son los radios menor y 

mayor del Tokamak. 

como se está trabajando con un sistema de confinamiento que Q 

frece una geomotria toroidal, se introduce el sistema coordenado 

(r,B,<), donde r y 9 son coordenadas polares en el plano poloidal, 

de tal forma que R • R
0 

+ rcosO y C es el ángulo toroidal. 

En este sistema coordenado, el campo magnético poloidal y la velo

cidad de fluido poloidal se expresan en términos de las funciones 

de flujo t y + en la forma: 

B v+x~ 
p = -r 

o 
y 5.2 

donde 80 es el campo magnético toroidal en R = R
0 

y ~ es el vector 

unitario toroidal. 

La función de flujo + satisface la ecuación de induccion: 

~ = -R0 B~ 1 B·V~ + 1')V~'I'. 5.3 

La función de flujo t satisface la ecuación de Verticidad: 

R B-td v't = -(B·V)V·~ - Q-vx(R.VP) 
Pooat:.. • R 

o 
5.4 

Como en el ordenamiento de razón de aspecto grande se tiene que 

V·v es pequeña, el conjunto de ecuaciones reducidas se cierra con 

la ecuación de convección de la presión: 

~=o 5.5 

donde: 

B·l'J • B0 R~
1k + BP•Q 

~ = ~ + v;v 

Además ~ es la resistividad y p es la densidad. 

El conjunto de ecuaciones 5.3-5 representa un modelo para el 

confinamiento del plasma en un Tokamak de razón de aspecto grande, 
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con el cual se investigará el transporte anómalo en este tipo de 

sistemas. 

A continuación se determinan las transformaciones de escala, 

de las variables dependientes e independientes, que permiten la in 

variancia de escala del conjunto completo de ecuaciones. 

La transformación qeneral de escala es la siguiente: 

a: t-+ .\.
1 
t; 8

0 
-+ .\

2
B

0
; a-+ .\.

3
a; R

0
-+ 1\R

0
; ~ -+ i\

5
t; 'i _. i\'I': 

~ -+ i\7~: p-+ i\Bp; p -+ i\9P. 

Al aplicar la transformacion a a las ecs. 5.J-5 y exigir que estas 

conserven su forma ante el cambio de escala se obtienen las rcla-

cienes entre los parámetros de escala: 

i\2.\~ = .\6; At>.s = .\.2.\.~; i\~ 1 .\.6 =As= i\; 2
.\.6>.7, 

>-;1i\;t.\;2.\t.\.s.\o = .\2.\.;2;1.~t,\6 = >-;2A,A9, 

cuya solución determina las transformaciones de escala que permi

ten invariancia de forma en las ecuaciones caracteristicas de este 

modelo, las cuales pueden representarse en una sola: 

B': t i\
1
t; 8 0 -+ i\

2
8

0
; a ..... .\

3
a; R

0
-+ A

4
R

0
; ~ ~ A; 1 A 2 A~~; 

~ ~ A 2A~t: ~ 4 A; 1 A~~; p ~ A~A~A~ 2 p; P ~ A~A~A; 2 P; e~ B. 

como existen cuatro parámetros de escala independientes A
1

, A
2

, A
3 

y A
4 

existen cuatro transformaciones de escala que permiten la in

variancia de forma de las ecuaciones. El tiempo de confinamiento t 

se puede expresar como función de los parámetros característicos 

del plasma y del sistema de confinamiento: P, 8
0

, ~, y p, junto 

con los parámetros geométricos a, R
0 

y q en la forma funcional: 

~ ~ T(P,80 ,~,p,a,R0 ,q). 

Esta relación se expresa como una serie en la forma: 

Al aplicar la transformación de escala ª' a la expresión 5.6 y exi 
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gir la invariancia de foraa da asta anta al cambio de escala, se 

obtiene la tonaa en qua ~ ae escala, determinando las relaciones 

entre los indices de escala que determinan la forma funcional del 

tiempo de confinamiento: 

1: -+ A 
1 

T • I: C A~2eA:b•c+2aA~b+2d+t i\ ~2b+Q·2ePbBclJdpªa'R9qh. 

Exigiendo la invariancia de forma se tiene que: 

-d + 2e & l; 2b + e+ 2e m O; 2b + 2d + f = o: -2b + g -2 = o. 

La solución a este sistema de ecuaciones es: 

da 2e -1; e= -2e -2b; f ~ -2b -4e + 2; g = 2e + 2b, 

de tal forma que el tiempo de confinamiento se expresará como: 

" = ~ \ e [PR~ ]•[llP""Ro]'ºqh. 5. 7 
1J b, ~.h b,11,h B~a:2 

80
a2 

Esta expresión muestra que existen tres indices libres en la ley 

de escalamiento como ley de potencias. 

La forma más general en que se puede expresar a ~, es considg 

rar una función, no doterminada a~n, que depende sólo de los argu

mentos correspondientes a los indices libres en la expresión 5.7: 

a' [p R! pt/2Ro71 l 
't' = ;-f° - -,---,q . 

7J B~ a2 80a2 
5.8 

donde F es una función desconocida. 

Es posible expresar a 't' en una forma más adecuada utilizando 

parámetros alternativos. Número de Lundquist s • a 2 B
0

/71p 1
/

2 R
0
q que 

representa la razón del tiempo de difusión resistivo 't'A = a2/71 al 

tiempo de tránsito poloidal de Alfvén "• = p""R
0
q¡a

0 
y /l = 2P/B~. 

l: = '•F(/l/c2 ,S,q) 5.9 

Si se hubiera considerado el conjunto completo de ecuaciones 

del modelo de fluido resistivo, la expresión para 't' seria: 

s.10 
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Por lo que no se hubiera obtenido información alguna sobre la geo

metria del sistBlla de confinamiento, y ésta se reflejaria como una 

constricción extra en la ley de escalamiento. 

La forma funcional para T expresada en la ec. 5.9 es incompa-

tible con el transporte clásico (r - ri('Pl y con el transporte de 

Pfirsch-Schülter (r - r.;Pq2
), de tal forma que se puede decir que 

estos procesos no estan descritos por el conjunto de ecuaciones r~ 

ducidas. 

2.- Limite RFP's. 

Existe un limite análogo al empleado en la reducción de las ~ 

cuaciones MHD Resistivas para el caso de Tokamaks en el limite de 

razón de aspecto grande, el cual es apropiado para definir un con

junto de ecuaciones reducidas que describen el comportamiento de 

un plasma·termonuclear en los sistemas de confinamiento helicoida-

les, y a partir del cual es posible estudiar la turbulencia de los 

modos 9 y de las ondas de deriva resistivas. 

En el apéndice e, se describe detalladamente la forma en que 

son reducidas las ecuaciones MHD Resistivas en el limite RFP, (11-

mita para sistemas de confinamiento helicoidal). 

La reducción de las ecuaciones MHO Resistivas, para sistemas 

de confinamiento helicoidales (RFP), o en el limite Stellarator se 

lleva a cabo al suponer que la longitud de onda del campo magnéti-

co helicoidal aplicado es lo suficientemente corta como para que 

sus efectos puedan ser promediados usando el método de dos escalas 

de longitud (Strauss. 1980). Para esto se introduce una geometria 

toroidal con una métrica del tipo: 

d1 2 = dr2 + r 2 de 2 + (1 + x/R
0

)
2dz 2 s.11 
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donde R • R
0 

+. x es el radio mayor del toro en x - o, x = rcose y 

z • R
0
<, donde < es un ángulo toroidal y z es el vector unitario 

toroidal. Se supone además que el campo magnético tiene la fo?"llla: 

B • B
0
z + avt + a2 (VAxz + B

2
z) 5.12 

De esta forma, el parámetro de expansión 6 = c 112 mide la intensi-

dad relativa del campo magnético derivado del potencial escalar t 

con el campo principal B
0

• Se tiene que e es el inverso de la ra

zón de aspecto, e • (R-R
0
)/R

0
• 

De esta forma, la función de flujo de la velocidad satisface 

la ecuación de Vorticidad: 

Ije ~t'l~t = -B·VV~~ + nvnxVP·z. 
o 

5.13 

La función de flujo satisface la ecuación de inducción: 

~ = -~ B·VI + 1)V~~. 
o 

5.14 

El conjunto de ecuaciones se cierra con la ecuación de convección 

de la presión: 

~=o. 5.15 

En estas ecuaciones se incluyen los siguientes términos: 

Derivada paralela, promediada a lo largo del campo magnético: 

B·V • a 2B0~ + a2v~xz·V. 5.16 

Promedio del flujo magnético: 

~ = A - ~ B~ 1 V<t>xVt · 2. 5.17 

Término de curvatura: 

5.18 

donde A es la componente z del potencial vectorial magnético A. 

Como ejemplo adicional, se describirá la forma en que se eseª 

la el tiempo de confinamiento t con los parámetros adirnensionales 

o factores geo~etricos para el caso de los sistemas de confinamicn 
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to helicoidales. 

se aplica el principio de invariancia a las ecs. 5.13-18. 

La transformación general de escala es la siguiente: 

S: t-+ .\
1
T; 8

0
-+ .\

2
8

0
; a-+ .\

3
a; R

0
-+ .\

4
R

0
; t-+ A5t; t-+ .\

6
t; 

1J -+ >.711: p -+ ABp; p -. .\9P. 

En este caso, el factor de curvatura se escala como: O -+ .\~O. 

Al aplicar la transformación de escala general a las ecuacio

nes anteriores y exigir la invariancia de forma de estas ante el 

cambio de escala, se obtiene un conjunto do relaciones entre los 

parámetros de escala, las cuales definen la forma de la transform~ 

ción de escala apropiada a este modelo • 

.\1 = .\2.l.~.\;t; .\6>..;t =As = .\6.\7.\;
2

; 

.\1;\2.\3.\4.\s.\a = .\Zi\.J A,A6 = .\4.\9; .\6/.\2.\~. 
La solución correspondiente a este sistema de ecuaciones es: 

.\s = .\; 1 .\2.\~; .\6 = .\2.\~; .\7 = .\; 1 .\~; .\e = .\:.\~.\~ 21 .\9 = .\~.\; 2 • 

Existen cuatro parámetros de escala independientes, de tal forma 

que existirán cuatro transformaciones de escala que permiten la in 

variancia de forma de las ecuaciones anteriores. 

La transformación que permite la invariancia de escala es: 

B': t ~ Att; ªº ~ A2BO; a~ AJa; Ro ~ A•Ro; t ~ A~ 1 A2A~t; 
t ~ A 2A~; ~ 4 A~ 1 A~~; p 4 A~A~A~2p; P ~ A:A~ 2 P; O 4 A~O. 

Se supone ahora que el tiempo de confinamiento puede ser expresado 

como función de loa parámetros y variables P, 8
0

, ~, a, p y Bpl'B 

como una serie: 

r = E e p•e~lJ•p•a'R"(B"/e)• 
b,c:,d,e,f,q,h 

5.19 

Al aplicar la transformación de escala a ambos lados de la e

cuación 5.19 se tiene que: 
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Al exigir la invariancia de escala de esta expresión se obtienen 

loa indices de eBCal1111ianto independientes, los cuales determinan 

la forma funcional del tiempo de confinamiento: 

d - 2e -1; e m -2e -2b; f = -~e + 2; g = 2e. 

Es posible escribir el tiempo de confinamiento como: 

a
2 [p] b ["'"Rll)2' [ª ]h i: =- i:c - "----= _,.. 

'11 b,e,h b,•,h B~ a 2B
0 

B 

Expresando i: en forma funcional se tiene: 

a• (p p1/2RlJ B ) 
"C DI - F -, ,-P • 

1J B~ a 2
B

0 
B 

donde F es una función es una función por determinar. 

En tórminos de parámetros adimensionales: 

a• 
i: = ;¡F(/l,S,B,IB) 

donde ll = P/B~ y s = p"'nr¡/aB~. 

J.- Efectos de Radiación e Impurezas. (Connor y Taylor, 1977). 

5.20 

5.21 

5.22 

En el capitulo IV se discutió la comparación de las leyes de 

escalamiento empiricas, obtenidas a partir de los experimentos de 

fusión existentes, con las leyes de escalamiento obtenidas a par

tir dol argumento de invariancia de escala de las ecuaciones que 

describen cierto modelo del plasma, se encontró que estas leres 

de escalamiento empíricas son incompatibles con cualquiera de los 

modelos convencionales del plasma, y que la discrepancia excede a 

las incertidumbres asociadas a los indices x, y, z, qua deter~i~an 

la ley de escalamiento, cuando se considera que la temperatu~a ne 

es una variable independiente, pero que está determinada por las 2 

tras variables y por el tiempo de confinamiento, pensando en ~os 

experimentos de plasmas calentados óhmicamente. 
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Para intentar explicar estas discrepancias, ae puede pensar 

que una de las poaiblea fuentes de error se debe a que el transpo¡: 

te de energia en los Tokamaks en operación DD está dominado por el 

transporte del plasaa, sino por la radiación debida a particulas 

neutras o impurezas. 

Los efectos de la radiación, debida a la radiación de Brems-

·stralung o debido a impurezas, en las leyes de escalamiento pueden 

·ser fácilmente incorporados en el modelo del plasma como fluido r~ 

· sistivo aodificando la ley de Ohm, al introducir los efectos de u

. na carga efectiva Z en la expresión para la resistividad 11, y una 

expresión general para la pérdida de radiación en la ecuación de 

balance de energia: 

1l - ZT-312 

P - nkT 1z• 
rad. 

La influencia de la masa atómica puede ser tambien investigada en 

este modelo al escribir la densidad como p = An, de tal forma que 

se obtiene leyes de escalamiento en las cuales se han incorporado 

ciertas variables adimensionales, Z y A. 

De esta forma se puede investigar el escalamiento del tiempo 

de confinamiento en términos de parámetros adimensionales. 

El modelo da fluido resistivo con el cual se estudiarán los ~ 

factos de la Radiación e Impurezas en la ley de escalamiento para 

el tiempo de confinamiento, está determinado por el conjunto de e-

cuaciones: 

.~ + V• (pv) = O 

~ + VP = jxB 

~ ~(Pp-•¡ = lJIJl2 + P"º· 
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E+vxB=l).J 

VXB • 4Tr.J 

Donde s es la razón de calores especificas. 

Junto con las relaciones: 

p = nA 

l) - Z/T"'
2 

P - nkT 1z• 
red. 

P = nT 

donde: iie = ~ + v·V es la derivada convectiva no lineal. 

La transformación de escala general que se utiliza es: 

5.26 

5.27 

5.28 

5.29 

5.30 

5.Jl 

5.32 

~: n ~ an: v ~ Pv: x ~ TXl B ~ 88' E ~ ~E; t ~ ~t; P 4 cP; J ~ KJ; 

T ~ t;T; Z ~ crZ; A ~ µA. 

Al aplicar la transformación de escala ~ a las ecs. 5.23-32 y exi-

qir la invariancia de escala de estas ante la transformación ~ se 

obtienen las relaciones entre los parámetros de escala: 

La solución a este conjunto de relaciones determina los parámetros 

de escala independientes: 

t; = µ.(32; l' = 13-'uµ-Jn; <P = /3-sa-,.1-J"2, 

C = /312k-21•~)/{k-1ICT-1••1J/lk-ll µ fk-1-3/2) Ck-1)' 

a = ct;- 1
: .S = c112

: lJ = c1/2{3; K. = cv213'u-1µ 3
/

2
. 

si se introducen las siguientes definiciones: 

b = 2k-21+5. d _ k-1¡¡3/2. m+l 
""""iffk-íT' - 2 ( -1) ' e = i(K-TT• s. 33 

el parámetro e toma la forma: 
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La solución a las relaciones anteriores detaraina la transfo~ 

mación que permite la invariancia de forma de laa·acuaciones diná

micas del modelo del plasma estudiado ante cambioi de escala, la 

cual tiene la forma: 

5': n -+ 13Bb·2µ.2d-1a-2cn; v -+ flv;x -+ 13·'cr1.t312x: B -+ 13'bu-cµdB; 

E -+ f3&b•lu-cµdE; t -+ f3,-suµ.-Jt2t; p -+ aªbu·2cµ2dP; T -+ JJ/32T; 

J -+ J!tb•ta·h;•llJ.ld•Jl2J; z -+ uz: A -+ µA. 

Existen tres parámetros de escala independientes, por lo que sólo 

existen tres transformaciones de escala que permiten la invarian

cia de las ecuaciones 5.23-32. 

se puede expresar ahora el tiempo de confinamiento como una serie: 

5.34 

Al aplicar la transformación de escala 0' a la expresión anterior, 

ec. 5.34, y exigir la invariancia de forma de esta expresión ante 

el cambio de escala se obtiene un conjunto de relaciones entre los 

indices de escalamiento, cuya solución determina la forma del tiem 

po de confinamiento en este modelo particular. 

(Bb-2)p + 2q T 4br - 4s = -5 

2cp + cr - s - t = -1 

(2d-l)p + q + dr - 3s/2 + u = -3/2 

A partir de estas tres relaciones se pueden determinar los paráme

tros independientes y expresar los restantes en términos do estos. 

Las solución a estas relaciones es: 

s = (2b -l/2)p + q/2 + br + 5/4, 

t = (2c -2b • l/2)p -(e -b)r -q¡2 -1/4, 

u= (3b -2d + l/4)p -q/4 + (3b/2 -d)r + 3/B. 

F.~i~ten tres indices independientes en la ley de escalamiento. 

El tiempo de confinamiento puede expresarse en la siguiente forma: 
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"C • aFJ•z-11'Alnr e (na2b-11'2z2c-2t>+u2A3b-2d•t1t)p 
"°r.•,r p,.,r 

x (Ta'12z-vaA-'")q(Babzc-bAlb.f2-d)r. 

Ordenando términos y agrupándolos de una forma conveniente, "C pue

de ser expresado en la forma: 

B"C • n t 12 aA 112F[ na2b-u2z2c-2b•t12AJb-U•11t, Ta112z-t12A-11•, 

Babzc·bAlb/2-d] • 5. 35 

El primer parámetro de la función F se puede reexpresar como: 

nT[Babzc-bAJb/2-d]ª[ Ta
112 1-•. 

aª z112A11• 

De esta forma "C ea puede expresar coao: 

B't .,.. n'naA112F("T,~,Babzc-bAJbt2-dl. 
8

2 2 1.1 ZAl/4 
5.36 

Al considerar el escalamiento general para el tiempo de confi 

namiento, incorporando los parámetros z y A que representan los e

fectos de la radiación e impurezas en el plasma, y pensando a este 

como una ley de potencias, se observa que contiene seis indices 

por determinar: 

5.37 

Sin embargo, a partir de la relación obtenida para B~ ec. 5.36 so-

lo se pueden considerar 3 indices como independientes, si es posi-

ble determinar la ley de radiación ec. 5.31. 

se puede obtener un resultado interesante si se consideran 

las características del escalamiento anteriores a la inversa. Es 

más útil notar que si los seis indices contenidos en la ley de es-

calamiento general, ec. 5.37, pueden ser determinados empiricamen 

te, estos pueden proporcionar información suficiente para determi-

nar la ley de radiación propuesta, ec. 5.31. 
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CAPITU.O VI 

Transporte TurbUlento Local 

En este capitulo se describe la aplicación de la invariancia 

de escala a modelos más especificas del plasma con el fin de des

cribir la turbulencia local ocacionada por inestabilidades presen

tes en diversas .regiones del plasma. Se describen varios tipos de 

turbulencia local y la fonaa especifica de los coeficientes loca

les de transporte de energía que surgen a partir de la invariancia 

de escala. 

En la descripción del plasma termonuclear las propiedades del 

confinamiento global caracterizan al plasma. Estas propiedades es

tán determinadas por la interacción de una gran variedad de proce

sos físicos que se presentan en distintas regiones del plasma. De

bido a que estos procesos se presentan en regiones definidas del 

plasma tienen un caracter local. Por ejemplo, en la descripción 

convencional del confinamiento en los sistemas Tokamaks, se consi

deran tres tipos distintos de zonas radiales, (Duchs, et al, l977; 

Romanelli. et al. 1986; Waltz, et al. 1987): Una región interna dQ 

minada por oscilaciones diente de sierra (sawteeth), una zona de 

confinamiento controlada por el transporte anómalo debido a micro

inestabilidades tales como los modos de Ondas de Deriva de Electr~ 

nes Atrapados y los modos de Gradientes de Temperatura de Iones, y 

una región borde. Esta puede ser afectada por la turbulencia debi

da a inestabilidades caracteristicas en la periferia del plasma, 
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tales como los modos ondulatorios (rippling), los modos de globo 

resistivos (ballooning) y las ondas de deriva colisionales, o por 

fenómenos que no corresponden a la naturaleza propia del plasma, 

tales como la radiación. 

Existen regiones particulares del plasma donde se llevan a eª 

bo procesos fisicos que determinan las propiedades del conf inamien 

to. Estos procesos determinan tipos de turbulencia local que defi

nen las caracteristicas del transporte en estas regiones. 

Debido a que las propiedades del confinamiento global estan 

determinadas por una gran variedad de procesos f isicos en regiones 

particulares del plasma, es más conveniente considerar las propie

dades de la turbulencia local en base a un conjunto de coef icien

tes do transPorte local, los cuales pueden ser descritos por un m2 

delo mas sencillo del plasma. El estudio de las leyes de escala-

miento empiricas, dentro del marco de las constricciones que sur

gen a partir del argumento de invariancia de escala, puede ser más 

ütil. 

El tiempo de confinamiento depende solo de dimensiones globa

les del sistema de confinamiento tales como los radios mayor R y 

menor a, campo magnético B, densidad del plasma n, su temperatura 

T, etc, mientras que los coeficientes de transporte local pueden 

depender de una cantidad mucho mayor de parámetros relevantes del 

sistema. Existen ciertas longitudes caracteristicas que represen

tan a los gradientes de las cantidades que estimulan la turbulen

ncia y a la geometria del campo magnético. 

L'IJ 

[~ Ln Tr 
[~ Ln 'l)r 

escala de· longitud del gradiente 
de la temperatura. 

escala de longitud del gradiente 
de la resistividad. 
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[ r d ]"' 
L. = ~· ~ 

escala de longitud del torcimiento 
magn6tico (shear). 

donde s = (r/q) dq/dr es el torcimiento magnético, q = aB,JRBP es 

el factor de seguridad y BT y BP son los campos magnéticos toroi

dal y poloidal respectivamente. 

Estas escalas de longitud de los gradientes se hallan determi 

nadas por las propiedades del transporte global y no solo por el 

problema local. 

La difusividad térmica local X puede depender, en general, de 

un n\lmero determinado de estas longitudes caracteristicas. 

Se mostrará que los grados de libertad extra en la forma de x son 

compensados por constricciones adicionales que provienen de la su

posición de la existencia de un coeficiente de transporte local. 

Estos coeficientes surgen debido a que la turbulencia local, que Q 

casiona el transporte, tiene una escala caracterizada por una lon

gitud microscópica, tal como el radio de Larmor, que es distinta 

de la longitud macroscópica a. 

De esta fon:ia, a un nivel de turbulencia local, se definen e§ 

tos coeficientes-de transporte local como: 

6.0 

Como resultado de estas propiedades, es posible un escalamien 

to de invariancia extra, el cual constriñe tambien la forma de x. 

Esto permite que la identificación empirica de un modelo fisico 

del plasma para x sea mucho más viable y, ademas, limita las posi-

bles formas de x en los modelos teóricos, y en ciertos casos detc~ 

mina completamente su forma. Debidoa esto, la técnica de invarian

cia de escala es una herramienta útil para complementar explicita

mente los cálculos de la turbulencia no lineal. De esta forma, se 

describiran varios modelos de Turbulencia Local. 
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1.- Turbulencia debida a Gradientes de Temperatura de los Iones. 

(Connor, 19B6b). 

Bajo un amplio rango de circunstancias, un plasma estable y 

confinado magnetohidrodinámicamente puede exhibir movimientos ine~ 

tables a través de los cuales las particulas se encuentran en un 

proceso de convección a través del campo magnético por la deriva 

ExB. 

Las Ondas de Deriva o Modos de Deriva Universal son un grupo 

importante de estas inestabilidades en un plasma confinado. En es

te caso se consideran modos dominados por colisiones en los cuales 

la trayectoria libre media ~..,. es menor que la longitud de onda 

paralela al campo magnético~ •• 

En general, las ondas de deriva ocurren con grandes longitu

des de onda paralelas al campo, y las ondas dominadas por colisio

nes pueden ocurrir en regimenes donde ~.rp > R, donde R es el ra

dio mayor. La restricción a grandes longitudes de onda y ondas do

minadas por colisiones permite una descripción de fluido de las 

perturbaciones. Adicionalmente se supone que el equilibrio no esta 

muy alejado del equilibrio térmico local. 

Las ecuaciones del modelo de dos fluidos son usadas para des

cribir la dinámica del plasma. Las ecuaciones son válidas para peL 

turbaciones con frecuencias w mucho menores que la frecuencia de 

ciclotón del ión wc
1 

y longitudes de onda perpendicular A• y para

lela A .. al campo magnético tales que A .. > A•rp y A .. > a
1

, donde a
1 

es el promedio del giroradio del ión. 

El equilibrio del plasma está determinado por los procesos de 

transporte de difusión y convección a través de los cuales se con

duce a un decaimiento colisional proporcional a vc
0
/B2 donde v1:ol 
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es la frecuencia de colisiones. 

Loa modos electrostáticos son bAsicamente derivas, ondas de 

deriva y ondas de sonido con frecuencias w = k ... vda y w = k,.s con 

v
00 

la velocidad diamagnética de electrones, los cuales son rápi

ds comparados con las escalas de tiempo del equilibrio, y lentos 

comparados con los modos electromagnéticos. 

Los modos electrostáticos se desacoplan de los modos electro

maqnéticos, aproximadamente, con la corrección debida al acopla

miento que es del' orden w2/k~v! • {J, donde f3 se supone pequeña y 

v, es la velocidad de Al!vén. 

El plasma está descrito por las ecuaciones de transporte para 

la densidad, velocidad y temperatura de iones y electrones: 

kn,,. + V· (n100v100) - o 

m1n,[k + v1·v)v, + v·n, = en
1

(E + v1XB/c) -VP1 -R 

o = -en. (E + v,XB/c) .. vp, + R 
3
2-nl [~a + V ·V]T + n T V•v - -V·q -n ,!!_V + Q, 

a~ 1 1 l 1 t l 1 ax t 

:!n [!!__ + V ·v)T + n T V•v = -V·q + Q 2 D at D D e D e O O 

y la condición de cuasineutralidad n
1
= n

0
, donde los efectos de 

las colisiones están contenidos en la fuerza fricciona! R, el flu-

jo de momento n, el !lujo de calor q y el término de generación de 

calor Q. 

Para los modos de bajas frecuencias se puede hacer una reduc

ción de las ecuaciones anteriores considerando que para estos mo

dos w/wc
1 

- c 2 y k .. a
1 

- e < 1, donde k_ es la componente perpend.i 

culár del numero de onda, y el flujo de particulas es determinado 

por iteración en c. 

De la ecuación de momento se tiene que los términos que reprg 

sentan los efectos de inercia y colisiones se pueden despreciar a 
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primer orden en e, obteniendose que: 

±en
100

(E + v .. 
0
xB/c) -VP

1 
•• ~ o 

de donde se tiene que: 

nv 
.. l,e 

n (ExB)/B2 
± c(Bl<VP )/eB2 

l,e l,e 

La divergencia de la velocidad del ión en el siguiente orden (c2
) 

está dada por: 

V· (nv~~ 1 ) = V· [ (n1m1c
2
/eB

2
) (~ + v:

1 
'.1J)E .. J 

donde se há combinado la derivada convectiva y la parte finita del 

giroradio del tensor de Radios de Larmor Finitos IlRLr' donde: 

TI = TIRl.F + (nT/v,) v .. v .. , 

en el régimen colisiona! (Horton y Varma, 1972). 

La presencia de altos gradientes de temperatura de los iones 

excita una inestabilidad de deriva electrostática, la cual está dg 

terminada por el parámetro~,= d(Ln T
1
)/d(Ln n), el cual represen 

ta la razón de las escalas de longitud de los gradientes de densi-

dad y temperatura en el plasma. Si el parámetr0 n
1 

ex=cde un valer 

critico, ~t > 2/3 se presenta esta inestabilidad la cual se conoce 

como Inestabilidad de Deriva de Gradientes de Tenperatura. 

Se supone que 1.1 presencia de estos modos de deriva inesta

bles estimulan una conducción térmica de iones anómala. 

Esta inestabilidad se ha propuesto como la causa del deteric

ro del confinamiento en el experimento Alcator e a altas densida

des, cuando el gas de llenado produce perfiles de densidad relati-

vamente planos. (Coppi, et al, 1985). 

Los gradientes de pr~sión de iones, necesarios paru estimular 

estos modos, fueron producidos en los experimentos de calentamien-

to por haces neutros de alto poder en los Tokamilk.s, (Goldston, et 

al. 1979). 
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La investigación sobre los efectos anómalos asociados con los 

modos de qrandientes de temperatura de iones se basa en el modelo 

del plasma como un fluido, de tal forma que la descripción de es

tos modos se basa en las ecuaciones de la Maqnetohidrodinámica. 

Para los modos de deriva de gradientes de temperatura de io

nes, las ecuaciones de fluido que resultan necesarias son las ecug 

cienes de transporte para la densidad de iones N
1
(r,t), la veloci

dad paralela de iones v(r,t) y la presión de iones P(r,t). La velQ 

cidad perpendicular de los iones está determinada, como ya se dijo 

en general para las inestabilidades electrostáticas, por el gra

diente de presión y la deriva ExB a primer orden, por la acelera

ción convectiva de iones y por el tensor de esfuerzos de radios de 

Larmor finitos en el siguiente orden. 

En esta descripción de la inestabilidad electrostática el cam 

pe eléctrico está determinado por el potencial t, E= -Vt(r,t), 

donde el potencial t queda determinado por la condición de cuasi

neutralidad tl
1 
(r, t) = ti. (r, t) , donde ti denota la densidad de núme

ro de cada especie. Se considera que las velocidades de fase de 

las fluctuaciones son pequeñas comparadas con la velocidad de Alf

vén y la velocidad térmica de iones. Además, se consideran estados 

no lineales en los cuales el potencial medio <~2> 1 / 2 es pequeño 

comparado con Te/e. 

La condición de cuasineutralidad se expresa como: 

N(r,t) = N
1 

= N N(X) (1 + et(r,t)/T.l. 

la cual determina el potencial electrostático. 

La velocidad ExB de los iones y electrones está dada por: 

v,(r,t) = cExB/B2 
= cbxN(r,t)/B 

y la velocidad diamagnética de los iones por: 
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V
0
(r,t) = cbxvP

1 
(r,t)/B 

donde b es el vector unitario en la dirección del campo magnético 

constante B, entonces v.i.
1 

= vE + v0• 

La deriva de polarización de los iones está dada por: 

V,(r,t) a ::~[k + (Vr + V0 )·V]E(r,t) 6.1 

Notando que vr y v
0 

son incompresibles y suponiendo que la veloci-

dad de los iones es adiabática, las ecuaciones de transporte para 

los iones serán, (Rorton, et al, 1980): 

K1N[kv. + Vr·Vv.+ v.,V.,v .. J a -eNE.,- V.,P 

~' + vr·VP
1 

+ v.,V.,P
1 

+ 1P
1
V.,v .. = o 

En este caso r representa la razón de calores especificas. 

6.2 

6.3 

6.3' 

Se consideran fluctuaciones alrededor de los valores medios 

de la presión, densidad, velocidad paralela y potencial electros

tático en la forma: 

N = N
0 

+ Ñ; ~ = J ; v .. = V,.; P
1 

= P
0 

+ 1\ 

donde Ñ, i, V .. y P\ representan a las fluctuaciones. 

Las fluctuaciones de la turbulencia local tienen características 

similares a los eigenmodos lineales, k~L _ 1, k.i.p
1 

s l y las amp11 

tudes Ñ/N
0 

- el/T - ii.,1c, - 1\/P
0 

- P,IL, donde L es una longitud 

macroscópica y c. = (Te/M
1

) l/Z es la velocidad del sonido. 

El estudio de la turbulencia local, en basa al principio de 

invariancia de escala, requiere la formulación de las ecuaciones 

en una forma adimansional, de tal modo que se introducen la norma-

lización siguiente: En la dirección perpendicular al campo magnétl 

co las longitudes se expresan en términos del radio de Larmor 
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p
1 

• e (M
1
T

0
)11

2/eB, mientras que a lo largo del plasma cilindrico 

se utiliza una coordenada z, normalizada a Ln. Adem4s, se introdu

cen formas adimensionales para el tiempo y las fluctuaciones. Así: 

X = (r-ro)/p: y = rºB/p: t; = •IL.: 't = c.tlL.: t = eiL.JT.P 

V = V .. Ln/c.p: n = ÑLn/Nop; p = P,Ln/Pop 

Aqui, r
0 

es un radio de referencia en el plasma cilindrico. 

Si se toma en cuenta el ordenamiento y normalización anterio

res, las ecs. 6.1,2,J' toman la forma adimensional siguiente: 

(l-V
2
.)!_Btt = at -V,,v + [t+P,v".t] -K172~ + [~ ~]+[~ ~] 6 4 -ay •By ax' ax ay' ay • 

~ = -v .. (t+P) - ¡t,v] 6.5 

~ = -[t,P] - 117,,v - k~ 6.6 

Los operadores [f,g] y v .. se definen como: 

[f ,9] • !!!_ ~ - !!!_ ~ Y V = !:,, + BXB!._y ax By By BX " vo 

Y los tlnicos parámetros presentes son: 

r = 7T/T.: K = (T/T.J (1 + 1)
1

) y s = L
0
/L

0 

La ventaja de introducir variables normalizadas, es que estas 

exhiben claramente los parámetros adimensionales restantes: Ln, r, 

L, y K. 

El principio de invariancia podria extraer la información re

ferente a los parámetros adimensionales, pero el uso de variables 

normalizadas reduce el esfuerzo requerido, permitiendo la descrip

ción de propiedades de invariancia más slltiles. 

Se llevará a cabo el análisis de invariancia de escala de las 

ecs. 6.4,5,6 para obtener información sobre la turbulencia sin ne-

cesidad de resolver el sistema de ecuaciones. 

Las ecuaciones anteriores no admiten transformación de escala 

que permita la invarlancia de forma de las mismas. Como sólo exis-

ten los parámetros s, K y r en el sistema de ecuaciones, se puede 
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concluir que las caracteristicas de la turbulencia local descritas 

por lae propiedades de invariancia de escala dependerán solamente 

de las cantidades·s, K y r. 
El coeficiente de transporte se puede expresar en términos de 

las variaciones en la escala de longitud radial con respecto a las 

variaciones en la escala del tiempo, ec. 6.0, de tal forma que el 

coeficiente de transporte correspondiente a este modelo es: 

6.7 

otras caracteristicas de la turbulencia se pueden deducir a partir 

de la normalización descrita anteriormente: 

t - (T
0
p/eLn)l(s,K,r): l,c - I(s,K,r); t:, - CLJC,)'i'(s,K,r) 6.8 

donde t representa las fluctuaciones del potencial electrostático, 

i •• la longitud de correlación a través del campo y Le el tiempo 

de correlación. 

Se desean determinar las funciones D, ~, 1.c y Te. 

Para esto se introducen algunas suposiciones sobre la naturaleza 

de la turbulencia, con el fin de definir concretamente los mecaniQ 

mes responsables de la turbulencia. 

Se supone primero que se satisface la relación siguiente: 

~ < p 

y que se puede ignorar además el término de comprosión paralela en 

la ecuación 6.6. se debe de suponer además que V~ t 1, para mante

ner la validdz del modelo de fluido adoptado, da tal torna que las 

ecs. 6.4,5,6 se reducen a: 

~ = -V,.P -[t,v) 6.10 

~ = -[~,P) - K~ 6.11 
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En este sistema de ecuaciones se tienen sólo dos parámetros, 

s y K, que son razones geométricas. 

A partir de la transformación general de escala: 

p: T ~ aL; X~ 7x; y~ py; ~ ~ 6(; t ~ et; V ~ ~v; p ~ lP; K ~ JK; 

s -+ i;s. 

se obtiene la transformación de escala que permite la invariancia 

de forma de las ecs. 6.9,10,11 ante cambios de escala. 

Las relaciones entre los parámetros de escala son: 

~ = 6- 1
; ca· 1 

• c~-t = ~6- 1 - lc7- 4 
• jc7-3 

71a- 1 = c~7- 1p· 1 = 16-1
; la-1 = clr-2 = jcp-1 

La transformación tiene la forma: 

P1 : L ~ aL; x ~ax; y~ ay; ( ~ a 2(; ~~a~; v ~ a 2v; P ~ a 3P; 

K ~ a 2K; s ~ a- 2 s. 

Se supone que el coeficiente de transporto, asi como las flu2 

tuaciones en el potencial electrostático, longitud de correlación 

perpendicular y tiempo de correlación, se pueden expresar como se

ries en términos de los parámetros s y K en la forma: 

D = L Ca,bKªsb 6.12 

si se aplica la transformación P' a la ec. 6.12 y se exige la 

invariancia de forma ante el cambio de escala, se obtienen las rea 

tricciones a los indices de escalamiento. Estas restricciones def! 

nen la forma funcional del coeficiente de transporte. 

a = b + 1/2 

De esta forma, el coeficiente de transporte se expresa como; 

D = (p
2
CJL,, s"2¡ F(sK) 6.13 

Si se supone que 11
1 

> l se tiene que K = Ln/Lr y la expresión antg 

rior se puede expresar en términos de los parámetros que revelan 

la física de la turbulencia. 
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6.U' 

En esta expresión se observa que existe sólo una dependencia descQ 

nacida, y una función por determinar, que depende sólo de un argu• 

mento adimensional. 

Si se aplica el mismo procedimiento a las demas cantidades, se ob~ 

tienen las leyes de escalamiento siguientes: 

t = (T
0
p/e)(LnLT)l/2 F1 (L:/LTL,J; P = P0p(LJL~)

1" F2 (L>LTL,) 

l¿c • p(Ln/LT)u
2 F3 (L~/LTL•); l:c = c: 1 (L~/L1 ) 1 .12 Ft(L~/L 1 L9 ) 

De esta forma, la suposición t e P está justificada a posterior! 

si Ln > Lr, o si TJ
1 

> l. 

Para definir más precisamente las caracteristicas de la turbM 

lencia se suponen dos limites: 

a).- En este limite se su~one: Ks el 

En términos de las longitudes características se tiene que: 

L:/L1 L• < 1 

En este limite, se requiere la condición adicional: O«'/dt" « a~/&y, 

las variaciones temporales del potencial son mucho menores que 

las variaciones espaciales en el parámetro y. 

De tal forma quo la ec. 6.9 se reduce a: 

O= ~~ -v .. v + [P,~t] -KV~*+(~·~] +[*•*] 6,14 
Al aplicar la transformación p a las ecs. 6.10,11,14 y exigir la 

invariancia de escala se obtiene que: 

la:- 1 = clT-t/1-1 = Jc/1-1; C/1-1 = l)ó-1 = lcfl- 11-J 

TJa- 1 = lc5-t = C7)7-tf3.-I, 

Si a = {1
1 

y 7 = /1
2 

se tiene que la transformación que permite la 

invariancia de escala de las ecs. 6.10,11,12 es: 

p2: ~ 4 a,~: X 4 {12x; y~ {12y: { ~ /11112€: ~ ~ a~ 1a:~: V~ s~v; 

P -+ #J~P; k -+ f1~k: s -) 11; 1 13~ 1 s. 
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El coeficiente de transporte correspondiente a este modelo tiene 

la forma: 

D a g(p2CJL
0
)i"2s 

con g una constante. Esto es, F(Ks) = (Ks) 3 .... 2• 

En términos de longitudes físicas: 

D = p
2
CJL. (L

0
/Lr)

312 

El escalamiento para las otras cantidades es: 

t - (Tp/eL•) (L
0
/LTJ

3
"; l,c - p(L

0
/LT) '"; 

't'c - (L./Cs) (LT/Ln)l/2; p - PopL~"2L~2 

6.15 

6.15' 

Se observa que la suposición Bt/8• < Bt/ay se justifica cuan-

do Ks e J.. 

b).- En este limite se supone que: Ks > 1. 

Esto significa que L:/LrL. > 1, y la condición necesaria es: 

Bt/a• > at/ay 

Bajo esta su~osición la ec. 6.9 se reduce a la forma: 

~ = v .. v + ¡P,v~t¡ -xv~* + (~·~] + [~H~] 6.16 

La exigencia de la invariancia de forma de las ecs. 6.10,11,16 an-

te la transformación P proporciona la transformación que permite 

la invariancia de forma de las ecuaciones a través de las relacio-

nes: 

ca- 1 = ,.~-t = lc1-• = jc7-3; l1a-1 = c11r-111-1 = 115-1 

la-• = cl7-• = Jcfl-1 ; 71;/J-1 = o-1 : /l = 7 

Si se supone que a = 71 y 7 • 72, la transformación de escala se 

expresa en la forma: 

PJ: ~-+ 71~: X-+ 72X: y .... 72y; (-+ 7172~; ~ .... 1~ 1 1:~: V .... 7~ 1 7~v: 

P-+ 7~ 1 7~P; IC-+ 7~ 1 7~1\: B-+ 7~ 1 7; 1 s. 

Las características del análisis de invar1ancia de escala de-

terminan la forma para el coeficiente de transporte: 
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6.17 

Donde F ha sido deter11inada como F = g'(Ks)"''1 con g' un constan

te por determinar. 

En términos de las longitudes fisicas: 

Las demás cantidades se escalan como: 

~ - <Tp/e1 (L.JL~) -l/C; P - P0p(L,ILT) 
11 '; 

l<c - p(L_!L1 )
11

' ; t:, - (LTL~)l/ 4/C, 

6.17' 

se ha podido determinar que para ~ 1 ~ 2, se presenta un :odo 

inestable, con una locali•ación radial dada por dx - L,P,/L,, que 

es el resultado de investigaciones hechas sobre las propiedades de 

la inestabilidad de este modo, basadas en la teoria cinética no c2 

lisional en una qeometria plana (sheared slab qeometry) (Gribkov, 

et al, 1981), donde p
1 

es el radio de Larmor del ión. 

se ha encontrado que la estabilización en los tokamaks requi~ 

re altos valores del torcimiento magnético {shear), L
9 

- LT, :os 

cuales no se han podido conseguir, (Coppi, et al, 1967), Las ~azo-

nes de crecimiento típicas son r - o. osw.P, donde w.r es la fre

cuencia diamaqnetica del ión. 

Kadomtsev y Pogutse fl970J, usando un tratamiento más P=~=i-

so, basado en la estabilización por difusión turbulenta y suponien 

do que la turbulencia es isotrópica en la dirección perpendic'Jlar 

al campo magnético, calcularon una conductividad térmica anó~ala 

del ión dada por: 

6 .18 

Se han obtenido resultados similares a partir de estimaciones 
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cuasi lineales usando la hipótesis de la lonqitud de mezclado (Co

ppl et al, 1967; Antonsen et al, 1979), o usando argumentos de ac2 

plamiento de modos, (Lee y Tang, 1985), como se espera para modos 

con '1 - w. 

Las caracteristicas de este modo son consistentes con un tra-

tamiento de la inestabilidad y su turbulencia asociada en términos 

de un modelo de fluido. Horton et al, (1980), loqraron deducir un 

conjunto de ecuaciones de fluido, basadas en una distribución de 

Boltzmann p~ra los electrones: CUasineutralidad, una ecuación de 

momento a lo largo del campo magnético, y las ecuaciones de conti

nuidad y energia de iones. Mostraron además que estas ecuaciones 

se pueden plantear en una forma universal dependiendo sólo de los 

. parámetros L/L,, (1 + 11
1 
)T/T. y p

1
/L

0
• 

Adicionalmente, en base a un cálculo de valor inicial en tres 

dimensiones de estas ecuaciones no lineales, obtuvieron una condUQ 

tividad térmica anómala de iones: 

X
1 

• q(cT
1
p/eBLn) (L/L,J l/2(1 + l)

1
)

1
/2<C 

donde q • O.J y lcl • 0.5. 

6.19 

Por otro lado, Lee y Diamond (1985), han podidio obtener teo-

rias analiticas de turbulencias basadas en estas ecuaciones, den-

tro del limite (p
1
/L

0
) ~ O, obteniendo: 

;¡:
1 

Q (cT
1
p/eBL,J (l + l)

1
)'(k,P

1
l,., 6.20 

donde es necesario realizar cálculos analiticos para determinar el 

valor de (kyp
1

) r•
11

• 

Ellos mismos han obtenido resultados satisfactorios, obteniendo u-

na buena concordancia entre su código girocinético de partícula en 

un~ geometria plana (shearless slab) y un cálculo analitico de aCQ 

plamiento de modos de tre~ ondas cuando 4 < ~, < a. 
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El resultado anal1tico es: 

x, m ~1p 1 (qR)-213L;
1"(T/T1 ) 1"(k¡> 1 )~: 6.21 

donde qR representa un valor tipico para la longitud de onda para-

lela en un sistema toroidal real. 

El resultado 6.18 no se basa completamente en el conjunto de 

ecs. 6.4,5,6. Sin embargo, la fisica de este modelo está determina 

da por las ecuaciones: 

~ = -v .. v 

~ = -v.(t + P) - ¡t,v¡ 

~ = -[t,PJ -rv .. v -k~ 

6.22 

Esto es, los términos de radios de J..armor finitos proporcionales a 

p 2V~, y los términos que provienen de w.P son ignorados. 

La localización se consigue a través de los efectos de difu

sión turbulenta, donde se supone que la turbulencia es isotrópica 

en x e y, aunque las ecs. 6.22,23,24 no exigen esto. 

Asi, las ecuaciones anteriores se complementan con la condición: 

a¡ax - a¡ay 

Estas preservan su forma ante el cambio de escala, y la transformª 

ción de escala que permite esta invariancia tiene la forma: 

p4: L-+ Ót't'; X-+ ó2x; y-+ ó2y; ~-+ ól~; el'-+ i5; 1 .s~~; V-+ .s; 1 .s~v; 

P-+ ó; 1
ó:P; k-+ ó~ 1 i5 2 k; s-+ ó~ 1 s; r ~ r. 

Al aplicar esta transformación a la ec. 6.12 y exigir la invarian

cia de forma ante el cambio de escala, se obtiene que el coeficien 

te de transporte se puede expresar como: 

D - c.p2L./L~ 6.25 

Esto ilustra que las suposiciones requeridas para derivar el 

resultado 6.18 son minimas. 
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2.- Modelos resistivos 

En esta sección se describen las propiedades del transporte 

en un modelo de fluido resistivo. Este abarca a la turbulencia de-

bida a Gradientes de Presión, la cual se ha propuesto como la cau

sa del deterioro del confinamiento en los sistemas Tokamaks al au-

mentar el parámetro~' (Carreras, et al, 1983), y en los Pinchs, 

(An, et al, 1985; Carreras, et al, 1987), a la turbulencia debida 

a Gradientes Resistivos y a la turbulencia de Ondas de Deriva re

sistivas, las cuales se proponen como una explicación del transpo~ 

te en la periferia de los tokamaks, (García, et al, 1985; Terry y 

Diamond, 1985). 

2.1.- Turbulencia debida a gradientes de Presión. 

(Modelo de fluido resistivo) (Connor y Taylor, 1984). 

Para discutir las caracteristicas de la turbulencia local de-

bida a gradientes de presión, en base a los argumentos de invarian 

cia de escala, es necesario contar con el conjunto de ecuaciones 

que describen adecuadamente a este modelo. 

Con el fin de obtener estas ecuaciones, se utilizarán las e-

cuaciones llHD reducidas de Strauss (1983), (Ver apéndice A), intrQ 

duciendo la idea del limite de nUmeros de Reynolds grandes, S > l. 

Las ecuaciones MHD reducidas de Strauss tienen la forma: 

Ecuación de convección de la presión: 

~ + rÍi [~,P] 0 O 
o • ' 

Ecuación de inducción: 

~ (R,,18
0

) B·V~ + lJV~'i' 
Ecuación de Vortícídad: 
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(PRc/B
0

) ~ V~I • B·VV~I + VR•~:P·~ 

En estas ecuaciones, ~ representa al vector unitario toroidal. 

En este limite, la turbulencia presente en el plasma genera 

ciertas fluctuaciones cuyas escalas de longitud tienen las siguien 

tes caracteristicas: Las escalas de longitud a través del campo 

magnético son pequeñas comparadas con las dimensiones del plasma, 

pero son comparables a las dimensiones del plasma a lo largo del 

campo. Muchas inestabilidades lineales importantes, tales como los 

modos de globo resistivos ( ballooning), tienen esta propiedad. 

Para estudiar las caracteristicas de este tipo de turbulencia es 

necesario considerar que las variables de interés astan compuestas 

de una parte base, la cual está libre de fluctuaciones, y una par-

te fluctuante. Las variables +, 1 y P son escritas en la forma si-

quiente: 'i' ... +
0 

+ +
1

; t = t
1

: P = P
0 

+ P
1

, donde +
0 

y P
0 

son las 

funciones que representan el estado no perturbado para la presión 

y la función de flujo, mientras que +
1

, t
1 

y P
1 

son las funciones 

que representan a las fluctuaciones no lineales de la presión y 

las funciones de flujo. Adicionalmente, se introduce un conjunto 

de variables independientes que expresan el hecho de que existen 

dos escalas de longitud distintas asociadas al sistema de confina-

miento r, e, y = ' - qe. 

Asi. las cantidades fluctuantes varian rapidamente en r y y, 

pero lentamente en e, mientras que las cantidades base varian len-

tamente en todas direcciones. 

Para expresar esta propiedad explicítamcnte se hace necesario 

adoptar una forma adimensional para las ecuaciones generales, in

troduciendo una forma adimensional para las cantidades fluctuantes 

Y un ordenamiento sistemático en el cual TJ - c5 2 o ó - S-tn. 
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Estas formas adimensionales son: (Formulación de términos Il). 

P/P0 a 6P[~,f,e•r), qi/r2
B0 • 6 2i[~,f,e•r) y 

rR0p 112~/r2B0 = 62l[!•t•ª•r), 
donde se define L • B

0
t/qR

0
p1/2 y x .. (r -r

0
}dq/dr es una coordcn~ 

da local. Asi, este ordenamiento permite balancear los efectos li

neales y no lineales en las ecs. MHD Reducidas de strauss. 

Al utilizar las termas adimensionales normalizadas, las ecua

ciones de Strauss se pueden llevar a una forma adimensional, (ver 

apéndice l\) • 

dP ali 
0. - qK¡;y a O 

di=~+ s•v'i a. 86 s • 
d ,.. av"J "' 2"' nº ( [ª¡; BP) 8RJ Qtv.w .. 88 + sq[ ... ,V. T]lt,y + q sSen8 ax - eey + cosa 8YJ 

6.26 

6.27 

6.28 

Las ecs. 6.26,27,28 describen la turbulencia local en un pla~ 

aa resistivo, para una confiquración Tokamak. 

Para estudiar las consecuencias de la invariancia de escala 

de estas ecuaciones, es necesario determinar las transformaciones 

de escala de las variables de interes, y de los parámetros locales 

a , S, K, s, q las cuales permitan la invariancia de forma de las 

ecuaciones ante cambios en la escala. 

Se utilizará una transformación general de escala y se deter

minarán las condiciones bajo las cuales la transformación permite 

la invariancia de forma de las ecuaciones anteriores. 

50: q-+ µ,q; K-+ µ2K; X .... µ3x; ¡-+ u,i; ¡ .... IJS~: p-+ µ6P: s .... µ7S; 

y-+ µºy: a· .... µº~·¡ s .... µos:~ .... µ10~. 

Al aplicar la transformación 5
0 

a las ecs. 6.26,27,28 y exi

gir la invariancia de forma ante el cambio de escala, se obtienen 

las relaciones entre los parámetros de esclamamiento que detcrmi-
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nan la transformasción de escala correspondiente a este modelo: 
-:a 2 -2 ¡z -1 2 -2 

µl • µl µJl µ5 • µ1 µJ; µ6 ª µt µ2µ~; µ7 µlµJ ; µ8 = µJ; 

µ9 = IJ; 1 
; '-'t O a µt 1 = l 

La solución a estas relaciones determina la transformación de escA 

la correspondiente al modelo: 

5
1

: q-+ µ
1
q; K--+ 1-t

2
K; X --+ 1-t3k; i --+ 1-t;21-t~i; i -+ 1-t;2µ~f; 

¡;-+ µ;1µ2µ3P; s --+ µ:µ;2s; y -+ µ3y; 13· --+ µ;'13'. 
Se puede notar que esta transformación no respeta la periodi

cidad de las coordenadas angulares, pero aún asi es válida, debi-

do a que se aplica a fluctuaciones cuya escala de longitud es pe

queña. 

El coeficiente de transporte esta definido por la ec. 6.0 y en té~ 

minos de las variables ~ y x este se transforma como: 

r 2 B
0 

2 

D = ~ ----- AT: 
Rop'/2qJs2 

Si se supone que es posible expresar este coeficiente de transpor-

te como una serie en términos de los parámetros caracteristicos de 

la turbulencia q, K, 13•, S y s se tendrá que: 

2 
D' • (~~) = E e qªKbf3•csdse 
~ a,b,c,d,e 

Al aplicar la transformación de escala 5
1 

a D' se tiene que: 

Bajo la invariancia de escala: 

a + 2d = o; b -c 6 -2d 2. 

Se obtiene entonces que: 

a = 2; b = c; d = -1 

De esta forma se tiene que el coeficiente de difusión local se pug 

de expresar como: 
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D • o 
r2Bo 

--- F
0

(ltll•,a¡ - 11F
0
(a,s) 

R
0
qp 1"s 

6.29 

donde F
0 

es una función desconocida aún, pero que solo depende de 

los parámetros a y s siendo a: 

a = Kk/l
0 

= -2 (R/B~) (dPO/dr) q2 

El par!imetro a es el que gobierna la estabilidad de los modos de 

globo (ballooning) MUO (Connor et al, 1978). 

Lo único que expresa la función F
0 

es la forma en que los pa

rámetros a y s entran en el escalamiento de D
0

, mas sin embargo, 

se requiere un trabajo experimental para vislumbrar la posible fo~ 

ma de la función F
0

• 

El principio de invariancia de escala parmite determinar la 

forma de la función F
0 

si se define más precisamente el mecanismo 

de la turbulencia. 

En la aproximación electrostática so puede suponer que el pr2 

ceso no lineal aominante en la turbulencia es la convección de la 

presión por la velocidad de fluido e ignorar los gradientes de las 

fluctuaciones en la dirección poloidal y relativa a la dirección 

radial x, despreciando otros procesos no lineales. 

Los modos de globo resistivos (ballooning) poseen estas caracteri~ 

ticas debido a que las fluctuaciones satisfacen la condición: 

a+ •-a=r e 7JV,..t ot. w"i 

De esta forma, es posible despreciar el término a~¡a~ en la ec. de 

inducción 6.27 y despreciar los gradientes de las fluctuacione~ en 

la dirección poloidal y, comparados con la dirección radial x. 

El conjunto de ecs. 6.26,27,28, las cuales describen la turbulen-

cia local, se reducen a: 
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d aªi 
¡¡¡:-

ax2 

ap 2 ¡- +~!!! 8t; + qs [ ,PJ.,, nnq ay= O 

6.30 

6.31 

6.32 

Si se aplica alguna transformación general de escala a las ecs. 

6.30,31,32 y se exiqe la invariancia de forma ante el cambio de e~ 

cala, se obtienen las relaciones entre los parámetros de escala: 

v5 - v: v; 2v6 v: v;~; v3 = v,; v; 1 = v 2 v;
1 v~ 1 v 5 v 9 

v;•v;2vs • v;2v6 - v;1v;1v7v;1v11; 

v- 1 v = v v- 1 v- 1 v v v 2 = v- 1 v v v 
17 231579 4589 

De tal forma que la transformación de escala que permite la inva

riancia de forma ante cambios de escala de las ecs. anteriores es: 

B2 : T ~ v
1
T; s 4 v

2
s; x 4 v

3
x; y 4 v

3
y; i 4 v; 1 v;'v~v; 2 ~; 

f 4 v; 2 v; 1 v~v; 2+: P 4 v; 2v3 v; 1v11P; K 4 v; 2 v
2
v;:K: q 4 v

9
q: 

s 4 v;•v~v; 2v:s: p• 4 v
11

a'. 

Al aplicar la transformación de escala B
2 

al coeficiente de difu

sión D' se obtiene: 

Si se exige la invariancia de forma de esta expresión, se tendrá 

que: a = -1; b = l; e = l; d = l; d = 2. 

De esta forma, se determina completamente el coeficiente de trans-

porte D
0

, 

6. 33 

Combinando las ecs. b.¿~ y 6.33 se obtiene la forma de la fun 

ción F
0

: 

F
0
(a,s) - a/s 

Reescribiendo KP• y s en fonna explicita en la ec. 6.JJ, 
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D0 • 2g0Rq 2 71 (se:¡-• (-dPc/dr) 

donde g
0 

es una constante no determinada. 

El coeficiente de difusión D
0 

ha sido completamente determin§ 

do salvo un factor q
0 

que no depende de los parámetros del plasma. 

Cabe remarcar que el coeficiente D
0 

es válido sólo para el plasma 

que satisface las condiciones de este modelo particular. 

2.1.1.- Transporte en Campos Estocásticos. 

Es posible estudiar las características del transporte local 

a lo largo de lineas de campo estocásticos en los sistemas de con

finamiento Tokamaks. 

El modelo de fluido resistivo implica el dominio de la conve& 

ción de la presión por la velocidad de fluido sobre otros mecanis

mos no lineales presentes en el plasma. Sin embargo, se puede sup2 

ner que el mecanismo principal de pérdida de energia es el trans

porte a lo largo de lineas de campos estocásticos. 

El modelo de campos estocásticos no esta comprendido dentro del mQ 

delo de fluido resistivo, sin embargo, si se piensa que la estruc

tura de campo magnético estocástico en el plasma está determinada 

por la turbulencia de fluido resistivo, es posible utilizar las 

transformaciones de escala del modelo de fluido resistivo para ex

traer información sobre este tipo de transporte. 

se puede considerar que las perturbaciones magnéticas presen

tes en la turbulencia de fluido resistivo destruyen las superfi

cies magnéticas toroidales anidadas del plasma no perturbado. 

Rechester y Rosenbluth (1978), dedujeron una expresión para 

el coeficiente de transporte. Este es el responsable de la difu

sión de las lineas de campo magnético en el plasma. Este tiene la 
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forma: 

6,34 

donde óBr representa al campo magnético fluctuante y Le la longi

tud de correlación de las fluctuaciones a lo largo del campo mag-

nético no perturbado. 

La longitud de correlación Le no ea fácil de determinar (Kro

mmes, et al, 1983). Estas dificultades se salvan ya que la longi

tud de correlación está determinada por la turbulencia. 

Al estudiar el plasma en un cierto tipo de sistema de confinª 

miento, se pueden presentar dos casos que caracterizarán la turbu

lencia y el tipo de transporte de energía. 

2.1.1.1.- Régimen colisional. 

Si el plasma es altamente colisional, de tal forma que la trg 

yectoria libre media sea menor que la longitud de correlación Le, 

el efecto del transporte a lo largo del campo magnético estocásti-

co no depende directamente del coeficiente Dm, pero está represen

tado por el coeficiente: 

D,= (v:/v,) (óB/B>' 6.35 

donde V
0 

es la velocidad térmica de los electrones, y ve es la frg 

cuencia de colisiones. 

Debido a que las fluctuaciones del campo magnético, óBr, son 

consecuencia de la turbulencia, se deben de transformar adecuada-

mente bajo la transformación B
1

• 

Para determinar la forma en que óBr/B se transforma, se utilizará 

la perturbación de la función de flujo ~ en la forma siguiente: 

óB •. /B = (r/R) ~ o cy 6.35' 

Si se expresa (6Br/B) 2 como una serie en los parámetros q, K, 13* ,s 
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y s, y se aplica la transformación de escala B
1

, se obtiene: 

IJ-4"2 [~]2 = E e ,_,••4)d.,.,.b-cll-2dq•Kb#J•c:sds• 
1 l ay a,b,c,d,• 1 a l 

Al exiqir la invariancia de escala se obtiene: 

[~]' = (q
2s¡-•¿ c •.• cx11°)•s0 

Las fluctuaciones del campo magnético se pueden expresar como: 

6.36 

De tal forma que el coeficiente de transporte anómalo para un pla§ 

ma colisiona!, en un campo ma9nético estoc6stico, tendrá la forma: 

6.37 

donde F
1 

es una función aUn desconocida, pero que sólo depende de 

los parámet~os a y s. 

2.1.1.2.- Réqimen no colisiona!. 

Con mucha frecuencia, los plasmas termonucleares son no coli-

sionales, los cuales tienen la propiedad de que la trayectoria li

bre media es mayor que la lonqitud de correlación L,. En este réqi 

men, el transpbrte a lo larqo del campo magnético estocástico está 

dado por el coeficiente de difusión Dz = v.»., de tal forma que dJit 

pende directamente de D
0

• Existe un problema para determinar el 

comportamiento del coeficiente de difusión D
2

, debido a que este 

depende directamente de n., de tal forma que es necesario determi

nar la forma en que la lonqitud de correlación responde ante la 

transformación de escala 5
1

• 

Al. no ser una longitud caracter1stica simple, sus propiedades 

de transformación no pueden ser deducidas directamente. 

Para determinar estas propiedades de transformación, se puede 

suponer que la difusión de las lineas de campo se lleva a cabo a 
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travez de una trayectoria azarosa, de tal forma que hay una longi

tud de paso característica dada por: 6r = (88,/B)Lc. 

Esta definición de la longitud característica proporciona las 

propiedades de transformación de L,, debido a que 6r y 88, estan 

gobernadas por la turbulencia local, de tal forma que se transfor

man adecuadamente bajo 8
1

• 

Las propiedades de transformación de ~Br estan dadas por la g 

cuación 6.36, y Ar se transforma como: 

6r ~ (r/sq)6x 

!J.x ~ µJ!J.x 11: E c.,,b,c,d,eµ;•7.dµ:-cµ;2dqaKbB'csdsc 

Al exigir la invariancia de escala se obtiene: 

6x = qs-"1: c.,, (Kli°) •s' 

de tal forma que: 

!J.r = rs- 1nF(a,s} 

Como Le = {c5Br/B)-1Ar, se tiene: 

Le::: qR
0
F

1
(a,s)-t/2F(a,s) 

El coeficiente de difusión D• tiene la forma: 

D• = (r2/qR0S) F2 (a, s) 

donde F
2
(a,s) = F

1
(a,s) 1

'
2F(a,s). 

6. 38 

6.39 

6. 4C 

El coeficiente de transporte anómalo para un plasma no coli-

sional en un campo magnetice con estructura estocástica es: 

D2 = (r
2
v/qR0S)F2 (a,s) 6. 41 

Al observar las ecs. 6.37 y 6.41, se puede decir que el pro

blema de determinar los coeficientes de transporte, para los casos 

expuestos, se ha reducido a determinar la forma de dos funciones 

que sólo dependen de las parámetros a y s. 

Las funciones F
1
(a,s} y F

2
(a,s) se pueden determinar si se consid~ 
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ra el comportamiento adicional de la turbulencia, el cual dio ori

gen a la transformación de escala B2 • 

Si se aplica la transformación B
2 

a las fluctuaciones del cam 

po .58, se tiene: 

_, -2 2 -•[ª~] 2 

vvvv-= 
i 2 J 9 ay 

Bajo la invariancia de escala: 

l: e v;•-2bv~•b•dv;2Av:-•cv;~•c 
a,b, c 1 d,ei 

a • -1; b • 5/2; c • 5/2; d = -5/2; e • -2 

(B;¡;¡ay¡2 = E e• (Sq2s 5n)-1 (lcp*)sn 

de tal forma que: 

(.5BJB>2 = 9, (r2/R~q2S) (Kp*;s¡'" 

Al comparar las ecs. 6.36 y 6.42 se determina que: 

F
1
(a,s) = q

1
(a/s) 5

/2 

donde 9
1 

es una constante multiplicativa. 

Si se aplica B
2 

a Ar se tiene: 

Ó.X -+ Vl>.X = [ C v;•-Zbv:•b•dv;2"v:a+ev;~cSaKblJ•csdqe 

Bajo la invariancia de escala: 

a = -l/2; b = 1/4; c = l/4; d = 3/4; e = l. 

Ax = E e• (q/S1
/2) (K/1°) "'s"' 

Ar = g (r/S1"l (K/1°/s) '" 

Al comparar las ecs. 6.38 y 6.43 se concluye: 

F(a,s) = g(a/s) '" 

Como F2 (a,s) = F1 (a,s) 1nF(a,s), se tiene: 

F
2
(a,s) • g

2
(a/sl'" 

6.42 

6.43 

De esta forma, se tiene que, para el transporte a lo largo de 

lineas de campo estocásticas, los coeficientes de transporte son: 

ll
1 

= g 1ll[(M/m)llJ
1"[(v/v.)R

0
q](a/s)

5
" 
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para plasmas colisionales y 

»2 • g011¡ (M/11)11J
112 (a/s) 312 

para plasmas no colisonales, conjuntamente con: 

». = g•¡ (r2
/qR05) (a/sl'

12
i L0 • g 0Rq(a/s) 

6B/B = g' (r/R
0
qs

112, (a/s) 
5
" 

donde los coeficientes de difusión y la amplitud de las fluctuaciQ 

nea del campo maqnético están completamente determinadas salvo una 

constante multiplicativa. Adicionalmente se observa que el nivel 

de fluctuaciones es proporcional a S~ 112 • 

En las ecuaciones anteriores se ha utilizado: 

r2v.fRoqS = lJV,Pl/2/Bo = lJ(V:Pll/P) 112 = lJ(Mll/m) 112 

con M/m = v2p/P y P = mv2p/M 
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2.2.- Turbulencia debida a Gradientes Resistivos. 

(Connor, 1986a). 

Los plasmas de borde tokamak exhiben un tipo de turbulencia 

caracterizada por grandes fluctuaciones ne la densidad y en el po

tencial electrostático en las regiones donde el transporte a tra

vés del plasma es significativo. 

Una comprensión realista del comportamiento del transporte y 

de las fluctuaciones observadas puede ayudar a la optimización de 

los diseños propuestos para los diversores y los sistemas de !imi

tadores, y a la obtención de una visión completa de los efectos de 

la turbulencia de borde en los regimenes de operación propuestos 

"'en-l"t>'S-toke.mak.s, .t.al.es-.c.Dmo,,.eJ.....modo-...H .A.SDEX y en los proyectos de 

bombeo en el borde. 

Como la turbulencia de borde es bastante intensa y, en base a 

los experimentos, bien diagnosticada, proporciona una base para el 

desarrollo de modelos más realistas de la turbulencia no lineal 

del plasma. 

La turbulencia estimulada por gradientes de resistividad, via 

ciertos mecanismos tales como los modos ondulatorios (rippling), 

ha sido propuesta como una posible explicación para las fluctuacig 

nes de borde y para el transporte anómalo. 

En base a previas investigaciones, se han discutido la Teoria 

cuasi lineal y lineal de los modos ondulatorios (rippling) (Carre

ras et al, 1982), una elemental teoria de la transición inicial a 

la evolución no lineal (Callen et al, 1983) y la viabilidad de los 

modos ondulatorios como una explicación de la turbulencia de borde 

observada en los tokarnaks (Callen et al, 1983). 

Los modos ondulatorios (rippling) son modos resistivos estimy 
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lados por un qradiante da resistividad en la presencia de una co

rriente a lo larqo del caapo Sllqnético. Estos dependen de una per-, 

turbación de la resistividad en la ley de Ohm, la cual surqe en la 

presencia de un qradiente radial de resistividad. Si la resistivi

dad depende sólo de la temperatura (esto es, los efectos de impur~ 

zas son iqnorados), entopces la inclusión de una conducción térmi

ca del electrón paralela tiende a suprimir la perturbación resistí 

va y, por lo tanto, a reducir la razón de crecimiento para un nú.m~ 

ro de modo poloidal dado m, (se considera m > 1). 

Un gran nW.ero de tratamientos de la evolución no lineal de 

la turbulencia de los modos ondulatorios han sido reportados en la 

literatura existente. En particular Garcia et al, (1985), han com

pilado toda esta información y han proporcionado una discusión com 

plata y sofisticada de la turbulencia debida a los gradientes re

sistivos, y han obtenido, adicionalmente, una expresión para la di 

fusividad térmica: 

D lill 1.34 CL.Ec/L1'JB
0

)""
3

(x .. <k!
2>r ... )· 1

/
3 

6.44 

donde L, y L~ son las escalas de longitud del torcimiento (shear) 

maqnético y del gradiente de resistividad, E
0 

y B
0 

son los campos 

toroidales eléctrico y magnético, y <k~ 2>n1 es la raiz cuadrada 

media promedio sobre el espectro turbulento de k~ = m/rL •. 

En la evaluación de esta expresión, los autores usaron los resultª 

dos de una simulación numérica con helicidad multiple, produciendo 

un valor de <m2> ,... a: 4 6. 

Este resultado está en razonable acuerdo con las mediciones experj 

mentales. 

Como se ha visto, la turbulencia debida a gradientes resisti-

vos, via la turbulencia de los modos ondulatorios, se presenta ca-
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mo una posible explicación de las tluctuacionea observadas en la 

reqión borde de los tokamaks. 

Existe un conjunto de ecuaciones que describen adecuadamente 

a los modos ondulatorios el cual se obtiene al considerar el 11mi-

te electrostático de las ecuaciones MHD resistivas en una geome-

tria cil1ndrica, (ver apéndice B), utilizando argumentos análogos 

a los aplicados en la deducción de las ecuaciones HHD reducidas de 

de Strauss. 

El conjunto consta de dos ecuaciones no lineales, las cuales 

determinan las fluctuaciones del potencial electrostático y de la 

resistividad. si se combina la ley de Ohm con la ecuación de vorti 

cidad, en el marco de las ecuaciones MHD reducidas, se encuentra 

que las fluctuaciones del potencial electrostático satisfacen la ~ 

cuación: 

(p/B:>ik ~;¡; = - ~ v,'.º"i - J,v'.º1;j/'l0 o 
6.45 

en donde i representa las fluctuaciones del potencial electrostáti 

ca, p la densidad de masa, J, y B, la corriente y el campo magnéti 

ca a lo largo del eje del cilindro, y además, la resistividad se 

ha escrito como la suma de una parte promedio, que representa el 

estado base del sistema, y una parte que fluctua rápidamente: 

ll = 'lo + ;j 

Por otro lado, las fluctuaciones de'la resistividad se determinan 

a partir de las ecuaciones de energia para el electrón: 

d - 101
2

- ai d 
dt ll - -:>:,,V,, ll = -(1/rBo)BB nr 'lo 6.46 

En las ecs. 6.45,46 se encuentran la derivada convectiva no-lineal 

d a -1 - a -1 (ª¡ a ai a } df ""' dE + Bo VJ. txez·V • 6f + (rBz) 88 a'F - 8z: 89 

y los operadores gradientes, paralelo y perpendicular al campo ma¡ 
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nético: 

( J IJ 8 -2 8
2 

•2 a2 

v.º = cs.;rs,>00 + iiZ; v. z ;,_:. + r ".;• 

En este caso se tiene que las cantidades fluctuantes varian rapidA 

mente en la dirección perpendicular al campo magnético, pero lentA 

mente a lo largo de él. 

Para expresar esto formalmente, se adoptará una forma adimen-

sional para las cantidades fluctuantes introduciendo las variables 

adimensionales siguientes: 

't" ~ (B/Rqp1,.)t; x ~ (r - r
0

) .! <!<I. 
q Or' z = Rt; 

' ~ (qRP1";r•s:i i; lJ = ii/7J
0

; e = xt; + qe 

en donde se tiene que r
0 

es un radio de referencia, de tal forma 

que x es una coordenada local. Para simular la geometría de un To

kamak, con radio mayor R, s.e introduce la variable ~ = z/R, que 

juega el papel de un ángulo toroidal, y se expresa el torcimiento 

magnético en términos del factor q: s = (r/q)dq/dr. 

La forma en que las ecs. 6.45,46 se transforman en términos 

de las variables adimensionales, es la siguiente: Se supone que 

las var'iaciones de s con respecto a r son pequeilas, de tal forma 

que las derivadas de s con respecto a r se puedan despreciar. 

Se define el operador [f,gJ•,x como: 

[f,g]O' X a~~ - ~ ~ 
Utilizando los elementos anteriores, la derivada convectiva no li-

neal toma la forma: 

d a !!_Bt + (rB,)" 1[t, J = at: !!_ + (rB. 1 )~ ai [t ] étt B,r 8f Ot' z: Or 8J 1 B,x 

Como se tiene que: 

~ = ! c:!9 -(r-r )q·•[<!<I]
2 

+ (r-r )q·•~ + ... 
ar q Qr o ar o dri? 
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Se obtiene la forma de la derivada convectiva no lineal: 

~ • (B/qRp
112

) [~ + s[t, )0,.] • 1B,1qRp
112)lk 6.47 

El gradiente perpendicular toma la fonaa: 

v2 = ~ + _! ~ = a
2
x !!_ + [~]·~ + 

... Br2 r2 892 arª ax ar Bx2 

Como B2x/Br2 = r~1Bs/Br, es posible despreciar este término. Asi: 

V~ a: r-2 [s2 ~ + ~] = r-2 V~ 
ax• aa• 

El gradiente paralelo toma la forma: 

v'º' • ...! [!!.... + qh - xi!...] = ...! v " qR BB B<; BB qR " 

Tomando en cuenta las expresiones 6.47,48,49: 

La ec. 6.46 se transforma como: 

La ec. 6.45 se transforma como: 

g,,'C11 - (x,,p''"/B,qR)V~TJ = - r ~" Bt uL :¡¡
0
.,r 080 

Se definen los coeficientes s, j, K, l/l como: 

s • r
2
B/11oqRp

112
; j • RqJ/B,; K • X p

112
/qRB,; 

1/t • (r/11
0

) (d11/dr) 

Las ecs. 6.45,46 toman la forma adimensional definitiva: 

;kv~t = -~t - jv.11 

;k11 -KV~TJ • Í ~ 

6.48 

6.49 

6.50 

6.51 

Las ecs. 6.50,51 describen a los modos Ondulatorios. En estas 

se llevará a cabo el análisis de invariancia de escala, para detex 

minar las caracteristicas de la turbulencia debida a estos modos. 

Se procede de forma análoga a la utilizada en los modelos anterio

res, determinando las transformaciones de escala que permitan la 

invariancia de forma de las ecuaciones de este modelo, escalando 
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todas las variables y coeficientes de interes. 

Asi, la transfonaación de escala general as: 

«': x ~ a
1
x; ~ _. a 2 ~; 8 ... a

3
e: t ... a:.t; S ... a

5
s; t ... a

6
l; ~ ... a

7
11; 

K ... ªaK; j ... a9j; s _. ª10ª· 

Al aplicar la transformación[' a las ecs. 6.50,51 y exigir la in-

variancia de forma de las mismas, se obtienen las relaciones entre 

los parámetros de escala, que determinan la forma de la transfontª 

ción de escala que permite la invariancia de forma de las ecuacio

nes anteriores: 
-1 -t -2 -2 -t 2 2 -2 -1 

ª2 = ª1 ªJª•ª10 1 ª1 ª2ª•ª10 = ª1ªJªcªs = ª1ªJª7ª9 6. 52 

-2 2 -2 -1 2 -2 -1 -! 
ªJ = ª10ª1 : ªz ª7 ª1 ªJ ª1ªe = ªJ ª•ª6 ; ª1 = ªJª10 

De esta forma, la transformación de escala que permite la invarian 

cia de forma es la siguiente: 

[: x ~ a
1
x; ~ _. a 2 ~; e ... a 1 a:~~e; t ... a~a; 1 a;~~: s ... a; 2 a; 1s; 

l-. a
1
a:a

9
t: TJ _. a; 2a; 1 a;~11; K ... a; 1 a;~K; j --+ a

9
j; s -t o: 10s. 

(Se puede notar que la transformación de escala f no respeta la p~ 

riodicidad de las coordenadas angulares, pero es permisible debido 

a que se aplica a fluctuaciones con escalas de longitud pequeñas). 

se considera nuevamente la existencia de un coeficiente de 

transporte local, d~do por la ec. 6.0. 

Es posible expresarlo en términos de las variables adimensio-

nales x y T, para aplicar directamente la transformación ~. 

D - ~·- ~ _B_ ~2 
s2 Rqp112 i: 

Sea D ~ (óx) 2
/T y se supone que Ó se puede expresar como función 

de los parámetros s, j, K, l y s en la forma de una serie, 

si se aplica la transformación rr a ambos lados de esta expresión: 
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Al exiqir la invariancia de roraa de esta acuación ante [, se ob-

tienen las relaciones entre los indices de escala: 

-2a + d • 2; -a -e + 2d a -1; b + d ~ O; -2c + e = O. 

La solución a estas relaciones es: 

a = d/2 -1; b = -d; c = 2 + 3d/2; e = 4 + 3d. 

De esta forma, el coeficiente D se puede expresar como: 

D = ¡: e sd/2-tj-•K"•Jd12t•s•"• = (j/t) 413s-513!'(_Lj 
• d srt2 s 6 

El coeficiente de transporte D tiene la forma: 

D = ~ - 8-- --1 - (j/l) 413F(_r_) 
s 2 Rqp112 S 5

'3 SK 3 l 2s 6 
6.53 

dnde F es una función desconocida, pero que sólo depende de los 

parámetros indicados. 

Es posible determinar la forma de la función F, a partir del 

principio de invariancia, si se define más exactamente la turbulen 

cia. Si se supone que las fluctuaciones varian mucho más rápido en 

la dirección x (radial), que en la dirección a (poloidal), es posi 

ble eliminar el término tl¡aa2 en la expresión para 92
: 

ij~ = s 2
éJ2/IJX

2 

Las ecs. 6.50,51 preservan su forma debido a que 92 solo cambia en 

su estructura interna. 

Al aplicar la transformación ~ a las ecs. 6.50,51, con la modificA 

ción hecha al laplaciano ortogonal, se observa que las relaciones 

entre los parámetros de escala se ven afectadas sólo por la elimi

nación del término a2/ae2
• Esto es, la relación a~ 0/a~ = a; 2 desa

parece de las relaciones 6.52, sin embargo, se conserva la trans

formación del laplaciano ortogonal. 

La solución a las relaciones 6.52, eliminando la relación indica

da, determina la transformación de escala: 

137 



~': x ~ a 1 x~ T ~ a; 2a~a; 1 T; 8 ~ a38t t ~ a:a; 1a
8
a;!t; l ~ a 6l; 

S ~ a; 2a
8
a:

0
s; K ~ a

8
K; l) ~ a

1
a; 1

11; j ~ a 1 a;
2a 6a:a~ 0 j; 

s ~ ª10 8 • 

Aplicando [' al coeficiente D se tiene: 

D ~ a:a;2ªºº a r c,.,b,c,d,.a;2a•ba;2ba:•da:•2b•Ca:•2b•esªj bKcldsl! 

La invariancia de escala determina que: 

-2a + b = 4; -2b • -2; b + d = O; a + 2b + e = 1: 2a + 2b + e = O 

cuya solución: a -J/2; b = l; c • 1/2; d = -1; e = 

determina la forma de D: 
ñ -= g s-3njK1nC1s 

y la forma para el coeficiente de transporte D es: 

D = g ~ __ B_ Ktn j_ 
s Rqptn 5 Jn l 

Utilizando las definiciones de s, j, K y 1 se tiene: 

D = gl)J12);'112_.!!_ Rqp112~LnTJo 
sa• 

donde g es una constante multiplicativa no determinada. 

6.54 

Es posible determinar la forma de la función F comparando la ec. 

6.53 con la ec. 6.54. En este caso se obtiene que: 

F = (S.i'fs
6
/j") "

6 6,55 

Al inicio de esta discusión se planteó que Garcia, et al, to

mando como base la extensa discusión sobre la turbulencia de los 

gradientes resistivos hecha por ellos mismos, propucieron una ex

presión para el coeficiente de transporte ec. 6.44, la cual predi

ce que D ex x:1n. Si se observa la expresión obtenida mediante el 

argumento de invariancia de escala, ec. 6.54, se notará que esta 

predice D ~ x~/2 , lo que muestra la incompatibilidad de las dos ex 

presiones propuestas. Mas sin embargo, esta discrepancia es enga~Q 
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sa debido a que la ec. 6.44 contiene una cantidad que no se encuen 

tra determinada, <m.2>,.... 

Para determinar la forma en que <m2 >,... se escala con los pa

rámetros S, j, K, l y s se puede aplicar la transforaación [a es

ta expresión y exiqir la invariancia de forma. Para esto se supone 

que m, siendo el nrtmero de modo poloidal, est6 relacionado con las 

variaciones en la dirección poloidal, de tal forma que m - 8/88, y 

que es posible determinar el término <m2>,... como una serie. 

Aplicando [ a este término: 

<m2>r•• -+ a;2<m2>r.• = I: e a;2a•ba;2ba:•da:•2b+ca:•2b•es-jbKctds" 

Ante la invariancia de escala se tiene que: 

a = 1/21 b = l; c = -5/2; d = -1; e = -J 

6.56 

Una vez que se ha determinado el escalamiento para <m 2 >,... se pue

de revisar la ec. 6.44. 

De esta expresión se tiene que: 

D « (:t"<k~2>r••)·t/J. 

Como k! = m/rL., 

Da: Cx .. <m2>"'.>-uJ. 

Como sólo se busca la dependencia con x .. , se tiene que: 

De esta forma se tiene que: 

D ~ (:t'.:t':"'2J · lll 112 
= x .. , 

Y se observa que se recobra el resultado de la ec. 6 .54, D °' x:.12
• 

Se encuentra que la ec. 6.54 está en concordancia con los trata

mientos no lineales propuestos y recolectados por Garcia, et al. 

De esta forma: 

D - ~ 
TB2 
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T • s [dLnl)] 
(ll

3
X.P) "ª ttr 

6.58 

Aunque las razones de crecimiento para un número de modo fijo 

m se ven reducidas al aumentar x .. , se encuentra que el valor caras; 

teristico de m disminuye junto con x •• de tal forma que la difu

sión aumenta. Este efecto está limitado por la condición de que el 

término relevante <m2>r•• sea suficientemente grande para que sea 

apropiada una descripción de la turbulencia; esto es, para que las 

superficies racionales sean lo suficientemente densas para que los 

modos puedan interactuar entre si. 

La descripción electrostática podria ser también consistente 

para estos valores de m tan altos. 

Al observar el escalamiento 6.57 se nota que este implica que 

la turbulencia no está tan restringida al borde del plasma, como 

se implica en el escalamiento 6.44. (Los efectos de altas tempera

turas se ignoran en este modelo, tales como el efecto de los Ra-

dios de Larmor Finitos). 

La colllbinaci6n de las ecs. 6.44 y 6.56 muestra que la forma 

de la ec. 6.44 para la difusividad D está determinada por los argy 

mantos de invariancia de escala, y es mucho más expresiva que lo 

qt.Je podrian implicar los cálculos no lineales particulares. Por o

tro lado, hay una ventaja en el cálculo de la ec. 6.44, y es el h~ 

cho de que este proporciona un valor para la constante g. Esto de

pende de la simulación numérica para <m2>~••' la cual se obtiene a 

partir de un conjunto particular de valores de los parámetros s, 

j, K, t y s. Normalizando a este resultado, seria posible extender 

la validez de la ec. 6.44 con la ayuda de la ec. 6.56. 
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2.3.- Turbulencia de Ondas de Deriva Resistivas. 

(Yagu1, et al, 1987). 

En esta sección se discuten las propiedades de invariancia de 

escala de la turbulencia de ondas de Deriva Resistivas Electrostá-

ticas en sistemas con geometria espiral. 

Las ecuaciones que describen adecuadamente a este tipo de tu~ 

bulencia se pueden derivar combinando la ecuación de inducción con 

la ecuación de verticidad y con la ecuación de continuidad para e-

lectrones reducidas, en el limite de la aproximación electrostáti-

ca, (ver apéndice C). 

Como se está considerando un sistema que ofrece·una geometria 

espiral, se utiliza un método de promedio sobre variaciones de lon 

gitud de onda corta del campo magnético debidas al arrollamiento 

espiral. 

En las ecuaciones que describen a este modelo se hacen las sy 

posiciones de incompresibilidad en la ec. de continuidad, y que el 

término de curvatura espiral se puede despreciar en la ec. de vor-

ticidad. 

El ordenamiento adecuado para el metodo de promedio se denomi 

na "Expansión Stellarator", el cual fue desarrollado por Green y 

Johnson (1961). 

Las ecs. que describen a este modelo son: 

~ ~ v2 t = L (B·V) 2 (~ -...! p) 
8

0 
at .1. 'IJB

0 
ep

0 

~ p = -M(el)B2)- 1 (B·V) 2 (~ -...!p) at o ep
0 

Las ecuaciones se normalizan utilizando las cantidades: 

i: = t/i:·; r· = r/a; z• = z/R; ifl• = i:·o»/B0a2; T• = p~/2RT/cB~r2 

n· = neR/pv2: 1) = i:·ri/a2: i:· = p~nR/80 

6.59 

6.60 

Como se desea describir las propiedades de la turbulencia lo-
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cal, es necesario considerar que, en el limite de ~· peque~as, la 

turbulencia involucra fluctuaciones cuya escala de lonqitud a tra

vés ~el campo magnético es pequeña comparada con las dimensiones 

del plasma, pero es comparable a estas a lo largo del campo magné

tico. De esta forma, si se desea explotar las características de 

las fluctuaciones, se puede considerar que las variables ~· y n· 

se pueden expresar como la suma de una parte base, y otra que re

presenta a las fluctuaciones: 

n: es el valor base y i y ñ son las fluctuaciones no lineales. 

Se introducen además nuevas variables locales ~"-~~Pe!1di~nt':'.~!_ 

x = (r -r
0
)dq/dr; y = ( - qa; z =a 

donde r
0 

es una superficie de referencia. 

Existen dos escalas de longitud distintas. Las fluctuaciones 

varian rápidamente en las direcciones x e y, pero lentamente en la 

dirección z, mientras que las cantidades base varían lentamente en 

todas direcciones. Asi, las ecs. 6.59,60 toman la forma: 

d ñ + qK ~ = • •• a l [1 a ¡ T
0

a ñ] ClT 8z -(qno) iiZ ;· q az - q az 6 • 61 

d 2•- l a l [1 a ¡ T
0 

a ñ] <n v_ ~ = -q: íIZ ;· ii az - iJaz 6.62 

Los operadores v~· y d/d~ se definen como: 

v~· = q2s2[~ -zW]2 + [h -q~]2 

}.: = k + qs(ci, l.,z - z[i, l,,. - q[t, l,,,] 

af a af a 
ax 8Y ay ax· r f, l.,, 

si se supone adicionalmente que las fluctuaciones varian más 

rápido en la dirección x que en la dirección y, los operadores an

teriores se reducen a la forma: 
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Para investigar las propiedades de invariancia de escala de 

las ecs. 6.61,62, se aplica la transformación general de escala 

B0: x ~ A1x; ~·-+ .\ 2 ~·; q ~ A3q; s ~ >. 4s; n~-+ A5n:; ~-+ .\ 6r; 

y~ A7y; ~-+ ,\of; ñ-+ A9ñ; T.-+ A,OT·; K-+ "'11K; z-+ ,\12z. 

a las ecuaciones anteriores, y se exige la invariancia de forma de 

estas ante 5
0

• Asi, se obtienen relaciones entre los parámetros de 

escala que definen la transformación que permite la invariancia de 

forma de las ecs. 6.61,62 ante cambios de escla. 

AID -== >.~>_;2>.~2,\5; Ali = x;t.\/•4,\9 = A1>.;1i\;JA~1; ;\7 =A,; 

i\9 = ~~,\;lx;·A~IA~I; ,\8 = ,\;,\;th;6i\~3; ,\6 x;2A?A~A: 

La transfoI11lación tiene la forma: 

B: x-+ >.
1
x; ll•-+ >.

2
71•; q-+ A

3
q; s-+ A

4
s; n~-+ .\. 5 n~; y -t .... 

1
y; 

r-+ >..;2 A,/·~>-!r; i-+ A~.\; 1 >.;6 A;3t; ñ ~ A~A; 1 >-;iA; 1 A~ 1 ñ; 

T•-+ A:).;2 ;..~2 >. 5 T•; K-+ A1A; 1i\;3>.;1K. 

Se supone que el coeficiente de transporte )' se puede expre

sar como una serie en términos de los parámetros inclcidos en las 

ecs. 6.61,62: 

6.63 

Se puede observar que en la expresión 6.G3 se encuentran seis can-

tldades de equilibrio, que son mayores a las cantidades indepen-

dientes en la transformacion de escala B. 

Se espera que el coeficiente de transporte sea descrito por M 

na función desconocida que dependa de un sólo parámetro. 

Para verificar esto se aplica la transformación B a la ec. 

6.63 y se exige la invariancia de forma. Esta exigencia proporcio-
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na las relaciones entre los indices de escala que determinan la 

forma funcional del coeficiente de transporte • 

• A'A-1A-·A-2(Ax) =E e A2unAl-YA•-2u-lvA-2\HwAu-••• 
1 2 l .~ l 2 3 4 5 

• •t •u v w •x 
X q lJ T I': S n

0 

La invariancia implica: 

v = 4 -2u; t ... 3 -2u; w = 2u -2; x = 4 -Ju; s = -4u + s. 

Como se observa que existe un único indice de escala independiente 

el coeficiente de transporte dependerá de un argumento simple: 

W2= 9ª11•:1K•n•'F( T•s2 J 
"t' s2 q'll •2K2n:J 

El coeficiente de transporte D
0 

= (Ar) 2/At se expresa como: 

D I':' D F ( T" s' l 
O .,. ~ p• Q4T)•2x2n•3 

dnde D es esl coeficiente de transporte pseudoclásico . .. 
6. 64 

Se puede avanzar un poco más en la determinación del coefi

ciente de transporte D
0 

introduciendo alguna suposición adicional 

sobre la turbulencia local. Si se supone que las fluctuaciones sa-

tisfacen la condición: 

a¡ax - za/ay 6.65 

en lugar de a¡ax - 8/Cy, la coordenada z entra en la transfor.::a

ción de escala correspondiente a este modelo. 

Aplicando B
0 

a las ecs. 6.61,62, tomando en cuenta la condición dR 

da por 6.65, se obtiene la transformación de escala que caracteri 

za a estas fluctuaciones: 

!J': " ... Atx; 
. 

A2 lJ 
. 

i\Jq; s ... i\4s; _, Asno; A lJ ... ; q ... no z ... ºz; 
~ ... A-2A A4A2A2~· 

l 2 J .. 6 , y ... i\tA6y; i ... .\tA-t.\-6A-li\-t¡. 
1 2 J .. 6 ' 

ñ .. A.2.\-1A-ti\-1.\-1i\-
1

t-. T 
. ... ,\2,\-2,\ -2,,, T 

" ... i\ i\-1 i\-: i\ -1 \-1!( 
1 2 J t s 6 n, 1 3 " 5 

: t 2 ~ 5 6 

.La ac. 6.63 responde ante la aplicación de la transformación 5' de 
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la forma aiguiente: 

B • 4: t - l; U - l; V• 2i W •O; X - 1 

El coeficiente de transporte tiene la forma: 

D == g ~ q4 11•T•x2n• 
o o q2s2T.• o 

el cual se puede representar como: 

k' 
Do ::: go ~ Dp• 6.66 

donde g
0 

es una constante. Esto es, para este tipo de fluctuacio-

nes la función F es una constante. 

Se debe de notar que la transformación de escala 8' no respe-

ta la periodicidad de la coordenada angular, más sin embargo esto 

•s permisible debido a que el análisis de invariancia de escala se 

•Plica a fluctuaciones de longitudes de onda pequeñas. 

se encuentra que el coeficiente de transporte 6.66 se perfi

la como el coeficiente para el transporte anómalo en la turbulen

cia de borde (Yagi, et al. 1987). Además se encuentra que el coefi 

ciente de transporte aumenta hacia la región borde del plasma. 

Si se aplica la transformación B' a las fluctuaciones de la 

densidad y de la función de flujo, suponiendo que estas se pueden 

expresar como series, en la forma 6.6, se obtiene que estas tienen 

la dependencia: 

Debido a que a lo largo del análisis se ha supuesto que T es 

constante, lo cual es válido cerca de la región de borde de la ma

yoria de los tokamaks, los resultados anteriores indican que las 

fluctuaciones aumentan hacia el borde. 
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2.4.- Turbulencia debida a los modos de Intercambio Resistivo. 

(Yag1. et al. 1987) 

cuando se presenta un gradiente de densidad invertido en un 

campo gravitacional, o un gradiente de presión invertido en un cam 

po magnético curvo se estimula una inestabilidad denominada Modos 

de Intercambio. De esta forma, los modos de intercambio en un pla4 

ma termonuclear confinado magnéticamente son estimulados por gra

dientes de presión locales y por la curvatura del campo magnético. 

Esta sección se limitará a los modos de Intercambio de tipo resis

tivo o Modos g. 

La turbulencia debida a los modos de intercambio resistivo o 

mo~os g (Yag1, et al, 1987) 1 para plasmas con valores finitos del 

parámetro a en sistemas de confinamiento magnético con estructura 

helicoidal, puede ser descrita por las ecuaciones reducidas de mo

vimiento, de inducción y de continuidad (ver apéndice C). 

Estas tienen la forma: 

RpB~ 1~~+ • - B·VV~i + RTVOxQn·z 

~"t = -RB~ 1 B·V~ + l)V~4' 

~=o 

6. 67 

6.68 

6.69 

donde z denota la dirección a lo largo del sistema toroidal, T la 

temperatura de los electrones, la cual se supone constante, ~ un 

un potencial magnético dado por el arrollamiento helicoidal de los 

conductores. 

El campo magnético promedio está dado por ii = zxQ ( + + +,) /R + B
0
z. 

El término de curvatura se define como n • {Vl)2/B~ y la función 

de flujo +, está dada externamente por el campo magnético helicoi

dal +, • ii<l>xVl·Z/28
0

• La barra indica un promedio sobre la longi 

tud de paso del campo espiral, y los paréntesis < > representan u-
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na integral con respecto a la variable que corresponde a rápidas 

variaciones a lo largo de la dirección z. La derivada convectiva 

está representada por d/dt 

Debido a que interesa el caracter local de la turbulencia, es 

posible introducir un conjunto de cantidades adimensionales norma-

lizadas. Bajo estas variables las tres ecuaciones de campo pueden 

expresarse en una forma normalizada, la cual es apropiada para es-

tudiar las propiedades de invariancia de escala para los modos g. 

Las formas adimensionales adecuadas son: 

't' = t./'t' : ,. • <'t'./r2
B

0
)f; 'i'• • (l/r2 B

0
)+; TJ• = ('t./r:a)lJ; 

T• = (-r./aB
0

r 2 )T; n• = (eR/p~ 12 )n; 'C• = p~12R¡a0 • 

En el limite cuando se tienen valores pequeños del parámetro 

11• la turbulencia presenta fluctuaciones cuyas escalas de longitud 

a través del campo maqnético son pequeñas comparadas con las dimen 

sienes del plasma, pero a lo largo del campo las escalas de longi

tud son comparables a las dimensiones del plasma. Estas caracteri2 

ticas de las fluctuaciones pueden introducirse en las ecuaciones 

de campo al considerar que las funciones de flujo y la densidad se 

pueden considerar como compuestas de una parte fluctuante y una b~ 

•e: +• = t: +Y; •• ª 1: n· • n:(l + ñ), donde+: y n: son los va

lores base y I, 1 y ñ representan a las fluctu~ciones no lineales. 

Para representar el caracter local de la turbulencia se intrg 

ducen nuevas variables locales independientes x = (r -r
0
)dq/dr; 

z • B; y = ~ - q9, donde r
0 

es una superficie de referencia. 

Esto significa que existen dos escalas de longitud en el sistema. 

Las fluctuaciones varian rápidamente en las direcciones x y y pero 

lentamente en la dirección z, mientras que las cantidades base va-

rian lentamente en todas direcciones. 
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Considerando la normalización anterior, las fluctuaciones y 

las variables locales, se obtienen las ecuaciones que describen el 

comportamiento de las cantidades fluctuantes (ver apéndice e). 

!kv~·:r a .! ~v··~ + q2s[~ V
20f] 

u1. - ,. q Bz .. ' " x,y 

~ = .! 1l. + i¡"vª"J a't' q az .. 

gg -Kq1J. = O 
<« By 

Los operadores y parámetros se definen como: 

d 8 2 T 2º 2 [ª 8 ] 
2 

2 Cft' • (J:r + q S(lf11 Jx,y; V.&. >= q S 8i - zay + q282/8y; 

[ f J 8f ~ 8f ~ 
,g ••• a ax ay - ay ª" 

r ~ • • • 2 ao DO s = q ar' /C = (r/n
0
)dn/dr¡ ll = (n

0
T

0
r/B

0
) a;:: = BPr ar 

6.70 

6.71 

6. 72 

Bajo la suposición de que la turbulencia de los modos g tie-

ne caracteristicas de fluctuaciones electrostáticas es posible eli 

minar el término 8~/81: en la ley de Ohm, debido a que la condición 

a;¡a~ < ~·v~ < w'J se satisface. w' se define como w' = l/2n't'·. 

Para la turbulencia local las fluctuaciones puedan variar más rápi 

do en la dirección radial x que en la dirección poloidal y, lo que 

significa que el mecanismo no lineal dominante es la conveccion de 

la densidad de la velocidad de fluido. Asi, el operador laplaciano 

perpendicular se reduce a la forma: 

v~· - q2s 2 rl;ax2 

y el término [t°,v~"fJ,,, se puede despreciar en la ecuación de mo

vimiento, 6.70. Oe esta forxna, el modelo de ecuaciones que descri-

ben la turbulencia local de los modos g es: 

~2s282~ = .!. L q2s
282+" -

a-r .. Bx2 q az ax2 

.!. 1J. + ~'q2s2 82~ = o 
q 8Z ., ax• 

dñ ª' ~ Kqay=O 
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Lll transformación general de escala que servirá para determi

nar las propiedades de invariancia de escala del modelo de ecuaci2 

nes que describen a los modos g es: 

50: ~ ~ .\1~; X' ).2X; y~ .\ly; 1 ~ .\41; J ~ .\SJ; ñ ~ .\6ñ; 

Al aplicar la transformación 5
0 

a las ecs. 6.71,72,73 y exi

gi~ la invariancia de forma de las ecuaciones ante el cambio de e~ 

cala se obtienen las relaciones entre los parámetros de escala: 

i\.; 1 .\;2.\,A:.\~O = ,\;2).s,\e,\~0,\12 = ),,;1).i.;1
,\11: 

A,A;l,\;~ == ,\;2,\5,\7,\: ,\:ot i\.;t,\6 = ,\;1,\.>•i•:A10 :r ,\;1A4\A9, 

junto con la relación .\; 1 = >.;2.\
4

.\:.\
10 

que proviene de la invarian 

cia de forma de la derivada convectiva. La solución a estas rela-

cienes define la transformación de escala particular: 

i\.t -= ,\2 ,\;u2).;J12,\;~12; Al= .\z: A, • A2.\!12,\;312A~~/2; 

.\7 = ).~,\;tn.\; 9,.2.\;~ 12 ; ,\9 ª ).;
1
,\6.\0,\10 1 ,\11 = .\;

1
.\s>.;

1>-! ,\:o· 
La transformación de escala que permite la invariancia de forma de 

las ecs. 6.71,72,73 ante cambios de escala tiene la forma: 

B: "[ -+ .\2,\;11'2,\;112,\;~/2'"[¡ X -+ ,\2x: y-+ .\2y; 'f -+ Asl: ñ-+ A6ñ; 

1 _. ,\2,\~/2).~l/2,\;~/2~; TI•-+ ,\~,\;t/2,\~9,z,\;~/271•; q-+ .\Bq; 

K-+ ,\;1.\6.\.8,\lOX'; s-+ ,\1 os; 13•-+ ,\;1,\s,\~1.\:,\:0/3•. 

Para analizar las caracteristicas del transporte anómalo se 

supone que existe un coeficiente de transporte dado por 6.0, y que 

este se puede expresar como una serie en términos de los paráme

tros presentes en el modelo de ecuaciones. 

(.dX) 2 = r C '•qtl(us"p .. ' 
~ slttW J'1 

Al aplicar la transformación B a la expresión anterior se determi-

nan las constricciones apropiadas al coeficiente de transporte. 
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2 
A A 112). 1/2A 1 /2 e Ax) - E e A 3•-u-wA -11'2 .. wA u-lfA-9/2••l•u•2'f 

2 5 8 10 4T 2 5 6 8 

X A;~2••u+v+2wlJ '•ql!C.usv(J•"'. 

La invariancia de forma ante cambios de escala implica que: 

3s -u -W = l; -l/2S + W = 1/2; i U -w = O; 

-9/25 + t + U + 2W a 1/2; -5/25 + U + V + 2W = 1/2. 

La solución a estas relaciones es: 

B - l; t • 2; U • 1; V • 0¡ W = l. 

Se determina el coeficiente de transporte salvo una constante e: 

1*1-2 
=e 71'q2TC¡i• 

Como se tiene que D0 = (Ar)2/At, 

D --+_LW2 
O q2B2'C• 'C' 

De esta forma, el coeficiente de transporte D
0 

está dado por: 

D
0 

= e (!C/s2¡ 71¡¡' 

6. 76 

6.77 

Este coeficiente puede definirse coso el coef icientc de transporte 

convectivo. 

2.4.l.- Transporte en campos magnéticos estocásticos. 

La turbulencia presente en el plasma puede influir sobre la 

estructura del campo magnético (ver sección vr.2.1.1.). 

Existe un mecanismo que induce un transporte anómalo, el cual 

está detenuinado por las fluctuaciones del campo magnCtico debidas 

a la turbulencia de los codos g. Este fenómeno se presenta cuando 

las perturbaciones magnéticas destruyen las ~uperficies magn~ticas 

toroidales anidadas del plasma en estado no perturbado, para crear 

una estructura de campo magnético estocástico. En Cste régimen se 

pueden considerar dos casos para los cuales existcJ~n co~fici~nte 

de transporte particular (Rechester y Rosenbluth, 1978). 
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Si se supone que el plasma es altamente colisional de tal fo~ 

ma que la trayectoria libre media es pequeña comparada con la lon

gitud de correlación de las fluctuaciones a lo largo de las lineas 

de campo no perturbado Le (Kronunes1 et al, 1983), se define el co~ 

!iciente de transporte colisional como: 

»1 = (v~v.) (aB/B)
2 

donde vr es la velocidad térmica de electrones y v
0 

la frecuencia 

de colisiones. 

Si sa aupona que la trayectoria libre media es •ucho mayor que Le, 

el transporte a lo largo del campo estocástico está dado por el 

coeficiente de transporte no colisional: 

D2 = v.<0B/B>2L
0 

Para determinar las leyes do escalamiento para estos dos coeficien 

tes es necesario determinar los escalamientos de (6Br/B) 2 y de Le. 

Para determinar el escalamiento de las fluctuaciones del campo mag 

nético se puede utilizar la perturbación de la función de flujo i: 

(oB /B) 2 ~ Ó
2

[~
2 

r R2 aYJ 
Se expresa el término (Bl/By) 2 como serie en términos de los pará-

metros que caracterizan a la turbulencia: 

[~
2 

= ¡: c.,.,..TJ00

q'F."s·fl .. , 

y se aplica la transformación B. Se obtienen las constricciones a

propiadas a estas fluctuaciones. 

,\ - 2). 2 ,\ 31-u-... [~ 2 = E e ,\ -112 ..... ,\ u-... ,\ - 9/21+l+u+2w ,\ -Sl21•u•v•Zv X 
2 s :? ay J s 6 o 'º 

T) •1qlK'USY~H• 

La invariancia de forma implica que: 

Js -u -w = -2: -l/2s + w = 2: u -v = o; -9/2s + t + u+ 2w = o 

-5/2S + U + V + 2W = 0. 
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La solución a estas relaciones determina el escalamiento para las 

fluctuaciones del campo: s • 1: t ~ -3: u ~ 5/2: v = -5: w = 5/2 y 

cai/By) 2 - nºq"3(Kt3'/s2¡"2. 

De esta forma se tiene que: 

(óB /8¡2 - ~ { [J<P']S/2 
,. R2 q2 6 2 

6. 78 

Para determinar el escalamiento de la longitud de correlación 

Le, se puede observar que la difusión de las lineas de campo mag

nético pueden visualizarse como un proceso de camino azaroso con y 

na longitud de paso caracteristica Ar = (óB/Bl L" 

ár se pude escalar utilizando la transformación 5, observando que 

Ar• (dq/dr)"1Ax = (r/qs)Ax. Ax se expresa como una serie, y al a-

plicar la transformación H se obtienen las relaciones entre los Pft 

rámetros de escala: 

Js -u -w = 1: -l/2s + w ~ o: u -w = O; 

-9/2s + t + u + 2w = o: -5/2s + u + v + 2w = o. 

La solución determina el escalamiento de 6r: 

s = 1/2; t = 3/2; U = 1/4; V = 1/2; W = 1/4, 

l:i.r - ijs lJ •112qJ.12K11c.s11213•1.1•, 6. 79 

El coeficiente de transporte colisional tiene la forma: 

qnº[J<PS:]"'. D1 - (v~r2/v.R2 ) • 

Este se puede expresar en la forma: 

DI =i g(p1/2V~l)/VeqRBO) [k,8:]5/2' 
s 

donde g es una constante. 

6.80 

Debido a que ~ es proporcional a la frecuencia de colisiones elec

trón-ión, el coeficiente D
1 

es independiente de ve. 

Para el coeficiente no colisional D
2 

se puede notar que: 

D2 VT(óB/B)
2
L

0 
= vTAr(óB/B). 
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En base al escalamiento para (8B,/B) 2 y Ar se tiene que el coefi

ciente de transporte en la difusión no colisional está dado por: 

D • g'v !'....:!! !S:l!..._ • 2 "[ rj312 
2 T R 

6
2 

Definiendo la velocidad de Alfvén como v, - (B~4rrp) 112 se tiene 

9que el coeficiente de transporte D
2 

está dado por: 

D2 = (v,Jv,)Ti[K:rj ,,. . 6.81 

Este resultado fue obtenido por Shaing y carreras (1985) basandose 

en la teoria de la longitud de mezclado. 

Yagi et al (1987) calcularon estos coeficientes de transporte 

D
0

, D
1 

y D
2 

con una dependencia radial para los parámetros del ex

perimento del Heliotron E para valores altos de~ (Harris et al, 

1984). En este caso se supuso que los perfiles de densidad y temp~ 

ratura de los electrones tienen la forma: 

n. = n
0

(0) (l - (r/a)) 2 y T
0 

= cte. 

Los resultados obtenidos por Yagi et al, considerando Te con§ 

tante, muestran que D
0 

es más pequeño que D
2

• D
2 

decrece cerca de 

la región borde del plasma en correspondencia con el decreci~iento 

de la densidad en esta región, mientras que D
1 

es el coeficiente 

más grande cerca de la región borde. Sin embargo, no es aplicable 

D
1 

cerca de la región borde debido a que la trayectoria libre me

dia no es más pequeña que la longitud de correlación. Encuentran 

que se, si toma en cuenta otro perfil de temperatura en el cual Te 

no es constante, el coeficiente D
1 

decrece hacia la región borde 

pero sigue predominando sobre D
2

, mientras que la dependencia ra

dial de D
0 

y D
2 

se mantiene cualitativamente sin cambio. 
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CAPITU.O VII 

COHCLUSIOll!!S 

Las ideas originales de Galileo sobre los conceptos de esca

las y dimensiones mostraron ser una herramienta útil para entender 

ciertos fenómenos presentes en la naturaleza, y estas mismas ideas 

están presentes en el método denominado escalamiento de las canti

dades fisicas, el cual se atribuye a Fourier. se muestra que estas 

ideas de escalamiento se presentan como una herramienta valuable 

en la comprensión de ciertos fenómenos, evitando la resolución del 

sistema básico de ecuaciones que describen a dicho sistema fisico. 

Sin embargo, en este método se trabaja sólo en base a ciertas 

cantidades adimensionales que caracterizan al sistema. Para otros 

sistemas más complejos, como es el plasma termonuclear, este méto

do se vuelve engorroso. 

Asi, el Principio de Invariancia de Escala se presenta como 

alternativa de estudio de estos sistemas complejos, siguiendo la 

linea de las ideas básicas de escalas y dimensiones pero enfocandQ 

las enun marco conceptual más general, sin necesidad de resolver 

el conjunto básico de ecuaciones que describen a dichos sistemas. 

De esta forma, el trabajo se concentra en establecer las consecuen 

cías que surgen al aplicar el Principio de Invariancia de Escala 

al plasma termonuclear escalando el tiempo de confinamiento y los 

coeficientes de transporte para distintios modelos del plasma. 

Se muestra que el principio constriñe la forma posible del escala

miento para el tiempo de confinamiento en una forma que es caractg 

ristica de cada modelo particular utilizado en la descripción del 
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plasma. 

Se observa que el principio de invariancia de escala está re

lacionado con el método heuristico denominado Análisis Dimensional 

en el concepto mismo de obtención de leyes de escalamiento en base 

al análisis dimensional de las ecuaciones básicas del plasma. 

El principio de invariancia establece un procedimiento gene

ral para obtener los mismos resultados que el análisis dimensional 

sin embargo, puede obtener propiedades de escalamiento ocultas o 

más sútiles que el análisis dimensional convencional no puede obt~ 

ner, y se observa que es mucho más eficiente si se determina el 

sistema básico de ecuaciones en una forma adimensional. 

Se identificarón las constricciones caracteristicas que def i

nen la forma posible del tiempo de confinamiento global considera

do como una función de los parámetros n, T, B y a para modelos del 

plasma representados por un sistema básico de ecuaciones que des

criben los posibles mecanismos fundamentales para el transporte a

nómalo en general. Esta descripción supone que procesos fisicos a

dicionales, tales como fenómenos atómicos en la frontera del plas

ma, no tienen una influencia significativa en las propiedades del 

confinamiento. 

Se ofrece un marco teórico general de referencia para la dis

cusión de las propuestas de escalamiento teóricas y empiricas para 

el confinamiento. De esta forma, los cálculos teóricos del confinA 

miento deben ajustarse a las constricciones apropiadas y este mar

co permite una clasificación y descripción adecuada de los cálcu

los teóricos ·existentes. Al comparar los datos empiricos para el 

confinamiento en el marco de las constricciones caracteristicas 

se obtiene una técnica para relacionar el transporte anómalo obse~ 
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vado con algun modelo particular del plasma. Por otro lado, si sa 

confia en que un modelo particular del plasma describe adecuadam811 

nte el confinamiento, las constricciones caracteristicas limitan 

el número de parámetros cuyas propiedades de escalamiento necesi

tan ser determinadas empiricamente. Las constricciones permiten 

construir familias de sistemas de confinamiento similares cuyas 

propiedades pueden ser deducidas del comportamiento de uno de ta

les sistemas. Estas propiedades indican generalmente la ventaja do 

la construcción de aparatos con campos intensos para los reactores 

de fusión. 

La introducción de aproximaciones geométricas en las ecuacio

nes básicas, como es el limite Tokamak de razón de aspecto grande 

en las ecuaciones MHD resistivas, se determinan transformaciones 

de escala que incluyen escalamientos separados de longitudes en di 

ferentes direcciones con respecto al campo magnético. Asi, es posi 

ble determinar constricciones en el escalamiento del confinamiento 

con razones geométricas para modelos particulares del plasma. Aná

logamente, si es posible determinar transformaciones do invarian

cia que involucran escalamientos de cantidades adimensionles tales 

como la carga Z o la masa atómica A, las constricciones pueden in

volucrar a estas cantidades también. 

El escalamiento global del tiempo de confinameinto resulta de 

la interacción de diferentes procesos fisicos del plasma operando 

en distintas regiones locales de un aparato de conf inameinto y ex

hibe un conjunto de constricciones muy debiles. suponiendo que el 

transporte anómalo puede ser descrito en términos de coeficientes 

de transporte local es posible obtener información más precisa so

bre el transporte turbulento. 
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Debido a que es posible separar las caracteristicas de las fluctu4 

clones turbulentas de las caracteristicas de las cantidades do e-

quilibrio en las ecuaciones, es posible determinar transformacio

nes adicionales de invariancia de escala y es posible definir más 

precisamente las dependencias de los coeficientes de transporte 

turbulento con respecto a parámetros dol sistema de confinamiento. 

Considerando los gradientes de ciertas longitudes locales L~, ~· 

L., etc. es posible una considerable libertad en las formas posi

bles para los coeficientes de transporte. como en el confinamiento 

global se determinan las escalas de longitud locales en términos 

de una longitud caracteristicas del sistema de confinamiento, como 

·puede ser su tamaño, por el mismo conjunto de ecuaciones básicas, 

se tiene que si un modelo particular de la turbulencia local es a

propiado para el confinamiento se podria determinar el escalamien

to del tiempo de confinamiento salvo una dependencia en términos 

de razones geométricas como a/R y q. 

Para determinar la dependencia de los coeficientes de trans-

porte con respecto a los gradientes de las longitudes locales y de 

las razones geométricas se consideraron aproximaciones geométricas 

y se examinaron más detenidamente formas especificas para la turby 

lencia que se supone son relevantes para el confinamiento en los 

Tokamaks y los sistemas Pincha. 

Se encuentra que a menudo hay cierta arbitrariedad en las di~ 

tintas formas para la difusividad térmica asociada, como en el ca

so de la turbulencia debida a Ondas de Deriva, sin embargo, las 

constricciones indican ciertas dependencias y sirven para clasifi

car la mayoría de los cálculos teóricos disponibles. En ciertos ªª 
sos la forma de los coeficientes de transporte locales puede ser 
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conatrefiida m4s precisamente y en algunos casos puede ser determi

nada salvo una constante multiplicativa general, como sucede con 

la turbulencia del modo ~, y la turbulencia de fluido resistivo. 

De esta forma, el Principio de Invariancia de Escala se pre

senta como una alternativa importante a las técnicas teóricas de 

obtención de coeficientes da transporte, complementando cálculos 

no lineales analiticos y numéricos. 

Se presenta como una técnica más apropiada que muchos cálcu

los analíticos especificas debido a que esta depende solo de las 

propiedades de invariancia de escala de las ecuaciones básicas que 

describen la turbulencia, y no en el método y aproximaciones que 

es necesario emplear para intentar resolver el problema del trans

por-te turbulento. Así, proporciona una medida de la generalidad 

de ciertos cálculos especificos teóricos. 

El hecho de que muchos de los resultados del Principio de In

variancia sean precisos salvo una constante general de orden uno 

no significa que la técnica sea inapropiada para el estudio de sie 

temas fisicos por no poder determinar esta constante. 

Cálculos teóricos más especificas pueden demostrar la existen 

cia o no existencia de una solución no trivial del estado estable 

de la turbulencia, mientras que la técnica de invariancia supone 

la existencia de tal solución. Asi, los cálculos analíticos de la 

turbulencia de gradientes de temperatura de los iones y de la tur

bulencia de gradientes de presión de fluido resistivo han indicado 

la necesidad de un mecanismo de disipación adicional en el modelo 

básico de ecuaciones para alcanzar un estado estable, y esto se en 

centró sólo para introducir una débil dependencia logarítmica en 

los procesos disipativos extra. 
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El Principio de Invariancia de Escala es de heabo un 116todo 

riguroso que indica la forma da obtener todas las constricciones 

para un coeficiente de transporte calculado a partir de un conjun

to básico de ecuaciones. 

Si se intenta sobresimplificar el conjunto básico de ecuacio

nes para determinar completamente la forma del coeficiente de 

transporte, entonces, el problmaa que se puede presentar con este 

coeficiente debe ser encontrado en la sobresimplificación impuesta 

y no en la técnica de obtención de este coeficiente. 

Un papel importante que puede jugar la técnica de invariancia 

está asociado con las técnicas de computo numérico de la turbulen

cia· y· el- transporte, debido a que estos cálculos deben llevarse a 

cabo sólo para un número limitado de parámetros, y la técnica de 

invariancia puede ser suficiente para establecer las dependencias 

funcionales permitidas para un determinado proceso. Adicionalmente 

es posible notar que el principio de invariancia se puede usar pa

ra discutir tambien ciertas caracteristicas de la turbulencia mis

ma como son amplitudes, longitudes y tiempos de correlación, etc. 

En resumen: El Principio de Invariancia de Escala determina 

el conjunto de constricciones caracteristicas a un •odelo del pla~ 

ma, y estas ofrecen un importante marco de referencia teórico para 

la discusión de las leyes de escalamiento empiricas para el confi

namiento y se presenta como una técnica útil para clasificar y com 

plementar los c6lculos análiticos y numéricos de los coeficientes 

de transporte de la turbulencia local en el plasma termonuclear. 
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CAPITLLO VIII 

APOOICES 

APENDICE A 

En este apéndice se deduce el conjunto de ecuaciones conoci

das como ecs. MHD reducidas de strauss en el limite de Razón de ka. 

pecto Grande para Tokamaks (Strauss, 1983), 

Uno de los problemas en la investigación de la fusión nuclear 

controlada en la Fisica de Plasmas consiste en que las ecuaciones 

que se disponen para la descripción del plasma son no lineales. 

Las ecuaciones de la Magnetohidrodinámica resistiva (MHD) son un § 

jemplo de estas ecuaciones. 

Existe un método denominado "Método de la Magnetohidrodinámi

ca reducida", el cual se basa en la expansión de las ecuac!=nes de 

movimiento que describen al plasma en términos de un parámetro de 

expansión conocido como razón de aspecto, el cual ha mostrado ser 

un método apropiado para los cálculos numéricos, tanto lineales e~ 

mono lineales, (Strauss 1 et al, 1980; Honticello, et al,1981; 

llicks, et al, 1981) y principalmente ha mostrado ser un método t.i

til en los problemas de tipo resistivo. 

Las ecuaciones reducidas correspondientes a Tokarnaks con ~ f~ 

nita suponen un ordenamiento p - e, donde e es el parámetro de ex-

pansión el cual se define como e (R - R
0
)/R

0
, inverso de la ra-

zón de aspecto. En este caso todos los términos de un orden relati 

vo c 3 son despreciados en las ecuaciones, reteniendo sólo aquellos 

de orden menor (Strauss 1 1977). Mas sin embargo, los términos des

preciados en este ordenamiento contienen aquell~s términos que prQ 
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porcionan el término de estabilización de Hercier para p bajas, el 

cual es prcpcrcional a l -l/q2 (Hercier, 1960). 

En este apéndice se lleva a cabo la expansión de las ecuacio-

nes de movimiento en el siguiente orden de e, de tal forma que to-

dos los términos de intercambio son incluidos obteniendose asi el 

criterio correcto de Hercier para p bajas. El proposito de este o~ 

denamiento es el de tratar adecuadamente los Modos de Globo resis-

tivos (ballooning) reteniendo términos de orden superior. 

se introduce un sistema coordenado que expreae la simetria tQ 

roidal de un Tokamak: 

x = (R
0 

-<Cosa)Cos(; y= (R
0 

-<Cosa)sen( y z = <cosa, 

donde-R
0 

es el radio mayor del toro, <es un ángulo toroidal y los 

factores de escala son: h< = l; h
0 

= < y h( = R
0 

-<cosa, donde 

R = R
0 

-{Cos9. Asi, el punto de partida de la expansión es el con

junto de ecuaciones de la Magnetohidrodinámica resistiva, las cua

les se expresan en términos de los potenciales magnético y eléctri 

ca para asegurar la condición Q·B = O, campo libre de divergencia. 

~ = JXIJ -~P A.l 

~ = -T,P<l·V + P:I: .. (b·V)'(P/p) 

~ = VXIJ + Vt -~J .. b 

~ = -pV•V 

junto con las ecuaciones que completan el conjunto: 

B=VxAyJ=VXll 

A.2 

A.3 

A.4 

donde b = B/IBI representa el vector unitario a lo largo del campo 

maqnético. 

La reducción de las ecuaciones se basa en la aproximación de 

razón de aspecto qrande, donde e < l. se usa el siguiente ordena

miento siguiente: La escala de longitud poloidal es más pequeña 
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que la escala de longitud toroidal en un factor de orden c. El cam 

po magnético poloidal ea menos intenso que el toroidal en el mismo 

factor c. Tomando el campo toroidal de orden O(l) y suponiendo que 

la presión Pes de orden O(c), de tal forma que el parámetro Pes 

de orden O(c): p - O(l); k - cv.; 0. - c8c:;; 8c:; - O(l); P - O(c); 

P - O(c); ~ - O(c), y los coeficientes de transporte se ordenan 

como x. - 0(1) y~ - O(c). 

Para llevar a cabo la expansión de las ecuaciones MHD es necg 

sario determinar primero la forma del campo magnético y del campo 

de velocidad. 

El campo magnético se define en términos del potencial vecto

rial magnético como B = VXA de tal forma que: 

8 = Mv<RAc:;> - k<A/li; + A.~.> J x~c:; + 0c:;Qc:; 

El campo magnético a lo largo de la dirección toroidal tiene una 

magnitud: 

8c:; = ~ = 80(1 -(R -R0)/R0) + I/R0 + O(c") 

donde se tiene que I = I
0 

+ !
1

• Aqui I
1 

es la perturbación a la CQ 

rriente !
0 

y satisface el orden I
1 

- cI
0

• Asi: 

8 = v+xQc:;/Ro + (80 + I/Ro>ilc:; -R~1 kA..x~c:; - Bo(R -Ro)/Ro + O(sup.) 

De esta forma se tiene que como B - c8c:; y Be:; - 0(1): 

8 = cv+x~c:;/R0 + e0!lc:; A. s 

donde se ha definido + = RAc:; como la función de flujo para el cam

po magnético y 8
0 

= I
0
/R0 como el campo magnético en el centro del 

plasma. 

Para determinar la forma de la velocidad se utiliza la ley de 

Faraday, ec. A.3, tomando la componente perpendicular al campo mag 

nético: 

162 



rnmn ae supone que la velocidad es de orden e, y como el téraino 

del lado izquierdo de la ecuación es de O(c2
), se 'tiene que a O(c) 

esta ecuación se reduce a: 

v. = Vtxb/8
0 

El vector unitario b contiene términos de orden superior a c. 

Si se toma la velocidad a o(c) esta tiene la forma: 

v .. = B~ 1 Vtxe~ - e 

v = 8~ 1Vtxet; + v.,~t; A. 6 

Para verificar el equilibrio se toma la ecuación de momento A.l: 

~ = JxB -VP 

Como J Vx.B, se tiene que: 

~ = -V(B
2/2 + s(/2) + B·VB -VP 

B~ = I~R~ -2 (I~R~) (R -R
0
)/R

0 
+ 2I0I/R~ + O(c') 

y como B·VB = B~R/R0 a O(c), se tiene: 

p ~ -v[s
2
¡2 + B~/2 -B~(R -Ro)/Ro + BOit'Ro + p + O(c 2

)] + 

B~VR/R0 • 

De tal forma que el equilibrio a O(c) es: 

A.7 

La reducción de las ecuaciones se lleva a cabo linealizando 

cada una de ellas al orden requerido. 

Se toma la ley de Faraday y se considera la componente a lo 

largo de la dirección del campo: 

~ = vxB + VI - l)J.b 

Utilizando las formas para el campo y la velocidad se tiene: 

~ = B•Vt/80~1; -Qt;·BVt/80 + Vt -11J.,b 

La componente de esta ecuación en la dirección del campo magnético 

a orden O(c2
) es: 

~Al; - B~ 1 B·Vt -ceo -P/Bo) (RB0)"1~ + a·t~ -11J.b·Q1; 
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~ = RB~ 1 B•Vt -11RJt; 

En la dirección perpendicular: 

~A0 = (P/B~)* 
~A0 = (P/oB~)~ 

La corriente en la dirección del campo tiene la forma: 

- 1 h h -1 [l. B 2 A ] 
3 - VxB = Vx(Ro Hxet; + ª•et;) = Ro R Bí".v.+ - v.+et; 

Jt; • -R~'~+, 

la cual es de O(c). 

De esta forma la ec. A.B se expresa como: 

~ = RB~ 1B·Vt + 1)V~t + 11( (R - Ro) /RºJv:+ 

A O(c 2
) se expresa en la forma: 

~ = (Ra1B
0

) B·Vt + lJV:+ 

A.I 

A.• 

Los términos de primer orden se pueden eliminar si se nulti

plica la ecuación de momento ec. A.1 por R2
, se toma el rotacional 

y se determina la componente Qt;. 

~ = JxB -VP 

Se tomará por separado cada término. 

vx[R
2
p ~] = p[~vx(R2v) + VR

2
x(v·V)v + R

2
v·vvxv + R

2
V·vvxv -

R
2 

(Vxv·V)v] 

Vx(R
2
v) = B~1 

[vR
2
x(vtxét;> + vR

2
xét;B0v .. -R2v·v,téc + R

2
éc·vv.t + 

vv .. xét; + vtéi;·VR
2 

-éi;vR2.vt] 

Vx(R
2
v)'ét; = -B~1vR2.vt - B~ 1 R~t 

Vx(Rªv·VY) - v•VVx(R2v) + V·VVx(R
2
v) -v·VR2B~1 ¡-Qv:t + n"'kv_t) 

-B- 1 [-Q v"t + R-IB V t] ·V (R2v) - V (v•VR2¡ XV 

º e • BF. • 
La componente en la dirección a( es: 

Vx(R"v·vv¡.QC = -B~ 'v.-v(R2v~t) 

Vx(R23xJI) • 3B·VR2 -B3·VR2 + R'B·VJ -R2J·VB = B·V(R23) -J•VR2
B 

La componente Qt; es: 
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Vx(R
2
.JxB) .Qc - -B·V(R'R;'~i) -Bo.J·VR

2 

donde JC • -R;1~i - O(c) y .J. • R~~.to - O(c2). 

De tal forma que a O(c2
) se tiene que: 

Vx(R2VP)·~c - VR 2XVP·~c 

kvx(R
2
v) ·~e = :tR'a;'~• 

vx(Rªv·Vv) .QC -v.·V(R2 B~ 1~t) 

Vx(R
2
.JxB) ·~e = -B·V(Ro~i) 

De esta forma, a orden O(c 2
), la ecuación se reduce a: 

debido a que 

P R e·•(!!... + v ·v]v2 t • B·VV~i + R0•1VR2xVP·~r o o o Bt " ... - .._ 

R->e;'v·VR2~t • B~1v·~t + O(c') 

R-2B•V(R2~i) • B·VV~'i< + O(c') 

Suponiendo que V•V - O(c2), b•V - O(c) y ll - O(c), el lado izquie¡: 

do de la ec. A.2 es de orden O(c2
), mientras que el lado derecho 

es de orden O(c3
). A orden O(c 2

) esta se reduce a: 

~=o 
Las ecuaciones MHD reducidas, en el limite de razón de aspee-

to grande, son: 

~ = -Roa;'e·Vt + l)~t 

p0R0 B; 1~V~t = -B·VV~t + R~ 1VR
2
xVP·ª< 

~=o 
Donde el campo magnético y la velocidad tienen la forma: 

B • a; 1vtxQ< + a0Q< 

V s BºVtxQ< + v.Q< 

La derivada convectiva tiene la rorma: 

~t: = k + e;'vtxac'v 

y el gradiente en la dirección del campo es: 

B·V - BOR~'k + Ro Vtxa<'v 
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En el limite de valores grandes del numero de Reynolds aagná

tico S la turbulencia presenta fluctuaciones cuya escala de longi

tud a través del campo magnético es pequeña comparada con las di

mensiones del plasma pero que es comparable a las di•ensiones del 

plasma a lo largo del campo. 

Escribiendo t = '1'
0 

+ +', P • P
0 

+ P' y t = t', donde +
0 

y P
0 

son 

los valores base de las funciones de flujo y+', P' y~, son las 

fluctuaciones no lineales e introduciendo un conjunto nuevo de va

riables independientes r, 9 y y a < -qa es posible describir las 

caracteristicas de las fluctuaiones. En este caso se tienen dos e§ 

calas de longitud distintas en el plasma. Las fluctuaciones varian 

rapidamente en la dirección r y y pero lentamente en e mientras 

que las cantidades base varian lentamente en todas direcciones. E~ 

tas caracteristicas de las fluctuaciones se pueden formalizar ex

presando las cantidades fluctuantes en una forma adimensional e in 

traduciendo un ordenamiento sistemAtico en el cual n - ó 2 y 

P~'p• = óP[~.~.9. •] 
q+' /r 2

B0 = .i'i[~+e. •] 
qR0p 2 nt'/r2 B~ = c5 2t'[~,f.a.r] 

donde r =z 8
0 
t/R

0
qp 112 y x = (r -r0)~ es una coordenada local. 

Tomando en cuenta estas las adim~nsionales y el sistema coor

denado local las ecuaciones que describen la evolución de las can

tidades fluctuantes se expresan en forma adimensional, la cual es 

apropiada para la descripción de la turbulencia local. 

Cada elemento de las ecuaciones se transforma adecuadamente: 

},: .. ?r[h -4y] 
~ .. -<ih + ~ 
a i a 
~ .. ii re 
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vz - ~ 
... ar2 

l 8
2 

+ -
r2éJ82 

a ]
2 

l [ a a ]
2 

-9- +- -q-+-By r• ay ae 

A orden O(ó-2¡ 

v2 
-Ji v2 = r.l[s•[~ -0~)

2 

+ ~] 
... ... r2 ax ay ay2 

dondes=~~ es el torcimiento magnético (shear). 

Para la ecuación B.13: 

dP 0 a~ -a P-1dP ~ + ó• p-1@ +a• 2 [~ ~ 2!@ + dE = ... a-e rq o ar ay r o aBJ q 5 ax ay ay aXJ 

a2 2 [~ ~ -~ @ + a2 
[ 1! ~ -e~ @ o q 8 as ax ax aaJ qs qay ae as ayJ 

A orden O(ó): 

BP + 2 (ªl a"P al ai'] r dP al 
ii:r q s ax ay - ay axJ - q ¡; ar ay = 0 

i i d _ a + 2 [Bl a al a ] Def n ende dL - ii:r q s ax ay - ay ax y K 

la ecuación anterior se reduce a: 

Para la ecuación A.11: 

La~= R
0
B

0
-

1B·vt + ~v~t.., a2La! a 2~ - [-a 2 ~~+~ 3~1! • - • ae qs qax ay ax as 

-ó 31! 1! + ó' ai ~ -a'~~ + a's~ m ay as 'l¡jy ax ae ax ae ayJ 

+ .;2,¡qp 1 "R0B~ 1 
[ [~]' [a- 1k -ó- 1 9~r + r-

1 [-a- 1 q~ +~ni 
A orden oca') 

ai al 2 [ªl ai _ 1! ~ ] + "!!!fL'[s•(L -sL] 
2 

+ ~ ]i 
ii:r = Fil - q 5 iiX ay ay Bx r•s ax ay ay• 

A.14 

Definiendo el nümero de Reynolds magnético~= r 2 B0/~qR0p
112 , el 

laplaciano ortogonal v" = s 2 [L -sL] 
2 

+ ~ y considerando la d.!l. 
"' ax ay ay2 

rivada convectiva ~, la ecuación anterior se reduce a: 

A.15 
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Para la ecuación A.12: 

La ecuación A.12 se transforma en: 

a _,,.,. [ o'J a .al a MaJ a + aJ a • al a a;;•'. -aq ~ a.¡ + º8x Be -ooa.¡ Be qa.¡ ax -o 89 ax 
+ .s~ L]v"f = a [ a+ a a+ a a+ a a+ a .sª+ a BB By ' 89 -sq -qax 8'j + .SDX Be -óBa.¡ Be + qBy 8j¡ - 89 Bx 

+ a~ L]v"f + 2q'R P(ssene(~ -e@ -(-q~ + @J ooey• H u~ ~ ~ 

A orden 0(1) el laplaciano perpendicular se transforma en: 

~-+ q2 r-2v~ con V~= s'(~ -a~r + ~2 
y definiendo f}• • 2R0q

2r~ 1 (P0/B~), la ecuación anterior se reduce, 

a orden O(l), a: 

~ ~ = ~~ + sq2 ¡i,V~J.,. + f[ssene[~ -e~ + cose*) 

Las ecuaciones que se obtienen son: 

di ali + 2 -1 ..., dt = Be q !f v, .. A.16 

¡kv~• ~v~ + sq[i,V~J.,, + f [ssene[~ -e~ + cose*) A.17 

dP q•ali = 0 Q€ - na.¡ A.18 
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APEllDICli: B 

En este apéndice se deducen las ecuaciones del modelo de flui 

do resistivo bajo el criterio de la turbulencia debida a gradien

tes resistivos o modos ondulatorios (rippling), como ejemplo de la 

simplificación de las ecuaciones MHD resistivas en la geometria ci 

lindrica (Strauss, 1976; Strauss, 1977). 

Para derivar las ecuaciones que interesan se considera un To

kamak con razón de aspecto grande, en el cual se introduce un sis

tema de coordenadas cilindricas, representadas por (r,e,z). 

La aproximación usada consiste en ordenar todas las cantida

des en términos del inverso de la razón de aspecto y despreciar 

los efectos toroidales, asi como a todos los términos que tengan 

un mismo orden que los toroidales. De esta forma, las ecuaciones 

representan a un plasma cilindrico delgado y largo con condiciones 

periódicas en la frontera. 

Las ecuaciones KHD que se usarán son: 

~ - JxB - VP B.l 

R - Vx(vxB) + Vx(1JJ) B.2 

V·B = o B. 3 

VxJ = o B.4 

Se usará un ordenamiento do Tokamak de razón de aspecto grande, de 

tal forma que las longitudes de escala sobre las cuales varian las 

propiedades del plasma son mayores en la dirección z que en las di 

recciones r y e por un factor de la razón de aspecto. En este caso 

la componente z del campo magnético es mayor que las componentes r 

y 9 por el mismo factor. 

El ordenamiento que se aeguirA en términos del parAmetro e, que se 
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supone pequeño, es: 

8/8r, 8/aa -1; 8/8z -e; Br, 8
0 

- e; Bz - l + c
2

; Jr, J 0 - c
2

; 

J z - e; P - c 2
; p - l; v - e: TJ - e; a¡at - e. 

Los efectos toroidales entran en las ecuaciones con un ordenamien

to c 3
, aunque las variaciones toroidales de Bz debidas a corrien

tes poloidales en el plasma se indican con un orden c2 

Se introduce la función de flujo A (componente z del poten

cial vectorial) para representar las componentes r y O del campo 

magnético, de tal forma que: B = VAx~ + Bz~ donde ~ es el vector 

unitario en la dirección z. Asi, 

V•B = V· (VAx~) + V• (B2~) 
Como se desprecian los términos de orden c 3 se encuentra que el 

campo magnético es libre de divergencia en esta aproximación. 

De la ecuación de momento se observa que la componente z de la 

fuerza es de orden c3
: 

pdv/dt = J><B·~ -~ = (J,B
0 

-J
0
B,) - ~ - e' 

de tal forma que se puede hacer vz ~ o. 

Si se integra la ecuación de flujo, introduciendo el potencial 

vectorial para B, se tiene que: vx[~) = Vx(v><B + nJ) 

f ,~B·dO: = ~f.v><A·dO: = J,v><(v><B + nJ) ·dO: 

Asi, ~f,v><A·dO' = f~A·dA = f<v><B + nJ + Vt)·dA 

Tomando a ~ como un potencial de integración se tiene: 

~A><~ = v><B + Vt + nJ, 

Las componentes r y e de está ecuación, que dan la variación je 

Bz, deben ser de orden c3
; la parte variable de B

1 
es de orden c2. 

Esto es, .(Ar, AIJ - cz y A,_ = A - e). 

~A><Q ~ (vxB)><Q + Vt><Q + nJ><~ = -e,v + Vt><~ + ~J><~ 

entonces: 
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~AX~ - 7JJX2 = -B,v + v~x2 = o 

debido a que el lado izquierdo es de orden c3
• 

Esto indica que es posible introducir una función de flujo u para 

la velocidad v, t = BzU, de tal forma que: 

v = vux; 

V·v 1::1 O. 

donde Bz es la componente z del campo magnético. 

B.5 

Debido a que el campo magnético longitudinal es intenso y constan-

te, se tiene que el flujo es incompresible. De esta forma, a par-

tir de la componente z de la ecuación de flujo, se tiene: 

~A·2 = (vxB + V~ + 71J) ·~ 

~A= (cvux2)x(vAx2 + n,~, v~ + 7JJ)·2 

de tal forma que: 

~A= B•VU + 71J 
ª" z 

(VAx2 + B,) ·VU + lJJ, 

Al tomar el rotacional del campo B se tiene: 

VxB = Vx(VAx2 + B,2) = -V·VA2 + 2·VVA + 2xva, 

de esta forma: 

J, = -V~A y J. = 2xvB, + v,~ 

sustituyendo 3 en la ecuación de momento se tiene que: 

JxB = CJ. + J,2)x(B, + a,2> = -B,(VB, -22·v,B,l + aJ¡v,Ax2 

-~A[VA -2c2·V,A) J = -~V.B~ + sJ,v.Ax2 -~AV.A 

entonces, la ecuación de momento toma la forma: 

~ = e,hv.Ax2 - V~AV,A -V,(P + ~B~) 
Considerase a p constante, p = 1 por simplicidad. 

Tomando el rotacional de la ecuación anterior se puede eliminar el 

término .de la presión y la parte variable de B,. 

vxv = -v_u2 + hv.u 

vxce,hv.Ax2) • v.e,xchv,Ax2) + e,a,,v,A - e,hv.A2 
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Vx(V:AV,A) • (VV,A)XV,A 

Vx~(vuxQ) • ~(-ryQ + ~v.u) 
Entonces: 

~(-v~Q + hv.u) = v.s.x(hv.AxQ) + s.a •• v~A - s.hv~~ 
-V (V~A) XV .A 

eliminando los términos con ordeñes mayores o iguales a c 3 y ha

ciendo V, Bzx (hv • AxQ) ~ O 

g,,[-v2uQ + !!....v u] - -B !!....v2AQ -v (V2A) XV.A 
Q~ ... 8z " zBZ ... - -

La componente z es: 

~ry 0 s.h~A + v.Ax~·VV~A con Jz -v'.A. 

Una forma alternativa es: 

Las ecuaciones no lineales obtenidas dan las razones de cam-

bio de la verticidad y el flujo magnético. 

~V~• B·VV'.A B.6 

~ • B·VU + 11J, B.7 

Para describir adecuadamente las inestabilidades de los modos 

ondulatorios (modos rippling) las ecs. B.6,7 deben ser completadas 

con una ecuación que describa la evolución de la resistividad (ba-

lance térmico), la cual en su forma más simple toma la forma: 

~ = s:2s· (Vx .. B·VlJ) B. a 

(Gllrcia, et al, 1985; Furth, et al. 1963),donde x .. es la conducti-

vidad paralela de calor de electrones. 

Las ecs. B.6,7,8 constituyen el modelo básico de la turbulencia dg 

bida a qradientes de la resistividad, las cuales son usadas en los 

cálculos numéricos de esta turbulencia. 

Es posible loqrar una simplificación significativa del model~ 

básico empleando la aproximación electrostática, donde se tien~ 

172 



que i • O y b·V • v!º' y b es el vector unitario paralelo al campo 

maqnético en equilibrio. 

Además, se escriben Jz y ~ como la sUl'la compuesta de una parte prQ 

mediada (variaciones lentas) y otra perturbada (variaciones rápi

das), Jz = J:r0 + Jz Y~• ~o+~ en donde el subindice cero indica 

que la cantidad está promediada y la barra (-) indica las perturbA 

cienes. 

En el limite electrostático, las ecs. B.6,7,S toman la forma: 

~ = s:'B·V~ + l!J, - O • b•Vl + l!0 (J'° + J,) + i¡J'° 

El término ~ Jz se desprecia por ser de orden superior. 

p.s;·~~~ = -B·VJ, -t P.s; 1 ~v:1 = -B,b·V(J,o + J,) 

d11 • .__ d - 'º' 101- -• -1al d at = B, ,,.V(x.,B·V11) _, at'l = v .. <x .. v .. '7) - r B, ae at'1o 

En este caso se tiene que: 

~ - ~;¡ + ~110 

~;¡ + i ~110 
• ~;¡ + v.lx~·v110 = (.! ~ ~) ·Vl! • 

(,H. r ae r Or o o 

Si se considera que x .. es constante (o que depende solo de r) 

las ecuaciones toman la forma: 

-v!º'l • >¡0(J'° + J,) + >¡J'° 

p.s;'¡h:v~ = -s,v.'.º' (J'° + J,) 

¡h:íi - x .. v'.mii - r"1B;1; ~110 

B.9 

B.10 

B.11 

La ec. 8.9 que es la ley de Ohm. se ha linealizado como consecuen

cia de la aproximación electrostática, y como resultado adicional 

se puede eliminar la perturbación de la corriente J, de la ec. 

B.10. Combinando la ec. B.9 con la ec. s.10 se tiene: 

Jz0 + '· = -lJ~1v.~º'J -Ti11~1Jz0 

PB-zd v2i = v'º' [-tt·'v'º'1' --11tt-1J ) r (!"E .. " '10 ''o ro 

Oe esta forma se obtienen las ecuaciones no lineales que describen 

173 



el comportluliento de la fUnción de flujo ' y de la perturbación de 

la resistividad ij. 

~'ij -x .. v!º1~ = -r-1e:1g ~lJº 
Adicionalmente se tiene: 

B·V = V tx~·V + B !!.__ = B V 
"' z8Z z " 

En el limite electrostático: 

v .. -+ v!º> • -e:1~t0Q0 .v + ~ = B0r-1 s: 1~ + h 
Br = ~ ~t0 = O: 80 = :rto ; B::i:: == Br.. 

La derivada convectiva no lineal tiene la forma: 

~ = ~ + e:'v, tx~·v = ~ + ~e:'¡J, 10., 

El operador gradiente perpendicular: 

~ =- 82/Br2 + r·2a2;os2 

B.12 

B.13 

Las cantidades fluctuantes varian más rápido en la dirección 

perpendicular al campo magnético y lentamente en la dirección parª 

lela al campo, mientras que las cantidades en estado básico varian 

lentamente en todas direcciones. Estas caracteristicas de las flu~ 

tuaciones se pueden expresar introduciendo un conjunto de varia

bles adimensionales y expresando las fluctuaciones en forma adimeL 

sional: 

't" = Bzr-•q-1p·1l'2t; x = (r -r
0

) ~~; z = Rl;: (> =qRp112r-2a:24i¡ 

11 = ii/'lo· 

donde r
0 

representa un radio de referencia, de tal forma que x es 

una coordenada local, y para simular la qeometria.de un Tokamak se 

introduce la variable e que juega el papel de un ángulo toroidal. 

Se expresa el torcimiento magnético (shear) en termines del factor 

de seguridad q, a • ~ ª9 q ar· 
se observa como se transforman todos los operadores: 
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ac-+ ac • (B/qRp"
2

) [~ + rsr;
1
[1, 

~ -+ r-ª[<rª;r2¡~2 + ~ 
2
] r-~ 

0 ax ae 
(0) 1 [ª 8 ] 1 v. -+ qR a¡j + lla( • ijRV• 

J ] • (B/qRp'n)d •. • ai' 

Las ecuaciones se transforman adecuadamente: 

La ec. 8.12 se transforma como: 

pe:1i;v~ - -l!;'v'.º'"t -J.l!;'v'.º';¡ 

.. ~~· - -(r2B/l!.qRp112)~t -CJ.qR/B,)V.l) 

La ec. B.13 se transforma como: 

~ -x.v'.º'2;¡ = -r-•a:'~ ~-> ~ -:r.(p112/B.qR)V~'ll = "i ~ 
Si se definen los coeficientes ~, j, K y l/f como: 

y - r
2
B(/l)oqRp

1
'

2
: j = RqJ(/B(: K = :r p

1
'

2
/RqB<: 1/1 = ~ ~· 

las ecuaciones toman su forma adimensional requerida: 

~v:t = -YV~t -jV.l) 

~-~pt~ 
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APEllDICE C 

En este apéndice se describe la forma en que el modelo de e

cuaciones de campo que describen la turulencia de los modos g y de 

las ondas de deriva son escritas en forma adimensional. 

Las ecuaciones que describen la turbulencia en los sistemas 

do confinamiento Stellarator están dadas por el modelo de ecuacio

nes de campo para las funciones de flujo {t,p,~). Este modelo de~ 

cuaciones contiene la descripción de la turbulencia debida a los 

modos de intercambio resistivo y a las Ondas de deriva resistivas, 

El modelo esta compuesto por una ecuación de movimiento: 

~ ~v~~ = -ii·vv:.¡. + ~vnxvp·2 c.1 

Una ecuación de continuidad: 

~ - 0~8ii·vv:.¡. c.2 

Y una ecuación de inducción: 

~ ~ -~· [v~ ;p~P] + 1JV~.¡. C.3 

Si se desprecia el término de la derivada paralela al campo en la 

ec. c.2 y el término que representa al gradiente de presión para!~ 

lo del electrón de la ec. c.J se obtienen las ecuaciones que des

criben la turbulencia debida a los modos g en un Stellarator. 

~ ~V~t = -B·VV~'i' + RTVílxVn·2 C.~ 

~ ~ { B·Vt + 1]V:'i' C.5 

¡ffi =o c.6 

Estas ecuaciones han mostrado ser importantes para el estudio de 

los modos g en los sistemas Stellarator. Shaing y Carreras (1985) 

usaron estas ecuaciones para estudiar el transporte anómalo debido 

a la turbulencia del modo g en el Heliotrón E y Wakatani et al, 

(1984a) y Yamagiwa et al, (1985) resolvieron estas ecuaciones para 
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estudiar las disrupciones internas estimuladas por presión en el 

Heliotrón E. 

Si se supone la aproximación electrostática la ec. C.3 se re

duce a la forma: 

v2~ = !L¡¡. [vt -!...vp] .. 11B ep
0 

C.7 

Al sustituir la ec. C.7 en las ecuaciones c.1 y c.2, y desprecian-

do el tórmino de curvatura se obtiene: 

~ g.,,V2t = ..!L(ii·v>2(t _!.._ P] 
B ut • TJB ep

0 

e.a 

d¡> = -....!:! a·2 cii·v>2[~ -!... p] Qt e11 o ep
0 

C.9 

Las ecs. C.B,9 son las mismas que obtuvieron Hasegawa y Waka-

tani (l98J y I984b) para la turbulencia debida a las ondas de deri 

va resistivas en la región borde del plasma. 

Forma adimensional del modelo de ecuaciones para la turbulen

cia debida a los modos g. 

En el limite de valores pequeños del parámetro 11 la turbulen 

cia de los modos g involucra fluctuaciones cuya escala de longitud 

a travez del campo magnético es pequeña comparada con las dimcnsiº 

nes del plasma, pero en la dirección del campo es comparable a las 

dimensiones del plasma. Estas caracteristicas del plasma pueden a

nalizarse expresando las funciones de flujo en términos de una pa~ 

te que representa las fluctuaciones no lineales y otra el valor 

del estado base. 

t• = +: + l: ~· = 1: n• = n
0

(1 + ñ) 

donde +: y n: son los valores del estado base y ~, l y ñ son las 

fluctuaciones no lineales. Además, se introduce un conjunto de can 

tidades adimensionales normalizadas: 
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't • ~I 0 

't 1)1 t"• L.1 T
0

a _!__ T; ~·= __!_~; 
"C 

11 
• ;z r B eB r 2 r 2 B 

n•a ~n· T•= pll°it 
pin ' 8

0 

Para el análisis de la turbulencia se introduce un conjunto de va-

riables locales independientes: 

X = (r -r0)~1 y m < -qEI; Z = El. 

donde r
0 

representa una superficie de referencia. 

Empleando las coordenadas locales y las formas adimensionales antg 

rieres las ecuaciones de campo se expresan en forma adimensional, 

El ordenamiento utilizado en la transformación es el siguiente: 

11· - az: i - 62;; - c52; ñ - &; ª-'ªv - c5-1; ªo'ªi. - l. 

Las ecs. C.4,5,6 se transforman como: 

~ ... o..+~+ rc+·,n·1r,e"" o 

Ante el cambio de coordenadas: 

6 •§ -rdn • [-& ai + 6 •!!!] noB't dr 'lBy BEi + rn &- -&e- -q-~[( al ai] ( añ 
ax ay ay 

_(_6 ai + 62~)[§ _0§]] l 'lBy ae ax ay + r-([cic¡J [&~ -M~Jdn n ar ax ay d9 

-(-&q~ + 6 2~)dn·1 = 0 ay ae ar J 
A orden O(&) 

añ • dn·a¡ [<i'l} - -ai" + q(r/no>aray -qr ar [~.nJ,,, o 

Definiendo los parámetros K y s como: 

• dn' 
K = (r/n

0
)¡rr y s 

la ecuación anterior se transforma en: 

dñ ... ~...! = 
Qi: By 

donde se definen los operadores: 

~ = k -q
2
s(i, l.,, y [f,gJ.,, 

La ec. C.5 se transforma en: 
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~·ª - [~ -r(f, 1 ]•' + ll•·[~ + 1 a•¡ 
8t: ª'- r, a Brz ;2;;2 
Ante el cambio de coordenadas: 

a 2~ = -{a 2~ -r[~] [[a~ -ae~[-aq~ +a~] - [-a~+ a•~] 

[a~ -.se~]] - [a•~.f[-a ~+a•~] -.s•~f[cic¡] [a~ -ae~J]} ax ay r ar qay ao ae ar ax ay 

+ .s'll•·v·~· + ¡¡•ll '[[cic¡]•.s-•[~ -e~]·+ r-•[-.s-1 ~ + ~1·J.s•;¡; • " ilr ax iJy qay aB 

Como las fluctuaciones varian rapidamente en x, y pero lentamente 

en z se tiene: 

al aa at" 1 at" 
ai; ... ai; ao Ci az 

De esta forma se obtiene la ecuación: 

Donde se define el operador: 

Qz• = q2s2 [ª -z~ay]2 + q2~ 
• ax ay2 

De la ec. C.4 se tiene que: 

[a ¡t' Jv•~· [ª .,.• l ]v"··· + RTp'"!l.11 i!!!.' a:¡; + r • l,,e .• = - a¡; -r[• • ,,o .• er'e• ar ae 

a orden 0(1] se tiene que esta toma la forma: 

[k -q
2
s[t", J,.,]v~·¡ = -[k + q

2 s(;¡;, J.,,]v~';¡; nTr an añ 
~ar a.¡ 

e.u 

Definiendo el parámetro ~· = nT~ ~, esta ecuación toma la forma: 
B 

a -2'7 l a 2•:r. 2 :r. 2•:r. fl'añ ¡¡;:V. w = -q a-zV, T -q s¡ ... ,v .... 1,,, -q a.¡ c.12 

Las ecuaciones c.10,11,12 son las formas adimensionales de 

las ecuaciones de campo que describen la turbulencia debida a los 

modos g. 

Para la transformación de las ecuaciones que describen la tur 

bulencia debida a las ondas de deriva resistivas se utiliza el si-
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guiente erdenamiento: 

ñ - 6; 'J - a 2 ; a., a y, a 
2 

- a- 1 
; at: - i: 6 - 1(

1
. 

La ecuación C.9 se transforma como: 

[~ + }¡¡¡t, l,, 0]n • e~ rz(~ h[t - ~~]) 
Ante el cambio de coordenadas: 

·~ . na;:+ r[t ,n J,
09

(1 + ñ) + rn (f,ñJ,,
0 

a •-18 ("" • •-J ac1l 8/; ~ -T -T n 

De esta forma se tiene: 

Bñ - [ aJ - -k(l + n) -q- + ª" ay 
~) + qs(-q¡J, J.,, + ¡J, 

• • -1 ia ¡1al T" añ) 
-(no>t) qaz qiiZ q 8Z 

La forma adimensional es la siguiente: 

§ + K~ - K~ = -n'- 1.! Ln'-1 (!~ -! ~] ar ay az o q az qaz q az 
La ec. C.5 se transforma como: 

(L + r¡~, 1 ) (~ ... ! ~ )1 
Bt: r,9 ar2 r2882 

-2 •-1 -r 1) 

Ante las formas ad!mensionales: 

(h + qs(-q¡~, l.,, + [i", l,,. -z[~, J,,.])[q2 s 2 (~ 

[L -'lk]')J !L[11•-1¡1ai _!'ª!)] az Qy qaz qaz q Bz 
La forma adlmensional es: 

~v~'J = - ! ! L(!~ _!·~) 
"'" - 11 q az qaz q az 

En este caso: 

2• 22[ª ª]' V ::z q s - -z- + 
¿ ax ay 

-aª + qs(-q¡J, l + ¡J, 
't' x,y 

[a a ]' 8z -<lay 
] -z[l, ... 

C.13 

c.:4 

Las ecuaciones C.13,14 son las formas adimensionales de las g 

cuaciones de campo que describen la turbulencia de las ondas de dg 

ri-va resistivas. 
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APENDICE D 

Para la investigación experimental, la tarea de obtener resul 

tados significativos mediante una investigación dada puede no ser 

tan ardua. Existe un teorema, de naturaleza matemática, que sim

plifica considerablemente el trabajo y contribuye a darles un sen

tido a las investigaciones experimentales. Este teorema se denomi

na Teorema IT de Buckingham, en honor de E. Buckingham (1867-1940). 

TEOREMA rr. 

Sean q1, •.•••..• ,~ n parámetros fisicos, relacionados funci2 

nalmente por medio de una ecuación del tipo F(q
1

, •••• ,'l,,) =o. 

--Supongase que el número de dimensiones independietes que se presen 

tan entre los parámetros es iqual a r. Entonces la ecuación sa pu~ 

de expresar como una relación equivalente: 

F
2

(n
1

, ••••••• ,rr.) = o 

dando n
1

, •••• ,nn san parámetros adimensionales, obtenidos a partir 

de los parámetros oroginales q
1

, •••• ,~ y m = n -k, siendo k < r. 

En esencia, el teorema rr afirma que el investigador experimental 

no tiene necesidad de tomar en consideración todas y cada una de 

las variables por separado, permitiendo que varie cada una a la 

vez, para obtener una buena aproximación de una ley fisica. 

Aunque el teorema rr indica que es posible la reducción del número 

de parámetros, no ofrece explicación respecto a cómo puede lleva~ 

se a cabo dicha reducción. 

Formulación de los términos rr. 

Sean los parámetros en consideración q
1

, •••• , ~· 

Se selecciona de este grupo de variables el número mayor de parám~ 

tres que, al combinarse como productos de potencias de los mismos, 
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no formen un término ll. Este grupo constará de parámetros indepen

dientes y debe ser siempre menor o igual, en numero, al numero de 

dimensiones distintas de los parámetros. 

Supongase que las dimensiones del conjunto de parámetros se desig

nan por medio de 0
1

, ••• ,o., y además que se puede encontrar un gry 

po de m q:s y ordenarlo en una secuencia tal que cada q
1 

tenga una 

dimensión D
1
que no posea ninguna otra q

1 
de la secuencia. Entonces 

no pod.ra formarse un producto de potencias de esos q~s que dé como 

resultado un término rr y, asi, se tendra el número máximo de vari4 

bles independientes. 

Matemáticamente, y en forma sistemática, se puede encontrar 

un conjunto máximo de parámetros independientes {q 1 )~ que tengan 

dimensiones (0 1 }~ como se indica: 

1.- Se hace una lista de q~s con potencias apropiadas o
1

: . . 
D ! ! ...... D 1 .. 

l • . . 
D ~! ...... Dnm 

l • 

2.- Se ordenan los exponentes: 

a •.••••• a 
tt lm 

a ••••••• a 
d -

Como m ~ n se selecciona un orden mxm de la secuencia original. 

3.- Se forma el determinante del orden mxm. Si este determinante 

es distinto de cero las q
1 

asociadas son independientes. Si el pri 

mer determinante seleccionado es cero se repite el proceso con un 

sequndo determinante, etc. 

4.- Si todos los determinantes mxm son cero, el nWn.ero de q
1 

sera 

menor que m. Se procede a seleccionar m-1 hileras y se forman de

terminantes de (m-l)x(m-1¡. Si al menos un determinante rn-1 no es 
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cero, las q
1 

correspondientes ser4n independientes; de no ser asi 

se repiten los pasos anteriores. 

Supongase que se encuentra un nümero k de q
1 

independientes, 

entonces, el numero de términos n que pueden obtenerse es n-k. 

La construcción de los términos rr se hace de la siguiente forma: 

Dados los k parámetros independientes q
1

, ••• ,<I,.; se selecciona un 

q
1 

de entre los n-k parámetros restantes. Por ejemplo, se selecciQ 

na el parámetro '\.
1

• se forma el producto 

b l bk 
(q,) ...... (q_> q,.,, 

donde (b 1 }~ son constantes arbitrarias, y se trata de encontrar VB 

bl bk 
lores de estas constantes tales que el término IT

1 
= q

1 
•••• q" ~. 1 

sea adimensional. 

Esto significa, desde el punto de vista dimensional que: 

• 111 b a 11 b 4 a 

co,'1 ••• 0.l•) 1 •.. (011i:1 .•. o."ª> •cotk•l.t ..• o."•l,11) = º~···º~ 

Por lo tanto se tiene que: 

Igualando los exponentes se obtiene un sistema de m ecuaciones li-

neales de la forma: 
+ b a ... -a 

Ji kt 11:•1,t 

Este sistema puede resolverse para los exponentes desconocidos b
1 

y la cantidad adimensional puede encontrarse a partir de la ecua-

ción para este término: 

bt \. rr, = q, •••• q,. q,.,, 
Despues de aplicar este proceso para la variable <\:+t, para obte

ner rr
1

, se selecciona la siguiente variable q y se determina el sl 

guiente término ll, etc. 
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