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INTRODUCCION

Uno de los principales problemas para la humanidad es la pro-
visién prolongada de potencia eléctrica en las regiones industria-
les del wundo.

El objetivo de la investigacién de la fusidén nuclear es detep
minar sl la energia obtenida de la fusidén de los elementos ligeros
puede ser liberada en una forma controlada para servir como fuente
de energia para la humanidad. Bste proceso de fusidn, que es la
fuente de potencia en el Sol y las estrellas, es la unica alterna-
tiva que existe hoy a la fisidn nuclear debido a que las reservas
fésiles ya son escasas. Un reactor de fusién nuclear puede propor-
clonar ventajas sobre los de fisién nuclear debido a que @l combus
tible necesario se encuentra en grandes cantidades, y a que se re-
ducen los desechos rudf%activos de vida media larga.

Las reacciones mAs favorables para la fusidn nuclear son las
que se llevan a cabo entre los isdtopos del hidrégeno, como son el
Deuterio y el Tritio, y muestran que estos isétopos son el combus-
tible apropiado para un reactor de fusién nuclear. El Deuterio se
puede obtener a partir del agua ordinaria, mientras que el Tritiec
se debe producir a partir de una reaccién secundaria del Litio, el
cual es un matal relativamente abundante. Esta reaccidn se puede
llevar a cabo al rodear la reglién de fusién con Litio, el cual pug
de capturar electrones liberados de la reacclén Deuterio-fritio pa
ra producir Tritio y Helio. El Tritio es reciclado, dejando al He
lio como unico producto de desecho. En la tabla se muestran las

reacclones mas relevantes para la fusioén nuclear.



Reaccidn de fusidn |D + T 3 He' + n + 17.6 Mev
Reacciones que Li® + n o He' + T + 4.8 Mev
producen Tritio i’ + n - He® + T + n =2.5 Mev
Reaccién completa D 4+ Li 5 2He' + Energia

Las reacciones de fusién son completamente distintas a las
reacciones quimicas y son mucho maa diffciles de consegquir. Esto
es debido a que la reacclién de fusidén se lleva a cabo entre los
nicleos atémicos, los cuales se encuentran cargades positivamente,
Y la repulsion electrostatica impide que logren el contacto necesa
rio para la fusién, Las reacciones de fusidén se llevan a cabo sélo
8l los nucleos se aproximan entre si a altas velocidades como para
vencer la repulsion electrostidtica entre ellos. Se pueden obtener
abundantes reacciones de fusién calentando el combustible gaseoso
a una temperatura de unos 100 millones de grados Kelvin, El gas
que se encuentra a estas elavadas temparaturas se compona de un ep
samble de micleos cargados positivamente y electrones con carga ne
gativa, al que se le denomina "Plasma Termonuclear”. El plasma se
forma al pasar una corriente intensa a través de un gas ligero, co
mo el hidrégeno, lograndose la ionizacién.

Para que la energia liberada en las reacciones de fusidn nu-
Clear asca mayor a la utilizada para calentar el gas y para compen-
sar las pérdidas de energia la energia del plasma debe ser confing
da durante un tiempo minimo T, con una densidad de numero n, de
tal forma que el producto nt, parimetro de confinamiento térmico,
exceda el valor 10'*cm™’s para la reaccién Deuterio-Tritio, donde
la temperatura debe ser al menos de unos 5 & 10 Kev. A este crite-
rio se le denomina criterio de Lawson. Para otros combustibles sw

raequieren mayores temparaturas y mayores tiempos de confinamiento.



El problema de confinar un plasma a altas temperaturas es re-
levante para el proceso de fusién nuclear controlada.

Debido a que un plasma es un ensamble de particulas cargadas,
su comportamiento puede ser controlado por la presencia de campos
magnéticos. En la presencia de un campo magnético, una particula
se ve forzada a moverse en trayectorias espirales a lo largo de
las lineas de campo, reduciendo su movimiento a lo largo de estas.
Para reducir las pérdidas de particulas es importante que estas 1i
neas de campo magnétice no interacclionen con las paredes del reci-
piente de confinamiento. La estructura mas favorable de un sistema
de confinamiento magnético, la cual evita que las lineas de campc
magnético intersecten al recipiente, es la estructura torecidal.

Un campo toroidal a lo largo del eje mayor del torc no es su-
ficlente para lograr el confinamientc del plasma debideo a qgue el
campo es curvo a través de la seccidn transversal menor, causando
una deriva de particulas hacia el borde exterior del recipiente.
Esta deriva de particulas puede evitarse al aplicar un campo poley
dal adicional alrededor del eje menor para formar un campo magnéty
co con una estructura helicoidal alrededor del toro. Este campo
magnético confina al plasma.

El campo magnético toroidal se produce por un conjunto de bo-
binas colocadas a igual distancia alrededor de una camara de vacio
toroidal, vy es‘comﬂn para todos los sistemas torcolidales de confing
miento. El campo poloidal se consique de varias formas.

El sistema de confinamiento de plasma denominado "Tokamak! es
el sistema mAs favorable para producir las condiciones de un reac-
tor de fusion nuclear. Un Tokamak consiste de una cdmara de vacio

toroidal con un conjunto de bobinas espaciadas a lo largo del eje



mayor del toro para producir el campo magnético toroidal. Un gran
transformador de acero induce una intensa corriente en el plasma.
Esta corriente produce ¢l campo poloidal necesario para el confing
miento y ademas calienta al plasma. En esta configuracidn el campo
toroidal es mucho mas intenso gue el campo poloidal.

En la configuracién de Pinch, para los RFP’s (pinch de campo
invertido), las componentes toroidal y poloidal del campe magnéti-
co son comparables en intensidad. La estabilidad del plasma es fo-
mentada en esta configuracisén debido a que el campo toroidal se ip
vierte en la regidn externa del plasma con respecto a su direccidn
ean el centro del plasma. Este sistema de confinamiento utiliza ba-
jaé intensidades del campo magnético, por lo que representa la po-
sibilidad de un reactor de fusién "barato".

La configuracidn magnética Stellarator se forma a partir de
la combinacién de un campo magnético toreidal convencional con un
campo helicoidal producido por corrientes a través de un conjunto
de conductores helicoidales arrcllados en la regidén externa del
campo. El campo resultante forma un conjunto de superficies magné-
ticas helicoidales anidadas proximas entre si alrededor del eje
del plasma.

Los fendmenos de confinamiento de energia y transporte de par
ticulas en una estructura de campo magnético dada son algunos de
los problemas que deben resclverse en la Fisica de Plasmas con el
objeto de construir un reactor de fusidén nuclear controlada. Su sg
lucién permitiria determinar los parametros de operacién necesa-
rios para un reactor de este tfpo. originalmente se pensaba que se
podrian determinar estos parametros a partir de procesos de tipo

clasico o neo-cldsico, como es el caso del transporte en el que se



incluyen colisiones entre particulas (colisiones coulombianas), de
tal forma que se podria contar con una teoria predictiva. Sin em-
b§rgo, existen evidencias muy fuertes, obtenidas a partir de les
experimentos de fusidn existentes, de que la conductividad térmica
de los electrones y en menor medida la de los iones, son fendmenos
altamente andmalos. Se han tratado de explicar este tipo de proce-
sos andmalos en términos de turbulencias ocasionadas por microineg
tabilidades, mds sin embargo el problema de proporcicnar una teo-
ria para la descripcidn de este transporte andmalo se dificulta
‘por la gran diversidad de fendémenocs que se necesitaria introducir,
haclendo dificil la elecceidn de los mecanismos que gobiernan el
proceso, debldo a que estos no son claros aun.

Aungue se pueda salvar esta dificultad, de decidirse por los
mecanismos responsables en el transporte, permanece aun el proble-
ma del cdlculo del tiempo de confinamiento andmalo, en términos de
los estados saturados no lineales de algunas inestabilidades fisi-
cas del plasma. El tiempo de confinamiento de energia es un pariame
tro prictico importante para el estudio del plasma termonuclear, v
la posibllidad de que se pueda escalar con otros pardmetros rele-
vantes para el sistema de confinamiento, de una forma predecible,
es de interés para la interpretacién de los experimentos existen-
tes y para la extrapolacidén al diseflo de nuevos experimentos.

En ausencia de fusisén nuclear, el balance global de energia

del plasma estd dado por:

dW

FE-P -
donde W es la energia almacenada en el plasma, Pl es la potencia
de alimentacién al plasma y PL es la potencia que se pierde del

plasna., El balance de energia puede expresarse como:



Wl aw _ 1 _ 1
dt TF T

donde t es el tiempo de confinamiento de energia y Tt es el tiempo
de reemplazo de energia (o calentamiento): t = W/PL Yyt = W/P“
Fisicamente, el tiempo de confinamiento de energia es el tiempo ng
cesario para disipar la energia almacenada por una potencia de pér
dida constante, mientras que el tiempo de reemplazo de energia es
el tiempo requerido para reemplazar la energia almacenada por una
potencia de alimentacién constante.

Uno de los objetivos de los grandes experimentos en Fisica de
Plasmas, como son las series de tokamaks, es la determinacién de
la relacidén entre el tiempo de confinamiento de energia T y los pa
rametros del aparato de fusidn, tales como el campe magnético y
los radios mayor y menor del tokamak. A este tipo de relacidén se
le da el nombre de "Ley de escalamiento para el confinamiento".

Se han hecho intentos para deducir leyes de escalamiento empiricas
para el tiempo de confinamiento de energia, a partir de los datos
observados en los experimentos de fusidn existentes (Gorbunov, et
al, 1970; Daughney, 1975; Hugill y Sheffield, 1978; Merezhkin y
Hukhovator, 1981; Goldston, 1984; Liewver, 1985). En este caso, se
supone gue el tiempo de confinamiento puede ser expresado como una
funcidn de clertos valores caracteristicos de variables fisicas ip
dependientes, relevantes para el confinamiento del plasma, tales
como la densidad del plasma n, su temperatura T, intensidad del
campo magnético B y los radios, mayor R y menor a, junto con factg
res geométricos tales como la razén de aspecto a/R y el factor de
seguridad g. Se busca entonces una funcién del tipo f(n,T,B,q,a/r,
.+.), usualmente en forma de ley de potencias T _ n"T%"a"..., don

de los indices p, q, r, s,.. se derivan z pattir del ajuste de los

v



datos de una variedad de experimantos.

Algunas leyes de escalamiento empiricas que se han deducido son:
Daughney, 1975: t _ ng 2 *a®’¢,

Hugill y Sheffield, 1977: Br _ n"BYa‘,

con x = 0.61 + D.08; y = 1.89 ¢ 0.13; z = 1.57 t 0,17,
-0.5,0.25,2.75

Merezhkin y Mukhovatov, 1981: Tt _ nT a q .
Goldston, 1984: T _ n ‘1 'pa' 3°R% 5g7,
Liewer, 1985: T _ na'' ‘R®*' %*q.

El escalamiento del tiempo de confinamiento no esta de ningun
modo garantizade debido a que la pérdida de potencia de los alec-
trones se debe a varios fendmenos fisicos como son el transporte
de energia (o potencia) de electrones (Ptr'g), la radiacién (Pr.d)

y el intercambio de energia entre electrones e iones (Pe Y.

1
P = p + P + P'

Lo tr, e rad ot

Aunque cada fendmenco fisico puede satisfacer una ley de escalaniep
to, la superposicidén de los fendmenos no necesariamente satisface
un escalamiento. Afortunadamente el transporte de energia, el cual
proviena de la conduccidn y la conveccidn, es usualmente el meca-
nismo de pérdida de energia predominante en los plasmas confinados
magnéticamente. En cualquier caso, debido a que el tiempo de confj
namiento puede proporcionar informacién sobre los parametros de o-
peracién de un reactor potencial de fusién, la ayuda de un escala-
miento simple del tiempo de confinamiento, aunque sea aproximado,
justifica su busqueda. El problema principal con estas leyes de eg
calamiento consiste en que, al ser deducidas a partir de los expe-
rimentos de fusion existentes, son extrapoladas a los pardmetros
de escala de reactor sin conocar su validez. Ademds, la diversidad

de estos escalamientos proviena de varias fuentes, como son el uso



de conjuntos de datos casi disjuntos, la eleccidén de variables de
escalamiento distintas, y ocasionalmente una confusidén respecto a
las limitaciones impuestas por el calentamiento dhmico.

Por otro lado, se puede intentar obtener leyes de escalamien=-
to a partir de estudios tedricos del comportamiento dal plasma ter
monuclear. Usualmente se intenta calcular el transporte andémalo i-
dentificando alguna inestabilidad lineal, para despues estimar su
amplitud de saturacién y deducir el tranporte correspondiente a eg
te estado saturado. Sin embargo, por lo regqular es necesario intreg
ducir ciertas hipétesis acerca del mecanismo de saturacidén no 1i-
neal o acerca de la naturaleza de la turbulencia del plasma para
las cuales no hay certeza de su validez (McNamara y Taylor, 1871;
Ohkawa, 1978; Parall y Pogutse, 1981; Kadomtsev y Pogutse, 1985;

Romanelli, et al, 1986; Waltz, et al, 1987).

Ccomo se ha visto, el plasma termonuclear presanta una dificul
tad especial para su estudio. Las inestabilidades con escalas de
longitud grandes son el mayor obstiaculo an la investigacion hacia
la construccién de un reactor de fusién termonuclear controlada.
Para estos sistemas complicados, el Principio de Invariancia de Eg
cala ofrece una técnica apropiada y menos laboriosa gue los cidlcu-
los tedricos, que las aproximacicnes empiricas y que el Analisis
Dimensional convencional. Este principio (Connor y Taylor, 1877)
permite el estudio de un sistema fisico, por complicado gque sea,
sin necesidad de resolvar el sistema de ecuacionas que lo descri-

ben, y evita algunas limitaciones del Analisis Dimensional.

En el cdpitulo I de este trabajo se describen algunas propie-

vetl



dades generales de los sistemas fisicos en términos de las ideas
de Escalas y Dimensiones. En el capitulo II se suglere la idea de
la invariancia de forma de las ecuaciones que describen a un mode-~
lo fisico particular ante cambios de escala. En particular, en el
capitulo III se aplican estas ldeas al plasma termonuclear, estu-
diando el confinamiento magnético global para los distintos mode-
los propuestos. Las constricciones que surgen del andlisis de inva
riancia de escala para cada modalo particular determinan la forma
funcional del tiempo de confinamiento. En el capitulo IV se estu-
dian diversas aplicaciones de las constricciones, como es el estu-
dio de 1la validez de las distintas leyes de escalamiento que se
han propuesto para el tiempo de confinamiento, tanto tedricas como
empiricas. El confinamiento global no proporciona informacldn so-
bre el escalamiento en términos de factores geométricos, tales co-
mo los radios mayor y menor de un tokamak. En el capitulo V se es-
tudia el confinamiento en términos de razones geométricas y canti-
dades adimensionales. La forma en que cada modelo particular del
plasma responde ante el cambio de aescala dafine el tipo de estruc-
tura funcional del tiempo de confinamiento, Quedando determinado
salvo una funcidén que sclo depende de argumentos adimensionales.
En el capitulo VI se estudian los efectos del escalamiento en los
modelos qgue involucran un wmecanismo particular responsable de la
turbulencia presente en el plasma, por lo gue se hace un estudio
de la turbulencia local responsable del transporte de energia y de

la conduccidén de calor.



CAPITLLO 1

Escalas y Dimensiones

En este capitulo se discuten las lideas seminales de Galileo y
Fourler sobre el método de escalamiento y la idea de que cada can-
tidad fisica tiene una dimensién que le es propia. Estas ideas son
aplicadas a algqunos problemas interesantes, como es la respiracién
del embridn de un ave durante el periodo de incubacion, la razdén
metabdlica de un cuerpo, el horneado de un pavo, y las oscilacio-
nes pequenas de un péndulo, con el f£in de obtener conclusiones so-
bre el empleo de las mismas,

sseesiasas smrtasaes

1.~ Escalamiento.

Una de las fantasias mas curiosas que han cruzado por la men-
te del ser humano y que lo han preocupado, ha sido la idea de que
puedan existir seres con dimensiones monstruosas, tales como ara-
fias u hormigas de tamafios tan grandes que el ser humano seria una
-cesa insignlficante frente a ellos, facil de destrulr. Galileo Ga-
1ilei fue quien analizé esta posibilidad por primera vez hace mas
de tres siqlos. En su libro, “Didlogos concernientes a dos nuevas
ciencias", ofrece una discusidn muy clara e interesanta sobxe los
efectos del escalamiento de las dimensiones de un objeto fisico.
En él dice: ".... puedes ver ficilmente la imposibilidad de aumen-
tar el tamafico de estructuras a vastas dimensiones ... S1 su altura
se aumentara excesivamente, esta caeri y se aplastard bajo su pro-

pio peso”. Se obtiene que el simple escalamiento de las dimensic-



nes de una estructura fisica, como el caso de una hormiga, a alga-
na dimensidn monstruosa es fisicamente imposible, y es posible a-
firmar que estas antiguas fantasias no son mas que ficcién.

Una de las cuestiones mac impertantes gue presenta la natura-

se refiere a la forma en gue un sistema fisico responde ante el

cambio de su escala. Actualmente, esta es una de las cuestiones sz
minales de la Teoria Cuadntica de Campos, de la Teoria de Transiciz
nes de Fase, de la Dindmica de Sistemas Complejos, Yy de los inten-
tos de unificacién de las fuerzas de la naturalerza. Se han logra::
grandes progresos en los ultimos anos, basados en las respuestas
que se ofrecen a esta cuestion.

La principal caracteristica del andlisis de Galileo sobre la:
escalas y dimensiones de los sistemas fisicos, fue el hecho de guz
percibid una relacidén para el peso W ¥y la resistencia de la estrus
tura en términos de una longitud caracteristica de la estructura.
El peso W aumenta linealmente con el volumen, mientras que la re-
sistencia de la astructura aumenta solc como el area de una sec-
cién transversal. Esto significa que, para estructuras similares
el volumen se escala como V « 13, mientras que el drea de una sec-
cion transversal como A «= 1%, donde I es una longitud caracteris«:
ca. Esta puede ser la altura de la estructura, de tal forma que .2
razon de resistencia al peso n sera:

A 1 3

N ox = o =~ x

v 1 wl/J
De esta forma, Galileo observo que los animales mds pequefios pare-

cen mds fuertes que los grandes.
Adicionalmente, esta discusién puede ser usada para entender
por gué los huesos y extremidades de los animales superiores deken

ser proporcionalmente mias corpulentos gque loc de los animales men:



res, considerando la razdén resistencia a peso.

Este tipo de argumentos, basados en el escalamientc de estruc
turas similares, fueren usadcos extensivamente a finales del sigle
pasade para entender las caracteristicas extremas del mundo biolé-
glce. Las dimensiones y formas generales de los animales y plantas
pueden ser visualizados como una forma de respuesta de la naturale
za a las constricciones de la gravedad, a los fendmenos de superfi

cie, a flujos viscosos, etc.

1.1.~- Respiracidén durante la incubacién de un huevo.

Un ejemplo interesante puede aclarar estas ideas. Se puade
preguntar por el fendmeno de la respiracidn durante la incubacién
del huevo de un ave, y cdmo ciertas variables fisicas se escalan
de ave en ave.

En la fig. 1 se muestra la dependencia de la conductancia de
Oxigeno K, y la longitud del poro i1, con la masa del huevo W. La
grdfica muestra que la pendiente, tanto para la conductancia XK co-
mo para la longitud del poro 1, es cercana a la que se obtiene en
base a un simple andlisis de escalamiento geométrico.

Los autores del articulo, al notar que la pendiente para 1 es
muy peguena, <onCluyen que la longitud del poro aumenta muy lenta-
mente debido a que el cascarén del huevo debe de ser lo suficientg
mente delgado para que el ave pueda salir de él. Esta es una con-
clusién acerca de la dinamica del fendmeno, pero, ¢estd garantiza-
da?. De un escalamiento geométrico simple se espera que para hue-
vos similares 1 « Wl”, lo cual esti en razonalble acuerdo con los

datos de la grafica; el mejor ajuste de los datos da I « wos,
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Aunque estos datos estan en razonable acuerde con el escala-
miento geométrico, no se pueden obtener conclusiones acerca de la
dindmica del proceso. En vez de mostrar un crecimiento andémaio lep
to con respecto a la masa del huevo, los datos para 1 muestran en
realidqd un crecimientoe andmalo rapido; 0.4 contra 0.33. Para K sc
tiene que K « w?®. Esta relacion puede ser entendida también en
base a argumentos geométricos. Se tiene que K es proporcional al
area total disponible de los poros e inversamente proporcional 2
la longitud del poro. El Area total de los pores serd, el numero
de poros por el drea del porc individual. Si se supone que el numg
ro de poros por unidad de area permanece c¢onstante de ave en ave.
Se tienen dos factores que se escalan como un 4rea, y uno como el
inverso de una longitud. Se espera que K « (uz”)z/w“J = W de nug
vo en razchable acuerdo con los datos.

Este ejemplo muestra la importancia de una curva de escala-

miento, no solo para establecer el fendmeno del escalamiento por

si mismo, sino para revelar las desviaciones de algunas prediccio-



nes ingenuas.

1.2.~ Razdén Metahdlica.

Otro ejemplo interesante se refiere a la forma en que la ra-
zdn metabdlica (calor perdide por un cuerpo en un estade inactive
de reposo), varia de animal en animal. Se espera que esta razén mg
tabolica esté dominada por los efectos de superficie, tales como
sudoracidn y radiacién. Si se denota por D a la razdén metabolica,
se espera que ésta se escale como D = W77,

En la fig. 2 se muestran una serie de datos, graficados loga-
ritmicamente, en la cual se puede observar que la razodn metabdlica
D se escala de animal en animal. Esto significa que los datos para
todos los animales caen sobre una curva simple, a pesar de que un

elefante no se puede comparar con un ratdén o con un chimpancé.
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Sin embargo, la pendiente de la curva que mejor se ajusta a

los datos de la grafica es 3/4 en lugar de 2/3, Esto indica que e~
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xisten otros factores, distintos de los superficiales, que juegan
un papel ipportante en el proceso de la pardida de enerqia‘de un
cuerpo en reposo.

Tiplcamente, las desviaclones de un andlisis geométrico o ci-
nematico simple reflejan la dinamica del sistema, el hecho de gue
factores adicionales no considerados se presentan en el fendmeno
estudiado, y esta dindmica puede ser entendida solamente al exami-
nar el sistema con mayor detalle. A la inversa, no sc pueden obte-
ner conclusiones referentes a la dindmica del sistema a partir de

un escalamiento ingenuo.

2.- Dimensiones.

El contenido fisico del escalamiento de cantidades fisicas se
formula a menudo en términos de un lenguaje mds general, el cual
es la base de lo gue se denomina Analisis Dimensional.

La idea fundamental del escalamiento de las cantidades fisi-
cas parece ser debida a Fourier. En 1822 se publica en Paris su 1}
bro “Theorie Analytique de la Chaleur" donde se encuentra, ademds
de su principal contribucién al Analisis Matematico, el "Andlisis
de Fourier®, la idea fundamental de utilizar dimensiones para las
cantidades fisicas. Fourier introdujo la idea de que cada cantidad
fisica "tiene una dimensidén que le es propia, y que los términos
de una ¥y de la misma ecuacion no pueden ser comparados si no tie-
nen el mismo exponente de la dimensién". Ademas dice: "Hemos intro
ducido estn consideracidn para verificar el andlisis... Es el equi
valente de los lemas que nos dejaron los griegos sin prueba".

La idea de dimensiones para una cantidad fisica esta relacio-

nada con la forma en gus ésta cambia al variar el sistema fundamepn



tal de unidades. Cuando las magnitudes de las unidades fundamenta-
les de medicién, las unidades con las cuales se miden las caracte-
risticas bdsicas de las estructuras fisicas, como son la longitud,
la masa, el tiempo, etc., se alteran por un factor arbitrario, los
valores numéricos de las cantidades fisicas cambian también, en el
mismo factor arbitrario original. El factor que describe la magni-
tud de este cambio estd determinado por las dimensiones de la can-
tidad fisica. Por ejemplo, si la unidad de longitud se reduce por
un factor L, los valores nunéricos de todas las longitudes aumenta
ran en un factor L. Se dice entonces que la longitud tiene dimen-
siones L. AnAlogamente, si la masa tiene dimensiones M y el tiempo
tiena dimensiones T, la velocidad tiene dimensiones LT, etc. Los
nimeros L, M, T no son mis que numeros positiveos abstractos que so
lo miden el cambio en la magnitud de las cantidades fisicas al cap
biar el sistema fundamental de unidades de medicién. Asi, todas
las cantidades fisicas se expresan en términos de estos numeros po
sitivos en una forma muy particular. Como reglas de potencias de
monomios. Sin embargo, fue mucho mds tarde que los fisicos comenzg
ron a Usar el método de las dimensiones pa-ra estudiar cierco tipo
de sistemas fisicos.

Un comentario de Lord Rayleigh, aparecido en un articulo pu-
blicado en la revista "Naturc" en 1915, hizo ver la importancia de
las idecas de escalas y dimensiones al plantear que los resultados
expresados en forma de leyes, los cuales son considerados como in-
novaciones sobre la base de elaborados experimentos, podrian obte-
nerse a priori despuds de unos cuantos minutos de consideracion,
Decia: "Mec ha impresionado muy a menudo la escasa atencién qua sc

le Nha dado al principic de similitud, aun por gente gue ha aporta-



do trabajos originales en este campo". Después de este comentario
da una serie de ejemplos que justificardn sus consideraciones so-
bre el poder del andlisis de las dimensiones de las cantidades fi-
sicas. Para enfatizar las consideraciones de Rayleigh, se pueden ;
lustrar estas con un ejemplo curioso, y es el problema que se re-
fiere al tiempo necesario durante el cual se debe de hornear un pa

vo, para que esté a punto para la cena de navidad.

2.1.- Horneado de un Pavo.

Hay muchos libros de cocina que recomiendan 20 minutes por 1j
bra aproximadamente, estableciendo una relacidn lineal del tiempo
de horneado con el peso del pavo (t ~ W). Sin embargo, hay ciertos
libros de cocina especializados gue reconoceh la naturaleza no li-
nal de esta relacidén. E1 problema refleja una relacitn no lineal
entre el tiempo de horneado y el peso del ave, la cual se desea po
der determinar sin tener gue resolver la ecuacién de Difusién de
calor de Fourler.

La fig. 3 muestra la variacion del tiempo de horneado con el pesgo
del pavo {ave).

Se puede observar cdémo es posible entender esta variacién dal
tiempo de horneado con el peso, usando el principio de similitud.
Para este poblema se puede suponer gue la distribucidn de tempera-
tura T dentro del pavo (ave), depende de la temperatura del horno
Ty del peso del pavo W, de la densidad del pave g, del coeficlen-
te de difurién de calor K y del tiempo de horneado, (las temperatuy

ras son medidas relativas a la temperatura del aire exterior).
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Si las unidades de longitud se disminuyen en un factor L, los va=-
lores numéricos de todas las longitudes aumentaran en un factor L,
lo que indica gue la longitud tiene dimensiones L. Andlogamente,
la masa tiene dimensiones M, el tiempo tiene dimensiones T, y la
temperatura tiene dimensiones ™. Asi, TY T, tienen dimensiones
'I‘., W tiene dimensicnes M, p tiene dimensiones ML Y K tiene di-
mensiones L°T™'. Si se considera la cantidad Kt, se observa que
tiene dimensiones L?, de tal forma que (Kt)gn tiene dimensiones
If, yn= p(l(l:)a’z tiene dimensiones M. La distribucidén de tempera
tura se puede expresar en funcidn de W, T, K, t y nen lugar de
la densidad del pavo.
T = T(Th,w,x,t,n) 1.1
Es posible formar la combinacién I = T/To' la cual es una cantidad
adimensional, y pensar que I depende también de T, W, K, tyn.
como 7 tiene dimensiones M, esta dependencia de II se puede expre-
sar como:

M= T/T = (T WK, t,m) 1.2
o o 1
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donde o= 1/W, el cual no cambia de valor numérico al cambiar el
sistema fundamental de unidades de medicidn, al igual que T/T,-
5i la unidad fundamental de temperatura se disminuye en un factor
arbitrario T', mientras gque las unidades de masa, longitud y tiem-
po se mantienen invariantes, el valor numérico de la temparatura
Th aumentard en un factor T., mientras que I, W, X, t vy m, permang
cen invariantes. Esto significa que 1 no depende de T, cambiando
la unidad de masa solamente por un factor arbitrario M, se encuep
tra que e) valor numérico de la masa cambiar& en el mismo factor
arbitraric, mientras que las cantidades H, X, t y n, permanecen in
variantes. Esto significa que W no depende de la masa. Cambilando
la unidad de longitud, se encuentra que N0 no depende del coeficiepn
te de difusidén de calor K. Por ultimo, si la unidad de tiempo se
cambia el valor numdrico del tiempo cambiari, mientras que los tép
minos W y n, permaneceran invariantes, indicando que el término U
no depende del tiempo. Asi:
1= %(n” 1.3

donde ¥ es una funcion no determinada aun gue depende sole de un
pardmetro adimensional. Es imposible simplificar aun mas la expre-
sién 1.2 debido a que T vy m, sen adimensionales, y no cambian al
cambiar el sistema fundamental de unidades. Sin embargc, aun sin
simplificaciones adicionales, el resultado es interesante. Volvien
do a las variables dimensionales originales se tiene que:

I ofetu) 1

0
Este es el resultado de la observacidén basica de Fourier, de gque
"la fisica del problema es independiente de la eleccifén de las uni
dades", lo cual impone ciertas restricciones a la posible forma de

la funcidn. Se puede chservar que es necesario determinar cuales
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son las variables relevantes al sistema para poder determinar ague
llas cantidades que son adimensionales, y llevar a cabo el andli-
sis de las dimensiones.

El punto importante de este resultado es que, debido a gue el
lado izquierdo es adimensional, la funcién arbitraria ¥ debe ser y
ﬂa funcidén adimensional de una variable adimensional. Esta funcién
no depende de la eleccidn de las unidades, ya que las cantidades a
dimensionales permanecen invariantes ante cambios de escala.

Para aves geométricamente similares, horneadas a la misma dig
tribucién de temperatura, y a la misma temperatura del horno, se

obtiene una ley de escalamiento de la forma:

32
ELK%L—~= cte. 1.5

Si las aves tienen las mismas caracteristicas fisicas (p Yy K
constantes), esta ecuacidén se reduce a:
£« WP 1.6
lo cual refleja una regla de superficie, y se puede observar que

este resultado esta de acuerdo con los datos de la grafica.

2.2.~ Oscilaciones pequeiias de un péndulo,

Otro ejemplo interesante es el caso de las oscilaciones pequg
nas de un péndule en un campo gravitatorio.

Se supone que al periodo 8 para oscilaciones pequefias de un
péndulo simple de longitud 1, depende de la lengitud del péndulo,
de la masa de la plomada, y de la aceleracidn gravitacional. Estos
pardmetros relevantes para el problema pueden ser escritos en tér-
minos de varios numeros I, m, 8 y g, 1o0s cuales son obtenidos al
comparar estos parametros con ciertas unidades fundamentales de me

dicién, cuya eleccién es arbitraria. En este casc, la longitud tie
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ne dimensiones L, la masa tiene dimensiones M, el periodo & tiene

dimensiones T y la aceleracion gravitacicnal tlene dimensiones

-2 2

LT *, Si se forma la cantidad (l/g)'“ se podrd observar gue tie~
ne dimensiones T, de tal forma que, de los parametros que se tie-
nen disponibles, existe solo un unico parametro adimensional, el
cual tiene la forma:

n = 8/vIT/g 1.7
Se puede suponer que T depende también de 1, my g. Si se disminu-
ye la unidad de masa en un factor arbitrario M, manteniendo las u~-
nidades de tiempo y longitud invariantes, ;l nimerc m aumenta en
el mismo factor M, mientras que 1, ¢ y II permanecen invariantes.
Esto significa que N no depende de la masa. Si se disminuye la uni
dad de tiempo en un factor arbitrario T, ein que la unidad de lon-
gitud cambie, el valor numérico de g aumenta en un factor T2, Las
cantidades N y 1 permanecen invariantes, indicando que I no depen-
de de g. Por ultimo, si se disminuye la unidad de longitud en un
factor L, el valor numérico de ! aumentara en un factor L, pero T
permanecerd invariante, lo cual indica que T no depende de 1. Asfi,
se tiene que el término 1T es upa constante:

M = g/VI/g = cte. 1.8

Se obtiene que el periode de oscilaciones peguefias de un péndulo
tiene la forma:

8 = cte.vIJg 1.9
La constante no se puede determinar a partir de las dimensiones de
las variables del problema, sin embargc, se puede determinar a par

tir de los dates de un experimento.

Una de las caracteristicas de este tipo de analisis es el he



cho de gue para sistemas mas complicados, <on un gran numerc de va
riables, la eleccidn de las variables relevantes se complica mu-
cho mads. Sin embargo, una vez determinadas estas variables, las dj
mensiones de egtas son determinadas por las leyes fundamentales
que obedecen (como la ecuacidn de difusién). Una vez que las dimepn
siones son conocidas, la estructura de la relacidén entre las varia

bles es determinada por el principio de Fourier.
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CAPITUC il

Principio de Invariancia de Escala

En este capitulo se discuten los problemas que se presentan
al estudiar algunos sistemas fisicos, y como surge la idea de obte
ner leyes de escalamiento para dichos sistemas. Se discuten las 1j
mitaciones de estos resultados, y cémo se presenta el Analisig Di-
menglonal cofio una herramienta util, Se observa que este resulta
insuficiente a estos problemas, como es el caso que importa en es-
te trabajo: El1 confinamiento de energia y transporte de calor en
un plasma termonuclear confinado magnéticamente. Se presenta el

concepto del Principlo de Invariancia de Escala.

1.~ Escalas.

Existen muchas preguntas y cuestionamientos acerca de los dig
tintos fendémenos que se suceden en la naturaleza, como son las ca~
racteristicas extremas que se presentan en el mundo biologico, ta-
les como las dimensiones y formas generales de los animales y plapn
tas, las cuestiones referentes a la cemposicidn de la materia, sus
propiedades y sus interrelaciones, etc. Estos objetos de estudio
se preegsentan en un abanico de ordenes de magnitud, que van desde
el micro hasta el macrocosmos.

De la diversidad de propiedades que presenta la naturaleza, y
na de las que mas sobresalen es la extensa variedad de tamafios o

escalas de longitud presentes en la estructura del mundo. En éste,
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los sucesos que se diferencian por presentar una disparidad de ta-
mafios tienen, por lo general, poca influencia mutua, de tal forma
que los fendmenos asociados con una escala pueden ser tratados in-
dependlentemente. Asi, la interaccidén que existe entre dos molécu-
las de agua vecinas tiene identicas propiecdades si las moleculas
se encuentran en el Ocdano Pacifico que si se encuentran en una go
ta de 1luvia. Sin embargo, existe una clase de fenémenos para cuya
explicacién se presentan sucesos que involucran una gran variedad
de escalas de longltud.

Por ejemplo, cuando se calienta el aqua hasta su punto da eby
1li=citn, a una presion de 217 atmésferas, empieza a hervir solo
cuando la temperatura alcanza los 647 grados Kelvin. Esta combina-
cidn de presién y temperatura define el punto critico del agua, en
donde desaparece la distinciodn de liquido y gas: en condiciones de
presion mayores hay una unica fase liquida indiferenclada, y el a-
gua nho puede hacerse hervir por mucho que se eleve la temperatura.
Cerca del punto critico el agua genera fluctuaciones de su densi-~
dad en todas las escalas posibles. Las fluctuaciones toman la for-
ma de gotas de liquido completamente mezcladas con burbujas de gas
¥ hay tanto gotas como burbujas en todos los tamafics, desde peque-
fias moleculas hasta el volumen de la muestra. En el punto critico,
la escala de las mayores fluctuaciones se hace infinita, sin que
disminuyan las fluctuaciones menores. De esta forma, la teoria quw
pretenda describir al agua en la proximidad de su punte critico de
be considerar todo el espectro de escalas de longitud.

La gran variedad y multiplicidad de escalas de longitud repre
senta un reto, ya gue complica muchos de los problemas que auin no

han sido resueltos en la fisica tedrica y en algunos otros campos
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de investigacién. Se han encontrado soluciones exactas para tan sg
lo unos cuantos problemas, sin embarge, para otros hasta las mejo-
res aproximaciones resultan insatisfactorias. Por ejemplo, el esty
dio de un material ferromagnético a la temperatura en gue se esta-
blece la imanacién expontanea, de una mezcla de liquidos a la tem=~
peratura en gue se hacen completamente miscibles, de una aleacién

a la temperatura en la gue dos clases de Atomos metdlices se dis-

tribuyen ordenadamente, de la superconductividad y de la superflui
dez, de la formacién de polimeros, del enlace de las particulas e-

lementales, del estudio del flujo turbulento, etc..

2.- Andlisis Dimensional.

Una de las ideas mis interesantes que surgieron para tratar
de estudiar y comprender ciertas caracteristicas del mundo natural
fue @l empleo de Escalas y Dimensiones para los sistemas fisicos.
Galileo fue el pionero en el estudio de los sistemas fisicos al
plantearse la pregunta: ¢Que le sucede a un sistema fisico cuando
se altera sy escala?. Asi, una de las grandes aportaciones hechas
por Galileo fue la de establecer que ciertos fendmenos tienen un
comportamiento tal que se pueden escalar desde dimensiones peque-
nas a otras mucho mayores, y plantear la posibilidad de que una
misma ley fisica, o de otro tipo para campos distintos, pueda des-
cribir el comportamiento de dicho fendémeno, aunque este se presen-
te a diferentes niveles de escalas de longitud. Estas ideas sobre
el comportamiento de las variables fisicas, al ser escaladas, die-
ron la base para evitar errores en la interpretacidn de los fendme
nos fisicos, y se presentaron como una alternativa de an&lisis de

los mismos.

16



Las caracteristicas fisicas inherentes al escalamiento de pa-
rametros de un sistema estd intimamente relacionado con un lengua-
je mias general, que respalda el escalamiento como alternativa de g
nadlisis, el cual es la base del método denominado Analisis Dimen-
sional.

Uno de log problemas presentes es el andlisis de sistemas fi-
sicos complejos, y parece ser que fue Fourier gquien introdujo 1a i
dea fundamental del ascalamiento. Esta idea plantea que todas y ca
da una de laa cantidades figicas poseen una dimensidn que les es
propia, de tal forma que los términos de una ecuacién no podrian
compararse sl estos no tienen el mismo exponente de la dimensién.
ESto significa que la ley fisica que gobierna el comportamiento de
un sistema fisico no puede depender de la eleccién de las unidades.
Existe una invariancia de las propiedades fisicas ante el cambio
de escala.

BEsta idea fundamental de que cada cantidad fisica tiene una
dimensién que le es propia establece la posibilidad de obtener in-
formacién acerca de un sistema fisico, en principio por complicado
que este sea, sin necesidad de resolver el sistema de ecuaciones
que describen a dicho sistema. Asi, esta idea se convierte en una
herramienta muy util ya que lag ecuaciones que describen a un sis-
tema fisico son, por lo general no-lineales, lo que las hace difi-

ciles de resolver an general.

2.1.~ Fuerza de Arrastre de un Cuerpo en un Fluido.
Un ejemplo caracteristico del empleo del Analisis Dimensional
como técnica Gtil para conocer el comportamiento de un sistema sin

necesidad de resolver el conjunto de ecuaciones dindmicas, es la
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determinacidn de la fuerza de arrastre de un cuerpoc gue se mueve a
través de un fluido viscoso de dénsidad p. Para determinar esta
fuerza F, se pueden considerar a F, p, la velocidad v, la viscoco~-
cidad del fluido u, algun pardmetro de longitud del cuerpo 1, y la
aceleracidén debida a la gravedad como el conjunto de variables del
sistema. En este caso se excluyen otro tipo de variables, como se-
rian la velocidad del viento y la amplitud de las ondas del fluido
debido a que, bajo condiciones de calma, estas son secundarias en
importancia. Por ello, estas consideraciones y conclusiones no se-
rdn vilidas para veleros.

La fisica del problema est# gobernada por la ecuacidn de Na-
vier Stokes, (la cual incorpora la ley de Newton del arrastre vis-
coso, proporcionando las dimensiones de u), y la ley de la fuerza
gravitacional, (la cual proporciona las dimensiones para g).

Las variables consideradas en este problema, las cuales se de
ben expresar en términos de tres unidades basicas, (masa M, longi-
tud L y tiempo t), son F, p, v, u, 1 y g, las cuales se pueden es-
presar en términos de sus dimensiones y arreglar sus exponentes en
la siguiente forma:

F » ML e? 5 1 1 -2
pos ML 5 1 -3 0
v 5 ¥t 4 0 1 -1
g s MLt 4 1 -1 -
I - ML t° B [ 1 0
g » ¥t 4 0 1 -2

Al tomar el primer determinante 3x3, de las tres primeras fi-

las, se obtiene gque es distinto de cero, por lo que las variables

F, p ¥y v son variables independientes. Esto es, no se puede forrar
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un término m con estas tres variables. (Ver apéndice D).
Los términos w se obtienen utilizando las variables independientes
restantes formando productos de las anteriores con las variables
restantes:

n = F'p"v°¢ 2.1
donde { representa a las variables restantes, y los exponentes a,
b y ¢ se determinan a partir de las dimensiones de {.
Si se exige que el término m, ec. 2.1, sea invariante ante cambios
de sistemas de unidades, se obtiehe un conjunto de relaciones en-
tre los indices de escala, cuya sclucién determina la forma funcig
nal del término n.

L e L L TR 7. A Rl S A R I ARSI ol A

atbel = O a = -1/2
a~3bec+] = © -3 b = =1/2 - "‘ = —-l-;‘—;"'—";s
-2a-¢c-1 = O c a0 F ' °p
T, = P - (ML ML ey L= HOL®
ash = 0 a = -1/2 172
a-3dhecel = O - b = /2 - 7‘:2 = g—‘t-é
~2a-c 7 O c =1 F
mo=Feig s (MLt L)L e )L e = L%t
ash a3 0O a = js2 Fl/Z
a-dbec = Q -+ b o= ~1/2 - n:1 = e
-2a-c-2 = O ¢ = =3 p v

Estos son los términos adimensionales del problema gue se es-
tudia. Sin embargo, se pueden construir otros términos m a partir
de estos mismos, los cuales caracterizan mejor la fisica del pro-

blema. Estos son:

p=n' = S Z , Coeficiente de Presion. 2.2
ovl
R = nf'nP = _Eﬁi , Numero de Reynolds. 2.1
- v’
Noo= o = , Numero de Froude. 2.4
1g

Como se puede observar, es posible construir otro tipo de tér
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minos m a partir de los obtenidos originalmente, construyendo pro-
ductos de potencias de estos mismos.

El Andlisis Dimensional requiere que la solucidén para el coe-
ficiente de Presidén, cualquiera que sea su forma, Se exprase en
términos de los otros dos parametros adimensionales, en una forma
adimensional:

P = f(R,N) 2.5
La fuerza de arrastre puede obtenerse facilmente a partir de esta
ecuacisén, reexpresandola en términes de las variables dimensiona-
les. Sin embargo, se puede considarar la situacién en la cual las
ondas generadas por el cuerpo no son importantes. (Un caso extremo
podria ser un submarino}.
En este caso g no entra como variable en la solucidn para P, ya
que ésta se manifiesta en la fuerza restauradora para las ondas de
la superficie. Asi, NF se puede eliminar de la sclucion, constri-
fiendo esta a la forma:
P = f(R) 2.6
En términos de las variables dimensionales del problema, ésta re-
presentaciodn se puede escribir como:
F = pvi1Pg(vip/u) 2.7
Esta expresidn establece la dependencia funcional de la fuerza de
arrastre en términos de los pardmetros v, 1, p y u, los cuales son
caracteristicos del problema estudiado, gquedando indeterminada una
funcién que depende de un solo parametro adimensional, El problema
se ha reducido a determinar la forma de la funcién f en términos
del parametro R.
El Andiisis Dimensional no puede proporcionar informacidén re-

ferente a la posible forma de la funcidén f debido a las caracterig
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ticas propias de la técnica, ya que ésta se aboca a la determina-
cién de todos los posibles términos n existentes en el problema.
Agi, se presenta como una herramienta util para la obtencidén de lg
yes de escalamiento, ya que éste reduce el problema a la determina
cidn de una funcidn que depende de un peguefio conjunto de pardme-
tros independientes adimensionales, de tal forma que ayuda a dis-

tinguir caminos hacia donde dirigir el trabajo experimental.

3.- Invariancia de Escala.

Este tipo de andlisis de un sistema fisico tiene algunos pro-
blemas operativos, debido a qgue se necesitan determinar las varia-~
bles que juegan un papel importante en el problema planteado, y
cuales son irrelevantes para el mismo, para que, de esta forma, se
construyan las cantidades adimensionales correspondientes y se rea
lice el anAlisis. Para esto, se necesita una gran intuicidn y cong
cinmiento del sistema para elegir aquellas variables que sean rele-
vantes al problema.

Ante esta limitacién para estudiar sistemas que contienen una
gran cantidad de variables, a partir de las cuales se puede cons-
truir un numero grande de cantidades adimensionales, es posible
plantear una pregunta un poco diferente para el andalisis del siste
ma. La idea de Fourier sobre la dimensioén propia de una cantidad
fisica puede ayudar a la formulacién de la pregunta. Si los teérmi-
nos que constituyen una misma ecuacién pueden ser comparados per
poseer el mismo exponente de la dimensién, se debke de pensar que
la ecuacién pueda ser invariante ante cambios de escala, de tal
forma que la ley fisica que se obtenga presente las mismas caracte

risticas de invariancia. Asi{, ¢que tipo de constricciones deberan

21



de surgir al exigir que el sistema de ecuaciones que describen al
comportamiento de un sistema fisico sea invariante ante una trans-

formacidn general de escala?.

3.1.- Inavariancia de Escala de la Ecuaclon de Navier-Stokes,

BEn sus trabajos de inveatigacidén de 1932, H. Lamb establecid
que el Andlisis Dimensional y las propiedades de invariancia de la
ecuacién de Navier-Stokes, bajo transformaciones de escala, estdn
relacionadas mutuamente, de tal forma gue se obtienen los mismos
resultados usando una u otra técnica en el anidlisis. Se puede ob-
servar esta afirm&cién en la ecuacién misma de Navier-Stokes para
la velocidad v de un fluido incompresible, (Lamb,1932; Landau y
Lifshitz, 1959): ‘

p[-g,c- + v‘v]v = WP + uviv 2.8
donde P reprasenta a la presion.

La forma en que se estudian las propiedades de invariancia de
escala de esta ecuacidn es planteando una transformacidén general
de escala que permita la invarlancia de forma de la ecuacidn. Sea
I la transformacidn general da escala:

It v 3 av; X Bx: p > 7pt £t > et; P o 8P 4 3 ¢u. 2.9
Al aplicar la transformacién I a la ec. 2.8 se busca determinar la
relacién existente entre los pardmetros de escala al exigir la in-

variancia de forma de la ecuacién ante el cambio de escala. Asi:
(ra)pf (3 + (a8 )vT]v = ~(387)7P ¢ (gamIuTl
Al exigir la invariancia de forma se obtienen las relaciones:
cla = o’ 887 = ¢87x; 7o' = 57
Existen tres parametros de escala independientes, de tal forma que

una posible solucién es: ¢ = an; ¢ =aBy; § = o’7.
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La transformacién de escala que permite la invariancia de forma de
la ec. 2.8 es:
If: v av; X9 Bx: p - ypi t o a ‘At: P o oa%¥P: u > afrp. 2.10
La fuerza se debe transformar como pvx?/t, dea tal forma que si se
busca el escalamiento para F como una ley o regla de potencias en
términos de las cantidades disponibles

P ~ p"viaTy®, 2.11
esta se debe escalar apropladamente bajo la transformacién I’:

F o 7&2:32? . 7;uuqo-pruppvqar“-.

Esto impone clertas constricciones a los indlces p, q, r v 8 da la
siguiente forma: p+ 8 =1; g+ 8 = 2; r + 8 = 2,
La solucidn a este sistema es: 8 =1 -p; gq=p + 1; r = p + 1,
Estas constricciones determinan la forma posible de F:

F ~ vau[eﬁg]pﬂ pvzaz[eﬁz]p= pvia®(m)® 2.12
donde R es el numero de Reynolds. Asi, la fuerza de arrastre se dg
termina salvo un indice. Si se buscara una forma mas general gque u
na ley de potencias se obtendria gue:

F = pva’f(R) 2.13

que es el resultado obtenido usando el Analisis Dimensional.
Se ha visto que el Anadlisis Dimensional ne pueda proporcionar in-
formacién sobre la posible forma de la funcidén £(R), gquedando este
trabaje desvinculado del andlisis. El trabajo experimental puede
dar informacidn sobre la posible forma de f. Pero, ¢que sucedera
sl se introducen suposiciones adicionales sobre las caracteristi-
cag del proceso?, esto es, fQue sucederia si se supone el mecanismo
fisico que gobierna_al fendémeno estudiado?.

Si se considera el limite en el cual R ¢ 1, se pueden ignorar

los términos inerciales en la ec. 2.8 y aplicar otra transforma-
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cién de escala.
Bliminando los tdérminos inerciales no lineales en la ec. de
Navier-Stokes esta se reduce a:
pZE = -vp + uvv 2.14
Al aplicar la transformacién de escala I a esta ec. se obtiene la
transformacidén de escala gue permite la invariancia de forma de la
ec. 2.14, la cual es:
B: vaavi x 4 8x: p 2 7pi taret; P ¢1c"P: JIRE Barc_'u 2.15
Aplicando esta transformacién a la ec. 2.10 se obtiene que:
F » 78%°¢"'aF ~ 7""a%8 " *c " pPva "
Las constricciones correspondientes para los fndices de escalamiep
toson: p+s=1; r+2s=3; q=1; 5 = 1.
Cuya solucidn es: p= 0y r=1;g=1; s = 1,
La forma para la fuerza es entonces:
F~vap ¢ F = kvau 2.16
donde k es una constante gue sélo depende de la forma del cuerpo.
F = kvia’R™', 2.17
de donde se cbtiene que f£(R) = kR™.
Sin embarge, se puede preguntar por la relacidn que existe ep

tre el Analisis Dimensional y la Invariancia de Escala en términos

de un marco mds preciso.

4.~ Andlisls Dimensional e Invariancia de Escala.

¢Que significa la idea de Invariancia de Escala?. Cuando se
piensa en el concepto de invariancia de escala, la idea que surge
es que la estructura propia de una ley fisica no puede depender de
la eleccion de las unidades. La condicion anterior se podria satig

facer si se utilizara un conjunto de variables que permanecieran
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invariantes al cambiar el sistema de unidadas. Estas variables adj
mensionales expresan el hecho de la independencia de la estructura
de una ley fisica ante el cambio de unidades, mas sin embargo, es
posible que no sea tan obvioc que esta propiedad de las variables g
dimensionales sea equivalente a la "invariancia de forma" de las e
cuaciones fisicas.

Las leyes fisicas se expresan generalmente en términos de un
conjunto de variables dimensionales, las cuales cambian al cambiar
de unidades. Adem&s, enh cualquier ecuacién escrita en tdérminos de
un conjunto de variables dimensionales se encuentran las escalas
fundamentales de masa H, longitud L, tiempo t, etc. las cuales son
relevantes para el problema, y que nunca se expresan en forma ex-
plicita debido precisamente a la invariancia de forma. La pregunta
necesaria es: ¢Cuales son las constricciones generales que se si-
guen al exigir que las leyes de la fisica conserven su estructura

ante cambios del sistema de unidades?.

4.1.~- Cambio de Escala en los Sistemas fisicos ordinarios.

Lo que tiene importancia primordial aqui es el caso del cam-
bio de escala en los gistemas clasicos ordinarios y el comprobar
que la forma de las ecuaciones no depende de la eleccidén de las u-
nidades.

Para estudiar este comportamiento se puede pensar en una can-
tidad fisica dimensional, y verificar su estructura posterior a un
canbio de unidades.

Sea K la cantidad fisica, la cual posee un cojunto determina-
do de dimensiones, y que as funcidn de un conjunto finito de varia

bles dimensicnales (x|)1|. Como K y x, son variables dimensiona-

~
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les, estas pueden ser expresadas en teéerminos de un conjunte estan=-
dard de unidades, las cuales pueden ser la masa M, la longitud L y
el tiempo t. Es posible que existan otras unidades independientes,
pero para el propésito del ejemplo se trabajara sole c¢on el cenjurp
to propuesto.
51 se utiliza este conjunteo de unidades, la magnitud de cada
una de las variables se expresara en la forma:
K =Lt x = WL 2.18
Se puede deseribir el comportamiento de estas variables al cambiar
el sistema de unidades, utilizando una transformacién de escala bg
jo la cual los paradmetros se transforman como:
Mo M = ANH; Lo L = ALL; tot! = htt 2.1
Existen dos formas de llevar a cabo el cambio de unidadas en K:
a). Se observa como se transforma cada una de las variakles X .
X, = x: - zl(A)xl
donde Zl(a) = A; AE Az y A es una abreviacion de Ay A Y A, de
tal forma que la cantidad K se transforma como:
Ko K = K(Z (A)X eneeene 2 (A)2) 2.20
b). Se observa como se transforma la cantidad misma K.
K K= ZAIK(X (X yennn. X ) 2,21
donde Z{}) = AjATAl
Como se trata solo de dos formas distintas de llevar a cabc el cap
bio de escala, las dos formas alternativas para K deben de ser i-
guales, por lo gque se cobtiene la identidad siguiente:
N(ZI(A)xI,........,Z"(A)x“) = Z(A)K(x],......,vx M 2.2
Considérese un ejemplo concreto: Sea la ecuacion E = mc®. Pa-
ra llevar a cabo un cambio de escala en esta ecuacion, s& puede

transformar directamente E o transformar m y ¢ separadamente vy mul
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tiplicar los resultados directamente. Es cbvio que el resultado fj
nal es el mismo.

Existe una pregunta dque surge inmediatamente al observar la i
dentidad anterior, ec. 2.22. (la forma de la ecuacidn que resulta
del cambio de escala depende de A?., Esta cuestidn es muy importan-
te en el estudio de la invariancia de escala, ya que si la forma
de la ecuacion resultante depende de A, las ideas de escalamiento
e invariancia resultan inoperantes. Para asegurar que la forma re-
sultante no depende de la eleccidén de las unidades, se puede utilji
zar el truco de Euler de tomar las variacjiones con respecto a A y
hacer posteriormente A = 1. Por ejemplo, si se toman las variacio-
nes en la escala de masa, se pueden determinar las variaciones con
respecto a A", y utilizando la regla de la cadena, obtener:

ax_"axax'_i 8z 8K _ az

v = aoi3xy T x =3l 7~ = 77 K.
akn & axlaxn R a}." :3)(‘ GA"

Cuando se exige A, = 1, se tiene que:

8z - . 82
[ﬂ:‘],\ U [ﬁ]h-x = &
N e UK

De tal forma que se obtiene la ecuacion diferencial:
.2,“"(‘%}—’:, = akK. 2.23

Se obtienen ecuaciones diferenciales andlogas cuando se consideran
las escalas de longitud y de tiempo. Asi, se obtiene un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales acopladas gue expresan el
fundamento de la invariancia de escala de las leves fisicas, (Esto
es, la invariancia de las propiedades fisicas respecto a la elec-
cidrn de las unidades), el cual esta implicitoc en el trabajo crigi-
nal de Fourier.

Se pucde comentar adicionalmente que el Andlisis Dimensicnal

y @1 Escalamiento han jugado un papel preliminar en la elaboraciecn
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de una teoria que generaliza los aspectos de estos métodos a casos
mas sutiles o complicados, como son los ejemplos descritos al prip
ciplo de este capitule y la Teoria Cuantica de Campos, como un ca=-
S0 particular. Esta generalizacién ha recibido el nombre de “Grupo
de Renormalizacién", debido a que éste tiene sus origenes en el
programa de renormalizacién usado para darle sentido a los infini-
tos inherentes a la teoria Cudntica de Campos. La renormalizacién
requiere la existencia de un conjunto arbitrario de escalas funda=-
mentales, que juegan un papel andlogo al gue tienen los parametros
de escala implicitos en cualquier ecuacion dimensional: de tal for
na que cualquier ecuacidn derivada dentro del marco de la teoria
cudntica de Campos, que represente a una cantidad fisica, no debe
depender de la eleccidn de estas escalas fundamentales. las cons-
tricciones que resultan solo deberan representar una generaliza-
cidon del andlisis dimensional ordinario. La unica diferencia entre
estos dos puntos de vista es que las vaariables presentes en la
teoria cuantica de campos cambian en una forma mucho mis complica-
da con la escala, que las variables cliasicas. De esta forma, la s
lucién a las ecs. 2.23 se presenta como un caso especial de la so-
lucién a las ecuaciones del grupo de renormalizacidn, y se encuen-
tra ademds que la solucion es precisamente equivalente a las cons-

tricciones del analisis dimensional.
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5.~ Fisica de Plasmas Yy el Principio de Invariancia de Escala.

Otra rama de la fisica que ha ofrecido una dificultad espe-
cial para su estudio es la Fisica de Plasmas. Algunos de los pro-
blemas que deben de ser resueltos en la Fisica de plasmas son los
fandmenos de confinamianto de energia y transporte de particulas
en una estructura de campo magnético dada. El objetivo de ésta in-
vestigacién es determinar las condiciones que deben satisfacerse
para lograr la fusién nuclear controlada y determinar los paréme-
tros de operacién de un reactor de fusidén nuclear.

originalmente se pensaba que los procesos de tipo clasico o
naocldsico, como es el caso del transporte en el que se incluyen
colisiones entye particulas (colisiones coulombianas), podrian de-
terminar estos parametros, de tal forma que se podria contar con u
na teoria predictiva. Sin embargo, los experimentos existentes
muestran que la conductividad térmica de los electrones, y en me-
nor medida la de los iones, son fendmenos altamente andmalos. La
turbulencia ocasionada por microinestabilidades ha servido como ba
se para tratar de explicar este tipo de procesos andmalos. Sin em-
bargo, el problema de proporcionar una teoria para la descripcién
de este transporte andmale se dificulta por la diversidad de fend-
menos que se tendrian que introducir en la descripcién, y por las
hipétesis acerca del mecanismo de saturacién no lineal o acerca de
la naturaleza de la turbulencia del plasma, haciendo dificil la e-
leccién de los mecanismos que gobiernan el proceso, debido a que
estos no son claros aun. Aunque se puedan determinar mecanismos
responsables del transporte, permanece aun el problema del cdlcule
del tiempo de confinamiento andmalo, es decir de los estados satu-

rados no lineales de algunas inestabilidades fisicas del plasma.
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El tiempo de confinamiento de energia T es una medicién prac-
tica importante para el estudio éel comportamiento del plasma ter-
monuclear, y la posibilidad de que este pueda escalarse con otros
pardmetros relevantes para el sistema de confinamiento, de una for
ma predecible, es de interés para la interpretacion de los experi-
mentos existentes, y para su extrapolacién al disefio de nueves ex-
perimentos. Uno de los objetivos de los grandes experimentos en
Fisica de Plasmas, como son las series de Tokamaks, es determinar
la posible relacisén entre el tiempo de confinaﬁiento de energia t
y los parametros del aparato. A ésta relacién es a la que se le da
el nombre de “Ley de escalamiento para el confinamiento". Se han
hecho muchos intentos para deducir leyes de escalamiente empiricas
para el tiempo de confinamiento de energia, a partir de los datos
observados en los experimentos existentes (Gorbunov, et al, 1970;
Merezhkin y Hukhovatov, 1%81; Goldston, 1984; Liewer, 1985).

Las leyes de escalamiento empiricas se expresan en términos de va-
valores caracteristicos de clertas variables fisicas independien-

tes, usualmente en la forma de leyes de potencias t ~ n"T%B"a’....
donde n es la denslidad del plasma, T su temperatura, B la intensi-
dad del caompo magnético, a el radio menor del sistema de confina-

miento, etc. y los parametros p, 4, I, s, ... Se derivan a partir

del ajuste de los datos de una amplia variedad de experimentos.

El problema principal con estas leyes de escalamiento consiste en

que, al ser deducidas a partir de los experimentos existentes, son
extrapoladas a los parametros de escala de reactor, sin conocer su
validez.

Por otre lado, los intentos de obtener leyes de escalamiento

a partivr de estudios tedricos del comportamiento del plasma termo-
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nuclear no han sido satisfactorios.

El problema que se presenta en la técnica de obtencicn de le-
yes de escalamiento empiricas, y su extrapolacién a los parametros
de reactor, asi como las dificultades Yy errores presentes en los
calculos tedricos para este misme fin, hacen sentir la necesidad
de un marco general de referencia, dentro del cual se puedan discu
tir las distintas propuestas de leyes de escalamiento, tanto empi-
ricas como tedricas, basandose exclusivamente en la fisica del prg
ceso.

Como se ha viste, el plasma termonuclear presenta una dificu})
tad especial para su estudio, debido a que las ecuaciocnes de la
Fisica de Plasmas, las ecuaciones MHD por ejemplo, son considerd-
blemente mids complejas que aquellas que se pueden estudiar utili-
zando la técnica del Andlisis Diwmensicnal, y esto se refleja en el
gran nimero de parametros adimensionales dispenibles en la descrip
cion dimensional del plasma termonuclear. En particular se tienen
los pardmetros adimensionales p/a, A/a y Aya, donde p es el radio
de Larmor, A es la trayectoria libre media entre colisiones, A, es
la longitud de Debye y a es una longitud macroscépica caracteristi
ca del sistema de confinamiento. Se tliene tambien el parametro g8,
el cual es la razén entre la presion del plasma y la presion del
campo magnético. Junto con estas cantidades se tienen constantes
tales como la razén de masa idn-electrdn y varias razones geométrj
icas particulares al sistema de confinamiento.

Se puede observar que para estos sistemas complicados el Ana-
lisis Dimensional convencional se vuelve engorroso al tratar de a-

plicarlo, debido a la gran cantidad de parametros adimensicnales
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presentes en la descripcidn. Para evitar este problema, desde un
punto de vista practico, conviene plantear un enfoque alternativo
a reserva de ralacionar los dos enfogues en base a una interpreta-

cién en términos del Analisis Dimensional.

Las ideas de Escalas y Dimensiones proporcionan una alternatj
va para estudiar un sistema fiasico, en principio por complicado
que sea, sin necesidad de resolver el conjunto de ecuaciones que
describen el comportamiento de dicho sistema, y esta aiternativa g
frece un avance importante en el estudio de estos, evitando cdlcu-
los complicados en la resolucidén de las achaciones correspondien-
tes. Esta alternativa surge a partir de la discusion propuesta por
Rayleigh (1915}, por H. Lamb (1932) y por Landau y Lifshitz (1955)
al vislumbrar las posibllidades de las ideas de invariancia de
escala.

En 1977 Connor y Taylor (1977) proponen esta alternativa como
técnica para el estudio de lecs fendmenos de confinamierto de ener-
gia y transporte de particulas (calor) en los sistemas de confina-
miento magnético para plasmas termonucleares. Esta aproximacion a)
ternativa se basa en un principlo de invariancia de las ecuaciones
ante transformaciones de escala, el cual especifica que! "Si las
ecuaclones que describen el transporte anémalo cobservadoc en los
sjstemas de confinamiento magnético son invariantes bajo alguna
transformacién de escala, cualquicr tiempo de confinamiento calcu-
lado debe de exhibir las mismas propiedades de invariancia, no im-
portando el medio por el que se haya calculado". Estas zropiedades
de invariancia imponen cliertas constricciones en la pcsible forma

del tiempo de confinamients, las cuales son caracteristicas del ng

32



dalo del plasma representado por las scuacionea. Estas constriccie
nes raeducen el numero de paramatros gue tienen que ser investiga-
dos empiricamente, y pueden servir para indicar que modelos del
plasma pueden describir apropiadamente las propiedades del piasma
observadas.

El principio de invariancia de escala refleja una caracteris-
tica fundamental de la naturaleza, y es que la estructura particu-
lar de una ley Fisica no puede depender de la eleccidn de las uni-
dades; estas juegan un papel irrelevante. Y esto estd relacionado
con el hecho da que una ley fisica surge del estudio del conjunto
de ecuaciones que describe adecuadamente al sistema fisico, y si
la estructura de las ecuaciones no depende de la eleccidn de las u

‘nidades, o es invariante ante cambics de escala, la ley fisica de-
be exhibir las mismas propiedades de invariancia.

Un resultado muy importante de este principio consiste en que
al extender este arqgumento a modelos mds especificos de transporte
turbulento, en los cuales son identificados el mecanismo fisico pa
£z 21 transporte y l2 configuracion magnética, se puede definir
mis exactamente la forma de los coeficientes de transporte local,

Y esto solo en base a argumentos de invariancia.
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CAPITULO Il

Principio de Invariancia de Escala para el Confinamientoc Global

(Connor y Taylor, 1977}

En este capitulo ge describe cémo, a partir de un argumento
de invariancia de escala aplicado al conjunto de ecuaciones de un
modelo particular del plasma termonuclear, es posible obtener in-
formacién sobre las propiedades de transporte correspondientes,

Se obtiene informacién sobre el tiempo de confinamiento de energia
Y, en un caso especial, sobre el transporte de calor, gue son ca-

racteristicos del modelo que se emplea.

En los capitulos anteriores se ha descrite la forma en que
las ideas de dimensiones, similaridad e invariancia de escala se
presentan como técnicas utiles en el estudio de cierto tipo de
sistenas fisicos complejos. El principio de invariancia de escala
ge presenté como una alterpativa viable para el estudio del plasma
termonuclear.

Una forma alternativa de expresar el principio de invariancia
de escala es: Si el confinamiento del plasma es descrito por el
conjunto de ecuaciones caracteristicas de un meodelo particular del
plasma, el tiempo de confinamiento calculado a partir de este node
lo debe reflejar las mismas propiedades de invariancia de escala
de las ecuaciones, no importando el medio por el cual se obtuvo.

Este principio constrifie 1la forma posible del escalamiento del
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tiempo de confinamiento de una forma tal que es caracteristica del

modelo partjicular empleado.

El procedimiento general del empleo del principio de invariap
cia de escala en las ecuaciones del plasma es el siguiente: Se con
sidera el conjunto completo de ecuaciones que describen el modelo
particular de confinamiento del plasma, y se aplica una transforma
cién general de escala a dstas, de tal forma que todas y cada una
de las variables y parémetrcs de interés se escalan de distinta
forma. Al exigir la invariancia de escala de las ecuaciones, se ob
tiene un conjunto de relaciones que especifican como se escalan ca
da una de las variables para que se cumpla ésta. A partir de estas
relaciones se obtienen las transformaciones que se necesjitan para
la invariancia de escala de las ecuaciones.

Se supone que el tiempo de confinamiento de energia se puede expre
sar como una serie en términos de variables relevantes al sistema
de confinamiento, como son las variables n densidad, T su tempera-
tura, B intensidad del campo magnético y a un pardmetro de dimen-
sién lineal en la forma:

t= T Cmq.n'in“Bra'

F.q.T. 8

donde n, T, By a se toman de tal forma que sean valores caracte-
risticos del confinamiento, por ejemplo, en el centro del plasma.
Estos valores caracteristicos son suficientes debide a que sus perp
files estan completamente determinados por las ecuaciones que des-
criben al modelo empleado, con sus condiciones a la frontera.

En base al principio de invariancia de escala, T debe ser in-

variante ante las transformaciones de escala que se determinaron,

de tal forma que al aplicarlas a ambos lados de la ecuacion ante-



rior los indices p, q, r vy s se constrifien a satisfacer un conjun-
to de relaciones entre ellos. A partir de estas relaciones se de-
terminan los indices independientes, los cuales determinaran la

forma posible del tiempo de confinamiento de energia, representada

por una funcidn indeterminada de los argumentos n, T, B Y a.

A continuacidn se presentan los distintos modelos para el cop
finamiento glebal, modelos convencionales del plasma, y la forma
del tiempo de confinamiento que surge al aplicar el principio de

invariancia a cada modelo,

1.~ Modelos Cuasineutrales,
En este tipo de modelos el campo eléctrico se determina a par

tir de la condicién de cuasineutralidad de carga en el plasma.

l.1.- Modele Cuasineutral Electrostdtice de Vliasov,

Este es uno de los modelos mas sencillos, en el cual se supo-
ne gque las caracteristicas que determinhn el transporte andémalo es
tan descritas completamente por las ecuaciones electrostaticas de
Vlasov, tanto para los lones como parailos electrones. Ademds, se
supone que el campo eléctrico esta detsrminado por la condicién de
neutralidad de carga en el plasma, Y qﬁe, en el limite electrosta-
tico, el campo magnético puede ser considerado como fijo. De esta
forma, se estan ignorando los efectos que se presentan al conside-
rar valores grandes del parametro 8, colisiones coulombianas, y
fluctuaciones en la longitud de Debye. Este modelo describe a plas
mas no colisionales con valores bajos de B. Al considerar este mo-

delo se esta abarcando el conjunto de modelos de Ondas de Deriva,
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tales como el modelo de transporte debido a modos no colisionales
de particulas atrapadas, o a modos de gradientes de temperatura de
los iones.
Este modelo estd determinado por las ecuaciones de Vlasov:
g+ vove, +§:[E+vx3]--g—f;l =0 3.1

para cada especie i, y por la condicién de cuasineutralidad:
}I_‘,elJ-f‘(x,v)d]v =0 3.2

Para llevar a cabo el andlisis de este modelo particular, u-
sando exclusivamente el principio de invariancia de escala, se de-
tarmina el conjunto de transformaciones de escala que permitan la
invariancia de forma de las ecs. 3.1,2. La transformacidn general
de escala que servird como base para el anilisis es la siguiente:
9,8 £ afi v o 8v: x 9 7xXi B+ 6B E ME; t o et 3.3
donde «, B, ¥, 8, m Y € soh los parametros de escala, a partir de
de los cuales se determinarda la forma de la transformacion de esca
la que corrresponde a este medelo, determinando los parametros que
son independientes. Al apllcar esta transformacisén de escala a las
ecs. 3.,1,2 y exiqir la invariancia de escala, se obtienen las relg
ciones necesarias, entre los pardmetros de escala, para determinar
la transformacién:

x 3f Ba

= ==+ = vt + af

[n E + B8 ‘”‘B]'E;

g £ (x,v)a = 0
o ? |J 1 )

(]
[=]

Al exigir la invariancia de forma se obtienen las relacionest

m= g8 a/c Bx/y = na/B,

cuya posible solucion es:
n=g%" e =388 =27'p

Asl, la transformacion de escala que corresponde a este mcdelo es:



5.t £ af ;v BY: x5 yx: By 8B E o BYE; £ o 7't

En la transformaclion de escala z estdn incluldas tres transforma=-
ciones simples, las cuales representan a cada pardmetro de escala
independiente. Estas surgen al considerar un scolo pardmetro y ha-
cer los demads igual a une.

La determinacién de la forma del tiempo de confinamiento se
puede llavar a cabo por dos medios alternativos, los cuales expre-
san una caracteristica fundamental implicita en el principio de ipn
variancia. Se ewxpondran las dos formas.

Sea Q= Ivvzf(x,V)dav la energia perdida por unidad de area,
por unidad de tiempo. Se supone que este flujo puede ser expresa-
do, en principio, en términos de n, T, B, a. Las razones geométri-
cas a/R y q no pueden entrar en este escalamiento, debido a que no
existe informacién acerca de ellas en las ecuaciones anteriores.
De esta forma, el flujo se expresa como :

Q = Q(n,T,B,a) 3.4
Se supone que esta dependencia funcional del flujo de calor se pug

de expresar como una serie en la forma:

Pyt 6 5
Q= ¥ Cpﬂ‘n. nT B a 3.5
mq,r,e

Para aplicar la transformacidn 5‘ a la expresion propuesta pa

ra el flujo de calor, se determina la forma en que se transforman

Q, ny T bajo 51' basandose en las definiciones de cada cantidad.

Q= Iw’f(x,v)d’v 3.6

} J‘vzf(x,v)djv -
If(x,v)d:'v

n= If(x,v)d’v 3.5

asf, 0 - a8%: T - R*T: n o «g’n.

Para llevar a cabo un cambio de escala en el flujo de calor.
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se pueden transformar las expresiones 3.4,5 independientemente, pg
ro tomando en cuenta ¢que estas dos formas son equivalentes:
a - ag’a
Si se exige la invariancia de Q ante la transformacidn de escala
5, se obtlenen las constriccionas para los indices:
p=1:3p + 2@+ r =6; ~r + 630
Una posible solucidn a estas relaciones es:
p=1l; r=-2q + 3; r = 5.

Una vez conocidas las constricciones para los indices de escala-
miento es posible determinar la forma de Q:

Q= § C, nr%8*%a™* = na’p’y c, (T7a?p%)?

q
Una forma general de escribir este resultado es:
0 = na’s’c(1/B%a?) 3.9

Donde G es una funcién desconocida, pero que s6lo depende del argu
mento T/a2p”.

S1 Q denota la energia pérdida del plasma por unidad de volu-
men y por unidad de tiempo (Potencia perdida por unidad de volu-
men), el tiempo de pérdida t se define por la ecuacién Q = 3InT/v.
Este tiempo t se denomina tiempo de confinamiento ya que se puede
considerar que el plasma es confinado durante el periodo t.

De esta forma el tiempo de confinamiento Te puede determinar utilj

zando la relacién:

naTl
- —_ 3.10
A
R S L 3.1
. na’B’G(T/B"a"} B a B a
de esta forma:
Bt = F(T/B%a°) 3.12
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Donde F = G, y es una funcién no determinada.
Es posible trabajar directamente con T, y determinar su forma
"
a partir del principio de invariancia de escala.
Se supone que T se puede expresar funcionalmente en términos
den, T, By a como una serie en la forma:
PipQnpl »
T = L Cv.q,r--n T'B a. 3.13
P.q, T,
Al aplicar la transformaciosn 5, a esta expresion se obtiene:
w gt Plps2qir _-r+m_poq r &
T g T = E P'q.r._aﬂ ' nT B a.
Piqe @
Al exigir la invariancia ante el cawmbio de escala, se cbtienen las
constricciones para los indices de escala:
p=0;3p+2q+r==~1; 8 ~r=1.
cuya solucidén es:
p=0; r=-2q-1; 6 = -2q.

De esta forma, el tiempo da confinamiento se puede expresar como:
-1 T 1°
T=BLC [~——J . 3,14
¢ “alp?a?

El escalamientoc general tiene la forma:

BT = F(sfuz) . 3.15
Donde F es una funcién indeterminada que depende de un solo argu-
mento, y se observa que las expresiones 3.12,15 son idénticas.

La relacién exacta entre t y Q involucra los perfiles de tem-
peratura y densidad: mds sin embargo, estos perfiles estan goberna
dos por las ecuaciones badsicas que describen al modelo particular,
de tal forma que la ley de escalamiento para t es consecuencia e-
xacta del modelo empleado, asi como las condiciones a la frontera
no introducen efectos fisicos dominantes adicionales.

Se puede observar que si se derivara una ley de escalamiento

para T a partir de la ecuacién de Vliasov para plasmas no colisiong
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les, en al limite electrostatico, no importando la forma como sea
calculado, esta deberd de tener la forma deducida anteriormente.
Esta es la idea de Fourier expuesta anteriormente.
Si se supone el escalamiento como una ley de potencias:

Bt - {T/B%a%)" 3.16
la cual solo contiene un indice libre.
Las constricciones generales a los indices dentro de este modele
se obtlenen de la siguiente forma: Se plantea la forma general del
escalamiento como una lay de potencias, y se hace corresponder a
la expresién obtenida a partir del andlisis anterior:

Bt ~ nPrBRTa" = T p™

Las constricciones son: p = 0; r = ~2q; 8 = -2q.

Antes de continuar con otros tipos de modelos del plasma, se
puede pensar en las consecuenclas de suponer la existencla de un
coaficiente da transporte K, en lugar de suponer una ley de esca-
lamiento para t. K satisface la ecuacién Q = - KaT/6x, y es posi-~
ble expresarle en términos de las variables n, T y B. En esta si-
tuacién, el tiempo de confinamiento debe de ser proporcianal a aﬁ
Y esto sa debe de reflejar en la ley de escalamiento.

Esto es, si Q = -koT/8x se tiene que naT/t ~ kaT/dx ~ kT/a, de tal
forma que T - naz/k. comc Br ~ (T/azaz), se tiene que k ~ T/B y
por lo tanto t ~ azB/T. Asi, sa obtiene que el coeficiente k ten-
drd la dependencia:

k ~ T/B 3.17
Y el tiempo de confinamiento:

T ~ a’p/T. 3.18

Este resultado corresponde al coeficiente de difusién de Bohm, el
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cual parece ser el unico coeficliente de trancporte local compati-
ble con la ecuacién de Viasov no colisional en el limite electros-

tatico.

1.2,- Modelo Cuasineutra)l Electrostidtico de Fokker-Planck.

En este modelo se supone gque el transporte andmalo estd des-~
crito por la ecuacidén de Fokker-Planck, incluyendo la integral de
coligiones de Landau, para colisiones coulombianas, conjuntamente
con la comdicidon de neutralidad de carga, y el limite de la aproxi
macién electrostdtica. [Este modelo difiere de la clasificacidédn de
Lacina (1971), ya que ésta incluye efectos de colisiones con parti
culas neutras]. Las Ondas da deriva colisionales y las Ondas disi-
pativas de particulas atrapadas pertenecen a este modelo debido a
su caracter colicional.

Al tomar en cuenta los modelos Cuasineutral Electrostatico de
Vliasov y de Pokker-Planck, es posible describir y analizar los mo-
delos actuales de Ondas de Deriva para el transporte andmalo en
los Tokamaks.

Las ecuaciones gue describen a este modelo particular son:

o+ vovE + g.[r: + va] -g% = C(f,£), 3.19

1
para ambas especies, y la condicidén de cuasineutralidad de carga.

Se pueden considerar modelos en los cuales los operadores de coli-
gsiones se puedan escalar como el producto de dos funciones de dis-
tribucidn. En este caso C{f,f) representa al operador de colisio-
nes coulomkianas, el cual satisface esta condicidn.

Al aplicar la transformacidén de escala general 50, 3.3, a las
ecs. 3.2,19 y exlgir la invariancia de forma de las ecuaciones an-

te el cambio de escala, se obtienen las relaciones entre los pard-



metros de escala:

gﬂ = % = .5:‘. = az ;o= g,
cuya solucidn posible es:
1 1 2_~

a=grl;e=o8""; 8 =8yt ono= g%y,

donde se debe tomar en cuenta que el operader C(f,f) se transforma
como azc(t,f) .

La transformacién que permite la invariancia de las ecuacie-
nes ante camblos de escala es:
50 £+ Br'f: v Bvi x4 yx; B 5 gY'B: E 5 85BN £ o v8 e,
Bajo esta transformacicn se tiene gque:

no g% T Aot a7

81 se supone que T se puede expresar en la forma 3.13, se tiene

que la invariancia de escala implica que:

ta gl =g Cp.q.r’.a(prZQOrT-p-ruinqBral.
Las restricciones en los indices que surgen al exlgir la invaxian-
cia ante cambios de escala son:

4p+ 2gq+ r = ~-1; -p-r+ s =1
Una posible solucién es r = -1 -2q -4p:; 8 = -2gq -3p, de donda se
tiene que t se puede expresar en términos de una funcién F no de-

terminada aun, pero que depende sélo de dos argumentos:

n T
Bt = F[——,-——] 3.20
B'a’ B%a?

Las restricciones para la forma de T son:
r = -4p -2q; 8 = ~3p =-29.

Si se supone una ley de potencias se tiene:

] q
Br~["‘a][§'2] 3.21
B a B a

donde se puede cbservar que la ley de escalamiento contiene dos ip

dices libres.
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1.3.~ Modelo cuasineutral g-altas de Vlasov.

Para plasmas que presentan valoeres grandes del paradmetro g, a
temperaturas del plasma altas, el transporte nnémaic puede aun ser
daescrite por la ecuacién de Vliasov no colisional ec., 3.1, sin em-
bargo, se deben de incluir los efectos de un campo electromagnéti~
co consistente, que satisfaga las ecuaciones de Maxwell:

VXE = =3B/dt 3.22
B = 4nJ 3.23

donde J = § e‘Ivfl(x,v)dav es la densidad de carga.
1

La neutralidad de carga, ec. 3.2, puede considerarse si se supohe
que la longitud de Debye es despreciable.

Este nodelo puede ser apropiado en el régimen de reactor ter-
monuclear. Mediante este modelo se pueden describir adecuadamente
las Ondas de deriva de Alfvén no colisionales para 8 altas, e in-
cluye la fisica fundamental de los coeficientes de transporte obtg
nidos por Ohkawa (1978}, Parall y Pogutse (1980) y Kadomtsev y Po-
gutse (1985).

El conjunto de ecuaciones gue describe a este modelo particu~
lar son ecs. 3.1,2,22,23.

Al aplicar la transformacion de escala 50 a las ecuacicnes ap
teriores y exigir la invariancia ante esta, se obtienen las rela-

clones entre los pardmetros de escala:

a _ Bx _ nx .8 PR )
c 7 g du iy = Rw 7 €
La solucidén a estas ralaciones es:

a=8%7%; c=98"" ;8 =gy on = gt

La transformacidn de escala correspondiente es:



LI P B 22 2f: v 2 Bv: x o ¥x; B By 'B; E o g%r7'E: £ - 287 't
Bajo esta transformacidn de escala, los pardmetros n, T, ¥ T se
escalan como:

noan: To AT T 97T
31 se supone que T se puede expresar en la forma 3.13, la invariap
cia de escala implica que:

o8l =g Cp.q.,.,7'”8“(637'1)r‘l'inqBra.’

La idea de gque la forma en que se escale una variable fisica es ip
dependiente de la forma de la misma, impone ciertas restricciones
a los indices de escalamiento en la forma:

2q + r = =1; 2p + r =s = =1,
de manera que: r = -1 -2q; s = ~2q + 2p.
El tiempo de confinamiento t toma la forma que le impone el princi
plo de invariancia en términos de una funcidén desconocida que de-

pende de dos parametros:
Bt = F{na®,T/B%"). 3.24

Las constricciones para la forma de T son:

r+ 2qg=0; 2p - 2q ~s = 0,
donde se puede ohservar que si se supusiera una ley de potencias

para el escalamiento, existirian dos indices libres.

1.4.-Modelo Cuasineutral g-altas de Fokker-Planck.

Al considerar este modele se incluyen los efectos que surgen
al considerar valores grandes del parametro g, y se permite la po-
sibilidad de colisiones entre paréiculas cargadas del plasma. De
esta forma, se supone que el transporte andmalo esta descrito aprg
piadamente por las ecuaciones de Fokker-Planck, lncluyendo la inte

gral de colisiones de Landau para colisiones coulombianas, mien-
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tras que el campo electromagnético se determina autoconsistentemep
te a partir de las ecuacliones de Maxwell, y de la condicién de ney
tralidad de carga. As{, este modelo es una combinacién de los mode
los cuasineutrales B altas de Vlasov y electrostdtico de Fokker-
Planck. A partir de estos modelos es posible obtener las ecuacic-
nes de dos fluidos propuestas por Braginskii (1965).

A menudo se piensa que este modelo es adecuado para descriki:r
fendmenos del transporte andmalc en los sistemas toroidales.
Las ecuaciones gque describen a este modelo son: ecs., 3,2,19,22,23,
Las relaciones entre los parametros de escala que surgen al apli-
car la transformacion 50 a las ecuaciones anteriores y exigir la
invariancia de forma ante el cambio de escala son:

a=p8%7=8"6=8c=p% =28
Existe un solo parametro que determina la transformacion de esca.a
correspondiente a este modelo, la cual tiene la forma:
5 1 f o Bf; voBv: x5 8%: B o g°B; Eo gE; t o+ gt
El tiempo de confinamiento se expresa en la forma 3.13, donde
no gn: T g T BT

Aplicando el principio de invariancia al tiempo de confinamient:.
se obtienen los indices de escala que son independientes, obtenisp
do la expresién: s = 2p + /2 + Sr/4 + 5/4.
El tiempo de confinamiento toma la forma:

BT = F(na®,Ta?Ba”"*

IR 3.25
Las constricciones que determinan la forma posible de la funcicn
desconocida F son: 8 = 2p + q/2 + 5r/4.

A partir de este resultado, se puede observar que el escala-

miento como ley de potencias contendra tres indices libres.



2.~ Modelos No Cuasineutrales.

En esta seccidén se estudiardn los efectos de las fluctuacio-
nes de carga en las leyes de eacalamiento.

En el conjunto de modelos del plasma descritos anteriormente,
se observa una caracteristica especial gque es comin a todos elles.
Se ha supuesto que la condicién de neutralidad de carga en el plag
ma se satisface, de tal forma gue el campo eléctrico queda determi
nado por esta condicién. Mas sin embargo, hay situaciones en las
cuales no se podria suponer esta condicién, debido a que se presen
tan inestabilidades en el plasma. Esto sucede, por ejemplo, cuando
se llevan a cabo descargas en Tokamaks de baja densidad, y mas co-
munmente en los Espejos magnéticos, donde se presentan inestabili-
dades de altas frecuenclas y pequeiias longitudes de onda en la ve-
locidad de las particulas (Kadomtsev, 1961).

Asi, se reconsiderarin los distintos mcdelos del plasma estu-
diades anteriormente, en los cuales se supuso vdlida la condicién
de neutralidad de carga, sustituyendo esta condicién por una ecua-
cién mas especifica, la ecuacidén de Poisson.

V-E = ~4nf e If, (x,v)a'v 3.26

2.1.~ Modelo Electrostitico de Vlasov.

Este modelo difiere de) modelo cuasineutral electrostatico de
Vlasov en el hecho de que la condicion de neutralidad de carga es
removida por la ecuacién de Poisson. Este modelo queda completamep
te determinado por la ec¢, de Vlasov no colisional 3.1 y la ec. de
Poisson 3.26.

Las relaciones que surgen entre los parametros de escala, al

aplicar la transformacion % a las ecuaciones anterlores y exigir
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la invariancias de forma ante el cambic de escala son:

a =g s =arts v = g% e o= y8”
En las relaciones anteriores se abserva que existen dos pardmetros
de escala independientes, y la transformacidn de escala correspon-
diente es:
8,0 £ B 7% v Bv: x - Tx; B o 87 'B: E o g7 'Er € o 287t
El tiempe de confinamiento se transforma adecuadamente bajo By oh
teniendose, al exigir la invariancia de escala, que la forma posi-
ble para t, en términos de una funcidén desconocida aun, es:

BT = ;:(g_a,;'f—aé . 3,27
Las constricclones a los indices de escalamiento son:
r+ 2p +2q=9; s ~2q=20

Existen dos indices libres en la ley de potencias.

2.2.~ Modelo Electrostdtico de Fokker-Planck.

La descripcidn de este modelo se puede llevar a cabo mediante
las ecs. de Fokker-Planck 3.13 y por la ecuacion de Poisson 3..6.

Al aplicar 5, @ las ecuaciones y exigir la invariancia de for
ma de estas ante el cambio de escala, surge la transformacion de
escala gue caracteriza a este modelo particular, en la cual se pug
de observar que existe solamente un parametro de escala.
8 £ 87t vs Bvi x o Ax: B s 8% E o Bt oo A7
Esta es la transformacion de escala que determina la forma posible
del tiempo de confinamiento si se calculara a partir de las ecua-
cienes que describen a este modelo.

Se expresa T como una serie, y la aplicacion de 35 a las ecua
ciones anteriores proporciona gque:

s = 3p + g+ 3r/2 + 3/2
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El tiempo de confinamiento se expresa como:
Br = G(na’,Ta,Ba™?) 3.28
Esta expresién puede ser escrita en otra forma alternativa, ju

gando con los indices de escalamiento:

t = 8L, (na))P(ra)i(Ba’?)",
= 8L C, (/8P (1/8%%) B%ay .

El escalamiento para t toma la forma:

n T 2

Br = F[——, ,Ba ], 3.29
BZ Baaz

y las restricciones gue definen la forma posible para la funcién

desconocida F son: 6p + 2qg + 3r - 2r = 0. Asi, existen tres indi-~

ces libres para el escalamiento en forma de ley de potencias.

2.3.~ Modelo # altas de Vliasov.

El sistema de ecuaciones que determinan a este modelo son las
ecuaciones 3.1,22,23,26, y la transformacidén de escala que surge a
partir de la invariancia de forma de las ecuaciones ante cambios
de escala, la cual es caracteristica del modelo empleado, es:

LIERE A ¥ Vo vl X o ¥X: Bo ¥ B E o v7'Er bt o vt

Como se puede observar, no hay escalamiento para la velocldad v de
bido a que las relaciohes entre los parametros implican que 8 = 1.
La transformaciodn 5, determina la forma funcional de T al exigirse

la invariancia de forma ante el cambio de escala, de tal forma gue

este se puede expresar como:

8t = G(na’,T,Ba) 3,30
Una forma alternativa, mas conveniente, de expresar t es:
BT = F[ﬂs,—f-—z,ea] 3.31
B” B a

y la restriccion que define la posible forma de F es:
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2p+ r-s =20
Si se expresa Tt como una ley de potencias, existiran tres indices

libres gque deberin de satipfacer la constriccion anterior.

2.4.~ Modelo B altas de Fokker-Planck.

Como se explicd, este modelo difiere del cuasineutral en la
forma como se considera la carga eléctrica enp el plasma. Las ecua-~
ciones dque describen a este modelo son ecs. 3.19,22,23,26.

si se aplica la transformacién general 5, & estas ecuaciones
exigiendo la invariancia de forma, se observa que las relaciones

entre los parametros de escala son:

1 1 -t 3 ~1

ac™'= pay'= nap'= o®: m = g8 ; wr'= ap’: 8v7'= agt: 7= sc
La unica solucldéh posible es: a = 8§ =9 =& =0 = ¢ = 1,
No es posible escalar las distintas variables y pardmetros presen-
tes en las ecuaciones que describen a este modelo, de tal forma
que no existe transformacién posible que permita la invariancia de
forma ante cambios de escala. Esta limitacidn en el analisis sole
permite concluir que la ley de escalamiento para T, correspondien-
te a este modelo, tendrd la forma funcional no determinada aun:

Bt = F(n,T,B,a) 3.3:2
Asi, no es posible obtener informacidn para el tiempo de confina-

miento a partir de este modelo particular utiliizando el argumento

de invariancia de escala.

3.~ Modelos de Fluidos.
El estudio del plasma termonuclear plantea la dificultad de
entender la gran diversidad de fendmenos que se presentan en la dj

namica del mismo. Mas sin embargo, existe una teoria fundamental



que permite la estimacidén de ciertas propiedades globales de equi-
librio y estabilidad del plasma, la cual se conoce como Teorfa Mag
netohidrodindmica (MHD).

Sea 1 una longitud que representa el tamafio del sistema y A,
la longitud de Debye. Si se satisface la condicidén de gue Ay, € 1,
se tiene que el plasma se puede considerar como un fluido, por lo
que es adecuado tratarlo mediante un modelo continuo. Asi, en este
modelo no se considera importante la identidad de las particulas
individuales, y solo se toma en cuenta el comportamientc de elemep
tos de fluido. En un fluido ordinario las colisiones frecuentes ep
tre particulas individuales mantienen a las mismas en determinados
elementos de fluido, moviendose conjuntamente. El plasma termonu=-
clear consta de particulas cargadas, S5in embargo, puede ser descri
to por el modelo de fluide, aunque las colisiones entre particulas
sean poco frecuentes, debido a la presencia de campos magnéticos
que confinan a las particulas cargadas a moverse en elementos de
volumeh. Esta descripcion pueda ser derivada a partir de los mode-
los apropiados de Vliasov o Boltzmann bajo ciertas condiciones adi-
cionales. Sin embargo, debido a su amplio uso, y debido a que las
aproximaciones adicionales conducen a constricciones extra en la
ley de escalamiento, es conveniente analizarlos como modelos inde-
pendientes (Braginshii, 1965).

Las ecuaciones que describen este modelce constan de una ecua-
cidén de continuidad, que relaciona la densidad p-= mn, y la velo-

cidad wacroscépica v

g% + U (pv) =0 3,32
Una ecuacion de momento:
p[gE + V‘V]v + OGP ~ JXB = 0 3.34
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y una ecuacién de energia para la presion P, la cual esta relacio-
nada con la temperatura a través de la ecuacién P = nT:

“
?5_1-1-[%6 + v-v] (pe") = widi? 3.35

"2y w la razén de

donde m es la resistividad de Spitzer, n - T
calores especilicos. T = kT’, donde T’ es la temperatura absocluta
medida en grados Kelvin y k es la constante de Boltzmann, de tal
forma que las unidades de T son Joules,
El modelo se completa con la ley de Ohm:

E + vxB = nJ 3.36
y con las ecuaciones de Maxwell 3.22,23, para la determinacidn del
campo electromagnético.

Se supone que estas ecuaciones son apropiadas para describir
los modos Ballooning Resistivos en los Tokamaks, ideal y resistivo
y los modos de intercambio Resistivos en los Pinchs.

Dentro de este modelo se consideran dos caso; Modelo MHD i-

deal y MHD resistivo, siendo 7 el pardmetro determinante.

3.1.~ Modelo MHD Ideal.

Este modelo esta descrito por las ecs. 3.22,23,33-36, conjun-
tamente con las relacicnes P = nTy T -~ <v*>, en las cuales se des
precia la resistividad 7.

La transformacion general de escala que se emplea es:

BO: n - an; ¥ Av; X - ¥x; B+ 3B E- mE; P cP; J -~ &3
t =+t T 9 ET: p 2 tp.

Las relaciones entre los parametros de escala, que sucgen al

exigir la invariancia de forma de las ecuaciones, son:

E=8% ¢ = 18" = a5 = a :on o= «'PR%
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las cuales determinan la forma de la transformacién de escala apro
piada a2 este modelo, en la cual se encuentran tres pardmetros de
escala independientes:

172 1r2 2

8': D an; v Bv; x 2> 8X: Baa fB; E-» a JBE:; P af’P;

V3472 t o w87 T o 8°T p o ap.

J 9 a
Si se expresa Tt como una serie, ec. 3,13, se aplica 8X a esta
y se exige la invariancia de escala, se obtiene que el unico indice
independiente es p, y los demas indices satisfacen las relaciones:
r = -2p; 4 = -1/2 + p.
De esta forma, el tiempo de confinamiento se expresa como:
BT = (naz)“zF(I‘E] 1.37
2
B
Las constricciones a los indices de escalamiento son:
p=q+ 1/2; r + 2q = 0; s = 1.
51 se supone un escalamiento como ley de potencias, existirid un u-

nico indice libre.

3.2.-Modelo MHD Resistive.

En este modelo particular se Incluyen los efectos de la resis
tividad en las ecuaciones anteriores, ecs. 3.22,23,33-26 y s¢ supg
ne que esta es de Spitzer.

Las relaciones entre los parametros de escala que surgen debi
do a la invariancia de escala de las ecuaciones determinan la for-

ma de la transformacion de escala gue correspcnde a este modelo:

172 172

B:nean; v o Av: x2 % B o« B°E: P = af"P:

5 AB: E » «a

p s ap: I a"%3; t 5 8% T 4 8%T.
Las propiedades de invariancia de T ante la transformacien §_ de-
terminan la forma de este al surgir las relaciones entre los indi-

ces de escalamiento: r = -2p; s = /2 -~ p/2 + 5/i.
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Asi, siguiendo el mismo procedimiento anterior, el tiempo de confj

nariento toma la forma:
2,32

- r[ " m,fra”z) 3.38

B
EL término n/B°a'”? se puede expresar como nT/B°Ta'’?, de tal for-

ma que el escalamiento se puede expresar como:
Bt = n'”a r[ﬂg,fra”z]. 3.35
B

Las constricciones a los indices son:
Qpt+r-1=0;p-qg+ 23 ~5/2=20,
donde se observa que existiran dos indices libres sl se supone un

escalamiento como ley de potencias.

De la discusidn anterior se obtienen algunos resultados inte-
resantes, referentes a las supesiciones adicionales que se inclu-
yen al considerar un medelo de fluido. En la ley de escalanmiento
para el modelo de fluido ideal, ec. 3.37, se tiene que existe una
sola combinacién de las cantidades na’ Y 'I‘/aZB2 en la forma nT/B{
mientras que estas mismas cantidades surgen como independientes en
el escalamiento para el modelo de Vlasov g~altas. Se tiene que la
suposicién adicional de un modelo de fluido ideal constrifie 1a for
ma posible de la ley de escalamiento para el medelo de Viasov fi-al
tag, reduciendo en uno el numero de indices libres. Esto mismo ocy
rre con el modelo de fluldo resistivo y el modelo de Fokker-Planck

B~altas, donde las cantidades na® y Ba®*

aparecen solo en la con-
binacidn naz/us’zaz, mientras gue en el modelo de Fokker-Planck
surgen como cantidades independientes. Esta suposicién adicional
reduce tambien el numero de indices libres, constrinendo la forma

posible de la ley de escalamiento del modelo sefhaltado.

54



3.3.- Efectos de Radios de Larmor Finitos.

El conjunto de ecuaciones que se utilizaron para la descrip-
cidén del plasma como un fluido, caracterizan un determinado modelo
que se fundamenta en una serie de suposiciones sobre el comporta-
miento y caracteristicas del plasma mismo, las cuales determinan
el tipo y forma de las ecuaciones de este modelo y, adicionalmen-
te, la forma posible de la ley de escalamiento correspondiente.

La ecuacién en la cual se llevan a cabo las principales suposicio=-
nes y simplificaciones es la ley de Ohm. La ley generalizada de
Ohm, la cual se obtiene a partir de las ecuaciones para el primer
momento en el modelo de un fluido, se puede escribir como:

E + é[ -a%]xn + G, - I = (m /ne®) 3¢ 3.40

Esta representa la razén de cambjo de la densidad de corriente J,
y describe las propiedades eléctricas del plasma como un fluido.
51 se supone que la densidad de corriente no cambia apreciablemen~
te en el tiempo, comparada con el tiempo promedio entre colisio-
nes, es posible eliminar el término m./ean aJ/8t, ya que se tiene
que me/ean . E/vi, donde v es la frecuencia entre colisiones. Si
se supcne ademds que el plasma estd a bajas temperaturas se tendra
que IVF;/nI = IVI;I « |eE|, por lo que es posible eliminar el tér-
. mino VP‘/en y reducir la ecuacién generalizada a la forma:

E+ tvxp - laxm = a7, 3.41
El término JxB se denomina Corriente de Hall y se puede despreciar
si se supone que estas corrientes, presentes en el plasma, son muy
pequefias comparadas conh el término vxB, es decir, si JXB « envxB.
De esta forma se recobra la ley de Ohm, ec. 3.36, utilizada en el

modelo de fluido.
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Es poaible analizar las consecuencias en la ley de escalamien
to para v, al examinar estas aproximaciones considerando la ley ge
neralizada de Ohm.

A continuacioén ge consideran los modelos MHD Ideal y Resisti-

vo utilizande la ec. 3.40.

3.3.1.- Modelo MHD 1deal.

Es posible determinar este modelo a partir de las ecuaciones
3.22,23, 33,34,35,40, despreciando la resistividad. La invariancia
de estas ante la transformacidn 8, determina la forma de la trans-

formacidén de escala correspondiente a este modelo:

8':noan; v Y x> o B o8 Eo a'?8%E: P o ap’p:

1
1
T2gtles 7 o5 g pap; I 2 afJ.

toa
El principio de invariancia de escala permite determinar el conjup
to de indices de escala independientes en la expresién de t como
serie:; r = -2q -1; s = 2p - 2q.
Estos determinan la forma funcional de t:
Bt = F[naz,;i'—:;] 3.42

cuyas restricciones son: r + 2q = 0 y 2p ~-2q -5 = 0,

3.3,2.- Modelo MHD Resistivo,

Las ecuaciones 3.22.23,33,24,25,40 describen a este modelo y
la transformacién general 8U determina que si estas ecuaciones pre
servan su forma ante el cambic de escala, la transformacién que
permite esta condicidn debe de tener la forma:

82’: nsB8n;vopBv; x> B 'x:Bo HSB: E- plE; t 4‘%'5t;

P8 T 8% p o 8%: 3 8%

La forma funcional de T, gque surge a partir del principio de inva-
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riancia, se puede expresar como:

Br = F{ma®,Ta'?, Ba™*

). 3.43°
donde los indices de escala en la serie de Tayler satisfacen las

constricciones: 2p + 9/2 + 5r/4 - 8 = 0.

Al 1llevar a cabo el analisis de invariancia de escala en los
modelos de fluido, en la descripcién del plasma, considerande la
ley de Ohm generalizada, se observa que las aproximaciones hechas
sobre esta ecuacion determinan la forma posible de la ley de esca-
lamiento para el tiempo de confinamliento, sin embargo, se cbserva
gque los tres términos incluidos proporcionan la misma informacién
en el escalamiento para t. Esto es, si se incorporan estos térmi-
nos en la ley de Ohm, uno a la vez, y se lleva a cabo el andlisis
de invariancia de escala, se obtienen las mismas propiedades en la
ley de escalamiento para T, y esto se debe a que estos términos
responden de igual forma al escalamiento de la transformacién geng
ral 8,.

El término VP-/en juega un papel importante en la descripcién
del plasma como un fluido, ya que al incluirlo en la ley de Ohm se
estan contepplando los efectos de radios de Larmor finitos (RLF)
debidos a la temperatura de los electrones, y esto se puede consta
tar al observar que IVP_/ni = IVT I, el cual no es despreciable an
te el términc |eEl, por lo que se estan incluyendo los efectos de-—
bidos a altas temperaturas en el plasma. Es este término el que
produce el campo eléctrico paralelo a través del efecto del radio
finito de Larmor (RFL) por temperatura de los electrones.

Una observacién importante es que al incluir los efectos RFL

en el modelo de fluido ideal se cbtienen las mismas caracteristi-



cas del escalamiento para T que posee el modelo cuasineutral con 8
altas de Vlasov. Sa obtiene la misma ley de escalamiento y las mig
mas constricciones para los indices del escalamiento. Andlogamen-
te, al incluir los efectos RFL en el modelo de fluido resistivo,

se obtlene la misma ley de escalamiento para el tiempo de confina-
miento T que la gue se obtiene a partir del modelo cuasineutral pa

8 altas de Fokker-Planck.

58



Para ofrecer un panorama general de las distintas leyes de ef
calamiento obtenidas para cada modelo estudiado, y para facilitar
la comparacién con los datos experimentales, se ofracen estas en
la tabla siguiente.

Tabla 1. Leyes de escalamlento para el tlempo de confinamiento

de enorgfa en modelos convenclonales del plosma.
Lax conctricciones mon en relacidn a la ec. 3.13.

Nodolos|ley de oscalamlento(constricclones}indi~-jargumentos a-

BT can. jdimenslonalex
p=0 e

11 ENI Fle)

2

a Ip+2qen=0 e, A

1.2 F[ B aS] 4p+2qsr=0 2 F(al'a')

T 2p-2q-u=0 e

1.3 F(na Bzﬂz} re2q=0 2 F[a"a)

1.4 F[naz,’l‘auz, 5"] 2pedeian| 3 F(gx,gu,B]
2pe2qer=0 2, A

2.1 [ 2qe0 2 F[a"an]
T sz e, A, A

2.2 F[B_,____,Ba ] 6ps2qeTr-2as0] 3 F( l,'*:'“]
BZ 3262 a ‘a a
n_ T S e A

2.3 F(BZ.BZaZ,Ba] R
A A

2.4 F[n,'r,a,a] -------- 4 r[g-,;..a,;n]

2,172 (nT p-q-1/2=0
o | )] o[
2,1/72.(nT 12 p-qr2e=-5/2=0
1.2 {na”) F['B_E’Ta ] 2psr-120 2 F[ﬂ.s]

cuasineutral Electrostdtico de Vlasov.
Cuasineutral Electrostitico de Fokker-Planck.
Cuasineutral B-altas de Vlasov.

Cuasineutral g-altas de Fokker-Planck.
Electrostatico de Vlasov.

Electrostatico de Fokker-Planck.

f~altas de Vlasov.

B-altas de Fokker-Planck.

MHD Ideal.

MHD Resistive.
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CAPITULO IV

Aplicaciones de las Cenatricciones

(Connor y Taylor, 1979)

En este capitulo se describe la forma en que las constriccio-
nes obtenidas a partir del principio de invariancia de escala en
el confinamiento convencional del plasma pueden ser utilizadas pa-
ra analizar cdlculos tedricos sobre el tiempo de confinamiento de
energia, analizar la validez de las distintas leyes de escalamien-
to empiricas y analizar los intentos de extrapolacion hacia los pa
rametros de reactor. Se discuten ideas sobre Similitud y Aparatos

Similares, para describir familias de aparatos de confinamiento.

En el capitule anterior se describe la forma cn que el tipo
de transformacidn de escala, que se obtiene al aplicar el princi-
plo de invariancia de escala al conjunto de ecuaciones gue descri=-
ben a un modelo particular del plasma, determina la forma posible
para el tiempo de confinamiento de energia en la forma de ley de
escalamiento, imponiende un conjunto determinado de constricciones
en los indices de la ley de escalamiento, las cuales son caracte-
risticas del modelo empleado., Esta clase de constricciones pueden
servir para analizar calculos tedrices tendientes a determinar el
tiempo de confinamiento de energia, empleando ciertas hipdtesis so
bre el mecanismo de transporte de energia andmalo, analizar y dis-
cutir la validez de las distintas leyes de escalamiento propuestas

a partir de los experimentos existentes, y analizar 1 extrapola-
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cidn hecha hacia los pardmetros de reactor. De esta forma, se des~
criben las caracteristicas de Modelos tedricos, de Leyes de escala
miento empiricas, de Similaridad y Aparatos similares y se ofrece
una interpretacién de los raesultados en términos del Andlisis Di-

mensional.

1,- Modelos Tedricos.

En el andlisis de los fendmenos que se presentan en la dindmj
ca dael plasma termonuclear, en un sistema de confinamiento magnétji
co, vinculados con el transporte y confinamiento de energia andma-
los, los cdlculos tedricos representan una labor compleja debido
principalmente a que la dindmica del plasma es muy variada, y 1ias
ecuaciones que tratan de describir tal comportamiento son no linea
les, para las cuales no se tienen formas de resolucidén apropiadas.
Sin embargo, cualquier cadlculo tedrico acerca del tiempo de confi-
namiento y transporte de energia, no importandc la forma en que
fue obtenido, debe ajustarse apropiadamente a las constriccienes
que le corresponden, de acuerdo al modelo del plasma empleado y de
be de ser consistente con los resultados obtenidos en la seccidn
anterior. De esta forma, las constricciones se pueden emplear para
veriificar esta correspondencia entre los indices de la ley de es-
calamiento y las constricciones caracterisaticas.

Como ejemplo, se puede describir el caso del Modo Disipativo
de Iones Atrapados, el cual incorpora varias inestabilidades de
particulas atrapadas y de deriva, (Duchs et al, 1%77). En este ca-
so se tiene que la ley de escalamiento para el tiempo de confina-
miento estd bien representado por los indices:

p=1lrq==2/2; r=3; ys = 4.
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Si se considera el modelo Electrostdtico Cuasineutral de Fokker-
Planck, se tiene que los valores anteriores para los indices de es
calamiento satisfacen las constricciones correspondientes a este
modelo, las cuales tianen la forma:

3p+ 2+ 8 =0; 4p + 2q + r = 0.
De esta forma, se puede garantizar que el Modo Disipative de Iones
Atrapados estd bién descrito por el modelo Electrostatico Cuasiney
tral de Fokker-Planck.

Mas ain, ademds de la aplicacién tan trivial de las constric-
clones a la verificacidén de la relacidn entre los indices de las
leyes de escalamjiento obtenidas anteriormente y los célculos teodrj
cos, tambien pueden proporcionar una forma de clasificacién de las
diversas teorias propuestas para explicar los fendmenos presentes
en el plasma.

Un ejemplo de esta aplicacion toma como base los diversos re-
sultados del preblema del confinamiento en el transporte de Ondas
de Deriva discutidos por Purth (1977). En esta aplicacion todos
los resultades cbtenidos se pueden clasificar en una forma senci-
lla en términos de los dos indices independientes correspondientes
al modelo Electrostdtico Cuasineutral de Fokker-Planck.

Tabla 2. Confinamlente debldo a los modelos de
Ondas de Deriva de Furth.

Hodelo Pl q
Boho =1 ¢
Jonea Alrapados Disipativos ~7/21 1
Electrones Atrapades no-colislenales(-a/2| o
Electrones Atrapadox Olsipativos =7/21 1
Paeudo clamlco 1/2 -1

La ley de escalamiento para T en el modelo Electrostatice Cua

sineutral de Fokker-Planck, escrita como ley de potencias es:

o - [ G
B%a’ B'a®



con dos indices libres. lLa idea de que existan dos indices libres
en el egcalamiento significa que el confinamiento esta determinado
en términos de una funcidn desconocida que sélo depende de dos pa~
rdmetros. Esta dependencia se debe determinar en base a experimen-
tos disefiados especialmente para deteyminar esta dependencia. Los
valores propuestos para estos indices por la teoria, al igual que
los propuestos empiricamente, deben de satisfacer las constriccio-
nes caracteristicas de este modelo. Los indices libres ne son arbi
trarios, se deben ajustar al fenémeno fisico que representan.

Por otro lado, se observa que esta propiedad de las constric-
ciones establece que la teoria sdélo tiene que proporcionar los va-
lores correspondientes a un nudmero limitado de indices, los deter-

minados por el principio de invariancia de escala.

2.~ Leyes de escalamiento empiricas.

Una de las aplicaciones mas significativas del principioc de
invariancia de escala esta relacionada con el examen de las distip
tas leyes de escalamiento empiricas propuestas a partir de los dis
tintos experimentos de fusidn existentes, dentro del contexto de
las constricciones caracteristicas de cada modelo discutido en el
capitule anterior.

Es muy interesante que, al examinar e identificar cual de los
modelos del plasma es consistente con una ley empirica determinada
se pueda, en principio, identificar la naturaleza de la fisica del
plasma, la cual es directamente responsable del tipo de transporte
andmalo en el plasma termonuclear.

Esta aplicacioén del principio de invariancia puede ser util

en la fisica de plasmas ya que, al analizar los distintos datos ob
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tenidos de los experimentos de fusidén, en el marco de las constrig
ciones caracteristicas del confinamiento glebal, es posible elegir
un modelo tedrico consistente con los datos, el cual debera ser a-
nalizado con mayor detalle, buscando poder determinar exactamente
los mecanismos responsables de dicho transporte.

Haciendo uso de 1la tabla 1, capitulo I1I, se observa que exis
ten cuatro variables independientes en las leyes de escalamiento,
las cuales representan cantidades caracteristicas del apérato de
confinamiento, como son: n densidad del plasma, T su temperatura,
B campo magnético y a una longitud caracteristica del aparato de

confinamiento, radie menor de un tokamak.

2.1.~ Sistemas de confinamiento con calentamiento Shmico.

Existen situaciones en las cuales la temperatura no es una v3
riable independiente, que se determina a partir de los demas paré-
metros del sistema. Este es el caso de los Pinch y Tokamaks de ca-~
lentamiento éhmico. En estos sistemas de confinamiento la tempera-
tura se determina a partir de la condicién de balance de energia:

22 -7 i; 4.1

2 es la resistividad de Spitzer, I es

En esta expresién n ~ 2T
la corriente total y z es la carga efectiva en el plasma.

Se puede determinar una relacién para la temperatura, la cual
estad determinada por los parametros n, B y a. Para esto, se utili-
za una de las ecuaciones de Maxwell, y se determina el campo mag-
nético dentro del plasma para una geometria toroidal, aproximando-
la por una gecnmetria cilindrica. La ecuacién que se necesita es:

UxB = —-4nJ, 4.2

donde J es la densidad de corriente. Integrando esta ecuacioén so=-
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bre una superficie cilindrica y utilizando el -teorema de Stokes pa
ra integrales se tiene que 2maB = JA, obtenidndese que:

B ~ Iya, 4.3
donde a es el radlo del cilindro.
como nT/t ~ nI’/a' se tiene que:
f> G W T -

2 3/
na' na 732 ng?

Asi, se obtiene que la temperatura se determina a partir de los pg

T~

rdmetros n, B y a a partir de la relacién:
™ ~ =—. 4.4

Tomando en cuenta esta constriccién impuesta a la temperatura
la forma de la ley de escalamiento general, como una regla de po-
tencias: Bt ~ n"T'B"a®, debe ser modificada y expresada de tal for
ma que el tiempo de confinamiento se exprese como:

BT ~ n*B'a". 4.5
De esta forma, se elimina la temperatura como variable independien
te en la ley de escalamiento para t.

Para comparar las leyes de escalamiento empiricas para apara-
tos de calentamiento ohmice con las leyes de escalamiento obteni-
das a partir del principio de invariancia de escala, es necesario
remover la temperatura de las expresiones de la tabla I y expresar
las en la forma 4.5.

En la siguiente parte se removerid la temperatura de las leyes
de escalamiento para los diversos modelos analizados anteriormente
utilizando la relacidén para la temperatura 4.4.

El procedimiento genheral para la remocién de la temperatura
en las expresiones para t anteriores, y obtener leyes de escala-

miento para los aparatos de fusién con calentamiento ohmico es el
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siquienté: Se expresa la ley de escalamiento para un modelo deter-
minado del plasma como una ley de potencias, con los indices 1i-
bres correspondientes. Se considera la relacién obtenida para la
temperatura y se remueve esta al sustituir T por (B%z/na®)¥® en
la ley de escalamiento. Al eliminar a T como variable independien-
te se determina r como funcidén de los pardretros restantes n, B y
a alterando los indices para estos pardmetros. Una vez hecho esto,
se expraesa T en la forma 4.5, y se determinan las constricciones a

propiadas al modelao.

2.1.1, Modelos Cuasineutrales.
2.1.1.1.- Modelo Cuasineutral Electrostidtico de Vlasov.
En este modelo se tiene que la ley de escalamiento correspon-
diente para T as:
BT = F(T/B%a") ~ (1/B%a°)?

Utilizando la relacidn 4.4 en esta expresion se tiene:
q S/2qm 2 o
Bt ~ [ :‘ 2] = [ TS 5] - [ B71-5]
B a Ba na' B

Asi: ™ - (na’s’)"Bt

conm = 2q/5.

De esta forma: B®(na'B')" ~ (Br)™"

entonces: Bt ~ (na'g')~™"
La ley de escalamiento se expresa como:
Bt = G{na'B') 4.6
la cual contiene solo un indice libre.
Las constriceciones correspondientes son:
n*Fa® ~ n*p%a™
de donde se tiene que: y = 4x ; z = 7X.

2.1.1.2.~ Modelo Cuasineutral Electrostdtico de Fokker-Planck.
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La ley de escalamiento para este modelo es:
BT = F(T/B*a?, na%/B'a’)

B - R

Bt ~ [
Ba

donde se ha removido T.
Entonces: (Bt)™ '~ (na®)"P(B'a®)™?

De esta forma:
Br ~ (naz) (m-pk/im-1) (5135) {mep)/{n=1}

La ley de escalamiento general tiene la forma:
By = G(naz,asnﬂ

Las constricciones correspondientes son:
8x + 5y -4z = 0

2.1.1,3.- Modelo Cuasineutral g-altas de Vliasov.
La ley de escalamiento correspondiente es:Bt = F(na’,T/B%a%).

Eliminando a la temperatura como variable independiente:

Bt ~ (na®}P(T/B%%)" - (na®)°(t/na’B%)"

Entonces: (Bt)™' ~ (na’B')"(na”)"
(m=p)/(m-1) (Bdas)nl(--ll

Bt ~ (naz)

La ley de escalamiento general es:
Br = G(na°,B'a%)

La misma ley de escalamiento para el modele anterior.
= 0.

Las constricciones caracteristicas son: 8x + 5y - 4z
2.1.1.4.~ Modelo Cuasineutral g-altas de Fokker-~Planck.
La ley de escalamiento correspondiente es:
Bt = F(na?,Ta'’?, Ba"")
Si se elimina a T, se tiene que:
M-(MVF%Tijmf~(mﬁ“w53”Wﬂ'
n

De esta forma se obtiene que:
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Bt - (naz) {p-m)/{1-m} (BaSIl) (werdz(l-m)

La ley de escalamiento es entonces:
BT = G(na’,B'a%) 4
La misma ley de escalamiento que en los dos modelos anteriores.

Las constricciones son: 8x + Sy - 4z = 0.

2.1.2. Modelos No Cuasinesutrales.
2.1.2.1.- Electrostitico de Vlasov.
La ley de escalamiento tiene la forma: Bt = F(n/Bz,T/Bzaz).

Removiendo la temperatura se tiene que:

(m-p)/ (m=1) w/(m-1)

BT - (n/B%) (a'8%)
La ley de escalamiento general tiene la forma:
Bt = G(n/B%,a"B%) 4,
Las constricciones correspondientes son:
14x% + 7y -6z = 0
2.2.2.2.- Electrostdtico de Fokker-Planck. .
El escalamiento tiene la forma: Bt = F(n/Bz,T/BEaZ,Bajlz).

Removiendo la temperatura:

(w=p)/ia-1) 3/2) (&n»r)l(n—l)a-n/m-l)

Bt ~ (n/B%) (Ba
La ley de escalamiento general tiene la forma:

BT = G(n/B°,Ba’’?, a) 4.
Y se obsarva que no hay constricciones.
2.1.2.3.~ B altas de Vlasov.

El escalamiento tiene la forma: Bt = F(n/BZ,T/Bzazlﬂa).
Removiendo la temperatura:
Bt ~ (n/az) 'l-p)/(l*ll(aB) (éa-r)/(m-!)am/(m-n

El escalameinto general es:

Bt = G(n/B°,aB,a) a.
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No hay constricciones.
2.1.2.4.~ 8 altas de Fokker-Planck.

La ley de escalamiento tiene la forma: Bt = F(n,T,B,a).
Al remover la temperatura solo se obtilene gue el escalamiento gene
ral tiene la forma:

BTt = G(n,B,a) 4.13

Y que no hay constricciones.
2.1.3. Modelos de Fluidos.
2.1.3.1.- MHD Ideal.

La ley de escalamiento correspondiente a este modelo es:

2,172

Bt = (na’}"*F(n1/B%)

La temperatura se puede remover en forma andloga a los modelo an-

terjores, obteniendose que:

2,1/2

BT ~ (na ) 4. 5, w {(1-m)

(na'/8'a®)
donde m = 2g/5.
La ley de escalamiento general tiene la forma:

2 4
Br = (naz)uac[n‘as)
Ba
Las constricceiones a la posible forma de la funcién G son:
Yy +2x = 1= 0 2X + 42 -~ 5 =0
2.1.3.2,- MHD Resistivo.

La ley de escalamiento correspondiente es:

12 12
)

BT = (na®)'*r(n1/B% Ta
Eliminando T como variable independiente:

Br ~ (nnzj“2(n/BzaVZ)p(Ta"z)q
se obtiene que:

172 (2p-m)/4(l-n)

Bt ~ (na?®)*(n®a'/n'a®)

La ley de escalamiento general es entonces:
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2.4
Bt = (na%) ”zc["—f—;] 4.15
B'a
La misma ley de escalamiento que para el modelo ideal,
Las constricciones tienen la forma:
Yy +2x ~1=0; 2x + 4z ~ 5 = 0.
En la siguiente tabla se resumen los resultados anteriores.

Tabla 3. Leyos do esclamlento para plasass con calentamiento chaleo.

Hodelo del Ley de ewscalamiento Constrlcclonen en| Indices
Plasmh para BT ol oscalamiento 1ibres
2,1.1.1 G(na7B‘) zx Tx; y = Ax 1
2.1.1.2 G(nnz,B‘as) Bx + Sy -4z = O 2
2.1.1.3 G(na®,p'a®) Bx + 5y =4z 8 0 2
2.1.1.8 G(naz,B‘as) Bx + 5y -4z = 0 2
2.1.2. G[Q—,a-'B‘] HMx + 7y -tx =0} 2

2
B
2.1.2.2 G[-n—-,Ba:”z,a) E]
BZ
2.1.2.3 G(E;,aa,a] ---------- 3
B
2.1.2.4 G(n,B,a8) | mmemmeeeee )
2_4
2131 | Br = (naz)’/ZG[ETe—s] “:?":: 1
B'a Y
2132 | Br = (naz)uzs(gz] 4z + =1 R
Blas y ¢ 2x =1
2.1.1.1, Cuasineutral Electrostitico de Vlasov.
2.1.1.2. cuasineutral Electrostdtico de Fokker-planck.
2.1.1.3. Cuasineutral g-altas de Vlasov.
2.1.1.4. Cuasineutral g-altas de Fokker-Planck.
2.1.2.1. Elwctrostdtico de Vlasov,
2.1,2,2, Electrostdtico de Fokker-Planck.
2.1,2,3. f altas de Vlasov.
2.1.2.4 B altas de Fokker-Planck.
2.1.3.1. MHD lIdeal.
2.1.3.2. MHD Resistivo.

Al observar la tabla anterior, se puede notar gue para los ag
delos del plasma con calentamiento Shmico, a diferencia de la si-
tuacién mds general, se tiene la misma condicion de restriccion en

los indices de escalamiento para tres de los cuatro modelos elec-
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trostaticos cuasineutrales a pesar de las diferentes suposiciones
bésicas carncteristicas_a cada modelo. Esta coincidencia no depen-~
de de la forma particular (cldsica) de la ley de Ohm que ha sido a
doptada. Este resultado surge siempre que la temperatura estd de-
terminada, en principio, por las ecuaciones del modelo Colisfonal
B-altas de Fokker~Planck. De igual forma, se observa que anbos sc-
delos de fluidos, MHD Ideal y Resistivo, determinan la misma forma
para las constricciones en la ley de escalaniento en los sistemas
con calentamiento Shmico. Al introducir el calentamiento Shmico en
el modelo no~colisional de Vliasov (Cuasineutral Electrostatico de
Vlasov), o en el modelo de fluido ideal, lo que se estd suponiendo
es que, aungue la resistividad es la fuente del calentamiento, es=-

ta no es importante en el mecanismo de pérdida de energia.

2.1.4. Comparacidn con leyes de escalamiento empiricas.

En la tabla 4 se muestran alqunas leyes de escalamiento empi-
ricas actuales para el confinamiento en sistemas toroidales (Toka-
maks) .

De acuerdo a Daughney (1975), los datos del ATC, el cual uti-
lizaba calentamiento déhmico, y otras maquinas més, estan bien ra-
presentados por la ec. 4.5, donde se tiene que los indices corres-
pondientes son: x =1, vy = 1/4 ¥y z = 3/4. Sin embargo, se encuen~
tra que estos valores para los indices ¥, y, z no satisfacen, ni

siquiera aproximadamente, algunos de los criterios de la tabla 3.

Tabla 4. Leyes de escalamiento empfricas para ol conflrameints en

Tokamaks .
Modelo Forma de T Indtces.Tabla 1 o 3
Nao«Alcator (ohalcs) na"o‘Rz'u‘g x=1; y=1; 2=1.080

“0.%_0.25.,2.7
T a R sq

Nerozhkin-Hukhovalov | N’ pxl; g=-1/2; r=1; 833

Goldston n-'r g%l 25R°'5q2 pa-1; q=-1; r=2; &21.76
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En 1978 Hugill y Sheffield (1978}, basandose en un conjunto
de datos mAa comprensible para tckamaks, concluyen gque los datos
chservados se ajustan wuy bien por la ec. 4.5 con x = 0.6} * 0.08,
y =1.80 > 0.13 y z = 1.57 2 0.17. Pero de nuevo, se cbserva que
estos valores son incompatibles con cualquiera de los modelos de
la tabla 3, y gque la discrepancia excede a las incertidumbres aso-
ciadas a %, ¥ , 2. Una posible fuente de la discrepancia podria
ser que el transporte de energia en los tokamaks de esga época no
estaba dominado por el transporte de plasma sino por la radiacién
debida a impurezas o Atomos neutros. El andlisis de estos efectos
en la ley de escalamiento se discutird en el capitule siguiente al

introducir parametros adimensionales en el escalamiento de 1.

Se pueden analizar ahora los resultados de la tabla 4. Al cop
parar la ley Neo-Alcator, (lLiewer, 1985), para tokamaks con calaen-
tamiento dhmico con los resultados de la tabla 3, se encuentra que
esta es consistente al menos con los modelos Cuasineutral electrog
tédtico de Fokker-Planck, Cuasineutral g-altas de Vlasov, y Cuasi-
neutral 8 altas de Fokker~Planck, los cuales no pueden ser diferep
ciados, considerando gue sus constricciones caracteristicas dhmi~
cas son idénticas. La ley de Merezhkin-Mukhovatov (1978}, satisfa-
ce las constricclones caracteristicas del wodelo Cuasineutral B al
tas de Vlasov de la tabla 1. Ademds, se tiene que la ley de Gold~
ton (1984 ), derivada a partir de los experimentos con un sustan-
cial calentamiento auxiliar obedece razonablemente bien las cons-
tricciones del modelo Cuasineutral B8 altas de Fokker-Planck, y mas
aun, satisface igualmente bien las constricciones del modelo de

fluido MHﬂ Resigtivo.
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Este tipo de informacién que se obtiene al comparar las laeyes
de escalamiento empiricas con los modelos obtenidos a partir del
argumento de invariancia de escala puede ser una guia importante
para la eleccién de los mode}os teéricos para el transporte de e-
nergia andémalo en el plasma. Las constricciones caracteristicas re
ducen tambien el nimero de parametros que se deben variar para es-
tablecer una ley de escalamiento empirica. De esta forma, si se
cree que el confinamlento estd descrito por el modelo Cuasineutral
B-altas de Fokker-Planck, se podria establecer la naturaleza de la
funcién correspondiente F(n,T,B,a), al variar solamente los parameg
tros n, T y B debido a que la varlacién del parametro a2 esta com-
pletamente determinada por la variacién de estos mismos.

Ademas, al observar la tabla 3, para plasmas calentados dhmica
mente, en la cual la temperatura no es una variable independiente,
los modelos muestran gue Br es funcién de N = na® Y Ba®*, de tal

forma gque:
2/5 25 4 _541/5
r.~ B {BT) . [B an (51) 5 - a7F(na’,B%%).

Ve S
nalsal S BZ/ a nza

Por lo que la temperatura se escala como:

T -~ a”'?F(na? B'a") 4.16

3.~ Similaridad y Aparatos Similares.

Se ha visto que, al aplicar el principio de invariancia de es
cala a las ecuaciones que describen un modelo particular del plas-
ma, este impone constricciones en los indices correspondientes de
la posible forma de la ley de escalamiento, reduciepdo el nimero
de parisietros que tienen que ser investigados empiricamente,.

En el ejemplo expuesto en el capitulo II, referente a la for-

ma en que un cuerpo se mueve a través de un fluido viscoso, se no-
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ta que F = pvzazt(R). En este caso f es una funcién desconocida
que depende de los detalles de la forma del cuerpo, sin embargo,
el problema se ha reducjido a encontrar la funcidn £, la cual depep
de de un solo pardmetro. Este resultado conduce al concepto de si-
milaridad, el cual afirma que si se conoce el valor de F, tedrica
o empiricamente, para un caso particular, entonces se conocen los
resultados para una familia de gituaciones con diferentes valores
de los parametros restates manteniendo constante el parametro R.

De igual forma, si se confia en gque las propiedades de confi-
namiento del plasma termonuclear estan contrcladas por la fisica
de un modelo particular, entonces es posible definir una familia
de aparatos similares, para los cuales se podran predecir sus pro-
pledades de confinamiento. Esto es, considerando valores de n, T,
B Y a tales que los argumentos de la funcién F de la tabla 1 no va
rien, se pueden considerar familias de aparatos de confinamientao,
en los cuales la variacion de v esté determinada por el principio
de invariancia de escala.

En la descripcién del confinamiento del plasma termonuclear
se encuentra conveniente definir un parémetro conocido como tri-
ple producto de fusién (TPF), definido cono £ = ntT, mediante el
cual se pueden determinar, en forma gréfica, los regimenes de ope-
racion de un aparato de fusién nuclear graficando el TPF contra la
temperatura, usualmente tomados en la regidn central del plasma.

Se observa que la regidén en la cual se presentan las condicio
nes 6ptimas de reactor requieren altos valores del TPF y de altas
temperaturas. Se encuentra que la forma en que se relacicnan el
TPF, la temperatura y el tiempo de confinamiento no se puede dar a

priori, y que existe un compromiso de obtener grandes valores del
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TPF, altas temperaturas y tiempos de confinamiento grandes.

Por ejemplo, en la fig. 1 se muestra una gridfica del TPF con-
tra la temperatura para un nimero selecto de aparatos Tokamaks en
el periodo 1965-1989, en la cual se observa la localizacién de los
distintos aparatos en relacidén a la region de operacién de reactor

de fusién nuclear.
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Cuando se estudia la similitud entre aparatos de confinamien-
t¢ y se encuentran las dependenclas de los parametros relevantes
que caracterizan el confinamiento, como son la temperatura T, el
tiempo de confinamiento T y la densidad del plasma, representada
por el TPF, se cbserva que al exiglr que el TPF tenga valores al=-
tos el tiempo de confinamiento puede ser pequefio debido a que se
garantiza que la temperatura tambien es alta. Esto no debe ser sor
prendente debido al caracter no lineal del proceso de fusidn nu-

clear controlada.
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3.1.~ Similitud entre aparatos de confinamiento.
{Connor y Taylor, 197%9).

A continuacién se revisardn los modelos mas sencillos y se da
ra&n las caracteristicas de la similitud que surgeh entre los dis-
tintos aparatos de confinamiento.

3.1.1. Modeles Cuasineutrales.
3.1.1.1.~ Modelo Cuasineutral Electrostdtico de Vlasov.

Si se supone gue el confinamiento esta bien descrito por el

modelo Cuasineutral electrostdtico de Vlasov se tendrd que:
Br = F(T/a’p?)

Se puede definir una familia de dos pardmetros de aparatos simila-
res, de tal forma que el argumento de F se mantenga constante, es-
calando las variables en la siguiente forma:

7 - B%° 4.17
En este caso Bt = cte o T ~ B™'.
Se puede notar gue g = nT/B2 - na® no es invariante ante el escalp
miento y que el producto de fusion £ = nTt se escala como f _ nBa*
sugiriendo que es muche mas ventajoso emplear aparatos grandes con
campos intensos y altas densidades.
3.1.1.2.- Modelc Electrostatico de Fokker-Planck.

En este caso, la ley de escalamiento para T es:

2
BT = P[—m:' 2,———"“"5]
B°a” B a
Se define una familia de dos parametros escalando T y i
T~ p'a®yn - B’ 4.18
De esta forma t - B, £ - (Ba)® y 8 -~ 8*a® v se observa que 8 no
es invariante, y se sugiere la ventaja de grandes aparates, junto

con campos muy intensos.
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3.1,1.3.- Cuasineutral g-altas de Vlasov.

El confinamiento estd representado por la ley de escalamiento

BT = F[""Z'Ba:z]'
La familia esti descrita por el escalamiento:

n~a?yrT~ B 4.19
Se puede observar que g8 es invariante y que T ~ B! y £ ~ B.
En este caso se sugiere la ventaja de aparatos con campos magnéti-
cos intensos.
3.1.1.4.- cuasineutral g-altas de Fokker-Planck.

Ia ley de escalamiento gue goblerna el confinamiento del plag
ma es la siguiente:
Bt = F(na’,Ta'’?, Ba*").

La familia de un parametro se define al escalar las variablas:

-1/2 - a-S/‘ .

n-a?T~a" B 4.20

54

De esta forma :t ~ B - a** £ - a2

, Y B es invariante.
En este caso se sugiere la ventaja del diseho de aparatos compac-

tos y campos intensos.

3.1.2. Modelos No cuasineutrales.
3.1.2.1.- Electrostatico de Vlasov.

El confinamiento esta dado por:

BT = F(n/B%,T/B%a%)
La familia esta descrita por el escalamiente:
n-p8yrT-~ Ba’ 4.21

Se observa gue # no es invariante y gue t -~ B! y £ - %4’
Se sugiere la ventaja de aparatos grandes y campos intensos.

3.1.2.2.- Electrostatico de Fokker-Planck.

La ley de escalamiento para este modelo es:
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Bt = F(n/B%,T/B%a%,Ba’"?)

La familia se determina por el escalamiento:

n~Bz,T-Bza2yB~ay2

/. ~5/2

En este caso g no es invariante y t ~ a’? Yy £~ a
De donde se sugieren aparatos compactos y campos intensos.
3.1.2.3.- 8 altas de Vlasov,
El confinamiento esta dado por:
Bt = F(n/B%,T/T/B%a?,Ba)
La familia se determina con el escalamiento:

n~-8, 1T~8a°yB-a’

4.23

Se observa que T ~ ay £ ~ a", de donde se sugieren aparatos com-

pactos y campos intensos.
3.1.2.4.~- B altas de Fokker-Planck.
La ley de escalameinto estd dada per Br = F(n,T,B,a).

Para este modelo no hay infeormacisn.

3.1.3. Modelos de Fluido.
3.1.3.1.~- MHD Ideal.
El confinamiento del plasma esta determinado por la ley:

2p (nT/B°) .

Bt = (na%)
La familia se define al escalar ny T:
T~ 8%a’yn-~a’?
g es invariante y T ~ B y £ - B.
Se recomiendan aparatos con campos magnéticos intensos.
3.1.3.2.- MHD Resistivo,
El confinamiento estd descrito por la ley:

tr2

2p (nT/B%, Ta'?)

BT = (naz)

La familia se determina con los escalamientos siguientes:
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ESTA TESKS N!}’\ DngE‘
SAUR DE LA Bl E0A

T-a"yn-~8

2,12
De esta forma B es invariante, t ~ gyt~ B.
Es conveniente el disefio de aparatos con campos magnéticos inten-

805,

3.2,~ Similitud entre sistemas de confinamiento con calentamiento
sustancial.

Se ha establecido tambien que, para los sistemas con calenta-
mients dhmico, la temperatura no es una cantidad independiente, de
tal forma que se ve limitada la informacidn que puede obtenerse a
partir de las leyes de escalamiento empiricas, derivadas a partir
de tales experimentos. Si se introduce la posibilidad de un calen-
tamiento adicional dado por P esta restriccion se remueve, y se
puede explorar el escalamiento de v con respecto a la temperatura.

El papel del calentamiento adicional consiste solo en aumen-
tar la temperatura del plasma en los sistemas de confinamiento y
relajar el grado del escalamiento necesario para la ignicion.

Asi, se puede considerar, en principio, una familia de maquinas en
las cuales el calentamiento este dominado por la potencia de inyeg
cién P.

Como se tiene que la potencia P de calentamiento controla a

la temperatura T a través de la relacion
P = NaT/v, 4.26
es natural preferir a P como pardmetro de escalamiento.

Se puede entonces elegir aP, N, ITya como el conjunto de va
riables que servirdn para reexpresar los resultados de la tabla 1.
En este caso N = na” es la densidad lineal, I = Ba es la corriente

en el plasma, y a es un parametro lineal.
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Tomando en cuenta la relacién entre Py T, ec. 4.26, se reex-

presaran los distintos reaultados citados.

3.2.1. Modelos Cuasineutrales.
3.2.1.1.~ Cuasineutral Electrostatico de Vlasov.
BT = F(T/B°a")
Bt = F(PBt/NI’) = F’(B/NI%)
donde F’ es una nueva funcién no determinada que sélo depende del
argumento P/NI“, ya que se ha elimidado Br en el argumento de F.
La familia de aparatos similares esta determinada por:

p ~ NI® 4.27

El tiempo de confinamjento y la temperatura se escalan como:

173 1/3 4 q1/3
a N na N
- g el ] e ]
a
22
Pt P
Tﬂﬁ"[‘ﬁ] '
24173 24173
f = nTt ~ FEL] = Fﬂi} .
a 85

Se tiene que son convenientes los sistemas compactos con un inten-

so calentamiento.

3.2.1.2.~ Cuasineutral Electrostatico de Fokker-Planck.

4
e e R R e )
Ia I'a al” al
La familia se define al escalar a N y P:
N ~ar'yp ~ al, 4.28
24,32 7
e e [
I a” na
277
T -~ Bza(nr) =n1:——f——;][= - T - E:’ .
1'a Ia

De esta forma se tiene que el producto de fusion se escala como:

£ = neT - (p/a)”’.
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‘VEn. este caso son ventajosos los sistemas compactos con intenso ca-
:lentamiento.
3.2.1.3.-Cuasineutral f-altas de Vlasov.
Br = F(na’,T/B%a°) = F(N,PBt/NI”) - t = (a/I)F’(N,p/1I")
Se puede definir una familia de aparatos similares si se exige que

los valores de N p/1°, permanezcan fijos de aparato en aparato.
y

N = cte, y P ~ I°, 4,29
173 2
T -~ g-—?f—: + nv -~ 1/431’"3
InaP
T-B_1o_p
N® aP

Asi, £ ~ P'/:‘/a, lo cual muestra la ventaja de aparatos compactos

con un calentamiento intenso.
3.2.1.4.~ Cuasineutral g-altas de Fokker~Planck.
En este caso se tiene que:
Bt =-F(na®,Ta'?,Ba**)" = F(N MP "I aI] - F[N (sr) ,1 a]
a

-4 r'[n,i’;,x‘a].

La familia queda determinada al exigir que N, P/I® e 1'a sean cong

“tantes:
p-1° a-~1, 4.30
-_C_B_a__n%g 4 nr ~ P,
B'a I'a
T=P“:" ——-P‘: 5 T - Pa.
N N

-Por lo que f = ntrT ~ P’a. Esto muestra la ventaja de aparatos grap

des con intenso calentamiento.
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" 3.2.2. Modelos No Cuasineutrales.
3.2.2.1.- Electrostiatico de Vliasov.
Bt = F(n/B%,T/a°8%) - Bt = F’(N/I? P/NI°)

La familia est4 dada por: N ~ Izy p ~ 1%,
T - (aS/P)l/S’_ T o~ P?JS y £ ~ (pS/BS)IIS
Se recomiendan sistemas compactos con intenso calentamiento.

3.2.2.2.- Electrostatico de Fokker-Planck.

Br = F{n/B%,7/a%8% Ba¥?) + Bt = P/ (N/1I%,P/1% 1a"?)
La familia est4 dada por: N ~ I°; P ~ I° y I ~ a'’%,

1/8

T~aP i T~ayf-~ s,

Se recomiendan sistemas con intenso calentamiento.l
3.2.2,3,- B altas de Vlasov.
Bt = F(n/B?,T/a°p%,aB) » Br = F’(N/I° B/NI’,I)
La familia ests dada por: N ~ 1%; p ~ NI’ e I es invariante.
No hay informacién.
3.2.2.4.- B altas de Fokker-Planck.

No hay informacién.

3.2.3. Modelos de fluido.
3.2.3.1.- MHD Ideal.

2, 172,

BT = (na") 172

F(nT/B%) + Br = NY?F¢ (p/T")

La familia se determina: p - I°.

172 173

T ~ aN’"/p 172

;P ~ PPNy £ - nap'”?

Se reconlendan sistemas grandes con intenso calentamiento.

3.2.3,2,~ MHD Resistivo,

2,172 172

Bt = (na”) vz

1/2

F(nT/B%,Ta"") + Bt = N'F' (p/1°, Pa'"?/N1)

La familia estd dada por: P - I': N ~ I’a',

5/4 171_J/4 1s2
t~a’;T~pa y £~ Pa’",
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Se recomiendan aparatos grandes con intenso calentamiento.

3.3.- Aparatos con calentamiento éhmico.
Para los aparatos con calentamiento dhmico se pueden obtener

algunos resultados interesantes.

En estos sistemas la temperatura estd determinada por la relacién:

52 _ Eiz_

MZ

Esta expresidn puede reescribirse en términos de P. La densidad de

T 4.31

potencia de calentamiento estd dada por P! = ng. Como 7 es de

w2 32,4

Spitzer n ~ T y J ~ I/a° se tiene que P’ ~ IZ/T a’, Asi,

P~ 4.32
™2,
Se puede ver ahora a que modelo particular del plasma corres-
ponde esta expresidn para la potencia de calentamiento.
A partir de la expresioén para P, ec. 4.32, se obtiene que:
/3 2
T~ [%:] II 3
(I°a)

Como se tiene que P = NaT/t:

573
T % N[‘lq r} lya'
p (I'"a)

A partir de esta relacidn se observa que es necesario exigir

que los pardmetros N, P/IJ y aI' sean constantes al moverse de apa
rato en aparato. Pero estas condiciones determinan la familia co-
rrespondiente al modelo Cuasineutral B altas de Fokker-Planck.
Esto implica que la familia de sistemas gque corresponde al modeio
Cuasineutral 8 altas de Fokker-Planck determina a los sistemas con
calentamiento Shmico. Una familia de experimentos calentados dhmi-
camente debe de mantener constantes los valores de los pardmetros

anteriores. Dentro de esta familia, el principio de invariancia de
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ternina que, al ser constante P/I’ y P~ Iz/Ty:a:

P . 1 = 1 1 = cte.
3 372 1/4) 22 3

I T ar (Ia T
De esta forma:

372 -4
T ~ a

6 blen T ~ a2,

na
T a/I = 174, 378’

n{ia )a

=74 -5/4

por 1o que: nt ~ a y £~a
En este caso se indica que es posible un mejor funcionamiento en

aparatoes compactos con campos intensos.

3.4.— Escalamiento fuera de las familias.

La discusién anterior se basa en el concepto de familias, las
cuales surgen al exigir gque los argumentos de la funcidén F del es-
calamiento se mantengan constantes. Aunque las familias de apara-
tos de confinamiento similares cobteninidas anteriormente indican
ciertas ventajas para el disefio de experimentos, estas no son necg
sarlamente d¢ptimas. Eatas condiciones requeririan el escalamiento
directo entre familias, el cual requiere algun conocimiento de la
funcidn F sobre un rango de sus pardmetros. De esta forma, se pue-
de extender el concepto de Similaridad, de un conjunto de valores
de sus argumentes, a un rango de estos.

Vinculado a esto, es importante observar que las expresiones
para t, obtenidas a partir del principio de invariancia de escala,
permiten obtener informacidn del escalamiento con respecto al tama
fo del aparato de confinamiento a partir de los datos tomados en y
na maquina simple de tamano fijo.

Se puede analizar el caso de los sistemas calentadeos Shmica-

mente, en los cuales:
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.

T = aI"F‘ (na®,1'a).

P P 1’ 1°
Pomis @ F s Fo v F moeie P,
Na NI "1 I 214, ! g2 1

Pe esta forma se tiene que:
T = sz‘f’s(na’,l'a) .

El1 escalamiento correspondiente a la temperatura tiene la forma:

T = I°F,(na®,1'a). 4.34
Las funciones F: Y l'-‘z pueden ser determinadas, al menos scbre una
parte del rango de sus argumentos, a partir de las mediciones de t
Yy T, como funciones de n e I, para un sélo valor de a. De esta for
ma, las observaciones en un aparato determinado, por ejemplo el Al
cator, tienen una naturaleza universal y pueden ser aplicadas a tg

das las maquinas similares, de distinto tamafio.

El comportamiento de una maquina de radio a, a la corriente I
y n como densidad, estd dado en términos de}l comportamiento de una

miquina similar de radio a,, por:

_ 2 [ T 7
T, = 1:0(na°,]:a'J ) a, /n,
2 174 ~are
T, = rl(nal,.‘[a’ ) a /.
De esta forma:
-3/
t, _Ja
= [a:,] . 4.35
Ahora:
2 14 2 2 1/4 174
to(naD,Iao } _ to(nao/a’,IaD ,/.9l } . [5:)]3/(
T, (nal,1a}") T, (n,T) 4

Este paso se justifica por el hecho de gque el confinamiento se pug

de expresar como una ley de potencias: nPpP%I"a". Entonces:

74
o ad ai a;
T (n,I) = -—~] Tin —=, T ——i.
1 a, o f’f a:“
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El comportamiento de una ndquina de radio a, a la corriente I y
densidad n esta dado en términos del comportamiento de una maquina

similar de radio a por:

a 1/
a
4, o 0
tl(n,I) - (ao/al)y to[n _z'I T;] 4.3¢
1 1
e, | % %
T, (n,I) = (a,/2) T in —, I —|. 4.2

1 1
Se podrd notar que el comportamiento de la "nueva" mdquina debe eg

tar, usualmente, relacionado al de la mAdquina primaria en un régi-
men de operacién diferente. Como los distintos sistemas se hallan
usualmente en regimenes de operacidn diferentes hay una limitacic:

pridctica en la extrapolacion ingenua.

4. Interpretacidn. (Anadlisis Dimensional). (Kadomtsev, 1975).

El principio de invariancia de escala aplicado al conjunto de
ecuaciones basicas que describen a un modelo particular del plas-
ma, se presenta como una herramienta Util en el estudio del confa-
namiento magnético en la Fisica de Plasmas, ofreciendo un marco gg¢
neral de referencia en el cual es posible discutir las distintas
propuestas, tedricas o empiricas, de'obtencién de las relaciones
entre los pardmetros relevantes para el confinamiento. La forma
que adopta cada cantidad fisica relevante refleja ciertascaracte-
risticas generales del modelo particular utilizadoe en el andlisis.

Se ha observade también la relacion que existe entre el Ana-
lisis Dimensional y el Prinecipio de Invariancia de Escala, y la
ventaja de este ante el andlisis dimensional. Y la relacioén entre
estas dos aproximaciones ofrece la posibilidad de una interpreta-

cidn de las constricciones obtenidas en cada modelo, en teérminos
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de un conjunto de parédmetros adimensionales caracteristicos del
siﬁtema de confinamiento (Kadomtsew, 1975).

La interpratacidn de los resultados obtenidos se puede daf en
los términos sigquientes: Al estudiar un plasma termonuclear puro,
totalmente ionizado, la fisica inherente a este sistema puede ser
descrita por un conjunto de cuatro pardmetros adimensionales, los
cuales estan relacionados directamente con las variables de con-
trol del sistema (n,T,B,a). Estos parametros son pl/a. A /a, B,
A/a, donde p, @8 el radio de Larmor del idn, A es la trayectoria
libre media entre colisiones del electrdn, A, es la longitud de De
bye del electrén, g es la razén de la presién del plasma a la pre-
sidén del campo maghético, conjuntamente con las razones geométri-
cas ¢, a/R en un sistema de confinamiento toroidal, y las razones
T'/'I‘i Y me/m‘, donde ¢ es el factor de seguridad y a/R es la razdén
de aspecto del sistema. Al estar relacionados los cuatro parame-
tros adimensionales con los parametros da control del sistema, el
tiempo de confinamiento de energia puede ser descrito en la forma:

Bt = ElF[El,%a,B,%D] 4.38
Esta forma del tiempo de confinamiento ofrece la posibilidad de u-
na interpretacion de los resultados anteriores en Términos del a=-
ndlis dimensional.

La ec. 4.38 representa la forma mas general para el tiempo de
confinamiento v en terminos de las cuatro variables independientes
adimensionales, y estd relacionada con el modelo mas general estu-
diadc en el cap. III, Modelo g-altas de Fokker-Planck, en el cual
se encuentran cuatro variables independientes determinando a t.

En los modelos Cuasineutrales, Electrostatico y B-altas, se

ha incluido la hipctesis de neutralidad de carga en el plasma, ob-
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teniendose que existen solo tres variables independientes determi-
nan a T, y esto se puede explicar al pensar que la variable a/a
de la ec. 4.38 ha sido removida debido a la suposicidn de neutralj
dad de carxga.

En los modelos de Vlasov es posible remover la variable k_/a
de la ec. 4.38, debido a que describen a plasmas no colisionales
reduciendo el nimerc de pardmetros a solo dos.

Por otro lado, la suposicién de un modelo Electrostatico re-
nmueve a la variable A, dejando a Tt solo en funcién de una variable

p,/a.

De esta pequafia discusisén se puede observar gue al introducir
hipétesis adicionales en un modelo determinado del plasma es posi-
ble reducir el nimero de parimetros independientes en la expresién
para v, reduciendo el trabajo experimental, (La determinacidén de
leyes de escalamiento empiricas),

Esta correspondencia entre los parametros independientes de
la ec. 4.31 con los distintos modelos del plasma no es unica, dekj
do a que depende de la forma en que son elegidos los parametras in
dependientes. Por ejemplo: Si la densidad lineal (e’/mec’)na’ ~ N
se tomara como una de las variables en lugar de p;az, B aparece=-
ria en la ley de escalamiento del modelo Cuasineutral electrostati
co de Vlasov, aungque este modelo no considere a 8.

Debido a gue es posible expresar el radio de Larmor del ion
p, en terminos del pardmetro 8 y de la longitud d, donde d es la
distancia en la cual una onda electromagnética ve reducida su am-
plitud en un 37% y se define como d = e/w . donde ¢ es la veloci~

dad de la luz y W, es la frecuencia del plasma debida a los elec-~
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trones, pf = 3(nl/n')/d", la ley de escalamianto para el modelo
cuasineutral g-altas de Vlasov se puede relacionar a la fisica de
d/a y £ en lugar pl/a Y 8. Se puede considerar que los medelos e-
lectrostéticos dependen de 8 si se wmantiene ingenuamente a d como
pardmetro independiente fijo en lugar de P,

Para los modelos de fluido MHD Ideal y Resistivo, los cuales
no se refieren a las caracteristicas ¢ aspectos de las particulas
individuales, se tienen solo dos pardmetros adimensionales 8 y S,
donde S es el numero de Lundquist, el cual se define como la razén
del tiempo de difusién resistivo T, = az/n y el tiempo transiente
Alfvén T = ap'’/B. De esta forma, el tlempo de confinamiento se
puede expresar como: Br = (mﬂuzaF(ﬂ,S), observandose que t es fup
¢ién de solo dos variables independientes, o posee dos exponentes
libres. Si se considera la restriccién al modelo ideal, la varia-
ble correspondiente a la escala de tilempo resistivo es removida, y
la ley de escalamiento tendrd solo un exponente libre.

bebido a que se espera que las propledades del confinamiento
dependan de los valores caracteristicos de pardmetros fisicamente
significativos al sistema de confinamiento como p’/a, A /ay B, es
muy importante establecer leyes empiricas dentro de rangos relevap
tes de estas cantidades y variar una a la vez, manteniendo las o-
tras fijas.

Como 1o hizo notar Kadomtsev (1975), algunas variables, tales
como pl/a y As/a, no pueden variar apreciablemente al moverse de
los experimentos existentes a los parametros de Reactor, por lo
que pueden no ser necesarias grandes extrapolaciones de las leyes

de escalamiento empiricas.
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CAPITUO V

Leyos de escalamiento con las razones geometricas

y cantidades adimensionales

(Connor y Taylor, 1984)

En este capitulo se estudia la forma en que ciertos factores
geométricos entran en el escalamiento, en el limite de razdén de ag
pecto grande para Tokamaks y el limite cilindrice para Pinch. Asi
como el escalamiento en términos del pardmetro 7 (carga idnica),
al estudiar los efectos de la Radiacion e Impurezas en el escala=-

miento.

essenriau DI

En el capitulo anterior se mostré la forma en gue las propie-
dades de invariancia de forma de las ecuaciones basicas del plasma
bajo transformaciones de escala conducen a ciertas constricciones
en la forma de las leyes de escalamiento para el confinamiento, y
como estas proporcionan el marco general para la discusidén de las
leyes de escalamiento existentes, tedricas y cmpiricas.

Sin embargo, en esta aplicacién a las ecuaciones basicas, las cors
tricciones no proporcionan infeormacion sobre las caracteristicas
geométricas del sistema, como son la razén de aspecto (a/R), el
factor geométrico (q), la carga ionica (2), etc. De esta forma, la
idea del escalamiento del tiempo de confinamiento, comec técnica u.
til en e] estudio del plasma termonuclear, se presenta como poco g
ficds si se introducen mas procesos fisicos en las ecuaciones basi

cas del plasma. En este caso, la idea de invariancia de escala pre
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senta dificultades andlogas al Andlisis Dimensional.

Sin embargo, el principio de invariancia de escala, el cual
puede ser considerado como una sistematica aproximacién al andli=-
sis dimensional, tiene una caracteristica adicional importante.

Es posible obtener mayor informacidn del conjunto de ecuaciones

si se introducen ciertas caracteristicas adicionales acerca del
confinamiento o de la dinamica del proceso. Es posible determinar
caracteristicas del escalamiento con respecto a cantidades adimen-
sionales, tales como el factor geométrico, al especificar el tipo
de geometria que corresponde a dicho sistema y el ordenamiento que
se emplea, asi como introducir hipdtesis acerca del proceso.

De esta forma se discutiran los limites Tokamak y RFP’s y las

efectos de radiacidn e impurezas.

1.~ Limite Tokamak.

El conjunto de ecuaciones conoclidas como ecuaciones MHD Redu-
cidas en el limite Tokamak y e] método sobre el cual se basan han
probado ser una herramienta muy util para el tipo de cédlculos nu-
méricos, lineales o no lineales, que se presentan al estudiar el
caso de la turbulencia en un plasma termonuclear.

La simplificacidén de las ecuaciones Magnetchidrodindmicas re-
sistivas para un Tokamak en el limite de Razon de Aspecto Grande
(a/R « 1) fue realizada por H. R. Strauss (1983) (ver apéndice A),
el cual, al tomar el parametro ¢ = a/R como parametro de expansion
de las ecuaciones, ordend un conjunto de pardmetros caracteristi-
cos del sistema en términos de ¢, otorgandc rangos de importancia
para los procesos presentes en el plasma:

¢ =a/R~B/B - P/B;
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donda B, Y B, son los campos magnéticos poloidal y toroidal en el
plasma, P es la presidén del plasma, a y R son los radios menor y
mayor del Tokamak.

como se estd trabajando con un sistema de confinamiento que o
frece una geometria toroidal, se introduce el sistema coordenado
(r,6,{), donde r y 8 son coordenadas polares en el plano poleoidal,
de tal forma que R = R, + rCose y { es el dngulo toroidal.
En este sistema coordenado, el campo magnético poloidal y la velo-
cidad de fluido poloidal se expresan en términos de las funciones
de flujo & y ¥ en la forma:

_ vexé _ Bxve

Yy v
P Eo r B0

B 5.2

donde B° es el campo magnético teorejdal en R = Fb Y & es el vector
unitario toroidal.

La funcidén de flujo ¥ satisface la ecuacidn de induccien:

ay -1 2
3E -ROBO B-V® + 7V ¥. 5.3
La funcién de flujo ¢ satisface la ecuacion de Vorticidad:
~-1d 2, _ 2 G-Vx(REVP!
PR B 'SEVie = ~(B:V) V¥ - R, 5.4

Como en el ordenamiento de razon de aspecto grande se tiene que
V-v es pequeia, el conjunto de ecuaciones reducidas se cierra con

la ecuacidn de conveccion de la presidn:

dp _
=0

v
wn

donde:
BV u BOR;‘%f + BV .
g€ = gE + v;v
Ademds 7 es la resistividad y p es la densidad.
El conjunto de ecuaciones 5.3-5 representa un medelc para el

confinamiento del plasma en un Tokamak de razon de aspecto grande,
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con el cual se investigar4d el transporte andémalo en aate tipo de
sistemas.

A continuacidén se determinan las transformaciones de escala,
de las variables dependientes e independientes, que permiten 1a ip
variancia de escala del conjunto completo de ecuaciones.

La transformacién general de escala es la siguiente:
8: t oAty B o AB a-Aar R o9 AR, [ Ay ¥ oo a¥;
M AN P> API P AP
Al aplicar la transformacion # a las ecs. 5.3-5 y exigir que estas
consarven su forma ante el cambio de escala se obtienen las rela-
cliones entre los pardmetros de escala:
-1

2 R - 2, - = 32
AA, BATAA= AR A A=A ATAAL

ARaaPaaa, = A ta, = aTaa,
cuya soluciéh determina las transformaciones de estala que permi-
ten invariancia de forma en las ecuaciones caracteristicas de este
modelo, las cuales pueden representarse en una sola:
B': t > A& By AB i a- Aai R, AR ¢ AT ale

¥ o a2% 0 a7 0 0 ATA%0 %0 P AT %R 0 0 6.

A

Como existen cuatro parametros de escala independientes Al, L a

Y A‘ existen cuatro transformaciones de escala que permiten la in-
variancia de forma de las ecuaciones. El tiempo de confinamiento t
se puede expresar como funcién de los pardmetros caracteristicos
del plasma y del sistema de confinamiento: P, By M Y P junto
con los parametros geométricos a, R, ¥ g en la forma funcional:

T = r(P,BD,n,p,a,Ro,q).
Esta relacidén se expresa como una serie en la forma:

p.c d o (g
T= L ch,c.d.e.l‘.q‘,hp l30"" pa Roq
b,e,d.e,f,9,h

Al aplicar la transformacién de escala A’ a la expresion 5.6 y exi
+

", 5.6
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gir la invariancia de forma de esta ante el camblo de escala, se
obtiene la forma en que T se escala, daterminando las relaciones
entre los indices de escala que determinan la forma funcional del
tiempo da confinamiento:

t-»A‘r-)_‘,cA;"' B 0 p°a’RG".

chzbtcozu;\zmzaorl\;i’bw-ZcPh c_d_a
Exigiendo la invariancia de forma se tiene que:

-d+2e=1; 2b+c + 2e =0; 2b+2d+ £ =0 -2b+ g9 -2 =0,
La solucidén a este sistema de ecuaciones es:

d = 2e =1; ¢ = -2e =-2b; £ = =2b -4e + 2; g = 2e + 2b,

da tal forma que el ticmpo de confinamiento se expresari como:

2 qb 1/ 2e
a® PR, e 2Rcv n
r=n Zcbnh 2.2 2 a. 5.7
b, e,h " Boa Bna

Esta expresién muestra que existen tres indices libres en la ley
de escalamiento como ley de potencias.

La forma mis general en que se puede expresar a T, es conside
rar una funcicén, no determinada auin, que depende s¢lo de los argu=~

mentos correspondientes a los indices libres en la expresién 5.7:

a2 [P Rz p"ZRDn
T = _,,—F =3 ;E,—-B—-z—,q . 5.8
0 Qa

donde F es una funcidn desconocida.
Es posible expresar a T en una forma mds adecuada utilizando

“aRuq que

pardmetros alternativos. Numero de Lundquist § = azBo/T)p

representa la razén del tiempo de difusidn resistive T, = az/n al
tiempo de transito poloidal de Alfvén T, = p”ZRoq/Bo YR8 = 2P/B§.

T = rnF(B/cz,S,q) 5.9

51 se hubiera consideradc el conjunto completo de ecuaciones

del modelo de fluido resistivo, la expresion para v seria:

T = tRF(ﬁ,s,q,c) 5.10
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Por lo que no se hublera obtenido informacidén alguna schre la geo-
metria del sistema de confinamiento, y ésta se reflejaria como una
constriccién extra en la ley de escalamiento.

La forma funcional para t expresada en la ec. 5.9 es incompa-
tible con el transporte cldsico (v ~ TR/E) Yy con el transporte de
Pfirsch-Schilter (t =~ tR/qu), de tal forma gque se puede decir que
estos procesos no estan descritos por el conjunto de ecuaciones re

ducidasa.

2.~ Limite RFP’s.

Existe un limite analogo al empleado en la reduccidn de las g
cuaciones MHD Resistivas para el caso de Tokamaks en el limite de
razoén de aspecto grande, el cua)l es apropiado para definir un con-
junto de ecuaciones reducidas que describen el comportamiento de
un plasma- termonuclear en los sistemas de confinamiento helicoida-~
les, y a partir del cual es posible estudiar la turbulencia de los
modos g y de las ondas de deriva resistivas.

En el apéndice C, se describe detalladamente la forma en que
son reducldas las ecuaciones MHD Resistivas en el limite RFP, (li-
mite para sistemas de confinamiento helicoidal).

La reduccidén de las ecuaciones MHD Resistivas, para sistemas
de confinamiento helicoidales (RFP), o en el limite Stellarator se
lleva a cabo al suponer que la longitud de onda del campo magnéti-
co heliceoidal aplicado es lo suficientemente corta como para que
sus efectos puedan ser promediados usando el método de dos escalas
de longitud (Strauss, 1980). Para estc se introduce una gecmetria
toroidal con una métrica del tipo:

ar® = dr’+ rae® + (1 + x/R )%z’ 5.11
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donde R = Ro + x es el radio mayor del toro en x = 0, x = rcoasd y
z - n%c, dondé ¢ es un dngulo toroidal y z es el vector unitario
toroidal. Se supona ademis que el campo magnético tiene la forma:
B =Bz + 8% + &3 (VAxz + B,z) 5,12
De esta forma, el pardmetro de expansién § = £'/? mide 1a intensi-
dad relativa del campo magnético derivado del potencial escalar ¢
con el campo principal B . Sa tiene que ¢ es el inverso de la ra-
26n de aspecto, € = (R-Ro)/Ro.
De esta forma, la funcién de flujo de la velocidad satisface

la ecuacién de Vorticidad:
BE 28 = - .vv2 + vp.
BD aEAAQ B *“‘ RUOXYP-2. 5.13

La funcioén de flujo satisface la ecuacidn de induccion:

av By 2
3 ° Boa 9+ UL 5.14

El conjunto de ecuaciones se cierra con la ecuacién de conveccidn

de la presion:

gl:= 0. 5.15

En estas ecuaciones se incluyen los siguientes términos:
Derivada paralela, promediada a lo largo del campo magnético:
a, 8 .
BV = 5°Bzz + 5V¥xz V. 5.16
Promedio del flujo magnético:

¢ = A -} B'vcexvp-2, 5.17
Término de curvatura:
0 = 2x/R + B2 (ve)®, 5.18

donde A es la componente z del potencial vectorial magnético A.
Como ejemplo adicional, se describird la forma en que se esca
la el tiempo de confinamiento T con los parametros adimensionales

o factores geométricos para el caso de los sistemas de confinamien
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to helicoidales.

Se aplica el principlo de invariancia a las ecs. 5.13-18.
La transformacién general de escala es la siguiente:

g t o A,Ti By o A Bi a-Aai R AR; ® AR VALY
T2 Av"’ P Aap: P AgP.
En este caso, el factor de curvatura se escala como: Q - A??.

Al aplicar la transformacidén de escala general a las ecuacio-
nes anteriores y exigir la invariancia de forma de estas ante el
cambio de escala, se obtiene un conjunto de relaciones entre los
pardmetros de escala, las cuales definen la forma de la transforma
cidn de eascala apropiada a este modelo,

Ay = aaialts Al = Al = A
AAAAAA = A A AA =AM 7 AR
La solucién correspondiente a este sistema de ecuaciones es:
ag=athaalia, =aadia, =i, = Al =alan

Existen cuatro pardmetros de escala independientes, de tal forma
que existiran cuatro transformaciones de escala que permiten la ip
variancia de forma de las ecuaciones anteriores.
La transformacidn que permite la invariancia de escala es:
Bf: £ A k7 B> A,B i a > Aa; R AR At akes

¥ - Azxj; n A faln: oo xfxix;zp,- P AP 0o A%
Se supone ahora gque el tiempo de confinamiento puede ser expresado
como funcidn de los parametros y variables P, Bo, n, & P Y BP/B

como una serie:
T = Ic  PEi’p'a’’(B /B)" 5.19
bc,d,e, Figh

Al aplicar la transformacién de escala a ambos lados de la e-

cuacidén 5.19 se tiene que:

TaATS= Z c A;d‘zaA:b.c.a'A?‘.rR:ZD.q-ZePhB:'n

np"arR"(Bp/B)h
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Al exigir la invariancia de escala de esta expresidn se cbtienen
los indices de escalamiento indepaendientes, los cuales determinan
la forma funcional del tiempo de confinamiento:

d =28 -1; ¢c = -2e -2b; £ = ~da + 2; g = 2e.

Es posible eascribir el tiempo de confinamiento como:

2 b 172 2e h
=% §c h[fi] [Lz—ﬂ] [E,,] . 5.20
T b6.n 2*Mp a’B B
0 L.}
Expresando T en forma funcional se tiene:
2 172
=2 F[EE'P“"‘z '"',Ep]. 5.21
n Bo a B0 B

donde F es una funcidén es una funcidn por determinar.

En términos de pardmetros adimensionales:
2
T = :—F(B,S,BP/B) i 5.22

donde B = P/Bz ys = p”zkn/aBg.

3.=- Efectos de Radiacién e Impurezas. (Connor y Taylor, 1977).

En el capitulo IV se discutid la comparacién de las leyes de
escalamiento empiricas, obtenidas a partir de los experimentos de
fusién existentes, con las leyes de escalamiento obtenidas a par-
tir del argumento de invariancia de escala de las ecuaciones gque
describen cierto modelo del plasma, se encontro gue estas leyes
de escalamiento empiricas son incompatibles con cualquiera de los
modelos convenclonales del plasma, y que la discrepancia excede a
las incertidumbres asociadas a los indices %, y, z, que determinan
la ley de escalamiento, cuando se considera que la temperatura nec
es una variable independiente, pero que esta determinada por las 23
tras variables y por el tiempo de confinamiento, pensando en los

experimentos de plasmas calentados c¢hmicamente.
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Para intentar explicar estas discrepancias, se puede pensar
que una de las posibles fuentas de error se debe a que el transpor
te de energia en los Tokamaks en operacién ms estd dominado por el
transporte del plasma, sino por la radiacidn debida a particulas
neutras o impurezas.

! Los afactos de la radiacién, debida a la radiacién de Brems-
‘stralung o debido a impurezas, en las leyes de escalamiento pueden
‘ser fAcilmente incorporados en el modelo del plasma como fluido re
"sistivo modificando la ley de ohm, al introducir los efectos de u-
" na carga efectiva Z en la expresidén para la resistividad n, Yy una
expresidn general para la pérdida de radiacidén en la ecuacidén de
balance de energia:
n - ar¥?
P, ~ ntrz”

La influencla de la masa atémica puede ser tambien investigada en
este modelo al escribir la densidad como p = An, de tal forma gque
se obtiene leyes de escalamiento en las cuales se han incorporado
clertas variables adimensionales, 2 y A.

De esta forma se puede investigar el escalamiento del tiempo
de confinamiento en términos de pardmetros adimensionales.

El modelo de fluido resistivo con el cual se estudiaran los g

fectos de la Radiacién e Impurezas en la ley de escalamiento para

el tiempo de confinamiento, estd determinado por el conjunto de e-

cuacionas:
P +vgov) =0 5.23
pg% 4+ VP = {xB 5.24
*
d -~ 2
G T =3 v r, 5:25
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E + vXB = nJ 5.26

wE = g2 5.27
VxB = 4nd 5.28

Donde 8 es la razén de calores especificos.

Junto con las relaciones:

p = NA 5.29
n ~ g7 5.30
P~ n*r'z" 5.31
rad.,

P = nT 5.32

donde: gf = %E + v-? es la derivada convectiva no lineal.

La transformacién de escala general que se utiliza es:

B: nan: v BV; X TR} B 8B Eo ME; t 5 ¢t; P> eP; I 9 &kJ;
T €T; 2 » 02; A -+ UA.

Al aplicar la transformacion de escala G a las ecs., 5.23-32 y exi-

gir la invariancia de escala de estas ante la transformacion 6 se

obtienen las relaciones entre los pardmetros de escala:

apg ! = Baur ' ¢ = y87': € = ag: Popg”' = e7"! = k&

co™! T2 L Wl n = BE; o8 7 %k T = 897 877 =

La solucidn a este conjunto de relaciones determina los pardmetros

= g £

de escala independientes:

2 -4 -3/2 -5 -2
E ="t v =B oy ¢ =B o,
2K-2145 -1} - 3/ lem k=1=3/2) (k=
e = ﬁl! k=2145) /{k ”Cl‘ (me1)/{k: Hul i { H'
- ?. 2,4 -1 3/,
a=c€'s 8 =63 n =28 & = MR

Si se introducen las siguientes definieciones:

_ 2k=2145 . k-143/2. _ _  mtl .
= Soen’ 97 TEE-n)’ T Iy 5.33
el pardametro ¢ toma la forma:
e = BBbO_-Zcuzd.



La solucién a las relaciones anteriores deterxina la transfor
macién que permite la invariancia dé forma de las acuaciones dina-
micas del modelo del plasma estudiado ante cambio de escala, la
cual tiene la forma:

Bb-z 2d- 1 ~2¢c

G’: n-a g n: v o+ gvix o 8% s B o g% u'B;

E o B0 WE; t o 870w %t P o 8% ®p; T o wetr;

25 B‘b“o_'“”udd/z.l" Z 3 0Z: Ao pA
Existen tres pardmetros de escala independientes, por lo que sélo
existen tres transformaciones de escala que permiten la invarian-
cla de las ecuacienes 5,23-32,

Se puede expresar ahora el tiempo de confinamiento como una serie:

r s, t

T = C ”un"'r“sa zta" 5.34
petera by PR

Al aplicar la transformacidén de escala 6’ a la expresién anterior,
ec. 5.34, y exigir la invariancia de forma de esta expresion ante
el cambio de escala sc obtiene un conjunto de relaciones entre los
indices de escalamiento, cuya solucién determina la forma del tiep
po de confinamiento en este modelo particular.
(Bb-2)p + 2q + 4br - 45 = -5 *
2cp +cr = s -t = -1
(2d-1)p + g + dr - 3s/2 + U = =3/2
A partir de estas tres relaciones se pueden déterminar los parame-
tros independientes y expresar los restantes en términos de estos.
Las solucicn a estas relacijones es:
(2b -1/2)p + q/2 + br + 5/4,
t = (2c -2b + 1/2)p -(c -b)r -g/2 -1/4,
u = (3b -2d + 174)p -g/4 + (3b/2 -d)r + 3/8.
FExisten tres indices independientes en la ley de escalamiento.

tl tiempo de confinamiento puede expresarse en la siguiente forma:
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T = lylz-u‘ly'f,_w,ch.', (naZ1/3giee a2y 2in sty p
% (TatPp AN 9 gty ia 2
ordenando términos y agrupandolos de una forma conveniente, t pue-

de ser expresado en la forma:
Br = n'”2an! ’zr[naa""222"'2”"’21\“'2""“,Ta”zz'“z}\'”‘,
Ba"z°"PA™? ] 5.35

El primer parametro de la funcién F se puede reexpresar como:

nT [Bah 2670 n/z-d] [ Ta'’? ]'1

zl/ZAl/l
De esta forma T Be puede expresar Como:
172 1/ b,e=b, Ib/2=-d
BT = n uzr(zTAm,saz A ] 5,16

Al considerar el escalamiento general para el tiempo de confi
namiento, incorporando los parametros Z y A que representan los a-
fectos de la radiacién e impurezas en el plasma, y pensando a este
como una ley de potencias, se observa gue contiene seis.indicas
por determinar:

Bt = - nfrB"a"z'A", 5.37
Sin embargo, a partir de la relacidén obtenida para Bt ec. 5.36 so-
lo se pueden considerar 3 indices como independientes, si es posi-
ble determinar la ley de radiacién ec. 5.31.

Se puede obtener un resultado interesante si se consideran
las caracteristicas del escalamiento anteriores a la inversa. Es
mas itil notar que si los seis indices contenidos en la ley de es-
calamiento general, ec. 5.37, pueden ser determinados empiricamen
te, estos pueden proporcionar informacién suficiente para determi~

nar la ley de radiacién propuesta, ec. 5.31.
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CAPITULO VI
Transporte Turbulento Local

En este capitulo se describe la aplicacién de la invariancia
de escala a modelos mAs especificos del plasma con el fin de des-
cribir la turbulencia local ocacionada por inestabilidades presen-~
tes en diversas regiones del plasma. Se describen varios tipos de
turbulencia local y la forma especifica de los coeficientes loca-
les de transporte de energia que surgen a partir de la invariancia

de escala.

En la descripcidn del plasma termonuclear las propiedades del
confinamiento global caracterizan al plasma. Estas propiedades es-
tidn determinadas por la interaccidn de una gran variedad de proce-
sos fisicos gue se presentan en distintas regiones del plasma. De-
bido a que estos procesos se presentan en regiones definidas del
plasma tienen un caracter local. Por ejemplo, en la descripcion
convencional del confinamiento en los sistemas Tckamaks, se consi-
deran tres tipos distintos de zonas radiales, (buchs, et al, 1977;
Romanelli, et al, 1986; Waltz, et al, 1987): Una regién interna dg
minada por oscilaciones diente de sierra (sawteeth), una zona de
confinamiento controlada por el transporte anémalo debido a micro-
inestabilidades tales como 1os modos de Ondas de Deriva de Electrg
nes Atrapados y los modos de Gradientes de Temperatura de Iones, y
una regién borde. Esta puede ser afectada por la turbulencia debi-

da a inestabilidades caracteristicas en la periferia del plasma,
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tales como los modos ondulatorios (rippling), los modos de globo
resistivoa (ballooning) y las ondas de deriva colisionales, o por
fenémenos que no corresponden a la naturaleza propia del plasma,
tales como la radiacion.

Existen reglones particulares del plasma donde se llevan a ca
bo procesos fisicos que determinan las propiedades del confinamiepn
to. Estos procesos determinan tipos de turbulencia local que defi-
nen las caracteristicas del transporte en estas regiones.

Debido a que las propiedades del confinamiento global estan
determinadas por una gran variedad de procesos fisicos en regiones
particulares del plasma, es mids conveniente considerar las propie-
dades de la turbulencia local en base a un conjunto de coeficien-
tes de transéorte local, los cuales pueden ser descritos por un mg
delo mas sencillo del plasma. El estudio de las leyes de escala-
miento empiricas, dentro del marco de las constricciones que sur-
gen a partir del argumento de invariancia de escala, puede ser mas
util.

El tiempo de confinamjento depende solo de dimensiones globa-
les del sistema de confinamiento tales como los radios mayor R y
menor &, campo magnético B, densidad del plasma n, su temperatura
T, ete, mientras que los coeficientes de transporte leocal pueden
depender de una cantidad mucho mayor de parametros relevantes del
sistema. Existen ciertas longitudes caracteristicas que represen-
tan a los gradientes de las cantidades que estimulan la turbulen-

ncia y a la geometria del campo magnético,

L= d n T - escala de longitud del gradiente
T~ {dr de la temperatura.

L = d 1n ! escala de longitud del gradiente
ul dr n de la resistividad.
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T gg escala de longitud del torcimiento
s Rg? I3 magnético (shear).

donde s = (r/q) dq/dr es el torcimiento magnético, q = aBr/RBp es
el factor de sequridad y B,y B, son los campos magnéticos toroi-
dal y poloidal respectivamente.

Estas escalas de longitud de los gradientes se hallan determi
nadas por las propiedades del transporte global y no sole por el
problema local.

La difusividad térmica local x puade depender, en general, de
un ndmero determinado de estas longitudes caracteristicas.

Se mostrara que los grados de libertad extra en la forma de ¥ son
compensados por constricciones adicionales que provienen de la su-
posicidén de la existencia de un coeficiente de transporte local.
Estos coeficientes surgen debide a que la turbulencia local, gque o
casjiona el transporte, tiene una escala caracterizada por una lon-
gitud microscépica, tal como el radio de Larmor, que es distinta
de la longitud macroscépica a.

De esta forma, a un nivel de turbulencia local, se definen eg
tos coeficientes -de transporte local como:

(ar)¥/at 6.0
como resultado de estas propiedades, es posible un escalamien
to de invariancia extra, el cual constrifie tambien la forma de x.
Esto permite que la identificacidén empirica de un medelo fisico
del plasma para x sgea mucho mAs viable y, ademasg, limita las posi-
bles formas de y en los modelos tedricos, y en ciertos casos deter
mina completamente su forma. Debidoa esto, la técnica de invarian-
cia de escala es una herramienta util para complementar explicita-
mente los cdlculos de la turbulencia no lineal. De esta forma, se

describiran varios modelos de Turbulencia Local.

105



1.« Turbulencia debjda a Gradientes de Temperatura de los Iones.
(Connor, 1986b).

Bajo un amplio rango de circunstancias, un plasma estable y
confinado magnetohidrodindmicamente puede exhibir movimientos ines
tables a través de los cuales las particulas se encuentran en un
proceso de convecclén a través del campo magnético por la deriva
EXxB,

Las Ondas de Deriva o Modos de Deriva Universal son un grupo
importante de estas inestabilidades en un plasma confinado. En es-
te caso se consideran modos dominados por colisiones en los cuales
la trayectoria libre media A"? es menor que la longitud de onda
paralela al campo magnético A,.

En general, las ondas de deriva ocurren con grandes longitu-
des de onda paralelas al campo, y las ondas dominadas por colisio-
nes pueden ocurrir en regimenes donde A-w > R, donde R es el ra-
dio mayor. La restriccién a grandes longitudes de onda y ondas do-
minadas por colisiones permite una descripcidn de fluido de las
perturbaciones. Adicionalmente se supone que el equilibrioc no esta
muy alejado del equilibrio térmico local.

Las ecuaciones de) modelo de dos fluidos son usadas para des-
cribir la dindmica del plasma. Las ecuaciones son vdlidas para pep
turbaciones con frecuencias w mucho menores que la frecuencia de
cicloton del ién w, ¥ longitudes de onda perpendicular A, y para-
lela A, al campo magnético tales que A, » A-m Y A, » a, donde a
es el promedio del giroradio del ién,

El equilibrio del plasma esti determinado por los procesos de
transporte de difusién y conveccién a través de los cuales se con-
duce a un decaimiento colisional proporcional a vcn]/Ba donde v
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es la frecuencia de colisiones.

Los modos electrostéticos son badsicamente derivas, ondas de
deriva y ondas de sonido con frecuencias w = k‘v“ Yy w = k.5 con
Voo la velocidad diamagnética de electrones, los cuales son rapi-
ds comparados con las escalas de tiempo del equilibrio, y lentos
conmparados con los modos electromagnéticos.

Los modos electrostaticos se desacoplan de los modos electro-
magnéticos, aproximadamente, con la correccién debida al acopla-
miento que es del‘ orden wz/kfvf = 8, donde 8 se supone pequefia y
v, €5 la velocidad de Alfvén,

E)l plasma esta descrito por las ecuaciones de transporte para
la densidad, velocidad y temperatura de iones y electrones:

gfnl,. + v'(nl.cvl,u) =0
mlnl[%E + vl-v]vl + V-Hl = eni(E + lea/c) -‘v7l’l -R
0 = -en (E + v xB/c) ~VP + R

3 [a N:]
2“1[EE v v]Tl + nTVv = -9.q T ta=v, + Q,

178X 71
2n ?—-+v-V’I‘ +nTvw = -y-q +Q
2 eldt L] ° L] . o °

¥ la condicién de cuasineutralidad n=n, donde los efectos de
las colisiones estdn contenjidos en la fuerza friccional R, el flu-
jo de momento T, el flujo de calor g y el tdrmino de generxacion de
calor Q.

Para los modos de bajas frecuenclas se puede hacer una reduc-
cién de las ecuaciones anteriores considerando gue para estos mo-
dos m/mcl - c? Yy k‘a, ~ € « 1, donde k_es la componente perpendi
culdr del numero de onda, y el flujo de particulas es determinado
por iteracidén en c.

De la ecuacién de momento se tiene que los términos que repre

sentan los efectos de inercia y colisiones se pueden despreciar a
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primer orden en ¢, obteniendose que:
tenlﬂ(t + v|dxn/c) ~VPLQ =0
de donde se tiene que:
2
nv, = nl'e(ExB)/Ez t c(BxVP, )/eB

La divergencia de la velocidad del idn en el siguiente orden (e%)
esta dada por:
vinv?) = V'[(n‘mlcz/esz [g—t + v:“-v];:‘]
donde se ha combinado la derivada convectiva y la parte finita del
giroradio del tensor de Radios de Larmor Finitos HNJ, donde:
M= Hmj + (n’l‘l/l)i)vnv,_l
en el régimen colisional (Horton y Varma, 1972).

la presencia de altos gradientes de temperatura de los lones
excita una inestabilidad de deriva electrostitica, la cual estd de
terminada por el pardmetro = d{Ln Tl)/d(Ln n), el cual represep
ta la razdn de las escalas de longitud de los gradientes de densi-
dad y temperatura en el plasma. 5i el parametreo n, excede un valcr
critico, n, > 2/3 se presenta esta inestabilidad la cual se conoce
como Inestabilidad de Deriva de Gradientes de Tenperatura.

Se supone que la presencia de estos modos de deriva inesta-
bles estiﬁulan una conduccion térmica de iones anomala.

Esta inestabilidad se ha propuesto como la causa del deteric-
ro del confinamiento en el experimento Alcator C a altas densida-
des, cuando el gas de llenado produce perfiles de densidad relati~
vamente planos. (Coppi, et al, 1985).

Los gradientes de presidn de iones, necesarios para estimular
estos modos, fueron producidos en los experimentos de calentamien-
to por haces neutros de alto poder en los Tokamaks, (Goldston, et

al, 1979).
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La investigacién sobre los efectos andmalos asociados con los
modos de grandientes de tempaeratura de iones se basa en el modelo
del plasma como un fluido, de tal forma que la descripcién de es-
tos modos se basa en las ecuacicnes de la Magnetohidrodindmica.

Para los modos de deriva de gradientes de temperatura de io-
nes, las ecuaciones de fluido gue resultan necesarias son las ecua
ciones de transporte para la densidad de iones N (r,t), la veloci=-
dad paralela de iones v(r,t) y la presién de lones P(r,t). La velg
cidad perpendicular de los iones estd determinada, como ya se dije
en general para las inestabilldades electrostdticas, por el gra-
diente de presisén y la deriva ExB a primer orden, por la acelera-
cién convectiva de iones y por el tensor de esfuerzos de radios de
Larmor finitos en el siquiente orden.

En esta descripcidén de la inestabilidad electrostdtica el Eam
po eléctrico estd determinado por el potencial ¢, E = =-Vd(r,t),
donde el potencial ¢ gqueda determinado por la condicidn de cuasi-
neutralidad Nl(r,t) = N!(r,t), donde N denota la densidad de nume-
ro de cada especie. Se considera que las velocidades de tfase de
las fluctuaciones son pequefas comparadas con la velocidad de Alf~
vén y la velocidad térmica de lones. Ademds, se consideran estados

no lineales en los cuales el potencial medio <172

es peguefio
comparado con T,/e. @
La condicién de cuasineutralidad se expresa como:
N(p,t) = N_ = N_ = N(x)(1 + ed(r,t)/T,),
la cual determina el potencial electrostatico.
La velocidad ExB de los iones y electrones esta dada por:
v(r.t) = CExB/B® = cbxV®(r,t)/B

¥y la velocidad diamagneética de los iones por:
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Vn(r,t) = cbePl(r,t)/B

donde b es el vector unitario en la direccién del campo magnético
constante B, entonces Vo =Vt v
La deriva de polarizacién de los iones estd dada por:

v (r,t) = -:-;%[%E + (v, + Vn)-V]E(r,t) 6.1
Notando que Ve ¥ v, son incompresibles y suponiendo que la veloci-
dad de los iones es adiabatica, las ecuaciones de transporte para
los iones serdn, (Horton, et al, 1980):

aN

3 * vE-VN + V.-(va) + YV, (Nv,) =0 6.2
a
HlN[EEv" +tv, v + v,,V,,v,l] = -eNE - V. P 6.3

%’ t VPR 4 VIR + 9P TV, =0 6.3

" gt

En este caso y representa la razdén de calores especificos.

Se consideran fluctuaciones alrededor de los valores medios
de la presién, densidad, velocidad paralela y potencial electros-
tatico en la forma:

N=ND+17J';‘I@l=$;v,,=v,,;l"'l =P, + P
donde N, ¥, v, y P, representan a las fluctuaciones.
Las fluctuaciones de la turbulencia local tienen caracteristicas
similares a los eigenmodos lineales, k, L _ 1, k,p, 51y las ampli
tudes E—J/Nu - e¥/T ~ V,_/C' ~ Fi/l’f’0 ~ p,/L, donde L es una longitud
macroscépica y c, = (Tu/MI)"z es la velocidad del sonido.

El estudio de la turbulencia local, en base al principic de
invariancia de escala, requiere la formulacioén de las ecuaciones
en una forma adimensional, de tal modo gue se introducen la norma-
lizacion siguiente: En la direccidén perpendicular al campo magnéti

co las longitudes se expresan en términos del radio de Larmor
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p, = c(HiT.)"f/eB, mientras que a lo largo del plasma cilindrico

1
se utiliza una coordenada z, normalizada a Ih’ Ademés, se introdu-
cen formas adimensionales para el tiempo y las fluctuacjones. Asi:
X = {r-x )/pi Y = £8/p; £ =2/L; t=Ct/L; & =eafL /T p
v = v,,Ln/C.p: n= NLn/Nop; P = Pth/Pop
Aqui, r, es un radic de referencia en el plasma cilindrico.

51 se toma en cuenta el ordenamiento y normalizacion anterio-

res, las ecs. 6.1,2,)’ toman la forma adimensicnal siguiente:

(=032 = 52 vy + (eep, ey xvp + [2F “]+[” 5] s

8y say 8x'8x) " |8y By,
& =y, (4+p) - [8,V) 6.5
8 - ~(e,p) - TV - k‘;—; 6.6
Los operadores [f,g] y ¥V, se definen como:

[f£,9] = gé %% - g; gg yv = §E + Bxg?
Y los udnicos parametros presentes son:
r= 7T1/T=" K= (TI/T.) (1 + 'ni) Yy s = Ln/L.

La ventaja de introducir variables normalizadas, es gue estas
exhigen claramente los parametros adimensionales restantes: L. r,
L y K. ‘

El principioc de invariancia podria extraer la informacidn re-
ferente a los pardmetros adimensionales, pero el uso de variables
normalizadas reduce el esfuerzo requerido, permitiendo la descrip-
cidn de propiedades de invariancia mas sutiles.

Se llevara a cabo el analisis de invariancia de escala de las
ecs. 6.4,5,6 para obtener informacion sobre la turbulencia sin ne-
cesidad de resolver el sistema de ecuaciones.

Las ecuaciones anteriores no admiten transformacidén de escala
que permita la invariancia de forma de las mismas. Como solo exis-

ten los parédmetros s, XK y I' en el sistema de ecuaciones, se puede
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conclulr que las caracteristicas de la turbulencia local descritas
por las propiedades de invariancia de escala dependerdn solamente
de las cantidades‘'s, X y I".

El coeficiente de transporte se puede expresar en términos de
las variaciones en la escala de longitud radial con respecto a las
varjaciones en la escala del tiempo, ec, 6.0, de tal forma que el
coeficiente de transporte correspondiente a este modelo es:

» = (p°C /1, )D(5.K,T) 6.7
otras caracteristicas de la turbulencia se pueden deducir a partir
de la normalizacién descrita anteriormente:

¢ ~ (T_p/eL“)!;(s,K,I‘): 1, - I,k € - (Ln/c_)?(s.x,r) 6.8
donde & representa las fluctuaciones del potencial electrostatico,
1,, la longitud de correlacidn a través del campo y T_ el tiempo
de correlacion.

Se desean determinar las funciones 3, ¢, I, yrT,.

Para esto se introducen algunas suposiciones sobre la haturaleza
de la turbulencia, con el fin de definir concretamente los mecanig
mos responsables de la turbulencia.
Se supone primero que se satisface la relacidn siguiente:

¢ <P
¥ que se puede ignorar ademis el término de compresidén paralela en
la ecuacidn 5.6. Se debe de suponer ademas que Vf « 1, para mante-
ner la validéz del modelo de fluido adoptado, de tal torma gue las

ecs. 6.4,5,6 se reducen a:

o _ _ad S _poade ap ad ap at

55 = 5y WV o+ (V) -Kvigg [E:?’P?] + [E?'ay] 6.9
v
T = -V ~[8,v) 6.10
8P _ _ a0
3% = ~[8,P] - Kg 6.11
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En este sistema de ecuaciones se tienen soélo dos pardmetros,
s y K, gque son razonas geométricas.
A partir de la transformacidn general de escala:
P T o Aty X 3 ¥X: Yy <+ BY: £ 9 8; & 5 €d; v v; P IP; K 9 jK:
s -+ (8.
se obtiene la transformacién de escala que permite la invariancia
de forma de las ecs. 6.9,10,11 ante cambies de escala.

Las relaciones entre los parametros de escala son:

1 4 3

=8 eca”! = gp”!

=78 = 1ey”t = jer”

ma”! = eny”'gt = 187 la7! = ey = jeg™

La transformacién tiene la forma:

p‘: TS aT} ¥ 5 axX: ¥y 5 ay; £ » aze: ® o ab; v o a®v; P a’p;
K- oa’k: 5 » a s,

Se supone que el coeficiente de transporte, asi como las flug
tuaciones en el potencial electrostdtico, longitud de correlacidn
perpendicular y tiempo de correlacién, se pueden expresar como se~
ries en términos de los pardmetros s y K en la forma:

»=-fc, ks 6,12

Si se aplica la transformacién P’/ a la ec. 6.12 y se exige la
invariancia de forma ante el cambio de aescala, se obtienen las reg
tricciones a los indices de escalamiento. Estas restricciones defj
nen la forma funcional del coefi;iente de transporte.

a=>b+ 1/2
De esta forma, el coeficiente de transporte se expresa como;
D= (pzc‘/Lnsvz)F(sK) 6.13
81 se supone que n, > 1 se tiene que K = Ln/L% y la expresion antg
rior se puede expresar en términos de los parametros gque revelan

la fisica de la turbulencia.
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D= (po_/Ln) (L/L) UZF(L:/LTL.) 6.13¢
En esta expresidén se observa que existe s6lo una dependencia descR
nocida, y una funcidén por determinar, que depende s86lo de un argu=
mento adimensicnal.
Si se aplica el mismo procedimiento a las demas cantidades, se ob~
tienen las leyes de escalamiento siguientes:
@ = (T,p/e) (L L)
1, = e /r)"

De esta forma, la suposicion ¢ « P estd justificada a posteriori

3172

1z 2 — H
F(L2/L.L): P = Bo(L /L)' F (Li/L L)

Pa(L:/LTL-); T = C:I(L:/Lr)va Fs(L:/L-rL:)
sl L 2L, o0 si n, 3 1.

Para definir mas precisamante las caracteristicas de la turby
lencia se suponen dos limites:
a).=- En este limite se supone: Ks « 1
En términos de las longitudes caracteristicas se tiene que:

L:/er._ ¢l

En este limite, se requiere la condicién adicional: 58/3t « 8476y,
las variaciones temporales del potencial ¢ son mucho menores que
las variaciones espaciales en el pardmetro y.

De tal forma que la ec. 6.9 se reduce a:

L 6% _ o288 3P 3p ap ag
0= 5% v+ (P,V¢) KV +[§§,5§] *[’é?'ﬁy] 6.14

Al aplicar la transformacidén P a las ecs. 6.10,11,14 y exigir la

invariancia de escala se obtiene que:

la”' = el77'8 = Jeg T 8t = 987t = 1e87y 7N = jer i 8 = s

nat = 18 = emr'pl.
S a = B, Y7 = Bz se tiene qgue la transformacion que permite la
invariancia de escala de las ecs, 6.10,11,12 es:
~1
DTS BT X3B,% Yy B,y £ BBE SR, B§¢: Voo ejv:
3. 2, . 1,1
P sz' ko sz, s - B B, s,
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El coaficiente de transporte corraspondiente a este modelo tiene
la forma:
9 = g(p®c_/L )K"’s 6.15
con g una constante. Esto es, F(Xs) = (Ks)nﬂ.
En términos de longitudes fisicas:
» = pc /L (L /L )? 6.15°
El escalamiento para las otras cantidades es:
¢ ~ (Tp/eL,) (L /L,)
T~ (L/C.) (L /L)

Se observa que la suposicidn 8%/3t <« 8%/8y se justifica cuan-

asa, 1r2,
: H

1, ~ p(L/LY

172,372

12, -
i P~ PpL’%L

T

do XKs « 1.
b) .~ En este limite se supone que: Ks » 1.
Eato significa que L:/Lrlg » 1, y la condicidn necesaria es:
ad/at » o¢/3y
Bajo esta suqosicidn la ec. 6.9 se reduce a la.forma:

a® 2 288 . [ap ad ap 8%
7 = LV o+ [P,UIR] KV + [Tx'?i] [5)—,,3?] 6.16

La exigencia de la invariancia de forma de las ecs. 6.10,11,16 an-
te la transformacisn P proporciona la transformacién que permite
la invariancia de forma de las ecuaciones a través de las relacio~
nes:

cal = 38 = lex™ = jer™?: ma! = eny’'B

-1

~3 -1

= 15

=l = jepty qigt =8 1By

la
Si se supone gue a = YT =T, la transformacidén de escala se
expresa en la forma:
P T o7 T XY Y STy £ T 7,0 7;’1:¢; v - 7;'73v:
P o 7;'1;P: K = 7;‘7:K: 8 - 7;‘7;’5.
Las caracteristicas del analisis de invariancia de escala de-

terminan la forma para el coeficiente de transporte:
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174

» = g’ (p*C /L } (K's) 6.17

Donde F ha sido determinada como P = g'(Ks)y'y con g’ un constan-
te por determinar,

En términos de las longitudes fisicas:

nin 6.17’

2 3
D=g'p C (LL)
Las demds cantidades se escalan como:

174 1748,

e - aprer(r /1) p - Pp(L /L)

WP Te AV A LANFIE ¢ R S R AV

Se ha podido determinar que para n, = 2, se presenta un zodo
inestable, con una localitacidn radial dada por Ax ~ Lp /L., que
es el resultado de investigaciones hechas sobre las propiedades de
la jnestabilidad de este modo, basadas en la teoria cinética no cp
lisional en una geometria plana (sheared slab geometry) (Gritiov,
et al, 1981), donde p, es el radio de Larmor del idn.

Se ha encontrade que la estabilizacion en los tokamaks requie
re altos valores del torcimiento magnético {shear), L ~L, las
cuales no se han podido conseguir, (Coppi, et al, 1967)., Las razo-
nes de crecimiento tipicas son y - 0.05uw,, donde w, es la fre-
cuencla diamagnética del iodn.

Kadomtsev Yy Pogutse (1970}, usando un tratamiento mas praci-
so, basado en la estabilizacion por difusidn turbulenta y suponien
do que la turbulencia es isotrépica en la direccién perpendicular
al campo magnetico, calcularon una conductividad térmica andsala

del idn dada por:
%, 3 (1/40)(cT /eB) (p,L /L) 5.18

Se han obtenido resultados similares a partir de estimaciones
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cuasi lineales usando la hipdétesis de la longitud de mezcladoe (Co-
ppl et al, 1967; Antonsen et al, 1979), o usando argumentos de acg
planiento de modos, (Lee y Tang, 1985), como se espera para modos
con y ~ w.

Las caracteristicas de este modo son consistentes con un tra-
tamiento de la inestabilidad y su turbulencia asociada en términos
de un modelo de fluido. Horton et al, (1%80), lograron deducir un
conjunto de ecuaciones de fluido, basadas en una distribucién de
Boltzmann para los electrones: Cuasineutralidad, una ecuacidén de
momento a lo largo del campo magnético, y las ecuaciones de conti-
nuidad y energia de iones. Mostraron ademids que estas ecuaciones
se puedeﬁ plantear en una forma universal dependiendo sélc de los

. pardmetros LH/L., (1 + nIT /T,y p,/H;

Adicionalmente, en base a un cdlcule de valor iniclal en tres
dimensiones de estas ecuaciones no lineales, obtuvieron una condug
tividad térmica andmala de iones:

%, ® g(eT p /eBL ) (L /L) (1 + n)V>e
donde g ¥ 0.3 y le| s 0.5.

Por otro lado, Lee y Diamond (1985), han poq;d;o obsener teo-
rias analiticas de turbulencias basadas en estas ecuaciones, den-
tro del limite (p‘/lm) - 0, obteniendo:

x, ¥ (T p,/eBL ) (1 + n)7(kp) 6.20
donde es necesaric realizar cdlculos analiticos para determinar el
valor de (kypl)r“.

Ellos mismos hanh obtenido resultados satisfactorios, obteniendo u-
na buena concordancia entre su codigo girocinstico de particula en
uha geometria plana ({shearless slab) y un cdlculo analitico de aco

plamiento de modos de tres ondas cuando 4 < nl < a.
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El resultado analitico es:

=1/3 173

2, « Ze, (qR) L

573
. )

(T /T) (kyp, . 6.21
donde qR representa un valor tipico para la longitud de onda para-

lela en un sistema toroidal real.

El resultado 6.18 no se basa completamente en el conjunto de
ecs. 6.4,5,6. Sin embargo, la fisica de este modelo estd determing

da por las ecuaciones:

at =

= Y 6.22
av
Fr = VP + B} - [#,V] 6.23
8P _ _ _. 0%
3¢ = -~L8,P] -TVy ko 6.24

Esto es, los términos de radios de Larmor finitos proporcionales a
pzvf, ¥ los términos que provienen de w,, son ignorados.

La localizacidén se consigue a través de los efectos de difu-
sién turbulenta, donde se supone que la turbulencia es isotrdpica
en X e y, aunque las ecs. 6.22,23,24 no exigen esto.

Asi, las ecuaciones anteriores se complementan con la condicidn:
a/dx ~ a3/3y
Estas preservan su forma ante el camblo de escala, y la transforma
cidn de escala que permite esta invariancia tiene la forma:
P2 T8TI X8 % Yy 35,y £+66 0> 5;‘5;®; v 5 6;‘6:v:
Poselpr ks kis a8 'siraT.
Al aplicar esta transformacion a la ec, 6.12 y exigir la invarian-
cia de forma ante el cambio de escala, se obtiene que el coeficien
te de transporte se puede expresar como:
s - cp’L /L 6.25
Esto ilustra que las suposiciones requeridas para derivar el

resultado 6.18 son minimas.
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2.~ Modelos resistivos

En esta seccién se describen las propiedades del transporte
en un modelo de fluido resistivo., Este abarca a la turbulencia de=-
bida a Gradientes de Presioén, la cual se ha propuesto como la cau-
sa del deterioro del confinamiento en los sistemas Tokamaks al au-
mentar el parametro 8, (Carreras, et al, 1983), Yy en los Pinchs,
(An, et al, 1985; Carreras, et al, 1987), a la turbulencia debida
a Gradientes Resistivos y a la turbulencia de Ondas de Deriva re-
sistivas, las cuales se proponan como una explicacién del transpor
te en la periferia de los tokamaks, (Garcia, et al, 1985; Terry y

Diamond, 1985).

2.1,- Turbulencia debida a gradientes de Presidn.

(Modelo de fluido resistivo) (Connor y Taylor, 1984).

Para discutir las caracteristicas de la turbulencia local de-
bida a gradientes de presién, en base a los arqgumentos de invarian
cia de escala, es necesaric contar con el conjunto de ecuaciones
que describen adecuadamente a este modelo.

Con el fin de obtener estas ecuaciones, se utilizaran las e-
cuaciones MHD reducidas de Strauss (1983), (Ver apéndice A), intrg
duciendo la idea del limite de numeros de Reynolds grandes, § » 1.

Las ecuaciones MHD reducidas de Strauss tienen la forma:

Ecuacion de conveccldén de la presidn:

ap 1 =

3 + ﬁn[G,P]B"_ = 0
Ecuacion de induccién:

& - (/BB + 00

Ecuacion de Vorticidad:
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VR°xvP- 8
RD
En estas ecuaciones, 8 representa al vector unitario toroidal.

d .2 2
(pRo/Bo) I Ve = BVVIR +

En este limite, la turbulencia presente en el plasma genera
ciertas fluctuaciones cuyas e¢scalas de longitud tiepen las siguiep
tes caracteristicas: Las escalas de longitud a través del campo
magnético son pequeiias comparadas con las dimensiones del plasma,
pero son comparables a las dimensiones del plasma a lo largo del
campo. Muchas inestabilidades lineales importantes, tales como los
modos de globo resistivos ( ballooning), tienen esta propiedad.
Para estudiar las caracteristicas de este tipo de turbulencia es
necesario considerar que las variablea de interés estan compuestas
de una parte base, la cual estd libre de fluctuaciones, y una par-
te fluctuante. Las variables ¥, & y P son escritas en la forma si~
guiente: ¥ = ¥+ b b= 61: P = P + P, donde Wo Yy P, son las
funciones que representan el estado no perturbadoc para la presién
¥ la funcilén de flujo, mientras gue Wl, Ql ¥ P‘ son las funciones
que representan a las fluctuaciones no lineales de la presidén y
las funciones de flujo. Adicionalmente, se introduce un conjunto
de variables independientes que expresan el hecho de que existen
dos escalas de longitud distintas asociadas al sistema de confina-
miento r, 8, y = { - gf.

Asi. las cantidades fluctuantes varian rapidamente en r y y,
pero lentamente en 8, mientras que las cantidades base varian len-
tamente en todas direcciones.

Para expresar esta propiedad explicitamente se hace necesario
adoptar una forma adimensional para las ecuaciones generales, in-
troduciendo una forma adimensional para las cantidades fluctuantes

Y un ordenamiento sistematico en el cual 7 - 6° 0 & ~ §7%,
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Estas formas adimensionales son: (Formulacidn de términos 1).
P/P, = 63[§,§.e,r]. q¥,/r’B, = 62V[§.§.B.r] Y
1 X
rRp'"%0 /2B = a’t[x,%i,s,r],

donde se define T = B‘,!'./ql»'{c,p"2 y x = (r -ro)dq/dr es una coordena
da local, Asi, este ordenamiento permite balancear los efectos 1li-
neales y no lineales en las ecs. MHD Reducidas de Strauss.

Al utilizar las formas adimensionalas normalizadas, las ecua-

ciones de Strauss se pueden llevar a una forma adimensional, (ver

apéndice a).

dp a%
F - Ky = O 6.26
av _ oF gz p
I A 627
a v ¥ 2 3 8P oF &p
SO = T+ sal, w4 g [sSene[ﬁ - Ba_y] + cosé WI 6.28

Las ecs. 6.26,27,28 describen la turbulencia local en un plag
fa resistivo, para una configuracién Tokamak.

Para estudiar las consecuencias de la invariancia de escala
de estas ecuaciones, es necesario determinar las transformaciones
de ascala de las variables de interes, y de los parametros locales
8", s, K, 8, q las cuales permitan la invariancia de forma de las
ecuaciones ante cambios en la escala.

Se utilizara una transformacidén general de escala y se deter-
minardn las condiciones bajo las cuales la transformacion permite
la invariancia de forma de las ecuaciones anteriores.

Bt g2 p g Ko puKix o pux; § uls: ¥ o usa: B ”5§’ 5 4 u,S;
youyi B »uBis n s T LT,

Al aplicar la transformacion Bo a las ecs. 6.26,27,28 y exi-

gir la invariancia de forma ante el cambio de escala, se obtienen

las relaciones entre los parametros de esclamamiento que determi-
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nan la transformascidén de escala correspondiente a este modelo:
- -2 -1 2 -2, .
T T S T o T B THRE O T S T T T T R TR T

-1,
Hy H, i M

10 = ull =1

La solucidén a estas relaciones determina la transformacién de esca
la correspondiente al modelo:

B q g Ko pKi X3 uks 3 uzzuii; ¥ u;zu:\'l";

BoulupB s o wlul®siyoouy: g o ule.

Se puede notar que esta transformacién no respeta la perliodi~
cidad de las coordenadas angulares, pero aun asi es valida, debi-
do a que se aplica a fluctuaciones cuya escala de longitud es pe-
quenia.

El coeficlente de transporte esta definido por la ec. 6.C y en tér

ninos de las variables T y x este se transforma come:

2
D= "B (ax)®
Ropwzqnsz AT

Si se supone que es posible expresar este coeficiente de transpor-
te como una serie en términos de los parametros caracteristicos de
la turbulencia q, X, B‘, S y s se tendrd que:
2
!AX! a_ b %c_d_e
br = T = }: Ca.h.c.d.eq K B S's
Al aplicar la transformacién de escala 5: a 9’ se tiene gque:
’ 2,= a+2d b-c -2d_a.b.%c.d_e
brouy L cn.b,:.d.eul oy Hy dKTBSTe
Bajo la invariancia de escala:
a+2d =0; b-c=0=-2d =2,
Se obtiene entonces que:
a=2; b=cg;d= -1
' = 2 *, C_e
» (q /S)Ic_,CClE(KB) s

De esta forma se tiene gque ei coeficiente de difusidén local se pue

de expresar como:
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"By . :
D = F (KB ,8) = nF (a,s) 6.29
o RoqplnS a ’ o'’

donde Fu es una funcidén desconocida aun, perc que solo depende de

los parametros a y s siendo a:

@ = Kkg' = -2(R/B}) (dP /dr)q’
El pardmetro a es el que gobierna la estabilidad de los modos de
globo (ballconing) MHD (Connor et al, 1578).

Lo uUnico que expresa la funcidn Fn es la forma en que los pa-
rémetros a y s entran en el escalamiento de Du, mas sin embargo,
se requiere un trabajo experimental para vislumbrar la posible for
ma de la funcicn F.

El principio de invariancia de escala permite determinar la
forma de la funcidn F, si se define mds precisamente el mecanismo
da la turbulencia.

En la aproximacién electrostdtica se puede suponer que el prg
ceso no lineal dominante en la turbulencia es la conveccidén de la
Presion por la velocidad de fluido e ignorar los gradientes de las
fluctuaciones en la direccion poloidal y relativa a la direccién
radial x, despreciando otros procesos no lineales.

Los modos de globo resistivos (ballooning) poseen estas caracteris
ticas debido a que las fluctuaciones satisfacen la condicion:

g « 9% < u‘fl
De esta forma, es posible despreciar el tdérmino 3;/6t en la ec. de
induccidn 6.27 y despreclar los gradientes de las fluctuaciones en
la direccion poloidal y, comparados con la direccién radial x.
El conjunto de ecs. 6.26,27,28, las cuales describen la turbulen-

cia local, se reducen a:
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8x
-~ * -
d 3 8 8%% . B aP
3 2 " a7 tsq 9o ax 8.3t
X
’ ap 2 a¥
Zﬁ+q»z;[5, 1, *+ KKq 35 = 0 6.32

51 me aplica alguna tranaformacién general de escala a las ecs.
6.30,31,32 y se exige la invariancia de forma ante el cambio de eg

cala, se obtienen las relaciones entre los pardmetros de escala:
2 -2 2 -1, S | -t -1
Vg™ Vo Yy Vg Vg Vil Py BRIV = VLV VY,
-1 -2 -2 -1 -1 -1 .
[P L S A e e

=1 -1 =1 2
= 3 =
lJ1 v7 VZVJ J‘ llsll_,ll9 V‘ staug

De tal forma que la transformacién de escala que permite la inva-
riancia de forma ante cambios de escala de las ecs., anteriores es:
% ~¥

B: T VT BIV,8 X>VXIY VY [ v,

-1,2, -23
» v, viv, $:

2

-2 .1 -2z, 0= -2 -1
¥ vitv v SEr B vty vo

- -2 -1, .
v P K v v vl Kig o v
-1,z -2 2., o° .
5 o vl vzv: vgs, B 9 VI‘B .
Al aplicar la transformacidén de escala 82 al coeficiente de difu~
sién D’ se obtiene:

“a-2b 2asbed -2a 2ase sbic .Kb %o d &
s
a,b,c,dye 1 2 3 9 1 B q

D* o+ v;'uzn' =fcC
8i se exige la invariancia de forma de esta expresidn, se tendrd
que: a ==1; b=1; c=1; d=1; d = 2.

De esta forma, sa determina completamente el coeficiente de trans-
porte 3,

Y2y kg'ss 6.33

2
% =g,r Bo(quop
Combinando las ecs. o.29 y 6.33 se obtiene la forma de la fup
cién Fo:
Fo(a,s) ~ a/s

Reescribiendo kg’ y S en forma explicita en la ec. 6.33,
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3, = 2g Rq’n(sB]) "' (-dp /dr)
donde g, es una constante no determinada.
El coeficiente de difusidn B, ha sido completamente determina
do salvo un factor g, que no depende de 1os pardmetros del plasma.
Cabe remarcar que el coeficiente Do es vilido sé6lo para el plasma

que satisface las condiclones de este modelo particular,

2.1.1.- Transporte en Campos Estocédsticos.

Es posible estudiar las caracteristicas del transporte local
a lo largo de lineas de campo estocdsticos en los sistemas de con-
finamiento Tokamaks.

El modelo de fluido resistivo implica el dominio de la conveg
elén de la presidn por la velocidad de fluide sobre otros mecanis-
mos no lineales presentes en el plasma. Sin embargo, se puede supo
ner que el mecanismo principal de pérdida de energia es el trans=~
porte a lo largo de lineas de campos estocasticos.

El modelo de campos estocastlicos no esta comprendido dentro del mo
delo de fluido resistivo, sin embargo, si se piensa que la estruc-
tura de campo magnético estocastico en el plasma estd determinada
por la turbulencia de fluido resistivo, es posible utilizar las
transformaciones de escala del modelo de fluido resistivo para ex-
traer informacién sobre este tipo de transporte.

Se puede considerar que las perturbaciones magnéticas presen-
tes en la turbulencia de fluido resistivo destruyen las superfi-
cies magnéticas toroidales anidadas del plasma no perturbado.

Rechester y Rosenbluth (1978), dedujeron una expresion para
el coeficiente de transporte. Este es el responsable de la difu-

sién de las lineas de campo magnético en el plasma. Este tiene la
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forma:

b = (58 /B)°L 6.34
donde GB; representa al campo magnético fluctuante y L la longi-
tud de correlacién de las fluctuaciones a lo largo del campo mag-
nético no perturbado.

Ia longitud de correlacién IE no es ficil de determinar (Kro-
mmes, et al, 1983). Estas dificultades se salvan ya que la longi=-
tud de correlacidn estd determinada por la turbulencia.

Al estudiar el plasma en un cierto tipo de sistema de confina
miento, se pueden presentar dos casos que caracterizaran la turbu-

lencia y el tipo de transporte de energia.

2.1.1.1.~ Régimen colisional.

81 el plasma es altamente colisional, de tal forma qué la tra
yectoria libre media sea menor que la longitud de correlacion L,
el efecto del transporte a lo largo del campo magnético estocdsti-
co no depende directamente del coeficiente Dm’ pero estid represen-~
tado por el coeficiente:

= (vi/v ) (3B /B)° . 6.38
donde v, es ia velocidad térmica de los electrones, y v, es la fre
cuencia de colisiones.

Debido a que las fluctuaciones del campo magnético, 3B, son
consecuencia de la turbulencia, se deben de transformar adecuada-
mente bajo la transformaciodn B,.

Para determinar la forma en gque 6Br/B se transforma, se utilizara
la perturbacion de la funcion de flujo ¥ en la forma siguiente:
¥

éB,/B = (L/R) ::7 6.35"

*
Si se expresa (EBr/B)2 comc una serie en los pardmetros g, K, B ,S

-
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Yy 8, ¥ se aplica la transformacidén de escala 81' se obtiene:

2
-4 2 [ a¢2d bec -2d_a b.% d_e
byouy [73?] =LCheadh Hy My TKB S8

Al exigir la invariancia de escala se obtiene:

- VL
[#] - siize, xahs

Las fluctuaciones del campo magnético se pueden expresar como:
tsn_sB)* = (r/R q°s) F, (X8 ,8) 6.36

De tal forma que el coeficiente de transporte andmale para un plag

ma colisional, en un campo magnético estocéstico, tendra la forma:
9, = (vr’/v RqS)F, (a,5) . 6.37

donde Fl es una funcién adn desconocida, pero que sélo depende de

los pardmetros a y s.

2.1.1.2.~ Régimen no colisional.

Con mucha frecuencia, los plasmas termonucleares son ho coli-
sionales, los cuales tienen la propiedad de que la trayectoria 1i-
bre media es mayor que la longitud de correlacién L. En este régi
men, el transporte a lo largo del campo maghético estocdstico ests
dado por el coeficiente de difusidn D2 = VJL, de tal forma que dg
pende directamente de D . Existe un problema para deterninar el
cémportamiento del coeficiente de difusidn Dz, debido a que este
depende directamente de D., de tal forma gue es necesario determi-
nar la forma en que la longitud de correlacién responde ante la
transformacion de escala B,.

Al no ser una longitud caracteristica simple, sus propiedades
de transformacidn no pueden ser deducidas directamente.

Para determinar estas propiedades de transformacicén, se puede

suponer gue la difusién de las lineas de campo se lleva a cabo a
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travez de una trayectoria azarosa, de tal forma que hay una longi-
tud de paso caracteristica dada por: Ar = (GBF/B)LE. ‘

Esta definicién de la longitud caracteristica proporciona las
propiedades de transformacidn de L, debido a que Ar y 3B_ estan
gobernadas por la turbulencia local, de tal forma que se transfor-
man adecuadamente bajo B,.

las propiedades de transformacién de 8B, estan dadas por la g
cuacidén 6,36, y Ar se transforma como:

Ar = (r/sq}ix
AX 5 p_ax = [ chbwlmeu?“ui*u?”q'K“B”s“s”
Al exigir la invariancia de escala se obtiene:
ax = g5V c,. , (a8
de tal forma que:

172

Ar = r§ °F(a,s) 6.38

Come L= (§B/B)'Ar, se tiene:

-ts2
L‘ = qRoFl (a,s)

Fla,s) 6.39
El coeficiente de difusion 5, tiene la forma:

= 2 -~

D_ = (r /quS)Fz(u,s) 6.4¢C

"2pla, ).

donde Fz(a,s) = F’(u,s)
El coeficiente de transporte andmalo para un plasma no coli-
sional en un campo magnetico con estructura estocdstica es:

5, = (v /qRSIF,(a,s) 6.41

Al observar las ecs. 6.37 ¥y 6.41, se puede decir'que el pro-
blema de determinar los coeficientes de transporte, para los casos
expuestos, se ha raducido a determinar la forma de dos funciones
que sdlo dependen de los pardmetros a y s.

Las funciones F (a,s) y F,(a,s) se pueden determinar si se conside
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ra el comportamiento adicional de la turbulencia, el cual dio orf-
gen a la transformacidén de escala Bz.
81 se aplica la transformacién BE a las fluctuaciones del cap

po &8 se tiene:

ay. 21" s |8y 1 2 3 'y Tn

[8;]2_' V;t -2,,2 -0[23]2 - @ pou-E Rashed <2a 2avc bec

a,b,c,d,e
x snxba'csﬂqa
Bajo la invariancia de escala:

a=~-1; b=5/2; ¢c = 5/2; d = -5/2; e = -2

2 572, -

(8¥/8y)2 = T o’ (sq®s>% " (xg" )

de tal forma que:

(8B,/8)* = g, (£/K2q’s) (KB"/5)*? 6.42
Al comparar las ecs. 6.36 y 6.42 se determina gue:
F (a,8) = g (a/9)¥*
donde g, es una constante multiplicativa.
$i se aplica Ba a Ar se tiene:
dx s vix =L C v;"z"vﬁ"b"’v;z“u:""’v:"S“Khﬂ'°sdq°
Bajo la invariancia de escala:
a==x/2; b=1/4;: c = 1/4;: @ = 3/4; e = 1.
Ax = E c,(qfsilz) (KB‘) l/le:’/l
ar = g (rss"*) (xg'ss)'"* 6.43

Al comparar las ecs. 6.38 y 6.43 se concluyet
Fla,s) = g(ass)’

Como I-‘z(a,s) = Fl (a,s)"zl“(a,s), se tiene:

F (a,s) = g,(a/5)?

De esta forma, se tiene que, para el transporte a lo largo de

lineas de campo estocdsticas, los coeficientes de transporte son:

9, = g artn/m) 13 (v /v IR 4] ta/s)>?
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para plasmas colisionales y
3, = g,nl(4/m)8)*(as8)?

para plasmas no colisonales, conjuntamente con:
D = g _[(r'/qRS) («/8)

8B /B = g’ (£/R4S

a2, -
i L = g Rq(a/s)

%) (a/e) ¥

donde los coeficientes de difusién y la amplitud de las fluctuacio
nes del campo magnético estan completamente determinadas salvo una
constante multiplicativa. Adicionalmente se observa que el nivel
de fluctuaciones es proporcional a s3,

En las ecuacliones anteriores se ha utilizado:

= n(Mg/m)

1/2

r’v /Ras = v p'%/B, = n(vips/r)'"

12

con M/m = vzp/P ypa= mvzp/M
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2.2.~ Turbulencia debida a Gradientes Resistivos.
(Connor, 1986a).

Loz plasmas de borde tokamak exhiben un tipo de turbulencia
caracterizada por grandes fluctuaciones ne la densidad y en el po-
tencial electrostdtico en las regiones donde el transporte a tra-
vés del plasma es significativo.

Una comprensién realista del comportamiento del transporte y
de las fluctuaciones observadas puede ayudar a la optimizacidn de
los disefos propuestos para los diversores y los sistemas de limi-
tadores, y a la obtencidn de una visién completa de los efectos de
1la turbulencia de borde en los regimenes de operacién propuestos
‘en *lus~tokeanaks, tales..comowel modo=H ASDEX y en los proyectos de
bombeo en el borde.

Como la turbulencia de borde es bastante intensa y, en base a
los experimentos, bien diagnosticada, proporciona una base para el
desarrollo de modelos mAs realistas de la turbulencia no lineal
del plasma.

La turbulencia estimulada por gradientes de resistividad, via
clertos mecanismos tales como los modos ondulatories (rippling),
ha sido propuesta como una posible explicacién para las fluctuacig
nes de borde y para el transporte andmalo.

En base a previas investigaciones, se han discutide la Teoria
cuasl lineal y lineal de los modos ondulatorios (rippling) (Carre-
ras et al, 19582), una elemental teoria de la transicién inicial a
la evolucién no lineal (Callen et al, 1983) y la viabilidad de los
modos ondulatorios como una explicacion de la turbulencia de borde
observada en los tokamaks (Callen et al, 1983).

Los modos ondulatorios (rippling) son modos resistivos estimu
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lados por un gradiente de resistividad en la presencia de una co-
rriante a lo largo del campo wagnético. Estos dependen de una per-,
turbacidn de la resistividad en la ley de Ohm, la cual surge en la
presencia de un gradiente radial de resistividad. si la resistivi-
dad depende s6lo de la temperatura (esto es, los efectos de impurg
zas son ignorados), entonces la inclusison de una conduccidén térmi-
¢a del electrén paralela tiende a suprimir la perturbaciodn resistj
va Y, por lo tanto, a reducir la razén de crecimiento para un numg
ro de modo poloidal dado m, (se considera m » 1).

Un gran nimero de tratamientos de la evolucion no lineal de
la turbulencia de los modos ondulatorios han sido reportados en la
literatura existente. En particular Garcia et al, (1585), han com-
pilado toda esta informacién y han proporcicnado una discusién cop
pleta y sofisticada de la turbulencia debida a los gradientes re-
sistivos, y han obtenido, adicionalmente, una expresién para la dji

fusividad térmica:

43 ~173

2,
D= 1.34 (LE/LB) " (x,<ki®> ) 6.44
donde L vy Ln son las escalas de longitud del torcimiento (shear)
magnético y del gradiente de resistividad, E, ¥ B, son los campos
toroidales eléctrico y magnético, y <x52>"‘ es la raiz cuadrada
media promedio sobre el espectro turbulento de k! = m/rL -
En la evaluacidn de esta expresiodn, los autores usaron los resulta
dos de una simulacidén numérica con helicidad multiple, produciendo
un valor de <m®>  a 4s.

ran

Este resultado estd en razonable acuerdo con las mediciones experj
mentales.

Como se ha visto, la turbulencia debida a gradientes resisti-

vos, via la turbulencia de los modos ondulatorios, se presenta co-

132



mo una posible explicacién de las fluctuaciones observadas an la
reqién borde de los tokamaks.

Existe un conjunto de ecuaciones que describen adecuadamente
a los modos ondulatorios el cual se obtiene al considerar el 1limi-
te electrostitico de las ecuaciones MHD resistivas en una geome-
tria cilindrica, (ver apéndice B), utilizando argumentos andlogos
a los aplicados en la deduccién de las ecuaciones MHD reducidas de
de Strauss.

El conjunto consta de dos ecuaciones no lineales, las cuales
determinan las fluctuaciones del potencial electrostdtico y de la
resistividad. Si se combina la ley de Ohm con la ecuacidn de vortj
cidad, en el marco de las ecuaciones MHD reducidas, se encuentra
que las fluctuaciones del potencial electrostatico satisfacen la g
cuacidn:

o/ 3 V8 = - %’ov,fmﬁ ALV 6.45
en donde $ representa las fluctuaciones del potencial electrostatj
co, p la densidad de masa, Iy Bl la corriente y el campo magnéti
co a lo largo del eje del cilindro, y ademis, la resistividad se
ha escrito como la suma de una parte promedio, gue representa el
estado base del sistema, y una parte que fluctua ripidamente:

m=m o+ D
Por otro lado, las fluctuaciones de’la resistividad se determinan
a partir de las ecuaciones de energia para el electron:

L5- 2995 = ~(s) B & g 6.46

En las ecs. 6.45,46 se encuentran la derivada convectiva no-lineal

d 8 o = é -1
g€ "3 * B L Axe, Y xgp t (B [b??a'f"ﬁﬁﬁ

y los operadores gradientes, paralele y perpendicular al campo mag
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nético:

) a .8, 2_ & -2 8%
v = (BB )55 + 537 v o +r P

En este caso se tiene que las cantidades fluctuantes varian rapida
mente en la direccidén perpendicular al campo magnético, pero lenta
mente a lo largo de é1.

Para expresar esto formalmente, se adoptarid una forwa adimen-
sional para las cantidades fluctuantes introduciendo las variables

adimensionales siguientes:

d
q dr
¢ = (aRPVF/FEDE m o= B/ €= x6 4 g

I

T = (B/Rgp'?)e; x = (r - r) ; z = RE
en donde se tiene que r, es un radio de referencia, de tal forma
gque x es una coordenada local. Para simular la geometria de un To-
kamak, con radio mayor R, se introduce la variable £ = z/R, que
juega el papal de un &ngulo toroidal, y se expresa el torcimiento
magnético en términos del factor q: s = (r/q)dg/dr.

La forma en que las ecs. 6.45,46 se transforman en términos
de las variables adimensionales, es la siguiente: Se supone que
las variaciones de s con respecto a r son pequefias, de tal forma
que las derivadas de s con respecto a r se puedan despreciar.

Se define el operador {£,9], , como:

[£,9)g . " % &% ~ ox a6
Utilizando los elementos anteriores, la derivada convectiva no 1li-
neal toma la forma:

d at 8 ax 2%

FeEromtd g, = F Gy ehFEH e,

Como se tiene que:

ex _14 -2[dg]? Y i
=g & -rrd [a‘?] + (r-r))q dra+
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Se obtiene la forma de la derivada convectiva no lineal:
% = (B/are'?) [%E + B[#, 10.‘] - lelqu”z)g‘? 6.47

"El gradiente perpendicular toma la forma:

e, 2088 _axa [a_x]ze'_+_1£
. ar? 2 se? ar? 8x ar. ax® r? 8g°
Como l!zx/“h:-2 = :;‘as/ar, es posible despreciar este término. Asi:
2
vfur[zaa+a—z]s=r'zvf 6.48
ax a6

El gradiente paralelo toma la forma:

(] 1 .
v 'ﬁ[ae ad - ] 5 v 6.49

Tomando en cuenta las expresiones 6.47,48,49:

La ec. 6.46 se transforma como:
d =
T8 = - ("B /7,aRe' ) ViR - (T3 GR/B )V

La ec. 6.45 se transforma como:

a o2
& - o'/ arein = - £ Gon 3

Se definen los coeficientes S, j, K, 1/t como:
S= rB/n qu”z i = RqJ/Bz K=y p”z/qRB :
17t = (x/m) (dn /dr)
Las ecs. 6.45,46 toman la forma adimensional definitiva:
4% = ~sv% - jun 6.50
Jon i - 3 38
Las ecs. 6.50,51 describen a los modos Ondulatorios. En estas
se llevara a cabo el andlisis de invariancia de escala, para detex
minar las caracteristicas de la turbulencia debida a estos modos.
Se procede de forma andloga a la utilizada en los modelos anterio-
res, determinandc las transformaciones de escala que permitan la

invariancia de forma de las ecuacjones de este modelo, escalando
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todas las variables y coeficientes de interes.
Asi, la transformacién de escala general es:
E?: x » @ X T a,Ti 89 a.8: [ 23 m.o; S > a.s; L - ‘15[" LI H

K2 “,K? 3 - aqj; 8 a
Al aplicar la transformacién €’ a las ecs. 6.50,51 y exigir la in-
vériancia de forma de las mismas, se obtienen las relaciones entre
los parametreos de escala, que determinan la forma de la transforma
cién de escala que permite la invariancia de forma de las ecuacio-
nes anteriores:

o = alalx a, i aala,a” = afu;aa‘as = a'cx;la_raq 6.52
ol = ama‘ : a:a = u ua cx7au = u;'a‘a:': a =@
De esta forma, la transformacién de escala que permite la invariap
cia de forma es la siguiente:
€: X > & Xi T>a7T; 0~ “1“;;97 [ 2 ufa;‘a;;é; 8§ o a;za;‘S;

Lt uia:agl: n - a;za;’a;;n; K 5 u;'a;ixg s ad; s s
(Se puede notar que la transformacién de escala € no respeta la pg
riodicidad de las coordenadas angulares, perc es permisible debido
a que se aplica a fluctuaciones con escalas de longitud pequefas).

Se considera nuevamente la existencia de un coeficiente de
transporte local, dado por la ec. 6.0.
Es posible expresarlo en términos de las variables adimensio-

nales x y T, para aplicar directamente la transformacidn €.
2 2

2
(Ar)"_ ¢ B (AX)'
D ~ .S —
s* Rgp'? T
Sea 5 = (Ax) /r Yy se suponhe que D se puede expresar como funcién

de los parametros 5, 3, X, { y s en la forma de una serie,
Si se aplica la transformacion € a ambos lados de esta expresidn:

=224d _-a-ce2d ded -2c0e a

- 2 .1
b4 ae,d =3 c..b,c,d,u 1 2 ] 573 R
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Al exigir la invariancia de forma de esta acuacién ante €, se ob-
tienen las relaciones entre los indices de escala:
-2a +d=2; -a-c+2d=-1; b+d=20; -2c+e =0,
La solucién a estas relaciones es:
a=4d/2 -1; b= -d; c = 2 + 3d/2; e = 4 + 3d.

De esta forma, el coeficiente D se puede expresar Como:

2
3 = z c sdlz-lj-dxz':!dlzcdshx = (j/l) C/:IS-SIJF[ iz -
dd sk t%s
El coeficiente de transporte D tiene la forma:

2

r B 1 i

== 172 573 (/4% 3,2 s] 6.53
8" Rgp s

2
SK™1%s
dnde F es una funcidn desconocida, pero que sdélo depende de leos
parametros indicadoes.

Es posible determinar la forma de la funcién F, a partir del
principio de invariancia, si se define mds exactamente la turbulen
cia. 51 se supone que las fluctuaciones varian mucho mds rapido en
la direccién x (radial), qgue en la direccién 8 (poloidal), es posi
ble elimjnar el término 62/89z en la expresidn para Vf:

¥ = s%rax’
Las ecs. 6.50,51 preservan su forma debido a que Ef solo cambia en
su estructura interna.
Al aplicar la transformacidén € a las ecs. 6.50,51, con la modifica
cién hecha al laplaciano ortogonal, se observa que las relaciones
entre los parémetros de egcala se ven afectadas s6lo por la elimi-

2

nacién del término a°/36®. Esto es, la relacién o«? se?® = a°? desa-
10 1

3
parece de las relaciones 6.52, sin embargo, se conserva la trans-
formacion del laplaciano ortogonal.

La solucidn a las relaciones 6.52, eliminando la relacidn indica-

da, determina la transformacién de escala:
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', . -2,2, -1, 3,28, o la, .
€': x 5 axX: T & @ T & - aaey [- 2 LU asaioﬁ, LA asb
-2 2 o, . “1_, -2 2.2 4,
S L analos, K 9 “ax' nooaa g G a g asaaaxoj,
8 +a 8.
Aplicando €’ al coeficlente 5 se tiene:

4 =2asb_=2b_bed atlbec 2aslbea_a, b c,d e
o o X'l's
1 abyc,dp0 1 3 [ L] 10 s j

La invariancia de escala determina que:

b T2 D c
=
s aa D=}

-2a +b=4; -2b= -2; b+d=0;a3+2b+c=12a+2b+e=0
cuya solucidén: a = =3/2; b = 1; c=1/2; d=-1; e=1

determina la forma de B:

3 =g S-Jlajxl/2£~ls

y la forma para el coeficiente de transporte D es:
2 172
R
Rgp'”? §°7 2
Utilizando las definiciones de S, j, XK y ¢ se tiene:

28 Lnn 6.54

32, 12 J
2 o

D =gnx Rgp
5B

donde g es una constante multiplicativa no determinada.
Es posible determinar la forma de la funcicn F comparando la ec.
6.53 con la ec. 6.54. En este caso se obtiene que:

F = (SKs%/3%)Y° 6.55

Al inicio de esta discusién se planted que Garcia, et al, to-
mando como base la extensa discusidn sobre la turbulencia de los
gradientes resistivos hecha por ellos mismos, propucieron una ex-
presidn para el coeficiente de transporte ec. 6.44, la cual predi-

ce que D = x.'”?

Si se observa la expresidén obtenida mediante el
argumento de invariancia de escala, ec. 6.54, se notard que esta
predice D « xl'z, lo que muestra la incompatibilidad de las dos ey

presiones propuestas. Mas sin embargo, esta discrepancia es engafig
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sa debido a que la ec. 6.44 contiene una cantidad que no se encuen
tra determinada, <nz>m.

Para determinar la forma en que <n2>_ se escala con los pa-
rametros 5, j, X, { y s se puade aplicar la transformacidn € a es-
ta expresién y exigir la invariancia de forma. Para esto se supone
que m, siendo el nimero de modo poleidal, estd relacionado con las
variaciones en la direccidn poloidal, de tal forma que m ~ 3/98, y
que es posible determinar el término <m2>r“ como una serie.
Aplicando ¢ a este término:
<“2>r.. 5 a;z<mz>r“ =FTc u-Zacba;‘.'b :od ;~m= :ozb‘.snj K°¢g"

Ante la invariancia de escala se tiene que:
a=1/21 b =1; ¢ = ~5/2; d = ~1; e = ~3

2 112y 5027 3
> o~ § 2‘jK

6.56
Una vez que se ha determinado el escalamiento para <m2>.—.. se pue-
de revisar la ec. 6.44.
De esta expresidn se tlene que:

D (x<ki®> )7

Come k! = m/rL.,
2 -173
D (roem™> )T
Como sélo se busca la dependencia con y,, se tiene que:
2 -5/2 =572
<> =K o« X
be esta forma se tiene que:

R Tt R

’

Y se observa que se recobra el resultado de la ec. 6.54, D « x"a
Se encuentra que la ec. 6.54 estd en concordancia con los trata-
mientos no lineales propuestos y recolectados por Garcia, et al.

De esta forma:

P~ ‘lR_‘z! 6.57
T8
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Aunque las razones de crecimiento para un mimero de modo fijo
m se ven reducidas al aumentar x,, se encuentra gue el valor carac
teristico de m disminuye junto con X, de tal forma que la difu-
sién aumenta. Este efecto esta limitado por la condicién de que el
tarmino relevante <m2>r__ sea suficientemente grande para gue sea
apropiada una descripcidén de la turbulencia; esto es, para que las
superficies racionales sean lo suficlantemente densas para gue los
modos puedan interactuar entre si.

La descripecidn electrostatica podria ser tamblén consistente
para estos valores de m tan altos.

Al observar el escalamiento 6.57 se nota que este implica que
la turbulencia no esté tan restringida al borde del plasma, como
se implica en e) escalamiento 6.44. {(Los efectos de altas tempera-
turas se ignoran en este modelo, tales como el efecto de los Ra-
dics de Larmor Finitos).

La combinacién de lias ecs. 6.44 y 6.56 muestra que la forma
de la ec. 6.44 para la difusividad D estd determinada por los argu
mentos de invariancia de escala, y es mucho mds expresiva que lo
que podrian implicar los cdlculos no lineales particulares. Por o-
tro lade, hay una ventaja en el cialculo de la ec., 6.44, y es el he
cho de que este proporciona un valor para la constante g. Esto de-
pende de la simulacién numérica para <m2>r_., la cual se obtiene a
partir de un conjunto particular de valores de los pariametros S,
j» K, ¥ s, Noxrmalizando a este resultado, seria posible extender

la validez de la ec. 6.44 con la ayuda de la ec. 6.56.
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2.3.- Turbulencia de Ondas de Deriva Resistivas.
(Yagui, et al, 1987).

En esta seccién se discuten las propiedades de invariancia de
escala de la turbulencia de ondas de Deriva Resistivas Electrosta-
ticas en sistemas con geometria espiral.

Las aecuaciones que describen adecuadamente a este tipo de tug
bulencia se pueden derivar combinando la ecuacidén de induccién con
la ecuacién de vorticidad y con la ecuacién de continuidad para e~
lectrones reducidas, en el limite de la aproximacién electrostati-
ca, (ver apéndice C).

Como se estd considerando un sistema que ofrece’una geometria
espiral, se utiliza un método de promedio sobre variaciones de lop
gitud de onda corta del campo magnético debidas al arrollamiento
espiral.

En las ecuaciones que describen a este nodelo se hacen las sy
posiciones de incompresibilidad en la ec. de continuidad, y que el
término de curvatura espiral se puede despreciar en la ec. de vor-
ticidad.

El ordenamiento adecuado para el metodo de promedio se denomj
na "Expansidn Stellarator™, el cual fue desarrollado por Green y
~Johnson (1961).

Las ecs. que describen a este modelo son:

Red 2o . R (5.0)%p -T
B, 3t e 'n’Bo(B )52 e"op) 6.59
d = - 2,71 ,= 2,4 _ T

aT P H(enﬁb) (B-9)°(& Eagp) 6.60

Las ecuaciones se normalizan utilizande las cantidades:

T = t/t': r = r/a; z = z/R: 3" = t‘é/Bﬂaz; Tt = pyzRT/ensrz

172

sz e . .
! A ] =1:7)/Bz,'t =9, R/Bo

n = neR/p

Como se desea describir las propiedades de la turbulencia lo-
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cal, es necesario considerar que, en el limite de n pequeRas, la
turbulencia involucra fluctuaciones cuya escala de longitud a tra-
vés del campo magnético es pequefia comparada con las dimensiones
del plasma, pero es comparable a estas a lo largo del campo maghé-
tico. De esta forma, si se desea explotar las caracteristicas de
las fluctuaciones, se puede considerar que las variables 'y Yy n'
se pueden expresar como la suma de una parte base, y otra que re-
presenta a las fluctuaciones:

$" =8; n' = n;(l + n)

n; es el valor base y § y n son las fluctuaciones no lineales,

Se introducen ademds nuevas variablgs lpcales {nggpepdiggtes:
X = (r -r)dq/dr; y = { - qg8; z =8
donde r  es una superficie de referencia.
Existen dos escalas de longitud distintas. Las fluctuaciones
varian rdpidamente en las direcciones x e y, pero lentamente en la

direccidén z, mientras que las cantidades base varian lentamente en

todas direcciones. Asi, las ecs. 6.59,60 toman la forma:

d = % _ _,. %14 1[18 5 _Ta =
et ek g (any) "3z ;'[E 3z ° §az n] 6.61
4 203 18 1013 z _Ta =
FiAN 3 52 ;'[E 3z ¢ q 52 ] 6.62
Los operadores Vf. y d/dt se definen como:
H 2
2 2 2]a 2 g )
vV, =4qs [H -ZW] + [E —qa—-y]
d _ 38 % -
at = & + gsj[e, ]x‘: - z{%, ]y,x - q(¢, ]I.y

Si se supone adicionalmente que las fluctuaciones varian mas
rdpido en la direccidén x gque en la direccidn y, los operadores an-

teriores se reducen a la forma:
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R .
. 3 8 -
L = F g; =7 q’st¥, ]

ax yx

Para Investigar las propiedades de invariancia de escala de
las ecs., 6.61,62, se aplica la transformacidén general de escala
BD: X 9 llx: n' > Azn': g A, g 8 a‘s; n; £ hsn;: T AT

Yo Ay &l n -+ Agﬁ: ° s AloT.; K+, Xiza Az
a las ecuaciones anteriores, y se exige la invariancia de forma de
estas ante 8. Asi, se obtienen relaclones entre los parametros de

escala que definen la transformacién gue permite la invariancia de

forma de las ecs. 6.61,62 ante cambios de escla.

T T TR T ey -2
A1u = Axxa A(

-1 _ “1,=3,-1 - R
kll = A‘ R:A‘Aq = Rllz AJ Al A, A“

-1, _ g4y, -Gy -3,
Agd AL =AM AT A

Ay

5
-2 4,2
= A TAAA

H
-1
4 3

2,~14-4
Ay = A]AZ AJ A 6

La transformacién tiene la forma:
8: x » hlx; n' -+ Azn.; q - Aaq; s ¥ A‘sr n; - Asn;; Yy - nly;
T A0 T oo alalalnTE B s Al TR
T oo AR T ko A AT K.
Se supone que el coeficiente de transporte 2’ se puede expre-
sar como una serie en términos de los pardmetros incluidos en las

acs. 6.61,62:
O~ i%.’r‘_lz =¥ chl'"_v.v_xq'n"'r"’x"s"n"‘ 6.63

Se puede observar gue en la expresion 6.63 se encuentran seis can-
tidades de eguilibrio, que son mayores a las cantidades indepen-
dientes en la transformacion de escala 8.

Se espera que el coeficiente de transporte sea descrito por u
na funcion desconocida que dependa de un s6lo parametro.

Para verjificar esto se aplica la transformacién B a la ec.

6.61 ¥ se exige la invariancia de forma. Esta exigencia proporcio-

143



na las relaciones entre los indices de escala que determinan la
forma funcional del coeficiente de transporte.
A:A:A;‘A;z A::‘ : Le AlzuovA;-vA;-Zu-avA:ZuﬁtA;-v0-
x qln‘LT'quan;x
La invariancia implica:
V=4 =2u; t =3 =2u; w=2u =2; X =4 -3u; s = -4u + 8.
Como se observa que existe un unico indice de escala independiente

el coaficiente de transporte dependera de un argumento simple:

Ax zﬂ q’n';‘K‘n"F[ T's? ]
T s2 q&n-zxzn;:
El coeficiente de transporte Do = (Ar)z/At se expresa como:

. 2
- 5o f(e=
s " \g'n"%**n

dnde DP' es esl coeficiente de transporte pseudoclasico.

6.64

Se puede avanzar un poco mas en la determinacion del coefi-
cilente de transporte 3, introduciendo alguna suposicién adicional
sobre la turbulencia local. $i se supone que las fluctuaciones sa~
tisfacen la condicidn:

a/dx ~ zd/8y 6.65
en lugar de 3/3x - 3/3y, la coordenada z entra en la transforza-
cidén de escala correspondiente a este modelo.

Aplicando Ba a las ecs. 6.61,62, tomando en cuenta la condicién da
da por 6.65, se obtiene la transformacién de escala que caracteri
za a estas fluctuaciones:
87 X 9 l‘x; n' - Azn'; q - A:q; S Ads: n; - ).sn;: 2z z\bz.'

T AIZA AW y o AAYi [ A:A;'A;ﬁh?l;‘é;

2346

- 2,00 -1, -1, -1 A ° 2,-2,-2, o0, T W
n - kllz Aa J\‘ }'5 Aa n: T - &‘XI A‘ ?\ST H K = ?\‘Az A, As \6 X

la ec. 6.63 responde ante la aplicacidn de la transformacicn 8’ de
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la forma siguiente:
Bm 4y t=12u=1;v=2; w=20; x=1
El coeficlente de transporte tiene la forma:

2
D =g L
[ a qzszt-

q‘n'T’Kzn;
el cual se puede representar como:
D, = 9 = )] 6.66

donde g, es una constante. Esto es, para este tipo de fluctuacio-
nes la funcidén F es una conatante.

Se debe de notar que la transformacién de escala B’ no respe-
ta la periodicidad de la coordenada angular, mds sin embargo esto
«s permisible debido a que el andlisis de invariancia de escala se
splica a fluctuaciones de longitudes de onda pequefas.

Se encuentra que el coeficiente de transporte 6.66 se perfi-
la como el coeficiente para el transporte andmalo en la turbulen-
cia de borde (ragi, et al, i987). Ademas se encuentra que el coefi

ciente de transporte aumenta hacia la regién borde del plasma.

Si se aplica la transformacidn B/ a las fluctuaciones de la
densidad y de la funcidén de flujo, suponiendo que estas se pueden
expresar como series, en la forma 6.6, se obtiene que estas tienen
la dependencia:

o172

*1/2 *.1/2 - *3/2
; ¢ ~T KnO

A~ T Kn,
Debido a que a lo largo del andlisis se ha supuesto que T es

constante, lo cual es vallido cerca de la regidén de borde de la ma-

yoria de los tokamaks, los resultados anteriores indican gque las

fluctuaciones aumentan hacia el borde.
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2.4.~ Turbulencia debida a los modos de Intercambio Resistivo.
(Yagi, et al, 1987)

cuando se presenta un gradiente de densidad invertido en un
campo gravitacional, o un gradiente de presién invertido en un cap
po magnético curvo se estimula una inestabilidad denominada Modos
de Intercambio. De esta forma, los modos de intercambio en un plag
ma termonuclear confinado magnéticamente son estimulados por gra=-
dientes de presién locales y por la curvatura del campo magnético.
Esta seccién se limitar4d a los modos de Intercambio de tipo resis-
tive o Modos g,

La turbulencia debida a los modos de intercambio resistivo o
modos g (Yagf, et al, 1987), para plasmas con valores finitos del
parametro f en sistemas de confinamiento magnético con estructura
helicoidal, puede ser descrita por las ecuaciones reducidas de mo-
vimiento, de induccidén y de continuidad (ver apéndice C).

Estas tienen la forma:

RoB, '$ev?¥ = - B-wo?y + RTVAXUN-z 6.67
8 -1 2

8% = -rp]'Bvs + W 6.68

E=o 6.69

donde z denota la direccién a lo largo del sistema toroidal, T la
tenperatura de los electrones, la cual se supone constante, ¢ un
un potencial magnético dado por el arrollamiento helicoidal de los
conductores.

El campo magnético promedio ests dado por B = zx¥(¥ + W-)/R + Bz.
El término de curvatura se define como Q = (V )Z/Bﬁ y la funcidn
de flujo ¥, esty dada externamente por el campo magnético helicoi-
dal ¥ = '?U;XVB'Z/ZBO. La barra indica un promedioc sobre la longj

tud de paso del campo espiral, y los paréntesis < > representan u-
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na integral con respecto a la variable que corresponde a rapidas
variaciones a lo largo de la direccidén z. La derivada convectiva
ests representada por d/dt .

Debido a que interema e)l caracter local de la turbulencia, es
posible introducir un conjunto de cantidades adimensionales norma-
lizadas. Bajo estas variables las tres ecuaciones de campo pueden
expresarse en una forma normalizada, la cual es apropiada para es-
tudiar las propiedades de lnvariancia de escala para los modos g.
Las formam adimensionales adecuadas son:

T=wr s ¢ = @ /e®B e ¥ = (1B ¥ 1 = (x/xPs
T = (2°/sB r*)Ti ' = (eR/p) %) T = pl7R/B,.

"Enel limite cuando se tienen valores pequeifios del parametro
7’ la turbulencia presenta fluctuaciones cuyas escalas de longitud
a través del campo magnético son pequenias comparadas con las dimen
siones del plasma, pero a lo largo del campo las escalas de longi-
tud son comparables a las dimensiones del plasma. Estas caracteris
ticas de las fluctuaciones pueden introducirse en las ecuaciones
de campo al considerar gque las funciones de flujo y la densidad se
pueden considerar como compuestas de una parte fluctuante y una ba
se: ¥ = W; + ¥ ¢ =% n" = n;(l + n), donde i; y n; son los va-
lores base y ¥, § y n representan a las fluctuaciones no lineales.

Para representar el caracter local de la turbulencia se intre
ducen nuevas variables locales independientes x = (r -ro)dq/dr:
z=g; y =€ - g, donde r, es una superficie de referencia.

Esto significa que existen dos escalas de longitud en el sistema.
Las fluctuaciones varian rdpidamente en las direcciones x y y pero
lentamente en la direccién z, mientras que las cantidades base va-

rian lentamente en todas direcciones.
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Considerando la normalizacién anterior, las fluctuaciones y
las variables locales, se obtienen las ecuaciones que describen el

comportamjiento de las cantidades fluctuantes (ver apéndice C).

g'an
a-,5\74‘3=-_3?v.§;+qs[‘y'v ¥] oy TG 3y 6.70
¥ _ 16
& ?1?51 6.71
g_frl-q£=o 6.72

Los opaeradores y pardmetros se definen como:

- 2
g? =4+ P8lF, ] gV = qs[f- - za-—y] + qa’ray’;

X
- 8L 33 _ Of ag
(£f,9] 3x 8y ~ &y 3x
r dq, . . . qt o= 2, a0 on
s =3 a% K = (r/n)dnydr; 8 (nTx/B)) 3= = Br &=
Bajo la suposicién de que la turbulencia de los modos g tie-
ne caracteristicas de fluctuaclones electrostdticas es posible elj

minar el término 8¥/dtr en la ley de Ohm, debido a que la condicicn

av/et « n'vfi « u'¥ ge satisface, w' se define como u' = 1/2nT.
Para la turbulencia local las fluctuaciones pueden variar mas rapj
do en la direccién radial x que en la direccién poloidal y, lo que
significa gue el mecanismo no lineal dominante es la conveccion de
la densidad de la velocidad de fluido. Asi, el operador laplaciano
perpendicular se reduce a la forma:

vf' - qzszaz/axz
y el término [?,Vf'l;]m’ se puede despreciar en la ecuacion de mo-
vimiento, 6.70. De esta forma, el modelo de ecuaciones que deseri-

ben la ‘turbulencia local de los modos g es:

d 228 _1a =22°% g'sn
289 18 20 ¥ gon 6.73
Hrq 8x2 q 8z ax: qay
- 2
Egg_+-zsz__ai!i=0 6.74
g 3z ngq E]
dn | g, 28 . -
Tk =0 . 6.75



La transformacién general de escala que servird para determi-
nar las propiedades de invariancia de escala del modelo de ecuacig
nes que describen a los modos g es:

B ToATI X AXY S AY; 3~ 1.3: ¥ o ASW: e A n;

11‘ - A_,-q',- q - Aeq; K - ;\"Kr 8 -+ Aws; B° - A“B’.

Al aplicar la transformacidn Bo a las ecs. 6.71,72,73 y exi~
giyr la invariancia de forma de las ecuaciones ante el cambio de eg

cala sa obtienen las relaciones entre los pardmetros de escala:
-1,-2, ,2,2 -2 2 LT T
'\1 )'z A4%‘10 = Az J‘57‘:}16"12 A:.r As)‘a Au'
-1,-1 -2 2 ,2 =1 =1 2 -1
ACAB A12 a'2 ASA'IAB AXO, Al Ab = Az ALAEABAH) = A2 AAAHAD'

junto con la relacidn A;‘ = Afk‘kzaic que proviene de la invarian

cia de forma de la derivada convectiva. ILa solucién a estas rela-

ciones define la transformacidén de escala particular:

-1/2, ~t/2, ~1/2 - . $/2, =372, 172,

kl = )nz ?\5 AB }‘XO ; AJ le 4\‘ = 12/\s RB A]D H
33,172, ~922, 522, - 31 . =t .2 .2
A? A'..*'\5 Ag Ag P Ay LML An A A A Ay Ae

La transformacién de escala que permite la invariancia de forma de
las ecs. 6.71,72,73 ante cambios de escala tiene la forma:

. -1/2,~1/2, ~1/2
B: T o AR A

172, -2, ~1/2 @ 3,-1/2
EIETR U - S Wt L FRE NN LS St

T X A y oA,y ¥ oA ¥ 0o an;
NG I T
KA K8 A,.80 B s attaathaiRl gt

Para analizar las caracteristicas del transporte anémalo se
supone que existe un coeficiente de transporte dado por 6.0, Y que
este se puede expresar como una serie en términos de los parame-
tros presentes en el modelo de ecuaciones.

1%’%)'2 =7 C“m n'lthusvﬁw

Al aplicar la transformacién 8 a la expresioén anterior se determi-

nan las constricciones apropladas al coeficliente de transporte.

149



172 (Ax)2

172,172 J8-u-w, ~1/284w, u-u, ~F/25tauedy
laks A. Axo t4 I e Az As AG A
X A;:/z-ouovuzv"'-thusvpu .

La invariancia de forma ante cambios de escala implica que:
38 ~u -w = 1; ~1/28 + w = 1/2; ; u ~w = 0;
~9/28 + £ + u+ 2w = 1/2; -5/28 + u + v + 2w = 1/2.
La solucisdn a estas relaciones as:
é = 1; t= 2;yu=1l; v=20;w=1.
Se determina el coeficiente de transporte salvo una constante C:

ax)?

X -¢ n'o’xg” 6.76

Como se tiene que B, = (Ar)z/At,
2 2
r {4x)
D o
° " e’ AT
De esta forma, el coeficiente de transporte B, estd dado por:

D =c (x/s%) 78" 6.77
Este coeficiente puede definirse como el coeficiente de tranéporte

convactivo.

2.4.1.- Transporte en campos magnéticos estocasticos.

La turbulencia presente en ¢l plasma puede influir sobre la
estructura del campo magnéticeo (ver seccién VI.2.1.1.).

Existe un mecanismo que induce un transporte andmalo, el cual
estd determinado por las fluctuaciones del campc magnétice debidas
a la turbulencia de los modos g. Este fendémeno se presenta cuandoe
las perturbaciones magnéticas destruyen las superficies magnéticas
toroidales anidadas del plasma en estado no perturbado, para crear
una estructura de campo magnético estocdstico. En este regimen se
pueden considerar dos casos para los cuales existe ‘un coqticiénte
de transporte particular (Rechester y Rosenbluth, 1978).
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§i se supone gue el plasma es altamente colisicnal de tal for
ma que la trayectoria libre media es pequeila comparada con la lon=-
gitud de correlacidn de las fluctuacliones a lo largo de las lineas
de campe no perturbado LE (Krommes, et al, 1983), se define el cog
ficiente de transporte colisional como:

D, = (vi/v ) (8B /B)*

donde v, es la velocidad térmica de electrones y v, ia frecuencia
de colisiones.
Si se supone que la trayectoria libre media es mucho mayor que [%,
el transporte a lo largo del campo estocdstico esta dado por el
coeficiente de transporte no colisiocnal:

D, = v‘_(anr/s)ch
Para determinar las leyes de escalamiento para estos dos coeficien
tes es necesario determinar los escalamientos de (68\,./3)a y de L.
Para determinar el escalamiento de las fluctuaciones del campo mag

nético se puede utilizar la perturbacién de la funcién de flujo ¥:
2 2 2
2 r a
onor - 242

Se expresa el término (a'F/ay)2 como serie en términos de los para-
metros que caracterizan a la turbulencia:

5% 2 . e s trisT g™

W =7 st s B,
y se aplica la transformacidn 8. Se obtienen las constricciones a-

propiadas a estas fluctuaciones.

2
2,2, 38-u-v|4d _ =1/2meu ew = 9/20¢teuedu, <5/ eUIVOSY
A TAgh [a—ﬂ =LCA Ao Ao Ao *

e Lo u v ¢w

n qKsg
fa invariancia de forma implica que:
38 -u W = -2; =1/25 + W= 2} WU -¥Y=0; ~-9/25 + t + U+ 2Ww=0

-5/25 + U + v + 2w = 0.
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La solucidn a estas relaciones determina el escalamiento para las
fluctuaciones del campo: 8 = 1; t = ~3; U =5/2; v =-5; w=5/2y
)

De esta forma se tiene que:

2 . 2572
2. rla [xe’
(s,/m)% - 5 I [] 6.78

2,572

(8%/8y)° ~ n'q(Ka'/s

s2

Para determinar el escalamiento de la longitud de correlacién
12, se puede observar que la difusién de las lineas de campo mag-
nético pueden visualizarse como un proceso de camino azaroso con u
na longitud de paso caracteristica Ar = (GBF/B)IQ.
Ar se pude escalar utilizande la transformacién 8, observando que
Ar = (dq/dr)qAx = (r/gs}AxX. AX se expresa como una serie, y al a-
plicar la transformacién 8 se obtlenen las relaciones entre los pa
rametros de escala:

38 -u ~w = 1; =-1/28 + W= 0; u -w = 0;
-9/28 + t + u+ 2w = 0; ~5/28 + U + v + 2w = 0.
La solucidn determina el escalamiento de Ar:
s =1/2; £t = 3/2; u=1/4: v = 1/2: w=1/4,

r *1/2 3/2

174 _172.,41/8
Ar = n q K8 B . 6.79

El coeficiente de transporte colisional tiene la forma:

. +q 572
o (uip? 2, n [k8
Dl (v’r /v R ) a [——52] .

Este se puede expresar en la forma:
>, = g(p"z"in/“.qRBo’ [M—;;]m, 6.80
donde g es una constante.
Debido a que n es proporcional a la frecuencia de colisiones elec-
tron-idén, el coeficiente D es independiente de V..
para el coeficiente no colisional Dz se puede notar que:

= 2 =
Dz = VT(GB'_/B) Lc vrAr(GBr/B)A
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En base al escalamiento para (aar/a)z y Ar se tiene que el coefi-

ciente de transporte en la difusién no colisional esta dado por:
2_* 2
r’n (K8
b =9y [T;] :

Definiendo la velocidad de Alfvén como v, = (Bj/4mp)'’®

se tiene

9gue el coeficiente de transporte 3, estd dado por:

», = (v/v‘)n[%rlz. 6.81
Este regultado fue obtenido por Shaing y Carreras (1985) basandose
en la teoria de la longitud de mezclado.

Yagi et al (1987) calcularon estos coeficientes de transporte
Do' D1 y Dz con una dependencia radial para los pardmetros del ex-
‘perimento del Heliotron E para valores altos de 8 {(Harris et al,
1984). En este caso se supuso que los perfiles de densidad y tempe
ratura de los electrones tienen la forma:

n =n(0)(2 - (r/a))? y T, = cte.

Los resultados obtenidos por Yagi et al, considerando 're cong
tante, muestran que Do es mas pequefio que D, . Dz decrece cerca de
la regién borde del plasma en correspondencia con el decreciniento
de la densidad en esta regién, mientras que Dl es el coeficiente
was grande cerca de la regidn borde. Sin embarge, no es aplicable
D’ cerca de la regién borde debido a que la trayectoria libre me-
dia no es mds pequena gue la longitud de correlacion. Encuentran
que se, 8l toma en cuenta otro perfil de temperatura en el cual T_
no es constante, el coeficiente Dl decrece hacia la regidn borde
pero sigue predominande sobre Dz, mientras que la dependencia ra-

dial de D0 y Dz se mantiene cualitativamente sin cambio.
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CAPITULO VII
CONCLUSIONES

Las ideas originales de Galileo sobre los conceptos de esca-
las y dimensiones mostraron ser una herramienta util para entender
clertos Fendmenos presentes en la naturaleza, y estas mismas ideas
estdn presentes en el método denominado escalamiento de las canti-
dades fisicas, el cual se atribuye a Fourier. Se muestra que estas
ideas de escalamiento se presentan como una herramienta valuable
en la comprensidn de ciertos fendmencs, evitando la resolucidn del
sistema basico de ecuaciones que describen a dicho sistema fisico.

8in embargo, en este método se trabaja sélo en base a ciertas
cantidades adimensionales que caracterizan al sistema. Para otros
sistemas mds complejos, como es el plasma termonuclear, este méto-
do se wvuelve engorroso.

Asi, el Principio de Invariancia de Escala se presenta como
alternativa de estudic de estos sistemas complejos, sigulende la
linea de las ideas bédsicas de escalas y dimensiones pero enfocandgo
las enun marto conceptual mas general, sin necesidad de resolver
el conjunto bisico de ecuaciones que describen a dichos sistemas.
De esta forma, el trabajo se concentra en establecer las consecuen
cias que surgen al aplicar el Principio de Invariancia de Escala
al plasma termonuclear escalando el tiempo de confinamiento y los
coeficientes de transporte para distintios modelos del plasma,

Se muestra que el principio constrifie la forma posible del escala-
miento para el tiempo de confinamiento en una forma que es caracte

ristica de cada modelo particular utilizado en la descripcion del
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plasua.

Se observa que el principio de invariancia de escala astd re-
lacionado con el método heuristico denominado Analisis Dimensional
en el concepto mismo de obtencién de leyes de escalamiento en base
al analisis dimensional de las ecuaclones basicas del plasma.

El principio de invariancia establece un procedimiento gene-
ral para obtener los mismos resultados gque el andlisis dimensional
sin embargo, puede obtener propiedades de escalamiento ocultas o
mAs sutiles que el anilisis dimensional convencional no puede cbte
ner, y sa observa que es mucho mas eficiente si se determina el
sistema basico de ecuaciones en una forma adimensional.

Se identificarén las constricclones caracteristicas que defi-
nen la forma posible del tiempo de confinamiento gleobal considera-
do como una funciodn de los parametros n, T, B y a para modelos del
plasma representados por un sistema basico de ecuaciones que des-
criben los posibles mecanismos fundamentales para el transporte a-
ndémalo en general. Esta descripcién supone gue procesos fisicos a-
dicionales, tales como fenomenos atémicos en la frontera del plas-
ma, no tienen una influencia significativa en las propiedades del
confinamiento.

Se ofrece un marco teorico general de referencia para la dis-
cusidén de las propuastas de escalamiento tedricas y empiricas para
el confinamiento, De esta forma, los cdlculos tedricos del confing
miento deben ajustarse a las constricciones apropiadas y este mar=-
co permite una clasificacién y descripcién adecuada de los calcu-
los tedricos existentes. Al comparar los datos empiricos para el
confinamiento en el marco de las constricciones caracteristicas

se obtiene una técnica para relacionar el transporte anémalo obser
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vado con algun modelo particular del plasma. Por otro ladeo, si se
confia en que un modelo particular del plasma describe adecuadamel
nte el confinamiento, las constricciones caracteristicas limitan
el nimero de pardmetros cuyas propiedades de escalamjento necesi-
tan ser determinadas empiricamente. Las constricciones permiten
construir familias de sistemas de confinamiento similares cuyas
propiedades pueden ser deducidas del comportamiento de uno de ta-
les sistemas. Estas propiedades indican generalmente la ventaja de
la conetruccién de aparatos con campos intensos para los reactores
de fusién.

La introduccién de aproximaciones geométricas en las ecuacio-
nas basicas, como es el limite Tokamak de razon de aspecto grande
en las ecuaciones MHD resistivas, se determinan transformaclones
de escala que incluyen escalamientos separados de longitudes en di
terentes direcciones con respecto al campo magnético. Asi, es posi
ble determinar constricciones en el escalamiento del confinamiento
con razones geométricas para modelos particulares del plasma. Ana-
logamente, si es posible determinar transformaciones de invarian-
cia que involucran escalamientos de cantidades adimensionles tales
como la carga 2 o la masa atdémica A, las constricciones pueden in-
volucrar a estas cantidades también.

El escalamiento global del tiempo de confinameinto resulta de
la interaccién de diferentes procesos fisicos del plasma operando
en distintas regiones locales de un aparato de confinameinto y ex-
hibe un conjunto de constricciones muy debiles. Suponiendo que el
transporte andmalo puede ser descrito en términos de coeficientes
de transporte local es posible obtener informacién mas precisa so-

bre el transporte turbulento.
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Debido a que es posible separar las caracteristicas de las fluctua
ciones turbulentas de las caracteristicas de las cantidades de e~
quilibrio en las ecuvaciones, es posible determinar transformacio-
nes adicionales de invariancia de escala y es posible definir mas
precisamente las dependencias de los coeficientes de transporte
turbulento con respecto a parametros del sistema de confinamiento.
.cansiderando los gradientes de ciertas longitudes locales Ln' L.,
L, etc. es posible una considerable libertad en las formas posi-
bles para los coeficientes de transporte. Como en el confinamienteo
global se determinan las escalas de longitud locales en términos
de una longitud caracteristicas del sistema de confinamiento, como
' puede ser su tamaifio, por el mismo conjunto de ecuaciones basicas,
se tiene que si un modelo particular de la turbulencia local es a-
propiado para el confinamiento se podria determinar el escalamien-~
to del tiempo de confinamiento salvo una dependencia en términos
de razones geométricas como a/R y (.

Para determinar la dependencia de los coeficientes de trans-
porte con respecto a los gradientes de las longitudes locales y de
las razones geométricas se consideraron aproximaciones geométricas
Yy se examinaron mis detenidamente formas especificas para la turby
iencia que se supone son relevantes para el confinamiento en los
Tokamaks y los sistemas Pinchs,

Se encuentra que a menudo hay cierta arbitrariedad en las dis
tintas formas para la difusividad térmica asociada, como en el ca-
so de la turbulencia debida a ondas de Deriva, sin embargo, 1las
constricciones indican ciertas dependencias y sirven para clasifi-
car la mayoria de los calculos tedricos disponibles. En ciertos ca

s0s la forma de los coeficientes de transporte locales puede ser

157



constrefilda m&s precisamente y en algunos casos puede ser determi-
nada salvo una constante multiplicativa general, como sucede con
la turbulencia del modo "y la turbulencia de fluido resistivo.

De esta forma, el Principio de Invariancia de Escala se pre-
senta como una alternativa importanta a las técnicas tedricas de
obtencién de coeficiantes de transporte, complementando célcules
no lineales analiticoes y numéricos.

Se presenta como una técnica mds apropiada que muchos calcu-
los analiticos especificos debido a que esta depende solo de las
propledades de invariancia de escala de las ecuaciones basicas que
describen la turﬁulencia, y no en el método y aproximaciones que
es necesario emplear para intaentar resolver el problema del trans-
por-te turbulento. Asi, proporciona una medida de la generalidad
de ciertos cdlculos especificos tedrices.

El hecho de que muchos de los resultados del Principio de In-
variancia sean precisos salvo una constante general de orden uno
no significa que la técnica sea inapropiada para el estudio de sig
temas fisicos por no poder determinar esta constante.

Cdlculos tedricos mids especificos pueden demostrar la existen
cla o no existencia de una solucién no trivial del estado estable
de la turbulencia, mientras que la técnica de invariancia supone
la existencia de tal solucidén. Asi, los cdlculos analiticos de la
turbulencia de gradientes de temperatura de los iones y de la tur-
bulencia de gradientes de presidén de fluido resistivo han indicado
la necesidad de un mecanisme de disipacidén adicional en el modelo
badsico de ecuaciones para alcanzar un estado estable, y esto se ep
contrd sdlo para introducir una débil dependencia logaritmica en

los procesos disipativos extra,
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El Principio de Invariancia de Escala es de hacho un wmitodo
riguroso que indica la forma de obtener todas las constricciones
para un coeficiente de transporte calculade a partir de un conjun-
to baslco de ecuaciones.

81 se intenta sobresimplificar el conjunto bésico de ecﬁacio-
nes para determinar completamente la forma del coaficiente de
transporte, entonces, el problema que se puede presentar con este
coeficiente debe ser encontradoc en la sobresimplificacidn impuesta
y no an la técnica de obtencién de este coeficiente.

Un papel importante que puede jugar la técnica de invariancia

estd asociado con las técnicas de compute numérico de la turbulen-

- cla’ y-el transporte, debido a que estos cdlculos deben llevarse a

cabo s8lo para un numero limitado de pardmetros, y la técnica de
invariancia puede ser suficiente para establecer las dependencias
funcionales permitidas para un determinado proceso. Adicionalmente
es posible notar que el principio de invariancia se puede usar pa-
ra discutir tambien ciertas caracteristicas de la turbulencia mis-
ma como son amplitudes, longitudes y tiempos de correlacién, etc.
En resumen: El Principio de Invariancia de Escala determina
el conjunto de constriccliones caracteristicas a un modelo del plag
ma, y estas ofrecen un importante marco de referencia teérico para
la discusion de las leyes de escalamiento empiricas para el confi-
namiento y se presenta como una técnica util para clasificar y cop
plementar 1los calculos analiticos y numéricos de los coeficientes

de transporte de la turbulencia local en el plasma termonuclear.
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CAPITULO VIlI
APENDICES

AFPENDICE A

En este apéndice se deduce el conjunto de ecuaciones conoci-
das como ecs. MHD reducidas de Strauss en el limite de Razdn de Ag
pecto Grande para Tokamaks (Strauss, 1983).

Uno de los problemas en la investigacién de la fusién nuclear
controlada en la Fisica de Plasmas consiste en que las ecuaciones
que s& disponen para la descripcién del plasma son no lineales.
Las ecuaciones de la Magnetohidrodinamica resistiva (MHD) son un g
jemplo de estas ecuaciones.

Existe un método denominado "Método de la Magnetohidrodinami-
ca reducida®™, el cual se basa en la expansién de las ecuaciches de
movimiento que describen al plasma en términos de un parametro de
expansién conocido como razon de aspecto, el cual ha mostrado ser
un métedo apropiado para los calculos numéricos, tanto lineales cz
mo no lineales, (Strauss, et al, 1980; Monticello, et al,1%81;
Hicks, et al, 1981) y principalmente ha mostrade ser un métede u-
til en los problemas de tipo resistivo.

Las ecuaciones reducidas correspondientes a Tokamaks con B £,
nita suponen un ordenamiento g ~ ¢, donde £ es el pardametro de ex-
pansién el cual se define como € = (R - Ro)/RQ, inverso de la ra-
zén de aspecto. En este caso todos los términos de un orden relatj
vo ¢* son despreciados en las ecuaciones, reteniendo sdélo aquellos
de orden menor (Strauss, 1977). Mas sin embargo, los términos des-

preciados en este ordenamiento contienen aguellos términos que prg
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porcionan el término de estabilizacién de Mercier para g bajas, el
cual es proporcional a 1 -1/qz (Hercler, 1960).

En este apéndice se lleva a ¢abo la expansién de las ecuacio-
nes de movimiento en el siguiente orden de ¢, de tal forma que to-
dos los términos de intercambio son incluidos obteniendose asi el
criterio correcto de Mercier para g bajas. El proposito de este or
denamiento es el de tratar adecuadamente los Modos de Globo resis-
tivos (ballooning) reteniendo términos de orden superior.

Se introduce un sistema coordenado que exprese la simetria to
roidal de un Tokamak:

X = (R° -£Co88)Cosl: ¥ = (R0 -£Cos@)Sen{ y 2z = £cosB,
- donde R es el radio mayor del toro, { es un angulo toroidal y los
factores de escala sont hE = 1; hs = £y hc = Rn ~-£Cose, donde
R = R, =-{Cos@. Asi, el punto de partida de la expansién es el con-
junto de ecuaciones de la Magnetohidrodindmica resistiva, las cua-
les se expresan en términos de los potenciales magnético y eléctri

co para asegurar la condicién ¥:B = 0, campo libre de divergencia.

pg% = JxB -VP Al

dP 2
dE = "7 9V + ox, (b V)T (P/p) A.2
B = vxp + U0 ~n1b A.3
g-g = —pPv A. 4

junto con las ecuaciones que completan el conjunto:
B =9VxA y J = UxB
donde b = B/|B| representa el vector unitario a lo largo del campo
magnético,
La reduccidén de las ecuacicnes se basa en la aproximacidn de
razon de aspecto grande, donde ¢ <« i. Se usa el siguiente ordena-

miento siguiente: La escala de longitud poloidal es mas pequeha
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que la escala de longitud toroidal en un factor de orden £. El cap
po magnédtico poloidal es menos intenso que el toroidal en el mismo
factor ¢. Tomando el campo toroidal de orden O(1) y suponiendo que
la presion P es de orden O0(c), de tal forma que el parametro g es
de orden O(c): p ~ O(1); gf -~ ecv,; B, - ch; Bq ~0(1l); P ~ O(e);
8 ~ 0(c): %E ~ O(e), Y los coeficientes de transporte se ordenan
como x, ~ O(1) y 5 ~ O(c).

Para llevar a cabo la expansion de las ecuaciones MHD es nece
sario determinar primeroc la forma del campo magnético y del campo
de velocidad.

El campo magnético se define en términos del potencial vecto-
rial magnético como B = UxA de tal forma que:

B = r—’;[V(RAC) - gE(AEGE + Aaée)]xéc + B8,
El campo magnético a lo largo de la direccidén toroidal tiene una
magnitud:

B = £ =81 -(R -R)/R) + I/R + O(c?)
donde se tiena que I = I, + I. Aqui I es la perturbacion a la cg
rriente Ly satisfaca el orden I‘ - el. Asi:
B = vi’xac/ko + (B + II/RO)QC -R;‘ gf“éc ~ By(R =R }/R, + O(sup.)
De esta forma se tiene que como B ~ ch Yy Bc ~ O{1):

B = cv~h<’<‘=c/nD + aq’éc A.S
donde se ha definido ¥ = RAC come la funcién de flujo para el cam-~
po magnético y B, = I /R, como el campo magnético en el centro del
plasma.

Para determinar la forma de la velocidad se utiliza la ley de
Faraday, ec. A.3, tomando la componente perpendicular al campo mag

nético:

ZEAXD = D-v,B -BV_+ U0XD
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famn se aupone que la velocidad es de orden ¢, y como el término
del lado izquierdo de la ecuacién es de O(cz), se ‘tiene que a O(c)
esta ecuacién se reduce a: )
v, = Uoxb/B,
El vector unitario b contiene términcs de orden superior a €.

51 se toma la velocidad a 0(c) esta tiene la forma:

v = B;lvﬁxec ~c

v = B;lVQxec + v“éc A.6
Para verificar el equilibrio se toma la ecuacidn de momento A.1l:

pg—g« = JxB -VP

Como J = UxB, se tiene que:
pJE = -9 (8%2 + Bz/2) + B-UB -9P
2 _ g23,n2 _ 2,52 _ 2 2
Bc = Ia/Ro 2(I°/Ro)(R Rn)/Ro + 21011/Ro + 0{&")
y como B'VB = B:VR/Ro a O(g), se tiene:
p g‘E' = -v[nz/z + Bl/2 -B(R -R,)/R, + B,I, /R, + P+ O(cz)] +
2
BOVR/RO.
De tal forma que el equilibrioc a O(c) es:
P + BI/R = cte. A7
La reduccién de las ecuaciones se lleva a cabo linealizando
cada una de ellas al orden requerido.
Se toma la ley de Faraday y se considera la componente a lo
largo de 1la direccidén del campo:
aA
GE= VKB + V8 - qIb
Utilizando las formas para el campo y la velocidad se tiene:
:LY A A
3t = B'9e/B@8, -8.BVE/B, + V& -nIb
La componente de esta ecuacison en la direccidén del campo magnético

a crden O(cz) es:

a -1 -18€ -10% A
B—'thc = B, B-v¢ -(BD -P/ﬁo)(RBo) 3F + R ac =-nJ. b ec
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a¥ -1
5t = RB, B'V® -nRJC A8

En la direccidén perpendicular:
2, 9%
5EAe = A9
E (P/B )§’
2
Fere = reB)) g
La corriente en la direccidén del campo tiene la forma:
J = VxB = Vx(R] ma + Bec) [R Y -V Wec]
-1
Jc = -R'%%y,
la cual es de O(c).

De esta forma la ec. A.8 se expresa Como:

a¥ -
SE = RB_'B-¥2 + n¥3¥ + n((R - R )/R V¥

A O(cz) €e expresa an la forma:
a¥
at

Los términos de primer orden se pueden eliminar si se multi-

2
= (R/B)B-VE + nV¥

plica la ecuacidén de momento ec. A.1 por R, se toma el rotaciocnal

Y ge determina la componente ﬁc.

pg—g = JxB -VP

Se tomard por separado cada término,

Vx[Rzp g-g] = p[ Uk (RV) + VRA(V-V)v + Rv-9vxv + REV-vyxv -

R? (Yxv-V) v]

vx(R%v) = B [va’x(v@xé ) + TRx8,.Bv, -R’v-vtwéc + RZGC-W-Q +

(S
A A 2 _A op?
. -8 _UR<.

VVuxcc + Véec YR ec R ve]

¢

vx(R°v) -8, = -B]'VR®.v% - B, 'RV

4
TX(Rv-TV) = v-IUX(RY) + T-vUx(R'v) -voOR'E; (-8vie + RV

&)
- Y
_50‘[_scvfo + R ‘chp].vmzv) - V(v TR xv
La componente en la direccioén ec es:
vx(n‘wVv)-Q( - -B;le~V(R2VfQ)
% (R'IxB) = JB.VR® -BJ-UR® + R°B-VI =R°J:VB = B-V(RI) ~J UR°B

La componenta ﬁc as!
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,vx(nzaxn)-éc = —B-V(R’R;’vfw -BJ-vR®

1 -2d 2
donde J, = -R'V2¢ ~ O(¢) ¥ I, = K] T~ oeh).

<
De tal forma que a O(c’) se tiene que:
vx(R’vp)-éc = vnzxvp-éc

8 207,84 = .8 p2p-t

FETX(RV) -8, FER°B; Vo8
w(rz‘v-\w)-'&»c = -v V(R®B.'V1¢)

9% (R%IxB) .é( = -B-V(R V:¥)

De esta forma, a orden 0(!:2) , la ecuacién se reduce a:

-11a 2 2, 12, A
PR, B [ﬁ + v‘-v]vg = BV + R'URxvp-8

C
debido a que

R'za;‘v-vnzvfo = B;‘v-vvf¢ + o(e™)
R v(R°0%F) = B.9¥ + o(c?)
Suponiendo gque V-v ~ O(cz), bV ~ 0(e} ¥y B ~ 0(c), el lado izquier
do de la ec. A.2 es de orden o(cz), mientras que el lado derecho

es de orden O(CJ). A orden O(cz) esta se reduce a:

Las ecuacliones MHD reducidas, en el limite de razén de aspec-

to grande, son:

&= -RE'BU0 + W A.11
PoR B, JeUi0 = -B-WI + R 'Rxep-8, A.12
L A.13

bonde el campo magnético y la velocidad tienen la forma:
-1 A A
B = Ro viﬂxe( + Boec
A

= +
v = B 9exS, ""Qc
Ia derivada convectiva tiene la forma:
d a -1, .
SE=;*th voxﬁc v
Y el gradjente en la direccién del campo es:

. = -lﬂ ) -
B-v BOR,) 3T + ROVi'xcc v
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En el limite de valores grandes del numero de Reynolds magné-
tico 5 la turbulencia presenta fluctuaciones cuya escala de longi~
tud a través del campo magnético es pequena comparada con las di-
mensiones del plasma pero que es comparable a las dimensiones del
plasma a lo largo del campo.

Escribiendo ¥ = *0 + ¥, P= Pb + P’y & = &, donde io y PO son
los valores base de las funciones de flujo y ¥‘, P’ y &’ son las
fluctuaciones no lineales e intreduciendo un conjunto nuevo de va-
riables independientes r, 8 y y = { -g8 es posible describir las
caracteristicas de las fluctuaiones. En este caso se tienen dos es
calas de longitud distintas en el plasma. Las fluctuaciones varian
rapidamente en la direccién r y y pero lentamente en @ mientras
que las cantidades base varian lentamente en todas direccliones. Eg
tas caracteristicas de las fluctuaciones se pueden formalizar ex-
presando las cantidades fluctuantes en una forma adimensional e ip
troduciendo un ordenamiento sistemitico en el cual n ~ 3° y
50 T sﬁ[g,g.e.z]
q¥’/r’p, = GEW[E Ie.t
qR %0 /B2 = & w[ X a.r]
donde Tt = Bot/Roqp y X = (r -rb)ag es una c¢oordenada local,

Tomande en cuenta estas las adimensionales y el sistema coor-
denado local las ecuaciones que describen la evolucidn de las can-
tidades fluctuantes se expresan en forma adimensional, la cual es
apropiada para la descripcién de la turbulencia local.

cada elemento de las ecuaciones se transforma adecuadamente:

a

e 8t o]
a 3

% ‘%7*35
9,19

% 7 g
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s

- (Bo/R qp"z) %—

T
e 2 [ B k] L ]
ar®  riae? &, w2l oy a8
A orden 0O(8" )
2 2 2
7wt [ o) L]
donde s = = gﬂ es el torcimiento magnético (shear).

< G

»

Para la ecuacidn B.13:

dp -1dp % -18P 202 8% aF _a% aP
a.t.=o-»s——5qu a—;gi+srp Qi-éq [HW'TyB

2 2 [a¥ aP aF aP 2 8% apP __9% ap] _
qu[ﬁﬁﬁ-ﬁﬁa+6qs[qﬁfﬁ-eﬁﬁ? =0

A orden 0(d):

@1_25@6_'{3_152_ r de a¥ _
at ax 3y dy 9x P dr ay
] 2 6% a 8% 2 -
befiniendo a + q s[a 5 7 B;] Yy K= {dp /dr)
la ecuacidn anterior se reduce a:
%
a_ -qxay A.14

Para la ecuacion A.1ll:

ay 28¥ 283 2 _a¥ a¥ 23¥ 8%
E=RBBW+W~F»5—=6 q[&qa y""’axae

_ z ¥ 4% 287 % 1,.8% &
St Gy x St ° %% 5y

2 1r2 <1 ([dr}®[.-18 2 -1 -1 8 a1
+ &*nqp’ "?R B [a; [a 8 -8 GW] +r [-5 2 +—] ]i’i
A orden 0(&%)

¥ _ ot _ 2 [a¥ a¥ _ 9% a’wF] 938“2[ z[a a1?® , a°
~ q's|= - 2 + s_-e._.] +_]li
IT "™ % 8% B8y ~ 8y &x = % "8y ay?
Definiendo el nimerc de Reynolds magnético ¥ = rZBO/anopvz, el
2[a 8 1° 82
laplaciane ortogonal ¢ = &°[Z_ -¢2_| + & y considerando la deg
! + ax oy ayz

rivada convectiva g?, la ecuacisén anterior se reduce a:

2
g%=g+§vf¥ A.15
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Para la ecuacisén A.12:

La ecuacién A.12 se transforma en:

8 ¥ 8 ¥ 2 8% a Fa _, 8680
Evf““q[“?rxay"‘ﬁﬁ'“@aé*qwﬁ L~

a¥ 9 8 a¥ 3 2% 4 0% 8 av 8 _.0% 8
*‘%W]Vf“‘ﬁ'sq["qﬁw”ﬁaﬁ 8653 35 * Y5y o ~0%6 o%

5% 8 2R P 9P _ 4P aF _ ap
+ 69-83 -a—-y]vff + -EEE—(sSene[—a—i -ea—y~ -[—QW + 3:8']}

A orden 0({1) el laplaciano perpendicular se transforma en:

2 2
22,2 2 2{3 3 8
AR & 2 A conv‘ss[ﬁ—ew] +~8—;

y definiendo 8° = zaﬂqzr"(Pu/Bz) , la ecuacidn anterior se reduce,

2

a orden O{1), a:

d a8 2 g’ 88 _ 0P aF
S5 T8 = 57T + sq (F,039), ¢ H (Esena{a_x' BE-;J + COSGgy]

4

Las ecuacliones que se obtienen son:

L A a.16
d 8 ¢ 8F _ 3F aF
FeF = HVF ¢ sar¥, v, + £ (sSenB [5,-‘ -GE;J - Cossa—i] a.17
ap 9% A18

aE‘qXE_Y‘SG
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APENDICE B

En eate apéndice me deducen las ecuaciones del modelo de fluj
do resistivo bajo el criterio de la turbulencia debida a gradien-
tes resistivos o modos ondulatorios (rippling), como ejemplo de 1a
simplificacién de las ecuaciones MHD resistivas en la geometria ci
lindrica (Strauss, 197&; Strauss, 1977).

Para derivar las ecuaciocnes que interesan se considera un To-
kamak con razén de aspecto grande, en el cual se introduce un sis-
tema de coordenadas cilindricas, representadas por (r,8,z).

La aproximacién usada consiste en ordenar todas las cantida-
des en términos del inverso de la razén de aspecto y despreciar
los efectos toroidales, asi como a todos los términos que tengan
un mismo orden que los torcidales. De esta forma, las ecuaciones
representan a un plasma cilindrico delgado y largoe con condiciones
periddicas en la frontera,

Las ecuaciones MHD que se usarin son:

PIE = IxB - wp 8.1
£ = vx(vxB) + Vx(n3) B.2
V-B =20 B.3

VxJ = 0 B.4

Se usard un ordenamiento da Tokamak de razén de aspecto grande, de
tal forma que las longlitudes de escala sobre las cuales varian las
propiedades del plasma son mayores en la direccidn z que en las di
recciones r y 8 por un factor de la razén de aspecto. En este caso
la componente z del campo magnético es mayor que las componentes r
y 8 por el mismo factor.

El ordenamiento que se sequirad en términos del par&metro £, que se
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supohe pequenio, es:

8/8r, 8/39 ~1; 8/éz ~ci B, B ~ € B =~ 1+ ey a3, g, - e

Jz ~c: P~ g% g ~-1; v~g; n=~c¢€; d/8t ~ k.
Los efectos torcidales entran en las ecuaciones con un ordenamien-
to ¢, aunque las variaciones toroidales de B, debidas a corrien-
tes poloidales en el p;asma se indican con un orden c’.

Se introduce la funcidn de fiujo A (componente z del poten-
cial vectorial) para representar las compoenentes r y 8 del campo
magnético, de tal forma que: B = vax + BXQ donde £ es el vector
unitario en la direccidn z. Asi,

VB = 7 (VAx$) + v-(alé) = gEB2 -t

Como se desprecian los términos de orden €', se encuentra que el

campo magnético es libre de divergencia en esta aproximaciodn.

De la ecuacién de momento se observa que la componente z de la

fuerza es de orden c':

pdv /At = JxB-z ~55 = (I B -IB) - g—‘zf _—

de tal forma que se puede hacer v, = 0.

Si se integra la ecuacién de flujo, introduciendo el potencial

vectorial para B, se tiene que: Vx[g%] = Ux(vxB + 71J)

L%EB-dE = g—tf'vu'dE = I'vx(va + 13)do

ast, e[ vxa-av = [Ger-ax = foven + n3 + va)-ax

Tomando a ® como un potencial de integracién se tiene:

Geax2 = vxB + 98 + 3,

Las componentes r y 8 de estd ecuacion, que dan la variacion de
2

Bl, deben ser de orden ¢’; la parte variable de B' es de orden ¢

Esto es, (A, A, ~ ey A =hA~c).

a
%EAxQ = (vxB)x® + VEx2 + nIxd = -Bv + PexZ + nIx2

antonces:
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i;-EAxQ Y “Bv + 9x® = 0
debido a que el lado izquierdo es de orden e’
Esto indica que es posible introducir una funcién de flujo U para
la velocidad v, ¢ = BU, de tal forma que:
v = TUxZ B.5
v = 0.
donde B; es la componente z del campo magnético.
bebido a que el campo magnético longitudinal es intenso y constan-
te, se tiene que el flujo es incompresible. De esta forma, a par-
tir de la componente z de la ecuacién de flujo, se tiene:
SAd = (vxB + U8+ 13) 2
5 = [(vuxQ)x(VAxQ +BE + 00 4 nJ]-Q = (vaxt + B) W + nJ,
de tal forma que:
%EA = BVG + 7,
Al tomar el rotacional del campo B se tiene:
UxB = Ux(VAxZ + B2) = -v.vad + 8.vvA + 2xvB
de esta forma:
g, ==V y 3 =fxm +03R
Sustituyendo J en la ecuacion de momento se tiene que:
3B = (3 + I 8)x(B, + BE) = -B (VB -3R.uB) + B!gEVLAxQ
-VAIVA -2(2-7A)] = -1v B + B2y axd -viav A
entonces, la ecuacién de momento toma la forma:
pSE = BEv Axd - viAva -v (P + 18%)
Considerese a p constante, p = 1 por simplicidad.
Tomando el rotacional de la ecuacién anterior se puede eliminar el

término de la presién y la parte variable de B{

vxv = -0l + Svu

3 a ]
x(B 59 Ax8) = VB x(5:9,Ax2) + B3 VA - BS:VAL
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U (VAV,A) = (Y9, A)xV,A
d d 8
IGE(TUxd) = Se(-viud + o)
Entonces:
d a 3 a 2
a,t.[-vfue + a—z‘ﬂ“] = V.B:x[EV‘MQJ + B2 IA - oAl
2
~T(VA) XV A
eliminando los términos con ordenes mayores o iguales a e’ y ha-
8
ciendo V‘_B'x(a—zv‘hxﬁ) =0
a a 8 o2 2
a-E[—vfué + E‘U’] -B 5-9°A2 -v(VIA) X7 A
La componente z es:
v = B A + vax2.-w?A con 3 = -viA.
Una forma alternativa es:
e = Bowia
Las ecuaciones no lineales obtenidas dan las razones de cam-

bio de la vorticidad y el flujo magnético.

$e7U = B B.6
R wBvu + T 8.7
3 . -

Para describir adecuadamente las inestabilidades de los modos
ondulatorios (modos rippling) las ecs. B.6,7 deben ser completadas
con una ecuacién que describa la evolucidn de la resistividad (ba-
lance térmico), la cual en su forma mds simple toma la forma:

g-g = B;zB- (9x,B-Vn) B.8
(Garcia, et al, 1985; Furth, et al, 1963),donde X, es la conducti-
vidad paralela de calor de electrones.
Las ecs. B.6,7,8 constituyen el modelo bdsico de la turbulencia de
bida a gradientes de la resistividad, las cuales son usadas en los
c&leculos numéricos de esta turbulencia.

Es posible lograr una simplificacion significativa del models

basico empleando la aproximacién electrostatica, donde se tiene
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que ¥m 0y bU = v:‘” y b es el vector unitario paralelo al campo
magnético en equilibrio.
Adends, se escriben J; ¥ 7n como la suma compuesta de una parte pro
mediada {variaciones lentas) y otra perturbada (variaciones rapi-
das), J =J_ + 3: yno=mn + 7 en donde el subindice cero indica
qua la cantidad estd promediada y la barra (7) indica las perturba
ciones.

En el limite electrostdtico, las ecs. B.§,7,8 toman la forma:
g% = B'BVE + 7T~ 0 = 0TF + (T + T W
El término 7 3: se desprecia por ser de orden superior.
pBGVE = 93— p B'GVE = -Bpvd + T)

dn _ - a- Ry
9 - v - S = VO @O - B S

En este caso se tiene que:

[} d- _ d a - 1 8%, 3%,
-G+ g, - g+ oo, = [P SR e -

n
[3
d~ . 1 8%

a€n + T BGHET'Q

8i se considera que x, es constante (o gue depende solo de r)

las ecuaciones toman la forma:

oy = =

V¥ = (T +T) + T, B.9
p_B;’gEVfW = -B!v,‘,‘” @+ 3) B.10
d = (0)2= ~1.-13% d
FET = XIS N - B 55 A B.11

La ec. B.9 que es la ley de Ohm se ha linealizado como consecuen-
cia de la aproximacidn electrostatica, y como resultado adicional
se puede eliminar la perturbacidn de la corriente 3": de la ec.
B.10. Combinando la ec. B.9 con la ec. B.10 se tiene:

It = ~n;‘v"'w¥ -.ﬁn;l“’w

pB;zd F = v [-n;’v'mf _—ﬁn;xaw] - _n;xv:mzs _Jw“;xv:m-ﬁ

De esta forma se obtienen las ecuaciones no lineales que describen
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. el comportamiento de la funcién de flujo § y de la perturbacidn de
la resistividad 7.

-1d o gt - 1=

o8, % U IR T M ] B.12
d - ol ~1-188 d R
FEN ARSI = ~TOB, 55 ar'h B.13

Adicionalmente se tiene:
3
BV = 0 ¥xR-v + Bz = BY,

En el limite electrostatico:

{0} ~1d A 4 . ~1n~1d [}
V.V =B NS it BT Bt
13 = 0: = .8 . =
B =% 3% =0 B, = 5%, 7 B, =B,

La derivada convectiva no lineal tiene la forma:
d

Fe=ferofuedv=Foeiel(E, ),
El operador gradiente perpendicular:
v = &y’ + ria’see®

Las cantidades fluctuantes varian mds rdpido en la direccidn
perpendicular al campo magnético y lentamente en la direccién para
lela al campo, mientras gue las cantidades en estado bdsico varian
lentamente en todas direcciones. Bstas caracteristicas de las flug
tuaciones se pueden expresar introduciendo un conjunto de varia-
bles adimensionales y expresando las fluctuaciones en forma adimep
sional:
T = er"q"p'“zt; % = (r -r) ‘;'gg; z = R{: & =qu“zr'ZB;25;
n =T/,
donde r, representa un radio de referencia, de tal forma gque x es
una coordenada local, y para simular la geometria. de un Tokamak se
introduce la variable { que juaga el papel de un dngulo toroidal.
Se expresa el torcimiento magnético (shear) en terminos del factor
de seguridad q, 8 = g gg.

Se observa como se transforman todos los operadores:
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% - (a,/qap"’) [ + mtee, 1, = msaRege

\7z - t"[(r /r )-— + %9] - r'%f

({-}} 1 [a8 a
v. -)-q—R-[s-é-‘l-q—fa]--iﬁ.
Las acuaciones se transforman adecuadamente?
La ec. B.12 se transforma como:
pB a_Eve‘- - n v(me; -3 n'lvmn
12
» 7% = ("B /0 qRo")V8 ~(3_qR/B)U,n
La ec. B.13 se transforma como:

-1,13F dn - 12 _ .rdn
rBzaea——)a— x.(p /BqR)Vn % dr

Si se definen los coeficientes ¥, j, X y 1/! como:
= ;o= : < & dn
¥ = OB /n,qRe """ j = RYI /Byl K = /RqB.; /1 = o S

las ecuaciones toman su forma adimensional requerida:

% - vro)z—

1r2 112

&7 = - —jun
- =18
Kn =1 5g
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AFPENDICE C

En este apéndice se describe la forma en que el modelo de e-
cuaciones de campo gque describen la turulencia de los modos g y de
las ondas de deriva son escritas en forma adimensional.

Las ecuaciones gque describen la turbulencia en los sistemas
de confinamiento Stellarator estan dadas por el modelo de ecuacio-
nes de campo para las funciones de flujo {&,p,¥). Este modelo de e
cuaciones contiene la descripcién de la turbulencia debida a los
modos de intercambio resistivo y a las Ondas de deriva resistivas,

El modelo esta compuesto por una ecuacién de movimiento:

Bp d o2g - _g.qv° RT, . .
A B-TViy + “pe0xve 2 c.1i
Una ecuacién de continuidad:
dp _ __ M= o2 o
F = ongb Y c.2

¥ una ecuacion de induccidn:

av = T 2

& .5 [vo Tpgp] + 7% c.3
Si se desprecia el término de la derivada paralela al campo en la
ec. C.2 y el término que representa al gradiente de presidn paralg
lo del electrén de la ec. C.3 se obtienen las ecuaciones que des-

criben la turbulencia debida a los modos g en un Stellarator.

R Sv% = -B.vv’% + RTVOXVN-2 c.4
g-g = -5 Bve + nvi¥ c.5
8-, .6

Estas ecuaciones han mostrado ser importantes para el estudio de
los modos g en los sistemas Stellarator. Shalng y Carreras (1985)
usaron estas ecuaclones para estudiar el transporte andmale debide
a la turbulencia del modc g en el Heliotrdn E y Wakatani et al,

(1984a) y Yamagiwa et al, (1985) resolvieron estas ecuaciones para
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estudiar las disrupciones internas estimuladas por presién en el
Heliotrdén E.
Si se supone la aproximacidén alectrostdtica la ec. C.3 se re-
duce a la forma:
vy = %—Bii-[v@ --3—p-zp] c.7
Al sustituir la ec, C.7 en las ecuaciones C.1 y C.2, y desprecian~

do el término de curvatura se obtiene:

Rod g2y . R govefy T

B a—VA¢ nB(B %[ ¢ epop c.8
dp _ _ M 2502, _T
a@ en B, (B-V) [" epop] ¢.9

Las ecs. C.8,9 son las mismas que obtuvieron Hasegawa y Waka-
"tani (1983 y 1984b) para la turbulencia debida a las ondas de derj

va resistivas en la regidn borde del plasma.

Forma adimensional del mecdelo de ecuaciones para la turbulen-
cia debida a los modos g.

En el limite de valores pequefios del pardmetro ﬂ' la turbulep
cla de los modos g involucra fluctuaciones cuya escala de longitud
a travez del campo magnético es pequefia comparada con las dimensig
nes del plasma, pero en la direccidén del campo es comparable a las
dimensiones del plagma. Estas caracteristicas del plasma pueden a-
nalizarse expresando las funciones de flujo en términos de una par
te que representa las fluctuaciones no lineales y otra el valor
del estado base.

L N P I N WER )
donde W; y n; son los valores del estado base y ¥, ¥ y n son las
fluctuaciones no lineales. Ademds, se introduce un conjunto de cap

tidades adimensicnales normalizadas:
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;nw—n;O--—--QrTu—-—‘l‘ \P=—'P.
r

o
]
d.]rf

rB @B r r’s
17
eR LI - )
n'= 7 =5

Para el analisis de la turbulencia se introduce un conjunto de va-
riables locales independientes:
d

X = (r _rb)3§; y= ~q8; z = 8.
donde r, representa una superficie de referencia.
Empleando las coordenadas locales y las formas adimensionales antg
riores las ecuaciones de campo se expresan en forma adimensional.
El ordenamiento utilizado en la transformacion es el siguiente:
* T A o~ : - -1, -
n ;F-8%: ¥ -8 W 87 8,,8 =~ 8 7 8..0 -1
Lag ecs. C.4,5,6 se transforman como:

dn Bn . .
FE=0 r(¢ ,n ]“e =0

Ante el cambio de coordenadas:
wn __an’ a% 258 d a% an an
dngx ~Far [—6% M oﬁ[[ ~3855 [ Gy * 555]

oo )12 ) - [

[_aqgg . azg§}dn 1

ar ] = °
A orden 0(3)

& qe/n; )a- ay qr[dr]ﬁ.ﬁlm =0

Definiendo los parametros K y s como:

(&)

K= (r/n;)g% Yy s

la ecuacién anterior se transforma en:

dn L
B qKZ—y 0 €.10
donde se definen los operadores:
a _@ _2 - 3 33 _of ag
dt T 5T qs[?, ]x.y b [flg]‘.y = @x 3y Y 3%

La ec. C.5 gse transforma en:
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2 2

a . o8 138
-r[¥ ] ]o + 0T |~ + =

[8E ! ne ar* oot

Ante el camblo de coordenadas:

528 { 5208 _ [ ][[6_ -56% W][_aqay + 62 - [-.;qa_g +8%8

a¥ a% 20%" a¥ 25% zaw
(o o] E o - %) B )
-2 -2 -1_a¢ R 2
+ 8ty +ant[{aﬂs [K—e—)+r[a qay+—]5<§
Como las fluctuaciones varian rapidamente en x, y pero lentamente

en z se tiene:

% a0 a% _ 1 3%
B qa
De esta forma se obtiene la ecuacion:
a¥ | 18% | egacy c.11

F gz * "V
Donde se define el operador:
2 2
2_2(4a 3 24
= q's [ -z—] + q“—
ax a3y ayz

v
N
De la ec. C.4 se tiene que:
1/2 .
[:) . 2.° 2] . 2, RT; a2 8n
[31.: +rpe’, ]he]v‘w = —[?E ~r(v’, ]'_.E]V"P + 2B @
er B
a orden 0(1) se tiene que esta toma la forma:

[?ﬁ -q%s[¥, ]x.y]va = _[a_ + a°s(¥, ]x'] '¥ :’rr 50 2n

ag B2 8r ay
Definiendo el parametro g° = —'11'2‘: g%, esta ecuacidén toma la forma:
B
4 vy . S
H?Vz T = 3 3_va ‘Y -g*s(¥,v? 7., 337 c.12

las ecuaciones €,10,11,12 son las formas adimensionales de
las ecuaciones de campo que describen la turbulencia debida a los

modoes g.

Para la transformacion de las ecuaciones que describen la tur

bulencia debida a las ondas de deriva resistivas se utiliza el si-
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guiente erdenamiento:
-— - -1
n-a;s-az;a‘,a,,az-a ‘s~ 1: 8~
1la ecuacidn C.9 se transforma como:
a 1 148 (Ba _T
[se * sl lr.n]" = &8 'a‘z‘['ﬁ a—z'[° aﬁg]]

Ante el cambio de coordenadas:

8N ¢ v - - a__*18 . .
ngr tri@,n] (1+A) + rn'[T,n]ho = 5" EE[E =T -7 n]
De esta forma se tiene:
8n 3 0% 3
Booxa e mf-aly + 5 ras-ard, 0, ¢ (8,0, -ad 0, 0 =
e e 14 {18% T on
~(ngm) qaz(qaz q az]
La forma adimensional es la siguiente:
on 13 0% ; a1l 4 _-1{13% _T an
7=t Kq-y - Kz = "u g 7" {555 3 5;] C.13
1a ec. C.5 se transforma como:
2 2 2
a [:) 12 =-2_%-1 3 [= . L
-+r1¢])[ + 2 2 |F = ~r 7y —(qb-T —'I‘n)
[Br ’ Jro ar rzaaz acz

Ante las formas adimensionales:

(e + asf-are 1, , + 8,1, 23, J“]](q <% -zgy]z +

2
] 8 18 [ +1{28% 1°4%
[z -afp] )% = - 35[0 (5% -5 3]
La forma adimensional es:

g_(la$ T 8% C.oa

En este caso:
2 2
8 _ .8
7 [ &
3
S=Frafad o, + @0, 2F ]
Las ecuaciones C.13,14 son las formas adimenhsionales de las ¢

cuaciones de campo que describen la turbulencia de las ondas de de

ri-va resistivas.
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APENDICE D

Para la investigacién experimental, la tarea de abtener resul
tados significativos mediante una investigacién dada puede no ser
tan ardua. Existe un tecrema, de naturaleza matemdtica, que sim-
plifica considerablemente el trabajo y contribuye a darles un sen-
tido a las investigaciones experimentales. Este teorema se denomi-
na Teorema II de Buckingham, en honor de E. Buckingham (1867-1940).
TEOREMA TI.

Sean Qusevvecereyg n pardametros fisicos, relacionados funcig
nalmente por medio de una ecuacidn del tipo F(ql,....,qh) = 0.
~Supongase que el numero de dimensiones independietes que se presen
tan entre los pardmetros es igual a r. Entonces la ecuacidn se pug
de expresar como una relacidn equivalente:

Fz(n‘,.......,n_) = 0

donde W ieese, M 80N pardmetros adimensionales, obtenidos a partir
de los parametros oroginales eer-eq ym=n -k, siendo k < r.
En esehcia, el teorema II afirma que el investigador experimental
no tiene necesidad de tomar en consideracién todas y cada una de
las variables por separado, permitiendo que varie cada una a la
vez, para ocbtener una buena aproximacién de una ley fisica.
Aunque el teorema 1 indica gque es posible la reduccidn del nimero
de pardmetros, no ofrece explicacién respecto a como puede llevar
se a cabo dicha reduccién.
Formulacidn de los términos 1.

Sean los parametros en consideracién Qereorr -
Se selecciona de este grupoc de variables el nimero mayor de pardme

tros gque, al combinarse como productos de potencias de los mismos,
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no formen un término II. Este grupo constara de parametros indepen-
dientes y debe ser siempre menor o igual, en numero, al numero de
dimensiones distintas de los pardmetros.
Supongase que las dimensiones del conjunto de paradmetros se desig-
nan por medio de Dx""JL' y ademds gue se puede encontrar un gru
podem q:s y ordenarlo en una secuencia tal gue cada q, tenga una
dimensidén quue no posea ninguna otra q de la secuencia. Entonces
no podra formarse un producto de potencias de esos q:s que dé como
resultado un término I y, asi, se tandra.el nimero maximo de varia
bles independientes.

Matemdticamente, y en forma sistematica, se puede encontrar
un conjunto maximo de parametros independientes (ql)r gue tengan
dimensiones (Dl}: como se indica:

1.~ Se hace una lista de g’s con potencias apropiadas Df

a
11 in
q, -+ Dl""""Dm

a
nt nm
q“‘ - D1""""D-
2.~ Se ordenan los exponentes:
q, +ooay
qn - a
nl

Como m = n se selecciona un orden mxm de la secuencia original.

.......am

tesseesd

nm

3.~ Se forma el determinante del orden mxm. Si este determinante
es distinto de ceroc las q, asociadas son independientes. Si el pri
mer determinante seleccionado es cero se repite el proceso con un
segundo determinante, etc.

4.- Si todos los determinantes mxm son cero, el numero de q, serd
menor que m. Se procede a seleccionar m-1 hileras y se forman de-

terminantes de (m-1)x(m-1;. Si al menos un determinante m-1 no es
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cero, las q, correspondientes seran independientes; de no ser asi
se repiten los pasos anteriores.

Supongase que se encuentra un nimero k de q, independientes,
entonces, el numero de términos m que pueden obtenerse es n-k.
La construceién de los términos I se hace de la siguiente forma:
Dados los k parametros independientes Qyr+-- .9, Se selecciona un
4, de entre los n-k pardmetros restantes. Por ejeumplo, se seleccio

na el parametro 9, Se forma el producto

b b
(q,) eeeita) tq

donde (bl}"’ son constantes arbitrarias, y se trata de encontrar va

v
lores de estas constantes tales que el término I!l = ql‘ . ..t';‘(kq‘"l
sea adimensional,

Esto significa, desde el punto de vista dimensional que:

b a a b

‘11 TR K1 X
n
...D. ) ...(Dl -..D- )

k
(@,

a
(p,**"'..p_ D Aty = p}...o]
Por lo tanto se tiene que:

(ba +...tb a +a ) (ba ¢...¢ba +a
111 Kkl kel 1 ...D.ll. k km k'l- - D?...Do

1

Igualando los exponentes se obtiene un sistema de m ecuaciones li-

neales de la forma:
ba,  + ...... +ba = =a

blah T e *+ bkah = -akd._

Este sistema puede resolverse para los exponentes desconocidos bl
y la cantidad adimensional puede encontrarse a partir de la ecua-
cién para este término:

b )

1 ®

no=9.-.-949,

Despues de aplicar este proceso para la variable q,, . para obte-
ner “1, se selecciona la siguiente variable q y se determina el sji

guiente tdrmino I, etc.
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