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INTRODUCCION 

Al cursar la materia de fenómenos de transporte en la maestria, 

desde mi punto de vista, estudiar la esencia de la Ingenieria 

Quimica, quede ampliamente sorprendido de la potencialidad de esta 

área. Aprender fenómenos de transporte, es tener la posibilidad de 

experimentar la agradable sensación de poder manipular procesos tan 

complicados, como la tt~ansferencia de masa en reactores a muy simples 

como es el cálculo de la potencia de una bomba. El poder realizar 

balances de matet'ia, energia y momen~um de manera diferencial de 

algún proceso y después integrarlo para llevarlo al mundo 

macroscópica, es tene1~ la posibilidad de sentirse parte canstitu~iva 

y creadora de este mundo. Los Ingenieros Quimicos na debemos 

desaprovechar esta oportunidad que nos brindan 

transporte. 

los fenómenos de 

Profundizando en este tópico, sin embargo, me di cuenta de que 

la segunda fase de la experiencia es resolver las ecuaciones 

diferenciales que resultan de los balances diferenciales sobre el 

fenómeno a estudiar. En esta parte es donde muchos Ingenieros tenemos 

problemas. Es raro encontrar Ingenieros con el suficiente 

conocimiento matemático para resolver la gama de ecuaciones 

diferenciales que nos presentan los fenómenos de transporte, esto es 

debido, en parte, a una mala fo1"'mac ión 

licenciatura 

aplicar ... º> 
conocimiento. 

("para que estudiar matemáticas 

y también por la >>satanización'' 

Mi caso no fué la eKcepción, 

a nivel matemática 

si nunca las vas a 

social de esta rama del 

no obstante, decidi 

aprender a resolver ecuaciones diferenciales. Por fortuna encontré 

te>:tos muy apropiados para esta encomienda, uno de ellos escrito por 
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Ingenieros Qulmicos, el excelente texto de Marshall y Pigford,~ el 

cual, adem¿s de dat• los requerimientos matemáticos necesarios, nunca 

se desliga del problema fisico. Posibilitada para resolver algunas 

ecuaciones diferenciales con técnicas anallticas, sen ti cierta 

insatisfacción debido a que los modelos matemáticos que padla 

resolver estaban muy simplificados. De esta forma, concebl que para 

resolv2r modelos m~s realistas era necesario avanzar~ hacia otra rama 

de las matemáticas; los métodos numéricos. Aunado a esto, fué 

necesario apt'ender y dominar lo referente a lenguajes de programación 

y técnicas computacionales, y es asi, como encontré esta fabulosa 

unidad de concep1:os: Modelo Malemálico-Mélodos Numéricos-Computación, 

los cuales se han convertido en una poderosa herramienta de cAlculo y 

p1-edicción denominada sim:uLación. En este sentido, quisiera centrar 

esta introducción en los conceptos involucrados en la simulación, 

para posteriormente pasar a explicar como se han aplicado en el 

presente trabajo, y de esta manera ubicarnos en el tema lo suficiente 

para comprenderlo en su totalidad. 

En los problemas de simulación, la construcción del modelo 

matemático es una de las etapas más complicadas y de mayor 

responsabilidad. La experiencia muestra que en muchos casos la 

elección correcta del modelo, significa resolver más de la mitad del 

problema. Para que la simulación sea exitosa, es de enorme 

importancia la comprensión del problema, es decir, que se tengan los 

canoc1mientos suficientes sobt·e el fenómeno a estudiar y además 

alguna experiencia de aplicación de los métodos matemáticas en el 

ámbito de investigación. 

El modelo matemático nunca es idéntico al fenómeno que se 

Mo.rshO.lt, 'W. R. y 
Equa.li..ons Lo chemi.eol 
Preas Neva.rk <1.94?>. 

Pi.gford, R. L.. Th& 

Engi.neeri.ng Probtems .. 

2 
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considera, no ,transmite todas sus propiedades 

Basado en simplificaciones e idealizaciones, 

y particularidades. 

el modelo es la 

descripción apt'oximada del fenómeno. Por esta. razón, los resultados 

que se obtienen al analizar el modelo siempre tienen respecto de 

éste, carácter aproximado. Su precisión está determinada por el grado 

de correspondencia, semejanza adecuada entre el modelo y el fenómeno. 

La precisión y fiabilidad de los resultados es uno de los problemas 

más delicados de las matematicas aplicadas. Este problema se resuelve 

de la forma mas sencilla, cuando las leyes que determinan la conducta 

y propiedades del fenómeno son bien conocidas y existe una gran 

e}~pe1"'iencia practica de su aplicación. Entonces, a priori antes del 

experimento, aqui antes de resolver el problema matematicol es 

posible apreciar la exactitud de los resultados que genera el mooelo. 

Una situación mas complicada surge cuando nuestros conocimientos 

sobre el fenómeno que estudiamos son insuficientes. En tal caso, al 

construir el modelo matemático, es necesario hacer suposiciones 

adicionales que tienen caracter de hcpótesis. Las deducciones 

obtenidas como resultado de la investigación de dicho modelo 

hipotético tienen ca1·acter convencional con relación al fenómeno que 

se estudia. Para él, son el las justas en el grado en que son 

correctas las suposiciones iniciales. Para su vet"'if icación es preciso 

comparar los resultados de la investigación del modelo con toda la 

información que se posee acerca del fenómeno que se estudia. El grado 

de aproximación de los datos calculados y experimentales permite 

juzgar sobre la calidad del modelo hipotético, acerca de si las 

suposiciones iniciales son correctas o et"'t"'óneas. 

Asi, el problema de 

modelo matemático para el 

la posibilidad 

estudio del 

de aplicación de cierto 

fenómeno, no es puramente 

matemático y no puede ser resuelto sólo por métodos matemáticos. El 

criterio fundamental de veracidad es el experimento, 

el sentido más amplio de la palabra. El criterio 

la 

de 

práctica en 

la practica 

permite comparar diversos modelos hipotéticos y de ellos elegir aquel 

que es el más sencillo y que, al mismo tiempo, en los margenes de 
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precision requerida, 

fenómeno. 

reproduce correctamente las propiedades del 

De esta forma, podemos decir que nuestra estimación del modelo 

matemático no es absoluta: el modelo sirve o no sirve El 

análisis nos proporciona la posibilidad de establecer para el modelo 

las condiciones de aplicación, ligandolas con la gama de variación de 

parámetros del problema y la precisión requerida. Por otra parte, es 

claro que los modelos matemáticos permiten reducir la investigación 

de un fenómeno real ·· no matemático " a la resolución de un problema 

matemático, dando asi la posibilidad de emplear para su estudio el 

apat~ato matemático, perfectamente elabot"'ado, en conjunción con 

la maquinaria de cómputo. 

toda 

La elaboración del modelo del fenómeno a estudiar permite 

plantear el problema de su estudio como matemático. Después de ello, 

surge la segunda etapa de la 

método de resolución del 

investigación, esto es, 

problema matemático 

la busqueda 

planteado. 

del 

Con 

frecuencia en maternaticas se tt"'opieza con pr·oblemas cuya solución no 

se consigue obtene1· en forma de una fórmula que ligue las magnitudes 

buscadas con las prefijadas. Al hablar de tales problemas decimos que 

no se resuelven en forma explicita. Pat"'a resolverlos se tiende a 

hallar cierto proceso infinito que converJa hacia la solución 

buscada. Si dicho proceso está indicado realizando cierto número de 

pasos y cesando después los cálculos lno pueden continuarse 

infinitamente), obtenemos la solución aproximada del problema. Este 

proceso está ligado con la realización de cálculos de acuerdo con un 

riguroso sistema de reglas que se prefija en función del carácter del 

proceso y recibe el nombt·e de aL9ori. lmo. 

El problema de aplicación de los algoritmos en 

un proceso infinitamente convergente, no consiste 

los que se emplea 

en el carácter 

aproximado de la solución, sino en el gran volumen de cálculos 

necesarios. No es casual que tales algoritmos suelan ser llamados de 

cálculo y los métodos para resolver problemas matemáticos, basados en 

ellos, métodos nwn.éricos. La ei<tensa aplicación de los algoritmos de 
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c:álc:ula· ti;;¡ sido pósible grac:ias a las' computadoras. Hasta la 

aparición de ést~s, los métodos numéric:os se empleaban rara, vez y . - . ' - . -. - -

,debido, a_,.1a·, e,xtremad_a .. l_aboriosidad de los cálculos manuales, sólo en 

.casos relativamente senc:illos. 

_Existe una diversidad de_ métodos numéricos, estos en real idao 

depen_den de_l problema al que se les aplique, as.!. enc:antramos que hay 

métodos numéric:as para la soluc:ión de ecuaciones algebraic:as, 

diferenciales, de optimizac:ión, etc:. Es importante notar que muchos 

de los algoritmos de c:álc:ulo son iterativos, esto es, realizan 

c:álc:ulos repetitivos hasta alc:anzar una soluc:ión satisfac:toria. 

Una vez que se han establec:ido c:laramente las reglas para la 

la solución del modela, es necesario llevar este procesa a 

computadora. En este paso, es de vital importancia cano~er o tener 

alguna experiencia en lenguajes ae pt~ogramac1ón y sistemas operativas 

para las computadoras. Al realizar una simulación de algun procesa es 

nec:esario que esta sea ec:anómic:a <en el sentido de tiempo de c:ómputol 

y efic:iente (que siempre deberá tender a canvet'gerl. De este moda, la 

elec:c:ión del lenguaje de programación está basado en satisfacer estos 

requerimientos. Existen una vat~i~~ad de lenguaJes de programación, 

desde los más simples como BASIC <Beginners All-Purpose Symbolic 

Instruction Codel clasificadas de alto nivel debido a su parecido con 

el diálogo humano, hasta los de bajo nivel como el lenguaje e y 

ensamblaGGr. Entt'e esta gama de lenguajes de programación se debe 

seleccionar el más adecuado, sin embargo, ya que una simulac:ión tiene 

que ver necesariamente con cálculos numéricas es requisito elegir un 

lenguaje que considere rapidez de c:álculo y precisión, en este 

sentido el lenguaje BASIC es de antemano desc:artado debida a su 

lentitud de ejecución y además a su exc:esiva generación de c:ad1gos, 

de este modo, los lenguajes FORTfiAN-77 CFO~mula T~ANslatioG~, F~SCAL 

y C suelen ser los rnas adecuados. Cabe aclarar que en este ca~o no 

estamos hablando de lenguajes orientados a la programac:ión lógic:a 

como PROLOG o LISP, sino más bien de los lenguajes que generan los 

archivos base con los c:uales estos se pueden agrupar y asi generar un 
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simulador con características de decisión. 

Aunado a esta elección del lenguaje, debe tenerse en ~mente~ la 

capacidad ael sistema de cómputo con que se cuenta. A partir del boom 

de las computadoras personales en los ª"ºs 70, la generación de 

software para estos sistemas ha crecido en forma indiscriminada, de 

tal manei-a que al realizar una 

pensando en su compatibilidad con 

simulación casi siempre se está 

las computadoi-as pei-sonales. No 

obstante, esto no es una regla general, ya que existen pi-oblemas que 

requieren una gi-an capacidad de memoi-ia y es necesai-io pi-agramar para 

una versión mini o macro computadoras. 

Estariamos mintiendo si dijeramos que gran parte de la capacidad 

actual de resolución de problemas no es debido a las computadoras. En 

la actualidad, el investigador, al consti-uir el modelo matemático, ya 

no tiende a creai- considerables simplificaciones que antes ei-an 

necesarias para obtener la solución en foi-ma explicita. Ante todo su 

atención está dirigida a tomar correctamente en consideración todas 

las más importantes peculiaridades del fenómeno a estudiar y 

refleJarlas en el modelo matemático. Después de establecer el modelo, 

surge el problema de confeccionar el 

correspondiente problema matemático 

algoritmo de resolución del 

y de realizarlo en la 

computadora. Asi, las computadot·as han hecho var·iar la actitud ante 

la aplicación de las matemáticas como método de investigación. Hoy 

dla, las computadoras son uno de los factores determinantes del 

progreso cientifico. Su empleo favorece el desarrollo acelerado de 

las ramas rectoras de la economia, abre posibilidades, 

principio, para el diseno de complicados sistemas 

nuevas en 

reduciendo 

considerablemente los plazos de su ci-eación y puesta en explotación 

en la producción, asegura la elección de los regimenes óptimos de los 

procesos tecnológicos de producción, crea las condiciones para el 

pei-feccionamiento de la administración y elevación de la 

pt·oductividad del trabajo. Si, por regla, en el proceso de producción 

las máquinas tomaron sobre si las funciones flsicas del hombre en el 

proceso de producción, las computadoras ampliaron sus posibilidades 
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intelectuales en las actividades mentales. Son uno de los importantes 

factores de_ conversión de las ciencias en 

productiva de la. sociedad. 

la fuerza directamente 

Gracias a las computadoras transcurre un intenso proceso de 

matematización no sólo en las ciencias naturales, sino también de las 

ciencias sociales; importante valor ha adquirido la aplicación de los 

métodos matemáticos en la economta. Los modelos matemáticos empiezan 

a utilizarse extensamente en qutmica, geologia, biologia, medicina, 

psicologia, etc. e incluso se presta g1·an atención a la preparación 

de cuadros altamente calificados capaces de realizar las enormes 

posibilidades que ofrece la utilización eficaz de las computado1·as. 

Todo esto confirma la opinión de Carlos Marx~ quien consideraba que; 

••1as ciencias sólo alcanzan la perfección cuando consiguen hacer uso 

de las matemáticas". 

En el presente trabajo hacemos uso de los conceptos vertidos 

anteriormente en la simulación de reactores gas-liquido. Este tipo de 

reactores es utilizado ampliamente En la industria quimica para 

llevar a cabo diversos procesos de reacción gas-liquido como por 

ejemplo; lavado de gases (eliminación de gases contaminantes del 

proceso como C0
2 

y H
2
Sl y manufactura de productos puros (producción 

de HN0
9

, H
2
S0

4
, etc.). La selección, diseño y comportamiento de este 

tipo de reactores está determinado por su hidrodinámica y dispersión 

axial, transferencia de masa y calor, y la cinética de la reacción. 

Aún cuando este tipo de reactores es sumamente importante a nivel 

industrial, poco se ha hecho por estudiar a fondo su comportamiento. 

El objetivo del p1·esente trabajo es realizar un análisis 

detallado del fenómeno de transferencia de masa con reacción quimica 

en dos tipos de reactores gas-liquido: el modelo de tanque continuo 

agitado <CSTR) y el modelo de columna empacada. De esta forma, los 

z 
Ti.jonov. A. y Kostomorov, D.. Conferel"1ci.as de Introducci.on lo.a 

Mo.~ema.t.i.cas Apli.ca.dos:, Edi.!..ori.o.t MXR <1.907). 
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balances de materia se han desarrollado a un nivel macroscópico 

lalreaedor del reactor) y diferencial, esto es, tomando en cuenta el 

fenómeno de transferencia de masa interfacial, además de considerar 

la cinética de la reacción. 

Por otro lado, las ecuaciones diferenciales resultantes de estos 

balances se han resuelto mediante la técnica de colocación ortogonal, 

la cual forma parte de los métodos denominados de "función prueba" 

para la solución de ecuaciones dife1·enciales. Esta técnica no es 

nueva 11940) 1 sin embargo, como todos los métodos de discretización, 

tiene un auge importante con el devenir del avance computacional. 

Para lograr el objetivo de este trabajo se propuso el siguiente 

esquema: 

En el capitulo 1 se presentan !~s modelos matemáticos de los 

rea.ctot"'es gas-liquida, es-¡::;:o es, los balances de materia macroscópica 

y diferencial del modelo CSTR y el de columna empacada. Además de 

presentar un análisis detallado de las simplificaciones involucradas 

en cada modelo, se muestr'a una sección donde se estudian las 

ecuaciones fundamentales para el modelamiento de reactores en 

general. 

En el capitulo 2 presentamos lo concerniente a la 

de masa con reacción quimica. En este capitulo se 

transferencia 

analizan las 

principales vat'iables que afectan al fenómeno y también se hace una 

breve discusión de los modelos inte.-faciales de transferencia de 

masa. Por otro lado, se hace un estudio sobre la problemática en los 

modelos de solubilidad y difusividad en liquidas. El resultado del 

análisis en este capitulo es la determinación de los parámetros más 

importantes en el fenómeno y qué peso deben tener en la simulación. 

El capitulo 3 trata lo relacionado con la solución numérica de 

las ecuaciones diferenciales y los algoritmos de simulación. En este 

capitulo se hace una breve revisión de los métodos de discretización 

para la solucion de ecuaciones diferenciales, además se trata en 

detalle los fundamentos del método de colocación ortogonal y su 

aplicación misma en la solución de esquemas de reacción presentando 
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ejemplos ilustrativos. Por otro lado, se plantean algunos comentarios 

sobre la solución de sistemas de ecuaciones algebraicas no-lineales y 

finalmente se presentan los algoritmos seguidos para la simulación. 

En el capitulo 4 se presentan los resultados de la simulación. 

Primeramente se presentan los resultados de los análisis paramét1--icos 

en los dos tipos de reactores. Después se presentan los resultados de 

aplicaciones especificas; cloración del n--decano para el modelo CSTR 

y la absorción de C0
2 

en soluciones de mono-etanol-amina IMEAI para 

una columna empacada. El análisis paramétrico se llevo a cabo 

considerando las observaciones del capituio -"-• La exposición de 

resultados se hace a través de gráficas y tablas. 

El capitulo 5 comprende las conclusiones del trabajo. La 

presentación de estas conclusiones se hace considerando tres partes: 

modelo CSTR, modelo de columna empacada y el 

ortogonal. 

método de colocación 

Finalmente, se presenta una serie de apéndices que contienen los 

listados de los programas de computadora de la simulación en lenguaje 

FORTRAN 77. El objetivo de presentar estos listados es el sincero 

pensamiento de que, cualquier persona que desee involucrarse en este 

maravilloso tema, tenga como apoyo esta pequeRa contribución en torno 

a la simulación de reactores gas-liquido. 
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MODELAMI ENTO 
REACTORES GAS 

·e·_,· ' 

Para la mayoria de los Ingenieros el 
-;· 

DE 
LIQUIDO 

término madelar implica 

utilizar el comportamiento d~ un sistema para simular (es decir, 

permitir la predicc:'ión ____ d.;>- __ el comportamiento de un sistema distinto. 

Sin embargo, 1.3. entidad usada como "modelo" puede variar ampliamente. 

En algunos casos, "mode"losn de aeronaves o automóviles son colocados 

en túneles de viento y sujetos a pruebas controladas. En otros casos, 

se manipulan ecuaciones matemáticas por técnicas analiticas o a 

través de métodos numéricos utilizando calculadoras o computadoras, 

para dar los mismos resultados de simulación. 

En estas situaciones las ecuaciones mismas son vistas como el 

ºmodelo .. ; y la "simulac1ón)> es ia manipulación de estas ecuaciones 

que generan números que nos indican el comportamiento de un proceso. 

Esta perspectiva, algo restringida, es considerada para evitar la 

confusión que ha sido una parte 

alt•ededor de la palab1·a madelar. 

t1·adicional en la jerga técnica 

En nuestro casa estarnas particularmente interesados en modelos 

que contienen derivadas. debiao a que ellas tienden a representar 

sistemas fisicos complicados en una forma condensada y proveen un 

panorama más realista de la simulación pat~a un amplio rango de 

condiciones. Como consecuencia de esta, se 

conocimiento de métodos numéricos eficientes para 

estas ecuaciones diferenciales. 

requiere oel 

la solución de 

En particular, la simulación de reactores juega un papel muy 
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importante en la Ing. Quimica~ tanto a nivel industrial como en la 

docencia e investigación. En la industria, muchas ocasiones el 

corazón del proceso e5 un reactor, por lo tanto es imprescindible 

contar con un simulador que sea capáz de predecir el comportamiento 

de éste, rápida y eficientemente, cuando existan alteraciones en el 

proceso, y asi evitat· el usa· de la famosa t•egla de· la 

que muchas veces conduce a situaciones catastt~6ficas. En ~l terreno 

docente, el simulador cubre su importancia al ser una excelente 

herramienta de .apr·endizaje, esto es, el conocer como se comportará un 

determinada reactat~ al mover algunas variables o números 

caracteristicas. En la investigación, su impo1~tancia radica en que se 

cuenta con el medio idoneo para llevar a cabo escalamientos desde Lln 

experimento en un reactor a nivel laboratorio hasta el posible diseno 

de un r~eactor industrial. 

No obstante la importancia de la simulación de reactores, es 

hasta recientes fechas que esta ¿rea comienza a tener una gran 

~ctividad. Es de notar que muchos de los simuladat~es de procesos 

comerciales !PACER, MICROCHESS, CHEMCAD, HYSIM, etc.I carecen de una 

subt~utina general para la simulación de reactores, estos más bien 

traen una subrutina que realiza calculas estequiométt~icos y nada 

concerniente a transferencia de masa. Recientemente el simulador de 

procesos ASPEN PLUS ya tiene implementadas una serie de subrutinas 

para diferentes tipos de 1~eactores. 

Esta inactividad fué debida en parte, a que cuando se trata de 

plantea1· un modelo .. adecuado" de un reactor, esto es, estaolecer 

los balances de materia y energia respectivos, resultan ecuaciones 

diÍet~enciales, las cuales en raras ocasiones pueden ser resueltas 

analiticamente, resultando de esta forma una estrecha vinculación 

ent1~e la s1raulac1ón de reactores, 

avance computacional. 

las técnicas numéricas y el 

Al ser el reactor una unidad muy especifica de un proceso, se 

requie1·en modelos un tanto sofisticados para predecir bien su 

comportamiento, de esta forma, se hace necesario establecer 
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balances de materia y energla en términos difei·enciales. Asi, 

enfrentados a un problema de ecuaciones diferenciales, es imperante 

contar con métodos numéricos robustos y eficientes para 

resolverlas, es decir, los resultados de la integración deben ser 

"'forzosamente~· congruentes con 

contar con un buen sistema 

la realidad. 

de cómputo 

Por otro lado, se debe 

que tenga suficiente 

capacidad de memoria y velocidad para no hacer costosa la 

simulación .. 

Hasta aqul se ha hablado en términos generales de la simulación 

de t•eac tat·es, sin embargo, el area especl f ica que nos ocupa por 

ahora, es la concerniente a la simulación de reactores gas-liquido. A 

continuación damas un breve bosquejo sobre el modelado de reactores 

en general y después seguimos con los modelos especificas de 

reactores gas-liquido. 

Al MODELANDO UN REACTOR 

El modelamiento de reactores qulmicos, en general, no está 

basado en la fot·ma e}:tet•na del equipo ni en la reacción o reacciones 

que se lleven a cabo en éste, ni aún en la naturaleza del medio 

(homogeneo o hetereogeneol. Si nos enfocamos en el fenómeno que 

ocu1~re en 21 1~eacto1~, la diversidad aparente de reactores se t~educe a 

un pequeHo número de modelos o tipos básicos de reactores. El 

fenómeno que ocurre 

transferencia de masa, 

puede ser dividido en; 

~ransferencia de calo1~ y 

reacción qui mica, 

transferencia de 

momentum, de este modo, el modelamiento de 1-eactares estA cimentado 

en las ecuaciones que describen este fenómeno; la ecuación de 

velocidad de reacción, las ecuaciones de continuidad, energia y 

momenlum. La forma y complejidad de estas ecuaciones las discutiremos 

a continuación. 
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A. 1) -Ecuaciones -Fundamentales 

c_onsíderemos que se asi:;a consumiendo la especie i por reacción 

quimica en un reactor cilindrico de coordenadas radial r y axial z, 

como se muestra en la fig. 1.1 • Este es un sistema distribuioo, 

debido a que la concentración de las especies es una función de r, z 

y l Ctiempol, suponiendo una operación transiente. F·osteriormente 

como la reacción quimica involucra generación o consumo de calor, la 

temperatura ly de este modo la velocidad de reacción) se1•á una 

función de r 1 z y l para una velocidad dada de adición o 1·emoción de 

calor a través de la pared del reactor. Por otro lado, mientras s2 

suponga una simetria angula1· puede pensarse en una adición o perdida 

de reactivo a través de las fases. De esta fo1·ma la ecuación de 

continui~ad para la especie i en un anillo anular de volumen 2rrrdrdz 

se obtiene en términos del siguiente balance ElJ, ver fig 1.2: 

[

velocidad de cambio] 
en la dirección z 
debido a flujo y 
difusión. 

+ 
[

velocidad de cambio] 
en la dirección r 
debido a flujo y 
difusión. -. 

+ 
[ 

geración de i ] 
debido a la -
adición inter- .· = 
facial ga. 

[ 

velocidad de ] 

. --acú~ulac ión ·. 
de i. 

+ 
[

generación l 
de i debi
do a la 
reacción ge 

(1. 11 

- _:El-f-lux- --molar--debido a flujo: y_ -difusjón pa_ra una dirección 

determinada es 

N= ve. + J." 11.21 
J J J 

donde 

J.= -c D dx ./ dz 
J J 

1~ ..; 



obtenemos 

at. 

Dividiendo' 

obtenemos, 

iJ ve i 
+ 

V iJt. A iJz 
z 

( 1.4) 

donde la velocidad radial u~ e~~c~ro y los coeficientes de difusión 

radial_ y a::ial se suponeri _ind_e¡:¡~nd,i,entes de la posición. Notando 

que 

A dz,,;dV 
z. 

Gi= f.i u z_z 
:R.= g/V 

e int1·oduciendolas en Cl.4) obtenemos 

( 1) 

1 iJ N. 
J + 

V ot. 

( 2) 

iJ QC. 

A iJz z 

J 

(3) 

D 8
2 C 

z j 

iJz z 
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( 4) 

e 1.5> 

e 1. 6> 

(1. 7) 

-•-:-r----:-r _- [ r--:-:~j- J 
.:R. +.:R. e 1.Bl 

e <> 
(5) 



C0(1) 

fig. 1.1 Esquema de un reactor cilindrico 

_ N,A,•(11,C+J,)A,_ 

-,;_ 

- Y • 2Kr.drdz 
. A1 •21Crdr 

A,. •2Krdz 

l(u,C+J,)A,J,.,, 

fig. 1.2 Anillo diferencial cillndrico para la derivación de 

la ecuación de continuidad. 
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L.a ecuación de con~/nl.Íid~d ~.ara la especie i 

<1'> el cambio- en-m~~·i:~,~-~,de .i.'~~~c: ei tiempo en 

expresa de esta forma: 

un volumen V; (2) el 

cambio de conceritraC:fón; C:on r;;s;pecto al elemento de volumen ; (3) la 

dispersión o difüsión~axial :de i; <4> la dispersión 

generación p~r ~eai:cf~n '.~ ~dtcfon desde otra fase. 

radial; y (5) 

Por un procedímientci una expresión para· la 

temperatura se~n~Je~~r~: 

:·,a 
---~-· + ..,z_;....---'---

a T 

at. 

( 1. 9) 

donde K es la difusividad térmica, es el calor 1 iberado o 

consumido por reacción <=-AH .?U y qo. es el calor adicionado o perdido 

desde otra fase. 

Para la ecuación de momentum, el balance se obtiene por la 

aplicación de la segunda ley de Newton sobre un elemento de fluido en 

movimiento. En reactores quimicos solamente la calda de presión y las 

fuerzas de fricción son consideradas en la mayoria de los casos, 

utilizando un número importante de ecuaciones empiricas para 

repr··esentar el fenómeno. 

Bl MODELO DE UN REACTOR GAS LIQUIDO TIPO CSTR 

El modelo de reactor presentado en esta sección es un caso 

particular de las ecuaciones de modelamiento general, esto es, se 

considera que no e:<iste acumulación, dispe1·sión a:<ial y que opera 

isotermicamente. 
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Recientemente, ha sido ouesta mucha atención al estudio de las 

efect6s de la ~ransferenc1a de mas& sobre las reacciones 

gas-liquid~ que 5E r2alizan en un t"'eactor continuo da ta11c¡ue 

agitado lCSTRl. En una serie de articulas Hoffman el;. al [2,3] 

investigaron la posibilidad de múltiples estados e5taciona1~ios en 

reactores gas-liauidc. c.diabc;.ticos. La cinética ~ue supusieron fué 

de segundo orden pa1~a el caso de una t~eacc1ón y también para dos 

1~eacc1ones consecutivas. Las ecuaciones 021 modelo tueron t•esueltas 

aplicando un conjuntG O.::.: e~<pPesiones analitic:as para el facto1· de 

mejora deriva.das 01-i9inalcr.ente por '-/an ¡::.revelen y Hoftizer [4] y 

pot· Tet·amo~o et. al [5]. Se encont1·6 que las interacciones entre la 

rea~cion quimica~ las t'2sistencias difusionales y la solubilidad 

pLleden resultar en múltiples soluciones al est¿;.do estacionario ... Un 

análisis detallado de estabilidad En un CSTR adiabático es 

presentado por Raghuram y Shah [6] caso de una sola 

1~eacc iór. .. 

En nuestt~a caso se p1~esenta un modelo matemático pat"'a dos 

reacciones gas-liquido consecutivas, con una cinética de orden 

general, que se lleva acabo en un CSTR. El modelo toma en cuenta 

las interacciones entre la reacción y el proceso de transporte que 

ocurre en l~ pellcula. El modelo es muy parecido al presentad6 por 

Ho y Lee [7], sin embargo, la orientación del estudio y la 

metodologia de soluc>ión es muy diferente. 

B. 1) Planle·amienlo ·:del ·Modelo 

consecutivas 

( 1.10) 

(1.11) 
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''~ '. .. ~ ,,_, 

se supone que la reacción e L 10> es 'de· orden C:'- .C:C:m - respecto, a. la 

especie gaseosa disuelta A, y de ord.en w con ·respecto- a ·1a ·especie 

liquida B, y la reacción Cl.11) es de orden T y y con respe~to ~A y 

al liquido intermedio e, respecti~a~ente. 

El modelo matemático está basado en las siguientes 

consideraciones: 

Cll El coeficiente de transferencia de masa liquido y el flujo 

volumétrico de liquido efluente son independientes de la conversión. 

(21 Las temperaturas del gas y el liquido dentro del reactor son 

las mismas. El gas que sale del 1~eactor está satut~ada con vapo1~es de 

solvente (especie no 1~eaccionante>. La corriente gaseosa se pasa a 

través de condensadores y el condensado se 1~egresa continuamente al 

reactor para evitar pérdidas de solvente <ver f1g. 1.31. 

131 La solubilidad de la especie gaseosa A en 

sigue la ley de Henry 

y AL p 

la fase liquida 

(1. 12) 

donde CAL es la concentración interfacial de A en la fase liquida, yAL 

es la fracción mol interfacial en l~ fase gas y P es la presión total. 

C4l Los componentes que reacc·ionan en 

no-volatiles. 

la fase liquida son 

C5l La resistencia a la transferencia de masa en la fase gaseosa 

es insignificante, y por lo tanto yA = YA,. 

(6) El reactor se opera a temperatura constante, eliminando el 

calor de reacción por condensación y reflujo de los vapores de 

solvente. El calor de solución es despreciable. 

C7l La teorla de la pelicula es válida. --- ----._._:..:__ __ 

Las ecuaciones de estado estacionario que describen las 

reacciones Cl.10,11) en un CSTR con los efectos de transferencia de 

masa en la pelicula pueden ser divididos en dos partes. 
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YAf e 
et 

co_.--~~--·- -·--

fig. 1. 3 Esquema de un re.¡¡:r;tor ,gas-liquido C-STR 
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B.2)Balance de Materia Macroscopico 

Conside1·anda un reactor tipo CSTR al cual se le alimenta en fa1·ma 

gaseosa un flujo malar G y en fase liquida una velocidad volumétrica 

L, las ecuaciones de balance de masa alrededor del 

sigue 

Fase gas: 

Fase liquid~: 
.:;,_:·:.::.. 

a V 
V R 

L <cº~~C:ri~~ : [~~;r~;~;n> ilCz ªv + bk1c::tc;t <u_:a~ó>] 
.. •' ··:"'"·:: 

L éc cEc ~;> . ~t [~~~~i~-~:g/_ . 1 xJ6 

+(ck C,;_C;_,~c::.:k C..- cr l <u-a ól] V 
.:1 Al B l 2 ·Al Cl V R 

reactor san cama 

V 
R 

( 1. 13) 

( 1. 14) 

(1.15) 

donde u es la fracción de valumen ocupada par el liquida y DA, D9 , D 
e 

san coeficientes de difusión 

multicamponente, 6 es el espesar de 

valumen del reactor. 

efectivos para una 

la pelicula liquida y 

mezcla 

V 
R 

el 

La ecuación <1.13) establece que la velocidad de desaparición del 

gas A es igual a la cual éste se difunde a través de la interfase 

gas-liquido. En las ecuaciones (1.14, 15) las velocidades de 

desaparición de B y C son la suma de las velocidades de difusión y 

reacción en el sena del liquida. El flujo molar de gas que sale del 

reactor para el casa donde las coeficientes estequiamétricos a y d 

tienen el mismo valar, puede determinarse a partir de: 

20 



G G f LC 
G 

f A l 
(,1.16) -

{ o 
1 pº¡p 

"' 
.·, 

donde y es lá './~acc:·¡~i~ :mo'f -_'de-" sol ve~·t e en la fase_ gas y pº 
s 

es la 
pres ió:Íl ·-~~,· J~p:~:Jt~-, ~~el:·~-· sO'fV~~t-~·;~,' ,,, 

;';:-1,-

B. 3) Balance de Maleria Diferencial 

Las ecua~iones de_bal~nc~ de masa que describen 
- - - , 

reacción en lapellcula <O<x<ó> son: 

d 2 C 
ak't:-rcr D 

A 
ak e"' e"' + 

A dx 2 1 A B z A e 

d 2 C 
e"' ce., D 

B bk 
B dx 

Z. i-.,-A ·ª· 

d z[; 
D 

·e 
+ tr 

e 
dx 2 c. 

, , .-·· 
las· respectiva;;,.:._cdndi·ciones frontera son: 

en >~=O 

en x=ó 

dx 
cick ce: c"'-+k'C..-_cr > <v-a ól 

J. Al Bt ' 2 Al Cl V -

+ 

21 

LC .. 
.. Al 

V 
R 

lá difusión y 

( 1. 17) 

t l. 18) 

(1. 19) 

Cl.20) 

(1. 21) 

<1.22> 



la condición frontera (1.22) establece que la velocidad de 

transferencia de A hacia el seno del liquido es balanceado por la 

velocidad de reacción y la velocidad de transporte hacia afue1·a por 

la corriente efluente del liquido. La primera condicion en la 

frontera en la ecuación 11.20) utiliza la relación de 

Hen1·y. 

la ley de 

Las ecuaciones de transporte derivadas anteriormente se hacen 

adimensionales al introducir los grupos adimensionales mostrados en 

las tablas 1.1.y 1.2 

Á 
B 

Á 
e 

/3 

V 
e 

Q 
f 

V 

TABLA 1. 1 

Var{~bieS'·~adimensioriales· utiliz.adas en el modelo CSTR 

aD / bD· 
B A 

aD / cD. 
e A 

(u-:-a ó) i a ó 
V ·v 

G"/CVak 
g Bf R V L 

22 

:vel. de Reacción 1 I Vel. 

de Transf. de Masa 

Vel. de Reacción 2 I Vel. 

de Transf. de Masa 

Razón de difusividades 

Razón de difusividades 

Razón de volumen 1seno-

pellculal del liquido 

Razón de Coeficientes 

estequiométricos 

Flujo adimensional del 

liquido 

Flujo adimensional del 

gas 



en 

TC 

u 
A 

u e 

u e 

vienen 

TABLA 1.2 

0~ria~i~i ~di~ensi~n~les utilizadas en la pelic~la 

23 

Distancia adimensional 

en la pelicula 

Concentración adimensional 

del reactivo A 

c'oncent.rac ión ad i mens ion~· J.' 

del reactivo B 

(1.24) 

(1.25) 



Cl. 26l 

<L27l 

Cl.28) 

en n=O {1.29) 

élü 
e - o en.n=O <1.29al 

.dn 

en n=l Cl.30) 

y 
du 

A 
(3 [<1,zucr u., + q,Zu"' ur ] + Q u 

1 AL BL Z AL CL f AL d 1I 

e 1. 31 > 

De esta forma, queda establecido el modelo para un reactor 

gas-liquido del tipo CSTR. Posteriormente se hablará de la solución 

de estas ecuaciones diferenciales y el comportamiento del modela. 
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e> MODELO DE UN REACTOR GAS-LIQUIDO TIPb 'é:oLUMNA EMPACADA 

Los reactores gas-liquido con a.mbas fases en flujo tapón son 

denominadas con tact6res diferencia l,es. La columna empacada es un 

ejemplo de reactor que cae dentro de esta categoria. La literatura 

sobre las caracteristicas de la transferencia de masa y la 

hidrodinámica en una columna empacada es extensa. En un articulo 

presentado por Charpentier [8 ] • resume los estudios sobre 

tr"ansferencia de masa con reacción quimica en columnas empacadas. 

Para producir una simulación robusta es necesario un modelo 

apropiado que describa el proceso de transfet'encia de masa en la capa 

limite cercana a la interfase gas-liquido. Se han desarrollado muchas 

modelos, tales coma el de Danckwet'ts [9]. Una de las principales 

aplicaciones de estos modelos ha sido caracterizar la influencia de 

la reacción química homogenea sobre las velocidades de transferencia 

de masa. Algunos ejemplos clásicos incluyen los estudios de 

Danckwerts [10J, F·e1'1'y y Pigford [11] y Brian et. al. [12]. Algunas 

de los resultados han sido expresados generalmente 

k .. /k0 donde 
L L 

factor de mejora, 
.. 

k 
L 

denota el 

en términos del 

coeficiente de 

transfet~encia de masa aparente en la fase liquida con la presencia de 

reacción quimica y k~ es el coeficiente de transferencia de masa bajo 

condiciones de absorción fisica. 

En el cálculo del factor de mejora, el modelo de la pelicula en 

estado estacionario es el más simple de implementar. Aunque el modelo 

no es muy realista, Secar y Butler [13J. y posteriormente Huang et. 

al. [14J demostraron que para un sistema de reacción bimolecular, las 

resultados obtenidos por el modelo de la pelicula y la teoria de 

penetración difieren muy poca si la razón de las difusividades de las 

dos reactivos es cercana a la unidad. 

Hasta la fecha poco se ha hecho para tratar de modelar y simular 

el proceso de absorción con 1·eacción quimica en torres empacadas o de 

platos; de los trabajos más recientes están los presentados por 
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Froment C15J, Emig [16] y Yeung [17J. Froment reporta resultados de 

un modelo riguroso aplicado a la absot·ción de dió:<ido de cat•bono por 

medio de una solución de mono-etanolamina CMEAl, sin embargo, aún 

cuando su modelo es rigurosa, la técnica numérica para su solución es 

costosa en tiempo de máquina y en estabilidad. Yeung propone un 

modelo que se hace muy atractivo debido a que es menos riguroso que 

el de Froment, aplica la teoria de la pelicula para la transferencia 

interfacial y además resuelve las ecuaciones diferenci2'le5 

resultantes de los balances de materia por el método de colocación 

ortogonal empleando los polinomios ortogonales de Lobatto, evitando 

asl los problemas de estabilidad y tiempo de cómputo. El modelo de 

Emig es para una columna de platos, incluyendo el balance de energia 

y reacción en ambas fases. Su modelo es probado para la producción de 

ácido nitrico. En el presente trabajo utilizamos el modelo propuesto 

por Yeung. 

C ll Planleamienlo del Modelo 

Se tiene una columna empacada <ver fig. 1.4i a la cual se 

alimenta una mezcla de gases que contiene a la especie A por la parte 

inferior a una velocidad volumétrica G'. La fase liquida fluye desde 

la parte superior a una velocidad volumétrica L, 

reactivo B. Se considera que en la fase liquida ocurre 

reacción: 

k 
A + b B -----

1-----> Productos 

con una velocidad de reacción 

r = -k e e 
A 1. A B 

Se han hecho las siguientes suposiciones: 

Cal Ambas fases están en flujo tapón 
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y contiene al 

la siguiente 

(1.32> 
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Figura 1.4 Esquema de la columna empacada • 
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(b) Sólo uno de los componentes de la fase gas se absorbe y 

reacciona 

<cl Las concentraciones de soluto son bajas, de modo que no 

hay cambios significativos en los flujos 

(d) Los componentes de la fase liquida son no-volátiles 

(e) La operación es isotérmica y a condiciones de estado 

estacionario 

(f) La reacción es irreversible 

<gl El proceso de transferencia de masa en la interfase se 

aproxima por el modelo .de. la.p~:J.'.:i.cu1a,:. 
lhl La caida de presión eri la· cólu~l-Ía es ... despreciable 

C.2) Balance de Materia Macroscopi~o 

Los balances de materia difere;nc.iales que se obtienen son: 

Fase gas: 

dC' 
G'-d_z_A __ 

Fase liquida: 

(i) 

L 

-a s'N 
V AO 

Ciil reactivo A disuelto 

L 

28 

k e e s 
:L Al Bl . 

Ü.33) 
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donde NAo es el.flux a través del.a interfase gas-liquido, y Nló .. es 

el flux de l.a película hacia el séno def .. liquidÓ .. z.es:la c<;>ordenada 

axial d~ l'a C::olumrla, u es ra volú.meri 

liquido, y S es el a.rea transversal:. de. la columna. 

en e·. e~ 
·Ag Ai.n 

e 
Bl 

e 
Bi.n 

e 
Al = o 

y estas sirven como C::bndiciones de frontera para 

( 1. 33) - ( 1. 35) • 

C.3) Balance de Maleria Diferencial 

óC:;_.iJada por el 

(1.36) 

las ecuaciones 

En la pelicula liquida la e~~ación de continuidad para A se 

simplifica. a: 

D 
A 

dx
2 

y de la misma manera para· 

D 
B 

dx
2 

bk e e 
:1 A·B 
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la resistencia a la transferencia cí~ 'iii¡s~. · ,tg '•I:a:· fáse' gas para A 

suministra una 

modo 

en x=O, N 
AO 

donde H* es la constante adimensional de; 

soluto A, esto es, C .H = y .P, entonces H*-.- H/P.'·-
At. A\. 

Las otras condiciones de frontera si:Jn:'' 

dC 
B 

dx 
o 

en :<=ó 

e = e 
A Al 

e = e 
B Bl 

C1.39l 

Henry para el 

(1. 40) 

e 1. 41> 

e 1.42> 

El sistema de ~cuaciones diferenciales anterior puede ser reescrito 

en términos de las variables adimensionales presentadas en las tablas 

1.3 y 1.4. 

30 



N . 

. <P2 

k .. 
k 

" k 
6 

k 
7 

k 
B 

.... > .. TABLA ·1"3. 
-·~)" '·-.: - .. :·>:·-. ;_;·~-~- ~~}:._: >" __ -.,;; ',-; 

Gr'up9~ .ad1.T.,en¡;¡:ionale.s }:!".'~et la columna empacada 
. -.,:;. <l.."L:<f:.Ó_ 

bG' C' /u:: : 
_:_~~=- --, Ai.n _ Bi.f't'-, 

b 

LtH"G' 

O lbD 

k
8 

/H*~ 
L O 

a ó/(u-a ól 
V V 

C' /C' 
Á_- Ai.n 
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··· .. :No' de unidades de transferencia 

Vel. de reacción/Vel. de transf. 

de masa 

Razón de alimentacione5 

Coeficiente estequiométrico 

Factor de Absorción 

Razón de difusividades 

Razón de resistencias a la 

transferencia de masa 

Razón de volumen \pelicula-seno 

del liquido) 

Cantidad de A en el gas 

Conversión fraccional de B 

Cantidad de A disuelta 

Distancia adimensional desde 

el fondo Cz=Ol 



Variables adinlén;;.'io~al'eis, usadas eM ;, el': modelo, de la pelicula 

rr= X/Ó "' k C D /k
2 

~ Bl A L 
<P ( 1-:-1; ) 
' ' ,,9 

e =bD ID =1/k 
A B 6 

r CA/Csli= ~,yc1~¡;~) \ 

.=e )~*(;0:~i;):k~'/c1~i; ~:~·.< k /H*k =k 
L a 7 

.- ;-7 ~ -·--~,"~::·:-, 

~':"" ::, . ; .: 1!1 • 

Las ecuaciones quedan de: la 'siguiente-

di; A N k du 

ln=a 
.. (1-¡; e) 

A 

d( k d rr 
3 

(1.43) 

di; e du 

In=~ 
N 4>2 k 

-N < 1-1; 
8 

) e ' .. 
(1-l;B) l;C d( d rr -

k 
e 

( 1.44) 

di; e du 

ln=l 

N<j>2 
N(l-1;

8 
) A + (1-1;

8
)/;C d( d rr -k--

e 
(1. 45) 

con las condiciones de entrada: 

en (=O, ¡;· = 1 
A 

(1. 46) 

en (=1, ¡; = o 
B 

Cl.47> 

en (=1, ¡; = o 
.e 

(1. 48) 
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y para la pel1cl1la _nos qued? 

d 2U,A 
-'-'---'-- , -

d ii.2
'' 

·2 
d rr· 

con las condiciones de frontera 

en 

en rr=1 

du 

_-:T/ -. d 1! 

du 
-B 

d 1! --

u· = r 
'A 

u = 
B 

A 

=-o 

+ u 
A-

(1.49) 

(1.50) 

(1.51) 

(1~52) 

'c1. 53) 

(1.54) 

De esta forma quedan establecidos los modelos matemáticos para 

dos tipos de reactores gas-liquido. Sin embargo, nada se ha discutido 

en lo referente al equilibrio de fases ni a la t1·ansferencia de masa 

con reacción quimica. Con el fin de protundiza1· un poco en estos 

tópicos, el siguiente capitulo tratará con ellos. 
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a 

a 
V 

A 
<g> 

A 

A 
r 

b 

B 
<l> 

e 

e' 

c 
c. 

e 
c 

<l> 
c· 

i 
c 

p 

d 

d' 

D 
A 

D 
B 

D 
e 

D 
<g> 

D 
r 

NOMENCLATURA. 

Coeficiente esteqiométrico 

Area interfacial por unidad de volumen 

Reactivo A en fase gas 

Area axial del anillo 

Area radial del anillo 

Coeficiente estequiométrico 

Reactivo B en fase liquida 

Coeficiente estequiométrico 

Coeficiente estequiométrico 

Concentración molar 

Concentración molar de la especie i 

Reactivo C en fase liquida 

Concentración molar de la especie 

Calor especifico 

Coeficiente estequiométrico 

Coeficiente estequiométrico 

en fase gas 

Coeficiente de difusión efectivo de la especie A 

Coeficiente de difusión efectivo de la especie B 

Coeficiente de difusión efectivo de la especie C 

Reactivo D en fase gas 

Coeficiente de dispersión 1·adial 

Coeficiente de dispersión axial 

Reactivo E en fase liquida 

Generación debido a reacción 

Generación debido a la adición interfacial 

Flujo molar de gas 

Flujo volumétrico de gas 

Constante de Henry 

Constante de Henry adimensional 
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i 

J. 
J 

k 
l. 

k 
< 

k 
z 

L 

N. 
J 

N 

p 

Pe 
i. 

r 

r 

:J'.. 

s 
l 

V 

V 

V 

V 
R 

X 

z 

Componénte i 

Flux~mol~rd~fusjvp 
Coeficientedé trarisferencia.de masa 

CoeficÍ.ente de transfere~~i.¡ de masa bajo absorción fisica 

Coeficiente de transferencia de masa con reacción qulmica 

Difusividad térmica radial 

Difusividad térmica axial 

Constante de velocidad de reacción 

Constante de velocidad de reacción 

Flujo volumétrico del liquido 

Flux molar en la dirección j 

Cantidad molar 

Presión total 

Presión de vapor del solvente i 

Calor liberado por otra fase 

Calor libe1·ado por reacción 

Definido por la ecuación (1.6) 

Distancia radial 

Velocidad de reacción para la especie 

Definido por la ecuación (1.71 

Area transversal de la columna 

Tíempo 

Fracción de volumen ocupado por el liquido 

Velocidad de flujo 

Volumen del anillo 

Volumen del reactor 

Distancia en la pelicula 

Fracción mol de la especia i en él gas 

Distancia aHial 

Longitud total del empaque en la columna 
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a 

w 

T 

y 

p 

o 
L. 

Ln 

o 

Símbolos. Griegos 

Orden de reacción de la 

Orden de reacción de la 

Orden de reacción de la 

Orden de reacción de la 

Densidad molar 

Espesor de la pelicula 

Subindices 

Entrada 

Salida 

Seno del liquido 

Alimentación 

Interfase 
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2 

TRANSFERENCIA DE MASA 
EN REACTORES GAS-LIQUIDO 

Los cuatro campos principales donde se utilizan 

gas-liquido en la industria quimica son: 

( 1l Procesos en fase iiqu{da. oxidación, 

las reacciones 

hidrogenación, 

sulfonación, nitración, haloge°riacfón, pólicondensación y 

polimerización ([1] 1 [2J, [3]). 

C2> Lavado de gases. C0
2

, 

SiF
4

, Cl
2

, P
2
D

5
, e Hidrocarburos. 

(3) Hanufactura de productos puras. H
2
S0

4
, 

ácido adipico, nitratos, fosfatos, etc. 

NO, 

HN0
9

, 

N O , 
X y 

HF, 

(4) Sistemas bioLógicas. fermentación, oxidación de lodos, 

producción de proteinas a partir de hidrocarburos, 

biológicas. 

y oxidaciones 

El corazón de estos procesos es el absorbedor o reactor de una 

configuración determinada, tal que sea la mejor para llevar a cabo el 

proceso. Su selección, disefío, tamafío y comportamiento dependen de la 

hidrodinámica y dispersión axial, transferencia de masa y calor, y la 

cinética de reacción. 

Dos textos tratan casi esclusivamente can el sujeto de 

tr~ansferencia de masa con reacción qui mica, la exposición 

admirablemente clara de Astarita [4J y Danckwerts [5J. Desde entonces 

han sido publicados un caudal de trabajos teóricos y experimentales 

sobre el tema. El objetivo de este capitulo es presentar algunas 
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opiniol!es -en 

gas-liquido. 

torn6 a .la.~transferencia de masa en reactores 

Al ABSORCION FISICA 

Si consideramos primero la absorción fisica, es decir, el gas 

disuelto en el liquido sin reaccionar, la representación b•sica para 

el transporte del gas soluto está basado en el concepto de aditividad 

de una resistencia en la fase gas y otra en la fase liquida, 

suponiendo que la resistencia interfacial es despreciable. La 

velocidad de abso1·ción es entonces 

• N a = k a tp -p . > = k a (CA -CA > 
O.V V p V A Al. L V 0 

(2.1) 

donde ªv es el •rea interfacial entre el gas y el liquido poi· unidad 

de volumen del sistema, N es la velocidad promedio de 
av 

transferencia 

de gas por unidad de •rea, pA y pAi son las presiones del gas soluble . 
en el seno del gas y en la interfase, CA es la concentración de gas 

disuelto correspondiente al equilibrio con pAi' y CA
0 

es la 

concentración p1·omedio de gas disuelto en el seno del liquido. 

k es el coeficiente de transferencia de masa ''verdadero•• del 
p 

lado del gas. Es posible referirnos a este como el inverso de la 

1·esistencia de la pelicula gaseosa, lo cual implica una pelicula de 

gas estancada de un espesor finito 6
0 

a través 

soluble es transportado por difusión molecular 

gas mantiene una composición uniforme>. 

de la cual el 

(mientras el seno 

k es el coeficiente de transferencia de masa flsico del 
L 

del liquido que se aplica en ausencia de reacción quimica. 

gas 

del 

lado 

La 

absorción es fisica cuando las moléculas de gas disuelto no pueden 

set' divididas en las c~tegar~ias de reaccionantes y no-reaccionantes. 

Para el proceso del lado del liquido, tres modelos basados en 

diferentes hipótesis acerca del comportamiento del llquid6 conducen a 

expresiones diferentes para kL. 
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A.1) El Modelo de la Pel1cula 

Este modelo supone una pelicula estancada de espesor 

superficie del liquido próxima al gas, mientras que el 

ó en la 
L 

resto del 

liquido más alla de la frontera de la pelicula mantiene una 

composición uniforme por agitación turbulenta [6J. La convección se 

supone ausente en la pelicula liquida, dent1·0 de la cual el gas 

soluble se transporta solo por difusión molecular. La concentración 

en la pelicula cae desde CA• en la interfase hasta CA en la parte 
o 

final de ésta, es decir, en el seno del liquido. Este modelo conduce 

a la siguiente e;·:p1·esión para el flu:-: p1·omedio: 

O.V 
rn 115 > 

A L 
k 

L 
D /ó 

A L 

donde DA es la difusividad del gas disuelto en el liquido. 

(2.2) 

Las propiedades hidrodinámicas del sistema gas-liquido se toman 

en cuenta por medio del espesor de la película óL, el cual depende de 

la geometria, propiedades fisicas y agitación del liquido. Aunque 

este modelo no es muy realista (experimentalmente se ha encontrado 

que k varia con D
0

"
5 >, tiene la ventaja de su simplicidad. Algunas 

L A 

predicciones basadas sobre este modelo, especialmente cuando ocurre 

reacción quimica, 

sofisticados. 

son muy simila1·es a aquellas de modelos más 

A.2l Modelos de Renovación Superficial 

Aqui suponemos el reemplazo periodico de elementos de liquido en 

la interfase por liquido que viene desde el interior, con una 

composición media del seno del 11 qui do. Mienti·as el elemento de 

liquido está en la interfase y expuesto al gas, este absorbe gas como 

si fuera una capa estancada de trayectoria infinita. La velocidad de 

absorción es una función del tiempo de exposición del elemento, 
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siendo rápida al inicio y disminuyendo con el tiempo. Este tipo de 

reemplazo del liquido puede ser llevado a cabo en un reactor ~or 

circulación turbulenta del liquido, o en un sistema laminar por 

discontinuidades del flujo. La forma original del modelo de 

renovación superficial propuesta por Higbie (7J supone que todo 

elemento de la superficie es expuesto al gas en una misma longitud de 

tiempo e antes de que sea reemplazado por liquido de composición del 

seno. Durante este tiempo, todo elemento del liquido absorbe la misma 

cantidad Q de gas por unidad de área, y la velocidad promedio de 

absorción es Q/S. La relación entre e y kL es derivada a partir de 

las ecuaciones para absorción fisica en liquides estancados [8]. 

Q 

N 

k 
L 

2 (CA. -CA ) CD e/rr) i/Z 
O A 

Qle 2 <CA. -CA ) CD /en) .1/Z 

2(0 /Sirl~n 
A 

0 A 

(2.3) 

C2.4l 

(2.5) 

Las propiedades hidrodinámicas del sistema son tomadas en cuenta por 

medio del tiempo de exposición e; de este modo kL está definido como 

el valor medio del coeficiente de transferencia de masa durante el 

intervalo de tiempo t=O hasta t=S. La ecuación 12.5> muestra que el 

coeficiente de transferencia de masa del lado del liquido es 

proporcional a la raiz cuadrada de la difusividad, de acuerdo con la 

evidencia experimental. 

La suposición de Higbie de igual tiempo de exposición puede 

aplicarse, por ejemplo, para la absorción de gas en el movimiento de 

burbujas separadas, en enjambres de gotas rlgidas de liquido, en 

chorros de liquido y en peliculas liquidas laminares. Sin embargo, el 

modelo de tiempo uniforme no es real para los contactores gas-liquido 

industriales como en columnas empacadas, columnas 

recipientes mecánicamente agitados. El modelo de 

de platos 

Danckwerts 

y 

[8] 

supone en lugar de esto, que la probabilidad para que un elemento de 
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la interfase sea reemplazado por un remolino fresco es independiente 

de la longitud de tiempo por el cual ~ste ha sido eHpuesto. Esto 

conduce a 'una dist1·ibución estaciona1·ia de edades en la supe1·ficie. 

En lugar del tiempo de exposición e, la velocidad de renovación 

superficial s es introducida. Escribiendo que la probabilidad de que 

el elemento interfacial pueda desaparecer entre el tiempo t y t+dt es 

igu~l a la probabilidad de que este elemento exista al tiempo t, sdt, 

conduce a la s~guiente relación entre s y kL: 

N 
QV 

k (CA"'-CA l 
L O 

(2.6) 

con 

(2.7) 

Aqui nuevamente las propi~dades hidrodinámicas del sistema son 

tomadas en cuenta por un solo parámetro s, la frecuencia de 

renovación superficial; 1/s puede ser considerado. como la vida 

promedio de los elementos interfaciales. La ecuación (2.7) muestra 

también que l:L es p1•opo1·cional a la Paiz cuadrada de la di·fusividad. 

El uso práctico del modelo de Danckwerts está restringido a casos 

donde se tiene algún conocimiento a p1·iori acerca de la frecuencia de 

renovación. 

A. 3) Co111e11Larios Sobre el Usu de los Modelos 

El significado fisico dado a kL es diferente en cada uno de los 

tres modelos, como puede ser visto en la figura 2.1. Sin embargo, 

ellos conducen a la misma predicción en lo concerniente al efecto de .. 
la fue1·za motriz CA -CA

0 
en la fase liquida sobre 

de transfe1·encia P•.·~medio l~av Los modelos de Higbie 

p1•edicen que kL es p1•oporcional a <D
1
_> 1

/
2

, lo cual está 

la velocidad 

y Danckwerts 

de acuerdo 

con mucl1as obse1'vacianes expe1~imentales, mient1,as que el modelo de la 
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pelicula predice que k varia·"con D~ •. No'·obstante, es dificil 
L A .-"· . .' 

hacer 

una prueba exacta de esta dependencia, debido ~ que las difusividades 

de los gases soluto son dificilés ·de determinar, 

posteriormente. 

como ver2mos 

Aparte de esto, cada modelo contiene un parámetro empírico: 

espesor de película efectivo 6L, 

velocidad efectiva de renovación 

tiempo de exposición efectivo e, y 

superficial s. Consecuentemente, 

cuando se está prediciendo la velocidad de absorción promedio flsica 

para condiciones de gran escala, uno no puede espet~ar mejores 

resultados a partir de modelos refinados de aquellos de correlaciones 

empíricas para los coeficientes de transferencia de masa definidos 

inicialmente por Whitman [6J. 

De hecho los tres modelos pueden considerarse intercambiables 

para muchos propósitos, y es una cuestión de conveniencia cual de los 

tres se utilice. Como lo explica Danckwerts [5J, en ciertos casos la 

solución matemática puede encontrarse analiticamente para un modelo, 

mientras que para otro debe ser calculado en forma numérica. Los 

cálculos relacionados con el modelo de la pelicula son los más 

simples, ya que involucran sólo ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Expresiones analiticas para la velocidad de absorción promedio N 

derivadas a partir del modelo de Higbie son en general más 

complicadas que las del modelo de Danckwerts. 

Bl TRANSFERENCIA DE MASA CON REACCION QUIMICA 

El tipo de sistema qulmico que ha recibido la principal atención 

es aquel en el cual el gas disuelto (componente Al sigue una reacción 

de segundo orden irreve1~sible con un reactiva <componente B> disuelto 

en el liquido. Para los p.-opósitos pr·esentes el gas es tomada cama 

puro, tal que las complicaciones que surgen par la resistencia en la 

película gaseosa pueden ser eliminadas. 

reacción es representada par 
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, '•' ,k_,z 
~''~ o B ------,): P.r~ductos 

con las ecuaciones de velocidad 

r 
A,, 

'''<' 

k CA Ce z r 
e 

b r 
A 

(2.Bl 

Si las condiciones de estado estacionario existen en 

pelicula, los balances de materia para los dos componentes son: 

D 
e 

] - k CA Ce 
2 

o 

] - b k
2 

CA Ce ,;,, O 

Aqui x es la distancia en el liquido desde la interfase, y 

son las difusividades de A y B en el liquido. 

(2.9) 

(2.10) 

Las condiciones frontera en la interfase gas-liquido son: 

CA= CA* en x o (2.11l 

dCe o dx en >: o (2. 12) 

la 

D e 

en la orilla interna de la pelicula liquida la condición 

frontera para el componente B es 

Ce Ce 
o 

en x ó 
L 

Para obtener la condición frontera para el componente A, ésta debe 

indicar que alguna cantidad de A reacciona dentro de la pelicula 

mientras el resto es transferido a través de la pelicula y reacciona 
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en el seno deL_liquido ... Si a ,es el área interfacial especifica (por 
, V 

unidad de voiumerí.ºde· ·espacio del 1·eacto1·Í y (3 es' la retención del 

Algunas formas 

figura 2.2. 

pu~de ser escrito como 

será : 

(2.13> 

muestran en la 

Una solución analitica complel;a pa1~a las ecuaciones (2.9)-(2.13) 

no es posible, sin emba1·go pueden calcularse un conjunto de 

las soluciones numé1•icas y analiticas para parte del rango de 

va1·iables. Los 1·esultados de estas soluciones son discutidos en 

té1·minos de un de reacción) definido 

po1·: 

(2.14) 

Este puede ser comparado con la ecuación (2.2) la cual se aplica en 

ausencia de reacción. Cuando es mayoi• que l ,, E represen ta la 1·azón de 

la velocidad p1·omedio de abso1·ción, en p1·esencia de una reacción, a 

la velocidad promedio de absorción fisica con una concentración cero 

de componente A en el seno del liquido. 

Una gráfica de la solución completa de este conjunto de 

ecuaciones se p1~esenta en la figu1~a 2~3, en la cual el facto1• de 

mejora E se grafica como una función de~ parámetro adimensional 

(número de Hattal: 
.. 

Ha (D k Cu
0

J 1
(

2 I k . 
A 2 :'-::," · ' L, 

del pa1·ámet ro de d f,fus i6n-conce..;tr~s·fi¡;~: ;: 
-~ :: ' ~:~;~~·." 

Zo <D /zD l 
D A 
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(2.15) 

(2.16) 
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Per·files de~'.~.J;V~~X1;;~m:ió11 para la transferencia de 

rnasci'cm1 ,~J,;c\2~rón ll;:.lmica : modelo de la pellcula 
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y de la razón entre el volumen del liquido asociado con una unidad de 

área interfacial y el parámet1'0' de espeso1·, ,de la pelicula 

.. :· ., 

·r~:'::: t'. ~,.· 

El significado flsico de las 1'egi9_r,1~'5,, cübiertas por la figura 2.3 se 

ap1·ecia mejor considerandó los:,'p,e;~'.f'.r~,~~s;i,correspondientes. Esta figura 

es muy importante para seleccioni.'t~,;;,f ti,po, de reactor gas-liquido, 

asi como el valo1· del nú~~;'~cp:,,~';t Hátta provee una importante 

indicación de si se 1·equiere, d~,,;u'r;a;,~,1~an área interfacial especifica 

ªv o una gran 1·etenc ión de li qL;~i.db' ,¡J'-1,i·a ',Lma determinada reacción 

una constante de velocidaci',:~,kr:, iEr1 ,, ;los siguientes parrafos 
'!:; 

consideran cuatro 1·egiones.,,~,''' '"''"',:;",-, 
. '. - . ·' i' .• .~:_~_::"l .. -.·,-:;::i~ ,_: --,:.« 

B. 1l Reacción Muy Lenl.a en_ el ,Seno rJ,;1, Liquido <Reglón Al 
Ha < O. 02 }} :'1 J'~::c \{ ,', : ,,,,, 

con 

se 

', ;<fr :,"): ', 
No ocurre reacción en la pellc;:~la; la transferencia de masa es 

usada para mantener la conc'entrac;:ión del seno del liquido del 

* componente A (CA
0

) cercana a la de saturación CA (fig. 2.2al, y por 

lo tanto se requiere de una área interfacial suficiente para este 

propósito. El requisito más impo1·tante es una alta retención de 

liquido; el uso de una columna de bLwbujeo serla recomendable. Si CA
0 .. 

~ CA , entonces la velocidad de transformación del componente A por 

unidad de volumen del reactor es 

R 
A 

Cerca del llmite entre las regiones A y B en la f ig. 

(2.18) 

2 .. 3, donde 

1·ealmente no ocurre reacción en la [Jelit:ula, la concent1·ación de A en 

el seno del liquido CA
0 

es determinada indicando que la cantidad de A 
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REf\l:CIUN 
MUY LENTA 
EN El SENO 

c11.=c111 

5-

lllGIUN 

A 
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IJE l'SCIJIJll-l'íllMEn 

unurn 

. 100 
H~ 

llEGION 0 

n11r1u11 
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L11 ru1cut11 v n11r1u11 
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MUl)Eíl/\ll/\ EN 
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zu=.oo 

500 

100 

50 zu= E1-1 

1000 

"fig. 2.3 Factor• de me.ior·a pal'a una 1•eacció11 de segundo orden, 

gr·a·ficada curi tr·a el númer·u de llatta. La escala de la 

w·denada es linei.ll abaju de l, logarítmica arriba [9J. 
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transportada a través de la pelicula reacciona en el seno: 

(2.19) 

De aqui que 

C2. 19a) 

y 

N a k a CA* ( 1 + k a I (3k Ce ) -< 
LV LV 20 

(2.20) 

La ecuación 12.19) significa que, en el caso de una reacción quimica .. 
muy lenta ICA

0 
=o CA l, la velocidad del proceso de transporte está 

completamente determinada por la velocidad de reacción quimica. Como 

puede verse en la ecuación C2.19al, la condición para una reacción 

muy lenta es 

(3k Ce I k a < < 1 (2. 21) 
2 O L V 

B.2) Reacción Lenla en el Seno del Liquido (Región 8) 

0.02 < Ha < 0.3 

En este caso una cantidad apreciable del gas absorbido reacciona 

antes de salir del reactor, pero una propoo·ción insignificante del 

componente A reacciona en la pellcula. El proceso es esencialmente 

una absorción fisica seguida por t•eacción en el seno del liquido. Las 

ecuaciones gobernantes son nuevamente (2.19) y C2.19al. La condición 

ahora es que la reacción deber~ ser lo suficientemente rápida para 

mantener CA
0 

cercana a cero en el seno del liquido lf ig. 2.2bl 

deduce a partir de la ecuación C2.19al: 
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C2~22l 

además, la retención de liquido debe ser grande. Cuando la condición 

C(3/ a l 0: /D ) > 102 
o 

V L A 
(2.23) 

no se verifica, el factor de mejora E es substancialmente menor que 1 

en la parte de la región B Cfig. 2.3) donde Ha< 0.1. Asi, para la 

importante situación de una reacción lenta con CA
0 

y E=l, 

las condiciones <2.22) y <2.23) s~ cumplen, 

a 
V 

k a CCA"-o> 
L V 

. 
k a CA 

L V 
R 

A 

esto es, 

(2.24) 

tanto el área interfacial como la retención de liquido deberian ser 

altas; el uso de tanques agitados mecánicamente seria recomendable. La 

ecuación 12.24) significa que la velocidad del proceso de transporte 

está completamente determinada por el transporte de masa a través de 

la pellcula. El flu:< de masa atravesando la interfase es p1·oporcional 

a k a . Como es 
L V 

explicado por Charpentier C9J, este 

base pa1·a utilizar una reacción quimica pa1·a medir 
• de la velocidad de absorción cuando Ca se conoce, 

grado de mezclado de la fase liquida. 

B.3) Reacción Moderadamenle Rápida (Región Cl 

O.::. < Ha 

resultado es la 

k a 
L V 

sin 

directamente 

importar el 

En este caso, la reacción es lo suficientemente rápida para que 

una cantidad substancial de componente A reaccione en la pellcula en 

lugar de ser transferida sin reaccionar hacia el seno del 

donde, debido a la reacción rápida, CA
0 

es muy baja Cfig. 

Cuando la reacción que experimentó el gas disuelto fué lenta, 
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sentido de las secciones B.1 y B~2, la velocidad a la cual el 

componente A sin reaccionar se difundia desde el final de la pelicula 

hacia el seno del liquido fué la misma que la velocidad a la cual 

éste se difundia a través de la pelicula desde la interfase. El 

perfil de concentración de A en la pelicula de difusión fué una linea 

recta (ij). 

Ahora, como una cantidad substancial de componente A reacciona 

en la pellcula, la calda de concentración es más rápida, tal que el 

gradiente de concentración en la superficie Cii') es mayor que aquel 

en final de la pelicula (jj'). La razón de la velocidad de absorción 

a la velocidad de transferencia de gas sin reaccionar hacia el seno 

del liquido es la razón de las pendientes de ii' y jj'. El factor de 

mejora E es la razón de las pendientes de ii' y i j. Asi, si E es 

apreciablemente mayor que 1, la reacción tiene un efecto substancial 

sobre la velocidad de absorción. 

B.4) Reacción Rápida en la Pelicula de Difusión <Región D> 

Ha > 3 

La reacción es rápida y ocurre completamente en la pelicula 

liquida durante el transporte del reactivo A (fig. 2.2d). La 

concentración de A en el seno del liquido es virtualmente cero. De 

este modo 

N a 
O.V, 

E k a CA• 
L V 

(2.25) 

Para tales reacciones, la velocidad de absorción será mayor si el 

area interfacial 

requerida en el 

es grande. Asi, una área interfacial alta es 

reactor, pero la retención del liquido no es 

importante; el uso de una columna empacada o una columna de platos es 

recomendable. 

Van Krevelen y Hoftijzer [10] cálcularon un conjunto de 
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soluciones aproximadas indicando que el factor de mejora puede ser 

expresado como una función del nQmero de Hatta [ecuación (2. 15) J y 

el parámetro de difusión-concentración [ecuación <2.16ll. La relación 

entre E, Ha, y Zo = E.-1 (dado en la fig. 2.3, región D, o en 
' 

en la fig. 2.4> es expresado matemáticamente por 

Ha E<E -E / 
E 

tanh [Ha [(E.-El/(E.-1)] 1
-'

2
] 

donde E. es el 
L 

factor de 

L L 

mejora correspondiente a una 

detalle 

<2.26) 

reacción 

instantanea. Para un valor dado de Ei <o Zo + 1>, un incremento en Ha 

trae como consecuencia un incremento en E hasta un valor limite E=E: 
i 

E 1 + (D /zO l (Ce /CA*> (2.27) 
B A O 

Se pueden identificar Varios tipos de comportamiento limite en la 

fig. 2.4. 

RAPIDA DE PSEUDO-PRIMER ORDEN 3 < Ha < E./2. 
L 

Si la concentración del reactivo B en el seno del liquido es 

mucho mayor que CA• Cver fig. 2.2e>, la cinética de la reacción es de 

pseudo-primer orden <k
1
=k

2
Ce

0
). La ecuación (2. 9) con la condición de 

frontera (2. 11 > y con CA=CA
0 

en :<=óL produce 

CA sinh Ha 

+ CA* sinh 
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fig. 2. 'I Facl:o1• tle me jura para una reacción tle segunúo 01·úen 

para números de lla~l:a mayui·es que 3 [10J. 



· 1a velocidad promedio/de ~bsoi•ción es 

N·· 
.o.V 

:.< < ,;:,', / -.· 

~lAH! ,~~~J)J~~¿ .;;; K. 
.. '.~:·' .. >" .. ,. ·.- ·~~~~.·.·_. ::{~:.~ ._,.;~::~ . - . 

,.}:~·-.-:·. '::.\: :·.:_,:::'. .. --- "·'- - ';_' ,: ,. 

Si Ha < E¡_l2; el punto qúe i:e;1'~s~~t~T·~/l~'f~hb'1~ .de 

ce1·cano a .la diagonal limitánte en .J:ai!'I•~;f.i~.)2.4. 

Ha 
tanh Ha 

(2.28) 

mejora cae muy 

Fisicamente ésto 

significa que el reactivo D .se dÍ·tGodE!~.• hacia la superficie lo 

sucifiente para p1·eveni1· que la Í~eacción' caus~ 

significante, asi que Co se mantienE!''di;¡-¡·~iaMte: La 
o - .: .. .... ,, __ 

de reacción de gas disuelto es k2CACrJ~~ 
Como también Ha > 3, todo ef· ··gil\;· ·disuelto 

una disminución 

velocidad local 

reacciona en la 

pel1cula de difusión y nada se difÚMd~';'.sin 1"eacciona1· hacia el seno 

del liquido <CA >. El pe1··fil de' 2or;¿·~nti~.ición es most1·ado en la 

2. 2e. De este m~do ><'L{i > 
fig. 

N 
O.V 

ésto es, 

N 
O.V 

'1f = N a 
O.V V 

. ~--;;~:---

,.':-,'-

a CA" <D k Cn )~/Z 
V J\ Z O 

(2.29) 

aproximación, 

(2.30) 1 

(2.31> 

<2.32) 

Esto corresponde a la absorción con una cinética rápida 

pseudo-primer orden. De este modo, el espesor de la pelicula, o el 

valor de kL, es irrelevante y no aparece en la expresion de velocidad 

p1·omedio de absorción Nav o para la velocidad de absorción por unidad 

de volumen 'V. 
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REACCIDN INSTANTANEA, Ha > 10 E. 

Puede ser visto en la fig. 2.4 qué, para un valor dado de E 

(esto es, para valores dados de z, DA, 0
8

, 

Ha > E., un incremento en el número de Hatta . 
... 

CA • y Ca l cuando 
o 

conduce a un valor 

limite E=E • La constante de velocidad de • reacción es alta, la 

concentración de reactivo B es mucho menor que la solubilidad del 

gas, o la velocidad de transferencia de masa fisica es baja¡ el gas 

disuelta A t'eacciona instantaneamente con el componente B. Existe un 

plano de reacción por debajo de la interfase a una distancia ó donde 

la concentración de ambos componentes es cero y la velocidad de 

reacción es igual a la velocidad a la cual los dos componentes pueden 

difundirse hacia el plano de reacc1on. La cinética real entonces es 

intrascendente. El perfil de concentración es igual al mostrado en la 

figura 2.2f. El reactiva B es eliminada en la vecindad de la 

interfase, tal que la velocidad de conversión es dete1·minada 

unicamente por difusión. 

La velocidad a la cual ambos componentes reaccionan en el 

de reacción es 

de donde: 

.. 
zD [(CA -O> ló J = D [(Ca -l)) / (ó -ó l J 

A e o L r 

6 =ó 
L r 

o 
B 

ZD 
A 

c so 
C• 

A ] 
entonces a partir de la velocidad de absorción promedio 

N 
e.V 

o 
B 

zD 
A 

Ca ] -~ 
CA 

;..sto es, 

plano 

N 
.. 

k CA 
L. 

(2.32) 
c.v 
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y 

C2.32al 

B.5) Parámetro de Conversión en la Pelicula; Significado del Número 

de Hatta 

Al utilizar el modelo de la pelicula en 

resistencia en la fase gaseosa hablabamos de que si 

la ausencia de 

la reacción es 

lenta, rápida o intermedia, es interesante enfocarnos sobre una 

unidad de superficie de la interfase gas-liquido y definir un 

parámetro de conversión en la pelicula: 

conversión máxima posible en la pelicula 
M transporte difusivo máximo a través de la pelicula 

k . C B Ó z 
M 

Z O L 
D k Ca 

A 2 O Ha~C2.33) 
D 

A 
kz 

L 

Si Haz >> 1, toda la reacción ocurre dentro de la pellcula, y el área 

superficial es el factor controlante. Por el contrario, si Haz << 1, 

no ocurre reacción en la pelicula y el volumen del seno del liquido 

controla la velocidad sin beneficiarse con un incremento en el área 

interfacial. De este modo, como vimos en secciones p1-evias, el núme1~0 

de Hatta es realmente el criterio para saber de la necesidad de un 

gran volumen de liquido si la reacción ocurre en el seno del 

<Ha < 0.3) o si se lleva a cabo en la capa limite <Ha > 3) 

liquido 

requerir 

de dispositivas que creen una gran área interfacial, o si se lleva en 

ambos sitios la necesidad de un gran volumen de liquido y una gran 
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área inte1·facial. La tabla 2_.f. presenta··aatos tipi2os' de· ªv y _·[3 en 

varios equipos de contacto gas-liquido. 

La t1~ansferencia de masa y _la ~inética de la reacción son 

tomadas en cuenta en el número de Hatta; En un r:eat:tor:diseñado para· 

una reacción particular con una constante de velocidad knm' el valor 

del número de Hatta es un indicador de la magnitud de 1~ retención 

del liquido y del área interfacial requeridas. Por el contrario, en 

un reactor existente, éste indica la conversión a la cual la cinética 

de reacción por un lado o el coeficiente de transferencia de masa y 

el área interfacial por el 

global. 

otro, .debe1-án contróla1· la velocidad 

C> SOLUBILIDAD.· Y DffUSIViÓAD DE.-GA$ES EN~LTQUIOOS 

El diseño :de equipo para' la separación difusional de una mezcle; 

gas-liquido está determinada por dos considera~iones principales: la 

distribución de componentes entre las fases en un estado de 

equilibrio termodinámico (solubilidad de gases en un liquido) y la 

velocidad a la cual la transferencia de masa ocurre baJo las 

condiciones prevalecientes ldifusividad del liquido y reaccción 

quimical. Por lo tanto las solubilidades y difusividades de gases en 

liquidas son siempre requeridas. Obtener las datas es por lo general 

un pt'Oblema desafiante, debido al amplio rango de salutes y solventes 

que se pueden encontrat' en la p1'áctica. 

Aunque la teorla sab¡~s solubilidad y difusividad todavía na ha 

progresado hasta el punto donde las predicciones teóricas sean lo 

suficientemente confiables, se han t~ealizado muchos esfuerzos en esta 

dirección. En esta sección p1~esentamas las correlaciones mas 

t~epresent~tivas y sus refe1~2ncia5. Siempre se debe mantene1~ en mente 

que tales relaciones son usadas sólo en ausencia de da.-CGS 

exp2rimentales y después de realizar un cuidadoso estudio de la5 

condiciones de validez. 

58 



TABLA '.2.1 

Coefi=ient25 de ·rransferencia de t1asa y Areas- Interfaciales 

Efectivas en Reactores Gas-Liquido 

(3 

(/.. vol 

·¡ i po de Reactor gas-liql 

COLUtv1NAS EMPACADAS 
Contracorrient2 

COLUMNAS DE PLATOS 
faoas de Bu1~bujeo 

Platos Perforadas 

COLUMNAS DE BURBUJEO 
Columnas de Burbujeo 

Empacada:; 

Reactot~es de Tubos 

Horizontales 

2-25 

2-95 

10-95 

10-95 

60-98 

5-95 

REACTORES DE BURBUJEO 
MECANICAMENTE 
AGITADOS 20·-9.:'.:L 
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k 
o 

fgmal·icm 2 

seg atm) 
•v ro" " 

0.03-2 

·o. f-3: 

0 .. 5-2 

t).5-6 

0 .. 5-2 

0.5-4 

k a 
L V 

<cm/seg) (c·m2 /cm3 

X ·reactor) 

10
2 

o .. 1-3.5 

O.l-17 

1-5 1-4 

1-20 1-2 

1-4 0 .. 5-3 

1-10 0.5-7 

o.::.-4 1-20 



c. u Solubilidad de Gases en Liquides 

Diferentes aprc;<ima.ciones han sido re~liz~~as,_.. de;pe~diendq_de_, si 

las soluciones son electroliticas o no-electroliti¿as. 

Las principales fuentes para obtener datos de solÚbi.lidad de 

gases son los manuales de Seidell y Linke [ 11 J los cuales no 

contienen datos termodinámicos; el apéndice 3 del texto de Hildebrand 

et. al.[12J; el articulo de Wilhem y Battino [13J, el cual apareció 

_en l~ literatura al final de 1973,; y articules más recientes de 

Prausnitz et. al. C14J, Battino et. al. [15J, Hildebrand y Lamo1·eau>< 

[16] 1 y Fleury y Hayduck [17]. Battino y Clever [18J dan una revisión 

amplia de los aspectos fisico-quimicos de solubilidades de gases en 

liquides, incluyendo aún sales fundidas y metales liquides. 

c. 1. 1 > No Electróli los 

.liquido es usando; ii1'.ito~'J'.16{;,,~j;e~~dec9tswaiii• .· 

• ;· •' ;{~'.· •,.-·~;:'5~~ -:,::j;:~:-.·-,·~~t·~'i ·~· ,;: '; :: :_.'.;,~:· ·.; '- .::;o ":>:''," 
\,(:¡(: a'~ /'9~'~º ;;{b.i'h~bxd e;; a ia . temperatura T 

Os 

donde pA es la presión 

equilibrio con la fracción 

en la solución. 

"(2.34) 

(2~35) 

Si suponemos un comportamié1Úo dé "gas·· ideal, lá fracción mol del 

ga5 disuelto es 
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.. 
X 

A 
e;:. 36> 

oonde R es la constan~e de los ga~es, -T está en °11: y Veº es el 

valumen _mGlar del solvente puro. 

La ecuación <2.35) ·es: la aproi<imaci6n a baja p1""esión de la 

t~e1aci6n termodinámica 

K X-+< (2.37) 
H A. 

Debido a que JA es ii;;.uai a P;.. ··a b'aJas presiones, 

1( (2.38) 
HO'. 

donde /A es la fui;;.acidad del i;;.as soluto, medida en la fase gas. ,., 
H 

~eneralmente se incrementa con -Un aumenta en la tempe1·atura, mien~ras 

aue la solubilidad del gas disminuye. En una solución ideal, el cuc-.1 

es el caso 02 muy pocos ::;istemas gas-liquido, 1::::H es cons-cante pa.rei. un 

pat" de soluto-solvente a una temperatura daoa. Cuando la fracción mol 

dE la fase aas Y es usado en 
- A 

la presión pa1~cial, la 

constante de equ1libt"ia 25 l<H11-·, y el tét-mino de -equilib1··io en'tance:=; 

también depende de la p1-esi6n total P. 

Cuando la temperatu1-a y la pt·esiór1 son constantes, 

de equilic1-io cort·2soonoientes a una i( 
H 

constante son 

los valores 

e>~presñdos 

graficamente 001~ una ~· I¡nea uc 2auilib1-io 4
' 1~ecta casando a través 

del Dt""'igen con una pendiente de ~Ho o H. 

La termodinámica nos ~~2c~21-da que la ley de Hent'Y es aplicable 

salam2nte sobre un ran90 1-es~:--in9ido parzt soluciarn:?5 di luidas., lo 

cual sign111ca 2n ia pl'actica q~¿ es una ley limit~da para gases poco 

solubles y oa1~a gases solubles en baja concent1·ación. Par·a estos 

ca·.=.os, algu¡-ios valOi"SS de y H o ara. soluciones acuosas dE 
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diferentes gases pueden ser encontt~adas pot' ejemplo en 

tales como el manual de Perry [19J y el texto de Ramm's 

t-eterenc ias 

(20]. Para 

altas cGncentraciones la solubilidad es generalmente menor que la 

dada por la ley de Henry, en tales casos K 
HO 

o 

composición del liquido, y la linea de equilibrio 

H dependen de 

viene a ser 

curva de equilibrio. 

La constante de Henry puede predecirse . a par·tir 

comportamiento de solución_ no ideal a través de .. la relación 

o I{ 
H 

donde p SA es la presión de vapor e:<trapolada del ccimpónente A, y_ 

es su coeficiente de actividad (aqui, a diluc_ión ·:infinita) •. 

acuerdo con la teoria 

de actividad puede calcularse a partir 

ln {'A ln [(x'")- 1-(x'") -] =<VºtRT><c5_ -oc5> 2 
A \.deo.l A r.z.o.l A ; A B 

(2.39) 

la 

unó. 

del 

~ 

'A 

De 

donde v: es el volumen molar parcial 'del· gas ·saluto,-·:·y ó",. .. .y- - c5
8 

son 

los valores del parámetro de solubi.lidad de~ soluto y .d~l seno del 

liquido. El parámet1·0 de solubilidad es tambi_én la densidad de 

energia cohesiva, una medida de las fuerzas entre-las-moléculas, dada 

pot·' 

ó ( t;.E/V0 l i/Z 

donde t;.E es la energia molar de vaporización, y vº es el volumen 

molar .. V~ es común suponerla como el valor para un liquido a 25 ºe, 
pero t~mbién puede set~ considerada linealmente vat~iable con T/Tc. 

Cuando el agua es el solvente, v: es dete1~minada ap1~oximadamente como 

el volumen molar del componente gaseoso a su punto de ebullición 

atmosferico si la tempe1-atura est~ ar1~iba de la critica. 

Se pueden obten~¡- Valor~es oe bA, 6
8

, y v: a pa1~tir del texto de 

Reid y She1~waod [21] o pa1·a 5'? compuestos a partir del articula de 
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Wi lhem y~ Battina- ( 1.3} .. Un analist.s detallado de las enEi .. c;iias 

coh2s1vas dE 31 i11d1"oca1---DLt1'Ws di_!; dite:-entes familias posibilitó a 

t·laffiola et. al .. l:2.2J propon-=r una s1mole cGi""1·;;:.lación oar2. predecir 

la ener9ia cohesiva de cualquier· liquido hid1"'ocarburo a partir d.e su 

volumen mGlar, las oola1~idades y el volumen de Van det~ Waals del 

es impot"'"tan~e 

consultar un conjLlnto de 2cuacione3 d2-rivadas poi~ t·le1sr.er [23] parGt 

calcular los volumene-s mola1·es a par'tlr dEl nüm2t"'G de carbonos y 

Si ei ta.mafia de las moléculas del gas so luto difieren 

9randemente de las del solvente, 

usada: 

ia siguiente ecuación puede se¡~ 

ln V 
'A 

CV
0

/RTJ 16 -6 1
2 + ln 

A /). 9 
1vº1vº1 + 

A B 
11-vº1vº1 

A ·-a 
{2.40) 

Las ecuaciones (2.39) y <2.40) han probado ser muy satisfacto1-ias 

para-soluciones donde el solvente y el ~qluto son no-polares, y pa1~a 

solventes ligeramente polat~es. Una discusión más amplia de estas 

ecuaciones es dad6 001"" Bat<:ino y Ciever [18J. 

Para gases soluto en solventes de moléculas 91-ar1des, Chappelaw y 

P1.,ausnitz C24J p1-01Jus1eron una ecLtac16n modificada pa1""a rA en la cual 

se "Coman en can;;id21-a.·=1ón el tamafio y forma de las moléculas. Ellos 

solubilidad ae gases para 26 sistemas de 

hidr·oca1-buros en el ranga de tempet-atu1-"a '.25°-<~.::ooºc en la vecindad de 

1 atm. de presión. Infa1-rr.ación camplem2ntaria sobr2 la solubilidad de 

5Glutcs organ1co3 en ool1me1'os ha sido dada también por Maloney y 

P:-2.usnit:: C25J. 

La depend2ncia de la temperatu1~a de ~a solubil~dad ha 5ido usada 

para ob~ener el calor molar de solución 6H, la diferencia entre la 

entalola molar pat•cial de un solu~O a dilución infinita en un 

solver.te, y la entalpía de un salute como gas ideal a la misma 

tempe1~atut~a. En este caso. las gt~af icas de ln X.... contra 
A 

1/T sen 



lineal2s dentro de la exactitud de medicion, indicando una .ó.H 

independiente de la tempe1'atu1-a la cual puede ser calculada a partir 

de la pendiente. Sin embargo, para varias sistemas binarios, una 

grafica de solubilidad del gas contra la temper~atura pasa par~ un 

minimo. Por ejemplo, al medir las solubilidades de hidrogeno, metano, 

y etano en hexadecano, biciclohexil y difenilamina, respectivamente, 

en el rango de 25°-200°C, Cukor y Prausni tz [26J han observado q~te la 

solubilidad del hidrogeno sube y que la del etano cae ,con un 

incremento de temperatura, mientras que el me.tano pasa a través de Ltn 

minimo cerca de 150°C. No es raro que un minimo pueda_ ser observado 

en la solubilidad a bajas presiones para algún gas en cualquier 

solvente no-polar, suponiendo ~ue el 

suficientemente amplio. 

rango de temperatura _es lo 

Las leyes anteriores son apropiadas solamente a presiones 

moderadas, y si se utilizan _a presiones altas se obtiene una 

desviación considerable de los resultados e:<perimentales, aún si x"" 
A 

es pequena. Battino y Clever C18J han dado un término para ajustar la 

solubilidad de gas en agua, metanol, e hidrocarburos a altas 

presiones, y la solubilidad de hidrogeno en mezclas binarias y 

ternarias de solventes hidrocarburos. También, además de considerar 

el efecto de la presión total, Orentlicher y Prausnitz [27] han 

adicionado un término que toma en cuenta el efecto de la 

composición. La ecuación combinada es 

/Á 
___ *-,--------·- :::~·_ln ___ KH _+. 

X 

V CP-P 
A SB 

----""R'"'T=-------- + 

A 

,._ 
A (X -1 l 

B 

RT (2.41) 

donde P 
se 

la presión es de vapor del solvente, P es la presión total, 

y KH es la constante de Henry relacionada a la fugacidad molar 

parcial del soluto a la presión de saturación del solvente; A 

coeficiente empirico correspondiente a V0 <6 -6 l 2 en la 
A A B 

(2.39) y dependiendo solamente de la temperatura para un 

soluto-solvente dado. 
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Las cort·elaciones dadas anteriormente pa1~a solventes no-polares 

no son satistacto1"'"ias al prede·cit"" solubi licia.des de gas en soiven-ces 

polares tales como el agua y alcoholes. U~ii1zando las solubilidades 

de 20 gases (fig. 2.5) en agua, metano!~ etanol~ butanol, acetona, 

me-til acetato., ácido acético, e-;1 len-giicol ~ y e 101"c.benceno,. 

seleccionadas d~ la literatura disponible, Hayduck y Laudia C28J 

desarr'wl la.Pon una cG1 .. 1-elacíón :;is-i:amil\;ica en tét-minos de los enlaces 

da hidrogeno. Lo5 enlaces de h1d1-ogeno fuei~tes pat""ece que tienen el 

efeci;o de e::cluir· las moléc:ulas de soluta .. Lo::; facto1-es d2l enlace de 

hid1-ogEno fue1·on detinidos pat·a cada gas~ basados sob1-e la t·azón de 

su solubilidad t·eal g su solubilidad ideal. Los factot""es de enlace de 

hidrogeno para gases en agua sar1 r""'elacionado5 a aquellos en los 

alconole::; nG1-malEs p1 .. ima1-·ios .. Simila.1"'mente! los fact:ores de enla.ce de 

hidro9er¡o en ac2tona son 1 .. elac1onados a aqLlel1os en m2til acetato, 

ácida acética" et1len-glicol. E:~cep to cu21.nda el ga5 disuelto 

, .. eacc1ana quimicamante con el solvente, las solubilidades del gas 

pu~den ser p1·edichas a partit .. de la l~21~cion entre 

enlace ae hid1~09eno e~ los solventes, supo11iendo qua pot~ la menos se 

conoc2 la solubilidad de uno en 211 os .. Como nu1""'a les solventes 

no-polares, las solubilidades da todos los gas2s en agua tienden 

hacia una concentración molar constante a la tamp~ratura critica del 

sa1· .... ·ente (fig. 2.5). 

C.1.21 Elec~rólilos 

par •1 método ampirica de Van Krevelen y Haftijz~r [10], el cual 

relaciona lo. solubilidad en la solución o. aquella en el solvente pura 

a la ·misma temper~tura: 

loe. CH/H l ¡-, 1 (2.42) 
- .10 B 
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Fig. 2.5 Solubilidad cle gases en agua l28J. 
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donde Hn ·es c;il valo'r en solvente puro e I 'es .la fuerza iónica e de la 

,-,~~··,';·" 

_:-_;..!<'·· 

r;= t./2 -ITcff~ ·, 
•' ;;:! 

~ortcle ¿ és la C:~rii:entración el~ -idne'~ Ji;, ,jia1encia z .• El coeficiente 

~i!.1in~>~ es fa slÍma de cbn\d.J.tfüci~r~;~· ,;;efer•idas' a las ,especies 

de gas 11
0 

y a ,las esp~ci~s cl.;:r~fi~s po~itf(,o y negativos presentes: 

h ~t+h+h 
o + 

Van Krevelen y Hoftijzer· [10J, Barret [29J, y Onda et. al. [30) 

evalLtaclo h par·a va1·ias especies. Los valores presentados en 

han 

las 

tablas 2.2 y 2.3 son caracteristicas de sistemas industriales. El 

_efecto de la p1·esión sobre h
0 

es pequefío hasta 200 atm. 

F<ecientemente, Tiepel y Gubbins [31,:0.2J pr·esentaron una teo1·1a 

para los, efectos salinos sob1·e la solubilidad basados en la teo1•ia de 

perturbación para mezclas. Esta teuria pr·edice satisfactoriamente el 

calor· de solución y la dependencia con la concentración y p1·esión de 

los coeficientes de actividad de salutes no-polares como un efecto 

no-salino, cuando las moléculas y los iones no son muy grandes y la 

asociación quimica entre los iones y el soluto no se lleva a cabo. 

Cuando los iones son grandes o cuando eHisten fuerzas de asociación 

la teorla da resultados incongruentes. 

En electrólitos mezclados puede suponerse que H est~ dada por 

una expresión de la forma: 

CH/H ) 
n 

hl+hl+···· 
1 .1 z 2 

(2.43) 

donde l& es la fuerza iónica atribuible a la especie electrolitica 1 

y h~ es un coeficiente caracter·istico del electrólito. 
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- NH; .. 
'Sr.,._ 

Li ... 

Cs.,. 

Rb.,. 

Mg2+ 

Zn2 ... 

Ca2 + 

Ba2 ... 

Mn2 ... 

Fe2 ... 

Co2 + 

- • - -- TABLA 2. 2 ' ' 

.Coef¡ctiet1~~s s;l{~~s h.,;c•Y h P,~r.:; IÓries• Inm'gán ic:os , 

,.. -

:.:.0~0183 

-'0.0362' 

-:_0.0737 

-0.0445 

-0.0416 

-0.0584 

-0.0449 

-0.0568 

-0.0590 

-0.0547 

-0.0473 

-0.0624 

-0.0602 

-0.0534 

-0.(1062 

-0.0986 

• ~". :0-'.;"-:- ':-'""-·,..-' .--'- ,. - ~:" ... 

-CNS 
- -HSO 
" HS -
-HCO 
" co2-

" 802-
4 

802 -
3 

PD2-
4 -e H o 

6 ~ 
MnO 

4 

68 

"~-:·. ~-: 

_/ ___ hí: ii;19°~on ,--
·"-.:'.!:··. '·'·!<-'· .. -· 

--i.i4~'6> -
'8~;~16 

0.2612 

0.3869:-

0.3718 

0.4286 

0.3754 

0.3446 

0~3275 

0.3265 

0.4084 

0.2600 



TABLA 2.3 

Coeficient~s salino~ h
0 

para varios gases (l/gmoll 

T CºCI 

o 
10 

15 

20 

25 

35 

40 

T<°CI 

o 
10 

15 

20 

25 

4(1 

H 
2 

-0.2170 

-0.2197. 

-0.2132. 

-o.2fis· 
--. ,-o-_ 

e H 
z 2 

-0.2124 

-0.2240 

T<°CI N 
2 

25 -o. 1904 

·o 
z 

-o. 1653 

--
-'<). 1786 

-o. 1771 

~o. iB92 

e H 
2 • 

-0.2003 

-o. 1951 

He 

-0.2222 

.. ·CD N o H s 
2 z z 

-0.2110 

-0.2156 

-0 .. 2222 -0.2118 

-0.2128 

-0.2277 -o. 2141 -:0.2.151 ':'-0~239J1. 
_·.·, 

·' --. .. - _;,.:~;__=: 

-0.2327 -0 .. 217_?,-
--,~ 

so 
2 

-Ó.3154 

-0.3122 

Ne Ar Kr NO 

-0.2240 -o. 1866 -0.1762 -0.1825 
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Finalmente, es importante recordar que las propiedades de la 

solución cambian cuando el gas reacciona con la solución.· En tales 

casas las ecuaciones dadas todav1a ·pueden aplicarse a la 

concentración del gas soluto sin reaccionar. 

C.2) Dirusividad en Liquidos 

En contraste con la situación para gases, no existen métodos 

teóricos satisfactorios para predecir difusividades en liquides. Son 

necesat· ias diferentes apro:< imac iones dependiendo si la solución es o 

na eiectrol1tica. La mayor1a de las estudios han sido dirigidos hacia 

la estimación de los coeficientes de difusión en soluciones muy 

diluidas. Sin embar•go, algunos articulas recientes reportan 

va~iacianes substanciales de la difusividad del salute con el 

incremento de la concentración. Las tearias y métodos experimentales 

obtenibles para la predicción de las difusividades en liquidas han 

sido revisadas con detenimiento por Kamal y Canjar C33l. 

C.2.1) No-Eleclrólilos 

La tabla 2.4 muestra vari~~ correl~~iones pat~a so luc i enes 
,' :- ·- . 

diluidas con los errores pt•amedio dadas par Reid y Sherwoad C21] y 

!.as.propias autores. En ésta tabla, A es. el· saiuta (gas disuelto o 

reactivo), Bes el solvente, o es el coef.iciente de difusión 
A 

en 

cm
2
/seg, µAB y µH son las viscosidades de la solución y del solvente 

en cP, T es la temperatura absoluta en ºK, M
8 

es el peso maleculc;.r 

del solvente, y VmA y VmB Son lOS volumenes moleculares del SGlUtO y 

del solvente a su punta de ebullición normal en cm9 igmol. Los 

valumenes moleculares de algunas substancias simples son mostradas en 

la tabla 2.5. 
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TADLA 2.4 

RELACIONES PARA LA DIFUSIVIDAD EN SOLUCIONES DE NO-ELECTl~OL! ros 
MUY DILUIDAS 

Númt:ro de 

Ecuación 

( 1l 

(2) 

Ecuación 

<-xM l J./ 
2 

7. 4 X 10-e ---·--"---
Vº. 6 

mA 

8.Z X lCC'! [ 1 + 
C3V /.V. l 

mB mA 

V .t_ / s 
:-mA 

Z/3 

] 
(3) 5.4 [_.:_i_1_~_

1_·_2_._i_E_-_~_-.·_/_,,_··-J o. 93 

[ .-~ s) o '. O 7 

Vº. " Ll.Eº. 3 

mA A 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) D 
A 

T 

T 

_,, 
14 X 10 

71 

11 '-/ z 
a 

< v v' 
m·A mH 

1 /" 

M-·:t ,;:_ ~ :~ -·.' 
a 

para 

para 

V 
me 

V 
rnA 

v 
mA 

V 
mB 

-·~ _v_ 
-~o~d~ v~ª ~* 

X V-0.6 
mA 

mA 

< 1.5 

> 1. 



., .. · ··.. . ,. . ', 

·>:e· •·· .-.· · .. TABLA 2.4, CCDNTINUACIDN> 

Númer~ ~~ }ff j''!i ~·{~: ~- • .. 5~ \··• • :·.. Errar .. Promedio ;(Y.l 

Eéuac iC>r(~· ,·§,; ·;""'"" .. -._;...-'--'-'-~-'----'--'------'-----'---'-"-'__.:.;"-'-'---'--"-'------
,,. ·· 'i's'éli~eifit'.;¡~ '•' Agua cama Agua t:él~6: "·'··. 

(3)~ 

(4)4 

(5)..¡. 

(6),, 

(7)6 

J\ · ot~ga~icó,s solvente s~lut6· '> '.••. 
>f:..~, ~·): --'·-·-~:-:.-::-

1.- wm .. , (.:.R., <ind.~h~~g~ ~.:.:IC~E J·.; i~9!S!S) 
2. - Schei.bol. E. a .. -. lND. ·. ~ENO. :.::~~~~-::·. ,·'.: {1.~4.) ~~~·.::,"'"· > 

·. ": "'" . ,' .; ~·:-·_. : -. ' ·.:' ' ' . ·.,' 
3.-

Glábai 

·(autores) 

- .-10. 

. 13· 

5 

si.la.ro.man ol. a.l.>,..- J_: CHEM:j ENO. -.-.,'DÁT~.J\,; ··<·i~~~· 
Reddy,. K. A., and ~~rai.·~¿~~~>· ¡~:·:~.' ... -~:;~-.:~~ . .;-·~ -~-~~~~-~~- . E!';'O .. FUNDAM .• <1967> 

Lusi.s. M. A. , and ~fto.tcÍ.Ü¡~:·' ri·~:-~.\:· ... ·'_.~¡~ .. _;J." ·~:-~ffEM.-: ENO .. ; ti.968) 

•'&. -

"'· - ·--,. 

6. - olhmar. D.-F.·,. o.nCf" ~h~k;~.- -1.f~_~S.", I~-~· ·ENO~·-· CHEM.,. <icr-i3> 
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TABLA 2.5 

VOLUMEN MOLECULAR V DE SUBSTl'iNCIAS SIMPLES <cm
3 
/gmol l 

Substancia V Substancia V 
m m 

Aire 29.9 H s 32.9· 
2 

Br 53.2 He 16 
2 

Cl 48.4 1 71.5 
z 2 

CD 30.7 N 31.2 
z 

CD 34 NH 25.8 
2 " cos 51.1 NO 23.6 

H 14.3 o 25.6 
2 2 

H o 18~9 so 44.8 
2 z 

Para estimar la difus1vidad, la relación de Wilke y Chang [34] 

ha t~esultado set' muy convincente. Esta ecuación est~- basada en la 

ecuación de Stokes-Einstein. En esta fó1-·mula el pa1·ámetro de 

asociación x permite manipular~ difei~entes solventes: x=2.6 para ei 

agua, 1.S' p¿;s·a el met:anol~ 1.5 par·a El etanol~ y 1.0 para el benceno, 

eter, heptana )' ot1·os sol<..;2ntes no asociados. El error pt~amedio quE 

1~eoortan sus auto1~es es de 10~; la relación no puEde ser usada cuando 

se for·ma un comolejo entr'2 el soluta y el solvente. Para isobutanol, 

2tilén-9licol, y glicerol, Akgerman y Gainet~ [35J han apt'oximada el 

X = ( 
-".E 

V O p 
de substancia con enlace de h i d r óg En o J-
~E del homólogo 

va p 

( 2. 44 l 



El homólogo está definido al substituir un grupo -CH
3 

-OH. La incertidumbre en asigna1· valares a x ha 

esfuerzas para eliminar este factor. 

por el gruoa 

resultado en 

Para moléculas de gas so luto pequeÍ'ías tales: coma helio y H
2

, o 

para sistemas con solventes que tengan viscosidades mayoíc-es que 3 cF', 

se sugiere utilizar la relación propuest;;Lpo.r:'Akge1·man y,Gainer (35J: 

T 

k 
B 

-6-

La ecuación (2.45J es 

Chang, sin embargo, 

y 

ta ecuación ·propuesta por Gaine1· solam.ente 

utiliza las prooiedades fisicas de los constituyentes involucrados y 

trabaja bien con .sistemas asociados y no asociadas y con agua. 

Antes de usar alguna de las relaciones anteriores, se recomienda 

verificar para cuales sistemas gas-liouido operan y las condiciones de 

su aplicabilidad. 

C.2.2) Electrólitos 

La difusión de un electrólito ionizado disuelto involucra la 

difusión de cationes y aniones los cuales, debido a. su oequeño 

tama?ío, se di funder1 más rápido que las moléculas no disociadas. Ambos 

tipas de iones se difunden a la misma velocidad, tal que la 

neutralidad eléctrica de la solución se conse•·va. 

Sobre la suposición de una disociación completa en una solución 

conteniendo dos especies de iones, los coeficientes de difusión de 

los electrólitos pueden ser calculados a dilución infinita poi· medio 

de la relación: 
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D [(Z +Zl/ZZJ (2.46) 
A ... + -

oonde D es la ciitusividad combinada del electrólito en cm2 /seg. Z y ,, 
z+ son los- \'alares absolutos de las· valencias de los aniones y 

cationes. A
0 

es la cGnductancia del electrólito a dilución infinita 

en mho cm
2

/am ·?ouivalentE. >-.º v ~ 0 
son las canductanc.ias aníanica y - ' , • + 

cationica a dilución infinita, y T es la temperatura en °K. En 

[19J se da una ~abulación útil de conduc~ancias iónicas a dilución 

infinita en agua a 25 ºC. 

exi5ten diversas dificultades pa1·"'a 

pr~ed2ci1- con p1~ecis1ón la solucil1dad y difusividad de gases en 

liquidas, tal que es 1·ecam2ndable utilizar data:; e:·~perimentales 

s1empt~e que 5ea cosible. 

De estd for~ma. ahor~ estamos posibilitados para llevat· a cabo la 

simulacion d2 uria manet~a adecuada ya que sabemos el signiiicado 

fls1co de cada una de la3 variables de los modelos y además conocemos 

ae antemano el tioo de o~:·f1les cue podamos 2soe1-at· dependiendo del 

va.lo,- qua tome 21 iiúmEr~o de Hatta c. su eauiv.aler,te,. esto es, se 

estará consiC:erc..ndo ca1·Tectamer.te el e-fecto de la reacción en la 

t1·ansferenc1a de ma5a .• Poi... otro lado, tenemos 

suficiente (incluye¡-¡do refE1"'encias) para dete1·mínar los valores de 

las variables involuc1-ada~ 2n lo:; 1nodelo-s. 
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Reactfvcf A· 

Reactiva B 

Concentración de A en la película 

C6nce~t~ación de gas A disuelta en el sena del liquido 

Concentración de A en el equilibrio 

Concentración de B en la película 

Concentración de B en el seno del liquido 

Difusividad molecular de A liquida 

Difusividad molecular de B liquida 

Factor de mejora 

Factor de mejora para una reacc.iónº .ins.t.antanea 

Fugacidad del componente A 

Coeficiente salina 

Contribución del gas al ccie~~~i;i;¡·;,·te -sal.ina 

Contribución del 

Contribución del 

ión positivo. al .~i:;ef. salino 

ión negativo ~í¡;IÓ!ef. salino 

Constante de Henry 

Núme1·0 de Hatta 

Constante de Henry 

Fuerza iónica 

Coef. de transfe1·encia de masa ·del lada ·gas 

Coef. de transferencia de masa del lado liquido 

Constante de velocidad 

Constante de velocidad 

Constante de Henry 

Constante de l-len1·y 

Peso molecular 

Peso molecular de B 

Flux molecular promedio 
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3 

SOLUCION NUMERICA V 
SI MULACI ON 

Muchos de los modelos de la ciencia y tecnologia se expresan en 

la forma de ecuaciones diferenciales. En los modelos más sencillos, 

estas ecuaciones son ordina1·ias, es decir que tienen una sola 

variable independiente, que llamaremos x cuando el problema es de 

valores a la frontera o l cuando ES de valores iniciales, ya que en 

este último caso la variable inoependiente es en la mayoria de los 

casos el tiempo. En modelos más realistas, las ecuaciones 

diferenciales de inte1~és serán ecuaciones parciales, con más de una 

variable independiente. En nuest1~0 mundo tridimensional, estas 

variables pueden ser por ejemplo; las tres coordenadas x, y, z 

fijando la posición de un punto, más posiblemente el 

situaciones no estacionarias. 

tiempo t. en 

Estas ecuaciones en muchos casos no tienen solución analltica o 

si la tienen, esta solución es de una forma bastante complicada como 

para ser realmente útil <por ejemplo; una serie infinita>, en otras 

palabras, se necesita una solución numérica, que nos permita 

aproximar a la solución en varios puntos o hasta en cualquier punto 

del dominio considerado. Con la aparición de las computadoras 

digitales al final de los años 40, las técnicas numéricas se 

desarrollaron con gran rapidez, en particular en el campo de la 

solución numérica de ecuaciones diferenciales. El propósito de este 

capitulo es dar una breve descripción sobre los métodos de 

discrelización para la solución de ecuaciones diferenciales y en 

particular, la aplicación del método de colocación ortogonal en la 

simulación de reactores gas-liquido. 
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Al METODOS DE DISCRETIZACION 

La información sobre los métodos de discretización es amplia y 

en realidad depende de cómo se les aplique. Una buena discusión sobre 

estos es presentada por Hennart [ll, donde compara los métodos de 

diferencias finitas, residuos pesados y elemento finito. Su 

comparación es más bien sob1·e un punto de vista de análisis numérico 

que de aplicación a problemas concretos. Otros 

proveen más información, como el de Forsythe 

diferencias finitas y el de Strang y Fix [3J sobre 

textos importantes 

y Wasov [2J de 

elemento finito. 

Un importante texto recomendado para el buen entendimiento sobre el 

método de los residuos pesados es el de Finlayson [4]. Antes de 

entrar en forma a la discusión sobre estos métodos, 

aclarar algunos conceptos fundamentales. 

A. 1l La Naturaleza de los Métodos Numéricos 

es importante 

La solución numérica de una ecuación diferencial consiste de un 

conjunto de números a partir de los cuales la distribución de la 

variable dependiente y puede ser construida. En este sentido, un 

método numérico es semejante a un experimento de laboratorio, en el 

cual un conjunto de instrumentos lectores es capaz de 

distribución de la cantidad medida en el dominio bajo 

establecer 

el cual 

lleva a cabo la investigación. El analista numérica y 

la 

se 

el 

experimentador de laboratorio permanecen satisfechos con solo un 

númet'o finito de valot·es numéricos, aunque . este número puede, al 

menos en principio, ser tan grande como se requiera. 

Supongase que decidimos representar la variación de y por un 
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polinomio en x, 

y a + a. x + a : .. ::2 +. ·· · · + a· xm 
o 1. 2 m 

C3.1l 

y empleamos un método numérico para encontrar el número finito de 

coeficientes a
0

, ª<' a
2

, a • Esto permitirá evaluar y en 

cualquier localización de x, substituyendo el valor de x y los 

valores de las a's en la ecuación (3.ll. Este procedimento es, sin 

embargo, algo inconveniente si en realidad estamos interesados en 

obtener valores de y en localidades determinadas. Los valores de las 

a's son, por si mismas, ca1~entes de significado y la ope1~ación de 

substitución debe ser llevada a cabo para alcanzar los valores 

requeridos de y. Esto conduce al siguiente razonamiento: por que no 

const1~ui1~ un método que emplee los valo1~es de y en un número de 

puntos dados como las incógnitas primarias ?. En realidad~ la mayoria 

de los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales están 

sustentados en este concepto. 

De este modo, un método numérico trata como sus incógnitas 

básicas los valores de las variables dependientes en un número finito 

de localidades (llamados nodos) en el dominio de cálculo. El método 

incluye la ta1~ea de suministra1~ un conjunto de ecuaciones algebraicas 

para estas incógnitas y de describir un algoritmo para resolver las 

ecuaciones. 

A.2) El Conceplo de Discrelización 

Si enfocamos la atención sobre los valores en los nodos Cgrid 

pointsl, lo que hemos hecho es reemplazar la información continua 

contenida en la solución exacta de la ecuación diferencial con 

valores discretos. Tenemos, de esta forma, discretizada la 

distribución de y y es apropiado referirnos a esta clase 

numéricos como mélodos de discrelización. 

de métodos 
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Las ecuaciones algebraicas que involucran los 

desconocidos de y en puntos nodales seleccionados, reciben el 

valores 

nombre 

de ecuaciones de discret.ización, y _son det•ivadas a pat•tir de la 

ecuación diferencial que gobierna a y. En esta derivación, debemos 

emplear alguna suposición acerca de como varia y entre los nodos. 

Aunque este "perfil" de y detieria ser elegido tal que una sola 

expresión algebraica fuese suficiente para todo el dominio de 

c•lculo, es común que se utilicen perfiles segmentados lpiecewisel 

tal que un segmento dado desct·iba la variación de y sobre una pequeRa 

región en tét•minos de los valores de y en los nodos dentro y 

alrededor de esta región. 

dominio de c•lculo en 

De este modo, es común 

un número determinado de 

subdividir el 

subdominios o 

elementos, tales que una suposición de perfiles separados pueda ser 

asociada con cada subdominio. 

De esta manera, encontt~amos el concepta de discretización en 

otro contexto. El dominio de c•lculo continuo ha sido discretizado. 

E5 e5ta d1scretización 

dependientes lo que 

sistematica del espacio y de las variables 

hace posible reemplazar las ecuaciones 

diferenciales gobet·nantes con simples ecuaciones a lgebt•aicas, las 

cuales pueden resolverse con relativa facilidad. 

A.31 La Estructura de las Ecuaciot~es de Discrelización 

Una ecuación de discretización es una relación algebraica que 

conecta los valores de y para un grupo de nodos. Tal ecuación es 

derivada a partir de la ecuación diferencial que gobierna a y, 

expresando de este modo la misma información fisica. El hecho de que 

sólo pocos nodos participen en una dete1·minada ecuación de 

discretización 

seleccionados. 

es una consecuencia de 

El valor de y en un punto 

distribución de y solamente en sus vecinos 

los 

de 

perfiles 

la malla 

inmediatos. 

segmentados 

influye la 

Conforme el 

número de nodos viene a ser mayor, se espera que la solución de las 
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ecuaciones de discretización se aproxime a la solución exacta de la 

ecuación diferencial. Esto sigue a partir de la consideración de que, 

como los nodos vienen a ser más cerrados, el cambio en y entre los 

nodos vecinos es peque~a, y entonces los detalles reales de la 

suposición de los perfiles no es tan importante. 

Pa1~a una ecuación diferencial dada, las ecuaciones de 

discr~etización posibles no san únicas, aunque todos los tipos de 

ecuaciones de discretización dan, en el limite de un número muy 

grande de nodos, la misma solución. Los diferentes tipos surgen a 

partir de las diferentes suposiciones en 

métodos de derivación. 

los perfiles y en 

8) METODOS PARA FORMULAR LAS ECUACIONES DE DISCRETIZACION 

los 

Para una ecuación diferencial determinada, las ecuaciones de 

discretización pueden ser formuladas de varias 

delinearemos los métodos más comunes y entonces 

preferencia. 

formas. Aqui, 

indicamos una 

B. 1l Formulación por Series de Taylor (Diferencias Finitas> 

El procedimiento común para derivar ecuaciones en diferencias 

finitas consiste en apr-oxima.r las derivadas en 

diferencial por medio de una serie de Taylor truncada. 

los nodos mostrados en la figura 3.1. Para el nodo 2, 

la parte media entre los nodos 1 y 3 tal que 

la ecuación 

Consideremos 

localizado en 

X -}< 
2 < 

la expansión en series de Taylor alrededor de 2 queda: 
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y 

fig. 3. l .'Tres·;puntos sucesivos de- la.·malla· .. ,_, 

utilizados para la expansión en 

series de Taylor. 

Truncando las series despues del tercer término, 

restando las dos ecuaciones obtenemos 

La substitución de estas expresiones dentro de 

y sumando .y 

(3.4) 

(3;5) 

la ecuación 

diferencial conduce a las ecuaciones de diferencias finitas. 

El método incluye la suposición de que la va1·iación de y es muy 
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parecida a una polinomial en x, tal que las derivadas de un orden 

alto sean insignificantes. Esta suposición, sin embargo, 

una formulación indeseable cuando~ por ejemplo, se 

conduce a 

encuentran 

variaciones exponenciales. La formulación por series de Taylor es 

relativamente directa, pero ésta conduce a problemas de estabilidad 

como puede verse en el trabajo de Hennart [lJ y Constantinides [5]. 

B.2) Formulación Variacional 

Otro método de obtener las ecuaciones de disc1·etizaci6n está 

basado sobre el cálculo de variaciones. Para entender el método 

completamente, el lector debe tener un conocimiento suficiente sobre 

esta rama del cálculo. Sin embargo, una apreciación general de los 

principales ingredientes de la formulación es todo lo necesario para 

los pt•esentes propósitos. 

El cálculo de variaciones demuestra que resolver ciertas 

ecuaciones diferenciales es equivalente a minimizar una cantidad 

llamada funcional. Esta equivalencia es conocida como un principio 

variacional. Si el funcional es minimizado con respecto a los valores 

de la variable dependiente en los nodos, las condiciones resultantes 

generan las ecuaciones de discretización requeridas. La minimización 

del funcional es de la forma 

J(LJ) L"' cu, 
au 
~· 

au 
-¡¡-y• x, yl dD 

y debe satisfacer la ecuación de Euler-Lagrange 
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(3.7) 

la cual es una ecuación diferencial parcial con ciertas condiciones 

frontera naturales y x e y son coordenadas. Esta es la base para el 

procedimiento de Rayleigh-Ritz el cual a su vez forma 

los métodos de elemento finito. 

la base para 

La formulación variacional es comunmente empleada en métodos de 

elemento finito para análisis de esfuerzas, donde estas pueden ser 

encadenados hacia un principio de trabajo virtual. Además de su 

complejidad algebraica y conceptual, la principal desventaja de esta 

formulación es su limitada aplicabilidad, ya que un principio 

variacional no existe para todas 

interes. 

las ecuaciones diferenciales de 

B.3) Formulación por Residuos Pesados 

Un poderoso método para resolver ecuaciones diferenciales es el 

método de residuos pesados. Dos textos describen en detalle el método 

y se recomienda en forma especial su lectura, el de Finlayson [6J, y 

el de Villadsen [7J. Si bien el método no es nuevo <desde los afias 

40; Frazer [11Jl últimamente ha tomado mucha popularidad a partir de 

los trabajos de Stewart [8] y Villadsen [9] en la solución de 

problemas relacionados a la Ingeniet'la Qulmica. En esta parte 

describimos brevemente el concepto y posteriormente se desarrollará a 

profundidad. 

El concepto básico es simple -e 

difet'encial representada por 

L(yl=O 
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postet•iormente, suponemos un.a solucion aproximada y" que contiene un. 

número indeterminado de pat•ámetros, ·por e.je.mpló · 

.. 
y a 

o 
+ a x + a x2 + · -· · • + _a. xm_ 

1 2 

las a's son los parámetros. La substitución. 

diferencial conduce a un residual~ ~efinido como 

R • L<y l 

ecuación 

(3.10) 

Por otra parte, queremos que el residual sea pequel'ío de alguna forma, 

entonces proponemos que 

J WR dx o (3. 1 il 

donde W es una función peso y la integracion se realiza sobre el 

dominio de interes. Seleccionando una sucesión de funciones peso, 

podemos generar tantas ecuaciones como se requieran para evalu~r· los 

parámetros. Estas ecuaciones que contienen a los parámetros como las 

incógnitas se resuelven para obtener la solución apro;.:imada de la 

ecuación diferencial. Existen diferentes versiones del método, las 

cuales resultan a partir de las diferentes selecciones de la función 

peso. 

La función peso más simple es W=l. A partir de esto, un número 

de ecuaciones de residuos pesados puede ser generada dividiendo el 

dominio de cálculo en subdominios o volumenes de control, y 

establecer las funciones peso como la unidad sobre un subdominio a un 

tiempo y cero en los demás. Esta variante del método de residuos 

pesados es llamada el método de sv.bdominios o la formulación por 

t.10L·umen de conlroi. Esta implica que la integral del 

cada volumen de control debe ser cero. 
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B.4) Formulación por Volumen de Control 

Los libros de texto elementales sobre transferencia de calor 

derivan las ecuaciones de diferencias finitas via el método de las 

series de Taylor y entonces demuest1·an que la ecuaciones resultantes 

son consistentes con un balance de calor sobre una pequeña región 

alrededor del nodo. También hemos visto que la formulación por 

volumen de control puede ser considerada como una versión especial 

del método de residuos pesados. La idea básica de la formulación por 

volumen de control es fácil de entender y conduce por si misma a una 

interpretación fisica directa. El dominio de cálculo es dividido en 

un número de volumenes de control que no se traslapan, tal que existe 

un volumen de control alrededor de cada nodo. La ecuación diferencial 

es integrada sobre cada volumen de control. 

nodos 

Los perfiles segmentados 

y son utilizados para expresan la var~iación de y entre los 

evaluar las integrales requeridas. El resultado es la ecuación de 

discretización conteniendo los valores de y para un grupo de nodos. 

La ecuación de discretizac1ón obtenida de esta manera expresa el 

principio de conservación para y para el volumen de control finito, 

exactamente como la ecuación difet~encial lo expresa para un volumen 

de control infinitesimal. 

La caracteristica más atractiva de la formulación por volumen de 

control es que la solución resultante implica que la integral de 

conservación de cantidades como la masa,. momentum y energia es 

exactamente satisfecha sobre cualquier grupo de volumenes de control 

y por lo tanto sobre el dominio de cálculo total. Esta caracteristica 

existe para cualquier número de nodos. 

Cuando las ecuaciones de discretización son t~esueltas para 

obtene1· los valo1·es de la variable dependiente en los nodos, el 

resultado puede ser visto de dos formas diferentes. En el método de 

elemento finito y en la mayoria de los métodos de residuos pesados, 

la variación supuesta de y que consiste de los valores en los nodos y 
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las funciones de interpolación lo perfiles) entre los nodos se toman 

como la solución ap1·o;dmada. En el método de diferencias finitas, sin 

embargo, solamente los valores de y en los nodos son condiderados 

coma los constituyentes de la solución, sin alguna referencia 

explicita de como varia y entre los puntos de la mal la. De esta 

forma, los métodos de elemento finito vienen a ser tan recurridos en 

la actualidad y es asi como seleccionamos en especifico el método de 

cotocación orlogonai. 

C) METODO DE COLOCACION ORTOGONAL 

La aplicación del método de colocación ortogonal en la solución 

de ecuaciones diferenciales implica el entendimiento de algunos 

conceptos fundamEntales interpolación de Lagrange, polinomios. 

ortogonales y la evaluación de integrales definidas por el uso de 

cuadratura Gaussiana. Ya que cada uno de estos conceptos está 

involucrado, se da un breve t1·atamiento de estos tópicos. 

C.1) Conceptos Fundamentales 

En dos dimensiones, dos lineas se dice que· son ortogonales o 

••perpendiculares'', si 

tan e = - 1 
1 

esto puede ser escrito como 

sen e sen e + 
1 z 

si utilizamos los ángulos complementat·ios: 'f'
1 

y .'1'z en el 

seno, obtenemos 
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cos ~. cos ~2 + cos e. cos ez o (3.14) 

en t.-es dimensiones. con ángulos .. a, (3, .Y r .. tenemos 

~;'-'. 

o (3~15) 

fáci 1 la como la condición de perpen?Íc~l.~fi.~t~-~;.µ .~1-t~gcirralidad.é:Es 
generalización a ºn" dfmeiisiO·neS.-~·can\-;:~h:~~~lc:>~~--ci.~1>. a..~2>, ••• , 

---"-,-
<n> a 

escribiendo 

(1) 
cos Ol 

1 

<U 
cos Ol 

2 

:'..i,~::, ,:.t:s~ 

como la condición de ortogonalidad. 

En la p1•áctica se ha encontrado que los cosenos"directores 

<k> 
cos Ol, 

' 
A.. Ck> 
' 

• (3.16) 

(3.17) 

son más útiles que. los ángulos. m.ismos, .. tal que es muy común encontrar 

la forma 

\A. (k) A. (k) ·= o L •·· .. z":¡_,.,. .. ,,_,,.-:;•. 
(3.18) 

k=i 

como la condición de ortogonafidad. Si hacemos tender a k-->oo podemos 

ver que es razonable llamar 

I A. Ckl A. Ck> dk 
1 2 

o (3.19) 

una condición para la ortogonalidad. Con esta motivación, decimos que 

dos funciones f
1

1x> y f
2

1x> son ortogonales sobre el intervalo 
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si 

Un 

si 

suponemos que 

Haciendo 

entonces 

Jb f <.x> f (x) dx 
. 1 2 

f ()<) 

.r~ 

..¡ h . 
• 

o 

f son mutuamente 
n 

(3.20) 

ortogonales 

{3.21) 

(3.22) 

y diferentes de cero. 

(3.23> 

(3.24) 

las funciones g,Cxl 

desde f.(>:> a g. (:d 

son llamadas "ortonormales" y al proceso de ir 

se conoce como ºnormalización" El conjunto . . 
cl•sico de funciones ortogonales son aquellas de las series de 
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Fourier 

1, cos --X,_ coS 2·x:; ..... ·.,· cos mx, ... 
>~ ·- - '.e' _-.• ".e:' ·,.- é~-' .'. ·., 

sen x, · s_f:=n:,_2_~,· :~.:·· ~·:·.·~., .. -7en m_x, ••• 

en ei ~~f~if~aJ.6 O· S x S 2rr 

(3.25) 

·.•_·_ :-.: . 

Dos funciones f .ex> y f<·(:x);_i-~'!Sé.l¡i¡ccionadas de una familia de funciones 
n · ··:"·_. _·.·:· m······ · · _. ... · · 

f•' f
2

, ••• , fn sé 'd-icii"quei \;oh ortogonales con respecto a una función 

de peso w Cxl sobre ;el ';',i~~e~v"110 cerrado ra, bJ si 
!:_~. ,:- . --:··: r w(x) ~fn<;(~- fm(x) dx = o 

~ -'o.--

w·(x) [f Cxl J2 d_x > O 
n 

n ?' m 

n 

donde wCxl es independiente de los valores de n y m. 

C.1.1) Polinonúos Orlogonales 

(3.26) 

Por una familia de polinomios ortogonales entendemos una familia 

de polinomios la cual es un sistema ortogonal con respecto a una 

función de peso dada. En la práctica se hace uso de esos polinomios 

por tres razones fundamentales: 

1.- Expansión de funciones en 

ortogonales, lo cual es muy útil. 

2.- Son fáciles de manipular 

términos· 

3.- Tienen buenas propiedades de convergencia 

de polinomios 

A continuación se dará una breve descripción de la teori a general 
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pt•esentando algunos--teó~e-mas,:y_ SUS,; coínpl'.'obac iones para posteriormente 

pasar a los polinomios o~to¿;,,ri~1~~c1á_srcos. 

TEOREMA 1.-

Para toda distribución de pesos, existe un sistema ortogonal 

asociado 'l'o• 'l'i' ••• , '!'"el cual es una familia de polinomios. Para 

una distribución de pesos sobre una malla con m+l puntos, la familia 

termina con 'l'm l'l'm~ es cero en cada punto de la malla). En el 

contrario la familia tiene un númet·o infinita de miembros. 

caso 

Para n ~ O los polinomios ortogonales satisfacen una fórmula de 

recursión de tres términos. 

'I' (X) 
n·U 

"'n Cx-(3nl 'f'n Cxl - "Y 'l'n-< (XI (3.281 

donde 'I'_, Cxl o (3.29) 

y (3.301 

PRUEBA.-

Por inducción supongamos que los-. 'l'j (x l han sido construidos para O 

j :$ n 'l'. lxl "' O , (n > 01. Buscamos un polinomio de grado n+1 
J 

cual 

al tenga coeficientes A et A 
n+i .n n 

bl sea ortogonal a 'f'
0 

Cxl , 'f', (xi, ••• , 'l'n Cxl 

Todo polinomio que cumpla la Cal puedé ser escrito 

la forma siguiente 

'f'. <xi 
' 

(3.311 

La condición Cbl es verificad~-si--y solo-si 
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n 

l/'J.Cx))-.~ C . Cl/'.CX), l/'.Cx)) L ~'." t. J 
o ; j=o.1, ••• n 

i.=o 
.. ·-· .. < , (3.32) 

donde C'l'l Cxl, 

Por lo tanto 

·'l'j(~)lCsi~~Ífica el producto interno o producto punto. 

el/'. <.xr,. 'l':-<-xl >=O. para '"'i de modo que 
\. ,'/·~-:-· _, : ·, J:::-~: _; 

"·:.-;· «'•" ;~ .. 2: 

C . ll l/'.CX) li2 ---~i;t~;,~n.<_.x_l_,_·.· 
n.J J' ._,._ 

2 
11 'l'j (X) 11 

n L ['l'L (x) Jz 

i..=O 

(3.33) 

(3.34) 

esto determina los coeficientes cn.j únicamente a p_artir' de la 

definición de producto interno, se sabe que Cx 'l'n Cx>, 'l'j Cx) >= l'l'n (x), 

x l/'.Cx)), pero observamos que x l/'.Cxl es un polinomio de grado j+1, 
J J 

de modo que si j+l < n ; entonces éste es ortogonal-a 'l'n<x>, tal que 

C =O para j < n-1. A partir de la ecuación C3.31l obtenemos 
n.j 

(3.35) 

la cual tiene la misma forma que la aseveración hecha en el teorema. 

Esto se puede ver haciendo 

e e X 'l'n e ~.) • ,µ·; (X) ) 

[3n 
n n ·J '·' 

"' 
(3.36) 

e 'l'n i ,¡ r X' -~ e X ) 

rn e 
n.n+~. 

1 1 ·'l'''·c· ·h< >1 1 n- ~ 

(3.37) 
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la prueba conduce a una única c~nstrucc:ión dé lf'n+i(>:l. 

TEOREMA 2.-

Ld.s raices >;. 
J 

n=1,2, ••• ,k son todas 

reales, distintas y caen en el in.tervalo a·< xi ·< .. b. 

PRUEBA.-

Designemos las raices de lf'n(xl=O en Ea,bJ como x
1

, .,
2

, ••• , X 
r 

donde 

las raices multiples son 1·epetidas el número apropiado 

Entonces el polinomio 

q (X) 
r 

(:~-x l (x-x l 
i 2 

(x-x l 
r 

de veces. 

(3.38) 

cambia de signo por donde quiera_que_lflf'l(w) -lo hac_e•en Ea,bJ y es de 

grado r::; n. De este modo lf',.¡(x> qr<>il es i:le ün·signc:i en Ea,bJ y asi 

(3.39) 

esto puede ser verdadero solamente si r=n, ya que lf'n(x) es ortogonal 

a todos los polinomios de menor grado. Con esto se demuestra que el 

número de raices es igual al grado del polinomio. Ahora, supongamos 

alguna ralz, digamos x
1 

como multiple, entonces podemos escribir 

(3. 40) 

donde 'l'n_
2 

<>:) es de grado n-2, pero 

'/' (X) 1f' (X) 
n n-z ]

z 

~ o (3. 41) 
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y de aqui 

Jb'i'n(¡.:) 11' (¡{) I<(:{)) 0 
n-z 

(3.42> 

pero esto es una contradicción, ya que 11' (xl 
n 

es ortogonal a cualquier 

polinomio de menor grado. Aqui se demuestra que no pueden existir 

raices multiples. 

C.1.2> Polinonüos Ortogonales Clásicos 

A continuación presentamos algunos polinomios ortogonales más 

comunes .. 

POLINOMIOS DE LEGENDRE. son 

ortogonales sobt·e el intervalo r-1·, 1J. can. t~E!specto a la función peso 

w(x.)=1, esto es 

J
1 

L (X) L (xl 
n m -· 

J 
1 

[L <x) J
2 

n 
(3.44) 

-· 
los_p_rimet•os_ tres polinomios 

L <x> 1 ·,r 
o J 

L <x> = x (3.45) 
1 

L (x) = • <3x z 
-1) 

z z 
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y la relación general de recursión-es 

L (X) 
n = ( 

POLINOMIOS DE 

2n.:C l 
n ) X L Cx>-( 

n-1 
n-1 

n ) L _ (X) 
n-2 

; n_2: 2 

de Laguerre 

(3.46) 

son 

ortogonales sobre el 

w(xl= e-x, esto es 

respecto a la función peso 

J''° e-" n=0,1, ••• ,m-1 

o 

•dx> O n=m 

los primeros étre!~ pÓlinomios de Laguerre son: 

L <x> = 1 
o 

L {X) -x+l 
1 

L <x> x2 -4x+2 
2 

y la fórmula general de recursión es 

L { xl <2n-1> l <x> - <n-.1>
2 

L <:<> 
n-1 n-2 
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POLINOMIOS DE TCHEBYSHEV. Los· pohncimios de Tchebyshev ··TkCxl son 

ortogonales sobre el' inte:'rvalo _e cerrado .• · [-"1 >·1 J ~con- :1~~spec:to· a la 
,.:c. '".,·.·-2: :1./'2: 

función peso w<x.>=1:/Cl;xl ., 

. . ~·' ·.' .: . , ' ''.'. 
los primeros tres polinomios son: 

T Cxl o --
T <xi"-= ·x • 
T Cid 2 . 

y la fórmula de recursión es 

T Cxl 
n 

2x T Cxl 
n-1 

T (X) 
n-2 

dx'> o 

n<::2 

POLINOMIOS DE HERMITE. Los polinomios -de 

(3.51) 

n=ní (3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

Hermite son 

ortogonales sobre el interv~lo ce~rado [-oo,ooJ con respecto a la 
2 

función peso e-x , esto es 

00 

J 
2 

e-x H <xl H -Cxl d:< 
" m 

o n=0,1, •• ,m-1 (3.55) 

-00 
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I ' '2 
e-" [H <xl J 2 dx > O 

n 

-oo 

los tres primeros polinom_ios son 

H <xl 
o 

H Cxl 2x 
1 

H
2

<x> = 4x
2
-2 

y la fórmula general de recursü'.in es 

H <x> 
n 

n=m (3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

n 2: 2 

POLINOMIOS DE JACOBI.- Los polinomios de, Jacobi P~"'· 1"cx> son 

definidos sobre el intervalo ce.:.'rado [0, 1J con respecto a la función 

peso w<x>=<1-xl"' x 11 donde a>-1 y P>-1, esto es 

f <1-xl oi x11 P~"'·11 ',<:<> ,P~"'·11 'cx> dx 

o " 

o (3.59) 

n=0,1,2, ••• ,m-1 

y 

x 11 [p<~·11 '.cx>J~ dx >cO 
n' 

n=m (3.60) 

para cada elección del par de par•metr6s a, p de la función peso, se 
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obtiene un conjunto dé poÚn-oniios denotados por 

p""·f.'' Cxl. 
n 

poi• .la fórmula de 

Cl-x>°', x" 

ejemplo 

función 

p'°·º' (X) 
e 

facilmente 

(3.61) 

(3.62) 

Por 

la 

-20x3 +30x2 -12x+1 

El conjunto de polinomios definidos por la ecuación (3.59) son 

comunmente referidos en la literatura como polinomios de Jacobi 

"modificados" y los polinomios definidos con respecto a 

peso w<x>=ll-xlªx" sobre el intervalo [-1,lJ son llamdos 

polinomios de Jacobi. 

la función 

simplemente 

Como mencionamos ante1'"'iormente, una de las caracteri sticas más 
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importantes de los 

cualquier polinomio 

reales, digamos 

puede ser 

donde F. Cx> es el 
e 

familias 

ejemplo. 

Expande.1· 

en términos de los 

P~º·º'<x>, P~º·º'<x>, 

solución. 

de que 

(3.63) 

de 

(3.64) 

de_ las 

a.=f3=0 

Las primeras cuatro funciones de Jacobi las conocemos para 

entonces substituyendo estas en la ecuación (3.64> obtenemos 

f Cxl 
3 

f (X) 
3 

f (:<) 
3 

b F (:<l+b F Cxl+b F Cxl+b F Cx> 
00 11 22 33 

103 



la comparación .:de __ cae_fic1en:tes- nos t~eporta: 

caeficie~te,;;~¿<:~: x";¡.· .... ,. 
:.:-;20b•·=20:cc'. -._.b_-,,a .. ?-1 -.. :.~:-· .9: ·:_. ~",,' .. 

~·.·· -.o { i''2u-caeficientes.·en · x . .-. 

6b :i.30b -~ 32 
__ -z "~·.a:.~::, 

coeficientes en x. 

2b -6b -12b 
• 2 9 

"-18 .•• 

·e;,·::,-,-, __ ···. 

y el térmi:o -~n::::~d~e~'t;j;b~L 2313 
-~ ., 1 _· __ 2 .9 : "<" , ... --- ,:.~;:~:,~.º.")°~·· - -

:'.·····-~-· ·. 
de modo que la funt:-ióii nos queda 

t <x>=<2313> p'º·º 1 <x>+16 p'º•º 1 <x>+<31/3{'-p'()'.º'<x>-'- P'º·º1 <x> s e 1 - - -· - · - 2. · - _a 

C.1.3) Cuadratura Gaussiana 

La aproximación numérica de L.Ína{Í:n_f~g~'.ií·'cfefinida· conocida como 

cuadratura se representa por la siguÍ.einte',-exp¡;;esión 
- '='-">" .t:~~ ,-( ·,.· 

\ w.f<x.> L L L 
(3.65) 

(1 i=O 

donde ~ son las n+l pesos para n+l valores funcionales f(x.l. 
L-

Si 

f ( >:L l y w, san val 01·es no fijas, en tan ces observamos que hay 2n+2 

parámetros, los cuales pueden ser utilizadas para definir un 

polinomio de grado 2n+l. 
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ejempl.o, Sea 

f Cxl ax+b 

un polinomio de grado 1 y con dos parámetros. Entonces la relación 

<3.65l ·será exacta .si f Cx) es un . polinorn·i·o de grado 2n+1 y las 

evaluaciones de f<x.l y w. san tomadas de las raices de un polinomio 
' ' ortogonal· de grado n+l, estas:: raices se· conocen corno puntos de 

col.ocación. Una forma general de expresar la ecuación (3.65) es 

f w<xl f Cxl dx 

" 

n 

f <x.) (3.66) 
' 

donde para cada función pesa w(x) le corresponde un conjunta Cw. J de 
' pesos. Cuando w<xl se torna de las pesas de las polinomios ortogonales 

r---z -xz 
: 1 , e-><, ..¡ 1 - x , e < 1-:d °' x11 el proceso para calcular w. 

' 
se 

conoce cama cuadratura de Gauss-Legendre, Gauss-Laguerre, 

Gauss-Tchebyshev, Gauss-Hermite y Gauss-Jacobi respectivamente. 

El desarrollo de este procedimiento lo podemos in ic iat"' can la 

forma del polinomio de interpolación de Lagrange para la función f(xl 

corno sigue 

f ( >:l Q (X) +R (X) (3.67) 
n n 

donde Qn(xl es el polinomio de interpolación y Rn<xl es el residuo. 

Estas funciones son definidas coma sigue 
n 

ti Tl<> .n. -I t,'cxicf~x;:>_ (3.68) 

t =O' 

[ .. x }{" ] l.(:<) n 
' i. :o ·X .. 

(3.69) 

i"' l 
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a<l;<b 

fn+1 (() 
Cn+ll} 

·.~ .~-f~''- ·.:'t:-·: ,..., . ·,:," .-::.;,:_:. 

po,.. conveniencia défin'iffiOS ·. ·:·('~ 
' ·~ ... ~ 'J: .L :'': :' i,"'7·, 

·' > .; 
~- ~ ~ .. , ;< . . ,:~:.:),' -·>·~:~ 

,··---.p~~.(~) 
y 

<t·\n+~1'.((l 
' .. <:n;+-.l;l_}. 

t· ,- 'o; }--.,- ' •'' '.~ 

entonces el residuo púede ·~er~:;:;:eésc~i to. como sigue 
-;::·-=-

R (xl 
n 

p 'tx l: q < x l · 
n+.1 ~ n 

(3.70) 

(3. 71>· 

(3. 72) 

(3.73) 

el desarrollo de los polinomios Lagrangfanos pn+
1 

(x> puede ser 

en cualquier texto de métodos numé.-icos. 

visto 

CUADRATURA DE GAUSS-JACOBI. El desarrollo de la cuadratura de 

Gauss-Jacobi es iniciado pot' multiplicar cada miembro de la ecuación 

(3.67l poi' la función peso wlxl e integrar sobre el 

para dar 

intervalo Ca,bl 

f W(X) f (:<) d:< w(x) R <xl dx (3.74) 
n, 

el objetivo del siguiente desarrollo es encontrar la fórmula ll.C\ra .. _- _wt 

y el conjunto de '\ los cuales den la siguiente ·19i:iald-ad 

r w(:{) f (X) dx 

i.=o 

1(>6 

f (:<.) 
e 

(3.75) 



donde flx) es un polino~io da grado _2n+1 y wtxl= 11-x>°' :/'. Los 

va'lores de a y b son O y 1 respectivamente. Entonces despues de haber 

observado que las Xti y de este modo las flxL>' son valores fijos, la 

ecuación 13.741 puede ser escrita de la siguie~te.forma 

f wlxl 

o 

f(xl dx 1_ Cx> dx]+fwlxlp Cxlq Cx>dx 
i n+1 n 

o 
13;76) 

de este modo 

f w<x>,flxLdx q Cxl 
n 

dx (3.77) 

o 

";_·~:ii:."-- .. ,.~:.-.~: ,''..' .··<~:.' ·c;·.; 

donde wL A;!<J;~á J:l.'.:fi~I~~'_~por,". , 

.· .. ,;¡¿, ' . '~ f ::~; ,J;.¡, 
13.78) 

,_·~o ·····'', .,., ... c.;;,,, 

·, . ..' · ·.v~ ~. ·-.;·-. '"'' ·:-~~,:~~ :,;·~;,,,;~ , :;::·e , - .- · 

El objeto, del siguienté/élesarr;.ono ~es ·demostrar que si f lx> es 

un polinomio de grado 2n+1, entonces ·~1 't_érnlino dl;.1 residuo es 
· .... __ ,.¿: ·~'.::;. 

o"!~ - l_,;~-.-

f
wlx) p Cxl q Cxl .dx. 

f!•U. ·n 
o 

cuando el conjunto de n+l puntos base, 

polinomio de Jacobi de grado n+l. 

las 

o 13.79) 

son las -del 

Ya que flxl se asumió como un polinomio de grado 2n+1, se sigue 

que q (xi debe ser un polinomio de grado n, 
n 
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grado n+l y t, Cxl es de. grado n. L.a expansión de· 

un conjunto de 

q (){) 
n 

donde los 

Entonces el 

f w<x> 

o 

f 
o 

+b 

El examen de esta ecuación 

constante-veces P (;.:) 
n+i 

(el 

demuestra •que si. p ·· (x) 

pol inomi6 de':~:/;EJl'Ji 

en términos de 

simplicidad. 

(3.81) 

es igual a una 

de orden · n+ll, 

entonces el lado derecho de,ia-"'.cuc¡_ci.~n e~~.identi_camente igua~ a cero 

por la propiedad de ortogonalidad;;ÍAh_ó'ra''deÍmostrareinos como se 
t-' « 

da la 

igualdad de p <:<> a una con~tant~':·vC:iC:es :del polinomio de Jacobi 
n+i 

Pn+
1

<xl. Establezcamos el polinb~io de Jácobi de la siguiente forma 

P <x> n+i a n+i 

donde ªn+• es el coeficiente de ><n+• y .-las 

(3.82> 

x. son las raices ' . de 

PnH<x>. La comparación de las ecuaciones 13.71) y (3.82) demuestra 

que si los puntos base que aparecen en la- expresión para pn+1 Cx> son 

tomados como las raices del polinomio de Jacobi P <x>, entonces 
n+i 

p (){) 
n+1 

1 
a n+i 
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n+1 
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y consecuentemente cuando p <x> es 
n•i 

substituido en la ecuación 

(3.81) por su equivalente como es dado en la ecuación (3. 831, el 

residuo será igual a cero. 

De este modo, cuando las x son las raices de Pn+i txl y 

de grado 2n+1 o menos, la ecuación (3.77l se reduce a la 

exacta 

f W(X) 

o 

f Cxl dx 

i.=o 

f (X.) 
L 

f Cxl es 

relación 

(3.84) 

donde las w. son calculadas utilizando la ecuación (3. 78l. Si el 
L 

grado de f(xl es mayor que 2n+l, ysolainente n+l puntos de colocación 

se utilizan, entonces la cuadratura de Gauss-Jacobi no es exacta. Sin 

embargo, la cuadratura viene a ser exacta para todas las funciones 

continuas en el intervalo cerrado [0,ll conforme el número de puntos 

de colocación se incrementa indefinidamente, esta es 

n 

llm \ w f<x.> 
n->co L t. 

i.=O 

f w(xl f(N) dx 

o 

Una vez entendidas las matemáticas preliminares, 

(3.85) 

pasat·emos a la 

descripción detallada del método de colocación ortogonal. 

109 



C.3) Técnicas de Función Prueba 

La simulación de reactores quim1cos requiere 

ecuaciones difer~enciales ot'dinarias o parciales. 

la solución de 

En el presente 

trabajo las soluciones aproximadas de las ecuaciones diferenciale5 se 

obtienen por colocación ortogonal, el cual es una de las llamadas 

técnicas de función prueba. Para describir estos métodos consideramos 

la ecuación diferencial lineal a na-lineal 

o en F (3.86) 

sujeta a las condiciones de .. frontera. a .iniciales 

(3. 87L 

cOmbi~aci~n 

lineal de funciones 

(3.88) 

k=i 

Aqui n es el orden de apra:dmación y las bk son los_ coeficientes 

desconocidas, los cuales san determinados a partir de la ecuación 

diferencial y sus condiciones frontera. La substitución de la 

ecuación (3.88) dentro de las ecuaciones (3.86,87> nas da 

,;; (x, b) 
F - -

(3.89) 

(3.90) 

esta es, cuando yC~l en las ecuaciones (3.86,87) es substituida por 

la función aproximada y'"'<~>, las ecuaciones resultantes pueden 
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desviarse de cero por las cantidades &r y &
9

• 

Los métodos de función prueba entonces son ·caracterizados. ·por 

una minimización óptima de los residuos &F y &
8

• 

Tres estrategias son posibles. Er. los métodos de aproximación 

interior, iN<~l es seleccionada tal que e9 1~1 sea cero a lo largo 

de toda la frontera. En los métodos de aproximación de frontera, 

¡/r"l-:5._1 se elige tal que erl.::_l saa cero en el 

ninguna de las ecuaciones es satisfecha 

volumen total F. 

identicamenta, 

encon~ramos ante un método de aproximación mezclada. 

Si 

nos 

Los coeficientes pueden set' considerados como funciones de 

alguna variable independiente la cual no este incluida an x. Podemos 

obtener los coeficientes bk de la ecuación 13.881 de varias formas: 

11 Métodos de Ortogonalidad 

21 Métodos de Colocación 

31 Minimos Cuadrados Disc1·etos 

El método de Galerkin (19151 es un ejemplo de los métodos de 

ortogonalidad en el cual los residuos se hacen Dl"togonales sobre la 

región determinada con respecto a las funciones base~ lxl: 

f 
F 

& 
F 

& 
e ~j dB 

J -

o j=l,n 13.911 

Esta combinación d~ residuales es recomendada por Finlayson y Scriven 

ClOJ. Sólo las integrales que representan la misma cantidad fisica 

deberian ser combinadas de esta forma. 

El método de colocación para ecuaciones diferenciales fué 

descrito en principio por Frazer, Jones y Skan en 1937 Ull e 
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,,, 

independientemente por Lanc:zo~:· eri~;,L93e;'39,,U2J •. ~Los '·'. éesidubs·•·c :.:·:· se 

hacen igual a c.,;~~.:~~~" n~ p~mtás' .·seleccioria~o.;,; ~los;, .cuales 

denominados como puntós cíe C:ofoc¡,ici6n :~. ''"'·''' '•-' 
.· ·'- - -- ·'"!: e; .. - :? ... ':·.~.·.t,:.:.: -:.~ .·_','.',_" ·::::;·-- :.;-'.~~t· :;'-j.'fj ·~;tC;~:,:-~;~-:_::. 1··:::'f7>;;:.'.J - . -·::.·.::•""'"*·;}"'.L. 

•':.:F"c~/~_>•· .. ~:Ór .. \.;:·c··~:1·;1J ·.· ·_., 

& <x.,b> =O 
B-t.-, 

La elección de los puntos depende del propósito del cálculo. Si la 

solución es usada para calcular un valor medio o integral, entonces 

los puntos de una fórmula de cuadratura óptima deberla ser utilizada 

como lo plantean Villadsen y Stewart [13J; esta elección es llamada 

colocación ortogonal .. Por otra lada, si 

picos) de los residuos son minimizados, 

las magnitudes má><ima.s 

se prefiere utilizar 

puntos de una fórmula de 

menciona Lanczos [14J. 

interpolación de Tschebyshev, coma 

<o 

los 

lo 

En el método de mínimos cuadradosdiscreto, se utiliza un número 

de puntos de colocación mayor que el mlnimo requerido y la expresión 

s = 2 
& 

F 
(3.94) 

donde las sumas son tomadas sobre los puntos de colocación, 

minimizada con respecto a los coeficientes desconocidos. Si 

es 

el 

problema original y la función prueba son lineales, las ecuaciones 

resultan tes para élS/élbk deberá tambien ser lineal. 

En lo que r·esta del trabajo consideramos la simulación de los 

reactores con geomett'i as simples, de aqul que podamos escribir la 

función prueba, ec. (3.88) 1 en una forma simplificada 
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n1. nz, 

(3.95) 

con x = Cx1,x2, ••• ,'J. /E:st,c{ viene a ser muy fácil usar el 

método de colocaci'6n \'~,;,_gue;/ podemos uti 1 izar un procedimiento de 

colocac i6n para cacla;;a.il'a~l~ independiente x 1, x2, 

sin considerar las bt~á~ variables independientes. 

C.3l Puntos de Colocáci6n 

<i:oordenadal, 

Una vez que las funciones base -- h-án -siaó •;0-seleC::cionadas, e1 
siguiente paso es la elección óptima de lCl~ pÍ.l~ºt'i:i·;.;'cii.; i::olocáción.' -1:.a 
selección depende del propósito del cálculo. En los si'guientes 

párrafos consideramos la selección de los puntos de colbcación para 

varios tipos de reactores. 

El presente trabajo está restringido a funciones base 

polinomiales. Estas funciones trabajan bien cuando las velocidades de 

reacción en la simulación son del mismo orden de magnitud. Si este no 

es el caso, suele ser ventajoso utilizar algun nivel de funciones 

base exponenciales; sin embat~go, esto involucra una selección de 

exponentes adecuados a cada problema especifico. Las funciones base 

exponenciales son ampliamente tratadas por Sorensen [15). 

Las puntos de colocación pa1·a funciones base polinomiales están 

basados sobre los ceros Cralcesl de los polinomios de Jacob1. Estos 

polinomios son denotados como donde n es el grado del 

polinomio, y ellos forman un conJunto de polinomios ortogonales. Los 

polinomios de Jacobi están definidos dentro de un 

por las condiciones de ortogonalidad: 
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< 1-x>-"' < 1+:<i 19 p'"'·19 ' <}:> P'."'·19' <x> dx 
\. .. ·J o (3,96) 

_,_ 

La estandarización es dadá p-or ¡;;,_ _especificación del valor de la 

función en x=l: 

(3.97)_ 

<Manual de funciones matemáticas [24Jl. Para o.=(3=0 los polinomios de 

Jacobi se reducen a los polinomios de Legendre. 

Para geometrias simples, la ecuación (3.95) indica _que una 

solución aproximada de una ecuación diferencial parcial puede ser 

obtenida aplicando el procedimiento de colocación para cada una de 

las variables independientes (coordenadas). En los siguientes 

párrafos conside1 .. amos los principios de colocación para las 

ºcoordenadas•· más comunes en , .. eactores qui micos. 

COORDENADA AXIAL !TIEMPO) 

Esta coordenada resulta en la simulación de reactores de flujo 

tapón uní-dimensionales y reactores por lotes transientes, ambos 

reactores san descritos por ecuaciones diferenciales ordinaria5 can 

condiciones de entr·ada o iniciales dadas. 

En estas casos 2stamos pt·incipalmente interesados en un valor d2 

la ar~denada exacto a la salida del reactor·, o al final del intervalo 

de tiempo. Varios procedimientos han sido utilizados, y todos están 

basados en los ceros del polinomio de Jacobi: 

1l P'º·º'<2z_-1l o (3.98) 
n ' 

2) p<0,0>(2z.-1) o 
n 

y z=1 <3:99) 
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3l Pu,o>(2z -1) 
n L 

o z~1--- • (3. 100) 

la transformación x=2z-1 cambia los puntos· de.colocación al intervalo 

O < z < 1 • En la mayoria de los casos•. se desea el valor de la 

ordenada al fin al del intet·valo; · de aqui, el método 1 requiere de una 

e>:trapolación hacia z=1. Como es demostrado por Sorensen [15J, esta 

extrapolación puede introducir algún error, lo cual hace a los otros 

métodos superiores al método 1, al menos en problemas "rigidas". El 

método 2 utiliza los mismos puntos que el método 1, y además adiciona 

el punto de salida z=1 como un punto de colocación ('Jilladsen y 

Sorensen [16]1. Esto da un conjunto subóptimo de puntos. El método 

da un mejor conjunto de puntos, ya que 

prescrito en z=l se toma en cuenta para 

interiores. 

la presencia del punto 

la selección de puntos 

Los puntos ae colocación anteriores pueden también ser usados 

para c1et·~as ecuaciones difet·enciales parciales. F'or ejemplo; el 

tiempo para problemas transientes, y la coordenada axial en un 

1~eacto1~ tubulat~ con dispet~sión axial. Adem¿s de las condiciones ae 

entrada, el último tipo de reactor tendrá condiciones de fi--ontera a 

la salida del reactor las cuales establecen que la dispersión de masa 

y energia a través del plano de salida es cero. Sin embargo, estas 

condiciones de salida son normalmente ignoradas, al menos cuando el 

problema es aproximado con funciones base polinomiales. 

COORDENADA RADIAL 

Esta coordenada resulta en la simulación de 

cataliticas en estado estacionario !placas simétricas, 

particulas 

cilindros y 

esfe1·asl, las cuales son descritas por ecuaciones diferenciales 

ordinarias de segundo orden con condiciones de frontera dadas. 

En estos casos estamos principalmente interesados en un flux 

exacto en la frontera lo una velocidad de producción medial. Varios 
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están bas.ados en las 

(3.101) 

(3. ·102) 

o (3.103) 

la transformación x=2z2 -1 cambia los puntos de colocación hacia el 
' 

intervalo O < z < y da simetria alrededor de z=O. El indice 

geométrico e toma el valor de 1/2 para una placa, para un cilindra, 

y 3/2 para una esfera. El método 2 IVilladsen y Stewart [17]) puede 

ser usado cuando los valores de la ordenada son dados en la frontera 

z=l, i .. e. la condición de frontera es de primer nivel. Sin embargo, 

la solución aproximada obtenida pot· el método 2 no es 

autoconsistente, cama veremos posteriormente en un ejempla, y el 

transporte interfacial deberla ser calculado a partir de la velocidad 

de producción media por una cuadratura, en lugar de ser calculada a 

partit"' del gradiente en la frontera .. De aqui, que el método 2 nunca 

debe ser usado para problemas transientes. El método <Ferguson y 

Finlayson [18]) deberla ser usado cuando la condicion de frontera es 

de terce1~ nivel, y puede ser usada en todas los demás casos. El 

método 3 (Stewart y Sorensen [19JI provee el mejor valor medio de la 

ordenada en problemas con condiciones de frontera del tercer nivel: 

dy/dz 1::=
1 

= - O (y ( 11 -ybulkl; sin er.;ba1·90, ya que estamos interesados 

en la veioc1dad de producción media, el m¿todo no deberia ser usado 

pa1~a particulas cataliticas. 

Las anteriores puntos de colocación pueden también ser usados 

para ciertas ecuaciones diferenciales parciales. Un ejemplo es la 
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coordenada radial en particulas cataliticas transientes, el cual 

requiere el método 1. Otro ejemplo es la coordenada radial en un 

reactor tubular !estacionario o transientel; en este caso estamos 

interesados en un flux exacto en la frontera, as! como también en un 

valor medio de la ordenada sobre la sección transve1·sal del tubo a la 

salida del t·eactor. En este casa, el método 3 puede dar mejores 

resultados que el método 1; sin embargo, si se calculan varias 

funciones radiales con diferentes valores de O, 

representativa de O se selecciona antes de que 

colocación sean calculadas. 

efempLo: Reacción de segundo orden en una pLaca. 

algún valar 

las puntos de 

Considere una reacción irreversible de segunda arden isotérmica 

en una placa catalitica: 2A ----> 2B La concentración de la 

especie A en la superficie es CA
0

=1, •l radia de la particula es L=l, 

la difusividad es D=l y la constante de la velocidad k,=1, en 

unidades adimensianales. 

El perfil de concentración de la especie A est¿ determinada par 

la ecuación diferencial : 

dz 2 
2 c2 

A 
o < z < 1 

e =1 en z ± 1 
A 

(3.103) 

Se puede obtener una solución aproximada a este problema por 

colocación ortogonal. Aqui elegimos un salo punto de colocación 

interior z=z,, y la función prueba simétrica 

c'"<z> = 1 + b 11 - z2
l (3.104) 

A < 

la cual satisface la condición de frontera. lJna vez que la solución 
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es obtenida, podemos d¡;;te!ríiiriá.i~' i~'vé'iocidá'd de c-prc:iducción- media 

part i I' de una fórmula deii:J~dra~Ur~ 'd~ ¡,fa forma: 

a 

PCzl dz 

.• ·.e ·f·-~~:~:r':~;~·;l.~ .. :~ ~· :~:· ;·:¡_ <.;::: \~:.~ i' · :-i,~ 1·:· 1,' ·' -

.,-._. ""' :·;.·:', 

;:¡' p'c"~''>'~"i ,;¡'-- fJf1Y 
1 · :~:.>::::;:'.· .. ·~~~;:~!~--;e-

- (3; 105) 

la inserción de PCzl = 1 y Plzl 1-w 
;I_ 

como los pesos de la cuadratura. 

Primero elegimos el cero, de_ :;:1 ;;,~_'.'z>-c2z'.:;·1)_ coino el punto de 

colocación interior. Esto da z= 0.4472,--.,.-~_:'_o.a333,_yw= 0.1667. La 
1. .- ·... -.1~--- _-¿. . - . - ·- 2- - " 

substitución de la función prueba, Y'Z:i. ,en_:1a'7cuación diferencial da 

-2 b 
:i. 

2 (3. 106) 

a partir de la cual encontramos-ijJ=P'--o.~302 y _-CA<z:i.l= p;655~~ Est_o ,da 
el gradiente interfacial 

-· .. ·:·: ::·:·:· -. 

dC < :i.l/d z 1 _ °'= ___ 2 b = -_o_-_ •• _:,B_.f>_ d~, _-_-:, 
' - A .. ·.·- -·· « :Z::-1.. :-; . . :<.' i. ·: ~-~- "' 

y la velocidad de! prodüi:ci~n i.;edia!#ot/:cuadratu~a 
.;-'.-_':'.~'. :·;<~:>. 

.... -._ 
:i.· 

(/'(i \ + .... -2 t::úi.} 
·. A"-..: 1.-- . Z _A· . 

0'7170 +' 0~3333 =·-LIJ50 
¡. 

Aqui Vemos la inconsistencia éntr~~~l ~gradi~·~t~' y la C:üadratura~ 

valor obtenido por cuadratura es má-~ Jxa~to;'' la .i~lÜciór:i- correcta 
.·· --·-. 

1

• 

035

~hora elegirnos los ceros del ¡:!f<>:4fg~)_{~:f•fjF~;f,f':1"1~ ~~~Lc,,puntp, 
colocación interior. Esto da .z = o.-57737 .w ;o:';l;ooo; -_y ·1-1

2
=. ·o~o, 

: 1. .:~-~····:,'.>~' <·>:'~..':.:1. < .. :._.-,-,_ ·~ . .- '., 
substitución de la función prueba y· Z:i_' da: 

El 

es 

de 

_La 

-2 b 2 [ 1 + b (1-1/3) ] 2 

:i. 
(3.107) 

1 
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y la 

c:omo vem·os· 

C.4) Métodos de 

El método de 

diferentes <Villadsen 

ll Método de Coeficient,es' 

2) Método de Ordenadas 

y e (z ) = 
A, ~ 

0.6861. 

dos formas 

En el primer caso, las ecuaciones (3.92-93) se resuelven para dar 

directamente. En el método de ordenadas un conjunto equivalente 

b 
k 

de 

ecuaciones es formulado en términos de las ordenadas desconocidas 

las bk en la 

ecuación 13.88) pueden ser calculados si los valores de la ordenada 

son t"'equeridos en puntos diferentes a los de colocación. Los dos 

métodos dan en principio identicos resultados; sin embargo, el método 

de ordenadas tiene mucho mejores pt"'op1eaades numéricas que el 

de coeficientes como se verA posteriormente En un ejemplo. 

método 

El método de ordenadas requiere un conjun~o de coeficientes 

(pesos) para el cálculo de la primera y segunda derivadas con 

1~especto a la va1 .. iable independiente. Para p1·oblemas no-simétricos 

construimos los coeficientes Ai.j y Bi.j tal que 
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dP<xl 
dx 

n 

Aqui P <.x> es' .. un pcil inomio di;! grado n. 

i.=O,n (3. 108) 

i.=O,n (3.109) 

Los. coeficiente;, pueden ser obtenidos por la fórmula de 

interpoláción de Lagrange 

P<xl ¿ l.(:{) p <x:> 
J J 

(3.110> 

j:O 

con 

n n 

t.<><> ¡ n 
J 

(3. 111> 

la di respecto a x nos da 

(3. rt2) 
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A .. 
') 

l'. <x. l 
J ' 

r=o 
r¡o< j 

Jé~=o 
k~ j, ~' 

·• k=o. 
.• :k¡o!j: 

la cual puede ser simplificada para i=j•_:y para i_¡o<_j 

(3.113) 

Para la segunda derivada con .. respec;:tCI; a' x, ob.tenemos de manera 

similar 

(" (:<) 
j ;,. 

n 

I I 
r=O s=o 

r;:i! j s?! j, r 

n 

(3. 114) 

.-.,.~·'-.'. ~' -."o oc.=- _-· 

la cual puede ser simplificada para.·í=j y_•·para i¡o<j 

Para problemas con simetria alrededor' de 

obtenemos los 

en 

A 
ij 

B .. 
q 

lo·cual 
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>:=O usamos 2 
z.=x. 
' ' 

(3.115) 

(3. 116) 

(3. 113-114). 

y 

necesitamos el 



B 
i.j .+ dlj(z

2
f/i::lz '==z. ·. <2c-1 > /z, 

' 

en lugar de las de la ecuació'ii · (3. ·116>. 

(3. 117) 

ejemplo: Reacción de segundo orden en un reactor de flujo lapón. 

Considere una reaccion isotérmica i~reversible de segunda arden 

en un reactor de tlujo tapón: 2A ----> 2B .. La concentración de 

entrada de la especie A es CA
0

= 1, la longitud del reactor es L=1 y 

la constante de velocidad es ~= 5, en unidades adimensionales. 

El perfil de concentración de la especie A est• determinado par 

la ecuación diferencial: 

dC 
A 

dz 
o < z < 

C =1 en z=O 
A 

(3. 118) 

Se puede obtener una solución aproximada a este problema par 

colocación ortogonal. Establecemos primera el punta de salida, z=l, 

como un punto de colocación, y elegimos las n raíces del polinomio de 

Jacabi P:1~'<2z-11 cama las puntos de colocación interior. 

Primero utilizamos el método de los coeficientes y seleccionamos 

la función prueba 

c<nJ (z) 
A 

n+1 

1 + ¿ b, 

i.:: 1 

P. (zl 
L 

P. <01 J 
L 

la cual satisface la condición de entrada. AquJ. 

(3. 119) 

las funciones base 

P,<zl podrian ser potencias de z; sin embargo, mejores propiedades 

numéricas se obtienen :;i seleccionamos P. <z> p~ 1 ·º'c2z-l). 
L ' 
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La substi tt.ic iÓn ·.de· 

(3.118l nos 

n+1 

en la cual los puntos 

anteriormente. La ecuación 

de colocación z. 
J 

(3.120) es no lineal 

1,n+l 

fueron 

en los 

(3.120) 

calculados 

coeficientes 

desconocidos b¡, y estos pueden ser determinados por una iteración de 

Newton. Una vez que los b. son determinados podemos calcular c•m a 
' A 

partir de la ecuación C3.119l. 

Ahora usamos el método de ot•denadas. Aqui construimos primero un 

con junto de pesos Aii' i=l, n+l y j=O, n+l de acuerdo a la ecuación 

(3.113l. Los puntos de colocación son los mismos que para el método 

de coefic1en~es. 

La substitución de la ecuación (3.108) en la ecuación (3. 118) 

nos conduce a 

n+ 1 

\A e'"' L ij A 
j=o 

Cz.l 
J 

- 10 [ c<n> 
A 

<z.) r 
Esta ecuación es no lineal en las ordenadas incógnitas 

estas pueden ser calculadas por una iteración de Newton. 

(3. 121> 

c<n> 
A 

<z .> 
J 

y 

El método de coeficientes y el método de 01·denadas dan 

resultados equivalentes dentro del et·t~ar de redondeo. Sin embai·go, 

para grandes valores de n los errores de redondeo pueden ser muy 

sevéros para el método de coeficientes. En el presente ejemplo, La 

ite1~aci6n de Newton falla (no conve1·9e) pa1·a un valor de n > 10 

cuando los cálculos son hechos con 8 digitos de precisión. 

El problema puede ser analizado por la inspección del número de 
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-coef ici~ntes E 

(3.122) 

(3.123) 

Cuando el número 

de condición no es demasiado largo, el sistema de ecuaciones está 

bien_ condicionado. La tabla 3.1 muestra los números de condición 

conjuntamente con los valores caracteristicos extremos de 

de coeficientes E, obtenidos despues de 10 iteraciones por 

métodos. 

la matriz 

los dos 

Dl BREVES COMENTARIOS SOBRE LA SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS 

NO LINEALES 

Como hemos visto anteriormente, el resultado de resolver 

ecuaciones diferenciales por el método de colocación ortogonal 

conduce hacia un p1'oblema de solución de ecuaciones algebraicas 

lineales o no-lineales. En esta sección discutiremos algunas 

caracteri sticas relevantes de los llamados métodos de Newton. En 

particular los siguientes párrafos son un resu~en de la discusión 

presentada por Brayden [21J y de algunas experiencias ocurridas en el 

desarrollo de la computación para el presente trabajo. 

124 



TABLA ·' _, . . ' - ., 

Númei~c:is de condición µ, ty los_-Valores carái::teristicos de 

las ecs; de Newt6n~ 

n Método de Ordenadas Método de Coeficientes 

µ A.-.' mcn 
µ 

2 13.7 .3.95 12.7 111. 

4 21. f 8.49. .:20,5' 8365,' 

6 42. o ;i L'5 .. iieC2 .. , ;; ,i,_~ , 495405. 

8 70.5 14:1 ·· ,35~:j_ i::,t -'.;' 27875513. 

10 Í.olf /C"'16i9.;x·-~j,¡:3;:1 • ------ ' -.5~1337978960 • 
•• - " ' <• •; • '' '-·· -. '. --~2;.,;, -,..,, -:-1~. ::.;,-; --- ---

12 }'. :¡:4_~::~-~~;:;1~_~_-_;~_;s_•--'~~~~ '5o:4 . "'•'. -- •7 .-·-· 
, , , _, _ '~:~::'_;--;- -~:~-;º-=:_,;;:,0 c~;;..,:,.:_ __ .=';~_:[, '- --'-'~~~~ -'- _.,, 7" 

14,. -- 2oo'>. ;,¡;;~2,íc(: /_ A.57~'.6'.:;¡:.y •< . , ,,_ .. 
16\-·,:25s~ Ú~'.2426: .• _,;6~~;7,.;·~,;>;; 
10 <324;r i·<-;i-i.-~M;: .;~.i:Js i~:1-, 
2ó-- 39·i'. ;.~29~3: ';.70~;13 ' 

22: 477. 

24 565. 

30.2 

29.4 

85.7 

92.6 

:>.. 
mi.n 

:>.. 
me»< 

.442 21.9 

.0306 74.4 

• 00165 182. 

. 0000793 346. 

• 00000351 607 

El objetivo de esta sección es presenta1·, de una manera 

informal, algunas de las ideas que han motivado recientes desarrollos 

en los métodos para resolver ecuaciones algebraicas simultaneas 

no-lineales. No se pretende hacer uso de la rigurosidad matem~tica y 

si la derivación de una ecuación pat'ticular requiere condiciones de 

continuidad, diferenciabilidad y no-singularidad, entonces se supone 

que éstas condiciones se cumplen. 

Considet~emos la solución de n ecuaciones simultaneas no-lineales 

en n incógnitas~ esto es, 
... 

la determinación del valer x de x tal que 
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¡ex'"> = o (3.124) 

donde f, x y O son vectores de n-simci ''orden.- Se excluyen_ de la-

presente discusión los sobre-determina.dos o 

sub-determinados. 

Los algoritmos que se consideran-;;,stá.'n basados en el uso de 

procedimientos iterativos, en el cua1 .. ·•.una corrrección para cada 

solución apro>:imada es una transformación lineal de 

vectorial cot'respond ien te f. Más formalmente, si 

solución aproximada elegimos x~1 por 

donde 

)(, 
L+i 

f. = 
L .· 

x. es 
L 

la función 

la i-esima 

(3, 125) 

H, es una matriz de n] }¡ ·_n;,-;,~~t~tlD.i.~"adá, 'j::ior · eV 'mét~do·:: particular 

empleado y \ es un_ fact,of'~ci!=:7~sc~lalií'ie}'1tó:o c'uyO- valor puede o no 

puede depender ~~·b;':'.i;;~'ftit~::~;~i¡;i;~t"j,s.:i,~d~p~foi~nfr 9~ J_L+i' su _ valor 
es normalmente- tomado•.como·•~•la:.:·un1dad; -'s1,no;·:~es·:_se,l_ecc1onado tal que 

(3.127> 

La ventaja de evitar esta selección es que el algoritmo es más simple 

y la convergencia es rápida para problemas de fácil solución. Por el 

otro lado, para problemas más difíciles, algoritmos de este tipo 

exhiben inestabilidad y no convergen hacia la solución. Si t no es 

pre-asignado el algoritmo es considerablemente más complicado, ya que 

se requiere de un p1-ocedimiento iterativo para determinar su valar. 

Existen evidencias, también, que este amortiguamiento realmente 

inhibe la convergencia de ciertos algoritmos cuando son aplicados a 

problemas de f¿cil solución. En nuestra experiencia particular~ dos 

problemas fueron tratados: 
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1) Factor de amortiguamiento t. 
e 

2> Api·cix imacTón·· del Jacob iano 

Como mencionamos anteriorme,,ce, una adecuada elección del factor 

de amortiguamiento conduce a un buen comportamiento en la 

convergencia del sistema, sin embargo, cuando se probó el sistema de 

ecuaciones del presente trabajo con el método de Broyden, el cual 

tiene una busqueda para el factor de amortiguamien~o t óptimo, el 

sistema no canvet"'gia debido a que el método de Broyoen es un método 

de adaptación de la matriz jacobiana y el Jacobiano se calcula de 

manera numérica., 1"'esulta.ndo de esta toriiía que las variaciones en éste 

eran grandes de tal forma que el procedimiento no alcanzó la 

convergencia. Par otro lado, se disminuyó la tolerancia de avance en 

el cálculo de las derivadas, no obstante el procedimiento de Broyden 

falló. Por último se utilizó un procedimiento de Newton amortiguado, 

es deci1~, se realizó una busqueda del factor de amo1~tiguamiento 

óptimo y ademas en cada iteración se renovaba la matr'iZ Jacobiana, 

este método resultó el más adecuado. El algoritmo puede 

consultado en Cante y Boor [22J. Es asi como estos comentarios nos 

conducen a la conclusión de que cuando se trabaja con metodos de 

discretización es imprescindible contar con una subrutina lo 

suficientemente robusta y fle>:ible para resolver ecuaciones 

al9eb1"'aicas simultaneas no-1 ineales. 

El ALGORITMOS DE SOLUCION Y SIMULACION 

Una vez entendido el p1·ocedimiento de colocación ortogonal 

pasamos a su aplic6ción a los modelos de reactores gas-liquido. Cabe 

decir que en el presente trabajo de desari·ol lo unicamente el método 

de ordenadas, debido a las dificultades inherentes al método de 

coeficientes como se explicó anteriormente. 

127 



E.1) Discrelización del Modelo CSfR 

Si aplicamos las ecuaciones (3.108) y (3.109) al ·conjuhto de 

ecuaciones adimensionales para el reactor tipo CSTR <L23l-'<L31), 

las ecuaciones algebraicas no-lineales resultantes son: 

Fase Gas: 

Fase liquid.;.: 

n+Z 

L A,,k 

k=• 

b 
a 

e 
a 

u (rr ) 
A k 

n+Z 

u (rr ) ~ 
B k I An+z,k 

k=• 

+ (3 q,2 u"'" <rr . ). '.U"' (rr ) ] 
1. A n+2 B n+z 

128 

u (rt .) 
e k 

(3.128) 

(3.129) 

<3•130) 



para la pelicula ~enemas 

las 

n+2 

I An+Z,k 

k=1 

u (rr ) 
A k 

n+2 

\ A uc(rrk) L 1,k 
o 

k=1 

+ Q u <rr ) 
f A n+2 
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u 7 <rr.l 
e J 

(3. 131) 

(3.132) 

(3.133) 

(3.134) 

(3.135) 

(3.136) 



Cabe notar que la discretización es sólo en el -espesor de la 

pelicula 6L. De f6rma grafica queda~ia de la siguiente fo~ma_ 

1 

Gas 

Y,. 

* 
* • * • • 

* • • • • • * * 
• 

• • G*u :::) 

__ J___J_ __________ J_ __ J___J_ 

rr rr n .. n: 
1 2 4 n 

6 
L 

y las incógnitas set'án 

u,. <rr,_>, u;.,<rr:Z'!~;-\··~:'.·;,uA(rrn+z) 
u

8 
<rr

1
l; u9 (rr~l/;''.'.\~~~ .,u

9
fon+z) 

uc<rr,_>, ui::<rr2 >,~, •• \ •llc(rrri+~l_' 

1 u (;t 
* e 

u (rr 
e 

u 
Al 

rr 
n+Z 

n+Z 

n+z 

u 

entonces el número de eC:uacione~·generado será 3n+6. 

) 

Seno del 

Liquido 

) 

(rr ) 
A n+Z 

Como puede observars-e, -:-·1-a-·---vaf•iable es el im_ináda -- de ___ ias 

ecua.e iones. Esto se puede hacer ~tilizando las relacio~nés de 

equilibrio y la función del flujo de vapor a la salida. 
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. . 
E. l. 1l Algoritmo de Solución dE!l Modelo CSTR 

A continuación sé presenta ·Una descripción detallada de las 

secuencias de .·cálculo la simulación del reactor 

gas-liquido 

2> • ...:. Dátós para Colocación Ortogonal: 

al Polinomios én K o en xz ? 

bl x,;;Ó es un punto de colocación ? 

c) x=l es un punto de colocación :7 
d) Número de puntos de .Colocación. 

e) Valor del parámetro 

f) Valor del parámetro 

31.- Calcular Los púntOs 

di.scretización Ay B; 

Llamar a las subrutinas 

CI. 

JACOBI 

DFOPR 

41.- Datos del sistema reaccionanté 

Parámetros: 

Propiedades: 

Cnl 

5>.- Inicializar el método de Newton-Raphsori 

y las matrices de 

l<=O, u . 
AJ 

u . = 0.1 
CJ 

para j=1,2, .• '.. ,n+2 
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J= 

61.- Calcular funcione~ 1Balanc~ de· Material, ecuaciones (3.1281 . . . 

a: (3.136), ,·; : <·'.:· 
- . ' .-.J.- : : . :-·.· 

para'· ft 
Li'amaí~ a la: 

:~ ~' '\ •... .... . 

71 .- Calculal·'ia ~m~'iri'.i áacobfaná J. 

a¡• a¡ 1 a¡ 
au au ._,au ' ..... ' au 

Ai A2 A'n·+ 2 

1 

B n .,_ z 

a¡2 a¡2 a¡ 2 

au 
A1 

o u 
Ai 

Bu ~ _ ... ' 
A2 

' ...... .-., 

au· 
.An + 2 

~/9 n.;6 
au .-.. .: 

·A n +·z 

Llamar a la sllbr&ti~;.> -· .. ~r, -:).>-~·-> 
.. ,.-;;-, 

' .... ' au 
Bn.+2 

' . ~ . ' 

8) .-. Calcular. lbs·•del.tas :de·concentración - ~---.,;:~:;·::::7 }:'.1 -c-~--cc-~ .... 

Llamar a· la subrut{na: 

GAUSL 
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• . 
a¡. 

. . . ' au 
cn-+·2 

... .ºI~ . . . ' 

' ... ' a f s n .... 6 

au 
Cn+2 



9> .- Decidir sobre los deltas. de c~nc"émtrací6n 
Si 5 1. E-05 : '." <rr --=;-->'..', . . -: .. :-.-

cierto·----··-> ·.i1~ · a1 ·paso 11 
- .- !_ 

Falso· ·. • .. · ... ).:¡.¡::. ;'.;.1 paso 10 

11 l. - Calcula y Ao .(fracción ·mol de gas A a la sal ida) e imprime 

resultados !perfiles de concentración en la pelicula). 

12).- Fin 
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E.2) Discr.elización del Modelo de Colunma Empacada. 

Si aplicamos nuevamente las ecuaciones (3.108) ·y· (3.·109) al 

conjunto de ecuaciones adimensionales para el reactor gas-liquido 

tipo columna empacada, ecuaciones e 1. 43) - ( 1 ~ 54), . las.:· ecuaciones 

.algebraicas. no_:líneales resultantes son: 

n+Z 

L ALj <A <( j) -

j.:::t 

+ 

n+2 

N k 

., k· 
9 

k 
e 

.. 
U-:-( ((.) J 
. ·e .. -.1..,, 

( C(.l - k O-( ((:)J 
C J · :t. ·, -' B \. 

N rpz 

: ~ 

pa~a-··{=~~3,~~,n+2 

--.,-k-- [1-¡;'B((L)] (C((L) = O 
e 

para. i=1,2, .. ,n+1 
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(3.138) 

(3. 139) 



con las condiciones de entrada 

Las ecuaciónescde ¡~c,'~~{·i-;ii:i.~~ad pai~a la ·pellcula nos quedan: 
.'; ;·/,·~· .,_. :~~-·é[i: ;~~;·;~.-- - .·/ -·;;':''·· 

n+ z - ·-

L 'Bkl UB (7\) 

l=i 

o 

o 

las condiciones frontera quedan como sigue 

n+Z 

-r¡ 'L Aol uA (1\) + uA (rro) - (3 

t=1 

n+z 

L Aot ue Crri.l 

l = '1 

u (rr l 
A n~z 

u (rr l 
e n+z 

r 

1 

o 

o 
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(3. 140) 

(3.141) 

(3.142) 

(3.143) 

(3.144) 

(3.145) 

(3. 146) 

(3.147) 

(3.148) 



En este caso la discretización se 1·ealizó en la dirección axial 

de la columna <altura de la torre) y en la pelicula .·~·liquida. Es de 

notar que para cada 

existirá un perfil de 

gráfica nos queda 

{ n+z 

altúra de 

la colum·na .. 

rr 
~ 

El numero de 

siguiente relación 

en la pelicula y en 

NEC 

punto de en 

concentraciones >en'~·1a 
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la dirección. axial 

,pe;i.tcula •. En .. forma 

(3.149) 



A continuación se presenta.el algoritmo para.la solución de este 

sistema de ecuaciones. Un interesante trabajo sobre la ·solúción de 

este sistema_ comparando .i6s>polfriomiÍ:Js de Lobatto'y·Legendre es dado 

por .Pét~ez .E. s. ·y Viveros T. 

E. 2" 1 l Algori t.rit0 . d~< s~iu:Jió~ d"'l Mode_lcí de Columna Empacada 

,1~> ··._, ;::,~{ 

1L-• Inicio•: iL ·.~: ···:~, , .. 
2 > ~·....: · óa tos . par.:i'cC:CJ1hC:ac:i.ón cirtogona i 

a) . ~c,•'é!~p..i~to~ de .colocación (n) ? 

·· .. ·c.> .Vá1cir:éieb ¡:>~~ámet~~ .(3 
:··· -~~~:-~·' .. :·_:/;:,~,,r~:. :_.:·:·:-.-- -::·· .-

3>. - · riato2 d~ lo~ iarámetros de simulación 

.i> · Nuiílii;:.o de' Ün idacies :éie t.:.ansferencia <N> ? 

.··~ > .~.a':l~t~ .··~·e, i: p~i~álll.;,t~ci .de. Reaccción-Di fusión crp> ? 

. -~ . -·:,\ ._:·_;_i-· '· ~:~ - '. ,._ ' - .- -.· \ 

4l. - Calcular '1os p4rytos de• colocación ·en la pel1 cu la 

longitud de, la.'t6t"re•y .. las,matrii:es de discretizac:ión 

B. 

JCOBI 

DFOPR 

5).- Calcular propiedades del sistema 

Llamar a la subrutina: 

PROPS 
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A 
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6>. - rniéía1izá .e1 iilétoda'de~ l\léwt~n,-Ráphson 
k=O, "·:::NEC;:.:2<n*n> .·+'.9.*ri'+::i 

i;,;_{ .. o. 
l;Bt 

<ci.. -, 

u .. -
ACJ 

u·. 
Bi.j 

.·?ara i=i ,-2;· .. -'. , n+2 

.,j=!-,2, ••• ,n+1 

7). - Establecer condiciones iniciales y de .frohteí·a 

!; A1 = i 

¡; en+2 
o 

<cn+2 = O 

u . - =.1 
8L,n+2 

8). '- Calc!-ilar• variables de ·ra•peU:cula 

r\.' 
. ,-,~/.: 

·;. ~,?_' } ~- ,,, -: 

9) .- Cálcular:tJndibn'~~ ·:t61L.a:riC:~ d~ materia) 
";<FUt~{·-~:---~ »~' .. -- '·:~~:~}:::- ·,~~~'.-t~;,¡,.. _-i_~1-~·~,:-,~- ... 'NEC 

\." - -

- -------e 

Llamar a· la. subrutina: 

FUNB 

10l.- Calcular la matriz jacobiana J 

Llamar a la subrutina: 

DERIV 
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11) .- Calculat' los deltas de coriceritración ~en. la pelicula y a lo 

13) .-

largo de la columna: 

Al; Ai. 

1'I; Bi. 

1'I; et 

AuAi.j 

Au
8
q. 

Llamar, 

k+i 
u .. 

BLJ 

para 

uk .. + FAM * t.u .. 
Bt.J Bt.J 
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-·-cierto_ ----_->_ ir a 14 

---->ir a 13 

y regresar al 

de Amortiguamiento 



14).- Escribe result~dos de los perf~les axial y en la pel1c~la. 

15>.- Fín. 

De esta forma se concluye la parte correspondiente a la solución 

numérica de los modelos. En el siguiente c:api tulo t1•ataremos con los 

resultados que se obtienen al 1·ealizar un análisis paramétrico de los 

modelos y también sobre algunas aplicaciones a problemas especificas. 
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a 

a 

A 

A 

A .. 

b 

B 

B 

e 

c 
D 

'l 

LJ 

nj 

E 

f <x> 
-n -_. 

f<x l 

9. i:d 
' h 

H 

H 

Hk<xl 

J<U> 
k 
• 

k 
3 

k .. 
k 

'5 

k 
6 

k 
7 

k 
e 

L (yl 

LF(y) 

NOMENCLATURA 

Coeficiente estequiométrico 

toefi~ientes del polinomio de aproximación 

·componente A 

Coeficiente definido por la ec •.. <3."3o>· . 
Matriz de discretización pará la' pt~ímeracderivada 

Coeficiente estequiométrico 

Componente B 

Matriz de disc1·etización para l<oi s~~i:;i(d~fd~riv¡¡¡.da 
Coeficiente estequiométrico 

Concent1"'ación molar de A ·-~~-

Coeficiente definido por la ec. (3~33) 
Didusividad del componente A 

Matri= de coeficientes del sistema.de·ecüaciones 

Función ortogonal de orden n 

Sistema de funciones no lineales 

Funcionas 01~tanormales 

Valor definido por la e.:. (3.22> 

Constante de Henry 

Matriz Jacobiana 

Polinomios ortogonales de Hermite 

Funcional definido por ia ec. (3.6) 

Constante de velocidad de reacción 

Parámetro adimensional definido en 

Parámetro adim2nsional definido en 

Pa1·ámetro ad i rr,2ns1ona 1 definido en 

Pa1·ámetra adimensional definido en 

Parám2tro adim2nsional definido en 

F'arámet 1"'0 adirr1ensional definido en 

Operador diferencial aplicad::i sobre 

la 

la 

la 

la 

la 

la 

·y 

Operador diferencial aplicada a y en F 
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tabla 1. 3 

tabla 1.3 

tabla 1.3 

tabla 1.3 

tabla 1. 3 

tao la 1.3 



Lª <yl 

Lk <xl 

ik (X) 

l. ( >:) 
' e: <x> 
' 

n 

n 

p'°'·"' <x> 
n 

q 

q ·(:<) 
n 

q· <xl 
r 

Qf 

Q (:<) 
n 

R 

R <x> 
n 

s 
t 

t 

Tk<x> 

u 
A 

u 
B 

u 
e 

ve 
V 

w. ,, 
w (:<) 

w 
X 

Operador diferencial aplicado a y sobre B 

Polinomios ortogonales de Legendre 

Polinomios ortogonales de Laguerre 

Polinomios interpolantes de Lagrange 

Derivada del Polinomio interpolante de Lagrange. 

Puntos de colocación 

Número de ecuaciones no lineales 

Número de unidades de transferencia 

Puntos de colocación en el volumen total 

Polinomio definido por la ec. <3. 83) 

Polinomios ortogonales de Jacobi 

Puntos de colocación en la frontera 

Polinomio definido por la ec. (3.80) 

Polinomio definido por la ec. (3.38) 

Flujo de alimentación adimensional del liquido 

Polinomio de interpolación 

Residuo en colocación 

Residuo en el polinomio interpolante de Lagrange 

Sumatoria para el método de minimos cuadrados 

Tiempo 

Factor de amortiguamiento 

Polinomios ortogonales de Tchevishev 

Concentr-acion adimensional de A en la 

Concentración adimEnsional de 8 en la 

Concentración ad1mensional de e en la 

Flujo de alimentación a.dimensional de 

Flujo de salida adimensianal de gas 

Pesos de la cuadratura Gaus:;;1ana 

Función peso en colocación 01'"'to9onal 

Función peso 

Coordenada ~.: 
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peli cu la 

peli cu la 

pelicula 

gas 



y 

y ... 
y 

<n> 
C< 

C< 
n 

(3 

.s: 
B 

Coordenada y 

Variable Dependiente 

Variable Dependiente de _aproxi_mación 

Fracción mol de A a la salida del reactor 

Fracción mol de A en la alimentación 

Coordenada z 

Punto de colocación~~ 

Simbolos Griegos 

Angulo; Parámetro de los polinomios de Jacobi, 

Angulo generalizado 

Coeficiente definido por la ec. 

Angulo; Parámetro de los 

adimensional definido en 

Coeficiente definido por la ec. 

Orden de reacción 

Angulo 

Parámetro adimensional definido en ia tabla -L4 

Espesor de la pelicula liquida 

Parámetro adimensional definido en la tabla 1.1 

Parámetro adimensional definido en la tabla 1.1 

Residuo sobre el volumen en colocación 

Residuo sob1·e la frontet'a en colocación 

Parámetro de reacción-difusión 

Parámetro de reacción-difusión para la reacción 1 

ParámEtrc de reacción-difusión para la reacción 2 

Funciones base 

Parámetro adimensional definido en la tabla 1.4 

Parámetro adimensional definido en la tabla 1.4 

Angulo complementario 

Angulo complementario 
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Paráme:tro 



lpn 

f.... ( kl 
e 

mcn 

i\, 
max 

µ 

Familia de polinomios ortogonales 

Cosenos directores 

Valar caracter1 stica minimo 

Valar caracteri stica máxima 

Número de condición 

Parámetro adimensianal definida en la tabla 1.1 

Punta de colocación k en la pelicula 

Angula entre das lineas perpendiculares 

Angulo entre dos lineas perpendiculares 

Orden de reacción 

01~den ce reacción 

Orden de t~eacción 

Cantidad de A en el gas 

Conversión fraccianal de B 

Cantidad de A disuelta 

Distancia adimensianal desde el fondo de·la torre 
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4 

RESULTADOS V DISCUSI ON 

Al MODELO CSTR 

El objetivo de realizar la simulación numérica del modelo 

matemático pa1-·a dos t'eacciones gas-liquido consecutivas en un reactor 

tipo CSTR, es investigar los efectos sobre la transferencia de masa 

en la pelicula debido a las reacciónes qUimicas y también observar 

los cambios en las concentraciones en el ~seno del 

especies reaccionan tes. Debemos notar que las 

liquido de 

ecuaciones 

las 

de 

tt"'ar.spot"'te adimEnsianales que describen el sistema de reacción san 

gobernadas por varios parámetros fisico-quimicos adimensionales, de 

esta forma, los resultados se dan en función de éstos. 

A. 1) Análisis Paramélrico 

Los paráme"tros adimen~1onales que gobiernan las ecuaciones de 

transporte los podemos dividir en las siguientes categorías: 

(1) Paramelros Fisicos. Las velocidades de flujo de gas y liquido 

CV,Qrl' la razón de volumen del seno del liquido al 

(~), retención del liquido Cvl, y las razones 

<ll.9' ll.c 1 ·-

de 

de 

la pelicula 

difusividades 

c21 Paramelros de R.eaccion.. Coeficientes·estequiométric:os <a,b,c,c ') 

(3) Fa.ram.elros Fi s ico-Ou.im.icos· 11"1.lerrelacionados. Razones de 

velocidad de reacción a la velocidad de transferencia de masa en la 

pellcula (rj>
1

,,P
2

1. 
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E}~cepto para los par·á.m~tri?s listado:; en ia oarte y 

l"'Etención de iiquida Cu/~ los otros pa.r'ámeti.,os no SGn indapEndientEs 

de caaa uno, e11 el ssGtido ae que un -camtio 2n alguno co11stante 

física puede cambiar otros pa1·~metras simultaneamente. 

Le;. tabla 4. 1 muestr'a los va.lares de los páramet1 ... os utiliza.dos en 

la ·simulación de dos r'eaccivnes gas-liquido consecutivas en un CSTR. 

TABLA 4.1 

Va.lares de los P~l'."'ámetros pa-ra la simulación de do~· .. reacciones 

consecutivas 

o. _3_9_ cc1 o Á = a 
' -·-B 

... ,,. 1 . o H ;=O. 16954 

Á = b - - 1 . o l o Y,..t=l . 1) 
e 

f3..= -1 . o -.,. L o , . •·•>ucr=;O. o 
V = 1 

" o r· 1 . () 
e 

Estos valores- corresponden esencialmente al sistema. 

cloro-n-decano [1J, sin embargo, los valores de las p1·opiedades de 

este sistema son muy parecidos - pat~ lo menos en magnitud - a .. las de 

otros sistem?s industt·iales, como es el caso de 

para~<ileno para la p1-oducción ae ácido ter-eftalico. 

la GXidación de 

La simulación se ha llevada a cabo va1~iando al coeficiente de 

t1~ansferenc1a de masa CkL> y la 1~az6n d~ constantes de velocidad de 

reacción <k~/k2 ) para p~-odu.::11~ una. amol ia val"'iac1ón del f.acto1-· de 

mejora. A parti¡- de la definición dE las vat·iables aoimensionales, 

estos dos parámetras son idant1ficados coGo las va1·1ables .clave qu2 

afectan el comq..:11-tamic:nto de los 1·2c;ctores gas-liqLiido. A pat·tit· de 

las definiciones de las va1-iable5 adimensionales, sabemos que una 

va1~iación de k afectar~ directamante a 
L 

las velGcidades de 

CV-Q) e indirectamente a la 1·azon de volumenas del seno del 
- f 
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la pelicula ((3) ' así como también a los módulos de 

reacción-difusión <<P, ,q,
2

>. Poi· otro lado, diferentes valores de k 
' 

y 

k
2 

deber•án correspondet"' a una variedad de reacciones gas-liquido con 

diferentes velocidades de reacción. De este modo, los valores de kL y 

k,lk
2 

tienen una influencia significativa sobre la concentración de 

salida de las especies y sobre la mejora a la velocidad de 

transferencia de masa debido a las reacciones en la pelicula. 

La secuencia de variación de (3, <P,, Vf, 

kL y k,lk
2 

puede ser visto a partir de las 

cantidades. Ya que (3 es un parámetro fi sico, 

y Qf como funciones de 

definiciones de estas 

éste es invariante con 

respecto al cambio en las constantes de velocidad de reacción. De 

acuerdo a la teoria de la pelicula, 6=DA/kL y la 1·azón de volumenes 

del seno del liquido a la pelicula (3 es inversamente proporcional =• 
coeficiente de transferencia de masa kL, para un valor dado de la 

difusividad y (3 se aproxima a cero conforme kL se disminuye. Ya que 

el valot"' de ~ siempr"'e es positiva, deberá existir un limite infEl"'iar 

para kL, tal que 

significado fisico. 

(3 siempre sea positiva y la 

Debido a esta restricción sobre 

solución tenga 

los valores de 

k 
L' 

solamente se permiten ciertos rangos para 1>, y demás parámetros. 

El valor de <P, es también afectado por la razón k 

' 
/k 2; un mayor 

coeficiente de transferencia de masa gener"'a un módulo de 

reacción-difusión más pequeño, indicando que el sistema está opere.ndo 

en un régimen controlado par la reacción, sin embargo, el efecto de 

un incr .. emento en la velocidad de l"eacción incrementa el módulo rpi. y, 

consecuentemente, cambia la condición de operación hacia un régimen 

controlado por la difusión. También, las velocidades adimensionales 

de gas y 11 qui do vj y Qf, son in .. 1ersa y linealmente proporcionales a 

kL. Esto es, en términos de las ecuaciones adimensionales, disminuir 

el coeficiente de tra.nsfe1""encía de masa conducirá a la situación 

fisica análoga de incrementar las velocidades de flujo. 

La in·fluencia de las i~eaccionas sob1'e la velocidad de 

transferencia de masa en la pelicula, se demuestra mejor par una 
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gráfica del factoi"' de meJ01-a CA con-e-ro. el módt.tlo de: reacción-difu.sion 

<PJ.· El factar de mejora está def:-i..nido por la siguiente_ relación: 

E 
A u . 

A' 

du 1 _d_IT_A__ n =o 

La fig. 4.1 muetra tr~es g1-áficas de EA contra ~L 

par"'ámetro .. Se puede observar que como efy
1 

ó k:t es mayor, 

con 

la 

(4. 1) 

.p
2 

como 

mejora a 

la ti~ansfet~encia oe masa can l'Eacción qulmica, viene a ser mayar, con 

la excepción de la cul~va. inferior' musti«ad¿'" en la iig .. 4 ... 1 .. b donde se 

nota que al aumentar el fluJa de alimentación de gas a Vf=~-5 y 

mar.teniendo la reo.cción 2 lEnta. ip
2
=i .. O., el incr2menta de <Pi 

en principiG, a un inc1-2mento en el factor de mejG1-a, pero 

conduce 

contarme 

epi aumenta con;;id2rablement2" factor me.jara permanece 

constante, con ~endencra a cecr·ecer. L~ e~~p l icaL ió11 de este 

campoi·t&mien~o 2s qu2~ al aumenta1"' el flujo de gas 2n la alimentación 

se está inc1·ementando la concen~l'a~ión de A en la inte1"'fas2 a ta..l 

g1"'ado, que nos acer'camos al compo1'tamiento de una cinética de 

psEudo-p1·imer 01·den~ e5ta Es~ la velGcidad de 1~eacción dEpende sólo 

de l~ concentración de B. De es~a forma, lo qua nacemos al aumentar 

q;J.. es desplazar· la zor,a de t"'eacc1ón hacia el seno del liquido, 

quedando a.si un ti¡:; ico a.bsorcion fl si ca. Este 

compo1'tamiento SE disi::utii-·á md.s a.íiiplia.mente en las siguientes 

gráficas. La fig. 4.1.c e;:; cai·acteristica de una situación contrat-ia 

a lo expuesto ante1·ia1~mente. En este caso~ el inci·emen~a del flujo de 

alimentación del 

reacción hacia 

liquido a Qf=~). 5 conduce 

la interfase, siendo 

a desplazar 

este 

la :zona de 

contr·aladw 

tctal."íle1.tc µ01~ la Oifusion del reac"Civo A. Conforme se incrementa rpJ. 
~.¡ tp

2 
la concentración int:t:1"'fo.c:ial de A disminuye 

esto el factor de majara c1~2ce de raane1~a ab1~upta. 

es tipico de una 1·eaccion instantanea. 

r·.3..p1damente y con 

En la fig. 4.2 se muestra la f1~acción mol de gas A a le. s¿..lida 
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del reactor, como una función del módulo de reacción-difusi,ón <P • En 

' la fig. 4.2.a y 4.2.b observamos que al mantener una "'· =1, e 

incrementando r.p
2

, la fracción mol del reactivo gaseo5o A se 

incrementa, este comportamiento es incongruente con lo que reportarla 

un análisis del esquema de reacción, esto es, si suponemos que hacemos 

una alteración en la temperatura de operación del reactor, de tal 

forma que pasamos de una situación donde <P1.=rp
2 

a otra con 

cual en teorla es posible, el consumo de A deberia aumentar, 

tj.1
2

>4'1., lo 

es decir 

la fracción mol YA deberla d¡sminuit'. Este comportamiento anormal es 

más patente cuando se inct'ementa el flujo de alimentación de Qas a 

~=0.5. Ct~eemos que el p1-oblema en estos resultados pt'ovi2ne de lo 

siguiente:; al utilizar los polinomios no simétrico5 de Jacobi, los 

coeficientes de la mat1~iz de discretización suelen se1~ muy disper'sos, 

esto es, que la va1·iación en el ot'den de magnitud de los coef icient~s 

es grande~ esto trae como consecuencia que al t'esalver las ecuaciones 

algeb1·c:..icas con el método de Newton-Raphson 1 tengamos una matriz 

Jacobiana mal condicionada, llegando a soluciones que no son las 

adecuadas. Un análisis más detallado sobre esta problematica es 

presentado por E. Pérez C. [12J. No obstante 

observar que los per•files de composición en 

lo anterior, 

la pelicula 

podemos 

liquida, 

cor1·espondientes a los mismos valores de los pa1·ámetros de 

reacción-difusión, pa1•a el reactiva A son razonabl2m2nte aceptables 

figs. 4.10a., 4. lla., y 4 .. 12a. Se nota en la f ig. 4.2.a que una 

alimentación equimolar es adecuada pat·a las condiciones especificas de 

la simulación~ también observamos que no tiene ningún sentido aumentat· 

4•
2 

para estas condiciones de i lu,jG, ya que la ·fracción mol de 

no se ve c..fectada. La fig. 4.~.b nos muestr~a qua al aumentar dJ 
'2 

salida 

con un 

flujo ds gas en la alim2ntacion alto, las cu1~vas 2mpi2z~n a separarse 

al incrementar rj;
1

• Sin embar·go, la tendencia que llevan estas curvas 

es a mantenet'se constantes, ll29andose a la situación de un procesa 

cont1·olc.da poi~ la · ... ·elwcidad de reacción. En la fig. 4.2.c notamos que 

al aumentar rp1. y ~ la tendencia de las curvas es hacia 
'2 
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mol de A de cero~ Al aumentar el flujo de -ali~e~ta~ió~ de liquido B, 

la generacion d2l campues~o ir1tar"medio C ES aumsntada, de tal 

que inr:rementa1- t:p
2 

conducirá et consumir 1liás r.áp.ida.mante el t•eacti-·lc:> ;;. 

De e5te modo, las dos reacciones contribuyen para consumit• más 

rapid~mente el reactivo A. La fig. ~-~ muestra la vat'iación de la 

concentración del r·eactivo B era el sena del liquido can respecto a. los 

ef; .. 
2 

princioal de 

es dec11- 1 .. 2, 

módulos de 1 ... eacción-Gifusiór, c.l>i. y 

estas g.ráficas es oue confo1-me se 

concentración de B en el sano del 

incr'ementa c/1
2

, 

liquido aumenta .. Esto es cla1~0, 

debido a que CLi2'.ndo se incr'ementa <j:J
2 

la competitividad de la reacción 

2 se incr-ementa con r-especta al consumo ael reactivo A .. Puede 

obse1-vat .. se también 21 efecto del incremento de flujos de alimentación, 

en la fig. 4.3.b notamos que la concentración de B en el seno del 

liquido tiende hacia cero mi2ntt .. as que en la fig .. 4.3 .. c ~-t-iende hacia 

un valor constante. 

En la fig. 4.4 observamos la variación de la concentra~ión del 

compuesto inte1 .. med.io e con a .los módulos. de 

reacción-difusión. Al contrario de lo que pasa con el reactivo·.B, la 

car_acteri~tica principal de estas gráficas es que confot"'me se aumenta 

.p
2 

la concentración de C disminuye a una q,
1 

dada. F'or ott•o lado, a 

una cp
2 

d..ada, la concentt~ación de C aumenta con el incremento de 

_Esto es debido a la competitividad de las reacciones. En la fig. 

4. 4. b notamos que can un mayar· flujo de gas en la alimentación el 

consumo del componente in~ermedio C es más rápida conformE se aumenta 

r.p
2

• En l.a fig- 4.4.c poi .. el contrario, el consumo es lento y conforme 

se inc-rementa epi. la concentración tiene una tendencia a. 

constante. 

permanecer-

En la tig. 4.5 se muestt~a la variación de la concentración 

intea-facial del reac~iva A con r-especto a los módulos de 

reacción-difusión. Se observa que con el incremento de los módulos, 

la tendencia de las curvas es disminui1"'. Esto es debido a que a.l 
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aumentar q,
2 

y </J
1 

incrementamos_,:la- velocidad de consumo 

A. Sin embargo, en la fig. 4.5.b notamos que si 

del reactivo 

manteriemOs una 

reacción 2 lenta, es decir <f>
2 

pequeña, y aumentamos la velocidad de 

reacción 1, la concentración interfacial tiende • aumentar. Esto es 

debido a la gran cantidad de A alimentado, de t•l forma qLte el 

p1~oceso de aumentar~ ~1 
hasta agotarlo y de 

lleva a consumir répidam~nte 

esta mane1·a generar un 

concentración interfacial de A. 

En las figs. 4.6 - 4.7 4.8 se m~estran 

concentración en la peli cu la con una variación en 

el reactivo B 

aumento en la 

los perfiles de 

los módulos de 

reacción-difusión para flujos de alimentación equimolares. Notamos 

que el perfil del reactiva A es más pronunciado conforme se 

incrementa </JJ. y r:p
2 

.. Debemos observar que 5 puntos de colocación 

interiores son suficientes para perfiles muy inclinados. En la fig. 

4.6 mantenemos una reacción 2 lenta notando que la concentración del 

componente C crece contarme se incrementa rp'J., sucediendo la contrario 

con la concentración de B. En la fig. 4.7 incrementamos la velocidad 

de reacción 2 y por lo tanto el consumo de A es més rápido, notándose 

en la calda de sus perfiles tanto en inclinación como en magnitud. Al 

aumentar la velocidad de reacción 2, la concent1~ación de B en la 

pelicula se incrementa y la de e disminuye, esto es debido a la 

competitividad de las reacciones. En la fig. 4.8 observamos que para 

una </>
1 

y <f>
2 

alta la penetración del reactivo A en la película cubre 

sólo una quinta pa1"te del espesor de ésta. En la fig. 4.8.b y 4.8.c 

observarnos la misma tendencia que las gráficas anteriores, esto es, 

u.n inc¡-2m2nto en la concentración del t"'eactivo B y una disminución en 

el componente C. 

En la tig. 4.9 se presenta una combinación de perfiles de 

concentración en la pelicula pat~a dos velocidades de reacción y para 

flujos de alimentación equimolat~es. En la tig. 4.9.a observamos los 

perfiles de concentración manteniendo la reacción 2 lent~, el 

del reactivo A es cat"'acteristico de una reacción moderadamente 
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la 1~eacción es lo suTi.cientemEr1t2 l"'ápida pa.ra. 

lleva1~se a cabe en la pellcula, de tal modo que el reactiva A no 

penett~a Macia el seno dal liquido. En la ti9. 4.9.b se p1·esan~an los 

pet~files pat-a el caso en donde lss vel~c1dades de reacción san ~Itas. 

Puede notarse que la co.ida del de concentración de A es 

cat-acteristico de una reacción instd.ntánea, esta Es, el plar10 de 

reacción tiende a mave1~se hacia la interfase, de aquí., que la 

velocidad global <lel p1·oceso, sea con-trolada poi' l;;. ditusión de_ A a 

través de la pel1cula gaseosa. 

En las fi~s. 4.10-4.11-4.12 se muastran los perfiles de 

concentración er1 la pellcula con los- módulos de 

t~eacción-difusion, para un flujo de ali~entaci6n gaseosa mayor 

(Vr=O. 5) que la del liquido La fig. 4.10.a muestra 

compor.tamiento curioso con respecto a los módulos 

reacción-difusión. Observarnos que manteniendo una velocidad 

un 

de 

de 

rEacción 2 lenta <P2=1 -- no se consumirá C rápidamente .al aumentar 

la velocida.d de reacción 1 dt?' <;t>i.=1 a rp
1
=6 la ta1.-1de?rtcia es a bojar el 

perfil de A, sin embat~ga, al seguir inc1~ementando ~1 lo que hacemos 

es subirlo en la pé..i~te media ce1~cai1a a ia inter·fase y baja¡-lo en la 

otra pat'te media cercana al tinal de la pelí C:Ltla .. Esto puede ser 

mejo1"' entendido si obse1-vamos la fig. 4.10.b, en esta not~mos que al 

aumentar· 4\=1 a rj.J
1
=6 l.a cantidad diE 1---eactivo D es suficiente 

cubrir' el espesor· to'tal de la pelicula, sin embar'go" para los valores 

de ~1=20 y ~1=50 vemos que el reactivo llega a cubrir hamta la parte 

media y una cuarta pat"'te del espesor de la pelicula t~espectivamente, 

estp tl~c..e como conseci_\encia que en la mitad de la pellcula cerc.&na a 

la interfase e:-:ista un º~;-.:ceso'' de reactivo A, de: to.l forma que al 

aumentar la velocidad da consumo de B, es deci1~, aumentar el valor de 

<PJ. despla.zama5 el plana de reacción f-1acia el final de la pelic:ula. El 

limite de esta situación es cuando la reacción se lleva completamente 

en el sena del liquido. La ·f ig. 4.11).c muestra los perfiles de 

concentt~ación ae C en la pellcul&. Como puede observarse, al 
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incrementar la velocidad de reacción se consigue aumentar la 

concentración de C en la pelicula, sin embargo, notarnos un 

crecimiento de C en dirección del seno del 11 qui do. Este 

comportamiento es más notorio en las figs. 4.13 y 4.14. En la fig. 

4. 11 se ha incrementado la ·velocidad de reacción 2; <1>
2
=10 y por lo 

tanto al incrementar rp
1 

el consumo de reactivo A será más rápido. La 

fig. 4.11.a muestra la rápida calda del perfil del reactivo A en la 

pelicula con el incremento de <,b
1

• La fig. 4.11.b muestra la tendencia 

de los perfiles de B con el incremento de <,b
1

, aqui notamos que el 

reactivo B cubre la totalidad de la peli cu la. En la fig. 4. 11. c 

observamos un crecimiento de C can el inct"'emento de ~~' pero ahora 

notamos una tendencia hacia un má}:imo ce1--ca de la interfase. Es obvia 

que al incrementar <,b
2 

la concentración de C disminuye. En la fig. 

4. 12 se ha incrementada la velocidad de reacción 2; rp
2
=20. Esta 

figut•a presenta las mismas tendencias de la figura anterior. Notamos 

una disminución mAs rápida de reactivo A en la peli cu la, un 

crecimiento en la concentración de t"'eactivo B y una disminución en la 

concentración de C. En la fig. 4.13 se muestr·an gráficas de perfiles 

combinados para los tres componentes. La fig. 4.13.a muestra los 

perfiles pat'a el caso de una reacción 1 moderadarnen te rápida y una 

reacción 2 lenta; rp
1
=10, rp

2
=1. Es curioso el comportamiento de estos 

perfiles, debido a que las condiciones no dicen que al tener un flujo 

de gas gt·ande; Vr=0.5 y uno de liquido pequeño; Qr=(,.1, 

que la concentr~ación de C pasa poi· un máximo, y 

encaritt"'amos 

si estamos 

interesados en la p1~oducción d2 e, notamcs que estas condiciones no3 

conducen a una concent1-ación de C en el seno del líquido pequeña, lo 

cual es i11conveniente. De esta fo1~ma, obs21-vamos que una tendencia al 

inc1--emer1to en flujo de gas espe1~ando obtener mayor rendimiento en la 

generación de e puede llevat"' a t"'esultados ind25eabl2s. Esto ocurre 

aún si se mantiene un valor baja para la velocidad de consumo de C. 

En la fi9. 4.13.b se pr~esantan las per·f i 1 es pa1-a un esquema d2 

velocidades de reacción rápidas; <jJ
1
=20, t;D

2
=10, aqui notamos cama la 
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caida en la concent1·ación del re.a.et i ve A en la p~lic~la es mas 

y también como s2 ~- -
""' 

h&.cia la inter~fase~ &si cGmo el 

desplaz&.da 

má;·:imo en 

intermedio C. Es iffipG1~tante notar· que si e=stamos 

interesados en la p1-oducción de C, estas condicio11es de operación son 

paco efectivas. El alcanza1· e5te tipo de condiciones, es un problema 

intimaments ligado ccn el contra! de la temperatura en el reactor. En 

la fi9. 4.14 vemo:; el desplazamiento de los perfiles para el 

compor1ent2 intEt"'mEdio C, para u.na velocidad de 

moder·c..damente rápida; </Ji.-:=lü y una variación de <j;
2

• Notamos que 

conforme ~2 se inc1·ementa de 0.1 

el máximo en dirección de la 

a 0.7, lo que 

interfase, si 

se hace es desplazat' 

bien na existe una 

vario.e ión muy brusca en la magnitud de lws cambios de con e en tt"'ac ión., 

esta situación se vuelve gravE cuando se multipiica la concentración 

de e por el flujo del 11quido de salida, de tal forma que una leve 

va1 ... iación en la velocidad de r·eacción 2 pt"'omovet~ una disminución en 

la selectividad de C. 

En las figs. 4.15-4.16-4.17 se muestt"'an los perfiles de 

concentt"'ación en la pelicula con la vat"'iación de los módulos de 

reacción-difusión, pa1~a un flujo de alimentacióndel 11 qui do mayor 

<Qf=O. 5) que el de gas (V =O. 1) • 
f 

En términos generales, lo que 

estamos haciendo al aumentar el flujo de liquido, es incrementar la 

cantidad del reactiva B en el sistema'!' de esta fwl"'ma,. es lógico que 

espe1"'emos que la disminución del l"Eactivo A sea más rápida con el 

incremento de los parámet1--os de r-ea.cción-difusión. La fig. 4.15.a no=:; 

muestra como, manteniendo una reacción 2 lenta, el reactiva A alcanza 

a cpuzar' la totalidad de ia pelicula, pet-o conforme aumentamas la 

velocidad de ¡·¿:acción .1.., este só_lo lie9a a cubri1~ el lO'l .. del espesar 

de la pellcula desde la interfase, para un valor de ~=50. Debemos 

notat~ que pa1·a estos t'esultados se tuvie1~on que utili~ar 10 puntos de 

colocación intet~iot·es con un tacto1- a=3 en las polinomios de Jacobi, 

se eligio este fact0¡-- con el objeto de desplazar las puntos d2 
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colocación .. hacía él lado de la interfase, tratando de ajustar de la 

mejor maner'a el descenso ábrupto de la concent1-ación del reactivo A 

en la zona referida. Una buena discusión sobre la influ~ncia d~l 

movimiento de estos par6metros de los polinomios de Jacobi es 

presentada por Joseph [2J, y por Moreno, Pérez y Viveros ··[3J para· _,la 

simulación de columnas de absorción por etapas. En la fig'. 4.15.b es 

importante notar que con el aumento de <Pi de 20 a 50, el cambio en la 

concentración del reactivo B no se ve seriamente afectada, esto as 

debido a que al valor de rp
1
=20 la can.tídad de reactivo 

inexistente en m6s de la mitad del espeso~ de la pelicula. En 

A es 

la fig. 

4.15.c observamos como los perfiles de concentración del componente C 

tienden a crecer conforme aumentamos </J
1

• Notamos que para estas 

condiciones de flujo, la mayor concentración de C es en la interfase, 

por lo tanto, si estamos interesados en producir C estas condiciones 

son improcedentes. En las figs. 4~16 y 4.17 observamos el mismo 

comportamiento desc1~ito anteriormente. La fig. 4.16.b nos muestra una 

separación de las curvas a velocidades de reacción l grandes; </>
1
=20, 

50, cuando aumentamos <P
2 

a 5. Es claro que al aumentar </>
2 

a 5 lo que 

hacemos es incrementar el consumo del componente C y por lo tanto, la 

concentración de reactivo B aumenta en la pelicula. En la fig. 4.17.a 

notamos como el reactivo A penetra sólo en un 10/. del espesor de la 

pelicula, a condiciones de velocidades de reacción grandes. Debe 

quedar claro que para la pt-edicción de estos pet·files se utilizaron 

10 puntos de colocación interiores, esto con el fin de evi ta1-

resultados carentes de significado flsico, es decir, concentraciones 

negativas de reactivo A, las cuales pueden predecirse can menos 

puntos de colocación. En la f ig .. los perfiles 

combinados de los tres componentes para dos condiciones de velocidad 

de reacción. En ambas figuras 4.18.a y 4. 18. b notamos el 

desplazamiento del plano de reacción hacia la inte1·fase. Por otro 

lado, observamos que incrementat' las velocidades de 1~eac~ión genera 

un perfil m6s pronunciado del reactivo A. 
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La fig. 4.19 mu2st1~a una gr~fic~ del nómero de ecuaciones· 

algebraicas no discretizar el modelo 

d1 fei .. encial del r··cac.tor C_STR, contra el número de püntQS de 

colocación seleccionados para hacer dicha discr~Etización en la 

película. Observamos que el número de ecuaciones sigue un 

comportamiento lineal con respecto al número de puntos. De hecho, la 

ecuación que se sigue es: 

NEC 3 n -~ 6 (4.2) 

donde n es el número de puntos de colocación interiores. Es aquí 

precisamente donde est¿ la diferencia en la forma de resolución del 

modelo con la propuesta por Ho y Lee [4J. Para.ellos 

gener·adas siguen la siguiente 1··elacíón: 

las. ecuaciones 

NEC 2 n .+ 4 (4.3) 

Su formulación se fundamenta en el argumento de cierta 

dificultad numérica encon.tradaal.aplicar .. el .. método de. colocación 

ortogonal, la cual es evitada al .. util.i,zar .una, función potencial de la 

siguiente forma: 

(4.4) 

·obtenemos 

(4.5) 
dn 2 

Las condiciones fronte1~a pueden escribi1~se pa1~a WCn) como: 
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WlOl=· W, . Á Cl+v ) u , 
e e ~~ 

b. v u, 
e e Ct.. 

Á ( l+V ) U' - Á V U 
e e nl e e el 

(4.6) 

(4.7) 

donde los subindices y t significan los valores a la interfase y _en 

el seno del liquido, respectivamente. Resolviendo las ecuaciones 

C4.5l-C4.7l para W(rrl obtenemos: 

W Crr) 

A partir de l~s 

expresión para u;;. Crrl 

-ecuaciones (4.41-(4.7) 
,-, ' 

en ~fun'C·-ü~'f( de·~~~-'~ U~·,_· uAi.-, 
·.·'.·:~·> ;. ' 

+ b. c1+t ;)_'cÜY~~~--~\u -u IJ 
e e -· ·B et:.·: . et · Bi. 

+ Á v cu =u .°LJ¿_¿J;iJ-· 
e e e C\. , el C\. 

(4.8) 

podemos obtener una 

(4.9) 

Al substituir la ecuación <4.9) en las ecuaciones (1. 27) y 

y Cl.28l, se hace que estas ecuaciones sean sólo función de u Crrl 
B 

u Crrl. 
e 

De es~a raanera, se redüce el número de ecuaciones 

diferenciales na lineales y también, según estos autores, se evita la 

dificultad numérica encontr"'ada al calcular el perfil de concentración 

en la pellcula d2 la especie gaseosa A~ la cual 

perfiles muy pi-anunciados. 

tiene generalmente 

F'er .. ·sona.lmEnte~ no estoy de acuerdo con la cpinión de Ha y Lee en 

el sentido de esta dificultad numérica. En primEr lugar, por·aue sólo 

est~n considerando el casa donde el reactivo limitante es A, esto es, 

el pe1"'fil de concentraciones de A será entonces muy pr-onunciado con 

al ir1c1-ecaento de los módulos de reacción-difusión, y dejan de lado el 
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caso dondE-el 1~aactivo limi~ante es B, donde también e:{istiria un 

pe1~f1l- pi-anunciado paro. B y de est¿.. manera se requerí1"'-1a de otra 

función potencial para el reactivo B. Como sa mostt"'ó anteriormente, 

el movimi2nta de flujos de alimentación es de vital importancia oar·a 

el buen -compot·tamiento del t"'eactor en la generación del componente C~ 

en este sentida, es de alto 1-·ie590 oasar"se en una función potencial 

p~ra el 1-eactivo A. En segundo lugar~ c1"'eemos que no es necesaria la 

utilización de dicha función potencial para evita1~ 

numérica re ferio.;..~ en íh.tast1~0 ca:;u'!' .se h¿•.n forma 

simultanea las ecua.cienes d¡fel"'2nc:1al25 para los tres compontntes y 

se ha utilizada Lln n(1met•o mayor de Guntos de colocación, lo cual no 

afecta conside1~ablemente el tiempo de cómputo y además se han 

utilizado polinomios ortogonales de Jacobi no simétricos con 

parámetros a.=3 y (3=0, 

colocación sea mas 

concentración .. 

gat~antizando que el 

cer-cano hacia la 

acomodo de los puntas 

calda abrupta de 

los 

de 

la 

Por otro lado, si extrapolar·amos las resultados obtenidos del 

análisis paramétt~ico hacia una situación real la industria), 

obset~v~mos que es de vital importancia el cor.trol de temperatura del 

reactor, el no hacerlo involuct'a movimientos en los parámett~os de 

reacción-difusión, la cual trae ccíiiO cGlisecuencia alte:ra.ciw.nes en las 

concentraciones de los pradL;.ctos espe1'"'ados. F'or otra parte, 

que una alteración en los fluJos de alimentación, esto 

posible variación en el ~oeficiente de t1~ansfet~ancia de masa, 

Notamos 

es, Ltna 

genera 

alteraciones en la concentt~ación a tal gt~ado que en lugat· de esperar 

un mayor rendim1en"t;o,. este G1sm1nuye. lJt::oemos aclar·ar que también una 

variación en el coEiiciente d2 transf2renc1a de masa puece esperarse 

con la variación de la velocidad de agitac16n dentro del reactor, sin 

embarga, este punto todavla no es lo suf icientement~ claro en la 

teót~ia cama oara considet'at~lc dentro del modelo .. Una e:<celente 

discusión sobre este problema es pt'esentada por Charp2ntier [5J. 

A continuación p1~esentamos una aplicación dal modelo en un 
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sistema industrial. 

A. 2> Aplicación, a ,la Clor,ación- de n-Decano 

La reacc_iÓn' de 'cloract6n cíe n-decano procede por un mecanismo de 

radicales libres, con- una iÍ1 iciación por d i-soc iac ión térmic¿;, o 

fotoqui mica del cloro' disl1'eo1 to. El sistema de reacción puede ser 
-- .. . 

representado de_ 1-;t', sigU~ente forma [6): 

C H 
10 22 

30 posibles 
isómei--os 
diclot•ados 
diferentes 

Para la aplicación de nuestro modelo hacemos la consideración de 

solo dos reacciones globales y dos constantes de velocidades de 

reacción pt•omedio. De esta forma, el esquema de reacción queda de la 

siguiente forma: 

Cl + n-C -H 
2 10 22 

;.. _,__ 

;.__ 

Cl 
2 

+ j.,-C H C l ---"--·c..2-'--4 
10_ 21 

''.,-~~<;-»- -~ ';:. 

1-C H Cl +HCl 
10 2:1 

i-"C H Cl 
.10' 20 2 

-" .c..·: . '''...~-: 

+ HCl 

Los datC)s pc¡rala.-;sim'~1á.!:'.i6n á~i \:ej~mpio-- son 

Sharm:a [ 1 J y 5;. ,d'an_<:-i ;~'hn't'i~H~~'r6f.'i:;_ - ' \, 
, . __ ,., 

presentados 
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Estableciendo ···la si-gui_ente rlomenclatura. 

tenemos: 

M 
VA 

y Af 

V 

a 
V 

lag 

lag 

71 

1.0 

0.86 

3.0 

D 
A 

D 
B 

lag 

pº 
B 

Pº 
e 

log P~ 

Ll.E 
1 

P.. (323 J<) 
1 

B n-C H : e j-C H CU E 
J.0 22: 1.0 21. . 

M 142 
"ª 

X 
Bf 

1.0 

PLf = 0.725 Cgt~/cm3 > 

-1 
V 400 

·3 
cm cm 

R 

o.66 x 10-
7 

e::p [ 1172 (11~73 - l~TJ] 

0.39 D 
A 

(X I YA A 
) 

' 

D 
e 

0.38 D 
A 

lOlO / T - 4 •. 16 

' - ' - -. 
¡· (1. B~ T .:.142) psi a 

I C 1. 8 T -134 l psi a 

4~423 -:- 3462 I Cl.8 T -144) psi a 

29000 cal/mol 

0.005 (cm
3 /mol-segl 
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Ll.E 
2 

LiE 
1 

k i373 Kl 
1 

i-C H Cl 
10 20 2 

(cm2 /seg> 

1.414 k (373 10 
2 



La simulación 

temperatura los 

de 300 'ºK. Para esta 

/;,. 

J3 

B 

V 
e 

En la fig. 4.20 se muestran los resultados de la simulación. 

Puede notarse que la concentración del componente intermedio e se 

mantiene constante a lo largo del espesor de la pellcula. AQn cuando 

las parámetros de reacción-difusión son pequeñas~ es noto1·"'io que una 

alimentación equ1molar de gas y liquido es adecuada, cuando estamos 

inte1·esados en p1~oducir el componente C. Es importante 

pa1·a este sistema las condiciones de opet·ación son 

bajas; T=300 K. P=l atm. No obstante esta diferencia, 

oaraIT".ét1-ico nos revela que el modelw matemático del 

válido. 
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Bl MODELO DE COLUMNA EMPACADA 

Para el caso de la ~alumna empacada, se realizó simulac1on 

numérica para una reacción it"'reversible de s2gundo orden. Al igual 

que en el reactor CSTR, las ecuaciones de transporte son manejadas 

por medio de pa~ámetr'os adimensianales, de este modo, los t'esultada5 

son especificad~s en ,funcióf' de ellos. 

B.1) Análisis Paramétrico 

Los pa1·ámetros de mayo1• importancia son el número de unidades de 

transfe1"'encia, N, la razón de velocidad de reacción 

transfret"'encia de masa, ~. y el facto1~ de absorción, 

a 

k • ,, 
la de 

Puede 

esperarse que un inct"'emento en cualesquiEra de estos pa.rámet1-as 

genet~ará un aumento en la abso1"'ción y conversión. k 
4 

es El 

coaf~ciente estequiométrico y es establecido con la selección del 

sistema de 1~eacción. En este trabajo, k 2s tomado 
4 

cwmo 

Los coeficientes de difusión de las dos Esp2cies en ci 

consideran iguales, de este modo, k es también la unidad. 
6 

la unidad .. 

liquido SE 

En general se acepta que la razón de 1·esistencias a la 

t1"ansfet·encia de masa de la fase 9&seosa a la fase liquida es baja 

para gases poco solubles. Va que la pelicula es delgada, su volumen 

comparado con el del seno del liquido es pequeffo. De esta forma, 

k s2 han can::;iderado como 
B 

0.01 y la razón de alimentaciones, 

supone como la unidad. Los efecto:; de var"'iación de k
9 

se discuten en 

la presentación Gel ejt=mplo de c.plicacién. 

La fig. 4.21 muestra el efecto de la velocidad de--reac-ción sobre 

la cantidad absot~bida. Se nota que al aumentar el valor de ~' que es 

la relación de la veiocido.d de i''eacción a la de transferencia de 

masa, la cantidad de A absor'bida es mayor. La fig. 4.22 muestra la 

conversión del componente B en El fondo de la torre. Para una 
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.=.o. --.·· .;·,.,. · .. :: 

reacción.• extr.;maÍ::lam.ei:ité~ t~á.pida;:_':.todo 

pelicula liq~ida, d~ a~W.':qué cor. 

e) gas disU§!~tci~:se consúrne en la 

como la unidad, ·teneinás 

(4.10) 

pl.tbl.icacioneS se concentran en obtener un factor de 

mejora ~ocal p•~a describir el efecto de la reacción. En un contactar 

continuo a contracorriente, la concentración del reactivo g~seoso 

disminuye en la dirección del flujo de gas, mientras que el reactivo 

liquido disminuye en la dirección opuesta. El factor de mejora 

deberla ser bajo en el tondo de la columna, donde la concentración de 

gas es alta y la del reactivo B en el liquido es baJa. 

es verdadero en el domo de la columna. De este modo, 

Lo contrario 

un factor de 

mejora local no es apropiado para describi1~ el efecto de la reaccion 

sobre la transfer~encia de masa en un contactar difet~encial. Para 

p1~apósitas de di~efic y optimización, es recomendable definir~ un nuevo 

factor de mejora global como: 

E 
o Cl:-;;i;.,;.;out>k =O 

. 2 

<4. 1 U 

para describir la efectividad de ta: réai:ción como una mejora a la 

absorción fi sica. E es la razón de la cantidad total absorbida con 
o 

reacción a la que e>tiste sin reacción; además es una fuerte función 

de <j>. Para un número determinado de unidades de transferencia, N., un 

incremento en <P resulta en mayor absorción y, de Esta fot-ma, 

incrementa. Esto se ilust1·a -en la-fig. 4.23, la cual indica 

E 
o 

que 

se 

la 

reacción qui mica es más eficiente para inc1-emEntar la absorción 

cuando tenemos valores bajos del factor de abso1·ción, es deci1~, 

se mantiene en la unidad, esto implica un valor mayor 

<mC . /C'. ) • 
Bt.rt At.n 

si f.: 
9 

de 

Para obtener la solución aproximada, se ha utilizado el método 
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d2 colocación ortogonal con 5 puntos int2riorEs. Se utilizaron 

oolinomios En 
z x , esto es, colocación simétricos. Las 

técnica:; par·a resolver· ecuaciones cliferenci.ale5 da pr1mer or-·den" c:umo 

el método de Runge-Kutta, ¡~equi2r2n el conacimi2nto de ios valores 

iniciales de las vat·iable~ ~eoendientes~ sin embargo, 

ca.so, el valor inicial Ci.e., a t=O) la cGncentt~acióG de la tase 

liquida se desco~oce. La concentt·ación conocid~ del reactivo B 

corresponde a ~-=1, el domo dt: La.. ce-lumna. Si esto sa 1..,esu2lve como un 

problema de valor··es a la f1··ontera, li:\ necesidad dE un pequeño paso en 

la malla y la no linea.lidad de las ecuaciones 02 mGdelamiento, 

conllevan a un al~o co~sumo de tiempo de cómputo~ e incluso'!' pueden 

existir pt~oblemas de estabilidad. Una buena compai·ación entre los 

métodos de shooting y colocación or"to9onc.l para colurr1nas d2 absorción 

adiabáticas es p1~esentada pot~ E. Pé1~az y T. \/ivt::1·Gs [7]. De esta 

forma, solamente 7 puntos de colocación han sido utili~ados para 

desct~ibir· la longitud ae ia columr.~. Cn ~ada uno de estos puntes, 

también se han utili~ado 7 puntos de co!ocación pa1~a describir las 

concentrac1on2s er1 la pelicula. E5to (i'l2no5 

esfue1·zo computacional tie~po de ejecución que los métGdos 

tt~adicionales. La t1g. 4.24 muestt~a la cu1-~a de gene1-ación del númet~o 

de ecuaciones cwnt1-a El r.úmer·-o je pun\:.os de coloc¿;,c1L"::l1 inte-1·1ot-es. En 

nuestr"'O caso e 1 sis teme;. cuenta con 102 ecua.e iones. Cabe ac lai-.é\t-, que 

sentido, los t·esultados han sido obtenidos en el sistema HP-9000 del 

centre de cómputo de posgrado de la Fac. de Qulmica de la UNAM. 

B.2) Aplicación a la. 

Mono-ElanolAnú na 

Absorción de CD 
z en Sol.uciones de 

Se están tratando 900 kmol/hr de una mezcla de.tJz' Hz y COZ (en 
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proporciones molares de 1:3:1.33). La abso1~ción se lleva a cabo a una 

pr<E5i6n de 20.3 bars y 303 °K. Se ütilizará una columna empacada con 

anillos raschig de 0.0381 m. La concentración total de MEA en la 

solución es de 2.5 M. La reacción que ocurre es la siguiente: 

CO + 2 R NH -------> R NCOO + R NH+ 
2 2 2 2 2 

A partir de los resultados experimentales de Danckwerts y 

colaboradores [8J el coeficiente de velocidad de reacción a 303 ºK 

36.7 >: 10" (m3 /kmol hrl, la difusividad de MEA en una solución 2.5 

es 

M 

a la misma temperatura es 2. 77 x 10-6 <m2 /hrl y la del 

10-6 (m2 /hrl. El valor de k fué calculado utilizando la 
a 

CO 5.04 K 
2 

correlación 

propuesta por Norman [9J y k 
L 

usando una correlación ajustada a 

partir de los datos de Danckwerts. El coeficiente de Henry depende de 

la fuerza iónica de la solución. Van l(revelen y Haftijzer~ [10) 

relacionaron el coeficiente a estas condiciones al de agua pura y a 

la fuerza iónica. La corrección por fuerza iónica del coeficiente es 

debil en este caso y 

<m9 bar/kmol). La tabla 

entonces el 

4.2 muestra 

valor apropiado es 

el valor de las 

de 35.7 

variables 

adimensionales para el pr•esente ejemplo. El modelo utilizado suponora 

que tanto el gas como el liquido están en flujo tapón y que la 

concentración de C0
2 

en el liquido de alimentación desoreciablE. 

Se 1·~quiet~e analizar el comportamiento de la columna con la variación 

del flujo de liquido ae alimentación y el número de unidades ae 

transferencia. 

La fig. 4.25 muestra la concentración adimensional de CD 
2 

a la 

(domo). Como puede notarse, 

disminuye rápidamente con el inc1"emento del flujo de liquido y el 

númer~a de unidades de transferencia es significativamente meno1~ para 

una concentración de salida dada. La fig. 4.26 muestra la conve1·sión 

de MEA en el fondo de la tor·re. AqLú se nata que conforme aumenta El 

flujo de liquido la conversión de MEA disminuye, tendiendo a 
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per·manecer constan'te- después de. un número_ de unidades de 

Esto demuestl"'a que piit"'a limpiar une. 

corriente de gas en una tG1·1-2 de una altura fija, se hó.Ct:: 

indispensable enccnt1~6,- el tlujo op·c1ma de liquido de alimentación .. 

la largo d~ la ~alumna pat-a N=6 .. 5! ~=1340 y L=0.05. Las 

muestra los perii les de concentt•¿tción de co2 y MEA En lo 

llauida a trss difErentes pcsiciQnes de la torr2. En el 

tig. 4.:::s 
pel.l.cula 

düm•.=; €5 

notorio que el reacti\lO i1m1tante 25 el CQ
2 

ya que la concentración 

de MEA sigue un pet•f1l casi hcri~antal, además de que la penetracion 

del C0
2 

hacia el sena del liquido es insig~ificante. En el fondo 

la. columna. la pe_netración de CO hacia 
2 

TABLA 4.2 

el seno del líquido" 

Valores ·,de los parámetros, para la absorción de ·CO~, 

L ,rp k k 

"' 
¡,;····· k 

.--' 
-,,:a ,,6 e 

' '" 
., 

o. qso: 1340 i.ooo o.::;5~ 6. •· 
07 · O;Ql: 

o. 0.75,' 908 .''.:; o. 666 2 .0.15 .;.o. 55 .o~ 07. o. 01 

o. 100 7,:;;,a. 9. 500 2~, 9 .. ,20 'º· 55' ' ,e). oj 0 .. 01 

t) ~ 125 : 694, o. 400 2 :0.2~ 0.,5;5 :O· 07 .,.,o.•01 

de 

es 

significativa .así como el decaimiento de ia .,,ccmc,entración de MEfr. 

Estas resultados son simi.lan::;s a los:.:de Frdment ,ri1J para el mismo 

caso .. 
En torno a los pt·oblemas numéricos ~~centradas en la -~olución de 

este ejemplo, ce.be mencionar que se utilizó el método de· Broyden, con ¡~ 
el fin de acelerar el cálculo. Si~ embargo, el método falló en la 

~L. 
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convc1"9Ei1cia conforme el oarámetra dE reacción-difusión se hacia más 

9t"ande. Esto puede explica1"se ya que, conforme inct"ementamos el 

par¿metro de 1-eacción-difusión, lo que estamos hacienda es 

nuestras ecuaciones diferenciales 01-iginales hacia unas 

.. rigidasu .. Esta 5ituación trae como consecuencia que, al 

llevar a 

del tipo 

evaluar la 

matt"iZ jacobiana de forma numérica, pequeRos cambios en las variables 

modifiquen s19nif 1cat1vamente su estt-uctura. De este moaa, al set" el 

método de Broyden un método correctivo de la matriz jacobiana~ las 

correcciones que realiza no san lo suficientemente cet-canas a los 

valo1-es 1-eales de los elementos de la matriz jacobic..na. En este 

sentido, resultó conveniente utilizar un número de puntos de 

colocación interiores relativamente grande y el método de l~e•~ton con 

un factor de amortiguamiento de 0.5. 

En la tabla 4.3 se muestran los puntos de colocación utilizados 

en la discretización del modelo de reactor CSTR y el de columna 

empacada. 

169 



TABLA 4.3 

Puntos de Colocación Utilizados en la Discretización 

n=5, Pn<x;0,0) 

0.00000000 

0.21658734 

0.48038041 

0.70710678 

0.87706023 

0 .. 97626324 

1.00000000 

CSTR 

n=lO, 

0.00000000 

0.10079378 

0.22971400 

0.35549343 

0.475::;7714 

0.58720411 

ü .. 68902738 

0.77909385 

0.85586467 

0.9180~045 

0.964709C5 

1.00000000 

170 

COLUMNA EMPACADA 

n=S, P c:/:;o, 01 
n 

(l.00000000 

0.01985507 

0.10166676 

0.23723379 

0.40828267 

0.59171732 

0.76276620 

0.89833323 

0.98014492 

1.00000000 



Fig. 4. 1 

Gráfica del 

Mejora E contra el ... 
de reacción-difusión 

diferentes valot•es 

factor de 

parámetPo 

q,
1

, para 

de ,P
2 

y 

flujos de alimentación. 

a) Qr=0.1 

b) Qr=O. 1 

e) Qr=0.5 

Vr=O. 1 

V
1
=0.5 

Vr=O. 1 
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Fig. 4.2 

Gráfica de la fracción mol 

de gas A a la salida del 

reacto1· Y", contra el parámetro 

de reacción-difusión q,
1

, para 

di ·fer en tes va lores de '/> 
2 

Y 

flujos de alimentación. 

a> Gl,=o. 1 
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1
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Fig. 4.3 

Gráfica de la 

concent1•ación adimensional del 

reactivo B liquido a la salida 

del 1•eactor unt' contra el 

parámetro de 1·eacción-difusi6n 

r/J,, para diferentes valores de 

r/1
2 

y flujos de alimentación. 

a) Qr=0.1 Vr=O. 1 

b) Qr=O. 1 V =O. 5 
.f 

e> Qr=O. 5 Vr=O. 1 
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Fig. 4. 4 

Gráfica de la 

concentración adimensional del 

componente intet•medio e liquido 

a la salida 

contt·a el 

del reactor 

parámetPo 

reacción-difusión "'·' 
uct' 

de 

difet·entes valores de 4'
2 

Y 

flujos de alimentación. 

al Qr=O. 1 Vr=O. 1 

u> Q
1
=0. 1 Vr=O. 5 

e) Qr=0.5 V r=O. 1 
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Fig. 4.5 

Gráfica de 

concentración adimensional 

reactivo A liquido en 

la 

del 

la 

interfase, contra el parámetro 

de reacción-difusión "'•' para 

diferentes valores de r/>
2 

y 

flujos de alimentación. 

al Qr=o. 1 Vr=O. l 

L>l Qr=O. l v,=•).5 

el Qr=O. 5 Vr=O. l 
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Fig. '1.6 

Gráfica del perfil de 

concentraciones adimensionales 

uA, u 0 , uc contra el espesor 

adimensional de la pellcula n, 

para diferentes valot'es del 

pa1•ámetro de reacción-difusión 

</>~ Y q,
2 
=1, Qr=O. 1, Vr=o.1. 
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Fig. 4.7 

Gráfica del perfil de 

concentraciones adimensionales 

uA, u 0 , uc c:onl;;ra el espesor 

adimensional de la película n, 

para diferentes valores del 

parámetro de reacción-difusión 

4>
1 

y .;,
2
=10, Qr=o.1, Vr=0.1. 
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Fig. 4.8 

Gráfica del per·f i l de 

concent1,aciones a.dimensionales 

uA, u 0 , uc contra el espesor 

adimensional de la pelicula n, 

para diferentes valores del 

parámetro de peacción-tlifusión 

1'
1 

y q,
2
=20, Q

1
=0.1, V

1
=o. 1. 
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Fig. 4.9 Gr•áfica del perfil de concentraciones adimensio

nales uA, u 0 , u 0 contra el espeso!' adimensíonal de la pell

cula .n, par•a dos combinaciones de parámetros de reacción

difusión 1>, y "'2' Qr=0.1, v,=0.1. 



Fig. 4.10 

B1·á f ica del perfil de 

concentraciones adimensionales 

uA, u 0 , uc contra el espesar 

adimensional de la pel1cula n, 

para diferentes valores del 

parámetro de reacción-difusión 

"'~y q,
2
=1, Q,=0.1, v,=o.5 
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Fig. 4. 11 

Gráfica del perfil de 

concentraciones adimensionales 

ºA' u 0 , ºe contra el espesor 

adimensional de la pel1cula n, 

para diferentes valores del 

parámetro de 1·eacci6n-di fusión 

"'~ y 4'2=10, Q1=0.1, v
1
=o.5. 
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Fi.g. 4.12 

Gráfica del perfil de 

concentraciones adimensionales 

uA, u
0

, uc contra el espesor 

adimensional de la pel1cula rr, 

para diferentes valores del 

parámetro de reacción-difusión 

1'
1 

y 1'
2
=20, Qr=o.1, Vr=0.5. 
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1T 

Fig. 4.13 Gráfica del perfil de concentraciones adimensio

nales uA, u 0 , uc contra el espesor adimensiona.l de la peli

cula n, para dos combinaciones de parámetros de reacción

difusión "'~ y "'2' o,=o. t, v,=o.5 -
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Fi~J· 4.14 Gráfica de la concentración adimensional del 

componente intermedio e, ºe' contra el espesor adimen 

sional de la pelicula n, para diferentes valores del 

parámetro de reacción-difusión 1,
2 

y 4>~=10, Qr=0.1, 

Vr=0.5. Se utilizaron 10 puntos de colocación. 
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Fig. 4. 15 

Gráfica del perfil de 

concentraciones adimensianales 

uA, u
9

, u
0 

contra el espesor 

adimensional de la pelicula n, 

para diferentes valores del 

parámetro de reacción-difusión 

4'
1 

y 4'
2
=1, Qr=0.5, Vr=o.1. 
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Fig. 4. 16 

Gráfica del perfil de 

conc:entrac:iones adimensionales 

uA, u 0 , uc contra el espesor 

adimensional de la pellcula n, 

para diferentes valores del 

parámetro de reac:c:ión-difusión 
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Fig. 4.17 

Gráfica del perfil de 

concentraciones adiniensionales 

uA, u
0

, uc contPa el espesor 

adinienslonal de la pellcula n, 

para diferentes valores del 

parámetro de reacción-difusión 
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Flg. 4.18 GrAfica del perfil de concentraciones adimensio

nales u , u , u contra el esp~sor adimensional de la pel!-
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cula · n, para dos combinaciones de par·Ametros de reacción-

d i fusión q,
1 

y q,
2
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Fig. 4.19 Gráfica del Número de ecuaciones na lineales 
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CONCLUSIONES 

Al MODELO CSTR 

La solución del modelo matemático para la simulación del reactor 

gas-liquido tipo CSTR, no es del todo sencilla. Esto es debido, en 

parte, a la no linealidad de las ecuaciones cinéticas de 

reacciones. Aunado a esto, las ecuaciones de continuidad en 

pellcula junto con su5 condiciones de frontera, conllevan a 

solución de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. 

las 

la 

la 

No obstante lo anterior, La simulación resultó adecue.da en el 

análisis de das reacciones consecutivas, con cinét1ca5 de orden de 

rea~ción generalizado, donde el interes principal fué la formación 

del componente intermedía. El análisis pat~amétr1co nos r·eveló 

interesantes r'elaciones entt~e el sistema flsico y los parámetros 

qUímicos. Observamos que, dependiendo de la razón de las dos 

cwnsta.ntes de velocidéid pat"'a las aas reacciones consecutivas (efJ1./</>
2
), 

la transferencia de masa puede afectar 

compor~amiento de los reactores gas-liquido. 

significativamente el 

En el prime1~ caso, cuando tenemos flujos de alimentación 

equimolares, notamos que manteniendo una constante k
1 

mucno mayor que 

k2, favorecera la formación del p1·oducto intermedio e, pero afecta la 

distribución dal reactivo inicial B. En ca50S donde la constante de 

velocidad ~2 es mayat~ que k~, la producción de C es minima, y si 

nuestro interes primordial es producir C, este tipo de operación debe 

evitarse. 

En el segundo caso, cuando tenemos un flujo de gas de 
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alimentación mayor que el del 11 qui do, notamos situaciones 

verdaderamente interesantes. Observamos que el incremento de 

alimentacion de gas, esperando un aumento en la producción de e, 
puede traer resultados catastróficos, aún manteniendo la relacion de 

\)k
2

• El reactivo limitante es B, y de esta manera la zona de 

reacción es desplazada hacia el final de la pellcula (cerca del sEno 

del liquido), por lo cual el componente C se consume debido al 

e:-:ceso de reactivo A, aún cuando la reacción 1 sea más rápida que la 

reacción 2. Si bien, la diferencia de concentraciones de C entre la 

interfase y el seno del liquido es poca, el hecho de que se consuma C 

puede repercutir, no tanto en la cantidad que se consuma de C, sino 

en la formación de compuestos indeseados que afectan o contaminan la 

calidad del componente C. Esta situación es de extrema importancia en 

el proceso industrial de producción de ácido tereftálico. 

En el tercer caso, cuando el flujo de alimentación de liquido es 

mayor que el del gas, el reactivo limitante es A, de aq~ que, aunque 

se mantenga la reacción 2 lenta, la producción de C es completamente 

disminuida. 

De esta manera, podemos concluir que el modela matemático 

planteado es lo suficientemente flexible para simular condiciones 

e>{ tremas. Por otro lado, es notario que para las condiciones 

especificas de la simulación, una alimentación equimolar de gas y 

liquido es adecuada. Es necesario también, mantenet~ un estricta 

control de temperatura, para evitar el movimiento brusca de las 

constantes de velocidad de reacción, y en particular de 

2, y con esto se afecte el nivel de producción de 

la reacción 

la especie 

intermedia. Es asi, como dependiendo de las condiciones de operación, 

debe tenerse mucho cuidado en el disef'io de reactores gas-líquido de 

este tipo, para minimizar los efectos de la transferencia de masa 

sobre la formación de productos indeseados. 

Las perspectivae de investigación sobre este tipo de reactores 

es muy prometedora. Algunas mejoras podrian hacerse al modelo, tales 

como inca1--por·ar un efecto por la agitación dentro del reactor y 
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tamafío de burbuja, adicionarle algún esquema de control_,de_ flujos ·y 

temp~ratura y resolver el problema dinámico, 

seria interesante probar modelos de 1-enovación 

etc. ''P.o_r '!:!tro ·:lado, 

transferencia de masa en la interfase, 

recomiendan para transferencia de masa 

camino de esta 

y prometedor. 

investigación es largo, 

·la superf.i.C:i al pa~~a 

algunos < ~~'t(J;~~s 
burbujas. '¡:\,,¡¡{ pi.tes;· el 

pero. indudabÍerrik~~~ f:áS'cinante 

ya que lo 

en 

Bl MODELO DE COLUMNA EMPACADA 

La solución del modelo matemático para el proceso de 

transferencia de masa con reacción qui mica en un contactar 

diferencial, puede decirse que es más compleja comparada con la del 

reactor de tanque agitado. Esto se debe, principalmente, a que al 

e:~istir variaciones de cancent1~aci6n de reactivos, tanta a lo largo 

del reactor como en la pelicula, se debe realizar una disct•etización 

bidimensional, conduciendo a un sistema de ecuaciones algebraicas no 

lineales con ciertas caracterist1cas que hacen dificil t·esolverlo. No 

obstante lo anteriot·, los estudios paramétt~icos nos han revelado que, 

el número de unidades de transferencia, el pa1"ámetro de 

reacción-difusión, y el factor de absorción, 5on las principales 

variables que afectan el comportamiento del reactor. 

Si bien el modelo de columna empacad~ no es lo suficientemente 

completo, ya. que no considera el b~lance de eriergia, se demostró con 

el ejemplo de aplicación, qLte representa las tendencias de los 

perfiles de concentración cort~ectamente. 

Las perspectivas en el estudio de este tipo de reactores es 

amplia. Sin embargo, el incluir el balance de energi a, considerando 

la columna adiabatica, conduce a un problema numérico de 

consideración. Asi, el tema está abierto desde dos puntos de vista; 

uno, por la implicación del estudio de la absorción con reacción 

quimica, considerando las variaciones de temperatura a lo largo del 
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reac.tor y en .. l.a~ pelicula .·'liquida y· dos, por el reto del problema 

numél'ico plarÍtead·o. ~ 

C) METODO DE COLOCACION ORTOGONAL 

Debido a que las ecuaciones diferenciales resultantes de los 

modelos matemáticos de los reactores gas-liquido son no lineales, es 

necesaria una solución numérica. El método de colocación ortogonal ha 

demostrado set' un método rápido, fle:dble y eficiente en la obtención 

de soluciones aproximadas. Este requiere en realidad de pocos puntos 

de colocación, con lo cual el tiempo de cómputo se t'educe 

considet~ablemente, as1 como la memoria requerida. 

Aún cuando el método adiciona un par de parámett'os al problema 

-<o,(3>- al utilizar los polinomios ortogonales de Jacobi, esta 

situación es resuelta en forma directa cuando se tiene cierta 

intuición sobre la for~ma de los perfiles, es decir, si se conoce a 

priori el desplazamiento de la solución hacia cualquier e;..;tremo 

del dominio, la elección de a y (3 queda determinada de la 

siguiente maner""a; si la inclinación del perfil es má.s pt""onunciada 

hacia la izquiepda, (cerca del cerol, valores mayot""es de cero 

para a son recomendados, por el contrario se recomiendan 

de (3 mayores que cero. 

valores 

Sin embargo, actualmente estamos trabajando en la busqueda de 

una interrelación entre el problema flsico y la selección de los 

parámetros del los polinomios ortogonales. Por otro lado, también 

estamos abordando la problematica de la solución de ecuaciones 

diferenciales "rigidas" con 

funciones prueba exponenciales. 

colocación, investigando posibles 

Es bien conocido, que el área de las matemáticas aplicadas es 

apasionante. Por lo tanto, no creo necesario mencionar las 

perspectivas de su estudio. 
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rr·WLlClT REAL•·:.') (~;-H,0-Zl 

INTEGCR IHR,lMIN,lSEC,ITH 
LOGICAL*2 TIEM,SEfTIM 
Ci·ff\r(f'¡CºI cr~X·64 nJAl•IE 
CHAFa21CTEn CI l 
DIMEl~GION F'lC~t))~F2tSO>,DELU(50).,RJAC(50,50) 

COMMON /Ul·lU/ Dll:j t5t)),DI~~<5(:)),DIF3C50J .r~OOTC50).,V1C50>.V2C5üj 
COM~IOI~ ;I)Ob/ XLl~-fP(5lJ),V3(50),V~C50l 

CUHMUN /lkES/ QF.VF,DELD,DELC,Fl1,i"l2,DET,RNUC,GA,GB,OC,YAF 
COl·lMON / CLJATr<O/ CM, CI~, CP, CQ, HEN, UCF, UI~ <20 J , UB <20J , UC (20 ! 
COM1~1u1~ /CINCO/ B~XC20,20l,AAXC20,20),ARAC2(l,20>,BRACZ0,20) 

COMMON ;SElS/ UAAC2úl,UBXl201,LICX(201 
CH=CHAR C2 7} 
WF~ J. fL: ( ~ .. \ 1 X, '.2t-1 \ J ' J CH, ' L '.2J ' 
WR 1 ·¡E ( * , • ) P R O G R A M A C S T R . 
wn1·rE (*, .,. ) 
WF\ITE (i<- 1 *) 

WFUTE '*· *)' 
~>JFU TE \ •, *) . 

vmITE (·•·, ft). 
L!Jr:.:1 TE ( ¡~,., r,) 

WF< J TE ( " , · ( 14 \ i · l · 
RE~\D \·•,~·)OP 

JY cor=·.EQ.2) TflEN 

<1> SALIDA A PANTALLA 
~2> SALIDA A IMPRESORA 

SALIDA A DISCO 

DAR LA OPCION ----> 

OPEI~ (LJNI T=6, F JLE= 'pf-;:N', ST¡'.HLJS= 'UNf<NOWN', ACCESS=' SEQUENTIAL., 
# FORM='FORMATTEDº) 

ELSElF l0P.EQ.3í THEN 
WRITE (* 1 'CA\l º) · NOMBRE DEL ARCHIVO DE SALIDA : 
f~EAD ( •, . i (.;) ' i FNl'<i"IE 
OPEN IUNIT=6,FILE=FNAME,STATUS='UN~~OWN',ACCESS='SEQUENTIAL', 

# FORM= FORMATTEDºI 
E:NDH' 

e -------------------------------------------------------------
e DATOS PARA COLOCACION ORTOGONAL 
e -. ---- ·-·--··- -------·· -··--------------·--------------·--------·-·------ ---------------------------~--------

l1H~ I TE (-X,' i: lX, :'.A\)') CH,' [:2J' 
\'1rn TE ( lt' Ji-) • DA 1 üS. F'Af~i') COLOCAC;l LJN OrHOGOhi;;L 
l>JF';fTE <-", ;;.¡ 
WRITE ( i<, *) 

Wf\ITE i1t,i(-) <1> POLINOMIOS EN C:<I' 
WRITE (*,•) C2) POLINOMIOS EN lxA2) 
vJRITE (-", ·tt·) 

WRITE <•,. IA\J º)' DAR LA OPCION ------· 
RE1'lD ( .,, , ·• J LO 
DO 3 1=1 1 2 
V-JF<ITE (7(-., ~-) 

Wf\ITE<",*l. 
WF:ITE (X·, A) ' 

Wrd'iE: <•, i<) 

WE'lTE Ut-, · U-i\) 'j 
!'.:E.AD (->c,·K)N(l 

{1) x=O ;ES UN PUNTO DE COLOCACION' 
C2> x=O ;NO ES UN PUNTO DE COLOCACION' 

DAR LA OPCION ------~ 



.1 

4 

lF <t~1).L~U~2) ¡'1(1;:=(1 

DU 4 l ~ 1, ~ 
VJF.; 1 TE ( :r, .. ·11 ·; 

wi-~1 n:. \ ''-; .. ) 
t·Jf' í ¡ ::· \ ~ • ~¡ '; 

wnITE ~·/{' ;J) 

VJFn. re e*. < H \. ) , .. 

r>"f.:.PtIJ <. ~ ~ ·h) l~l 

iF (l·.JC .. EQ.2) 1'-l1::::::) 
l.JRl.TE < *• q 
~H\'. l lE \ j\· • ( ~~ \.) ) ' 

1'.\E?\D (-t;, · (DN, 1.5.) ') N 
Wh~ lTE (;<t, U·\\> ' ) 
i.,:Ef4D \ ·!í·, ~ > AL..F {-'i 

t-ff< 1 TE < • , (A \ ) 
r,:l::(.'D ( •, ·'d DETA 

. J., ;;=l. ; e~~ u1·, r:u:no DE COLOC1;c10N 
<.2> ;-;~1 ; rm ES UI< t·'UdTO De CO'...OCACION' 

DAR LA OPCION ------> 

PUNTOS DE COLOCAClüN 

'JALOF< Dlé: f'LFA 

VALOR DE BETA 

WRifE C6,1201N,ALFA,8ETA 
CALL JCOBI 130,N,NO,Nl,ALFA,BETA,DIFl,DIF2,DIF3,ROOT,LOI 

e 

e 

blT=t<+N(H Nl 
Wl":ITE 16, 1.:<.0! (l<OOT (11, l=l,NT) 

Cf'oLCULA \·IATF< I Z DE COEF lC I Cl'lTE'.3 

DO 10 I=l,Nl 
Cl4LL L!t·'Or·;·, , . .:.u, ¡•J, :·~1). Nl, l. 1, DlF1,DIF2, DIF::>, ROOT,Vi) 
LALL DFDF'F< 1::;0,N,r<O,Nl, I,2,DIFl,DlF~~.DIF:::.,1,ooT,'.'::l 
DU 10 J=i, r·H 
?-;A X ( l , J) :.-:V l ( J ) 

1 <.> BA X ( l , J ) =V 2 ( J ) 
Wf'1 TE ( ~, l :.5 l 
DIJ 2<) l=l,NT 

'..::O l•H'<ITE l",14·0) iAAX<I,J),J=l,NT) 
~H~ITE (>t·, 14~)} 

DO 25 1=1,NT 
~0 WkITC 1•,140) CBAXII,Jl,J=l,NT) 
e 
L~ 

e 

I' 

DATOS DE PROPIEDADES 

OF'E::I~ 1 UN.lT=7, I' lLE=' FILM. F'FI~'. STIHUS=" 'UNKNO\>JN', 
?;l;CE'.0-;S=' s;:QULNTI AL, 'Forn··1=, FOF<MATTE:D,) 

\ ;;:·,, ' ( 1 X .. '.2H \ > 
wr~Iri.:: ~1!.,~,1 Pnr;:AMETF--:Os DE l~EACC I Oht . 
wn i ·r L:: z ~ , k) 

Wí; l TE < '' , *) 

l·Jl\llE (·;;, ~{4\) ') 

\;El:\D (', ~) F I 1 
;~u-~ l n.:: I'. ·;{·, • ( f'.'.\ \ > , ) 

l:EAD (·x,><) FI2 
Wf-""\lTL: (·k,., (?~\) ') 
r\El~U t i!'. ~ -~·) 1./F 
l;JF"\lTE \:\·~ U~\).) 

\..:t;J.:iD (.:.:·,F.~ {JF 

VPoLOF< DE 

'JALO\'i DE 

VA LO F.: DC Qf 

'v'ALOF( Dt:: Vt 

h ( 1) IREACCION 1) ---;: 

h (2) <REACCIObl 2l --··-) 

Cí'LUJO !4L1M. LlQ.) -----> 

(FLUJO ALIM. VAF'.) ---_;-
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DATOS PARA LA CLüRAClON DE ~-DECANO 

TIEM=SElTIM 1u,o,o,01 
DELD::::0,.39 
DELC=00. 30 
E:l~T=6:;::7s. 08 
F<NUC=l.O 
GA=l.O 
DB=l.ü 
GC=l.. O 
Cl'i'= 1 • O 
CN=1.0 
CP=l.O 
Cl;Jo= 1. t) 

-..lAF=l.O 
UCF=O.O 
HEN=0.(1353 

IIHCIALIZA EL METODO DE NEl.JTmJ-RAPHSOl\l 

ITEf~=O 

DO 301 1=1,N+2 
READ 17,10071UAIIl,UBIIl,UCCil 

_FORMAT_ 13F15.91 
CONT INUf: 
NEC=.3 •·N;-6 

CALCULA FUNCIONES <BALANCE DE MATERIAi 

I TER= I TEF¡;-1 
CALL FUNCI !N,Fll 

CALCULA MATRIZ JACOBIANA 

CALL DERIV CN,NEC,F1,F2,RJACI 

CALCULA LOS DELTAS DE CONCENTRACION 

co--401 1=1,NEC 
401 RJACII 1 NEC+1J=-Fl<II 

CALL GAUSL 150,50,NEC,1,RJACI 
DCl 51) 1 I 'º 1 , i·JEC 

501 DELUlll=RJACCl,NEC•ll 
e -------------------------------------------------------------
e DECISION SOBRE LOS DELTAS 
e ---------------·----------------------------------------------

l~fUTE (;<·,100) <I,DELUII), 1=1,NECJ 
DO bül 1=1, N+2 

601 WRITE (*,20(i) I,UAIU,UBIIl,UC<ll 
DO 701 1°=1,NEC 
IF rnAB::;rnEL.U(l)). GE. l..D-06) GO TO 90 



701 CONTlNUE 
\~RITE ( ~ , ' ( l X, 2!~ \ l ' l CH, ' [ 2J ' 
Wr\ J. TC es 'l -:.(H)) I TE1;· 
Y;~Q:LJA<1>/C~iEN«·(UAC1;+UDC1>+UL.\J.;J) 

Er1EJ=O. O 
DO 802 J=1,N+2 

802 EMEJ=EliEJ~-AAi(l~J>*LIAtJl 

EMEJ=-EMEJ;UAtl) 
\~F:lTE \6, :::;101 l FT :L, F 12, 'JF, QF, YAO, El'IE.J 
WHI TE <6, 3(12 ¡ 

Dú 801 l=l. tH2 
~JFd TE (6, 2(ll l RDOT ( l), U~\ t I í, UB ( I l, UC ( I) 

801 Wl:;¡ITE ("J,1007)U!'\tll,UB(ll,UC(l) 
CALL GETT l M ( l Hí,, I l"1Ii·J, ISEC, I TH l 
VJF:ITE (1!,><) 'TlEl'1PO cr:·u :',lHF:,IMIN,lSEC,lTH 
GO TCJ 5üU 

e -------------------------------------------------------------
e CALCULA 1'1UE\IDS W\LOr-:E.S DE CONCEtHRACIOl'1 
e .... ----·-·-- ----·- ----- . ---- - --· --·----· ---·-- -----------·--·----- ---------- --·- -·-- ------
90 CALL DELTA IN,DELLJ) 

GU TO 1CH)0 
e 
e 
e 

ZONA DE FORMATOS 

120 FORMAT l/,10X, POLINOMIOS ORTOGONALCS DE JACOBI Pn<x, ·,al ·,11, 
*lOX, PUtHOS DE COLOCAClDl\I = ',I5,//,10X, 'í"ACTOR ALFA =',Fl0.4,::;x, 
•"FACTDI~ BETA =·,F10.4,ll,10X, 'PUl\ITOS DE INTERPOLAClciN',//l 

130 FORMAT<BF10.4l 
1:55 Fo1:w1AT(//,lOX, 'COEFICIDHES Ail,Ji; I=i,.,N+NO+Nl; Jo=l;.,N+No+rH 

# • /) 
1.·+5 í"IJRMATU/ 1 10X,'COEFICIE:l\ITES BII,J); 1"'1,.,N+NO+Nl; J=i,.,r-i+NO+Nl 

#'' /) 
··• 140 nmr-·11>iT 171 7 11. "ll 

. l 

1 

1.-!;:1 

5~) WRITE t6,310l 
100 

'.?01 
.~:.Q8 

::,;j~~: 

~~.1 o 

(; 

e 
e 
e 

11 

!I 

¡:·rn~rli-IT (lX, 'DELUt',12, 'l=',FJ.5.8,2X, 'DELU<",12, ')::',F15.8, 
2X, 'DELUl',12, 'l=',Fl.5.8) 
FORMAT <I5,3F15.9l 
F:'Of\M1'.:'\"f {4Fl::, .. 9) 
FORMAi \/0l'*'),l,25X~ 'RESULTADOS CSTR ',/,5X, 'ITERACIONES=' 
.. 15, /) 
FORMAT (5X, 'Fll CREACCIUN ll =',F15.8~/;5X, 'FI2 IREACCION 2) =·, 
r·15.8.,/.,5)(. '(Jt 0-='LU.JO ALiM .. LIQ.) =',F15.8,/,5X,'V1: (FLUJO 1'4Lil1 
._,,:,¡:.) = ,F.l5.f3,t,5X,"tf• <l'Ti:ACC. i'IOL. AL~) SALIDA) =',F15.8,/, 
5X,'l~ACTOF' DE MEJOF:A <El =',F15 .. 8,/i 
¡c.·orn·11n \/,C>ii'., 'FWOl(l)., lOX, 'LJA(l).' 12X, 'UlHil ',9X, 'LJC(Il '' Í) 
FlJl~l'l1'1 l C?O \ '* ' ) ) 
E/\lii 

Z O \\I ,.., DE g U B R U T I N A S 



e 
e 
e 

SUBROUTINE rUNCI IN,FI 
IMPLICIT REAL*B (A-H,O-Zl 
DIMENSlON f(:50J 
CUMMON ;TRES/ WF 1 VF,DELB,DELC,FI1,FI2,BET,RNUC,GA,GB,GC,YAF 
COMMON ;CUATR01 CM,CN,CP,CQ,HEN,UCF,UAl20! 1 UB<20J,UCC20l 
COt'lt·ION /CINCO/ [;~¡X C"20, 20) '1 r4AX <20, 20), r4r\A (;~o. 20) .. Bf-~;:¡ (20, 20) 
CDMMON /SEIS/ UAX120l,UBXl20l,UCXl20J 
L=O 
00 :~o J=2, I~+ 1 
SUMl=U.ü 
SUM2::C¡. (J 

SUM~.::;::::t). ¡) 

DO :so t: .. :;::1, N+'.2 
5U~i1=5U~l11BAX<J,f()*LJA<k> 

SUML=:SLJt-'l2·1 .. B~zi (J. l<J -kUEI (k) 
30 Sut·l::C=SUM::;-1-DAX ( J, k i •UC (le:! 

L=L+l 
REACl=Fil•Fll*UACJl•*CM~UBIJl**CN 

REAC2=FI2*Fl2•UACJl••CP~UC<Jl••CQ 

FILl=kEAC1+HEAC2-SUMl 
L=L+í 
F<Ll=REACJ;DELB - SUM2 
L.=L 1-1 

20 FCLl=C-REAC1·>REAC2/RNUCl/DELC - SUM3 
SUl""l4=0. ü 
DO •1-0 1<=1, N+2 

40 SUM4=SUM4+AAXl1,l<l•UACKJ 
L=Li·l 
FILl=SUM4+QF»YAF-IQF-VF•UACN+2ll•UA(l)/IHEN*CUAl11•·UB•l)+UCl1111 

DO ::;o L:=1,N+2 
50 SUM5=SUl"15+{-1P1X ( N+2, !:.:) ·:it·UB (J:.:) 

L=L+l 
~EAC3=Fll*Fll•UACN+2)**CM~JB(N>21**CN 

REAC4=FI2*FI2•UACN+2l••CP5UCIN•2!**CQ 
FIL1=<GB/GA!*IDELBASUM5+BEí•REAC31-VF•(l.-UBIN+211 
SUl'16~o.o 

DO 60 K= J., ~J+2 
b(1 ¿;Ul·lé.1=SlJl"10·1·HH A \ t~+-.:._:, i< J ..,;.-LJC u:~ J 

L=L.+1 
FILl=IGC/GAl*C-DELC•SUM6+BET•IREAC3-REAC4/RNUCll 

# - VF•IUCCN+21-UCFI 
SUM7=0 .. t) 

DO 70 k=-1 1 l·J+2 
7(1 SUM7=5U~l7+Ai'1X ( 1. 1, 1 >·UB Cf( i 

L=L·> 1 
F !U =SU~l7 
SUM8=0 .. 0 
DO 80 ~·::= 1 , N+2 



'.'<'f 

,,_, 

' ..,; 

80 SUM8~SUM8·1-A~)X. < 1., l<J ~·UC () '.) 
L=L·1·1 
F. ( L) =SUl'ici 
SUM9::;::0. O 
DO '?'O K= 1 , rH-2 

90 SUM9=SUM9+AAXIN+2,Vl•LJA(K) 

e 
e 
e 

i_=L--1-1 
F<Ll=SUM9+BET•<REAC3+REAC41+VF•UAIN+2) 
RETURl"I 
am 

SUDROUTINE DERIV lN,NEC,Fl,F2,RJACJ 
H1F'L lCI T f~CAL 1'8 <,e·, --H, D ... z ¡ 
D!MENSION ~1(50i,F2(5ú>,RJAC<50,50) 
C0~1QN /TRES/ QF,VF,DCLD,DLLC,FI1,FI2,BET,RNUC,GA,GB,GC,YAF 
COMi--101\1 /CIJA ITilJ/ CM, C:l"I, CP, CGl, HEN, UCF, UA 1201, UB C:20), UC <20i 
Clll"ll10N IC 1 h!CO/ E1f-)X. ( 20, 2ü J "AAX < 20, 20) , AHA \ 20, 20) ., BRA ( 20., ~~O) 
COMMON /SEIS/ UAX(2C)),Lll~X(2(•),UCXC~0) 

DU"':L .. D-<J5 
DO 10 l=.l,t·l+.2 
LJ(-\ X ( I 1 =UH \ l ; 
UA < L) =UA l l i +DU 
CALL FUNCl IN,F2J 
DO 20 J%::1,NEC 

20 RJAC!J,ll=IF21Jl-F1CJJ)/DU 
10 UACI)=UAX(l) 

40 
.::::o 

60 
50 

e 
e 
e 

DO :e.o 1 =1, /\1+2 
U8X ( I) =UB (.() 
UB i 1) ~uB ( r) ·l·OU 
CALL FUNCI lN,F2) 
LI=N-1-2+1 
Dü 40 J~l.,tJEC 

RJACIJ,Lll~CF21Jl-Fl(J)J/DU 

UBCii=UBXll) 
DO 50 J>l, N+2 
UCX t f) =LIC ( I) 
Ul: C I) =UC ( l) +DU 
LALL FUNCI IN,F2) 
Ll=<rH2l*2~-I 
DO ú(> J"'l, NEC 
RJACIJ,Lil=CF21Jl-F11Jll/DU 
UCCii=UCX(.() 
í~ETUh:N 

El'm 

SUBROUTlNE DELTA IN,DELUI 
IMPLICIT REAL•8 IA-H,0-Zl 
Dil4CNSION DELUC50l 



CONl'10f' ~ / CUATHO / Cl .. 1, e_¡-.~~ CF' ~ CCJ' HErJ ~ UCF ! UP, ( :20) ' UB ( 2(J) ~ uc ( :2ü) 

FA11~0. 5 
DO l<J I= J., l'J+2 
UA ( [ J =U{1 < I) ·;·FHhfrüELU ( l) 
UBlil=UB1Il+FAM•DELU1l+N•2l 

10 LJC(l•=UCCil+FAM*DELU(1+2*1N+2ll 
F<ETUriN 
END 



APENO! CE B 

~DEBUG 

C ****~*****~***~**~**·~~~**~~·~X~******~*~*~*~**~~~*~*~l~~*** 
e 
c 
e 
e 
c 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
c 
e 

e 
c 
e 
,~ 

e 
e 
c 
e 
c 

1 e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
c 
e 
e 

PROCf'i:AM¡::1 í-';~Cl<ED 

EL PROGRAMA SIMULA UNA 1DRRE DE ABSORCION CON REACCION 
QUIMICA. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES QUE RESULTAN DEL BA
LANCE DE MATERIA SON DISCRETIZADAS POR LA TECNlCA DE COLO
Ci'iCIOI~ OF;TOGONAI-. EL GISTE!•!.'.; DE ECUACIOí\lES NO LlNEALES ES 
f'.:ESUl:L TO F·OR EL 1·1ETOl)O Il EF.:IH l «'O DE i'HóWTON·-r\1-\F'rlSOi·J. 

A ·t- z B 

LAS VARIABLES UTILIZADAS SON: 

CIA(Il~,CANTIDAD ADil•IENSJ.CJIW-.L DE f'iEACTI\10 "A" EN EL GAS 
CI B ( I) =CON\.'E\:;;S l Or'-1 1·:F~~·1CL .i. i.::Jl'-tr-ti... UCL HEACT I VD 0 D" .. 
e IC ( I j =CAhlT l Dr':'iO t'4D I l"IEJ'J::i r ONAL. DE. 1;:EACT I \/(] 11 í-4 ll DISUELTO 

XF ( i l =CArJT I DAD l:\[J I ~IEl>lS I 01\l(;L DE f'iEACT I \/O "A" EN LA F'EL I CUL~l 
YF ( l) =CANT I DHD AD l l•IEI JG I ur~AL DE F\E:ACT I \/O "1::1 JJ El\I LA F'EL l CULt~ 
m'.ill=NUMERO DE UNlOADCS DE TRANSFERENCIA 
RKC2l=VEL. DE ~EACCION I VEL. DE T~ANSFEGENCIA DE MASA 
RK ( 3 i =1,14 Z ON DE f'1L Ii'IEi·H HC l ON 
f~K e<n =COEF Je I Ei'' 't:. ES ;Et'JU .[ üi'IE Tf'. i CD 
f(I: .. (5> =;F-r:1c-íor..: DE. (,L:~~L1f<L.Lf.Ji,j 

F;K (6) =H~.zo1·,1 DE cuc;=1c1:¿_1·HES DL DlFUSION 
1:;K ( íí =f,l'iZON DE f':ES l STEIK l i1S A LA TRAl\ISFEl-iENC lo'.\ DE MA~lA 

RKl8l=RAZON DE VOLUMENES 1PELICULA A BUUtl 

EL PROGRAMA EVAL_LJA L~S SIGUIENTES SUGRUTI¡~AS. 

1. JCOBI 
~. - Dr'OPF' 

l'lADAU 
4. - G1~USL 

5. -- f'•f':OPS 
6 .... FUl\ICT 
?'. ·- DEFill.I 

EDUARDO S. PEHEZ CISNEROS 
OPTO DE ING. QUIMICA 
MAESTRIA ING. PROCESOS 
FAC. QUIMICA UNAM. 

~K~*~*~·~*·k*~·~·~***'*~*·******~·*****~*·~***********~·*****A********** 



I~lF·L¡CI'í RCAL·~8 (A-~i,0--Z) 

Cl-ii:;f~ACTLf~?<ó~~- ¡:!\JAME. 
CHr11:\HC "f t:.H C.rl 
D ..:..:-ff.::¡·.1:~ 1. ,-_:¡¡J f7UtJ ( 150 :• • F"UN\i ( J 5ü > • ~-! ( 150. 15(J) 

C011MOl\l /U/'~O/ DlFJ. \Íü; ,DIF2<1:~u ~DlF<.::.(ll.Jí ,f.~OOT 1.1·.J) ~'/i :.11)/ ,'./:;:·,10) 
CDt11"10t·~ /DOS; XI!\ITl":'(10),\J::,.~10;,1,.}.!l\l(l).,X~=(1t),i(1>,YF<lO.,i(J),GMlll)) 

COMMON /TR~S; Cl~110l,ClBl10l,ClC110l,CIANl10l,CIBNl10l.CICNl10) 

C011MOtJ /CUAi.RO/ BETtlú;,PSl(l1))~DELT(15(11,XFNC10.10>,YF~J(10,10~ 
COl'IMOJ\I /CH·lCO/ l<M?;T ( 150, 150), AA:~ 1 lCi, l(Jl, ~1f'<A 110, l(ll 
UJMMON /SEISi 8(0,1'110, 101,Bl~A(lO,10) ,Rl•'.(8) ,ETA,THETA 
CH=Cl-IP,R \ 2? l 
WUTE (,,,. ('J.X,2A\J ')CH, c:.r· 
WF'1 TE 1 ·ii , ·> J ' f'' R O G R (-; M A P A C 1•.: E D 
l•mITC (·n. 11·) 

l•Jf';TTE (••*' 
L1Jr\ITE (A·,?':·/ ' 

VJF~ 1 TE ( -~ , ·K) . 

Wl~ITE (.,1, *i. 
·\ .. JF<l TE (*, !<)' 

!'.IF'\lTE (·P.-~. \A\)') 
REF-iD (~·, *) OP 
IF lOP;EQ. 11 GO TO 5 
IF COP.EQ.21 GO TO 6 

<1> SALID1~ 
.•r-,· .. Sf',LIDA ·· .. ..;:..,; 

>:.:-.::..: SP1LlD{-1 

DAR LA OF'C l DN 

A F'f~NTi-iLLA 

A lMPRESOí·úéi 
A DISCO 

WRIT~ 1*, '(~\) 'J NOMDRE DEL ARCHIVO DE SALIDA: 
REl-iD <*. ' (~\) 'l FNl.\l1E 
OPEN (Ut'HT~6, FILE=Fr«º•i1E, STP1TUS=- UNKNOWN', ACCESS~' SEQUEMTIAL', 

# FORM='FORMATTED'I 
GO TO 5 

6 OPEI'< <UNI l=6, FILE:=' PHN', STATUS=' Ut<l•:NOvJl\l., P1CCESS= 'SEQUENTIAL , 

e 
e 
e 
5 

1 FORM~·roRHATTED ) 

Dl.;TOS PP,RA COLOCAC ION ORTOGONAL 

WRITE <~" (1X.,2A\)')CH~'[-2J' 

WF<llE(*,*l DATOS PARA COLOCACION ORTOGONAL' 
WFU TE<•,·• l 
l;JR l TE ( _,,., ~ ) 
WRITC (-Jt, it) 

l•JfdTE ¡-><. ")' 
vJRlTC (e,, ·it) 

W\7\ I TE \ ~{ ., . U-'i \) > , 
HE~1D ( ~-, :ii.-) LO 
DO :.o. I=-l,2 
\!Jí\l TE ( <" " l 
WRITEI+, <)' 

wr~ I TE ( ;. . ., -~: ) , 
olF\lTE <*. ;<·) 

WI': I TE 1 >, . ( f'\ \ 1 ' ) ' 
í-.:El-'\D ( '<·, _,,, l l~O 
IF CNO.EQ.21 ~~=O 

DO 4 l=l, .2 

O:: 1 > POLINOMIOS Ebl ( "') ' 
<2> POLINOMIOS EN cx~21 

D~lR LA OPCIOtJ ---------> 

<1> x=O ;ES UN PUNTO DE COLOCACIDN' 
<2> ~=O ;NO ES UN PUNTO DE COLOCACION' 

DAR LA OPCION 



'" 

e 
e 

\~rdTE (;>,;e; 

llJFl rE (·H-~ ~-) 

t;JI": I TE 1 • .:t· .. ·~) 

wr::ITC C:t" '((¡\) '). 

hEi'lD l*,><-11··11 
J.F ~tJ(i.EQ.Zl N1=tJ 
\<JF:l TE O,*) 
WF.:J'l E \ 1l-, '1,¡:¡\J ')' 

i':EAD (·<, Wl~,I5,1 ) N 
WF; I TE < < , ' ( 14 \ l ' ) ' 
F...:EAD ( ·fi:, ·K) f-·1LF A 
\'4fUTE (tt·, 'U\\)')' 
RE?\D <*, ·)1-) 8ET{l 

', ... 
.... .L .. • ;-:'= 1 ; ES UN PU~ffO DE COLOCAC I ot~' 

~~1 ;NO ES l~ PUNTO DE COLOCAClON' 

PUNTOS DE COLOCACION 

VALOH DE ALFA 

'.IALOF\ DE BETr"\ 

WRITE (6, 120lN,ALFA,8EíA 
CALL JC081 <3ú,N,NO,N1,ALFA,BE~~,DIF1,DIF2,DIF3,ROOT,L0) 
i'·.il=N·1-l\J(1+t-~i 

i;JfHrE (b,12'.;(l) (f~OOTCII, 1=1,l·Hi 

CALCULA MATRIZ DE COEFICIENTES 

DO 1 O I '= 1, N T 
CALL DFOPn <30,N,NO,N1,I,i,DlF1,DIF2,DIF3,ROOT,V1) 
CALL 01:·01-·R (31),l~~NG,l~l.,I,2,DIF1,DIF2;DIF3,RDOT,V2> 

DO J.U J=l,J\IT 
(~A X ( 1 , J ) =\/ 1 t.J ) 
E<r~X < I, J l '='J2 (,f ¡ 
ARACI,J>=AAX<I,J) 

10 DRAII,Jl=BAX<I,JI 
WfUTE (~-, 135) 
DO ::o I=l, NT 
DO :;::o ,J=l. N1 

:-::o l•JRlTE (V.·,l.!l·OJ I,J,At~X(I,J),l"J"BAX~I,J) 

e 
e 

e 
c. 
e 

e 
e 
e 

PARAMETROS DE SIMULACION 

vmrn~ o,· <1x,21:;\; ·¡c1-1, ·c23· 
wnrTE (*,~). PARAMETROS DE SIMULACION . 
~·JF~ I TE < n , ·~·) 

Wr\ I TE ( " , -~ J 

\•IG'l1T: O·, - <A\) ') ' rfüMERO DE UNID!:\DES- DE lRi4NSFERENC1A ~-

í~EPtD (.¡¡-~ ·M·) Fd< ( 1) 
WRITE 1* 1 'IA\) ') RAZON DE VELOCIDADES CHEACC/TRANS MASA) 
F7\El~D ( ·K. ~-) l'.:\I=.: ( 2) 

CALCULA PROPIEDADES 

Ci'lLL l''f~OF'S <Rk, Ti·IET!-\, ETA) 

IN I C l ALI ZA EL ME: TODO DE NEWTON-·F,AF'HSOl'>l 



# ACCESS= SEQUENTIAL',FORM='FORHATTEO ! 

ITEn==o 
DO :.:;o 1~1, t·~T 

:;:,¡) F\EAO ( 7' 711 ) e 1(4 ( l ) • el B (1 ) ' e I e ( I ) 
DO 330 i=l.NT 
DO :::.::.o J=1, f\1+1 

::;:50 F.;EAD l 7, 81 i) XF ( I, J) , YF ( I, J) 

e --------------------------------------------------------
e CONDICIONES DE FF\ONTERA 
e --------------------------------------------------------
115 CIA(1)=1. 

CID (l,ITl =O. 
CIC<NT)=O. 
DO 4·1 I=l, f\IT 

41 YF<I,NTl=i. 
e --------------------------------------------------------
e CALCULA VARIABLES DE LA PELICULA 
e ----------------~--------------------------------------·-

DO 'fO 1=1,1,IT 
GA ( I ) =C I e ( I ) / ( 1--c I B ( I) ) 
BET ( I) = mK ( 3) xr-.:1< (5) ;m:: (4) ) .¡¡. <CI!~ ( I) / ( 1--CIB ( r i)) 

40 PSI(I)=RKl2)*11-CIBCill 
10=2•· <N·rd~T) + <NT--1 l •-:::+2~NT 

e --------------------------------------------------------
e cr-·1LCULA r=u1\ICIONES <BALANCE DE MIHERIA) 
e -·-----·-.. ···-----------------·-----------·----·--~--------------~--------------

e 
e 
e 

ITER=ITEF\+1 
CALL FUNB<N,NT,FUN) 

CALCULA LA MATRIZ JACOBlANA 

C10\LL DER 1V<I<I,1,1, NT, FLJN, f'UN\I í 
e --------------------------------------------------------
C CALCULA LOS DELTAS 
e ----------------·----------------------------------------

ºº 5(> 1=1, 10 
50 BMATII,KI•il=-FUN<II 

CALL GAUSLC150,150,KI,l,BMATI 
DO 60 r~~1, tc:l 

60 DELllll=BMATII,Kl+l) 
e --------------------------------------------------------
C DECISION SOBRE LOS DELTAS 
e --------------------------------------------------------
e \<JRITE<*,1451 II,DELT(II, I=i,10) 

Wl1:l'Tl:::.\-t.·, ?2.) 
DO 70 I=l,NT 

70 WRITE <·*, 160lROOTlll ,CU\<I) ,CIEl(l) ,CIC<l) 
WRITE l*,*l lTERACION = ' 1 ITER 
wnITE (11-,7'::.) 

DO 68 I=l., l<I 
IF CDABS<DELT<I)l.GE.l.D-04) GO TO 80 

68 CONT I l~UE 



.. 

·.~ 

1 

··.~ 

1::'1 

Wr< 1 T~ ( .. rk, ' ( 1 i<, 2i~I \) . J CH~ 

REWif·JlJ (7J 
i:JI:-.: 1 TE es~ 1l/?) 

'! .... '. 
1....0:...,J 

l'JF;ITE \b, 17 i l i", rn< ( 1 i. RI< C2J 
t;JF~JTE. (6, 17:2)1 TEH 
liJr.:.~1 rt:::.i..b., l~u) 
[nj "? i. J:=t ~t~T 

71 WF\ITE(ó., 1.bOJnOOT(I) ,CI/-)(IJ ,CIB<IJ ,CIC(l) 
vll';ITE (6, 7'.2l 

21.:. 

80 
e 
e 
e 

e 
, . 
e 
e 
711 
81 1 
110 
J. 1l 
1 :'.!) 

1 ::'.,() 
1~1.5 

l 'I O 

WF' l TE ( '-·, *) 

WF\ITE ~ H·~ A) DESEAS VER LOS PERFILES DE LA PELICULA 
Wr:{l TE: (X, ·r;.) 

vm1n~ < "· *l · 
WF::I TE ( ·!<, ,;¡.¡ · 
vJR I TE < .¡¡. , " l 

<1> SI' 
'::2~, NO' 

l>JfUTE <•-, '<A\i 'l' DAF' Lf-\ OPCION ------
l':EAD ( .;¡. -~ i r~F l L 
lF INFIL. EQ. 21 GO TO 105 
\·.Jí,ITE <><, '<U:,2A\l 'lCH, '[2J' 
~JRITi~ (6, 2U2) 
\>JrdTE <6,217) 
DO '.21:~ I=!, NT 
DO ~: i:'.:". J= 1, l\IT 
l;'RITE 16,204l l,J,:\Fll,J),I,J,YFll,Ji 
WRrfE \6, 72l 
l30 TO 1<)5 
CUl\IT früJE 

LLAMADO DE LA SUDRUTlNA QUE corxRIGE VAF~IABLES 

F?\l"'l=(l .. 5 
CALL DELíA <N,NT,rAt1) 

----------- m~GRESA A líERAR -----------------
GO TO 11~:; 

ZONA 

FOF.:M?~T <~.SF15. 9) 
FOf\l''IAT ('..::í'J.5.91 
f'Dr';i"IAT ( 15) 
FOf~l'IAT \FlO. 7) 

DE FORMATOS 

FORMIH llOX. 'F'OL.Il'KJt'\IOS ORTOGONALES DE J(.\COBI PnCX;. ,a) ,il, 
_<,1cx,·r·u1·nos DE COLOC(.\ClOl\I ·,1::;,,/,h1X,'f'"ACTOl7\ ?'1LYA ("•) = ·,Fl(i.4 
·•.,co.<,·¡:;,cror: [:ET?\ (ai =',Fl0.4,/i,lüX;'PUNTOS DE Ii\l.fERF'OLACION',//) 

FOf~l'IAT \ BF 1 O. 4 J 
F"Dl<i·li'iT<i,lOX, 'COEFICIEl\ITES A<I,J) ·,1ox, 'COEFICIENTES B(l,J) ',/) 
r:-lJí.\l"lh 1 (~:,X, '{, ( ', 12, · ., ', 12., '):::::., F15. 9, =iX, 'B ( ', 12., ' ., ·, I 2, ') =' , 

ll ¡.- iS .. 'j; 

C1.1.+~1 :-8r~r·¡(¡·¡ (J;~1 DEL.T('1l.',2~ ')= ,F15.8,2X, 'lJELT(',I2, 'J=='.,1=15.8,2X'I 'D 
C. ),[~l.~f( "1:~,'J=· .. F1.5 .. 8J 
U,>/ FIJl<i'lí.\T (;, c'ii\, 'F'ERl"lL DE CDl"JCEl\ITPACIIJNES EN DIRE:CClON AXIAL', n 
i:1 1 Fm~111-.r,5;;, 'F'UNTOS DE COLOCACION=',12,/,5i:, 'l·;o. DE UMIDADES"i DE Tf~ 



<·ANSFEF:ENCIA= ,PlO.·l,l,5,'\, (VEL. REACCION /\/EL. DE Tf~ANS. DE Mt'lSAl= 
·lf",Fl5.8,/l 

.l '72 FOr\Mt-iT ~:SX't i'~iJl"lEi~ü lJt:: i. 1 t.::h:HCllJf\lf:.S:::: ., 15, í) 

:L5U FO!=\Mi01T~:2X"6U('·-·'),/~Ci.~, '~oci1.:;'~13X, Ca~·',1.~:x, 'Xb "'~'.2X, 'Ce·*',/) 
160 FORMATIF15.9,F15.9,Fl5.9,F15.9,l 
:W2 FDRMAT < I, 1 OX, F'E.F'F I L DE CONCEN'rRAC. IONES EN U\ PEL l CULA' , / í 
:;::o:+ 

217 

FOF~MAT 

f=15. 9) 
FORM!4T 
FORMAT 

( 5 X, - X F ( · , I 2, ' , ' , I :~., . ) = ' , ¡.:: 15. 9, 5 X, . YF ( ' , I 2, ' , ' , I 2, ' ) = · , 

(:2X, bO ( ' -- . ) , I, 1.0X, 
i2X, 6<) ( ... ')) 

rlEACT I\10 ~i', :lBX, ' f~EACTI\!0 E<', i) 

e --------------------------------------------------------------
e ESCRITURA HACIA EL PERFIL DE CONCENTRACIONES 
e ------------------ ····· -··- ·--··- --------·---··- ·--·-··--···-- -----·--·- .. ·-----------··--·--------------
105 DO 301 I = 1 , l~T 
301 wr,ITE (7,711JClA(I),ClB(I1,ClC(IJ 

DO ::;;:; .l I = 1 , NT 
DO 331 J=l., ~J+l 

:2;:51 vJRITE (7, 811 i xr~ ( I 'J"), lF í I' J") 

END 
e 

e 
e 

e 

e 

e 

..... .,. .. ,.•., .. -......... -., .. ·~.·'·· ... · .... · .............. · ......... · ... ~ ... ···· 

DE S U B R U T I N A S 

SUBROUTINE Pl~OPS <rw:, THETA, ETA) 
IMPLICIT REAL•8 IA-H,O-ZI 
D IMENS ION l'<k (8) 

Fa( (3) :=l., 

H~:.: < :.¡.) == 1 ... 
Rf".(5J=O.l 
1;:1< (6) :::::1 .. o 
1";:1<:17)=0. 01 
Rkl8J=0.01 
THETA=l /f~K (6i 
ETA=Rl<l7) 
F\ETURN 
END 
++++ ++·/· + + + + ·!·-:-++ +++ -1-+++ + + ·i·-1-+++++++·~·+ ~· ·i· ++·I·++-~ +++++-l~·i· ++++++ 
SUBROUTINE FUNB<N.NT,FW~I 
IMF·'LICIT F:CAL•·G (¡'.', +I, O Zl 
DIMENSION FUN1150) 
COMMON /DOS/ XINTPl10),V3í10J,V4í10),XF(10,101,YFC10,101.GA110) 
COMMON /TRES/ CIA!101,ClB(101,CIC110),CIANl10l,CIBNl10J,CICNl10í 
COMMON /CUATRO/ BET<10l,PSI110l,DELT(l501,XFNl10.10),YFNl10,10l 
COMMON /CINCO.' BJACC150,150),AAXC10,l0),ARA<10,l0) 
COMl"ION /SEIS/ BP1X < 10, :l01, BRA (10, 10), RK í8i, ETr'l, THETA 

l<:CDNT=•) 
DO 1 I=l,NT 
SUMJ.=(l. 
SUM::=O. 



;; ¡.:.· ( 1, t~ i J =GA_\ 1 ; 

DO 2 L=1,tH 
su~11~SUM1-~ARA<l,L)xXF(I,L) 

wUr1~:::::::·::,u¡•12+hF"u:, 1• i ~ L..J 7. ./F ( 1, L~ 
kCOtH=,J .. ::::;m~T + i 
FUNl~CONTl=-ETA•SUMl+XFII,li-BETCll 

t<CO~~T:='*.CCtt--.tT+ 1 
FUT-.! ( l:~COl\IT) ==:3UM.2 
I~ CI.EQ. 11 GO TO 10 
SUM2.==0. 
DO ::;. J:-=2., NT 
SUM3=SUM3+AAXCI,J>~CIA(J) 

Je CONT=J,::cm-n + 1 
FLJJ•' (f· .. CotH) =AAX (l. 1) rSU~L>· (/;J. ( 1 l •ff':J.:: (4) /Rf,.: (3) ) .,, ( 1-CIB ( I) ) 1<-sur-11 
IF (l.EQ.NT• GO ro 20 

i(i SLJt·M=O. 
DO 4 J=l, N+l 
SUM4=SUM4•AAX(l,J)•CIBIJJ 
5Ut't9:::~U. 

DO l. l L.= 1, NT 
ll SUM9=SUM9+ARA<NT,Ll•YFII,LI 

I'. CDrH=f,~CDf~T+ l 
FUN (J·:CONTl =SLJMLI t \RI{ < 1) ~·Rk l21*Rlc. ( 4) /Rf( (8)) .,. ( 1 '-CID ( I)) ,,·CIC ( I) + 
R~C1l•<1-CIBCI11•SLJM9 
3U1··15.:::(J .. 
DO 5 J=1,N+1 

5 SU~l5=SUM5+AAX<I,~f>*CIC(J} 

SUl"l l ü~·1:,. 
DO 12 L=1,NT 

12 SUl"llO=SUl"llO+ARACNT,Ll•XFCl,LI 
i'.:CONT =l.:cmn + 1 
FUN (Jc.COtH} =SU/15-· lh1,:: ( .l) ~me: (2) /F(J: (8))" ( 1-CIB ( I)) ·•CIC ( I) -RI< ( 1) .,. \ 1-

* CI8!Ill*SUl"l10 
21) ;\¡.:-( L1 1'JTJ=GA<I> 

DO o 1:.::.-::2. N;· 1 
SUM6-::::0,.. 

b 

e 

SUl'"'l7=0. 
Di:J 7 L.= 1, NT 
SUt1o=SUMb+BR~1 O:, L ! ;, XF ( I, U 
SUM7=SUM7~·Bf~ACl~,Ll~YF(l~L) 

1 .. corn=lc:crn·~ r+ 1 
FUN U·-.CUN T) :-:::SU/"16~-F'S I ~ I J x XF ( I ~ ~:) ·.~ ·iF ( I 1 t:,:) 
1·:.corn =kco1-n + 1 
lºUN (Jc:CONT) =Sllr-17--THETl\•r·s I ( 1) -l<·)ff ( I, IU ·l>YF ( I '1 :J 
CONTlNlJE 
C(ETUJ-;;J·~ 

CJ~D 

f·++·l·+++++·I ·i·++·I-+·)· t·+·l-++·~+·1-++·!·+·1-++++++++-t·++; ·l··r+++·l·++++++-1·-t-·+ 
~;ui:n«OUT I l"<E DEf\ I 'v' ( k l' l\Í 1 1·n, FUI·~' FWN) 
.tr·11:··L.[CIT F\EAL-*G (P1-·tl,O··-:~) 

DlMCNSIUtJ 1:u1~C150l,FUNVC15tJ) 
1:0~¡~10~: .·i)ü~~/ XINTP(J1)).V3C101~V4(10>,XF(!t),1ú>,YF(10,10),GAC10) 



e 

COMMON /TnES/ ClA(10J,ClD110l,ClCl10l,CIANC101,CIBNllOJ,ClCNC10l 
COMMON /CUATRO/ BET<l01,PS1110l,DELT1150J,XFN110,101,YFN110,10) 
COl·iMON /CIJ\)CCJi BJ·r::ic ( 15•J, 15ü> ~ HAX (J.•), ll1J, AF::H l lí), l•)) 

COMMON /SElS/ DA),(10,10l~BRAC10~10>,R~C8l,ETA,T~JETA 

DEí,=O. 001 
lCON=O 
DO 1 1=1, 1·n 
.ICON=ICON+l 
XFN 11, 1) =Xl7 11, iJ 
x1:- < I., 1) =xr= < r" 1) +DEí.\ 
CALL FUNB<N,NT,FUNVl 
DO 16 J=l,f<l 

16 BJACIJ,ICON>=IFUNV(Jl-FUNIJll/DER 
X F ( l ., 1 ) ==X F l\l ( í , 1 ) 
ICOl~=ICON-1 1 
·¡ FN ( I , 1 ) == ··t'F ( I ~ i. ; 
YF ( I , 1 J =Y!" < l , l l + DER 
CALL FUND IN,NT,FUNVl 
DO 1 7 J ~l. , I< 1 

17 BJACIJ,lCONl=CFLmVIJl-FUN<JJl/DER 
YF ( I, 1) ='/FN ( I, 1) 
I F ( I . EQ. J. l GD TO l O 
iCOl·-1;;;;.l[,Q¡,.¡T 1 
C IAN 1 I l =C I A ( I ) 
CIA<Il=CIAIIJ+DER 
CALL FUND <N,Nl,FUNVI 
íJO 2 J 0 ,1, kl 

~ BJACIJ,ICONJ=lFUNVIJ)-FUNCJll/DER 
e I A ( I) =L l r'<f• ( I) 
lF (l.EQ.NTI Gü TO 20 

10 lCON=lCON+l 
e I Bl\I ( I ) º"e LE: ( I ) 
CIBCil=ClB(l)TDER 
CALL FUNB IN,NT,FUNVI 
DO:.:. J=l,i':.I 

~ BJACIJ,ICONl=(FUNVCJl-FUNIJll/DER 
C I B ( I l =C I DN C I l 
ICOl~=lCON+1 

e I CN ( I) =C I e ( l) 
CICCil=ClCCI)~-IJER 

CALL FUNB cN,NT,FUNVJ 
DO 4 J=l, fU 

4 DJAC1J,lCONl=lFUNVIJl-FUNIJ)l/DER 
CIClil=CICNCJ) 

20 CONTINUE 
DO 5 f':~,:~, N+ 1 
lCOfJ=ICOi-1·• 1 
XFN ( I, I•:.) =XF \ I, 1 :1 
AF<I,J:::J=XF <I~l<)+lJER 
CALL lºUNB IN, NT, 17 Ut-IVJ 
DO 6 J=1,L:I 



7 
5 

e 
e 
e 

e 

8J t-1L { .J, l CUH / .:=:. <, I- LJJ·{v '· J; --·FUr,; , w / ; ,' L~r~ 

,tJ:· l J. 'J ¡.:j ::;.;;;:¡::¡.~ (l.' l 
I cm•'= l CON+ J. 
'(FN ( I, i<l =YI·· < I, fe: 
'iF ( 1, le:.} =vr "1. 1:;) -1-DEI~ 
CALL FUND <N,1~~,~UNV) 

DO 7 J•=1,k1 
DJACIJ.lCONl~<FUNV(Jl-FUNCJ)l/DER 

YF<I,l~)='(i=tJCI,l() 

CClNTlNUE 
lc;;ETLJfi:I'; 
END 

·I ·}·+-1 ·i-· t ; -1·+ f. i-++·l--1-·~··I---~ +-1 ·!·-l·+++-1-++-1-+++-~·-1-·;-+++++++++·I +++-1-++++·I-++ 

SUBRClUTINE DELTA <N,Nr,FAMl 
IMPLICIT RE~L~8 CA--H,O-Z> 

cor1rn_1r,1 /fJOS, i.Il'HP(l(J) ,'FC.(10) ,\14(.lOi' XFC10, 10) 'YF<lO, 1(>) ,GA<l(l) 
cor·1MOI~ /Tf~E~3/ Cl1'1(!0),ClB(10J,CIC<10l,CIAN(l0l,CIBN(1<)),ClCN(l01 
COMMON /CUATRO/ DEf<lOJ,PSil10l,DELT<150l,XFN<10,1UJ,YFN<10,101 

JCCJf~=::;l) 

DO 1 1=1,NT 
JCON=JCDt·h l 
XF<l~l>=Xf=(l,l)i·DELl"CJCON>*FAl1 

JCOl'-1=.fCOl·h 1 
YF<I,ll=YF(l,ll+DELTIJCONl*FAM 
1 F' ( 1 • CQ. 1 } G[i ro 1 o 
JCON=JCDl'l+ 1 
ClAtll=ClA(Il+OELT(JCONl*FAM 
IF 11.EQ.NTI GO TO 20 

10 JCON=JCON+l 
ClB!Il=ClB!ll+DCLTCJCONl*FAM 
.rcoN~Jcrn,1+ i 
ClC(IJ=ClCCll<DELTCJCONl•FAM 

20 CONTlHUE 

2 

no 2 L=2, N-1-1 
.. rco:-~= .. 1cot\1·1 1 
~F ( l, ¡.:: > ::-.:XF ( I, l<J +DELT <JCON) ·il·FPtl"'i 
JCOl\l=,íCLlN+ 1 
YF ( 1, le.:) =YF ( 1, U +DEL T CJCOl\ll «-FAM 
CONTlJ\IUE 
F;ETLJRl"I 
CND 
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APENO! CE C 

***i~~****"~********************************************** 

PAQUETE DE SUBRU.ílNAS DE COLOCACION ORTOGONAL * 

~-*~*~********~'******~'**********************************~ 

SUBRUTINA JACOBI 

LA SUBRUTINA CALCULA LAS RAICES DE LOS POLINOMIOS 

ORTlJGONALES-DE ,JACOBI Pn\iq',a), TAMBIE\\l CALCULJi 

LAS MATRICES DE DISCRETIZACION DE LA PRIMERA DERI 

VADA A<I,Jl Y DE LA SEGUNDA DERIVADA BII,J1, QUE 

SON UTILIZA DAS EN EL ME TODO DE COLOCAC IOt~ ORTOGO

NAL. 

IDENTIFICACION DE VARIABLES: 

N 

ROOT<Jl 

A ( I, J) 

B <I, Jl 

ALFA 

BEH1 

No. DE PUNTOS DE COL.OCACION INTERl\IOS 

PUtrrns DE COLOCACIO\\[ 

MATRIZ DE DlSCRETIZACION <PRIMERA DERIVADA! 

MATfUZ DE OISCf\ETIZACION \SEGUNDA DEF'1VADAl 

PAf..:AMC: i HU 01::: UJS PCL HW\'!1 os DE .rncoB I 

PARAML.TRO DE LOS POLINOMIOS DE JACOBI 

SUBROUTINE JCOBI <NU,N,NO,N1,AL,BE,DIF1,DIF2,DIF3,ROOT,L0) 

lMPLIClT REAL•8 CA-H,O-Zl 

DIMENSION DlFllNDl,DIF2<NDl,DIF31NDl,ROOT<NDl 

EVALUATION OF ROOTS ANO DERIVATIVES OF JACOBI POLYNOMIALS 



e 
C FIRST EVALUATION OF COEFFICIENTS IN RECURSION FORMULAS 

e RECURSION COEFFICIENTS ARE ErrDRE IN DIF1 AND D1F2 

e 
;.:\8:::::{.:¡L+DE 

AD=E<E>·l--\l_ 

r;¡F'=AL :it· BE 

fJIF l ( 1 ¡=\AD/ \AE<+2) ·1 1 J /'.:: 

DIF:~ ( 1) ~-:í) .. 

lFIN.L~.21 GO TO 15 

DO J.O !;::::2,/\l 

z1=-.::1~-1 

Z=f4B+2-.'\·Z1 

DIF1CI>=CAB*AD/Z/<Z+2)+1)/2 

IF(l.NE.21 ~O TO 11 

DIF2<I>=(AB+AP+Zll/Z/Z/IZ+ll 

GU TO 10 

11 Z=Z-~-z 

Y;;:::Zl·*(AB+:Zl) 

Y=Y* <AP+Y) 

DIF2~ll=Y/Z/IZ-11 

10 CONTINUE 

e 
e ROOT" DETERMlN~TION BY NEWlON METHOD wrrH SUPPRESSION 

C OF PREV IOUSL Y DETERl1 I l~ED ROOTS. 

e 
15 X:::::O,. 

DO 20 1=1,N 

25 XD=O. 

Xl~=l.. 

XD1=0. 

Xt--tl~O .. 

DO c:.o J=J.,i"'J 

XP=(DlF11Jl-Xl*XN-DIF2(J>*XD 



~ 
! 

~ 
! 

~ 

" 
-l 

:3(l 

XD1=XN1 

ZC=i. 

Z::::XN/ XNl 

IFCI.EQ.11 GO TO 21 

DO 22 J=2, 1 

ZC=ZC-Z/CX-ROOTCJ-111 

21 Z=Z/ZC 

IFCDABSCZl.GT.1.D-09 ) GO TO 

lxOüTCIJ=X 

20 CONTINl.JE 

e 
C ADD EVENTUAL INTERPOLATION POINTS AT X=O OR X=l 

e 
NT=N+NO+Nl 

IFCNO.EQ.OJ GO TO 35 

DO :;1 I=l,N 

J=N+l-·I 

31 ROOTIJ+ll=ROOTIJl 

f'<UOT ( l í "''J· 

~~ 1FCN1.EQ.1) ROOTCNTl=l. 

IF CLO.EQ.21 GO TO 120 

DO 130 1=1, NT 

, .;,u HOO 1 ( 1) =SqFn mOOT ( I) 1 

e 
C NOW EVALUATE DERIVATIVES OF POLYNOMIAL 

e 
120 DO 40 1=1,NT 

X=F(QOT ( ].) 

DIFJ.( U=L 



Dlf:.".:.(I)::::(> .. 

!JO •iO J= l., rH 

IF!J.EQ.Il GO TO 40 

Y'=X-ROOT \J'; 

DlF31Il=Y•DIF31ll+3•DIF21Il 

DHº'.21Il=•Y>cDll''21 I) +'.2·><DlF1 •: I) 

DIF1 <I) =Y<cDIFl ( I! 

~1<:' CONT l l~UE 

F'ETLJRN 

END 

e 

e 
e 
e 

e 
c 
c 
e 
e 

SUBíiUTH<A hlUE CALCULA COEFICIENTES 

SlJBROUTINE DFOPR IND,N,NO,N1,I,ID,DIF1,DIF2,DlF3,ROOT,VECTI 

IM~_ICIT REAL•B IA-H,0-Z) 

DIMENSION Dil-1 <NO)' DIF2 \ND) 'orr=:;; (NO). ROOT INDl 'VECT 11\ID) 

SUBROUTINE EVALUATES DISCRETIZATlON MATRICES AND 

GAUSSIAN QUADRATURE WEIGHTS, NORMALIZED TO SUM 1 

lD=l DISCFaO:TlilHION 1·1~1TFdX 1-0R Y(ll IXl 

ID=2 DISCRETIZATION MATRIX FOR Yl2) !XI 

GAUSS[AN QLJADRATUfiE WEIGHTS 

NT=N+NO+Nl 

IFIID.EQ.:::J GCJ TO \(> 

DO 20 ,f=l,NT 

lFIJ.NE.Il GO TO 21 

IFllO.NE.11 GO TO 5 

VECT1li=DIF~lll/DIF1Cll/2 

GO fü 2ü 

1/ECT(lJ=DIF3tl>/DlF1(1)/3 



" 

"' 

;-:;il 

~l Y=ROOTIIl-ROOT(J) 

VECT~J>=D1F1CI:IDIF1tJ)!Y 

rr110.cq.21 VECTCJl=VECT(J)*(DlF2(ll/DIF11Il-2/YI 

20 corn ltfüE 

GO TO 5C• 

10 Y::.:ü. 

DO :;5 J= 1 , NT 

:<=rxOOT(J) 

IF(NO.EQ.Ol AX~AX/X/X 

lF\tH.EQ.01 AX=P1X/(1-··X)/(1--X) 

VECf(Jl=AX/DIF11Jl•*2 

DO hO .J= 1, NT 

00 VECTCJl=VECTCJl/Y 

50 F(ETURN 

e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 

l (J 

Ei'JU 

SUBRUTINA QUE CALCULA LOS PESOS DE CUADRATURAS 

SUBROUTINE RAUAU IND,N,NO,N1,ID,AL,BE,ROOT,DIF1,VECTI 

lMPLICIT REAL*B IA-H,O-ZI 

DIMENSlON ROOllNDl,DIFl<NDl,VECTINDI 

¡~¡:;DAU AND LOBATTO QUADRATUF{E WEIGHTS 

ID<:'. 

ID=1 

ID=.3 

~::.:::O. 

RADAU QUADRATURE WITH X=u 

RADAU QUADRA1URE WITH X=l 

LOBFHTO QUADRATURE l~ITH BDTH END F'OINTS 

NT=l·J+l·KJ+\\11 

DO 40 I=1,tH 

X=F~OOT ( I) 

lFCID--2) 11),20,30 



GO TO 40 

.~'¡X==l ·· i. 

GO TO ·+O 

.30 12\X=l. 

4-0 VECTlll=AX/DIFlll)**~ 

lF(lD.NE.~1 VECTINT1=VECTtNTl/(l+ALI 

IFllD.GT.11 VECTl1J=VECTl1)/\1+8El 

DO 50 1°=1, NT 

50 S=S-1·VEC-í(l) 

DO 6(1 I=l,1~·1 

60 VECT<Il=VECT(Il/S 

e 
e 
e 

e 
e 
e 

5 

RETUF<N 

END 

SUBRUTINA DE INTERPOLACION 

SUBROUTlNE INlBP IND,NT,X,ROOT,DlFl,XINTPI 

IMPLICIT REAL*8 CA-H,O-ZI 

DIMENSION ROOTCNDl,DirlCNDl,XINTPINDI 

EVALUATION OF LAGRANGIAN INTERPOLATIUN COEFF1CI8~TS 

POL=l. 

DO 5 I=l,NT 

Y=X-ROOTIIl 

XHHP ( 1) =O. 

I F 1 Y. EGl. O. DO J XI NTI::' ( I) = 1. 

POL=POUi-Y 

IFIPOL.EQ.O.DOl GO TO 10 

DO 6 1=1, IH 

6 XJNTPIIl=POL/DIF11Il/(X-ROOTIII 1 

1 O f~ETUF':N 

END 



. ' 
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!I\,. 
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e 
e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

1 

e 

1 

12 

1:~ 

10 

SUBRUT H~A DE l":ESlJLUC 1 ON DE SI STEt'ié'1S DE C:CUAC l O\~ES 

SUBF(ÜUTINE GAUSL WD, blCOL, N, NS, Al 

IMn_ICIT REAL•8 IA-H,O-ZI 

DIMENSION AIND,NCOLJ 

GAUSL SOLVES A~X=B WHERE A IS N•N ANO B lS N•NS, BY GAUSSIAN 

ELIMINATION WITH PARTIAL PIVOTING. THE MATRIX IOR VECTROl B 

IS PLACED ADJACENT TO A IN COLUMNS N+l TO N~~S. 

A lS DESTROYED, AND THE FlESULTING MATRIX X REPLACS B. 

Nl=N+l 

NT=l~+¡,¡5 

I~IN.EQ.ll GO TO 50 

START ELIMlNATION 

DU 10 I=<2, N 

lF"=l-1 

ll=IP 

X=Df-\BS 114 1 I 1, I 1 l l 

DO 11 J=l,N 

IF IDABS IA<J,Illl .LT.Xl GO TO 11 

X ==DAf:S (A (J., 11 ) ) 

IF'=J 

CllNTINUE 

IFIIF'.EQ.Ill C:iO TO 13 

ROW INTERCHP1NGE 

DO 12 J~-'li,NT 

X=l-i (ll, J) 

1-i 1 I 1, .i· l =A 1 I !O', J.) 

f~ ( ff', J) =;\ 

00 10 J:::I,N 

X '=1-i ( ,f,, I l ;. /A ( 11 , I 1 ) 

DO 10 k~I,,NT 



e ELli·IINATIOr~ FINIS~~ED. t·JOW BACt~SUBSTi-!U"ílON 

50 DO 20 1P=1,N 

l=N 1-lí'' 

DO 2(1 ¡,:=N l , NT 

A < I , ~<) :::=:(.\ ( I ~ l<) I A ( I 1 l) 

IF 11.EQ.ll GO TO 20 

I 1=1---J. 

DO 25 J=l, 11 

25 ACJ,Kl=ACJ,Kl-ACI,Kl•A<J,Il 

20 CONTINUE 

l\ETURN 

END 
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