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INTRODUCCION.

Al cursar la materia de fendmenos de transporte en la maestria,
desde mi punto de vista, estudiar 1la esencia de la Ingenieria
RQuimica, quede ampliamente sorprendido de la potencialidad de esta
aArea. Aprender fendmenos de transporte, es tener la posibilidad de
experimentar la agradable sensacién de poder manipular procescs tan
complicados, como la transferencia de masa en reactores o muwy simples
como es el calculo de la potencia de una bomba. El  poder reaiizar
balances de materia, energia y momsntum de manera diferencial de
algun proceso y después integrarlo para llevarlo al mundo
macroscodpico, es tener la posibilidad de sentirse parte constitutiva
y creadora de este mundo. Los Ingenieros Guimicos no debemos
desapi-ovechar esta oportunidad que nos brindan los fendmencs de
transporie.

Frofundizando en este topico, sin embargo, me di cuenta de que
la segunda fase de la experiencia es resolver las ecuaciones
diferenciales que resultan de los balances diferenciales sabre el
fendmeno a estudiar. En esta parte es dondz muchos Ingenieros tenemos
problemas. Es raro encontrar Ingenieraos con el suficiente
conocimiento matematico para iresolver la gama ge ecuaciones
diferenciales que nos presentan los fendmenos de transporte, esto es
debido, en parte, a una mala formacidén matematica a nivel
licenciatura ("para gue estudiar matematicas si nunca las vas a
aplicar ...} y también por la “satanizacion® social de esta rama del
canocimiento. Mi caso no fué la excepcion, no obstante, decids
aprender a resolver ecuaciones diferenciales. For fortuna encontre

textos muy apropiados para esta encomienda, uno de ellos escrito por



ingenieros Quimicos, el excelente texto de Marshall vy Pigfcﬁd,1  el
cual, ademas dz dar 1los requerimientos matematicos necesarios, 'punca
se desliga del problema fisico. Posibilitado para resoclver algunas
ecuaciones diterenciales con técnicas anallticas, senti cierta
insatisfaccidén debido a que los  modelos matematicos gque podia
resolver estaban muy simplificados. De esta forma, concebi gue para
respolvar modelos mas realistas era nacesario avanzar hacia otra rama
de las matematicas; los métodos numéricos. Aunado a estao, fué
necesario aprender y dominar lo referente a lenguajes de programacion
y técnicas computacionales, y es asi, camo encontre esta fabulosa
unidad de conceptos: Modelo Matematico—Métodos Numéricos—Computacidn,
los cuales se han convertido en una poderosa herramienta de calculo y
prediccidn denominada simulacidn. En este sentido, guisiera centrar
esta introduccién en los conceptos involucrados en la simulacidn,
para posteriormente pasar a explicar como se han aplicado en el
presente trabajo, y de esta manera ubicarnos en el tema lo suficiente
para comprenderlo en su totalidad.

En los problemas de simulacion, la construccién del modelo
matematico es una de las etapas mas complicadas y de mayot
responsabilidad. La experiencia muestra que en muchos casos la
eleccidén correcta del modelo, significa resolver mas de la mitad del
prablema. Fara gue la simulacidén sea exitosa, es de enorme
importancia la comprension del problema, es decir, gue se tengan 1los
conocimientos suficientes scbre el fendmeno a estudiar y ademas
alguna experiencia de aplicacion de los métodos matematicos en €1
ambito de investigacion.

El modelo matematico nunca es idéntico al fendmeno gqgue se

. ) .
Marshall, W.R. v Pigford, R. L., The Aptication of Dpifferential

Equaliona to - chemical -Engineering Problems, University of Delawvare
Presa Newvark (1947, :
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considepa,fnn iransmite.tudasg sus = propisdades y: particularidades.
Basado }én:'simpiificaciones e idealizacibnes, el modelo es la
descripcidn aprdximada del Tendmeno. Por esta razdén, los resultados
gue se obtienen al analizar el modelo siempre tienen respecto de
éste, caricter aproximado. Su precisién estia determinada por el grado
de correspondencia, semejanza adecuada entre el modelo y el fendmeno.
La precisidén y fiabilidad de los resultados es uno de los problemas
mas delicados de las matematicas aplicadas. Este problema se resuelva
de la forma mas sencilla, cuandao las leyes gue determinan la conducta
y propiedades del fendmeno son bien conocidas y existe uwuna - gran
experiencia practica de su aplicacién. Entonces, a priori ( antes del
experimento, aqui antes de resolver el problema matematico) es
posible apreciar la exactitud de los resultados que genera el mocelao.

Urna situacién mas complicada surge cuando nuestros conocimientos
sobre el fendmeno gue estudiamos son insuficientes. En tal caso, al
construir el modelo matematico, es necesario hacer suposiciones
adicionales que tienen caracter de higdHtesis. Las deducciones
obtenidas como resultado de la investigacién de dicho modelo
hipotético tienen caracter convencional con relacidén al Tendmeno gue
se estudia. fara &1, son ellas Jjustas en el grado en que son
correctas las suposiciones iniciales. Fara su verificacion es preciso
comparar los resultados de la investigacidn del modelo con toda 1la
infarmacidn que se posee acerca del fenémeno gue se estudia. El grado
de aproximacién de los datos calculados y experimentales permite
juzgar sobre la calidad del modelo hipotetico, acerca de si las
suposiciones iniciales son correctas © errdneas.

Asi, el problema de 1la posibilidad de aplicacion de cierto
modelo matematico para el estudio del fendémeno, no es puramente
matematico y no puede ser resuelto sélo por métodos matematicos. El
criterio fundamental de veracidad es el experimento, la practica en
el sentido mas amplio de la palabra. El1 criterio de la practica
permite comparar diversos modelos hipotéticos vy de ellos elegir aguel

que es el mas sencillo y que, al mismo tiempo, en los margenes de
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precision requerida, reprbdu:e correctamente . las propiedédes del
fendmeno.

De esta forma, podemos decir que nuestira estimaciéen del modelo
matemético no es absoluta: »” el modelo sirve o0 no sirve “. El
analisis nos proporciona la posibilidad de establecer para el modelo
las condiciones de aplicacion, ligandelas con la gama de variacién de
parametros del problema y la precisién requerida. For otrs parte, es
claro que los modelos matematicos permiten reducir 1la investigacion
de un fenomeno real *» no matematico “ a la resclucién de un problema
matematico, dando asi la posibilidad de emplear para su estudio el
aparato matematico, perfectamente elaborado, en conjuncién con toda
la magquinatria de cémputo.

La elaboracién del modelo del fenomeno a estudiar permite
plantear el problema de su estudio como matematico. Después de ello,
surge la segunda 2tapa de la investigacidn, esto es, la busqueda del
método de resolucién del problema matematico planteado. Con
frecuencia en matematicas se tropierza con problemas cuya solucidén no
se consigue abtener en forma de una formula que ligue las magnitudes
buscadas con las prefijadas. Al hablar de tales problemas decimos que
no se resuelven en forma explicita. Fara resolverlos se tiende a
hallar cierto proceso infinito que converja hacia 1la solucién
buscada. Si dicho proceso estia indicado realizando cierto numero de
pasos y cesando después los calculos (no pueden continuarse
infinitamente), cbtenemos la solucidn aproximada del problema. Este
proceso esta ligado con la realizaciéon de calculos de acuerdo con un
riguroso sistema de reglas gue se prefija en funcién del caracter del
proceso y recibe el nombre de algoritmo.

El problema de aplicacién de laos algoritmos en los que se emplea
un proceso infinitamente convergente, no consiste en el caracter
aproximado de la solucidn, sino en el oran volumen de calculos
necesarios. No es casual que tales algoritmos suelan ser llamados de
calculo y los métodos para resolver problemas matematicos, basados en

ellos, m&tedos nunéricos. La extensa aplicacidn de los algoritmos de
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1fapar1c én de éstas, lcs métndus numérlcos se empleaban rara..vez

;debldu a, la extremada 1abur1051dad de’ 105 célculos manuales, sdlo en

.casas, relat1vament8'5enc1llos.

‘ E&lste una diversidad de métodos numéricos, estos en realidad
dependen del problema al que se les aplique, as! encontramos que hay
métqdps numéricos para la solucién de ecuaciones algebraicas,
‘diferenciales, de optimizacidén, etc. Es importante notar que muchos
de los algoritmos de calculo son iterativos, esto es, realizan
calculos repetitivos hasta alcanzatr una solucidn satisfactoria.

Una vez gque se han establecido claramente las reglas para la
solucién del modelo, es necesario llevar este proceso a la
computadora. En este paso, es de vital importancia conocer o tener
alguna experiencia en lenguajes de programacidén y sistemas operativos
para las computadoras. Al realizar una simulacion de algun proceso s
necesario que esta sea econdmica (en el sentido de tiempo de cémputo)
y eficiente (que siempre debera tender a converger). De este modo, la
eleccioén del lenguaje de programacidn esta basado en satisfacer estos
requerimientos. Existen una variecruad de lenguajes de programacion,
desde los mas simples como BASIC (Beginners All-Furpose Symbolic
Instruction Code) clasificados de alto nivel debido a su parecido con
el dialogo humana, hasta los de baijo nivel como el lenguaje C ¥y
ensamblacor. Entre esta gama de lenguajes de programacién se debe
seleccionar el mas adecuado, sin embargo, ya que una simulacion tiene
-que ver necesariamente con calculos numéricos es requisito elegivr un
lenguaje que considers rapidez de calculo y precision, en este
sentido el lengualje BASIC es de antemano descartado debido a su
lentitud de ejecucidn y ademas a su excesiva genetracidén de codigos,
de este modo, los lenguajes FORTRAN-77 (FORmula TRANslationi, FaSChaL
y C suelen ser los mas adacuados. Cabe aclarar gue en este C&aso no
estamos hablando de lenguajes orientsdos & 1la programacion  légica
como FROLOG o LISF, sino mas bien de los lenguajes que generan 1los

.archivos base con los cuales estos se pueden agrupar y asi generar un
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simuladotr con caracteristicas de decisidén. e el -~9*1

Aunado a asta eleccién del lengualje, debe tenerse en “mente” ia
capacidad del sistema de cdmputo con que se cuenta. A partir del boom
de las computadoras personales en los afos 70, la - generacidén . de
software para estos sistemas ha crecido en forma indiscriminada, de
tal manera gue al trealizar una simulacidn casi siempre cse esti
pensando en su compatibilidad con las computadoras personales. No
obstante, esto no es una regla general, ya que existen problemas que
requisaren una gran capacidad de memoria y es necesario progtamair para
una versidn mini o macro computadoras.

Estariamos mintiendo si dijeramos que gran parte de la capacidad
actual de resolucion de problemas no es debido a las computadoras. En
la actualidad, el investigador, al construir el modeloc matematico, ya
no tiende a crear considerables simplificaciones gue antes eran
necesatrias para obtener la solucién en forma explicita. Ante todo su
atencion esta dirigida a tomar correctamente en consideracidédn todas
las mas importantes peculiaridades del fendmeno a estudiar v
reflejarlas en el modelo matematico. Después de establecer el modelo,
surge el problema de confeccionar el algoritmo de resolucién del
cotrrespondiente problema matematico y de realizarlo en la
computadora. Asi, las computadoras han hecho variar la actitud ante
la aplicacion de las matematicas como método de investigacidén. Hoy
dia, las computadoras son wuno de los factores determinantes del
progreso cientifico. Su empleo favorece el desarrollo acelerado de
las ramas rectoras de la economia, abre posibilidades, nuevas en
principio, para el disefic de complicados sistemas raduciendo
considerablemente los plazos de su creacidn y puesta en explotacidn
en la produccidén, asegura la eleccidén de los regimenes Sptimos de los
pirocesos tecnoldgicos de produccién, crea las condiciones para el
perfteccionamiento de la administracidén Y elevacidn de ia
productividad del trabajo. Si, por regla, en el proceso de produccidn
las maquinas tomaron sobre si las funciones fisicas del hombre en el

proceso de produccidn, las computadoras ampliaron sus posibilidades



intelectuales en las: actividades mentales.: Son:uno de los impartantes
factores dé_ conversién de las ciencias. .en. . la - fuerza directamente
productiva de la sociedad.

Gracias a las computadoras transcurre. un intenso proceso  de
matematizacion no sélo en las ciencias naturales, sino también de las
ciencias sociales; importante valor ha adguirido la aplicacidén de los
métodos matemiaticos en la economia. Los modelos matematicos empiezan
a utilizarse extensamente en quimica, geologia, biologia, medicina,
psicologia, etc. e incluso se presta gran atencién a la preparacidn
de cuadros altamente calificados capaces de ++realizar las enormes
posibilidades que ofrece la utilizacidn eficaz de las . computadoras.
Todo esto confirma la opinidén de Carlos Marw,? quien consideraba que;
»las ciencias sélo alcanzan la perfeccion cuando consiguen hacer uso
de las matematicas*“.

En el presente trabajo bhacemos uso de los conceptos vertidos
anteriormente en la simulacidn de reactores gas—liquido. Este tipo de
reactores es utilizado ampliamente en la industria gquimica para
llevar a cabo diversos procesos de reaccidén gas—liquido como por
ejemplo; lavado de gases (eliminacién de gases contaminantes del
proceso como CD2 Yy st) y manufactura de productos puros (produccidn
de HNDS, HZSD4, etc.). lLa seleccidn, disefio y comportamiento de este
tipo de reactores estia determinado por su hidrodinamica y dispersion
axial, transferencia de masa y calor, y la cinética de la reaccidn.
Aun cuando este tipo de reactores es sumamente importante & nivel
industrial, poco se ha hecho por estudiar a fondo su comportamiento-

El objetivo del presente trabajo es realizar un analisis
detallado del fendmeno de transferencia de masa con reaccidén guimica
en dos tipos de reactores gas-liguido: el madelo de  tanque continuo

agitado (CSTR) y el modelo de columna empacada. De esta forma, los

Tijonov, A. Yy Kostomarov, D., conferencias de Introduccion a tas
Matematicas Aplicadas, Editorial MIR (987



balances de materia se han desarrollado 'a “un: nivel macroscédpico
(alrededor del reactor) y diferencial, esto es, tomando en cuenta el
fendmeno de transferencia de masa interfacial, ademas de considerar
la cinética de la reaccién.

For otro lado, las ecuaciones diferenciales resultantes de estos
balances se han resuelto mediante la técnica de colocacidn ortogonal,
la cual forma parte de los méetodos denominados de »funcidn prueba“
para la solucidén de ecuaciones diferenciales. Esta tecnica no es
nueva (1940), sin embargo, caomo todos los métodos de discretizacidn,
tiene un auge importante con el devenir del avance computacional.

Fara lograr el objetivo de este trabajo se propuso el siguiente
esquema:s

En el capitulo 1 se presentan lus modelos matematicos de los
reactores gas—liguido, esto es, los balances de materia macroscédpico
y diferencial del modelo CSTR y el de columna empacada. Ademas de
presentar un analisis detallado de las simplificaciones involucradas
en cada modelo, s2 muestra una seccién donde se estudian las
ecuaciones fundamentales para el modelamiento de reactores en
genearal.

En el capitulo 2 presentamos lo concerniente a la transferencia
de masa con reaccidén guimica. En este capitulo se analizan 1las
principales variables gue afectan al fentmeno y también se hace una
breve discusién de los modelos interfaciales de transferencia de
masa. For otro lado, se hace un estudio sobre la problematica en los
modelos de solubilidad y difusividad en liquidos. El1  resultado del
analisis en este capitulo es la determinacidn de los parametros mas
importantes en el fendmeno y qué peso deben tener en la simulacidn.

El capitulo 3 trata lo relacionado con la solucidén numérica de
las ecuaciones diferenciales y los algoritmos de simulacidén. En este
capitulo s& hace una breve revisidn de los métodos de discretizacion
para la sclucion de ecuaciones diferenciales, ademas se trata en
detalle los fundamentos del método de colocacidédn ortogonal y su

aplicacion misma en la solucidn de esquemas de reaccidén presentando



ejemplos ilustrativos. For otro lado, se plantean algunos comentarios
sobre la solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas no-lineales y
finalmente se presentan los algoritmos seguidos para la simulacidn.

En el capitulo 4 se presentan los resultados de la simulacion.
Primeramente se presentan los resultados de los analisis paramétricos
en los dos tipos de reactores. Después se presentan los resultados de
aplicaciones especificasi cloracisén del n-decanoc para 1 modelo CSTR
y la absorcién de CDZ en solucioneas de mono-etancl-amina (MEA) para
una columna empacada. El analisis paramétrico se 1llevo a cabo
considerando las observaciones del capitulo 2. La exposicidén de
resultados se hace a través de graficas y tablas.

El capitulo S comprende las conclusiones del trabajo. La
presentacidén de estas conclusiones se hace considerando tres partes:
modelo CSTR, modelo de columna empacada y &l método de colocacidn
ortogonal.

Finalmente, se presenta una serie de apéndices gue contienen laos
listados de los programas de computadora de la simulacidén en lenguaje
FORTRAN 77. El1 objetivo de presentar estos listados es el sincero
pensamiento de que, cualquier persona que desee involucrarse en este
maravilloso tema, tenga como apoyo esta pequefia contribucidén en torno

a la simulacién de reactores gas—liguido.
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GAS - LIQUIDO

Fara la mayaria dé;ib$ ingénierns el término modelar ‘implica

utilizar el :Dmpoh%amieﬁt ,deiun sistema para simular (es decir,
permitir la'prediﬁéiénﬁdé¥ﬂei'tdmportamiento de un sistema distinto.
Sin embargo, 1la én{idéd_uééda como “modelo” puede variar ampliamente.
En algunos‘tasos, “mbdéloé" de a=ronaves o automéviles son colocados
eﬁ taneles de viento y sujetos a pruebas coniroladas. En otros casos,
se manipulan eéua;idnés matematicas por tecrnicas analiticas o a
través de métodos numéricos utilizando calculadoras o computadoras,
para dar los mismos resultados de simulacidén.

En estas situaciones las ecuaciones mismas son vistas como el
“modelo™; y la “simulsacidén® es la manipulacién de estas ecuaciones
que generan numeros gque nos indican el comportamiento de un proceso.
Esta perspectiva, alogo restringida, 25 considerada para evitar la
confusiéon que ha sido una patrte fradicional en la Jerca teéecnics
alredador de la palabra modelar.

En nuastro caso estamos particularmente interesados en modelos
gue contienen derivadas, debido a gue ellas tisnden & representar
sistemas fTisicos complicados en una forma condensada y proveen un
panorama mas realista de la simulacién para un amplio rango de
condiciones. Como consecuencia de esto, se reguiere ael
conocimiento de métodos numéericos eficientes para la solucidn de
estas ecuaciones difetrenciales.

En particular, la simulacién de reactores juega un papel muy

10



importante en la Ing. Quimica, tanta a nivel industrial’ como en ‘la
docencia e investigacién. En la ‘industria, ' muchas ocasiones el
corazdn del procesoc s un reactor, por lo tanto ‘es’ imprescindible
‘Contar conun simulador que sea capaz de predecir el comportamiento
da éste, riapida y eficiesntamente, cuando existan alteracionss  en el
procesoc, vy asi‘evitah el uso de la faﬁqsa reglé de ' la “experiencia”
que muchas vecés conduce a situaciones tatastréficas. En ‘el terreno
docente, el simulador cubre su importancia al ser una. excelente
herramienta de sprendizajs, esto es, 21 conocer como se comporiara un
determinado reactor al mover algunas variables o] numeros
caracteristicos. En la investigacién, su importancia radica en que se
cuenta con el medio idoneo para llevar a cabo escalamientos desde un
experimento en un reactor a nivel laboratoric hastarel‘posible disefo
de’ﬂdivaactor industrial. »
"uiind obstante la imbortancia de la simulaciénb de reactores, es
-Héééé.recientes fechas qus esta &res comienza & terer  Una  gran
actividad. Es de notar gue muches de laos simuladores. de pracesos
comerciales (FACER, HICRGCHESS, CHEMCAD, HYSIM, etc.) carecen de’ una
subrutina general para la simulacidn de Peactarés, estos. m&s bien
traen una subrutina que realiza calculos Estequicmétricps ‘y nada
concerniente a transferencia de masa. Recientemente el  simulador. de
'prucegas ASFEN FLUS ya tiene implementadas una serie - de 5u5ru¥inas
para diferentes tipos de resactiaores. ) » o
Esta inactividad fué debida en parte, a gue cuando se trata de
plantear un modelo “adecuado’ de un reactor, ieétc és, estanlecer
los balances de materia y energia respectivos, resultan ecﬁacioﬁéé
diferenciales, las cuales en raras ocasiones puedén ser resueltas
aﬁaliticamente, resultando de esta forma una estrecha  vinculacién
entire la simulacidén de reactores, las  técnicas numéricas y el
avance computacional. ' ‘
Al setr el reactor una unidad muy especifica de un proceso, se
requieren modeElos un  tanto sofisticados para predecir. bien su

comportamiento, de esta  Toarma, se hace necesario establecer
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balances de materia y energia en'jtéﬁhinas”‘difeﬁenciales. Asi,
enfrentados a un problema de e:uacinnes diferenciales, es imperanta
contar con métod&s ‘ numéricos " robustos Yy v eficientes para
resalverlas, es decir, los Pesultadbs de la integracién deben ser
“forzosamente” congruentes con la realidad. For otro lado, se debe
contar con un buen sistema de cdmputo que tenga suficiente
capacidad de memoria y velocidad para no hacer costosa ia
simulacidn.

Hasta agul se ha hablado sn términos generales de la simulacidn
de reactores, sin embargo, el area especifica que nos acupa por
ahaota, es la concerniente a la simulacidén de reactores gas—liquido-. &
continuacién damos un breve bosquejo sobre el modelado de reactores
en general y después seguimos con los modelos especitficos de

reactores gas—liquidao.

A) 'MODELANDO UN REACTOR

El modelamiento de reactares ‘quimicos, en general, no esta
basado en la forma exteirrna del equipo ni en la reaccién o reacciones
que se lleven a cabo en éste, Nni aun en  la naturaleza del medioc
(homogeneo o heterecgeneo). Si nos enfocamos en el fendmeno gue
ocurre en 21 reactor, la diversidad aparente de reactores se reduce a
un pequefio numeroc de modelos o tipos basicos de reactores. El
fendmeno que ocurte pusede ser dividido eng reaccidén gquimica,
transferencia de masa, transferencia de calor y transterencia de
momentum, de este modo, €l modelamisnto de +eactores esta cimentado
en las ecuaciones que describen este fendmeno; la ecuacidén de
velocidad de reaccidn, las ecuaciones de continuidad, energia y
momentum. La forma y complejidad de estas ecuaciones las discutiremos

a continuacidn.



A.i)iEpuacidnésijndamehtales

‘Consideremos que se ssta consdmiendd la especie 1 por  reaccisn
guimica en un reactor cil#ndricardélcoordenadas radial r v . axial =z,
‘como éé muEstira en la fig.'l 1 .. Este es ‘un sistéma distribuina,
'debldo a que la concentra cison de las espec1es es una funcison de r, =z

iy t (tiempo}, supcniendoc una opera31én trans1ente. Fosteriormente
camo la reaccisdn quimica involucra oenerac1én o consumo de calor' la
temperatura (y de este modo 1a velocidad de reaccién) serid  una
funcien de r, =z y L para una velocidad. dada de adicién o remocisn de
calor. a través de 1la pared del reactor. Por otro lédm, mientras sa
supoﬁga una simetria angular puede pensarse en una adicidn o perdida
de reactivo a traves ‘de las fases. De esta forma' la ecuacisn de
. continuidad para. la especie i en un anillo anular de . volumen Znrdrdz

se obtiene en términos del siguiente balance [1], ver flg 1.2:

veloﬁidad de cambio velacxdad de :amblo

generacién
en la direccién =z 4+ len la direccién. r’ o, '|de i debi-
debido a flujc y debido a fluaa v . do a la
diTtusidn.: : Colditfusidn. TR reaccidén ae
geracion de i velocidad de
4 | debido a la il clracimulacion FEE a1

adicion inter— ... | de.di...:
facial ga. : :

¥E1~flu%{?mniaﬂ;;ﬂebidn;fa difusién «

determinada es 0T

LEN = va4rjf Serlgs EX ST i = <_~'(1;2y
A s i

donde

= -c D dx./dz
3 J



obtenemas

“Dividiendo: por

obtenemos, suponiendo I

donde ;aiyalociqad radialép ips ¢6éficiences de difusidén

fradiai;yvagiql se’ supone s de  la posfcién. Notando

que L
(1.5
(1.8)
(1.7)
e intrudu;iendolsé_én (1.4) obtenemas
RS ) N ¢~ 3) :
17 @ N, ~a ac b 9ft T D e (v tec . Y o
J + - i = i s : S j
v at A 0z oz’ v er or
, =R + R (1.8)
a
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GCo(n)

fig.ll.l Esquema de hn‘réac§qr v;l}ndrico‘

I(H,C+J,)A,),, &

Z S NIAJ-Q‘lC+J‘)A’

EL - DL }kdl..{ i
LI m 2xedr dr : :

- A = 2xrdr

: oA, = 2xrdz ’

UCHN Ay

fig. 1.2 Anillo diferencial éillndrico‘paba Ya derivacién de

la ecuacién de continuidad..




La ecuacidén de continuidad.para la especie i expresa de esta forma:

(i)~é1:cambiaiehrmbles de-i.con éi‘tiempb en un volumen Vi (2i;3e1‘
tambio'de cdhcentra¢ib con rgspé&fo al elemenzto de volumen j (3} -1at

dispersiéh d di¥uSién axial ide ij (4) la dispersién radialj |y - (5)

generacidn por. reaccion o adicién desde cotra fase.

FPor un: “v'énéiogo, una expresion paha'jhig;.

temperatura s

a. T

(1.9

‘donde K es la difusividad _térmica, qcf as"éjvipaiDE liberado o
consumido por reaccidén (=-AH R) y g, s el calor adicionado o perdido
desde otra fase.

Fara la ecuacidén de momentum, el balance se obtiene por 1la
aplicacidén de la segunda ley de hNewton sobre un elemento de fluido en
movimiento. En reactores quimicos solamente la caida de presién y las
fuerzas de friccidén son consideradas en 1la mayoria de 1los casos,
utilizando un ndmerc importante de ecuaciones empiricas para

irepiresentar el fandmeno.

B) MODELO DE UN REACTOR GAS LIQUIDO TIPO CSTR
El modelo de reactor presentado en esta seccién es un caso

particular de las ecuaciones de modelamiento general, esto ‘ez, se

considera gue no existe acumulacidn, dispersidn axial y gue opera

isotermicamente.
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Recientemente, ha sido puesta mucha atencidn al estudic de laos
etfectos de la  transferencia de masa scbre las ~ reacciones
gas?liquida que s& realizan en un reactor caontinuo  de  tangue
agitado (CSTR) . En una serie de atrticulos Hoffman et. al (2,33
investigaron la posibilidad de multiples estados  estaciocnarics en
reactores gas—-licuidc adiabaticos. La cinética aue supusieron fue
de segundo otrden para 2l caso de una reEaccisn ¥y también  para  dos
reacciones consecutivas. Las ecuaciones gel modelo fueron resusltas
aplicando un conjunto da sxpresiones analiticas para =1 factorr de-
mejora derivadas griginalmente por Van (irevelen y Hoftizer [41 vy
notr Teramaozo t. al [3]. S5e& encaontird gque las interacciones. entre 1la
reaccion guimica, las resistencias difusionales y la solubilidad
pueden resultar en multiples soluciones al estsdo astacionario.. Un
analisis detallado de estabilidad en un  CSTR @ adiabatico es
preéentado-por Raghuram y Shah . [43. para el casa de una -sola
Peaﬁcion; ' Rp .

En nuestro caso s= presenta un modelo matematico  para dbé
reacciones gas—liqgido consecutivas, conuna .cinética ,dg>-pbqénj-:
‘yeneral, que se lleva acabo en un CSTR. El modelo -toma - en.. cdenta
las interacciones entre la reaccién y el proceso de transporte qﬁe
ocuirre en la pelicula.” EY modelo es muy parecido al presentadd' pnff

Ho yv Lee ({71, sin embargo, la  orientacidn -del " estudio 7y"la

metocdologia de soludidn es muy diferente.-

B{l),PlantéamienLdfdél7Modelof9 

“oZ-Cansidereno consecutivas

gas—lléﬁiddtq

o eE dDeg>.

17




se suﬁbne qﬁe lé reaccidn” (1 10) es,de DPdEﬂ
especie gaseosa disuelta A, y de orden whean
liquida B, y la reaccién (1.11)" es de Drden T y y ‘con: respacto a A y

:al~liquido intermedio C, respectivamente. . i
" El modelo matematico esta basado  :en. ! lasf sﬁguieﬁtes

consideraciones:

(1) El coeficiente de transferencia de masa liquido y el flujo
volumétrico de liguido sTluente son independientes de la conversiodn.

(2) Las temperaturas del gas y el liquido dentro del reactor son
las mismas. El gas gue sale del reactor esta saturado con vapores de
splvente {(espeEcile no reaccionante). La corriente gaseosa se pasa a
través de condensadores y el condensado se regresa continuamente al
reactor para evitar pérdidas de solvente (ver Tig. 1.3).

(3) La solubilidad de la especie gaseosa A en la fase 1liguida
sigue la ley de Hentry

C H=y F (1.132)

'dbth'DAi es la concentracidn interfacial de A en la fase liquida, Yai
es ia fraccién mol interfacial en la fase gas y P es la presion total.

‘(4) Las componentes . gue Feacfiunan en. la  fase liguida son
no-volatiles.

(3) La resistencia a la transferencia de masa en.la fase gaseosa
es insignificante, y por lo tanto Yo =Y,

{6) El reactor se opera a temperatura cnnstante,_ elxmlnando' el
calor de reaccidn por condensacion y reflujo de Alcs  vapnres'ide

solvente. El calor de sclucidn es despreciable.

(7 La teoria de la pelicula es validas
lLas ecuaciones de estado estacionario que describen - las

reacciones (1.10,11) en un CSTR con los efectos de transferencia  de

masa en la pelicula pueden ser divididos en dos partes.
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B.2)Balance de Materia Macroscopico
Considerando un reactor tipo. CSTR al cual se . le alimenta en forma

gaseosa un flujo molar G y en fase llquxda una velocidad valumétr1;a

L, las ecuaciones de balance de ‘masa ulrededor del reactor son  como

sigue

Fase;gas;'

(1:13)

(1.14)

4{ek €7 P —cikCT CT Ylv-a &) | V (1.15)
2 Al BL 2 Al cCct v R

donde v es la fraccidn de volumen ocupado por el liguido y DA, Dn’ Dc
san coeficientes de difusion efectivos para una mezcla
multicomponente, & es 21 espesor de la pelicula 1liguida vy VR el
volumen del reactor.

ta ecuacion (1.13) establece gque la velocidad de desaparicién del
gas A es igual a la cual éste se difunde a través de la 1interfase
gas—liguido. En las escuaciones {1.14,15) las velocidades de
desaparicidn de B y C son la suma de las velocidades de difusidn vy
reaccidén en el seno del liquido. El flujo molar de gas que sale del
reactor para el caso donde los cqefi:ientes estequiométricos a y d

tienen &1 mismo valor, puede detetminarse a partir de:




donde - y;

presisn di

B.3) Béiancé.d

Las ecuacior difusion .y
rezccion enla pe : :

(1.173
(1.18)

(1.19)

(1.20) -

(1.21)

(1,22



la condicién frontera (1.22) ~establece gue la velocidad

transferencia de A hacia el seno del liguide s balanceado por

valocidad de reacciéﬁ'y 1a velocidad de transporte hacia afuera

la corriente efluente del liguido.

La primera condicion en

frontera en la‘ecuaéién (1.20) utiliza la relacien de 1la ley

Hentry.

de
la
por
la

de

Las ecuaciones de transporte derivadas anteriormente se hacen

adimensionales al introducir los grupos adimensionales mostrados en

las tablas t.1.y 1.2

dé‘Transf. da Masa
Vel. de Reaccion 2 / Vel.
de Transt. de Masa

Razén de difusividades
Razén de difusividades
Razén de volumen (sano—
pelicula) del liquido
Razdén de Coeficientes
estequiométiricos

Flujo adimensional del
ligquido

Flujo adimensional del

gas

IN) T

k3

%
i
1



TABLQ 1.;

Varlablas ad1men51nnales utxl: adas. en la pelicula

‘ﬁiéfanéia'adimeﬁsionalf'";{f
~en la pelicula ) .
u; 'Concentracxén adlﬁEHSlOn
E del Peactxvm a
g ; cnncentraclén ad1mens1an
: o del reactivo B
53 :chcentrac1én ad1men51unal""

'dg rea:t1vu,c

(1.24)

td
¢EUALucL/v

AL BL:

]} (1.25)



L (1i29a)

en n=1 sy u’ IS0y

8Bl :
Yy .
. d DA B - 275 s : 2 i ool Lo . -
- A = T ur
- ’3[¢1uAluBl * ¢zum.uc\.] * quAl (.31

De esta forma, guada establecido el modelo para un reactar
gas—liquido del tipo CSTR. Fosteriormente se hablara de 1la sclucidn

de estas ecuaciones diferenciales y el comportamiento del modelo.
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"'C) MODELO DE UN REACTOR GAS-LIQUIDO TIPO COLUMNA EMPACADA

Los r=actores gas—liquldo con ambus fases en flujo tapon son
dEanlnadDS contactures dlePEnClalES. La columna empacada es un
ejemplo de reactor gue cae dentro de esta categoria. La literatura
sobre las @ caracteristicas de 1la transferencia de masa vy la
hidrodinamica en una columna empacada es extensa. En un articulo
presentado por -Charpentier g 1, resume los estudios sobre
transferencia de masa can reactcidn gquimica en columnas empacadas.

Fara producir una simulacién robusta es necesario un  modelo
aptopiado qQE describa el proceso de transferencia de masa en la capa
limite cercana a la interfase gas—ligquido. Se han desarrocllado muchos
modelos, tales como el de Danchkwerts [21. Una de las principales
aplicaciones de estos modelos ha sido caracterizar la influencia de
la reaccidn quimica homoagenea sobre las velocidades de transferencia
de masa. Algunos ejemplos clasicos incluyen los estudios de
" Danckwerts [101, Ferry y Figford [11]1 y Brian et. al. £121. Algunos

de los resultados han sido expresados generalmente en términos del
factor de mejora, k:/kz donde k: denota el coeficiente de
transferencia de masa aparente ean la fase liguida con la presencia de
reaccion quimica y kz es g1l coeticiente de transterencia de masa bajo
condiciones de absorcidén fisica.

En el calculo del factor de mejora, el modelo de la pelicula en
estado estacionario es el mas simple de implementar. Aungue el modelo
no es muy realista, Secor y Butler [13]., y posteriormente Huang et.

~al. [14] demostraron gue para un sistema de teaccion bimolecular, los

resultados cbtenidos por el modelo de la pelicula y la teoria de
penetracion difieren muy poco si la razén de las difusividades de los
dos reactivos es cercana a la uwnidad.

Hasta la fecha poco se ha hecho para tratar de modelar y simular
el proceso de absorcién con reaccidn quimica en torres empacadas o de

platos; de los trabajos mas  recientes estan 1los presentados paor




Froment [151, Emig [161 y Yeung [171. Froment reporta resultados de
un modelo riguroso aplicado a la absaorcion de didxkido de carbona por
medio de una solucién de mono—-etanclamina (MEA) , sin embargo, aan
cuando su modelo es riguroso, la téanica numérica para su solucidn es
costosa en tiempo de maguina y en estabilidad. Yeung propong  un
modelo que se hace muy atractivo debido a qua s menos Piguroso gue
el de Froment, aplica la teoria de la pelicula para la transTterencia
interfacial y ademas resuelve las ecuaciones diferenciales
resultantes de los balances de materia por el método de colocacidn
otrtogonal empleando los polinomios ortogonales de Lobatto, evitando
asi los problemas de estabilidad y tiempo de cédmputo. El1 modelo de
Emig es para una columna de platos, incluyendo el balance de energia
Yy treaccidén en ambas fases. Su modelo es probado para la produccidn de
acido nitrico. En el presente trabajo utilizamos el modelao propuesto

por Yeung.
C 1) Planteamiento del Modelo

Se tiene una columna empacada (ver fig. 1.4 a 1la cual se
alimenta una mezcla de gases que contiene a la especie A por la parte
inferior a una velocidad volumétirrica G'. La fase liquida fluye desde
la parte superior a una velocidad wvolumétrica L, Yy contiene al
reactivo B. Se considera gque en la fase liquida ocurre la siguiente

reaccidn:

4 .

A+ b B > Productos

con una. velocidad de reaccidn

PAé —k1CACB ’ ’ (1.32)

Se han hecho las siguientes .suposiciones:

(a) Ambas fases estan en flujo tépén
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Figura 1.4 Esguema: de- lla‘cnlumna empacada .
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(b} Sdéilo unoAde los componentes de la fase gas se absorbe y
reacéicné

(c) Las concentraciones de soluto son bajas, de modo gque no
hay cambiocs significativos en los flujos

(d) Los componentes de la fase liquida son no-volatiles

(e) La operacidn es isotérmica y a condiciones de éstado

estacionario

(f) La reaccién es irreversible . -

(g) El proceso de transferanciavae~masg en la interfase se

aproxima por el modelo.de la’

(h) La caida de presidn en-la col a‘es despreciable:.

C.2) Balance de Materia Maérﬁsq

Los balances de matenia.dif

“Fase gasz

(1.33)

et ALCQLS e . .(lf;éqt.
A T8 N (umal8) e e e (1.35)
LV AST T SV e Al Bl .

‘2g



dbnde N'0 as’ el f}u\ a través de. la 1ntavfase gas—liquldo,ﬁ;f:N»

y s es‘e

1iqu1do,

Las

y estas sirven ;bmq__Eaﬁdiqipnes.“dg,(fﬁuhtera para las’ = ecuaciones
(1.33)-(1.35). el ' Rt

C.3) Balance de Materia:Diferencialv*

En la pelicula llquidarla‘e&ﬁéciéﬂ‘ de,'cbﬁﬂinuidaﬁ paka ‘A - se

simplifica a:

(1.37)
d?c : )
D — 2 _=pkCcC . (1.38)
B 2 1 - A'B ‘ N
dx :



a + as “'para‘ A
uacisén (1.37), de este

RS 1 0)

donde H* es la constante adimenéioﬁaligegl

soluto A, esto es, C H =Yy ,P,'éntance5 Hf
Av ALl e

Las otras condiciones de frontera son:

.dC
B

e (1.40).
en x=&
T o=cC ' (1.41)
c=Con ; ~ (1.42)
B Bl X . . B

El sistema de gcuaciones diferenciales anterior puede ser reescrito

en términos de las variables adimensionales presentadas en las tablas
1.3 y 1.4.



columna empacada

L/HB"
D_/bD
B ’/\
kMK
L a

a &/(v—a_&
ay v

T -

e
oo AL AL

o
. Vel. de reaccién/Vel. de transt.
de masa

. Razén de alimentaciones

Coeficiente estequiométrico
Factor de Absorcidon

Razén de difusividades

Razén de resistencias a la
transferencia de masa

Razén de volumen (pelicula-seno
del liguido)

Cantidad de A en el gas

-Canversidn fraccional de B
i Cantidad de A disuelta

Distancia adimensional desde

el fondo- (z=0)

de unidades de transferencia
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6 =60 /D =17k .
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n= -kL/H ko—k7 L

= Las ecuaciones: quedan:d

d{x . N K

. dC 'k'a B

4

dZ

—ar = -N(1?~.E»§)
dEc
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“won -las condiciones de

en
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r:luB ;
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du'v
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e e e
+ —3ﬁﬁ—f(145 VE sl
B -
n=1 8

entrada:
=0, -
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(1.44)

- (1.43)

(1.46)

(1.47)

(1.48)



y'paraf

(1.49) "

(1.50)

(1.51)

(1:52)"

(1,53

u =1 : (1.58y"

De ssta forma quedan establecidos los modelos matematicos para
dos tipos de reactores gas—-liquido. Sin embargo, nada se ha discutido
en lo referente al equilibric de fases ni a la transferencia de masa
con reaccidén quimica. Con el fin de profundizar un poca en estos

topicos, el siguiente capitulo tratara con ellos.



NOMENCLATURA.

Coeficiente esteqiométrico

- Area interfacial por unidad‘de volumen

<4

Reactivo A en fase gas

~

1)
Area axial del anillo

Hn

Area radial del anillo

"

Coeficiente estequiométrico

Reactivo B en fase liguida

-~
F~3
<

Coeficiente estequiométrico

Coeficiente estequiaométrico
Concentracidn mclar

Concentracion molar de la especie i~ '~

’ﬂ{j}/n N 0 Ww.o DD D:p R

Reactiva C en fase liquida

AP
R~
<

Concentracion molar de la especie i en fase gas

Calor especifico

k'l

Coeficiente estequiométrico

.

Coeficiente esteguiométrico

oA 00

Coeficiente de difusidn efectivo de la especie A

o
>

Coeficiente de difusidén efectivo de la especie B

o

Coeficiente de difusion efectivo de la especie C

0

Reactivo D en fase gas

Coeficiente de dispersidn radial

"

[ R = R v

Coeficiente de dispersidn axial

R

m

Reactivo E en fase liguida

~
~

Generacisén debido a reaccidn

w

>

Generacién debido a la adicién interfacial

el
n

Flujo molar de gas

Flujo volumetrico de gas

Constante de Henry

I T a0
*

Constante de Henry adimensional
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i Componente i

difusivo

K. ‘h%é’dé tpaﬁsférenéi§ qg masa .
kz o ”Cbeficieﬁééfdé'éréﬁé%éFéﬁéiérde'mésa bajo absorcisn fisica
k: e Cdeficiente de transferencia de masa con reaccién quimica
Kr : Difusividad térmica radial
Ko Difusividad termica axial
k: ) Constante de velocidad de reaccidn
kz Constante de velocidad de reaccién»
e Flujo volumétrico del liqguido
Nj Flux molar en la direccion j
N Cantidad molar
L Fresién total
§ ‘Ff Presién de vapor del solvente i
q. Calor liberado por otra fase
a, Calor liberada por reaccion
Q Definido por la ecuacidn (1.6)
r Distancia radial
i Velocidad de resaccidén para la espacie i
! R Definido por la ecuacidén (1.7)
S Area transversal de la columna
t Tiempo
v Fraccién de volumen ocupado por el 11qu166 o - L
v Velocidad de fluijo o
v Volumen del anillo
VR Volumen del reactor s
b Distancia en la pelicula .
Y. Fraccion mol de la especie i’ en.
z Distancia axial £
= Longitud total del empaque en la columna
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TRANSFERENCIA DE MAS
EN REACTORES S QU

“Los cuatro campos principales donde se utilizan las reacciones

’gaseliquido en la industria quimica'éon:

(1) Procesos en fase  ligquir oxidacién,. hidrogenacién,

sulfonacién, nitracion, haldéénaczén,f [ ¢61i¢Dﬁden5acién %

polimerizacién (L1, [21, £31).. .

. (2) Levado de gases. CO_, _Hgs,; ;p,~=902,1,mo, NO, NO, HF,
SiF , Cl , F.0 , e Hidrocarbures. B '
; 4 z 2 5 ST
(3) Manufactura de productos. puros. HZSD4’ HNUS, BaCDS, BaClz,
4cido adipico, nitratos, fosfatos, etc. '
(4) Sistemas bioldgicos, fermentacion, oxidacisn de lodas,
produccidén de proteinas a partir de hidrocarburos, y oxidaciones

bioldgicas.

El corazén de estos procesos es el absorbedor o reactor de una
configuracidén determinada, tal que sea la mejor para llevar a cabo el
proceso. Su seleccidn, disefio, tamafio y comportamiento dependen de 1la
hidrodinamica y dispersidn axial, transferencia de masa y galor, y la
cinética de reaccion.

Dos textos tratan casi esclusivamente con el sujeto de
transferencia de masa con reaccldn guimica, la gxposicidn
admirablemente clara de Astarita (41 y Danckwerts [S51. Desde entonces
han sido publicados un caudal de tirabajos tedricos y experimentales

sobirre 21 tema. El objetivo de este capitulo es presentar algunas



opiniones-~en > torng: transferencia 'de ‘masa en’  reactores

ganliquido;

A)  ABSORCION ‘FISICA
SRR Lo AL RS A S S :

Si consideramos primero la absércién fisica, es decir, el gas
disuelto en el liquido sin reaccionar, la representacidén basica para
el transporte del gas soluto esta basado en el concepto de aditividad
de una resistencia en la fase gas y otra en 1la fase liquida,
suponiendo que la resistencia interfacial es despreciable. La

velocidad de absorcidn es entonces’

¥ =N a =kalp, -p.)=ka (Ca-Ca)) 2.1)
donde av es el 4rea interfacial entre el gas y el liquido por unidad
de volumen del sistema, Nﬂ.V es la velocidad promedio de transferencia
de gas por unidad de area, P, ¥ pAi son las presiones del gas soluble
en el seno del gas y en la interfase, A" es la concentracion de aas

disuelto correspondiente al equilibrio con p Y CAO es la

]
concentracién promedio de gas disuelto en el senDA;el liguido.
kP es el coeficiente de transferencia de masa “verdadero* del
lado del gas. Es posible referirnos a este como el inversa de 1la
resistencia de la pelicula gaseosa, lo cual implica una pelicula de
gas estancada de un espesor finito 50 a través de la cual el gas
soluble s transportado por difusidn molecular (mientras el seno del
gas mantiene una compaoasicion uniformel.
kL es el coeficiente de transferencia de masa fisico del lado
del liquido gue se aplica en ausencia de reaccién guimica. La
absorcion es fisica cuando las moléculas de gas disuelto no  pueden
ser divididas en las categorias de reaccionantes y no-reaccionantes.
Fara el proceso del lado del 1ligquido, tres modelos basados en
diferentes hipdtesis acerca del comportamiento del liguido conducen a

expresiones difersntes para k .
L
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'A.1) El Modelo de la Pelfcula.

Este modelo supone una pelicula estancada de espesor 6L en la
superficie del liquido proéxima al gas, mientras gque el resto del
liquido mas alla de 1la frontera de la pelicula mantiene una
composicidédn uniforme por agitacidn turbulenta L&l. La conveccidén se
supone ausente en la pelicula liquiday, dentro de 1la cual el gas
soluble se transporta solo por difusidn molecular. La concentracidn
eri la pelfcula cae desde €a” en la interfase hasta CAD en la parte
final de ésta, es decir, en el seno del ligquido. Este modelo conduce

a la siguiente expresidn para el flux promedio:
N = (D /6) (Ea"-Ca ), k =D /5 (2.2)
av AL o L AT L

daonde DA es la difusividad del gas disuelto en el lfiquido.

Las propiedades hidrodinaAmicas del sistema gas—liguido se toman
en cuenta por madio del espesor de la pelicula éh, el cual depende de
la geometria, propiedades fisicas y agitacién del 1liguido. Aungue
este modelo no es muy tealista (experimentalmente se ha encontrado
que kL varia con Dﬁ's), tiene la ventaja de su simplicidad. Algunas
predicciones basadas sobre este modelo, especialmente cuando ocurre
reaccion quimica, son muy similares a aquellas de modelos mas

sofisticados.
A.2) Modelos de Renovacidn Superficial

Aqui suponemos el reemplazo periodico de elementos de liguido en
la interfase por 1liquido que viene desde el interior, con una
compasicidn media del seno del liquido. Mientras el elemento de
liquido estéd en la interfase y expuesto al gas, este absorbe gas como
si fuera una capa estancada de trayectoria infinita. La velocidad de

absorcidn es una funcién del tiempo de exposicidn del elemento,



‘sisndo répiﬂa 51 inicio.y disminuyendo con 21 tiempo. Este +tipo de
'Peemplazokdel liquido puede ser llevado a cabo emn un reactor por
circulacion turbulenta del liquido, o en un sistema laminar por
discontinuidades del flujo. La forma original del modelo de
renovacison superficial propuesta por Higbie [7] supone que todo
elemento de la superficie es expuesto al gas en una misma longitud de
tiempo 6 antes de gue sea reemplarado por ligquido de composicién del
seno. Durante este tiempo, todo elemento del liquido absorbe la misma
cantidad Q de gas por unidad de &area, ¥y la velocidad promedio de
absorcidn es Q/6. La ralacisn entre 8 vy HL es derivada a partir de

las ecuaciones para absorcidén fisica en liquidos estamncados [81.

Q=2 (CA*—CAO) (L)Ae/r:)"z (2.3).
N = qQs8. =2 {Ca"-Ca) (D.rom? (2.4)
av T HAEE o TRA TEASY LS , M
K = 2(D vemy¥* T (2.5

L. A

Las propiedades hidrodinaAmicas del sistema son tomadas =n cuenta por
maedio del tiempo de exposicidén 83 de este modo kL ests definido como
el valor medio del coeficiente de transferencia de masa durante el
intervalo de tiempo t=0 hasta t=6. La ecuacion (2.5) muestra que el
coeficiente de transferencia de masa del lado del liguida es
proporcional a la rafiz cuadrada de la difusividad, de acuerdo con la
evidencia experimental.

La suposicién de Higbie de igual tiempo de exposicidn puede
aplicarse, por ejemplo, para la absorcidén de gas en el movimiento de
burbujas sepatradas, en enjambres de qotas rigidas de liquido, en
chorros de ligquido y en peliculas liguidas laminares. Sin embargo, el
modelo de tiempo uniforme no €s real para los contactores gas—ligquido
industriales coma en columnas empacadas, columnas de platos vy
recipientes mecanicamente agitados. E1 modelo de Danckwerts ([8]

supone en lugar de esta, gue la probabilidad para gque un elemento de
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can

la interfase gea reemplazado por un,remuiinu fresco es  independiente
‘de la longitud de tiempo por'eL cua}"éstE"ha sida expuesto. Esto
énndgce a ‘'una distribuciéu egtécidnania de edades en la superficie.
En lugapr del tiempo de expuéicién"e, la® velocidad de renovacion
superficial g es introducida.fEécribiendm gque la probabilidad de que
al elemento interfacial pﬁeda desaparecer entre el tiempo t y t+dt es
igual a la preobabilidad dé.qﬁe égté'élemento exista al tiempo t, sdt,
conduce a- la siguienteire}aciéﬁ;entre sy kL:

N = AD )2 (CA*-Ca ) = k. (Ca™~Ca ) (2.8)
ol A e e e 4 L o g :

(2.7)

Aqul - nuevamente - las ‘pﬁppiédgﬂes hidrodinamicas del sistema san
témadas en cuenta pur"uhﬁ‘§616'~pérémetro s, la frecuencia de
. renovacion superficialj {/s’ puede’ ser considerado como 1la vida
promedio de los elementos interfaciales. La ecuacién {2.7) muestra
también que kL es bropur:ional a la raliz cuadrada de la difusividad.
El uso practico del modelo de Danckuwerts esta restringido a c«asos
donde se tiene élgun conocimiento a priori acerca de la frecuencia de

renpovacisn.

A.3) Comentarios Sobre el Uso de los Modelos

El significado fisico dado arkL es diferente en cada uno de los
trres modelos, como puede ser visto en la figura Z2Z.1. 8in embargo,
ellos vonducen a la misma prediccidn en lo concerniente al efecto de
la fuerza motriz CA*—CAO en la fase liquida sobre la velocidad
de transferencia ppqm;dio NGV. Los modelos de Higbie vy Danckwerts
predicen que kL es pirroporcional a (DA)llz, lo cual esta de acuerdo

con muchas observaciones experimentales, mientras gque 21 modelo de la
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pelicula predice gue k‘ varia'co“' ND Dbstante,'es dificil hacer

una prueba exacta de estn dependencla, dEbldD a que las difusividades
de los gases soluto 'son d1f1c1les -de - determinar, como versmos
posteriormente. )

Aparte de esto, cada modelo contiene un parametro empirico:
espesor de pelicula efectivo 6L, tiempo de exposicion efectivo &, Y
velocidad efectiva de renovacién superficial s. Consecuentemente,
cuando se esta prediciendo la velocidad de absorcién promedic fisica
para condiciones de gran escala, una no puede esperar mejores
resultados a partir de modelos refinados de aguellos de correlaciones
empiricas patra los coeficientes de transferencia de masa definidos
inicialmente por Whitman [6&61].

De hecho los tres modelos pueden considerarse intercambiables
para muchos propdésitos, y es una cuestién de conveniencia cual de los
tres se utilice. Como lo explica Danckwerts [5]1, en ciertos casos 1la
solucidén matematica puede encontrarse analiticamente para un modelao,
mientras que para otro debe ser calculado en forma numérica. LLos
calculos relacionados con el modelo de la pelicula son los mas
simples, ya que involucran sélo ecuaciones diferenciales ordinarias.
Expresiones analfticas para la velocidad de absorcién promedio Nuv
derivadas a partir del modelo de Higbie son en general mas

complicadas que las del modelo de Danckwerts.

B) TRANSFERENCIA DE MASA CON REACCION QUIMICA

El tipo de sistema quimico que ha recibido la principal atencion
es aguel en el cual el gas disuelto (componente A) sigue una reaccidn
de segundo orden irreversible con un reactivo (componente B) disueltio
en el liquido. FPara los propésitos presentes el gas es taomado como
puro, tal que las complicaciones que surgen por la resistencia en la
pelicula gaseosa pueden ser eliminadas. ta estequiometria de 1la

reaccidn es representada potr
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(2.8)

8i.-las - condiciones de estado estacionario existen en la

vpélicu}a, los balances de materia para los dos componentes son:

4
D, -£l~%iL— - k, Ca Cn =
dx ) i

o]

(2.9

. 2 : e
p |92 ! _ 5k cacs
B dxz . o 2 R

n:
<
B
i
=2

Aqui X es la distancia en el liquido desde la interfa5é, 3 DA‘vy_fDé‘

son las difusividades de @ y B en el liquido.

Las condiciones frontera en la interfase gas~liquido son: . i .=

ca = ca” en x = 0 ; 2011
—9€s  _ g . en x =0 (2.12)
dx

en la orilla interna de 1la pelicula liguida (éL), la- - condicién

frontera para el componente B es

Fara obtener la condicién frontera para el componente A, ésta debe
indicar que alguna cantidad de A reacciona dentro de 1la pelicula

mientras el resto es transferido a través de la pelicula y reacciona
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en.el sehuidEL,lLﬁuiﬁb ]Si‘a :esfel]ahgafingérfacéal especi{fica (por

”uﬁidéqhdé volumen: de la - retencién  del

liquido; el volumen:de “ser  escrito como
(B/a) =5, :

Algunas formas tlpicas”ﬂe;peffiiés

figura 2.2.

Una solucioén-analitica complepa_ﬁérx‘ias‘ééuéciénes (2.9)=(2.13)
no es pasible, sin  embargo pdéden[ ES#&Qia;sé ‘un - conjunto  de
soluciones numéricas vy analiticas” ﬁéﬁé"parté del rango de las
variables. Los resultados- de esbas,‘ﬁdlpciunes son discutidos en

términos de un factor dé mejora B (o factor ‘de  reaccidn) definido

por:
(2.14)

Este puede ser cumparadd con la écua¢i6n (2.2) la cual se aplica .en
ausencia de reaccidn. Cuando es maynh‘qua 1, E representa la razédn de
la velocidad promedio de absorcion, Eh'pbééencia de’ una reaccidn, .a
la velocidad piromedio de absorcion fisica con una concentracién cero
de componente A en el seno del liguida.

Una grafica de 1la solucidn completa—de este  conjunto de

ecuaciones se presenta en la figura 2{3,‘eh: la ' cual el factor de

mejora £ se grafica como una funcioniidel. parametro adimensional

(numero de Hatta)l:

(2.15)

Ip = (D /2D.) (2. 16)
LBl :
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y de la razén entre el vnlumen del llqu1do asoc1ado con’una unxdad de

espesnr

area 1nterfaczal yi el pavémetrc de de la pelicula

(2.17). .

El ‘'significado f151c0 de las{ biéﬁtas por la figura 2.3 se

aprecia mejor considerando’ los s coirrespondientes. Esta ftigura

es muy importante para éeleccxona p@) dé reactor gas—liquido,

asi como el valor del nuim :H’tﬁa provee una importante

indicacidén de si se requiere de: a gran érea interfacial especifica

a_ o una gran retencidon de,l q 4a:una determinada reaccion con
una constante de ve10c1da ! los‘fsiguientes parrafos se
consideran cuatro regxnnes i i :
B.1) Reaccidn Muy Lenta - {Regldn A)

Ha < 0.02 B

No ocurre reaccidn en la pellc a'ﬁla ffénsferencia de masa es
usada para mantener la concenbrac1on del seno del 1liguido del
componente A (CAO) cercana. a la de saturac1on CA* (fig. 2.2a), y por
lo tanto se reguiere de una aArea '1nterfac1a1 suficiente para este
propdsito. El reguisito mas importante es una alta retenciodn de
liquido; el uso de una columna de bwrbujeo seria recomendable. Si CAO
1 CA*, entonces la velocidad de transformacidn del componente A  por

unidad de volumen del reactor es

R = kCa'Ce g : (2.18)
A 2" o

Cerca del limite entre las regiones Ay B en la figq. 2.3, donde

realmente no ocurre reaccion en la pelicula, la concentracién de A en

el seno del liquido CAO es determinada indicando que la cantidad de A

48



1000 REACCION RAPIUA

fig- 2.3 Factor de

CUE PSEUDO~PRIMER =
- " ORVEN fp=w
500
| | 100}~
| ' 100
i =
. ) l so SEH1
MEGION ¢ REGION ' nggion o B R
A i B 1 C A .
—q L b Co— O S, .7'~’,—+—e—‘“~ff”1o
! R -5
l 3
] | .2
10 ! - -
1 T 1000
) i
E L S
e U REGION . D
5 | 1 »
! o A
[}
]
] |
0 | I NEACCION nAPIOA
; I EN LA PELICULA
i L !
neaccron
MUY LENTA NEACCION MOUDERADA EN
EN EL SEND LA PELICULA Y RAPIDA
cr S EN EL "SEND ~ _
Ao = Ca} Cra=0

REACCION

MODENADA £n
S
ENO ¢, =

graficada contra el namero de llatta. La escala de

vrdenada es lineal abajo de 1, logaritmica arriba [91.

v

mejora  para una reaccidn de segundo orden,

la



(2.19)

A2.19a) -

V=N a =k ach*u + Kk a /pkCa )7 ' o (zi200
La ecuacién (2.19) significa que, en el caso de una reaccidn quimica
muy lenta (CAO = CA*), la velocidad del procesoc de transporte esta
completamente determinada por la velocidad de reaccidon quimica. Como
puede verse en la ecuacién (2.19a), la condicién para una reaccion

muy lenta es

8]

.
k)
o

Bk Ce /K a << 1 (
2 [e] L v

B.2) Reaccidn Lenta en el Seno del Liquido (Regidn B)
.02 < Ha < 0.3

En este caso una cantidad apreciable del gas absorbido reacciona
antes de salir del reactor, pero una proporcion insignificante del
componente A ireacciona en la pelicula. El proceso es esencialmente
una absorcién fisica seguida por reaccidn en el seno del liquido. Las
ecuaciones gobernantes son nuevamente (2.19) y (2.19a). La condicidn
ahora es gque la reaccién debera ser lo suficientemente rapida patra
mantener CAO cercana a cero en el seno del ligquido (fig. 2.2b) y se

deduce a partir de la ecuacidn (2.1%a):



e g S b ;;n:fx R S : e R
QRZCad/LLav’/} 1 : o f2.?2)7
ademas, la retencién de liquido débe“ser~grande. Cuando la condicidén

(3/a ) (k. /D) » 10° o a D /Bk < 1075 T (2.23)
v L A v A L

no se verifica, el factor de mejora E es substancialmente menor que 1
en la parte de la regién B (fig. 2.3) donde Ha < 0O.1l. Asi, para la
importante situacién de una reaccidn lenta con CAO y E=1, esto es,
-las condiciones (2.22) y (2.23) se cumplen,
¥ =N _a =k a(Ca’-0) =k a Ca” =R, (2.24)

tanto el 4area interfacial como la retencién de ligquido deberfan ser
altas; el uso de tanques agitados mecanicamente seria recomendable. La
ecuacisén (2.24) significa gque la velocidad del proceso de transporte
esta completamente determinada por el transporte de masa a través de
la pelicula. El flux de masa atravesando la interfase s proporcional
a kLav. Como es explicado por Charpentier [91, este resultado es 1la
base para utilizar una treaccidn quimica para medir kLav directamente
de la velocidad de absorciédn cuando CA* se  conoce, sin importar el

grado de mezclado de la fase liguida.

B.3) Reaccién Moderadamente Rapida (Regidn C)

0.3 ¢ Ha < 3

En este caso, la treaccidén es lo suficientemente rapida para que
una cantidad substancial de caomponente A reaccione en la pelicula en
lugar de ser transferida sin reaccionar hacia el saeno del liguido
donde, debido a la reaccidén rapida, CAO es muy baja (fig. 2.2c).

Cuando la treaccidn que experimentd el gas disuelto fué lenta, en el



sentido de las saccionele.I' y;.BJZ,; la  velocidad a 1la cual el
componente A sin reaccionar se difundla desde el final de la pelicula
hacia el seno del liquido fué la misma que la velocidad a 1a cual
éste se difundia a través de la pelfcula desde 1a interfase. E1
perfil de concentracidn de A en la pelicula de difusién fué una linea
recta (ij).

Ahora, como una cantidad substancial de componente A reacciona
en la pelicula, la caida de concentracidn es mias rapida, tal qua el
gradiente de concentracidén en la superficie (ii’) es mayor gue aquel
en final de la pelicula (jj'). La razén de la velocidad de absorcidn
a la velocidad de transferencia de gas sin reaccionar hacia el seno
del liquido es la razén de las pendientes de ii’' y jj’'. El factor de
mejora E es la razédn de las pendientes de ii’ y ij. Asi, si E es
apreciablemente mayor que 1, la reaccidén tiene un efecto substancial

sobre la velocidad de absorcidén.

B.4) Reaccidén Rapida en la Pelicula de Difusién (Regién D)
Ha > 3

La reaccidén es rapida y ocurre completamente en 1la pelicula
liquida durante el transporte del reactivo A (fig. 2.2d). La
concentiracidén de A en el seno del liquido es virtualmente cero. De

este modo
=N a =Ek acCa" (2.25)
v L v

Para tales reacciones, la velocidad de absorcién sera mayor si el
area interfacial es grande. Asi, una area interfacial alta es
requerida en el reactor, perc la retencion del ligquido no es
importante; el uso de una columna empacada o una columna de platos es
recomendable.

Van {revelen y Hoftijzer [10]1 calcularon un conjunto de
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soluciones aproximadas indicando que el factor de mejora puede sar
expresado como una funcion del namero de Hatta [ecuacion (2.15)1 vy
el parametro de difusidn—concentracioén [ecuacion (2.16)1. La relacidn
entre E, Ha, y Zb = Ei~1 (dado en la fig. 2.3, regidén D, o en detalle

en la fig. Z.4) es expresado matematicamente por

Ha C(E _-E ) / (El—1)31’2

E = o (2.26)
tanh [Ha [I(El—E)/(Ei—l)] 1

donde E,l es el factor de mejora correspondiente a una reaccidén
instantanea. Fara un valor dado de E, (o Zp + 1), un incremento en Ha
1

trae como consecuencia un incremento en E hasta un valor limite E=E§

i

E.= 1+ (D /2D ) (Ce /CATY. - L s
B A o Sl

Se pueden identificar Varios tipos“de> cohpnrtamientn 11mitg*

fig. 2.4.

RAFIDA DE FSEUDO-FRIMER ORDEN 3 < Ha < EL/2.

Si la concentracién del reactivo B en el seno del 1iqdido es
mucho mayor que CA* (ver fig. 2.2e), la cinética de la reaccién es de
pseudo-primer orden (k‘=k2Ca }o bLa ecuacién (2.9} con la condicién de

frontera (Z2.11) y con CA=CA° en K=6L produce

. kZCHo 1/2
Ca = ——1hm wa |B4 sinh x —v,

o3



. 10‘:"""3’"“l""'ly"l“.‘ll“l'l"” - 1= .|’-,lv!n_|

'f'.ig.“ 2.‘4 Factov de mejuv:é Ppara u'na-,l-e.acclbn de segundo orden
para numeros de Hatta may'g;n'-es que 3 [101.



. Ha
tanh Ha

2.28)
u mejora cae muy
\cercanu a‘la d1agonal 11m1tan ‘Fisicamente ésta
sxgnlfxca:que el  reactiva It la superficie lo
éﬁcifiénhevpara preveni quelr una disminucién
sxgnxfxcante, asi que Cn se mantxen velocidad local
de reaccidn de gas dxsuelta es ki CAC )
Comop también Ha > 3, tudD : isuelto reacciona en la
pelicula de difusién y nada se: dif y
del ligquido (CAO)- El pEPfll de

2.2e. De este modo

in. reaccionar hacia el seno

cidn es mostrado en la fig.

N, = k Ca"(Ha/tani (2.29)

y, como puede verse en laifi llega a 13 aproximacion, -

(Z2.30) ¢
Cesto- es, ;
N = cCa" Kk c:ni’)*.’»? (2.31)
W=N_ a =a, ca* D,k Cn )’L’2 (2.32)
av v .
' EQEdFFCbrPespande. a la absorcién can una  cinética rapida de

pseudo-primer orden. De este modo, el espésof'de'la pelicula, o el
valor de k LY B8 irrelevante y no aparece en la expresion de velocidad
promedio de absorcison N 0 para la velocidad de absorcidén por unidad
de volumen %.

S5



VREACCiDNYINSTANTANEA; Ha > 10,5;' IS i

Fuede ser visto en la fig. 2.4 qué, para un -‘valor dado " de Ei
(esto es, para valores dados de =z, DA, Ds’ CA&, Yy CBO) cuando
Ha > EU un incremento en el numero d; Hatta conduce a un valohr
limite E=EV {La constante de velocidad de‘ reaccidén es alta, la
concentraciéon de reactivo B es mucho menor que la solubilidad del
gas, o la velocidad de transferencia de masa fisica es bajaj; el gas
disuelto A reacciona instantanszamente con &l componente B. Existe un
plano de reaccidn por debajo de la interfase a una distancia 5r donde
la concentracison de ambos componentes es cero y 1la velocidad de
reaccién es igual a la velocidad a la cual los dos componentes pueden
difundirse hacia el plano de reaccion. La cindtica real entonces es
intrascendente. El1 perfil de concentracidén es igual al mostrado en la
figura 2.2f. El reactivo B es eliminado en la vecindad de la
interfase, tal que 1la velocidad de conversion es determinada
unicamente potr difusion.

La velocidad a la cual ambos componentes reaccionan en 21 plano

de reaccidn es

ZD [(CA™-0)/51 = D _[(Cs ~N /(& -5 )13
A r B o L r

de donde:

& = 1+
r

N

L}

av

Ce
(=]
'CA*']

ésto es,

Z
]

(2.32)

av

ey



i(2.32a)

"B.5) Parametro de ‘Conversién en la Pelicula;-Sighifi:ado,'del Namero
HES A e _ . e e B

Al utilizar el modelo de la pelicula en la ausencia de

" resistencia en la fase gasensa hablabamos de que si " la reaccién es
lenta, rapida o intermedia, es interesante enfocarnos sobre una

unidad de superficie de la interfase gas—liquido y definir un

parametro de conversidén en la pelicula:

conversiédn maxima posible en la pelicula P
transporte difusivo maximo a través de .la pelicula

RZCA*CﬂosL kéCaoéi’ D k_Csy. 2 - B
M= r = = — = Hal (2.33).
D L(CAa —-0)/& 1 D . ok -
A L a S 5

Si Ha® »» 1, toda la reaccidn ocurre dentro de la pelicula, y el area
superficial es el factor controlante. For el contrario, si Ha® << 1,
no ocurre reaccién en la pelicula y el volumen del seno del 1liquido
controla la velocidad sin beneficiarse con un incremento en el Area
interfacial. De este modo, como vimos en secciones previas, 21 numaro
de Hatta es realmente el criterio para saber de la necesidad de wun
gran volumen de ligquido si la reaccidn ocurtre en el seno del liquido
(Ha < 0.2%) o si se lleva a cabo en la capa limite (Ha > 3) reguerir
de dispositivos que creen una gran area interfacial, o si se lleva en

ambos sitios la necesidad de un gran volumen de liquido y wuna gran



ares interfacial. La tabla 2. Dresenta uatcs tip1ucs de a

varios equipos de LOntaCtD Qas—liquldo.

La transferencia’'de masa "y 'la c;nética~ dé‘ila"réatcién son
tomadas en cuenta ‘en el numero de Hattal En un’ re ' dxseﬁado para»

una reaccisdn particular con una constante de: velcc dad ks el v=lor

del numero de Hatta es un. indicador de la magnltuu de, ;2 retencxén'
_del liquido y del area interfacial. Paquer1das. FPor. alf :Dntrario,v an
un reactor existente, éste 1nd1ca la. conversion - la cual'1a cinetica
de reaccidén por un lado o el coesficiente de,transferéﬁciéMdé‘ masa- -y
el-area interfacial pdﬁ‘ el ‘otro, ;deberén"confrblary ia»bvelccidad

alabal.

C) SOLUBILIDAL

El d1seﬁa de 'qu1po para la separac1én d1fus1unal de una mezcla

Agas-llquldc esta ‘determinada’ pur dns cons1derac1ones Brincipales: 1la
distribucien ds componentas entrelas fases ' en un - estado de
equilibrio termodinamico {(solubilidad de gasés en un  liguido) Yy 1la
velocidad a 1l1a cual la transferencia  de' masa ocurte bajo las
condiciones prevalecientes {(difusividad del 1liguido y reacccion
quimical). Por lo tanto las solubilidades y difusividades de gases en
liquidos son siempra2 requeridas. Obtenat+ los datos es por lo general
un problema desatiante, debido al amplioc rango de solutos y solventes
gue se puedan encontrar en la practica.

Aungue la teoria sobre solubilidad y difusividad todavia no ha
proarasado hasta &1 punto donde las prediccicnes  tedricas- sean--lo
suticientemesnte confiables, se han irealizado muchasvesfuarzos en esia
direccidn. En esta seccidn @ presentamas las correlaciones mas
representativas v sus referencias. Siempre se debe mantener en mente
gue tales relaciones son usadas sélo &n ausencia de datos
exparimentales y después de realizar un cuidadoso estudic de las

condiciones de validez.



CTABLA Z.1° ‘
Cosfizientas de Transferencia de flasa 'y Areas Interfaciales

Efettivasven Reactores Gas—Liquido:

plil. Tk JEEI T k; T "av
- (% vol : (gh\al‘/:mz S em/seg) -(l:rn""/c_;na
" Tipo ‘de Reactor DL gas%lxq),f“ éegﬂ%tm)*” IR s reactor);
COLUMNAS EMPACADAS
Contracerrientes Caogmei 6y@3~2f
Corriente Farslela - - ~2f95 G eI St
COLUMNAS DE PLATOS == smum s ommn 20 e S e o Rty
Tasas de Buwrbdjeo 0 - 10-95 G.5-2 Tt 1-5 1-4
Flatcs Ferforados . “10-95 CUGUBRET e e gm0 T e
COLUMNAS DE BURBUJEO
Columnas de Burbujeo
Empacadas - L E0-98 0.5-2 1-a 0.5-3
Reactores de Tubos
Horizontales 5-93 0.5-4 1-10 0.5-7
REACTORES DE BURBUJEO:
MECANICAMENTE : .
AGITADOS 20095 1-20




C.1). Solubilidad de Gases en Liquidos

Diferentes apromln=:1an=s han =1Go re=11zadas, depend1andc,de si

las solu;1one= son EIECuFDlltlcaS o no—elactr011t1c=5

Las prlnc1pa1es Tfuentes pdra obtener_ e
[11] OS5
contienen datos termodinamicosy el apend1:e"3 del tewto de Hzldebrand

ét."al;EIZJ; el articulo de Wilhem y Battino Ei’].-el ccual. ‘aparecid

gases son los manuales de Sexdell‘ b L1nk5y

enla literatura al Tinal de 1973,; ¥y articulos mas Peciéntes de
‘Prausnztz et. &al. [141, Battino et. al. [153,vHildebrand y Lamoreaux
L161, ¥y Fleury y Hayduck 'L171. Battino y Cleveh(tlsj dén una revisidn
amplia'de los aspéctns fisico—quimiccsrde solubilidades de gases en

liduidps,'inéluyeﬁdu}aﬂn,sales fundidas .y -metales liguidos.

€-1.1) No Electrolitos -

Un cam1no

donde p
equ1l1bv1n con la fra c51é

en la solucidén.

Si suponemcs un comportamiento’de ‘gas ‘ideal, . la fraccién mol del

g&as disuelto es

1o

&0



. - : . ‘- O’ ‘ 1
%7 = CiRT/0= p Vn®) + 13
A : A :

donde R es 'la constante de& ‘los gases, T ~“estd en 7k

y Ve® ‘ez el

valumen molar del solvente puro.:

La ecuacidén (2.35)7es’lal dproximacisdn ia baja presison de ‘la

relacién termodinamica

(2.37)

(2.38) -

andE»fA es la fﬁga@idadvdel5gasfsb1utn, medida en 1a  fase  gas. ia]
seneralmenta se incrementa con Un aumento &n-la temperatura, mientras
aue la solubilidad del gas disminuye. En una solucidn idesl, el cual

es 2] caso o= MmUYy pocos sistemas gas—liguido, HH €s constante pars un

pat dz soluto-solvente a una TeEmperatura dada. Cuando la Traccidn mol

de la fase gas R s usada en iugalr de la presidon s parcial, a
constante de eguilibrio es KH/P, v &1 termino de eauiiibric entonces
también depende de la prezion toial F.

Cuando la temparatura v la ptresidn son constantes, los valores
de eguilibrio correspondientes & una KH constante =son exprasados
graticamente poi una * ilinea ce equilibrio ¢ recta ;as;ndq_ a traveées
del origen can una pendiante ds Kuo o H. o . .

La termodinamica nos recuarda que la ley de Henry es  aplicable
salamante sobre un ranco resiringidoc para sclucionss diluidas, io
cual significa an ia oractica gus &3 una ley limifada para gases poco
solubles ¥ pars en . haja concentracidn. Fara Aestps

Cas0s, alagunas

vy. H para sclucionss  &cuocsas de



diferentes gases puaden ser sncontradas por  sjemplo en  referencias
tales como el manual de Ferry [19] y el texto de Ramm’'s [20]. Fara
altas concentraciones la solubilidad =5 generalmente menor gue: "1la
dada por la ley d2 Hanry, en tales casos Kuo o H dependen de 1la
composicion del liguido, y. la linea de eguilibrio  viene ' a ‘ser ‘una&
curva de eguilibrio. : : )

La' constante --de Héhry puede . predecxrse q‘é ;’partif» .del

compartamlanto deisolucidnino ideal- a través de la: relac1én

donde P ;
es su coefxcxente‘ de act1v1dud ‘tagui;’ a?,’

acuerdo:con. 1a tenria de suluc1ones reqular‘

de actividad puede,cayculanse a partir de:

] : .y B fu*). ; ;” Jo : s
Iny, = 1n '[[’,‘,})aaeap’ [xA]maL] : WA/RT);(;‘S,A'

donde V

laos valores del parametro de smlubllxdad del solutn Y del ‘seno  dei
liguido. El parametiro de’ solubllldad as tamblén ﬂla densidad de
energla cohesiva, una medlda de las fuer:as entre las muléculas. dada

por

5 = (AEN°)"2 PN e

donde AE es la energia molar de vaporizacidn, ‘y . V7 95 '91 volumen
C,
pero tambien pueds ser considerada  linealmente variable con T/Tc.

molar. Vi es comun supanatla como el valor para un liquldo a’ 25 .°

o - e
Cuando €1 agua es el solvente, VA es determinada aproximadamente como
el volumen molar del componente gaseoso a su punto de ebullicién

atmosferico si la temperatura esta arrribs de la criftica.
. - (] .
Se pueden obtensirr Valoress de 5A, Sy ¥ VB a partir del textoc de

Reid v Sherwood [Z11 o para 579 compuestos a partir del articulo de



Wilhem 'y Battino L1330 " Un. andlisis  detasllado  de: las  eneirclias
cohesivas de& 31 nildrocarourcas ds difersnites familias posibilited - a

una simpiE coivreslacién para  predecir

Mafficlo et. al. L2223 oropon
la energia cohesiva de cualguier liguido hidrocarburo a partir de | su
‘volumen molar, las polaridades v el volumen de Van der Waals -del
arupo tormante. Tanbieén, =n 21 caso de= hidrocarburos, es importance
consultar un conjunto de ecuaciones dsrivadas por Heisrmer 231  para
calcular los volumenzs moliares a partir del  numaro de  carbonos -y
temperatura para hidrocarburos homdlooos en 21 estado liguido.

8i &1 tamano de las moléculas del gas soluto  difieren
grandemente de las del solvente, - la siguiente ecuacion Duédé 5Ser

usada:

I N U1V 8 WV PR L Vip IRy
A Bl ’ AR Al e O

Ty (= (VRTINS
‘A = A :

Las ecuaciones: (2.37) y {2.4C) han pﬁobada' ser 'muy‘ satisfactorias
para-soluciones dbnde el solvente y'él soluto énnyno—palates, Y 7para
solvEntes Tigeramente polarssz. Una discusidon mas amplia de estas
scuacicnes es dade por Battino v Clever [183. o
Fara pases soluto en solventes de moléculas grrandes, Chappelow y
Frausnitz {241 proscusiercn una ecuac:én modificada para v, en la cual
sSe toman en considaEracion 21 tamafic y forma de las molécuias. “Ellos
suministiran detos dz  soclubilidad de gaeses para 26 sistemas  de
hidrocarburos an el rangd dz temperaturas 25°-200°C en 1a vecindad de
1 atm. de presion. InToraacion complementaria saobre la solubilidad de
soclutos organicos en polimsros ha sido dada también  por  Maloney vy

Frausnitz T231. °

La dependencia de la temperatura de la - solubilidad ha sido usada
para chtener el calor molar de solucidn AH,“la('diferencié ~entre - la
entalpta molar parcial de un soluto alditucion infinité'fen ur
solvente, y la entaipia de un . soluto cﬁmb' gas  ideal a la  misma

- . .
temperaturas. En este casao, las oraficas - de . 1In XA ‘cantra 177 scn



lineales dentro de la exactitud. de medicion, indicando una AH
independiente de la temperatura. la cual pusde ser calculada a partir
vde'la pendiente. Sin embargo, para varios sistemas  binarios, ‘una
grafica de sclubilidad del gas contra @ la temperatura pasa.  por.. un

minimo. For ejemplo, al medir las solubilidades de hidrogeno, metano,
oY étaho en. hexadecano, biciclohexil y difenilamina, respectivamente,
en Bl rango de 25°-200°C, Cukeor y Frausnitz [2463 han observado gue la
solubilidad del hidrogeno sube y que la. del etano cas -con - un

incremento de temperatura, mientras que el metano pasa a través,devgp\
minimo cerca de 130°C. No es raro gue un, minima pueda. ser,iob;éﬁvada 

en-la solubilidad a bajas - presiones .para - algun - gas - en: cualguier

~solvente no-polar, suponiendo gue el ranoo. de . temperatura .es IID

suficientemente amplioc. i s -ies e : 7 :
Las leyes anteriores 'son+'apropiadas solamente a presiunés
moderadas, y si . se. utilizan .a . presiones altas se abtiene. una

~desviacisdn considerable de los resultados experimentales,. aun si X

> #

€5 pegusiia. BaftiﬁonrCIEvéPftiél han dado un términc para ajustar 1
solubilidad - de - gas  .en :agua, metanol, e hidrocarburos a altas
presiones, y la ‘solubilidad. - de hidrogeno en mezclas binarias v
ternarias de sdlvéntés hidrocarburos. También, ademis de considerar
el efecto de i; presién | total, ‘Drentlicher y Frausnitz (271 han
adicionado ;' Uh términa que toma en cuanta el efecto de la

composicién,‘Lé ecuaciénVCbmbinada as

% S (‘x:-u

Rl . -~

Fe TR vu.-n)
A

andE Ps; é;vlé pﬁesiéq“défvapnﬁ del saivante;vﬁ es la hrasi@h total,
¥ KH'es la constante  de -Henry ' ‘relacionada 'a: la fugacidad molar
parcial del ‘soluto ala presidn . de saturacién’del‘solvente; A Es un.
coeficiente empiricb carrespondiente - a V:(ég—és)z Jen lar ecuacisn
(2.39) y dependiendo solamente de la temperatura’ para: un -sistema

soluto-solvente dado.

&4



L&s correlaciones dadas ahteriurménte,pararsulventes ﬁD*le res
no socn satisfactorias. al predecir sclubilidsdes de gss =0 -solventes
polares ftales como el aoua.y alcoholes. Utilizando las  solubilidades
de 20 .gases (fig.. 2.9) en agua, mesanol, etanol, butanpl, acetona,
metil " acetato, Azido @ acético, etilen—glicol, v clorcbenceno,
saleccionadas de2 la literatura disponible, Haydueck y Lauwdie (283
desarrallaron una corrirelacion sistemitica en términcs de los enlaces
da hidrogeno. Los enlaces de hidrogeno Tuertes patece gue tienen el
efecto de sxcluir las moléculas de soluto. tos Tactores dzl enlace de
hidrbgena fueron definidos para cada gas, basados sobre la razéon - de
su solubilidad real & su sclubilidad ideal. Los factores de enlace de
hidrogeano para gases en agua son r2iacionados & aguellos en 1os
alcoholes normales primarios. Similsrmente, los factores de enlace de
hidrogenc en acatona son relacionados a squelios en metil acetato,
acido acético, v etilen—-glicol. Excepto cuanda el gas dﬁsuelfa
reacciona guimicamante con el solvente, las solubilidades del  agas
puaden ser predichas a partir de la ira2lacion entra los faciores. de
enlace g hidroag=no 2n los soclventes, supoanisndo gus por lo menos: - se
conoce la solubilidad de uwuno en 21los. Como  para locs solventes
no-polares, las solubilidades d= todos los gasss en agua tiendeﬁ
hacis uma concentracion molar constante & la tamperatura critica.  del

saolvente (fig. 2.5).

C.1.2) Electrélitos

‘Ua. sclubilidad de soluciones @lectrbliti.

»por 2] metadm ampirico de Van Krevelen. y Hthijzér ’ELOJri El cual
relaciona 'la solubilidad en 1a soluzion a aqu=lln en el solvente puro

a . la ‘misma temperatura

iog (H/H 7. = h 1 (205828
=10 B - -

o
o

Tregtimada v
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Fig-. 2.5 Solubilidad de gases en agua L[28].
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andE H;'fers :.—‘ﬂé “ita

‘solucidn

“coeficiente
las  especies

negativos presentes:

‘Van'Kreveleﬁ y Hoftijzer L1013, Barret t??], y Onda et. al. L301 bhan
éValuadO h para varias especies. Los. valores presentados en las
tablas 2.2 y 2.3 son caracteristicas de sistemas industriales. E1
efecto de la presisén sobre hu es pequefio hasta 200 atm.

Recientemente, Tiepel y Gubbins (31,321 presentaron una teoria
para los, efectos salinos sobire la solubilidad basados en la teoria de
perturbacion para mezclas. Esta teoria predice satisfactoriamente el
calor de solucidén y la dependencia con la concentracidén y presién de
los coeficientes de actividad de solutos no-polares como un efecto
no—-salino, cuando las moléculas y los iones no son muy grandes y la
asociacion quimica entre lus iones y el soluto no se 1lleva a cabo.
Cuando los iones son grandes o cuando existen fuerzas de asociacion
la teoria da resultados incongruentes.

En electrdlitos mezclados puede suponerse que H esta dada por

una expresidén de la forma:

logio (H/Hn) = h* 11 + h? lz FCE I (2.43)

donde 11 es la fuerza idnica atribuible a la especie electrolitica 1

N h1 es un coeficiente caracteristico del electrdlito.

&7
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- Coeficiantes _é‘aijinc’g’%‘hé”péra_ varios gases (l/gmol) o0
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Finalmenté, es impurfahté rEéDrdar'que:“laé propledadES'de la

En:tales

=oluc16n

solucidn ‘cambian cuando =1 gas reacciona con»la

casos las . ecuaciones dadas - todéVla" Pueden 5

:ap11carse '}a" la

DODCEI’\»I"E\CIOH del aas EOIUtO =1n FEECCIDHEI"-

"C.2) Difusividad en Liguidos

En Contrasie con la situacisn para ‘gases, no existen métodas
'teéricosysatisfacfarias para predecir difusividades en liquidos.  Son
né;ésafiasrdifénehtes aproximaciones dependiendo si la soclucisen es o
no-electrolitica. La mayoria-de los estudios han sido dirigidos ﬁa;ia
la estimacion de los® coeficientes de difusidn en @ socluciones muy
diluidas. Sin embargo, algunos atrticulos recientes reportan
variaciones substanciales ‘de la difusividagd del 'soluto —con--el
incremento de la concentracidn. Las teorias y métodos enperlmentales
obtenibles para la prediccidén de las difusividades en ligquidos Vhan

sido revisados con detenimiento por-Kamal:y: Canjar .C331.

C.2.1) No-Electrélitos

La: tablal 2.8 muestr % i correlaciones para*usaluc1one5

d1lu1da5 con los errcres pvcmadxn dadas e1d Y: Sharwnod [211 vy

-propnos autores. En ésta tabla (ga: ‘disuslto o

_rEaCtIVD), B es el salvente,'DA ésx el coefzcxente vde difusisn en

cm /seg, 7] Y m, son las v1sco51dades de 1a sulu:xén y del salvente

en-cF, T egfla temperatura absoluta en oK, ﬂs es el peso moclecular
del solvente, y VmA 4 Y - los volumenes moleculares del soluto vy
del solvente a su puntu de"ebulllclén‘ normal en cms/nmol. Los
valumenes moleculares de algunas substancxas simples son mastradas en

la tabla 2.5.




o TTABLA Zia )
RELACIOMES PARA LA DIFUSIVIDAD EN SOLUCIONES DE NO-ELECTROLITOS
: it : MUY DILUIDAS

Numero de .

Ecuacion 0 .4 o Ui Ecuacion:

(1)

2)

(&)

-85 0 =401

-0.6 "




Scheibel. E. Gi4=IND:
3.~ 'Sitaraman ‘et.al;
4.~ Reddy,. K. AL, ;and .Doraiswa

5.~ Lusis, M.A.._and Ratclif

Olhmer. p.F., and Thaka




R T TABLA 2.5
VOLUMEN MOLECULAR V. DE SUESTANCIAS SIMPLES (em /gmol) -
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Fara estimar la difusividad, "1a relacién de Wilke vy “Chang ':E34]
ha resultado ser muy convincentz. Esta ecuacién esta basada en - la
ecuacidén de Stokes-Einstein. En  esta  formula el pan'.‘ﬂ.metr’o‘ de
asgciacion x permite manipular diferentes solventes: x=2.4 para el
aguz, 1.% para 21 metanol, 1.3 para €l 2tanocl, v 1.0 para 1 benceno,
eter, heptano ¥y otros solventes no asociados. €l error  promedio gus
reportan sus autores es de 10Z: la relacidon no puede ser usada cuando
se forma un complejo entre el soluto v €l salvente! Fara isobutanol,
2tilén-glicol, y goliceraol, Akgerman y Gainer L[I5] hé\n aproximado el

paicdnetra de asociacidn por

;\.EVGP de substancia con enlace de hidr geno )T
o= AE del homdlooo y
vap

2L 44)

~1
2]



£l honélugu astd deiinido al substituir. un ‘grupa: —CHa por el arupo

-0OH. La 1ncert1dumbre en - asignar valores . .a.. x h resultédo en

Esfuarzos’para ‘eliminar este factor.

Fara moléculas de gas soluto pequeﬁa

La EcuaCién_lé.QSY-aé menos'facil de manxpular Lgue xlayrdem wilkg Y

'Chana,‘sin' Embarno;: Ia ecuac1cn‘ pvopuesta pn:,'GaihéP ,sdlabeﬁig
ut111‘a las prcnledades fisicas de ios constltuventes 1nvulucrad05'~y
trabaja bien con sistemas asociados vy no asociados vy con agua-

Arites de usar. alguna de las relaciones anteriores, se  recomienda
verificar para :uales sistemés gas—1liguido operan y las condiciones de

su_aplicabilidad.

C.2.2) Elecirdlitos
) ‘La difusion de un elecirdlito ionizado disuelto involucra la
difusion de.cationes y  aniones  1gs  cuales, debido & su  peguefio
tamafio, sa Aifﬁnden'mas'répidd'aue“iaémmblééulés fo disociadas.  Ambos
tipos de iones se difundeﬁ a . la misma velocidad, tal que 1a
neutralidad eléctrica de la solucidn se caonseirva.

Sobire la suposicidn de una disociacidn completa en una sclucidn
conteniendo dos especies de iones, los coeficientes de difusidén de
los elactrdlitos pueden ser calculados a dilucidn infinita por medic

de la relacidn:
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D= 8.931 1000 T GAWAY iz ezi2 21 (2.45)

- i s . . . s 2 "

conde D &5 la cifusividad combinada del slectrdlito encm’/seg. 2 Y
LY R . -

Z, son los valores apsolutos de las’ valencias '‘de los aniones ¥
. o - : N - : . : £ i

cationes. A &s la conductancia del electrdlito a dilucion infinita

. . o L0 - . R . .
uivalents, A v A~ san las conductancias anicnica ¥
- -

‘en- mho cmzfgm =q 3
cationica a dilucidn inTinita, vy T es la temperétura en °H. En  Perry
L [19] =& da una tsbulacion wtil de canductancias idnicas & dilucion
infinita en agua a 25 °C. ' .

Como bpuade obs=arvarse, existen divérsas dificultades para
predcscir con precision la splubilidad: v difusividad de gases &n
ltguidos, tal gues es recomandable utilizar “datos experimentales
ziempre qus sea posible. )

PDs 2sta Torma. ahora 2stamos pmsibilitadcs patra llevar a cabo ia
simulacion de una manera &adecuada  va ' gue-vsabemos el signiticado
fisico de cada una de las variables de los mod=Elos v ademas conoca2mos
de antemans &1 Tipo de pertiles qus podamos =spEratr dependiendoc dal
valor gus tome =1 numero de Hatta © sSu  esuivalents, esto ss, s
estard conziderando corrsctamants el sfecto de la reaccidn en 1a

]

transisrencia de masa. ladao, tenemos la informacidn

suviciente {incluvendo para detsrminatr los - valaorses  de

las variablaes involucradas en os  nodslos.

~
o




O m > oo

0600

=)
-3
o

+7a B

I TTiT N My

iRéaéfEVo.B

;dﬁn:éntfaci¢n de A en

”Céhcéntracién de B en

~,Cancantrac10n de B en

D1fu51v1ddd molecular

15;D1fu51v1dad molecular

. Factor de mejora

Coeficiente salino

Constante de Henry
Namero de Hatta

Constante de Henry par

~Fuerza idnica

Coef. de transferencia

Coef. de transferencia

Constante de veslocidad:

Constante de velocidad

- Constante de Henry

Constante de Henry
Feso molecular
FPesao molecular de B

Flux molecular promedi

7é

a1

la
el
de
de

:“Fugac1dad del componente A

‘Contriblcién del gas ;L,cgef'ti n
" Comtribucion del isn positivi
Contribucién del ién negati
a: B,

d55

de

Q

Spoar unidad'ﬁé_vn}ﬁmen

’Cbﬁcentﬁacién de A en la pelicula

equilibrio

pellcuia~~

hceﬁﬁﬁécién:de gas A .disueltd en . el ‘seno del

seno del 1iuu1do

A 1iqu1da'
B liqu1na ﬂ:

'masa‘del lado

de- reac
de,

te sallno

masa’ del_lado ga5

11qu1do

‘1fguido

'ﬁFactcr de mejora para una reacc1én 1nstantanea*



= Coeficiente de'Ostwald‘

o
Gi ‘ Frzsion parcial‘ue i

o ‘ Presibn total

Psa " Fresioén de vapor:.del salvente B .

Q Cantidad de gas absorbido por unidad de ahéa

PA » ) Velocidad de rezaccidn para A&

PB ’ Velocidad de reaccion para B _

R SeeYalocidad de transformacion en el seno del liguido

E vVelncidad Fraccional de renovacivn superficial’

T Temperatuira sbsoiuta

v Volumen de cas absorbido a. T

VB . : }Vclumen de liguido abscrbente a T

VE, i Volumen molar parcial de liguido B

i' Volumen molar parcial del gas soluto 7
va U Volumen molecular de solvente a su puntd de sbullicién
VmA = Volumen moleculsar de Soluto a su punto de sbullicion
W ... 0 . Velocidad de absorcidn
R : Distancia desde la interfase

x Factor de ascciacidn de=l solvente

Ya " Fraccidn mol de gas A

ZD‘ C Faramectiro d= concenbtiracion difusidn

ZL Valencias de los slecirdlitos

Z* VYalior abscluto de la valencia del catidn

z_- Valor abscluto de la valsncia del anidn

Simbolos Griegos

3 Retencidn del liguido

bA Faram2tro de solubilidad del soluto

59 Farametre de solubilidad del solvente

50 Espesorr de la pelicula de difusison caseosa

OL Espesor de la peslicula de difusion iliguida
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"Distancia del plano de reaccidn

o

AR Calor . .latente de vaporizacidn
A Coeficiente de actividad del sa%gtu,
° .Conductancia slectrolitica. a dilgcién infinita
S ‘ - »Cpn}ﬁuctancia cationica . T
? . Conductancia anionica P
: :Tiempo de sxposicion dei liqUQdo en’
b B v,Visc:osidad de la sulucik_ﬁn LY
5 . Viscosidad del solvente
o Viscosidad del agua a T

TR T 0> e
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3

SOLUCION NUMERICA ¥
SIMULACION

Muchos de los modelos de la ciencia y tecnologia se expresan en
la forma de ecuaciones diferenciales. En los modelos mas sencillos,
estas ecuaciones son ordinarias, es decir que tienen una sola
variable independiente, que llamatemos x cuando el problema es de
valores a la frontera o t cuando es de valores iniciales, ya que en
este ultimo caso la variable independiente es en la mayoria de los
casos el tiempo. En modelos mas realistas, las ecuaciones
diferenciales de interés seran ecuaciones parciales, con mas de una
variable independiente. En nuestro mundo tridimensional, estas
variables pueden ser por ejemploj las tres coordenadas x, Ys Z
fijando la posicidon de un punto, mas posiblemente el tiempo t en
situaciones no estacionarias.

Estas ecuacicnes en muchos casos no tienen solucidén analitica o
si la tienen, esta solucidn es de una forma bastante complicada como
para ser realmente util (por ejemplo; una serie infinita), en oOiras
palabras, se necesita una solucidn numérica, que nos permita
aproximar a la solucion en varios puntos o hasta en cualguier punto
del dominio considerado. Con la aparicién de las computadoras
digitales al final de 1los afins 40, las técnicas numéricas se
desarrollaron con gran rapidez, en particular en el campo de 1la
salucién numérica de ecuaciones diferenciales. El propédsito de este
capfitulo es dar una breve descripcidn sobre los métodos de
discretizacioén para la solucidén de escuaciones diferenciales y en
particular, la aplicacion del método de colocacién ortogonal en la

simulacidn de reactores gas—liquido.
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A) METODOS DE DISCRETIZACION

La informacidén sobre los métcdos de discretizacién es amplia vy
en realidad depende de cémo se les aplique. Una buena discusidn sabre
estos es presentada por Hennart (11, donde compara los métodos de
diferencias finitas, residuos pesados Yy elemento finito. Su
comparacién es mas bien sobre un punto de vista de analisis numérico
qgque de aplicacidén a piroblemas concretos. Otros textos importantes
proveen mas informacion, como el de Farsythe y Wasov [21 de
diferencias finitas y el de Strang y Fix [Z3] sobre elemento Tinito.
Un importante texto recomendado para el buen entendimiento sobre el
método de los residuos pesados es el de Finlayson [£4). Antes de
entrar en forma a la discusidén scbre estos métodos, es importante

aclarar algunos conceptos fundamentales.
A.1) La Naturaleza de los Métodos Numéricos

La solucidn numérica de una ecuacion diferencial consiste de un
conjunto de numeros a partir de los cuales la distribucién de la
variable dependiente y puede ser construida. En este sentido, un
método numérico es semejante a un experimento de laboratorio, en el
cual un conjunto de instrumentos lectores es capaz de establecer 1la
distribucidén de la cantidad medida en el daminie bajo el cual se
lleva "a cabo 1la investigacidn. El analista numérico Y el
enperimentador de laboratorio permanecen satisfechos con solo un
nuamero finito de valores numéricos, aunque - este numero puede, al
menos en principio, ser tan grande como se regulera.

Supongase que decidimos representar la variacidén de y por un



polinomio.en n, . = %) LR e S L
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y empleamos un método numérico pafa Encbntrar- el :numero. Tfinito de
coeficientes T R ) ey a . Esto permitira ‘evaluar y en
cualquier localizacidén de #, substituyendo el valor de x y los
valores de las a's en la ecuacion (3.1). Este procedimento es, sin
embargo, algo inconveniente si en realidad estamos interesados en
obtener valores de y en localidades determinadas. Los valores de las
a’'s son, por si mismas, carentes de significado y la operacion de
substitucidn debe ser llevada a c©tabo para alcanzar los valores
requeridos de y. Esto conduce al siguiente razonamiento: por que no
construir un método gue emplee los valores de y en wun  Namero de
puntos dados como las incognitas primarias 7. En reaslidad, la mayoria
de los métodos numericos para resolver ecuaciones diferenciales estan
sustentados en este conceptc.

De este moda, un método numérico trata como s5us incdgnitas
basicas los valores de las variables dependientes en un numero finito
de localidades (llamados nodos) en el dominio de calculo. El metodo
incluye la tarea de suministrar un conjunto de ecuaciones algebraicas
para estas incognitas y de describir un algoritmo para resolver las

ecuaciones.
.32) El Concepto de Discretizacion

Si enfocamos la atencidn sobre los valores en los nodos  (grid
points), 1o gue hemos hecho es reemplazar la informacidén continua
contenida en la solucidén exacta de 1la ecuacidn diferencial con
valores discretos. Tenemos, de esta forma, discretizada la
distribucidn de y y es apropiado referirnos a esta clase de aétodos

numéricos como métodos de discretizacidn.



Las ecuaciones algebraicas

desconocidos de y en puntos nodales seleccionados,

de ecuaciones de discretizacidn, vy

ecuacion diferencial gue gobierna a

emplear alguna supasicién acerca de

Aunque este “perfil“ de y deberia

expresion algebraica fuese

caloulao,

tal gue un segmento dadoc describa la variacidn

son

suficiente

es comun que se utilicen perfiles

.gque . ‘involucran los” - valores

nombre
de 1la

reciben el
derivadas ‘a partir

¥. En esia derivacioén, debemos
entire
tal

todo

como varia yp los nodos.

ser  elegido gque una sola

de

(piecewise)

para el dominio
segmentados

de y scbre una peguefia

region en términos de los valeores de y en los nodos dentro vy
alrededor de esta regién. De este modo, es comun subdividie el
dominio de calculo en un numero determinadc de subdominios o
elementos, tales que una suposicién de perfiles separados pueda ser
asociada con cada subdominio.

De esta manera, encontramos el concepto de discretizacion en

otro contexto. El dominio de calculo continue ha sido discretizado.
Es esta discretizacion sistematica del espacic y de las variables
dependientes lo que hace posible reemplazanr las ecuacioneas
difereanciales gobernantes con simples ecuaciones aloebraicas, las
cuales puaden resolverse con relativa facilidad.
A.3) La Estructura de las Ecuaciones de Discretizacién

Una ecuacion de discretizaciéen es una relacidén algebraica que
conecta los valores de y para un grupo de nodos. Tal ecuacidn es

derivada a partir de la ecuacidén

expresando de este modo la misma informacién fisica.

sélo . pocos nodos participen en

discretizacién es una

seleccionados. El valor de y en un

distribucién de y solamente en sus vecinos

numero de nodos viene a ser mayor,

consecuencia

punto

se espera gue la solucidn

diferencial gue gobierna a vy,

El hecho de que

una determinada ecuacion de

de los perfiles

de la

segmentados
malla influye 1la
Conforme el

de

inmediatos.

las
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ecuaciones de discretizacion &e aproxime a-la solucidn exacta de la
ecuacidén diferencial. Esto sigue a pavtir‘de la consideraciédn de que,
como los nodos vienen a ser mas certrados, el cambio en y entre los
nodos vecinos es pequefia, ¥y entonces los detalles reales de la
suposicidn de los perfiles no es tan importante.

Fara una ecuacidn diferencial dada, las ecuaciones de
discretizacidn posibles no son unicas, aunque todos los tipos de
ecuaciones de discretizacidn dan, en el limite de um numera muy
grande de nados, la misma solucién. Los diferentes tipos sutrgen a
partir de las diferentes suposiciones en los perfiles y en los

métodos de derivacidn.

B) METODOS PARA FORMULAR LAS ECUACIONES DE'DISCRETIZACIbN

Fara una ecuacion diferencial  determinada, las ‘ecuaciones de
discretizacién pueden ser formuladas. de varias - formas. Aqui ,
delinearemos l1los métodos mas comunes y entonces | indicamos  una

preferencia.
B. 1) Formulacidn por Series de Taylor (Diferencias Finitas)

El procedimiento comim para derivar ecuaciones en diferencias
finitas consiste en aproximar las derivadas en la ecuacidn
di ferencial por medio de una serie de Taylar truncada. Consideremos
los nodos maostrados en la figura 3.1. Para el nodo 2, localizadao en
la parte media entre los nodos 1y 3 tal que Ax = %, 7% =

ES
RoTR la expansidn en series de Taylor alrededor de 2 gueda:
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fig. 3:1;5Th's‘Puhtas?Sucesivos de- laimalla-in 00
i "‘j-utilizados pata la expansiédn an

- seﬂies,de-Taylnﬂ.

Truncando las series despues del tercet férmino, 'y sumando

24
restando las dos ecuaciones cohtenemos
(3.4}
(308)
La substitucion de estas expresiones dentro de la ecuacidn
diferencial conduce a las ecuaciones de diferencias finitas.
El método incluye la suposicién de que la variacidén de y es muy

B&



parecida & una polinomial a2n x, tal gque las . derivadas de un ‘orden
alto sean insignificantes. Esta supesicidn, sin  embargo, conduce a
una farmulacion indeseable  cuando, por ejemplo, se encuantran
variaciones exponenciales. La formulacién por series de Taylor es
relativamente directa, pero ésta conduce a problemas de estabilidad

como puede verse en el trabajo de Hennart [11 y Constantinides (51].

B.2) Formulacién Variacional

Dtro método de obtener las ecuaciones de discretizacién esta
basado sobre el calculo de variaciones. Fara entender el métado
cbmpletamente, el lector debe tener un conocimiento suficiente sobre
esta rama del calculo. Sin embargo, una apreciacién general de los
principales ingredientes de la formulacidén es todo lo necesario para
los presentes propésitos.

El calculo de variaciones demuestra que resolver ciertas
ecuaciones diferenciales es equivalente a minimizar wuna cantidad
llamada funciconal. Esta equivalencia es conocida como un principio
variacional. 5i el funcional es minimizado con trespecto a los valores
de la variable dependiente en los nodos, las condiciones resultantes
generan las ecuaciones de discretizacidén requetridas. La minimizacidn

del funcional es de la forma

© L au au :
J(U)_=:;L‘<‘p w, 5% eyt y) dD (3.8

y debe satisfacer la ecuacién de Euler-Lagrange
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la cual es una ecuacidén diferenciél'parcial con. ciertas condiciones
frontera naturales y x e y son coordenadas. Esta es la base para el
procedimiento de Rayleigh—-Ritz el cual a su vez forma la base para
los métodos de elemento finito.

La formulacién variaciocnal es comunmente empleada en métodos de
elemento finito para analisis de esfuerzos, donde estas pueden ser
encadenados hacia un principio de trabajo virtual. Ademas de su
complejidad algebraica y conceptual, la principal desventaja de esta
formulacidon es su  limitada aplicabilidady ya gue un principio
variacional no existe para todas 1las ecuaciones diferenciales de

interes.
B.3) Formulacién por Residuos Pesados

Un poderoso método para resolver ecuaciones diferenciales es el
método de residuos pesados. Dos textos describen en detalle el método
y se recomienda en forma especial su lectura, el de Finlayson [63, Yy
el de Villadsen [7]1. Si bien el método no es nuevo (desde laos afios
405 Frazer [111) ultimamente ha tomado mucha popularidad a partir de
los trabajos de Stewart ([8]1 y Villadsen ([%1 en 1la solucidn de
problemas irelacicnados a la Ingenieria Guimica. En esta parte
describimos brevemente el concepto y posteriormente se desarrollaria a
profundidad.

El concepto basico es simple -e interesante. Sea la  ecuacion
diferencial representada paor

L{y)=0 (3.8
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posteriormente, supornemos ‘una ‘solucion-aprokimada y que Contiene.’

namero indeterminado de péhémetrqs;*pnnfedempln

las a’'s son - los parametros. La substituéién" de’ enila s ecuacidn
diferencial conduce a un residual;-defihidd;cémn".z BEEE
o= Ly L : (3.10)

Por otra parte, gueremos que 21 residual sea pequefio de alguna forma,

entonces proponemos gque
j WR dx = O (Z.11)

donde W es una funcién peso y'lé integracion se realiza sobre el
dominio de interes. Seleccionando una sucesidon de funciones peso,
podemos generar tantas ecuaciones como se requisran para evaluir los
parametros. Estas ecuaciones gue contienen a los parametros como las
incognitas se resuelven para obtener la solucidn  aproximada de 1la
ecuacion diferencial. Existen diferentes versiones del wmétodo, las
cuales resultan a partir de las diferentes selecciones de la funcidn
peso.

La funcidn peso mas simple es W=1. A partir de esto, un nuamaro
de ecuaciones de residuos pesados puede ser generada dividiendo el
dominio de cAlculo en subdominios o volumenes de control, y
establecer las funciones peso como la unidad sobre un subdominio a un
tiempo y cero en los demas. Esta variante del método de residuos
pesados ez llamada el método de subdominios o la formulacisn por
volumen de control. Esta implica que la integral del residual sobre

cada volumen de control debe ser cerao.
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B.4). Formulacién por Yolumen de Control

Lusriibros de texto elementales saobre transferencia de calor
derrivan’ las ecuaciones de diterencias finitas via el métado de las
séﬁies de Taylor y entonces demuestiran que la scuaciones resdltantes
son-consistentes con un balance de calor sobre una peqguefia region
alrededor del nodo. También hemos visto que 1la formulacién  por
volumen de control puede ser considerada comoc una versiéon especial
del método de residuos pesados. La idea basica de la formulacién por
volumen de control es facil de entender y conduce potr si misma a una
interpretaciéon fisica directa. El dominio de calculo es dividido en
un numero de volumenas de control gue no se traslapan, tal gue existe
un volumen de contirol alrededor de cada nodo. La ecuacion diferencial
es integrada sobre cada volumen de conttrol. Los perfiles segmentados
expresan la variacidn de y entre los nodos y son utilizados para
evaluar las integrales requeridas. El resultado es la ecuacién de
discretizacién conteniendo los valores de y para un grupo de nodos.

.a ecuacidn de discretizacidén obtenida de esta manera expresa el
principio de conservacién para y para el volumen de control finito,
exactamente como la ecuacidén diferencial lo expresa para un volumen
de control infinitesimal.

La caracteristica mias atractiva de la formulacién por volumen de
control es gue la solucién resultante implica qgue la integral de
conservacién de cantidades como la masa, mamentum  y enetrgia es
exactamente satisfecha sobire cualquier grupo de volumenes de control
y por lo tanto sobre €l dominio de calculo total. Esta caracteristica
existe para cualquier ndamero de nodos.

Cuando las ecuaciones de discretizacidén son  resueltas  para
obtener los valores de la variable dependiente en los nodos, el
resultado puede ser visto de dos formas diferentes. En el métoda de
elemento finito y en la mayoria de los métodos de residuos pesados,

la variacion supuesta de y Que consiste de los valores en los nodos y



las funciones de interpolacién (o perfiles) entre los nodos se toman
caomo la solucidn spraoximada. En 2l método de diferencias finitas, sin
embargo, solamente los valores de y en los nodos son condiderados
como los constituyentes de 1la solucidn, sin alguna referencia
explicita de como varia y entre los puntos de 1la malla. De esta
forma, los métodos de elemento finito vienen a ser tan recurtidos en
la actualidad y es asi como seleccionamos en especifico el método de

colocacidn ortogonal.

C)» METODO DE COLOCACLON ORTOGONAL

La aplicacién del método de colocacién ortogonal en la solucidén
de ecuaciones diferenciales implica el entendimiento de algunos
conceptos fundamentales @ interpolacién: de Lagrange, polinomios
ortogonales y la evaluacién de integrales definidas por el uso de
cuadratura Gaussiana. Ya que cada uno de estos conceptos esta

involucrado, se da un breve tratamiento de estos tépicos.

C. 1) Conceptos Fundamentales

En dos dimensiones, dos lineas se dice qué: son ~ortogonales ~ o

"perpendiculares*, si

(3.13)

zi utilizamos los anguleos cumplementar105;uiyy ¥, én el  término del

seno, aobtenemos

7?1



(3.13)

e 0 H3018)

Ffacil - la
RS2 I : |
oy aey
escribiendo

(£ 4] (1)
cos. o cos
1 2

como la condicién de ortogonalidad.:™ R i
En la practica se ha encontrado que-las cusenusfdirecﬁdr35'7

(k)
cos o

=G e B S ABI1TY

la forma

como 1a condicisen de ortogona idad.'Si'hacemos tender a k—>w podemos

ver que es razonable llamar:

IA () A_ (k) dk =0 ' (3.19)
1 2 .

urna condici®én para la ortogonalidad. Con esta motivacién, decimos que

dos funciones f1(x) Y fz(x) son ortogonales sobre el intervalo asxsd



U {3.20)

Un eonjunto: de:ifancion : cayifrson. . mutuamenter ortogonales

Haciendo

entonces

ol s e e O AR s .-
[ gi(x) gj(x)‘dx = |, - (3.24)
- )
las funciones gi(x) son llamadas “ortonormales* y al proceso de ir

desde f (%) a g (%) se conoce como “normalizacién . E1 canjunto
19 L

clasico de funciones ortogonales son aquellas de las series de



Fourier

PO ACEREE 8

ue:.son ohtoganales con respecto a una funcisén
de peso w(x) sobr

ntenyaib‘cerradn [a,bl si

‘n & m (3.26)

donde w(xj~es independiente de los valores de n 'y m.
C.1.1) Polinomios Ortogonales

For una familia de polinomios ortogonales entendemos una familia
de polinomios la cual es un sistema ortogonal con respecto a una
funcién de peso dada. En la practica se hace uso de esos polinomios
potr tres razones fundamentales:

1.- Expansion de funciones en términosy; ‘de polindmias
ortogonales, lo cual es muy aGtil.
2.- Son faciles de manipular

-

3.~ Tienen buenas propiedades de convergencia

A continuacidn se dara una breve descripcidn . de la  teoria  general
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presentando algunos teoremas 2

sus .comp Dbac1ones para posterlormente

pasar a. los pnllnnmlus‘ortmgnnales clé:xccs.'

TEOREMA 1.- o

FPara toda distribucién de pesos, existe un sistema ortogonal
asociado Wor W oeemes ¥ el cual es una familia de polinomios. Fara
una distribucién de pesos sobre una malla con e+l puntos, la familia
termina con ¥ (wmﬂ es cero en cada punto de la malla). En el caso
contrario la familia tiene un nuamero infinito de miembros. .
Fara n 2z O lps polinomios ortogonales satisfacen una féormula de

recursiéon de tres términos.

Sy x) ‘ L (E.28)

Csi2ey

(3.30)

PRUEBA.

FPor induccidn supongamns que los w (%) han sido construidos para 0O <

i gn; yﬁ(x) = 0, (n‘> oJ. Buscamos un polinomio de grado n+l el

cual J
a) tenga coeficientes A = A
. nHL oion no.
b) sea ortogonal a wo(x),;Aya(x);..., wn(x)

Todo polinomic gue cumpla con-la’ condicién (a) puedé ser escrito en

la forma siguiente

7; w, (%) (3.31)

La condicisn (b)-es Ye;ifidéda si:
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l
r
r

an(x yrln(xj),, wj(»),(”,—Z' [V:nny(y/v(-,‘c‘), :wj(x)) = ‘0 im0y 20,0

s

donde® (\’u{(x‘)'; W 1kcra"~e1‘"‘pr-oductc interna o bif‘odu:t:o' puntn.

For lo tanto. 'V'ﬁay'tfa i#j de modo gue

c . Ne’9]
ni WY s,

”‘wj(/() 1= Z EWL(X)J
=0 = :
ésto determina .los  coeficientes. C . unicamente  a . p:ar-iflr:bi,r:; de. )
definicion de producto interno, se sabe que (x zpn(x), wj(x)’5=A, (wn(x),

X wj(x)), pero observamos que’ ® wj(x) es un polinomio  de  grado . j+1,
de modo que si j+1 < n 3 entonces éste es ortogonal~a w“(x'), tal - que

Cn j=0 para j € n—i. A partir de la ecuacidén (3.31) obtenemos

wnﬂ(>:)=an ® wn(x) - Cn’n zpn(x) - (3“'“_1 wn_‘(x) (3.35)

la cual tiene la misma forma que la aseveracién hecha en el teorema.

Esto se puede ver haciendo

c O Uy F
B = L= AR (3.36)
n n B ) V' T
Cw
¥y = = il (3.37)
n NN+t IR .

G



la prueba’conduce a‘unardnica‘construccidn:de.y L
g S S SR e ad o rgl T

TEOREMA 2. - , S
l.as raices %, d i=1,2,...,n .de wn(x)'='0,v; fnf1525f5,;k - son todas

reales, distintas y caen en-el intervalo‘a:<-k;<ﬂb.'
) T

FPRUEBA. —
Designemos las raices de wn(x =0 en L[a,b&] como Ra Hogre s ® donde
las raices multiples son repetidas el numero apropiado de veces.

Entonces el polinomio
g (%) = (®—=x ) (x=x_3¥ v {n—n) . (3.38)
r 1 2 r

cambia de signo por donde quiera;qggww;( 1o Acea : y de

grado +r =

b ’ BN s : S
J wn(xi qr(x) Wiy dy a0 ol (3.3
- .
esto puede ser verdadero solamente si r=n, ya gue wn(x) es ortogonal
a todos los polinomios de menor grado. Con esto se demuestra gue el

numero de raices es igual al grado del polinomio. Ahora, supongamos

alguna rai=z, digamos %, £omo multiple, sntonces podemos escribir

wn(x) = (x—x1)z ¢%_z(x) (3.40)

donde wn_z(x) e2s de grado n-2, pero e e e Ul e

(%) wn_z(x) = z20 - T304

7



y de aqui-

I L
j wn(x) y;_z(x) wix) > 0 (3.42)

a

pero esto s una contvaditcién, ya que wn(x) es otrtogonal a cualquier
polinomio de menor grado. Aquf se demusstra qua no  puaden existir

raices multiples.

C.1.2) Polinomies Ortogonales Clasicos

A continuacidén presentamos algunos ‘polinomios ortogonales mas

comunes.

FOLINOMIDS DE LEGENDRE. Los 'pu‘Ljihcm e: Legendre L) son

ortogonales sobre el intervalo [—1}iJf¢qn‘

néspeéfo ala funcién peso

wix)=1l, esto es

G

(3.44)
S
~ los primeros tres polinomi
L (%)= i
L, ) (3.45)

Loy s
CRREEA
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y la relacidén genekalide~recuésiénfésfyp'i%"a' **:"~»

2n=1

Lo =‘[ ]x £y = g (3. 46)
n : n- |4 Tk BRI :
2‘2;
FOLINOMIOS DE LAGUERRE. Lo ‘de Laguerre ) san

ortogonales sobre el inter ‘respecto a la funcién peso

bt
Wwix)= e, esto es’

R=0,1,. 0., m-1 (3047

(3. 48)
S gwdi= 1
S O .
: L*(x) = g+l - (3.49)
.rlé(x) = xE-4x+2
y la férmula general de FECUISIiOn @8 | T s L e
L(x) = (2n-1) 1 (xy = An=1321 - Go (3.50)
n n-4i : -2
n'z 2

99



 POLINOMIOS DE TCHEBYSHEV: Los' polincmios ' d

ortogonales -sobre. él‘f‘intg valo:

funcién pesow(

(3.51)

(3.52)

T oGy =25 T %) ST () 5 nz2 (3.54)
n L r\—Q LT ': n—2 : -

POLINOMIOS DE HERMITE. Los polinomios ‘de  Hermite H_ G son

artogonales sobre gl “intervalo éeﬁrédu [=o,o] con respecto -a la
2 : .

funcién peso e ™ , esto es

b g R s AL - - . - - B e
J e HUx) H G dx = 0 3 n=0,1,..,m1 (3.53)
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(3.54)

(3.57)

n z 2

POLINOMIOS DE JACOBL.-  Los™ polinomios .de” JacubimP;o"p)(x) . son
definidos sabre el intervalo certado Eb,l] con respecto a la funcién

peso wixy=(1-0% »f

donde ay-1'y B>=1, esto es

xf P Pk 32

para cada elecaiéntdelrbab‘dé"hénametrbsva,wB de Ya . funcién peso, se

SO e L



obtiene;_unV’cdnduﬁto” dék”"' u'nrtngonales denotqdas por

P(o:,p)
n

(x). Las ExpPESIDnES p s se Dbtlenen_ facxlmente

porila’ férmula de Rmdriguk

(132" % P‘“'”’(y) ~ I mley

donde I (n) _Por’

aes la func,én .Bamm
ejemplo :ia
funcion
(3.62) 7

“El conjunto de polinomios definideos por la ecuacién (3.59) son
comunmente referidos en la literatura como paolinomios de Jacobi
" modificados® y los polinomios definidos con respecto a 1la funcién
peso w(x)=(1—u)uxﬁ sobtre el intervalo [~1,1]1 son llamdos simplemente
polinomios de Jacobi.

Como menciomnamos antericrmente, una de las caracteristicas mas

102



importantes de 1los pdi1npm; e:hab_dé_ que

cualguier polinomio arbitra coeficientes .

reales, digamos

LB ey

‘cualquiera’ .de

en terminos de los »modificadose & PG,
F"o'o)(x)';, B0y . P P LR
1 ’ A 2 3

solucidn, ) . . .
‘ Las primeras cuatro funciones de Jacobi las conocemos para

co=p=0 3 entonces substituyendo estas en la ecuacidn {(3.64) obtenemos

f (xY = B F (x)+b F (x)+b F_(x)+b F_(x)
3 o o 1 1 z 2 3 3

£ () = b (1)b (2x-1)+b_(1-&x+bxD *b_(1=12x+30%°=20%%) "
3 - ° 1 . z 3 e BRI TN -

Il

fatx) 3

(57 —~b +b +b_ )+ (Zb —6b —12h ) x+ (&b +¥30b ) x2=20b_ %>
o 1 2z 3 1 z 3 HE St [ .
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coeficientes en .
s
,, 1

0 =233 FOC00+16 B2 ()

C.1.3) Cuadratura Gaussiana

La aproximacidn numérica de’ nte E (=[-h 2 conocida - como

b L i
J T(x) dx - (3.65)
a o £ S -
donde W, san los n+l1 pesos para n+l valores TfTuncionales f(xg. Si
f(ul) ¥ w. son valores no fijos, entonces observamos que  hay 2n+2
15 -

parametros, los cuales pueden ser utilizadeos para definir  un

polincmio de grado 2Zn+l.
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ejemplo, Sea

un p011nnm1of e grado 4 y con dos parémetros. Entonces la relacidn

(3 65) sera exacta 51 f( ) Es‘fp : lelanlD ‘de’ grade 2n+1 y las

evaluaci nes ‘de f(x ) Y w sun tum das de las raices de un polinomio
DPtDQDnal de gradu n+1, estas se’: conocen  como puntos de

colocacidn, Una forma general de e»presar la ecuacion (3.465) es

J'b W) F (k) dk.= }: W T ) (3. 6b)

a-

donde ‘para cada Tuncién peso.wix} le corresponde un conjunto [wL] de

pesos. Cuando wix) se toma de los pesos de los polinomios ortogonales
' —x / 2 -xz o [
tly, 7, ¥ 1-u", e . - (1—3) X el proceso para calcular w, se

conoce como cuadratura de Gauss-l.egendre, Gauss—Laguerte,
Baﬁss—Tchebyshev, Gauss-Hermite y Gauss—Jacobi respectivamesnte.

El desarrollo de este procedimiento lo podemos iniciar con  1la
forma del polinomio de interpolacidn de Lagrange para la tuncioen T(x)

comb sigue
TOx) = @ () +R_(x) (3.47)
n n

" donde Qn(x)1es el polinomio de interpalacién!y Rn(x) es el iresidua.

Estas funciones son definidas como sigue

P T LA3.6B) -

i (3.69)
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(3.70)

alf <o

por conveniencia definim

(3.71000

(37D
1 como’ sigue:

=73y

el desarrollo de los polinomias Légféné?aﬁbs b;ﬂ(x) puede ser’  “visto
-en cualquier texto de métodos numéricos.

CUADRATURA DE GAUSS-JACOBI. El desarrollo: de’::1a cuadratura de
Gauss~Jacobi es iniciado por multiplicar: cada miembro de”la - ecuacidn
(3.67) por la Tuncidn peso wix} e integrar sobre el interyalb Ca,s3d

para dar

Jb Wwix) Fix) dx = Jb W @ G dx o+ Jb w(x)—Rn(x)'axf’p(3.7d) :

oWk
A3

y el canjunto de x los cusles den la siguiente"iéﬁéiﬁéé

) s e
Jb W) fix) dx = E: wo x0T (3.7

a itxo

106



donde ey es un leIanlD de grado TLn+1 ‘yzlw(x)=';(i—x)m %L tos

valares de a Yy & snn =3 ¥ 1 re:pectxvanente. Entonces désﬁues:de haber
observado que. las Koyl Y de este modo las £ (%, ),:son valores fijos, la

ecuacién (3.74)  puede SEPvESCPlta de lavs1gu1ente.forma

o i N ’ o o ; N
J~1 wix) f(x) dx E: T(X)de(%) 2 (x) dx QJAQ(x)p (x)q (xddx
v e N+l n )

[} Qa . s
ks N SABITE)
de este modo
®)dx L ABITTY
378

s demostrar-que si  fix) es

1 término del residuo es
(3.79)
cuando el conjunto de n+l puntos basé, 1éérki, son ‘1as raices: i del
polinomio de Jacobi de grado n+l.

Ya que f(x) se asumi® como. un polinomio de grado 2n+l, se sigue

que qn(x) debe ser un polinomio detgradu n, Yya: gue pnu(x) =13 de
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grado n+i y:ﬂ(x) és,dé grad

éihpliciqad;

GOSP GO+ pl T PG
3 O FUTE St 1 N AT :

igual & una

constante-veces P (x (el quden‘ n+l),

entonces el lado derecha de

().
N+l
(3.82)
donde a, es el coeficiente de xn" yf'ias  xilisan las raices de
F‘m (). La comparacion de las ecuaciones. (3. 71) y. . (3.82) demuestra
“que si los puntos base que aparecen an la expreslén patra P, (x) son

tomados como las raices del polinaomioc.de Jacobi P_H(x), entances
n

®) = b .83
B (¢79] Y P (3.8%)

N+t n+t

108



y consecuentemente cuando pnﬂ(x) es . substituida en la."ecuacion
(3.81) por su eguivalente como ez dado.  en la ecuacidén. (3.83), el
residuo sers igual a cero. : 4

De este modo, cuando las %, son las raices de Pwu(xi yo fix) es
de grado @n+l o menos, la ecuacidn (3.77) se reduce a ' la relacién

exacta
n .
J~1 wix) fix) dx = E: Nt~f(Ni) (3.84})
o . . .

donde. las w _ son calculadas utilizando ~la  ecuacién (3.78). S§i el
grado de f(x) es mayar que 2n+l; y solamente n+l puntos de colocacisn
se utilizan, entonces la cuadratura de Gauss—Jscobi no es exacta. Sin
embargo, la cuadratura viene a ser exacta para todas las funciones
continuas en el intervalo cerrado [0,1]1 conforme el namero de puntos

de colocacidén se incrementa indefinidamente, esto es

n
lim 2: W, f(x‘):=fJ1 wix) Ty dx (3. 89)
nTio L X EER N e L
i e

Una vez entendidas las matematicas preliminares, pasaremas a la

descripcidn detallada del método de colocacion ortogonal.
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C.3) Técnicas de Funcidn Prueba

‘La simulacién de reactores quimicos tequiere la solucion de
ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. En el presente
trabajo las soluciones aproximadas de las ecuaciones diferenciales se
cbtienen por colocacidn ortogonal, el cual es una de las llamadas
técnicas de funcidén prueba. Fara describir estos métodos consideramos

la ecuacion diferencial lineal o no—-lineal
L =0 en F (3.86)

sujeta a las.

:kLéhsulﬁciéﬁ:y(x);es jcd@ﬁinaciéﬁj

lineal de funciones base conocida:

Aqui n es el orden de aproximacion y las’ bk son los, coeficientes
desconocidos, los cuales son determinados a partir de la @ ecuacién
difterencial y sus condiciones frontera. GLa  substitucion de - la

ecuacidén (3.88) dentro de las ecuaciones (3.86,87) nos da

LF ™) = £ (x,b) (3.89)
%™y = £, (x,b) (3.90)
esto es, cuando p(x) en las ‘ecuacionas (3.86,87) es substituida por

. : e S :
la funcién  aproximada’ p- (%), las  ecuaciones resultantes pueden

110



desviarse de cero por las cantidades £.Y £,-

Los métodos de funcidn.prueba antonces “son:caracterizados; por.

una minimizacion optima de los residuos £,y sn.‘ TR e

Tires estrategias son posibles. En los meétodos  dé! apPDxiMacién,

(3at]
(

interior, y %) es seleccionada tal gue ss(x) sea cero  a lo . largo

de toda la frontera. En los metodos de aproximacion  de frontera,
ﬁm(i) se elige tal que sF(i) s2a cero en el volumen total F. Si.
ninguna de las ecuaciones es satistecha identicamente, nos
encontramos ante un metodo de aproximacidn mezclada.

Los coeficientes pueden se&rr considerados como funciones de .
alguna variable independiente la cual no este incluida en E: Fodemos

obtener los coeficientes bk de la ecuacion (3.88) de varias formas: .

1) Métodos de Ortogonalidad
2) Metodos de Colocacidn

3) Minimos Cuadrados Discretos

) El método de Galerkin (1213) es un ejemplo de los . métodos de
ortogonalidad en el cual los residuos se hacen ortogonales sobre la

regidn determinada con respecto a las funciones base ¢j(§):
+ = s j= . :
J £, éjdf. -J' FB:¢de o 5 i=l,n (3.91)

Esta .combinacion de: residuales es recomendada por Finlayson y Scriven
£103. G&lo las inﬁegrales querrepréséﬁtan la misma cantidad fisica
deberian ser combinadas de esta forma.

El método de colocacidén patra. ecuaciones diferenciales fué

descrito en principio por Frazer, Jones y Skan en 1937 (111 e
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‘independientemente por. Lanczosieny

hacéﬁuiﬁualh

denominados com

23093)

La eleccisn. de los puntos depende del propésito del calculo. 5t la
solucién es usada para calcular un valor medio o. integral, entonces
los puntos de una formula de cuadratura dptima deberia ser utilizada
como lo plantean Villadsen y Stewart [132; esta eleccidn es llamada
colocacidn ortogonal. For otro lado, si las magnitudes maximas (o
picos) de los residucs son minimizadaos, se prefiere utilizar los
puntos de una formula de interpolacién de Tschebyshev, comag  lo
menciona Lanczos [143.

En el método de minimos cuadradosdiscreto, se utiliza un  namero

de puntos de colocacidén mayor que el minimo requerido y la expresidn

5. Z £ +Zsz B ‘ (3.94)
.F B Bﬁ" PR

donde las sumas son - tomadas sobre los puntos de colocacidén, es
minimizada con respecto a los coeficientes “desconocidos. Si el
problema original y la funcién prueba son lineales, las ecuaciones
resultantes para 6S/abk deberi tambien set+ lineal.

En lo que resta del trabajo consideramos la simulacidn de  los
reactores con geometrias simples, de agqui que podamos escribir la

funmecidn prueba, ec. (3.88), en una forma simplificada
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plica, que viene a ser muy: facil’usar el

método de cuiotécién  ﬁbdemcs utilizar un  procedimiento’ de

colacacisn para: cad e independiente x1, xZ, ... (to@rdénadai,

sin considerar ‘lagsiotras variables independientes.

C.3) Puntos de Colocacién

Una vez gue ‘las funciones  base’  han’ seleccionadas, . .el.

siguiente paso es la eleccidén optima de los puntos deé colocacisn
seleccidn depende del propédsito del’ cAleculo.” Ehrwias skguientasgr
parrafos consideramos la seleccidn dé 1d§xpuntoé’deN cu;dcééién “para
varios tipos de reactores. '

El presente trabajo esta restringido a funciones base
polinocmiales. Estas funciones trabajan bien cuando las velocidades de
reaccion en la simulacién son del mismo orden de magnitud. S5i este no
es el caso, suele ser ventajoso utilizar algun nivel de funciones
base exponenciales; sin smbargo, esto involucra una seleccién de
exponentes adecuados a cada ptroblema especifico. Las funciones base
exponenciales son ampliamente tratadas por Sorensen [151.

L os puntos de colocacidn para funciones base polinomiales estan
basados sobre los ceros (raices) de los polinomios de Jacobi. Estos
polinomios son denotados como P;mﬁ), donde n es &1 grado del
polinomio, y ellos forman un conjunto de polinomios ortogonales. Los
polinomios de Jacobi estan definidos dentro de un factor constante

paor las condiciones de ortogonalidad:
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La Estahdérizétién'éé‘dadé,ppﬁ‘lé'

funcidén en x=1:

Pty = (M) T
(Manual de funciones matematicas (241). Fara o=3=0 lés‘pnlinnmios de
Jacobi se reducen a los polinomios de Legendre.

Fara gecometrias simples, la ecuacion (3.95)_‘indicé, gue  una
solucidn aproximada de una ecuacidn diferencial parcial  puede ser
obtenida aplicando el procedimiento de colocacidn para ”céﬁa' una de
las wvarisbles independientes {(coordenadas) . En - lasrr siguientes
parrafos consideramos los principios de colocacidén para las

»roardenadas™ mas comunes en reactores quimicos.

COORDENADA AXIAL (TIEMFD)

Esta coordenada resulta en la simulacidn de reactores de flujo
tapon uni-dimensionales y reactores por lotes transientes, ambos
reactores son descritos por escuaciones diferenciales ordinarias con
condiciones de entrada o iniciales dadas.

En estos casos sstamos principalmente interesados en un valor de
la ordenada exacto a la salida del reactor, o al final del intervalo
de tiempo. Varios procedimientos han sido utilizados, y todos estan
basados en los ceros del polinomio de Jacobi:

RE-N-}

1 F (2z-1) = 0 o (3.98)

n

(2z -1) = 0 y z=1 (3.99)



3y POz Ly =0

n i

£ 3.100)

la transformacidn x=2z-1 'cambhia 165 pun csgde:cqludaciéﬁ al intervalo

0 <z ¢ 1 . En-la mayoria de 165@&a55§4,’5é déééa"el valor de la
ordenada al final del inteﬁvalb;:de‘aqdi, e1 método 1 requiere de una
extrapolacién hacia z=1. Como es demostrado por Sorensen (151, esta
extrapolacién puede introducir algdn error, 1o cual hace a los otros
métodos superiores al método 1, al menos en problemas “rigidas*. El
método 2 utiliza los mismos puntos que el método 1, y ademas adiciona
2l punto de salida =z=1 como un punto de colocacion (Villadsen vy
Sorensen [161). Esto da un conjunto subdptimo de puntos. El método 3
da un mejor conjunto de puntos, ya gqgue 1la presencia del punto
prescrito en z={ se toma en cuenta para la seleccidén de puntos
interiores.

Los puntos de colocacién anteriores pueden también ser usados
patra ciertas ecuaciones diferenciales patrciales. For ejemplos el
tiempo para problemas transientes, y la coordenada axial en un
ireactor tubular con dispersion axial. Ademas de las condiciones de
entrrada, el dltimo tipo de reactor tendr& condiciones de frontera a
la salida del treactor las cuales establecen que la dispersion de masa
y energia a través del plano de salida es cero. 8in embargo, estas

condiciones de salida son normalmente ignoradas, al menos cuando el

problema ez aprosimado con funciones base polinomiales.

COORDENADA RADIAL

Esta coordenada resulta an la simulacion de particulas
cataliticas en estado estacionario (placas sgimétricas, cilindros vy
esferas), las cuales son descritas por ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden con condiciones de frontera dadas.

En estos casos estamos principalmente  interesados en un flux

exacto en la frontera (o una velocidad de produccidén media). Varios
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basados - .en'.:las

f3v101)

(3:102)

- tn+c+1) P;z'c"’(Zv-—u =0 (3:103)
la transformacidn k= 22 —1 cambla la: puntos de ‘cclocatiéh hacia el
intervalo O < z. < 1 y - da’ simetria  alrededor de =z=0. El1 indice
geometrica c toma al valor de 1/2 paira una placs, 1 para un cilindrao,
y 3/2 para una esfera. El1 método 2 (Villadsen y Stewart L1771 puedea
ser usado cuando los valores de la ordenada son dados en la  Trontera
z=!, i.e. la condicidn de Trontera es de primer nivel. Sin embargo,
la socluciédn aproximada obtenida por 21 me todo = no es
autoconsistente, como veremos posteriormente &n un ejemplo, y el
transporte interfacial deberia ser calculado a partir de la velocidad
de produccidén media por una cuadratura, n lugar de ser calculada a
patrtir del gradiente en la frontera. De aqui, que =1 métoda 2Z nunca
debe ser usado para problemas transientes. El método 1 (Ferguson vy
Finlayson [18]) deberia ser usado cuando la condicion de frontera es
de tercer nivel, y puaede setr usada en todos los demas caseos. El
método I (Stewart y Sorensen [121) provee el mejor valor medio de 1la
ardenada en problemas con condiciones de frontera del tarcer nivel:
cjy/clz]:::1 = - 0 (y(l)_ymnk>; sin embargo, ya gue estamos interesados
en la velocidad de piroduccidn media, 2] mdtodo no deberia ser wusado
pata particulas catalfticas.

llos anteriores puntos de colocacidn pueden también ser usados

para ciertas ecuaciones diterenciales parciales. Un ejemplo es 1la
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coordenada radial en. .particulas cataliticas ‘transientes, el cual
requiere el hétodo 1. Otro ejemplo es 'la’ coordenada radial en un
reactor tubular (estacionario o transiente); en este caso estamos
interesados en un fluw exacto en la fTrontera, asi como también en un
valor medio de la ordenada sobre la seccidn transversal del tubo a ia
salida del reactor. En este caso, el métods 3 puedes dar mejares
resultados gue el método 13 sin embargo, si se calculan varias
funciones radiales con diferentes valores de O, algun valor
represantativo de O se selecciona antes de que los puntos de

colocacidn sean calculados.

ejemplo: Reaccidn de segundo orden en una placa,

Considere una reaccién irreversible de segundo orden. isotérmica
en una placa catalitica: 28 —— > 2R . La concentracidén.  de la
especie A en la superficie es CA°=l, ‘el radio de la particula es L=1,
la difusividad es D=1 y la- constante de la velocidad k*=1, en
unidades adimensionales.

El perfil de concentracién de la especie A esta determinado por

la ecuacion diferencial :

—=2 % , 0< =z <1 (3.103)

Se puede obtener ‘una’ solucidn aproximada a este problema por
colocacidn ortogonal. Aqui elegimos un solo punto de colocacidn

interior z=z$, y 1la funcidn prueba simetrica

¥y =t +b (12D : (3,104
la cusl satisface la condicién de frontera. Una vez que la solucién



es obten1da, pndema praduccidni -

part1r de una férmul

e Jd‘fé'('z") dz
o] Fe2) e

la insercisn de F(z) =

desla forma:

1 y P(v)

como los pesos de la cuadratura
Frimero elegimos el cero i de;

colocacion interior. Esto da’iiijo.

substitucién de la funcién prieba.

dﬁétuka:f

Aqui ‘vemos. la- 1ncon515tenc1a ent; dhatGkAJ El
valor obtenido por cuadratura es ﬁ~cbrrécta es
1 qu. 7 : ] DR
Ahora eleglmos los ceros del
colocaclén interior. Esto da z —’0.

substitucidn de la funcidn prueba‘xv

~2b =20 1+b (1-1/3) 1 (3.107)
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'C.4) Métodos de Colocaciér

El método de colocacis “dos ' formas

‘diferentes (Villadsen y Stewa

1) Método de Coeficientes
2) Método de Ordenadas

En el primer caso, las ecuaciones (3.92-93) se resuelven para dar by
directamente. En el metodo de ordenadas un conjunto eqgquivalente de
ecuaciones 2s formulado en términos de las ordenadas desconocidas
anxk), k=1l,n. Una vez gue las @ank) se obtisnen, las bk en la
ecuacidn (3.88) pueden ser calculados si los valores de la ordenada
son reguetridos en puntos diferentes a 1los de colocacidon. Los dos
métodos dan en principic identicos resultadaos; sin embargo, el método
de ordenadas tiene mucho mejores propieadades numéricas gue el método
de coeficientes como se vera posteriormente sn un ejemplo.

El metodo de ordenadas requisre uwn conjunto de coeficiesntes
(pesos) para el calculo de 1la primera y seaunda derivadas con

raspecto a la variable independiente. Fara problemas no-siaetricos

construimos los coeficientes AU ¥ Bj tal que
L



i=0,n (3.108)

i=0,n . (3.109)

Las i coe 1c1entes pueden ser obfenidﬁs por: la  férmula

interpoiatlén de Lagrange

n . =
LRG0 Z £:A%) B (x

0

aEsf109

con

(3.111)
la diferencia

.con.respecto a x nos da

e r b et 312
i ! : TNk )
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la cual puede ser simplificada para. para izj .
Fara la segunda derivaqa'tph”PESpgctc‘a’xyipbtenemos de manera

similar

n n:i;/li
B = 2 '{x) = }: E:“' q
1) J A .

r=0 s=0

r& aXj,r

obtenemos los coeficientes o
A= d%(zz)/dz 1  {¥3;415) 
B, = (3.116)
Cuat fones (5.115-114).

=3/2) necesitamos el

lo“cualconduce, ossiguientes coeficientes
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(3. 117)

en lugar de los de la ecuacién (3.116).

ejemplo: Reaccidn de segundo orden en un reactor de flujo tapdn,

" ‘Considere una reaccion isotérmica irreversible de segundo - orden
en un reactor de flujc tapdn: 26 ——3>  2H. La concentracidn ae
entrada de la especie A es CA°= 1, 'la longitud del reactor es L=1 .y
la constante de velocidad es k.= 3, en unidades adimensionales.

El perfil de concentracidén de la especie A-estia determinado por

la ecuacién diferencial:

0 < z <1

€' =1 en z=0 (3.118)
A

Se puede obtener una soluciéni‘aphuximada a este problema por
colocacién ortogonal. Establecemaos primero el punto de salida, ==1,

como un punto de colocacidn, y elegimos las n raices del polinomioc de

,$1,0}

Jacobi (2z~1) como los puntos de colocacion interior.

n
Frimero utilizamas el método de los coeficientes y seleaccionamos

la funcisn prueba

n+1
'™z = 1+ E LB DB G2 = (Y T : (3.1159)
A 1 i . S , ; . . .

=1 :

la cual satistace la condicién de entrada. Agui las funciones basea
F (z) padrian ser potencias de zj sin  embargo,  mejores propiedades
t

(2z—-1).

. . . . 1,05
numericas se obtienen si seleccionamas Pt(z) = P
L



1a funcien prusba. en 1 diferencial -

. : = LAt (3.120)

en  la cual los puntos ‘de colocacion zj - fueron calculados
anteriormente. La ecuacion (3.120) es no lineal en los coeficientes
desconocidos bi, y estos pueden serr determinados por una iteracién de
Newion. Una vez que los bi son determinados podemos calcular C;") a
partir de la ecuacion (3.119).

Ahora usamos el método de ordenadas. Aqui construimos primero un
conjunto de pesos AU’ i=1,n+1 vy i=0,n+l de acuerdo a 1la ecuacién
(3.113). Los puntos de colocacidn son los mismos gue para el méetodo
de coeticientes.

La substitucién de la ecuacién (3.108) en la ecuacidn (3.118)

nos conduce a

n+1 2 N
Z a. o™ (z) = - 10 [c”" (z.) ] (3-121)
t A ] A i
j=o
Esta scuacién es no lineal en las ordenadas incégnitas C;m (zj) Y

estas pueden ser calculadas por una iteracion de Newton.

El método de coeficientes y el método de ardenadas dan
resultados equivalentes dentro del error de redondeo. Sin embargo,
patra grandes valores de n los errores de readondep pueden ser  muy
sevéros para el método de coeficientes. En el presente ejemplo, La
iteracidn de Newton falla (no converge) para un valor de n > 10
cuando los calculos son hechos con 8 digitos de precisidn.

El problema puede ser analizado por la inspeccién del ndamero de



i.éQiEi‘méximom bsclﬂﬁo de‘ia”éuma de los renglones. Cuando el namero
de :Dndicién;nd”éS{démaéiada largo, €1 sistema de ecuaciones esta
bien.condicionadb; La-tabla 3.1 muestra los nameros de condicion
conjuntamente con. los valores caracteristicos extremos de la matriz
de coeficientes E, obtenidos despues de 10 iteraciones por los das

métados.

D) BREYES COMENTARIOS SOBRE LA SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS
NO LINEALES '

Como hemos viste antericrmente, 21 resultado de resolver
ecuaciones diferenciales por el método de colocacién ortogonal
conduce hacia un problema de solucidén de ecuaciones algebraicas
lineales o no-linsales. En esta seccidn discutiremos algunas
caracteristicas relevantes de los llamados metodos de Newton. En
particular los siguientes parrafos son un  resumen de la discusion
presentada por Brovden [21] y de alguras edpsirienclas ocurridas en el

desari-ollo de la computacion patra el presente trabajo.



Namercs de.condicidn _Valores caracteristicos de

-?~4ﬁﬂlés:éCs;‘d¢’Néw§bn

Métodn‘dE’Drdénédaé

- .aaz 21.9

. 0304 74.4
- 00165 182.

L. 0000793 3T46.
.. 00000351 607

El obijetivo de esta seccién ez preasentar, de una manera
informal, alaunas de las ideas gque han motivado recientes desarrollos
en los métodos para resolver ecuaciones algebraicas simultaneas
no—-lineales. No se piretende hacer uso de la rigurosidad matematica vy
si la derivacion de una ecuacidn particular reguiere condiciones de
continuidad, diferenciabilidad y no—-singularidad, entonces se supone
que éstas condiciones sea cumplen.

Consideremos la solucidn de n secuaciones simultaneas no-lineales

. . , . . >
en n incdgnitas, e2sto es, la determinacidéon del valor ¥ de ¢ tal que
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; f(xf)w

: (30128
donde f, ¥ 'y O son vetctores d

—232 !Ext1uyEﬁ,:dé‘,1afA
presente discusién los: sobre—determinados U g
sub~determinados. . ‘

Los algoritmos que se Congidéran”eétéh:jbasadds en éi, uso - de
procedimientos iterativos, en el.:\"'v”uﬁa;'corrre:cién paPai cada
solucidén aproximada es  una transfdrmacién' lineal .de - 1a funéién
vectorial correspondiente f. Mésﬂforﬁa}mente,3si ® - es la . i-esima

solucién aproximada elegimos. ¥ -
T+

PO
A:p B

IRET e

donde

puede depender: &

es normalmente:

t.a ventaja de evitar esta seleccidén es gque el algoritmo ss mas simple
y la convergencia es rapida para problemas de facil solucién. For el
otro lado, para problemas mas dificiles, algoritmos de este tipo
exhiben inestabilidad y no convergen hacia la solucion. Si %  no es
pre—asignado el algoritmo es considerablemente mas complicado, ya gque
se regulere de un procedimiento iterativo para determinar su  valor.
Existen evidencias, tambien, qua este amortiquamiento realmente
inhibe la zonvergencia de ciertos algoritmos cuando son aplicados &
problemas de facil solucidén. En nuestra experiencia particular, dos

problemas fueran tratados:
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11),Factor,déiamartiéﬁaﬁientb t;

3y Aprraximacisn” deliTacob iano

Como menciocnamos anteriormence,  una.adecuada eleccidén del factor
de amortiguamiento conduce .a .un buen comportamiento en la
convergencia del sistema, sin embargo, cuando se probé el sistema de
ecuaciones del presente trabajo con el método de Broyden, el cual
tiene una busgueda para el factor de amortiguamiento ‘k:,L optimo, el
sistema no convergia debido a que el método de= Broyden es un método
de adaptacién de la matriz jacobiana y 21 jacobiano se calcula de
manera numerica, resultando de e&sta forma gue las varliaciones en éste
eran grandes de tal forma gque el procedimiento no alcanzd la
convergencia. For otro lado, se disminuyd la tolerancia de avance en
el caleulo de las derivadas, no obstante el procedimiento de Brovden
falld. For Ultimo se utilizd un procadimiento de Newton amortiguado,
es decir, se realizd dna busgueda del factor de amortiguamiento
optimo v ademas en cada iteracidén se renovaba la matriz jacobiana,
este método resultd el mas adecuado. El algoritmo puede ser
consultado en Conte y Boor [22]1. Es asi como estos comentarios nos
conducen a la conclusidén de que cuando se trabaja con metodos de
discretizacién es imprescindible contar con una subrutina lo
suficientamentes robusta y flexible para resolver ecuaciones

algebrraicas simultaneas no~linesales.

E) ALGORITMOS DE SOLUCION Y SIMULACION

Una vez entendido el procedimiento de colocacidn ortogonal
pasamos a su aplicacion a los modelos de reactores gas—liguido. Cabe
decir gue en 21 presente trabajo de desarrollo unicamente el método
de ordenadas, debido a 1las dificultades inherentes al método de

coeficientes como se explicd antericrmente.
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E.1) Discretizacion del Modelo GSTR: .

Si aplicamos las ecuaciones (3.108) 'y (3.109)7T§117c6njUht9 de
ecuaciones adimensionales para el reactor tipo ,CSTRfﬂ(I;ZB)%kIJSI),

las ecuaciones algebraicas no-lineales resultantes ‘song:s W

Fase Gas:

+B[¢:u: (e 2)u:(rt;;£-) E(Z130)

+:



para la pelicqla tenemas

1)

n+2 : p : -
)= f . (3.135)
Z Ax,k uc(nk) = O L . ( 5 :

QU (T ) ' T (3. 138)
A 1+ . ! .
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Cabe notarvqué la discretizacion es sélo en’ ‘el " espesor de - la

pélicuiaVSL;’De‘fdﬁma”grafiﬁa quadaria-da-la siguienté_fbﬁma

SRR I f) :;,* B hfi;
. e g i : o
. o o ,‘ o EAE ’ : o T Sgnn‘del
: . 3 V’§~‘ AT . * . : Lfgquido
. . u )
Gas:. : [ P LN 3
ey
* hd » n
: * * * ¢ u =u_ (r )
: LR ¥ : n AL A nez
[ S S B
i B 1 =
u _(m
c 1
T - | ] ] )
L | ! - RRTTIE ! 1 i
b1 I3 T s et sl e e avaa T i3

1 2 B 1

sriable “y — es €liminada  d=

acuscicnes. Esto se puede. hacer ‘utilizando las relaciones ~da

Como pusde observarse,

equilibrio y la Funcidn del flujo de vapor a 1a salida:



E.Lfi)"Algori;moidé}sé;ugﬁéq

na d:scrxpc16n detallada de las

s1mu1aczén del - reactor’

ja)}Pollanxos En ® D enlx® 'f'

. BY k=0 es un punto de calncac1én,?

:“’ :

c) x=1"es un punto de :Dlocac1én,

d)ﬁNameED de puntos.de! Colocac1 n (n), 
e). valaor del parémetro o i ,
“$y Valor del parémetro'B,

3. Calcular: Los punto dlocacién ©y ‘léé matrices - de

‘dzscretxzac1én

Liamar alas subrutinas:’

\JACOBI
. DFORR ¥

4).—- Datos del sistema reaccibﬁan%é,{ 
FParametros: e
¢1s ¢21 _qfvf 'Vf :
Fropiedades: R

Ay Ay ey by oy e
R R st e S ’;’“T"ﬁ

5).— Inicializar el método de Newton—Raphsan

K=0, u.=uT=ru . o= 040t para i= 1 2,...,n+2
: CAj Bj j




&) .- Calcular{fﬂncidnéﬁ‘ Balance de”Materia), ectaciones (3.128)

Llamar a 1a égbtutina:ﬂjj 5
: L BAUSL
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~9).- Decidir sobre 1os~daLtaévaé'EoncéntraCf6‘
T8i (M| S LUE-OS ool

‘ar;pasarll

11.pasg 10

10). - Ccrrégif~}a$jcch

11) .- Célcuié‘yA'ﬂ(fﬁaCCiéh ‘moil de gas A a la salida) e imprime
: Y ot fract o

resultados (perfiies de concentracidn en la peliculal.

12).—-Fin



E.2) Discretizacien del Modelo de. Columna Empacada.

= qSi:aﬁii&gmos'nuevamente las ecuaciones (3.108)'y'(3,109)131
conjunto de ecuaciones adimensiunalés para el reactdrjkgé;—liqdida
tipo ’;Dlumné‘.émbécada,*:ecuacianes V(1.43)—(1;54);_3

Yasi ecuaciones .
algebraicas no-linealeés resultantés son: -

(3.138)

n+2




con las condiciones de entrada

i S GO

}:inL o tn )= 8 y"ukjnk) u e f o]
L=1 3 :

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)°

A3.188)

para k=2,35;...,0+1

las condiciones frontera guedan como sigue:

T.1485)

(3:146)

3147

(3.148)



En este caso la discretizacisn.se realizé en:Ya diréccién axiatl
de la columna (altura de la torre) y en la pelicula iliguida. ' Es de.

notar que para cada punto - de :olocaciédr _direccién . iaxial

en

existira un periil de. concentraciones

fcuiary
grafica nos gueda :

‘En. forma -

altura de

T lalcolumnas

El numero de Taci

siguiente relacion’ (Supo; colocacisn
en la pelicula y en 1éf‘_ P

NEC = 2%(n*n) + 9%n + 7. (3.149)




Aréchtiﬁuééléﬁﬁéé préééaéé e ‘algorltma/para la solucxén de EStE‘
51stema de ECUaCanES; Un 1nteresante”t abaJa subre 1a‘ snlucxén de
vE'LDbattDiy Legendre es: dada’

par Péres E.g

Mbéeid'de'Columna Empacada

ortogonal

s dég¢q1ocacién (n) 7

> .

qieﬁr la  pelicula ©y 1a.

atr1ces de d15:ret1hac1én Ay

i';Llémah; a subzutin;s: = :
: Clm i JCcoBl

DFOFR

5).—Calcular pﬁdpiedédes'del sistema
ka’ k41 ksi ks’ k71 ka' €y n
Liémar a la subrutina:

' PROFS
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1=, 2 e, N2

=1 2000y R+

&, =1

Al

EBn'fZ
EQn+2 ,= 0

B ¥ it
Bi,n+2 o

10).—- Calcular la matriz jacobiana J

Llamar a la subrutina:
DERIV



11),.f Calcrtr_lﬂlak,ﬁ: 1:;55 dekl'tas: ;’de':bﬁc'éhj:'t;a’ci‘én "jen,'ila ﬁeiitula ¥ a lo-

lérgo- de i1a columnas

AL

al




147 .-~ Escribe{resgltaqos de‘ipsrpérfilésfaxial,yién,la peLLcdla.

15).- Fin.

De esta forma se concluye la parte correspondiente a la solucion
numérica de los modelos. En el siguiente capftule trataremos con los
resultados gue se obtienen al realizar un analisis paramétrico de los

modelos y también sobre algunas aplicaciones a problemas especificos.
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_ NOMENCLATURA

3

3

0 m e DD DR A

oo
ES

':Cumponente A

‘CDeficiente definido por la esc:

;5CDéficiente estequiométrico

:Cdéfi&ientes del polinomio de aproximé&ién,‘

Matriz de discretizacidn parale
Coeficiente estequicmétriéa Lt
Componente B
Matriz de discretizacién paré'lgz
Coeticiente estequiométrico
Concentracidn molar de A
Coeficiente definido por la ec.

Didusividad del componente A

Funcidén ortogonal de orden n
Sistema de funciones no lineales
Funcionss ortonormales

Valor definido por la ec. (3.22)
Constante de Hanry

Matirriz Jacobiana

Folinomios ortogonales de Hermite
Funcional definido por la ec. (3.6}
Constante de velocidad de reaccion
Farametiro adimensional definido en la tabla

Parametro adimz=nsional definido &n la tabla

i
1
Farametro adimensional definido en la tabla 1.
Farametro adimensional definido en 1la tabla 1
Paramatro adimesnsional definido en la tabla 1
Farametro adimensional detinido en la tabla 1

Operador difer=ncial aplicado sobre y

Operador diferencial aplicado a y en F
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of B 5F A
P4

<
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<

0

s

(%)

X € g%

Operador diferencial aplicado a 'y sobre B
Rblihumios ortogonales de Legesndre

Polinomios artogonales . de Léguerwe

Polinomios interpolantes de Lagrange:: ;
Derivada del Polinomio interpeolante de LégrangEA
Funtos de colocacién "' S
Ndamero de ecuaciones no lineales:

Numero de unidades de transferencia

Funtos de colocacion =n el volumen total

Polinomio definido por la ec. (3.83)

Folinomios ortogonales de Jacobi

Funtos de colocacidédn en la frontera

"Folinomio detdinido por la ec. (3.80)

'Pa11nam10 definido por la esc. (3.38)

Flujo de alimentacion adimensional del liquldu
Polinomic de interpolacidn
Residuo en colocacion

Residuo en el polinomio interpolante de Lagrangs

‘ Sumatoria para el mé¢tado de minimos cuadrados

Tiempo

Factor de amortiguamiento

FPolinomios ortogonales de Tchavishav
Concensracion adimensional de A en la pelicula
Concentracidn adimensional de B en la pelicula
Concentracién adimensional de € en la pelicula
Flujo de alimentacién adimensional de gas
Flujo de salida adimensional de gas

Pesos de la cuadratura Gaussiana

Funcidn psso en colocacidn ortogonal

Funcidn peso

Coordenada x
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ES

&
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W
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| %
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' VaPiab1e,Dependiente | S
‘Variable Dependienté"defaghqxiqagiéq?"
Fraccién mol de Alen ‘la alimentacién’

~:Coordenada 'z : :

‘Punto de colacacisn

Simbolos Griegos

radimensional definido en

Coeficiente definido por

Coordenada y-

Fraccion mol da A & 1a sal dafﬂe}}réactor'

Anguloj; Farametro de los ppliﬁomibSpdé Jacobi
Angulo genaralizado
Coeficiente definido por

Angulo; Parametro de los i T;Parématra

Orden de reaccion
Angulo

Faramatro adimensional definido
Espesor de la pelicula liguida
Faramatro adimensional definido en 1évtab15 1;1
Farametro adimensional definido en la tabla 1.1
Residuo socbre 21 volumen en colocacidn

Residuo sobre la frontera en colocacién

Faradmetro de reaccidn-difusidn

FParametro de reaccidn—difusidén para la reaccidn i
Faramstro de treaccidén-difusién para la reaccion 2
Funciones base

Faramatro adimensional definido en la tabla 1.4
Farametiro adimensional definido en la tabla 1.4
Angulo complementario

Angulo complemantario
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'Familia. de polinomios ortogonales

¥

x:(k)' -~ Cosenos directores =

kmh* Valar caracteristico m;njmq

kmax Valor caracteristico méximp'

9] Namero de condicidén o

bc Farametro adimensional definidb'én:iarfébla’i.?
L Funto de colocacién k en la pelicuta

8i Angulo entre dos lineas perpendiculares
62 Angula antre dos lineas perpendiculares

o Orden de reaccidn

© Orden ae reaccion

T Grden de reaccidn

EA Cantidad de A en el gas

E” Conversidon fraccional de B ; DR
Ec Cantidad de A disuelta B A R S
T

Distancia adimensional desde el fondo’de - la’ torre
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4

RESULTADOS V DISCUSION
A) MODELO CSTR -

El objetivo de realizar la simulaciéh‘ numérica del modelo
matematico pata dos reacciones gas—liquidqicunsééutivas en un reactor
tipo CS8TR, es investigar los efectos subrélla transferencia de masa
en la peliculs debido a las reaccisdnes. quimicas 'y también observar
los cambios en las concentraciones en €l seno  dal liquido de las
especies reaccionantes. Debemos notdr . que las ecuaciones de
transporte adimensionales gque dasctibeh el sistema de reaccién - son
gobernadas por varios parametros fisico~gquimicos adimensionales, de

esta forma, los resultados se dan en funcisén de éstos.

A.1) Analisis Paramétrico

Los parametros adimensionales gque aobiernan las ecuaciones de
transporte los podemos dividir esn las siguientes categorias:
(1} Paramstlros Fisicos, Las velocidades de flujo de gas y liguido
(V,QR, la razon de volumen del seno del liguido al de 1la pelicula
(3), retencidén del liguida <(w), y las razones de difusividades
(A’B,Ac) -
(2) Parametros de Reaccion. CLoeficientes estequibmétricos (a,b,c,c’)
y los ordenes de reaccion (eyw,repyd
(3) Farametros Fisico—@uimicosfli{ﬁgebfelqcionados. Razones de
velocidad de reaccidén a la velnciﬁéﬁ;deitrénngrencia da masa en la

pelicula <¢1’¢z)'
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Excepto . para los. paramgires listados en . 1a oparte Cy lla
3

retencion de liguido (wi los etros parametros no son indspendientes
de cada uno, en.el sentido de qQE Un..cambio -en a&louna - constante
fisica puede cambiar otros parameiros simultansamentea.

e tabla t4.1 muestra los valores de los parametraos utilizados. an

la simulacion de dos ~eaccicnes gaa—liquido consecutivas en un CSTR.

TOELA 4.1

para . la simulacion - de. ’'dos .reacciones

Valores de los,. Paramsteds

. consacutivas

Estos Valureéf Eorresponden esencialmente :af. sistema
clprD~n~decano £13, 'sin embargu, 165 valores de las  propiedades  de
&Este sistema son muy pérecidos - por lo menos en magnitud - a-los .de
otros sistemas indusiriales, como &5 el caso - de la - oxidacion  de
pairaxilenc para la produccidn de adcido terettalico.

.La simulacién se ha llevado a cabo variando 217 coeviciente.-:de
transferencia de masa (kL) v la razdn de constantes de  velocidad.  de
reaccion (kilkz) para producir una amplia  variacion del factaﬁ de
mgjora. A partiv de la gevinicicn de  las varisbles  adimensionaies,
@stos dos parametros son identificados como ias variables .ciaverjque'

fu]
atectan el comportamisnto de ilcs reaciores gas—liguido. A partir de

las definiciones de las varriables acdimensionales, sabemogs . que una
valriacidn de kL afectara directamente & las velocidades de fludo
(v,ﬁﬁ = indirectamsntes a la razon de& volumsnes dal seno dsl liguido



a .la. pelicula ﬂﬁ);. asi como - tambieén a ios 'm5du165 - de
reacecidén—~difusidn (¢1’¢E)' For otro lado, diferentes valores defk1 Na
kz deberian corresponder a una varisdad de reaccionas gas-liquido - con
diferentes velocidades de reaccién. De este modo, los. valores de kL y
k;/kz tienan una influencia significativa sobre la concentracién de
salida de las especies y sobre la mejora a- la velocidad de
transferencia de masa debido & las reaccionss en la palicula.

{.a secuencia de wariacidn de 3, ¢1, va Y Q; como funciones de
kL Yy ki/kz puedes ser visto a partir de las definiciones de estas
cantidades. Ya que 3 =3 un patrametro fisico, éste es invariante con
respecto al cambio en las constantes de veloecidad de  reaccidn. De
acuerdc a la teoria de la pelicula, <5=DA/l—:L y la razomn de volumenes
del s=no del liquido a la pelicula £ es inversamente proporcional al
coeficiente de transtTerencia de. masa kL, paﬁa un vélor dado de la
difusividad y £ se apraxima a :érn“cnnfurhe‘EL sé,disminuye. Ya gue
el wvalor de @ siempre es positivo, debera existir un limite inferior
para kL, tal qgue £ siempre sea pasitiva y; la soluciéen tenga
significado Tisico. Debido é EStarrestFiccién sabre los valores de
kL, solamente se permiten ciertos rangos para ¢3 y demas parametros.
El valor de ¢& es ftambién afectado por. la rszon kilkz; un mayocr
coeficiente de transferencia de masa genara un modulo de
reaccidn~difusién mas peguelio, indicando que el sistema esta operando
en un régimen controlado por la reaccion, sin embargo, el efecto de
un incremento En la velocidad de reaccion incrementa el modulo ¢1 ¥y
consaecuentemente, cambia la condicidén de operacion hacia  un  régimen
controlado por la difusién. Tambien, las velocidades adimensionales
de gas y liguido V‘ v DH son invarsa y linealmente proporcionales a
kL. Esto es, =n terminos de las ecuacionss adimensionales, disminuir
el coetficiente de transferencia de masa conducira a @ la situacidn
fisica analoga de incrementar las velocidades de flujd.

La influencia de ias reaccionss sobra la . VEIDcidad da

transterencia de masa en la pelicula, se demuestra mejor por unas
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graftica del factor de mejora EA contra el modala de reaccion~-ditusion

P . El factor de mejora esta definido por la siguienta . relacidon:

f duA
B - ] A (4.1
A o drn
AL = =0
ta fig. 4.1 muetra tires graiicas de EA contra ¢1 con ,¢o como

parametro. 5e puesede obhservar gue como ¢; o] kl a8 mavbr, - la mejora a
la transterencia. de mass con reaccidn guimica, viena a ser mayor, -can
la excepecion de la curva inferior mosticada en 1la Tig. 4.1.b donde se

nota . que al aumentar &l fluio de &alimentacién de gas a

mantenisndo la reaccion 2 lenta ¢}=1.0, el incramento de ¢1

€n principic, & un indremsnto en el ftactor de mejcrs, peroc conforoe

¢1 aumenta considerablemasnte, =1 factor de majora permanece
constante. con tendencia & 2 decrecer. La euplicacidn de 'esta
comﬁartamienta &5 gueE, al aumsntar &l ilujo de gas en ia alimentacién

) 3 3 la  interfase & "tal

se esta  incramentando la conceEntirscion de & =n =
grado, gQue nos acercancs al comportamiento de una cingtica  de
o

pseudo—-primer oi-deEn, es5t

de la concentracion de B. De ssta Torma, lo que nacemos &l aumentar
¢‘ es désplazar la zona de reaccidn hacia el seno  del liguido,
gquedando  asi{ un peirfil tipico 1=) absorcion Ffisica. Este
comportamientc se discutira mas amplismente =n las siéulenteé

; niraria

graticas. La fio. #.l.C es caracteristica de una sibuacidn co
<}

& lo expuesto anteriorments. En este casco, €l incremento del flujo de

alimentacion del liguido a Qf=l.5 conduc2 & desplazar. la  zona de
reaccion hacia' la interfase, siendo este prroceso canfrulada
totalaente por ia Gifusion del reactivo A. Contorme se incrementsa 2,
y'¢2"ié concentracion interfacial dé A disminuye rapidameEnte ¥y con
esto el factor de majora crece de manera. abrupta. Este‘comporfamienfo

es tipico de una reacoion instantanesa.

[}
Ll
Fet
,4
%

gn la Tig. 4.2 se muestra la fraccidn mol de was A& & la

es, la velocidad de resaccidon depends sélo.

o



del.reactbr, cnmpigna—funciéﬁ ﬁé} méduip7de reacc;¢nfdifqéi§h ”¢1; En
la ‘figs 4.2:a "y 4.2.b observamos  gua" al madtener‘ una ¢;=1, e
incrementando ¢2, la fraccion wmol del reactivo gasecso @ A se
incrementa, este comportamiento es incongruente con lo gue repaortaria
un andlisis del esgquema de reaccidn, estoc es, si suponemos que hacemos
una alteracion en la temperatura de operacioen del reactor, de tal
farma gue pasamos de una situacior donde ¢1=¢2 & otra con ¢2}¢1, lo
cusl en teoria s posible, el consumo de A deberia aumentar, ez decir
la fraccidn mol YA deberia disminuir. Este comportamiento anormal es

mas patente cuando se incrementa el flujo de alimentacion de ocas a

<

f=D.5. Creamos gue el problema en estos resultados proviane de lo
siguiente; al utilizar los polinomics no simétricos de Jacobi, los
coeticientes de la matriz de discretizacidn suelen ser muy dispersos,
esto es, qua la vairiacion en el orden de magnitud de los coeficientes
es grande, =2sto trae como consecuencia gue al resolver las escusciones
algebraicas con 21 método de Newton—Raphson, tengamos una matriz
jacobiana mal condicionada, llegando a solucicnes gue no  son las
adecuadas. Un  analisis mas detallado sobre esta problematica es
presentado por E. Férez C. {121. No obstante lo anterior, podemos
observar gue los perfiles de composicién en la pelicula liguida,
correspondientaes a los mismos valores de las parametros ce
reaccion—difusién, para 21 reactivo A son razonablamante aceptables
figs. 4.10a, 4.11a, yv 4.12a. 8Sa nota an la fig. 4.2.a que wuna
alimentacidn equimolar es adecuada para las condiciones espect ficas de
la simulacion, también observamos cue no tiene ningun sentido aumentar
43 para estas condiciones de flujo, ya gue la fraccidén mol de salida

.2.b nos muestra gus al sumentar ¢2 con  un

no se ve atectada. La fig. 4

flujo de gas en la alimesntacion alito, las curvas empizzan a separarse
al incrementar ¢1. Sin embargo, la tendencia gque llesvan estas curvas
&#s & mantenasirse constantes, llegandose a la situacion de un proceso
controlado paoit la velocidad de reaccidn. En la Tig. 4.Z.c notamos que

a
al aumentar ¢ vy ¢§ la tendencia de las curvas es hacia una fraccidn
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mol de & de caro. Al ausentar  el.flujo de alimentacion de liquido - B,
la genaracien del conpuesto antermecio Coezs admentads, da tal forma
gue “ircramentar ¢ conducirid & consumir @mas rapidamante el reactivo &.

2
De este . aodo, las dos reacciones caontribuyen para Cconsumit.. mas
1

nuaesitra la variacion ds

m

rapidamente 8l reactivo . La Tig.
1

cconcentracion Sl reactivo B en el ssno del liquido con respectoc & los

medulos de reaccidn-gifusion ¢ ¥ ¢ . La caracteristica principal de
estas grafticas s gue consorrms s&  incremsnia qa, €35 decir hz, la
concentracién de ¥ en =l senoc del liguido aumenta. Esto €5 clara,

debido a gue cuando se inclrementa, » la zompatitividad de la Pea:c;dn
2 s incrementa con  respecto. al  consumo  ael reactivo. A. . Fuede
abservarse también el efecto del incremento de flujos de alimentacién,
grn la fig. 4.3.b nmotamos gue la concentracidn de B en él ‘seno - del

liguido tiende hacia cero miantiras gue en la fig. 4.3.c -tiende : hacia

un valor constante. . R

En 1a fig.. 4.4 observamos la variacion de la 7;an¢eﬁtra¢ién cdel
compuesto intermedio [ con respecto &a,... los ,-@éd@lds: '2de
reaccion~difusiéen. Al contrario de lo que pasa con el reactivozB, la
caracteristica principal d& estas graficas‘es que, conforme se. aumenta
¢z la concenitracidn de © disminuys & una ¢1 dada. For . otre lado, a
una ¢2 dada, la concentracidon de € aumenta con a2l ineremento- de ¢f
Festo =5 debido & i1a compevitividad de las reacciones. En la fig.
4.4.b notamos gue con un mayor Tlujo de gas - en. la  alimentacion &1
toﬁsumo del componente intermedio C es mas rapido conforme s aumentva
¢%. En la Tig. 4.4.c por el contrario, el consumo .es lento y conforme
s& incrementa ¢1 la concentracidn-tiene una - -tendencias a . permangcer
constante.

En ia Tig. 4.5 s2 muesira iar wvariacion. de -la concentracidn
intervacial del reaciivo A con respeacio a ias'_ modulos  de
reaccion-difusion. Se observa gue con el incremento de los modulos,

la tendencia de las curvas es disminuir. Esta es debido a.-gue' al

[
o
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sumantar ¢2 y«¢;;in;rém§ntamp=5Iaiyelucidad‘de.cunsumo,mdéi  LFE§C#di:7
A. Sin embargn,‘enfla“*fig.j 4.5.b notames . gue. si mantensmds  una
reaccion 2 lenta, es.-decir ¢zfpeqpeﬁa; 9 aumehtamas lébrvelo;idad “de
reaccién 1, la concentracion interfacialktiende»é‘aumehtar. “Estg . es
debido a la gran cantidad de A alimentadb,iide ’tal'ffDQmér'que el
proceso de aumentar ¢1 lleva a canﬁumirV rapiqaménté~yél7*rEa:tinl B
hasta agotarlo y de esta manéra ‘genérar: un‘ “aumento en la
concentracién interfacial de A. GRS : ’

En las figs. 4.6 — 4.7 — 4.8 se »mdéstrén' los perfiles de
concentracién en la pelicula con una variacién - en los medulos de
reaccidon—difusion para flujos ‘de alimentacion eguimolares. Motamos
gue el perfil del reactive A es mas pronunciado conforme se
incrementa ¢1 Y ¢z. Debemas  observar. que O puntos de colocacion
interiores son suficientes para perfiles muy inclinadeos. En 1a fiog.
4.6 mantenemos una reaccion 2 lenta notando gue la concentracion del
compbonente C crece conforme se incrementa ¢1, sucediendo lo contrario
con la concentracidn de RBR. En la fig. 4.7 incrementamos la velocidad
de reaccién 2 y par lo tanto 21 consumo de A es mas rapido, notandose
en la caida de sus perfiles tanto en inclinacidédn como en maanitud. A1
aumentar la velocidad de reaccidn 2, la concentraciéon de B en 1la
pelicula se incrementa y la de T disminuye, esto es debido a la
competitividad de las reacciones. En la fig. 4.8 observamos gue para
una ¢1 v ¢} alta la peneiracidon del reactivo A en la pelicula cubre
sélo una guinta parte del espesor de éesta, En la fig. 4.8.b y 4.8.cC
observamos la misma tendencia que las graficas anteriores, esto es,
un inciremanto en la concentracion del reactivo B y una disminucidn en
el componente C.

En 1a fig. 4.5 se presenta una combinacion de perfiles de
concentracién en la pelicula para dos velocidades de reaccidn y  para
flujos de alimentacidén egquimclares. En la fig. 24.9.a observamos los
perfiles de concentracién manteniendo la reaccion 2 lenta, el peirfil

del reactivo A es caracteristico de una reaccien moderadamente



rapidaj ‘esto es5)y & reaccion es 1o suticientements. rapidsa  para

s
llevarse a cabo en la pelicula, de tal modo  gue el reactivo -8 .no
1

penatra hacia el seno del] liguido. £n la Tio. 4.9.0b se pressnian los
perfiles para el caso en donde las velocidades de vescoion - san altas.
Fuede noiarse que la calda del pert: de- concentracion de A es
caracteristico de una treaccion instantanea, esta  ES, el -planao de
reaccidn tiende a moveirse hacia l1a interfase, de. agui, que | la
vaelocidad global del proceso, sesa controlada por la difusidn de” A . a
través de la pelicula gaseosa.

En- las Tigs. 4.i0-5.11-4.12 se wmu=asiran. los perfiles &e
concentiracion en 1la pelicula con la - variacidon | de.  los--mddulos - de

reaccion—~difusién, para un  flujo de alimentacion. gaseosa. mayor

V=0.5) gue la del liguido (R=0.1). La +ig. 4.10.a muestra = un

comporitamiento cutioso con respecto a los magulos de

reaccion-difusien. Dbservanos gue manteﬁiendo una - velocidad . de

reaccidn. Z lenta ¢2=1 - no se consumird Corapidamenta - &l aumentar
la velocidad de reaccion | de ¢3=1 a ¢1=& la tendencia es a bajar el

'perfil de A, sin embargo, al seguir incrementando ¢L 1o gue hacemocs
es subirlo en la parte media cercana a la interfase y bajarlo en la
oftra parte media cercans a1 Tinmal de la pelicula. Estao puede sear
meEjor entendido si observamos la Tig. 4.1i0.b, en esta notamos gue - al
Laumentar ¢1=1 a ¢H:6 la cantidad de reacitivo & es suticienie palta
cubrivr el espesorr total de la pelicula, sin smbargo, para los valores

de ¢ =20 y ¢

A SO vamos que &l treactivo illega a cubrir hasta la parte
madia ¥y una cuarta parte del espesor de la pelicula respectivamente,
esto Lirae como consecuencia que en la mitad de la pelicula cercana &

la ;hterfase exista un “excesc' de reactive A4, de tal forma que al
aumentar la velocidad de consuma de B, s decir, aumentar el valor de.-
¢& desplazamos 21 plano de reaccion hacia 21 Tinal de la pelicula. El
limite de esta situacion es cuando la reaccién se lleva completamente
en 21 seno del liguido. La  {ig. 4.10.c muestra los pertiles . de

concentracion de L en la pellicula. Como puede obseirvarse, . al



in:reméntah La’vélo¢idad 'da"P;acciQn B yﬁe rcuﬁsigué rqﬁméptérrrla
concentracisn de £ en la pelicula,  sin embarga, -+ notamos un
crecimiento - de C en direccion del seno - del  liquido. Este
comportamiento es mais notorio en las Tigs. 4.13 y 4.14. En la fig.
4711 s& ha incrementado la velocidad de reaccidn 2j ¢2=10 y por lo
tanto al incrementar ¢1 el consumo da reactivo A sara mas rapido. La
fig. 4.11.a muastra la rapida calida del perfil del reactive A en la
pelicula con el incremento de ¢1. La fia. 4.11.b muestra 1a tendencia
de los perfiles de B con el incremento de ¢1, agui notamos que el
rreactivo B cubre la totslidad de 1a pelicula. En la fig. 4.11.c
obseirrvamos un crecimiento de C con el incremento de ¢1, pero ahara
notamos una tendencia hacia un maximo cerca de la interfase. Es cbvio
que al incremantar ¢2 la concantracidn de C disminuye. En 1la fig.
4.12 se ha incrementado la velocidad ds reacciéen Zj ¢2=20. Esta
figura presenta las mismas tendencias de la tTigura anterior. Notamos
una disminucion mas rapida de reactivo A en 1la pelicula, un
crecimiento en la concentracion de reactivo B y una disminucién en la
concentracion de C. En la Tig. #.13 se musstran graficsas de pertiles
combinados para los tres componentes. La fig. 4.13.a muestra los
perfiles para €l caso de una reaccién 1 moderadamente rapida y una
reaccion 2 lentaj ¢1=10, ¢2=1. Es curioso 21 comportamisnto de estcs
perfiles, debido & gue las condiciones no dicen gque al tener un flujo
de ocas grandej; \Q=O.5 y uno de liguido pegueRo; Q[=C.1, encantramos
gue la concentracién de £ pasa por un maximo, y =i estamcs
interesados en la produccidn de C, notamcs gue estas condiciones nos
conducen a una concentracidén de C en &l seno del liquido pequefia, 1o
cual 25 inconveniente. De esta forma, cbservamos gus una tendencia al
incremento en Tlujo de was esperando obtensr mayor rendimiento en 'la
generacidn de C pusde llevar a resultados indasesables. Esto ocurre
aun si se mantien2 un valor bajo para la velocidad de consumo de  C.
En la fig. 4.13.b s& pressntan los perfiles para un esguema da

velacidades de reaccion rapidas; ¢1=20, ¢2=10, aguil notamos como la




catda &n la concentrscion-del  reactivo A& en la  pelicula es mas

e  desplazado el plano  de reaccion

O

pronunciaca ¥y Sambién como e
hacia la interfazs, asi como el wmaximo en  la  concentracion  del
Camponsnte intermedi . Es impoiritante notar ause si estamos
interessados en 1 estas concdiciones de operacion son
poco efectivas. El alcanzar este tipo de condicionss, &s un problema
intimamente ligado cen el control de la temperaturs en el reactor. En
la fig. 4,14 vemos @ el desplazamiento de los pertiles para el
componente intermedio €, para una velocidad de trEaccion 1
moderadamente rapidas ¢a=10 y una variacion de ¢2. Notamos que
conforme ¢2 se incrementa de 0.1 a 0.7, lo guas se hace es desglazar
el maximo en direccion de 1la interfaze, si bien o existe wna
rattiacion muy brusca en la magnitud de los cambios de concentracidn,
esta situacidn se vuelve grave cuando se amultiplica la concentracion
de C por 2l flujo del liguida de salida, de tal forma que uia leve
vairiacion en ia velocidsd de reaccidn 2 promovera uns disminucidn o an
la selectividad de C.

) En las Tigs. 3.15-4.16-4.17 . se  muesiran los  perfiles d=
concentracidn en la pelicula con- la  wvariacidn  de los modulos de
reazccidn-difusidn, para un Tlujo de  alimentaciondel liguido . mayar
u%=0.5) ques &l de gas (Vf=0.1). En términos qenerales, 1o que
estamos haciendo al aumentar 2l Tlujo de liguido, &s - incrementar la
cantidad del reactivo B en el sistema, de esta foirmay, &5 ldgico gque
esperemcs au2 la disminucidn del reactiveo A sea mas rapida .con el
incremento de los pardmetros de reaccion-difusidon. La fig. 4.15.a nos
muestra como, manteniende una reaccidn Z lenta, 2l reactivo A alcanza
a cruzarr la totalidad de la pelicula, pera  conforme  aumentamos. la
velocidad de isaccion 1, este salo lliega a cubrir e} 1067% del . espesar
de la pelicula desde la interfase, para un valor - de ¢l=50' Debamos
notar gue para estos resultados se tuvieron gue utilizar 10 puntos ds
colocscion intetiores caonm un Tactor o=3 en los polinomios de Jaccbi,

== elipio este factoir con el cbistoc de desplazar los puntos  ds



CDlutécién"HéciETél‘ladu'della ihteﬁfase, tratanda,delajuéféklfde la
mejor-manera sl déscenso sbrupto-de la con¢entraci¢ﬁ del” raactiva A
en la zona reéferida. Una buena- discusién. sobrs. Ia  influencia - deél

movimiento de estos . parametros de -los leinnmibs >déL~U€Cbb'

presentada por Joseph L231, y por Maoreno; Pérez vy Viygfdéf[Sj para
simulacién de columnas de absorcidn por etapas.'En ia:fig.'4;15.ﬁg es -
importante notar gque con el aumento de ¢ de 20 a 50{ élycambio an -la
concentracion del reactivo B no se va seriamentz afectada, esto es
debido & gue al wvalor de ¢3=20 la ’caﬁtidad da reactive A es
inexistente en mas de la mitad del espesor de la pelicula. En la fig.
4.153.c abservamos como los perfiles deycéncentracién del componente C
tienden a crecer conforme aumentamos ¢3; Notamos gue para estas
~condiciones de flujo, la mayor concentracion de C es en 1a interfass,
por- 1o tanfc, si.estamos interesados en producir C estas condicieones
son improcedentas; En las figs. 4.16 vy 4;17 absarvamos el mismo
comportamiento descrito anteriormente. La fig. 4.16.b nos muestra una
;;péracibn de-las curvas a. velocidades de reaccion 1 grandesy ¢‘=20,
So,réﬁando aumentamos ¢2 a 5. Es claro gue al aumentar ¢2 a S lo que
hacemcs es incrementar el consumo del componente T y por lo tanto, la
concentracion de reactivo B aumenta en la pelicula. En la fig. 4.17.a
. notamos como el reactivo A penetra sdlo en un 10% del espesor de la
pelicula, a condiciones de veiocidades de reaccion i grandes. Debe
guedatr-claro. que para la predicciéon de estous perftiles se utilizaron
10 punfos de colocaciéen interiores, esto con el fin de evitar
resultados carentes de significado fisico, &s decir, corcentraciones
Qggétivas de reactivo A, las cuales pueden predecirse con menocs
ﬂUﬁtos dé"cnlucacién. Ern  1a Tig. 4.18 se obsarvan los perfiles
combinados de los tres componentes para dos condiciones de velocidad
de reaccion. En ambas figuras 4.18.a v 4.138.b notamos al
desplazamiento del plano de reaccidén hacia la intertase. For otro
lado, observamos gue incrementar ias velocidades de iresaccién genara

un perfil mas pronunciado del reactivo A.



r&fica .del -numera’ de -ecuaciones-

“lha fige 4.19 musEstra.. . una. . g 3
algebraicas no - lineales, geneiadas &l i discretizar el wodelo
diferencial del ezactor  CSTR, o contra g;,‘numero de puntas a=

colocacion seleccionados para hacet; dicha . discfatizacién Lern ia
pelicula. ' Observamos gue el nﬁméto_ride“ ecuaciones éigue )
comportamienta lineal can~respe;tb~al numarc. de puntos. De hecho, la
ecuacién gue se sigue es:. . : '

NEC o TN - SRERTY: 38-))
donde n es el numero.de puntos de‘ colocacison interiores. - Eé' agui
precisamente donde‘esta;ia diferencia en la forma de .rescolucidn .del

modelo. con larprnpuesta por-Ho.y Leé 41 Fara . ellos ,135; e;uacionesr

generadas siguen. la siguienta relacién::

L NEC =2 n_+~4731_

Su  formulacion. se fundamenta:: Jeliargumentos - de o cierta

dificultad numérica sencontrada. 1) ‘método: de - colocacien

ortogonal, la cusl es evitada:al uti

siguiente forma:
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= ACIHL Y =AY u Lo T
. B .l a Bl c ccto :

donde los subindices iyt significan los ‘valoras & laiinterfase 'y Ten
el seno del 1liquido, respectivamente.” Reésolviendo lagffe¢uacionESr

(4.5)~(4.7) para W) ocbtenemos:

W) = W e (- W O3 T8
A pabtiridertiés Qéqpéciaheé;~(4.414(4;7) pbdamas obtener- una

expresiédn’ para w. () en cion. usy U, Ccomo

4.9

Al substituir la ecuacidn (4.9) ‘an- las ecuaciones (1.27> Y
(1.28), se hace gque estas ecuaciones sean sdlo funcién de uB(n) y
uc(n). De esta manera, se readuce el namero de ECcUuaciones
diferenciales no lineales y también, segun estos autores, se evita la
dificultad numérica encontrada al calcular el perfil de concentracion
en la peliculs de la especie gaseosa A, la cual tiene ogeneralmente
perfiles muy pronunciados.

Fersornalmente, no estoy de acuerdo con la opinidn de Ho y Lee en
el sentido de esta dificultad numgrica. En primer lugar, poraue solo
estan considerando el caso donde 21 reactivo limitante es A, esio es,
el pertil de concentraciones de A sera entonces muy pronunciado con

el incremento de los modulos de reaccidén—difusidén, y dejan de lado el



cdsc donde el rsactivo limitants 25 B, donde  tambisn existiria wn
pertil pronunciado péﬂa B vy de esia manetrs se requeriria de cira
funcion potencial para 1 reactivo B. Lomo sz mostrd antericrmente,
el movimiento de fluios de alimsntacion es de vital importancia para
gl buencompbortamiento del reactor en la gensracion del componsEnte C.
Eﬁ gsfe sentido, ez de alio riesgo bDasarse en una.  funcicdn | potencial
para €l reactivo A. En ssgundc lugsar, Creemos Jue nRo es necesaria  la
‘utilizacidn de dicha Tunmcion potencial para evitar la dificultad

nan discretizado  en forma

m
o
a
-
C
n
e
cf
6
it
ar
&
]
n

numérica rafteric

simultanea ias scuscicnes diTerenciali2s para los tres conbonEnies

<

se ha utilizado un numsro mavor de punios de colocacidn, lo cual no

afecta considerablemente el tiempo de computo y ademas se han

n

utilizado polinomios ortaoocnalss de Jacebi no simeiricos con  los

'parametvU= o=3 'y 3=0, garantizando que sl acomodo dz - los  puntos o de

colocacidon  sea mas  cercano hacia la caida . abrupta de a
concentracion.

For otro lado, si extrapolaramos 1los resultados obtenidos del
‘analisis paramétrico hacia una situacidn realr (en 1la 1ﬁdu5tria),
obserrvamos aue e€s de vital importancia el control de temparatura del
reéctor, 21 no hacerla involucra movimientos en los  paramstros de
raaccion-difusion, 1o cual tras comb consecusncia alteraciones en las
concentraciones de los producics esperados. For otra parte, Notamos
que una . altsracidn en los - flujos de alimsntacion, esto” es, una
posible variacidn en el coeficiente de transferencia de masa, genera
alteraciones en la concentracidn & tal grado gue sn lugar de esperar
un mayor rendimiento, este cisminuye. bDzoemos aclaicar gue también una
Vrvarlac1én en el coeticiente de iransfazrancia de masa puede esperarse
con la variacién de la velocidad de agitacidéon dentro del reactor, sin
embatrao, =2s5te punto todavia no es lo suficientements claroc . an la
teoria como para considersrloc dentro del m@modelo. Una  excelenta
discusion sobire este problemna =3 presentada por Charpentisr (53,

A continuscion presentamos wia aplicacidn del modela en un

160



sistema industerial. -

A.2) Apllcac;én a 1a Clorac1én de n—Decano

‘én det n—decano procede por un mecanismo de
1n1c1ac1én por disociacion térmica o

El  sistema de ireaccidn puede ser

30 posibles
isomeros

diclorados
diferentes

Fara la aplicacidn de nuestro modelo hé;emos la consideracidn de
so0lo dos reacciones globales 'y dos ‘constantes de velocidades de

Ireaccién promedio. De esta forma, elresquéma de reaccion queda de la

siguiente forma:

R

- presentados por



Estableciendo-lassiguisnta nonenclatupa e

Moo= 7l DM = 1aT
VA B wB L .

. = 1. ) . : w =10
yAf ‘17’&’) \Bf« ll“J_,

v=0.86 : e = 0.725 tgr/en’)

1

a = 3.0 cm
v B .

o
1
o
§
w
9
s
o
0
e
¢l
&
&

(1.8 T —122) " psia

224/ (1.8°T ~134)  psia

3462/ (1.8 T =144) psia

AE . = 29000, cal/mel - ' AEz'z aE,

k(32T Ky = 0,005 (em’/mol-seq) R (373 K) = 1.414 k (373 K
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Los.flujos dé alidentacién Son:

emperatura de 300 FK. Fara esta

s adimensipnales son:

En la fig. 4.20 se mueStﬁan los" ‘resultados de la simulacidsn.
Pusde notarse gue la concentracidn del componente intermedioco € se
mantiene constante a 1o largo del espesor de la pelicula. Adn cuando
los paramettos de reaccidén—difusiédn son peguefios, 2s notorio gu2 una
alimentacidn seguimolar de gas y liguido es adecuadga, cuando estamos
interesados en producir el componente C. Es importante observar gue
para este sistema las condiciones de operacion son relativamente
baiass: =300 . P=1 atm. No obstante &ssta diterencia, el analisis
parametrico nos revela qua -l modeloc matematico del reactor es

valido.
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83 MODELO DE COLUMNA EMPACADA = = = -

Fara ‘el caso de la tolumna =mpacada, se ‘realizéd. . la& s simulacion
numerica para una reactiéﬁ irreversible de segundo orden. Al igual
que en el rsactor QSTR; las ecuacicnes de. ‘transporte son . manajadas
por medio de pahémétras adimensionales, dE E5te modo, los  resultados:

son- especificados en funcion. de =llos.

B. 1) Anélisis'Paranétrico

7 ios parametros demayol importancia son el namaro de.unidades .de
transferencia, N,' la razén  de . velocidad | de reaccidn - a la de
transtrerencia de masa, ¢y Yy -l factor - de  a&absorcidn, ks. :RUEd?
espararse gue un. incremento  en - cualesguiera de | estos paramEtros
generara un admento en la “absarcion vy canversidn. k4 eé ,,Eli
coaficiente ssteguicmetrico y &5 establecide  con: la selesccidn del
sistema de ireaccion. En sste trabajo, k4 25 tomadc como . la  unidad.
Los coeticientes de difusion de las dos =species en €1 ° liguidorse
consideran iguales, de este wmodo, k es también la unidad-

En general se acepta que la razdén de resistencias a. . la
transferencia de masa de la fase gpaseosa a la fase. liguida  es. baija
para gases poco solubles. Ya gue ls pelicula es delaoada, su . valumen
comparado con g2l del seno del liguido es peguefic. De esta fDPma,‘k7ry
kB se han considerado como €¢.0! ¥ la razdn de alimentacionss, ka" se
supone como la unidad. Los etectos de variacion de kg se discuten en
la presentacidn del sjemplc de aplicacidn.

fa Tig. 4.21 muestira =1 eTtectoc de la velocidad de veaccish: sobre
la wantidad absorbida. 58 nota gue al aumentar el valor de ¢, .qgue ‘es
la relacion de la velocidad de reaccion a 1la  de t"ansferehcia “de
masa,  la cantidad de & absorbida es mayor. La fio. 422 muéstra :la

conversidn del componsnte B en =21 fondo de  la :torre. FPara una



_La maycrla de las publlca:1ones se tconcentran en obtener un factor de
’nEJDPa local para descv1b1r el efecto de la reaccisén. EA un contactar
continuo ' a cnntracnrrxente, la concentracién del  reactivo gaseoso
disminuye'en 1a direccion del flujo de aas, mientras que el reactivo
liduidn disminuye &n la direccién opuesta. El factor de mejora
‘déberla ser bajo en =21 fondo de la columna, donde la concentracidn de
gas es alta y la del reactivo B en el liguido =s baja. Lo contrario
s - verdadero en el domo de la columna. De estes  modo, un factor de
mejora local no s apropiado para describir el efecto de la reaccion
sobre la transferencia de masa en Gn  contactor diferencial. “ara
propdsitos de dissefic y optimizacidén, es recomendable definir un nuevo

factor de mejora global como:

(4.11)

péra déscribir la efact1v1dad de la P acc16n ‘comd una mejora a la

anOPClén T151ca. E0 es la razén de la cantldad total absorbida con
PEQCLlén & la gue existe sin PEaCClén, ademas as una Tuerte funcidn
de ¢. Fara un namerco determinado de unidades de transferaencia, N, un
incremento en ¢ resulta en mayor absorcién y, de esta forma, E0 s2
incrementa. Esto se ilustra -enla-fig. 4.2Z3, la cual indica que las
reaccion guimica es mas eficiente para incrementar la absorcion
cuando tenemos valores bajos-del Tactor de absorcioén, es decir, si k
se mantiene en la ‘unidad, esto implica un valor mayor de
(mC . /C* 3.
Bin Aln .
Fara obtener la solucidn. aproximada, se ha utilizado el metodo
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de colocacien  dgrtagonal -con: 5. puntps interiores. 82 utilizaron

; . F ; ; oy e
polincmias en ® ., esto . es, puntas de colocacisn osimétricos. Las

técnicas para resolver ecuaciones di znciaies da grimer orden, como

el metodo de Runge-Hutta, reguieren el conocimiszntc o= los  valores
iniciales de las variables dependientes, sin  embargos, en nusstiro

casoy 21 valor inicial (i.2., &

C

s

la concentracidon de la  fase
liguida se& desconoce. i,a concentracion conocida del rzactivo B
corrasponde & =1, 21 domo de la columna. 51 esto sz resusive como . un
piroblema de valores a la fiontera, la necesidad de un peagueiio paso en
la-malla v la no lineslidad de las ecuaciones de modelamiento,
conllevan a un- alto consumo de tiempo de computo. e incluso, pueden
existir problemas de estabilidad. Una buena comparacidon entre los
métodos de shooting vy colocacidn aritogonal para columnas da absorcidn
sdiabaticas s presentada por E. FPérez v T, Vivercs L[73. De easta
forma, solamente 7 puntos de colocacidn han  sido utilizados para

describir la longitud de la columna. Cn cada une de estos punics,

“también se han wtilizado 7 puntos se colocacidn  para describir las
concentracionas en  la pelicula. Esto  1raalmnente regulere MENCS
esfuerzo computacional v tiempo de que 10s metodos

tradicionales. La Ti1g. 4.24 muestra la curva de ogeneracion del namers
1

4
o

2 ecuaciones contra el namera de puntos de colocacion interiores. En
nuestro caso el sistema cuenta con 102 ecuaciones. Cabe aclarar,  gue
este tipo de problamas empieza & esado para llevarss a cabo  en

[

na microcompuiadora, en iérminos de tiempo de computo. - Eno-este
sentido, los resultados han sido obienidos en =1 sistema HF-9000 del
centiro de coémputn de posarado de la Fac. de Guimica de la UNAM.

B.2) Aplicacién a la  Absorcién . de CO_.. en . Séluciones . de

Mono-Etanol Amina - C R e

Se estan tratando F0C kmclfhrnde'uné mezela de.Nz,‘Hé y‘CDZ- -{en

. laa



oroporciones molares de 1:3:1.33). La absorcion se lleva a cabo a una
orresidn de 20.3 bars y I0CT K. Se utilizarid una columna empacada con
~anillos. raschig de 0.03I81 m. La concentracion total de MEA- en la

solucidn es de 2.5 M. La reaccidén:que ocurre es la siguiente:
€0, + 2 RONH i > R NCDO  + R NH
2 z z 2z 2

A pattir  de los resultados - experimentales de Danckwerts y
colaboradores [81 el coeficiente de velocidad de reaccidn a 303 °K es
36.7 % 10° (m®/kmol hr), la difusividad de MEA en una solucidn 2.5 M
a la misma Lemperatura es 2.77 x 10 ° (m/hr) y la del co, 5.04  x
107% (m®/hr). El1 valor de kg fué calculado utilizando la correlacidn
propuasta por Norman [Z] vy kL usando uwuna correlacidgn ajustada a
partir de los datos de Danckwerts. El coeticiente de Henry depende de
la fuerza ionica de la solucidn. Van {revelen vy Hoftijzer [1€3
relacionaron el coeficienta a estas condiciones al de agua pura y a
la fuerza idnica. La correccian pDP*fueria idnica del coeficiente es
debil en este caso y entonces: el valcr apropiado es de 35.7
(m°bar/kmol) . ta tabla 4.2 muestra el valor de las variables
adimensionales para el presente sjemplo. El modelo utilizado suponara
gue tanto &l gas como el liquido estiam en Tlujo tapdn ¥y gue la
concentracidén de CDZ en el liquido de glimantacién es despreciabie.
Se reguietre analizar el comportamiento de la columna con la variacidén
del flujo de liquido de alimenftacién y el nuamero de unidades de
transferencia.

ta fic. 4.25 muestra la concentracion adimensional de CDZ a la
salida de la torre (domo). Como puede notarse, la concentracidon
disminuye rapidamente con el incremento del flujo de 1liguido y el
nuamero de unidades de transfterencia @s signiticativamente menor para
una concentracion de salida dada. La fig. 4.2&6 muestra la conversién
de MEA en &1 fondo de la toirrre. Agul se nota gue conforme sumenta €1

Tlujo de 1ligquido . la . conversién de MEA disminuye, tendiendo a
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peIrnpanecesr canstanits. descues  de, uri AUmEro: de uhldades d
n

transferencia determinado.  Esto . demussira’ gue  para llmpl

i

corriente de gas en una forre -de ouna  altura: Tija, s hhac

i

indispensable sncontras 2@ flujo optimo de liguido. de - alimentacidn.

1 de concantirsciones del gasy 1liguido a
1o lareo de la zolumna para N=6.5, ¢=1I340 y L=0.05." Las fig. 4.28
musstira los parfiles de concentracion de CO. v MEA  =n la pelicula
liguida a tr=s diferentes posicionss e la torra. - En 21 domo &3
notorio que el reactivo limitante &5 el C02 ya gue la  concentracién
de MEA sigue un perfil casi horizontal, adamias de gue la penetracien
del CD hacia &1 seno dei liguido =s insignificantes. En el . fondo de

la u:lumnq la penetracién de CGz hacia el 'senoc dsl liguido es

=bsqrciénwﬂaﬁtb

0.050. 13
:0 074;
0,160
C0.125

NN

%)

s1gn1f1cat1va asi como el deca1m1entc da

‘Estos resultados son similares: a;loss de Frumen.'*— ;imisme

caso.

En torno & los problemas humericos shcaontradas &n la,ﬁolﬁciéﬁrde
este ejempla, cabe mencionar'que'se'utilizé“el:métudo,ds*Bﬁbydén, con
2l fin de acelerar el calculo. Sih'embarga, el métoda falld  en . la
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convelrgencia conforme 21 parametro de reaccidn-difusidn se hacia mas
arande. Esto puede explicarse va qgue, conforme. incrementamos el
parametro de reaccion-difusidn, lo gue sstamos haciendo 25 llevar a
nuestras ecuaciones diferenciales originaless hacia unas da1 tipo
"rigidas“. Esta situascidn trae como consecuancia que, al evaluar la
matriz jacobiana de Torama numérica, pegueiios cambios en las variables
modi figuen significativamente su estructura. De este modo, al ser el
meétodo de Broyden un método correctivo de la matriz jacobiana. las
correcciongs gue realiza mo son lo suficientemente cercanas a los
valores reales de los elementos de la matriz jacobiana. En este
sentido, rasultd conveniente wutilizar un numero de puntos de
colocacion interiores relativamente grande y el métoda de Newton con
un factor de amortiguamiento ds o.s.

En la tabla 4.3 se muestran los,puﬁfos de colocacidn util;zadoa
en la discretizacison del modelo- de : reactor- C5TR 'y el de columna

empacada.
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Punto: de CD]DC&CIén Ut11:zados en la DlShFEleBClén

U TABLA 4.3

,CSTR

(N8, F kg
"”;n ]

- GL00000000

0.21658734
0. 48038041
0Q.70710678

LT 0.87706023

O.9TLeTE

0,0y

S 00000000

0. 10079378

Q. 229714G0

0. 35549343

0.475357714
G.OB720411
0.6BF02738
Q77705583

. BOTB6447
T. 71805045
O.76AT7050CT
ji el vielvielvie]

n=8,

'fcoLumNa EMFACADA
B (575G, 0
™

. GOOUQ00U
0. 01285507
0. 10166678

Q23723577

C USR0828267

0.59171732
0.76276620
0. 89633323
0. 98014492
1. 00000600
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Fig. 4.5
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" CONCLUSIONES

A) MODELO CSTR

La solucidén del modelo matematico para la simulacion del reactor
gas-liquido tipo CSTR, ne es del todo sencilla. Esto es debido, en
parte, a.  la no linealidad de las ecusciones cinéticas de las
reacciones. Aunado a esto, las ~ecuaciones. de continuidad en la
pelicula junto con sus condiciones de frontera, conllevan a 1a
solucidn de un sistema de ecuaciornes diferenciales no lineales.

No obstante lo anterior, La simulacison resultd adecusda en el
analisis de dos reacciones consecutivas, con cinéticas de orden de
reaccion generalizado, donde €l interes principal fué la formacion
del componente intermadiao. El  analisis patamétrico nos reveld
interesantes relaciocnes entre 21 sistema fisico y los parametros
quimicos. Observamos gue, dependisndo de la razén de las dos
constantes de velocidad para las dos reacciones consecutivas (¢l/¢z)’
la transferencia de masa puedes afectar significativamente el
compartamiento de los reactores gas—liguido.

En el primer casao, cuando  tenemos Tlujos de alimentacion
equimolares, notamos que manteniendo wuna constante kl mucho mayor que
kz, favarecera la formacisn del producto intermedio €, pero afecta la
distribucién del reactivo inicial B. En casos donde la constante de
velocidad kz a3 mayor gue k1’ la produccidon de € es minima, vy =3
nuestro interes primordial es produciv €, este tipoc de operacidn debe
evitarse.

Enr &1 ssqundo case, cuando ftenemos wun fluwjo da gas de
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alimentacién mayor que el del liqﬁido, notamos situaciones
verdaderamente interesantes. Observamos que el incrementao de
alimentacion de gas, esperando un aumento en la produccién de C,
puede traer resultados catastroficos, agon manteniendo la relacion de
}ﬂ>kz' El reactivo limitante es B, y de esta manera la =zona de
reaccidn es desplazada hacia el final de la pelicula (cerca del seno
del liquido), por 1o cual el componente C se consume debido al
exceso de reactivo A, ain cuando la reaccidn 1 sea mas rapida que la
reaccion 2. 81 bien, la diferencia de caoncentraciones de C entre la
interfase y 21 seno del liquido es poca, &l hecho de que se consuma C
puede repercutir, no tanto en la cantidad que se consuma de €, sino
en la formacidn de compuestos indeseados que afectan o contaminan  la
calidad del componente C. Esta situacién es de extrema importancia en
el proceso industrial de produccién de acido tereftalico.

En el tercer caso, cuando el flujo de alimentaciédn de liquido es
mayor que el del gas, el reactivo limitante es A, de aqui que, aunque
s& mantenga la reaccién 2 lenta, la produccidén de C es completamente
disminuida.

De esta manera, podemos concluir gue el modelo matematico
planteado es lo suficientemente flexible para simular condiciones
extremas. For otro lado, es notoric que para las condiciones
especi ficas de la simulacidén, una alimentaciédn equimolar de gas y
li quido es adecuada. Es necesaric también, wmantener un estricto
control de temperatura, para evitar el movimiento brusco de las
canstantes de velocidad de reaccién, y en particular de la reaccioén
2, v con esto se atecte el nivel de produccién de la especie
intermedia. Es asi, como dependiendo de las condiciones de operacidén,
debe tenerse mucho cuidado en el disefio de reactores gas-liquido de
este tipo, patra minimizar los efectos de la transferencia de masa
sobre la formacidén de productos indeseados.

Las perspectivas de investigacion scbre aeste tipo de reactores
es muy prometedora. Algunas mejoras podrian hacerse al modelo, tales

como incorporar un efecto por la agitacion dentro  del reactor y
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tamafio de burbuja, adicionarle algdn esquema,déncpnfkolgdét

temperatura y: resolver Elyprublema dinémicp,

seria interesante probar modelos de renovacién’rf'
transferencia de masa en la interfase, yar ngkff 5
recomiendan para transferencia de masa en .  burbujas 3 et
camino de esta investigacidn es largo, pernzihduaéb : :

y ptometedor.

B) MODELO DE COLUMNA EMPACADA

La soluci¢n del modelo  matematico 7 para el proceso. “de
transferencia de masa con reaccién 'quimiéa en un:‘ contactor-
diferencial, puede decirse que s masS compleja comparada con la delk
reactor de tangue agitsdo. Esto se debe, principalmente, a que al
existir variaciones de concentracién de reactivos, tanto a lo largo
del reactor como en la pelicula, se debe realizar una discretizscion
bidimensional, conduciendo a un sistema de ecuaciones algebraicas no
lineales con ciertas caracteristicas que hacen dificil resolverlo. No
obstante lo anterior, los estudios parametricos nos hasn revelado gue,
el numerc de unidades de transferencia, el parametro de
reaccion—difusién, y el factor de absorcidn, son las principales
variables que afectan el comportamiento del reactor.

Si bien el modelo de columna empacads no es lo suficientemente
caompleto, ya gue no censidera el balance de energia, se dempstrd con
el ejemplo de aplicacidn, que representa las tendencias de 1los
perfiles de concentracidn correctamente.

Las perspectivas en el estudio de este tipo de reactores es
amplia. Sin embargo, el incluir el balance de enesrgia, considetrando
la columna adiabatica, conduce a un problema numerico de
consideracion. Asi, el tema esta abierto desde dos puntos de vistaj;
uno, por la implicacion del estudio . de  la absorcidn con reaccion

guimica, considerando las variaciones de temperatura a lo largo del
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‘(reactor y en la pe icula 1iqu1da y das,,!pdr 'él ‘reto idéi brubleme

numéxlcu plunte=do

C) METODO DE.COLOCACION ORTOGONAL

Debido a gue las ecuaciones diferentiales resultantes de los
madelos matematicos de los reactores gas—-liquido son no lineales, es
necesaria una solucién numerica. El m&étodo de colocacion ortogonal ha
demostrado ser un metodo rapido, flexible y ediciente =n la obtencion
de soluciones aproximadas. Este requiere en realidad de pocos puntos
de colocacidn, con lo cual el tiempo de coOmputo se reduce
considerablemente, asi como la memoria reguerida.

Aun cuando el método adiciona un par de parametraos al problema
~(ay @)~ al wutilizer los polinamios ortogonales de Jacebi, esta
situacion es resuelta en forma directa cuando se tiene cierta
intulicidn sobre la forma de los perfiles, es decir, si s8 conoce «a
priort el desplazamiento de la solucidn hacia cualquisr extremo
del dominio, la eleccién de o y 2 gueda determinada de la
siguiente manera; si la inclinacion del perfil es mis pronunciada
hacia la 1zquierda, (cerca del cerol, valores mayores de ceroc
para o son recomendados, por el contrario se recomiendan valores
de 3 mayores gue cero.

Sin embargo, actualmente estamos trabajando en la busqueda de
una interrelacion entre el problema fisico y la seleccion de los
parametros del los polinomios ortogonales. For otro lado, tambiéen
estamos abordando la praoblematica de la solucién de ecuaciones
diferenciales "rigidas" con colocacidn, investigando posibles
funciones prueba exponenciales.

Es bien conocido, que el area de las matematicas aplicadas es
apasionante. For lo tanta, no creo necesario mencionar las

perspectivas de su estudio.
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#

IMPLICLIT REAL*Z (A=, O-2) ‘
INTRGER IMR,IMIN, ISEC, ITH )
LOGICAL#E TIEM, SEITI )
CHARACTER %S4 FNAME

CHARACTEI CH :
DIMENQIUN rl\u“)-F_(w”),DLLU‘u”)1nJHE\.”,JO)

COMMoN TE(E0 DY S50y, ROOT(S n)"v;(qn).“?(qu
COMPION . (300, Va (30

cCarmon. /TE FLVFLDELE,DELC,F11.W1I2, BET, RNUC, GA, BB, BC, YAF
COMMON /7CUAT <, LN CF 5 Oy HEN, UCF  UA (20) ,UB (202 , UC (20)
COMMON ~CTREO, BHA(:U,:U) ABX (20, 207, ARA (20, 20) , BRA(Z0, 20)
COMMON /3ELG/ UAX (20 , UBX (200, UCK (20

CH=CHAR (27

WRITE {a, (1K, 2AN 2 CH, "L2T7 ; -
WRITE (s, %)’ F R 0O 6 R A M A Cs8 TR
WIRITE (#*,%)
WRITE (#, %3
WRITE (%, #)

SALIDA. A FANTALLA . - .
WIRITE (%, %) > SALIDA-A IMERESORA - o)
WIRITE (#, %) ° 35 SALIDA A DISCO . : .
WIRITE (n,8) 7 ) o T e
WRITE (%, " (A\) "}-" DAR LA DFGION. —===yer S

READ (%, %) OF S e i s

IF (OF.EQ@.2) THEN B e e
OFEN (UNIT=& rrLE=fPRN',STmTus='UNHN0wN',ACCESa;?SEQuENTIAL',
FORM= " FORMATTED * : : o A
ELSEIF (OF.EQ.3) THEN S
WIRITE (%, ' (A\) ") ° “NOMBRE DEL ARCHIVG DE &ALIDA RPN
READ (#, * (&7 JFNAME o
OFEN (UNIT=é,F ILE=FNAME, STATUS= UNENDWN © , ACCESS="SERUENTIAL ",
: FORMATTED ) : : : s

WRITE (%, " (1X,28N) ")CH, "L2J° :
HﬂlTE\M,d} 7 el e DATUS. FaARA  COLOTCAGION . ORTOGONAL -

CWRITE (3,

NhITL(%.*) R N S
WRITE {%,%)° 21 POLINOMIOS ENM G !

WRITE (%, %) 2% POLINOMIOS EN- (x2) 7
WRITE (#,%) .
WRITE (%, (AN ") DAR LA OPCION. —m-e——i

READ (%, #)L0O
DO I Is=1,2
WRITE (%, %)
WRITE (#y %)’
WRITE (%, ®8) °
WRITE (#, %)
WERETE (3%, VAN )7 DAaR LA OFPCILON. ———=——u
READ (%, %) NO

FES UN FUNTO DE COLOTACTION’
sNO ES UM FUNTO DE COLODCACIONS




[gRERS

10

I (D ERL. 2 plG=D
D4 I=1,2

WRLTE  Cn % )
Wit S ow=1 g ES U FUNTO DECDLOCACIOM S

Sy owsl N0 ES UW rUNTS DE COLOCACTIONT

WRITE (RN e AR LA OFCION ~—-aem

i ()‘u‘.‘. Eb!. 2y ML=

(%, %)

VIRITE (#® ANy )7 FUNTOS DE COLDCACION =
READ (x, ‘JJN., 5.7 7 N

WIRITE (&, " (AN ') : VALDR DE ALFA @
WEAD - (%, %) ALFA

WRLITE x4, " (ANY "7 VALOR DE BETA 3
FEAD (=, %) BETA '

WRITE (6, LZ00 N, ALFA, BETA

CALL JCORIT (Z0,N,MO,NLJALFA,BETA,DIFL,DIF2,DIFE, ROODT, LO)
WTe=RANG+1 Y ’
WRITE (6,13

0) (HDDT(K;, 1= 1,N.)

CALCULA MATRIZ DE COEFLCIENT

0010 I=1,

CALL. DEGER 50, M, MO, M1 101, DIF L, DIFS

CALL DFOPR (50, N, NO, N1, I, 2, DIFL, DIF

DO 1O J=LNT ) .

BAXK (1,01 =91 ()

BAX (1, J) =2 ()

WRITE (%, 135}

DO 2O I=1,NT

WRITE (%, 1407 (AAX(L,d) , J=1,NT)

WIRITE (%, 148)

DOES 1s1, NT :

WRITE (1, 140) (HAK (L, J), 3515 NTY
DATOS DE FROFIEDADES -

OFEN (UMl LE="FILM.FFR*, STATUSS

S=BEQUENTIAL , FURM=FORMATTED *

(1m._h N2 u,n., tEaa

i

L DIFE, RO0T, VL)
L DIFZ,RO0T,YE)

¢ UNKLNDNN Cy

IAMETROS DE KEACCION -

WBIRITE
READ
Wi TE
FEAD .
WRETIE (%, (AN 7Y 7 VALDR DE GF (FLUJO aLim. LIQ.)-
READ (%, %) W&
WRITE (x, AL
READ (#, %) QF

CARNY Y VALOR DE h(1) (REACCION 1) ———2

AN ) VALOR DE R{(Z) (REACCION &) —--3

R VALOR DE VT (FLUJO ALIM. VAP.Y ——->




[a N el

1000

&L

CONT INUE

Dfﬂf‘h FAERA LA CLLJR{—"»L“.ICJN DI W~
TIEM=5ET T M (a, l;\, Gydt)
DELB=0, 5
DELC=0, T
BET=6278.08
RNUC=1 .,
GAa=1.0
GR=1.0
GC= 1. )
Cl'l 1.

UDF'—IJ
HLN—U.QZ’?

INICIALIZA LL METDDD DE™ NEWTON~ RAF‘I 50N

- (7, 100/)Uﬁ(1;,UB(11,UL(I)
IRMAT. (EF15,.9). :
NEG=2%N4-6

CALCULAFUNCIONES (BALANGCE DE MATERIA)
ITER=1TERS 1
EALL FUNCI (N, L)

CALCULA MATnxz JALDBIANA
(M, NEC,F1,F2,RIAC)H
CALCULA 105 DELTAS DE CONCENTR&CION

D040 I=1yNEC

RIAC LT, NEC+L) ==F L (1)

CALL GAUSL (S0, 50,NEC, 1,RIAC)

DO Sa1 [=1,HEC

DELU (1) =RJAC (1, NEC1 1)
DECISION SORRE LO5 DELTAS

WRITE (%,100) (I,DELU(I), 1=1,NEGC)

DO 601 I=1,N+2

WRITE (%, 200 I,UACL),UBCL),US(I)

DO 701 =L, NEC

IF (DABS(DELUCIY) . GE. 1.D-0&) G0 TO 50




7ot CORT INUE L
NR)TL i, " CLX, 2A8N) IEH, T L2Y°
] g SO ITER ’
YAD=UA L/ (HENS (UA (L +UB (LU <L) )

DO 80L J=1,pM+Z2
S0 ENEJ:EﬂﬁjﬁﬁﬁK(L.J}%UHiJ)
EMEI=-EMEJ /AL
WRITE (6, I3i01) FIL,FIZ,VF,QF,YAD,EMET
WRITE (6,302
REWIND (7))
DO B8Ol I=1+E
WRITE (b6, 2C

L 201 ROOT (L2 ,UA (T3, UB(T), UC (1)
801 WRITE (7, 1007)UACII,UBCT),UC (1)
CALL BETTIMCIHR, IMIN, ISEC, ITH)
WRITE (#, %) “TIEMFO CPU ¢, THR, IMIN, ISEC, ITH
(B0 T S00
L e o e et i bt £t ey i 8 At g b o T Sy i A b m | o K8 ¢ S e M ek e e e o e e e T T A 1k ik Ak it o i A 4 8 e o M it e e A ettt
G CALCULA RNUEVOS VALDR DE LUNFENlH LIDH
L:‘ e it e e 1t i T i i s s e £ AT e 11 b e Ve e S ) m T et A £ 4 0 i im e Y s e s i A B kA St i o ot o T et i i e B e it M s S e o ot
70O CAablL DELTA Ny DELYD
GU-TO: 4

C

[

L';‘ . - N -

120 FORMAT /, 104, rULLNUHIUQ ORTOGUNALES . DE JACOEL- Frlux, Tya)’ v /7,
#FLOK, "FUNTOS DE COLOCACION = 7y I0, 7/, 10X FACTOR ALFA ”'.FlO 4,;&,
FEACTOR BETA =7, FLlO.4, /77, 10K, FUNTOS DE INXEMFOLALLDN ,//) =

1730 FORMAT (B Lo 4

135 FORMAT (// 4 105, "COEFICIENTES A(L,Jr; I=1,.,NENO+NL; J»i..,N+NU+N1
#,7) ‘

145 FORMAT (//, 10X, "COEFICIENTES H(I,J); I=1,., NENO+NLy J=1, 00 NENO+FRL
H ./ . : i

140 FORMAT (717114

SO0 WRITE (&, 210 CUER e e

100 FORMAT (14X, 'DELUL .12, *1="y F15.8, 2%, 'DELUL, 12, =" F15.8,

# 2R, CDELUC, L2, =" Fi5.8) i R L

FORMAT (18, 3F18
FORMAT {4F15.9) _ . B
FORMAT 700 %"}, /7, 28X, "RESULTADOS - CSTR' ', /, 5%, ITERACIONES="

&, 1%,/ s
F101 FORMAT (5%, FIL (REACCIUN 1) = 4 F18.8, /5K, " FI2° (REACCION. 2)_ =’

#OF18.8, /.50 T0F (FLUTO ALIM. LIG.) = ,F15.8,7,9%, 'VT (FLUJO aLin

#OOVAR. Y = FLIS0E, /.85, TYa (FRACC. MOL A LA SALIDAY =',F1S.8./,

i SK, FAUTOR DE MEJORA (B) =',F135.8,/) : :
FORMET  (FaaX, "TROBT ) 7, 10K, "UACT) ", 12X, "TUB(IY * 9%, "UC(1)Y ", /2
FORMAT (700 %))

END

€ - 10 Ma  DE SUBRUTINGAS
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SURRDUTINE -FUNCT (N, F?

IMPLLICIT REAL=E (A-H,0-~2)

DIMENSION F {5

CUMMON, /TRES/ @F,VF,DELE,DELE,FIL,FI2,BET,RNUC, GA,GR, BC, YAF
COMMON  ~CURATRO Y CH,LN,CF,CQ,HEN,UCF UG C20) JUB (20 , U0{20)
COMPON JCINCO/ Ba&X CI0, 20), AAX (20, 20) ;ARA (2D, 200, Lhﬁ(EO,ED)
COMMON. /BELS/, UAX(20) , UBX (Z0) , UTK (2Z0)

L=

Do 20

o WA T

J=2

o B2 wUA
W ®UB (t )
S0 Ty by & LS (D)
L=l+1
REACL= FllﬂrllﬂUH(J)nkLN*Ud\J)XﬁLN
REAUZ=F IZ#F 1 2%UA (J) 22 LFxUC(J) #xCQ
F AL =REACL+REACZ~38UML
L=l+1
FlLr=REACL/DELE - SUMZ
L=+l
20 f(L -(wﬁEﬁCllnEﬂL /RNUCY /DELE = SUH3
L0 R
DO 40 k—l,N+¢
40 SUMA=SUMA+AAX (1, B *UA D
L=t 1l
F (L) =BUMAGF YA~ (QF ~VE RO CNFZ ) #UA (1) 7/ (HEN® (UA (1) +UR (1) +UC (13 ) )
SUMS=C, 0
DO S0 R=1,N+2
S SUMS=GUMI-+AAX (N+2, B *UR ()
’ L=L+1
REACI=F L L #UG (N2 530 UR (N4-2) #%CH
REACH=F I 2#fF T2xUS (M2 axCR el (N2 ) #%CRE
F\LI~(DE/GH}A(DLLfﬂbUN FEETHREACTE) ~VF* (1s ~UBAN+-2))
BUM&E=0. O
DO &0 k=41 ,N+2
G SUriL=BUMa A A (P2 1) ®UC ()
- L=l : : B )
FAL)=(BC/GEA) « (—~DELC*S UN&FBEF*\REACv"REHCQ/RNUC))
# =~ MF# (UC{N+2Z) ~-UCF)
SUMT7=0., 0
DO 70 E=1,RMN+2
7O SUM7=8UM7+aaX (1,5 #UB ()

=L+l
F L) =8unm7
SUMB=0.Q

DO 80 kK=1,N+2



GO

0o

10

40

0

[ RENal

LoMMON SSELS,/ UAX(ED)

SUME=SUNS FABR (L, 17 HUE ()
L=lord

fatel —~ ’
SUMP=3UMF+AAK (N2, 1) % UA U0

L=ltd

F L) =8UMP+BET® (REACIHREACD) +VF #US (N+Z
RETURK

END

B A B R R B A IR 63 5 0 0 R R NN T K BT B B

SUBROUTINE DERIV (N, NEC,FL,FI, RJIAD)

CHPLICIT REAL®E (&1 D-2)

DIMERSION 1 <Jﬂ),r”(qﬁ).RJﬁC<50,56)

COMMON /TRES/ GF , VF, DELE, DELD, FI1, FI1Z, BEY, RNUE, BA, G, GE, YAF
COMMON SCURTRGS G, C 3 UF, BB, HER, UCF, ua<*u>,ua<;u;.uc<~u:
COMMON ZTIRCG/ BAX (20,200, A““<”H,L“> ARA(ZO, 200 yBRA(ZG, 20)
,\H”'(Nn) X (20

D=1, D-0%

DOt I=1, MR

UAK (L =Unils

U (D) =UA (L) +DU

CALL FUNCL (N,FE)

D20 Jzi,ch

RJAC (T, 1= (F2 (Jy~F1{JJ) /DU
UA(I}=UQK(I)

DO O I=L, NER

UBX (T =UR ()

UB T =UR (1) DU

CALL FUNGI (N,F2)

LI ]

DD 40 J=1,NEC

RIS LI =(F2(J)~F1(I517/Du
UR (T =UBX L)

DO SO 11, NeZ

LY CFy =UG (1)

UL (T3 =UC (1) +DuY

CALL FUNCI (N, F2)

L= (P2 %21

DO &0 J=1,NEC
RIAC(T, LI =(F2(I)~FL(Jy 1 /DU
UGy =UER (13

FRETURM

END

Ho 33 3 H KR F G R R R R B R S B R KR S 3 S 026 2 MR R K 3 R NI R R

SUERDUTlNE DELTA (N, DELLD
MELLICTT REAL®E (A-H,0-73

ﬁ;M NS ION DELU SN



TOMMON JCURTRGOS O, Th, TR CR, HENL UCE, UA (20 UB {200 , UC (200

Fah=0, 5
DO 10 I=iy N
UA (D) =Um (T aF
WE L) =UR (1) +FAMKDELL L+ 20
UG (1 =UC D) HFAMBDELL (I+2% (M+2) )
RETURN ~ .
END
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LAS VARIABLES UTILIZADAS S0N:

CIadiy ~C(—1NT$U(\D r‘lDLiYXqu]L”\lrlL D REACTIVO
C1 C . wil. RERCTIVO
CIC(I ) =LANT lUmD HD”"H—Nq IONAL DE REACTIVO

XF (L) =CANTIDAD ADIMENSIONAL DE REACTIVA
Vi L ) =CANTIDAD F\Dl MENS IOMNAL DE REACT
1) =NUMERD DE UNIDADES DE TRANSFE

y=EVEL. DE REsCCIC
Tr=RAZON DE ALl
4>-¢:Drrxuzr TE ESTEQUIOHETRLICO

ivo

Fol B R R AR

CION CON REACCION
RESULTAN DEL BA-
TECNICA DE COLO-

S NO LINEALES ES

N-IRAFH SO,

"5 EN EL BAS

g,
Y5t DISUELTO
TAYCEN LA FELICULA
TEYOEN LA FELICULA

T A

3]

ION 7 VEL. DE TRANZFERENCIA DE MASA

RENCIA DE Masa

F\l;kb) L ES DE DIFUSION
REA(7 r=RAZON DE LA TRANSFE
Yy=RAZON DE Y ICULA A BULKD
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S DFOFR -
- Ré&DAL

GEAUSL
FROFS
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FEALSE (A-=H, 05
Vs A ITNARE
L
IR FUR IS0 FUNY C1SG) 4 (130, 150)

DOMMON LG/ DIFLLG) ,DIFRLO, D 15, ROTT By MILOY
COMMDN /DOS/ RINTE(L1O), V3107, ”4\10),Kr\lu.lﬂ},\F(lUul“),GAChh
COMMON 7 TRES/ CIA(10),CIR(LOI,CTEC10 ¢ CIANTLO) ,CIBNCIO) [ CICN(10)
C OO 3/ BETOLO: PFST L0  DELTISD) (XFRNALG, 10y YFH 1O 10
COmonN - £OBMET (180, 150) , AKX (10, 10) , ARALLO, 1)

COMMON /SEIS, me<1@,1o;,BHA(xO,iO),Rm(G);ETA,THETA

(oS rnar\~,>

WRITE (%, COLX, ZANS YCH, T Lzd

WRITE (&, #) FROO OB R A M A FackETD
WRCITE (g st)
WRTTE (®. %3
WRITE (w, #) "
WRITE (%,%)
WIRITE (s, %)
;uanE [P
TE G, (AN S DAR. LA OFCION. ——=—p
READ (#,+)0F
CIFTORVERL LY G0TO
1F (OP.OEG.2Y GO TO g
WRITE (%, (&N} FMOMERE DEL ARCHIVO DE SaLIDG s - °

READ (%, (A} ' IFNEME ‘ g
OFEM " (UNIT=&, FILE=FNANME, STATUS:=  UMNKNOWN -, ACCESS= ' SEQUENTIAL ",
FORM="FORMATTED ) ’ : o o
GO TO 5 ) , R
OFEM (UNIT*&.FILL*‘rhN’,aTAlUCm UNINONN , ACCESS="SEQUENTIAL ",
rohm- FORMATTED : s o

SALIDS A FANTALLA :
SALIDA A IMPRESORS :
SALIDA A DISCD '

o~

A COLOCACION ORTOGOMAL

WRITE (ﬁ,‘(lx,EA\;"CH.‘ I :

WRITE (%, %) ) DATOS . FARA .COLOCACION DRTOGONMAL
WRITE (%, %) : ' SN .
VRLITE (%, %)
WRITE (%, #) *
WRITE (%.#7 7
CWRLTE  (x, #) ,
WIRITE <, (AN Y7 DAR LA OFCION ——= e i o -
READ (%,%)L0 : - . e

=1,

5 FOLINOMIOS EN ()
» POLINOMIOS EN {3

Uk FUNTO DE COLOCACTION
ES UN FUNTO DE CUOLOCACIONS

WRITE (%, " (AN ) DAR LA OFCTION srmmaes
READ (%, %) NO :

IF (NOJER.Z) NO=0

DO 4 I=1,Z



Oon

1o

20
I

Le
c

OO T=1,NT

TEEUNPUNTO. DE  COLOTACLON
SHOCES LN PUNTO DE- COLOCACION'

DAR i OFCLION ey

WRITE (¥, %) ; ]
WRITE (7 (AN )7 FUNTDS DE COLOCACION &

READ (%, " (BN, IS, 7' W ; S

WIRITE (%, *(6%) ) VALOR DE ALFA

READ (%, %) ALFA

WEITE (8, " (AN) 3 VALOR -DE BETA &

READ (%, 4#) BETA

WRITE (&, L20) N, ALFS, BETA

CALL JOORT CIo, N, NO, NT, ALFA, BETA, DIFL, DIFZ, DIFS, ROOT, LD
MY =Re RN
WRITE (6, 130) (RODT (1), I=1,HT)

CALCULA HMATRIZ DE COEFICIENTES

CALL. DFD (S0, M, NOL N1, T,1,DIFL, DIF2,DIFS
CALL DEGIR (R0, b, NG, ML, T, 2, DIFT, DIE
DO LG J=1 NT

AAK (T, JY =100

BAX (1, J) =v2 (S

ARA LT, ) =08X (1,0}

BRA (L, JY=BAX (1,.0)

WRITE (%, 135)

ola] I=1,WT

DG J=1.NT 5
WRITE (%, 140) I,J,AAX(1,J),1,J,B8%¢5,1)

ROOT, V1)
2,DIF3, ROOT, VD)

FARAMETROS DE SIMULACION
WIRITIEE (%, " (1X, ZBNY ICH, "LEJ” . .
WIITE  (r, %) FARAMETIRDS DE SIMULACION
WRITE  (r, %) ‘
WIRITE. (%,%) :
WRITE Of, 7 (ay ™y 77 T RUMERG DE BNIDADES -DE - TRANSFERENG L6 7.
KEAD iy, %) RICCL) ’ :
WRITE. ¢x, "1AN) ) ' RAZON DE VELOCIDADES (REACC/TRANS HaSAy &
READ (%, %) RE(2) '

CoLluls FROFIEDADES
Call. PROFPSI(RE, THETA, ETA)

INICIALIZA -

OFER (UNMLT=7 FILE= "FERFIL.FFR . STATUS= UNENDWN



S0

Bt

SEGH

onoas ool

oo

aon0

[ N el i

ACCESS="SEQUENTIAL  ,FORM= FORMATTED "}
ITER :
0o 30 I=1,NT

READ (7,7110)01A1) JCIR(IY,CIC(I)
O i=1,NT '

ZIO JmL, N

READ (7,811 XF(L, D), YF (L, T

CDNDXLIDNto DE FRONTERA

CIA(L) =1.
CIE(NT) =,
CIC(NT)=0.
DO 41 I=1,NT
YE(I,NT)=1.

CALCULA VARIABLES DE LA FELICULA
DO 40 1=1,NT
GA(IY=CIC (1) / ¢1=CIRIN
EET(I)=(RY(u)kRY(u)/n|(4))%(C1G(I)/(1“CIB(I)))
FSI(I) =R (2% (1-CIB(L)
RI=Zr (NFNTY 4 (NT—1) #3522 NT

CALCULA FUNCIONES (BAUANCE DE MATERIA)

ITER=ITER+1
CAaLL FUNB (N, NT, FUN)

CQLCULA LA HATRLZ JRCOBLANA

Call DERlU(HI,N,NT ITUN, FUNY)
CALCULS LOS DELTAS

DO 50 I=i,k1
EBMAT (I, KI+1)=-FUNCI)
ol GAUSL (1SS0, 150,11 138MAT)
DO b0 I=1 K _
DLL‘([)=BNH](I,3111)

DECISION SDBREVLDS DELTAS

WRITE (%, 14q) (L,DELTAL;, I=1,KI)

WIRITE (%, 7239

Do 70 I~1'NF

WRITE (%, 160ROCT(LY ,CIa0) ,CIR(I),CIC(D)
WRITE (%, %) " ITERACION . = 3I1LR
WRITE (#,72)

DO &8 I=1,11 ! ’ )

IF (DABS(DELT (D) ). BE. 1. D-04) B0 7O BO
CONT INUE




i MRS

Rettaliandasl

WIRITE (w7 (L¥, ZANY T OH, L2
REWINDG, (7 ‘ :
WRITE G, 167}
WRITE (&4, 371N, R
WRITE (&,172) ITER
Ll Sl 1350
D 71 T=4LNT

71 WRITL\u.16U}RDDT\¢),CIW(II,CxH(I),ulutl)
WIRITE (6,72
WIRLTE (%, %) : . .
WRITE <w,x>‘ DESEAS VER LOS FPERFILES DE LA FPELICULA 77
WRITE (&, %)
WIRLTE (%, %) LS S = i
WHITE (%,#%)° ‘ C2E 0 NG
WRITE (%,%) :
WRITE (%, {(AN) )" DAR. LA OPCION —we——— o
READ (e, 2)NFIL
IF (NFIL. E@. &2
WRITE (%, (12, 28\
WRITE (&, 202
WRITE (&,217)
DO 213 Is=L1,NT
DG 21T J=1,NT . .

Z1z WRITE (&q204) L. Ja8F (1,301, d,7F(I,J;

(L GREAZY

GO TO 1035
) YEH, LRI

WRITE (&, 72)
H0 TO 105
30 CONT [nUE

C
o ' LLAM(—\DD DE L.A SUBRRW l'lNPl C!UE CORRIGE VAF\l(—\BLES

2.5
Call, DELTA N, NT,FAMD ’ :
i e BEGREGA A ITERAR  wo e o e
GO TO 113 '
ZONA DE FORMATOS
1 FORMAT . (IFL15.%)
i FORMAT (ZF15.9}
110 FORMAT (15
L1l FORMAT (F1O.7)
120 I UF\I"I(H CLOX . "FOLINOMINS ORTOGONMALES DE JACORI FndlXs ., &) "4//7,
#LGK, TPUNMTOS DE COLOCADION = ', 13,,/, 10K, "FACTOR ALFA () = ",F10.4
A, B4, FACTAN BETH (&) =, FLOJ 4,7 /7700K “FUNTOS LE -INTERFOLACION' . //)
FORMAT(BFLO.4)
FORMIAT (7, LOX, "COEFICIENTES AL, ), 10X, "COEFICIENTES B(I,.J) , /7
BT (EX, AT, LR, L, IE, I FLE T, ER, B, IR, L, IE, =,

J

B~ o

GG IRy Y= L F1S.8, 2%, ‘DELT O, 12, o= ,iT15.8,2

b
o

’ 1 o Il DE CONCENTRACIONES EN DIRECCION AXIAL 7,/
171 FORMAT (5K, PUNTOS DE COLOCACION=',I2,/,5%, o. DE UNIDADES DE TR

LR



C
C
C
[
o
c

£ HN"’“I:FWNL Ta=",FLa.7, /7y 34, {VEL., REACTION /vEL. DE TI’\ANS DL. MASH) =

CLE1EIE, /)

W 15,7
, Caw JLER, KB L 12X, TCa¥ 7

FORMAT (5K, WNUMERG DE I
RMAT (DK, 00 =),/ 8X, moot, 13
FORMAT(F15.9,F15.9,Fi5.5,F15.9,)
FORMAT (/, 10X, ' FERFIL DE CONCENTRACIONES EN LA PELICULA', /)
FORMAT CSX, XF (T2, ©, 7y 18, )= FLE.9, 5K, YE (', 12, ", 41, =",
F15.9) o ,

FORMAT (EX,60( ~'),/,i0%, " REACTIVO &', 18%,  REACTIVO B,
FORMAT (EX, 600 "))

DO 01 I=1,NT

WRIT (7,710 a0, CIR(Ly,CICL
DO I=1,NT

no oz J= 1..Nl-1

WRITE (7,811) XF(I1,J),¥YF{I,d)
END

R

Z 0 WA pE SUBRUTINATS

N By S

SUBROQUTINE H\DF.:»(I\I«., THETAGETA)
IMPLICIT REALX®E (A~H,0-12 i
DIMENSION RI(8)

REK(Z)=1.

REA{(3Z)=0.1
Ri{&I=1.¢
RICI7 Y =00 01
RIEE(B)=0.01
THETA 1fhh(u!

B T LY SO O e O B AT S B R o= 71 SV 1T SO e TS W B A S S NS A
BUBRGUTIMNE FUNE (N, NT, FUM? . S :

IMFLICIT REAL*D (A-H, 023

DIMENGSIUN FUM(150)

COMMON /DOS/ XINTR L) , V3100, VA (100, KE (10,101 ,YF (10, 100, GA (10}
COMMON /TRES, CIACIO) ,CIR(10) ,CIC(I0),CIAN(LIO) ,CIBN(10) ,CIGNCLIQ)
COMMON /CUATROS BET (10) ,FST (1), DELT (150 , XFN (10,100 , YN (10, 10)
COMMON A1 MCO HJAL(ﬁu_,;qh)qAAX(lo,iO},ARA(lQ,iO)

COMMON /GEIS, BAX (10,100, BRA (1O, 10), KK (5 ,ETA, THETA

ECONT=0
DO 1 I=1,NT
UM L=,




AL, NV =BAL,

DO = oL=1,NT

SUML=EUME+ARAL, L) xXF (T, 1)
s B Juuzlnhhix.;;mxﬁgi,g,
OO
FUN £E ~ETA#SUMI+AF (1, 17 ~BET(1)
KOONT=HCOMT+ L

DONT ) =50ME

IF (1.EQ. 1)y 6O TO 10
SUMZ=0.

5 NT

3 aum +AAK(L, I #CIACT
=HCONT 1 :
FUN (RCONTY =AAX (1, 1) +BUMS~ (Rl (1) #RE (4) /RE (320 % (L-CIR(I)) »SUM1
IF {1.EQ.NT/ 8O 70 26
10 BUM4=0.
) DG 4 J=i,pN+1
4 SUMA=CUM4+AAK (L, J) #CIE )
SUMG=0.
DO LI b=E,NT
e SUMP=SUNG+ARA (NT, L) *YF (1517

ICDNT"FCUNTF'
FUNCCONT)) =5UM4+ (RE (LT #RE G2 #REGH ZRE(BI Y # {L-CIR(I Ny »CICCL -+
# RL(L)!(I«CIB‘_ )Y REBUMY
BLiMS=0.
DG S J=i,Ned
] GUMS=GUME+6aK (1, S =0ICLT)
SUMLO=0.
DO 12 L=1,NT
1z SUMLQ=0UMLO+aRA(NT LY X RF (1,0
FLCOMT=EC0NT+1
FUNCRZONT ) =8UME— (Fin (L) # RS (2 /REES) 3 (L -CIR (DY s CICHD) ~RISCL) % (1 -
x DIERCDY y=3UMLO
20 AF LG NTS = k.
DO o ks
SliMG=0.
SUMT=0.
DO 7 L=1,NT
SUMo=5UrML+BRA (B, L1 =XF (I,
v S UM7ZrBRA R, Ly »YF (D, L)
LOONT=00MT+ 1
FURAEDUNT ) =8UM&-FS T (1) # X[ (I, kY *¥F (1, 1)
IHLONT FCONT+ 1

& FUNCRCONT ) =SUMT-THETARPS L (D) ¥ XF (L K »Y P (T,
i CONT INUE
RETURN
D
C B I L A O S YA S A T I T T O R A S N L O

OUTINE DE?
CIT -REAL*G \H-H - )

W FUNCLEQ:, IUNV(lSﬁ)

UG RINTRULO) WE0L0) VALY , RF (LG, 10) yYF (L0, 10), GA (1)

TUR, FUNVD

[Mulicigleivi




COMMON /TRESY CIA(iO),CIB(lD),CIC(lO)qCIQN(lD),CIBN(lO),DiCN(IO)
COMMHON  FCUATRD/ BET (10 FHIC10) (DELT (10 , XFR (T, 10) yYFN L0, 10)
COMMON SOTNRGO, BJACLIE0, 1500 (AGR LG, LGy ARG ULy LU)

COMMON /SETIS/ BAX{L10, 10) . BRAMIO, 1M VRS ,ETA, THETA

C

DER=0Q. 001
LCON=0
Dol IsL,NT
ICON=TCON® L
KFM (L, 1) =XF (1,1}
XF (I, L)=XF (I, 1)+DER
CALL FUNE (N, NT 5 FUNY)
PO 16 J=i,k1 ‘

16 BJAC (J, ICON) = (FUNV (J) ~FUN(J) ) /DER
XF (L, 1) =XFNT, 17
[CON=ICON1
YFNCL, L) =yF (I, 1;
YE (T, 1) =VE (1, 1)+DER
CALL FUNE (N,NT, FUNVY

: DO 17 J=1,1

17 BIAC (T, ICON) = (FUNY {J) ~FUR (J) ) 7 DER
YF (L, 1) =YFN(I, 1) :
IFCLLER. L) 60 TO 10
ICON=ICON1
CIAN(I) =IAC0)
CIACI)=CIACLD) +DER
CALL- FUNE (M, NT, FUNV3
DO 2 J=1,T

2 EJAC (T, ICOR) = (FUNY (J) —FUN (J'} ) /DER
CIACI)=CLAN(T)
LF CLER.NTY GO TO 20

10 ICON=TCON+1
CIBMNSI)=CLIE(I)
CIE(I)=CIE(1}+DER
CALL FUNE (N, NT, FUNV3
DO 3 J=1,KT

hit EJAC (J, TCON) = (FUNV (1) -FUN (J) J /DER
CIB(I)=CIRN(I)
LCON=TCON+1
CICM LY =CI0 )
CICCD =010 +DER
CALL FUNE (M, NT, FUNV)
DO 4 J=1,KI

4 BIAC(J, TCOM) = (FUNV(J)~FUN{J) )7 DER
CICCL)=CICNL)

iv] CONTINMUE
ph 3 w N1

LCON=TCOMN L
XENAL, ) =&F (1, 1)
AFCIL, 1K) =XFE (1, 1) +DER
CALL FUNE (N.NT, FUNV?
DO & Jd=1,11




LR A

TR R

10

pass)

BIAL LT LN = R URY s ~FUR GG 8 SDER
AL R
ILDntlAUN+l

1,453 +DER
(g NT, FUNV

oG 7 J=1,K1

BIAG (T, TEON = (FUNY (J) ~FUR (J3 3 /DER
YE AT, =YEN (D10

COMNT INUE

RETURI

EMHD

T S By S B B R a0 ST A A R TR O S N S R R S

SUBROUTINE DELTA (N,NT,FRM)

MPLICIT REAL=E (A-H, 023 :

COMMON /7R0S, KIMTF(10) V310 W4 00 , XF (L0, 10 g YFOLO, 100, GALD
COMMON STTRES/ CIAGIG ,CIRO10) ,EICC100 , CTANLIO J CIBN(LO) ,CICN (10,
COMMON /CUATRO, BETLO) (FEICI0) DELT-CLEG) o XFM (10, 10) oYFNL{1O, 1070

JCUN=G

DO 1 I=1,NT

JTOMN=J0M L

AF (LY =EF (I, 17 +DELT (JE0M) %FAM
JEON==JCON+ |

NEOL 1 =YFE O, 1y +DELT CIJCON) #F AR
I (LLEQ.Ly BO TO 10
JOON=JCOM+1
CEECIY=CLA L) +DELT CJTON *FAM
'FO{T.ER.NTY GO 70 20
JCON=JCON+ ],
CIBCIY=CIRB(I) +DELT (JCON) *FAM
JEON=JEONA 1

CICKD) =Cil (1) +DELT (JUON) #FAM
CON»[HLL

YEOL D =YFE (1, ED +DELT (JCONY #FAM
CONTINUE

RETURN

LMD
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APENDICE C

B B SRR I HACH K HA W H SR AT HH WA 0 H R B N K R B 3 A 3
* FAQUETE DE SUBRUTINAG DE COLOCACIUON ORTOGONAL *
* : - *

S R R e e T ST PSR TR LR P TR P TSP R E L LT R

SUBRUTING.  JACOEI

LA SUBRUTINA CALCULA LAS RAICES DE LOS FPOLINOMIOS
“ORTOGONALES ‘DE JAGDBL Fritxs ya), TAMBIEN CALCULA
LAS MATRICES DE DISCRETIZACIDN DE LA FRIMERA DERI
vaDa A(T,d) Y DE LA SEGUNDA DERIVADA E(1,J7, GQUE
SON UTILIZADAS EN EL METODO DE COLOCACION. ORTOGO-
NAL . ' :

IDENTIFICACIDN DE VARIABLES:

N = No. DE FUNTOS DE COLOCACION INTERNOS
RODT (JY = FUNTOS DE COLOCAGION :
ACL,J) = MATRIZ DE DISCRETIZACION (FRIMERA DERIVADA)
B(I,J) = MATRIZ DE DISCRETIZACION (SEBUNDA DERIVADA)
o ALFA = FARAMETRU UE LOS FOLINOMIOS DE JACORI
BETA = FORAMETRO DE LOS FOLINOMIOS DE JACOBI

oW R 3 R R N 3 R e S K 6 R R R KRR R R K T O R e H B 30 R R
SUBRDUTINE JCOBRL (MDD, N, NO, N1, AL, BE, DIF1,DIFZ, DIFI, ROOT,LO)
IMFLICIT REAL®S (A-H, 0~1)

DIMENSTION DIFLIND) ,DIFZ(ND), DIFS (MDY , ROOT (ND)

EVALUATION OF RODTS AND DERIVATIVES OF JACORY PDLYNDNIQLS'
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Frivdy (AL BED 1 PIATHINE ACCURACY lé'Di

FIRST EVALUATION OF COEFFICIENTS IM RECURSION FORMHULAS
RECURSION COEFFICIENTS ARE STORE IN DIFL AND DIFZ

AlR=AL+RE

AD=BE--Al.

GE=ALSEE

DIFL i = a0/ AB+2Y 113 /2
DIFZ(LY =0,

IFANLLT.S) . B0 TO 1S

DO A0 I=2, N

Ziml-i

T=ARERZL

DIFL (D) =(ABRADAZ/ (2+2)+1) /2
IFCILNE.2) B0 T0 1

DIF2 (1) =(AB+ARYZ1) /2/2/ 02+1)
G0 To 10 : '
2=2%2

Y=Zdw (AREZL)

=Y % (AREY)

DIFZCLY=Y/Z/(Z—1)

CONTINUE =~

- ROOT DETERMINATION BY. NEWTON METHOD WIFH SURFRESSION

OF FREVIOUSLY DETERMINED ROOTS. -

X=0.

DO 20 I=1,N

KD=0.:

X=1

AD1=0,

AN1=0,

DO 20 J=1L.N

KF= (DTF 4 () —¥) REN-DIFT (1) % XD



20 KN1=KF1
zC=1.
2=XN/ KN ;
IF(I.EQ.1) 60 TO 21
DO ZE J=3, 1

e ZC=Z0-2/ (X—~ROOT (J—1))
a1 Z=71/1C

K=RAZ ) - »
IF(DABS (Z) BT 1.D~09 ) GO TO 25
ROOT (L) =X

R=X+. 0001

260 CONTINUE

c .
C ADD EVENTUAL INTERFOLATION FOINTS AT X=0 OR x=1
C '

NT=N+NO+FNT

IF(NOLER.0) BO TO 35
Lo 1 I=1,N
J=N+1-1

il ROOT (J+ 1) =RO0T (J)
SRUBT (13 =0, S s e -
5 IF (N1 EQ. 1) RODT (NTy=1.

IF (LOCE@.Z3 GO TO 120
DO 130 I=1,NT

Fev] FROOT (LY =8B0RT (ROTGT (1))

[

C NOW EVALUATE DERIVATIVES. OF POLYNOMIAL
C

120 DO 40 I?-I,NT

R=R00T (1)
DIFL(Iy=1.



BN

0

R

DIEZ(I)=0,

Do A0 J=1 L NT

IF{J.EG. 1) 8O 7O 40

Y= -ROOT (J°

DIFZCD =yxDIFT 1) +I%DIFZ (1)

DIF2CI)=Y#DIF2(T)-
DIFLCD)=Y=DIF1 (D)
CONTINUE

RETURN

END

ixDIFL D)

SUERUTINA BUE CALCULA CDEFICIENTES

SUBROUT INE  DFOFR-(ND, My NOyNi, T, ID,:DIF1, DIF2,DIF3, ROOT, VECT)
IMFLICIT REAL*8 (A-H,0~2)
DIMENSTION. DIF1(ND},DIFZ(NDI ) DIFS(ND) JRODT (MDY VECT (ND)

SUBRDUTINE EVALUATES DISCRETIZATION MATRICES AND
GAUSSIAN QUADRATURE WEIGHTS, NORMALIZED TO Surt 1
ID=1 3 DISCRETIZATION MATRIX FOR Y (1 (X

ID=2 ; DIBCRETIZATION MATRIX FOR Y(2) (X

D=2 3 GAUSSIAN GUADRATURE WEIGHTS

NT=h+-NO+NT

IF(ID.ER.Z GO TO 10

DO 20 J=1,NT

IFGIGNELIY BO 10 21
IF(ID.NE.L) GO TO &

VECT (L) =DIFZ(I/DIFIL) A2
GO 7o o

VECT {1 =DIFI(I) /DIFLI(I:/ /2

E0OT0 R



a6

G 00

0O o

ROOT (13 =-ROGT (I

¥
VECT (T =DIFL{I}/DIFL LI /Y

IFCID.EQ.Z) VECT (I =NVECT (I #(DIF2(I) /DIFLLI)Y=-2/Y)
CONT IMUE

G4 T4 SO

Y=

DO 25 J=1,NT

A=ROAT (J)

A =Xl l-X)

IFANG.EQ. Q) AX=AX/X/X

IF (RNLLEG. Q) BX=AX/{1-X)/ (1-X)

MECT (T =AX/DIFL (J) #x2

ey AVECT ()

DO &G =1, NT

VECT(IY=YECT{J) /Y

RETURN

END

SUBRUTINA QUE CALCULA LOS FESOS: DE CUADRATURAS

SUBROUTINE RALAU (ND, N, NG, N1, ID, AL, FE, ROOT,;DIF1, VECT)
IMFLICIT REAL*B (A—H,0-2) S
DIMENSION RGOT (NDY, DIF1 (NDY, VECT (ND)

RADAU - AND LOEBATTO QUADRATURE WEIGHTS

D=2 o RADAU QUADRATURE WITH. X=0

ID=1 1 RADAL QUADRATURE WITH A=1
ID=I = LOBATTO GQUADRATURE WITH BOTH END FOINTS

D=0,
NT =0+
DO 40 I=1,NT



0

]

Tl

o

IFANOCED O AX=1/8%

B5OTO 4G

3

IR
A LA

>

IFN.CO. 0 AX=1 02

GG TO 40

Ax=1.

VECT (I =AZ/DIFL (1) #al

TFCIDWGNE.Z) VECT CNT) =VECT (NT) 7/ CL+AL)
IF{ID.GT Ly VECT (L =VECT (1} / (1+BE)
DO SO I=1,NT

S=54-VECT (L)

DO &C I=1,NT

VECT (1) =VECT (1) /3

RETURE

END

SUERUTINA DE INTERPOLACION
SUBROUTINE INTRF (ND,NT,,R0O0T, DIF i, KINTE)
IMFLICIT REALXE (A~H,0-I)

DIMENSION ROOT¢ND,DIFLIND) , XINTF (ND)

EVALUATION OF LAGRANGIAN INTERFOLATION COEFFICIENTS

FOL=1.
DO 5 I=1,NT
Y=X-ROOT (1)

e CRINTR (L R0,

IF O ERGO.DOS RINTE(I)=L.
FOL=F0L»Y

CIF(POL.E@.0.DO) GO TO 10

DO & 1=1,NT

KINTF (D) SPOL/DIF1CD) / CGA-ROOT (13 )
RETURM

)
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DE ECUACIONED

SUERUTINA DE

SURROUT INE SAUSLND, NCOL, N, NS, A)
IMFLICIT REAL%8 (a-H,0-Z)
DIMENSION, & (ND, NCDL)

GAUSL SOLVED AxX=R WHERE A 18 NN ANMD B IS NENGS, BY GAUBSIAN
ELIMINATION WITH FARTIAL F‘IVDTI‘NG. THE MATRIX (OR. VECTRO) B
15 FLACED ADJACENT TO.A . IN COLUMNS N ‘I"O N+RNS.

A 18 DESTROYED, AND THE RESULTING MATRIX X REFLACS E!..

N1 =M1
NT=N-+NG

IF (N.EG. 1) GO TO- 50

STERT ELIMINATION

DU 30 I=2,N

1p=]—1

1i=IP

X=DABS(A{I1,11))

DO Ll J=I,N

IF (DBES (A(J,I19) (LT.X) GO TO 11

A=DRABB (AT, T1)

CONTINUE

IF(IFWEG. I1) GO TO 13
ROW INTERCHANGE
D012 I LNT
K=ALTL, J)

BT, Jy=ATIF, I}
ACIE, ) =X

D0 ia J=I,nN

XA (T, TLH /B CIL, T1)

DO 4G ME=T,NT

AT, ) =A LT  K) ~X*A (DL, 1)



ELTHINATION FINISHED, HOW
DG 20 TR=1, N '
L=MN1-IF
DO 20 =i NT
ALy =a (L /a8, 1)
1F - CIVER. 1) GO T 20
Ii=1-1
DOoRs J=1,11
AT K =AT Y ~A T EY S (T, 1)

- CONTINUE

RETURN
END

jubal

CHSUBRSTITUTION
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