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INTRODUCCION 

En el d1se~o mec~n1co de elementos de maquinas o componvntes 

estructurales, es de suma import•ncia tener el mayor conocitnento 

posi.ble del estado de l!'Sfue,..zos los que sera sol"Mttido un 

elemento y asl dar las dimensiones y material adecuado para 

garantizar un dtsef"io económico y seguro. 

Cuando se trata de un elemento de forma r9'qular o amparado 

por un cod190, el calculo es s1mpl1ficado por mOdelos matem4t1cos 

que hasta cierto grado gobiernan la respuestd del ccmpon~nte 

di~ehar. Pero, cuando se desea estudiar disef"iar elemento 

cuya configuración no permite la aplicación de los métodos 

anal1t1cos conoc1dos; entonces, necesario un estudio m~s 

profundo que implica de acuerdo con la teor1a de elast1c1dad. 

encontr.:1r la solución de 15 ecuaciones: t,.es que definen el 

equJibr10 del cuerpo, se1s que relacionan las deformaciones con 

los desplazamientos y seis que relacionan Jos esfuerzos con las 

deformacioneo:;.. El resol vEU" estas 15 ecuaciones 

encontrar la soluc1on o modelo matematico Que describe al modelo 

f1sico en estudio. Anteriormente eKistlan 3 formas de apro~imarse 

a la solución; 

-Resolviendo el sistema de ecuaciones. para casos de 

andlis1s de esfuerzos en una direcc''°"" ~cni"~i•li. 

2 -Proponiendo una solución y verificar si cumple con dichas 

ecuaciones: lo cual resulta solo en problemas senci 1 los y 

con una amplia 1ntu1cion y experiencia por partil d•l 

andl 1sta. 

-Por anal 1 o;j ~ e~pcriment.dl de esfuer.:os; para lo cual 

necesario la manufactura de modelos y un 

ei<per1menta1. 



Actualmente, gracias al avance de los sistem•s de cómputo, 

se cuenta con una altern•tiva mas que es el motado de anal1si• 

por elemento finito (M.E.F.>, el cual conduce r.lpid•m•nt• • l• 

solucion numérica de problemas eJastico-lineale& compl•jos •n los 

cuales una solucion anal1tica no era po5ible. Con esto, •• 

quiere decir que el m•todo del elemento finito&•• un m•todo para 

el ana.lisis de esfuerzos sino que e& un ••dio de int•rpoJ•ción 

por medio del cual ecuaciones diferenciales muy COftlplicada• 

pueden ser convertidas en un sistema de ecuaciones al9ebraica• 

que actualmente resultan mucho m~& sencillas de resolver. Asi el 

metodo del elemento finito tiene aplicacion•s ~uy v•riadas una d• 

las cuales el analisis de esfuerzos. 

Ahora la cuestión es que tan exacto resulta este m•todo del 

elemento finito como medio para el an~lisis d• esfuerzos en 

estructuras. En este trabajo, se presenta un 

validación de un programa de cómputo disenado para el •n•li•i• de 

esfuerzos en estructuras, y que estA basado el m•todo de 

elemento finito. Para esto, los resultados arrojados por el 

programa son comparandos valores obtenidos de un modelo 

experimental, cuyo estado de esfuerzos en un punto es conocido 

por medio de un analisis experimental basado en l• •plicación de 

extensimetros <strain gages) eléctricos. 

El estudio s~ inicia con la recopilaci6n de los principios 

bAsicos de la teor1a de elasticidad asociados al anAlisis de 

esfuerzos por elemento finito, esto 

capitulas. 

los prim•,.o• seis 

En el capitulo 7 es desarroll•do el concepto de str•in gag• 

extensimetro el•ctrico, asi como los criterios p•r• su 

selección y aplicación como m•todo experimental para el an411•1• 

de ~sfui:?r::os. 

En el capitulo S son descritas l•• caract•r1•tica• d•l 

modelo a emplear para el anAlisis experimental. El mod•lo sobr• 

2 



el que se trabaja es el de una viga empotrada sometida a flexión 

por la aplicación, 

aproKimadamente puntual. 

su extremo libre, de una fuer:: a 

En el capltulo 9 son descritos los programas GAMEB-3 y 

TRlSTAT-3 elaborados para el anAlisis de esfuerzos en estructuras 

tridimensional. Es mostrado el desarrollo del archivo de datos 

que describe al modelo flsico creado en la etapa experimental y 

el archivo de los resultados arroJados. 

Por ultimo en el capltulo 10 es presentado análisis 

comparativo de los resultados obtenidos por los dos métodos y 

base a esto 

elemento finito>. 

evaluación del método nWnerico (método del 



CAPITULO 

1. CONSIDERACIONES DEL ANALISIS 

El 1ngen1ero en su af~n de estudi•r los esfuerzos qu• se 

manifiestan en el interior de sOlidos, asl como l•s d•formacion•s 

o fluJos de material y las relaciones mutuas entre estos, sugi•re 

que dichos materiales pueden idealizarse como medios continuos, 

carentes de huecos o separaciones entre sus part!culas, aceptando 

ademas, que dichos medios son también isotrOpicos vsto es, 

carente de direcc1ones pr~fere~ciale$ 

mecan1cas, cuyas deformac1ones deben poder preverse sin necesidad 

de considerar el movimiento de cada una de las partlculas que lo 

comconnon. 

Adem~s, se tiene conocim1ento de que un metal a t•mperatura 

constante, al cual le aplican incrementos 

paulat1vos, presenta un comportamiento es'fuerzo-de'for•ación en 

general, como el mostrado en la 'f19ura l.1. El tramo r•ctillneo 

CA define el rango ela.stico lineal en donde se puede dec1r que la 

relación entre esfuerzo y deformac1on es proporcional. Es decir, 

s1 aumenta en forma paulatina las cargas de O a A dentro del 

rango el-stico lineal, Y después se reducen h•sta d•••P•r•c•r 

siempre seguir~ el mismo camino OA durante el y d•scenso. 

El punto A definido como el ll•zte ela.stico Jine•l o 

ll•ite de proporcionalidad del matel"'1al 1 y la mayor!• de las 

formulas usadas en mecAnica de sol idos se lieitan •l 

comportamiento del material en este intervalo de esfuerzos 0-0L. 

En el tramo AB se presenta. un co•porta•i~nto •16..stico no 

lineal. En este rango se sigue presentando r•cup•r•ción d• l• 

forma original del material, pero ya la r'elaci6n esfuerzo 

4 
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f"1gura 1. 1 Diagrama esfuerzo-deformac1'::'.::n 

E. 

deformacion deja de ser proporc1onal y por lo tanto las leyes y 

principios que aplican para el rango OA deJan de ser validos en 

AB. El esfuerzo C"yp que corresponde al punto B es conactdo 

es"fuerzv de fluencia y marca el l1mi te 1nfer1or del 

co•pnrta•iento pl~~ti~1,, mos~rado en la f19ura J. J por ~I tramo 

curvillneo BR, en donde 1ncrementos muy peque~os ocac1onan 

grandes deformaciones de tipo permanente. Este comportam1ento 

términa en una ..,ractura marcada por el punto R. En la pro.ct1ca, 

el punto B se fija, por convenio, marcando una par"alela al tramo 

e1Ast1co OA, en una absc1s~ de 0.002. 
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Caracter1st1c•s del rango plAstico pueden ser ob••rv•d•s •n 

la f19ura 1.1 (tramo BR>. Si en la aplicación paulatina de caro• 

se llega al punto e, y en seguida se retira r~p1da .. nte, seouir• 

una linea de descarga CD aproximadamente paralel• a OA. Asi el 

punto D muestra una defor•aciOn per•.anentp Ep z ODt y el tramo DK 

una defor•ac1ón recuperada Ea. Si es aplicado de nu•vo el si•te~ 

de car9as se conseguirA un comportamiento elAstico lineal hasta 

N, pera después tomara la trayectoria NO, alcanzando en Q la 

curva ori9inal. As1, deformación OG pueden 

corresponder tres esfuerzos diferentes GJ, GI, GH, según la 

h1stor1a previa de las cargas y descargas en el material. Esto 

demu~stra que una deformación plAstica ocaciona cambios en las 

propiedades del material. 

Estas ideali:ac1onas 

debido a que ofrecen 

la actualidad justificadas 

camino mas viable para el enfoque 

matem~t1co de los problemas de deformacion de sólidos y fluidos¡ 

sin embargo, no deJan de constituir modelo que solo es 

aceptable desde un punto de vista macroscópico, pero que per"mite 

en la mayorla de los casos predecir el comportam1ento del sólido 

exactitud suficiente para la pr~ctica. 

BaJo las consideraciones anteriores se proponen una serie d• 

teoremas y principios que han sido útiles para la d•ducción d• 

modelos matem~ticos, que describen el comportamiento de los 

cuerpos en el rango elastico lineal, por lo que sólo •e aplic•n • 

sistemas lineales, que para nuestro caso representa que los 

desplazamientos sean funciones lineales de las c•rQ•s. AlQunos d• 

estos se estud1ardn en este capitulo como son los principios de 

superposic16n y trabajo virtual as! co~o •I d• 

Maxwell-Bett1 que son un apoyo importante en este estudio. 

á 



t1 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION 

Este pr""incip10 e;{presa, que los esfuerzos y despla::a•zento:; 

internos en un cuerpo eJ~~ticu $00 independiente; del orden de 

aplicación del SJ.ste•a de fuerzas e"llter1t1re:;. Es decir, 

cuerpo se encuentra sometido a un sistema de cargas pueden 

determinar los esfuer~os, desplazamientos y deformaciones de cada 

fuerza por separado y al9ebrA1camente, los resultados 

correspondientes a cada fuerza, obteniendo asl, el resultado de 

la acción de todas ellas (por ejemplo ver fi9ura 1.2>. 

1 r r. ____________ J. ---

DA = o.u+DAZ ----- T 
-- --- _LAt. 

figura 1.2 Principio de superposición. 

Gracias a este pr1ncip10 se pueden obtener coef1•=1er1te$ ,:Je 

influencia, para construir una matriz de fleKtbtlidades o matriz 

de rigideces que gobierne el comportamiento el.:i.stico dt:> un 

objeto .. 

7 



1.2 TEOREMA OE MAXWELL -BETTI 

Est~ teorema fue descrito por James Clerk Maxwell en 1864. 

El caso m~s 9eneraJ fue demostrado por E. Betti en 1872. Y ••te 

dice que: 

Sz a un cuerpo se Je aplica un siste•a de .,uerz•s p.., •n Jos 

puntns "n", estos produczrAn en esos puntos unos despl•z••ientos 

6P .... Y si •anteniendo est•s 'fuerzas p.., se aplica otro sist••a de 

f'uerzas Q, tan otros puntos "m", estos se despl azilrán 6orn, pero 

ade•a.s,, Ja 'fuerza Qm pr-oducirA desplaza•ientos 6ari., en Jos puntos 

dnnde estar. apJ¡c•das las 'fuerzas Pn. 

Lo anterior se puede aclarar observando el siguient@ esquem• 

.,i9ura 1. 3 1 de donde haciendo uso del p,..incipio de superposición 

y calculando el trabajo realizado por dichas fuerzas se d•t•rmina. 

la s1metria de la matriz de flexibilidades, Esto es el trabajo 

~SPn----

-----c~ ~ 

~igur• 1.3 Teorema de H~xwell-Setti. 

a 



real1zado por las fuerzas Pn y Qm sera: 

11.1) 

por otro lado~ si se aplica pr1mero el sistema de fuerzas QM y 

despué~ el ~istema P~, el resultado serA: 

(1.21 

igualando ambos trabajos~ se obtiene que: 

<1.~l 

Luego, considerando las cargas un1tar1as la expresíOM queda 

11.4) 

lo cual se acostumbrd escribir como: 

11.5) 

que representan las de1ormac1ones producidas por cargas unitarias 

<coef1c1entes de 1nfluenci•>, quedando con esto demostrado la 

simetrla de#la matriz de fle~1b1lidades 

13 PRINCIPIO DE TRABAJO VIRTUAL 

En la "SoluciOn de problemas de elast1c.1dad ~'""' •;r;nl ... Joso 

algunas veces el u-..., de! pr1nc1p10 de trabaje vJrtual .. En el case 

de una part1cula, é~te principio dice: 

Si una partLcula esta en equilitJrio, el trabajo total de 

todas las ~uerza~ •ctuantes •n ella. se transTnr•a 

d•splaz••iento virtual. 

9 



Durante este proceso las fuerzas reales que •ctOan en el 

sistema se recorriendo desplazamientos imagin•rios 

virtuales. De manera alternativa, fuerzas también i~•oin•rt•• o 

virtuales equilibrio con el sistema d•do pued.,, sufrir 

despla~amientos reales cinemAt1camente admisibles. 

Para aplicar este principio recor""demos l• pri•era ley d• l• 

Ter•ud1na•zca o de la conservacion de la energ1a que nos dice qu• 

todo el trabaJO realizado sobre un sistema se transform~ .-n 

cambio de ener9la del mismo. Esta ley aplicada un cuerpo •n 

donde no hay pérdidas n1 generación de calor y donde las fu•rzas 

son casi cuasiest~ticas, es decir, que tan 

lentamente que no provocan variación de la enerQ1a cin•tica, nos 

indica que el trabajo realizado por la fuerza eMterna es toual al 

realizado por las fuerzas internas, esto es: 

We = WJ (1.b> 

Donde Wi sera entonces el cambio de energ1a sufrido por el 

cuerpo y estar~ dado por·: 

<1.7) 

mientras que We representa al trabajo represent•do por l•• 

fuerza9 de ~uperf1c:ie, 

We e 1/2 J. UT ~ ds 

Donde: 

representa l• m•triz esfuerzo. 

e - matriz deform•ción unitaria. 

U - vector de desplaza~iento. 

F - vector fuer~as da cuerpo. 

~ - vector fuerz•s de superficie. 

10 
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C A P I T U L O 2 

2. ECUACIONES DE EOUILIBRIO PARA ESFUERZOS 

2.1 FUERZAS DE CUERPO Y FUERZAS DE SUPERFICIE 

Las fuerz•s que actúan en un medio continuo se clas1f1can 

fuerzas de cuerpo Co de masa> y fuerzas de •uperf1c1e. Las 

primeras est•n d1stríbu1das de manera continua en todo el medio, 

las segundas solamente sobre ciertas superf1c1es. 

my 

t 
:; 1 ... 
1 X 

ol_ ~-- -

/ 
,.7 

,."7mz 

~igur• 2.1 Fuerzas de cuerpo y de superf1c1e 
actuando en el elemento diferencial. 
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La fuerza de cuerpo mAs importante es el peso del ••terial, 

y es una propiedad extensiva porque depende de l• m••a del 

cuerpo. En el estudio de medios continuos conviene ewpresar ••t• 
propiedad como intensiva, es decir, referida la unidad de 

volumen del material, y es representada por el vector de primer 

orden C~)T = ~X Y z~, y el vector de momentos de cuerpo por 

unidad de volumen <M>T= imx my m:} actuando en el centroid• de un 

elemento diferencial como se indica en la figura 2.1 

2.2 DEFINICION DE ESFUERZO 

Consideremos un solido de forma cualquiera en el que actOan 

serie de fuerzas externas F. Por el m•todo de seccionea 

dividamos el cuerpo en dos y tomemos una parte, como muestra 

en la "fi9ura 2.2Ca>. En la superficie de corte S se encontrar~ 

fuerzas internas f de magnitudes y direcciones vari•bles, de 

naturaleza vectorial y que mantienen el equilibrio del cuerpo. 

Imaginemos que la resultante de todas las fuerzas exteriores pasa 

por el centroide de la secciOn considerada, y que por lo tanto •• 

obtiene una distribución uniforme de las fuarzas int•rnas f, 

figura 2.2<b>, de modo que a una pequef'l:a área parcial As 

corresponaa una pequena óf; se entiende por esfuerzo T en un 

punto P de la superficie al limite 

T e lim. ~ = df 
As .. O As. CjS 

calculado de modo que 6s vay~ reduciendo 

siempre al punto P en su interior. 

12 
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F, F, 

a) bJ 

-figura 2.2 Fuerzas internas de equilibrio 
a) de ma9nítude$ y di~ecc1ones vdr1ables 
b' cuando la resultante pasa por el 

centroide de la secc1on. 

En general, el sistema de fuer;::as internas f equivale a una 

fuerza y un par resultantes que, por canven1enc1a, se descomponen 

segwn la normal y la tangente a la superficie de corte, corno 

muestra en la -figura 2.3. 

-fi9ura 2.3 De•compos1c1on de fuerzas internas 

13 



El primer subindice indica el plano sobre el cual actOan 

las componentes, y el segundo la dirección de cada una de ellas. 

Entonces, de acuerdo a la ecuación (2.t>, los esfuerzos actuando 

en el plano perpendicular a X seran: 

Txv: = lJ.m. Af .... 
As>e .. o ~ 

En donde; 

11.m. .6.f .. .,.. 
T xy = Asy -tO -xs;- T:iotz :s 

lim. Af•a 
A•z .. o ~ 

12.2l 

T!Cx - Representa el esfuerzo normal en el punto P y puede 

ser de tensión <+> y compresión <->. Se acostumbra d••iQnar en 

general con la letra °" en vez de usar un doble subindice en T••· 

T>ty, T:it: - Representan los esfuerzos cortantes o tangenc·iale• 

y se designan por T ccn ~us re,pectivo5 subindices. 

2.3 TENSOR ESFUERZO 

Si, ademas del plano de corte que se hizo en el diagrama de 

cuerpo libre de la 'fi9ura 2.3, se pasa a través del cuerpo otro 

plano a una distancia infinitesimal y paralelo al primero, y 

otros dos pares de planos adicionales pasan normalmente al 

primer par, un cubo de dimensiones infinitesimales ser~ aislado 

del cuerpo. Tal cubo 5e muestra en la 'fiqura 2.4. 

-/jqura 2.4 Esfuerzos actu•ndo sobre laG caras 
del elemento diferencial. 

14 



Un examen semejante al que hizo para obtener las 

relaciones <2.2>, nos proporciona los esfuer.::os actuando en el 

plano perpendicular a Y 

Tyx 
l1m. ti.fyx 
Asy .. o ~ 

Ty:,· 
llm. 6.fyy 

l..Sy10~ 
11m. ti.fy: 

Ty: = As·., .. o AsV 

y los esfuer::os actuando sobre un plano perpend1cular Z son: 

llm. ¿fzx llm Lf;:::. 
T:ZJ\ = --

.0.Sz .. o AS:r. 

l!m ~f;:y 
T:y = 6Sz .. o ~ T::: = ti.sz .. o ~s;-

<2.4) 

Las ecuaciones <2.2>, (2.'3> y C:?.4) nos muestran que existen 

tres esfuerzos normales: Txx ~ ~ 1 Tyy E ey, T:zz s o:, y seis 

esfuar:::os cortantes: rxy. Tyx, Ty:. T;:y. Tzx, 

matricial ~cr!.: 

[Tql 
hy 

Tyy 

T'::.y '"'J Tyz : 

T:z 

Txy 
ay 
Tzy 

El arreglo 

C2.5> 

Esta es la reprt>sentoci.on dE--1 tensur esfuer::o. Es un tensor· 

de segundo orden referido al espacio Eucl ldiano tridimensional. 

Es s1métrico, y por lo tanto lo!> sub!ndices pctr'd. los esfuer:=os 

cortantes son conmutativos, esto 

Tyx T<y Tx::: T::y l2.6> 

2.4 ECUACIONES DIFERENCIALES DE EQUILIBRIO 

Debido que el cuerpo considerado se enc:uentriLa 

equilibr·io, el elemento infinitesimal debe también estdr 

equilibrio. 

Las seis ecudctones de equilibrio del elemento mostrado 

la ~iqurd 2.5 son: 
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¡; F • = ¡; F y = ¡; F z = ¡; 11• = ¡; l1y = ¡; 11: = O 

Obsórvese que en la figura 2.S, se toma 

posibilidad de un incremento en los esfuerzos de 

(2.7) 

cuenta l• 

del 

elemento a otra, can la expres16n por eJemplo (dc:rx/b~>dx, para la 

direccion X. 

Las fuerzas de inercia o de cuerpo, las debidas al 

peso, se designaran por X, Y y z, y estan referidas a l• unidad 

de volumen del material. 

... _, 
't¡,- - ,, 

1 
1 

t 
dx~ 

ftgura 2.s Equil1br10 del elemento diferencial. 
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de I: F::c = O ---t +, se tiene 

(Tluc + ~: ioc dx )dydz - Txioc dydz + 

+ (T.,._. b~~., dz) d:cdy - TzK dxdy +X dxdyd;;: = 1) (2.8) 

efectuando operaciones algebraicas y con un an~l1s1s similar para 

E Fy = O y E F:: = O, se obtiene 

iJT>< >< 
+ 

iJTv>< /ITa>< 
+ X o <2.9a> 

ax 6Y a= 
dT><y 

+ 
ilTyy ilTzv 

+ y ó 
<2.9b) 

--..X 6Y -¡;z 

ilTxz 
+ 

dTyz ilTzz + z = o t2.9c) 
--..,;-- ay ~ 

OP. E M.c = O, considerando el eJe de n.omentos paralelo al eJe 

y través del centro1de del elemento inf1n1tes1mal y 

despres1ando los d1fercnc1ales de segundo orden, se obtiene bajo 

la conwenc1on de signos de la fzpura =.5 lo s19u1ente 

(T~- + ~ dy) dxdz ~ .. Ty• dMdZ ~~ - (T•v + ~ d::) d:<dy ~ 

- T::y dMdy dz + my d>edydz = •) (2.10> 
2 

·efectuando operaciones algebraicas. forma similar para 

E 11y = O y E 11z = O, obtiene. 

rx:: + m;r (J 

TM'Y - Ty>< • mz (1 

Lo anterior nos indica que cuando el eje para momentos pasa 

por el cenlr·o.ide m11 ::: mv = m: = O lo que impl ic.a que ry:=r:y, 

Tz><•T,.z y T,.y:aTyw. Las ecuaciones <2.9> y <.2.11) 

ecuaciones de 

l"'ectangulares. 

e~ui l 1br10 c:;.tucr;;:c~ 
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CAPITULO 3 

3. ECUACIONES CONSTITUTIVAS 

La mec•n1ca de los solidos r1g1dos enfoca su atención 

principalmente a los cambios de pos1c16n que sufre un cuerpo por 

la apl lCD.Ctón dt:ó' tuerza en ~ste. En comparac16n la mec~nica 

del medio cont1nuo o mec~nica de los s6l1dos deformables tiene un 

1in m~s profundo, ya que pone especial 1ntere1> 

de'foraaciories que sufre el cuerpo debido a las fuerzas aplicadas, 

observandolo no solo como un crimbio de forma e¡.;terna sino desde 

un punto de ~ista de cambio de posición de las partlculas 

internas y as! establecer Jas relaciones entre las carg•s 

aplicadas y sus efpctos en el inte,..ior 9 consider¡¡¡ndo que la§ 

deformaciones por pequel"ias que sean, tienen gran interés. 

3.1 DESPLAZAMIENTO Y DEFORMACION 

Toda masa no rlgida afectada por la aplicación de un sistem• 

de fuerzas sufre en su interior el movimiento relativo de sus 

part1culas a la vez que tiene un cambio de forma~ Es posible 

r•efer1r el desplazamiento de un punto en particular con el c•mbio 

de forma o deformación sufrida, para ésto considera que el 

vector desplazamiento de la particulA ~~a r~=uQlto »obre los 

eJes coordenados X, V y z, en componentes de desplazamiento, u, v 

y"'' rcspect1vamente, y ademas para facilitar el estudio y 

medic1on de la deformación necesario desco11apon•rla 

idealmente, en la misma forma que se hizo con los esfuerzos, esto 
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es, en deformaciones normales o longitudinales cll', cy y y 

deformaciones de corte o angulares yxy, rv-.:. y yzx. 

Una defo1·maciOn longitudinal o lineal 

presenta, como el cambio en longitud de 

aquel la que 

segmento de linea, 

ocasionando con ésto camb1os en volumen del objeto. Su def1nic.ion 

esta. dada por el cos1ente del cambio de longitud de segmento 

de linea entre su longitud inicial y se consid~ra positivo si la 

longitud crecP y negativa si se acorta. 

lf - lt --,-,- (3.1} 

Una deformación angular, como lo indica su nombre es aquel la 

que provoca cambios de d.ngulo y por lo tanto variaciones la 

forma geometr!ca de la masa y se define como sen y. S1n embargo, 

se hace la consideración de que estas deformacione~ son 

infinitesimales <configuración original prácticamente igual 

configuración deformnda) lo cual, permite aplicar el principio de 

!>uperposición y considerar que el ::amo de la deformación es igual 

a dicha deformación. Dicho de otra forma, una deformac16n angular 

es el cambio angular entre dos segmentos d" linea qu" 

encontraban perpendiculares. Se c:onsidera originalmente 

positiva y negativa si sucede lo 

contrario. 

r = + - e c~.2> 

donde: e el ángulo final entre los dos segmentos que forman el 

vertice. 

Para explicar la relación de los despla~am1entos las 

deformaciones consideremos el peauef'ío cubo difE>renci~l v;c:;;t:a 

el capitulo anterior el cual forma parte de antes y 

después de ser deformada como se muestra en la r· igura 3. 1; el 

punto A es movido a trav4's de una distancia u en la d1reccion }(, 

v en la dirección V, y w en la dirección Z. La otra esquina, 

punto B, es también desplazado y en general, por cantidades que 

serAn distintas a las del punto A. 
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"figura 3 .. 1 Elemento diferencial como parte integral 

de una masa deformada por las acciOn de 
fuerzas externas. 

Por lo anterior, es razonable considerar a las componentes 

de desplazamiento u, v y como funciones continuas d& las 

coordenadas X, Y y Z, con derivadas definidas hasta el (n+l)ésimo 

orden. 

De acuerdo con las series de T~ylor este tipo de funciones 

puede ser definida par-a cierto rango en el cual converol!' (e&to 

es, tiende a tomar el valor de cero) como una s&rie de potencias 

de incrementos <x-a>, ésto es 

+ ....... + 'f"cn-1) (e.) n-.1. + ••••• 
<n1>! <x-a> 

Aplicando esta definición las funciones u, y 

considerandolas como 1'(a.) y lLH, Ay, y ~ respectivamente como los . . 
incrementos o decrementos ex-a>, tenemos que u , • y ., 

20 



asociados can el punto e•, son 

. 
= + 

ilu 
+ 

{!u 
+ 

{!u 
u u T. "" by l:J.y {;; ta + ••••••• (3.3) 

V 
. 

V + "" "" 
(Jv 

6y + 
iJv ta + ......... T. by iJ: 

.. . .. + ""' "" '"' 6y + 
.... 

ta. .......... T. by "• 
Como se puede observar los términos de orden superior tal 

como <Ax> 2, Cby)
2, (ll.%)

2, ...... son despreciados ya que se considera 

que los valores de los incrementos son peque~os y que elevados 

una potencia son aun más pequet"íos,por lo que se pueden despreciar 

de la serie. 

Ahora, si consideramos el segmento de l1nea formado por AB 
in1cialmen~e paralela al eje X como se rnuc~tr.'.l en la 'figvrif 3.2 1 

entonces Y y Z permanecen constantes a lo largo de la deformación . . 
A 8 por lo que los desplazamientos que sufre el punto B quedan 

definidos, 

u + 

y 

. .. 

figura 3.2 DefiniciOn de defor-macion longitudinal. 
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De acuerdo a la f 19ura entonces la d•for~ación de tipo 

l1neal queda definida por la magnitud de tJ.x• o A•e• como si9ue1 

<3.5) 

Considerando de la definición de deformación longitudinal, 

que 

¿.,,• - A.,. --,.-.-- t..x•= (1 + C1uc).6.x (3.6) 

51 elevamos al cuadrado la expresión <3.6> y la sustituimos en la 

ecuación t3.5>, obtenemos 

desarrollando los b1nomios, obtenemos 

<cxx
2 + 2cxx + z [ 2_11u + (-11") 

2
+ 1) ( ,áx} = 1 + 

(JJI. (J.,. [~~)·· ( 12

] v. ~ (f;.x). 

simplif1ca11do 

1/2 . 
e- .... + (3. 7a> 

º" similar considerando segmentos de linea 

originalmente orientados paralelo a los ejes Y y Z conduce a 

1/2 cyy
2 

+ cyy =:: + 112[(~)
2

+ (;;)
2

+ (;;)j (3.7bl 

• 11.. [(""')' ("")' ("")'] 1/2 CU + &U ;::: 'D; + 1/2 ñ;- + "5; + rz <3 .. 7c> 

Las componentes de deformación angular podemos tambiOn 

relacionarlas con los desplazamientos considerando cambios 

sufridos en el Angulo recto de los bordes del pequeno cubo 
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durante la deformación. Por ejemplo, consideremos los segmentos 

de linea AS y AE, de la f'igura 3.3. 

y 

e 

L f V 

A B 1 
,:~w_ ___ -- - -,J 

u 

X 

z 
figura 3.3 DefiniciOn de deformación angular. 

De acuerdo con la teor!a de la geometr1a anal!tica un ~ngulo 

entre dos segmentos de linea como se muestra en la figura 3.4 

queda definido por: 

cos 9 ,,,, cos At cos Az + cos Ba. cos B:r. + cos Ct cos Cz 

y 

figura 3.4 Ocfiniciótl de Cos 9 segun 
la geometrla anallt1ca. 
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Por lo tanto, el ángulo e• entre A•a• V A•c• en •1 ••tado 

deformado puede ser expresado cotDO sigue 

+ (~ ~·) (~ ~·) 13.Bl 

De la definic16n de deformación angul•r ecu•ción (3.2> •• pued• 

afirmar que 

n -r -

Sustituyendo la ecuaciOn C3.9) •n 

simplificando obtenemos 
la •cu.ación 

Sen y.cy = [(1 + hu)~ + (1 + ~ )ªv + ~ ~] [~ ~) h 6y (ly e;; a. ily .o.. • 4.y • 

Ax' CI + &xic).0.x: - Ax 
(1 + cxx) ~ 

Ay' Cl + cyy).0.y - l>y 
(1 + Cyy) l>y' 

por lo tanto la ecu•ci6n <::S.10) .. puede •xpr•••r e"'"° 

C::S.9) 

C3.Bl y 

l::S.10) 

13.111 

<::S.12al 

De •aner• similar considerando dos S9Q.-Otoa de llnea 

originalmente orientados p•releJo a lo~ ejos Y y Z y los •J .. Z y 
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X. Tenemos 

IJv 
+ 

11 .. (Jv iJv 11 .. º"' !Ju !Ju 
-¡¡; 6Y ;,y ;;-; ;,y ;;-; ;,y -¡¡; 

yyx = are sen 
<1 + eyy) (1 . Cz:) 

C3.12b) 

"" . ~ . "" (J., . /Ju /Ju . {Jv i'J•• 
;;; dz "' ;;; ;;-; ;¡; a; a; (3. lZc> 

r:x are sen 
(! . e::.> 11 . c,id 

En el desarrollo de las ecuaciones t3.7> y <3.12> 

impusieron limitaciones en cuanto al tama~o de la deformac1~, 

por lo tanto son aplicables a deformaciones grandes. Como un e.aso 

particular de <3.7> y <3.12>, para deformaciones muy peque~as 

donde se cumple la proporcionalidad esfuerzo-def11r•at:16r1, los 

términos de sP.gundo orden de<jprec1ados. ya que se puede 

asumir que los productos y cuadrados d~ los gradientes de 

desplazamiento seran peque~os can respecta el desplazamiento 

total. Además podemos suponer para las expt·esiones t3. 12> que el 

ar-::;,en de relaciones peque~as es igual a las prop1as relaciones. 

Con éstas consideraciones la-:. ecuaciones <3.7> y (3.12J 

reducen a las ecuaciones desp la;:am1~nto-deformac 1 '!'n tan conocidas 

en la teorla de elasticidad 

i'Ju 
;;; <3.13a> 

"'' Cyy -..; C3. 13b> 

"" cu = -;;; (3.13cJ 

lJv lJu 
Y•Y ;;; ~ <3.13d> 

"" . iJv 
Yif7. ~ ;e;;· ( 3. l ~&') 

: 
!Ju . ª" y:x o;· ;;; t3. 13fi 
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3.2 TENSOR DEFORMACJON 

Las deformaciones normales y angulares representan 90 

conjunto el tensor de~or•acz6n, el cual guarda cierta analog1& 

con el ten~or esfuerzo, ya estudiado. Sin embargo, antes de 

formar el tensor deformac1Ln es necesario hacer la observación de 

que la deformacicn angular encontrada esta repartida como ge 

mupstra en la figura 3.5. 

~z9ura 3.5 Cons1deraci6n de la deformacion angular 

Por lo tanto, con el fin de obtener un tensor entidad que 

obedezca a ciertas leyes de transformación se considera que 

cxy Cyx 
yxy 

~ 
YY• 

"""2 """2 
l:yz = Czy 

yyz yzy -r = """2 .... = 
yzx 

~ 
yu 

(3.141 -r -r 

quedando el tensor deformación en forma de matriz como sigue1 

[ ,.. Y•Y 

~] :r [c.- ex.y Cxz 
yyx 

&yy YY• &y• &yy &y• <3.15) 

" -z-
}":lf Y•Y e:: 

czx l:zy .... 
2"" """2 
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3.3 RELACIONES ESF"UERZO-OE'.F"ORMACION 

Hasta este momento, se han encontrado por separado Que 

eMisten seis componentes de estuer~o y tambtén seis componentes 

de deformación. Numerosas observaciones del comportamiento de los 

solidos demuestran que, la inmensa mayor!a de los caso!i. Jos 

desplaza•iento~, dentro de cJertos Ji•:tes,, son proppr.-;Jona]Ps a 

las cargas quP a~tuan. 

Esta ley fue e:<presada por primera vez en el afio 1676 por 

Robert Hooke al afirmar: "según Ja 1uer:a ast ~Pr~ la 

de-far•ación". Para aplicar esta lay, las componentes de 

esfuerzo y deforrn'3cj~ ut.1l1cemos eJ pr1nc1pio de superposic::1~n., 

rP.l~cíonando cada una de las seis deformacione§ 

componentes de esfuerzo, esto es en forma de matriz 

ri r c .. Cu c .. Cio 

º'"] rl &yy u Ctz Czs Cu Czo Cz<> Tyy 

&%%. = .. Csz Css c .. c •• C><> T::;;z: 

&•y .. C•> c .. c .. c •• c ... Txy 

Cyz .. c~z c •• c •• c •• Co<> TY% 

c .. "' C<>> Ce> c ... c ... C<S6 Ta 

Estas son 1.as llamadas Ccua-:ione,; Constitut1~·as, 

con las 

(3.16> 

Eqs (3.16). 

y tienen como se ob~er-va 3b constantes Cu, Cu, ....... coo. 
embargo, por consideraciones energéticas• estas se r&dUCP.n 

sin 

21 

independientes que se obtienen por métodos experi~~nt~les. EJ 

si5tema de ecuaciones !3.16>, es 1~ OApres16n mAs general de la 

ley de Hooke apl1c..,1.Jle a materiales '1.nisotrópJ<:us <materiales con 

dist1ntas propiedadE'S mecánicas en diferentes dit•ec::ciones>. Sin 

embar90, en 1n9eni91J'J.a 9ran parte de los problemas son atacados 

considerando 

(materiales que tienen las misma~ propiedades cuulc¡u1er 

dirección). Para materiales de este tipo el número de con~tantes 

que le c.aracteri~an son 5 conocidas c:omo A, G, E, i.· y de las 

•~.~.Qako\n~k~rf. ·wQ~harn4l~~oL Thaory ~f E~O•\\~~\y (N~•vo York; 
Me ora...,-Jll t t Uook e5ompony. J.P.,.d1. p.::i.g. ot. 
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cuales dos son índependientes, como E y v usualmente. B•io esta 

consideraciOM el nume,.o de constantes es reducido prac:tícamente a 

dos ya que 

vE 
"' = () + ~) (1 

Donde: 

2¡.,) 

E se llama modulo de Young en honor de Thomas Young, o 

•6dulo de elasticidad. Este relaciona el esfuerzo normal con su 

de1ormac1ón lineal. E tiene las unida.des de esfuerzo 

<fuerza/U-ea>. Para la mayor1a de los aceros E suele s•r de 

28.4 )( 106 a 29.9 x 106 PSI (196 .. 1 >< 106 
a 205.9 >< 10

6 
KN/mz). 

v recibe el no111b•~c de rela<:16n de Poisson en honor de S. D .. 

Poisson, cient1f1co francés que la formuló •n 1928. Este valor 

esta definido, por ejemplo para la deformación de tensión en la 

direc:ciOn x. como 

&y _!!.._ K deformací6n lateral 
-&; e"' deformac.100 •~ial 

El signo negativo indica la contrac:ci6n del material en la• 

direcciones Y y a medida que se alarga en la dirección X. 

G se llama •ódulo t1e elasticidad al cort• y tiene las mismas 

dim@nsiones Que E. 

~ se conoce por constante Laae'$ y usada para 

SlmPlifict!r, ilaulando matematicamente, las relaciones 

es.1uer:o-deformación fno tiene o;;,i9n1ficado fis.ic:o). 

~ es el módulo de elasticidad volumétrico y es usado 

pr1nc1palmente para el c~lculo de cambios de volumen en cuerpos 

suJetos a pres1on hidrost~tica. 
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asL considerando 

Cu = 1/E, Cu =< -:. .. /E Cu = J/ <2G> 

y adem.\s que Cu=Cu=C!!, Cu=Cu=-Cz!1 Ccc=C:i:i=Coo, y como ya 

di jo Ctz=Czs, Cu=C31, Czs=C:sz.. Todas las otras constantes 

desaparecen .. Estas simpl1f1cac1ones que generalizan la relac1on 

sugerida por las ecuaciones <3 .. 16> dan Ja llamada ley de Hooke 

9eneralizada <ecs .. 3 .. 17). 

Luego: 

&•= ª" - ... ~ - az 
E E =-'E <3 .. J7a} 

&y•- ª" + 
ay - az 

"E' E '-'E' C3.17bl 

&z•- ª" - ay 
+ 

az 
""E "E' E C::l.17c:l 

rxy=Txy/G C::l.17dl 

<3 .. 17e> 

C::l.17fl 
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CAPITULO 4 

4-· ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD 

Las ecuac.1one$ de co•patibilid•d son el medio por el cu•l se 

asegura que las soluciones (fuciones> encontr•das que describen 

los estados de esfuerzos, deformación y desplaza~ientos en 

cualquier punto para un elemento en particul•r, son Onic•s y 

garantizan que el medio mantendrA simplemente conexo Csin 

9eneraci6n de huecos> durante la aplicación y retiro de cargas. 

Las •cuaciones de co•patibilid•d en 

deformaciones son: 

ilz>"J(Y = 4
2 

ex .. + tJzcyy 

CJxCJy (Jy 
z .... 

11
2

,..vz = ll
2
cyy + "z .C•• 

ilyilr. ... • (Jyz 

(J
2

yzw . IJ2
Cs:z + IJ'Z C1t• 

tJzilx ... z --;;;-
2"ªci.c .. - .. (-~.,,. + ilyM. + "r•Y ) 

tJyilz F.; ... ~ '" 
21JZCyy .. ( 6yyz - ~ . ~) (Jz.bx "5Y ... ~ ... 
2-'zc•• .. ( "1--~· + ifyicz _ 6yMy ) -r.5; • r. ...-- ~ ~ 

función de las 

C4.1a> 

C4.1bl 

<4. lcl 

C4.1dl 

<4.1•) 

14. lf) 

El orden pAr.a dcrivarlds, se inicia recordando l• •cuaci6n 

C3 .. l3c>. 

(Ju av 
yxy = F; + Ci; 

Derivando Ywv una vez con respecto a X y adem~s con r•specto • Y 
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tenemos 

tJzyay = ~+ ~ (4.2) 

"•"Y tJxtJy
2 

iJxztJy 
ademas tenemos Que 

y 
tJZ l:yy = tJ3 V 

"•z tJxzby 
(4.31 

Sustituyendo las ecuaciones C4.3> en la ecuaci6n <4.2) tenemos 

tJ
2
yxy • "

2
&•• + tJ

2
cyy 

"•by by z --;.z- (4.4) 

que es Ja establecida en Ja ecuación (4.ta> y por el mismo método 

las ecuaciones C4.tb> y (4.lc> .. La prueba de la ecuacion <4.ld) 

es obtenida considerando las siguientes cuatro identidades 

"2 e-.. ,.•u 
(a) 

ClytJ: tJx éJyiJz 

"
2
rxy .,•u 

+ 
... V 

(b) 

iJxtJ: iJxilytJz tJxz tJz 

tJ2 yzx ~+ ~ (C) 
tJ•iJy "•ziJy tJx/JyiJz 

/!lzyyz 
~ 

..... ~ --.- o. 2 av d. z /!12 ... (d) 

Ah°"a formando 2(a) = <b> + <c> - <d> obtenemos 

~ (">'•Y + tJyz.,,, _ 6yyz) 

"· "ª ~ ,, .. <4. ld) 

Las otras dos relaciones de compatibilidad oueden 

establecidas de i~ual manera. 

Las ecuacione~ de co•patibilidad tambi,.:,n se pueden encontrar 

desarrolladas en función de los esfuer~os o despla:amientos. 
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CAPITULO 5 

5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA DESPLAZAMIENTOS 

Se han discutido cuatro conjuntos de ecuaciones, esto es, 

las ecuaciones de equilibrio para esfuerzos, las relacione• 

desplazamiento-deformac16n, las expresiones esfuerzo-defor~aciOn, 

y las ecuaciones de compatibilidad. 

Pueden ser combinadas dos o mAs de estas •cui1ciones, para 

formar nuevas relaciones que resulten m~s convenientes 

aplícables a un problema especifico. Por ejemplo tomando las seis 

ecuaciones despl~:~mi~nto-defo1'maci6n Cecs. l3.13)J y sustituidas 

en las seis relaciones esfuerzo-deformación Cecs.C3.17>l, s• 

obtienen las seis ecuaciones esfuerzo-desplazamiento Cec:s. (5.l)l. 

/Ju 1 [,,.. - vCoyy + O'zz)] (S.li11> ,,. = E 
iJv 1 ["YY ¡;y- = !!: - a..>(O'zz + """'] (5.1b) 

iJ>, 1 [o .. Tz = t - v(c> .. *" + <>yy)] ll5. lcl 

~. iJv 1 (l5.1dl 
iJy ~= il" Txy 

"" + ""' 1 ll5.1el Tz ~- G Ty• 

~. /Ju 1 1:5. 1 f l ,,. r: = ~ T:uc 

Ahora, si se toman las ecuaciones esfuerzo-despl~zamiento 

Cecs. <S.l>J y se combinan con las ecuaciones de equilibrio para 

esfuer~os Cecs. <2.9>l, son obtenidas las ecuaciones de •quiJibrio 
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para d~splazaai~ntos que pueden ser descritas como sigue: 

ru 1 iJ [iJu iJV 
+ ~) + 

1 
X : (¡ + 172v o,¡ - + ¡;y 6 11. llz t5 .. 2a> 

<7'v + 1 11 (~ + 
,,.. 

+ ~) + 1 y o !=2V;Jy' 11. ;;y- "• 6 C5.2bl 

.r .. + 
1 11 [~ + 

llv 
+ ~) ~z ~ (• 172v Ch 11. F.; 11. <5.2c> 

Donde v• es el operador de laplaciat10. 

v'- ~ 11' 11• L -. 11y• ,,, llz 
2 

<S.3> 

y X, Y V Z representan las fuerzas de cuerpo que actúan las 

direcciones X, V y Z respectivamente. Logicamente la solución d~ 

la6 ecuaciones <S.2> representa el campo de despla:amiento. 



CAPITULO 6 

6. CRITERIOS DE FLUENCIA 

Las propiedades de los materiales se deter•1nan 1 en general 

a partir de ensayos en los que las probetas son 5UJet•• a 

e$~uerzo si•pl~ bajo cargas est~ticas o fluctuantes. Para aplicar 

estos datos a ca•pos biaxJales o triaxl•les 

conocimiento de la magnitud del esfuerzo maKill\O actuando •obr• 

estos campos con el fin de predecir el comporta~iento del 

material en condiciones de trabajo. 

6.1 TRANSFORMACION DE ESFUERZOS PLANOS 

Consideremos el pequeno cubo diferencial sometido a 

estado de esfuerzo plano definido por cnr, ay y Txy como se 

muestra en la ~J9ura b.la. La idea es deter~inar •~pr•s1ones 

algebraicas en func1on de O"><, 0y, TMy y B, que det•r•inen •1 

equivalente y nuevo estado de esfuer20~ definido por ~·, cy' y 

Tx•y• cuando el cubo es gir-ado un Angulo e con respecto al eje z 
(~i9ura b. lbl. .'I' 

'1 
~ 

~ 

~ 

---i 
.,; 

--i 

"l 

J ·z·.z 
a) b) 

figura b.l Elemento diferencial 91rado un Angulo 8 
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Para facilitar el an~l1s1s consideremos del cubo diferencial 

un elemento prísm~t1co con caras perpend1culares a los eJes X.Y y 

X" como se observa en la figura 6 .. :?:a. Dbser.,,emo=:. Que los 

esfuerzos son tensores de seQundo rango y por lo tanto no aplican 

las leyes de la suma vectorial en é'stos, por lo que es necesi'rto 

multípl1carlos por sus respect1vac:. .l.reas que actuan para 

obtener fuerzas, las que se pueden sumar o restar vector1almente. 

.y y 

X' 

X 

z 

e,) b) 

'figura b .. 2 Elementos para deduc1r las fórmulas 
de los esfuer:os Pn un plano 1ncl1nado. 

St se designa por t;,A el área de la cara oblicua. las áreas 

de las caras ver"t1cal y hort:ontal son r·espect1vamente 1Quales 

ll.A cos e y t.A sen e Qt.1edando las fuer"z.:-s e Jerc tdas 

ca~as como se muestra en la 1J9ura 0.20. 

Entonces de l: Fx' ::i ú 
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y de E Fy' ~ o 

16,21 

Fcecordando las relaciones trigonom"tr1cas 

s~rr 2e • 2ser.e cosa 

y 

16.41 

Entonces pueden escribirse las ecuaciones (6.1) y (6.2> como 

stgue: 

O"><º '"' ax ; oY + ax ; oy cos29 +- T•Y s~n28 16.51 

<6.b) 

La e~!presJón para el esfuerzo nor"mal oy• puede optenerse 

reemplazando e en la ecuación <6.5> por el Angulo <8 + 90•>, que 

for-md ~l eje y• con el eje X. Considerando que co:¡ (28 + 100·1 

-cos29 y sen <28 + 100•> = -sen2e, se tiene que 

Cx + cy 

~ ~ cos28 - Txy sen28 lb. 71 

6.2 ESFUERZOS Y DIRECCIONES PRINCIPALES 

Para localizar el plano de un esfuerzo principal maximo 

m1nimo, la ecuación (6.5) se deriva con respecto a e y la 

derivada se iguala a cero; esto 

d~;· -~ 2s~n2e + 2T .. y cos29 O 
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o lo que es lo mismo 

2~xy cos2e ux - uv 

2 sen2B --2--

por lo tanto 

T x•¡ 

tan 281 = "'"< <7.,-,--uy--,-> -,1 .,.2 
<b.O> 

Donde 81 designa el ángulo que define el pláno del esiuer::o 

normal mAximo o mlnimo. Dicha ecuac10n t1ene dos ratees ya que la 

tan9ente de un an9ulo en cuadrantes diametralmente opuestos es el 

mismo. Para distinguir las dos ra1ces se ut1l1::ar.l. la notac16n 

con prima y b1pr1ma, como se puede ver en la 'fJqura 6.3. 

'i'. 

figura 6.3 Plano$ pr1nc1p~le~ de esfuer~os. 
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51 el ángulo 6'1 encontrado la ecuación (6.B> es 

sust1tu1do en la ecuac1on <6.5> y consideramos de la figura 6.3 

que: 

. 
Toy 

.:sen2&1• - sen291 • • Txy 

,¡ u12 Txy 
. 

cos28s • 1/2 (ex - cy) 

tenemos~Que -· 

ox• -= + T•Y sen2es • 

-o-x +-ey CJt-- G•y [ l/2(0'1( - oy) ] 

= ~ + ~ / C1/2(0'1o1 - uvlJ 2 + Txy 2 + 

""º 
O'x + oy 
--2--

([1/2(0'K - Cy)]z + TJ(yZ)I. 

CC1/2(o-x - ay)J
2 + T>CyZ)l./Z 

(6.9) 

(6.10) 

donde se debe ut1lize1r el signo positivo antes del radical para 

obtener a1 <esfuerzo normal m:..ximo> y el negativo para obtener 0'2 

<esfuerzo normal mln1mo). 

En los planos en que ocurren los esfuerzos normales maximo o 

m!nimc no hay esfuer~o~ cortñntes. Tales planos se llaman planos 

principales de esfuer;::o, y los esfuerzos que actúan en ellos, se 

denom1n~n esTuer:os prznr.1pales. 
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6.3 ESFUERZO CORTANTE MAXIMO 

En un estudio s1m1lar al realizado antes para los esfuerzos 

normales, se deriva la ecuac1on (6.6> con respecto e y la 

derivada se iguala a cero, para local1~ar los planos en los que 

actaan los esfuerzos cortantes mt..Ktmo o mlntmo. Esto es 

Por tanto 

tan26a 

-~ 2 cos29 - 2r~y ~en28 = o 

<o" - O'y) /2 
Txy 

(b. J ll 

Donde 9z designa el. angulo que define el plano en que es ma:!imo o 

minimo el esfuerzo cortante. De igual manera a la ecuac16n <b.8>, 

la ecuación <6.11> tiene dos raices. 

Sustituyendo este Angulo ez en la ecuación (6.6> y forma 

an~loga a la secc16n anterior, tales esfuerzos m~x1mo y mtnimo 

son: 

!b.12) 

Donde el esfuerzo cortante mAx1mo difiere únicamente en signo del 

esfuerzo cortante minimo. Desde el punto de vista flsico tales 

signos no tienen significado y por esta raz6n al mayor esfuer-zo 

cortante i11J~pendicntcmerit"!' de 

cortante •axi•o. 
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6.4- CONDICION DE FLUENCIA DE TRESCA 

Esta teor1a parece haber sido propuesta originalmente por C. 

A. Coulomb en 1773. En 1868 H. Tresca presentó ante la Academia 

Francesa los resultados de su trabajo acerca del flujo de los 

metales a grandes presiones. 

Este cr1ter10 est~ basado la cbservac1on de que la 

fluencia en materiales duct1les es causada por el deslizamiento 

del material a lo largo de superf1c1es oblicua~ y se debe 

pr1mord1almente esfuerzos cortantes. De acuerdo con este 

criterio, un componente estructural dado es seguro siempre y 

cuando el valor m~ximo Tmax del esfuerzo cort•nte dicho 

componente permanezca menor que el correspondiente valor dvl 

esfucr:o cortante critico Ter de fluencia en una prueba uniaxial 

a tensión, de una probeta del mismo material cuando la probeta 

empieza a fluir. Considerando que 

Tmo.M ;:;: Ter = 1 !: ~I 16.13) 

Donde eyp es el esfuerzo de resistencia la fluencia de la 

probeta en la pru~ba a tensión y 01 el esfuerzo normal m•ximo. 

Se tienen dos criterios 

1. Cuando los esfuerzos principales aL y tienen 111 

signo, entoces se debe cumplir 

y jazj ,; "YP (6 .. 14) 

2. CuPndo los e.stucir:o:::: princip""l""';;; ot y az tienen sionos 

opuestos, deben cumplir con 

Jat - azj S "YP 16.15) 

Para un estado triaxial de esfuerzos este crit•rio queda 

Ja• - 03j S "Yp 16.16) 
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Las relaciones (6 .. 14> y (6.15) quedan representadas 

grAficamente en la figura b.4a. Cualquier estado de esfuer:o 

estara representado en dicha 'figura por un punto de coordenadas 

as y oz. Si este punto cae dentro del area mostrada el componente 

estructural es seguro. Si el punto cae fuera de esta Area, el 

componente fallara como resultado de la fluencia del material • 

. o-, 

-o-,, 

a) 

'figura 6.4 

• O'a 

e) 

bl 

PLANO DEL ESFUERZO 
CORTANTE MAXIMO. 

Representación gráfica de los criterios 
de fluencia a> Tresca bl Ven Mises 
c) comparación entre los dos criterios. 

6.5 CONDICION DE FLUENCIA DE VON MISES 

El primer intento de utilizar la energla total como criterio 

de fluencia fue realizado por E. Beltrami, de Italia, en 1885. En 

su forma presente la teor1a fue propuesta por M. T. Humber, de 

Polonia, en 1904 y desarrollada y explicada m~s a fondo por R. 

von Mises de Alemania, en 1913 y H .. Hencky de Estados Unidos, 

1925. 
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Este criterio esta basado en la determinación da la •n•ro1a 

asociada con los cambios de forma <enero1a de distorsión> de un 

material. y expresa que un componente estructural dado es seouro 

siempre y cuando el valor m.a.ximo de la eneroia de distorsión por 

unidad de volumen en dicho material sea menor que la energ1a de 

dtstorsiOn por unidad de volumen requerido para causar fluencia 

en una probeta de prueba a tensión del mismo materialª 

La energ1a de distorsión por unidad de volumen un 

material isotropico sometido a esfuerzo plano es 

<b.171 

En el caso particular de una probeta de prueba a tensi6n que 

esta comenzando a fluir, tenemos que: 

O'l = cyp, 02 = o y CUd)yp = cyp
2
/6G (b.18) 

Por lo tanto, el criterio de la energia de distorsion maxima 

indica que el componente estructural es seguro siempre y cuando 

Ud :s <Ud)yp <b.191 

Es decir, siempre y cuando los puntos de coordenadas at y 02 

caigan dentro del .a.rea mostrada en la "figura 6a4ba Esta ~rea esta 

formada por- la elipse cuya ecuación es ol
2 - alO"Z + O"Zz ... oypz. 

Para un estado triaxial de esfuerzos este criterio queda 

o& 2 -t 0'2.z + :::r=z _ < C'tC'Z + O'ZC1P +e110i) ,.. &yp z (b.201 

•Po.ro. •u d••o.rro\.\.o vea.•• rerd\.na.nd P. •••r y IC. •u•••\.l .John•Lon 
w---~'·- ~- W•\.•r,_L·•·•W•"'•••W•O••~-M~ll •••71 ·-··· ao.• 
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El criterio de esfuerzo cortante m~ximo y el criterio de la 

energía de distorsión m.ttxima se comparan en la 'fiqura 6. 4c. En 

esta figura se puede observar que para cualquier estado de 

esfuerzo, excepto en los puntos donde coinciden, el criterio de 

cortante m.ttximo es mas conservador que el criterio de la energ!a 

de distorsión m~xima, ya que el hex~gono esta localizado dentro 

de la elipse. Sin embargo, para un caso de tors16n es más exacto 

el criterio de ven Mises, como se observa en la f19ura 6.4c. 
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CAPITULO 7 

7. MEDIDORES DE DEFORMACION STRAIN-GAGES. 

El anAlisis de esfuerzos estructuras muy complicadas 

puede llegar a rebazar el limite de aplicación de los metodos 

anallticos, base ésto, han desarrollado 

experimentales de an~lis1s que pueden llegar m~s all• de •stos 

limites. Algunos de ellos soni 

La fotoelasticidad reflectiva 

Recubrimientos quebradizos (lacas fragiles). 

Recubrimientos birrefr1n9erentes. 

Homolograf!a. 

Medición con medidores de deformación (Strain Ga9e). 

En este último método basado principios mecánicos, 

6Pticos, el&ctr1cos, acústicos y neumAticos, se han desarrollado 

una amplia variedad de medidores de deformación par• cubrir los 

requerimientos en la solución de un gran número de problemas de 

ingenierla correspondientes a la medición de la deformación. 

Los principios empleados los medidores stra1n O•Qe, 

pueden ser usados como base para clasificarlos striiin O•Q., 

mecAnicos, 6pticos, acústicos y eléctricos. De esta clasificaciOn 

el medidor de deformación con mayor aceptación es el de tipo 

eléctrico, y en especial, el medidor de resistenci• el*c:trica por 

su fAcil aplicación. 
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7.1 STRAIN GAGE DE RESISTENCIA ELECTRJCA. 

El descubridor del pr1nc1p10 sobre el Que se basa el medidor 

de deformac1Cn tstra1n gage> de res1stenc1a eléctl""ica fué hecho 

en 1856 por Lord ~".elv1n, QUt"°n, cargando a tens16n alambres de 

cobre y hierro obsery6 con ayuda de un puente de Wheatstone, que 

sus resistencias se incrementaban 

Adem~s, notó que cuando fueron sujetos 

la deformaciOn sufrida. 

la 

alambre de hierro mostraba un mayor incremento 

carga, el 

re~itstencia 

el~ctricd que el de cobre, lo que indica que materiales 

distintos tienen sensibilidades diferentes. 

Con ayuda de los factores encontrados durante este 

eJ<pertmento, la actualidad ha logrado el diseno de 

medidores de deformac16n unitaria hasta de un millonésimo de 

pulgada por pulgada < 1µ in/in>, llamados •edzdores de de'for•ación 

de reszstencza-eléctrJca <strazn 9a9eJ o banda extenso•étrzca. 

En su forma mas simple un medidor de deformac16n <strain 

gage> esta const1tu1do por un fino hilo metálico de aleación o 

hoJa delgada en forma de "parrilla" montado sobre un soporte, de 

tal manera, que la mayor parte de log1tud sea paralela una 

d1r"ecc1ón f1Ja como se muestra en la 'figura 7.1. 

51 se desea conocer las deformacionc~ sufridas por una 

estructura en cierta dirección, deber~ pegarse el medidor con sus 

hilos paralelos a dicha dirección para que al present•rsR la 

deformac16n se produzcan variaciones en la geometria del hilo que 

originar~n un incremento de su resistencia, que medid• por un 

puente de Wheatstone se puede convertir a medidas de deformación. 

E~1sten en el mercado puentes de Wheatstone disenados para 

utiltzar•se con res1stenc1as strain gage, que dan directamente la 

deformacion unitaria en la pantalla. 
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~ ' 

REJILLA 

figura 7.l Stra1n gage en su terma mas simple. 

7.2 PARAMETROS QUE INFLUYEN EN EL COMPORTAMIENTO Y SELECCION 

DE STRAIN-GAGES. 

Las caracterlst1cas de instalac10n y operaciOn de un medidor 

de d~formación (stra1n gage) son afectada~ por los s19u1entes 

parametros. los cuales son posible determinar. en mayor 

grado, en todos los casos de aplicac1on. 

menor 

Sensibilidad a la detormac1on de la aleac1on del 11lamento. 

Material de la base. 

Longitud de medic16n <parte activa de la reJllla). 

Conf19uración del fl lamento. 

Grado de autocompensac16n a las var1ac1ones de temperatura. 

Resistencia eléctrica or1g1nal. 

Opciones en la presentación. 

4ó 



Si consideramos todas las posibles opciones de combinación 

de estos par~metros tendremos una idea de la gran variedad de 

medidores de deformación de resistencia eléctrica que pueden 

encontrar el mercado y el compromiso que implica el 

seleccionar el medidor adecuado a nuestras necesidades. Algunas 

de las caracterlsticas comúnmente usadas para juzgar el adecuado 

si~tema para una aplicación particular son las siguientes: 

Grado de precisiOn deseado. 

Estabilidad en las medidas. 

MáKima elongación. 

Duración de la prueba. 

Simplicidad y facilidad de instalacion. 

Condiciones de adquisición y costo. 

El código para la identificación de los strain gage 

particular para cada compaNia productora; generalmente se util1~a 

una combinación de letras y números en determinada secuencia. En 

los catálogos correspondientes se encuentran los códigos para 

interpretar estas clasificaciones. Como un ejemplo se describe el 

código de la compaMia MICRO-MEASUREMENTS. 

W K - 06 - 250 BG 

~---=TIPO DE BASE.~rl 
1 

í 1 MATERIAL DEL 
FILAMENTO 

COEF'ICIENTI: DE 
AUTOCOPiPENSACIOM 

LONGITUD DE LA PARTE ACTIVA 
DEL FILAMENTO C BASE DE MEDI DAl 
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1 OPCION 

RES! STENCI A ELECTRI CA 
EN OHMS. e ro e NOMINAL> 

CONFIGURACION DEL FILAMENTO 
CORR.EsPONDIEITTE A UN 
CATALOGO PROPIO DE LA 
COMPAÑIA PRODUCTORA 



7.3 MONTAJE DE STRAIN GAGE 

7.3.1 PREPARACION DE SUPERFICIES. 

La preparación de la 5Uperficie tiene como prop6sito 

fundamental la perfecta un16n entre el medidor y •l cuerpo de 

ensayo. Para esto, toda superficie que h• de recibir un medidor 

deber• someterse a tratamientos mecánicos y quimico• para 

conseguir el mayor rendimiento de adhesivo, sin que dicha 

preparación modifique las caracter1sticas del cuerpo 

El proceso previo sera: 

ensay•r. 

1. En una superficie doble a la base del medidor strain o•g• 
quitar ó~idos,pinturas,etc. 

2. Desengrasado absoluto y secado. Conviene indicar que siempre 

que ha;,.a quP limpiar o secar una superficie debe hacerse con 

gasa limpia (no necesariamente esterilizada> p:ipel 

absorbente tipo Kleene~ pero nunca con algodones qua 

dejar1an hebras depositadas. 

3. Abrasión progresiva combinada con Acido y secado. El proceso 

de abración dependera del estado inicial de la •up•rfici• 

comenzando con papel liJa de carburo de silicio de grado• 

150, 200, 400, etc. ~ucesivamente y que previamente •• han 

humedecido en Ac1do. 

4. Neutralización y secado. La superficie ae hum•d•c• con un 

producto neutralizador (solución alcalina det•r9ente> con •l 

f1n de que su pH <potencial de hidraoeno) sea adecuado para 

r~~ibir el edhesivo. 

Lógicamente el proceso anterior indicado para cierta. 

metales, siempre habrA que seguir la9 indicacion•• concreta• d•l 

fabricante. 
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7.3.2 TRAZO DE EJES DE REFERENCIA. 

En cuanto al trazo de los ejes de referencia, se debe tomar 

en cuenta que na podemos alterar el estado de preparación de la 

superficie, rayando o pr•oduciendo pequef'l:as 1nc2s1ones, ya que 

provoc:arlan concentrac16n de esfuer::os en el material. Por lo 

tanto es recomendable grabar los citados eJes. Para ésto, 

método senc1llo es con un lápiz de grafito duro <S 

los eJeS de referencia sobre la superf1c1e 

6) tra::.ar 

preparada, y 

posteriormente un palillo cuyo extr·emo tenga una bolita de 

algodón (como los usados en Pediatrla>, se humedece ac1do y 

se pasa sobre los tra::!':os hechos, secando enseguida y repitiendo 

la operación pero humedeciendo nuevo algodón con 

neutralizador; as1 los eJes quedarán grabado~ sin alterar 

mec~nicamente la superficie. Otra forma sencilla es marcar los 

eJes can lápi~, pera sin Que estas lle9uen cor tarso deJando 

siempre libre la superficie del soporte del medidor, pero este 

método no queda e)~Cento de p,.oblemas de cantaminac1!!.·n de la 

superficie. 

7.3.3 TECNICA DE INSTALACION DE STRAIN GAGES 

Una vez que se tiene preparada la superficie y que han 

grabado las ejes de acuerdo a las indicaciones dadas se procede a 

la aplicaci6n del stra1n gage can el adhesivo adecuado. Junto con 

el strain gage es muy prAct1co pegar unos soportes (conectores) 

impresos Que ayudarán d }A o;;r.Jldadura e :.r;Jtalac.lün del caoJ.eado. 

49 



En general 

caracter1st1cas: 

buen adhesivo tendrA la& siguientes 

Permitir aplicación en peliculas delgadas par• no 
introducir errores por distanciamiento de la rejilla la 
superficie. 

b. Ser neutro a la superfic1e y al soporte del stra1n gage. 

Transmitir los esfuer::os al medidor sin fenómenos de 
fluencia. 

d. Fócil técnica de aplicación. 

Cada fabricante especifica y produce el pegamento adecuado, 

pero en ocasiones donde no se tiene la posibilidad de conserguir 

éstos, pueden ser utilizados adhesivos de cianoacrilato (como el 

Mpermabond" o "kola loka''>. 

Conv1ene menciondr que un str,,.in 9age una vez instalado 

irrecuperable pero bien protegido y usado dentro de limites 

de trabajo mantiene sus cualidades con el tiempo, pudiendose 

efectuar un número 1l1mitado de mediciones. 

El procedimiento a se9u1r para el pegado del strain gage es 

el st9uiente: 

1. Se retiro el strain gage de su envoltura de protección, 
utilizando unas pinzas; presionando en una esquina de la 
base sin tocar el filamento o terminales, se deposita c•ra 
arriba sobre un vidrio o placa limpia. Despues, se coloca 
por el lado de las terminales del strain gage con una 
separaciOn de uno o dos milimetros, los conectores soldables 
del tipo adecuado para la instalación planeada. 

2. Formar un ensamble utilizando una tira de aproximadamente 10 
cm .::o r:clof~,, Adhesivo con el strain 9i11.9e y el conector, 
procurando que estos queden al1neados con el ~jw c=r.trel d~ 

la cinta adhesiva. Presionar con un dedo para garantizar 
adherencia. La '=inta •aqica de la 3t1 equiv.al.rlte •• la 
recomendada para esta operaci6n 1 ya que su adhesivo 
contamina poco la superficie preparada. 

3. Levantar la cinta, empezando de un extremo y manteniendo un 
ángulo abierto, procurando que la operación de despegue se 
produzca lentamente (\ler figura 7.2>. 
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figura 7.2 Ensamble del conector y el strain gage 
por medio de un celof~n adhesivo. 

4. Tomando el tramo de cinta de sus extremos y manteniéndola 
recta, sin estirar, se hace coincidir los tra:os previamente 
hechos sobre la superficie, con los ejes del strain gage. 
Cuando se tenga en posic16n la cinta hacer contacto con la 
superficie procurando que el strain gage y conector queden 
en la posición correcta, según los tra;:os. Si por algún 
motivo se observa desalineamiento, levantar la cinta y 
repetir el procedimiento (ver figura 7.3). 

figura 7.3 Alineamiento con los t;razos prev1ament;e 
hechos sobre la superficie preparada. 

S. Una ve: logrado el alineamiento correcto, según los trazos, 
levantar la cinta principiando del extremo donde estAn los 
conectores, hasta dejar descubierto el respaldo de éste y el 
strain gage. El •ngulo que debe formar la cinta con la 
superficie debe ser de aproximadamente 30• <ver 'figura 7.4>. 
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'figura 7.4 Despegar por el extremo del conector 
con un angulo de 30 • aproAim.a.d~mcnte .. 

b.. Cuando &e tenga la gasa formada por la cinta adhesiva como 
se muestra en la "figura 7.S, se procede a aplicar el 
catalizador del adhesivo. La cantidad de catalizador 
requerida es muy pequena y esto se logra aplicando una capa 
delgada y uniforme el respaldo del strain gage y 
conector. 

'figura 7.5 Formación de una gaGa con l• 
cinta adhesiva. 

7. El catalizador debe dejarse secar durante un minuto b•Jo 
condiciones regulares de temperatura y humedad 25•c y 
30-&57.HR>. 

S. Depositar una o dos gotas de adhesivo precis•rnente 1tn la 
parte donde hace contacto la cinta adhesiva y la •uperfici• 
la cual debe estar a unos diez milimetros del eMtre•o d•l 
strain gage <ver "figura 7.ó). 
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figura 7.6 Aplicación del adhesivo en la parte 
donde hace contacto la cinta adhesiva. 

9. Inmediatamente desdoblar la gasa formada por la cinta 
adhesiva manteniendo un ~ngulo de 30• aproK. suspendiendo 
con una ~~no el entremo de la c1nta y con la otra 
recorriendo y presionando la cinta con una gasa para uso 
médico, tratando de expulsar hacia los bordes de la c1nta el 
exceso de adhesivo, el cual se limpia con la misma gasa. 
Debe tenerse cuidado que al desdoblar la gasa no se pierda 
el alineamiento y no estirar exageradamente la cinta para no 
deformar el stra1n gage <ver 'figura 7.7>. 

'figura 7.7 Con una gasa limpia expulsar hac2a 
los bordes el exceso de adhesivo. 

10. Bajo condiciones ambientales de 21•c y superiores a 30'l. de 
humedad relativa es suf1c2ente con pres2onar la 1nstalac1on, 
utilizando el dedo pulgar durante un minuto, o'l temperaturas 
menores y mas baja humedad relativa el t2empo necesario en 
que debe mantenerse la presión puede extenderse var2os 
minutos Cver figura 7.B>. 
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figura 7.8 Presionar la 1nstalac10n usando el d•do 
pulgar durante un minuto. 

11. DespuOs de las operaciones descritas el strain Q&Qe y 
~orrespondiente conector deben quedar sólidamente adheridas 
a la superficie; para ~erminar ccn la instalación habr~ que 
remover la cinta adhesiva lo cual debe realizarse 
cuidadosamente siguiendo un angulo muy cerrado de la cinta 
con la superficie y partiendo del e~tremo donde se encuentra 
el conector (ver figura 7.9). 

fiqura 7.9 Remover cuid•dosamente la cinta adhe•iva 
~i9uiendo un :angulo muy cerrado. 
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7.3.~ INSTALACION DE LOS CABLES 

Para soldar los hilos de unión entre strain gage, conectores 

e instrumento de medición, 

siguientes puntos: 

requieren especial atención los 

1. Preparar el cable <que será de varios hilos> trenzando los 
hilos y estaf'iando para luego cortar las puntas sobrantes. 

2. Depositar una gota de soldadura lo más peque~a posible en el 
conector y terminales del strain gage <en caso de no incluir 
sus cables ya soldados>,sin aportar excesivo calor que 
podr1a desprender el stra1n gage del soporte. No debe durar 
esta operac:iOn más de 2 segundos, si no se consigue en el 
primer intento, deJar enfriar y repetir. 

3. Presentar el cable ya preparado y sin aporte de 
~ola!?!ente ~anteniPndo caliente y muy limpio la 
soldador, fijar los cables a los conectores y 
gage, tal y como se 1ndica en la figura 7.10. 

AL 
PUENTE 

,;/ / AISLAMIENTO-/ 
/"". / TOTA¡,/ / 

.//// / 

/ / / / 

soldadura, 
punta del 
el strain 

>-'~-+~/' ,./ .--~-/~...-~~~~~~-
/ 

cnNF.CTOR STRA IN GAGE. 

figura 7.10 Fijac16~ de los cables strain 9age-conector 
y conector-puente. 

Estas normas son generales ya que el fabricante indicar.a 

cada caso las instrucciones concr~tas. 
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7.3.5 VERIFICACION DE MONTAJE 

Una vez instalado un medidor strain gage deberi..n efectuarse 

diversas pruebas siendo perceptivas: 

l. Inspección ocular. Debe hacerse con una lupa de 20 aumttntos 
o m~s para confirmar que se ha situado correctamente, a la 
vez que se observar~ que no han quedado bolsas de aire ni 
HlagunasH (zonas sin adhesivos> bajo el soporte de •l 
medidor. Para ósto se recomienda conectar el strain gaoe al 
instrumento de medición (puente>, hacer el balanceo inicial 
Y observar que en la pantalla indique nulo en el momento de 
presionar la rejilla del strain gage con una goma (borrador) 
suave o con la punta de un dedo, sin hacer contacto con la 
uNa. Si se observa un desbalance brusco en el mo~ento de 
hacer presiOn sera indicativo de una incorrecta instalaci6n 1 
lo que conduce a remover el strain gage instalar otro 
corrigiendo la técnica empleada. 

2. ComprobaciOn del a1slam1ento. Se debera utilizar 
megohmetro cuya tensión no exceda los SO volts. JamAs se 
harA uso de los medidores de aislamiento de tipo magneto que 
quemar1an la banda. El aislamiento deberA ser mejor que 100 
megohms, ya que un aislamiento menor, equivale a introducir 
un error, por colocar en paralelo con el medidor strain gage 
otra resistencia. 

3. Medición del valor óhmico del medidor. Esta comprobación 
tiene dos objetivos; primara saber que no e&tA rota ni 
cortocircuitada la rejilla y segundo conocer la resistenci• 
nominal del circuito. 

7.4- INTERPRETACION DE LA LECTURA OHMICA 

Para poder captar los pequeftos incrementos o decr•mentos d• 

resistencia en strain gaqes, se usa generalmente pu.nt• de . 
Wheatstone cuya se"al ser~ en unidades de ohms. Par• tran5for••r 

este valor de resistencia a valor de deformación deberA •plic•rse 
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t: = <AR9IR9l <1/Sgl <7.1> 

Donde: 

Rg es la resistencia del strain gage <en ohms>. 

~g es la variación de la resistencia del strain 9a9e 
(en ohms>. 

59 es el factor del medidor tqa9e factor>. 

Las valores de Rg y Sg son espec1f1cados por el fabricante 

del medidor de deformac1on s.tra1n ga9e. 

7.5 EFECTOS DE LA TEMPERATURA. 

Un str .. ain gage m1de teda deformac: i6n que experimenta un 

punto del elemento sobre el que se monta, pero se sabe que las 

deformac:1ones producidas por d1lat~c1ones t~rm1cas homo9éneas 

crean tensiones. Una forma sencilla. de cor·re.g1r el error por 

efecto de la temperatura, es conectar en el ramal de bifurcación 

adyacente al que contiene el medidor "actJY""" un 

*siaulado., <como se muestra en la. f1aura 7.1tJ, pegado 

medidor 

pie::a sin esfue1·zo, del rn1scno metal y sujeto las mismas 

condiciones clim~t1cas. As1 se anula el efecto de temperatura y 

el medidor ••activo" informa sólo de lo que esta ocurriendo en la 

placa sujeta a esfuerzo. 

Algunas veces es útil hacer activos ambos met:idorPa:o strain 

gage para compensar los efectos de temperatura y obtent,or una 

sef'tal doble en el puente , por ejemplo en una viga sometida 

11axi0n la forma de lograrlo es montar los medidores e: aras 

opuestas de la viga de tal. forma que uno de los medidores estara 

sujeto a tensión y el otro u compresion. 

~~P•rLm•nta\ &lr••• Analy•L•, ~~p~t~lo d po9. ~?O. 

PC11"0 d•la.\l•a V•f o.p•ndlce A. 
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1'i9ura 7.11 circuito para anular" Jos efectos de la 
temperatura con un strain gage simulado. 

También se puede encontrar Cpara ciertos rangos 

efecto temperatura>, medidores autocompensados el 

de 

de 

tempe,.atura. Normalmente se compensan strain gage para uso en 

elementos de acero y aluminio. 

7.6 NIVEL OPTIMO DE EXITACION A UN STRAIN GAGE. 

Es muy conveniente que la eHcitaci6n <voltaje aplicado> al 

puente de Wheatstone o circuito de resistencias, se• l• m~Hima 

posib1P 1 ya que la ~~iidl electr1ca que se obtendra del circuito 

serA proporctonal a la tensión de excitación del mismo. Sin 

embargo, hay razones para limitar dicho nivel de eHcit•ción Y• 

que la corrsente eléctrica que circula por el filam•nto de un 

medidor, origina por efecto Joule, una elevación 

al d1s1parse el calor producido, ésto puede 

siguientcn;; caracterist1cas del strain gage: 

alterar las 

Alterar su autocompensaci6n al efecto de temperatura, cuy• 
estabilidad es mejor con niveles bajos de eHcitaciOn. 
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b. 1'1odificaciºn del estado de tens1on de la estructura baJo 
ensayo, al absorber ~sta el calor disipado por la banda, 
sobre todo en materiales plasticos. 

Derivas del cero, sobre todo en circuitos con var"ios stra1n 
gag es. 

Los factores de primordial importancia en la determindcicn 

del nivel óptimo de excitación a un strain gage, fiOn: 

1. Superfici~ de la reJilla; cuya área contribuye al poder de 
disipación de calor. 

2. Resistencia óhmica del strain gage. Altas resistencias 
permiten altos voltaJes para un nivel dado de potencia. 

3. Capacidad de disipación t~rmica del material donde se 
efectúa la 1nstalac10n del medidor stra1n gage. 

4. Tamaf"io de la probeta o estructura donde se mont.:1 el medidor, 
ya que determina el poder de absorción de calor. 

5. Condiciones ambientales. 

6. Calidad del montaJe del medidor, cuidando que no hayan 
burbujas de aire entre el soporte y la probeta. 

7.6.1 CALCULO DEL NIVEL MAXIMO DE EXC!TAC!ON. 

El nivel C-ptima de excitación cve) pal'a el c1rcu1to ..:!e 

resistencias o puente de Wheatstone es calculado por medio de las 

siguientes parAmetros. 

59 



PQ Potencia disipada por la rejilla del strain gage <W) 

Ve
2 

Pg u 4Rg 

Pd Potencia de disipaciOn térmica lW/pulg 2• o KW/m2> 

Pg 
Pd = 
~ 

por lo tanto el nivel Optimo de excitacion esta dada por 

Ve 2 ./ Rg >< Pd ~ Ag 

Donde: 

Ve es la excitación del circuito puente en volts. 

Rg es la resistencia del strain gage 

Normalmente ésta suele ser de 120 o 350 ohms. 

<7.2) 

(7.:Sl 

17.4) 

ohms. 

Pd es la potencia de disipación tormic• 

(W/pulg 2 o KW/m2
l, y se encuentra tabulado de acuerdo 

al tipo de operac1on y material en la tabla del 

apéndice e. 

Ag es el ~rea que cubre la porción activa del filantento 

<longitud activa por ün~ho ~ctivo) en pulg2 o M2
• 

7.7 ROSETAS DE DEFORMACION. 

En el an&lisis de un e5tado pl3no de ••fuerzas nor~al .. nte 

se conocen los esfuerzos y planos principale5, por lo que es 
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necesario instalar tres medidores de deformac10tl como m1nimo, 

para obtener la 1nfol"mac1on suf1c1ente que determinar:. el estado 

completo de deformac16n plana punto. Existen tres 

combtnac1ones estandares de medidores en el mercado. llamadas 

rOSl!!tas de defor•aci6r1 que resultan muy apropiadas para este 

propOsi to. 

a> JtECTANOULAJt b) EaUlANOULAJt C) Y-DELTA 

f19ura 7.12 Tipos de rosetas usuales 

l. La roseta rectangular (figura 7.l2a>, Que cubre un m1n1mo de 

Area. y es la meJor cuando el gradiente de deformacion es 

elevado. 

2. La rosrta equian9ular <figura 7.12b>, usada cuando bajo 

el gradi~ntP de deformación. 

::s. La roseta T-delta <t19ura 7.12cl, que no ocupa mas .1rea aue 

la roseta equiangular y provee un medtdor para 

extra o wde seguro''. 

ver1f1cac16n 

E!Stas generalmente instalan pr·ocurando que el eJe de un 

medidor coincida con el eje de simetr·1a de l~ pieza 

referencia pre-establecida. 
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CAPITULO 8 

8. DESCRIPCION DEL MODELO EXPERIMENTAL 

El modelo que se propone para su an~l1sis de esfuerzos, es 

una v19a empotrada sometida • flexión por la acci6n de una fuerza 

puntual ('figura S. l>. ya que éste modelo representa uno de t•ntos 

/ r 
Ry 

figura a. 1 Viga empotrmda. sometida a fltu<i6n 
por la acción de una fuerza puntual. 

estados de esfuerzos a los que comúnmente se someten las part•s 

que componen una estructura o elemento de maquina. Sin •mbargo, 

para lograr la representac1on fls1ca del modelo ideal mostrado en 

la figura 8.1, se presentan principalmente los aiQUi.-ntes 

problC?mits: 

1. Lograr un empotramiento de r191dez infinita <empotra•iento 

perfecto que no sufra deformaciones>. 

2. Lograr la aplicac16n de una fuerza en un punto. 

3. Encontrar que la barra de prueba sea de una material sin peso. 
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Lo9icamente satisfacer lo anterior no es posible, p•ro pu•d• 

crearse un modelo experimental cuyas caracter1sticas se •proxim.n 

a las del modelo ideal. par• ésto, el mecanismo de empotr&111i•nto 

a utilizar en el modelo experimental sera por medio de una 

plataforma cuyas caracteristicas f1s1cas y de montaje •on 

mostradas en la figura 0.2. Dicho mecanismo fu• elaborado con la 

idea de crear un empotramiento lo mas rlgido posible y &•*Qurar 

que la barra en el momento de aplicar la carga, sea la parte m~s 

sensible y absorba la mayor parte de la deformación ocasion•d• 

por las cargas aplicadas. 

En cuanto a la caracterlst1ca del peso de la barra de 

prueba, se estima que se puede despreciar, ya que como ver~ 

mas adelante, su efecto en la lectura final queda anulado la 

hora de hacer el bal~nce inicial del puente (di•play en c•ros>, 

Las caracteristicas que definen la barra a e9tudiar son 
dadas en la tabla a.1. 

DIMENSlONES: <Barra de sección rectangular.> 

Longitud total: 25.00 cm l9.042 in). 

Lon9itud al empotramiento: 

Ancho: 2.00 cm l0.785 in) 

Peralte: 1.10 cm (0.465 in> 

20.00 cm <7.874 in>. 

MATERIAL: Acero al carbOn, especificaci6n A-36 CASTHl . 
Esfuerzo MA~imo Perminible s 12 700 psi. 

Esfuerzo Minimo de Fluencia E•pecific•do•s 3b 000 p•i. 

Esfuerzo M1nimo a la Tensión E•pecific•do•: 58 000 psi. 

Modulo de Elast1c1ddd ~ 21 •e <E>•• 29.3E0b psi • ... 
Relación de Poisson <v> 1 0.30 

tabla 8.1 Caracteristicas de la barra de prueba. 

Cod\90 ASWE. 8•CC\0~ Ylll-0\V\.\On '· Lob\o uoc-a• 
Cod\90 ASME, SeCC\O~ v111-o\v\e\O~ '· PAaT.UF 
Weco~Lco de •o\\doe, E9or P. Popov, cop.•-p~9.t•? 
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Para la aplicación puntual de la carga reali::o una 

pequefta perforación (d1am. de 1/8 in >, sobre el eJe long1tud1nal 

de la barra y lo mas cerca posible de la orilla del extremo 

1 ibre, como se muestra en la "Fi<¡ura 8. 2. Luego, sobre esta 

perforación se pasó un cable de acero <de aproK. 1/8 in de d1am.) 

que en uno de sus extremos tenia un nudo que no paso a travOs de 

la perforación, asl quedó el cable f1JO a. la barra y con la 

aplicación de cargas suspendidas <en cantileverJ se produJo la 

acción de una carga aproximadamente puntual. 

Las cargas a aplicar fueron dadas por cuatro d2scos de 

bronce calibrados a un peso de ~.783 ~9 <6.136 lbs.} por cada 

disco, más 0.150 kg <0.068lbs.) debido al peso del cable y gancho 

p~ra sujetar los discos, quedando las cargas a aplicar en cuatro 

pruebas como se muestra en la tabla 8.2. 

PRUEBA No. CARGA APLICADA Kg Clbs.) 

2 

3 

4 

2.933 

S.71ó 

a.soo 
l l.282 

( 6.466) 

Cl2.ó03> 

Cl8.738l 

<24.874) 

tabla B.2 Cargas aplicadas en la prueba 
experimental. 

El método experimental emplear para 

deformaciones sufridas por la barra cargada consist16 

medir las 

el uso 

de strain ga9e del tipo resistencia el&ctr-ica, montados sobre el 

eje longitudinal de la viga y lo cerca posible del 

empotramiento Cpunto donde se presentar~ el esfuerzo m.a.,:imo>, 

colocados en lados opuestos de la viga de tal forma que uno esté 

sujeto a tensión y el otro a compres10n. 
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Por ra:ones fLsicas del sistema de empotramiento, el stratn 

gage no puede ser colocado en éste punto (punto de ~mpotramiento 

que esta a 20 cm del punto de aplicación de la carga>, por lo 

tanto se montarAn a 1 cm del empotramiento <19 cm del punto da 

aplicaci6n de la carga> como se muestra en la ~igura 8.3. 

Los strain gage fueron montados siguiendo las indic•ciones 

dadas en el capitulo 7. 

'f'igura 8 .. 3 Strain gage montado en l• viga• l cm 
del empotramiento 

Algunos de los datos proporcionados por el 1abricant• d• los 

strain gagP.s a emplear en el an~lis1s experimental d• .. t• 

trabajo, son dados en la tabla B.3. 
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Mar~a: MEASUREMENTS GROUP, INC. 
Div,si6n: MICRO-MEASUREMENTS. 

Código <des1gn.t1:ción .ga11e>: WK-t)b-250 BG-350. 

Longitud ga9e <Iength Qage>: ó.35 mm !0.250in). 

Ancho de la rejilla (g~id wiQthJ: ~.18 mm !0.1251n>. 

8ase: <13.2 ~ ~ 5.b AJmm a <0~52 L M 0.22 A)in. 

Resist~nc1a en ohms: 350.0 ~ 0.34 

~actor 9age a 75•F <23.9•CJ: 2.0S !:. 1 .. 0): 

Temper~tura de trabajo: -452•F (-269•C> 

Observ.:tciones: enc~psulado en resina ~poxy phe~o11c con base 

reforzada eM f1b~a de v1dr10. 

tabl~ S .. 3 Datos del ~tra1n 9a9e empleado en 
ld ~tapa e~perimental. 

Para la lectura de los cambios de resistencia en los 

strain QaQeSt oca!iioNada. por la presencia de la deformación, se 

utiliza:rA un puente de Whetatstone dJ.gital dt~eNado para uscwse 

especialmente con str·a1n ga9e1 de tal 1orm,:'J. QUE'! los valo,...es 

re91st~adcs "Son dad~~ directamente como de1ormac1ane~ un1ta~1as 

sufridas por el elemento <en el punto donde se colocó el stra1n 

9a9e>, paf" le:> tñnto ya no es necesaria una c:anversion de valore'!S 

de r~s1stencia a deformac16n, ní el c~Jculo de l~ e~c1tac16n 

m~xima <como se indicó en las se~ctanes 7.4 y 

respt?ctivamenteJ, ya qu~ el puente reali::::a estas ope,~ac:1ones en 

forma automatica al proporc1onarle lo sigu:Lente; 

1. La correcta c;onecc:Lón de les strain 9"'9es, tal como lo 

indu::a su m.-s.nual de usuario (ver 'fiqura a.4> e indicar que 

s.e utiliza medio puente <esto st? manu:11 . ..tla al liberar un 

botón especifico>. 

2.,. El filic:tctt"' del str.:1i.n gage Cga9e facto,->; ésto por med10 de 

una perilla <potenc:iomett·o) indic:adorCJ. 

3.,. El b~lanc~ inicial antes de aplicar las ca~Qas de t~l forma 

que la pantalla tnd1que cero5-
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A TF.NSION. 

STRAI"l GAGE 

A COMºRESIO~ 

NOTA: LOS CABLES MARCADOS CO"J "~" DF'BF.?A~~ 
SER DEL MISMO LARC';O Y CALIBRE "PJ'\AA 
EL MF.JOR ~~LANCE Y FSTABILIDAD 

"figura 8.4 Circuito de medio puente usado para 
la conecci6n de los straln gages al 
puente de Wheatstone P-351)0. 

Las especificaciones del puente de Wheatstone dadas por el 

fabricante son mostradas en la s1gu1ente tabla 8.4: 

Marca: MEASUREMENTS GROUP • I NC. 

Divis10n: INSTRUMENTS. 

Modelo: P-3500 STRAIN INOICATOR DIGITAL. 

Rango display: :19 999µc en MULT.Xl y !199 990µc en MULT.XtO. 

Resolución: lµc para MULT.Xt y lOµc para MULT.Xl•). 

E><actitud: !O.OS'l. de la lectura. 

Rango factor gage: 0.500 a 9.900 con resoluc16n de 0.001. 

Exactitud factor gage: 

Excitación puente: 2 Vdc = O. 1 'l. 

Fuente poder: 6 baterías alcalinas "O" para 250-300 hrs. o 

fuente externa 115/230v 50-60 Hz. 

Dimensiones: 9 x 6 x 6 in (230 ~ 150 w 150mm). 

Peso: 6.3 lbs. (2.9 kq) incluyendo baterias. 

tabla B.4 Espec1f1caciones del puente usado en 
la etapa experimental. 

Parte del proceso experimental llevado a cabo es mostrado en 

las s19u1entes fi9uras B.5 y 8.6. 
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figura 8.6 Toma de lectura en 
el puente de Wheatstone 
la tercera prueba. 

b9 

"f:gura 8.S Aplicación de la 
carga para la tercer prueba 
con tres discos que dan un 
peso total de 8.5 kg. 
ClS.738 lbs.) 



CAPITULO 9 

9. DESCRIPCION DEL METODO NUMERICO. 

9.1 METODO DEL ELEMENTO FINITO. 

En términos generales, el método del elemento finito es un 

medio par"a obtener una aproxl•ac1on a la soluczon de problema 

que requiere la 1ntegrac1on oe un szsteaa de ecuacivne,¡ 

diferenciales, provistas de ciertas condiciones, que definen 

completamente el problema y, de ah1 su soluc1on. Es decir, el 

mot:odo oel elemtonto f1n1to per.-nile llew·ar la !:>oluc:1~n c!c 

problema que, en un pr1nc1p10 requiere la 1ntegraciOn de 

sistema de ecuaciones d1ferenc1ales, a la forma de problema 

algebraico, ésto es, de un problema Que requiere la soluc1on de 

sistema de ecuaciones algebraicas. 

El m.:..todo del elemento f1n1to es un proced1m1ento analltico, 

y cuando 

anal1ticamente 

apl 1ca medio continua, éste modela 

subdividiéndolo sub-regiones <elementos 

definido por finitos) en los que el comportamiento de cada uno 

grupos separados de funciones que (en mecanica de materiales> 

supuestamente definen esfuerzos y desplazamientos 

las funciones se seleccionan en forma tal que 

regiOn¡ 

satisfaga las 

condiciones de equilibrio y continuidad través de todo el 

medio¡ y las fuerzC1s intt:"rnds St' dt'íi11t1n etµlicéiindo al ;;r~n.::~10 

de trab~Jo virtual al minimizar la energia potencial. De ésta 

forma el m~todo del elemento finito con ayuda de la computadora, 

conduce rápidamente a una aproxi•ación a la soluc16n tsoluci6n 

numérica> de problemas el~sticos lineales compleJos en lo cuales 

una solución analitica no era posible. 
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9.2 PROGRAMAS PARA EL ANALISIS DE ESFUERZOS. 

Se han desarrollado muchos programas para la solución de 

problemas estructurales por el método del elemento finito 

(M.E.F.>. Entre estos programas estan el GAMEB-3 y TRISTAT-3, 

programas italianos designados al anAl1s1s de esfuerzos en 

estructuras s6lidas. <análisis tridimensional de esfuerzos>. 

GAMEB-3 es un programa para la gener~aci6n automatica de 

geometrla formada por red de elementos finitos bien 

def1nidos 1 1nterconectados por nodos en sus limites fronterizos. 

TRISTAT-3 es un programa que ejecuta en conjunto con GAMEB-3 

el anal is is elAstico lineal de estructuras sólidas 

<tridimensional) usando el m4todo del elemento finito. 

Los programas mencionados usan 

escritos en lenguaJe FORTRAN 77. 

formato libre y estan 

La forma de elaborar los archivos de datos para la ejecución 

de cada uno de ellos es e~plicado en el apOndice C 

Aunque la teor1a del elemento finito compleja, no es 

conveniente que al aplicar los programas por computadora se 

desconozca la forma en que trabaja, por tal motivo en seguida 

contempla un breve esquema teórico del procedimiento qu• lleva 

cabo el programa TRISTAT-3. 

1. Primero, el bloque en estudio es discretizado en pequef'kls 

elementos bien definidos, interconectados por nodos en uu5 

li~ite9 fronterizos; el tipo de elemento es especific•do en el 

momento de crear el archivo de datos en GAHEB-3. Exi•ten 

diferentes tipos de elemento cada 

especificas. 
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2. Luego, el anAlisis se inicia con la definición del problema 

al considerar que la solución debe cumplir con las ecuacionPs de 

Pquilibrio para desplaza•iPntos <ec:s .. 

capitulo 5> .. 

5.2 vistas en el 

<ru + 
1 " ("u "" + ~J + 

X o 
1-2v"K; "§';; + bY ... Ci = CS.2a> 

<rv + 
1 " (~ + ~+ ~) + ~ = o 

1 - 2v hV "· 4y "' 15.2bl 

..,z,., + 
1 " (~ + ~+ ~) + 

2 = o 
~ rz ... 4y "' G <S.2c> 

Estas ecuaciones 15.2) como VIO en .,¡ capitulo 5 resultan 

de la combinación de las ecuaciones desolaza•iento-de'for•aci6n 

<3. 13> 1 esfuer:o-de'for•ac16r, <3.17) y ecuac.l.one.s de equil ibr,1.0 

para es'fuerzos (ec:s.2.9>, por lo tanto encont,.,:iir la. solución de 

l"s ecuaciones 15.2) implica el cumpl im1ento de las 

anteriores y encontrar el vector UT ru, l', wJ. 

La utilidad de expresar las ecuaciones de eouilibrzo en 

función de los despla~am1entos, estriba en que a partir de ellas 

se pueden resolver problemas de desplazamientos impuestos, cargas 

aplicadas impuestas y una combinación de ambas, mientras Que 

expresadas en func10n de los es1uer~os solo se pueden resolver 

aquellos con cargas aplicadas 

3. AdemAs,la soluc16n, debe ser tal Que cumpla las condiciones 

de frontera, asumiendo los valores prescritos por las fuerzas 

,J!Kteriores f aplicadas en la superf1c1e, esto es Que cumpla con 

lo siguiente: 

Twyr1y + f,,,. 

oyny + Ty"'n"' + Tyzn~ = fy 
czn: + T:xnx + ~:yny f: 

Donde [~,,,., ~Y, ~.J; es el vector de fuerzas de superf1cie. 
n,,,., nv, nz son versares que de1inen la d1reccion. 
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4. Adem6.s "' programa considera qu• las relacion•• 

despJa:a•1ento-defor•aciOn <3.13> y 

<ecs.3.1?> tienen representacic!in matricial como rel•ciones entre 

tensores cuyas representaciones son: 

e: = A U 19.2) 

D e 19.3) 

Donde: 

6/6.,,. o o 
UT [ u, v, .. ] 

o 616y o 
A o o 616z e: T = ["·· cy, Cz, Y•Yt yyz, rzx] 

6/6y 6/óx o 
o 6/6z 6/óy 

" 
T ["·. oy, Tzx] "" Txy, Tyz, 

6/óz o ó/ÓIC 

V o o o o r-:;:; 
V o o o T="V 

D 
E<l-v> o o o 

<l+v> C1-2i..-> 
1-2:..· o o ~ 

1-2v o Similar". :nt=vr 

5. Para encontrar la solución, el programa genera para cada 

uno de los PlPm~ntos Pn que fuá discret1zado el bloque una 

ecuación de elemento del tipo: 

19.4) 

Donde: ~t es la matri% de r1g1de% del elemento, ót es el vector 

de desplazamiento de los nodos en el elemento y bi es el v•ctor 

fuer%a. 
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6. Para la 9enerac16n de las ecuaciones de elemento es empleado 

medio llamado 1'or•ulacior, 1•ariaciot1al en el Que establece 

que la función U <solución) debe ser tal Que m1n1m1ce el 

funcional n <n 0). 

en donde: 

representa el trabajo real1:ado por las 
internas <esfuer:os por deformaciones>. 

(9.5) 

fuerzas 

fv UTF' d" - el traba.Jo r-eal1:-ado por las fuer::as de cuerpo. 

fs UTT ds - es el traba Jo real i::ado por las fuer::.as de 
superficie 

FT C.X,'i,ZJ es el vector fuer::.a de cuerpo. 

fT (f~,1'y,fzl es el ... ector fuerza de superf1c1e. 

Este funcíonal resulta de aplicar el pr1nc1pio de trabajo 

virtual, y describe la var1ac10n de energ1a del cuerpo antes y 

después de ser aplicadas las cargas. 

Como se observa en la ecuac16n 9.5 la incognita realmente es 

encontrar el vector U que minimice el funcional íl· Para esto, el 

programa propone para cada t100 de elemento una func10n de 

aprox1mac16n <funcicn de tipo pol 1nom1al >, que definen una 

aprox1macion de la d1str1buc1on de los desplazamientos U las 

caras d~l ~lem~ntc b~J~ •1n ~1stema de referencia local propio del 

elemento. As1, de esta forma el programa solo se encargil- oe 

encontrar los coeficientes correspondientes al poJ1nom10 Que 

min1m1za el funcional n y que por lo tanto resulta una 

aproxtmaxión a la solucion. 
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7. Para minimizar el funcional n <ec.9.51 •ste es deriv•do con 

respecto de U e igualado a cero obteniendo con esto, un sistema 

lineal algebraico de la forma: 

Luego mediante ensamble de matrices K\ se obtiene la 

matriz de rigideces k del cuerpo o estructura. 

K 6 = b (9.ól 

Asi pués, es obtenido sistema Qlobal de ecuacione5 

algebraicas que describen la distribucion de los desplazamientos 

a traves de todo el material en funcion de la carQa aplicada. 

Para tener una idea aproximada del tamano de la matriz K to~emos 

por eJemplo nuestro caso <ver apéndice C> donde se tienen 128 

nodos x ~grados de libertad, entonces se tiene una matriz de 

304 )( 384. 

El interés por llevar problema continuo una 'forma 

algebraica estriba en que los sistemas algebraicos, especialmente 

lo~ lineales. estan plenamente estudiados desde el siglo pasado. 

El método empleado por el programa para resolver el sistema de 

ecuaciones (9.b> es por medio de una descomposición de Chole~ky, 

tema que cae fuera del objetivo de este trabajo. 

Asi, partiendo de las ecuaciones constitutivas y de 

equi l ibr•io y mediante un anAlisis numérico, se r•suelve el 

sistema para variables primarias <esfuerzos y deformaciones>, 

luego partiendo de los esfuerzos y de la geometr1a, se calculan 

las fuer-zas y momentos. 
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CAPITULO 10 

10. M~ALlSlS DE RESULTADOS Y CONCLUSION. 

10.1 ANALISIS DE RESULTADOS. 

Para el anal1sis y evaluac1on de los resultados arrojados 

por el motado numor1co (MOtodo del Elemento Finito> contra los 

datos obtenidos experimentalmente <datos reales>, se realiza 

estudio comparativo de los valores de e~fucr~c puntuA1 y criterio 

Tresca obtenidos por los dos métodos. 

En la etapa experimental de este trabajo , se llev6 a cabo 

la toma de tres lecturas en distintos intervalos, para cada 

de las cuatro cargas propuestas en el capitulo B. Los datos que 

obtuvieron dire~tamente del puente son mostrados en la tabla 

10.1. 

CARGA LECTURA No [µel DATO VALOR REAL 
APLICADA PROMEDIO PROMEDIO 

CLbs.J 1 2 3 [µe] CµcJ 

6 .. 466 108 106 106 106.66 53.33 

12.603 216 216 216 216.00 108.<JO 

18.738 325 .S:t::5 326 325.66 162.83 

24.874 435 436 436 435.66 217 .. 83 

tabla 10.1 Deformaciones unitarias obtenidas en la 
etapa experimental. 

De e~ta tabla 10.1, los datos most.-ados en la ultima columna 

representan el valor real promedio de la deformación unitari.:1., 

medida en el punto donde estan montados los stratn gages. 
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Recordemos, como se indic6 en el capLtulo 7, que la •el'tal del . 
puente se duplica cuando son conectados dos strain 9a9e, por lo 

tanto el "valor real promedio" es considerado como la mitad del 

"dato promedio" obtenido de las tres lecturas <tiabla 10.1>. 

Para obtener los esfuerzos partiendo de las deformaciones 

encontradas se aplican las ecuaciones que l""elacionan esfuerzo• 

con deformaciones <ecs. constituti~as 3.17>, que para nuestro 

caso en que se trabaja bajo esfuerzo si•ple, estas <aes. 3.17) 

se reducen 

CIO. 1l 

Asi~ de la ecuac1ón 10.1 se deduce que las deformacione• 

encontradas multiplicadas por el módulo de elasticidad E <E 

29.3c06 PSl>, proporciona lo~ esfuerzos en el punto de estudio 

del modelo expel""imental. En la tabla 10.2 son mostrado~ estos 

esfuerzos experimentales, Junto con los valores obtenidos por" el 

método numérico (programa TRISTAT-3). 

CARGA ESFUERZO CPSIJ DIFERENCIA llUE 7. ERROR 
APLICADA ME TODO METODO NUMERICO PRESENTA EL DEL 11.E.F. 

[Lbs.) 
EXPERIMENTAL <M.E.F. > 11.E.F. CPSIJ 

6.466 1562.57 1707.07 + 144.50 9.25 

12.603 3164.40 3327.55 + 163.15 5.15 

18.738 4770.92 4946.97 + 176.05 3.69 

24.874 6382.42 6566.93 + 184.51 2.89 

tabla 10.2 Esfuerzos encontrados por los m•todos 
eKperimental y numérico 

Los esfuerzos arrojados por el método numérico (H.E.F.> 

mostrados en la tabla 10.2, pueden ser vel""ificados •n •l api6ndice 

D con los archivos de resultado TRISOUT.VIG, observando los .. 
valores para los nodos de interés en éste estudio 

• D•mO•lrodo •L opend~e• A. 
•• Nodo• o. 10. 11. y 1:z. En e\. c.pend~c• e •• e>1phcc.da. la. r0%on. 
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Para obtener el valor Tresca es aplicada la ecuación (6.12> 

que define al esfuerzo cortante m~ximo. Para oste caso en que s• 
trabaja bajo esfuerzo simple <uniaxial>, el valor tresca qued• 

definido por": 

(10.2) 

Por lo tanto el valor tresca por el método experimental ser~ 

igual a la mitad del esfuerzo obtenido experimentalmente. En la 

tabla 10.3 son presentados los valores Tresca obtenidos por cada 

método. Los datos para el método numérico pueden ser verificados 

en el apéndice D. 

CARGA 
APLICADA 

CLbs.l 

6.466 

12.603 

18.738 

24.874 

TRESCA CPSIJ DIFERENCIA QUE 'X ERROR 
PRESENTA EL DEL l"'l.E.F. 

l"'IETOOO METO DO NUl"'IERlCO 11.E.F. CPSIJ EXPERIMENTAL <M.E.F. l 

781.28 864.02 + 82.74 10.59 

1582.20 1684.21 + 102.01 6.45 

2385.46 2503.87 + 118.41 4.96 

3191. 21 3323.79 + 132.58 4.15 

tabla 10.3 Valores Tresca encontrados por los 
métodos experimental y numérico 

As1, puede ser observado en ambas tablas <columna 4>, que l• 

diferencia que presenta el método numérico aumenta conform• ~· 

incrementa la carga¡ pero estos incrementos son tan peque~oa, que 

practicamente podemos considerar que la diferencia •e ••ntien• 

constante para cualquier carga aplicada; esto se puede visualizar 

al graficar los valores obtenidos, por los dos metodos, tanto de 

esfuerzo puntual y valor tresca, como lo muestran los diaQr•~as 

cari;,a-esfuerzo y carga-valor Tresca de las 'figuras 10.l y 10.2 

respectivamente. Adem~s en dichas figuras se pued• obs•rvar el 

comportamiento lineal elAstico del material, cuya pendient• •• 

E = 29.3E06. 
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Si es calculado un promedio de la diferencia que presenta el 

método numérico <M.E.F.> con respecto al dato experimental. 

encontraremos que para el esfuerzo puntual se tiene un promedio: 

144.50 + 163.15: 176.05 + 184.51 = 167• 05 PSI <I0.31 

y para el valor Tresca se ttene un promedio de 

82.74 + 102.01 ; 118.41 + 132.58 = 108• 93 PSI (10.41 

entonces, generalizando podemos suponer que el método numérico 

incurre en una diferencia con respecto al valor experimental de 

aproximadamente 167 PSI para el esfuerzo puntual y de 109 para el 

l(alor Trc'!Sca. 

Los porcentaJes dados en la Ultima columna de ambas tablas 

10.2 y 10.3 fueron calculados considerando la si9u1ente ecuación: 

"/. e DATO NU~~T~ ~~~~ EXP. X lOO (10.5) 

Estos porcentaJes indican el error en que incurre el método 

nümerico para cada carga aplicada, como es lógico este error 

siendo menor conforme se aumenta la carga, ya que la diferencia 

que presenta el metodo num&rico (que se mantiene aproximadamente 

constante para toda carga> influye cada menos en et 

rasult~do fJn~l. Esto lo podemos observar en la figura 10.3 donde 

se muestra como el porcentaJe de los resultados oel 

método numérico, tanto para esfuerzo puntual para valor 

Tresca, tiende a tomar el valor de cero conforme se incrementa la 

carga, por lo tanto el hablar de un porcentaJe de error promedio 

en el que incurre el método numérico no resulta de mucha ayuda 

para valid~r 5US resultados. 

01 



Ahl.A.Ll:SIS DE ESFU EFZOS EN VIG,t... Etv1POTR,L:.Dft. 

~..+ 

'., ,,,,,, 

3 

2.tl 

2..f~ -

;¡) 
ZA 

CL -··· 
4:.-. 

•.:....1 " •ll " "-' § 1 JI -.r ... ·' m ::! 1 .r: IJ o g 
" ~- -'" 1 A 
u.: 

ú: 1 -~ -
•ll 
"-' 1 -

.P 

lf'E'5G< E:•F·(rll.\t:r 11::<1 

'fiqura 10.3 Gr3.f1ca carga-porcentaje de error 



Tambi6" puede ser observado, en la ii9ura 10.3 que el motado 

numérico presenta un error mayor en el valor tresca compat·ado con 

el error presentado para el esfuerzo puntual. 

Todo lo anterior se puede asegurar siempre y cuando la carga 

aplicada no revace el esfuerzo permisible del material <esfuerzo 

limite del rango elAstico 11neal). S1n embargo, no todo el error 

encontrado se le puede adJudicar al método numérico <metodo del 

elemento finito>, ya que considero que parte del error se debe 

principalmente a las siguientes causas: 

l. Que el material lplastic:o> de los taque tes usados para i 1 Jar 

la plataforma de empotramiento, haya cedido cierto 

intervalo de acomodamiento, hasta llegar a ser mas rlgido 

que la propia barra de prueba. 

2. La deformación medida por el ~tra1n 9agc, no es exactamente 

3. 

la presentada un punto, sino promedio de la 

deformación presentada por los puntos lo largo de la 

longitud del filamento del stra1n gage. tlong.gage 6.35 mm>. 

Por mal alineamiento del strain gage el 

longitudinal de la barra de prueba. 

Que la forma que se describió la aplicación de la carga 

el archivo de datos del método numérico, 

representativa de la forma en Que fue aplicada la carga 

el modelo flsico. 

5. Que la forma en Que se describi.:.. el empotramiento en el 

método numérico, no reprt:t!:>émtc al -=-mpotramiento flsico de la 

barra en el modelo. 

b. Que la carga espec1f1cada en el mOtodo numorico no sea 

exactamente la Que se apl1c6 al ~odelo fisico. 
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10.2 CONCLUSION. 

Por lo visto en el anAlisis de resultados, 5e puede 

considerar que el método numérico <método del elemento finito) 

usado para el anAlis1s de esfuerzos en estructuras, pueda ser tan 

preciso como se requiera, ya que depende de una buena definicion 

y aprec1acion fis1ca del problema sobre todo al aplicar 

1ntroduc1r las cond1c1ones de frontera, las cuales son dada§ en 

el momento de restrinQir los desplazamientos de al9unos nodos, ya 

sea en forma parcial o total. 

Por lo tanto, el anAlisis del elemento finito e• una 

heri·am1enta muy eficiente cuando se tiene el adiestramiento y 

experiencia en problemas de modelaje y analisis de esfuerzos en 

materiales. 

Aún considerando que las diferenc1as de + 167 PSI y 109 

f'51 encontrados en los resultados de esfuerzo puntual y valor 

Tresca sean los error~s en que generalmente incurre el método 

numérico, éste resulta seguro para el diseno ya que al error se 

mantiene por encima del valor real, quedando como factor de 

seguridad en el d1se~o de elementos o estructuras. 

10.3 RECOMENDACIONES. 

Si la seguridad depende de los resultados dwl •n•lisis 

ejecutado por el método de elemento f1n1to, es recomendable que 

verificado de un ingeniero con 

experiencia y categoría adecuada, ya qu., un 

incompetente proporciona resultados los cuales son, en el mejor 

de los casos absurdos y, 

solusiones enga~osas. 

en 
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En lo que respecta al uso de strain gage, consid•ro 

pertinente mencionar que durante la toma de lecturas de la etapa 

experimental de este trabajo, presentaron problemas de 

inestabilidad en la sef'tal del puente, debido principalmente a que 

en el lugar donde se llevaron a cabo las pruebas, es una zona con 

una alta conc:entraciOn de sef'l'ales de tipo elec.tromagn(aotico <por 

emisoras de radio, movimiento vehicular, etc>, esto provoco que 

los cables usado5 para la conec:c10n stra1n gage-puente presentara 

el "efecto de antena" que provoca interferencia la 

inP.stabiJ1dad en la sef"idl del puente. Este problema se resolvio 

en forma provisional al Juntar los cables por medio de una cinta 

adhesiva. 

Se recomienda en trabajos posteriores, que al reali~ar 

mediciones con stra1n gage en zonas con altas concentraciones de 

sef"iales electromagné-ticas, trenzar o tejer todos los cables de 

conecc:1ón de los stra1n gage al puente, para contr~restar la 

interferencia por el "efecto de antena" y lograr la estabilidad 

de la serial. 
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APENDICE A 

A TEORJA DEL PUENTE DE WHEATSTONE. 

El puente de Wheatstone, es un instrumento de medición que 

se util12a pdr"cl efectuar med1Clas de resistencia r4'.pidas y 

precisas. En la f19ura A.l se muestra el esquema del circuito de 

un puente de Wheatstone. Su funcionamiento esta basado el 

equ1l1br10 de los voltaJes entre l.:ts 

galvanómetro (G) de tal forma que al estar 

adyacentes al 

PQUi 1 ibr10 no 

e;n sta un vol ta Je entre los puntos B y D. Esto es, cuando la 

corriente <Iq> en el galvanómetro es cer-o, se tiene que 

B 

]\ 

o 

Ve 

fzqura A. 1 

VA.a =- VAD ...q IX Rt 

y tamb1ltn 

IY F\9 

Vac = Voc _. Ix Rz ~ IY Rx 

d1v1d1endo ambas ecuaciones 

Rt. Rx = Rz Rs 

por lo tanto 

Rx=~ <A. 1> 

Circuito del puente de Wheatstone. 

Donde Rx reoresenta la resistencia desconocida y Rt., Rz ,Ra 

res1stenc1as variables que se pueden graduar para obtener el 
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valor de Rx al equilibrar el sistema <hacer que lg ~O>. 

Los signos marcados el diagrama se apoyan en la 

denominada "ley de signos• la cual dic:e que a la salida de dos 

ramas adyacentes que experimentan un AR. del mismo signo, tienen· 

sentidos opuestos y queda demostrada de la forma s1gu1ente: 

del diagrama <figura A.1> puede obser·,..arse que 

Rs V 
~ 

VBP VA& - VAD 

entonces 

(A.21 

Para pequenas var1ac1ones de R1, Rz, R3 y R• podemos derivar 

la ecuaci6n tA.2> quedando 

[
AFhCR1-..R2>-R1<AR

2 

t.+AR2> _ t.fi3(R3+Rx>-Ra<AR
2 

i1+ARx>] 
A Van == V 

<Rt.+R2> <Ra+Rx> 

V [t.Rt.R1+.6R1R2-Rtlo.R~-Rt.lJ=<z _ Af;.·3Fb+AR3RX-R3~3:R3lo.RX] 
<R,+Rz> <Ra+Rx> 

• V [t.Rt.R2-Rt.~: _ AR3Rx-R3li.:x] 

<Rt.+Rz) CR3+Rx> 

= V [ 
AR1.Ra R1. _ R1.t.Rz Rz _ ARaR>e Ra + Rat..Rx R>e] 

CRt.+Rz> 2R1. (Rt+Rz> 2Rz CRa+Rx> 2Ra CRs+Rx> 2 R>e 

V [ Rt.RZ (6Rt. ARz) R3Rx 
• <R1+Rz> 2 Ffl - '"Rz - CRs+Rx> 2 ( t.R• - t.R><) ] 

R3 Rx 

si el circuito est.1 equilibrado ~ == ~. por· le ~.J..":t'':l 

Rx/Ra (Afi• 
-~,zRi"-

ARx) ] 
Rx 

=V[~(~-~-~·~:)) 
<R1+Rz> 2 

t. Ra 
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si Rs a Rz ; Rs a Rx 

<A.3> 

Por Jo tanto de la ecuac16n <A.3) se puede observar que la• 

resistencias R~ y Rx sus incrementos respectivos 

consideradas positivas. Y las resistencias Rz y R3 con sus 

respectivos incrementos !ion consideradas negativas, 

equil1br10 del sistema. 

el 

Como un eJemplo de la aplicación de la ley de si9nos 

consideremos dos resistencias strain gage activos colocados 

lados opuestos de una viga, de tal forma que uno est~ sujeto 

tracción y el otro a compresión como se muestra en la 'figur• A.2 

' ' 
A 

Ve 

.,·igura A.2 C1rcui to para la éompensaci6n del efecto 
de la temperatura en un~ b~rr~ ~om~tida 
a flexión. 

(+)R1 

-
e 

(-)R, 

A 

Como se observa R2 y Rx ahora representan resistencias de 

tipo strain gage activos los cuales registrar~n dos tipos de 

incrementos de resistencia, las debidas a deformación por efecto 
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de carga <-.e.Ra, Afi,.J y las debidas por deformación de tipo 

térmico las <LRt> • 

.!Rz es considerada negativa ya que se trata de un decremento 

de la res1~tenr:ia del strain gage que al estar a c:ompresi6n sufre 

1ncr"em~nto del area transversal de los filamentos de la 

res1st~ncia. De lo anterior y 

considerando que .:.f<a = M<:i =- (l, la ecuac:16n <A.3) Queda expresada 

como slgue 

".'. [ _ 1-t.Rz .,. .6.T1 
!:.Veo = 4 Rz 

<~x + AT> ) 
Rx 

como la res1stenc1a de los stratn gages son iguales <Rz Rx>, 

entonces 

V [ ARz + ARx ) 
¿Vao = 4 Res1stenc1a del Stra1n Gage CA.4) 

De este modo se compensan los efectos por temperatura, y 

duplica la se~al del puente aumentando as! su sensib1l1dad. 
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APENDICE B 

B POTENCIAS DE DISIPACION TERMICA <P 0 ) EN W/PULG
2 

CKW/M
2

' 

Precis1<!:n OPERACION E51ATICA OF·tRA-:IoN DINA_M_IC~A __ _,
1 

ijReque~~~ Alta Me~~~-;l~~a 1 Med1a 1 R-"Jª 

EXCELENTE l 1 J_¡__ 1 piezas de 2-5 1 ~-tn 10-20 5-1(1 tú-.20 .2f1-Sü 

~!~~!~º o (3. 1-7 .. 8) (7. 8-16) ~:~=-31~_1~..:_~~~) -~~.-~~~~ <31-78) 

~ BUENA 1 ' 
/lptezas 1-~ j ~-5 / 5-lu 5-10 

1 
10-20 1 2<;-50 

~~b~;=~~./<1.6-7 .• 1)'(3.J-7.8)1(7.8-161 (7.8-161 l fl6-3J) <31-78) 

A~;;~LAR O. 5-1 1-2 2-5 2-5 1 5-10 1 lú-::!(1 

InoxJda- C.78-1 .. 6) (1.6-3.1> <~.l-7.B> c .. t-7.8> 1<7.8-16> 1116-311 
ble. 

Pl~;~7cos 0.1-0.2 0.2-0 .. s 11) .. 5-1 o.s-1 J 1-2 j :'-5 

=~=~rza- (.16-.31> <.31-.781 <.78-1.6> C.7B-L6> !(1.6-7·.li ¡c3 .. 1-7.BI 1 

MUY MALA 
Pl:...st1cos 
sin Re
fuerzo. 

.OJ-.02 .02-.os .os-<;. 1 

.016-.031 .031-.078 .079-.16 
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.01-.05 ¡ .o5-.~ ¡ o.~-o.~ 
.016-.078 .078-.31 ú.31-0.78 
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APENDICE C 

C ARCHIVOS DE DATOS 
C.1 PROGRAMA GAMEB-3 

Para 1n1c1ar Ja eJec:uc1on rle GAME::B-3 es 'leces.=.r10 fot .. n~r· 

at"'ch1vo de datos l }ci(l1d(lo GAHINF'. XX)( tdonde • XAA representa ur-·~ 

extensión arbJtrar1a pc1.ra 1c>e>nt1f1cac16n, en este ser-.:. 

.VIGJ, en este ar·cn1vo de datos se proporctona en tres fases: la 

1nformac1ón geroeral sobre Ja 9eomett·1a del otiJeto en estudio, el 

t1po de mal la que se desea generar, y lr. orden de> 

archivo de resultados. P~r·a este tr~baJo en pa1·t1~~1Jar· los datos 

de entrada son dados en GAMlNP.VIG como se muestrfl en seguida en 

la tabla C. l. 

AN~LJSIS ~E rsrun:os Eh ,'Jj~ trlPG!;';.{.,; 
!IJD 
POIH o.ooo o.o o;:-~:. c.ooo o.o o.o o.:vc o.4~5 o.: c.c~c o • .c&s o.ia~ 

7.674 c.~ c.:a:; 7.67.C o.o O,\i 7,674 D.4&:. O.V 7,874 C.4L~ o.:-a~ ENil 

.lDJi'EC!ll/05 IrE LA StGl.:H!IA FASE: ·J!HEiACIO/'f DE LA rlAZ.:.~ 

~m ESA! SOLl 1 l J 4 ~ ; 7 a SPAW 10 

Flllt 

HatA: tl :~tt.CtEfl i :¡.¡¡1~L;, Uh Ctit1Eh'!~i;.:; 

mros PUEDE• o,¡ m :NCLUIOOS> 

tabla C.1 Archivo de datos GAMINP.VlG 



De este archivo, mostrado en la tabla C..1, la pr"imer linea 

estA ocuoada por el dtrect.1vo TITULO cinformac16n alfanumérica 

ele hastc3 80 car.i.cteres). 

TRIO establece la generación de una geometr1a 
tr1oimens1onal. 

POIN~c1.cz,c3>END impone la lista de puntos definidos y fin 
de la primera fase. c1, cz y C3 representan las coordenadas 
en d1recc1ones t.., Y y Z respectivamente de cada uno de los 
puntos def1n1dos del bloque desarrollar. {ver f1gura 
c. lb). 

puntos def in1dos 
rlcl bloque 

l ,. 
2 

X 

z 

ª' elemento 
exa~clr1.co de 
20 nodos 

figura c. 1 a> Elemento he:~aédrico de 20 nodos 
bJ Orden de nodos definidos en el bloque. 
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MESH genera un blooue de elementos, que en este caso lleva 
consiga la s:..guiente informac1:.in referente: 

ESA1 def 1ne c¡ue se desea generar 
hexa~drico lineal <tigura C.lbt. 

bloque de tipo 

SOL:? indica que se oesea que el bloque generado e:.te 
formado por elementos he"'aédrJC•» •:Je 2i:1 nod,•-~ del tipo 
mostrado er. la fiqu.""a C.la. La selE•cc1~n :te la clase de 
elemento depende del problema espE:c1clf1co. 

1, 2, 3, 4, ~. 6, 7, y 8 son los puntos def1n1dos del 
bloque cuyas coordenadas fuer·on dadas en POIN-ENO. Lo~ 
nome1·os son dados de> acuer·do dl orden estab!ec1do pn 
POIN que en este el orden mostrilcJO por la 
'f igurd C. lb. 

SPAW 10 define que se desean gener·ar l!) elementos a lo 
lan:;o dP} E"JP lon91tud1nal W del bloque (fJ'}Ura C.lb). 

FINE f1nal1za la eJecuc1on de GAMEfl-:. creo<·ndo archivo 
llamado GAMOUT.VJG aue describe el n·Jmero global de nodos y 
elementos yt'~nt:>r·ootúu:., a:;! 1 ... •. cocrdcn.:td.as 
1dent1f1cac1Cn de cada nodo. Algunos de los re~ultados 

arrojados por GAMOUT.VIG (datos selecc1onados) son mostrados 
en la tabla c.2 
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G A U l l IELEASE 1.0 • GE.<MAID 1586 

t.~:.:.zs:: !ir !Sfi..'!l!CS EH VISA !M."tl!lA.~ 
- ---------·:;:=.:===o--== 

um om1 E1.Uoo1 

¡uuo ELEll. me HOI>l 1 ¡ 10 11 ll ll 14 ¡~ 16 17 18 ¡¡ lO 
1 <GEHtiA!l ll8 ·~~1 fl~ • ll81 

l SOLl l l 8 ó ll 15 ¡o 18 5 7 4 10 12 11 14 17 ¡¡ 16 
SOLl ll 15 lO lB ~ ¡7 l2 lO 14 17 11 16 21 22 l4 ¡¡ lt ;r¡ ll l8 
SOLl 2!1 . ll lO j] ll 44 4l l6 ¡g n l8 ¡¡ l4 ¡¡ ~ Ja 41 43 40 

4 SCLl l7 ll 44 •l 49 51 5G 54 ia 41 '3 'º 45 46 'ª 47 ¡o SJ 55 12 
>OLl 41 51 56 ~ ól ¡¡ ¡¡¡ ¡,¡, so 5¡ S'.i ~2 :¡¡ :a óO 51 ¡¡ óS 67 64 
SOLl ól 6l ¡¡¡ ¡,¡, 7¡ 75 80 78 62 65 67 &• ól 70 n 71 " 7i 71 7G 
SOLl 73 75 90 78 85 87 9l ~ " n 71 76 e1 8l 84 8l ¡¡¡, Gl 11 88 

8 WL2 85 87 ¡¡ 'º '17 11 104 lOl 8G 81 11 aa ll SI % 15 111 101 lOl lOC 
s SCLl ¡7 9'l 104 10~ 101 111 116 11' ¡¡ 101 lOl 100 105 lOG 108 107 110 113 m lÍl 

10 SOLl 101 a1 ¡¡¡ lH 121 IZl m 126 110 113 ll5 11:! 111 118 120 m 122 m 127 124 

COOJ!ti!ll'A!E DEI ~l'.!D! 
------------------

HODO COCk.l COOi.f COOi,2 "°~ COOi,I CDOi.I tooi.Z 
1 O.OOOOOE+OO o.ooooot+oo 7 .85000E-01 l 0,0001)()[+00 O.OOOOOE+OO l.'llSOOE-01 
J O,OOOOOE•OO O.OOOOOE+OO 0.C-IOOOE<OO 4 O.OOOOOE•OO l,JlSOOE·Ol 7.BSOOOE·Ol 

0,00000[+00 2.3~...00t-01 O.OOOO<iE•OO G O.OOOOOE+OO "65000E-Ol 7.BSOOOE-01 
7 O,OWJVE•OO 4.b~úE-01 3.3l500E-úl ú.VVOYVE+úO 4.65000E-Ol O.OOl'ME•OO 

l 3.ll700E·Ol o.ooooot+oo 7.BIOOOE·Ol 10 1. moot-01 O.OOOOOE•OO 0.00009E+W 
11 i.moot-01 4.650COE·Ol 7.8'..000E·Ol 12 l.13700E·Ol 4.GSOOOE-01 0.00009E+o0 

ll 7.874 00 E-O 1 ~.C':lO~E+OO 7.a~E-Crl 14 l.87400E·Ol 0.00000[+00 l.'12',,00E·Ol 
15 7.87400E-Ol O.OOOOOE+OO O. 00000 E +OV ló 7 .S7<00E·Ol ¡,¡¡500¡-o1 7.85000[·01 
17 7.97400E-01 ;,J:r'"hOE-01 o.ooo~E+oo 18 7.e7400t-Ol •.ó~OOOE.-01 7.11'..000E·Ol 
11 7.87400E·Ol 4.óSOOOE-01 M2500Hl 20 7.37400E·Ol 4.65000[·01 0,00000E+OO 

101 1.oamt•OO O.OOOOOE•~O 7.65000E·O! 110 7 .08búOE+OO O.OOOOOE+OO 3.'12'"..00E·Ol 
111 1 .oe660E•OC O, 00000 E +00 O.OOOOCE•OO 1ll 7 .0BóóOE+OO 2.llSOOE·OI 7 .85000E-Ol 
l1l 7 .086GOE+o0 2.ll500E·Ol O.OOOOOE+OO 114 7.0S6óOE<OO 4.65000!·01 7.BSOOOE·Ol 
m 7.08660E+OO 4.ó~O~E-01 3.9ZC"AOE-Ol llb 7.091)óOE•OO 4.ó5000E·Ol O. OOOOOE +oo 
117 7,4SOJ~E•OO O.OOOOOE•OO 7.SSOYOE-01 118 7.4BO~E+OO O.OOOOOE•OO O.OOOOOE.O 
m 7.48030E•OO 4.ó5000E-ol 7.8'..000E-Ol llO 7 .490lOE<OO 4.ó'..OOOE-ol O.OOOOOE+OO 
121 7.B7400E•OO v.OOOOOE<OO 7 .8SOOOE-01 lll 7 .87400E+OO O.OOOOOE+OO 3.'llSOOE·OI 
m 7.87400E•OO 0,00VOOE•OO O.OOOOOE•OO m 7 .07400E•OO 2.JlSOOE-01 7.8500IJE-OI 
125 7 ,e7400E•OO l,JlSOOE·Ol O.~E+OO 12G 7.67400[+00 4.GSOOOE-01 7.11'..000E·Ol 
m 7 .87400E+OO 4.GSOOOE·Ol J.9ZC'...OOE-Ol 128 7.87400[+00 4.G5000E·Ol O.OOOOOE+OO 

tabla C.2 Parte del archivo de resultados GAMOUT.VIG 



( 

' 
Esta fiqur• es desarrollada por 

programa secundar10 a GAMEB-3, 

un 

1

1 
que 

se llama LINAS-3. En este proQrama 

LlNAS-~ se proporc1ona los detalles 

aue S(? de<;e>an en 1 a represen tac: i ón 

del esQuema de la ~al la 9enerdda. 

'figura C.2 Red nodal generada de la barra de prueba 
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En la tabla C.~ se puede observar que se generaron un total 

de 128 nodos repartidos en los 10 elementos que forman el bloque, 

de estos nodos mostrada la nueva ident1f1cac16n y la 

locali::aci6n de acuerdo con el orden mostrado por la fiqura C.2 • 

De esta tabla C.2 es imoortante observar oue los nodos 9. 

10, 11 y 12 estan localizados a lcm <0.3937 1n) del origen 

direcci6n X, punto en el cual esta montado ~l strain 4age el 

modelo experimental, por lo tanto estos nodos de esoec1al 

interés para la comparac1on y validac10n de result:ado~ d~l m""°todo 

numérico con las del método e>(per1menta l. 

C.2 PROGRAMA TRJSTAT-3 

Para la eJecuci6n del programa TRISTAT-3 es necesario crear 

archivo de datos que ! lama TRISINF-'. XXX (donde • XXX 

rcprc::ocnt.'.!. 

nuestro caso sera .VIGl, este archivo TRISINP.XXX consta de 

cuatro nivelt!S l69Jcos que son dados en la siguiente tabla C.3. 

NIVEL 

2 

DESCR 1 PC ION 

GeneraciOn de la mal la estructural <GHMEB-~> 

DefiniciOn de constantes flsicas. propiedades 
material y condiciones de frontera. 

3 Calculo de matri: de r191dez en elementos. 

4 Solución de ecuaciones y c~lculo de esfuer~o nodal. 

tabla C.3 Niveles log1cos del programa TRISTAT 

El desarrollo de este archivo. para nuestro 

del 

particular TRISINP-VIG y para la primera prueba 

2.933 kg (6.466 lb) es mostrado en la tabla C.4 

real1:::ar con 
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:11s1.11t::11;; 

AHALI;IS DI ISFllU:CS !> VlCA !llPOllAl\I 

• HJVrL l GEHn~Clún H L~ ro~a~ ES1iUCTí.líAi tESJA IA SE DESt.»OLLO tll GME:h 31 

J. Vitlf'íl ! INFCá"'.;r;:)H GE!iEiAL 
::.o t.O 
: .~ J.o o.o ::. ~ :.e e.e o.~ o.o 

4 J;ikUh) ~ UO~JCMH5 Itrl M!EHf.~ 
2~.JE•VG ~.3 o.o 1i.c. e.o o.o 

J. úi:Uf'O 3 COH".ilCID,.L.S t1E froH!EiA! NQ[10S SIN tiE5Pl.AZAIUEH!O 
::.e LO ¡,o o.~ o.e o.o o.o 
t.(I ~.e 

~.o · ,, o.e o.e o.o e.o o.o 
l .C J.0 b.O a.~ 

z.o i.o o.o 1.0 o.o o.o o.o 
2.0·1.; 

A Gl"Jf'O 4 CCNJ1ICIDh.ES I1E fiúH!:El:.: í!S!iJCCJOHES ELASTlCAS IHO !J:JS![:f'!', 
i¡ Cihlf'O ~ CO~ItlClO/JES [1t no~n;.:.: H0[10S CON CAiGAS CO"'ICtl!'UAMS 

127, o.e J.233 o.o 

' Gkt/PO ' COHDlCIOHtS DI HON:W: C<ISPl•Z"l!:H:o mo .. DllEtclOH PlliStlllA "º msm 
¡ GIUPO 7 ACil!iAClllH .. J wsm 
• lilUfll e COH: CCIOHIS ~· rm:w: /AiME:los ou¡ m1m LA UAilACIOH LIH!Al. DI Pi!SIOH HOIJAL IHO El!S!El 
• Gl\ltO 9 (()¡jnlCJOHES DE fk()¡j!!IA: PIESIOll DEL m'MO IHO msm 
1 GlUPO !O (()¡jPJCJ()¡jES DE FIOH!nA: !IlllEiA!UfA HCDAL liISPl!C!ADAl 

4 H!'JEL J CALCULO DE iJGIMZ DEL ELDIENIO :Sllf tAiJtTASJ 

• NIVEL 4 SOLOClOH [1E rruACIOH!S llEstUTt,'.i 
1.0 1.0 1.0 

~O!A: LOS i!llGLOH!S HAICA!oOS COH l SOH CO.WAllOS AGIEGA!~S 
IAkA UHA •IlOi cnftlmsro. DEL Aitl!Mi bE OA!OS ¡,, P<!im 
1mos. HO D!b!:H m l•CLUlloOS PAil. :A mcu:ICHl 

tabla C.4 Archivo de datos TRISlNP.Vl6 
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Como un medio para fo?c1l1tar la c:omorensi6n de este arch::.vo 

<tabld C.4>. se han agr1?9ado comeritartos <r·engJones marcados) Que 

normalmente para la eJecuc1~n de TRISTAT-3 no deo en 

incluidos. Como o:;P r:>~>-=o:ir•,•3 t?! pr1.n1::r cldto del .arch1vo un 

TITULO C1nfarmac1r,n Al~anu~~r.:.:..a de hd~tñ t1'-' car.\c:teres). 

En el nt..,el 1 se tiene el desarrollo de la red nodal del 

bloque, el cual ye1 fué elaborcldo en P.l oro9rama GAMEB-.:. 

El nivel 2 se ha a1v1dido 10 grupos <tabla C.4> de los 

cuales solo a los grupos 1, 2, 3, y 5 se les cargo la información 

siguiente: 

En el primer renglon del grupo l; el dato 0.2 indica que se 

desea iniciar la eJecuc16n a partir del nivel 2, y 0.4 indica que 

finalice en el nivel 4. 

En el segundo ren9lon del grupo la información 

prooorcionada en el orden en Que aoarecen es: 

t.O número total de materiales a maneja!'. 

3.1) establece Que se darkn 3 aiterente~ tipos de 
restr1c1ones (en d1rPcr:10'1!J':: ::, : ... ;:i el mov1m1ento de 
noaos spJecc1onados. 

O.O indica que no existen nodos cc.n restr1c1ones elast1cas. 

2.0 establece que la carg,;¡, ser.a concentrarfa en 2 nodos. 

O.O 1nd1ca I~ no existencia de nodos con restr1cc1ones 
de desplazamiento en una d1recc1ón oreescr1ta 
(d1recc1on d1st1nta al de los eJe:; ;<. ~. ::.1. 

u.o establece que e::1sten nodos somP.t1dos 
variac1~n lineal de ores16n. 

O. O indica que desorec1a fuer::.as de cuerpo. 

O.O indica que :;e desprecia la tempe,-atura l'lOd;\l. 



El grupo 2 en este caso esta formado por l renglón con la 

s19uiente 1nfOrmaci~n <en el orden en que se presentanlt 

2q.3E+Ob es el modulo de elasticidad del material usado. 

0.3 es la ra~6n de Poisson·s del material. 

0.1) 1nd1ca que se desconoce la densidad mt.i.sica del mater-ial 

O.V indica que se desconoce ~l coeficiente de dilataci6n 
térmica en direccion X. 

o.o indica que se desconoce el coeficiente de di latae ion 
tér-mica en d1reccion Y. 

o.o indica que se desconoce el coeficiente de dilatación 
térmica en dirección z. 

De este grupo 2 se dar~ tantos renglones como materi•les 9e 

maneJen Cde la misma forma como fuO desarrollado el rengl6n 

anterior>. 

En el grupo 3. se da la información <por medio de pares de 

renglones> de los nodos con restricciones en su desplazamiento 

dtreccit.n x. y, z,. Es en e~te punt.o donde se trata de dar una 

descripc10n lo m:..s aproximada del empotramiento <condiciones dr 

fr·ontera> que se esta dando en el modelo experimental. para esto 

considero que los nodos el empotramiento tendr~n les 

despla~amientos mostrados en la i19ura C.3 
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VISTA FRONTAL DE LA 
SECCION DE EMPOTRAMIENTO 

1 ~ 3 - ~· 

~~··.·.·.···y 

-.:_ :.'. .-. '~.······~ .••. : >.~·.•· -···· ...... 
: z • - .e.··_· ... · x 

fJQura C.3 Cond1c1ones de frontera 
en el f:'mpotramiento 

En el primer renq lon del qruoo -·· pari\ este caso (tabla 

C.4>, se tiene en orden de aparición la siguiente intormacion: 

2.0 indica que 2 nodos tendr~n restr1cc1on en su 
despla:::am1ento en las si9u1entes d1recc1ones. 

1.0 ind1ca despla~am1ento flJO (l)J d 11·t•ecc: ion "· 

1.0 indica desplr1:am1ento fl JO (()) en d1 rr<:?CC l~n '· 
o.o indica despla:am1ento ltbre en d 1rrec.:1-,:,n z. 

n.o indica nulo despla:amiento p1-<?est.:ib lec 1do , . 

o. (1 1nd1ca nulo despla:::am1ento oreestablec1do y. 

o.o ind1c.i nulo desol,.:1~am1ento oreestahlec100 en l. 
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En ei se9undo ren9lon del 9rupo 3 se proporciona el numero 

df:'J nodo(5) baJo la restr1cc1-!:n establecida que en este caso como 

se observa en la tabla C.4 es el nodo 4 y nodo 5. BaJo el mismo 

r.r1 ter-10 fueron desarrollados looz.: dos s1gu1entes pares de 

renr.ilones. 

En el yrupo 5 se da la tnformacJ.!:>n sobre los nodos con 

~argafi. concentradas. Es en e"'°te punto donde se trata de dar una 

defin1c16n lo m~s aproximada, de como es apltcada la carga en el 

modt..•lo exper·1mental, para esto considero que esta repartida 

parte~ igualez en los nodos 122 y 1~7. 

En el primer renqlón del grupo 5 en orden de aparic1on 

(tabla C.41 se tiene: 

122. indica que parte de la carga sera aplicada en el nodo 
de nombre 122. 

v.ú ino1ca que en la cureccion x no existe carga aplicada. 

3.23:?. es la carga aplicada al nodo 122 en la direcci6n V 
~ue en este caso es la mitad de la carga total apli~ada 
<6. 466 lbs>. 

0.(1 1rid1ca que la dirección Z no existe carga aplicada. 

De igual manera para el segundo renglón indica que el 

nodo de nombre 127 ~sta bdJO lds nd~mds cond1c1ones. Es claro que 

por cada nodo cargado se dará un renglón de información. 

Los grupos 4, 6, 7, 8, 9 y lO este caso no fueron 

aplicados pero son mencionados la tabla C.4 para que se tenga 

idea de lo completo que puede ser un análisis de esfuerzos por 

este progr·ama T~JSTAT-3 

En el nivel 3 se genera e1 cAlculo de la matriz de rigidez 

que descr1be al bloque en estudio. En este nivel 3 

~ecesar10 1ntr·oducir datos ya que trabaJa con 

proporcionados un el nivel 2. 
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Por último en el nivel 4 se indica en un sólo renglón por 

medio de "0.1 si y O.O == no" s1 se desea el c4'.lculo de: 

-Calculo de las reacciones en nodos. 

-Calculo del es-fuerzo principal de acue,·do a los criterios 
TRESCA y VON MISES. 

-Calculo del maximo y mlnimo valor• de desplazamiento, 
esfuerzo, reacciones nodal y esfuerzos principales .. 

En la tabla C.5 son presentados los c.1•ch1vos TFOSlNP.VIG tal 

y como fueron dados para cada una de las pruebas, notec:e que solo 

cambian la carga aplicada. Finalmente algunos de los 

resultados obtenidos son presentados en el apéndice O. 
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l l'Rlll!I PillEllA! CAl'GA 6.466 L!S. 

AHALISIS DE tsrumos EH VIGA Elll'!l!IAM AHALISIS DE ESFUEIZOS EH VIGA Elll'!lliADA 
z.o 4.0 :.e 4.0 
1.0 J.O o.o 2.0 o.o o.o e.e M 1.0 J.O o.o 2.0 o.o o.o o.o o.o 
:!9.JE•06 O.J o.o o.o o.o o.o 29.JE,O& O.J o.o o.o o.o o.o 
2.0 1.0 1.0 o.o o.o o.o o.o 2.0 1.0 1.0 o.o o.o o.o o.o 
4,0 :.o 4.0 5.0 
4.0 1.0 o.o o.o o.o o.o o.o 4,0 1.0 o.o o.o o.o o.o o.o 
J.lj J,0 6,0 B.O 1.0 J.O 6.0 a.o 
2.0 1.0 o.o 1.0 o.o o.o o.o 2.0 1.0 o.o 1.0 o.o o.o o.o 
:.o 7.0 2.0 1.0 
122. o.o J.m o.o 122. o.o 6.302 o.o 
121. o.o J,lJJ o.o m. o.o 6.302 o.o 
1.0 1.0 1,0 1.0 1.0 1.0 

; mm PiUEllA! C•~ 18.738 LBS. ; CUAl!A llUEBA: CAR1;A 24,874 US. 

AHALISIS DE ESfUEiZDS EH VIGA ElllDUODA AHALlSIS DE mumos EH VIGo EllPD!IAM 
:.o '·º 2.0 4.0 
1.0 J,0 o.o 2,0 o.o o.o o.o o.o 1.0 J,0 o.o 2.0 o.o o.o o.o o.o 
:9.JE•06 0,3 o.o o.o o.o o.o ;:<J.3Et06 o.J o.o o.o o.o o.o 
:.o 1.0 1.0 o.o o.o o.o o.o 2.0 1.0 1.0 o.o o.o o.o o.o 
M :.o 4.0 5.0 
4.0 1.0 o.o o.o o.o o.o o.o 4.0 1.0 o.o o.o o.o o.o o.o 
1.0 3.0 6.0 B.O 1.0 J.0 6.0 a.o 
2.0 1.0 o.o 1.0 o.o o.o o.o 2.0 1.0 o.o 1.0 o.o o.o o.o 
:.o ;.o :.o 1.0 
m. o.o 9.369 o.o 122. 0.\1 12.4)7 o.o 
127. o.o 9.369 o.o 127. o.o 12.437 o.o 
l.O 1.0 1.0 l.C 1.0 1.0 

tabla C.5 Archivos TRISINP.VJG para las 4 pru•b•s 
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APENOICE 
::~e • lltA í:ItUSt J 

UU.WHW u u 
HWW.Hil H iUU 

u uw 
u u ilil u w u 
H il .O.HJ. H !U.U " u uu H il u u H 
u w H u Ai H 
u u H u u 
H u u H 11 
H u ou UWH UH 
u u ... H.U.U. w 

llOOO =: 100001 ssssssssmmm 
ce ce m1 ss re E 
ce JI sm EE E 
ce u sssss ttm 
et JI SSSS EE E 
ce ¡¡ SSEE e 
ettcCCtllJJJllllJJSSSSSSS EEmEfü 

AHALJSIS ¡¡ ESnlEIZOl> IJI VIGA 1:1\IO!IADA 

llA!A DI ESEtU:ItwE : 22-AUG-50 

o 
,,,..;m 

UIHI 
U.HHH 

u 
i.u.HH; 

HUi11 .. U 
u u 
UHUH 
UUHi 

IMU •••••• 
IEIH. , , ••• 

<LIVELUl IHI!JG CAU:CUll 
<LJVnLO EIHE CALCGLG> 
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RESULTA.DOS PAJU. LA f'kl Kl::kA PJ.!UEBAJ CARGA "· '-06 LBS. 

-otJM CIJO rora C!IHCOOIA!E ---

·~ooo CCl'IHlt'tN!t X CCl'IPOHtlll'E r :orJtll-ltHn: :z. NOW Ctlri<~ME l Ct1'1'00:l!!E 1 COllPC~EH!E Z 

l"'., O.OOOOOE+OO 0.3:!330E•Ol O.OOOOOE•OO l:?'I O.OOOOOE•OO o.323JOE•CI 0,00000[+00 

;ro¡: l H O PAL 1 
--------·-·--------·----

Hlll'O SIW·l SIGl\l.·I SlGM-Z Il.Ll-U !AU-n ltotl-Zl 

i.782285BE+O~ -l.00&8'l33E+Ol -3,0i.72~E•OI 4.742188eE+Ol ·2.n6109E•Ol l.11mm+01 
1. 784?037E•03 -9.0JZ6760E•OO -2.9136243[+01 :.6~:473IE•01 3.31~153E-11 2.LmmE-10 
1.782Z858E+OJ -l.OO>ll933Ml -3.0172500[•01 4.7421Bt!OE•Ol :.n6J09E+Ol -l.lll59Z5Et01 
2.S:!l780fiE-10 -6.ll93~2U-12 -9.om961E-12 ~.02S5941E+Ol -l.n61419E•Ol -l.11158113E-ll 

-2.?414113E-10 :?.276:i2:;2E-12 1.:mm1r-1: ~·.0255'HIE•Ol 2.m1mE+01 -1.mi1m-11 
-1.78:::8'..SE<OJ l .0968933Eo01 J,Ol7T.;OOE+Ol 4.7421&88E•Ol -2.m1mto01 -1.1mmt+01 
·l. ?84?03?Eo03 !.0326160[•00 l.!136243E+Ol 2.6114?Jlh01 5.4552824[-ll -J.045822?E·l0 
·l,78~E•OJ 1.00C>893JE•Ol 3. O 112'",00E>O 1 4. ?4ll8aaE•Ol 2.7161419[.0l l.l115'2:iE+Ol 

9 !.~7C7T.E+:3 -J.~:::7C.:>QCtY: -l.G~:~~•Y: :.17l=a:~ttOI -a.:v¡¡~ttW l,J;.!,C:..ú3t:,VI 
10 1.7070737!•03 ·3.Sl2763aE+OU -J.62B~S5E+Ol 2.1712824[+01 8.2071~6[•00 -l.3940563[•01 
11 -l.?01073?E•Ol 3.5127úJSt•CO l.6:8'1085E+Ol 2.1112a:4EoOl -B.~71546Et00 -1.3940563[•01 
ll ·l. 7070737E+OJ 3.~J2763SE•~O J .62a908SEt01 2.1712824E•,1 8,207Js.46E+OO l.3!40163[+01 

sr o 1•1 H ODA L l PllNClPAL! 
-·-----·--------------··--·-

NODO SlG.EO,illlllftlSE9l 1.8051043[+03 SlG.EO.CllESCAJ !.1698603E+02 
NODO SlG-E0.1\1111 !lSESJ J.8~4161[•03 SlG.EV.IIlESCAJ !.07115!1Eo0l 
NODO SlG.E0.1\1111 ft!SESJ l.8051043t'Ol SIG.EO.l!IESt.11 9.16!860!IE+Ol 
NODO SlG.EO.l\'Oll ft!SESJ 9.!44m3E•Ol SIG.Ell.lrustAI S.?413901E+Ol 
NODO SlG.Ell.1\1111 ft!SESI 9.!413193E+Ol SlG.Ell.lllEStAI 5.1413901E+Ol 
NODO 516.EO. 11/0H ft!SESI 1.B~l~lEtOJ s1G.E0.1msw 9.169860U•02 
NODO SlG.EQ,111111 ft!SESI I.8044167t'Ol SIG.Ell.!llEStAI !.0711591E•Ol 
NOOO S!G.EO. IVOH OlSESI 1.8051043['03 SlG.EO.!!IESCAI 9.1696608[+02 

NODO ¡ SJG.to,(~ ftlSESJ l. 711ó50GE+Ol srn.EO.lUESCA> 8.640mBEo02 
NODO LO srn:.EQ.(~llJH t!lSESl l .711~6Co03 StG.EQ.UiCSCAI a.640222SE•02 
NODO 11 SIG.E0.1111l• "1SESI l.711650>E+03 SlG.EQ.lllESCAI l.6411mBE+Ol 
NOOO ll SIG.Ell.1\'0H,ISESI 1.7116506[+03 SIG.Ell.lmstAI 8.6402llll+Ol 
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SJGllA EO. I•l VOH-tll~E.S "l~Iri.; ~.H7:JE+C;, tJ. frtQOO lZ:. 127 
Sl!il'A EG. DJ VOth'llSES MSS!rv. 1.BOSlOE•:J ;.L HOM l.J.ó.? 
SIGt!A Eil. rr¡ TiES:CA r\IIHl'I;. 3.4~l9E•OJ ;.t. HGr;O 1~2. t::7 
SJGM to. 01 UESCA AASSil'IA 9.1G986E+C·2 AL HOIIO l.l.b.S 
sroi':o l'i'IHC. !'lIHil'IO f'J -J.';'&:;JCE•CJ Af. HOI-0 7 
SFOi'ZO ntIHC. tl~SSil'IO f'l 1.7~ME•03 ;.L H-:HiO 
JFCiZO Pn'(:. niliit'.O t~ -~.74D9t•Ol ;,L HW~ 
SFCt!O PIItr.:. r.PiSSil'IO f'2 5.74139Et0l :.!, nU~J 
sro~1D H11'C. :'lflrf!/'!O P3 -S.CJ7J:t+~; ;,:. ~ve 
srow Pl:IHC. MSSirl,J 1'3 :i.om2.t+Ol AL l@.J 
PEAZ. IJIHC. X 1'11111/'IO -7.Z9401Et01 AL HOLO 
it~Z. Vlfl!C, X MSSil\O 7 .~41j1[+01 AL NODO 
PEAZ. VIHt. ~ o11111r.c ·J,::JJOOE•O? AL llCtl() 
jE,;.¡, vi/lfC, 1 MSSJl\C ~.O}l)O.Ji:•OO Al 'iJICJ 
m.z. 'JIHC. z OIHlr.O -!.cl:!6BE-ll '· .nto 
lEAZ. \'IHC. 'Z f";l.55It10 ~.17al9E-t: ~!. HOOO 
SIGM • tl?rOM -1.78470.t•CJ .:.L HOtic 
SIG.~ 1. r.:.SSI/'IA l.7847:E•OJ Al HO!I(] 
SIGM Y l!IHIM ·l.-~C96E+Cl AL HODO ¡;: 
SJGfl:t f l"l:.3SIM J.70VSGE•Ol :.!, H.Jti: :~7 
SJGM Z rlllilt'~ ·l.Ol72SE•Oi ;.t N:~.u 
SIW. : ~SZll'\A J.Oli~E•OI AL KJ{IO 
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RESULTADOS PAR.A LA SEGUNDA PRUEBAS CARGA 12.604 LBS. 

Hlll~ m'llt'OfOOE X CCllPOHEHTE t illl!IOl<DIIE Z 

J:?7 0,00000E•O: MJO~E•OI O.OOOOOE<OO 

Sf Oi: I 11 O t AL ! ---·------------------

NObO SIGM-.t Slíil'kt SlBN.·Z TAU-XI !t.u-JZ !t.lMX 

),4741E.1EE+O~ -1.%::7Hr~E•e!l ·5.6811.HJE .. Ol c;.2ua:11E+o1 ·5,4li4~E+Ol l.ló67mE•OI 
J,47887~E+Oj -1. 76~71!.:!EtOl ·S,6734495E+Ol S.1684453E+Ol 6.50602ó!E-ll 1.::700973[-10 
J.f"4lót2E+03 -!.%'7100!'01 -5.ildl!Hlt-01 9.l43S2l!r.Dl ).411118BE+OI ·l.ló67'75E•OI 
~.4&4Z:.1.::t-10 ·LZJ48043E-ll -1.miom-11 '?.7%2:.SSE+')l -S.1.111.SSBE+Ol -2,m73:?0E-ll 
-5.3213~5E-10 J.5J3911JE-12 1.l760918E·ll 9.7%25SSE+Ol S.41H~E+Ol -2,3126711E·ll 
-3.1.71.lE!aE•OJ 1.%2ilOOE•Ol 5.Bal1.1.43t+N ,,l4.l821J[t0l ·5.4114S8SE+Ol -2.1667975E+Cl 
-j,47a,o;~¡: .. ~j J ,il)C.7J~iE.•QJ ~.67'H~9':.E•Ol 5.ló8H~2E+Ol l.0594135E·t'J -l.932m9E·l0 
-J.47.f.lólEE•d J .%27100[•01 ~.B8l4443I•Ol 9.:1.4.38211E+C·l 5.4114S88E•Ol 2.ló6'7975E•Ol 

9 J.Jms2at•oJ ·ú,847J3úlE•OO -J.l75la7Gt•01 1.ZJllmE•ll -1.mn86E<01 2.7l'll%lt•Ol 
10 J.JZ~~~E•OJ -&.8~i336U:•VO -J.175187&E•OI 4.Z124~4E•IJ1 l.SIJCJi'*E+Cl ·2.7173'%SE+OI 
11 -l,J27~~~E+Ol 6.847J3úlE•OO J.1151S76Et0l 4.232.f.224E•Ol -l.599n86E>Ol ·l,7173%St>Ol 
1: -J.n¡c~zst•c:? 6.347~:?6lE•OO 3.l7~1S76E•Cl 4.:n:u2u:to1 l.599n86t•Ol 2.'173%SE .. Ol 

5 FO 1Z 1 KODH l lllKCIPt.Ll 
--------------------------------------

MO[I() SlG.ED.tl/OHl\ISt;1 J.518611JE•03 m.Eo.mtseAl l.787<563t•Ol 
NOOO StG.EQ,l!/OH tHSESI J.:17J790E•OJ S!G.to. mtStAl 1. 76$2167!<03 
NODO SJG.EQ.IVOH l\ISESl 3.Sl8611JE•03 516.to.l!iESCAI 1.7874563E-03 
HDDD SIG,EO.l~'OH tllSESl l.93S4311E+02 SIG.to.C!itSCAl l. !191537[ •02 
NODO SIG.tD.(l'(]tt ft!Stsl l.?384JIIE<02 SIG.to.ITIESCAl l.1191SJ7E•02 
HOOO S!G.[0,(\~H ft!StSI 3.S1864JJE•03 SIG.to.mtSCAl l.7874563E+OJ 
HDI\; SJG.ro.1viw. IUSESJ 3.Sl73790E•OJ SlG.to.mtscAI 1.7682167!•03 
NDI~ 510.[0,(\~K ft!StSl J.SIBb.f.lJE+OJ SIG.to.UIESCAl l .787456JE•03 

NOOO 5".EO.(l'(lH "15tsl 3.3<0170lt•03 S!G.Eo.mtsc., l .f.842154E+03 
HOOO 10 SIG.E\l.! 1;Qfil tUSES) J,J4Sl702E+O; SJG.EQ,ITiEstAI 1 .6842l~E•OJ 
•000 11 SIG.EQ,tVOH r!lSESI J.34Bl70ZE+OJ 516,EO,<!IES.:AI 1.6842154!<03 
~~00 1: m.tO.(l/OHftlSESI J,J4BJ702E•03 SJG.EO.~TRESCA> J,6842JS4E+OJ 
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SIGM t:i. f.! VOti-nISES .-.l/'IIM 1.:%74E• .: ;.t N!Ji1C i::. ¡;i7 
SlGl":A tO. lll l/QM·/'IIStS N.SSIAA J.51B&4L+~J -.;. HOf10 l.J.6.B 
SlGl'IA Eli. DI IiESCt. !'IHfJ!'\A 6.é7b63E•jl ~~ ict'C 1::. l.:' 
SlW ::.:¡, lit UESU, l\ASSlM J.78746Ct~J At tCI::J 1.3.íi.3 
SFOilt UI~. nINlnü Pl ·J,.4f%.\t•OJ :.L ":I:~ 

St:lk:D ri!~~. "A.SSlf'IQ f\ 3 • .\7%~t•C3 At h01( 
srono n:Ñc. r.11Hl\J ~: -l. ~191~~·0: .... H[l¡ic 

SfO¡.r:,:. nIN:. r."S:I!'.~ r:_ 1.1131~[+<.: ;,~ r,ú!( 
SFOiZO f'WK. ~lttlii(1 f3 -~.319llt•V¡ ;,t l();i~ 

SFUk'Z.O f'HNC. nA~~: . .,J PJ 9.Sl1llt•;: AL tCtO 
ktAZ, VIHC. 1 11: .. :1'\0 -l..i:ui.:t•~: ;.;. NOI1( 
¡uz. VIH:. l l'\ASSit\O l.4:1aa+C•:- M. NGtlC 
REA!. ~btC. 1 /'l:liit\O -~.Jo:oot+ .• :.t "!C~·~ 

u:~:. v11i:. : l'l:.SSlnJ o.oooovPry; :.t .. oi.. 
UAZ. VIl#C. Z r!lHinO ·J.!;047•.E-11 AL H0!10 
~tAZ. \'IH:.: MSSll'IO .\,:?4l&Jt-ll t.L .. ;¡.1) 
SlG11.; 1 !UHIM -:?.47B2il•:: ;.;. :.~¡¡.,_ 

SI!jj\A l MSSlM J,47tsdlt.•~J .... "'""' 
SIGM J rllHlM ·3.31~4!~•-0l AL HOW l~" 

SlGl'IA f KASStf".:. l.Jl!t44t•Cl AL HOlJt. l:!:' 
SlGl'IA Z IH!ilr!A -~.B81Ht•OI AL NOIIO 
SlGl\A 'Z. !'IASSIM s.ae1~4t<. :.L NtltrO 
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RESULTADOS PARA LA TERCER PRUEBA: CARGA 18.738 LBS. 

: ro 1 z 1 HOOAL 1 
------------------------

Hll•~ s;Gl'kl JJGnri·r S!GM-l TALJ-n Tt.r.J-r:. !AlM.-. 

:i.111~1':?~:.E•Oj -1.91790J9r•o1 -B.74J77:!0E•Ol l.J74~20EtOZ -S.04SOS3JE•OI l.l213l47E•Ol 
S.J1194Z2E•C.3 -2.&li&041E•01 -~.44J4.7ZJE+Cl :'.óB3777:!E•Ol 9,6991924E-JJ 7.1!362'"85E-IO 
S.1649J!.2t•03 -2.5175':JJ9E•Ol ·S,74.J7720E+Ol l.J'J.(2520E+O:? B.04505BJE•OI -J.2213117E.OI 
Z.J.tSJ16U-IC ·l.67!.:.><J9~-:J ·2.!r7J3460E-ll :.4!.6380SE+02 -S.04~583E•01 -3.•05411&E-ll 
-1,901os::r-10 :,jJS1236t·12 ~.09'10449E-ll I.4S6Ja~ar+v2 B.04SOS83E+Ol -J.44&MOE·I: 

¡ -S.16493!2E+C:• :.'11190Jil~•OJ e.7U77::t+CJ :.li42S20!.+02 -B.()<lOSBJMI -3.Z213147E+CJ 
-S.171 ~42:E•;J :::.61760.;H.•.l B.443472JE+Ol 1.6ar.n2t•Ol 1.momr-10 -B.8:?J~blE·lC 

-s.J&41J~:r·c 2.9li'JOJ:lt+.;;J B.74J7:';CE•OJ 1.J74~20E•02 B.04S.0~3E•Ol J.:?.:"l3l47E•Ol 

4.''4ú~~59r1n ·l.017~;'JS[•. l ·4.7204S91E•OI 6.27221~2E•Ol -:.J13J"'4CE•OI 4.~??~:>t::tic: 

1( ~.~~t.1:-... -.c•c: -L~!:"J;::r. ~ i ·4.i:v4!.'JJE+OJ 6.::J::21•:m:+Ol 2.J783740E•Ol ·l.039B14:E>OI 
ll ·;,94697~9E•O~ ¡,~;19n~r·o: 4.7:04~91E•Ol G.29ZZl9ZE•Ol -2.J7SJ740t•Vl -<.039i7l2E<C: 
::: ·4. ~4~ : .. !:~t~GJ ~.orrn:r..t•;:.1 4.7:04~ ;lE•Ol f..:'?::19:E+Cl :.J78374•:t:•Ol 4.03987GE•OI 

s ro 1 z 1 NO D AL 1 Pl!HCIPAL: 
--·--·--·-------------------------------------

HOOO SIG.EO.!VOH n!SESJ 5,2310617!>03 SIG.EO.tTIESCAJ 2,657J593E.Ol 
NODO SJG.EG.C'.'Olri f'IISES1 S.2:'ll849EtOJ m.to. cmsw Z.6287..62E•OJ 
HOOO SJG,EQ.CVOH K!SESJ !i.231061;'[•03 SJG.EO.cntSCt.I 2.657J59JEtOJ 
HQ[IQ SJG.El1.(VGH t't!SESJ 2.881009JE•02 SJG.Ell.cmsw 1.663813JE•02 
•O!~ SIG.EO.CVOH n!SESJ 2.8818091E•02 SIG.EO.C!iESCAJ l ,66381JJE.02 
Hlll~ SIG.EO.l'.~N KISESJ ~.2310617E•C3 SIG.EO.<TIESCAJ 2.657~93!>03 
HOOO SIG.EO.IVOH K!SES: 5,2Z13194~E•OJ 51G.Ell.C!IE5tltl 2.628~2E~l 

M~!IJ ~:ü.r: . .::.·i:¡,. niSbi !i.2310617EtOJ SJG.E0. 1.TIESCAl 2.6!i7~93EtOJ 

lr.lf·~ Sl':i.CG,:~·,:¡i.¡ tmt>• 4.'7776~7lE+03 SiG.EQ,(?iESCt.l l.50387lOE•OJ 
HO!rO iO SJG.E.:i.CVGH tlJSE5J ~.977621JE+OJ SIG.EO.tTiESCAJ 2.:.03S7lOMJ 
HOI~ 11 SIG.EU.tVOH rlISESJ 4.mmmoJ S!G.EO.t!IESCAJ 2.:.0l8140E•OJ 
H0~10 ·- SJG.ED.<V(;ij ~ISESJ 4,9776:7iE•Oj SJG.EO.!!RESU> ::.~3S740E+03 
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Sl!Wi EQ, til IJ(IH-IHSES nINJM l.ót.3J('t•O: AL 110:10 ¡;:o, ;:
SIGM [Q, flJ \"llH\lSt$ N.5511'\A 5.:::io~t·c= ~ !ol[i~il) l.J.~.o 
3!W to. Dl U.ESCr. KUWiA 9,9::;%E•Ol ;.t, NC(:O :;·:o. 1:7 
SlGl\t. to:. Dl TiE~t. ~)$Jn.;. Z.(.~73bE+03 t - 11:-li:.: ~.J.G.S 

sro~o u111t. l':ttíir\O n -s.1:rJoat•~J :.:. ;;o~o 
SFQk?O f'ktHC. t\ASS!l\ü ~l ~.!7l~·9E•OJ AL NO~;; 
SfOt:ll PHHC. nhHl\O f:' -1.bí·JSlE1C: ~!. riOl1() 
Si'OPIO fUH;:, MSSThD f: l.Cl.iJ3¡E1~: .;;, N%: 
sro1:0 DJ:i:- •• 11tttl'\O fj -1.,~?~St•~: .:.:. 'l'Jt¡Q 
:l(UJ. •• ~kl~. liJ.;Str.:J ii \..\~);Q; •OZ A!.flOr1[• 
í.EAZ, IJlHC. l l\ltH:'\O -.: .. , ;~;:¡,.~: :.:. ~~~":• 
i.EAZ. \.'!"S• ' 'IASS!'O :.1137~(•0:' A:.t<DVO 
!EAZ. VIHC. 1 l'\lNlf'IJ ·i,J6'1CVE+O'i ;.:,4'ú(;f., 
REA?, 'JIHC. 1 ,l\;.;;11\J :.O·'.lilWE•r::; ;._"¡¡:·:. 

'"''· ~· r!I(. ¡ nI.,ll\J -~.=~~ l~t- .: ;.:. :C·~ 
mz. \llHC. : ~ss;....: ':,.J::J:!.·ll t:.tt::: 
Sl~l ":{11:~:. ~.¡ T;1~[-::, .. :-ot·.:: 
S!G/\Al l\A~5Jt\:. :..~il;~~··)J .:t 1o1:it. 
SIGllA 1 l\lllIM -.\.9:'8'.lt.r~o; :.t 'º:~ ·~~ Sir.AA t AASS!"' :..na%t•o1 ~\. !'>J[IC m 
';t~: lllHll\tt -&.7"377E+Ol •llf!ll>() J 
SIGl'A Z AASSIM 3.7-\.3"'7E•Ol ,, "'1[~ e 
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R.ESIJLTADOS PARA LA CUARTA PRUEBA1 CARGA 24.874 LBS. 

ir.::.:; :!l'.l"Jll!H!E 1 cti"lll'IEllTE l CWOllEJITE Z 

m o.oo~ot•oo o.12mt-02 o.oo~oot• 

~t.:.L;SJS I•E tsMi.ZOS Etl \!lGA WO!U&A 

lfOH 1 H O D AL 1 
----------------

wc:iv l!W·X SlW\IH S!GllM TAU·IT TMJ-TZ tAU-?l 

6.~~~[•03 -J.8734091[•01 ·l.160703JE+C: l.8242b3SE•C2 -l.06rr.il6E•02 1.mma1101 
6.a655&l!rE•03 -3,4.7tn24t•Ol -1.1208'3%t•02 1.0lmzlt•Ol 1. l863667E-10 l.OJ%ll&t-o<J 
1.11"..o~m•oJ -1.enm1t•o1 -l.ll070lJE>Ol l.Bll2i>S'lt<Ol l.lf>7!1511Ml ·-t.276lr..SE•Ol 
l.07i9705E-03 -2.48n829E-!l -:i.~mm-11 l.9'l32915E~2 ·1.0f>7l511E•Ol -1.mm5t-11 

-l.0.\97455E-09 ó.c.ó;o1nt-1: :.ú4~3259~-ll 1.933~15!>02 l.Of>mlWOl -4.59431411!-ll 
-6.B56~'fJE+OJ 3.6731091!•01 l.lt.07033[•02 l.B242ba!it•Ci2 ·l.Otin516E+O~ ·4.27bl758Ml 
-6.865~15E•OJ J.474m4E•Ol 1.1ZOB3%E•02 l.Olmz'lt>Ol l.0110175E-10 ·l.l701476E-O! 
-6.B5ó~'l1t•03 3.!7340Jlt>Ol l. ll07033t>Ol l.82~b85E•O: l.067<r..lót>Ol 4.l7ól758Ml 

&.~'6!:mt•03 -1, 3~1J:':l E•Ol -b.:bb:?J\jt•~I o,3:;:i:m.t1~: -J.!5'201n•\.1 5.lúZ78~2E•Ol 
10 6.!hb9271E•1)3 -l.3513Z.21E•Ol -&.:6&:!34.JE+~l e.nZ1:t81óEt01 3.l:i7:!033Et01 -5.lll?llllt-01 
11 ·ó.SóólJZ'?lEtOj }.j:;13221E+Ol ó.266Z343Et01 B.~lf>87W01 -3.157l0llt>Ol -5.3621832E•Ol 
;z -6.%6'1ZJlE•Oj l.J:;13Z21E+:i ó.2b6Z343E•Ol S.~l667óE•Ol 3.157lll33E>OI 5.l&l7Bllt'll 

lfCIZl MODAL! IJ!MtlP!Ll 

HDDO llG.tQ.l\'Oll "11!11 6.9440411!'13 llG.tD.l!itSOll J.5275459E•OJ 
!IODO llG.ED.<OOI< "11ESI 6.~llfüt>OJ llG.lll.lllESCAI 3.Wl576U>OJ 
H{)DO 3 SlG.tQ.IOOI< mm &.~40404[•03 SlG.lll.l!itstAl 3.5275füE>Ol 
NODO 4 l!G.EO.IOOH "11!11 3.lll54!47E•Ol 116.lll.lliEICAI l.208f.504E>Ol 
NODO s llG.tD.IYOH ftllEll 3.8Z54947E•02 SlG.EO.<!IESCAl 2.2086504E•Ol 
NODO 6 llG.ED.l'JQN •lSEll 6. 9440404!>03 llG.ED.ITltstAl J.127$15!E>03 
H{)D0 7 llG.ED. tvOH mm ó.94ls.491E•03 llG.lll.l!IESt.ll J.1m?ME>OJ 
NOllO e llG.ED.IVON '15Ell 6.9H0404E•03 llG. EO. ITIEStAl 3,Sm.t:i9E•OJ 

HOllO 9 SIG.EO. ('Jl)H ,;sm &.Ml7Dl54E•03 SIG.tD.!TltStAl J.l2379'l'JE>Ol 
HDOO 10 llG.ED.IOOI< •llESI ó,&07bl~t+Oj Sl'l.EO,ltUstAl l.m7'l'l'lt•OJ 
NOOO 11 llG.ED.l'IOH •llESl &.ó07&114t•03 116. EO. l!IESCAl J.3237mE>OJ 
NGl&O lZ SlG.EQ,tl.JOtillISE51 &.I076114t•Ol llG.to. ITIEStAl J.JlJ79'l'JE•OJ 
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STMfA nlJWU E MSSihI 

SIGllA EQ. DI VOH-mts 'INil\A 2.4901EE•O:: •t NOI~ i::::.121 
Slía.llA ro. DI IJG'HIJSES l'IASSIM 6.9H04í•Oj AL N:J[lfl 1.3.&.l 
SIGAA ta. DI lPEstA l\IIHM l.31763E•02 ALHO!iC 12~. 127 
SIGllA EQ, 01 !iESCA AASSir,:, J.S27~~C:•03 fol. H~í10 ¡,j,ú,ó 
srom m.•c. •INillJ PI -6.B&707E•03 ALNOIIO 7 
SFtlkZG ?UllC. n~SSI!'\C PI b.6&707Et~J ;.L H::·O 
SFOIZD PIIHC, 'i.Jll() p¡ -Z.2086SE+O:: AL h'Jt:U 
smzo Pil•C. "ISI•G Pl :.:OS6SE•C'2 AL NJN.i 
SFOkZO fi:ItoC. ,,IHl~O pj -l.937a0E+OZ ~l. liCt•ú 
sroiro 1~101C. <'s11mi 13 L9J7aOE+D2 HLllG:tC ¡ 
TiEAZ.\JIH:. X ~:1Hf\O -2.8.JS9JE•:íZ AL 110~~. l 
iEAZ. 'J!/rlC, X MSSINJ 2. 8-0~9JE•Co:. ¡'I~ NCir( 
~EAZ. IJJ'rC, r 11:Nil\O -l.:437?E•Ol ;,~ HOt11J 
iEAZ. "1,!rjC, f llASSill-0 e.oooooE··~·: AL"Q[.Q 
¡¡:;.:. ~·rt.~. : ~!:'j!~~ .. ·:~;~~:.-u " •[•r-J 
HAZ. VINC.: AASSlr.O e.~&l29E- i ~ HLNOr1G 
~¡Grito X llUiI,..,:. -6.SG~~.~::•~J ALNC!IO 
SIGMX f.ASSl"t. b.a~~~6E•;J A .. N~:·G 

5161\A 1 l'IZNlr.A -ó.5430ll<Ol ALNüOO ·~~ SJG,¡A 1 MSSI" ó.54301E•Ol AL HOt10 m 
SIGM Z 11.lfrllr\:I ·l.16070i•O:! •LNDOO 
SIGl!A Z ,¡ASSJtlA l.lGO,OEtOZ •L ~ODO 
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