
/ (, 
') ": I -
~. '¡ 

UNIVERSIDAD NACIONALAUTONOMA DE MEXICOrt 

FACULTAD DE CIENCIAS 

100 PROBLEMAS DE TEORIA DE NUMEROS 

TIPO OLIMPIADA MEXICANA DE MATEMATICAS 

TESIS PROFESIONAL 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

LICENCIADO EN MATEMATICAS 

P R E S E N T A: 

. JUAN GOMEZ AGUILAR 

MEXICO, D. F. 1991 

( FALLA US GRIGEN 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

l.- Introducción 

2.- Uotución _______________ _ s 

J.- Acuerdos y definiciones 

4.- Enunciados 

5. - sugerenciCJs 2::? 

6. - Res:pUe5tas 27 

7 .. - Soluciones__________________ 3 2 

a.- ?lotas il los probler:tus 79 

9.- Bibliografín 82 

10.- i\nexo 1: 
Elementos de Tcori.:t de Ntineroz aJ 

11.- Anexo 2: 
Diversos examoncs de concursa 86 

l 



I!ITRODUCCIOll 

Esta tesis tiene corno objetivo principul, servir de 
m.::tcri;ll de u.poyo p.:i.ra cursos de: 

i} Cono plantear y re~olvcr problom3s, 
ii) Teoría de HU.ncr-os {a nivel introductorio) 

En pilrticular ::;:e puede utilizar pa.r<l prepurar- <Jlumnos 
que deseen p.J.rtici¡x1r en lo::; diversos concur::;os de 
M.:itcmdtic.J.s n nivel bachillerato en donde se plJ.ntcc:¡ 
problernns tipo Oli~pi~d~ Mexicana de Matcmjticas, i.e. 
problc;i.la.s que más que conoc.irúentos tc6ricc:J rcqu iercn de 
agilid~d mental. 

L.i ~otiv.:icion del pr13scntc cs~rito fue 2.1 ncccsid.Jd 
plantcad.1 en una de lns reuniones de los ClubG::; de 
Matenw.tic,1s del Col•~qio de c.-:.cw;i..:i~~ './ Hu~_1r.:.Ju.d·~~;, accrc.-i de 
la falt-J de un ::iat~~cial pC:tt"il L1 pr-cp~1r:lcicn ele los 
estudiantes. Se tomo _tu dc::.~r.:ir.in d·~ el<1bor.-1?' 11~'.J pn.:blcnas en 
cada uno dn los t•"];nus que nor:'l.:llr:ientc ::.;(! rn.:-::;c~1t:ctr1 t:n los 
di versos concurses, .) s ::be r: A 1 qr•br.1, Tc·~J :::- í .1 d0 t:ú;:ieros, 
GcomctrÍ<l EuclidlJnd y An~lisis Co~bin3torio. 

probl:~!:; ~~e~~oªcl~1í .. 1:'3~:úi;~~~~~·tta ~~~c/i~1cl~f~:!i 1~\c1i:~· h.~~ s }~~ 
parte do cx.Jr.:cncs de C·:-ncur::.o (local del CCI!, I11t::""1CCH, :::oncJl 
del D.F., Olinpi.:tda :r.-1cion'1t, Ibcrvu::-:.0ric.:tru, !nternucicnal y 
otros) • 

Mi uport.J;C ión, .:tp<l ¡.te: de 1:1 rccop ilación de 1 os 
proble::1as es: 

i) Oisc6o d~ 10 de 10~ 100 problc~as 
ii) 65 de l~s too ~olucion~~ 

iii) r:l total de l:is '..--.ugere:!1ci.:.i::;. 
i•1) Unn s~ric d0 ~ict,1::: -::-cspe1 ... :!:o d algunos 

de los pro~le~.)::. 

Aunque en un principio se habían etiquetado los 
probler.ias de a.cuerdo al grado cic dificultrJ.d, finalmente se 
optó por no hacerlo ci-=-bido a lo subjctivu que esta 
clasific.:i.ción resultaba. Pf>ro si a pc~.1r de ello se requiere 
un parámetro paru medir la diticultud, se pu.:!dc recurrir al 
tipo de cx<Írnen en que se pr-e:>cntó tal prcblcr:ia. Se supone 
(aunque no siempre, claro) que los nivclcD ::;on local, 
nacional e internacional (de menor .J muyor). 

Los enunciados se han nodlficado no en lo ~s~ncial sino 
en la parte de la rcd~ccion oaru en la ~cdida de lo posible 
poner en primera persona ·dicho[; cnunci:idos, adcm;Ís de 
uniformizar notación, etc. 



La teoría necesaria para re$olver la inmensa r.ayoria de 
los problemas es poca, básica.mente los conceptos de 
divisibilidad, congru:ncia y teorema fund.'.lmental de la 
aritmética. Se proporcionan elementos b.Ís1cos de esta teoría 
en el anexo l, al final de la presente tesis. 

La tesis tiene 5 partes principales: Los enunciados de 
los problemas, sugcrenci.:ls p.'.lra resolverlos, 
respuestas, soluciones y notas ~ algunos de los problemas. 

Mi experiencia como asesor (ccio que ninguna. otra causa), 
I:le permite sugerir que se agoten todos los medios antes de 
ver las sugerencias, respuestas y soluciones a los prcblern.'.ls. 
Si no queda otro remedio entonces proccdasc en el orden 
sugerencia.s, respuestas y f inalmcnt~ las soluciones. 

Las sugercnci~s no tienen el proposito de! llevar de la 
11 m.:ino 11 a la persona, el espíritu dü ésta:3 sirJ'.JC siendo de 
que, el qu~ debe resolver el probl~~a es el 0:~tt1di~nte y pcr 
lo ta:ico en oc.:i.ciones l.:i :::;ut]cr0nci:i. ::;e pL1n:.c~1 en fon~'1 de 
pregunta. 

Reulizo una distincicri pcrson~l entre respuesta y 
solución. Digo qu.e una afi:-nilción es un:i respuesta si no 
lleva consigo una argur,¡cntución, en c;1so con~rario, se trata 
de unn solución. DcsUe este punto de viztLl unLl rc:::;puc.sta es 
de un nivel mus bajo que un:i :;olución, y se pu0dc u::;ar CU;.)ndo 
no se pudo resolve:- un proble:na, par.:i tr.:i.b.1jar h.J.ci.:1 atras 'i 
dar la arguncn~nción que ll0varCa d c~d rcspucst~. 

Oc una buena parte de los problc~J.s se ha dndo una 
solución propi.:s por dos ruzoncs prLncipnles: 

i) 
ii) 

No aparecía la solución en la fuente. 
Un naturul deseo de resol verlo::; pcrson.::ilr.:ente 
y así poder proporcionar unn sugerencia 
adecuad.:i. 

En cada solución se anexa la fuente (al igunl que en los 
enunciados) de donde se extraio la misma, los enunciados o 
soluciones que aparezc.:sn sin la fuente de procedencia son 
eluborado3 o resueltos por~!. 

En las soluciones se ha evitado aportar el .::irgurnento de 
ens.:syo y error y solo se usa cuando el nU~cro de ensayos es 
finito y 11 reducido 11

• 

Las soluciones sen de dos tipos, las for-rna le;s y lJ.:; 
intuitivas. Les llamo soluciones formales a las que al 
observarlas presentan un aspecto de '1rnagicas", es decir 
esconden todas las 1'pcnurias 11 que se tuvieron que pas.:n- antes 
de llegar a dicha solución (este tipo de solución es el que 
normalmente presentan los libros de maternatic.::is), le llamo 
soluciones intuitivas, las que prcsentun algunas ideas que 
motivaron la solución presentada. Es irnportuntisimo que 



cuando el asesor le presente alguna solución al estudiante, 
adapte la solución dada en esta tesis (si es que es del tipo 
formal) para que el estudiante no sientLt que a él jamas se 
le hubiese ocurrido. 

La nayoria de las notas son problcr.ns que gcn,'!raliz.Jn a 
los originales. 

Esta parta (la de li:is notas} r.ic parece uno de lcJ.s formas 
más representativas del quch.::sccr mater:i.i.tico, es decir no 
quedarse en la solución de un proble~a, si no de enriquecerlo 
a traves de ciertas observaciones que pudieran dirigir 
nuestra atención hacia nuevas fuentes de i~vcs~igación. 

Espero que el material prcscntudo curnplil el objetivo 
para el .cual fu9 .creado y agradezco de a~tcw;::no tod.J.s las 
sugerencias y cr1t1c~s que so lo h~gan al mismo. 

Para mayor in!or~aciorl dirigirse al Club de MatQmáticas 
do Oriente (CMO) ubicado en al Col~~io de ciencias y 
Humanidades (C.C.H) del plantel orienta. 



alb 

Máximo Común Divisor da a y b: (a,b) 

Minimo Común Múltiplo de a y b [<l,b] 

a es congruente a b modulo m u ~ b {mcd m) 

Mayor entero menor o igual u x ------ [x 

n factorial : n! 

Número de divisores de n d(n) 

Suma de los divisores den: ud(n) 

Producto de los divisores de n: rrd(n} 

Húmero escrito en su expansión decimal: 

Marca para indicar el fin de una dcoostración: • 
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/\CUERDOS y DEFINICIO!IES 

ACUERDOS: 

A) Mientras no se indique lo contrario la palabra número 
indicara número natural. 

B) En los casos en que no se preste a confusión se omitirá la 
palabra número. 
Por ejemplo, en lugar de escribir: 11 el máximo común divisor 
de los mineros naturales a y b 11

, Ge cscribirft: "el náxino 
comun divisor de a y b'' 

1.- (X] 

2.- n! 
O! 

J.- xJy 

DEFINICIOllES: 

Función que a cada número real x le 
asigna el mayor entero, menor o igual 
que x. 

Producto de los primeros n números 
uno 

Afirmación que indica que existe un 
entero e tal que y = ex. 

4.- Máximo Comun Divisor: El número más grande que divide a todos 
los elementos de un conjunto finito de 
enteros. 

5.- Primos relativos: Conjunto de enteros que tienen 
máximo comun divisor al uno. 

como 

6.- Mlnimo Cornun Multiplo:El número má~ pequeño que es dividido 
por todos los eleraentos de un conjunto 
finito de números. 

7.- a a b (mod m) Afirmación que indica que m divide a 
b-a. 

6 



ENUHCIADOS 

l. Argumenta porque no puede ser cierto que 1324 7.:?!i+79ln
6 sea 

igual a 1961726 . 

(GuÍa pilra el Intra-CCI/, 1988). 

2. Determina el menor número por el que se debe multiplicar 250 

para obtener un cuadrado perfec~o. 

(Guía para el Intra-CCH, 1988 ), 

3. Obtén tres números distintos, tal que la sum3 de sus 

reciprocos tarnbien sea un natural. 

(Concurso de Hungría, 1~18) 

4. Encuentra todos lvs números a, b, e, d tales que el producto 

de cualosquicru dos de al los sumado con el producto de lo.5 

dos restantes sea igual a 1990. 

(Cuarto Concurso Estatal, D.F., 1990) 

s. Prueba que si los términos de una progresión aritmótica 

infinita no son todos iguales, entonces no son tedas primos. 

(Concurso de Hungria, 1923), 

G. Prueba que para toda n > 2, e:-dste un tri<ingulo rcctti.ngulo 

que tiene lados de longitud entera, tLJ.l que n es una de 

ellas. :•1 1 

7. Ordena los siguientes númeroG del menor al muyor: 

2200; 31s; 5 so; 8:io 

(Primer Concurso Local del CCH-Oriente~ 1988) 

s. Obtén todos los números de cinco digítos de la forma ll.ª2.Q 

que se dividen por 36. 

(Temas Selectos de Hatematicas Elementales 1 pag. 18), 

1 
L• (') ., do enimclado, lru1lc11 ruo 

elabo1rodo por mi. 

7 



ENUNCIADOS 

9. Prueba que si n > 2 entonces existe al cenos un primo p tal 

que n < p < n!. 

(Aritmética Elemental, pag. 21) 

10. Encuentra todos los números n tales que n2 

múltiplo de n + l. 

(Guía p.1ra la Segunda Olimpiada en Hcxíco, 19BS) 

1 sea un 

11. Encuentra todos lo!'.> nU:ncros pri::ios que son tanto suma de dos 

primos co~o diferencia de dos pri~os. 

(Guía parol la Segunda Olimpiada en .'1éxico, 1988) 

12. Encuentra todas las ternas (a, b, e) tales a + b + e 29 y 

su producto tenga exactarnenco 8 divisaros. 

(Segundo Concurso Local del CCH-Orient~, !9S?) 

13. Si {n, m) ::: d, prueba que en la sucesión n, 2n 1 3n, 

(m - l)n, ron hay ex~cta~entc d términos divisibles por m 

(Concurso dt! JlungrÍ<.J, 1901) 

14. Encuentra todos los valores de a, b, a, p y q tales que: 

a + b = pª y ab = q 100 en donde a y b son números naturales, 

ex es un entero no negativo y p, q son números primo3. ¡•¡ 

(Segundo Concurso Loc..Jl del CCH-Oriente, l98'J) 

15. ¿Cuántos ceros aparecerán al final de 50! ? 
(Primer concurso Local del CCH-Oriente, 1987) 

16. Prueba que el n.áxino conUn divisor de 2"-(-1)" y z"- 1-{-l)º-1 

es igual a 3 para toda n ~ 2. 

(Cuarto concurso Estatal, D.F. 1990) 

17. Prueba que si J.. es un subconjunto de los números naturales 

que contiene tres elementos entonces existen n, m en A tales 

que 10 divide a nm(n + m) (n - m). 

(Cuarto concurso Estatal, D.F. 1990) 



E!IUNCIADOS 

18. Sean a, b, e, d cuatro números enteros. prueba que el 

producto de las diferencias b - a, e - a, d - a, d - e, d - b 

y e - b es divisible por doce. 

(Concurso de Hungría, 1925) 

19. ¿Cuántos números dividen a 20! 

(Primera Olimpiod.1 de Hatemátic,1s en Héxico, Xalapa 1987) 

20. Calcula el producto de todos los números menores que 100, y 

que tengan exactamente tres divisores . Comprueba que dicho 

número es un cuadrado perfecto. 

(Primer~1 Olimpiada de H.:itcm~Ítíc.:is en 11éxico, Xal.1p:l 1987) 

21. Reconstruye la siguiente división: 

X X X xxxxxxxx 
X X X 

---XX X X 
X X X 
--XX X X 

X X X X 

00"'"00 
Nota: En el cociente 

(excepto el 8) 
los dígitos no estan marcados 

{The Surprise 1lttack in Hathematicnl Problems, pag. 76) 

22. Indica como obtener mil núr.i.et"os consecutivos, todo5 ello5 

compuestos. 

(The surprise Attack in Hathematical Problems. pug 58) 

23. Demuestra que la suma de los cuadrados de tres números 

impares consecutivos aumentada en uno, es divisible por doce 

pero no por veinticuatro. 

(Algebra Superior, pag. 606) 

24. Supón que a
1

, a~, ª:i' ªn represcntu un arreglo 

arbitrario de los números 1, 2, 3, .•. , n. Prueba que, sin 

es impar, el producto (a
1 

- l)(a
2 

- 2)(a
3 

- 3) ... (a
0 

- n) 

es un número pur. 

(Concurso de Hungr{a, 1906) 
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2.5. Prueba que (n! ) 2 
?;. nº para toda n. 

(Concurso de uungrfa, 1913 ). 

ENUNCIADOS 

26, Determina todas l~s cuartetas de racionales positivos x, y, 

z, 'W que sntisfaccn la ecuación: x + y + z .+ w = J6 y para 

los cuales existen m ~ O y k € ~. con la propiedad de que 

x + m = y - m = zm = ~/m = k 

(Tercer Concurso Loca.l del CCH-Oric:nte, 1990) 

27. Oc todo.:; los números de cuatl."o dig.:<-;o;;; que son rrnltiplos de 

nueve. ¿Cu3.nt.o:.; hay que ticn~n todos su~ diqitos distintos de 

cero y distintos cnt~n si? 

(Guía par,1 1J Segund<J Olinpiada en Héxico, 1988) 

2&. Cbtén el r.icnor nUi:':cro riatu:-al que tiene la:.; ~igui~ntcs 

propiedado::; 

i) Tert;iína en 6. 

ii) Si ol Últir.10 di.Jito 6 es borr~<lo y calcczido al Crcnte de 

los r~stante$, resulta un nú.mcro quQ e::; cuatro veces 

~ayor que el original. 

(Cuarta IHO, Checoslovaquia 1962) 

29. Si a, b, e, d son entero!> y abcd = 101. cncucntr..1 cuántos 

valores diferentes tiene la exprcsíon a + b .J. e + d. f•J 

(Tercer Concurso Loccd del CCJ!-Oriente~ 1990) 

30. Sean p y q primos diotlntos, ambos mayores que J. prueba que 

si p - q es una potencia de 2, entonces p + q es divisible 

por 3. 

(Aritm~tica Elemental, pag. 34) 

31. El dígito de las decenas del cuadrado de un número as siete. 

¿cual as el dígito de las unidades del cuadrado del número? 

(Concurso de Hungría, 1917) 

10 



ENU:ICI.\DOS 

32. Si n y m-: !::On prLnos relativos, calcul<J. cuántos VilL:>res 

diferentes puede tener el común divi~or d~J 

Jn - m y 2n + m. 

(Aritmétic.3 Elemer.t.:ll, p.:1g. •16) 

33. Prueba cr..ie el :;iquier.to ~istema no tiPn•a s.?lu.::ión p.:ir:.1 

números enteros: 

(1) abe= 123 

( z) a + b = so 
(GUÍü para la Primera Olimpi.:Jda t:n Héxica, 1987) 

34.., Obtén todo;:; lo:; nUl:iercs (su for.::1a en :::-Jso dH f:Br t.:n nü:;ero 

infinito) que no son r~prcsentables COi~O la rJi~~rcncia de los 

cuadrado9 de do~ n~meros. 

(Fri.ncr.J olimpi.Jd.2 de ,'fatc:~LÍtica.,; dt! Has.::u, 1~35) 

35. L.:ncucntra p, q, r, t.::ilc~s que: 

i) Se3n pri~os diferont~s 

ii) Su st;;::.l 5(•C\ 59 

iii) La su::-.~ de s•os cu.;d"~do,; ·'~" 1179 

36. Prueb;i que los ~Li:::.e-::os 2n + 3tl i' ?n + 5m o sr;in il:i.bc~ 

divisibles por 17 o ninguno de ellos es divi~ibl~ po= 17 

(Concurso de m...:ngr.Íil, 139·t) 

37. Prueba que 17 di·1idc a lln .,. 2xo. !.ii y sólo si 19 divido a 

lBn fo Sm. 

(Segund;i Olimpiada de Hat~m.Ítli:a!:i" en Héxico~ llermosillo l9U8) 

38. Demuestra que 

m~ltiplo de Jao4. 

(Primera Olimpiada de Hatemátlcas en Héxico~ Xalapa 1987) 
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EtlUUCIADOS 

39. Demuestra que (n 2 + n - l}/(n2 + 2n) es irreducible para 

cualquier valor de n. 

(Primera Olimpiada de Hatemáticas en Héxico; Xalapa 1987) 

40. Determinar el nllmero de parejas ordenadas (n,m), con n y m 

primos relativos de tal manera que nm = 18!. 
(Primer Concurso Pierre Fermat; IPN, 1990) 

41. Dados dos enteros impares a y b; prueba que a 3 
- b 3 es 

divisible por zn si y 5ólo si a - b también lo es. 

(Concurso de l/ungrfa, 1908) 

42. Prueba que (2ln + 4)/(14n + 3) es .irreducible para toda n. 

(Primera IttO, Rumania 1959 ). 

43. Obtén todos los números n tal que el producto de sus digitos 

as igual a: n2
- 10n -22 

(Décima IMO, U.R.S.S. 1968) 

44. Obtén el conjunto de todos los números n con la propiedad do 

que el conjunto { n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5 } 

pueda ser partido en dos conjuntos tales que el producto de 

los números en uno de los conjuntos, sea igual al producto de 
los del otro. 

( Décimosegunda IHO, llungr í a 1970) 

45. En un triángulo rectángulo esta inscrito un circulo de radio 

6. Determina todos los triángulos rectángulos de lados 

enteros con esa caracteristica. 

(Primer concurso IntraCCJl-Vallejo, 1988) 

46. Demuestra (n + 1)(n + 2) .•. (n + m)(m + 1)(m + 2) ... (m + n) es 

divisible por nm. 

(Guía para el Concurso Pierre Fermat, IPll, 1990) 

12 



ENUNCIADOS 

54. Demuestra que pura todo nlimero n distinto de 2, 5 y 13, 

existen númaros m, re {2, 5, 13, n} tal que mr - 1 no es un 

cuadrado perfecto. 

(Vigesimoséptima IHO, Polonia 1986) 

55, Halla todJs L:1.s terna::; de m.i;r:eros enteros (a,b,c), tales que; 

(1) a + b + e = 24 

(2) a 2+ b
2 + c 2 = 210 

(3) abe = HO 

(Primera Olimpiadu Iberoamericana, Colombi,1 1985). 

56. A cada número n se le usigna un entero no n<2gativo f(n), de 

tal maner~ que se s~tisfaccn las siguientes condiciones: 

(1) f(r~) = f(t·) + f(~) 

{2) f (n) = o siempre que el digito de las unidades de n sea 

tres. 

( 3) f ( 10) = o 
Halla f( 1985). 

(Primer~ Olimpiada Iberoamericana, Colombia 1985) 

57. Cuando 4444HH se escribe en su notación dccimul, la surM de 

sus digitos es A. sea B la suna de los digitos de A. Obtón la 

suma de los dígitos de B. 

(Decimosexta IHO, Bulgaria 1975) 

58. Se define una sucesión de la siguiente manera: 

p 1= 2 y para todo n r.i..:iyor o igual que 2 1 pn es el mayor 

divisor pr.imo de 121 expresión: p 1p 2p 3 •.• pn-l + prueba que 

pn es diferente de cinco para toda n. 

(Segunda Olimpiada Iberoamericana, Uruguay 1986) 

59. Obtén cuatro números que no excedan a 70000 y cada uno tenga 

más de 100 divisores. 

(Propuesto para la vigcsimoséptima. 1110, Polonia 1986). 
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ENUllCIADOS 

60. Prueba que nn~ 1 
- 1 es divisible por (n - 1) 2 para todu n 

mayor que uno. 

(Cuarta Olimpíada de Hatemáticas en México, Guanajuato 1990) 

61. sean m y n enteros arbitrarios no negativos. prueba que: 

<2m) !(Zn}! es un entero. 
m!n! (m+n) ! 

(Decimocuarta IHO, Polonia 1972) 

62. Sí a > o y n ~ z dcr:luc.:>tra que {l ~ a + az + ••• + an) 2 
- an 

nunca es primo. 

(Concurso ~límínatcrio en Cuba para la IHO ahí mismo 1986) 

63. Sean a, b, e, d y u enteros, tules que cada uno de los 

números ac 1 be + ad y bd ~on raúltiplos de u. prucb~ que be y 
ad tambi·-ln son múl tlplos de u. 

(Concurso de llungrfa? 1910) 

64. Sea S el conjunto de números que ;:iultiplicndos por 28 dan 

como resultado nü~eros cuyos digitos son todos iguules a 4. 

a} Encuentra el menor elemento de s. 
b) Encuentra el mayor cler.icnto de. s menor que io•_;i 1•1 

65. Demuestra que si m tiene n digitos y ninguno de ellos es uno 

o cero, entonces el producto de dichos digítos e~ mayor o 
igual que su suma. t•> 

66. Demuestra que si m es mayor que 9 y tiene todos sus digitos 

iguales entre si y diferentes de cero, entonces no puede ser 

un cuadrado perfecto. <•1 

67. Prueba que 9 divide a un~ infinidad de tCrrninos de la 

sucesión do Fibonacci. (la sucesión de Fibonacci es aquella 

cuyos dos primeros términos son uno y los siguientes se 

forman sumando los dos que le anteceden} 
(Guía para la cuarta Olimpíada en Héxico. 1990) 
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ENUNCIADOS 

75. Demuestra que si n tiene 2r digitos todos iguales a uno y m 

tiene r dígitos todos iguales a 2, entonces n - m es un 

cuadrado perfecto. 

(40 Problemas para Olimpiadas de Hatemátícas) 

76. Proporciona dos formas distintas de expresar el número 3 como 

suma de fracciones con numerador y con denominador 
diferente al de l.:is demás. <•) 

77. De los números entre el l y el 1989, encuentra una progresión 
aritmética, con SO tórminos de los cuales 13 sean producto de 

cuatro prí~os diferentes. 

(40 Problemas para Olimpiad~s de Matemáticas) 

78. Dado un nümero entero n no negativo, dafinimos P(n) igual al 

producto de lo~ digítos de n (cuando n tenga un sólo digito, 

Pin! es igual a n). 
a) Demuestra que si n es t:1ayor que nueve entonces P(n) es 

menor que n. Hll
2 

b) ¿Para qué número i del conjunto {O, 1, 2, 3, 4., 5, 6 1 7, 

8 1 9} existen más números n en el conjunto {O, l, •• , 106
} 

tales que P(P(P{P(P{n))))) = i? 
e) Lo mismo que en b) pero diciendo menos numero~ n. 

(40 Problemas para Olimpiadas de Hatem~ticas) 

79. Pedro le comenta a Juan: 11hc observado que si al cuadrado de 

mi edad le resto el producto de tu edad con la edad que yo 

tendré dentro de un año, el resultado es 18 11 ¿Qué edad tiene 

Pedro? 

(Segundo Concurso IntraCCH, Azcapotzalcoi 1989) 

Eslo lnc\!lo .. or\Q\1)1:11, )'.t que ~I 

mls1110 era lnexoct.o. 
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ENUNCIADOS 

80. Si un número tiene 221 digitos y el producto de estos es 

344~. ¿cuál es la suma de dichos dígitos? c•i 

(Segundo Concurso Int.racc11, Azcapotzalco, 1989) 

81. Obtén el menor número r con la propiedad siguiente: si n ~ r, 

entonces n so puede escribir en la forma 2a + Sb. 

(Gula para la Cuarta Olimpiada en Héxico, 1990) 

82. ¿Cuántos triángulos rectángulos se pueden construir de tal 

manera que su área sea menor o igual que 26950, uno de sus 

catetos nida 5 y la medida del otro sea un divisor de 26950 ? 

(Guía para la Cuarta Olimpiada en Héxico, 1990) 

83. Sea a = bq + r-, con O :s e- < b. prueba que el máximo común 

divisor de 2" - 1 y 2u - 1 es igual al de Zb - 1 y 2r - 1 

(Guía para la cuartu Olimpiada en Héxico, 1990) 

84. Para n ::: 2, 3, ... , 32 definase A(n) como el producto de 

todos los múltiplo::> positivos de n menores o iguales que 

1000. (por ejemplo A(3) = 3 x 6 x ... x 999] ¿Cuál es el 

número mas grande que divide a todos los números h{2}, h(3) 1 

A{4), ••• , A{32)? 

(Exámen Estatal, D.F., 1989) 

85. Sea n un número cuyos dos últimos digitos sean OO. Llamemos D 

a la suma de todos los divisores positivoG de n distintos de 

n. Prueba que D > n. 
(Exámen Estatal, D.F., 1989) 

86. Encuentra dos números a y b tales que: 

b 2sea múltiplo de a 

a' sea múltiplo de b 2 

b4 sea múltiplo de a 3 

as sea múltiplo de b4 

pero b6no sea múltiplo de as 

(Tercera Olimpiada Nacional de Hatemáticas, Puebla1 1989) 
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ENUNCIADOS 

87. Prueba que no existe un número de 1989 digitos que tenga al 

menos tres de ellos iguales a 5 y tal que 1<1 suma de todos 

los digitos sea igual al producto de los mismos. 

(Tercera Olimpiada Nacional de Hatemáticas> Puebla, 1989) 

se. Encuentra el número más pequeño n tal qua si su expansión 

decimal es a
111

a
111

_
1 
..... a

2
a

1
a

0 
y si r es el número cuya 

expansión decimal es a
1

a
0

a
111

a1:1_
1 
••• a

3
a

2
0, entonces r es el 

doble de n 

(Tercera Olimpiada Nacional de Hatemáticas, Puebla, 1989) 

89. Prueba que si n es primo relativo con 10, entonces n divide a 
una infinidad de 105 siguiente~ número::;: 1990, 19901990, 

199019901990, .•. 

(Erámen para elegir a la Delegación Olimpica Hexicanu, 1990) 

90, Demuestra que para cada n existen n números consecutivos que 

no son potencia de algun número primo. 

(Trigésima IHO¡ • .Uemania 1989) 

91. Prueba que la suma de los reciprocas de cualesquiera r 

núceros menores o iguales que 40, diferentes y primos 

relativos entre si, es menor que 3. 

(Guía para la Tercera Olimpiada en Héxicoi 1989) 

92. Substituye los asteriscos por digito5 de tal manera que la 

división sea correcta. 

* * * * 7 * ,. • 7 
• . . 

* . • . • . . . 

. . 
7 
7 

* . 

* * * * . . 
• 7 • ... 
* * * * * * * • 
• * 7 * * 
* * * * * * 
* * • * * * 
o o o o o o 

(100 Great problems of elementary matl1ematics, pag. 11) 
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99. Sea f la función definida sobre los naturalcn por: 

!{l) = l; í(2n + 1) = f(2n) + 1; f(2n) = 3f(n) 

Determina el conjunto de valores que ton~ r. 

(Cuarta Olimpiada Iberoamericana~ Cuba, 1989) 

ENUllCIAOOS 

100. Describe un número que tengu 2037 digitos y tnl que la suma 

de sus digitos: sea igunl al producto de los mismos. 1•1 
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SUGERENCIAS 

l.- ¿Cuál es el digito de las unidades de cada potencia? 

2.- Factoriza 250 

J.- Determina la suma máxima de los recÍprocos 

4.- Plantea las ecuaciones y luego restalas dos a dos. 

5.- Analiza el t8rmino a+l, donde a es el número inicial de la 
progresión. 

6.- Bueno tal vez este problema no lo puedas resolver, ¿Quri te 
parece este otro? Prueba que todo número impar (en 
particular los cuadrados de los impares) se pueden expresar 
como una diferencia de cuadrados. 

7.- Transforma las potencias en otras equivalentes que se puedan 
comparar mas facilmente. 

a. - Aplica los criterios de di vü;ibiJ ictod por ,; y 9. 

9.- ¿Y que tal si en lugar de buscar un primo, buscas uno aunque 
no sea prima? 

10.- Realiza la división de n2+1 y n+l y analiza el residuo. 

11.- ¿Puede un impar ser suma de dos irnpares? 

12.- Si n "' abe, piensa en el número md.xirno de factores primos 
qua tiene n. 

13.- Analiza unos ejemplos numéricos 

14.- a y b deben ser potencias de un mismo primo. 

15.- Se trata de encontrar la máxima potencia de 10 que divide a 
SO!. 

16.- utiliza la propiedad do que (a, b) = (a+bk, b) para toda k. 

17.- Primero nota que la expresión da números múltiplos da dos y 
luego realiza un análisis de la misma módulo 5. 

18.- Analiza módulo J y módulo 4. 

19.- Obten la factorización prima de 20!. 

20.- ¿Que clase de numeras tienen exactamente 3 divisores? 

21.- Observa que al multiplicar el 8 que aparece en el cociente 
por el divisor, nos da un numero de J dígitos. 

22.- ¿Y si obtienes J números compuestos consecutivos? ¿Y 4? ¿no 
podrías entonces inducir la respuesta? 
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23.- Traduce algebraicamente y luego factoriza. 

24.- Analiza la paridad de la suma de los factores 

SUGERE!ICIAS 

25.- Ordena adecuadamente los factores de (n!) 2 para que sean mas 
facilmente comparables con los denº. 

26.- Obten el valor de las incógnitas en términos de m y k. 

27.- Aplica el criterio de divisibilidad por 9. 

28. - Expresa las condiciones algcbraicamentc y luego trata de 
encontrar condiciones de divisibilidad. 

30.- Reduce módulo 3 la potencia de 2. 

Jl.- Resuelve el problema mas general: ¿Cuál es el digito de las 
unidades si el de las decenas es impar? 

32.- Aplica la propiedad (a, b) = (a+kb, b) 

33.- Factariza 128. 

34 .- Analiza la diferencia de los cuadrados de mimaros 
consecutivos, de dos números pares y de dos impares. 

35.- Analiza que digito da las unidades debcrfan tener los 
números y sus cuadrados, para que al sumarlos nos dieran el 
de las unidades que tienen los números dados. 

36.- Trata de encontrar a que es congruente n en función de m. 

37.- Trata de encontrar a que es congruente nen función de m. 

JS.- Factoriza 3604 y prueba que los factores dividen a la 
expresión dada. 

39.- Utiliza la propiedad (a, b) = (a+kb, b) 

40.- Obten los primos que dividen al factorial. 

41.- Factoriza a 3-b3 

42.- Utiliza la propiedad (a, b) = (a+kb, b) 

43.- La expresión tiene que se mayor o igual que cero y además el 
producto de los digitos de un número es menor que el número. 

44.- Si p es un primo factor de un elemento de uno de los 
conjuntos, ¿también lo sera de algun elemento del otro?. 

45. - Recuerda que la longitud de 
trazar las tangentes desde 
circunferencia es la misma. 
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SUGERENCIAS 

46.- Reduce n+l, n+2, •.• , n+m módulo m y módulo n los demas. 

47.- Aplica teorema de pitágoras, despeja 1988 y aplica 
propiedades de divisibilidad. 

48. - a) Obten para casos sencillos a que es congruente 2n 
módulo 7 y trata de inducir la re!ipuesta. 

b) Aplica el inciso anterior. 

50. - De la segunda ecuación de!>pcja p 2 y aplica propiedades de 
divisibilidad, aprovechando que p es primo. 

51.- Trata de factorizar la expresión como en trinomios 
cuadr.:iticos. 

52.- Trata con números que tengan que ver con factoriales 

53.- Utiliza la fórmula para la suma de los divisores (ver anexo) 

54.- Trata por contradicción 

55.- Factoriza 440 y compara los cuadrados con respecto a 210. 

56.- Obten f(5) y f(9) y "plica estos resultados. 

57.- Por un lado trata de ir acotando los números obtenidos y por 
otro lado aplica el criterio de divisibilidad por nueve. 

58.- Trata por contradicción. 

59.- Obten el menor número que sea producto de números primos y 
que tenga mas de 100 divisores. 

60.- Factoriza nn-
1-1 y nota que cada sumando del se:gundo factor 

es parecido a la expresión original. 

61.- Encuentra un función recursiva en términos de rn y n. 

62. - Utiliza la fórmula para sumar progresiones geométricas y 
realiza manipulaciones algebraicas. 

63.- Trata de aplicar la identidad (x-y) 2 = (x+y) 2-4xy. 

64.- Divide el hipotético número de puros 4 por 20 de la manera 
tradicional. 

65.- Prueba por inducción sobre n. 

66.- Analiza en que terminan los cuadros. 

67.- Reduce la sucesión módulo 9. 

68 .- Supón que si se puede y analiza las terminaciones de los 
cuadrados. 
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SUGERENCIAS 

69.- Expresan en términos de m módulo lO. 

70.- Analiza caso por caso los diferentes valores de m módulo 5, 
tratando en cada uno de expresar a en términos de b, e y d 
módulo 5. 

71.- Expresa algebraicamcntc el enunciado y analiza módulo J. 

72.- Factoriza 30 y analiza módulo los factores. 

73.- Analiza caso por caso para n módulo 4. 

74.- Encuentra algunas propiedades de f que te permitan calcular 
f para algunos valore~ pnrticularcs. 

75.- Trabaj<i con valores pequeños dú: r y trata de inducir el 
cuadrado. 

76.- Utiliza la identidad l/n ~ l/(n+l) + l/n(n+l) 

77 .- ¿Cuál es el pr:imcr mJ.mcro que es producto do 4 pri:rnos 
distintos? 

78.- Para lo~ inci3o~ by e, culcula cuóntos número$ del l al 200 
van a dar u algun digito b~jo P. Induce al caso del proble~a 
general y justifica. 

79.- Intento obtener una ecuaci6n cuadrática en tórmlnos de P. 

80.- ¿Cuál nürncro de n dígitos qua tiene máximo producto de los 
mismos? 

81.- Es el 11, ~horn. ¡Pruébalo! 

82. - Llamemos le U a 26950. Pruebn. que. la medida del otro cateto 
debe ser menor que la mitnd de N. ¿habrá muchos divisores de 
N que sean mayores ó iguala~ que su mitad?. 

83.- Utiliza la propiedad (a, b) = (a+kb, b) 

84.- Entresaca el factor comun en cada número de los productos. 

85. - Si termina en 00, quiere decir que al menos 100 divide al 
número {y algunos otros). 

86. -¿Crees que haya pocas pareja!; de números que cumplan las 
condicionas dadas?. 

87.- Trata por contradicción 

88.- Utiliza el algoritmo de la multiplicación 

89.- Reduce los números módulo 10. 
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SUGEREllCil\S 

90. - Resuelve un problema mas sencillo: Obten n nümeros 
consecutivos compuestos. De la solución de este problema 
trata de obtener una para el original. 

91.- Trata de formar la suma máxima. 

92.- PUedes empezar analizando con el 7 que aparece en el 
cociente. 

93.- ¿Puedes resolver un problema análogo con valores mas 
pequeños? 

94.- Calcula f(l, 11), f(2, 11), f(J, 11). f(4,ll), ••. y luego 
induce y justifica para f(l988, 11). 

95.- ¿Puede f(n) tener dos factores que sean primos relativos? 

96.- l\plica la propiedad (a, b) = (a+kb, b} 

97.- Factoriza la expresión. 

98.- Trata por contradicción el inciso i). Para el inciso ii) 
reduce la solución módulo q y da todas las soluciones que son 
menores que qr 

99.- Utiliza otras bases de numeración. 

100.- Prueba con digitos l y 2. 
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1.- .1 

2.- 10 

3 .- 2. '{ 6 

4.- 1 - 1 - 1 - 1989 
2 - 2 - 2 - 993 
5 - 5 - 5 - 393 

10 - 10 - 10 - 189 

5. - • 

6.- • 

0.- 34945 - 34056 - 34452 

10.- n = 1 

11.- 5 

RESPUESTAS 

12.- (J, 7, 19), (5, 7, 17), (5, 11, 13)' (J, 9, 17)' (1, 13, 15) 
combinando tenemos en total 30 ternas. 

13.- • 

14 .- a b "° 2 , a 51 y p q 

15. - 12 

16.- • 

17 .- • 

18.- • 

19.- 41040 

20.- 44100 

21.- Cociente 80809 Divisor 124 

22.- • 

23.- • 

24.-. 

25.- • 

1
u 111o1rc• 1 lndlco que el probtt1m.a • ., lrola do unis deaoii.t.raclón 
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RESPUESTAS 

26.- X o, 24/5, 6, 15/2, 8 
y 10, 26/5, 10, 17/2, 10 
z = l, 25, 4, 16, 9 
w = 25, 1, 16, 4, 9 

27.- 332 

28.- 153846 

29.-

30. - • 

31.-

32 • - dos : l y 5 

33. - • 

34.- Todos los pares que no son mUltiplos de 4, el 4 y el l. 

35.- 17, 19, 23 

36.- • 

37 .- 11 

38 .- • 

39 .- • 

40. - 64 

41.- • 

42 .- • 

43.- 12 

44.- El conjunto vacio 

45.- Los triángulos son los que tienen las siguientes medidas: 

13 - 85 - 85 
lo\ 48 - 50 
15 36 - 39 
16 30 34 
18 24 - 30 
20 21 29 

seis en total 

46 .- • 

47.- Son dos triángulos cuyas otras medidas son: 
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RESPUESTAS 

64 y 496 
78 y 498 

48.- 8987 

so.- p = 17' n = 144 y m = 145 

51.- . 
52.- a = l y b 11!+1 

SJ .- • 

54. - • 

55.- (5,8,11). Combinando en total son 6 ternas. 

56.- coro 

57.-

58. - • 

59.- 50400 - 55440 - 60480 - 65520 

60. - • 

61.- • 

62 .- " 

63 .- • 

64.- a) 15873 
b) 15873015873015873015873015873015873015873015873015873 

65. - • 

66 .- • 

67 .- • 

68.- 1089 y 900 

69.- • 

70.- • 

71.- Si 

72 .- • 

73 .- • 

74.- 8010 
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98 .- • 

99.- Aquellos que sean suma de potencias do J. 

100.- lllll •.•• 111122222222222 
<:O Z2 Ul'lQ • 
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SOLUCIONES 

l. 1324
726 

:a 4
726 

s (-6)
726 

a 6 (mod 10) 

791726 
a 1726 

ll 1 (mod 10) 

1961
726 

s 1
726 ~ 1 {mod 10) 

De lo anterior se concluye que 1324 726 + 791126 termina en 7 

y 1961726 termina en 1, por lo que las cantidades no pueden 

ser iguales. t 1 

2. 250 = 2. 53 por lo tanto para que los exponentes sean pares 

(para que sea un cuadrado perfecto) hay que tlultiplicar 

minimamente por 2 (para obtener 22
) y por 5 (para obtener 

5"'). En resumen hay que multiplicar por 10, con lo que 

obtenemos 2500, que es el cuadrado de 50.t 

3. Llamé.mes les n, m, r " los tres nümcros. De que son di fcrentes 

se tiene que: 
l + l + l l + l + l !.-' . l , 3 6 

si el valor mínimo entre n, m y r fuera 1 entonces tcndriamos 

que: 

1 < l + l. + l l + l. + l. . l , 3 

es decir la suma no seria entera por lo tanto el minirno no 

puede ser uno. 

Si el valor mínimo entre n, m y r fuera 3. entonces 

tendriamos que: 
!. + !. + l l + l + 

l '7 < l 
n . ' 3 ' s ;;;; 

es decir la swna no seria entera ya que seria menor que uno. 

De lo anterior se concluye que para que la suma sea entera, 

el minirno de n, m y r tendria que ser 2 y la suma igual o l. 

Si el mínimo de los dos restantes es 4 entonces: 
1? 

e 2o < l 

de aqui que el minimo de los dos restantes debe ser J, y esto 

nos lleva a la solución 2, J y 6 para los cunles la suma de 

sus reciprocas es l. t 

lLa al í1nal de soluc\on, lnd\c"' quo el<lsle 

p4r• e•te proble1114 en la sncclon "NOTAS A LOS PROOL[IUS". 
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SOLUCIONES 

términos son mayores que uno. 

Tomemos cualquier término ªr > 1, sea 

el s-avo término después de ªr' esto 

este término satisface la relación: 

s = ªr' y consideremos 

es, el término ªn• 

'\u = ar + ard = ar(l+d) 

y por lo tanto no es número primo. • 
(Hungarian problem book, Vol. 2, pag. 92) 

6. Dividamos el problema en dos casos, n par y n impar y usemos 

la identidad (2km)'+(k2-m2 )º = (kº+m2)°. 
Primer caso: n par, i.e. de la forma 2k, haciendo m = 1 y 

substituyendo en la ldcntidad tendremos que: 

n2 + (k-1)2 = (k
2
+1)

2 

por lo tanto con l3s nedictas n, k-1 y (k 2+1) se 

formará un triángulo rectangulo si k > 1, es 

decir si n > 2. 

Segundo caso: Si n es impar, es decir de la forma 2m+l, 

entonces como 2m+l (m+l-m) (m+l+m) 

(m+l) 2 -m2
, si substituimos en lo identidad 

original haciendo k = m+l, tendremos que: 

(2(m+l)m)
2 

+ n
2 = ((m+l)

2
+m

2
)
2 

:. con las medidas 2{m+l)m, n2 y ((rn+l) 2+rn2
) se 

formara un triángulo rec t<ingulo si m > o, es 

decir si n > l. • 

7. 2200 == 4100 > '.375 = 2725 > 2525 = 550 > 4'5 = 6415 8)0. 

Por lo tanto el orden de menor a mayor es: 

8
30

1 5
so

1 3
1s

1 2
200 

e. '.36 divide a un número entero si y sólo si 4 y 9 también lo 

dividen. 
a) Aplicando el criterio de divisibilidad del cuatro se sigue 

que b = 2 ó b= 6. 
b} Aplicando el criterio de divisibilidad del nueve se sigue 
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SOLUCIONES 

que a+b ~ 6 ó que a+b = 15. 

De a), b) y de que tanto a como b son dígitos, se tienen las 

siguientes opciones: a = o, 9, b = 6, 6, 2 que generan 

las soluciones 34956, 34056 y 34452. t 

9. Es fácil comprobar que dos números consecutivos son primos 
relativos, aplicando esto tenemos que (n!-1, n!) =l. Sea p 
un primo tal que pi (n!-1} (tal primo existe ya que n > 2 y :. 
n!-1 es mayor que 1) entonces p no divide a n! (ya que nl-1 y 
n! son primo relativos) .-. p no divide a ninguno de 1, 2, ..• , 
n por lo tanto p > n, y como pl(n!-1), p < n! .• + 

10. nn!i = n~l + n:l para que la parte izquierda de la igualdad 
sea un entero n+l debe dividir a 2, lo cual implica que 

n = 11. t 

11. Dos no es suma de dos primos, y entonces si p e~ un primo que 

es suma de dos primos, p es impar. Si adcmds p es diferencia 

de dos primos, uno de ellos q debe ser impar y el otro 2, 

p = q-2, (y entonces q = p+2). 
Analogamcnte, como p es impar, p debe ser la suma de un primo 

iinpar r y 2, p = r+2, (y entonces r = p-2). 

Pero de tres impares consecutivos p-2, p, p+2 alguno es 

múltiplo de J, y por ser primo, debe ser 3, y entonces la 

única posibilidad es p-2 = 3, p = 5, p+2 = 7. 

(Problemas para la 2a. Olimpiada de Hatematicas, pag. 23) 

12. Sean= abe y P~1P~2 •••• P: la factorización prima den. Si m 

~ 4, entonces d(n) ~ (a,+1) ca,+1) (a,+1) (a,+l) 
1! 2.2.2.2 = 16, 

pero por hipótesis n sólo tiene B divisores, por lo tanto 

m~J. 

Dividamos el problema en tres casos m=l, m=2 y m=J. 

Primer caso m = 1: a
1
+1 = 8 " a

1
= 7 * a, b y e son potencias 

de P, Si ninguna de ellas es 1, entonces 

como a+b+c = 29, Pl29 es decir P = 29, 

pero entonces a+b+c > 29. Entonces _alguna 
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Segundo Caso m 

Tercer caso m 

SOLUCIO!IES 

potencia debe ser uno. Si un exponente es 

mayor que cinco entonces uno de los 

números es mayor ó igual que 25 = J2 > 29 

por lo tanto la Unica posibilidad que 

queda es que un exponente sea J y el otro 

4, P no es 2 ya que 24+23 +1 = 25. Pero si 

P ~ 3 entonces P
4
+P"J+l ~ J"' > 27. Por lo 

tanto en este caso no hay solución. 

2: cx
1
+1 = 2 y ª:/l = 4 (o al contrario} .. cx

1 
= 1 y a

2 
= J. Sea P el primo base del 

exponente 1 y Q el del exponente 3. La 

suma dependiendo de los valores de a, b y 

e scrü1 una de las siguientes: Q
3+P+l, 

Q
2
+PQ+l, Q+PQ

2
+1, Q::+P+Q, Q+PQ+Q Y 

l+PQ3+1 analiz.:indo cada una de ellas (la 

suma tiene que ser 29), obtenemos una 

solución para el formato Q2+P+Q, que es 9, 

17 y 3. 

3: En este caso tendremos que n es el 

producto de tres primos distintos. 

Entonces la suma tcndrj los siguientes 

formatos: PQR+l+l, PQ+R+l y P+Q+l. Otra 

vez por ensayo y error, en el primer caso 

no hay solución, en el segundo tenemos la 

solución 15, 3, 1 y en el tareero las 

soluciones J, 7, 19; 5, 7, 17 y 5, 11, 

13. 

En resumen como se nos piden ternas ordenadas, la solución 

del segundo caso, genera 6 ternas, las del tercer caso 24, en 

total tendremos JO, que es la respuesta al problema. 

13. Supongamos que mlkn, para alguna k de 1, 2, •.. , 

se sigue inmediatamente que (m/d) lk(n/d) 

(m/d, n/d) = 1 entonces (m/d) 1 k .-. r (m/d) = k con 

m entonces 

y como 

1 !S r :s d. 

Por otro lado como r(m/d)n = rm(n/d) entonces mlr(m/d)n para 

r=l, 2, .•• , d .• 
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l4. a+b = p" ..•. ( 1) 

ab = q'"" ••. (2) 

SOLUCIONES 

(2) ~ (a=q7 y b = cf 7+/l = 100 •• (2') con o • 7, ll " 

100) ••• (3) 

(1) y (J) .. a+b = q7+c/3 = p" .. sup. 7 • ll 
~ q7(l+qll-7¡ = p" 

., (q7 = p9)~(4) y (l+c/3-7 pw) ... (5) con 9+w 

= a ~ o 
(4) .. (r = ~ ~ o y q = p) __ C6l ó ., = 9 = o ... (7) 

(5) y (6) ~ l+c/3-7 = qw * l = qw-cf-7 

q (1-7 == o 
.. 1 = qw-1 

* q""" = 2 

.. q 2, W' = l 

.,. p ::; 2 

~ a = 211 , b = 213 

• (con 2') ~ = so 
.. a = 2sº. b = 2so 

~ a = 51. 

por lo tanto de esta pacte se tiene la solución a = b = 2~, 
" = 51 y p = q = 2 

(5) y (7) .. w = " .. i+cf-• 
p" .. i+cf 

p" 

ll 100 
.. l+q100 

= p" 

.. a == 1 y b 
= qlOO 

Y Ahora tenemos dos casos más q impar y q par. Si q es impar 

entonces p" es par y por lo tanto p = 2. Si q es par, 

entonces q = 2 1 los dos casos plantean las ecuaciones: 

i) 1+2100=p" y ii) l+q100=2" 
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SOLUC!ONES 

i) 2"'°+1 = (165) 5+1 (165+1) ((l65) 4-(l65>3+cl65)2-l6
5
+l); 

Llamemos A a 165+1 y B a (165) '-(16
5¡3+ ( 16

5)2-16
5
+1 como 

16 • -1 (modl7) entonces A • O (modl7) y B • 5 (modl7) por 

lo tanto 171 c2"'°+1) y exfote un primo q distinto da 17 

tal que ql (21C'°+l) por lo tanto 2100+1 no es potencia da 

primo. 

ii)q'oo+l (q20)5+1 (q"'+l) ((q"')'-(q20¡3+(q"°¡2-(q20)+l); 

de los dos factores, q 20+1 es par y 

(q'°)'-(q'°) 3+(q20
)

2-(q"')+l es impar por lo tanto q"'°+l 

no es potencia de 2. 

15. Para contar cuantos ceros aparecen al fini:!.l de un número 

escrito en base 10, hay que buscar la máxima potencia de 10 

que lo divide. 

En nuestro caso y como 10 = 2. 5, hay que buscar cuantas 

parejas de 2, 5 podernos entresacar co~o factores en 50~. 

Es claro que en 50! se pueden entresacar mas factores dos 

que 5, por lo tanto basta con encontrar cuantos S's hay como 

factores. 
El cociente de 50/5 nos dice cuantos mültiplos de 5 hay de 

los números del 1 al 50, o sea 10 que son 5, 10, 15, •.. , SO. 

De estos mllltiplos hay dos que contienen al cinco como factor 

dos veces que son el 25 = s.s y el so = 2.s.s, por lo tanto 

hay en total 12. 

Todo la anterior se resume en el siguiente cálculo: 

[~] + [~] = 10+2 = 12 

(recuerdese que los corchetes indican que hay que tomar la 

parte entera de la división) 

16. Llamemoslc a= 2"-(-1)" y b = 2°'-1-(-l)n-i, entonces: 

(a, b) (a-b, b) (-(-1)"+2(-l)n-t, b) • (3, b) y como 

b iil (-1)"~ 1 -(-1)"- 1 
11 o (mod J), entonces en efecto 3 es el 

máximo comUn divisor de los nllmeros dados .• 
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SOUJCIOllES 

posibles residuos, al menos dos do. los cuatro enteros 

dados, dejarán el mismo rosiduo, la diferenci<l de estoa 

dos y por lo tanto P será divisible por 3. 

De a) y b) se sigue que Pes divisible por 12. a 

(Hungarlan problem boo!<, Vol. 2, pag. 99) 

19. Para oaber cuantos divisore5 tiene 20!, vamoo a factorizarlo. 

Primero saquemos todos los factores 2 que hay en 20!. 
Construyamos la siguiente tabla: 

Al menos un factor 2 : 2, 4, 6, a, 10, 12, 14, 16, 18, 20 

Al menos 2 factores 2: 

Al cenos 3 factores 2: 
cuatro factort~s 2 

En total 18 factores 2 en 20~ 

12 16 20 

16 

16 

Se procede ele w:iner.::i análcgci p.:ir<l las dc:::..is prir.ios ~cnorcs 

que 20 y finalmente obtene~os qu~ la factorización de 20! es: 

20! ;:¡ 2 10
J

0 5"7:!11.1J .17 .19 

y de aqui que 20! tiene 19.9.5.J.2
4 = 41040 divisores. 

:?O. Se va a dcnostrar que un número tiene exact.:imcnte tres 

divisores si y sólo si es el cuadrado de un número primo. 

Sea n un núccro con exactamente tres divisores, sean a, b y e 

dichos divisores; obviamente alguno de ellos es uno y otro al 

nümero mismo. Supongamo5 que a = 1 y b == n, cntonceü l < e 

< n. Si e fuera compuesto es decir e = rt con l < r, t < e, 

entonces tanto r como t dividirian a n, lo cual no puede ser 

porque entonces tendría mas de tres divisare~. 

Por lo tanto e ea un nWnero primo. Do quo cln se tiene que 

(n/c)ln y por lo tanto co~o 1 < n/c < n, n/c =e, i.c. n oa 

el cuadrado de un nümero pritlo. 
Obviamcnto el cuadrado de un numero primo tiene tres 

divisores, a saber 1, p y p 2
• 

En nuetro caso particular los cuadrados de primo menores que 

100 son 4, 9, 25, y 49 cuyo producto es 44110, el cual es al 

cuadrado de 210. 
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21. Etiquetemos los diqitos de la siguiente manera: 

a o s o b 
X X X xxxxxxxx ------ Prl11i11r Renqlon 

X X X --------- Se9undo 
-XX X X Tarcer 

X X X Cu,,.r-lo 

-X-X X X Quinto 

- X X X X Sexto 

000'0 

SOLUCiotlES 

En el cociente ya se han colocado los digitos que obviamente 
son cero, a raiz de que se tuvo que 11 bajar11 otro digito para 
que 11 alcanzara 11 • 

Llamémosle d al divisor. 

El e del cociente por d nos arroja un número de 3 dig i tos 

como nos lo muestra el cuarto renglón. Por lo tanto Bd < 1000 
y de aqui que d < 125. 

b por d nos da un numero de 4 dígitos como nos lo muestra el 
sexto renglón, como Bd tiene sólo 3 digitos, a b no le queda 
otra que ser 9. 

Para números menores que e, a por d es menor que 7 por 125 

que es igual a 875. Obsérvese la resta que se realizó en los 
renglones 1, 2 y 3, la cual dió un número de 2 dígitos~ 

Nótese que 1000 (que es lo menos que puede valer un número de 
4 diqitos) menos 875 es igual a 125 que tiene tres diqitos. 

Por lo tanto a debe ser igual a 8. 
De lo anterior, el cociente es 80809, si multiplicamos este 

nümero por 123, obtenemos un número de menos digitos que el 

dividendo. Por lo tanto el divisor es 124. 

Con esto haganse los calculas y se obtendrán todos los demás 

diqitos. 
Nota: esta solución se obtuvo basicamente siguiendo la que dá 

el texto de donde se sacó el problema, únicamente so dan más 
detalles con el fin de aclarar algunos puntos. 

22. Multipliquemos todos los números primos del 2 al 1001; 

llamémosle a este número n. Los mil números consecutivos son 

n-1001, n-1000, n-4, n-J, n-2. Esto porque n os múltiplo 

de 1001 y por lo tanto n-1001 también lo es, el mismo 
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SOLUCIOllES 

razonamiento se aplica los demas números. Los números también 
pueden ser n+2, n+J, ••.• , n+1001. 

(The surprise attack in mathematical problems, pag. 58) 

23. Sean r, s y t tres números impares consecutivos. Esto quiere 

decir que existe un número n > o tal que: r = 2n-1, s = 2n+l 
y t = 2n+J. Por lo tanto del enunciado del problema se tiene 

que: 
(2n-1) 2+(2n+l) 2+(2n+J) 2+1 = 12n2+12n+l2 12 (n2+n+l) 

por lo tanto el número es un múltiplo de 12. 

Como n2+n+l == n(n+l)+l uno de n y n+l es par, por lo tanto 

n(n+l) siempre es par y de aqui que n(n+l) +1 es impar. De 

esto se concluye que el número no es divisible por 24. • 

24. El número de factores es impar y su suma es O (o sea par) • 

Esto no seria posible si todos los factores fueran impares, 

ya que entonces su suma seria impar. Por lo tanto al menos 

uno de los factores es par y por lo tanto el producto 

también. • 
(Hungarian problem book, Vol. 2, pag. 23) 

25. La expresión a la izquierda de la desigualdad puede ser 

escrita en la forma: l.n.2.(n-l).J,(n-2) ••• (n-l),2.n.l 
Ahora consideremos los productos: 

l.n, 2(n-l), J(n-2), ... , (n-1)2, n.i; 
Estos productos son de la forma (k+l)(n-k), donde k toma los 

valores o, 1, 2, .•• , n-1. El primer producto y el Ulti~o 

son menores que los otros productos porque para n-k > 1 y k > 

o, (k+l} (n-k) = k(n-k)+(n-k) > k.l+(n-k) = n 
El producto de todos estos factores es (n ! ) 2 y por lo tanto 

mayor que 

factores .• 

n n.n.n ••••• n = n cuando se tienen más de dos 

(Hungarian problem book, Vol. 2, pag. 55) 
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SOLUCIONES 

26. Despejando x, y, z y w se obtiene que x = k-m, y = k+m, z = 
k/m y w = mk. 

SUbstituyendo en x+y+z+w = J6 se tiene que: 

k-m + k+m + (k/m) + km = J6 

despejando tenemos que: 

m =(18-k) 
k 

Com la k es natural y m racional, el discriminante tiene que 

ser un cuadrado perfecto, este una vez simplificado queda 

igual a lB(lB-2k). 18-2k ~o para que las ralees sean reales, 

esto implica k s 9. Los valores de k que hacen que 18(18-k) 

sea un cuadrado perfecto son 5, 8 y 9. 

Si k 5 entonces m 5, 1/5. 

Si k = 8 entonces m = 2, 1/2 

Si k = 9 entonces l:I = l. 

Lo anterior nos lleva a las soluciones: 

" = o, 24/5, 6, 15/2, 

y 10, 26/5, 10, 17/2, 10 

z = 1, 25 4' 16 

".¡/ = 25, 16, 9 

27. Puesto que un número es divisible por 9 si y sólo si la suma 

de sus dígitos es divisible por 9. Se tiene qua si ~ es 

divisible por 9, entonces cualquier número que se forme con 

esos dígitos también es divisible por 9 (heda, cdab, etc.) 

Por lo tanto, basta contar los que satisfacen a > b > e > d y 

luego multiplicamos por 4! = 24. 

Si a 9, tenemos: 9765, 9621, 9531, 9432, 9864 y 9873 

Si a = B, tenemos: 8721, 86.31, 8541, y 8532 

Si a = 7, tenemos: 7641, 7632, y 7542 

Si a 6, tenemos: 6543. 

En total son 14, número que multiplicado por 4! nos arroja un 

gran total de 332 números. 

(Problemas para la 2a. D11mp1ada de Hatematicas, pag. 17) 
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J2. 

SOLUCIONES 

digito de las decenas es en ambos casos par ó en ambos casos 

impar. Por lo tanto ya que el digito de las decenas de a 2 es 

impar, e debe ser 4 ó 6 porque el cuadrado de todos los otros 

naturales de un digito tiene dígito par en las decenas. Como 

el cuadrado de 4 y 6 tienen digito de las unidades igual a 6, 

a 2 también lo tendrá. 

(llungarian problem book, Vol. 2, pag. 78) 

(Ja-b, 2a+b) = (5a, 2a+b) y 

Supongamos que un primo p divide a 

(*). 

= (a, b) = (a, 2.+b). 

Sa, entonces pl5 ó pla 

Sea k = {5a, 2a+b) y sea p un número primo tal que plk 

entonces pl5a y pi {2a+b) si pla entonces pl2a plb p = 1 

lo cual es una contradiccion, por la tanto p no divide a a. 

Por ( *) pi 5 :. p = 5. Lo cual en efecto en nuestro caso se 

puede dar si por ejemplo a = 2 y b = 1 ya que entonces (Ja-

2b, 2a+b) = (5, 5) = l. Es fácil checar que 5 al cuadrado no 

divide a 5a y ~ ninguna potencia de 5 mayor qu~ 5. 

Respuesta: 1, 5. 

J:l. abe = 128 

dos. 

27 lo cual implica que a, b y c son potencias de 

Como a+b = 50 entonces se tiene para valores de a que son 

potencias de 2 las siguientes opciones; 

a= l, 2, 4, e, 16, 32 

b = 49, 40, 46, 42, 34, 18 

En ninguno de esto~ casos b es potencia de 2, por lo tanto el 

sistema no tiene solución.a 

34. i) 2k+l = (k+l+k) (k+l-k) = (k+l>2-k
2 

.-. todos los impares 

mayores que uno son representables. 

ii) Bk = 2(4k) = (2k+l-2k+l) (2k+l+2k-l) = (2k+l}2-(2k-1¡2 .-. 

todos los mültiplos de S son representables. 

iii) (2k+l)'-(2r+l¡2 = 4(k2-r')+4(k-r) = 4(k-r) (k+r+l) = et • 

.-. la diferencia de los cuadrados de dos m.imcros impares 
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SOLUCIOllES 

Y por ensayo y error (deben ser menores que 59) obtenemos la 

única solución 17, 19 y 23. t 

36. Se demostrará que 2n+3m 9 o (mod 17) ~ Bn+Sm a o (mod 17). 

-.) 2n+Jt1 s .. -2n a Jm ... -16n a 24m ·• n 7m .. 9n+5m a 

9(7m)+5rn a 58m • O 

•) Bn+Sm :s ~ 9n -Sm 4 18n :::i -1om .. n e 7rn .. 2n+Jm • 

2(7m)+Jm • 17m • o 
Nota: Todas las congruencias son módulo 17. u 

37. Se demostrara que 18a+5b a o (mod 19) ~· lla+2b e O (mod 19) 

•) l8a+5b • O • a • 5b • lla+2b • 11(5b)+2b • 57b • o 
•) lla+2b •o• 2b • aa • b • 4b • l8+5b • 18a+5(4a) - JBa •O 

Nota: Todas las congruencias son módulo 19. 11 

38. Como 3804-=4.J.317 demostrar que 3804 divide a algún número es 

equivalente a demostrar que 4, 3 y 317 lo dividen. 
i) 5 Bn•4+J4n+2 ( 625 )2n•l+g2M1 (-g)2n .. l+g2n•1 

a O (mod 317) 

ii) Por otro lado n3 -n - n(n2-l) = (n-l)n(n+l) uno de 

estos tres números consecutivos es múltiplo de J y el 

producto. 

iii) Tacbien de la factorización anterior se observa que n3-n 
es par y como 5 60

•
4+J

4
n•

2 también es par entonces la 

expresión original nos proporciona números que son 

múltiples de 4. 

Da i), ii) y iii) se conc"uyc lo pedido. m 

39. Se deja al lector la demootración del siguiente lema: 

Lema: si (a, b) = 1 y (c, b) = l entonces (ac, b) = 1 

Ahora se procede a la demostración de lo pedido: 

(n2+n-l, n2+2n) = (n2+n-l, n+l) = (n2 +2n, n+l) = (n(n+2) ,n+l) 

pero (n, n+l) 1 y (n+2, n+l) 1 por ser enteros 

consecutivos, entonces por el lema se tiene lo que ge quería 

dernostrar. 8 
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SOLUCionEs 

Sean s y m el resultado da multiplicar los elementos de A y B 

respectivamente. 

Sea p un primo que este corno factor en .:ilgún tórr.iino del 

conjunto original, si s=m entonces pls y piro ;.J.; aquí que p 

debe dividir al menos a un elemento de A y una de B. 

Es f~cil probar que en n nürneros consecutivos hay exactamente 

uno que es rnültiplo de n. De esto y lo anterior, si p es un 

pritio que divida a alguno de lo::. 6 números, entoccs p.:::5. 

Ahora bien n no pt.!edc ser uno ya que entonces 5 estaría cor:to 

factor 9n sólo un elemento del conjunto. 

De lo anterior se concluye que los tres imp.:i:-es que h,:iy en el 

conj unt:J son núl t iplos de 3 ó 5. Pero de trc::; ir:: pares 

con::;~cutivo5 solo lino es ~ülti?lo d~ treo y J lo ~ás uno os 

!..iÜltiplG de 5, po::- lo t-Jnto h.:iy ,"Jl menos 11nc que :i:J ES ni 

múltiplo ~e J ni da 5, si no d·~ un primo cayor. 

Por le tM'lto no i:>XÍEt.c tal conjunt.o. 111 

45. Dcnoto~o5 por A, By e los vcrticos del trijngulo con ángulo 

recto en e, o el centro de la circunfcr~nci~ y D, E y F los 

puntos ele t<lngcncia de los lados t\B, ilC y CA rcspcctivam1;nt2 

con la circunferencia. 

'.~. 
---:z--f, ------7--------

Aplicando el que la longitud de las tangentes desde un punto 

exterior a 1.ina circunferencia Gon iguales, se tiene 

que: X =AD= AF, 

y = BD = DE, 

Z = CE = CF, 

CEOF es un cuadrado, (por que los rndios a los puntos de 

tangencia son pcrpcdiculares a las tangentes} z 6. 

1\plic.::indo el teorema de Pitá.goras al triángulo ABC se tiene 

que (6+x¡"+(G+y) 0 = (x+y)'. Despejando nos queda que: 
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SOLUCIOllES 

múltiplo de 5, las ünlcas posibilidades son 19 y 29. 

Con lo anterior llegamos a la solución 11, 19, 43. t 

49. Se tiene que 2º a 2, ·~, (mod 7) para n = 1, 2, 

respectiva:~ente, de aqui en ;idelante se repitan los valores 

2, 4, l para valor~s de n mayores que 3, en ese mismo orden. 

Por lo tanto: 

a) los múltiplos de tres son los enteros pedidos. 

b) -1 es congruente a 6 módulo 7 y como este valor no es de 

los que se ob~icnen de 2º, no existe un número n tal que 

71(2°+1). a 

50. De la segum1.:i. ccu:i.ción se deduce que p
2 = (r..-n) (r.i.o..n), como p 

debe ser un mimC!ro primo, tenemos dos opciones: 

í) n-n = m<n = p, ii) m-n = l y rn+n = p 2
, 

la primera de las opciones no lleva a que m ~ p y n = o pero 

n debe ser natural, por lo tanto se descarta esta opción. La 

segunda nos lleva a lñ ecuación cuadraticu p 2+p-306 = O que 

tiene dos soluciones enteras, una de ellas po~itiva (17), que 

es la que nos proporciona la solución p = 17, n = t44 y o~ 

145. t 

51. n4+1 = (n2+2n+2) (n
2
-2n-i 2), el priner factor es mayor que 2 y 

el segu~do factor que es iguJl a (n2-l)+l u5 mnyc= que 1 ya 

que n>l, por lo t<into n'+l e:; cor:ipucsto. • 

52. Hag.'.lrnos a = 1 1 entonces tencr::ios que encontrar un número b tal 

que l\b, 21 (b+l), •••• , 111 (b+lO). Lo anterior es equiv•llente 

a encontrar un nümero b tal que b ;;o 1 mod(2, 3, ... , 11) todoG 

los mültiplos de (2, 3, .•. , 11] al sumarle uno lo cumplen, 

en particular 11!+1. 

53. crd(n) ~ 
(2°-1) ( (2º-1>2-1¡ 

2° - 1 - 1 
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SOLUCIOtlES 

54. Supongamos lo contrario, es decir que pa~a alguna n, existen 

x, y, z tal que 2n-l = x 2
, 5n-l = y

2 
y lJn-1 = z 2

, resulta 

55. 

que x es impar y 2n a x 2+1 :: 2 (rnod B) 

n es impar 

y y z son pares, 

sean y = 2y' y z 

(z'-y'} (z'+y') = 2n, 

2Z', ademas z2-y2 = Sn, de donde 

por tanto z' i"!. y' (mod 2), lo cual 

contradice el hecho de que n es impar.~ 

(Hatematicas Iniciales, p,1g. l.36) 

De la tercera ecunción, abe 440 

supongamos que llfa ,) a = lH:, si 

484 > 210 por lo tanto a = ~11. 

~ 2'5.11 ~ 111 (il, b ó e) 

lk!>l entonces a 2 = 112 

Substituyendo el vulor .'.lnterior en la segunda ccuCTción y 

despejando se obtiene que bl+c:! = 89. 

De la mis:-;ia tercera ecuación y de que u = :-11 se deduce que 

cb = .!.-10 .., 5! (b ó e) supongamos que 5Jb -. b = Sr si tri > 1 

entonces b 2 = (5r) 2 ~ 100 > 89 por lo tanto b = ~5. 
Substituyendo el valor de b en cb = 40 se obtiene e = !8. 

Como la suma ojxirna de u, b y e es 24 y este debe ser la suma 

de acuerdo a la primera ecuación entonces u = 11, b = 5 y 

e = d y por lo tanto la cantidad de tripletas solución del 

sistema original es 6. 

56. O= f(lO) = f(2,5) = f(2)+f(5) 

• f(2) = o f (5) ya que f • o ) 

f(9) = f(J.3) = f(3)+f(3) = O ( f(n) O para toda n que 

termina en J) • 

f(1985) = f(S,397) = f(5)+f(397) 

f(<J.397) ,, f(3573) = o. t 

57. Sean= 4•144.uu < (10 5
)H.u = 1022

.?
20 

A = ad(n) 

f(397) 

9.22220 = 199980 

·" a ad(A) 

s9(5)=45 

52 
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61. 

SOLUCIONES 

iii) 2'32,5,7.11 120 

112 

65520 

60480 iv) 2
6

3
1
,5.7 

(i) 

(ii) 

De 

Para 

f (m, 

como 

n"-1-1 = (n-1) (nn-2+nn-:i+.,. t-1) 

nn-J+nn-J+ •.• +l (nn~ 2-l)+(n"- 3-1)"" ••• +(l-l)+(n-1) cad¿¡ 

uno de los sumandos de la ~egunda purtc de esta Ultirn~ 

igualdad es di'lisible por n-1. 

(i) y (ii) se concluyo qua (n-1)'1 (n"-1
-l). • 

cuando n .::::: O ó m = O es obvio, supongamos que: 

n) = ~7~~ ~~::~ ~, lucqo f(ra, n) = ·lf(rn,n-1) - f{r.i+l,n-1), 

f {m, O) es cnt~ro, l<I fótJ'.mlu ..lntcrior dice que si 

f(m, n-1) y f(r:Hl, n-1) es Bnt~ro, f(rn, n) lo es, lo cual por 

inducción es cierto c"J.a:-t:!o n ~ o, suponc:::ion para n == k y de 

ahi para n = k+l.m 
(Hatematicas inici<lle~, µag. 104) 

[
(<1"" -11¡ "_ 
a - 1 

(a-1) 2 

n 
a ' 

(a 2r.•2:-a n • 2) - (a n_ l) 

(a-1)' 

an•2. (a "-1) - (an -1) 

(a-1)2 

{a 0 -l) ('1°"-l) 

(a-l) 
2 

a•l 

(a"* 1+a"+, •. +1) (an~?+a0 ~2+ .... +1) 

como cada factor de esta ultim~ expresión es muyor que uno, 
la expresión original siempre nos dará un número compuesto si 
a es diferente de l. 
Si a == 1 cntoncas la expresión original es igual a {n+l)'.2-1 

que es igual a n(n+2} como n ~ 2 la expresión tambión sera un 

número compuesto. Esto completa la domostración. 8 
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común divisor de x y y. Observemos que si (x, 

entonces (x:+y, xy) =l (pues un divisor cor.n.1n de 

también lo será de x y y 

Hecha la anterior observación vamos a probar que: 
(a+b, [a, bj) = (a, b) 

SOLUCIONES 

y) 1, 

x+y y xy 

Sea m ~ {u, b) y escribamos a = mr y b = ms; (r, s) = l y por 
tanto (r, s] = rs. Tenemos entonces [aTb, (a, b]) ~ (m(r+s), 

m¡r, s)) = m(r+s, [r, s)) = l:l(r+s, rs) = m. 

Vamos a aplicar lo anterior para encontrar los nú~eros ~ y b. 

Como (a, b) [u, b) = ab y (a,..b, (a, bJ) = (a, b) = 9 tenemos 

que 9 (108900} ub a ( 1989-a) l'J89;:i-a
2

• Entonces 

a2.-l989u+9 (103900) ="' o, de donde a """ 900 ó a = l03'J, y con 

C'!Sto queda probnd<."l nuc:::.t¡;-<:l al i!.1:1.ut.: ión. 

(Problemas para la 4ta. OlimpiadJ. de H~1tem,1ticas, pag. 1.3) 

69. 'ia que el número Jn + t.m tiene co;¡¡o Ultimo Jigito al 2, 

entonces: 
Jn + 4m s (mod 10) --- (1) 

Esto implica que Jn +- 4m es: un nür:icro par, yn que 4~ lo es 

entonces Jn tiene qu0 ser ~a1· tanbión. Por t.J.nto n es 

mUltiplo de 2, entonces: 
5n a O {mod 10} (2) 

Sum~ndo (1) y (2) obtenemos: 

Sn + Jn + 4m • 2 (mod 10 ), de aqui que an + 4rn • 2 (rnod 10) 

Por tnnto, 2 es ~l Ultimo dígito de Bn + 4~. • 

(40 Problemas para Olimpiadas de Hatcmalicas, pag. 20) 

70. Sea A(rn) = am3+bm2+cm+d y B(n) = dnJ+cn2+bn+a. 

Las congruencias siguientes son módulo s. 
Si m • o entonces o • A(m) • A(O) = d 

5 divide a n, lo cual por hipótesis es fal~o 

m ~ o. 
Si m a l entonces O 3 A(m) 2 A(l) = a+b+c+d 

• B(l) = d+c+b+a • o 

Si m •-1 entonces o • A(rn) • A(-1) = -a+b-c+d 
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• B(-1) = -d+c-b+a = -(-a+b-c+d) • O 

Si m ~ 2 entonces o 3 A(m) s A(2) ~ Ba+4b+2c+d 

1Ga+Bb+4c+2d ~ o 

a-2b-c+2d ;;; o 

a s 2b+c-2d 

B(n) 3 dnJ+cn 2+bn+2b+c-2d 

= d(n3-2)+c(n2 +l)+b(n+2) 

., B(-2)• O 

Si m cr-2 entonces o • A(m) • A(-2) = -8a+4b-2c+d 

-16a+8b-4c+2d ~ O 

-a-2b+c+2d :; o 

a -2b·rc+2d 

B(n) :::: dn3+cn2+bn-2b+c'f'"2d 

~ cl(n3 +2)+c(n2+l)+b(n-2) 

~ 13(2) • o 

SOLUCIONES 

Se han cubierto todos los casos y por lo tanto sie~pre existe 

el número n. m 

71. En el problema ~e no5 pide ver si el número de alumnos es ó 

no divisible por tres. 

Sea n #de profesores de gimnasia, 

m = #de profesores de ruso 

y A = # total de nlumnos. 

Las siguientes congrucncia5 son módulo J. 

De las condiciones dad<ls, se tiene que A 

Si n ó m a O, entonces nm ~ O A • O 

Si n ~ m, entonces n-m a o A s 

nm(n+m) (n-n). 

Supongamos que no se cumplen las dos condiciones anteriores, 

entonces n a 1 y rn ~ 2 

ón•2 y m•l 

en cualquier caso n+m s O .-. A ::::i: O. 

La respucstil es que si es posible hucer de~filar a los 

alumnos en filas de 3. 
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SOLUCIONES 

72. Sean u, b la medida de lo~ catetos del triangulo rectángulo y 

e la de la hipotenu5n, 

Un entero cualquiera x debe cumplir que x ~o (nod J), x 

s 1 {rnod J} ó x :: 2 (rnod J). De manera que x 2 s o (mod J) 

6 x2 a 1 (mod 3). Si a y b no son múltiplos de tres entonces 

a 2
, b

2 
2 1 (mod J). A:::.i que c

2 = a
2
+b

2 
:=: 2 (mod 3). Este 

absurdo prueba que a ó bes múltiplo de J. 

Nótese que un entero cualquiera x dobe cumplir x:: E O (mod 5) 

ó x 2 a l (mod 5} ó x 2 ~ 4 (mod 5). si a y b no son múltiplos 

de 5, entonces c 2 ~ a 2 + b 2 ~ 2, 3 ó o (mod 5). 

De manera que c 2 ~ O (mod 5) por tanto 5 divide a c. 

Ahora ~upar.gamos que .::i. y b no son pares, entonce;:; a2 y b 2 so:i 

impares y su suma, qua os igu~l a c
2

, tiene que Ger par. De 

aquí que e es par. 

Como en los l.:.1do~ ~. b y e hay múltiplos de 2, 3 y 5 entonce::; 

el producto abe es divisibl"? por 30. 11 
(40 Problem.ls p.Jra 01.!.:npiadas de Hatematicas, pag. 29) 

73. ~> Supongamos que 41 n, entonces n = 4k para alguna ~= natural 
:. ln+2n+3n+4" """ 1+16k+81 k+l961c 

e l+l+l+l ~ O (ood 5) 

pero l"+;¡n+Jn+4" !i!' O (r.icd 5) (hip.) por lo tant:o ·Hn 

<'") Si n es la forma 4k+l, entoncns: 
1"+2"+3"+4" = 1+2(16')+3(81)'+4(196') 

• 1+2+3+4 • O (mod 5) • 

si n es de la forma 4k+2, entonces: 
1"+2"+3"+4" = 1+4 (16')+9(81)'+16(196') 

• 1+4+9+16 o O (mod 5). 

Si n es de la forma 4k+J, entonces: 
1"+2"+3"+4" = 1+8(16')+27(81)'+64(196') 

B 1+3+2+4 e O (mod 5) en cualquier 

caso 5 divida a 1"+2"+J"+4". 11 
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SOLUCICHES 

74. Hagamo::; .S (n) = su::1~\ de los digi tos de n, .\ (n) = su;na de los 

digitos de f(n) y w(m = nU:ncro de los dígito~ dn n. 

Entonces las condiciones p.'.lril f pued.:m e~cribir!.3..:: usi: 

f(n ~ E(n)) ºo •.•.••••••• (1) 

5(n) + 7\(n) = 9(f(f(w(n)))) •• •• ••• •••••• (2) 

Vilcos a probar un~ ~9ri~ de propiedade3 da f, 

a) r .s f(f(r)) vr <= (1, 2, ••• , B) 

Para probar esta, considereQos el nU~c~o n ~ ~g ...... ,q, 
r - digi tos 

aplicando (2) tc11c::ics <Jr s 9r +,\(u) O(n) + .\(n) 

9(f(=(r))). Por t<1:ito::: < f(f(:::)) vr ., (1, 2, .•• , R}. 

b) Sup0~rya::i.a~ cr10 .:·(nl '°' o y que n tier.~ :: dirji::o~. 

Mosi-rCJ.~e:nos qu~ ::- ""' f (: ( r/) . 

Po:- (2), ?r ""' .S(r.) .... :t{r.) '1(:('.:(r))J, ll~g;_i:-,:!o ,1;:;1 .J. 

que r? f(f(:-)} ypo!." (dj: 

~ ~ :(f(r)) ........... (1) 

e) Sup~ng~mo~ qu~ f(n) ~ o. Prob~rcrao~ qu~ n 8~ do la fJrm3: 

~-!..2 
¡- - digitos 

Sea r ~ w(n), entonces 6(n) +O 9(f(f(:::))), y por 

(b), O(n) = 9r °"'91.J(:i). ::s d~cir la ~u:n.i. de lc'..'i digi'co.:; U·~ 

n e::; igual a '.i '/(!Ces ·~l m.i.r:iero de sus diqitos. Esto sólo 

r - digito:> 
d) Calculemo" f{l). f(S) ,. f{9) 

sean 1 + f(l), cono f(l +f(l)) =o, cr1tonces ne~ de la 

:o.:-:r:.~ n = ~9 ....... ~ a~i que f(l} = ~~~ 
r - c¡;icc~ r - digitos 

Aplic.Jnd':l (2) <.1.l nú:r:cr.o 1 tencr.:.os que: 

1 + (J{r-1) -'" ~) 

f(~c'.IB>· 
r-digit.os 

9(f(22_,_,__,_ ••• 9~8)), po::: tanto r ~ 
r-digitos 

Ahor¿1 aplicamcs (2) al número 93 •.•••.• 999 y obtenemos: 

9(r··l)+B+r = 9(f(f(r})) entonces 9 divide a a+r rccorde~os 

que re (1, 2, ..• , B), pue~ es el número de dígitos de 

f(l). Por tanto r = 1 (es di".cir n tiene ~ólo un dígito) 

así es que 1 + f(l) = 9 y fíl) =a. SUb3tituycndo en (2): 

l+S = 9{f(f(l))), entonces f(f(l)) = l y f(B) =l. Cor.lo 
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SOLUCIONES 

f(l + f(l)) =o y f(l) =8, entonces f(9)= o. 

e) Ahora calcularemos f{2). De (2) tenemos que 2 + .\(2) = 

9(f(f(l))) = 9(1) entonces ;\(2) = 7 (es decir, la suma de 

las digitos de f(2) es 7). Por c) (2 + f(2)) es de la 

forma 99 ••••••• 9 
s - digitos 

Por tanto f(2) = 99 ..... 97 pero la suma de los digitos de 
s-digitos 

f(2) es 7, entonces f(2) = 7. 

f) Analogamente se puede probar que f(7) = 2, f(6) = 3, f(S) 

•4,f(4)=5. 

g) Ahora si poder.tos calcular f(l989). Por (2) tenemos que 27 

+ ;\(1989) • 9(f(f(·l))). Como f(~) = 5 y f(5) "4, entonces 

27+>.(1989} = 36. asi que i\(1989) = 9 (es decir, la suma de 

los digitos de f(l989) es 9). 

Por e), 1989 + f(l989) = 99 ..•.. 99, de modo que f(l989) 
i-digitos 

es de forma f(1989) = gg,,, •.••. 998010, pero como l~ suma 
(i-4)-dígitos 

de los digitos de f(19B9) es 9, entonces f (1989) = 8010.mt 

(40 Problemas para Olimpiadas de Hatem.J.ticas, pag. ·16) 

75. El nú.mero222 .•... 2 es igual a ~ + ~, entonces 
r -d 1Q1 lo u 

entonces 111 •.••.. 1 
r - d 1q1to11 r - d 1qllo11 

2 2 2 ••••• 2 ~ - .l.l.L..,_,_J -
2r-dlqltos r-dlqttos 2r-dlqllo11 r-dlqltos 

~ en el segundo miembro, restemos al primer sumando el 
r- d l q l lo 1 

segundo obten iendo:].11 .•.... 1000 .... O ~ como 
r-dlqllos r-dlqttos r - d 1q1 lo a 

111 ...... 1000 ..... o 
r-dlqtlos r-iSlqllo• 

= 1111 •.•• 1 (lOr), entonces 111 ...••• 1000 •.•. 0 -~ es 
r-dlqllos r-dlqltos r-dlqltos r-dlqllo1 

igual a 111 •..•• 1 (10') - ~. factorizando 111 ..••• 1 
r-dlqltos r-dlqllo• r - d 1 q l tos 

obtenemos lo siguianta:111 ..... 1 (10' -1) lll ..... 1 

(~) = 9(111 ••••. 1) 2 r""'-d(;;;,º; .. 3) 2 , 
r-dlqllo1 r-dlqllos r-dlqlto• 

perfecto. • 

,. - d 1 q l lo. 

que es un cuadrado 

(40 Problemas para Olimpiadas de HaCematicas, pag. 52) 
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76. 

SOLUCIONES 

) l + ~ + j + i + ~ + ti+ 
l 

+ 4~ + l + 5¿ + 
1 + 42\J + I 7 8 TI 

~ + zfr + ti + i/13 
La anterior 11 misteriosa 11 forma de expresar el ) se obtuvo 

aplicando la identidad: 
l ...±__ + ~-1~-
n n+l n(n+l} 

Ya teniendo un3 forma de expresar el 3 {Y cualquier otro), se 

pueden obtener una infinidad de formas Jplicando la identidad 

dadn, al término dt.": valor numérico mas "chico 11 en una de las 

expresiones obtenidas. t 

77. Cost.ruyanos L:i progresión aritmética cuyo primer término es 

7.30, cuya diferenciíl es JO y que ticnu sa tCrninos. 

Sea n ~ 2.J.5 = JO, entonces la prcgrc$Íón es: 

7n, 8n, 9n, 56n. 

En particular es tan: 

7n, lln, 13n, 19n, 17n, 23n, 29n, 

Jln, J7n, 4ln, 4Jn, 0:7n, 5Jn 

En total lJ de la forma pedida. 

78. a} Demostraremos por inducción: 

Para n = 2: ª12 = lOa+b > 9ü + b ~ 9a = a.9 ~ ab 

Supongamos que es cierto para cuando el número tiene k 

digitos y probaremos que es cierto cuando tiene k+l. 

10 (a, ª2· •• ª11.) +akt 1 

> 10a
1

a<! ••• a\i: 

'\ª2º. 'ª11.ªktl l!I 

b) Denotemos por Q(n) a P(P(P(P(P(n))))). Asegurarnos que el O 

es el numero de {o, 1, 2, ... , g ¡ para el ql1e existen más 

n's tales que Q(n) = o. Para probar esto, bastará con que 

chequemos que m.:is de la mitad de los número5 en {O, 1, 

2, ... , 108
) cumplen que Q(n) = o. Notemos que si n tiene 

un O en su expansión decimal, entonces, P(n) = o, P{P(n)) 

= O y Q(n} = O. Por tanto si vemos que mas de la mitad de 

los números en {O, l, 2, ... , 108
) tiene algún o en su 
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SOLUCIONES 

expansión decimal, habremos terminado. Es decir, tenemos 

que ver que al menos(10ª+2)/2 = 5(10.
1
)+1 números de {O, 

1, 2, •.. , 10ª) tienen algún o. O dicho de otra m~ncra, a 

lo mas 5(107 }-l nümeros de {O, l, 2, .... , 10
11

} no tienen 

ningún o. 
Contaremos pues cuantos elemento~ del conjunto {O, l, 2, 

••• , 108
} no tienen ningún O. 

Desde O a 9 hay 9 números sin o. 

Desde 10 a 99 hay B1=9 2 números sin O (hay que poner dos 

digitos y tenemos 9 opciones para cada una. 

Desde 100 a 999 hay 93=729 números sin o. 

Desde 1000 a 9999 hay 9 4 = GSGl números sin o. 

Desde 10000 a 99999 hay 9°'=59049 números sin o. 

Desde 100000 a 999999 hay 9
6
=531·141 nümcros sin O. 

Desde 1000000 a 9999~99 hay 9
7
=4782969 números sin O. 

Desde 10000000 a 99999999 hay 98=430~6721 números sin o. 
Sumando estas potencias de 9 obtenemos. 

9+92+9J +9"1+95+9 6 +9 7 +9 8=48.\27 560 

entonces el número de números que no tiene ningún cero son 
48427560, que son menos de la mit<ld de los nümcros del 

conjunto {O, l, 2, .•. , 106
). Por tanto los nümcros del 

conjunto (O, 1, 2, ..• , 10
6

} que tienen al menos un cero 

en sus digitos es mayor que la ~itad de todos los 

elementos del conjunto. Entonces de los elementos del 

conjunto (O, 1, 2, ... , 9}, el cero es aquel para el que 

existen mas n's en el conjunto [O, 1, 2, .• , 108
} tales que 

Q(n) = o. 

e} notemos que si P(n) = 1, entonces n e~ de la forma n = 

111 ...•• 1 {r veces uno), por que sin tiene un dígito que 

no sea 1, entonces este digito debería ser divisor de 

P(n), pero P(n) = 1 no tiene divisores. 

si mes tal que P(P(m)) =1, entonces P(m) es de la forna 

P(m) = 111 •... l (r veces l). 

P(m) a lo mas tiene O unos (de otra maner<l sera mayor que 
109

). Once divide a los que tienen un número par de unos y 
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SOLUCIO!IES 

son 1, 2, 4, 17, 34 y 68; para d "' 1, 4, 17 y 68, x no 

resulta entero; para d = 2, J no es positivo. Asi, la única 

opción posible es d = 34 con lo que se obtiene J = 14 y x = 
18. Entonces P = (14±18)/2; pero P debe ser positivo asi que 

P = 16. Por tanto Pedro tiene 16 años. 

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Hatematicas; pag. 20) 

BO. Supongamos que ao1, a121, a1221) son los dígitos del 

número. Entonces a<tJ .a¡21 ••••• a1221J = J
442 por lo que cada 

a111 es una potencia de J y 1 ani :s 9. Si por ejemplo, 

a(l1<9, entonces U!tl .<112l,,., ,af<':21) < 
9. a.f2J ••••• a{2211 9.9 •••..• 9 9 221 = 3""' 2 lo cual es 

absurdo; de aquí que cada <lnl tiene que ser igual a 9. Por 

tanto la suma de los digitos es igual a 9+9+ ... +9 = 9(221) 

1989. 

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Hatematicas, pag. 20) 

81. Vanos a ver que r = 11. Primero observemos que 10 no se puede 

expresar en la forma 2a+5b con a y b enteros positivos. {Para 

convencernos de esto, notemos que b debe ser 1 ó 2, pero en 

ninguno de estos das casos es posible encontrar a.) Ahora 

tomemos n <'=: 11. 

Casa 1: n impar.- escribamos n = 2m+l can m ~ 5; entonces n-5 

= 2m-4 = 2(m-2); por tanto n = n-5+5 = 2(m-2)+5. Asi 

a = m-2 y b = l. 
Caso 2: n par p.- Escribamos n = 2m con m ~ 6; entonces n = 

2m-l0+10 = 2(m-5)+5(2). Asia= m-5 y b = 2. 

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Hatematicas, pag. 13) 

82. Tenemos Sh/2 ::s 26950 = 2.52 .7 2 .11. Asi, h ::s 22 .5.72 .11. Por 

otro lado h debe ser un divisor de 26950, asi que h = 
2ª5~17 11~ con~, 7 e (O, 1, 2) y a,~e(O, 1). Si fijamos~ e 

{O, 1), automaticamente cualquier elección de ex, 7 y Zi nos 

dará la desigualdad h ::s 22 .5.72.11 que queremos: en este caso 

tenemos 2.2.3.2 = 24 posibilidades. Si ponemos ~ = 2, vamos a 
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SOLUCIONES 

ver que posibilidades de a,7 y nos dan 2ªsi77116 

22.5.72.11. Si ó = o entonces et y 7 pueden tornar cualquier 

valor: a ~ o, y 1 = O, 1, 2; esto nos dá 6 posibilidades. 

Si .S ... 1 y 7 = 2, queremos 2ª5 s 2-z lo cual no es posible. 

Si ó = 1 y 7 = o ó 1, entonces a = O ó l; es decir hay 

posibilidades. En total, las posibílídados son 24+6+4 = 34. 

(Problemas para la •la. Olimpiada de Hatematicas, pag. 18) 

BJ. Tenemos la igualdad: 
2ª-1 (2b-l) (2b«¡-ll+2b(q-2l+ ••• +2b+l)2r+(2r-l} ll~i que 

cualquier divisor cor:iún de 2.,-1 y 2b-1 tar.ibión dividirá a 

2r-l; es decir sera divisor corriün do 2b-1 y 2r--l. 

Reciprocilni:mtc, los divisores de 2h-l y 2r-l tanbién son 

divisores do 2~-1 y, por tanto, son divisores cc~úncs de 2ª-1 

y 2b-l. Hemos probado entonces que (211.-1, 2h-l) (2b-1, 

2r -l)a 

(Problemas para la 4ta. OHH, 1990) 

84. A(2) = 2.4.6 ••.•• 1000 2
500 (1.2.Jx ...• 500} = 2

500
.500! 

Analogurncntc: 

A{3) i::::: 3
333

.333!, •••• , A(Jl) = 31
32

.J2t, A(32) = 32
31

.31!. 

Observemos entonces que 31! es un divisor común de A(l), 

A{2), ••• , A(32}. Pero 32 también a.parece corno factor en 

todoz (aparte del 31!), por tanto 32! es un divisor de todos. 

Ahora A(Jl)/32! = 3132 y A(32)/32! = 32 30
, y estos numeras no 

tienen factores en común. En consecuencia el mayor de los 

divisores comunes de A(Jl} y A(J2) es 32!, por tanto tambiCn 

es el mayor de los divisores comunes de A(2), A(J), 

A(32). t 

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Hatematicas, pag. 23) 

85. Tenemos n = lOOm. Son divisores de n, entre otros, los de la 

forma km con k divisor de 100. Los divisores de 100 (= 22 5 2
) 

son: l, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100. 

Entonces D+lOOm = D+n ~ lm+2m+4m+Sm+lOm+20m+25r.i.+50m+lOOm 
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as1 o~ll7m>lOOm=n. a 

= (1+2+4+5+10+20+25+50+100)m 

217m = 117m + lOOm 

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Hatematicas, pag. 24) 

86. Escribamos a=p(l)a(l)p(2)ªC 2 l ...... p(r)a(r), 

b=p(l)a(l)p(2)ª( 2 l ... p(r)a(r), donde a(i), p(i)•O, 

p(i) es primo para cada i y p(i) es diferente de p(j) e i es 

diferente de j. La$ condiciónes del problema son entonces 

equivalentes a: 

(i) para cada i a(i) < 2P(i) • Ja(i) • 4P(i) • 5cr(i), y 

(ii) Existe i tal qua Sa(i) > 6P(i) 

E:s claro entonces que basta considerar un sólo pr in.o, asi que 

encontrarc;nos a(l) y J3(1) que satisfagan (i) y (ii). Esto se 

puede hacer facilrncnte al tanteo, por ejemplo a(l) = 4 y a(l) 

= 3 sirven (también sirven, por ejemplo, a(l) = 13 y J3(1) = 

10). Ahora tomemos p(l} cualquier primo, por ejemplo 2. Asi 

una pareja que satisface las condiciones pedidas es a = 24 y 

b - 2
3

• 

(Problemils para la .tJa. Olimpiada de Hatematicas, pag. 25) 

87. Supongamos que si existe un nürncro con las condiciones del 

problema. Sea P el producto de sus digitos y S la suma. 

Sabemos que P = s, lo que nos icplica que no hay ceros. 

Llamemos a(l), a(2), ... , a(1989) los digitos del numero. 

Entonces, como cada a(i} es a lo más 9, S = Za(i) ~ 9xl989 = 
17901. Asi P :s 17901. Por otro lado sabemos que hay por lo 

menos tres S's, asi que el producto de los demás digitoG es 

menor ó igual que 17901/125 < 144. Contemos ahora, aparte de 

las tres S's cuantos digitos pueden ser distintos de 1, como 

2 9 > 43, a lo más serán 7; cambiando de notación si fuera 

necesario, supongamos que los digitos no 1 se encuentran 

entre a(l), a(2), 

125a(l)a(2) ..•• a(7), s 
a(7). Tenemos: 

15+a(l)+ a(2)+ ... +a(7)+1994. 
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Entonces a(l)a(2) ••• a(7) (a(l)+a(2)+ .•• +a(7))/125+ 

1994/125. Como O < (a(l)+a(2)+ •••• a(7))/125 < 1, entonces 

1994/125 < a(l)a(2) •••• a(7) < 1994/125 + l; asi 

a(l)a(2) ••• a(7) es 16 ó 17. Pero 17 es primo y cada a(i) es 

un digito, :. a(l)a(2) ••• a(7) = 16. Las posibilidades entonces 

para a(l), a(2), .... , a(7) son (en desorden) • 

(i) 2, 2, 2' 2, 1, 1, l; aqui s 15+8+ ( 1989-7) 2005 

(ii) 2' 2, 4' 1, 1, 1, l; aqui s ~ 15+8+(1989-6) 2006 

(iii) 2, 8, 1, 1, 1, 1, l; aquí s 15+10+ ( 1989-5) 2009 

(iv) 4' 4' 1, 1, 1, 1, 1; aqui s 15+8+(1989-5) 2007 

En ningún caso s es múltiplo de 16 (como dcbia de serlo pues 

p lo es); en consecuencia, no es posible encontrar dicho 

número. • 
(Problemas para la -1a. Olimpiada de Hatemuticas, pag. 26) 

88. Encontraremos n y r utilizando el algoritmo usual para 

multiplicar dos números, en este caso, n y 2. Corno a
0
x 2 debe 

terminar en o, tenemos que a
0 

debe ser O ó 5. Por otro lado 

a
1 

debe ser O ó 1 (puesto que un dígito multiplicado por 2 es 

a lo más 18, y si ''llevamos" 1, entonces lo i.láximo que 

podernos obtener es 19) . 

ª111ª111-1° 0
• ·ª2ª1ª0 

X 2 

ª1ª0ª111ª111-1°. ºª3ª2º 
Examinnremos todas las combinaciones con a

0 
= o, 5 y a

1 
= o, 

l. En cada una iremos construyendo el número hasta que en el 

resultado aparezcan los números a
1

a
0 

juntos. (Se podria 
continuar la operacion, pero el número que encontrariamos 

seria mayor que el ya obtenido). 

i) a
0 

o, a
1 

O: En este caso n = O, asi que no sirve. 

1: 526315789473684210 = n 

X 2 

1052631578947368420 2n e r 
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iii} ªo 5, a O: 
1 

263157894736842105 

X 2 

0526315789473684210 

iv) ªo 5, a 
1 

l: 789473684210526315 

X 2 

1578947368421052630 

Asi, el número pedido es el ( iii). 

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Hatematicas, pag 26) 

89. Reduzcamos los números módulo n, como tenemos una infinidad 

de términos y los residuos son finitos existe al r:ienos un 

residuo al que pertenecen unil infinidad de térninos de la 

sucesión. 

infinitas 
mayor. 

Sea a
1

, 

que tienen 
ª2' ªJ' 

el mismo 

. .. una de las subsucesiones 
residuo ordenada de menor a 

nl(a
1
-a

1
) Vi;r;l, y a

1
-•\= a

1
_

1
10

5 

donde s es la cantidad de dígitos de a
1

• Como (n, 10) = l 

entonces (n, io=) = 1 y ~ nla
1

_
1 

~ n divide a una infinidad 

de términos de la sucesión original. 8 

90. ::~((::1~ !)(},"+~~ ! ~:+c:o pkar:s ku:o 2~e 3 ¡o~. ~:c~=~~s E:e e~:::) ~u: 
m, ~ k(tk+l} cada uno de los <actores es mayor que l y además 

son primos relativos ·" mkno puede ser potencia de primo •• 

91. Primero se verá cual es la suma l/N(l) + 1/11(2) + ••.• + 

l/N(r) más grande que se puede obtener con estas condiciones. 

Para empezar, se puede suponer que 1 es uno de los N(i)'s, si 

no es asi se añade y entonces la suma es mayor. Supongase que 

U(l) = l. Para cada i = 2, J, .•• , r, N(i) es un número mayor 

que uno asi que se puede elegir a un primo P( i) que lo 

divida. Entonces P(2), P(3), ... , P(r) son diferentes entre 
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si (porque N(2), U(J), ••• , N(r) son primos relativos dos a 

dos) y P(2) • N(2) • 40, .... , P(r) • N(r) • 40. De modo que: 

l/N(l) + l/N(2) + ... + l/N(r) • l+l/P(2)+ .... +1/P(r) • 1 + 

l/2 + 1/J + l/5 + 1/7 + l/ll + l/l7 + 1/19 + 1/23 + 1/29 + 

1/Jl + 1/J7 < J .• 

(Problemas para la Ja. Olimpiada de Hatematicas, pag. 20) 

92. Le asignaremos letras diferentes a cada uno de los digitos 

desconocidos. El problema toma entonces l.J. siguiente 

aparicncla: 

ap7.57c 1 1\B?CDELQW~! 
abll.cdc 
FGHIK7L ----------
fghi)<:2:! -----------

M7NOPQ ----------
rn7noeg ----------
RSTUEVW ----------
rstu7vw 

tercera linea 
cuarta linea 
quinta linea 

7~ 
septima linea 

XYZxyz --------- novcnll. linca 
XYZxyz 
000000 

I. El primer dígito (a) del divisor ~ debe ser 1, ya que 7~, 

tiene 6 dígitos, como lo muestra la linea 6 del diagrama, 

si a fuera igual a 2, 7~ tcndria 7 dígitos. 

'ia que el producto parcial de la cuarta linea (es decir 

Al) tiene 7 digitos, y como Al • 91 < 71 + 7t e 999999 + 

999999 = 1999998, es decir i\1> tiene siete digitos y es 

menor que 1999998 que tambicn es de siete digitos, de aqui 

que el primer digito de i\~ (o sea f) tiene que ser l. De 

esto se deduce que tambien F vale l. 

Con un razonamiento analogo se sigue que r y R valen l. 

Como ~ no puede exceder a 199979, el máximo valor de µ es 

9, :. el producto en la octava 1 inea no puede exceder a 

1799811, y s < s. Y como S sólo puede 5er 9 ó o, y ya que 

no hay residuo en la novena linea bajo s, solamente el 

segundo caso es posible. Consecuentemente, S = O y (R = 1) 

s es también O. También se sigue de que R = l y S = O que 

M = m+l, ~ m ~ e, y el producto 7~ de la sexta linea no 
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SOLUCIO!lES 

puede ser mayor que B7nopq. 
II.Consecuentemente, los ünicos valores posibles para el 

segundo digito del divisor {~) son o, l y 2.(7 por 130000 

es ya mayor que 900000) ~ = O se elimina porque cuando se 

multiplica por nueve 109979 no da un número de 7 dígitos, 

el cual, por ejemplo es el caso del requerido para la 

octava 1 inea. 

Vamos a considerar el caso de p = l. Esto implique que ; 

sólo pueda ser o 6 l. (Si 7 ~ 2, entonces en la 

determinación del segundo digito de la sexta linea uno 

debe de agregar a 7a ~ 7.1 = 7 la cantidad ~ l que viene 

de 7 por 7, lo cual no puede ser ya que el segundo dígito 

es 7). 

1 == O sin embtirgo es imposible como consecuencia del 

nUmero de 7 digitos de la linea B, ya que ni 9porl10979 da 

un numero de siete digitos. 

De que ; == 1, se debe observar lo siguiente, á, e, y µ 

deben ser elegidos de tal mancriJ. que µ por llló7c nos dé. 

un número de siete digitos en el cual el tercero de 

izquierda a derecha debe Gcr 7, corno lo muestra la octava 

linea. La única esperanza de que esto se produzca es con µ 

= 9 {ya que S por 111979 tiene solamente seis dígitos}. 

Ahora ese tercer digito de izquierda a derecha de 9 por 

llló7c, como puede probarse por ensayo y error, puede ser 

siete sólo si 6 = O ó ó = 9. En el primer caso el número 

de la line3 ocho no tendrá siete digitos ni cuando 111079 

sea multiplicado por 9, y en el segundo caso el número de 

la sexta linea es 7 por 

imposible. Por lo tanto, el 

La posibilidad de que f3 

descartada. 

11197• = 783**•, lo cual es 

caso ~ = l tambien se elimina. 

sea igual n 1 debe, ser 

El único valor apropiado para el segundo digito del 

divisor es :. fJ = 2. De esto se sigue que m = 8 y M = 9. 

III. El tercer d1gito (7) del divisor sólo puede ser 4 6 5, 

ya que 7.126000 es mayor y 7.124000 es menor que el número 
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de la sexta linea. Más aún, ya que 9 .124000 es mayor y 

7.126000 es menor que el número de la octava línea 

(10tu7vw), µdebe ser igual a a. 

Como B.124979 = 999832 < 1000000 la suposición de que y = 

4 no satisface los requerimientos del número de la octava 

linea, y r debe, :. ser igual a 5. 

IV. Como el tercer dígito de izquierda a derecha del número 

que resulta de B por 125ó7c debe ser 7, obtenernos por 

ensayo y error que ó es igual a 4 ó 9. ó -= 9 se elimina 

porque ya 7 por 125970 = 081790 nos dá un número mayor que 

el de la sexta linea, ~ el único valor posible para ó es 

4. De esto e sólo puede ser o ó 4. Sin embargo 

cualesquiera que sea el vLilor de e, obtenemos para el 

tercer dígito del número de la sexta linea el valor de 8 

(n) ya que 7 por 1254 7c 

octava linea obtenemos 

consecuencia t = o y u = 3. 

87 8 * * *. s imilarmcnte, para la 

por 1254 7c 10037**, en 

Como >...~ = >.. por 12547c debe generar un número de siete 

digitos, de acuerdo al número de la cuarta línea, y sólo 

a.~ y 9.~ tienen siete dígitos, >.. es 8 ó 9. 

V. De que t = O y X ~ l (junto con R = r = 1, S = s = O) se 

sigue que T O?: 1, y de n = a, N ::s 9, se sigue q'.le T :s 1, :. 

T = l. N es :. igual a 9 y X = l. Como X = 1 y 2 por <:> > 

200000 (linea 9), se sigue que v = l y también que Y= 2, 

z = s, x = 4, y= 7, y z = c. con los resultados obtenidos 

hasta este punto el problema tiene la siguiente 

apariencia: 

12547c 
d781 

AB7CDELQWc 
abbcde 
1GllIK7L ----------
lgl ·~1 -----------

Q ----------
~ -----------
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10 lU¿v\; ----------
10037vw 

12547c --------
l2547c 
000060 

tercera linea 
cuarta linea 
quinta linea 

7~ 
septima linea 

novena linea 



SOLUCIONES 

VI. En este caso e es uno de los números o, 1, 2, J, 4. 

Estos cinco casos, corresponden a la series: 
vv =a 60, 68, 76, 84, 92 

opq = 290, 297, 304, 311, 318 

Y dependiendo de si A=B ó 9, tendremos que: 

'E.t = 60, 68, 76, 84, 92 

o 'E:l = JO, 39, 48, 57, 66 

Esto nos genera 10 diferentes posibilidades. Si probamos 

cada una de estas opciónes mediante tres sumas .sucesivas 

hacia arriba empezando con las lineas B y 9 que nos dan la 

7, luego con la 7 y la 6 que nos dan la 5, y finalmente la 

5 y la 4 que nos dan la J, obtenemos que solamente cuando 

e = 3 y A = a se cumple el requisito del 7 para el segunda 

digi to de izquierda a derecha del nü.rncro de la tercera 

linea. En este caso vw = 84, u¿vw = 6331, opq = 311, OPQ = 

944, ghil-21 = 003784, y GHIK7L = 101778. Esto le dá al 

problema la siguiente apariencia: 

K8781 
125473 ( AB7CDE8413 

abdcde 
1101778 ----------- tercera linea 
1003784 ----------- cuarta linea 
~4 ----------- quinta linea 

878311 ----------- 7~ 
T016331 ---------- septima linea 
1003784 

125473 --------- novena linea 
125473 
OciOOiiO 

VII. Finalmente, como de todos los múltiplos de .:. sólo 

5.~=627365 sumado al residuo de la tercera linea (110177) 

nos da un número que contenga un 7 en la tercera posición, 

obtenemos que K ~ 5 y al mismo tiempo abócde = 627365 y 

AB7CDE : 737542, con lo cual completamos por fin todas los 

digitos perdidos del problema. 

(100 Great problems of elementary mathematics, pag. 11) 

93. 210 = 2.J.5.7 el número pedido es de la forma: 
m 2a:11J 3 cx12> 5a:1JJ 7a:u1~11J~121 •• -~In) con ait1 
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SOLUCIOHES 

parta toda 1 y JH11 i'! o. 

d1m1 (01111+1) (a121+1) (alJl+l) (aw+l) (¡l111+1) ••••• ((l1n1+l) 

= 1989 y comd 19BB = 2.2.3.199 entonces í3lil = o porta toda l 

Las a's son salvo el orden l, 1, 2, 198. Las diferentes 

combinaciones de estos nUmeros como exponentes con las bases 
2, 3, 5 y 7 nos dan 12 soluciones que son: 

f(2, 11) 

f(3, 11) 

f(4, 11) 

f(5, 11) 

f(6, 11) 

Sil) = 2.J.52.7190 

5(2) = 2.32 .5.7 19
U 

SClJ 2.3
198

.5.7
2 

SC.tl 2. 3 .s19a. 72 

5(5) 2.32.5198.7 

516) 2. 3 t?O. 5 2 • 7 

f(l, f ( 1, 11)) 

f (l, f ( 2' 11)) 

f ( 1, f (3, 11)) 

f (l, f (4' 11)) 

= f(l, f (5' 11)) 

f (1, 4) 

f ( 1, 16) 

f ( 1, 49) 

f(l, 169) 

f(l, 256) 

5{7) = 2 2 .J,5.7 190 

5(0) = 2
2
.3.5

198
.7. 

5(101 

!Hll I 

5112) 

s (?) 2
2 
.1

190
• 5. 7 

2190.J.5 .. 7;'.! 

2 198
• 3. 5.:?. 7 

2190.32.5.7 

16 

49 

169 

256 

169 

De aquí se prueba fácilmente por inducción que f(2k, 11)=169 

y por lo tanto f(l988, 11) = 169. t 

95. Decimos que para n i'! 3, no existen dos números mayores que 

uno, primos relativos y tal que dividan a f(n). 
Supongamos lo contrario, C5 decir que f (n) = pq (con p y 

q mayores que uno y (p, q) = 1), por definición de f, tanto p 

como q son factores da n y como son primos relativos, pq 

tambión sera factor de n, contradicción. Por lo tanto f(n) es 
un número de la forma pk con p primo. 

Por lo tanto f(n) = 2, 2' (k > 1), p' (p impar y k > O). 

En el primar caso la longitud es uno, en el segundo 3 y en 
el tercero 2. 

{

1 Si n es impar 
= 3 si existe un número. k~2 tal que p'ln si p1 < 2k y 

Ln 2 1 n (donde p es primo impar) 
2 En otro caso. 

(Hathematical Olympiad in China, pag. 280) 



96. (a2+b2-nab, a+b) = (a2+b2-nab-a2-2ab-b2
, a+b) 

= (nab+2ab, a+b) 

= (ab(n+2), a+b) = k 

Sea q = (a, k) entonces qla y qlk q ql (a+b) 

q qlb 

~ q = 1 

ya que (a, b) = l. 
Analogamente (b, ,k) = 1 ·" (k, ab) 

SOLUCIONES 

Por lo tanto de que klab(n+2) se sigue que kl (n+2). a 

97. Como (n+m) 7 -n7 -m7 7nm(n+m) (n2 +nm+r.i2) 2
, queremos que 

7 3 1 (n2+nm+m2
) ó 7J\ (n3-m3

) y en este caso que 7 l (n-m) 

-Parece más sencilla la segunda opción, ya que equivale en 

principio a encontrar valores n y m tal que nJ s m3 (mod 73
) 

si hacemos m = entonces habría que encontrar n tal que n3 

a 1 (mod 7
3

) -

Se tiene que 7 3 1 (2~ (7'¡ _l por el teorema de 

n = 2
96

• Entonces n
3 2;;::').I = 

Euler. Ahora 

2~<1'>. y supongamos que 

7
3 1 (n3

-l) • Como 296 
e l(mod7), también tenemos que 

4(mod7). Por lo tanto 7 no divide a n-1 y hemos terminado. 

-Estrict<lrnente hablando todavia hay que hacer ver que 7 no 

divide a (n+m)nm, se deja al lector-

(Hathematical Hagazlne, pag. 344, 1985) 

Nota: lo que aparece entre - -, es agregado personal. 

98. i) Supongamos que p21f(n) "'pl(n+b) 2 (ya que ple) 

"' pi (n+b) 

"' p
2
1(n+b)

2 

q p 2/f(n) (ya que p 2/c) 

esto es una contradicción por lo tanto p 2 no divide a 

f(n). 

ii) Sea y = x+b :. f (><) = f (y-b) 

= y2+c=g (y) 

:. qlf(n) - qlg(n+b) 
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Hagamos n
0 

= n+b por lo tanto g (n+b) == g ( n
0
}, sea n

1 
el 

residuo de n
0
/q de aquí que o < n

1 
< q, n

1 
no es cero ya 

qua si lo fuera, entonces qln
0 

y como qlg(n
0

) entonces qlc 
lo cual por hipótesis no es cierto, por lo tanto n1 ~o. 
Se tiene que qlg(n

0
) ,, g(n

0
) s o (mod q) 

y n
0 

• n
1 

(mod q) 

·' g(n
1

) " O (mod q) 
.-. qlg(n

1
) 

Consideremos la sucesión: 
n

1
, n

1
+q, n

1
+2q, . ~· ., n

1
+(qr- 1-l}q 

etiquetarnos a cada elemento de esta sucesión como 

x
1

, x
2

, x'.J, ••• , xqr 
tenemos quo g(x

1
) :a O{mod q) pura toda 1, l1.de;r.ás módulo 

qr { r > l) tod~~ las g(x
1

) son diferentes. En efecto, 

supongamos g(x
1

) ~ g(xJ) (mod qr) con i""'j 

q x 2+c e x 2+c (moc.l qr) 

4 ) • x" (~od q') 
l J 

"' (>c
1
-xJ) (x

1
+x

1
) •o (mod q') ... (*) 

Como i,,,ej entonces x
1
-x

1 
~ O (mod qr) y porque r ~ 2. Por 

lo tanto de (~) y de esto Ge tienen dos opciones: 

1) ql (xi-xJ) y ql (x
1
+xJ) 

2) q'I (><
1
+xJ) 

1) ~ ql(2x
1

) • qlx
1 

(q > 2) ~ qlc, lo cual no es cierto. 

2) .. ql(2n
1
+q(k

1
+k

2
)) donde las k's son enteros. 

") ql2n
1 

.. qln
1 

q qlc, lo cuul no es cierto. 

Por lo tanto toda::; las g(x
1

) zon diferentes para 

= 1, 2, qr módulo qr-. Pero entonces tenemos qr 

residuos diferentes módulo qr por lo tanto se cubren todos 

los posibles y de aqui que exista una t tal que q'lg(x,l ~ 

q'lf(x,-b) • 

99. Se afirma que f(n) = f(n
12
» = n

13
l donde el numerito entre 

paréntesis indica la base en que esta escrito el numero y 

además en este caso los dígitos que se ocuparon en base dos 
son exactamente los mismos que en base J para denotar a n. 
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.Probaremos por inducción sobre la longitud de n en su 
escritura en base 2. 

Si long(n) = 1 entonces n = 1 es obvio el resultado. 

supongamos que si long(n) = k entonces f(k) = f(k 121 ) =km 

si long(n) k+l entonces n (a 1aza 3 ••• ·ª•ªk•t) 121 
dividiremos la demostración en dos casos i) ª1c·t= O 

ii) a = 
k•I 

Y ii) alu·t=l. 

n es par 

f(n)=Jf(n/2) 

(l0),31 f((a 1a 2a 3 ••• a,), 2 ,l 
l0),31 (a 1a 2a,- .• a,)"1 (hip. de ind.) 

(a1ª2ª3 •• º 3 1c O) 131 

(a1ª2ª3···ª11.ªx•t)lJ1 
., n es impar 

f(n) = f(n-1)+1 

""f((a1ª2ª3'" 0 ªk0)121)+l 

= (lo),
3
,f((a

1
a

2
a

3 
••• a,) ,

2
, )+l 

(10} 131 (a, u2aJ ••• .:1.11.) tJl+l 

= <ª1ª2ª3'''ª11. 0 >(3)+l 

(a, ª2ª3'. ·ª1r.l) tJl 

<ª1ª2ª3'. 03 lc. 3 k+ l) (3) 

Si n contiene un simbolo 2 en su representación en base 3 

entonces no existe un m tal que f(m) = n. Ya que n en su 

representación binaria sólo contiene unos y ceros y como ya 

se demostró f ( n) tiene los mismos dig i tos en base tres que 

los que tiene n en base dos. 

Respuesta: son los números de la forrna: 

E s(i)3 1 con me!Nv(O), s(i)e(O, l.) y s(m)•O. 
1•0 

100. Es claro que el número no puede ser de puros unos, el 

siguiente caso más simple es que sea una combinación de l's y 

2's. 
sea n el número de l's y m el 2's. 

n+m = 20J7 por lo tanto n = 2037-m y para que la suma sea 

igual al producto debe cumplirse que: 
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n+m (20J7-m)+2m 

2037+m = 2• 

2037 = 2'"-m 
y en efecto como 2

11 = 2048, 2037 = 2 11 -11. 

SOLUCIONES 

Por lo tanto un número que cumple las condiciónes pedidas es 

el que tiene 2026 l's y 11 2 1 s en cualquier orden. En 

cualquiera de estos números la suma y el producto valdrá 

2048. 
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NOTAS A LOS PROBLEMAS 

l. - Este problema es un caso particular del famoso Teorema de 

Fermat (abierto, hasta donde estoy enterado) que dice: 

Uo existen números a,b y e tales que aº+bn=cn para n mayor 

que 2. 

El caso n=2 es el de las llamadas ternas pitagóricas, de las 

cuales la mas conocida es la J, 4, 5. 

2.- Problema: 

Sea f(n) ~ m, donde m es el menor número natural por el que 

hay que multiplicar n, para obtener un cuadrado perfecto. 

Sea A igual al conjunto de números n para los cuales existe 

una n tal que f(n) = m 

Demuestra que: 

a) Todo elemento de A es primo ó es un producto de primos 

distintos. 

b) Si m esta en A entonces el número de divisores de m es 

una potencia de 2. 

3.- Problema: 

Demuestra que para toda n, existen n nú.m~ros naturales tal 

que la suma de los reciprocas es un número natural. 

4.- Problema alternativo: 

a) Prueba que como quiera que se elija k>l., en lugar de 

1990, el problema tendrá al menos una solución. 

b) Prueba que no se puede elegir k de tal manoru que tenga 

exactamente dos soluciones. 

B.- Observación: 

Un criterio de divisibilidad válido en alguna bnse (por 
ejemplo la base diez), no forzosamente es válido en otras 
bases. Por ejemplo en base diez, el conocido criterio de que 
un número es divisible por tres si y sólo si la suma de sus 
digitos tambien lo ~s, no es válido en base nueve ya que el 
10 (que es el nueve de la base diez), es divisible por tres, 
pero 1, que es la suma de sus dígitos, evidentemente no lo 
es. ...,,,-,·-

! e ~; ~ ·~· .' : -: 'rot· 
c.;.Ub 
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!IOTAS l\ LOS PROBLEMAS 

66. - Problema: 

Determina si hay ó no un máximo de dígitos iguales 
(distintos da cero) que sean parte "fin.:tlº de un cundrado 

perfecto. 

74.- Problema: 

Demuestra que f(n) 

digitos de n. 
lOr-(n+l), donde r es el número de 

76.- Problema: 

Prucbil si son ciert<.ls o fOJ.lsas las siguiente:=; afirmaciones: 

a} Para todo número rucional r, existe un subconjunto finito 

enteros, tal que l~ suma de los recíprocos d0 los elementos 

del conjunto es igual a r. 

b) Para todo numero real x, cxi5tc un subconjunto de 

enteros, tal que la su;na de los reciprocas de los cler.1entos 

del conjunto, convnrgc ü· x. 1 

78.- Problema: 

Encuentra un número n tal que P{P(P{P(P(n))))) no sea un 

número de un sólo dígito. 

89.- Problema: 

Demuestra que la conclución del problema se sigue aún si el 

número que genera la sucesión no es el 1990 si no cualquier 

otro. 

!M. - Problema: 

Prueba que f(2n, 1988) en constante para toda n. 

Prueba que f{2n+l, i9BB} es constante para toda n. 

1
t.to p<obl•.. P°' •I P"'° qu<d• obl"'º• •l •l•un 
lo9r11i ae111astrllr QU1" e ter to {(11.l'!Jo) egte re!l1.1tt,1do, 

favor h.1'J"lll-"lO saber! (dtrlqtn1,,. <!il Ct',O, CCI{ Orlentel, 

Bl 

lector 
!Por 
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TEORIA DE HUMEROS 
(TEORIA BASICA) 

OIVISIBII,IDAD. 

Definiciones. 

Definición: Se dice que un entero a divide a otro b, si 
existe un número e tal que b = ca. 
Notación: alb (a divide a b) 

Definición: .El máximo común divisor de c:!os enteros es el 
entero mas grande que divide u ambos. 
Notación: (u,b) (máximo común divisor de a y b) 
Dof: (O, O) = O. 

Definición: Dos números son primos relativos si su máximo 
común divisor es el número uno. 

Definición: El minimo comUn múltiplo de dos números a y b es 
el número positivo mas chico al que dividen u y b 
Notación: (a,b] (minimo camón múltiplo de a y b) 

Num. Primo: Número natural que tiene exactar.i.cntc dos divisores 
positivos. 

Teoremas: 

TEOREMA 1.1 alb y ble <> ale 

TEOREMA l. 2 alb y bla .. a =b o a = -b 

TEOREMA l. J alb y ale ... al (b+c) 

TEOREMA l. 4 (a,b) = (a+kb ,b) para toda k entera. 

TEOREMA 1.5 p primo y plab • pla o plb 

TEOREMA 1.6 albc y (a,b)=l • ale 

TEOREMA 1.7 (a,b)[a,b] = ab 

TEOREMA l.B ('reorema fundamental de la aritmética).-
Para todo nümero entero n distinto da O, 1 y -1, 
existe una sucesión finita de primoz P

1
, P

2
, p

3
, 

Pk .tal que P1 .:s P2 .:s P3 .:s ••• :s Pk para los 

SJ 



Oem. Teo. 1.9 

Lema: Si (a, b) = 1 y x = ab, entonces d(x) = d(ab) = 
d(a)d(b). 

Dem: Sea r un divisor de a, para cada divisor e de b hay un 

divisor de rb, a saber re, por lo tanto tendremos para esta r 

d(b) divores de x y esto para cada divisor r de a. Como 

tenemos d(a) divisores de a, en total tendremos d(a)d(b) 

divisores de x <'l. Es decir d(ab) = d(a)d(b). 

,., Si r y k son ambos son divisores de a, t y m son 

divisores de b y rt = km entonces rlkm ~ rlk (ya que (a,b}=l 

y por lo tanto tambien {r,m)). Analogamentc se deduce que klr 

y de aquí que k = r. Esto garantiza que todos los divisores 

que se contaron en el parágrafo anterior son diferentes. 

Dern del Tea.: Por inducción sobren. 

Si n = 1, entonces m es una potencia de primo, es decir m = 
Pª cuyos divisores son 1, P, P

2
, 

exactamente a+l. 

Pª, que son 

Supongamos cierto para n=k y demostraremos para n=k+l. 

d(m) d(,~
1

p"C 1 >¡= d(P"',." ~ paC•>¡ Aplicando 
1: t l k•l 1 ... 1 1 , 

la 

hipótesis de inducción y el lema, obtcnenios lo que queríamos 

demostrar. 

Dem del Teo. 1.10: Por inducción sobre n. 
Si n = 1, entonces m es una potencia de primo, es decir m = 

Pª, cuyos divisores son 

progresión geométrica de 

(P"' 1-l)/(P-l). 

1, P, P 2, Po::, que es una 

razón P, y por lo tanto su suma es 

Supongamos cierto para n = k y demostremos para n k+l. 

m = t~1pa(1) = Palt•t) ~ pa:(1) Sea V= ~ pct(1) • 
1 .. t t k • 1 ta; 1 1 , 1"' 1 1 

Sea r un divisor de m, entonces r es de la forma P;. 
1
v con 

t = \J, 1, 2, • • • 1 (X(k+t} '( V .,,, J,_, .. "\o,' Je.. v. 
Si t~o tenemos un divisor de V. 

Si t=l tenemos un divisor de la forma "P!•t 
Si t=2 vP,.

1 

as 

v J,o¡,So.- J~ V 



Si t~atk+tl vP~!~+u 
Por lo tanto la suma de los divisores de m es: 
o-(V) + P

1
u.1<T(V) + P:+1u(V) + + P~!~+tla(V}, 

Factorizando cr (V) , sumando la progresión geométrica y 

aplicando la hipótesis de inducción, llegamos al resultado 

pedido. 
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PIERRE FERMT 9:CUNDMIA 

PROOLEMI\ 1. 

¿Cuál de entre las dos cantidades siguientes 

X• 1990 (1+2+ ... +1990 + 1991), 
y= 1991 (1+2+ .•• +1989 + 1990) 

es ri.J.s grande'/ ----------------------

PROOLEMA 2. 

Sean a, b, e tres enteros p:i:3itivos de roda que: 

ab<c 
Demuestre que ~ntonces: 

PWDLE!1A 3. 

í 
n 10 mts. 

~·1 
d p e 

PROBLEMA 4. 

a 

a+bi:._C 

Si m, n, P, q son los puntos medios de 
los lados del cuadrado O abcd ¿CUál 
es el área de la parte sorrhr:eada? 

Si ab y cd son diámetros perpendicula
res del cír:culo e, con p..mto de inter
sección O, Ci es un circulo tangente 
a Oa y od y al círculo c,~c2 es un 

e d círculo tangente a od, ob Y al círCtJlo 
lt'"t-----F~-""""--l C Y C3 es t.angente a ca, e~ y ab. 

Demuestra que c 1 , c 2 y c 3 tienen la 
miSTM área. -

b 
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Primer examen Pierre Fermat. 

Problema l. 
Suponga~ el 6ADC es cquilótcro y scaJ.:._u11 pu11to interior de este 

trifogulo. Sea P Del segmento pcrpendicubr a ,\l!_..'.1:1c ~por P, y donde 
D cae en AJJ; PE perpendicular a JJC con E en JJC y PE pcrpcmlicubr a 
CA con F en CA. Demuestre que entonces 

Problema 2. 

PD+PE+T'F 
,\IJ+JJC:+CA 2/:l 

¿cu:Íntos triángulos no congruentes existen de modo que las longitudes 
ele sus lados son n<1111cros enteros)' su perímetro es 90? Justilique. 

Problema 3. 
¿ctdntas m:lncras existen de factoriz:ircl nllmcro 1n = l x 2 x 3 x ... x 18 

en dos factores m = a· o donde n y ¡,son- primos relativos? Justifique su 
respuesta. 

Nota: Dos faetorizacioncs se con.>idcran la misma si y sólo si difieren por el 
orden ele los fact0l·es. 

Problema ·~. 
Considere el 6AJJC y sean 

o: =AD, y=lJC, ==CA 

Dcmuc.<trc que si 

(2x'l - x 1 y - :i:
2 z) + (2v" -y2 x - ¡/z) + (2z" - z2 :c - z 1 y) =U 

entonces L 1tDC mide GOº. 

S'i' 

Fase Eliminatoria 
Pierre Fermat 



PIERRE ffRl'AT 

PllOBLDlll 1. 

Co:1Gi.::l~!~~ -~: "e--:::áne'-<:.o Q?X,C. 2ea A~ ;::..:..11:::: s:.":: ... ~ ?·:-. :1 3 ·.;:-; 
p..:n:r::i s'.'.lb~e C•?. S-:-a ;.: el punto de in':e!"'Se::~::.én :e ::.:i ::e ... ~·::-.::' ':',..;.°!..'J.:

n 00 Q'..le pa::;:i. p-::i:--- B ::en ?S y sea !·'. el ¡::..:;;':= de in·e .... ~e-::.:!..=::: ~!e la. 
pe:-;:f.:~CF-:uls.:- '.l ::O que p.:i.;;;a f,Dr' ;._ -:c.1 rr ::'.:'3 L !a ~:-..... :.> ... -:i:::::::'.é:-: 
de ~"'3 y .:.;,~. ~.cuen':!"e el s.igu!..;::-.':e :-;"X'".e':"':. 

/l.;.·~a (CFY30' .. !·.r-t?-::s :a:.?:"t · 
A"'e:i f~AB::l 

O S!.p:.:.:.c:.i :e·:-f:.~C.Jlo 
ti Si91~!'!.-::a ":~_i¿...-,g-Jlo 

P!l08L!'l1~ 3. 

POOBUMA 4. 

?:\ " 3, F3 = ·~, ?r: ~' 5. 

r¡o 



BIENVENIDOS A LAS OLIMPIADAS DE MATEMÁTICAS 

EXAME.'1 REGIONAL DEL D.f. 

PRIMER DIA 

INSTRUCCIONES 

l.Anotd en tu hoja de e:rámen un nümero telefónico at que podamos 

avisarte en ca.so de que resultes ganador. 

Z.Pon tu nombre en cad.i hoja y el número de problema. 

J.Las saluclones de problemas dLstlntos deben quedar en hojas 

separadas. 

4.Las preguntas solo pueden referirse a los enunciados de los 

problemas y deberán entregarse por escritQ al cuid.ldor. 

PROBLEMAS 

!.Prueba que el máximo común divisor de 2"-{-1)n 

es igual a 3 para todo n en~ero mayor o Igual que 1. 

2.Sea ABCD un cuadrilátero convexo y sean n y a dos números reales 

positivos tales que n > Za.Los lados AD y BC, miden n-a , el lado 

AB mide n y las diagonales AC y BD miden n+a . Prueba que el lado 

DC mide 4a. 

~::~·. . 
3.Pruebr;l .q~e sí A e N y A tiene tres" ~ernentos en\onces existen 

·'· 
l,j en A tales•que 10 divide a ijCi+j){i-jt.·· 

Tiempo cuatro horas '1, media. 
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BIENVENIDOS A LAS OLIMPIADAS DI: MATnlATICAS 

t:XAME:N REGIONAL DEI. D.F. 

SEGUNDO DIA 

INSTRUCCIONES 
1.AnotA en tu hoja un número tele/ónlco at que podamos avisarte en 

cuo ~ q!U' resultes ganador. 
2..Pon tu nombre en cad.i hoja y el número de problema 
:u ... u soluciones de problemas distintos detM!n quedar en hojas 
s.!pv~du, 

4.L..as preguntas sólo pueden refcrfrse a los enU11cl.ldos de los 
problemu y deberán entreg,1.rse por escrito al culdador. 

PROBLEMAS 

4.Sca ABC un triá.ngulo.~enotemos por 1 al lncentro,es decir, a la 

lntcrsección de las bisectrices.Sean L,M, y N las Intersecciones-

de las lineas Al.DI y Ct con BC,AC y AB respcctív;imente.Supongamos 

que los cuadriláteros· AMIN,BNIL y CMIL tienen áreas Iguales.Prueba 

que el tri!hgulo ABC es equilá.tero. 

5.Eneontrar todos los nümeros naturales a , b , e • d tales que 

el producto de cualesquiera dos de ellos sumado con el producto de 

los otros dos r:stanle5 es igual a 1990. 

6.Sean C
1
,C

2
.C

3 
'/ e, círculos ajenos dos a dos y tales que sus 

ccntN>s formen un cua.d_rilá
1
te:ro convexo.Prueba que existe una linea 

recta r con la siguiente propiedad: 

Uno de Jos semiplanos determin3dos por r contiene al menos dos de 

los cuatro c::frcutos el otro scmlplano contiene al menos a uno de 

los círculos. 

Ticmp.o:cuatro horas y· media. 



BIENVENIDOS A LA IV OLIMPIADA DE MATEMATICAS 
CONCURSO NACIONAL. GUANAJUATO, GTO. 

SEGUNDO DIA 

INSTRUCCIOllE:S: 

l. Pon tu número en cada hoja y el número del problema. 

MIEKO :t 

2. Escrlbe las soluciones de problemas distintos en hojas separadas. 

3. Las preguntas que hagas sólo pueden referirse a los enunciados de 

los problemas y debes entregarlas por escrito al cuidador. 

PROBLEMAS 

IV. considera las 27 fichas de dominó que quedan quitando la 

blanca, blanca. Tornando en cuenta los puntos que hay en una ficha, 
a cada ficha le corresponde un nUmero racional menor o igual que 

uno. ¿Cu~l es la su~a de todos estos nU~eros? 

V. Si P1, P2, P19 son 19 puntos del plano con coordenadas 

enteras, tales que cada tres de ellos no son colineales, demuestra. 

que hay tres de ellos con la propiedad de que su baricentro (punto 

de intersección de las medianas de un triángulo), también tiene 

coordenadas enteras. 

VI. Sea ABC un triángulo rectángulo con ángulo recto en C. Sea l 

cualquier recta que pase por B y que corte ill lado AC en un punto 

E. Sean F el punto medio de EC, G el punto medio de CB y H el pie 

de la altura de e a AB en el triángulo AEC. 

Si I denota al circuncentro del triángulo AEH (punto de 

intersección de las ~ediatrices de los lados), prueba que los 

triángulos IGF y ABC son se~cjantes. 



AIJ€XO z. 
~31,li\IEIJ:lt"f!:J!:#~Jt ME" 
ipm~i~ "' • l\Ol INTEB.NATIONAL MATl!EllATICAL OLYIJPIAI:> 

BEIJINC CHINA 

Spanisb version 
Versión en español 

PRIMER DIA 
BEIJING, 12 DE JULIO DB 1990 

1. Se consideran en una circunferencia dos cuerdas A.B Y CD que 
se cortan en el punto E interior a la oircun!erenoia. Soa M un 
punto del aegmento BB situado estrictamente entre B y E. La 
tansente a la circunferencia que pasa por D,B y M en el punto 
E corta a las rectas BC,AC en los puntos ?,G respectivamente, 

Si :!!! ~ t , deterrnlnesÍ. ~ en !unción de t. 
Ali El' 

2• Se da un conjunto E de 2n-1 (n qJ) puntos distintos sobre 
una circunferencia. Se supone que exoctrunente k de los puntos 
dados so coloreen de negro. Tal coloración de k puntos ea 
"buena" si existe nl menos un par de· puntos negros tal que 
el interior de uno de los e.reos formados por esos dos puntos 
contiene exactrunente n puntos da E, 
Hállase al mínimo valor de k para el que toda coloración de 

exe.ctamento k puntos de E ea 11 buona.". 

3'• Hállense· todos loa números enterca n '71 tales' que 

2n + 1 en un enterG. -;r-

Tiempoi 4,5 boraa 
Cada problema vale 7 puntos 
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• 
~ Jl ¡¡, tí! M: «!: ~ ~ # ~Ji: MEX 

"' 00 :fl:. 1{. 
lht J NTERNATJONAI. MATHEMA TTCA l. 01. YMPIA O 

UEJIJNG CHINA 

Spani.oh vordon 
Versión on español SEGUlillO DIJ. 

BEIJIHG, 13 DE JULIO DE 1990 

4. Soa Q+ el conjunto do los mfmoros raoionaJ.os eatriotamento 
positivos. CoruJtrÚ,yase una !unción !1 Q+--+ Q+ · tal qllfl 

!(xt(:r) ) • ..!1!l 
7 

para todoa x,7 E: Q+: 

5.Dos personas A :r B participan on 'IZll juego eligiendo 
alternativamente loa nÚmaroa n 1 ,~,··· de acuerdo oon las 
siguientes regla•t 
Al principio se· da 1lll nifmoro natural n

0 
~ 1. 

Onn voz conocido n2k' el jugador A puede oacoger cunlqu.ier 

n2k+ 1 E: ft{ tal que n2k ~ "2k+ 1 ~ ~ • 

Después, ol jugador B. esoogo un nÚmero n2k+2 E IÑ tal que 

/ 
os una potonoia de un numero primo con exponento 

entero eatriotwnonte po~itivo. 
El jugador A gana el juogo si logra elegir ol número 1990, 
y el jugador B gana el juego si logra elog:l.r el nifmero 1, 
(a) l Para quó' valorea inicial~a n

0 
ol jugador A puodet aaogurnr 

su victoria? 
(b) tPara quÓ valores inioialeo n

0 
ol jugador B puedo aaegura.r 

uu victoria? 
(e) iPara quÓ valeros iniciales n

0 
pnede cada jugador asegurar 

que' ol otro no ganará? 
6. Demuo'etroo"' que existe un polígono convexo do· 1990 lados oon 
las dos propiedades siguientos1 
(i)Todos los i{;,gu¡os son igualas. 
(ii)Las longitudes do loa 1990 lados aon una pormutació'n do 
loa nikeros 12,22, ... ,19092 ,19902 , 
!iompo14.5 horas 
Cada problema val& ?'puntos: 

q.s 
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lI OLIMPIADA IBEROA..\1ER1CANA DE MA TEMA TICA 

Jueves 29 Oe Enero de 1987 (Segunda Jornada). 

t•. Se define 

pl = 2 

el mayor 

Pruebe 

la sucesión pn de la sigui ente 

y para todo n mayor o 1.gual que 

ctt.vi.sor p:-imo do la expre!11Ón 

P1P~P3•• .pn-1 + l • 

que p
0 

es diferente de 5. 

manera: 

2. Pn es 

2°. 51 r,s,t son las raíces de la ecuación 

x( x-2 )( Jx-7) = 2 

a) Demuestre que r,s,t son pos1t1va~. 

b) Calcule arctg r + arctg s • arces t • 

(Nota: Se denota con arctg x el arco comprendido 

en~re O y~ Cuya tangente es x.) 

3 1
• Sea ABC.O un cuadrilátero plo.no convexo, P y Q 

.son puntos de AD y BC respect1vwnente- tales que 

AP 

PO 
~ 
oc 

BQ 
oc 

Demuestre que los ángulos que forma ln recta PQ 

con las rectas AD y OC son iguales. 

------····-··--------
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