A

[

2 44

[#24
¥ UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

ESTUDIO EXPERIMENTAL DE UNA
ESTRUCTURA RETICULAR

TESIS PROFESIONAL

QUE PARA OBTENER EL TTULO OF

INGENIERO CIVIL
P R E 8§ E N T A N :

RICARDO GARCIA MARTINEZ
MARCO ANTONIO HERNANDEZ NOLASCO

“7.S CON
FALLA 75 ORIGEN




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE

L= BREPoBUCEEdN. . . .. et e e e e .1

2. - Dindmica Getrucinral
Bl = INtroduUGCAON. vttt isttorissesiststenrsibssenrsatnscarsssB
2.2. - Sistemas de un grado de libertad }
2.2.1. - Novimients a 1o largo de una trayectoria curva.....®
2.2.2.- Novimiento armdnico simple............0.i0vnera...23
2.2.3 - V.Lbrnetono. lidres sin amortiguamiento............ 83
2.23.4.- Vibraciones libres con aROFLiGUARISNLO............ 30
2.2.8.- Vibraciones forzadas........ .. ciisnnvianrareas. . B
2.3.« Espoctros de diseflo. ... ... ..ciiviirvrerurnncarsontvasensssTO
2.4, - Sistemas de variocs grados de libertad
2.4.1.- Introduceidn, ..o o itiiee et irrraaas veeneas cees.?3
.42~ thrlctm:\ol libres sin amortiguamiento. ... ........ 82
2.4.2.1.~ Propiedades de 10 BOCOS. .. .. cooveteninn [ 24

2.4.8.3. - Neétodos iterativos para cbtener
modos y frecuencias de vibrar...........90

2.4.3.~ Vibraciones forzadas sih amortiguamiento....... ..100
3. - Undlisle Dindmico Modal Gepeciral....... PR P celo114

4.~ Unaliole Xridimenotonal.. ..., ..cviviireiieiisrrteneriisrins .. 104



8. - twaliels @etatico....... vt e, TSP 187

8. - Diseis del Mobdelo......... ettt e et ee st 200
7. - Goevrelocion de Reonltados Jebdricos v.0. Fpperimentales...... < <]
8. - Gonclusionss D GoMERLAPION. ... ..iiviiii it iiiieier it aiiianan 230



Potudio egperimental b una estructurc reticular

CARITWLO 1~ INTRODUCQIGN

Como es sabido por todos nosotros. la Tierra es un plansta en
constante activided sismica, ya sea veolcénica o ‘tecionica. Este
fendmeno natural afecta da diversas forsas 8 la mayoria de las
poblaciones humanas en las regiones y zonas circundantes donde se
presenta. ocasionande dafios en  edificios., esiructuras, vias de
comunicacion. etc.

Las zonas de sayor actividad sismica en el mundo son presentadas
on la Figura 1-1, donde se pusde apreciar que la Repliblics Mexicana se
localliza dentro de éstas. Es por ello nuestro afdn de estudiar més a
fondo las respusstias fisicas y mecénicas de las estructuras provocadas
por esta actividad, pars cobtener con ello un diseffo que ‘brinde g yor
seguridad a los usuarios,

S bien a la fecha no es posible determinar la naturaleza de los
sSissOs, ya que estos scn fenimencs accidentales de comportamiento
irregular, si podemos inferir o suponer los dafios que éstos pueden
provacar & las #strucluras basandohos en experienciss anteriores,

tomando en cuenta el tipe de construceion y suelo donde se encuentre

asentada.
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Figurs 4-3 Represeniecion mundial de 20mes swemicas



Wstwdio epperimental s una sefructura reticular

Las {nvestigaciones dedicadas a estructuras de miés de un nivel,
son genaralmente orientadas a estrategias que permitan simplificar el
preblonsa matemitico que presenta un edificio completo, donde se
transforse un aistema de n grados de libertad a n sistemss de un grado
de libertad y poder entonces gereralizar lom resultados encontrados
para ¢ste; presentandeo sus resultados en un sistesa coordenado
unidimensional y no tridimenzionalmente. tal como ocurre en la
realidad.

La mayoria de las investigaciones sobre cowmportamiento sismico de
estructuras, han orientado sus formulacionss con razonamientos
saramente estlticos. y del conocimiento de la raspuesta de la
estructura simdtrica asociada. aproximan las respusstas dindmicas de
eatructuras asimétricas.

Generalments los estudios realizados suponen que el movimiento
del terrenc e idéntico en tados los puntos que e encusntran en
contacto con la estructura en cuestién. Por tanto, las respuastas en
cuanto a torsidn se refieren, son dnica y exclusivamente
caracteristicas de la estructura, y no del movimiento propioc del
terranc, éstoc hace ver que loa efectos torsionales inducidos por el
desacoplanientc en el movimiento de los diferentes puntos de la
fundacion © base. no son considerados. caysndo asl en mayores errores
de calcule.

Si bien la supomicion del comportamiento eléstico lineal permite
selucicnes malemiticas simples. que adeals en Buchos casos reflejan en
buena medida el comportamientoc real de las estructuras, tambidén es
cierto que si eéstas son afectadas por acciones sismicas de mediana o

alta intensidad, pusden ingresar al rango {neléstico, de manera que
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las respuestas no seran las esperadas en el célculo de cada una de
ellas.

La informacidn contenida en esta tesis esta encaminada a la
solucién de un msodelo a escala de una estructura reticular de
geometria asiméirica, sosetido a acciones sismicas. Para lo cual se
han propussto tres tipos de andlisis; siendc los dos primeros de tipo
dinssico modal espectral. con uno y tres grados de libertad por nivel
CAD.M.E. y Tridimensiona.) referidos al espsciro de disefic del
Distrito Federasl y el tercerc s un andlisis de tipo estatico. El
Anklisis pasoc a paso no ests considerado en este trabajo.

Es suy importante el busn criteric de un profesicnal para lograr
soluciones adecuadas del Lipo estructural., y poder elegir el anAlisis
que Mas Se apegue al problema que se pueda presentar., llegando & tener
considerable ahorro en tiempo y trabajo, y mas atn, la obtencidn de
resultados confiables.
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CAATWO 2- CINAMCA ESTRUCTURAL

2. 1. = INTRODUCCION

Considérese el marco tipico de la Figura 2-1 (ad, el cusl muesira
sus caracteristicas de masa, rigidez y smortiguamiento. Por comodidad
dichas caracteristicas son omitidas al dibujar los elementos
estructurales. sin esbargo no hay Que olvidar que son propiedades
intrinsecas necesarias para forsular el diagrama de cuerpo libre.

En muchos casos. la masa se -considera concentrada en el nivel
superior del marco. por facilidad en la formulacion de las ecuacicnes.
La fuerza necesaria para cambiar el ‘ol'!.ado de reposc o movimiento de

una masa m esta dada por la segunda ley de Newton, es decir:
Fismas=smx

comc se indica en la Figura 2-1 (bD.
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Figura B3-¢  Marcoe Hpo

Las rigideces varian dependiendc del material, de sus dimensiones
y 48 las condiciones de apoyo que se tengan. Para efectos de dindmica
estructural, la rigidez angular no se considera, d; hecho los grados
de libertad Qque interesan, son aquellos en los que se considera
fuerzas generalizadas de inercia, por lo que en el marco tendremos un
grado de libertad por cads nivel que. De cualquier modo, si
consideramos que dichas fuerzas siempre caen dentro del range
olAstico, la fuerza opositora a cualquier desplazamiento estard dada

por la ley de Hooke, es decir:

Fr &k x
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Por Gltimo, @l amortiguamientc ex una caracteristica de toda

estructura, la cual d de de-las jones de los elenentos tanto

estructureles como no estructurales y,. nuevamentes de los materiales
utiiizados. Sxisten varios tipos de amortiguamiento entre los mas

conocidos tenemos los siguientes tres:

a) Asortiguacion viscosa. - Ocurre cuando un cuerpo vibra en un
fluido, tal como @l aceite, el agua., © el aire. La fuerza
amortiguadora Fa @8, on este casc proporcional a la velocidad de dicho

cuerpe, es decir:
Famcveex

b) Amortiguacidn por fricceién. - En o-.ﬂ.o caso la amortiguacién
ocurre por friccién d.x cuerpo con una superficie rugosa. La fuerza de
friccidén desarrcollada es proporcional a la fuerza normal de

superficie, es decir:
Fa = u N

¢d Amortiguacién estructural.- En este tipe de amortiguamiento,
la energia se disipa por fricciones internas enh el material.

Recordande el principioco de D'Alambert el cual menciona que un
problema de equilibric dinamico se convierte en un problema de
equilibrio estatice, transformandc las aceleraciones de las masas a
fusrzas aplicadas en sus centroides, es decir. si la fuerza calculada

acioén. el cuerpo se

s¢ aplica a un cuerpo en forma ocpuesta a su acel
pueden considerar en un estado instanténeo de equilibric estatice.

?
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Gon estas basws estamas en condicion de planiear la ecuacion de
oquilibrio dingmico. que @8 13 sums de todas las fuerzas dinsmicas
aplicadas a la estructura:

Fi«FavsFrePep

siendo Fi la fuerza Jde inercia de la mass on sovimiento, Fe la fuerza
de amortiguamiento viscoso de la propis estructura, Fr la fuerza de
rigides o fuersa opottitora Al movimtento vy P una fuerzs excitatriz
cuslquiers. Los signos de esta ecuacion son los debidos a las
direcciones que toms cada fuerza. »

Susi i Luyondo 1a scuacison anterior por "us valores

cor respondi entes .  oblenemos:
mGe+exek xe0

Considerande que w » 8, *x ¥ sustituyendo U en ia daltima scuacidn
resul ta:
mk*nd ccKk*kxe0

mROCN*hk Xw -nd ¢2.2>
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2.2.= SISTENMAS CON UN GRADO DE LIBERTAD
2.2.1. - Booimiento o lo largo de una irapecioria curoa

La particula de la Figura 2-2 se mueve con una rapidez constante
v en un circulo de radio r. Kl 4ngulo 6 entre el vector de posicicén de
la particula y el eje X es una funcién del tiempo con valor inicial
Oﬁ. Entonces, ol desplazamiento angular 8 - 99 esla relacicnadso con la
distancia s (medida & lo largc de la trayectoria desde la posicién

inicial de la particulad por:

e-ao.-—— .2

Figure 8-3 Movimientio ée ure perticuls con velocided

constantie v, & lo largo d& un ¢irtculo de redio v,

9
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La razén de cambioc de 6 esta definida como la rapidez angular w:

de

- . ——

dt

El numsro de revoluciones por unidad de tiempc, es la frecuencia
de revolucion £, usada para espeficicar rapidez angular. La conversidén

o® efectia como:

ws2nf 2.3

Derivando la ecuacidn 2.2 se obtiene la relacién entre la rapidez

angular w y la rapidez lineal v para el movimiento circular:

v

w s - ¢r constanted 2.4

donde se utilizé v = ds/dt. La ecuacidén 2.2 con s/r = vi/sr = WL,

resulta:

6 -8 =uw (w constanted 2.%

El tiempo T requerido para completar una revolucién es el periodo
del movimiento. Como estas son f revoluciones por unidad de tiempo,

tenemos:

3 2p
Ts T " e Cw constanted 2.6
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Las coordenadas X e Y (Figura 2-3) de la particula., estan

relaclonadas conr y @ por:

% = r cog Cwt < Ba)

2.7

y = r sen Cuwt + 8>

Fygurs 3-8 Bn ol instante L, lo
particula tiene las coordenados:
T aes (ol v o 3,

°

Yy sraen tul e ),
L3

Las componentes Yy lv de la aceleracidn a, pusden encontrarse
derivando las expresiones de lss coordenadas. Usando la regla de la

cadena:

11
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dx d
V_-"'——=-rsonCu!.¢8°) ———Cwt ¢+ & D
de dt °
= -~ wr sen C(wt.” 6°) c2.8
dv- 4
a = =-urcos(u!.‘8°) —(..n.oaoa
dt dat
=-u'r com cur v 6 c2.9
Esto muextra que:
a, = -u' x Cr constanted €2.10
anal ogamente:
s x-df y (r constanted 2.11)

ARl pues, X @ y son las componentes del vector de posicion r. Las
ecuaciones 2.10 y 2.11 son equivalentes al vector:

a=-Jr €r constante) 2.1

El signo menos muestra que la aceleracidén tiene direccién contraria a
la de r, esto es, una direccion hacia el centro del circulo. lLa
magnitud de la aceleracién es a = «* r = Cvrd® r = Vior. Ea decir,
una particula mévil con rapidez v en una tray..cl.oﬂa circular de radio

ry Liene una aceleracion centripeta de magnitud:

12
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a s — £2.13

2.2, 2. - Movimi ar P

- Cualquier msovimiento Qque se repita en iguales intervalocs de
tiompo T eos liamado periodico, donde T es el perfodo del movimiento.
fl novimiento o8 cecilatorio, sl éste ocurre de una parte a oLra‘ sobre
_la aisma trayectoria, y una ejecucion ccn'\plﬂ.a del movimlento sers un
ciclo. Por ejemple, la masa = de la Figura 2-4 completara un ciclo si
parte del punto O hasta x = A y de este punto, a x = -A, completando
@l rrecorrido al uog.u- nuevasente al punto O de partida. As{ pues, un
ciclo o8 ojocm.wo en ‘un tiempo T y el numero de ciclos por unidad de

tiempo L/T @8 la frecuencia [ del movimiento:
f = — c2.14d

El movimientc armdnico simple @3 un caso particular del
soviaienio oscilatoric ejeculado por el punto P. {ndicado en la figura
2-3, mientras el vector de posicion A (de longitud constante) gira
alrededor del origen con una rapidez angular w. El punto P es en este
casc la proysccion del extresc del vector sobre el eje X en el

instante t. por lo tantoc el vector forma un angulo:

13



@siudio epperimental de una esiruciura vellcular

8 = wt ¢ @° 2.1%
|
A wt
t s0
X e ——— e e - —y et
-A o= A i &

Figura 2-4 Movimienio Figuta 2-3 B! punto P reclisa
armon.co aimple. La un movimiento armonico simple
“masa m oecila enre e lo large dol @30 X mentraos
tos puntoe xsA y xs-A, ol eniremo del wvectoyr recorre
ol circulo con veloctidad

angular constente.

A madida que pasa el Liempo 6 cambia y el vector gira aslrededor
del eje perpendicular que atraviesa el punto O, mientras el puntoc P se

mueve & lo largo del eje X:
X = proyeccidn de A en el ejeo X

% = A cos @

X = A cos Cut + 8,2 c2.18

14
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donde A, O° y @ son constantes. La Figura 2-80 muestra la grafica
carrespondient® de x en funcion del tiempo.

La constante positive A es la amplitud del movimiento arménico
simple realizado por el punto P, Asl como el vector de longitud A
gira. ol punto P se mueve de un lido a otre & lo large del eje X entre
Jom puntos x ®» A y x = -A, Vemos que la amplitud es el M:d-:'valor
realizado por la posicion coordenada X. El rango total del movimiento
o 2A. El punto O, situsdo en el centro del rango del movimiento es la

posicion de equilibrio.

+ N7

Lt

Figure 2-6 La gralica musstra la coordenada en X como
una furcien del tiempo de una particula escilando con
movimiente armorice evmple de amplitud A, con une

posicion inicial x 2 A cocsa @ y un pericdo de T z Fn-w.

18
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£l &nguloc 6 en el Angulo de fase. Este cambia proporcicnalmente a
w Cuando t = 0, ¢ » 0.. que e ia fase inicial del acvimiento.

Bl punto P completa un cicloc en sy movirmiento mientras el vector
deo posicidn realiza una revoluclén completa. Por lo tanto el periodo T
o8 &l tismpo requerido por un £icle o una revolucion del vector (2nr
redd, giramdo con una rapidez asngular w. La frecuencia f del
sovisiento arlml.ca simple de el puntc P es igual al numero de

revoluciones por unidad de tiempo de el wvecior de posiclién. Por lo

tanto:
1
£ o —
T
y do la ecuacién 2.3:.
ws2nf

Donde « esta dada en radianes por unidad de Liempo. La constante w,
que o8 la rapidez angular del vector, se llama frecuencia angular del
muvimiente armdnico simple, producida por P.

En resumen, un movimiento armonico simple de frecuencia angular
w, amplitud A y fase inicial 0°. oS un movimiento que puede ser
considerado como la proyeccién del vector de posicidn atraves del
Liempo scbre el el eje X. El vector Liene una longitud A, forma un
Angulo de fase 6 = wt + 9° con el e@je X y gira sobre 3u origen con una
constante de rapldez angular w.

Por otra parte, la velocidad en A del punto P se establece

derivando la expresion 2.16. Esto se muestra en la Figura 2-5:

16
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dx d
v = =-Asin(utoe°>—<ut00>--uAlonCM.OOo)
* at d °
2.1™m
La aceleracion en el movimiento armdnico simple es:
dv
x
a = =-uA:os(uL09°) (ut00°>
" at de
= - u® Acos Cut ¢ 6 c2.18

Un m#todo alterno para encontrar v, Y s e ol que se refiere al
vector giratorio (Figura 2-7). Ya que el extremo del vector se mueve
scbre un circulo de radio A con una rapidez angular w, su velocidad se

puede calcular con la ecuacién 2. 4:

v s wA
‘Siendo su direccidn tangente a la trayectoria circular. El 4angulo
entre esta velocidad y la linea vertical es 6. El punto P se musve a
lo largo del eje X con una velocidad Y la cual es la componente on X

de la velocidad del extremo del vector:

vus—vsona--uAs.n(uQ.‘O'J

17
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El signo negativo en esta expresion corresponde al hecho de que
paras valormws de 6 entre O y n l:ld. . @l puntc P se mevwe on dirsccion
negaALiva d&@ x y para & entre n y 2n .l: punta P se susve enh direccidn
positiva,

lLox resultados suestiran que el punto P se mueve de un lado a olro
con velocidad variable, alcanzando una velocidad mixima wd cuando #ste
PASA pOr la posicion de equilibric (& = m/2 & ~n/2 radd y deteniendose
on x 5 AL® = Q) y x x -ACH 5 0,

'l
Figura 2-7 Kl puntc P s Figurs 3-8 Kl sxtremo dol
meve con unad walocided, vecior tiene una ecelecion
la cusl oa la cowmporents caniripsta o. & vrur\ln
on X do la velocided del tiene una ccaleracion, que
out romn del veacior. o8 la proyaccion an 2l s)e

X de a, do e¢celecion de P
oeta siemprs dirigrda
hacio te posicion de

squitibrio O.

la aceleracion del extremo del vector (Figura 2-8> ez xélo la

aceleracicn centripeta dirigida hacia O con una magnitud dada par:

a =t A

18
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La comporastie on X 4o 1a aceleracién del extreao del vector es la

acoleracidn & dal pnto P que o0 mmve & 1o large de) eje X:

s, =-acomor-u Acomca v 2.1

Aora. ya e x v Acos 0, llegamos a Que:

La ocuscidn aterior afirma ques en o] moviaiento armdnico sisple
un punto P e mmve de un lado a otro sobre su misma trayscicoria, de
wmaara que exta aceleracién es proporcional a la distancia del punto
tijo O y siempre ;llrlgld- hecia éste. Esta declaracién es una
definicion alternativa del movimienlo armonico sisple.

La relacion entre 4, ¥ X 85 inversa con respecto a v . En la
posicion de equilibrio, donde x y s, son cero ia rapidez llega a un
wiximo. Cuando x y a, alcarnzan su mixims loungitixd, la rapidez se hace

- cere.

La amplitud A y el Angu.:la 6. deterainan la posician y velocidad
iniciales x, Y V. respectivasente, del sovimiento realizado por una
particula P. De manera que al hacer Lt = O en laz ecuaciones 2.18 y

2.17, abtenemos:

xonAcocO'

c2.21>

v * ~w Asen @
M L]

19
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Por el contraric, la posicién inicial de la particula y la
velocidad inicial determinan la asplitud y la fase inicial del
movimjento arménico simple. movmdg al cuadrado y sumandc las

ecuaciones 2.21 obtenemos:

At =t . 2.2

Dividiendo la segunda ecuacién de 2.21 entre !a primera. obLenemos:

v
ox

tan 80 = - cz.2®»

“an
Estas relaciones puesden ser cbtenidas por inspeccién del trisngulo
mostrado en la Figura 2-0.

Hasta este punto sélo hemos desarrollado ia descripcion del
movimiento arménico simple, ahora sélo queda desarroliar dajo que
circunstancias una particula realiza tal movi miento ¥, qué
caracleristicas tiene la fuerza actuante que causa esle tipo de
oscllacién sobre dicha particula.

Cuando una particula de masa m realiza rmovimiento armédnico

simple, SU aceleracidén vale:
& * - u’ ®
»

Entonces, la segunda ley de Newton, F_ == A‘. implica que la fuerza

resullante F_. actuando sobre la particula debe ser:

Fr-mw x €2.243

20
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La fuerza resultante que causa el movimiento arménico simple es
una fuerza restauradora siespre dirigida hacia O (semejante a la
sceleracidénd, donde ésts es proporcicnal a la distancia de la
particula & partir de 0. Bl ﬁun!.o O donde la fuerza resultante es ceroc
o8 Una posicidn de equilibrio estable.

La magnitud de la constante de proporcionalidad en la ecuacién

2.24 es llamada constante k, entonces:

F_ & = kx <a2.25

2 k
w . ca. 200

Do las ecuacicones 2.14 y 2,17, el pericde T del movimiento es:

an m
T= - = 2n x c2.am

Esto -uo.l'.ra qu.o @) periodc se determina exclusivamente por la
constante k y la masa de la particula. En cualgquier movimiento
armdnico simple el periodo @8 independiente de la amplitud A y del
angulo inicial [

La ley de fuerza:

F = - kx
»

@8 conocida comoc la ley de Hooke. Siempre que las fuerzas actuantes en

21
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una particula tengan una posicién de equilibrio estable, entonces, por
pequeios que sean los desplazamientos en X a partir de esa posicién,
la fuerza resultante F_ actuando sobre la particuia, deberas obedecer

la ley de Hocke.

-v L]
on

Figura 2-9 La relacion
entre A8 t v txo v
pusds ser determinaoda

por este triangulo.
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2.2.3. - Dibraciones libres sin amoriiguamietito

Para un sietema de un s6lo grado de libertad. como el mostrado en
la Figura 2-1, sin considerar amortiguamiento y sin excitacién

externa, la ecuacién 2.1 se reduce a:

XD + k xC(td = O c2.28>

Eats o8 una ecuacion diferencial de segundo orden, primer grado y no

homogenea. Su solucién se realiza de la siguiente manera.

La sclucién general de una ecuscidn diferencial lineal de

constantes reales. esta dada en la forma:

w1 g oM e g O <2.2@

siempre y cuandoc se cumpla que:

€®" + 2™ w4 A PR

Aplicando el operador a la funcien QM'. la ecuacion queds:

n AN At

(2 .8 =0

...+ ad e
"~

Dado que o“' o8 siempre diferente de cero, se tiene que:
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A" . ._x"" “..va =0 €2.30

De lo anterior. se concluye que y = o“’ o8 solucién de la

ecuacién 2.28 51 A es una raiz de la ecuacién 2.30.
Para poder aplicar estoc a nuestro caso, dividiremcs la ecuacidn
2.28 entre el factor m.

k
xCLY - o X =0 c2.31

Utillzando el operador lineal. se Liene:

por lo que:

ce. 32

Al factor k/m se le llama frecuencia natural angular y se le
denomina por la letra w Cecuacién 2.285. Con esto, encontramos la
solucién de la ecuacién 2,29, resultando:

et

XL = . .c, o vt c2.33

Recordando la férmuia de Fuler. la cual nos dice que. para todo

nameroe complejo s:

o = cos # + i{sen = c2. .34

=)
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Sustituyendo 2,34 en 2.33, cbtenemcs:

L) s C‘ Ccos WL * (seh W) + c. Ccos wt = (sen wld
Dssarrollando la ecuacién anterior. resulta:

MELD ® Cl com wt + C cos wt ¢ C‘ isen wt - C. tsen uwt
Sl }hlccnlx

l-c.oc. y c-c.uoc_c
Lenemoe:
xCt) = B cos wt + C sen wt c2.3%

que o8 la expresion general de la posiciéon de un cuerpo en cualquier
instante L con movimiento armdnico simple. Si derivamos la ecuacidn

2.38 con respecto al tieapo, encontramos la expresién de la velocidad;

®CL) = « B w sen wt + € wcos Wt
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Esta ultima ecuacién junto con la de posicidén nos serviran para poder
encontrar los valores de las constantes B y C. Introduciendo la

condicién inicial t = 0 tenemos:

=xC0) = x, = B cos L0 ¢ C msen O

Yy
i(OJ-x'cn--BusonuCOJ + C wcos O
De donde:
xc03=x°=900
b 4

Por lo tanto:

i.
2ex, v Crg

Sustituyendo las dos constantes B y C en la ecuscidén 2.38, nos queda:

xCLd = x, COS Wt ¢ sen wt 2. 38

La expresidn antericr puede escribirse en forma mis compacta
introduciendo la nocién de Angulo de fase. El métode a seguir permite
sumar las funciones cos y sen de la misma frecuencia angular w. As{
pues, recordando el triangule formado en la Figura 2-G, obtenemos el

Angulo de fase;
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tan 8 = - €2.37
o w X B
Sscribiendo la ecuacién 2.38 en otra forms:

»
xCLd) = C CT cos Wt ¢ sen wtd

Sustituyendo la ecuacion 3.37 en la ecuacion antevior resulta:
x€Ld) = C W—:os wt + sen wt

~ cos Oo

x(t) = C Tno‘—-cos wt + sen wt

<
xct.:-..—".o—'[-em.ocotMO-on.ol-nm]

Obeer vando de nuevo el tridngulo de la Figura 3-8, veremos que:
xt) = J +c® Ccos wt + .°>

Ya que B y € son constantes, podemos escribir:
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al «a" o P
con 1o cual la expresiin de desplazamientos queda:

*CL) » Acos (Wt « @ €2.38

Donde A s la amplitud del movimiento. ya Qque:

que o8 1a egpresion 2.22, concordande con la Figura 2-0. Cabe

sencichar que sl &ngulo de fase esta definido como Cecuacidn 2. 41):

Asi como tenemos dos constanies en la ecuscién 2,38 P y O,
encontramcs 1a misma cantidasd de constantes en la ecuacion 2.9, las
cuales son A y ’o‘ Las expresiones para poder encontrar la velocidad y
1a aceleracion de la particula en cualquier”instante t, & partir de

las condicicnes iniciales antes descritas. se cbtienen de derivacién
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consecutiva. Low resuliados. se expresan en las graficas de la Figura
2-10. Bn dicha grafica se observa que la posicidn de la particula se
‘repite al cabo de clerto tiempo. El movimientc ef. como ya dijimos,
periodico, si para entonces ha transcurrido un tiempo t° tal que no

sodifique el valor del dnpun'umw. es decir:
L) ® A cos Cuwt < 0°> a Acos Cwl® + O°)
donde L* s L + T por lo que 1a igualdad anterior qM:
cos Cut + 0.3 = cos Cut. ¢ wl « e’

para que se cuspls o anterior se requiere ‘que ¥ = 200° = 2n, por o

que:

quo.n la formula del periodo.
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et

o I5AR pla iy Veimided

 dibdadad

Desplazamizats
Figura 3-10 Orafccop de desplazamionio. velocided y

scelorocion de wha parlicuia on cusiquier iratente

t, con le condicion \nisial L 3 O,

2.2, 4. ~ Dibracionee libres con amortiguamiento

En los sistesmas vibratorios reales, enconiramos Que la masa
tiende a detener su movimiento al paso del! tiempo. Le amplitud de su
acvimiento va decreciendo hasta hacerss nula, Esta es  una
caracteristica propia de los sistemas vibrastorios, dencominads
amortiguacién. Tomar en cuenta la existencia de westa fuerza de
amortiguamiento nos lievard a una idealizacidn mhs cercana a la
realidad.

Existen esenciaimente tres tipos de A—:rluguaclﬁn. a4 saber:

4 Amortiguacién viscoss

L2 Amortiguacion por friccitn y
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c) Amortiguacidn estructural

8) Amorliguacion viscosa.=- La amsortiguacion viscosa ocurre cuando el
sistema vibra en un fluido Lal como el agua, aire, aceite, etc. Es
linssl, ya Que las fuerzas _cor\-.ntn generadas, son propercionales a

la velocidad, siendo su ecuacion:
Fa = = ¢ 4>

siendo c una constante que depende de las propledades del fluido y de
l1a gecmetrias del sistema y >Ct), la velocidad relative de }as partes
dentro del amortigusdor,

Es importante notar que el efecto nncruguado'r del aire es lineal
s6lo en velocidades relativamente pequeffas (que e NUPSLFO casol, ya

que para velocidades mayores la expresion cambia a la siguiente:
Fam=-cv"
A partir de la potteloq de equilibrioc estético, se formula la

ecuacién diferencial del gistema mostrade en la Figura 2-1, la cual

queda! -

2
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m L) ¢ c ®CL) & k %C(L) = O £2.3%

donde, nusvamente se pusde asumir quUe su sclucion es una funcidn del
tiempo, de la forms:

x> = ot

Dividiendo la ecuacion 2.36 entre m, resulta:

4 k
MLd ¢+ == (1) ¢+ = L) = O
= »

N

Sustituyenda ksm por su valer ' y utilizando el cpersdor linesl., se
tiene:

<
A‘O'—-—IOO'-O

Do Io cual se cblienen sus dos raices como sigue:

e ESEE

.8 2

< < L 4 .
s [z_]-u €2. 602
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Por 1o tanto, la selucidn de la ecuacion 2.39 es, en efecto, del tipo
é® la ecuacién 2.40 y tiens dos partes, puesto que hay dos valores
parse A La solucién general es pues:

PERY R T cz. 41>

donde B y G son constantes que dependen de la condiciones iniciales de
ia vibracion. La ecuacién 2.41 es la solucion formal, sin embargo.
o8ta ecuacidn puede tomsr formes distintas. dependiendo de los valores
de As ¥y As.

Supongamos en primera instancia que el valor del segundo teérmino

de la solucién B.44 toms el valor de cero:

=0 c2. 42>

ieo que depende de las condiciones que rijan en el sistema vibratorio,

La scuacion 2.42 nos lievars a tener:

<
Aos e - €2, 43

esto o8, uns sola solucién para unha ecuacién que requiere de dos de

ellas, por 1o cual la ecuacion 2.41 se transformsard en:

o =Bt oL g 2. 440
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ya Que corresponde al casc en el que una de las raices (Aid) de la
ecuacloén caracteri{istica es de multiplicidad n,

Desarrollando la ecuacién anterior. se tiene :

KL = (B » L0t ce.4®
El coeficiente X tomars la forma <72m, $in embarge haremos uso de la
ecuaciéon 2.42, de lo cual resulta:
c s2muw c2. 48
<r
donde hemos cambiado e] coeficiente ¢ por Cer’ llamado éste Ultimo
cosficiente de amortiguamiento critico para diferenciarlo del

coeficiente de amortiguamientc ¢ quUe aparece en la primera parte de la

solucidh 2.40. Adicionalmente haremos:
A= csc,, (4-2 67).

que es @l factor de amortiguamiento, representado en foraa porcentual.

As{, sustituysndo la ecuacion 2.40 en la ecuscion 2. 47 Lenemos:

<
f= 2muw
]
<
A= —70 €a. 49>
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Y sustituyendo 2.48 en 2.40 resulta:

: 3 ]
X“I-nuxlﬂ @ - w

3
A."-ﬂutu n 1 CE.{G)

£l segundo término de la sclucién 2.40 @8 la frecuencia natural

u-uln'-x c2.30

Asi pues, la solucidn 2.41 toma formas distintas dependiendo del

amortiguada:

valor tanto de As como Az, © mAs concretamente. del valor de la
frecuencia natural amortiguada we, QU como se pusde cbservar, depende
a Bu ver del valor [i. para lo cual tomaremos los siguientes tres
CAasos!

1 Cu‘ndc N = 1, wa toma @l valor de cero y la asortiguacion es
eritica ¢ = 1005, Los valores de )\ son igusles a -w y la solucidén
2.41 ys no es valida para la ecuacidn original 2.3, ya que al
reducirse en un sclo términc a la variable t, no puede satisfacer
sisultansamente las dos condiciones iniciales de desplazamiento y
velocidad, por lo qQue se asume una nueva sclucién de la forma 2.44 o
2.45. La grafica de esta ecuacidn se muestra en la Figura 2-11, siendo
su movimiento no cscilatorio y retornandc a su posicién original en el
menor tiempo posible. es decir, sin vL!;raclcn. Esto mismo se puede ver
on la ecuacidn, ya que no contiene funciones periodicas y, ademas.
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presenta exponenciacion negativa. es decir. decreciente en el Liempo.

ot 00

Figura 8-48 Ovefica dol amort iguemeonto

eritice. Pora ¢t =0, n(U) = L

2 Cuando 1> 3, wa toma valores positivos dentro del radical. A este
amortiguamiento se le conoce como hipercritico © movisiento
sobreasortiguade. En este casec las dos raices son reales y su solucién
sl se podrs plantesr a partir de la ecuscion 2.41. siendo su grafica
la mostrada en la Figura 2-12. Nusvamsnte se trata de un movimiento
aperiodico y su solucién es la correspondiente a la ecuacion 2.40. Asi

pues, sustituyendo la ecuacion 2.40 en la ecuacion 2. 41 resulta:
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- .- - - .-
we) m oMt sl ol b ot A=t camn

aste Sistels retorns a su posicion de equilibdric sin vibrer, en un

lapuc de tieapo mayor sl del caso del amortiguamients critice.

Plgwre 8-13 ralics dol ehortigudments hpareritice

3 Cusndn 7 < 1, we toma valores negativos dentro del radical. por lo
que 8¢ volverd imsaginario. es decir., la escuacion 2.30 ge tranformard

on:

&
A.J--ﬂutut Il

14
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por lo que:

r |
xCLD = C- .—ﬁut +* wig -4 t - - .—M wed 1N

xCL) = @ Pt ce, @THtte ¢ Tty cz. =2

Este e e] casc mis comGn de las estructuras. ya que se® han
encontrado valores de factores de amortiguamiento viscoso menores al
0% C0.38), por lo que se desarrollara aun mis su sclucién. Recordando
la formula de Euler 2.34 y sustituysndola en la ecuacidn 2.52 se

tishe:
=it
xXt) v @ IC. COS wat <« C‘ Lsen wal ¢ C. cos wat - C. tsen watd
—fiwt
x4 = ® CB cos wat ¢ C sen wetd €2.53

Por similitud con la ecuacion 2.38 cbtenenos:

x€td » 0 ™ ¢ com Cust + 05>
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Wt = k@™ con cunt + 63 c2. 56

A oste Lipo de emortigusmiento se Jle conoce como subcritice o
movimiento subasortiguado. En la Figura 2-13 se pusde ver que se trata
de un movimiento periodico. el cual va perdiendo amplitud segun lo
indica ol término exponencial de la ecuacion 2.34, Cabe recordar que
ol factor A NOo o8 olrs cosa que la suma de los cuadrados de los
factaores B y C. tal como se encontro en el caso de las vibraciones
libres sin amortiguamientc. Asi pues, la manera mis facil de encontrar

dicho factor @8 a partir de las ecusciones 2.%3 y su derlvada:

PR R e [--...unc....n - B M wcos Cuntd + C wa com Cuntd

-C Mwe l.n(ud.)]

pars t = O, x(0) = x, ¥ %0 = :':.. por io que de la ecuacion 2.53

resulta:
0> = x, B
y de su derivada:
*xCOd -z':o s Cus ~-Bflw

por lo que:
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Figura 2-18  Orafice del emortiguements subcritice.

Debido a que los factores de amortiguamiento son comunmente
pequeiios suele despreciarse dicho efecto, facilitando asi el andlisis
dingmico. Esto es conveniente sobre todo en un sistema vibratoric de
varios grados de libertad. Lo anterior lo podemos comprobar dando
valores de ( infericores a 20% y cbteniendc con elloc el valor de la
frecuencia angular del sistema amortiguado. Veremcs comoc el valor de
we o muy similar al valor de w, sin embargo la variacidn en la
amplitud serd considerable, Se puede apreciar en la Figura 2-13 como
va perdiendo amplitud el movimiento vibratorio, Cteoricamente hasta el
infinitc? manteniendose un periodo en el cual. al igual que en las
vibraciones libres sin amortiguamiento, 8Se presentan miximos
desplazamientos. Asl., tenemos que la condicion de mdxi®o o minimo es

que:
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wtd) = 0O

s expreaidn de »xCt) ae obtendrd a partir de derivar la ecuacidn
2.8¢:

o) = A o Mt (ﬂu.co.(m!. + 8,5 ¢ ua men Cust + 63 ] -0
de 1o cual cbtensmos que:
1 w cos Cumt 'O.J + we sen Cwat 00.3 L]
Dividiendo todo entre cos Cuwat O°> y despejando:

nw n

tan Cuat ¢ 0 ) & = sm=== g o
© we 1 -n®

Eata expresion es la cantidad para la cual se anula la ecuacion

de la velocidad. Los maximos y minimow ocurren pues para valores:

wat ® '.An'l[- ‘,-'”' ]—.o’n"

con n ® 0,1.8,...,

¥ por consiguiente, loe siximos Lienen un periodo Te = 2 W / we.

Dadas unas condiciones iniciales es posible graficar el
movimiente vibraterio (Figura 2-13). Em dicha grifica podemos
observar un decresentc praoporcional entre amplitudes consecutivas.
veancs; teniendc en cuenta que el awcrtiguamiente lo provoca el

termine A @ ™', resulta:

4
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A T A '-ﬁu" b4 A' = A ._M.

Como medids préctica del decremento de la amplitud se utiliza la

razén entre dos mdximos consecut)vos:

wat. = wat' = 2m

luego., cos Cuwat <+ 9°> = cof (wal' < 9"). por consiguiente:

A N ARY o) r—_‘
: ha . o T , g fuinruwa  -anisd 1-0°
-t L 4

R =
A‘ -

Coh @] fin de evitar la expohencial se define el decremento

logaritmico como la cantidad:

lnR = 1n s -

de donde el valor de 7 se obLiens por procesc iterativo:
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T RN
ﬁ"." an

podemss desarrollar el factor x-n' comd la bBiguiente serie:;

KCk=13 KCk-1d...Cko-neid
e et -k A - rR </l’>'-...-——-——-rﬁ——-——<n'>"

para todo numero resl k,
Ya que 1 es pequefic. se puede aproximsr la serie con los dos

primeros Lérminoe sin probleds de grandes errores, por lo que:

o-2nnrcs -

Pars reducir, sepsraremos el Lérmino:

1

1 -4 4
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Multiplicando y dividiendo por el conjugado del denominador:

1 1«40 14
-
14" 1epn 1 -3

Si de la serie adlc tomamos los dos primercs términos significa

que Q N es aproxisadamente cero, por lo que:

A
E §
LI S W
“
‘.
——aD donde D= EXi et
A

Cuando se calculs la relacion A./Al. el tiempo Lranscurrido para
1a amplitud A, serd de L' = 2T. El desarrollo de la férmula para esta
relacion serds la misma, y s6lo variard el exponente 2r por én,

A
]
L SUR I R

Al

En general se tiene:
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Conde podemcs ver que las amplitudes decrecen segun una progresion

geonétrica,

B) Amortiguamiento por friceién.- El amortiguamiento por friccisn o
también llamado no lineal. es causada por el movimientc de un cuerpo
sobre una superficie seca. La friccidn que se genera trata de detener
al cuerpa. creandose una fuerza précticamente constante vy
proporcional al peso del cuerpo., siendo su sentido inverso al de la

velocidad. La ecuacién es la siguiente:

Fa = u N

donde u es el coeficiente de friccién, su valor depende de las

supwrficies de contacto y N o5 el pesc del cuerpo.

Figure 2-16 MOVImENio 46 uNG MASE SOWIe UNe

superficie fi)a.
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Experimsntalmsnte se determinan dos vajlores para . cwando la
BASs OAts O reposo y cuando esid en movimiento. En lo que respecta al
siguiente desarrcilc esplearemos el coeficiente w dinamico, es decir,
cuando 1a mass se encuenirs en sovimiento.

La Figura 2-14 suestra un cuerps en contacto directo con una
superficie solida y sufeto por un resorte de rigidez k. Del diagrama
de cusrpo libre moatrado en la Figura 2-15, para el primer tramo,
podescs formular nuestira ecuacién del mcvimiento. la cual partiendo de

1a segunda ley de Newtan, F » & a resulla:
Fr «Fa =2 a (42>

donde Fr o8 de- #igno contrario al de 1a posicién que ocupe la mesa.
siendc By SCUecion la conacide por la ley de Hooke y Fe, om0 Y& S®
menciond, toms el ném contrario al de la welocidad que tengs la
masa. Por lo que para jom Lramos 22 y « de 1a Figura 2-18, la

ecuacien 2.9% se transforms en:

~ k #CL) ¢ Fe & & LD

O BGa:

Fe
R R c2. %8>
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=0

<

PN O ——
(-]

. X2
-] =
L..J) ===F.

primer rams

[

Frgura 2-40 Diograma de cuerpo LiLbre pare una
mabe 8 MOWVIIMEM O, Primer tramo.

.

La solucion de esta ecuacidn ciferencial no homogenea se obtiene

con el principio de superposicion, el cual nos dice que:
YCLD = YeCtD o Ypltd c2.%57

Wilizando el método de Variaclén de Parametres. YelLD se delermina a

partir de la ecuacidn homogenea ascociada, la cual es:
> ¢ W Kt =0
y cuya solucidn es Cver ecuacién 2.33):

Yelt) = C. o Ut . C. .-'“"
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s6lo nos Queda por determinar la ecuacién Yplt), la cual dice:
YpCtd = WL YICL) * VLD Y.CLJ

sliendo Y.UJ y Y.(t) las soluciones de la ecuacién homogenss ascciada

Yelt3, por 1o que la ecuacidn anterior queda:

ot L oveed o Wbt <2.58)

YY) = WKL) @
X)) x e 0O

caol Fr

———
osegundo tramo

L RO .,
3% E:L.
o>—Fa

tetcor Lrame a—

Cc)
Sl

cuerte tramo

Figuras 3-08 Diegrems de cusrpo lLibre pars una
WSS N MOVIMmiIeNto. Segurdo, Lefcero ¥y cuartio

Lt remoe.

El problema ahora consiste en encontrar Wt y V(t), demostrando

que la ecuacion 2.58 et una sclucidn particular de la ecuacién 2.%8 si

e cumple que:
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Y.(L) l.(LD UL ]
- 2.9
Y; (4 %] Y; (3% veew qcLd
Sustituyendo qltd, v.cw y v'cw con sus respectivas derivadas,
.Oul.'. .-uﬂ. UteLd o
- Fe <g.eo>
w ettt - e @t Ve e

bteniendo la inverss de ia primers matriz y despejandoia del sistema
2. 00:

resulta:

urcw Ouﬂ. 2 we Ouu.
Ouu. F-
views M Y
Do donde resulta que:
Fe Fe .Om.t
U'CL) 8 = wme—er———— y VICL) & ———————e
P .Oau'. 2. W

Integrando ias variables anteriores results:
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Fa ._“”-‘v Fe .‘““‘
Wty = - - y VELd) = - -
e mw emew

Sustituyendo eéstas UGltimas variables en la ecuacion 2.080 y

desartrollandola, resulta:

Yplt) & =
L™

Por lo que la solucidn a la ecuacitn 2.98 es:

Fe

xCt) = Cs cos wt + C2 sen wt - c2.81>

Las constantes C‘ y C. de la ecuacién 2.88 dependen de las
condiciones iniciales. AL pues tomaremos para t = O, X0 = x, Y xCO>
= 0, por lo que 1a ecuacion 2.81 se transforma en:

Fe Fa

.Jco-uﬂ.-
B w LI~

2. 62>

(L) & (x_ «
L]

Para los tramos 1 y 2. el signo de la friccidn es contrario al
casc de los tramos 3 y 4. por lo que a ls ecuacion 2.04 le debemcs de
camblar el signo. quadandonos:

s Fa
wL) + w xCLD -
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siendo su solucidn Cpara las missas condiciones iniciales):

€3. 63

Por inspeccidn de las ecuaciones 8.063 ¢ 2.03 se pusde ver que el
periado de sete moviaiento sigue siendo T » 2n/w. Su grafica se
susestra on la Figura 2-17. donde cabe recordar que debe utilizarse
rangos distintos para cadas ecuacidn (por su dependencia de los tramoe
uLilizados). La ampli.ud del movimiento se ve disminuida en 4 Fa ~ Cm

o) por cada ciclo, liegando a detenerse cuando Fa ¢ k x,.
.

i’ o Nkt -71-':1:.-
e t—

Fe 7 kjpomemscum

LaTre vt aTz4{L’ st
'

-u.-‘ Fark

L*° = O . .
igure 8-37 Oraliscs do e vibracien Llibre con

amsriiguamionio por Iriccion. Pars { = O nitr @ L
parea L ® T/4 wiL) ® 'wu-u't ( e maste aun e pase
per e posicieon de equilibrie ?, pare ¢ o /8
LEILY R B ll°- l'vu-..b 1 la masa aun ne de dotiene

e ura distansie "'

81



Gotudlo epperimential 3¢ una estructura reticular

€2 Amortiguamiento estructural.- E£n este caso, las fuerzas
amortiguadoras son proporcionales a las deformacicres de la
estructura, las que & su vez. en el caso de un sistema eldstico, son

proporcionales a las fuerzas eldstices internas, Pe. es decir:
Pa = p Pe

on donde o es una constante de proporcionalidad, @ ¢ es la unidad
imaginaria C1-1 D>. Para 1la mayoria de las esirucluras p se puede

tomar coma O.08.
2.2.9. - Gibraciones forpaboe

Consideremocs ahors Jla posibilidad de Que nuestro sistesa
vibrawrico se le adicione energia mediante la aplicacion de alguna
fuerza externs CFigura 2-18). En este caso y partiendo de nueve del
oquilibrio dindmico., nos encHntrames con una ecuacién diferencial
lineal no homogenea, lJa cual .h podencs resclver con el principio de
superposicién, tal comn lo hicimos para las vibraciones libres con

amortiguamiento por friccidn,
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fr
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wl e wime A an_
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Pigura 2-28 Meta suieta por unh reveris de rigldes k.
aterwada por un smortiguader de veler ¢ y excitede

por una fusesa pericdica.

En este casc Lrataremos Lres Lipos de fuerZas externas:
aY Excitacion arménica
b3 Excitacion cualquiera
el Excitacién en la base

a) Excitacion arménica. -~ lLa fuerza perturbadora es de Lipo periddice
. provocada en la mass. Por ejemplo si ponsaos & girar un cilindro con
una masa Tija en un extremc C(ver Figuras 2.10) de tal manera que la
fusrza ejercida Fy es la correspendiente al movimiento armdnico
simpie, (ver ecuaciones 2.18 y 2.24), de tal sanera que ls ecuacion

para las vibraciones forazadas sin asortiguamiento es la smiguiente:

23
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m Xt ¢k ) = m o' rocos (ot + 0

Donde hemes cambiando los nombres de las variables, ¢ por w y ¢ por 8.

Dividiendo entre m y recordande que e' = k/m:

LY + ¥ xCtd = o% r com Cpt o+ > c2.80

a-u-\

aenizipete

(L
Figure 2. (0 Mepresentacion f{igice 49 la ensitiocion
armenicn, Fy = '° com fPL - ‘o" esende 'o - -"r.

La solucién de la ecuacién 2.84. por el mbdtodo de Varliacion de
Parsmetros ws, para Yect> = €, o't o o @™ty para Yew) = WD
e*“'t & wt> @ ‘', tal come lo hicimos para las Vibraciones Libres
con Amortiguamiento por Friccion. sdloc que ésta vez el sistema de

ecusciones seré Cver scuaciones 2.99 y 2.80:
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otutt o ot uew °
L]
w8t - e @7t vrew ¢ F ocos Cet o .0
Obteniendo la inversa de la prisera matriz encontramos los valores de

UTCAd y VICL

o rcon Cot » L o' r com ot + L

Yy VLS = -
2 we 0’““’ S2uwu e

UkL) - Ty

Integrando las dos scluciones anteriores. cbtenemos:

L ]
® T
KL - T e (’l.n('t v 8 - wi cos Cot ~o°>]
. " r .‘wl.-
VL @ - e (...nc»oa.3oo.co-<.o.~¢°>]
<19 wy * @
Por lo que:

Y ls solucion & la ecuscitn 2.84 es:

Yplid = cos (ot » 0°> c2.08
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xCt) = C cos wt + C sen wt ¢

Para enceonirar las constantes C. y C. derivaremos la ecuscion anterior

una vez con respectc al tiempo:

a's((.)=—uc. sen wt ¢+ w C_ com wt - sen 59'-‘003

Para la condicién L = O resulta:

9. r ™

o [1 ~ [%]'] y % w

Por dGltimo, sustituyendo estas constantes en la ecuacién del

c x
[} °

despl azamiento;

o
xCLd> = %, co% wt * sen Wt <+
P' r
—.—-—'—T".—- [:o:(yt * 09) - cos ut.] c2.68)
“ - G

Podemos dividir, la ecuacion 2.88 en dos términos. Uno de ellos
®s la soluciédn a las vibraciones libres sin amortiguamiento Ctérmino
X, o8 wt ¢ :'zO/u son wtd, @l cual come recordaremos. transforsamcs en

A cos Cuwt ¢ 803. llamandcle a la variable A amplitud del movialento
56
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armonico simple, por 1o que el término p'r/u'(l-co/u)'> también es una
amplitud. Asl, @] otro Lérmino es la fuerzd excitatriz gque recibe la
masa, afectads por lee condiciones inicliales y por una amplitud, a la
cusl llamaremcs xgs dependiente de las frecuencias tanto del sistema
como de dicha fuerza. De tal manera que la ecuacidén anterior quedara:

L) = A cos Cuwt + O°) . x, Ccon Cpt + 0°> - cos W) ca.67

ol endo:

c2. 68>

Estudiencs mis detenidamente la ecuacidén 2.88.

Cuando la frecuencia de la fuerza excitatriz Ced es mucho menor
respecto a la del sistema (W, el téraino %, = ¢'r/u' Y cuando sucede
1o contrario x, * 0. Para el caso en el que las frecuencias tienden a
igualarse, ol valor de L tiende a infinito, es entonces cuando se

presenta la rescnancia. Sablendo que:

F'°Il"r Y . m e
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por lo que:

€2.60>

Sustituyendo 2.60 en 2.88&:

F_x
o

x = -

O ET R3]

Fisicamsnte, el valor de FO/I( representa lo que me alargaria el

resorte si estuviera sosetido a una fuerza igual a la amplitud Fo de
la excitacidn. De esta manera se puede graficar la accidén de la
resonancia colocando ambas amplitudes de un sdlo lado de la ecuacién
para santener coma variables independientes a las frecuencias ¢ Figura

2-20.
A

F_r~x

0.6 11.41.82.2 gprw

Figura -39 l'plmntuinn‘ gralice de la resorancia
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Resulta interesante el casc en el que el movimientu se inicia
solamente por la accion de la fuerza excitatriz, es decir, gque tanto
o) desplamaniento como la velocidad iniciales mon iguales a cero. En

oste caso la ecuacién 2.857 se transforma en:
L] cos Cpt ‘0?0 - cos wt
o° . - [v ]-
w

Como podemcs observar el igualarse las frecuencias, la ecuecion

xCLd =

anterior se convierte en una indeterminacion por lo que aplicaremos la

regla de L'Hdpital, ls cual nos dice que:

’l - % son (ot + 003

lim xCLD =
[ ™ 5

2e

8
-

Por 1o qus la funcion quedaré:

or
lim xCLO = ry L sen (ot < 003 c2. 70
P W

Esta ecuacién ests formada por la funcidn seno con amplitudes
limitadas por la recta ert 2, creciendo infinitamente conforme
Lranscurre ol tiempo., La Figura 2-21 musstra cé6mo se comporta una masa

entrada en resonancia,
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‘» .-ptlzlon(do¢°>
-t s 2 -
-
P
o
//
t
\\J \
-
It
-wrl 7 2 ~
\\,

Figura 2-f1 drafico de la resonancie detide a ura

fuersa excitetris senovdal .

FPara ol caso en el que colocamos un amoriiguador en ol sistema de

la Figura 2-18, la ecuacicn 2.84 se transforms en:
R I R L R L L €2. 71>

Cuya solucién complementaria para el amortiguamiento subcrilico es la
ecuacién 2.52. Asi{, sélo nos resta encontrar la soluclon particdlar
cuya expresidn es Yeltd = WD @l Tl | gy gL gweit y su

sistems de ecuaciones es:
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o Wt grant o et gTwet Ureed
Coflo & wade b gttt Cofio ~ wa o Mt it VeeL)
o
. -

o rcom e v e

Nuevasente. Invirtiendo la primera matriz cbtendremos los valores
de UML) y VLD

#% r cos ot ¢ 8 o rcon et v 8
Uced =

~ y VL . - - ~
8 wai o WA grwest 2 uni @7 gTuect

Integrando las dos soluciones antericres. obtenewos:

’l r .'M .~uou
wt) =

8 we [(b‘u;)‘.’l] [(m-“‘)cucﬂ"°>'

¢ sen Cpt + ’o’ ]

‘ ot .‘M ot
VELD w -

[(no + wair) cos (gt + .
2 we [(ﬂo‘mt)' 0"]

pnonc;&tol,)]

[}
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Sustityyendo y desarrcllando se obtiene:

o r [(({iu)‘—v'-m!) cos Cpt.' - ‘o> . 2fivp sen Cpt « ‘.)]

Ypltd = Py . .
ad® - 2oacid? o 2000 ¢ 2uaid® ¢ wal 4 ¢

Donde los factores (aw’-¢’-we! y 25wp son las amplitudes de las
funciones periodicas correspondientes; de Lal manera que al introducir

el ingulc de fase resulta:

9' r cos Cot a°>
Ypltd = 2. 72

&) e

Donde:
a s Lan™t —_ e 1, .
° o )-_’n_ ] °

Sumando las socluciones complemsntaria y particular resulta:

xLd = .‘M(Cn cos wet + Cz sen wat) ¢

o' r com (ot + a

@) e &

<2.73

La grafica de ls ecuacidn 2.73 la podemos apreciar en la Figure

a2
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2-22. Como podemos apreciar. la solucién complementaria es la
correspondiente a las vibraciones libres amortiguadas, en la cual,
independientemente de sus caracteristicas de vibracién, llega a
detenerse conforme pasa @l tiesmpo, por lo que suele llamirsele estado
Ltransitorio de la vibraclidn. Aleor'n bien, la solucién particular tiene

dos coeficientes facilimente identificables. que son:

tal como lo habiamos visto en la ecuacian 2.6 y:

1

(@] -y

2.7

Todn/7u 4
4

AaN

Piguro 2-23 Orafica de la vibracion fortadas eencidalmente

san amoriiguamienio,

83
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A este térming se le conoce come factor dindmico, Si cologamos de

un sélo lado los desplazamientos la relacidn se llamard factor de

amplificacidn y representa un multiplicador que, aplicado & la
deflexidn estatica, da la amplitud o méxims deflexidn dinamica. Para
poder visualizar mefor la importancia del factor dindmico se presenta
la Figura 2-23., donde se muestra la grafica de la rescnancia para

diferentes valores de f3,

Figura 2-29 Grefica dol faclor diramice

(13
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b2 Excitacidn cuslquiers.~ Hemos llegadeo al planteaniento de una
scuacién que determins la posicidén de una particula para cualquier
instante excitada por une fusvraa variable en el Liempo, como zeria el

caso de un sismo. La grafica de dicha fuerza se muestrs en la Figura

2-24.

-

Figure 8-74 refica do yna fuerne variable sen ol Liewpo

trar la r ta de un

Existen diversos métodos para poder
sistona bajo este tipo de fuerza. El método asguido por nosotros serd

1a Integral de Duhamel.
ey

»

13

[}
Figura B-28  Respusmia 46 un Sisiems & una carge impulsive
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) Considérese un sistena de un grado de libertad sin
agortiguamiento, excitado por una fuerza de sagnitud Fo durante un
lapso de tiempo muy breve de tal manera que no alcance a producir
oscilaciones entretenidas (Figura 2-253. Bajo estas circunstancias, el
principio de conservacién del movimiento dice que la cantidad de

movimiento debe ser igual sl impulso que la isprime,. entonces:
Fo At = = Av

Si consideramos que la fuerzas empieza a actuar en t ®» O la ecuacion

anterior toma la forma:
F,o ot smyv

o lo que o8 lo mismo:

vex = 2. 7%

Como el impulso es insignificante, el desplazamiento inicial de
la masa que ocurre durante el intervalo &L también lo es. Asi mismoc,
# movimiento después de dicho intervalc de tiempo es una vibracion
libre, siendo su ecuacién la correspondiente a la 2.360 y de las

condiciones iniciales que acabamos de ver, se tiene:
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N °
xCL) = = gen wi c2. 78

Ahora bien, si consideramos .una fuyerza variable con el tliempo,
como la mostrada en la Figura 2-28, como una carga generada por una
serie de impulsos cortos, la respuesta de desplazamiento debida a un
incremento de carga que comienza en el tiempoc r y de duracion dr,

pusde describirse en la forma de la ecuacién 2.78 como:

FCrd

dx = son w Lt -~ 1) dr 2. 77
En este caso (L -~ 7)) es @l tiempo que transcurre desde la presencia
del imspulso y la respuesta.

Comoc las ecuaciones diferenciales lineales tienen la propiedad de
superponerse. la respuesta del sistema a una fuerza arbitraria es
igual a la suma de las respuestas correspondientes a cada unc de los

impulsos que la componen. es decir:

3
1
wKCtd) = TTIFC?) sen w (t - 1) dr {2.78
o

Con este mismo razchamiento s@ pusde demostrar que cuando el
sistema tiene amortiguamiento viscoso. la ecuacidén para encontrar el

desplszamiento en cualquier instante dado es:
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1
f FCr> @ %™ en we (4 - ™ dr cz. 7o)
[:]

Figuza X-BS Roeepussla ds UM BINLEMG G UNA CErge wrbilrosie

e

Las scuaciones 2.78 y 2.7@ san las integrales de convolucion o de
Duhamel. Debido a que estan basadas en el principlo de superposicién,
sélamente son aplicables & sistemas lineales.

Como puede apreciarse. el desarrolla dirscto de estas integrales
os bastante dificil, por lo gque normalments se utilizan mélodos

numdricos pars su resolucion.

c) Excitacion en la base.~ En el inciso anterfor se vio com se
obLienen las ecuaciones del movimiento para un sistems afeclado por
uyna fuerza cualquiera, sin embargo el praobiess atsw\xria .ruol consiste
on una excitacidn dada a la base del sistema y no a la concentracion
de masa. En la Figura 2-27 se puade apreciar un sarco {en e} que se
supone la masa concentrada en la trabe) en el momento en que sufre una

excitacidn cualquieca sn la base.
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i Y

coot danatn
de la mesa

Pigure 2-37 Gucilecion cuslquiers en la basd &l marce

Mientras que la estructura se desplaza una cantidad y(t)., la base se
desplazarh otra diferente z(i). Rl planteamiento de las scuaciones de
fuerza se derivars del hecho de que la aceleracion de la masa se
tomars con referencisa a la cocordenada que mide su posicion yCtl,
mientras que, tante la rigidez como el amortiguamiento, toman la
deformacion y la velocidad respectivamente de las medidas relativas

enire la base y la masa, por 1o que la ecuacidn quedars:

moyCLD ¢ € (yCL) - dCLdd + k CyCL) - 2¢t)) = O

51 hacemos »xCL3 ¢ y(id -~ z(id, oblenemos:

mCRCL) ¢ ECLI) ¢ ¢ WCL) + k x(LD = O

mXCL) *c XCL) + k (D = - m ZCLD c2.80>

eg
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Dada la somajanza de la wecuacién 2.B0 con las ecuacionses
rosueltus anteriormente para excitacidn en la masa., (ya que en ambos
casos @l desplazamiento xCt)> r;presenxa ‘a deformacidn relativad se
puede concluir que un sistema oxcita;io en la base tiene el mismo
comportamiento al de un sistema de base fija sometido a una fuerza
excitatriz F = - m ZCu).

Come conclusidn a lo anlerior. se puede docir que los métodos de
cilculo para excilacién @n 1a masa son vilidos para resoclver problemss
de excitacién en la base. La excitacion en la base l1a podremos

encontrar con los espectros de aceleracidn de sismos obtenidos.

2.3.- ESPECTRO DE DISERO

Hasta agqu! se ha visto céme se comporlan los sistemas de un grado
de libertad a una excilacién cualquiera. Sin embargo el interés real
estla concentrado en la obtencidon de la mixima raspuesta que pusda
presentar dicho sistema a una excitacion dada. La manera de medir la
fuerza actuante debida a un sismo sobre una estructura, es por medio

de acelerogramas.

Lleey)

Figura I-28 lercarama iipico
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Al contar con un rTegistro de aceleraciones en la base de una
estructura (Figura 2-28) pedenos cbtener, a base de integraciones,

respuestas de velocidides y desplazamientos en osta C(Figura 2-20).

LCoeg)

I

L /N L
V V v/ LCregd

Figura 1-29 Respussias de velocidad y desplazamiento

La integral de Dubamel aplicada a una fuerza variable con el
tiempo ipplica un trabajo numérico large y dificll. Sin embarge con la
ayuda de las computadoras no s6lo es posible cbtener el desplazamiento
maximo de una estruatura de un grado Je libertad para un periodo
detorminades., sino que incluso podemos obtener cada dospla.zamlen!,o
miaximo de estructuras con diversos perfodos. En la Figura 2-30 se
muestira dicha grafica, a la cual la conccenes come espectro de
respuesta. El espectro de respuesta es la grafica amplitudes-periodos
de diversas estructuras.de un grado de liberlad, que mide las
caracteristicas del sismo desde @l punto de vista del efecito en el

desplazamiento scbre dichas estructuras.
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eapes.ro do
rebtuests

TCperiodad

FLgurs 2-30  Especiro ds raspusela tipieo

El sspectro de respuesta nos brinda la opcién de poder encontrar
las fuerzas miximas que afectan a las estructuras a partir de sus
desplazamientos miximos, y lo més importante, si contamos con una
serie de acelerogramas. podemos superponer cada uno de los espectros
de respuesta que con ellas se cbiiene y contruir asi{ lo que se llama
espectro de diseNo. Es decir que un espectro de disefo es la
superposicion de cada uno de los espectros de respuesta obtenidos a
base de medicicnes de aceleraciohes &h la base de las estructuras

CFigura 2-31).

TCporiedo)

Frigura B-84 Eepeciro de deenc lipico
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En el Distrito Federal contames con un espectro de disello

aplicable a tres zonas. mostrado en la Figura 2-32.
- :
"-'..uo:ftt.Jcl‘

11 ...

a s (T. s D'

T. T(sed
e do diseio pare el Disirito rederal

% | T

Pigura u-82

2. 4.~ SISTENAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

2. 4.1, = Introduccidn

En incisos antericres se estudid céac se comports un sistema con
un grado de libertad. Sin embargo los sistemas reales, como pot
ejemplo la viga mostrada en la Figura 2-33, no puede ser idealizada
como una masa concentrada en un punto determinado si se le calcula
tanto sus frecuencias naturales como sus modos de vibracién, Si ahora
tratamcs con un marco compuestc por diversos niveles y crujlas los
grados de libertad tiendsn a hacerse infinitos y estaremos tLratando
con un problema por demis complicado. Es por elloc que trataremos con
masas concentradas ubicadas en ciertos puntes, es decir, haremes lo
que ge conoce como discretlzacién del sistema vibrateric. Para lo cual
considérese el marco de la Figura 2-34 y supongamos que SUS masas
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estin concentradas en los niveles de piso.

334

IR CCNNY

Figura 2-88 Viga empotrada

Suponiendc que las masas son excitadas y que en un momento dado

Sus posiciones son Koo X, ¥ % sobre el eje de las X.

Ve .* a 1
t 2] o,
P D P

Figura 2-B4 Sistema do tres grades de livertad

Entonces. las ecuacicnes del movimiento a partir de la segunda ley de

Newton estan dadas por:

mik 4 Ce ¢ eI% - X o (k‘ . k.))(l - k'x‘ - F.
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LR -+ (c' hd c-)x. e, - k.x‘ * (k‘ - k.Jx' - k.x. = I'-‘l

mK ~ox %o x - kx +kx sF
s . L] .

Ordenandc matricialmente las ecuasciones antericres, resulta:

, © i‘ Ce, *c) - e, [ i‘
" ] [ ;x‘ - N Ce, + ) -z, " -
@ o = 2, ° T =i L%
Ck' .k 37 - k‘ o = F‘ 1
-k, Ck’ hd l.) - k. x. ] -F. cz2.812
° -k, i F, ]

Es importante notar que el desarrollo de estas scuaciones fué en
base & un sistema de coordensadas escogido con origen en las
cancentraciongs de masa. por lo que a diferente sistesma de coordenadas
elegidc las ecuacicnes de movimiento variardn también. As! se hablara
de acoplamiento ya sea estbtico o dinamico, cuando se desarrollen
matrices diagonales en el sistema 2.81. En general. se plantean

scuacionss no acopladas al tener un sistema del Lipo:

ﬂ“ m‘. m“ i‘ [ cll :l‘ C'. *l

"t Taa "w 21 % Sa Cue “ | *

Pu Taa Tas %y L a1 “az e %,
ku k‘. k.. [ xi Fl
k.‘ k.‘ k.. X. - F. ca. 82>
koo Kar K d L% Fy
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La mcuacidn anterior es una ecuscidn general para un sistema de Lres
grados de libertad con acoplamientos dinamico y estatico. Para poder
entender mejor el fendmwno de acoplamiento, se considera la viga

sopartada en resorles de la Figura 2-34.

— 1 1,4

Figura 2-83  Barra rigide apovada en dow rewartes de rigides

dif ararie.

ia viga cusnta con dos grados de libertad. desplazamiento
vertical y @iro, o8 declir, se requisren de dok coordenacas
independientes para describir su posicién en cualquier instante t. Se
Lomard como posicién de referencia a la posicion de equilibric
eastética., #l puntc 8 comc st centro de sasa ¥y comd cordenadas de

despl azamiento lineal y rotacidn al punto Q.
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Figure 3-88 Desplasamianios 4o la barra rigida a pariir de

les coordenadas escogidas.

Primerasente consideremos las coordenadas mostradas en la Figura

2-38 Cad) y planteands las condiciones de equilibrio dingmico, bajo la

hipotesis de pequelos desplazamientos tenemos:
LEFe0 mg‘lextl.G)ok.(x-l'mIO
E 'o .0 uodll - 1.) . k.l.(x + .l‘O) - kll.(z - 1..6)

Pero si xg @ X ¢ 1 =156, entonces io =a = x * a, - 1')5. por lo

que las ecuaciones antericores se Lransforman en:
mx o.m(l. - 1.)‘ - Ck. - kl)x * Cl‘k' - x.k.m

- 2 E ] 3
nCll - I.Jx - m(l. - l.) 8 - Ck.l. I:ll.Jx . Ckll. . k‘l.)e & O

Finalmente ordenandc las ecuaciones antericres en forma de matriz y
77
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recordando que el momento de inercia de la masa scbre el punto O ests

dada por Io = n(ll - 1'3' tenemos:

» ‘1. - 1.)

xt

>

mi - 1'2 1

Ck_ & kI Ck l. -
] s 3
. ce. 83
Ck 1 -k 10D Ck 1 Okl)
2 e s 8 [ O
En la ecuacidn 2.83 se aprecla que tanlo la matriz de masas come
la de rigidez son completas (no diagonales? y por consiguiente, xus
variables se expresan siaultaneamente en funcién de x y 6. entonces se
dice que existe acoplamiento de coordenadas.
Ahora, consideremos el dibujo de la Figura 2-38 Cb). El punto O

lo hacemos coincidir con el centro de sasa G, por lo que x. = l. Yy 1.

=1 . Asi la ecuacién del movimiento 2.83 se transforma en:

L)
% Ck o+ kD Ckl = k1D
[ 1 3 . ]
.
t
° ] [(k.l--k‘l‘) Ck.l"kl')][ } [ ]

c2.84)

»
=]
3

o
2
>

La ecuacién 2.84 presenta un acoplamiento en la matriz de
rigideces, Cacoplamiento estaticec). Como podemos apreciar. una fuerza
© una rotacién que se aplique en el puntc G producird sinmultaneamente
desplazamientc lineal y rotacion. Este tipo de acoplamientc es
reconocido porque la matriz de masas ez diagonal y la de rigideces no

lo es. En el caso de que el Ulérmino k.l. ses igual a Ix.l. ol
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acoplamientc de la matriz de rigideces desaparece y tLanto x come 6 son
independientes entre si. Consecuentenente la fuerza aplicada en G no
producirs rotacién en la barra, mientras que la acciédn de un giro
alrededor de G producirs rotacién pura.

Por Gltime, consideremcs que el puntc O se selecciona de tal
BANera que k‘l' = k.x. {Figura 2-38 (cl), esto significa que si
aplicamcs una fuerza en @l punto O ¥ normal & la barra el movimiento

de ésta serd de traslacién pura. En tal casoc la ecuacidén 2.83 se

transforma en:

(kl * li [~ x °
N . = 2. 95
© Ckll. - k.l.) -] o

La ecuaclién 2.8% presenta un acoplasiento en la matriz de masas.
Cacoplamiento dindmico). En este caso, si aplicaramos una fuerza o una
rotacion en el punto O se generarian simultaneanente un desplazamiento
lineal y uno rotacional. Este tipo de acoplamiento es reconocido
porque ia matriz de r'lgldocn es diagonal, mientras que la de, masas
no lo es.

Con lo estudiado anteriormente podemos llegar a la siguienie
conclusién, Bl tLipo de ecusciones diferenciales para poder determinar
ol movimiento en un sistemad de varios grados de libertad, depende
anicamente del sistema de coordenadas escogida. Por otro lado, podemos
desarrollar un sistess de coordenadas tal que no exista acoplamiento

estético ni dindmico, lo que permitiria plantear ecuaciones
™
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indepandientes del movimiento, A este tipo de cocrdenadas se le concce
como coordenadas norrales o principales y se encuentran mediante
procesos de transformacioén mtr{cial.

Antes de comenzar con los sxst..nn vibratorios, tocaremos un
Ultimo tema. Al estar hablando de la matriz de rigidecex, hemcs
mencionado que sS@ trata de la matriz de rigidez linesl y no la comin
utilizada para el analisis de marcos. Esto es por considerar que se
tienen desplazamientos debidos a las fuerzas generalizadas de inercia,
o8 decir. no s.‘ consideran los desplazamientos angulares.

Asi pues, de la condensacién estitica del planteamiento de

ecuaciones por el métado de rigideces, tenemos:

r N, P r P e, 1
u. '9‘
. Kll K’-a
L °
-e2a] = —=la
rl 6.
o Ker Ko »
L F“ J L a b bv\

ORCR IO R CH IO I
ORISR CS 10 I

Al no estar considerando la aplicacién de momentos externce, la
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ecuacion 2. 80 se transforma en:

(< J{-]-[ ][e]-o
Despejando la matriz de desplazamientos y sustituyendola en la

ecuacisn 2. 97 resulta:

3 RN W ENY B CO 1O b % O3 B
Sonde [[x,,]- [%.] [x“]-'[x“]] o la mtriz de

rigidez lineal [K° ]

Figura 2-37 Desplosamenic de un marco con vigs de rigides

infinsta,

Si supcnemcs que la trabe de un marco es infinitamente rigida, la
matriz de rigidez lineal es igual a [ Ku]. Para demostrario
considérese ol marco de la Flgura 2-37. Los momentos en los nudos A y

B son:

81



Gstwdio egperimental &¢ una estractuva reticular

‘ﬂv ZEIV
L 8 - ]
() L a L ]

4 B 2 El,
| e, - [ ]
. L ] L -

Resclviendo el sistema de ecusciones anterior y al no considerar

doformacion axial en las vigas a. Rl 4 0. L resulta:

L
A -adl CRELR!

L
f» " e, ("A'z"-]

ODebido & que la rigidez de la viga es infinita, los giros de ests

siempre merdn cero y la ecuacién 2-@7 se convierte en:

[r]-[x”][;s] cz.om

Considerando el marce de tres niveles de la Figura 2-34, al cual
ne le consideraremos ni  amortiguamiento ni  fuerza externa, Sus

ecuaciones del movimiento estaran dadas por Cver ecuacién 2-81):
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., - x, Ck. . k.) -k, o x,
[ - [+ ‘. - - h. ti. . k.) - k. *, =
o © - Ry -] - k. k. *y
Q
=lo
(-]
&n foras _ da la an snterior se tranafaras en:

IO GIO O

Convendra, "u‘vl‘.cllldﬁ. postylar una solucidn a dete sistema de
scuaciones diferenciales. Recordando cc;m salucidn, & las vibraciones
libdres sin amortiguaniento de quudo de libartad, la dads por la
ecuncién 8. 38:

n.tn = Acos Cut ¢+ )
n.h.) = B cos Cat » @

%L = C cos Cut + @

siendo matricialasnte su expresidn:

A
[X]l[.]cm(u\. + 8 €2.813°
<
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y su segunada derivada:

[i]-— B | wces cut + ® c2.82

Sustituyendo las ecuaciones 2.01 y 2.2 en la ecuacién diferencial

2.90 y simplificando @l térainc cos Cwt + @ se abtiene:

e e

La ecuacién 2.03 representa el sisilema homagenso:

(k.O k‘B - k. [+] LY o o A
L]
- k. Ck.o k.) - k' - w 4] LR =] 8 =0
[+] - It. k. o 0 -- <

es decir;

kv k -u'-‘: A-k D=0
2
Sk Ak vk mu BB -k C=0

-k aocu.-u'-.:oc-o

donde las incognitas son las amplitudes A. B y C.

El sistema h planteadao. sélo Lendrs una solucion no nula

en sus amplitudes cuando el determinante de los coeficientes de las

ircognitas sea nulo, es decir:
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det ¢X - " M) = 0

otto ee:

k‘ - i' e . -k. w
- - 3 -
k. k. . k. w k. =0
s
o k s k ' m
y on foraa desarroilada:
o . k.'k. k.ok. k. . Ck.#k') Ck.Ok.D
w? - Wt e s ] 4 WP f———
b s e " "
0 3 s ]
w Ck.Qk.D k. M Ck.ok.D k. k. k. 'l
> » * Y - . *
s ™ " % " " "y '0]
[
Ck *k 3 <k.0u.> ky ¢ Ck ok ) Ky
s O

Las ecuaciones antericres son las ecuaciohes cny.ctorl-ﬂcn del
sistewma vibratario y los valores de ' que de ella se oblienen son lnl‘
valores propios de la matriz X - W' M. Dicha ecuscisn caracteristica
contiens un numerc de raices igusl a los grados de libsrtad supuestos
on el sistema, los cuales son siempre reales y positivos. Estos
valeres son las frecuencias naturales del sistems y tienen el mismo
significado al dade para sistemas de un grado de libertad. La
frecusncia ©, a5l cobtenida, es la mayor de todas siendo la frecuancia
angul ar rundnunul;

| ]
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Ya que se encontrarén un numerc de valores aceptables de
frecuencias igual al numero de grados de libertad supussto. la
solucidn general sers una combinacién lineal de solucicnes del tipe de

la ecuacidn 2.30, de tal modo que:
xlcu = A cos Cwt * 6.) ¢ A cos Cut e 0.> . A. con (u.'. . O.)
x.u.) = D. cos (u‘t - 9.) * B. cos Cu'L - 8.) - D' con Co't - 0.)
u.cw - Cl cos Cu‘L . O‘) . C. cos Cu'(. - 0.) . C. con (u.t - O.D

Cabe hacer notar que las anplitudes no son independientes unas de
otras, comc lo podemos aprecisr dando valores de e W, Yy @, en ol
sistema de ecuaciones 2.03,

Como hicisos e} deterainante de los cosficientes de las
incognitas igual a cero. el sistema de ecuacicnes se vuelve
indeterminado, es decir, con un ndmero infinito de soluciocnes. ya que
el rango del sistema o3 menor que el orden. Al sustituir las
frecusncias obtenidas en el sistems de scusciones 2.83 encontramos el
vector caracteristico asociado al wvalor caracteristico u:. Estos
vectores son los maxdos de vibrar y representa la configuracidon
deformada de las masas que se musven con igual frecuencia, & tendra

asi una matriz singular., la cual no tendré una solucidn dnica ni

Ltampoco inversa.
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2.4. 2.1, - Propledades de los modox

Los modos de vibracion tisnen algunas propledades Qque nos
facilitaran ia sclucidn de los sistemas de varios grados de libertad,
POro antes de comenzar 3 cahveniente dexcsirar la simetria de la
satriz de rigideces.

Considérese una fuerzs l-‘i que se® aplica gradualmente a una
ostructyrs de mado que la energis cinetica de su masa sea cero.
Digswos que el desplazamiento resultante® en el punto de aplicacidn y
on la direccidn de P,‘ s Di. Si la estructura es seldstica. la curva
fusrxa-desplasamiento sigue 1a migma trayectoria durante 1a carga y la
descarga. como se flustra en la Figura 2-3% Cad.

Ahora supongamos que en alguna etaps de ls aplicacidn de la carga
s auments la fuerza !“ on AI" Yy e} aumsento correspondisnte en el
despl azamiento D‘ o8 AD. El trabajo realizado por este incremento de

1a cargs om:
AV = F‘ AD‘

lo anterior se ilustra en el recténgulo sombresdo de la Figura 2-20
Ca2. S& los incrementos mson suficientemsnte pequefics. puede verse que
@l trabajo externc total efectuado por F‘ durante el desplazamiento D‘
es @) Srea que esth bajo 1a curve entre O y D‘.

Cuando ol material de ls estructure obedece la ley de Hooke, la
curva de la Figura 2-30 Ca) se sustituys por la linea recta de la

Figura 2-38 Cb> y el trabajo que realiza la fuerza F‘ s® convierts en:

ar
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Fusrsa en ¢

F
.
L.
o Desplazsmiento
on b
[y Y
vigure 2-00 1 do fuerss: p i on la
coordenada i.

Sl la estructura se somete a un sistema de fuerzas l‘.. F'.

.F" Que aumentan gradualmente desde cerc hasta su valor final y causan
desplazamientos D.. D‘. .D“ eon la ubicacion y en ila direccidcn de

las fuerzas. entonces el trabajo externo total es:

LY

1 i n
¥ x5~ (FD +FD, *+... +FD3 = —a-‘l-:‘r.b

Esta ecuacién se puede escribir an la forma:
1 14
[']lll-?[F]lln[D]hul 2.0

L
donde [F ] ot la transpuestia dal vector columna [F ] que represents

las fuerzas. El trabajo realizado es una cantidad escalar cuyas

dimensiones son fuerza por longitud.
o8
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Los desplazamientos y las fuerzas se relaciocnan por la ecuacion:

£ PN L3 AL 3 oo

donde [ f ] corresponde & la ratrik de flexibilidades. Sustituyendo la

ocuacién 2.8 en la ecuscidn 2.04 se obtiene:

[']'--";—[']:.n[’]...,.[F],,_. c2.08

T do su tr P ta en asbos do;bru. no se cambia el lado

lzquierdo de la ecuacidn por ser éste un escalar. El alembro de la
derecha se convierte en el producto de la transpuesta de todas las

matrices en orden inverso:

£3FTEE 5 NN £ O .3 T

Do las ecuaciones 2.08 y 2.07 se deduce que la matriz de

flexibilidad y su transpuesta son iguales. es decir:
g
[e] =[]

Este significa que para un elemento general de la wmatriz de
flexibilidad r,\, L] f,.‘. conocido como relacidén reciproca de Maxwell.
En otras palabras la matriz de flexibilidad es una matriz simétrica.

Por otro lado, de la ley de hooke se sabe que:

("1 [<] =] o
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Despejando le matriz de fuerza de la ecuacidn 2.05:

[=1-01[] . e

De la comparacidn de las ecuaciones 2.08 y 2.90 podescs ver que:

[«1-1x]

Dado que la matriz de flexibilidad es simétrica y puesto que ia
matriz de rigidez es la inversa de la matriz de flexibilidad, la
‘matriz de rigidez también es wimétrica.

Propiedad 1.~ Las frecusncias cuadradss que conforman los modos
de vibracidn, para estructuras estables. son siempre reales y
positivas.

La demostracidn la desarrollaremos a partir de la scuacion 2.83,

cuys forms matricial es:

SISEGIS s

siendo A = ' y [y ] @)l vector de amplitudas. El escalar )\ serd real
u‘- lgual & su conjugsdo (A = .

Suponiendo que A\ es complelo. los valares de [ y ] Jdeberan estar
definidos también dentro de los nimeros complsjot. pussto que las
matrices [d( ] ¥ [N ] wstdén definidas dentro de los nimeros reales.

Considerando la expresién conjugads de 2.100 se Liens:
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[e][7]-%[«][7] c2.108

- 97 1
Multiplicando la ecuscién 2.100 por [ Y ] y 2.181 por [ y ] . B®

GILID) BT[] e
[v]'[x][V]-i'[;]'[u][;] | <a.aoa>.

Tomando is forma transpuestsa de 2.103 y como [ K ] y [ N ] son

CBTLP AT ]
s pTID]e

Y pussto que un célculo sencillo conduce a:
— af
(1] [~]-°

concl uyendo:

[}
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En consecuencia., todos los valores de o' son resles.
la positividad de los valores de o se desaprende de 2.100 al

4
multiplicar por [y] . pUesto que:

A= v

y L ¥

v
[+] [<][~]
Estoc es. el valor de A es el cosficiente de dos formas cuadréticas
dofinidas positivas, luego el valoer de < o8 positivo.

Propiedad 2.~ Los modos de vibracidn diferentes son ortogonales

L]
MO

on donde [ y ] v [ y ] representan dos vectores asociados a las
v §

frecuencias u: y u:. distintos entre si.

La demostracién la realizarescs a partir de la ecuacién 2.100:

(0]
O 16 RO 1 6 I



Setwdic egperimenial & una estructura reticular

)
Premultiplicando la ecuscidn 2.10% por [ y ] » la ecuacidn 2.108 por
i

[,]: se obtlene:
[y]:[']["‘]‘..'"s["]:["][v]‘ c2.1073
["]:[K]["],”A["]:["][ar]j c2. 108

y restando de 8.107 la transpuesta de 2.108:
4
A = A)> Yy L} yi=0
[ ) i N

Dado que los valores de LN 4 Aj soh diferentesa:

A‘-k’lo

OOIOR

lo qn‘ demuestra la ortogonalidad de los modos de vibrar con respecto
& la matriz de masa.

Para demcstrar la ortogonalidad de los modos de vibrar con
respecto a la matriz de rigidez, basta sustituir la ecuacién anterior

on la ecuacién 2.107, de lo que resulta:
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SINEINEIRL

Propiedad 3. - Desacoplamiento de los modos de vibracion.

Antes de comsnzar con la demcstracion de esta propt.d.l_d haremos
algunos comentarios adicionales.

Como se ha visto, las amplitudes de los modos de vibrar pueden
ser infinitas, si @8 que no se concovce de antemanc alguna de dichas
amplitudes. Sin embargo, mas que el vector de las amsplitudes. interesa
la relacidén existente entre ellas. Existe un procedimiento que hace
manejables esics V‘lar'“ Y crea una clerta unxforuud.. siendo posible
1a comparacion de resultados para diferentes problemas. A este proceso
se le llama normalizacidh de los wodos.

La convencion usada para la normalizacion de los modos consiste

on elegir un valor del vector aplitudes [y ] v tal qQue:
i

CINCIEINE

Cuando los modos cumplen con esta condicion se dice que estén
notmalizados. Ax{. la noraalizacisdn de los modos ue realizars sediante

la formula:

3

3!
[C1I1)

[]-1
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Donde [ Yy ] son los modos de amplitudes arbitrarias.
3
Por otro lado, al encontrar loe modoa de vibrar en uns
eeructura,: e ealin ocbteniendo soluciches particulares al sistema de
ecuasciones diferenciales. La solucidn general es la combinacion lineal
de todas las soluciones particulares, es decir., la combinacidn lineal

de todos sus modos:
x.CQ.D - C‘ Y4y OB !u‘L - 0l> * .. e C" Yen SO Co"t. * 0“3

x'(u L] G. ¥y, €08 c«n.\. - .‘3 ... c“ Vg CO8 ¢u"t + O“J

x“n.). L] cn Vo COF (ult. + 0.} ‘L. c" Yoo €O8 ("n" +* OHJ

donde el escalar y“ tiene como primer subindice el numero del modo y
como segundo el numero ascendente en el vector modal ya normalizado,
mientras que los térainos C‘ son constantes.

Vectorislmente, el sistems de ecuacicnes anterior se puede

escribir como:

[x]-[!] c‘cMCu.t¢0.>9... O[Y] C L comclut + 03
[} L]

En forms matricial:
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x y y ce Ccuscut.os)

[ 1 a2

*, y y Lo e Y Ccm‘ut~0>
cos(u!.’.)

y condensando:

(<]« [+] o] o0

Ahora bien, recordando que los modos estén normalizados, en forma

[1.=1.=... :vh]'[u][v|=r'=... :v"]-[x]

La demostracién de la propiedad de desacoplamiento de los mados
la haremos a partir de la ecuacidn 2.100, la cual es la solucion del
sistema de ecuaciches diferenciales que definen el movimiento en
vibracion libre sin amortiguamiento.

Dado que [ | 4B ] = [ C’, cos (u”,t. + .') ]. al derivar la

ecuacidh 2.100 tenemos:

[£] = [*][-vwcsmmcor o]

Podemos obtener del wvector [ [ 45 ] las frecuencias y escribirlas

matricialmente, gquedando una matriz diagonal de frecuenclas:
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(][] [-w] (=]
[]-[r][-4] (=]

Ahors blen. si tenemcs fuera del wveclor [ [+ 4% ] a las
frecuencias cuadradas, entaonces: [u:u ] - [ku ] y la ecuacién

anterior queda:

(1D 4] [ee] e

Sustituyendo las ecuscionss 2.100. y 2.110 en la ecuscién del

(0TS [we JeDed [ ) [ ][]

L]
Si premultiplicamos toda la ecuacién por [ k4 ] + encontramos que el

término:
L4
[x][u][y]-[x] c2.1113
ya que los sodos estan norsalizados, resultando:

[a] o ][] [<][x]) [==]

o7
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Como [U(LD ] se encuentra postaultiplicande a los dos términos,

lo podemos eliminar, quedando:

[41- [T (][]

Si ahora consideramos nu te la ion 2.100, pero el

dorivar esta, no sacamos las frecusncias cusdradas del vector [ e
]. como lo hicimos anteriormente. nos resultaréd la notacidén

satemdtica:

BHEICS I
(][] [
[;]-[r][vxu] 2113

Sustituyendo las ecusciones 2.1080 y 2.113 en la ecuacion del

movimiento 2.00, resulta:

[ J 0 o] Db =] )

v
Premultiplicando toda la ecuacidén por [ 4 ] y sustituyends en éstas

las ecyaciones 2.111 y 2.112 resulta:

[:] o]~ [4] [« ][]
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o bien:
- s
u.¢t> . - u.ﬂ.J -0
- 8
u.(l.) s wy u.tu =0
Sct) + W ucy mo
L3 B L] L}
que Gon h escuaciones diferenciales h gb! de gund arden

desacopladas. Por lo que un sistess de n grados de libesrtad se puede

transformar & N sistemas de un grado de libertad.

2.4.2.2, - Metod tter para ot ¥
frocuencios de vidbrar

Demarrollar la ecuscion 2.80 para la obtencién de las frecuencias
y los modos de vibrar, pueds llegar a ser muy laboricso para sistemas
de varios grados de libertad. Asi que suslen llevarse a cabo mélodos
diversos para la obtencicn de estos datos, todos pensados en
desarrollios de procesos iteralivos & partir de la ecuaciédn de
oquilibrio dinkmico 2. 00.

A continuacién trataremos trea métodos, los cuales son:
ad MNétodo Stodola-Vianello
b) Método Stodola-Flexibilidades
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c) Método de Holzer

a) Método Stodola-Vianello.- Partiendo de la ecuacidn de equilibrio

(1012 [ ][] e
sultiplicanda por [u]-I ¥ despejands resulta:
[<]-= [*]" [<][~]

£l método sugiere proponer un valor para [ » ] premultiplicarlo
pot [N ]-. [K ] ¥ si resulia ser un vector proporcicnal al propuesto
Chablamos de proporcional puesto que lo que importa es la relacién
guardada entre ellos) el problema estars resusito pars ese modo, en
caso contrario, se toma como nuevo vector modal el encontrade en la
iteracion anterior y se procede de nueva cuenta. Se repite el ciclo
hasta que la comparacién se convierte en proporcionalidad. Una vez
encontrado @l modo vibratorio. se proceds a hormalizarlo. obteniéndose
el vector [‘I ]

Una forsa de obtener la frecuencia u: correspondiente al modo
vibratorio encontrado, es plantesndo la ecuacion de equilibrio

dinsmico 2.114 para el modo [l]‘:
[<10<) -] -]

100
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1 2
y premultiplicar la ecuacion anterior por [x ] . Al seor el términc [
.

x ]: [u] [x‘]‘ un escalar, ss puede despejar u':

c2.11%®

Al valor de las frecuencias cuadradas asi encontradas se le concce
como cosficiente de Rayleigh.

Este método converge hacia e! mcdo miés alto, en la medida en que
avanza el procesc iterativo, De hecho, cada vez Gue se plantee el
proceso & partir de un wvector modal supuesto, el aStodo de
Stodola-Vianellc nos llevars hacia el dltimo modo., por lo que. para
oncontrar los demis modos, se deberd restar cada modo normalizado
calculado. Esto se debe al hecho de que dado un vector modal
cualquiera, siempre s posible expresar este como una combinacién

linsal de acdos (dadas las condicidnes iniciales ¢t = Oy @ = 0D,
x L~ [ y ] + C [ y ] . . ., +C [ y ]
[ ]o ¢ . * s " "

Por su parte, el procesc Lterative de Stodola-Vianello hace que

®l modo [x ] initcial vays ajusténdose. perdiendo la presencia de los
o

primerca n -  modos, quedindonos al final el uUltimo. Entonces. si

hacemos que [x] no contenga ol Gliimo modo el proceso iterative nos
o

llevard al pentitimo de ellos, que es el ais alto que contiene [x] .

o

En general. restando cada modo encontrado., el método seguirs

101
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cbteniendo @l modo n - « mAs alto. Sin enbargc. para quitarle el modo

n 38 un vector modal [ x ] cualquiera es nacesario calcular sus

o
constantes C,‘. Esto se puede realizar Fremultiplicendo la ecuacion

rtorson por [ 1 ][4 ] obtonsonde
LDTL <RI
“UL0I0L s DL

de donde. por la ortogonalidad y la normalizacion de los msodos, la

ecuacion anterior queda:
v
<[] [*1[~]
" n (-]

Férmula para encontrar el valor de C“. En general, sl sustitulmos

v
cualquier valor de [y ] [l ]. la ecuacidn anterior resulta:
i

L1
<[] [+1{~]
* y °
A continuacién se muestran los pasos de que consta el método:

13 Determinacidn del numerc n de los grados de libertad en el sistema.
Con éste numero, se da lecturs a las matrices de rigidez [ K ] y de
masa [N ]

2> Se invierte la matriz de masa [K ].. - [ L ] y premultipliicando
ésta por la de rigidexz. se obtiene una vﬁ'.rtz que llamaremncs [E ]
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3> Se da un rangc de tolerancia T para la comparacion entre dos
diferantes acdos de vibracién ya uniformizados. Por otro lado. hacer ¢
= n . Slendo « ol NOmere del mode de vibreacion ya normslizedo [! ]
A
con su correspordiente conatante €
6 Haclienda | = 1, dar lecture & un vector modal inicial cualquiera,
por ejerplo: [n] - [L.t.t]
}
B S el mado de vibracion a calcular corresponds al altime hacer [x
] - [ x ] y continuar con el paso 90, en caso contrario -continuar
=t i
con el paso 8.
v
@ Calcular lss constantea con la férmule C‘ - ['l ] [N ] [x ] .
¢ i

7> Restar al modo de vibractién | lve sodos de vibracidn ya calculados
ynorn“sndueenl.rormln[x] -[x]-c‘[r].

- i .
$ Calcular ¢l modo de vibracién [u] = ﬂ) [x] .

i t

8> Uniformaisar loe eacalares del vector modal x di vidiendol os
i

todos entre el valor del prissro de ellos ( * )i y finalmente

igualasos el primerc a uno.

103 S J = 1 hacer [z] - [x] y regresar al peso ®. en caso
] }

contrario continuar con el pasc 113,

13> Si [x] - [: ] 2 T seguir con el paso 13, en caso contrario

] 1]
continuar con el pasc 120,
12> Incrementar § = § + 1 y hacer [x] - [: ] .Regresar al paso
] i

8.

13> Calcular ia frecuencia cuadrada con la férmula:
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SR
VT [0+,

1% Imprimir @] vector mndal [Y ] ya normalizado y el valor de su
'

frecuencia o
16> Disminuir « = « ~ 1.
17 Si el modo calculade en al paso {4) es el primero finalizar el

algoritme, en caso contrario regresar al paso &).
b) Método Stodola-Flexibilidades.- El procedimiento para la obtencién
de los modos y frecuencias de vibracion es similar al del sdtodo de

Stodocla-Vianello, salvo que a partir de la ecuacion de equilibrio

dingsico (2.1140 se despeja la matriz de rigidez [K ]. resultando: -

[<]=< [T [*11~]

fucordando que [ ]+ [ ] caneecn:
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(<]-< ][] 1~]

El probiems sigue siendo el miamo, encontrar loa vectores [x ] y
lee escalares .’ diferentes de cerc que satisfagan aimultanssmente la
ecuacion de equilibrio dindmico.

La solucion de este mtodo se hace. nuevamente, de forma
fterativa, con ol alsmo procedimionto del métado Stodola-Vianello. Sin
embargo. a diferencia del método anterior, el método de
Sodolla-Flexibilidades no converge hacia el Gltimo mode, sino hacia

el ‘primerc. Para demostrar 1o anterior supongamos un vector [ x ]
-]

cusliquiera, expresadc comp una combinacién lineal de sus modos.
Entrando en la primera iteracién, premultiplicando toda la combinacidn
lineal por A_n: [l’ ] [l ] 20 obLis..0 Un NuUeVO vector supuesto [x] !

[}

RS IR SRS L R N AN
c.-.:[r][n] [y]'w... ocn..:[r] [N] [y]n

Antes de volver a presultiplicarlo por u: [r ] [u] obser venca

SInIgEr Ay

Coabinando las dos Ultimas ecuaciones resulta:
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EIRTE 1 R S PP

Con este valor de [ x] entramos enh la segunda iterscidn y obtenemos
L]

ol vector [x].:
SRGISISRTABICISE
W 1) ] [N (),

o8 decir:
L -+ o
ld‘ U| “l
SR B DR 2 5
[ ]l L ) W s " W n
[ (] '~ .

En general. para la iteracién . el valor de [x] o8
¢

I& L 1}
I

[+ ]-—[]

[+ -5 [7), -

l
“s
Cuando &+ tiende 8 infinito Cdespues de suchas iteraciocnes):

Fr O SR E3 R T B R N 3 N
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e [=] =< 7],

yaqu.un> u~‘> ses 2 u.) .-

Por 1o que el mélode de Stodola-Flexibilidades converge al primer
modo.

Una vez obtenidc el priser modo. el mecanismo de obtencidn de los
siguientes o3 exactamentie igual que en Stadola-Vianello. sdéle que la
secuencia sers a del primero al wltimo.

" La frecuencia cusdrada de cada modo. al igual que en
Stodola-Vianello. se cbtisne con el cosficients de Rayleigh. scuacién
2.118.

La convergencis pars cualgquier wvector [ x ] propuesto hacia el
priser woda por el mftode Stodola-Flexibilidades es de gran ventaja,
d.ld_o qUe en Ocasiones s necesario calcular sélamente algunos de los
primercs sodon. No asi el método de Stodole-Vianellio. en el cual para
llegar & los primerocs modos es necesario haber obtenido previamente
todos ellos.

Por olro lado, wéte mélodo Liene la desventaja de necesitar
invertir la matris de riglidez antes de iniciar el procediatento

iterativa,

€) Método de Holzer.- Este método o8 ulilizable sdélo en sistemas
sencillanente acuplados, es decir, cuandc sus trabes se consideran
infinltamente rigldas.

£l m$todc de Holzer consiste sn proponer (dado que 1o que importa
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#s la configuracién) un valor cualquiera a la amplitud X, del
movimiento de la primera masa m asf como un valor & la frecuencia
cuadrada y con ello, empezar a despejar los valores de las demés
amplitudes. Una vez abtenidas todas o'll‘s. se tiene un wvector que
tentativamente pusde ser un modo. La forma de comprobar su validez es
demostrando la continuidad.

Para o]l caso de un sistema con tres grados de libertad, la

ecuacién 2.114 queda:

2
K, % ¢ k“ X, sw B X 2.118>
2
ku x, “+ ku x.‘k x, -weom €2.117>
]
k- g ¢ ku X, =W my 2.118>

Si suponemos un valaor para o y para x Ccomunmente la unidadd,
ostamos on condiclian de despejar de la ecuacién 2.118 el valor de Ry
de la misma sanera, con la ecuscion 2.117 se cbtiene g Si al llevar
los valores de las amplitudes encontradas a la ecuacion 2.118 nos
resulta una desigualdad, 5@ proceds a proponer un nuevo valor para la
frecuencia cuadrada.

Como se puede notar, este método no es iterativo, por lo que
comunmente se construye Una grifica de error comd la que se muestira en
la Figura 2-39, en la cual. en @l eje de las abscisas se encuentran
las frecuencias cuadradas y en el de las crdenadas el residuc cbtenido
de la comparacién de la fuerza cotrtante y la fuerta de inercia del

ultimo nivel.
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Figwa 5«00 relice de errerea pars ol melede de Neiaer

Cuande we tenga un cambic de signo en los residuos
correspondientes a dos valores de o', 1a frecuencia cuadrada estara

compreondids entre dichos valores.
2.4.3. - Bibroclones forjoadas sin amoriiguamienio

Consildérese &1 caso 40 1a Figura 2-34, on #l que un marco de tres
niveles min amortiguamiento s; encuentra oxcitado en sus mATas por una
fuerza F cualquiera. Nusvamente por. facilidad en el plantsamiento de
Jas ecuaciones, no se considera amortiguamiento en ol sistems. En este
caso las ocu.c.lom del movimientc estardn dadas por Cver ecuacidn

2,810
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=] x
[
-k, v -k, ] [ * | "
1 3 L3 » ky *s
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En forma condensada la ecuacién anterior se transforma en:

DI [ =] [r] e

Se hace notar que los comentarios hechos para vibraciones libres
respecto a las matrices de masa y rigidez sonh igualmente aplicables en
vibraciones forzadas. La solucién a la ecuacién 2.148 se hard

[<]-[*][%v] 1000
[<]-[x] (=]
[i] = [Y] [D(t.:] c2.11%

Sustituyendo las ecuaciones 2.100 y 2.113 en 2.1180 y representando

matemdticamente a la fuerza F como una funcidén del tiempo, resulta:

110



Seindio egperimenial d¢ una estructuro reticular

OIGICONOIBICSAES
:w.[.'d]o::copl.roml loa modos premultiplicando la ecuacidn anterjior
SHCINICSROEGIBICIE
D[]

e o [+ ][] (1] 2] [T L] [0 - (4]

entonces:

SICSHEIICI RN DS
o bien:
G,C05 ¢ of u > = r ety
Gt ) u!czn . r e
&

u.(t) ¢ oy u.CL) L] f.(’.)

R
donde f‘UJ - [Y ] [F!LJ ]
13

Sa tienen asi. Lres ecuaciones diferenciales de segundo orden. no

homogeness y desacopladas, o8 decir, se ha reducido un sistema de tres
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gragos de libertad a tres sistemas de un grade de libertad. Entonces,
o8 pasible solucionar independientemente cada scuacidn,
Comd hewos visto, !a solucién a la ecuscidn diferencial

hoscgenea:
Gew + o uce) a0
1) . 1]

estéd dadas por:

u, " t'.'“ cos Cu LD ¢ C“ sen € « 13

¥ a la particular:
Y, * A‘ ‘F<t)

entonces, ia solucion & la ecuasciédn diferencial no homogenea es:

Sustituyendo lss scluciones [ we? ] on la ecuacion 2. 100 se encuentira
la respuesta de las masas y en consscuencia del sistema & [a fuerxza

excitadora propuesta:

u L

[x]-[\'] [ucn]-[v‘:v.{v.] uc

u‘c L

Las constantes C“ y c._‘ de [ [P 4] ] se detersinan con las
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condiciones iniciales del movimiento, por ejemplo., las nulas.
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CAPITULO 3~ ANALISIS DINAMCO MODAL. ESPECTRAL

Come s& asnciond anteri{ormenis, existien varios tipos de andiisis
sismico aplicables a comportamientos tento lineales como no lineales.
Uno de sllos, que basa su simplicidad en la Utilizacion de modos de
vibracisn y especiros de diseflo es ol llamado andlisis dindmico mcdal
espectral.

Las Norsas Técnicas Complewsntarias del Distrita Federal para
disefio por sismo especifican sn su seccion 2.1 la utilizacién del
andlisis dinbmico modal especiral pars cuslquier edificio. Estas
incluysn el especirc de diseflco en su seccién 3, y en la seccidn S
susstan los factores de reduccién de fuerzas nismicas Q. los cusles se
adoptan depsndiendc de algunss consideraciones estruclurales de la
eodificacidén, tomandao en cuenta el comporlamiento inelaéstico de la
estructura. Por sSu parte, la seccidn 4 de las mismas indican adoptar
®h 8y caso un factor Q', dependiente de las cendiciones de regularidad
indicadas en la seccidn € y de los pericdos de vibracién.

A continuacion plantearsmos el método del sndlisis dindmico modal
espectral aplicandoclo a un modelo fisico.

Para comenzar cansideraramcs 61 msarco de tres nivelen sin
amortiguamiento mostrado en la Figura 3-1 (ad, al cual se le ldealiza
SU masa cohcenirada en las Lrabes y. por razones de simplicidad
numérica., dstas son consideradas infinitamente rigidas,
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Pigura #-1 Merce de 1208 niveles con sus wases

contantredes on Les irabes.

Al presentarse un movimients en sSuU Dase, virlable con el tiespo.
la configuracion de dicho marco en un instante ¢ serd la mostrada en
la Figura 3-1 (b). Aplicando la segunda ley de Newton, el sistema de

‘ecuaciones resulis ser:

Ck‘ - k.} - k. o x, LA o o xy.
- k. (k. - h.) - k. *. * ° LN [+] xy. =0
o - k. k. *, o 0 L xy.

donde x = x, =% s el desplazamiento relativo de la masa L. En
.

torms -] ada,; ia ion anterior se puede sscribir:
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SISNOISEE

por lo Qque los desplazamientos relatlvos se escriben:

1
[x]:[x ]-x b €3.2>
k4 ] !

y las acelerasciones:

SNEH

despejando las acelsracicnes de la ecuaclidn anterior. Lenemcs:

1
[i]-[i]»i 1 3.3
¥ L ]
1

Sustituyendo 3.3 en 3.1 resulta:

SIORGISEHIR
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© bien:

HOIOROIG O I

Como se puade apreciar en la ecuacidn 3.4. se ha pasado de un
problams de excilacisn en la base s un problema de fuerzss excitadoras

sobre las masas, donde dichas fuerzas estan representadas como:

e

Para resolver la ecuacisn 3.4, Primsramente se desacoplarin los

- 1
modos preeultiplicando esta ecuacién por [Y ] :

SICISROICIOEA NI

£3.%

En la ecuacidn anterior Lenehos contemplado el desplazamiento relativo

[x ]. el cual esta representado por:

[«1-[x][=]

e
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¥y la aceleracidn:

[21-[*1 (]

por lo que. las ecuaciocnes:

BEOISE Y

SNC IR

soraAn sustituidas en la scuacion 3.5, quedando:

(4101 Lo ) T [ ]2 ] oo

4
Desarrollando el téermino [ Y ] [l ]. resulta:
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Ly, =
v - o ° img L e
Yau Yu Y . . s
Yauu Yas Ve ° -, © =|L Ya™® | * 16

ieg

Ye Ysa Y [} o LN E c.

Y. m

s (3 Y

La constante:
»
€ =L y,m

(Y 1Y

o8 conocida como coeficiente de participacion debido & que mide la
influencias de cada modo on @) proceso de vibraclién,
Sustituyendo la ecuacidn 3.7 en' 3.8 resulta:

0 = =
A u.ﬂ.) - u.CtD - - Cl x'

8 - - = .
vy u.(u * u.(\.) - C- x. <. ®

vy UL & Gl - - %
que son Lres ecuacicones diferenciales no homogeneas, de segundo orden
y desacopladas, é¢sto es, tenemos tres sistemas de un grado de
libertad.

Ahora bien, en el anslisis dinsmico modal especiral no es
necesarioc resoclver este sistema de scuaciones planteado. ya que se

regurre a} espectiro de disefico.

e
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Comc se recordara. el espectro de respuesta es la grafica que
relaciona a todas las estructuras de un grado de libertad. cada una
eon un periodo T determinado, con el efscto miximo que se produce en
ellas debido a una fuer:za excitadora cualquiera. Dicho efecto bien
puede ser la aceleracién, la .vclocidad o el desplazamiento de la masa.
Cuando se@ cuentan con varias fuerzas excitadoras o sismos. con cada
uno de ellos se obtiene un espectro de respuesta. A la enveolvente de
los espectros de respuesta se le conoce cons espectro de disefio.

Asi, al contar con una ecuacidn diferencial de movimiento
representativa de una estructura conoceremos su perfode T, CFigura
3-2) con él. estamcs en condiciédn de identificar a la estructura en el
eje de las abscisas del espectro de disefio y asi. localizar la
respussta de la masa on el eje de las ordenadas. es decir, la solucidn

4 la ecuacioén diferencial.

arg

|
(
|
|
1
'
T

|
|
|
|
t
]
T
-

Figura 3-2 Eepeciro de disero

Si bien el efecto que puede indicar un espectro de disefio es la
aceleracién, velocidad o desplazamientc de la masa, el espectro de
dxs-ﬂa'qun ﬁurca el Reglamento de Construcciones del Distrito Federal
nos indica concretamente la aceleracién. Este espectro varia segun la
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zona donde se pretenda construir, y deja el amortiguamiento & criterio
de los estructuristas. permitiendc reducir la aceleracidn de la masa
on funeion de la ductilided de la estructura.

A partir de la aceleracion mixima sncontrada, podemos calcular

facllmente los desplazamientos méximos l Y man l de la estructura.
Bsto lo podemcs demosirar. considerande e ecuacidén diferencial del

movimiento % ¢ w' x = = i'. cuys amplitud, welocidad y aceleracidn

miximas estan dadas por:
x = x com wh
"an
X & - X o @ SOn b

X ® = x w' cos wt
—aa

£s 16gico que la aceleracion méxime serd slcanzada cuando cos wt = 1,

por lo que la expresion de la aceleracidn queda:

OblLenida 1a sceleracién mixima en ol especiro de disefo, se sustituira

on la ecuaciédn anterior para obtensr el desplazamiento méxima,

' (O

£ resultads se obtuve a partir de una ecuaciédn con movimiento
diferente al' sistema de ecuacicnes 3.8. Sin embargos su Gnica
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diferencia es que en el sistema de ecuacicnes 3.8 se encuentra el

coeficiente de participacién, por lo que I uiw' sorh:

I Yimax ’ - = e

Cuando u‘CLD sea mAxiso, los desplazamientos de la estructura

también lo serdn por 1o que:

[ ] [*] [t ] 210

o bien: .

[ ] [7] e+ {7 ], > e [1],

Como se puede observar, esta manera de cbtener los
desplazamientos miximos de las masas resulta un criterio muy
conservador dado que e muy dificil que las amplitudes miximas se
presenten simultaneamente. Existen diversos criterios para reducir
dichos desplazamientos. uno de ello: es el propusstio por el Dr. Emailio
Rosenblueth, el cual propone reducir los desplazamsientos de tal forma

que:
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[I(u""- 'u). * (“Inn Yia ). Feent (unnn 'nv).

[(“an- 1“)' .'("ln.u 'na). MALR (“anu *-n).
[-]-

l cuuuu Y»n). v (ua»m- Y“'.)' $oon® (un-.- Ynn).

o bien:

Por ay parte, las fuerzas en los niveles se pusden encontrar &

partir de la ecuacion del equilibrio dindmico, superpcniendo el efecto
de cada modo sobre Los niveles:

ta3
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OHOYES I ARV ON]

donde @8 facil ver que la primera parte de ésta ecuaciédn es la fuerza

mixima:

CSRETE TSN OO | I

El efecto total se cbtendré superponiendo lo; efeocros [ F ] de
todes los modos. Al lgual que en los desplazamientos, las fuerzas
sfximas no se presentan simultineamsnte, por lo gue se reducen
wediante @l mismo criterio,

A continuacién se desarrollard la metodologia del Andlisis
Dindmico Modal Espectral para el modelo, que se muestra en planta en
la Figura 3-3.

El modelc esta construido con igual geometria en sus tlres
niveles, los cuales tienen una altura libre de 38 centimetros. Los
entrepisos estan conformados por una placa de acero de calibre 18
€1.52 am de espesor? cuyo peso es de 12.21 Kq/m'. una malla, tambien
de acero, la cual tiene un peso de 1! Kg/n‘ y una losa de concreto de
1.8 cm de espesor, la cual tiene un pesc de 33 Kg/-'. Para sumar asi

un peso totsl de 46.21 Kg/m‘ por entrepiso.
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F s

ael, on cwm,

Figura -2  Diddje on plenis dol modelo

Tanto lazs columnas como las vigas tisnen la missa seccién de
acero A-38 CFigura 3-43, con un peso de 0.5 Kg/m y un momento de
ineccia de 0.14082 cn’. Notess que las columas dei eje C estan
Giradas un &ngulo 8. #in embargo hay que recordsr que el momenlo de
inercia con respecto a algun eje que atraviese el centroide de una
$eccion cuadrada, es siempre constante. independientemente del anguio
que forme #ste. Lo anterior s® pusde visuallizsr con la férmula para

rotacién de ejes;

Iw + 1y s - 8y |
Tuw = 3 b 2 3 cos 26 ¢ Ixy sen 28

siendo Iu @ Iv los momentos de lnercia de la seccién con respectc a
los eje U y v, gLrados un dngulo & con TrespeclLo A 10S wjes X y Y.

Al contar con una seccidn cusdrada. los somentos de inercia Ix e
Iy son igusles y el producto de inercia Ixy es igual a cero,
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comprobandose lc anterior. Por lo que el nomento de inercia de las

columnas del marco en sl sje C también son iguales a 0.14082 c-'.

evet. on cm.

Figure B-e Bimonsicres geometricas deo las vigas y columnas

dol modeio.

El wbdulo de elasticidad se comprobé en el Laboratoric de
Materiales de la Facultad de Ingenieria realizando una prueba en la
Maquina Universal a una seccién. Los resultados se nuestran en la

Tabla 3-1.
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fuesrza elongacion
[4.8°3) cem™®y
(] 4]
100 1.0
200 2.3
300 3.2
400 3.9
300 4.8
600 8.9
700 7.0
800 e.t
900 0.2
1000 10.2
1500 13.1
1200 ) 13.3
1300 18.0
1400 18.3
1500 16.0
1800 19.7
1700 ’ 21.0
1800 ’ 24.0
1600 - aa.c
2000 . 28.0
2100 30.1

Notas: La longitud calibrada fué de 1% cm.
El colapso del elementio llego a los 2630 Kg.

Table 3-1  Belacion fuersarelongesion de la secgion de

las vigas y columman del medelo.

Al contar con un ares de O.8084 cm® y una longitud calibrada de
18 cm., iniciales, su m&dulo de elasticidad promedio, resulta de la
127



Fotudio epperimenial de una estructura reticular

divisién de los esfuerzos entre sus deformacicnes respectivas. Sin
embargo cabe aclarar gue se tomaron las 18 primeras mediciones. ya que
las restantes aon las cohcernientes a_l estade inelastico del material.
Asl, el médulo eldstico promedio fuée de 2'3I67,005 Kg/t:...

Con estas bases. estamcs en condicién de formular tanto la satriz
de rigidez como la de masa de cada marco.

La condicién de los apoyos de todos los marcos se coneiderars
como empotramiento., En la Figura 3-8 se muestira el esquema tLipo de
todot lok mercos éxceptuando el del e@je 3 . Las matrices de rigidez de

®sLos marcos se indican en las Tablas 3-2 & 3-5.

kL,

L

L¢
Jﬂ L. L, T
P ———————

Figura 9-3 Morco tipo de lodos low ejos excepluando

ol del eje ».

El marco del eje I se muestra en la Figura 3-8 y su matriz de

rigidez esta indicada en la Tabla 3-8,

ie8
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Figura 8~ Marce dol o 8

Por su parte. la matriz de masss del modelo se nusstra en la
Tabla 3-7, expresada ¢sta, en funcidn de 1a wmass por cada nivel
correspondiente. La distribucidn del peso en cada snhirepisc es:

poso entrepisoe Arsa pese viga longlitiud Total
CKgrom'y cem®> tKgremd Comd 1)

“"?* 0. 004822 » 7200 * 0,008 x 948. 8 - 38. 0037
Tomando la gravedad g « Q80 cm/a®, tenemos que:
L Q. 038738 Kg—n'/cm

Si consider&ramos que 1a inercia de las trabes es infinitasente
mayor a ia de las columnas. de la matriz general de rigidez., se debers
torar solo la parte correspondiente & los desplazamisntos linsales

originados por las fuerzas aplicadas en la direccién de esos

128



Fetuwdio epperimental bc una estructuro reticular

desplazamientos. Sin embargo. y con el fin de llegar a una mayor
exactitud en los resultados, se partird de la matriz de rigidez

lineal:

CORIEHEN £ O N O IR

la cusl Loma en cuenta los gircs en las vigas.
A manera de facilitar las operaciones se presenta a continuacién
un programa en lenguaje BASIC para resolver la ecuacion 2.88 a partir

de Lener comc datos la matriz de rigidez general:

REM PROGRAMA PARA CALCULAR LA MATRIZ DE DESPLAZAMIENTOS
REM SIN CONSIDERAR INFINITAMENTE RIGIDAS LAS TRABES

REM Lectura del orden de la matriz [K
INPUT "Nn a ™, P
INPUT "M = %, N

a8

45 REM Dimensicnamiento de las matrices utilizadas
5C DIM ACN,N): DIM BCN,P>: DIM M(P.2uP>

80 DIM CCP.N): DIM XCN,P>: DIM YCN,.N?

70 DIM ZXN.ND

75 REM Lectura de la matriz [Ku ]

80 FOR 1 =1 TOMN .
90 FOR J =1 TON
100 PRINT "I(.. CHil o™i 3;™ = " INPUT ACI. DD

110 NEXT J
120 NEXT 1
125 REM Lectura de la matriz [K“]

130 FOR 1 =1 TON
140 FOR J =1 TO P
180 PRINT "K“ CIp™. ™) = " INPUT XILD

160 NEXT J
170 NEXT 1
175 REM lLeclura de la matriz [ K“]

180 FORI =4 TO P
190 FOR J = 1 TO P
200 PRINT "K“ €T ™I = " INPUT KT, 02

as

58085
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NKEXT J
NEXT I

REM lectura interna de la matriz [Ku]

FORI =1 TOP

FOR 3 =1 TON

cCr,3> « XJ, 1)

NEXT J

NEXT I

REM Proceso para invertir la matriz [K“ ] por el método de
REN transformaciones elementales

FOR! =3 TOP

FOR J = Pel TO 2wP
IF 3 = P+1 THEN K1,J> = 1:G0TO 320

BEERNELNNEERTINRY § IRRRE B A

kg =0

NEXT J

NEXT I

K &« 0

K =X +1

FOR R =3 TOP

IF R = K THEN 430

IF MR,K) » O THEN 430
D = - MCR,KI/MCK, KD

FOR J = 1 TO 2eP

MR, JI> = MCK,J) » D + MR, J
NEXT 2

NEXT R

440 IF K = P THEN 480

4%0 QOTO 330

480 FOR I = L TO P

470 FOR J = P+l TO 2wP
480 MCI.JD = MKI,JD/MCI,ID
400 NEXT J

800 NEXT I

-t
B08 REM Multiplicacion de las matrices [! ] = [Ku ] [IC“]

810 FOR'I =1 TON

S20 FOR J =1 TO P

830 X¢I1,J> =0

SO FORR = L TO P

950 XC1.J) = XCI.JD +« BCILR) ® MCR,J+PD
2680 NEXT R

870 NEXT J

880 NEXT I

S8% REM Mulllplicacisén de las matrices ['{] =[ X] [K“]

900 FOR I =1 TON

600 FOR J =1 TON

010 YCI1.J> =0

620 FOR R = 1 TO P

830 YCI.JD = YCILJD + XCILR) m» CCR, IO
840 NEXT R

o8B0 NEXT J

880 NEXT I
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665 REM Resta de las matrices [2] = [ K"] - [Y ]
870 FOR I =1 TON

880 FOR J =1 TON

800 2KLI.J> = ACI,JD - ¥CI.J)

700 NEXT 2

710 NEXT I

745 REM Lanzamiento en pantalla de la matriz de
718REM desplazamientos [ K
720 FCR' I =1 TON

7?30 FOR J =1 TO N

740 PRINT "Kn C=plp®oy ™ di™ = = 21,0
780 NEXT J

780 NEXT I

70 END

b

Tomando en cuenta los valores de las longitudes de wvigam para

cadas wmarco en particular, se llega a las siguentes matrices de

desplazamientos:
r 1
188,72 - 200,14 48.31
[xn ] = - 200.14 418.18 - 87%.28
.
48. 31 - 2m.28 497.42
[ 1
177.09 - 214.10 41.88
[KD] = ~ 214.10 438.21 - 277.11
]
41.988 -ar.1 8507.30
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98, 42 - 128.14 34.00
[r] = |- 120 20.75 - 103,38
L ]
3%  -163.33 327.97
12,84 - 182.28 5e.20
[x] -] -1 W76 - zewm
A
%2 -zew ss.00 |
X
136,086 -176.88 se.07
[‘. ] - - 176.00 394.61 - 272.84
c
8.7  -zrase “wsa
)

Pars cbtener la matriz de rigidez lineal en cada sentido Cx.yd.

las matrices de cada marco se sSusardn come se indica en el capitulo 4.

Sentido X CA ¢ B ¢+ C cos’#) siendo 6 = 18.435°
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304. 34 - 526.40 158.08

[xu ] =} - m2.40 1123.90 - 781.10
N

158,05 ~ 781.10 1407.74

Sentido Y C1 + 2 + 3 + C sen’sd

448, 54 - %80, 36 130,668

[3. ] = - 300, 36 i164.64 - TO2. 00
v

130, 68 ~ T82.49 1361.04

Sustituyendo en [K] [\' } - f {H] ['1 ] % 0, por cualquiera
de lom sédtodos vistos, encontramos los modos y periodos de vibracidn
de la estruciura. Nuestro método empleado es el de Stodola-Vianello
Que a continuacisn se musstra en otro programs disoMado en lenguaje
BASIC. Este programa reguisre tener como datos tanto la metriz de
rigidez lineal, como la de masas; esta Gltima tendré que ser diagonal.

tal como esta formada en la Tabla 3-7:

10 REM NETODO STODOLA-VIANELLO DE CALCULO DE MGDOS Y FRECUENCIAS
15 REM DE VIBRACION

16 REM Lectura del orden de las matrices

20 INPUT M = =, N

25 REM Dimensionamiento de las matrices utilizadas

30 DIM KCH,NO: DIM MCN,ND: DIM XON,NJ: DIM GCN,NJ: DIM CKNON2

40 DIM ACN,N2: DIM BCN.ND: DIM CCNY: DIM LON,N): DIM QRO

SO DIM DCN,N>: DIM ECMN,N>: DIM FON.KD: DINM PCND: DIM WOND

S5 REM Lectura de 1a matriz de rigidez lineal
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80 FOR I » 1 TON

70 FOR J =1 TON

80 PRINT K C=;X;%,":;J;" = = :INPUT KC(I,J>
@0 NEXT J

100 NEXT I

108 REM Lectura de los elementcs de la diagonal principal de la
108 REM matriz de masa

110FOR LI =1 TON

120 PRINT *N C*;I;%,";I;*) = “;.INPUT NI, ID

130 NEXT I

-8
138 REM Multiplicacion de las matrices [x ] = [ N ] [K ]

140 FOR I =1 TON

480 FOR J = {4 TO N .
180 XCI,J) = 1.MC2,1I3 & KC(1,J7)
170 NEXT J

180 NEXT I

19% REM Iniclacion de un vector normalizado [A ] =0

160 H = ©
&0 FOR I = 1 TO N
210 ACH.I3 = O

NEXT I

22% REM Suposicién de un vector modal [B] =1
230 FOR H = 1 TON

240 FOR I = 1 TON

@80 BCKH,1D> = §

280 NEXT 1

20% REM Calculo de los coeficientes C
270 FOR I =1 TO N

200 IXH.I) » ACH-1,I) = MCI,1D

200 NEXT I

300 FOR K = § TO H

310 KKKI = O

320 FOR I = 1 TON

330 CCKD = CCK> =+ DXK.ID » BCH,ID

340 NEXT I

380 NEXT K

3% REX Calculo del vector modal uniformizado [G ]
300 FORI =31 TON

370 ECH.1I0 = ©

380 FOR K =1 TOH

IO ECH.ID> =» BCH,I5 « CCK> » ACK-1,10
400 NEXT K

410 NEXT I

420 FOR I = § TO N

430 F(H.1) = BCH.ID =~ ECH,I1>

460 NEXT I

4?70 FOR I = 4 TON

480 G(H,I> = O

400 FOR J = 1 TO N

S00 G(H.ID> = GCH.ID + XCI,J) @& FCH, IO
810 NEXT J

520 NEXT I
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830 FOR I = 2 TO N

B840 GLH.ID = KH,I> ~GC(H,1D

580 NEXT I

880 GLH.I> = 1: T =0

870 FOR I = 2 TO N

880 IF G(H,10 2 BCH.I2-0.000 AND KH.I2 ¢ HKH.12+0,.001 THEN 850
885 GOTO 800

SO T =T+ 1

800 NEXT 1

610 FOR I = 2 TO N

820 B(H,1d = GH.I>

830 NEXT I

840 IF T = N~{ THEN &80

880 GOTO 00

€58 REM Calculo de las frecuencias de vibracion W
&80 FOR I = TO N

€70 LCH,ID = 0: OKH.ID = BXH,10 » &KI,1D

880 FOR J =1 TON

660 LLH,ID = LLH,ID> + BLH.JO ™ KCJ,ID

700 NEXT J

710 KEXT 1

720 PCHD = 01 CHY = ©

730 FORI =1 TO N

740 QCHD = QCHD + OCH.ID> w BCH,.ID

T80 PCHY) = PCHD « LCH.ID & BXH.ID

780 NEXT 1

770 WHY = PCHY ~ QCHY

778 REM Normalizacidn i lanzamiento en pantalla de los modos de

778 REM vibracién | A

780 FOR 1 = 1L TO N

700 ACH,I2 = XH.1D) ~» QCHY T 0.3

@00 PRINT ™Y C*;Hi™, " 1:") = “;ACH,I)

810 NEXT I

618 REM Lanzamienio en pantalla de las frecuencias de vibracién
820 PRINT W (";H:™ = *;WCH

030 NEXT H

840 END

i
3
i
i
H
i
3
H

i
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tenemos que los modos de vibracisn normal izados,

las

frecuencias ¥y los periodos en cada sentido de la esiructura son:

Sentido X
4.0070

L 2.0713
1.2048

w] *+ 1085.7 rad'at

1'. 0.184 s

Sentido Y
4.033C

Y, =] 30188
1.3574

o} » 10803 rad"/a*

‘l’. =014 s

C

Modos de vibrar

2.0447
=] - 20970
- 2, 4390
* 10982.1 rad' A"
=20.048 8
2. gess
=} -aa8
- 3,828

= 20320.4 rad'/s®

= 0,044 s

137

1.3270
- 3.4120
3717

50821.8 rad’ e’

o.o28 s

1.4067
- 3.8028
3. 8008

59107.6 rad’/s’

0.028 =
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Sablendo gque:

SISIESROINIES AN

v

desacoplamos Jos modos presultliplicande por [ 4 ] « resultando tres
scuaciones diferenclales de swgundo orden. linesles. no homogeness y
desacopladas:

2 -
“ u‘(!J - u‘CLD s ~ c‘ x'

2 - <
w, u‘C'.) + u.(u = C. x' 3. &

TR L R R ,

A pesar de gQue el modelc sers probado con cargas watdticas,
toruremos cono solucion del sistena de ecuaciones anterior el espectiro
de diseflo que iIindica la seccién 3 de las Normas Técnicas
Complementarias del Distriteo Federal para diseflo por sismo, (Figura
3-2) ya que los resultados que marque éste nox dardn la pauta para
probar el modelco a una serle de sistemas de carga congruentes. Asi
pues, y con el fin de oblener cargas elevadas en la estruclura,
supondremos que el wedificio pertensce al grupo A, dabiendoas
incrementar con B0% el valor del coeficiente sismico ¢, gue se
encuentra en la zona IIl y que el factor de comportamienic sismico es

igual a uno.
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La meccién 4 de las Norwas Técnicas Complementarias del Distrito

Foderal para disefic por sisso indica que:

Q' = Q. si se desconoce T o si éste es mayor o igual que T.

Q =31 ¢ (T/t-l (Q - 1), si T &3 menor que T,

La acelaracion de las masas se reducen dividiendolas entre el
factor Q', toemando en cuenta asi el comportamiento inelastico de la
estructura. ’

Debido a que el modeloc no cumple con las condiciones de
regularidad que estipula la seccién 6 de las Normas Técnicas
Complementarias del Distrito Federal para disefo por sismo, el factor
reductivo Q' que ®e calcula segin la seccitn 4 de las mismss, debers
ser -u.u.llpucado por 0.8, tal como me indica en esta misma seccidn.
Asi pues. chservando las formulas para o) cédlculo del factor reductive
Q' y teniendo en cuenta que ningun pariodo calculadoc es maycr que To.
encontramos que, en tados los casos, la aceleracion calculada de las
masas debers ser dividida entre 0.8.

Priveranmente calculamos los coeficientes de participscidn de la

esiructura en cada sentido con la férmula 3.7.

Sentido X
C‘ = C4.0078 < 2.9713 + 1.20452 0.03073 = 0.306183
c, = C2.0447 =~ 2.9070 - 3.49500 0.036738 = - 0.1134582
C. = €1.3270 - 3.4120 + 3,7171> 0.038738 = 0. 050081
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Sentido Y
G, = C4.0330 « 3.0186 + 1.38743 0.038738 = 0. 308833
C. = (2.0088 - 24182 ~ 3.8228) 0.930738 « - 0.108128
Cg ™ €1, 4007 - 3.3025 + 3.680065 0.03673 = 0. 0B334

CAlculo de los desplazamientos y fuerzas en cada sentido

Primer modo
Sentido X
Con T =0.1548 <+ a’g=0.2083 + a = 32502 cms’

Utilizando la scuacién 3.0:

0.306183 = 328,02

[en |- - 0.080807 m
“man 1000, 7

Los desplazamientos méximos son:

2, «.0978 0. 2442
3, | =293 |oomeer=|o01770 | cn
z 1.2609 ' 0.0793
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Les fuerzas méximas son:

t, m 0 o 0.2442 14. 0808
t, | 10087 { o 0 0.1770 10.8%2¢ | Kg
t ) n 0.0m83

Por consiguiente los cortantes son:
Ve 14.0600
vol= aM|.sa2 | Kg
v | {30.40m

Con T. = 0,141 + asg = 0, 2957 *

Sentido Y

a = 313.28 cmss®

z, 0.1088
I Y ' = 0.04072% cm 2, = 0.1472 cm
Vw
z Q. Qosi
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‘, 14,3307
1= 10.73298 | Kg
f‘ 4. 6284
Segunde Modo
Sentido X

Con T. = 0. 048 - asg = C.1848

I u ' = 0.001306¢ c»
2n
AR

r. e.7783
f. = - 2. 4508 Kg
f‘ - 3.2400

Sentido Y

Con “.’. s 0,044 - a’g = 0,1831

142

14.33Q7

. 2%.0728 | kg

20. 9990

a = 228.38 cws?

0. 0041
= - 0.0038 | cm
- 0.0040

2.7793
. 0.3274 Kg
- 2.013%

a = 224.24 can’
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z, 0.0038"
l Yy ' = 0.001109 cn z, = [ ~-0.0020 ]} cm
,"
2 - 0.0042
¢ e
e 2. 0683
- 2,152 Kg val® 0.%181 Kg
- 3.1378 e - a.ea5
Tercer Wodo
Sentido X

Con T, =0.080 =+ esg=0.1000 a = 207.30 cna’

z, 0.0003
2z - - 0.0007 cm

- 1,9%67 Kg 2
3.8a41 v,

Ve 0. sos2
v. { =] -o0.0eses Kg
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Sentido Y

Con T, = 0.026 + a/g =0.1684 o+ & s 207.49 cove’

2, 0. 0003 1
I Yy ' = 0.000194 cm 2, = - 0.0007 cm
"»ax
z 0. 0007
+ o
Ve Q. 8e52
- 1.4788 Kg Ve = - 0.8837 Kg
1.%8203 v, 0. 8388 J

Hemos obtenido hasta ahora, tanto los desplazamientos como las
fuerzas qQue se generarian si la estructura vibrara. en cada sentido,
con la frecuencia de cada uno de los wmodos. Sin embargo la
distribucién de las fuerzas en cada marco, dependerd de las
condiciones de rigidez Que imperen en éstos. por lo que a cohtinuaciodn
se plantea la diztribuciédn de la fuerza sismica actuante en la
estructura scbre cada unc de los elementos resistentes.

Para realizar esto, iniciaremos Jlos célculos suponjendo una
rigidez en cada marco. calculadas con las férmulas de Wilbur.

Cuando se suponen las columnas empotradas en la climentacidn, las

férmulas enuncian que:
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Para el primer entrepiso:

48 E
K‘ - 3.1
4 h h
h ' LS 3 - h ]
1
L« Lk
“es Lk . <8
s )
Para el segundo entrepiso:
48 E
K. = 3.1
hl’lh.‘ hIOh. ‘h.‘h.
3 .
: kcl : kel : k!l
. Ewx,
2
Para entrepiscs intermedios:
490 E
‘n - (3.14
N l' 4h . h, ¢h, . h, +h,
L]
[‘-“‘e.. L&, Tk, J
donde:
R.n,0 indices que identifican tres niveles consecutivos de abajo
haclia arriba.
K“ rigidez del entrepiso en cuestion.
. rigidez Cl- L) de las vigas del nivel scbre el piso n.
km rigidez CI/L) de las columnas del entrepisc n.
h altura del entrepisc n.
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451, al utilizar las ecuacicnes 3.12, 3.13 y 3.14. las rigideces

de cada marco resultan ser;

Marco 1:
Kl = 180. 8% Kg/em
K. = {07.18 Kg/cm
Kz = 102,93 Kgrcm
Marco 2
K' = 183.80 Kgrcm
Kl = 133.48 Kg-cm
K' = 130.38 Kg-cm
Marco 3:

K. = @3.03 Kg-cm
K_ = 80,03 Kg/cm

K = 56.688 Kg/ca
Marcos A y B:
K = 13%,70 Kgrem

K = 83.%4 Kgsem

K_ = 78.23 Kgrcm
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Marco C

K‘ = 132.009 Kg/cm

K. = 90.73 Kg/cm

K' = 73.30 Kg/cm

Cabe aclarar que existiendo en la estructura una excentricidad
entre mus centros de masa y rigidez, la presencia de un momento
torsicnante es inevitable. Dicho momento sera distribujido de una
manera semejante a como se realiza en un Andlisis Estiatico (tal como
se hace en el capitulo %, con la diferencia de que no seran
consideradas las excentiricidades accidentales, debido esto, a que el
modelo fisico supone una construceién ideal.

Teniendo came datos las rigideces de entrepisc y la localizacién

de 1o marcos en planta (Figura 3-3), los centrox de rigidez son:

Primer nivel:

13%.70 x 80 + 135.70 x 40 + 118. 42 x O
Y = = 41.87 cm

' 135.70 ¢ 135.70 + 116,42

180,68 x« O +» 183.80 x 80 + 95.03 x 3120 + 13,287 x 120
= 53,18 cm

M 159.65 + 183.60 + 95.03 + 13,27
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Segundo Nivel:

Y, = 41.82 cm
X_ = 582,41 cm

Tercer Nivel:

Y, = 41.87 cm

X = 52.19 cm

A continuaciSn se pressnian los resullados en forma de tablas:

Primer Modo

Primer Nivel

Sentido X

\’,-ti.ﬁ? em ..=7.& cm V = 30.47 Kg M = 220, 08 Kg-cm

s
Eje K“ Y‘, K“ YL' Ku 'l” Directo| Torsion| Total

A 135.70 | 38.33] 8202.08|100414.1 10,578 O.848] 1i.426

135.70 -~ 1.87 - 226.12 3I7s.8 10.578;, - 0,037 10,342

118,42 |~41.67 |~4875.83{207328. 4 9.308] ~ .81 9. 458

Sumas 407110.3
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Sentido Y

l' = 583,10 cm .--o.:.a em vV = 29.90 Kg M = 4.60 Kg-cm

3 ]
Eje Kt' X K‘, l" K‘y Xy Directo| Torsidn{ Total

190.08 {-93, 18|-8480. 794814588, 4 10.871| - 0.020 10.842

-

163.80 ®.82] 1282.77]  8%40.1 12.1%7 0.004 12.161

2

3 95.09 | 66.82] 63S0. 80 424347. 4 c. 262 0,022 6.314

c 13.27 | 08.82| 0960.70| Sez52.2 0.879 0,003 o.882
Sumas ©43804.1

Segundo Nivel

Sentido X

Y, 41.82 cm e s 7.07cm V = 25.84 Kg N = 182.80 Kg-cm

g | %, | v, |, v,| %, 1I,|]| Dtrecto]| Torsten| Total
83.84 30.19] 3180.82j121802.2 9. 008 0.678 8.681
83.854 |- L. 88]- 151.84 78.3 0.008| - 0.032 8.973
72.00 |-41.,82{-3039.17|127042.0 7.832| - 0.644 :?.188
Sumas 249119. 5
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Senti{do Y

X' = 82.41 em e = 0.828 cm V = 25,07 Kg M = 23.18 Kg-cm

Eje K‘y X" K‘y X" Kny X:' Directo| Torsicn Total

1 107.168 }~52,41|~56816. 32|204345.0 B.703] - 0.151 8. 882

2 133.48 7.8 1013.2% 78Q1.7 10. 8B40 0. 027 10.887

3 80.03 87.50| 4057.41 [274245.0 4.878 0.100 4.084

c a.07 8?7.59 545.668) 38882.0 0.e83 0.015 0. 870
Sumas 813183, 7

Tercer Nivel

Sentido X

Y' = 41.87 cm u.=7.02 cm V = 14.88 K¢ N = 108,20 kKg-cm

Eje Ku Yu K‘_ Y" K" Y:' Directo| Torsidn Total
A 70.23 | 38.13) 20683.17|113734.1 s.22? 0. 38¢ 8.611

78.23 |- 1.87|~ 146.01 e72.8 8.227| ~ 0.018 5,208
c 87,77 |~41.87)-20837.171187681.9 4.528| - 0.388 4182
Sumas 232813.5
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Sentido Y

X' = G8.10 em ., = 1.14 cm V = 14.34 Kg N = 16.3¢ Kg-em

Ese | X Koo | K, X, 'x‘y x* ]| Directs| Torsien| Total
1 102.03 |-82.10(-8372.37|280336.3 e.oet] - 0.108] «.o%3
2 130.38 | 7.81 1017.84| 7W47.4 s.204| o0.020| ©.304
3 56.06 | 67.81] 3843.96|200042.1 a.732| o.o77| =2.808
c 7.3 | 87.01] mio0.m7| 34m20.3 o.3s3| o.010f o0.373
s_uman S83B08. 1

Las tablas de los siguientes modos se presentan en forea

condensada para evitar repeticicnes numéricas.

Segundo Modo

Primer Nivel

Sentido X

Va-201Kg Ne 21 04Kg-em
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Ejo Directo| Torsién Total

A -1.012f - c.cOt| - 1.083
B - 1.012} - 0.004{ - 1.008
c - 0.800 0.079{ - O.8B12

Sentido Y

V= -262Kg N = 0.41 Kg-cm

Eje Directo| Torsién Total

-

- 0.927 0.003) - 0.%24

-1.008| - ¢ E*{ - 1.088

- 0.882] - 0.002] =~ 0.984

Djwin

-o0.077| - 3E"*] - 0.077

Segundo Nivel

Sentido X

v = 0.33 Kg M= 2 32 Kg-cm

Eje Directo| Torsién Total

A o.114] ©0.008 0.123
B 0.114| - e E°* 0.114
[ 0.099| - o.00@ 0.001

182



Sstudio egperimental d¢ una estruciura veticular

Sentido Y

vV = 0.523 Kg M= 0.48 Kg-cm

e Directol Torsién| Total

0.179| - 3 g™* 0.179

-

0.223 0. 001 0. 224

0.100 0. o002 o, 102

njewlw

o.018| -3 87 0.014

Tercer Nivel

Sentido X

V=278 Kg N = 10.81 Kg-cm

Eje Directof Torsidn Total

[-N- -] 0.073 1,040

0.909] - 0.003 [ -}

0.840] - O.068 0. 772
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Sentido Y

Primer Nivel

Sentido X

@otudio epperimental d¢ una estructura reticular

vV = 2.67 Kg

M = 3.04 Kg-cm

Eje Directo| Torsion Total

1 0.023| - 0.020 0.003
-] 1.188 0.004 1.173
3 Q.8508 0.014 0.822
[ 0,088 0.002 9.070

Tercer Modo

vV s 0.75 Kg M = 5 39 Kg-cm
Eje Directo| Torsion Total
A 0.259 0.021 0. 280
B 0.2%9] ~ 0.001 C.2%
[o4 0.228( - 0.020 0. 208

184



@otudio egperimental d¢ una eotructura reticular

Sentido Y

V = 0.84 Kg M = 0.10 Kg-cm

Eje Directo| Torsién| Total

0. 2281 - 0.00% 0. 224

-

o.ee@| oE* o280

0.13¢ sE* 0.134

njelw

o.ote[ 7E* o.010

Segundo Nivel
Sentido X

Va-0.098Kg M = 8,74 Kg-cm

| 213 Directo| Torsién| Total

A - 0.332| - 0.028| - 0.30887

- 0.332 0.000} - 0.331

[ - 0.2689 0.024| - 0.288
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Sentido Y

VvV = - 0.88 Kg M= .82 Kg-cm

Ejw Directo] Torsion Total

- 0.307 0.008; - 0.302

N

- 0.382] - 0.001{ - 0.383

- 0.172( - 0.004] - C.178

Njwln

- 0.023] - 0.001} -~ 0.024

Tercer Nivel

Sentido X

Vv = 0.81 Kg M = 4.28 Kg-cm

Eje Directo] Torsidén) Total

0.212 0.8 0.227

0.212| - 0.00 0. 211

< Q.183] - 0.13 c.108

isg



Sentido Y
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vV = 0,80 Kg N = 0.08 Kg-cm
Eje Directo] Torsién Total
1 Q.208{ - 0.00% 0. 204
2 o.281( o0.001 0. 282
3 0.114 0.003 0.117
c o.o18 4 E™* 0.018

En seguida presentamcs las fuerzas y desplazamientos en cada

marco, con 1o cual resusmimos este anhlisis.

Modo 3
Marco A
Nivel Fuerza Cortante Rigidez 8 relativo 4 total
3 5.8110 8.6110 TE. 2204 0.07172 o.27182
a 4.0708 9.0810 63, 3385 0. 11500 0.20010
1 1.7443 11, 42%0 135.704L 0. 08420 0.08420
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Marco B
Ni vel Fuerza Cortante Rigidez 3 relativo 4 total
3 5. 2078 5. 2078 78. 2204 0. oson? 0.28167
2 3.7654 8.e732 83, 5388 0.10742 0.18810
) 1.5884 10.5418 135, 7041 0, 07788 0.07768

Marco C Cdir. XD

Nivel Fuerza Cortante Rigidez & relativo 4 total
3 4.1620 4.1820 a7, 7872 0.08142 Q.23182
2 3. 02684 ?.1884 72. 85870 0. OWeNe 0.17010
1 1.3:103 . 4987 119, 4238 0.07118 Q.07118
Marco 1
Nivel Fuerza Cortante Rigidez 8 relative| 4 total
3 4.8533 4. 8333 102, 0338 0.04715 0.1Q2¢8
2 3.56083 8.5518 107.1638 0.07980 ©0.14%883
1 1.9901 10.5417 159.8519 0. 00803 0. 08803
Marco 2
Nivel Fuerza Cortante Rigidez é relativo| 4 total
3 &, 3042 8. 3042 130. 3824 0. 04838 0. 10800
2 4.5626 10. 9668 133. 4779 0.00141 ©. 14705
1 1.2044 12.1812 183. 8000 0. 00824 0. o8B24
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arco 3
Nivel Fuersa Cortante Rigidez 8 relativo| & total
3 2. 80as 2. 8091 20, 8880 0. 04803 0. 19903
2 2.1748 4.9839 80. 0287 0. 08303 0.14048
1 1.330% ©. 3144 8. 0308 0. 00848 0.08845

Marce € Cdir. ¥

HNivel Fuerza Cortante Rigidez 8 relativo A total
3 0, 3731 C.3™n 7. 8297 0, 04905 0, 19003
2 o.2e72 0. 8703 8.0730 0. 08303 0.14%948
) 0.2114 o.em7 13.2803 0. 00884% 0. 0884

Wodo 2
Marco A

Nivel Fuerza Cortante Rigidez 5 relative & total
3 . 1. 0406 1.0408 78. 2294 0.01330 0. 00872
2 - 0.0180 0.1220 93. 5% 0. 00147 - 0. 00058
1 -1.2183 - 1.00287 133, 7041 - 0.00805 | - 0.00808
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Marco B
Nivel Fuerza Cortante Rigidez 8 relativo A total
3 0.9658 0. 9858 78, 2264 0.0123% 0. 00828
2 - 0.8521 C.1137 83,5385 0.00138 = Q.00807
1 - 1.1218 - 1.0081 135. 7041 - 0.00743 - 0.00743

Marco € Cdir. X2

Nivel Fuerza Cortante Rigidez 5 relative A total
3 0.7710 0. 7719 87.7872 0.01339 Q. 00383
2 - 0.8808 0,0911 72.8370 0. 00128 - 0. 005508
1 - 0.9038 - 0.8127 110, 4238 - 0.00881 - 0.00888

Marco 1

Nivel Fuerza Cortante Rigidez S relativo A total
k<] 0.Q031 0.9031 102. 68338 0. o877 0. 00482
2 - 0.727¢ 0.1760 107,1638 0. 00184 - 0.00418
1 -1.1003 - 0.9243 158.6%510 = 0.00879 « 0.00879

Marco 2
.

Nivel Fuerza Cortante Rigidez S relativo 4 total
3 1.1731 1.1731 130, 3824 0. 0000 0, 00487
2 - 0.G4G4 0. 2237 133. 4778 Q. 00188 - 0.00413
1 - 1.20900 - 1.06863 183. 8000 - 0.00381 - 0. 00581
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Marco 3
Nivel Fuersza Cortante Rigidez 8 relativo A total
k] 0, 2227 0. 3227 0. 6880 0, coee2 0,00810
2 - 0, 6201 0.i028 T BO.0287 0.00171 - 0.00412
1 - 0.8382 - 0.5238 95.0308 | - 0.00583 ( - 0.00583

Marco C Cdir. Y3

Nivel Fuerza Cortante Rigidez 5 relative A total
3 0. 00G4 0. 0604 7. %207 0. ooge2 0. 00510
2 - 0.0558 0. 0138 8.07% 0.00178 - Q.00412
1 - 0.0011 - 0.0773 13.2833 - 0.00583 = 0.00883

Modo 3
Marco A

Nivel Fuerza Cortante Rigidez 5 relativo 4 total
3 0.227% 0.227% 78. 2204 0. 00290 8.0 E*
2 - 0.%583¢ - 0.3%88 83. 3385 - 0.00427 - 0.00221
1 0.6364 0. 27%8 135. 7041 0. 00208 0. 00208
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Marco B
Nivel Fuerza Cortante Rigidoz S relativo 4 total
3 c.2107 o.2107 78. 2284 0. 00289 e.3E"
2 - 0.5414 - 0.3307 83. 5365 - 0.00308 | - 0.00208
1 °.5887 Q. 2580 138, 7041 0.00100 0, 001 @0

Marco C Cdir. X>

Kivel Fuerza Cortante Rigidez & relativo & total
3 0.1684 0.1884 87.7872 0.00248 8.7 E™*
2 - 0.433¢4 - 0.2880 72. 8570 - 0.00365 - 0.00101
1 C. 4730 . 2080 119. 4236 0.00174 0.00174

Marco 1

Rivel Fuerza Cortante Rigidex S relativo A total
3 0.2014 0.2014 102,933 0.001068 5.8 E°¢
2 ~ G.5028 - 0.3014 107.1838 - 0.00z8\! - 5.00140
1 0.5259 0. 2248 150.6%19 G.00141 0.00141

Marco 2

Nivel Fuer=za Cortante Rigldez S relativo 4 total
3 0.2617 0.2817 130. 3824 0.00201 LR B
2 - 0.6447 - 0.3830 133. 4778 - 0.00287 - 0.00148
1 0.841C 0. 2880 183, 8000 0.00141 0.001 41
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Marco 3
Nivel Fuerza Cortante Rigidez 5 relativo 4 total
k] 0.1188 0.1188 58. 8860 0. 00208 = ¢E"
2 - 0.2923 - 0.1787 T 80,0287 - 0.002G3 - 0.00132
3 Q.3101 0.1344 o3, 0300 0.001 41 ©. Q05 4t

Marco C Cdir. ¥

Ni vel Fuerza Cortante Rigidexz 5 relative & total

3 0.015% 0.015% 7.%297 0. 00208 5.8 E°*
2 - 0.0301 - 0.0238 8.0730 | - 0.00262 0. 00150
3 0. 0424 Q,0188 13, 2603 0,00142 0,001 42
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CAFITULO 4~ ANALISIS TRIDIMENSIONAL.

La mayoria de las estructuras son i{deallzadas en el plano, Aungue
#uto no concuerda del todo can la realidad. si nos ofrece gran
facilidad en la r.alizaci‘én de los cdlculos. resultando en ocaciones
suficiente. Dependivndo do la complejidad de la estructura a resolver,
es posible crearncs Un criterio que nos conduzca a una solucicdn Sptima
tanic estructural como ecohdmica, de Lal manera que seanmos capaces de
slegir el tipo de anslisis mas conveniente (Estatico. AD.ME.
Tridimensional, Paso & Paso, Elesento Finito, etecd.

El mélodo que uYLiliza la mayor cantidad de varibles que se
presenian dentrc de una esiructura real es el del Elemento Finito, el
cual i{dealiza cualguier parte estiructural come slementc que Liene de
tres a sels grados de libertad por nudo. Sin embargs, existen dos
grandes dificultades en su utillaacidn: primers, es demasiado alto el
norerc de grados de libertad que se tendrian para un sdificlo incluso
de un 30lo nivel., para lo cual se debwrd uUe conlar con yna capacidad
muy grandes dev entrada~procesc~salida de compuladorae; y segundo, al ser
tan elevado @l nuners de datos que 3w manejan, es muy dificil tanto la
organizacidn como la i1nterpretacidn de los datos necesarlos para
solucivnar el problema.

Debido a los inconvenientes gque s& presentan en el método
anteriorments mercionads. la préclica ds vsle se reserva a estructuras
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o partes estructurajes muy impor tantes. Es por ellu que para realizar
un Analisis Tridimensional de menor complejidad, se idealiza a la
estructura como un conjunto de subeslru:iuras (marcos, nuros, etc.)
planas verticaloente, ligadas por un sistema de piso infinitamente
rigido, es decrr, inde(ormable en sy plano. De esta manera, cuando las
cargas laterales sean aplicadas a este sistema westructural, el
problema se reducira a solo tres grados de libertad por nivel; dos
desplazamientos laterales. uno a cada we)e horizental, y un gQiro
alrededor de un eje normal a los dos anterivres situado en un punto
cualquiera de cada piso.

Una de las ideas de generar tres grades de libertad por nivel es
para considerar la torsién, que es un problema gue se presenta en Loda
edificacién de rigides yso geomelrla asimetrica. As: pues, la torsion
en un wdificio estd definida como la tendencia de giro alrededor de un
eje vertical generado en sus planos horizontales, provocando un
esfuerzo adiciocnal en sus elementos resistentes (Figura 3-1).

Fundamentalmente la torsidn se debe a la no coincidencia entre la
resultante de las cargas sismicas que pasa por el centro de masa vy a
la de los elementos resistentes. cuyc punto de accidn se localiza en

el centro de rigidez o torsion.

Flgura ¢-1  Elecio lorswshante en un edificio
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En cada piso, la resultante de les empu jes producira
desplazamientos laterales y al ser multiplicada por la excentricidad
existente entre el centro de masa y el de rigidez se generara un par o
somento torsionante.

Habria que destacar Qque estos efectos torsicnales son los
producidos por condiciones Llnerentes a la estructura, sin embargo no
hay que olvidar que las componentes rotacicnales del movimliento del
terreno mismo, I{ntroducen esfuerzos gue pueden llegar a ser mds
elevados. De hecho la totalidad de la perturbacion que origina los
romentos torsiocnales puede ser de esle Lipo. también se ha visto que
@] ‘comportamiento no lineal puede introducir pares de torsidn. rara
ver tomados en cuenta en un anilisis convencional. En la actualidad
solamente se a podide inferir caracteristicas de tales componentes a
partir de los registros de traslacion.

Asl pues, la compleja situaciodn que encierra los puntos arriba
mencionados. hace hasta el monentec imposible estimar con precisién
eslas torsicnes adicicnales.

Este capitulo estard referido a un andlisis con tres grados de
liberiad por nivel., donde las matrices de rigidez lineal de cada marco
Cdefinidas en el capituio 3), serdn transformadas a un sistema
coordenado tridimensional. siendo necesaria la domesiraciédn de una
matriz de transformacién de coordenadas planas a espaciales.

Consideremos un sistema de coordenadas en una estructura de
comportamiento lineal que defina la ubicacien y direccidén de las
[uerzas [F ] y los desplazamientos [ D ] y digamus que la matriz de
rigidez correspondiente es [ [ 3 ] Podamos definir otro sistema de
coordenadas para la misma estructure Gue iw refiers a a fuerzas [ F. ]
¥ dusplazamientos [ " ] con la matriz de rigidez [ % ] Si los
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degplazamientos o fuerzas de los dos sistemas de coordenadas se

relacionan por:

& €4.43

entonces, la matriz de rigiduz { 1 4 ] s® puede transferir a [ K. ] won

la wcuacisdn:

[ [ [ 0]

donde la matriz de Lransformacidn [ H ] s forma con rolacxcnes‘
geoméiricas de los desplazanientcs [ D] Y [ D. ]. ¥ sw deduce que
estas relacienes son vilidas independientemente de las fuerzas
aplicadas a las coordenadas. Los dos sistemas de fuerzas [F] ¥
[ ] son equivalentes uno al otro, lo que significa que las fuerzas
F ] producen desplazamientos [D ] b4 [ D. } de la misma magnitud gue
zausarlan las fuerzas [ F‘- ] Tambitén, los sistemas [ F v F- ]
hacen el mismo trabajo para producir el desplazamlento [D o o" ]
Fara probar la ecuacidn 4.2. suponencs que la esiructura esta
sometida a fuerzas [ F ] ¥ expresamos el Lrabajo realicado por ustoa

fuerzas coma:

-+ o7 [4]1°]

sustituyendo el valor de [D] dado en la ecuacion 4.1. oblenemos:
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A NONOIONICS

Ahora, si suponemos que la estructura se somete a fuerzas [ ™ ]

Y aplicamos oira vez la ecuacidén 4.3, obtenemos:
b v
v [ [] ]

Una comparacion de las dos expresiones pars W nos da la relacion entre
las matrices [K'] y [K ]. que o8 la ecuaclén 4.2. Para formar la
matriz de rigideces utilizaremos este principio, expresando las
matrices [K' ] on términos de los grados de libertad del edificio
completo, es decir, de los dos desplazamientos y el giro de un punto
on cada pisa.

Para esto considerese la Figura 4-2 donde se llaman LA 4 9& a
los desplazamientos y el giro del centro de masas Cpunto elegido por
conveniencia) del piso +. donde el marco J tLiene en el piso ¢ un
desplazamientc lateral dﬁ y considerando que el Angulo 6, es pequefic

se puede expresar de la siguiente manera:
u
. . N .42
d”-[cmo’ ICHO’ r'\] v‘ Cé. 4
e
.

p’ es el 4&ngulo que se forma entre las direcciones positivas de u vy
de d"; r es la distancia de la proyeccidon del marco j al centro de
masas del piso, y Liens signo positivo cuando el giro de d‘\ alrededor

del centro de masas es del mismo sentido que 8‘.
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En forma condencada la expresién 4.4 se excribe:

donde ia matriz de transformacion es:

cos @

3
y la matriz de desplazamientocs es:

u

t

¢ = f v

13

e

Cuando se consideran los n niveles de los marcos,. se tiens:
D) = IH’ 1Y) 4.5

Las matrices de esta Ultima expresion se definen como:

T
d[l hu Ye
L]
% P Ys
D = . H H = . y U a .
) . i . .
4 * u
n n LY
¢ n elomentos ) C nx 3n elementos < 3n slementos 2
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Por lo que la matriz de rigidez [K- ] se forme por la relacicen dade

on

ia ecuacitn 4.2. Para nuestro caso realizaremos dicha operacion

mediante un prograna de computadora, en el cual se deberd tener como

datos las matrices lineales de cada marcu, as! comc sy ublcacidn en el

espacio (Figura 4-22.

10
20
20
40

REM Programa para obtener la matriz de rigidez tridimensiocnal
INPUT “No. de marcos =%, N

INPUT “No. de niveles =", L

DIM KCN,L.L>: DIM BCN.L.3w0>: DIM CCN,3al.L)

80 DIM XCN,3wl.L)>: DIM YON,3wL,3aL): DIM ZX3mL, 3sLD

80 FOR H =1 TON

70 FOR 1 =1 To L

80 FCR J =1 TO L

90 PRINT “K marco”;H;"C™;7;".”; ;"2 = i INPUT KCHWI.JD
100 NEXT J

110 NEXT I

120 NEXT H

130 FORH =1 TO N

140 U = -2

130 FORI =1 TO L

160 U s U 1

170 FOR J = 1 TO 3w

180 IF J >= 2ul+U aND 1 <= 2ml+U+2 THEN 100 ELSE 210
190 PRINT "b marco*;H;"nivel“;1;"desplazamiento”;J;
200 INPUT BXH.I,J): GOTO 220

210 KH.I.1D =0
220 NEXT J

230 NEXT I

240 NEXT H

2B0 FOR H =1 TO N
280 FOR I = 1 TO amL
270 FOR J =1 TO L
280 CCH.I.J> = BCH.I.JD
290 NEXT I

300 NEXT I

310 NEXT H

320 FORH =1 TON
330 FOR I = L TO 3wl
340 FOR J =4 TO L

FORR =1 T0L

XCH,I.3) = XCH.I,J0 + CCHJI.RD # KCH.R.JD
NEXT R

HEXT 2

NEXT I

NEXT H

FOR H =1 TON

FOR 1 =1 TO 3=l

FOR J = 4 TO 3L
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ceordenadas (flgura 4-2) para cada marco Ciguales en los tres niveles
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YCH,.I,J0 = Q

FORR =1 TOL

YCH.T,JD = ¥YCH.ILJ) » XCHOILRD ® BCH.R.JD
NEXT R -

FRINT K~ marcoiH; "0 I ;M %3 & “Y¢H,1.T3
NEXT J

SsTOP

NEXT

NEXT H

STOP

FOR I = 1 TO 3ml

FOR } = { TO 3uL

1.0 =0

FOR H =i TON

AL.J0 = AT I e YCH,I.TD

NEXT H

oFF PR B~ 3§ 5 )

o~

rigura ¢-3 Plania do @ uncacion de loe marcos dal medelo

Tomando en cuenta las siguientes matrices de transformacion de

model o) :
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hY = [ 1.00, 0.00, - 31.11 ]
hY = [ 1.00, 0.00, a.ea]

n. o= [o.maee.' 0.31823, 20,5148 ]

o

h:_‘ . [ 0.00, 1.00, - 83,33 ]
ny o= [ 0.00, 1.00, _a‘ee]
r.:‘ - [ 0.00, 1.00, ee.ae]

¥ con las matrices de rigidez lineal Cobtenidas en el capitule 3, el
programa muestra los siguientes resultados de las matrices de rigidez
tridimensional en las Tabias 4-1 a 4-7.

La matriz de masas se muestra on la Tabla 4-8., donde la jnercia
rotacional de tLodos los niveles es N' = 18520.087884 M qr-l./cm,
obtenida por las dos ecuaciones siguientes:

M =1 . =M1
- retacional polar

Al utilizar el programa visto en el capitule 3 (Stodola-Vianelled
para la obtencidn de los modos normalizados. las frecuencias y los

periocdos de vibracién de la estructura. resulta:
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Modos de vibracisn

3. 75795 1.62019 [ 0.17843 ]
- 1.50407 3. TOOWR 0.1307¢
- 0.00357 - 0.00434 0.10417
2.73017 1.16464 o.1e217
Y, = | -1.193 Y, = 2.77 Y, * 0.06198
- 0.002%7 - 0.00330 0.07881
1.16571 0. 48809 0. oo%es
- 0.53688 1.24058 0.001 45
- 0.00106 ] | - o.o0189 | ©0.03348 |
of = 15841 rad’a’ o = 2087.2 rad"a’ o = 3313.7 rad"se?
T, = 0157 5 T, =0.138 5 T, = 0.109 =
2.%2370 ] [ 1.50842 ] [ o0.10838
- 1.%4783 2. 55058 0.16038
- 0.00135 ~ 0.00810 0.07573
- 2.22032 - 1.34044 - 0.14628
LI 1.23424 Y, = | - 206482 v, = | - 017724
0.00174 0.00437 - 0.08404
- 2.0m877 - 1.73823 - 0.20044
1.80188 - 3.02800 - 0.18863
t 0. 00181 [ ©0.o0ee7 | - 0.08013 ]
o = 17212.9 radtse® W} = 213761 rad’s® ) = o182 rad'ss’
T, = 0.048 5 T, = 0.043 % T, * 0.034 =
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0.91514 ] [ o0.95492 ] 0. 09445 ]
- 1.02634 © o 0.90186 0. 10420
0. 00078 - 00,0042} 0.03408
- 2.38a18 - 2.48247 - 0.243%2
Y, = 2. 54000 Y, = | - 2.40088 Y, = | - 0.20787
- 0.00120 0. 00998 - 0, 08821
2.987%07 2.68821 0, 28707
- 2.58377 2.40518 0. 27498
| 0.00005 | | - 0.00832 0. 09321

w; = 83254.0 rad®/s® ] = 68088.1 rad’a’ w) = 107708.2 rag’ e’

T, = 0.027 = T-IO.OESS T.t0.0IDs

De ' acuerds a la seccién Q.1 de las Nermas Tecnicas
Complementarias despreciaremos los efectos que se producen en los
modos superiores al tercero.

Debido a que en este caso se considerd como grado de libertad el
giro en las plantas, los coeficientes de participacién se calculan con

la siguiente expresisén:

o-[+1[*][*] cwe

donde [ ] os el vector que contiens unos de los lugares
correspondienies a los grados de libertad orientados en la direccién
en que estd actuando el Sismo, Y ceres en los demds lugeres. Si se

considera el sismo actuandc en la direccidn X se Liens:
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oF

OO0 *™ 0 0™ OO »

por lo que loa coeflicientes de participacién para un sismo actuando

on’el sentido X son:

C_ = 0.201180 C'. » 0.120240 C“ = 0. 015937

¥ on ol sentido Y son:

C" s 0122130 C" s 0.2037%0 C” = 0.007118

Tomando en cuenta Que las caracteristicss para referirnos al
especiro de disefio del Distrito Federal son idénticas a las expuestas
on el capitulo 3, lievaremos a cabo los calculos para la obtencidn de
los desplazsmientos y fuerzas dJdel modelo.

Sisma actuando en la direccion X

Primer modo
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@stubio egperimental d¢ una epivuctura reticular

Con.T, = 0.157 ¢ +  a/g=0.2680 4+  a = 328.33 caa’

Utilizando 1a wcuacion 3.9:

0.2681180 =~ 328.33

I ™ l - = 0. 05718 cm
o 1504. 1

Los desplazamientos méximos son:

[ v, ] [ 3.757a5 [ O.21784
v, ~ 1.89407 - 0.08232
8, ~ 0.00387 -21 8¢
u, 2.73017 o.18312
v, s} -1.19338 | 0.097916 = | - 0.08011 | cm
e, ~ o.o02%7 -1.8€¢
u, 118871 0. 08781
v, - 0.83008 - 0.03108
| o, | | - 0.00108 | - 61 e

Las fuerzas miximas son:

o] [ 12.7483¢ ]

fay - 5. 60881

£ - 18. 40838

L Q. 28030

I3 =1 - 404775

»y

e - 13206028

r 3. 95381

am

£ « 1.82101

sy

Iy - 8.4%672
L i, L J

Segundo modo

Con T, »0.138 % <+ a/g =0.295% + & 2 31.02 cwst
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0. 02945 1
0. oB72e
-7e£"
0.02117
- 0. 05041
-e.2e""*
. coas?
l 0. 02271

g ® ¢ €

<

| Yo I - 0.018178 o
-

-3.18°

-. <

|

fou W [ 2. 22002 )
fo 5, 08488
foe - 9.07274
£ 1.80012
am
te | = 2.81018
fen - 7.08%¢8
f 0.670%%
an
£ 1.71678
sy

I | - 3.93200

Tercer modo

Con T, » 0.100 8 e a/ge02Ne o ‘a = 284,03 cn/s’

3E™* ]
7 E™*
4 E™®
2E™"
2 e?
oE™
1 E™
9 E™®
5g"®

| Yau l = 0.016178 cm
»an

-0.!_1 ® ¢

"
& = = @M ™

® Cc e
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[ £, '| [ 0.02848 ]
foy 0.c2122
[ 4 28. 72117

e

£ 0. 02033
E 1]

£ - 0. 009
av

f e 18. 61855
¢ 0.0130¢
(¥} -e
r 23E
sy

., | 9. 20182 |

Sismo actuando en la direccion Y

Primer modo

Gon T = 0.187 » N o'g = 0.2880 . a = 328.33 can’

0.09453
- 0.04010
-go0f"*

0. 06808
= | - o0.03002
NN
0.02632
0.013%0
2.7 ¢€*

£ ® ¢ €

<

I Yoy | s 0.028185 cm
e

® ¢ €
1

ﬁ
-
—
L)



Fotudio egperimental be uno esiructura seticular

[ £, 5.53616 ]
o I - 2.348Y7
i3 - 7. 452
e .
fou 4.02207
£ =} - 1.73808
v
r - &, 73938
2o
4 1.71732
L1}
r - 0.79063
sy
L T, { - 2. 37004

Segundo modo

Con T, =0.138 8 o a5 =028 4 a = 311.02 ens®

0.089%0 1
0.18877
-1.6E"*
0.049%6
- 0.11897
-1.4E°*
0.02084
0.0%361
ra2¢e?

-

e ® ¢ e ¢ ¢
e e e e

ﬁ
® €

- .

r—
1

[ l‘.- '1 [ 5. 25308 |
f" 11.90006
f.. - 21.41118
{ 3.77620

am

f = 8.96181

zy

f” - 30, 72220

L 1.98257

f" 4.08181

L - 8.33005 ]
te 4 3 i
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Tercer modo

Cm'r.-o.xoe- - a’g = 0.2M0 - a = 284.03 cos

" v, ) [ 1.1 E™* )
vy 8.0 £
o, e.a g™*
v, 1.0 g
' Yoy l 6.0 K" en v | = RN
A 75"
u, 2.z g°
v, e.a g’
-
! .. 3 | 2.0 € ]
r ] [ ©.01303
oy 0. 00073
f,. 11.76883
f,. 0.0120%
t = { 0.00857
oy
r a. 85407
e
4 0. 00838
x -a
t 1.4 E
sy
t 2. 79004 J
3 o b

Hasta ahora hemos obtsnido tanto ios desplazamientos como las
fuerzas que se generarian en los centros de masa. debido a los sismos
actuantes eon las dos dirscciones ortogonales, con lo gque se ha
considerado cada uno de los grados de libertad de toda la estructurs.
La distribuciédn de los duplluzaml'ntm. eon cada uno de los marcos, se

realizs a partir de la ecuacion 4.%, siendo les resultados:
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SROIBHE

"

Sismo actuando en la direccaon %

Primer modo

[ - £.08130 - 0.08370 - 0.10810

= - 0.08118 D. = - 0.07011 D' = - 0.07904
iy 0.02783 - 0,03150 - 0.03818

( 0. 22407 0.21581 0.17118

= 0.18275 ID. = 0. 15680 Dc = 0.12376
0. 08842 0. 0B6ET 0.05241

Segundo modo

0.07149 ] [ 0.068675 ] [ 0. 08202 ]
= 0.0837V0 w. = 0. 08000 D. = 0.04830
L 0,0243S 0.0225%51 L 0. 02087 ]
J 9 4
0.03131 ] f 0. 02875 1 - 1 . 04880
= 0. 02305 D- = O. 020862 Dc = 2.03421
t G. 00983 ] L G. 50860 k 0.01 468 ]
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Setudio epperimenial de una esiructuta seticular

Tercer modo

[ - o.00723 ] [ 0.00110 ] [ 0.00043 ]
= | - o0.00537 o, - 7.6 E°* D, = 0. 0coBEe
.-o.ooa:saJ | 3.0 s:“~ o.ooaeaJ
[ - 0.00408 ] [ 6.00147 ] [ 0.00438 ]
= | - 0.00288 o, = o.omiz|  ®, = 0. 00328
- 0.00127 5.1 E°* 0.00543 ]
L ] L } L

Sismo actuande en la direccién Y

Primer modo

. - - r
- 0.03231 ~ 0.04070 - 0. 04008
- - 0.02087 b. = ~ 0.030458 ID. o = 0.03433
- 0.01200 - C.013¢8 - 0.01%2%

4 L L

r - r < r
0,08732 0.09373 0. 07435
= 0.G7060 D. L 0.08810 Dc - 0. 08373
0. 03018 0. 02000 0. 02278

L 3 L F L
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Segundo modo
. . ; . r 5
o.10871 0.18783 0. 14635
D, = 0.13872 o, = 0. 11800 o, = o.10827
[N ] ©. 08312 0.04877
p - d
[ o.ovmas ( 0. 08785 0.11008
o, 0, 0B44S B, » 0.04867 o, = 0.08073
{ . 0.02316 0. 02029 o.oacseJ
Tercer modo
r 1 [ -s ] [ 1
- 0.00331 so0z™* 0. 00432
B, = | - 0 00848 D, - .85 B, - 0.00318
- 0.00100 1.4 0.00136
3 J b 4 L J
[ - 0.00167 ( e.7 £ ( 0.00200
o, = | -~ 0.00138 o, = 3.4 g™ D, = 0.00148
-s 05" j 2.3 €™ J 6.5 E™* J

Mul tiplicando por las matrices de rigidez lateral

correspondientes. obltenemcs lLas fuerza en-cada marco.

(][] [1[]
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Sismo actuando en la direccidn X

Primer nodo
r 9 [ o r P
- 2.00445 - 2,980 - 1.54574
= - 1.65008 IF. = - 1.83108 D" = -~ 1.27838
- ©.0928658 - 0.47608 - 0. 78481 J
L 1
r < o P
4.77017 F 4.590129 [ 3. 88700
= 3. 48881 T. = 3, 34708 (Fc = 2.536870
1.47808 L 1.48382 1.08728 ]
L d 4 L
Seqgundo modo
, 1 L
1.77320 2.11848 0. 89400
= 1. 44402 F, = 1.38174 l‘. = 0.78474
0. 78490 ] 0. 35761 0. 456530
r P r r
0.89184 0. 842406 0. 93061
= 0. 47844 F. = 0.43077 Fc = 0.?72771
0. 20863 J 0.11008 0.37374
h L -
Tercer modo
- 0.18837 0. 04501 Q. 14002
= - 0.14159 U-'. = 0. 01583 r. a 0. 10438
~ 0.0854%8 0.013%3 0.04238



@otudio epperimential de una esiructura reticulor

- 0.08871 0, 02382 0.0812¢
f‘ = - 0.08007 D'. = 0, o200z l'c = 0.07343
- 0.03242 0.02123 Q. 048867

Sismo actuando, en la direccién ¥

Primer modo
P - r - r -
- 0. 87060 - t.2e721 - 0.67137
F o= | -o07e80 F, = | - 0.83873 F, = | - 0.8m437
- 0.40330 ] - 0.20877 - 0.327€8
4 d
" " . "
[ 2.07108 1.08410 1.584930
F - 1.51444 L 1. 48378 Fo» 1.11048
0. 64108 Q. 83979 f 0. 48353
- L 3 o
Sagundo modo
r 4.1893%0 [ 6, 00Q48 2.10978 1
F, = 3. 40780 F, - 3, 26078 F, = 1.78114
1. 83284 ] 0.84442 1. 07730 ]
3 9 -
p - r -
t.083271 1.%1618 a.21742
F, - 1.12013 F, - 1.01680 L 1.71735
0. 48704 0.28162 0. 87728
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Tercer modo

. 0.08818 | i 0. 02080 ] [ 0. 08848
= ~ 0.0B478 r’ = o.oo'}as l'. - 0.04704
- 0.02515 ] ~ 0.00010 J ] 0.01038 ]
- < . 4 . P
~ 0.04058 0.01080 0.03715
= § ~ 0.026G4 L 0. 01360 F_= 0, 03380
~ c,ouBaJ 0. 00671 ] 0.02135
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CAATULO S~ ANALISIS ESTATICO

Uns estructura excitads en le base con ;(9(1.3 tlene el mismo
comportamiento al excitar su masa con F = - m ;c'(t.j. En ingenieria
civil, la excitacién en la base de las estructuras son los sismos.

+« Para hacer una simplificacién de la fuerza excitadora que va a
sustituir al sismo, se tomars F = - m i'w en vez de F = - m i’cn o
$®a,. una fuerza que no depende del tiempo (fuerza estaticald. }_os

valores para i'w dependen del sismc que se considere, usualmente son

de una fracciédn de la gravedad:

X2
(]
[

(]

gmax

donde c ¢ 1 ¥y g es la aceleracisn de la gravedad,

La fuerza excitadora de la masa sers entonces:
|r‘-—-‘ " -mecg®-gw ¢S, 10
o8 decir que se trata de simular al sismo de manera simplificads, con
una fuerza igual a una fraccidén del peso w de la masa.

Estsa e la base del Anilisis Sismico Estitico, donde al

cosficiente c se le denomina Coeficiente Sismico Estético.
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@etudio epperimental de una esiructura reticular

Las Normas Tecnicas Complementarias del Distrito Federal para
diseflo por sismo estipulan como alternativa en su seccién 2.1, la
utilizacién del AnAlisis Estatico para estructuras que no pasen de 60
setros de altura. Este método., segun se mencicna en la seccién 8.1 de
las Normas., tiene cowmo [fundamento la distribuclén de fuerzas
hor izontales actuando en cada punto donde se considera una
concentraclion de masa. Cada una de estas fuerzas se deben tomar igual
al peso de la misa gue corr.lpo:-\du. multiplicado por un coeficiente
proporcional a la altura de dicha masa; sin inclulr tanques. apéndices
u otros elementos cuya estructuracion difiera radicalmente del resto
de- la estructura. El coeficiente se debe dé Lomar de tal mahera que la
relacioen V.’/V° ses igual & c/Q, siendo Vo la fuerza cortante basal, 'o
el peso total de la construcclén, Q el factor de comportamiento
sismico y ¢ @l cosficiente sismico.

De io expuestc antericrsente se llega a que la fuerza horizontal
I‘.‘ aplicada en el centro de masas del nivel ., estd dada por la

formul a

¥ h

[SEEIRN

£ o= = c, E LA (8.2
L v. hy

donde h‘ es la alturas del nivel . y € = e/Q
Por otra parte, pera evaluar las fuerzas en apéndices se debe
aplicar la seccidn 0.4 de las Normas, segun lo cual se supondré

actuando sobre dicho apéndice la misma distribucién de aceleraciones

Gue le corresponderia si se apoyara directamente scbre el terreno.

multiplicada por 1§ ¢ 4 c's/c, donde c' es el factor por el cual se
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sultiplican (o3 pesos a la altura de desplante del elemento cuando se

valgan las fuerzas la @s sobre la construccidn.

Ahora bien. es posible hacer una reduccidn en las fuerzas
cortantes calculadas, segun lo describe la seccidn 8.2 de las Hormas.
Para éstc se requieres calcular el periodec fundamenial de vibracién T
‘de la estructura en forma aproximada, con la expresidn:

. [ %2 3
]
v o~
T =63 —
¢ L f‘ »®

6.3

[y

donde W, es el pesc de la masa del nivel . f, la fuerza horizontal
Qque actya en ella, de acuerdo con el procedimiento donde no se estima
ol periodo, X e] desplazamiento correspondiente en la direccion de f‘
¥ @ la aceleracién de la gravedad.

De acuerdo con el resultade de T. se aplica una de las opciones
siguientes:
2 5S4 T wes nmenor o igual que Ts las fuerzas laterales son
proporcicnales a las obtenidas con el procedimiento donde no se estima
el periodo, perc reducidas de tal manera que la relacidn Vo/ilo sea
igual a asQ', calculdndose a y Q' como se especifica respectivamentie
en las secciones 3 y 4 de las Normas.
112 Si T es mayor que Tb s® procederi comoc en el inciso i) pero de tal
manera que cada una de las fuerzas laterales se tome propercional al
peso de la masa que corresponde multiplicado por un coeficiente lgual

akh +kh' slendo:
L3 T
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| =q[1-r(l-q)]tv‘/C:V‘h‘)

k =x‘5rqc1-q>}:w‘/c:v‘htn
= r
9=C7T, /T

donde r es un valor dado en la Tabla 3.1 de las NHormas y a no se
deberd tomar menor que c/4.

A continuacion se presentan los resultados en forma de tablas,
con las mismas caracteri{sticas descritas en el capitulo 3.

[La Tabla siguiente muestra los cileculos de los cortantes de

entrepiso, para lo cual se wutilizé la férmula 8.2:

Sentidos X @ Y

Nivel LA h ¥ h { v
i [N LN i +
CKgd Cemd CKg-cmd CKgd CKgd
36, 0037 105,00 3700, 388% 40. 5042 40,8042
2 38, 0037 70. 00 2520. 2590 a7.o028 67,8070
1 38, 0037 35.00 1280. 12098 13.5014 81.0084
Sumas 108.0111 7580, 7770

Dado que contamos con los mismos valores de Q para ambes
direcciones. el valor de c. es también el mismo y por lo tanto fl oS

igual a ry. oxpresado como:

W h

(Y

. x 0.78 x 108.0131
i 7H80. 7770
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En 12 misma Tabla se pudo haber incluido e! cdlculo de las

coordenadas del centro de gravedad en cada entrepiso con las formulas:

siendo ?‘ y f‘ las distancias de un punto cualquiera al centro de masa
del entrepiso .. Sin embargo, al contar con la misma distribucidn de
smasa on todos los entrepisos. no es necesaric incluirlo en la Tabla.
ya que resultaria repetitivo. Diche centro se cobtuvo en el capituloe 3,

En las dos siguientes Tablas se muestiran los cdlculos del periodo

fundamental de vibracién del edificic para las direccicnes X e Y:

Sentido X
Nivel K v X X w x* )

T (3] i e wa (13 (% in

CKgremd Cemd Cemd cKg-cm® CKg~cmd
3 224. 2280 0. 18084 0. 88981 18.13832 | 27.11789
2 230. 7300 0.28180 0. 48897 8. 60450 13.20080
1 390. 8316 0. z07a” 0. 20727 1.84878 2.706048
Sumas 26. 28960 43.11714
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Sentido Y

Nivel K v oA X v x* r X
vy RN .y vy Xy o Ky

CKgremd Cemd Cemy tKg-cn0® Kg-cm)
207.8338 | 0.13813 0.83418 10.27378 | 21.e387%
2 308. 7428 | O.21888 0. 50608 5.70400 | 10.74880
1 451.5518 | 0.17040 0.17640 1.15876 2. 42215
Sumas 17.13712 | 34.80738

Y de la ecuacion 5.3, los periodos fundarentales resultan:
T‘ = 019714 s y T, = 0.14121 s
y entrando al espectro de disefic obtenemos:
a = 0. 26786 - €., = 0.267868/0.8 = 0, 33482
l' = 0.25591 » c.y = 0,25%81/0.8 = 0.31988

Lox valores reducidos de las fuerzas cortantes s¢ muestran a

continuacién:
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Sentido X
Nivel f. v K V.
im e ‘a ia” Tam im
(KQd> Kgd (Kgremd Cemd Cemd
18,0822 19, caz2 224. 2280 0. 08084 0. 20889
2 12,0848 30,1370 239. 7300 C.12%7 0. 21824
1 8.0274 3. 1844 390.8318 0, 08283 0.0Q253
Sentido Y
Nivel f Y K v A X
. vy 37 34 by vy 134
CKgd <Kgd C(Kgrcad (€= &) Cemd
3 17.2793 17.2795 297.833%3 Q. 05806 0.227683
2, 11.8170 28,7024 308, 7428 0. og3z2e 0.18077
1 3. 7968 34. 5500 4% .%918 ©. 07032 0. 07882

Cabe menclionar que los valores de las rigideces de cada entreplso
siguen siendo los miamos,

Los valores de f“ y rw se expresan ahora como:

¥ h
T
r = x O.33482 x 108, 0111
" 7580, 7770
v h
S
t = x 0.31889 ~ 108. 0111

y 7580. 7770

Una vez obtm‘xdc la fuerza cortante en cada entrepiso, o8

necesario distribuirla entre los elenentos resistentes. tal como se

hizo en o] capitulo 3:
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Primer Nivel

Sentido X

‘l' = 41.87 em . = 7.22 ¢m Vo2 36,18 Kg M = 281,20 Kg-em

Eje k. YUK, YLk, vf' Directo| Toraidn] Tolal
A 135.70 | 38.33] 202 08100414, 1 12.687] 1.008| 13.583
8 135.70 |~ 1.67]~ 226.12 37e.aq 12.5%7| - 0.044 12.813
c 119,42 |~41.67]-4975. 63/207328. & 11.061] - o.982] 10.089
Sumas 407116. 3
Sentido ¥

X' = 52.18 cm L 0. 16 cm V = 34.558 Kg M= 5. .41 Kgrem

Eje ['s X K% Kk x* Directo] Torssidn| Total
vy g3 ity Tay vy Tt

158. 65 [-53.16]-B480. 751451458, 4 12.218} - 0.034 1e.182

I

2 183.80 8,821 1282.77 8548. 1 14.040 0. 008 14.0853

3 a3, 03 65.82) 83S0. 28424347, 4 v.2% 0,085 7.2W08

< 13.287 66. 82 BBB.70¢ S8252.2 1.018 0.00¢ 1.01g
Sumas 43804, 1
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Segundo Nivel

Sentido X

¥, = 61.81 ca e = 7.07 em -V = 30.14 Kg N = 213.18 Kg-cm

Ele K Y KoY kK Y Directo] Torsien| Total

e (34 ax 1S SRR i iv

83,54 33.19| n680.82(121802.2 10. 801 0. 780 11.290

93,94 (- 1.82(- 191,84 278.3 10.%01 | - 0.037 10. 464

[ 72.68 (-41.B2{-3038.17]127042.0 8.134} - 0.791 B8, 383

Sumas 240110.8

Sentido Y

X, = 823.41 cm ., = 0.02 cm V = 25.07 Kg M = 23,18 Kg-cm

Eje L Xor | Koy %ol %y xf' Dlrecto] Torsién| Total
1 107.18 |-52. 41 |-8818.32]204348.0 ©.084| - 0.173 9. 821
2 133,48 7.80] 1013. 25| TEOGL.7 12. 448 0.031] 12.470
3 80.03 | 87.859] 4057. 41:274245.0 5. 508 o.128] B.723
c 8.07 | 87.53] s54s.88] 38882.0 0. 753 0.017 0.770
Sumas B813163,7
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Tercer Nivel
Sentido X

Y, 4.87ce e =7.02cm ' V=i0.08 kg M = 126.98 Kg-em

[ 303 L Cow | Fow Yook Ko Y:' Dirscto{ Torsion| Total
A Ta.23 38.13) e983.17[11375€. 1 6. 308 Q. 4684 6.773
B 78.23 |~ 1.87(~ 148,01 272.8 &.308] - 0.023 8.288
LC 87.77 [-41.87|-2837.17{118781. G 8.465] - 0.443 5.024
Sumas 232813.8
Sentido Y

)(1l = 22,19 cm e *1.14 cm vV = 17,27 Kg M= 108,71 Kg-em

Eje l(‘y X" K‘r X“ K‘y X:.’ Directeo]| Torsidn Total

i 102,93 |-82.1¢[-B372. 37260308, 3 5. 8771 - ©.130 N, 847

2 130.38 7.811 1017.G4 TO4T7. 4 7.870 0.025 7.505

3 8. 68 a7.81 ] 3843. 88j260842. 1 3.2: 0.083 3, 384

< 7.53 67,84 B10.57| 34620.3 G, 437 c.o12 O. 44@
Sunas £583608. 1
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En segulda presentamous lase fuerzas ¥y desplazamientos en cada

marco, con lo cual resusimos el analisis.

Marco A
Nivel Fuerza Cortante Rigidez & relativo| A total
3 8.7T7286 6.7728 78. 2294 0. 08057 0.32188
2 4.5178 11,2302 83, 5368 0.13515 0, 23509
1 2.a27a7v 13.5829 135, 7041 0. 000Q4 O. 099S4
Marco B
Nivel Fuerza Cortante Rigidez S relativo A total
3 5. 2850 &. 2856 T8. 2204 0.08035 0.2a782
2 4.1782 10. 4641 83. 5365 0.125286 0.21747
1 2. 04891 12.5132 135. 7041 0.0%8221 0.0922t

Marco C (dir. XD

Nivel Fuerza Cortante Rigidez 4 relative 4 total
3 5. 0237 5.0237 87.7672 0.07413 Q. 27397
4 3. 3%31 8. 3828 72.8570 0.11537 C. 19984
1 1.70858 10.0883 110. 4238 0.Co447 0. 08447
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Marco 1
Nivel Fuerza Cortante Rigidez 5 relativo & total
3 5. 8480 8. 8480 102.633%8 0. 08860 0.22474
2 3.973% 9. 8204 ©107.1838 0.09184 0.16704
1 2.3018 12.10810 136.0519 0. 07830 0. 07630
Marco 2
Nivel Fuerza Cortante Rigidez é relativo 4 total
3 7.5949° 7.8640 130. 3824 0. %825 0. 22828
2 4.8841 12,4700 133.4775 0. 00349 0.17003
1 1.%5743 14. 0533 183. 6000 0.07e54 0. 07654
Marco 3
Nivel Fuerza Cortante Rigidez & relativo A total ]
3 3.3842 3. 3842 56. 6880 0. 05970 0. 23182
2 2.3301 s.7233 0. 0287 0. 00834 o.17212
1 1.8735 7. 2068 5. 0309 ©.07a78 0. 07878
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Marco C (dir. Y2

Hivel Fuer za Cortante Rigidez S relativo A total
3 0. 4495 0. 4495 7. 3237 O, O%g70 C.23183
e 0. 3202 0. 7697 8.0730 0. 08534 0.17213
1 0. 2482 1.0188 13. 2803 0.07879 0.0787%
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CAPITULD 6- DISEND 0E1. MODELD

Al inicio de cualquiet disefo se debe de Lomar en cuenta todas
las cargas que afecten a la estructura. Nuestro modelo experimental

estard sujeto & Una carga muerta ejercida por una losa construida con

concreto armado y una placa de acers, y a cargas laterales en los

entrepisos simulando un sisme.

&

Figute OG-8

Distribucion de las carges mueriaa an loa marcos
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La escala usada @3 de 1:10. por lo gue la losa esta construida
con 1.8 centimetros de ®Epesor en SUS tres niveles, cantidad que en un
edificio real seria de 18 centimetros. Debido a que se tiene la misma
gecastria en cada unc de los entrepiscs, la carga que se distribuye
respeactivasente en los marcos o8 igual en los tres niveles (Figura
8-13.

Para el disefic del scdelo ox'portmn!-u utilizaremos el Método de
Rigideces. para lo cual, emplearemos las malrices de rigidez de cada
marco obtenidas en el capitulo 3.

Tomandc en cuenta los pesos de la losa armads, de la placa y de
las vigas (dadocs en el capitulo 3), y considerandc que la losa ests

perimetralmente apoyada. las cargas muertas para cada marco son las

siguientes:

pesc entrepiso srea peso viga longitud Total

CKg/eatd Cea®> CKgremd Cemd Ckgd

v, - 0. 00sts21 x [ e o] + 0. 003 x 80.0 = 4. 0908
'.... - 0. 004821 x 800 + Q. 003 = 40.0 = 3. 60t8
V..-c - 0. 004621 x 200 - Q. 00% x 20.0 - 1.0242
vy = 0. 00e823 = 400 + 0,008 1 40.0 a 2. 0484
v, = 0. 004821 » 1800 - 0.008 x 120.0 = 7. 9038
v..-' = 0. 004821 x 1500 - 0. 005 x 80.0 = 7.2313
v.... - 0. 004821 = 1100 * 0. 008 - 80.0 = 5. 3831
v =  0.004821 x 800 +  0.008 x e3. 2 =  3.0808

s-a .

'c.-. - 0. 004023 3 200 . 0. 009 x 83.2 = 1.2404
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Por lo que la carga uniformenente repartida es:

w = 0.08121 Kgscm

@ = 0.00742 Kgcm
w, = 0.0%21 Kgrem

« = 0.09121 Kg-/cm
“ = 0.08801 Kg/em
» = 0.12082 Kg/cm

© = 0.08972 Kg/ca
@ = 0.04884 Kg-em

w. = 0.01981 Kg-cm

Utilizando la cohvehcidn de sighos:
IREN B4 KRN

los momentos de empotramiento en cada nudeo de los marcos son:
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Marco 1

o274 yzo7Z4 o774
Marco 2

Yorrd /—/l)/_/ bz
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Mareo 3
oo 2
Marco A
— -
V72274 pro7d Y22744
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Marco B
¢
b7 Yz o
Marco €
S JOS
brrord 7777 777
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Al dar un giro a cada uno de los nudos Yy un desplazamiento
unitarion en cada nivel de los marcos, formamos sus matrices de
rigidez Ccapitule 3) y con ello cbtendremos, para las condicicnes de
empolramiento dadas inicialasnte; los giros reales que tendran cada
nudc y superponienda las condiciones deformadas del marco se obtendran
los momentos flexionantes reales en los nudos. Finalmente. tomando en
cuenta el equilibrio del marce se sncuentran tanto los esfuerzos
cortantes come los normales gue afectan a cada nudo.

Loms resultados de las operaciones antes mencionadas., se nuestran

a continuacion:

CARGAS GRAVI TACIONALES

Marco

Homentos

(Fu-sv78) (Cs.avae] (Se.ssas] IS IETY
Eieies o »773

;

[Gioste [N C ] [3es7s) +5.0e78

E‘cn (-7.07a] | o | [e7.2 +2. 0448
3. 1B67

o —

4 +s.0026
24 e
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Cortantes

I
| |
:
i

T P24 bzoZZa
Axialeos

i
]

“O. 3088

-0. 3018

. 4887

LIk
U U
RUR

e

il
I

Yoz ZZa Yoz
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Marco 2
Momentos
[+7 e%00] [c18.545] [-e 0210]) {-0.e230}
[Goeses) —o. v5e7
-8, coas [-ss. ve1] [sn.p0ar] [+8.704a]

-48. Al.‘

c¢.8880] [.8.5009)

vo-8e98]

+2. 088
reZiis

ViZdds

i

s

7_1_
77
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;
]

-0. 0803

»
[-]
©

s BOBP . 06D

2l
;

~0. 00408

Bl
iy
gl

-0, 0109

|

Y24

N
§
N
N

:
:

A

il

Ll

-8, 8377 Bags

N
M=
<HUe

\l-
AN
»

‘N
:
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Cortantes

|
!

—
ST e

N

A alen

EE: <80 E (X1 2

E:E -o: ove

*0. 2076 -0, 1078
22 iz Pl
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Marco A

i 0




1 &¢ wwa osle

"
FPe

22

Axiales

Ees)

24

o)

-0, 048

 ——
7777

o)

[Fesses]

Marco B

Mowent oe

|-I7..00|

{-s0. 000] [+88. 98]

s

s

{e84.den]

+4. G009

Gao]

)

(L4

ae



Cortantes
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77777 rezedd 77777
Axiales
I'l.l [XT] 9. 0008 -8. 0040
s ARS -8, 5888 -®. 0049

BN



Momentos
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Marco C

lbll-'ﬂ‘l,

-t6.708] [+8.7401]

l-‘.o'“}

-8,0788

..,

[-1s. ss0] [-8.200e] [+7.s090]

[

b

(e

e

E:

ECRITTY TR

=7, 8078 [Fie.90s) [(e.u020] [+s.vien] *3. 8870

Z3.7108 <i.0888 “i.8878]
P4 77 oz
Cortantes

borrid b b
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Ceasee ~o. 3098

A

&, WEoe E Py
[ e Y] NI

o, BPeO - I L XX ] -0. 1888

GeTeera ) Ceowis ~0.0680

f

EE T =0, 6N
77 77

i

Para cbisner l1oa slemantos mechnicos en cada nudo debidos a 1a
sccidn sismica, Se le aplicarin a loe marcos las fuerzas encontrnadas
por sl Nétodo Eststico Ccapitule 43, ya que dstas resultaron ser las
sayores,

£l procedimiento para encontrar Los elementos wecénicos en el
cano del sismc, 98 @l nisws que el deacrito para las cargss suertas,
sdlo que ahora cada matriz de rigidez tendra como condicion Lnicial

las fuerzas estiticas aplicadas en los snirepisos.
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Marco 1

238

:4
\

Marco 2

7. 5040

4.9841

7 777
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Marco 3

3. 3042

2.3

1.8728

bzl 774
Marco A
0. 7728
4. 0178
a.8727
7747 b rd
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Marco B

:

oo b Y74

3. 1887

 ild il 7777
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CARGAS SISMICAS

Marco §
Momentas
[Fos.a8s] [Fi7.7e9] [F37.798) [~es.e81)
TP, 800

+4 9, 308

s08. PBE

{-19.30s] [e77.0ave] [-70.804])

Y]]

*45. P8¢

+@P. 888
22

Cortantes

*78. w87

* PP, 907
V2224

g

98,604

O

/)77

N
3



Axisles

i

“i.silo [iease) T
Ti.a878 Te.%abe ~ies7s]
E-I-E “e.waiz v, e9vs]

i -8, 8998 f
Y224

Tis7
Marco 2
Nomsnios
[-98.8:7] [-s8.840] [-en.208] [-s0.qs0 ]

N
NIL
N

i
i

l-'..?'l‘l ]"7. lll' l-l“."'

7. 088

AT

s41. aal

[-en.98s] [+90.40e] [-a10.e0]

-

8. 03

iy

+88. 460

Y2724

+ 407, 40
r{ddd4

.

*07. 808

24 dd




Cortantes
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N

P ezl w7
Axiales
-. 0088 [ ] o480

BLE
i

ke d

§

ok

-4, 4997

[sTase

B E

N
N

-4, 8044

~4. 6866
i
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Marco 3

Mosentos

@ 9. #7s

‘-

+99. 978

Gaiiss)
rosIn) Tew. 788
+8s.Bad +84. 868
Cortantes

+33. 880
l'!l. l".!
s 48. 788
*48. 186
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B F

5

. 8818

i

~0. 8408 b ] 488

77777 77

Marco A
MNomentos
[.: s0.80: | o84.788) |-04.v:0) |-eo.80s ]
*40. 808 *88. 499 +40. BP1

M[ E}ﬁ

c5o. 550] oA AT

4 I rers



Cartantes
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Il B

b b b
Axiales
1. eb78 [Fs s7es) ~1.8078
[iesrs Cae7es) ~i. 6970
= 8. 2io7 ] —9.0107

LgJ

il

r

'

[Ifs
LI

V{Zddd

224
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Narco B
Mosentos

lt"."’.? l".v Ol.? I'.'-.’.I

(cs2. 7068] (-es.900] [+e8.288] [-ws. 008] se¥. T8e
T
Tes. o83 8e. aw7 88 ead

+44. 490 {=38.393] [.03.932] [-vs.809) s44. 400

c8e. vead a8, 300 XY X IY]
io'l,lll} +408. 84 Ib'l.l.t!
Veddds red724  rre

Cortantes

e

7777 77577 7777
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R

-8. 7878

Harco C
MHomentos
{-se.8s0 {-3e.088) [-2s.0a0] [-se.ws0]
+80.810 [es. 377}

*38,948

in

[:_.__T.;ﬁ_—gj [Z3s o%s] [c3e.s30] [Csc ows) £9.38
+98.008 l—"’.lovl ~8). 988 --7.l97] *88.884

*T4.888

Y244

*93. 8068
Y2324

o?4.888
77/

it



Cortantes
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77577 77577 77577
Axislen
2 [ 124 l-l- [l

Easaes -;.1E
~5. 8889 E}E
“5. 4088 (Zaases)
TH. 8409 Eaesss)

1
S
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Como podemos apreciar. la columna miés esforzada esta localizada
on los ejes B-2 del primer nivel. Las carges y los momentos

flexi onante son:

Marco B
Cargas mueria sismo Total
P s - 10.0330 . [+] = - 18.9830 Kg

] - 1.0454 * 108. 6400 - 108. 463¢ Kg-cm

Marco 2
cargas muertas sismo Total

= - 8 33 - 19.6210 . - 27.9800 Kg

20101 - 107.4800 =  108.4715 Kg-cm

De acuerdo con 1la seccion 8.8 de las Normas Tecnicas
Complementarias, los efectos de ambos componentes del movimiento del
Lterreno se combinarsn tomandoe, en cada direccidn en que se analice la
eostructura, el 100% de los efectos que cbra en esa direccién y'ol. 30%
de los efectes del que obra perpendiculsrmente a ella. con los signo
que para cada concepto resulten mis desfavorables,

Para nuestro caso, tomaresos la combinacién en ambas direcciones
para poder cbservar los resultados mis desfavorables, tomando en
cuents que la seccicn utilizads tiene valores de srea A = 0.8084 ca’,
momentc de inercia I = 0.14082 ca’, modulo de elssticidad S » 0.21618
en’ y radio de giro r = 0, 48080 cm.
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DISERO DE COLUNNAS

Bl disefic se realisars de acUerdo con el Manual de Construccién
on Aceroc del 1.M.C. A.

Seccion 1.6.1, Compresion axial y flexion (flexocompresion).

Los misabros sometidos simultAneasente a esfuerzos de compresion
axial ¥y s enfuerzos de flexién. deben estar diselados de manera que

satisfagan la formula:

. L1 by
_—_— * - 51.0 C1.6-2
Fa Fb- by

siempre y cuando f‘/ﬁ" € 0.18

donde el esfuerzo de compresion axial F. os:

[ ckLsed B ]
L - F
» y
zc

s 3 CKiord ki’
—— -
3 ec ec’

€ <

& K- < C. Donde K se encuentra en la figura C 1.0.2 de el Manual
del A.1.S.C. Para lo cuasl se debe de calcular los valores de G, vy G,-
€l valor de G. o deo 1.0 debido a gque se encusntra empotrado en
1a cimentacion, y @) valor de 6. s® encuentra con la férmula:
1 7L
o - : < <

* L1,y
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Por lo que:
K =1.24 y K =1.34
L] 1 4

CKisrd = 9031 ¥y (Kl/r)v = 97.9
Rigiendo la relacién de esbaltez en el sentido Y.

¥ de acuerdo con la seccion 1.5.1.3.1. el valor de ce on:

. F
y

Tomsndo en cuenta el resultado obtenido en la Tabla 3-1. donde el
esfuerzo de falla fub de F = 2080,0.8084 = 4390.7 Kg-ca® indicando
Que el acerc es A-30, se considerars, por utillzacion coman un
esfuerzo Fy = 4200 quc-': de donde ce " 103.4Q que ez mayor que
cu/n' « O7.9Q. Wilizandose la fécrmula wencionada obtenescs que
F, = 1298.08 kg-ca’.

En la zeccion 1.5.1.4.4. se wmenciona que la tension y compresion
on las fibras extremas 4o aiendros on cajén a flexién, cuyo patin en
cospresion o la relacion anchorespesor del u— no cumplan con los
requisitos de la seccitn 1.5.1.6.1.. pero que esté conforme con los
requisitos de la seccidn 1.9; y debido a que nuestro modelo cabe
dentro de este caso, entonces:

F‘ =06 F,

Considerando el 100X de los valores del sismo en sentido X Cmarco B):
£, 001778 Kgream® £, = 9018170 Kgscm' f,, * 136.6200 Kgrcm®

220
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Rilizando ia formula 1.6-2 se obtiens:

98.1 778 801. 8178 136. 8200
-

- = 0.2004 ¢ 1.3333 1.9.q.d.
1295, 08 ¥8B20.0 2820.0

Y considerande el 100% de los valores del sismo en sentlido Y Cmarce 20

£, = 47.6130 kgrca® [ = 180.8207 Kgrem® g, = 4879784 Kgren®

47.0139 198, 5207 487. 6704
+ . = 0,394 < 1.3333 LegrQeche
1293, 08 2%20.0 2920.0 .

No se considerars el disefio de la viga ya que ¢sta tiene la misma
seccitn que las columnas y se encusniran en condicicnes menok
desfavorables.

Para la revision popr cortante se considerard el elemento ads
desfavorable:

La seceidn 1.8.1.2.1. menciona que exceptuando lo estipulado en
las seccidnes 1.%8.1.2. 8 C(consxiones) y 1.10.5.&. (atiesadores?, sn el
Srea efectiva de 1a seccidn transversal que resiste o) esfuerze

cortante:
F = 0.40 F
v y

Tomando en cuenta que la fuerza cortante mdxims es:
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cargas muerta sismo Total

v = 0. 7383 . 12.7770 = 13.8133 Kg

por 1o que el ssfusrzo cortante ox:

f, = 13.5133 ~ 0,3300 = 30,9802 Kgsca® < 1800 Kgrcn'  3.quq.de
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CARTWLO 7~ CORRELACION OE RESLLTADOS TEDRICOS VS
EFERI MENTALES

Do acuerdo con lou desplasanientos odbtenidos sn el Laboratorio de
Materlales de ls Facullad de Ingenieria que a continuaciéon se msuestran
on_ tablas. se hard Ja cosparacion con los resuitados de los capltulos
3, 4 y 85 &n las mediciches de loa desplazamientos del msodelo se
consideraron Gnicamente los swrcos sxtremos CA, G, 1 y 32, ya gue las
sediciones de los internos pueden deducirse de ¢stos; asi como también
t@ considerarch pars los casos de los dos métodos dinAmicos los modos

on low sentidos mas reprecentativos.

Metodo Estatico

Sentido X
Marco A
nivel Tebrico Experimental X error
fem) Cemd
Q.3 00 0. 38990 19.9
0. 23006 0. 31220 2.8
| 0. 06004 0.168010 €8.2

233
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Marco C
nivel Tedrico Experimental | % error
Cemd C=m)
0. 27397 . IBB0O 30.7
2 0.10084 0.28810 44.2
1 0. 08447 ©. 15080 78.3
Sentido Y
Marco 1
nivel Tedrico Exper imental % error
Cemd Cemd
0.22474 0. 44100 98.2
2 0.16704 0. 34930 107.9
0.07820 0.17m0 120.4
Marco 3
nivel Tebrico Experimental % error
Cemd Cemd
0.2n82 0. 48000 98. 4
o.17212 0. 34820 102.3
1 0.07079 0.17970 128.8
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Netodo Dinamico Modal Espectral

Primer Nodo
Sentido X
Marco A
nivel Tebrico Experimental % error
Lemd Cend
O.27182 Q. IMWOO 0.6
2 0.20010 0.28310 4.3
1 0. 08420 0.1%220 80.9
Marco €
nivel Tedrico Experimental % error
Cemd Cemd
o. 23182 0. 32000 4.1
0.17010 0.28100 S53.4
1 0.07118 0.13930 90. 4
Sentido Y
Marco
nivel Tetrico Exper i mental % error
Lemd) Cemd
3 0.10209 0. 37400 4.3
H 0. 14583 0. 20880 104.9
) 0. 0003 0. 14880 125. 4
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Marco 3
ni vel Tedrico Ei@_.rl..h!-ll % error
Lemd Cend
2 0.100903 0. 36200 87. 4
0.14048 0. 30010 100.7
1 0.0684% 0.15380 13.8
Metodo Tridimensional
Priser MNodo
Sentido X
Marco A
ni vel Tebrico Exper i mental % error
{emd Ccmd
3 0. 22407 0.27820 24.1
2 0.18273 0.22610 3.0
1 0. o0a42 0.12300 77.2
Marco C
ni vel Teorico Experimental % ercor
ccmd Cemd
3 0.18240 0.20210 61.4
2 Q.11741 ©.21100 .7
1 0. 04072 0.11040 122.0

2%
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Marco
nivel Tedrico Experimentsl % error
Zemd {emd
0. 081 30 0. 02760 191. 4
0.081189 0. 01300 370.8
1 0.02783 0. 00780 2/2.3
Marco 3
nivel Tedrico Exper imsntal % error
Cemd -
3 0.10810 0.02310 6.3
2 0.07004 0. 03010 102.4
1 0. 0ne 0, 01090 13z
Segundo Modo
Sentido Y
Marco A
nivel Tebérico Experimental % error
{emd Lewd
0.078289 0. 02800 189.8
0. 08440 0.08410 188.2
1 c.02:M10 0. 00080 2%1.4
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Marco C
nivel Tedrico Experimental % error
Ccmd (c’-:
3 0.03400 0. 0O%00 500. 8
2 ©. 028553 0.01000 18%5.3
1 0. 01097 0. 00820 33.8
Marco 1
nivel Tedérico Expeorimental % error
Ccm) coemd
0.10874 0.37810 124.1
2 0.12873 0. 30200 130.3
1 0. 05747 0.15200 184.3
Marcoc 3
nivel Tetrico Experimental % error
Cemd Cemd
3 0. 14832 0. 40000 173.0
2 0. 10827 0, 30800 180.0
1 0. 04877 0. 19980 7.7
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CAATULO 8~ CONCLUSIONES Y QOMENTARQS

De acuerdo & los resultados aoblenidos en laboratorio y al
cospararios con los tedricos, podemos concluir que hay errores que se

deben »:

1) Construccién del modelo. - Debido al tamaflo de éste se tienen
imprecisiones en el womento de el habilitado y el soldado de cada unc
de sus componentes. raxdn por la cual se pueden tener errares en la

consideracion de sus dimensiones.

2) Materiales empleados.- Las caracteristicas mecénicas de los
materiales esplsados en la construccién del modelo y de acuerdo con la
tabla 3-1 capitulo 3, no son exactamente las consideradas para los

snflisis, y» que se Lomiron las mAs usuales.
3 Instrumentacién.- €l modelo es demasiado sensible a cargas. por
poquetias que estas SEan, y ademas, Por imprecisiones en la lectura de

lou micromstros.

€3 diffcil en terminos generales. resumir cual de los métodos es

@] mis adecusds para la realizacion del anslisis, ya que antes de
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considerar qué anAlisis se debers emplear en una estructura, se Lomara

on cuents los siguientes factores:

a) Grado de complejidada estructural.- La ortogonalidad de los marcos
facilita los célculos analitices cuando se tienen estructuras mencres
a 60 wmetros, Cualquier ubicacién de elemsntos resistentes no
ortogonales proporciona una variacisen elevada, no considerada en los
mtodos Estético y Dinsamico Modal Espectiral. Por lo que la teoria
desarrollada en ambos resulta inadecuada.

Es impresindible el conocimiento prictico del tipo de respuesta &
qué esté sujeto una estructura con elemntos no ortogonales, para
poder decidir el emplec de un método diferente al Tridimensional.

Por lo anterior, recomendamos utilizsr el miétodeo Tridimensional
PaAra cualquier estructura con elementos no ortogonales, ya que éste

considera la ubicacion sspacial de todos 108 elesentos estructurales.

bd Rendimiento,~ El ingenierc estructurista se debers de valer de
todos los equipos e implemsntos de célculo, ya sean manuales o
cosputacicnales. para poder resolver cualquier estructura. ‘Do ésto
concluimes que el método utilizado serd agquel que nos produzca un

menor tiempo de célculo con un méeximo de exactitud.

2 Economia.- Al considerar los dos incisos anteriores podemos decidir
un anAlisis satisfactorio para sl ingeniero, que requiere de célculos
adecuados; y poder presentar al cliente resultados que salisfagan sus

necesidades Yo rapides y presupuesto.
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