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Lédgica de la Negociacidn,
PREFACIO
Conflicto de Intereses

Un conflicto de intereses se da cuando un individuo tiene un
fin primario opuesto. o cuando menos distinto, al de alguien mds,
vy éste no puede controlar en su totalidad todos los factores que
intervienen en el resultado: estos factores pueden ser las
decisiones de otros individuos o bien elementos dependientes del
azar.

La teor{a de juegos en sus inicios intenta dar una explicacidén
y una guia del comportamiento més “inteligente" en tales
situaciones puramente competitivas, lo que cominmente se denomina
Juegos no-cooperativos.

El desarrollo de la teorfa de juegos en los ltimos affos se ha
enfocado en gran parte al estudio de juegos cooperativos v es esta
drea la que se estudia en el presente trabajo bajo el titulo de
“Légica de 1la Negociacién", explicando diferentes soluciones
propuestas que puede tener un negocio, visto como un  juego
cooperativo.

Presentamos una breve introduccién a los juegos bipersonales no
cooperativos en el capitulo I: el capftulo II se enfoca al estudio
de los juegos cooperativos bipersonales, y el tercer capitulo estd
dedicado a los juegos n-personales, en los cuales se estudia la
factibilidad de asociacién entre subgrupos de jugadores que
comparten los mismos intereses.

En el opr te se dos objetivos primordialmene: el
primero consiste en mostrar la clase o el tipo de negocios a los
cuales es mis factible aplicarles una solucién u otra, para lo
cual se presetan las soluciones tedricas mds relevantes que

existen para juegos cooperativos, con ejemplos que procuran estar’



apegados a la realidad. la mavoria de éstos han sido desarrollados
en base a casos prdcticos v su solucidn presentada pretede ser la
mds adecuada para ese tipo de negocio en particular. El segundo
objetivo consiste en proporcionar una idea de cémo puede ser
resuelto un problema real de pegociacicon, qué o cudnto pueden los
participantes razonablewente esperar obtener si realizan tal
negocio con ciertas caracteristicas, si conviene asociarse con
otros individuos o no; ¥ en caso afirmativo. con quién o quiénes,
cémo habrian de repartirse las ganacias dentro de una asociacidn
si éstas son fraccionables v en qué tipo de negocios se puede
amenazar a otros individuos si no colaboran tanto como se desea.

La mayor parte de los Leoresas se enuncian sin demostracidn,
por no considerarse pecesario para el objetivo del presente.

INTRODUCCION A LA TEORIA DE JUEGOS

Un juego puede comsistir de una secuencia de movimientos como
ocurre en el ajedrex o pwede consistir de un solo movimiento por
cada uno de sus participantes. El andlisis presente estid limitado
a los juegos del segumdo tipo. En este contexto, una estrategia es
la especificacion de un wmovimiento en particular por uno de los
participantes en el juego. Por ejemplo. en un juego donde el
precio de un cierto articulo es la dnica variable, una estrategia
consiste en la seleccida de un precio en particular; si tanto el
precio como el gasto en publicidad son variables, una estrategia
consiste en la seleccién de valores particulares tanto para el
precio como para la inversida en publicidad. Se supodrd que cada
participante cuenta com un nimero finito de estrategias.

Los juegos pueden ser clasificados de acuerdo a diferentes
criterios, en particular haremos uso de los siguietes dos: (1) el
resultado neto del juego v (2) el nimero de sus integrantes. Nos
referimos al resultado neto del juego como la suma total de las
ganancias de todos sus integrantes, désta puede ser (a) suma cero ©
(b} suma distinta de cero. El segundo criterio hace la divisidn de
acuerdo a juegos de Ca) 2 jugadores y juegos de (b)) n jugadores,
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con n > 2,
1 JUEGOS BIPERSONALES DE SUMA CERO

Un juego bipersonal de suma cero es estrictamente competitivo
(no cooperativo), dado que un jugador obtiene lo que el otro
pierde. En general si el jugador uno (I) tiene m estrategias, v el
Jjugador dos C(IID tiene n, los posibles resultados del juego estdn
dados por la matriz de pagos:

...... a
11 12 in
21 [ S n
a a ..., a
mt ™2 mn

en la cual a, s la ganancia que obtiene I si €1 utiliza su
estrategia pura i (elige el i-ésimo rengldnd vy II utiliza su
estrategia pura j (elige la j-ésima columna). Como el juego es de
sumsa cero, la ganancia correspondiente para II es —au_.

La teorfa de juegos postula patrones de comportamiento que
buscan determinar equilibrio en estas situaciones. Los Jugadores
buscan encontrar una estrategia que los proteja con una ganancia
minima contra lo peor que les pueda suceder, si 1 elige su
estrategia i, la minima ganancia para I, equivalente a la ganancia
mixima para II bajo esa estrategia de I, estd dada por el menor
elemento del renglén i:

min ( a )
J H

ésta es la ganancia esperada (la llamamos ganancia esperada porgque
interviene un factor no conocido para I, el movimiento de II) de I
bajo el criterio de lo peor que le puede suceder. I desea
maximizar su ganancia mi{nima esperada, entonces I elige una
estrategia i, la cual maximice min < a } sobre j. De esta
manera I garantiza tener una ganancia de cuando menos;

a=max { min { a ) )
i § Y
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la cual puede ser mayor. II pensando de la misma manera gque I,
sobre la columna j. se fijara en lo peor que le puede pasar:

max ( a )}
O]
1
entonces II busca una estrategia j tal que pueda garantizar una
pdrdida mixima:

= wmin (max ( a } )
1 i "

donde si:;

a -I?x [4 -?n < 2, Yy o=a - -;n < utx < a, Y=g

decimos que a, es el valor del juego, v la k—¢ésima estrategia de
I junto con la h-ésima estrategia de II constituyen un par de
estrategias en equilibrio. .

La matriz de pagos puede ser reducida mediante el concepto de
dominancia, en general. la colusna j domina a la k si a. < a, v
i, v el renglén i domina al h si 2, 2 W v j. Bajo este criterio
tanto las columnas como renglones dominados pueden ser eliminados
de la wmatriz de pagos sin alterar el valor del juego, las
estrategias dptimas originales pueden variar, 1lo cual no altera

los pagos esperados de los jugadores.

Un juego en el cual a = 3 se puede resclver wmediante la
asignacisn probabilfstica para cada una de sus estrategias, a
éstas les llamamos estrategias mixtas.

1.1 ESTRATEGIAS MIXTAS
Utilizar una estrategia mixta sigifica que el jugador en

cuestién eligird cada uno de sus posibles movimientos con una
probabilidad asignada.



Sean X Xoo wee X las probabilidades que I empleard para
cada una de sus m estrategias, donde 0 < X s, .m ¥ {_’“nx,‘ -
1. Upa seleccidn al azar no le permitird a II anticipar 1la
seleccién de 1 adn sabiendo los valores probabilisticos de cada
una de sus estrategias. El jugador II puede de igual wmanera

asignar probabilidades a sus estrategias, sean y.,y R con

gee Yy

y\zo. z"'_ly = 1. De esta manera si II elige su estrategia j con

probabilidad de 1. la ganancia esperada de I serd:

m
El problema en el que se encuentran cada uno de los jugadores

consiste en seleccionar un con junto Sptimo de valores

probabilfsticos. x* v v, para lo cual definimos:

ecx* ,v') LAY

en donde v es el valor del juego. y:

n
exyd>= T F[La. x v
i=1 j=

equivalente a la ganancia esperada de I cuando 61 utiliza la
estrategia x y II la estrategia y. Los jugadores buscan ", ¥v' tal

que;

m
- -

elx yry= pLax 2v F.o..n
: [T

A
elx D = Lay'lsv e ..m
1 J=‘ LSS |

Antes de ver algin método para obtener v y las estrategias
mixtas dptimas, es Util que hagamos mencidn del siguiente teorema:

TEORENA:
En un juego bipersonal de suma cero siempre existe solucién C v
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y estrategias dptimas x* y*) v v es dnico.

Si ambos jugadores seleccionan sus estrategias mixtas, la
ganancia esperada para I puede ser determinada de la siguiente
manera;

n L] n
e (xy) = [ Y, «p a,x > 2L vy
=t =1 i=

v la pérdida esperada de II;

m n m
e(xy)=Ex ¢ gau v,) fEx v
[ )=t izt

n
i=

m
<
1 iglatj x“ vj v

tales cantidades son idénticawn, la ganancia esperada de T equivale
‘a la pérdida esperada de II: ’

v < e’(x.v> = e lxy) Sv

Como se menciond anteriormente, si I emplea su estrategia mixta
éptima, su ganancia esperada no puede ser ®senor que v, sin
importar la estrategia que II elija. Para resolver un Jjuego
bipersonal de suma cero, un procedimiento general es utilizar 1la
programacién lineal.

1.2 EQUIVALENCIA DE UN JUEGO BIPERSONAL DE SUMA CERO, Y UN PROBLEMA
DE PROGRAMACION LINEAL.

Las estrategias Sptimas de los jugadores, asf{ como el valor del
juego., pueden ser determinados convirtiendo los Juegos

bipersonales de suma cero a problemas de programacidn lineal.

A partir de las definiciones de a v 3 se concluye que:



asfvip

Es muy sencillo demostrar que, si a una matriz de pagos M de un
Juego bipersonal de suma cero con valor de juego v, le sumamos una
constante c a cada una de sus entradas, entonces el valor del
Juego de la nueva matriz M’ es equivalente a;

v mcty

vy las estrategias éptimas no quedan afectadas, pues las relaciones
de disigualdad que existen en la matriz entre unos valores v otros
no se altera. Por lo tanto podemos suponer sin perdidad de
generalidad que v > 0.

Sean:
\4
lj';i j=t1..n
xi.
l_"v— ist...m
-
1 n
v~ L%
i=t
Yy
1 n
= L=
L=t

II desea que hacer que su pérdida mdxima esperada sea lo wenor
posible, equivalente a decir que 1/v sea lo mds grande posible:

MAX z+ 2 + ... + 2
1 2 n

=.C.

z <1 i=t,..,m
2 20 J=e .

mientras que I pretende que su ganancia minima esperada sea lo



_ wmayor posible, o bien, que 1/v sea lo menor posible: .

El problema planteado para I representa el Dual del problema
planteado para II. A partir de z y de v Sptimos, se obtienen las
estrategias v', x* para II y para 1 respectivamente, Si v
inicialmente fué incrementado., bastard con restarle ese mismo
valor.

De esta manera podemos resolver facilmente cualquier  juego
bipersonal de susa cero, lo que es de gran ayuda para resolver
Juegos bipersonales cooperativos.

INTRODUCCION A LOS PROBLEMAS DE NEGOCIACION

En un proceso de negociacién los Jugadores tienen la
posibilidad material vy jurfdica de adquirir contratos comunes
irrevocables. Una vez que el acuerdo sea precisado vy ratificado.
los jugadores pierden el control individual de sus decisiones;
entonces se estudian los niveles de utilidad de las distintas
coaliciones (asociaciones), asi como la estabilidad de las mismas.
Las estrategias disponibles, esenciales para la solucién en juegos
no-cooperatives intervienen indirectamente en una negociacidn, en
lugar de manejar el concepto de {({estrategia dptimad>, se manejard
directamente el concepto de <{{estabilidad de las coaliciones>>.

2 NEGOCIACION ENTRE DOS JUGADORES

En este capitulo, los juegos cooperativos bipersonales son
estudiados desde disLintos puntos de vista, Los wmodelos de



negociacidon tratan con situaciones en las cuales los jugadores
inician su negociacién con determinados niveles de utilidad,
aquello que obtendr{an si no logran ponerse de acuerdo. Existird
un conjunto factible de resultados que pueden alcanzar si deciden
cooperar; sin embargo, en ausencia de acuerdo alguno, no hay nada
que los jugadores puedan hacer para wejorar su situacién, o bien
para empeorar la del otro. Distinto es el caso analjzado en 2.6,
donde un jugador puede presionar al otro para que actde de
determinada manera, amen&zandolo con hacerlo perder mucho mis de
lo esperado. A continuacidn presentamos algunos e jemplos sencillos
en los que ha de intervenir una negociacidn.

ej. 2a) Una negociacién simple
La unidad de materia prima para fabricar cierto producto se
vende de acuerdo al siguiente criterio;

$ 10 / unidad si se compran q unidades 6 més, vy
% 12 / unidad si se cospran g-1 unidades o menos.

t @0, q€Z )

Una compafifa I, al iniciar el dfa coeprd una cantidad x, ¢ con x,
2 @) unidades de materia prima para su produccién peroc por algdn
motivo imprevisto, I tiene que detener su operacién a wmitad del
dfa; por cuestiones de calidad esta materia prima serd inservible
al dfa siguiente, por lo cual, 1 estd interesada en vender su
sobrante e donde x, = C x, /7 2 ); una compaffa II estd
interesada en adquirir esa cantidad de unidades. Cuél ha de ser el
precio justo de esa tramsaccién, considerando que x, LK g

ej. 2b> Una cldusula adicional (5>

La Secretar{a de Comunicaciones y Transportes (SCT) firmé un
contrato con una constructora para la realizacién de un tidnel que
forma parte de una autopista. A lo largo del trabajo se han
presentado numerosas dificultades v el trabajo no estard terminado
en el tiempo acordado sin una fuerza de trabajo extra. Con esta
fuerza adicional es posible iniciar simultdneamente los dos
frentes del tinel, la entrada v la salida, e implicarfa un costo
incremental de 8 1 MM (MM = unidades de mwillénd. La SCT vy la



constructora discuten una cldusula adicional en el contrato
inicial. Si las dos partes no logran llegar a un acuerdo sobre
esta cldusula adicional, por un lado la constructora deberd pagar
a la SCT 8 1.5 MM por la demora, vy por otro lado la SCT serd la
responsable de un costo evaluado en 8 3.5 MM debido al retraso de
la apertura del tinel. Bajo estas condiciones ¢ Qué participacidn
en el millén debera absorber cada una de las empresas?

2.1 JUEGOS COOPERATIVOS BIPERSONALES

A diferencia de los juegos no-cooperativos en los que estad
prohibido todo tipo de discusién antes de  jugar, para juegos
cooperativos se consideran los siguientes puntos:;
1> Todo mensaje formulado por wun jugador antes de wmover es
transmitido sin distorsién alguna al otro jugador.

ii) Todo acuerdo es inviolable y cada uno estd sujeto a las
reglas del juego.

iii) Las evaluaciones de los resultados por parte de los jugadores
no varian debido a las negociaciones previas.

A manera de e jemplo considérese la siguiente matriz de pagos:

[ a0 .00 ]
0,0 ‘.1

en donde “u'bi.i) son respectivamente las ganancias de I y II
cuando jucgan sus estrategias puras i y j. Si I y II  juegan
respectivamente las estrategias mixtas (.:() v (‘Zy) los pagos
estén dados por:

e.(x.v)-vaﬂ—tx-tv ez(x.v)-sxy*l-x—y

La zona sombreada de la figura (2.1.0 representa la regién de
pagos en el caso no cooperativo. La curva representa los pagos
miximos que pueden tener los jugadores bajo las siguientes
suposiciones:

-~ I piensa como si estuviese jugado el juego bipersonal de suma
cero:

10



[o¢]

- v II piensa como si jugara en la posicién del jugador I el
Juego bipersonal de suma cero:

KRy

de esta smanera los jugadores obtienen unas estrategias Sptimas de
Juego para esos juegos en particular. Ambas ganancias e, v e,
podrian llegar a su séximo, pero al aumentsr cualquiera de las dos

la otra inmediatawmente disminuye.

En un problema de este tipo, un resultado que habria de ser
satisfactorio para ambos jugadores, dada la simetria de la matriz,
werfa;

U/2472) 4 (472472) = (5/25/2)

el cual queda fuera de la regién de pagos sefalada para el caso no
cooperativo (ver figura 2.1.1). En un juego cooperativo la regidén
de pagow (D) estd cowprendida por las combinaciones lineales
convexas de los vértices de la figura, que representan los pagos
correspondientes a las estrategias puras. La regién de pagos se
presenta de la siguiente manera: (Fig. 2.1.2) en donde D estd
representada por la zona sowbreada. Por lo que se puede apreciar
en la figura anterior, dado un juego bipersonal, el conjunto de
pagos si los jugadores no cooperan, es un subconjunto del conjunto
de pagos del mismo juego donde los jugadores estdn dispuestos a
cooperar.

Nota; Tenesos que aclarar que no t(odos los pagos de las
estrategias puras son necesarismente vértices de la regién de
pagos D, pues e» posible que alguno de estos pagos sea una
combinacidén lineal convexa de los demds.

Nuestra regidén de pagos en el caso cooperativo en general es

mayor que en el caso no cooperativo, para limitar nuestra atencién
a los puntos més importantes dentro de la misma, introducimos el

18



concept.o de conjunto de negociacidn.
2.2 CONJUNTO DE NEGOCIACION

¢En cuél de los posibles pagos en el juego cooperativo estarsn
los jugadores de acuerdo?, ¢ Qué punto dentro de D elegirin . ?
Partamos por clasificar los conjuntos que son de nuestro interés.

DEF. Dominacién conjunta: (7>
Un par de pagos (u,v) en un juego cooperativo estd dominado
conjuntamente por (u’w') si u’ 2 u, v’ 2 v y v’ # (uvd

DEF. Optimo de Pareto: (7) .

Un par de pagos (uy) es Optimo de Paretoc si no estd
con juntamente dominado. Por lo tanto, un pago 6ptimo de Pareto no
podré ser wejorado simulténeamente para ambos jugadores.

Desde luego los jugadores estarin siempre interesados en los
pagos 6ptimos de Pareto para llegar a algin acuerdo, de otra
manera habrfa cuando wmwenos un jugador capaz de mejorar su
resultado por si{ wismo. Cada jugador debe esperar cooperando, mds
de lo que por s{ s6lo puede obtener, estos valores que
independientesente pueden obtener son;

v_ = max min el(x.y) v" = max min ez(x.v)
xeX ye€Y YEY x€X
vy (v“> representa la minima ganancia que I (II> puede obtener,
utilizando la estrategia éptima x (y) dentro de su conjunto de
estrategias X CY), bajo el supuesto de que II (1> juega tratando
de minimizar el pago esperado de I (II) mediante su estrategia vy
{(x), 6ptima de su conjunto de estrategias factibles Y ().

De esta manera cualquiera que sea el resultado de la sesién de
negocios, I Liene que recibir cuando menos v, ¥ II cuando menos
v,y de otra forma ellos tendrian un mejor resultado ignorando al
oponente y jugando la estralegia waximin como en um juego no

cooperativo.
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DEF. Conjunto de Negociacién (?7)
El conjunto de negociacidn se define de la siguiente manera;

B={Cu,v) | u 2 Ve ¥ 2 v". Cu,v) es dptimo de Pareto en D }.

Se debe aclarar que se estdn considerando los pagos en la misma
escala, es decir, la utilidad que recibe un jugador al obtener ¢
es el cuddruple de la utilidad que recibe otro jugador obteniendo
1; hecho que en la realidad puede ser diferente, debido a las
variaciones en preferencias por parte de los jugadores. pero para
simplficar el estudio, vy hacerio objetivo no debemos considerar
cosparaciones entre preferencias interpersonales.

ej 2.2) Supongamos el juego

¢ 6-3 -4, 1>
10, 1> (511

en la figura 2.2 se ilustra el conjuntc de tLodos los pagos
posibles, cuyos vértices representan los pagos que los  jugadores
recibirfan jugando sus estrategias puras: C"_") xe{1,0> para I, vy
(‘Zy) ve(1,0} para II. El conjunto B estf determinado por aquellos
punt.os mayores que (vl.v") Sptimos de Pareto.

El objetivo ahora es determinar dentro del conjunto de
negociacidn B, cuél es un punto mds adecuado que satisfaga a
ambos jugadores.

2.3 PROCEDIMIENTO DE SHAPLEY

Como anteriormente se menciond, para determinar el punto dJptimo
dentro de B, se parte de considerar la situacién que prevalecera
en caso de que las partes involucradas no lleguen a ningdn
acuerdo. Suponemos que esta primera evaluacién es particularmente
simple, por ejemplo, 8i la transaccién entre las dos compafifas
(ej. 2a) no se lleva a cabo, la posicién del jugador 1 serfa
poseer materia prima que ya no puede usar, y la del jugador 2
ser{a comprar Xy unidades de materia prima con un costo de 8 12

13



por unidad.

En resumen la negociacidn mds simple se refiere al reparto de
una suma c, sabiendo que el Jugador 1 puede cbtener
independientemente una suma a; v el jugador 2 una suma b, en la
cual a,b < c. Esta situacién se presenia de wanera griéfica en el
diagrama de la figura z.3.1. en la cual:

D = Conjunto de todos los pares posibles de pagoes cuando ambos
Jugadores utilizan estrategias mixtas.

En este diagrama el tridngulo 00>, (0., <c,0) corresponde
a2 D, el punto R representa 'la situacidn de no~acuerdo, corresponde
al punto de ruptura. Los puntos sobre el segmento cc corresponden
a todas las distribuciones posibles de la suma ¢, se comprende
{écilmente que las dnicas reparticiones razonables determinadas
por los jugadores son las del segmento AB, que corresponde al
conjunlo de negociacién B. Si ambas partes son igualmente
razonables, el resultado es el punto S, simélrico entre A vy B,
tomando como origen la situacién de no~acuerdo. Las coordenadas
del punto S son;

at(c-a-b)/2, ganancia del jugador {1,
b+(c-a-b)/2, ganancia del jugador 2.

L.lamamos a este procedimiento de Shapley por ser un caso
particular del valor de Shapley para juegos n-personales, que se
discutirdn mds adelante.

La solucidn tedrica para el problema de la venta de materia
prima (ej. 2a) corresponde a 86 . dade gque a=0, pues I jugando
sélo, obtiene 0; bw-12, lo que le costarfa a II la unidad de
materia prima comprindola directamente a la fabrica ; v c es 1la
suma que ambos se habrian de dividir si se ponen de acuerdo., que
para este caso es 0 (para la transaccién, I v Il no toman en
cuenta a la proveedora de materia primad.

El pago para I es el promedio de lo que €l puede asegurar, a, v
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c-b, el valor marginal en lo que contribuye al establecer una
coalicidén con II.

Para el caso general debe considerarse que cada acuerdo entre
Jjugadores se manifiesta por un cierto nivel de satisfaccidn para
los mismos. Esta satisfaccidn se expresa a manera de utilidad,

u = f‘\(x‘.... .x") para el jugador i,

donde los pardmetros xixz.....,Xn corresponden a las diferentes
clédusulas del acuerdo. En estas condiciones 1la figura 2.3.1 es
reewplazada por la figura 2.3.2.

R. punto de ruptura, representa el nivel de satisfaccién obtenido
por cada jugador en caso de no acuerdo, cuyas coordenadas
representan utilidad. Los niveles de satisfaccién que pueden
alcanzar utilizando estrategias mixtas corresponden al conjunto D
(convexo), el conjunto de negociacién B es el segmento curvilineo
A'B7,

2.4 LA SOLUCION DE NASH
2.4.1 AXIOMAS DE NEGOCIACION DE NASH (2O

Se supone existe una transaccidn entre los jugadores en la cual
el conjunto de pagos factibles es un conjunto convexo, cerrado vy

acotado D. (La regién de pagos de un juego finito vy cooperativo
siempre es cerrado, acotado y convexod.

Nash considera un punto de ruptura, aquél al que los jugadores
llegarfan si no se pusieran de acuerdo en la transaccidén:
(uo,vn) eD (punto de rupturad.

y considera que los jugadores estdn de acuerdo en seguir los
axiomas que a continuacién se enumeran, de tal forma que éstos les
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indiquen un procedimiento para llegar a una solucidn
sabl.isfacloria.

Define el procedimiento como una funcién del punto de ruptura a
otro punto en el mismo conjunto D.

LI
K(uo.vo).D)-(u R'ab B
bajo los siguientes axiomas:

N1 u® 2 un. v v, (mayor o igual que el punto de ruptura)l.
N2 W' ed (factibilidad).
N3 si(u.v)eD.u?_u'.va'-ou-u..v-v'.
&dpti-a de Pareto).
N& si D‘ < Dz. y((uo.vo),bz) - ' v vy v e Dl entonces
¥ v)ID) = v
(Independencia de alternativas irrelevantes).
N5 Sea D’ obtenido de D mediante la transformacidn ;
u’'s au + b, v'=cv+d, ac > 0,
si yllu_ v ).D> = W' v - p((auo'*b‘cvo*d).b’)-(au'*b cviedd
(Invarianza bajo transformaciones lineales).
Né6 s5i D es simétrico, tal que si Cu,v) e D p (vu) eD v u, = v,
entonces u* = v*.(Simetrfa).

Los axiomas N1 N2 y N3 son bien aceptados pues se pretende - que
los jugadores tengan un mejor resultado wediante su colaboracidn,
que éste sea factible y que sea lo més alto posible. El axicma . N5
es légico suponerlo dado que las funciones de utilidad son
definidas de manera lineal, vy se considera que se llega al mismo
resultado pese a que todo el conjunto de pagos se maneje en otra
escala o en casos econdmicos en distinta moneda. El1 axioma N6
implica que los jugadores tienen el miswo poder de juego en caso
de simetria y de que u, v El axioma Nd es el wmds criticado,
la razén se puede explicar de la siguiente manera: dado un
conjunto con un cierto punlo de ruptura (uo.vo) y con una solucidn
cu® v*) al cual se le resta un area, sin afectar su convexidad ni
Cu_,v ), en el nuevo subconjunto existird la misma solucién
Cu ,v) a pesar de que las posibilidades de juego se havan
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reducidc solamente para alguno de los jugadores. De manera mas
clara, supdngase los conjuntos de negociacidn;

B: = { (110> + (12020, 0 £ X <1
B, = {A(020) 4 C(1-A\>€2.00, 0 £ X € 1)
en los cuales la solucidén, como adelante se explica, es

(u'.v')-(l JA0), pese a que B‘ =4 Bz Yy que por lo tanto I en B
tiene muchas mis posibilidades de juego.

Nash demostrd que hay un procedimiento y que satisface los
axiomas N1 a N6 v que €ste es unico.

2.4.2 TEOREMA DE NASH
(i) Si existen puntos Cu,v) €e D, u > u, v > vo. definimos 1la
funcidn;

£y v)alu~uy dCv-v )
° °

definida sobre (u.v) € D, u > uev > v, cuyo miximo se presenta
en un dnico punto (u®v®), v definimos:

L IR 1
y((uo.vo).l)) =« (u v ).
€iid Si no hay puntos Cu,v) € D tales que u > Uy > v, entonces;
«a) existen puntos de la forma (u.vo). u 2 u, [
b) Cu W), v2v.
o o
Si u* es el méximo de los valores u de los puntos del primer
tipo, v® es el méximo de los valores v de los puntos del segundo
tipo entonces definimos para el caso (a):
L]
w((uo.vo).D) = (u v
y para el caso (b): )
L]
y;(‘(uu.vo).D) - (uo.v p]

El procedimiento y definido para todos los casos, satisface los
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axiomas NI a N6 v es la dnica funcién que lo cumple.

LEMA:

Si existen puntos (u,v) € D tales que u > u.v > Vo entonces
PB(u-ua)(v-vc) siempre tiene un maximo sobre (uyv) e D, u > u. v
> A 4 est.e midximo es dnico.

DENM;

D es cerrado v acotado v si tomamos la interseccién con 1a
regién u 2 u., v 2 v, aue también es cerrada, obtenemos un
conjunto cerrado y acotado por lo tanto f alcanza su méximo en el
conjunto interseccién. El mdximo no se encuentra en la frontera
(u.vc) é (ua.v) porque en esos puntos f es cero, v es positiva en
el resto de la regidén; por lo tanto hay un maximo para f definido
en (uyv) € D, u > u.v v,

Para demostrar unicidad supdngase que existen dos puntos
Ca,v)=Cu ,v) 7 f(uv)=fC(y v)eHN Como M > 0, si u -
1t 2 2 11 2 2 1

-
u2 » vl vz . podemos suponer ul < "z Y v‘ > vz (l.ll > uz, v‘ <

vz se prueba de manera similar). Como D es convexo contiene el
punto:
Cu ,v) = Cu ,vI/2 + Cu_v >/2
a2 [ 2 3 N 2 2

por lo tanto:

fu_,v d=fu v I/2 + flu_,v I/2 + (u_~u dlv -v_ drd
3 1y 2" 2 2 4 2

=M+ u-udv=-v) /4 >N,
2 1 1 2

v. l.q.q.d.
Por lo tanto, en las condiciones definidas, f alcanza un mdximo
dnico.

DEM. Teorema de Nash.
El primer punto es demostrar que y satisface Nl a N6 para los
distintos casos:

iy w((uu.vo).D) - (u'.v'). trivialmente N1 y N2 se cumplen.
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: » PN SIS
Para N3, siu2u 2 Uy v zve2 v entonces;

£Cu,v) = Cu~u dly-v > 2 Cu"wu Xy v 3 = reu vy
o o -3 o

Como Cu® v") maximiza £Cu,v), esto implica que fCuwv) = £u®v™ v
us=u', ve v

N, si D‘ =3 Dz v ' v") maximiza flu,v) sobre Dz, es evidente que
la maximiza sobre un conjunto senor D‘.

N5, si (u®v") waximiza £Cu.v) sobre D, entonces debe maximizar
ac(u-uo)(v-vo) sobre D dado que ac > 0, As{ pues (u*v®) maximiza
(Cau*b)~Cau +b))((cv+d)—(cv°*d)) sobre D 1 aliernativamente,
Cau®+bcv"+dd) maximiza (u-u!XCv-v)) sobre D', donde ul=au_+b,
v;-cvo*d.

N6, supongamos <u®v®) maximiza fCuw) pero u' # v'. por la-
propiedad simétrica de D, (v"v') estd8 en D; por convexidad:

o D= v*/2 ¢ (VP u®2 = w2, a2
entonces;

N Ve RN Tl Vo S ((u'*v')lz-ua)((u'*v')/z—vo) -
2 2
» u® +2u’vi T O - v 4+ u?,

en donde hemos usado que uo ® vo. Cowo (u"-v*)?30 sabemos que
u*24y"2 2u"v* exceplo cuando W - v', usando este hecho:
rewr iy > utvi-De +? e ludv ) e rtv™, esto

contradice que (u*.v") maximiza a £, por lo tanto u® = v",

Para probar la unicidad del procedimiento y, supongamos que
existe otro procedimiento y' que también satisface N1 a N6: luego
entonces 3 D, (uo .vo) donde v((ub.vc) D) = G ® v
w’((ug.va)_b) = Cu’,v’) con (W' v* 2 Cu’w’). Usando los axiomas
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N1 a N6 demostraremos (u®yv") = Cu’.v?) asi  probamos la unicidad
de y. BRI
Por N5 tranformamos D en la regicn D’ wediante;

u'= Cu~u ) ~/ u'-u)d . v mCy=v ) s Y-y )
o o o o
entonces;
(u_.v > se mapea en (0.0), u®v™) en 1) vy (u’ v’ en (U,

Por la definicién de y, (1,1) maximiza uv sobre (u,v) « D', u 2
0, v 20.

Lo an(:erior significa qu'e todo punto Cu,v) € D’, u 20, v 2 ]
satisface u *+ v £ 2, pues si existe un punto (1+x1-x+c) en D’
con ¢ > 0, entonces los puntos que unen a é&ste con (1,1) deben
estar en D’ (dado que D’ es convexo). Estos son de la forma
C1-A0C1 1)+AC21+x 1-x*+e) para 0 < XA (1, vy evaluando f para estos
puntos cbtenemos:

UMIURNCE=2DD & 14ActA IxCex).

Tomando A lo suficientemente cercama a 0 podemos asegurar que
AetaxCe~x) > 0 dado que £ > 0, v esto contradice el hecho de que
€1.,1) maximiza uv.

Sea D2 tal que si (W’ v’) €D’ 5 W’ vw), (v u) e Dz. u + v Aé
2 para todo punto en Dz por lo tanto el mdximo de u para puntos
uuw e Dz es  u=i. Cualquier procedimiento de solucidn
satisfaciendo N3 y N6 en ((0.0).Dz) debe tener (11) como solucidn
dado que D2 es simétrico. Mas aln, cualquier procedimiento de
solucién que satisface N4 debe seguir teniendo .1 para
(D’ €0,0)). Asi pues, si p’ satisface N1 a N6 WD = g y
usando la transformacién anterior obtenemos que (u”,vD=C(u* ™,
por lo tanto y es inico.

Faltarfa por probar el teorema en el caso (ii), sélo los
procedimientos
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- - 1 2
w((ua,va).b) = (u ,vo) N w((ub.va).D) = (uo.v pJ

pueden ser Gplimos de Pareto, factibles y satisfacen claramente Ni
a N6,

l.q.q.d.

Nuestro objetivo al presentar este procedimiento es aplicarlo
en 1a seleccién de un punto en el conjunto de negociacién de los
Juegos cooperativos. !

ej. 2.4

Canada ha solicitado a México temporalmente mano de obra no
calificada para un provecto determinado, México intenta negociar
con Canadd buscando un salario alto por trabajador, asf como una
contratacidn del mayor nimero de individuos, debido al alte
desempleo que sufre México. Canadd por su parte, pretende
minimizar salarios para poder contratar un nimerc mayvor de
obreros, vy de esta manera maximizar su ganancia.
¢ Cudl sersd el acuerdo mutuo de no. de trabajadores y sueldo ?
Sean;

t = # de trabajadores que irdn a Canadi.

s ® salario por trabajador exportado.

g = funcidén inversa de d da del producto Canadiense.

u~ funcién de utilidad de Canad4.

u- utilidad de México, de acuerdo al beneficio social que
obtiene.

& ™ 100 ~ q

& ™= precio

q = costo

g = t, signifiica que las salidas son proporcionales al nimeroc
de empleados.

u= tg - st = tL{00-t) - st

u = st)'?

El punto de ruptura evidentemente es (0.0>, la curva dJptima de
Pareto puede ser determinada wmaximizando F(L,s), como a

continuacién se define:
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FlLs) = pu_ + (1-pdu,, 0<ps1

Dado que es un juego cooperativo, mediante F(iL.) damos lugar a
un conjunto de soluciones factibles que abarca todos los posibles
acuerdos que puedan existir entre México y Canada.

FlLsd = o€ L €100 - L D> - st ) + (1-pX(std*?
2, Flled = 5 (100 - 2L - ) + (/D U-p) sCLed™® = D

a
o8

Fit9) = =p + (1/2) U-p) L X2

Despe jando p de ambas ecuaciones, y después de unos arreglos
algebraicos tenemos que;

u_ = 2500 - u?

c ']

por lo tanto la solucién de Nash se obtiene maximizando u u
respecto a u. s

u_ u_ = 2500 u_, - u?

u C u ~

lo que el juego da como solucién: exportar a Canada 50
trabajadores, recibiendo un suelde cada uno de 8 16.67.

2.5 SOLUCION DE 2EUTHEN Y HARSANYI

Z2euthen (1930) v Harsanyi (1956) proponen una interpretacién en
términos de estrategia. la cual conduce al punto de Nash,
Supongamos que en una etapa de la negociacidén el jugador 1 propone
un acuerdo que corresponde a un nivel de utilidad (u:.u;).
mientras que la posicién de 2 es proponer (u:.u:). donde los dos
puntos son diferentes, y cada uno es dplLimo de Pareto. Es légico
suponer gque u: > u: ¥ que u; 2 u;. Simplifiquemos considerando
que el punto de ruptura R es (0.0). La formulacién de 2euthen ha
afadido mérito desde el punto de vista de que provee de un

<{{modelo psicoldgico plausible para el proceso de negociacidénd>.
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El:argumento consiste en lo siguiente;
1 debe hacer una concesidén e

P § 2 i 2 1 2 1.1 2.2
- /0 £ - <
(u’ u‘) u < (uz uz)/uz ® uu < u‘uz
Y 2 cuando la desigualdad cambie., Este procedimiento conduce
puntualmente al punto de Nash.

Cut =u?)> /st v Cu -yl &
1 1 1 2 2 2

miden respectivamente las pérdidas relativas incurridas cuando los
Jugadores { v 2 conceden o hacen una propuesta como solucién al
negocio; dicho de otra manera, miden el porcentaje que dejo de
ganar respecto de lo que vo propuse contra lo que ha propuesto mi
compafiero.

Una concesidn no significa necesariamente aceptar la demanda
del otro, mis bien, el jugador que concede estd sugiriendo una
proposicién alternativa, que no requiera para €1, hacer una futura
concesién en la siguiente vuelta de negociaciones.

ej. 2.5

En el problema planteado anteriormente, “Una cldusula
adicional” Cej. 2b), el cdlculo de las coordenadas del punto de
ruptura nos da los siguientes resultados (unidades en MM):

a=8-1.5 para la empresa constructora (esto corresponde a las
faltas por retardo).

b= 8 -2 para la SCT (fig. 2.5

Las coordenadas de la solucidén tedrica que realiza un reparto
equitativo de gastos suplementarios son las siguientes:

~1.54(~-1+41.5+2)/2 = -, 25 para la empresa constructora
~2+(-141.5+2)/2 = -, 75 para la SCT

representados en la figura 2.5 por el punto S. Se puede uno
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cuestionar sobre el importe de la falta que la empresa
constructora habria de soportar, vya que ésta debfa de absorber el
conjunto de costos suplementarios necesarios en caso de un
retardo. La lectura de la gréfica 2.5 muestra que es suficiente un
castigo de 2.25 (el punto de ruptura R’ para la SCT se eleva de
~2 a =-3.3+4 2.25 =-1.25 ), de tal manera dque la solucién
tedrica implique para 1la ewpresa constructora $1. Desde luego si
se fija un castigo igual a 8 3.5, la SCT quedaria ampliamente
cubierta en caso de una negociacidn.

Razonando bajo el criterio de Zeuthen vy Harsanvyi, supongamos
las siguientes primeras proposiciones para la constructora vy la
SCT:

Cul \utdwC-2,-.8> Cu? ,v¥)e (-3 ,-D
1 2 1 2
ulu! = .16 < Wil = .21
t 2 12
hd -
I debe hacer una concesién ( u: . u: ) por lo menos tan grande
como el producto de la demanda del oponente, v mds grande si es

posible, por ejewplo:;
Cul ,uld>=c-28,-72)
donde

uu? = 2016 2 uiu? = 21
+ 2 t 2

el jugador II tieme que hacer una concesién, y bajo este
procedimiento llegamos al punto:

Cu ,u )=(C~-25,-.75 ).
1 2

2.6 SOLUCION DE NEGOCIACION CON AMENAZAS
Supongamos el juego

Ca, b (~a,-b)
{-b,~a) Cb, a)
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tal que 0 < a <« b.

Su regidn de pagos es perfectamente simétrica respecto de la
funcién identidad, vi =vix = 0, el conjunto de negociacién B estd
constituido por una sola linea del punto Ca,b) al (b,ad>
correspondientes a las estrategias puras (Il.II‘) vy (Iz.IIz)‘ de
tal manera que la solucién de Shapley o el valor maximin de
negociacién es:

CCa+bd2 ,Cb+ad2)>

pero si el jugador Il decide que el valor maximin no es suficiente
para sus necesidades, y por lo tanto opta por jugar constantemente
la estrategia II‘. el jugador 1 se encuentra en una situacidn
critica, yva sea a obtener un ingreso muy chico mediante I‘ o a
perder una cantidad considerable jugando Iz. por lo tanto a pesar
de que la regién de pagos sea simétrica, el jugador II puede
tratar de forzar la situacidn, amenazando para obtener mds que I.
A esta manera de jugar le llamaremos utilizacidn de estrategias
forzantes.

TEOREMA

Supongamos un juego bipersonal finito cooperativo, en el cual
los jugadores seleccionan estrategias forzantes para determinar su
pago, v los resultados de 1la negociacién estin dados por el
procedimiento de negociacién de Nash.

Existe cuando menos un punto de equilibrio de las negociaciones
forzantes, v todos los puntos de equilibrio coinciden en la misma
solucién en la negociacidn.

DEM:

La demostracién se reduce a encontrar la dptima negociacién. Se
demostrard para el caso cuando el conjunto Sptimo de Pareto es de
la forma

(uw) {fau+tv=b cz2u2c)

(en otros casos el conjunto Sptimo de Pareto estd formado por la
unién de conjuntos del mismo tipo, vy el procedimiento serfa
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analizar cada uno por separado)

Supongamos que la estrategia forzante de I es'x, y de I es .y,
el objetive de I es maximizar: - : ;

fCu .v)-(u-e‘(x.y))(v-ez(x.w)

-(u-e‘(x .v))(b-au-ez(x.y))

- u = -( e {x,¥) - aelx,y)+b) ./ 2a
max 2 1 .
[l 2
w( b + }_‘h‘'“f_:F"mxl(aeiJ - e‘j)vj >

de tal manera que I escoge x para maximizar;

a to—e?
M )i:?x‘ < ae., ei.J b Vs

contra y. De manera anidloga llegamos a;

- o2
men.(b g:.,nzpl.nx‘(aeij eu)vj 32

v el objetivo de 1I es determinar la estrategia y para minimizar
(1) en contra de la estrategia x.

Entonces, dado que el problema gira alrededor de (1), se puede

pensar como un juego bipersonal de suma cero con matriz de pagos
ael . > ~-eC ).
1 2

Las estrategias &ptimas x*, y' de este Juego serdn las
estrategias forzantes de negociacidn dplimas, y el punto de
ruptura estard dado por:

Ce "™ L e, ax® ™ .

Si la solucién del juego matricial ae -e, es w", obtenemos la-
solucidn de negociacidén forzada:

u'= (b +w" )2ad v eCb-w">2
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Adn asi se debe verificar que la solucién cumwpla con la condicién
de ’

de no ser asi la solucién de negociacidn forzada debe sar alguno
de los puntos terminales en el conjunto de negociacidn.

ej. 2.6 Fusién Empresarial.

La empresa KC se encuentra en un wercado con un cierto
produclo, donde la demanda depende del precio y de la cantidad,
que a su vez cumplen la siguiente relacidn;

plad = a ~ bqg
(psprecio, q=cantided, «,bh>0)

Este mercado es satisfecho por la empresa XC, donde la funcidén
de costo de produccidén (relacién costo y cantidad) es:

c(x‘)-c.x‘

ctwzcoata de produccion, c.:co-m unitarto, xlzconudab

Una nueva empresa, la PG intenta penetrar en €1 mismc wmercado
con un producto similar. Sin embargo, una cierta patente le
permite tener un costo unitario de produccidn <, tal que e, < ¢
Antes de que se libere una guerra de economia de costos, las dos
empresas deciden tener una junta para platicar y llegar a un
acuerdo. Los términos del acuerdo previenen que la PG absorba a 1la
KC por un paro de produccidén, todo esto reflejado debido al precio
de compra. El objetivo es determinar el precio de cospra.

La ganancia sixima que podria obtener la PG si se encontrase
sola en el mercado es:

nz(xz) = px -c X = (.a-bxz)xz-»«-:zxz
con;
= +Cam
a nz<x2) s ax, = 2bxz Ca c:z)xz -0 s
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. L] 2
x, = (a-cl)IZb. nz(xz) - (a-cz) 7 2b

Es, por lo tanto la cantidad anterior la que ha de repartirse
entre las 2 empresas. Procedemos a encontrar el punto de ruptura;
en caso de no llegar a ningin acuerdo, cada empresa puede amenazar
de llevar la produccién a un nivel x, para KC vy x, para PG, Cuvas
utilidades serfan:

n‘(xl) - [a-b(x“xl)lx‘-clx‘

nz(xz) - [a--b(xl*x’)]xz-czxz

Estamos considerando que ambas empresas producen al wismo
tiempo. Las amenazas Jptimas de parte de cada una, son
determinadas por el juego de suma cero en el cual la firma KC
busca el méximo nl(xl)—nz(x!). mientras que la firma PG busca el
minimo de esta cantidad:

n.(xg —ﬂl(xl) - ([a—b(x‘*xz)]xl-c‘x‘} - < [a—b(x‘*xz)]xz—czxz)

= [ Ca~bx JIx—cx 1 - [ Ca-bx)JIx -cx_ 1
1 1 1t 2 2 2 2

Es evidente gque la funcién de ganancia se descompone en una
funcién de X, menos una funcién de X, ademds, estas dos funciones
corresponden precisamente a las ganancias esperadas si cada
espresa se encontrase sola en el mercado. Por lo tanto:

Max Nin ( n‘<x‘)-nzcxz) 1=

x4 xZ

H::: ((a—bxl)x‘-c‘x‘) - H:: [(a-bxz)xz—czxz)]

Recordando que n: y n: denotan las ganancias wméximas del
L ]

monopolio, observe que el valor del  juego es n‘ - n:. las
amenazas Sptimas consisten en producir como si la otra empresa no
existiera. En el acuerdo final las ganancia se reparten como
sigue:

120) 41200 -0, 1 =1/2 7 para KC.

to2n*-121n*-n"1en -1.20% para PG,
2 1 2 2 1
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3 NEGOCIACION A N JUGADORES CON UTILIDADES TRANSFERIBLES

En los juegos bipersonales no-~cooperativos se presentan 2
coaliciones, jugador-I y II actuando independientemente; en un
Juego bipersonal cooperativo existe una sola coalicién que
involucra a ambos jugadores, vy en un juego n-personal habra tantas
coaliciones como conjuntos de jugadores haya en comin acuerdo.

Establecer una coalicién (S) implica que los jugadores en ella
actian como si fueran uno sdlo, previamente a una comunicacién
completa entre ellos, juegan en comin acuerdo un conjunto de
estrategias conjuntas, con el propdsito de maximizar la suma de
los pagos conjuntos de los jugadores en la coalicién. (Otro
problema se establece al querer repartir la ganancia entre los
miembros de la coalicién, el cual se analizard mds adelante).

SsN={(12,...n)

El término "Utilidades Transferibles" significa que el pago
atribuido para cualquier coalicidn (S) en particular, consiste en
la adicién de todos los pagos individuales de cada miembrao de la
coalicidn, los cuales suman no mds de un nimero en particular.
Pensamos utilidades transferibles en el sentido de dinero, se da
lugar a traspasos de ganancias entre wmiembros de una misma
coalicidn, distinto seria el caso en juegos donde la wutilidad
representa satisfaccidn personal la cual seria dificil de
transferir.

Intuitivamente se puede creer que la teorfa de los . Juegos
n-personales es simplemente una extensidn de los Juegos
bipersonales, pero en realidad ambas teorias 1llegan a diferir
radicalmente. Se ha observado en el campo practico, que entre las
situaciones en las que estdn involucrados 2 individuos vy aquellas
que involucran 3 o mds, existe una mucha mayor diferencia que la
que existe entre el 2 v el 3.
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3.1 FUNCION CARACTERISTICA (v

La funcidn caracteristica de un juego n-personal asigna a cada
subconjunto S de jugadores el wméximo valor o(S) que dicha
coalicidn puede garantizar por si misma, mediante la coordinacidén
de las estrategias de sus miembros, sin importar el comportamiento
de los restantes N \ S§ jugadores.

Se definen :
X‘ = conjunto de estrategias mixtas para S
YN\‘ = conjunto de estrategias mixtas para N\S
Un juego n-personal con dos coaliciones; S v N\S, resulta ser
un juego bipersonal no cooperativo. En un Jjuego bipersonal de
suma cero, para el cual existe una tnica solucién dada por el
teorema del minimax, el valor del juego v es igual a v(S);

o(S) = max min Delx.y)

x€x_ yev ves
= NAS

donde
i WN) =0
i) W(S) = — (N\S> VS &N
iiid vieg) » 0
iv) VS UT) 2 o8 + (T) con ST EN

A continuacién se mencionan algunas propiedades de 1la funcidn
caracterist.ica que serdn utiilizadas en subcapitulos posteriores.

DEF. ADITIVA Y SUPERADITIVA (25
Sean S.T € N coaliciones disjuntas, es decir, S AT = @ tal

que;

a) si WS u ‘!')~2 w(8) + uv(T) » v es Superaditiva.
b) 8si (S UT) = (S + o(T) » v es Aditiva,

Por lo tanto una coalicidén benéfica para un grupo de individuos
es del Lipo superaditiva, mientras que en la aditiva los jugadores
pueden jugar por ellos mismos obteniendo lo mismo que asocidndose.
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DEF. NO ESENCIAL (2> o - . :
Los juegos en los cuales o es -aditiva’ ‘son:.-llamados no
esenciales v es trivial que: ' : ; ’
n
wll) = P o))
Lt
DEF. ESENCIAL (2>

Un juego que no es no esencial es esencial,

ej. 3.1) Contamipacién del lago (4

Supongamos un lago alrededor del cual existen n f€idbricas, las
cuales diariamente utilizan agua para sus procesos vy, a su vez,
desechan diariamente al lago todos sus desperdicios, si éstos
dltimos no son tratados antes de tirarse, el costo por purificar
e} agua para la produccidn diaria aumenta. Cuesta S$bs/dia/fdbrica
tratar sus desperdicios antes de tirarlos al lago, y cuesta
Skasdia/Fibrica purificar el agua necesaria para su
abastecimiento, donde k es el nimero de fibricas que no tratan sus
desperdicios, vy a es una constante positiva. Suponiendo que a £ b
%£ na, determinar la funcidn caracteristica.

SOL.

Consideremos primero la gran coalicidn N, en la cwal nadie
trata sus desperdicios, si un jugador cambia de “No tratar” a
“Tratar Desperdicios”, su contribucién a la atilidad conjunta
cambia de -~na a ~b. Suponiendo que b £ na., si todas las
fabricas trataran sus desperdicios, =

v(N) = -nb.

Similarmente, para la coalicidn S € N, donde #S = &t y n-t son
los que definitivamente no tratan sus desperdicios:

w(8) m =t { (n ~ L)a * min (b, tad Vssﬂ

w(B) =0
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Como anteriormente se menciond, para todo juego existe una
funcidén caracteristica, y conviene estudiar los juegos de acuerdo
a la misma, labor que se simplifica mucho considerando el concepto
de equivalencia estratégica.

3.2 EQUIVALENCIA ESTRATEGICA DE LA FUNCION CARACTERISTICA

DEF. EQUIVALENCIA ESTRATEGICA (1)

Consideraremos dos funciones caracteristicas como equivalentes
a aquéllas que conducen a las mismas consideraciones estratégicas
por parte de los jugadores,

Dos funciones caracteristicas o vy v’ son equivalentes
estratégicamente si: .
v’(S) = cu(S) + T ai

ies

El valor c se puede interpretar como una conversién monetaria
de un juego a otro, es ldgico pensar que un cambio de este tipo no
afecta las decisiones estratégicas de los  jugadores, los valores

’s se pueden considerar como una inscripcién al juego por parte

a
d\e cada uno de los jugadores, lo que tedricamente no altera la
manera de ju;ar‘; por lo tanto, cualquier juego lo podemos
normalizar de tal manera que el valor de la funcién caracteristica
de un individuo sea cero, v el valor de la coalicién de los n

Jjugadores sea {.

) Empiricamenls sa ha obsorvado que la manera de jugar de ‘oz
individuos cambia de acuerdo al monto que estan arriesgands. Es
comun presentar un comportamiento mag conaervador despues de
grandes pordidos, y menos despuda da grandeo gananclas. Lo cual

puode uor representado mediante funciones de utilidad.

LEMA:
Todo juego esencial es equivalente estratégicamente a un  juego
tal que; o’({i})=0 1Si<n vy o’(N>=1,

DEM;
Sea v la funcién caracteristica del juego. Se define una
funcién de equivalencia estratégica o’;

v’(S) = cu(S) - cf vG)  donde ¢ = o(N)~ [ olid
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ies ies
que cumple con todas. la propiedades.

ej. 3.2) En el juego Contaminacién del lago (3.1)

w(S) = -t { (p-tda + min ( b , ta) } donde L=#S,
(i) = = { (n-1da + ain ( b ,a ) ) = -na
v'(S) = c u(8) - c L oli)
LEE
c=21/ Cul)-Foid )=y / (n®a - nbd
ieN
v’(i) = ¢ (~na-(-na)) = 0
v'(N) = ¢ (~nb-(-n?ad> = 1
©'(S) » { t’a + min C b . ta ) )}/ (n¥a - nb) < 1.

Los pagos finales o imputaciones de los jugadores, influyen
determinaniemente en sus decisiones previas al  juego: en 3.3 se
definen las imputaciones, v a partir de 3.4 se proponen soluciones
para juegos n personales.

3.3 IMPUTACIONES

Evidentemente 1la reparticién de las ganancias entre los
miembros de una cierta coalicién es un factor determinante para
formar la coalicidn, desde luego, existirdn individuos que
favorezcan mds a una determinada coalicién que otros. Debemos

asumir que las ganancias pueden ser divididas infinitamente vy que
no existe problema al transferir pagos de un jugador a otro.

DEF. IMPUTACION (2>
Una imputacidén en un juego n-personal con funcién caracteristica
v es un vector x=(xi.x2,....xn) que satisface;

i x 2 oD Ast,. 0

n
i) Dx = e

1=



i) donde x es lo que Cfinalmente obtiene el jugador i,
condicidn bastante razonable, pues es dificil imaginar que el
Jugador pudiera aceptar un pago menor de lo que €l esperaria
recibir jugando solo y olvidindose de la coalicidn.

ii) utiliza en razonamiento andlogo para todos los jugadores,
todos unidos no querran aceptar menos del valor total del Juego,
esta condicién es necesaria para situarse en el conjunto Sptimo de
Pareto.

El valor v(N) es lo mdximo que pueden obtener todos los
Jugadores trabajando juntos.

DEF, CONJUNTO DE IMPUTACIONES (ECod) (2>
n
ECod = { xmlx ... x ) ] X, 2 (i), ‘}_:'xt = o(N> )

En la figura 3.3 se ilustra el conjunto de imputaciones de un
Juego tripersonal, donde adoptamos un sistema de coordenadas en el
cual la suma de las distancias de cualquier punto p dentro del
tridngulo iséceles a cada una de las rectas es una constante:
AJ J J_ es el conjunto de todas las imputaciones posibles, donde

127
J‘- (v(1),0,0>, Jz- {0,0(2>,00 v J:- €0,0,4(33).

Nota ; En un juego no esencial la cardinalidad de E(v) es 1, pues
la suma de las funciones caracteristicas individuales es o(N), v a
nadie se le puede dar wmenos de lo que por s{ mismo podria obtener.

ej 3.3> Para el ejemplo 3.1 "Contaminacidn de un lago”, el conjunto
imputaciones queda determinado de la siguente manera;
n
ECv) = { x=(x ,..., x> | x2 -na, i=t..n, Ex = -nb }
3 [ i . t

i=t

Uno de los conceptos mds fuertes que ayudan para segregar
imputaciones, es el de Dominacidn, que a continuacidn se menciona.

DOMINACION
Supongamos un juego tetrapersonal esencial de suma constante,
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» L iN=2.34)

Sl w12 ideNi=g’

oLk m L ik e N ix =k
W) = 1 uCB) = 0

donde en un primer arreglo, se asocian (1,2} vy (3.4 }cén

x - (x|'xz'x:‘x¢) = C1/6, 174, $78, 178D
en esta situacién {(1,2) le pueden proponer a (3) ~asociarse ' con
ellos obteniendo los siguientes pagos:

x = (4,3, 1,3, 173, 0O)

{ podemos decir entonces que la imputacidn C(ir¢1/4,10/6,174) es
dominada por la imputacidén (i1,3,1/3,4,3,0) para Ja coalicién S -
{1,2,3) ) pero a su vez {4) le puede proponer a {3) asociarse con
é1, recibiendo un pago X, 2 1-a, donde X, = t/2 = X, por lo tanto
podemos decir que la imputacidn (xl.xz.xz,x‘) domina a la
imputacién C(ur3,t,3,1/3,0) sobre la coalicidn (3.4). Pero, ¢cudndo
ha de terminar este proceso?

DEF: Dominacién sobre (7)
Sean x.y dos imputaciones, x domina a y sobre S ( «x )s Yy 2
si;
i xidvyi VieS
i1 T x £ (S (significa que S tenga poder suficiente para
es asegurar la ganancia de sus miembros)

DEF: Dominacidn (7}
Sean x.y dos imputaciones, x domina a vy C x ) v ) si:
x domina a y para alguna coalicidn S.

Una imputacidn serd considerada en las negociaciones previas al
Juego. dnicamente en el caso de que no sea dominada.



3.4 EL NUCLEO

El nicleo es un conjunto de vectores de pago Qque posee un
criterio minimo de aceptabilidad. El vector de pagos x e 3 estd
en el nicleo si es factible para los integrantes de N y si ninguna
coalicidn pudiera, por si misma, obtener mds para cada uno de sus
miembros de lo que obtiene por X.

DEF. Nicleo : (2>
El niclec del juego C C(w) ) es el conjunto de imputaciones
que no son dominadas para ninguna coalicidn.

TEOREXA n
G)  Ex = oM
izt b
x € CCo) o
iid £x 2 oS ¥Y¥ScN
ies

DEM. ( &

Sea x que satisface (i) y (ii), haciendo S={1),2),...{n) en
(ii) demostramos que x es una imputacién. Supongamos que es
dominada C y )s x ) entonces

vidxi ¥VieS . EwvnidLxi 2D ¢ {(contradice la
tes ies definicidn de
dominacidn)
DEM. C »)

Supongamos ahora que x e C(v), como es una imputacidn, (i) se
cumple. Supongamos que para alguna coalicién S (ii) no se cumple,
es decir, IS €N T [ x € o(S).

Definimos &£ por:

uv(S) = § xu + sg,
=

donde s = #8 es el nimero de jugadores en la coalicidn S.



x '+ ' ies
(i)} '+ CulN) = o(S) =~ P oC{idd/n - ) ie§

LS

y = (v‘....vn) es una imputacidn dado que

n
\A 2 (i) Vv idan Y I vl = o(N).
=y
Se cumple que
Y, > x ¥V isS vy r‘ey‘ = u(S),

Entonces v domina a x sobre S, lo que contradice que x
pertenezca al nicleo, por lo tanto x debe satisfacer (ii) para
cualquier coalicién.

El nicleo es un conjunto convexo y cerrado, pero tiene wuna
gran  desventaja considerdndolo como solucidén  de Juegos
n-personales, pues para muchos el nicleo es vacio.

LEMA:

Si v es la funcidén caracteristica de un juego esencial de suma
constante » C(v) = (8 ),

DEN:
n
Esencial significa : u(N) > T olid.
izt
Suma constante: VIN\S) + o(S) = «(N) ¥ S cN.

Supongamos que 3 x € C(v), dada la propiedad de suma constante:

n
Cxi 2 v33,...00 = ¢ olN) ~ oC1) > 7 n.

\z2

n
Como x es una imputacién, » Xt *+ T xi = o(N), por lo que
=2
concluimos:

x1 S o(1d, xi £ () i=1 2....n., ¥ como el

Juego es esencial:
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n

L x €% o) <o

ist N
lo que contradice que x sea una imputacidn. Por lo tanto el nicleoc
es vacio.

Es posible determinar si un juego tiene un nicleo no vacio
mediante la resolucién de un problema de prograsacién lineal, de
tal manera que el micleo existirdi si el Jptimo de la funcidn
objetivo es menor que ¢(N). El problema queda determinado de la
siguiente forma:

Min z = L x

ieN

s.c. Dx 20K VKSNTK=#N
="

asi pues;

Clv) = 0 Y3 Zn = w(N).
ej. 3.4) Mercado Ecénomico.

En un mercado econdmico tenewos tres comerciantes que no estdn
forzados a negociar uno com olro vy se mueven en una economia de
precios controlados. El coserciante i1 es el inico gque cuenta con
un producto, el cual lo puede vender a un precio miximo de " a
en su poblacién, sin embargo en la poblacidn donde dnicamente el
comerciante 2 tiene permisos para vender, se puede obtener " b “,
y en la poblacién del comerciante 3 se puede llegar a obtener
hasta “ c ", Dado que; 0 (a (b £ c, la funcién caracteristica
queda determinada de la siguiente manera:

w(@) = 0 wW(1) = a w(2> = 0 v(3) = 0
w(12) = b w13 = ¢ v(2,3) =0 (123) = ¢

para determinar si existe el ndcleo, planteamos el siguiente
problema de programacion lineal:

Min 2 = x + x_+
n 1 2 x:
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X 2 a
. + >
X, %, 2'b
x .+ + 4
t *2 *a
>
Xy %y >0

: es trivial que 2z, . "cs v(N), por lo tanto el micleo si existe.

X2 = a, x2 2 0, x320
Cxs.x2.X3) € CCv) o Xt ¥ xz2 2 b, xz + xa 20
xs ¥ x3 2 c, x1 + x2 + xa =C

wisplificando;
Clw) » { x | (x0c~x), b £ x € c ) Cver fig 3.4

Lo que significa gue el jugador t puede obtener desde b hasta c
vy el jugador 3 desde 0 hasta c~b: en este caso el jugador 2 fue
benéfico para que 1 pudiera pedir a 3 ganar cuando menos b, v para
que no se asocien {1.2), 3 tiene que ofrecer a 1 algo mayor que b,
desde luego, ofrecer c no le darfa ninguna ganancia a 3. E(v) estd
representado por la regidén sombreada del mismo tridngulo en la
figura 3.4.

3.5 CONJUNTOS ESTABLES (Solucién de Von Neumann-Norgenstern)

Concepto semejante al nucleo, que considera un con junta
aceptable de resultados, que rara vez alcanza una solucidén dnica.
En lugar de buscar una imputacidén con la cual estén de acuerdo
todas las coaliciones, se determina un conjunto de imputaciones,
de Lal manera gque si tomamos cualquier imputacidn Cfuera del
conjunto, existe una imputacidn dentro del conjunto la cual es
preferida por alguna coalicidén con poder de obtenerla.

Existen dos diferencias importantes entre el conjunto estable vy
el nicleo: en primer lugar, el conjunto estable no es udnico como
el nicleo, v en segundo lugar, existen wmuchos juegos que tienen
conjuntos estables, pero que tienen un nicleo vacfo.
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DEF.CONJUNTO ESTABLE (2>

Un conjunto estable S(v) de un juego n-personal con funcidn

caracterist.ica v es cualquier conjunto de impulaciones tal que:

(i) 8i x , vy € S(v) » x no debe dominar a
(estabjlidad internad.

(ii) si z @ S w3 x e S tal que x )

(estabilidad externa).

y.ni vy a x

TEOREMA: CCo) € SCu)
DEN;

Supongamos .3 z € Clw) T 2z & S
zZ e Cw) » w(S) g Lz ¥ S <N

ies

ZeSW » IxeSW 1 x>z
oEISSer)‘z.
..x\zz Vies$§

w(8) < Ez‘ £ Ex 5 uv®

~ L2 = L% vcomox 2z
+ x *z Vies
9. lgad.

Nétese que Cw) § S & E,

todo conjunto estable debe
contener al nicleo vy

cualquier imputacidn

fuera del conjunto
estable es dominada, de modo que

las imputaciones no
estdn dentro del conjunto estable.
importante al considerar al

dominadas
Existe un inconveniente
conjunto estable como la solucién
ideal, pues ademis de ser dificil de determinar este conjunto para
cada juego, para algunos de ellos, el conjunto es vacio.

LEMA:
Una imputacidén ’x’ nunca puede dominar a otra ’y’ en la
coalicidén de solo un jugador o en la coalicidén de todos.

DEN:

En el primer caso;
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si XDy o x‘ > -/L. ¥ Como 'y .ea imputacidn »
Y, 2 o, . x >v. %
C(pues contradice la definicidn de imputacidn)

El segundo caso se deduce de que en la gran coalicién N, no hay
imputacidn que pueda dar mds que otra.

1.4.q.4d.

ej. 3.5
Consideremos el juego
w(1) = w(2) = (3> = Q
v(1,2) ® 0(2,3) = u(1,3) = 100
v(1.2,3> = 100

un conjunto estable para este juego es el siguiente:
+ =
SCv) = ( Ox X, %)) | x *x 100 , x, = 03
otros pueden ser;
SC) w {(x,x x> |x *#x =100 - a, x. ® a¥ con 0 < a £ 50
a 2" 1 2 E]

Se puede comprobar féacilmente que para cualquier par de
imputaciones tomadas en S(v) o en S (v) no existe dominancia de
una sobre la otra para cualquier coalicién. Para analizar si se
cumple con la estabilidad externa, basta suponer que no se cumple,
y se debe buscar una coalicidn S sobre la que haya dominancia, de
tal manera que contradiga la suposicién.

3.6 NUCLEOLO

El nucleolo estd definido en relacién a un conjunto de vectores
de pago dados, v la idea en la que se basa es la siguiente; se
busca hacer que la coalicién en peor situacién respecto de una
imputacidén esté en wejores circunstancias que la coalicién en peor
situacidén respecto de cualquier otra imputacién.

Un conjunto de pagos estd en el nucleolo si el exceso (como a
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R4

continuacién se define) para ese vector de pagos (para todas las
coaliciones) es lo mds pequefio posible. E)l nucleolo tLiene las
siguientes propiedades, por las que se considera una solucidn
importante en los juegos n-personales:

(a) Todo juego tiene un vy sélo un nucleoclo.
(b)Y Si existe el micleo, el nucleolo es parte de él.

Para cualquier imputacidén x vy cualquier coalicién S,

x(S) =  xi
1L€e5

entonces cada coalicién calcula su exceso; v(S)-x(S), y mientras
mis grande sea este numero, la coalicién se encuentra en peor
situacidn con respecto a esa imputacién. Constituye la diferencia
entre lo que podrian obtener por ellos miswos v lo que actualmente
obtienen.

Definimos 6(x), para una imputacién x en particular, comoc los
2" valores v(S)-x(S) ¥ S & N ordenados decrecientemente;

8(x) = (e(x)I .e(x)z... .. .3(7()1“)
Se comparan dos imputaciones de la siguiente manera:
alx> < atyd B8i e(x)' < e(y)‘.

6 si a(x)k - G(V)k‘
para k1 2....i-4 vy a(x)_‘ < otyd,, i<2n.

DEF. NUCLEOLO. ¢2>
El nucleolo N(v) es la menor imputacién de acuerdo al orden que
se ha definido.

N(wI=({ x € ECvD } 8(x) C 68(yD ¥ v € EC0 )

ej.) Supongamos un juego con tres jugadores, tal que:
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o{i}> = 0 V¥ i €N,
o({1,2}) = 4, o({13)) = 2,
v({2,3> = 3 and u(N) = 6;

el vector de pagos €2,3,1) es el uUnico elemento del nucleclo en
ECv) (conjunto de imputaciones). El exceso para la imputacién x =
(2,3.1) es el siguiente; :

v({1}) - x(1) w0 - 2 = -2
w((2)) - x(2) =m0 -3 = -3
v({3)) - x(3) = 0 ~ 1 = -1
wl{1,2)) - x(12) = 4 =5 = -4
v({1,3)) - x(13) = 2 -3 = 1
({23») - x(23) = 3 - ¢4 = -1
({1232 - x(1,23) =0
vid - x(B) =0 o
o(x) = (0,0,~1,-1,~1,-1,~2,-3)

para cualquier otra imputacidén, el exceso de las tres coaliciones
de dos jugadores seguiria sumando -3, =i considerdsemos otra
imputacidn ’y’ cuyo exceso para algin S con dos jugadores fuera
menor que -1, entonces alguno de los otros excesos de dos
Jjugadores tendria que ser mayor que -1, por lo que esa imputacién
’y' lexicogréficamente seria mayor en su tercera coordenada. Por
lo tanto, la imputacién x = (2,3,1) es la ‘dnica que cumple la
condicién de acuerdo al orden definido.

3.7 EL VALOR DE SHAPLEY

Los conceptos de solucidén previamente mencionados se manejan
como resultados equilibrados del juego:
-~ el nicleo porque no es dominado.
- el conjunto estable porque domina todo lo que esté fuera de €1.
- el nucleolo porque minimiza el méximo de lo peor.
Todos estos conceptos consideran un conjunto de imputaciones que
son factibles de persistir durante la negociacidén previa al juego.
El valor de Shapley se puede calcular para cualquier Juego
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superaditivo definido en términos de su funcidn caracteristica,
que tenga un nimero finito de jugadores. Tiene la ventaja de dar
una unica solucidn que satisface tanto el raciocinio individual = (
X, 2 (i) ) como el raciocinio de grupo € )‘;Ls X 2 WS D). El
pago a cada jugador es un promedio ponderadoe de las contribuciones
que el jugador hace en cada una de las coaliciones a las que puede
pertenecer, de acuerdo al nimero de jugadores de esa coalicidn.

Shapley se enfocd a lo que cada jugador puede razonablemente
esperar obtener durante las negociaciones previas al juego., vy
establecid tres teoremas S1.S2 v S3,

Sea ¢‘(u)-1a ganancia esperada del jugador i con la funcidn
caracteristica v.

S1 ¢,‘(u) es independiente de la clasificacién de los jugadores.
s$i n es uyna permutacién de 1 2....n v v es la funcidén ca-
racteristica del juego, con los nimeros de los Jjugadores
permut.ados por n, entonces:

PRG0N

n
52 £ $iC0> = oD,
i=1

s3 B Cut o) =g (w0 + g

S1 y S2 son razonables, pero es diffcil establecer la correcta
interpretacién de S3, pues ¢qué  implica  jugar 2 Jjuegos
simultaneawente? ... N

TEOREMA: Existe solamente una funcidn que satisface S1,S2 vy S3:

(s~1)t(n-s)!
(valor de Shapley) ¢;(U) = p .- e COCSI=0(SN\{i)D)
sties nt




Se estd considerando que los jugadores entran al Juego
aleatoriamente. Cuando i llega, S\(i} son los jugadores que vya
habian entrado, entonces i obtendrd el monto extra que él1 logra en
el juego, v(S) -u(S\(i}). La probabilidad de que i llegue después
de que havan llegado S\{i} vy antes de los restantes N\S, es :

r = (s-1)!(n-s)t/n!
podemos entender a é‘(v) como la esperanza de juego para i.

ej. 3.7) Un juego de votos. (5)

Existen numerosas entidades administrativas que agrupan
miembros de origen diversc y que son llamadas a tomar sus
decisiones utilizando un procedimiento de voto. También hay
asambleas politicas. consejos administrativos de sociedades
anénimas, comisiones paritarias universitarias, del consejo de
seguridad de la O.N.U. etc.

Con frecuencia, algunos miembros tienen més votos que otros, vya
sea porque representan intereses wmds importantes (consejos de
administracién), o también por razones puramente politicas.
Algunas veces un cierto nimero de miembros se juntan para formar
un grupo ligado por la disiplina del voto (acuerdos secretos entre
accionistas, partidos politicos), el representante del grupo
dispone entonces de un nimero de votos de todos los reunidos. Los
diversos grupos constituidos pueden tener de esta manera posturas
diferentes. Las decisiones son, la mayorfa de las veces tomadas
por la mavoria simple de los miembros, pero no es este siempre el
caso, ciertas decisiones que se juzgan més importantes necesitan
de una mavorfa de 2/3.

Desde el punto de vista tedrico todas estas situaciones pueden
formalizarse como "juegos de votos”.

DEF. Juego de votos.
1) n jugadores, i es un jugador cualquiera,

2) el jugador i cuenta con un numero de votos w.
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3 el nimero de volos necesarios para aprobar una cuestidn esta
dado por q, donde;

n
Evw/2<as%

AR
< i
i=1 13

%

npy s

En el cual:

si w 2aq
ALS) = {‘ z\e T
o gi r“; v <aq

'\ Supongamos una asamblea con n wmiembros, cada uno representa a
una poblacién de tasalNo a i=t.n. Ciertas propuestas de la
asamblea son aprobsdas cuando existen cuando wmenos 'q' votos a
favor. Nuestro problema es determinar cudl es el nimero de votos
que ha de tener cada representante de las diversas poblaciones.
Sabemos que este nimero no es necesariamente proporcional al
nimero de individuos de cada poblacidn, lo que wse ilustra de 1la
siguiente manera: Un juego (51:30.30.30.10> [donde los tres
primeros jugadores tiepen 30 votoe; el cuarto 10, vy se requiere de
un minimo de Si para aprobar la propuestal, implica que el cuarto
Jugador no tiene ninguna importancia en su votacidn, pues para
cualquier aprobacién se requiere de cuando menos 2 de los otros
Jugadores, con los cuales es suficiente. Distinto seria el caso en
el juego (61:30,30,3010) en donde realwente todos tienen igual
poder. Para el problewma wmencionado de la asamblea, la negociacidn
funcionar{a de la siguiente wsanera: de acuerdo al nidmero de
individuos de cada poblacién, se darfa un nimero de votos a cada
representante, v de acuerdo al valor de “ g ", se calcularia
mediante el valor de Shapley lo que r bl te cada j dor

puede esperar con ese nisero de votos. De esta msanera vemos que
unos jugadores tienen mis poder que otros, que no necesariamente
estd de acuerdo al nimero de individuos que representan., esto
llevaria a otra negociacién wsobre el nimero de votos que
corresponden a cada uno, hasta que el indice de poder de cada uno
Cel valor de Shapley) guarde una relacién acorde con la
cardinalidad de su poblacidén, y con otros criterios del grupo,
previamente establecidos.



3.8 CONJUNTO DE NEGOCIACION
CONFIGURACION DE PAGOS INDIVIDUALMENTE RACIONALES ¢7)

DEF; Una configuracidn de pagos individuales racidnales consiste
en un conjunto de coaliciones disjuntas By,B:z,....Bm cuya unién es
N. v un vector de pagos x=(xixz.....,xn) tal que:

i) £ xv = «(B)) para s1.2,...m.
rem,

Ciid x, 2 (i)

Donde la uUnica diferencia con la definicidén de imputacién es 1la
condicién de optimalidad de Pareto (i), considerada para
coaliciones individuales en lugar de para N.

Consideremos dos jugadores lk , en la misma coalicién Bj con
x=(x1,...xn). El jugador k piensa en todas las coaliciones a las
que se puede unir, pero con la exclusidn del jugador 1. Supongamos
que existe una coalicién C, de este tipo, en donde todos sus
miembros pueden obtener més de 10 que actualmente obtienen. Es
decir,

3 v = lyt,....yndcon Lvi= o0 v > xk, Yi 2 x V¥ ieC.
lec

Podemos decir entonces que el jugador k tiene una objecién
contra el jugador 1, en la cual puede cuestionarle a 1 su
permanencia (la de k) en By con el (1), cuando é1 (k) puede estar
en una mejor situacién con otros jugadores forsando C.

Correspondiendo a esta situacidn, el jugador 1 puede pensar de
la misma manera, es decir en todas las posibles coaliciones
excluyendo a k. Supongamos 1 « D, con k « D, de modo que:

3 2= (g,...,2n) con Czi=ov®, z2xiViebd
1€ . zZn2vnVvVie

De este modo 1 tiene una contra objecién, pues le puede decir a
k que puede formar una coalicién D que no lo incluya, en la cual
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todos reciban tanlo como ahora, vy aquellos de D que td (k)
necesitas para formar C obLienen cuando wmenos, lo misso que en Cc.

Si el jugador 1 no tiene una contra objecién sobre la objecidn
de k. se dice que la objecidn de k es justificada. De manera mnds
clara, cuando un grupo de negociantes intentan persuadir a un
segundo grupo para llevar a cabo un plan que beneficia a todos sus
integrantes, un tercer grupo puede tener olra proposicién para el
segundo grupo, con wayores utilidades para sus participantes,
siendo necesarios en este plan miembros del segundo grupo que
requiere el primer grupo para su plan. Entonces decimos que el
grupo 1 no tiene una objecién justificada.

CONJUNTO DE NEGOCIACION <5

DEF: El coajunto de negociacién B es el conjunto de todas las
configuraciones de pagos individualmente racionales en las cuales
ningdn jugador tiene objecidn justificada contra cualquier otro
miembro de la miswa coslicién.

TEOREMA ;
Cualquiera gue sea la estructura de coaliciones considerada, el
conjunto de negociacién relativo a esa estructura jamés es vacio.

ej. 3.8.1) A manera ilustrativa, supongamos un juego en el cual
tres jugadores van a dividirse 8 1, v dos de ellos son suficientes
para determinar la reparticidn;

Wid>)em o ieN
i) =1 ijeN &2
V(N) = 1

primeramente [ €0,0,00 {12422 (3> ) estd en el conjunto de
negociacidén, ya que ningin jugador estd en la misma coalicién con
otro, entonces no hay manera de hacer objeciones justificadas. {

17247200 1,243 1) pertenece también al conjunto de
negociacidén, supongamos que 2 tiene una objecidn contra 1, v
propone [ (€0,1/2+a1/2-a) 0%a<i/2 {123 ), para esta

objocién el jugador 1 tiene una contra-objecién proponiendo (
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172,01-2> 13y @y 1, de tal manera que cualquier
configuracidn de pagos que asjgne 1/2 a cada jugador de la
coalicion de cardinalidad 2, y cero al otro jugador, estard en el
conjunto de negociacidn, pues no existen para estos casos
objeciones justificadas.

ej. 3.8.2) Tres ladrones C(LiL2,Lad ven la posibilidad de robar
un banco, debido & informacién filtrada saben que a una cierta
hora 1a cantidad manejada por el banco alcanza los 812 MM (MM =
unidedes de miillén). Los tres ladrones revisan la manera de
repartir las ganancias debido a que Lz v La poseen cada uno el
equipo electrénico necesario para realizar la transferencia
sientras que (1 no. Es absolutamente indispensable que minimo se
trabaje entre dos para el asalto. Debido a las limitantes de la
computadora de Li, é€sta no puede tener acceso a todos los bancos
de informacidén necesarios para realizar la transferencia, por lo
tanto, trabajando con esta computadora el msonto del robo serfa de
86 MM en lugar de 812 M. ¢ Oué pactoc ha de resultar de 1la
negociacién de los tres ladrones ?

SOL. La funcidn caracteristica de juego es la siguiente ;
C(donde i corresponde a Li)

w(@) = w({1)) = (2} = V(I = )
v({1.2)) = 12, ({13} = 6, (2.3 = 12
Y 0((1.23)) = 12,

Sea S ¢ N,

si S = ((23» ox'*x.-ﬂvx‘-m-ixz- 8 v x, = t
2} tiene una objecién contra 3, la reparticidén de x, =% x = 3
con S =({(21)); si (3) puede formular una contra-objecién, tendrfa
que proponer a (1)} cuando menos x, ® 3, pero entonces a (3) solo
le sobrar{a x, " 3, menor que x, = 4 en la coalicién S inicial.
Por lo tanto como a S = ((2.3)) con x, - 8yx = 3 corresponde
una objecién, pero no una contra-objecién, .. esa imputaciée no
pertenece al conjunto de negociacién, pues no hay ob jecidn
-Justificada.
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En la figura a.e se auestra graficamente el conjunto de
negociacidn, las reparticiones para S = ({2.3)) causan objeciones
vy contra—objeciones, representadas por el segmento BMi. De forma
andloga AM2 para la pareja S = ({2.1)) vy del segmento L2M3 para S
= ({3.1}), lo que se resume en la siguiente tabla:

S,N\S ur @ a»
2.3 .Aa» 0 14 3
«2.1» (3 3 14 o
(313,02 3 0 3
(2,343 (@) 2 8 2
C(1)».2)».W3» 0 0 [

B = (€093, (39,0, (30,3, (28,2), (000> >

Podemos imaginar que después de una serie de discuciones,
objeciones y contra-objeciones, el acuerdo finaliza en la
reparticion x4 = 2, x2 = 8 v xa = 2. Después de este acuerdo, vy en
ausencia de 2}, (1) v 4(3) llegan a un segundo acuerdo que
consiste en obtener cada uno $3 MM, excluyendo a 2 del negocio. De
estdé manera (2) serd independiente de que se cometa el error fatal
al dejar que se constituya la coalicién S = (1.3).

3.9 EL KERNEL -

Se comienza con una configuracién de pagos individuales
racionales (By.....Bmx) v un conjunto de jugadores S Cforsando una
coalicién. Para tal coalicidén definimos;

exceso : «S) m o(S) -~ F xi
iec

El exceso mide el monto en el cual los miembros de wuna
coalicién pueden incremsentar su pago conjunto, sobre lo que ellos
reciben con ese vector de pagos x.

Consideresos dos jugadores k v 1 perteneciendo a la wisma
coalicién Bj, denotemos por Tkl todas las coaliciones formables
que incluyen a k pero no a 1. Definimos el exceso wmiéximo de k

sobre 1 como SL‘;
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s:r @ 'k,l

lo que representa la mejor ventaja que '’k ’ puede obtener dejando
a ’l’ v uniéndose a una nueva coalicidn. es decir, el exceso
méximo de k sobre 1 es el mavor exceso e(S) sobre todas las
coaliciones que incluyen a k, pero excluyen a 1.

Sea 5' e T, TS, " es">. S* es la coalicién con mayores
utilidades que tiene a k como miembro vy se abstiene de tener a 1
como integrante. Podewmos decir que Sk" mide la mayor contribucidn
a una coalicién que puede ser asociada con k v que no tiene
relacién con 1.

Decimos que el jugador k pesa més sobre 1 si:

su > Sl " 1 4 x, > ol

Lo que significa que el jugador k espera obtener mis
abandonando a ’l’, de lo que ’1l’ puede esperar abandonando a ‘k’,
y en segundo término ’'l’ puede obtener méis si abandona la
coalicién en la que se encuentra y actda por i misso. Caquf
podriamos decir que k estd en posicién de hacer una objecién para
1a cual 1 no tendrfa una contra objecidén, as{ k incrementa su pago
a expensas de 1.

Si k no pesa mds sobre 1, ni 1 pesa mis sobre k, decimos que k
v 1 estdn en equilibrio, lo que se da en los sig. casos;

) Sk,l- Su
b> S."l > sl.t v x = «C(1

[ Sl.lz > Sk'l Yy x = oCk)

DEF. XERNEL (1)

El kernel K, es el conjunto de todas las configuraciones de
pagos individualmente racionales, tal que cada par de jugadores en
la misma coalicién de la configuracidén esti en equilibrio.
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¢ 3K V¥ juego vy K € B (conjunto de negociacién ).

ej. 3.9) Dado que el kernel estd contenido

en el Conjunto de
Negociacidn, calculémoslo para

el ejemplo 3.4, Un Mercado

econémico;
B -

4y , @) , @3> : (a.00 ; [

U2y . 3 : ¢(b.0,0) ; »2

a4y , 23> ;. a0® n3

Uxa , @ : (xO0cx),bsx<c:; =

{133) H (x0,c-x3, b € x £ ¢ ; [
af

como no hay coaliciones con dos jugadores, la

condicidén del
kernel se cumple.

;Sm-c-b)s"‘-o Y xz-u((Z))-O (caso bd

;S _®mc-a)S wmb-a v x =2 =0 {caso b)
su 22 2

LI -

12a®b-xm= S" @ x - ¢, cuando x = (b¥c)/3 (caso a)
; como cada par de jugadores en la wisma coalicidn estd

en
equilibrio, la condicidén se cumple.

por lo tanto:

K=
1), @), O, (a,0,0)
12y, €3y, b0
1), 23, Ca 0,0
13y, €22, € Cb*c)72, 0. (c-b)72 )
123> ¢ C(b+c)72, 0, (c-b)/2 ).
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CONCLUSIONES:

Pese a que la mayoria de los ejemplos aqui planteados fueron
considerados como aplicables, en el campo prdcltico encontramos
numerosas dificultades para la implementacién de modelos de teorfa
de juegos cooperativos:

- Los modelos aqui wencionados estén basados en fundamentos
ldgicos del comportamiento esperado de los individuos, pero no
contamos con mucho trabajo empirico para respaldar su validesz,

- En una situacién organizacional existe un cierto clima
psicoldgico de comportamiento, que de aiguna manera estd dado por
el dominante criterio de la gerencia. La toma de decisiones en
general estd afectada por experiencia de la organizacidn, asi como
por el pasado de sus miembros.

- Los modelos matemiticos de Teoria de Juegos frecuentemente se
enfocan a controlar un nimero reducido de variables, pero debe
considerarse que auUn sabiendo que existe un gran nuimero de
variables que no estin consideradas en el modelo, no por ello el
modelo tiene validez cero. Una multitud de variables en el modelo
es probable que resulte en una alta complejidad, asi como en un
costo elevado: sin embargo, el estudio profundo para la creacidn
del modelo siempre contribuye a adquirir un conocimiento mavor
sobre el comportamiento en la realidad, vy resulta ser una
herramienta de ensefianza que provee de experiencia préctica.

- Existen varios factores que limitan el parecido entre el modelo
del juego v el negocio en la realidad, tales como; la
participacion gerencial en su creacién, el corto tiempo de
involucramiento, la motivacién y el frecuente urge!

Los modelos agquf mencionados mds que explicar cémo debe estar
encaminada una negociacidn o cudl debe ser su procedimiento, se
enfocan a dar una solucién del problema (a excepcién del
procedimiento de 2uthen y Harsanyi), lo que desde luego no implica
que las soluciones propuestias no puedan ser el punto final de la
negociacién. Visto de otra wmanera, estas soluciones son una
excelente referencia para encaminar adecuadamete una negociacidn.
Contando con las bases matemiaticas para determinar el grupo de
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integrantes con los cuales conviene wmds asociarse, as{ como el
valor de la utilidad esperada para una cierta negociacidn, mse
puede determinar la conveniencia de la misma.

Es diffcil establecer para un caso en particular cuidl ha de ser
el modelo mds adecuado para aplicarse, es necesario revisar los
criterios en los que se basan los distintos wmodelos antes de
hacer una seleccidén. Debe tenerse presente que todo planteamiento
de un juego, debe traer al final variables de informacidn que
permitan wmejorar el wmodelo actual. Para casos generales se
recomienda utilizar el modelo de Shapley dada la ventaja de que
paras todo caso existe y su valor es dnico.
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0.0 ex(x.v)
Fig. 2.1.1 E: io no- P tivo en un juego bi-pereonal.
ez(x.v)
ab
» (4.1)
€0.0> * e'(x,y)

Fig. 2.1.2 Escenario cooperativo en un juego bi-personal.
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Fig. 2.2 Representacidn del conjunto de negociacién en un
Juego bi-personal con una matriz asociada Maun.



Ganancias del jugador 2

Ganancias del jugador 1

0.0

Fig. 2.3.1

Utilidad del jugador 2

Negociacidn a dos jugadores, un caso simple.

Fig. 2.3.2

Utilidad del jugador i

Negociacidn a dos jugadores, caso general.



Ganancia SCT

Ganancia Constructora

Fig. 2.5 ~Una negociacién proporcional.



J2

Fig 3.3 Conjunto de Imputaciones para un juego tri~personal.
Para cualquier punto p r p e ECu), x, *xz + x, =c, donde
c = wK) vy x 2 (i) iz¢,2,3.

4 €0,0,0>

0,c,0>

Fig. 3.4 Ilustracion del Nicleo en un juego tri-personal.
Clv) = (x.,xl.x.) | x, = 0, b < x, £c, 0% %, <€ c~b )



L2 M B L3

Fig. 3.8 Puntos del <conjunto de negociacién, M Mo M2 Ma,
relativos a las diferentes estructuras de coaliciones.
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