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INTROOUCCION. 

Desda loa primeros a~os de investigación en los experimentos 

da fusión tenonuclear realizados en los diferentes dispositivos 

de confinamiento magnético se ha observado un tipo de transporte 

de particulas y energia, que no puede ser explicado en términos 

del transporte colisional(clásico) ni con la inclusión de efectos 

producidos por la geometria toroidal del sistema (transporte 

neoclásico). Se cree que este tipo de transporte es debido a las 

interacciones de las particulas con fluctuaciones microscópicas de 

campos eléctricos y/o magnéticos producidos por movimientos 

turbulentos de las particulas a este tipo de transporte se le 

conoce como transporte anómalo J. sin embargo aún no se sabe con 

certeza que tipo de fluctuaciones son mas relevantes para el 

transporte. En t'rminos generales puede dividirse la turbulencia 

en un plasma en electrostática (si las fluctuaciones son 

únicamente del campo eléctrico) y electromagnética (si hay 

microcampos magnéticos además de los eléctricos ) y se han 

propuesto diversos modelos de transporte para cada una de ellas. 

Los métodos existentes para analizar este tipo de transporte 

son sumamente complejos. En general se requiere tanto de una 

teoria para describir el origen de las fluctuaciones en términos 

de modos de oscilación del plasma que sean inestables y lleguen a 

un nivel de saturación, como del mecanismo de interacción 

onda-partícula que afecta la dinámica del transporte. Nosotros nos 

concentraremos únicamente en el último de estos aspectos. Con el 

fin de tratar el problema de transporte anómalo inducido por 
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interacciones con microcampos del plasma adoptaremos un enfoque 

simplificado en el que se considerarán las siguientes 

suposiciones: 1) tos microcampos fluctuantes son establecidos por 

alg11n mecanismo de saturación que no nos incumbe y sólo 

necesitamos conocer el espectro de fluctuaciones que éste produce 

E(1o1,k), ya sea experimental ó teóricamente. 2) Las fluctuaciones 

son solamente en el campo eléctrico y las posibles fluctuaciones 

en el campo magnético son muy pequeñas y pueden despreciarse; en 

este sentido decimos que la turbulencia es cuasi-electrostática. 

3) La región de turbulencia se dividirá en subregiones del tamaño 

de la longitud de correlación de los microcampos y cada subregión 

se tratará independiente de las otras. 

En el primer capitulo se revisan algunos conceptos del 

transporte clásico [ la dinámica de las colisiones, la ecuación de 

Fokker-Planck, los coeficientes clásicos de transporte y 

neoclásico la geometria toroidal ¡, El segundo capitulo se 

refiere al transporte anómalo y en él se tocan temas como: las 

evidencias del transporte no clásico y las leyes de escalamiento 

empirico, asi como los modelos para el transporte anómalo, modelos 

electrostáticos y electromagnéticos ó modos reconectivos ¡. 

El modelo cuasielectrostático para la interacción de 

particulas con la región de microturbulencia se trata en el 

capitulo III ; utilizando para ello la aproximación de Fokker

Planck para deflexiones pequeñas para hallar los coeficientes de 

fricción <A~> y de difusión de particulas < A~A~ > producidos al 

interaccionar un conjunto de particulas con una región de campo 

eléctrico débil fluctuante en la dirección y, en él se especifica 
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la metodoloqia que se sigue para hallar cuantitativamente los 

coeficientes <A~> y < A~A~ >. 

En el capitulo IV se presentan los resultados de los cálculos 

realizados en el capitulo III para los coeficientes de fricción y 

de difusión de particulas como función de la velocidad, asi como 

la función de distribución de probabilidad como función del ángulo 

al cual salen las particulas para diferentes velocidades, y los 

coeficientes de difusión de particulas, y de conductividad 

calculados a partir de los coeficientes de Fokker-

En el capitulo V se analizan los resultados del capitulo rv, 

haciendo notar la similitud entre los resultados obtenidos y los 

resultados cualitativamente esperados y resaltando la metodologia 

utilizada en el capitulo III para el modelo cuasielectrostático, 

vislumbrando ademas cuáles son las posibilidades ó las 

implicaciones del método para un tratamiento m4s realista de un 

modelo de transporte que pudiera ser comparado con resultados 

experimentales obtenidos en los diferentes dispositivos. 

El trabajo en si mismo pretende ser una motivación y una 

introducción al tratamiento del problema del transporte anómalo 

utilizando argumentos sencillos que pudieran dar una idea de 

cu4les son loa elementos que influyen en esta tipo de transporte , 

revisando antes algunos conceptos del transporte clásico y 

neoclásico y la información sobre el transporte no clásico • Todo 

esto con la finalidad de continuar revisando y trabajando sobre 

esta linea, 
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CAPITLLO 1 • 

TRANSPORTE CLASICO. 

1.- DINÁMICA DE LAS COLISIOHES. 

Las colisiones entre particulas en un qas dan luqar a efectos 

tale• como la termalización de particulas rápidas, la 

resistividad, ditusión,etc., Las particulaa carqadas interaccionan 

a través de la tuerza de coulomb la cual tiene un ranqo infinito. 

La colisión entre dos particulas consiste en la 

interacción de dos carqas que pueden considerarse puntuales 

moviéndose sobre trayectorias hiperbólicas bajo el efecto de los 

campos eléctricos de cada una de ellas; ae observa además que el 

campo de coulomb asociado a una particula es apantallado por la 

presencia de las otras a distancias mucho más grandes que la 

longitud de Debye, mientras que no es afectado a una distancia 

mucho más pequel'la que esa longitud. De aqui uno puede decir 

aproximadamente que la particula pasa a través del plasma y •ve' a 

las particulas lejanas encerradas en un radio de Debye y comienza 

a interactuar al penetrar la estera de Debye cuando los campos 

son todavia débiles. 

En ausencia de un campo magnético una particula libre se mueve 

en una linea recta con velocidad constante. La colisión 

distorsiona la trayectoria de la particula y cambia la magnitud de 

la velocidad. El movimiento que resulta de varias colisiones se 

puede representar aproximadamente como una linea quebrada que 

consiste de segmentos dirigidos azarosamente con longitudes d~l 
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orden de t a V"t donde v _ ( 2KT/m) 112 es la velocidad térmica 

característica y -r es el intervalo de tiempo característico 

entre colisiones con un cambio en la dirección de movimiento. 

MECANISMO DE UNA COLISIÓN. 

La colisión entre dos partículas cargadas a y b puede ser 
convenientemente descrita en el sistema del centro de masa donde 

las partículas se mueven con una velocidad relativa u (l]. La 

trayectoria es hiperbólica como se muestra en la siguiente figura: 

/\\ 
¡ I \ \ 

7 / \ 'l 
/ \ \ 

rte.... DlSPERSlOll DE COULOMB. 

Si introducimos la masa reducida 

M = 

se puede demostrar que 

mm •• li"+iñ • • 

cot;•tan\t• 

(l. 01) 

(1.02) 

Debido a que los par6metros de impacto fn plasmas son 

estadisticos, se introduce el concepto de sección transversal de 

colisión diferencial: 
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dO' • 1 2pll dp 1 (1.03) 

Definiendo el Angulo sólido diferencial: 

dD • 211 sen(e) de (1.04) 

y usando (1.02) obtenemos: 

dO' - (1.05) 

cuando las condiciones iniciales de las particulas que colisionan 

(parAmetro de impacto ) son desconocidas, entonces la probabilidad 

de que el Angulo de deflexión esté entre e y e + de es 

proporcional a la ecuación (l.05) y el ángulo sólido diferencial 

dO está dado por la ecuación (l,04). se puede observar que la 

dispersión a Anquloa pequeños es mucho más probable que las 

deflexionea a ángulo grande. 

Cuando la desviación es e • rr/2 se define el parAmetro de 

impacto P
0 

de la ecuación (1.02) y obtenemos: 

p • _1_ ~ (1.06) o 4nc
0 

Muª 

Uno puede decir aproximadamente que para p < Po uno obtiene 

deflexiones de Angulo grande, mientras que para Po< p < .... 
produce de flexiones de Angulo pequeño . Si p > .... : las dos 

particulas " no ven " el campo de coulomb de las otras excepto 

para los campos suaves de muchas particulas descritos por la 

ecuación de Vlasov, La razón de colisiones de ángulo grande a 

ángulo pequeño es : 
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[ :: r « 1 
(l,07) 

Para enerqiaa de particulas caracteriaticas de 10 eV o más 

qrandea , P
0 

ea del orden de 10-10m o menor, mucho más pequeña 

que bajo condiciones de laboratorio usuales. Uno puede 

concluir que la abrumadora mayoria de lo• encuentros entre 

particulae en un plasma producen de flexiones pequeñas. Si una 

particula sufre dos colisiones, la detlexión es e .. e
1
+ e

2 

Como cada particula "colisiona" aimult6neamente con todas las 

otrae particulas en una distancia de Debye, la naturaleza aditiva 

de loa 6nquloe de dispersión es muy dtil. 
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2,- ECUACION DE FOl(J(ER-PLANCK, 

cuando la función de distribución f( it, if, t ) , para cada 

especie en un plasma es conocida, las propiedades macroscópicas 

del pla•ma pueden ser facilmente calculadas; estas cantidades 

macroscópicas eat6n representadas por loa momentos de f como son: 

la den•idad de masa p, la densidad de carga q, la velocidad de ... 
masa pif y la corriente j [l] • La función de distribución f 

eat6 definida como f (it,if,t) d 3v d3x que representa el número 

de particulaa que se encuentran a un tiempo t en el elemento 

de volumen d3 x alrededor de il y que tienen velocidades en 

el rango d3v alrededor de i1 • De la teoria cinética tenemos que 

la ecuación fundamental que f(il,if,t) debe de satisfacer es la 

ecuación de Boltzmann: 

... 
8f + if 'Vf + _mF 
at 

IJf 

~ (l.08) 

donde ; es una fuerza que actll.a sobre las particulas , y (~) c 

es la variación temporal de f debido a colisiones, V es el 

gradiente en el espacio (x,y,z). El aimbolo IJ/aif ó v, ea el 

gradiente en el espacio de velocidades [2). 

ser 

En un plasma lo suficientemente caliente, las colisiones pueden 

ignoradas. Si, adem6s, la fuerza 
... 
F ea enteramente 

electromagnética , la ecuación (1.08) toma la forma especial: 

8( 
Bt + if • Vf "( ... + -¡- E + 

8 

if X B , - • ... ) /Jf 
¡¡if 

o (1.09) 



Esta es la ecuación de Vlasov • PUesto que es una forma simple, 

esta es la ecuación más comúnmente estudiada en la teoria 

cin•tica. 

cuando existen colisiones de ángulo pequeño, como ocurre en un 

plasma totalmente ionizado el lado derecho de la ecuación de 

Boltzmann puede ser aproximado como sigue [l]: 

Sea P(" ; 6") la probabilidad de que una particula cambie 

en su coordenada de velocidad de " a " + A" , en el intervalo 

de tiempo At , debido a colisiones múltiples de ángulo pequeño. 

Si solamente las colisiones son efectivas en cambiar la función de 

distribución (temporal y espacialmente), el valor de la función de 

distribución al tiempo t está dado por: 

(l.10) 

Como para colisiones de Coulomb de ángulo pequeño A" es pequeño 

si At es pequeño, uno puede expander (l.10) en la forma siguiente: 

f(" 1 t) • J [ f(",t) P(";A") - t.t ~ P(,,;A") - A":,, [f(,,,t)P(";~")) 

+ 2
1 

6v 1Av. --
8
-
2

- f(" 1 t)P(";A") ] + ···] d
3 

Av • av1avk 

(1.11) 

Notemos que la probabilidad total ea uno, 

(l.12) 
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y si definimos el cambio en la velocidad promedio por unidad de 

tiempo como: 

< A~ > • -h J P(~;A~) A~ d3Av (1.13) 

J P(~ (1.14) 

al olvidarnos de los términos de orden mayor , la ecuación 

(1.11) produce: 

Bf ) • 
iit c 

(1.15) 

Esta •• la conocida ecuación de Fokk•r-Planck [l]. La ecuación 

anterior se puede poner en forma de una ecuación de continuidad : 

~)+v.g•O 
c • 

(1.16) 

donde v. es el operador en el espacio de velocidades y 

q • < A~ > f l v. , [< A~ A~ > f ] 
- -2- (1.17) 

El efecto de coliones múltiples de Angulo pequeño puede ser 

visto como un flujo de puntos fase en el espacio de velocidades, 

descritos por el vector de flujo q. 
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., 

F l C.• 1. 2, fOSlClOlftS DI El. ESPACIO DE vn.DCIDADES DE lllf H4Z Dt 
PARTICUU.5 PRUEBA A LOS StcUMOOS : t. • 0, 11 2,3. 

Para entender el si9nificado fisico de < A~> y de < AVA~ > 

cosideremos el com~ortamiento de un haz de particulas prueba con 

velocidad ~ que se inyectan dentro del plasma. Una unidad de 

tie111po después ellas son frenadas (en pro111edio) debido a las 

colisiones, tendiendo a la velocidad pro111edio del campo de las 

particulas. Este cambio promedio en el vector velocidad es 

< AV>, y la cantidad m<AV> , que tiene di111ensiones de fuerza, 

es llamada fricción dinámica. En la tiqura (l.2) se muestra un 

bosquejo de los puntos fase en intervalos de tie111po unitarios 

de las particulas prueba inyectadas dentro del plasma era 

equilibrio tér111ico. El esparcimiento hacia atuera de los puntos 

está caracterizado por el tér111ino de difusión <A~ A~>. 

La ecuación de · Fokker-Planck como está dada en la ecuación 

(1.151 es válida para todos los procesos de coiisiones mültiples 

que producen pequeños calllbios en los vectores velocidad de las 

part1culas que participan en las colisiones. 
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3.- COEFICIENTES DE TRANSPORTE CLÁSICO. 

a) ASPECTO CUALITATIVO.(Difusión de particulas, conductividad 
t•rmica, conductividad electrica.) 

El fenómeno de transporte en un plasma se debe a los 

gradientes de los parámetros macroscópicos. Esos gradientes dan 

lugar a que surjan flujos que finalmente igualan a los parámetros 

macroscópicos en todo el volumen del plasma. 

DIFUSIÓN DE PARTiCUIAS. 

De esta manera, consideremos el caso simple del fenómeno de 

transporte debido al transporte de particulas. Si la densidad de 

una especie de particulas dada no es espacialmente uniforme y el 

estado del gas es estable hidrodinAmicamente, hay un flujo 

direccional de particulas que tienden a igualar en el espacio la 

densidad de la especie de particulas dada. Si la densidad de 

dicha especie varia lentamente sobre la trayectoria libre media, 

es decir, si el gradiente de la densidad es pequeño, de manera que 

la difusión de 
... 

la densidad de flujo j 

tal gradiente se tine la ecuación : 

... 
j• -:OVN 

es proporcional a 

(l.l.B) 

donde :O es llamado el coeficiente de difusión [3]. 

Estimaremos ahora la magnitud del coeficiente de difusión. 

El flujo neto de particulas iguala a la diferencia de los flujos 

en direcciones opuestas, el orden de magnitud de cada uno es 
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igual a Nv donde N es la densidad de una especie dada 

y V e• su velocidad caracteristica. En cada colisión cada 

particula viaja una distancia del orden de la 

media A - (N.a-)-1 (donde a- ea la sección 

trayectoria libre 

transversal de 

colisiones caracteristica entre la especie dada y las otras 

particulaa del gas y N• es la densidad del gas total). Entonces, 

el flujo neto de las particulas ea AN v donde AN es la 

diferencia en las densidades de la especie dada en dos puntos 

separados por una distancia del orden de la trayectoria libre 

media. Asi obtenemos que: 

AN A VN (l.19) 

y el flujo por difusión 

j • A V VN (1.20) 

comparando con la ecuación (l.19) se obtiene que el coeficiente de 

difusión 

Donde T 

V est6 dado por: 

VA 
M112 NO' 

9 

(l.21) 

ea la temperatura del gas , M ea la masa de las 

particula• y O' es la sección transversal de colisiones dada por 

la ecuación (l.05) 

El an6lisia macroscópico del transporte de particulas en un gas 

es v6lido si las variaciones caracteri•ticas de la densidad 

ocurren en intervalos de tiempo que son considerablemente m~s 

grandes que el tiempo caracteristico entre dos colisiones 
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consecutivas de la parti~ula T - A/v • Entonces, obtenemos T/TL 

(A/L¡2 e 1, donde TL - L2/D - L2/(VA), siendo L la 

distancia caractaristica en la que ocurra una variación notable en 

la dsnsidad del gas, as dacir, al an6lisis macroscópico del 

fenómeno da transporte es v6lido si la densidad del gas varia 

marcadamente en una distancia considerablemente más grande que la 

trayectoria libra media de las particulas. 

CONDUCTIVIDAD TtRMICA. 

Transporte de enargia y momentum en un gas. 

El transporte de energia y momentum ocurre de manera similar 

al transporte de particulas cuando existen gradientes en el 

gas. Un ejemplo seria, el gradiente de temperatura que hace que 

surja un vector de flujo de calor que tiende a equilibrar la 

temperatura del gas en las diferentes regiones; el vector de flujo 

ea caro cuando la temperatura es constante sobre todo el volumen 

del gas. Entonces el vector de flujo de calor es proporcional al 

gradianta de temperatura: 

El vector de flujo de calor está definido como: 

q. I ~ M ~ f 
2 

(1.23) 

(1.22) 

El factor x es la conductividad térmica del gas. La ecuación 

(1.23) as v6lida en este an6lisis si la temperatura del gas varia 
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lentamente sobre una distancia del orden de la trayectoria libre 

media de las particulas del gas • 

Calculemos ahora la magnitud de la conductividad térmica y 

su dependencia de los parámetros del sistema de una manera similar 

a como se hizo con el coeficiente de difusión (1.21). Sea un plano 

perpendicular al gradiente del vector T y si calculamos los 

flujos de calor que pasan a través de él en ambas direcciones 

de acuerdo con la ecuación (l.22), cada flujo estará dado como : 

q Nv M v 2 Nv T (1.24) 

aiendo N la densidad de las particulas, y ·1 la velocidad 

caracteriatica de las particulas. 

Los flujos de calor son debidos al movimiento de las particulas, 

que viajan aproximadamente una distancia del orden de la 

trayectoria libre media A entre colisiones. Como los flujos de 

calor en ambas direcciones a través del plano son debidos al 

movimiento de las particulas en cada lado del - plano donde las 

temperaturas son diferentes, siendo 6T la diferencia de 

temperaturas sobre la distancia del orden de la trayectoria 

libre media (ea una medida caracteriatica de la región en que las 

particulaa colisionan con otras particulaa del gas, es decir, 

cuando intercambian energia), el flujo neto ea: 

q - N V 6T (1.25) 
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Entonces, obtenemos 4T • A VT y q • N v A VT. Comparando con 

la ecuación (l.23) obtenemos la estimación para la conductividad 

X • N v A • V/IT • (1.26) 

siendo la sección transversal caracteristica, para las 

colisiones entre particulas 

La conductividad térmica se ha observado que es independiente 

de la densidad de las particulas, es decir, un incremento en la 

densidad de las particulas da lugar a que surja un incremento 

proporcional en el número de particulas que transportan calor y 

a un decremento proporcional en la trayectoria libre media de las 

particulas,. esto es, la distancia caracteristica del transporte de 

calor. Esos dos efectos mutuamente se cancelan. 

CONDUCTIVIDAD ELtCTRICA. 

Movimiento de particulas cargadas. 

En el estudio del movimiento de particulas cargadas en un gas 

en presencia da un campo eléctrico externo se tiene que la 

movilidad de las particulas cargadas K está definida como el 

factor de proporcionalidad entra la velocidad media de las 

particulas cargadas ~ y un campo eléctrico fuerte 

-+ 
K E 

-+ 
E : 

(1.27) 

Si N
0 

es la densidad de los electrones, K es la movilidad . 
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de lo• electrones dada por e/mv, y w e• la velocidad media de 

lo• electrones en el campo eléctrico E , la corriente eléctrica 

debida a lo• electrones ea: 

ewN•eKNE . . . (1.28) 

Una axpre•ión parecida puede eer obtenida para la corriente 

eléctrica debida a los iones • Debido a que las densidades de 

lo• electrone• y lo• iones en el pla•ma cuasineutro son 

aproximadamente las mismas, la corriente eléctrica en el gas 

ea debida a los electrones, de tal manera que la conductividad 

del ga• :E es: 

(l. 29) 

Si utilizamos la relación para la movilidad de los electrones y 

la ecuación (1.28) podemos estimar la conductividad [3] 

(l.30) 

Siendo m la masa de los electrones [ en principio a puede ser 

para particulas cargadas o neutras ] • Para un gas totalmente 

ionizado a eat6 dada por la sección eficaz de Coulomb que varia 

como T"ª y N • N • de modo que :E - T312
• 
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b) DERIVACIÓN CUANTITATIVA 

(Coeficientes de transporte) 

En la sección anterior se mencionaron y analizaron 

cualitativamente loa coeficientes de difusión, conductividad 

el6ctrica y conductividad térmica; en aata sección se derivan 

aatos coeficientes en términos da loa promedios 

< A~ A~ > • 

< A~> y 

Loa coeficientes de transporte surgen a raiz de los 

coef icientea de proporcionalidad entre los gradientes de ... 
cantidades macroscópicas, tales como Vn , VT , E , y los flujos 

que producen esos gradientes como son: 

a) la corriente 

b) el flujo de particulas 

c) el flujo de calor 

... ... 
J•O'E, ... 
r•-2>Vn, ... 
Q • - X VT 

(1.31) 

(1.32) 

(l.33) 

Consideremos el caso de la conductividad eléctrica en el plasma 

libre de campo magnético y aproximadamente en equilibrio térmiqo. 

Si consideramos qua un campo eléctrico astático y pequeño acelera 

a loa electrones y a loa iones en direcciones opuestas hasta 

alcanzar una velocidad de transporte promedio, para la cual la 

fuerza eléctrica ea balanceada por la fricción y qua las 

distribuciones de electrones e iones aon Maxwelianas se tiene 

que [l]: 

q E (l.34) 

Como (l.35) 

18 



siendo v
0 

la velocidad de deriva de las particulas incidentes, q 

la carga y n la densidad de particulaa : la conductividad ... ... 
el4ctrica definida por la relación J • u E está dada por: 

u - (l. 36) 

y de la ecuación (l,34) obtenemos al sustituir en (l.36) que: 

u - (l.37) 

La fricción dinAmica < 4~> sólo tiene una componente <4vu> 
... 

paralela al vector velocidad v. de la particula prueba y el 

tensor < A;j A;j > sólo tiene las componentes < Avf > y < Av~ > 

En cuanto al coeficiente de difusión se obtiene de una forma 

estAndar, ea decir partimos de la ecuación de movimiento : 

mn ~ • mn [ ~ + ( ;j .v ) ;j ] • q n ~ - VP - mn~ v 

(1.38) 

de manera que en estado estacionario BV/Bt • o y si además 

consideramos velocidades peque~as y con variaciones lentas de la 

velocidad , tenemos ( ;j • v ) ;j ~ o , la expresión (1.38) se 

convierte en : 

... 
o• qnE - VP -mn;Sv (l.39) 

si consideramos un proceso isotérmico, entonces: VP • K T Vn y 

escribiendo v • l/t
0 

obtenemos la velocidad y el flujo: 
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q t -1 
e E 

m 

t K T _e __ 

-1 
E 

n m 
Vn 

te K T Vn 

m 

(l.40) 

(l.41) 

por lo que identificamos el coeficiente de difusión como: 

:o • K T t m e 

El tiempo t
0 

es el tiempo entre colisiones 

(l.42) 

cuando la 

particula viaja con aproximadamente la velocidad térmica media ¡ 

Para distribuciones Maxwellianas 

tiempo de deflexión [l]: 

t • 
D 

y tE es el tiempo de intercambio de energia 

t • 
E 

4 < Av: > 

(l.43) 

(l.44) 

(Los promedios (< >) sobre las velocidades elevadas al cuadrado 

est6n calculados a partir de la ecuación (l.14), que introduce el 

cambio en el tiempo ( At ) de tal manera que te y tE tienen las 

unidades correctas. ). Asi, una particula intercambia energia 

con otras particulas y es deflectada por ellas a la misma razón , 

esto es lo que caracteriza el tiempo de colisión, que es una 

caracteristica importante del plasma. 
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Considerando que t
0
m t

0 
el coeticiente de difusión seria del 

orden de: 

:ll -
J< T 
-¡- t m 

e 
J( T 
-¡-

debido a qua la velocidad térmica •• 

adquiera la forma final: 

V m 
vª 

T 
-2-

<Av¡> 

(l.45) 

2 K T/ m, entonces V 

(1.46) 

El coeficiente de conductividad térmica es similar al 

coeficiente de difusión de particulaa, excepto que el proceso 

ocurra por colisiones de particulaa iguales a diferencia del de 

difusión da particulaa que H producido por colisiones entre 

particulas de distinta especie. Por lo tanto 

v2 
T 

2 

vª (1.47) 

Si al plasma experimenta un proceso (inestabilidad, compresión, 

etc), con una escala de tiempo baja comparada con t
0

, podemos 

considerar que la colisión domina y un modelo de fluido 

hidromagnético da una buena descripción del proceso. Sin embargo 

si ia escala de tiempo es mas pequeña que t
0 

, uno utiliza una 

descripción de particula sin colisiones. 

El tiempo de colisión se incrementa con la temperatura y es mas 

granda para iones que para electrones. Para experimentos de fusión 

tipicos donde el plasma es calentado por compresión magnética 
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rApida, lo• electrones son dominados por colisiones y se comportan 

co•o un tluido hidroma9n6tico, •ientras que un ión tipico sufre 

poca• o ninguna def lexión durante el proceso. El modelo ( llamado 

frecuentemente hibrido) 

incluye las ecuaciones 

para la descripción de tales 

de fluido hidromaqnético 

electrones y las ecuaciones cin6ticas para loa iones. 

22 
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4.- GEOMETRIA TOROIDAL Y TRANSPORTE NEOCLASICO. 

Enlas secciones anteriores no se ha mencionado el efecto de un 

campo magnético sobrar el transporte. En esta sección se discutirá 

brevemente este tema poniendo particular atención a 

confiquraciones toroidales que son las de mayor interés en los 

experimentos de confinamiento magnético. Se puede pensar que la 

presencia de un campo magnético divide el transporte en una 

componente paralela al campo, y una componente perpendicular. Esta 

1Utima se modifica debido a que el movimiento de giro circular 

alrededor de una linea de campo no permite que una particula se 

desplace una distancia A sino que est4 limitada a una distancia 

del orden del radio de giro r
9 

• Por lo tanto en las expresiones 

(1.21) y (1.26) se debe reeemplazar A por r
9 

mientras que 

(l.30) no ae modifica apreciablemente. 

GEOMETRÍA TOROIDAL. 

Como acabamos de mencionar una particula que gira a lo largo de .. 
un campo magnético B uniforme, tiene una longitud de 

desplazamiento caracteristica del orden del radio de ciclotrón, es 

decir, una particula ( o el centro quia ) puede desplazarse por 

esta distancia cuando sucede una colisión. 

Si, por alguna causa, la longitud de desplazamiento es más 

grande, uno esperaria un correspondiente incremento en la 

velocidad de difusión; un ejemplo caracteristico es la geometria 

toroidal. En el caso particular da un tokamak, el campo magnético 

est4 formado por una componente toroidal, producido por las 
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bobinas magnéticas, y un campo poloidal menor producido por la 

corriente toroidal del plasma. Las lineas de campo resultantes 

Corman hélices toroidales [l). Las superficies que contienen esas 

lineas de campo son las superficies magnéticas y ellas forman 

toroides anidados. La siguiente figura muestra una de esas 

superficies y una parte de una linea de campo magnético. 

'1G. l. J. SUPERflClt UClfETlCA. OE UW CAN.PO TOllllDAt.. 

Hay que hacer notar que las l_ineas de campo son pocas veces 

cerradas, una sola linea de campo usualmente cubre una superficie 

uniformemente. Las lineas de campo que se cierran después de qirar 

alrededor n veces son las que forman las superficies de modos 

racionales. 

(it) (b) 

r1c. ' ••• SUPtRf'lCl'ES ftACNETICAS y PIOYCCCIOllES l>E LAS ORllTAS DEL 
CD't1I> CUl& DI toUM.U.S •l OlllTA JI) &TRlPA0& 1 b) ORIJTA 
lBUl&lt., ATRAPADA. 
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Observando la figura l. 4 podemos apreciar como ¡as 

intersecciones de las superficies magnéticas con un plano que 

contiene el eje de simetria son circulo& concéntricos. 

En la aproximación del centro guia a orden mas bajo, una 

particula sigue una linea de campo, con el centro guia 

desliz6ndose sobre una superficie magnética; a un orden siguiente, 

surgen derivas del VB y de la fuerza centrifuga llevando 

particulas hacia arribá' en la figura 1.4. Hay que recordar que 

esta deriva impide el confinamiento de las particulas en un campo 

toroidal sin una componente poloidal; en nuestro caso sin embargo, 

la deriva 1levar6 las particulas al interior de las superficies 

magnéticas en la mitad inferior , y al exterior de las superficies 

en la mitad 1uperior de la figura. 

La 1uperficie resultante se puede mapear sobre una linea en la 

sección transversal como se muestra en la figura l.4a, de manera 

que la particula es confinada. Una fracción de las particulas se 

comportan de la siguiente forma: el campo magnético es muy fuerte 

cerca del eje y débil lejos de él, formando espejo• magnéticos. 

De •anera que muchas particulas son impedidas para ir alrededor 

del toroide por el camino corto y quedan atrapadas. Tal órbita 

eat6 indicada en la fig.l.4b • Debido a la forma de la órbita, 

esta ha sido llamada órbita de 6anatla Debido a que las 

superficies magnéticas son superficies de presión constante, 

la longitud da desplazamiento importante es el ancho de banana 4 , 

que generalmente ea mucho m6s grande que el radio de ciclotrón. 

El ancho de banana 4 reemplaza la escala de longitud de la 

órbita del ciclotrón en los c6lculos de los coeficientes de 

difusión neocl6sica en un régimen de pocas colisiones. 
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RtGIMEN DE PFIRSCH-SCHLÜTER. 

(11
0 

grande ) 

cuando •a tiene una geometr1a toroidal hay que distinguir entre 

la• coliaiones cuando aon frecuente• o cuando son raras. La teoria 

macroscópica sa aplica si la trayectoria libre media de las 

particulas es m4s pequefta que la longitud de conexión qR (en la 

que una linea de campo tiene un cambio apreciable en su posición 

meridional sobre una superficie magn•tica). En todo caso, el 

problema est4 en establecer un equilibrio en el que, a diferencia 
-> 

de la geometria plana, exista adem4• una corriente paralela a B 

conducida contra la resistencia del plasma. Esto no puede ser 
-> -> 

hecho directamente por la difusión a través del término ( V x B )/c 

en la ley de Ohm ya que tal t•rmino actúa solamente 
-> 

perpendicularmente a e. Por lo tanto necesitamos, además un 

campo el•ctrico que lleve la corriente paralela. Tales campos 

aurgen autom4ticamente por separación de carga debido a que la 

corriente diamagnética no tiene divergencia cero. Pero tales 

campos de carga espacial tienen que eer campos puramente poloidales 

debido a la aimetria axial. La proyección de esos campos sobre las 

linea• de campo deber4n llevar j 1 y por lo tanto tendremos que 

'1 1 j 1 • '1 1q j.
1 
.. , lo cual es v4lido si el campo toroidal es el 

principal campo de confinamiento. El campo eléctrico poloidal 

entonces tiene magnitud "•q j.
1 
... qR / r • La componente 

de este campo perpendicular a B tendr4 que ser cancelada por 
-> 

el término (~ x B)/c ; de otra m~nera producir4 una corriente 

(l.48) 
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FIC.t.5, DCJU'U. t X Et CAUSADA POR SEPAR.ACJOM DE CARCA. 

... ... 
La velocidad, que es del tipo E X B, será en el plano poloidal 

y principalmente hacia el exterior (fig.1.5) [4] y es del orden de: 

V • 
p 

!!J. 
n 

~V 
r CL (l.49) 

donde vCL • lJ c2 VP / B2 es la velocidad de difusión clásica. 

Para asegurar un movimiento casi de divergencia-libre del plasma 

con un pertil de densidad estacionario, el plasma tendrá un flujo 

tlacia atuera a lo largo de las lineas de tuerza, la velocidad 

necesaria será: 

.9...!.,.. V 
r • 

(l.50) 

Una tracción r/R del tlujo de particulas poloidal se escapan, 

dando lugar a que surja una velocidad de difusión: 

V .. r 
ii V • • 
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Esta velocidad media que es la energia expansiva correspondiente a 

vP9 no solamente afecta la disipacion de Joule de la corriente 

diamagn•tica sino que adem6s produce la disipación de Joule de la 

corriente secundaria , que es un factor n1 2 q2/nl. más grande 

que la primera. 

Este es el llamado factor de Pf irsch-Schlüter q2 que además 

se presenta en la conducción del calor. La fisica aqui sin embargo 

es muy diferente a la de difusión. Tiene que ver con un flujo de 

calor: 

(1.52) 

que es perpendicular a VT. Ya que no tiene divergencia cero, ésta 
... 

induce un flujo de calor paralelo a B y consecuentemente 

produce un gradiente de temperatura poloidal. Con este gradiente, 

la formula anterior produce un flujo de calor radial que es 

entonces del orden de q2 veces el valor en el plano. 

RJ!GIMEN DE BANANA. 

(11
0 

pequeña) 

Como se ha mencionado anteriormente, cuando hay pocas 

colisines, no todas las particulas en el plasma (tokamak) .podr6n 

moverse libremente alrededor del toro a lo largo de las lineas de 

campo, sino que algunas particulas ver6n espejos magnéticos antes 

de recorrer una distancia qR. La intensidad de los espejos 

proporcional a llB/B est6 dada por el inverso de la razón de 

radioa: 

28 



6B 
5 a/R (l.53) 

Para calcular el ancho de la• órbitas de banana de las 

particulas atrapadas partimos de la ley de conservación de energia: 

µ8 + ! mv: • cte ó µ 68 + 6 ~ mv: • O 

donde µ es el momento magnético ( µ. • j • vi / B ) • 

De aqui se sigue que: 

- ( ~ • v: > ... 

que usando la definición de µ. da : 

!L··· 
vi 

68 
-¡¡ 

a 
-¡¡- e l 

(l.54) 

(l.55) 

(l. 56) 

Tales particulas se mueven esencialmente en la dirección 

vertical con una velocidad : 

VDIUn • e 
m vi/ R 

e B 
(l.57) 

Durante el tiempo en que la particula viaja de un espejo a otro, 

esto es, el tiempo 

distancia 

QR/V1 las particulas se mueven una 

m VJ. C 

e 8 

(l.58) 

fuera de una superficie magnética en la dirección vertical. Esto 

da, el ancho de las órbitas de banana (fig 1.6) [4] 
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superficies maqnéticas 

FlG.l.6, DRBITAS OE BANANA, 

Al haber una colisión lo primero que ocurre es una inversión 

de v 1 , puesto que v 1 es mucho más pequeña que v~ • Esto hace 

que la parte interna de la órbita de banana se convierta en la 

exterior de la otra y viceversa, es decir, la particula da pasos 

del orden del ancho de banana 6. El ancho de banana por lo tanto 

reemplaza el radio de giro en geometria plana. El tiempo para 

que se invierta v 1 , sin embargo, no es el tiempo libre medio 

usual, sino que es más pequeño que éste por el factor v~ / v•. 

Asi tendremos que usar una frecuencia de colisión de particula 

atrapada: 

V ! V a (l.59) 

El número de particulas atrapadas es proporcional al intervalo v 1 

dado por la condición de atrapamiento, es decir: 

(l.60) 

Entonces ,un proceso estocAstico (es un proceso azaroso en el que 

solamente se puede conocer de manera probabilistica lo que se va a 
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obtener en un evento posterior 

lo que se le conoce como paso 

la distancia entre eventos es 

Chandrasekhar [ eo J hace un 

estudio detallado de estos procesos )con 15 como la dimensión 

del paso produce el coeficiente de difusión: 

152 11' 
n, r2 q2 vi v2 :!J_ r2 11 q2 ~ r/2 º• n - -2- --2 11 • v, v, V • a 

- o ~r2 (l.61) .. 
Esta derivación es v4lida siempre y cuando el atrapamiento de 

particulas no sea inhibido por las colisiones, es decir, para 

11,q R / v 1 < l ó 

v2 
11- qR 

V~ 

ó A > A
312 

qR 

donde A es la trayectoria libre media. 

El. réqimen comprendido en el ranqo: 

qR < A < A''2 qR 

< l (l.62) 

(l.63) 

no est4 descrito por ninquno de los dos reqimenes anteriores. 

Puesto que tanto 0
8 

como o,. son proporcionales a l/A uno debe 

tener que: 

0
8 

( A • A
312

q R) • DP• ( A • qR ) (1.65) 

entonces esperamos ·al siguiente comportamiento de O [4] (como se 

muestra en la fiqura 1.7). 
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e 

rlt. l. 7. COCflC1DITt Dt DlfUSION COMO ruNCIDN Dt LA TRAYECTORIA 
LIBRE m:DI& (ldHlludel, 

La parte interna forma una plataforma y es entonces llamado 

régimen de plateau. En realidad, hay una transición suave del 

régimen de Banana al de Pfirsch-Schlüter. 

En transporte neoclásico se presentan además dos 

efectos de importancia que son : a) la corriente de bootstrap 

(es una corriente que se genera en el plasma sin agentes externos) 

b) el efecto Ware; Ware (1970) y Galevv (1971) independientemente 

notaron que un campo eléctrico toroidal causa un movimiento 

interno radial de las particulas atrapadas, a una velocidad que es .. .. 
mucho mas grande que la deriva E x B en el efecto pinch clásico 

[ 76 ]. La existencia de una corriente (corriente de bootstrap) de 

deriva de difusión fue predicha independientemente por Galeev 

(1971) y Bickertan, Connor y Taylor (1971) ( 76 ] • El origen 

fisico de la corriente de bootstrap es la órbita de banana de los 

electrones atrapados, en presencia de un gradiente de la densidad. 
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CAPITU..O 11 . 

TRANSPORTE ANOMALO. 

l. EVIDENCIAS DE TRANSPORTE NO CLASICO (EXPERIMENTAL) Y LEYES 
DE ESCALAMIENTO EMP!RICO. 

a) FLUJOS DE ENERGÍA Y EVIDENCIAS DE LA CONDUCCIÓN 

TÉRMICA ANÓMALA POR ELECTRONES. 

Como una medida del deaempeilo de un tokamak frecuentemente 

se utiliza al tiempo de confinamiento de enerqia qlobal: 

(2.0l) 

donde W
1

0T ea la enerqia total almacenada en el plasma, 

w 
TOT 

(2.02) 

y P
10 

ea la razón a la cual ea aplicada la enerqia al 

plasma, que puede ser en forma de calentamiento óhmico, inyección 

de un haz neutro o alquna forma de calentamiento por radio 

frecuencias (RF). En estado estacionario la energia que se inyecta 

al plasma ea iqual a la enerqia que sale del plasma, asi ~E mide 

la razón a la cual la energia escapa del plasma. La energia 

puede escapar del plasma a trav•a da una variedad de procesos 

'cl6sicos' que incluyen transporte de particulas, transporte 

t•rmico cl6sico (o neocl6aico) de electrones e iones, radiación, 

ionización e intercambio de carga. Para esos procesos conocidos, 

la razón a la cual la energia es perdida puede ser calculada si 
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los parámetros del plasma y los perfiles son conocidos. En 

la práctica la radiación perdida está determinada por una medición 

directa. La medida del tiempo de confinamiento de la energia 

global, entonces •e compara con el tiempo de confinamiento 

calculado con todas las pérdidas clAsicas incluidas, indicando 

con esto ai existe o no una pérdida anómala [ s J. 

Una clara evidencia del transporte anómalo por electrones se 

presenta en los tokamaks calentados óhmicamente, operando en 

regimenes de baja densidad. Para tokamaks calentados óhmicamente, 

la energia total (integrada sobre el volumen ) de entrada es 

simplemente la energia óhmica P•h• • I V , donde I es la 

corriente total llevada por el plasma y V es el voltaje 

alrededor del toro (voltaje de circuito). La energia óhmica va 

directamente a los electrones y para densidades lo suficientemente 

bajas, la razón de calentamiento óhmico de los electrones es mucho 

més grande que la razón de transferencia de energia clásica de los 

electrones a los iones Si suponemos que no existe una 

transferencia de energia anómala aignif icativa de loa electrones a 

loa iones, entonces es muy pequefto el flujo de energia debido a 

loa iones. En este caso, el anélisis del flujo de energia es 

relativamente simple, y es la pérdida por electrones la que domina 

y determina el confinamiento de la energia global. Una gran 

incertidumbre en la pérdida por iones causa solamente una 

pequefia incertidumbre en la pérdida total. Muchos tokamaks operan 

o han operado en este 'régimen dominado por electrones'• como el 

Ormak [ 6 ,7],el TFR [ a, 9], el ISX-A [10) el PLT [ll,12] y 

el Alcator A [13] : en ellos se muestra que la pérdida electrónica 

es anómala, es decir que el tiempo de confinamiento de energia 
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observado es mucho más pequeño (de 10-100) que el esperado sobre 

la base del transporte por electrones conocido. 

En los tokamaks que no operan en el régimen dominado por 

electrones, es generalmente más complicado determinar la magnitud 

de la pérdida por electrones anómala. 

60 ILW 
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>370k•) TURBULENCIA 

+ OTROS 

EFECTOS 

Muchos trabajos teóricos están enfocados al desarrollo de 

modelos para el coeficiente de conducción térmica anómalo de los 

electrones. Las co~paraciones de las predicciones t:eóricas de K
0 

con los resultados experimentales son posibles solamente en los 

casos donde la p\6rdida electrónica anómala puede ser determinada 

experimentalmente; es decir en los casos donde tales pérdidas 

pueden ser separadas de las pérdidas clásicas conocidas. No es 
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posible comparar el tiempo de continamiento de enerqia qlobal T• 

directamente con las predicionea teóricas obtenidas a partir de 

K. ,excepto en loa casos raros donde las otras pérdidas son todas 

insiqniticantes. En tales experimentos como el ISX-B donde los 

partiles del plasma y las p6rdidas de radiación son conocidas 

el flujo de enerqia puede ser determinado como en la fiqura(2.l). 

Uno puede entonces calcular un valor experimental para el 

coeficiente de conducción térmica de loa electrones al dividir 

la pérdida de conducción por el qradiente de temperatura. Esto es 

equivalente a resolver para K• usando la ecuación de transporte 

de energia de los electrones en estado estacionario [9]: 

con: 

Qoha • QM- .. Qr•d - º•l .. QMHD .. Qcon•,• .. Qlon,e 

( dT.l/ dr 

, 
l [ dr' r'n o •• <r> - r o 

T-T 
• 1 --T--

eq 

(2.03) 

(2.04) 

Aqui, T•q es el tiempo de equilibrio de enerqia cl4sica entre los 

electrones y los iones. 

o ... <r> • + J dr' r'" j
2 

(2.05) 

o 

Ea la razón de calentamiento óhmico, o .. _•s la razón de 

calentamiento por haces neutros (que debe ser modelado), o • .., es la 

razón de pérdida de enerqia por radiación (que puede ser medida o 
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calculada), Q1 0 
•·• es la razón da pérdida por ionización y Q""º 

es la razón da pérdida por las fluctuaciones MHD. Las pérdidas 

convactivaa son por lo general insignificantes. 

No hay una razón a priori para qua la pérdida de energia 

electrónica anómala daba ser atribuida a procesos tales como la 

conducción térmica que ocurre a escalas de espacio pequeñas mas 

que a flujos de escala granda o celdas convectivas. sin embargo 

hay evidencias experimentales 7,15 1 16] de que el proceso 

de pérdida electrónica anómala a una escala pequeña, es un proceso 

da tipo difusivo. Esta evidencia proviene del estudio de la 

evolución de un pulso de calor deacargado a corta distancia del 

centro por el colapso de una disrupción interna (es decir 

por una ruptura interna debida a alquna ineatabilidad ) m • l. Se 

encuentra [ 7 1 15, 16] que la evolución de este pulso de calor 

puede ser descrito por la ecuación de difusión con un valor de 

la difusividad Urmica del electrón ;c
0

• (K
0
)/ n similar al 

obtenido del an6li•i• de tranaporte 

utilizando la ec.(2.03). 

es decir avaluando y 

Aunque H ha limitado a presentar la evidencia de que la 

conducción térmica anómala de electrones, se debe de tomar en 

cuenta que adem6s existe el transporte anómalo de particulas 

(de masa ).Generalmente exista un coeficiente de difusión anómalo 

D a travéa del campo , tal que D • (O.l - o.25) "•º Adem6s de 

esta difusión hacia afuera hay un tranaporte convectivo anómalo 

grande del plasma que va del centro a las orillas , donde estii 

localizada la fuente de particulas [17,18, 19] • 
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b) CONFINAMIENTO EN TOKAMAKS Y LEYES EMPÍRICAS DE ESCALAMIENTO. 

Se ha observado que no hay un modelo teórico o una expresión 

para la conducción térmica anómala de los electrones K
0 
(r) que, 

cuando sea usada en un código de simulación de transporte en un 

tokamak dé los resultados observados para una variedad de 

diferentes tokamaks. como no exista tal modelo ~uchos trabajos 

han sido realizados extrayendo leyes emprlricas de escalamiento 

(las leyes de escalamiento son relacionH entre cantidades que 

nos dicen cómo es que varia una cantidad al variar alguna de 

las otras, en nuestro caso observaremos la relación del tiempo 

de confinamiento 'tE con los par6metroa del sistema (tokamak), 

tales como el radio menor, el radio mayor, la densidad , etc) 

empirico de los datos de confinamiento existentes. Ellos pueden 

ser utilizados para tratar de predecir al futuro funcionamiento 

de loa experimentos y para tratar de entender la fiaica que est6 

atr6a del transporte anómalo. 

Enseguida se da una breve descripción de los resultados del 

confinamiento en tokamaka y la• leyes ampiricas de escalamiento. 

Muchos da loa trabajos sobre layas empiricaa de escalamiento 

son enfocados a encontrar escalas para el tiempo de confinamiento 

de energia global 'tE o el tiempo de confinamiento de energia 

de loa electrones 't•··· (W0)/ P10, 0 [las definiciones de 'tE,• 

varian en la literatura J. Para tokamaka óhmicos se cumple la 

relación 't • 't ( l + << TT• >> ) , donde < > denota un promedio 
E E,e • 

sobra el volumen. Sin embargo para hacer comparaciones con 

c6lculos teóricos de 1<
0

, la información acerca del escalamiento 
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del tiempo de confinamiento no es suticiente debido a que esos 

tiempos dependen de una manera complicada de todas las pérdidas 

conocidas y anómalas. 

En tokamaks que operan en el régimen dominado por electrones de 

baja densidad 't«< 't••' ( donde 't•• es el tiempo de equilibrio 

de energia entre los electrones y los iones ¡, el tiempo de 

confinamiento de energia, generalmente pero no universalmente, 

muestra un incremento lineal con la densidad. 

Un escalamiento lineal con la densidad primero fue observado 

en el tokamak Alcator A (13,20] después fue observado en otros como 

el T-10 (21,22], Doublet III (23], ISX-A (10] y otros.Esta ley de 

escalamiento simple se le llama escalamiento Alcator 

(2.06) 

donde ñ es la densidad promediada a lo largo de la linea visual 

y a es el radio menor del tokamak • Otras leyes de escalamiento 

para 'CE o 't•• tienen un escalamiento lineal con n, pero con 

depsndencia adicional de otros parAmetros tales como q (factor 

de seguridad), R (Radio Mayor), e I (corriente del plasma)[l4,24, 

25, 26]. Un ejemplo es la ley de escalamiento encontrada por 

Pfeiffer y Waltz [27]: 

't • 7. 4 x 10-22 <n> c1
'
25 R2 ... (2.07) 

Esta ley de escala111iento fue obtenida de los datos de diferentes 

tokamaks y no 111uestra un escalamiento con c2, pero muestra una 

fuerte dependencia con R. 
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En el régimen dominado por electrones, si la pérdida por 

conducción térmica de los electrones domina sobre otras ( es 

decir, si radiación, pérdida de loa iones etc no son importantes), 

tal•• eacalamientos dan lugar a modelos para la difusividad 

térmica promedio de los electrones , a través de las relaciones : 

TE - TE,. .. a
2
/x.. Esto 

relación empirica "• °' 

produce 

l/n , y 

como en Alcator A (13], la 

asi K
0 

es independiente de n. 

La relación empirica para la difusividad térmica anómala, 

x.Crl • c /n(r) fue utilizada satisfactoriamente en el modelo de 

muchos tokamaks , tales como el ISX-A con c ª l0
17cm"1s"1 

[10] y en el JFT-2 con c • 2 x 1017 cm"1s"1 [28]. otro modelo 

para K
0 

que fue utilizado satisfactoriamente para tokamaks 

óhmicos fue propuesto por Coppi y Mazzucato [29], y se muestra 

en la tabla l. 

EXPRESIONES EMPÍRICAS PARA LA CONDUCTIVIDAD TÉRMICA DEL ELECTRÓN 

INTOR [30] 

Merezhkin (32] 

Coppi-Mazzucato [29] 

PARA TOKAMAKS CALENTADOS ÓHMICAMENTE. 

K • 5 X 1017 s"1 cm"1 . 
K • • 

[T J°·" 
10

20
--·

qR 
[ 

r )1" -1 -1 
-- a cm 

K • • 

TABLA t. 

R 

2 x 10
13 

s. n
115 z!;~ 

(A)
112 

q T• 
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Una descripción del transporte en lo• tokamaks surge de los 

eatudio• en tokamak• calentados óhlllicamante y que generalmente se 

refieren a él como el modelo INTOR [30] • Este modelo se convirtió 

en el aceptado para tiempos de confinamiento de energia (para 

tokamaks en el régimen dominado por electrones) a través de la 

ley de escalamiento de INTOR, 

(2.08) 

El modelo b6sicamente consistia an qua la difusividad térmica de 

los electrones era anómala pero decrecia linealmente con la 

densidad. Era razonable describirlo por x.· ~ , donde c era una 

constante en el rango (1-5) x l017cm-1s-1
• El transporte de los 

iones era neocl6sico en un factor de dos. 

Por los años de 1980, los resultados recientes indicaban que el 

confinamiento del tokamak no se podia explicar en términos de 

un modelo simple de INTOR, 

Loa estudios de confinamiento sistem6tico en los tokamaks T-11 

[31] y en el T-10 [21,22] en regimenes óhmicos tendian a mostrar 

que el confinamiento electrónico no seguia el modelo INTOR • La 

dependencia de K
0 

anómala con el radio menor (al cambiar el radio 

del limitador), a/R , q(a) y T
0 

fue estudiada en el T-11 (31] 

y se encontró que seguia una lay empirica, ahora llamado el 

modelo Merezhkin [32] como se da en la tabla l. Si ésta es la 

pérdida de energia de electrones, el tiempo de confinamiento 

de energia electrónica global resultante es [32]: 

(2.09) 
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que tiene una dependencia muy débil con el radio menor , pero una 

dependencia muy fuerte con el radio mayor R. 

El c;rrupo de Alcator para entender el deterioro en el 

confinamiento en el Alcator e [33) ,utilizó limitadores para 

cambiar el radio menor de los tokamaks para investigar la 

dependencia de a2 en la ley de escalamiento INTOR-Alcator (34). 

El resultado aqui fue qua la escala no era a 2
, sino que se 

encontró una buena aproximación con el escalamiento -et"' a R2 

[34]. Este resultado combinado con los resultados de varios 

otros tokamaks dieron la ley de escalamiento 'Neo-Alcator' (35]: 

'tE • l. 3 X 10-21 ñ R2 "º' al.O& (2.10) 

El grupo D III [36] confirmó que no se daba un escalamiento con 

a 2 para el confinamiento de enerc;ria • 

Berlizor (37] menciona que la conductividad anómala está 

determinada por tres mecanismos diferentes en tres zonas distintas 

del plasma: (1) para q s 1 , (2) para l s q s 2 y (3) para q > 2 

Otro modelo de tres zonas fue sugerido por el grupo TFR ( 9]. 

Goldston derivó una ley empirica de escalamiento; esta ley está 

basada en la información de los experimentos de inyección de 

haces neutros de alqunos tokamaks, incluyendo el Asdex [38-39], 

PDX [40] D III [41) y el ISX-B (42-43). Este escalamiento final 

para el tiempo de confinamiento de energia [óhmica mas auxiliar] 

total -cE resulta de combinar el escalamiento para el 

calentamiento auxiliar -e;"" con un escalamiento parecido al 

Neo-Alcator para el calentamiento óhmico la expresión 
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final para el confinamiento de energia es: 

~. = [ [ 
_l ]2 

"Caux 
E 

+ 
l 

i;º ... 
E 

(2. ll) 

(2.12) 

(2.13) 

donde PTot es la energia de entrada total en watts , I e.'\ la 

corriente del plasma en amperes , k es el alargamiento del plasma . 

En este punto no existe una descripción clara y simple de las 

escalas de confinamiento de un tokamak que englobe todos los 

resultados de confinamiento. Existe un optimismo considerable en 

que los nuevos resultados den un escalamiento con las dimensiones 

de la forma aR2
: que darian un mejor confinamiento para plasmas 

de dimensiones de un reactor - a ) . Esto se pensó en base a las 

observaciones iniciales en el TFTR [44). Sin embargo, el 

descubrimiento del modo H 6 de alto confinamiento), junto con 

los resultados de Alcator e y T-10 discutidos en esta sección 

indican que muchos efectos fisicos diferentes influyen fuertemente 

en el confinamiento de energía global ; por ejemplo los efectos 

debidos a las impurezas, el transporte de particulas, y la 

actividad MHD 
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2. MODELOS DE TRANSPORTE ANÓMALO (interacciones onda-particula). 

En los modelos de transporte anómalo se puso énfasis en los 

trabajos que hacen predicciones del transporte o predicciones de 

algunos otros rasgos de la turbulencia, tal como el espectro o el 

nivel da saturación, que pueda aar comparado con las medidas 

da los tokamaka. 

a) !LECTROSTÁTICOS (ondas de deriva). 

Las ondas de deriva generalmente son consideradas como la causa 

más frecuente del transporte anómalo en tokamaks de baja beta [ ~ 

se define como el cociente entre presionas ( presión del plasma / 

presión magnética) ]. 

Una onda de deriva está caracterizada como un modo con 

frecuencia del orden de la frecuencia de deriva diamagnética , 

(¡) - "' - kp v •• donde k es el número de onda en la dirección .. p 
poloidal V • c T / (e B L.l y L es una escala de .. . n 

variación del gradiente , L"' • 1 d ln( n )/dx 1 La velocidad 
n 

da fase paralela (al campo magnético) está entre la velocidad 

térmica de los electrones y la de los iones , V
1 

e w/k1 e V • . 
Generalmente las ondas inestables tienen k.1. -

-t 
r. ' donde 

c: • T/m
1 

, w • 
1 

• qB/m
1 
c • Los modos tienen 

una longitud de escala perpendicular pequeña relativa al radio 

menor a ( k.1. a > 1 ) , ya que r
0
c a para tokamaks. 

Para muchos cálculos se utiliza la aproximación de geometria 

rectangular con cizallamiento para el tokamak; ilustrada en la 

figura(2.2). Ya que k.1.a > 1 ; uno puede usar un sistema de 
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coordenadas rectangular con el eje X correspondiente a la 

dirección radial y el eje z alineado a lo largo de la dirección 

local (X=O) del campo magnético. La variación del campo magnético 

es aproximada como B=B
0

( ~+ ( yx/L
0

) donde, para un tokamak, 

la longitud de cizallamiento está dada por L.= qR/ s, con 

; -== d (ln q) / d ln r y R el radio mayor ( generalmente, ~ ¡i l 

en un tokamak ) • El número de onda paralelo es entonces 

k1 (X)~ k1 (O) + K,X / L
0

• Tomando k1 (O)• O entonces implica que 

xmo corresponde a la localización de una 'superficie racional' 

del tokamak. En este modelo, la enerqia se propaga hacia afuera 

del modo central (x=O) y es absorbida por los iones cuando 

w •• km(x) V
1

• La estabilidad está determinada por la 

coapetencia entre la propagación hacia el exterior de la ener~ia 

(llamada amortiguamiento por cizallamiento) y los mecanismos de 

desestabilización'(colisiones, resonancia de electrones, etc). 

y 

rte. a. a. CEOllETRU y SISTEMA. DE COORDElfADIS PAJIA LA PADXIMACIOM 
RECTA•CUUR USAHD2 FLUCnlACI09ES DE ESCALA PEOUEllA U 
TOlANAlS. EL· EJE z CORRESPOUE A LA DIREcc¡o• LOCAL DEL 
CUPO TOTAL ¡f DEL TOlAMAl Y U DIRECCIO• CORRESP09DE 
A U DIRECClo• RADIAL. 

Taylor [ 45] sugirió que el amortiguamiento por cizallamiento 

'no puede ser efectivo en la estabilización de los modos de deriv~ 
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en un tokamak real como en la aproximación rectangular. El 

razonaba que en la geometria de un tokamak loa modos centrados 

alrededor de las superficies racionales estarán acopladas 

mutuamente. El modelo rectangular, sin embargo, trata el modo 

como si fuera una sola superficie racional aislada. Si el 

acoplamiento a loa modos adyacentes ea incluido , la propagación 

hacia el exterior puede ser reducida o eliminada 45]. 

Tiempo después, sin embargo, varios estudios del modo de deriva 

46- 49] mostraron que el amortiguamiento por cizallamiento se 

vuelve insignificante y el modo de deriva (comünmente llamado modo 

universal) se convierte inestable para valores de cizallamiento 

tipicoa de tokamaka • Chen y Cheng [ 49] mostraron que los modos 

de deriva inducidos por toroicidad, son inestables debido a la 

curvatura del campo magnético toroidal. 

Un tratamiento similar de la versión toroidal de la onda de 

deriva colisional o disipativa [ 51-52 ] muestra que es además 

inestable cuando se incluye la variación del campo toroidal sobre 

la superficie de flujo Asi, se muestra que todas las 

inestabilidades de onda deriva conocidas persisten en un tokamak. 

a. l) CALCULOS CUASILINEALES DE TRANSPORTE DEBIDO A 
DERIVA ELECTROSTATICAS 

El transporte anómalo en un tokamak 

ONDAS DE 

debido a 

fluctuaciones electrostáticas de baja frecuencia ( ii= o ) en el 

limite cuasilineal es calculado por varios autores [53 , 54, 55, 

56, 57] • Suponiendo cuasineutralidad, fluctuaciones de presión 

isotrópica y que la fluctuación en la velocidad radial es debida a 

46 



la deriva fluctuante ilxe, los flujos de calor y particulas 

inducidos por fluctuaciones pueden ser escritos como:[ 58, 56] 

r' -o dn/ dr • c < il, ñ > / B (2.14) 

(2.15) 

donde il, es la componente poloidal del campo eléctrico de· la 

fluctuación y < > indica promedio sobre un ensemble de sistemas, 

donde la fluctuación de la presión de la j-ésima especie está dada 

por: 

(2.16) 

y la ecuación de la temperatura es : 

(2.17) 

donde PJ incluye todas las variaciones de calor y enfriamiento y 

además los procesos de transporte clásico. Esas expresiones son 

qeneralmente válidas para iones y electrones en un tokamak, y asi 

la turbulencia electrostática puede causar transporte anómalo de 

particulas y térmico para iones y electrones, asi como el 

intercambio de enerqia anómalo entre electrones e iones. 

En una onda de deriva, los electrones alcanzan aproximadamente 

una distribución de Boltzmann, y la perturbación en la densidad 

muchas veces puede ser aproximada como: 

(2.18) 

donde ak es una función real. Entonces usando la Ec. (2.14), el 
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flujo de particulas se convierte en : 

r' • n ( cT/ eB) E ª• 1 ñ (k)/nl
2 

k 

(2.19) 

La razón de crecimiento d• la onda de deriva est4 detet'111inada por 

•\ y ª• • r(k)/ w,(k)• r(k) / W00 , de manera que el 

coeficiente de difusión puede ser aproximado como: 

D E rCkl 1 ñ Ck)/n 1
2 (2.20) 

k 

Esta expresión ea usada muchas veces como una base para estimar la 

cantidad de transporte que se espera de las observaciones o de los 

niveles estimados de las fluctuaciones de la densidad • En tales 

estilllaciones, la razón de crecimiento 1 (k) , no es en qeneral 

conocida, y asi , para usar la ec. (2.20), es necesario considerar 

un valor, por ejemplo 1 • 6./W
00 

o 1 • AW. 

Una estimación frecuentemente usada del nivel de fluctuación es 

la de lonqitud de mezclado Cñ / n)• 1 / (kJ.L
0

) [59, 60]. A este 

nivel, el qradiente de la densidad perturbada kJ.ñ• es 

comparable al qradiente de la densidad media , que es la fuente de 

enerqia libre de la inestabilidad de deriva. Usando este nivel en 

la ecuación (2.20) resulta D _ r(k)/ kf, que ea una estimación 

comllruaente utilizada para el coeficiente de difusión [59, 60]. 

Un estudio posterior del transporte cuasilineal en qeometria 

rectanqular por Waltz y col. [ 61] usa un perfiles modelados de 

tokamaks y resuelve una relación de dispersión no local para 

calcular las respuestas lineales de los electrones y los iones y 

loa flujos • En esta relación de dispersión , las ondas de deriva 

sin colisiones y con colisiones fueron siempre establea debido 
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al amortiguamiento por cizallamiento, y asi no puede dar lugar 

a ninC)11n transporte anómalo. Ellos encontraron que muchos tokamaks 

muestran transporte anómalo en regimenes donde las ondas de deriva 

fueron estables en le aproximación rectangular y asi concluyeron 

que el modelo cuesilineal electrostAtico rectangular de ondas de 

deriva puede no describir adecuadamente el transporte anómalo en 

tokamaks. 

b) ELECTROMAGNÉTICOS modos reconectivos o tearing). 

b.l) TRANSPORTE CUASILINEAL DEBIDO A ONDAS DE DERIVA 
ELEcrROMAGNÉTICAS. 

Las ondas de deriva, aunque son modos electrostAticos por lo 

general, tienen una componente magnética pequeña que como muestra 

Callen [ 62], puede ademAs dar transporte anómalo. 

La expresión general para el flujo de particulas cuando ambas 

fluctuaciones de campo eléctrico y magnético estAn presentes están 

dadas por la ec (2.21) 

c < ñ E> < l e > 
ri - p r (2.21) 

B eB 

donde • 
l e I dv v, l (2.22) 

1 . 
es la fluctuación en la corriente paralela del electrón • 

Manheimer y Cook [ 63] calcularon el flujo de calor cuasilineal 

a través del campo para turbulencia electromagnética sin 

colisiones y mostraron que, en efecto, la teoria cuasilineal puede 
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ser utilizada para calcular los flujos de calor anómalo 

resultantes de las perturbaciones magnéticas. 

Ha•egawa y Mima [ 64] calculan los coeficientes de transporte 

cuaailineal re•ultantes de la turbulencia de las ondas de Alfvén 

cin6tica•. Ellos notaron que el coeficiente de difusión 

cuaailineal del electrón a través del campo puede ser expresado 

como una función del campo el6ctrico paralelo perturbado E1 

solamente, es decir no entran otra• fluctuaciones (E.1., J n o B) 

dentro de la expresión final. Este resultado fue válido no 

solamente para la turbulencia de ondas de Alfvén, sino para 

alqunaa fluctuaciones electromagnéticas de baja frecuencia ( w -
k1v. e W

00
) incluyendo ondas de deriva • 

Hitchcock [ 65] calcula el coeficiente de difusión espacial 

cuasilineal resultante de turbulencia electromagnética de baja 

beta para geometria arbitraria. Para geometria rectangular, 

electrones no colisionales y razones de crecimiento pequeñas, 

los autores adem6s notan que la difusión espacial resultnnte 

depende solamente de E1 [ 65]. 

b.2) TRANSPORTE ANOMALO DEBIDO A MODOS MICROTEARING, 

Los modos de microruptura (microtearing), entendidos como 

loa modos de ruptura (tearing) resistivo• MHD de alta m (número de 

onda poloidal) son frecuentemente señalados como una fuente de las 

fluctuaciones magnéticas en los modelos de transporte de campos 

magnético• estoc6sticos • Los modo• microtearing son generalmente 

estables en el régimen sin colisiones , w •• > "•• , pero puede 

••r ine•table en el régimen colisional w.. e "••, si un 
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gradiente de temperatura está presente [ 66, 67, 68, 69] . Un 

cálculo numérico hecho por Gladd y colaboradores [ 67] usa un 

modelo de perfiles que muestra que el modo microtearing inducido 

por un gradiente de temperatura es linealmente inestable para 

los parámetros que se encuentran en el interior de tokamaks tales 

como en Alcator A , Macrotor , y PLT. 

En un cálculo analitico no lineal de esta inestabilidad en 

geometria rectangular, Drake et al.[70) encuentran que el 

acoplamiento de modos da un tlujo de energia espectral que va de 

números de onda grandes a pequeños. Los números de onda pequeños 

son linealmente amortiguados • Asi ellos obtienen el nivel 

de saturación al balancear la tasa de crecimiento lineal con 

el frenado no lineal debido a la transferencia a números de 

onda pequeños , lo que produce b
0 

• IB/BI _r
0

/ L
1 

, donde r . 
es el radio de giro del electrón. Los autores dan el coeficiente 

de transporte a través del campo X• . [ 71], que es 

la diruaividad térmica debida a lineas de campo magnético 

estocástico en el limite de tluido [ ec. (2.23) ] 

D• 
" o 

< b,(O) b,(z) > • L b2 
o o 

(2.23) 

(2.24) ) 

usando el coeficiente de difusión de campo magnético en el 

régimen cuasi lineal [ ec ( 2. 24) ] • La predicción de este cálculo 

para la conductividad térmica anómala del electrón usando el 

cálculo teórico del nivel de saturación está dada en la tabla 2 
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b, J) ESCAIAMIEllTO DE OHl<AWA DE U. CONDUCTIVIDAD TtRMICA ANÓMALA. 

Ollkawa 71) obtiene una ley de escalamiento para la 

di!usividad térmica del electrón anómalo en un tokamak causada por 

fluctuaciones electromagnéticas turbulentas microscópicas que son 

producidas por la resonancia del electrón con las ondas. El 

atribuye el transporte a fluctuaciones magnéticas radiales de 

dimensiones de eacala radial 

permite a los electrones moverse 

total en respuesta al gradiente 

de aproximadamente c/WP• que 

paralelamente al campo magnético 

de temperatura en equilibrio. Un 

argumento de longitud de mezclado fue usado para estimar el nivel 

de saturación de las fluctuaciones magnéticas. La expresión para 

la di!usividad térnica del electrón es dada en la tabla 2. 

El nivel de fluctuaciones magnéticas deberá satisfacer B¡'B > 

r
0

/ (2na) para que esta expresión sea válida ( 71). 

Asi este modelo implica que el transporte es causado no por los 

modos que dominan las mediciones de fluctuaciones microscópicas, 

sino por las fluctuaciones de nivel bajo. 

Otros modelos electromagnéticos que existen además de los ya. 

mencionados son los de Balloning (de globo) y rippling( o rizo). 

En los experimentos del tokamak ISX-B ( 42,87,88 ,89 ] , existen 

evidencias de que la conductividad térmica anómala es causada por 

fluctuaciones microscópicas maqnéticaa y los cálculos realizados 

de la conductividad térmica de los electrones anómala con los 

modos balloning MHD resistivos muestran una buena aproximación con 

las conductividades observadas (42]. 

El modo rippling MHD es un modo'm de deriva inestable (con una 
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m " 5 - 20 debido a una corriente paralela en presencia de 

re•i•tividad o de un gradiente de temperatura 90]. Existen 

adam6• lo• modelos basado• en campo• ma9n6tico• a•tocásticos que 

no hacen referencia especifica a ningún mecanismo fisico para 

producir la turbulencia. Rosenbluth y colaboradores [ 91] hacen la 

descripción de uno de ellos al encontrar un coeficiente de 

difu•ión para una linea de campo magn6tico. 
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TABLA 2. 

EXPRESIONES TEORICAS PARA LA DIFUSIVIDAD ANOMALA :t'• 

TEORIA Y NODO 

llol•lnv·Nlr•,..n· 
Whlhon (tal 
lneahbl l IMd d• 
d•rl•• iml•ernl. 

llaMJ•n (93) 

ln .. t•blllclad de 
derl•• de elec
tronee •t r epedo•· 

Sl•llon-Dl-.ond 
l9U lneetebllldad 
de der .. • dl•lpeth• 
de electronee atrepe
do• 

Carreraa-DIMK>nd (fi2J 

.ocio Nlloontnv· 
l"Hlet.IYo. 

DralH et al, 1691 
90do •lcroteartnv 

"""" .. 1711 
fluct\lllclonea .. ;netlc•• 

Paral 1 •Poqute• (95J 
(MdH electroetatlcH) 

Ro-111111 1961 
lnntabllld.ad de derl•• 
de 1181 9rMlente de t..,.ratuH 
de loa •l•ctronea. 

(e) 112 
ltJ ?.0-60 i 

.. 

..!..! 
L L 

• n 

p• . . 
'i!- • 11err 
n 

2 [-e• }11'.· U•IO) (!:)
2

~ 
R &>81 Ln Val 

-713 

(lllil. ..í e • 
• 

2 2 
•. P. ---2-v., LT 

. a 

7 
pe 

2 • -;z 
pe 

a 

. . 
qR 

"2 •• 
. . ....!. 

7 qR 

. cT• 
w -;¡;-

pe 
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CAPITULO 111. 

MODELO CUASIELECTROST ATICO 

A) PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 

a.1) Descripción de la situación fisica. 

Con la intención de describir el fenómeno de transporte 

anómalo y retomando la idea de que los flujos de particulas, 

momento y energia son producidos por la interacción de particulas 

con microturbulencias y con microcampos eléctricos fluctuantes, 

tomaremos una situación fisica que nos simule esta interacción. 

El planteamiento de la situación fisica es el siguiente: 

se considera la interacción de un flujo de particulas con una 

región en el espacio donde existe una perturbación cuasi

electrostAtica (ya que consideramos que la componente eléctrica es 
... 

mayor que la componente magnética por lo que el campo eléctrico E 

es el dominante para los cálculos) : tomando una forma simplificada 

de lo anterior estudiaremos la interacción de una particula con 

una región de campo eléctrico fluctuante. Tomaremos entonces un 

sistema de referencia tal que la particula ea la que se desplaza 

hacia un blanco que es la región de la microturbulencia y que 

despu's de interaccionar con la microturbulencia, la particula es 

desviada de su trayectoria original, determinando la desviación. 

Uno de loa objetivos entonces ea determinar la desviación que 

sufre la particula y con ello 

de transporte. 
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a.2) DETERMINACIÓN DE LA ECUACIÓ!I DE MOVIMIENTO. 

El problema entonces es analizar la interacción de la 

particula que se desplaza, con la región de microturbulencia. Para 

la región de la microturbulencia suponemos que su frontera tiene 

simetria cilindrica y las particulas se propagan en un plano 

perpendicular al eje de simetria de la perturbación por lo que en 

este plano se veria lo siguiente: 

v,,.-"'• Q particula 

FIC. :J, l. llTERACCIOJI PARTJCULA - MICROTURBULE:NCU, 

frontera de la 
perturbación. 

La terma escogida para la región de fluctuaciones es la más 

sencilla que permite simular el efecto de que la interacción onda

particula no ocurre de la misma manera para todas las particulas. 

El parámetro de impacto que a fin de cuentas es una cantidad 

estadistica, determina en qué momento se inicia la interacción. 

Escojamos un sistema de referencia con origen en el centro de la 

región de perturbación y consideramos a la microturbulencia como 

una superposición de un continuo de microcampos eléctricos 

oscilantes en el espacio y en el tiempo, con distintas frecuencias 

y longitudes de onda, es decir hacemos una. descomposición de 

Fourier. Para cada modo se tiene 

~ ~ [ E0 exp(ikx-iwt) ] y (3.01) 
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si la velocidad de la partícula antes de la interacción es .. 
V = V 

0 
x , podemos esquematizar el encuentro de acuerdo a la 

figura. (J. 2): donde L es una longitud característica (que se 

identificará con la longitud de correlación Lc es una 

cantidad que se obtiene estadísticamente y representa la distancia 

dentro de la cual las fluctuaciones entre dos puntos son afectados 

mútuamente, en este sentido es un parámetro máximo de 

interacción), Y
0 

es el equivalente al parámetro de impacto • 

Para Y
0 

> Le la partícula no siente el efecto de la 

microturbulencia. 

y 

·~ 

¡t. 

... ,. _;Lwt-1<") 
E = i;.3 e 

rte. 3. 2. SISTEK.l DE REFERENCIA ASOCIADO PARA LA lNTERACClDll 
PlATlctn.A-MlCROTURBUUNCtA.. 

La ecuación de movimiento es : 

d2~ = ... .. 
·m q E F 

dt2 

en X< o X < Le 

(J.02) 

consideramos que X
0 

< O como se muestra en la ecuación (3.54), 

donde m y q son la masa y carga de la particula y ( X
0

,Y
0

) es el 

punto donde ésta entra en (o hace contacto con ) la región del 
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campo. Entonces la trayectoria de la particula es 

en - • < X < X
0 

(3.03) 

y dentro de la región del campo sigue una trayectoria gobernada 

por la ecuación (3, 02); para hallar la desviación que sufre la 

particula necesitamos encontrar el punto de ,'Jalida (X
0

,Y
0

) del 

circulo. 

Entonces si escribimos la ecuación (3.02) en componentes, 

usando 

" j 
... 

5 1 •X i + y E •E exp ( ikx -iwt) (3. 04) 
D 

obtenemos: 

m dªx 
m O 

) 
dtª 

(3.05) 

m Ú'. • qE
0 

exp (ikx-iwt) 
dt" 

En la dirección X : 

m dªx d v. - o (3. 06) 
-- • m 
dtª dt 

v •• cte • Va (3.07) 

La componente x de la velocidad no varia y es la misma que la que 

tenia ( V
0 

) antes de interaccionar con la región del campo. 

En la dirección y : 

• m U • qE exp -i(wt-kx) 
dt 2 D 

(3.08) 

tomando la parte real de la relación anterior y usando 

~ Y'' donde la prima representa derivadas con 
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respecto a X entonces la ecuación (3.08) se transfor111a en 

Y''• cos( wt - kx ) (3.09) 

De la ecuación (3.07) obtenemos que 

X•X +V t o o (3.10) 

y sustituyendo (3.10) en (3.09) reaulta lo •iguiente: 

(3.11) 

Integrando una vez la ecuación anterior tenemos 

( ) 
w X

0 
sen( ~o - k X - v;;- ) (3.12) 

La primera condición es que Y' ( X
0

) • O (ya que se supone que 

las particulas entran horizontalmente a la microturbulencia )¡ 

esto produce que 

Y' • o 

si integramos nuevamente obtenemos 

Y • Y1 + Y~ X -
l 

w k )z vo-

w X
0 A cos ( ( ~ - k)X - --

o Vo 
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1/2 

la •equnda condición es que : Y( X
0

) • Y
0

; donde Y
0 

ª(t.!- x/l. 
Si esto se cumple, de la ecuación (3.14) se obtiene que : 

y -1 (3.15) 

sustituyendo (3,13) y (3.15) en la ecuación (J.14) y desarrollando 

t•rminos obtenemos: 

Y • Yo + 

+ 
m~ ( 

(3.16) 

si definimos las siquientes cantidades: 

a• 
1 

m~ ( 

(kXo) 

La ecuación de la trayectoria se convierte en , 
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donde ( X
0

, Y 
0

) es el punto de entrada de la particula y Le es la 

lonqitud de correlación. 

Para hallar el punto de salida (X
0

,Y
0

) y por lo tanto la 

desviación que sufre la particula, •• necesario resolver el 

sistema da ecuaciones formado por la ecuación (3.18) y la ecuación 

de la frontera de la región de fluctuaciones que es una 

circunferencia: 

(3.19) 

si despajamos Y de (3.19) y se sustituye en (3.18) obtenemos: 

( ) "ª t rl-xª • (3.20) 

El objetivo as resolver esta última ecuación para X ; sin embargo 

como se observa la ecuación es trascendental para resolverla para 

X ; de hecho no se puede obtener una expresión explicita analitíca 

para X en función de las variables a
1

• En la siquiente sección se 

utilizan alqunos métodos para resolver la ecuación (3.20). 
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B) PLANTEAMIENTO NUMtRICO. 

b.l) Resolución de la ecuación de la trayectoria. 

Si reaolvemos numéricamente la ecuación (3.20) podemos observar el 

comportamiento de X en función de cada uno de los parámetros, as1 

como las desviaciones de su trayectoria, también en función de 

cada uno de los parámetros que involucra la ecuación (3.20). El 

pri111er paao ahora ea normalizar la ecuación (3. 20) a Lo para que 

todas las cantidades puedan ser medidas con respecto a una 

cantidad fija ,de tal forma que queremos hallar las raices de la 

siquiente ecuación: 

(3.21) 

donde (3.22) 

recordemos que en ( X
0

,Y
0

) la particula "entra" y queremos hallar 

el punto de salida (X.,Y.). 

con la finalidad de observar la variación de x. y de la 

derivada de la trayectoria en X como una función de cada uno de . 
loa par4metros: (~,k,V0 ,Lo,E0 ,Y0 ), utilizaremos cantidades 

normalizadas (denotadas con un 9orro) de acuerdo a las relaciones 

A A k 

} 
CJ • WOSt.J V

0 
• VotV

0 
k• kol 

qEo " 
(3.23) 

A " -¡¡¡- • COI Eo Le • Lcot Le Y• Le yo o 
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donde las cantidades normalizadas son parámetros variables y las 

letras con aubindice 01 son constantes • 

En t6rminos de las variables normalizadas se obtiene que los 

coeficientes de la ecuación de la trayectoria (l.18) están dados 

por: 

a • 1 

a • 2 

Wo1 Vo1 

~ 
Vo1 

~ 
Vo1 

y -o 

~ 
Wot ) 

.. 
k 

+ 

(3.24) 

con la finalidad de que todos los términos (las a
1

) sean del 

miHo orden hacemos que las constantes sean iguales a l , es 

decir 

C• 
1 

c
1 

• C
2 

• c
3 

• 1 , donde 

c.ao1 Vos 
C• 

2 
Vo1 ko1 

WOt 
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De las constantes C
2 

y C
3 

se deduce que: 

J(o1 Leos 1 (3.26) 

y por tanto 

(3.27) 

Al sustituir el conjunto de ecuaciones (3.24) en la ecuación (3.21) 

se obtiene una ecuación adimensional cuyos ceros pueden calcularse 

numéricamente , lo que nos daria la variación de x. como una 

función de cada una de las variables normalizadas ~ •• es decir: 

x.- x.c (,J,(i - 1,2, •• ,8) 

estructura de los programas]. 

[en los apéndices se muestra la 

Si tomamos ahora la ecuación de la trayectoria, ecuación (3.18) 

y obtenemos su derivada, obtendremos la pendiente (la desviación) 

como una función de X es decir : 

qC x > (3.28) 

q (3.29) 

Entonces, sustituyendo la solución de la ecuacion (3.21) en la 

ecuación (3.29) obtenemos la desviación que sufre la particula en 

el punto de salida x.. Se ha desarrollado un programa que 

implementa este proceso para determinar la variación de q ( x. ) 
como una función de cada una de las (

1 
esto es: q ~ q ((

1
) 

( i•l,2, ••• ,8). De esta manera ea como podemos obtener información 

acerca de la desviación que sufre la particula al variar diversos 
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padmetros (w,k,V
0

,Lc,E
0
,'i

0
), cuando variamos las 1;

1 
es decir 

t'• t' ((
1

) (i• 1,2, ••• e¡ 

A partir de lo anterior podemos determinar la probabilidad P(e) 

de delfexión en forma numérica utilizando el programa para x. de 

la siguiente forma. 

La probabilidad P(e) la interpretamos como la fracción de 

particulaa que sale en un intervalo (e, e+ de); entonces podemos 

lanzar un número N de particulas contra la región de campo y 

determinnar el número de particuals Np que salen a un intervalo e, 

e+ de y asi determinar P(e): 

P(e) • :• (3.30) 

En realidad P es función de w, k, V
0
,E

0
, e • 

En la pr6ctica ( en el programa numérico ) para determinar P(e) 

se lanzan N particulas uniformemente distribuidas en 'i contra 

la región de interacción y se divide el rango de angules 

(- ~ , ~) en M intervalos de tal manera que se determina 

cu6ntas particulas caen en cada intervalo. 

En la siguiente sección encontraremos los coeficientes de 

Fokker-Plank <6~> y <6~ 6~> en base a la probabilidad obtenida 

de la forma como se mencionó arriba. 
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b.2) Cálculo de los coeficientes < A~ > 

En esta sección utilizaremos los coeficientes de fricción 

din~mica < A~ > y de difusión en velocidades < A~ A~ > de una 

forma similar a como los usa Schmidt (l] 

En nuestro esquema de trabajo los coeficientes < A~ > y 

< A~ A~ > se calculan como sique: 

Se considera la reqión: 

-+ v. -l 

FtG.3.3, bESYUCfOM SUFRIDA POR U PARTICUL.4 DESPUES DE U 
IWJ'ERACCIO•. 

-+ 
siendo V

0 
la velocidad inicial de la 

velocida~ final de la particula : entonces 

velocidad está dado por: 

~ 

partícula y V
1 

la 
-+ 

el calllbio AV en la 

(3.31) 

" como el campo eléctrico E actua en la dirección y , es decir, 
-+ 

ya que E [ E
0 

exp (ikX - iwt) J y; la componente x de la 
-+ 

velocidad V
1 

permanece constante , es decir: 
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... ... 
V1 = !Val X + !AV! Y 

en una forma esquemática 

.. 
V, 

FtC. 3. t. REUClOtl EJCTRE U VELOCIDAD 1MIC1AL (V J Y U VELOCIDAD 

por lo tanto: 

y 

las componentes de 

AV• O • 

-+ 
AV 

-+ 
l"-VI D 

... 
fv,I • 

son: 

a 

-+ 
IV0 I tan(e) 

... 
!Val sec(e) 

(J. J2) 

(3.33) 

(3. 34) 

(3.35) 

De acuerdo a lo que se discutió en la sección 2. (cap. I) los 

coeficientes de Fokker-Planck pueden ser expresados como: 

< A > • I A !Val P(e,w,k) ;., de dk dw (3.36) 

donde A puede ser 6~ ó .,_;; .,_;; , y P(e,w, k) es la función de 

probabilidad de que una particula sea deflectada un ángulo e , la 

cual depende de w y k • Esto viene de que, para una particula 

moviéndose con velocidad va, después de atravesar la región de 
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fluctuaciones de dimensión Le , la probabilidad por unidad de 

tiempo de que la particulil se deflecte un &ngulos e es 

-+ 
Como 6.V 

¿ [ J P(e,c.1,k) de.> dk ] de 

" solo tiene componente y entonces obtenemos 

< 6.V • > - J ¡v0
¡2 tan (e) P(e) 1 

Lc de dk de.> 

y para el caso del producto 6.V 6.V la componente y es: 

< 6.V 6.V > • J ¡v 13 tan2 (e) P(e) -Lc
1 de dk de.> • • o 

(3. 37) 

(3.38) 

(3.39) 

Las integrales (3.38) y (3.39) eatar6n normalizadas a e= e (V
0
): 

e• J P(e) de (3.40) 

ea decir: 

< AV,> • + J IV 0 1
2 tan(e) P(e) t, de dk dc.1 (3.41) 

(3.42) 

En las ecuaciones (3.41) y (3.42) se puede utilizar P(e) calculada 

nu111•rica111ente como en la sección anterior, o con una aproximación 

analitica como se describe en la sección 3.C. 

Una vez que se encuentra P(e) , podemos hacer las integraciones 

68 



en w ,k y a ya que P(a) depende de (w , k, V
0

, E
0

, e ) , 

esto es: 

P • P (w,k, V
0

, E
0

, e). (3. 43) 

Con el fin de incluir el efecto de fluctuaciones turbulentas el 

valor del campo eléctrico se determina a partir del espectro 

turbulento, es decir E
0 

• E
0

(w,k) lo que incluye en las 

integraciones sobre w y k, haciendo aai la superposición pesada 

de los diferentes modos de Fourier. La forma del espectro se 

obtuvo del articulo de Levinson s.T. y colaboradores [73) 

de loe experimentos realizados en el Tokamak Pretext, en 

particular se utilizó la forma: 

(3.44) 

donde y A se determinan directamente de las gráficas 

experimentales en función de w y k • Entonces: P • P ( w, k, V
0

, 

E
0

(w,k), e) y la integral (3.38) se convierte en: 

<AV > • 
y 

donde: 

y 

.. 
2 

Le 

en forma análoga: 

J tan(a) P(e , IV
0

1> de (3.45) 

(3.46) 

(3.47) 
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< AV AV > • y y 
(3.48) 

Entonces dadas las ecuaciones (3.47),(3.46),(3,38) y (3,39) 

podemos instrumentar un programa que nos calcule numéricamente 

< AV,> y 

funciones 

gráficamente 
-+ 

con IV
0

1 • 

el 

de 

producto 
-+ 

!Vol 

< 

de 

AV AV>. 
y y 

Estos coeficientes serán 

tal manera que podemos observar 
-+ 

la dependencia de <AV,> con JV
0 

J y de < AV AV > 
y y 

70 



... 
C ) LA APROXIMACIÓN DE CAMPO ELÉCTRICO E DÉBIL. 

c.1) Resolución de la ecuación de la trayectoria. 

En esta parte utilizaremos la aproximación de que el campo ... 
eléctrico E es pequeño para hallar una solución analitica a la 

ecuación (3.20) y con ello hallar la desviación que sufre la 

particula. Con ello se determinar6 la función de distribución de 

probabilidad, por un método independiente al de la sección 

anterior y asi tener una prueba de consistencia. 

Primero reescribiremos la ecuación a resolver de una forma más 
apropiada. 

Retomando la ecuación (3.21) normalizada: 

(3.21) 

sea: 

X X "' --¡;;; (3.49) 

entonces la ecuación para a,/is, se transforma en: 

(3.50) 

Sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación (3.21) obtenemos: 

t( l - x 2 )
112 

• Y
0 

- a
1
x

0 
sen(kX

0
) + ~ coa(kX

0
) 

3 

A ª• A + a
5

X + Lc cos(a
3
LcX - a

2
) 

Ahora definimos 
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a 
A • - a

1
x

0 
sen(kX0 ) + a\,. cos(kX0 ) 

3 

B • a
5 

• a
1
sen(kX

0
) 

ª• e • -,;; 

y la ecuación (3.51) queda como sigue : 

t(l - x ª>"ª • Y + A + B x + e cos( DX + E ) , o 

(3.52) 

(3.53) 

como (X
0

,Y
0

) es el punto de entrada de la particula , satisface 

la relación : (X
0

)
2 + (Y

0
)

2 
• i1 

Entonces, para las variables normalizadas 

(3. 54) 

El signo negativo proviene del hecho de que se considera que 
las particulaa entran por la izquierda del eje Y. 

En la aproximación de campo el•ctrico d•bil;, la particula casi 

no se va a desviar de su trayectoria inicial • Esto puede verse de 

la ecuación (3.53) notando que los coeficientes A , B y e son ... 
proporcionales a 1 E 1 y por lo tanto muy pequeftos • 

Utilizaremos un método perturbativo para resolver la ec (3.53) 

en un campo eléctrico débil. Si no existe campo eléctrico, la 

coordenada Y del punto de salida aerA la misma que la de entrada, 

por lo que a orden cero en la magnitud del campo 
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A 

xº X . (3.55) 

donde xº < o • 

A primer orden escribimos 

A x X • + e X1 .. . (3. 56) 

donde e es un parAmetro muy pequei\o; suetituyendo (3.56) en la 

ecuación (3.53) para hallar la coordenada x •• del punto de salida 

obtenemos: 

± [ 1 • ex. + e X/ ]112 
• Y

0 
+ A+ B ex

0 
+e X

1
) 

+ C cose D ex. + e X
1

) + E ) 

(3.57) 

Hay que tomar en cuenta ademAs que A , B y e son del orden de e 

debido a que contienen el término a
1 

que es proporcional al campo 

eléctrico; entonces desarrollando la ecuación anterior tenemos: 

El lado izquierdo de la iqualdad anterior se puede escribir como: 

±[l - (X )2
- 2cX X ]112 

• ± e1 - (X )2
)
112 

[ 1 -
• l • • 

(3.59) 

2 e X1 x. ] 112 

1 - <x 12 
' . 

ya que es pequei\o; hacemos un desarrollo binomial 
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[ 

2 e x1 x ] 11

ª 
1--~· •1 

1 - 1x.i 2 
(3.60) 

Sustituyendo (3,60) y (3,59) en (3.58) resulta: 

e x,X. A ,... ,.. 

A • Y
0 

+ A + B X + e cos(OX
0 

+ E) 
, 1 _ ex.> 2 > 112 • 

(3.61) 

PUesto que x . entonces elimi-

nando (c)1 obtenemos 

X
1
•;: [A+ B x. +ecos( ox. +E )] 1 - )X•>ª>',. 

X . 
(3.62) 

De aqui obtenemos una expresión para el punto de salida x •• - x.+ x, 

en t6rminos de X
0 

, ya que X
0

• - X
0 

X
0
,• + [A + B x. + e coa( ox. + E )] • (3.62) 

La desviación que sufre la particula se obtiene de la pendiente 

de la trayectoria en el punto de salida. Siendo: Y • Y
0 

+ A + B X 
+ e cos( ox + E ) 

tan(e) d Y 
- d X 

la ecuación de la trayectoria; entonces 

IA • B - oc aen ( 
x •. 

A 

O X
0
,+ E ) • (3.63) 

Ahora nos interesa encontrar la función de distribución de 
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probabilidad P(a) de que las partículas salgan a un angulo (o). 

Para ello utilizaremos las últimas dos ecuaciones (3.62) y (J.6J). 

Sea N el número de particulas total que se lanzan contra la 

región de interacción distribuidas uniformemente en Y: entonces la 

distribución de probabilidad la definimos por 

(*) N P(e) de • El número de particulas dispersadas en el 

intervalo (e, e+ de), 

r--~ ---v~ ... 

~L., -- -
Y/_ - - - - - - ·- - - -

rrc. 3. s. DJSPEASto• ( DI UJf 1NTE1\VAt.o e, 9 • d0 ) DE PARTtCUUS 

UIClDEWtt:S: (EM UN 1 'lll'D.VALO Y o' Y O+ dY O.• 

Para determinar el rango de parámetros del cual provienen las 

particulas dispersadas en el in~ervalo (e , e + de ) se define de 

acuerdo con la tiq (3.5) 

e••> N 1 :y~I· El número de particulas incidentes en el 

intervalo ( Y
0

, Y
0 

+ dY
0

) correspondientes a 

las que son dispersadas en (e, e + de) • 

Puesto que las dos cantidades (*) y e••) están relacionadas a 

través de la conservación de particulas, éstas deben ser iguales, 

de donde se obtiene que : 
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P(e) _l_ 

2 Le 1 ::
0 

1 
(3.64) 

El problema ahora ae concreta a calcular de / dY
0 

• l / (dY
0
/de): 

para ello utillizaremos la ecuación (3.63), de manera que 

[ 
~ _ __!!.. ( DC Hn ( DX

0
,+ E ) ) ] • (3 •65 ) 

dY
0 

dY
0 

Si utilizamos las ecuacionea (3.54) y (3.62) y los conjuntos de 

relaciones (3.52) y (3.~7) obtenemos las siguientes derivadas 

despu6s de realizar toda el Alqebra: 

!!._( DC sen( DX
0

,+ E ) ) • DC coa( DX
0
,+ E ) [o 

dY
0 

y ] e ~ (D + ~ ) sen ( ex + El , 
X

0 
o • 
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(3.69) 



La probabilidad P(e) dada por la ecuación (3. 64) y de las 

ecuaciones (3.66) a (3.69) debe ser una función de e además de los 

parámetros : (w,k, V
0

, Le, E
0

) • Para ello ea necesario expresar 

Y
0

, que aparece en las relaciones (3.66) a (3.69) como función de 

e , a partir de las ecuaciones (3.62) y (3.63). Sustituyendo 

X
0

, (ec.(3.62)) en la ecuación (3,63), obtenemos: 

+ e cos( ox. + E ) ] < 1 i (X•l
2

>
112 

) a
2
] . 

(3. 70) 

donde ae utilizaron además laa relaciones (3.52). 

Cuando ae auatituyen las derivadaa (3.65) a (3.69) en la 

relación para la probabilidad (3. 64) calculada como l./ ( de/dY
0

) 

y luego se austituye Y
0

(e) obtenida de lea raicea de la ecuación 

(3.70), ae introduce mucha incertidumbre cuando se realizan los 

cálculos numéricos, de manera que una forma alternativa para 

calcular la probabilidad P(e) es calcular directamente la 

derivada dY.,lde 

de Y
0 

(e) [la 

tal y como aparece en la ec.( 3.64) a partir 

razón por la que se habia calculado antes la 

probabilidad usando de/dY
0 

es que se podian obtener directamente 

las derivadas de la ec.(3.63) ), 

Para calcular la probabilidad como dY
0
/de se necesita conocer 

Y
0 

como función del ángulo e que estaria dada por la ec.(3.70) 

Independientemente de que la ecuación es implicita para Y
0 
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solamente se necesitan conocer las raices ('l
0

) de la ec. (3, 70) 

para un ángulo dado para poder calcular la probabilidad P(e), de 

manera que se siguió este camino baciendo las siguientes 

consideraciones: 

Se necesita obtener Y
0 

• Y
0

(e) para después derivar en e ; 

sin embargo la función Y
0 

• Y
0

(e) es 11ultivaluada, ya que 

pueda suceder que para un mismo ángulo e (ángulo con el que salen 

las particulas de la región da campo) existan varios valores 

para Y
0

; por lo que babria que considerar todas las ramas en las 

cuales exista un valor para Yo a un ángulo (e) dado ; esto seria 

equivalente a considerar todas las raices [ las raices se calculan 

numéricamente J de la ecuación (3.70) para una (e) dada y por lo 

tanto obtendriamos todas las Y
0 

correspondientes. 

La probabilidad, considerando lo anterior tendr1a que 

modit icarse : 

P(e) • E p ( e ' ye r ) (3.71) 

donde r indica la sumasobre cada una de las ramas; es decir 

sobre cada una de las ra1ces de la ecuación (3. 70) para una e 

dada, y donde 

(3.72) 

es en realidad la ecuación (3.64) para una raiz X
0 

de la ecuación 

(3.70) 

La probabilidad de la ecuación (3.71) representa la 
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contribución de todas las Y
0 

>O que salen a un ángulo (a); para 

obtener la probabilidad P 
1 

(e) total se debe de considerar 

ade1116s la contribución cuando yo < o ; ento~~ lff~baNilidad 
total seria: SALJB 1J. ·¡q CEBE 

P
1

(e) • P.(a) + P_(e) 
'E LA BJIJLiO;fGA 

(3. 73) 

donde: 

P.(e) representa la ec. (3,71) para las Y
0 

> O 

P_(e) representa la ec. (3,71) para las Y
0 

< O 

El principal problema es entonces calcular las raices de la 

ecuación (3. 70) para lo cual se ha instrumentado un programa 

numérico que se decribe en el Apéndice B. 

En resumen se tiene que la probabilidad total es: 

P
1

(e) • P+(e) + P_(e) 

donde: 
P+(e) •E p (e ,Ye r> para Yo > o 

P_(e) •E p (e ,Ye r> para Yo < o 
r 

siendo: 

- i 1 

A 

P (e • Ye r> 
dY

0 

de 

donde Y
0 

y X
0 

son funciones de (w,k,V
0

,e) que se determinan a 

partir de las raices de la ecuación (J.70) y de la relación: 

con esta expresión para la probabilidad .. 
proceder a obtener los coeficientes < AV > y 

79 

P
1

(e) se puede .... 
< AV AV > de la 



misma manera que se hizo en la sección anterior a partir de las 

ecuaciones {3.41) y (3.42) • 

Cabe hacer notar la diferencia entre el cálculo numérico de la 

sección (b. l) y el de esta •acción; la diferencia principal se 

refiere a la probabilidad que se utilizó en (b. l) la cual se 

calcula, en un caso en forma numérica a través de lanzar un flujo 

de particulas N contra la zona de fluctuaciones y determinar 

la fracción de part1culas que salen a un determinado ángulo ( esto 

se hace en un pr09rama) • En el otro caso ( que es descrito en 

esta sección), se obtuvo mediante aproximaciones al campo ... 
eléctrico E al considerar que éste era débil (Y utilizando además 

la teoria de dispersión, es decir calculando una distribución 

angular de particulas dispersadas). 

Al igual que en la sección anterior 

funciones de la velocidad 

el •iquiente capitulo. 
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CAPITULO IV. 

ANALISIS DE RESL.l T AOOS 

A) LA APROXIMACIÓN NUMÉRICA. 

Los cálculos realizados para la aproximación numérica 

estuvieron basados en dos programas. El primero de ellos [ que le 

llamaremos INTERACCIÓN) nos calcula la probabilidad P z P (e,V
0
), 

es decir calcula la probabilidad P(e,w, k, V
0

) como se definió al 

final de la sección b.l del capitulo III , luego integra en w y k 

obteniendo P • P(e, V
0
). El segundo programa (que le llamaremos 

INTEGRACIÓN integra la probabilidad P (e,V
0

) obtenida del 

programa INTERACICióN en el Angulo e , despu•s de multiplicar 

P(e, V
0

) por ~tan (e) y ~ tan 2 (e) tal y como se calcula en 

la seccción b.2 del tercer capitulo, para obtener finalmente los 

coeficientes < A~ > y < t.~ A~ > según las relaciones (3. 45) y 

(3,48) de dicha sección. 

En el primer programa (INTERACCIÓN), para obtener la variación 

en w , k y V
0 

se manejaron las cantidades normalizadas w , k, 
A 

V
0

, como se definieron en la sección b. l • Las cantidades a las 

que se normalizaron fueron w
01

, k
01

y V
01 

con los siguientes 

valores : 

"'01 
l. X 107 seg"1 

kOI l. X 10°1 ciñ1 

VOi l. X 108 cm seg"1 
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que satisfacen la condición de que C
1 

• C
2 

= C
3 

= 1 , es decir 

las ecuaciones (3.25) y (3.26) y que además son valores 

caracteristicos en plasmas confinados magnéticamente en aparatos 

de fusión termonuclear. 

El rango de variación (dividido en 20 intervalos) de w y k se 

obtuvo de la fol'111a del espectro para E0• E0 (w,k) (73) ec (J.44) 

donde: 

"' . ¡ 
y 

fl - ! 

0.01745 

-1.66428 

0.14410 

-0.44523 

-l.600J3 

(15,849)2n < w < (31.62J)2n KHz 

(31.623)2n < w < (500.0 )2n KHz 

0.233 < k < 0.100 cm-• 

0.700 < k < l.513 cm- 1 

1.513 < k < 1.00 cm-1 

donde a y fl han sido definidos en la ecuación (J.44). 

El rango de variación (dividido en 20 intervalos) de V
0 

se 

obtuvo al considerar una velocidad caracteristica en plasmas y 

luego determinar hasta que velocidad se tenia una variación 

apreciable en la detlexión de la trayectoria de una particula 

prueba, siendo este de: 

0,25 X 10~ < V
0 

< 5.25 X 10~ -1 cm seq 

El rango de ánqulos se determinó para cada velocidad, 

encontrando el ángulo máximo de desviación y luego dividiendo en 
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100 intervalos cada rango siendo el máximo rango de 

aproxi•adamente (- ~. ~) , El ángulo máximo se obtiene a partir 

de la ecuación para el ángulo (3,70) al variar el rango de w y k , 

En base a los datos anteriores se obtuvo la densidad de 

probabilidad P • P(e,V
0

) (ec. 3,46), Como muestra representativa 

de la variación resultante de P(e,V
0

) como función del ángulo e , 

•• dan solamente dos gráficas de P(e,V
0

) para dos velocidades 

caracteristicas (, 25 X 108 cm seg"' y s.oo X 101 cm seg"1 
) que 

son los extremos del rango de variación de la velocidad en la 

fig 4.1. 

Como comentario a las gráficas (1) y (2) de la fig 4 .1 , 

observemos en la gráfica (1) la concentración de puntos (P con un 

máximo ) cerca del origen (e • O) y P decreciendo hacia los 

extremos , esto va de acuerdo con lo que esperábamos con respecto 

a que las deflexiones que sufren las particulas fueran pequeñas. 

La gráfica (2), nos muestra que para velocidades grandes la 

densidad de probabilidad P(e,V
0

) alrededor de cero es mucho más 

grande que para velocidades pequeftas , como se muestra en la 

gráfica (l) eeto va de acuerdo con lo esperado ya que para 

velocidades grandes de las particulas, la región de 

microturbulencia casi no afecta a la trayectoria de dichas 

particula• (suponiendo que las particulas entran a la región de 

microturbulencia con una pendiente cero, como se menciona en 

la sección b.1 del capitulo III). 

Los coeficientes de Fokker-Planck < A~ > y < A~ A~ > , debido 

a la simetria del problema (sección b.2 cap.XII) sólo tienen 

83 



tiq.4.l Densidad de probabilidad (Aprox. numérica) con velocidades 
V a (0.25 (graf.l) y 5.25 (qraf.2) x 108 cm seg_, ). 

gro f. ( 1) 
l'-p1o•irn.,c1~., u~•f•CO ,. 

,. 
,. 
ll 

E 20 
n 
;¡ •• 
i •• i " . 

12 o 
o 

l 10 

!!. 

) \ 
-0,4 -o.:z O.l O.• 

dn91Jlo (rodionH) 

grof. (2) 
Apro•imoc:idn Num4rito, 

-o.oooe -o 0006 -0.000.r 0,0002 0.000• 0.0006 o.oooe 
Onq1,1k) (rodionH) 
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componente y , es decir A~ = y Av 
y 

y Av,Av, y y. 

Estos se determinan al integrar la densidad de probabilidad 

P(a, V
0

) en el ángulo pesada por una función de e (ec. (J. 45) y 

(J.48) ). Para esta parte se utiliza el programa INTEGRACIÓN 

Los extremos de integración, las constantes de normalización, 

los intervalos y los rangos de variación son los mismos que se 

establecieron al comienzo de esta sección, 

dependencias de 

la fig 4 .2 • 

<Av> 
y 

y < Av Av > 
y y 

obteniéndose las 

que aparecen en 

Con respecto a la gráfica de 

que a velocidades pequeñas <Av> 
y 

<Av
1
> vs. V

0 
se puede observar 

es grande y que a velocidades 

grandes <Av> 
y 

es pequeña, esto en principio se debe al tiempo en 

que interactúa la particula con la región de microturbulencia, sin 

embargo en promedio se debe esperar que <Av
1
> 11 o , debido a 

que no hay razón para que la particula sea deflectada 

preferencialmente hacia Y > O o Y < O • Las discrepancias de 

este valor serian debidas a errores numéricos en los cálculos que 

en realidad son determinantes en los valores que aparecen en.la 

gráfica. 

A 
En cuanto a la gráfica de <Av

1
Av,> vs. V

0 
podemos apreciar 

una dependencia que varia inversamente con la velocidad , de tal 

manera que a velocidades pequeñas <Av
1

Av
1
> es grande y conforme 

V0 crece <Av
1

Av
1
>. disminuye tendiendo a cero para velocidades 

'grandes. Este comportamiento de 

tivamente ya que a velocidades 

<Av1Av/ es el esperado cualita

pequeñas de las particulas existe 

llás tiempo durante el cual las particulas interacciona~ con la 

microturbulencia y por lo tanto mayor probabilidad de deflexión 
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fig.4.2 Coeficiente de Fricción Dinámica y de Dispersion para la 
Aproximación numérica. 

grof.(1) 
APROKlt.IACIOH NUM[RICA. 

N 
10,1 

{ 'º 
::- 9.9 ;:; 
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' ¡; 9.7 
V 

j 
9.0 

9.0 
i5 
z 9.4 g 
11 

9.3 e: 
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VELOCIDAD V (normolizodo) 

grof.(2) 
.a.PROKIMACION NUMERICA . .. , . 

Na 3.0 

~ 
~ ... 
' ~ 
~ 
V 

z ... 
~ 
15 
~ 

~ 
0.5 

V[LOCIOAO V (normolirodo) 
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de la trayectoria original , ocurriendo lo contrario para 

velocidades grandes , es decir menor tiempo de interacción con la 

región de aicroturbulencia y por lo tanto menor probabilidad de 

deflexión. Cabe recordar que 

tienen las particulas. 

<Av Av> • • nos mide la dispersión que 

Loa coeficientes de difusión :ll y de conductividad témica x 

•e calculan en base a las relaciones (l.46) y (1.47) al 

considerar que t.,. t
0 

( t. ea el tiempo de colisión y t
0 

es el 

tiempo de de flexión ) • Por esta razón en la figura 4. 3 se muestra 

sólo una función qu representa a V 

logaritmica. 

en escalas lineal y 

El coeficiente de difusión y de conductividad térmica son 

iguales en esta descripción debido a que la interacción en este 

caso no ea entre particulas ( ión-electrón , electrón-electrón o 

ión-ión ) , sino entre una particula ya sea ión ó electrón y la 

aubregión de microturbulencia , en este sentido es que no se 

considera el factor m/ m
1 

en la relación para la difusión y la 

conductividad térmica. 

La conductividad eléctrica en este caso se considera 

infinita ya que en el cálculo con· la relación (l,37) es 

Av. , es igual a cero, debido a que la componente x 'de la 

velocidad no cambia. Es decir, la componente 

dinámica es cero. 

... 

. 
x de la fricción 

B) LA APROXIMACIÓN DE CAMPO ELtCTRICO E DtBIL • 

En este enfoque alternativo se encuentra al igual que en la 

sección anterior la probabilidad P(e,w,k,V
0

) utilizando para 
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ello la aproximación de campo eléctrico débil para hallar el punto 

de salida (de la subregión de microturbulencia) de las partículas. 

Este enfoque utiliza un programa numérico (llamado COLISIÓN) para 

hallar la probabilidad como se definió en la sección c. l (cap. 

III), es decir como P •} dY./ de. Esta programa además integra 

P(w,k,e,V
0

) en w y k obteniéndose la probabilidad P(e,V
0
). 

Los valores que utiliza el programa COLISIÓN para la variación 

en· w, k, V
0 

y e son los mismos que se utilizaron para el programa 

INTERACCIÓN , contemplando las constantes de normalización, el 

tamaño de los intervalos, el rango de variación y la forma del 

espectro para E
0

(w,k) • Una de las diferencias entre el programa 

INTERACCIÓN y el COLISIÓN es la forma como se calcula la 

probabilidad P(e,w, k, V
0

) • En el caso del programa INTERACCIÓN 

(sección anterior) se calcula como P • N/ N (siendo NP el 

número de partículas que sale a un determinado Angulo y N el 

número de partículas total incidente); para el caso del programa 

COLISIÓN la probabilidad se calcula como P - i dY/ de 
A 

(siendo Y
0 

la coordenada y del punto de entrada de las 

partículas a la región de fluctuaciones). 

En la figura 4.4.a se muestran dos gráficas V• .25 X 10 8 y 

V 5.25 X 101 cm seg- 1
) representativas de la densidad de 

probabilidad P(e,V
0

) (ec. 3.46) obtenidas siguiendo la metodología 

descrita en esta. sección. Se dan además otras dos gráficas 
0

(V • .5 X 101 y V • 5.25 X 101 cm aeg-1
) (fig.4.4 b) como 

comparación con las de la fig.4.4.a. 

Como se pueda apreciar de las gráficas, 6stas tienen la misma 

forma cualitativa que las obtenidas en la sección (A) , es decir 
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... 
fig.4.4.a Densidad de probabilidad (Aprox. E débil) con velocidad~s 

V= (0.25 (graf.l) y 5.25 (graf.2) x 10 8 cm se9· 1 
). 
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... 
fig.4.4.b Densidad de probabilidad (Aprox. E débil) con velocidades 

V = (0.5 (graf. l ) y 5.25 (graf. 2) X ioª cm seg 
-1 

) . 
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simétrica respecto al eje e = o y con la probabilidad máxima 

alrededor de e = o y decreciendo ésta hacia los extremos. Al igual 

que lo que.se mencionó en la sección A coincide con los resultados 

esperados al considerar que la región de microturbulencia afecta 

menea a las particulas conforme éstas se mueven con una velocidad 

más grande. 

Para hallar los coeficientes de fricción dinámica <AV> y de 

difusión de particulas <AVAV> se utiliza la densidad de 

probabilidad P(e,V
0

) obtenida del programa COLISIÓN en un 

programa (INTEGRACIÓN) que después de multiplicar por tan(e) V~ 

a P(e, V
0

) y por tan2 (e) V~ a P(e, V
0

) se integra en e , 

obteniéndose dichos coeficientes. Como se mencionó en la sección 

anterior, dada la simetria del problema sólo se tiene componente y 
en el cambio AV , es decir AV • y Av , de tal manera que los , 
coeficientes de Fokker-Planck son < Av,> y <Av,Av,> y la forma 

de la dependencia con V
0 

se da en la fiqura 4.5. 

~stas gráficas nos muestran lo siguiente: al igual que en la 

sección anterior,la dependencia de < Av > con la velocidad no es , 
realista en el sentido de que los valores obtenidos para < Av,> 

son producto de las incertidumbres inherentes del método 

utilizado, de tal manera que si existiera un cambio Av en la , 
velocidad de las particulas promediando sobre todas las particulas 

este cambio < Av,> deberia ser casi cero, ya que no deberia 

·existir una dirección privilegiada para la deflaxión. 

En cuanto a la segunda gráfica de <IJ.v IJ.v > va. V
0 

la , , 
dependencia es cualitativamente similar a la obtenida en la 
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fig.4.5 Coef1ciente d~ Fricción Dinámica y de Dispersión para la 
Aproximación E débil. 
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sección (A), siendo válida aqui también la explicación fisica que 

se dio sobre la forma funcional del coeficiente de dispersión 

mediante los tiempos de interacción de las particulas con la 

región de microturbulencia. Es significativo que la forma 

funcional de la gráfica coincida con la de la sección anterior 

considerando que es la que tiene mayor significado fisico. 

Los coeficientes de difusión de particulas 'll y de 

conductividad térmica x ( 'll • x ) se calculan utilizando para 

ello el coeficiente de Fokker-Planck de dispersión de particulas 

<tJ.v
1
Av,> . Las gráficas para 'll (y X) se dan en la figura 4. 6 en 

escalas lineal y logaritmica para apreciar la dependencia 

funcional más claramente. 

Observemos de la figura 4.7 la semenjanza cualitativa y 

cuantitativa de los coeficientes de difusión ( y consecuentemente 

de la conductividad térmica ) para los dos casos : La aproximación .. 
numérica y la aproximación a campo eléctrico E débil. A su vez 

notemos la misma semejanza en los dos casos de aproximación para 

las gráficas del coeficiente de dispersión <tJ.vtJ.v> que se muestran 

en la figura 4.8. 

Como comparación del comportamiento del coeficiente de difusión 

2> y del coeficiente de dispersión < AvAv > se dan las gráficas 

·de estos coeficientes en la figura 4. 9 para el caso en que el 

campo eléctrico no se considera débil usando la aproximación 

numérica, observándose el mismo comportamiento cualitativo que 
' .. 

cuando E es débil. Los valores en magnitud de la gráfica del 
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coeficiente <Av> (fig.4.lO) son mas grandes debido a la .. 
propagación de los errores con respecto a los del caso cuando E 

es débil: sin embargo las gráficas que tienen más significado 

son las de los coeficientes D y < Av6v > (figuras. 4.1, 4.8 y 

4.9). 
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fig.4,9 Coeficiente de Dispersión y de Qifusión para la aprox. 
numérica considerando un campo E no débil. 
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CAPITll.0 V 

CONCLUSICHS. 

En e•te trabajo se ha propuesto un modelo sencillo para 

estudiar el transporte inducido por interacción de particulas con 

fluctuaciones eléctricas turbulentas. Se analizó el caso en que 

los campos fluctuantes actuan en dirección perpendicular a la ... ... ... 
dirección de variación K , es docir, K • E • o y la velocidad ... 
de las particulas se tomó normal a E • El modelo consiste en 

dividir al e1pacio de campos turbulentos en subregiones de 

fluctuaciones con las dimensiones de la longitud de correlación 

del campo turbulento , independientes entre si, y de forma 

circular. Asi se consideró el proceso de interacción de una 

particula con una componente de Fourier de la región de 

microturbulencia de frecuencia w y ndmero de onda k y se obtuvo 

la deflexión correspondiente. Posteriormente se obtuvo la 

probabilidad P(e,w,k,V) de deflexión para cualquier particula que 

incide sobre la región y se promedió •obre todos los modos de 

Fourier tomando un espectro dado E(w,k) para el campo, 

obteniendo una probabilidad P(e,V). Esta función se utilizó para 

encontrar los coeficientes de Fokker•Planck <6~> y <A~6~> que 

resultarian de considerar el efecto de mdltiples deflexiones de 

las particulas con 

•icroturbulencia. 

las diferentes subregiones de la 

El m6todo utilizado para estudiar al transporte inducido por 
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fluctuacionea en una región dominada por microcampos eléctricos 

que resultan de turbulencia cuasi-electrost6tica (en el sentido de 

que la componente magnética es despreciable), ea un método simple, 

v6lido sólo para fluctuaciones débiles (•• decir turbulencia 

débil), para que pueda utilizarse el procedimiento de Fokker

Planck. Esto se refleja en la hipótesi• que se hace sobre la 

maqnitud (que debe aer psquefia) del espectro E(c.>,k) que nos da 

la amplitud de los campoa en función de la frecuencia w y el 

nwaero de onda k. 

El modelo adem6s se caracteriza por considerar un proceso 

markoviano la interacción de la particula prueba con las 

su!lreqiones donde se presenta la fluctuación de los microcampos. 

Esto es lo que nos permite utilizar adem6a el esquema de Fokker

Planck para hallar los coeficientes de fricción din6mica < A~ > y 

de dispersión de particulaa <AVA~>. 

Se utilizan dos enfoques alternativos de an6lisis para calcular 

los coeficientes <AV> y <AVA~> • El primero de ellos calcula 

la función de distribución de probabilidad P(e,w,k,V
0

) como en 

teoria da probabilidades, es decir considera la fracción de 

particulas Ne que sale a un An911lo e respecto al total de 

particulas incidentes, y el aaqundo enfoque ( Aproximación de .. 
campo eléctrico E débil ) calcula la función de distribución de 

probabilidad P(e,w,k,V
0

) de una manera similar a como se calcula 

en teoria da dispersión al determinar la distribución de 

particulas dispersadas como P • i dY/ de • 
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La• funcione• de distribución P (e, V
0

) obtenidas mediante el 

priaer enfoque •e~alan un comportamiento que va de acuerdo con lo 

eeper•do cualitativamente y que tiene que ver con el hecho de que 

a velocidad•• grandes el efecto de la región de aicroturbulencia 

eobre lae particulas es muy débil. 

El eegundo enfoque produce loe aiemo• reeultados cualitativos 

para la• funcione• de distribución de probabilidad P(e,V
0
), 

ee~alando con eeto una primera prueba de coneietencia de los dos 

enfoque• • 

toe dos enfoquee alternativos de an6li•i• producen los mismos 

reeultadoe cualitativos [Y cuantitativos para el caso del 

coeficiente < 6~6~ > J para loe coeficiente• de Fokker-Planck 

<6~>, < 6~6~>, haciendo notar que en loe doe casos la fricción 

din6aica debe cumplir < 6v
1
> • O ( ya que ee tienen campos 

el•ctricoe tranevereales) lo cual no •• cwnple en nuestros cáculos 

debido a la• incertidumbres producidae en loe cálculos numéricos 

de loe programa• utilizadoe. Para cuando •• tenga una turbulencia 

electroaagn•tica ó totalmente electroet6tica (longitudinal) se 

debe tener que < 6v > • o. 

Para el caeo de campo• eléctrico• traneversale• donde ignoramos 

la componente magnética, la dependencia del coeficiente de 

diepereión < 6~6~ > con la velocidad V
0 

eet6 de acuerdo con lo 

••parado f ieicamente del proceeo de interacción de las particulas 

con la región de microturbulencia, ya que para velocidades 

pequeftae exiete mayor probabilidad de deflexión que a velocidades 
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grandes. 

Los coef icientea de tran•porte observable• tales como la 

ditusión de particulas (fl) y la conductividad t•rmica (X) son 

calculados utilizando loe do• enfoque•, a partir de los 

coeficientes < 6.v > y <6.V 6.V > Estos coeficientes se pueden • • • 
comparar con situaciones experimenta lee donde las frecuencias 

consideradas esten muy cercana• a la• frecuencias de corte del 

plasma que ea donde se cumple la aproximación cuasi-electrost6tica 

para la región de microturbulancia. Aún no se sabe de experimentos 

en ••o• regimenaa, por lo qua habria que considerar un modelo 

totalmente electrost6tico ó elactromagn•tico para poder hacer 

comparaciones con resultados experimentale• ya establecidos •. En 

nue•tro modelo resulta que u • • , puea el tipo da fluctuaciones 

considerado no H opone al movimiento longitudinal de la 

particula, fl y x resultan aer iguale• por no haber distinción 

entre coli•ionea de particula• (•ólo hay colisiones 

onda-particula). El trabajo en •1 rapre•enta una introducción al 

••tudio del transporta producido por la interacción de particulaa 

con fluctuacione• (sin interacciones resonantes ) a pequeña 

eacala da campos eléctrico• y electromagn•ticoa, referido 

comúnmente como transporte anómalo. 
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APENDICE A. 

DIAGRAMA DE FLUJO PARA El PROGRAMA INTERACCION. 

Declaración de constantes de normalización, 
de los intervalos para w, k Y. V y de los 
exponentes para el espectro de fluctuacio
ciones E. 

Se fija un valor 
para la velocidad 

v1 

Se determina'el rango 
de ángulos de disper
sión para la velocidad 
seleccionada V

1 

"º 

105 

1 



Se escribe a un archivo 
la probabilidad P(e,V

01
) 

Se integra la probabilidad 
P(eb , V

1
, k1) en k1 j• l, 

20 obteniendo P(e,V1) 

NO 

PROGRAMA 2. 

Se tija un valor 

para la frecuencia w 

se determina el valor 

para el espectro E 
para la k 1 , w, res

pectivas. 

Se integra la probabilidad 

Se fija un valor 

para el nWllero de 
de onda 
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se ejecuta 

PROGRAMA 3 



Se calcula la probabilidad 
P(e,V

1
,k1 w,¡ para cada 

intervalo del rango de Angules 

como N
8

/N siendo N el n~mero 

total de particulas incidente 

Se deteraina el n~ero de 

particulas Ne que sale en 
cada intervalo del rango de 
Angules e , utlizando el 
vector V(h) h•l, 500. 

"º 

Se fija el parAmetro 
Y

0
h de en~rada de la 

articula. 
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PROGRAMA 3. 

Se determina el punto de 
salida (X

0
,Y

0
) de la par

ticula de la región de 
•icroturbulencia. 

Se calcula el Angulo eh de 
salida (la desviación) de la 
particula y ae almacena en el 
vector V(h). 



APOOICE B. 

DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL PROGRAMA COLISION. 

Declaración de constantes de normalización, 
de los intervalos para w, k y v y de los 
exponentes para el espectro de fluctuacio
ciones E. 

se fija un valor 
para la velocidad 

v, 

Se determina el rango 
de ángulos de disper
sión para la velocidad 
seleccionada V

1 

NO 
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Se escribe a un archivo 
la probabilidad P(e,V01 l 

Se inteqra la probabilidad 
P(eh, V1 , k 1) en k 1 ja1, 

20 obteniendo P (e, V 
1 

) 

... 

PROGRAMA 2. 

Se fija un valor 

para la frecuencia w 

Se determina el valor 

para el espectro E 
para la k1 , w, res

pectivas. 

NO 

Se integra la probabilidad 

Se fija un valor 

para el nlblero de 
de onda k1• 
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se ejecuta 

PROGRAMA 3 



t 
(~ PROGRAMA 3. 

Se calcula la probabilidad P(ah,w,,kJ,V
1

) 

COlllO la pendiente entre dos puntos conse
cutivos de la malla formada por Y

0
h vs e• 

es decir como 

se fija un 6n9ul~ de salida 
eh de la particula de la región 
de aicroturbulencia. 
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H ejecuta 
PROGRAMA 4 



• 

PROGRAMA 4 

(s) 

Seleccionadas 

(e•'"'•' k 1 ,V1): 

se resuelve la ec(3.70) 
para la tan(e) encontrando 
la raiz Y

0
.de la ecuación. 

Se almacena en una matriz 

AMl(h,n) el valor de Y0 • 

donde n es el número de 

raiz que •• ha encontrado. 

NO 

( Y
00 

se varia de -1. a 1. ) 
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APENJICE C. 
DIAGRAMA DE BLOQUES PARA EL PROGRAMA INTEGRACION. 

Declaración de las constantes de 
normalización y del ancho del intervalo 
para la velocidad V

1
• 

Lee las probabilidades P(e,V
1

) que 
escribió el programa INTERACCIÓN. 

Multiplica la probabilidad P(e,V
1

) por 
tan(e) V~ y por tan2 (e)V~ para 
cada rango de ángulos. 

Integra las probabilidades tan(e)V~ P(e,V
1

) 

y tan(e)
1
V3 P(e 1v) en el Angulo para 

cada velocidad V
1 

i•l,20 obteni,ndose 

los coeficientes <6v> y < 6v6v >. 

Escribe a un archivo los coeficientes 
< 6v > y < 6v6v > como función ~e la 
velocidad normalizada v. 
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