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INTRODUCCION

1.1 Observaclones Aberrantes

El estudlo de las obsarvaciones aberrantes ha llamado mucho la atencién en las
dos dltimas décadas t. Esto se hace evidente por la extensa literatura acerca del tema.

Existe una gran variedad de nombres para identificar a dichas observaciones.
En espafic]l se les conoce como observaciones sberrantes, observaclones dlscordantes,
observaciones anormales, etc.; en inglés reciben los nombres de *outlier’, ‘contaminants’,
‘wilds’, ‘dirty data’, ‘sports’, ‘surprising values', ete. Por mencionar solamente algunoa
de los tantos nombres que se les han dado.

Del mismo modo, exiaten diversas definiciones de lo que es una observacién
aberrante. Hey autores que hacen distincién entre loa nombres y otros que no. Como
ejemplos tenemos:

Grubbs (1969) define:

Un ‘outlier’ ¢ una obaervatién que ertd marcxdamante datviada de lop
ottos mismbrov de la musstra en qne ss encuentra.

Bamett y Lewls {1978) usan el término de ‘outlier’ pero menclonan que serfa igual
liamarins discordentes o aberrantes. La definicién gue propenen ea:

Un ‘outller’ o1 una observacidn (o subconjunto de obrervacloner) que
parecen sor luconsistentes con el resto dol confanto de datos,

Box {1980) utilize los nombres de ‘outlier’ y ‘bad value' de iptal manera.

1 Baisacorlys (5389},



Beckman y Cook (1988) mencionan cerca de siete nombres para dichas observa-
- ciones, pero 88lo hacen distincidn entre 8, dando las signientes definiciones:

Obserncion dlscord ante. Er cnalqaler observaddén que le &2 Ineeparada
o l¢ purses discrepante al Investlgadot,

Contuminante.: Ep cualquler observactdn que no provlene de la dis-
tribucdsn Injcdal weamida pasa fa muestia.

*Qviller’,- En conjynto se refisre a cuslqulere ¢z las dos, contaminante
u observazidn discord ante.

Barnett (1988) comenta que el estudio de las observaciones aberrantes es un {rea
estadistica en Ia cual existe mucha confusidn en las definiciones de lce concepies bisicos
y siente necesario que hays alguna estandarizacibn. Apoys sus definiciones de aceerde 2
variis necasidades, mencionzndo que alfinal, serin s6losu propio puato de vista, Acepta
la definicién de que un ‘outlier’ es una observacién aberrante (o subconjunto de obser-
vaciones aberrantes) las cuales le parecen inconsistenies o dlscrepanies al investigador,
Menciona que el término ‘inconsistente’ implica al mence de wna manerz informal el uso
de an modelo nicial con respecto al cudl es inconsistente. En este sentido un ‘outlier’
es un valor extremo (o simplemente exiremo), pers no rscesirizments n exbremo es
un ‘outlier’. Si el ‘outlier’ es estadisticamente irratonable cuando se ha fijado como ua
extremo bijo el modelo inicial F, es un ‘outlier’ discordante. En un contexto de estudio
de ‘outliers’, s muestra puede conterer (pocaa) observaciones que no provengan de F,
sino de @, 2 cual pudiers ser un deslizamiento de F, o algena distribucién complets-
mente distinta de F. El deslisamiento puede ser en 13 localisacién o en 13 dispersidn,
pero G necesita tener tal forma que las observaciones de G puedan manifestarse como
extremos de la muestra (de este modo G no puede tener mencs dispersidn que F
con mna localiracién comidn). El nlmero de observaciones de G en la muestra puede
ser aleatorio o un nimero especifico que sea pequedio en relacin al tamafio de muestra.
A tales miembros de G, Barnett les llama contaminantes v observaciones discordantes,
wunque predere el primero pies el término de observacién discordante se puede confundir
con el de ‘outlier’ discordante. Aclara que un contaminante puede mostrarse como un
‘cutiier’ o no y : sn vez th ‘outlier’ pede ger un contaminante o no. Da un resumen de
st explicacion por medio del siguiente diagramaz, donde x denota waa obrervacign 4o ©
¥ » un3 observacion de G.

s Es un ‘outlier® gie no es un conptaminanie. Posiblemente sea ur ‘outlier’ discor-
dante.

-3 -



B. Es un contarninxnte y posiblemente un ‘outlier® discordunte.
(. Un conteminanie que no ee “outlier’.
D. Un axtremo gue no e ‘outliar’,

Balasoorys {1955 uas log $érminon de *outlier’; ‘unusual observations’ y ‘spurious
obezrvations’ indistintamente.

En ol presents trabajo se hars distincién solsmente entre observacién sberrante y
‘outlier’, El primer término englobard todos los nombres y deflniciones anterfores ¥ per
‘outlier’ denoturemnos o aquielias observaciones aberrantes qus seun extremas, pues como
mencions Barnett (1983} puede haber observaciones sberrantes que no sean extremos.

1.2 Povormena Histdrieo

Allgual que existen distintes nombres y distintas definlclones aceres de 1as obser-
vaciones aberrantes, » través def tiempo se han tomado distintes actitudes hacis ellas.
Actituden para su detecelén y tratamiento.

Lua primeras discuziones fueron hechas por Bernoulli {1777) quien menciena que
no se debe rechazar una obesrvecién wblo por ser grande. Sus comentarios Indican que
Ia préctica de deshechar observacionss aberrarics éra muy comdn durante los 200 afios
aatetiorea 3. :

Bessel (1346) argumenta que una observacién no puede ser rechazada sélo por
su valor grande y que pecasariaments todes las observaciones deben ser incluldas con el
mismo peso a contribuir en ef resultado.

E! primer criterio propussto para rechazar observaclones sberruntes fud dado por
of sastrénomo Pelece (1852). Jurgando algunos comentarios de Pelrce, nos dzmos cuenta
que e recharar observaciones aberrantes fué todavia muy comdn 75 aios después de
Bernoulli %,

Tres afice mfs tarde Gould (1855) aporta unas tablas como ayuda en ¢l yzo del
critedio de Peirce.

Chauvenst {1863) reprodujo of criterio de Peirce pevo basado en un sigutiento
més simple. Su razonamiento fué ef siguiente: Si 9(x) denota Ia probabilided de que wn
ervor ses mayor Igual que 2,

uontes of Rdmare o errerse iyer o Freal & a4 Fueden

tarorablesents separnis an 1 obsarvaclose ae {2}, Por do tasts, 0l
snconirimss 2 tal oo nB{x) = 1/2, culquisr ervor ms qraads que
% Aendrs mayor probabilidad ea ru contra gno A faver o &L y pasde,
por I taata, wer tochanade.

2 Bachwee y Gosk (EM0).
Backman y Cook (asdd).



Otra propueata para un rechazo cabal de observaciones aberrantes fué hecha por
Stone (1868). Encontro que ¢l uso del criterio de Peirce €ra problemdtico y express dudas
acerca de la exactitud de las matemsticas usadas. Stone también rechazs el método de
Chauvenet ya que lo encontraba bassdo en un ‘prineipio erréneo’. Ragons que Chauvenet
al descarter uns observaci6n en 2 conjuntos de dutos Iguales, no tomeba en cuenta “el
ndmero promedio de obeervaciones que una persona toma con ervor”, &l cual llamo el
‘médulo de desculdo’. Es decir, un observador dado en una situscién mueatral dada
comete en promedio un esror en m observaciones tomadas, Se recharardn todas las
obgervaciones cuys probabllldad de ocurrencia sea menor que el médulo de desculdo. La
prueba es esencizimente dmilar a la de Chauvenet slendo idénticas st m = 2n.

La sparicién de reglas de rechazo no fué muy bien reclbids, pues se argumentaba
que todas las observaciones deberfan ser inclufdas en ef anglish,

Glaisher (1873,1874) fué tal ves el primero en publicar un procedimiento de pon-
derncifn, menclonando af respecto ‘parece ser que reemplazarg la necesidad de recharar
las obwervaciones aberrantes’. También fu€ el primero en sugerir que las observaciones
pueden provenir de problaciones diferentes.

E! misms método 1€ publicado per Edgemerth (1823} 10 afioz mas tarda.

Otros métodos baszdos en ponderaciones fueron hechos por Newcomb (1886).

Edgeworth creo tres modeles para ‘outliery’ usando métodos de Monte Carlo. Los
uttlizé en un estudio para comparar los métodos de Glaisher, Newcomb, Peirce y Stone.

Encontré que ¢l médulo de descuido de Stone éra legftimo. Reconoci6 los
diferentes modelos bajo los trabajos de Stone y Glaisher. Indic6 que el criterio de Chau-
venet y Pelrce eran muy pesimistas. Concluyendo asf, que Newcomb estaba por encima
de los otros.

Regresando & la hilsioria de las pruebas do rechazo ‘ad hoc' tales como las de
Chauvenet y Stone, tenemos & Wright (1884) que propuso un procedimiento basado
en ¢ rechaso de cuslquier observacién que diste de la media por ms de tres veces la
desviacién esténdar.

Goodwin (1818) propuso otro procedimiento en el que se rechara una observacién
aberrants en une muestra de tamaiio n ol ésta dista de la media de las n-1 observaciones
restantes cuatro veces la desviacién promedio de estas n — 1 observaciones.

La Investigacién continda hasta nuestros dfes desarrolléndose muy varlades y
sofistieados métodos ertadisticos pars au deteecifn y tratamiento.



1.3 Causas de los ‘outllers’

Al realizar el estudlo de un fenémeno » través de un conjunto de observaclones
se verd que 6stas varfzn, La variabilidad o dispersién en un conjunto de observasiones
puede provenir de muy diferentes fuentes.

Tres fuentea de verinbilidad en los registros son:

(i} Yarizbilidad inherente. Esta variabilldad no puede ser controlada, es propia del
fendmeno.

{if} Error de medicién. Es el ecror que se cotete en el uso de instruinentos de medicién
a4 como en ¢f redondeo de valores,

(iii) Error de ejecucién. Es cualquier discrepancia entre fo que sc intentaba hacer y
lo que realmente se hace. Por ejemplo, tener en lo muestra elementos de una
poblacién distinta & Ia pobiacién de interds. Con ciertas precauciones se puede
reducir la variabilidad.

1.4 Diferentes Intorcses y conslderaciones respecto de los ‘outliers’

Un ‘outlier’ es una observacién que no sc 2justs & lo que en un principio constituye
para nosotros un conjunto razonable de datos. Surgen dudas subjetives scerca de la
veracidad de eson valores extremos en relacién al conjunto de datos obtenido o acercadele
veracidad del modelo de probabllidad inicislinense propussto, que describe la generacién
de los datos.

Notemos |a importancis del supuesto de un modelo inicial, pues la actitud hacte
el conjunto de datos puede diferir amplismente con modelos diferentes. Por ejemplo,
vl suponemos que fos datos provienen de una distribucién Normal puede haber obser-
vaciones extremas que nos inquienten, las cuales no Hamarfan nuestra atencién en un
modeiv con colzs mie peradas, digamos una Log-Normal o una Ceuchy.

El propésito de tener métodos eatadlsticos para examinac ‘outiicrs’ o2, 2 grandes
rasgos, dar una forma de evaluer si nucstra declaracién subjetiva de Ja presencia de
‘outliers’ en un particular conjunto de datos tendrs implicaciones objetivas importantes
més adeianée ¢n ¢l andlisle de los datos.

La naturaleza de un ‘outlier’ puede ser aleatoria o determinfsta. Ez zleatorin

“cuando no sshamos las cangas que lo provecan, &s decir, que es inexplicable su presencia,
En cambio, es determinfsta cusndo sabemos por qué se encusndts ¢n ¢l conjunto de
datos. '

La naturaleza de un ‘outlier’ puede ser determinfata si su variabilided es causads

5=



por un error de medicién o un error de ejecucién conocido. Cuando esto sucede el remedlo
o3 claro: dichos valores deberdn ser removidos de e muesira o rvetuplasades (volviands
s tomar la observacién o corrigitndolz).

Ejemplos (Barnett y Lewls, 1978, 6-10):

1. En un estudio de probabilidad de temperaturas inferfores durante todos los
meses de invierno en las islas brit4nicas, se analitaron gran cantidad de datos de tem-
peraturas tomadas cada hora por varios afios y en varios sitios. Las temperaturas fueron
reglstradas en grados Farenheit. Entre los datos tomados en Wick, en el norte de Es-
coria, se encontraron las sigulentes temperaturas correapondientes de la tarde del 31 de
diciembre de 1960 a Is mafiana siguiente del 1 de encro de 1961:

(1) 43,43, 41, 41, 41,42, 43,68,58, 41,41

El primet 58 que coriesponde o o medis noche v el gegqundo a la 1.00 e.m. gon
valores sospechoson, pues estdn en coniraste con las otras observaciones. Sin embarge,
8¢ encontrd que eran raronables, pues eato se debfa a que a media noche el encargado del
meteorolégico cambid los registros de grados Farenheit a 1/10 de grados Centfgrados,
por lo que una ves realirada la correccién los valorea en grados Farenheit aparecen como
slgue:

(2) 43,43,41, 41,41, 42,43, 42,42, 39,39

Ahora, nétese que aunque no se soapeché de los dos uitimos registros en ei conjutiso
(1) eran vidores erréneos, pues en vez de ser 41 su valor éra 39,
2.- Hay situactones en las que los valores reglatrados son absolutamentes Imposi-
bles. En un ejerciclo estudiantil habfa que reportar el ndmero de veces que aparecfa el 6
en 10 lanramientos de un dado, el experimento ae realizé 10 veces. Un estudiante reportd
los siguientes resultados:
2,0,3,12,2,0,1,1,3

Claramente el velor 12 no es posible. Ademas pov ser § obiervaclones en ver da
10 podrfe ser que se hays omitido una coma y la secuencia de ndmeros quedarfa como
sigue:

2,0,3,1,2,2,0,1,1,3

Los ejemplos anteriores ilustran, cdmo en estos cagos ¢l proceaamicnto de ‘outliers’
no necesita un andlisis estadfstico.

B vires slbiiacions, 3¢ sozpochard de alounala) ohservacion(es), pero no se podrd
dar uns explicacién tangible del por qué de su valor. En tal contexto os querrd prober
de alguna forma of verdaderamente esas observaclones que & ‘ojo’ nos parecen aberrantes
1o son ciertamente.

Es claro que ¢n un conjunto de detos elempre tendremos valores extremos. Lo
importante no es que sean extremos, sino gue no deban serlo de acuerdo al modelo
adoptade.

.



Esto nos puede sugerir también, quela distribucién asumida puede ser incorrectay
sea mejor adoptar otre raspecto de Ia cual ef conjunto de datos (incluyendo fos ‘outliers’)
aparesca COImo una muestrs aleatoria sin problemss.

3.- Supongamoa que s siguiente muestra aleatoria fué obtenida de alguna variable
de interéa:

1.74,1.46,—1.28, —0.02, -0,04£,0.02, 3.89, 1.35, ~0.10,1.71

Deseamos estimar ef ‘centro’ de la poblacibn, Inicialmente ge supone que la
poblacién puede ser Normal, N(4,1). EI valor 3.89 que bajo lz distribucién Normal
supuesta 8 extremo, nos puede hacer gozpethar del supuesto de Normalidad. De hecho,
los datos fueron generadss como una muestra aleatoria de una distribucién Cauchy, con
tuncién de densidad 1

Ja)= g )

En este caso s media muesteal no ce consistente y habrfamos hecho un uso muy
pobre de nuestros datos.

Como hemos visto 1a prueba de discordancla juega solamente un papel Inicial en
¢l andlisis de dutos, puss deapuéa nos interese ver qué se puede hacer con log ‘outhers'.
La accién dependers de nueatros intercses en Ia situacién prictica. Algunas posivliidades
como ya vimos son: rechazarjo (o reemplazario) y continuer con el resto de los datos (o los
datos modificados) manteniendo el modelo inicial; modificar el modelo para incorporar
los ‘outliers’ de forme que ya no lo sean; acomodarios, es decir, que entren al anélisis pero
con un peso menor al resto de laa observaciones; concentrar la atencién en los ‘outliers’
como una forma de identificar facteres desconocidos de importancla préctica.

4.- Supongamos que as observaciones 1,01 y ~1.40 son ‘outliers’ superior e inferior

respectivamente, en el siguiente conjunto de 15 residusies de obsetvaciones del semi-
didmetro vertical de Venus,

-0.30 -0.24 -1.40 +0.18

-0.44 +0.06 -0.22 +0.39

+1.01 +40.83 -0.05 4+0.10

+0.48 -013 +0.20

Se puede escoger rechazar lus observationes y continuar el eatudio. con ¢l reato
del conjunto de datos. Pero claro, no podemos eatar seguros de que esta accidn sea la
més adecuada. Tsl vez un modelo no-Normal, mis sofisticado nos permita incorporar
las observaciones en una faceta no-aberrante.

Si 5e opta por rechazar Jos ‘outliers’ es recomendable reportarios sfempre en el
eatudio, Kruskal (1960).

E! recharo de ‘outliers’ cusndo su naturalezs no es determinfstica tiene conse-
cuencias estadfaticas en el estudio futuro delos datos, pues s trabajard con una muestra
reducida. No serf una muestra aleatoris, sino una muestra censuradn. El hecho de

-7-



reem plasas Jos valores rechasados poralgdn equivalente astidistico {por ejemplo, simu-
lando lus observacioncs con fx distribacidn wsamida para la muesira) tiene consecuencias
similiares.

Pero 1o necesariamente tenemos que empararel estadio con sna pruebs de discor-
dancia. Se preden wsar métodos robustos, en los cuiles nosesupone ninguna distribucisn
iniclal y por lo tanto no @ posidle una pruebs de discordancia,

Desde el panto de vista de los métodos robustes, se planean procedimicntos es-
tadisticos los cu dles 1o examinan directamente los *ontlien’, sino que busca acomodarios
déndoles ara menor induencia en elestedio futuro, locuales menoe dristico que rechamar
completamente los valares, serd 1n rechazo parcial.

La signiente fzan presents, de una forma simplificads, un diagrams restmen de
1a sexcion.

FUENTE DE HATURALEZA DEL TRATAHLENTO ACCION

VARIACTIOH 'OUTLIER’
1rard vet ceastadar
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thasadas on da hi~
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. CAPITULO 2

METODOS BAYESIANOS

2.1 Intreduccidn

Loa métodoa estadfaticos lamados Bayesianos deben su nombre al uso intengo que
hacen del resultado —de la teorfa matemética de la probabilidad- conocido como teorema
de Bayes.

En este enfoque se acepts de manera natural la interpretacién de la probebilided
personal 1.

Se trata a los parimetros involucrados como variables aleatorias, aunque sean
fijos y desconocidos. En otres palebras, # es un velor de una varizble aleatoriz © con
distribucién de probabilidad 7(6).

Brumat (1077) dezeribe los procedimientos bayesianos de la signiente manera :
*Las técnicas Bayesianas consisten en seleccionar una “opinién inicial” y una “evidencia”,
en la forma de una distribucién inicial y de una funcién de verosimilitud respectivamente,
y trabajando en ellas (usando teorems de Bayes) dar uns “opinién finad™ en ls forma de
otra distribucién de probabilidad.”

En efecto, ¢l uso de una distribucién inlcial, que representa el conocimiento que
se tiene acerca de los pardmetros desconocidus antes de disponer de los datos, juega
un papel importante en el anfiisis Bayesiamo. Tel distribucién puede ser usudu pern
representar un conocimiento iniciel o uns ignorancia relativa. El teorema que combina

1

Lagp patneanl corresponds & uns medida du I segurldad o cretocin que o} sujeto poane sobro la
ogurrescla dg un syento cor Buow +m cu conocimisnio, da aste modo, ¥R Kucaudo [nclerto pubde $anes curlguliar vstor
du probablildnd (dndw clerts evidoncls B) sntre coro y uao. El valor de s proosbilidad ardsrd drterminndo por b
conacimlento correspondiaats & 1a persoxx e= cuatida y In evidencls Su que dlapanga.

La ut-qutuldn onal du 1a probakilidad posss lua ventsles da otras interpritaciones y pretsade eliminas

""" cx 1 tems 22 posds comsulrsr Nernetd (3078), de Flnatil (19781, Delroot (19701,

s desveaialic. Dara ghoadsr o =S 12 posde

Yaluacia y Bubres (1308},

- -



la distribueidn inicial y los datos para formar la distribucién posterior, es precisamente
lo que s& conoce como ¢l teorema de Bayes,

3.2 ‘Tvoreina de Bayes

Supongmmos que & = (51,...,5) € un vector de n observaciones cuyn
distribucién de probabilldad p{z | 8) depende de los valores de los pardémetros 6 =
(6y,...,8,). Supongamos también que & tiene una distribucisn de probebilidad p(0).
Entonces,

plz | 9)p(8) = p(=,8) = 5(? | z)p(x)

Por lo que la distribucién condicional de & dzdes los datos v e

O ple ) = 2200

El denominador del lado derecho es simplemente la integral (suma) del numerador sobre
todos los posibles valores de 6. Aunque el valor de esta integral (suma) depende de
lon valores observados zy,23,...,25, no depende de 6 y puede ser tratada como una
constante cuando es vista como una funcién de 4. Asf,

{2 pl02) = cplz | )p(8)

En la expresién (1) {0 cquivelentemente (2)) p(4}, la cual nos habla de lo que se
conoce de ¢ antes de diaponer de Jos datos, ¢s llamada Ja distribucién Inicial de 8. De
igual forma, p(¢ | z), Ia cual nos habla de lo que se conoce de 4 dado el conocimiento de
los datos, es llamade la dlsteibuciOn posterior de & dado £ o distribuciss posiciior de 4,
£l valor ¢ es simplemente una constante do normalizaciin necesariz para asegurar que
la funcién p{¢ | z) integre (sume) une.

Enel Apéndice A se enuncia el teorema de Bayes en forma de eventos, de
variableg zlaatoriag discretss y de variables aleatorias continuas.
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2.3 Verosimilitud

Dados los datos z, p(z | ) en (1), puede verse no como una funcitn de z, sino de ¢.
Desde este punto de vista, sigulendo a Fisher {1922), p{z | 8} es Hamada la verosimilitud
de § dado z.

El teorcna de Bayes nos dice entonces que 1a distribucién de probabilidad para
4 posterior  los dntos = es proporcional al producto de la distribucién inicial de 8 y 1a
verosimilitud de 6 dado z. Eato es

distribucidn posterior « Verosimilitud x distribucion inicial

El sfmbolo de proporcionalidad « se usa pars indicar que el lado izquierdo es
igual al lado derecho, excepto posiblemente por una constante, cuyo valor depende de
los valores observados 21 ... Za, pero no depende de 6,

Ea verosimilitud juega un papel muy importante en la férmula de Bayes. Es la
funcién o través de In cusl, lon dates » modifican el conocimiento inicial de 4.

Otro punso Importante es que sl la verssimilultd ae puede factorizar en la forma
my(2,8)ma(z) donde 2 es una funcién de In muestry, el factor my{z) es sbsorbido en la
constante de normaliracién en el teorema de Buyes {(Demostraciones on el Apéndice A).

2.4 Pamiliss Conjugadas de Distribuciones

Akunque el teorema de Bayes puede usarse combinando cuslquier distribucién ini-
clal con cuslquier verosimilitud, es conveniente, especialmente psra que ¢} znflisia es
tadfstico se facilite, tomor formas eapeciales de Ia distribucién inicial de tal manere que
se simplifiquen los reaultados.

Para un modelo S (< | 8} podemos buscar una familia de distribuciones iniciales
de tal forma que 1a distribucién posterior pertenctca nla misma familia. Dicha familia ea
llamada cerrade bajo ef muesireo. La familia también se conoce como familia corjugada
PO Ia reizcion especial gus dehe aviatir entre esta familia de distribuciones del pardmetro
v le familia de distribuciones de {as observacioncs.

Sin embargo, para que tal forma de simplificacién sea til, [z famills conjugada de
distribuciones debe ser lo suficientemente rica pars que nos permita encontrar dentro de
la misma familia, en una gran variedad de situaciones, una distribucidn que represente
adecuadamente el conoctmiento inicial acerca de 4.
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Ahors, 8¢ enunciarén lss familias conjugadas para muestras de algunas distribu-
ciones en especial.

Comengaremos ton la distribucién Normal, en fa cual el valor de la precisitn o
equivalentemente, el valor de la varianza, es conocido.

Teorema.- Supongamos que #,...,2, €3 una muestrz sleatoria de una dis
trbucién Normel con media W desconocida y precisicién r (r > 0) conocida
Supongamos también que Ja distribucién inicial de W es una Normal con media py
precialén 7, tel que ~co < i < 00 y v > 0. Entonces ia distribucién posterior de ¥ duda
iz muestra s una distribucién Normal con madia p' y precisién r + nr, donde

;. Tpt-nr¥
r= r+nr

Demostracion,
Para ~o0 € w < oo, |a funcién de verosimilitud cumple

20z fw) x exp[-——zzZ(z; ~w)?

sin embargo, . .
Z(rt ~wf =nlo-3f + Y (n-2f
=1 =1

y como e ditimo término de eats ecuacién no depende de w podemos reescribir la
verosimilitud como

(3) J(CTYEN ]w)acxp[—%—(w—?)”]
La fucién de distribucién inicial de W satisface
) [{w) o expl~5(v = )]

¥ @af, in posierior de ¥ dada la muestrn serd proporcionzl 2! producto de las funciones

especlficadns en las relaciones (3) y {4). Pero como
rw—pP+ar(w~2)? = (r+nr){w -y + mr(E = )’
* r+nr

y ¥a que el término final no depende de w, puede ser incluido en In constante de propar-
clonalidad y obiener asf

(5) f(wf::,,...,:.,)(xexpj—r';m(w—u')gi

con 4 especificado en el enunciado del teorema. De (5) se sigue que la distribucidn
poaterior de ¥ ‘es Mormal con media 44 y precizién r 4 nr. »
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En las siguientes distribuciones s6lo ge enunclarén los teoremus y pata las de
mostraciones & si ge deses shondar en el tame, oo pueden consuller DoGract{1970),
DeGroot(1975) y Cox y Hinkley(1974).

Teorems.- Supongamos que zy,...,%q ¢3 una muestrs slentoria de una dis-
teibucién Normal con media m (~c0 < m < 00) conocida y precisién deaconocida W.
Supongamos también que Ia distribucién inicial de W' ez una Gama con pardmetros a y
B tal quea > 0y 8> 0. Entonces, la distribucién posterior de W dada la muestra es
uns Gama con pardmetros a + (nf2)y £, donde

B =p+

% :(zi -m)?
=1

Teoremn.- Supongemos que 2y,...,%, €2 una muestra saleatoria de unz dis
tribucién Exponencial con parfmetro W desconocido. Supongamos también, que la
distribucién inicial de W es une Gama con pardmetroscy ftal que @ > 0y g > 0.
Entonces, la distribucién posterior de W dads la muestra s una Game con prrfmetros
atnyf+ i A

Teoreme.- Supongamns que 2y,....7, o3 una (mestra alestoria de uns dis
tribucién Poisson con valor de la media W desconocido, Supongamos también que iz
distribucién Inicial de W es una Gama con pardmetrosay ftal que a > 0y > 0.
Entonces, Ia distribucion posterior de W dada la muestrs ea una Gama con parmetros
a+ i sy B4n

2.5 Distribuciones de Refervacla

Patn la aplicacién del teorema de Bayes se tequlere de una distribuclén Inicial de
. Como vimos anteriormente, dichs distribuctén representa el conocimiento del investi-
gador ? acerca del parémetro 6, antes de disponer de los datos. Sin embargo, podermos
tener situationes en 123 que no ¢ cuente con un conocimiento iniclal y en consecuen-
cis, necesitemos seieccionar uns disiiibiici§a iniciz! gue nos permita matamdticamente
obtener una distribuclén posterior que se base fuertemente en los datoa observados (lu
evidencia} y que influys por lo tento, lo menos posible, en la distribucién posterior. A
tal inicial se le conoce como distribucién inicial de referencis { ver por ejemplom, a
Bernardo, 1979; DeGroot, 1970}, Asf, emplear una inicial de referencle, en el sentido
préctico, nos kace estar libres de una dificultad tedrics.

2

Bl levoutlgador e ol injerenado o ol wiudlo, of 4ujeto cognoicente.
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También puede haber situaciones en las que se disponga de un conocimiento inicial
acerca del valor del parfmetro 8 y sin embargo no queramos usatlo. Esto puede deberse
a que 8¢ dezee hacer un reporte de los resultados (por pensarse que serd mas convincente,
por ejemplo} analizando los datos con una inicial de referencis, 3 decir, que nos refleje
#6lo lo que los datos “dicen”de 6. De esta maners, se deja que los resultados “hablen
por sf mismos”,

Surge el problema de c6mo elegir la distribucién inicial con esas caracterfsticas.
Histériesmente dicho problema es antigiio y hoy dfa es todavia materia de discusién.
En ¢l trabajo original de Bayes, se sugiere tentativamente, que en las situaciones donde
el conocimiento scerca de la naturaleza de la distribucién inicial fuers insuficiente, ésta
puede ser vista come una distribucién uniforme. Lo anterior se conoce como postulado
de Bayes. Existen muchas objeciones hacia este postulado (Box y Tiae ,1073).

Otra forma de resolver el problema es tomar la distribucién inicial de 8 como un
miembro de ls familia conjugada y hacer tender ios pardmetros de esta distribucién 2
valores tales que no bengan ninguna influencia en Ja distribucién posterior.

3.6 Pactor do Bayes

Para contrastar dos hip6tesis ez conveniente considerar el cociente de momioa de
una hipbtesis, H, y de otra hip6tesis, Hy. Aquf discutirernos el concepto de cociente de
momios. Un cociente de probabilidades posteriores esigual al producto de un coclente de
probabilidades iniciales y un cociente de verosimilitudes. Es decir, el teorema de Bayes
puede escribirse como:

Cociente de _  Cociente de Cociente de
momios posteriores ~ momios iniciales verosimilitudes
Esto es,

o flaly) _ sl
Héalw) ~ f(5) fly] %
D a0l se tiene que el cociente de verosimilitudes 6 Factor de Bayes es:

Cociente de momyoa posteriorcs

Factor = Cociente de momios inicicles
_ L6 | y) J(62)
(7) Factor = oo 70
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8i el Factor es mayor a 1, se considers que b muesira apoys mis fa hipttesis
Hy [# = 1) que 12 hipbtesis Ha (# = #2). Si el Pactor e menor 2 1 se considers lo
contrario. Ba Bstadfstica clisica se puede determinar una regidn de rechaso en términce
del cociente de verosimilitades. Esta region de rechazo, ha cual es una regién de valores
del cociente de verceimilitades para los cuales ¥ serf rechasada en favor de Hy, es de
la forma

Cociente de verosimilitudes < ¢

donde ¢ es alguna constante. 8i¢ es conocida y el cociente de las verosimilitudes es cono-
cido, se pueden comparar éslow pars szeptar o rechasar 4. As{, ¢ debe ser especificads.
En Estadistlca clisica ce considera 13 signiente tabla de pesidles errotes en proebas de
hipStesia

R, verdad A, falsa

HO HR
fAceptar H, ERKOR 1

Rechazar L B

Usualmente se consideran las hipétesis de tal forma que cometer el error tipo | sea
mia serio que cometer el error tipo [l De ests manera se especifica que la probabilidad
de cometer el error tipo I no sez més grande quea {pequefs). La constante ¢ es entonces
determinada como:

Plerror tipo I} = P{rechasar | H, & verdadenn) < a
v que la region de rechaso e de la forma:
Cociente de vercsimilitudes < ¢
¢ e5 entonces el valor mas grande ial qie:
P{Cociente de veroeimiiitudes <¢ |, e verdadero) <a

L: relacibn entre el Factor de Bayes y el Cociente de vercsimilitudes clésico
proviene de las relaciones {6} y (7).

Eato siznifca que numéricamente los resultados serin ignales siel cociente de
momios inicizles es ignal 2 1. Esto podria ser pensado como ui estads de informacin
inicial diuso, y2 que ninguna hipbiesis es favorecida. Sielcociente de momics inicizles es
diferente de 1, ¢! Facior de Bayes diferird del Coclente de Verceimilitvdes Clisico.De aquf
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que la inferencia Buyesiana y Clésica no necesariamente gean numéricamente igusles,
Algunos resultados pudieran ser similares numéricamente, pero en términos de
interpretacién serdn diferentes.
Algunas referencies scercs del tems son: Mood y Graybill {1963} y Winkler
{1972}
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CAPITULO 3

R Vg

FAMILIA EXPONENCIAL

En este capftulo se presentan algunos resultados de la Familia Exponencial que
serin utilizados en los capftulos siguiantes.

3.1 Defcliin

Sea {{(z]¢);¢ € O} una familia de funclones de densidad, donde 0 es el conjunto
de intervalos = {§: 4 <8 < 0}, ¥ ¥ n son constantes conocidas y

) J(716) = exp[$(6)t(z) + GO} + H(z)] a<z <),
=0 enotrolado

Una funcién de densidad de la forma (1) se dice que es un miembro de la Fomilis
Ezponencial
St ademis:

i) 6y bnodependende fy v<8 <,
ii) #{¢) es una funcién continus no trivial de fcon 7 <8 <y,
it} #(z) % Gy H{z) son funciones continuas de s pars g <5 <4,

se dice que f{z | §) es un miembro regular de la fomilia ezponencial de funclones
de densidad del tipo continuo.

Para un miembro regular de s familia exponencial de funciores del tipo discreto
la condicién iil) se enuncia:
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ili) t{=) ta una funcibn no driviside z paraa <z <h

Cunndo & es un vector de dlmensién £, eatonces ne dice que f{z | 8} pertenece a

la tamilla exponencial k-parametral, o blen, que ¢s un miembro de la familia exponenclal
con k pardmetros al

13
J{z]0) = exp LZ $i(0M(z) + GO} + Hiz)

8.3 Resultados de Interds

3.2.1) 51 z1,...,za t2 une muestre aleatoriz de tamalie 5, de una distribucién
de Is forma (1), entonces ¥ = Tk 85} es una estadfstica suficiente para 4.
Demovtracidn.

Ls funcién de diskribuclén confunte de

LGT L1yueny T €O

exp [é(&)?::t(:;)-t-ﬂ(ﬂhiﬁ{:d] parsa <z <by<i<ni=1,...,n
=31 =1

0 en otro caso
1s cual podemon eseribir como ef producto de dos funciones no negatives

oxp [é(ﬁ)t {2} + nG{ 6)] {E H{z }
&t =1

y de acuerdo con el teorema de factorizacién, ¥ = Y"1, ¢{z)) ea una estadifatics
ouficiente pars ol pardmetro 6. =

8.2,3) St f(z]6) 3 un mismbre rogular de ja familie exponcacial se tiene que
3221 B{t(z){6) = M(8)

Demostracidn.

Por definicién de funci6n de densidad de probabilidad tenemos

&
JRGEES
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/. ’ e [6(0)l) + CL0) + H{e)]ds = 1

derivando respecto & & tenemos

aa? [ [ °wpls*(f?)i(z) +G(6) + A(z)) .1,,} =0

@ = / B10) + G(0)) exp $(0)4(2) + C(0) + H{e}}do =0

1]
= ¢ /‘ #(z)f(z | 0)dz + G'(4) ,/. Flz] o)z =0
= #OE(t)|0)+ G0 =0
-G'(e

==$E(‘9 Fue L

3222 Var(t{z) | 6) = 53
Demostracidn,

Derivando (2) respecto & 4 se tiene
[ o6+ 0 + atorier 0] exllelia) + 66) + Aol =

= / [ O + 242 @) () + 0] + )e"(0) + @) £l | 014z =0

= [WOFE(*(z)]0)+{28(0)0°(0) + $" (O E (=) | 0) + (@O + &*() = 0
sustituyendo E{t(s) | §) por -m%?

[P U ) Te 1))
== [Atln\!?n 14 a \ | ) 'l"ll') _é - +G"(ﬂ) =0

multiplicando por m y despejando obtenemos:

- 4] - e

SOVG{6) - G ()6

= E{t*(z)]8) - ~EB iz)|8) = Pal
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(3)

{4

L GIDEE

8.3.3) Para una funcién de densidad f(z | 8} de la forma (1), se tiene que ja
familia conjugads para la distribucién iniclal de § en

P(6) x explag(8) + BG(0)]

3.3.4) St 5| 8 es un miembro de 1= familla exponenciad y 1a distribucién inicial de
£ s de Ia forma (3), entonces lu distribucién poaterior de # es unimodal,

Demostracisn.

PO} ) e {m) [a+ ;:«z.)} o +ﬂ)c(a)}

Q(exp{é(ﬂ);‘(z. +n[(1+ ) (0)+—-¢(5)]}

Encontrar Is moda posterior, es cquivalente o cncontmr Is ecuecidn de méxima
verosimilitud purs n obzervaciones de ja famills exponencial

e {m):{,) + [(1 + é) a0+ f{gs(a)] + H‘(:)}

donde H*(z) se escoge tal que la integral de ests funcién respecto & z sea igual &
Ia unidad. Por tanto, para demostrar que es unimodal tenemos que mostrar que
el estimador de dxima verosimilitud para una familia exponencial es winico.

Yo St

Sean 21,..., %, variebles alealorias independientes ¢ Idénticamenie distcibuldas
con densidad

exp {s{0)5{z) + ¢(8) + d{z}}
L= ecuncién de verosimilitud resulta ser

’(3)2_‘ (%) + nd

Lz segunda derivada del logaritmo de In verosimilitud valuado en § {solucién de
(4)) results ser negativa ya que es jgual a

) 2 ¥z} + ne(f)
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- [M"(é)mﬂ;"iﬂl + nc"(é)] [“-’%F

s on (4
e o2
De (4) tenemos M = —°—(7)- asf
___n[,m] Ia "(6)e(é —o;;l?a Bl 1
= =nfa(d)]* Var(b(z)) l 6o

Por lo que, excepto en canoz degeneradas, la salucifn de {£) a4 un mévimo local,
es decir, ¢l estimador de m&xima verosimilitud es dnico. =

8.3 Princlpales Miembros de la Pamilin Exponenclal con 1 pardmetro

3.3.1) Bernoulli
Jzi=0(1-0)1"% z=0,1

6)=1os (55
tz)=¢

G(8) = log{1-9)
H(z)=0

Familla Conjugnda para 6: Betala, 5)
Distribucién posterior de & Beto{a + Yoy 200 8+ 5 ~ Logmy %)
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§.3.3) Binomial

x
##) = log (;—_03*5)
Hr) =
G(#) = riog(t ~ ¢)

Hi{z)=log (;)

Familta Conjugada pars & Beta{a, )
Distribucitn pesterior de 4: Beta{o +rn, § + T o)

flz18) = (')e'(l —8)% gm0l

3.3.3) Polsson

,{(xgﬂ}sﬂafé:ﬂ; r=0,1,2,...
9(6) = logis)
o) =2
G(ﬂ) =
H(z) = log{1/l)
Pamilis Conjugada para #: Gama{w, £)
Distribucén posterior de £: Gama {e+ T 2B +n)

3.3.4) Exponencial

Izl =dexp(~02); -~m<z<om
#e) = -
Hz) =«
G(e) = og(o)
H(z) =0
Frmflis Conjugade para : Gama(a, £)
Distribucléa posterior de 8: Gamafa + 5,6 + Dy, 71)



3.3.5) Normal(é,1)

[(:lv)n-\—/%;exp[v%(z-—ﬂ)’]; -0 <1<
$()=¢

Hz)=z

a) =

Hiz) =~ (%-Hog\/f;)

Familia Conjugada para 6: Normal(a, f)
Distribucién postesior de : Normal (“ 57 g+ n)

8.3.5) Norms!{0,9)

A% 1
MHz|8)= 3] o ~5022);  —o<r<»
()" ()
i(z)=3*
G(ﬂ):%log
(g} =0

A
2

Familis Conjugadn para 8: Gama{a, §)
Distribucién posterior de 8: Gama (o + 5,8+ 4 i, =F)

3.3.8) Gena(n, 0)
=l =ﬁ—_—l)-lexp(—8z); 0<z<oo

Y=z
G(6) =nlog8+lop{n~1)
B(z)=(n~1)logs

~95 =



Algunas 1eferencizs acerca del tema son: Bickel [19¢h), Cox y Hinkley {1974),
DeGroot (1976), Hartigan (19%), Hogg (1965}, Boopman-Darmois (1934, Lehman (199)
y Lindgren (1968).
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CAPITULO 4

T

UN METODO BAYESIANQG

4.1 Introduccita

Como ya comenté en el Capftulo 1, se hard la distinclén entre observacién
aberrants y ‘outller’.

E} tratamiento de ‘outliers’, ya sea desde un punto de vista clisice (Barnett y
Lewls, 1978, 20-28) o Bayesiano, consta béslcamente de los slgulentes pasos:

1~ La aplicacién de una prueba de ‘discordancia’  la{a) observacion{es) inds
soapechosa{s), que se basa en Ir zdpocién de un modelo inicial af cual
pertenceo Iz muestra.

2. En cazo de resultar efirmativa la prueba se procede 2 tomar una ‘accién’

contrs log ‘outliers’, que pueden ser, entre otras:

Incorporarios usando un nuevo modelo. Por ejemplo, "outliers’ en la dis-

tribucién Normal pueden ser incorporados enla muesira ¢n una nueva

faceta no sbervante, cambiando 12 dintribucién adoptada par una ¢ de Stu-

dent. (ver Capftulo 1)

- Modelarlos directamente, manteniendo et modelo inicial para el resto de

1ss observeciones. (ver Capftulo 1)

.

El incorporar ‘outliers’ medificando la distribucién edoptade pars la mueates por
otra que tenga colas mas pesadas, es una forma general de proteccisn contra los ‘outllars’,
Sin embargo, en sltunciones donde tengamon considerable informaci6n inlelsl scerce del
modelo que genera ‘busnes’ chservaciones o que geners ‘outliers’ puede ser preferible
modelarlos directamente. El método Bayesiano que nquf se presentard; propueato por
Pettit (1988} utitiza eate ditimo enfoque.
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4.3 Modelo béslco

Supongamos una muestra aleatorla = (z1,...,24) de una densidad unimodal
p{z | 8), donde ¢ es un parfmetro de localizacién desconocide, pero algunas observaciones
{sberrantes) pueden ser de una densidad diferente. Discutiremos In sltuacién donde s6lo
existe & lo mfs una observacibn aberrante descrita por una traslacién en la localiratién
del modelo, esto es, por p{z§ 8+ 6) con & > 0 en caso de tratarse de un ‘outlier’ superior
y § < 0 st es ‘outlier inferior,

Dsfinimon los sigulentes eventos:

Ap & 'La muestra contiene una observacion eberrante’
A7} = 'La observacién z; cs aberrante, lns otras no’
Ly = ‘La observacion 2 ¢5 la més grands en le muestra’,
Pers que uns obesrvacién sberrante sca un ‘outlier’ necesitamos que p(6}, la

especificacin inlcisl que contiene informacién acerca de Is magnitud de la traslacién que
produce la observacién aberrants, see tal que, para i =1,...,m,

1 Priay(i)nT)m0

¢3 decir, la componente p(5) deberd especificar que con probabilidad elta una observacién
sherrante serd un ‘outiier’.
De¢ este modo tenemas

Pr{Ay| z)= Pr(Ui= (i) )
=Y (PriAi}] 2))

=1
R
=Y Pl n L u (Al nTi| 2)]

=ZPr(A1(f)nL¢|z)+£:Pr(Al(i)n'E‘ I5)
= ;:Pr(Al(i) [ Lioz) Pr(L | ) + ;:;Pr (4i)nTi}z)

ol Is ecucién (1) se cumple tenemos que sl 2o = moz(x;) entonces p(L; | z) = 1 pann
Q=i y p(Li|z) =0 pars i #1°, Asf
{2) Pr{Ay | 2) s Pr{A:(i*)] )

-6 -



De manera simitiar puede hacerse pars un ‘outlier’ inferior,

Lo snterior nos Heva s considerar exclusivamente situaciones que contengan sola-
mente ‘outliers’ superiores o séloe ‘outliers inferiores, y que come ya vimos sean generados
por una inflacién en o} pardmetro de escala.

4.3 ‘Cutlers’ v Iz Medida de Iz Ordenada Predictiva

e

En unz muestra univatisda y unimedal hay un orden natural, el cusd se ha
usado en e} presente método pars modelar ‘outliers’. Parn extenderlo a otras situaciones
commo muestras multiveriedss, modelos lineales o muestras de distribuciones que no sean
unimodales, s# necesita un ‘principio de orden’, que nos Indique el grado en el cual un
subconjunto de datos parece sherrunte =n compuracién <on las obras observacionsy del
conjunto de detos. El principlo de orden adoptade por Pettit y Smith (1983, 1985) ¢s la
Medida de la Ordenads Predictiva (O.P.). Dads wna muestrn z = {z4,...,%a),
supengamos que ¢ modelo generador de ohesrvaciones no-aberrantes tiene la forma
p(z | 8), donda ¢ representa todos los parfmetron desconocidos. Denotemos por zs
fos elementos de x cuyos subfmdices estén en S C {1,...,n} y por 5(g) los clementos de
z euyos subfndices estfn en el complemento de . Entonces, definimoa

@ plzs | zia) = / plzs | ¥)pl¥ | 7))

como Ja ordenada de la densidad predictiva pare 55 dado (o).

Valores pequetioa de la ecuxcitn (3) indican que las observaciones t5 son sospe
choraz en relacin a z(g) ¥ ¢ la especificacién inicial para ¢. La medida de la Ordenada
Predictiva bien puede ser usada en uns s6la observacién, en pares, en tercias, etc. para
comparar su naturalezs zbherrante en relacién a las otras observaciones,

En algunas distribuciones las observagiones més sospechosan, con respecto  la
medids de 1s Ordenads Predictiva, deberdn eatar en las observaciones extremas ds ls
muestra. Asf, en un modelo en el cual hay exactamente on ‘guidies’, 2 observacidn mds
sospechosa serd el ‘outllier’,

Para atras distribucionss, I1as observiciones m4s sospechosas no tlenen por qué
eztar en loa extremos de ia muestra. Por ejemplo, si Ja distribucién es bimodal, una
observacién del centro de la muestra puede tener la rofoims Ordenada Predictiva

Si blen, no necesarinmente sucede que 12 observacién con mfnims Ordenada Pre-
dicsiva est€ en uno de Joa extremos de la muestrs, sfse cumpls, bajo ciertss condiciones,
para miembros regulares de Ia Femilia Exponencial, con un miembro de la {amilia con-
jugada correspondiente come distribucifn Inleial.

Fate resultado se muestra en ¢f Teorema de la siguiente seccidn.
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4.4 Teorema

Aunque of resuléado serf probado para una familiz conjugads, es vdlido pars
muchas obrae distribuciones iniciales. Esto puede checarse para uns distribucién inicial
on particular qus fuern de interés en una aplicscidn. {Petiit, 1088).

Teorema.- See 23, .. ., 8= una muestss alentoria de una diatribucién con densidad
(=] 0), la cuél es un mlembro regular de lo Pamilia Exponencial, e declr,

Hz18) = apfe()t(z) + GO} + H{z)] s<z<h <8<y
is familia conjugeds pars 2:
8} o exp [ap({8) + FG(6)}

Sen ¢(.) une funcibn mondtena y (.} un ncremento mon6tono y positive. En-
tonces
(s} Si f{z | 8) es unimodal con mods en (5,b), entonces p(= | 2(y) toma su
valor minimo en Ja més pequefia 6 en la més grende de las cbaervaciones.
(b} St f{x | ¢) toma su valor méximo en o (5} y es monédlone, entonces
#(zi | 2(5) toma su velor minimo en iz més grande (pequefia) de Jas ob-
servaciones.

Demosiracién.
Antes de pasar a {a demoatracién probaremos sf sigulente Lams:

Lema.- p(z: | 2} < p{5y | 23} 51 v w6lo o plm § &) < play | 6ij) donde
815 ea un valor dnico tad que p{b;; | 2(y) = p(fi | 2(y
Prueba,

%0, 3¢9 )
Hlzifrg) = meﬁ,
- Tpk%
P&y
multiplicando y dividiende por p(#} [15.; p{zs | 4) tenemos

mﬂg-:wk 9} plz
3 Tle=1 P(-’ﬂk}‘?%pizisi
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wgrupeado
_ [P(0) [Thxy s 9HP(9 2= P2 '9)]"1
b tu) 4¢3
como [Te., (26} 6) = p(z|8)
PO)P(=i | ) [Tepi plee { 8)1 [p(0)p(=10)7 7"
P(rm) ] [ o(z) }
uthiizando que [Ty, p{za | 4) = plz(y | 6) tenemos
ote 1 P O0Cz 190 [p(0)pz ]8)]
=1Ip(zi ] 8) Po) } [ ol ]

G GEIDY,
pldlz

Por lo que

p(z o) _ pl= | 0)p(8 | =)
Pz o)~ plziTo)e(d =)
Asf, para probar el Lems sélo debemos moatrar que 5.3 s tnico. Como

p{#] =y) & p{8)p(z(s) | )

o« exp [ad(8) + BG(8) exp #(6)t(ze) 4 (n ~ 1)G(8) + ; (Ik)]

Z;H (=)

=

* exp {m) [;:(n,)-r a] +{n+ 8~ 1)3(0) }
= eXp {ds(ﬂ) [a + ;t(zz)

donde

Ci =/exz> {¢(ﬂ) [a + Z;t(n)] +{n+8- 1)G(e)} de

por o que

+n+p- 1)G(e)} ¢

AEDNE GEN)!
Y



e {4(0) [a + Dy tlar)] + (n + 8- 1)G(0)) g
exp {¢(é) [a + Vst s(z.)] +(n+ g 1)a(é)} ¢

e

exp [é(é] [a-{-E,,,- t(:k)” g

oo [ [ Do al]] G
=P

xp {m] [a +§e(zg) -a —2;:(;,) } - %L

b

(@) i(z:) - a5)] = log(Cy/Ci)
ezt

$(8) = [t(=:) — tlz;)i ™ 1og{C,/C)
Como ¢{.) e2 monGtona creclente hay una iinica solucién a esta ecuacién y
por lo tanto 5 es dnica. o

Usando este Lema podemos ver que si etlquetamos las observaciones,
por conveniencla, de tal manera que 1 < ... < Z,, entonces podemcs saber sl
P(z1 | 2a)) < plza | 2(n)) 6 8 p(21 | 2()) > plza | 2(s)) comparando p(zi | dia} ¥
(2 | 51.). De eate modo, para probar el Teorema sélo debemos mostrar que p(z; | z(y),
para 1 £ 1 < 1, no puede ger menos qus p(x, { 5(1)) y al mlsmo tiempo ser monor que
#(%s | 5(a))-

Para ¢l inciso {b) del Teorema es Inmediato, ya que f(x | ) tome su valor méximo
en o (b) y por ser mondtona p(za | #) < p(zi | 8) (p(z:) | &) < plzi | ) parn
todo 8, en particular para ¢ = & (§ = f) y usando el Lema tenemos que
plza | 2a) < p(zi f20) (p(m1 | 2qy) < plzi | 2())-

Pars el inciso (a} usaremos «f resultade 2.2.4 del Capftulo 3, que nos dice:“Si
z | 6 e un miembro de fa Familia Exponencial y {s distribucién inicial de 8 pertenece a
Is familfa conjugads, entonces Ja distribuci6n posterior de § es unimodal ™,

__ Con esto tenemos que sl p(8] £() tiene moda en & entonces & debe estar entre
8; y 8; (Pettit, 1988).

Finalmente para probar ef Teorema debemon mostrar que fis < §y para que

entonces, por el hecho de que /{z | £) cs unimodal tengamos que

plzi ] 1) < plza | 8uu) = p(za | Bia) < plzc | Bin)

Ahors, ya que.é;; debe estar entre 6 y 5,- es suficlente mostrar que fy < f; < @i, para
que o6f 81 < Oy
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Como #; e mods de p{8] z(5)), es solucibn de (ver resultade 3.9.4 del
Capfiule 3)

#16) [a + ;t(n )] +{n+8~1G"8) =0

=3
¢ ~n+b-1)
GRS sy
por lo cual
¢'(51) ~{n+h—1)
GB) at Lap (@)
Pll) _ ~(ntp-1)
ledt] ) a4+ Eg* #{z)

#16) ‘m%ii-?l)j
(,"(0.) a4 ,,:“t E1Y
y como ¢(x) es un incremento monétono te tiene

$(0) | $0)  90)
AN

y por el resultado 3.3.3 del Capftulo 3, tenemos
E(t{z) | 6 ) < E{t{£}) } 4} < E(t(=) | &)
lo que nos implica que . )
By < Oy < b
por ser §(.) positivo. Quedando asf demestrado el Teorema. «

Por el uso ca I demostracién de un orden entre las & y las ég,— tenemos que la
distribucitn f{z | §) debe pertenccer 2 Ia Familia Exponcacial con 1 parfmetro, es decir,
@ no es un vector de pardémetros.

4.5 Observaciones

A lo lavgo del eapftulo hemos mencionado ciertas condiciones que deben darse
para que ¢l método propuesto por Pettit (1988) pueda ser utilizade. A continuatién
haremon un breve resdmen de esss condiciones:
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1.- Las observacionss sborrantes deben ser ‘outliers', lo que cquivele & pedir que las
observaciones aberrantes sean observaciones extremas . En el caso de tratarse
de un ‘outlier’ superior, es equivalente pedir que la ecuacién (2) se cumpla. Esta
condicién en Ia realidad puede ser muy fuerts, pudiendo ser més razonable el pedir
que esté entre las 2 6 3 més grandes.

Debemos tener suficiente informacidn inlclal acerca del modelo que geners ‘buenas’
observaciones y del que genera ‘outliers’. E| modelo generador de *outliers’ deber
ser Igual al modelo que genera ‘buenas’ observaciones, pero con una traslaclén en
su localizacidn, i

.~ 86lo podemos conalderer situaciones en las que tengamos sélo ‘outliers’ superiores
6 situaciones que contengan z6lo ‘outliers’ inferjores.

El modelo considerado f{z| 8}, debe ser un miembro de la Familia Exponencial
con I-pardmetro, donde @ es un pardmetro de localizacién,

| d
s

&
3

-
"

Si se cumplen lae condicloncs anteddores, o si 88 aproximaciones hechzs aon
razonsbles, usar el método es un camino muy 4til ya que es une forma de detectar
abservaciones sospechosan en muchoz contextos (Pettit, 1988).

Ademfs, =i nuestro conocimiento seeres del fendmeno nos lidica que las condi-
ciones anteriores se cumplen, el método es una buene forma de aprovechar dicho
conocimlento, en vez de deaperdiciario.

La ides general de que una observacidn aberrante es aquella generada por un
mecanismo diferente del que genera la mayorfa de lan observaciones, naf sola, sin més
elaboracién, no engloba la nocién de *distanciamiento™, que es lo que e entiende por el
término ‘outller’. Por ls forma del método aquf presentado, esta dificultad desaparece.

Ademds creemos que el método es muy versitil. Aquf se ha hecho su presentacin
bajo ciertez consideracioncs para facilitar su exposicién, pero se puede extender a muchos
otros cazos. Por ejemplo, se pueden contemplar situaciones en las que se tengan tanto
‘outliers” inferiorea como superiores.

En el capftulo siguiente mediante los ejemplos deaacrollados sa verd en una forma
més clars la utilidad de su aplicacién.

Por ditimo una observacién acerca de la medida de la Ordensde Predictive que
hace Geisnar (1080) ea que no o3 invaslante baju irsnsiormaciones,

1 Lns mits arsnaes ol 66 1733 do ‘outliers” auperiores ¥ Jas méa pequelas 31 oo de ‘outliens’ Inteslores,
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CAPITULO &

FEJEMPLGS

8.1 Distribucién Exponencial

5.1.1} Modelo Exponencial

Asumimos que en una muestra de tamafio n, |2 mayorfa de las observaciones tienen
una. distribucién Exponenclal con funcion de densidad f(z ) A) = Aexp(~Az), z > 0.
Consideremos la. distribucién inicial de A como una Gama con parfmetrosa y § {por ser
la Familla Conjugads). Utllizando el Teorema de la secclén 4.4 del Capftulo 4, vemos
que la mfnima Ordeneda Predictiva pars la distribucién debe estar en la observacién
més grande. De este modo, se zsumird que sélo unas pocas cbservaciones sherrantes
pueden tener una distribucién Exponencial con funcién de densidad

VI(ZIA)=§AUXP(—51\S) z>0,0<86<1

Notemos que bajo este modelo sélo son detectados ‘outliers’ superiores, Esto
eg debide a que en la distribucién exponencial las observaciones grandes son menos
“espersdas® que las observacionea chicas, en el sentido de que i z; < 2z entonces
Pr(zy ~t < X <2y +¢) > Pr{zz — ¢ < 25 +¢), y por esto es razonable que max z;
tenga la minima Ordenada Predictivs.

Rate ez ol modelo general que desarroliaremon, primero considerando ¢ conocida
y deapués discutiremos asigndndole una distribuci6n inicial.

6.1.3) ¢ Conocida
Pars In aplicacién del modelo tenemos que checar (ver Capfiulo 4) Ia aproxi-
macién del inclgo [2) secclén 4.2, Es decir, debemos tener que con probabilidad alta una
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observacién aberrante serd la mfs grandas en la muestra. Esta probabilidad es

'nil'(6+1
) 'I‘%n"+65

{Ver Apéndice B} Esta probabilided er igual & 1/npsra § = 1y ttende a la
unidad cuando § — 0.
Por conveniencia se asumiré quc los valores de la muestra zon 2y,..., 25 donde z,
ea | observacién méa grande.
Denotando por
Hy = '‘No hay “outliers’ en la muestra’

tenemos
J{A) o A%t exp{— ﬂ,\)
Sz} Ho 3} = A exp(—A .‘)
con lo cuel

F(M & Ho) o J(0)S (2] Hoy )

o M-l [—x (iﬁ +ﬂ)]

=1

introduciendo 1a constante de proporcionslidad se tiene

= T s 5]
J(2 |z Ha) E‘_I‘I(T—SL_‘ xp{ A '2_:1 +8

Asf, la distribucién posterior de A dedo que en la muestra no hay ‘outliers’ es una
Gama con parfmetros n+a y J iy % + 5.
De igual forms, denotando
H, = 'Hay un ‘outlier’ en la muestra’

tenemos
JAY o0 357V expl ~ 83}
-1
fe| Hyd) = M5 exp [—A (Z*‘ ”"‘)
i=1
Asf,

JO | & Hy) o 315 exp [-/\ (uit, + 6z +ﬁ)]
ze}

introduciendo la constante de proporcionalidad

( e R PR ﬁ)nw a-1
I e )= — T{n+a) ante=texp {—X(;u +61,+ﬂ)]
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Por lo que 12 distribucién posterior de A dado que en [a muestra hay un ‘outlier’,
s un Gama con PAr&REiros n+a ¥ S s & + 65, + . ;

=i

La probabilidad de que la muestre no contenga ‘outlion’ o

H{Ho,z) = [{a} Ho)J(Ho)

a ~{sta)
= {I‘(n«ra) (gh +ﬂ)

T:a probabilided de que la muestra contenge un "outlier’ ey

T8y g = fe By (i)
={!’\ fl Hh)‘ II(H’)

{{Ho)

li
l =1 ~{n4a)
= [r(nw)a (z y+ Gz, +ﬂ) }f(”x)

=4

Usando ef Flactor de Bayes para comparar el modelo en el cual la muestra no
contiene ‘outliers’ contra el de que contiene un ‘outlier’ o

Factor = M}HD £ —-}H?‘
1) ]

J{e | He
iy
P(n+o) (T 5 +4)"
(2} T(n +a)f (Em PR T ﬁ)—("w)

~{Bta) e {n-to}
=671 (}:t‘h‘?) (Za+5h+ﬂ)
t2=] 41

=5t { z.,(f,‘i)ﬁ]ﬂu

Stendo entonces el Facior de Bayes una funcion de s {0, & + ﬁ) . S hacemos
a,f — 0, representando un vago conocimiento iniclal, el Puctor de Bnyes seri uns
funcién de ln estadfstica de prushs clsics del cociente de verosimilivudes, x (T8, #) ™,
propuesta por Fisher en 1923 (Barnett, 1978). A continuacién veremos nigunos ejemplos
numéricos,



Ejemplo 1

Supongamos que ls distribucién exponencial de la que proviene la mayorfs de las
obacrvaciones de la muestrs ea f{z | A} = dexp(-Az). Elegimon ¢l valor de ) Igual
a 10. Generamos 09 observaciones de dichs distribucibn usando el paquete
STATGRAPHICS. Suponiendo una § = .1 para el ‘outlier’, generamos de igusl forma a
través de STATGRAPHICS, una observacién, siendo esta igual a 0.459.

Le mueatra de tamafio 100 ya ordenada s

0.001 0.001 0.001 0.003 0.000
0.008 0.007 0.007 0.009 0.009
0.010 0.010 0.011 0.012 0.012
0.014 0.017 0.017 0.018 0.018
0.024 0.026 0.027 0.027 0.027
0.028 0.028 0.029 0.031 0.031
0,032 0.032 0.036 0.037 0.038
0.039 0.939 0.040 0.042 0.043
0.048 0.048 0.050 0.053 0.053
0.063 0.064 0.064 0.064 0.068
0.066 0.067 0.068 0.069 0.071
0.072 0.074 0.077 0.078 0.083
0.087 0.088 0.088 0.089 0.096
0.008 0,008 0.101 0.102 0.105
0.111 0.114 0.118 0.128 0.129
0.130 0.131 0.132 0.134 0.140
0.144 0.148 0.162 0.179 0.203
0.208 0.239 0.250 0.261 0.262
0.271 0.280 0.293 0.209 0.305
0.329 0.334 0.368 0.398 0.459

Como elegimos A = 10, suponemos la distribuci6n Inicial de A como una Gama
cone =5y f§ =05, pues |a media de la distribucién serd preclanments o valor do ),
con uns varianza de 20.

El Factor de Bayes calculudo medisnte la ecuaclén (2) resulta ser:

Foctor = 0.132

S+bemos que el valer de este Factor es siempre meyor qua cero; apoyando la
hipdteate o st dicho valor es menor que uno. Siendo este apoyo més cluro conforme
tlende a cero. Es indiferente entre las dos hip6teals sl el valor es 1y 2poyn més lz
hipébesls Hy sl 25 mayor que uno (ver seccién 2.8 del Capfiulo 2).

E: eske caso, como ¢ valor del Factor de Beyes es menor que 1, nios apoya la
hipéteals de que ef valor 0,559 es un ‘outlier’ .
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Ejemplo 2

Utilitando los mismos parbmetros, pero ahora suponiendo § = .01 para el ‘out-
lier'la observacién generada a través del STATGRAPHICS resulta ser 3.978 y el Factor
de Bayes para este caso es:

Factor = 3.6 x 10711

Por tanto, como el Factor es cercano a cero nos apoya que el valor 3.978 ¢8 un
‘outlier’.

Vemos que en el segundo ejemplo es “més claro” el recharo de la hip 6tesis de que
‘no hay outlicrs’, ceto s¢ debe en parte & que la probabilidad de que una observazién
aberrante sea el més grande en la muestra e mayor con § = .01. La sigulente tabla
duds por Pettit(1988) muesira algunos valores de esta probabliidad (expresién (1)) para
distintos valores de n y 4.

Toble §
Velores de la ccuscidn (1) pars distintos valores den y 6.

n §
0.1 0.08 0.05 0.03 0.01

5 0.817 0.850 0.902 0.940 0.979
10 0.769 0.801 0.870 0.919 0.972
15 0.728 0.775 0.852 0.808 0.968
20 0.707 0.757 0.83¢ 0.500 0.965
30 0.678 0.732 0.822 0.889 0.961
40 0.659 0.716 0.810 0.881 0.958
50 0.644 0.702 0.801 0.875 0.966
75 0.618 0.680 0.786 0.864 0.962
100 0.600 0.664 0.773 0.857 0.950

Conslderemos shora ia posibilidad de tener dos ‘outliers’ superiores, za—t ¥ 2za.
Procediendo de igusl forma, denotamos
H; = ‘Hay dos ‘outliers’ en la muestrs’

At JOY 3 exp(=$3)
=3
2] HaN) = W5 exp [-x (E 4+ 8(n+ x,_l))]

=1
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Por io qus,

SO 2 Hr) 3+t e {wx (fa+ 5o + 201} +n)]

introdudendo ja constante de proporcionslidad

2

i

P KR40t
et (s + By )+ B s
= ( ‘ nra) - ) dted anp [“3 (

I

4 8 1n 4 2aet) +ﬁ)J

Slendo entonees una Gams con pardmetros s+ o ¥ Troy &+ 6(2n + £5.3)+ 8.
Lo que nos implica

HHz, 1) = (3| ;)] (Hs)

- w{n+a)
= [r(n+a)§’ (Z:u-ré(zuﬂmxﬁﬁ) J(#3)
£31

Adl, ¢} Factor de Bayes, que nos compara of moedelo de no ‘outliers’ con ¢l de dos
‘outliery’ es

A

e ~{n40) {wta)
Fector = §~ s+ 8 + 8zt -} + 8
{3 (2;! ) (?;t “ ! )

-3 I ¥ Hut - e
= § {1 + %4‘-::;:%(6 1)]
Y e5 d4 este modo uns funcidn de (2 + 2 {0y &+ )

En este caso ls prueba estadfstica cifsica correspondiente sl coclente de
verosimilitudes es {5, + #uy (Tbey )71

Bamett y Lewis {1978} y Kimber {1982) hacen notar que ests esindfaticn es su-
ceptible a elacton cigefinsos. Si 2, s muy grande, entonces el par % ¥ 2,1 pueden ser
declarados como ‘outliers’ sunque &,..; barezca ser un valor rezonsble,

Considerando la relaci6n existente entre ¢l Pastor de Bayes y ¢f cociente de
verosimilitudes, jhiabré un fenémeno similar que afecta lo Inferencia Bavesiana?

51 exinte, pero lo podemos resolver de In siguiente maners:

El Fuctor de Bayes del modele de un ‘outlier’ contra el de dos ‘outliers’ es

w1 \\'{ﬂﬂ) "y {na)
Factor = §~1 (Eﬂ+5h1'ﬁ) (Zn+5(k+‘u«x)+ﬁ)
=1 =i
o

=57 | 1 gt 5~1
[ =1 z«+5:a+ﬁ( )}
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Siendo una funcién de za-q{zy +... o+ Zaep + 820 + A1

Esto nos asegura que, si bien un valor grande de z, puede Hevarnos a tener poca
probabilidad para no ‘outlier’ contra dos ‘outliers’, &8 necesusio un valor grande de z4
para tener gran peas para dos ‘outliers’ contra un ‘outlier’.

De gual forma podemos tener que st blen un valor grqnde de 241 puede causarnos
gran peso pers no ‘outliers’ contra un ‘oullier’, tenemas poco peso pora no ‘outliers’
contra dos ‘outllers’,

Ejemplo 3

En la mucatra de los ejemplos anteriores supongames que el ltimo valor (%100
e 8.085, ¢! cual fué genernde con uns § = .01 por medio del paquete STATGRA PHICS.
En este ceso ¢ valor del Pactor de Bayes que nos compars ¢l twodelo de no ‘outliers’
contra el de dos ‘outliers(ecuacién {3)) o2

Factor = 7.4 x 109

QU POT BeT CEICANO & tero apoys !z hipdiesis de que hay dos ‘outiers’ en la muestra,
sunque la observactén zpe sea un valor razomable.

Utilizando el Factor de Bayes pars comparar el modelo de un‘outlier’ contra ef de
dos *outlier’ {ecuacién (4}), tenemos

Factor = 1,403

Este valor por ger mayor que 1 nos apoyn més In hipSiests de que eflo hay un
‘oublier’, ya que ¢l valor 0.398 es un valor razonable,

5.1.3) § Desconocida

Si § et deaconocide debemos eapecificar uns diatribucién conjunta inicial para
Ay 6. Sisetlenen n — 1 observaciones 5y,...,Za-1 de la distribucién Exponenclal
flz] A) = Aexp{-Az), @ > 0y una observacién, ., de fa distribucién Exponencial
g(# 12} = §A exp{~FAz), entonces la verosimilitud ex:

-1
A exp {~)¢ }: zi - A&z,;]

=1

Que en la forma general de la Familiax Exponenclal queds asf,
Bl
exp [-A E z; ~ Abzy + (5~ 1)logd ~Hog‘()\8)}

* Yo cual nos sugiere utilizar una conjugada iniclal como
#{2,8) o axp[=b) ~ehf +alog A + [log(A8)]
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donds Ia constante de proporcionalidad extd dada por ¢l inverso multiplicstivo de:
o0 P00
[ / expl=bA ~ A5 + alog A + /log(A6)}dbdA
i o
- / M2 exp{~64) { / # exp(-—m\&)d&} &
o o

Utllisando que Do) = [P s~ exp(~z)dz y que [o° £*~texp{~dz}dz =
Tla)/Ae [ver Hoel 1§ ,129) tenemon

= [o = A!rm{~u)%§g§}dx
I 4;5 ;PM
Y de esta forma la constante de proporcionslidad es
s + DE(e)!
La distribuci6n margina! iniciai para X e

AN exp{=b) ~ £16)d8
[ I” + lsf ‘d; P

A exp(~t3) [ 67 exp(-eA5)dS
= FrEOey P £ P

= r%t\'“’ exp(~ba)

Eata o8 una Gama con pardmelros 6 v 5.
La distribucion marginal inielal para & ca Siegel {ver Apéndice C} de Ia forms

a -t

pl8)=T{a+f+ 1) {r(a}r(f + 1)(6fe) |1+ (ofBl1H

La moda de p[6) estd en bffe(s + 1)1, In cual debe ser pequefia para asegurar
que con gran probubliided £ s 'outlicr’. Hastz aqul, hemos ignorado la restriccién
0 < & < 1. Puede incluires y unazse integrselén numérics pars determinar Jas conatantes;
sin embirgo, 5i la probabiildad inicisl para § > 1 es sullcientemente pequeiia enfonces
no se afectan serjamente log resultados, Estn probabilidad segun Pebtit{1988), eatd dada

por I{a, [ + 1) donde . R
P yd=t{1 .. g}*1?
Lig, k) = uﬁ—du
'(ﬂ ) J{) &

es la funcién Beis incompletay p = be™ J(8e3 +1}, Sibe~! ea pequefio, entonces
Ia probabilidsd seré pequeiia.
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Procediendo con el método tenemos, bajo Hy
A\d el L)Y 1] §
I ):.-Hmexp[-— — e +alogh + flog(\s)]

J{z] Ho, A, 6) = exp (—-A iz; + ntog,\)

=i
Con lo que f{},8 ] z, Ho) =

TR A 2
%ﬂww - Z_:lxi"}‘b :\‘C/\5+(ﬂ+0)log)\+ﬂ0[§(m)
De este modo: v ot
) 7o) = Ll (e o)

. MI{n+s
o) (Lhm 2 +8)
Bajo Hy tenemon
beelt
S 8) = ORI expf-bd — 2Ad + alog ) + flog{X8)]
A1

=1

[(;]Hl,,\,é)s:exp[-)u -)\6:,+(n-—l)iog/\+log()‘5)}

Asf, (2,6 ) 2. Hy) =
Uaxp{ \Z:.-Lh\ A={e+za)A + (n+a—~1)log) +(]+l)log(‘\6)}
Donde

el +b) z+ 7o )12
Tnta- 1L +2)

o (40Pt
I‘(o)( o+ b)-“q g4z 42

yed

Con lo que
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Slendo el Factor de Bayes que compara el modelo de no ‘outliers’ contra el de un
‘outlier’ igual &

Facor = Nz | o
£

1
s+a—-1
at+n-—1 Q:::xl“*‘b) (e+#a)12
t-+3
(3 > ST

Que podemos expresario como

) an-1 ( %, 2he-l (gqp, )/
{741 R im T4 E D
De nueve observamos que depende de los datos solamente a través de xp y de
E(‘.—.:l Fq.
Ejemplo 4

Ls sigulente tabla {Barnett y Lewls, 1978, p.80) contiene uns muestra de 13t
excesos en el ciclo de tiempo de un proceso de manufacturz.

Ect. X Frecuencia
1 i8
2 12
3 18
4 18
5 10
8 4
T 9
8 ]
9 2

is 7
11 6
12 7
13 2
14 1
15 3
21 3
3z 2
35 1
92 i

Como menclonan Barnett y Lewis (1978) es rasonable asumir una distribucién
Exponencial para los datos. Ls media de los datos ea ¥ = 8.44 y el valor 92 es declerado
como ‘outlier’.
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La distribueibn conjunts inicial para X v § se debe determinar sin tomar en cuenta
la muestra, pues ésta debe reflejar ef conocimisnto previo que se tiene de 1a muestra,
acerca del fendmeno en eatudio.

En este caso, pars ejemplificar suponemos que antes de tener la muestra ge habls
determinado para A una distribucién marginad inicial comeo una Gama con pardrnetros
a = 1.6by b = 10. Se escogieron dichos valores de los pardmetros pars que as la
media 1/} sea aproximadamente igual 2 6.44. (suponemos que no sabfamos de antemano
que ¥ = 6.44). El valor de & se escogi6 igual a 10 pars Lener poca varianga en la
distribuctén marginal Inlclal de A, Para escoger los ottos pardmetros observamos gue
tamblén necesttamos asequrarnos de que be™! y bffe({a+ 1)}~ sean pequeiios. Eacogiendo
e= 100y /= 1 tenemos que la moda para § es menor que .04 lo cusl noa asegurs {ver
la tabla 1 de Iz seccién anterior) con gran prebabilidad, que una observacién aberrante
gerd 1a més grande en la muesira.

Utilizando el Factor de Bayes para comparar el modele de no ‘outliers' contra el
de un ‘outhier' cusndo & es desconocide {ecuucién (5) ) tenemos:

Factor = (6008
GUe POT sat CATCAne & caro nos indica que, en efecto, el valor 92 es un ‘outlier’.

Ejemplo 5

Utilirando los miamos datos del ejemplo anterior, pere ahora se supondré una
distribucidn inicial de referencia para A y §, es decir haciendo ¢ ~ 0, b — 0,6 = 1
y ;7 — 0, para reflejur que no tenemos ningdn conocimiento inicial hacerea de dichos
parfmetros, tenemos que el Factor de Bayes para comparar el modelo de no ‘outliers’
contra el de un ‘outlier” utilizando la ecuncién (B), tenemon:

Facter = 001989

que por ser un valor cerca del cero concluimos, al igual que en el ejemplo anterior, que
el valor 92 s un *outlier'.
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5.2 Distribucidn Normal(0, 6)

5.1.1} Modelo Normal(0,4)

Asumimos qu2 en una muestra de tamafio n, fa mayorfa de las observaciones
tlenen una  dlstribuclén  Normal con  funclén de densldad Sz | §) =
(£} exp(-4827);  ~o0 < 2 < 0. Donde el pardmetro ¢ ea la precisién (6 = 1/0?,
con o7 la varfanra). Consideremos la distribucién inicial de 8 como unz Gama con
pardmetros ¢ y 8 {Famili= Conjugada). Utilizando el Teorema de la seccién 4.4 del
Capftulo 4, sabemos que la mfnima O.P. pars esta distribuci6n estd en la mds pequefia §
en la m4s grande observecién . A diferencia de la distribucién Exponencial, pueden ser
detectados ‘outliers’ superiores y ‘outliers’ inferiores. De este modo, asumimos que sélo
unas pocas observaciones aberrantes pueden tener una distribucién Normal con funcién
de densidad

AN 1 ]
as(z|8) = (-2:_-) exp(~-2-liﬁz"’) ~o<a<o, Ici<t

Haremos el desarrollo suponiendo primero que & es conoclda y posteriormente la
suponderemos desconocida

En este caso, como el modelo que genera observaciones aberrantes es descrito
por una dlsminucién en la precisién {o un incremento en la varianza) del modelo que
genera ‘buenas’ observaciones, para tener que una observacién aberrants soz un foullicd
cambiames en ol modelo bisicu {aeccidn 4.2 Capftulo 4] el evento

L = 'La observacidn z es la m4s grande en la muestra'.
Por e evento

L; = 'La obnervacién z; es la méa grande § la més pequeiia en {a muestra’.

5.2.3) § Conoclda

Hecha la aclaracién anterior, antea que nada, necesitamos ver que se satisfaga
{ver Capftulo 4) la aproximacién del inciso (2) secclén 4.2. Es decir, debemos tener
que con probabilidad alta una observacién sberrante serd una observacién extrema en
la muestra. Adecuando algunas de las condiciones dadas por Pettit y Smith (1985)
tenemos que una forma de checar que dicha aproximaclén se cumpla, es encontrar la
probabilidad de que una observacién aberrante exceda el valor esperado de la estadiatica
de orden max z; o que sea menor que ¢ mfn zq, i = 1,...,n ~ 1, es decir, calcular
ples < E(minz)) + plzs > E{maxzy)), donde z ~ N(0,8], 1=1,...,n~1y
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za ~ N(0,80), con 0 < & < 1. En Neave {1528, tzblz 2.4(2)} ancantramos los valores
de dichas esperanzas. Puscende izs probabilidadez correspondientes hemos construido
{a siguiente tabla para distintos valores de ny 6.

Tabla 2
Valores de p(z, < B(minz;)} + p(zn > E{mezz))

—m
EAN] 13 15 20 30 .
Al 0.620 0.568 0.526 0.498 0.464
04 0.764 0.734 0.710 0.684 0.654
01 0.880 0.864 0.852 0.840 0.820
0044 0.921 0.910 0.902 0.893 0.881

Construiremos |z Eatadfatics de prueba parz un ‘outlier’ superior. Para un ‘out-
lier” inferior es similar.
Para esto necesitamos que la mfnima O.P. esté en la observacién mis grande b
Por conveniencin vé astimirs que los valores de 12 muestra son zy,..., 5, donde
Zn €5 la observacién més grande.
' Denotando por
Hy = *No hay ‘outliers’ en la muesira’

{enemos
J(#) o 6" exp(~ )
g 1,
flz| Ho )= 5~ GXP("iaé"ﬂ?)
con lo que

1(01 2 Ho) o f(0)/(z] Ho,6)

o/ r-lexp [-—E (% Z;z,’ + ﬂ)}

introduciendo la constante de proporcionalidad

.-

s oy gyt "
f(”LHo)=L’—;m——)T’—* '=‘:“2:i @"”"”’exp[%(%;:Hﬂ)J

' Pars mabet o I O.F. toma tu walor, wialmo of 1 Ris granda & an le mis poquskl oldarviclén, 28
comparan P(Z1 {01n) v P(Tn | O1n) sossa f1p o0 ot anico vatocsat aue P(O1n | 2(1)) = P{f1a | Z(n)}-
Datrete orilisaads o Looa #6 1a asccién Gl posamc sowec 1t P2y z(1y) < p(zq :(.)] 6

izl 2y) > p(2a | 7(e))-
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Asf, la distribucién posterior de 6 dado que en ln muestra no hay ‘outhers' es una
Gama con parfmetros nf2+ a y $ 35, 73 + 4.
De igual forma, denotendo
H; = 'Hay un ‘outlier’ en la muestra’

tenemos
J{8) o 877 exp{-46)
fz| Bnd)= 0 ey (L9 (3 22 4 622
&L 11 é;' P z gz + Zy
Con lo cufl

=1

- 1 1
JO | o Hy) w /21512 ey {—9 (5 E ot + E&zz + ﬁ)

=1

Intreduciendo la constante de proporclonalidad
1™, 1
f8|lam)=Wexp [—0 (—2- E:c?_-}- Eﬁx?. +ﬁ)]
i=i

donde
(hrezt ez +aos3 4 p)" "

T(nf2+a)

W= en/ﬂ+a-l

Por lo que la distribucitn pesterior de § dado que en la muestra hay un ‘outlier’,
es un Gama con parfmetros nf2+a y § Thoy' 27 + 622 + 6.

La probabilidad de que !s muestra no contenga ‘outliers’ es

f(Bo,2) = [(z] Ho}S(Ho)

= [F(n/2+ ) (%i 748

~(nf2+a)
) J(Ho)

La probabilidad de qu- 12 muestra contengx vn *outlier’ ¢z
JHyg) = Mz 1) /(H})

1 el 1 —{(8/244)
= [r(n/2+a)a‘/’ (5 ; o + 5ozl + ﬂ) J(Hy)
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. Unando el Factor de Bayes para com:; .er el modelo en el cud!l la mueatrs no
contiene ‘outliers’ contra ¢! de que contiene un ‘outlier’ es

Factor = %‘-g%
1

P(nf2+a) (} Th, = 4 8) "/
e

Tlr/2+a)51f2 (} IS = + 021 + 5)

L& —(nf24a)} 1‘_1 (nf24-0)
=612 N 245 =S g p
B ML

RES (=]

(8)

= §-1? S§(5‘-1) }lﬁ-ﬁ:
d [H. Tim 3t A

Siendo entonces el Factor de Bayes una funcién de h22 (} T, 2F +4) "

Ejemplo

Generamos una muestrs de tamafio 50, en la cuél 40 observaciones provienen
de la distribucin Normal (0,8}, con & = 4, usilizando ¢l paqueic STATCRAPHICS.
Suponiendo § = 1/9 generamos el ‘outlier’ a través también de STATGRA PHICS, siende
dicha observacién igual a 94761,

La muestra de tamafio 50 ya ordensda es

-0.88860 -0.85425 -0.79704 -0.68094 -0.66406
-0.67351 -0.54071 -0.50007 -0.46269 -0.37590
-0.32434 -0.30085 -0.29328 -0.23316 -0.21997
-0.19261 -0.17235 -0.14733 -0.10873 -0.08786
-0.07065 -0.04864 -0.03306 -0.00229 0.00260
0.05074 0.06400 0.13259 0.13990 0.14024
0.15986 0.18919 0.27540 0.28613 0.20632
0.32301 0.37573 0.42309 1.43585 0.44940
0.45637 0.50994 0.52644 0.56759 0.58810
0.59047 0.65448 0.76122 0.85182 0.94761

L& distribucién incial de 6 la suponemos como una Gama con @ =8y f = 2, para
que 8af 1a media resulte ser 4. Con los datos anteriores tenemos que el Factor de Bayes
que nos compara ¢| modelo de no ‘outliers’ con el de un ‘outlier’ (ecuacion (6)) reaults

Factor = 452

Como este valor es menor que uno, nos apoya la hipétesis de que el valor 94761
es un ‘outlier’ (ver seccién 2.8 del Capttulo 2).
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¥jemplo 2

Suponiendo la misma muestra, pero shora utilizando una & = 1100 la observacién
generads a través del STATGRAPHICS resulta ser 4.3281. Pars estos datos el Factor
de Bayes resulta ser

Faclor = 4.8 x 10~1%

Asf, como sl Factor resulta ser cercano a cero nos estd apoyando el hecho de que
el valor 4.3281 es un ‘outlier’.

En este dltimo ejernplo es *més claro” ol apoyo de que &l valor més grande sea
un ‘outlier’, ya que el valor de 6 = 1f100 nos asegurs con gran probabilidad que una
observacién aberrante serd la més grande en I muestre. (Ver tabls 2).

Consideremos shorz I posibilidad de tener dos ‘outliers’ superiores, 2, ¥ Zu-1.
Denotamos
Hy = ‘Hay dos ‘outliers’ en |z muestra’
As{

J48) o 6274 exp(~p6)
Nzl H,0) (2) 59"?[“%”(?’?'4-5291’;4))}

Por lo que

/(al.-nﬂa)aa"/m-*aexp[ (zn\fm 022 +::3_,)+ﬁ)]

Introduciendo la constante de proporcionalidad

=chp[ ( Zx?+-5z2+z__,)+ﬂ)]

=1
donde

(§ Ticl o + §o{=d + 22 ) + 5)"/2“

Pinf2+a)}

Slendo entonces una Gamma con pardmetros nf2+a y b A7 28 + L6(22 +
Za1)t B

Con lo anterior tenemos que

J(Ha,z) = f(&‘”z) J(H3}

{F(n/c!-i-a K pzﬁ eIy

W= 9n/7+a-l

~(r{2+c)
) [(Ha)
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Par lo que el Factor de Bayes pars comparar ef modelo de no ‘outliers’ con of de
dos ‘outliers’ es

1 » R ~{a/24-c) p 2 1 p {%/34a)
Faclor= 8~ [ % 244 2y Sl bd )+
) (2; ‘ ) PO ’
22 +52,) #/ita
=5-l 1 ( R [t} -1
[ ¥ }:i«:l tr “WB( )

Siendo una Tuncibn de ${z3 + 22 J( Tiey 2F + A)). Esta estadisticn es ou-
ceptible 3 slecton engafiosos. 512y o8 muy grande, entonces el par 2, ¥ Ta-1 pueden ser
delesrados como ‘outliers’ aunque 2e.; no lo sen.

El Pactor de Bayes del modelo de un ‘outlier’ contra ¢l de dos ‘outliers’ es

(BT 22+ 48(eE + 5 y) + )

)\u/?+ﬂ)

)(N/N-a)
Fector = §=11%

®) ( FTEC s ok + B

= 4§ {1 + o F-1

af2to
b A+ bl £ 8

Siendo una funcién de ked _ (¥2f +.. 4 fed o + 6L 4 )L

Lo cual nos asegurs que, ei bien un valor grande de . puede llevarnos a tener
poca probabilidad para no *outlier’ contra dos ‘outliers’, es necesario un valor grande de
T~y para tener gran peso para dos ‘outliers’ contrs un ‘outlier’.

Ademdas, de igual forma podemos terer que 8f bien un valor grande de z4.; puede
CANAAIMON gTBR Pése para ne ‘outliers’ contra un ‘outlier’, tenemos poco peso pass ne
‘outliers’ contra dos ‘outliers’.

Ejemplo 3

Suponfendo los datos del ejemplo 2, tenemos que el Faclir de Bayes que pos
compara &l modelo de no ‘outliers’ con ¢l de dea *oudliers’ (ecuacion (7)) &3

Factor = 8.04 % 10™7

QUE POT B&F CALTRIO & Cero 008 upoys que los valores zgo = 4.3281 y 24 = 85182 son
ambos ‘outliers’, aunque éate ditimo no lo sex.

Ahors, utilizando o} Factor de Bayes pars comparar ef modelo de un ‘outlier’ con
¢l de dos ‘outliers’ {ecuacion (8)}, se tiene

Factor = 1,672081

que por ser mayor que 1 nos fndica que s6lo liay un ‘outlier” en la muesire, es decir, que
s6lo of valor 4.3281 eq ‘outlier’.

- 40 ~



5.£3) § Desconocide

81 & es desconocida debemos especificar una distribucién conjunta inicial para #
¥ 8. i ve tlenen n — 1 observaciones z;,..., 241 d¢ la distcibucién Normal [{z ] 8} =
(,"_)1/') exp(-}45%), ~o0 <z < ooy una observacibn, zs, de Ja distribucion Normal

oz 9 = (g_)!/‘l exp(—~ 46822}, entonces Ja verosimilitud en la forma generad de la
Familia Exponenciel es proporcional 2

=1
xp [—%a X - 200k 4 -(’if—llxogm Liog(ss)
=1 *

lo cual nos augiere utilizar uns conjugada inicia}k como
p{8,6) o 2xp b8 — e85 + alogd + flog(88)]
donde In constante de proporcionalidad esté dadn por
B [l + Tty

Ver secclén 3.1.8

L distribucién marginel inicisl pars § es uns Gams con parfmetrosa y by para
& e Siegel {ver Apéndice C).

La moda de p(6) esté en bf[efa + 1)}~1, la cudl debe ser pequefin para ssegurar
que con gran probabilidad 2, es ‘outlier’. Hasta aquf, ee ha ignorado la restriccién de
{ < § < 1. Puede incluirse y usurse integraclén numérica para determinar fas constantes;
sin embargo, #i la probabilidad inicial parz 6 > 1 es suficientemente pequefia entonces
no s¢ afectan neriamente Jos resultadaes. Esta probabilidad segun Pettil{1988), eatd dada

por [p(s, f + 1) donde
ok} = "!b"“l-u""d_
{9, )“/; oh ¥

es la funcién Beta incompleta y p= be! f(be~! +1). Sibe™! es pequetio entonces
la probabilidad sers pequelis,
Procediendo con &l métode tenemos, bajo Hyp

+
18.8) = ﬁgﬁ%—mm(-w ¢85 + o log + flog(65)]

1, "
f(}z’ Ho,ﬂ'é) X exp (*56&1}2 + -2'108'0)

Con Jo que f(6,5 | z, Ho) =

V exp {— (%trﬁ‘ +b) ¢~ 05+ (nf2+a)logf+ flog(&&)]

el
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Donde
ve Rt DA
nf24a)l{f+1
pAr(n[24 ¢)
Po) (k Dy f +8)™5%

Dt eave modo:

Hz| B} =

Bajo H, tenemos

+1
(8.5) = ?TE%‘TSTIT@‘ expl=bé ~ €95 + alog + { log(#6)]

L}

Jix] Hi,0.8)= exp {uéa IS %o:s:,i + i&%ﬁl logd + %103(05)}
[

AsE (9,8 | s ) =

{ ( f”ﬂ) e+-z?)05+ n/2+a~1/2)1089+(I+1/“)1°K(35)]

Donde wfAbamfi
g ) N S & e

U= Tin[Z+a~ 120 (] +3/2)

Con lo cual
I{/+3/2 el T(nf2+0 - 1/2)
H;
,(i! 1) (‘é—(T#) (%Ei:lx z‘?-}-b)ﬂ[ -2 (E"P' }31 !'M’!

Siendo entonces el Factor de Bayes que compata ef medely de no ‘sutliers’ contra
el de un ‘outlier’ igual 2

Ha Ho
&id

Facior =

( T{/ + Ul(n/2+ a) )(z:.-’mb)"“‘“‘/ (e 42ty

7+ 322+ e = 1] 2je ™ (e 7 #0)°

Que podemes expresarto como
{9

LS+ U n/2+s i 2 )nIZM'-'l{? (e+ ks3)r48
CP{f+3[20(nf24a-1/2 ‘( ;E,‘zxz?.}.b (&x?=x33+b)1]3
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Que depende ds los datos solaments 2 trsvéa de 23 y do T, 27,

Ejemplo 4

Los siguientes datos tomados de Rosner (1983}, corresponden 2 uns muestrs de
52 observaclones que se suponen de una distribucién Normal con medis cero y precisién
desconocida.

2377 <1447 -1.187 -0.977 -0.927
-6.887 -0.867 -0.787 -0.747 -0.697
-0.637 -0.637 -0.577 0567 -0.547
0477 -0.437 0427 -0.367 -0.357
-0.317 0.217 -0.187 -0.167 -0.137
-0.687 -0.037 0027 0.013 0.023

0.103 0.113 0,133 0.223 0.243

0.273 0.343 0.413 0.493 0.513

0.773 0.793 0.793 0.793 1.083

1.088 1173 1,463 1.653 2173

2613 3.883

El valor 3.883 es declarado como un ‘outiier’ por Rosner, Tenemos que la varianza
muestral, sin tomar en cuents 1a Gltims observacién es igual s 7962, siendo entonces la
procisién igual & 1.266. Asumimos que 8 tiene una distribucién marginal inicial Gama
con pardmetros o = 25.12 y b = 0.05. .

Como ademfs necesitamos que be™! y 5/]e{a + 1)~} sean pequefios escogemos
¢ =3y [ =3 teniendo con estos valores que In moda para § es menor que 002 lo cusl
porla tabla de s del prineipio de la seccibn 5.2.2 nos asegura que con probabilidad alta
una observacién aberrante sers a mé= grande en la muestra,

Utilizando el Factor de Bayes para comparar ¢l modelo de no ‘outliers’ contra of
de un ‘outlier’ cuando & es desconocida {ecuacién {9)) tenemos:

Factor = 32333 x 10~

lo cudl nos indics, por sar un valor cerca del cero, que, en efecto, el valor 3.883 es un
‘outfier’,

Ejeplo §

Utllizando los mismos datos del efemplo anterlor, pero shors sz supondrs una
distribucién inicial de referencia para 8 y 5, o8 decir haciendo g ~— 0, b —+ 0, & — |
y [ — 8, pata reflejar que no tenemos ningdn conocimiento infclal hacerca de dichos

2 La dintriboclds coojunsa Inkcind pary 0 y 6 14 See Golarmined 1% JOMAY wn CLUEBIS I3 eAUMSITA, Pum date
dabe rafelar ¢ conollmlanio mun 1 slene piavio & s mumbis, scorch del feadmano ea emrudic.
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parimetros, tenemos que el Factor d¢ Bayes para comparar ¢f modelo de no ‘outliers'
contra ¢ de un ‘outlier' utilizando la ecuaci6n {8), tenemos:

Factor = 7.5011x 16~3

que por ser un valor cerca del cero conlcuimos, al igual que en ejemplo anterior, que el
valor 3.883 es un ‘outlier’.



5.8 Distribucién Normal(é, 1)

5.3.1) Modelo Normal(é,1)

Asuminoa que en uns muestea de tamaito n, la mayorfa de 1as observaclones tienen
una distribucion Normal con tuncién de densided [{z } 8) = (£ M3 exp (~4(z -~ 0));
~0 < 2 < . Donde ¢l pardmetro ¢ s la media de Ia distribucién. Consideremos la
distribucién inicial de ¢ como una Normal con parfmetros o y 8 (Familiz Conjugada).
Utilizando el Teorema de la seccidn 4.4 del Capfiulo 4, sabemos que [a mfnima Ordenada
Predictiva para esta distribucibn est4 en 1o més pequefia 6 en In mds grande observacién.
En csta distribucién pueden ser detectados ‘outliers’ superiores y ‘ouiliers’ inferiores.
Supondremos que la Ordenada Predictiva toma su minlmo valor en la mds grande de las
observaciones ¥ v desarrclizremos el modelo para ‘outliers’ superiores. Para los inferiores
&5 similiar.

Asf, asumimos que s8lo unas pocas observaciones aberrantes pueden tener une
distribucién Normal con funcién de densidad

9s(z }8) = (%)llzcxp(—%(z~(9+6))’) -0 <€z<00, >0

Haremos el desarrollo suponiendo primero que & es conocida y posteriormente la
supondremos desconocida.

5.3.3) § Conoclda

Antes que nada, necesitamos ver que se satisfaga Is aproximacién del incizo {2)
seccidn 4.3, Es decir, debe cumplirse que con probabilidad alts una observacién aber-
rante sea ln més grande en la muestra. Adecuando sigunas de lns condiciones dadas
por Petiit y Smith (1985] tenemos que una forma. de checar que dichs aproximacién se
cumpla, e3 encontrar in prubabilidad ds que una obaervacién aberrante exceda el valor
esperado de 12 esiadfstica de orden max 2, es decir, caleuler p(zq > B{maxz:}}, donde
o~ N(B,1), (=1...,n-11y 2.~ N{6+6,1}, con § > 0. En Neave {1928,
tabla 2.4(2)) cncontramos los velores de dichas esperanzas. Buscando las probebilidades
correspondientes se ha construldo s siguiente tahia para distintos valores de §, cuando
{e precislén es igual & 1.

s

Puz sabe sl l- Qrdesada Pradicilve toma su valor minlEo on I a8 gisada § 2 i m
evsarvacisn, ss comparan D21 | B1a) v p(Za | Gin) socte fiu o o aoico vater vt qwo P(01n | 201y =

Plhin | 5(ay: Dupuia uattinsaro o Lema 4 ta saccion dud godsascs eavee 0t P{T1 | () < plza | 5gay)
sup{z | 20)) > plzs | 2y )-
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Fubla 3
Valores de p{zy > E{mazz;))

E\ n 10 15 20 30 60

3 0.935 0.503 0.876 0.834 0.77¢
35 0.978 0.964 8.951 0.929 0.806
4 0.99¢ 0.989 0.984 0.976 0.96¢
& 0.998 0.998 0.999 0.998 0,937

Por conveniencia se asumird que los valores de la muestra son 1),..., 1, donde
2g @ |2 observacidn mis grande.
Denotande por
Hy = ‘No hay ‘outliers’ en Ia muestra’
tenemos

J{6) « exp [—g(a - 9)’]

/(2] Ba.8) o exp [ =50 ~ 2]

con lo que
J(@} z Ho} x S(8)f{z] Hob)

X exp {_i‘i:_;_ﬂ(g_ w)ﬁ}
donde
. Batny
Ry

Asf, 1s distribucién posterior de § dado que en ls muestra no hay *outliers’ ez una
Normal con mediz a' y preciaién 5 + .

No introduciremos las constantes de proporcionalided pus so factores comunes
en todas las distribucionss que obtengamos y ne alectan por la tanto en el Factor de
Bayes.

De igual forma, denotando

H, = ‘Hay un ‘outlier’ en i3 muesira’

tenemon -

5(68) o exp |~ (o~ 0

fz| B, 6) « exp -;-(9*(’2-»6/7;))3}
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con Jo cudl
g3 e [~ s
donde " e Bat+nZ-~6
¥ B4+n
Por lo que la distribucién pesterior de 8 dade que en la muestra hay un ‘outlier!,
e3 un Normel con media p” y precisidn 84 n.
Lz probsbilidad de que Ia muestra no contenga ‘outliers’ es

J{Ho,z) = J(z] Ho}/(Ho)
SRS SN S
exp [ 2(ﬂ+ n}(a "') } /(Eﬂ)
- La probabilidad de que Ia muestra contenga un ‘outlier’ ¢z
JHL2) = e | B/ ()
_nf o, P2l =838 - 2nbag P
=e.xp[ TE+m =)+ M{n+ 8] 1)
Uzando ! Factor de Bayes pars comparar el modelo en el cufl la muestra no
contlene ‘outllers’ contra el de que contlene un ‘outlier’ ¢5
f{z|He
&

1

- —2np76 + 528 + 2nbaf
(10} =exp ey >0

_ B85 +2na ~ 202
—exp[ Tln 1B ] 5> 0
Ejemplo 1

Generamos una muestra de tsmafio 50, en [a cudl 49 observeclones provienen
de la distribuctén Normal (8, 1), con # = 10, utilizando ¢ paquete STATGRAPHICS,
Supaniendo § = 3 generamos el ‘outlier' a través también de STATGRAPHICS, siendo
dicha observacion igual & 14.56,

La muestrz &¢ tamanio 50 ya ordenada. cs

Feclor =

712 7.1 8.28 8.87 B.79
.62 9.04 9.09 0.10 9.25
£.32 9.40 9.49 9.52 9.54
9.5 9.57 9.58 9.64 9.67
976 9.80 9.85 10.02 10.07
10.10 1012 10.14 10.20 10.20
021 10.29 10.3¢ 1039 10,43
1650 10.76 10.80 10.94 1101
1i.05 11.08 1132 1130 11.38
11.39 11.64 11.8§ 11.98 14.66



La distribucién incial de ¢ fa suponemcs como una Normal{e, f),con o = 10 y
g =100, Con lus dalos anteriores tenemos que el Factor de Bayes que nos compara el
modelo de no ‘outliers’ con el de un ‘outlier’ {ecuacidn (10}) resulte

Foctor = 8833

Como este valor ¢a menor que uno, nos apoya la hipGtesis de que el valor 14.56 es
un ‘outlier’ (ver seccién 2.8 del Capftule 2). Dicho apoyo no ¢s muy fuerte, observando
que e} Factor de Bayes resulta menor que .5 cuando el valor del *outlier' ea mayor  28.25.

Ejemplo 2

Suponiendo Ia misma muestre, perc shora utilizande una § = 4.5 la observacién
generada a través del STATGRAPHICS resulta ser 16.2 . Para estos datos el Factor de
Bayes results ser

Factor = 7878

Asf, como ¢ Fector resulta sor menor que uno hos estd apoyando el hecho de que
el valor 16.2 es un ‘outlier’.

Al lgual que en el ejemplo antelor no es muy fuerte el apoyo de que el valor 16.2
sea un ‘outlier’, siendo ol Factor de Bayes menor que 5 cuands & valor del ‘oullier’ e
mayor & 23.79.

Considerernos ahora la posibilidad de tener dos ‘outliers’ superiores, 2o ¥ zx-;.
Denotamos

Hy = ‘Hay dos ‘outliers’ en la muestra’

/() x exp [—%(a - 0)7]
f(il H3,8) « exp [—%(9 -(x~ 25/“))7]
con lo cudl
18] & Ha) x exp [-—-L‘L;"l(g - “ur)z]
donde
we_ Bodny-25
W=

siendo entonces una Normal con media p' y precisién 8+ n.
Con lo anterior tenemos que

S(Haz) = f(z| Ha)[(Ha)
2PLS ~ 2% 6 ~ Inbaf

= exp [-ﬂfi—n;(ﬂ -2+ —-'W] S(Hj)
—§7 -



Por lo que el Factor de Bayes para comparar ¢f modelo de no ‘outliers’ con el ds
dos ‘outliers’ es

—4nfz8 + 468 + dnbap

) Factor = exp Y >0
 wers | B5(45 + 4na ~ 4n¥) 5> 0
=P 2n{(n+ 8
El Factor de Bayes del modelo de un ‘outlier' contra ¢l de dos ‘outllers’ ex
- 1
Factor = exp Inp78 + 36°p + 2ndaf >0
2n{n+ )
(12) .
_ $5(30 + 2na ~ 20T
e 2n{n+8 §>0

Ejemplo 3

En los datos def ejemplo 2, supongimos que se tienen los ‘outlier’ £p = 158y
x50 = 18.2. Entonces el Factor de Bryes que nos compara ¢l modelo de no ‘outliers’ con
¢ de dos ‘outliers’ {ecunci6n (11}) es

Factor = 5258

que por ser menor & I nos apoya que los valores z;p = 16.2 y z;p = 16.6 3on ambos
‘outilers'.

5.2.3) § Desconocida

Como § es desconocida debemos especificar una distribucién conjunta inicial para
9y 5. Sipetienen n—1 observaciones zy,..., 2. de Ja distribucién Normal (9,1) ¥ une
observacién, 2., de la distribucién Normal (9 4+ 5,1) & > 0 entonces la verosimilitud en
1a forma general de la Familia Exponencial es proporcional a

2
5 2n5 +28

lo cual nos sugiere utilizar una conjugada iniclal como

{6, 6) o exp [~a& + b ~ cff - eb” + /6]

exp i—-’ioi+nra—e6~-1-

donde |3 constante de proporcionalidad est{ dada por el inyerse multiplicativo de:

/m /m exp [~afP + b0 o ~ e8? + 5] d6dD
-0 -0

~c0

= /: expl-a?? + 4] mcp‘[ﬁi%?ﬁ] (5™ U“ A da] i

-0

-] o0
= / exp|~af? + 54| [ / exp|-e8? + f5 — o#6)d8 | dd
—c0 ‘
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donde

4=()"e |- 557

La integral respecto & &, ea 1a integral de una Normal con media (f = c6)/2 y
preclsién 2¢, por tanto s lgual a 1.

- (_)-mexp ({:)] . [_ (468“:'-‘7)57 + (%62: Ic) e] i
dac -2\ 4ae—c* 1 (4be~2/c\\’
v [ () e - (5%) (-3 (5
donde
_ e\ AV T AN 1 (dbe~2fc)f
W= (;) xp (E) ( der ) oxp ['l—ﬁ—e fae— ]
La integral respecto a 6 vale 1 ya que es 13 integral de una Normal con media
(4be - 2fc)[2(4se — ) y precisibn (4ae — ¢2)/2e.
De esta forma la constante de proporcionalidad es igual a 1/W, es declr,

(4ae~ c’)‘/’ af? +eb? —bef
b3 [ dae -2 ]

(13) K=1Wws=

Lz distribucién merginel inicial para § ex

0 - a2\ /2 3
/ (o~ ) exp[ offteh bc/]cxp[~oﬂ’+bo—cf?6—-e5’+[6]d6
-

2z 40— c*
_[Hae-¢ 12 —(4ae~ %) 2be - fe\?
- ( dex ) xp ic ( fae- ¢ )

la cudl es una Normal con media (Zbe — jcjf{4oe =~ ¢*) y precisidn {3ve — ¢*}/Ze.
De igual forma Ia distribucién marginal inicial para § es

jco (m;:r)x/zm[ aj";:b:;bcl] [~ 480 = o5 = e8? + 15]

=(4ac-cg)lnexp[—14u:u—4l( 2/ - bc\]

401 iac-t:-/

La cufl es una Normal con media (24 f ~ bc)/{4ae—c*) y precisién (40e—c?})/2s.
La moda de p(5) es la media de la distribucién Ia cufl debe ser mayor que cero
asegurar que x, s ‘outlier’ superior. Hasta aquf, se ha ignorado la restriccién de § > 0.
Puede incluirse y usarse integracién numérica para determinar las constantes. Pero sl
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controlamos que la probabilidad Inicial para § < 0 sea suficientemente pequefia entonces
no se afectan seriamente fos reaultados. Esta probabilidad estd dada por

O fdae-\'P  [_{dae-3) [ 2af-bc\}
[_w( dar ) n’xp[ 4a ( “4ae—c’) @
) 1 ¥/ ~1
= /_oo (—2?) exp [—2-2.'2} dz
. 2af-b
Por tanto (26 — be}{2a{4ae ~ ¢2)]=1/# debe ser grande, en particular mayor que

cero pot lo descrito anteriormente, para que la probabilidad sea pequefia.
Procediendo con el método tenemos, bajo Hy

donde

£(8,5) = K exp|~a6® + b4 — o5 - £5% + f6)
Con K, como en = ecuncién (13).

Hel Hot,8) = (22)"

con lo que f(0,6 | 5, Ho) =

exp [~3(0-7)?)

W exp|~(a + n/2)# + (b + nZ)d ~ o5 ~ 57 + /6]
donde

w o et nL;?re— A2 o [—(a + n/2}j:(;-:('l:[-£)zt_);+jb + n’g)cf]

De eate modo:
foe~¢? Y2 tla+ nf2) P +elb +nz)? - (6 + nE)ef
f(ilﬂo)=M(W) ”‘p[ 4(a+n/2e~ ]
con
B [\ [—afi - e +bef
(14) M= (é";) exp( '; )exp [W]

Bajo Hy tenemos
1(0,6) = K exp|=c(® 4 b6 = of6 ~ 5% 4 f3]
fz) 1,08 = ()" o [ (0~ (2 - 8/
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Con lo que f(8,6 | z. Hy) =

W expl=(a + n/é)ﬁa +{0+nEW~(c+1}00 - (e + -,;;a“ + (f +3)6)}

donde
= Motnl2et ) (e 1
con
~(a4 /(S +2P =~ (e + & )b+ nX 4 (b + nE)e+ (S +7)
4(a+n/2)c+,}« (c+1)?
Con lo cual

ge 2
Jli)=M (a+n/2)4z+;; c+l) explm}

Con M de Ia forma de ta expresién (14) y

(a + /26 2P + e+ )b+ nE) — (b4 n¥){e+ (S +F)
4a+nf2)(e+ ) - (c+1)?

Stendo entonces el Factor de Bayes que compara el modelo de no ‘outliers’ contra
¢l de un ‘outlier’ igual &

_J{z] He
(15) Factm-—‘”2 -

={R}** explFa) expiFy]

R = 4{a+ n[ﬁ}(z-&-g) ~{e+1)?

4o +nf2e— e

con

+ 002 4 (b +nZ) ~ (8- nx)cS
Fzzexp[(“ 2 4(a-ei-(n/2’)lc)-ch 2 ]

~(s+ 0/ + P (ot )b+ nE)? + (Bt nz)c+ (S +7¥)

F3=CXD[ fatnf2)et L) ~{c+1)
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Efemplo 4

Los riguientes datos somados de Rosner (1983), corresponden a una muestrs de
52 observaciones gue s¢ suponen de una distdbucién Normal con media desconocida y
precisién uno.

-0.28 0.76 1.05 1.26 1.34
1.41 1.41 1.50 1.65 1.60
1.67 1.67 1.74 1.75 177
1.8 1.89 1.81 1.97 1.98
2,03 2.14 2.17 2.20 223
231 234 2.35 240 241
2.50 2561 253 2.63 2.66
2.69 217 2.86 293 2.96
3.25 anm 3.27 3.27 3.60
3.60 3.70 4.02 412 4.82
6.20 6.74

El valor 6.74 es declarado como un ‘outlier’ por Roaner. Escogemos los valores de
a=1,0=1¢ =4ae=4,e= 1, =15. Se escogieron estos valores para que Ja precisién
en las distribuciones marginales de ¢ y de & tiendan .a cero, es decir, para representar
que se tlene un vago conocimiento inicial acerca de los valores de dichos pardmetros. El
valor de [ se escoglé 2sf, para controlar Ia probabilidad de § < 0 (hacer que see muy
pequeiia).

Utllizando el Factor de Bayes pars comparar el modelo de no ‘outliers’ contre el
de un ‘outlier' cuando ¢ es deaconocida (ecuacién (15)) tenemos:

Factor = 2244

o cufl noa ladlen £or 237 un vidor wenor de uno que, en efecto, el valor 6,74 es un
‘outlier’.

Barnett y Lewis (1984) recomlendan que cuando se supone una distribuclén
Normel(0,¢} s recomendable utilizar les estadfsticas de Dixon 1.

4

Lisy sstnd(alicas dn la forms

Xy~ X
ynang)= (:)_ ;;)

Hamedas wizdiabica ds Dixon {Barecit y Laols, 1024), hna aldo buvcedi gadas por Dlnon{I060.ip31). Likes(1906¢) y
obrou,
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5.4 Otras Distrlbuclones

En este seccién se vers que los ‘outliers’ de varias distribuciones pueden ser estu-
diados por transformaciones a la Exponencial 6 a la Normal (Barnett y Lewis, 1984} &,
Asf, podremos hacer uso de los resultados ya obtenidos para dichas distribuciones,

5.4.1) Distribuciones Gumbel, Fréchet y Welbull

Las distribuciones de valores-extremos del primero, segundo y tercer tipo, en
ofras palabras las distribuciones Gumbel, Fréchet y Weibull, son tzmbién conccidas come
modelos de observaciones extremas, tales como la mdxima velocidad de una partfcula, las
temp eraturas mfnimas anuales, las edades més grandes de individuos en una poblacién,
los tiempos de vida mds cortos de un cierbo producto, etc. En el anélisis de datos de este
tipo es importante detectar posibles ‘outliers’ en nuestros datos para evitar influencias
erréncas en loa resultados 8,

La distribucién Gumbel depende de un pardémetro de localizacién a y de un
pardmetros positive de escala b; lzs distribuciones Fréchet y Weibull dependen de es-
tos dos pardmetroa y ademds de un tercer parfmetros positivo de ajuste r. Bu Lérmines
de estos parfmetros sus funciones de distribucién P(X < z) estfn dadas en la Tabla 4.

Tabla 4

Distribucién de valores Distribucién de valores
més grandes més pequeiios

Gumbel | mxp|-e~(3=0)b), o0 <z <ol =expl~e~4-), —n <z 0
Fréchet | exp|- (334}, a<z I ~exp —(l?-)"],x<a
Weibull ex'p—('-}l)'],zmx L-exp~ (%)), a <z

Cuade distribucién tiene dos formas, de acuerdo sl se refiere a valores-mda-grandes
o a valores-més-pequefios.
Si X tiene una distribucién Gumbel para valores-mds-grandes, la transformacién

s La informazida de wts asccién 40 obtuvo du Bacnast y Lewis (1084), socclon 6.4,

& Pars mie Lat meercs de jos ds valores- exiramod se pusden conculinr Gnedeako (1943),
QGumbsl (2988} y Thompeon (1989),
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Y = exp(~z/b} tiene una distribucién Exponenclal con origen 0 y parfmetro § =
exp{—afb}. §i se conoce el valor de b, podemos transiormar los valores vbservados z; en
= exp{zefb) y vsar los resuliados de 1 seccidn 5.3, Nolese que en esti Lrnnsformacion
en particular un ‘outlier’ superior z, en la muestra X se convierte a un ‘outlier’ inferior
#h en Ia muestra Y, por tanto los Factores deben usarse de acuerdo a esto,

En la Tabla & se muestran las transformaciones correspondientes poara las dis-
tribuciones Gumbel, Fréchet y Weibull.

En cads caso In distribucibn de ¥ tendrd una funcién de densidad de la forma
dexp(—0Y),Y > 0, y podremos entonces utilizar los resultados de la seccién 5.1.

Tabla §

Pardmetros Parfmetro x4 se z; se

que se re-  Transforma- fdela trans- trans

quleren co- ciéna distribucién  forma forma

Distribucién de X nocer aplicar de Y en en

Gumbs! v.m.g. b conocido ¥ = exp(~X[5) ] expla/t) Wy ¥m)
Gumbel v.m.ch. b conocldo ¥ = exp(X/b) exp(—of8)  ww) ¥
Fréchet v.m.g. a,r conocido ¥ = (X —a)~" | ¥ ya)  ¥m)
Fréchet v.m.ch. a,r conocido ¥V = fa - X)-7 | 4f Hay ¥
Weibull v.m.g. a,r conocido ¥ = (o ~ X)' bt Y1) 4w
Weibull v.m.ch. | s,r conocido ¥ = (X ~ 5} bt V) ¥

v.m.g.=velor-mas-grande. v,m,ch,=valor-mas-chico.

5.4.2) Distribucién Pareto

Una variable aleatoria X, de la distzibucion Pareto se caracteriza por dos
parémetros, ¢l valor mfnimo a, ¢ > 0, y ¢l pardmetro de ajuste r, r > 0. Su funcién de
distribucién puede encriblree como

P(X <z} =0, z<a
r
=1~ (-:—) ' z26
SiY =InX, la funcién de distribucién de ¥ es

P(Y <y} =0, y<ina
= 1= exp[~r(y - Ina)j, y>lna

y asf Y tlene una distribucién Exponencial con origen en Ina y parfmetros § = r.
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Si g es conocids, se usa la transformacisn 2 = In(X/s). Asf los datos trans-
formados como & = In[z; /o] tendrén una distribucién Exponencial con origen en el 0.
Entonces, podemos aplicar los resultados de la seccién 5.1.

5.4.3}) Distribucién Polsson

Una variable aleatoria X de Ja dissribucién Poisson, tiene una funcién de densidad
de la forma
8 -8
Hzl8) = _e_";’l(_l

En este caso podemos usar el hecho de que la transformacién \/(z +1/4) de
upa variable aleatoria Polsson X, con media § se distribuye aproximadamente ¢como nna
Normal con media /7 y precisién 4, siempre y cusndo 6 no sea muy pequefia, digames
mayor que 4 o 5.

De este modo los reaultados de la seccién 5.3 se pueden urar, ya que por ser
la precisién conocida ¢ igual 2 4, podemes transformar la muestra a una Normal con
precision igual a 1.

5.4.4) Distribucién Blnomial
Una variable alestoria X de la distribucién Binomial tiene una funcidn de densidad

de s forma m
(2] 6,m) = (z)a’"(l ~ gy

Pars una varisble alealorin Binomial con parfmetros m,d la transfor-
maclén sen~! [(X/m)'/?] se distribuye aproximadamente como una Normal con medin
sen~!(0)1/2 y precisién 4m. Cuando m es conocida y p desconocida podemos aplicar Jos
resultados de la secei6n 5.3 s la muestra de valores transformados yy = sen~*{({z, fm)}/3].
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CONCLUSIONES

En esta t&sis se ha expuesto un método Bayesiano para el tratamiento de *out-
liere’. A lo largo de la exposicién (principalmente Capftulo 4) se han hecho varios
supueston. Se ha pedido que las observaciones aberrantes deben ser ‘outliers’; que se
tenga suflciente informacién inicial acerca de los modelos que genen ‘buenas’ observa-
clones y ‘outliers’ (el modelo generador de *outliers’ debe ser una traslacién del modelo
que genera ‘buenas’ observaciones), s¢ deben considerar situaciones en las que sélo se
tengan ‘outliers’ superiores & situaciones que contengan sélo ‘outliers’ inferiores y por
dltimo, el modelo considerado f(z{9), debe ser un miembro de la Familia Exponencial
con 1 parfmetro, Pero también se ha hecho hincapié de que algunas de estas considera-
ciones se hicieron para facilitar su presentacién, pues el método es muy versétil. Ademds,
i nuestro conocimiento inicial acerca del fendmeno nos indica que las condiciones que
se piden y les aproximaciones que s¢ hacen son ragonables, ¢l método resulta muy dtil
para ¢l estudio de los ‘outliers’ y es una buena forma de aprovechar dicho conocimiento
inicial.

El método se puede tratar de extender a situaciones que consideren tanto ‘outiiers’
sup eriores como inferiores, buscande una generalizacién de las aproximaciones dadas en
el Capftulo 4 para asegurar que las observaciones aberrantes sean ‘outliers’. También
se puede tratar de extender 2 miembros de a Familia Exponencial k-parametral. En fin,
todavfs hay mucho por hacer y por investigar reapecto a este método Bayeniano.

Pettit y Smith (1985) hacen notar que en ef estudio de los *outliers’ existen muchos
proble:nz3. Uno de ellos es un problema conceptual de lo que es un ‘outlier’. Tenemos que
1a ldex general de que una observacién aberrante es aquella generada por un mecanismo
diferente del que genera la mayorfa de las observaciones, asf sola, sin més elaboracién,
no engloba la nocidn de “distanciamiento”, que es le que se entiende por ‘outlier’. El
método Bayesiano aquf presentado resuelve esta dificultad.
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A lo largo de este trabajo, se ha ejemplificado el método Bayesiano usando la
distribucién Exponencial, Ia Normal(0,6) y la Normal(4,1), pero se puede aplicar a
otras distribuciones pertenecientes a la Familia Exponencial con 1-parémetro, como la
Binomial, Ia Poisson y la Gama(n,6). El hecho de que en la distribucién Normal un
parfmetro sea conocido, no nos restringe a verlo s6lo como un ejemplo tedrico y nada
préctico, pues hay muchas situaciones en las que se pueden conocer. Algunas situaciones
donde {a media es desconocida pero ia precisién es conocida se presenta en problemas de
control de calidad, donde la experiencia pasada nos permite dar una valor acertado acerca
de a precisién del proceso. Se estudiaron otras distribuciones como la Gumbel, Fréchet,
Weibull, Pareto, Binomial y Polsson por medio de transformaciones a la Exponencial y
a fa Normal.
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APENDICE A

A continuacién se mencionars el Teorema de Bayes en forma de veriables aleatorias
y en forma de eventos. (Ver DeGroot (1970, 11-13}

Teorema de Bayes

Sea X = (X1, Xa,...,. Xn )T yY = (11, ¥a,.... Ya)T dosvectores aleatorios. Sean
1 ¥ #; Jas funciones de densidad de probabilided generalizadas (f.d.p.g.) marginales de
X y Y respectivamente. Sean Ayf. | ) la fdp.g. condicional de X dado el valor de
Y =yyhs{.|z)lafdpg condicional de ¥ dado el valor de X = z. Entonces paca
cualquier punito z € B™ tal que g1 {2} > 0 y cunlquler y € R™

. m%szz«zmm
hafy | £) = = {2 g {t)dalt

En forma de eventos el Teorema de Bayes 3¢ establece como sigue:
Scan Ap,da, ... uns sucesién de eventos disjuntos pars los cuales | Ji2, di = S

donde S ea el espacio muestral, es decir, el conjunto de todos los resultados posibles de

un experimento, ¥ Pr{A;)} > 0 para i = 1,2,.... Ademés, sea B otro evento tal que
Pt(B) > 0. Entonces:

.. Pr(B] APr{As) . '
PriA;|B)= T PriB | &P f=123...
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APENDICE B

Consideremos que en una muestra de tamaiio n, n — 1 observaciones proviene de

la dlalribuclbn
J{z|2) = Aexp{=2z), £>0
y una observacién proviene de la distribucién ]
Sz, 8) =6rexp(~6)z), 0<b<1

Antes de realisar el experimento no se tiene ningin conocimiento inicial de cuél
de estas n observaciones ea un ‘outlier’. Bajo esta consideracién la verosimilitud de
(1,-..1 24 ) esta dada por

Sorneemsza [ 18) = 2o exp{—i:hml {ijexp((l —5)Az,]}

Consideremos la varinble aleatorla y; = Azi. Entonces yi1y, g(a),-- -, ¥(x) 800 laa
estadfsticas de orden de

fue w8 = %cxp{-gm} {gexp[(l —5)1."]]{

N 4

Sea u, {8 probabilidad de que y(,)'corre:ponda a la observacién que proviene de

vl 3)
Entonces ¥, se puede valuar como (Kale y Sinhs, 1871)

we= Y Pr{ye T s~ f(y [6)}Peis ~ Iy ] 6}
i=t
= Pr{y) S | ~ (5] 6)}
= ::: A (1~ e¥)r=te(r=rluge-tugy

= 6D}l (n —r+ 8}/T(n+ 8 (n~r +1)
-7~



Come nos intersss r = =7, tenemos que la probebilidad de que a observacién
aberrante sea la méa grande en la muestra es igual s

D(a)T{é + 1)
n+d



APENDICE C

La funcién de densidad Siege! estd definida como:

wlef1)~1

Stk )= BIEE YRR (T s K TeFr

u>0

Donde B denofa [a funcién Beta corno usualmente se define, relscionada con I
funcién Gama por:

gL'k

r
Blg, k) = Tls+h

g>0,A>0

Ademis, se tiene que

< 1.1
[ sitk0.8) = Dnralzh 30
[ ]

Donde I es la funcién Beta incompleta definida como:

4 ug—l " h—1
hni= [
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APENDICE D

En este capfiulo se mencionardn algunos resultados obtenides al hacerse un
andlisis de sensitividad en los ejemplos principales del Capfiulo 5.

Los resuliados del ¢jernplo 1 de la seccién 5.1 fueron:

o ¢ 0.1 0.4 0.5 1 1.5 2
0 0.130 0136 0166 0627 0.I97 0236  0.278
1 - 0126 0131 0150 0.6 0180 0227  0.268
4 0.110  0.015 0132 0138 0.16% 0203  0.240
6 0.106 0110 0127 0132 0162 0108 0232

16 0.086 0.088 0202 0.107 0.133  0.162  0.194
10 0.068 0.072 0083 0.088 0110 01356 0.162
20 0056 0580 0.068 0.071 0.090 (112 0.136

Vemos que aunque los valores de @ y f estén slejados de los valorea que ganeran
la muestra, no afectan signifiestivamenie los resuitados, es decir, siguen 2poyando la
hip6tesis de que el valor 0.459 es un ‘outlier’. Con lo que 52 puede afirmar que para
el caso de esta distribuclén, el método resultn bueno adn cuando nuestro conocimiento
inicial no sea muy preciso.
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Los resultzdos de! ejemplo 4 de la seccién 5.1 fueron:

o
b 0.1 0.5 1.0 1.56 10 16 20

1 0.000081 0.000078 0.000075 0.000071 0.000031 0.000019 0.000012
05 0.000086 0.000083 0.000079 0.000075 0.000033 0.000021 0.000013
10 0.000092 0.000088 0.000084 0.000080 0.000036 0.000022 0.000014
15 0.000098 0.000095 0.000090 0.006086 0.000039 0.000024 0.000015
20 0.000105 0.06G101 0.000097 0.600092 6.000042 0.000026 0.000016

Observamos que al igual que en el ejemplo anterior los valores de a y & lniclales
no influyen fuertemente en tos resultados, ya que, aunque estén alejados de los valores
que generan la muestrn, se sigue apoyando 1z hipétesia de que el valor 92 es un ‘outlier”,

Los valores de ¢ y de f fuercn 100 y !, respectivamente. Se escogieron dichos
valores para mantener que be~! y bfle{a + 1)]~! sean pequefios, los cudles se mantienen
entre .01 8.2, y .0009 a .18, respectivamente, con los cambios de g v b.

Loa reaultados del ejemple 1 de }a seccién 6.2 fueron:

= £l 8 4 2 1 .25

1.347  0.943 0676 0526 0410
1228 0825 0569 0431 0.326
1086  0.690  0.462 0320 0.240
0.840  0.483 0286 0193  0.130
0518 0237 014 0065 0.0%8

RSk

El valor del par&émetro 8 que genera la muestia es 4, por lo que los valores de
y B que estin cerca de €l, apoyan la hip6tesis de que el valor 94761 es un ‘outlier’. Los
valores que apoyan més un valor pequeiio para § dan como resultado que sez dudoso el
apoyo de que el valor .94761 se un ‘outller’, e incluso se apoyan la hipétesis de que no e
es. Valores qua sncyan un valor grande para & tienden 2 apoysr que el valor problema
of es un ‘outlier’.

Estos resultados van de acuerdo a 1a l6gica de lo que se esperarfs, indic&ndonos
que en eate caso i no e tiene un conocimiento inicial adecuado ¢ preferible nsar una
distribucién inicial de referencia, que en ¢l caso del ejemplo nos da un valor de:

Pactor = 401664

apoyando ciertamente que el valor 94761 es un “outlier’.
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Los resuliadon de] ejemplo 1 de fa aeccién 5.5 fueron:

a~Z1 & 10 15 20
1 0.74240 0.99630 1.33710 1.79420
10 0.07960 0.96940 11.8000 143.000
50 0.00060 0.51119 1847.00 2x10
100 | 0.00004 088337 1945.70 4x10

Elvalor de a que estd de acuerdo con ef valor de § que gener$ la muestra es 10,

Cuando a e igusl & 10, se spoya Ia hip6tesis de que of valor 14.56 es ‘outlier’,
aungue no claramente. Cuando el valor de e yfo £ no estda de scuerdo con la distribucion
que genera Ja muestra lon valores se disparan en ambes sentidos, apoyando una y otra
hipSteals coptrarias,

Los rezulbados del ejemplo 3 de Ia seccidn 5.3 fueron

a~2T 5 19 15 20

1 0.40606 0.08136 2.37 .

10 0.00060 0.85350 1539.00 278,344
)] 1x10 061730 3.6x10 22«10
100 4.9x10  0.52560 5.6x10 6x10

Al lgual que en ejemplo anteror, se tlene que, cunndo los valores de @ yfo S ne
corresponden = los de Ia distribucién que geners los datos, o se tiene una precisién muy
baja, ¢f factor se vuelve una forma no muy dtil de probar las hipétesls.

En cuanto a los resuliadon que se obtienen al vartar los pardmetros, son resulfados
16gicos, es decir, el modelo es nensible & indicar lo que se debe de acuerdo al conocimiento
incial que establerca. Es recomendable usar una distribucién iniclal de referencia, ya que
pars obtener buenos reaultados es necesarfo tener un conocimiento inicial easl "zxucto”
de la "realidad”, debido a lo sensible que es ¢l modslo,

Parz ¢ ejemplo 1 42 ks seccidn 8.3 wando una distribucién inicial de referencia
we tenz:

Factor = 5532,
valor que nos apoya la hipbtesis de que el valor 14.56 £3 *outlies’,

Para ol ejemplo 3 de Ia seccién 5.8 usando una distribuciba iniciel de referencia
se tlene:
Factor = .1680,

valor qus 1108 apoya la hip6tesls de que los valores en prueba son ambos 'outliers’.
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Para terminar recordaremos que, como ya se cit6 en dicha seccién, Barnett y
Lewis (1984) recomiendan que cuando sc suponge unz distribucién Normal es preferible
utifizar las estadisticas de Bixen.
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