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CAPITULO l 

INTRODUCCION 

1.1 OboorvaclonM Ah-errante. 

El estudio de IM observaciones aberrantes ha llamado mucho la atención en la.a 
dos 11JtimD! McadM 1• Esto se ha.ce evidente por la extensa üteratura acerca del tem&. 

Existe un& gran VM'iedad de nombm para identificar a. dichas observaciones. 
En español ne les conoce como observaciones abemi.ntes, observaciones discordantes, 
olmrvaciones a.norma.les, etc.¡ en inglés redbea los nombres de 'outlier', 'contaminants', 
'wilds', 'dlrty da.ta', '•porta', 'surprising values', etc. Por mencionar solamente algunoa 
de loa tantos nombres que se les han drulo. 

Del mismo modo, exi•ten diversa! definicionei de lo que es una ob~ervo.ei6n 
a.berrnnte. H&y a.utom que hacen distinción entre los nombres y otros que no. Como 
ejemplos tenemos: 

Grubbs ( 1969) define: 

Ua 'o1ltU.r' tt 1nta obun&d..Sa q11& ••tí muc&..d.a.mni.h d•nla..<h. dt 101 
otrM m.ltmbro1 d• U. mautra Oh que u1 n.cuontu .. 

Barnett y Lewis (1978) Ullan el término de 'outlier' pero menclonnn que setín. igual 
llamar!D! discordantes o abemwtes. La definición que proponen es: 

Ua •ouUJer' et u~ ohsenl.cló;s1; (o nbcoll.junto dt obnrnclono) q;o 
~ecn ur ID.co.ulthnt.s coa el reato dtl coaju.to dt dat0t. 

Box (1980) utili!a le~ nombre: de 'outli•r' y 'b;;d ;-o.!ue' ds i¡¡ita.I mr.liera. 

1 JhJ .. oort:ra IUH), 
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Beckmn y Cook (198t) mencionin cem de siete nombres p•r• dicha.s obsem­
ciones, pero aólo huen distinción entre 8, duido 1 .. sienientes; definiciones: 

Ob1e.rncl6n dhc.ord ante.· Z1 cti~QaleI nhiernd6n Qtle le~ lMeperad• 
o 1t pueu: dJ1uep:inle el Jnvertl¡a.dot, 
Cl)fl\Wllnut~.· !!1 c.ullquler obsi:rndón que no prOYl~e de la r:Ut· 
hlbuc.l6n lnlchJ u11mldl pla h. m11ei:tr\. 
·o~\llct'.- tn conJ;intoie reH~H a cua.lr¡ulerb d! !u dM, rc·.flla.m!nan\e 
u obier~ón ctlrwr~ ¡nte. 

Bunelt (1983) coment• qne el estadio de la.s observa.cione,; üerra.ntes es an ire1 
est1d lstk• en I• cu! exisle m uch confusión en l.s definir.iones de Je;; conceptos bisicos 
y siente necesuio que hy¡ a.lgun• est1nduiucibn. Apoy. sus definiciones de «uerdo i. 

vuii.s n0Ce!id1des, mencion•ndo que 1! fin1l, fierín s6!osu propio punto de vista.. Acept;i 
I• definición de que un 'oullier' es; un• observv.ión a.bemnte (o subconjunto de obser· 
v«iones lbernntes) lu cuiles le p>recen incon&l&ter,ts o facrep•ntes •I investi¡;1dor. 
Mencion• que el término 'inconsistente' implk1 •I menOb de una. ma.nera. inform•I el uso 
de un modelo inkiil con respecto 11 cuí! es inconsistente. En este sentido un 'outlier' 
es un nlor eldremo (o simplemente erlrcmo) 1 pt=-r•::. :~·:i !!~!.'5::.rl::.r::cr.:.z ij,n ci\ir~w.o ea 
u 'outlier'. Si el 'outlier' es est1d !!lb.mente irmonlhle cu1ndo se h fij1do como un 
extremo bojo el modelo inicii.I r, es un 'outlier' discordante. En un r.ontexto de estudio 
de 'oulliers', 11 muesln puede contener (pocoa) observ;¡cione; que no proveng1n de f, 
1ino de G, !1 cuil pudien ser un des!iumiento de f, o 1lgun1 distribución complet1· 
mente dístint¡ de r. El desliumiento puede ser \!n la. loca.lindón o en fa dispersi1n, 
pero G nec.,.it¡ tener til form• que lo.s obaervidon"" de G pued1n m•nifeslme como 
exirem06 de 11 muestra. (de este modo G no puede tener menoo dispersi1n que!' 
con nn~ !ocili.lu:ión ccmán). El número de observi.tiones de Gen il. muestu puede 
ser ile•torio o un núme'o especifico que sea pequeño en rel«ión •I t1m1ño ce muestn. 
A hlea miembros de G, !J.rneH les füm1 Ulnt1minintc,; u observ.ciones discord1ntes, 
i.unque prefiere el primero pues el término de observu:ión díscord1nte se puede confundir 
con el de 'o~tlier' di.lcordante. Achn que nn cont1.mín1nle puede moslra.rse como un 
'outiier' o no y• su vei: un 'outlier' puede ser un cont1min1nte o no. D1 un resumen de 
st explicuión por medio del sisuiente dia.gr;¡mi., donde x denot• nn• oh.-md6~ ~e f 
y • •na observuion de (i. 

'"Es un 'outliec' q,;e no es nn cont1rnini.nte. PObiblemente sei un 'outlier' dísccr· 
d1nte. 
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B. Ea un conte.mlnlLllle y poaiblemeot• un 'outller' Ji~otd&nte. 
C. tin conu.mmB.ll'• que no "" 'ouLlier'. 
D. Un extremo que no e11 'out.lle!". 

!Ja.lasoorly~ (1~89) un loa término• de 'oulller', 'unll!ua.l obmvat!ons' y 'apurloua 
ob=~rvatlona' indiatlnte.mentc. 

En el p~e trabi.jo 111 han!. diaiindón aol-.mente entre obsemcí6n a.bemnte y 
'outlier'. El primer tmnlno engloban todot loz nombres y definiciones wterlorei y p1>r 
'oullier' denotanm0t 11. IM:¡ll~llu ob&erv11tlone<1 aberrantes que mm extremoe, puea como 
menciona. BuneU (1983) pt1edc bwer o~rvadones Abemntea que no~ extremoa. 

Al l¡uu que existen dlstlntoe nomb!'$ y ~lnta.s dctlnltlonea acer« de la.t1 obller­
vaelonea aberrantes, & in.vés del tiempo se han tomado dl!tintas ~mudes hatla. ella.a. 
Actitudea para su detcccl6n y ~ra.tlUllienio. 

Lu primeru diaeucione<1 fueron hechu por Bemoulli (1 m) qulen mcntio::¡¡, que 
no ae debe rtdla.u& 11.M obeervul6n 1610 por aer fP'llJlde. Sw; comentarioa indican que 
la. pricllc& de desbtehar obtem:.clones t.be.-nnt;:a ór& muy eormin durante loa 200 Mios 
antet!o~ '· 

a-J (l&id) 'l!Jll!Qlenill. que un& olmrvacl6n no puede aer redl&li&da. wlo por 
.u valor ¡rande '/ que neees&riamenta todas las oboervaeiones deben 11&' lncluldu con el 
mismo peso " contribuir en el l't!Rllta.do. 

El prim~ ttilerio propucoto PUJ. ~aur obf.em.clonee &bem.ntea fu6 dado por 
el utronomo Pe!rce (1852). Jur.gando a.lgunoa comentuioe de Pel.ree, nos dl!.lllos cuent& 
que el recba.u.r o~onea abernntea fu~ toda.víi>. muy comón 76 tifos despuú de 
Bernoulll 1. 

Tres años 111.Ú tude Gould ( 1855) aporta unaa t&blaa como a.yudr. en el uso del 
criterio de Pelwe. 

Cba.uvMet (1se3) ~rodujo el criterio de Peirce pero baaado en un argummito 
múaimple. Su l"Wlniuni~o M el aiguieníe: Si 9(:) denotr. !t. probabllida.d de que un 
error - ~t lirual que i:, 

........ ti ·- dt ........... :OO,or O ~ ~ :11 qM P'tt~•* 
fa.l"OR'bltM•k HP'"..!"' ....... n obHrn.claJH .. nB(%J. P~r lo tuto, .. 
..,..,t,-_ 11 t..i qao "8(.J) = 1/2. eUlqll.lor mor - f<U>lt qH 
ll wlldri '""10f ,...l>&bllldW ea R < .. In. q"° .l fHor d<• 6~ T pw\f, 
,..lttui.,_ ............ 

t a..~-•-11 ... I· 
0 a.a-..7o~(&Me). 
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Ot~ propu111ta pan un reehuo c&ba.I de observ:idones :iberrant.,. fu~ hecli& por 
Stone (lB~S). Encomró que el uso del criterio de Peirce ér& problem(tico y expreeó dudu 
a.cerc& de la exactitud de lu m&temádcu uaa.du. Stone t&mbi~ rechazó el método de 
Chauvenet ya que lo encontn.ba. bando en un 'principio err6neo'. Ratonó que Chauvenet 
al descariu una. obeervld6n en 2 conjuntos de d&tot Iguales, no lomaba en cuent& "el 
nl!mero promedlo de obeervacloneri que un& pel'IOn& toma con error•, al cual llamo el 
'módulo de descuido'. Ea decir, un observador dado en una. situadón muestral dada. 
comele en promedio un error en m obtttvac.iones tomadu. Se oolllMÚl todu 1111 
obwvaclones cuya prob&bllld&d de ocumncla. eea menor que el módulo de descuido. L!. 
prueba es estnclalmente li1mllar & la de Ch&uvenet aleudo ldfotleu 1! m = 2n. 

La a¡iariel6n de reglll! de rechaio no fué muy bien !'OObida., pueti ae nrgument&ba. 
que todu lu obctrva.clonm debería.o w inelufdu en el a.n6Jlm. 

Glalaher (1873,lSTt) fu6 tal vez el primero en publicar un procedlmiento de pon­
den.cl6n, mendonll!do al ro:pedo 'pance aer que 1'1!tlllplar.ará la necesidad de rediaur 
1111 obtem.cionec &bemnlea'. 1\mbi&i fué el primero en 1u¡ulr que 1111 observaciones 
pueden provenlr de problaclones diferentes. 

El miamo m~odn fué pubtic8do por E-dg•i.or\h (18!!3) 10 ::.ñoo m:i.:: to.rd~. 
Otroa método• bandos en ponderaciones fueron heclios por Newcomb (1886). 
Edgeworth creo tres modeloa per& 'outllen' Wll.lldo mHodo1 de Monte Cado. Los 

utlllJ6 en un estudio pan. comparar los métodot de Glalaher, Newcomb, Peirce y Stone. 
Encontró que el módulo de d!ll!Cuido de Stone é~ legítimo. Reconoció los 

diferentes modeloa bajo loa trabnJ01 de Stone y Gl&ilher. Indicó que el crilerio de Chau­
v1met y Peirte eran muy pesimista.'!. Concluyendo aaf, que Newcomb estaba. por encima. 
de loe otros. 

Rt¡resando & la. W.Loria de lu pruebas de recha.w '&d hoc' tales como lu de 
Ch&1.1nnet y Stone, tenemos a. Wright (1884) que propW!o un procedimiento bMado 
en el rechuo de cualquier observacl6n que dbite de lt. me<lla. por inM de tnis veces 11. 
desvia.ci6n llli"1dar. 

Goodwin (1913) propuso otro procedhnlento en el que se rechw. un& obaerv&c:lón 
aberrante en tlDIL muestra de tamaño "al &ta. diilt& de la. media. de 11111 n-1 obaervuiones 
l't!ltant'9 cumo veces 11. desvla.cl6n promcdlo de eataa n - l observaciones. 

L1. investi¡a.clón continlia. huta nuestros dfM desarrol!Mdose muy varin.dos y 
eoll!tie&dos máodos ertadú!ticos pua su detección y ln.t&m!~nto. 
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1.3 Calllla4 de loo 'outlle1'11' 

Al realltar el e.itudlo de un fen6meno a través de un conjunto de oooervadones 
se verá que é:!tM vufa.n. La variabilidad o di!pernión en un conjunto de ob>emv:ione• 
puede provenir de muy diferente.5 fuentes. 

Tr% fuentea de V&riabilidad en lo• regi!tros son: 
(i) Varia.bllidad inherente. Est& variabillda.d no puede ser controlódi>, eo propi~ del 

fe116meno. 
(U) Error de medición. Eo el error que se comete en el uso de imtruu •• ;nto;, de m•:did~n 

ali como en el redondeo de valores. 
(iil) Error de ejecución. Ea cualquier dimepancia entre lo que se intentaba huer y 

lo que realmente se hace. Por ejemplo, tener en la mu"1!lNl elementos de ur;a 
pobl&ci6n dmtintr. n. la población <le intcr&J. Con r.iertas precauciones se puede 
reducir l& varia.bilid&d. 

1.4 Dire~ Interoooo y consldernclones rei1pecto de 10!1 'outlleru' 

Un 'outlier' es una observación que no se a.justa .. 10 que en un principio corutituyc 
para nosotros un conjunto razonable de datos. Surgen dudas oubjetlvo.o a<:erca de la 
vmdd».d de eti()11 vn.lorea extreman en relaci6n 111 conjunto de dato• obtenido o acerca.de la 
veracidad del modelo de probabllldad iniclli!rner.:c propu~to, que describe la. generai:lón 
de los da.too. 

Notemos la. importancia. del supuesto de un modelo inicial, pue5 la actitud h&eln. 
el conjunto de dMoo puede diferir a.mplin.mcnte con modelos diferentes. Por ejemplo, 
si •uponemoo que loe da.tos provienen de una. di!tribuci6n Normal puede haber ob•er· 
vadonea txtremas que non inquienten, lo.o cuales no lla.ma.rfo.n nue.itra atención en un 
modcio ,;ofi ccl::.: ::!!~ r .. ad .. , dil(llmOll unn. Log-Normn.1 o una Cc.uchy. 

El propósito de tener métodoa ~tadfsticos para cxa.mi1111f 'vü~ikr~' ~. <; :;r>'n<les 
rugos, ds.r una. forma. de evaluar oi nu~tr;;. dechracl6n subjetiva de la proacncl>. de 
'outliers' en un particular conjunto de da.too tendrá lmp!ici>ciones obje!iYa.'I importantes 
mlÍI !!.deiante en el ::nill!!I• de lo3 datoo. 

La nalura.leu de un 'outlier' puede ocr aleatoria. o dc1erminC.ta. En :.letlori~ 
cuando no n:iliemo• lM causas que lo provoca.n, ea decir, que es inexplicable su prtsencia.. 
En cambio, ea determin!nta cui.ndo sabemos por qué ~· euCUóilt:<:. en el eonjunto de 
datos. 

Ln. natura!eta de un 'ouilier' puede ser detcrminfsta si su \'!l.l"Íabilidad es causl>da. 
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por un error de medición o un error de ejecucl6n conocido. Cua.ndo esto eucede el remedio 
es claro: dichoo V&lores deberin ser removidos de lo mueotr• o rcc111¡.l<>i;;..Joo (·;~!vk~do 
r. tomar la obll<l1""4ti6n o corrl¡¡i~ndol~). 

Ejemplos (Barnett y Lewl,, 1978, 6· I O): 
l.· En un eatudio de probabilida.d de temperaturaa inferiorcti durante lodoo los 

meses de invierno en la.a isla.s britá.nica.:i, se analitaron llT&1I cantidad de da.tog de tem· 
peraturas tom&das ca.da hora. por varios años y en varios sitios. La> lemperaturM fueron 
reglntrndll.ll en ¡¡r&do• Fa.ronheit. Entre los d>Uos tom:.d0> en Wick, en el norte de Es­
cocia, se enconlr.i.ron las siguientes temperaturu corr<!!!pondlentea de la tarde del 31 de 
diciembre de 1960 & In. mn.ñn.nn. siguiente del 1 de enero de 1961: 

(1) H, 43, 41, 41, 41, 42, 43, ó8, 58, 41, 41 

El primer ó8 que comsponde ;:. l~ media noche y el !e(!1mdo a la. LOO a.m. son 
valores soapecboa-OI, pues están en contrMte con la.o otras observadonea. Sin embargo, 
ae encontró que ern.n ra.r.onabies, pues esto ae debí&~ que a media noche el encargado del 
meteorológico camb16 lo• regiiitros de grados Farenhelt ll 1/10 de grados Centígrados, 
por lo que una. vei: realimd& I& corre<:ci6n los valorea en grados FaNlnhcit aparecen como 
sigue: 

(2) 43, 43, 41, 41, 41, 42, 43, 42, 42, 39, 39 

Abot-&, nótese que aunque no se sonpecl16 de los dos últimos registros en ei coli]ulito 
( l) ern.n vrJorea erróneos, pue:1 en vez de ser 41 au valor éra 39. 

2.· Hay situaciones en las que loa valores registrados son absoluta..111entes lmposl· 
bl ... En un ejercicio estudiantil había. qut reportar el n6mero de veces que e.parecía. el 6 
en 10 la.nr.amientos de un d&do, el experimento ne realizó 10 veces. Un estudia.ate reportó 
loa siguientes result!!.dos: 

2, º· 3, 12, 2, o, 1, 1, 3 

Claramente el valor 12 no eo pooible. Adem~ ¡;or &er ~ ob3cn"::.C!on~ m vez d~ 
10 podrí& ser que se baya omitido una coma y la secuencia de mlmeros qucd3.!Ía como 
sigue: 

2, o, 3, 1, 2, 2, º· 1, l, :l 

Los ejemplos a.ntcríorn iluntran, cómo en estos caooa el procwamicnto de 'outliers' 
no nece!ita. un a.náliiiÍll e31adlstico. 

Eu ui.1-ólt aaüd.dvü~, ::; ===red:!..~~~ ~l~_!P~(A) oh.;P.tv.i.d6n(es). pero no se podrá 
du un¡¡ explicación tangible del por qué de au ~alor. En ta.! conte¡.'to ce querri probe.r 
de alguna. forma ni verdaderamente eaaa observaclonea que~ 'ojo' nos parecen abeno.nte;i 
lo son cierta.mente. 

Es claro que eu un conjunto de d::.to~ giempre tendremon valorea extremos. Lo 
importante no es que nean extremos, sino que no deban serio de a.cuerdo a.l modelo 
adopta.do. 
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Esto nos puede 5u¡¡crlr tambi~n, que la distribución anumida. puede ser incomcta y 
sea. mejor a.dopta.r otra respecto de la. cual el conjunto de datos (incluyendo loo 'outliers') 
a.paretca como Ulla. muestra aleatoria. sin problem6'. 

3.- S•ipongamoo que In. siguiente mueotra aleatoria fué obtenida de alguna varia.ble 
de Interés: 

!.U, 1.16, -l.28, -0.02, -o.o~.O.OZ,3.89, 1.35, -0.10, 1.71 

Deoea.mos estimar el 'centro' de la población. Inicialmente se supone que la. 
pobb.ci6n puede ser Normal, N(O, 1). El valor 3.89 que bajo la distribución Normal 
supuesta. e>1 extremo, nos puede ba.ccr co~pediar del supuesto de Normalidad. De lledto, 
lo• da.tos fueron genera.do• como una. muestra rueatoria. de una dlstrlbuci6n Cauchy, con 
función de densid&d 

/(x) = .!.¡1 + rr1 

~ 

En c:1te clll!o la. medill. mueatral no es consistente y ha.brfamos hecho un uso muy 
pobre de nuestroo da.tos. 

Como hemos vi!to la prueba. de discordancia juega solamente un papel Inicial en 
el anáfuill de d&Los, pu:::; de=pué! nn> inte~" ver qué se puede ha.:er con los 'outlicrs'. 
La accl6n dcpendcti de nuestroa intcN!Scs en ia. situtu:i6n prá.ctic&. Algunu posibl\ld;;.<lc.; 
comoy1nimouon: rechllZ!ll'lo (o rtemplauuio) y continuer con el mto de lot datos (o los 
datos modifica.dos) m11Dteniendo el modelo inicial; modificar el modelo para. incorponir 
los 'outlien' de forma que~ no lo sc&n; acomodllrios, es decir, que entren al e.nálisis pero 
con un peso menor al resto de la! ohllerva.ciones; concentrar la. a.tencí6n en los 'outliers' 
como una forma de identificar factores dCKonocidos de importancia. práctica.. 

~.· Supong&mos que iu observaciones 1.01 y -1.40 son 'outlien' superior e inferior 
reape<:füamente, en el siguiente conjun'.o de 15 rcsidu\\.lcs de observa.ciones del aemi· 
diámetro verlica.l de Venus, 

·0.30 -0.24 -1.40 +0.18 
-0.H +0.06 ·0.22 +0.39 
+1.01 +o.63 -O.O& +0.10 
+O.iS -Q.P +0.20 

Se puede escoger rechuar i11.11 obaervocionc3 y continuar el estudio con el resto 
del conjunto de da.tos. Pero claro, no podemos estar seguros de que esta. acción sea. la. 
máa adecuada.. T::J vet un modelo no-Normal, m!s oofistica.do nos permita. Incorporar 
laa observa.ciones en un& faceta no-aberrante. 

Si ne opta por recha.iar los 'outliers' es recomendable reporta.Nos oicmpre en el 
estudio, Kruskal (1960). 

El rechaio de 'outllers' cuando 8U na.turaleta. no C3 determinlstica tiene coMe­

cuencillJl estadística! en el estudio futuro de los da.tos, pues •e trabajará con una. muestra. 
1'1!duclda.. No será una muestra aleatoria, sino una muestra censurada.. El hecho de 
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reempluu las Vllorei redindoo por ilgán equinlenle es\¡dfstico (por ejemplo, •irnu· 
ludo h.& obsemcíoneo con 11 di!trihti6n .sumid• pu1 h mueslr<.) tiene wn&ecuencíu 
1ímiliues. 

Pero no noceHriimenle tenemos que empeur el e;;\ u dio con uni pruebi de discor· 
dincii. Se pueden uur mélodoo robu&too, en loo en i!e& no ses apone nin¡;uni. dIBlribnci5n 
iniciil y por lo \l.nlo no ci; p06ible uu pruel>i. de di&cordanci1. 

Detde el punlo de vitti de lo.i métodoa robu1\oo, 1e plane•n procedimientos e.J· 

hd~lkos loscnl.les no e:xi.min1n diro::l1men\e !OG 'oullícn',einoque bn•c• ¡comod;¡r/os 
Hndoleo un. menor inhenci• en el estudio f;ztnro, locn•l ee mene.; drástico que rechur 
complehmenle loo Yllores, &er.i un reduo puchl. 

L• •i~uienle 1igur1 preeenh, de nn• forro 1. &implifioh, un dil.gr1m1 reoúmen de 
b rn:ci6a. 

FUEHTE DE 
VA:R I AC t 01-1 
•TIU wU ~e.11n1'u 

ltATUHnLEZA DEL 
'OUTL 1 ER' 
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CAPITULO 2 

METODOS' BAYESIANOS 

:.1 Intrcdncclón 

LQtl m6tod!XI o.•tadfaticos lla.m&doa Bn.yesitu1os deben su nombre al uw inteCIBo que 
hacen del rerultado -de la teoría matemática de la proba.bilidad- conocido como teorema 
de Bll)'es. 

En eate enfoque se ncept& de m1111era natural la interpreta.eión de la probabilidad 
personal 1• 

Se irab a los pará.meiros involucra.don como variables aleatoriaa, aunque •ean 
fijos y d!!llconocidos. En otras pa.lwru, O es un valor de un~ variable nleatoria e con 
distribución de probabilidad f(B). 

Ilrum~ (1977) d=ribe lo~ procedímien!o3 baye;'!ian09 de la ~i¡ri1ienl.• manaa : 
"La! iécnlcaa Beye.ia.na.s conoisten en seleccionar una "opinión inicial" y una 'evidencia", 
en la form& de una disiribucl6n inlcia.1 y de una. !unc16n de verMlmllltud respectivamente, 
y trabajando en ellru1 (Ullando teorema de Ba.yca) dar une "opinión fino.l" en la forma. de 
otra dlstrlbuci6n de probabilidad." 

En efecto, el u~o de una distribución lnlcla.I, que repment~ e! conocimiento que 
se tiene acerca de los parámetro• destonocidoe a.ntes de disponer de los datoo, juega. 
un papel importante en el llJlé.hsÍll iieyeoiano. Tai di»ribución puede •er uo..U .. v<.rn 
reprcsent~r un conocimiento iniciPJ o una ignorancilt relatiVR. El teorema. que combina 

l 1.11o JUoltablllila.d paao:u.I conMpo•ll• a. 1u1a failltb "-•Ja uii;urlllMI o crcuida q1u al auJrio p~N 1ol:ir11 la 
º'11rr1~cl11 d~ u" .,...,to cor> ltMlot""" 1u co1toclinlu,o, Á• "'• eoilo, ioa "''""º lacl1r\v p\.lrt.:!f; \~o: ci.:.r.l<:;i.:lu v4Jtr 
lll• pubab\114U (lila.da el.ria •vld•nela 1:) ouitn oro 7 \.1110. ZI 'Blor rl• h. ,,ou\>llhhd ... h.ri 4thn1\aa.4<J 1.r1r al 
c.oaaclmluolo corr•poruU&Ah • h persoaa n cauUd11 J la ..,,llltnclt ih •'H dhp111111.. 

L• latw¡inu.d6a paooaaJ M h pfl:.!Hltlllllalll po.H lu ·u~ll/u •• otrw lahrprthdnn- y prttea.t11 allmlnar 
aY M..~.o;;¡;¡,,Jo.;. :";.;a. ~:;.:,;i~ :.:l ;! H":!: :: :':~~ t~~h?~ !hr11,.H (UY•), 11• rlulll IUT1l. b.Oroo\ CUTO}. 
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la dlstrlbucl6n Inicial y Ion dato~ para fonna.r la distribuci6n poatcrior, e. precisamente 
lo que se conoce como el teorema de B¡¡,yea. 

Supong-..mo$ que z"' (i::1, ... ,i::.) e-a un vector de n obBervacion"" cuy& 
dlstribuci6n de probabilidad p(z 1 O) depende de los valom de los parámetros O = 
(01, ... ,0k). Supongio.mos t~mblén que O tiene una dfotribuci~n d• prob~bilidad p(O). 
Entoncea, 

p(;i; j O)p(O) = p(r,8) = p(O 1 :r:)p(z) 

Por Jo que 11. di1'tribuci6n condiclon;;.J 1J~ ~ '1!.tlc:: ic: <fa.tüb .¡; eu 

(1) p(Oiz)=~ -prz¡-

El denomini1dor del la.do dereclto es simplemente la integral (suma) del numerador nobre 
todos los poslbJ.,, valores de O. Aunque el valor de esta Integra.! (suma) depende de 
loe vaJores ob~rvadoa .t1o :r:1,. .. , :r:., no depende de O y puede ser trata.da como una 
consta.nte cua.ndo ea vi5ta como una función de O. Asf, 

(2) p(O 1 z) = cp(:r: i O)p(O) 

En la expresión {l) {o equivalentemente (2)) p(O), la cual non habla de lo que se 
conoce de O antes de dlaponer de loa daton, ea IJamada la dintribucl6n Inicial de O. De 
Igual forma., p(O 1 i:), la cual noe habla de lo que ae conoce de O da.do el conocimiento de 
loo d!\toa, es Uaml!.de. la dhltribución posterlor de B rl•íln ~ ~ d!!t:füud6;; jlvo:oilv1 ue ú. 
Ei nior e es simplemente una conot!l.l!tc de normalización nece5"1ia para a.segurar que 
la. funci6n r(~ 1 ~J integre (irJm~) uno. 

En ci Apéndke A ee enunci& el teorema. de Bayc;i en forma. de eventr,¡¡1 de 
~r\abfos ::k•-torias dillcrttta y de Vl!.rlablea 2Jc;.torlM contlnua.1. 
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2.3 Vl!I"O!IÚlÚlltud ----------------------... ~·. --
Da.dos los daioo :, p(: 18) en(!), puede verne no como una función de z, sino de G. 

Del!de este punto de vl~ta, siguiendo a. FIBher (1922), p(z 18) es llama.da. la veroeimiUtud 
de O dado i:. 

El ieorrnrn. de Bicy"" nos dice entonce!! que la. d1'tribuci6n de proba.billda.d para 
9 p01lterior a. loo daio• z ea proporcionn.1 al producto de¡,._ distrihud6n inici!l.! de O y la 
verosimilitud de 6 da.do :. Esto et1 

diotribuci6n posterior rx Verosimilitud X diotribuci6n inicial 

El s!mbolo de proporcion&!ldul rx ue ua .. pl!.l"<I indlca.r que el lado iiquierdo en 
igu;J al !&do derecho, excepto posiblemenie por una. conetante, cuyo vn.lor depende de 
los vn.lorcs observ&doo : 1 .•• xw, pero no depende de O. 

La veroslmllltud Juega un papel muy Importante en la. 16rmula de Bll.)'es. Es la 
funci6n ll. irll.V~ del& cual, los datos :r modif\cnn el conocimiento inkinl de 9. 

Otro punto lmportwte e11 que si la. vero~\mllultd se puede [a.ctorlta.r en la forma 
m1 (~,e)mo(:r:) donde a e11 una. función de la. muestra, el fa.ctor m:i(z) es n.bsorbido en la 
constante de nor,n&!ite.c16n en el teorem& de ü;,y.;,; (D•mc~tnti0n"' on d Apfod\t:e A). 

2.4. Famill.aa Coll)ugadu de Dintribucloneo 

.'l.unque el t.crema de Bayes puede usarne combinando cualquier dletribuci6n ini· 
clnJ con cualquier ver011lmiUtud, es conveniente, e11peclalmenL• p1>ra que el ll.llilbi9 .,,. 
ta.dístico se f&cilite, tomn.r formas especiales de la diotribuci6n inicial de tal manera que 
se simplifiquen Ion result&dos. 

Para un modelo fx(i l B) podemos buscn.r una familia. de distribuciones inicill!eB 
de ta.! forma que la distribuci6n po;terior pertenetca. a la misma familia.. Dicha fa.milia ea 
lln.m&da. cerroda bajo el muerin:o. La familia. tambifo se conoce como familia cor.jugada 
por la ii:io.ción eopcd;;.l q~c dc~e ~~ir •ntre enl& familia de distribuciones del pará.metro 
y la familia de difitribuclones de lws obl!<lrva.cioncs. 

Sin emba.rgo, para que h.I forma de simplificación sea ótii, !~ famill:!. conjugada de 
distribuciones debe m lo suficientemente rica pllN. que nos permita encontrar dentro de 
la. mi.orna familia, en una. gran Vll.riedad de •itun.ciones, un& distribuci6n que represente 
adecuadamente el conocimiento Inicial o.cerca de 8. 

-11-



Ahora, se enunciar5.ii h.'1 famili:IB conjugad"-1 para muestras de algunas distribu· 
clones en especial. 

Comem: . ..remoe con la dil!tribuci6n Normal, en I& cual el Vll.lor de la precini6n o 
e<¡ulva.lentemcnie, el valor de la v-..rianu, "" conocido. 

Teorema.· Supon¡¡amon que z1, ••• ,z. e;1 una mue.itra aleatoria de una di!· 
tribuci6n Normal con media W deiconocida y precisición r (r > O) conocld&. 
Supongainon l&mblén que la distribución lnlciaJ de W "' una Normal con media µ y 
pred•lón r, tn.l que -ca < µ < oo y r >O. Entonces la di!tribucl6n po5terior de W dn.da 
la mueJ1tra e3 una dlatrlbuc!ón Normal con medl& µ'y precL~lón r + nr, donde 

1 rµ + nrl" 
µ = ---¡:-:¡:-;;--

Demostr&ei6n. 
Para -oo < w < oo, lo. función do vero•imi!itud cumple 

1-r f' 2 f(z 1, ••• ,z. I w) c.:exp T t;{(z; -w) j 

aln embargo, 

iJ•1 - w)7 = n(w -'1')2 + i)x; -:r)ª 
u::1 í=l 

y como el último término de cata ecuw:ión no depende de w podemos reescribir la 
veroslmilltud como 

(3) f(z 1 , ••• ,:. I w) ()( expl-T(w-:i')2j 

La fución de diitribuci6n inicial de W oafüfoce 

(4) 

y iOI, ¡., ¡>li!lierior áe W dada la nme11tra ~rá proporcional al producto da las funciones 
especlfica.d11J1 en IM relaciones (3) y (f). Pero como 

rnr("'- µ) 2 
r(w - µ) 2 + nr(w -~)~ = (r + 11r)(w - µ') 2 + r¡ nr 

y ya que el término final no depende de w, puede ser incluido en I~ constante de prr•por­
don&.litla<l y oblcncr anf 

(ó) /(tu! .t¡,. • ., :.) ()( cxp[- r ~ nr (w - µ')2¡ 

con µ' especificado en el enunciado del t!)j)rema.. De (ó) se sigue que la distribución 
posterior de W eo Normal con media µ' y precisión r + nr. • 
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En IM siguie.ntr'S di<tribudonOJ sólo ee enundo.ráo ios teon:m"" ~ p<>til. loa dc­
mO!ltruionea 6 lii 81'.: <l~1-=b & • .hondil.f en el t~m:.., ee pue<l~u cc•li~ul~t.:r DúGroot{lO?O), 
DeGroot(1975) ,- Cox y Hinkley(1974). 

Teorems..~ Supon¡ramos que z1 1 ••• 1 I'n ea una. mu~trn. a.leD.torie. de una di:J. 
tribuci6n !formal con mtdio m (-oo < m < oo) conocida. y precisión desconocido. W. 
Supongamos tambi~n que la distribución !nidal de W e<i una G.1ma. con pa.rlÚTletros a y 
fJ tal que a > O y fJ > O. Entonces, la. distribución po>terior de W dada. Is. muestl'3. es 
una. Gamo con pllri.metros a+ (n/2) y /3', donde 

Teorema.- Supongamos que : 1, •.• , :. "' una muestra aleatorls. de una. dis­
tribuci6n Exponencial con parrunetro W desconocido. Supon¡;l\mos también, que la 
distribución inicial de W es una. Gama. con parámetros a y fJ tal que a > O y P > O. 
Entonces, la. dbiribuci6n posterior de W da.do¡,.. muestra e; una. Ga.m::. con p~rimetros 
a+ n y P + L;:':,1 ~. 

Teo~m~· Supon~mo" que : 1 •••• ,:t,.. e! una. muestra a.lcs.Loria de unn. dis­
tribución Polmson con Y&lor de la media. W de5conocido. Supongamos te.mbién que ia 
di!irlbución inicial de W es una Gama con parámetros a y P tal que a > O y P > O. 
Entonces, Is. distribución pootcr\or de W dod& Is. mueetrr. es una Gama. con parámetros 
a+L;:',,1 z.-Y P+n. 

i.5 Dlstrlbucioneo de Referencia 

P&111la.14Jlica.ci6n del teorema. de Bey"" Be 1'1lqulere de una. distribución inicial de 
e. Como vimos B.Dteriormente, dicha. distrlbucl6n representa el conocimiento del Investi­
gador i a.cerca. del parámetro O, 1111tes de disponer de ¡,,,, d&toa. Si11 emb&r«o, podemos 
tener situa.eionet1 en 1311 que no te cuente con un conocimiento lnlcilll y en consecuen· 
cia, necesitamos seleccionar w1~ <lht~rlbüd6n L."lld::.! que n~! p'!rmH~ md~máticn.mente 
obtener un& d\strlbucl6n pooterlor que &e b&Se fuertemente en los d&tOB obatrvados (la 
evidencia.) y que influya. por lo ie.nto, lo menos pO!ible, en la. dlotribuci6n posterior. A 
tal lnich.l se le conoce como diatribuci6n inicial de rt/erencia ( ver por ejemplom, a. 
Bernardo, 1979; DeGroot, 1970). Así, emplea.r una. inicial de re!erencla, en el sentido 
práctico, no• hace estar libres de una. dificultad te6rica. 
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También puede haber •ituaciones en 1 ... que oe di•ponga de un conocimiento inicial 
acere& del V&Jor del p&i-ámetro e y sin embargo no queramoe uo&rlo. E•to puede debe111e 
a que se deo<!e ha.cer un reporte de loa resultados (por pell!iarne que •erá maa convincente, 
por ejemplo) >.na.litando loe da.toe con una inicial de roferencie., es decir, que nos refleje 
sólo lo que !os da.tos "dicen" de 8. De e;ita manen., ae deja que los mmltados "hablen 
por sí miamos". 

Surge el problema de c6mo elegir la distribución inicial con esa.s característica.s. 
Hi!t6ric&J11ente dkho problema '-' antigüo y hoy día es todavía materia de disrnsi6n. 
En el trabajo original de Ba.yco, se sugiere tentativamente, que en IM •ltu!l(:lone< donde 
el conocimiento acerca de la n..turaler.a de!& distribuci6n inicial fuern iruuflciente, ~te. 
puede ser vist& como un" dbtribuci6n uniforme. Lo anterior 1e conoce como postulado 
de Bayes. Existen muchM objecionea hacia. eate postula.do (Box y Tia.o ,1073). 

Otra forma de resolver el problem• es tomar la distríbuci6n inicial de 8 como un 
miembro de I• i:unilia conjug&da y hacer tender los parámetros de esta distribución a 
nlores ta.lea que no ten¡¡M ninguna influencia en la distribución poaterior. 

2.6 Factor de Bay.,.,, 

Pan. contra.st&r d09 hip6tesia es conveniente considerar el cociente de momios de 
un& hipótesis, H1, y de otra hipótesis, H2• Aquí cU.cutiremos el concepto de cociente de 
momios. Un cociente de probabilidades posteriorea es igua.l al producto de un cociente de 
probabilidades iniciales y un cociente de veroaimilitudeo. Es decir, el teorema de Bayes 
puede eocribirse como: 

(6) 

(7) 

Cociente de 
momios po8terioreo 

Esto es, 

Cociente de 
momios iniciales 

Cociente de 
verosimilitudes 

º'' R·)llf ~e tien~ que el cociente de verosimilitud"" 6 Factor de Bayes c.1: 

Fortor =' Cociente de momios po.ter:iorco 
Uocionte de momio• 1n1cial" 

Factor= [~LI_!'} f(Oi) 
~MI 
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Si el fa.clor es m•yor i. 1, ge considen qne li. mnesln •POYl mú. i• hip61coiü 
9 1 (1 = I¡) que li hipótesi& H2 (1 = 12). Si el flLlor es menor • 1 &e c<midm lo 
conlmio. En Es\i,d [stiu cliskl &e puede delermin•r nni región de rcdmo en términOG 
del cocienle de V1!r~imililudes. Est• región de re<:huo, I• cna.I es nn• región de va.lores 
del cocienle de verOGimilitades pH• le<; cnilé~ H 1 seri recha.udi en favor de 92, es de 
\¡ form• 

Cociente de verosimililndes $' 

donde e es •ltnn• con•lule. Si e es rnnocid& y e! cocicn\e de l•s vero.1imi!iludes es rnno· 
cido, &e pueden compi.ru ésioi; p•n •ccpt.r o rech¡ur ff 1• Así, e debe ser es¡•eci~ci.di. 
En E&li.dlstb clú.ico se considen 11 si¡;nien\e l•bl• de pcoibles errores en prnehs de 
hipóle>ÍA 

1 
EPROH kú HH'i 

Rechazar H1 TIPO l ERROR 

U&uolmenle &e con&idenn li.s hip6\esia de ti.l !ormi. que come\er el error lipo 1 se• 
mú &erio que cometer el error \ipo n. De es\¡ m•neri. oe especifki. qne 11 problbilidi.d 
de comeler el error tipo 1 no ;e¡, mis gande qne a (peqneñ•). L• con&ta.n\e e es entonces 
determina.di. como: 

P(error tipo!)= P(rechinr U1 1 H1 es verdlden) $a 

y¡. que b región d~ rechuo es de la formi.: 

Cociente de ver<:himililudes $e 

e es entonces el nlor mu gnnde i•l ~ ;;¿; 

P(Cociente de verooimiiiluJ.,; $e 1 H1 es vcrdidero) $o 

L• rclu:i6n entre el ra.ctor de Ea.ya; y el Cociente de verOGimilitudes dú.ko 
proviene de \i.~ rela.ciones (6) y (7). 

E;\o cignilic> qne numérk;men\e 106 reonlt;dos serin igni.!es si el cocien\e de 
momiC6 inicii.les es ignl i. l. Esto podrla. &er pens1.do como uh e;;tiJc de ir,fornnc\5n 
inici•l difn&o, yi. qne ningnni. hip6te&ir. es hvorecidl.. Si el cociente de momic.; inidi.les es 
diferenle de 1, el fa.c1or de füyes diferiri del Cocien\e de VerooimilitudCll Cli~ico.De i.quf 
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que la inferenci"' B•resiana y Clisica. no necesma.mente &•a.n numéric:i.mente igua.leo, 
Algunoe Multl>dos pudieran ser !imílare5 numéricamente, pero en términos de 

interpretación serán diferentes. 
AleunM referentill! s.eere" del tema son: Moc.d y Graybill (1963) y Wínkler 

(1972). 
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CAPITULO 3 
*a 

FAMILIA EXPONENCIAL 

En este C"!Jftulo •e presentan alguno• result&do3 de la. F~milia Exponencial que 
strán uliliudot en IGB cn.pftulos síguiente3. 

Sea(!(: 1 o)¡ o e íl} una. !IWlilía. de !unciones de densidad, donde O es el conjunto 
de intervalo& íl = { 6: 1 <O< q }, 1 y r¡ son coll!ts.ntes conocidrui y 

(1) 
/(: 1 e)= exp !WJt(i:) + G(o) + H(x)I a<;¡;< b, 

=O en otro l;i.do 

Una tunelón de denaidad de la forma. (1) ne dice que es un miembro de la famüis 
Ezponencial. 

SI ademM: 

i) a y b no dependen de 8 y 1 < 8 < r¡, 
ii) ;(8) es una !unción continua. no ~rlv!::.! d< a con 1 <e< r¡, 

ili) !'(.::} ~ ii y i1(z) aon funciones cuntinuM de z pan <1 <;,; < b, 

se dice que /(z l o) es un miem~ro rtgular de la familia ezponencial de fundon~ 
de dell!id&d del tipo continuo. 

Pa.ra un miembro regular de la fa.milia. exponencial de funciones del tipo discreto 
la. condlci6n ii!) se enuncia.: 
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ili) l(:t) Muna. función no !riY!rJ do : p:i.n " < : < ~. 

C111111do 8 es un vector de dimensión k, •ntoncea !e dke que f(z ! B) pertenece a 
la familia exponencial lc-pll'!Jlletral, o bien, que ea un miembro de la. !a.mllla exponencial 
con 1: parimclro• al 

/(z 1 U)= exp [t ~¡(D)l¡(:t) + G{Q) + H(x)] 

3.2.1) SI z1, ••• , "'• ta uni> muestl'll aleatoria de tl'.lllaiio tt, de una distribución 
de I• fonM (1), cnlonc .. Y= }:j',,,1 t("I) eo un& e¡¡ta.dfslica suficiente pll.l'll O. 

Dtm~rirocién. 

La función de dlatrlh11cl6n eonJunt~ de;;,,. .. , i. ea 

exp ['(8) tl(z¡) + nG(6) + t H(:¡)] pa.ra. a<"'' <b,1<9<ry,i=1,. .. ,n 

O en otro cMO 
I• cual podemO! eacrlblr como el producto de dos funciones no neg1'Ji= 

eiq> [?(O) t t(.i:;) + nG(e}) exp [t H(z,)] 
¡,.¡ ¡.,¡ 

y de acuerdo con el te-01'1lm& de !t'.etorlzi.t:l6n, Y = E:'..1 t{ :1) ea una. esta.dlíetlca 
oulldente pan el pa.rl.melro O. & 

3.:i:.:} Si/(: 1 B) .:. un mi•ml:>rc :-o¡rulo.r de ia. familia expononcirJ se tiene que 

3.2.2.l E(t(z) 18)"' -p;¡;i "'M(e) 

Dtmodración. 

Por definición de funcí6n de deneidad de probabilidad tenemos 

f f(:t l B)d:i: = 1 
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t exp(¡,!(U)t(z) +G(D) + H(z)jdz == 1 

derivando retipccto a D tenemos 

(2) ~ t (t(z)il'(O) + G'(O)) exp [¡l(O)t(z) + G(O) + H(!)J d: =O 

=? il'(e) t t(z)f(zlO)d.r+G'(D) f f(:l O)dz=O 

~ ~'(l)E (t(z) ¡o¡+ G'(O) =o 

=? E(t(z)j8)=-=$W a 

3.2.2.2 Var(t(z) ¡e¡=~ 

Demartración. 

Inrivando (2) respedo a. O~ tiene 

{ [(t(z)¡l'(e) + G'(6))2 + (t(z)?''(D) + G''(D))j exp!~(D)t(z) + G(D) + H{z)! =O 

=> { [!t(.r);'(O)j2 + 2t(z)?'(O)G'(8) + (G'(O)J + l(z)¡l"(O) + G''(O)] f(z: l D)dz =O 

==> ¡;'(8))2 E(t2(:)1 D) + !2i6'(0)G'(O) + ;"(O)j E (t(z) ¡e¡+ IG'(oW + G"(D) =o 
susfüuyendo E(t(:) 1 e) por -p('J> 

=" ¡ .. vr.112" ¡,21_1, "'¡ - '1·-='l'•"'1'1• - 4-"(0)IJ'(B) + G''(D) - O 
· '\•/J u\• \4 11 P ~ ¡\'(O} -

multiplicando por • y despejando obtenemos: 

E(t2 ( ) l D)- [G't8?] 2 
= qí"(D)G'(O) +G"(O)qí'(O) 

z qí' 8 .P'(O)[¡l'(O)f' 

=> E (t2(z) 1 D)) - E2 (l(z) l 8) = ;"(S)G'(O)-G"(O)qí'(S) 1 
!Wll~ ·wr 
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(3) 

M'(O) ==> Vu(t(:JI e)=~ • 

ll.S.3) Para un& función de densidad /(: 1 8) de I~ form& {l), R tiene que la 
hinllia conjugad& pan la. di!trlbucl6n !niela! de O es 

P(S) ci: exp[cxf\(8) + ,llG(O)) 

:u.4.) SI : l 8 ""un miembro de 111> famiíl& exponencii.l y !& .futributl6n inicial de 
8 et de la form& (3), entoncea l& <llitrlbucibn po~terior de Q ea unlmodal. 

Dmuitlrisci6n. 

P(O 1 :) ci: exp { +\(D) [ex+ tt(:1)] + (n + P)G(e)} 

<X exp { ;(8) t l(z;J + n [ ( 1 + ~) G(i) + i1!(8)J} 

Enconim In. mod& poaterior, "" cqui'llllente 11. enconkar la. ecuaei6n de máxima 
veroslmllltud pan. n oburva.ciones de la. fa.milla. exponencicl 

exp { ;(o)t(:) + [ ( 1 + ~) G(Q) + ~P(S)] + H'(:)} 

donde H'(:) se ~oge tal que I& integral de esta función respecto & z sea igual a 
la. unidlld. Por ta.oto, para demostrar que es unlmodal tenemos que mostrar que 
el eatim&dor de w~m~ ~·:::O!imililud pan. un& f&mill& exponencial es 11nlco. 
Sean : 1 , .• ., z. va:b.ble:i aleatoria& indepcndientea e ldc\ntic&men<e Jlo:nbu!d:!l 
con de!llida.d 

exp {a(O)b(:) + c(D) + d(:)) 

La. ecuación de ve!'ll!limilltud rnulh. ser 

a'(il) f. oí~1) + r:d(~) e O 
¡;;;¡ 

L2. aegunda. deriva.da. del logruitmo de la. ver03lmlfüud vnlulldo en e (soluclón de 
(4)) mult& ser negativa ya. que e& Igual a 

a"(B) f 6(:1) + nd'(D) 
t=t 

-20-



= [M"(O)Lj';;;~b{z¡) + nc"(O)l [ f,ffir 
= -n [a"(O)a'(i) (-~)- ¿1(8)a'(o)] [a'(~J]: 

n [a•(OJ] 
De (1) tenemos ~ = _!'íft 8Jl{ • &i(1f 

= -n [a'("]2 ¡ª"(Ó)c'(O)- ¿•(o)a'(0)¡-1.,_ 
•¡ (a'(OJl2 u'(O) 

= -nja'(BJjlViu-(b(z1) I O) !>o 

Por lo que, excepto en c;;..i;M dnvmf!~Q!!- 1 li! !'}l11d6n <le (4) ~ !.!11 mlv.imo loct.I, 
ea decir, el estima.dar de máxim& verosimilitud ea linlco. a 

3.3 Prlnclpales Miembros de la Famllla Exponencial con 1 parimetro 

S.3.1) Bernoulli 

/(r 1 O)= U'(l - 8)1-•; z =O, l 

;(B) = log ( l ~O) 
t(z)=: 

G(B) = log(l - 8) 

H(z}=O 

Ft.mllla. Conjuga.da para 8: Beta( a, P) 
DiJlrlbuci6n posterior de 8: Bct~(a + Li=i z;, P + n - Li:1 z¡) 
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S.S.J) Binomfal 

f(zf6)"' (:)"'(1-ey-•; uo,1 

9( 1) "' log ( 1 ~ Q) 
l(r)"' :s 

0(6) "'rlog(l - S) 

H(,;)"' log (:) 

F'amlllt. Conjug&dl!. par& O: Beta(a,,11) 
Di.ttrlbuci6n p031erlor de O: Beta (a + rn, fJ + i:i;,,

1 
%¡) 

3.3.3} Poiaoon 

f(z ! C)"' O' ~~í-B)¡ i: => 0,1,2,. .. 

i'(I) "'log{d) 
t(z) .. .t 

0(8) .. -s 
H(::),.. fog(I/:a:l) 

hmlllr. Conjugt.da pua D: G&ma((I', f.!) 
Dbtrlbucl6n pozttrlor de C: G&ma( a + Ei,,,1 Z¡, P + n) 

3,U) Exponencial 

/(z f O)= 8exp(-8z)¡ -oo <;; < oo 
;(e).,_, 
t(z).,,, ;¡; 

0(11) = log(P} 

H(i:) "'º 
Famll!& Conjug¡1d& para ll: Gama(a,.8) 
Di!trlbucl6n POllierior de Q: Gr.m~(a + r., fi + Et.,

1 
z1) 
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3.3.6) Nornu.1(8,1) 

/(: 1 O) .. ~exp [-~(z-0)' J; -oo < :< oo 

p(e) =e 
t(.:) = % 

-!fl 
G(8)=-z 

H(:) = -(~ +logJh) 

Famlll11. Conjugada. para U: Normal( a, P) 
Distribución posterior de O: Normal ("ti':.", P + n) 

8.3.5) NormaJ(0,8) 

-oo <a:< 00 

F'&milia Conjugada para O: Ga.mo.(a, P) 
DÍlltribución po•terior de B: Ga.ma (a+ ~.P + ! L~=l zt) 

3.3.6) Gama(n, O) 

v•z•-1 

/(:: j O)= tñ=1Ji exp(-e:); 

~(e)= -e 
l(z) =: 

G(O) = nlogO+loq(n-1) 

H(z) = (11- l)logz 
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Al¿;un1.; 1-l~rencias ;:,;cm. del lemA son: Bklrel (19«.~). Cox y Binkley (19H), 
DeGroo\ (197S), Huli.i;•n (19'.ío), Hogg (l%S), Koopmin-lhrrnoi! (l9J4, Lehm1n (l\lrj) 
y Lind~ren ( 1%8). 
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CAPITULO 4 

UN METODO BAYESIANO 

4.1 Introdnccl&n 

Como ~ comenté en el Capítulo 1, se hati la diatlnclón entre obsm11clón 
abern.nle y 'outller'. 

El trah.mlento de 'outlicru', ya. sea d"1!de un punto de viala cláJJko (Ba.rnett y 
Lew!I, 1978, ZG-28) o Bsy"11lano, co!Ulta búica.mente de los siguientes pMOS: 

l.· La aplicación de una. prueba de 'discorda.ncla.' a.1&{8) obmvadcn(e•) m~s 
BO!ptcbosa.(a), que 11e b!lll& en h.. ::Jpoción de un modelo inicía.I al cu&! 
pertentte I& muestra. 

2.· En caa-0 de resultar a.llrma.tiV& la prueba se procede a tomar una. 'a.cci6n' 
contn. lOt! 'outllen', que pueden ner, entre otr..s: 

• Incorporarlos llM411do un nuevo modelo. Por ejemplo, 'outlien' en 111 dín­
tribuci6n Normal pueden acr incorpora.dos en 111 muest!'lL en Un!l. nueVll. 
™:eta no a.bel'r!lllte, ca.mbla.ndo la d!ntribud6n a<lo¡>t•d~ por una t de Stu· 
dento (ver Ca.pítulo 1) 

· Mvuelarloa directa.menle, manteniendo el moddo inicial pa.ra el resto de 
!&a obmvuiones. (ver Ca.pftulo 1) 

El Incorporar 1outlie11' modificando la. di&trlbud ón e.dopta.de. pan la mueiitra por 
otra que tengit. colaa mllll pe.ui.du, ea una form& general de protectl6n conlra loa 'outl!e~'. 
Sin embargo, en sltua.cionea donde lengllllloa consldel'W!e información inlci.J a.cerca del 
modelo que genera. 'bno,n~· cboervadonea o que gener& 'out!iera' puede ser preferible 
modelarlos dlreete.mente. El m~todo Beyi,sls.no que 114uf ae pl'tSentiui, propueato por 
Pettlt (1988) ulillr.a cale último enfoque. 
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'·' Modelo báslco 

SupongMJ°' una muestra iúeatorli. z = (z1,. .. , z.) de una denolda.d unlmodal 
p{z 1 O), donde O es un p&dmetro de localita.ci6n desconocido, pero algunll.!! ob!em.ciones 
(abem.ntes) pueden eer de une. deW>idad dlferenle. Di!cut!rtmos 1 .. •ltuac!6n donde n61o 
exl!ie t. lo m'8 una oilg,,rvt.clón aherrnnie deiicrita por una \!'lllllac16n en la locafüac!6n 
del modelo, eato ea, por p{i: 1 O+ 6) con 6 > O en CMO de trata.roo de un 'outller' superior 
y 6 < O si es 'outller' inferior. 

DefinlmOl! lo• •lgulenteo ewntoa: 

A.1 a 'La. muestra contiene un& obllemi.ci6n n.berr&.ntu' 
A1(i) il 'Ln. observ&ci6n %¡ eo abem.nic, laa otra.a no' 

L, !! 'La. observ&cióu ;¡:¡ éi lü. ¡¡¡~ ;r--!!d~ ~n h. rn11"~~t~'. 

P&r& que un& obotl'V'&Ci6n aberrante sei.\ un 'ou\lier' necesitamoH que p(6}, la 
esp eclncatl6n lnlclal que contleno lnforma.cl6n a.cerca de la ma.gnltud de la. traslación que 
produce la o~rvaci6n aberrante, ua ial que, pa.ra i = 1, ... , n, 

(!} 

et decir, la. componente p{ 6) deber& apecillca.r que con proba.blllda.d alta. una oburvaci6n 
ahern.nte &tri un 'ouillcr'. 

Do l!!lte modo tenemos 

Pr(A.11 z) = Pr(uf=1A1(i} 1 z) . 
= '[ (Pr(A1(i) 1 z)) 

1:1 
• 

"'I::P~[[.~1(!)n r., ! z)u (A1(i)nr, 1 :)! 
r=i 

= ~Pr(A1(i}nL11 z)+ ~Pr(A1(i)nr, 1 z) 

"'tPr(A1(i} 1 L1,z)Pr(L; i i:) + tPr (A1(i)nt, 1 z) 

al la. etULci6n (1) se cumple tenemos que sl Z¡• = moz(z¡) entonces p(L¡ 1 z) = l pwi. 
i • i' y p(L¡ 1 z) =O par11i1 i', Altf 

(2) Pr(A1 j :i:) ~ Pr(A1(i') 1 z) 
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De m1111era •imiliar puede h&cel'l!e pan un 'outller' Inferior. 
Lo anlerior nos lleva a coosíden.r exclminmente eituuion!J3 que contengun eola­

mente 'outliel'I!' superioreo o &61o 'outliere inferiorco, y que como ya vimoe sean gcneradoo 
por un& inJlaci6n en el parámetro de Ollcalr.. 

.t.S 'Outl!e!'!I' '1 U. Medida de ln Ordenada Predktlva 

En una. muestn. l!llivadada y unimodal hay un orden natural, el cunl •e ha 
usado en el p~nte mé1odo pt1n modo!u 'outliero'. Parn extendorlo a otras: situa.cione:i 
como mue31rao multi\11ria<lM, modeloa lineales o mut'llll'M de dintribucionC3 que no 6ean 
unlmodalei!, se ne.:esita un 'principio de orden', que nos Indique el gttdo ;;n el cual un 
subconjunto de d&too parece 11.bermntt en comµamción con 1118 otrw obaervacíonea del 
conjunto de d:úo;;. El principio de orden a<loptt>.<lo por Pettit y Smith (1983, 1985) es la. 
Medida de in. OrdenM!a Predictiva (O.P.). Dada una. muestr-~ : = (:1, ... ,za), 
!Upong&m~ que el moMlo generador de ob~~r-r..cluueii no-ll.l>errantCl! tiene la. forma 
p(i: 1 .¡,), donde ~\ rtpré:>t:u>a. todos los parámetros dqiconocído•. Denotemos por :s 
íos elementos de : cuyo• subíndices están en Se (1, .. ., n} y por X(s) los elementos de 
z cuy°' nubfndlcee eet!ln en el complemento de S. Entonce:!, deflnimoo 

(3) p(i::s 1 "'(S)) = j p(zs l li')P(vl 1 r¡s¡)d;'l 

como la ordena.d .. de la de!JJ!idad predictivu. pnra. xs dado ~(~)· 
Valores pt:qucsíoJ de I& ecueciór. (3) indica.n que laa obM!'Vllcione~ :s son go•pe­

chom en rda.ci6n a. Z(s) y .. 1 .. ~pecificación lniclal pa.ra .¡,. La. medlda de la. Orden:i.da 
Predictiva. bien puede ser U4a.da. en una n61a oooerv;i.ci6n, en pares, en tercias, ok. para. 
comparar 1u ne.turaleu z.berrMte en nihu:l6n & las otras observaciones. 

En n.l¡¡unM diJtribucionc:i lao obnervM:ÍODe! más oo•peclio•an, con r""pedo a. 1~ 
medida de la OrdenAda Predictiva, deberán estar en Íl!J! obaervadon<!!l extrem"" ~~ !:. 
muestra. Así, en un modelo en el cu:i.l hay exiu:t•rn•nt.• u:: 'vü<iier', la oblJervn.ción más 
sospechosa será el 'outlli~r'. 

P;u-a otran dbtrlbucione:;, l:1.<1 oooenTu:iones má:! sospechosu no tienen por qué 
eeiar en lo~ extremo• de la. muestra. Por ejemplo, si la distribución es bimodat, unn. 
observación del centro de I& mue!ltra puede tener la. mfnlm:> füdena.da. Prcdkt!Vll. 

Si bien, no necfSariemente sucede que la. observación con rufnlm11. Ordenada. Pr,.._ 
dlcfü11 tt1t€ en uno de los extremos de la mue3tr&, sf!le cumr!e, bajo ciertM condicionee, 
para miembro& regulares de 1~ F-.. milii. Exponencial, con un miembro d~ la. familia con­
Juir..d~ correspondiente como dlntrlbucl6n lnlcial. 

Este resultado &e mueotr& en el Teorem1> de la trlguíente sección. 
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Aunque el result:r.do sera probiulo para una mmllia conjugad!', "" v€lldo pa111 
mucliaa oiru dílltrlbucionw íniciaJea. &to puede cheeme para un11. distribución inicial 
en plll'ticulu que fuern. de ínter~ en un:i. Aplicru:i6n. (PeUit, 1988). 

'n:orema.· Sea i:1, .. ., "'• una muest•~ aler,toria de unn. diatríbuci6n con dcru1idad 
/(: 1 D), la cuál ea un miembro retlJlar de In. Fa.mili a ExponenciaJ, e;; decir, 

/(:j8)ml!XJ>[¡t(O)t(i:)+G(6)+H(:)J a<:t<b, 1<8<11 

¡, familla. eonjugl.da pB.l'll. O: 

p{S) ()( exp(a~(O) + ,OG{S)J 

Sea.¡!(.) una. función monótom\ y l(.) u.~ !"=mento monótono y po5ltivo. En· 
toncei; 

(g) Si /{:t 1 D) es unimoda.l con moda en (a,6), enionc«J P(•1 l •(i¡) tornl!. su 
valor mínimo en la rn!3 pequeña. ó en la. máii ¡¡n.o.de de l!IB oboervacioneo. 

{b) Sl /(• 1 9) iom;i, su V!lor m~mo en a (~) y ea monótona, entonce3 
p(z1 1 :¡1¡) toma. su valor mínimo en J;o. má!J grande {pequeña) de las ob· 
eerva.clont'!. 

Dtm()81rr.dón. 
Antes de pMar a. 1:. demolrtrt.dón probaremos o! slgu!entó L~m~: 

. Lem&.· p(x¡ 1 :t(;¡) < p(.i;j 1 z¡¡¡) •i y ll_Ólo si p(x11 Ó1;) < p(x1 101;) donde 
61¡ ta un valor único t~.l que p( O;; 1 %(i)) = p( O¡¡ 1 "'UJ ). 

Prueb:i. 
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~pando 

= [p(Q) fI:r;1 t• 1 B)l [p(O) íli=11'(%t 18)]-' 
P :11) p(z) 

como IT'r..1 p(tt l 8) = p(: j 8) 

= [p(O)p(:z:; l 8) fI;r p(tt l 8)] r~~1-1 

p(:¡1) ~-
utlllundo que fL,¡t; p( •• 11) = p( t(i) 1 G) tenemos 

Por lo que 

= [p(:; 1e)p(O)p(.:i:¡¡¡18)] [!'~l'tE_lfl.]-1 
p(:i:(i)) ---¡;rtj 

- p(:z:; l 8)p(81 :Z:(I)) 
- ¡i{ej :) 

p(:z:¡ ! t¡;¡)_ - p(:i:; l D)p(!_~ 
p(:i:¡) j .iu¡) - p(:i:;j e)p(B l •(J¡) 

Así, para. probar el Lema sólo debemo! mostrar que 01¡ el! único. Como 

p{I 1 t(IJ) ex p(S)p(t¡;¡ 18) 

cx exp(a4>(8) + /3G(S)jexp [~9(8)t(zt) + (n - l)G(O) + í;H(t•)] 

cxexp{9(8) [¡;t(:•)+a] +(n+/J-l)G(O)}exp [¡;H(:z:t)J 

=ex:v{9(6) [a+ ?;t(:z:•)] +(n+/J-l)G(8)}c¡1 

donde 

por lo que 

p(9 l :i:«1l = p(.91 :z:(j)) 

-29-



exp p(i) a+ Lk?li 1(:•) + (n + /J - l)G(Ü) "" S. 
exp ;(I) a+[r.;t1I(:•) +(n+/J- l)G(B) G; 

exp 9(1] a+I:r,t;l(:r:~) G· 

exp v(6) _a+r::k~t(z~) = ?!¡ 

exp {i0(a) [a+ ~t(:t)-a-[;t(z~)}} = ~ 

'(l}lt(:;)-l(z;)I = log(GJ/C1) 

+(é) = [t(t¡)- t(z;Jr 1 iog\C1/C,) 

Como ;(.) ea mon6ton& creciente ha.y una. únicr. l<llución a e:itr. ecuación y 
por lo lanto 01; ea únicq. • 

Usando C1Jte Lema podemoa ver que ni etiquetamos l!.S oboemcíones, 
por coovenlencir., de tal ma.nera que : 1 < ... < :., entonces podemos &llober si 
p(:1 1 %(1J) < p(z. 1 Z(•ll 6 si p(:1 1 Z(1J) > p(z. 1 Z(aJ) comparando p(:1 1 D1o) y 
p(z. ¡ Oi.). De eiite modo, pll..'1< prnb&r el Teoremu6lo debemos mo&tra.r que p(:1 1 Z(i¡), 
pua l $ i $ n, no puede aer menoa que p(:1 1 Z(i)) y al mlsmo tiempo oer menor que 
p{sa I %(aJ)· 

Pan. el lneíM (b) del Teoremr.cs lnmedi&to, ya que/(: 1 O) tome.su valor máximo 
en B (b) y por ser monótona p(:i:. 1 O) < p(~ 1 6) (p(:¡) 1 e) < p(:r:; 1 8)) para 
todo '· en particular pa.ra e = o,. (O = Su) y UBll.lldo el Lem& tenemos que 
p(:i:. 1 :i:1.1) < p{:; 1 %(1)) (p(:¡ 1 %(1)) < *' 1 %(1))). 

Pan. el inci.oo (aj usanmw• d r<eült:.:lo :!.~.~ rl•I Ca.pftulo 3, que nos dice:"Si 
:r: 1 S ea un miembro de la. Familia. Exponencial y la. dlstribuci6n inicial de 8 pertenece a. 
lt. familia. conjugad&, entonces la distribucl6n posterior de 9 eo unimod:ú •. 
_ _ Con esto tenemos que sl p(B 1 %(1)) tiene moda. en 01 entonces 811 debe estar entre 
01 y S¡ (Pettit, 1988). 

Finalmente para probar el Teorema. debemOB mostrur que 01• < ó11 paca que 
entonces, por el heeho de que j( ¡ 1 O) e:: unimod.U tengamo• que 

Ahora, yo. que 61¡ debe estar entre i1 y i; e!l aul!clente mostra.r que 8, <e, < 61, para 
que MÍ i,, < Q¡¡. 
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Como S¡ ~ moda de p(O 1 :t(;¡), ea •oluei6n de (nr re:iult&do s.:1.4 del 
Capitulo 3) 

por lo culÚ 

¡1'(8) [a+{; t(z1)J + (n +P - l)G"(D) =O 

~'(11) _ -(n+P-1) 
a;¡o¡- a+ Í:t;<i t{zt) 

?'(~t) _ -(n+/l-1) 
G'(Di) - a+ Í:t;<l t(zt) 
¡j'(~) _ -(n+/l-1) 
G1(8;) - Q + [1,.. t{:c.) 
il'(~.) _ -(n + P - l) 
G'(O~)- n+tt;><at(zt) 

y como t(:i:) et UD incnmento moa6tono u tien~ 

f(01) > il'(Ó1) > il'(é.) 
G'(O¡) G'(D1) G'(O.) 

y por el remltaño s.:ti del Capítulo 3, tenemos 

E(t(:c) l 8.) < E(t(:c) 1 ffc) < E(t(:i:) 101) 

lo que nos implica que 

º• < 8, < 91 

por ser t(.) positivo. Quedando asf demostrado el Teorema. • 

Por el u.W t:i !~ <l~rr>n•traci6n de un -0rden entre Ju O¡ y las 01; tenemos que la 
diztribuei6n f(i 1 D) debe pertenecer a la Fa.milia. Expoll<üd::.! :o!!! piuimetro, ea decir, 
8 no ea un vector de pllri.metros. 

A lo largo del cr.p!tulo hemos mencionado ciertaa condiciones que deben dane 
para que el método propueato por Petfü (1988) pueda m utilit.ado. A contlnua.tión 
ha.remo! UD breve reit1men de ell&s condiciones: 
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1.- Las observulonM ..borrante.s deben •er 'outlicn', Jo que cquivule a. pedir que IM 
oburvaclonen &berrantet1 ae:.n ob.ierv&eione¡¡ extrem&1 1. En el caso de tratane 
de un 'oullier' superior, ca equivalente pedir que la ecuación (2) •e cumpla. Esta. 
condlc!6n en la ren.lld&d puede ser muy fuerte, pudiendo ner máa razonable el pedir 
que est6 entre las 2 6 3 m6a grnJ)de:'J. 

2.- Debemos tener suficiente información inicial acerca del modelo que genera 'buenas' 
obnervaelones y del que genera 'outllen'. El modelo generador de 'outllm' deber 
ser Igual aJ modelo que genera 'buena.,• observaciones, pero con una trasladón en 
1u loca.lluc!ón. 

3.- Sólo podemo. corulderar !Ítul>.Cionca en J.,. que tengamos sólo 'outlíer•' superior~ 
6 situu:ion<'jl que contengan sólo 'outliern' inferiote1!. 

4.- El modelo considerado f(z 1 B) , debe m un miembro de la Familia Exponencial 
con 1-panl.metro, donde e et! un panl.metro de localitaclón. 

SI "" cumplen l~ condklcnu ¡¡,¡¡tedottll, o si las &proximaclonca hechM Bon 
n.rone.blen, ~u el método es un camino muy dtil ya quo eJ una forma de dctect&r 
obael"ThCioncs so&pecl1oaan en muchos contexioa (Pettit, 1988). 

AdemM 1 !rl nue::tro conodmi;:.n~o ~~-:re::. dd fcnóm~nv nva li1Uka que ian concii~ 
clones anterlol"el! ee cumplen, el método es una buena forma de aprovechar dicho 
conocimiento, en vez de deaperdlclarlo. 

La Idea general de que una ob.erv&ei6n aberrante ev ~quella genera.da. por un 
mecanismo diferente del que genera la ma.yoría de lllJI observ&eiones, Mf sola, sin mlÍ.8 
elabonci6n, no englob& la noción de "dilltanciamiento•, que ca lo que oe entiende por el 
término 'outller'. Por la forma del método a.quf presentado, esta dlllcultad desaparece. 

Además creemos que el método es muy vernátll. Aquf se ha hecho su presentación 
h~Jo cierte..i ccrl!!dcradonca p¡¡¡-~ fa.clliLauu expoaición, pero se puede extender a. muchos 
otroo canos. Por ejemplo, oc pueden contemplar aitua.c!onea en IM que oc tengllJl tanto 
'outliern' inferioreo como superioree. 

En el capítulo siguiente mediante los ejemplos denarrolllldos se verá en una forma. 
más cla.rn la utilidad de ~u aplicad6n. 

Por úítimo una obaervadón acerca de la. medida de la Ordenada PredictiVl!. que 
ha.ce Geiii:•t.~r (!9BO) ~ qu~ n:: e: iüY7..-!ü • .-1~C bdrjv í.rwisiorma.ciones. 
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'\ 

CAPITULO 5 

EJEMPLOS 

5.1 Distribución Exponencial 

6.1.1) Modelo Exponencial 
Asumimos que en un& muestro de t!.maíio n, la ma.yorfa. de laa obsorvadoncs tienen 

un¡¡, <li!!ribución E;qJommcloJ .:ou íunción de densida.d /(z 1 .1) = .\ cxp(-.1.i:), :z > O. 
Consideremos In. dlatribuci6n inicial de.\ como una. Gama. con parámetros a y {J (por zer 
I& Fa.mili& Conjugada). UtU!zando el Teorema. de la. melón 4.d del Capítulo 4, vemos 
que J& mínima Orden2.da Predictiva p&rn Ja distribución debe estar en la observación 
mú graade. De este modo, se t11umirá. que sólo unas pocas observaciones &berrantcs 
pueden tener una dlatrlbucl6n Exponencial con función de densidad 

g,(z l .1) = 6.\ exp{-6.\z) ">O, O<~< l 

Notemos que bajo este modelo sólo son detecta.dos 'outliern' superiore;i, Esto 
es debido a que en la diotribucl6n exponencial lnn ob•ervacionl!8 grande• •on menos 
"esperadM" que las observacloncs chlcan, en el sentido de que ai z1 < .i:2 entonces 
Pr(z1 - f < X < z1 + ¡) > Pr( ~ - f < :t~ +E), y por esto es nu:onable que max i:; 

tenga la. mlnima Ordena.da Predictivi>. 
E!'!t~ = et mcd~!v tiüilci-W que desa.rroHaremon, primero conti:idcrnndo é conocida 

y denpuéa fücutiremos Mignándolc una dL,tribud6n inicial. 

IS.1.2) 6 Conocida 
Parr. 1~ aplicación del modelo ~euemoo que checar (ver Capítulo 4) la a¡iroxi­

mad6n del inciso (2) secc16n 4.:t. Es decir, debemos tener que con probabilid&d alta una 

- 33-



obm-vad6n a.berran te ocr-i la má.s grande en la. muefltra. E•ta probabllidad efl 

(1) rnr5+1 
r n+6 

(Ver Ap~ndice B). E.ta proba.bilida.d e,1 igid e l/n p>.ra 5 = 1 y tiende a la 
unidad cuando 6 -+ O. 

Por conveniencia. se MUlllir& que los Yl.\Jores de la muestm son z1, ••• , z,. donde z~ 
es lb. owerv-.cl6n má:! ¡¡n.nde. 

Dcnotuido por 
Ho ='No hay 'outllero' en ló!. muetitra' 

tenemos 
/(>.)<X >.a-1 exp(-¡9>.) . 

f(LI Ho,>.) = >.• cxp(-,\r;:¡) 
•=l 

con lo cut! 

/(>, 1 i.Ho) <X /(>.)/(11 Ho,.>.) 

<X ),•+o-l exp [-), (t:¡t ¡9) 1 
introduciendo \& constante de prop orcionallda<l se tiene 

J(>. 1 L Ho) = O:i=1 z;; p¡a+<> >.•·1-<>-1 exp (->. (~ z; + p)J r(11,-a) &:í 
Así, la. di!tribud6n posterior de >. dado que en la mue5tra no hay 'outlim' es una 

Gama. con parimetros n +a Y L~=1 Zi +P. 
De Igual forma, denota.ndo 

H1 = 'Hay un 'outlier' en Ir. muestrn.' 
tenemos 

J(>.) <X .~a-1 •x¡>(-8>.) 

!(.ti H1,>.) = >.~5 exp [-x (~Zi + ó;,,)] 
As(, 

/(>. j ;.,H1) oc. .>.•+->-16exp [->. (~z; + 6z. H)] 
introduciendo la corwta.nte de proporcionalidad 

/(>•ILHi)== r:7::-i1;::~+P •+a >.•+<>- 1 exp[-.>.(~:i+61,+.8)] 
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Por lo que];, di!trlbución po;;:~:icr de A dado que en la muEStra hay un 'outller', 
es un Gama con pu-ime:rc'- n + a )' 2::':.1 t¡ + é:,. + fl. 

La proba.bilída.d de que la muestra no conteuga 'outtiei> c.~ 

f(Ho,-.) = f(;.I Ho)f(Ho) 

=[/{A)/ I. Elo,>. ] !(Ho) 
I >. o.! 

[ ( 
• )-(•+<>)] 

= f(n +a) fu&. +P l(Bo) 

La proba.bilid..d de que la. muestra r.onLenga un ·outlíer' el! 

/(Hi.1) = /(1. i H1 )f(Hi) 

= [! .\ f 1 81,>. ] /{Hi) 
¡,l. 

[ (

•-1 )-(•+o)] 
"'I'(n+a)b ~>J+li:.+{3 f(Hi) 

Usando el Fo.dar ~" Bl!Y~ para comparar el modelo en el cual la mueatra no 
contiene 'oulliem' contrr. el de que contiene U11 'uut!ier' "" 

Siendo entonces el Factor de Bilifes una función J¡,;.. {}::;:'-":ti+ p)-1
• Sl hacemos 

a, P -+ O, rcpreoentn.ndo un vago conocimiento íniclal, el Factor de Bo.yea seni u;:::. 

funellín del& eata.dfstlcll. de prueb& clás!c&del cociente de vero$lmífüude., .:,. o::i'..:1 t¡ ¡-1• 
propuesta. por Flsher en 1929 (Buneit, 1978). A continuo.cl6n veremos algu11os ejemplos 
numéricos. 
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Ejemplo 1 

Supong&moe que ln. dÍ11tribuci6n exponencial de la que proviene la mayoría de lllll 
obmvaclonea de la mu~tra ea /(% 1 .1) "' !. exp(-.lz). Elegimos el valor de !. Igual 
a 10. Genernmoe 99 observacione.• de dicha distribución u1ando el paquete 
STATGRAPHICS. Suponiendo unz ó = .1 para el 'outlier', generamo& de igual formn. a 
trav~ de STATCRAPHICS, una obD<rvn.dón, siendo eota igual a 0.459. 

L& mueatra de tamllÍÍo 100 ya ordenada en 

0.001 0.001 0.001 0.003 Ú.ÚÜÍ> 

0.006 0.007 0.007 0.009 0.009 
0.010 0.010 0.011 0.012 0.012 
O.OH 0.017 O.Ol'l 0.018 0.019 
0.024 0.026 0.027 0.027 0.027 
0.028 0.028 0.029 0.031 0.031 
0.032 0.032 0.03-0 0.037 0.038 
0.039 0.039 0.040 0.042 0.043 
0.046 Ú.Ü<Íil (J,O&J 0.053 0.05.1 
0.063 0.064 0.064 0.064 0.066 
0.066 0.067 0.068 0.069 0.071 
0.072 0.074 0.077 0.078 0.083 
0.087 0.088 0.088 0.089 0.096 
0.096 0.096 0.101 0.102 0.105 
0.111 0.114 o.ns 0.128 0.129 
0.130 0.131 0.132 0.134 0.140 
0.144 0.116 0.152 0.179 0.203 
0.208 0.239 0.25-0 0.261 0.262 
0.271 0.280 0.293 0.299 0.305 
0.329 0.334 0.368 0.398 0.459 

Como elegimos >. = 10, suponemos lo. di3tribuci6n Inicial de ,\como una Gama 
con a= 5 y P = 0.5, puea la media de la dísttibnt.ión 11P.r;{ !'!"""".~q~ment~ ~! v!l~: d~ .'., 
con UDB varil!.llza de 20. 

El Factor de Ba.yeo colcula.do mediante la ecuación (2) rwult& ser: 

Factor= 0.132 

S- bemos que el val(,r de wte Factor e• aiempre meyor que cero; apoyando la 
hlp6tc.;l;. IJ0 ;;l illclw •aloe <o menor que uno. Siendo este 1.poyo más c!ll.l'o conforme 
tiende a cero. Ea lndlfcroutc entre Jr.5 dos hip6t.,,1ls ol el valor es 1 y apoya más la 
hlpótcJ!n H1 si ~ ma,yor que uno (ver 1ecci6n 2.6 del Capflulo 2). 

E·1 wte cano, como el valor del Factor de Be.yen ea menor que l, no~ apoya la 
hipót<ali; de qur el Vl!.lor 0,.¡59 es un 'outlier' • 
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Ejemplo 2 

Utiliundo loo mi.omos parámetros, pero ahora suponiendo 6 = .01 pllJ"& el 'out· 
lier'l& <>bservad6n gener&da. a. tra.vés del STATGRAPHICSre•ulta ser 3.978 y el Fiu:\or 
de B!Jfes pan este CMo "": 

Factor= 3.6 x 10-1< 

Por tanto, como el Factor ro cerc,,,no a cero nos apoya que el v;i.lor 3.978 Cl! un 
'outlier'. 

Vemos que en el negundo ejemplo Cl! "más cl:i.ro• el rechato de la hipótesi.o de que 
'no b&y outlien'. Cilio se debe er. parte a. que la probabilidad de qu.; ur.~ obnor~ci6n 
abelT11.nte se& el m'8 grande en la muestra ~ m•yor con ó = .01. La aigu\ente ta.bla. 
dt.d1. por Peillt(l~) muestra algunos va.lom de esta. prob&bllldad (expresión (1)) para 
distintos valores de n y 6. 

Tub!a 1 
Vsloru 4e la ecuación (1) para dis!inlor valom de n u 6. 

n 6 

0.1 0.08 0.05 0.03 0.01 

5 0.817 0.850 0.902 0.940 0.979 
10 0.7ó9 0.801 0.870 0.919 0.972 
15 0.728 0.775 ú.852 0.903 0.968 
20 0.707 0.757 0.839 0.900 0.965 
30 0.678 0.732 0.822 0.889 0.961 
40 0.659 0.715 0.810 0.881 0.958 
50 0.6H 0.702 0.801 0.875 0.956 
75 0.618 0.680 0.785 0.864 0.952 

1 
1on 0.600 0.664 0.773 0.857 0.950 

1 --:':"-

Consideremos ahora.!& poa\blllda.d de tener do1 'outUen' superiores, .r..-1 y z,,. 
Procediendo de igual form&, denota.moa 

H2 = 'lillf dOB 'outlien' en la. mueiitr&' 
AAf 

/(.\)<X .\ª-1 exp(-/l.\) 

/(1 ! H2, >.) = .\ª62 exp [-.\ (~ tJ + 6(.r,. + Z.-1))] 
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Por lo que, 

/(). ! ¿,H2) ex. ,\3 +<>-1s2 
ClQ'l [-~ (%: t; + S(•. + ••-tl + /))] 

íntrodudendo la. comltMt• de propordonalida.d 

•+a 
r:¡;;12 

:1 + S(s.. + s..-1) + fJ ( (•-1 )] -= ri+a: .\"t"-'exp -.\ /;.1J+ó(z.+z..-1)+P 

Siendo entonces una. Gunaeon pt.rim~trorn +a y 'f:,';;;{ w!-6(i,, +...,_¡)+p. 
Lo que nos lmpllc& 

/(H,,1) = /(11 H2)/(H,) 

"'(r(n+aw (~"+s(z..+:.-il+/ir(o+o)] f(H,) 

Alf, el Fador de Bayes, que ª°' coropfllt\ ei m~<lr.lo de no 'ournets' con el dt dos 
'outlicni' es 

(3) 
F•ctor:::: 5-2 (~SI+ P )-{•+a) (~s.+ 6(z.. + i.-1) + fJ) (•+<>') 

""¡¡-2 [l+ iJ + "11-1) (S -1)]•+a 
:;:¡J:i+/J 

Y es d~ este modo un& funci6n de(:,.+ z.-1)\!:~zl Zl + {J}-1. 

En elite caso la. pmeba C11h.díst!ca. dá!lca corregpondlente tl.I cociente de 
m~hnilitudea ea (s,, + i,._1 ){L:i'.,1 i¡)-1• 

flarnett y Lewia (1978) y Kirober (1982) hacen notllr que ~t~ eata.dtstica. es su­
cept\bl .... ef~cto• ·~~ifosos. Sl ;e,, et muy grande, entonces el pe.:r z. y i.-1 pueden s-.r 
dcclal"Mioi; como 'oulliern' wnque 4.-: pa:cu:uer un vs.lor ro.zonable. 

Cotaid,l'alldo la. relt.d6n exisientc entre al F~dor de Bey~ y el cociente de 
nrollimilitudes, ¿habrá un fen6meno slroil<>r que llfecte In infer-eaci& B")'esianr.? 

sr existe, pero lo podemoe molver de !11. lligulente manera: 
El f\ttor de Bn.yet del modelo de un 'oullier' eont111. el de do• 'ouilier:i' "3 

(4) 



Siendo una función de z.- 1 ( i 1 + ... + z._1 + 5z,. + ¡J)-1• 

E~to 003 a.&eg1ll'& que, si bien un valor gra.nde de z. puede lleV11rlloB a tener poca. 
probt.bilíd..<I pan. no 'outlier' contra dos 'outlie~', es ne¡;e61!J'Ío un valor gr&nde de z,._1 

para. tener gnn pello pera. do3 'ournern' contra un 'outlier'. 
De lgue.I fonna podemoB tener que s1 bien un valor grqnde de z,_1 puede c!Uls&.rrws 

gra.n pw.i pa.rr. no 'outliero' contra. un 'oullier', tenemos poco peno pa.ra ao 'ou\liero' 
contra d05 'outl\e~'. 

Ejemplo 3 

En la. muc.-i>t11. de lo• ejemplos anteriorez supoagt\lllos que el último Vlllor (.i:1oo) 
""8.055, el cual fu~ generado con una. é = .01 por medio del pa.quete STATGR.'.PHJCS. 
En e&lo CU<I el V&lor del Fllctor de B!!,Y'e3 que nos compon el modelo de no 'outlim' 
contra. el de dos 'outliero'(ecuad6n (3))""' 

Facfor "'7.4 x 10-20 

que por &€r cercMo t. cero apoyll. !a hlp61esl.& de que hn.y do& 'out!lern' m la mu~tra., 
aunque la obaen"ld6n %9~ sea. un Vl\lor rs.r.on11ble. 

Utilizando el Factor de Ba.yea plll'1> comparar el modelo de un'outller' contra el de 
dos 'outll~' (eeuaelón (i)), tenernos 

Ft1cfor = l.403 

~te \'ll.lor por aer ma.yor que 1 noe apoya m&i! la hlpólet1ls de que s61o hay un 
'outlier', ya, que el valor 0.398 ea un Vlllor r~onable. 

11.1.3) 6 O=onoclda 
Si 6 ea d~conocidt1. debemos eepeciftea.r una dl.&tribudón conjunta. inkial pa.ra 

,\ y ó. Si oc tienen ti - l obserwclones $ 1,. • ., "--1 de la. dl1tr!bucl 6n Exponencial 
/(: I .\) == .\exp(-.\.i:), : >O y un& obaern;ci6n, x., de la di&tribucl6o E-..:¡ior.cncial 
g(% !J.).: 6,\ exp(-ó.1.i), entonces !a verosimilitud ee: 

Que en la. forro& general de la Familill- Exponencial queda a.sí, 

exp [->. ~ ;r¡ - .\h.+ (r.- l)log.l. + log(.\8)] 

lo cual nos sugiere utUltar una conjugad~ inicial como 

p(>.,6) oc e.i:pl-b.\ - e>.6 + alog >. + /lo~(M)I 
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dond~ 1~ wnstattte de proporeionali<lll<l eiitá dada por el lnvenio multiplicativo de: 

J.""' fo"" exp!-b>. - eM .¡-a lo¡¡ A + J lo¡r(J16)jdUI 

"'fº ,\IA•cxp(-b,\) [i"" ól exp(-e.ló)Mld,\ 

Ut!llwtdo que r(a) = f:'>"'- 1 eXp(-x)az y que f0"'.:x-1 exp(-.\:r)d>:"' 
f(a)/.\0 (ver Hoel 19 ,129) tenemoo 

,,. t"' ,1t,\•c.xp[-h.\)!1Li.1la>. 
]o \e.1)1+1 
r¡1+1~(<1) 

"' J+1 
Y de esta forma la coru¡tante de proporcion!<lld.W ca 

La dlstribuci6n m~n~ ln!ditl para .\ ca 

[°" ~·ef+I 
}o l'{l + l)í"(a)).• ,\l óf exp(-~,\ - i!Aó)d& 

b•ef+I ["" 
"' r(J +l)í'(a).\'.\' exp(-b!i) }o 51 exp(-e>.ó)dJ 

= rfa¡>-•-1 exp(-b,\) 

E&ta <JO un& c: .. ma con pl!.li.tn~lt'01l a y 6, 
La distribución ma.rginal lnlcitl para 8 es Slegel (ver Apffidke C} de la forma. 

p(ó) = r(a + f + J)JI { f(a)f(I + l)(6/e)l+1 ll + (e/W!'+I"-! }-\ 

La moda de p(ó) está en 6/le(a + 1))-', ln. cu..t debe eer pequeña pata Megurar 
que con ¡rran probabilidad Z< '!:\ 'oullícr'. HMta aquí, hemos ignorado la mlticd6n 
O < 6 <: l. Puede lrduine y lllll!.1'11• int'<a™16n numérica panJ. deteim!nar las conata.ntes; 
oln emli::rgo, •i la probabilidad ínicia.! pa.r& 6 > 1 es su6cientemente pequeña eotonct:i 
no ee a.fectan oetiamente loo rC11ultM03, E,t~ probabilidad segun Pettit(!~8il}, esti dll.da 
por r,(a,/ + 1) dond~ 

ee laf¡¡nci6n Beta incompleta y p = f,e-1 /(//e-1 +l). Si be-1 es pequeño, entonces 
la pl."(>babilid&.d sert pequeña. 
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Procediendo con el método tenemos, bajo Ho 

/f'eJ+l 
¡p,ó) = r(a)r(! + l) exp!-b.l. - t~Ó +a log .\ + flog(.\ó)l 

/(~! Ho, .\,ó) = cxp (-), t z; + nlog.\) 
io:I 

Con lo que f(>.,ó l 11Ho) == 

De Cjlte modo: 

Bajo H1 tenemos 

lfeJ+I 
/(>., ó) = r{a)r(/ + l) exp!-b.I - e).ó +a log). + /log(.l.ó)! 

[ 

~-1 l /(:.1 H1,.\,ó) = exp ->. ~ Z¡ - >.ó:::. + (n - l)log). + log{.\ó) 

A!I, f(>.,ó 1 i.H1) = 

r r-1 
\ ) U ex¡> l- \~ =• +b}). - (e +z.)>.ó + (n+ a - l)log.\ + (! + l)log(>.ó) 

Donde 

Con lo que 

/(1.I Hi) = JJ.,ó a:. H1,.l,ó 
! >.,ó H1,t; 

_ (/+l)lfel+iri:+a-1) 
- • i 

r(cs}(,Lj;f :z:1+b) - (tH.)IH 
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Siendo el Factor de Il&y1!8 que compara el modelo de no 'outllcrs' contra el de un 
'outller' Igual & 

(5) 

Fsctor s W 1 ~o¡ 
l. 1 

( • 1 )•+•-1 /+2 a+n-lL1;1 i1+b (e+::.) 
"' (f + l)eJH u:;r,,1 X¡ .¡. b)''.f4 

Que podemos exprtll&rlo como 

G + n - 1 ( :ta )•f.o-\ u+ i¡J+! 1 
- rr=1 :, + ~ 

e+:. !+• 

l:::l:t; +b 

De nuevo oboervamoo que depende de los datos aolamcnte ~ travéo de r, y de 
¿:~,,¡ ~,. 

Ejemplo 4 

La 1lguleote tabla. (Barnelt y Lewls, 1978, p.80) contiene un~ muestra de 131 
exceooa en el ciclo de tiempo de un proceso de ma.nufa.ctun.. 

E.c.t. X Frecuencia 

1 18 
2 12 
3 18 
4 16 
5 10 
6 4 
7 9 
8 9 
9 2 

iV 7 
11 6 
12 7 
13 2 
14 1 
16 3 
21 3 
az 2 
35 1 
92 l 

Como mencionan Ba.mett y Lewill (1978) es rai:onable asumir un& dlstrlbuci6n 
Exponcnci&l para los da.too. L& medi11. de loo datos es '! = 6.44 y el valor 92 c-s decla.ri.ldo 
como 'outlier'. 
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L" dl!!t.rlbud6r. conjunta. inicial para.\ y 6 se debe determinar sin tomar en cuenta. 
111 muestrn., pues é.lta debe refiej& el conocimiento previo que oe tiene de la mue1tra, 
acere& del fenómeno en €i!tudio. 

En eote caao, para ejemplificar nuponemos que o.ntes de tener l» muestra se había 
detmnlnado p11111 >. una diatribuci6n marginal inicial como una Gama con pll!'ámctros 
a = l.61i y b = 10. Se escogieron dichos valorea de los pllt'á.meiros para que así la 
media 1/.\ sea aproximadamente igual a 6.H. (suponemos que ne sabfomo1 de antemano 
que Y = 6.« ). El valor de b &e escogi6 igual a 1 O para tener poca varia.nta en la. 
dl!trlbucl6n margina.! Inicial de ).. Para e1coger los otros parámetro! ob5etv4mos que 
también necesltamouoegurarnos de que be-1 y bf!c(a+ I)j-1 sean pequeñon. Encogiendo 
e= 100 y f = l tenemos que la moda p&ra 6 es menor que .04 lo cual nos a.segura (ver 
la t&hl& 1 del& sección a.nterior) coo gran probabilida.d, que una obMrva.dón abc!T&llte 
será la más grande en In muentn. 

Utiliundo el Factor de B~es pn.ra. comparar el modelo de no 'outlier&' contra d 
de un 'outlier' cuJllldo ó es desconocida (ccu&.ei6n (5)) tenemús: 

Factor "" .00008 

que por l!el' cercano a cero n•!! indica que, en e[ecto, el valor 92 es un 'outlier'. 

Ejemplo 5 

Utillu.ndo loa miamos da.tos del ejemplo anterior, pero ahora se &upondrá una 
dl!tribuclón inicial de referencia. para A y ó, es dedr haciendo a_, O, b --> O, e _, 1 
y f - O, par& rellejn.r que no tenemos ningún conocimiento inicial ha.cerca. de dichos 
par!metros, tenemos que el Fa.ctor de Bn.yes para comparar el modelo de no 'outlicrs' 
contra el de un 'outlíer' utiliundo la. eeuad6n (5), tenemos: 

FactQI' = .001989 

que por ser un valor cerca del cero conelulmos, al Igual que en el ejemplo 11.lllerior, que 
el Vlllor 92 et1 un 'outlier'. 
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5.3 Dltitrlbucldn Nonna.1(0,8) 

5.1.1) Modelo Normal(0,8) 
Aaumimos qu~ en una. muestra de ta.maño n, la mayona ile le,, obm·va.don"" 

tienen una dl:!trlbucl611 Nonnal con función de den,ldad /(x 1 e) = 
(/;)112 eX]l(-!8x2); -oo <:: < oo. Donde el parámetro 8 en la precisl6n (O= l/o2 , 

con o2 la V&lianu). Coruiideremo• la distribución inicilll de O como un~ G•m~ con 
pararnelros a y 8 {F~mm~ Conju¡¡-..di<). U1iiizando el Teorema de la sección 4.4. del 
Capítulo 4, sabemos que la mínima O.P. pll.!'ll esta distribución e3tá en la mil.! pequeña 6 
en la m!J gnnde ob8ernci6n . A diferencia de la dt.tribuci6n EX]lonencial, pueden ser 
detedados 'outliers' superiom y 'outliers' inferiores. De este modo, Mumimos que sólo 
una.a poca.a observationes aberrantes pueden tener una di.!tribuci6n Nonnal con !unción 
de demidad 

(
50 )''' l g6(zl8)= 2i exp(-¡¡58r:') -co<z<oo,Od<l 

Haremos el desarrollo suponlendo primero que 5 eo conocida y posteriormente la 
suponderemoa desconocida. 

En este CllBO, como el modelo que genera observa.cione11 aberrantes es deacrito 
por un& dl.sminución en la preci.!ión {o un inmmento en la varia.nta) del modelo que 
genera 'buenas' oba.erva.ciones, pa.ra. tener que una. obnervaci6n ahe~11~~ !'.!:!.un 1vutllc1' 
cambi!.mo• •n •! mode!c b~l.:o (oección '·% Capítulo 4) el evento 

L1 ;;: 'La observación ::1 es la má.s gn.nde en la mue!tra'. 
Por el evento 

L; = 'La o~ervat16n r; e6 la má! gt?.llde 6 la más pequeña en la muestra'. 

5.%.%) 6 Cooocidn 
Hecha la aclaraci6n anterior, a.utes que nada, necesitamos ver que se satiHf"«a. 

(ver Capítulo 4) la aproximación del Inciso (2) mcl6n 4.2. Es decir, debemos tener 
que con proba.bilida.d alta unn obael'V'&ción aberrante será una observación extremn en 
la muestra. Adecuando algunM de las condiciones dadas por Pettlt y Smith (1985) 
tenemon que una forma de checar que dicha aproximación se cumpla, el! encontrar Ja 
probabiliJad de que una observación aberrante exceda el valor esperado de la estadf.!tica 
de orden rm . .x "' o que sea menor que el mfn r1, i = 1, ... , n - l, es decir, calcular 
p(z. < E(núnz¡)) +p(x. > E(ma.xx1)), donde r1 - N(0,8), i = l, .. .,n-1 y 
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z,, ..... N(O, 60), con O < r; < l. En i1tavi: (lg!:!3, t;..bl:. 2.~(~}) ~nrrynt~mos los \.-al orea 
de dich!.." esperanzas. rlu~c:.ndo iM probtM~ilid:.t.~ c-:~r9n<liPnt~ hemos construido 
la •iguiente tabla. pl!.rl\ distinto• valoreo de n y li. 

Tubla a 
Valores dtp(xft < E(minz1))+p(x. > E(m•xx,)) 

8\n 10 15 20 30 &~ . 

.u 0.620 0.568 0.526 0.498 0.454 

.o~ 0.764 0.734 0.710 0.684 0.654 

.Ol 0.880 0.864 0.852 0.840 0.820 

.0044 0.921 0.910 0.902 0.893 0.881 

Co!lllirulremos l!. Bst&dfntica. de prueb~ p:;..-z un 'outlier' s11porior. Para un 'out· 
lier' inferior es similar. 

Pan esto necesita.mosque la. mínima. O.P. esié en la. obsem>eión más grande l, 
Por convenienciu. at: rw;umi~ que Jo~ ~!nro'~ de b. mu~tra ~on %1, •.• , :tR donde 

z. es la. observación más grande. 
Denotando por 

H0 E 'No ha.y 'outliers' en la muestML' 
tenemos 

/(i) <X q<H exp{-/38) 
8 •/2 1 • 

f(;.I Ho,8) = 2 exph·DExtl 
., i=l 

con lo que 

f(B / &. Ho) o: /(8)/(;o.I Ho,O) 

o: o•/2~-1 exp [-o u tx~ + p)] 
introduciendo la constante de proporciona.lid..<! 

( t >'A 'I {J1•/2+4 [ ( ft ')" /(9/.o..Ho)= ,f..<i=1 :c; + e•/H0
-
1exp -8 !)'zr+fJ j 

r(n/z+a 2f=t 1 

l Pa.ra ~~ &l 1• O.'P. \Gq.a tu n!or~ •lalll\o H I¡, o.U vuiH 6-! 1• JDM •94••1 O\".,,..Clóa, H 

oomp .... p(:1 I 81.) y p(:. / 81.) ..... 8¡ ..... ''"º"'" ...... p(Oi. 1 %(1)) = v¡61. / Z(•))· 
O~~+t 1n11taa.uo d Loa.a '• la uc:clda 4.4 'ºHace ohc 11 p(%1 1 %(1)) < p(z:,., %(•)) 6 11 

p(:1 1 :to¡) > p(x. I :(•Jl· 
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Anf, la <llitrlbucíóo pooterior de O dado que en !~ muc~tra no hay 'outliera' e8 uaa 
Gama con parámetros n/2 +a y t L~=I ~ + f3. 

De igual forma,, denoilll!do 
H1 ;;¡ 'H~ un 'outlier' en la. mue.Ira' 

tenemos 

Con lo cuál 

Introduciendo la constante de proporclona.lld&d 

donde 
•-1 ~ . ~/'2+cr t L-1 %¡ + t6i! + fJ I W = - e• H<>-1 r n 2+a 

Por lo que!& dlstrlbuci6n posterior de e dado que ea la mueatra hay un 'outlier', 
ea un Gl!.llla con parimetros n/2 +a y ~ ¿:~;i' if + k6.t; +{J. 

La probabllldad de que la muestra no contenga 'outliers' es 

f(Ho,;J = /(¡_ 1 Ho)f(Ho) 

[ (

1 • )-(•/2+<>)] 
= r(n/2 +a) 2' &;; .zf +.8 f(Ho) 

f(H1,&) = /(¡ i Hi)J(H¡) 

[ ( 
•-1 )-(•/Ha)] 

= r(n/2+a)61'2 ~ ~.zf + ~6r. +fJ f(Hi) 
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. UnMdo el Factor de Bn.yC3 para con;, ·, .,r el modelo en el cuál la muestra no 
contiene 'outliel'8' contra el de que contiene un 'outlier' ~ 

(6) 

Factor= W 1 ~º! ¡_ 1 

r(n/2+a) (U:;7=t if + p¡-<•/H<>) 

r(n/2 + a)61/2 ( n:;i;i1 '1 +óri + ¡J t•/Ha) 

( 

• )-(•/2+a) ( •-l ) (•/Ha) 
= 5-1/2 ~ ~ ..¡ + p ~ ~ if + éx~ + fi 

= 5-112 1 + -~~·<-'---~~ [ 
='(6-1) i•/2+a 

Li=l Z¡ + ¡J 

Siendo entoncea el F&<:tor de Bn.ycs una función de ~x: (~ L~=I z/ + p¡-1
. 

Ejemplo l 

Generamoe una muestra de tamaño 601 en la. cuál 49 obllervaciones provienen 
de !::. di!:Lcibuci6n Normú (O,e), con e = {1 utifü:.z..ndo el p;¡,.quc:c STATGR.A.Pf!ICS. 
Suponiendo 6 = 1/9 generamos el 'ouilier' a. trav&! también de STATGRAPllICS, siendo 
dicha. observación igual 11. .94761. 

L& muestra de ta.maño 50 ya ordenada. ea 

-0.88860 -0.86425 -0.79704 ·0.66094 -0.6&-106 
-0.57351 -O.M071 -0.50007 -0.46269 -0.37590 
-0.324:H -0.30085 ·0.29326 -0.23316 -0.21997 
·0.19261 -0.!7l'.35 -0.14733 ·0.10873 -0.08786 
-0.07065 -0.04864 -0.03305 .Q.00229 0.00260 
0.05074 0.06400 0.13259 0.13990 0.14024 
0.15986 0.18919 0.27540 0.28613 0.29632 
0.32301 0.37573 0.42309 0.43585 0.44940 
0.45637 0.5091)4 0.52644 0.56759 0.58810 
0.59047 0.65448 0.76122 0.85182 0.94761 

L& disiribuci6n inci&! de O la. suponemos como una Gama. con a= 8 y ¡J = 2, para 
que así la media multe ser 4. Con los da.toe a.nteriore! tenemos que el Factor de Bayes 
que nos comp&ra. el modelo de no 'outllers' con el de un 'outlier' (ecua.ci6n (6)) resulta 

Factor= .452 

Como este v&!or es menor que uno, nos a.poya la hipótesis de que el valor .94761 
es un 'outlier' (ver sección %.6 del Capítulo 2). 
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Ejemplo 2 

Suponiendo I& mÍ!lm& mueatra, pero ahora utilir.aodo una é = 1/100 la observación 
generad& a travé~ del STATGRAPHICS remi](a ner 4.3281. Para estos datoa el Factor 
de Bayea resulta ger -

Factor = 4.8 x 10-1• 

Anf, como el F:!.Ctor resulta ser cerca.no a cero nos ~tá apoyando el hecho de que 
el valor 4.3281 es un 'outlier'. 

En este último ejemplo es "má.3 claro" d apoyo de que el valor má.. grande aea 
un 'outtier', ya que el valor de li = 1/100 nos a.'1"81Jr~ con gran probabilidad que una 
o~n abernnte teri la más grande en la muestn.. (Ver tabla 2). 

CoMideremoa t.hol'lL Ir. poBibilldad de tener doa 'outliera' superíoreJJ, .i:,. y "•-1 · 
Denotunos 

H2 ;;.; 'Hey do-! 'outliers' en J¡¡ muestra' 
A-" 

Por lo que 

/(DI ¡.H2) ix s•l2+a-i5 exp [-u ( ~ ~ z1 + ~ó(r. +zi-d +/J)] 
introduciendo la co1U1ta.nte de propordonalidad 

donde 

l •-2 1 i ¡-• -' ) •/•+a ~ Ll-1 "'• + ili ... + r.-1 + /J I 
IV = - r n 2 + a o• •+a-l 

Siendo entonces una Gamma con parámetros n/2 +a y ~ f.'t;;} r? + ~ó(z~ + 
~-d+.B. 

Con lo anterior tenemos que 

/(H2,t.) =/(t.! H2)/(H2) 
r ( H )-(A/2+<>)] 

= lr(n/Ha)ó \ ~ k zf + ~ó(z! +zi_i) +P /(H2 ) 
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Por lo que el F~t~.r de Ba.yes pan comparar el modelo de no 'oulliem' con el de 
d08 'outliel1!' ea 

(

l • )-(•/2f<>) (¡a-~ l )(•/Ha) 
(T} Faclor-=r

1 
2&tt+/J z-&iit+ 2s(~+z!_ 1 )+/J 

"'Ó-1 [1 + (z! + ~-d (é - 1)1•/Ho 
I:;.:1 r, + P 

Siendo un~ función de Hz! + :r;!,_1 )(t [;~1 :i:f + ¡l)-1. Eat• e•tiulfstica ea su­
ceptlble i eketo~ engaiioaoo. S1 :r. e>1 muy grande, entonces el pa.r t,. y .fn-1 pueden ser 
delcua.<los como 'outlfors' i.unque Z•-1 no lo !en.. 

El futor de B113C11 del modelo de un 'outlier' e~ntra el de do• 'outlier5' es 

(8) 

{ l •-l l ' ){•/24-al 
__ 

112
\ 1 í:1.,1 :i1 ·r ~6(z. + ~-il + P 

Futor - ó ( a-i 1 • • )¡.¡;'.¡:-;;¡-i Ll~l r? -! 2oz¡ + fJ 

""s-1/'J (1 + tz!-1 (S -1)]•/2+0 
; r.~;.1 :et+ ~5·~ + fJ 

Siendo unt. función de ~4-i ( M + ... + ~r.-1 + ~5.t~ + p)-1
• 

Lo cual nos MtgUra que, si bien un v.i.Jor gf1l.llde de "'• puede llevarn-OB a. t-.ncr 
poca probabilidad para no 'outlier' contr<> dos 'ouiliers', es necesario un valor grande de 
"'•-I parn tener ¡¡rui peso para dos 'outliell!' contrz un 'outlier'. 

Aderoú, de igulll forma pod~mou tener que si bien un valor grande de "'•-I puede 
ca.u=oa gn.n pt.O<.l para no 'outliera' contr& un 'outlier', tenemos poco peso pl!J1l. no 
'outllers' contra d0t 'outliel"\ll'. 

Ejemplo 3 

Suponiendo tos da.tos del ejemplo 2, tenemos que el 1'?.c:;;c cie BayM que no' 
compara el modelo de no 'outliera' con el do ~e= 'umiíe"'' (ecuadón (7)) eJ 

Factor= 8.0·! x 10-12 

que por ser cercano a cero 0011 apoya. que Jos valores zao = 4.3281 y =•~ = .85182 eon 
ambos 'outliera', &Unque éiite último no lo &ea. 

Ahora, utilif.ll.Udo el Factor de B!!)'eS pan comparar el modelo de un 'outlier' con 
el de doa 'outlíen' (etu&ción (8)), se tiene 

F¡¡cfor "' L672091 

que por aer meyor que 1 noa indica que sólo ha.y un 'ouilier' en la muestra, es decir, que 
sólo el valor 4.3281 ee 'outlier'. 



5.2.3) 6 I>aseonoclda. 
Si li es detconocid& debemoo especifica.r un& di&iribución conjunta inici!\l pan O 

y li. Si ae tienen n - l observaciones :c1 , .. .,:;._¡ de la dwtribuci6n Normal /(:t ¡O)== 
(/; )

112 exp(-!S;r;'), -oo < :: < oo y una oboerva.<:i6n, z., de la dl.stribuci6n Normal 
g(;i; 1 6) = (#)1

/
2 exp(-!5Dz2), entone"' 1~ verosimilitud en la. forma general de la 

Famili& Exponencii:l et proporcional a 

lo cual nOll •ugiere utilltllr un& conjuga<la inicial como 

p{C,t) e< erp!-M- eOli +o !ogO + /!og(91iJI 

donde la. coru1tante de proporcionalidad "'5tá dada por 

b'.J+' ¡r(f + l)r(a)¡-1 

Ver sección 5.1.ll 
L& di.atribución marginGl inicial para O ""un& Gama con parámetros 11 y by para 

li es Slegel (ver Apéndice C). 
La moda. de p(li) eat' en bflt{a + l)j-1, la cuál debe ser pequeña pan. uegurar 

que con gran prob&bilidl!.d z. es 'outlíer'. HMia aquf, li<l ha. ignorado la reslricci6n de 
O < 5 < l. Puede induirne y uw.rne integra.cl6n numérica. para determinu IM constantf!3¡ 
sin embargo, ai l~ proba.bllidad inicial p;i.r.. ó > 1 es suficientemente pequeña entone"" 
no 11e a!ectan ieriamente los multados. E!tl> probabilidad eegun PettiL(I98S), ~t~ dada. 
por I,(n,/ + 1) donde 

ea la función Beta incompleta y p = be-1 /(be- 1 + 1 ). Si he-1 es paqueño entonces 
la probabilidad aer,;. v<qucii~ 

Procediendo con el métodó tenemoo, bajo Ho 

f>'ef+I 
f(D,6) = f(ll)r(J + 1¡ exp!-bS- e6ó +a loge+ /log{U6)l 

J(.11.I Ho,0,6) <X exp {-~ef'z¡ + ilo¡¡o) 
\ f:f 

Con lo que f(O,ó l :.Ho) = 

V exp [-U~ "1+h)8- e08+ (n/2+a)log8 + flo8"(9ó)] 
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Donde 

De este modo: 

B&jo H1 tenemoa 

lf-e.f+l ' 
/(S,li)"' f(ll)r(J + l) exp[-bG - e9c +a lo~o+ Jlog(OliJl 

[

1•-1 1 ln-11 J 1 
J(:.I H,,6,ó)"' exp - 2o ~=T- 2esz! + Tlo¡¡B+ :¡log(81i)J 

A.s~ f(S, ó 1 ¡,Hi):: 

[ 
'1 ·-

1 
) l ) iJ el<P - t 2 ~ :f + b O- (e+ 2:;)@5 + (11/2 +a - l/2)log0+(f+1/2)log(Uli) 

Dondt 

Con la cu&! 

!( I H ) == (rV¡ + 3/jl) b•ef+i r( n/2 +a - lf2) 
l. 1 J+ i r(al (n;;;,1 x1 Hf'z+--112 (e+ t:¡¡1~1' 

Siendo entoncea el Factor de Dayes que compara. el moddv de no 'outliera' contra 
el de un 'outlior' igual a. 

F~dor., Wi iºJ l l 

Que podemos expresarlo como 
(V) 
="'~"*'ti;r.t.,,:.""-'...;..,.~-,,.,. (t - t~ )•/l+<H/2 (e+ i:!)f~/2 

1 fEf=1tlH ar:i:1 %f +b) 1/l 
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Que d$ptnde dt loe dúos solamen~e z tr»v6 d• r._ y do L~=i ;;;. 
Ejemplo 4 

Loa aiguieotea d&loa loma.dos de Ro•ner (1983), correaponden o. una. muestra de 
52 o~rvt.elone.i que u auponen de un~ dlatribud6n Norma.! con medl!!. cero y precisión 
i!tllconocída.. 

-2.371 ·l.447 • l.187 -0.977 -0.927 
-0.867 -0.867 -0.787 -0.747 -0.697 
-0.631 ·0.637 -0.577 ·0;567 -0.547 
.0.417 ·OA37 -0.427 ·0.367 -0.:it.7 
-0.317 ·0.217 -0.167 -0.167 -0.137 
-0.(167 -0.037 -0.027 0.013 0.023 
0.103 0.113 0.133 0.223 0.243 
0.273 0.343 0.413 o.m 0.513 
0.713 0.793 0.793 0.793 1.083 
1.083 1.173 1.463 !.653 2.173 
2.613 3.883 

El valor 3.883 ea declara.do como un 'oti&iiec' pcr R.osner. Tenemos que la varlania 
mue5\nt.I, sin tomar en c¡¡entt> la últimn.. oh•ervaci6n ea igual a. .796Z, síen<lo entonces Ja 
predsi6n igual a 1.256. Asumimos que O tiene una distribución ms.rgina.l inicial Gam;,. 
con parimelros a>= 26.12 y b = 0.05. ~. 

Como ademú nece5itf!.mo• que be-1 y bfle{a + 1)1-1 ~M pequeños escogemos 
~ = 3 y f = 3¡ teniendo con eiitos valorea que la. moda. para S es menor que .002 lo cu!l 
por 121 tllblri. de 1;, del principio de )¡i sección 5.2.2 noa a.~egura que con probabilidad alta 
una obterv&ci6n a.berra.ole aeri. la. má: grande en la. muestra. 

UtilÍl:ando el Factor de Bayllll para comparar el mod~lo de no 'oulliers' contra el 
de un 'outlier' cuando 8 es desconocida (ecuación (9)) tenemos: 

Factor= 3.2333 x ¡o-~ 

lo cuál no~ in<Jicl!., pe: !Pr un valor cerca del cero, que, en efecto, el valor 3.883 es un 
'outller'. 

Ejetnplo 5 

Utllítando los mlsmos datos del ejemplo anterior, pero a!iilm se !Upondrá una 
d!?trlbud6n inicia.! de refo!'>lncia para O y 5, \'l! decir ha.ciendo a -> O, b - O, e -+ l 
y f _. O, Pa.tll reflejar que no tenemos ningún conocimiento inlclal ha.cerca de dichos 

l t.. •ittrUtsiddia Cll'llj;UH• h1fcl..l ;:¡lta (} 7 ó .. , .... C•,t.re"lll>U :I:!' toMU •fl i::11.au 1• 1::1u ... 11,.., ftUM "~ .. 
d<tlu reáth11 ti coutdml•al~ "''"' n •lt..,.• ff4''t'lo • i• o:iu•lo, &ittlfO d:.t h.iaó,1HJH1 ... Mhul:;, 
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p&rimetroa, t•nemo• que el Fa.etor de Bayts para. comparar el modelo de no 'outliera' 
contn el de un 'oullier' utiliu.ndo !& ecua.ei6n (9), tenrmos: 

Factor= 7.5011 x io-3 

que por eer un V&!or cerca. del cero conlcuimos, a.! i¡¡ua.l que eo ejemplo anterior, que el 
V&lor 3.883 es un 'outlier'. 
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5.3 D!.trlbuclón Normal(B, 1) 

6.3.1) Modelo Nonnn.1(6, 1) 
Asumhnoo que en un& muesm de t!Ullaño n, la meyorfade 1114 observn.dones tienen 

una d\!trlbuci6n Normal con función de <lerui\<l~d /(z 18):: (;f,;)112 exp (-!(z - 8)2 ); 

-oo < X < OO. Donde el parámetro e es I& media de la distribución. Coruilderemon la 
diatrlbucl6n inicial de e como una Normal con pa.rámetros a y fJ (F:i.mllin. Conjugada.). 
Utiliza.ndo el Teorema <le la. sccci6n 4.4 del Capítulo 4, sabemos que la m(nlmi< Ordenada. 
Predidlvo. psr• ct;t:>. <llitrlbuci6n eot& en la mS., pequeña 6 en la mio grande obmvac16n. 
En esta distribuci6n pueden ser detect&doo 'outliern' superiorea y 'ouLlim' inferiortl. 
Supondremos que la Ordenada Predictiva toma 5ll mlnlmo valor en la má.s grande de la.'! 
ob:;orr..ci~n~ s y <lr:.1=clla."tmos el modelo para 'outliers' nuperiorcs. Pam loa inferiores 
"'slmillar. 

Así, a.sumimos que sólo un!l.1 poca!! obserY"~cione.s aben'11Jltes pueden tener una 
diatrlbuc\6n Normal con función de densidad 

- 00 < :t < oo, 8 > o 

H~emo1 el desmollo uuponiendo primero que 6 es conocida. y poateriormente la 
l!Upondremos desconocld>.. 

6.3.1) ~ Conocida 
Antes que n&da., necesitamos ver que se satii!fag-a la. a.proximad6n del inciso (2) 

secci6n 4.2. Es decir, debe cumplirse que con probabilidad alta. una. observa.d6n abcr· 
rante sea. la má.o grande en la. muestra. Ademando alguna.! de IM condiciones dadas 
por Petlil y Smilh (198ó) tenemos que una. torma. de checar que dicha a.proxlmaci6n se 
cumpla., es encontrar ia vruLabillC;d d! ~~~ 1J!11\. observaci6n aberrante exced& el valor 
esperado de\-, e-,1adfstica de orden ml!.X :;, es decir, calcular p(r, > E(maxx;)), donde 
:¡ ~ N(8, 1), i = 1, .•. , n - 1 y :. ~ N(8 + 6,1), cou ~ > O. En Nea.ve (1928, 
tabla. 2.~(e)) cncvntramos los valores de dicha! esperantas. Bll!cando IB.9 probabilidad"" 
correspondientes !e ht!. construido la. ni¡;uiente twl" para distintos valores de 6, cuando 
la precl:il6n es Igual a. l. 

~ Pao n.1111., ti la .. º''4P!•'• Pr'l4.lt\lva t,,cm.i. '"'mor,. u.fn.lmo 1n. la Sl' .. ¡1¡;..,.:;;':;.::. l~ m~ ?""tv..d 

oMtl'Y&(lóJ, u cc11;1aru p(z1 1 01a) 'f p(%a j 01w.) 6o:uh @h u ~I t11\co n!cr ht c110 p{011\ 1 X'(t) = 
p(D10 1 i(•)· v .. , .... ''"'""'',, L ... , .. , ... ,, ... 4.4 'º'"""' ..... •• p(z1 1 Z(l)) < p(x. 1 %(•)) 
6 '' p(:, 1 %(1)) > p(z~ i Z(n))· 
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'I\tbla 3 
Val•m de p( ... > E(mu:i:;)) 

6\ n 10 ló 20 30 óO 

3 0.93b 0.903 0.876 0.834 o.11s 
3.5 0.978 0.96~ 0.951 0.929 0.896 

• 0.99~ 0.989 0.984 0.976 0.96ú 
5 0.999 0.999 0.999 0.998 0.997 

Por conveniencia 8e asumirá que los VAiores de la muestra son x1, ... , l'o donde 
.:. <.-: le. ol>Mrva.ción más grande. 

Denotando por 
H0 E 'No hay 'outlim' en la mul!Btra' 

tenemOll 

con to que 

donde 

/(O) o.: exp [-~(a - 0)1 l 
/(¡ j Ho. 8) ce exp [-~(o - :r)2j 

/(81 ;¡¡, Ho) o.: /(O)/(¡! Ho,8) 

o.: exp [-(P; n)(S- µ')21 

, Pa +nl: 
µ. =--p+ñ" 

."..!!, l& distribución poaterior de 8 dado que en Ir. muestra no hay 'outtiérs' ea una 
Normal con medi:. 11.' y precisión íJ ~ ::. 

No introduciremoa la.o conala.ntu de proporcionalida.d pu .. ¡;;rr factores comunes 
en todaa Isa distribuciones que obteng1L!llos y llO afed:ui por lo 13.Jlto en et F:u:tor de 
Bi.yeu. 

De igua.1 forma., denotando 
H1 ;;; 'Hay un 'outlier' en la muestra' 

tenemos 

f(S) ex exp 1-~(a -W] 
/(:.IHi,O)ocexp -j(e-{:r-é/n)}2j 
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con lo cuál 

donde 
,, /Ja+n-:-é 

µ "' P+n 
Por lo que la dliitribuci6n posterior de O dado que en la mues\ni. hay un 'outlier', 

e;i un N onnll.l con media ¡<'' y precl!ión {3 + n. 
L& probllhilidad de que la mueatra no conten~a 'outllm' tl! 

jíHo,~) "'/{1! ITo)f(Ho) 

-= exp [- 2(;! n)(a-r)2
] f(Ho) 

La probabilidad de que la muestra contenga un 'out!ier' e~ 
f(H,, <.)"' /(¡;I H1)f(H¡) 

,. [- n/J ( -:i:)2 + 2nf)r8 - 6
2 

/J - 2nlia/J] f(ff ) 
exp 2(P+n) ª ~+P¡ _, .. ¡ 

U:rui<lo d F;;.;:tor de Ea.yes para. comparar el modelo en el cuá.I la muelltra no 
contiene 'outllers' eonlra el de que contiene un 'outlier' t5 

fülor = w 1 ~ºl ¡, 1 

(10) -ex r-2n/fZ6 + 52p + 2nfo/Jl 6 >o 
- P 2n(n+P) 

[
Po 6 +2na- 2n1 l , 0 = exp 211 n + fJ '1 > 

i<)emplo 1 

<rlueramos una muestra de tamaño 5-0, en la cudl 41} obs1!rv11Clones provienen 
de l& d1'itribucl6n Normal (8, 1), con e = 10, utiliiando el pa.quete STATGRAPHIOS. 
Suponiendo ó:: 3 genenrnos el 'outlier' a travk t11.mbién de STATGRAPHICS, siendo 
dich~ observación igu!.l a H.56. 

La. nu~~!ru. d.: ta..iuaño Su ya. ordenWa. es 
7.12 7.71 S.28 8.ó7 8.79 
8.82 9.04 9.09 uo 9.25 
B.32 9.-{\) 9.49 9.ó2 9.54 
9.s:; 9.57 9.58 9.64 9.67 
9.75 9.80 9.85 10.02 10.07 
10.10 10.12 10.14 10.20 10.20 
10.21 10.29 10.36 10.39 10.43 
lli.60 10.75 10.SO 10.94 11.01 
li.05 11.M 11.32 11.30 11.36 
ll.39 11.6~ 11.86 11.98 14.56 
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La. distribución incial de O la •uponemo' como una Normal( a, ,B),r.on " = 10 y 
¡J = 100 . Con los da.too anleriorei tenemos que el Factor de Beyes que nos compara el 
modelo de no 'outUern' con el de un 'outlier' (ecuación (10)) resulta 

Factor= .8833 

Como el!te valoreo menor que uno, nos apoya la. hipótcoie de que el valor J 4.56 es 
un 'outlier' (ver sección 2.6 del Capítulo 2). Dicho apoyo no es muy fuerte, oln!crvando 
que el Fz.ctor de Beyes multa menor que .5 cull.lldo el valor del 'outlier' es mayor a 28.25. 

iljemplo 2 

Suponiendo I& mi!ma mue.itr-.., pero ::.hora utilir.ando una ó = 4.ó la ol>serY'J.Ción 
generad& a. través del STATGRAPH!CSret.ulta. eer 16.2. Pa.ra. estos da.tos el Factor de 
Ba,yeo ro¡uJt& s•r 

Ftlctor = .7879 

A!f, como el factor r-• ..:mltll. ;cr menor que uno nos está apoYMdo el hecho de que 
el valor 16.2 es un 'ouilier'. 

Al Igual que en el ejemplo :i.nielor no es muy fuerte el a.poyo de que el valor 16.2 
&e& un 'outlier', ;;iendo ~1 F'°.ct(lr d~ Beye~ menor qu:: ,5 cuando d r-alvr dd 'outlha·' eu 
mayor a 23.79. 

Consideremo; a.hora la posibilidad de tener doo 'out!iel'5' superiores, :r,, y "•-1 · 
Denoiamo& 

H2 :: 'Ha.y dos 'oulliern' en la muestra' 
An 

donde 

con Jo cuál 

f(S) a exp (-~(a - OJ 2 j 
!(¡_ 1 H2,0) a exp [-i (e - (r- 2ó/nll'] 

/(8 I ¡, H2) <X exp [-(/J; n)(Q- µ"') 2] 

,,, fltr+n!!-2.8 
µ· .. =· P+n 

siendo entonces una Normal con media µ111 y precisión /3 + 11. 

Con lo anterior tenemos que 

f(H2, ¡_) == /(¡_ 1 H2)/(H2) 

=e [- n/J (a-~)2+2¡¡/)ZJ-2óZfj-2néafJ]!(H) 
xp 2{1+ñ) n(n + /J) 2 
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Por lo que el Factor de B:cyes pan comparar el modelo de no 'outllen' con el de 
doe 'oulliera' ai 

(11) 

(12) 

,. _, _ [-4n{lró + 4ó'/J + 4nóafJ] 5 0 ,,.,or - exp 2n(n + Jl) > 

== [/!6 46 + ina - in!' J 0 > 0 
exp 2nn+Jl 

El Fllctor de Beyes del modelo de un 'outl!er' contra el de do& 'outllera' ea 

Factor"' exp -2n!Jr6 + 361/J + 2nfo/J] 6 >O 
2n(n+/J) 

Ejemplo 3 

=:exp {JI! 38+2na-Znr) ó>O 
2n n+f! 

En los d&tos de! ejemplo 2, rupong-unos que se tienen los 'outlieni' r40 == 15.6 y 
:11411 = 16.2. Entonces el Factor de fü.yea que noe comp&ra. el modelo de no 'outUeni' con 
el de dos 'ou\llen' ( ecuaci6n ( 11)) es 

F4dor = .5256 

que por ser menor a. l nos a.poya que Ion valores z~0 = 16.2 y z40 = 15.6 aon nmboa 
'oulllen'. 

&.U) ó Deaconocida 
Como 6 ea deaconocidn debemos especificar UDI). diBtr!bud6n conjunta. Inicial parn. 

S y 6. Si ne lienen n-1 ob3ervaciones .i:1, ... , "'•-t de la. distribución Normal (9, 1) y una 
obaerva.ci6n, i-., de la diBiribución Normal (8 + 6, l) ó >O entoncea la verosimiliiud en 
la. form& general de la Familia Exponencial es proporcional ~ 

exp rl_ !g; + n?8 - 86 _ l.51 + ~éJ 
2 2n 

lo cual nos sugiere utllll'.8l una conjugad& Inicial como 

p(e, 6) et: exp [-atl + bO - cl//i - eS7 + N] 
donde 11 co~tante de proporcionalidad eatá dada por el lnvel'!lo multipllcativo de: 

¡_: 1-: exp [-a112 + bO - cD/i - eó7 + /&] dSdO 

"'J.: exp!-a82 + bSj [!: exp!:-eS7 + /6 - c06ld6] d8 

"'1-: exp¡-ao• +blll ro¡p·[{/ ~:)
2

] (¡f'2 [/-:A dé] d8 
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donde 

A= (f) 112 

exp [-• (6 - Í ~ecO) 
2

] 

La Integral respecto a 6, ea lo. integral de una Normal con media. (! - c8)/2e y 
precisión 2t, por tanto ea Igual a l. 

donde 

W = (!)-'/'l (E) (4ae- c2 )-1/2 ex [...!_ fü-2fc 2] 
• exp e-t 4el' p 16e ·4ae -

La. Integral mpecto a. 8 Vllle 1 ya que es la. integral de una N orma.1 con media 
(4be-2/c)/2(4.<le- c2) y precisión (4ae - c2)/2e. 

(13) 

De esta. form~ la. cO!l!ta.nte de propon:lonallda.d ea igual a. l/W, ea decir, 

K = l/W = (~ae - c2)1/2 ex [- af2 + eb2 - bcf] 
2r p 4ae- C2 

L~ ~tribuci6n ma.."!:ine.I L'licil!.! p~ O '-" 

l oo ( 44e - c2)1/• exp [ ap + elP - be/] exp [-a82 + 68 - cD6 - e62 + fó] dé 
-oo 2~ 4ae- c'1 

=(4ae-c2)
1
'
2 

e r-(4ae-c2) (o-2be-fc)'] 
4ei- xp 4e ~ 

la. cuái es una. Normal con media (üe- jc)¡'(.f.ae- e?) y vn:d8i.~u (-iuc- ,~)/Zr,. 
De lgml forma la di!tribucl6n ma.rglnal Inicial pan 6 es 

l oo (4ae-él)l/2 [-af+el?-bcf] [-aú1+68-c06-eó2+/6jdO 
-oo 2~ exp 4ae - c2 exp 

= (4ae-c2)
1
/2 exn [-(4ae-c2) (ó-!'."f-bc)'] 

4a:r • 1a ~ae - e- ¡ 

La cuál ea una Normal con media. (2af - be)/( 4ae-c2) y pNlcl!lón ( 4ae- c2)/2a. 
La moda. de p(ó) ea la media. de la. dl!tribuclón la. cuil debe ser ma.yor que cero 

a.segurar que :,. ea 'outller' auperior. Ha.ata. aquí, se ha. ignorado la. restricción de 6 > O. 
Puede incluirse y UBD.rtle integración numérica. pa.rn determin&r las constantes. Pero si 
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control1.1Doa que la probabilidad Inicial pBn. ó <O sea suficientemente pequeña entonces 
no ae afeci&n seria.mente loo rmulta.doe. Eiita. proba.bilid!ld eatá dada. por 

fo (4<Je-c'1) 1
/'J [-(4ae-e2) (6 __ 2af-bc)

2]d{¡ 
-oo 4ar exp 4a ~ 

f. ( 1 )l/'J [-1 l = -oo 2; exp TZ2 dZ 

donde 
2af-bc 

e= -¡2a(4ae- c2jp/2 

Por tlUltO (2a/ - b.:Jl2a( 4ae - c2)1-1/ 2 debe ser gTIUJde, en partlcula.r ma.yor que 
cero por lo descrito wterionnente, p!ll'& que la probabilidad sea pequeña. 

Procediendo con el mHodo tenemos, ha.jo H 0 

f(0,6) = K CXJ'{-ae2 + W- ~6 - e62 + /6j 

Con K, como en le ecuación (13). 

/(_¡j Ho,8,ó) = (~ }112 exp (-%(0- :r)2j 
con lo que f(O,ó 1 o..Ho) = 

W exp[-(a + n/2)e2 + (b + nr)D - e8ó - e52 + /6J 

donde 

W _ [4(a + n/2)e- c2j112 [-(a+ n/2)/2 - e(b + n?)2 + (b + nl)cf] 
- 2r exp 4(a + nf2)e - C2 

De este modo: 

/( I H ) _ M ( 4<le - c2 ) 112 r(a + n/2)/2 + e(b + n:r)2 - (b + n:i:)c/1 
i. 0 

- 4(a+n/2)e-C1_ cxp. 4(a+nf2)e-J J 

con 

(14) M = (~ )"\xp (-~:fl) exp [-a/2 ~~c2+bcf] 
Bajo H1 tenemos 

/(O, 6) = K exp[-0112 + b8- e86 - eó2 + /6J 

/(z.I H1, 0,5) = (~-)1'2 exp (-i(B- (?-6/nW] 
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Con lo que /(&,5 I ¿,Hi) = 

W exp!-(a + n/;)¡'P + (b + n:f)O - (e+ 1)88 - (e+ Í;¡8' ·l· (! +z)ó)I 

donde 

W (4(a + n/2)(e + f,¡-)- (e+ 1)2jl/1 I I 
= 2r exp to 

con 

w _ -(a+n/2)(! +1')2 -(e+ f,¡)(b+ riYj2 ·I (b+ n%){c+ 1)(/ +Y) 
- 4(a+ n/2)(e+ f.) - (e+ 1)2 

Cou lo cual 

( 
4ae-é2 )l/> 

!(~IHi)=M 4(Hn/2)(e+f.J-(c+t)> cxp{ml 

Con M de In. fonna de la expre5i6n (H) y 

Siendo entonces el Factor de Ilafeti que compara. el modelo de no 'outl!era' contr~ 
el de un 'outlier' igual & 

(15) 

con 
F _ 4.(a+ n/2)(e+ )- (e+ 1)2 

i- 4a+n2e-& 

F _ ¡(a+ n/2)f + e(b+n?)2 -(H nY)c!] 
2 

- exp ~(a + n/2)e - c2 
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FJemplo 4 

Loe siguientes datot tomadoo de Roancr (1983), corre&ponden & una muestra de 
52 observaciones que~ suponen de un& dlstribuc16n NormaJ con medl& deaconocld& y 
prttlsl6n uno. 

·0.28 0.76 l.Oii !.29 1.34 
1.41 1.41 1.50 1.55 1.60 
1.67 1.67 1.7~ 1.76 1.77 
1.85 1.89 Ul 1.97 1.98 
2.03 2.H 2.17 2.20 2.23 
2.31 2.34 2.35 2.40 2.H 
2.50 2.51 2.53 2.63 2.66 
2.69 2.77 2.85 2.93 2.96 
3.25 3.27 3.27 3.2i ~.ti O 
3.60 3.70 i.02 4.12 4.82 
ó.20 6.74 

El Vll!or 6.74 e; declarado como un 'outlier' por Roaner. Efltogemos los Vll!ores de 
a = 1, b = l,c7 = 4ae = 4, e= 1,/ = 15. Se escogieron estos valores para que la precls!6n 
en las distribuciones ma.rginale& de O y de li tiendan .a cero, ea decir, para repr<?Oenta.r 
que se tiene un vago conocimiento Inicial acerca de los valor<?O de dichos parámetros. El 
valor de / !e escogl6 :-.of, p;.r.. control&l' la probabilidad de li < O (hacer que see muy 
pequeña). 

Utlliu.ndo el F11.etor de Bayea para comparar el modelo de no 'outllers' contra el 
de un 'outlier' cuando O es desconocida (ecuaci6n (ló)) tenemos: 

FBCtor = .2244 

1., ~11~ U'J~ bdk.~ ?C.i" ~ ül1 v¡Jvr meuor de uno que, en efecto, el Vl\lor 6.74 ea un 
'outller'. 

Barnelt y Lewb (1984) rttomlendan que cumdo se supone una dl!tribucl6n 
NonneJ(o,e) ea recomendable utilitar las uta.dfslicas de Dixon • . 

.f L.M •lMICallcM da la fora• 

y(r,t;p,q)= X¡,¡-X(r) 
X¡1)-Xc,1 

Ua.alfu »lt41'1Uc:M dt Dl•on (Butrlt,. L-11, UMI, hA aldo l~•lsa.1b1 por Dlwon{IHO.UU}. Llffl(IPU) Y 

olrcc. 
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5.4 Otraa Dl.strlbuclone• 

En esta sección ~verá que los 'outliers' de varias dil!tribucione. pueden ~r .. tu· 
díados por tramfonna.cíones a. la. Exponencial 6 a la N0rmal (Barnett y LewL,, 1984) '. 
AJf, podremos hacer uso de los re.ultado• ya obtenídos para dicha. distribucioneo. 

5.4.1) Dlltrlbudoneo Gwnbc!, Fréchet y WelLull 

Las distribuciones de valores-extremos del primero, segundo y tercer tipo, en 
oln,., palabras la.o distribuciones Gumbel, Fréchet y Weibull, son también conocidM r,omn 
modelos de observaciones extremas, tales como I& máxlma velocidad de una partícula, las 
temperatul'll8 mfnim88 anua.leo, 188 eda.deo má.o! grandes de índividuos en una pobla.cl6n, 
101! tíempos de vid& máu cortos de un cierto producto, etc. En el &n&lisís de datos de este 
tipo es importante detectar posibles 'outliers' en nuestro• datos para evitar influencias 
erróneas en !os n>!ultadoo 1 . 

L& distribución Gumbel depende de un p&rimetro de localízaci6n a y de un 
puimetron ponítivo de encala b; ll!.9 distribuciones Fr&het y Wcíbull dependen de es· 
ton dos parámetroa y además de un tercer parl.metroz po~itivo de ajuste r. Eu Lérmínos 
de estos parámetros 8U8 funciones de dístribución P(X < r) están da.das en la Tabla 4. 

Tnbla 4 

Distribución de vaJores Dlstribuci6n de va.lores 
mlÍll gn.ndes más pequeños 

·--·-

Gumbel exp¡-e-l•-•)~r1 -oo < % < oo 1- exp¡-e-C.-2)~)• -oo < z < oo 
Fréchet expf-(i¡s.) , ao 1-exp¡-(t¡.1) J. r<a 
WeibuU exp -(t¡L)'J, z<a 1-exp -('r)'], a<z 

Cl!.dl!. <llitrlbuc!6n tknt ¡\o¡; form&.s, ue acuerdo si se refiere a valores-máll·granden 
o a v&!on>!·mM-pequeño,, 

Si X tíene una distribución Gumbel para vaJores-mM-granden, la. tra.nsformacl6n 

L.1o liu'or••dh de Mta ui::clCln H ~tu.yo 111111 J!,uMtl r L.-11 (U&iJ 1 •~dClfl l,ol. 

Para ~a. l•for=.cló11 acwca 1111• lw 41strl~ucloaa 4• nlor••..tra.m.°" H '\lecha coa.u.Hu 011e41n\oo (u..-), 

Q'un-M (UU) y Tbom,..on (UU). 
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Y = exp(-:/ó) tiene un& dl!trlbucl6n Exponencial con origen O y parámetro e = 
exp(-a/b). Si 11e conoc• el v..Jor de b, podem°" ka.noiormo.r loo v...io,.,,. oboem.<loo ;r;¡ en 
N' :::e exJ.>(Xí/b) y l!bM los ~ua!\UO?J <le h. &~dún V.1. NóLt:>;e qu~ .:11 ~Ln LnwtiÍOrwacióu 
en panicular un 'outlter' superior •• en la muestra X se convierte a un 'ou!lier' inferior 
y1 en la muestra Y, por tanto loo Fa.ctoreo deben usane de acuerdo a. esto. 

En la Tabla ó se muestran la.a lran!forma.ciones correspondientes para las dls· 
tr\bucioneil Gumbel, Fréchet y Wcibull. 

En cada CMO la di!tribuci6n de Y tendrá una función de densidad de la forma 
O exp( -OY), Y > O, y podremos entonces utillu.r los multn.dos de la melón 5.1. 

Tabla 5 

Pa.ri.metroa Parámetro x" se z1 se 
que se re- Transforma· O de la. tra.ns· trans 
quieren c<>- cl6n a dl5trlbuc16n forma formE 

Dl!tribuci6n de X nacer aplicar de Y en en 

Gumbel v.m.g. b conocido Y= exp(-X/b} exp(a/b} Ñ(I) il(•) 
Gumbel v.m.ch. ó conocido Y= exp(X/ó} exp(-a/ó} 11(•) 11(1) 
Fréchet v.m.g. a,r conocido Y= (X - a)-r b' 11(1) ll(•) 
~che~ v.m.ch. !!,r 1:onoddo Y=(!~ - X)-r bf' !'(,./ U(1) 
Weibull v.m.g. a,r conocido Y= (a - X)' b-r ll(I) ll(R) 
Weibull v.m.ch. a, r conocido Y = (X - a)' b-r U<•) 11(1) 

v .m.g.=va.lor-mu-grnnde. v .m.ch.=valor-m111-chico. 

U.2) Distribución Pareto 

Una variable aleatoria X, de la distribución Pa.reto se ca.raeteriza por dos 
par&metros, el ~or núnlmo a, a > O, y el pa.rimetro de ajuste r, r > O. Su funcl6n de 
dl!tribuci6n puede e!!Cribl111e como 

P(X <:)=O, 

= 1- (ff' 
Si Y = lnX, la función de distribución de Y es 

P(Y < y)=O, 
., 1 - exp!-r(v - In a)!, 

115 lna 
y!!lna 

y aef Y tiene una dl!!trlbuci6n Exponencial con origen en ln a y pa.rámetros e= r. 
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Si a es conocida, se u.a la transforma.ci6n Z = ln(X/a). Así los datos tra.ns­
formados como 1¡ = ln[z¡/aj tendrán una distribución Exponencial con origen en el O. 
Entonces, podemos aplicar los resultado• de la sección 5.1. 

li.4..S) Dlltrlbuclón Polsoon 

Una V&ri&hle aleatoria. X de la. di.mibuci6n Poisaon, liene una función de densidad 
de la. forma. 

/(z: le)= e• exp(-0) 
zl 

En este ca..o podemos usar el hecho de que la trnnsformad6n j[:z: + 1/4) de 
una. varia.ble aleatoria. Polsson X, con media O se di.'ltribuye aproxlmitílamente comu una 
Norma.! con media ..fO y precbi6n 4, Aiempre y cuando O no sea mu)' pequeña, diga.roo• 
mayor que 4 o 5. 

De eete modo los reiiulta.dos de la !1!Cción 5.3 se pueden u~;i.r. )'ll. qu~ pcr :cr 
ta. predsi6n conocida. e igual ~ 4, pod•mc: trai:uoformar la. muestra a uno. Normal con 
prceiai6n igu&I a l. 

11.,u) Dlmtribuclón Binomial 

Una va.ria.ble aleatoria.X de la.dietribucl6n Binomla.l tiene una función de densidad 
de la forma. 

/(i: ¡e, m) = (~)8'"(1- or-· 
Pan UUi. varil\hle aleatoria. Binomial con parámetros m, e la trnmfor· 

mM:lón sen-1 [(X/m)112J se distribuye aproximadamente como una Normal con media 
sen-1(9)1/2 y preci4i6n {m. Cuando mea conocida. y p d=onocida podemos a.pticar loa 
l'tSulta.dos de luecci6n 11.3 n. I& muestra de valores transfonna.dos ~J = aen-1[(z:;/m)112 j. 
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CONCLUSIONES 

En esta té!~ se ha. expuesto un método Bayesiano para el tratamiento de 'out­
llert'. A lo Jugo de !& expoaici6n (principalmente Capitulo .t) ne h&n hecho varios 
1upue1tos. Se ha pedido que las observaciones aberrantes deben ser 'outliers', que se 
tenga. suficiente información inicial acerca. de los modelos que genen 'buenaa' obsel'Vl!.· 
clones y 'outliers' (el modelo ¡¡enerador de 'outliers' debe ser una. traslación del modelo 
que genera 'buenu' observaciones), se deben conaiden.r situaciones en las que sólo se 
tengan 'ouiliers' superiores 6 situaciones que contengan s6lo 'outllers' inferiores y por 
111timo, el modelo con•idera.do f(x 1 O), debe ser un miembro de la familia. Exponenci~l 
con 1 parl.metro. Pero ia.mbién se ha. hecho hinca.pié de que a.lgunM de estas considera· 
ciones se hicieron para. fa.cilita.r su presentación, pues el método es muy versátil. Además, 
si nuestro conocimiento inicir.l acerca del fenómeno nos indico. que 181l condiciones que 
se piden y las aproxima.clones que se ha.ceo non mona.bles, el método resulta muy útil 
pan. el estudio de loa 'outllers' y es una. buena. forma. de aprovechar dicho conocimlento 
!niela!. 

El método se puede tratar de extender a. situaciones que consideren tanto 'outiiern' 
superiores como inferiom, buscando uni. r;eneralitación de las aproximaciones dad11B en 
el Capitulo 4 para asegurar que las observaciones aberrantes sea.11 'outllera'. También 
se pu•de tra.tar de extender a. miembros de la Familia. Exponencial k·pa.ra.metral. En fin, 
toda.vfa ha.y mucho por hacer y por investigar respecto a. este método Baye!!iano. 

P1,ttit y Smith ( 1985) ha.cea nota.r que en el estudio de los 'outliel'!I' existen muchos 
probkn".1. Uno de ellos es un problema conceptual de lo que es un 'outlier'. Tenemos que 
la. ldf' gcr.era.l de que una. observación aberrante es aquella generada por un mec1.11ismo 
diferente del que genera. la mayoría. de las observaciones, a.si sola, ain más elaboración, 
no engloLa. la noción de "distanciamiento", que es lo que se entiende por 'outlier'. El 
método Ba.yesia.no a.quf presentado resuelve esta. dificultad. 
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A lo lug-o de este traba.jo, ee ha ejemplificado el método Bayesia.no uaando la 
diatribuci6n Exponencial, la. NormaJ(0,0) y la Normal(O, 1). pero se puede aplic&r a 
otras <futribuciones pertenecientes a la Famllia Exponencial con !·parámetro, como la 
Binomlal, hi. Poisson y la Ga.ma(n,8). El hecho de que en la. distribución Norma.! un 
parámetro sea conocido, no nos reJJtringe a verlo sólo como un ejemplo teórico y nada 
prictlco, pues hay mucha.s situaciones en las que se pueden conocer. Algunas situaciones 
donde la media es desconocida pero la precisión es conocida se presenta en problemas de 
control de calidll.d, donde Ja experiencia pasada nos permite dar una valor acertado acerca 
de la precisión del proceso. Se estudiaron otras distribuciones como la Gumbel, Ftéchet, 
Welbull, Pareto, Binomial y Polsson por medio de transformaciones a la Expon•nciaJ y 
a la.Norma.!. 
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APENDICE A 

A continuación M mencionarl. el Ten rema de Beyes en forma de va.riable.i alcatorillll 
y en forma. de eventos. (Ver DeGroot (1970, 11-12) 

Teorema de Bayea 

Sea.X= (X1,X2, .. .,X,.jT y Y= (Y1, Y2, .. ., Y.f dos vectores aleatorios. Sean 
g1 y 92 las funciones de dellllid&d de probabilidad generalludas (f.d.p.g.) marginales de 
X y Y respettivamente. Sean h1 (. l 11) l& f.d.p.g. condiciomJ de X dad.o el valor de 
Y = ~ y hi(· 1 :) Ja f.d.p.g. condkional de Y d&do el valor de X = r. Entonci:ll pan 
cualquier punto z E R"' t!.l que 91 (t) > O y cur.Jquler y E R"' 

En fonna. de evento& el Teorema. de Beyea se establece como sigue: 

Sa;.r, Ai.Á2 , ... una. sucesi6n de eventos d~juntos pa.m IM cuales Uf:1 A; = S 
donde S ea el espacio mueztral, ea decir, el conjunto de todos los resultado& poalblea de 
un experimento, y Pr(A1) > O para i = 1,2, .... Ademé'.s, '"ª B otro evento tal que 
Pr(B) >O. Entonces: 

Pr(A¡ I B) = Pr B A1 Pr A¡) 
Li=t Pr(B 1 A; Pr A¡ 
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APENDIGE B 

CoMideremos que en un& muestra. de tamaño n, n - 1 observa.clones proviene de 
la dl!lr!bucl6n 

!(= Pl = .\exp(-A.tJ, ">o 
y un& obeerv&el6n proviene de hi dintribucl6n 

J(z 1.\,6) = 5.\ cxp(-6.\z), O< 5 < 1 
Antea de relW!.ar el experimento no se tiene ningún conocimiento inicial de cuál 

de est11.11 11 obsemi.clones ee un 'outller'. Ba,Jo esta coMideraci6n la verosimllltud de 
(z1,. .. ,z0 ) esta.da.da por 

J(:i:i, ... ,::. I .\,ó) = ~5.\" exp {-t.\z¡l {t.expj(l-5).\z¡J} 
Coruiideremos la Mil.ble aleatoria y; = .\z¡. • ntonces y¡1¡, y¡2¡,. . ., I/(•) son las 

esta.dftticu de orden de 

/(111 .... ,¡i,. j 6) = ;exp {-t111} {t.exp[(l -6)v1J} 
Sea u, 1& probablllda.d de que l'(rJ correponda a. )¡¡, ob~crrad6n que proviene de 

/(1116). 
Entonces u,. se puede Vlllua.r como (Ka.le y Sinh&, 1971) . 

u,"' E PrbcrJ ;:¡ 11 1 VI - !(11 l S)}Pr{y¡ - !(11 l 6)) 
l=l 

,., Prb'(') ::: ¡,. j ¡,. '" /(¡¡ 1 óJl 
= (n -1) ["°(1- e-r¡r-1e-C•-•>rse-~'dv 

r-1 fo 
= sr(n)r(n - r + 6)/r(11 + 6)r(n - r + 1) 
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Como nOJ! Intensa. r = n, tenemos que !a probe.b!lidad de que l• ob!!el"Vl\Ol6n 
aberr&nle se& 111. m611 grande en la muestra es igual a 

r(n)r ó+ 1) 
n+5 
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APENDICE C 

L& funcíóu de densidad Slegel esU: definida. como: 

. ufi(l/2)-1 
Si(k,g, h)"' B{fk, f.u)fi.o/i(f+fi-1uj(ll.¡.g)/2 u>O 

Donde B denota hi. función Beta. como usull!mente 11e deftne, relacionada con 1& 
función Gama por. 

Ademá.a, ee llene que 

~~ B(g, h) = rfi+7iT 

Donde l es la. función Beta incompleta definida como: 

[4 ua-1~1- ur-1 
I,(q,h) = Jo(g,h) d11 
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APENDICE D 

En e<ile capítulo se mencionalin algunos re.•ultados obtenidos al hacerse un 
an'1leis de senslllvld&d en Jos ejemplos prindpaleii del Capitulo 5. 

Lo;; re;1ul\adoa del ejemplo l de la sección 5.1 fueron: 

o 0.1 0.4 0.5 1.5 2 
0.!30 0.136 6 . 6 6 0.278 
0.125 0.131 O.lóú O.ló6 0.190 0.227 0.268 
0.110 0.115 0.132 0.138 0.169 0.203 0.240 
O.lOó 0.110 0.127 0.132 0.162 0.196 0.232 

15 0.085 0.089 0.102 0.107 0.133 0.162 0.194 
10 0.068 0.072 0.083 0.083 0.110 0.135 0.162 
20 0.055 0.&80 0.068 0.071 0.090 0.112 0.136 

Vemos que aunque los valore!! de a y /J estén alejados de los valores que g•n•!"'-'! 
la mutstra, no aftttA . .n •!g-nH!c!!i".":.iüér,ic los resujta.dos, ea decir, 3Íguen apoyando la 
hlpóteals de que el valor 0.459 eo un 'outlier'. Con lo que se puede ;;finnar que plll'll 
el CMO de esta dístribucl6n, el método resulta bueno aún cuando nuelltro conocimiento 
inicial no sea muy preci!o. 
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Los ~ult&dos del ejemplo .( de la secci6n 5.1 fueron: 

~ 0.1 0.5 1.0 1.55 10 15 zo 
1 0.000081 0.000078 0.000075 0.000071 0.000031 0.000019 0.000012 
0.5 0.000086 0.000083 0.000079 0.000075 0.000033 0.000021 0.000013 
10 0.000092 0.000088 0.000084 0.000080 0.000036 0.000022 O.OOOOH 
15 0.000098 0.000095 0.000090 0.000086 0.000039 0.000024 0.000015 
~ 0.90010.s 0.000101 0.000091 0.000092 0.000042 0.000026 0.000016 

Observamos que al Igual que en el ejemplo anterior los V?.lores de a y b Iniciales 
no influyen fuertemente en loa resultados, ya. que, aunque estén alejados de los Yalores 
que generui 111. muestra,•• sigue apoyll!ldo la hipótesis de que el nlor 92 es un 'outliel"'. 

Los v:i.lorea de e y de / fueron 100 y 1, respectivamente. Se e.1cogieron dicho• 
viilorcs pnn. ma.nlener que bo-1 y bf(e(a + !)!-' m . .n pequeñon, los cuále~ se mantienen 
entre .01 a .2, y .0009 & .18, reipectivamente, con los cambios <le o y b. 

LO! resultados del ejemplo 1 de la sección 5.2 fueron: 

,.,----.... ~ 8 .( 2 1 .25 
1 1.347 0.943 0.676 0.526 0.410 
.( 1.228 0.825 0.56P 0.431 0.326 
8 1.086 0.690 0.452 0.329 0.240 
16 0.849 0.483 0.286 0.193 0.130 

,__. 32 0.519 0.237 0.111 0.066 0.038 

El valor de! parámetro 8 que genera la muestra es 4, por lo que los valores de a 
y /J que están cerca. de él, apoyan la hlp6tesJ, de que el valor .94761 es un 'outlier'. Los 
valore!! que apoyan má.s un valor pequeño para 9 dan como resulta.do que sea. dudoso el 
apoyo de que el valor .9H61 se un 'outller', e lncluao se a.poyan la hipótesi• rl• 'l~~ n~ !e 
es. Vn.Jom q!.!'! ~c¡7..:l "'' -;cr.lor grande para 8 tienden a apoyar que el •-alor problema. 
a( es un 'outlier'. 

Estos resultados van de a.cuerdo a la lógica de lo que se esperarla, lndic!l.ndonos 
que en este caso si no •e tiene un conocimiento inicial adecuado es preferible U!i~ una 
distrlbuci6n Inicial de refere11ci11., que en el Clll!O del ejemplo nos da un valor de: 

Fado;"" .401ó64 

apoyando ciertamente que el valor .94761 es un 'outlier'. 
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Loa rcsultadO! del ejemplo 1 de la atceión 5.3 fueron: 

;J---.."' 5 10 15 20 
l 0.74240 o.og630 1.33710 ~.79420 
10 0.07960 0.96940 11.8000 143.000 
50 O.OOOM 0.9111~ 16~7.00 2x10 
100 0.00004 0.88337 !9{5.70 4x10 

El '111lor de a que esU, de ll.(Utrdo con el valor de O que generó ¡,, muestra. es 10. 
Cuando a es igual ' 10, se apoya la. hipótesis de que el Vlllor H.56 es 'outl!er', 

<\U!IQUe no cf3nmente. Cuando el valor de a y /o fJ no está.a de acuerdo con la.dlshibuci6n 
que genera. la. muestra loo valoreo se diiipUl!JI en amboa e<ntido•, l>{loynndo una y otra. 
hlp6tesls contrariu. 

L°' raullad03 del ejemplo 3 de I& secdón 5.3 fueron: 

.t " 5 !O " •" -----w 
l. 0.-10606 0.98130 2.37 
10 0.0005-0 0.8515-0 15M.OO 278,344 
óO lxlO 0.61730 3.6xl0 2.2xl0 
100 4.9xl0 0.52560 5.6xl0 6x10 

Al lgu&I que en ejemplo anterior, ae tiene que, cu•ndo lo'I Yaiores de a y /o p no 
cormponden " !os de la. distribución que genera los datos, o se tiene una. preci!ión muy 
ba,ja, el factor se vuelve un& forma no muy útil de probar la.s hip6tesll!. 

En cuanto a. los l"!llultadon que 11e obtienen al variar los p:uimetroa, son resultados 
lógicos, es decir, el modelo ea ee~ible & indicar lo que se debe de acuerdo &! conocimiento 
lncial que eata.bler.ca. Ea recomendable usar una distribucl6n inicial de referencia., y&que 
p&ra obtener buenos !'1!3ulta.dos es necesario tener un conoeimiento inicial •~! •::x..cio" 
de la. "retJid&d", debido a lo sensible que es el morl~!c. 

Para el ejemplo 1 <!~ !:-. =cíón 5.3 1B:.ndo una dístribud6n iniciai de !'1!ferencla 
"~ t!:n~! 

Factor"' .5532, 

valor que nos apoya I& bip6letiís de que el valor 14.56 es 'outlier'. 

Pan. el ejemplo 3 de la. secci6n 5.3 U!:lndo una distribuci 6n inicial de referencia 
ae tiene: 

Faclor = .1680, 

valor que nos a.poya. la hipótMie de que los Vlllores en prueba eon a.mbos 'outllers'. 
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Para terrninv recordaremos que, como ya. se citó en dicha secc16n, Ba.rnctt y 
Lewis (1984) rtComiendM que cuando oo ¡upon¡;:r. una di•trihuci6n Normal es preferible 
ufüita.r la& est&dl>iica,¡¡ de Dixon. 
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