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I NTRODUCCION.

En la actualidad México se encuentra obligade a abrir sus
fronteras al libre comerclo. Ante esta situaciédn, las empresas
piblicas y privadas deben optimizar sus procesos productivos y
administrativos con el fin de enfrentar con éxito la competencia
internacional. Dentro de las actividades necesarias para poder
optimizar los procesos de una empresa, una que Jjuega un papel
primordial es la planeacidn de sus actividades, dentro de la cual
a su vez tiene una participacidn fundamental la prediccidn de las
variables que influyen directamente en el comportamiento de la
organizacidén, entre las que podemos citar; la demanda, ia
produccidén, el P.I.B., la inflacidn, la paridad cambiaria,
entre otras, y de cuya precisidn dependeri el é&xito de muchos

planes.

El proceso de estudio de las wvariables relacionadas con la
empresa, orlentado a controlar y predecir su comportamiento,
conlleva la necesidad de obtener informaciédn d(cualitativa o
cuantitativad) acerca de su comport&miento Vpasado y presente.
La informacidn acerca de la mayoria de éstas, se encuentra
en forma de serie de datos que corresponden a fechas
sucesivas, mas adn, estos datos por lo general tienen un
comportamiento estocistico en =1 tiempo. En lenguaje técnico, a
esta serle de datos se le conoce como una "Serie de Tiempo' y

se considera como la realizacidn de un procesco estocéstico.

Debido a los comentarios anteriores y destacande la importancia
que tienen las series de tlempo en las actividades de
planeacidén de una empresa, el presente trabajo tiene como
objetivo, el presentar los conceptos fundamentales de los modelos
“"Autoregresivos Integrados y de Promedios Mbviles® C ARI MAD para
series de tliempo, y como objetivo rolateral, el presentar métodos
alternativos al tradicional de Box & Jenkins en la identificacidn
del modelo y una generalizacidn al método de prondstico, mediante

la cual se puede combinar la informacidén histérica de la serie
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con informacidén adicional acerca de su comportamienteo

futuro.

Para cumplir con el propésito del trabajo y tratando de seguir una
secuencia ldégica de los conceptos, se considerd conveniente

dividirlo en 8 capitulos.

En el primer capitulo se presenta una introduccidn a las series de

tiempo.

En el segundo se presentan algunos conceptos probabillisticoes,

fundamentales en el estudio de los modelos ARIMA.

En el tercer capitulo se presenta la definicidn y caracteristicas

fundamentales de los modelos ARIMA.

En el cuarto capitulo se analiza el problema de estimacidn de los

parametros de un modelo ARIMA.

En el quinto capitule se presentan tres métodos de identificacidn
de un modelo ARIMA, incluyendo al de Box & Jenkins,

En el sexto capitulo se presenta una prueba estadistlca para

diagnosticar la bondad del ajuste de un modelo ARIMA.

En el séptimo capitulo se presenta el método tradicional de

prondstico mediante modelos ARIMA y una generallzacidédn 2l mismo.

En el &ctavo capitulo se emplea el andlisis de series de tiempo

con modelos ARIMA, para prondsticar las ventas de una empresa

. mexicana dedicada a la manufactura de cables, accesorios y equipo

eléctrico.



I. INTRODUCCION A LAS SERIES DE TIEMPO.

I.1 NECESIDADES Y APLICACION DE LOS PRONOSTICOS.

El concepto de prondstico se encuentra inmerso en diversas
actividades del conocimiento humano, asi se hace necesario
pronosticar en ramas tales como la Biologia, Metereologia,

Administracidén Pdblica, Economia e Industria, entre muchas otras.

En esta seccidn nos  abocaremos a clarificar la necesidad e

importancia de pronosticar particularizando en la planeacidn
industrial.
La planeacidn es un concepto que en si mismo contiene al de

prondstico, ya que en cualquier organizacidén lo que se persigue al
planear es anticlparse al futuro, tomando las estrategias que
aseguren cumplir con sus objetiveos y metas. Puesto el futuro de
toda organizacidén en un pricipio es incierto ¥y mas alGn, el
comportamiento futuro del medio ambiente con el cual iteraccionan,
una estrategia la cual se traduciri en acciones, puede no ser la
adecuada y entrar en contradiceidn con este medio, situacidn
que en la mayoria de las veces lleva al fracaso. En estas
condiciones es de fundamental importancia conocer en el momento
(prediceidén) en el que se desarrollan las estrategias, las-
oportunidades y amenazas del entorno al que se enfrentaran y

asegurar asi el éxito.

Dentro de las organizaciones industriales el proceso de

planeacién se divide en dos partes:

13Planeaciédn operativa.

2)Planeacién estratégica.
La primera se orienta a administrar los recursos de la

organizacién con el fin de optimizar las operaclones cotidianas de

la misma, mientras la planeaclidn estratégica se orienta a
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definir estrategias, polilicas y acciones a seguir para cumplir
con una meta propuesta en el large plazo Cen la fig. 1.1 se

esquemnatiza el proceso de la planeacidn estratégicad.

Esta segmentacién por necesidad divide el concepto de prondstico
en 3 categorias caracterizadas por el periodo de tiempo cublerto.

Ezstas categorias son:

1DPronésticos de corto plazo - Cubren un periodo de 3 meses.
2D Pronésticos de mediano plazo ~ Cubren un periodo de 1 afio.

3DProndsticos de largo plazo - Cubren un periodo de 1-5 aRos.

El primer tipo de prondéstico estid ligado con la planeacidn
operativa, siendo el principal insumo para disefiar 2! inventarie

aproplado para satisfacer la demanda inmediata del mercado.

Los prondsticos de mediano plazo se asocian con ambos tipos de
planeacidn, traducliéndose en los denominados presupuestos, que son
la base de la operacién de todo un afic de la organizacion Cver
fig. 1.2>.

Los prondsticos de largo plazo forman el pilar de la planeacidn

estratégica.

Para ejemplificar los conceptos hasta agui expuestos, pasemos a un
caso concreto:  la planeacidn de una organizacidn X dedicada a 1la
fabricacién de cables, equipos y accescriocs eléctricozs. Como toda
organizacidn industrial, el fin que persigue e el crecimiento
econdmico, asi como meta para el periodo 1990-1994 <se propone
crecer en términos reales un 30%. . Para lograr esta meta 1la
empresa deberi lograr un incremento "X en sus ventas, crecimiento

que depende de 2 factores:

1> La tasa de crecimiento del mercado industrial_al que concurren
sus productos C(Eléctrico, de construcecidn, de elecirénica, de
de fabricaciédn de electrodoméstiicos, entre otros).

2) El incremento en la participacidn en el mercado.

-t
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La primera interrogante para las personas encargadas de la
planeacién de esta empresa es J4En qué medi o ambiente se
desarrollard la empresa en el periodo 1990-1984. Por molivos de

andlisis el medio anmbiente por lo general se divide en dos:

iJMacroecondmico.

2OMicroecondmico.

El medio ambiente macreoecondmico es caracterizado por el
comportamiento de variables tales como el P.I.B.. la inflacidn, la
inversién CpGblica y privada) y por el giro de la empresa, el
P.I.B. de eleciricidad, de la construccidn y de las manufacturas
entre los principales. Cabe sefalar que estas variables tienen una
influencia notable =n el crecimiento de los mercados industriales

Cver fig. 1.3D.

El ambiente microeconémico es el ambiente competitivo propioc del

mer cado al que concurren los productos gque fabrica la
organizacidn. En este punto la gente de planeacidn pronostica
la tendencia competitiva, factor que incide notoriamente en un

posible incremento en la participacidn de mercado.

Una vez analizado este medio ambiente surge una segunda
interrogante para &l &rea de planeacidn LQué eatrategias ce deben
seguir para alcanzar la meta?. Supongamos que el medic ambiente
macroecondmico que se prondstica para el periodo 1990-1994 es el
mismo que se vivié en el periodo 1982-1986, es decir la recesidén
econdmica. Ante esta circunstancia la contraceidn esperada del
mercado serd tal que ninguna estrategia encaminada a incrementar
la participacidn de mercado en una forma realista, serd suficiente
para alcanzar la meta. En este punto el planeador tiene entre
otras opciones: cambiar la meta, o dirigir sus estrategias para
ser mis competivo en mercados internacionales y tomar participa-~

cidén en ellos.

Como se refleja en este ejemplo, un prondstico es fundamental para

el proceso de toma de decisiones en una empresa, cuyas estrategias

-
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de &xito dependerin en parte de la exactitud de é&stos. La apertura

a Gltimas fechas de nuestras fronteras comerciales, representa
una sefial de alarma para las empresas en México, por lo cual
deberin hacerse cada vez mis competitivas, lo cual exige
l1levar a cabo procesos de planeacidn mas formales basados en
pronésticos exactos. En la siguiente seceidn se presentan

a groso modo, diferentez métodos alternativos de pronéstico.
I.2 METODOS DE PRONOSTICO.

La necesidad de pronosticar en diversas A&reas del conocimiento
humano, ha motivado el desarrollo de diversos métodos de
pronéstico .Estos métodes por su  estructura los podemos

clasi{ficar en dos grandes categerias:

1IMEtodos cualitativoes.
2)Métodos cuantitatives.

Métodos cualitativos. Se caracterizan por no necesitar informacidén
cuantificada en forma de datos para proveer prondsticos, sl no que
éstos son provistos en base a la intuleién, en la acumulacidn de
experiencias y en log Jjuicios de la gente que los realiza. En el
caso de las organlzaciones industriales la experiencia de la gente

de alte mande y ol conoclmiento del mercado de la fuerza de -

ventas, lleva a elaborar juicios acerca de la tendencia del
mercado y de la competitividad, 1lo cual se traduce en un
prondstico de ventas. Por la carencia de bases objetivas de este

tipo de juicieos, y por ende de una medida de su exactitud, en la
actualidad son usados para complementar prondsticos cuantitatives

en el largo plazo.

Métodos cuantitativos. Estos para su utilizacidn, suponen el
cumplimlento de 3 condiciones,

1> Existe informacidn acerca del comportamiento pasado del
fendmeno en estudio.

2) Esta informacidn puede ser cuantificada en forma de datos.
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3) Los patrones de comportamiento observados en el pasado

continuaréan en el futuro.

En los parrafos subsiguientes se describen 4 métodos cuantitativos

de prondstico de enorme aplicacién prictica.

Modelos de regresién. Estin orientados a establecer una relacidn
funcional entre un conjunto de variables denominadas dependientes y
otro de variables denominadas independientes & explicativas. Para
ejemplificar esta idea volvamos al proceso de planeacidén de la
empresa X de articulos eléctricos, donde el prondstico que se
constituye como el més importante es el de ventas. Come se esbozd
en la seccidn I.1, las ventas de la empresa estin en relacidn
directa con el medioc ambiente con e}l cual Interacclionan. En este
sentido la gente de planeacidn supone la existencia de la

siguliente relacidn

%VENTASt = fC%PIBU INFLACIONR c1.2.13

donde

LJENTASL= porcenta]

[B)

de increments an las  ventas de la

compafiiza en el tiempo t

%PIBL= porcentaje de incremento del producto interno bruto de
México en el tiempo t

INFLACION[= inflacidn en el tiempo L

En esta parte del proceso de modelaje surge una pregunta 2Cuil é&s
la estructura funcicnal de la relacidn (€1.2.107. En primera
instanclia la teoria de la regresién propone emplear la
estructura funcional mas simple, la “lineal', términos an los

cuales la relacidén €1.2.1) toma la siguiente forma

~\0 -



%ventas =B + 3 %PIB + B INFLACION + £ a1.z2.a
L 1 2 v 9 t t

donde Bx' ﬁz Yy ﬁs son parametros fijos desconocidos y £ ®es un
factor estocidstico al que por lo general se le conslidera

distribuido normalmente con media 0" y varianza 02.

La siguiente parte del desarrollo del modelo se lleva a cabo en el
campo de la estadistica. En esta parte las actividades a realizar

las podemos resumir en tres:

1dEstimacidn de los pardmetros ﬁ&. ﬁ; Y ﬂf
2)Pruebas de bondad de ajuste del modelo.
3)Prediccidn. Puntual o de intervalos.

Una vez realizadas las tarfas anlericres los prondsticos se

elaboran utizando el entorno esperado para los sigulentes aRos.

Cabe sefialar que el modelo expresado en (1.2.28), forma parte de un
sistema de ecuaciones simultineas, al que se le denomina modelo
econométrico, ya que involucra variables de naturaleza econdmica.
Los modelos economéiricos son ampliamemte usados en la elaboracidn
de prondsticos de medianc y large plazo, tanto en empresas

privadas como del sector pGblico.

Modelos deterministicos. Suponen la existencia de una relacidn

funcional deterministica entre la wvariable en estudio y el
tiempo. Sea {zL:teZ} la sucesidn de las posibles realizaciones
del fendmeno en estudio. Entonces la relacidn furiclonal antes

mencionada, bLtoma la siguiente forma

z = FCLo : €1.2.3)

Entre los modelos deterministlicos mas empledos en la practica,

T



se encuentrin los de crecimiento exponencial y los de crecimiento

geométrico, cuyas formas funclonales ‘son respectivamente

z =z e c1.2.4>

z = zoc1+r>‘ 1.2.%

donde zo= una cte. dada por las condiciones iniclales

r = tasa de crecimiento de z, a través del tiempo.

Por ejemplo, cuando la empresa X, productora de articulos
eléctricos dirige su andlisis estratégico por linea de producto,
los pronésticos de venta deber&n realizarse =2 este nivel de
detalle. En el casco de su linea de cables para la construccidn,
un factor importante del medio ambiente a tomar en cuenta, es la
evolucidn de la poblacidén la cual se considera sigue un patrén de

crecimiento conforme al siguliente modelo

POB, = POB_(1 + 0. ozt 1.2.8

donde POEO oz la poblacidn de Mé&des medida &N el CENSO de
1980 y POBt es la poblacidén en el afio t. En la figura 1.4 se
puede observar el crecimiento esperado para los proximos afics, de
acuerdo al modelo (1.2.6). Este crecimiento esperado lleva a sacar
concluslones acerca de los requerinmientos de vivienda,
hospitales, e infraestructura en general para los préximos afos,

asi como de la consiguiente demanda de cables.
Modelos intuitives. Esta clase de modelos hace uso exclusivamente

de la historia pasada del fendmeno, para proveer prondsticos. En

este sentido los modelos intultivos toman la forma

-\2-
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zCl) = fCz , Z_,...., 23 €1.2.73
t A 2 t

donde zLCl) denota el prondstico de z, efectuado en el periocdo t

+1
Y fLCD es una funcldén de la historia pasada del fendmeno que

depende unicamente del periocdo de prediccidn "1'.

Este tipe de modelos ha tenido una enorme aceptacidn en el
desarrollc de prondsticos sobre todo en el corto y mediano plazo,
por su facilidad de manejo priactico. Entre los nmodelos mis
empleados se encuentran los denominados de suavizamiento, como por
ejemplo lo es el de promedios méviles. La idea basica de las
técnicas de promedios méviles es la de calcular un promedio de un
subconjunto de los valores observados y utilizar este promedic
como prediccidn para el siguiente periodo. El nGmeroc de
observaciones N incluidas en el promedlio se fija de antemanoCsi se
cuenta con n observaclones, 1=N=nd. El término de promedios
méviles es utlilizado ya que toda nueva observacidn sustituye a
las mas antigua del subconjunto, en el Fzélculo de un nuevo

promedio. Asi el prondstico para el periodo t+l toma la siguiente

estructura.
thJ.) = C1/N> b z, - cl1.2.8)

i=t=N+4

Esta forma de pronosticar para muchos no resulta muy satisfactoria
ya que le da el mismo peso a todas las observaclones pasadas,
situacidén que da origemn a otras técnicas de prondstico que
consideran que la Gltima observacién tendrid mas influencia sobre
obhservaciones futuras que la penGltima y asi sucesivamente.Ejemplo
de estas técnicas lo es el método de suavizamiento exponencial en

el cual, el prondstico para el periocdo t+l tiene la estructura

-4
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z (1) = Cl-@z + Cl—fibﬁz._t + Ci—ﬁ)ﬂzzl_z o Ci.2.9

El término 5 es una fraccidn entre O y 1. Como podrid notarse la
influencia de las observaciones pasadas sobre el pronédstico

disminuye de manera exponencial, de ahf la denominacién.

Modelos de series de tiempo.Para finalizar este breve acercamiento
a los métodos de prondstico, nos introduciremos a un tipo de
modelos denominados de series de tiempo, los cuales a partir de
este momento se constituyen como la parte central de este trabajo.
En estos modelos a la secuencia de observaciones a través del
tiempo de un fendmeno en estudio Cserie de tiempod, se le
considera como la realizacidn de un proceso estocastico, es decir,
un procesco cuyas variaciones a través del tiempo ocbedecen
una ley de probabilidades. En otras palabras, si denotamos con{zi,
Z,re s zT> al conjunto de observaciones en los periodos de tiempo
{gualmente espaciados 1,8,3,..,T, &ste se constituye como parte de
una serie de tiempo, si es el resultade de la realizacidn de T
variables aleatorias, pertenecientes a la. sucesién {zl:tez}.
las cuales tilenen una distribucién conjunta de probabllidad,

caracterizada por la funecidn de densidad

o] Cz , Z_,..,2 0 C1.2.10>
1,2,..,T 1 2 T i

Los subindices en la funcidn de densidad denotan su dependencia
con el periodo de  tiempo en cuestidn, los cuales en lo
subsecuente serén omitidos. El conocimiento de las caracteristicas
de (1.2.10), serid el fundamento de las predicciones que sobre el
- comportamiento futuro del fendmeno se hagan. Como ejemplo

consideremos un proceso tal que

z =z + u (1.2.11>

-18 -



donde u es. una variable car"acter'ibzra‘da por la funcién de densidad

1,2 :i'ul= i, -1
[o] on otlro caso

p Cud =4 c1.2.12d

Si suponemos que el proceso inicia con un valor zo, los valores

suceslivos toman la forma

Y o 1
=z +u +tu 1.2.13

2 o 1 2

z =z +u +u + + u

t t
expresiones deducidas mediante el empl eo recursivo de
i1.2.11>. Nétese que E[u'_] = 0y la V[ut] = 1, Si afiadimos el
supuesto de que E[ui,uj] = O, para todo i%Jj., entonces al procese

C1.2.110 se le denomina caminata aleatoria. En la figura (1.85) se
presentan graficamente los resultados de una simulacidén de este

proceso, partiendo de un valor inicial zo = 100.

Una vez observado el proceso durante T periodos y conocida la ley
de probabilidades que lo genera <4Como podemos predecir el valor
z,Ni del proceso?. Puesto zTﬂ es una variable aleatoria, podemos
pensar en primera instanclia en su comportamiente promedio dado
que hemos observado Zooe a2 Pensando en la caminata alealoria

c1.2.115, esto se traduce en

Elz |z, s-v--s 21 = Elz_ +u  |z,...z]
Tee t%y T T Tee 171 T
=Elz_|z,..,z 1 + Blu_ |z ,..2)
T i T T+e i T
= =z + Efu ] i.2.14
T Te1 L
= z
T
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En general, para cualquier periodo de prediccién "L*"

Elz_ |z,..2. 1 ==z C1.2.1%
T+l i T T

Esto significa, que el valor esperado de la serie para el
periodo T+1 es Justamente el Glitimo valor observado.Esta
informacién acerca de los valores futurcs de la serie no es
suficiente,en lo que ha inferencia estadistica se refiere, en

estos términos, mis informaciédn puede obtenerse calculande la

varianza de los futuros valores del proceso.Para Zos dada
la historia del proceso , la varianza es:
viz {z,0eeveer 2z 3 =Viz +u_  lz,..,z]
T+4 174 T T T 17 T
= Vlz 1 + VIiu_ 1] i.2.16)
T T4,
=1 CV[zTJ = 02

En general para cualguier pericdes de prediceidn 1"

Viz lz seez 1 = 1 ’ 1.8.47
T+L i 4 T

"Regresando a la simulacidn del proceso (1.2.11), expresada en la
figura (1.8), puede observarse que el Gltimo valor del proceso es,
Z,0" 102. Utilizando los resultados (1.2.18) y C1.2.17>. podemos

asegurar con un 100% de certeza:

1z, e {101, 1031
232 e [100, 1041
22
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Dz, e (69, 108)
4z, e [98, 106]

En general se puede afirmar que cualquier futuroc valor Za estara

en el intervalo z + 1.
20

Este particular ejemplo de caminata aleatoria constituye un caso
muy simple de proceso estocastico. En  los siguientes capitulos
se generalizaran estas ideas, para obtener modelos de series de
tiempo aplicables a cualguier conjunto de observaciones de un
un fendmeno talque por sus caracteristicas pueda considerarse
estocdstico, tal y como lo son, el crecimiento del P.I.B. y la

inflacidn entre otros.
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I1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES EN EL ANALISIS DE MODELOS DE SERIES DE
TIEMPO.

En el capitulo anterior vimos que una serie de tiempo es la

realizaciédn de un proceso estoclstico, de cuyas caracteristicas

probabllisticas observadas hasta un tiempo T dependeran
los prondstices dque sobre el comportamiento de esta se
hagan. En este capitulo introduciremos algunos conceptos

probalisticos acerca de los procesos estocisticos, los cuales
juegan un papel fundamental en el anilisis de modelos de series

de tiempo.
I1.1 PROCESOS ESTACIONARIOS.

Los procesos estacionarios se distinguen por presentar un patrén
de equilibrio en su comportamiento. De acuerdo a este patrén los
podemos dividir en dos, estrictamente estacionarios y estaciona-
riocs débiles.

Se dice que un proceso estaclstico es estrictamente estacionario
si la funcidén de distribucidén de probabilidad asociada con el

conjunto de observaciones <zt’zu1' e '2L+k> realizadas en los
periodos de tiempo t,t+1,...,t+k, es igual a la del conjunto
{zum. Z et zumk} obgservade en los pericodos de tiempo
t+l, t+m+l,...t+m+k, para teda k.,m y t en Z.

En términos de las funcliones de densidad, la estacionariedad

estricta es equivalente a

pCzl. Z  ,... Z ) =plz -4 bl ca.1.1>

.. z
L+ t+k L+m temet’ ' L +mtk

Una consecuencia muy importante de la estacionariedad estricta de
un proceso es la constancia de 'sus momentos a Lravés del

tiempo. A=si tenemos:
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1DE[2L] = M v L
2)V[2L] =7r, v t
3dCOVlz , z, 1 =COVIz, z 1 =y, V t.] ca.1.20
t L+ L -] 3
Propiedades que se siguen directamente de (2.1.1D3. En el caso de

la tercera propiedad cabe aclarar,que se estid introduciendo un

concepto que es la extensiédn natural del concepto de covarianza

entre dos variables aleatorias , al cual denomi naremos
autocovarianza entre ¥ :’_“j, la que se define como
rj = E(Czl—u)Cij—uD) Vi,jeZ&

De igual manera se extiende el concepto de correlacidn, que en

este caso denominaremos autocorrelacidn entre Z,» z'_”.. Yy que como
en el caso tradicional se define

pj = COR[zt. 21.+j] = 7_,' Ve 7, Cyo =,V[zt]) YVi.l eZ
Se puede notar que tanto la autocovarianza como 1la

autocorrelacidn de un proceso estacionario, dependen unicamente

del periodo de tiempo "j" que separa a las observaciones.

Otra propiedad menos estricta, valga la redundancia, acerca del
comportamiento de un processc estocistico, es la estacionariedad
débil, la cual como veremos en el capitule 1V, seri vital
en el desarrollo del modelo lineal discreto para series de

tiempo.

Se dice que un proceso estocastico es debilmente estacionario si

E[z"] existe y es constante para todo t y ademas
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COVlz , =z 1 = COViz 2
t t+j ) t

+m L+m+)

para todo t,my § € 2.

A manera de ejemplo, consideremos el proceso tal que

zZ = U vt 2.1.3

donde E[u,l.ujJ = 0 para toda 1i%j y pCd esta dada por C(1.2.12D.
Para verificar que (2.1.3) sea fuertemente estacionario se debe
cumplir C2.1.1)>.Por la independencia entre las u,  para toda t ¥y
por (1.2.128) se obliene

_ k+1
pCzl. Z . . szD = C1.8
= pCZHm, Zt+m+1"' ’ zhm-ﬁ-k
Por lo tanto el proceso es estrictamnete estaciocnario. Puede

deducirse facilmente que la media, varlanza y autocovarianza del '

del proceso son respectivamente
=0, yo =1, pj =0 para todo j.

Por las caracteristicas de estos momentos también se deduce que el
proceso es debilmente estacionario. En la figura (&.13 puede

observarse una simulacidén del proceso.
I1.2 PROCESOS NO ESTACIONARIOS.

En la préactica observar un proceso gque por sus caracteristicas
pueda considerarsele estacionario, serd muy dificll. Variables de
naturaleza econdmica tal y como lo son el P.I.B., la inflacidn

y las ventas de muchas empresas, presentan patrones contrarios a
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lo estacionario, incluso presentando muchas de ellas com—
portamientos explosivos respecto a un punto origen. A este tipo
de procesos se les denomina no estacjionarios. En la figura (2.2>
puede observarse el comportamiento a través del tiempo del P.I.B.

de México.

Un ejemplo tedrico de proceso no estacionario, lo constituye una

caminata aleatoria Cexpresidn 1.2.113, en cuyo caso dgeneral, en el
2

cual se supone E[ul] = py vEuL] = ¢, es claro que

2

E[zL] =t y v[zL] = to ¥t

lo cual contrazdice el principle de estacionariedad.
Un hecho que es de gran importancia tedrico-pré&ctica en el

desarrollo de modelos de series de tiempo y €l cual hace que l1a no

estacionariedad de un procesc no se constituya como un obsticulo,

es que aunque el proceso como tal no sea estacionario,
alguna transformacidn de &1, como la puede ser las diferencias
entre observaciocnes contiguas del proceso, digamos wt = z Tz,

si se constituya como un proceso estacionario.

En el caso de una caminata aleatoria. las w  se constituyen como
L

un proceso estacionario, ya que

proceso similar a C2.1.3), que como vimos cumple los requisitos de

estacionariedad.
I1.3 PROCESOS ESTACIONALES.
En el anilsis de series de naturaleza econdmica un fenémeno que

serd muy comin observar, es el de la repeticidn de un patrén de

compertamiento cada  cierto nGmero '"s“ de periodos iguales de
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tiempo, es decir, si en z, observamos este patrdn, en Z,,.. S€
repetira. A los procesos con estas caracleristicas se les deno-—

mina estacionales.

Los procesos estacionales se distinguen por presentar fuertes
patrones de autocorrelacién entre las observacliones zZ, Y Z, o
caracteristica que serd muy importante en la identificacidédn de un

proceso estacional.

Un ejemplo de serie econdmica con rasgos de estacionalidad, lo
constituye el indicador trimestral del P.I.B. de México, cuyo
comportam{ ento puede observarse en la figura (2.3). Si se cbzserva
con atencidn esta figura podri notarse que en el cuarto trimestre
de cada afic a excepeidn de 1982, se alcanza el nivel mis alto de
actividad econdmica, 1o que indieca que la serie presenta un patrén
estacional de longitud ¢ = 4 trimestres.
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IIT. MODELOS DE SERIES DE TIEMPO.

En este capitulc se analizari&n una serie de modelos de gran
utilidad préctica, los cuales son un caso particular del modelo
lineal general discreto para series de tiempo, &l que a su vez

forma parte de la familia de los modelos lineales.
III.1 MODELO LINEAL GENERAL DISCRETO.

El modelo lineal general discreto se caracteriza por considerar
que una serle de tiempo es generada por una sucesidén de choques
aleatorios 1independientes (ut: LteZy tales que E{ut>=0 Yy la
v{ul}=aj, proceso al gque se le denomina ruldo blanco. Asi mismo
se considera que la sucesidn {ut: LeZ> ce transforma en el

process obser vado {ZL: teZry mediante un filtro lineal Cfigura 3.1D

FCBY
ruido blanco procesoc observado
—_— J FILTRO LINEAL e
Y Zy

FIGURA 3.1

En estos términos cada observacién del proceso se expresa como
o .

z =u + 5 ¥u (3.1.1>
=0

. v
=

donde wjy 1 son pariametros f1jos con v, = 1.
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Si definimos

@ .
B = ¥ B’ 3.1.2
=0
donde Bj es tal que B‘iuL = u'._j vV t3J ¥y BouL = ., entonces

(3.1.1.5 puede expresarse como

z= H + IZ\PCB)]UL (3.1.3
Al operador WB) se le conoce como la funcidn de transferencia del
proceso.
La pregunta que surge es JBajo que condiciones el proceso

expresado en (3.1.1) es estaclonario?. Cabe sefialar que a partir

de este momento cuando hablemos de estacionariedad nos estaremos

refiriendo a la dé&bil. Para contestar la pregunta anterior,
analicemos los momentos del proceso. Su media esta dada por
[+ 5]
E[zt] = Elu + '}: \I'jut_j]
=0
o« .
=+ Eiutl T ¥ C3.1.45
-0

De esta expresién es claro gue la primera condicidén de

estacionariedad es que 1la seriey, ¥ converjza, con lo cual

Elz) = 4. =0

La varianza del proceso esti dada por
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i}

Elz, = p 1

#

@ 2
E[C S Tu 2}
o J t-3
=0

[eo] 2

0 w0
EL L C¥u, > 1 + 280 T L ¥y v )

]

=0 iz0 p223

\fr" €3.1.5)

1]
CQ
Tme

De acuerdo a C3.1.5&? la segunda condicidn para la estacionariedad

del proceso es que T, ‘I‘? conver ja.
=0

De igual manera las covarianzas del proceso estén dadas por

~
it

E[Czt— pDCzL_k— [P ]

o3} [eo]
= EC L %u OSCE %u )
=0 i=0
© 2 «© a0
= El T ¥ u J + E[ T T U u .l
i J#kT§ k- =0 itk P7j -1 t-k-j
2 2]
"IN R €3.1.8

Entonces la tercera condicién para la estacionariedad del proceso
)

lineal general discreto, es la convergencia de [ ijj+k para toda
Kez. =e
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Las tres condiciones anteriores pueden resumirseenuna sola, pi-
diendo que WB) converja para toda B e € tal que [B||£1, es decir.
que conver ja dentro del circulo unitario (Box & jenkins (19703,
Una forma equivalente de presentar el modelo lineal general
discreto, es en términos de la sucesidn de observaciones pasadas
{=z
t=j
€3.1.1> los términos u '

u e
t-g t-2
de expregar cada z, . para toda jZ=1 en la forma
-

t,.je@>, lo cual se logra sustituyendo sucesivamente en

, obtenidos respectivamente

o0
zt—j = H +.E Lotmjei
1=
obteniendo
[ o]
z, = & +.E Tz oty C3.1.73
=1
Si se define
w i -
KB =1 - ¢ nLB y z,=2 - H
i=1

entoncas (3.1.7) puede expresarse

[NCBd1Z = u _ h ! | cs.ifea
Nétese que

NCBY = W *CB)
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Al expresar el modelo en términes de (3.1.8) surge el concepto de
Invertibilidad del procezc, la cual ze da si TICBY converge dentre

del circulo unitario (Box & Jenkins 1970).

Una limitante prictica de este modelo, la constituye el hecho de
que para caracterizar un proceso se requiere del ceonocimiento de
un nOmero infinito de parémetros. En las sigulentes secciones se
analizaridn modelos que para caracterizar un proceso estocéstico

hacen use de un nUmero finito de parametros.

ITII.2 PROCESOS AUTOREGRESIVOS.

EL model o que describe un proceso autoregresivo es un caso
particular del modelo lineal general discreto en su forma

(3.1.70, En este modelo, al que se denotarid por ARCp),cadavalor

del proceso se expresa como
P -

z =%z . +u €3.2.1)
=4

Al entero p se le conoce como el orden del proceso.

De manera similar al caso general, si definimos

P
B =1 -1 § B
t=1 v
entonces
r[§CB)]§L= u, 3.z

En este‘caso la funcidn de transferencia del proceso es 3B
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wa

siendo el proceso estacionario zsi ésta converge dentro del circulo
unitario, & equivalentemente, si las raices de $C(B) estan fuera
del circulo unitario (Box & Jenkins 1970).

Para analizar 1las caracteristicas de un proceso autoregresivo

estaclionario, consideremos el caso ARC1). Por (3.2.28) el proceso

es de la forma

€L ~&Dd2 =u €3.2.3
1 i 1

La condicidn de estaciocnariedad del proceso es que

1 - §1B iFo g

conver ja dentro del circulo unitario, condiciocnes bajo las cuales

&, Ikt 6 [|2]*[>1. Nétese que & ‘es la raiz de CBD.
1 1 1

Para calcular la media del proceso, considerémoslo en su forma

entonces

Elz] = EIé + & =z + ul
t 1711 1

i

& + & Elz 1
1 t-g

i

5 + 3 Elz ]
1 t
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entonces

1 - §DJElz] =6
1 t

Por lo tanto

E[2L3=m)—— (3.2.41

Su varianza esta dada por

it

Elz €& =z + u D)
t 4 t-4 t

® Elz = ] + Elz ul
1 LT -e tot

&7 + o T (3.a®
De manera similar las autocovarianzas estan dadas por

y.= 8 r. v ; ' €3.2.60
expresidn equivalente

y = @j » v J v o ‘ €3.2.7

=8 ' ' sz 8
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De (3.2.5) y (3.2.8
U — €3.2.9

Por lo tanto la expresidn general de la autocovarianza del proceso
ARC1D es

y =g v €3.2.10

De (3.2.9 y (3.2.100 se concluye que la funcién de
autocorrelacién del proceso ARC1) es

p .= @i ¥ 4 ) €3.2.11)

Esta Gltima expresidn nos indica que la autocorrelacidn entre
observaciones declina exponencialmente con el némero de periodes

que las separa.

Consideremos el proceso ARC1) tal que

z =5 - 0.6z + u c3.2.
t t-1 i

donde u se distribuye conforme a una NCO,15. En la figura (3.2>
puede observarse una simulacién de este proceso. Puede notarseque
a valores altos de la serie le siguen valores bajos por algunos
periocdos hacla adelante y viceversa, situacidn légica por' la

autocorrelacidn negativa entre observaciones contiguas. Asi por

- 3S-
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SIMULACION DEL PROCESO
Zt = 5 - 0.6Zt-1+ Ut
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(3.2.11) tenemos

patrén que gréficamente puede observarse también en la figura
3.2, Estos atributosdeberéin tenerse presentes cuandoen la

prictica se Iintente reconocer un proceso ARC1D.

Los resultados obtenidos para el proceso ARC1) pueden ser
facilmente extendidos para el caso general AR(pD. Asi la media de
ARCP) es

Elz 1 = (3.2.133

La varianza y autocovarianzas de ARCp) se expresan por medio del

slquiente sistema de ecuaciones

= +
Yo @171 ........ + ® y + O

= +
v, iiyo ........ &pypﬂ

=% oo, +3 3.2.14>
’P yifp—i . xp(o 3.2.1

de p+l inedgnitas el cual puede ser resuelts dados los parametros
ij para toda j y oi. Es importante sefalar, que en este sistema
se esti empleands el hecho de que Y, TV Yk. Para periodos ma-—
yores de p, las covarianzas pueden ser calculadas de manera recur-—

siva
=%y 4+ ...t Dy, Y I5p C3.2.15)

Dividiende (3.2.14> y (3.2.15) por ¥, se obtiene la funcidn de

autocorrelacién del proceso. Esto es

_'.3—\-



1 P p-1
..................... 3.2.163>
= + & + +
pp aipp-i ZPP-Z §'P
Sistema conccido como las ecuacliones de Yule-Walker. Para J>p
=% p. t...... + § p. €3.2.17
pJ 1pJ‘P Pp.\“P

I11.3. PROCESOS DE PROMEDIOS MOVILES.
Un modele que describe un proceso de promedios méviles se
caracteriza precisamente, por describir a cada observacidén en

términos de un promedic mdvil de los choques: aleatorios

correspondientes a ‘'q" periodos hacia atras, esto es,

Toeu €3.3.1)

modelo al que denotaremos MACQD, siendo g el orden del proceso.

Si se define

q
&B =1 - ¢ o8
j=1

y conslderando el proceso eqguivalente <§L: tezy, entonces el

model o puede expresarse como

:'Z'_= LeCEd 1y, <3.3.2
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Siendo 8C(B) la funcidn de transferencia del proceso, quepor
contener un ndmero finito de términos, permite asegurar que el

proceso es estacionario.

FPuede notarse que €3.3.2 es un caso particular de (3.1.3).
Azsimismo puede expresarse en términos del asobser vacionespasa-

das, es decir,

o]
§=u+}:nz, 3.38.3
1 . Lot=-i
izt
& equlvalentemente
[nCB)]§L= u, €3.3. 4D

Siendo invertible el proceso si n(B) converge dentro del circulo

unitario, 6 si los ceros de 8(B) estén fuera del circulo unitario.

Para esclarecer estas ideas consideremos el casc de un proceso

MAC13. Asi tenemos
zZ=u-6.u : ‘ €3.3.5

Puesto el proceso en si es estaclionario, para caracterizarlo basta

conocer la estructura de sus momentos. La media del proceso es
E[Z] =0 & Elz ] =p €3.3.6

Su varianza estid dada por
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y = ElCu - 8 u %)
[e] t 1 t-4

il

Elu®]l - 8 Eluu 1 + 8°Elu® 1
i 4 t t-1 1 t—-1

= oZc1+6%) : €3.3.7>
u 1

Sus autocovarianzas son

7 = ElCu - 6 u JCu - 8 u 21
E 4 t 1 t-12 t-1 4 L-2
=Efuu 1 -6Eu" 1 -8Euu 1 +6Eu u 1
t t~1g 1 t—-1 i t t-4 3 t-1 t-2
2
= -8 o €3.3.8
i u
y
y =0 v 1 €3.3.9

De las expresiones anteriores se deduce facilmente que la funcidn

de autocorrelacidn del proceso es

~01
o = — €3.3.10
SR 1+ 8%
ES
Y
pj= (e} v i>1 ‘ (3.3.11>

Esta estructura de la funcidn de autocorrelacidn nos indica que el
comportamiente actual del proceso es influenciado unicamente por
su comportamiento en el pasado inmediato y solo tendrid influencia

en su futuro inmediato.

En la figura (3.3) se observa una simulacidn de un proceso MAC1) y
la estructura de su funcidn de autocorrelacién, para 91= -0.8, u =

5 vy umﬂco,ib para toda t. Como podri observarseel proceso se
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SIMULACION DEL PROCGESO
Zt = 5 + 0.8Ut-1+ Ut
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caracteriza por el hecho de que valeres altos del proceso son
precedidos por valores altos y viceversa, lo cual es légico por la
autocorrelacidn positiva entre valores contiguos, y nula para

para periodos de separacién entre observaciones mayores a uno.

Para analizar la invertibilidad del proceso, sutituyamos en

C(3.3.5) recursivamente

=-g 7 -ejz _— . +u €3.3.12

Nétese que si en (3.3.13), “6‘“>1 entonces,el peso dado a las
cbservaciones pasadas se incrementa exponecialmente, 1lo cual
indicaria que 1la mayor informacidén acerca del comportamiento
actual del proceso estid en el pasado mas remoto situacidén
nada beneficiosa para el anflisis de series de tiempo reales. La
situacidén contraria v 1a cual es de nuestro interds gse da cuando
“81"<1. lo que equivale a que la raiz de $CB)  este fuera del
circulo unltarioC“G?“)i). es decir, que el proceso sea invertible.

Para el caso general de un proceso MACQ), es facill verificar que

la media, autocovarianzas y funcidn de autocorrelacidn son

respectivamente.
E{EL] =0 6 Elz)l =y, V¥t €3.3.13)
S R ' €3 8.14)
?O u i?ﬁ i . tT
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r=q4" o ad - q €3.3.15)
o} J>q
—8j+818j+1+. . ... .. +B8q- jOq j=1 q
=i )
o= {1+87+ +8° €3.3.18)
3 1 1
0 i>q

I1I.4 PROCESOS AUTOREGRESIVOS Y DE PROMEDIOS MOVILES.

Los modelos autoregresivos y de promedios méviles a los cuales
denotaremos por ARMACP,q), son la combinacidn de los modelos AR y
MA. En este tipo de modelos cada observacidn del proceso se ex—

presa como
P
z=,u+u'.+)_"‘§_z'_ -8 u_. C3.4.10

Empleando las definiciones de los polinomios &C(B), 6CB) y del

proceso equivalente {Et: teZ>, (3.4.1) puede expresarse como

[QCBDJ§L= EGCB)]UL C3.4.2
La funcidén de transferencia del proceso es eﬁ este caso
s temirecmys. El proceso seri estacionario si 87w converge

dentro del circulo unitario & sl los ceros de §C(B> estin fuera
del circulo unitario, y serd invertible si los ceros de 8(B) estén

fuera del circulo unitario.

Consideremos el caso ARMACL,1D
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€1-& >z = €1-6 du €3.4.3
1 [3 1i L

Nétese que el proceso serid estacionario si "@1"<1 vy seréi
invertible si "61"<1. La media del procesc es similar al caso

ARC1>, mientras su varianza estid dada por

_ mpa2
yo— E[zt]
=El 2z C% =z -u-6u D)
1 1 L-4 L 1 tL-1
=% Elz z 1 +Elzul)—-6Elzu ]
1 1 t-41 E A 1 t L-1
2 2
=3@y+ o -6 (3 -6 Do C3.4.4>
174 u i i i ¥

Por otro lado

Y= E[zlzt_il

=ElCd 2z +u-86u DOdz I
i t=-q t 1 L~g t-1

$ Etz* 3 +Elz ul-eEz u 1
1 t—-1 t-a t 1 L~4 t—-1

2 o :
5‘70~ 910u ‘ C3.4.8>

Puede asi mismo deducirse facilmente que

= i=1
r= C§1) r, v P ‘ 3. 4.82
Sf resolvemos el sistema formado por (3.4.4) y €3.4.5), entonces
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C1 + 6%~ 2% @ 216°
1 i % u

v = €3.4.7
° 1 -8

C1-% 8 3CEF -8 o
1 1 1 1 u

y = (3.4.8
1 1 - &
ES
La funcidn de auvtocorrelaclidn del proceso es entonces
C1-§ 6 >¢C% -6 O
11 11
p =
1+ 8% ane
1 14
y .
P =g gt v pa 3.4,

NStese que en la determinacidn de p, se hacen presentes las
caracteristicas del término de promedios mdéviles, mientras la
siguliente parte de la funcidén de autocorrelacidn es caracterizada
unicamente por lo autoregresivo del proceso. Estas rcaracteristicas
pueden observarse en la figura €(3.4), que corresponde a los

-resultados de la simulacidn del proceso

donde uL~NC0.1D. Come podri notarse p, &S muy alta deblido al
efecte conjunto de los parametros ‘51 b 81. posteriormente  la

correlacidén disminuye exponencialmente, patrdn tipico de un
procesa AR.

Los resultados obtenidos para el caso ARMAC1,1D, son facilmente

generalilizables para el caso ARMACD.gD. Asi tenemos
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SIMULACION DEL PROCESO
Zt = 5 + 0.6Zt-1- 0.8Ut-1 + Ut

141 ] /

12

1o}

6
12345678 6101121531416161715192021222324262827282230
PERIODO DE TIEMPOQ

FUNCION DE AUTOCORRELACION

1 2 3 4 6 6 7 8 8 10 H 12 13 14 1% 16
PERIODO DE RETRASO

FIGURA 3.4
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E[ztl = (3.4.10

Las autocovarianzas del proceso pueden ser calculadas del conjunto

de ecuaciones:

=3%Elz =z 1+ .+ 8Elz 2z 1 +Elu 2z 1
1 L P t -3 t =y
= 8 Elu z 1 +..+ @Elu 2z 1 €3.4.11)
i t t- a Lt-g t-3 .
Nétese que =i j{q, entonces los términos conteniendo a =z Yy

los choques aleatorios corespondientes a periodos m.t iales
que t-j<m=<t-gq, son distintos de cero, lo que indica que en los
términos 7
influencia de la parte de promedios méviles del proceso,

.ri,...yq Cpor ende en po.pi....pq). se notard la

representada por los parimetros ej.9j+ ....8;. Si j>q., entonces

4

¥. =8 y. +.. 4+ @p Y. C3.4.12>

] 10— i-p
Consecuentemente
=3 +.. 0+ B . vi> (3.4.1
Py 7 % Pi-e » Pi-p $a 13

Expresiones que representan puramente la parte autoregresiva del

proceso.

- uA -



III.5> PROCESOS AUTOREGRESIVOS INTEGRADOS DE PROMEDIOS MOVILES.

En la seccidn 2 del capitulo anterior, al inteducir el concepto de
no estacionariedad de un procesc se menciond que en la practica
del anilisis de series econdmicas es muy dificil encontrar patro-
nes estacionarios, y en general en £]1 anflisis de series de cual-
quier indole. En contraparte con ezsta situacidn problemélica para
el estudio de las series de tiempo, estd el hecho de que muchos
procesos presentan patrones estacionarios en las diferencias
entre observaciones contiguas, situacidén que en el casc tebri-
co de una caminata aleatoria se hace patente. En esta seccién
generalizaremos esta ldea, introduciendo los modelos autoregresi-

vos integrados de promedios méviles para procesos no estacionarios

Sea < C teZ > un proceso no estacionario y < W, teZ 3 un

proceso estacionario tal que

v es el cperador que nos indica la d-ésima diferencia  entre’
obser vaclones contiguas del procese. Para d=1 W =zZoo—oz
En estos términos, el proceso autoregresivo integrado de

promedios méviles se expresa como

[%CB)JWL = [GCBDJUL €3.5.1>

y el cual se denota por ARIMACE,d,qd, siendeo p el orden
autoregresivo, d el orden de la diferencia y g el orden de

promedios méviles.
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N&tese que (3.5.1) corresponde a la expresién de un model o
ARMACP,qD, por lo tanto todos los resultados producto del
andlisis de este dltimo, son aplicables a ¢3.5.10.

El modelo general (3.5.1) puede ser expresado en tres diferentes

formas:

1) En términos de las observaciones pasadas del proceso y de los
chogques aleatorios actual y pasados (modelo en forma de ecuacidn
en diferencias).

22 En términos unicamente del actual y pasados choques
aleatorios (modele en forma de choques aleatoriosd.

3) En términos de Jlas observaclones anteriores del proceso ¥y

el choque aleatorioc actual (forma invertida del modelod.
IIT.S.1> MODELO EN FORMA DE ECUACION EN DIFERENCIAS.
La primera de estas diferentes formas de expresar un modelo

ARIMACp,d,q> surge directamente de la definicidn expresada en
(3.85.1>. Si se define

KB = g ¢
= _ _ 2 _ prd
1 plB sz .. pp+d B
p+d .
=1 -Le B
S i
j=1
entonces
= +. .+ - - -
Zt pi zt—i pp+d Zt—p—d 61 ut eq ut-q * UL

En el caso ARIMACp,1,q) (3.5.2) toma la forma

z =(1 + & D=z + (& - @ Dz +..+ €3 - & dz
t [ I ] 2 17 t-2 p p-

YL



-6 =z -8 u ~-..=-8 u + u ¢3.5.3

II1I.5.2> MODELO EN FORMA DE CHOQUES ALEATORIOS.

La segunda forma del modelo general ARIMA, es obtenida mediante la

sustitucidn recursiva de

[<)
2'. = ut +AElIlL ut—L
i=1
= [ B 1 Ut 3.8.4>

Esta forma del modelo serd de utilidad cuando en el capitule VII
se toque el problema de prediccidén.

Si en ambos lados de (3.5.4) multiplicamos por (B entonces
[ pCB3 1 z, = [ (B> ¥R 1] u (3.5.%

Comparando esta expresién con (3.5.1) se deduce que

PCBY ¥R = 6(B> (3.8.8

expresidén que es de gran utilidad para calcular los parimetros L
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para todo 1.

Como ejemplo consideremos el proceso ARIMACO,1,1) (también puede

denotarse como IMAC1,10) para el cual

KB = C1-BD
B =1+ ¥ B+ 8% +. ...
6CB = Ci - & B

entonces de acuerdo a (3.5.6>

C1 - B) CL +% B+ ¥ B2 +....0 =1 - 8 m

desarrollando esta expresidn e igualando coeficientes en B se

obtiene
IL =1
¥ - 1D = —-e1
¥ - ¥D = 0

e

Cuya solucidn dado el parémetro 61 es

¢ =1
e}
¥o= -6 v i1

Con lo que el procesoc IMACL,1D en su forma de choques aleatorios

‘es

z =u + (1 - 91) T u, ’ C3.5.7
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NStese que el proceso IMACL,1D en su forma (3.050. 7) no satisface la
condiecidn de estacionariedad ya que la § (1 - 81) no es

=1
convergente.

IITI.S5.30FORMA INVERTIDA DEL. PROCESO ARIMA.

La expresidn de un proceso ARIMA en términos de los choques
aleatorios corresponde con la forma de la expresidn del modelo
lineal general discreto dada en €3.1.1), el cual vimos que también

puede ser expresade en su forma invertida, como

cqf‘csnzzL =y, & [rCBYlz = u, €3.5.8

0]

w0 .
con aCBY =1 -Pa B
=1
siendec el procesc invertible cuando w~(B) converge dentro del
circulo unitario.
Si sustituimos (3.5.8) en (3.5.1) obtenemos
©CBD z, = 6CBY nCR> z,
expresidn de la cual se deduce

B> = 6CB) n(BD ’ (3.5.9

De esta ecuacidn pueden deducirse los pardmetros . para toda i.
Consideremos nuevamente el caso del proceso IMAC1,1) con lo cual
(3.5.9) toma la forma
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€L ~-BY =C1 — @B €1 -a B-n B -..0>
1 1 2

Desarrollando esta expresidén e igualando coeficientes en B, se

obtiene el sistema de ecuaciones

7 =1
o
cC-n - 6D = ~1
1
C—n_ + 61 T D = O
¢—-n, +8& 7, D= 0
] 1 -1

Cuya solucidn es

1
gl
1

A
1

ter - 8, v o1

con lo que la forma invertible delzprocéso IMA(i.lJies—

©
z =u +re’ta-edz .
L [ 4 17 Te-j
=1
Né&tese
© [+ ) ‘s
L. =pe’”ta-ep
=1 j=1
® k
= ~-8>7T8@ Ck=j-13
k=0
=1

En general para cualquier proceso ARIMACp,d,q)

-S3 -
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o
L, =1 (3.5.11>

IIT.6 MODELOS PARA PROCESOS ESTOCASTICOS ESTACIONALES.

En el capitule anterior se menciond, que seri comin chservar en la
préctica, series con patrones de comportamiento que se& replten
cada clerto namero de periodos iguales de tiempo, procesos a los
que se les denomina estaclonales. En esta seccidn enfocaremos
todos los conceptos plasmados en las secciones anteriores al caso
particular de protesos estocisticos estacionales. Cabe sefialar
que esta caracteristica es independiente de la estacionariedad o

no estacionariedad del proceso.
ITI1I.6.1 PROCESO ESTACIONAL DE PROMEDIOS MOVILES.

Consideremos un proceso de promedios méviles con las siguientes

caracteristicas particulares:

13Si s es el nlimero de observaciones por periods estacional,
entonces el orden del proceso de promedios médviles en un mGdltiple
entero del periodo estacional s.

2)S51o son distintos de cero aquellos coeficientes cuyoe subindice
es un mdliiplo entero de s.

Bajo estas condiciones cada observacidn del proceso se expresa

Q
z, = uL—~.g ngut_ja €3.6.10
j=1
siendo el proceso de orden Qs. Para distinguir un procesos MA

estacional del ordinario , definamos
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por lo que (3.6.1) Ltoma la forma

zZ=u-%Au . (3.8.2>
L L v j t-je . )

La estructura de la funcidn de autocorrelacidn de este proceso se

obtiene simplemente de aplicar (3.3.168> a este caso. Entonces,

, + 0.;]0 j=1......Q
p. = { Y AL 3. 6. %
is
o) en otro caso
Consideremos el proceso
z =u + 0,8u + 0. 4u C3.6. 4D
t L 1-42 1-24
La funcidn de autocorrelaclidn es en este caso
P, .= 0. 48
P, .= 0.62
Yy cero en otro caso. En la figura (3.5) puede observarse

graficamente este patrén.

II1.6.2 PROCESO ESTACIONAL AUTOREGRESI VO.
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En un modeloc estaclional ARCP), cada observacidén del ﬁroceso se

expresa

P
Z=u+né z €3.6.5
L [ je L-js
j=t
donde P es el mayor maltiplo de = presente en el modelo. Si
definimos
& =T

entonces (3.6.5) toma la forma

zZ=u+¥%rz . (3.6.8)
t . J t-js
=1 -
Las ecuaciones de Yule-Walker son aplicables a este caso. Asi,si

suponemos P=1 entonces,

rj v jzo €3.8.7

’0
i

En la figura (3.6) puede cbservarse la estructura de la funcidn de

autocorrelacién del proceso

~

t-412 L

I11.6.3 PROCESOS ESTACIONALES - - AUTOREGRESIVOS INTEGRADOS DE
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FUNCION DE AUTOCORRELACGCION

DEL PROCESO
Zt = Ut - 0.8Ut-12 + 0.4Ut-24

] 1 2 a6
PERIODO DE RETRASO

FIGURA 8.6
FUNCION DE AUTOCORRELACION
DEL PROCESO »
Zt = 0.77t-12 + Ut -
g
0.8
0.6
0.4
0.2
Q IANSEENENEN] ILlJlJlJIlI.lllll'llll|l lllllle_[lllllllllllll]
4] 12 24 38 48
PERIODO DE RETRASO
FIGURA 8.8 7
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PROMEDI OS MOVILES.

De la misma manera que se aplicaron los modelos AR y MA al caso
estacional, lo haremos con los modelos ARIMA para el caso de
procesos estaclionales no estacionarios, definiendo los modelos

ARIMA estacionales.

Sea {zL : LteZ> un proceso estacional y no estaclonario. Entonces
(FCBYVD 1z = [ACBIu, (3.6.8)
donde

P .
<) =1- 31, B®
=1 s

Las propiedades de los modelos ARMA vistas en la seccidn ITT. 4,
son aplicables al modelo (3.6.8),

III.6. 4, MODELO GENERAL ESTACIONAL MULTIPLICATIVO.

El modelo ARIMA estacional implicitamente supone la interaccidén
entre observaciones unlcamente cada s periodos de tiempo. Box &
Jenkins proponen un modelo mds general, en el cual consideran una
interaccidén. estacional y otra presente en cada periodo‘ de
tiempo. El modelo supone que el ruido blanco {uL: teZ) es

transformado en un proceso intermedio {st : teZ> ARIMA, el cual a
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su vez mediante otroc filtro lineal es transformado en el proceso

estaclonal observado {zL : tedy. En estos términos el modelo se
define

EFCB)%CB)VZ Vd ]zt= [ACBD]Ul C3.86.9D
Para visualizar la estructura de autocorrelacidén de un

proceso cuya representacidén estd dada en términos del modelo

anterior, consideremos el caso particular

<t - rzs‘“ayﬁ ¢t - @ Bu €3.6.100

donde

y,= [V ¥ 1z

La varianza de este proceso es

_ z
¥e©= EEytl
= - +
Ecytcriyt—iz eiut—i ULJ
_ 2 z " .
= Flr12+ 8 ou+ ou C3.6.11>
Por otro lado
y1= E[ytyl_Z
= E[yt- criyl—iz— 61u 1+ ULDJ



= Fir - 8 ¢

(3.6.12>

Utilizando 1la expresidn (3.4.12) de las autocovarianzas de
procesos ARMA, entonces
7J,= r17j—12 v > (3.6.13
En particular
Yys™ riri
y
2™ riri
Por lo tanto de (3.6.11> , (3.6.18) y (3.6.13
L o+ 830" :
- - (3.6.14)
Yo~ 2
1 -
1
2
Y exau
y = (3.6.18
ty _?
1
Asimismo de las expresiones anteriores se deduce, que la funcidn

de autocorrelacidn del proceso es
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o P vV jeN C3.6.16D

jrz+s  Fjrz-4

En la figura (3.7) puede observarse el patrén de autocorelacidn

del procesa expresado en (3.6.10), para 61= -0.8 ¥y I"i = 0.8,

- 6\



FUNCION DE AUTOCORRELACION

DEL PROCESO
(1-0.8B )Yt = (1+ 0.8B)Ut

0 12 24 36 48
PERIODO DE RETRASQO

- FIGURA 3.7
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IV. ESTIMACION.

En este capitulc nos introduciremos al problema de estimacidn
de los paréametros de un modelo ARIMA. En primera instancia se
presentari una metodologia que proporciona un acercamiento
inicial al valor de los parametros, y la cual se basa en la
funcidn de autocorrelacién, estimada a partir de las
observaciones del proceso. Pasteriormente se presentaria la
solucidn al problema suponiende que cada chogque aleatorio se

distribuye de acuerdo a una distribucidn normal.
IV.1.ESTIMACION INICIAL.
Sea (zL: teZ) un proceso estocistico y sea z;, = Czi... .. .zN) un

vector de observaciones del proceso. Se define la funcidn de

autocovarjanza estimada del proceso, como

N-j§ _ _
cj= C1/ND> T [CZL_ z)Cz“_j- 23], § = 0,1,28....N~1 C4.1.10
L=t

donde

c.
J
r,= Tz , J = 0,1,8...N-1 4.1.2>
J (o]
A partir de esta funcidén de autocorrelacidn estimada, se

construiréin las estimaclones iniciales de los parémetros de los
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modelos MACQD, ARCP) y ARMACP,qd.
IV.1.1. ESTIMACION INICIAL PARA UN MODELO MACD.

En el capitulo III se vié que las primeras g autocorrelaciones del
modelo MACQ) son distintas de cero, ademias, que pueden obtenerse

del conjunto de ecuaciones

-6 + 88, +..+8 B

3 1 j+4 a-j g
p.= v J=i.o000g
N ef+ s:+ ........ + 8%

Sl en este conjunto de ecuaclones se sustituye pj por rj. se

obtiene el sistema

-6+ 6 & +.... +e &
S i =, ... g C4.1.3
I R S + 63 '
2 q

de g ecuaciones con q incégnitas, el cual claramente es no lineal
&n as 8's. De todas las  po
es convenlente escoger aquella

proceso sea invertible.

A manera de ejemplo, consideremos el caso particular de un proceso
MAC1D>. Asi (4.1.3.) se expresa como

Entonces
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ecuacidn cuya soluclédn esti dada por

-1 (1 - 4rj3"2
~
61=
ar
1 1 :
= - — 2_ 1)1/2 , 4.1, 42
ar car1>

Empleando los datos de la tabla 4.1, y haclendo usc de las

expresiones 4.1.1 y 4.1.2, se obtiene

_ 0.058

P v

Sustituyendo este valor en 4.1.4, se cobtienen como soluciones los
valores 2.04 v 0.48.En la seccidn 3.3 se vid que la invertibilidad
de un proceso MACLD se da cuando "61"<1. por lo tanto para este

caso

& = 0.40.
i

IV.1.2 ESTIMACION INICIAL PARA EL MODELO ARCPFD.
Siguiendo la misma idea de la subseccién anterior, si sustituimos

'rj para j=1,..., p en el sigtema de ecuaciones de Yule-Walker
C(3.2.16), se obtiene el sistema
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TABLA 4.1: PRIMERAS DIFERENCIAS DE LAS ORSERVACIONES DE UN FROCESC
CuUYA REFRESENTACION SE IDENTIFICD COMO MA(L)-

o e X 4 G & 7 B8 ? i@
Wt ; -@.4 —uj;_ 0.2 1 ——@.2 —:6 1 mT;—“:@ T -0.1 8.3

t ; 11 15_— 1= Z;“— is o 16 17 -—_Ié———_zg————ga——
Wt ; ®.7 —B.; @3 —@Tl 6.2 ~-0.4 2.3
——;”_E 21 2;_ 26 27 28—_ “9“ et
Wt ; B.= o] 2.1 -0.1 2 2*“—®.2 :5?1 -@.3 2.8 -0.3




1 1 21 prp—x
.......................... €4.1.%
ro= % r +. @ r 4. + @
P 1 p-1¢ 2 p-2 P
cuya soluciédn esti dada por
§ =k 'r : C4.1.8)
P P :
donde
. §1 i PRI rp_1 r,
& = . R=1" : -
~ P - . Y Tp
4 | 1 r
P p-1 P

Para el ctasoc ARC1D

En el caso ARC2), es ficil comprobar que la solucidén al sistema

estid dada por

r i ~r D
~ 1 1
§1=
1 - rz
1
b4
r -r
~ 2 1
§2=
1 = r2
1
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IV.1.3. ESTIMACION INICIAL DEL MODELO ARMACp,qD.

El c&8lculo de los parametros autoregresivos del modelo parte de

la sustitucidn de las autocovarianzas estimadas ¢

.y

q-p+t’ cqﬂ.'

. C , en el silstema de ecuaclones (3.4.12) correspondiente a
arp

las autocovarianzas del modelo ARMA, obteniéndose el sistema de

ecuaciones

C€4.1.7

cuya solucidén &, es obtenida siguiends la misma mecanica de la

subseccidn anterior.

Para obtener el vector de pardmetros estimado @ = C61.. O - I

retomemos la estructura general del modelo ARMA, es decir,

ECBOw, = ecB)ut . Cw = det) C4.1.8)

By

Utilizando el vector cblenidoe de (4.1.72, puede derivarse la

serie
A
w= [FCBYIw ,
t t

que sustiyéndola en la expresién (4.1.8.3, se obtiene
W= GCB)UL C4.1.890

NStese que esta expresidn es equivalente a la de un modelo MACQD,

cuya funcidn de autocovarianzas involucra unicamente al vector de
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parametros 6. Cabe czefialar que la funcidén de autocovarianza

estimada del modelo (C4.1.9 s¢ obtiene del conjunto de

ecuaciones
Py P~ A ~ ~ ~ ~
co= e+ BB+ E 4.+ & & Od. C4.1.100
i [ o i 1 i+g p-i p
=1 =1
donde
= 0,1,. Ne|

Sustituyendo cada ck en las expresiones correspondientes a la
funcidn de autocovarianza de un proceso MACQ) <Cexpresiones

(3.3.140 y €3.3.1832, se obtiene

co= (L + G54, ..+ %30
. o 1 a”“u
€4.1.11)
ci= C-8 .+ 8.8, + +8 B850
i i 1+ 2-i a

-~

4 A partir de (4.1.11D>, los pardmetros estimados az. eq, sq R
o -
., pueden ser calculados Cen ese ordend, empleando
‘recursivamente,
: c
s ~ ] :
ot= — = c4.i.12d
S-S S )
i a
c’
~ 1 ~ o~ ~ ~ ~
6 =-C—- -6, -86 -~ ....-6 &892 C4.1.130
3 0_2 1 j+1 2 1+2 q-.j q



conviniendo que = 0. Para iniciar la iteracidn supondremos

]

it
@>
it
(@]

ademas, que §t= .....
Para el caso particular ARMAC1,1D, la estimacidn inicial de
parémetros puede realizarse, empleando (3.4.9) (expresidn para la
funcidn de autocorrelacidn del modelo ARMAC1,133 y la funcildn de
autocorrelacidn del proceso observado, obteniéndose el sistema de

2 ecuacliones con 2 incdgnitas

C4.1.14>

Empleando los datos de la tabla 4.2, se obtuvo
r = 0.63 y r,= 0.21

Entonces

-~ hz
0.29 + 0.6961+ 0.2961= o}
Las soluciones de esta Gltima ecuacidn son -0.53 y —1.88, por. 1o
tanto
61= ~-0.853 .

"o -



TABLA 4.2: FRIMERAS DIFERENCIAS DE LAS OBSERVACIONES DE UN FROCESO
CUYA REFRESENTACION SE IDENTIFICO COMO ARMG(L.1).

~0.160 B.931

201501

-0.895 Z.2%2

21

jale] ng

24

T.572

26

1.591 0©.818

31

B.143 ~0.541

foden)

-9.906 -1.8Z2Z5 -2,157 —1.218 ©.140

39 4@
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IV. 2> ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL.

En esta seccidn se atacara el problema de estimacién empleando un

método muy usual de la estadistica paramétrica: el método de

mixima verosimilitud, el cual provee estimadores con clertas
propledades Sptimas, es decir, estimadores que son:
asintéticamente eficientes, &ptimos asintSticamente normales,

consistentes en error cuadritico medio, entre otras.

IV.2.1 FUNCION DE VEROSIMILITUD DE UN PROCESC ARIMA.

En primera instancia c¢onstruiremos la funcidn de verosimilitud
para el caso de un proceso ARIMACO,d,q), de la cual por analogia
se desprenderi la expresidn para el caso general y el

correspondiente método de estimacién,

Sea z; =Cz£.....zN3 el vector de observaciones de un proceso
{zL : teZ> cuya representacidn es ARIMACO,d,q). Sea w; =Cw1...,w“3
tal que
. .
w = 9 =z t=1,...n Cri=N-d>

En estos términos
c4.2.1>

donde

€
i

w —Elw ] CEIlw 1=
t t L

Sl suponemos que u, se distribuye como una normal con media cero
para toda t, entonces las w's también son normalmente distribuidas

con funcidn de densidad de probabilidades conjunta dada por

-\L-



. "M
S AT B I L A It [— nr " ] ca.z.2
2 o
1 .
de covarlanzas de w - Para

con [M;o‘q)] oi la matriz

simplificar el problema supondremos p=0, con lo que ;/L=w

La hip&tesis distribucional hecha  sobre las u's implica que

2

12 Yy
] C4.2.30

2 _ 2.~ _
pCu, |<;ru > = Canod exp [

2
2o
u

Entonces la funcidn de densidad conjunta del vector de choques

aleatorios u'=Cu Ve U D es
1-q n

2 . -

pCulo™ > = C&no > exp

2 —(negl2 I-" u'u ] 4,243

El siguiente pasc es utillizar (4.2.4D para encontrar la estructura

de (4.2.2). Para ello consideremos el sistema de ntq ecuaciones

que se deduce del modelo (4.2.12, esto es,

-3~



u =u
o] (¢

u=sw+ 6u + 8u +, ,.+6u

1 i 1 0 2 -1 q 1-q

u=w+ 8u+ Bu + ..+ 6 u

2 2 11 20 q 2-q

u=w+8u + 6_u +. ...+ & u C4.2.8

n n 1 n-i 2 n-2 q n-q
Sl recursivamente expresamos cada o, Ci=1l,..,nd) del sistema en
términos de u*=Cu1q....uo), entonces el vector u puede ser

expresado como
fCw , ud = u = Lw_+ Xu c4.2.8D
n k. n »*
donde L es una matriz de (n+Pdxn y X Cn+gdxqg cuyos elementos son
funcidn de los elementos de &.
Para construir la funcidén de densidad de probabilidad deseada
- consideraremos la expresidén (4.2.6) como transformacién. Puede

deducirse facilmente que el Jjacobliano de la transformacidn dado

por

awan. u*D

-1
LCwn. w2 ] I

ez lgual a la unidad. Por lo tanto aplicando la técnica de cambio

i =

de variable en (4.2.4) se deduce

sCe,uD .
] C4.28.70

~ 2 - 2. —(ntq)r2
prn.u*|6,au) = Caﬂou) exp[ n
[=1e4
u

con

-\ -



SCG.u*D = CLwh + Xu‘_D’CLwh + Xu*D

Sea Gx el vector que minimiza a SC&,u D, entonces

~

u.d C4.2.8)

SCo,u) = SO + Cu .~ §3°X°X Cu,~ U

n

donde  SC(&) = CLw  + XG*)'CLwn + xa*b c4.2.

Sustituyendo C4.2.8) en (4.2.7) se tiene que

-~ zZ = 2. —(ntq)r2
prn.u*le.au) Cano >
-1 ~ ~ C4.2.100
exp[ — (scenc‘;*— GO X cy - §0 } ]
zo
u
Como pCw ,u |& & = ptw |8 &%y pCu fw_.e %>
n' oty nl 7"y ] Tnt T Ty
entonces
2. _ 2.-q-2 1/2
pCu*]w“,Q.au) = Cartcru) |3 x|

exp -

Cu, ~u )’ X’XCu_-u_ D
* o ] cd. 2. 11>

2
20
u

~N\§-



pCw_|8,0°) = (2ro®> X' x| exp C4.2.12>
n o u

-ns2 ~1/2 [ scaed ]

2
co
u

Cabe destacar que en la deduccidn de (4.2.113 y (4.8.11) se tomd
en cuenta el hecho de que la funcidén de densidad de u*dado W a

y o, es de la forma

2 _ 2. —q-/2 -1,2
plu jw ,8,0> = C(Bro)d ]
~ -t ~
[ Cu*—u*) L Cu_u > ]
expl-
20°
u

De (4.8.11> podemos notar que G* representa la esperanza
condicional de u, dados wn,e y o-i, la cual denotaremos por

comodidad por

-~
u = [u*]
entonces
ful = Lw =+ X{u,l
n *

Por 1o tanto de C4.2.9) se deduce

n
sce> = f lu)? c4le. 13
t=1-q '

Por lo tanto de (4.2.128) y (4.2.13

-N\6-



“ns2 —1/2

Cal : \
prnle. auJ = Cgno D | X x|

n

exp [ Llu] 2] C4.2.14

2 t=1-
2 o a
u

Si comparamos esta (Gltima expresidén con (4.2.2), se puede deducir

que

vt o,q)
x| = M

scey = wn'% Py

non n

Hasta el momento se ha considerado que los parametros @ y oﬁ son

fijos. De acuerdo con la definicién de funcidn de verosimilitud,
esta va a estar dada por 4.2.14 invirtiendo en esta expresién el
papel de los parametros, es decir, considerandolos variables. Por

lo tanto la funcidn de verosimilitud asoclada al proceso es

LCce, o |wd = can oD x|
. o n u H H
-1 n 2
exp [ 2 }:[ut] ] C4.2.15
=>4 tzi-q
u
Para el caso general en gque z, es generado por un proceso

ARIMACP,d,¢?, su funcidn de verosimilitud asocliada ‘tiene una
estructura similar a (4.28.19, es decir,

-SC&, 63
L&, 8, of|w) = canold AP "/zexp[ -——-—] (4.2.16)
2

2o

u

donde

177 -



n Ral
€2, = g tu fw . @, e1%= § tu1?
t=—00 n L=-0

Para efectos de la estimacidn de los parénmetros, podemos
considerar equivalentemente el logaritmo natural de la funcidn de

verosimilitud, en cuyo caso general ((4.2.1605 resulia ser

SCE, 80

1CE, @, o |w > = £C3,6 ~ (n/2dino’ - C4.2.17

2
B0
u

donde
£C8,60 = c1/21n(M Y|
Asi los estimadores maximo verosimiles &, &, oz del nodelo ARIMA,

serin aquellos gue maximicen C4.2.17). En primera instancia, si

derivamos C4.2.17) respecto a ori, entonces

SCE, 8

u n

Q2
n

que es el estimador méximo verosimil de la varlanza de u,.

Un hecho importante para la estimacidn de & y de €, es que para n
suficientemente grande, el término fC$,80 es por lo general
dor_ninado por sca.e)/aoz. por lo que los estimadores que
minimizan a S($,.683 son una buena aproximaecidén a los de mixdma
verosimilitud.

Iv.a.2. MINIMIZACION DE S(&,6).
-~ ~
En esta subseccidn, nos abocaremos a encontrar & y 8 que minimicen

la funcidn de la suma de cuadrados de las [ul's, estimadores a

8-



los que se les denomina de "Minimos Cuadrados'.
En el caso general, las w's se comportan de acuerdo a un modelo
ARMACP,q), es decir,

QCB)wt= GCBDU‘ ., Yt 4.2.19

modelo que como vimos en el capitulo anterior puede ser expresado

en términos de los choques aleatorios del proceso, es decir,

w =Cl + ¥B+ ¥ 8% ... 0u 4.2 200
t i 2 t

Como el proceso es estacionario {'Iln} tiende rapidamente a cero,
por lo cual para clerta Q, (‘Pm} para mzQ podrad ser considerada

despreciable. Por lo tanto (4.2.20) podra ser aproximado por el

model o
z Q
w =1 + ¥B + ¥B +..,... + ¥ B DOu (4.2.210
t 1 2 -3 t
que corresponde a un modelo MACQD. El heche de efectuar esta

aproximacién tiene 2 fines.
108(%,8) para fines préacticos, podrad ser sustituida por la suma
finita

L tu 2’

t=4-Q
2)La suma anterior puede ser calculada.
En estos términos, el problema se reduce a encontrar (3= (2,8) tal
que minimice la suma anterior. Para encontrar este 3 el‘Rk Ck=p+qd,

se aproximarsa [ut] por medio de series de taylor alrededor de ﬁ°=

Cfil‘o.. . .fik'ob, es decir,

-1\ -



[ut} = [uL 0] ~ % Cﬂt— Bi,ojx‘, L =1-Qi.ovn C4.8.22

. . L,t
1=41
donde
[u 'OJ = [utlwn. B,
y
4 [u 1
.0
L
i, L 3E
Si  Denotamos con X a la matriz de elementos ([x 7,
n+QIxk Lt

entonces el sistema (4.2.22) puede ser expresadso, como

£uo] = XCf3 -~ ﬁob + f{ul 4.2.283>
donde
[ui_Q o] [ui_QJ
[qu A R ; y [uld = 1§ .7,
fu ° ] fu i

El modelo (4.2.23) tiene la estructura de un modelo de regresidn
lineal mdltiple , del cual es conocida la manera de calcular el
estimador minimo cuadriatico ﬁ. aunque como vVeremos nis adelante
este cidlculo se tendrd que efectuar de una manera iterativa. Pero
para ello necesitamos primeramente, una método para calcular [uol

y X, 2 lo cual nos abocaremos en las siguientes subsecciones.

IV.2.3. METODO DE PRONOSTICO HACIA ATRAS PARA CALCULAR [ul.

En esta subseccidn como su nombre lo indica, se describirid un
método nlmerico para calcular la esperanza condicional ({ul de

cualquier proceso ARIMA, esto logicamente a partir de los valores

- 80 -



observados del proceso.

Puesto que el proceso {wL: teZ) es estacionario y el vector wr; se

distribuye conforme a una normal, el modelo
&CF‘)wL= BCF‘)eL C4.2.240

donde F es tal que Fjwt= ij CFjuL= uuj). tiene la misma
estructura probabilistica que (4.2.19) dver Box & Jenkins
subseccidn 6.4.1) Y por ende son estocasticamente
equi valentes, es decir, describen equivalentemente el proceso en

estudio.

Si en (4.2.19) y (4.2.240 tomamos valores esperados condicionados

afy w obtenemos respectivamente, el conjunto de ecuaciones

SCBY[wi = 6(BY[u, ]
t t

BCFO{wl W BCF)[et]

donde [wt] = w,_para t=1,..,n y es el prondstico hacia atris para
t=0. Dos caracteristicas muy .importantes de este conjuntoc de

ecuaciones son:

ad [e_jl(i. wnJ = 0 para j=0, 1,2..
C4.2.285>
BY fu_ 1]A, w1 = O para §>Q-1

Estas caracteristicas sén claras, ya que a partir de los periocdos
sefflalados en cada caso, se hace nula la dependencia estocastica
con w .

14l

Las tres expresiones anteriores proveen todos los elementos para
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estimar [ul, utilizando el siguiente algoritmo.

Primeramente debe calcularse le T...... te 3, empl eando

recursivamente la expresién

..... + Gq[e 1, 1 =n-p,..., 1 c4.2.260

Para iniciar la recursidén debe suponerse que

[e 1= ....=le 1 = 0.
n—-p+4 n-p+q
El pronéstico hacia atras, [wol, ey Ew_Q], se calcula empleando
recursivamente
[w1 =1Tle 1 + & [w, 1 4.+ 8 [w, 1 —-6T1le 1 -
i 1 i L+d <3 L+p 1 1+ 4
..... -—8le 1,41 =20,..,-Q c4.2.870
q i+aq
¥y considerando el resultado (4.2.28). Cabe sefialar gue Q debe ser
tal, que [WLQ] se considere despreciable.
Finalmente el vector [u]l] es obtenido, mediante el cilculo
recursivo de
[ul =fw. 1 —- & [w, ] 4. .+ 3 fw, 1 + 6 [u, ]+
t 1 1 L-4 p L-p 1 -4
........ +8 [u 1,41 =1-Q,...,n c4.2.28>
q i-q

y mediante el empleo de nueva cuenta de (4.2.285). ]
Para poder emplear el algoritmo anterior, es necesaric -haber
llevado a cabo una aproximacidn inicial de los parémetros,'para

ello se puede emplear la metodologia de la seccidn IV.I,

-8 -



Para ejemplificar esta metodologia consideremos los primeros 20

valores de la tabla 4.2.l.a estimacidn inicial de los paréametros
del modelo fué '

ﬁo = €O0.34,-0.53

asi considerando €6 0O y empleando 4.2.26
4.3

, entonces Cver tabla

€.~ [w“)] - 0. 34[w2°] - 0.53[e20] = 0.84

Por (4.2.89) e, = O y empleando C4.2.27>, entonces

Como [w_4]‘—‘.:‘ 0, entonces Q=4 y el

considerando (4.2.288), se inicia con

proceso hacia adelante,

-8 -8

fu 1 =[w _1 = 0.34lw 1 - 0.53[u 1 = 0.03
-2 -2 -3

fu = [w_ 1 - 0.34{w, 1 - 0.83[u,_1 = —-0.11
20 20 io 10

Con lo que para este ejemplo, finaliza el
obteniéndose [ul,

proceso recursivo.
cuya expresién puede verse en la tabla 4.3.

IV.2.4. ESTIMACION NUMERICA DE LAS DERIVADAS.

-8y~
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®

JLO BEL VECTOR {U) # PARTIR DE LAS FRIMERAS 20 DIFERENCIAS
RVADAS DE UN FROCESD ARIMAIL,1.1)

t [6]  -B.93[Ut-1] -P.34IMt-13 (KT} -0,34THE+L] -8, 53 et 1] fetl
-4 8.3 2.8 0.26 g.e2 g.o0 2.8 g.op
-3 6.2l .88 &.28 8.81 -%.81 8.e0 2.08
-7 g.03 .0 g.0e 8.83 -8.83 .08 3.8
-1 £.23 -2.81 -2 el e.1a -8.1¢ 2.28 3,86
e £.22 -2.24 -8.82 8.38 -.3% 0.8 e.et
1 2.81 -8.12 -2.48 1272 -8.47 ~B.43 -8.12
N .29 -8.43 -8.33 1.9797 ~8.71 ~8.4! 8.38
3 879 -E.64 -8.57 21811 -€.81 -8, 58! 8.78
4 1.24 -8.42 -2.74 2,3763 -8.58 -8,63 £.9
ki 8,23 -8.46 -£.80 1.717% g.11 -8.26 1.3
L -1LEd -¢.13 -8.39 -3,3186 8,34 8,47 2.5
T 8,53 8,11 -1.86258 e.12 -.81 -8, 98
g 819 B.18 8.34 -8.3383 8.22 8.13 8.82
L - -0.i8 8.12 1238 2.28 g.11 -2.25
e -8.26 8,37 8.22 -8.8132 8.83 8.7 -8
11 8,32 8,14 £.,28 -8.£947 -8.76 -.28 -1.87
12 2,13 -8.47 0,83 2.791% -8.73 -5 8.37
2 222 -1 -2.,78 2182 8,88 0.4 2.2
LIRS ¥ ) ~2.12 -3.73 -8, 1681 -8.32 8,48 -2.87
15 1,32 £.54 .85 8.9389 -0.87 -8.82 ~2.76
18 143 -€.8¢ -8.32 2,57122 -6.42 -9.64 1.55
17 -8.48 -8.77 -8.87 1.2376 -8.22 .1l f.14
18 8,39 8.21 -8.,42 8.,5936 -§.33 -8.43 -8.28
19 §.63 -2.2t -08,20 1.8338 -8.19 8.08 8.84
2 -a.dt -8.33 -8.35 8.5787 8.08




En esta subseccidn describliremos un método fAcil de computar, para
calcular las derivadas x'u, involucradas en el procesc de
estimacidn minimo cuadritica de 3. El algoritmo para efectuar este

cllculo es el siguiente.

1> Calcular [utlwn,{iol para t=1-Q,...,n, mediante el método de

prondstico hacla atras.

&) Calcular empleando la misma metodolegia

[Ut i ﬂ&,oﬂss' ' ﬁk,o]

mt l.". ﬁm ..... '. ﬁme .. o

[,Jt I.v; ﬂm ..... ,. ﬁk°+ék] ..............
donde & = C 6.,..., &3 e r¥.

3> En los términos anteriores la aproximacidn a cada derivada
x . Ci=l,..k ; Lt=2-Q,..,nd esti dada por

Lu (W3 oo ¥ B, (17 7 8 C4.2.80

i,0

Si suponemos a & dada de antemano, una primera aproximacidn al

minimo de la suma de cuadrados SC/3) surge de la expresidn

1

=B, = X x>~ Lul C4.2.300

que es el estimador de minimos cuadrados del modelo C4.2.23).

T Sea
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S S AR Y “
3 = CX'XD [uol + ﬁo

Con este valor se iniciard de nueva cuenta el proceso. Procediendo

iterativamente, este proceso finalizari hasta clerta m tal que

l'r;(rm_ ("?(m-s.)l ~0

siendo

i

B=08",
el estimador que minimiza a SC/.

Una situacidn problemitica se presenta cuande S(3) tiene mis de un
minimo, por lo cual el valor obtenido mediante la metodologia
anterior pudiese ser unicamente un minimo local. Asi, de ser
posible, una grafica de &3 nos ayudaria a socluclonar una

situacidn de este tipo.

Empleands los datos de la tabia 4.1 y 2l método de prondstico
hacia atrés, se efectud el calculo de lag derivadas X, iniclian-

do con e°= 0.48 y & = 0.01. Los resultados de esta primera itera-
¢cidn se muestran en la tabla 4.4, Asimismo. empleands C4.2.30) se

obtuvo
8't’- 5 = o0.187

" por lo que

8= 0.64

Después de 4 iteraciones el proceso convergld, obteniéndose

- R~



TABLA. 4.4 CALCULO NUMERICO DE &3 DERIVADAL
DE DS DATODSG DE LA

t

U NG bR -l

v

[utin.

TueT

~@.40
~0.38
-0.20
1.00
-@0.20
-0.10
0. 460
~B.70
-0.10
-@.@
D.70
-@.20
0.20
0.06
~@.49
0.0
-0.10
7.2
—0.60
Q.x2
0.70
8.0
0.10
-0.10
.20
-@.20
-0.1a
-0.30
@.80
~0.3@

497

uel e

TARLA 4.1

@a.2
-0 .28
—-0.
=@,

@.7

@ 2
@,

@ . &

0.@
~@ .1

@.4a0
-@.47

~@1-



[8°®- 8*’| = 0.00018

con

8‘*’ = 0.707

Finalmente el modelo identificado como posible representacidn del
proceso que generd los datos de la tabla 4.1, después de

estimado el parimetro, es

w = u - 0.707u
t t L=

IV.3. REGIONES CONFIDENCIALES PARA 3.

La estimacidén puntual del parémetro 3 no basta para inferir

estadisticamente acerca de su valor verdadero. Para que esta

estimacidén tenga valor, es necesario construir una regidn de
~

confianza, es decir, una regidn alrededor de {2, que contengs al

verdadero valor del parimetro con cierta seguridad. @ Matematica-—

mente esta idea se expresa como
P[ﬁi.- d < ﬂi< ﬁi+d] =1~ , para 1 =1,..., k

donde a 1-a se le denomina nivel de confianza y tal que O<a(i.

En la introduccidn de l1la seccidn anterior se menciond que
los estimadores miximo verosimiles tienen propledades &ptimas
desde un punto de vista estadistico. Una de estas propiedades es
que bajo ciertas condiciones de regularidad de la funcién de

densidad c<onjunta prn]ﬁ, ai), 3 es asintéticamente normal con
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media 3 y matriz de varianzas y covarianzas F:

_Cmatriz  de
informacidénd dada por R

°1¢p, o |wd .
Pt o= [E u P ]I C4.3.1)

a fr’

En el caso del procese ARIMACp,d,q> y suponiendoc f£C§,6)
despreciable,

2 2 SR
1Cf3, o |wd = =(n/@Dlno. — ———/——
o n u 2
20
u
Entonces
2 3
omlces, aulwnD 2 025Cﬁ’3
——ee—— = — Cl/aau) [ —] c4.3.2
é pi? é 5’ :

Por lo tanto aplicando (4.3.1), (4.3.2)

Yy para una mnuestra
considerablemente grande

s & ¢ t
- .
R 8 13, 26,98,
Vehp mas? | et R 4.3
a*scm :
2
a

Para obtener esta matriz es necesarlo evaluar S(f3 por medio del

vector - [ujg, wn], obtenido mediante el emplec da la técnica ‘de

pronéstico hacia atrés. o? es obtenida mediante el empleoc de

4.2.182. Las segundas derivadas de S(/3 pueden obtenerse,
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siguiendo un método anidlogo al de la subseccidn IV.Z2.3.
~

Para cada 1, ﬁi se distribuye aproximadamente normal con media ﬁt
~

y varianza VCﬁR dada por el 1-ésimo elemento de (4.3.3). En es-

tos términos

B.- B
= x NCO,1D
EECﬁi)
donde
EEC3D = L‘VCﬁiD]Vz
Coenslderando
B~ B
Pl-c < ” < el =1-a
EECﬁ;
donde c es el cuantil 1 ~ o de una distribucién normal, una

regidn del (1-c0*% de confianza para ﬂi’ esti dada por
ﬁi_ cEECBiD < ﬁi< ﬁt+ cEECBP C4.3. 42

Para el proceso cuyas observaciones se presentan en la tabla 4.1,
se efectud el procesc de estimacién de una regidn de confianza
para €. Los elementos para estimar la varlanza de 6 se presentan

en la tabla 4.5
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TABLA 4.5

1

) SEBY  ASCEd  ATSCB> A0.01>2 CARESCO. 0157

0.707 3.019 -0.0005 14.128 . 0707
0.72 3.02 -0.00018
0.73 3. 022

Empleando los resultados de la tabla 4.5 se puede deducir
EEC8Y = 0.12

Por lo tanto un intervalo del 95% de confianza para & es
O.S < €< 0.9.

IV.4. ESTIMACION CASC ESTACIONAL

Antes de finalizar el presente capitulo es importante seRalar, que
en el caso estacional, de igual manera que en el caso do modelos
no estaclonales, los estimadores mAximo verosimiles de los
parametros del modelo, pueden ser aproximados por aquellés que
minimicen la suma de cuadrados correspondiente, asoclada =2 la
funcidn de verecosimilitud del proceso, y la cual también puede

expresarse como

n
I, &, A, 8 =¥ [uth Cn=N-d-sD) C4.4.1)
t=-00 A

donde
ful = Futlyn. r, &, A, 6]
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con

y = Cyi. ....yn)' y yL=V:V A para L =1,....,n.

n

El método de minimizaciédn de la suma de cuadrados descrito para
el caso de modelos no estacionales, es tamblién extendible al caso
de modelos estaclionales, considerando en los métodos de pronéstico
hacia atrids y de estimacidén de las derivadas asociadas a la
aproximacién de [utJ, la estructura correspondiente a este tipo de
modelos. Por ejemplo, si consideramos el caso MACLD estacional

cuya representacidn esti dada por

C4.4.8>

las ecuaciones para el célculo del prondstico hacia atrds para

ocbiener [uL], estan dadas por

[ul] = [zl] + A1UL—9 C4.4.30

t+s

[et] = £zt] + Ate ) ‘ C4.4.4>
En este caso

[u 1 =0, para i>s-1

e 1 =0, para 120

- -



Para el presente ejemplo, [ul] puede aproximarse por medio de
ful = (u 1 +CA - A DOx , Vit C4.4.8)
t 1,0 1 1,07 1t

donde

g [u 1
t,0

Lt 8 A1
1

efectudndose el calculo de las derivadas conforme al método
descrito en la subseccidn IV.2.4. El valor inicial Azo puede

obtenerse da la funcidn de autocorrelacidn muestral respectiva.

Los intervalos de confianza de los pardmetros del modelo, pueden

obtenerse suguiende la misma mecinica de la seccidn anterior.
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V. IDENTIFICACION DE MODELOS ARIMA.

En este capitulo trataremos el problema de reconocer entre
todos los posibles modelos ARIMA, aquél que represente mejor al
proceso estocastico generador de un conjunto dado de observaciones
{z‘_ st=1,..,N>. Este reconocimiento implica especificar el orden
del modelo ARIMA, es decir, especificar el valor de p y de g y
del grado de diferenciacidén "d”, sin olvidar que en el caso
estacional deberi especificarse el grado de diferenclacidn

estacional "D".

Los métodos que aqui se presentaran, orientados a resolver el
problema de identificacidn son 3: el método de Box & Jenkins, el
método de los arreglos R y S, y el método de la funcién de
autocorrelacidn muestral extendida CFAMED. Todos estos métodos
tienen su fundamento en la teoria de realizacidn de un proceso

estocéstico.

El método de Box & Jenkins es el que tradicionalmente se presenta
en la bibliografia de serles de tiempo y tiene la desventaja de
depender del buen juiclo y experiencia del investigador. Los otros
2 métodos tienen su origen en trabajos mis reclentes, comoc lo son
los de Morgan y Houstdn (1978) en el caso de los arreglos Ry Sy
los de Tiao y Tsay (19840 en el caso de la FAME.

V.I. METODO DE BOX & JENKINS.

LLa metodologia propuesta por Box & Jenkins para determinar los
valores de p, d y g de un modelo ARIMA y los &rdenes
correspondientes a modelos estacionales, consiste basicamente en
el reconocimiento de patrones de la funcidn de autocorrelacldn
tedrica CFAC), a partir del comportamiento observado de la funcldn
de autocorrelacidn muestral C(FACMD. Cabe destacar que la teoria
que fundamenta este método presenta unicidad en los casos de
identificacién de representaciones AR y MA, no asi en el caso

mi xto.
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V.I.I. IDENTIFICACION DE UN PROCESO NOC ESTACIONARIO Y
ESPECIFICACION DEL GRADO DE DIFERENCIACION d.

En el capitulo II se mencionéd que lo mas comin en la practica del
anidlisis de series de tlempo, ser& la observacidn de procesos no
estacionarios caracterizados por un comportamientc 1inestable de

sus momentos.

Para llustrar el patrdén tipico de comportamiento de los procesos
no estacionarios, consideremos el caso particular ARMAC1,0) cuya

funcidn de autocorrelacidn es

Py= ﬁi
Si el procesc es no estacionario entonces, "'1'1"21, lo que a su
vez implica que la norma de la funcidn de autocorrelacidn se
incrementara con el tiempo & permanecerid igual. En el caso que §1
sea un punto interior del circulo unitario y muy pré&ximo a
su frontera, la funcidn de autocorrelaciédn tendrd un decaimiento

lento y de tipo lineal.

En la préctica.v un patrén de comportamiento no estacicnario deberi
ser identificado a través de la FACM del proceso observado. En la
figura 5.1 puede observarse la FACM de los datos de la tabla 5.1,
cuyo patrén es tiplco de un proceso no estacionario, ya que el
decaimiento es lento y de tipo lineal, indicativo de que las
rafces de la funcién de transferencia del process estin muy

préximas al circulo unmltario.
En la seccidn III.S5 correspondiente a los modelos ARIMA, se vid

que la manera usual de remover la estacionariedad, es mediante las

diferencias entre observaciones contiguas del proceso; esto eg,

-a%-



TABLA B.1: SERIE DE TIEMFD CON 24 OBSERVACIONES.

1@

S4,6 65.1 76,4 87.3 98,1 187.% 116.7

14 15 1é& 17
54,8 165.6 179.6 184

s
=

TABLA S.2: DESERVACIONES DE UNA SERIE DE TIEMFO
DURANTE 2@ FERIODOS

S & 7 8 9 1@

@ o7

“« =
Lo s PRy

17 i8 19

2 G B Sel 2.0 6.0 7.6
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donde (wt:taZ} es un proceso estacionario. En estos términos, la
manera de especificar el wvaler de "d", es a través de la
observacidn del patrédn de comportamiento de la FACM en la primera
diferencia, en la segunda diferencia, y asi sucesivamente hasta
abservar un patrén que presente rasgos de estacionariedad. d seri
igual al ndmero de diferenciaciones del proceso observado,

necesarias para transformarlo en un proceso estacionario.

En la figura 8.2 puede observarse la FACM de las primeras
diferencias de los datos de la tabla S.1, cuyo comportamiento
exhibe un patrén de estacionariedad, razén por la cual puede

inferirse que d=1.

V.1.2. IDENTIFICACION DEL ORDEN DE UN PROCESOC MA.

En la seccidn ITI.3 , se viéd que un proceso MACG) tiene memoria
limitada a g periodos, hecho que se refleja en el compor tamiento
de su FAC (expresién 3.3.16), la cual es cero para perlodos
mayores a q. Son precisamente las caracteristicas de esta FAC
las que dan origen al siguiente criterio de reconccimiento
y especificacién del orden de un proceso MA:

S1 q es el minimo wvalor tal que r:aj = 0 para J>q. Entonces
el proceso {zL:t,eZ} tiene una representacién MACQD.

En la préactica de nueva cuenta, este reconocimiento y esta
ldentificacién debe realizarse a Lravés de la FACM, es asi que es
necesario contar con algin ceriterio préctico que nos lleve a
a conclulr que pj = O para alguna J. Para ello es de enorme
importancia un resultado debido a Bartlett (18462, en el cual
da una expresidn de la varlanza de rj bajo el supuesto de que el
proceso es normal y tiene una representacidén MACQ). El resultado

es el sigulente:

qQ
VrD 21N+ 2 L el €5.1.12

izt
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g

De este resultado se deduce un criterio para confrontar ‘las
hipébtesis, Ho:Fﬁz O vs. Hq”%* O.Este criterio cs el siguiente:

rechazar HOChipétesis nulad al nivel de significancia «, si

1 q
Ir. 1> 1/2{ 1 +25% r 3172 cs.1.2>
J CND =g
donde ¢ es el cuantil 1-a de una distribucidn N(C,13. En los

paquetes actuales orientados al anilisis de series de tiempo, la
FACM se presenta acompafiada de la regién de rechazo para j=i, &,

3.., lo que faclilita la inferencia acerca del patrdédn cbservado.

En la figura 8.2 puede observarse como unicamente r,oes
signicativamente distinta de cero considerando «=0.085, hecho que
nos lleva a inferir, de acuerdec con el anterior criterio, que el
proceso generador de los datos de la tabla S.1 tiene una

representaciédn del tipo
Vz = (1 -~ 83u
t Pl

V.1.3. IDENTIFICACION DEL ORDEN DE UN PROCESO AR.

Al introducir en el capitulo anterior el conceptoe de proceso
autoregresi vo vimos que para el caso ARC1D estacionario, la FAC
tiene un decaimliento exponencial despuds del primer periodo.  En
el caso ARCp), las condiciones de la FAC para J>p son dictadas por

la ecuacidn en diferencias

Ct -8B -....- 3 B™p =0 €5.1.3>
1 P J

la cual no es otra cosa gue una reexpresisén de €3.2.170 Yy cuyas
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condiciones iniclales estin dadas por las ecuaciones de
Yule—-Walker Cexpresidn 3.2.16). En el caso en que AR(p) sea

estacionario, (5.1.3) deberd exhibir un decaimiento répido a cero.

Para poder establecer un criterio de identificacidn similar al
caso MA, es necesarioc definir el concepto de funcidn de
autocorrelacidn parcial de un proceso AR, el cual se deriva de las
ecuaciones de Yule—Walker. Estas ecuaciones , pueden expresarse

en la siguiente forma

p’- Qi

P = BCn,0> | % €5.1.4>
2 2

pn Q|'\

donde B(n,m} es una matriz de orden pxp definida por

L Pt Pracnet
‘BCn,mD = 'Dmﬂ pm e pm—rwz
Prrn-t Prenez’ " Pr

En estos términos se define la funcidn de autocorrelacidn parcial

como

|ACn, 0 | ,
= e——— €5.1.9
|Btn. 0) |

nn

donde ACn,m) es una matriz compuesta por las primeras n—-1 columnas
de Bln,md y con la n-ésima columna formada por v =

Cpmﬂ..... J. Nétese que inn representa la soclucidn de las

P
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primeras n ecuaciones de Yule-Walker obtenidas por la regla de

Cramer, para el Gltimo coeficiente autoregresivo.

Asi, la funcidén de autocorrelacidén parcial de un proceso AR se

define como

Py sin=1
& = C5.1.62
nn |ACn.O)| atm > 1
[BCh.O)I

Si el orden del proceso es p, entonces:

158 n < p, & no serd cero =n general
2381l n p, & = @h no &s cero
3DsSin > p, & = O.

Por lo tanto un criteric para identificar el orden de un proceso

AR es el siguiente:

Si §nn= o] para n>p. Entoneces el proceso (ZL: teZy tiene una

representacidn ARCpD.

En la prictica la funcién de aulocorrelacidn. parcial deberi.
estimarse de los datos observados del proceso, lo cual se logra
sustituyendo en 5.1.86>, las autocorrel aciones nmuestrales

respectivas.

Quenoville (1949 dedujo, bajo la hipdtesis de que el procesc es
ARCp), que la varianza de an estd dada por

- 1
VC§nn)=T B n>p

~Yol-



Asimismo, para N suficientemente grande @nn tiene distribucidn

normal. Por lo tanto, de estos 2 Gltimos hechos se deduce un

criterio para confrontar las hipébesls. Hozénn =0 v.s. Hazﬁnht O.

Este criterio es:
St
1

g_| > ¢ . ¢5.1.7
nn CN)1/2

entonces se rechaza la hipdtesis nula. La cantidad ¢ es el cuantil
C1-oD de una distribuciédn NCO,1D.

Cabe sefalar, que en el caso de un proceso MA, este puede
escribirse en términos de un proceso AR de orden infinito, de
tal forma que la funcidn de autocorrelaciédn parcial ird decayendo
a cero de manera exponencial al irse incrementando el periodo de

retraso.

A manera de ejemplo, consideremos los datos de la tabla 5.2, los
cuales presentan un patrdén autoregresivo tipico, hecho que se
manifiesta en la representacidn grafica de su FACM y FACPM (figura
5.3). Como podra observarse, sélo el primer término de la FACM es
significativamente distinto de cero, vislumbréndose asimismo un
decaimliento exponencial de esta. En lo que respecta a la FACPM,
unicamente los 3 primeros términos son significativos. Estos he-
chos llevan a inferir dque el proceso generador de los datos de la
tabla 5.2 es del tipo ARC3).

V.1.3. IDENTIFICACION DE UN PROCESO ARMA.

En el caso mixto, la técnica de Box & Jenkins no provee un
criterio de identificaciédn con unicidad como el de los casos MA y

AR, si no que la identificaciédn se basa en el estudio de diversos

‘o
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patrones tedricos de comportamiento, tanto de la FAC, asi
como de la FACP, tratiandose de encontrar en la practica,
semejanzas entre estos patrones y los obtenidos a través de la

FACM vy la FACP.

En general, los procesos ARMA estacionarios exhiben un
comportamiento irregular de las primeras g autocorrelaciones

de la FAC, para después converger a cero conforme a la ecuacién

En lo que respecta a la FACP, puesto que un proceso mixto puede
ser expresado medianle un modelo AR de orden infinito, es de
esperarse gque esta FACP forme una sucesidn infinita convergente a

cero.

En la tabla 5.3 se presenta un resumen de las caracteristicas que
presentan la FAC y la FACP, en los casos MA, AR y ARMA.

TABLA 5.3: COMPORTAMIENTO DE LAS FAC Y FACP PARA PROCESOS AR, MA Y

ARMA

PROCESO FAC FACP

AR(P) CONVERGENCIA A GERO, CON SOLAMENTE LAS PRIMERAS
COMPORTAMIENTO DICTADO POR P AUTOCORRELACIONES
LA ECUACION §(B)p .= O,PARA PARCIALES SON DISTIN-
iz e ! TAS DE GERO

MAD SOLO LAS PRIMERAS q AUTOCO- SUCESION INFINITA CON-~
RRELACIONES SON DISTINTAS DE VERGJENTE A CERO
CERO

ARMAPLCG) COMPORTAMIENTCO IRREGQULAR DE SUCESION INFINITA CON-
LAS PRIMERAS q AUTOCORRELA- VEROENTE A CEROQO

CIONES Y DESPUES CONVERGEN-
CIA A CERO DE AGUERDO CON
@(B)pj = 0, PARA'J > gq

-0 -



V.1.4. IDENTIFICACION DE UN PROCESO ESTACIONAL

La metodologia de identificacidn expuesta anteriormente, puede
extenderse de manera natural al caso estacional. Para ilustrar

como se da esta extensidn consideremos los datos de la tabla 5.4,

cuyo patrén de autocorrelacidn se muestira en la figura 5.4. Como
podri observarse en esta figura, varias autocorrelaciones Cr{
r, r , r _, r , r_3 son significativamente distintas de cero,
3 11 12 13 24

hecho que nos indica que el proceso generador de los datos es no
estacionario. Con el fin de remover la no estacionaridad en los

datos, se tomaron las primeras diferencias, de las cuales, en

la figura 5.5, se muestira su funcidn de autocorrelacidn. En esta
figura vuelve a notarse , que varlas autocorrelaciones Cr1. T
Po T rz‘D son distintas de cero, pero un hecho que se hace

evidente, tanto en este caso, como en el anterior, es que la mis
alta correlacidn se da en los periocdos de retraso 12 y 24, rasgo
caracteristico de un proceso estacional de longitud s=iz. Este
Gltimo hecho nos lleva a pensar que el proceso generador de los
datos pueda ser representado por algin modelo multiplicative

estacional.

En la figura 5.6 se presenta la FACM de las diferenclas

En este caso unicamente r., s significativamente distinta de
cero, comportamiento que se asemeja al de un modelo MAC1)D

estacional. Por otro lado, si se observa la figura 5.7 (FACPM de

yR podri notarse come unicamente Eizxz y 624 24 son distintos de
cero, pudiéndose notar ademas, rasgos de un decaimiento
exponencial a cero de la sucesidn €8, _,.> con k sN. Estos hechos

“llevan a sugerir que el procesce generador de los datos tiene

una representacidn del tipo:



TABLA T.43

DE TIeMera CON- 120

81 74200
B2 847.2
a8 7EL.7
a4 g93.5
85 778. 1
Gé 888 .1

567.7 41
599, 47
G468, 4
597 44
579.

bHB .

46

QFHRIOD S S
-
a

497, a7 7
215, as 2l
555, 8 19 L

86,
S46.

871,

e 7enm.a
F4 B60.0
sl 7a0.6
Pé 808.0

o BY N b A

07 2Tl
(oY)

o
i
3
0N

1@
184
108 TR A
1@ ?208.0
1a7 7681.7
162 888.0
1@9 @275.@
116

5
h3
o

N

L0V,

HAG.
&BE .

I

s
H

3 0

RY

~\06-



FAC ESTIMADA
DATOS DE LA TABLA 5.4

. 1. 1 L i A L 1 i1 1 1 1 i 1 1 1 L s 1 i 1 2
12345678910 1121314151617 18 192021222324
PERIODO DE RETRASO

5= rac

FIGURA 5.4

FAC ESTIMADA DE LAS PRIMERAS DIFERENCIAS
DE LOS DATOS DE LA TABLA 5.4

U TN NN TS U SUNR SO SN SANUS A Y SN SRS S S |
g 10 11 12 13 14 16 18 17 18 19 20 21222324
PERIQDO DE RETRASOQ

N b
w -
PN
o -
@ -
~
@

BEE FacC

FIGURA 6.0

- jon-



FAC ESTIMADA DE LAS PRIMERAS DIFERENCIAS
ESTAGIONALES DE LONGITUD S=12 DE LOS
DATOS DE LA TABLA 54

0.4 F

TR TR AN Y N AN SURES UG DUUER VRN SN S TR S GO
9 10 11 12 13 14 16 16 17 18 182021222324
PERIODO DE RETRASO

-
[CEN
[~
..
[+, 30
ol
~
©

FIGURA 6.8

FACP ESTIMADA DE LAS PRIMERAS DIFEREN-
CIAS ESTACIONALES DE LONGITUD S=12 DE
LOS DATOS DE LA TABLA 5.4.

§ N I TN RO Y U N S SN SN SO R N NN JOUN YUY SO Y WU N DU N U NN (U N T B |
T T LR LU L

1 :
T —
183 6 7 8 1I1 13 1I5 17 19 21 23 26 27 298 31 33 36
PERIODO DE RETRASQ

B9 FacP

FIGURA 6.7

Vo



12
12 t 12

V.&. ARREGLOS R Y S.

La metedologia de identificacidn denominada arreglos R y S tiene
su origen en los trabajos Gray, Houston y Morgan (1878> orientados
a la estimacidn espectral. Esta metodologla proporciona  una
identificacidn Gnica de p y g cuando la FAC tedrica es concclida y
ademis provee una manera de ildentificar la no estacionariedad de
un proceso haciéndose necesario removerla, para poder especiflcar
el orden del proceso. Su limitante es que no puede ser aplicable
a procesos estacionales, teniendo como ventaja respecto al método
de Box & Jjenkins, el hecho de presentar una tecoria de ldentifica-
eldn con unicidad para los casos AR, MA y ARMA,

v.a.1. IDENTIFICACION DEL ORDEN DE UN PROCESO ARMA CASO
ESTACIONARIO.

En esta subseccidn veremos cémo construir los arreglos R y S, y
a partir de estos cédmo pueden especificarse los valores de p y
q, para el caso estacionario. Primeramente se definiran los

operadores R y S.

Saan m,n y h enteros, con n, h > 0 ¥y £ una funcidn conr valores

reales. También sean

m e’ m+n—1
rmﬂ fm+2 f +
Hif 1 = men
n m
f f ... f
mn-1 men m+2n~2
Ho[fm] =1

‘o9



1 1
e T Ca
m me m+n
H [(1;£ 1 = :
n+1 m
f r
men~1 m+n m+2n-1

Entonces, para n € N se define

HIf )
n m

RCL D =

nom Hil;f 1
n m

Y

H [1;f 1]
n+1 m

SCcr Y =

nom H {f 1
n m

Ranm')y S_CI"J puedern calcularse recursivamente del
I n

conjunto de relaciones:

+41
San‘m) =S _1Cf‘ bl e =
n m+ 4 RCf )
n ™m
‘paranelNymeZ y con

—\10 -

€5.2.12

5. 2.&

siguiente

(8.2.3

(8.2.43



RCf D = ¢
1 m m

En las relaciones anteriores se esti suponiendo que Sanm) $ 0¥y
RCf D ¢ O. Sl SCf ) = S D> = 0 se dird que R no esta
n m n me+e n m n+4
definido. Sin embargo, si San‘m) =0 ¥y Sanmﬂ) $ O, se define

R (f D> =+ m Una definicidédn anidloga puede darse para S (f D.
nt+t m n m

Los arreglos R y S son construidos a partir de los operadores
definidos anteriormente. La estructura de estos arreglos se mues-
tra respectivamente, en las tablas 5.5 y 5.6, en las cuales,
por comodidad, se les denota a RnCt‘m) v Sn(t‘mD respectivamente

por RnCm) v SnCnD VY n,m

TABLA 5.%: ARREGLOS R

. n
moC. 1 2 Ce k
-1 R, C-12 R, C-1> e R C-1>
-1 +1 R1C—1+13 RZC-1+13 e e RkC—l+1D
-1 R .C-1D R C-1 R C-1)
o R CO) R COd R CO)
1 2 k
1 R4 RC1D S R, C1)
J R C§D R,C4D o R D

— V-



La conexidn entre los arreglos Ry S8 y la ldentificacidn del
orden de un modelo ARMA estacionarie, la dan los siguientes
teoremas, en los cuales se considerd a fm= pm, con pmelen\ento de
la FAC del proceso a la cual se le denotard F‘AC(pm}. lLa
demostracidn de estos teoremas se omite en el presente Lrabaljo,

mismas que pueden ser consultadas en Islas (1989).

TABLA 5.6: ARREGLOS S

. m
n ° . 1 2 . . . . k
- 1 S C—~1> S C-1> . . . . S C~-1D
E 2 3
-1 +1 S C-1+1> S C-1+1> . . . . S C~1+12
1 2 k
~ 1 S -1 S (—1> . . . . S C-12
1 2 k
(o) S o S CO0 . . . . - SO
1 2 4
1 S S 1D . . . . 5 CO
A 2 k
‘J 81CJ) SZCJ} . . . . SkCJ)

Teorema 5.2.1: Sea <zt:tez} un proceso estacionarioc ARMACP,gd con
FAC {pm: mneZy . Supdngase que SnCpm) Y RnCpmJ estin blen definidas,
ademés p > O y SnCpm) % O. Entonces, para algln entera m,y

alguna constante (’!1 Z 0, me tiene

= >
SnCpm) Ca para m = mo

- -



si ysélosin=pymo=q—p+1.mésafm

n
c = c-1>F [ 1 -néEp ] €5.2.%)

i . 1 m-1
=4

Teorema 5.2.2: Bajo las condiclones del teorema anterior se tiene

que
= <
SnCpm) C2 para m £ m
Sthmfl) ¥ cz
si ysélosin=pym1=-—q-p. mas adln
" C
Fe
c = - 5. 2.86D
2
g
4

Al aplicar los teoremas anteriores a los arreglos R y'S, se deduce

el siguiente criterio para especificar el valor de p y q; esto es:

Un proceso estocistico tiene una representacidn ARMACP,qd, si vy

s6lo si, el patrén exhibido por los arregles R y S es el que =e
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presenta en:las tablas 5.7 y 5.8 respectivamente.

COMPORTAMIENTO DE LOS ARREGLOS R PARA UN PRCCESCO

TABLA G.7:
ARMACP, gD
n
m 1 2 P+l
-1 pC-1D EZC~1D ¢}
~-p-2 KL ~g-p-2d Ez C—q-p-£> &)
~q-p~-1 C-g-p-1d EZC =g-p=12 o]
—“q-p oL ~gq~-pd R C-a-pd t 0
q-p ~Kg-pd R, Cq-pd 0
q-p+l AL g-p+ld R’ZCq-—pﬂ.) Q
J <42 RZCJ) o)

- \‘L\-: »



TABLA 5.8: COMPORTAMIENTO DE LOS ARREGLOS S PARA UN  PROCESO

ARMACp. @)
n
m ° . 1 P p+l
-1 S C-1) . . c c12 - a
A 2 2o
-q-p-2 Sic—q—p—ab P Ci2 Cé E,— - 1]
-q-p-1 sic -q-p-1) . . C2 o
—-q-p Sic—q—pb .. Cz © J2a términos
. . : no
. . . 2q tigminos : jconstant.es
ap 51Cq—-p) : : ) constantes _'CL
(]
q-p+i S1Cq p+id> . . C.1 CEE,_ - 1]
0
J S, S A

Como podrd notarse en la tabla 5.8, la altima columna contiene
muchos valores indelerminados, lo cual es consecuencia de 1la
aplicacidn de la expresidn (5.2.4) y del hecho de que la dltima
columna de la tabla 5.7 contiene muchos valores iguales a ceros

debido a la aplicacidn de (5.2.3).

Cabe destacar que para fines préacticos, es muy importante el hecho
de que si se sustituye {pm} por {C—ljmpm}. la estructura de los
arreglos R y 8 no varia salvo en el valor de las constantes C1 y

Cz’ las cuales son sustituidas respectivamente por

p .
¢, =c-12f 1 - p -1t 8> (5.2.7)

i=t
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< = (5.2.80

Se menclona este Gltimo hecho, ya que en la préctica al
representarse a la FAC tedrica del proceso observadeo por medio de
la FACM, los patrones tipicos de los arreglos R y S de un modelo
ARMA estacionario pueden en muchas de las ocasiones, ser
identificados con mayor facilidad al ser construlidos dichos
arreglos a partir de la sucesidn de autocorrelaclones estimadas
«C-1d" r 3.

V.2.2. EL ESTADISTICO DXn,md.

El estadistico IXn,m) resume la informacidn de los arreglos R y S
y fué propuesto por Gray, Kelley y McIntire (1878) para medir la
concordancia del patrén muestral observado, con el patrdn esperado
para un modelo ARMA. Este estadistico se define de la siguilente

forma:

Sean m ¥y n, tales que n =1, 2, , Ny m=20,1, M =e define
Xn,m = v u
en donde
s
N+l ~m=-n~-4i
v o=
s >
™ -N-m
y
S cr >+ 5 Cf p] 2 - R Cf > 2
n m-n+di n+a m-r - n+i -m-h-t
u = ) + E -,
S Cf 3 + SCf p] i=g R Cf D
N [aled § m—n+2 n men+i n “m=n-t+t



con S (f D2 =0 y RCFr D> =1
-1 m [e] m

Mediante D puede también identificarse el orden del proceso, esto

es:
Seleccionar el modelo ARMACP,qd cuando

Xp,q) = max{Xn,md | n=1, 2,..., N;m=1, &...M

Cabe aclarar gque este criterio es aplicable sl y sélo si, se
tiene la seguridad de que el proceso es estacionario, asimismo,
es conveniente complementarle con el criterioc dade por 1los

arreglos R y S.

Las propiedades distribucionales de este estimador adn no han sido

bien estudiadas, mismas que darian mayores ventajas al método.

V.2.3 CASO NO ESTACIONARIO.

La técnica de identificacién de los arreglos R y S puede ser
aplicada una vez gue se asegura gque el proceso dgenerador de los
datos es estacionario. La ventaja del método,es que provee un

criterio para verificar si la estacionariedad no se da, &3 decir:

Si %Fpmb es constante para 1 < p,entonces el procesc {ZL:L e 2>

es no estacionario.
En el caso que un proceso sea identificado como no estacionario,
este puede representarse por un modelo ARIMA, haciléndose necesario

primeramente especificar d via la técnica presentada en la
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subgeccidn V.1.1.

Hasta el momento se ha excluido de la discusidn el caso p=0, es
decir, el caso de la identificacidn de representaciones
MACqD. Cuando este sea el caso, los arreglos S no presentaran un
patrén fijo, sin embargo, al constituirse la primera columna de
los arreglos R por loz términos R1Cm) =P ésta deberid exhibir un
patrén de comportamiento tipico de la FAC de un proceso MACQ), tal
y como se discutld en la seccidn anterior, punto en el cual los

areglos Ry S y el método de Box & Jenkins son equivalentes.

V.3. REGRESIONES ITERADAS Y LA FUNCION MUESTRAL EXTENDIDA CFAMED.

El método de identificacidn de las regresiones iteradas y la FAME,
fué propuesto por Tsay y Tlao (1984).Los fundamentos tedricos de
esta metodologia, tienen su origen en los trabajos de estos
autores orientados a encontrar estimadores consistentes de minimos
cuadrados ordinarios CMCO), para los parametros autoregresivos de
un proceso mixto, descubriendo que esto es posible mediante la
aplicacidn de un proceso iterativo de los ajustes autoregresivos,
llevandoles asimismo a la definicidn de la FAME como herramienta

de identificacidén del orden de un proceso mixto.

Bl mEtodo de las regresiones itcradas y la FAME oz aplicable tante
a procesos estaclonarios como a no estacionario, lo cual no sucede
con los métodos anterlores. Cabe destacar, que de igual manera
el método de los arregles R y S, la FAME no es aplicable a
procesos estaclonales, afladiéndosele ademids la desventaja de

presentar una teoria sin unicidad.

V.3.1. REGRESIONES ITERADAS.

El método de las regresiones lteradas se orienta a encontrar,
estimadores consistentes de los parametros autoregresivos .de un
proceso estoclstico ARMA. La idea esencial  es la de representar

este proceso mediante un modelo AR(p), estimando los parametros de
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este model o mediante minil mos cuadrados ordinarios, para

posteriormente inclulr loz reziduales de esta estimacidn
coOmo  un  NuUevo regresor, reestimandose los paramétros. Se
procede de esta manera hasta encontrar los estimadores

consistentes. Estas ideas matemiticamente se expresan de la

siguiente manera:

Sea (zl:teZ} un proceso estocsstico, cuya representacidn es

El ajuste AR(p) a este proceso, puede representarse como

P
z=78% =z  +e% [ cont =opH,....,N €5.3.1)
2 il t-1 p.t

donde el supraindice C(0) indica 1la autoregresidn ordinaria,

mientras el subindice (pd indica el orden del ajuste AR y e;°z es

el error de dicho ajuste.

En estoz tLérminos se define la primera regresidn iterada AR(pd

como
2 = E Q(i) z . ﬁ(i) “~toy + o0 con i = pta o
v iepy Tt-i itpy p,l~-d p,t et
= €5.3.2
donde
~ P o~
tay (o)
= z - $ .
p,t-1 t-1 ,g Lip) t-i-41
1=

es el residual en la regresidn ordinaria correspondiente al
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periodo de tiempe tL-1, e“i es el error en la primera regresién
p

N

)

fterada y los %fo
wip

's son estimadores de MCO.
)

En el caso general, para cualquier ajuste ARCm> con m > O

Cdesconocidad, la j-ésima regresidn jterada se define como

m . i . ~ .
[&1] (1] (BB [SH]
= + e e (5.3.30
z Lée = ‘Ei ﬁl(m) m,t-1 * m,t

,..
1t

e
-

en donde
m . i
N EE] oy I Y
o = = bt : z .t
m, t t i.-? L{m) t-i Eﬁ

es el residual estimado de la j—ésima regresién iterada AR(mD 'y
los ia(j) 's ﬂ(j) son los estimadores de MCO de los ‘I',(“” sy
G im Lems itm)

3 m *s respectivamente.

Los coeficientes autoregresivos de la j-ésima regresidn iterada,
pueden ser calculados recursivamente de la siguiente expresidn, la

cual parte de una estimacidn inicial de MCO:

~
i‘:nilt)*-i)
~ i A A~ m .
g - g gl —_— (5.3.4>
im i-1(m wm) ~, )
Cj-1
mir)
Tej=1y
para 1 =1, 2...,m , m21 y jJ 21 y donde & = 0.

o(m)

Las condiciones para la consistencia de los estimadores de 1la
J-ésima regresidén iterada, dependen del orden del proceso, razdn

por la cual este problema de estimacidn conlleva la necesidad de
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especificacidn del orden del proceso. El teorema que a conllinua-
cidn se enuncia, establece las condiciones de consistencia, pero
antes de enunciarlo es convenlente aclarar 1o que se entiende por

consistencia de un estimador:

Se dird que riii::m es consistente si converge en probabilidad a

ﬁt; esto es, si para toda £ > O

PC2e ) |$(‘”

wUmd

-2 |ze> > 0
1

cuando n >0 y donde 0 es el espacio nmuestral. A este hecho

se le acostumbra denotar como

IS )
itmy i

TEOREMA $.3.1. Supongase que £z :1€Z) sigue un proceso ARMACD,qd
25
L

ya sea estacionario o no estacionario. Entonces Lo

es

consistente para i=1,..,m si

12 mEIp y j=q oS
iid m=p y Jj>q

La demostracidén de este teorema como la de los siguientes puede
verse en Islas (1983).

V.3.2. FUNCION DE AUTOCORRELACION MUESTRAL EXTENDIDA FAME.

El puente entre el problema de consistencia de los estimadores de’
un  ajuste  ARCmD de un proceso estocdstico mixte y la

especificacién de su orden, lo establece el teorema 5.3.1 y la
FAME la cual se define a continuacién.
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La primer FAME de un proceso;{zt:rtéz}:‘ se define k—comc;'j'

~ ™ s y S T ‘
= . e R 03,50
Py~ PEYLLP o : : £8:3.5

donde

it L 14 tet

~

con §‘j) el estimador autoregresivo en la j~ésima regresién

1043 .
iterada y (p];_jeZ) es la FACM en el retraso j.

En general, para cualquier entero m>0, se define la m—dsima FAME

de {zL: teZy como

~ "~ »
= Cw Py 5, 3.
pj(m) P mA €5.3.8
donde

; moa.

[ <1
W =z -~ :

mt “v e iam =i

=4

Nétese que para m=0, la FAME corresponde a la FACM cuyas

propiedades se analizaron en la seccidn V.1.

(8]

Del teorema 5.3.1 se deduce que para J2q, oot sigue
asintSticamente un modelo MACHD, por lo tanto
o~
Pim ° O para j>q y m=p ‘ )
5.3,7
"~ B
Pj‘m) * O para j=q y m=p

BT A



el simbolo ":*" indica equivalencia asintdtica.
Este uUltimo resultadeo nos indica que la FAME tiene las mismas

propliedades de corle asintdtice que la FACM de un proceso MACQD.

Otra propiedad asintdtica muy importante de la FAME y en la cual
se basara el proceso de especificacidn del orden de un proceso

ARMA es la siguiente:

- . [CCm-p, j-q? si OXj-psm-q
pj(m) - 0 sf  J-g> m-pZ0 : (5.3.8

‘donde CCm-p, j-qd> es una constante diferente de cero o una va-—

riable aleatoria continua acotada entre -1 vy 1.

V.3.3. IDENTIFICACION DE MODELOS ARMA MEDIANTE LA FAME.

Para emplear las propiedades asintdticas de la FAME en la
identificaciédn del orden de un procesc ARMA, resulta  Gtil
presentar las autocorrelaciones muestrales extendidas como @ se

muestra en la sigulente tabla

TABLA 5.5 : LA FAME

MA
oo o 1 2 3
AR

~ ~ ~ =

0 )
Pion Faw) Pacos 40
~ ~ - ~

1
Pyen P Pacs Pyt
~ -~ N ~

2
Pz P Pacz Pz

3 ~ ~ - ~
Pyeas P Py Caca

-\T3 -



En el primer rengldén de esta tabla se localiza la FACM, en el
segundo rengldén la primera FAME, en el Llercero la seaqunda FAME y
asi sucesivamente, Asimismo, los renglenes de esta Labla indican

el orden AR y las columnas Iindican el orden MA.

En el resultadoc expresado en (5.3.8) se puede observar que

~

1> cuando m=p, pj(p) = 0 para jzq+1

= 2 = >
11) cuando m=p+i, pj(Pﬂ) =0 para jzqg+2

y asi sucesivamente.

Para identificar el orden (p,g) de un modelc ARMA mediante la
FAME, se busca en la tabla 3.3 el "punto de corte triangular", es
decir, el punto Cci, czD tal que las rectas m = c, v m-j = c,
delimitan un triangulo de ceros, tal y como se observa en la tabla
B5.10, en donde % denota un valor distinto de cero y O es un valor
igual a cero. El rengldn y columna coordenadas del vérlice de es-
te triangulo, corresponden precisamente con el orden AR y MA

respectivamente.

TABLA 5.10: COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FAME EN UN MODELO
ARMAC p, Q)

A}-e )‘AA Ca q-i o] g+l q+e q+3
p-1 % x x b x
p x o] o] 0] 0
p+i x x &) o} (o)
pta X x b o} [¢]
pt+3 X x pd x 6]
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Puesto que en la préactica se trabaja con muestras finitas, los
elementos de la FAME gque deberfian ser cero no lo son exactamente,
asi que es necesario contar, tal y como en el caso Box &
Jenkins, con una prueba estadistica que nos permita confrontar
las hipdtesis, Hozp = © vs. H:p x 0. Con este

jriam _ a T jram
fin Tsay y Tiao proponen a CN-m—-j2 * como estimacién de la varian-—

za asintética,o” , P, y proposicidén basada en la
jraom Jraom b
férmula de Bartlett, bajo la hipdtesis de que (Wmﬂ? es ruido
blanco. Asf la regién de rechazo de la hipdtesis nula, es la
siguiente:
[ . | > cCN-m=3>~*"? ¢5.3.
jHiem )

con ¢ el cuantil 1-a de una NCO,1D.

Esta prueba nos conduce a2 un criterio para construir la tabla $.10

en la prictica; esto es:

Colocar un cero en el lugar (m,j>, si se acepta la hipdtesis nula

¥ una x en caso contrario.
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VI. DIAGNOSTICO DE MODELOS ARIMA.

Una vez que se han llevado a cabo los procesos de identificacién y
estimacidn de un modelo ARIMA como representacidn de un proceso
estocistico observado y antes de poder emplearlo para pronosticar
valores futuros del proceso, es necesario hacer una prueba de
diagndstico & de bondad de ajuste del modelo, es decir, una prueba
que responda a la interrogante acerca de que si el modelo

representa bien el proceso estocdstico en estudio.

La prueba de diagnéstico que en el presente capituleo sers
descrita, se basa en el anilisis de la funcidn de autocorrelacidn
muestral de los residuales estimados a partir del modelo ajustado.
Recuérdese que el supuesto probabllistico fundamental de un modelo

ARIMA, es que la sucesién {UI:‘LEZ) de chogques aleatorios forma un

ruido blanco, donde u. MCO, ai) vV t. En estos Lérminocs, si el
modelo se ha especificado correctamente se esperaria que los
residuales estimados GL Ct=1,..,n ; n=N~dd, expreasados por medio
de

~ ~y ~

u = 6 (B> (B v, . 6.1D

tengan propiedades muy cercanas al ruido blanco, asi como una
distribucidn cercana a una normal con parimetros H=0 b
o'i. Para poder en la préctica identificar estos patrones de

comportamiento de los residuales, es necesario utilizar a su

funcidn de autocorrelacidén muestral, la cual se define como

n-k ~ ~
tet Ut Uuk
rk = k=1,...,n-1 (6.2)
Byl
t=g
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Basados en esta funcidén de autocorrelacidn muestral y bajo los

k ~
para toda k, Box & Plerce proponen un estadistico a partir del

supuestos de que E[ rirj] = 0 para i=j y de que r NCO,1i/nmd

cual puede comprobarse la adecuacidn del modelo al proceso en

estudio. Este estadistico es
¥k ~ “(xk-p-q>

K
Q=ngTr X 8.3
=4

donde 15K<n-1 Cen la prictica se considera K=20). En estos térmi-

nos el modelo se ajusta bien al proceso estoclstico en estudio si

2
Q< X!.—OL'(K—p—q) (6. 4D
donde x2 es el cuantil 1~a de una distribucién 2? con
1 —OL(K~p~q)

K-p-q grados de libertad.

Supdngase ahora, gue el modelo especificado no es el adecuado,

es declir,

2
>
Q= xi—oc(K-p—q)

producte de una estructura de autocorrelacidn entre los reslduales
estimados (ut:t e [1,nl1X. Ahora se veri -como emplear estos
residuales para modificar el modelo ajustade. Para ello considé-

rese que el modelo correcto es
@CB)wL = GCB)ut 6.8

Y que 2]l modelo incorrecto ajustado esti dado por

-\l -



s v P2 =g m " 6.6
[s] i [s] t

»

-
donde los u 's estan autocorrelacionados. En estos términos

esperariamos una representacidn de este proceso, de la forma

T e v ¢ u’: = 8 (B u, 6.7

Asi el conjunto {ut:te {1,n] > puede ser empleado para
identificar un modelo con las caracteristicas anteriores, via el

enmpleoc de las técnicas del capitulo V y estimar sus parametros.

Por lo tanto, despejando u: de (5.86> y sustituyendolo en (6.7D, se

deduce el nueve modelo

o gd, = 8, CBY 6 (B u, (6.8

$ CBY & CBY ¥
o] 1

el cual de nueva cuenta debe ser checado.
Asi como en el caso de estimacidn e identificacidn, los conceptos

de diagndstico aqui descritos son extendibles de una manera

natural al caso estacional.
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VII. PRONOSTICO CON MODELOS ARIMA.

Una vez analizados los problemas de estimacldn = ldentificacion
de modelos de series de tiempo, veremos en este capitulo cdmo
pronosticar valores futuros de un proceso estocdstico observado,
cuya representacidén es ARIMACpP,d,gd. Este problema serd atacado
de la manera tradicional propuesta por Box & Jenkins (19702 en la
cual se deduce un prondstico &ptimo con error cuadrético medio
minimo y posteriormente de una segunda manera en la cual se
combina la informaciédn histdrica con informacidn adicional acerca

del comportiamiento futuro del proceso.

VII.1. PRONOSTICO CON ERROR CUADRATICO MEDIO MINIMO.

En esta seccidn se veri cdSmo predecir de manera Sptima los valores
futurog de un proceso estocéstico observado, es decir, predecir
con el menor error posible. Para ello considérese un proceso
estocistico {zt:tez} del cual se ha observado {21""2N) ¥y cuya

representacidn es
§CB)AdzL= BBy, C7.1.13

Come prondstico &ptimo de un  valor Z, Con l =1,..,L se&

considerari a aquel ;NCID tal que
z - 2
Efle (101 = EfCz - =z (13373
N N+l N
. sea un minime. A la cantidad anterior se le conoce con el nombre

de error cuadréitico medio.

Como se vié en el capitulo III, el modelo ARIMA en C7.1.13 puede

ser expresado en términos de los choques aleatorios pasados, es
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decir,

z = [WBDIu
t t

¢7.1.2>
por lo que se deduce
z = [¥CBd]lu
N+l N+l
= + .
UN+L+ ‘quN+L—1+"" \X/luN+..
©
= UN+L+ \Ilj.uN-rl.-1+' et LI’L—luN-r1+j_§ ‘zll.'fjuN-j 7.1.3

Puesto que la Gnica informacidn disponible es la

observada hasta
el periodo de tiempo N,

de manera légica y después de  analizar
C7.1.3), s=2 propone como prondstico para Z,

+L a

= LU C7.1.42
o L+j N-j

donde los 'IJ:ﬂ,'s serin aquellos que hagan &ptimo el prondstico.

Empleando (7.1.3) y (7.1.4),

puede deducirse la ewpresidn para
E![e:Cl)], es decir,

e (1) =z - =z (1)
N N+l N
© *
=u + +E u + 3y - ou
N+ Ll -1 N+1t =0 L+j L+ N-j

Entences, considerandoe el hecho de que EZEu_LuJ,] = 0 para 1 ¢ J ¥y

E‘[uf] = oi para teda i,

2 _ e 2
E[eNClD] = E[CZN*L ZNCIDJ ]
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= E<[u§+t+ * ‘pL'—iuN‘tl j"% ctpl-&- J— L-»jk)uN-_\}
[»+]
2 * 2
= E<[u R A u 1%y + BXL ¥ -~ T Dy 177
N+l l-4 N+t =0 L+ L+ N-§
2 2 2 o * 2 2
= Elu 1+ + Elu } o+ Ccy ~ B DTElu ]
N+l -1 N+1 i=o L+ ] L+ N-
2 2 2 @ * 2 2
= (1 + P+ + Jof + DR - W DT C7.1.9>
1 -1 u oo i+t i+l u

Nétese que en el desarrollo anterior se omitieron todos los
términos cruzades, ya que 2al aplicar el operador esperanza se

eliminan.

Por lo tanto de (7.1.5) se deduce que el minimo ocurre cuando

lIJL* ; = ‘I’hj para toda j
y
~ © ~
zNCl) =,‘=§ lIfL”, uN_j . » C7.1.63

donde las u's denolan a los choques aleatcri.os observados dados

Lz ...,z 2.
1 N

Por otro lado, aplicando el operador esperanza dado z,2 C7.1.3

se deduce que

E{ZNﬂ!ZN] = E[uN+1+' te +\I’L—1UN+x+ E
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m -~
=L, u,_ : C7.1.7

jro M N-J
donde z = Cz ,...,z D"
N 1 N
Por lo tanto
z (13> = El=z ]z] , 1 =1,...., L C7.1.8
N N+l N

VII.I.1.CALCULO DE ZNClD.

Para calcular zNCl) se empleard la expresidn (7.1.1> de un modelo

ARIMA con wL=Ad 21.' calculando en primera instancia el
pronéstico un periocdo hacia adelante, posteriormente el
correspondiente al segundo periodo hacia adel ante v asi
sucesivamente. Para expresar estas ideas matemiticamente
consideremos la siguiente expresidn
w o= 8w 4oL+ T ow -~u -6 u —-...-6u C7.1.9D
i 1L t-s p Lt-p t 1 -4 q t-q .
de la cuél se deduce
w = 3w +...+8 w —u -8 u —...-8 u C7.1.10D
N+i 1N p N-p+i N+i LN q N-q+i
entonces
~
w (1) = Elw |w +..1
N N+a TN
= E[3w +...4+3 w -u. -8 u —...-68 u [w,...12
1N p N-p+i N+i £ N q N-g+£ ! N
= ﬁiE[wN|wN, D T S @pE[wN_pu]wN.. ]
-Elu fw +..1 - 8 Elu |w ,..} —..-8 Elu fw ...
N+1! N 1 N N q N-q+i! N
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- : - ~

= Fw v 4B w o =6 u ... =8 u C7.1.11>

4. N . p‘N—pﬂ-l L N qQ N=-q+1
De igual manera
w (2) = Elw ]w be ]
N N+2 N

= dwld) + dw +...+ Fw

1N 2N p N-p+2
-G u. ~-...- 8u c7.1.123

2 N q N-gq+2

Ejecutando el mismo procedimiento hasta el l1-ésimo periodo hacia

adelante se obtiene

; c1d> = & Q Cl-1d+, . .+ w +...+8 w

N 1 N L' N p N-p+l

-eu -...-6 u C7.1.13
LN aq N-qg+l
Nétese que si 1>p y 1>q entonces

~ ~ ~

w (1) = & w (1-1D +..,.+% w C1-pD ) ’ C7.1.14>

N 1N p N

Una propiedad muy importante del prondstico wNClD que nos
~
permitirs obtener el prondstico de la serie original zNClD es la

siguiente:

Puesto que

wN1—L =4 Znsl
entonces
w (1) = Elw_ |w i..]
N N+l N
= Ea% 2z qw....]
N+l! N

R



A% Elz o w00
N

N+ .
a -~ : .
= a2tz 1 C7.1.18)
Por lo tanto
Z¢1> =% %weld ¢7.1.18)
N N

¥ ow = > ) > bN ;5 , Vb e Z

Por ejemplo, para el caso d=1
2 €1 =z 4w (1) 4w (B +. .. 4w C1D €7.1.17>
N N N N N

Para ilustrar la manera en que opera este método de cdmputo del
prondstico ;NClJ. retomemos las 20 primeras observacliones de l;
tabla 4.1, que corresponden a lag primeras diferencias de un
proceso cuya representacidn se identificd y estimd como

w = u - 0.707u c7.1.18)
t L t-q

y estimemoz 2z (1D,
20

Primeramente se veri cémo es la estructura de wnC1D. esto es

~

wnC1) = Elw__|w

N+l 20"

~ AN -



"

Elu .. — 0.707u jw_ ,..]
n+t - n 20

—o.7o7Gn . n=l,..,20 €7.1.1D

~

Nétese que u = w - 0.707G
n n -4

Para iniciar la recursién a partir de (7.1.189) y poder obtener

w2°C1), es necesarlo dar un valor iniclal a

lo cual intuitivamente se logra haciendo u, = 0, ya que E[uol = 0.

De esta manera se obtiene:

i(l) = -O.707CGR = —O.?O?Cwi— (3]
= -0.2828

GZCID = -0.01216

GBC1D = -0.1328

~

w_ (1D = 0.6578
20

Por lo tanto, aplicando ¢7.1.17>
Y. 1> =z 4w €1
20 20

20

=z + 0.6578
20
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VII.1.2. REGIONES DE PREDICCION PARA ZN+L’

En esta subseccidn se construiri una regidén de prediccidn para la

variable Zat elemento de un proceso estocistico con
+

representacidn ARIMA y del cual se ha observado <21""'2N>; se

desea entonces encontrar una regidén del tipo
z Cld) - ¢ <X =z < z C1) + ¢
N N+t N

con 1 = 1,...L ¥y tal que

P[;Cl)—c(z <;Cl)+c]==1~ot
N N

N+l

El primer problema que surge en la construccidn de la regidn de

prediccidn, es el de especificar la distribueidn de Zga dado z,

Bajo la suposicién de que los choques aleatorios u, se distribuyen

normalmente para toda t, Zal dado z, se distribuye también

normalmente, con los sigulentes paré&metros:

Elz |z 1 =z (1> €7.1.203 -
N+«Lb N N
y
_— — - '2
VEzNﬂJ = El CzNﬂ zNCLD) 3
-1 X :
= +z;nxf§>ou 7. 1.21d
5=

Cabe aclarar que en la construccidn de las regiones de prediccién
a partir de esta distribucidn, se supondri adicionalmente que los
parimetros del modelo de series de tiempo son dados y filjos. En

estos términos
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N+i
NCO,1D>
t-4 1,2
a1+ T Yo
Ryl u
=
Por lo tanto, considerando
z -z €13
N+l N
Pl —c < < ecl =1-a
L-4

<+ p et }"zau
j=1

donde ¢ es el cuantil de orden 1-o de una NCO,1D, una regidn de

predicecidn del (1-c0% de probabilidad estd dada por

z C13> -cEECz ) <L =z < z C1) +cEEC(z pJ <7.1.82>
N N+l N+l N N+l .
donde
1-4 .
EECz D =<1 + LT ¥ >*%
N+L 1 i u

Para poder calcular EEZCzN 3, es necesarlio estimar az por medio de

+1

sz 5B ; €7.1.23
“ n -k

donde k es el nimerc de parametros del modelo, y caleular las \Ilj s
del conjunto de ecuaciones analizadas en el capituleo III

Cexpresidn C3,850),

PCB) WCB) = 8CBD C7.1. 24>

Y



Una regidén de prediccldn del 95% de probabilidad para ;20C1). del

ejemplo analizado en la secciédn anterior. es la siguiente

z t [C(z_ + 0.6578) + 0.312)
21 20

En este caso

~
EECzZiD - S €0.707> _ 189

1e
VII.1.3 PROPIEDADES DEL PRONOSTICO zN(lJ.
En esta subseccidn veremos algunas de las propledades esenciales
de los prondsticos Splimos mediante el andlisis de algunos casocs

particulares.

Primeramente se analizard el caso de un proceso estocéstico

estacionario con representacidn ARC1D, esto e=

En este caso

z 1

z C1> = Elz_ |
N N+4 N

El& + & =z + u |z 3
1N N+ L TN

& + §1E[2N[ZN3 + E[UN+LIZN]

S+ @ =z C7.1.2%>
17N )

“Aplicando €7.1.13)
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= &% o+ CE 4+ 16 C7.1.28)
1 N 1

Y en general para cualquier periodo 1 hacia adelante

zc1d =82z +cat"t w82 4 v g x 106 ¢7.1.27
N 1 N 1 1 1
Si en la expresidn anterior tomamos el limite cuando 1 Y,

por el supuesto de estacionariedad se puede asegurar que

lim zNCl)
L7

1]
o O

| o

= = C7.1.28>

-
|
2]

El resultado expresado en (7.1.28) es indicativo de que para
periodos largos de prediceidn, el mejor prondstice lo constituye

‘'la media del proceso.

El error de pronéstico de este proceso ARC1) esti dado por

e (1) == -z (1D
N N+t N
=& z + u + 65 - 2z C1D
4 N+l-4 N+l N
= g%z +C3 + 108 + u + & u -z C1)
1" N+l-2 ES N+l 1 N+l-g N
=8'2 + 3"t Q:-2+ + 3 + 136



L-1 -
+ u + & u LR u -z €12
N+l 1 N+L-4 1 N+ 1 N

Ahora sustituyendo la expresién (7.1.27) para zNCl). se obliene

eNCl) = uN+l * §N+\.-LUN+I.—1 Feea T §1. UN+1
Por lo tanto
viz 1 = EleZC12]
N+l N
=C1 + &% 3% ..+ 82V THA €7.1.89
i 1 ES u

Esta Gltima expresidén indica que el error de prondstico aumenta
de manera no lineal conforme el periodo 1 de prediccidn se

incrementa.

La combinacidén de las ideas expresadas en (7.1.88 Y (7.1.890,
lleva 2 la conclusidn de que los prondsticos medliante modelos
ARC1) son (Gtiles unicamente en el corto plazo, situacidn
extensible al caso ARCpD.

En el caso de un proceso estocistico estacionario y con

representacidn

= + u - 8 u
z H L i t-4

puede demostrarse, de manera similar al caso anterior, que

- b0~



H i N
z (1D = , C7.1.30)

En este cazo, aplicando €7.1.21) y el hecho de que WB) = (1 - 61)

se tiene que

c’z =i 1 =1

u
viz 1 = { . C7.1.31>
* i+ 6100 si 1 >1

Los 2 dltimos resultados son 18gicos ya que como se recordari los

procesos MAC1D tienen memoria limlitada a un periodo.

Cabe destacar que en cualquier caso de modelo ARIMA que se analice
éste combinara propiedades similares a los casos descritos
anteriormente, es decir, conforme se incremente el periodo de
prediccién, el mejor prondstico se aproximard a la media del
proceso, asi mlsmo el error de prondstico se incrementarid o
per maneceri constante segdn sea el caso. Es por estas razZonss,
que la mayor utilidad de los modelos ARIMA es cuando se reallzan

prondsticos de corto plazo.

VII.1i.4. PRONOSTICO OPTIMO CASO ESTACTIONAL.
Como  se  recordarid, la forma general de representacidn de ‘un
proceso estacional {zt:LeZ) es

L By $CBY V: g ¢ let = [ ACBY 1 u, €7.1.382>
Este procese también puede ser expresado en farma de choques

-4 -



aleatdEios;'esLo es
z, = [YCB>1 u'~ C7.1.33

donde los coeficientes del polinomioc ¥ B) pueden ser estimados a

partir de la expresidn
r¢e> &CBY Vz v d YCBY = ACBD C7.1.340

A partir de la representacidn de un proceso estacional en términos
‘del’ modelo (7.1.33), la deduccidn del prondstico ©&ptimo  es
equivalente a2 la del caso ARIMA analizado al! inicio de este
capitulo, por lo tanto el prondstico &ptimo en el caso

estacional es tamblén

z €1 =RBlz |z 1 ; 1l=1,...,L - ¢7.1.3%
N N+l N

VII.I.4.1. COMPUTACION DEL PRONOSTICO OPTIMO CASO ESTACIONAL.

Para analizar como opera el cémputo del prondstico &ptimo en el

caso estacional, retomaremos el modelo

12

Y =C1-B"6_Du ¢7.1.36
t 12 t )
donde
= 1
YL—V‘2 Z

que representg al procesc generador de los datos de la tabla 5.4
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Ceapitulo V2.

Para llevar a cabo el cédmputo de los prondsticos del proceso
expresado en (7.1.36), es conveniente expresar a este en términos

de su ecuacidn en diferencias, esto es

zZ ==z +u -6 u C7.1.37D
L L-12 t 12 -1z )
Entonces,

z (1> = El =z | =z, 1
N N+1 N

= E[ =z + u -8 u | =z, 1

N-14 N+t 12 N-1i1 N
~
= Zyue " %2 Yie-aa C7.1.38

De igual manera se deduce que

- ~

zN-t-l-tZ + 612 UN+1.-12 Si 1 51 2
2 , €7.1.39)
z C1-12) si 1y12 '

La varianza del prondéstice es también en este caso

-1

Viz, 1 =£1 +T0 ¥y
. N+tL h i u
=t
Asimisms, una regién de prediceidn para z puede ser

N+l
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establecida siguiendo las mismaé ideas de la subsecclén vﬁ.1.a. ‘

VII.2 PRONOSTICOS OPTIMOS SUJETOS A RESTRICCION.

En esta seccidn se analizarid el problema de pronosticar valores
futuros de una serie de tiempo, combinando la informacidn
histérica de la serie con informacidn adicional acerca de su
comportamiento futuro. Esta informacidn adicional puede imponer
una restriccidn que debe ser satisfecha exaclamente por el pronds-
tico, también puede ser una conjetura acerca de los valores futu-
ros de la serie, o blen un valor pronosticado a partir de un mode-

lo alternativo.

VII.2.1 DERIVACION DEL PRONOSTICO OPTIMO SUJETO A RESTRICCION.

En la seccidn anterior del presente capitulo se demostrd que el

prondstico Sptimo de un valor =z de una serie de tlempo con

N+l
representacién ARIMA, dado el vector de observaciones z, ©
Cz_ ,..2 3" ,es
1 N
-~ o« ~
z €12 =j‘§ l”,uN_j S N S . L - C?,a.;)

cuyo error de pronédstico estid dado por

L1

Zo T EcszL lzNJ =j_§ ‘FjuNﬂ—j C7.8.8>

"En notacidn matricial este error de prondstico se puede expresar

como

z -Elz |z1 =yu €7.2.3
F F N F

YA



donde

y v es la matriz de dimensiones LxL dada por

¥, o ..., O
v, Yy - o}

L T con y_ = 1
Vi, VYolg e ¥,

Se recuerda que u_ es un choque aleatorio tal que, para toda F,

Elu |z ) = 0 y Eluu fz )} = oI
F N F F n u

Supdngase que la informacidn adicional aceirca de lz serie impone

una restriceidn de tipo lineal al prondstico, esto es
Y = CzF 7.28. 4>

con C una matriz de mxl. (m£LD de constantes. Entonces por €7.2.3

se sigue que

- c7.2.
Y CE[zplzN] + Cqu 2 S)

Por otre lado, es necesario establecer una relacidn funcional

-\\§ ~



entre la restricidn (7.2.8) y el prondstico Sptimo que se denotara
por z_, relaclédn que puede pensarse sea lineal. Para ello se
requiere la existencia de una matriz de constantes A, de

dimensiones Lxm, tal que
A
z_ = AY
F

= + C7.2.82
AC{E[zF[zN] qu) 2.8

En este caso y de nueva cuenta, se considerarid come pron&stice
Sptimo a aquél que tenga un error cuadritico medio minimo. Enton-
ces A debe seleccionarse de tal manera que se minimice lz varianza

generalizada definida como
~
V= trlCovicz - z D[z 1>, €7.2.7
F F F N

~
pldiéndose conjuntamente la condicidn de que z% sea insesgado, es-—

to es que

~
0 = ElCz - z Dz ]
F F N
~
=Elz |z 1 - Elz_]|z ]
F i N FiN
= E[A{CE[zFizN] + Cqu} - E[zpsz]
= ACElz |z 1 - Elz |z ]
FioN Fi%n
= CAC - IDElz_|z ] RSN
Fi%N
Entonces
ACE[ZFIZN] = E[zF]zNJ . 7.2.90

-\ G



Por lo tanto de (7.2.3), (7.2.6) y (7.2.9), se deduce que
z ~ =z = CAC ~ Idyu <7.2.10>
F F

La covarianza de z -z estd dada por

covicz -~ z D[z ]
F F N

i

COVICAC - I)qu]

CAC ~- IDV/COV[UF]C{AC - Ixyd®

oiCAC - Idyy'CAC - ID°

oi(Awa'C’A‘ — ACwyp’ — yp'C’A* + yp'd  C7.2.11D

Entonces

V = oPLrCACYY'C'A" = ACyy' = yp'C'A' + yp’d C7.2.12)

La matriz A se encuentra como solucldn de la ecuacidn

av
F

A

.esto es

A{CyyC'y - yw'C' = 0

- -



Por lo tanto'i= o
A= woeppen Tt C7.2.13

Empleando (7.2.8) y (7.2.9) se deduce gque el prondstico Sptimo
esti dado por

z = E[zF]ZN] + ACqu C7.2.14)

Por lo tanto de (7.2.14> y C7.2.9) se obtiene

z = Elz_|z 1 + ACY ~ CElz_|z_1> C7.2.18
F F N F N

VII.2.1 REGIONES DE PREDICCION PARA z.

Para la construccién de una regidén de prediccidn para el

pronéstico z. considérese la variable

e, =2 -2z = [ ACDWUF C7.2.162

la cual bajo la hipdtesis u, NLCO ' Ioi). sigue una distribucidn

.
normal L-variada con

~ B ) o2 o
Elz zF|zN. Y1 =0 , COV[CeF(zN. Y3 o yy' (I ACD

Entonces la cantidad

~\ "\ -



~ ~ -~
= - . , - STz - st C7.2.17>
xF CzF zFD Lyy' (I ACO 'Y CzF zF) o‘u 2.

sigue una distribucién Ji-cuadrada con L grados de libertad. For

lo tanto, considerando

< = -
PL XS x1—ocu] 1 a

donde X, o €S el cuantil 1 - a de una distribucidén Ji-cuadrada
con L grades de libertad, una regidén del (1-c0% de probabilidad

para z_, es

¢ Z 3" <y €I - ACY'Y TR z 307 = 3P 7.2 18
ZF zF w ZF ZF au - xi—d:L B

donde

f\z ~ N
o= SCE, 80 /CN-d—p—-q>

La expresiédn (7.2.18) define un elipsoide centrade. en Z o .asi-
mismo resulta ser una muy buena aproximacién a la variable

expresada en €7.2.175 cuando N es grande.

Para fines pricticos, debido a la complejidad de establecer la
forma explicita de la regidén expresada en C7.2.18> para periodos
de. predicciédn mayores a dos, resulta conveniente obtener
intervalos individuales de prediccidén para cada componente de

z. Para ello considerese el hecho de que

e’:F,L ” N(O.V[eF'L]D , para 1 =1,..L

—\WQ -



donde €S la l1-ésima componente del vector oL Y VfcyA] es el
1-ésimo elemento de la diagonal de la COV[eF|zN.Y]. Por lo tanto,
procediendo de la misma manera que en el caso de prondsticos sin
restriceidn, un intervalo de prediccidn del C1-c0% de probabilidad

para z_ es

L

-~ ~ ~
z - cEECe > <z < z + cEECe >, 1=1,..L C7.2.19
F, F,l F,l

donde ¢ es el cuantil 1 - o de una distribucidn NCO,1D.
Cabe destacar que el pronéstico Zo» resulta ser mis preciso que el
prondstico E{zFlzN] tradicional. Para demostrar este hecho, es

necesario notar que la matriz de covarianzas asociada al error de

prendstico sin restriceldn, esti dada por
2 3
COV[qulzNJ = o yy
matriz que excede a la matriz de covarianzas asoclada a e, en
2 vAv 2 ’ » iy,
auww’C A= o v C'{CCyn’ C* 77 Cynp?

que es una matriz semipositiva definida.

VII. 2.3 PRUEBA ESTADISTICA DE LA HIPOTESIS HO:Y = CzF.

En esta subseccidn se desarrollard una prueba de hipbdtesis que
permitirad saber si existe compatibilidad entre la informacién
histérica ¥y 1la restricién del pronédstico expresada en C7.2.4D.

-\So -



Las hipdtesis a confrontar son

H:Y = Cz Vs, H:Y £ C=z
o F A F

Para ello, considérese la variable

= CWF c7.2.20
la cual, bajo el supuesto de que UL NLCO , Io*i). se distribuye
como una ncrmal m-variada con media 0 y matriz de covarianzas
UZCw’C'. Por lo tanto, bajo Ho' la cantidad
* _ RPRNEY'] 2 2
X, ey<Cw c'y ey/au « X c7.2.21)

De nueva cuenta, para N suficientemente grande, (7.2.213 puede

ser aproximada por

- ~
X, = e (Cyyp’C'> 1ey/ oj 7. 2. 22>

o = SC§.0) ACN-d-p-d
Por lo tanto, una regidén de rechazo para la hipdtesis nula en
cuestidn, es la siguiente:

Rechazar Ho al nivel de significancia o, si

- \S\-



2

donde xz es el cuantil 1-a, de una distribucidén x .
1-0tm cmy

VII.2.4 PRONOSTICO CON RESTRICCION GENERALIZADO.

Una alternativa en el caso de que la hipdtesis Y = CzF

rechazada, la constituye el prondstico generalizado

restriccidén derivado por Perez-Porria (1984).En este caso

C7.2.830

Sea
con

la

informacidn adicional en forma de restriccidn puede no cumplirse

en forma exacta y constituirse mas bien como una conjetura acerca

del comportamients futuro de la serie, la cual por ejemplo, puede
provenir de un modelo econométrico.
En este caso la restricciédn al prondstico estid dada por

Y - CzF = u 7.2.24d

donde u es un vector aleatorioc que satisface

u NmCO , Dy E[uFu 1 =0

~

Bajo estas condiciones el pronédstico que deriva Perez-PorrGa es

z_ = Elz_|z ) + A <Y - CE[z_|z_1) 7.2.28)
F N U F N

F,U

donde

~

PR S A

A, = wprerLcwrc + u/oi)“ C7.2.26)



En este caso, una regidn de prediccién del (1-0c02% de probabllidad

estid dada por

~ - -~ ~y 2
M 4 - M - S = .a.
D Lyyp’CI AUC) > (zF ZF'U) o, x c7.2.27)

~
Cz - =z
F F 1-0:L

, U

Como pudo notarse en la expresidn (7.2.263 se hace necesario,
para poder efectuar la estimacidédn de znu’ la especificacidn de la
matriz U. Esta matirliz puede ser estimada utilizando la misma
fuente externa de informacidn que proveyé ¥ C(e.g. un modelo eco-
nométricod, o bien, empleando la informacidn histérica de la se-

rie. Para esto GQliimo considérese el vector aleatorio

1]
]

Y - CElCz_|z >
F N

it

Cyu_+ u C7.2.28

cuya distribuciédn es normal m-variada con
= = 2 [ Wedd
ECeY jz2> =0 , COVCeY'UlzN) ouCwa C o+ W

Entonces es claro que

+ v -1 2 2
o v.u CCyyp’C* + WD eY'U/b

x €7.2.29

u o~ (md

Expresidén que para N suficientemente grande, puede aproximarse por
el estadistico

~2 2

1 - =
eY.U/ du ~ Ximy C7.2.300

x,= ey, , CCpprct + WD

—\Sy —



En estos términos, U debe‘éiégirse de tal. forma que

2 7. 2.31)
U 1=-0Cm

P
A
lad

en cuyo caso se estaria cumpliendo la hipstesis

Y - Cz = u
F

VII.2. 8 CASO AR(C1D.

Para comprender mejor los cilculos implicados en la obtencidén del
prondstico Sptimo con retriceidn consideremos el caso particular

de un proceso estocidstico cuya representacidn es

z =@ =z + u - 7.2.32
Como. se vid en el capitule III, este proceso puede ser expresado
en su forma de choques aleatorics considerands la expresidén

PCBOYCB) = 6CBD
que en este caso se convierte en

€1 = & BICL + & + ¥°B +..... y =1

1 1 2

Expresién de la cual se deduce

— A S\ -



¥ =3
)

Por 1o tanto

o .
z =7 &'y C7.2.33>
=0 .

Aplicando (7.1.27) y para 1=1,2, se deduce

por lo que
Efz_|z) =z C 2,8 ~ €7.2.34>
FlTN N 1" .
Supbéngase la restriccién

Y = ¢0, 13 [%ned] = 2

N+2
Pz
por'lo que
- — 2 )
Y CE[zFlzNJ =Y @1 Z. C7.2.38

por otro lado

~ASS -



por lo tanto

. F
py' G o= 1
1
y
Cyw’C * = C1 + §f)

por lo tanto haclendo 1 = C1 + §f) y aplicando (7.2.13)
“ -1
A=17C2, 1D (7.2.360

Por lo tanto, aplicando C7.2.15), (7.2.340, (7.8.35) y (7.2.36),

el prondstico Sptimo para este caso estid dado por

R @ + 178D z o+ 817y
N t ¢7.2.37

Y

En este caso el estadistico expresado en (7.2.82> estd dado por

~n . R2 2 o2
Xy = cy &1 zN) s 1 o, ¢7.2.38>

estadistico que al ser confrontado con el cuantil 1-a de una
x?n , pemitirid valldar o no la concordancia entre historia de la
serie y la restriccidn.
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VIII. APLICACION DE  MODELOS ARIMA EN LA CONSTRUCCICN DE UN
MODELO DE PRONOSTICO DE VENTAS.

Retomando el caso de la planeacidn de la empresa X dedicada a la
manufactura de cables, equipo y accesorios eléctricos, resulta de
fundamental importancia, dentro de su proceso de planeacidn
operativa, conocer la demanda en el corto plazo de su linea de
cables para la construecidn, demanda que entre otras cosas,
permitira optimizar el inventario estratégico de 1la linea. Para
este fin se tomaron las ventas mensuales de la linea, del periodo
comprendido de septiembre de 1881 a diclembre de 1989, mismas gque
se presentan en la tabla 8.1 y cuya representacidn grifica puede
observarse en la figura 8.1. El objetivo en estos términos, se

tradujo en pronosticar las ventas mensuales para el periodo 1890.

La metodologia que se escogld para efectuar dicho prondstico fué
la del anilisis de serles de tiempo. Por lo cual se supuso que las
ventas de cables para la construccidn se constituyen como la
realizacién finita de un proceso estocdstico {vL:tEZ >, cuya

representacidn es ARIMA.

VIIT.I. IDENTIFICACION DEL MODELQ.

Para la identificacidén del modelo se emplearon leos 3 métodos
descritos en el presente trabajo, esto es: Box & Jenkins,

arreglos R y § ¥y la FAME.

VIII.I.1. IDENTIFICACION MEDIANTE EL METODO DE BOX & JENKINS.

En la tabla 8.2 se presenta la FACM y la FACPM del proceso
(v‘: teZ >, mientras en la figura 8.2 se muestra la representacidén
gréfica de ambas funciones. El anidlisis visual de la grafica de la
FACM, nos muestra un decaimiento lineal de esta a través del
tiempo, notandose ademis que RTINS y r

k<)

Cautocorrelaciones muestrales) son significativamente distintas de

S Q -



TABLA B.1:VENTAS DE CABLES PARA LA CONSTRUCCIDN (TONELADAS)

EHPRESA X
1581 1982 1783 1984 1585 1986 1987 1586 1585
E 532.3 2748 222,7  495.9 4863 383.9  3B9.5  3BA.¢
F 5358 318.3  J4N.8 T3 AML0 D694 314D ABZS
i 518.5  328.4 344,01 681,73  38B.3  492.8 3391 489.4
A 581.9 3254 385.3  TM6.6 4174 4269 3986 4737
N 367.8 385,843,272 5i6.7 4632 3354 3Bl G3L.B
J 336.8 292,37 354.4 5347 49,9 4486 A27.B ABbL
i 487.6 38,2 437.8  787.5  989.2 4246 342.4  5IbGD
A 451,236 3940 4302 5ET.S 0 448 2443 2884
§ 292.6 2848 280,6 526,64 SLL.6 3319 279.9 0B 47407
0 489.86  312.2  386.2  420.2  §20.!1  &B2.9 . 33L.G 0 JBB.L 4614
N 480.6 328,55 2465  492.2  39B.6 4933 3@B.T F60.8 5ALL3
I 498.8 3442 2382 451,88 4le.8 I73.4 327.8 41,7  555.8

-\S9-
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TARLA B8.2:FACM Y FACFM DEL FROCESO D=

VENTAS DE LA LINEA CONSTRUCCION

RETRAS0O FACH ERROR.EST. RETRASO0 e ERROR.EST

1 B.100 ~8.a8s6 0.181
2 @.123 -@D.144 0.181
] ?.14% -0. 126 2.182Z
4 @.157 -@.116 b.184
) B.163 ~0.136 0.182
& D.173 ~@.164 @.188
7 @.17e .13 8.167
3 ©w.179 ~@. 178 0.18%9
q 7n.180 ~@.210 0.190
1@ @.130 -8.27 0.193
11 - B.181 -@.1358 0.197
1z ?2.181 ~@.265 0.198

RETRASO FACFM  ERROR.EST. RETRASO FACFM  ERROR.EST

1 @.507 @.108 1= ~@.123 0.100
2 @.Z44 @.100 14 -@Q.134 2.1069
3 .19 0.106 15 ~-0.027 0.100
4 B.062 0.100 16 2.042 2.190
< 2.821 2.108 i7 ~&.0=8 [ZpNii]
& -0.053 ?.180 iB -0.8343 0.100
7 ~@.015 0.100 19 ~B.0&6 0.100
8 -3.063 0.108 26 -2.229 7.102
9 ~Q.04Q 0.100 21 ~-2.970 0.100
19 2.011 ?.120 22 ~-@.179 2.100
11 =0, 139 3.100 23 0,119 7.100
12 .05z ©.100 24 ~@. 137 0.100

—\G\~
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cero, a un nivel de significancia a=0. 05, hechos caracteristicos
de un patrdn no estacionaria. Por lo cual se concluyd que el pro-

ceso (vt: teZ » es no estacionario.

Puesto que se ldentificéd al proceso como no estaclonario, se
efectud una diferenciacidn de primer orden de dicho proceso,
obteniéndose un nuevo proceso {V v, teZ ¥, cuya representacldn
grafica de su FACM y FACPM se muestra en la figura 8.3. Como
podrid observarse en esta figura, la FACM nuestra un corte
pronunciade despugs del primer periode, esto es, sélo r,oes
significativamente distinta de cero a2 un nivel de significancia
o=0.5, lo cual es rasgso caracteristico de un proceso MACLD. Asi ~
misme en la grifica correspondiente a la FACPM, puede notarse como
ésta decae rapidamente a cero, pudiéndose suponer que la sucesidn

< ﬁkk : keZ > forma una sucesidn infinita convergente a cero.

De acuerdo con este anilisis el modelo propuesto fué:
IMAC1,1D: © v, = 1 - 6113 b} u, c8.1.1D

donde

b {UL: te€ZY es una sucesidn de choques aleatorios.

VIII.1. 2. IDENTIFICACION MEDIANTE LOS ARREGLOS R Y S.

La tabla 8.4 muestra los arreglos R ¥y S de la serie de ventas de
cables para la construccidn {vl: telNy, con f‘m= (—1)mrm. 81 se

.observa la primer columna del arreglo S, podri notarse como

- 63 -



TABLA B.Z:FACM Y

DEL FROCESD DE VENTAS DE LA LINES CONSTRUCCION

FACFM DE LA DIFEREMCIA DE PRIMER DRDEMN

RETRASOD FacH

ERROR . EST RETRASBO FACM

1 -0. 581 B.101 1z -@.047
2 B.ae1 a. " 14 —~2.27a
z @.0256 B.] 1% -@.014
4 -@.845 @, 1é @.054
2 D.874 o. 17 -0.024
& -3.087% 7. ie @. 008
7 B.0=% . 19 ~0.026
8 -0.044 @. 2 @, ax7
k4 -0.041 @. 2 B.044
19 @.178 @. -0.20%
11 -B.176 @. B.24%
1z @. 189 @. -@.128

RETRASO FACFI

ERROR.EST .

ERROR.EST RETRAS0 FRCFM

1 -0, 521 @.1009 13 0.056
2 ~B.2246 @.1003 14 ~0.084
s ~B.@16 @.1005 15 ~@.14%
4 ~0.0833 Q.1205 14 0. a7
9 0.061 B.1005 17 2.0
& -@.031 @.1005 ig @.822
7 -0.020 @.1005 19 -2, 022
8 -0.05% 3.1005 2 ?.01=
? ~@.108 B.100% 21 @.186
10 0.891 ?.10805 22 ~-@.147
11 ~-0.996 B.10035 23 @2.109
12 @.0859 B.10@3 24 @.078

- \GH\ ~
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FAM.A BL4:ARREGLOS R Y S DE LA SERIE {VtY.

Rr(fm) Sn(fm)

1 2 = 4 = 4

2.453 1.692
-@0.89% ~1.73%8

0.140 0.632 @.234 @.124
L2173 0.035  -0.891 -0.110

(] 1
2.24%5 B.061 Q.22 ~-@.106 1 -4 1 —2.436 @0.8795 40,623 ?.860
~-0.356 B.0%5 D.10& ~7.15% 1 -8 | -2.039 B.148 Q.97
D.ET7D 2.029 0,109 ~@.8%4 + -4 1 -2.22 a, -9.379 -b3.714
2.45% ~0.BE5 D.194 —-@,553% + -3 1 -2.170 12 —6.985 1.12%9
B.515 ~@.282 B.6675 -0.018 7 -2 1 -1.986 -~2.846 ~1.14%9
—-@.507 -0, 495 ~@.118 @.p26 V0 -1 1 -2.971 ?.985% ~-1.281
L.6a0 -@.171 -G.023 —8.888 ! @ 1 -1.507 1. B.335
2.507 -@.exn -0.0826 @.082 | 1t -2.014 2.863 1.242
B.213 @.017 ~0.00% 0.080 | 21 -1.885 -1.400 -34.271
'3.485 2.030 -@0.081 -8.836 | Z 0 —-1.B1Z —1.267 ~@.377
3.370 ©.0350 -@.021 ~2.938 4 1 —1.963 . B.7832 -1.342
-0.3%%6 a.927 B.183 —-@.866 S 1 -1.4B7 B.161 -1.224
-D.245 B.025 2.918 —-B0.107 | & 7 —1.872 1.3261 I.169
L2133 0,004 @.027 ~-0.068 1 71 =1.456 7.082 ~92.18%
B.140 ~-0.014 0.06= -@.305 | 8 1 -1.708 —~&6.613 B.714
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SnC1) 2 -2, hecho que de acuerdo con la teorfa de los arregleos R
y S de la subseccidn V.2.3, llevSd a concluir que el proceso es

no estacionario, misma conclusiédn que en el caso Box & Jenkins.

En la tabla 8.5 se muestran los arreglos R y S para la serie
(Vvl: teZ> con I‘m = C—l)mrm. Inspeccionando la primer columna del
arreglo R, que como se recordar& proporciona la FAC del
proceso, en este caso regida por C—l)mrm. se puede apreciar un

comportamienta tipico de un proceso MAC1), es decir, ya que
[¢-13Tr | = jr |, ¥m €8.1.2)
™m m

Yy puesto que en en anilisis de Box & Jenkins implicitamente se
concluysd que

1/2

[rml = 1.96(V[r213 (8.1.3
para mz& (ver resultado $.1.2), a un nivel «o=0.05, esto es, r es
estadisticamente igual a cero para m22. Asi por (8.1.8) y (8.1.3
se concluye que C—l)mrm es también estadisticamente ilgual a cero
para m22, patrdédn tipico de este tipo de procesos. Asimismo, el
arregleo S no muesira un patrédn claro que de pauta a incluir

algln componente autoregreslive en el modelo.

Del anterior anilisis se concluyd que la serie (vL: tezy, puede

represent.arse por el modelo
IMAC1,1): © v, = [ 918 3 u, €8.1.4)

Conclusidn compatible con la obtenida por Box & Jenkins.

VIII.1.3. IDENTIFICACION POR EL METODO DE LA FAME.
En la tabla 8.6 se muestra la FAME del proceso de ventas de cable
para la construccidn, mientras en la tabla 8.7 se muestra la tabla

de simbolos, la cual se obtuvo de aplicar la prueba de Box & Tiao,

- \6M -



"
LA 8.5: ARREGLOS R v S DE LA DIFERENCIA DE FRIMER ORDEN DE LA SERIE {vt?
Rn (fm) 9n (fm)
e - S
“@.044  @.250 -0
0.033  ©.083F

~0.07% -@.375
‘2.074 -2.004
‘D. 845 -0.227

—-@. 226 ~0.183 : -3
2.081 ~B.404 1,161 -2 ~@. 580 2.018
2.35@Q1 —-1.501 0.061 -1 ~1.141 0.248
1.6006 0.740 -@.@3I% @ . D.745 @.3%9
?.501 0.047 ~-2.185% 13 ?.401 0.158
'B.081 0.041 -0.8367 209 -0.799 1.0356
0,026 0.00s4 -B.05% 31 1.423 1.53E9
~B.@45 D.066 -0.177 4 3.708 -0.849 0.8@%
=0.874 0.747 @.101 < 0.542 1.881 1.277
0.879 2.0351 @.18% 6 0 1.612 ~1.484 0.9%7
‘D.033 @.320 @.as67 73 2.469 -0.282 1.394
-0.087 @.037 8 i @.357 ~-1.290 -21.527

-\68 -



TABLA &.4:FAME DEL PROCESQ DE VENTAS LINEA CONSTRUCCION

[} 1 2 3 4 9 [ 7 8 7

g 9 846 837 8,36 824 121 B4 8B40 8B
i ! B9 8.85 -2.04 012 Q.87 .87 -B.BY -6.84 D.89
7 183 20 8.1 8.8l 8.8 8.63  8.87 -0.83 -B.82 Q.84
3 V-B.8s -0.1 9.98. 8.8 9.89 -2, 8.45 -0.82 .81 @.18
4 1-8.32 -8.08 816 028 802 882 901 -8.84 -2.81 2.09
5 1 B2 8,27 842 .14 -B.41 .83 8.3 -9.83 -8.34 8,08
6 1-2,33 -8.26 @23 8.23 6.81 @831 083 9.63 8.8 -8B

TABLA B.7:TABLA DE SINBOLOS {NIVEL DE SIGNIFICANCIA = 8.83)

LHoe ! 2 3 4 $ b 7 8 §

[

------ !

8 1 1 % g 8 8 ] g B
1]

T N | 9 2 2 B g 8 ¢ 8

2 F~-_p ] ] ? 8 8 ) g

It E g I~ @ ) ) g [ B

41 8 g ~.1 ] 9 § ] ]

5 1y 1 ! 8 g~ 8 ) 8 8.

6 41 1 8 (] ) DN 8 ]

~ 6%~



'cuya regldn de rechazo se expressd en (5.3.20, a cada uno de los
valores de la FAME, empleando un «=0.0Z. En esla Labla de simbo-
los puede notarse un punto de corte triangular en (1,1), indicati-
vo de gue el proceso generador de las observaciones tiene una

representacidn ARMAC1,13.

Por otro lado, en la tabla 8.8 se muestran los coeficlentes
autoregresivos, estimados a través del proceso de regresiones

lteradas, asoclados al polinomio §1CB),

TABLA 8.8
ESTIMADORES DEL POLINOMIO §1C B>

Sy
1¢1)

J

. 974
. 003
. 998
. 9986
. 998

L O N VI i o}
O 0 o = O

~

Como podri notarse, para =1 §”)= 1,

s hecho que implica

es decir, la presencia de un operador diferencia de primer orden
en el modelo, resultado que es 18gico de acuerdo con el teorema de
consistencia 5.3.1. Por lo tanto, el  posible modelo generador de

la serie es

-\mo -



IMACL,1D: ¥ v, = 1 - S{B b u, (8.1.5

VIIT.2. ESTIMACION Y DIAGNOSTICO DEL MODELO PARA {vt) .

Una vez identificado un posible modelo para el proceso {v'.: teZ>
de ventas de cables para la construccidn, se procedid a estimar
los  paridmetros asociados a diche modelo ¥y a realizar el
correspondiente anilisis de diagnédstico de los supuestos del
model o. Los resultados de la parte computacional de dichos

procesos, Se muestran en la tabla 8.8.
De acuerdo con los resultados de la tabla 8.8, =1 modelo ajustade
resulté ser

Vv = (1 - .SSQB)UL 8.2.1)

donde (ut:teZ> es un ruido blanco, tal que u . N(O.oi)

TABLA 8.9: ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO.

PARAMETRO  ESTIMACION EECgib sC 813 - Q
2] . 5BB59 0. 08389 TE77.87 8.84254

i

Un intervalo del 95% de confianza para 61 esti dado por

. 408 < 61 < L7382

=\ -



Por otro lado, fijando un nivel de significancia «=0.05 y de
2

acuerdo con el valor de Q obtenido, donde O X4op 5€ concluye
que el modelo propuesto, resulta ser un buen ajuste al proceso
generador de las ventas observadas, ya‘'que x.zgg_.ip = 30.14, por lo
que

Q <« x.zm:xo Cver resultado expresado en &.40

VIII.3. PRONOSTICO DE VENTAS.

Una vez ildentificado, estimado y diagnosticado el modelo para la
serie de ventas de cables para la construcecidn, estamos en
condicliones de cumplir con el objetivo de pronosticar las ventas

mensuales de dicha linea para 1990.

Este prondstico en el &mbito de la planeacidn estratégica se
conoce con el nombre de presupuesto de ventas ¥y junto con el de
las otras lineas, se constituye como el punto de partida del
proceso de operacidn de la empresa, el cual se esquematizé en la

figura 1.2 del capitulo I.

Para la realizacién del pronéstico de ventas, se hizo una
consideracidén adicional que surge de la meta de ventas anual
fijada por el Area de wventas. Esta meta puede ser expresada en
términos de una restriccidn lineal, del tipo dado en (7.2.4), esto

es,

Y=C =z (8.3.1>

siendo en este caso Y = 6077.6 toneladas, C la matriz de 1x12 dada

por

0N
]

i 1 ... 1>

-\1-



y z, el pronéstico en toneladas para cada uno .de’los 12 meses de
1880, '

En primera instancia se realizé la prueba de hipdtesis de
compatibilidad entre la informacidn histérica y la restriccidn
(8.3.1). El estadistico x: Cexpresidn 7.2.82) abtenido fué

e
Xe = 0. 0a7

estadistico que aproximadamente se distrlbuye como una ;ﬁgm' En
estos términos, congsiderande el nivel de significacidn o = 0.05,
se concluysd que existe concordancia entre la higstoria de la serie
y la restriccidn al pronéstico de ventas, ya que xz.amz = 3.84,
por lo que

> << xz

F 0. On5i
En la tabla 8.10 se muestra el prondstico sin restriceidn E[zF[zN]
calculade mediante la férmula (7.1.17) y el prondstico con
restriceldn ZF, calcul ado mediante la férmula (7.2.15.
Cabe aclarar que para la construccidn de la matriz w, involucrada
en los cdlculos del prondstico Zz. Y sus respectivos intervalos de
predicciédn, se empledS la expresidn (3.85.61

CBY w(B) = 6(B>
donde

(B = (1 - B), 6CB = (C1 - BX(O.868) 'y wWB) = 1*“&*“?*"'

de la cual es rfacil deducir

Vo =1y oy = 0.43 vyzl

- \13-



TABLLA 8.18: FRONDETICO DE VENTAS 1998 (TONELADAS:

CARBLES FARA L& COME
FRONDST ICO FROMOST 120
MES GIM EHRMOR COon ERROR
RESTRICIO ESTANDAR RESTRICION ESTANDAR
889,757 S9149.426 7. 200
R6.613 017.089 a|. fahe
127%.880 G310.254 79.412 |
110.669 o07.902 79.947 !
117.846 897,752 74504
123,170 S@5.865 74.697

.R09 504,590 7E.FLG
. 440 ) 503, 528 74285
129,753 S@2.678 Té&. 116
144,870 507.040 7%.558
149.81% 501,615 "4 . 591
154598 501.407% P1.061

|
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En la figura (8.4) se muestran los valores predecidos, con y sin
restricecidn, mientras que en la figura ((8B.8) se muestiran

graficamente sus respectivos intervalos de prediccidn.

Respecto a la precisidédn de uno y otro prondstico, en la tabla
(8.10) puede confirmarse que el prondstico sujeto a restricecidn
es mas precliso, ya que como podri notarse su error estindar es mas
pequeno que el del otro, incluso no muestra una tendencia de
incremento conforme al periodo de prediceidn, lo que sucede en el
caso sin restriccidn. Este hecho puede observarse graficamente en
la figura (8.5

=\N6-
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CONCLUSIONES.

I En la actualidad, mis que nunca, las actividades de planeacidn
son fundamentales para el éxito de una empresa (C(pGblica o
privadad, debido a la situacidn de alta competitividad
internacional a la gue estd entrando nuestro pais, la cual exige
una optimizacidn de los procesos productivos y administratives de
toda organizacidn, optimizacidn que no podrd alcanzarse sin

planear.

11> La prediccidn es el fundamento de la planeacidn estratégica y
operativa y al encontrarse la informacién acerca de la mayoria de
las variables que influyen en el comportamiento de una empresa, en
forma de series de tiempo, resulta de mucha Importancia para la
gente que lleva a cabo las actividades de planeacidn, el conscer
log fundamentos de la teoria de modelos de series de tiempe para

pronéstico.

II1I5 Los conceptos fundamentales de la teoria de model os
ARIMA para series de tiempo, se presentaron de tal manera que gean
accesibles a personas con conocimientos bisicos de matematlicas,
probabilidad y estadistica, tratandole=z de dar asimismo, un enfo-
que practico. Cabe destacar gue los modelos estudiados son

aplicables a series de tiempo discretas.

IV) Existe otro enfoque de andlisis de series de tiesmpo, distinto
al aqui presentado, en el cual se considera que cada valor del
proceso puede ser expresado en términos de funciones senoidales y

cosenocidales, y al cual se le denomina anilisis espectral.

VD En lo referente al problema de estimacidn de los parametros de
un modelo ARIMA, la solucidén planteada en el presente trabajo se
basa en una aproximacidén a la funcidn de verosimilitud del proceso
estocastico generador de una serie de tiempo y en una aproximacidn
-numérica de la suma de cuadrados del error, involucrada en dicha

verosimilitod. En este sentido, sigue siendo un problema de

—\\B -



actualidad el desarrollar métLodos de estimacidédn de los parimeiros
de un modelo ARIMA que sean cada vez mis exactos.

VI> El problema de la identificacidn del orden de un modelo ARIMA,
también sigue atrayendo la atencidn de lo= trabajos de series de
tiempo, no encontrandose aln una solucidn satisfactoria. Los
métodos de la FAME y de los arreglos R y S aqui presentados, son
producto de trabajos que se encuentran entre los més importantes
de los Gltimos afios acerca de este tema y son una alternativa
al tradicional método de identificacidn de Box & Jenkins.
Cabe destacar que la forma de presentar estos métodos es muy
accesible, lo que no sucede en otros trabajos donde pueden

consul tarse.

VII2 El método tradicional de Box & Jenkins tiene la ventaja
respecto a los otros dos presentados, de poder aplicarse a series
de tiempoe estacionarias, no estacionarias y estacionales,
presentando en teorfia unicidad para los casos AR y MA, no asi en
el caso ARMA. Requiere de la familiaridad con el reconocimiento
de patrones de la FAC y la FACP.

VIII> El método de los arreglos R y S tiene la ventaja, respecto
a los otros dos, de presentar en teoria, unicidad en 1la
ldentificacidn de el orden de los modelos AR, MA y ARMA, asimismo
provees un criterlio para determinar si una serie es & no
estacionaria , teniéndose que remover la no estacionariedad para
poder ser aplicado, y un estadistico que resume la informacidn de
los arreglos R y S. Tiene la limitante, de no poder aplicarse a

series estaclonales.

IX> El método de la FAME tiene la ventaja de poder ser aplicado
directamente a series de tiempo estacionarias y no estacionarias,
evitandose con esto una transformacidn de los datos para volver la
serie estacionaria antes de especificar el orden del modelo, asi-
mismo tiene la desventaja de carecer en teoria de unicidad. El

método no es aplicable a series estacionales.
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X) La extensién al caso d estacionales, de los métodos de

. les darfa una mayor utilidad

la FAME y de los arr'égi.os :
practica. ;

XI2 La gencralizacidn al método de pronéstico de series de tiempo
nmediante model os ARIMA que aqui se presenta, ampl ia la
utilidad de estos nmodelos como herramienta de prondstico en ramas
como la economia y los negoclios, al permitir combinar la historia
de un proceso estocastico con informacién adicional acerca de su
comportamiento futuro, la cual puede ser una conjetura, un
valor pronosticado mediante un modelo alternativo, © una

restriceidn que debe ser cumplida exactamente por el prondstico.

XII> El prondstico con retriceidn generalizade presenta una
complicacién préctica, es decir, para poder obtener este
pronédstico es necesario calcular la matriz de covarianzas U
asoclada al vector aleatorio u de 1la restriccidn, céalculo

que no lo hace explicito la lecria ¥ en la practica se dificulta.

XIII> La aplicacidén de la teoria de los modelos ARIMA en la
construccidn de un modelo para pronosticar las ventas de cable
para la construcclidn de una empresa mexicanha del ramo eléctrico,
constituye un claro ejemplo de la viabilidad prictica de este tipo
de rjodelos, siendo Jimportante seflalar, gque actualmente los
prondsticos arrojados por este modeloc son empleados para realizar
la planeacidn de la produccidn de la linea y diseflar su inventarioc
estriategico, obteniéndose con ello desviaciones menores al 10%
contra lo planeadn. Cabe destacar, que la fase de jdentificacidn
en lo general se torna mis complicada que en el caso descrito, es
decir, en la practica no es inmediato el identificar el orden de
un modelo ARIMA.

XIV) En los casos como la serie de ventas de 1la 1linea
éonstruccién, en los cuales el periodo entre observaciones es
corto Cun mes, un trimestre, ete), continuamente se tendrid nueva
informacidén acerca del proceso, la cual debe ser incorporada al

andlisis, ejecutindose de nueva cuenta el proceso de elaboracidn
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del modelo, debléndose sustituir los prondsticos anteriores, por

los prondsticos que el nuevo medelo genere,

XV) En las empresas de negoclos ademds de ser importante el
prondstico de ventas para la planeacidédn de sus actividades, lo es
el prondstico de otras variables tales como el preclie del producto
y el costo de =su produccidn, variables que tienen una relacidn
entre s1 y con la variable de ventas. En este contexto el anéli-
sis de series de tiempo en vez de plantearse de una manera univa-
riada como en el presente trabajo, puede plantearse de una manera
mul tivariada, constituyéndose en este casc cada observacidn del
proceso, por el vector cuyas entradas son las observaciones

de cada una de las variables en estudio.

XVI> Por sus caracteristicas, los nmodelos ARIMA se aplican
principalmente a pronésticos de corteo y mediano plazo. En el
terreno de la planeacidén, estas aplicaciones se traducen en el
disefio de inventarios, en la planeacidn de la produccién y en el

disefio del presupuesto anual de la empresa, entre las principales.
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