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I NTRODUCCI ON. 

En la actualidad México se encuentra obligado a abrir sus 

f'ronteras al libre comercio. Ante esta situación, las empresas 

públicas y privadas deben optimizar sus procesos productivos y 

administrativos con el f'in de enfrentar con éxito la competencia 

internacional. Dentro de las actividades necesarias para poder 

optimizar los procesos de una empresa, una que juega un papel 

primordial es la planeación de sus actividades, dentro de la cual 

a su vez tiene una participación fundamental la predicción de las 

variables que inf'luyen direct.ament.e en el comport.amient.o de la 

organización, entre las que podemos citar; la demanda, la 

producción, el P.I.B., la inf'lación, la paridad cambiaria, 

entre otras, y de cuya precisión dependerá el éxito de muchos 

planes. 

de las variables relacionadas con la El proceso de estudio 

empresa, orientado a controlar y predecir su comport.amient.o, 

Ccuali t.at.i va o conlleva la necesidad de 

acerca de su cuant.i t.at.i va) 

La in!'ormación 

en !'arma de 

acerca 

serie 

de 

de 

obtener i nf'or maci ón 

comport.amient.o pasado y 

la mayoria de éstas, se 

dalos que corresponden 

presente. 

encuentra 

a !'echas 

sucesivas:, más aún, estos dalos por lo general tienen un 

En lenguaje técnico, a comport.amient.o est.ocást.ico en el tiempo. 

est.a serie de dalos se le conoce como una "Serie de Tiempo" y 

se considera como la realización de un proceso est.ocást.ico. 

Debido a los comentarios anteriores y destacando la importancia 

que t.i enen las series de t.i empo en las act.i vi dades de 

planeación de una empresa, el presente trabajo tiene como 

objetivo, el presentar los conceptos 1'undamentales de los modelos 

"Aut.oregres:ivos: Integrados y de Promedios Móviles" CARIMA) para 

series de tiempo, y como objetivo colateral, 

alternativos al tradicional de Box & Jenkins 

el presentar métodos 

en la identificación 

del modelo y una generalización al método de pronóstico, mediante 

la cual se puede combinar la in!'ormación histórica de la serie 
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con información adicional acerca de su comporta mi en to 

futuro. 

Para cumplir con el propósito del trabajo y lratando de seguir una 

secuencia lógica de los conceptos, se consideró conveniente 

dividirlo en 8 capitulos. 

En el primer capítulo se presenla una inlroducción a las series de 

tiempo. 

En el segundo se presentan algunos conceptos probabilislicos, 

fundamenlales en el esludio de los modelos ARIMA. 

En el tercer capitulo se presenla la definición y caracterislicas 

fundamenlales de los modelos ARIMA. 

En el cuarto capitulo se analiza el problema de estimación de los 

parámetros de un modelo ARIMA. 

En el quinlo capitulo se presenlan lres métodos de identificación 

de un modelo ARIMA, incluyendo al de Box & Jenkins. 

En el sexto capit..ulo se presenta una prueba ~sl.a<lbt.lcd. para 

diagnosticar la bondad del ajuste de un modelo ARIMA. 

En el séplimo capítulo se presenta el método tradicional de 

.. pron6slico mcdianle modelos ARIMA y una generalizacl.6n al mismo. 

En el óctavo capít.ulo se emplea el análisis de series de t.iempo 

con modelos ARIMA, para pron6sticar las vent.as de una empresa 

mexicana dr .. dicada a la manufaclura de cables, accesor-ios y equipo 

eléct.rico. 



I . I NTRODUCCI ON A LAS SERIES DE TIEMPO. 

I. 1 NECESIDADES Y APLI CACI ON DE LOS PRONOSTI COS. 

El concepto de pronóstico se encuentra inmerso en diversas 

act.i vi da des del conoci mi en t. o humano, asi se hace necesario 

pronosticar en ramas tales como la Biologia, Met.ereología, 

Administración Pública, Economía e Industria, entre muchas et.ras. 

En est.a sección nos abocaremos a clariíicar la necesidad e 

i mpor t.anci a de 

industrial. 

pronosticar particularizando en la planeación 

La planeación es un concepto que e11 sí mismo contiene al de 

pronóstico, ya que en cualquier organización lo que se persigue al 

planear es anticiparse al íut.uro, tomando las est.rat.egias que 

aseguren cumplir con sus objetivos y metas. Puesto el íut.uro de 

t.oda organización en un pricipio es incierto y más aún, el 

comportamiento íut.uro del medio ambiente con el cual it.eraccionan, 

una estrategia la cual se traducirá en acciones, puede no ser la 

adecuada y entrar en contradicción con este medio, situación 

que en la mayoría de las veces lleva al íracaso. En estas 

condiciones 

(predicción) 

es de íundamental importancia conocer en el momento 

en el que se desarrollan las estrategias, las 

oportunidades y amenazas del entorno al que se enírent.arán y 

.J asegurar así el éxito. 

Dentro de las organizaciones industriales 

planeación se divide en dos partes: 

i)Planeación operativa. 

2)Planeaci6n estratégica. 

La primera se orienta a administrar los 

el proceso de 

recursos de la 

organización 

la misma, 

con el íin de optimizar las operaciones cotidianas de 

mientras la planeación estratégica se orienta a 

- '3 . 



definir estrategias, politicas y acciones a seguir para 

con una mela propuesta en el largo plazo Cen la fig. 

esquematiza el proceso de la planeación estratégica). 

cumplir 

1.1 se 

Esta segmentación por necesidad divide el concepto de pronóstico 

en 3 categorías caracterizadas por el período de tiempo cubierto. 

Estas categorías son: 

l)Pronósticos de corto plazo - Cubren un periodo de 3 meses. 

2)Pronósticos de mediano plazo - Cubren un periodo de 1 año. 

3)Pronósticos de largo plazo - Cubren un periodo de 1-6 años. 

El primer tipo de pronóstico está ligado con la planeación 

operativa, siendo el p1·iricipal insumo para diseñar el inventario 

apropiado para satisfacer la demanda inmediata del mercado. 

Los pronósticos de mediano plazo se asocian con ambos tipos de 

planeación, traduciéndose en los denominados presupuestos, que son 

la base de la operación de Lodo un año de la organizacíon Cver 

fig. 1. 2). 

Los pronósticos de largo plazo forman el pilar de la planeación 

estratégica. 

Para ejemplificar los concepLos hasta aquí expuestos, pasemos a un 

caso concreto: la planeación de una organización X dedicada a la 

fabricación de cables, equipos y accesorios eléctricos. Como Loda 

organizaci61) indust.rial, el fin que persigue os el crecimiento 

económico, así como meta para el período 1990-1994 se propone 

crecer en términos reales un 30%.. Para lograr esta meta la 

empresa deberá lograr un incremento "X" en sus ventas, crecimiento 

que depende de 2 factores: 

1) La tasa de crecimiento del mercado industrial al que concurren 

sus productos CEléctrico, de construcción, de elect.rónica, de 

de fabricación de electrodomésticos, entre otros). 

2) El incremento en la participación en el mercado. 

-L\-
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La primera interrogante para las personas encargadas de la 

planeación de esta empresa es ¿En qué medio ambiente se 

desarrollará la empresa en el período 1990-1994. Por motivos de 

análisis el medio ambiente por lo general se divide en dos: 

1)Macroeconómico. 

2)Microeconónúco. 

El medio ambiente macroeconómico es caracterizado por el 

comportanúento de variables tales como el P. I. B., la inflación, la 

inversión (pública y privada) y por el giro de la empresa, el 

P.I.B. de electricidad, de la construcción y de las manufacturas 

entre los principales. Cabe sefialar que estas variables tienen una 

influencia notable en el crecl.miento de los mercados industriales 

e ver f i g. 1 . 3) . 

El ambiente microeconómico es el ambiente competitivo propio del 

mercado al que concurren los productos que fabrica la 

organización. En este punto la gente de planeación pronostica 

la tendencia competitiva, factor que incide notoriamente en un 

posible incremento en la participación de mercado. 

Una vez analizado este medio ambiente surge una segunda 

lrilerr-ogar1t..c::- p.a.r·a t:l árc.;i. da plane.ación .!..Qué c::t.1.::.t.cgi~= ::e deben 

seguir para alcanzar la meta?. Supongamos que el medio ambiente 

macroeconómico que se pronóstica para el período 1990-1994 es el 

mismo que se vivió en el período 1982-1986, es decir la recesión 

económica. Ante esta circunstancia la contracción esperada del 

mercado será tal que ninguna estrategia encaminada a incrementar 

la participación de mercado en una forma realista, será suficiente 

para alcanzar la meta. En este punto el planeador tiene entre 

otras opciones: cambiar la meta, o dirigir sus estrategias para 

ser más competi vo en mercados internacionales y tomar participa

ción en ellos. 

Como se 1-efleja en este ejemplo, un pronóstico es fundamental para 

el proceso de toma de decisiones en una empresa, cuyas estrategias 

_, _ 
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de éxit.o dependerán en parte de la exactitud de ést.os. La apertura 

representa 

lo cual 

f'ronteras: comerciales, a últimas fechas de nuestras 

una se~al de alarma para las 

deberán hacerse cada vez 

empresas en México, por 

llevar a cabo procesos de 

más compet.it.ivas, lo cual exige 

planeaci6n mas f'ormales basados en 

pron6st.icos 

a groso modo, 

exactos. En la 

dif'erent.es: métodos 

sigui eJ)t.e secci 6n se presentan 

alt.ernat.ivos de pronóstico. 

I . 2 METODOS DE PRONOSTICO. 

La necesidad de pronosticar en di versas áreas: del 

humano, ha moti vado el desarrollo de di versos 

pron6st.ico .Estos mét.odos por su estructura 

clasificar en dos grandes categorias: 

1)Mét.odos cualitativos. 

C:)Mét.odos cuantit.at.ivos. 

conoci mi en t. o 

métodos de 

los podemos 

Métodos cualit.ativos. Se caract.erizan por no neces:it.ar información 

cuant.ificada en f'orma de dat.os para proveer pronósticos. si no que 

éstos: son provistos: en base a la int.uici6n, en la acumulación de 

experiencias y en los: juicios de la gent.e que los realiza. En el 

caso de las organizaciones: industriales la experiencia de la gente 

de 

t.endenci a del 

de al t.o mando y el 

lleva elaborar 

del mercado 

juicios acerca de 

de 

la 

la f"uerza 

vent.as, 

mercado y de 

a 

la compet.i t.i vi dad, lo cual se t.raduce en un 

pron6st.ico de vent.as. Por la carencia de bases objetivas de est.e 

Li po de j ui ci os, y por ende de una medida de su exac t.i t ud, en la 

actualidad son usados para complement.ar pronósticos cuant.it.at.ivos 

en el largo plazo. 

Mét.odos cuant.i t.at.i vos. Estos para su ut.ilizaci6n, suponen 

cumplimiento de 3 condiciones. 

1) Existe inf'ormaci6n acerca del comport.amient.o pasado del 

f"en6meno en est.udio. 

2) Esta inf"ormaci6n puede ser cuant.if"icada en f"orma de datos. 

- <\ -
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3) Los paLrones de comporLamienLo observados en el pasado 

conLinuarán en el fuluro. 

En los párrafos subsiguienles se describen 4 mélodos cuanlilalivos 

de pronóslico de enorme aplicación práclica. 

Modelos de regresión. Eslán orienlados a esLablecer una relación 

funcional enLre un conjunLo de variables denominadas dependienLes y 

oLro de variables denominadas independienLes ó explicaLivas. Para 

eJ empl i ficar es La idea vol vamos al proceso de planeación de la 

empresa X de arLículos elécLricos, donde el pronósLico que se 

const.i Luye como el más i mpor t.ant.e es e-1 de ven Las. Como se esbozó 

en la sección I .1, las vent.as de la empresa est.án en relación 

direct.a con el medio ambJ.ent,e con el cual J.nLeraccJ.onan. En est.e 

senLido la genLe de planeación supone la exist.encia de la 

siguienLe relación 

donde 

~VENTAS 
t 

~-::'lENTASL =-: por-ccr:t.=:.jc de 

compafiía en el Liempo t, 

incrrzment.o 

C1. 2. D 

en ventas da le.. 

~.PIBl= porcenLaje de incremenLo del producLo inLerno brut.o de 

México en el Liempo L 

INPLACIONL= inflación en el Liempo L 

En est.a parle del proceso de modelaje surge una pregunt.a ¿cuál és 

la est.ruct.ura funcional de la relación C1. 2. D?. En primera 

insLancia la Leoria de la regresión propone emplear la 

los est.ruct.ura funcional más simple, la "lineal", Lérminos en 

cuales la relación Cl. 2.1) Loma la siguient.e forma 

- 1 o -



~ven t. as 
t 

donde (3
1

, (1
2 

y (3
9 

son parámetros: f'ijos desconocidos: y 

factor estocástico al que por lo general se le 

distribuido normalmente con media "O" y varianza o;. 

C1.Z.é!J 

e es un 
t 

considera 

La siguiente parle del desarrollo del modelo se lleva a cabo en el 

campo de la es:ladisllca. En esla parle las actividades a realizar 

las podemos resumir en lres: 

1)Estimaci6n de los parámetros (1
1

, /1
2 

Y (1
9

. 

ZJPruebas de bondad de ajus:le del modelo. 

3)Predicción. Puntual o de intervalos. 

Una vez realizadas las laréas anteriores los pronósticos se 

elaboran ulizando el entorno esperado para los siguientes años. 

Cabe señalar que el modelo expresado en C1.Z.Z), forma parle de un 

sistema de ecuaciones simultáneas, al que se le denomina modelo 

economélrico, ya que involucra variables de naturaleza económica. 

Los modelos economélricos son ampliamemle usados en la elaboración 

de pronósticos de mediano y largo plazo, tanto en 

privadas como del sector público. 

empresas 

Modelos delerminislicos. Suponen la existencia de una relación 

funcional delerminística entre la variable en estudio y el 

tiempo. Sea {zt: le2) la sucesión de las posibles realizaciones 

del fenómeno en esludio. Entonces la relación funcional antes 

mencionada, toma la siguiente forma 

z 
l 

/Cl) 

Entre los modelos delerminísticos más 

- 11 -
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se encuentrán los de crecimiento exponencial y los de crecimiento 

geométrico, cuyas :formas funcionales son respectivamente 

z 
l 

z 
l 

rl z e o 

donde z
0
= una cte. dada por las condiciones iniciales 

r = tasa de crecimiento de zt a través del tiempo. 

Por ejemplo, cuando la empresa X, productora de 

(1. 2. 4) 

(1. 2. 5) 

artículos 

eléctricos dirige su análisis estratégico por linea de producto, 

los pronóst,icos de v.;.nta deberán realizarse a este nivel de 

detalle. En el caso de su línea de cables para la construcción, 

un factor importante del medio ambiente a tomar en cuenta, es la 

evolución de la población la cual se considera sigue un patrón de 

crecimiento conforme al siguiente modelo 

donde 

1980 

POBt POB C 1 + O. 020::D t 
o 

POB 
0 

e~ la pcbl .aci 6n de 

y POBt es la población en el 

(1. 2. 6) 

medida Ct:-flSú 

año t. En la :figura 1.4 se 

puede observar el crecimiento esperado para los proximos años, de 

acuerdo al modelo C1.2.6). Este crecimiento esperado lleva a sacar 

conclusiones acerca de los r equer i mi en tos de vivienda, 

hospitales, e infraestructura en general para los próximos años, 

asi como de la consiguiente demanda de cables. 

Modelos intuitivos. Esta clase de modelos hace uso exclusivamente 

de la historia pasada del fenómeno, para proveer pronósticos. En 

este sentido los modelos intuitivos toman la forma 

- 1 'l -
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z (1) 
l 

z) 
l 

(1. 2. 7) 

donde zLCl) denot.a el pronóst.ico de zt ... t efect.uado en el periodo t. 

y ft() es una función de la hist.oria pasada del fenómeno que 

depende unicament.e del periodo de predicción "l ". 

Est.e t.ipo de modelos ha t.enido una enorme acept.ación en el 

desarrollo de pronóst.icos sobre t.odo en el cort.o y mediano plazo, 

por su facilidad de manejo práct.ico. Ent.re los modelos más 

empleados se encuent.ran los denominados de suavizamient.o, como por 

ejemplo lo es el de promedios móviles. La idea básica de las 

t.écnicas de promedios móviles es la de calcular un promedio de un 

subconjunt.o de los valores observados y ut.ilizar est.e promedio 

como predicción para el sigui ent.e periodo. El número de 

observaciones N incluidas en el promedio se fija de ant.emanoCsi se 

cuent.a con n observaciones, 1~N~n). El t.érmino de promedios 

móviles es ut.ilizado ya que t.oda nueva observación sust.i t.uye a 

las más 

promedio. 

estruct.ura. 

ant.igua del subconjunt.o, en el cálculo de un nuevo 

Asi el pronóst.ico para el periodo t.+1 t.oma la siguient.e 

C1/N) z. 
' 

t=L-N+.t 

C1. 2. 8) 

Est.a forma de pronost.icar para muchos no result.a muy satisfact.oria 

ya que 1 e da el mismo peso a t. odas 1 as observaciones pasadas, 

situación que da origen a et.ras t.écnicas de pronóst.ico que 

consJ.deran que la última observación t.endrá mas influencia sobre 

observaciones fut.uras que la penúlt.ima y asi sucesivament.e.Ejemplo 

de est.as t.écnicas lo es el mét.odo de suavizamiento exponencial en 

el cual, el pronóst.ico para el periodo t.+l t.iene la est.ruct.ura 



z Cl) 
t 

C1 -(3) z + C1 -(3) (3z + C1 -(3) (3
2z + ..... 

l t-1 l-2 
(1.2.9) 

El u;i-mino (3 es una f'i-acción entre O y 1. 

inf'luencia de las observaciones pasadas 

Como podi-á notarse la 

sobi-e el pronóstico 

disminuye de manera exponencial, de ahí la denominación. 

Modelos de sei-ies de tiempo.Para f'inalizar este breve acei-camiento 

a los métodos de pi-onóstico, nos inti-oducii-emos a un tipo de 

modelos denominados de sei-ies de tiempo, los cuales a pai-tii- de 

este momento se constituyen como la pai-te central de este ti-abajo. 

En estos modelos a la secuencia de observaciones a través del 

tiempo de un f'enómeno en estudio (serie de tiempo), se le 

considei-a como la realización de un pi-oceso estocástico, es decii-, 

un proceso cuyas vai-iaciones a ti-avés del tiempo obedecen 

una ley de pi-obabilidades.En oti-as palabras, si denotamos con<z
1

, 

z
2

, .. , zT) al conjunto de obsei-vaciones en los pei-iodos de tiempo 

igualmente espaciados 1,2,3, .. ,T, éste se constituye como pai-te de 

una sei- i e de tiempo, si es el i-esul lado de 1 a i-eal i zaci ón de T 

vai-iables aleatorias, pei-tenecientes a la sucesión {zt:t.€2), 

las cuales tienen una disti-ibución conjunta de pi-obabilidad, 

cai-actei-izada poi- la !'unción de densidad 

(1.2.10) 

Los subíndices en la !'unción de densidad denotan su dependencia 

con el periodo de tiempo en cuestión, los cuales en lo 

subsecuente sei-án omitidos. El conocimiento de las cai-actei-isticas 

de C1.2.10), sei-á el f'undamento de las pi-edicciones que sobre el 

compoi-tamiento f'utui-o del f'enómeno se hagan. 

considei-emos un proceso tal que 

z 
t 

z + u 
t-1 l 

- 's -

Como ejemplo 

(1.2.11) 



donde ut es una variable. caracl.erizada por la función de densidad 

gf u = 1.., -1. 
l 

Qn otro ca.so 
(1. 2.12) 

Si suponemos que el proceso inicia con un valor zo, los valores 

sucesivos l.oman la forma 

z z + u 
i o i 

z z + u + u (1.2.13) 
2 o i 2 

.... . . . . . . . . . . . . . 
z z + u + u + + u 

L o i 2 L 

expresiones deducidas mediante el empleo recursivo de 

(1. 2.11). 

supuesto de que El u., u.l == O, 
' J 

O y la V[ull 

para todo i:j:j, 

(1.2.11) se le denomina caminata aleatoria. 

1 . Si afiad! mos el 

entonces al proceso 

En la figura (1.6) se 

presentan graficamente los resultados de una simulación de este 

proceso, partiendo de un valor inicial zo = 100. 

Una vez observado el proceso durante T periodos y conocida la ley 

de probabilidades que lo genera ~Como podemos predecir el valor 

zTH del proceso?. Puesto zT·d es una variable aleatoria, podemos 

pensar en primera instancia en su comportamiento promedio dado 

que hemos observado z
1

, .. ,zT. Pensando en la carninal.a aleatoria 

(1.2.11), esto se traduce en 

z 
T 

- 1 b -

(1.2.14) 
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En general, para cualquier periodo de predicción "l" 

z 
T 

(1.2.15) 

Esto significa, que el valor esperado de la serie para el 

periodo T+l es justamente el último valor observado.Esta 

información acerca de los valores futuros de la serie no es 

suficiente,en lo que ha inferencia estadistica se refiere, en 

estos términos, 

varianza de los 

más i nf or maci ón puede 

del 

obtenerse calculando la 

futuros valores proceso.Para 

la historia del proceso , la varianza es: 

z J 
T 

VCz J + VC u J 
T T+i 

1 CVCz J = 0) 
T 

En general para cualquier par-iodo de predic(":16n 111 11 

l 

z 
T+i 

dada 

(1. 2. 16) 

(1.2.17) 

Regresando a la simulación del proceso C1.2.11), expresada en la 

figura Ci.5), puede observarse que el último valor del proceso es, 

z
20

= 102.Utilizando los resultados C1.2.15) y 

asegurar con un 100% de certeza: 

1)z E (101, 103] 
2i 

2)z e c100. 104J 
22 

(1. a. 1 7) podemos 



3)z
23 

E (99, 105) 

4)z E (98, 106) 
24 

En general se puede afirmar que cualquier futuro valor zT+L estará 

en el intervalo z ±l. 
20 

Esle particular ejemplo de canúnata aleatoria constituye un caso 

muy simple de proceso estocástico. En los siguientes capítulos 

se generalizarán estas ideas, para obtener modelos de series de 

tiempo aplicables a cualquier conjunto de observaciones de un 

un :fenómeno talque por sus caracteristicas pueda considerarse 

estocástico, tal y como lo son, el crecimiento del P.I.B. 

inflación entre otros. 

- 1 <\· -

y la 



II. CONCEPTOS FUNDAMENTALES EN EL ANALISIS DE MODELOS DE SERIES DE 

TIEMPO. 

En el capít,ulo anterio1· vimos que una serie de tiempo es la 

realización de un proceso estocástico, de cuyas características 

probabilísticas observadas hasta un tiempo T dependerán 

los pronósticos que sobre el comporLamienlo de es la se 

hagan.En es le capílulo inlroduciremos algunos concept,os 

proba! is ti cos acerca de 1 os procesos esLocásli cos, los cual es 

juegan un papel fundamenlal 

de liempo. 

en el análisis de modelos de series 

II.1 PROCESOS ESTACIONARIOS. 

Los procesos estacionarios se dislinguen por presentar un patrón 

de equilibrio en su comporLamienLo. De acuerdo a este patrón los 

podemos dividir en dos, estrictament,e estacionarios y estaciona

rios débil es. 

Se dice que un proceso esLacástico es .eslrict.ament,e est.acionario 

si la función de dist.ribución de probabilidad asociada con el 

conjunto de observaciones { z l, z l+i, ... , z t+k} realizadas en los 

periodos de t,i empo t, t.+1, ... , t,+k, es igual a la del conj unt.o 

{zt+m' zt.,.mH' ... , zl.,.m.,.k) observado en los periodos de t.iempo 

t,+1, t,+m+l, ... l+m+k, para t.oda k,m y t, en~-

En t.érminos de las funciones d-. densidad, la estacionariedad 

est.ricta es equivalent.e a 

pCzt+m' 2 t+m+t' · ·' zt+rn+k? C2.1. D 

Una consecuencia muy import.ant.e de la est.acionariedad estricla de 

un proceso es la constancia de sus moment.os a lravés del 

liempo. Así tenemos: 

- ?.O -



DECz l 
l 

2)V[z l 
l 

3)COVCz 
l 

µ V t 

y V t 
o 

COV[z, z l 
l l-j 

V t,j 

Propiedades que se siguen directamente de C2.1.1). 

C2. 1. 2) 

En el caso de 

la t,ercera propiedad cabe aclarar.que se est,á inLroduciendo un 

concept,o que es la ext-ensión nal.,ural del concept,o de covarianza 

enl.,re dos variables aleat,orias , al cual denominaremos 

autocovarianza ent,re la que se de~ine como 

V L,j E Z 

De igual manera se ext-iende el concepto de correlación, que en 

est,e caso denominaremos auLocorrelación enLre 

en el caso l.,radicional se de~ine 

y que como 

COR(z , z .l 
1.. t+j 

V t,,j E 2 

Se puede noLar que LanLo la aut,ocovarianza como la 

aul.,ocorrelación de un proceso estacionario, dependen unicamenLe 

del periodo de Liempo "j" que separa a las observaciones. 

OLra propiedad menos esLrict,a, valga la redundancia, acerca del 

comporLamienLo de un proceso esLocásLico, es la esLacionariedad 

débi 1 , 1 a cual como veremos en el capíL ul o IV, será vi Lal 

en el desarrollo del 

Liempo. 

modelo lineal discreto para series de 

Se dice que un proceso estocásLico es debilmente estacionario si 

E(ztl exisLe y es constante para Lodo t y además 

- 2 ' -
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COVCz , z .l 
t t+; 

COVCz , z .J 
t-1-m L+rn+J 

para todo t,m y j E 2. 

A manera de ejemplo, consideremos el proceso tal que 

z 
l 

V t (2. 1. 3) 

donde ECu,,u.J =O para toda i:j:j y p() está dada por Cl.2.12). 
' J 

Para verificar que C2.1. 3) sea :fuertemente estacionario se debe 

cumplir C2.1.1).Por la independencia entre las u t par a t., oda t., y 

por (1.2.12) se obtiene 

Por lo t-ant.,o el proceso es est-rict-amnete est-acionario. Puede 

deducirse i'acilment.,e que la media, 

del prcc~so son respectivament.,e 

varianza y aut-ocovar i -".nza del 

µ º· ro 1. yj O para todo j. 

Por las caract-erísticas de est-os momentos también se deduce que el 

proceso es debi 1 ment-e estacionario. 

observarse una simulación del proceso. 

II.2 PROCESOS NO ESTACIONARIOS. 

En la :figura C2. 1) puede 

En la práct.,ica observar un proceso que por sus caract.,erísticas 

pueda considerarsele est-acionario, será muy dificil. Variables de 

naturaleza económica tal y como lo son el P.I.B., la inflación 

y las vent-as de muchas empresas, presentan pat-rones contrarios a 



lo estacionario, incluso presentando muchas de ellas com-

portamientos explosivos respecto a un punto origen. A este tipo 

de procesos se les denomina no estacionarios. En la figura (2.2) 

puede observarse el comportamiento a través del tiempo del P. I. B. 

de México. 

Un ejemplo teórico de proceso no est.acionario, lo constituye una 

caminata aleatoria (expresión 1.2.11), en cuyo caso general, en el 

cual se supone E[utJ =µy v[utl = a
2

, es cla1'0 que 

Elz l 
l 

t.µ y v(z J 
l 

lo cual cont.radice el principio de estacionariedad. 

Un hecho que es de gran import.ancia teórico-práctica en el 

desarrollo de modelos de series de t.iempo y el cual hace que la no 

estacionariedad de un proceso no se constituya como un obstáculo, 

es que aunque el proceso como tal no sea estacionario, 

alguna t.ransformación de él, como la puede ser las diferencias 

entre observaciones contiguas del proceso, digamos wl 

si se constit.uya como un proceso estacionario. 

z 
l-1 

En el caso da una C::lminata al.,.,.t,nria. las w, se constituyen como 

un proceso estacionario, ya que 

u V t 
l 

proceso similar a (2.1.3), que como vimos cumple los requisitos de 

estacionariedad. 

II.3 PROCESOS ESTACIONALES. 

En el análsis de series de naturaleza económica un fenómeno que 

será muy común observar, es el de la repetición de un patrón de 

comportamient.o cada cierto número "s" de periodos iguales de 
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tiempo, es 

repetirá. 

decir , si en z t observamos est,e patrón, 

A los procesos con estas características 

mina estacionales. 

en z se 
t+o 

se les deno-

Los procesos estacionales se distinguen por presentar fuertes 

patrones de autocorrelación entre las observaciones zt y zt.,..,' 

característica que será muy importante en la identificación de un 

proceso estacional. 

Un ejemplo de serie económica con rasgos de estacionalidad, lo 

constituye el indicador t,rimestral del P. I. B. de México, cuyo 

comportamiento puede observarse en la figura C2.3). Si se observa 

con atenci6r1 -=sta figura podrá notarse que en el cuarto trimestre 

de cada año a excepción de 1 982, se alcanza el nivel más al to de 

actividad económica, lo que indica que la serie presenta un patrón 

estacional de longitud s = 4 trimestres. 



III. MODELOS DE SERIES DE TIEMPO. 

En este capitulo se analizarán una serie de modelos de gran 

utilidad práctica, los cuales son un caso particular del modelo 

lineal general discreto para series de tiempo, el que a su vez 

forma parte de la familia de los modelos lineales. 

I I I . 1 MODELO LINEAL GENERAL DISCRETO. 

El modelo lineal general discreto se caracteriza por considerar 

que una serie de tiempo es generada por una sucesión de choques 

aleatorios independientes <ut: t.:2) tales que E<ut)=O y la 

v{u )=a2
, proceso al que se le denomina ruido blanco. Asi mismo 

l ., 

se considera que la 

proceso observado {zt 

ruido blanco 

FIGURA 3.1 

sucesión {u : t,EZ) !>e transforma en el 
l 

t~) mediante un filtro lineal (figura 3. !.) 

FILTRO LINEAL 
proceso observado 

> 

En estos términos cada observación del proceso se expresa como 

z 
l 

00 

µ + E 'l'jut-i 
j:O 

donde ~j yµ son parámetros fijos con ~o 1. 

- 2. 8 -

C3.1.D 



,, 

"' 
:] 

,,..,;, 

Si definimos 

ro 
r: 

j=O 

donde si Bju 
t 

es tal que 

C3.1.1.) puede expresarse como 

y sºu 
t 

C3. 1. 2) 

ent-onces 

(3. 1. 3) 

Al operador 1KB) se le conoce como la función de transferencia del 

proceso. 

La pregunta que surge es ~Bajo que condiciones el proceso 

expresado en C3.1.1) es estacionario?. Cabe señalar que a partir 

de este momento cuando hablemos de estacionariedad nos estaremos 

refiriendo a la débil. Para contestar la pregunta ant-erior, 

analicemos los moment-os del proceso. 

00 

E(z J E[µ +.E 'l'iut-iJ t ¡=O 

ro 
µ + E[u J r: \¡l. 

t j=O J 

De est-a expresión es claro ~ue 

seri~~o 'l'j est,acionariedad es que la 

La varianza del proceso está dada por 

- 2 °' -

Su media esta dada por 

(3.1. 4) 

la primera condición de 

converja, con lo cual 



yo E[zt - µ J" 

(X) 

E[( E lJt u ))2 

i=o 
j t - j 

(X) 2 (X) (X) 

E( E C'l'jut-? J + C:E( E E 'l'i 'l'jut-i ut-jJ 
j=O i.=O j>i 

(X) 
2 

E .¡/ (3. 1. 5) C1 
u j=O J 

De acuerdo a (3.1.5.) la segunda condición para la estacionariedad 
(X) 2 

del proceso es que E 'l'j converja. 
j=o 

De igual manera las covarianzas del proceso están dadas por 

(X) (X) 

ECC E 'l' .u .)( E 'l'iut-k-i)J 
j=o J t - J 

i=O 

(X) (X) 00 

E( E 'l1 'l'. u2 . J + EC E E 
j=o 

¡+k J t-k-J 
i.=O j:f:i+k 

(3. 1. 6) 

Entonces la tercera condición para la estacionariedad del proceso 

(X) 

lineal general discreto, es la convergencia de E 'l'i'l'i+k para toda 
j=o k e Z . 

-30-



Las tres candi el ones anteriores pueden resumirseenuna sola, pi -

di endo que >K 8) converja par a toda B E <L tal que llB 11~1 , es decir , 

que converja dentro del circulo unitario CBox & jenkins (1970)). 

Una f'orma equivalente de presentar el modelo lineal general 

discreto, es en términos de la sucesión de observaciones pasadas 

{z 
l-J 

l,je~}. lo cual 

(3. 1. D los términos 

se logra sustituyendo sucesivamente en 

u u •. 
l-1 l-2 

obtenidos respeclivamenle 

de expresar cada zt-j para lada j~l en la f'orma 

obteniendo 

00 

µ + E 
i=O 

>Ii. u .. 
t t-J-\. 

z = 
l 

00 

ó + I: 
i.=1 

rr z + u 
i t -i. t 

Si se de!'i ne 

DCB) 1 y 

enlences C3.1.7) puede expresarse 

[DCB) Jz u 
l l 

N6lese que 

DCB) 

- 31 -

(3.1. 7) 

(3. 1. 8) 



Al expresar el modelo en lérminos de C3.1.6) surge el conceplo de 

inverlibilidad del proceso, la cual se da si DCB) converge denlro 

del circulo uni lar i o C Box ll< Jenki ns 1970). 

Una limit.anle práclica de esle modelo, la consliluye el hecho de 

que para caraclerizar un proceso se requiere del conocimienlo de 

un número infinilo de parámet.ros. En las siguienles secciones se 

analizarán modelos que para caraclerizar un proceso est.ocást.ico 

hacen uso de un número finilo de parámelros. 

III.2 PROCESOS AUTOREGRESIVOS. 

EL modelo que descr J. be un proceso auloregresi vo es un caso 

parlicular del modelo lineal general discrelo en su forma 

(3.1.7). En es le modelo, al que se denolar á por ARC p) , cada valor 

del proceso se expresa como 

z 

p 

E<Jiizt-i+ut 
i.=1 

Al enlero p se le conoce como el orden del proceso. 

De manera similar al caso general, si definimos 

iliCB) 1 

en t. onces 

[iliCB) J z 
t 

-

p 

E 
i=1 

u 
l 

w. s• 
' 

En esle caso 1 a funci 6n de 

- '3 2.-

lransferencia del proceso 

C3.2.D 

(3. 2. 2) 

es 



siendo el proceso estacionario si ésta converge dentro del círculo 

unitario, ó equivalentemente, si las raíces de wCB) están fuera 

del círculo unitario CBox & Jenkins 1970). 

Para analizar las características de un proceso autoregresivo 

estacionario, consideremos el caso ARCl). 

es de la forma 

c1 - w )z 
:l t 

u 
t 

Por (3.2.2) el proceso 

(3. 2. 3) 

La condición de estacionariedad del proceso es que 

1 

1 - <1':1.B 

converja dentro del círculo unitario, condiciones bajo las cuales 

Uw:1.U<1 ó W!i:'ll>L Nótese que ª1/es la raíz de wCB). 

Para calcular la media del proceso. considerémoslo en su forma 

entonces 

E[ó + ili z + u J 
:l t-1 t 

ó + ili E[ z J 
1. t-1. 

ó + w E(z J 
:l t 



ent.onces 

C 1 - i!> ) E( z J cS 
1 t 

Por lo t.ant.o 

cS 
(3. 2. 4) 

Su varianza est.á dada por 

r = E[z J 2 

o t 

ECz Ci!> z + u )J 
t 1 t-1 t 

ili EC z z J + E( z u J 
1 t t-i t t 

¡¡;ir 1 + ª~ (3. 2. 6) 

De manera similar las aut.ocovarianzas est.án dadas por 

C3. 2.6) 

expresión equivalent.e 

V j (3. 2. 7) 

En part.icular 

C3. 2. 8) 

- ?, "1-



De (3.2.5) y (3.2.8) 

2 
a 

{" -
o 1 - ¡¡¡2 

1 

(3. 2. 9) 

Por lo tanto la expresión general de la autocovarianza del proceso 

ARC1) es 

V j 
(3. 2.10) 

De (3. 2. 9) y (3. 2.10) se concluye que la función de 

autocorrelación del proceso ARC1) es 

p.; ¡¡¡i 
J 1 

V j (3. 2.11) 

Esta última expresión nos indica que la autocorrelación entre 

observaciones declina exponencialmente' con el número de periodos 

que las separa. 

Consideremos el proceso ARC1) tal que 

z 
l 

donde ut se distribuye conforme a una NC0,1). 

(3. 2.12) 

En la figura C3.2) 

puede observarse una simulación de este proceso. Puede notarseque 

a valores altos de la serie le siguen valores bajos por algunos: 

periodos hacia adelante y viceversa, situaci.ón lógica por la 

autocorrelación negativa entre observaciones: contiguas. Así por 
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C3.2.11) lenemos 

pat.rón que gráficamenle puede observarse lambién en la f'igura 

(3. 2). Eslos alribulosdeberán lenerse presentes cuandoen la 

práctica se inlenle reconocer un proceso ARC1). 

Los resullados obtenidos para el proceso ARCl) pueden ser 

facilmenle extendidos para el caso general ARCp). 

ARCp) es 

E[z J 
l 

6 

(1- w -
i 

- w ) 
p 

Asi la media de 

(3. 2.13) 

La varianza y aulocovarianzas de ARCp) se expresan por medio del 

siguienle sislema de ecuaciones 

!~ y 
p o 

C3. Z.14) 

de p+1 incógnilas el cual puede ser resuello dados los parámetros 

w. para loda j y el. 
J u 

Es imporlanle señalar, que en esle sislema 

se eslá empleando el hecho de que yk = y_k' Vk. Para periodos ma

yores de p, las covarianzas pueden ser calculadas de manera recur

siva 

V J>p (3. 2.15) 

Dividiendo C3.2.14) y (3.2.15) por r
0

• se obliene la !'unción de 

aulocorrelación del proceso. Eslo es 



C3. 2. 16) 

Sistema conocido como las ecuaciones de Yule-Walker. Para J>p 

(3. 2.17) 

III. 3. PROCESOS DE PROMEDIOS MOVILES. 

Un modelo que describe un proceso de promedios móviles se 

caracteriza precisamente, por describir a cada observación en 

términos de un promedio móvil de los choques 

correspondientes a "q" periodos hacia atrás, esto es, 

q 

zl= µ + ul- E 
j=1 

e u . 
J l-J 

al eat-orios 

C3. 3. D 

modelo al que denotaremos MACq), siendo q el orden del proceso. 

Si se def'ine 

y considerando el proceso 

modelo puede expresarse como 

ceCB) Ju 
L 

- :l 8 -

equivalente <z 
L 

t~). entonces el 

(3. 3. 2) 



·-·! ., 

: :~ 

Siendo 8(8) la función de lransferencia del proceso, 

conlener un número finilo de lérminos, permile asegurar 

proceso es eslacionario. 

quepor 

que el 

Puede nolarse que (3. 3. 2) 

Asimismo puede expresarse 

das, es decir, 

00 

rr. z . 
\. t-\. 

6 equivalenlemenle 

[ rrC 8) J z 
t 

es un caso parlicular de C3. 1. 3). 

en lérmi nos delasobservacionespasa-

(3. 3. 3) 

(3. 3. 4) 

Siendo inverlible el proceso si rrCB) converge denlro del circulo 

unilario, 6 si los ceros de 8(8) eslán fuera del circulo unilario. 

Para esclarecer eslas ideas consideremos el caso de un proceso 

MAC1). Asi lenemos 

z u - 8 u 
l l i l-i 

C3. 3. !::D 

Pueslo el proceso en si es eslacionario, para caraclerizarlo basla 

conocer la eslruclura de sus momentos. 

E(z J 
l 

O 6 Elz J 
t 

µ 

Su varianza está dada por 

- 3'\-

La media del proceso es 

(3. 3. 6) 



y = E[Cu - e u ) 2
J 

o l 1 t-i 

E[u 2 J 
l 

0'2(1+$2) 
u 1 

e ECu u J + e 2 ECu 2 
J 

1 l l-1 1 l-1 

(3. 3. 7) 

Sus autocovarianzas son 

y 

Eru u J - e Eru2 J 

y.= o 
J 

l l-1 1 l-1 

V J>1 

e E[u u J + e2 Eru u J 
i l l-1 i l-1 l-2 

(3.3.8) 

(3. 3. 9) 

De las expresiones anteriores se deduce racilmente que la runci6n 

de autocorrelaci6n del proceso es 

-e1 
p = 

e2 i 1 + 
(3. 3. 10) 

i 

y 

p.= o V J>1 (3.3.11) 
J 

Esta estructura de la runci6n de autocorrelaci6n nos indica que el 

comportamiento actual del proceso es inrluenciado unicamente por 

su comportamiento en el pasado inmediato y solo tendrá inrluencia 

en su ruturo inmediato. 

En la rigura C3.3) se observa una simulación de un proceso MAC1) y 

la estructura de su runci6n de autocorrelación, para ei= -0.8, µ 

y ut._.NC0,1) para toda t. Como podrá observarseel proceso se 

- '-10 -
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caracteriza por el hecho de que valores al l.os del proceso son 

precedidos por valores altos y viceversa, lo cual es lógico por la 

autocorrelación positiva entre valores contiguos, y nula para 

para periodos de separación entre observaciones mayores a uno, 

Para analizar la invertibilidad del proceso, 

C3.3,5) recursivamente 

u . ..,. +e u 
l-J -t-j 1 t-j-1 

V j~ 1 

con lo que se obtiene 

sutituyamos en 

(3. 3.12) 

Nótese que si en C3. 3.12), ne 
1

11>1 entonces, el peso dado a las 

observaciones pasadas se incrementa exponecialmente, lo cual 

indicaría que la mayor información acerca del comportamiento 

actual del proceso está en el pasado más remoto situación 

nada beneficiosa para el análisis de series de tiempo reales. La 

sit..ua.cién ccntr2.!"ia y l~ ~ual es de nuest.r-o int.erés se da cuando 

11e
1

11<1, lo que equivale a que la raíz de il?CB) este fuera del 

circulo unitarioc¡¡e;1 11>1), es decir, que el proceso sea invertible. 

Para el caso general de un proceso MACq), es fácil verificar que 

la media, autocovarianzas y función de autocorrelación son 

respectivamente. 

E[z l o ó E[z l µ . V t (3.3.13) 
t t 

2 q 
e2 r C1 E (3. 3.14) 

o u e 
l=o 



o
2c-e +e e. + ..... . +e . e) 

y . = { u j 1 JH q-J q 

J o 

-e j +e1e j ... 1 + ....... +eq- j8q 

+e 
q 

j=1 •... ,q 

J>q 

j=1, .... ,q 

J>q 

III.4 PROCESOS AUTOREGRESIVOS Y DE PROMEDIOS MOVILES. 

(3. 3. 16) 

C3. 3.11'.S) 

Los modelos aut..oregresivos y de promedios m6viles a los cuales 

denot..aremos por ARMACp,q), son la combinaci6n de los modelos AR y 

MA. En este tipo de modelos cada observaci6n del proceso se ex

presa como 

p q 

zt= µ + ut+ r; wjzt-j.- E ei.ut-i. 
j=1 t=i 

C3. 4. D 

Empleando las definiciones de los polinomios wCB), eCB) y del 

proceso equivalente <z,: 1..€2), (3.4.1) puede expresarse come 

La función de transferencia del proceso es 

[il!-1C8)][eCB)J. El proceso será estacionario si 

(3. 4. 2) 

en este caso 

converge 

dentro del círculo unitario 6 si los ceros de il!CB) están fuera 

del círculo unitario, y será invertible si los ceros de eCB) están 

fuera del círculo unitario. 

Consideremos el caso ARMAC1,1) 

- L\::, -



c1-;;:; )z c1-e )u (3. 4. 3) 
1 t 1 t 

Nótese que el proceso será eslacionario si ll<r,11<1 y será 

invert.ible si lle,11<1. La media del proceso es si mi 1 ar al caso 

ARC1), mientras su varianza está dada por 

E[ z c<r z -u -e u )J 
t 1 L-1 1 l-1 

q; E[z z J + E[zlut~ - e Elz u J 
1 t t-1 1 l l-1 

2 
a -

Li 
e c<r - e )a

2 

i i i u 

Por otro lado 

r = E(z z J 
1 t l-1 

E[Cil! z + u - e u )z J 
1 L-1 l 1 L-1 l-1 

il! E(z
2 J + E[z u J - e E[z u J 

1 l-1 L-1 l 1 L-1 l-1 

w r - e a
2 

1 o i u 

Puede así mismo deducirse racilmente que 

r.= q; 
1r j-1 J 

6 

r.= Cil! ) j- 1r V j>2 
J 1 1 

(3. 4. 4) 

C3. 4. 5) 

(3. 4. 6) 

Sí resolvemos el sistema rormado por C3.4.4) y C3.4.5), entonces 

_ L\ L\ -



y = 
o 

r= 
1 

C1 + ez- 2if> e )a 
2 

1 1 1 u 

1 - ¡pz 
1 

c1-if> e )Cil? -e )o
2 

1 1 1 1 u 

1 - ;¡;2 
1 

C3. 4. 7) 

(3. 4. 8) 

La función de autocorrelación del proceso es entonces 

c1-if> e )(;¡; -e ) 
1 1 1 1 

p = 
1 1 + e2

- a¡¡; e 
.t 1 1 

y 

V j>2 (3.4.9) 

Nót.ese que en la determinación de se hacen present.es las 

caract.erist.icas del término de promedios móviles, mientras la 

siguiente part.e de la función de aut.ocorrelaci6n es caracterizada 

unicamente por lo aut.oregresivo del proceso. Est.as ~ar~ct.e;isllcas 

pueden observars., en la figura C3.4), que corresponde a los 

result.ados de la simulación del proceso 

donde u NC0.1). 
t"' 

Como podrá notarse p
1 

es muy al ta debido al 

efect.o conjunt.o de los parámetros if>.t y ei. posteriormente la 

correlación disminuye exponencialmente, pat.rón t.ipico de un 

proceso AR. 

Los resultados obt.enidos para el caso ARMAC1,1), son facilmente 

generalizables para el caso ARMACp.q). Asi t.enemos 

- ~1 s -
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E( zt J - 1 - ¡¡¡ -
i 

6 

- ¡¡¡ 
p 

(3. 4. 10) 

Las autocovarianzas del proceso pueden ser calculadas del conjunto 

de ecuaciones: 

E(z z J 
t t-¡ 

<Ji E(z z .J + .. + iJ1 E(z z J + E(ut zt_J.J 
i l-i l-J p l-p l-J 

e E( u z . J + .. + e E( u z .1 
1 t-1 l-J q t-q t-¡ 

(3. 4.11) 

Nótese que si j<q, entonces los términos conteniendo a zt-j y a 

los choques aleatorios corespondientes a periodos m, tales 

que t-j5m=:;t-q, son distintos de cero, lo que indica que en los 

términos y
0

,y
1

, •• ,yq Cpor 

in~luencia de la parte de 

ende en p 
0 

, p 
1 

, . . , p q) , 

promedios móviles 

se notará la 

del proceso, 

representada por los parámetros ei,ei+i ,eq. Si j>q. entonces 

(3. 4.12) 

Consecuentemente 

Vj>q (3.4.13) 

Expresiones que representan puramente la parte autoregresiva del 

proceso. 

- "\\ -



I I I. 5) PROCESOS AUTOREGRESI VOS INTEGRADOS DE PROMEDIOS MOVI LES. 

En la sección 2 del capitulo anterior, al intoducir el concepto de 

no estacionariedad de un proceso se mencionó que en la práctica 

del análisis de series económicas es muy dif'ícil encontrar patro

nes estacionarios, y en general en el análisis de series de cual

quier indole. En contraparte con esLa situación problemática para 

el estudio de las series de tiempo, esLá el hecho de que muchos 

procesos presentan patrones estacionarios en las dif'erencias 

entre observaciones contiguas, situación que en el caso teóri-

co de una caminata aleatoria se hace patente. En esta sección 

generalizaremos esta idea, introduciendo los modelos autoregresi

vos integrados de promedios móviles para procesos no estacionarios 

Sea < z 
l 

Ld ) un proceso no estacionario y { 

proceso estacionario tal que 

donde 

w 
l 

" d 

w 
l 

tez ) un 

'Id es el operador que nos indica la d-ésima diferencia entre 

observaciones contiguas del proceso. 

En estos términos, el proceso 

promedios móviles se expresa como 

[wCB) J w 
l 

[8(8)Ju 
l 

Para d=l 

autoregresivo 

= z 
l 

z 

integrado 
l-i. 

de 

(3. 5.1) 

y el cual se denota por ARIMACp,d,q), siendo p el orden 

autoregresivo, d el orden de la diferencia y q el orden de 

promedios móviles. 

_L\ \l -



Nótese que ( 3. 5. 1) corresponde a 1 a expresi 6n de un modelo 

ARMACp,q), por lo tanto todos los resultados producto del 

análisis de esLe último, son aplicables a (3.5.1). 

El modelo general C3. 5.1) puede ser expresado en tres dif'erentes 

f'ormas: 

1) En términos de las observaciones pasadas del proceso y de los 

choques aleatorios actual y pasados (modelo en f'orma de ecuación 

en dif'erencias). 

2) En tér mi nos unicamenLe del actual y pasados choques 

aleatorios (modelo en f'orma de choques aleatorios). 

3) En términos de las observaciones anteriores del proceso y 

el choque aleatorio actual (forma invertida del modelo). 

III. 5. 1) MODELO EN FORMA DE ECUACION EN DIFERENCIAS. 

La primera de estas dif'erentes formas de expresar un modelo 

ARIMACp,d,q) surge directamente de la def"inici6n expresada en 

(3.6.1). Si se def'ine 

.p(B) = iliCB)\l d 

1 - 'P 1 8 - 'P 2 
B"' - -

'P p+d 
Bp-rd 

p+d 
si 1 -r;ip. 

j=i J 

entonces 

e u +u z 
t q t-q t 

(3. 6. 2) 

En el caso ARIMACp,1,q) C3.5.2) toma la forma 

z C1 + ili )z + (ili - il? )z + .. + (ili - il\ )z 
t 1 l - i 2 1 l - 2 p p- 1 l-p 



-e z -e u e u + u (3. 5. 3) 
p t-p-i i t-i q t-q t 

III.5.2) MODELO EN FORMA DE CHOQUES ALEATORIOS. 

La segunda rorma del modelo general ARIMA. es obtenida mediante la 

suslilución recursiva de 

z "'i z + . . + "' z 
t- J l-j-1 p-t-d t-j-p-d 

- e u - e u 
i t-j-1 q t-j-q 

en la expresión (3.5.2), obteniéndose 

00 

ut + E >l'L ut-L 
i=t 

[ 'l< 8) u 
L 

... u V j?:l. 
L-j 

(3. 5. 4) 

Esla rorma del modelo será de utilidad cuando en el capítulo VII 

se laque el problema de predicción. 

Si en ambos lados de (3.5.4) multiplicamos por ip(B) enlences 

(3. 5. 5) 

Comparando esta expresión con (3.5.1) se deduce que 

ip(B) 41'.B) = 8(8) (3. 5. 6) 

expresión que es de gran utilidad para calcular los parámetros ~L 

-SO-



para todo i. 

Como ejemplo consideremos el proceso ARIMAC0,1,1) Ctambién puede 

denotarse como IMAC1,1)) para el cual 

(1-8) 

1 + 1l' 8 + '11 8 2 + ..... 
1 2 

c1 - e 8) 
1 

entonces de acuerdo a C3.5.6) 

C1 - 8) C1 + 1l' 8 + 1l' B2 + .... ) 
.. 2 

c1 - e 8) 
1 

desarrollando esta expresión e igualando coeficientes en 8 se 

obtiene 

1l' o = 1 

C>l' - 1) -e 
1 1 

C'I' - 'l' ) o 
2 1 

Cuya solución dado el parámetro e
1 

es 

1 

c1 - e ) 
1 

V j)1 

Con lo que el proceso IMAC1,1) en su forma de choques aleatorios 

es 

00 

ul + C1 - $1) E ul-j 
j=1 

- 'SI -

(3. 6. 7) 



Nólese que el proceso IMACl,1) en su forma C3.~.7) no salisface la 

condición de eslacionariedad ya 

convergenle. 

que l a E e 1 - e,) 
j=1. 

III.5.3)PORMA INVERTIDA DEL PROCESO ARIMA. 

no es 

La expresión de un proceso ARIMA en lérminos de los choques 

alealorios corresponde con la forma de la expresión del modelo 

lineal general discrelo dada en C3.1.1), el cual vimos que lambién 

puede ser expresado en su forma inverlida, como 

00 

con rr(8) 1 - E 
j=• 

u 
l 

rr. Bj 
J 

ó [ rrCB) J z 
t 

tJ 
t 

·c3. G. 6) 

siendo el proceso inverlible cuando rrCB) converge denlro del 

circulo uni lario. 

Si susliluimos C3.5.8) en C3.5.1) oblenemos 

eCB) rr(B) z 
l 

expresión de la cual se deduce 

p(B) 8(8) rrCB) C3. 5. 9) 

De esla ecuación pueden deducirse los parámelros rr. para leda L 
t 

Consideremos nuevamenle el caso del proceso IMAC1 ,1) con lo cual 

C3.5.9) loma la forma 

- s 2-



(1 - 8) e 1 - e 8) e 1 - TI s - TI 8
2 

- .•.. ) 
1 i 2 

Desarrollando esLa expresión e igualando coeficientes en 8, se 

obtiene el sistema de ecuaciones 

rr = 1 
o 

e- TI - e ) -1 
i i 

e- TI + e rr ) o 
2 1 i 

e- TI + e rr ) = o 
j • j - • 

Cuya solución es 

rr o 
rr . 

J 
V j>1 

con lo que la forma invert.ible del· proceso IMAC1,1) es 

z u 
L 

Nót.ese 

00 

00 

L 
+ E ei-• c1 - e )z 

j=i i i L-j 

00 . 

r:ei-•c1-e) 
j=• • 

00 

= c1 - e ) E ek 
1 

k=O 

= 1 

Ck=j-1) 

En general para cualquier proceso ARIMACp,d,q) 

-'S'.i-

(3. 5.10) 



00 

1 (3.5.11) 

III.6 MODELOS PARA PROCESOS ESTOC:ASTICOS ESTACIONALES. 

En el capítulo anterior se mencionó, que será común observar en la 

práctica, series con patrones de comporlamienlo que se repilen 

cada cierlo número de periodos iguales de tiempo, procesos a los 

que se les denomina eslacionales. En esta sección enfocaremos 

lodos los conceptos plasmados en las secciones anteriores al caso 

parlicular de procesos estocáslicos estacionales. Cabe señal ar 

que esla caracleristica es independienle d~ Ja estacionariedad o 

no eslacionariedad del proceso. 

III.6.1 PROCESO ESTACIONAL DE PROMEDIOS MOVILES. 

Consideremos un proceso de promedios móviles con las siguienles 

características particulares: 

i)Si s es el número de observaciones por periodo eslacional, 

entonces el orden del proceso de promedios móviles en un múltiplo 

enlero del periodo estacional s. 

Z)Sólo san dislintos de cero aquellos coeficientes cuyo subíndice 

es un múltiplo entero de s. 

Bajo eslas condiciones cada observación del proceso se expresa 

z 
t 

o. 

ut - E ej.,ut-j" 
i=1 

siendo el proceso de orden ~. 

(3. 6.1) 

Para distinguir un procesos MA 

estacional del ordinario, definamos 



por lo que (3. 6. 1) t..oma la f'orma 

z 
t 

a 

uL- E li.juL-ja 
j=i 

C3.6.Z) 

La est..ruct..ura de la función de aut..ocorrelación de est..e proceso se 

obtiene simplement..e de aplicar C3.3.16) a est..e caso. Ent..onces, 

-hj+ ti.,ti.j+i+. · .+ li.a-jli.a 
j 1 ..... ,Q 

1 + ti.+ ......... + ti. 
i a C3. 6. 3) 

o en otro caso 

Consideremos el proceso 

u+ O.Su + 0.4u 
l l - i 2 l-24 

(3. 6. 4) 

La función de aut..ocorrelación es en este caso 

pi2= 0.49 

y cero en otro caso. 

graficament..e este pat..r6n. 

En la f'igura C3. 5) puede observarse 

III.6.8 PROCESO ESTACIONAL AUTOREGRESIVO. 

- SS-



En un modelo estacional ARCP), cada observación del proceso se 

expresa 

z 
l 

p 

u+r;w.z. 
l j:t. J g l-JS 

(3. 6. 5) 

donde P es el mayor múl ti pl o de s presente en el modelo. Si 

definimos 

entonces C3.6.5) toma la forma 

z 
l 

p 

u+ E r.z . 
l j=1 J l-¡g 

Las ecuaciones de Yule-Walker son aplicables a este caso. 

suponemos P=1 entonces, 

V j2:0 

C3. 6. 6) 

Asi, si 

(3. 6. 7) 

En la figura C3.6) puedo observarse la estructura de la función de 

autocorrelación del proceso 

o. 7z + ut. 
t-12 

III.6.3 PROCESOS ESTACIONALES AUTOREGRESIVOS INTEGRADOS DE 
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PROMEDIOS MOVI LES. 

De la misma manera que se aplicaron los modelos AR y MA al caso 

est.aci onal, 1 o haremos con los modelos ARI MA par a el caso de 

procesos est.acionales no est.acionarios, de:finiendo los modelos 

ARIMA est.acionales. 

Sea {z 
l 

LeZ} un proceso est.acional y no est.acionario. Ent.onces 

¡ re B) 17° J z = ¡ AC B) J u C3. 6. 6) 
o L L 

donde 

p 

rCB) 1- ¿ r 
j = 1 j" 

si• 

<:/' = (1 - Bª)º 

" 
y 

Q 

ACB) 1 - E A. si" 
i=i 

lG 

Las propiedades de los modelos ARMA vis las er1 la secci 6n ! ! !. 1 . 

son aplicables al modelo C3.6.6). 

III. 6. 4. MODELO GENERAL ESTACIONAL MULTIPLICATIVO. 

El modelo ARIMA est.acional implicit.ament.e supone la int.eracción 

ent.re observaciones unicament.e cada s periodos de t.iempo. Box & 

Jenkins proponen un modelo más general, en el cual consideran una 

int.eracción est.acional y ot.ra present.e en cada periodo de 

t.iempo. El modelo supone que el ruido 

t.rans:formado en un proceso i nt.ermedio {•\ 

blanco {u : t.eZ} es 
L 

t.eZ} ARIMA, el cual a 



su vez mediante otro filtro lineal es transformado en el proceso 

estacional observado {z 
l 

define 

ted:). 

Para visualizar la estructura 

En estos términos el modelo se 

(3. 6. 9) 

de autocorrelación de un 

proceso cuya representación está dada en términos del modelo 

anterior, consideremos el caso particular 

C1 - e B)u 
1 l 

(3. 6. 10) 

donde 

La varianza de este proceso es 

......... 

Por otro lado 



r r - e a
2 

1. i 1 1. u 
(3.6.12) 

Utilizando la expresión C3.4.12) de las autocovarianzas de 

procesos ARMA, entonces 

r i = r ,rj-12 
En particular 

y 

V J>1 

Por lo tanto de C3.6.11) , C3.6.12) y (3.6.13) 

y 

(1 + 

r = o 
1 -

r =---
1 1 - rz 

1 

e )O' 
2 

1 u 

rz 
1 

(3. 6. 13) 

(3.6.14) 

(3. 6.16) 

Asimismo de las expresiones anteriores se deduce, que la ~unción 

de autocorrelación del proceso es 

-e 
1 

p = 
' 1 + e2 

i 

- 60-



y 

1 + e2 

1 

V jE!N C3. 6.16) 

En la figura C3. 7) puede observarse el patrón de autocorelación 

del proceso expresado en (3.6.10), para e,= -0.8 y r1 = 0.8. 

- 6 \ -
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0.6 

0.4 

0.2 

FUNCION Di= AUTOCOHRt::lACION 
DEL PROCESO 

(1 - 0.88 12 )Yt ª (1 + 0.8B)Ut 

1 

1 1 

o .,._..._._~~ 
o 12 24 36 48 

PERIODO DE RETRASO 

·· FIGURA 3.7 
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IV. ESTIMACION. 

En esLe capiLulo nos inLroduciremos al problema de esLimación 

de los parámetros de un modelo ARIMA. En primera insLancia se 

presentará 

inicial al 

!'unción de 

una meLodologia que proporciona un acercamienLo 

valor de los parámeLros, y la cual se basa en 1 a 

auLocor r el aci 6n, esLimada a parLir de las 

observaciones del proceso. PosLeriormenLe se presenLará la 

solución al problema suponiendo que cada choque aleatorio se 

disLribuye de acuerdo a una disLribuci6n normal. 

IV. 1. ESTIMACION INICIAL. 

Sea {zt: LE'Z) un proceso estocástico y sea z~ = Cz
1

, .... ,zN) un 

vector de observaciones del proceso. Se def'ine la !'unción de 

autocovarianza estimada del proceso, como 

N-j 
c = (1/N) E [(zl - z)(z . z)J, j 

j L:i l + J 
0,1,2 .... N-1 

donde 

La !'unción de autocorrelaci6n estimada se def'ine como 

r. 
J 

c. 
J 

c o 
• j 0,1,2 ... N-1 

C4.1.1) 

(4. 1. 2) 

A partir de esta !'unción de autocorr,;,lación estimada, se 

construirán las estimaciones iniciales de los parámetros de los 
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modelos MACq), ARCp) y ARMACp,q). 

IV.1.1. ESTIMACION INICIAL PARA UN MODELO MACq). 

En el capitulo III se vió que las primeras q autocorrelaciones del 

modelo MACq) son distintas de cero, además, que pueden obtenerse 

del conjunto de ecuaciones 

p_= 
J c1 + e2+ e 2+ .. 

i 2 

• j=1 •...• q 
. + e 2) 

q 

Si en este conjunto de ecuaciones se sustituye pj 

obtiene el sistema 

-&/ &/1j·H +. • • • • + &q-j&q 

r = 
j C1 + $2+ e2+. • • • • • • • + eA3 

• j =1. • q 

i 2 q 

por r .t se 
J 

C4.1. 3) 

de q ecuaciones con q incógnitas, el cual claramente es no lineal 

en las De t. odas 1 a.s posibles soluciones de 
A A A 

es conveniente escoger aquella e= ce
1

, •.... 

proceso sea invertible. 

eq) que haga que el 

A manera de ejemplo, consideremos el caso particular de un proceso 

MACD. Asi C4.1. 3.) se expresa como 

e 
i 

r = 
1 C1 + e~ 

i 

Entonces 



"2 
re +e+r=O 1 1 • 1 

ecuación cuya solución está dada por 

-1 ± (1 - 4r2)1/2 
A 1 
e • 2r 

1 

1 1 
± e 1) i/2 C4.1. 4) 

2r C2r )2 
1 1 

Empleando los datos de la tabla 4. 1, y haciendo uso de las 

expresiones 4.1.1 y 4.1.2. se obtiene 

r = 
1 

0.056 

o. 141 -0.395. 

Sustituyendo este valor en 4.1.4, se obtienen como soluciones los 

valores 2.0'1. y 0.49.En la sección 3.3 se vió que la invertibilidad 

de un proceso MAC1) se da cuando 11e111<1, por lo tanto para este 

caso 

A 

e o. 49. 
i 

IV.1.2 ESTIMACION INICIAL PARA EL MODELO ARCP). 

Siguiendo la misma idea de la subsección anterior, si sustituimos 

r j par a j =1 , ... , p en el sistema de ecuaci enes de Yul e-Wal ker 

C3.2.16), se obtiene el sistema 

- 6 s -



TABLA 4.1: PRIMERAS DIFERENCIAS DE LAS OBSERVACIONES DE UN PROCESC. 
CUYA REPRESENTACION SE IDENTIFICO COl10 11AC1). 

t 2 ~ ·-· 4 6 7 8 9 10 
-----/-----------------·-------------------------------------------

Wt : -0.4 -0.3 -0.2 1 -0.2 -0.1 0.6 -0.3 -0.1 -0.3 
-----:--------------------------------------------------------------

t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

-----:--------------------------------------------------------·-----
\~t 0.7 -0.2 0.2 0 --0.4 0.3 -0.1 0.2 -Ql.6 0.3 

-----:-------------------------·--------------------------------------
t 21 22 24 25 26 27 .. 28 29 30 

-----: ------------------------------------.-------------------------
~Jt 0.3 0 0.1 -0.1 . 0.2 -0.2 -0.1 -0.3 0.8 -0.3 

-----:------------------------------------------------------------



r = 'P + 'P r +. ..... + ¡¡; r 
1 1 2 i p p-1 

r = ili r +. ip r + ..... + ili 
p 1 p- 1 2 p-2 p 

cuya solución está dada por 

donde 

-1 
R r 

p p 

Para el caso ARC1) 

ili r 
1 1 

R = 
p 

[ : e' . : o-• 
p-1 l y r '-= 

p 

C4. 1. 6) 

(4. 1. 6) 

En el caso ARC C:) , es f áci 1 compr abar que 1 a solución al sis tema 

está dada por 

y 

ili 
1 

ili 
2 

r C1 - r ) 

r 

1 

1 1 

1 -

-
2 

r 

2 
ri 

2 

1 

2 - r 
1 
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IV.1.3. ESITMACION INICIAL DEL MODELO ARMACp,q). 

El cálculo de los parámelros auloregresi vos del modelo part.e de 

la sus ti t.uci ón de las aulocovar i anzas est.i macias e • . . . . , e 
q-p+i qH 

... , e , en el sistema de ecuaci enes 
q•p 

(3. 4. 12) correspondient.e a 

las aut.ocovar i anzas del modelo ARMA, obleniéndose el sist.ema de 

ecuaciones 

e ili e + .. .. + ili e 
q+ 1 1 q p q-pH 

(4.1. 7) 

c ili c + ..... + ili e 
q•p 1 q+p-1 p q 

cuya solución T, es obtenida siguiendo la misma mecánica de la 

subsección anterior. 

Para obt.ener el vector de parámet.ros estimado e ce 
1 

ret.omemos la estructura general del modelo ARMA. es decir, 

e), 
q 

C4.1. 8) 

Ut.ilizando <'>1 v"'cto!' T cbt.onido de: C4.1. 7), puede derivarse la 

serie 

W'= (i!KB)Jw 
L L 

que sustiyéndola en la expresión C4.1.8.), se obtiene 

w·= eCB)u 
L L 

C4.1. 9) 

Nót.ese que est.a expresión es equivalent.e a la de un modelo MACq), 

cuya runción de aut.ocovarianzas involucra unicament.e al vect.or de 
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parámet.ros e. Cabe señal ar que la f'unci ón de aut.ocovar i anza 

est.imada del modelo e 4. 1. 9) s:c obt.iene 

ecuaciones 

p .... 2 p .... ,,.... ,.... 
C'. = I: W . C . + r: ( W ill. + ij} ill. + ... + ill . ill ) d . 

J i.=:L \. J \.=i 0 \. i \. T 1 p - \. p j 

donde 

j= 0,1, ... ,q 

dj"' c j+i +cj-i 

!!i = -1 
o 

del conjunt,o de 

(4. 1.10) 

Susti t.uyendo 

!'unción de 

cada c· en las 
j 

expresiones correspondientes a la 

autocovarianza de un proceso MACq) C expr esi ones 

C3.3.14) y C3.3.15)), se obtiene 

"2 ,...2 .... z 
c·= c1 +e+ ... + e )a 

o i q u 
C4.1.1D 

e-e+ e e. + .... +e .e );2 

j 1 J ... s. r:- J q u 

.... z 
e •· ... .... 

los parámetros estimados O" • e 
u q q- i 

A part.ir de C4.1.11), 

e i. pueden ser calculados Cen ese orden), 

· recursivament.e, 

e = 
j 

c· 
o 

.... 2 
8 
.... 2 

1 + e
1
+ •..... + q 

- G'\-

.... 
e .e) 

q- J q 

empleando 

(4.1.12) 

(4.1.13) 



conviniendo que e o. Para iniciar la iteración supondremos 
AQ 

además, que e = e = ... e = o. 
1 z q 

Para el caso particular ARMAC1, 1), la estimación i ni ci al de 

parámetros puede realizarse, empleando C3.4.9) (expresión para la 

!'unción de autocorrelación del modelo ARMAC1,1)) y la función de 

autocorrelación del proceso observado, obteniéndose el sistema de 

2 ecuaciones con 2 incógnitas 

(1 - ¡¡¡ e )(¡¡; e ) 
1 1 1 1 

r = 
1 

1 
Az 

2 ¡¡¡ e + e -
1 1 1 

(4.1.14) 

r = ¡¡¡ r 
1 1 1 

Empleando los datos de la tabla 4.2, se obtuvo 

Entonces 

0.21 
0.34 

0.63 

y 

0.29 + o.6ae + o.29e2 = o 
1 :l. 

Las soluciones de esta última ecuación son -0.53 y -1.88, por lo 

t.anto 

e
1 
= -o. 53 . 
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-ABLA 4.2: PRIMEr\l-'1S DTFEF,Et-IC!f'.lS DE LAS OB::1EfWACI01'1ES DE UN F'F-OCESO 
CUYA REPRESENTAClON SE IDENTIFICO COMO ARMA!l.ll. 

1 2 3 4 5 7 8 9 llZ1 
--- : ----------------------------·---------·--·--·----·--------·-·-------- -· 
Wt : 1.027 1.980 2.101 2.376 1.718 -0.319 -1.002 -0.338 -0.644 -0.813 
--:-------·---------·--------------·------------------------·-----·---------------------

11 12 14 16 17 18 19 20 
---- ¡ -----·-·----·--·- ---- -----·--·----- -· --·------·-·-- -··----···-.,·-·----·-·-- ------------··-· -- ·------·- --··-·-·-···---·-··--·--·-·--·-

t :-0.095 2.292 2.151 -0.160 0.931 2.572 1.238 0.594 1.034 0.571 
--l-·-----------------·----·-----·---------·--------------·---·---·---------~---------------------· 

t 21 23 24 25 26 27 28 29 30 

---:--------------------·-----------------------·-------·--------------------
t : 1.591 0.818 -0.303 0.143 -0.541 -0.506 -1.035 -2.157 -1.218 0.140 

-~--:--------------·---------------------------------------·~---·--------------------
t 31 ....;. .. ::_, 34 35 36 37 :SS 39 40 
-~--:--------------------------------------------------··---·----·--------------:t : 0.685 -2.124 -2.863 -1.662 -2.039 -1.692 -0.739 -0.915 0.749 1.839 
---:--------------------·--------------------------------------------------------· 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

4--:--------------------·--------------------------------·------------------
Wt l 0.825 0.586 -0.564 -2.387 -1.383 ~.088 1.185 2.253 0.483 -2.164 
-------------------------------------------
' 

-\ 1 -



IV. 2) ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL. 

En esta sección se atacara el problema <..!"' "'slimación empleando un 

método muy usual de la estadística paramél!'ica: el mét..odo de 

máxima verosimilitud, el cual provee estimadores con ciertas 

propiedades óptimas, es 

asintót..icamente eficient..es, 

decir, 

ópt..imos 

es t..i mador es 

asintót..icamente 

consistentes en error cuadrát..ico medio, entre otras. 

IV.2.1 FUNC!ON DE VEROSIMILITUD DE UN PROCESO ARIMA. 

que son: 

normales, 

En primera instancia const..ruiremos la función de verosimilitud 

para el caso de un proceso ARIMACO,d,q), de la cual por analogía 

se desprenderá la expresión para el caso general y el 

correspondiente método de estimación. 

Sea 

(z 
l 

z~ =Cz
1

, .•. ,zN) el vect.or de observaciones de un proceso 

t.e~) cuya representación es ARIMACO,d,q). Sea w~ =Cw
1

, .. ,Wn) 

t.al que 

w 
l 

t,=1, .. ,n Cn=N-d) 

En est,os t.érminos 

donde 

u - e u -e u - .. . -e u l i l - i 2 l - 2 q l-q 

w 
l 

E[w l 
l 

(4. 2. 1) 

Si suponemos que ul se dist.ribuye como una normal con media cero 

para t,oda t,, ent.onces las w's t.ambién son normalment.e dist.ribuidas 

con función de densidad de probabilidades conjunt,a dada por 

-\l.-



con 

pCw ¡e,O' ,µ)=C2rro 2 )-n/z p.¡<o,q> ¡1
/

2 exp [ 
n u u n 

v,. M'º·q• w 

-n~n~~~-n] (4.2.2) 

2 0'2 
u 

-1 
2 

<Y 
u 

la matriz de covar i anzas de w 
n 

Para 

simplificar el problema supondremos µ=O, con lo que wt=wt. 

La hipótesis dislribucional hecha sobre las u's implica que 

pCu !o-2 
) 

t u 
(4. 2. 3) 

Enlences la función de densidad conjunta del veclor de choques: 

alealorios u'=Cu , ... ,u) es 
1-q n 

[-~] 
2cr2 

u 

C4. 2. 4) 

El siguiente paso es ulilizar C4.2.4) para encontrar la estruclura 

de C4. 2. 2). Para ello consideremos el sislema de n+q ecuaciones 

que se deduce del modelo C4.2.1), eslo es, 

u = u 
1-q 1-q 

u u 
-1 -1 



Si 

u = u 
o o 

u = w + e u + e u + ... + e u 
1 i 1 o 2 -1 q 1-q 

u = w + e u + e u + ... + e u 
2 2 1 i 2 o q 2-q 

u= w +e u +e u + ... +e u 
n n 1 n-1 2 n-2 q n-q 

recursi vament-e expresamos cada u. C i.=1 , .. , n) 
l 

del 

t,érminos de ent-onces el vect-or u 

expresado como 

u Lwn+ Xu* 

(4. 2. 5) 

sistema en 

puede ser 

(4.2.6) 

donde L es una matriz de Cn+q)xn y X Cn+q)xq cuyos elementos son 

función de los elementos de e. 

Para const-ruir la función de densidad de probabilidad deseada 

consideraremos la expresión C4. 2. 6) como t-ransformaci6n. Puede 

deducirse facilmente que el jacobiano de la transformación dado 

por 

es igual a la unidad. Por lo tanto aplicando la técnica de cambio 

de variable en C4.2.4) se deduce 

pC w , u 1 e, o-
2

) 
n • u 

e 2rra~) -(ni"q)/2 exp [ (4. 2. 7) 

con 

-1 C\-



sce,u.,) CLw +Xu)'CLw +Xu) 
• f1 • 

Sea n,. el vector que minimiza a sce, u.,). entonces 

sce, u,..) SCél) + Cu., - Q,..) 'X' X cu,.. - ú,..) C4.2.8) 

donde $($) CLw + XG) 'CLw + XÚ.,) 
n "' n 

(4. 2. 9) 

Sustituyendo C4.2.8) en C4.2.7) se tiene que 

] ] C4. 2.10) 

Como pCw ,u.,¡e,a
2

) 
n u 

en t. onces 

C 2rra~) -q/
2 j X' X j u 2 

A A 

exp[- Cu -u ) ' X' XC u -u ) .. .. .. .. ] 
2a

2 

(4. 2.11) 

u 

y 



C 2rra2) -n/2 1 X' X ,-1/2 exp (4.2.12) 

Cabe destacar que en la deducción de (4.2.11) y (4.2.11) se tomó 

en cuenta el hecho de que la runción de densidad de u.dado wn, e 
y O' • es de la rorma 

u 

e 2rra2) -q/2 I E¡ -1/2 
u 

De (4.2.11) podemos notar 

condicional de u• dados w ,e 
n 

comodidad por 

entonces 

que 

y 

Por lo tanto de C4.2.9) se deduce 

SC8) 
n 
r; [u )2 

t 
t=i-q 

Por lo tanto de (4. 2.12) y C4. 2.13) 

A 

u. 
2 

O' • 
u 

1-epresenta la esperanza 

la cual denotaremos por 

(4.2.13) 



C2rra )-n/ 2 ¡x•x¡-uz 

exp 
n 

E cu l 
l 

t=1-q 

(4. 2.14) 

Si comparamos esta última expresión con C4.2.2), se puede deducir 

que 

y 

Hasta el momento se ha considerado que los parámetros e y a 2 son 
u 

fijos. De acuerdo con la definición de función de verosimilitud, 

esta va a estar dada por 4. 2.14 invirtiendo en esta expresión el 

papel de los parámetros, es decir, considerándolos variables. Por 

lo tanto la función de verosimilitud asociada al proceso es 

Lee. a 2 lw) 
u n 

Para el caso z 
N 

C4.2.16) 

es generado por 

ARIMACp,d,q), 

general en 

su función 

que 

de verosimilitud asociada 

un proceso 

t..iene una 

est..ruct..ura similar a C4.2.16), es decir, 

LCil!, e, cl¡w) = C2rra2 )-n/2 p.f<p,ql 1 i/2exp[ 
u n u n 

-SCil!, $)] 
C4. 2. 15) 

2a2 

u 

donde 

_., 1-



n 

SCili,8) E Cut lw,.,. iP, 8)
2

= E Cut )
2 

t=-00 l=-00 

Para efectos de la estimación de los parámetros. podemos: 

considerar equivalentemente el 1 ogar i tmo natural de 1 a función de 

verosimilitud, en cuyo caso general CC4.2.16)) resulta ser 

1 e ¡p • e, az 1 w ) 
u n 

donde 

f(ili,8) 

SCili,8) 
f(il!,8) - Cn/2)lnaz -

u 20'2. 
u 

,.. ,.. 
Así los estimadores máximo verosímiles '11, 8, 

"z 
Cf 

u 

(4.2.17) 

del modelo ARIMA, 

serán aquellos que maximicen C4. 2.17). En primera instancia, si 

derivamos C4.2.17) respecto a 

,.., 2 
Cf 

u 

SCJP,e) 

n 

2. 
Cf • 

u 
ent.onces 

que es el est.imador máximo verosímil de la varianza de ut. 

C4.G.1tD 

Un hecho import.ant.e para la estimación de w y de e, es que para n 

suf!cientement.e grande, el t.érmino fCw,e) es por lo general 

dominado por SC <.!', 8) /20
2

, por lo que los es ti mador es que 
u 

minimizan a SCili,8) son una buena aproximación a los de máxima 

verosimilitud. 

IV.Z.2. MINIMIZACION DE SCw,8). ,.. 
En esta subsección, nos abocaremos a encont.rar <.!' y e que minimicen 

la función de la suma de cuadrados de las luJ 's, estimadores a 



los que se les denomina de "Mínimos Cuadrados". 

En el caso general, las w's se comportan de acuerdo a un modelo 

ARMACp,q), es decir. 

i!'CB)w = 8CB)u , VL 
l l 

C4.2.19) 

modelo que como vimos en el capítulo ant.erior puede ser expresado 

en términos de los choques aleatorios del proceso, es decir, 

Ci + 'l' 8 + 'l' 8 2 + .... )u (4. 2. 20) 
i 2 l 

Como el proceso es estacionario <'l' ) 
n 

Liende rapidamente a cero, 

por lo cual para cierta Q, <'l'm) para ~Q podrá ser considerada 

despreciable. 

modelo 

Por lo tant.o C4. 2. 20) podrá ser aproximado por el 

w 
l 

Ci + '11 B + '11
2

8 2 + ..... + '11 Bci)u 
i Q l 

(4. 2. 21) 

que corresponde a un modelo MA(Q.i. 

aproximación Liene 2 fines. 

El hecho de ef~ct.uar est.a 

i)S(i!i,8) para fines práct.icos, podrá ser susLiLuida por la suma 

finiLa 
n 
E (U )2 

l 
t=i-Q 

2)La suma ant.erior puede ser calculada. 

En esLos Lérminos, el problema se reduce a enconLrar ~= Cw,e) Lal 
~ k 

que minimice la suma anLerior. Para enconLrar esLe ~ ElR Ck=p+q), 

se aproximará ru,J por medio de series de taylor alrededor de ~0= 
C~1 • 0 , .••• ~k.o)' es decir, 



" [u l 
t 

(u l - E C(3 - (3. )x , l 1-Q, .. ,n (4. 2. 22) 
l . o i=1 \. \. ' o \. ' l 

donde 

[u ) 
t ·º 

y 

{} [u ) 
t 'o 

X. 
e , t 

Si [lE:molamos con X a la mat.riz 
<n+Q>xk 

de el ement.os 

entonces el sistema C4.2.22) puede ser expresado, como 

rx. J • c,t 

[u J xcr - ~º) + [u] C4.Z.23) o 

donde 

[ [u ) ] [ [U l ] [u ] 1-Q,O ( uJ 1-Q 
y o [u [u 

n,o " 

El modelo C4.2.23) tiene la estructura de un modelo de regresión 

lineal múl tiple , del cual es conocida 1 a manera de calcular el 
A 

estimador mínimo cuadrálico (3, aunque como veremos más adelante 

este cálculo se tendrá que ef'ectuar de una manera iterativa. 

para ello necesitamos primeramenle, una mélodo para calcular 

y X, a lo cual nos abocaremos en las siguientes subsecciones. 

IV. 2. 3. METODO DE PRONOSIT CO HACIA A TRAS PARA CALCULAR [ uJ. 

Pero 

[u J 
o 

En esta subsecci6n como su nombre lo indica, se describirá un 

método numerico para calcular la esperanza condicional [uJ de 

cualquier proceso ARIMA, esto logicamente a partir de los valores 

- B o -



observados del proceso. 

Puesto que el proceso {wt: tEZ) es estacionario y el 

distribuye conforme a una normal, el modelo 

vector w se 
n 

<l\CF)w = 8CF)e 
l l 

donde F es 

estructura 

subsecci6n 

tal que Fjw = 
l 

probabilística 

6.4.1) y 

w . CFju = 
l + J l 

que C4. 2.19) 

por ende 

C4. 2. 24) 

tiene la misma 

Box & Jenkins 

son estocásticamente 

equivalentes, es decir, describen equivalentemente el proceso en 

estudio. 

Si en C4.2.19) y C4.2.24) tomamos valores esperados condicionados 

a~ y w. 
n 

obtenemos respectivamente, el conjunto de ecuaciones 

<l\CF)(wJ = ecnre J 
l l 

donde (wtJ = wt para t=1, .. ,n y es el pronóstico hacia atrás para 

t50. Dos características muy .importantes de este conjunto de 

ecuaciones son: 

C4.2.25) 

O para j>Q-1 

Estas características s6n claras, ya que a partir de los periodos 

sefíalados en cada caso, se hace nula la dependencia estocástica 

con w. 
n 

Las tres expresiones anteriores proveen todos los elementos para 



estimar [uJ, uLilizando el siguiente algoritmo. 

Primeramente debe calcularse 

recursivamente la expresión 

[e. l • 
• [W. ) + $ [e ) + 

p L+p 1 L+t 

n-p, ... , 1 

Para iniciar la recursión debe suponerse que 

[e l [e J = O. 
n-p+ t n-p+q 

empleando 

(4. 2. 26) 

El pronóstico hacia atrás, 

recursi vamentE;, 

[w l, 
o 

[w_QJ, se calcula empleando 

[ w. J • Ce. l + • [w. J + ... + • [w. J 
l. i \.Ti p L+p 

e [e. J , i 
q l. +q º·· ... -Q 

e ¡e. J 
1 \.+ !l 

(4. 2. 27) 

y considerando ~l resultado C4.2.25). Cabe señalar que Q debe ser 

tal, que [w_Ql se considere despreciable. 

Finalmente el vector 

recursiva de 

[u. l [ w. l 
• • 

[ ul es obten! do, mediante el 

. ....... + e [ u. J • i =1 -Q • . . . • n 
q •-q 

y mediante el empleo de nueva cuenta de C4.2.25). 

cálculo 

C4. 2. 28) 

Para poder emplear el algoritmo anterior, es necesario haber 

11 evado a cabo una apr oxi maci ón i ni ci al de los par ámelr os, par a 

ello se puede emplear la metodologia de la sección IV.I. 
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Para ejemplificar esta metodologia consideremos los primeros 20 

valores de la tabla 4. 2. La estimación inicial de los parámetros 

del modelo fué 

~o C0.34,-0.53) 

así considerando e
20 

O y empleando 4.2.26 , entonces 

4. 3) 

e = [w l - 0.34[w l - 0.53(e l = 0.84 
1.9 1.9 20 20 

Por C4.2.25) O y empleando C4.2.27), entonces 

lw l = 0.34[w J - 0.53[e J = 0.3 
o l. l. 

0.34[w J =O 
-9 

Cver tabla 

Como lw_4 l~ O, entonces Q = 4 y el 

considerando C4.2.28), se inicia con 

proceso hacia adelante, 

[u l 
-!I 

[u ] 
-2 

[u l 
20 

[w l 
-9 

o. 01 

[w l - 0.34[w l - 0.53[u J = 0.03 
-2 -9 -~ 

[w J - 0.34[w l - 0.53[u 1 = -0.11 
20 1.9 1.9 

Con lo que para este ejemplo, finaliza el proceso recursivo 

obteniéndose [uJ, cuya expresión puede verse en la tabla 4.3. 

IV.2.4. ESITMACION NUMERICA DE LAS DERIVADAS. 



-A:LA 4.3: CA!.CJ!.O D=L VE~-uq [U) ,, PAqTJ R DE LAS fRlHEF.AS 20 D l FERE!lC l éS 
OFSERVAD!.S DE l!N f'ROSESD ARI~A'. I, 1, 11 

------- --- -------- ---- ------ - ----------------------- -----------------------------------------
[Ut] -0.53[Ut-1) -P.34cllt-J] [WTJ -o.31:wt+1J -0.53[et+!J [et] 

----------------------------------- --------------------------------- -------------------------
-4 e.o• Uíl o.~o 0.0~ U0 J.ee u~ 

-3 O.O! 0.00 ue 0.01 -MI 0.!0 ue 
-2 U! 0. eo o.oc o. 03 -0.0l 0.00 ue 
-1 1,e') -U! -~. í'.1 ~.In -0. le 0.00 Uo 

e.22 -e .e4 -0.00 0.30 -ü.35 o.o~ e.oe 
---------------------------------------------------------------------------------------------

0.81 -o' 12 -0.j\} 1.0272 -0.67 -0.45 -0.13 
1.20 -o. io -B.35 1.9797 -o. 71 -0,1,; e. 85 
0. 79 -i.64 -~.67 2 .1011 -e.81 -0. 51 "'78 
1.24 -G, 42 -e. 71 2.3763 -o. 58 -0.83 E.9b 
0.25 -0.66 -e.a: 1. 7176 0.!J -0.26 1.56 

-1.E·í -U3 -e. 59 -0.3186 0, 34 B.47 ue 
-0.3!0 e.e5 0.11 -i.e025 B.12 -0.01 -0. 9e 
U9 0.18 G.34 -0. 3383 6.22 o. n 0.02 

1 -0.63 -C. :E e.12 -c..6'41 0. 28 e.11 -C.25 
rn -0.26 0.33 0. 22 -0.8132 0.03 e. 57 -0.21 
11 0.3'.( 0.14 t.28 -0.rm -e.JB -ue -1.07 
12 2.15 -6.17 0.03 2.2915 -0. 73 -J.19 0. 37 .. !! 'l"I' -! '! ~ -~.:e ~.!5!2 ~.~' ~.r., 7. 24 " 
14 -U! -C.12 -•. 73 -B.16ol -0.32 0.40 -~.~7 

15 1.52 <. 54 0.05 0.9309 -0.87 -0.62 -L7ó 
lb J. 45 -LB! -B.32 2. 5722 -\;.42 -0.61 1.55 
17 -0,4e -0. 77 -0.87 1.2376 -0.2(l B.11 1.14 
18 0. !9 0.2! -0.42 0.5936 -0.35 -0.45 -0.20 
19 0.63 -Ul -0.20 U338 -3. 19 e.ea 0.64 
20 -0.1! -~. 33 -0.35 0. 5707 0.00 

---------------------------------------------------------------------------------------------



' . -~ 

En est.a subsección describiremos un mét.odo fácil de comput.ar, para 

calcular las derivadas xL,t involucradas en el proceso de 

est.imaci6n mínimo cuadrát.ica de ¡3. El algorit.mo para efect.uar est.e 

cálculo es el siguient.e. 

1) Calcular [ut ¡wn,¡3
0

1 para t.=1-Q, ... , n, mediant.e el 

pron6st.ico hacia at.rás. 

2) Calcular empleando la misma met..odologia 

donde 6 

mét..odo de 

3) En los t..ér mi nos ant.er i ores la apr oxi maci 6n a cada derivada 

xL.t Ci.=1. .. k ; t..=1-Q,. .,n) está dada por 

:>\,l = < [ ul l "t'f. l\ .. o ~ · · · f1\.,ü' · · '(ll~.o J -

C4. 2. 29) 

Si suponemos a 6 dada de ant.emano, una primer a apr º"i maci ón al 

mínimo de la suma de cuadrados SC/3) surge de la expresión 

C4. 2. 30) 

que es el est..imador de mínimos cuadrados del modelo C4.2.23). 

Sea 



Con este valor se iniciará de nueva cuenta el proceso. Procediendo 

iterativamente, este proceso finalizará hasta cierta m tal que 

siendo 

f' ~(ml • 

el es ti mador que mi ni mi za a se (1) . 

Una situación problemática se presenta cuando SC(1) tiene más de un 

mínimo, por lo cual el valor obtenido mediante la metodología 

anterior pudiese ser unicamente un minimo local. Así, de ser 

posible, una gráfica de SC(1) nos ayudaría a solucionar una 

situación de este tipo. 

Empleando los datos de la t-abla ' . '*· ... •• ~i 

J --
m.§.t.odo de pronóstico 

hacia atrás, se efectuó el cálculo de las derivadas x , inician-
.... :l, l 

do con e
0
= 0.49 y ó = 0.01. Los resultados de esta primera itera-

ción se muestran en la tabla 4.4. Asimismo. empleando C4.2.30) se 

obtuvo 

0.187 

por lo que 

;3<~>= 0.64 

Después de 4 iteraciones el proceso convergió, obteniéndose 



TliE<L r'.i 4, 4: Cl'iLCIJLO l~UMEfU CO UF Lí-'1:3 DFIH 1/(;DIYo 
DE LOS DATOS DE l-<'1 H1BU'1 4.) 

t [Uti0.'l91 X 1., t 

0 r1. 2·1 PJ. ~'t --0. 39 
-0. 4¡~ .. -0. 28 -~). 28 -fi,1.44 

2 --0. 30 --0. ·~4 -(1.'M \7).07 
~ -0.2(1 --0.42 "'º. 4~' 0 .47 .. _. 
'l 1.00 [1. 8(·) o. 7'1 CLé,:J 
5 -0.20 ((J. 1 '7 0.20 -0.47 
6 -0. H1 --o. C'IJ 0.00 -0. 4:5 
7 ('.]. 60 0. r~0 0 .. ol!) --0. 2.t 
8 -0.::.0 -0.01 ('.). (~0 ·-0. 70 
9 -0.10 -0. 10 -0.Hl -0.34 

10 -0.30 -0.~~ -··!'.L 35 0.07 
11 ((). 70 0. 53 0. 52 0.32 
12 -0.20 0.0é:. ~;j. 86 -Ql.37 
13 0.20 0.2:: 0.23 ---0.24 
14 0.00 0. 11 0. 1:::: --0. :55 
15 --0 .40 -0.:::.5 --0.34 --0.29 
16 0.30 0.13 o.i::. 0.20 
17 -0.10 -0.04 -0.04 -0.0::. 
18 0.20 0. J 8 0.18 0.02 
19 -0.60 --0. 51 -0.51 -0.17 
20 0.30 0.05 (ij .0~1 0.42 
21 0.30 0.32 0.32 0.16 
.. ::._ 0.00 0.16 0.16 --0. 24 
23 IZl.10 0. 18 IZI .18 -0.28 
24 -0.10 -0.01. -0. 0l --·0.32 
25 0.2v1 0 ~ 19 C .. :2C,j -iii.J.:J 
26 -IZl.20 -0.11 --0.10 -0.27 
27 -lil.10 -0.1.5 -IZl.15 --0.03 
28 -0.30 -0.37 -lil.38 0.14 
29 0.80 0.62 0.61 0.44 
30 -0.30 0.00 0.01 -0.40 
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¡e's>_ e'4) 1 0.00016 

con 

e' 4 )= 0.707 

FinalmenLe el modelo idenLificado como posible represenLación del 

proceso que generó los daLos de la Labla 4.1, después de 

esLimado el parámeLro, es 

w =u - 0.707u 
L L L-1 

IV.3. REGIONES CONFIDENCIALES PARA~. 

La esLimación punLual del parámeLro ~ no _basLa para inferir 

esLadísLicamenLe acE:?rca de su valor verdadero. Para que esLa 

esLimación Lenga valor, es necesario consLruir una región de 
A 

confianza, es decir, una región al r edi::dcr de {?, que con t .. en~~ al 

verdadero valor del parámeLro con cierLa seguridad. 

menLe esLa idea se expresa como 

A 

p[~L- d < ~.< ~L+d) 1-ot , para i 1, ...• k 

donde a 1-ot se le denomina nivel de confianza y Lal que O<ot<1. 

En la inLroducción de la sección anLerior se mencionó que 

los esLimadores máximo verosimiles Lienen propiedades ópLimas 

desde un punLo de visLa esLadísLico. Una de esLas propiedades es 

que bajo cierLas condiciones de regularidad de la función de 

densidad conjunLa pCwn I~· a~), ~ es asinLóLicamenLe normal con 



media (3 y maLriz de varianzas y covarianzas 

información) dada por 

Jf 

En el caso del proceso ARIMACp, d, q) y 

despreciable, 

0'2 1 w ) -e n/2) 1 na2 
SC(j) 

lC(j, 
u n u 20'2 

u 

Entonces 

021((3, 0'2 1 w ) 
0

2scrn u n 

[ ] ( 1 /20'2) 

a f3f3' 
u a f3f3' 

CmaLri:i de 

C4. 3. D 

suponiendo fC<k, e) 

(4. 3. 2) 

Por lo tanto aplicando C4.3.1), C4.3.2) y para una muestra 

considerablemente grande 

é12SC~) # st(3) 

r 
......... ----

b (32 
b (31 a (3k 

""'2 
i 

VC(3) ~ 

ªº 
.................... 

u b2SC~) ....... 
b (32 

k 

C4. 3. 3) 

Para obtener esta matriz es necesario evaluar SC(3) por medio del 

vector Cuj~. w
0
J, obtenido mediante el empleo da la técnica de 

pronóstico hacia atrás. a 2 es obtenida mediante el empleo de 
u 

C4. 2. 18). Las segundas derivadas de SC(3) pueden obtenerse, 

- 8"\-



siguiendo un método análogo al de la subsección IV.2.3. 

Para cada i, f!i se distribuye aproximadamente normal con media (1i 

y varianza VC{1i) dada por el i-ésimo elemento de C4.3.3). En es

tos términos 

~ NC0,1) 
EEC(1. ) 

l 

donde 

e ve~.) 11/2 

l 

Considerando 

p[-c < < c J 1 - C( 

donde c es el cuantil 1 - a de una distribución normal, una 

región del C1-C()~ de confianza para (1i, está dada por 

C4. 3. 4) 

Para el proceso cuyas observaciones se presentan en la tabla 4.1, 

se efectuó el proceso de estimación de una región de confianza 

para e. Los elementos para estimar la varianza de e se presentan 

en la tabla 4.5 

-"'-º -



TABLA 4.5 
A 

SC8) ASC8) 

0.707 3.019 -0.0005 

0.72 

0.73 

3.02 

3.022 

-0.00019 

14. 128 .0707 

Empleando los resultados de la tabla 4.5 se puede deducir 

EEC8) 0.12 

Por lo tanto un intervalo del 95% de con~ianza para e es 

o. 5 < e < o. 9 . 

IV. 4. ESTIMACION CASO ESTACIONAL. 

Antes de ~inalizar el presente capítulo es importante sefialar, que 

en el caso estacionalt de igual manera que en P.l ca~c de modelos 

no estacionales, los estimadores máximo verosímiles de los 

parámetros del modelo, pueden ser aproximados por aquellos que 

minimicen la suma de cuadrados correspondiente, asociada a la 

~unción de verosimilitud del proceso, y la cual también puede 

expresarse como 

ser. w. /.J., e) 

donde 

n 

E [u l 
2 C n=N-d-sD) 

l 
l=-00 

(4. 4.1) 



con 

y y.='íld.v11z., para i 
l l 

1, .... ,n. 

El méLodo de minimización de la suma de cuadrados descr i Lo par a 

el caso de modelos no esLaci onal es, es Lambi én ext.endi ble al caso 

de modelos estacionales, considerando en los métodos de pronóstico 

hacia aLrás y de estimación de las derivadas asociadas a la 

aproximación de [utJ' la esLrucLura correspondiente a esLe Lipo de 

modelos. Por ejemplo, si consideramos el caso MAC1) estacional 

cuya representación esLá dada por 

z u -t.u , 
t i t-G 

(4. 4. 2) 

las ecuaciones para el cálculo del pronóstico hacia aLrás para 

obtener [utl, esLán dadas por 

[u l [ z l + t. u 
t l i t-s 

(4. 4. 3) 

y 

le l [z i + t. e 
l t i lTB 

C4. 4. 4) 

En esLe caso 

[u . ) 
-l 

O , para i>s-1 

y 

[e_, O , para i~O 

-C\1.-



Para el presente ejemplo, [utl puede aproximarse por medio de 

[u ) [U l + CD. - D. )X 
1,l f 

Vl (4. 4. 5) 
l t,0 i i,O 

donde 

a [U l 
l,O 

xi.,t 
a [D. ) 

i 

efectuándose el calculo de las derivadas conforme al método 

descri lo en la subsecci6n IV. 2. 4. El valor i ni ci al D. i,O puede 

oblenerse da la fu11ci6n de aulocorrelaci6n mueslral respecliva. 

Los intervalos de confianza de los parámetros del modelo, pueden 

obtenerse suguiendo la misma mecánica de la secci6n anlerior. 



V. IDENTIFICACION DE MODELOS ARIMA. 

En este capítulo trataremos el problema de 1·econocer entre 

todos los posibles modelos ARIMA, aquél que represente mejor al 

proceso estocástico generador de un conjunto dado de observaciones 

{zl; t=1, .. ,N). Este reconocimiento implica especificar el orden 

del modelo ARIMA, es decir, especificar el valor de p y de q y 

del grado de diferenciación "d", sin olvidar que en el caso 

estacional deberá especi.ficarse el grado de di fer enci aci 6n 

est.aci anal "D". 

Los métodos que aquí se presentarán, orientados a resolver el 

problema de idenU!'icación son 3: el método de Box & J enk i ns, el 

mét.odo de los arreglos R y S, y el método de la .función de 

aut.ocorrelación muest.ral extendida CFAME). Todos es·Los mét.odos 

tienen su fundamento en la teoría de realización de un proceso 

est..ocást.i co. 

El mét..odo de Box & Jenkins es el que tradicionalmente se present.a 

en la bibliografía de series de t..iempo y tiene la desventaja de 

depender del buen juicio y experiencia del invest..igador. Los otros 

2 mét..odos tienen su origen en t..rabajos más recientes, como lo son 

los de Margan y Houst..ón (1978) en el caso de los arreglos R y S y 

los de Tiao y Tsay (1984) en el caso de la FAME. 

V.I. METODO DE BOX & JENKINS. 

La met..odología propuesta por Box & Jenkins para determinar los 

valores de p. d y q de un modelo AR! MA y 1 os órdenes 

correspondient..es a modelos est..acionales, consiste básicament..e en 

el reconocimient..o de pal.rones de la .función de autocorrelación 

teórica CFAC), a partir del comportamient..o observado de la .función 

de aut..ocorrelación muestra! CFACM). Cabe destacar que la t..eoría 

que f'undament..a est..e mét..odo present..a unicidad en los casos de 

ident..if'icación de represent..aciones AR y MA, no así en el caso 

mixto. 



V. I. I. I DENTI F'I CACI ON DE UN PROCESO NO ESTACIONARIO y 

ESPECIF'ICACION DEL GRADO DE DIF'ERENCIACION d. 

En el capít.ulo II se mencionó que lo más común en la práct.ica del 

análisis de series de t.iempo, será la observación de procesos no 

estacionarios caracterizados por un comport.amiento inest.able de 

sus momentos. 

Para ilust.rar el patrón t.ipico de comportamient.o de los procesos 

no est.acionarios, consideremos el caso particular ARMAC1,0) cuya 

función de autocorrelación es 

p.= ¡¡;j 
J 1. 

Si el proceso es no estacionario entonces, lliP:1.ll"=1. lo que a su 

vez implica que la norma de la función de autocorrelación se 

incrementará con el tiempo ó permanecerá igual. 

sea un punto interior del círculo unitario 

En el caso que !Pi 

y muy próximo a 

su frontera, la función de autocorrelación tendrá un 

lento y de t.ipo lineal. 

decaimiento 

En la práctica, un pat..r6n de comport.;::imient.o no c::t~ciooaric. dt:L~rá 

ser identificado a través de la F'ACM del proceso observado. En la 

figura 5.1 puede observarse la F'ACM de los datos de la tabla 5.1, 

cuyo patrón es tipico de un proceso no estacionario, ya que el 

decaimiento es rent.o y de tipo lineal' indicativo de que las 

rafees de la función de transferencia del proceso están muy 

próximas al circulo unitario. 

En la sección III. 5 correspondient.e a los modelos ARIMA, se vió 

que la manera usual de remover la estacionariedad, es mediante las 

diferencias entre observaciones contiguas del proceso; esto es, 



TABLA 5.1: SERIE DE TIEMPO CON 24 OBSERVACIONES. 

t 4 7 8 1.0 

Zt : 22.7 32.~ 46.6 54.6 65.1 76.4 87.3 98.1 107.9 116.7 
-·-·-l·----·--·-·-------·-··-----·-···-·---·-----·-·--·--·-·-----·--

20 

Zt 1124.7 133.7 144.4 154.8 165.6 175.6 184.7 194.7 204.7 215.~ 

-----·-·: -·-··-·--···- ·-·-·--·--·-- --· -·--·-····· - ·- -··-------·--·-.. ····-·-----·--·--···--·--·- ... --·----· -··--···--·- -·--·-·--·-·-·--···-----
Zt 1225~5 234.7 246.2 258~5 
----·-·: -------·---·---·----· ... -·--·--- ·----- -···--·--·----------··-····<•-····--··- --------------·--------------·---------·----·-·----·---·----· 

TABLA 5.2: OBSERVACIONES DE UNA SERIE DE TIEMPO 
DURANTE 20 PERIODOS 

t : 1 -:..· 5 6 7 B 9 10 
---:----------·------·--·---------·--------·-----···-··------·----·---------------
Zt : '1.2 5.8 7.6 2 .. 7 

t : 11 12 13 14 15 1.6 17 JB 19 20 
--·-1·---·----·----·-·--·--·------·----------------·-·-----------·-------------------
Zt / 3.b :s. 2 7 .. 1 EL3 8.G 6. 8 5.0 6. Vl 7. ¿, 
-·---: -·---·--····"- "''"·•···········--········--·-·----·-·--·-···------·····---·---·-·-·--·---·-·------·---·-----------------·-
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donde {wt:tG<!) es un proceso estacionario. En estos lérminos, la 

manera de especificar el valor de "d", es a través de la 

observación del palrón de comporlamienlo de la FACM en la primera 

diferencia, en 1 a segunda di fer enci a, y así sucesi vamenle hasta 

observar un palrón que presente rasgos de eslacionariedad. d será 

igual al número de diferenciaciones del proceso observado, 

necesarias para lransformarlo en un proceso eslacionario. 

En la figura 5. 2 puede observarse la FACM de las primeras 

diferencias de los dalos de la tabla 5.1, cuyo comportamienlo 

exhibe un palrón de eslacionariedad, razón por la cual puede 

inferirse que d=1. 

V. 1 . 2. I DENTI FI CACI ON DEL ORDEN DE UN PROCESO MA. 

En la sección III.3 , se vi6 que un proceso MA(q) 

limitada a q periodos, hecho que se refleja en el 

ti ene memoria 

compor lami en to 

de su FAC (expresión 3. 3. 16), la cual es cero para periodos 

mayores a q. Son precisamente las caracleríst.icas de esta FAC 

las que dan origen al siguiente criterio de r econoci mi en to 

y especificación del orden de un proceso MA: 

Si q es el mínimo valor tal que p j = O para j>q. En t. onces 

el proceso <zt:te2) tiene una representación MACq). 

En la práctica de nueva cuenta, este reconocimiento y esta 

identificación debe realizarse a través de la FACM, e~ así que es 

necesario contar con algún criterio práctico que nos 11 eve a 

a concluir que pj = O para alguna j. Para ello es de enorme 

importancia un resultado debido a Bartlett (1946), en el cual 

da una expresión de la varianza de r j bajo el supuesto de que el 

proceso es normal y tiene una representación MACq). El resultado 

es el siguiente: 

ver.) 
J 

- q z (1/N){l + 2 E pi) 
t=1. 

(5.1.1) 



De este resultado se deduce un criterio para confrontar las 

hip6tesis, H
0

: pi= O vs. 

rechazar H
0
Chipótesis 

Ha: pj:$: O. Este crl t,E>rio cs. el siguienle: 

nula) ~1 nivel de significancia a, si 

1 q 

1 1 > { 1 "" ..., r . ) t/2 rJ. c -- + '" L.. 
C N)1

/
2 

i=1 J 

(5.1.2) 

donde c es el cuantil 1-a de una dislribución NCO,i). En los 

paquetes actuales orientados al análisis de series de tiempo, la 

FACM se presenta acompañada de la región de rechazo para j=1, Z, 

3 .. , lo que facilita la inferencia acerca del patrón observado. 

En la figura 5. 2 puede observarse como unicament..e r
1 

es 

signicativamenle distinta de cero considerando a=O. 05, hecho que 

nos lleva a inferir, de acuerdo con el anterior criterio, que el 

proceso generador de los dat..os de la tabla 5.1 tiene una 

representación del tipo 

Vz Cl - e )u 
l 1 l 

V.1.3. IDENTIFICACION DEL ORDEN DE UN PROCESO AR. 

Al introducir en el capítulo anterior el concepto de proceso 

autoregresivo vimos que para el caso ARC1) estacionario, la FAC 

tiene un decaimiento exponencial después del primer periodo. En 

el caso ARCp), las condiciones de la FAC para J>p son dictadas por 

la ecuación en diferencias 

C1 - \P B -
1 

o C5.1. 3) 

la cual no es otra cosa que una reexpresión de C3.Z.17) y cuyas 



condiciones iniciales eslán dadas por las ecuaciones de 

Yule-Walker (expresión 3. 2.16). En el caso en que ARCp) sea 

eslacionario, C5.1.3) deberá exhibir un decaimienlo rápido a cero. 

Para poder establecer un crilerio de idenlificación similar al 

caso MA, es necesario definir el conceplo de función de 

autocorrelación parcial de un proceso AR, el cual se deriva de las 

ecuaciones de Yule-Walker. 

en la siguiente forma 

Estas ecuaciones , pueden expresarse 

[ f: l BCn,0) [ :: l C6.1. 4) 

donde BCn,m) es una malriz de orden pxp definida por 

[ 
pm pm-1 •••• t-

l m-n+:f. 

BCn, nú pmH Pm · · · · pm-n+z 

pm+n-1 pm+n-zº • · · Pm 

En estos términos se de:fJ.ne la función de autocorrelaci6n parcial 

como 

nn 

IACn,O) 1 

¡sen.O)! 
(5.1. 6) 

donde ACn,m) es una matriz compuest.a por las primeras n-1 columnas 

de BCn, m) y con la n-ésima columna formada por V 

Nótese que ¡¡¡ 
nn 

representa la solución de las 

- \00 -



primeras n ecuaciones de Yule-Walker obt.enidas por la regla de 

Cramer, para el últ.imo coeficient.e aut.oregresivo. 

Así, la función de aut.ocorrelación parcial de un proceso AR se 

define como 

nn { jACn, 0) ! 

jBCn,0) j 

si n 1 

si n > 1 

Si el orden del proceso es p, ent.onces: 

1)Si n < p, \Pnn no será cero en general 

p, \Pnn il? no es cero 
n 

3)Si n > p, \P O. 
nn 

(5.1.6) 

Por lo t.ant.o un crit.erio para ident.ificar el orden de un proceso 

AR es el siguient.e: 

Si il1,.,,., = O para n> p. 

represent.ación ARCp). 

Ent.onces el proceso <zl: t.eZ) t.i ene una 

En la práct.ica lz. i'unci6r. d..- '1uLocorrelación parcial. deberá 

est.imarse de los dat.os observados del proceso, lo cual se logra 

sust.i luyendo 

respect.i vas. 

en C5.1.6), las aut.ocorrelaciones muest.r al es 

Quenoville C1949) dedujo, bajo la hipót.esis de que el proceso es 

ARCp), que la varianza de ili,.,,., est.á dada por 

1 
VC\l? ) 

nn n > P 
N 

-\ () \ -



A 

Asimismo, para N suficientemente grande i;!'nn tiene dislribución 

normal. Por lo lanlo, de estos 2 últimos hechos se deduce un 

crilerio para confronlar las hipótesis, H
0

:Tnn =O v.s. Ha:'Pnn:j: O. 

Este crilerio es: 

Si 

(5. 1. 7) 

entonces se rechaza la hipótesis nula. La cantidad c es el cuantil 

C1-c0 de una distribución NC0,1). 

Cabe señalar, que en el caso de un proceso MA, este puede 

escribirse en términos de un proceso AR de orden infinito, de 

tal forma que la función de autocorrelación parcial irá decayendo 

a cero de manera exponencial al irse incrementando el periodo de 

retraso. 

A manera de ejemplo, consideremos los datos de la tabla 5. 2, los 

cuales presentan un patrón autoregresi vo típico, hecho que se 

manifiesta en la representación gráfica de su FACM y FACPM (figura 

5.3). Como podrá observarse, sólo el primer térnúno de la FACM es 

significativamente distinto de cero, vislumbrándose asimismo un 

decai m1. ento exponencial de esta. En lo que respecta a la FACPM, 

unicamente los 3 primeros térnúnos son significativos. Estos hte-

chos llevan a inferir que el proceso generador de los datos de la 

tabla 5.2 es del tipo ARC3). 

V.1.3. IDENTIFICACION DE UN PROCESO ARMA. 

En el caso mixto, la técnica de Box & Jenkins no provee un 

criterio de identificación con unicidad como el de los casos MA y 

AR, si no que la identificación se basa en el estudio de diversos 

\O 2. 
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patrones teóricos de comportamiento, tanto de la FAC, así 

como de la FACP, tratándose de encontrar en 

semejanzas entre estos patrones y los obtenidos a 

FACM y la F'ACP. 

la prácU ca, 

través de la 

En general, los procesos ARMA estacionarios exhiben un 

comporta mi ent.o irregular de las primeras q autocorrelaciones 

de la FAC, para después converger a cero conforme a la ecuación 

o . j > q 

En lo que respecta a la FACP, puesto que un proceso mixto puede 

ser expresado mediante un modelo AR de orden infinito, es de 

esperarse que esta FACP forme una sucesión infinita convergente a 

cero. 

En la tabla 5.3 se presenta un resumen de las características que 

presentan la FAC y la FACP, en los casos MA, AR y ARMA. 

TABLA 5. 3: COMPORTAMIENTO DE LAS FAC Y FACP PARA PROCESOS AR, MA Y 

ARMA 

PROCESO 

AR<p> 

MA<ql 

F'AC 

CONVERGENCIA A CERO, CON 

COMPORTAMIENTO DICTADO POR 

LA ECUAC ION iP<B>p j = O, PARA 

j ~ p 

SOLO LAS PRIMERAS q AUTOCO-

RRELACIONES SON DISTINTAS DE 

CERO 

ARMA<p<ql COMPORTAMIENTO IRREGULAR DE 

LAS PRIMERAS q AUTOCORRELA

CIONES Y DESPUES CONVERGEN

CIA A CERO DE ACUERDO CON 

iP<B>pj = O, PARA J > q 

-\QI..\ ~ 

FACP 

SOLAMENTE LAS PRIMERAS 

p AUTOCORRELACIONES 

PARCIALES SON DISTIN

TAS DE CERO 

SUCESION INFINITA CON

VEROENTE. A CERO 

SUCESION INFINITA CON

VEROENTE A CERO 



V.1.4. IDENTIFICACION DE UN PRCX:ESO ESTACIONAL. 

La metodologia de identificación expuesta anteriormente, puede 

ext..enderse de manera natural al caso estacional. Para ilustrar 

como se da esta extensión consideremos los datos de la tabla 6. 4, 

cuyo patrón de autocorrelación se muestra en la figura 6. 4. 

podrá observarse er1 esta figura, varias autocorrelac.iones 

r.r,r r r) 
.9 u. 12 13 24 

son significat..ivamente distintas de 

Como 

e r • 
1 

cero, 

hecho que nos .indica que el proceso generador de los datos es no 

estacionar .i o. Con el fin de remover la no estacionaridad en los 

datos, se tomaron las primeras diferencias, de las cuales, en 

l.a figura 6. 6, se mues+-ra su función de autocorrelación. En esta 

figura vuelve a notarse , que varias autocorrelaciones Cr
1

, r
2

, 

r 
10 

r 
12

, r 
2
.? son dist..intas de cero, pero un hecho que se hace 

evidente, t..anto en est..e caso., como en el anterior, es que la más 

alt..a correlación se da en los periodos de retraso 12 y 24, rasgo 

caracterist..ico de un proceso estacional de longitud s=12. Este 

último hecho nos lleva a pensar que el proceso generador de los 

datos pueda ser representado por algún modelo multiplicat..ivo 

est..aci onal . 

En la figura 6. 6 se pr<"'.,Pnt.,. l" FAC:M de las difer-encias 

\¡' 1 z 
12 l 

En este caso unicamente r 
12 

es signi:ficati vamente distinta de 

cero, comportamiento que se asemeja a.i de un modelo MAC1) 

estacional. Por otro lado, si se observa la :figura 6.7 CFACPM de 

yt) podrá notarse como unicament..e il'
12

,
12 

y w
24

,
24 

son dist..intos de 

cero, pudiéndose not..ar además, rasgos de un decaimiento 

exponencial a cero de la sucesión {iPka,ka) con k c!N. Estos hechos 

llevan a sugerir que el proceso generador de los dat..os t..iene 

una representación del t..ipo: 

- )CS -
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1 

z = c1 - s12 e )u 
12 t 12 l 

V.Z. ARREGLOS R Y S. 

La metodología de identificación denominada arreglos R y S tiene 

su origen en los trabajos Gray, Houston y Morgan C1978) orientados 

a la estimación espectral. Esta metodología proporciona una 

identificación única de p y q cuando la FAC teórica es conocida y 

además provee una manera de identificar la no est.acionariedad de 

un proceso haciéndose necesario removerla, para poder especificar 

el orden del proceso. Su limitante es que no puede ser aplicable 

a procesos estacionales, teniendo como ventaja respecto al método 

de Box & jenkins, el hecho de presentar una teor5.a de identifica

ción con unicidad para los casos AR. MA y ARMA. 

V.Z.1. I DENTI FI CACI ON DEL ORDEN DE UN PROCESO ARMA CASO 

ESTACIONAR! O. 

En esta subsección veremos cómo construir los arreglos R y S, y 

a partir de estos cómo pueden especificarse los valores de p y 

q, para el caso estacionario. 

operadores R y S. 

Primerament.e se definirán los 

Se.a.1; m, n y h enteros, con n, h > O y f una función con val ores 

reales. También sean 

H [f J 
n m 

H (:f J _ 1 
o m 

f 
m 

f 
m+t 

f 
m+n-1 

f ... f 
m+i rn+n-1 

f f 
m+2 m+n 

f" f 
m+n m+2r..-2 

\O"\ 



y 

1 1 1 

f f ... f 
m m+1 m+n 

H ( 1 . f J 
n+1 'm 

f f f 
m+n-1 m+n mT2T't-1 

Entonces, para n E !N se define 

H (f J 
n m C5. Z. D R Cf ) 

n m 
Hn[1;fm] 

y 

Hn+i (1 ;f ml 

s (f ) C5. Z. Z) 
n m H [f J 

n m 

S Cf ) 
•• 111 

pueden calcular-st- r-ecurs1 vamente del siguiente 

conjunto de relaciones: 

[ 
s (f' ) 

- 1 ] 

n m+1 
R Cf ) R Cf ) (5. z. 3) 

n+1 m n m+i s (f' ) 
n m 

y 

[ 
R Cf ) 

] n m+i 
s (f ) s (f ) - 1 C5. Z. 4) 

n m n-1 m+1 R Cf ) 
n m 

para n E !N ymE2 y con 

- 110 -



y 

s (:f ) - 1 
o m 

R C:f ) f 
i m m 

En las relaciones ant.eriores se est.á suponiendo que 

Si S Cf ) S Cf ) 
n m+i n m 

O se dirá que 

Sn(fm) :j: O y 

R 
n+i 

no est.á RnCf m) :j: O. 

definido. Sin embargo, si SnCfm) O y SnCfm+? :j: O, se define 

R Cf ) 
n+i rn 

Una definición análoga puede darse ± OO. 

Los arreglos R y S son const.ruidos a partir de los operadores 

definidos ant.eriorment.e. La est.ruct.ura de est.os arreglos se mues-

t.ra respectivament.e, en las t.ablas 5.5 y 5.6, en las cuales, 

por comodidad, se les denota a R Cf ) 
n m 

TABLA 5. 6: 

n 

f 

m 

l 

- l + 1 

1 

o 

1 

j 

ARREGLOS R 

1 

R C-D 
;. 

R C-1+1) 
;. 

R C-1) 
1 

R CO) 
;. 

R CD 
i 

2 

R C-1) 
2 

R C-1+1) 
2 

R C-D 
2 

R cm 
2 

R CD 
2 

-\\ \ -

y s cr ) 
n m 

respect.i vament.e 

k 

~ (-1) 

RkC-1+1) 

RkC-1) 

1t: (0) 

RkCD 



La conexión entre los arreglos R y S y la idenlificación del 

orden de un modelo ARMA estacionario, la dan los siguientes 

teoremas, en los cuales se considerá a f = p con pro elemento de 
m m 

la FAC del prOCú50 la Cllal se le den0La.1·á F'/\C{p }. 
m 

La 

demostración de estos teoremas se omite en el presente lr .:-i.bajo. 

mismas que pueden ser consultada~ en Islas C1989). 

TABLA 5. 6: 

m 
n 

l 

- 1 + 1 

- 1 

o 

1 

j 

ARREGLOS S 

1 

s (-1) 
1. 

S C-l+D 
:t. 

s (-1) 
:t. 

s (Q) 
:t. 

s (1) 
:t. 

2 

s (-1) 
2 

S C-1 +1) 
2 

s (-1) 
2 

s (Q) 
2 

s (1) 
2 

k 

sk c-D 

SkC-l+D 

sk c-D 

Sé O) 

SkCO) 

Teorema 5. Z.1: 

FAC {pm: meZ). 

además p > O 

Sea {zl:te2) un proceso estacionario ARMACp,q) con 

Supóngase que S Cp ) y R Cp ) están bien definidas, 
n m n m 

y SnCpm) t O. Entonces, para algún entero m
0 

y 

alguna constante C
1 
~ O, se tiene 

S Cp ) 
n rn 

- \11. -



y 

si y sólo si n 

e 
i [ 

q - p + 1, más aún 

] (6. 2. 6) 

Teorema 5. 2. 2: Bajo las condiciones del teorema anterior se tiene 

que 

si y sólo si n 

e 
2 [ 

P Y mt - q - p, más aún 

l C6.2.6) 

Al aplicar los teoremas anteriores a los arreglos R y S, se deduce 

el siguiente criterio para especificar el valor de p y q; esto es: 

Un proceso estocástico tiene una representación ARMACp, q), si y 

sólo si, el patrón exhibido por los arreglos R y S es el que se 

-\\°)-



presenta en las t..ablas 6: 7 y 6. a respect..ivament..e. 

TABLA 6. 7: COMPORTAMIENTO DE LOS ARREGLOS R PARA UN PROCESO 

ARMACp,q) 

n 
m 1 2 p+1 

p(-1) R (-1) o 
2 

-1 

-q-p-2 p(-q-p-2) R
2 
C-q-p-2) o 

-q-p-1 p(-q-p-1) R/-q-p-1) o 

-q-p p(-q-p) R
2
C-q-p) :1: o 

q-p p(q-p) R
2
Cq-p) :t o 

q-p+1 p(q-p+l) R
2
Cq-p+D o 

j p(j) R
2
Cj) o 

- \ \L\-



TABLA 5.8: COMPORTAMIENTO DE LOS ARREGLOS s PARA UN PROCESO 

ARMACp,q) 

n · l m 1 p p+1 

-1 s (-1) e e ¡'? - il 
1 z z o 

-q-p-2 S
1 
C-q-p-2) e e¡'? - iJ z z o 

-q-p-1 sic -q-p-D e ± 00 z 

-q-p S/-q-p) e l2q Lérminos z 

} 2q t.ér mi nos J no 
consLanLes 

S/q-p) no -e: q-p 
consLanLes 1 

q-p+1 S
1

Cq-p+1) e e [ '? - il 
1 1 o 

j S/j) e e¡'? - i] 
i .. o 

Como podrá noLarse en la Labla 5.8, la Olt..ima column:i. contiene 

muchos valores indel.erminados, lo cual es consecuencia de la 

aplicación de la expresión C5. 2. 4) y del hecho de que la úlLima 

columna de la Labla 5.7 conLiene muchos valores iguales a ceros 

debido a la aplicación de C5.2.3). 

Cabe desLacar que para fines prácLicos, es muy imporLanLe el hecho 

de que si se sust.iLuye {p ) por {(-l)'"p ) , la est.rucLura de los 
m m 

arreglos R y S no varía salvo en el valor de las consLanLes c .. y 

C
2

, las cuales son sust.it.uidas respecLivament.e por 

e 
!I 

P L 
e -D P e 1 - E e -D w? 

i..=1 

- \15 -
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e 
4 ;¡; 

p 

Se menciona este último hecho, 

(5. 2. 8) 

ya que en la práctica al 

representarse a la FAC teórica del proceso observado por medio de 

la FACM, los patrones típicos de los arreglos R y S de un modelo 

ARMA estacionario pueden en muchas de las ocasiones, ser 

identificados con mayor facilidad al ser construidos dichos 

arreglos a partir de la sucesión de autocorrelaciones estimadas 

{(-1)m r ). 
rn 

V. 2. 2. EL ESTADISITCO DCn,m). 

El estadístico DCn,m) resume la información de los arreglos R y S 

y fué propuesto por Gray, Kelley y Mcintire C1978) para medir la 

concordancia del patrón muestra! observado, con el patrón esperado 

para un modelo ARMA. 

forma: 

Este estadístico .se define de la siguiente 

1. 2 ... N y m o, 1 .. 

!Xn,m) V/'U 

en donde 

s (f ) 
n+i -m-n-i 

V 

s (f ) 
n -n-m 

y 

'U [ 
s (f ) + s (f ) 

n m-n+l n+.1 m-n 
R Cf .) 

[ 

n+i -m-n-• 

R Cf . ) 
n -m-n-t.+t r s (f ) + s (f ) 

n-1 m-n+2 n m-n-tt 

- 1 \(, -



-
_R_C_f ___ · )- ] 2 n1't m-n+l. 

R Cf . ) 
n m-n+L.+1 

con S_/fm) - O Y R Cf ) _ 1 
o m 

Mediante D puede también identificarse el orden del proceso, esto 

es: 

Seleccionar el modelo ARMACp,q) cuando 

DCp,q) max{DCn,m) 1 n 1, 2, ... , N m 1, 2 •... M> 

Cabe aclarar que est-e criterio "'s aplicabl.; si y s61 o si , se 

tiene la seguridad de que el proceso es est.acionario, asimismo, 

es convenient,e complementarlo con el criterio dado por los 

arreglos R y S. 

Las propiedades distribucionales de este estimador aún no han sido 

bien estudiadas, mismas que darian mayores ventajas al método. 

V.2.3 CASO NO ESTACIONARIO. 

La técnica de identificación de los arreglos R y S puede ser 

aplicada una vez que se asegura que el proceso generador de los 

datos es estacionario. La ventaja del método.es que provee un 

criterio para verificar si la estacicriariedad no se da, es decir: 

Si SLCpm) es constante para l s; p, entonces el proceso {zt: t e Z> 

es no estacionario. 

En el caso que un proceso sea identificado como no estacionario, 

este puede representarse por un modelo ARIMA, haciéndose necesario 

primeramente especificar d via la técnica presentada en la 
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subsección V.1.1. 

Hasta el momento se ha excluido de la discusión el caso p=O, es 

el caso de la identificación de represent.aciones decir, 

MACq). Cuando este sea el caso, los arreglos S no present.arán un 

patrón fijo, sin embargo, al constituirse la primera columna de 

los arreglos R por los términos R
1
Cm) = pro, ésta deberá exhibir un 

palrón de comportamiento tipico de la FAC de un proceso MACq), tal 

y como se discutió en la sección anterior, punto en el cual los 

areglos R y S y el mélodo de Box & Jenkins son equivalenLes. 

V. 3. REGRESIONES ITERADAS Y LA FUNCI ON MUESTRAL EXTENDIDA C F AME). 

El mélodo de ident.ificaci6n de las regresiones it.eradas y la FAME, 

fué propuesto por Tsay y Tiao C1984). Los fundament.os t.eóricos de 

esta metodologia, t.ienen su origen en los trabajos de est.os 

autores orienlados a encont.rar eslimadores consistent.es de minimos 

cuadrados ordinarios CMCO), para los parámelros aut.oregresivos de 

un proceso m!xt,o, descubriendo que est.o es posible mediant.e la 

aplicación de un proceso iterativo de los ajustes autoregres!vos, 

llevandoles asimismo a la definición de la FAME como herram!ent.a 

de !dent.ificación del orden de un proceso m!xt,o. 

a procesos est.acionarios como a no est.acionario, lo cual no sucede 

con los mét.odos anteriores. Cabe destacar, que de igual manera 

el método de los arreglos R y S, la FAME no es aplicable a 

procesos estacionales, af'íadiéndosele además la desvent.aja de 

present.ar una t.eoria sin unicidad. 

V. 3.1. REGRESIONES ITERADAS. 

El mét.odo de las regresiones it.eradas se orienta a encont.rar, 

est.!madores consist.ent.es de los parámetros autoregres!vos de un 

proceso estocástico ARMA. La idea esencial es la de representar 

este proceso mediante un modelo ARCp), estimando los parámetros de 
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es le modelo medianle minimos cuadrados ordinarios, para 

posleriormenle i ncl ui r los residuales estimación 

como un nuevo regresar, reeslimándose los paramélros. 

procede de es la manera has la enconlrar los es limadores 

consislenles.Eslas 

siguienle manera: 

ideas mat.emálicamenle se expresan 

Sea {zl:le~> un proceso eslocáslico, cuya represent.ación es 

p q 

z l = E w i z l _ i E e i u t _ i + u t • Vt 
i=< j=i 

El ajusLe ARCp) a esle proceso, puede represenlarse como 

de la 

z = Í: w'º> 
t i=1 i ( p) 

(Q) 
+ e , con l p+1, .... ,N C6. 3.1) 

p. t 

donde el supraindice CO) indica la auloregresión ordinaria, 

mienlras el subindice Cp) indica el orden del ajusle AR y 

el error de dicho ajusle. 

(0) 
e es 
p,l 

En eslos t..érmi1~os se def"ine la primera regresión ilerada ARCp) 

como 

donde 

p 

z = I:w'i.i 
l i=1 i<pl 

"'<o> e 
p. l-1 

z 
l-1 

e<> 
+ ,.,i<p> 

p 
""'~CO) 

i..:;. t. e p> 
2

t-i-1 

( 1) 
+ e 

p,l 
, con l p+2, ... J) 

(6. 3. 2) 

es el residual en la regresión ordinaria correspondienle al 
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periodo de tiempo L-1, e' 1
' es el 

p,l 
error en la primera regresión 

it.erada y los ~'º' 's son estimadores de MCO. 
L ( p> 

En el caso general, para cualquier ajuste AR(m) con m O 

(desconocida), la j-ésima regresión iLerada se define como 

z 
l-1 

+ 
J 

E 
l=i 

con t = m + j + 1, ... ,N, j 

en donde 

z 
l 

m 
E~< i> 

1.. <m> 
i=t 

<j> ;cj-t> + e<j> 
(1l<m> m, l-l m,l 

O, 1, ... y m 1, 2, .... 

j ~ ( j) 

+ E (>l <m> 
l=.l 

;e j-l> 
m,t-l 

(5. 3. 3) 

es el residual estimado de la j-ésima regresión iterada ARCm) y 

los ~<j> 's ~<j> son los estimadores de MCO de los 
. i<m> t<m> 

f1'J' • s respectivamente. 
l<ml 

¡¡¡<il' 
l<rn> s 

y 

Los coeficientes autoregresivos de la j-ésima regresión iterada, 

pueden ser calculados recursivamente de la siguiente expresión, la 

cual parle de una estimación inicial de MCO: 

para i 

;cj-2. > _ ~<j-i> 
i-1 < rn> i<m> 

~ ( j-.ll 
TflT1Cm+1) 

~ ( j-il 
m<m> 

1, 2 ... , m , m ~ 1 y j ~ 1 y donde ~ < j-i> 
ocm> 

(5. 3. 4) 

o. 

Las condiciones para la consistencia de los estimadores de la 

j-ésima regresión iterada, dependen del orden del proceso, razón 

por la cual este problema de estimación conlleva la necesidad de 
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especificación del orden del proceso. El teorema que a continua·· 

ción se enuncia, establece las condiciones de consistencia, pero 

antes de enunciarlo es conveniente aclarar lo que se ent.iende por 

consistencia de un estimador: 

Se dirá que ~<j> es consistente 
i<m> 

esto es, si para toda e > O 

si converge 

p{ Z E 0 ·¡~<i> -il>l?:e}-->o 
t.(fl"l) \. 

en 

cuando n --->oo y donde O es el espacio muestral. 

se le acostumbra denotar como 

~~j> 
i<m> 

p 
---> ip 

i. 

probabilidad a 

A este hecho 

TEOREMA 5. 3. 1. Supongase que {z : le2} sigue un proceso ARMACp, q) 

ya sea estacionario o 

consistente para i.=1, .. ,m si 

i) m?:p y j =q ó 

iD m=p y J>q 

no estacionario. Entonces ~<j> es 
i<m> 

La demostración de este teorema como la de los siguientes puede 

verse en Islas C1969). 

V.3.2. FUNCION DE AUTOCORRELACION MUESTRAL EXTENDIDA FAME. 

El puente entre el problema de consistencia de los estimadores de 

un ajuste ARCm) de un proceso estocástico mixto y la 

especificación de su orden, lo establece el t.eorema 5. 3.1 y la 

FAME la cual se define a continuación. 
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"~ 

La primer FAME de un proceso <z,: teZ) se dei'ine como 

donde 

z 
l 

~<j> 
f(t) 

z 
l-1 

(5; 3. 5) 

con ~<j> el estimador aut.oregr-esivo en la j-ésima regresión 
.1(1) ..... 

iterada y {pi'j~) es la FACM en el retraso j. 

En general, par-a cualquier- entero ~o. se de.fine la m-ésima FAME 

de <z : te2) como 

donde 

l 

w'i' 
m,l 

(5. 3. 6) 

Nótese que para m=O, la FAME corresponde a la FACM cuyas 

propiedades se analizaron en la sección V.1. 

Del teorema 5. 3.1 se deduce que para j~q. sigue 

asintóticamente un modelo MACq), por lo t.ant.o 

A 

pj<ml " o par-a J>q y m=p 

(5. 3. 7) 
" 
pj<m> :1: o par-a j=q y m=p 



el simbolo "'°" indica equivalencia asintótica. 

Este ultimo result,ado nos indica que la FAME tiene las mismas 

propiedades de corte asint.ót.lco que: la FACM de un proceso MACq). 

Ot.ra propiedad asintótica muy importante de la FAME y en la cual 

se basará el proceso de especificación del orden de un proceso 

ARMA es la siguiente: 

{
ce m-po, j -q) 

pjcm> -
si Osj -psm-q 
si j -q> m-p?::O 

(5. 3. 8) 

donde CCm-p,j-q) es una const.ante diferente de cero o una va

riable aleatoria continua acotada ent.re -1 y 1. 

V.3.3. IDENTIFICACION DE MODELOS ARMA MEDIANTE LA FAME. 

Para emplear las propiedades asintóticas de la FAME en la 

ident.if icación del orden de un proceso ARMA, resulta útil 

presentar las autocorrelaciones muest.rales extendidas como se 

muestra en la siguiente tabla 

TABLA 5.9 : LA FAME 

MA o 1 a 3 
AR 

o p1(0) p2<0> PS<Ol p4(0) 

1 
p1<1> p2<1> p9<1l p4<t> 

2 p1(2) p2<2> p9<2> p4<2> 

3 
p1(9) p2(9) p9(9) p4<9) 
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En el primer renglón de esta tabla se localiza la FACM, en el 

segundo r engl 6n la primer a FAME, en el t.;r car o la segunda FAME y 

así sucesivamente. Asimismo, los renglones de esta Labla indican 

el orden AR y las columnas indican el orden MA. 

En el resultado expresado en C5.3.8) se puede observar que 

i) cuando m=p, 
pj<pl - o para j<::q+1 

ii) cuando m=p+l, 
pj<pHl - o para j<::q+2 

y asi sucesi vamenLe. 

Para identificar el orden Cp,q) de un modelo ARMA mediante la 

F'AME, se busca en la tabla 5. 9 el "pun"Lo de corte triangular", es 

decir, el punt..o Ce 
1

, c
2

) tal que las rectas m = c
1 

y m-j c
2 

delimitan un t..riángulo de ceros, "Lal y como se observa en la tabla 

6.10, en donde x denot..a un valor dist..into de cero y O es un valor 

igual a cero. El renglón y columna coordenadas del vért..ice de es-

te t..riángulo, corresponden precisamente con el orden AR y MA 

respect..i vamente. 

TABLA 5.10: COMPORTAMIENTO ASINT011CO DE LA F'AME EN UN MODELO 
ARMACp,q) 

MA q-1 q q+1 q+2 q+3 
AR 

p-1 X X X X X 

p X o o o o 
p+l X X o o o 
p+2 X X X o o 
p+3 X X X X o 



Puesto que en la práctica se trabaja con muestras !'inilas, los 

elementos de la FAME que deberian ser cero no lo son exaclamenle, 

así que es necesario con lar, tal y como en el caso Box & 

Jenkins, con una prueba estadística que nos permila conf'ronlar 

1 as hi pólesi s, H
0

: pj+Hm> - O vs. Ha: pj+Hm> :l: O. Con este 

!'in Tsay y Ti ao proponen a e N-m-j) _, corno es li rnaci ón de 1 a var i an -

za asi nlóli ca, a~+Hm>, de pi+«m>, proposición basada en 1 a 

!'órmula de Barllell, bajo la hipótesis de que <w'i') es ruido 
m.l 

blanco. Así la región de rechazo de la hipótesis nula, es la 

siguiente: 

,.... > cCN-m-j)-1/?. 
IPj+i<m> 1 (6. 3. 9) 

con c el cuanlil 1-~ de una NC0,1). 

Esta prueba nos conduce a un criterio para construir la labla 6.10 

en la práctica; esto es: 

Colocar un cero en el lugar Cm,j), si se acepta la hipótesis nula 

y una x en caso contrario. 
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VI . DIAGNOSTICO DE MODELOS ARI MA. 

Una vez que se han llevado a cabo los procesos de identificación y 

estimación de un modelo ARIMA como representación de un proceso 

estocástico observado y antes de poder emplearlo para pronosticar 

valores futuros del proceso, es necesar-io hacer una prueba de 

diagnóstico 6 de bondad de ajuste del modelo, es decir, una pr-ueba 

que responda a la interrogante acerca de que si el modelo 

representa bien el proceso estocástico en estudio. 

La prueba de diagnóstico que en el presente capítulo será 

descrita, se basa en el análisis de la función de autocor-relación 

muestral de los residuales estima.dos a partir del modelo ajustado. 

Recuérdese que el supuesto probabilístico fundamental de un modelo 

ARIMA, es que la sucesión {ut:teZ) de choques aleatorios forma un 

ruido blanco, donde u NCO, a 2
) V t. En estos l.érminos, si el 

t~ u 

modelo se ha especificado correctamente se esperaría que los 

residuales estimados ut C t=1, .. , n ; n=N-d). expreas.ados por medio 

de 

u 
l 

CB. D 

tengan propiedacies muy cercanas al ruido blanco, así 

distribución cercana a una normal con parámetros 

como una 

µ=O 

a2
• Para poder en la práctica identificar estos patrones de 

u 

J 

comportamiento de los residuales, es necesario utilizar a su 

función de autocorrelaci6n muestral, la cual se define como 

n-k 
E u u t+k l t=i 

rk k=1, .. ,n-1 (5. 2) n A2 
E u l l=i 
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Basados en est.a función de aut.ocorrelación muest.ral y bajo los 

supuest.os 

para toda 

de que E[ 

k, Box & 

r.r .J 
l J 

Pit:l~C8 

O para i;Cj y de que rk 

proponen un estadíst,l co a 

NC0, 1/n) 

partir del 

cual puede comprobarse la adecuación del modelo al proceso en 

est.udio. Est.e estadist.ico es 

Q (6. 3) 

donde 15K5n-1 Cen la práct.ica se considera K=20). En est.os t.érmi-

nos el modelo se ajust.a bien al proceso est.ocást.ico en est.udio si 

Q < 

donde x:_oc<K-p-q> es el cuant.i 1 

K-p-q grados de libert.ad. 

(6.4) 

1-ot de una di st.r i buci ón 
2 x con 

Supóngase ahora, que el modelo especificado .no es el adecuado, 

es decir, 

product.o de una >"St.ruct.ura de aut.ocorrelación ent.re los residuales A. 
est.imados {ut: t. e [ 1, nJ). Ahora se verá como emplear est.os 

residuales para modificar el modelo ajust.ado. Para ello considé

rese que el modelo correct.o es 

HB)w 
t 

ecS)u 
t 

Y que el modelo incorrect.o ajust.ado está dado por 

- \ 1. "\ ~ 
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;¡¡ (8) 'V do z 
o t 

e C8) 
o 

.. 
u 

t 

donde los u'"•s eslan aulocorrelacionados. 

(6. 6) 

En eslos lérminos 

esperariamos una represenlaci6n de esle proceso, de la forma 

;¡¡ e 8) 'V d 
.. 

u 
t 

Asi el conjunlo 

e CB) u 
t 

[ 1, nJ 

(6. 7) 

) puede ser empleado para 

idenlificar un modelo con las caraclerislicas anleriores, via el 

empleo de las lécnicas del capilulo V y eslimar sus parámelros . 

.. 
Por lo lanlo, despejando ut de C6.6) y susliluyendolo en C6.7), se 

deduce el nuevo modelo 

;¡¡o(B) i C8) 'V do 'V d z 
t 

e CB) e C8) u 
o t 

el cual de nueva cuenla debe ser checado. 

(6.8) 

Asi como en el caso de eslimaci6n e idenlificaci6n, los conceplos 

de diagn6slico aqui descrilos son exlendibles de una manera 

nalural al caso eslacional. 
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VII . PRONOSIT CO CON MODELOS ARI MA. 

Una ve:z: analizados los problemas de eslimación e Ident.ificaclón 

de modelos de series de tiempo, veremos en est.e capit.ulo cómo 

pronost.icar valores fut.uros de un proceso est.acástico observado, 

cuya represent.ación es ARIMACp,d,q). Est.e problema será at.acada 

de la manera t.radicional propuesta por Box & Jenkins C1970) en la 

cual se deduce un pron6st,ica óptimo con error cuadrát,ico medio 

rninimo y post.eriarment.e de una segunda manera en la cual se 

combina la información hist.órica can información adicional acerca 

del comport.amiento fut.uro del proceso. 

VII .1. PRONOSTICO CON ERROR CUADRATICO MEDIO MINIMO. 

En est.a sección se verá cómo predecir de manera ópt.ima los valores 

fut.uros de un proceso estocástico observado, es decir, predecir 

con el menor error posible. Para ello considérese un proceso 

est.ocást.ico {z t: te2) del cual se ha observado {z 
1

, •. , zN) y cuya 

representación es 

Como pron6st.ico óptimo de un 

considerará a aquel zNCl) tal que 

valor con 

C7.1. D 

l 1 .... ,L sa 

sea un miriimo. A la cantidad anterior se le conoce con el nombre 

de error cuadrático medio. 

Como se vió en el capít.ulo III, el modelo ARIMA en C7. 1.1) puede 

ser expresado en t.érminos de los choques aleatorios pasados, es 
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decir, 

z = [ IJ:.(B) l u 
t t 

por lo que se deduce 

z = [ 'KB) l u 
NTl N+l 

00 

uNTL+ 11\uNTL-•+ ... + IJIL-1uNT1+_r; IJILTjuN-j 
J=O 

(7. 1. 2) 

C7.1. 3) 

Puesto que la única in~ormación disponible es la observada hasta 

el periodo de liempo N, de manera lógica y después de 

C7.1.3), se propone como pronóstico para zNTL a: 

z (l) 
N 

analizar 

C7. 1. 4) 

donde los w• 's serán aquellos que hagan óptimo el pronóstico. 
lTj 

Empleando C7.1. 3) y C7.1. 4), puede deduci rc:P. l<i. expresión po.ra 

E[e2 Cl)J, es decir, 
N 

e Cl) 
N 

z - z Cl) 
NTl N 

00 

UNTl+ ... +IJll-1 UNTi+j=~(WlTj- 'lJ~Tj)UN-j 

Entonces, considerando el hecho de que E[u. u.J 
L J 

E[u~l = a 2 
para toda i, 

L U 

- \3D -
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00 

+ E C'1' - w• )u J 2> 
l ... j l ... j N-j 

j=O 

+ ... + 
00 

.¡12 E(u2 J +E C'l' - i¡i"l· .)2E(u2 .J 
l - i N+ 1 j:O l + j -i'" J N- J 

(7.1. 5) 

N6t.ese que en el desarrollo anterior se omi \:.,ieron t.odos los 

términos cruzados, ya que al aplicar el operador esperanza se 

eliminan. 

Por lo tanto de C7.1.5) se deduce que el mínimo ocurre cuando 

.. 
'l'l.,. j '1' 

l1"j 
para toda j 

y 

00 

z (1) E 'l'l.,.j u 
N-j 

C7.1.6) 
N 

j=o 

~ 

donde las u's: deno\:.,an a los choques aleatorios observados dados: 

<z~, .. ,zN>. 

Por otro lado, aplicando el operador esperanza dado zN a 

se deduce que 

00 

E 'l'l+juN-j 
i=o 

-1;, 1 -

C7.1. 3) 



00 

r: ..,l+j 
j=O 

donde z = Cz , ... ,z )' 
N 1 N 

Por lo tanto 

z e 1) 
N 

A 

u . 
N-J 

VII. I.1. CALCULO DE ZNCD. 

C7. 1. 7) 

l 1, .... , L C7.1. 8) 

Para calcular zN(l) se empleará la expresión C7.1.1) de un modelo 

ARIMA con w =lld z calculando en primera. instancia el 
l t' 

pronóstico un periodo hacia adelante, posteriormente el 

al segundo periodo adelante y así correspondiente 

sucesivamente. Para expresar estas 

hacia 

ideas matemáticamente 

consideremos la siguiente expresión 

g; w + .. + g; w - u - e u - e u 
1. l- 1 p l-p l 1 l-1 q l-q 

de la cual se deduce 

w 
NH 

g; w + ... +g; w -u -e u - ... -e u 

entonces 

w (1) 
N 

1 N p N-pH NH 1 N q N-q+i 

C7. 1. 9) 

(7.1. 10) 

-ECu lw , .. l - e ECu lw , .. l - .. -e ECu lw , .. J 
N+i N 1 N N q N-q+i N 



" ¡¡; w + ••. +¡¡; w -e u - ... -e u 
1 N p N-pH ;,. N q N-q+i 

De igual manera 

w (2) 
N 

¡¡; w (1) + ¡¡; w + .. + ¡¡; w 
1 N 2 N p N-p1-2 

-e u 
2 N 

- e u 
q N-q1-2 

(7.1.11) 

(7.1.12) 

Ejecutando el mismo procedimiento hasta el 1-ésimo periodo hacia 

adelante se obtiene 

w (l) 
N 

Nótese que si l>p y l>q entonces 

w (1) 
N 

¡¡; w e 1 -1) + •.. +¡¡; w e 1 -p) 
1 N p N 

(7.1.13) 

(7.1. 14) 

pronóstico wNCl) 

permitirá obtener el pronóstico de la serie original 

Una propiedad muy importante del que nos 

z Cl) es la 
N 

siguiente: 

Puesto que 

entonces 

w (l) 
N 



Ad E[zN+llwN,.. J 

Ad z (!) 
N 

Por lo lanlo 

z (1) í: 
d w (!) 

N N 

donde ¿d es el operador sumaloria que se define como 

E······ ·E 
i =-oo 
2 

j =-00 
d 

w. 
J d 

Por ejemplo, para el caso d=1 

z Cl) 
N 

z +w C1) +w CZ) + ... +w CD 
N N N N 

C7. 1. 15) 

(7. 1. 16) 

(7.1.17) 

Para iluslrar la manera en que opera esle mélodo de cómpulo del 

pronóslico zNCl), relamemos las é:ü primer,as ul.Js-.1·vac.ior,.;,s da la 

labla 4.1, que corresponden a las primeras diferencias de un 

proceso cuya represenlación se idenlificó y eslimó como 

w 
L 

u - O. 707u 
L L-i 

y eslimemos z (1), 
20 

(7.1.18) 

Primeramenle se verá cómo es la eslruclura de w C1), eslo es 
n 

w (1) 
n E[ wn+t lw20' .. J 



Nólese que 

- 0.707u n=1 •.. , 20 
n 

w - O. 707u u 
n ri n-1 

(7.1.19) 

Para iniciar la recursión a parlir de C7.1. 19) y poder obtener 

w (1), es necesario dar un valor inicial a 
20 

w (1) 
o 

- 0.707u 
o 

lo cual inluilivamenle se logra haciendo u
0 

De esla manera se obtiene: 

w (1) 
i 

w (1) 
2 

w (1) 
9 

w (1) 
20 

-O. 707Cu) 
i 

-0.2828 

-0.01216 

-0.1328 

0.6578 

-0.707Cw - 0) 
i 

Por lo lanlo, aplicando (7.1.17) 

y (1) 
20 

z + w (1) 
20 20 

z + 0.6578 
20 

O, ya que E[u
0

J o. 



, •. /j 

VII .1. c. REGIONES DE PREDICCION PARA ZNTl. 

En est..a subsecci6n se const..ruirá una región d~'' predicción para la 

de un proceso est..ocást..i co con variable zN.t, el ernent..o 

represent..ación ARIMA y del cual se ha observado {z 
1

, ... , zN}; se 

desea ent..onces encont..rar una región del t..ipo 

con 1=1, ... L y tal que 

A 

P(zNCl) - c < zN+l < z
1
ll) + c J 1-cr 

El primer problema que surge en la construcción de la región de 

predicción, es el de especificar la distribución de zNTl dado zN. 

Bajo la suposición de que los choques aleatorios ut se distribuyen 

normalmente para t..oda t., zNTt dado zN se dist.ribuye también 

normalmente, con los siguientes parámet.ros: 

y 

z Cl) 
N 

E( CzN+t - ;NC1))2} 

l-i 
{1 + I: .f }o-2 

j=i J u 

C7. 1. 20) 

C7.1. 21) 

Cabe aclarar que en la construcción de las regiones de predicción 

a partir de esta dist.ribución, se supondrá adicionalment.e que los 

parámetros del modelo de series de t.iempo son dados y fijos. En 

estos t.ér mi nos 



l-i 

<1 + E ef. 
j=i J 

Por lo tanto, considerando 

P[ -c < 

NCO, D 

< c J 

donde c es el cuantil de orden 1-a de una NC0,1), una región de 

predicción del C1-a)% de probabilidad está dada por 

donde 

EECz ) 
N+l 

C7.1. 22) 

2 
Para poder calcular EECzN+l), es necesario estimar ªu por medio de 

~2 
CI 

u 

C7.1. 23) 

n - k 

donde k es el número de parámetros del modelo, y calcular las IJI. s 
J 

capitulo III del conjunto de 

(expresión (3.5)), 

ecuaciones 

$(8) 

- \~\ -

analizadas en el 

(7. 1. 24.) 



Una región de predicción del 95% de probabilidad para z
20

C1.), del 

ejemplo analizado en la sección ant.erior. es la siguient.e 

z ± [(z + O. 6578) + O. 312) 
21 20 

En est.e caso 

" EECz ) 
21 

S C0.707) 

19 
. 159 

VII.1.3 PROPIEDADES DEL PRONOSTICO zNCl). 

En est.a subsección veremos algunas de las propiedades esenciales 

de los pron6st.icos ópt.imos mediant.e el análisis de algunos casos 

part.iculares. 

Primerament.e se analizará el caso de un proceso est.ocást.ico 

est.acionario con represent.aci6n ARCl), est.o es 

z=6+i!>z +u 
t 1 t-1 t 

En est.e caso 

6 + ¡¡¡ z 
1 N 

Aplicando C7.l.13) 

(7.1.25) 



z (2) 
N 

6 + ¡¡; z (1) 
i N 

Y en general para cualquier periodo l hacia adelante 

z (1) 
N 

il?lz + Cil'L-1 + ¡¡¡L-2 + .... + il? + l) 6 
i N i i i 

(7. 1. 26) 

(7. 1. 27) 

Si en la expresión anterior tomamos el limite cuando 1---> oo, 

por el supuesto de estacionariedad se puede asegurar que 

lim z Cl) 
l---?oo N 

00 

6 E ¡¡;i 
i 

j=o 

6 
µ (7.1. 28) 

El resultado expresado en C7.1.28) es indicat..ivo de que p<o.ra 

periodos largos de predicción, el mejor pronóstico lo constituye 

la media del proceso. 

El error de pronóstico de este proceso ARC1) está dado por 

e CD 
N 

¡¡;
2

2 + Cili + 1)6 + u + iP.uN~t-• - zNCD 
t N+ l - 2 1. N+ l ~ , ~ 

- ",q -



+ u 
N·t-l 

\li \lil-iu - z Cl) + iUN+l-t.+ ... ,+ 1. N+i N 

Ahora sustituyendo la expresión C7.1.27) para zNCl), se obtiene 

e CD 
N 

Por lo tanto 

V[z l 
N-t-l 

u +<i; u + ... +;i;l-iu 
N-t-l N-t-l-i N-t-l-i i N+i 

C7.1.29) 

Esta última expresión indica que el error de pronóstico aumenta 

de manera no lineal conforme el periodo 1 de predicción se 

incrementa. 

La combi naci 6n de las ideas a;.:pr esa das en C 7. 1. 28) Y C 7. 1. 29) , 

lleva a la conclusión de que los pronósticos mediante modelos 

ARC1) son útiles unicamente en el corto plazo, situación 

extensible al caso ARCp). 

En el caso de un proceso estocástico estacionario y con 

representación 

puede demostrarse, de manera similar al caso anterior, que 



z (1) 

e u 
i N 

si 1 1 

si 1 > 1 

En esLe caso, aplicando C7.1.21) y el hecho de que 11<8) 

se Liene que 

{ 
2 

a 
u 

C1 + fü )a
2 

u 

si 1 = 1 

si 1 > 1 

C7. 1. 30) 

c1 - e ) 
i 

(7.1. 31) 

Los 2 últimos resultados son lógicos ya que como se recordará los 

procesos MAC1) tienen memoria limitada a un periodo. 

Cabe destacar que en cualquier caso de modelo ARIMA que se analice 

éste combinará propiedades similares a los casos descritos 

anteriormente, es decir, conforme se incremente el periodo de 

predicción, el mejor pronóstico se aproximará a la media del 

proceso, asimismo el error de pronóstico se incrementará o 

permanecerá constante según sea el caso. 

que la mayor utilidad de los modelos ARIMA es cuando se realizan 

pronósticos de corto plazo. 

VII .1. 4. PRONOSTICO OPTIMO CASO ESTACIONAL. 

Como se recordará, la forma general de representación de un 

proceso estacional <zt:te2) es 

[ res) ifCB) 'í/0 'í/ d Jz 
B l 

C7.1. 3Z) 

Est.e proceso también puede ser expresado en forma de choques 



aleatorios, esto es 

z 
l 

[ IJ<B) J u 
l 

(7. 1. 33) 

donde los coeficient.es del polinomio 'l<B) pueden ser est.imados a 

parlir de la expresión 

rCB) 'PCB) 'Vº v d 'l>:'.:8) (7.1. 34) 
s 

A part.ir de la represent..ación de un proceso est..acional en t..érminos 

del modelo C7.1.33), la deducción del pronóst..ico óptimo es 

equivalent..e a la del caso ARIMA analizado al inicio de est..e 

capit..ulo, por lo t.ant..o el pronóstico ópt..imo en el caso 

eslacional es t..ambién 

z (1) 
N 

1=1, .. ,L (7.1. 35) 

VII.I.4.1. COMPlITACION DEL PRONOSTICO OPTIMO CASO ESTACIONAL. 

Para analizar como opera el cómputo del pronóstico óptimo en el 

caso estacional, retomaremos el modelo 

donde 

y 
l 

e 1 - Bt2 e ) u C7.1. 36) 
12 l 

que representa al proceso generador de los dalos de la tabla 5.4 

- \ L\'2.· 



e capítulo \,/). 

Para llevar a cabo el cómputo de los pronósticos del proceso 

expresado en C7.1.36), es conveniente expresar a este en términos 

de su ecuación en diferencias, esto es 

z 
l 

z +u-e u 

Entonces, 

z (1) 
N 

L-:.t.2 l 12 L-12 

z 
N 

E[ z + u 

z 
N-11 

N-U. N+i 

e u 
12 N-tt 

De igual manera se deduce que 

e u t2 N-tt 

1 
z + e u N+l-t2 t2 N+l-t2 si 

z (1) 
N z Cl -12) 

N 

z 
N 

1:$12 

si 1>12 

La varianza del pronóstico es también en este caso 

V [ ZN+l] 
l-:l 

<1+r;ef> 
i=t J 

2 
O' 

u 

Asimismo, una región de predicción 

- \L\3 -

para 

(7. 1. 37) 

(7.1. 38) 

(7.1. 39) 

zN+l puede ser 



establecida siguiendo las mismas ideas de la subsecci6n VII. 1. 2. 

VII.2 PRONOSTICOS OPTIMOS SUJETOS A RESTRICCION. 

En esta sección s:e analizará el problema de pronosticar valores: 

futuros de una serie de t,iempo, combinando la información 

histórica de la serie con información adicional acerca de su 

comportamiento fut.uro. Es:t.a información adicional puede imponer 

una restricción que debe ser satisfecha exactamente por el pronós

t,ico, también puede ser una conjetura acerca de los valores: futu

ros de la serie, o bien un valor pronosticado a partir de un mode

lo alterna'Livo. 

VII. 2.1 DERIVACION DEL PRONOSTICO OPTIMO SUJETO A RESTRICCION. 

En la sección anterior del presente capítulo se demostró que el 

pronóstico óp'Limo de un valor zN~L de una serie de t,iempo con 

representación ARIMA. dado el vector de observaciones zN 

Cz
1 
•.. zN) • ,es 

z CD 
N 

00 

E '*'t ~¡'UN-¡' 
j=o 

l 1, ..... ,L 

cuyo error de pronóstico est,á dado por 

L-1 

zN+l - E[zN·tl jzNJ = E •I<juN.,.l-j 
j:O 

C?. 2. D 

C7. 2. 2) 

En no'Lación matricial est.e error de pronóst.ico se puede expresar 

como 

C7. 2. 3) 

- \ '-\L\ • 



donde 

z 
F 

Cz , ... ,z ) ' 
N+i N+L 

u 
F 

Cu .. ,u ) ' 
N-t 1 NTL 

y ~ es la matriz de dimensiones LxL dada por 

o ........ o 
....... o 

con ~o 1 

Se recuerda que uF es un choque aleatorio tal que, para toda F, 

Supóngase que la información adicional ac.:.,,1·c.a de la serie impone 

una restricción de tipo lineal al pronóstico, esto es 

Y ~ Cz C7.Z.4) 
F 

con Cuna matriz de mxL Cm:::L) de constantes. Entonces por C7.Z.3) 

se sigue que 

y C7.Z.5) 

Por otro lado, es necesario establecer una relación funcional 

- \ ~, ~ -



ent..re la rest..rición C7. 2. 5) y el pronóst..ico ópt..imo que se denot..a1·á 

por zF, relación que puede pensarse sea 

requiere la exislencia de una mat..!'iz 

dimensiones Lxm, \..al que 

AY 

1 i neal. Para 

de const..ant..es 

ello se 

A, de 

En est..e caso y de nueva cuenla, se considerará como pronóst..ico 

óplimo a aquél que t..enga un error cuadrát..ico medio minimo. En ton-

ces A debe seleccionarse de tal manera que se minimice la varl.anza 

generalizada definida como 

V 
F 

A 

tr<COV[CzF- ZF) jzNJ), C7.2.7) 

pidiéndose conjuntamente la condición de que zF sea insesgado, es

t.o es que 

C7. 2. 8) 

Entonces 

C7. 2. 9) 



Por lo tanto de C7.2.3), C7.2.6) y C7.2.9), se deduce que 

(7. 2.10) 

La covarianza de zF- zF está dada por 

clCAC - l)'l"l''CAC - !) ' 
u 

ü
2 CAC'l"l''C'A' - AC'l"/1' - 'l"l''C'A' + 11"1'') C7.2.11) 
u 

Entonces 

V= G
2 trCAC'l"/1'C'A' - AC'l"/1' - 'l"l''C'A' + 11"1'') 

F u 

La matriz A se encuentra como solución de la ecuación 

esto es 

~ 

o V 
F 

8A 
o 

A<C'l"/1C') - 'i"i''C' O 

(7.2.12) 



?or lo tanto 

A 'lf'P' C' <Cw' C') _,_ (7. 2.13) 

Empleando C7. 2. 6) y C7. 2. 9) se deduce que el pron6st.ico 6pt.imo 

está dado por 

C7. 2.14) 

?orlo tanto de C?.2.14) y C7.2.5) se obtiene 

C7. 2.16) 

VII. 2.1 REGIONES DE PREDICCION PARA z . 
F 

Para la construcción de una región de predicción para el 

pronóstico 

e 
F 

z. 
F 

considérese la variable 

z - z 
F F 

(7. 2.16) 

la cual bajo la hipótesis uF~~ NLCO, Ia~). sigue una distribución 

normal L-variada con 

o 

Entonces la cantidad 

- '._, B -



(z - z ) ' 
F F 

{1/'1f'' CI - Ác) '> -1 Cz - ; )/a2 

F F u 
(7. 2.17) 

sigue una distribución Ji-cuadrada con L grados de libertad. Por 

lo lant.o, considerando 

1 - a 

donde x
1

_ocL es el cuant.il 1 - a de una dist.ribución Ji-cuadrada 

con L grados de libert.ad, una región del C1-w% de probabilidad 

para 

donde 

es 

;z SCW.e)/(N-d-p-q) 
u 

C7. a.18) 

La expresión C7.Z.18) define un elipsoide cent.rada en zF, asi

mismo r esul la ser una muy buena apr oxi maci 6n a 1 a variable 

expresada en (7.Z.17) cuando N es grande. 

Para fines prácticos, debido a la complejidad de establecer la 

forma explicit.a de la región expresada en C7. a. 18) para periodos 

de predi cci 6n mayor es a dos, resulta convenient..e obtener 

i nler val os i ndi vi dual es de predi cci 6n par a cada componen le de 

zF. Para ello considerese el hecho de que 

eF,l _ NCO,V[eF,l]), para 1 =1, .. L 



donde e es 1 a 1-.fsi ma componente del vector e y 
~ F 

1-ésimo elemento de la diagonal de la COV(eF¡zN,Yl. 

V( e J es el 
y,l 

Por lo tanto, 

procediendo de la misma manera que en el caso de pronósticos sin 

restricción, un intervalo de predicción del C1-a)% de probabilidad 

para zF,l' es 

z F,l z 
F, l 

+ cEECe ) 
F, l 

, 1=1, .. L C7.2.19) 

donde c es el cuantil 1 - ~ de una distribución NC0,1). 

Cabe destacar que el pronóstico zF, resulta ser más preciso que el 

pronóstico E[zF¡zNJ tradicional. Para demostrar este hecho, es 

necesario notar que la matriz de covarianzas asociada al erro1' de 

pronóstico sin restricción, está dada por 

matriz que excede a la matriz de covarianzas asociada a ey en 

que es una matriz semipositiva definida. 

VII. 2. 3 PRUEBA ESTADISTICA DE LA HIPOTESIS H
0

: Y = CzF'. 

En esta subsección se desarrollará una prueba de hipótesis que 

permitirá saber si existe compatibilidad entre la información 

histórica y la restrición del pronóstico expresada en (7.2.4). 



Las hip6Lesis a confronLar son 

H : Y = Cz vs. 
O F 

Para ello, considérese la variable 

la cual. bajo el supuesto de que uF ~ NLCO • 

(7. 2. 20) 

Ia
2
), se distribuye 

u 

como una 

a 2 C>¡np'C'. 
u 

normal m-variada con media O y matriz 

Por lo tanto, bajo H
0

, la cantidad 

de cavar i anzas 

(7. 2. 21) 

De nueva cuenta, para N suficientemenLe grande, C7. 2. 21) puede 

ser aproximada por 

donde 

e {C>¡np'C'}-"e / 
y y 

~2 SCW.e)/CN-d-p-q) 
u 

~z 
O' 

u 
(7. 2. 22) 

Por lo tanto, una región de rechazo para la hipótesis nula en 

cuestión, es la siguiente: 

Rechazar H
0 

al nivel de significancia a, si 

- 1.,, 1 -



C7. 2. 23) 

z z 
donde x

1
_ccmes el cuanlil 1-ot, de una dislribución x<m>° 

VII. 2. 4 PRONOSTICO CON RESTRICCION GENERALIZADO. 

Una al ler na li va en el caso de que la hi pólesi s Y 

rechazada, la consliluye el pronóslico generalizado con 

reslricción derivado por Perez-Porrúa C1984).En esle caso la 

información adicional en forma de reslricción puede no cumplirse 

en forma exacla y consliluirse más bien como una conjelura acerca 

del comporlamienlo fuluro de la serie, la cual por ejemplo, puede 

provenir de un modelo economélrico. 

En esle caso la reslricción al pronóslico eslá dada por 

Y - Cz 
F 

u 

donde u es un vector alealorio que salisface 

u o 

C7. 2. 24) 

Bajo eslas condiciones el pronóstico que deriva Perez-Porrúa es 

donde 

z 
F,U 

A 
u 

C7. 2. 26) 

(7. 2. 26) 



En este caso, una regi6n de predicción del C1-có% de probabilidad 

está dada poi· 

Cz - z )' 
F F ,U 

{>¡np'CI - (7. 2. 27) 

Como pudo notarse en la expresión C7. 2. 26) se hace necesario, 

para poder efectuar la estimaci6n de zF,u' la especificación de la 

mat.r i z U. Esta malr i z puede ser est.i mada uti 1 izando 1 a misma 

fuente ext.erna de información que provey6 Y Ce.g. un modelo eco

nométrico), o bien, empleando la información histórica de la se-

rie. Para esto último considérese el vector aleatorio 

e 
Y,U 

cuya distribución es normal m-variada con 

COVCe lz ) 
Y,U N 

Ent.onces es cl;;:iro que 

2 
x,m, 

C7. 2. 28) 

C7. 2. 29) 

Expresión que para N suficient.emente grande, puede aproximarse por 

el est.adist.i co 

i ~2 e Cl/fVl' e· + U) - e / a 
v~u u 

(7.2.30) 



En estos términos, U debe elegirse de tal forma que 

en cuyo caso se estarla cumpliendo la hipótesis 

Y-Cz=u 
F 

VII. 2. 5 CASO ARC1). 

C7. 2. 31) 

Para comprender mejor los cálculos implicados en la obtención del 

pronóstico óptimo con retricción consideremos el caso particular 

de un proceso estocástico cuya representación es 

z 
t 

C7. 2. 32) 

Como se vió en el capítulo III, este proceso puede ser expresado 

en su rorma de choques aleatorios considerando la expresión 

tp(. 8) '1< 8) eC8) 

que en este caso se convierte en 

(1 - g¡ 8)(1 + 'Ji + IJl
2 8 + ..... ) 1 

1 1 2 

Expresión de la cual se deduce 

- IS'-\-



'1'. ~j 
J 

Por lo t.ant.o 

00 

z =E <I;iu . 
t j=o t-¡ 

Aplicando C7.1.27) y para 1=1,Z, se deduce 

z (l) 
N 

por lo que 

Supóngase la rest.ricci6n 

y (0, 1) rzN+il z 
lz¡.¡.,.zJ 

por lo que 

y - CE(zFjzNJ y -

.~ por al.ro lado 

[ w >T•º.] w~ .., 

N+?. 

~2 z 
i N 

- \S'S -

C7. 2. 33) 

C7. Z. 34) 

C7.Z.36) 



por lo tanto 

'l''i''C' 

y 

cw•c · 

por lo tanto haciendo l 

A 

A 

] 

C1 + wz) y aplicando (7.2.13) 
i 

C7. 2. 36) 

Por lo tanto, aplicando C7.2.15), C7.2.34), C7.2.36) y C7.2.36), 

el pronóstico óptimo para este caso está dado por 

] C7. 2. 37) 

En este caso el estadístico expresado en (7.2.22) está dado por 

(7.2.38) 

estadístico que al ser confrontado con el cuant.il 1-~ de una 
2 x,ü , pernil.irá validar o ne la concordancia entre historia de la 

serie y la restricción. 

- \ s s-



VII I . APLI CACI ON DE MODELOS AR! MA EN LA CONSTRUCCI ON DE UN 

MODELO DE PRONOSTICO DE VENTAS. 

Ret.omando el caso de la planeaci6n de la empresa X dedicada a la 

manufact.ura de cables. equipo y accesorios eléct.ricos, result.a de 

fundament.al import.ancia, dent.ro de su proceso de planeaci6n 

oper at.i va, conocer 1 a demanda en el cor t.o plazo de su linea de 

cables para la const.rución, demanda que ent.re et.ras cosas, 

permit.irá opt.imizar el invent.ario est.rat.égico de la linea. Para 

est.e fin se lomaron las vont.as mensuales de la linea, del periodo 

comprendido de sept.iembre de 1981 a diciembre de 1989, mismas que 

se present.an en la t.abla 8.1 y cuya represent.aci6n gráfica puede 

observarse en la figura 8.1. El obj et.i vo en est.os t.ér mi nos, se 

t.radujo en pronost.icar las vent.as mensuales para el periodo 1990. 

La met.odología que se escogió para efect.uar dicho pronóst.ico fué 

la del análisis de series de t.iempo. Por lo cual se supuso que las 

vent.as de cables para la cons:t.rucción se constituyen como la 

realizaci6n finita de un proceso estocástico {vl: te2 ) , cuya 

representación es: ARIMA. 

VIII.I. IDENTIFICACION DEL MODELO. 

Para la identificación del modelo se empl ~~.ron les: 3 método~ 

descritos en el present.e trabajo, esto es: 

arreglos R y S y la FAME. 

Box & Jenkins, 

VIII.I.1. IDENTIFICACION MEDIANTE EL METODO DE BOX & JENKINS. 

En la t.abla 8. 2 se presenta la FACM y la FACPM del proceso 

{vl:teZ ), mientras en la figura 8.2 se muestra la representaci6n 

gráfica de ambas funciones. El análisis visual de la gráfica de la 

FACM, nos muestra un decaimiento lineal de esta a través: del 

t.iempo, notándose además que r
1
,r

2
,r

3
,r

4 
y r~ 

Cautocorrelaciones muestrales) son significativamente distintas de 



TABLA B.l:VENTAS DE CABLES PARA LA CONSTRUCCION !TONELADAS! 

EMPRESA l 
------------------------------------------------------------------------------------------

m1 19B2 1903 1984 1985 !9Só 1987 1988 1989 
------------------------------------------------------------------------------------------

532.3 274.8 222.7 495.9 486.3 383.9 389.5 385.9 
533.0 318.3 m.5 719.3 430. 5 569.4 374.1 482.9 
510.5 320.4 344.l 681.3 388.3 492.0 339.l 489.4 
501.9 323.4 385.3 735.6 417 .4 426.9 398.6 473.7 
367 .8 305.0 403.2 516.7 463.0 355.4 381.4 531.8 
356.8 292.5 354.4 534.3 457 .9 448.6 427 .0 m.6 
407 .6 300.2 437 .8 707 .5 509.2 424.6 542.4 516.5 
457 .2 375.7 359.4 430.2 557 .3 344.0 244.3 288.4 

292.6 284.8 280.6 526.6 511.6 331.9 275.9 ·505.4 476.7 
489.0 312.2 388.2 420.2 520.1 602.9 m.5 300.l 461.4 
480.6 328. 5 248.5 452.2 390.6 493.3 308.3 m.0 561.3 
490.0 344.2 238.2 451.0 416.0 373.4 327.8 461. 7 555.8 

------------------------------------------------------------------------------------------



VENTAS DE LA LINEA CONSTRUCCION 
EMPRESA X 

TONELADAS 
000.---~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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TABLA 8.2:FACM Y FACPM DEL PROCESO D~ 

VENTAS DE LA LINEA CONSTRUCCION 

RETRASO FACM ERRDR.EST. RETRASO FACM ERROFi.EST 

-----------------------------------------------------------
1 0.507 0.100 13 -0.086 0 .1.81 
•C 12). 515 fr).123 14 -0.144 0.181 
3 0.455 0 .14:"· 1.5 --0 .126 IZl.18:". 
4 12).370 0.157 16 -0.116 IZ).184 
5 0.356 0.165 17 -0.136 IZl.1.82 
6 0.245 0.173 18 -0.164 0.185 
7 0.213 E!.176 19 --0.1fJ0 12) .10~' 

8 0.140 0 • .179 20 -0.178 liJ.189 
9 0.099 0.180 21 ··0.210 0.190 

10 0.094 0.180 22 -0.279 0.193 
11 -·0.029 0 .181 23 --o .158 0.197 
1r' 4 0.033 0.181 24 ·-0. 265 0.198 

RETRASO FACPM ERROR.EST. RETRASO FACPM ERROR.EST 

-------------------------------------------------------
1 0.51Z)7 0.100 13 -0.125 0.1IZllZI 
2 0.346 IZI. llZllZI J.4 -0.134 0.112)(1) 
• .• :o IZl.193 0 • .100 15 -0.027 lil.100 
4 0.062 0.100 1.6 0.042 0. Hl0 
~: C.0'71 ("'I ~ ,..,....,. 

~. J..lt .. HU 17 -lij. iii28 0. iiZiiZJ 
6 -IZl.053 IZI. 100 18 -0.043 0.H'J0 
7 --0.015 0.100 19 -0.066 0.11Zl0 
8 -0.063 0.1.00 20 -0.029 0.100 
9 -IZl.040 0.100 21 ·-IZl.1Zl7IZI IZl.100 

10 0.0ll 0.100 22 -0.179 li'l.100 
.11 -0.139 0.100 23 0.1.tq 0.100 
12 0.052 0.100 24 ··0.137 0.100 

-·----------·----------·---·--------------·------------------
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cero, a un nivel de significancia a=0.05, hechos característicos 

de un patrón no estacionario. Por lo cual se concluyó que el pro-

ceso {v: tez ) es no estacionario. 
l 

Puesto que se identificó al proceso como no estacionario, se 

efectuó una diferenciación de primer orden de dicho proceso, 

obteniéndose un nuevo proceso {9 vL: Lee'. ) , cuya representación 

gráfica de su F'ACM y F'ACPM se muestra en la figura 8. 3. Como 

podrá observarse en esta figura, la FACM muestra un corle 

pronunciado después del primer periodo, esto 

significativamente distinta de cero a un nivel 

es, sólo r es 
i 

de signiíicancia 

a=0.5, lo cual es rasgo característico de un proceso MAC1). Asi-

mismo en la gráíica correspondiente a la FACPM, puede notarse como 

ésta decae rapidamente a cero, pudiéndose suponer que la sucesión 

{ il?k,k : kee'. ) íorma una sucesión infinita convergente a cero. 

De acuerdo con este análisis el modelo propuesto íué: 

donde 

I MAC 1 , 1) : '1 v 
l 

'g V 
t 

V 
L 

V 
L-1 

C1-8B)u 
i t 

y {ut: Le&!'.) es una sucesión de choques aleatorios. 

VIII.1.2. IDENTIFICACION MEDIANTE LOS ARREGLOS R Y S. 

C8.1. 1) 

La tabla 8.4 muestra los arreglos R y S de la serie de ventas de 

cables para la construcción {vl:LE!N), con f"m= C-1)mrm. Si se 

observa la primer columna del arreglo S, podrá notarse como 



TABLA 8.3:FACM Y FACPM DE LA DIFERENCIA DE PRIMER ORDEN 

DEL PROCESO DE VEf\ITAG DE LA L.lNEr~ COl~STRIJCCIDN 

RETRf'.',SD ERROR.EST RETRASO FACM ERF\Oli • EST • 

1 -lil. 501 0 .101 13 --0. 049 lil. 131 ..., lll.081 0. 123 llJ -IZJ.070 0.131 k 

3 0.026 0 .. .12L't 1~. --0 .016 0. 132 
4 -0.045 0.1:.>1 l/) 0.056 0. 132 
5 0.074 0.124 17 -0.024 lil.132 ,, --0.07° G. j ~'4 18 0.líllli8 li'l. 132 
7 lil.033 0. 125 19 -0.026 0. 1~J2 
8 -IZl.044 0. 125 '.t.~0 0.037 0 .. 1:.::.2 
9 -0. liJ41 0.125 21 0.044 0.132 

10 lil.130 0.125 22 -IZl.203 Q) .. 132 
11 -0.176 0. 127 23 (1.245 0.135 
12 0.159 0. 129 24 -0. 128 0.140 

-------------------------------------------------------
RETRASO FACPM ERROR.EST RETRASO FACF'M ERROR.EST. 

--------------------------------------------------------
l --0. 501 0.11Zl05 13 0.0:'·6 0.1005 
2 -0.226 0.1005 14 -0.084 0.1005 .,. --0. 016 0.1005 15 ···0.149 0.1005 ·-' 
4 --~. ~3" e.1005 16 lil.17107 0.1005 
5 0.061 0.1005 17 0.000 0.1005 
6 -0.03.t 1Zl.Hl05 18 0.022 lil. 112)05 
7 -0.020 0.1005 19 --0. 022 0.1005 
8 -0.059 0.1005 20 0.013 0.1005 
9 -0.108 0.1005 21 lil.106 IZl.1005 

10 171.091 IZl.1005 22 -0.147 0.1005 
11 -0.096 0.1005 ,...,"':! ..:.,..._. IZl.100 0 .112)1115 
12 lll.059 0.1005 24 0.038 0.111)05 

------------------·------------------------------------·------
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íl:Y···'_!~ 8.4:AF~F:EGLOS R Y S DE u; SERIE {Vt}. 

Rn( fm) Sn ( ·frnl 
.--';::¡--------·----------···---·-·---------·----------------------·-------·-----------------------------

1 2 ~ ·-· 4 m\n 4 
------------------------·---·---------------------·----------------------·-------------

0.140 0.032 0.234 0.124 --8 -2. 52~5 -0.232 ::2.453 1.692 .. 
~.213 0.035 -12l.li'l91 -li'l.110 -7 -2.147 -1. 768 -0. se;::. ·-1. 738 
~.245 0.061 0.002 --0.106 -6 ·--2.456 0.875 45 .. 623 9.86Q) 

-0.356 0. QJ::0:5 0. 106 --·7 .159 -5 -2.039 0.928 0.148 9. 507 
"D.370 0.020 li'l.109 ·-0.054 --4 -2.~29 5.812 -9.579 -63.714 
D.455 ·-IZ! .035 0. 194 --0. 553 ...;. -2.13~J --12 .. 334 -6.905 1.1?.9 
lil. 515 -0.252 li'l.663 -0.010 .. -1 .9136 -2.846 -1.149 4.572 

:-:0. 507 --0 .49:".. -0. lllil l¿J.ILl26 -1 -'.2 • C/7 l. IZJ.98:"· --1 .251 -1. 224 
l.012!0 -0 .171 -0.025 -0.888 0 -1.507 1.623 0.035 -1.358 
-~. 507 --0 .03:::: -li'l.026 IZl.083 1 -2.014 2.863 1.242 1.226 
0.515 0.017 --0.003 0.080 2 -1.885 -1.4012! -34.271 0.835 
~.455 0.030 ·-0. 081 -0.036 ... ) --1 .813 -1.267 -0.::.77 -0.087 
D.370 0.050 --0. 021 -0.038 4 ·-1.963 0.783 -1.542 -0.921 

-0.356 0.027 0.183 -IZ!.066 5 -1.687 IZ!.161 -·1.22.ll· 1.781 
'!l.245 0.025 IZ!.018 -0.103 6 -.i ;972 1 .361 3.169 3.080 
D.21:5 0.004 IZl.027 --Q). 068 7 -1 .656 7.082 -9 .105 2.484 
0.140 --0. 014 0.063 --Q). 305 8 -1 .708 -6.613 12l. 714 2.181 

~----------------------------------·-·--·------------------------------------·-------

-\G6-



S Cl) ~ -2, hecho que de acuerdo con la t..eoría de los arreglos P. 
n 

y S de la subsección V.2.3, llevó a concluir que el proceso es 

no est..acionario, misma conclusión que en el caso Box & Jenkins. 

En la t..abla 8.5 se muest..ran los arreglos R y S para la serie 

Cvv : t..GZ:) con f 
l m 

C-1) mr . Inspeccionando la primer columna del 

arreglo R, que 

proceso, en est..e 

como se recordará proporciona la FAC del 

caso regida por C-1)mr , se puede apreciar un 
m 

comport..amient..o t..ípico de un proceso MAC1), es decir, ya que 

(8.1. 2) 

y puest..o que en en análisis de Box & Jenkins implici t..ament.e se 

concluyó que 

Ir 1::: 1.96CV(r J)uz m z cs. 1. 3) 

para m~2 Cver resultado 5.1.2), a un nivel a=0.05, eslo es, r es 
m 

est.adislicament..e igual a cero para ~2. Así por (8.1. 2) y C8.1. 3) 

se concluye que C -1) mr m es también estadisti camente i gua! a cero 

para ~2. pat..rón típico de est.e t..ipo de procesos. Asimismo, el 

arreglo S no muestra un pat..rón claro que de pauta a incluir 

algún componen t.. e autor egresi va en el modelo. 

Del ant..er i or análisis se concluyó que la serie { v l: te<l) , puede 

representarse por el modelo 

IMAC1 ,1): '\l vt (8. 1. 4) 

Conclusión compat..ible con la oblenida por Box & Jenkins. 

VIII.1.3. IDENTIFICACION POR EL METODO DE LA FAME. 

En la tabla 8.6 se muest..ra la FAME del proceso de ventas de cable 

para la construcción, mientras en la t..abla 8.7 se muestra la labla 

de símbolos, la cual se obtuvo de aplicar la prueba de Box & Tiao, 

- \GI -



T( ~A 8.5: ARREGLOS R Y S DE LA DIFERENCIA DE PRIMER ORDEN DE LA SERIE {Vt} 

Rn ( fm) Sn(fm) 

1 2 3 4 m\n 1 .3 4 

·121.12144 121.23121 --121.117 -0.389 --8 -121.234 -121.881. -121.258 0 .. 3'23 
·0.rll33 0.12183 --0.12132 -··0.352 -7 1.::.79 0.356 -3.380 2.893 

--0.12179 -0.375 0.249 -1.081 -6 -0 .064 0.386 1.395 2.343 
·0.074 -IZJ.004 0.234 -0.579 --~, -0.39121 --23 .. 4/l3 -·5.(iJ45 121.101 
·121.12145 -0.227 -1.26_1_ --121. 57J -4 -fll .. 4~'.:_i 0 .. 7'}'6 -7 .. 36.~. 12.558 

-0. 02/-, -0 .183 Ct.229 -··1.222 --3 -lj. J.22 6.2.32 1l.018 0.6fi)8 
0. 081 -0.404 1.161 0.059 -2 5 .16.t 2. 70"1 -0. 5Bv1 0.0HJ 
0. 51211 -1.501 0.12161 0.0~·9 --1 0.996 0.612 -J..141 0. ::::.48 
1. 000 0.340 -0.121.35 0.086 0 --0. 499 0.722 0.745 0.539 
0. 51211 0.047 -121 .186 0.202 1 --0. 838 0.175 0.401 0.1::'·0 

·121.081 0.04.l -0.067 0.164 •o -.1. 32C~ -0.629 -121. 799 1..036 ·-;·0. 026 0.006 -0.059 0.283 3 0.739 6.344 1.423 1. ~,39 
-0.045 0.066 -0.177 -0.230 4 0.640 0. 7GJ8 -0.!:l4'i 121.803 
-.121.074 0.747 0 .101 -0. 401 ~ 0.069 0. 540 1. 081 1 ,..,...,., 

••• L.f I 

'-121.079 0.12151 0.169 -0.056 6 -0. 58121 1.612 -1.484 121.937 
:0.033 0.32121 121.067 0.152 ? ' 0.306 2.465 -0.252 1.394 ' 

-121.044 -0.087 0.037 -0.12112 8 -1,9::;,9 121. 557 -1.290 -21.527 
~------------------------------------------------------------------------------· •·'1 

_,e; 13 -



TABLA 6.b:FAME DEL PROCESO DE VENTAS LINEA CONSTRUCCIOH 
--------- --------------------------------------------------------------------

MA : 
' ' 

AR 
-- ---- l ------- -- -- - -- -- -- --------- - -- - -- - -- - ------ ---- --- ---- - - - - - - - -- -- -----
0 : 0,51 0.51 0.46 0.37 0,36 0.24 ~.21 0.14 
1 ' -0. ~ 0.09 0.05 -0.04 0.12 -0.07 0.07 -0.03 ' 
2 ' -0.39 0.21 0.11 0.01 0.10 0.03 0.07 -0.03 ' 
3 ' -0.0~ -0.15 0.0B 0.00 0.09 -0.03 0.05 -0.02 ' 

' -0.32 -0.05 0.lb C.28 0.02 0.02 0.01 -0.04 ' 
' 0.23 0.27 0.42 0.14 -0.ll 0.03 0.01 -0.03 ' : -0.33 -0.2ó 0.23 0.23 0.01 0.31 0.03 0.03 

TABLA B.7:TABLA DE SIKBOLOS !NIVEL DE SIGNIFICANCIA = 0.0~\ 

• HA : 

AR 
' ' ' 

0.10 0.09 
-0.04 0.09 
-0,02 0.06 
0.01 0.10 

-0.01 0.00 
-0.04 uo 
0.01 -0.01 

------1----------------------------------------------------------------------

- _ 0 0 

e ---~ 0 
2 - - ~ 0 

-f' - 0 0 
o 0 - -.! 0 
0 e c--_0 

-----------------------------------------------------':::::. ........................................................... ... 



cuya región de rechazo se expresó en C5. 3. 9), a cada uno de los 

valores de la FAME. ernple;,ndo un a=O. 05. En '2SLa Labla de simbo-

los puede notarse ur1 ¡:;unto de corle Lriangular en Ci,1), indicati

vo de que el proceso generador de las observaciones Liene una 

represenLación ARMAC1,1). 

Por oLro lado, en la t.abla 8. 8 se muestran los coe:ficient.es 

auLoregresivos, estimados a Lrav<fs del proceso de regresiones 

it.eradas, asociados al polinomio il'
1
(8). 

TABLA 8.8 

ESIT MADORES DEL POLINOMIO iP C B) 
i 

j ~( j> 
1 ( 1 ) 

o 0.974 

1 1. 003 

2 0.998 

3 0.996 

4 0.998 

Corno podrá not..arse, para j~1 ~cj> ~ 1, hecho que implica 
i(i) 

il1 CB) 
1 

(1 - 8) 

es decir, la presencia de un operador di:ferencia de primer orden 

en el modelo, result..ado que es lógico de acuerdo con el t..eorema de 

consist..encia 6.3.1. 

la serie es 

Por lo tant..o, el posible modelo generador de 

-\"\O -



I MAC 1, 1): '1 vt C1-8B)u 
i t 

VIII . 2. ESTI MACI ON Y DIAGNOSTICO DEL MODELO PARA < v } . 
t 

cs. 1. 5) 

Una vez ident.if'icado un posible modelo para el proceso <v : t.e.:l} 
l 

de vent.as de cables para la const.rucci6n, se procedió a est.imar 

los parámet.ros asociados a dicho modelo y a realizar el 

correspondient.e análisis de diagnóst.ico de los supuest.os del 

modelo. Los result.ados de la part.e comput.acional de dichos 

procesos, se muest.ran en la t.abla S.9. 

De acuerdo con los result.ados de la t.abla S.9, el modelo ajust.ado 

resul t.o ser 

C1 - . 569B)u 
l 

donde <ut:t.€2} es un ruido blanco, t.al que ut 

TABLA 8.9: ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO. 

A 

EECe) 
i 

A 

sce? Q 

CS. 2. D 

PARAMETRO 

e 
ESTIMACION 

. 56859 0.08359 7877.87 8.S4259 
i 

Un int.ervalo del 95% de confianza para e
1 

est.á dado por 

. 405 < e < . 732 
i 



Por ot..ro lado, fijando un nivel de significancia a=O. 05 y de 

acuerdo con el valor de Q obt..enido, 

que el modelo propue:::t..o, resul t..a ser 

generador de las venlas observadas, 

que 

donde Q ...... "t'~iP>, se concluyo 

un ouen ajusle al proceso 

ya •que x 2 
= 30. 14, por lo 

. 9~:19 

Q « 2 

X_ l>!J:tP 
Cver resullado expresado en 6.4) 

VIII. 3. PRONOSTICO DE VENTAS. 

Una vez ident..ificado, est..imado y diagnost..icado el modelo para la 

serie de vent..as de cables para la const..rucción, est..amos en 

condiciones de cumplir con el objet..ivo de pronost..icar las vent..as 

mensuales de dicha linea para 1990. 

Est..e pronóst..ico en el ámbit..o de la planeación est..rat..égica se 

conoce con el nombre de presupuest..o de vent..as y j unt..o con el de 

las et.ras líneas, se const..it..uye como el punt..o de part..ida del 

proceso de operación de la empresa, el cual se esquemat..izó en la 

figura 1.2 del capit..ulo I. 

Para la realización del pronóst..ico de vent..as, se hizo una 

consideración adicional que surge de la met..a de vent..as anual 

fijada por el área de vent..as. Est..a met..a puede ser expresada en 

t..érminos de una rest..ricción lineal, del t..ipo dado en C7.2.4), est..o 

es, 

y e z 
F 

siendo en est..e caso Y 

por 

e (1 1 ... 1) 

ca. 3. D 

6077.6 toneladas, e la matriz de 1x12 dada 

- \ 1 l.-



y zF el pr-onóslico en toneladas par-a cada uno de los 1Z meses de 

1990. 

En primer-a instancia se realizó la prueba de hipólesis de 

compatibilidad entr-e la inf'ormación histórica y la restr-icción 
A"' C8.3.1). El esladistico XF Cexpr-esión 7.Z.ZZ) oblenido rué 

O.OC:? 

esladístico que aproximadamenle se distribuye como una x2 En 
Ci2>° 

est,os tér-minos, consider-ando el nivel de signif'icación ~ = 0.05, 

se concluyó que existe concordancia entre la hisloria de la serie 

y la reslricción al pronóstico de ventas, 

por lo que 

2 
ya que x

0
. =:i = 3. 84, 

En la tabla 8.10 se muestra el pronóslico sin restricción E(zF¡zN] 

calculado mediante la f'órmula C7.1. 17) y el pronóslico coJ) 

reslricción zF, calculado mediante la f'órmula C7.Z.15). 

Cabe aclarar que para la construcción de la matriz 'I'• involucrada 

en los cálculos del pronóstico zF y sus respectivos intervalos de 

predicción, se empleó la expresión C3.5.6) 

donde 

~B) C1 - B), $CB) C1 - B)CO. 569) y 1/'(B) 

de la cual es rácil deducir 

1 y O. 43 Vj?.:1 

- \\ ~-



TABLA 8. 10: r:·ROl,lOSTI CO DE VENTAS 1. 990 (TONELA0(1S ' 

CABLES PARA LA CONSfRUCCION 

MES 

E'7til 
F 
M 
A 
M 
J 

J 
A 
s 
o 
N 
D 

PRONOSTICO 
SH! 

RESTRICION 

522.IZJHJ 
522 .. 0JP-i 
522.010 
522.010 
522. 0.t0 
5~2.010 

522.010 
522.0Hl 
5'.22. 010 
522.iiJilZI 
522.010 
522.01~ 

E.l·:l·:OR 
ESTANDAI~: 

88.757 
96.61.5 

112).3.BEM 
1.10.669 
1.17 .066 
123.130 

128.909 
1::v1. 440 
139. 7~,3 
144.870 
149.813 
154.598 

- \ \L\ -

PRONOSTICO 
COI~ 

RESTRJCION 

51'.j. 426 
51.3.(Z)f:\9 
510.964 
5m9.052 
507.35~ 

505.865 

504.590 
517.13.528 
502.678 
502.1Zl40 
501.615 
501.403 

ERROR 
ESTANDAFi 

79.21ZJ(Z) 
80.056 
79.4.12 
79.947 
76.204 
74.697 

73.915 
74.285 
76.116 
79.558 
\:14. 591 
91..061 
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En la figura CB.4) se mueslran los valores predecidos, con y sin 

reslricción, mienlras que en la figura CB. 5) se muest.ran 

gráficamenle sus respect.ivos inle1·valos de predicción. 

Respecto a la precisión de uno y ot.ro pronóst.ico, en la labla 

CB.10) puede confirmarse que el pronóstico sujet.o a restricción 

es más preciso, ya que como podrá not.arse su error est.ándar es más 

pequeno que el del olro, incluso no muest.ra una lendencia de 

increment.o conforme al periodo de predicción, lo que sucede en el 

caso sin rest.ricción. Est.e hecho puede observarse graficament.e en 

la figura CB. 5) 



-_, 
..J 
1 
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CONCLUSIONES. 

I) En la actualidad, más que nunca, las actividades de planeación 

son fundamentales para el éxito de una empresa (pública o 

privada) , debido a la situación de al ta competí ti vi dad 

internacional a la que está entrando nuestro pais, la cual exige 

una optimización de los procesos productivos y administrativos de 

toda organización, optimización que no podrá alcanzarse sin 

planear. 

11) La predicción es el fundamento de la planeación estratégica y 

operativa y al encontrarse la información ~cerca de la mayoría de 

las variables que influyen en el comportamiento de una empresa, en 

forma de series de tiempo, resulta de mucha importancia para la 

gente que lleva a cabo las actividades de planeación, el conocer 

los fundamentos de la teoría de modelos de series de tiempo para 

pronóstico. 

III) Los conceptos fundamentales de la téoria de modelos 

ARIMA para series de tiempo, se presentaron de tal manera que sean 

accésibles a personas con conocimientos básicos de matemáticas, 

probabilidad y estadística, tratándoles de d.d.r asimismo, un enfo-

que práctico. Cabe destacar que los modelos estudiados son 

aplicables a series de tiempo discretas. 

IV) Existe otro enfoque de análisis de series de t.i.;,mpo, distinto 

al aquí presentado, en el cual se considera que cada valor del 

proceso puede ser expresado en términos de funciones senoidales y 

cosenoidales, y al cual se le denonuna análisis espectral. 

V) En lo referente al problema de estimación de los parámetros de 

un modelo ARIMA, la solución planteada en el presente trabajo se 

basa en una aproximación a la función de verosimilitud del proceso 

estocástico generador de una serie de tiempo y en una aproxi.mación 

numérica de la suma de cuadrados del error, involucrada en dicha 

verosimilitud. En este sentido, sigue siendo un problema de 



actualidad el desarrollar métodos de estimación de los parámeLros 

de un modelo ARIMA que sean cada vez más exactos. 

VI) El problema de la identificación del orden de un modelo ARIMA, 

también sigue atrayendo la atención de los trabajos de series de 

Liempo, no encontrándose aún una solución satisfacLor-ia. Los 

métodos de la FAME y de los ar-r-eglos R y S aqui presentados, son 

pr-oducto de trabajos que se 

de los últimas años acer-ca 

al tradicional método de 

Cabe destacar que la forma 

encuentran entre los más i rnpor tan tes 

de este tema y son una alternativa 

identificación de Box & Jenkins. 

de presentar- estos métodos es muy 

accesible, lo que no sucede en otros trabajos donde pueden 

consultar-se. 

VII) El método tradicional de Box & Jenkins tiene la ventaja 

respecto a los otros dos presentados, de poder aplicarse a ser-ies 

de tiempo estacionarias, no estacionarias y estacional es, 

presentando en teoría unicidad par-a los casos AR y MA, no asi en 

el caso ARMA. Requiere de la familiaridad con el reconocimiento 

de patrones de la FAC y la FACP. 

VIII) El método de los arr-eglos R y S tiene la ventaja, respecto 

a los otros dos, de presentar- en teoría, unicidad en la 

identificación de el orden de los modelos AR, MA y ARMA, a~tl!'..ismo 

pr ove,¿. un criterio par- a determinar si una serie es ó no 

estacionaria , teniéndose que remover la no estacionariedad para 

poder ser aplicado, y un estadístico que resume la información de 

los arreglos R y S. 

series estacionales. 

Tiene la limitante, de no poder aplicarse a 

IX) El método de la FAME tiene la ventaja de poder ser aplicado 

directamente a series de tiempo estacionarias y no estacionarias, 

evitándose con esto una transformación de los datos par-a volver la 

serie estacionaria antes de especificar el orden del modelo, asi

mismo tiene la desventaja de carecer en teoría de unicidad. El 

método no es aplicable a series estacionales. 
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X) La extensi 6n al -caso --de sérl: es esta2:º1 anal es, de los mét..odos de 

la F'AME y de los arreglos R ; s: _les daría una mayor ulilidad 

práctica. 

XI) La generalización al mét..odo de pron6st..ico de series de t..icmpo 

mediant..e modelos ARIMA que aquí se present..a, amplía la 

ut..ilidad de est..os modelos como herramient..a de pron6st..ico en ramas 

como la econonúa y los negocios, al per mi t..i r combinar la historia 

de un proceso estocást..ico con inI'ormación adicional acerca de su 

comport.amient..o rut..uro, la cual puede ser una conjet..ura, un 

valor pronosticado mediante un modelo al t..ernati vo, o una 

rest..ricci6n que debe ser cumplida exactament..e por el pron6st.ico. 

XII) El pron6st..ico con ret.ricción generalizado present..a una 

complicación práct..i ca, es decir, para poder obtener este 

pronóstico es necesario calcular la matriz de covarianzas U 

asociada al vect..or aleatorio u de la restricción, cálculo 

que no lo hace explfci to 1 a teoría y en la práctica se diI'icul t.a. 

XIII) La aplicación de la teoría de los modelos ARIMA en la 

construcción de un modelo para pronosticar las ventas de cable 

para la construcción de una empresa mexicana del ramo eléctrico, 

constituye un claro ejemplo de la viabilidad práctica de este tipo 

de modelos, siendo importante sefialar, que act.ualment.e los 

pronósticos arrojados por este modelo son empleados para realizar 

la planeación de la producción de la línea y disefiar su inventario 

est.rátegico, obteniéndose con ello desviaciones menores al 10% 

contra lo planead~. C::!.bc da.st.a..::ar, que la rase de ident.it'icación 

en lo general se torna más complicada que en el caso descrito, es 

decir, en la práctica no es inmediato el identit'icar el orden de 

un modelo ARI MA. 

XIV) En los casos como la serie de ventas de la 1 ínea 

const.rucción, en los cuales el periodo entre observaciones es 

corto Cun mes, un trimestre, et.e), continuamente se tendrá nueva 

inI'ormación acerca del proceso, la cual debe ser incorporada al 

análisis, ejecutándose de nueva cuenta el proceso de elaboración 
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del modelo, debiéndose sustituir los pronósticos anteriores, por 

los pronósticos que el nuevo modelo genere. 

xv:i En las empresas de negocios además de ser importan te el 

pronóstico de ventas para la planeación de sus actividades, lo es 

el pronóstico de otras variables tales como el precio del producto 

y el costo de su producción, variables que t.i enen una r el aci 6n 

entre si y con la variable de ventas. En este contexto el análi

sis de series de tiempo en vez de plantearse de una manera univa

riada como en el presente trabajo, puede plantearse de una manera 

mu! t.i variada, const.i luyéndose en este caso cada observación del 

proceso, por el vector cuyas entradas son las observaciones 

de cada una de las variables en estudio. 

XVI) Por sus caract.eríst.icas, los modelos ARIMA se aplican 

principalmente a pronósticos de corto y m.ediano plazo. En el 

terreno de la planeación, estas aplicaciones se traducen en el 

disefío de inventarios, en la planeación de la producción y en el 

disefío del presupuesto anual de la empresa, entre las principales. 
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