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(ii) E.FE.( y bajo diferencias propias 1. 

de elementos de .(, entonces U EnE.(. 
n=1 



3 

OBSERVACIONES: 

(µ no 



entonces X n ~X en 
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entonces 

convergencia en probabÍlidad 

1.3.8. TEOREMA: Sea !O,g:,µ) un espacio d.e medida ..... ··. ·. y <Xnln una 

sucesión de v.a. con valores en Rd, sea f:IRd--'IRk continua en BEB(!Rdl .• en 

donde B es tal que \ll x- 1(Bl) =µ( Ol y ¡.d X;;1( Bl )=µ(Ol VnEIN entonces: 
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(i.e. la converg,encia en, medida se_· preserva bajo fu,nclones- Cf>ntiríuas bajo 



(a) Si 

(b) Si X es constante c.d., X=C 

!c) Si X~O c.d. rn,g:,PJ 

(d) Sea y una V.a. en rn.7,p¡ t.q. E!Y> 

E[aX+bY/~]=aE[X/~]+bE[Y /~] c.d. (íl,q,PJ. 

(e) Sea {Xn}n>t una sucesión no decreciente 

converja c.d. a una v.a. X si EXn existe Vn y· 

7 

una 

una· 

entonces 

esperanza 

una 
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(C:onvergencia Monótona)· 

.un 

1.4.3: TEOREMA: Sea !O.'f,Pl un espacio de probabilidad y sea Uc-:;i: una 

sub-a-álgebra de 'f entonces el conjunto· L2l0,U,PJ es un subespacio 

vectorial cerrado !1111 2-cerrado) de! espado vectorial L2!0.'f,Pl. Si 

XEL
2
(0,'f,PJ entonces la proyección ortogonal. de X en L2!0,U.Pl es E[XIU]. 
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~espacio' vectorial 

:):a ,~u~ UC9= 



LO 

lineal y 

y 

.'. Sup '{\l<D(Xlll¡}~t 
llXll,=1 

1 l<Dll=l 



2 

MARTINGALAS 



En éste 

proceso .. 

- -- ;, 

PARO" con respecto .a 

!'fnlNE!N es 

Equivalentemente se tendrá 

si y sólo si [T'il]ESl=n 1fri. 

DEMOSTRACION: 

12 

c.r.a ,(';tn}NEIN 
• __ O'"_cº 

2.1.2. DEFINICION: Sea IXJ.,E'N una sucesión de v .. a. definidas .en (0,';1=,Pl 

y sea {9=n}nE!Nuna filtración en 9= decimos que·~¡ proceso (Xnl~EINestá 

ADAPTADO a la familia ISZ:n)nEiN si X n es SZ:n-medible. VnEIN. 



Si interpretamos al 

un fenómeno físico, 

La v. aleatorias 

sucedido en 

que estudia 

que 

2. 1.3; 

13 
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que Céonocer 

sL (7nlnEN es una 

tomando BEB(IRJ 
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t
1
+T

2 
es t.d.p. 



Si 

Se probarLqU€f en efeéto ·es 

(i) Claramente ~ y 

(iil A E9\.,:,Ac C::f, 

Si AE <:;¡:
1 

.,:, 

16 



o 

entonces podriamos 

afirmativa, de 

que X1 es v.a. 

(al 9'-1 es 

hasta el 

2.1.5.2. 

(z) t es una v.a. 9'-
1
-medible. 

17 

(2.1.s.1l 

en t"l. 

eJ;1tonces: 

(3) SI definimos X1 como en (2,1.s.1) entonces X, es una v.a. 9'-1 -medible. 
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DEMOSTRACION: 

''··' '- o '"" , 

(1)0 6im.fro pro~are111os unlema auxiliar: 

y [r
2
.;;n)E9=nVn por ser r 2 t.d.p. 

(2) Como T -es t.d.p. c.r.a. {7n}n;. 1 ~ 

(a) i: :o-INU{+oof 
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Pª. ro .·. U Ak E'':J=. 
k=o· 
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. [1 ..;k]E':;i:kj(.1 =k]E9=k 'í k.~J 

~ [ 1. ( k]=~1~}kJ<G1:l'.k]E'.~ki.'í { 
.,. ' .. : .. :''. ;~'.t::: .-: :: ."'.(;~·.: .~· :·.::·" 

. ''"'.~.:·.- ·.~.::... ·:;·. 

~ Uoc1{l<Jj_i:i~E',~:;.;Jc.e'i·· 

~[1=~n;· 

2.2. DEFiNICION: 

(a) Sea (0,c:;t,Pl un espacio de probabilidad fijo y (';i:n)nE!N una filtración en 

(0,<;i:,Pl. 

Si (XnlnE!N es una sucesión de v.a. definidas en (0,c:;t.Pl adaptada a(';i:n)n ;. 1 

entonces decimos que (Xn)nEIN es MARTINGALA con respecto a l';i:n)n:>i (Por 

brevedad escribimos (Xn,';i:n)n"' es martingala) si y sólo si: 



··· ~z1 

!bl !Xn,g:nl:., sellamasuperriúitingala ó submartingala si y sólo si en a.2 

s~bmartlngala y 
~ -· -, ;_ ,- __ - --- ,-- =- , 

(e) (Xn' g:nl;:'=• es supermar.t.ingala ·~ (-X,J;t:nlnEiN es sUbmartingala 

(e) !Xn' ":1-n l;:'=• es martingala <=> E[Xn+/":1-n]=Xn VnEIN 

(Análogo para submartingalas y supermartingalas) 

DEMOSTRACION: 

(a) Se tiene que 



si apHcamos el anterior proceso inductivamente 

P-c.d. 

22 

vectorial sobre !R.l. 

por · 1.4 .1.d 

P-c.d: ya 



(a) 

'' 

23 

e integrables 

de probabilidad, V una medida flnltá en e:;.· y 

(O ,c:¡.). 



de la c.onstru.cc·;~n que se hace .de Xn en el· .teorema de Radón-Nikodym se 
: . . . ' . . ~ . 

sabe que es P-integrable 

usando 2.2:t:a.y 2.fl.e se cdncÚ1ye é¡ue 

(c) Sean 0=(0,ll 7=B!O,JJ P=medida de 

pero W-tL 2<0.g:.PlJ. 

Tomamos con 

es MARTfNGALA. 



t.4.1.h de hecho 

'1n es a-álgebra: 

Aci;tjn 



Si 

Suponiendo que 

moneda, pagando un 

xn nuestra ganancia 

para la cual {Xnl~=• 

la información a cerca 

condición de martingala 

después del siguiente juego 

26 

una 

contenida en SZ:n' la 

nuestra ganancia esperada 

a la información que ya 

conocemos hasta el momento n)·:·.equivale a la ganancia que ya teníamos en 

el momento n. En otras palabras e(· juego es justo. De la misma forma una 

submartingala corresponde a un juego favorable y una supermartingala a un 

juego desfavorable. 

Lo anterior también se podría decir asi: 

Supongamos que queremos parar el juego en un momento oportuno y 

llevarnos nuestra ganancia. observamos los primeros n juegos y queremos 

decidir si ya paramos o esperamos hasta el m-ésimo juego (para un m)nl. 

Si lo que tenemos es una martingala, entonces cada una de las dos 

decisiones es igualmente buena (en promedio). (Ver Bibliografía [15]). 
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2.2.3. PROPOSICION: 

y como f es· 



y 
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X creciente 

2.2.5. PROPOSICION: 

SI (Xn,'fn)nET es una martingala y Y, =:x; ;i; =x; -X 1, •••• ,Y k=Xk"Xk-• entonces 

E[Y
1
·Y

1
]=0 Vltj. 



1-~ 

( i) 

Análogamente· si i~j 

Este resultado también podría verse como un corolario de 1.4.3 ya que si 

XnEL2(0,7,P>Vn, para J,kET ktj (Suponemos s.p.d.g. J(kl entonces 

E[Xklc;i:1J=X1 c.d. 

1~ Como {?=n}n:h ~s una filtración y j(k 
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entonces 

DE.MOSTRACION 

(a} E[Xn+i/'.;i:nl"Xn P c.d. V n tomando esperanza de ambos lados y usando 

1.4.1.j. se tiene 

(bJ y (e} son análogos. 

2.2.6. DEFJNJCION: 

Entonces definiendo 
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.,.. . -
LP-acotado~X es L q-acotado .. 
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sobremartingala entonces: 

.n=• es decreciente (2.2:5.ll por 

Sea (Xn,c;;i:nln=o una submartingala en (0,c;;i:,PI si definimos <l>n(A)=j~ XndP 

VAE'y:n 'tnEtN entonces <l>n es una medida con signo, finita t.q. <!> 
0
((P 

vnEIN l<lln:c;;i:n~IR). 

Además por la definición de submartingala l/n,mEIN con n.;m 

( IJ 
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entonces 

U-acotada 

( ¡) sucesión no decreciente de medidas. 

Además 

.. 

l.e. para cada AE7n la sucesión de_·ntÍmeros {<rik(AJ}~;;n es monótona no 

decreciente y acotada i: >' , . 

", tiene sentido definir llm <fi~ (A) A~'?f n 
k;>n .· . • 

veremos pa.ra .conclufr dos resultados: 

!al TEOREMA: !Vltall, Hahn, Saks. 1933) 

Sea !X,S,µJ un espacio de medida y !VnJnelN una sucesión de medidas finitas 

en !X,S), t.q. Vn((µ lfnEIN. 
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·1a función 

se tiene 

2.2. 7 .1 

.. · , 

i.e. recupero la sucesió~ de medlcfas- con signo, finitas y absolutamente 

continuas c.r.a P. 
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2.2.7.6. TEOREMA !KRICKEBERG): Sea (Xn.':;i:
0

l;:'=
0 

una martingala L1-acotada 

entonces existen dos martingalas (~,-:;i:0l0":, 0 , !X~.':;i:0l;:'. 0 no negativas tales 

que X
0 

=xj. -X~ 'tn. 
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~+(Al= lim <t>k+(Al 
n k;:an y ;f;_ = lim <%>-(Al 

n k>n k 

son dos sucesiones de medidas finitas y abs·, continuas c.r.a P para las 

cuales existen rx~.':;i:nln°:.a y (X~.':;i:nl:.'~a (respectivamente) martingalas no 
negativas y L1-acotadas t.q . 

.:P;;íAl= L ~dP Aé':;i:n 

;f;_ = J xlldp AE':;i:n 
n A n 

entonces 

'inE!N Si k;an y AE':;i:n 

tenemos 
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Asl pues 

si A
0 

es c;i:
0 

-medible y 

(ii) Un -proceso se puede ver como una .i~fu~ción 

Anl wJ=A(n,wJ :INx0--7iR, llamamos TRAYECTORIAS de (A :rÍENJ 
n .'. 

a las 

funciones que se obtienen al fijar w y hacer variar n. 

(liil Decimos que un proceso (Anln;.o adaptado a {c;i:
0

}n;.o es CRECÍENTE si 
(a) An es integrable Vn:A

0
=0. 

(bJ Las trayectorias de (AnJn>o son funciones crecientes de n. 

(cJ lAnJn;>o es predecible 



2.2.8.1. LA DESCOMPOSICION DE DOOB 

Sea {~n}nEIN una filtración en ~ y sea {Xn}iiÉN una sºobrema~tirigalil. relaÚva 

a la familia {~n}n.OIN' Definimos .las sucesionés cÍe v;¡i..J~n}~y{An}n de Ia 
O-.'- -

siguiente manera. 

i.e. las 

X n/~~-1) ]-!An-1 +X n.,-1- E! X n / ~n-1)] 



.... 39 

La construcción 2.2.B.I prueba que toda sobremartingala discreta {Xn}n;ioo 

equivale a la diferencia de una martingala y de un proceso creciente. 
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.. tales __ desc:omposiciones, pódemos 

martingala {Z
0
};¡,.

0
• si 

c.d. 

c.d. Vn~l 

c.d. Vn~1 



Al. 

41 

Z =-Y n n 



3 

TEOREMAS DE CONVERGENCIA, 

INTEGRABILIDAD UNIFORME 



En 

DEMOSTRACION . . . 

Como T~ es ª~?~!i,~i)<p9:d_fJl~.s,.~~JlOJ1er;~que -i~.;ri>c.d.f erifonces 
Ó- e-'-" ~., •• ·c-~2;;~; 

1XT1 ( w) i( ~~0x{IX 0 1',f~J> .. :; IX ni }.(w) 
-::· .. ,.·.·.· " 



Ahora como 

(Xn,'.:J=nJnEIN 

y usado 

44 

_{ya que 

que 
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básica para 

usaremos con frecÜencia'~n el ,5'f~tÚ~n:Ú C:~~itÜ!ci y 

escribir de la siguiente man~ra: '. I'c ':,,,:";,:~~ ;,;~••' ~i}/' 

Si !X~.7n1:,;, es una martingala entonces {X~} f1E!~l'h~~{r~~{f}~{~fi;,,, 

3.2. Lema: Sea {':¡:
0
}:=

1 
una 

v.a. adaptarla a {7
0

};:'=,· 

Si t es t.d.p. c.r.a {7
0
}:=

1 
y B"B(R) entonces 1 1(w)".inf{n:n)t(w) y ~n(wli:B} es 

también t.d.p. c.r.a .{70)~=• · 



Pero 

~ ' " ' ' 

además [~kEB]ESCk y [~n+J~ B; j=1,;,,,'../k'-cún>]~g:k 



1. 

3.2.L 

., '.~ ... · ... ':~· -. -:· ·;_: 

'•k-• es el tiempo. del k-ésimo 

lXnlnEINº 

_una 

.cada wEO 

'a.1~derecha de 

lema 

n 

por la sucesión 



3.2.2. DEFINICION: Sea una sobremartingala: y a.bEIR. (a(b), para 

¡?. 

f:: 



.o~Un"lJn•• Pc.d 

3.2.3. DEFlNICION: 

Con las notaciones de 3.2.2 sea 

lj~(w)= 

\

Sup {k: t.·.· .. (wl<°'l 2k-1 . . . 
. _·,. 

o 

49 



lim u = ub con 
n-)-= ·" .: a 

hacia arriba de [a,b] por 

finita. 



- 51 .. 

entonc~s hay dos casos 

(b) 



- 52 

entonces lo que se 

u~. k)gual a u~ y 

la desigualdad 

llev11 al siguiente y muy Importante resultado. 
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i i 

entonces usando el teorem,a de convergencia monótona, ([) y 



54 

cntoncecf 1': e~ él conjunto de divergencia de<{x,.,}ri2o'inuestro objetiv~ es· 
p~obar que PíDl=O. 

Como en la definición de D la unión corre. sobre.'un .cojuntb nUmerable 
podemos probar PíD(a,b))=O para cada (a,b)EA. 



- 55 

~ - -_- - -

Observamos que ~i}u~Pril,b> pa~t,a aJgtl~ (a.b)f';Aentonces w~{w:IJ~(wl=•col 

definidas 

+i.cL 1 (0,'.,;r,P). 

y si 

por 

v.a. 

t.q. 
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., 
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IXtl»Y'ftET c.d. entonces +l={Xt:tET} es 

entonces +t es U.1. 

y 
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DEMÓSTRAC!ON: - . . 

(=> 

Sea AE7-

M P<Al + f IXtldP ....... ( IJ 

[IXtj;.M] 

....... {JI) 
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( <= 

Sea E)O t.q. si Ae<j. con P(A)(S~ 

k 
(uso (2)J 

3.5.3. TEOREMA. 

Sea +t 1=[XC!:a.EI} y +t2={Y~:~EJ} dos familias u.i. Y_ .sea +l={X,/Yil}(a:,illEixJ 
entonces +t es 

U.J. 

DEMOSTRACION _ 
"·' -., 

(i) Se ,.,;' •6 j~~~"~·"!~ ~ ; \ ~. "$' <OX ·~~f J~ x0 1d P «1, 

análogamel!tJ:pat~~~t3 :Óy;~J.q.' •S~p:J IY~ldP (E/
4 

-¡, --:\- ~o::J,:• A , 

siempre que P(A)(S~J 
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Sup.·1·1 l.Xixl dP } ~. . . O ctEI · M7"' 
· .. (IXal~M] • 



• 6L •.. 

entonces 

Xn ~X'• entonces las siguientes 

Caso 1 ( P=U 

(1) => (2) 
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dondequiera) 

tiene que por 3.5.3 

~ f, /Xn-X/dP=J IXn~X/dP •J /Xn-X/dP" E¡Z •f IXn-X/dP ..... (!) 

n . JXn-Xl"% 1Xn-XJ)E¡2 /Xn~X/)E¡2 



pero 

Pero la convergen<: la en prohabllldad' y :~F 

(MEL 1l0,<;t.Pll Implican que 

63 

~e qtie IX~l..:M c.d. 'fo 
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lx!\1¡ ___!:.'_..¡x!\11... ·11· n ~ •.• \ i 

y 

cuya ~rueba se puede ver 

con S a lo más numerable (11) 

Aplicando (i) paraY;;IX
0
l 

.. . 



65 



-_-66-

finit~' d~ .0,a:: integrable~ d.S.1.iiil .es U.L 
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t.q. 

tomándo '( 0=IX 0 I~ Y=IXJP de .. ·. . . ..'. . 

t.3.B y 
0 
~y y por hl_~ótesls \IY~i1 10 _.1; llY ~U 1 <entonces del casó 1}y0 }:=• 

es U.I. 



~O" uniformemente en n a-7a:>· 

la: 
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(bl 

ccy. y una 

v.a. X,,. 9'-,,-medible 

( sobremartingala). 

3.8. TEOREMA: 

Sea F,EL 1ln,<y-,Pl y /A={<y- 1 :~ 1 es de 9'-} entonces la familia 

bJ {X 1=E[F,/<y- 1]: <y- 1EIA} es U.I. 

1 DEMOSTRACION 
t'.j 

Sea M>O 

s 1x.1dP = J1~wz,iidP<;T E(J~l/'f1l dP 
[IX¡l;.~t] [IX¡J;.M] [IX¡l;.MJ 
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usando la desigualdad de Jensen 1.4.l(g). 

3.9. TEOREMA: 

Sea !Xn,'::fnl;;'. 1 una martingala entonces son equivalentes: 
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por 1.3.2. 

martingala cerrada). 
- entonces una 

(c) ~ (a) consecu-encla 



4 

TRANSFORMACIONES 

DE MARTINGALAS 



' , • > 

~4. TRANSFÓRMAC!O-NES DE MARTINGALAS 

• lXn,SCnl:=i con (Xnl;:'., adaptado á ¡~- filtraclón .,;c0 c.,;c 1c .... c.,;c. 

l.e. xn es sen-medible n;.c-

73 



!1 
'c .... ,._o_:_: 

v2 y~ es9:;r~~~lbl~'~{r: ¡;5~ºfunaóil conEÍriua-dé v;a:; 9=2-medible) 

=> es 7?1~'2': d~:~ I;', }, 
n· 
E Vky k. es g:n-medible (función continua de v.a. ST=n-medibles) 

k=l 

74 
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P.d .. 

·-- . ,. 

~;d. (y¡{ que si YonEL,f.(O,.,;t,PJ Vn y com~ Y =X -X 
1 

con , -· ". ·.: ... - .. ~:-· . . ·. .-'. > .. · ·:··:: <-n .··~ ~-: 
XkEL 1(0,.,;t.P) 'v'k; EIXn-Xn_,l~EIXnl+EJXn-i.l<e> 'v'ne1N~YnEL 1 I0;7,P\ y por la. 

desigualdad de Holder para p=I q="' se :i::Ien~ .qu~ V~Yn EL 1 

'inEIN ~ Z = f V k YkEL 1(0,";;t.P) l/ne!N). . -
n lc=l 

Tales transformaciones, particularmente en el caso en que .las funciones Vn 

tengan como valores posibles O y 1, tienen una larga historia y una 

interpretación interesante en juegos y apuestas (Doob: "Stochastlc 

Processes". Wiley [16]), se hace énfasis no tanto en la transformación Z 

sino en las sucesiones {zr }n;.i en donde los tn son t.d.p. 
n 



76 



77 

si 

finita c.d. 

tomamos 

si 

. ' '., .-:'.:./: ' " . " 

~ l/n:>!J 0 /1Xn(wlJ-IXa;<3 /cJx)wl-X,,,<~>J<E 



78 

¡le proºar que eco 

de 

de 

entonces Z 

de la sucesión 

U-acotado significa que 

que ,{li7J,,, Zn(wJ existe y es finito 



79 

v.•.;;i c;d, 

análogo al 

¡.'\ 

VnEIN 
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:_es L1-acotado y por el 

=> P!{c.Í:]<;!úlll=,,;})=0 i.e. ~ es finita c.d. 

(ii) Si Z es la transformación de una __ submartingala uniformemente acotada 

X y v*~a c.d. entonces Z converge c.d. 

Como 

= X~ - Xj;, +X~+){~ =t, ~ ,--,,_--•;;,--~--é-_,,,,_,_,c,_,"'fc',.',;-_~-
y además 

entonces si definimos X'=(X
1
+C,X

2
+C,. .. .,), X.1 es una submartingala con 

X~=Xk+c;.o c.d. y tal que: 



E X~ =E(Xk-'i• yk¡•;;. E~L1 •E'(~ 

si k=I 

sumando EYi 

sumando EY~ 

EX 2 ;. ~ EY 2 ••••••• (T.1.a) 
n k•l k 

81 
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'tn;.2 

una martingala. 

es 

una suma de v.a. SZ:n-medibles. 

A 

. ·. xn es SZ:r.-medible 

A 

Para Y
1

, 

Por 2.2.l(e) 
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Ahora bien 

bien 

., 

.·~ 

Ahora de la defrniciÓn de Y k 

.,, 

A 

sumando Y
1
=Y

1 
de ambos lados 



(2) Por la definición de SUB-MARTINGALA E[Y k/':;fk_ 1] ;i O c.d. 'ik:;.2 

(31 Por hipótesis .\n*'l 

:·> ~· -
entonces u5ai{do ·4:1:3 se tierie que: 

~-· _,;~:.;/.; ·. ':¿:.-_;,·, __ :\:,;: 

Ahora .se.a 

85 
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87 

L1-acotaAa X Y: si y+.;1, 

L1-acotada existen dos 

i.e 

' lfríEIN e (Analogamente para x·:i) 
y 

lfn,mEIN '(Analogamente para x•:i'• X",nl 

l.e. X' y X" son martingalas L1-acotadas. 
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el enunciado :de éste- tercer-

es 

'' y como 

i; _que 
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. <>.\'·\./· .. ::;::. 

martingala L1~acotadf p
0

g~}1 °l:~a 4.1.4 

1 t.q. si w+;[X"(oo] ~ X'°{w)("' 

Hasta la parte {iii) se ha visto qu.e Ja transformación Z de una martingla X 

U-acotada converge c.d. en el conjunto en el que v•.;;1, ahora para 

completar la prueba del teorema l. 

Sea X una martingala U-acotada y sea Z su transformación bajo 

V=(V
1
,V

2
, •••• ). Sea C)O y definimos: 
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dos funciones 

~ar una función 'fn_,- me.di ble es a 

·Usando (111) se concluye que 

c.d ........ {Ill) 



FINAL: MENTE: 

\. ~ 

91 

A 

::> Z=Z c.d. entonces de Ill 

·correspondiente resultado para 

manera general para sucesiones de 

una martingala L 1 ~acota:da y X" es 
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se tiene. quei 

(al Suponiendo que 

c.d. 

tiene que 
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L\-a.cotada 

(b) 

Sea 

entonces: 

(l) vn es Stn_, -medible de ··dos funciones 

Stn-1 -medibles) vn. 

(Ill IV n¡.;;c 'tn c.d. ::) 

~ : \ ' - ' 

Sea Z la transformación de X· . b~f~ I;i ~t;lcesló.n _'{unif~~memeitte acotada) 

V=(V
1
,V

2
, •••• ), enton.ccs 
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Vn{wl=V~{w) c.d. ·~ Z=Z c.d. 

c.d. en [V"«"] 

Caso (ii) si (Xn,'fnl:~i es una submartingala L1 -acotada entone.es de 2.2.1.C 

{-Xr.,S'=nl:;, es una sobremartingala (también L'-acotadal. usarido el teorema: 

2.2.8.1 y la observación 2.2.8.2 se puede concluir que Xn=Wn•An .:i< es la 

suma de una martingala W y <le un proceso creciente A. 

pero como (Wn,9):.; 1 ~~Els '.Í11arÚngala ~ EW n es un valor constante y finito 

que no cambia c~ntÍ.'(EWn=c 'v'nl 
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si 

entonces X es un proceso estocástico que se pue_d_e __ es_cr_ibir en la forma ( •) 

y por el caso (1) su transformación Z bajo V=( V
1

, V
2
,. ... l converge c.d. l.e. 

sobre el_ conjunto [V'"<"'] 
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Sea Z=(Z
1
Z

2
,. ... ) la transformación de uná martingala L'-acotada X=(X

1
,X

2
, .. ,) 

bajo la sucesión V=(V
1
V

2
,.; .. )=(0,X 1:X., .... l entonces 

' ·.··:.· _. 

Zn=O·X¡~.:<_1:;~~l~)ot)(~~1'.Xn 
-'· '";_:_ 

=X (X-~ i+~ C~ -X J+ .. ··•X . <X -X l 1 - 2 ... l .. ,, 2 ,. ,3 2 .,. n-J n n-1 lfn 

Pero 
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i.e. 

se tiene que P[X*(a:>]=1 es deci_r X* .. es· fi~f't~:' y c_omo Z es lá. 

transformación de X bajo V=(O.X,.X 2 ... ;.) ;~¡ fed~e~a 1 nos.Ate{ que 

Znn~,.,;. !J, c.d. con l}1EL 1(0,c;t,P!. 

Por otra parte por el teorema 3;4. 

c.d::y como !} 2 . es finita c.d. 

~ n; es finita c.d. 

S~(X) n?"' ~ c.d. con ~ finita c.d. 

(4) Debido a 2.2.6.2 en las hipótesis de 4.2 se puede cambiar 

S~p E[ X;:.J<•"' por L'-acotado. 

4.3. TEOREMA 2: 



Si X es urta martingala tal que · ESCXJ(a:i 

converge c.cÍ. 

DEMOSTRACION: 

Sean 

'(0,1). 

Sus 

(i) 

Vn~l 

Para cada tE[0,1] fija se tiene que 

98 

entonces 

11) en el i~tervalo 

es martingala 

ya que para cada tE[0,1] fija .Rk(t)=!l Vk~l y se tiene. la observación 4.1.1. 

Se concluye entonces usando 2.2.4.a qui: 

V nEIN 

Ahora consideramos los espacios de probabilidad rn.-:;i:.Pl y {(0,1), 6(0,U, 

A-Lebesgue), P y A son medidas de probabilidad l.-. son medidas o-finitas). 

Si 0 1=0x(0,1) -:;i:'=<fxBIO.ll=o{AIA=BxC:BES'. CEB(O.llf entonces se cumplen 

las hipótesis de los teoremas de la medida producto y Fubinl (ver 

bibliografía [Ol, páginas 97-103) 
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Se concluye por Fubini que par.a 



,. 
( .. ~ 

(usado las propiedades (!), (11) y (lll)) 

100 .. · 
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entonces aplicando el teorema de convergencia monótona a la sucesión no 



de donde debe existir tE(Q;l) t.q. 

i.e. 

4.4. TEOREMA 3: 

SI. (Xn,SZ:nl:=1 y 

L1-acotada con Sn(W)(Sn(Xl 

102 

·es. una martingala L1-ác.otada sea 

es 
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y Sri(XJ(C y para 
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.... (!) 



106 

(ya que la segunda suma antes de la igualdad se anula debido a la 

definición de tkl. 
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Pero 

se tiene· que 

y 

~ 3 e EQ+ t.q. 

X*(w}(c y S(XJ<c 
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i.e. 

{W 
0

}.;_,.
1 
~onverge c:rL 



APENDICE 



Hay que 

medible. 

Sean 

.. _' ·., - . 

Y Z(w)=(X
1
(wl,X

2
(2).,.;.,Xn(wl) 
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APENDICE 



111 
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(iil (C) 

Sea 

'. 

Sea {XJ0 ;i., una sucesión de v.a. definirlas en IO.';l=.Pl 

Sea n;l1 y para la sucesión de o-álgebras: 
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T sé conoce cenia ··,•iJ'-álgebra cola" de ,la sucesión {Xn}n;.1' Un evento 

AET sell~nla ,;etd~t.6 cola" y cualquier función de. O a iR que se T-medible 

se Hama ,;función c~la'< 

1.2;1. OBSERVACIONES:. 

son funciones cola 

DEMOS T RA C 1 O N: 

lim lnf X (cu)= Sup lnf Xk(w) 
n n n~t k>n 
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Sea 

Y {W)" inf Xk{w)· \fn, 
n -k;>n 

entonces 

pero· 

y por <tl 
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Ahora como 

l/k 

l/PI 

lím inf X 
n n 

- :.:-~~-. ~.-.~~:·.".Y.", 
.' ; . , " ... -~·\.~ . ·;: ':~·-_., ; :· . 

( il ll 

':: .. ' '.'·.''.'/::_. 

v.a: r{7J~ una sucesÍóride sUb;,.o~álgebras 

(1) Xn es 7n-medlble l/n ({xJn es un proceso adaptado a{g:,J~): 



1f6 

entonces 

X = limXn és<:; =o{U-;i: }-medible. 
co -n . , . · ... co_ .. IN .. n .-. 

X es ·'"?!-··. -inedible~ 
-·-_-_CD --:-~-.---,-.:_-' --·----'- ---··--

1.3. Un resultado útil: 

Sea ~ 1 .~ 
2 

, •••• una sucesión de variables aleatorias y para :cada nEIN. fijo 

sea T:IR~IR" una transformación BlR"l-medible e inve~:tible con foversa 

T- 1 B(iRnl - medible tal que entonces 



n 
~ 1 .~ 2 , .... suc. de v.a. y sea X = L: ~k 

n k=1 

117 

entonces podemos definir T:IR"~tR" t.q. T(~ 1 ...... ~nJ=lX,, .... ,Xn) si 

asociamos una matr!z a T lo anterior podrla escrlbirse: 



ll8 
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Así 



120 

ó equivalentemente 
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o x(O 

· o.ob.;;;Ol 

en base 

!' ~ 

0.21.;;x(0.022 

· · 0.22.;;x 
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I • 

'" 
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DEMOSTRACION: 

Como V'n,mEIN (ri;tm) Xn··Y Xm son v.a ... independientes e i.d. 

:) Rn (X)=2Xn-l y Rm ( Xl=2Xm ~l. sci~" v.~. independientes e i.d . 

. ··o·. ,·-·· t/);j;';. '•.'-t"'-.-; 

Si n=m Rn(xl-Rn(~l"{~n~~l,};~_1 i'.) \:" 
' - •'" ·':;··.·¡ :,:;··\'2( ,:·;·~~:~·:·' 

A la funciones Rn(xL se· ;u~:;llkr:na:Jas funC:lones de Rademacher. 

(Nota: De hecho se pued(p,roh~·r JU ;lR1lxl', •R.(xí, .... ) forman un conjunto 

ortonormal en L2 l(0,1), Brn;1i,\.J). 



Además .wE [Y l\M(M]~{ Y /\M)(wl(M~ IYl\M)[wl =Ylwl~Y(w)( M~wE[Y(M) 

, ' f Yl\MdP= Y/\MdP= YdP 
J[Y/\M<M] J[Y<M] [Y<M] 
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J' [Y/\M]dP .... = M:P[DM]+J YdP 
o . ... < \ [Y.O.!] 

en 
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----- --

Usaremos ahora un teorma éuya prueba puede encontrarse en el libro de 

y por 

es .. función de 

numerablé y 
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