
/ í 
. ,;.;~.:... 

UNIVERSIDAD NACIONAL 
AUTONOMA DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

EL PROBLEMA CONFINADO 

DE STOKES 

TESIS PROFESIONAL 

PARA OBTENER EL TITULO DE 

F S C O 

PRESENTA 

ES t1 FLORES 
--=-~ 

MENDEZ 
TESIS CO H 

FALLA LB OfuuÉfl 

MEXICO, D. F. 1 9 9 o 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

Resumen 

Capitulo t. Las ecuaciones dt: Uavic::r Gto•~cs. 

§ 1.1 Motivación. 
§ 1.2 Ovscripci6n de un fluido. 

§ 1.3 Principios de ccnsc:rvaci 6n. 

§ 1.4 Ecuaciones constitutivu.s. 

5 

9 

17 

1.5 Ecuaciones de movimiento para fluido~ inc:omp~e5iblcs. lq 

§ 1.6 Condicion~~ de frontcr.:l. 20 

§ 1.7 El namcro de Reynold5. ~1 

§ 1.8 Formulación del problema. 2~ 

Capltulo 2. Antecedentes y teorias modernas del problema. 

§ 2.1 Introducción. 

§ 2.2 Antecedentes del problema. 

§ 2.3 Efecto de longitud finita y pared cillndr-ic:.J. 

§ 2.4 Efecto de pared cillndrica angosta. 

§ 2.5 Forma en quE> se vincula la fuerza de arra!'.i-tre con la 

velacic1ad tE>rminal. 

§ 2.6 Conclusiom:'.!:5 teóricas. 

Capitulo 3. Oisetío y construcción del cmperimento. 

§ 3.1 Introducción. 

§ 3.2 Diset'io y con:.trur:ción. 

§ 3.3 Datos y an.4lisis. 

§ 3.4 Conclusiones expt-ri m~ntales. 

20 

34 

4 l 

45 

50 

50 

56 

62 



Capl tul e-:. '1. Cor.e:.! u.i:.1 ont:··:.. 

§ 4.1 D1fer·enciaz c:uollta.tiva~ entre tcorla y e::pcrimcmto. 66 

§ 4.2 Ccmp.:i:--ac1or. r.:!e los .-c~sultados teórica!:. con !o~ 

e::periment.:al~:.. 66 

{? 4.3 Teor!.ü que.: ~e adapte ffiCJOí ill Q::pcri.mr:ntn. (;.q 

9 4.4 Pcr5pcct1v.;..:: del trat~jo C>~:pc:-"imcntal. 6C1 

Uibl1ogrüflc1 7J 



Resumen 

La tesis trata de la determinac:!ón m:perimental de la fuerza 

hidrodin.1mica que ejerc:e un fluido sobre el movimianto de ·una 

esfera s6lida que, sin rotar, se mueve a lo largo dQl cjE" de un 

cilindro. 

Como la tuerza hidrodínAmic:a que actúa !;.obre la csfl?ra no ne 

puede medir directamente, es nec:esario uti 1 izar un mé-todo 

indirecto. Este parte del t.echo de quu las fucrzas que actúan 

sobre la esfera (peso, flotación y fricción> llegan a un balance, 

por lo que la esfera alcanza su velocidad terminal. Como resultado 

de ta supo~ici6n de que la Fu~rza hidrodinámica se puede e~pr~sar 

como el producto de la velocidad terminal por un factor que 

depende de la geometrla u.saciada al confinamiento, el método 

consiste en determinar la forma funcional en que la velocidad 

t~rminal depende de los factores de confinamiento. 

Se di sena y se construyQ un di sposi ti vo e>:perimental 

mediante el cual se mide la velocidad terminal de la esfera cuando 

&sta se suelta en cilindro~ de distinlos radios y desde distintas 

distancias a la superficie libr8. Con ~stos datos se determina la 

velocidad terminal como función de 1 os. par dmetros gcométri ces 

asociados al confinamiento: cociente de los radios (esfera y 

cilindro> y distancia a la superficie libre. 



CAPITULO 

L.as ecu.aciotu~s de t-lavier Slokes. 

I ntroducciÓn. 

l • 1 Moti vaci Ón. 

Dado un g:--upo de obJctos !:>Uml?rgidos en un flu1do, sr? 

deno~ina fuerza hidrodin~mica a la fuerza quo siente cada uno do 

E>llo~ debido a su e5tado de rriovimiento y a la pre~encia y 

movimiento relativo ese los otros. Hemoc;; experimentado ésta 

interacción cuando al cerrar la puerta de una habitación las 

cortinas se mueven o, cuando al desplazarnos en un coche compacto 

por la carretera, no<;i rebasa un camión de gran cülado. Dentro 

de ó5te grupo de inter~'"lcciones hay una que es nuestro objeto de 

estudio. 

Cuando una esfera cae a lo largo del eje de un cilindro que 

est~ lle:io de liquido, sobre ésta actúa una fuerza en contril de 

su movimiento. Esta fuer2a, llamada de arrastre, dependD de varios 

par~mctro5, lu~ cuales cardcterizan al estado de movimiento de la 

esfera y las condiciones iniciales dE?- o;.u movimiento, las 

propiedades del fluido y a la geometrla del sistema. 

El estado de movimiento de la asfera viene dado por su 

velocidad que puede ser variable o no. La fuerza de arrastre que 

actóa en cada caso es muy diferente. 

Lo~ parámetros que caracteri2an al fluido son la viscosidad 

y la densidad. Si un liquido tiene una viscosidad o densidad mü;or 

quo otro, la fuerza de arrastre será diferente de un caso a 

otrouJ. Di cha fuerza depende tarr.bi én del coci Ente de 1 ;~s 



densidades de la esfera al del liquido. 

Los par~mE>tros geométricos son lo5 radios de la eúfcrn y del 

cilindro, la longitud del cilindro y l.:l posición inicial de la 

c~fera .. La fuerza depende del radio de la esfera, ya que r.Li entras 

ll'las grande sea la esfera mayor es la c.::mtidad de flu1do que tiene 

que desplazar al movi:rse' 1
'. Depende tambiún de la proporción que 

guarden el radio de 1 a c:-!tfera y el del c:i lindro. La esfera se 

mover~ de diferente modo cuando éstos sean parecidos que cuando el 

radio c1el c1lindro sea mucho mayor qur> el dE> la esfera'
2

'
3
'. 

Depende de la longitud dE?l c1 lindro,. yü que ('} fondo del cilindr·o 

y la superficie libre d~l liquido afectan el movimiento de la 

esfera. Si el cilindro es corto, sobr~ la esfura actúa una fuerzn 

de arrastro diferente a si es largo
12

) • Dt:pcnde de la. posición 

instant~nea de la esfera, ya Que s1 se encuentra cerca de la 

superficiE? libre o del fondo, actúa una fuerza distinta a si se 

encontrara lejos de el las'z>, 

La fu~rza depende de las condiciones in1c~ales con las que 

se pone en movimiento la esfera, que son la po;;icion y la 

velocidad .. El movimiento de un fluido en general, tiene fuerte 

dependencia de las condiciones con las que se pone en movim1Ento. 

Las las ecuaciones que se utilizan para describir fluido~, tienen 

fuerte dependencia de las condic.1ones iniciales. Ha sido 

demostrado que soluciones cuya condición inic.1al difiere muy poco 

son completa.mente diferentes entre si 1 
"). 

La fuerza de arrastre que üCtúa r;obre una esfera que cae a 

lo largo del eje de un cilindro no ha sido determinada .. Sólo se 

conocen soluciones aproximadas tanto teóricas como experimentales. 

El obJetivo de este trabajo es presentar un método experimental 

para determinar la fuerza de arrastre y hacer una revisión de las 

teor1as que r;e han desarrollado para detcr~inarla .. 
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Las aplicaclcncs de éste problema son rnUltiples. Muchas 

areas de ingenierla y ciencias aplicadas requieren conocer la 

fuerza hidrodinamica que actua sobre una particula moviéndose con 

1 as caracterl st.icas anteriormente: cita das. Entre otros campos, 

cabe citar viscos1metr1a de Cillda de esfera, flujo sanguineo, 

transporte en membrana~, y 5edimentaci6n. 

Tr-:..1~"iporte en membranas. 

Las funciones m.'.:Ls importantes de li\ cé-lulü. consisten en el 

metabolismo y la biosintesis de proteínas. Estas funciones 

dependen del transporte de sustanc:i a!:> del medio ambiente al 

interior de la célula y de la cblula al medio ambiente. 

La combinación del transporte rle la ~ustancia con la 

conservación y la independenc:iü. de la t!Struc:tura interior de la 

célula, se real'i:za por un único lf1odo poi:;ible. para realizar sus 

funciones la cólula est~ separada como un todo del med10 exterior 

por una membrana semipermeable. (\ través de l;i merr1bran.:i, se 

transporta sustam:i a sin que por ésto se al ter e la estructuro. 

interna de la célula. 

A través de los canales pasa el material que requiere,: la 

célula <iones y moléculas> debido al fenómeno de ósmosis. Un i6n o 

molécula se puede idealizar como unu. C!:;fcra. y el canal como un 

cilindro. Por lo que? el transporte en membranas se puede ver como 

el movimiento de una esfera a lo largo de un cil1ndrol!),O,?>. 

Es importante recordar que los i enes y moléculas dL> 1 a 

sustancia tienen la dimensión de las moléculas que conforman al 

fluida. En el artlculo realizado por Per.:ilta-Fabi y Zwanzig 00 , 

presentan algunos c.:ilculos de la fuerza de arrastre que r'.lc:tu.:i 

sobre una molécula que se mueve en un fluido viscoso. Considcrar1 
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que la interacción de la molé-culn con c:>l flu1dc, se dE'bi.!' .:. ur, 

potencial intermolecular, más que <::i. una conrhc1ón dG frontE>r<il 

impuesta sobre una superfícJ.c b1en def1riida. El rc~ultado .:tl que? 

llegan muestra que la fuerza de urrus.tre que: actúa sobre lú 

molécula puede ser calculadoa con una apror.1m~ción hidrodin.'.l.r.lica. 

Resultados experimentales de la autodífusión de un .::i.tomo de argl'n 

en argón han sido descritos y predichos usando un punto de vista 

hidrodin~mico 111 '. Lo cual argumenta en favor d~l modelo 

anteriormente descrito para transporte en membranas. 

Flujo Sangui neo. 

La sangre es una suspensión, es dec~r, una gr~n cantidad de 

partlc.ulas que están suspendidas en un liquido. La form.l de die.has 

partículas es variada. Describir el flu10 sanguíneo en arterias, 

venas o capilnres, es algo que todav1a no ha sido resuelto. Debido 

a su i~portancia, se han desarrollado diversos modelo~ para poder 

entenderlo .. Estos consisten en una version muy !;implificada del 

flujo sanguinea. 

El movimiento de un glóbulo rojo en una vena, arteria. o 

capilar, puede ser idealizado el movimiento de ur.a esfera a lo 

largo de un cilindro <para m~s detalle ver la introducción de la 

sección 2. 4>. 

V1scosi.19e'lr!a de Cald~ de esfera. 

La viscosidad es aquel 1 a propiedad de un f 1 ui do por virtud 

de la cual ofrec~ resistencia a un esfuerzo cortante. La melaza y 

la brea son ejemplos de fuidos altamente viscosos, el agua y el 

aire tienen viscosidades muy pequenas. 

Uno de los mbtodos industriales para medir la viscosidad de 
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ciertos 1.lquidos, es el asl ll<lmado de calda de esfera. Se t1cnt:;n 

varios tuboc 11 er,o...-; con 11 qui dos "est:..ndarl:!sº de vi seo si dad es 

conocidas c:on una esfera de acero tm cada tubo. El tiempo 

nec:e-surio pari\ que lil esfera recorra. lu. longitud total del tUbo 

depende de la viscosidad del liquido. 

Sod1Jalent.aci i:;n. 

La sedimentación estudia la. forma c:n que m.:i.leria se 

precipita al fondo de un l.1quido .. En el cao;:;.o de una suspensión 

poco concentrada, la-:. part.1 cul as se pueden con si derür u1 sl .::ida.mente 

y se tomar"n c;on cuenta lns efectos de fondo, ~upc·rficif:? librci o 

pared, cuando el ca5o lo requiera. Esta cons1derac1on !:.C puede 

hacer gracias a que Ju esfera, al movc:r~e en el seno dc•l llqtndo, 

produce tm campo dü velocidad es en et (en l.1. aprm: l.11aci c.n de 

Stokc!r.J proporcion<3l al radio de la csfr.:rü. y a la vc;olocidad de 

ésta e invC>rsamente proporciona! a la d1~tancia. Por· lo quo si la 

veloc:td.:id y c-1 rad:io de la c•sfl?ra son pequcl"'íc..-.:. y lil :.uspentz.ión es 

di luidü., lu-:. part1culu~ quu se SC!dltr.i::·;;tur, <zc: pueden c.or.!:.:.Cer.:ir 

ai !ll ad as. El sedimento !iC puc·dE' cor.si m:·r .:ir t:L1,-:-.::: Ltn.1 C$f era y 

depondiendo del Cb~O, c1~rta p~rcd del ca~t~nedor como una pared 

ci J indri o::c:i .. 

, 
1 .. 2 ~scrlpcion de un. fluido. 

Los f 1 Uidos pueden i de.:il 1 -zar se coma med1 es c:ont1 nuo5, es 

decir, medios c:arrmtcs de huecos separ nc:i. ón entre nus 

part1culas. Bajo este marco. la e~tructur~ :r.::.~€CL1Jar de la materia 

es i gnoradü y ~e le sustituye por un continuo. En cada punto de 

este fluido continuo. para un instante dado. se supone que la 

velocidad, presión, densidad y otras, asl llamadas "variables dec> 

campo .. , toman un valor único. La continuidad de l .il matc-r1 a ~n 

requi~re entonCQS para deducir las leyes de conservac1cn de masa, 
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momento, momento angttl a.r- y encrgl ,:;., que dan 1 ugar a un con Junte. de 

ecuacione~ difcrcnc:1alcs, la..:-, cuales deben 

variables de campo. La soluc16n de estas ecuaciones dcflno 

entonces la variac16n de cada variable de campo ~n el espacio Y el 

ticmpo1~1 • 

Las variables de campo t<lles como la densidad p y el ...-cctor 

de velocidad Ü son en general funciones dQ la~ coordenad~s 

espaciale5 y del tiempo: p = p<~, tl y~= Ge~, t>, donde~ es el 

vector posición. En cualquier punto del espaciri e!;tür. variable!'.> 

continuan estando definidas en terminas dn la-;; prop1t.'dade5 de 

varias moléculas que ocupan el pequeNo volum~n en la vcc1ndad del 

punto. 

Con5i déreso un pequerio el EmE>nto de vol ume:i AV que cont i ent:­

un gran número de moléculas. Sean ~m y V la masa y velocidad media 

en el volumen b.V. La densi.dad y velocidad en un punto e~t~n 

definidas por los siguientes limites: 

p lim 
AV .. ,e, ( \em) . 

donde & es un volumen lo sufic:icntemente pcquef'io paro. considerelr 

~1/3 pequeno comparado con la mas peque~a y significante escala de 

longitud en el campo de velocidades, pero lo suficientemente 

grande como par<1 que contenga un gran namcro de mol&c.ul as. La!; 

sumas en las expresiónes ilnteriore!> se toman sobre todas las 

moléculas que est~n dentro de AV. Las otras variables de campo se 

definen de manera ~imilar. 

Una vez seleccionada la aprm:imación del continuo, es 
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nece!:O.ario selc>cc1onar el s1stema de rc-ferenc1a en Cl cL1ai se 

formul ar:tn J as 1 eyes de conscrvac16n. Hay dos s1 ?:<temas da 

descri pci6n b.d.o:.i cas que puod~n ser emplead os, se: ! C?:.i denomi n~' 

euleriano y lagrangiano. 

En el ma:rco de referenc1 .:i euler1 une.. 1 a~ var1ab1 eo:. 

independientes son las coordenadas espaciales }:. y, -;: y el tiempo 

t. Para obtr:oncr Jac;; CO'cuacioncs hAsir:as de: c:on~erva.ción, se enfoca 

la atención en el f 1 u ido quci pas;1 a través de un volumen de 

control que estd fijo en el espacio. El fluido que se rmcuentra 

dentro del volumen de control en cualquier ino:.t.:mte con!itar.:.. de 

di fer entes partl cu! as dl? fluido que las qur. hab.1 a un l nst.:intc> 

anterior. Si Jo~ principios de cnn~r:!rva.cion se aplican al fluida 

que pasa por este volumen de cbntrol, la~ r!cuacioncs de 

conservación se obtienen rm la descripcit!:1n euler1arn1. 

En la descripción lagrangiana, se enfoca la atención en una 

masa part1c:ular de fluido conforme fluye. Los principios de 

conservación se aplican a este elemento de fluido, resultando un 

conjunto de ecuaciones de conservación en la descripción 

lagrangiana. En este sistema de referencia x, y, ~ y t no son 

coordenadas independientes, ya que se sabe que el E>l emcnto de 

fluido pasó por las coordenadas x
0

, y
0 

y z
0

en ulgun instante t
0

, 

entonces su posición futura puede ser calculada ~i las componentes 

de la velocidad u, v y w del elemento son conocidas. Las 

variables independiente5 en el sistema lugrangiano ~on x
0

, y
0

, 

20 y t. 

Sea a c::ualr"!1tier variable de cumpo tal como l.:i den!iidad o la 

temperatura del flu1 do. Desde ol punto de vista euJ eri ano, a 

puede ser considerado una función de las variables independientes 

x, y, z y t. En el si~tema dc:i referencia lagrangiano se obse-rva un· 

elemento de fluido especl fico por un corto periodo tic tiempo dt 
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co;-,formC? flu·ye~ ~u posic¡Cn camb1n.r.á por l<:ts contidadr.<r> d;~. O-;. 

dz,. y « cambiar~ por una cant1dad d~., .. Del r: .. 'dcw1o sabcmo~ que 

estas cantidades est3n relacionadas por la ~cuacion 

det :r clci dt -t <10 dx ~- D.:-i dy + iJu ct;:. 
dt ¡¡;: iJy <F. 

Si la expres1ón ar1ter10':" ~e derlVc'.l por dt y se 

ictentif1Ci;1íl los terr.nno-:; d~:/dt"'º• dy/dt.=v~ d:/CJ't=W y Oo:/Ot~dct/dt 

cmtonce!:. 

D.::x 1Jet + u iJcs + v iJej + -y1 a~ 

Dt ()[ E 'ify "iFi 

En la nct.:lci6n de Eins.tc:in <de suma cLtolndo aparr.c.cn indices 

repetido~} estQ resulta.do se E"s.cr1be 

(l. ! t 

El t~rmino Da/Ot de la cc.u<1c:ii:::in <1.1> SQ denomin.<t "derivada 

matori al". Representa Pl Cii.mbi o total de 1 a e.anti dn.d a sogon IJs 

Vi!3to oor un obscrvnrlor QL!t> sigue al elemento de fluido. L:i 

C?cuac:ión fl. !> m:presa el cambio lagrangiano de o, con respecto al 

tiempo fDcdDt> ~ p;:i,r3 un nlorr.t?rito de! flu:ido dado en term.1no9 de lns 

der-ivadas eulerianas .:li:llitt y ¡J,.,,/(h:J.. 1
J:>> .. 

El teorema de transporte de Rcynolds1
f.'>' relaciona la 

derivada lagrangia~a de una integral de volumen con una integral 

de volumen cuyo i ntegrZi.ndtJ cont i ~nf::! derivadas i?ute..-i antf,5. 

~ f "dV 
(1.:2> 

V(l} 
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, 
1. 3 Pr .1nc1µ1os. dé' Con.ser v.-.c1on • 

.a) Cons~rv;u.:!on d~ l.a masa. 

Uno d~ los princip10~ b:lsicos de la f1sica cl:isica establece 

que la mü~i\ e~ con'=-tantE:. Este. signiflca que no puede c>:i<;.;.tir 

craación o r.füiquilac16n de materia. La variación de r.-ia~il en un 

volumen fije V se debe al f1L1jo de· mater1a a tr.:w&s de la 

superficie que lo limita. 

Considérese un elemento de f!uidc o~p~clficc cuyo voluffien V 

~e h~ escogido arbitrar1~mente. Si ~ ~~ su don~idad, la ~asn dn1 

clcmonto es ./ vpdV. Conforrr1e fluye. su r;.~sa debo permanecer 

conEtant~ por lo que 

~ Ív p d'·J O ' 

por la ccuacion tl.2> ésto implic~ 

Ya que el volumen V es ar~~tr?rio. In única forma de que la 

ecuación ant~rior se ~atistaga e~ que el integrando se anule: 

iJp +~<pu,> 

<lt ""• 
o ' ( 1.31 

es dec:ir, 

Dp + p iJ<....J o . 
!it ;;;;• 

k 

Cuo.ndo la velocidad del flujo es oeque:l"ia en co:r.par.:u:ión c:an 
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la velocidad del o:.onido en el fluido, se puede conr::iderar qt:r. la 

densidad permanece constante?. A los flutdoi;; que cumplen c~.ta 

condici.6n se les denomina incompresibles. Mate~ticamcnte se 

escribe como 

Dp : O 

5t 

de donde se deduce, por la ecuación anterior, 

o • (1.41 

Sin embargo, el hecho de que 9 • Ü = o, no implica que la 

densidad sea constante, aunque 5ea constante en el ttempo puede 

variar con la posición, pues si 5e considera el flujo estacionario 

de un fluido estratificado, en donde la densidad sea constante a 

lo largo de las lineas de flujo, pudiendo variar de linea a linea, 

se tiene que su derivada material es cero'~> 

b) Conservacio'n del momento. 

El principio de la con~ervaci6n de momento es la aplicación 

de la segunda ley de Newton al movimiento de un elemento de 

fluido. 

Las fuerzas externas que actúan sobre una masa de fluido 

pued•n ser clasificadas como fuerzas de cuerpo, tales como la 

gravitacional, o e.eme fucr::D.s de superficie, tales como las 

fuerzas de pre~ión o esfuerzos viscosos. Entont:e5, si f es un 

vector que representa la resultante de las fuerzas de cuerpo por 

unidad de masa, la fuerza de cuerpo tot~l que actúa en una masa 

de volumen V es J vpf dV. También, si P es un vector de 

~uperficie que representa la fuerza superficial resultante por 

10 



unidad de area, la fuer~a de superficie total que actúo sobre la 

superficie 5, que contiene a V, es J
5
P dS. 

De acuerdo con ln ':icgunda ley de Newton 1 a sum.;. de 1 as 

fucr:!.::.s externas, descritas arriba, es :igual al cambio de momento 

en la unidad de tiempo. El momento por unidad de volumi:m es ~, 

por lo que el momento total que tiene el ~lemcnto d~ vclumen V es 

.f
11

¡;Ú dV. El cambio de momento total en V, usando unn dC!scr·ipción 

lagrangiana, es (0/Dtl f ~ pÜ dV. Entonce~ 

~- fvpÜ dV 
Dt 

fu~~=~ r.jcrcié'l -:-c:.t>rc un ~tomento de supc:>rf1ci.c, de :i.rea dS y 

normal ñ~ se representa como o n dS, donde ~ es el tensor de 
L J L LJ 

los esfuerzos y es la componente j de la fuerza por unidad de area 

que actúa sobre una superficie con norm¡ll en la dirección i. En 

notación tensorial la ecuación que e;:presa la conservación del 

momento queda 

D f ¡:U . dV = f " . n. dS <· f pf .dV 
DtvJ •iJI- v' 

Usando los teoremas de Reynolds y el de Gauss, la expresión 

anterior queda. 

11 

J v ::). j dV + f vpf j tSV • 
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Estas integrales de volumen se pueden agrupar para llegar a 

una e1<presi6n de la forma J" { )dV :: o. Como el volumen V es 

arbitrario, la única forma de que ~e satisfaga la ecuación 

anterior, es que el integrando sea igual a cero, por lo que 

Desarrollando el segundo término de la parte izquierda de 

esta ecuación y utilizando la ecuación <1.~>, la e~presi6n 

anterior queda 

l'Ja . . + pf axl J J 
¡ 

( 1.5) 

El lado izquierdo representa el Cilmbiw de momento de un 

volumen unitario de fluido; el primer término es la variaci6n 

temporal cuando el flujo no es estacionario y .&l segundo término 

representa vari ac.iones 1 ocal es debidas al moví mi ente del fluido 

aán cuando el flujo sea estacionario. En el lado tierecho están las 

fuerzas que originan dicho cambio de momento, por un lado las 

fuerO!as volumt"ttricas y por otro las originadas por los esfuerzos 

superficiales. 

, 
e) Conservacion del. JaO~nto as1gul.ar. 

Una "partl c:ul a" de f 1 ui do con densidad p, velocidad Ü y 

posición r, tiene un momento angular por unidad de volumen 

[ ;. r x pu. El momento angular total del elemento de volumen 

V es J..,L dV. 
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Dr a.cuerdo con la segunda l cy de Newton, el c:ambi o de 

momento angular total con respecto al tiempo del el cmento de 

fluido e!:i igual a la torca total debida a las fuerzas r.xtcrnas 

que actúan sobre é!ite, dichas fuerzas son las dP. cuerpo y de 

superficie. La torca debida a las fuerzas de cuerpo que actOan 

sobre el elemento de f 1 ui do vi ene dada por J' ;: ): pf dV, y 1 a 
-"' ... 

torca debida a las fuerzas dr= superficie es Jvr x (o.n) dS • Por 

lo que la torca total que actúa sobre el elemento de fluido vione 

dada por la suma de las dos integrales anteriores. Las e>:presiones 

anteriores satisfacen 

Q_ f;: X ¡;ÁÍ dV : f r X (c.n) dS + J r X (pf) dV. 
Dt 

Usando el teorema de Reynolds qu~da 

f ( ~ <r X pÜ ) + di V Ir X <pÜ> ü ) ) dV 

f r X ( U n ) dS + f r x lpfl dV • 
s 

Utilizando el teorema de Gauss, la componente k-~sima de la 

ecuación anterior es 

donde c 1jll: es el tensor totalmente antisimi:.trico de Levi-Civita. 
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Esta expresión se reduc~ arc:s-J 

f 
[

XC. ( [p8u + 
L L ¡k. atj 

+ 

u. [ iJp + p~ ] ) 
J ()t ih: ~ i¡k. lJ - L O ] dV " 0 • 

Utilizando la~ ecu~ciones (1.3J y <1.5> queda 

Como el volumen V es arbitrario 

Después de desarroyar este resulta.do se llega a 1 a 

c:onclusi6n de que el tensar di:i esfuer.:os es simétrico: o 
•J 

o ,. 

d) Conserv.ac.ion de la energ.La. 

El principio de conservación de la energla es el resultado 

de aplicar la primera. ley de la termodinámica a un elemento de 

"fluido .. La primera ley de la termodin~mica se aplica u sistemn.5 

que se encuentran en equilibrio. Bajo estas condicion<?s se 

establece que el cambio de energia interna, debido a un proceso 

cuasi est~tico, es igual a la suma del trabajo total hecho sobre 

el sistema y del calor intercambiado. Aún cuando un r.lemento dO' 

fluido en la descripción lagrangiana puede ser considerado un 

sistema termodin~mico, en general, no se encuentra en equilibrio. 

La ecuación de conservación de la energ1a es la 

generalización de la primera ley de l.:i tcrmodin!i.mica. par.:i un 
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sistema fuera de 12quilibrio. Para .=-sto, es necesario introducir la. 

hipótesis de equilibrio local, é~ta perm1tP establecer lo encrg1a 

de una "partlcula" flu1da como 1 a suma de la energ1a lnterna 

por unidad de mnsa e y 1 a energl a ci nót.i c~-i por unidnd de mas.:i 

Ü.Ü/2. En este sentido, la forma modificilda de la primera ley de 

la termodin~mica que se aplicar~ un elemento de fluido., 

establece que el cambio con resp~cto al tiemno de la energla total 

del elemento de fluido conforme fluye, PS iguul a la suma de Ja 

potenci.l. desarrollada po:-- 135 fuer~ao:. de supe:""fic::1e Ü.Pcts y por 

las fuerzas voll1rtétricas ü.f.ctv y el flUJO de calor Q; la c~ntidad 

de calor que sale del elerr.ento de fluido por uniO~d de t1cmpo y 

unidad de Area es Q.~. donde n es J,:\ r1ormi'l a la superficie del 

elemento. De c~ta forma, e-1 princ1pio de conc;,erVilCll,n Uc la 

energiil para un volumen V con supnrf1c.J CJ S .. cst~ representado por 

12_ f ( ¡x:; • .!_Ü.Ü) dV f Ü.P dS • f Ü.pf dV + f q.;; dS. 
Dt v 2 

Usando el hecho de que Ql vector P ~std re?\ cic1 onado con el 

tensor de los esfuc·rzos 1 a través de lo relacic.~.on Pj ,,. O'~jni., la 

primera integral de superficie se transforma en una integral de 

volumen utilizando el teorern~ de Gaus~ 

c:.alor: 

Aplicando el teorema de Gauss al t~rmino debido al flujo de 

J q.n dS f qjnj dS f :,. qj dV. 

' 
Utilizando el teorema de transporte de Reynolds, y agrupando 

las integrales, se obtiene una m:pres16n de la forma fv( J dV .-. o. 
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Como el volumen V es arbitrario, la única forma de que se cumpla 

ésta ns quo el integrando sea nulo.. De lo cual resulta la 

~iguiente ecuación diferencial 

iJ (U .O . . ) 

liX\ J l J 
- pu f 

J J 

Desarrollando los términos y utilizando las ecu.::.c.1ones de 

r:onserva.ciOn de la masa y del momento, la e;~presion anterior se 

reduce a 

(1.6) 

El mi cmbro dE' la i;::quicrda repre!>r:mta eol c.<lrr.010 de la 

Qnergla 1nterna, ~iendo el primr:r t.érmino el t.."lmb10 terr.pc.ral, 

mi entras que el segundo se deo e a c:arnb1 os 1 ocal !"'.'S convect i vos 

causados por el flujo del fluido .. LJ. parte derecna roprcsenta la 

cau~a del cambio de la energlu interna. C1 primer termino 

representa 1 a conver5:.i ón de energl a mecJn1 .::a on c-nei-q1 a térmica 

debido a la acción de los cs.fuer::as de superf1c:1e. El Oltimo 

t~rmino representa la cantid~d de calor que cst~ ~iendo 

inte:rcambiado por unidad de ti em¡;o. por- conducción e.en el 

i?l: teri or .. 

A partir del principio de cons2rvación se han obtenido cinco 

ec:uociones que describen c:l movimirmtu dP. un -fluido y, como 

consecuencia de la h1pote~1s de equilibrio local. t-.ay dos 

ecuaciones dC? estado para un sistema s1mple. Estas son p = p<p,F) 

y e :: c(p,T>, en donde p es la presión termodin.1mica y T la 

temperatura'P' .. Sin embargo, se cuenta con 16 variables e-scalares: 

densidad p, energla interna e, tres componentes dP. la VP.locidad ü. 
tres componentes del f l njo de calor Q. se1 s componente!:. del tensor 

o-'"j' la presión p, y la temperatura T. De esta form?I se t1cn~ un 
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sistema abierto por lo que se deban introduc¡r ecuaciones rm 

términos de las mismas var1ables f::;.:lru obtc;-e:r un s1stE·ma de 

ccuaci ones. cc:>rrado. E<.:.t .o.s se conocen c:omc. las ncuaci enes. 

consti tuti va.s. 

l. 4 Ecu.acionos conslitullv.as. 

Las ec:uaci ónc:s const i tu ti vas perm1 ten cC?rrar el !;;] stema de 

ecuaciones. Estas relacionan al tensor de ~sfucr~os con los 

gradicmtes de la velacidu.d y la presión y al flujo de calor con el 

gradiente de temper~turu.. Para construir! as se::> formul arln 1 as 

condiciones que el tensor de esf'uC?rzoi: y el flujo dD calor 

satisfacen • 

.a) Yisco.sid4d. 

En un fluido en reposo, s6lo SE? ejercen fuerzas normales y 

est~n dadas cor la presión termodin4mica, por lo que el ten5or de 

los esfuerzos es isotrópico en cualquier lugar del fluido y tume 

la formü 

" . -p .s . 
LJ lJ 

en donde el signo negativo se debe a que so cons1 dera a los 

esfuer2os normales positivos cuando son de tensión. 

A un f 1 ui do en movimi ente se le debe sumar a 1 a parte 

derecha de la expresión anterior, un término que d& lr.. 

transfcnmc:1a de impulso vi!:-coso cm el fluido, cil cual s& denota 

por o' 
Í.J' 

quedando 
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Puede ostablecer~e la forma general del ten~or o" del modo 
'J 

siguiente
1
J

1
: en un fluido· se presentan procesos de rozamiento 

interno úr.icamente en el ca5o en que las di~tint01s partículas del 

fluido s~ muevan con velocidadas diferentes, de modo que exista un 

movimiento relativo entre Pllas. Es decir o", no puede depender ,, 
de la velocidad del f.luido, ya que si este se moviera a velocidad 

constante ne se producirían e!>fuerzos viscosos en su interior. De 

aquí que c:r:j dependa de las derivadas espaciales de lit velocidad. 

Si los gradiE::ntes de velocid.3d son pequef"ios, podemo!i suponer que 

1 a tr.:i.n~fcrenci a de impulso debida a la vi sco':>i dad dcpcmde s61 o de 

la~ pri!neras dcrivada-z de- la velocidad~ Con l.::i ;ni~ma .:iproY-imación, 

o: J puede suponer!'.ie que es una func:ió;, linea 1 de l ns deri vndas 

llu/it:{( No pueden existir términos en 0~~ 1 independiente-;;. de 

n-..i 1 tih<
1
, puesto que O'" ij debe anularse par-a Ü constanto. A 

con ti nuaci 6n observaremos que O'". debe ta:"t,bi &n nnul ar~D cuündo el ,, 
fluido completo est~ en rotac:i6n uniform~, puesto que os evidente 

Que en dicho movimiento no se produce nini;un rozamiento interno en 

el fluido .. En el caso de rotac:i6n uniforme con veloc:dad angular 

~' la vel oc:i dad Ü es igual al producto vectcri ul ~ ~( ;: • Las sumas 

son combinaciones lineales de las derivadas "'\lhx
1

, y se anulan 

cu<:indo Ü :;; ~ >: r. De aqul que u~ . deber~ contener fn:actamente 

" estas ccmbi naciones simétricas de las dc;iri v.adao::> bui /Jx j" 

El tensor m~s general de rango dos que sütisface las 
condiciones anteriores es 

º'l i ª[ ~. + ilu. 
J 

+ b ~6. 

""J ~~ ~ bx l J 
l 
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siendo a y b independientes de la velocidad. Sin embargo, es 

conveniente escribir Esta expresión en una forma ligeramente 

distinta, en lu que a y b se nustituyen por otras constantes 

CI. 7l 

La expresión entre paréntesis tiene lu propiedad de anularse 

cuando i=j. Los coeficiente~ ~y { se les denomina coeficientes de 

vi~cosidad ccrtante y volumétrica respectivamente, y los dos son 

posí ti vos">. 

bl ConduclJ vJdJtd l~rllll e.a. 

La conductividad térmica de un fluido se efectúa gracias a 

que las moléculas transmiten su movimiento térmico de unas a otras 

a causa de su interacción. La temperaturu ~e puede pensar como un 

potencial, cuyo gradiente E'IS equivalente ü una 11 fuer2 a motriz" que 

produce un flujo de calor. 

La segunda ecuar:.i6n c:onstitutiva viene dada por la ley de 

conducción de calor dt?i Fourier, que establece que el flujo de 

calor por c:onducci6n es proporcional al gradiente de la 

temperatura 

(!.13) 

donde k es el coeficiente de conductividad térmica del fluido. 

J.S Ecuaclone~ de mov!M.ient.o para .fluldos incorapresibles. 

En un fluido incompresible V.Ü;: o, Jo qut:o permite ltt.ili=ar 

19 



la ecuación <1.4) en la er::uación 11. 7). Asl, queda 

o'i.i n<du\.IU.<.
1 

+ itu/b>:~), y por- lo tanto, 

0
11 

-p 6\.i + n<au
1
10x

1 
+ bu

1
1()';.:

1
>. El hecho de que p sea 

const~nte. permite desatopl ar las er:uaci6nc'5 de c:onservaci 6n d!? 

muz~ y ':10- momento dE? l.J :::Je la. 1:;-i1?r9!.:i .. Sustituyendo P-StP. 

resultado er-. la ncuücit:i.n ~1.5} <::: l1c-~n 2 

; .. ttu 
i.tf' ·~~ .. ;k [ ''[ ~J • ~-¡ ) ] 

¡ ' ' 

r:-f. 
J 

En la mayor parte de 105 casos el coeficient~ de viscosidad 

1) no varia notablemente c.on 1.1. posición y puede por tanto 

considerar5e constante¡ u5ando la ecuación tt.41 la ecuación 

anterior queda 

-Dp + n~z u l + pf j 

¡;;¡-¡ ""k 
en forma vectorial la ecuación anterior se escribe 

p6Ütat + Ü.V' Ü = -V'p •· >¡AÜ + Pf 11.B> 

A <1.B) se le denomina la ecuación de Navier-Stokes. Estas 

ecuaciones de movimiento son el resultado de considerar el cambio 

de momtmto de un elemento de fluido, debido a las fuerzas que­

actQan sobre 61, que son las fuerzas volum~tricas y las originadas 

por esfuerzo5 superficiales. 

l. 6 Condiciones de- frontera. 

Experimentalmente sn ha determinado que no hay movi mi en to 

relativo entre una frontera sólida y un fluido. Entonces, si V 
repre.;enta la velocidad de una. frcn"tera sólida, la condición que 
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debe satisfacer la velocidad en la frontera es 

Ü v, (sobre la fr-antera s6l ida). (l.9) 

En el ca~o de un fluido infinito, el valo~ que debe tomar u 

cuando r + oo depende de varias cosas: 

a> El sistema de referencia que se utiliza para describir el campo 

de velocidades de un fluido, puede alterar la condición en el 

infinito. Ejemplo de ~sto, es el casa de una e~fera que se mueve a 

cierta velocidad en el seno de un fluido infinito .. Si el sistema 

de referencia se monta sobre? l Cl QSfera., y 1 a esfera st:? mueve con 

velocidad Uei., entonces el campo de velocidades en r -+ w es 

Ü ::: -U;i.; pero si el sistr?ma se monta en el fluido, Ü '=' O en 

r ~ oo, ya que la energía que l~ transmite la esfera al fluido se 

v~ disipando par efectos viscosos conforme r crece. 

b> El campo de velocidad Ü depende de las condiciones de frontera 

en el infinito. Si la frontera en el infinito cambiü. su posición 

en el tiempo y se considera un si stE"roa de referenc:i a fijo. el 

campo de velocidades debe satisfacer la ecuac16n Cl.9) en el 

infinito .. Ejemplo deo ó-sto, es el primer- problema de StoY.es1
P>. 

e) El tipo de campo de velocidades que tiene el fluido determina 

tambiilin la condición al infinito. En el caso de un 4'lujo de 

Poiseuille'l)) el ca.nipa de velocidades en el infinito es un perfil 

parab6l i co. 

1.7 El nUJ111ero d~ Reynolds. 

La ecuaci 6n de Navi er-Stokes contiene las sigui antes 

variables: la velocidad, las coordenadas, el tiempo y la presión. 

Ad i mensi onal i semos Ü con la magnitud de una velocidad 
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represcmtativa del flujo Uo, a las coordenadas con una longitud 

caracterlstica del sistema L, a la presión con nUo/L y al tiempo 

con pL2 /n. Al introducir estos valores en la ~cuación de momento y 

en ausencia de fuer2as externas aparece una única combinación 

adim[?nsional: UoL/¡_, <v=nlp es la viscosidad cinemática) que se 

conoce como numero de Reynolds R. En ausencia de fuerzas externas 

la ecuación de Navier-Stokes queda 

au.+Rudu 
Jt' kbx~ 

todas las variables en esta expresi6n son adimensionales. 

El número de Reynolds UoL/v e5 el cociente de 1 a.5 fuerzas 

inerciales y las fuerzas viscosas. Un número crltico de Reynolds 

hace distinción entre reg1menes de flujo, tale~ como flujo lominnr 

o turbulento en tubos'7>. 

Cuando las fuerzas viscosas son mucho mayores que las 

fuerzas inerciales el número de Reynolds es despreciable, y si 

además se trata de un flujo estacionario y no hay fuerzas externas 

la ecuación (1.8) queda 

Vp = n llÜ • (!.!(') 

A la ecuación (l.10) se le denomina ecuacion de Stokes .. La 

cual se uti l i 2a para determinar el e: ampo de velocidades y de 

presión de un fluido incompresible, uniforme- y cuyo nómero de 

Reynolds es muy pequeno .. 

1. 0 ForJnU.l.aciÓn del problema. 

Del problema que ha sido planteado en la sección t.1 y que 
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aqul se? e~:pl i ca con m.:..s dctal le, se conocen -::.61 o sol uc1 nnc~ 

aprm:imadas. Por lo que es necesar10 abordür este prDblem.-:a tant.o 

teórica como experimentalmente. El experimente ""dcm:i.s de sE>rv1r 

para comparar las teor-1as con los r-esultados, sefiala nuevas lineas 

teóricas a seguir • 

.a) Formul.ac16n experiJnenlal dal problema. 

En la presente sección se ~xpone un método experimental para 

determinar la fuer~a de arrastre que actúa sobre una e~fera sólida 

qu2 se mueve sin rotar, por acción de la gravedad a lo largo del 

eje de un cilindro. Esta fuerza se espera que dependa de los 

parAmetros geom~tricos <ver diagramal adimensionales O=Atl,r=AIB y 

R=pvA/n, donde A y B son los radios de la esfera y del cilindro 

re~pecti vamentc, 2L es 1 a 1 ongi tud del ci 1 i ndro, t es la posición 

inicial respecto a la superficie libre desde la cual se suelta la 

esfera, R es el número de Reynolds, v es la velocidad de la 

esfera, n y p ~on la viscosidad y la densidad del fluido. 

En un cilindro lleno de un cierto fluido se suelta una 

esfera a lo largo de su eje de simetría desde distintas distancias 

de la superficie libre. La esfera en cada ca5o alcanza su 

velocidad terminal. Esta se alcanza cuando las fuerzas que actúan 

sobre 1 a esfera se compensan mutuamente, dando 1 ugar a que ésta 

se mueva con velocidad constante <ver sección 2.1. U. La esfera 

se suelta de la misma forma en cilindros de distintos radios, 

obteniendo así, velocidades terminales distintas en cada caso. El 

fluido se escoge de tal forma que la velocidad terminal de la 

esfera sea tan pequena que R << 1 (ver sección 1.4>, y por lo 

tanto que tenga validez la ecua.cien de Stokes. A través del 

an.1lisis de movimiento, se pUC!de obtener la forma en que la 

velocidad terminal depende de los par~metros <D,l,2L,~,r>. Este es 

el objeto del e>:perimcnto. 
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Figura 1.1. Paf"~metros geomótrico~ LlSDCi ados al 

confinamiento. 

Una vez hecho esto, se relaciona la fuer.-:<l dt? arrastre can 

la velocidad terminal para determinar la forma en que la fuer2a 

depende de dichos par~metroo:;. Esta relación se establece 

considerando que la esfera al caer se mueve en 1 ineu recta y a 

velocidad constante (lo que si:: logra cuando la esfer~ üle:anza su 

velocidad terminal1.. Por lo que las fuerzas qu11 actúan sobre la 

esfera (gravedad~ arrastre y flotación) se encuentran balanceadas. 

Entonces, la fuer~a de arrastre es igual a la de gravedad menos 1n 

de flatacion. Si durant~ el expcrim12nto la es-t=era que se suelta 

!ii empre es la misma y el f lui tlo es el mismo., l o.s fuerzas dt? 

gravodad y do flotación se mantienen constantes, provocando que la 

fuer~a de arrastre tatnbién se mantenga ~onstante. 

Como la esfera al cL\er aJcan:.a una vc-loc'idild terminal, es 

natural suponer qu~ la fuerza de arra5trc PS proporcional a 



algunA potencia positiva de la velocidad. Si se considera el caso 

lineal y quu la esfera se llUeve a velocidad constante, la fuerza 

de arrastre <F> se puede suponer que satisfac~ F : cv, donde v es 

la velocid•d terminal y e una. función que? depende de los 

parAai.etros 9eol\étrico; .. Coco se discutió anteriormente para este 

caso F es constant•, y si se ~ncuentra ewpurimental~ente la forma 

en que v depende de los par.imetros geomdotricos, se determina la 

dependencia funcional de c. Encontrando asl, la dependencia de F. 

Este punto s~ discute con todo detalle en la sección 2.S. 

b) For.-u.lac1Ón leoric~ del problema. 

El proble11a consiste en detertünar teóricamente la fuerza 

de arrastre que actea sobre una esfera que se mueve a VE!locidild 

constante a lo largo del eje de un cilindro finito lleno de un 

fluido de viscosidad ll• El radio del cilindro es B, y el de la 

esfera es A. La lanQitud del cilindro es 2L y la posición 

instantanea de la esfera es z
0

• LA fuerza de arrastre que actúa 

sobre •sta es 

~ • f ~ ñ dS , 
•up 

donde q es el tensor de los esfuerzos y la integral es sobre la 

superficie de la esfRra. 

Para determinar ~ 5e debe determinar el campo de velocidades Ü 

del fluido. Este se encuentra a trav6s de resolver las ecuaciones 

de Navier-Stokes. Puesto que se desea conocer F cuando la esfera 

ha alcanzado su velocidad terminal para R pequef'S'o <R < 0.5), 

dichas ecuaciones seo reducen a las ecuaciones de Stol:es 

v.ü • o , '9'p = nhÜ . 

25 



con el origen O fijo al crmtro dr:1 c:i 1 l ndro y el cjr- ::: o:,obr-t.~ e1 

eje del cilindro, las cond1c1oncs a la frontcrn ~ara Gsta~ 

ecuac:ionus son: 

a.) Como el si5tema de coordenadas está f1 JO al c1 lindro, el Cü.r..po 

de velocidades del fluido sobre la superficie de la esfera tiene 

la velocidad con la que &sta cue por lo que 

ü e. en r A, donde v es lil velocidad term1n.Jl de ln 

esfera y e
7 

es un vector unitario u lo 

lurgo del CJe z. 

b> Debido a que el fondo del cilindro es rlgido, el campo de 

velocidades es nulo sobre él 

u = o en z .. -L, O S (J 5: B. 

e> La condición que se utiliza ~n una superfici~ libre es qua la 

proyección del ten!lor de esfuerzos u lo lürgo deo· la normal a la 

superficie sea nula, es decir la fuer::za Qobre lu superficie es 

cero 

o.ez O en z L, O :S (3 :S B. 

d) Como la pared latert:il es r1g1da, el campo de velocidildes e~ 

nulo sobre ella 

ü o en {J B, -L :S z ~ L , 

posición del centro de lil esfera y 

<ver figura 1.2>. 
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Figura 1.2. Esfera de radio A en un c:ilindro rlgido de 

longitud 2L y radio B. Sistema d~ coordenadas 

que se utiliza. 

27 



CAPITULO 2 

Antecedentes y teorías modernas del problema. 

2.1 InlroducciÓn. 

En este capitulo !>e exponen los antecedente~ históricos y 

los métodos y resultados de dos artlculas' 2
'

3
' reci~ntes que 

estudian dos distintas apr-oximac1ones al probl!:!ma teórico 

planteado en la sección 1.8, bl. En éstos se ut:ili:a.n m&todos 

te6ricos modernos para abordar el problema y se obtienen parte de 

los resultados mas importantes que se tienen hastn ahortt; a sober, 

el efecto que ticmen sobre la fuerza de arrastre l i'\S paredc~ del 

fc:.ndo,la superficie libru y latc>r.Jl, y c-l efE'cto que tiene sobre 

la fuer;:a una pared cilindrii:il muy .:.\ngosta. 

2.2 Antecedentes del problema. 

1.-La ley de Slokes. Newton 1
J

2 'enuncio en su obra "Principia" 

que si sobre un cuerpo actúa una fuerza constante y la resistencia 

a su movimiento es proporcional a la velocidad o a cualquier 

potencia de ella, el cuerpo finalmente alcanzar.1 una velocidad 

terminal de forma tal que la resistencia experimentada ~s igual y 

opuesta a la fuerza que lo lleva. Las ecuaciones cl~sicas de ln 

hidrodin~mica propuestas por Navier, fueron resueltas por primera 

V[!z por Stokesu'' para el caso de un péndulo que ti ene una 

lenteja eo;;fórica que D'5ci la P.n el seno de u~ fluido viscoso. En 

particular para un péndulo con un balanceode pcr·1odo infinit.o, es 

decir, para una esfera que se mueve e.cm "í'?"locldad uniforme, 

calculó la fuerza d~ resistencia al movimiento 

F = bn71Av , (2.11 

28 



donde A e!:i el radio de lra e:.fera, v '2$ su ve~ocidad <cor,~lartcl y 

n es la viscosidad del fluido~ (\ est~ (?):presión ~e le denomina ley 

de Stokes. El tratamiento in~tematico se: puede c::nco:-itr .. ~r C';": <1 ! • 

La solucion !ie aplica c;;olo a velcc:idade5 b.:ijas y e~ ur.n prir.ic:>r.:i 

aproximación sol t:..11\cnte, que se obti cr.t~ ;:i.! 

ecuaciones de mo'Jiiniento del fluido, todos !os t~~rminos 

inerciales, que 5on presumiblemcntr: pcque:f'ic.':. cor.'lpa;-,:idc5 con lor-~ 

t~rmino~ l ine.:ll e5 (vi se: osos l. Con-:a dcrr..c:i ene!;; de 1 o:. 6rdGPE·!;; de 

magnitud relativa de los téorminor-, pernütieron 

RayleighH!S>sef'ialar qut? ésta c:on$ideración pucde $Cr tomadü sl 

vp(:l/n es despreciable 

Oseen demuestra que el iln~l1si~ dG H.::s.ylc·igh cret equivocado. c:omo 

se explica en el siguiente punte de ésta sección. 

Si la ecuación ~2.1> se aplica al c.:io:.o de un.:.. c~fcr.:i qun cae 

bajo la acción de la gravedad er, un medie vio::.c:oso, se puede 

igualar F al pC!so aparente de 1.-i e~fcra ct..:.undo e! cquilib:-i.o ~e ha 

alcanzado, ya que no hay aceleración; despejando a v de esta 

expresión: 

V <m-m" > g/ónnA , 

donde m es la masa de la e5fera y rn' es lü masil. de fluidc que 

desplaza la esfera. A la velocidad que se obtiene cm <2.:!) se !e 

denomina la velocidad de Stokcs, y 5c le denotcr~ c:cmn v. (donde 

el subindice s indica que~.;: trata de la velocidad dE· Stokcs>. 

2:. - La c.orrth-L.;.1Ón da;, Chel3'ri. Mucho~ i ntcntoo;; se har. he:~hc. p.:!r,-i 

deducir una mejor aproximación que 101 que dio Stokes tomondo en 

cuenta aquel los término~ 

deducir su ley. 

que· !:iP ~u¡:¡onen dc~prcci abl er; paro 



FuG !::<Ci'ial.::ido p.:::- a:.cen
11 º 1

ql1D S6lo ~n la Vl?Clndad inmediata del 

cuerpo &n movimiento pucdcr. ser dcspreci ühl es 1 O!:. términos no 

lincale~ en compar<lción con aquello~ debido~ a lü~ flH'.!rzas 

vi !:ico-:.as. y que a t1no.. gran d"i 5tanci a de 1 a esfera se vucl ven aun 

rr.~s importantes. Ose-en encut:-:r.t;-~ que uno: mejor apro::1maci6n a la 

rcsi~tcncia que actú~ sobrQ la esfera ~s 

F ::: 6n17f\v t 1 t- 3R 18) . 

Pur<l dcri "'.ar !.'.:~ta, O::.een 116 ~ .:isume que- H;r ce; desprcc:i abl~ 

comparado c.on la unidad. Una soluci~:n E'Y.actil par~ el ~istc:>ma de 

ecuaciones de Oseen, ~in atcndr.:~ a t;.st;:i supr-.>~.1c.1~r., fue 
117'1 

pa~tcriormente encontrada. por Gold~tc1n , 

En resumen. para obtener s~$ rr-<.:ut•.~rto<:. Sto1~es ·'t' 05~cn hacen 

la$ siguientes supn~ic!oncs 

<1> El movimiento de lü. esrcrn. relnti\m al fluido e~ lento, 

~21 El fluido e~ infinito~ 

(3) Lü. c;5fcra es r1gida, 

<4> El mo'1imiento es uniforiile, 

<S> El fluido se adhiere a l~ csfcr~~ 

Si '.:j.C quiere'- aplicar 13 lE:·y de Stol:c:.·s, se deben poner las 

condiciones de tal forma que R ·~ o.ns~ o 13 e~:tensión dr. Osucn 

R < o.a. 

3.- Correcci~n debido a los efectos de pared. 

Para entender los res>.1lt'1dos de SU!;. cl:pcrimento5. sobre calda 

de esferas en un tanque alto de sm:c:ié.n cuildrnd~. Nc ... 1tt"m
11 ª1 

roconoci ó la nec:e5i dad de o.pl i car una corr eC'ri on debí da a J i1 

influencia de las parcdcis del tanque, Sltponiendo que l~ 
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rosi~tcncia .J.l movirniN.to cr..-. pra¡::.orcional .:il c1.:üdr3do de· tv 

velocidad. indic6 QL1~ p~ro ~timi11ar los efectos de la~ parodc= l~ 

di::;tam:ia que recorre l.'l o~.fer-a dcb1n ser mult1plicadr1 por un 

factor- que dcpcnde de ta ~ecci6n tran'$vcr~u1 del t.Jnquc y del 

radio de l~ e~fcr~. Para la calda de una esfera do plomo ~n ~qua. 

Nunroe 11
PJ !;UQiri6 la fórmula aprm:im.:u1;J v/v (f'\/D).:1 .... 2

• 

dond~ v es la velocidad obscrvuda, Ju velocidad de> 

Stoke~. Lunnon
12º' c:r.c.ontro experimentalm~nle 1" fórmula 

v/vQ 1- 0.23AID. para el régimen de movir.dcmto rápido 

<R ) 1000). El primer int~nto !.'>eric. poru encontrar tina corrección 

matemático p;.ira el régi mcn 1 aminar fue un c.ttl c:ut o hecho por 

Lorent::? ' 20, quien cmc:ontr6 el efecto en 1 a rc5i ~tcnci O.\ producl do 

por ln presencia de una pared pluna o infinita. E~ta ~s: 

F = 6nAr,v ( l t- 90/32t; > ~ 

donde { es 1 a distanc:i u del centro de la es fer¿:\ a 1 a pu.red~ 

Stok
1221 

11 ev6 lo$ cdl c:ul os de Lorrmt-:: 

encontró 

un p.nso mu!:> al 1.:t y 

Para el casa de nna esfera moviéndose a lo larqo del eje de un 

cilindro infinitamente largo Ladcnburg
1
.r3) '-'Pli!:ó ct método de 

Lo:--~ntz y encontró que para un r.:i 1 ndro de radio n, 1 a fuerza de 

resistencia que actúa sobre la esfera es 

F = 6rrnnvc1 + 2.4AIB> , 

donde ves la velocidad de 1.:i esfer¿-, relntiva a las paredes .. 

Lunnon'2 º> cstabl eci ó en uno de cus e::pcr~ mento!:; qu" la 
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corrección de! L~i.dcnburg e~ lnc:orrecta :::uo'1ndo A/D ~ 0.1. 

Como r;;e ha dicho untc!:.~ las !>uposic:io:"",c-=; que t11~c. Stof..:r:i:. para 

doducir su fórmulü, qu~ fucron l.:i. ba~i: par.:.. los c:~Jc:ulo"J. dD 

Lzi.dcnburg, san v."i.l i d.J.s cuando R t"S muy pcquef>"ia. Cuando c-1 

movimianto no c:s c~:tremadamcr.te lenta C?!:i de!::eablc, por lo t.:int.o. 

tom.:¡¡r en c:.uonta 1 o!;. térm.i nc<J. no l inca les por 

Stal~es. Para el C>focto de> I a pare:d sobre c-l movirr,:i cnto de la 

QSfer.J.. n Ja l~rga del eje de Lin cilindro c:cntnnicndo un f1L1ido 

visca~o, Faxén
12
'\ cmpez.:.ndo del i:.istomü d0 C<::u.Jc1oncs dr: Or-.E'cm, 

llaga a la fórmula 

F;;; 6nAnv/ ( t - 3R - A ffBR/A) + ~.09U'l/ü) 3 
- 0.9~(()/CI'!> J • 

8 il 

Fu;:én da vi.tlcre<:. de> una funci6r. .:;n.d.loga .J f (f!R/(\) para ulgunos 

vulores de>I argumento. &~to!> sori reproducidos cm la siguir:-nte 

tabla con otros trE'!:i que- Barr ' 2 ~; hü. i ntcrpol ndo entre:> DR/A =- O y 

BR/A :: 2. 

l ERll\ = o 
1 f(BR/A) : 2.1 

O.:? 
2.07 

0.1 
2.03 

(l. Q 

J.96 J. 7 

T~bla 2.1 Dopcndencia ~uncional de f vs BRIA. 

•1 

l. 4 
fJ 
1 

Esta fórmula es obtenida bajo la 5uposición de que R
2

• RCA/8) 2 

y CA/BJ
2 

son despreciables comparados con la unidad. Cuando 

R
2

CB/A) es también despreciable, la fórmula ce ~implificü ~ 

F = énA¡¡v( 1 - 2.104!A/B) + 2.091A!El" - 0.951AtB>° >-', 

que puede ser deduci d.:i m~!j r.ápi damente del si stoma de ecu.:ici onc-~ 

do Stoke~ y nos brinda una mejor apronimación que la de Ladenburg 

cuando la velocidad es tan peque1"ia que e~ válida lü. ley de Stol~es. 
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Es ü!:>1 como el método de rcfle:~ione~ que ir.trol1u ¡O Lorent;:: y 

postcriorrncntc aplic:l• Lüdenburq al cu.so de ur . .1. csfcr.::i qrn:- sr..• rr.uc•;e 

a lo largo del e1e de un c:il1ncJro infinito. fue desarrollado pcr 

Faxén para encentra:- una e~~prc5i6n de la fuerza do arrastre hus.tu 

quinto orden en A/B . 

.a..- Efectos de tubo f'1n1to. 

El cilindro que ~e utilizu en lu pr~ct1cu no ticno obvi3mcntc 

longitud i nf ini ta, como !:>e asumc C'n el anál i 5i s de Ladenburg' 
2

' > o 

de Faxén. A~1 Ladenburg 12~ procedió a calculur los efectos de lo~ 

e>:tremo~. Para el caso de una c:osferu movi&ndose perpend1r:uln.rmcnte 

a un pi ano infinito, Lorentz 12
i> hu.bl a demn-:;.trüdo prc·vi ,:;:r,r:nte r¡uc 

1 a resi st(}nc:i a !:>e i ncrcmcntu.ba ~obre aquel 1 u QLIC h.:iy c::n un mcdi o 

infinito por C?l factor ( J -t· 10A/ 16(), donde: l es 1 a di stanci ~' del 

centro de la esfera ul plano. Ladcmburg calc:ul6 que una c~fcra que 

cae con velocidad constanto entre do~ plano~ infinitamente rlgidos 

y separados por unu distancia h m:p8rimenta unL\ rC!';istcm:ia 

proporcional a v<1+:3.3A/h) si la esfera !::C encuentra a 5h/12 de 

uno de les planos. 

Se pueden hacer varias objeciones a lu aplic~ci6n de lü 

segunda corracción de Ladenburg .. En primer lugar supo;-,e en los 

cAlculos que los e>: tremas ~on planos infinitos, cuando en realidad 

subtienden un pequef'ío .!t.ngulo sólido para el centro de lil esfera, y 

la presencia de las paredes cilindt"iC.:is modific~r~ naturalmcmte el 

"'flujo reflejado" que se usa en el método de Lorentz. 

En el terreo.o o:;pcria1ct1l<.1.l SchnneLli::l 
127

' hiz.o una serie de 

experimentos para decidir sobre la corrección finnl que habl n que 

aplicarle a sus resultados. Encontró que los resultudos teo~icos 

propuestos por Ladenburg diferlan de los suyo~ dGntro del ~rror dn 

sus medidas. E5 posible, ~in embar:;o, encontrar en el rEcord de 
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Schmicdel' 2 ~ resultados que ln~ican que la co~rcrc1~1 oep~ndc de 

la difercnc1.:i da di.:t.m~tras entre el cilindro y la 1:1sfCT;:1. Los 

resultados ind1can qur. la cor:-ec:ción tiende .1 ;:mular-se c:uundo la 

distancia dC! la esfera d) fondo del tubo t?S comp.:irablE: con la 

dititancia a las. paredes. An.:t.loqnmcnte el e1ccto debir1o 3 1.:is 

paredes tiende u anularse cu.:mdo la c~fera se ilc:crca. mucho al 

fondo solido. Por lo tanto. e~ prc:fer1blc
1251 

no .:iplic:.:i.r 

correcciones debida~ al fondo y a la ~upcrfic1n l1bro, cl1ando la 

esfera se encuentra por lo meno~ cuatro vece~ m~s l~jos del fondo 

o la superficie que de la pared. 

2. 3 Art.Ículo de Sano. Efecto de 

c11Índrlca. 

1ongilud f1nll.a _y parad 

Intraduccion y justificación del artlculo. 

Sano'2 , considera el movimiento lento y translacional de una 

pequeria E!!::.fcra a lo largo de un cilindro finito y rlgido, el cual 

está lleno de un liquido incompre$ible y viscoso- Menciona la!:; 

aplicaciones pr~cticas cíe este problema que, como se vió en la 

sección 1.1, son múltiplc5. Haco un análisis de la fuerza de 

resistencia que actúa sobre la esfera debido ala geometr1a 

asociada al confinamiento- Los anAlisis que so han hecho, comenta 

Sano, se han limitado a cilindro~ infinitamcnta largos o a dos 

paredes planas paralelas, por falta de un sistema coordenado 

natural que pueda ser utili:::ado para sati5facer la condic:i6n de 

frontera de no deslizamiento sobre las parede5. Consecuentemente~ 

estima el efecto de esta frontera fin1ta superponiendo la 

corrección conocida para un cilindro de longitud infinita y 

aquella para dos paredes planas paralelas. Sano asegura que no 

hubo forma de determinar las magnitudes rclPtivac de los efectos 

introducidos en la fuerza debido a los e>:tremo5 y il la pared 
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lateral. As1, intenta d.:ir información cuantitativa de los efectos 

de la!> part?de~ en el dominio fluido y, al mismo tiempo~ moo:;trar un 

criterio para un r:i l i ndro "sufí ci entemcnte largo" en el tlh'll 1 os 

efectos debido a 105 c,:tremo5 seún despreci ab lc-s E?n una cierta 

región dc:l cilindro. EGte tipo de c:tlculo!'.>, a~ade Sano, permiten 

di scf'íar un envase ci I lndri co, en el cual, l u fuer: u. de arru.s.tre 

sea mini ma a través de escoger el coc:i entE! óptimo de l onqi tttd y 

radio del cilindro. Afirma que este trabajo es un primer paso para 

tratar con este tipo de regiones acotadas U5ando difer~ntcs tipos 

de sistemas coordenados, incluyendo otros inuchc mas compl ~cado~ 

que utilicen métodos onalltic:os y numérica'=>. 

Planteamiento del problemu. 

Sano hace un estudio te~ri co del mo'li mi cnto de una pcquE'f'íü 

esfera de radio A a lo largo dt?l eje de un cilindro cuyo radio es 

B y alturu 2L. El cilindro contiene un fluido incompresible de 

viscosidad n. La superficie, C?l fondo )' la pared se c:un!iiderün 

fronteras r!gidas. 

Introduce el sistema de coordenad~s cilíndricas (~,&,z) con 

origen O fijo al centro del cilindr~; el eje z a lo largo del eje 

del cilindro (como se muestra en la figura 1.2.,. Como la esfera se 

mueve a lo largo del eje del cilindro, su posición instant~nea P 

se establece con 1~ coordenada ~ 0 • 

Se suponen las c:ondicicnes que permiten usar l~s ecuaciones 

de Stol~es para encontrar el campo de velocidadas Ü y el de presión 

p. por lo que 

nt.Ü = Vp, cv.ü o, (2. 3 il~ b> 
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y 101s condiciones de frontera que ~atisfacc Ü son~ 

a) Como el sistema de coordenadas ost:. fijo al cilindro Y l n 

e!lfera es sólida, el campa de velocidades del fluido ~obre la 

esfera debe tnner l~ velocidad de &sta 

u "', en r :: n. (2.4 a> 

b> Como la!i paredes di> las extremos y l a:teral san rlgidas~ el 

campo de vel oc:i da des debe ser nulo sobre su superfi c:i o 

ü = o en (J = B, - L 5 z 5 L, (2.4 bJ 

u = o en z = :!: L, o 5 (J.$ o, (2. '1 el 

donde e
2 

es el vector en la dirección z, z
0 

es la posición del 

centro de la esfera, y A es el radio de la esfera~ y r ~~tisf ace 

r 2
,,. (z-zo)

2 + rl'. 

M6Loda utilizado. 

Se busca la soluci6n de las ecuaciones C2.3 a> y (2.:S b), 

con las condiciones de frontera <2-~ a)-(2.4 e), por el método de 

reflev.icnes. En éste121 >, el campo de velocidades se expresa como 

la suma de una serie. Todos ellon satisfacen la~ ecuaciones de 

Stokes y cada uno satisface las condiciones a la frontera como 

sigue 

-10> 
U :: - V ez 
-u> -10) 
u - u 

-iu 
u 

en r = A, 

en f1 ::;: B, -L !: :. :S L, 

y en :z ~ ± L O ~ p ~ B. 

en r = A, 
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en (3 :::. o, -L s z .S L, 

y rm z "" ± L, O $ (J 5 B, 

etc., 

dende 50 aprcci n que el campo de vel oci dudes de orden cero 

S<ltisface las condicionC?s a la frontera del fluido sólo en la 

esfera, si sumamos los campos do velocidades de orden cero y uno, 

el campo rn~ul tunte sati sf ü.CI'.! 1 a!:> condi ci anos de frontera del 

fluido sf!1lo en las parcdcs del cilindro y no !:atisface las 

condicionos sobre la esfera .. Sumando lo':. camp::.~ de c:.rdcm cero, uno 

y dos, el campo resultante sutisface lü~ condición 50brc la 

e~fera pero no satisface la carrQspondicnte a la~ pared~s. Sumando 

t&rmino~ cada ve;: de mayor orden, lu::: condiciones .:t lü frontera 

sobre la superficie de la c~fern y ~obre l.'.ls po.r('dcr:; del cilindro 

se satisfacen al ternati vamentG. Se propone Qllr: el campo de 

velocidades que sati~facc C2.3 a y b> y l.J.s condiciones de 

frontera C2.4 a-e:>~ sna de la forma 

ü -'º' - 'J} u + u 

y el campo de presione~ correspo11cii ente dado por 

Si r es la fuerza de arra'3trc que uctua sobre la esfera, 

ésta se obtiene de forma análoga 

Es claro que éo!lto !;e puede ¡:.ropor1P-r grzicias a In linenlidad 

de la& c:c:uacione5 C2.3 a>-<2 .. 4 e>. Adem:C::;, para que dichos c;:impo!'.> 

tengan sentido flsico, las series deben converger, por lo que es 
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n.::;,tur.:tl r;.rc.poner que. 1 a serie ~e desarro! 1 e: en t~rm1 nos dc­

potcnc:i as de algCJn p~1rámC!tro ildimeri~ionz.1 que caracterice el 

problema. Se cclecciona u dicho par~metro como el cociente de lo~ 

radios de J.:¡ o:;fara y el cilindro cr,.A/DJ. OC!i:.afortunud.1.mente para 

est~ dc~airolla ~e conocen poco~ términos y la convQrg~ncia no ~e 

ha probudo .. 

El primar término de Ja scrieo del car.ipo de velac1dade!:i 

ü'º), e~ el campo de velocidadc!:i par.:J una csfcrz· movi~ndose con 

vclocid~d ccnsta1ltc en un fluido infinito 1 ~' 

-10> 
u ::'.Av f ~, + (Z - z J r ] , 

'I l r o ;3 

la pre~i6n correspondiente e~ 

µ'º' 3Av <z- o: > -o 
2 r• 

y la fuerza de arrastre que actú~ ~obrn lu ezf~ra es 

~101 "'" - ;;2 6n11Av .. 

Estos resultados corresponden al primer término de la 

serie y corresponden a lu potencia cero der. 

El siguiente término de? la serie del campo de velocidades 

Üw. ~e obtiene encontrando la solución gent?ral de las ecu&cionn-s 

(2.3 a y b) con simetr1a a-z.imutal en coordenadas cil1ndricas, ya 

qua las condiciones a la frontera 

$Obre la~ paredes del cilindro. 
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Di cha solución est.:i.blccP. quo o1 campo de vel oci dYdC!:'. Ü(.u. 

sn e};prE?sa como una serie infinitil di; Fo.ir1er-Deo;;sel-01n1
12

i 

Un conjunto infinito de cocf 1 cientes que multiplican la~ 

funci enes de 1 a serie, SE' debE'n determinar a tr.:tvé!:'i de J ns 

condiciones a la frontera 

Ü10 >+ ü'º =O en p--D, fzl ..$ L, y;::= .:!.L, 0$ p ::;e. 

Se evalúa Ja frontcru cillndrica. y al 

resulta do '"' 11> expande en unu serie infinita 

Fourier-Bes~cl-Dini ' 2
'. Lu serie que e;:prci:;a a u -c~e evalúa en Ja 

frontera cil!ndr·ica, y se lo zumü a lu antE'rior, igualando estn 

suma a cero para satisfacer la condición a la fronteni. Debido a 

1 a ortogonalidad de las func1 one$ de 1 ü. serie, ~e encuentran 

final mente lo~ c:oefi cientes bu~c:ados cm tórmi no!:'.i de la serie 

correspondiente a ü'º' cval u a do en 1 a frontera. 

A través de 1 a ley generalizada de Fa~:én "24> !:iC encucntru 1 a 

fuerza de resistencia que e::pcrimcnta la esfera, c.orrect;:i a primer 

orden en AID, quedando 

F/6nl]l\V (2.Sl 

donde r = A/B, y k<L,z
0

> es una función quo queda descrita en las 

figuras 2.1 y 2.2. 
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J 

~.s 

e.o º· s 

i~-----------1.tO'l'I 

1. '/~ 11 R/ L 

1.5 L/ {j 

Figura Z .. 1 Efecto de la pared, sobr~ lu e~fer~ en el centro 

de un cilindro r!9ido. La fuerza de nrrastrc ~obre la E"Sfcrn e-s 

6nnAv(1+tA/BlkJ. El valor 2 .. 104~ es el cooficeintc de efec:to de 

pared para un cilindro "infinito, y el valor de 1.'15157 es aquel 

para dos parcdc~ planas paral~1as' 2 l .. 

/{ ·- l~I< 
L : te. t. 

L : !iB • 

F1g:w--a 2.2 Dapendencia. de l: en la posíci6n de la esfera z
0

• 

La fuerza dC? arrastre? es 6nr,AvC1+<AtB>I~) .. 



2. 4 Artículo de Br&ru1er. Efecto de p.:uet..l cilÍndrlca .anqos:l.a .. 

Introducción y ju5ti f i caci ón del artl culo. 

Bungay y Brcnncr 13) com~ntan una de las apl i caci oncs 

principales. de ~u trabajo, el objetivo y el método que:!' utilizan 

para alcan;:arlo. 

Hodelor el flujo sanguíneo a través de capilares 

i ndi vi dual es ha sido el objeto numerosos estudios 

te6ricos'
2
"·

3º'. Estos pre!:>umen que el pl.:isma sanguíneo presenta 

propiedades nm-1tonianas incompresibles, y que una capa lubricante> 

de plasma rodea a los eritrocitos, manteniendo a las r.élulns del 

contacto di recta con las paredes que con ti en en ül flujo. Si e:zta 

premisa es válida, el espesor de 1 a pel 1 cut a do pJ a!:>ma entre un 

glóbulo rojo y la pared del capilar ~crá t1picamcmte pequcf'io en 

comparación con Ja~ dimensiones radialc~ caractcri~tica~ de tanto 

el capilar como del glóbulo rojo. Estas afirmaciones est~n basadas 

en los trabajo~ de Fit::::-Gerald, Hochmu·t, Harple y Sutcra13
.1•

32
). 

Consecuentemente se han utilizado argumentos de la teorla de 

lubricación para volver tratable~ a las ecuacionC!!> de 

t.tavier-Stokes, que describen al flujo sanguineo. Soluciones de la5 

ecuaciones simpl í f i cadas resultan semejantes u ex pan si oncs 

asintóticas cm ter mi nos de par.A.metros asociad os al espacio 1 i bre 

que hay entre !:!l glóbulo rojo y la pared capilar. Como estas 

ecuaciones se simplifican de una forma no rigurosa, el an~li5is de 

la teorJa de lubricación no puede producir correctamente más que 

ml t6'rmino domim::mte de la e~:pansi6n asintótica. 

En su estudio, serialan lo!> autores, la solución asintótica 

de las ecuaciones que describen al flujo (cc:uacionc5 de 

Navier-Stokes> e!:>t~n colocadas sobre una base matemática firme. Se 
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dcs.:i.rroll .1 un procedi mi cnto de desarrollo si stem:..ti cu, que ~e 

re.'ll iza ~obre concepto!:: uní f i c.:idos y desde una teorl a s1 nqul ar de 

perturbación .. 

El mad~lo que ~e utili~a consiste 8n la esfera rlgida qu~ 5C 

mucvQ cr. el seno de un fluido ncwtoniano a lo 13rgo dr..' tln cilindro 

r1Qido infinito, $iando el diámetro d~ la esfera comparable con el 

di~mctro d~ la ~ección tran$VCr~al del cilir1dro. Las densidades 

del flu1do y de lü esfcrü pueden ser o no s11t1il.:trc5. 

Formu1.al:16n del problem.a. 

Lo!l autorc-=.. cstudi an un prot.1 r.ct.a más acr,r:-ra1 qlt~ ('} que se 

c!:tudia en este trabajo, por lo q:Jc lo!:; rC?!:>Ult:.dos a los qt1c 

llegan son reducible~ .:.l c:nso d" intr.rt.!s. Con>::,idc-r.:-:r un cilindro 

de radio D y longitud infinita llano con un fluido ncwtoniano dQ 

viscosidad 1) y densidad p. El flllJC r:~ lamin.:i.r y estacionario y 

tiene una vcl oci dad promedio Vm. mi entra~ c·n Q} i ntcri or del 

cilindro hay una e!ifero de radio A cuyo crmtro '!r·C! encuentra a una 

di~tancia b del eje del c:i l indrn. E!:t.'l o:.c muovo c:on velocidad v 

<re! ati va a 1 as parcdc~ del ci 1 i ndro> 

paralela al eje. 

a 1 o 1 urge de una recta 

El sí !;.tema de? coordenadas que !:;C elige es el cilíndrico 

<(3, O, z >. EstC? se encuentra fija al ci 1 i ndro 11 pero !ill orig~n O. ~e 

encuentra en el centra deo la e!:>fera par.l un momento dado Cfig 

2.1). 



b~ 
! 

j 
g 

---- B 

F'.iqur.a 2.1 Sistema de coordcnada5 püril dc5cri bi r el 

movimic:nto de una c::sfE·ra en un c1lindrc infinitc cuyos rartio~ son 

serne j antes. 

Se supone que el numero de Rc·yr.ol di;; es !:>Uficientemente 

pcquctio, e.amparado con la uni d.:id, come: p.:l-a desprcc:i ilr el terrni no 

inercial cm las ec:uacionc5 do Navicr-Stol~c~, por lo que Ü y p 

sati~faccn 

r¡.\Ü 9p, V .. Ü .:. O, 



y las condiciones de frontera 

ü -v e
2 

en r :;.: A, ( 2.6 D.) 

donde r 2 
p

2 + z;z y r 
0 

es un vector que ~e or1gina en el cent.ro 

de 1 a esfera. 

u o en (3 ::: A, -oo ~ .:'.: co, ~ 2.6 b) 

±oo .. 

"-'todo ulil1z~do. 

Pilril resol"Vcr el problema ~e utili=a un r.it-tcdo pr?rt 1 :rbntivo, 

basuda en que A/8;: t. Asl se d~finc 1: = <B-Al/t\. que !::le utilizil 

como el par.:S.mctro dQ pcrturbaci or.. 

El primer paso es adimcmsionu.li;:.:.r tedas; las variublcs qur 

est~n involucrada~ en el problema. 'r' llevar lr1~ ccuacic.r.c!::. y las 

cond1cionos u la frontera u. e}:pr;:.sionc..:;; adimEn!.'..icnales. 

En el segundo pa!:>C SQ define un~ nueva vuriabl~ en términos 

del parAmctro e y la?:; coordcn.:u1as. f\ trn·;és de ésta se redefinen las 

coordenadas, ~iendo las nuev.:is el producto de> las anteriores por 

un.l potcnc:i a de ..:.. 

Al sustituir estas v<lri Ltbl es E?c:uaciones 

adimensi anal E?s d~ Stokcs y en l ~"\s candi. c. i orit!'o; a 1 ü frontera. el 

par:..metro e debe ser el l m1nildo de las c::pr-C's~ onf.."!s. Por l C1 qu12< los 

campos de VE?l cci d\ld y prc~i ór, t11mbi ~n ~e deben rad\.tt. ir p.::ira 

loi;irarlo. De esta forma se p~sa a lü':i ccrnlcioncs y V.J.riablcs 

de ser a.dim1.msion.:\les a ser redi..1cidü~. 



e::prc-sa.r- como unu serie: dn potC?nc:i a!:. er. "· dcspu.:,-:; se sucti h1;'E'n 

en las ecuaciones do Stof~e~ y se- ig:..:.:1lan lr,i:. tl·rminos Ql,E> tiP.nE:>n 

el mismo orden en c. Se> produce!' ai:;l, un r:nnjuntn ordr:n~do cr. 

potencias de & de· C'C:l.i..-Jci.:Jne;; d1fer2nc.1alc·!:<. 

Resul l..tdos. 

En el cuarto paso sa rc!:>uc·l ven las ocunc:i o:io~ hu~ta segund:. 

ardan, encontrando t?l campo do vcl Dei dude-e. y se de'termi na l ~ 

fuerza que actúa ~obre l~ e~fcr~. 

El resulta do al QUE! 11 egu es F ~2 )}AVcª!.'1" 2 • 
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z.5 For~ Etll que Slil' vJnctJl.a. l.a fm2'r:Z.a dt:.o .ar-r.;lslrl?' i.:011 1911 

velocld;;id len:ú.nal. 

A c:o:itinuac:ión se pre~cnti.l 1.:i forma en que est:.. 

relacionada la fuerza de arrastre y l~ velocidad tcrmin~l-

El movimiento unidimensional Cil lo largo del eje ~) 

~sfera que cae on un fluido quedn dl:?scrito por l.:i cc:uaci.ón 

m z· = m g m• g F' 

donde m eo la mLi.sa do la eo:.fera, m~ l u masa de f i'ui do desp 1 azado 

por la esfera, F' ~s l.J fuer~a de arraoatre Ctambi&n ccmocidü como 

la fuerza hidrodin~mica>., ges la ncelerüción d~ la gravedad y Z:' 

es la aceleración de la esf~ra. 

Del resulta do de Stokcc Cv~r ect•;:ir:i 6n 2. 2J v'" cm-r,¡' 'g 16nnA. 



que sirve: par.:;. adimc~1sion~'1li:".Yr la velocic!.1.d t:.l dQ lil osfer.J. 

51 F = e~, donde e depende de lo~ par~~ctros goom~trico5 de 

confinamiento: e =- cCr,,{),13. n. La cc:;..1ac!c•:-, do movimiento queda 

Si la esfera alcan;::a su velcc'it!a::1 termin.::d i:~~v>, c:itDllC:C''!:. 

:;:· o, despejando y de la ccuacion: v ~ Cm-~~lg'c. Si d~nc.minamos 

D = A/L y r = (..-¡/B y se propone: que e sut.i<.:fJgu: e: - bnr-,íH-Jtr,0) 

se obtiene 

F 
-1 = 6nr,Af cr,D>v, (~.8) 

SE:' escoge a e de esta forma, y.:t qu~ s1 D -=- o y r "' o r:r.tcncoi:. 

f-J.cr,D> debe ser igual a uno p.:-.r.::. rr:cupcrar lB ley .:!C! GtcJ:eo:.:;, y 

sustituyenao en la expres1on para v se obtiE-:-it 

V /vs::. f(r.,.D>. (2.9) 

2.6 Conclusiones Teóricas. 

La teor1 a elabo;ada por Sr.:-.o concluy~ que si A/O << 1 y :;:
0

/L 

< 0.5 para L > 2B. la ecuacion 2.5 queda: 

F = 6nnAv ( 1 + 2. lA/B), 

debido a que k(L,::
0

> 2 .. 1. 

restricciones anteriores <ver 

si 1~. B, 

gr4fi C.:l!;, 2. 1 

'/ L 

·¡ 2.2). 

C2.1CI> 

;:;..:\ti :.r.:.ccn l 1>.o;:. 

Si A/B =:: 1, la teorla elaborüda por Orcmner concJ~1ye 1 dn 



acuerdo con la c::icuac:ión t2.7>, que 

F 
2 !\.' z 

9" _nAv (--A-). 
W B - A 

<.:?. 11 J 

En la sección 2.5 se rlcmo!:>tró que.> la forma rm que la fuer-za 

hidrodin~mic:a depende do los pJ;~metros a5ociados al confinamiento 

es: 

Si se estuviera e~tudi ando 1 u ca1 da de un el i p!:loi de, 1 a 

func:i6n f deberlu dept!ndcr. r!e los eje>!>; o bien~ ~i sci cstudiai:..E> 

la calda de la esfera en un cilindro muy corto, 1.:i funciór. f 

deberlcl depender tambi&n de la d1!j,t.:inc:ic"l de l.J. E'r>fc::·rú ul far.do. 

As1, en la aproximac:i6n que utilizan S.:-1no y E•renric::ir, la func:16n f 

sólo depende de r <ec:uac:ionet. (~.10) y f::!..11 > >, aunque dE·pemden de 

distinta forma debido a la diferencia en ~us apro:dmac:iones .. La 

función f sin embargo, deber! n 5or 11 LJffiú.d.J de di for~ntt! modo e>n 

cada cuso Cg a h1, pero para recordar que dich.:i fum:ión e~ la 

vDlocidad tnrminal de la e!:>fera (ecuación (2.9)J en distlnta~ 

apro>:imaciones no se le cambiar:. el nombre. Lo cual !iólo ir.dic:u, 

que la velocidad tcrminül dC! la esfera va a depender de la 

geometr.1 il asociada al conf i nami ente. y que una ve;: quo se obteng~ 

experim~nt«l o teóricamente la dependoncin de la velocidad 

terminal en función de dichos pardmetros geometric:os, se tcndr~ la 

depend~ncia de la fu1?r2a hidrodin~mica~ 

En el capl tul o tres se muestr.'.ln val ores c-~;plJri mentñl 1:'5 de la 

velocidad terminal que se obtuvieron par.:i difcrcnto!:. v.Jloreos de r 

y o. En est.:i sección se mue:stran las velocidildcs tF>r·tr·inalos que: 

predicen Sano y Orcnner como funci 6n de:- r. Aún ct1a11do en ~u 

estudio na concideran a D, ~e cascribir.:. a f en funcic!in de r y D 

como recordatorio de que el et>tudio e>tperimental que sa desea 
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hacor, busca encontrar la dependencia de f en ésta5 do~ variÑbles. 

Igualando la ecuación C2.0> con (2.!0l 

por lo qura 

f <r,D> (:?. 12) 

Si en la ecuación <2.9J se rcnombru v/Y "' cntonc:C!S 

v• ::: f Cr,D>. C:!.13> 

De la misma form.:l, igualando lü c-cuac:16n C2 .. 0J r:on <2.11> 

-.t 2 5.·2 
6nr¡Avf Cr, Dl • 9rr r¡Av (--A--) , 

2=/2 D - A 
de donde 

f(r,D> O.ú(l /r - 1 l C2.14J 

Se han realizado estud10:; t:>;:pcrimc-ntalo!:i para confirmar 

estas teorias. La e~:presión t2.J:!J a lü que l!E'ga Sano fue 

comprobada por A. Ambari, 8. Gauthicr-Manuel y rr. Guyon139
'. Los 

resultados experimental e~ difieren de 105 tuóricos en menos del 

lY.. Es import.:mtc hi.i.cer no'tar que en el c~:pQrimcnto de- Jos i'utore'3 

antes mencionados. la esfera se mantcnJa fija en una cierta 

posicion dentro de: un cilindro muy larga tlcno de fluido, mientras 

di c:ho ci 1 i ndro se rnovJ a a vcl cci dad constüntc a Jo 1 argo de su cj~ 

de s1metr 1 a. La esfera ~e suspend1 a en la posición dC!seada 

mediante campos magnetices. 
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Chri stophcr-:.or. tt Da.w:;on1 ~Hi renl i ;.:;,;.. wn E'}ipcri mento!:> de c:a1da 

de esferas en cilindros en el régimen de lubricación. El re$ultado 

teOrico obtenido por Bunr;ay y DrcnnEr tecuüción <2~ 7) > para la 

velocidad con la que la esfera dc'3cicmde es muy pu.rer.:ido a nquel 

encontrado por ello~. 
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CAPITULO 3 

Dls~rio y conslrucciÓn dal axparisnento. 

3.1 Inlroducci6n. 

En este capitulo se prc5enta. el dicetio y con5truc:ciL....,n de: un 

dispositivo c1~pcrimental de a.cuel"'do ul problcmil que flle pl.:mtcado 

en la sección 1.8 inciso a. Finalmente. se rm.1co:tr.c.n los resultados 

que se obtuvieron y s~ hace un an~lisi5 de éstos. 

3.2 Disefio y conslrucc1Ón. 

Dado el planteamiento tC:lJri co del prc.bl ema lo que se 

requienJo es observar el movimiento de cald.:i. de· un:.i. c~fcr·;:i. sin 

rotar, a lo largo dG los ejes de distintos cilindros llenos de un 

fluido tal que, cuando la et:.feru ~e mueva en su o::cmo, los 

parAmetros que t!e5c:ribc::n la cald.:. sati5fagi:;n la!i hipótesis que 

conducen a las ecuaci6nes de Sto~es, a saber: fluido 

incompresible, numero de Rcynold5 muchc menor que uno y velocidad 

de calda constante. 

El liquido que se C!ligió fue glicerina, debido a su alta 

viscosidad, transParenc:ia y bajo costo. La vi~cosidad de 1~ 

glicerina garantiza que cuando una csfcr.:i. caiga en !;U seno, el 

número de Reynolds R, sea mucho menor que tino, adcm.d.!:i~ permitl? que 

la esfera al caer alcance su velocidad terminal. 

Se hicieron intentos con agua, pero en 101 cuida de una 

esfera R result6 ser gr<mde <200>, y la esfera estuvo lejos de 

alc.an=ar su velocidad terminal, lo que provoca que el campo rtE 

velocidades. del fluido dependa del tiempo. Por ello, utili-:ar 
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glic:erin.:i permite al cili;idro que la c.ont1e-,c tener una longi t-ud 

qu" es posible obter.cr en el lat.cr.:;.tc.rio. l.~1 t:-.:rn~;pürC:r.ciri 

permite filmar la calda para su estudio. 

La glicerina. pre:sent.:-1 1 sin embargo. una gr.:in dc!:.ventaja., 

se hidrata faci !mente, 1 o que hilcc que varl r: mucho :;u 

viscasidact'ª!J\ por lo que al trabajür con el L.1 se debe ir1ancjar 

can cuidado. Los cilindros que durante el e>!pcrimento la 

contenlan, por esta razón, sicmprc cstaban ~ellado!:; con pl:i.5tic:o y 

papel de aluminio. r. travé!:> del ::.ello 5e perforo l\n hueco por 

donde debla soltarse la ester·u .. El hueco se mantcn1a tapado con un 

parche de pl:.stico que se quit.J.b,1 sólo cu.:1.ndo !ie rc·aliZilbu el 

experimento. 

Se consiguieron siete cilindros transparentes de difercnte5 

radios y cada uno se llenó con glit:c::rina a 41cm de altura (::!L 

figura 3.1). Dos de ellos tienen busc y lo5 otros 5c:> sujetaron a 

un soporte universal con pin~u~. 

Para asegurar que no c:~:ista variacil!'..n de la visco:;,;idúd del 

fluido, es de gran importam:i a aiantcnar constante su temperatura. 

Eso se logró colocando el cilindro lleno de glicerina en un ba~o 

tér~ico, esto es, dentro de una caja <transpü~cnte) que contien~ 

agua a una temperatura constante y uniforme, que se mantiene 

asl. por medio Ur.: un cor,trol de tcm~craturL1 prt:\•'i:ir.a~nt.c cn!ibrat1o. 

El volumen del bal"'ío térmico era 25 veces el volumen dE?l ci 11.ndro 

~s grande. 

Los cilindros, sujeto~ por pinz.:i.~, ar.te~ de ca.da cxpc1imcmto 

se alinearon cuidadosamente con lil vertical. Se vcrific6 que el 

par que tenla base estuviera alineado con la vertical. Todo ~~to 

dentro del baNo térmico. 
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La ~sfera que $e ut1lizó fue un balJn do acero. Este • .:-1ntc:s 

de sol tarscJ se 1 i mp::. 6 e~crL1pul osa:ncr.tc: con acetona, de t.al f ormi\ 

que la condic:i6n .:i la frontero. sobrt?' la 5upGrficie del ba11n, en 

cada ca1 da fu~ra la mi ;.ma.. Numí.!rO~ilS medida~ se real l z u.ron con 

ver ni ere por.:. ver i f i c.,:1r 1 a c:.~f eri ci dild. La esf c:r ,i .-iuc ~e 

sE?leccion6 SE:! cnceir.lró que: c-r-a c-:.-fóric.:l hasta f:l crctcn Ce er-ror 

del ver ni ere ( ! o. 00~5 cm). 

Después de intentar v.Jr1a:. formas de soltar al ba11n. como 

era nece~ario ~oltarlo de~de el interior del fluido, 5e opto por 

pogarlo un hilo muy fino a la e~fera con pegamento. El punto de 

pegado se hizo procurando que se ultE.:r.:\ra lo r..1:1no!::: posible la 

forma de la esfera. El tipo de tülo que se utl liz6, se consigue 

del interior de la SC}ttn cuerda de la guit.:irrn, y es tan fino que 

su peso es menor a 0.00005 gramo~ y !;U dL'lmc:.:trc. ez de tre~ m1cr;;i.s 

aproximadamente, el matcri al del que e!:'.t.:t hecho es nylon. 

Tapando p<ircialmcmte al bario térmico SIJ colocó una 

superficie plana de vidrio sobre lü cual ~e puso un soporte 

universal < fig. 3. lJ. El ci 1 indro que:.> se encontrLiba dentro del batso 

térmico, no estaba debajo de la superficie. Una polea se fijó 

sobre un eje,y dicho eje se sujetó al soporte universal mediante 

una nuez. El eje tenia la suficiente longitud paril poner a la 

polea justo arriba del cilindro. 

Una vez que se pegó el hilo a la e~fera, para soltarla en et 

seno del liquido desde cierta distancia a la superficie libre, se 

colocó arriba del cilindro la polea fija, y sobre ella se puso 

el hilo de manera tal, que la esfera Qucda.b<l suspendi d>l justo 

arriba del cilindro y el otro extremo del hilo se detuvo con la 

mano. Al subir la mano <se da hi lol, el hilo patina sobr~ l .1 

polca debido al peso de la esfera y ésta baja. Al bajur la mano se 
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jala al hilo provocando que 1 a nsfora ~uba. f'1sl se puede r:ontrol ar 

la posición vertical de la esfera y se llev~ a la posición dG~eada 

dilndo el hilo necesLJ.ri o. Una vez ahl, el e::trr.:mo del hilo 4ue so 

sujeta con la mano se f!ja en algún lugar con <comunrncntc nl bar.o 

t6rmicol sin alterar la posición de la esfera. Para saber en que 

punto habla que detener a 1 a esfera,. se marcaron do'j puntos con 

plumón, uno sobn~ la superficie dnl cilindro y el otro 5Dbre la 

superficie del bario térmico a la misma distancia vertical de 1A 

superficie libre. La posición de la e~fera deb1a ser aquella en la 

cual se alineaba la parte supe?rior- de ella con las marcas del 

cilindro y del bat:io <fig. 3.1). Para soltar a la csferii se quemaba 

el hilo. 

Este ~~todo permite adem~s, centrar a la csfer" i~r.ilmcnte, 

para que, al soltarla se mueva a lo largo del ejn del cilindro. 

Esto sucede as1 • ya que si ln csfE·ra c~t~ ccntra.d3 y el ci 1 i ndro 

debidamente alineado con la vcrtic.:il. al quemar c:>l hilo, la e~fcra 

caerá a lo l Lirgo del eje del cilindro. Se colocü cm 1 a boca del 

cilindro una mica transparente con un circulo {del radio del 

cilindro> y su centro pintados; el circulo coincidiendo con la 

boca del cilindro, entonces,. cuando se bilja a la esfera, que se 

halla suspedida sobre el cilindro, !le verifica que ésta y el 

centro del circulo coincidan. 
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Figura 3. ! Arreglo c>:perimental. 

Se fi lm6 ca.da calda, e.en un.J videoc..\rnara <SDny-CCD-v90-k> rm 

un intervalo de 10 cm a partir Qc la mitad de la ."'lltura de la 

glicerina, en adelante a dicho intervalo ~e la denomina intervalo 

de medición tver fig. 3.1J. El punto Ulc'.15 i\lto de dicho intervalo 

coincide con el origen para el si stemu de coordenadas 

propuesto por Sano (figura 1 .. ::?.>, asl que a t?stc punto ~e 1 e 

denomina orí gen. De acuerdo a los result.:ido~ c1r> Sano (sección 

2.5>, si un cilindro sati~face que L ~ 28 y el cociP-nte de la 

posición <con respecto al origen> que guürd'1 la esfera a L l?S 

menor que 0.6, los afectos debidos, al fondo son de~preciables. El 

experimento se r~alizó considerando este criter10 para despreciar 

los efectos debido nl fondo ~n el intervalo de medición .. La m.:..~~ima 

distancia quo alcanza la esfera del or1 gen es 1 a 1 ong1 tud deJ 
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intervalo, a saber 10c:m. Debido a quo lu nntad de?- la altura de lu 

glicerina CLJ es :!O .. 5 cm., entonces lOcm/20 .. 5cw. '° O. 49, y r.:orno O. 49 

es menor que 0.6., dé ücucrdo con Suno los efecto$ dnbido al fondo 

son desprcci abl es en el intervalo de medición. Esta es l .::i. razón 

por la cual el intervalo de medición, en el c-xpr:rimcnto, ~e tomó 

de 10c:m. 

Analizando las tomas que ~e hicieron de la calda, se ~ió que 

la esfera se mov1a 3 rnm/s m.:.t.s rápido ~l inicia del intervalo quo 

en la mitad, y 1 mm/5 ~as lento al fin~l que en la mitad, e~to en 

la mayorla de la~ tomas. 

El método que se utili2a para determinar la vr.loc1dud de la 

·esfera. consiste en filmar su c:<l1da. Como se sabe, una pel1cula e~ 

· un grupo de retratos (cuadros> de una secucnci il que al pasar 

. r.ápidamente- dan la sensación de movimiento. La velocid&d con la 

:que la videoc.a.mara cambia de cuadro ~s de 1/30 de ücgundo, es 

;_decir, $i en un cuadro dado la esieru tienE? una cicrti\ posicion, 

".en el cuadro quo sigue tendrá una posición t:orrespondiente a 1/305 

~despuéos. La toma de la calda se puede pasar en lil telcvisii!>n 

·cuadro por cuadro, gracias a las funciones con ln5 que? dispone la 

.videoc:.i.mara. Midiendo la distanci u rccorTlda por la C$fcra entre 

dos cuadros, como se conoce el tiempo ~ntrc cada cuadro Se> 

determina facilmentE! la velocidad .. Para determinar la distancia 

recorrida por la esfE!ra., se pega un papel n lü pantulla de la 

televis16n, procurando que el borde de éste pase por el centro de 

la esfera en cada cundro, y ~e marr:a sabre el papel un punto 

determinado de la esfera cada cuadro <comunmente ~1 e::tremo 

inferior de la esfera>. Se mide cor. rcg1~ la di~to.ncia entre 

marcas.. Esto pr:?rmi te detcirmi n.J.r ~i la ccfera hil 11 E·Qada a. 5\.l 

velocidad terminal. Adem.:.fi, permite h~cE:r una cstudl ~ti ca. de l ..:l. 

distancia recorridil por la osfer;-, en 1130 de !;egundo, y por lo 
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tanto determinar la velocid~d promedio de la esfe~a en Pl 

intervalo de filmación. En ocasiones se consideraba la distancia 

recorrida por la esfera en tres cuadros. por lo que el tic:!mpo para 

calcular la velocidad era de 21::;0 de sc.·gundo. El númaro de ctrndros 

que se obtienen en una t1pica culda es de 40. 

Para estudiar el efecto de la distancia desde la cual se 

suelta la ~sfera a la superficie libre en la fuc:rza de arrastre, 

se soltó la esfera de distintas distanci.:is a dich.r~ superficie. Ce 

cada posición inicial~ se filmó la ca1d~ de la e~fera cinco veces 

y z~ analizó cada toma, ó-sto para obtener una mejor estimación de 

la velocidad y verificar la rE-producibilidad del e>:peri1mmto. En 

1 os resultados de 1 a vel ocidñd que SD obtuvieran, para cadü. 

posición, la desvioción rnliximu. que se cmr:ontró fue del 81.. 

La~ velocidades que se muestran, son t.'l resultada de? dos 

promedios; el primero es el promedio de la velocidad en e-1 

intervalo de filmación, y el segundo e~ el p:-omc-dio do lLlS cinco 

pr~cticas realizadas. 

La f arma cm que se dí spuso c:~l si stcma SE." muC'stra C'n 1 a 

figura 3.1. 

3.3 Datos y Análisis. 

En esta sección se pre!icntan 1 as caracterJ sti cas del 

material que se utilizó, los experimentos que SE!' reali~.:iron, los 

resultada~ que se obtuvieron y un an~lisis de ésto~. 

Caracteristicas de la esfera. 

masa = 1 ± 0.00005 gr, 



diAmetro = 0.64 ± 0.005 cm. 

DiAmetros de los cilindros. 

Número de Cilindro Di.imetro 

0.7, 

2 1, 

3 1.62, 

~ 3.03, 

s 3.69, 

6 6, 

7 7.8. 

<± 0.005cm) 

La temperatura de la glicerina durantt? el experimento f.ue de 

20 ± 0.1 ºc. La viscosidad de la glicerina que se usó a. esta 

temperatura fue de 1490 ± 100 cps. 

La velocidad de Stokes de la esfera es 

v.= <m - m•>o I 6nnA • 9.3 ± 1 cm/s. 

Los experimentos que se exponen en áoste trabajo se dividen 

en dos grupos. En el primero, se suelta al balln en todos los 

cilindros, desde dos posiciones distintas <a 3.5 y 21.5 di~metros 

de la superficie libre al centro de la esfera>. En el segundo, se 

suelta al bal1n desde ocho distintas po~iciones <separadas cada 

una por tres di!tmetros y la primera coincide con la superficie 

libre> en los cilindros 3 y 4. 

La posición de la esfera no est~, desde luego, per~ectamente 

definida sobre la pantalla de televisión. Hay aprm:imadamente 

O. 3 rim de i nc:ertí dumbrc, 1 o que en dos cuadros da una 

incertidumbre de 0.6 mm. Como la esfera en pantalla medlü 2.15 cm 
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E!n promedio, y el di.ámetro real es 

incertidumbre real de la posición es 

de O. 6-4 cm, entonces 1 a 

<O.b mm n o.64 cm)/ 2.2cm =- 0.017 cm, 

y la inccrtidumb~e en la velocidad es por lo tanto de 

0.017cm I t1/30>s:: 0.52cm/s. 

Si dividimos este valor por vi), el error adimensional para 

cada velocidad medida e~ de 0.52. Pero, pura cada toma de calda d~ 

esfera, se tienen del orden de 21 cu.:1;dros en l 05 cual es la esfera 

va a velocidad constante, por lo que al obtener la velocidad como 

resultado de pro1nediar estos cuadros, se debe dividir la 

incertidumbre entre 20, dando como resultado 0.026. 

Los valores que a continuacion !:ie presentan para la 

velocidad han sido divididos por la velocidad de Stokes 

<v"::.v/vQ> .. 

En las siguientes tablas, se presenta lü velocidad terminal 

promedio <en el intervalo de filmuc.ión) arJimensional <v"> do la 

esfera al solta~la, en cada caso, do~de 3.5 o 21.5 di~metros <2.24 

y 13.76 cm respectivamente> de Ja superficiQo libre. El cociente 

para el cual se tabula es el cociente de los diimetros de ta 

esfera y del cilindro cr>. 
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Tabla 1. 

v" .;t Q0056 r 

o 0.91 
0.04 0.64 
0.25 0.39 
0.42 0.21 
0.44 0.17 
0.53 O.l 
o.57 o.oa 

Tabla2. 

v" !: 00056 r 

o 0.91 
0,04 O.M 
0.10 0.39 
0.26 0.21 
0.29 0.17 
0.44 0.1 
0.40 0.00 

0.0065 
0.006 
0.0055 
0.0024 
O.OOIB 
O.COI 
0.001 

± 0.0065 
± 0.006 
± 0.0055 
± 0.0024 
± 0.0010 
± 0.001 
± 0.001 

ESTA 
SAi.IR 

l=2. 2.±0. :'.5cm 

/:::13. 7ó±O. 25cm 

En las siguientes tablas se pre5enta la velocidad terminal 

promedio adimensional de la esfera, al soltgrse desde ocho 

posiciones di fer entes en un mismo cilindro; se hace para dos 

cilindros. El cociente para el cual se grafic:a e:s el par:.metro 

adimensional O = ntl, donde l es la distancia que separa al centre 

de la esfera de la superficie libre. 

Tabla 3. 

v"± 0.0056 D r 0.39±0.0055 

0.250 1 ± 0.03 
0.25 O.M ± 0.003 
0 .. 23 0.076 ± 0.0015 
0.22 o.os ± 0.001 
0.21 O.M :l: 0.0000 
0 .. 2 0.03 ± 0.001 
0.19 Cl.C:?7 ,. 0.0(11 
0.18 0.02 :t 0.001 
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Tabla 4. 

v•± 0.0056 o r O.:?l.!.O.OO::!t1 

0.47 1 ± 0.03 
0.42 o. 14 .!: 0.003 
0.37 0.076 ± 0.0015 
0.33 0.05 ± 0.001 
0.3 0.04 ± 0.0008 
0.29 0.03 ± 0.001 
0.27 0.027 ± 0.001 
0.26 0.02 ± 0.001 

Dichas tablas se grafican en las figuras 3.2 y 3 .. 3. En la 

fi~ura 3.2 se grafica, además, la dependencia teórica de v vs r de 

acuerdo con los resultados te6ric:os <2.12> y <2.13> <se presentan 

en trazo continuo>. 

.. 
117,-,----, -1 O.G C...r.or_ •./_ 

0.5 + .trror _r .. 

+ 
114 

1 

1 
0.1 

"' 
<>o'-~~~ .... ~~~~...-~~ 

o 0.% 0-4 0.6 o.o ·-~ 

Figura 3.2 Gr~fica de v• v.s. r para distintas l. Los puntos 

que se grafican en la parte de arriba en linea continua son los 

resultados te6ricos de Sano, los de abajo en linea continua son 

los de Brenner y los dem~s son los de las tablas 1 y 2. 
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"' . 
º' ~ t . 

0.2 {. 

"' 

+ 

ao'-~~~~~~~~~~~..; 

o ().2 0.4 O.A 0.8 

D 
tl 

FigW'"a 3.3 Gr~fica de v~ v.s. D p~ra distintas ~- Tablas 3 

y 4. 

Ajuste de dalos. 

En ta gr.Afica de ...,~vs r" para l =. 3.5 di~metros, los tres 

puntos con los valores de r iná.s pequetsos <o .. oa, 0 ... 1, 0 .. 17) 

aparentemente c.aen sobre una recta. Para t :::. 21 .. s di:..metros los 

tres puntos con los val ores de r mas pequeffos tal'lbi 6n,. 

aparentemente caen sobre otra recta. Por SíKlple inspección se 

aprecia que estas dos rectas diiieren en sus ordenadas al origen y 

tienen una pendiente parecida. El resultado teórico que obtuvo 

Sano como se aprecia en la figura 3.2, es una recta igualmente que 

difiere de las experimentales en su ordenada al origen y tiene una 

pendiente parecida. 

Utilizando mtnimos cuadrados se encontró que la recta que 

ftlejor ajusta los puntos correspondientes a la posición k3.5 
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di.::i.metros es 

v• "' - 1.8 r + o.62, (3.1> 

la desviación que se encuentra para la pendiente y ordenada al 

origen son 0.23 y 0.02 respectivamente. 

Para los puntos correspondiente~ a la posición l.:21.5 

diametros os 

v' = - 2.5 r + 0.69, (3.2) 

y la desviación que 5e encuentra pura la pendiente y ordc:-nada al 

origen son 0.35 y 0 .. 04 respectivan.er,te. 

3.4 Conclusione~ exper1JOCtntales. 

El disef"ío experimentü.1 que se hizo es adecuado, en el 

~cnti do de que se cumplieron los rcqucrimi cmtos para poder 

comparar los resultados teóricos con los experimentales .. La esfera 

al caer, lo hacla a lo largo del eje del cilindro sin rotar, y 

cuando se movia a lo largo del intcrvolo de medición, durante la 

segunda mitad del intervalo se movla a velocidnd constante 

<sección 3.21. El hilo no se vió en las tomas. 

cuando una esfera se ~uelta del reposo en un medio infinito~ 

las fuerzas que actúan sobre la esfera ac.Jban por balancearse. 

Esto se debe a que la fuerza de fricción es proporcional a alguna 

potencia positiva de la velocidad. Si las fuerza~ no s~ encuentran 

balanceadas la esfera se mueve aceli:!rad<J.mente, lo que provoca que 

la velocidad de la esfera aumente y por lo tanto la fuer;::a de 

tricci6n también aumentr?~ 
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La fuerza de friccion, .::il ir aumentando, ~caba por iguaJ ar 

en magnitud a la fuerza que acelera a 1 a esfC?ra. Cuando esto 

sucede la esfera alean;:: a una velocidad terminal. De"Zide este marc:o 

es de esperar que ~i se gr.:ifica la velocidad in~tantanea de la 

esfera contra el tiempo, se obtendrá una curvn creciente c:on 

concavidad negativa que parta de cero y conforme t crezca tienda 

astnt6ticamente a un valor constante, dicho valor es la velocidad 

terminal. 

Por éosto es notable que la velocidad de la esfera en el 

intervalo decrezca asint6ticomente. Esto se puede deber al efecto 

que introduce el fondo del cilindro, sin ea1bargo, el r:xperi mento 

fue dise~ado para que dicho c:fccto fuera despreciabJe en ~l 

intervalo de medición <ver sección 3 .. 2). Esto no~ incl in.:. a 

realizar e>:perimentos con cilindros mas altos para entender este 

hr.chc. 

La figura 3.2 muestra que los resultados e>;perimcntales para 

v•, conforme se acercan a la reQión de r = A/B :;; 1 1 tiPndE'n a 

cero, con concavidad positiva. La velocidad de la csferu es 

practicamente nula par.:1 r ~ o .. 9 y por lo tanto, la velocidad no 

depende de l en esta región. Por 6sto, debe haber una r c:ri ti ca 

<r cr) a partir de la cual la velocidad de la esfera empiece a 

depender sensi bl entente de l. Preguntas que se podr1 an responder, 

entre otras. son: Se podrá dividir en dos <r < re,. y r >re,.> la 

región en la cual la velocidad depende o no sensiblemente de l ?, 

y r cr depende de l ?. Como !:Oe e1preci a de los resultados 

experimentales <ver figura 3.2} esta re~ debe ser menor que 0.64 y 

•ayer que 0.39. 

Cuando los resultados 5e acercan a la regi6n A/B :;:; O, 

aparentemente tienen un comportamiento lineal .. Las rectas que 
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mejor se ajustaron a 1 os rcsul tados con r e: 0 .. 2 son la <3. 1 J, y 

(3.2>. Las pendientes de dichas rectas son -1.8 ± 0.23 para b.3.5 

diámetros y -2.5 ~ 0.35 para t = 21.5 di~metros. La~ ordenadas al 

origen son 0.62 ± 0.02 para t = 3.5 di~metros y 0.69 ± 0.04 para 

l ::: 21.5 diAmetros. 

Retomando la ecuación t2.13l 

v"' = v/v• = f(r,0) , (2.131 

o igualando Asta con las ecuaciones (3.ll y (3.2), notando que 

D ::. 0.14 para l = 3.5 di~metros y D = 0 .. 02 para l = 21.5 

di~~etro5, queda 

f <r,0.14> - 1.8 r + 0.62 <:S.31 

- 2.5 r + 0.69 • (3.41 

La región en la que son válidas estas e~:presioncs es o.os <: 

r 0.17, ya Que dichas recta~ ~e obtuvieron con mlnimos 

cuadrados. No hay mas resultados que ayuden a determinar para una 

D fija el comportamiento de f en la región r < o.os. Esto es 

importante para vnr si la función continúa teniendo un 

comportamiento lineal en dicha región .. Es notable que la pendiente 

de las rectas sea muy parecida dentro del error experi1n~ntal y no 

sucoda lo mismo parn lu~ ordcnadü~ ~1 origen. 

En la figura 3 .. 3 se aprecia la dependencia que tiene la 

velocidad terminal con D tD=A/l, para una r fi jal. Esta figura 

rauestra que f <r,D>, para r constante, es creciente en D con 

concavidad negativa. Creciendo r~pidamente para D 0.14 y 

lentamente para D > 0.14. Lo que muestra que mientras se suelte a 

la esfera mas cerca de la superficie libre, mas grande es la 
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velocidad terminal (en el intervalo de medición). 

Se adaptaron numlfl.ri e amente las sigui entes funci enes a los 

resultados experimentales. para interpolar a la vari.:tble v• en 

términos de r y o: 

a> P~ra la tabla 1, se encontró la función (ver figura 3.4>: 

v' = -0.246463 ln<rl - 0.018096. 

b) Para la tabla 2, se ~ncontr6 la función <ver figura 3.5): 

v• = -0.198208 ln(r) - 0.031621. 

e) Para la tabla 3, se encentro la función (Ver figura 3.6): 

v' = 0.02047 ln!Dl + o.273129. 

d) para la tabla 4, se encontró la función (ver figura 3. 7>: 

v~ = o.0575 lnCD> + o.494597. 
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1.00 

o.oo 

0.60 

v' 
0.40 

0.20 

0.00 
0.00 0.20 0.40 0.50 0.00 1.00 

r 

Figura 3.4 Gr.Afic:a de la función quP se adapt6 a los 

resultados numérico5 d~ la tabla l. 

1.00 

O.BO 

0.60 

v' 
\ 0.40 

0.20 

0.00 
0.00 0.20 0.40 0.60 º·ºº l.00 

r 

Figura 3.5 Grafica de la función que se ndapt6 a los 

resultados num~ricos de la t~bla 2. 
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1.00 

r 
o.o o 

o.oo 

v' 
0.40 

0.20 ~ 0.00 ~ 
0.00 0.20 0.40 0.00 o.oo LOO 

r 

Figura 3 .. 6 Gr.1.fica de 1 a función que se a.dapti!> a los 

resultados numéricos de la tabla 3. 

1.00 

o.oo 

0.00 

v' 
0.40 

0.20L 

0·ºi.oo o_,.2_0 _ _,__o_ .• '--1 o--'--o-.o"'"o---'--o-.-'-0-0-~-1 ~.oo 

r 

Figura 3.7 Gr~fica de la función que se adüpt6 a los 

resultados numéricos de la tabla ~. 
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CAPITULO 4 

Conclusiones. 

(.1 Conclusiones. 

Las conclusiones del presentl? trabajo se han separado en 

secciones debida a la diferencia de los puntos a tratar. 

4..1 Diferencias cualll.aliv.as enlre leor!a y experimonlo .. 

Los estudios teóricos real izados por y 

Brenner~~, consideran una esfera que se mueve a velocidad 

constante a lo largo de un cilindro. Consecuentemente se puede 

pensar en la fuerza de arrastre que obtienen, como aquella fuerza 

que hay que aplicar sobre la esfera para que é-sta se mantenga a 

velocidad constante. 

En el experimento, si bien la esfera tenia velocidad 

constante en la segunda mitad del intervalo de medición, ésta se 

solt6 de una cierta posiciónJ Por lo que la velocidad de la esfera 

estuvo cambiando antes do 11 egar a di cho 1 ugar,. A este hecho se 

atribuye que la fuerza de arrastre dependa de la posici6n desde la 

cual se suelta la esfera U>. Recuérdese que la fuerza que actúa 

sobre una esfera que se mueve con velocidad Ü<t> en un medio 

infinitc1
1> para R « 1, tiene un término de "'memoria ... Es decir, 

1 a esfera .. sabe 11 desde donde se sol to, lo que tiene como 

consecuencia que la velocidad ü.dimen-:.ional v~ < f(r,O> > de la 

esfera dependa de D D = All ) • 

Compar.aciÓn de los resultados te..Sricos con los 

exper i irent.al es. 
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y experiu1ento, é~tE' c.umµl1ó cnr, l.:J!:i supo$iciones. que se 11s.:..ron 

para desarrollar la teorla. Lo cuc.1 cru. ncces.1.rio rJ:ira poder 

compararlas. La!> suposH:ionc-s que, entre otras, $E' cumplieran c.:.on! 

número de Rcynald5 muy pequeño. iJÜ/ 1tt - o e:i la s.egum1Ll mitad del 

intervalo de mediciC•n ~dn donde '3C obtuvieron los result~doo;;J. La 

distancia que t~nla la esfera il l~ supcrfic1c libre y al fGndo rtel 

cilindro, cuando so encar.tr.:.bz. t:n el intr:rv:.lo ::le medición. y el 

cociente del ra.d10 del cilindro r.:r.tre 1.:i longitud del c11 tndro 

eran tales, que el efecto de la ':>UpE'rficie libre y el fonc~o P.n la 

fuerza de arra$tre: eran Cesr.roc1:1ble-;;. Pr~ estrt forma o:;r pueden 

comparar los re~ullados te:6ric:o~ <:-.121 r· C.2.l•ll cor. lo~ 

resultados experimentales (3.3l y C3 .. '1). Parte de la c:omparac:i6n 

es pura~ente cualitativa debido a la natu~al~z~ de Jos r~sl1lt~rlos 

tver sección 3.3) .. 

El resulta do tc6rl co de Orcnner prr>di ce que 1 a func1 ón 

f(r,D> (definida por la ccuacion t:!.13) sati~face 

f(r,Dl = O .. b < 1/r - 1 )!i-.·· 2 , (2.14> 

como se indica en la sección 2.5. Esta ~oluci6n es válida para 

r ~ 1, y es claro que solo está definida para valor~s de r m~nores 

que uno. En la región r ~ 0.85,. c~til función es practic:amcnte nula 

<v.g.f<0.85,D> 0 .. 0078>. En forma general esta fum::i6n es 

decreciente con concavidad po5itiva. 

El me peri mento se real i z6, para detcrmi nar aprox i madamc:mte 

a f<r,D>, en la región o.os :S r .S 0.91. En ésto. se aprecia 

una tendencia claramente dec:rec:i ente con 

<ver figura 3.2}. 
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El re!:>ul tado tc6ri ce de Orenncr predi ce que f <r, D> C!> 

practicamente nulo para r > 9.1 <ver figura 3.2>. 

El resultado teórico de Sano predice qun la función f(r,D) 

satisface 

f<r,D> := -2.l r (2. 7> 

como se indica en la ~ec:ción 2.5. Este re!:.ultado C$ v~lido para 

r << 1. 

En el experimento se oncontró <v~r ~ecctón 3.3) que 

f<r,0.14> - 1.0 r + 0.62, <3.3) 

f<r,0.02> = - 2.5 r + 0.69. 

donde las pendientes para <3.3> y <3.4> tienen un error de ± 0.23 

y o.35 respectivamente, y tus ordenada~ al origen para (3.3> y 

(3.il) de ± 0 .. 02 y 0.04 respectivamente • La región en la que se 

Cülcularon dichas recta5 es 0.08 Sr~ 0.17. 

Los resultados e):periment.:.lcs ~on un par de rectas que 

tienen prácticamente la inismu. pendiente <dentro del error 

e>!perimental > que al resultado tctiri co. Tienen sin embargo, 

diferente ordenada al origen. 

El resultado experimentñl nos inclina a pensar que el 

tér~ino que multiplica a r en las ecuacicncs <3.3> y (3.4> 

depende débilmente de O, y que la ordenada al origen en l ü.S 

ecuaciones (3,.3) y (3.4> es una func1on de O y se le dnnomin01 
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g<D>. Desnf ortunadamente no SI? cuenta con resultados 

C>tpcrimentale:. para peder determinar 1.:. form<J. de esta función. De 

ésta se conoce, ~in emb.:i.rgo, ot0.14' e 0.62 y g<0.02> = 0.69. 

De la figuru 3.3, ~e podrla obtener la información de ta 

forma funcional de g(DJ, ya que e5ta grAfica tiene los resultado5 

eHperiml:!ntales de f <r,D> vs D. En la figura se munstran dos qrupos 

de puntos experimentales correspondientes a dos ·.1u1orc5 de r (0.21 

y 0.391, estos valores de r ~e cncuentr.:i.n fuera del intervillo 

(0.08 5 r S 0.17> para el cual se calcularon las rectas <3.3) y 

C3.4) por m!nimos cuadrados de li.1 fiqura 3.~. S1n cmbürgo, se 

puede creer que 1~ función fCr,Dl no c.:i.mbia mucho de r; 0.17 a 

r = 0.21, intervalo que separa l~ g~~fic~ de la figura 3.2 del 

intervalo donde fueron calc:uluda~ 4as recta<:> CL:!J y (3 .. 111 .. Con lo 

que queda Que la funcic.n g<D> es crcclC:r.tc y tiene conc:nvidad 

negativa, te:nicndo un crecimiento muy r;.pido c11 lu rcg1..:..n O < D < 
0.14 y lento par.a 0 .. 14 < D < 1, como !:.C aprecia en l .:i. figura 3 .. 3. 

4 .. 3 Teoría que se 4ldapl e- ll1t'! jor al l'.!Xpei· J 111onlo. 

Como so ha visto, las tc:Jrli",:. c·li.\bO!"adn.~ por Siino y por 

Brenner distan de describir ra.~go';; eo;.er.ciales del comportamiento 

de una esfera que s~ suelta a lo lilrgo del eje de un cilindro 

finito. Es por esto, que se ncccsi t"-' el Llbcrar una t~ori ü que 

incluya .:il término iJÜt&t en las cc.·_1.:cione~ de Stokes, para 

determinar te6ricamente la forma cm que lr.. ft\cr=:a de arrostre 

depende del par~metro D. Aün cuando se incluya dicho término. el 

numero de Reynold!:i para el caso de: c~tudio dcbr. ser lo 

suficientemente pcquefío como para desprcci~r el ttf.rmi.no no linE:al 

en la ecuación de Navicr-Stokes, ya que el núm~ro de Reynolds P.n 

el m:perimento DS mucho mi:;no; qun uno. 
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La linea que se ha de seguir experimentalmente es continuar 

encontrando valores de la velocidad terminal adimension~l en 

función de lO$ 

determinar f (r, 0) 

secc16n :S.:S. 

par :..metros r 

y con é-5to, 

y O, con lD!i cuales se puode 

la. fuerza de arrastre.. Ver la 

Una de 1 as partes c.ruci al es para poder comparar el 

eKperi1nenta que se hizo con la teoría, era que la veloc::itSad 

de la esfera fuese constante ~n el intervalo de medición .. Pero 

•sto se logró sólo en la segunda mitad del intervalo de medición 

<ver sección 3.2J. Luego E!S necesario reillizar este tipo de 

e~peri•entos en cilindros mas largos, para disponer de un 

intervalo dQ medición mayor. 

El ~étodo que se utilizó para determin~r la velocidad de la 

e~f~ra Al caer <sección 3.2>, tiene el defecto de que la pantalla 

de la televisión es curva, le que provoca un aumento del 

error eKperimental. Esto se puede resolver si se tratan las 

pel1culas cun un digitalizador de tmagenes .. Con este sistema se 

podr1a ~edir directamente, u tr~v~s de la computadora, la 

velDc.idad promedio de la esfera y su desviación. Ahorr.Andose la 

gran cantidad de trabajo manual y mejorando la medida • 
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