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Resumen

La tesis trata de la deterainacién experimental de la fuer:a
hidrodinimica que ejerce un fluidoc sobre el movimiento de ‘una
esfera sélida que, sin rotar, se mueve a lo largo del eje de un

cilindro.

Como la fuerza hidrodinamica que actua sobre la psfera no se
puede medir directamente, es necesario utilizar un mé&todo
indirecto. Este parte tdel hecho de que las fuerzas gue actoan
sobre la esfera (peso, flotacion y friccién) llegan a un balance,
por 1o que la esfera alcanza su velocidad terminpal. Como resultado
de la suposicién de gque la fuerza hidrodinamica se puede expresar
como el producto de 1la velocidad terminal por un factor que
depende de la geometria asociada al confinamiento, e! mé&todo
consiste en determinar la forma funcional en que la velocidad
terminal depende de los factores de confinamiento.

Se disea y se construye un dispositivo experimental
mediante el cual se mide la velocidad terminal de la esfera cuando
ésta se suelta en cilindros de distinlos radios y desde distintas
distancias a la superficie libre. Con estos datos se determina la
velocidad terminal como funcién de los parametros geométricos
asociados al confinamiento: cociente de los radios ({(esfera y

cilindro) y distancia a la superficie libre.



CAPITULO 1
Las ecuaciones de Navier Stokes.
Introducclién.
1.1 Motivacidn.

Dado un grupo de objetos sumergidos en un fluido, se
denomina fuerza hidrodinamica a la fuerza que siente cada uno de
ellps debido a su estado de movimiento y a la presencia vy
movimiento relativo de los otros. Hemos experimentado ésta
interaccién cuando al cerrar la puerta de una habitacidén las
vortinas se mueven o, cuando al desplazarnos en un coche compacto
por 1a carretera, nos rebasa un camién de gran calado. Dentro
de éste grupo de interacciones hay una gue &S nuestro objeto de

estudio.

Cuando una esfera cae a lo largo del eje de un cilindro que
esta lleno de liguido, sobre ésta act@a una fuerza en contra de
su movimiento. Esta fuerza, llamada de arrastre, depende de variaos
parametros, los cuales caracterizan al estado de movimiento de la
esfera vy las condiciones iniciales de <u movimiento, las

propiedades del fluido y a la geometria del sistema.

El estadoc de movimiento de la esfera viepe dado por su
velocidad gue puede ser variable o no. La fuerza de arrastre gue

actGa en cada caso es muy diferente.

Los parametros gue caracterizan al fluido son la viscosidad
y la densidad. Si un liquido tiene una viscosidad o densidad mavor
que otro, la fuerza de arrastre serd diferente de un casc a
otro®. Dicha fuerza depende tanmbién del cociente de  las



densidades de la esfera al del liguido.

lLus parametros geométricos son los radios de la esfera y del
cilindro, la longitud del cilindro y la posicién inicial de la
esfera. La fuerza depende del radio de la esfera, ya que mientras
mas grande sea la esfera mayor es la cantidad de fluirdo gue tiene
gque desplazar al moverse ‘!, Depende tambien de la proporcidén  que
guarden el radio de la esfera y el del cilindro. La esfera se
moverz de diferente modo cuando é¢stos sean parecidos que cuando ol
radio del cilindro sea mucho mayor gue 21 de la esfera‘z'a’.
Depende de la lengitud del cilindro, ya que el fondo del cilindro
y la superficie libre del ligquido afectan el movimiento de ia
esfera. Si el cilindro es corto, sobre la esfera actta una fuerza
de arrastre diferente a =i es largo‘z’ . Depende de la posicidn
instantanea de la esfera, ya gue si se encuentra cerca de la
superficie libre o del fondo, actua una fuerza distinta a si se

encontrara lejos de ellas?,

La fuerza depende de las condiciones iniciales con las gue
se pone en movimiento la esfera, que son la posicion y la
velocidad. £1 movimiento de un fluido en general, tiene fuerte
dependencia de las condiciones con las gque se pone on movimiento.
tLas las ecuaciones gue se utilizan para describir fluidos, tienen
fuerte dependencia  de las condiciones aniciales. Ha sido
demostrado que solucicnes cuya condicién inicial difiere muy poco

son completamente diferentes entre it

La fuerza de arrastre que actua sobre una esfera que cae a
lo largo del eje de un cilindro no ha sido determinada. Sé6lo se
conocen soluciones aproximadas tanto teéricas como experimentales.
El objetivo de este trabajo es presentar un meétodo experimental
para determinar la fuerza de arrastre y hacer una revision de las

teorias que se han desarrollado para determinarla.
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Las aplicacicnes de éste problema son multiples. Muchas
arcas de ingenieria y ciencias aplicadas requieren conocer la
fuerza hidrodinamica gque actua sobre una particula moviéndose con
las caracteristicas anteriormente titadas. Entre otros campos,
cabe citar viscosimetria de calda de esfera, flujo sanguineo,

transporte en membranas, y sedimentacién.
Trusporte en membranas.

Las funciones mas importantes de la celula consisten en el
metabolismo y 1a biosintesis de proteinas. Estas funciones
dependen del transporte de sustancias del! medio ambiente al
intericr de la c#lula y de la célula al medio ambiente.

La combinaciéon del +transporte de la sustancia con la
conservacién y la independencia de la estructura interior de la
celula, se realiza por un Gnico modo posible, para realizar sus
funciones la célula esta separada como un todo del medio exterior
por una wmembrana semipermeable. A traves de 1a membrana, se
transporta sustancia sin que por ésto se altere la estructura
interna de la célula.

A través de los canales pasa el material gue requiere l.:{
célula (iones y moléculas) debido al fendmeno de osmosis. Un ién o
molécula se puede idealizar como una esfera y el canal como un
cilindro. Por lo gque el transporte en membranas se puede. ver como

. 5 8
el movimiento de una esfera a lo largo de un clllndro‘: 7).

Es importante recordar que los iones y moléculas de la
sustancia tienen la dimension de las moléculas gue conforman al
fluido. €n e1 articulo realizado por Peralta-Fabi vy Znanzig(m,
presentan algunos calculos de 1a fuerza de arrastre que actua

sobre una molécula gue se mueve en un fluido viscoso. Consideran
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que la interaccion de la molecula con el fluido se debe o un
potencial intermolecular, ®mas gque a una condicion de frontera
impuesta sobre una superficie bien definida. El resultado a3l gue
liegan muestra gue la fuerta de arrastre que actda sobre 1a
molécula puede ser calculada con una aprorXimacion hidrodinamica.
Resultados experimentales de la autpdifusion de un atomo de argon
en argédn han sido descritos y predichos usando un puntec de vista
hidrodinamica'®’. Lo cual argumenta en favor del modeio

anteriormente descrito para transporte en membranas.

Flujo Sanguineo.

La sangre es una suspensien, es decir, una gran cantidad de
particulas gue estan suspendidas en un liquido. La forma de dichas
particulas es variada. Describir el flujo sanguinec en arterias,
venas O capilares, es algo que todavia no ha sido resuelto. Debido
a su importancia, se han desarrollado diversos modelos para poder
entenderlo. Estos consisten en una version muy simplificada del
flujo sanguineo.

€l movimiento de un gldébulo rojo en una vena, arteria o
capilar, puede ser idealizado el movimiento de una esfera a lo
largo de un cilindro (para mas detalle ver la introduccién de la

seccion 2.4).

Viscosimetr{a de Caida de esfera.

La viscosidad es aguella propiedad de un fluido por virtud
de la cual ofrecs resistencia a un esfuerzo cortante. La melaza y
la brea son ejemplos de fuidos altamente viscosos, el agua y el

aire tienen viscosidades muy pequefias.

Uno de los métodos industriales para medir la viscosidad de
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ciertos liguidos, es el asf{ llamado de calda de esfera. Se tienen
varios tubos 1leros con liquidos “estandares” de viscosidades
conocidas con una esfeora de acero en cada tubo. El tiempo
necesario para gue la esfera recorra la longitud total dei tubo
depende de la viscosidad del liguido.

Sedlmentacién,

La sedimentacion estudia la forma en gque mnateria se
precipita al fondo de un 'liquido. En e! casc de una suspensién
poco concentrada, las partficulas se pueden considerar aisladamente
¥y se tomaran en cuenta Ins efectos de fonds, superficie libre o
pared, cuando £1 caso lo requiera. Esta consideracion se puecde
hacer gracias a que la esfera, al moverse en el seno del liguido,
produce un cvampe de velocidades en #! (en la aprozimacicen de
Stokes) proporcional al radio de la ecfera y a la velocidad de
ésta e inversamente proporcional! a la distancia. Por lo que si la
velocidad y el radio de la csfera son peguelics y la suapension es
diluida, las particulas que se sediacEntan <c¢ pueden conoiderar
aisladas. El sedimento se puede consibocrar cons una esfera y
dependiendo del caso, cierta psred de! contenedor comb una pared

cilindrica.
1.2 D\':scrlpclc’)n de un fluddo.

Los fluidos pueden idealizarse como medics continuos, es
decir, medios carentes de  huecos ¢ separacién  entre  sus

particulas. Bajo este marco, la estructurz mclecular de la materia

#s ignorada y se le sustituye por un continuo. En cada punto de
este fluido continuo, para un instante dado, se supone gue la
velocidad, presion, densidad y otras, as! llamadas “variables de
campo*, toman un valor ¢nico. La continuidad de la materia se

reguiere entonces para deducir las leyes de conservacion de masa,
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momento, momentc angular y energla. que dan lugar a un conjuntoc de
ecuaciones diferenciales, las cuales deben satistacer Las
variables de campo. La solucién de estas ecuaciones define
entonces la variacion de cada variable de campo en el espacio y el

)

tiempo™.

Las variables de campo tales como la densidad p y el vector
de velocidad u son en general funciones do las coordenadas
espaciales y del tiempo: p = p(r, t) y 4 = ulr, t), donde r oz el
vector posicion. En cuaiquier punto del espacic estas variables
continuan estando definidas en terminos de las propiedades de
varias moléculas que occupan el pequefio volumen en la vecindad del

punto.

Considérese un peguefio elemento de volumen AV gue contiene
un gran numero de moléculas. Sean am y vV la masa y velocidad media
en e! volumen &Y. La densidad y velocidad en un punto estan

definidas por los siguientes limites?

p = lim L Am »
AV AV

U= lim £ vamy ,
AVs £ Am

donde £ es un volumen lo suficientemente pequefio para considerar
Pt peguefio comparado con la mas pequefia y significante escala de
longitud en el campo de velocidades, peroc lo suficientemente
grande como para gue contenga un gran numero de moleculas. Las
sumas en las expresidnes anteriores se toman sohre todas las
moléculas que estan dentro de AV. Las otras variables de campo se

definen de manera similar.

Una vezr seleccionada la aproximacidn del continueo, =14



necesario seleccionar el sistema de referencia en el cuai se
formularan las leyes de conservacidn. Hay dbs sistemas de
descripcidn basicos que pueden ser empleados, se !es denomina

euleriana y lagrangiano.

En el marca de referencia eulgrianc las variables
independientes son las coordenadas espaciales %, ¥y, = y el tiempo
t. Para cbtener las pruaciones basicas de conservacion, se enfoca
la atencion en el fluido que pasa a través de un volumen de
control gue esta fijo en el espacio. El fluido que se encuentra
dentro del volumen de control en cualquier instante constarid de
diferentes particulas de fluido gue las que hablia un anstante
anterior. Si los principios de conservacion se aplican al fluide
que pasa por este volumen de control, las ecuaciones de
conservacién se obtienen en la descripcidn culeriana.

En la descripcidn  lagrangiana, se enfopca la atencién en una
masa particular de fluido conforme fluye. Los principics de
conservacidén se aplican a este elemento de fluido, resultando un
conjunta de ecuaciones de conservacion en la descripcion
lagrangiana. En este sistema de referencia x, ¥s 2 ¥ t no son
coordenadas independientes, ya que se sabe que el elemento de
fluido pas6é por las coordenadas xa, yo Y :uen algun instanteo to,
entonces su posiciédn futura puede ser calculada si las componentes
de la velocidad u, v y w dgel elemento son conocidas. Las
variables independientes en el sistema lagrangiano son Xos Yo

o
2z yt.

o

Sea « cualnuier variable de campo tal como la densidad o la
temperatura del fluido. Desde el punto de vista euleriano, o
puede ser considerado una funcidén de las variables independientes
%y ¥y 2 ¥y t. En el sistema de referencia lagrangiano se ohserva un

elemento de fluido especlfico por un corto periopodo de tiempo dt
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conforme fluye, su posicidn cambiara por las canticdades da, Oy,
dz, ¥ « cambiara por una cantidad da. Del ciiculo sahemds gque

estas cantidades estin relacionadas por la ecuacion

da = do dt + da dx 4 da dy + dodz.
ot & 3y R
5i fa expresidén anterior ce deriva por 34 ¥ 58
identifican los términos de/dt=a, dysdt=v, d2/at=w y Da/Dtadasdt

ontonces

Dx = du + u Ja + v Ja + v du

Dt gt ax dy gz

En la notarcidén de Einstein (de suma cuando aparecen lndicee

repetidos) este resultado se escribe

(3.31

El terminog DasDt de la ecuacion (1.1) se denomina "derivada
material®, Representa £} cambio total! de 1a cantidad o segin es
visto por un observador gue sigue al  elemento de fluido. La
eruacidn {1.$%) oxpresa el cambin lagrangiano de «, con respecto al
tiempao (Da/Dt). para un eplomentd de fluido dado en terminaos de las
derivadas sulertanas du/dt vy oa/oxk"”.

1 .
retaciona la

El teorema de transporte de Reynolds
derivada lagrangiana de una integral de volumen con una integral

de volumen cuyo integranda contiene derivadas culerianas.

D [ ﬂul-a(c\u)]d‘/. 1.2
& adV = = — k
g f fvm 7t F

ity Tk



1.3 Principlos de ConsnrvncASn.
a) Conservaclon de la masa.

Uno de los principios basicos de la fisica clasica establece
gque la masa e= constante. Esto significa gque no puede existir
creacion o aniguilacion de materia. La variacidn de masa en un
volumen fijc ¥ se debe al flujo de materia a traves de la

superficie que 1o limita.

Considerese un elemento de fluidc especifico cuyo vplumen V
se ha escogido arbitrariamente, €1 @ ec wo dencidad, 1a masa del
elemento es J odV. Conforme fluye. su masa  debe permanecer

v

conctante por lo que

D .
[—ﬁ-_fvpd\) = 0,

por 1a ecuacien (1.2) é¢sto implice

I g + 2 _teuw) GY = O .
(%13} at t’)ik

Ya que el volumen V es artitrario, la unica forma de que la

ecuacidn antcrior se satisfaga o gue el integrando se anule?

do+ d tpu ) =0 o T 61.3)
== —_— X
an
X
es decir,

p;_3+p = 0.,

au
Bt XM

Cuando la velecidad del flujo &s pegquefia en comparacion con



la velocidad del sonido en =1 fluido, se puede conciderar gue la
densidad permanece constante. A los §fluidos que cumplen esta
condicion se les denomina incompresibles. Matemidticamente se

escribe como

de donde se deduce, por la ecuacién anterior,

=0 . {1.4)

Sin embarguo, el hecho de que 9 . u = 0, no implica que la
densidad sea constante, aungue sea constante en el tiempo puede
variar con la posicién, pues si se considera et flujo estacionario
de un fluido estratificado, en donde 1a densidad sea constante a
1o largo de las lineas de flujo, pudiendo variar de linea a linea,

se tiene gue su derivada material es cero'™.

b) Conservacion del momento.

El principio de la conservacién de momento es la aplicacidn
de 1a segunda ley de Newton at movimiento de un elemento de
fluido.

t.as fuerzas externas gue actGan sobre una masa de fluido
pueden ser clasificadas como fuerzas de cuerpo, tales como la
gravitacional, o como fuertas de superficie, tales cpmo las
fuerzas de presién o esfuerzos viscosos. Entonces, si ¥ es un
vector que representa la resultante de las fuerzas de cuerpo por
unidad de masa, la fuerza de cuerpo total que acttGa en una masa
de volumen v es .rvp-_F' dV. Tambieén, si P es un vector de

superficie gue representa la fuerza superficial resultante por
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unidad de area, la fuerza de superficie total gue actta sobre 1a

superficie §, qQue contiene a V, es S _P dS.
5

De acuerdo con la segunda ley de Newton la suma de las
fuerzas externas, descritas arriba, es igual al cambio de momento
en la unidad de tiempo. El momento por unidad de volumen es pﬁ,
por lo que el momento total que tiene el elemento de velumen YV es
J‘vp&.x dV. El cambio de momento total en V, usando una descripcidn

lagrangiana, es (D/Dt) .Fv pG d¥. Entonces
n = e 3 2
fvpu dav = LP 45  + fvpf dv .

Ltas fuertas superficiales actuan sobre la superficie de coda
elemento y estin deteraminadas por ol srea 2% a0 ozuepordacre Y ds

oonnT e rag coeop ot deb{dee s b

oriantacisn on 4

2 la vignonined, L a comronente § de la

meneslr

Y Gt Annos
fuorza ehorcida cobre un elemento de superéficie, de 4rea dS vy
normal ﬁ, se representa como a.”n,\ds, donde d\.j es el tensor de
los esfuerzos y es la componente j de la fuerza por unidad de area
que actta sobre una superficie con normal en la direccien i. En
notacion tensorial la ecuacidn gue expresa la conservacidn del

momento queda
D_ fpu), av = J‘ok jnids « f pfidV .
Dt v s v

Usando los teoremas de Reynolds y el de Gauss, la expresién

anterior gueda

8 tpu) + 2 (o) av = do ., dV + pf. oV .
fv[ﬂt ) (’xk ’k] fv'a?:l J‘v )

11



Estas integrales de volumen Se pueden agrupar para llegar a
una expresidén de la forma J‘V( ydv = 0. Como e} volumen V es
arbitrario, la onica forma de que se satisfaga la ecuacidn
anterior, es que el integrando sea igual a cero, por 1o que

e ) + 8 ( . ) = o + pf. .
pu: ___puluk = b p’

a3
a,:k 2

3

L

Desarrollando el segundo término de la parte izguierda de
esta ecuacidén y utilizando la ecuwaciéon (1.3), la expresidn

anterior gueda

El 1lado izquierde represcnta e}l cambic de momento de un
volumen unitario de fluido; el primer término es la variacién
temparal cuando el flujo no es estacionario y &1 segundo término
representa variaciones lotales debidas al movimiento del fluido
agn cuando el flujo sea estacionario. En el lado derecho estan las
fuerzas que originan dicho cambio de momento, por un lado las
fuerzas vplumétricas y por otro las originadas por los esfuerzos
superficiales.

¢) Conservacidn del momento angular.
Una “particula* de fluidp con densidad p, velocidad u Y
posicion F, tiene un momento angular por unidad de volumen

L = r % pi. El momento angular total del elemento de volumen
Ves s L dv,
v

12



Pr acuerdo con la segunda ley de Newton, el cambic de
momento angular total con respecto al tiempo del elemento de
fluido es igual a la torca total debida a las fuerzas externas
que actdan sobre éste, dichas fuerzas son las de cuerpo y de
superficie. La torca debida a las fuerzas de cuerpo que actagan
sobre el elemento de fluido viene dada por Iy; % pf 4V, y 1la

torca debida a las fuerzas de superficie es JVF » (a.ﬁ) ds . Por

1o que la torca total que actta sobre el elemento de fluido viene
dada por la suma de las dos integrales anteriores. Las expresiones
anteriores satisfacen

[Fxpiavs [7Fx ton) dS + [F x (of) dv.
v E ~ v

g°

Usando el teorema de Reynolds gueda

I 3 (Fx pU ) +divir x (pu) U ) Y dV =
v L&t

f rrxco.nrds + [ Fx b av.
5 ~ v

Utilizando el teorema de Gauss, la componente k-ésima de la
ecuacién anterior es

P N ¢ )+ e, a < ) dyv =
J; [ “Lix = ™ L]ixlsglpu] ! ]

+ +
j; [ S Y Aipde Pt ] av o,

- 1]
dh‘

donde L es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita.



: {2
Esta expresién se reduce a"

%&£ du, + pu du - 3o - +
fv[ x";,x[[’gﬁ, ‘Jl‘.—’x—lj ——1U pf:]

at ax

uj[a_p*p@_l]]-.c,”ka”]dv=0.
t

Utilizando las ecuaciones (1.3) y (1.5) queda

_[ £ o dV =0 .
ik i
v

Como el volumen V es arbitrario

T o .
Después de desarroyar este resultado se llega a 1la

conclusién de que el tensor de esfuerzos es simétricosd LA
d) Conservacion de la energfa.

£l principio de conservacidén de la energla es el resultado
de aplicar la primera ley de la termodinimica a un elemento de
fluidn. ta primera ley de la termodinamica se aplica a sistemas
gque sg encuentran en eguilibrio. Bajo estas condiciones se
establece que el cambio de energia interna, debido a un proceso
cuasi estitico, es igual a la suma del trabajo total hecho sohre
el sistema y del calor intercambiado. AGn cuando un elemento de
fluido en la descripcidn lagrangiana puede ser considerado un

sistema termodinimico, en general, no se encuentra en equilibrio.

La eruacison de conservacion de 1a energia es 1a

generalizacién de la primera ley de la termodinidmica para un

14



sistema fuera de epquilibrieo. Para e&cto, es necesario introducir la
hipdtesis de equilibrio local, esta permite establecer la energia
de una “particula“ fluida como la suma de la enpergia interna
por unidad de masa e y la energifa cinetica por unidad de masa
uU.u/2. En este sentido, la forma modificada de la primera ley de
la termodinamica que se aplicara a un elemento de fluido,
establece gue el cambio con respecto al tiempo de la energia total
del elemento de fluido conforme fluye, es igual a la suma de la
potencia desarrollada por las fuerzas de superficie 0.Pds Y por
las fuerzas volumétricas u,fdV y el flujo de calor E; 1a cantidad
de calor que sale del elemento de fluido por unidad de tiempo y
unidad de area es 6.3, donde n es Ja normal a la superficie del
elementn. De esta forma, €] principio de conservacien de la

energia para un volumen V con superficie S. esta representado por

o f [pe*lx_x.a]dv:f G.F a5 « [ f.ef av ¢ [ §.n ds.
T 3 . v .

Usando el hecho de gue el vector F estid relacionado con el
tensor de los esfucrzos, a traves de la relacion m k3 a”nw la
primera integral de superficie se transforma en una integral de

volumen wutilizando el teorema de Gausc
J uPds-fuoe n ds=f o f(uo )adv.
[AE T i
. s v

Aplicando el teorema de Gauss al término debido al flujo de

calor?

! q.n dS = J‘B a;n, ¢s = j’v %qj av.
i

Utitizando el teorema de transporte de Reynolds, y agrupando
las integrales, se obtiene una expresion de la forma J‘v( ) dV = O,
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Como el volumen V es arbitrario, la unica forma de que se cumpla
esto s que el integrando sea nulo. De lo cual resulta la

siguiente ecuacion diferencial

2 g+ luu) + 8 {pe + fgu u du =34 (o Y ~-puf +34qg .
T 5 i e s 10k o i F ] o
"k - B N

Desarrollando los términos y utilizando las ecuaciones de

conservacion de la masa y del momento, la eupresion anterior se

reduce a

PZE*P“,JZS :n‘jgu_' —-D_q‘ - {1.6)
at CEM o 2

El miembro de la irguierda representa el cambio de la
energia interna, siendo el primgr término el cambio temporal,
mientras que el scgundo se dewe a cambios locales convectivos
causados por el flujo del fluida. ta parte derecnha representa la
causa del cambio de 1la energia interna. €1 primer término
representa la conversion de energla mecanica en energia térmica
debido a la accien de los esfuercsos de superficie. El altimo
termino representa la cantidad de calor qgue esta siendo
intercambiado por unidad dc  tiempo. por  conduccion con el

exterior.

A partir del principio de conszrvacicén se han obtenido tcinco
ecuaciones gque describen el movimients de un fluido vy, como
consecuencia de la hipdtesis de equilibrio local. hay dos
ecuaciones de estado para un sistema simple. Estas son p = pip,f)
y e = e{p,T), en donde p es la presidn termodinimica y T la
temperatura‘m. Sin embargo, se cuenta con 14 variabhles escalares?
densidad p, energla interna o, tres componentes de la velocidad G,
tres componentes del flujo de calor E. s81% componentes del tensor

a‘i, la presién p, y la temperatura T. De esta forma se tiene un
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sistema abierte por 1o gue sg deben 1ntroducir ePcuacicnes on
términos de las mismas variables para obteror un sistema de
ecuaciones  cerrado.  Estxs  se concoen  comc 1as  ecuaciones

constitutivas.
3.4 Ecuaciones constitutivas.

Las ecuaciones constitutivas permiten cerrar el sistema de
ecuaciones. Estas relacionan al tensor de esfuerzos con los
gradientes de la velocidad y la presidén y al flujo de calor con el
gradiente de temperatura. Para construirlas se formularan las
condiciones que el tensor de esfuerzo: vy e! flujo de calor

satisfacen.
a) Viscosidad,

En un fluido en reposo, s&lo se ejercen fuerzas normales y
estan dadas por la presién termodinamica, por lo que el tensocr de
los esfuerzos es isotrépico en cualguier lugar del fluado y tiene

la forma

olj = —p .5”_ s
en donde el signo negativo se debe a que se considera a los

esfuerzos normales positivoes cuando son de tensioén.

A un fluido en movimiento se le debe sumar a la parte
derecha de la expresiéon anterior, un terminoe que dé  la
transferencia de impulsc viccoso en el fluido, ©1 cual se denota

par o’ iy quedando



Puede establecerse la forma general del tensor o: del modo
Eiguientem: en un fluido- se presentan procesos de rozamiento
interno unicamente en el caso en que las distintas particulas del
fluido sz muevan con velocidades diferentes, de modo gque exista un
moviriento relativo entre ellas. Es decir o',” no puede depender
de la velocidad del fluido, ya que si éste se moviera a velocidad
constante nc se producirfan esfuerzos viscosos en su interior. De
agquf{ que '7:; dependa de las derivadas espaciales de l'a velocidad.
Si los gradientes de velocidad son pegueffos, podemos suponer gue
la transferencia de impulso debida a la viacosidad depende sélo de
las primeras derivadas de la velocidad. Con la misma aproximacion,
a:j puede suponerse gue es una funcidn lineal de las derivadas
au‘/&«,. No pucden existir términos en o’,” independientes de
aux/:?:«‘, puesto que a’ij debe anularse para u = constante. A
continuacién observaremos que cr’_”, debe tambien anularse cuando el
fluido completo estis en rotacidn uniforme, puesto que es evidente
que en dicho movimiento no se produce ningun rozamiento interno en
el fluido. En el caso de rotacidén uniforme con velocidad angular
t—u, la velotcidad U es igual al producte vecterial © % r. Las sumas

du, + du,

E -

J] i
son combinaciones lineales de las derivadas "“;"”‘1’ y se anulan
cuando u = w % r. De aqui que a'” debers contener exactamente

estas cembinaciones simétricas de las derivadas ouilaxj.

El tensor mis general! de rango dos gQue satisface lag

condiciones anteriores es
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siendo a y b independientes de la velocidad. Sin embargo, es
conveniente escribir esta expresidén en una forma ligeramente
distinta, en la que a y b se sustituyen por bptras constantes
o = pl du + du. ~ 26 du + &6 A . 1.7
H [Z?T = 3t ] Y
i i 1 s
La expresidn entre parentesis tiene la propiedad de anularse
cuando i=j. Los coeficientes »n y { se les denomina coeficientes de
viccosidad certante y volumétrica respectivamente, y los dos son

positives™.

b) Conductividad térmica.

La conductividad térmica de un fluido se efectua gracias a
gue las moléculas transmiten su movimiento térmico de unas a otras
a causa de su interaccién. La temperatura se puede pensar comp un
potencial, cuyo gradiente s egquivalente a una "fuerza motriz* que
produce un flujo de calor.

La segunda eruacién constitutiva viene dada por 1la ley de
conduccion de calor de Fourier, que establece que el flujo de
calor por conduccién es proporcional al gradiente de 1a

temperatura

g =~k 8T, (1.8)

donde k es el coeficiente de conductividad termica del fluido.
1.5 Ecuaciones de movimiento para fluidos incompresibles.
En un fluido incompresible 9.0 = 0, 1o que permite utilizar
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la ecuacién (1.4) en la eruacion 1.7, fAsi, queda
¢:v’_‘j = n(du,\/w‘ + Wj/m:.‘). Y por 1o tanta,
a“ = -p &ii + n(auA/arxl + ou)/m:l). El hecho de que p sea
constante, permite desacoplar las pruacidnes de tonservacion de
maza Yy de momento de la de la energfa. Sustituyendo este

la peuacion (1.5

tlegn =

En la maypr parte de l1os casas el coefiziente de viscosidad
» no vari{a notablemente con 1a posicisén y puede por tanto
considerarse constante; usando la ecuacién (1.4} la ecuacidn
anterior gueda

2
PO, *eudu s -dp + mal gk opf

i
st Py j x

en forma vectorial la ecuacion anterior se escribe

pOL/AL + BT U = ~Vp + nau + poF . (1.8)

A (1.8) se le denomina la ecuacién de Navier-Stokes. Estas
vtuaciones de movimiento son el resultago de considerar el cambio
de momento de un elemento de fluido, debido a las fuerzas gue
actuan sobre ¢1, que son las fuerzas volumetricas y las originadas
por esfuerzns superficiales.

1.6 Condiciones de frontera.

Experimentalmente se ha determinado gque no hay movimiento

relativo entre una frontera sélida y un fluidp. Entonces, si v

representa la velocidad de una frontera sélida, la condicién que
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debe satisfacer la velocidad en la frontera es
Q= ;, {sobre la frontera sélida)l. (1.9)

En el caso de un fluido infinito, el valor que debe tomar a

cuando r + o depende de varias cosas?

a) El sistema de referencia que se utiliza para describir el campo
de velocidades de un fluido, puede alterar la condicién en el
infinito. Ejemplo de ésto, es el caspt de una esfera que S8 mueve a
cierta velocidad en el seno de un fluido infinito. Si el sistema
de referencia se monta sobre la esfera, y la esfera s mueve con
velncidfd ”;.- entonces el campo de velocidades en r -+ o s
u o= —Ue,l; pero si el sistema se monta en el fluido, u = O en
r + o ya que la energfa gue le transmite la esfera al fluido se
va disipando por efectos viscosos conforme r crece.

b} El campo de velotidad n depende de las condiciones de frontera
en el infinito. Si la frontera en el infinito cambia su posicién
en el tiempo y se considera un sistema de referencia fijo. el
campo de velocidades debe satisfacer la ecuacidn (1.9} en el
infinito. Ejemplo de ¢sto, es el primer problema de Stokes™.

) El tipo de campo de velocidades gque tiene el fluido determina
también la condicidn al infinito. E&n el caso de un flujo de
Poiseuuls'p’ el campo de velocidades en el infinito es un perfil
parabdélico.

1.7 El nimero de Reynolds.

La ecuacién de Navier-Stokes contiene las siguientes
variables: la velocidad, las toordenadas, el tiempo y la presion.
Adimensionalisemos U con la magnitud de una velocidad
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representativa del flujo Us, a las coordenadas con una longitud
caracteristica del sistema L, a la presiédn con pUo/L ¥ al tiempo
con pLzln. Al introducir estos valores en la etuacidn de momento vy
en ausencia de fuerzas externas aparece una Gnica combinacién
adimensional? UolL/r (vsn/p es la viscosidad cinemitica) gque se
conoce como numero de Reynolds R. En ausencia de fuerzas externas

la ecuaciédn de Navier-Stokes queda

Bl

i %

+Ru du. = -ap + Tu .
x £y i
x i

todas las variables en esta expresién son adimensionales.

El namero de Reynolds UoL/r es el cociente de las fuerzas
inerciales y las fuerzas viscosas. Un ntmeroc critico de Reynolds
hace distincién entre regimenes de flujo, tales como fiujo laminar
o turbulento en tubos™.

Cuande 1las fuerzas viscpsas son mucho mayores que las
fuerzas inerciales el nameroc de Reynolds es despreciable, y si
ademis se trata de un flujo estacionario y no hay fuerzas externas
la ecuacison (1.8) queda

Yp =7 bu . (1.1

A la ecuacion (1.10) se e denomina ecuacion de Stokes. ta
cual se utiliza para determinar el campo de velocidades y de
presién de un fluido incompresible, uniforme y cuyo ndmero de
Reynolds es muy pequefo.

1.8 Formulacidn del problema.

Del problema gue ha sido planteado en la seccién 1.1 y que
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aqul se explica con mas detalle, se conocen S6lo soluciones
aproximadas. Por lo que es necesario abordar este problema tanto
tedrica como experimentalmente. El experimentc ademas de servir
para caomparar las teorfas con los resultados, seffala nuevas lineas

tedricas a seguir.
ad Fornula::.lén experimental del problema.

En la presente seccion se expone un método experimental para
determinar la fuerca de arrastre gue act@a sobre una esfera sélida
que se mueve sin rotar, por accidén de la gravedad a lo largo del
eje de un cilindro. Esta fuerza se ospera que dependa de los
parametros geométricos (ver diagrama) adimensionales D=R/I,r=A/B vy
R=gvA/n, donde A y B son los radios de la esfera y del cilindro
respectivamente, 2L es la longitud del cilindro, £ os la posicién
inicial respecto a la superficie libre desde la cual se suelta la
esfera, R es el nowmero de Reynolds, v es la velocidad de 1la

esfera, n y p son la viscosidad y la densidad del $luido.

En un cilindro lleno de un cierto fluido s2 suelta una
esfera a 1o largo de su eje de simetria desde distintas distancias
de 1a superficie libre. La esfera en cada ¢aso alcanza su
velocidad terminal. f£sta se alcanza cuando las fuerzas gue actCan
sobre la esfera se compensan mutuamente, dando lugar a que ésta
se mueva con velpcidad constante (ver seccidon 2.1.1). La esfera
se suelta de la misma forma en cilindros de distintos radios,
obteniendo as{, velocidades terminales distintas en cada caso. El
fluido se escoge de tal forma que la velocidad terminal de 1a
esfera sea tan pequefia que R << 1 (ver seccidédn 1.4), y por lo
tanto que tenga validez la ecuacisén de Stokes. A travées del
anilisis de movimiento, se puede obtener la forma en que 1la
velocidad terminal depende de los parametros (D, Z,2t,n,r). Este es
el objeto del experimento.

13
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Figura 1.1, Parametros geométricos asbciadas al
confinamiento.

tna vez hecho esto, se relaciona la fuerza de arrastre con
la velocidad terminal para determinar la forma en que la fuerza
depende de dichos parametros. Esta relacion se establece
consideranda gue la esfera al caer e mnueve en linea recta y a
velocidad constante (lo Que se logra cuando la esfera alranza su
velocidad terminall. fPor lo que las fuerzas que act@an sobre la
esfera (gravedad, arrastre y flotacion) se encuentran balanceadas.
Entonces, la fuerza de arrastre es igual a la de gravedad menos 1a
de flatacion. S5i durante el experimento la esfera que se suelta
sjempre es la misma y el fluido es el mismo, las fuerzas de
gravedad y deo flotacion se mantienen constantes, provbecando gue 1la
fuerza de arrastre también se mantenga constante.

Como 13 esfera al caer alcanza una velocidad terainal, es

natural suponer gue la fuerza de arrastre es proporcional a
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alguna potencia positiva de la velocidad. Si se considera el caso
lineal y que la esfera se mnueve a velocidad constante, la fuerza
de arrastre (F) se puede suponer gue satisface F = cv, donde v es
la velocidad terminal y c© una funcién gue depende de los
parametros geométricos. Como se discutid anteriormente para este
casp F es constante, y si se encuentra experimentalmente la forma
en que v depende de los pariAmetros geométricos, se determina la
dependencia funcional de c. Encontrando asi, la dependencia de F.

Este punto se discute con todo detalle en la secciédn 2.5,
b Formulacidén teorica del problema.

El problema consiste en determinar te&ricamente la fuerza
de arrastre que actGa sobre una esfera que se mueve a velocidad
constante a 1o largo del eje de un cilindro finito 1lleno de un
fluido de viscosidad n. El radio del cilindro es B, y el de la
esfera es A. La longitud del! cilindro es 2L y 1la posicién
instantanea de la esfera es 2, La fuerza de arrastre que actta

sohre ésta es

donde o es el tensor de los esfuerzos y la integral es sobre 1la
-

superficie de la esfera.

fara determinar o se debe determinar el campo de velocidades a

del fluido. Este se encuentrz a través de resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes. Puesto gue se desea conocer F cuando la esfera
ha alcanzado su velocidad terminal para R pegquefio (R < ©0.5),

dichas ecuaciones se reducen a las ecuaciones de Stokes

v.u =0, ¥p = pAu .



8i se utiliza un sistema do cocrdencsdas cilindricoe (2,9, 23,
con el arigen D fijo al centro del cilindro vy el eje = schre el
eje del cilindro, las condiciones a la frontera para cstas

ecuaciones soni

a) Camo el sistema de coordenadas est& fijo al cilindro, el campo
de velocidades del fluido sobre la superficie de la esfera tiene

1a velocidad con 1a gue &sta cae por lo gue

- PN

u=-ve enr = A, donde v es la velocidad termina! de la
-~ a1

esfera y e, s un vector unitario a lo

largo del eje z.

b) Debido a que el fondo del cilindro es rigido, el campo de

velocidades es nulo sobre é1

el
"
[~}

en z = -, 0503 <8,

c) La condicién que se utiliza en una superficie libre es que la
proyeccién del tensor de esfuerzos a lo largo de la rnormal a la
superficie sea nula, es decir la fuerza sobre la superficie es

cero

~
o2 =0enz =L, 053 =<8B,
o X

d) Como la pared lateral es rigada, el campo de velocidades es

nulo sobre ella
us=so en 3 =B, ~L =2 S L ,

donde z, es la posicion del centro  de la esfera  y
rz = (z—zn)z + ﬁz, {ver figura {.2).
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Figura 1.2. Esfera de radio A en un cilindro rigido de

longitud 2L y radio B. Sistema de cocrdenadas
que se utiliza.



CAPITULO 2
Antecedentes y teorfas modernas del problema.
2.1 Introduccidn.

En este capitulo se exponen los antecedentes histéricos y

los métodos y resultados de dos articulos'?'¥’

recientes que
estudian dos distintas aproximaciones al problema tedrico
planteado en la seccién 1.8, b). En ¢stos se utilizan métodos
tedricos modernos para abordar el problema y se obtienen parte de
los resultados mas importantes gue se tienen hasta ahoraj a saber,
el efecto gque tienen sobre la fuerza de arrastre las paredes del
fondoyla superficie libre y lateral, y el efecte gue tiene sobre

la fuerza una pared cilindrica muy angosta.

2.2 Anlecedentes del problema.

1.-La ley de Stokes. Newton ' *?°

enuncio en su obra “Principia”
que si sobre un cuerpo act@a una fuerza constante y la resistencia
a su movimiento es proporcional a la velocidad ©o a cualguier
potencia de ella, el cuerpo finalmente alcanzarid una velocidad
terminal de forma tal gque la resistencia experimentada es igual y
opuesta a la fuerza que lo lleva. Las ecuaciones cliasicas de la
hidrodinamica propuestas por Navier, fueron resueltas por primera
vez por Stnkes“”para el rctaso de un pénduloc que tiene una
lenteja esférica que oscila en el seno de un fluido viscoso. En
particular para un péndulo con un balanceode periodo infinito, es
decir, para una esfera que se mueve con velocidad uniforme,

calculd la fuerza de resistencia al movimiento

F = éamAv , 2.1



donde A es el radio de la ewfera, v ez su velocidad (corstarted y
7 es la viscosidad del fluido. A esta expresidn se lc denomina tey
de Stokes. El1 tratamiento matematico sc puede chcontrar ern (1.
La solucion se aplica selo a velocidades bajac y e una primera
aproximacidén solamente, que se obtiere al deepreciar. en las
ecuaciones de movimientc del  fluido, todos los  términos
inerciales, gue son presumibliemente pequefics comparades con low
términos lineales (viscosos). Consideraciones de los érdencs de
magnitud relativa de los terminos permitieron a

Rayl eigh“m

seffalar que ésta consideracidn pucde cer tonada si
veA/n es despreciable comparado con la unidad. Posteriormente
Oseen demuestra gue el analisis dé Rayleigh era equivocado. como

se explica en el siguiente puntc de esta seccidn.

Si la ecuacion (2.1) se aplica al caso de vna esfera gue cae
bajo la accién de la gravedad en un medic viscoso, se puede
igualar F al peso aparente de la esfera cuando ©! cquilibrio s ha
alcanzado, ya que no hay aceleracidni despejando a v de esta
expresion:

v = {(m—-m’ig/bnmA 2.

donde m es la masa de la esfera y m’ es la masa de fluidec que
desplaza la esferc. A 1a velocidad gue se cbtiene en (2.2) se le
denonina la velocidad de Stokes, y se le denotara cemn V. {donde
el subindice 5 indica que sc trata de la velocidad de Stolkes).

2.- La corre-cidn de Oseen. Muchos intentos se han hoche para
deducir una mejor aproximacion que la gue dio Stokes tomando en
cuenta aguellos términos que s suponen decspreociables  pars

deducir su ley.



Fue cotiatado par ﬂ:cnn”o’que sbla en la vecindad inmediata del
cuerpo En movimiento pueden cer despreciables los términos no
lineales en comparacion con  aguellae  debidos a las fuerzas
viccosas, y gue a una gran distancia de la esfera se vuelven aun
mis importantes. Oseen encuentra gue una mejor aprodimscion a la

resistencia que actdz sobre la esfera es

F o= bamAvil v 3R/6).

5 105 4 .
Para derivar d¢sta, zeen'’ °’ asune que R oe despreciable
comparadp con la unidad. Una solucivn exacta para el sistema de
ecuaciones de Osecn, sin  atencder a esta BSUPREICI ST, fue
posteriormente encontrada por Gotdetein'* 7',

£n resumen, para obtener sus recultadoc, Stokes y Osecn hacen

las siguientes suposiciones

(1) El movimiento de la esfera relativo al fluido es lento,
{2) El fluide es infinito,

{3) La csfera es rigida,

(1) El movimiento es uniforme,

(5) El fluido se adhiere & la& esfera.

Si se guiere aplicar 1a ley de Stokes, se deben poner las
condiciones de tal forma que R 7 .05, o la extension de Useen
R < 0.8,

3.- Correccidn debldo a los efeclos de pared.

Para entender los resultados de sus experimentos. sobre calda
de esferas en un tanque alto de seccidén cuadrada. Newton't !
reconocie la necesidad de aplicar una correccion debide a 1a

influencia de las parodes del tanque. Suponiendo que 1a
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resistencia 2l movimiento era pregporcional ol ceadredo de 1o
velocidad., 1ndicd gue pars elinminar los efcctos de las paredecs la
distancia gue recorre la esfera debia ser multiplicada por un
tactor gue depende de la seccién transversal del tanque y del
radio de la esfera. fPara la calda de una esfora de ploms on agua.
Hunroe“m sugirié la formula aproximada v/v; A mxm"’.
donde v es la velocidad obYservada, y v pc la velocidad de
Stokes. Lunnan'®®’ encontro experimentalm;nta la formula
v/va = 1-  0.23a785, para gl régimen de movimionto rapido
(R > 1000). El primer intento seric para encontrar una correccidn
matematica para el reégimen laminar fue un calcule hecho por

21
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Lorentz guien encontré el efecto en la resistencia producido

por la presencia de una pared plana e infinita. Esta es:
F = bnAnvil + 98/320)
donde { es la distancia del centro de la esfera a la pared,

stok??

encontro

1levé tos calculos de Lorentz un paso mas alla y

F e 6nfAnve (1 — 9A/320) 7~ (Azary™)

Para e! casa de una esfera moviéndose a 1o largo del ©je de un
cilindro infinitamente largo Ladcnhurq'n} aplicd el método de
Lorentz y encontrd gue para un ciilndro de radic B, la fuerza de

resistencia que actGa sohre la esfera es
F = &npnivil + 2,.4A/B) ,

donde v es la velocidad de la esferas relativa a las paredes.

20)

Lunnon estableci$ en uno de sSus experimentos gue la



correccidn de Ladenburg es incorrecta cuando A/B = 0.1

Como se ha dicho antes, las suposicioncs gue hiza Stokec para
deducir su féremula, gue fueron la bace para los calculos de
Ladenburg, son wvalidas cuanda R es muy pequefia. Ceando el
movimionto no es extremadamente lento es deseable, por o tanto.
tomar en cuenta los términcs no linepales geeopreociados por
Stokes. Para el efecto de la pared sobre el movimicnto de la
esfera. a lo largo del eje de un cilindro centeniends un fluido
viscoso, Faxén&“, empezcndo del cistoma do poudcionts de Ooeen,

llega a la formula

F = éntmvs ¢ 1 - 38 = A fIBR/A) + 2.07{A/D° - o.95tsm™ ) .
8 B

Fanén da valcres de una funcion analoga a f(RR/A) para algunos

valores do! argumento, é&ntos son reproducidns en la siguiente

(23

tabla con otros tres que Barr ta interpolado entre BR/ZA = @ y
BR/A = 2.
BR/A = © 0.2 0.1 a.e 2 a a 20
f(BR/A) = 2.1 2.07 2.03 1.96 1.7 1.4 1 c.q

Tabla 2,1 Dependencia funcional de £ vs BR/7A.

Esta férmula es obtenida bajo la suposicién de gque Rz. ReAsBY?
y (AsB)*  son despreciables comparados con la unidad. Cuando

R*(B/A) es tambien despreciable, !a formula ce simplifica a

'
-

F = GnAnv( 1 ~ 2.104(A/B) + 2.09(AsB)° - 0.95(A/B)°

gque puede ser deducida mas rapidamente del sistema de ecuaciones
de Stokes y nos brinda una mejor aproximacién que la de {fadenburg
cuando la velocidad es tan pegueNa que es valida la ley de Stokes.
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Es asi{ como el método de reflesiones gue introdujo Lorentz y
posteriormente aplice Ladenburg &l caso de una psfera que e mupve
a 1o largo del eje de un cilindro infinito. fue desarrollado por
Faxén para encontrar una ewpresién de la fuerza de arrastre hasta

quinto orden en A/B.
4.~ Efectos de tubo finito.

€l rilindro gue se utiliza en la prictica no tiene obviamente

i . - LY 3 i 24
tongitud infinita, como =e asume en el analisis de Ladenburg‘ o

de Faxén. Asi Ladenburg‘z‘”

procedid a caleular los ofectos de los
extremos. Para el caso de una esfera moviéndose perpendicularmente
a un plana infinita, torentz?" habia demostrado previasente que
la resistencia se incrementaba sehre aguells que hay en un medio
infinito por el tactor ¢ I + 18BA/16¢), donde ¢ es la distancia del
centro de la esfera al plano. fLadenburg calculd que uvna esfera que
cae con velocidad constante entre dos planos infinitamente rigidos
y separados por una distancia h experimenta una resistencia
proporcional a v(i+3.3A/h) si la esfera se encuentra a Sh/12 de

uno de los planos.

Se pueden hacer varias objeciones a 1a aplicacién de la
segunda correccidn de Ladenburg. En primer lugar supone en los
caAlculos que los extremos son planos infinitos, cuando en realidad
subtienden un pequefio Zngulo sélido para el centro de la esfera, y
la presencia de las paredes cilindricas modificari naturalmente el
“flujo reflejado” que se usa cn el método de Lorentz.

En el terrono esperisental Schmiedel®” hizo una serie de
experimentos para decidir sobre la correccidén final que habia qlie
aplicarie a sus resultados. Encontrd que los resultados teoricos
propuestos por Ladenburg diferlan de los suyos dentro del orror de
sus medaidas. Es posible, cin embargn, encontrar en £1 record de
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Gchmiedel 7 resultados que incican que la correccion vepende de
la diferencia de diametroes entre el cilindro y la esfera. Loo
resultados indican que la correccion tiende a anularse cuando la
distancia de la esfera al fondo del tubo es comparable con la
distancia a tas parecdes. Analogamente el efecto debido a lag
paredes tiende a anularse cuando la ecfera se acerca mucho al
fondo solido. Por 1o tanto, es preferibl exzss no aplicar
correcciones debidas al fondo y a la superficae libre, cuando la
esfera se encuentra por lo menos cuatro veces mas lejos del fondo

o la superficie gue de la pared.

2.3 Articulo de Sano. Efecto de longitud finita y pared
ci1{ndrica,.

Introduccion y justificacion del articulo.

SEnD‘Z) considera el movimiento lento y translacional de una
pequefia esfera a 1o largo de un cilindro finito y rigido, el cual
esta 1leno de un liquido incompresible y viscoso. Menciona las
aplicaciones practicas de este problema gue, como se vids en la
seceion 1.1, son maltiples. Hace un anilisis de la fuerza de
resistencia gue actua sobre la esfera debido ala geometria
asociada al confinamiento. Los analisis gue se han hecho, comenta
Sann, se han limitado a cilindros infinitamente largos o a dos
paredes planas paralelas, por falta de un sistema coordenado
natural que pueda ser utilizado para satisfacer la condicidn de
frontera de no deslizamiento sobre las paredes. Consecuentemente,
estima el efecto de esta frontera finmita superponiends 1la
correcci¢én conocida para un cilindro de longitud infinita vy
aguella para dos paredes planas paralelas. Sano asegura gue no
hubo forma de determinar las magnitudes relativas de los efectos

introducidos en la fuerza debido a los extremos y 8 la pared



lateral. Asi, intenta dar informacién cuantitativa de los efectos
de las paredes en el dominio fluido y, al mismo tiempo, mostrar un
criterio para un cilindro “"suficientemente largo” en el cual los
efectos debido a los oxtremos sean despreciables en una cierta
regién del cilindro. Este tipo de calculos, affade Sano, permiten
disoNar un envase cilindrico, en el cual, la fuerza de arrastre
sea minima a través de escoger el cociente Sptimo de longitud vy
radio del cilindro. Afirma gque este trabajo es un primer paso para
tratar con este tipo de regiones acotadas usando diferentes tipos
de sistemas coordenados, incluyendo otros muchc mas complicados

que utilicen métodos analiticos y numéricos.
Planteamicento del problema.

Sano hace un est\:\din tedrico del movimiento de una peguefia
esfera de radio A a lo largo del eje de un cilindro cuyo radio es
B y altura 2. E! cilindro contiene un fluido incompresible de
viscosidad »n. La superficie, el fondo y la pared se consideran

fronteras rigidas.

Introduce el sistema de coordenadas cilindricas (}3, 9,2) con
origen 0 fijo al centro del cilindroj el ejr 2z a lo largo del eje
del cilindro (como se muestra en la figura 1.2?. Como !a esfera se
mueve a lo largo del eje del cilindro, su posicion instantanea P

se establece con la coordenada T
Se suponen las condicicnes gue permiten usar las ecuaciones
de Stokes para encontrar el campo de velocidades u y el de presién

P, por lo gque

nAu = Yp, 9.4 = 0, (2.3 a, b)

35



y las condiciones de frontera que satisface u sont

a) Como el sistema de coordenadas estia fijo al cilindro y la
esfera es solida, el campo de velocidades del fluido seobre la
esfera debe tener la velocidad de ésta

G o= -v 'E’ en r = A. (2.4 a)
b} Como las paredes de los extremos y lateral son rigidas, el

campo de velocidades debe ser nulo sobre su superficie
u=0 en B8:8B, -L%zstL, (2.4 b)
u=0 en z=¢%tL, O0<p<B, (2.4 ©)

-
donde e @s @l vector en la direccidn z, z, s 1a posicién del
centrn de la esfera, y A es el radio de la esfera, y r satisface

r? s tzmz 0%+ AL

Método utilizado.

Se husca la solucidn de las ecuaciones (2.3 a) y (2.3 b),
con las condiciaones de frontera (2.4 a)~{(2.4 c), por el método de

28> .
s B8l campo de velocidades se expresa como

reflexiones. En éste
la suma de una serie. Todos ellos satisfacen las ecuaciones de

Stokes y cada uno satisface las condiciones a la frontera como

sigue

—o) ~

u‘°=-—vez en r = A,

p $ =

ri——— en =B, -L<Sz=st,

yen 2= %1 0202 =8B,

~ =i

a® . oo™ en r = A,



- =t
a? - - o® en =B, -L Sz S

ote,,

donde se aprecia que el campo de velocidades de orden cero
satisface las condiciones a la frontera de! fluido sdlo en la
esfera, si sumamns los campos de velocidades de orden cero y uno,
el campo rpsultante satisface las condiciones de frontera del
fluido sOlo en las paredes del cilindro y no catisface las
condiciones sobre la csfera. Sumando los campns de orden cero, uno
y dos, el campo resultante satisface las tondicidn sobre ta
esfera pero no satisface la correspondiente a las paredes. Sumando
téerminos cada ve: de mayor orden, laz condiciones a la frontera
sobre la superficie de la esfera y sobre lac paredec del citindro
sz satisfacen alternativamente. Se propone gue el campo de
velocidades que satisface (2.3 a y b) y laz condicionss de
frontera (2.4 a-c), sea de la forma

- =(0) -4
u + u

~e2)
a = a +

-3
+ GV Ll

y €] campo de presicnes correspondiente dado por

Si £ es la fuocrza de arrastre que sctua sobre la esfera,
ésta se obtiene de forma analoga

?=p{0)f F(l)+ '?(2)_'_ F‘.")“.-- .
Es claroc gue ésto se puede propongr gracias a la linealidad
de las ccuaciones (2.3 a)-(2.4 c). Ademas, para gque dichos campos

tengan sentido fisico, las series deben converger, por io gue es
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natural groponer que la serie se desarrolle en téermnos de
potencias de algan  parameotro adimensional que caracterice el
problema. Se celeccigna a diche parametro comg el cociente de los
radios de la esfera y el cilindro (r:A/B). Desafortunadamente para
este desarrollo se cpnocen pocos términos y la convergencia noe se
ha probado.

Resul tados,

£l primer término de la serie del campo de velacidades
o)
s

u es el campo dec velocidades para una esfer: moviéndose con

velocidad constante en un fluido infinito'"

u'® = Eﬁvr gz + {z - :oh: ’
1 [ -

la presion correspondiente es

p“” = 3Av (2=

2 r

y la fuerza de arrastre que actua spobre la esfera es
-
[ e, 6nnAV.

Estps resultados corresponden al  primer término de la

serie y corresponden a la potencia cere de r,

El siguiente término de la serie del campo de velocidades

0'"’, se obtiene encontrando la solucién gencral de las cruacionps

2.3 a y b) con simetria azimutal en coordenadas cilindricas, ya
N . . bl 24
que las condiciones a la frontera gue debe satisfacer o eetan

sobre las paredes del cilindro.



Dicha solucidn establece que el campo de velocidades frild

; - 2
se expresa como una serie infinita de Fouwrier-Bessel-Diny !
Un econjunto infinito de coeficientes que multiplican a las

funciones de la serie, se deben determinar a traves de

n

condiciones a la frontera

- ~(4)
l!))“> ul

u = Q0 en @B, |z} £ L, vz =2, 05 p 5B,

Se evalua a G(o’ en la frontera cilindrica, y al
resul tado se le expande en una serie infinita de
Fourier-Bessel-Dini ‘?’. La serie que eBipresa a u “‘4e evalga en

frontera cilindrica, y se lc suma a la anterior, igualando esta
suma a cerno para satisfacer la condicién a la frontera. Debido a
la ortogonalidad de las funciones de la serie, se encuentran
finalmente los coeficientes buscados en términos de la serie

correspondiente a Gm’ evaluado en la frontera.

A traves de la ley generalizada de Faxen‘? se encuentra la
fuerza de resistencia que eiperimenta la esfera, correcta a primer
arden en A/B, gquedando

Frempfv = 1 + k(L,z )y + oGS, ¢2.5)

donde ¥ = A/B, Yy k(L,:O) es una funcidn que gueda descrita en las
figuras 2.1 y 2.2,
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Figura 2.1 Efecto de la pared, sobre la ecfera en el centro
de un cilindro rigido. La fuerza de arrastre cohre la esfera es
onpAv (1+(A/BYK) . E} valor 2,1044 es g1 coeficeinte de ofecto de
pared para un cilindro infinite, y el valor de {.45157 es aqguel
para dos paredes planas paralelas“’.

K - Lt=8 e
L8 &
5L L2388 W
1t
st
PR ¢ 7]
[
[

n0.q 00 5F 4
e ® 1 /L

F.\gura‘a.a Dependencia de &k en la posicidn de 1a psfera zo.
La fuerza de arrastre es énnAvIi+(A/sBYID .
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2.4 Artfculo de Brenner. Efeclo de pared cilfndrica angosta.
Introduccidn y justificacidn del articulo.

Bungay vy srenner ‘”  comentan una de las aplicaciones
principales de su trabajo, el objetivo y el método que utilizan

para alcanzarlo.

Hodelar el flujo sanguinec a través de capilares
individuales ha sido el ob jeto de numerasos estudios

¢ 20,902
tedricos N

Estos presumen que e! plasma sanguineo presenta
propiedades newtonianas incompresibles, y que una capa lubricante
de plasma rodea a los eritrocitos, manteniendo a las células del
contacto directo con las paredes que contienen al flujo. Si esta
premisa es valida, el cspesor de la pelicula de plasma entreo un
glébulo rojo y la pared del capilar sera tipicamente pequefic en
comparacion con las dimensiones radiales caracteristicac de tanto
el capilar como del glébulo rojo. Estas afirmaciones estan basadas
en los trabajos de Fitz-Gerald, Hochmut, Harple y Sutera®??,
Consecuentemente se han utilizado argumentos de la teoria de
lubricacion para volver tratables a las ecuacionos de
Navier-Stokes, gue describen al flujo sanguineo. Soluciones de las
ecuaciones simplificadas resul tan seme jantes a expansiones
asintdticas en terminos de parametros asociados al espacioc libre
gue hay entre el glébulp rojo y la pared capilar. Comn estas
ecuaciones se simplifican de una forma no rigurosa, el anilisis de
la teorfia de lubricacién no puede producir correctamente mas que

»l tbl;mino dominante de la eipansidn asintédtica.
En su estudio, sefalan los autores, la solucién asintdtica
de tas ecuaciones que describen al flujo (ecuaciones de

Navier-Stokes) estin colocadas sobre una base matematica firme. Se
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desarrolla un procedimiento de desarrollo sistematica, gqgue se
realiza sobre conceptos unificados y desde una teorfa sangular de

perturbacion.

El modelo que se utiliza corsiste en la esfeora rigida que se
mueve cn el seno de un fluido nowtoniano a lo 1argo deo un cilindro
rigido infinito, siendo el diametro de la esfera comparable con el
diametro de la seccién transversal del cilindro. Las densidades

del fiuido y de 1o esfera pueden cer o no similares.

Formulacién del problema.

tos autores  estudian un probtlepma mas gereral gque el gque se
ectudia en este trabajo, por 1o gue los resultados a los que
1legan son reducibles al caso de interés. Conziderar un cilindro
de radio B y longitud infinita llenc con un fluido newtoniano de
viscosidad » y densidad p. El flujc ec laminar y estacionario y
tiene una velocidad promedio Ym, mientras en el interior del
cilindro hay una esfera de radio A cuyo centro Te encuentra a una
distancia b del ejp del cilindro. £cta se mueeve con velocidad v
{relativa a las paredes del! cilindro) a lo largo de una recta

paralela al eje.

£1 sistema de coordenadas gue se elige es el cilindrico
{3,9,2). Este sep encuentra fijo al cilindro, pero su origen 8. se
encuentra en el centro de la esfera para un momento dado (fig

2.4).



Figura 2.1 Sistema de coordenadas para  describir el
movimiento de una esfera en un cilindre infinito cuyos radios son

seme jantes.

Se supone gue ®l numero de Reynolds es suficientemente
pequelio, comparado con la unidad, come par: despreciar el termino
inercial en las ecuaciones de Navier-Stokes, por 1o gue Uy ]
satisfacen

AU = ¥p, V.u : 0,



y las condiciones de frontera

e , en r = A, ( 2.6 a)

2

donde r? = p2 + 2"y 1:0 eps un vector gue se origina en el centro

de la esfera.

u=o0 en B =R, ~wSz £, ¢ 2.6 b)

€
"

22, vatt - (B en = = tw. 2.6 @
Método utilizado.

Para reselver el praoblema se utiliza un metodo perturbativo,
basada en gue A/B = §. Asi se definc £ = {(B-A)Y/N, gue se utiliza

coma el parametro de perturbacion.

El primer paso es adimensionalizar tcdas las variables gue
estan involucradas en el problema. y lleovar las ecuaticres y las

condiciones a la frontera a exprzcionecs adimenczicnales.

En e! segundo paso se define una nuova variable en términos
del parametro £ y las coordenadas. A travées de &sta se redefinen las
coordenadas, siendo las nuevas c©l productn de las anteriores por

una potencia de &,

Al sustituir ectas variables en las ecuaciones
adimensionales dre Stokes y en las condicionms a la fronteora, el
parimetro ¢ debe ser eliminado de las eupreosiones, Por 1o gque los
campos de veleocidad y presiorn tambien ce debon reducir para
lograrlo. De esta forma se pasa a las ecuaciones y variables

de ser adimensionales a ser reducidas.



En el torcor paso sSe propane que los  campos  se  huedan
exprosar como una seric de potencias en c. despuds se sustituyen
en las ecuaciones de Stokes y se igualan lew términos que tienen
el mismo orden en «£. Se preduce, atl, un conjuntn ordenade en

potencias de s de egcuaciones diferenciales.
Resultados.
En el cuarto past sc resuclven las ccuaciones hasta segundn

orden, encontrando el camps de velocidades, y =e determina la

fuerza que actta sobre la esfera.

"

Fninave ™2, (2.7)
273

El resultado al gue llega es F

2.5 Forma en que se vincula la fuerza de arrastre con la

velocidad terminal.

A continuacion s5e presenta la forma en  gue esty

relacionada la fuerza de arrastre y la velocidad terminal.

€l movimiento unidimensional (a 1o largo de! eje 2) de -una

esfera que cae en un fluido gueda descrito por la ecuacién

donde m es la masa de la ecfera, m* la masa de fiuido desplazado
por la esfera, F es la fuerva de arrastre (también conocida como

la fuerza hidrodinamica), g s la aceleracidn de la gravedad y &

es la aceleracidn de la esfera.

Del resultadc de Stokes (ver ecvacidn 2.2) V, = {m~m’yg/bnnA.



que sirve para adimensionalizar la velocidad (%) de la esfera,

Si F = ¢, donde ¢ depende de loc paranctros geométricos de

confinamiento: ¢ = cin,A,B.0O ., La ecuacicon de movimiento queda

m 2" = tm-m’)g - c¥ .

S5i la esfera alcanta su velccidad terminal vy entonces

2°= 0, despejando v de la ecuaciont v = (m=m’lg’c. Si dencminamos
D= A/l y r = A/B y & proponc gue & saticsfagar o & bnr,nf-‘(r,m
se obtiene

F = anpAf Yr,Dv, o
s@ escoge a ¢ de esta forma, ya gue sa D ¥ O y - = O cntonces
f"(r,m debe ser igual a uno para recuperar la loy de Stokes, y
sustituyendo en la expresidn para v se obtienc
v /vs = fir,D). 2.9

2.6 Conclusiones Tedricas.

La teoria elaborada por Sarc concluys que si A/B « 1y ZO/L
< 0.5 para L > 2B, la ecuacien 2.5 guedas

F = énpAvil + 2.1A/B), (2.1m

debrdo a que k(L,:D) = 2.1, si A. B, EI L s=aticfacen las

restricciones anteriores. (ver graficas 2.1 oy 2:2).

Si AsB = |, la teoria elaborada por Brenner concluye, de



acuerdo con la ecuacién (2.7), que

Fos oontpave A Y (2110
2 B <A

En la seccidn 2.5 se demostrd que la forma en gue la fuerza

hidrodinamica depende de los parametros asorciados al confinamiento

ess

F = 6nnAf ‘tr,D)v. 2.8

8i se estuviera estudiando la caida de un elipsoide, 1la
funcidén f deberia depender, de los ejess o bien, =i se estudiase
la cailda de la esfera en un cilindro muy corto, 13 funcidén f
deberia depender tambien de la distancia de 1a esfera al fondo,
Asi{, en la aproximacion que utilizan Sano y Frenner, la funcidn f
s6lo depende de r (ecuaciones (2.10) y (2.11)), aunque dependen de
distinta forma debido a la diferencia en sus aprotimaciones. La
funcien f sin embargo, deberia ser llamada de diferonte modo en
cada caso (g o h), pero para recordar gue dicha funcién es la
velocidad terminal de la esfera (ecuacien (2.9)) en distintas
aproximaciones no se le cambiari 21 nombre. Lo cual sélo indica,
que la velocidad terminal de la esfera va a degpender de la
geometria asociada al confinamiento, y que una ve: gque se cbtenga
experimental o tedricamente la dependencia de la velocidad
terminal en funcidn de dichos parametros geometricos, se tendra la

depenidrencia de la fuerza hidrodinamica.

En el capitulo tres se muestran valores experimentales de Ia
velocidad terminal gue se obtuvieron para diferentes valores de r
y D. En esta seccion se mucstran las velocidades terminalos gue
predicen Sano y Brenner como funcidn de r. Aun cuando en Sy
estudio no consideran a D, =e cscribirid a £ en funcidn de r y D
comb recordatorio de gue el estudio experimental que se desea
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hacer, busca encontrar la dependencia de f en éstas dos vartables.
Igualando la ecuacidén (2.8} con (2.10)
&anAf (r,Div = 6rmAvV(l + 2.1r),

por lo que
Fer,D) = 1 - 200+ 0%, (2.12)
Si en la ecuacidén  (2.9) se renembra v o= v/Vﬁ, entonces
v = f(r,D}. (2.13)
De 1a misma forma, igualando la ecuacidén (2.8) cpn (2.11)

&lpAvE tr,D) = 9n°nAv ) B2
Frsd TR
de donde

£4r,D) = O.&6¢1/r ~- 1) 273, (2,14}

Se han realizado estudios experimentales para confirmar
estas teorias. La espresion (2.12) a la que 1llega Sano fue
comprobada por A. Ambari, B. Gauthier-Manue! y E. Guynn‘”’. Los
resultados experimentales difieren de los tedricos en menos del
1%. Es importante hacer notar gquc en el exporimento de los autores
antes mencionados, la esfera se mantenia fija en una cierta
posicién dentro de un cilindro muy largo !lenc de fluido, mientras
dicho cilindro se movia-a velocidad constante a lo largo de su e_jé
de simetria. La esfera se suspendia en la posicion deseada

mediante campos magneticos.
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Christopherzon % Dawson™?

realiza on esperimentos de calda
de esferas en cilindros en el régimen de lubricacidn, El resultado
tedrico obtenide por Bungay y Brenner (ecuacién (2.7)) para la
velocidad con la que la esfera desciende es muy parecido a aguel
encontrado por ellos.
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CAPITULO 3
Diselio y construccidn del experimento.
3.1 Introduccidn.

€n este capttulo se presenta el disefio y construccion de un
dispositive experimental de acuerdo al problema gue fue planteado
en la seccién 1.8 inciso a. Finalmente, se muectran los resultados

que se ohtuviercn y se hace un analisis de éstaos.
3.2 Disefio y construccidn.

Dado el planteamiento teorice del problema 1o gue  se
requiere es observar el movimiento de catda de una esfera. sin
rotar, a lo largo de los ejes dp distintos cilindros llenos de un
fluido tal que, cuando la esfera Se mueva en su  seno, los
parametros que describen la caida satisfagsn las hipotesis que
caonducen a las ecuacioénes de Stokes, a saber: fluido
incompresible, numero de Reynolds muche menor gue uno y velocidad

de catda constante.

El liquido que se eligid fue glicerina, debido a su alta
viscosidad, transparencia y bajo costo. La viscosidad de 1la
glicerina garantiza que cuando una esfera caiga en su seno, el
numero de Reynolds R, sea mucho menor gque uwno, ademas, permite que

la esfera al caer alcance su velotidad terminal.

Se hicieron intentos con agua, pero en la cafda de una
esfera R resultd ser grande {(200), y la esfera estuvo lejos de
alcancar su velocidad terminal, 1o gue provoca que el campo de

velocidades. del fluido dependa del tiempo. Por ello, utilizar
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glicerina permite al cilindro gue la contienc tener una longitud
que es posible obtercr en el laberatoric. Lo trancparencia

permite filmar la calda para su estudio.

La glicerina presenta, sin embargo, una gran desventaja,
se hidrata facilmente, 1o gque hace Qque varie mucho ]
viscasidad‘nm, por 1o que al trabajar con ella se debe mancjar
con cuidado., Los cilindros que durante el experimento la
contenfan, por esta razén, siempre estaban sellados con plastico y
papel de aluminiao., N través del sello se perford un hueco por
donde debfa soltarse la esfera. El hueco se mantenia tapado con un
parche de plastico que se quitaba sédlo cuando se realizaba el

experimento.

Se consiguieron siete cilindros transparentes de diferentes
radios y cada uno se llend con gliterina a 4icm de altura (24
figura 3.1). Dos de ellos tienen base y los otros se  sujetaron a

un soporte universal con pinzas.

Para asegurar gque no exista variacidén de la viscosidad del
fluido, es de gran importancia mantencr constante su temperatura.
€sp se logrd colocando el cilindro 1leno de glicerina en un badXo
térmico, esto es, dentro de una caja f{transparente} gQue contiene
agua ‘2 una temperatura constante y uniforme, que se mantiecne

asy por medio de un control de temperatura previamente calibrado.

€1 volumen del bafo térmico era 25 veces ol volumen del ciltindro

mas grande.

Los rilindros, sujetos por pintas, antes de cada eswperimento
se alinearon cuidadosamente con la vertical. Se verificé que el
par que tenia base estuviera alineado con 1a vertical. Todo ésto

dentro del bafio térmico.



l.a esfera gue =e uti1lizd fue un balin de acero. Este. antes
de soltarse, se limpid escrupulosamente con acetona, de tal forma
que la condicién a la frontera, sobre la superficie del balin, en
cada caida fuera la misma. HNumerosas medidas se realizaron con
verniera para verificar 1a esfericidad. ta esfeora que soe
seleccions Se encontrd que cra esferica hasta el orden de error

del verniere (* 0.0025 cm).

Después de intentar varias formas de soltar al balin, como
era necesario saoltarlo desde ®l interior del fluido, se opto por
pegarle un hileo muy fino a la esfera con pegamento. £l punto de
pagado se hizo procurando que se olterara lo menos posible la
forma de la esfera. €l tipo de hilo gue se utilizd, se consiguo
del interior de la sexta cuerda de la guitarra, y es tan fino gque
su peso es menor a 0.00005 gramos y su disdmetre es de tres micras

aproximadamente, ©l material de! gue estia hecho es nylon.

Tapando parcialmente at bafnio térmico s0 colocéd  una
superficie plana de vidrio sobre la cual se puso un soporte
universal (fig.3.1). El cilindro gue se encontraba dentro del bafio
térmico, no estaba debajo de la superficie. Una polea se fijo
sobre un eje,y dicho eje se sujetd al soporte universal mediante
una nuez. El eje tenia la suficiente longitud para poner a la
polea justeo arriba del cilindro.

Una vez que se pegd el hilo a la esfera, para soltaria en el
seno del ligquido desde cierta distancia a la superficie libre, se
colocéd arriba del cilindro la polea fija, y sobre ella se puso
el hilo de manera tal, gue la esfera quedaba suspendida justo
arriba del cilindro y el otro extremo del hilo se detuvo con la
mant. Al subir l1a mano (se da hilo), el hilo patina sobre la

polea debido al peso de la esfera y ésta baja. Al bajar la mano se



jala al hilo provocando que la esfera suba. fiz) se puede controlar
1la posicidén vertical de la esfera y se lleva a la posicion deseada
danda £1 hilo necesario. Una vex ahi, el ezxtremo del hilo yue se
sujeta con la mano se f:fja en algun lugar con (comunmente al bafio
teérmico) sin alterar la posicién de la esfera. Para saber en gue
puntn habia que detener a la esfera, se marcaron dos puntos con
plumédn, uno scbre la superficie del cilindro y el otro sobre 1a
superficie del bafio térmico a la misma distancia vertical de la
superficie libre. La posicién de la esfera debia ser aquella en la
cual se alineaba la parte superior de ella con las marcas del
cilindro y del bafio (fig. 3.1). Para soltar a la esfera se quemaba

el hilo.

Este método permite ademas, centrar a la esfera facilmente,
para que, al soltarla se mueva a lo largao del eje del cilindro.
E£sto sucede asi, ya que si la esfera ecsti centrada y el cilindro
debidamente alineado con la vertical. al quemar el hilo, la esfera
caera a lo largo del eje del cilindro.Se coloca en la boca del
cilindro una mica transparente con un circulo ({(del radia del
cilindro) y su centro pintados; el circulo coincidiendo con la
boca del cilindra, entonces, cuande se baja a la esfera, que se
halla suspedida scbre el cilindro, se verifica gue ésta vy el

centro del circulo coincidan.
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Figura 3.1 Arreglo experimental.

Se filmé cada calda, con una videocdmara (Suny-CCD-v90-k) en
un intervalo de 10 ©m a partir de la mitad de la altura de la
glicerina, en adelante a dicho intervalec se le denomina intervalo
de medicien (ver fig. 3.!). El puntc mas alto de dicho intervalo
coincide con el origen para el sistema de conrdenadas
propuestn por Sano (figura 1.2), as! que a este puntn se le
denomina origen. De acuerdo a los resultados de Sano {(seccidn
2.5), si un cilindro satisface gue L ° 2B y el cociente de 1a
posicidén (con respecto al origen) que guarda la esfera a L es
menor que 0.4, los ofectos debidos, al fondo con despreciables, El
experimento se realizé considerando este criterio para despreciar
los efectos debido al fondo en el intervalo de medicién. La mavima

distancia gue alcanza la esfera de! origen es la longitud de!
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intervalo, a saber !0cm. Debido a gue ta mitad de la altura de 1ls
glicertina (L) es 20.5 cm, entonces 10cm/20.Scm = ©0.48, v comp 0.48
es megnhor gue 0.4, de acuprdo con  Sano los efectos debido al fondo
son despreciables en el intervalo de medicién. Esta es la razon
por la cual el intervalo de medicidn, en el experimento, se tomd
de 10cm.

Analizando las tomas que se hicieron de la calda, se vid que
la esfera se movia 3 mn/s mAs rapido sl inicio del  intervalo gue
en la mitad, y 1 mm/s mas lento al final gue en la mitad, &sto en
la mayoria de las tomas.

El métodon gue se utiliza para determinar la velocidad de Ia
: esfera, consiste en filmar su cafda. Como se sabe, una pelicula o
L un grupn de retratos {(cuadros) de una secuoncia que al pasar
.rapidamente dan la sensacidn de movimiento. La velocidad con la
cque la videocdmara cambia de cuadro s de 1/30 de segundo, B8
f_de:ir, si en un cuadrep dado la esfera tiene una cierta posicidén,
.'en el cuadro gue sigue tendria una posicién correspondiente a 1/30s
ideapubs. La toma de la calda se puede pasar en la television
“tuadro por cuadro, gracias a las funciones con las gue dispone la
:\'idencsmara. Miniendo la distancia recorrada por la esfera entre
das cuadros, como se conoce el tiempo entre cada cuadro se
.determina facilmente la velocidad. Para determinar la distancia
recorrida por la esfera, se pega un pape!l a la pantalla de la
televisidn, procurando que el borde de éste pase por 21 centro de
la esfera en cada cuadro, y se marca sobre el papel! un punto
determinado de la esfera tada cuadro (comunmente vl putremo
infertor de la esfera). Se mide con regla la distancia entre
marcas. Esto permite determinar si la esfera ha liegade a su
velocidad terminal. Ademas, permite hacer una estadistica de 1a
distancia recarrida por la osfera en 1/30 de cequndo, y por lo
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tanto determinar 1la velocidad promedico de la esfera en el
intervalo de filmacién. En ocasiones se consideraba la distancia
recorrida por la esfera en tres cuadros, por lo gue el tiempo para
calcular la velocidad era de 2/30 de segundo. El namero de cuadros

que se obtienen en una tipica caida es de 40,

Para estudiar el efecto de la distancia desde la cual se
suelta la esfera a la superficie libre en la fuerza de arrastre,
se soltd la esfera de distintas distancias a dicha cuperficie. De
cada posicidn ipicial, s& film® la calda de la esfera cinco veces
y s analizd cada toma, &sto para obtener una oejor estimacion de
la velocidad y verificar la reproducibilidad de! experimento. En
los resultados de la velocidad gue se obtuvieron, para cada

posicion, la desviacion maxima que se encontrd fue del 8%.

Las velocidades gue se muestran, son el resultado de dos
promedios; el primero es el promedic de la velocidad en el
intervalo de filmacién, y el segundo es el promedio de las cinco

practicas realizadas.

La forma ©en gue se dispuso &l sistema se muestra en la

figura 3.1.
3.3 Datos y Analisis.

En esta seccion se presentan las caracteristicas del
material gue se utilizs, los experimentos gque se realizaron, los
resultados que se obtuvieron y un analisic de éstos.

Caracteristicas de la esfera.

masa = § * 0.00005 gr,
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dismetro = 0.64 % 0.005 cm.
Diametros de los cilindroz.

Namero de Cilindro Dismetro (& 0.005cm)
0.7,

1'

1.62,

3.03,

3.69,

6,

7.8,

N U a N -

La temperatura de la glicerina durante el experimento fue de
20 * 0.1 DC. La viscosidad de la glicerina que se usSd a esta
temperatura fue de 1490 £ 100 cps.

La velocidad de Stokes de la esfera es
v, = {m -~ m’)g / 6npA = 9.3 £ 1 cm/s.

Los experimentos que se exponen en éste trabajo se dividen
en dos grupos. En el primero, se suelta al balin en todos lps
cilindros, desde dos posiciones distintas (a 3.5 y 21.5 diametros
de la superficie libre al centro de la esfera)., En el segundo, se
suelta al balin desde ocho distintas posiciones (separadas cada
una por tres diimetros y la primera coincide con la superficie
libre) en los cilindros 3 y 4.

La posicién de la esfera no esta, desde luego, perfectamente
definida sobre la pantalla de television., Hay aprosimadamente
0.3 mm de incertidumbre, 1o que en dos cuadros da  una
incertidumbre de 0.6 mm. Como la esfera en pantalla media 2.15 tm
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&n promedio, y e€! diametro real es de 0.64 cm, entonces la

incertidumbre real de la posicién es
(0.6 mm » O.464 cm)/ 2.2cm = 0.017 cm,

¥y la incertidumbre en la velocidad es por 1o tanto de
0.047cm /7 (1/30)s = 0.052cm/s.

8i dividimos este valor por Vo el error adimensional para
cada velocidad medida es de 0.52. Pero, para cada toma de calda de
esfera, se tienen del orden de 21 cuadros en 10s cuales la esfera
va a velocidad constante, por lo gque al obtener la velocidad como
resultado de prosediar estos cuadros, se debe dividir ‘la
incertidumbre entre 20, dando como resultado 0.026.
' Los valores que a continuacién se presentan para la
velocidad han sido divididos por 1a velocidad de Stokes

(v?=v/y ).
»

En las siguientes tablas, se presenta la velocidad terminal
promediao (en el intervalo de filmacidén) adimensional (v’) de 1la
esfera al soltarla, en cada caso, desde 3.5 o 21.5 diametros (2.24
y 13.76 cm respectivamente) de la superficie libre. El cociente
para el cual se tabula es el cociente de los diimetros de 1a

esfera y del cilindro (r),



ESTE TESIS Wp IFBE
AR HE 1 BiBLIdIECy

Tabla 1.
v’ QooSH r =2, 240, 25em
o 0.91 % 0.0065
0.04 0.64 2 0.006
0.25 0.39 % 0.0055
0.42 0.21 % 0.0024
0.44 0.17 * 0.0018
0.53 0.1 * 0.001
0.57 0.08 * 0.00)
TablaZ.
v’ i 00056 r 1=13.76%0.25cm
0 0.91 * 0.0065
0.04 0.64 + 0.006
0.18 0.39 % 0.0055
0.26 0.21 * 0.0024
0.29 0.17 £ 0o.c018
0.44 G.1 % 0.001%
0.48 0.08 % 0.001%

En las siguientes tablas se presenta la velocidad terminal
promedio adimensional de 1a esfera, al soltsrse desde ocho
posiciones diferentes en un mismo cilindroj se hace para dos
cilindros. E1 cociente para el cual se grafica es el parametro
adimensional D = A/¢, donde ! es la distancia que separa al centro
de l1a esfera de la superficie libre.

Tabla 3.
v': 0.0056 | D r = 0.39%0.0055
0.250] 1 £ 0.03
0.25 0.14 £ 0.003
.23 0.076 % 0.0015
.22 0.05 * 0.001
0.2% 0.04 2 0.0008
0.2 0.03 % 0.004
0.19 G.C27 &£ 0.001
o.18 0.02 x 0.CO8



Tabla 4.

V't 0.0056 | 0 ro= 0,21.0,0024
0.47 1 + 0.03
0.42 0.14 % 0.003
0.37 0.076 & 0.0015
0.33 0.05 % 0.001
0.3 0.04 % 0.0008
0.29 0.03 + 0.001
0.27 0.027 £ 0.001
0.28 0.02 % 0.001

En 1a
1a dependencia tedrica de v vs r de

Dichas tablas se grafican en las figuras 3.2 y 3.3,
figura 3.2 se grafica, ademas,
acuerdo con los resultados teéricos (2.12) y (2.13) (se presentan

en trazo continuo).

"
ar
osf - o Berar. v 0
'
ISP WORRNIE 2279 0
osf
4 .
Y S S
ary -
-
ag N d E
o 02 04 08 08 2
\s

Figura 3.2 Grafica de v> v.s. r para distintas { Los puntns
3 quxa se grafican en 1a parte de arriba en linea continua son 105,
resultados teéricps de Sano, 1os de abajo en linea continua son

1os de Brenner y los demis son los de las tablas 1 y 2.
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Figura 3.3 Grafica de v* v.s. D para distintas r. Tablas 3
Yy 4. ’

Ajuste de datos.

En 1la grifica de v’vs r, para [ = 3.9 diametros, los tres
puntos con los valares de r mis pequefos (0.08, O.1, 0.17)
aparentemente caen schre una recta. Para ¢ = 21.5 diametros los
tres puntos con los valores de ¢ mas  pequeffos también,
aparentement® caen sobre otra recta. Por simple inspeccidn se
aprecia que estas das rectas difieren en sus ordenadas al origen y
tienen una pendiente parecida. El resultado tedrico que obtuvo
Sano como se aprecia en la figura 3.2, es una recta igualmente gue
difiere de las experimentales en su ordenada al origen y tiene. una
pendiente parecida.

Utilizando minimos cuadrados se encontrd que la recta que

mejor ajusta los puntns correspondientes & la posicién &3.5
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diametros es
v/ = ~1.8r + 0.b2, (3.4

la desviaciédn gue se encuentra para la pendiente y ordenada al

‘nrigen son 0.23 y 0.02 respectivamente.

Para 1los puntos correspondientes a la posicion {=21.5

diametros es
v = - 2.5r + 0.67, (35.2)

y la desviacioén que se encuentra para la pendiente y ordenada al

origen son 0.35 y 0,04 respectivamente.
3.4 Conclusiones experimentales.

£l disefo experimental! gque se hite es adecuade, cen el
sentido de que se cumplieron los requerimientos para poder
comparar los resultados teéricos con los experimentales. La esfera
al caer, 1o hacia a !o largo del eje del cilindro sin rotar, y
cuando se movia a lo largo del intervaleo de medicion, durante la
segunda mitad del intervalo se movia a velpcidad constante

(seccion 3.2). El hilo no se vid en las tomas.

Cuando una esfera se suelta del reposo en un medio infinito,
las fuerzas que actdan sobre la esfera acaban por balancearse
Esto se debe a que la fuerza de friccidn es proporcional a alguna
potencia positiva de la velocidad. S§i las fuerzas no se encuentran
balanceadas la esfera se mueve aceleradamente, 1o que provoca que
la velopcidad de la esfera aumente y por 1o tanto la fuerza de

friccion también aumente.
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fa fuerza de friccion, al ir aumentando, acaba por igualar
en magnitud a la fuerza gue acelera a la esfera. Cuando esto
sucede la esfera alcanza una velocidad terminal. Desde este marco
es de esperar que si se grafica la velocidad instantanea de la
esfera contra el tiempo, se obtendrad una curva creciente con
concavidad negativa gque parte de cero y canforme t crezca tienda
asintoticamente a un valor constante, dicho valor es la velocidad

terminal.

Por ésto es notable que la velocidad de la esfera en el
intervalo decrezca asintéticamente. Esto se puede deber al efecto
que introduce el fondo del cilindro, sin esmbargo, el experimento
fue disefado para que dicho pfecto fuera despreciable en nl
intervalo de wmedicion (ver seccion 3.2). Esto nos inclina a
realizar experimentos con cilindros mas altos para entender este

hecho.

La figura 3.2 muestra que los resultados experimentales para
v*, conforme se acercan a la regidn de r = A/B = i, tienden a
cero, con ctoncavidad positiva. La velocidad de la opsfera es
practicamente nula para r 2 0.9 y por lo tanto, la velocidad no
depende de ¢ en esta regiodn. Por ésto, debe haber una r critica
(rﬂ_) a partir de la cual la velocidad de la esfera empiece a
depender sensiblemente de (. Preguntas que se podrian responder,
entre otras, son: Se podri dividir en dos (r < r.vyr > rcr) la
regién en la cual la velocidad depende o no sensiblemente de ¢ 2,
y L depende de ¢ ?. Como se aprecia de los resultados
experimentales (ver figura 3.2} esta rcl debe ser menor que 0.64 y

mayor gue 0.3%.

fuando los resultados se acercan a la regidn A/B = O,

aparentemente tienen un comportamiento lineal. Las rectas gue



mejor se ajustaron a los resultados con r < 0.2 son la (3.1), Yy
(3.2). Las pendientes de dichas rectas son —1.8 % 0.23 para &3.5
diametros y -2,5 % 0.35 para ¢ = 21.5 diametros. Las ordenadas al
origen son 0.62 % 0.02 para ¢ = 3.5 diametros y 0.69 & 0.04 para
{ = 21.5 diametros.

Retomando la ecuacion (2.13)
v = v/iv = flr,D) , (2.13)
-

‘e igualando ésta con las ecuaciones (3.1) y (3.2), notando gue
D = 0.14 para ¢ = 3.5 diametros y D = 0.02 para ¢ = 21.5

“di Ametraos, queda
f(r,0.14) = - 1.8 r + 0.62 (3.3

f(r,0.02) = - 2.5r + 0.589. {3.4)

La regisn en la gue son validas estas expresiones es Q.08 <
r < 0.17, ya nque dichas rectas se obtuvieron con minimos
cuadrados. No hay mas resultados que ayuden a determinar para una
D fija el comportamiento de f en la region r < 0.08. Esto es
importante para ver si la funcién f continga teniendo un
comportamiento lineal en dicha regidn. Es notable que la pendiente
de las rectas sea muy parecida dentro del error experimental y no

suceda 1o mismo para las ordenadas al origen.

En la figura 3.3 s aprecia la dependencia que tiene la
velocidad terminal con D (D=A/¢, para una r fija). Esta figura
muestra que f(r,D), para r constante, es creciente en D con
concavidad negativa. Creciendo rapidamente para D < 0.14 vy
lentamente para D > 0.14. Lo gque muestra que mientras se suelte a

la esfera mas cerca de la superficie libre, mas grande es la
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velocidad teraminal (en el intervalo de medicién).

Se adaptaron numéricamente las siguientes funciones a los
resultados experimentales para interpolar a la variable v’ en
términos de r y D¢
a) Para la tabla I, se encontrd la funciodn (ver figura 3.4):

v? = ~0.2446463 Inf(r) - 0.018096,

b) Para la tabla 2, se oncontré la funcién (ver figura 5.95):

v' = ~0.198208 1In(r) - 0.03:14621.

c} Para la tabla 3, se encontrd la funcién (ver figura 3.6)%

v’ = 0.02047 1n(D) + 0.273129.

d) para la tabla 4, se encontré la funcion (ver figura 3.7):

v? = 0.0575 1In(D) + 0.494597.
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Figura 3.4 Grafica de la funcidn que se adapté a los

resultados numéricos de la tabla f.
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Figura 3.5 Grafica de la funcidn que se adapte a lo
resultados numéricos de la tabla 2.
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Figura 3.6 Grafica de la funcién que se adaptd a Jlos

resultados numéricos de la tabla 3.
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Figura 3.7 Grifica de la funcién que se adaptd a los

resultados numéricos de la tabla 4.
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CAPITULO 4
Conclusiones,
4.1 Concluxiones.

tas conclusiones del presente trabajo se han separado en

secciones debido a la diferencia de los puntos a tratar.
4.1 Diferencias cualitativas entre teor{a y experimento.

Laos estudios tedricas realizados por Sano® y
Brenner‘zw, consideran una esfera que se mueve a velocidad
constante a lo largo de un cilindro. Consecuentemente se puede
pensar en la fuerza de arrastre que obtienen, como aquella fuerza
que hay qgue aplicar sobre la esfera para gue ésta se mantenga a

velocidad constante.

En el experimento, si bien la esfera tenia velocidad
constante en la segunda mitad del intervalo de medicidn, ésta se
soltd de una cierta posicién, Por 1o que la velocidad de la esfera
estuvo cambiando antes de llegar a dicho lugar. A este hecho se
atribuye que la fuerza de arrastre dependa de la posicién desde la
cual se suelta la esfera ({). Recuérdese gque la fuerza que actga
sobre una esfera gque se mueve con velocidad uft) en un medio
infinitum para R « i, tiene un término de “memoria®. Es decir,
la esfera “sabe" desde donde se snlts, 1o que tiene como
consecuencia que la velocidad adimencional v { €{r,D) ) de 1la
esfera dependa de D ( D = A/L ).

4.2 Conparach;n de los resul tados tedricos con los

experimentales.

68



A pesar de las diforencias cualitativas que hay entre tecria

y experisento, éste cumplio con las suposiciones gue se usaron
" para desarrollar la teoria. Lo cual ecra necesario Lara poder
compararlas. tas suposiciones que, entre otras, se cusplieron cont
numero de Reynolds muy pequelo, Jsat - 0 en la segunda mitad del
intervalo de medicien {de donde se obtuvieron los resultados). La
distancia que tenia la esfera a la superficie libre y al fondo del
cilindro, cuando se encentrahs en ©f intervalo de medicién, y el
cociente del radic del cilindro entre la longitud del cilindro
eran tales, que el ecfecto de la superficie libre y el fondo en la
fuerza de arrastre eran despreociables. U esta forma =3 al pueden
comparar los resultados tedéricos (Z2.12) ¥ €2.14) con los
resultados experimentalas (2.3) y (3.41). Parte de la comparacién
es puramente cualitativa debido a la naturaleza de los resultados

tver seccidén 3.3).

El resultado tedrico de Brenner predice que la funcion
fir,D} (definida por la ccuacién (2.13) satisface

FOryD) = 0.6 ¢ 1/r - 1 )%F (2.14)
como se indica en la seccidén 2,5. Esta splucidn es  valida para
r =1, y es claro que solo esti definida para valores de r menores
que unp. En la regién r > 0.85, esta funcidn es practicamente nula

{v.g.f(0.85,D) = 0.0078). E&n forma general esta funcidn es
decreciente con concavidad positiva.

El experimento se realizé, para determinar aproximadamente
a f(r,D)y, &en la regidtn 0.08 £ r £ 0.91. En ésta se aprecia
una tendencia claramente decreciente con concavidad positiva

{ver figura 3.2).

&9



€l resulitode teérico de Brenner predice que f{(r,D) es

practicamente nulo para v > 9.1 (ver figura 3.2).

El resultado tedrico de Sano predice que la funcion f(r,D)
satisface

Fr,D) = 2.t r o+ 1 4+ atrhy , (2.7

como se indica en la seccion 2.5. Este resultado es valido para
r << §.

En el experimento se pncontrd (ver ceccion 3.3) que
f(r,0.14) = - 1.8 r + O0.4&2, {3.3)
f(r,0.02) = - 2.9 r + 0.69, (3.4)

donde las pendientes para (3.3} y (3.4) tienen un error de % 0.23
y 0.35 respectivamente, y las ordenadaz al origen para (3.3) vy
(3-4) de * 0.02Z y 0.04 respectivamente . La regién en la gue se
calcularon dichas rectas es 0.08 £ ¢ £ C.17.

Los resultados experimentales son un par de rectas que
tienen practicamente la misma pendiente {dentro del error
experimental) que ¢l resultado tecericm. Tienen sin  embargo,

diferente ordenada al origen.

El resultado experimental nos inclina a pensar gue el
término que multiplica a r en las ecuaciocnes (3.3) y (3.4
depende deébilmente de D, y que la ordenada al origen en las
ecuaciones (3.3} y (3.4) es una funcidn de D y se le denomina
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g, Desafortunadamente nRo se cuenta con resul tados
experimentales para poder determinar la forma de esta funcidn. De
ésta se conoce, sin embargo, t0.14) = Q.62 y g{0.02) = 0.69.

De ta figura 5.3, se podria obtener la informacion de ta
forma funcional de g(D}), ya que esta grifica tiene los resultados
experimentales de f(r,D) vs D. En la figura se munstran dos grupos
de puntos experimentales correspondientes a dos valores de r (0.21
y ©0.39), estos valores de r ce encuentran fuera del intervalo
(0.08 = r £ 0.17) para el cual se calcularon las rectas (2.3} y
{3.4) por minimos cuadrados de 1a figura 3.2. Sin embargo, se
puede creer que la funcidn £¢(r,D) no cambia mucho de r = 0.17 a
r = 0.21, intervalo gue Separa la grafica de la figura 3.2 det
intervalo donde fueron calculadas las rectas (3.2) y (3.,4). Con 1o
que gueda gue la funcien gid) e= crecicnte y ticne concavidad
negativa, teniendo un crecimiento muy rapido en la region O < D <

0.14 y lento para 0.14 < D < 1, comp =e aprecia en 1a figura 3.3.
4.3 Teor{a que se adaptle mejor al experjmento,

Como se ha visto, las teoriac elaboradas por Sanoc y por
Brenner distan de describir rasgos ecenciales del! comportamiento
de una esfera que se suelta a 1o large del eje de un cilindro
finito. Es por esto, que se necesita elaborar una teoria que
inciuya al  término /8t en las ecucciones de Stokes, para
determinar tedricamente la forma en gue lz fuerza de arrastre
depende del parametro D. Aun cuando se incluya dicho téermine, el
numero de Reynolds para el caso de estudic debe ser lo

suficientemente peguefio como para despreciar el término no linegal
en la ecuacion de Navier-Stokes, ya que el numero de Reynolds en

el experimento es mucho menor que uno.

73



4.4 Perspectivas del trabajo experimental.

La linea gue se ha O seguir experimentalmente es continuar
encontrando valores de la velocidad terminal adimensional en
funcion de los parametras r y D, con lps cuales se puede
determinar f(r,0) y con #ésto, la fuerza de arrastre. Ver la
seccion 3.3.

Una de las partes cruciales para poder comparar el
axperimento que se hizo con la teaorfa, era gue la velocidad
de la esfera fuese constante en el intervalo de medicidn. Pero
ésto se logrd solo en la segunda mitad del intervalo de medicién
{ver seccién 3.2). lLuecgo es necesario realizar este tipo de
experimentns en cilindros mas largos, para disponer de un
intervala de medicidn mayor.

El método que se utilizd para determinar la velocidad de la
esfera al raer (seccidén 3.2), tiene el defecto de que la pantalla
de la televisién es curva, 1o gue provoca un auments del
error experimental. Esto se puede resolver si se tratan las
peliculas ton un digitalizador de imagenes. Con este sistema se
podria medir directamente, a traves de la computadora, la
velocidad promedio de la esfera y su daesvigcion., Ahorrindose 1a

gran cantidad de trabajo manual y mejorandn la medida.
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