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La fisica do flujo do fluidos a través de medios porosos s
ha hecho indispensable =n muchas areas de la ciencia aplicada e
ingenieria, apa'rf.e d2l interss gque Liene desde «l punto de vista
puramente <rentifico. <ampos tarn diverses come la mecanica de
suelcs, hidrogeel ogia, ingenieria petrotara, ingsniaria de
ceramicas han contribuido a enrijuecer la litsratura scbra la
materia. Los astudios realizados abarcan desds la fisica de los
procesos  involucradeos hasta la implementacidn de simuladorss
computacicnales, pasando por el posible caractear rfrachtal de la
dispersic‘m“':'.

La informacién del flujo de fluidos a través de medios
porosos estd dispersa en libros y revistas, que gener‘alménte 2sti
referida a la aplicacidén especifica, Entre los libres que
contiengn rasgos generales del tema scobresale el escrito por
Muskat® que a pesar de su antigiisdad (1937) contiene discuslones

tnteresantes. Entre los libros mas complelos estan Bear™®, ol

editado por De Wiast'™ Yy mas recientemente =l de Schelqegger@,

que contiene valiosas referencias.

Uno de los primeros cientificos intsresados en =1 flujo de
flutdos a través de medios porosos fue Darcy(?) quien #studid el
flujo de agua en filtras de arena y dedujo empiricamente la ley
que lleva su nombre y que relaciona el gasto de agua (volumen por

unidad de tiempod a la salida del filtro y la diferencia de



presicnes que hay antrslos. extremos de el

Coat.s vy Smith  prepusiecon qus el 2spacio  porosoe 4= un
medj:o homegeéneo (sin fracturas) 2==14 ceonstitujdo per zonas de
conduccion de fluides llamados canaless y zonas de estancamiento
llamadas trampas. Aplicando estas ideas a la ecuacion de
conveccian-dispersidn describieron el despluacamcents de tluides

miscibles en medics perosos homogénecs.

El flujo de fluideos en medios homogénecs ha sido o2bjeto de

(=12 . .
. Zin embargo, no es asl #n 2l caso de

numerosos  estudios
medios porosos que presentan fracturas.El capitulo 3 da este
trabajo esta dedicado a la aplicacidn de la teoria convectiva
di spersiva al desplazamiento miscible en redios pPor 0sos
fracturados. Aunque los resultados son satisfactorios al utilizar
un bloque de forma cilindrica para probar experimentalmente la

validez del modelo  propuesto, sa hace necesaric realizar

exper imentos con otras geomeirias.

Por otra parte, para el proceso de desplazamiento inmiscible
a traves de un medio poroso homogéneo, la literatura existente
sobre el tema indica que la teoria mas utilizada para su

“: que tiene el

descripeciédn es la debida de Buckley y Leverett
inconveniente de conducir a valores miltiples de la saturacidn
para un mismo punto, En el capitulo 4 de este trabajo se propone
que el proceso puede describirse con la teoria de conveccidn

dispersidon mediante la introduccidn del concepto de volumen de

poro activo,



El capituloc 2 esta dadicado a ‘describir- 21  sxperimento de
Darcy, . ademas ‘de ' “disculir brevements las  =scuacicnes . de

Mavier-Ztokes para 21 fluyyo viscoss v zeneralidades del

S

v,

desplazamionto de fluidos inmiscibles sn mediss porsscs.

El capituleo S da las conclus:ionss a que condujo este trabajo,
v en los apéndices A, B y C se hacen lcs desarrollos matemialicos

de los modelos preopuesios en los capitulos 3 y 4.



CAPTTULD 2
SENERALIDADES

2. 1.~ Medics Pogroscs,

Estudiar &l flujo de fluidos a través de medios poroses

requiere dejar claro lo gque entenderemos por “medios porosos”.

De entrada, estariames tentados a definir los medios porosos
como cuerpos soélidos gque contienen “peros', suponiendo que gqueda
claro qué se entiende per un "poro”. Sin embargo, es muy dificil

dar una definicion geometrica exacta de un poro.

Intuitivaments, los poros son @spaciaos vaclos que deben estar
distribuidos con cierta regularidad si el material ha de
considerarse poroso. Los huecos extremadamente pequefios de un
sélido son llamados intersticios moleculares y los muy gi'andes son
llamados cavernas. Los poros son 2spacios parosos de tamafio
intermedio C(unas cuantas micras) entre cavernas e intersticios
moleculares; la limitacidn de su Lamafio es ademias intuitiva y mas

bien indefinida.

Los poros en un sistema poroso pueden estar interconectados o
no interconectados. El flujo intersticial del fluido es posible
solamente si al menos parte del espacio poroso esta

interconectado.

De acusrdo con la descripcion anterior (el término definicién

s dificilmente aplicablel, los siguientes son ejemplos de medios



poroscs: . 8 ireTocass-homogéneas y, fracturadas, ceramicas,

papel filtro, filtros de arena, un trozo de pan, etc. .

Un medio poroso puede se caracterizado per una variedad de
proptedades geométricas. En primer lugar, el cociente del volumen
de poro y ei volumen total es muy impertante. Esta cantidad es
llamada la porosidad C(cominmente denotada por 20 y es expresada

tanto como una fraccion ccmo por un per<entaje.

2.2, - Experimento de Darcy.

En 1856, Henry Darcy’ estudid el flujo de agua en filtros
de arena. De sus experimentos, Darcy concluyd que el gasto
Q es:<Ca) proparcional a la seccidn trasversal constante A, (b)
proporcional a la diferencia de alturas (h‘—hzl y €(c) inversamente
proporcional a la longitud L del material poroso (fig., 2.1). Estas
conclusiones se resumen en la famosaa férmula de

Dar<ayr:

' KACh - h)> -
Q = = [L T ] cz. 1

donde K es un coeficiente de proporcionalidad 11 amado
conductividad hidraulica del medico vy que en términos de la

permeabilidad & del medio se define como

tpg K
Ko —— [LT] 2.2
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F16.2.1 - EXPERIMENTO DE DARCY.



Las 'dimensicnes de. la  permeabilidad & scn -de ,lyorngit.uc'i al
cuadrado;lo que suglere gque-encel-sistema ¢.g.s.. debe ser <m.

N

Esta unidad ha sido adoptada sdlo por algunds™fisicos y quimicos.

Q

ciencia aplicada, se han adoptado otras

,..
P

En algunas ramas de
unidades especificas del area. por ejemplo, en la industria

pelrolera, se usa el “darcy'", con

L darcy = 9.87 = 107° em?®

2.3, - Ecuaciones de Navier -Stokes.

Expondremos aqui los fundamentos de las ecuaciones de
Mavier -Stokes o de “flujo viscoso” de la hidrodinamica.
Seguidamente haremos una discusidn de su aplicacidn al flujo de

f'luidos en medios porosos

Formulemos primeramente la ley de continuidad, en la forma:
2l exceso neto del flujo de masa, por unidad de tiempo, que entra
o sale de cualquier elemento infinitesimal de un sistema fluido,
as exactamente igual al cambio por unidad de tiempo de la densidad
del fluido en ese elemento multiplicado por el volumen poroso del

elemento, lo que es equivalente a la ecuacidn

div Cp¥d = ST (v +

CoVyd +

a ) .
Ty 332 Co¥zd) = ¢ =

2.3



dende Y es ‘la velccidad-del. flujo ' en el punto (x,¥,2), £ es la

densidad del fluids vy ¢ la porosidad del medio.

Para proseguir, es claro que debemos especificar la
naturaleza del fluido involucrado y el cariacter termodinamico de
su flujo. En otras palabras, debemcs conccer la "ecuacion de
estado" del fluido. En términos generales, ésta sera una relacidn
cuantitativa entre su densidad, la presidn P y la temperatura

absoluta T, que puede ser expresada por una ecuacidn de la forma

7 CP.o, T = 0 ca. 4

donde P, oy T se refieren al mismo elemento del fluido.

Ademis de la ecuacidn de continuidad y wuna ecuacidn de
estado, se requiere una definicidn dinadmica de la naturaleza del
flujo. considerando un elementc de volumen del fluido, se
encuentra que en general estard sujeto a tres tipos de fuerzas:
Ci) gradientes de presidn cuyas componentes son aP/dx , ar-say
apPr/az, (2) fuerzas externas tales como la gravedad, de
componentes Fx, Fy, Fz y C3) las fuerzas que se oponen al
movimiento del fluido y debidas a 1la resistencia interna a
friccidn experimentada por el fluido. En los textos de
hidrodinamica se muestira que para el caso de "flujo viscoso" se
obtienen las siguientes ecuaciones dinamicas de movimiento,

originalmente deducidas por Navier y Stokes.



d ¥« _ _ aP_ _ ) 1 a8
P T = 7 % F“*“vzv"‘*s’“ax
dV¥y _ _-4ap i 1 9 ® .
P I 7y +F'/+/.1V2Vy+———3 He— 2,5
dv¥z _ _ ap 1 a®
° ax = 3= +F""“‘Vzv“+3“az
donde
& = div Y

la formulacidén anterior puede considerarse completa, ya que
tenemos cinco ecuaciones independientes (2.3, 2.4 y 2.5) para las

cinco incognitas esenciales, p, P, V¥x, Yy, Yz,

Estrictamente hablando, el flujo de un fluido viscoso a
través de un medic poroso no es sino un caso especial del problema
general del flujo viscoso entre fronteras impermeables. Debido a
que los poros del medic estan fijos, el flujo a través de ellos
aestad en principio descrito por las ecuaciones (2.3, (2.4) y
C2.5)., Pero, excepto para ciertos casos de geometria relativamente
simple, las dificultades que se presentan en la solucién de las
ecuaciones con insuperables. El tratamiento de problemas en que el
fluido fluye a través de canales irregulares y tortuosos, como en
el caso de una arena, son muy dificiles de resolver y uno debe

recurrir a otro método de ataque.



De las consideraciones antériéf’és', ,,,e'sitlﬁzaj claro que  1a
hidrocdinamica del flujo a Lravé§ ,yrde médj;'os borcscs debe ser
formulada dJde manera difersnte de la teoria clasica del fluido
viscoso. La diferencia debe residir esencialmente en la expresidn
de las ecuaciones dinamicas que la teoria clasica presenta en la
forma de las ecuaciones (2.%5. La ley de la conservacion de la
masa y las definiciones termodinamicas de un fluido deben ser
conservadas =n cualquier sistema termedinamico. Sin embargo, no es
irrazenable que las reaccicnes dindmicas de un fluido al pasar a
traves de los finos canales de un medio poroso puedan, desde un
punto de vista macroscdpico, aparecer de manera diferente que
analizadas microscodpicamente y representadas por las ecuaciones

c2.82.

Es esta diferencia la que ha sido establecida empiricamente
por las experimentos de Darcy para liquides y en experimentosAmés
recientes para gases, y ha sido formul ada como lsy de Darcy. Esta
ley eostablece que macrsoconicamente, la velocidad de un fluido
fluyendo a travées de un medio porosce es directamente proporciocnal
al gradiente de presidn que aclia sabre el fluido. Por el
calificativo macrascdpicamente queremos decir que los elementos de
volumen a los cuales se refiere la wvelocidad y la presiédn
cantienen un gran nOmero de poros y las variables dinamicas son
realmente promedias sobre un gran numero de poros, aungue en
detalle puedan mostrar grandes variaciones en las celdas
individuales, comw seria realmente, de acuerdo con la descripcidn

detallada implicada por las ecuacicnes (2.3), si uno pudiera

9



resclverlas saxplicitamente. En otras palabras, la ley de Darcy es
de la naturaleza de un resultado estadistice que da la equivalente
empirica de las ecuacicones de Navier-3Stokes (2.3 promediadas

sobre un numero muy grande de porocs individuales,

2.4.~- Desplazamiento Inmiscible,

Cuando el espacio poroso del medio esta ocupado por dos o mas
fluidos inmiscibles, la saturacidn en un punto con respecto a un
tluido particular, esta definida como la fraccidn del volumen

poroso ocupade por ese fluido particular.

Muchos investigador P

concluyen de sus experimentos
que cuando dos fluidos inmiscibles fluyen simultaneamente a traves
de un medio poroso, cada fluido establece su propio <amino.
Suponen que a cada grado de saturacidn corresponde un conjunto
{nico de canales., Asi, si se tienen un fluido 1 de saturacidn St y
un fluide 2 con saluracidn Sz’ a medida que S2 se reduce, los
canales del fluido 2 tienden a romperse hasta que solamente quedan
regianes aisladas ocupadas por @se fluldo permaneciends ooms uRa
saturacidn irreducible del fluido 2. En forma analoga para el

caso en que la saturacidn del fluido 1-se reéduce.

Con estas ideas en mente, parece natural aplicar el concepto
de permeabilidad establecida para el flujo de un solo fluido,
modificando su valor para permitir la presencia del segundo

(%)}

tfluldo. Buckley y Leverett plantearon el problema desde este

10



panta de visxoa, resalviendadks  para =L Tase  de fluides
incompresibles, despreciando la presidon capilar v la fuerza de

gravedad. Su solwucidan ha sido la mas utilizada poer muchos afics. no

(L]

obstanie que presenta <l inconveniante de conducir a valores

miltiples da la saturacidn para un mismo punto.

RT- 1) ,
NHumerosos son los autores que han tratado de explicar

o eliminar la incongruencia que presenta la solucidn de
Buckley-Leverett, sin resultados satisfactorios. En un intento por

of recer una alternativa, para la descripcion del desplazamiento

[(
e

inmizscable en medios poroscs, sn capitulc 4 progonenos gure se

puede aplicar la Leoria convectlva-dispersiva.

11



CAPITULD -3

CESPLAZAMIENTO OE FLUIDOS MISCIBLES EN MEDIOCS PORCESOS
FRACTURADCS.

3.1, -Formul ac1dn Matematica del Problema.

Un medio porosc fracturade es un sistema de doble porosidad,
una asociada a la matriz y la otra ascciada al volumen de las
fracturas. A la primera se le concoce con =! nombre de porosidad

primaria y a la otra se le llama porosidad secundaria.

Para hacer un estudio del desplazamiento en una muestra de
este tipo, supongamos que tenemos una muestra fracturada lineal
Cfig 3.1) completamenta saturada con un fluido; entonces, a un
tiempo dado se empieza a inyectar un segundo fluido en una cara de
la muestra. Suponiendo que los fluidos son miscibles, se desea
sncontrar una expresion analitica para la concentracidn del fluideo

inyectade como una funcidn de la distancia y del tiempo.

Expeorimentos de laboratorio indican que la permeabilidad de
las fracturas es mucho mayor que la de los bloques. Entonces, para
fines practicos, se puede considerar que el desplazamiento de los
fluidos tiene lugar exclusivamente a través de las fracturas por
un proceso de conveccidn-dispersidn, mientras que los bloques de
la matriz actlan como regiones de estancamiento, que intercambian
materia con las fracturas por difusidn molecular (fig. 3.2). El
desplazamiento por conveccidn es debido a la existencia de

gradientes de presidén y su densidad de corriente J esta dada por
[~}

12



FIG. 3.1~ MUESTRA DE UN MEDIO POROSO
FRACTURADO.



FI6.3.2 ~ MECANISMO DE DESPLAZA-
MIENTO DE FLUIDOS EN UN MEDIO
POROSO FRACTURADO.



J =s¢Cvw C3.1

donde ¢ es la porosidad total del sistema Cfractura ¢ poros de la
matrizl), C es la concentracidn del trazador y v la velocidad

intersticial media, que esta relacionada con la velocidad Darcy A

por la expresidn

Por otra parte, e! desplazamiento por dispersién, debido a
fendmenos de tipo azaroso como la difusion molecular (occasionada
por gradientes de concentracion) y la dispersién mecanica (debida
a la aleatoriedad de las trayectorias?, y estid regida por una ley

tipo Fick de la forma

I, = -p D VC 3.2

donde Jd es la densidad de corriente de dispersidén y D es el

coeficisnte de dispersidn.

Superponiendo las efeclos de conveccidn y dispersidn, se

tiene para la densidad de corriente total

J = ¢ CCr ~ DROO 3.3

13



Censideremos ahora una region R del medio porsso, limitada

por una supertficie T Afig. 3. Es obvia gie 2l fluin de masa por

unidad de tiempa, a través de la superficie S, esti dado por

IJ @ CCy -~ DVC - n dA

-

donde dA es un elemento de area y n su normal unitaria,

Aplicando el leocrema de la divergencia, se tiene

II @ CCv - DV - n dA =

s

IJI V-¢ CCvy - DVCIAV €3. 4

R

En ausencia de fuentes y sumidercs, el principio de

conservacion de la masa se puede expresar como

la

14



FIG.3.3-REGION R DEL MEDIO
POROSO LIMITADA POR LA SUPERFI-
CIE §S.



3.3

donde rbl es la porosidad primaria, ¢a2 la porosidad secundaria y C"
es la concentracidn promedio del fluido inyectado en los bloques

de la matriz.

Si R no varia con el tiempo

R

»
a C 3 C
‘(JI(.ﬁz r 25 + ¢1 I > dv 3,8
R

18



Sustituyendo la ec. (3.8 en la ec. . (3.9), se tiene

JJ¢‘CCv—DVC)-EdA=
S

»*
_ dC 8 c
J’JJC@Z—JT— + ¢l 3T 3 qv 3.7
R

¥y de la igualacidén de los segundos miembros de las ecuaciones

€3.4> y (3.7) obtenemos

[[] e coom - it

R
¢ ac ]dv = 0 3.8
1 4t
ac s &
Si V-(Cy - DVQ, 5 y 7T son continuas, el integrando

de la ecuacidn (3,.8) debe ser cero para todo punto, puesto que la

ecuacidn es valida para cualquier volumen. Por lo tanto,

¢ 9 CCv - IO+ ¢ 9¢ 4, 4 2C . o c3. e

que se puede escribir como

ic



VC-y + C 9Y:'v + 9.-DVC +

€3.10

Para un fluido incompresible ¥:v = 0. Consecuentemente,

¢ ¢ *
2 da C 1 a C -
-y v-D9C + 2 300 + 7 7T = 0
€3.11)
Sl D es constante
Py ¢ *
_ 2 a Cc 1 a C
D VZC - ¥C'v = —¢—- 7L + T J T ¢3.12>
En una dimensidn
o e _, ec % ac |
g I x ) L
¢ »
- : = €3.13

donde u es la componente de

eje x.

la velocidad en la direccién del

17



¢
Flnalmente, representando la fraccidn de fracturas, T;— » por f

se tiene

C3.14)

fa ecuacidn (3.14) tiene la misma forma matematica de la
ecuacion que se aplica medios porosos homogéneos (sin fracturas?
que contienen poros de entrampami enta'™ . Esta equivalencia
matematica se debe a que, tanto los bloques de los medios

fracturados, como las trampas de los medios homogéneos, pueden

considerarse zonas de estancamiento.

Ahora bien, C’ es la concentracidén promedioc en los bloques

que, para un bloque a un tiempe dado, estad definida como

Tt = —iv—- ‘{IIC'CP. > dv C3.15

donde <’Cr,L) es la concentracidn en un punto del bloque y V es el
volumen de poro del bloque. La ecuacidén (3.14) tiene dos

incdgnitas; C y C‘; asl es que, se necesita otra ecuacidn para

18



obtener soluciones explh:giés deé estas - variables. Esta puede
obtenerse mediante consideraciones fisicas, como sigue: Al inicio

del experimento, la concentracidn de fractura del fluido inyectado
es cero, Cuando se inicia la inyeccidn, el fluide avanza
preferencialmente a través de las fracturas y en corto tiempo
alcanza un estado cuasi-~estacionario, asi es que, la concentracidn
de fractura puede ser aproximada por un valor constante que sera

denotado C .
q

El fluido inyectado penetra a los bleoques exclusivamente por
difusidn molecular; consecuentemente, la concentracidn dentro de

los blogques obedece una ecuacidn de difusidn de la forma

e = 2E] €3.18)

donde D* es el coeficiente de difusidn molecular,

Las condicicnes inicliales y de frontera sonm:

<’ Cen el bloqued = O para t =0 €3.17

c' Cen la superficiel = Cq para t 2 O 3.18>

En el apéndice A s resuslve la ec, (3.18) con las
condiciones dadas poar las ecuaciones (3.17) y (3.18), para cualro

sistemas difetrentes que constan de: C1) placas paralelas

19



infinitas, (2% cubcs, (3> esferas y (4D cilindros infinitos

los cuatro casos s2 ercientra e
* .
Cq - C = <:"q axp ¢ -kt D (3.19>
donde c"2 y k son constantes.
Derivando la ec, (2.19) con respecto al tiempo, se tiene
ac* *
ey = - c; k exp (-ktd = -k C Cq - C 3 €3.200

Coms se menciond anteriormente,

witn, de frachtura actual, €, asi gque ubitizaw

valor en lugar de Cq , ¥ definfendo B = C1 -2k,

C3.20) se reduce a

a - 9 G =

3.21

Para

Cq es sélo una aproximacidn

la vcuaclon

donde B es el llamado coeficiente de transferencia de masa entre

matriz y fracturas.,

La ecuacidén (3.21) fue oriqginalmente

St th™® para explicar 1la

propuesta por Coats y

transferencia de masa entre canales

(poros conductores de fluidos) y trampas (poros de entrampamientod

20



en un medio homcgénea.

=8 validez ha sido establecida por alguncs

PR B este capitule =e muestra que puede

investigaderes
aplicarse la misma expresidn a 'medias fracturados, teniendo en
cuenta que < representa la concentracidn de blogue promedioc
definida por la ec., (2,19, Aunque aqui se analizan sdlo cuatro
casos, los resultados obtenidos sugieren que la ecuacidén (3.21) es

una expresidn general que aes aplicable a cualquier forma de

bl ogue.

La sclucidn analitica del sistema formado por las ecuacicones
C3.14> y (3.21) se presenta en el apéndice B, donde se hace uso de
variables adimensionales. Cuando la inyeccidn del fluido
desplazante se hace en forma continua y se utilizan las
condiciones iniciales y de frontera adecuadas, la solucidn para la

concentracidén en las fracturas es

®
D exp (MXD)

¢t + 25 1 ¢ - DDM)’ + (DDN)Z 1
a

[Cl—DM—DNz) cos Czt  ~ NX D +
D D D D

Cz - D Mz + D N) sen (zt —NX)]dz c3.22
D D D D

donde



H

1 124
F=T5) 1 Y o cos *—a——— 2
o
1
= ) sen L
=i 2
D
Uz - vt
arc tan _._Y_
2 3 ]

Bb +B.CL+z%)
1+ 4D [f + L L ]
b €1+ b2% o+ 2P

De manera similar puede obtenerse una expresidn para la

concentracidn promedic en el bloque, en el apéndica B sa muastra

que
t o
‘ ) b exp (MX 2
c = (-4 D
b o . Tt +2ZH - DM? + D N?) ¢t + B+ 2%)
[y cos CzLD - NXD) + & sen Czt,D - NXD) } dz €3.23
donde



y=ell 4=z
§ =[3CL + )+ oz
a =1 -DM-D Nz

D D

£ = 2 - M2+
los demas parametros estan definidos en la ec. (3.22)

Es interesante hacer una comparacidn entre el comportamiento
de la concentracion de fractura (dada por ia ec (3.22)) y la
concentracion de matriz (dada por la ec. (3.830>, Con fines
flustrativos, consideremos un sistema de longitud L con las
siguientes caracteristicas: coeficiente de dispersidn
adimensional Du= 0.2, coeficiente adimensicnal de transferencia de
masa Bn= 0.18 y fraccidn volumélrica de fracturas = 0.25.
También consideremos que las observaciones se hacen a la salida de
la muestra, esto es, para XD= L Cver apéndice B>. Los resultados

obtenidos se muestran en la figura 3. 4.

Obser vamos en esta figura que, al inicic de la corrida la
concentracidn de fractura crece mucho mds rapido que la
concentracidn de matriz, que es practicamente cero. Esto significa
que el fluido inyectado se canaliza a través de las fracturas. Sin
embargoe, a medida que pasa el tiempg, el fluido desplazante
empleza a penetrar en la matriz y para tiempos muy larges las

concentraciones de fractura y matriz tienden a igualarse.

La curva para la concentracidén de fractura presenta dos
regiones bien definidas. La regidn de pendiente mayor corresponde
a la parte del proceso que es dominada por el desplazamiento por

conveccidn de los fluidos que estaban inicialmente en la fractura,

23,
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miemtras que la regidn de pendiente pequefia representa la parte

ominada por el intercambio de masa entre matriz y fractura.

La figura 3.2 presenta el perfil de concentraciones para 2l
sistema anterior, cuando se ha inyeclado un volumen de fLuido
igual a2 la mitad del volumen de poro total de la muestra, es
decj.r,tD= 0.5, Al igual que en la figura anterior. notamos una
marcada diferencia entre la concentracidon de fractura y la
concentracidn de matriz, siendo ésta muy baja, lo que pecne de

manifiesto que para estas condicicnes el intercambio de fluidos

bloque-fractura es muy lento.

3.2, -Trabajo Experimental.

El estudio experimental del flujo de fluides a traves de
medios fracturados no es un problema facil, debido a la dificultad
que implica tener un control preciso de las propiedades
geométricas de la red de fracturas. Para resolver este tipo de
problemas, generalmente se hace uso de arreglos que de alguna
manera son equivalentes a los sistemas reales. En el presente
estudio se utilizd un sistema de geometria simple que reprod’L‘:ce de
manera realista los mecanismos de desplazamiento en medios

f'ractur ados,

El sistema consta esencialmente de una muestra cilindrica de
roca porosa homogénea introducida en un contenedor plastico, como

se muestira esquematicamente en la fig. 3.8. La muestra R es

c4
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ajustada en el cilindro hueco C, de paredes lisas, Debido a las
irregularidades externas de la muesira.porosa, se forma un delgado
2gspacico anular F, entre la roca y el conteneder. Los fluidos
=2ntran en A ¥ salen en B, Cuande los fluidos se estian desplazande.
1o hacen mucho mas rapido a través del espacio anular que a traves
de la roca, asi es que el espacic anular actla como una rfractura
de un medio fracturado. Mediante los pares de electrodos I-1° y

O-0’ se hicieron mediciones de raesistencia eléctrica, a partir de
las cuales fue posible determinar las concentraciones relativas de
las scluciones salinas usadas <cocmo fluidos desplazado ¥

despl azante,

Las corridas experimentales fueron efectuadas con una
muestra de arenisca Berea lavada y estabilizada, insertada en un
tubo pléstico. La tlabla 3.1 indica las caracteristicas del
sEstone.

TABLA 3.1
CARACTERISTICAS DE LA MUESTRA

CLAVE: DMF-1
Diametro 3.8 cm.
Longi tud 3.4 cm
Porosidad primaria . 0.20
Porosidad secundaria 0.03
Fraccidn volumétrica de fracturas 0. 06
Permeabilidad 3.3 darcy

Las <corridas de desplazamiento se realizaron a gasto

constante, usando dos soluciones de cloruro de potasio: 9 ¢/l para

29



4l fluido desplazante y 1 g/l para sl fluido desplazado.

[a fig. 3.7 esquematiza el arreglo experimental utilizado. La
muestra, 100% saturada con la solucién de baja conc‘entracién S1 es
montada en la celda portamuestras y se le hace pasar de la misma
solucidn hasta que-la medicidn de resistencia en los electrecdos de
salida O-0' se estabiliza, en ese momento se accicna la valvula de
dos vias VY para dar paso a la solucidn de alta concentracién S2 Yy
se inician las medicicnes. Se obtiene asi una tabla de volumen de
poro inyectado contra resistencia. La resistencia puede

relacicnarse

con la concentracidn relativa definida como
c
C = — (3,24

Esta es una variable adimensional que varia linealmente entre
la concentracién minima Cde la solucion S‘) Yy la concentracidn
Lo
maxima Cde la solucidén Sz). Cuando la concentracién es minima, la
resistencia entre los electrodos es maxima y viceversa. En

Lérminos de la resistencia R medida entre los electrodos a un

tiempo dado, 1la concentracidén relativa s® puede escribir
(20.29)
como .
min Rmcm - R
€= B - B €3.29
max mtn
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La fig. 3.8 muestra los resultados experimentales obtenidos
en una de las corridas efectuadas.Ajustando una curva tedrica a
Las puntos experimentales, se encontrd que DD= 1.0, Bn: Q.22 y
r = 0.25‘ Como podemes observar, hay buen ajuste entre la
prediccidon del modelo y el experimento. Sin embargo, notamos que
el valor tedrico de f es cuatro veces el valor medido (comparar
valores de f de la tabla 3.1 y la fig. 3.9. Estec se debe
praobablemente al hecho de que los poros que estan en la parte
cantral de la muestra no participan en el movimiento de los
fluidos, asi es que los fluidos de esa parte de la muestra se

comportan como si fueran parte de la fase sdlida.

Es conveniente mencionar aqui que los datos experimentales
obtenidos en medios fracturados con ajustados por el modelo con
valores de f pequerios, lo cual es representativo de los sistemas
reales, donde la fraccidn del espacio porosc es pequefio comparado
con el volumen total de la roca, Los datos experimentales
cbtenidos con sistemas homogéneos (sin fracturas) son ajustados
con valores de f muy cercanos a la unidad. Entonces, el modelo es
capaz de describir el flujo de fluidos en medios fracturados vy el
flujo de fluidos en medios homogéneos que presentan

entrampamientos.

La forma de explicar la aparente contradiccién Cesperariamos
que en medios homogéneos, donde el volumen de fractura es cero se
tuviera f = O y no un valor de f cercanc a 1) es interpretar a f
como “la fraccién del espacio poroso que conduce fluidos®”, mas que

la fraccidn de ‘*“canales'” o "fracturas”. El caso limite f = 1 es

2?7
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aquel en que todo el espacio porosc es conductor de fluidos, como

cuando se tiene un empacamiento de esferas de vidrio.



CAPITULO 4
CESPLAZAMIENTO CE FLUIDOS INMISCIBLES EN MEDIOS
PORCSOS HOMOGENEOS. : e

El desplazamiento de fluidos inmiscibles sn medios porosos
homogeneos 2z un fendmeno camplejo que depende de una serie de
factores, tales como la geometria interna de los poros, el
movimientio térmico de las moléculas, capilaridad, stc. Debido a su
complejidad, este tipo de desplazamiento puede considerarse coma
un proceso estocastico. Una de las caracteristicas del proceso es
que entre las dos fases no hay un frente de avance bien definido,
sino una zZona de mezclado con saturacicnes variables de los

f'luidos.

Con ol fin de hacer wun estudio analitico del procese,
consideremos 2l siguiente experimento: se tiene un medioc poroso
lineal de longitud L, completamente saturado con agua; entonces se
inyecta aceite para desplazar al agua hasta que sdélo queda el agua
residual ; finalmente, se inyecta agua para desplazar al aceite.
Dascrit;im;:rs ana‘llticamente el comportamiento de la saturacidn de
agua, como una funcidn de la distancia y el tiempo, durante la

Gltima etapa del experimento.

Comeo punto de partida, supongamos que el proceso tiene dos

componentes que actlan simultaneamente. Por un lado, hay un
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,,desplazamienkoffrpntal*ilimad6'¢6n9§¢cién'y, Eéf elioi;;;”h;y uﬁ
nnvimiento’disperSivd,‘de'naturaleza estocistica, gque genera la
zona de  mezclado. Ademas, considerames gue el movimiento
dispersivo sigue una ley tipo Fick 2%,

Exper imentos de laboratorio~ muestran que durante el
desplazamiento de aceite por agua, hay volUmenes muertos que no
participan en el movimiento de los fluidos. La saturacidn de agua

asociada al volumen efectivo C(volumen de poro activo de la figura

4.1> seria Ll

"

mada saturacicn activa y sera representada por S@a'

definida como

Sw - Swi
s T e—————— C4.1)
wa Swf Swi

donde Sw Swi Y Swf son las saturaciongs total a un tiempo dado,
inicial y final, respectivamente. Como puede observarse, el rango
de variacidn de Swa es de O a 1. El objetivo del concepto de

saturacidn activa es eliminar las fracciones inmdviles de las

formulaciones matematicas.

Con estas consideraciones, la densidad de corriente de

conveccion (flujo por unidad de aread) estia dade por

S.o=eus, 4.2

donde u es la velocidad intersticial y ¢ la porosidad del medio.
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Como se menciond anteriormente, se supong que el movimento

dispersivo es un proceso que obedece la ley de Fick; ademas, la

densidad de corriente de dispersidn esti dada por:

J.=-¢0 Bua C4. 3D

donde X es distancia ¥y D es =2l coeficiente de dispersiodn.

Superponiendo los dos procesos, tenemos para la densidad de

corriente de agua activa

dswa
] 4. 4>

De la ec. (4.4) y haciendo un balance de materia, se

encuentra que

2
i bwa 4 Swa = o Swa (4.9
It

donde t es tlempo. Esta es la conocida ecuacidn unidimensional de

conveccidn-dispersién.
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Con 2l fin de obtener solucicnes generales, podemos hacer usc.

de las siguientes variables-adimensionales:

XD = x5 4.5
t, = utsL ‘ e
D, = Drul 4.8

donde L o5 una distancia de referencia que, en el caso de una
muesira real, representa su longitud, ¥ to (tiempo adimensionald
s igual al volumen de agua inyectada en términos del volumen

activo de la muestra.

Con estas definiciones, la ecuacidn (4.3) se transforma en

a’swa os_, as,,
D - = 4.9

D, .2
4 XD 2 X at

Considerando un medio semi -infinito, las condiciones

iniciales y de frontera, de interés son

Swa CXD, o> = Q para x, > 0

Swa (o , Lu)= o para Lt 20 C4.100
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La tercera condicidn supone que hay contraflujo a la entrada

de la muestra, cuya contribucidn esta dada por el sumando que

contiene la derivada parcial de la saturacidn.

Resolviendo la ecuacidn (4.9) con las condiciones dadas por

la ecuacidn (4.10), por el métcde de la Transformada de Laplace

Cver Apéndice C), se obtiene

(e ]

o |
5 e P exp CHXDD

S ¢t + 2%> (¢1 - Mp % + D 3% )
Q D D

1 - MDD - NDDZ) cos Cztb - NXD) +Cz - HDDZ + NDD)

sen ¢ zt_ - NX 2 dz C4.11D
D D
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donde

1 5]
M = 5 Du C1 Y e cos -~ bl
1 g
N = 2D TP ST 73
g = Uz + Vz
g = v
= arc tan i
U = 1 + 4D
D
VvV = 4D =z

En este punto es intere¥sante observar graficamente el
comportamienta de la saturacidn con la distancia y el tiempo. Con
este objetivo, se hace la suposicidn que un sistema de longitud
finita puede ser consideradea como un segmento de un sistema

semi-infinito, de tal manera que la ecuacidn C4.11d es aplicable.

La fig. 4.2 muestra la distribucidn de la saturacidn activ#
de agua para tres sistemas de longitud L y rcoeficientes de
disparsidn DD = 0.001, E% = 0,01 y Dn= 0.1, cuando se ha
inyectado un volumen de pore activo LD= 0.5. Observamos que a
medida que el coeficiente de dispersidén se incrementa, la zona de

transicidn © de mezclado, en la que conviven saturaciones
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' €4.12) obtenemcs

variables de 1os Jdas Tluidosy -aumenta de tamafio, como era de

@sperarce.

En la fig. 4.3 se muestra el comportamiento de la saturacién
a la salida de la muestra; esto es, para XD cuando DD= 0.01 ¥
0 = 0.1, En el segundo casoc, Lenemos gue la surgencia del fluido

D
inyectado =25 mas rapida, pressntando ademas un efecto de zola.

Por otra parte, @l flujo fracciconal de agua se define como

3, c4.12>

donde q, ¥ 9, son el gasto de agua ¥y gasto tolal, respectivamente.

Ahora, de la ecuacidn (4,42 tensemos

a Swa
qw=¢A[ uSwa - D—;—;{———' ] (4.13

donde A @5 la seccidn transversal de la muestra. Ademas

q, = ¢ uA (4r4)

Sustituyendo las ecuaciones €4.13) y (4.14) en la ecuacidn

.
[ = Sy - Bﬁ B_,i‘:{: (4. 18)
b 3 Xy a8
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Y T _’/7!"‘,'*-,'

fomiti et »\ ¢ e . g
]
t . .
o P exp (b{.‘(u) .
fw = = Z [cos »CzLD - NX!;) +
- 1 +z
o
z sen Czt_ - NX D ] dz C4.17
D [

La Fig, 4.4 muestra e! comportamiento del flujo fraccional
contra la distancia adimensional, cuando se ha inyeclado un
valumen de poro activo igual a 0.9 para los sistemas considerados

anteriormentea.

Es importante hacer notar la correlacidn que existe entre la
saturacion de agua acliva y el flujo fraccional de agua en un
plano perpendicular a la direccidén de flujo. Esta correlacidn
puede obtenerse de las ecuaciones (4.11) y (4.17). La fig. 4.9
muestrala correlacidén que existe a la salida de dos sistemas, uno
de ellos con DD= 0.1 y el otro con DD= 0.4. Como puede observarse,
al valor de t‘wes siempre mayor que Swa' Estoc es una consecuencia
de la componente dispersiva, que no puede ser evitada en un
proceso de desplazamiento y es cierto para cualquier plano

perpendicular a la direccidn de flujo.

El flujo fraccional de aceite esta definido como
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£ = g=if : C4.18>

Yy representa el gasto normalizado de aceite, Consecueniemente,
para un volumen Lni de agua inyectada, la recuperacion normalizada

de aceite anesté dada por

Di
_ f dt C4.19
N = o4 »
]

donde fcnes el flujo fraccional de aceite a la salida del sistema,
que puede ser obtenida a través de las ecuaciones (4.17) y (4.18).
La ecuacidn €4.19) da la recuperacidén de aceite como una fracciodn

del aceite total recuperable.

Para probar las prediccicnes del modelo se efectuaron
corridas de desplazamiento de aceite por agua en muestras de
arenisca Berea. Después de lavadas y estabilizadas, las muestras
fueron saLuraéSs‘loo%'con agua destilada; enseguida se:pasé aceite
a través de las muestras hasta que sdlo quedd el agua residual;.
f'i nalmente, el aceite fue desplazado con agua destilada hasta que
se obtuvo todo el aceite recuperable. El arreglo experimental

utilizado es una variante del usado en los experimentos con medios

porosos fracturados, haciendo ahora la inyeccidén con una bomba de
.

gasto constante.
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La ' tabla 4.1 muestra las caracteristicas de la  muestra
utilizada en la corrida que aqui se reporta, y la tabla 4.2

presenta algunos de los dalos obtenidos durante la corrida.

TABLA 4.1
CARACTERISTICAS DE LA MUESTRA

CLAVE DIH-2

DI AMETRO 3.78 CM

LONGI TUD 8.93 CM

POROSIDAD a3%

PERMEABI LIDAD 554 md
TABLA 4.2

DATOS DE LA CORRIDA

VISCOSIDAD ACEITE 1.8 ¢cP
Swi 3%
St 5%
N, 78%

En la tabla 4.2 Swi y Swf se refieren a las saturaciones
inicial y final de agua usadas en la ecuacidén (4.1>, vy Np

representa la recuperacidn de aceite con respecto al aceite

)



original.

La rig. 4.8 es una grafica de la recuperacidn normalizada de
aceite an. como  una funcidén del! volumen activo inyectado LD.
Ajustado una curva tedrica a los puntos experimentales, se
encontrd que para este caso DD= 0.003, como se indica en la

figura.

Examinando los resultados experimentaless, tenemos que todo
el aceite recuperable fue obtenido después de inyectar 1.3
voliumenes activos, es decir, se tiene un avance casi frontal, un
procese en que predomina la componente convectiva sobre la
compeonente dispersiva, debido a la baja viscosidad del aceite

utilizado.

El coeficiente de dispersidn juega un papel muy importante en
el modelo utilizado. Este coeficiente depende de una gran variedad
de propiedades tanto de la roca come de los fluidos, tales como la
naturaleza de la roca, geometria de los poros, permeabilidad,
viscosidad, difusidn molecular y tensidn interfacial. El efecto
individual dJde cada uno de estos factores en un proceso de
desplazamiento no es bien conocido; solamente el efecto Lotal, que

puede determinarse a partir de una corrida de desplazamiento.
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CAPITULO.B . i
CONCLUSIONES,

1. - El desplazamiento de fluidos miscibles en medios porosos
fracturados presenta dos etapas. La primera, de corta duracidn,
estd dominada por el desplazamiento convective de los fluidos
originalmente en la fractura. La segunda etapa, de larga duracidn,
2stad asociada con el intercambio de fluidos entre la matriz y la

fractura,

2. - La formulacidn matemalica Qque gobierna los procesos de
desplazamiento en medios fracturados es similar a 1la de los medios

homogeéneos.

3. - Aunque en esta trabajo se analizan sdlo cualro formas de
blogque, s@ considera que la formulacidn obtenida es de tipo

general.

4. - Para el caso de fluidos inmiscibles a traves de medios
porosos homogéneos, el excelente ajuste entre teoria y puntos
experimentales, muestra que puede ser visualizado como un preceso

de conveccidn-dispersidn,
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APENDICE - A

Sa presentan aqui soluciones a la ec. (3,18) con 1las
condiciones dadas por (3.17) y {3.18), para cuatrc sistemas de

geometrias diferentes.

PLACAS PARALELAS INFINITAS.

En este caso, se considera una placa infinita paralela al
plano Y-Z, de espesor L. En una dimencidn, la ec. (3.168) toma la

forma

o L L -2 CA. 1D
I x
¥ las condiciones iniciales y de frontera son
e’ (x,00 =0 s 0<dx<1 CA. 2D
c’CO,) = c¢'CL,td = Cq , L>0 CA. 30

Usando el método de separacidn de variables, obtenemos la

solucién®®
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m

. N 4 1
Ca ! n Z 2n + 1

. "~z

|}

< Cx, D

e : 2 2
cen (2n + 1) nx exp ( D' C2n +#10" m” b ]
L L.z

CA 42

¥ la concentracion promedias dada por la ecuacion (3.15)
a

se reduce

L had 1
C cLd> = T J' c' C,td dx = Cq [1 -z C2n+l)z
n n-o
(=]
, 2 2
exp[ D’C2n + 107" 1" t ]] CAL S
L.Z

En la figura A-l se grafica -i{n [(Cq‘Cﬁ)/‘Cq] contra tiempo,

para cuatro casos diferentes. La curva A corresponde a un sistema

de placas paralelas con D' = 1.35 x lo_scmz/seg y L=10 cm. Se

observa que, a excepcidn de tiempos pequefios, el comportamiento

puede describirse por una linea recta. Ademas, si k es la pendiente

de la parte recta,
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- in [—————-—C————] =kt +d CA. 65
q

donde d es una constante. Asi,
Cq - C = Cé exp C(-ktd CA. 7D

donde Cé = Cq exp C-d)

En este caso, es suficlente con considerar un solo cubo, Si

se supone que el coeficiente de difusidn es isotrédpico, tenemos

» f * 2 » .
D C &F c . & c N g* c 5y = d c CA 8

9 x° ] yz 4z

Para evitar dividir por cero cuando se use el método de

separacidn de variables, es conveniente definir
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T Qxy,z,td = 1 - e (xy,ztd . (A9

Con esta nueva variable, la ec. CA.8) toma la forma

CA. 10D

Considerandc un cubo de arista L, y aplicandoc a c’ las
mi smas condiciones usadas en @l caso previo, por el método de

separacidn de variables se encuenira que

Q (x,y,2Z,42

Qp (x,8) Qp Cy,td Qp Cz,LD

[1 - Cxatd ] [1 - e Cy,L)]
p p

[1 - C": <z, ] CA. 11D
donde las C") son soluciones de la forma de la ec. (A 4D
De las ecuaciocnes CA. 9 y C(A.11), tenemos que
e’ Cx,y,z L) = [1 - [1 - G, o ] [1 - ¢ oy ]

[1 - C‘; Cz,t ] ] CA. 120
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En consecuencia, la concentracidn promedio en el cubo esta

dada por

C Ly = e’ (X,y,z,t) dx dy dz

. | [1~[1—C-Cx.w]
L® P

[1 -C")Cy,t)) [1 -C;J(z,t)]]dxdydz

L

_ - 1 .
= 1 [ . [1 cp(.x.u]dx]

o

3

CA. 13D
La curva B de la figura CA.1) ilustra el comportamiento de un
sistema con D=1.38 x 10'scmz/seg Yy L = 10 cm. Como puede

observase, el comportamiento es similar al caso de placas

paralelas,

ESFERAS.
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Se considera aqui una esfera de radio R, Ya que la difusién

es radial, la ecuacidn a resclver es

az c’ 2

) ac’ _ dc’
D' C 3 + S 7T = T CA 14
ar
con las condiciones
c’ Cr,00 =0, r <R CA, 13D
' (R =Cq, L ZO CA.182
Haciendo la sustitucidn
v = c'r CA. 17D
La ecuacidn CA.14) se transforma en
o 2 —~ = g = CA. 18
adr

cuya solucidén es



, 2 2
op [ —RE_T L )] A1
R
y
o
eMew = ¢ [1— & Z 1
2 2
n n
n=1
, 2 2
exp[—-—D-l—l’—-—‘— ]] CA. 20
Rz

El comportamlento paraD’ =1.3'3>d0~5cmz/seg y
R =8 cm esta descrito por la curva C de la figura A.1.

CILINDROS PARALELOS INFINITOS.

Se considera, para ess5te caso, un cilindro de radio R. Como

existe simetria cilindrica, la ecuacién diferencial es

CA. 212

1 a R ac’ _ a
F T [“D ]"—a""“
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Con-1 as ;:;;alciphéis; ok T e e e

i
(o]
-
~
)

e Cr,0 CA. 22

<’ (R, LD Cq » t 20 CA. 23

En términos de funciones Bessel, la solucidn es

@

2
=M
c’ Cr,t) = Cq [1 -2 § exp ¢ -D a Jo Cran)
a Jg (R ad
Al n

n=1

CA. 24D
donde a  son las raices positivas de Jo (R anD = 0.

»*
El valor de C se obtiene de la misma manera que en los

casos anteriores y estia dado por

1

2
a
n

e ™cw =Cq[1" 4 Z
Rz

[+
n=1

exp (-D* ct: t D ]
CA. 2%

La curva D de la figura (A.12 muestra el comportamiento de

para un sistema con D' = 1,36 x 10-5cmz/seg y R=5cm
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APENDICE B

Para resolver el sistema formado por las ecuaciones (2.14) y

€3.21) se hara uso de las siguientes variables adimensionales:

.
X, =TT
_ut
t'D L
_ D
By = T
8 = LB
D u
_ C
cD - Co
. S
D Co

donde L es la longitud de la muestra y Go es la concentracidn
inicial del fluido desplazante. De lta definicidn del tiempo
adimensional, tD, se tiene que esta variableA es igual al numerc de
volumenes de poro inyectados. Con las relacliones de arriba, las

ecuaciones (3.14) y (3.210 toman la forma

& c, oc, o, oc:
D - = f e -y R
D oxz d)(n oLD 0LD
D
¢B. 13
oc: ’
€1 -f) ——L_. =8 cc -c'> (B. 2>
anD D D D

Para un medio semi-infinito, las condiciones iniciales y de

frontera son
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CD (XD,0)

"
(]
>
~
o

D
"
cC X ,00 =0 ., X >0
D D D
C Cm,t D =90 , Lt 20
] D D
a C
CD (O,LD) =1 + DD 2%

Tomando la transformada de Laplace de las ecuaciones (B,1) y

cB.2d

af A
| )

Despejando E;‘ de la ec.

tenemos

3]

¥ haciendo uso de las condiciones (B, 3a) y (B, 3,

= 5»¢C
p

ala
¢
on

pero

al o

> Ol
-}

[ -2

+ & (1

0l

- £

CB. 4D

(B.S

Bao (1 -2
D

(B.9) y sustituyendo en la ec.

se tiene

(B. 42

B + 4 (i -
D

2

3]

SO



BDACl-f) B

_ D
B + a1 - > B
D N D
P
Entonces,
S 4 & B
D - - nC =0 (B.6&)
D 4 x? d XD D
D
donde
BD
noo= W [ f + Bn ]
¢ Y qT=F

La solucidén de la ecuacidn CB.8&) es

X
T, = 6 exp —~——— 1 + T FabR )+

X
-2 -
GE exp N cl Y1+ 4DDn J

La transformada de la condicidn (B, 3c) es

S



ED Cm, 42 =0
Lo que quiere decir que G1 = 0. Por lo tanto,

X
D
- .
=N <1 Yi+ 4DDn J B.7

Por otra parte, la transformada de la condicidn (B.3d) es

¢
o

CD CO,s = > + D aw

o €0, 8.8
D

Derivande la ec. (B.7) con respecto a XD y evaluando

C0O,2) tLenemas,

ar o
>i

G
——-——D—- = z —
€O, =5 1 Yi+ 4DDn b]

Por 1o que la ec. (B.8) queda

G -
= _ 1 2 Y vy Sl
CD COo, » = = + 5 4 i+ 4DDn p]

CB. 9

Ademds, evaluando la ec. CB.7) en (0,0) se tiene

on
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"
Q@

‘ g, 0.8 CB.10)

I'gualando CB. 9> y (B.10> obtenemos para Gz

2
G2 = CB.11>
> CL o+ YL+ 4Dnn J

La ec. (B.7) se convierte asi en

xn
¢4 -~ Y1 +4Dn O ]
)
¢B.122
que sustituyendo el valor de n queda

a

B
o
4»[1+/1+4Dpa cr+¢+b>]
X B
exp 2 ¢t - 1 +4D > Cf + 2 _>
EDD s+ b

CB.132

gl
]

donde hemos sustituido
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Para encontrar la transformada inversa de la ec. (B.13), se

puede hacer uso del métodoa de 1la integral de inversidn
z4)
compleja .

Haciendo & =1 + {z en la ec. (B, 13> se tiene

a2

. . - . D
(1 iz [1 + /1 + 4D CL + (2 [r + (“L.z”b]

B
X . D
op  —2 t /1*4%““2’[“m]

(3.0

Separando las partes real e imaginaria del radicando esta

ecuacidn se puede escribir como

2

[1""2][1»( /U e ey ]
X [1 - Jueav ] CB.15)
exp

8

54




donde

Bb + B (1l +zD 4
£+ 5] D
U—1+4DD (1fb)z+zz J
BD
vV = 4D_ z £ o+ >
¢t + p% + 2%

Mediante un diagrama de Argand en el plano complejo, se tiene

que

arc tan _rVJ__

(3
i

Ademas

Entonces la ec. (B.139) toma la forma
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E:
4] )
[1*"2][14- o cos-—%—*i)’p sen—g—-]
XD [} 8
expa—ﬁl—D—Cl-‘/p cosT-L'/p sen——a—-)
- 2 XD
%7 @ i AT H, FNy P gp - ¢ M T
donde
M = ¥Yp cos—?——
1 2

N =9 p sen—g— o

Multiplicando y dividiendo por (1 - iz C1 + M1 - iNz) tenemos

[c1 +M - N2z - ¢cz+Mz+N>‘l
2 1 [y 1 1 3

¢t + 2% [c1 + M2% & NP ]
s 1 .

X
o
oxp [ ZDD ¢ Mt) L EDD

Tomando en cuenta que



y separando las partes real e imaginaria

v
2 exp [ EDD ¢t Ml) ]

e L+ 2% [ ¢t o+ M‘Jz + N: ]

Nzxn
[ [ A M‘ - N‘z) cos —EB;—— -

N.X
1 p ] _
EDD

Cz + Mz + N D sen
1 1

N X,
4 [ 1 + M - Nz sen 'EB;“ +

N X
1°D
Cz + Mtz + N‘) cos —55;- ] (B.18

Es decir,

con
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X
2 exp [ D 1 -~ MD ]
- e, ! [Cl + M = N2> cos

<1 o+ 2% [c1 +M’)2 +N|2_]

- Cz + M‘z + N‘) sen NixD
EDD

X
g e [—-—-—eg Lo~ M) ]
_ D { (1 +M -~ Nzd sen
g 1 g

1 + 25 [c1 +M’)2 +Nf]

2D

N X
*Cz + Mz + ND cos —_r
D

Podemos asi aplicar la férmula

o4}

) C(p cos zLD - q sen ztb) dz

obteniendo'

N X
1D

ab
D

%

o~



o1 XD
ty axp [éD—D— ct —M‘)]

L+ z5H [u +H‘)z +Nf]

Haciendo ahora

en la ec. CB.17),

C X ,t D =
© o' o

N X
1D
[Cl + M’_ N‘z) cos CZLD 35 > +
Nxxo
+ Cz + M’_z + Nt) sen (zLD - ——?D—D—) ] dz
C(B.17)
= 1 -
M= 35 1 M‘)
D
N1
N = 35 .
D
tenemos
@
etn exp MXD
Tt a o+ zH [c1 - DDM)‘ + CDDNDZ ]
o

[(1~DM—DNz)cosCzt -~ NX D> +
D D [ o

Cz - D Mz + D N sen (zt —NX)]dz (B.182
D D D D

59



donde

.1 _ a
M ) 1 Y e cos  —5— p)
.1 — @
N = 35 Yo sen ——
D
o = G o+
8 = arc tan —Z——-

B b + B (1 + 2%
U= 1 + 4D £+ 5 >
¢t + b3+ z
B,b
V= 4D z £+ > >
¢t +bB)% + 2
BD
b=—4—F

Hallaremos ahora CD*. la concentracién de bloque del fluido
inyectado.

Haciendo

en la ec. (B.18) tenemos
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X
2 exp [ °_c1 - M0 ] N X
< by t € o cos —meie -
B = 2 2 z t aDn
C1+z)[C1+M*) +Nl]
N‘Xn Nsxn Nxxn
nl sen ——-2-5—— p) - A (ﬁ‘ cos -—-—E—D—-— + G’. sen ——é—D—-——-— J
o D
CB.18>
Ahora, de la ec, (B.&2
. t:vCD =b[C1+b)-4z]
o s + b 2

¢t + 2% 4+ 2

donde hemos utilizado =21 + iz

Sustituyendo la expresidn para En dada por la ec. (B.18) la

Gltima ecuacidn se convierte en

gn = L +b)Ca cs—N—‘—)f-P——- s Mt >
S € ¢ ©°° 7Z5 B, sen —3p
[ [}
Nxxn Nnxo
~-z C 01 sen —~—é-D~n— + ﬁi cQos —35 7 ]
‘ Nt)(n N‘X
-4 [Cl + bd o  sen E5) + f)‘ cos 55 ]
Ntxo Nxxn
+ 2 ¢ a‘ cos —-—Eﬁ;—— -~ ﬂ‘ sen «——aﬁp— bl ] CR. 19

=3



donde hemos denctado

D
2 b exp [ ZDD ct M1)1

1+ z% [(1+M‘)2+zz] [u +b)z+zz]

Agrupando términos en la ec. (B.13) tenemos

N X
+"p
Euze{[a‘(1+b) ﬁ*z]cos—,ﬁ——
D [
leb
[{?‘(1+b) +a’z]sen———aT)——
D
N Xp
_é[ﬁ‘cj-*'b)*’q‘.z]COSTD—'

N, X
R A D ¢ 2
- [a‘ €t + b2 -qfz ] sen e } ©B. 20D

Sean
r.= oo 1 + bd) - ﬁ‘z
ég= 31(1 + b +a‘z
Entonces,
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z "= ¢ i, i,
p % [ ¥, 95 —ap ¢ S0 D
[} D
N X N X
4 17D
¢ 6 cos —3z— + y sen —zs— O ]
D D
Es decir,
= %
C = ptig
con
. M X N &
p-—gcr1 cos =5 6‘ sen ET) J
D D
Nsz N‘XD
q=—e(6lcos 35 + r, sen aDn
Utilizando ahora la fdrmula
t, ®
C” - & Cpcosztn-qsenztb)dz
D 1
o
obtenemos

(B.a1>
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NixD
¢ sen (zt -——————————)]dz
1 ]

que sustituyendo la expresion correspondiente a & se Lransforma en

xD
—_—e— (1 - M’)

s ]
tD b exp [ EDD
C * = ___a__g_____ 2 2 2 z F
o I C1+z)[C1+M‘) +N‘][C1*b) +z]
]
N X N X
1" D - 1 p
[;v'_ cos ( ztn 5 2+ 6‘ sen (ztD -3 ] dz
>3 D
<B,22)
donde



¥, = a 1+ -pz

1

ﬂz 1 + bd + a,z

&S =
E3
a = 1 +M -~ N2z
t 1 1
ﬂ1 =z + sz + NL
a
M = ¥ COS —3-
1 =
N = Yo sen L
1 a2
p = Uz + vE
8 =  arc tan —%—

La ecuacidn (B.22) puede ser escrita como
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E
“ “ e P b exp MXD
b r ¢t o+ 2% [CI—DDM)2+CDDN)Z] [C1+b)z+zz]
(o]
[71 cos (zt.D - NXD) + 6‘ Se.l? Cztp - NXD) ] dz
¢B.23)
donde

S = C1 +b) + oz
y = aCl +b -z
ri=z—DDMz+DDN
a = 1 -DM-DNz
D D
= L - o
M—EDD C1 ] cosaD
1 8
N = aDn Yo sen =

las variables p, 8, U, V y b quedan definidas como en la ec.
CR.2281.



APENDICE C

Resol veremos aqui la ecuacidén (4.89), que reproducimos a

continuacidn

&F S.a as as,,
D, = - = v cc.1
ax? 8 X ot

Las condiciones iniciales y frontera de interés son

S (X ,00 = O X > 0O CC.2ad
wa D D
S Cmot > = O t 20 cC.2bd
wa D D
a Swa
S 0,0 =1 +D —0—0n— t 20 <C.2
wa D o 48X D

Tomando la transformada de Laplace de la ec. CC.1) y utilizande

la condicidn (C.2a) tenemos

wi
Wl

wa wWa =

d
- - 45 =0 <G 3D
d

wa

(oW s N
o~

>

-]

cuya solucién es

X
— _ D _{—————
Swa—G‘exp[ ¢1 +v1+4D o >]+

2D,
X
[ - _/——-—

G, exp [ 25, <1 1+ 4D & >] [qelP>)

e?



La transformada de la condicidn CC.2b) es
Swa(oo,a) =0

Lo que implica que G'_=' 0. Por lo tanto,

X
Z =06 exp P ¢1 -1 +aD o D
2D, b €C.5

wa 2

Ademas, la transformada de la condicidn CC.2c) es

43S €0,o
1 wa " ¢c. 8d
8,4 €0:9) = 5~ + D ~—po——

D

=G 2D
2 D

4 S.a L ¢t -vyT+453 >
d X
D
X
M . - -
axp[%:-(i Y1+ 4D O

d SwaC 0, »2

de manera que estA dada por

d X
D
d §waco,w G,
= - Y1 + 4D & .
T 2D, C1 1 +4D & O C.?

Ademas, de la ec. CC. 9



8§ C0,8 =6
wa 2

Sustituyendo este resultado y la ez, CC.7) en la ec. CC. &)

obtenemas

2
Gz = cC.8)
&C1 + 41+ 4060 >

La ec. CC.9) puede entonces escribirse como

2
wa sCL v YT vaD 5 2

X

exp[ D - YT TS ] qeN )]
—-——aDD C1 1+ 40 >

Para encontrar la transformada inversa de la ec. (., 9, se
puede utilizar el método de la integral de inversidn compleja.

Haciendo 4 =1 + {2z en la evc. (C.98) tenemos

2

Swa

C1+ t2d) (1 + vV 1 + 4DD(1 + {2) 1

X
) _ -
exp[aDD <1 Y1 +4D {1 + i2d )]

Separando la parte real e imaginaria del radicando se tiene

(1]



a 2

s =
wa
Ci + (22 [ 1+ U+ (Vv ]
X, )
exp [EDD 1 - YU + ¥V )] (B. 10O
donde

U =1+ 4D
D

<
n

4D 2z
D

Mediante el uso de un diagrama de Argand en el plano complejo

o ete = _/-—p— eL9/2

[
+
.
<
)

¥ o € cos L4 ¢ sen 25

u

En consecuencia,
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2

S, -
wa 1 41z (L +v¥p (cos—g—+isen-——:—))

X
exp d cCt1 -vYp cos—g——tip sen—a—-)
EDD 2 2

Multiplicando numerador y denominador por

1 +iz) (1L +9¥p cos-—ea-—- -t Ype sen—g——]

2 (1 + vzd) (1 + CM‘-— i.N‘)]

wa c1+ 2% a1 + M£>z + Nf 1
Xn
exp [éﬁ—c L - M - LN’.)]
D
donde
M = Yp cos £
1 2
N = ¥p sen 2.
t 2
Ahora,

CL - {zDC1L + M - IND> =CL +M - Nz - {Cz + Mz + ND
1 1 1 Y 1



NtxD N‘XD N‘XD
exp (-t —a—b—-————) = cos —mm -t sen —g
[} ] D
Por lo tanto,
2(ICL +M - N2z - iz + Mz + NI}
§ = 1 3 1 1
wa o+ z® (MO N
Ntxo N‘XD Xo
Ccos 25, - U sen =N ) exp [aDD i ~M)]

De donde podemos facilmente separar la parte real p y la parte

imaginaria g, de tal manera que

§,= P *ia
XD
2 exp [ZD [ R M‘)]‘
- )
€1+ z% 1+ M‘)’ + N: 1
NLXD leD
[Cl + M- N 2> cos =on - Cz + Mz + ND sen 20, ]

X
- 2 exp [ 553—-c1 - n‘>]
D

1+ 27> te1 + M‘)’ + N: ]

N‘XD Ntxb
[Cz + M‘z + N‘) cos —ET +C1 + M‘- N‘z) sen —é-sb———]

T2



Podemos ahora aplicar la férmula b

w

S X ,t ) = 2. I Cp cos zt - q sen zi ddz
wa D D o

¥ wilizar las idenbidades hriqooométricas

cos (¥ - &2 cos¥ cosf + seny senl

sen (¥ - £2 sen¥ cosf - cos¥ sent

para obtener

t © xn
2eP (EXPJ.E[)I’Ci—Mt)]

S C X ,t> =
wa b P Jo Lo+ z® e+ MO® N
Nxxn
[ <t o+ M1 - N‘z) cos (ztD - —EE;——D +
NtxD
¢z + Mz + NDJ sen (2t - «——> dz <G, 12>
1 1 D EDD

donde

73



_o— . ]
M=Yp cos &=
N =7 sen S

t e 2
e =/ U +V?
6 = arc tan ~5—

U =1 + 4D
D

Comow el flujo fraccional de agua activa fw esta dado por la
oc. C(4.16)

C4.160

Derivando la ec. (CC.12) con respecto a XD y sustituyendo en

la ec. (4.18) obtenemos para el flujo fraccional
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[C1+M - N 2z +
1 1

1 - M
2

—_—t 1+ M —Nz)]cos(zt -
1 i D

X

L m{exp[ﬁ:_ ('1—M1)]
@

<1+ 2% rct + MO® 4 N

N
1

2

(z + Mz + ND
1 1

N
1

2
1

2D

Xn
—z dz +
D

X
fa 4] D
ty { exp [2D C1 M1>]
2 e D
n 1 o+ 2% e+ Ml)z + N2 )

[

1

1
a2

+ Mz + N> - L +M - N2
1 i 1 1

N X
._._‘._P..._)}dz

eb
D

2

+N‘].

1.--Mt
= cz +Mtz+N£) ] sen Cztn -
Pero,

N‘
C1+M’.—N‘z)+a (z+M‘z+N‘)—
1.—M1 1 2
= (&1 +N1—Ngz)=_§_[“’ +M1)

N
Cz +Mz +NDJ - =2 ¢C1L +M~-Nz -

Iy 1 2 1 1
1—M‘ 2
= Cz+M‘z+N‘)=é—-[Ci+b‘l>

2
+r‘42)
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~ Por 1o tanto; oo

. “ f.t : ® XD
f . E,b, exp [gg-(l - Ml)}
= D
W 3
o 1+ 2
NtxD NiXD
[ cos Czt..D ~ ~§§—-—D + 2 sen Czt,D -~ -—EB——D ] dz C(C.13>
3 D
1 - Mx N‘
Sl en la ec. C(C.18) hacemos M = =5 ¥ N = —EB:
tenemos,
@
eLD exp CMXD)
Swat¥prtp? * R o L +2% 1t - M 3%+ CNDOF 3

[ 1 - MDD - N Doz) caos CZLD - NXD) +

€z - MD 2 + ND ) sen Czt - NX O ] dz CC. 14D
o o D o



donde

Mientras que para el flujo fraccional

@
_LD exp CHXD) cos €zt - NX D +
r = & — P D [
w 24 1 + 2z
o
z sen Czt_ - NX > ] dz CC. 19
D D
= L . 8.
M= EDD <1 p cos —3 D
.1 8
N = —=g5 e sen ——
D
o = Ut o+ V2
8 = arc tan —Lvl_
U=1 + 4D
D
vV = 4DDz

17
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