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I N T R o D u e e o H 

L..". íisica d;;y fltJj•::> de fluidos a lravás dE> mE>dios porosos se 

ha hecho indispensabl<? en m•Jchas áreas de· la ciencia aplicada e 

ingeni er ia, a par t_e :lel i nt..er-?.s q•.1e ti ene desde el plinto de vi st.a 

sueles, hl. drogeol cgia, i ngeni "'r í.a petrolera. i :lgen i er í.a. de 

maler1a. Los .ast.udios realizados abarcan desde ta fisi.::.a da le.os 

procesos invol<icr.3.dcs hasla 13. implemenlac1én de sim•Jladores 

comp•Jt.aci•::inales, pasando por el posible carac!.er fractal de la 

di spers16n' 1·z1
• 

La información del flujo de fluidos a lravás de medios 

porosos está dispersa en libros y revistas, que generalmente está 

referida a la aplicación e-.;pecit'ica. Entre los libros que 

contienen rasgos generales del tema sobresale el escrito por 

Muskat.'ill que a pesar de su antigüedad (1937) contiene discusiones 

;'' ir1teresantes. Er1lr·e los libros más compleLos e5L\n Bear<">, <J<1 

t. ediL.:i.do por C'e Wiest"" y ma~ r°"'ci.,.ntemente el de Sche1de<JgE>r"''. 
. ., 

que> conliene valiosas r'O'fer-:>nci.as. 

Uno de los pr1meros c:ientil'icos inl,.¡¡resados en el flujo de 

fluidos a través de medios porosos !"<Je Darcy'
7

' quien estudió el 

flujo de agua en filtros de arena y dedujo empíricamente la ley 

que lleva SlJ nombre y que relaciona el gas\..o dEJ agl.la (volumen por 

unidad de liempoJ a la salida del filtro y la diferencia de 
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presiones que hay .;¡ntre los e:ct.remos de el. 

Coat .. s '.I Smi T...h'ª} el un 

medio hc·mogé-neo (sin fr1ct'.Jr.:ts) está const.! luido por =onas ds-

conducción de fluidos llamados can3.les y zonas de esl:;ncam1ento 

llamadas Lrampas. Aplicando <>sLas ideas a la ecuación de 

convecci(Ín-rii~persión dec;c:ibii?ron el <jespl.J._:...lm.!..':nt,o de 1LU1.dcs 

miscibles en medies porosos homogén€>0s. 

El fluy:i de fluidos en mE1dios homogéneos ha sido ·::ibjElt..o de 

numerc1sos est.udi os< 1-tz>. Sin embargo, no es así en el caso de 

medios porosos que presentan fracturas.El capítulo 3 de esLe 

trabajo está dedicado a la aplicación de la teoría convecti•ra 

di spersi va al despl azami ent..o miscible en rr.edios porosos 

fracLurados. Aunque los resultados son satisfactorios al utilizar 

un bloque de forma cilíndrica para probar experiment..alment.e la 

validez del modelo propuesto, se hace necesario realizar 

experim'E'nlos con et.ras geometrías. 

Por otra parte, para el proceso de desplazamiento inm.iscible 

a Lravés de un medio poroso homogéneo, la li leralura existente 

sobre el tema 

desc.;r 1 pcl ón es 

indica que 

la debida de 

1 a teoría más uli 1 izada 

Bt..ickley y Leverett' 1ª' que 

para su 

tiene el 

inconveniente de conducir a. valores múlt..iples de la. saturación 

para un mismo p<mto. En el capílulo 4 de aste lraba.jo sa propone 

que al proceso puede describirse con la. leorL"l de convección 

dispersión mediante la inlroducc.:ión del concepto de volumen de 

poro act.i vo. 
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El capilulo e está dedicado a desc;-ib1r -el i?xperirr.enlo de 

Darcy, 3.demás br.everaent.e l 3.S de 

Na vi er -Slck es para ¿¡l ·¡t .. scosc '/ ::!el 

despl azamt en lo de f 1 ui dos i nrni sci bl as en medí cs par ::ses. 

El capitulo '3 da las conclus1or.es a q<Je cond<1Jo este trabajo, 

y en los apéndices A. 8 y· C ,;e hacen les desa1·rollcs malemálicos 

.-je los modelos pro¡::w;>s1..os en l~"S capit•1los 3 y 4. 

11 
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CAPITULO 2 

GEN ERAL I D.A DES 

2. 1.- Medios Porosos. 

Esludiar P-1 flujo de fllJidos a lr-avés di;¡ m<:>dios por<:>sos 

requiere dejar claro lo que enlend.,remos por "medios porosos". 

De enlrada, estaríamos tenlados a definir los medios porosos 

como cuerpos sólidos que conlienen "peros", suponiendo que queda 

claro qué se entiende por un "poro". Sin embargo, es muy difícil 

da.t una. def i n.i ci an •;9Cmét_ rica 9Xac1. a de 1Jn poro. 

I nlui ti ""'-m"'nt."', los poros son 8spaci os vacios qtJ'6l d8ben es lar 

distribuidos con cierta regularidad si el material ha de 

considerarse poroso. Los huecos ext.remadamenle pequeños de un 

sólido son llamados inlersticios mol'6lcular'6ls y los muy ~,·andes son 

llamados cavernas. Los poros son espacios pora:;;;os de lamaño 

inlerl!'P-dio Cunas cuanlas micras) ent.re cavernas e inlerslicios 

rnaleculare:;;;; la limilación de su lamaño es además inluiLiva y lll4S 

bien indefinida. 

Los poros en un sislema poroso pueden estar inlerconeclados o 

no inlerconeclados. El flujo inlerslicial del fluido es posible 

sol amen le si al menos parle del espacio poroso eslá 

interconect3do. 

De acuerdo can la descrip<:ién anterior Cal término definición 

~ difícilmenla aplicable), los siguienles son ejemplos de medios 
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papel filt.ro, filt.ros de ¡,,rena-. un t.rozo de pan, et.e. 

Un medio poroso puede se caracterizado. por una variedad de 

propiedades geométricas. En primer lugar, el cociente del volumen 

de poro y el volumen tolal e-s muy importan te. Esta can ti dad es 

11 amada la ¡:::-or·osi dad (comúnmente denotada por 'f>) y es expre-sada 

t,anLo como una fracc1cin cerno ¡xir tm porcentaje. 

2. 2, - Experimento ·:le Da.!:.S'L:._ 

En 1866, Henry Darc/7l estudió el flujo de agua en filtros 

de arena. De sus experimentos, Darcy concluyó que el gasto 

Q es: (a) proporci anal a 1 a sección Lr as ver sal const.ante A, ( b) 

proporcional a la diferencia de alturas <h
1
-hz) y (e) inversamente 

proporcional a la longit.ud L del mal.erial poroso (fig. 2. D. Esl.as 

conclusiones se resumen en la famosaa fórmula de 

Q 
K A (h - h ) 

i z 
L 

(2.1) 

donde K es un coeficiente de proporcionalidad llamado 

conductividad hidráulica <.lel medio y que en términos de la 

permeabilidad ~ del medio se define como 

K 
A P g 

µ 
(2. 2J 
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FIG.2.1 :- EXPERIMENTO DE DARCY. 



Las dimens1cnes de La permeabilidad 4 sen de longilud al 

cuadrado. debe ser 
z 

cm . 

Es+.a unida·:! h?. sido accptacta sólo por -algunos fi.sicos y qu:uru.cas. 

En algur.a.s 13.m.a.S de l.a ci$nc.ia aplica.da .. se han adopt .. ado olr3.S 

unidades especificas del irea. por ejemplo, en la industria 

pelrolera. se tJs.a el ºda.rey", con 

1 dar·cy 9. 97 :·: 10-9 

2. -3. - Ecuaciones de tlavier -Stokes. 

Expondremos aqui los fundamenlos de 

Na vi er -St ck es o de "flujo vi seos o" de 

z 
cm 

las 

la 

ecuaciones de 

hidrodinámica. 

Seguidamenle haremos una discusión de su aplicación al flujo de 

fluidos en medios porosos. 

Formulemos primeramente la ley de conlinuidad, en la forma: 

el exceso neto dl'!l flujo de masa, por unidad de liempa. que en\...ra 

o sale de ct.1alq•Jier element.a infinilesimal de t.1n sistema rlt.1ido, 

es exac\..ament"' igual al cambio por t.1nidad de l.i'i'!mpo de la densidad 

del fl 1.1i do en esl'! el ernent.o multiplicado por el vol UmE>n poroso del 

elemento, lo que es equivalente a la ecuación 

di V Cp'() " CpVx) + dY " CpVy) + dZ CpVr.) 

C2. 3) 
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dende Y es la velccidad del !'lujo en el punt.o Cx,y,z), p es la 

densidad del fluido y ~ la porosidad del medio. 

Para proseguir, es claro que debemos especificar la 

naturaleza del fluido involucrado y el carácler t.ermodinámico de 

su flujo. En otras palabras, debemcs conocer la "ecuación de 

estado" del fluido. En términos generales, ésta será una relación 

cuant.ilativa ent.re su densidad, la presión P y la t.emperat.ura 

absolt/ta T. que puede ser expresada por una ecuación de la forma 

rCP.p,D o (2. 4) 

donde P, p y T se refieren al m.ismo elemento del fluido. 

,'\demás de la <?cua.ción de continuidad y una ecuación de 

estado, se requiere una definición dinámica de la naturaleza del 

flujo. considerando un elemento de volumen del fluido, se 

encuentra que en general estará sujeto a tres t.ipos de f<.ierzas: 

Ci) gr:adient.es de presión cuyas componentes son aP/cJx , 

C2) fuerzas externas t.ales coiro la gravedad, de 

componen l.. es F'~, Fy, F':z: y C 3) las fuer zas que se oponen al 

movimiento del fluido y debidas a la resistencia interna o 

fricción exper i menlada por el fluido. En los textos de 

hidrodinámica se muestra que para el caso de "flujo vise.oso" se 

obtienen las siguientes ecuaciones dinámicas de llKlVimi~nt.o, 

originalmen~e deducidas por Navier y Slokes. 
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d Vy 
p~ 

d Vz. 
p~ 

donde 

a P 
71 

a P 
~ 

+ 

+ 

e div v 

Fy 

F:: 

+ µ r V.'< + _!__3 µ ~ 
d X 

+ 
...z 1 d e 

µ y Vy + ""3 µ ay 

+ ...z 1 a ·a 
µy V::+ 3 µ az 

(2, 5) 

La formulación anlerior puede considerarse complela, ya que 

tenemos cinco ecuaciones independienles C2.3, 2.4 y 2.5) para las 

cinco incógnilas esenciales, p, P, Vx, Vy, Vz. 

Eslriclamenle hablando, el flujo de un fluido viscoso a 

~ravés de un medio poroso no es sino un caso especial del problema 

general del l'lujo viscoso enlre fronleras impermeables. Debido a 

que los poros del medio están fijos, el flujo a lravés de ellos 

está en pr i nci pi o descr i lo por las ecuaciones C 2. 3) , C 2. 4) y 

C2,5), Pero, excepto para ciertos casos de geomelria relalivamente 

simple, las dificultades que se presentan en la solución de las 

ecuaciones con insuperables. El tratamiento de problemas en que el 

t'luido fluye a través de cana.les irregulares y tortuosos, como en 

el caso de una arena, son muy dif'íciles de resolver y uno debe 

recurrir a otro método de ataque. 
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De las cons1deraciohes anteriores. est.á claro que la 
hi.drcdinámica del flujo a lravés de medios porosos debe ser 

t'ormul.:1da de manera dl:'e-r&nte de la teoria clásica del flui,.::!o 

viscoso. La diferencia debe residir esencialwenle en la expresión 

de las ecuaciones dinámicas que la t..eoria clásica presenta en la 

forma de las ecuacior.es C2. 5:>. La ley de la conservación de la 

!l'.asa y las definiciones termodinámi<;as de un fluido deben ser 

conservadas en cualquier sistema t.ermodinámico. Sin embargo, no es 

irrazr.mable que las reacciones dinámicas de tJn fluido al pasar a 

través de los finos canales de un medio poroso puedan, desde un 

punla de vista macroscópico, aparecer de manera diferente que 

analizadas micr oscópi e amente y representadas por las ecuaci enes 

C2.5). 

Es esta diferencia la que ha sido establecida empíricamente 

por los exper i menlos de Darcy par a líquidos y en exper i ment.os más 

recientes para gases, y ha sido formulada como ley de Darcy. Esta 

l<ay .¡¡st.ablec.e q1Je ITUU:ll-(r-:>df\ú::a.m«U.e, la velocidad de <Jn fl1Jido 

Cluyenda a lravés de un medio poroso es directamenle proporcional 

al gradiente de presión que actúa sobre el fluido. Por el 

calificativo macroscópicamenle queremos decir que los ele111entos de 

volt.imen a los cuales se refiere la velocidad y la presión 

conlienen t.1n gran número de poros y las variables dinámicas son 

realmente promedios sobre \Jn gran número de poros, a1Jnque en 

delal le puedan mostrar grandes variaciones en las celdas 

individuales, como seria realmente, de ac1Jerdo con la descripción 

detallada implicada por las ecuaciones C2.5), si uno p1Jdiera 



resolverlas <axplicitame11\..e. En olras palabras, la ley de Darcy es 

de la naturaleza de •1n resultado esladíst.ico que da la· equivalente 

empirica. de las ec•.z3c¡:::r-.e~ de Navier-Sl.:ikes (2. 5J promediadas 

sobre un número muy grande de poros individuales. 

2. 4. - Desplazamienlo Inmiscible. 

Cuando el espacio poroso del medio eslá ocupado por dos o más 

!'luidos inmiscil.Jles, la saturación en un punto con respeclo a un 

t'luido particular, está definida como la fracción del ""'lumen 

poroso ocupado por ese fluido parl.icular. 

Mt.!chos i nvesli gador es <a,!3-ts» concluyen de sus experimentes 

que cuando dos fluidos inmiscibles fluyen simulláneamente a través 

de un medio poroso, cada fluido eslablece su propio camino. 

Suponen que a cada grado de saluración corresponde un conjunlo 

único de canales. Así, si se lienen un fluido 1 de saturación S
1 

y 

un fluido 2 con saLuración S
2

, a medida que S
2 

se red\Jce, los 

canales del fluido 2 lienden a romperse hasla que solamenle quedan 

re.t¡µ ~s ai s.l ai:1;t.:¡;. =-·~p¡o.<;l.a:¡;. iX1l" ,......,.. f l i.u do P'i" m.;1..w;:-.i <i<nt:lr.> <:r.>lllr.> un.¡¡,, 

saturación irreducible del fluido 2. En forma anal oga par a el 

caso en que la saLuración del fluido 1··se réduce. 

Con estas ideas en mente, parece naL1Jral aplicar el concepto 

de permeabilidad establecida. para. el flujo de un solo fluido, 

modificando su valor para permitir la presencia del segundo 

t'lu!do. Bucl:ley y Leve1·ett.< 111
> plantearon el problema desde este 

10 



.-:JP.. 

inc<:impresibl-es. despr~ci ando 1 a presión capil21r y la f'-ler::a de 

gra··1edad. Su ,;;ól 0.1c:1c:in ha sido la mas ·.ilil1::ada por muchos años. no 

obst..anle que present..a el 1n.::onven.l.enle de conducir a valores 

m{Jlliples de la saluración para un mismo punlo. 

Numerosos son los auLoresacs-u:n que han LraLado de explicar 

o eliminar la i ncongr uenci a que presenla la solución de 

Buckley-·LevereLL, sin resullados salisfaclorios. En un intento por 

ofrecer una allernall'.'a, para la descripción del desplazamiento 

puede aplicar la Leoria convecLlva-dispersiva. 
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CAPITULO 3 

DESPUZ.e,HI ENTO DE FLUI cos MI ser BLES EN HEDI os POROSC6 

FRAC:TURADJS. 

Un medio poroso fracturado es un sistema de doble porosidad, 

tJna asociada a la malr1z y la otra ase-ciada al volumen de las 

f'racturas. A la primera se le conoce con el nombre de porosidad 

primaria y a la otra se le llama porosidad secundaria. 

Para hacer un estudio del desplazamienlo en 1.ma mueslra de 

esle tipo, supongamos que lenemas una muestra fracturada lineal 

Cfig 3.1) camplelalllE!nl.¡¡ salurada con un fluido; enlences, a un 

liempa dado se empieza a inyeclar un segunda fluido en una cara de 

11 mueslra. Suponiendo que los fluidas san miscibles, se desea 

encanlrar una expresión analítica para la concentración del fluido 

inyectada como una función de la distancia y del tiempo. 

Experimentos de laboratorio indican que la permeabilidad de 

las fracturas es mucho mayor que la de los bloques. Entonces, para 

f'ines prácticos, se pue<le considerar que el desplazamiento de los 

fluidos tiene lugar exclusivamente a través de las fracturas par 

un proceso de convección-dispersión, mientras que los bloques de 

la matriz actúan como regiones de estancamiento, que intercambian 

materia con las fracturas por difusión molecular Cfíg. 3.2). El 

desplazamiento por convección es debido a la existencia de 

gradientes de presión y su densidad de corriente J está dada por 
e 

12 



FIG. 3.1:- MUESTRA DE UN MEDIO POROSO 

FRACTURADO. 



.. . . . . . . 

. . . 

. . . . .. . . . 
. - . . ~ . . . . 

FIG. 3.2 :- MECANISMO DE DESPLAZA· 

MIENTO DE FLUIDOS EN UN MEDIO 
POROSO FRACTURADO. 



;; 

J e ifJ C V C3. D 

donde ~ es la porosidad LoLal del sistew~ (fractura • poros de la 

ma t..> i z) , C es la concent.r ación del tr a::ador y v la velocidad 

intersticial media, que está relacionada con la velocidad Darcy v
0 

por la expresión 

V 

V 
D 

-;¡-

Por otra parte, el desplazamiento por dispersión, debido a 

fenómenos de t.ipo azaroso como la difusión molecular (ocasionada 

por gradientes de concentración) y la dispersión mecánica (debida 

a la aleatoriedad de las t.rayeclorias), y est.á regida por una ley 

t.ípo Pick de la forma 

(3. 2) 

donde J d es la densic.Jad e.Je corriente de dispersión y D es el 

íi coeficiente de dispersión. 

SUperponiendo los efectos de convección y dispersión, se 

llene para la densidad de corriente t.ot.al 

J ~ ccv - r:no C3. 3) 

13 



Consideremos ahora t~na región R del medí o poroso, 1 i mi lada 

unidad de Uempa, a t,ravés de la superficie S. '2!stá dado por 

J f </> CCv - D'lC ) · n dA 

donde dA es un elemento de area y n su normal unilaria. 

Aplicando el teorema de la divergencia, se t.iene 

J f 1' CCv - D'7C)· n dA 

s 

J J J 'l·<f;i CCY - 0'7C)dV 

R 

(3. 4) 

En ausencia de fuenles y sumideros, el principio de la 

conservación de la masa se puede expresar como 



... ' 

.... · R '. ... 
. . . . . . 

FIG.3.3:-REGION R DEL MEDIO 
POROSO LIMITADA POR LA SUPERFl­
Cl E S. 



J J ti> Ccv -D'VC)· n dA 

s 

d dI" ( f f J 
R" 

1' e di/ + z f If 
R 

4' e* di/ J 
i 

C3. 5) 

donde ~1 es la porosidad primaria. ~z la porosidad secundaria y e• 

es la concenlración promedio del fluido inyeclado en los bloques 

de la matriz. 

Si R no varía con el tiempo 

....:!_ ( 
dt. J J J 

R 

JI Je 
R 

'P C dV z 

+ 
ll e* 

-t
1 

-;;--¡:-- J dV 

) 

C3. 6) 
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Susliluyendo la ec. C3.oJ en la ec. C3.5J, se tiene 

J J tfJ e cv - D?C ) · n dA 

s 

f JJ 
+ " e* 4'l ~) dV 

R 

(3. 7) 

y de la igualación de los segundos miembros de las ecuaciones 

C3,4J y C3.7J obtenemos 

JJJ 
R 

[ <ji<:/· (CY - D"7C) 

d e* ] dV 
t/J._d"'t 

+ + 

o (3. 8) 

" e Si 'l·CCv - D'lC), dt y " e* ~ son continuas, el integrando 

do la ..cuación C3.0) dQI:>.;> ser cero p;ara lodo punto, puesto qu~ la 

ecuación es válida para cualquier volumen. Por lo t.ant.o, 

t/J 9 • C Cv - Dl70 + + o (3. 9) 

que se puede escribir como 



+ e 'l·v + 'l·DV'C 
1i2 a e 

+-;¡;- ~ o 

C3. 10) 

Para un fluido incompresible 9·v O. ConsecuenlemenLe, 

"lC:.·v "l·r:RC 
ipz a e ip l. a clf 

o ... -<P- --ar- ... -<P- al 

C3. 11) 

Si D es conslant.e 

D ..,Zc 9C·v 
~2 " e + 

.pi iJ e* 
(3. 12) T --ar- T bT 

En una dimensión 

D u 
4> 2 be 

+ T Tl 

ip l. " e* C3.13) T Tl 

donde u es la componenle de la velocidad en la dirección del 

eje x. 
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Finalmente, representando la fracción de fracluras, -;¡;-- , por f 

se tiene 

D " e u iJX 
íJ e 

f -;f"t + 
íJ e! 

(1 - f) ~ 

(3.14) 

La ecuación C3.14) liene la misma forma mat.emálica de la 

ecuación que se aplica medios porosos homogéneos Csin fracturas) 

que contienen poros de enlrampamient.o"1
• Esla equl val ene i a 

matemática se debe a que, t.ant.o los bloques de los med.Los 

t'raclurados, como las trampas de los medios homogéneos, pueden 

considerarse zonas de estancamiento. 

Ahora bien, e* es la concentración promedio en los bloques 

que, para un bloque a un tiempo dado, está definida como 

~ J J J c'Cr, t) dV (3.16) 

donde c'Cr,t) es la concentración en un punto del bloque y V es el 

volu~n de poro del bloque. La ecuación (3.14) tiene dos 

inc6gni t.as; C y e•; asl es que, se necesita ot.ra ecuación para 
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obtener soluciones e>:pl ir.::i las de es las variables. Esta puede 

obtenerse mediante consideraciones físicas. como sigue: Al inicio 

del experimento, la concenlración de fraclura d<i'l fl•..11co inyect.ado 

es cero. Cuando se inicia la inyección, el fluido avanza 

preferencial mente a lr?.'lés de las fracluras y en corto l..iempo 

al .;:anza •Jn estado cuasi-estacionario, asi es que, la concenlr ación 

de fractura puede ser aproximada por un valor canst.anle que será 

denotado C: . 
q 

El fluido i nyec lado penelr a a los bloques excl usi vamenle por 

d1. fusión molecular; consecuenlement.e, la concenlración dentro de 

los bloques obedece una ecuación de difusión de la forma 

iJ e• 
ifl C3. 16) 

donde D' es el caeflcienle de difusión molecular. 

Las condiciones iniciales y de frontera son: 

e' Cen el bloque) o para t. = O (3. 17) 

e' Cen la superficie) Cq para t. 2: O (3.19) 

En el apéndice A se resuelve la e<:. C3.16) con las 

condiciones dadas por las ecuaciones (3.17) y C3.18), para cualro 

si slemas di fer·enles que conslan de: (1) placas paralelas 
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infinitas, C2) c1Jbos. (3) esferas y (4) cilindros infinit.os. Para 

donde 

valor 

Cq C3. 19) 

e~ y 1: son constanles. 

Derivando la ec. C3.19) con respeclo al tiempo, se t,íene 

- e~ k exp e -k t) -k C Cq - e• ) ( 3. 20) 

Como se mencionó anleriormenle, Cq es sólo una aproximación 

en lugar de e 
q 

y cl.;:¡fl nl.;mdo 

{' .,, 

El = C1 ::..a "1t:u;;i.c::l6t1 

C3. 20) sa reduce a 

(1 - f) (3. 21) 

donde B es el llamado coeficiente de transferencia de masa entre 

matriz y fracturas. 

La ecuación C3.21) f1Je ori~inalmente propuesta por Coats y 

Smit..h<lll para e:-.-plicar la t.ransferenc.ia de masa ent..re canales 

Cporos conductoras de fluidos) y trampas Cporos de entr,mpamiento) 
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en un medio homcgéneo. 

validez ha sido est.ablecida por algunos 

11v1esti gadcres' 9
'
12

,. En este capitulo ::e muest.;a que puede 

aplicarse la misma expresión a medios fracturados. teniendo en 

C\.lent.a que e* represen la 1 a c.oncentraci6n de blo<j'Je promedio 

definida por la ~c. C3.1':D. Aunq•Je aquí se analizan sólo cuaLro 

casos, los resultados obtenidos sugieren que la ecuación (3.21) es 

una expresión general q•Je es aplicable a cualquier forma de 

bl':'.t:}'JR .• 

La solución analítica del sistema formado por las ecuaciones 

(3.14) y (3.21) se presenta en el apéndice B, donde se hace uso de 

viiri ables adi mensi".'nales. Cuando la inyección del fluido 

desplazante se hace en forma continua y se utilizan las 

condiciones iniciales y de frontera adecuadas, la solución para la 

concentración en las fracturas es 

donde 

t. 
D e 

fl 

- D M - D NzJ cos Czt - NX ) 
D D D D 

+ 



i' 
¡, 

' j :, 

M 
1 (1 -IP e 

) 
~ cos e-

l> 

N 1 rp e 
2D sen T o 

p / uz + vz 

e. ;:; ?.r.c t. 21.11 
V 

u 

El b + B (1 + z ) 

[ 
z 

] u 1 + 4-D f + o D 

o 
(1 + b) 2 + z z 

[ 
8 b 

] V :: 4D z f + o 
I> (1 + b)z + 

2 z 

B 
b 

D 

1 - f 

De manera similar puede obtenerse una expresión para la 

concent.rac.ión promedio en el bloque, en el apéndice B se muest..ra 

que 

donde 

t.D 
e 
rT l. 

Q) 

C3. 83) 



r et e 1 + b) - fñ. 

cS f3 e 1 + b) + = 

a = 1 - D M - D Nz 
D l) 

(!, :: e - ;;,\'\~ - \N 
los demás parámetros est..án definidos en la ec. (3.22) 

Es interesante hacer una comparación enlre el comporlamient..o 

de la concentración de fract..ura (dada por :a ec (3. 22)) y la 

concentración de malriz (dada por la ec. (3.23)). Con fines 

ilust..ralivos, consideremos un sistema de longitud L con las 

siguientes caracler isli cas: coefici~nte de dispersión 

adimensional D = 0.2. coeficienle adimensional de transferencia de 
1,) 

masa 8
0
= 0.15 y fracción volumétrica de fracturas f 0.25. 

También consideremos que las observaciones se hacen a la salida de 

la muestra, es lo es. par a X
0 

= 1 C ver apéndice 8). Los r esu! lados 

obtenidos se muestran en la figura 3.4. 

Observamos en est..a figura que, al inicio de la corrida la 

concentración de fractura crece mucho más rápido que la 

concentración de matriz, que es práclicamenle cero. Esto significa 

que el fluido inyectado se canaliza a t..ravés de las fracturas. Sin 

embargo, a medida que pasa el liempq, el fluido desplazanle 

empieza a penetrar en la matriz y para tiempos muy largos las 

concentraciones de fractura y malriz tienden a igualarse. 

La curva para la concenlración de fractura presenta dos 

r&;¡iones bien definidas. La región de pendiente mayor corresponde 

a ia parle del proceso que es dominada por el desplazamiento por 

convección de los fluidos que estaban inicialment..e en la fractura, 
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mientras que 1 a región c1P. f-P.ndi~nt.e p\?!queña repr?!;enta l ... '\ pdl4 l.e 

.Jcllü.;1ada por el inter-=:ambio de masa entre matriz y fractura. 

La figura 3. 5 presenla el perfil de concentraciones para el 

sistema anterior, cuando se ha inyecLado un volumen de fluido 

igual a la mitad del volumen de poro Lolal de la muestra, es 

decir,t
0
= 0.5. Al igual que en !a figura anterior. notamos una 

marcada diferencia entre la concentración de fractura y la 

concentración de matriz, siendo ésta muy baja, lo que pone de 

manifiesto que para estas condiciones el intercambio de fluidos 

bloque-fractura es muy lento. 

3.2.-Trabajo Experimental. 

El estudio experimental del flujo de fluidos a través de 

medios fracturados no es un problema fácil, debido a la dificultad 

que implica tener un cont1·01 preciso de las propiedades 

geométricas de la red de frai;;turas. Para resol~r este tipo de 

problemas, generalmente se hace uso de arreglos que de alguna 

manera son equivalentes a los sistemas reales. En el presente 

estudio se utilizó un sistema de geometría simple que reproduce de 

manera realista los mecanismos de desplazamiento en medios 

t'r ac t ur ados. 

El sistema consta esencialmente de una muestra cilíndrica de 

roca porosa homogénea introducida en un contenedor plástico, como 

se muestra esquemáticamente en la fig. 3. 6. La muestra R es 
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ajustada en el cilindro hueco C, de paredes lisas. Cebido a las 

irregularidades ext..errias de la 111ueslra porosa, se forma un delgado 

espacie anular F. ent.re la r=a y el contenedor. Los fluidos 

lo hacen mucho más rápido a t.ravés del espacio anular que a t.ravés 

de la roe.a, asi es que el espacio anular act..úa como una frac.t.ura 

de un medio frac.t.urado. Medianle los pares de elect.rodos I-I' y 

0-0' se hicieron mediciones de resistencia eléctrica, a partir de 

l ;;.s cual es f 1.1e posible det.er minar las <.:oncentrac.1 enes rel at.i •ras de 

l i.S soluciones salinas usadas ...::cmo fluidos desplazado y 

desplazante. 

Las corridas experimentales fueron efectuadas con una 

muestra de arenisca Berea lavada y e-slabilizada, insertada en un 

tubo plástico. La t.abla 3.1 indica las características del 

~stcnw.. 

TABLA 3.1 

CARACTER! ST! CAS DE LA MUESTRA 

CLAVE: DMF-1 

Diámel.ro 3.8 cm. 

Longitud 6.4 cm 

Porosidad primaria 0.20 

Porosidad secundaria 0.03 

Fracción volumétrica de fracturas 0.00 

Permeabilidad 3.3 darcy 

Las corridas de desplazamienl.o se realizaron a gasto 

consl.ante, usando dos soluciones de cloruro de potasio: 5 g/l para 
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el fluido desplazanle y 1 g/l para el fluido desplazado. 

La fig. 3.7 esquematiza el arreglo experimenlal utilizado. La 

muestra, 100°/o saturada con la solución de baja concenlrac.ión S
1 

es 

monlada en la celda porlamueslras y se le hace pasar de la m.isma 

solución hasta que la medición de resislencia en los eleclrodos de 

salida 0-0' se estabiliza, en ese mcmenlo se acciona la válvula de 

dos vías V para dar paso a la solución de alla concentración S
2 

y 

se inician las mediciones. Se obliene así una labla de volumen de 

poro inyeclado contra resi st.enci a. La r&Sislencia puede 

relacionarse 

con la c-.oncenlración relativa defi11ida como 

e - c 
nü n 

<3,. 24) e e - e 
ma.x m~n 

Esta es una variable adimensional que varía linealmente enlre 

la concentración núnima-·Cde la solución S) y la concentración 
1 ...... 

má.xi ma - ·e de la solución S
2
). Cuando la concentr ac.i ón es mini ma, la 

resistencia enlre los electrodos es máxima y viceversa. En 

t..érnúnos de la resistencia R medida entre los electrodos a un 

tiempo dado, 

<W.Zl> como 

la concentración relativa 

R . CR R) 
e nn n ma.x 

R <R R . ) 
ma.x mt.n 

se pueda escribir 

(3. 25) 
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FIG.3.7;- ARREGLO EXPERIMENTAL. 



La fig. 3. 8 mueslra los resullados experimenlales oblenidos 

en •Jna de las corridas efecluadas. Ajuslando •Jna curva leóric:a a 

1-:is puntos e::<per1menlales, se enconlró que 0
0
= 1.0. 8

0
= 0.2.2 y 

r 0.25. Como podemos observar, hay buen ajuste enlre la 

predicción del modelo y el experimenlo. Sin embargo, nolamos que 

el valor leórico de f es cuatro veces el valor medido (comparar 

val'Ores de f de la tabla 3.1 y la fig. 3.5). Eslo se debe 

probablement.'3 al hecho de que los poros que '3slán en la p..."'l.rl,e 

coe.nt.ral de la mueslra no participan en el movimienlo de los 

f'luidos, así es que los fluidos de esa parle de la mueslra se 

comporlan como si fueran parte de la fase sólida. 

Es conveniente mencionar aqui que los datos experimentales 

obtenidos en medios fraclurados con ajustados por el modelo c-.on 

valores de f pequeños, lo cual es represenlalivo de los sistemas 

real es, donde la fracción del espacio por oso es pequeño c-.ompar ado 

con el volumen lolal de la roca. Los dalos experimentales 

obtenidos con sislemas homogéneos Csin fracluras) son ajust.ados 

con valores de f muy cercanos a la unidad. Enlences, el modelo es 

capaz de describir el flujo de fluidos en medios fraclurados y el 

flujo de fluidos en medios homogéneos que presenlan 

enlrampamienlos. 

La forma de explicar la aparenle conlradicción (esperaríamos 

que en medios homogéneos, donde el volumen de fractura es cero se 

t.uviera f = O y no un valor de f cercano a 1) es inlerprelar a f' 

col!IO "la fracción del espacio poroso que conduce fluidos", más que 

la. fracción de "canales" o "fracturas''. El caso linú t.e f = 1 e-s 
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aq<.1el en q<.1e todo el espacio por oso es conductor de fluidos. como 

cuando se liene un empacamienlo de esferas de vidrio . 

..• 



CAPITULO 4 

C€SPLAZAHI ENTO DE FLUI OOS I NMI SCI BLES EN MEDIOS 

POROSOS HOMOC-ENEOS. 

4.1 .-TeorÍ§!_. 

El desplazamient,o de fluidos inmiscibl.¡;1s en m<i>dios porosos 

homogéneos es •Jn fenómeno compleja q•Je depende de una serie de 

factores, tales como la geometría interna de los poros, el 

rnavi mi en t. a lér mico de las mol <i!cul as, capilaridad, gl_c. Debido a s;u 

compl9jidad, este tipo de desplazamiento puede considerarse como 

un proceso estocástico. Una de las características del proceso es 

que entre las das fases na hay un frente de avance bien definida, 

si no una zona de mezclado con sal ur aci enes variables de los 

fl•Jidos. 

Con el fin de hacer un estudio analítico del proceso, 

consideremos el sigui ente experimento: se ti ene un medio poroso 

lineal de lon9itud L, completamente saturado con agua; ent.onces se 

inyecta aceite para desplazar al agua hasta que sólo queda el agua 

residual ; final mente, se inyecta agua par a desplazar al acei le. 

Describimos analíticamente el comportamiento de la saturación de 

agua, como una función de la distancia y el tiempo, durante la 

úl.lima etapa del experi~~nto. 

Como punto de partida, supongamos que el procesa tiene dos 

componentes que actúan simullineamenle. Por un lado, hay un 
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desplazamiento --f'l""ontal --1 Tamado- convección y, pOI"" el Oll""O, hay un 

movimiento dispe•sivo, de nat\ll""aleza estocástica, que gene•a la 

zona de mezclado. Además, consideramos que el movimiento 

di sper·si vo sigue \lna ley tipo Fi ck <u.za>. 

Expe• i menlos de laboralo•io muestran que durante el 

despl azami ente de acei le po• agua, hay volúmenes mue .... tos que no 

participan en el movimienlo de los fluidos. La saluracoión de agua 

asociada al volun.en efectivo Cvolurn<en de po•o activo de la t'ig1.ira 

4. !) seri 11-'<ma,ja sat.uracicn activa y sera representada por Swa' 

definida como 

s wa s -
wf 

(4.1) 

donde s..,, Swi y Swf son las saLuraciones total a un tiempo dado, 

inicial y final, respectivamente. Como puede observarse, el •ango 

de variación de Swa es de O a 1. El objetivo del concepto de 

satUl""ación activa es eliminar las fracciones inmóviles de las 

formulaciones matemáticas. 

C.on estas conside•aciones, la densidad de corriente de 

~onvección Cflujo por unidad de área) está dado por 

J 
e "'u s wa 

(4. 2) 

donde u es la velocidad intersticial y "' la porosidad del medio. 
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Como se mencionó ?.nl.'ó'riormenl'ó', se ~·upone que el movillll.ent.o 

dispersivo es un proceso que obedece la ley de F'ick; además, la 

densidad de corrienle de dispersión está dada por: 

(4. 3) 

donde x es distancia y D es el coeficienle de dispersión. 

superponiendo los dos procesos, tenemos para la densidad de 

corrienle de agua acliva 

J s 
"'ª 

i.JS 
"'ª ) D ;,x- (4. 4) 

De la ec. C4.4) y haciendo un balance de materia, se 

encuentra que 

D 
C4. 5) 

donde t es tiempo. Esta es la conocida ecuación unidimensional de 

convección-dispersión. 
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Con al fin de oblener soluciones generales, podemos hacer uso 

de las siguientes variables adimensionales: 

t.. 
o 

utJL 

D/uL 

C4. 6) 

C4. 7) 

C4. 8) 

donde L es una dist.ancia de referencia que, en el caso de una 

rnueslra real, represenla su longilud, y t.
0 

Cliempo adirr~nsional) 

F.'S igual al volumen de :i.gua inyectada en lérminos del volumen 

act.ivo de la muestra. 

Con estas definiciones, la ecuación C4.5) se lransforma en 

D 
I> 

<Ts wa 

d X2 

o 

C:Onsi der ando 

b s 
"'ª 

medio semi -infinito, 

iniciales y de frontera, de inlerés son 

o para 

para 

(4. 9) 

las condiciones 

X ) 0 
o 

C4.10) 
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a X 
D 

t .:!··o 
D 

La tercera condición supone que hay contraflujo a la entrada 

de 1 a muestra, cuya contribución está dada por el sumando que 

contiene la derivada parcial de la saturación. 

Resolviendo la ectJación C4.9) <:C'n las condiciones dadas por 

la ecuación C4. 10), por el método de la Transformada de Laplace 

Cver Apéndice C), se obtiene 

r 
co 

exp e HX 
0 

) 

I ~C-i~+~z-2~)~[-(-1~-~MD~-)-2~-+~C-N-D~)-2~-
Jo D D 

z - MD z + ND ) 
D D 

e 4. 1n 
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donde 

1 
( 1 - ..,.-¡;- e 

) 
M Ti) cos T o 

1 r¡;- e 
N -"20 sen 

2 
(J 

p / if + yZ 

e are t.an V 
-u-

u 1 + 4D 
D 

V 4D
0

z 

En este punto es intere~sant.e observar gráficamente el 

comportamiento de la saturación con la distancia y el tiempo. Con 

~te objetivo, se hace la suposición que un sistema de longitud 

finita puede ser considerado como un segmento de un sistema 

semi-infinito, de lal manera que la ecuación C4.11) es aplicable. 

La fig. 4. 2 muestra la distribución de la saturación activa 

de agua para tres $f~temas de longitud L y coC>ficienl.e!i Je 

dis~rsión D
0 

= O. 001, ºº = o. 01 y 
inyectado un volumen de poro acl.i vo t.

0 

D o 
O. 1, cuando se ha 

O. 5. Observamos que a 

medida que el coeficiente de dispersión se incremenla, la zona de 

transición o de mezclado, en la que conviven saturaciones 
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¡,; 

1-¡ 

variables de los -dos -fluidos, 31.JIM!nla de t..amaño, como ara de 

esper ar.s-~ _ 

En la fíg. 4.3 se muest..ra el comport..arnient..o de la saluración 

a la salida de la muest..ra; esto es, para X
0 

cuando 0
0
= 0.01 y 

0
0
= 0.1. En el segundo caso, tenemos que la surgencia del fluido 

inyectado es más rápida, presentando además un efeclo de cola. 

Por otra par te, <Jl f l •ljO fr acc:i onal de agua se define como 

( 4. 12) 

donde qv y qL son el gaslo de ag1Ja y gasto tola!, respecli vament.e. 

Ahora, de la ecuación C4.4) tenemos 

4>A ( u SW'a D ) ( 4. 13) 

cp uA 

Sus~ituyendo las ecuaciones C4.13J y C4.14) en la ecuación 

C4.12J obtenemos 
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t. r 0!.1( ) o exp 

[ t' 
e o Czt. - NX·) + cos 

"' rr 
1 + z o o z o 

z sen Czl - NX ) ] dz (4. 17) 
o o 

La F'ig. 4. 4 muestra "'l comporlamient..o del flujo fracciona! 

cont..r a la di st..anci a adi mensi onal , cuando se ha i nyec.lado un 

volu1111an de poro ac.livo igual a 0.5 para los sistemas considerados 

ant. .. riorm .. nl ... 

Es import..anle hacer not.ar la correlación que exisle ent..re la 

sat.uración de agtJa acl.iva y el flujo fraccional de agua en tJn 

plano perpendictJlar a la dirección de flujo. Esla correlación 

puede oblenerse de las ecuaciones C4.11) y (4.17). La fig. 4.5 

mueslrala correlación que exist..e a la salida de dos sist..emas, uno 

de ellos con D
0
= 0.1 y el olro con D

0
= 0.4. Como puede observarse, 

el valor de f ...,es siempre mayor que s..,a· Esto es una consecuencia 

de la component..e dispersiva, que no puede ser evit..ada en un 

proc.,so de desplazamient..o y es cierlo para ctJalquier plano 

perpendicular a la dirección de flujo. 

El flujo fraccional de aceile est.á definido como 

', 



1.0 

<t 
:::> 
(.!) 0.8 <t 

l.LJ 
C'l 

....J 0.6 et 
z 
o -u 
u 0.4 ~ 
a:: 
u.. 

o 
~ 0.2 :::> 
....J 
u.. 

o 

\ 
~ 
. \ 

" ., 
\ \ 
\ \Do=0.01 

Do= 0.001 \ \\. 

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

DISTANCIA ADIMENSIONAL 

FIG.4.4.-FLUJO FRACCIONAL DE AGUA 
PARA UN VOLUMEN ACTIVO INYECTADO 
t0 =0.5. 



1.0 ----------"!m 
< 
::::> 
~ 0.8 

~ 0.6 
z 
o -u 
~ 0.4 
a:: 
u.. 

o 
~ 0.2 
...J 
u.. 

/. 
//, 

/º 
/ _/ 

/ _/ 
~ / / 

<:::>· . ,, /, / 
()/ <:::>· . 

~ ,, / 
/~'V. 

/ -~ 
/ / 

/ / 
/¡ 

/ . 
¡/ 
¡/ 

o----.._ ......... .......__.__.__._ ______ _ 
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

SATURACION ACTIVA DE AGUA 

FIG.4.5:-CORRELACION ENTRE FLUJO 

FRACCIONAL Y SATURACION DE AGUA 

A LA SALIDA DE DOS MUESTRAS. 



f o r.., (4.18) 

y represent..a el gasto normalizado de aceite. Consecuentemente, 

para un·voluman ti)(. de agua inyectada, la recuperación norrn..~lizada 

de aceite N está dada por 
pn 

N 
pn 

dt. 
n 

(4. 19) 

donde f°'es el flujo fraccional de aceite a la salida del sistema, 

que puede ser obtenida a través de las ecuaciones C4.17) y C4.1B). 

La ecuación C4.19) da la r~uperación de aceite como una fracción 

del aceite t.olal recuperable. 

Para probar las predicciones del modelo se efectuaron 

corridas de desplazarnient.o de aceite por agua en muestras da 

arenisca Berea. Después de lavadas y est.abilizadas, las muestras 

fueron sat.uradas 100X.con agua destilada; enseguida se: pasó aceit.e 

a través de las muestras hast.a que sólo quedó el agl)a residual;. 

finalmente, el aceite fue desplazado con agua dest.ilada hasta que 

se obtuvo todo al aceite recuperable. El arreglo experimental 

ut.ilizado es una variante del usado en los experimentos con medios 

porosos fracturados, haciendo ahora la inyección con una bomba de 

gast.o constante. 
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La labia 4.1 muestra las caracleristicas de la mileslra 

ut.ilízada en la corrida que aquí se reporta, y la tabla 4. 2 

presenta algunos de los dalos obtenidos duranle la corrida. 

TABLA 4. 1 

CARACTERISTICAS DE LA MUESTRA 

CLAVE DIH-2 

DIAHETRO 3.78 CM 
LONGITUD 5.53 CM 
POROSIDAD 23"/o 

PERMEABILIDAD 554 md 

TABLA 4.2 

DATOS DE LA CORRIDA 

VISCOSIDAD ACEITE 
5w1 

swf 

1. 8 cP 

31X 

85X 

En la labla 4. 2 swi y swf se refier<:Pn a las saturaciones 

irticiOil y final de agua usadas en la ecuación C4. 1), y N 
p 

representa la recuperación de aceile con respecto al aceite 

Ir.> 38 



original. 

La fig. 4.6 es una gráfica de la recuperación normalizada de 

aceite N pn como una función del volumen acli va inyectado t.
0

• 

Ajustado una curva teórica a los puntos experimentales, se 

encontró que para este caso 0
0 

figura. 

O. 003, como se indica en la 

Examinando los resul lados experimental ess, tenemos que todo 

el aceite recuperable fl.le obtenido después de inyectar 1.3 

volúmenes activos, es decir, se tiene un avance casi frontal, r.in 

proceso en que predomina la componente convectiva sob1·e la 

componente di spersi va, debí do 

utilizado. 

a la baja viscosidad del aceite 

El coeficiente de dispersión juega un papel muy importante en 

el modelo l.ltilizado. Este coeficiente depende de una gran variedad 

de propiedades tanto de la roca como de los fluidos, tales como la 

naturaleza de la roca, geometría de los poros, permeabilidad, 

viscosidad, difusión molecular y tensión interfacial. El efecto 

individual ue cada uno de estos factores en un proceso de 

desplazamiento no es bien conocido; solamente el efe-cto total, que 

puede determinarse a partir de una corrida de desplazamiento. 
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CAPITULO 6 

e o N e L u s I o N E s. 

1. - El desplazamienlo de fluidos miscibles en medios porosos 

fracturados presenta dos etapas. La primera, de corta duración, 

está dominada por el desplazamiento convectivo de los fluidos 

originalmente en la fractura. La segunda elapa, de larga duración, 

está asociada e.en el intercambio de fluidos entre la matriz y la 

fr aclura. 

2. - La formulación mat..emát..ica que gobierna los procesos de 

desplazamiento en medios fract..urados es similar a la de los medios 

homogéneas. 

3. - A1.1nque en est..e l.rabajo se analizan sólo cual.ro formas de 

bloque, se con si d.,,-a q1.1e 1 a for mul ación obt..eni da es de Upo 

general. 

4. - Para el caso de fluidos inmiscibles a través de medios 

porosos homogéneos, el excelente aj ust.e entre t.eor la y puntos 

experirnent..ales, muestra que puede ser visualizado como un proceso 

de convección...,jispersión. 
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APENDICE A 

Se presenlan aquí soluciones a la ec. C3.16) con las 

condiciones dadas por C3. 17) y <3.18), para cualro sislemas de 

geomelrías diferenles. 

PLACAS PARALELAS INFINITAS. 

En es le caso, se considera una placa i nf i ni la par al al a al 

plano Y-Z, de espesor L. En una dimensión, la ec. (3.16) lama la 

f'orma 

D' 8 e' 
-en:- CA. D 

y las condiciones iniciales y de frontera son 

c'Cx,0) o 0 < X < 1 CA. 2.l 

e' CO, t.) c'CL,t.) Cq l > o CA. 3) 

Usando el mét.odo de se par ación de variables, obt.enemos 1 a 

solución<zz> 
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[ 1 

ro 

e' (x,l) Cq 
4 ¿ 1 
TT 2n + 1 

n=o 

C2n + 1) ( - D' C2n +1) 
2 2 

l ) ] 
TtX Tt sen L exp 

Lz 

(A. 4) 

y la concentración prc:imedi·:i dada por la ecuacion (3. 1'5) se red1..1ce 

3. 

00 

e )t e L) 1 JL [ 1 
8 ¿ --e- e' C>:,l) dx Cq -

C2n + 1)2 2 
Tt n=O 

o 

( -D'C2n + 1) z. 2 l. ) ] rr 
CA. 1:0 exp 

Lz 

En la figura A-1 se grafica 

para cual.ro casos diferenles. La curva A corresponde a un sislema 

de placas paralelas con D' = 1.35 x 10- 5cm2 /seg y L=lO cm. Se 

<"Jbser va que, a excepción de li empos pequeños, el compor lami enlo 

puede describirse por una línea recta. Además, si k es la pendienle 

de la parla recla, 
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- W, 

e e* 
(--"'-Cq 

donde d es una const.ant.e. Así, 

(',q 

donde e· 
q 

* e 

Cq exp C-d) 

e~ exp 

) lct. + d CA. 6) 

C-1:\.) CA. 7) 

En est.e caso, es suficient.e con considerar un solo cubo. Si 

se supone que el coeficiente de difusión es isotrópico, tenemos 

0'( 
fiZ c' 
(J xz 

d1 c' 
+ 

6" c • 
(J zz 

) 
(J e• 
crt CA. 8) 

Para evitar dividir por cero cuando se use el método de 

separación de variables, es conveniente definir 
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Q Cx,y,z,t.) 1 c' Cx,y,z,t.) CA. 9) 

Con esta nueva variable, la ec. CA. 8) loma la forma 

D' C + + ) " Q 7t CA. 10) 

Considerando un cubo de arist.a L, y aplicando a c' las 

mismas condiciones usadas en el caso previo, por el mét.odo de 

separación de variables se encuenlra que 

Q Cx,y,z.t.) Qp Cx,t.) Qp Cy,t.) Qp Cz,l) 

( 1 - cP ex. t.) ) ( 1 - cP e y. t.) ) 

(1 - CPCz,l)) CA.1D 

donde las e· 
p 

son soluciones de la forma de la ec. CA.4) 

De las ecuaciones CA.9) y CA.11), t.enemos que 

e' Cx,y,z,l) [ 1 - ( 1 - cP ex. D ) ( 1 - e;, e y, D ) 

( 1 - cP e z • D ) ] CA.12) 
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En consecuencia, la concentración promedio en el cubo está 

dada por 

e *cu 
J 

L J L J Le' 
Cx,y,z,t.) dx dy dz 

o o o 

1 r r r[· - ( 1 - cP ex, t.) ) 
Ls 

o o o 

( 1 - Cp Cy, U ) ( 1 - e• Cz,t) ) ] dx dy dz p 

1 [+ fr l - e:. Cx,t) J dx r p 

o 

CA.13) 

La curva B de la figura CA.1) ilustra el comportamiento de un 

sistema con -~ z 
D=1. 35 x 10 cm /seg y L 10 cm. Como puede 

observase, el comportamiento es similar al caso de placas 

paralelas. 

ESFERAS. 

4-S 



S'e considera aquí una esfera de radio R. Ya que la difusión 

es radial, la ecuación a resolver es 

D' C + 

con las condiciones 

e' Cr ,0) 

e' CR, t) 

a 
r 

o. 

Cq • 

Haciendo la suslilución 

V c'r 

iJ e' 
-¡¡¡;--

r < R 

l ;'!o 

) 

La ecuación CA.14) se transforma en 

D' 

cuya solución es 

i1 e• 
~ 

CA. 14) 

CA. 15) 

CA.16) 

CA.17) 

CA. 18) 



te 
( -1)" 

e' <r ,t,) Cq [ 1 + 2R ¿ nnr sen -R-nr n 

n= t 

( D'n 2 z 
l ) ] rr CA.19) exp 

Rz 

y 

(J) 

e "<D Cq [ 1 -
6 ¿ 1 

rt2 z 
n 

n=t 

exp ( 
- D' z z 

t, ) ] n n 
CA. 20) 

Rz 

El comport..amient..o para,p• =1. 35x1.0-9cmz /seg y 

R 9 cm está descrilo por la curva C de la figura A.1. 

'.-.f 

CILINDROS PARALELOS INFINITOS. 

Se considera, para esste caso, un cilindro de radio R. Como 
¡ ;, 

existe simetría cilíndrica, la ecuación direrenclal es 

1 iJ 
r 8-r:- ) (J c • 

~ 
CA. aD 
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Con las condiciones 

e' Cr,0) o r < R CA. 22) 

e' CR,t) Cq t 2: o CA. 23) 

En t.érminos de funciones Bessel, la solución es 

f.ll 

e' Cr ,t.) Cq [ 1 - -+- ¿ exp C -D' etz t) Jo Cret) 
n n 

-~--
0. J 1 CR et ) 

n=t n n 

CA. 84) 

donde etn son las raices positivas de Jo CR et) 
n 

o. 

] 

El valor de CM se obtiene de la rni s ma manera que en los 

casos ant.eriores y est.á dado por 

CM(!..) exp C-D' o.2 t ) 
n ] 

CA. 25) 

La curva D de la figura CA.1) muestra el comport.amient.o de 

para un sistema con D' = 1. 35 x 10- 5 cm2/seg y R = 5 cm. 
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APENDICE 8 

Para resolver el sistema formado por las ecuaciones (3.14) y 

C3.21) se hará uso de las siguientes variables adime.nsionales: 

X X 

D 
-L-

t ut.. 
D 

-L-

D 
D 

D ur:-

B 
LB 

D u 

e e 
D -co 

e* c." 
D -e;;-

donde L es la longitud de la muestra y Co es la concentración 

inicial del fluido despla:z:ante. De la definición del t..iempo 

adirnensional, t
0

, se tiene que est..a variable es igual al número de 

volúmenes de poro inyectados. Con las relaciones de arriba, las 

ecuaciones C3.14) y C3.21) loman la forma 

,;z e 
D 

(1 - f) 

" e D 

(J \, 

" e"" D 

(J e 
[> 

f Tr-

B e e 
D D 

0 

e• ) 
o 

+ (1 - f) 

CB.D 

CB.2) 

Para un medio semi-infinito, las condiciones iniciales y de 

fr ont.er a son 



e ex o,0) o X > o CB. 3a) 
D D 

e"" ex o,0) o X > o (8. 3b) 
D D 

CD Coo, t.
0

) o \.. !!: o C8. 3c) 
D 

a e 
e co,t.

0
) 1 + D 

D 
\.. ~ o CB. 3d) 

D D --rx- D 
D 

Tomando la \..ransforrnada de Laplace de las ecuaciones CB.1) y 

CB.G:l y haciendo uso de las condiciones CB. 3a) y (8. 3b), se tiene 

D 
D d X2 

D 

.o. r e + ,,. e 1 - f) e • 

0 ce 
D D 

D D 

CB. 4) 

C8. 5) 

Despejando C •de la ec. C8.5) y sus\..iluyendo en la ec. C8. 4) 
D 

t.enemos 

pero 

d X
2 

D 

+ 
B ~ Cl - f) 

D 
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donde 

8 
D 

8 
D 

-6' e 1 - f) 

+ /,)- C1 - f') 

Entonces, 

n 

d X2 
o 

[ f + 

8 
D 

+ 

+ 

l - f' 

B 
D 

1 - f 

o 

La solución de la ecuación CB.6) es 

X 
CD G 

D (1 + -1 1 + 40 n exp 20 l D 
D 

X 
G D C1 -1 1 + 40 n z exp 20 D 

D 

] 

La transformada de la condición C8.3c) es 

CB. 6) 

) + 

) 

Sl 



Lo que quiere decir que Gt O. Por lo lanlo, 

e 
D 

exp (1 -1 1 + 4D n 
!) 

) <B. 7) 

Por otra parte, la transformada de la condición CB.3d) es 

e co,4) 
D 

1 
4' 

+ 
de 

D 

~ 
(0,o) CB. 8) 

Derivando la ec. CB.7) con respe<:::lo a XD y evaltJando en 

CO,o) lenemas, 

(1 

Por lo que la ec. CB.8) queda 

1 
4' 

+ 
G z -ª- Ci 

) 

-( 1 + 40 n 
D 

) 

CB. 9) 

Además, evaluando la ec. CB.7) en CO,o) se tiene 



' 

Igualando CB.9) y CB.10) obtenemos para G
2 

2 

4' e 1 + ..¡ l + 40 n ) 
D 

La ec. CB.7) se convierte así en 

= 
4 C'i + j l + • D n e 

exp 

) 

que sustituyendo el valor de n queda 

2 
e 

D 

[ 1 ... ¡ 8 
41 1 + 40 4 Cf+ --º-) 

D .-.. + b ] 

exp [ 2:: ( 1 - /1 + 40 4> (f' + 

donde hemos sustituido 

CB.10) 

CB.1D 

CB.12) 

] 8 
D 

.;;+b) 

C0.13) 



b 
B 

D 

1 - f 

Para enconlrar la lransformada inversa de la ec. CB.13), se 

~ede hacer uso del método de 1 a i nt.egr al de i nver si ón 

compleja'24
> • 

Haciendo /./ 

['! + izJ 

X 
exp D 

200 

1 + iz en la ec. CB.13) se liene 

2 

+ _____,__ªº ] ] Cl +i.z) +b 

B 
D 

Cl+tz)+b 

\c.H\ 

] ] 
Separando las parles real e imaginaria del radicando esta 

ecuación se puede escribir como 

2 
e 

D 
[ 1 + i:z. ] [ ¡ ] 1 + U + iV 

X 
[ 1 - ¡U+ i.V ] CB.15) D exp 

~ 
D 
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donde 

que 

u 1 + 

V 

40 
D 

+ 

8 b + B 
o t> 

B 
D 

Cl + z2:> 
z 

+ z 

] 

) 

Mediante un diagrama de Argand en el plano complejo, se tiene 

e 

p 

Además 

are Lan V 
u 

/ uz + yZ 

/u + i.V 

e e cos a-

¡ p e 

+ i sen 

Entonces la ec. CB.l~J Loma la forma 

i.8 rp i8/'2 e 

) 
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e 
[J 

[ 1 

exp 

e 
D 

donde 

2 

+ i:z ] [ 1 + rp cos 

X 
D ( 1 - rp 
~ cos 

D 

Cl + lz) C1 + H + tN ) 
t 1 

cos 

e 
sen z-

e e ] 2 + i: ..¡p sen ~ 

e e 
i: -IP ) T sen ~ 

Multiplicando y dividiendo por C1 - lz) Cl + Mi - iN
1

) tenemos 

+ M - N z) l Cz + M z + N) 
1 1 1 1 

N X 
exp 

l D ] 

~ 

Tomando en cuenta que 
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:r 

'1 

N X N X 
1 D 

N X 
:l D 

exp ( -l 1 D ) 
~ 

cos --zo- l sen zo-
o D 

y separando las parles real e imaginaria 

con 

e o 

\:. 
[ 20

0 

(1 - M ) 
2 exp 1 

Cl + zz) [ (1 + H )z + 
i 

+ M - N z) cos 
i ' 

N X 

] 
Nz 

1 

N X 
i D 

] 

~ 
D 

Cz + M z + N ) sen ~~~ f. D ] 
s. t. 20

0 

[ <1 + 
N X 

l H - N z) 
f. D sen ~ 1 f. 

D 

N X l} Cz + Hz + N ) 
1 D cos 
~ 1 f. 

D 

Es decir, 

p + q 

D 

+ 

CB.16) 
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i ~· 

X 
M1) ] a e>-.-p [ 2; (1 - N X 

D [ (1 + M - N z) cos t D p 

q 

t 1 
Cl + z 2

) [ (1 + M )z 
+ N~ J 1 

Cz + M z + N ) N X 
] sen t D 

L t 
~ 

D 

- 2 exp [ :~ (1 - M ) ] 
i 

D 

C1 + z 2
) [ C1 + M )z + Nz ] 1 t 

N X 
+ (z + M z + N ) cos 

J 
~ o 

zo-t t 
D 

Podemos así aplicar la fórmula 

t. 
e o 

rr 
J ~Cp e~ zl

0 
- q sen zl

0
) d2 

o 

obteniendo 

-ao-

sen 

D 

N X 
1 D 

2D 
D 



e o: 
[I 

.t. ) 2 e 
D D Tl 

rxp X 
t [ ZD: Cl - M,) 1 D 

(1 + zz) 
[ (1 

+ M )z + Nz ] o l l 

[ Cl + M
1 

N z) cos Czt 
l D 

N X 
1 D 
~)+ 

D 

N X 
+ Cz + M z + N ) sen Czt

0 
- ~-1-0~ ) 

1 1 20 
D 

CB.17) 

Haciendo ahora 

M 

N 

1 
2D o 

C 1 - M) 
1 

en la ec. CB.17), tenemos 

e 
Tt 

t. 

[ (1 

D 

-

Cz -

D M - D Nz) 
D D 

D Mz + D N) 
o D 

cos Czt - NX ) + 
D o 

sen Czt - NX ) ] dz D D 
CB.18) 

!5Q 



donde 

M 
1 (1 - rp e 

) 
~ 

cos T 
o 

N 
1 -(p e 

20 
sen T 

o 

p / u'" ·+ v'" 

e are lan 
V 

u-

[ f 

8 b + 8 (1 + zz) 

] u 4D 
D D 

+ + o (1 + b)2 + 2 z 

[ f + 

B b 

] V 4D z D 

D (1 + b)z + zz 

8 
b D 

1 - f 

l't 
Hallaremos ahora C

0 
, la concenlraci6n de bloque del fluido 

inyeclado. 

Haciendo 

'Z+Mz+N 
l. l. 

en la ec. CB.16) lenemos 

12. 
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X 
] 2 exp [--º- <1 - M) [ ' N X 

e 20 1 1 D 
D a cos 2o-o 1 

C1 + zz) 
[ C1 + H )z + ¡.¡2 ] 

D 

i l 

N X N X N X ) l (3 sen f. D ) l <t\ cos 
t D + 

t [I 

~ 2() a sen 
t 1 2D 

D D 

CS. lB) 

Ahora, de la ec. CB.6) 

b C Cl + b ) - tz 

.-:. + b C1 + b) z + z 2 

donde hemos ulilizado 1 + lz 

Susli luyendo la expresión para C
0 

dada por la ec. CB.18) la 

última ecuación se convierte en 

& 

N X 
·- z ( t D + a sen ---ao--t 

D 

.! [ (1 + b) ( a sen 

+ z e a cos 
t 

t 

(3 cos 
t 

N X 
f. D 

ao-,,. 

13 

N X 
(3 sen 1 0 

t ~ 
) 

N X 
] 1 D 

) zo-
D 

N X 
+ (J cos 

t D ) zo-t .. 
CB.19) 
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~onde hemos denolado 

X 

[ o C1 - H) 1 8 b exp 25"- 1 o e 
Cl + zz) [ (1 + M )z + z z ] 

1 

Agrupando lérminos en la ec. CB.19) lenemos 

- ~ e 
D 

1: { ( a 1 e 1 + b) 

[ {91 ( 1 + b) + 

- l [ (11 ( 1 + b) + 

a z 
l 

a z 
1 

NX 
t D 

{1 1z] cos ~ 

N X 
] sen 

1 D 

-w-
D 

N X 
] cos 

t o 
----z¡:) 

D 

N X } [ a
1 

C1 + b) - (1
1
z] sen 1 o 

- ./. "2i)"" 
D 

Sean 

Entonc6'S, 

[ (1 + b) z + z ] z 

C B. 20) 

sa 



con 

- i ( 6 
f. 

Es decir, 

e:* p+lq 
D 

p = & ( r .. cos 

- & ( 6 q cos 
L 

~ ~ 
6 sen --- ) 

t 200 

N X 
t o 

+ r
1 

sen an-
o 

) ] 

M X ~~ t I> 6 ) zo- sen ~ 1 
[) D 

N X N X 
L D L D 

---zo- + rt sen zo-
D o 

ut.ilizando ahora la rórmula 

) 

CM 
D 

e 
n 

t. 
D 

ro 

J Cp cos zl
0 

- q sen zt
0 

) dz 

o 

obtenemos 

CB. 2D 
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t. r [ N X 
e• 

o e zt.1> 
1 D ) + e & r, cos - zo--

o IT D 
(1 

ó Czt.
0 

l\X0 
) ] dz sen -ao-1 

D 

que sustituyendo la ex-presión correspondiente a & se lransforma en 

e* 
o 

·~ donde 

¡ 

'' r'j 

r t. 
D a e 

IT 

o 

[ r 
1 

cos e zt. 

b 

C1 + z 2
) [ (1 

NtXD 
) + 

~ D 
I> 

X 

exp [ 
D 

(1 - M) 2D s 
D 

M )z N: ] [ Cl + b) 2 + + .¡. 
1 

6 Czt. 
N

1
X

0 
] dz sen ~ t D 

D 

CB, 22) 
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r .. a (1 + b) - f3,z t. 

ó /31 C1 + b) + CI Z 
t. 1 

a 1 + M - N z 
1 t t 

f3, z ... M z + N 
1 i 

M -rp 8 cos -a i 

N -rp a sen T i 

p = / vz + yZ 

a are tan V 
u 

u 1 ... 40 [ f + 
D ] 

V ] 
C1 + b) 2 + z 2 

b 

La. ecuaci6n ce.aa) puede ser escrila como 
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e• 
D 

donde 

6 

r 

(1 

a 

t. 
D e ---re 

(3 C1 

a (1 

z -

1 -

1 

1 00 (1 • ·" [ C1 

o 

b exp MX
0 

CB. 23) 

+ b) +~ 

+ b) - (?z 

D Mz + D N 
D D 

D M - D Nz 
D D 

e 
M 2[')' (1 - -rp cos T ) 

D 

N 
1 rp e 

2D 
sen 

ª D 

las variables p, e, U, V y b quedan definidas como en la ec. 



APENDICE C 

Resolveremos aquí la ecuación C4.9), que reproducimos a 

cont.inuación 

cf s 
wa ét s 

""ª 
éJ s 

""ª CC. D 

Las condiciones iniciales y fronlara de inlerés son 

s ex ,O) o X > o ce. 2a) 
wa o o 

S Coo,l ) o l ~ o ce. 2b) 
wa 1> o 

éJ s 
s.,..a<O,tl>) 1 + D 

wa 
t ~ o <C. 2c) 

o éJ X o 
I> 

Tomando la transformada de Laplaca de la ec. CC.1) y utilizando 

la condición CC.2a) tenemos 

d X
2 

D 

cuya solución es 

Xo s Gt exp [ ªºº < 1 wa 

X 
G exp [ 2;D ( 2 

+ 

1 

o ce. 3) 

..¡ 1+ 40 ó )] + 
D 

- ..¡ 1+ 40 ,(>J )] ce. 4) o 

6? 



La transformada de la condición CC.2b) es 

Lo que implica que GL= O. Por lo tanto, 

s 
wa 

XD 
G

2 
exp [ --- C 1 - -f 1 + 40 ,(JI 20

0 
o ) ] ce. 5) 

Además, la transformada de la condición CC.2c) es 

s (0,.á) 
wa 

1 
.b 

+ 
d S CO,o) 

wa 
d X 

D 

ce. 6) 

Derivando la ecuación CC.5) con respecto a X
0 

se tiene 

d swa 
dx-

D 

de manera que 

X 
exp { ¿~~ c 1 - -1 1 + m0 h ) ] 

d s...,aco, 4-) 

d X 
D 

est.á dada por 

c 1 - / 1 + 4D '°' 
D 

Además, de la ec. CC.9) 

) ce. 1:i 



S CO,Ao) = G 
wa 2 

S\.istituyendo este resultado y la ec. CC.7J en la ec. CC.6) 

obtenemos 

-61 ( 1 + i 1 + 40 ./.)¡ 
D 

) 

La ec. CC.5) puede entonces escribirse como 

s 
"'ª 

2 

h C J. + i 1 + 4D .o- ) 
D 

X 
exp [~ ( 1 - f l + 40

0
4' ) ] 

D 

ce. 8) 

CC.9) 

Para encontrar la transformada inversa de la ec. CC. 9), se 

puede utilizar el método de la integral de inversión compleja. 

Haciendo '.V= 1 + iz en la ec. CC.9) tenemos 

C1+ iz) (1 + -( 1 + 4DDC1 + iz) J 

X 
exp [ 20: c 1 - -( 1 + 40 

0 
e 1 + i z) ) ] 

Separando la parte real e imaginaria del radicando se tiene 



§ 
wa 

donde 

e 1 + l z) [ 1 + -1 u + l v ] 

exp 
X 

[ 20: Cl 

u 1 + 40 
D 

-1 u + lV cs. 10) 

Mediant.e el uso de un diagrama de Argand en el plano complejo 

are t.an 
V 

u-

p I uz + vz 

Además, 

/u + iV 

En consecuencia, 

ie e 

rp e cos y + i sen y) 
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1 2 

1+"lZ 
[1 + -fp Ceas e 

+ i ~)] 
T sen 

2 

X e e 
exp [ 20: ( 1 - ~cos T - i -fP sen T 

Multiplicando numerador y denominador por 

C1 + iz) [1 + ~ces ~ - i ~sen ~ 

s 
""ª 

donde 

Ahora, 

2 <1 + iz) [1 + CML- i.N
1
_)l 

C1+ zz) [(1 + M )z + N2 

sen 

L t 

9 
2 

C1 - iz) C1 + M, - 0\) 

y 

)] 
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N X 
exp C-i l D ) ao- cos 

D 

Por lo lanlo, 

2 [(1 + M - N z) 
s l l 

wa C1 + ZZ) [(1 + 

N X 
Ceas l D 

- i 2o- sen 
o 

N X 
i D 

~ 
- i sen 

- iCz + M z + N ) l 
l l 

M )z + Nz 
l l 

N X X 
~) 

[ 20: (1 2D 
exp 

D 

-M)] 

De donde podemos fácilmente separar la parle real p y la parte 

i~aginaria q, de lal manera que 

slo'a P + i:q 

X 
2 exp [ 2D: (1 - !•\)1 

p 
+ zz) M )z + Hz (1 [(1 + 

l t 

NlXD N X 
[ (1 M - N Z) Cz + Hz + N) l D ] + cos 

~ 
sen ao-t t t t 

D D 

X 
e? e-xp• [ 20: Ct - Ms>] 

q 
+ zz) M )z + Nz (1 [(1 + 

l t 

N X N X 
[ Cz + M z + N ) t D + C1 + M- N,:z) t D ] cos ao- sen ao-t t t 

D D 
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Podemos ahora aplicar la fórmula <
24

> 

s ()( .t. ) 
wa o o 

cos C'I' - 0 

para obtener 

donde 

e 
Tl 

t. 
D f roCp cos zt.

0 
- q sen zt.

0
)dz 

o 

cos'I' cose + sen~ sene 

sen'I' cos~ - cos'I' sen( 

co X 

r exp J * (1 - t?] 
Jo C1 + zz) [Ci + M ) 2 + N2 Tl 

+ M - N z) 
i i 

N X 
cos Czl - ~-'~º-) + 

D 20 
D 

l i 

N X 
Cz+Mz+N)senCzt. -~)]dz CC.12) 

l i D 20 
D 
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M -rp e cos a-t 

N rp e sen a-t 

p / u2 + v2 

e t.an 
V 

are -u 
u 1 + 40 

D 

V 40 z 
D 

Como el flujo fracciona! de agua activa f.., está dado por la 

ec. e 4. 16) 

s 
"'ª 

d s wa 
Don­

o 
C4.16) 

Derivando la ec. CC.la) con respeclo a X
0 

y susliluyendo en 

la ec. (4.16) oblenemos para el flujo fracciona! 
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t 

a e 0 

n 

[ (1 + H 

r{ 
o 

- N z) 
l l 

(1 + z 2
) C<1 + M ) 2 + N2 

L t 

N 
t. + M z + N ) -+-a-- Cz 

1 l 

1 - M l cos 

N X 
} dz 

t. (1 + M, - N z) ( zt. __ 1_0_) + 
2 t D ªº D 

t. 
2 e D 

n 

X 

J 
co {-ªX?_[_2D:_c_1 --M-1)]_ 

C1 + z 2
) CC1+ M ) 2 + N2 

o 1 t 

N 
[ Cz + M z + N ) - l (1 + H - N z) -ª-t t t t 

1 - M 
] sen 

N X 
t. Cz + M z + N ) Czt. t D 

2 L L D zo-
D 

Pero, 

1 - M 1 l 
(1 + M - N z) = ((1 + M )z + Nz a l l a- l t 

N 
Cz + M z + N ) - __ .. _ (1 + M - N z) 

t. t. a t. t. 

1 - M 
--=

2
--t.- Cz + M z + N ) = 

t. t. 
-f- ((1 + ~ )z + tf 

) 1 dz 

l . 
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Por To~Tant..o; 

t.. r X 
D exp [ 20: (1 - M1)] 

i' 
e 

w re 
1 ,... z z o 

[ 
N X N X 

] dz cos Czl. - __ 1_0_) + ~ sen Czt. - __ 1_0_) CC.13) 
D ZD o 80 

D D 

1 - M N 
Si en la ec. CC.12) hacemos M 

1 
N 

i 

20 y 20 
D o 

tenemos, 

t.. r exp CMX ) 
D D 

5 wa()(O,t,D) 
e 
f[ C1 + zz) ((1 - MD )z + CNO )z 

o ::> D 

[ (1 - MD - N D z) cos Czl. - NX ) + 
D o o o 

Cz - MD
0

z + NO) sen Czt. - NX ) ] dz CC.14J o o o 

'";• 
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Mientras que para el flujo fracciona! 

f w 

donde 

M 

N 

p 

8 

u 

V 

t. 
e 
Tl 

D r o 

z sen Czt - NX ) 
D D 

L (1 - -r-p __§!__) 
20 cos 2 

D 

1 ..¡-¡;- e 
20 

sen -a 
D 

¡ uz + vz 

are tan V 
-u 

1 + 40 
D 

4D
0

z 

Czt 
D 

- NX ) 
D 

CC.16) 

+· 
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