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INTRODUCCION Y OBJETIVOS. 

Hay en dia. la necesidad industrial de obtener productos de 

mayor calidad. incrementar la producción, disminuir el consumo de 

enerRia, aumentar la sequridad v cubrir los requisitos leqales 

que requlan las condiciones de los efluentes de las Plantas 

quimicas, ha impulsado enormemente el desarrollo de la teorla de 

control en las últimas décadas. Entonces, se ha incrementado la 

complejidad de los procesos y surge el problema de controlar mas 

de una variable, es decir, procesos quimicos de naturaleza 

multivariable, los cuales se caracterizan por tener múltiples 

entradas y múltiples salidas (controladas>; y debido a la 

importancia que van adquiriendo estos sistemas~ es necesario para 

su estudio desarrollar estrate8ias de control multivariable. Asi 

mismo, se requiere el dise~o y el anAlisis de sistemas de 

control para poder obtener de esta forma el mejor control de 

cualquier proceso en estudio. 

En la presente tesis se establece el dise~o y anAlisis de 

sistemas de control multivariable. 

En el capitulo 1 se muestran primeramente los antecedentes 

históricos del surgimiento y desarrollo que ha tenido la dinAmica 

y teor1a de control hasta la última dée:ada, y como ésto ha 

contribuido al avance en el dise~o y analisis de los sistemas de 

control multivdriable. 

También se mencionan los conceptos bAsicas necesarias para 

poder hacer el diseNo de un sistema de control, par ejemplo, los 



objetivos de la dinrutlica y del control de procesos, las variables 

que están involucradas en el proceso, los elementos que forman el 

sistema de control, estos entre los más importantes. 

En el capitulo 2 se hace referencia a lo que se conoce como 

la dinAmica de procesos, que es una herramienta indispensable 

para el dise~o de sistemas de control. Para poder analizar un 

proceso, es necesario establecer el modelo matemático a régimen 

din.utico del comportamiento del mismo, por lo que se debe de 

especificar el método y las bases necesarias para el desarrollo 

del modela. Esto es importante ya que se debe de conocer 

detalladamente que tipo de proceso se está estudiando, asi como 

las ecuaciones que lo rigen, y con ésto establecer los primeros 

pasos para el diseNo y análisis de un sistema de control. 

En este mismo capitulo también se dan a conocer las 

diferentes técnicas de análisis dinAmico usadas en la tearia de 

control clásica, como es la dinámica en el espacio del tiempo, 

en el espacio de Laplace y en el espacio de la frecuencia. 

La dinámica en el espacio del tiempo implica un análisis de 

las ecuaciones que describen el comportamiento de un sistema o 

proceso con respecto al tiempo; esto es, hablar de sistemas 

diniunicos representados por ecuaciones diferenciales sean 

lineales o no lineales, que serán resueltas por los métodos mAs 

adecuados. 

El anAlisis dinAmica en el espacio de Laplace implica 

convertir las ecuaciones diferenciales a ecuaciones algebraicas, 

lo cual permite una rápida forma de llegar a la solución del 



sistema o modele. Sin embargo, cuando el modela es complejo 

resulta complicado el manejo de estas ecuaciones. 

La tercera alternativa, la dinámica en el espacio de la 

frecuencia es un método gráfico que permite resolver sistemas 

complejos con relativa facilidad, donde su mayor aplicación es en 

sistemas de control cerrados. 

Por lo que respecta a capitulo 3, en éste se dan a conocer 

los diferentes tipos de estructuras de can trol y las 

caracteristicas de cada uno de ellos para poder ver cual serA la 

mAs adecuada para el proceso en estudio. Por otra parte, también 

es necesario saber que tipos de elementos están involucrados 

dentro de un sistema de control <elemento primario de medición, 

controlador, valvula, etc.>, estos elementos varian dependiendo 

de lo que se desee controlar. 

En este capitulo también se ve la teoria de control de 

procesos, que involucra lo que se conoce como diagrama de 

bloques, que se considera un medio muy conveniente para 

visualizar y analizar los sistemas de control. También ésto se 

obtiene mediante lo que se conoce como sintesis de procesos, que 

en particular se referirá a la sintesis de estructuras de control 

de procesos. Todo esto es para poder di sef'\ar y analizar la 

estructura de control, y saber si el sistema o proceso es estable 

o no. Esto dependerá del comportamiento que tenga una vez que ya 

se estableció la estructura de control, si el sistema o proceso 

no es estable, aqui se debe de establecer un anAlisis adecuado 

para lograr que sea estable, mediante el uso de las diferentes 
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técnicas que se mencionaron anteriormente. 

Para poder ver de que forma se aplica todo lo anterior, en 

el capitula 4 se desarrolló un modelo para un RTAC no 

isotérmico, para unas condiciones de operación en particular, en 

el cual se aplicaron todas los conocimientos adquiridos para 

desarrollar y establecer el sistema de control mAs adecuado para 

el mismo. 

Este trabajo fué desarrollado en función de los siguientes 

objetivos: 

1. Analizar los fundamentos teóricos de la dinAmíca y 

control de procesos. 

2. Analizar las técnicas de modelado para sistemas de 

control multivariable. 

3. Analizar las técnicas de sintesís de diagramas de bloques 

para sistemas de control multivariable. 

4. Analizar las técnicas y _criterios de estabilidad y 

controlabilidad en sistemas de control multivariable~ 

5. Seleccionar y disef1ar un sistema de control 

multivariable. 
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CAPITULO 1 

GENERALIDADES 



1. 1 ASPECTO HISTORICO. 

En el transcurso de los aNos la tecnologia se ha 

desarrollado de una manera sorprendente, cada vez son más los 

recursos y facilidades can los que se cuenta para mejorar los 

procesos, lo que permite en el caso de la Ingenieria Qui mica, que 

los productos elaborados sean más puras y a la vez que las 

empresa~ tengan mayores beneficios~ Estos adelantas se deben al 

constante estudio para hacer que las máquinas, los equipos de 

proceso, instrumentos y equipos de control trabajen de una manera 

más eficiente y continua~ Es por ésto que en el presente apartado 

se hará. una breve resei"ia del desarrollo del control a través del 

tiempo. 

No es una sorpresa que el hombre use controladores, ya que 

en la naturaleza, los controladores automAticos aparecen en todas 

partes. Por ejemplo, el control de temperatura en animales de 

sangre caliente y el heliotrapismo que causa que las plantas 

giren hacia el sol. Sin embargo, lo que produjo un incremento en 

el uso de los controladores fue el aumento de la maquinaria. 

Las primeras aplicaciones del control de retroalimentación 

se basan en los mecanismos regulados con flotador, desarrollados 

en Grecia en el periodo O a 300 a .. C. El reloj de agua de 

Ktesibios usaba un regulador con flotador; una lámpara de aceite 

inventada por Fni16n aproximadamente en el a~o 250 a.c. usaba un 

regulador con flotador para mantener un nivel constante de 

aceite; Herón de Alejandr1a que vivió en el primer sislo a.c. 
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publicó un libro titulado "Pneumática", el cual mostrab .. 1 

mecanismos de control de nivel de agua mediante reguladores con 

flotador. 

El primer sistema di! retroal imentacíón inventado en Europa 

fue el re9ulador de temperatura de Cornelis 01 .. ebbel <1572-1633). 

Oemis Papin <1647-1712) inventó el primer regulador de presión 

para calderas de vapor en 1681 Ceste reguladot· fue una especie de 

dispositivo de seguridad semejante a la válvula de las ollas de 

presión). 

El primer regulador de retroalimentación autom."t.tico usado 

en un proceso industrial, según se acepta generalmente, fue el 

regulador centrifugo de James Watt, desarrollado en 1769 para 

controlar la velocidad de una máquina de vapor. 

El regulador de nivel de agua a base de un flotador, que 

se dice fue inventado por l. Polzunou en 1765, es el prim~r 

sistema histórico dado a conocer por la Unión Soviética; el 

flotador det~cta el nivel de agua y controla la válvula que tapa 

la entrada de la caldera. 

Los avances m~s importantes en el desarrollo de los 

mejores controladores ~ instrumentos afines, vino en gran parte 

después de 1930, los cuales fueron soluciones a problemas que 

surgieron en la industria, problemas causados por la complejidad 

de los procesos y la necesidad de una mayor producción, asi como 

el de obtener un producto mejor y mas uniforme. Este y otros 

problemas han hecho absolutamente esencial mantener el desarrollo 

de controladores e instrumentos de medición con mayor 



sensitividad y con respuesta rApida para cualquier pertubaci6n 

9ue ocurra en un sistema. 

Teóricamente los procesos con control aparecieron en 1930. 

Grebe~ Boundy y Cermak discutieron algunas dificultades en el 

control de pH y mostraron las ventajas del uso de controladores 

con acción derivada. 

Ivanoff en Cl934> introdujo el concepto de desviación 

potencial y corrección potencial como una evaluación 

cuantitativa de sistemas de control. Hanzen introdujo el término 

de 11 servomecanismo" para la local izacion del controlador y 

discutió el dise~o de los sistemas de control capaces de ser 

modificados en el punto de ajuste <set point>. Con respecto al 

trabajo de retroalimentación, Nyquist desarrolló un procedimiento 

general y relativamente sencillo para determinar la probabilidad 

de sistemas con retroalimentación. 

Se lograron grandes avances durante la segunda guerra 

mundial en el desarrollo de servomecanismos para el 

direccionamiento de barcos, aeroplanos y antenas para radar. 

En este mismo periodo de tiempo, Ziegler y Nichols 

desarrollaron un método de ajuste para el controlador, en donde 

la ganancia del controlador es gradualmente incrementada ha5ta 

que el proceso controlado sufre una oscilación ininterrumpida. 

Después de la guerra aparecieron varios textos dando a 

conocer varios escritos como los de James, Nichols, Phillips, 

Laver, Lesnick y Matson, en 1947; Brown y Campbell en 1948; 

Andret, Taplin, Chestnut y Mayer, en 1951. 



El control en los proce~os qu1m1cos se llevaba a cabo por 

aperadores que observaban localmente calibrando y ajustando las 

válvulas, lo cual se llevaba mucho tiempo y r•equerla de mucha 

atenci6n. Ante la necesidad de estar alerta, gradualmente esta 

practica disminuyó con la evoluci~ del control automatice y con 

los controladores de medici<!<l y vAlvulas combinadas en paquetes. 

Durante alqún tiempo las válvulas se accionaban con aire, un 

resorte o actuador de diafragma; el desarrollo de la transmis100 

de seriales neumtiticas o elktrícas a partir de 1940, per•miti6 el 

uso de un cuarto de control y tr·ajo cons1qo la reducción del 

número de operadores. 

En 1945 se controlaba el flujo con orificios, en un 

manómetro de mercurio de transmisi~ neumática o con un 

rot~metra, la temperatura can termocop les o termómetros de bulbo 

de mercurio y la presiCo con transmisión neum~t1ca. 

En 1950 se dise~aron instrumentos, transmisores y 

controladores, que tuvieron milos capacidad neumAtica, 

sensitividad, libertad de impulso y rapidez de respuesta. Los 

transmisores de temperatura de bulbo de mercurio fueron 

reemplazados por transmisores de bulbo de gas. En la década de 

los SO's se comienzan a aplicar las computadoras a sistemas de 

control, utilizándose como un elemento de control. 

Cohen y Caen en 1953 desarrollaron una nueva técnica df! 

ajuste del controlador conocida cama "método de la curva de 

respuesta din.:t.mica del proceso", en donde el controlador es 

puesto en un modo manual y marcando un peque~o cambio de paso en 
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la salida del controlador. El resultado de la curva de respuesta 

del proceso es aproximada por un simple modelo dinámico, can una 

función de transferencia de primer orden m:ts tiempo muerto, cuyos 

parámetros son fácilmente determinados. 

En las aNos 60"s los desarrollas teóricos se incrementaran 

encontrando inicialmente dificultad en la aplicación de las 

computado1·as a la ciencia de control. Durante esta década la 

computadora digital operó sobre aparatos neum3.ticos e 

hidr~ulicos, ademAs de operaciones amplificadoras. El desarrollo 

y utilización de las computadoras en esta década sirvió de base 

para el avance en la s1ntesis de procesos y es a partir de estas 

fechas que se comienzan desarr·ollar cada uno de los 

subproblemas que integran su campo de aplicación. 

Buckley (1964) y Shinskey C1967) llevaron a cabo estos 

trabajos integrando consideraciones dinámicas. Las estructuras de 

control eran evaluadas utilizando heurlsticas derivadas de 

consideraciones prácticas y teóricas. 

En los comienzos de los 70's se introduce la teoría de 

control moderna, b~sada en el espacio de estado, aunque no 

reemplaza totalmente a l• teoria ctasica iundada en la respuesta 

dinrunica y en la transformada de Laplace. 

Lo mencionado anteriormente es en base a que la teor1a de 

control cl~sica trata de sistemas lineales de una entrada y 

salida, siendo absolutamente ineficiente ante sistemas de 

múltiples entradas y salidas. El desarrollo de la teoria de 

control moderna afronta no sólo sistemas de múltiples entradas y 
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salidas, sino también es de gran utilJdad en sistemas lineales y 

no lineales. El contr-ol moderno dentro de l~ Ingenier1a trabaja 

con conocimientos de ambos enfoques o teorías. 

Muchas técnicas en el dominio de Ja frecuencia han sido 

desarrolladas para el análisis de la estabilidad y dise~o de 

control multivariable, como el teorema multivariable de Nyquist 

desarrollado por McFarlane en 1972. Astrom y W. Henmark en 1973 

dan~ conocer los sistemas de control de aJUste CSTC·s), para un 

amplio rango de condiciones dQ operdcJón en modelos lineales 

madi ficados par·a adecuar nuevas condiciones de operación. 

Jutan en 1974 realizó estudios de control multivariable 

por computadora para un reactor en una planta piloto, diseNando 

un algoritmo para compensar las perturbaciones existentes en el 

sistema. 

Foss C1973), Kestenbaum Cl976) y Lee y Wekman CJ976l 

revisaron las teorías de s1ntesis de control e~istentes y 

concluyeron que na estaban dirigidas dJrectamente a los problemas 

de dise~o total de sistemas de control. El énfasis de las teorías 

comunes ha sido en lA evaluación d1n~m1ca detallada del sistema 

de control utilizando caracter!st1cas estables entrada-salida del 

proceso, donde Weber y Brisihow C1972> incluyeron los efectos de 

errores de medición. Niederliski C1971> estableció que las 

vínculos de control pueden ser seleccionados de una generación 

multivariable. 

Govind y Power C1976) utilizaron modelos de procesos 

simples a través de una gráfica de causa y efecto, llevando el 
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proceso de control, del control de unidades de operación a 

niveles altos de control de plantas completas. Establecieron una 

estructura de control feedforward lhacia adelante) o feedback 

(hacia atrAs), generando todas las posibles estructuras de 

control. 

Umeda y ~<uriyama (1978> desarrollaron una apro><imaci6n 

diferente a la sintesis de control re9ulatorio para una planta 

qu1mica descomponiéndola en unidades individuales. Para un primer 

nivel, sintetizan la mejor estructura de control para cada 

unidad, independientemente de las otras. En un segundo nivel, 

ajustan cualquier perturbación que surJa del primer nivel, 

cuando la planta es considerada completamente integrada. 

Morari (1978>, Arkum y Stephanopoulos (1978) presentaron 

un desarrollo formal para todas las estructuras de control 

factibles a través del uso de conceptos generalizados de 

cantrolabilidad y observabilidad estructural. Una 

apro><imación a la sintesis de sistemas de control fué 

reciente 

sugerida 

por Douglas <1977) en base a una r~pida estimación del impacto 

econ6mico de las variables de perturbación sobre el proceso para 

encontrar una estructura de control que compense esos efectos. 

Doukas y Luyben en 1978 desarrollaron un método para 

resolver el problema de controlar un proceso con un distinto 

número de variables manipuladas y controladas, es decir, sistemas 

de control multivariable no cuadrAt1cos. 

En los BO's las microcomputadoras continuamente reemplazan 

otros aparatos como los elementos de control, aunque siempre 
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ser~n necesarios para ampliaciones. aperac1onales, neumáticas e 

hidriul icas debido a sus simplicidad, rentab í 1 idad y 

requerimientos de fuerza. 

El uso del control inferencial en procesos de control ha 

sido el suJeto de algunos recientes estudios realizados por 

Morari y Stephanopoulos en 1980 para el control de reactores de 

polimerización. Aproxímadamente en este mismo periodo, debido a 

la introducción de la aproximac16n en el espacío de estado, 

Morari también desarrolló la llamada "Teorla de Control de Modelo 

Interno'" CIHC> (que brinda un funcionamiento tan bueno como el 

logrado por un controlador 6ptimo. Asi, esta teorla pretende 

cerrar la brecha entre la teoria y la pr~ctica en el campo del 

control de procesos>. El control de Modelo Interno se define para 

sistemas de una entrada y una salida CSISO>, de tiempo discreto y 

se establecen sus relaciones con otros esquemas de control .. 

También la estructura IMC permite un procedimiento racional de 

diset\o del controlador .. 

En 1981 Astram estableció dos esquemas del par~metro de 

control adaptativo: el mod@lo de referencia del controlador 

adaptattvo y el regulador de ajuste que tienen aplicación en 

reactores de polimerizaciOn. Tambité-n en este a~o Anbumadi y 

Lachmann determinaron sistemas de control de ajuste basados en 

modelos no lineales que han provisto sign1ficativos pro~resos 

sobre STC 's estandar basa.dos en modelos 1 ineales. La 

aplicabilidad de estA técnica es limitada a procesos con no 
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TABL• 1.1 •L01JllO\ E"EliiOS Ell LA HISTORIA H (0HTROL. 
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H~~ºDEs~me1m: 
USO DE ECUACIONES 
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SIMPLES. 
nETODO DE Zl(•ilER-
HICHOLS. 1 EHfOQUE Al DOMINIO 
DE L•PL•CE '/ AL 
METODO úE FEIPIJ(l-
TA q L• fRE<:UE'ldO. 

1

, 
LUGAF. DE LA f' 1:. 

METODO úE LA 
!RAHSfORMRDA Z. 

IHIC"CIOH EH EL 
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linealidades especi~icas. 

Versiones multivariables del regulador de ajuste !STR> 

fueron experimentalmente aplicadas a columnas de destilación por 

Dahl9uist, as1 como Morris aplicó versiones multivariables del 

STC. 

Luyben en 1985 propuso el ajuste de controladores de una 

entrada y una salida (SISO> en el ambiente multivariable. La 

estructura del sistema debe ser especificada para usar esta 

técnica: que variables son controladas, que variables son 

manipuladas y como son introducidas en la estructura SISO. 

Agarwi 11 y Seborg desarrol lat"on un método de sistema de 

control de ajuste no } ineal pat·a una entrada y una sal ida, asl 

como también en 198b proveen un al9ot"itmo STC para múltiples 

entradas y múltiples salidas CMJMO>. 

1.2 OBJETIVOS DE LA OINAKICA DE PROCESOS. 

Los obJetívos de la dín.1mica de procesos son: 

a> Construir modelos matemáticos dinAmicos, reales pero 

razonables, para analizar el comportc:!miento de procesos o 

sistemas en estudio. 

b) OiseKar procesos o equípo 

utilizando modelos din~icos. 

mediante una simulación, 

e) Aportar informaciéo dinámica <la velocidad de respuesta 

del proceso con respecto al tiempo, el tipo d~ 

respuesta y si el proceso es estable o no lo es) para 
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el diseno de controladores a travQs de la solución de 

dichos modelos. 

d) Optimizar el equipo y condiciones de operación. 

1. 3 OBJETIVOS DEL CONTROL DE PROCESOS. 

Durante su operación, una planta debe de satisfacer 

algunos requerimientos impuestos por sus disenadores y por 

las condiciones técnicas, económicas 

de estos requerimientos son: 

y sociales. Algunos 

1) Limitar las desviaciones de las especificaciones de un 

producto .. 

2> Asegurar el cumplimiento de las condiciones de 

operación y entrada de un proceso. 

3> Disminuir el consumo de energia. 

4) Incrementar la producción. 

5> Aumentar la seguridad, detectando 

situaciones de peligro en un proceso. 

y previendo 

ó) Cubrir los rcqui5itos legales que regulan las 

condiciones de los efluentes de una planta. 

En general, el objetivo es disenar sistema5 de control de 

procesos para: 

a) Suprimir la influencia de perturbaciones externas. 

b) Ase9urar la estabilidad de un procesa. 

e> Optimizar el funcionamiento de un proceso. 
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1.-' CLASIFICACION DE LAS VARIABLES DE UN PROCESO. 

A continuación se clasifican y definen las variables que 

intervienen en un proceso. 

1. -'· 1 VARIABLES DE PROCESO. 

Una variable de proceso es una cantidad fisica o quimica 

cuya variación a~ecta al proceso. 

1. -'· 2 VARIABLES DE ENTRADA. 

Las variables de entrada de un proceso son aquellas que 

denotan los efectos de los alrededores sobre un proceso 9uimico y 

se clasifican en; 

a) Variables de curga. Son aquellas variables que afectan 

.. la varic3ble controlad.:t incluyendo a las de 

pe,..turbac i 6n. 

b) Variables manipuladas o ajustables. Son aquel las 

variables que se modifican con propósitos de control. 

el Variables de perturbación. Son variablrs de un si~tema 

en las cuales se lleva a cabo un cambio no deseado 

el cual tiende a a-fectar a la variable contr•olada. 

A su vez las perturbaciones pueden ser clasificadas en: 

1) Perturbación tipo escalón. Son funciones que cambian 
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instantAneamente de un nivel a otra y después se 

mantienen constantes. 

- Escalón unitaria. Si el tamano de paso es igual a 

la unidad, la perturbación es llamada 

unitario U<t> y se define como: 

escalón 

U<t> 

u (t) o 

para 

para 

o 

;,; o 

- Escalón no unitario. 

Hit> 

Hltl 

H 

o 

para 

para 

) o 

;; o 

tiempo 

2) Perturbación tipo impulso. Tamb1é-n llamada "función 

delta de Dirac", cuya5 caracterlsticas son: área 

igual a uno, altura h, que tiende a infinito y base 

igual a 1/h que tiende a cero. 

3> Perturbaciói de tipo pulso. Es una 

empieza y termina en el mismo nivel. 

función que 

- Pulso de tipo rectangular. Este tipo de funciones 

es la suma de una función escalonadd negativa 

realizada a un tiempo D después de cero. Asi, un 

pulso rectangular de altura uno y amplitud D: 

O = Ult> - U!t - O> 

- Pulso de tipo triangular. 

Pulso Gaussiano. 

4) Perturbaciones de tipo rampa. Es una 

cambia linealmente con el tiempo. 

5) Perturbaciones de tipo onda senoso1dal. 
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Estas y otras funciones mas comunes de variables de 

perturbaciai se muestran en la tabla 1.2. 

1. 4. 3 VARIABLES DE SALIDA. 

Las variables de salida san aquellas que denotan el efecto 

del proceso sobr~ los alrededores. 

a> Variable controlada. Es aquella variable o condición de 

proceso que se desea mantener en un valor único. 

Las variables controladas se clasifican a su vez en: 

1> Variables medibles. Son aquellas cuyos valores son 

conocidos por mediciones directas. 

2> Variables no medibles. Son aquellas que no pueden 

ser directamente medidas. 

Cuando las variables controladas son no medibles se deben 

usar otras variables que puedan ser medidas segura y facilmente, 

éstas son llamadas mediciones secundarias. Asi, la medici6n de 

las variables controladas no medibles será funcióll de la medición 

secundaria. 

No todas las variables de salidu requieren ser 

controladas. 

En la fig. t.l se muestran las clases de variables que 

se encuentran involucradas en un proceso. 
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TABLA 1.2 TIPOS DE PERtURBA(IOHES. •(OH!.i 

FERlURBAC 1 OH GRAflCA [ fUHCIOH 

ESCALOH UHllAf.10 '"'.b f f\) = 1 

t'O t 

fi\) t 
1 

El•:ALOH HO UHllARIO 
u 1 

f(\) = u 

1 
too \ 

lnPULSO Al f( \) 

' h 
' : ¡ 

!/!> t 
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TRBLR !.! TIPOS t•E rEFTUfbR·:IOllE';. •((·llT.; 

PUTURBR•:IO!i GFAF l(R FUll( !Qtl 

RRnPR no 

~ 
11t1 = '· 

1 

t=e t 1 
1 

1 

f (\) t 1 

1 º"º' SEHOICH oL sen11.,1 o f 1 ti : Hr. (u ~) 

1 

~r\_ t 

~+- p-+ 
1 

flt• lAr, 1 

011[1C¡ COSErw:01t.:iL 1 t ' ·: lj ~ •.tl t' 

t 
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1. !5 ASPECTOS BASICOS PARA EL DISEFIO DE UN SISíEMA DE CONTROL. 

Las cuestiones básicas que se deben contestar cuando se 

disena. un sistema que satisfaga las necesidade5 de control de 

un proceso, se definen en los siguientes puntos: 

a) DEF'INICION DE LOS OBJETIVOS DE COITTROL. 

El elemento central en una estructura de control es el 

proceso que se desea controlar. La primera cuestión que 

debe surgir del dise~ador del sistema de control es: 

¿ CuAles son los objetivos operacionales gue un sistema 

de control debe conseguir ? Ver seccieo 1.3. 

Al comienzo, los objetivos de control se definen 

cualitativamente y subsecuentemente son cuantificados, 

usualmente en términos de las variables de salida. 

b) SELECCION DE LAS VARIABLES DE MEDICION. 

Siempre se necesitan medios para controlar el 

funcionamiento del proceso. Esto se hace midiendo los 

valores de e iertas variables de proceso (tempera tura, 

presión, concentraci6n, flujo, etc>. Por lo tanto la 

segunda cue~ti6n es: 

,~ Cu.!lles varidbles de deben medir a fin de controlar el 

funciona~iento operacional de una planta ? Ver sección 

1.4.3. 

e) SELECCION DE LAS VARIABLES MANIPULADAS. 

Una vez que los objetivos han sido especificados y las 
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variables de mediciCrl identificadas, la siguiente 

presunta se refiere a como se efectuar.A. o logrará un 

cambio l!O el proceso: 

d Cuales son las variables manipuladas a ser utilizadas 

para controlar un proceso qu1mico ? 

Usualmente, en un proceso tenemos un número de 

variables de entrada, las cuales pueden ser aJustadas 

libremente. La selección de algunas de ellas para 

usarlas como variables manipuladas es una cuestión 

crucial ya que la elección afectará la calidad de las 

Acciones de control que se tomen~ 

d) SELECCION DE LA CONFIGURACION DE COIITROL. 

El problema final a resolver es la definición de la 

configuración de control. 

Una confi9uraciOn de control es la estructura utilizada 

para conectar las variables de medición can las 

variables manipuladas. As1, la pregunta se refiere a: 

¿ Cu.al es la mejor configuración de control para una 

situación de control de un proceso dado ? 

La respuesta a esta cuestión es muy critica para la 

calidad del sistema de control. 

Dependiendo de cuantas sal idas controladas y cuantas 

entra.das haya en el proceso se puede distinguir la 

configuración como: 

1) Sistema de control una entrada-una salida, llamado 

también SISO de las siglas en inglés (single 
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imput-sin9le output). 

2) Sistema de control de múltiples entradas-múltiples 

salidas, llamado también MIMO (multiple 

input-multiple output>. 

Par ejemplo, si el obJetiva de control en algún 

sistema es mantener el nivel del liquido a un valor 

deseado manipulando el flujo del efluente, se tiene 

un sistema SISO. 

De lo contrario, si los objetivos de control son 

(mAs de uno> mantener el nivel y la temperatura del 

liquido a valores deseados, manipulando <mas de una 

variable> el flujo de vapor y el flujo del efluente, 

se tiene un sistema MIMO. 

e) DISEflO DEL CONTROLADOR. 

En todas las configuraciones de control, para poder 

disei1ar el controlador se debe de contestar la 

siguiente pregunta: 

¿ C6no es la información tomada de las mediciones, que 

se utilizará para ajustar los valores de las variables 

manipuladas ? 

La respuesta constituye el ~oda de control o ley de 

control, la cual es implementada automAticamente por el 

controlador .. 

En el capitulo 3 se estudian las caracteristicas de 

varios modos de control; se debe de recordar que la 

selección del modo de control apropiado es una cuestión 
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importante que 

control. 

debe de responder el dise~ador del 

1. 6 ELEMEITTOS DE UN SISTEMA DE CONTROL. 

Un sistema de control automático es un dispositivo que 

mide una variable y que actúa para mantenerla en un valor 

deseado, cuando no lo está. 

Por definición, es una serie de instrumentos y un proceso 

determinado, del que se mide una variable, se hace comparar con 

un valor prefijado (punto de ajuste> y en el caso de no coincidir 

se envia una se~al para que el elemento final de control varie su 

posiciOO para tender a corregir el error. 

En todos los sistemas de control se pueden distinguir los 

siguientes elementos fisicos: 

a) El proceso a controlar. Representa 

conjunto con las operaciones quimicas y 

ocurran en él. 

el equipo en 

f1sicas 9ue 

b> Instrumentos de medici6n o sensores. Tales instrumentos 

son utilizada~ para medir las perturbaciones, las 

variables de salida controladas o las variables de 

salida secundarias y son la principal fuente de 

in-formación acerca de lo que sucede en el proceso. 

e> Transductores. Muchas mediciones no pueden ser 

utilizadas para controlar, hasta que son convertidas a 
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cantidades f1sicas <tales como voltaje o corriente 

eléctrica, o una se~al neum~tica, aire o 

comprimido>, las cuales pueden ser transmitidas 

f.ic i lmente. Es decir, estos dispositivos reciben 

infor~mac:i6n, modifican esta información o su forma y 

env1an una se~al de salida resultante. 

d> Lineas de transmisión. Son utilizadas para llevar la 

sef'fal del dispositivo de medición al controlador y la 

seNal de control al elemento final de control. En el 

pasado, las lineas de transmisión fueron neumaticas, 

pero con el advenimiento de los controladores analógicos 

electrónicos y especialmente la expansión del uso de 

computadoras digitales para contra 1, las l lneas de 

transmisi6n llevan sef'fales eléctricas. 

el El controlador. Este es el elemento que recibe la 

información de los dispositivos de medici<Yl y decide 

que acción debe ser tomada. 

f) Elemento final de control. Es el componente del sistema 

de control que implementa la acci(.;n de control. Este 

recibe la salida de un controlador (se~al de actuación) 

y ajusta el valor de la variable manipulada. La vAlvula 

de control es el elemento final de control mas 

frecuentemente encontrado, pero no es el único. Otros 

elementos finales de control t1picos para procesos 

qu1micos son1 interruptores de relevo, bombas de 
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velocidad variable, compresores de velocidad variable, 

etc. 

En casi todos los sistemas de control se utilizan además 

otros elementos como: indicadores, registradores, alarmas y/o 

funciones de paro. 

Con los elementos descritos anteriormente se pueden formar 

diferentes configuraciones de control cuya forma depende de la 

naturaleza del sistema a controlar. Este tema es abordado en el 

capitulo 3. En la figura 1.2 se muestra un diagrama de la 

configura e 1 ón de control mils común, el control de 

retroalimentación (feedback), el cual se analizará con más 

detalle en el capitulo 3. 
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2. 1 TEORIA DEL MODELADO. 

Un modelo es una descripción del mundo real, es una 

representación de formas más complejas, procesos, funciones, 

fenómenos f1sicos, etc. 

El tipo de modelo usado con mas frecuencia es el modelo 

matemAtico que consiste en un grupo de ecuaciones~ las cuales 

describen el comportamiento de un sistema. El proceso de 

obtención de este grupo de ecuaciones se llama modelado. 

Un modelo es consti~uido p;u·a fac i 1 i tar ln comprensi6-1 e 

intensificar la predicción de un evento o sistema. Se comprenden 

los eventos o las ideas cuando se 1dentif1can las partes de la 

estructura, las relaciones funcionales, las relaciones 

causa-efecto o las combinaciones de éstas. Lo anterior es un 

vinculo definitivo entre la comprensión y la predicciCci. 

Cuando se han ident1f icado las relaciones fundamentales a 

las relaciones causa-efecto se pueden construir modelos para 

predecir la que ac.urrira en eventos futuros y determinar los 

parámetros a controlar. 

Los modelos matemAticos pued~n ser usados en todas las fases 

de la lngenieria Qu1m1ca desde la investigación y desarrollo 

hasta la operación de la planta. 

2.1.1. BASES PARA LA ELABORACION DE UN MODELO. 

El modelado de un proceso es una actividad 9ue re9uiere el 
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uso, en el caso de los procesos qulmicos, de los principios 

bAsicos de la lngenieria Quimica. 

Para desarrollar un modelo se 

siguientes etapas; 

deben considerar las 

a) Caracterización del proceso mediante leyes fundamentales 

ylo experiencia. 

b) Establecimiento de suposiciones. 

e) Prueba de la consistencia matem~tica del· modelo. 

d> Soluci~ de las ecuaciones del modelo. 

e> Verificación. 

a) CARACTERIZACION DEL PROCESO MEDIANTE LEYES FUNDAMENTALES Y/O 

EXPERIENCIA. 

Con el fin de caracteri~ar un sistema o 

comportamiento, son necesarios: 

1) Un grupa de cantidades fundamentales 

proceso y su 

dependientes, 

cuyos valores describiran el estado de un sistema dado. 

2) Un 9rupo de ecuaciones formadas por cantidades 

fundamentales, con las cuales se describirá como 

cambia el estado de un sistema con el tiempo. 

Para la mayoria de los sistemas de interés en Ingenierla 

Química hay tres cantidades fundamentales; masa, ener.gia y 

momentum. Es frecuente 9ue las variables fundamentales 

dependientes no puedan medirse directa y convenientemente. En 

tales casos, se seleccionan otras varíables que se pueden medir 

f~ilmente y ~ue cuando se agrupan apropiadamente determinan el 
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valor de las variables fundamentales. Asi la masa, energia y 

momentum pueden ser caracterizadas por variables tales como 

densidad, concentraci6n, temperatura, presión y flujo. Estas 

variables son llamadas varia.bles de estado y sus valores definen 

el estado de un si.stema o proceso. 

Las ecuaciones que relacionan las variables de estado 

<variables dependientes> con las variables independientes se 

derivan de la aplicación de los principios de conservación sobre 

las cantidades fundamentales y son llamadas ecuaciones de estado. 

El princ:ipo de conser'vaci6n de una cantidad A establece 

Acumulación 
de A en el 
sistema 

periodo d\? 
tiempo 

+ 

Cantidad de A 
que entra al 
sistema 

per'iodo de 
tiempo 

Cantidad de 
generada en 
el sistema 

periodo de 
tiempo 

A 

Donde A es una cantidad fundamental que puede ser: 

1 l Masa total. 

2) Ener91a. 

3) Momentum. 
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Las ecuaciones de estado can las variables de estado 

asociadas constituyen el modelo matem~tico de un proceso, el cual 

describe el comportamiento dinámico o est~tico del proceso. 

La aplicación del principio de conservación dar:.. un grupo de 

ecuaciones diferenciales con las cantidades fundamentales como 

variables dependientes y el tiempo como variable independiente. 

La solución de las ecuaciones diferenciales determinará como las 

cantidades fundamentale5, o equivalentemente, las variables de 

estado cambian con el tiempo, ésto determinar~ el 

comportamiento dinámico del proceso. 

Además de las ecuaciones de balance se necesitan otras 

relaciones para expresar el equilibrio termadin:t.mico, la 

velocidad de reaccién, y la ~elocidad de transporte de calor, 

masa o momentum. Tales relaciones adicionales necesarias para 

complementar el modelado matematico pueden clasificarse en: 

l> Ecuaciones de transporte. 

2) Ecuaciones de cinética 9u1m1ca. 

3) Relaciones de equilíbrio de reacci~ y fase. 

4) Ecuaciones de estado termodinamicas. 

bl ESTABLECIMIENTO DE SUPOSICIONES. 

Hay estructuras que son
4 

faciles de definir y describir 

matemáticamente pero que no se pueden manipular con los 

conocimientos matemAticos actuales, debido a limitaciones 

teóricas o de las técnicas de calculo. En estas condiciones, 

aunque el modela esté bien definido y resulte adecuado para la 

38 



situación real, no seria un método razonable para el desarrollo 

de predicciones. 

La utilización de suposiciones adecuadas genera modelos 

suficientemente rigurosos, que a su vez puedan ser resueltos. Se 

debe tomar en cuenta que el uso de muchas suposiciones hace c¡ue 

el modelo pierda confiabilidad. 

el CONSISTENCIA MATEMAT!CA DEL MODELO. 

Va que se han planteado las ecuaciones del modelo se debe 

asegurar que el número de variables sea igual al número de 

ecuaciones, es decir, se debe practicar un análisis de grados de 

libertad. 

Se debe checar también que las unidades de todos los términos 

en todas las ecuaciones sean consistentes. 

dl SOLUC!ON DE LAS ECUACIONES DEL MODELO. 

En el sentido más general consiste en transformar las 

ecuaciones matemáticas complejas, <¡ue pueden comprender 

ecuaciones algebraicas, ecuaciones diferenciales o desigualdades, 

en relaciones fáciles de visualizar y manipular. Estas soluciones 

pueden ser de naturaleza anal1tica, 9rAf 1ca o numérica, pero 

tienen la caracter1stica común de que relacionan e><pl1citamente 

las variables dependientes con las variables controlables y los 

parAmetros con ellas relacionadas comúnmente. Se prefieren las 

soluciones anal1ticas por ser generales. 
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el VERIF!CACION. 

Un paso importante, pero frecuentemente ignorado, del 

desarrollo de un modelo matemático es probar que éste describe la 

situación real. 

Para verificar un modelo, primero se debe averiguar sí tiene 

un rango de validez, es decir, contestar la pregunta: ¿Es 

posible que el modelo produzca respuestas absurdas si los 

paran.etros se llevan a valores extremos?. Se debe preguntar 

también st los resultados del modelo san razonables. 

Posteriormente, para modelos de sistemas existentes, se puede 

usar el método atribuido a Turíng• 0
, éste consiste en encontrar 

gente que esté directamente involucrada con el sistema real y 

pedirles que comparen el resultado del modelo con los 

resultados del sistema real, para hacer la prueba un poco mas 

científica, se pueden presentar al9unos grupos de pruebas de 

datos simulados y algunos grupos de datos del sistema real y así 

ayudar a los eKpertos a visualizar la diferencia. Es aconsejable 

también hacer pruebas de validación de suposiciones. 

En la fi9. 2.1 se muestra de una manera simplificada el método 

del desarrolla de modelos matemAticos. 

2.1.2 CLASIFICACION DE LOS MODELOS. 

Una primera clasificación de los modelos puede hacerse de la 

siguiente forma : 
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a> Modelos emp1ricos. Su base se establece en la 

experiencia mediante el uso de equipo apropiado para la 

obtención de datos experimentales gue serán ajustados 

_para poder estudiar el proceso o sistema de interés 

con m~s detalle. 

bl Modelos mecan 1 s ti cos .. Se basan en las leyes 

fundamentales, es decir, en las ecuaciones 9ue describen 

la canservacié<l de materia, c.:mt1dad 

ener91a, etc~tera. 

de movimiento y 

e> Modelos emp1rico-mecan1sticos. Son una combinación de 

los dos modelos anteriores. 

Existe otra clasificación de los modelas matematicos como 

se muestra en la fig. 2.2. A continuación se hará un anAlisis de 

la clasificación de modelos dinámicos en base a esta figura. 

a)Hadelos deterministicos y estocast1cos .. Los modelos 

determin1sticos son aquéllos en los que a cada variable y 

parámetro puede asign~rseles un número tija definido, o 

una serie de números fijos, para una 

condiciones. Por el contrario 

serie 

en los 

dada de 

modelos 

probabilisticos o estocasticos se introduce el principio 

de incertidumbre. Las variables o parametros utilizados 

para describir las relaciones entrada-salida y la 

estructura de los elementos <y las restricciones> no son 

conocidas con precisión. 
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bltlodelos de para\.metro distribuido y parrunetro no 

distribuido. Una representación de par:unetro distribuido 

toma en cuenta variaciones detalladas del 

comportamiento del sistema en su conjunto. La dependencia 

espacial es incluida, las v~riables independientes son 

las coordenadas espaciale~ y el tiempo. El modelo de 

parámetro distribuido consiste de un.i o más ecuaciones 

diferenciales parciales, conteniendo d~rivadas parciales 

con r-especto a las vari .. lbles independientes. Por otra 

parte en los modelos de parámetro no distribuido se 

ignoran las variaciones espaciales y en ellos las 

distintas propiedades y el estado (variables dependientes) 

se pueden considerar homo9éneas en todo el sistema. Para 

este tipo de modelos, si son dinámicos, la variable 

independiente sólo sera el tiempo, y el modelo contendra 

ecuaciones diferenciales ordinarias. 

c)Modelos lineales y na lineales. Otro tipo de modelos se 

basa en la linealidad. Asignando a ''y" la salida y a ''x" 

la entrada de un elemento que puede ser estatico o 

din.\mico. 

Este modelo es: 

y = f <x> 

donde la función f(x) puede incluir operaciones como 

diferenciación e integración. El modela <o elemento) es 

lineal si, para una entrada ax, + bx
2

, la salida es: 
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donde a y b son constantes arbitrarias, 

entradas arbitrarias, y: 

f <x > • 
f<x > 

2 

Asi, la linealidad imp 1 ica que las 

x, y son 

constantes 

multiplicativas y las operaciones aditivas en la 

entrada pueden ser. factorizadas cuando se consideran 

las efectos sobre la salida. Si el modelo no satisface 

cualquiera de estas condiciones entonces es no lineal. 

d>Hodelos de estado estacionario y no estacionario. Los 

modelos a estado estacionario también pueden llamarse 

modelos con coeficientes constantes o de tiempo 

invariante. Estada estacionario quiere decir que los 

términos de acumulación en los distintos balances son 

cero. En cada balance, si las cond1c1one~ limite son 

independientes del tiempo, las variables dependientes del 

sistema pueden alcan2ar gt"adualmente valores constantes 

con respecto al tiempo en un determinado punto. Otra 

forma de expresar ex~tamente la misma idea consiste en 

que cuando el tiempo tiende hacia infinito desaparecen 

los estados transitorios y el sistema es invariante con 

respecto dl tiempo. Los procesos a estado no estacionario 
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también se pueden llamar transitorios, dinamices, con 

coeficientes variables o de tiempo variante. 

e)Modelos de tiempo continuo y discreto. Algunas veces 

es inconveniente ver los sistemas dinámicos en términos 

de variables de tiempo continuo. En tales casos se usarA 

una variable discreta para medir el tiempo. 

Los sistemas dinamices se describen por ecuaciones 

diferenciales con derivadas de n-ésimo arden según la naturaleza 

del mismo: 

donde: 

Casos 

a n-• 

constantes 

n-& 
d X 

dt f'l- l 

dx 

dt 

a X + o = f ( tl 

f(t): función impulsora o perturbación 

especiales: 

n=I 

dx 
a . ·• ªo 

dt 

n=2 

d 2 x a a 
2 + 

dt 2 

" = 

dx . 
dt 

f ( t) 

+ a o X f ( t) 

Ecuaci6n diferencial 
de primer orden 

Ecuaci~ diferencial 
de segundo orden 

Las formas din~micas de estas ecuaciones son: 

T 
p 

dx 

dt 
+x=f<t> Sistemas dinamices de primer orden 
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f(tJ Sistemas dinAmicos de segundo orden 

donde: 

T constante de tiempo del proceso 
p 

{ coeficiente de amortiguamiento 

2.2 OINAKICA EN EL ESPACIO DEL TIEMPO. 

En este apartado se estudiará el comportamiento dinámico de 

sistemas multivariables en el dominio del tiempo. Por ''dominio 

del tiempo" se debe entender que se obtiene la dependencia de las 

variables del sistema con respecto al tiempo, travéS de la 

solución de las ecuaciones di-ferer.c:iales que describen el 

sistema. Estas funciones dinámicas describir::.n lo que sucede en 

un sistema real en el transcurso del tiempo. 

Sólo se tratarM sistemas descritos por ecuaciones 

diferenciales lineales ordinarias. La razón de esta limitante es 

que pr~cticamente todas las téenicds matematicas anal1ticas 

comÚ"lmente disponibles son aplicables sólo a estos sistemas. 

La mayor1a de los sistemas que se tt"abaJan en lngenierla 

Qu1mica san no lineales. Sin embargo, las ttknicas lineales son 

de una gran importancia práctica, ya ~ue la mayoria de los 

sistemas pueden ser linealizados alrededor de una cond1ciá1 de 

operación de estado estable <Apéndice B>. Las ecuaciones lineales 

resultantes describen adecuadamente la respuesta din.:t.mica del 
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sistema en alguna región alrededor de las condiciones de estado 

estable. El tamano de la región sobre la cual el modelo lineal es 

v~lido variará con el grado de no linealidad del proceso y la 

magnitud de las perturbaciones~ En muchos procesos el modelo 

lineal puede ser suficiente para estudiar la dinamica. y diset"ío de 

controladores .. 

En la mayoría de los sistemas dinámicos se trabaja 

frecuentemente en términos 9ue representan una desviación de una 

condiciéo a régimen permanente, para ello se aplican métodos de 

variables de desviación <Apénrtice C>. 

Para la solución y análisis de un modelo din~íco 

multivariable es conveniente utilizar un modelo de vat•iable de 

estado, ya que es una técnica adecuada para resolver y analizar 

el comportamiento din~mico de sistemas complejos. 

z. 2.1 MODELO DE VARIABLE DE ESTADO. 

La teoría de control moderna se aplica esencialmente en el 

dominio del tiempo a sistemas multivari~bles, invilriantes Co 

autónomos> y variantes <o no autónomos> en el tiempo <Apéndice 

A>, todo ésto basado en el concepto de estado. A continuación se 

explican los términos m~s importantes requeridos 

comprensión de este concepto. 

para la 

a> Estado. Se define el estado de un sistema dinAmico como 

el menor número de variables (variables de estado> tales 

9ue, el conocimiento de éstas en t=t
0

, junto con la 
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entrada para 

comportamiento 

t;,;t 
o 

determinan 

del sistema para 

totalmente el 

cualquier tiempo 

t~t 0 . As!, el estado de un sistema dinámico en el tiempo 

''t'' queda determinado por el estado en el tiempo t
0 

y la 

entrada para t~t 0 , siendo independiente del estado y la 

entrada antes de t . Para sistemas invariantes en el 
o 

tiempo, generalmente se elige el tiempo de referencia 

t =O 
o 

b> Variables de estado. Las variables de estado de un 

sistema din.:..mico son el grupo de variables las cuales 

contienen suficiente información para todos los estados 

futuros del sistema en estudio. Las variables de estado 

no necesariamente han de ser magnitudes fisicamente 

medibles u observables. En la práctica es conveniente 

ele91r para variables de estado magnitudes f3.cilmente 

medibles, porque las leyes de control exigirán la 

retroalimentaciCo de todas las variables de estado con 

adecuada ponderación. 

e) Vector de estado .. Se denomina vector de estado a un 

vector que determina el estado de un sistema x<t>, el 

cual denota a la variable de estado para cua19uier 

tiempo t~t 0 , una vez especificada la entrada u<t>, 

para un tiempo t~t 0 
Este vector está formado por "n" componentes que 

representan a variables de estado que describen 
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totalmente el comportamiento de un sistema. 

d> Espacio de estado. Se conoce como espacio de estado al 

espacio n-dimensional cuyas ejes de coor·denadas consisten 

en los ejes l<
1

, x
2 

xn, y en el cual se puede 

representar cualquier estado de un sistema por un punto 

en el mismo. 

A. REPRESEIITACIOH DE SISTEMAS EH MODELO DE VARIABLE DE 

ESTADO. 

En esta parte se desarrollan algunas métodos para construir 

el modelo de variable de estada de un sistema lineal dado. Este 

modelo se construye a partir de relaciones del sistema fisico 

real o a partir de la funciál de transferencia del mismo <SecciCo 

2.3.3). 

En el modelo de variable de estado a partir de las 

relaciones del sistema fisico real, las variables de estado se 

seleccionan de tal forma que correspondan directamente con las 

variables flsicas del sistema. Teóricamente, estas variables 

flsicas pueden ser medidas aún si no son, explicitamente, salidas 

medibles. 

Es necesario aclarar que el modelo de variable de estado no 

es único, es decir, se pueden derivar formas alternativas, pero 

equivalentes. 

Si el sistema en estudio es lineal, el modelo general en el 

espacio de estado es: 
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dx 

dt G.x + !Bu + rd x<t );;:x 
o o 

(2.1) 

y= <Cx + IEu (2.2> 

Sabiendo que la ecuación <2.1> es la ecuación de estado y la 

ecuación (2.2) es la ecuación de salida, se tiene 9ue: 

d 

es el vector, de orden k, de perturbaciones, 

es el vector, de orden n, de variables de estudo, 

es el vector, de orden m, de variables manipuladas, y 
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Y1 

y = Y2 

Y¡ 

eB el vector , de orden l, de salidas (aquel las variables de 

estado o contbinaciones de variables de estado que pueden ser 

Medidas>. Las matrices A\, ca, a:, r, y ~ están expresada~ por: 

l "' ª12 ªtn 

l A\ 
ª21 ª22 ª2n 

ªni ªn2 a nn 

[ 
bu bl2 blm 

l [!3 
b21 b22 b2m 

bnl bn2 b nm 

("u 
c12 cln 

l q: c21 c22 c2n 

e ti e l2 e <h 
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[ "' 
Y12 ylk 

r Y21 Y22 r2k 

Ynl yn2 rnk 

ell e12 

··· 1 !E 
"21 "22 "2m 

"l1 el2 • • • elm 

donde ~ es la matriz, de orden n x n, del sistema; m es la 

matriz, de orden n x m, de entrada; ~ es la matriz, de orden 

l K n, da salida; res la matriz, de orden n x k, de perturbación 

y ~ es la matriz feedforward, de orden l x m, 9ue indica la 

relaciOO directa entrada-salida. 

Las criterios de estabilidad de sistemas para este método se 

estudiarán en el capitulo 3. 

2.3 DINAMICA EN EL ESPACIO DE LAPLACE. 

En esta parte del capitulo se estudia la dinAmica en el 

esp•cia de la transformada de Laplace para sistemas 

multivariables; que esencialmente es un método de transformación 
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de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes 

en ecuaciones algebraicas. Esto provee una representación muy 

conveniente de sistemas dinámicos. 

El concepto de transformación se emplea en la solucí~ de 

problemas porque éstos se sitúan en un nu~vo dominio en el cual 

el método de c4lculo es más sencillo. 

son: 

Las principales ventajas que ofrece el uso de esta técnica 

a) Permite una rápida solución de problemas que involucran 

ecuaciones diferenciales lineales simultáneas. 

b> Permite el desarrollo simple de modelos entrada-salida 

que son muy usados para propósitos de control. 

e) Las condiciones inictales y a la frontera son 

automáticamente incorporadas en la solución del 

problema para cualt:1uier función de entrada. 

d> En muchos casos, la naturalezcl de la respuesta puede 

verse ~implemente por inspección de la ecuación 

transformada. 

e) Establece un analisis cualitativo directo de como se 

comporta el sistema CU<3fldo se ve afectada por 

influencias externas_ 

Sin embargo, esta técnica tiene una. .fuerte limitan te ya que 

sólo aplica a sistemas lineales. 
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Z.3.1 DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE. 

Si se tiene la +unción y~f(t) la cual puede ser una función 

que de~cribe el compor·tamiento de un sistema, la tr·ansformada de 

Laplace de f(t) consistirá en la integral con respecto al 

tiempo de O a oo de la multiplicación de f<t> por -•l e 

La operación de la transformada de Laplace se ind1cará por 

la siguiente notaciCn: 

~ [f (tJ l [ -., 
F(sl ~ 

0

f(t) e dt (2.3) 

donde: 

~ : Operador de la transformada de Laplace 

s : Variable de la transformada de Laplace <variable 

compleja)~ 

Li!s propiedades de la transfat"mada de Laplace, as! como las 

de la transforma.da inversü de Laplace pueden verse en el apándice 

D, 

Z.3.2 LA FUNCION DE TRANSFERENCIA. 

Uno de los conceptas má.s usados en la teoria de control es 

el d~ función de transferencia, que se obtiene de la 

transformación de la ecuación diferencial ~ue relaciona un~ 
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entrada o func:ion de forzamiento con una sal ida o función de 

respuesta: 

Funcicn de 
transformada de la función de sal ida 

transfe1·enc ia G<s> 
transformada de la función de entrada 

La función de transferencia es el medio más general y 

conveniente para caracterizar el modela dinámica de un sistema 

fisico. 

La función de transferencia para un elemento lineal, 

componente a sistema puede obtenerse de la siguiente forma: 

l.- Establecer las ecuaciones apropiadas que definen el 

comportamiento del sistema. 

2.- Transformar estas ecuaciones al espacio de Laplace. 

3.- Formar la relac:iá"l de salida Y<s>-entrada UCs) coma: 

Y(sl 
G(s) (2.4) 

U(s) 

A. MATR:IZ DE FUNCIONES DE TRANSFERENCIA. 

Considerar un proceso con dos entradas, u
1

<t> y u
2

<t> y dos 

salidas, y
1
(t) y y

2
<t>. Su modelo matem~tico es: 

<2.5) 
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Las condicione5 iniciales son: 

+ b u (tl 
2Z • (2.61 

Transformando a Laplace ambos lados de las ecuaciones y 

rasolviendo con respecto a V
1

<s> y Y
2

<s>, se tiene: 

(5 - a lb + a b 
22 " .. .. 

y (5l u (sl . P(sl • 
<s - a lb + " b 

22 .. .. zz 
+ u <sl 

P(s) z 

<s - a lb + a b .. .. .. .. 
y (s) u (s) 

z p (S) ' 

<s - a lb + a b .. zz 2l lZ 

+ u (S) 

P(s) 2 

donde P(s) es el polinomio caracterLstico definido por: 

Pis) s
2

- <a +a > s - <a a - a a ) 
,, 22 12 21 11 22 

tas ecuaciones pueden ser escritas como: 

Y (sl ~ G !sl U (sl + G (sl U (sl 
t 11 ' 12 z 

y (sl • G !sl LI !sl + G (s) U <sl 
21 1 22 2 
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donde las funciones de transfet~encitJ. G*•' G,,
2

, 6
2

• y 

están definida$ como: 

s + (a b - a b ) .. 2< 22 " G (s) 
u P<s> 

s + (a b 
22 

- a 
22 

b ) .. .. 
G (S) 

12 P<s> 

s + (a b - a b ) .. " " .. 
G (5) 

Zl P<s> 

s + la b - a b > 
z' 12 " 2Z 

6 (sl 
22 P<s> 

G 
2Z 

Las e~uacianes <2.10> y C2.tl) pueden ser escritas en 

notación matricial: 

] [ 
Esta matriz es ! lama.da "matriz de funciones de 

t~ansferenc: ia". 

Para un sistema con dos entradas y dos salidas se tienen 

2x2=4 funciones de transferencia para relac:ionar todas las 

salidas con todas las entradas. Para un proceso con m entradas y 

.t sal idas, se tendrán l >< m funciones de transferencia de una 

matriz de función de transferencia de ren9lones <número de 
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sal idas) y m columnas (número de entradas>. 

B. POLOS '{ CEROS DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA. 

De acuerdo a la definición de funci6o de transferencia, G<s> 

será la relación de dos polinomios: 

G<s> 
Gl<sl 

P<s> 
(2.12) 

Las ralees del pal inomio Q(s) son llamadas ºceras de la 

función de transferencia", o ceros del sistema cuya din~mica es 

descrita por la función de transferencia G(s). 

Las ralees del pal inomio P<s> son llamadas "polos de la 

función de transferencia", o polos del sistema. 

Los polos y los ceros de un sistema Juegan un importante 

papel en el análisis dinámico de sistemas de proceso y en el 

dise~o de controladores. 

C. ANALISIS CUALITATIVO DE LA RESPUESTA DE UN SISTEMA. 

La respuesta d1nA.mica de una sal 1da "y" esta dada por 

V<cs> = G<s> U<s>. Para una entrada dada u<t> podemos encantar 

fácilmente su transformada de Laplar:e U<s>, si la función de 

tt·ansferencia es conoc1da pa1·a el sistema particular. La 

respuesta y(t) en el dominio del tiempo puede encontrarse si 

invertimos el té1~mino G(s)U(s) ~ 
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Como se sabe: 

Q(s) 

G<s> = 
P<s> 

y ya que las transformadas de Laplace de todas las entradas 

comunes pueden también ser expresadas como la relacíál de dos 

pal inomios: 

u (9) 

entonces: 

V<s> • 

r<s> 

<¡(s) 

Q(s) r<s> 

P<s> <¡(s) 

Para invertir el lado derecho de la última ecuación usando 

el ~étodo de fracciones parciales se necesita conocer las ralees 

del polinomio P<s> (es decir, los polos del sistema> y las ralees 

de q(s). Asi, si 5e sabe donde se localizan las polos del sistema 

se pueden determinar las caracteristicas cualitativas de la 

r••puasta del sistema para una entrada particular, sin c~lculos 

a.die ionales. 

Se usará un ejempla general para aclarar lo anterior. 

Sup6ngase que la función de transferencia de un sistema está dada 

por: 
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el e2 [-2_ e32 
e3m ] 

G(s) = +--- + + + ... + 
s - PI s - P2 s - p 3 <s - P3>2 <s - P3>m 

e4 e4 es 
+--- + 

* s - P4 s - p 4 s - P5 

Se pueden hacer las siguientes observaciones acerca de la 

localización de los polos: 

l. Polos reales y distintos, tales como y son 

localizados sobre el eje real (f19. 2.3). Durante la 

inversión se convierten a términos tales como C epsl 

' 

cero cuando t~ro (f i9. 2. 4al. También, ya 9ue p > 
2 

y 

º· 
C

2
ep2l crece exponencialmente a in.fint to con el tiempo 

(fig. 2.4b). Por lo tanto polos di~tintos sobre el eje 

real negativo pr"oducen términos que decaen a cero con el 

tiempo, mientras polos reales positivos hacen que la 

respuesta del sistema crezca hacia infinito con el 

tiempo. 

2. Polos reales múltiples, como p
9

, que se repite m veces. 

Tales polos dan lugar a términos como el siguiente: 

[ 

e e 
.!12 9 9 

e +--t+-
!H 1! 2! 

t2 + ••• + 

e 
3m 

<m -

p l . 
e 

El término dentro de los paréntesis crece hacia infinito 
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r, 

EJE IMAGINARIO 

---- - ----- --· (p ) 

' ' 

' . ------------•<p.,> 

EJE 

RrnL 

FIGURA 2.3 LOCRLIZACIOll DE POLOS El! EL PLAllO CO"PLEJO, 
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con el tiempo. El comportamiento del término exponencial 

depende del valor del polo p
9

• 

p l 

Si >O entonces e • ... "' cuando ~ "' p9 

p l 

Si <O entonces e • ~ o cuando ~ "' p. 
p l 

Si p cO entonces e 
. 

~ todo t • para 

Por lo tanto, palos reales múltiplP.s dan lu.9ar a té-rminos 

los cuales crecen hacia infinito, si el polo es positivo 

o cero, o decaen a cero si el palo es negativo. 

3. Polos conjugados, tales como p
4 

y p:. como se sabe un 

polo complejo siempre aparece en pares conjugadas. Si 

p
4
= a.+ j(1 entonces, • p = Ct -. j (l. Cuando se invierten 

pares can jugados de raices complejas surgen t~rminos 

tales coma eªLsen <ttt + ,P>. El sen C(1t + 4'> es una función 

oscilatoria peri6díca 1 mientras que el comportamiento de 

eªt. depende del valor de la parte real a. Asi 1 

Si 0t > O, entonces eªt .. oo cuando t ... en, y eªt.sen C/1t + <P> 

crece hacia infinito de una manera oscilatoria (fig. 

2.4c:l. 

Si °' < O, entonces eªL .. O cuando t .. co, y e 0 tsen<(it + rj>) 

decae a cero de una manera oscilatoria c:on un 

decrecimiento de amplitud (fig. 2.4d). 

Si °' = O, entonces eªt= 1 para todo t, y eªt.sen((1t +cp) 

sen<¡?t +~>, el cual oscilará continuamente (fig. 2.4e>, 
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can una amplitud constante. 

Por lo tanto, un par de polos conjugados complejos 

produce un comportamiento oscilatorio, cuya amplitud 

puede crecer continuamente si la parte real del polo 

complejo es positiva, decae a cero si es negativa, o 

permanece sin cambio si la parte real del polo es cero. 

4. Polos an el origen, el polo p
5 

está local izado en el 

origen del plano complejo Ces decir, p
5
= O + jO). Asi, 

C!S/ (s -p!S) = C!S/s y después de la inversión éste da un 

término constante e . 
~ 

Lag observaciones anteriores son generales y pueden ser 

aplicadas a cualquier sistema. Asi, se pueden encontrar las 

caracteristicas cualitativas de la respuesta de un sistema si se 

conoce la localización de los polos de la función de 

transferencia. 

Los polos del lado derecho del eje imaginario producen 

t~rtl'inos los cuales crecen a infinito con el tiempo. Tales 

5istemas con comportamiento ilimitado son llamados INESTABLES. 

Por lo tanto un sistema ser A ESTABLE (es decir, con 

coaapcrtamiento limitado>, si todos los polos de su función de 

transferencia son localizados en el lado izquierdo del eje 

imaginario. En el capitulo 3 se estudiara con mas detalle el 

concepto de estabilidad de un sistema. 
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z. 3. 3 KODELO DE VARIABLE DE ESTADO. 

Como se enplic6 en la parte 2.2, el modelo de variable de 

estado de un sistema no sólo se puede construir a partir de 

relaciones del sistema fisico real <sección 4 .. 1.6>, sino también 

a partir de la funciCo de transferencia del sistema .. A 

continuación se desarrollarán algunos métodos para obtener el 

modelo de variable de estado (ecuaciones 2.1 y 2.2>, a partir de 

la ~unción de transferencia del sistema en estudio. 

A. SISTEMAS SIN PERTURBACIONES CUYA FUHCION DE 

TRANSFERENCIA NO INVOLUCRA POLINOMIO DE CEROS. SISTEMA 

SISO. 

Sea el sistema de n-ésimo orden con función de transferencia 

K 
G(s) (2.13) 

n n-l 
s + a s + n-• + as + a 

• o 

la ecuaci61 diferencial de salida correspondiente es: 

12.14) 

Ya que el con oc imien to de y (0), y· <O) , .... , yn-f. (0) junto 

con la entrada u(t) para t2:0 determinan totalmente el 

comportamiento futuro del sistema, se puede tomar a y(t), y 1 (t>, 

yn-l(t) como un conjunto de n variables de estado. 

Se define: 
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)( <tl . 
)( (t) 

2 

y <t> 

y·(t) 

entonces se puede escribir la ecuación (2.14) como: 

)( • <t> . 
)( • (t) 

z 

)( • (t) 
n-a 

)( (ti 
2 

)( (t) 
9 

"n <t> 

Sustituyendo en la ecuación (2.14) 

-a >< <ti -
o • 

-a x<tl+Ku<tl 
n- t n 

Combinando las ecuaciones (2. !Sal, <2. 16a>, <2.16bl 

en la forma matricial de las ecuaciones <2. ll y <2.2) 

"1. ( t) o o o )( ¡ ( t> o 

x
2

• Ct> o o o x
2

ct> o 

"3' (t) o o o x
3

Ct) + o 

"n • <ti -ao -al -a n-1 
)( 

n 
( t) K 

)( ¡ (ti 

"2<tl 

y<tl [ 1 o o o ] ><3<tl 

"n (ti 
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<2.15al 

<2. !Sbl 

(2 .. t5c> 

(2.16al 

(2.16bl 

<2.16cl 

<2.16dl 

y (2.16d) 

se tiene: 

u<t> 

(2.17) 

(2.18) 



B. FUNCIONES DE TRANSFERENCIA PROPIAS. SISTEMAS SISO! 971 

Un sistema es propio si el polinomio de los ceros es de 

m«!nor orden que el polinomio de polos o caracterlstico. 

En el caso general, si la función de transferencia es: 

K<b s"- 1 + b s"- 2 + ••• + b s + b ) 
n- i n-Z 1 o 

Gis> (2. 19) 
n n-1 n-2 
s+as +as + ••• +as+a 

n-1 n-2 :l o 

el modelo queda: 

[

"1' (t) 

"2' (t) 

"n' ltl 

o o 

o o 

o 

o 
u Ctl + 

(2.20) 

y(t) <2.21) 

X ( t) 
n 

Hay una forma alternativa para generar el modelo de variable 

da estado que se puede aplicar- a funciones de transferencia con 

polos reales como a funciones de transferencia con polos 

complejos. 

B.1 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA CON POLOS REALES. 

A partir de la función de transferencia: 
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+ b s + b ) 
l o 

GCsl 
+ as + ü sn + a sn-1 + a. s"'-z + 

<2.22> 

n-1 n-2: ' o 

se desarrolla en forma de fracciones parcia.les, generando a 

pat"'tir del sistema principal varios subsistemas que relacionan la 

entrada con la salida: 

Y(sl 

G(s) 

U<s> s - p 1 

Definiendo: 

X (S) 
l 

X
2

<s> 

X (S) 
n 

se cbtitme: 

K a 
l 

---U<s> 
s - pi. 

K ªz 
---U(s) 
s - p

2 

K a,, 

---U<s> 

s - pn 

K ª2 
+ --- + ··~ + 

s - P2 

K a 
n 

Y<s> r X (s) + r X (s) + ••• + r X (s) 
1.t ZZ nn 

dond" son las r-atces de 

c:aracterl.stica: 
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(2.24) 

(2.25) 

la ecuación 



r. = (s - p.l G<s> 1 
\. t. •=P,_ 

Tomando la inversa de la transformada de Laplace para las 

ecuaciones <2.23> y <2~24>, se tiene: 

<2.26> 

y 

<2.27) 

Colocando las ecuaciones <2.25) y <2.26) en notación 

vectorial matricial se genera el modelo de variable d~ estado: 

['''" P¡ o o o "1 ( t) ª1 

x
2

• (tl o P2 o o "2(t) ª2 
K u(tl (2.28> 

X '(t) o o o Pn ~ (t) a 
n n n 

y(t) <2.291 

xn 
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B.2 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA CON POLOS COMPLEJOS. 

Haciendo el mismo análisis que para el caso B.1, a partir de 

la funcit!n de transferencia: 

G<s> 
s"' + a s"-1 + 

n-l 

K 
(2.13> 

+ as + a 
l o 

se desarrolla en fracciones parciales, se divide en subsistemas 

con relaciones entrada-salida y se obtienen las ralees de la 

ecuación caracteristica para generar un modelo de variable de 

estado de la siguiente forma: 

['"' P1 o o 

x
2

• (t) o Pz o 

x
0

' <t> o o o 

o x
1
(t) ª1 

o x2 <t> ª2 
+ t( u<t> (2.30) 

pn X (t) a 
n n 

x
1 

( t> 

r n] 
x

2
(t) 

(2.31> 

X ( tl 
n 

c. FUNCIONES DE TRANSFERENCIA !>!PROPIAS. SISTEMAS srso! 971 

Un sistema es impropio si el polinomio de los ceros es del 

mismo orden que el polinomio de polos o caracteristico. 

En el caso general, si la función de transferencia es: 
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G<sl (2.32l 
s" + a sn-s. + ..... + a s + a 

n-s. t o 

el modelo est~ dado por: 

[

"1' <t> 

"2' <ti 

"n •<ti t ... 
o o "1 (t) o 

o "2(t) o 
+ u<t> 

-an-1 Ctl )( (t) K 
n 

o 

(2.33l 

f """ 
(bn-1 - bnªn-1 1 ] 

"2<tl 

)( (t) 
n 

y<t> 

C2.34l 

Esta es la forma general de la función de transferencia para 

un sistema SISO, y aplica a los casos anteriores, si se establece 

que b;=o para sistemas propias. 

D. REPRESEIITACION DE UN SISTEMA MIMO EN UN MODELO DE 

VARIABLE DE ESTADO. 

Para la generación del modelo de variable de estado de un 

sistema MIMO se establece el siguiente procedimiento que parte de 

la matriz de funciones de transferencia: 
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V 1 <s> VI (5) V 
1 

(5) V 
1 

(5) 

u1 (s) u 2 <5> U
3

(5l u (5) 
n 

v2 <5l v2 <5l v2 <5> v2 <5> 

U
1 

(5) u 2 <5> U
3

<5) u (5) 
n 

<!;(5) = <2.35) 

V n(sl V
0

<5l V (5) V (s) 
n n 

u1 (s) u 2 <s> u
3 

<sl u (s) 
n 

la cual presenta las funciones de transferencia individuales 

entre la entrada '1 i 11 y la salida ''j 11 solamente. 

Para cada función de transferencia individual se pueden 

aplicar los métodos generales para funciones de transferencia 

propias e impropias <sistemas SISO), y generar, para cada una, su 

modelo de variable de estado: 

VI (5) xi ·= ""1 xi + 101 ul 

6
11 

_____,. 
UI (S) Y1 = Clxl 

v 2 <s> X2 ·= ~2x2 + 10zu¡ 

0 21 
~ 

Ul (S) Yz C2x2 
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y (sl X - A X + 18n "1 n n n n 
G -nl 

y 1 (S) = <C X Yn n n 

yl (s) xn.;.1 = A n+l xn+l + 18n+1 "2 
G12 

Gln 

U
2

(s) 

y (S) 
n 

U2 .(s) 

y 1 (5) 

U <s> 
n 

-

-

-

Y¡ = ICl, (n+l) xn+l 

X ' = 
2n A\2nx2n + 18

2n "2 

yn = <C n, 2nx2n 

x' (n-l>n+I 

+ C8Cn-1)n+lun 

Y¡ <CI, <n-lln+l x(n-lln+l 

y (S) 
n 

U (S) 
n 

X 
nn 

Combinando todos los modelos de 

individuales dentro de un modelo de 

vectorial-matricial de la forma: 

dx 
x' Ax + IBu 

dt 

Y <Cx 

74 

variable de 

espacio de 

estado 

estado 



es decir: 

x1 ( t) A\1 o o o o o o o xi (t) 

x2 (t) o A\2 o o o o o o Xz (t) 

o 

X (t) o o A\ o o o o o "n 
(tl 

n n 

"n.;.1 <t> o o o R.n+l · · • o o o o xn+l 
(t) 

o 

X ' 
2n 

<t) o o o o • • .Al2n o o o x2n 
(t) 

o 

X • ( tl o o o o o o Al o X (t) 

Cn-lln+I <n-lln+l (n-1 l n+l 

X • ( t> o o o o o o o Al X (t) , nn n nn 

IBI o o o o o o o u! (t) 

o IB2 o o o o o o U¡ (t) 

o o IB o o o o o u! ( t) 
n 

o o o IBn< 1 º º º o o o o u2 ( t) 

o o o o º º. IB2n o o o u:;: (t) 

o 

o o IB o u (t) 
<n-llnH 

n 

o o o o o o o !Bn u (t) 
n 
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)( 1 <tl 

"2 
(t) 

Y¡ <tl ICl o o IC o 
1, n+1 

o q:; o 
1, <n-1 >n+l 

o X Ctl 
n 

Y2 <t> o 11:2 o o IC 
2,.n+l 

o o <C 
2, <n-l)n+l 

o "n+l <t> 

Yn (t) o o IC o o 
n 

o o o o "2n <t> 

X (t) 
<n-ll n+l 

)( <t> nn 

2.3.4 REPRESEJ.rfACION EN EL DOHI NI O DEL TI EHPO 'i EN 

EL DOMINIO DE LAPLACE DE UN MODELO DE VARIABLE DE 

ESTADO. 

El análisis de la din:i.mica de sistemas lineales 

multivariables con coeficientes constantes, como ya se mencionó, 

se puede hacer en el dominio del tiempo can modelos de la forma: 

dx 
fll>x + !Bu + rd 

dt 

y :s ct:x + rEu 

x<t l 
o 

X 
o 

a en el dominio de la transformada de Laplace, 
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funciones de transferencia en la forma: 

Y.<s> (2.36) 

donde yes>, ~Cs) y ~Cs> denotan la transformada de Laplace de las 

variables y, u y d, respectivamente y las matrices ~(s) y 

son las funciones multivariables de transferencia 9ue relacionan 

las variables manipuladas del sistema ~<s> y perturbaciones Q<s> 

con las salidas del sistema, es decir: 

<13(5) <2.37) 

Al9unos procedimientos de diseKo de sistemas de control son 

mAs fáciles en la primera representación mientras 

para otros algoritmos es más conveniente usar la segunda. 

La transformación de un sistema dinámico del espacio de 

est•do, ecuaciones (2.1) y C2.2>, al espacio de las transformadas 

de Laplace es hecha simplemente tomando las transformadas de 

estas ecuaciones con x
0

=0 para dar: 

por lo tanto: 

<U<s> = <CCsO - A\)-• 18 

<GdCsl = <C<sO - A\l_, r 
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La transformaci61 inversa a partir del dominio de Laplace es 

mAs problemática por algunas razones, una de ellas es que esta 

transformación no es única, es decir, existen muchos jue9os de 

ecuaciones (2.1) y <2.2) equivalentes a la ecuacion (2.38>. t!ld'l 

Para poder resolver un modelo de variable de estado (sistema 

vectorial-matricial) son aplicables las técnicas de solución 

de ecuaciones diferenciales lineales que se describen en el 

apéndice A. 

2.3.5 DIAGRAMA DE BLOQUES. 

Un diagrama de bloques es una represen tac i 6n visual 

simplificada de la relaciéo causa-efecto que existe entre la 

salida y la entrada de un sistema. Este dia9rama suministra una 

forma útil y conveniente para caracterizar las relaciones 

funcionales entre los diferentes componentes de un sistema. 

caso 

A. REPRESENTACION DE DIAGRAMAS DE BLOQUES PARA SISTEMAS 

MULTIVARIABLES. 

Los diagramas de bloques pueden ser considerados como un 

especial de representación general de sistemas 

multivariables. Estos sistemas están formados por el vector de 

transformadas de Laplace y la matriz de funciones de 

transferencia. La transformada de salida toma la forma simple del 

vector Y<s>, que se puede relacionar al de entrada ~(s) 
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simplemente por: 

Y. <sl •IHsl\!<sl (2. 4ll 

donde ct;(s) es una matriz y cada elemento g\.j(s) es una función de 

transferencia que relaciona a la i-ésima salida y( can la j-ésima 

entrada uf Para el caso de una sola entrada y una sola sal ida, 

la función de transferencia se 1"educe a ll3ts). En la fig. 2.5 se 

muestra el diagrama de bloques para un proceso con dos entradas y 

dos salidas .. 

2.3.6 TIEMPO HUERTO. 

El tiempo muerto es un intervalo de tiempo (corto o largo> 

durante el cual ningún efecto es observado en las salidas del 

sistema. Algunas veces es llamado retraso de transportación y es 

medido en unidades de tiempo. 

El comportamiento dinámico de muchas procesos puede 

representa1"se por modelos que consisten de grupos de ecuaciones 

diferenciales y tiempos muertos. Los tiempos muertos pueden 

surgir debido al flujo a través de una tuber1.a, en ciclas de 

recirculaci6n o en antilisis de camposicic!fi tal como el tiempo de 

elución de un cromatógrafo en linea. 

Para tomar en cuenta los tiempos muerto'3 1 en un diagrama de 

bloques, se tendrá que multiplicar 

transferencia. 

19 ESTA 
SALia 

por su 

TESIS 
Di LA 

función de 

NO DEBE 
füfü.WfEGA 



( aJ 

r------·--------------------·-·----------: 

--1r-~---1G---.. ~+. '·"' 

4a-1·• 
' '·· 

(b.• 

FIGURA l,S (a> PROCESO [•[ MS ElllRADAl-[•05 SALIDHS. 

(b) DIAGRAMA DE BLOQUES DEL n1>no rr.O(EIO. 
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u<t> 

U<s> 

Función de trans-ferencia 
para el tiempo muerto O G<s> -D 

E! 

Y(s) 

(2.42) 
U<s> 

-----.¡Tiempo muerto!~ y(t-D> Dominio del tiempo 

-------+ ._ __ .,._-_._º __ ___.!---• y ( s) Dominio de Laplace 

2.4 DINAKICA EN EL ESPACIO DE LA FRECUENCIA. 

En esta última parte del capitulo se estudia una tercera 

alternativa para analizar la dinámica de sistemas: el anAlisis de 

respuesta a la frecuencia. Los sistemas complejos de alto orden 

son fácilmente manejados en el dominio de la frecuencia, ésto se 

debe a que la manipulación de las funciones de tt~ansferencia se 

transforma a un problema de combinación (adición, multiplicaciái, 

etc.) de números complejos. Las principales caracteristicas de 

esta técnica son: 

a> La dinámica en el espacio de la frecuencia o "respuesta a 

la frecuencia" es un método gráfico. 

b> El análisis de respuesta a la frecuencia permite expresar 

el sistema de las funciones de transferencia en el estado 

senosoidal estacionario. 

e> La respuesta a la frecuencia ignora las condiciones 

iniciales, pero ésto es válido dado que las condiciones 

iniciales no tienen efecto en la forma de la respuesta 
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típica y del estado estacionario. 

d> Este método es de gran utilidad en análisis de sistemas 

de control cerrados. 

e> Una restricción básica de esta técnica es 9ue aplica 

solamente a sistemas lineales o sistemas que han sido 

linealizados alrededor de algún nivel de operación de 

estado estacionario. 

2.4.1 DEFINICION DE LA RESPUESfA A LA FRECUENCIA. 

La respuesta a la frecuencia se dcf ine como el 

comportamiento de un sistema a régimen permanente que estA 

suJeto a una entrada senosoidal; donde la respuesta <después de 

cierto tiempo) es también una salida senosoidal. 

Suponer que Q<t> es una función seno de amplitud Qt y 

Trecuencia w, f ig. 2.61 entonces: 

Q<t> Q sen wt • <2.43) 

El periodo de un ciclo completo es T, en unidades de tiempo 

y la frecuencia es dada en radianes por unidad de tiempo: 

2n radianes 
w = 

T tiempo 

en grados por unidad de tiempo: 

w 
360 

T 

grados 

tiempo 
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1 

Q <. tl : ENTRA!•A 

01 : HMPLl!UIJ 

! : PERIOM 

FIGURA 2.6 Ell!RAIJA úllf,A \EllOSOII,AL. 
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en ciclos por unidad de tiempo: 

ciclos 
.. = 

T tiempo 

2. 4. 2 INFLUENCIA DE UNA SEFlAL SENOSOIDAL EN UN SISTEMA. 

El término respuesta a la frecuencia se refiere, como se 

mencionó anteriormente, a la respuesta en estado estable de un 

sistema sujeto a una seNal senosoiddl de amplitud fija Q~, pero 

can una frecuencia que varia en cierto ranga. Este concepto se 

ilustra en la fig. 2.7a, en la cual un sistema lineal es forzado 

por una se~al Q~ sen wt. La salida por lo tanto, tiene una 

diferente amplitud x, y la entrada tiene un defasamiento <atraso 

o adelanto). 

La fig. 2.7b, muestra la entrada Q<t> y la salida y(t) con 

movimiento retrasado por Tx unidad de tiempo. 

La fig. 2.7c, muestra la entrada y la ~alida adelantada por 

Tx unidad de tiempo. 

El ANGULO DE FASE é es definido como la diferencia angular 

entre la salida y la entrada: 

y<t> = x senCwt + e> 

donde: 

y<t> : salida con entrada senosoidal de frecuencia w 

m~xima amplitud de la salida y 

e ángulo de fase 
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QCt>= Q1 sen w\ ~~ "(\) Cal 

' ' •·T>.-• 
' ---------- T ---------J 

' 
' ' 1.. •• Ti •• J 

lb) 

FIGURA 2.7 <a> PROCESOS LIHEAL FORZADO POR UllA EH1RADA SEllOSOU•AL. 

Cbl SALIDA ATRASADA. 

(e) SALIDA ADELAllTADA. 
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Si la salida esta defasada con respecto a la entrada, e es 

negativa. Si la salída está adelantada con respecto a la entrada, 

é es positiva.. 

T 
" e= 2rr radianes 

T 

T 
" e= - 360 grados 

T 

La RELACION DE MAGNITUD M, es definida como la máxima 

amplitud de la salida sobre la mAxima amplitud de la entrada: 

X 
M AR (2.45) 

Para cualquier proceso tanto e como M cambian si cambia la 

frecuencia w. Par lo tanto, si se quiere conocer la respuesta a 

la frecuencia del sistema, se debe analizar como varia a y M con 

respecto a la frecuencia w, para poder saber todo acerca del 

sistema .. 

Sin embargo, para que este análisis sea válido, se re~uiere 

que el sistema sea estable para que la salida: 

y<tl = x sen(wt + xl 

tensa sígni~icado-

Esto último proviene de lo siguiente, si se tiene: 
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a 

donde: 

-- +a n-• " dt" 
+ • •. + a 

y<t> variable de salida 

Q(t) variable de entrada 

dy 

• dt 
+ a 

o 
X ( tl 

o 

Si el sistema es forzado a responder a una 

senosoidal, entonces: 

Q(tl ~ Q• sen wt 

entrada 

La solución de esta ecuación diferencial consiste de dos 

partes: 

a)Solución homogénea 

b>Solución particular 

Si el sistema es estable, la solución homogénea cuyos 

términos san exponenciales tienden a cero cuando t-.co y por lo 

tanto, la solución del sistema a régimen permanente es del tipo: 

yCt> = C
1 

sen wt + C
2 

ces wt 

en genera 1, 

y<t> yh<t> + C
1 

sen wt + C
2 

ces wt 

donde: 

yh soluci~ a la homogénea 
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Si el sistema es estable t---to ~ --> donde es 

una función exponencial, et., entone.es y (t) es lo que se define 
p 

cama "respuesta a la fr~cuencia" .. 

En el caso de que el sistema sea inestable, los términos 

ewponenciales de la solución homogénea tienden a infinito y la 

solución particular na tendrá signif lcado. 

Empleando la siguiente función trigonométrica: 

y<t> c. sen wt + C
2 

ces wt :::: H sen (wt + e> 

donde: 

tan e= 

e . 
e 
" 

Por lo tanto, el análisis de H y o con respecto a w va a 

dar todo el aspecto din~mico del sistema o proceso (sistema de 

respuesta rápida o lenta). 

Por consiguiente, la respuesta a la frecuencia del sistema 

puede ser encontrada sustituyendo 11 s 11 por "iw" en la función de 

transferencia, obteniendo un número complejo G<iw) que tiene las 

siguientes propiedades: 

a> Una magnitud CG(iw>J que es la misma magnitud M, ésta 

podrá ser obtenida forzando el sistema con una función 

seno de frecuencia w. 

bl Un ángulo de fase o argumento ARG [G(iw)J que es isual al 
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iin9ulo e, que podrá ser obtenido forzando el sistema por 

una función seno de frecuencia w~ de esta manera: 

G<s> Gliwl Real CG(iwl] + i[Im<G<iw))J 

en forma polar 

G(iw) = !G< iw> J 
i ARG CG<iwl J 

E! 

G<iw> 

donde: 

M !G<iw) J = [(Re(G)) 2 + (Im<G)) 2 J""2 

e ARG [G(iw)J [~] are tan 
Re<G> 

GCs) G (S) G (S) 
1 z 

entonces: 

!GC iw) J 

M (M > <M > ••• <M > 
1 2 n 

are tan a = (are tan 0
1

) (are tan e
2

) .... (are tan en) 

Para funciones m~s complejas: 

Q(S) Q Csl Q <s> 
1 2 

G<s> 
PCsl P Csl P <s> 

1 2 
P n (5) 
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G<iwl 
P < iwl P ( iwl 

• 2 

G < iwl 

M exp[ia J M exp[ia J ... 
p 1 pl Pz p z 

G<iwl M e 
;a 

M H 
Q Q • 2 

G< iwl 
M M 

P, Pz 

Producto de los factores de magnitud del numerador 
H 

Producto de los factores de magnitud del denominador 

a [
suma de los ángulos] _ [suma de los ángulos] 

del numerador del denominador 

Finalmente, el procedimiento para obtener analiticamente los 

datos de respuesta a la frecuencia es relativamente simple y es 

el siguiente: 

a) Se obtiene la función de transferencia para el elemento o 

combinación de elementos que haya~ es decir: 

Qls> 
G(s) 

P<sl 

donde Q<s> y P(s) son las transformadas de las respuestas 
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y se~al, respectivamente. Todas las condiciones iniciales 

se desprecian porque éstas no afectan la respuesta en el 

estado estacionario. 

b) En la función de transferencia se sustituye cada 11 s 11 por 

11 iw 11
• 

e) Para varios valores de la frecuencia w, se determina la 

relación de magnitud M y el Angulo de fase e. 

d) Se srafican los resultados del paso e en coordenadas 

polares o rectangulares. Estas gráficas no solamente son 

medios convincentes para presentar los datas de respuesta 

a la frecuencia, sino que también son la base para los 

métodos de an~lisis y diseKo. 

Z.4.3 LA SUSTITUCION DE "S" POR "iW". 

En el paso b del procedimiento anterior para obtener la 

respuesta a la frecuencia se sustituye "s" par "iwº en la función 

de transferencia. Se puede hablar entonces de que esta simple 

sustitución de 11 s" por "iw 11 es correcta. 

Si G<s> es la función de transferencia de cualquier sistema 

arbitraría de orden n, la respuesta a la frecuencia tendrá algún 

si9nificado si el sistema es estable. 

Si el sistema está inicialmente en reposo y después est~ 

sujeto a una entrada senosoidal, la salida pasa a través de un 

periodo transiente como se muestra en la fi9. 2.a, y 

posteriormente se fija hasta una oscilación senosoidal constante. 
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En el dominio de Laplace, lu salida se define como: 

YCsl GCsl Q(s) 

para una entrada senosaldal: 

Q<t> = Qs sen wt 

transformando a Laplace: 

Q<s> 
2 

s 

... 
2 + .. 

par lo tanto, la salida con entrada senosoidal es: 

Y(s) e GCs> QCs> GCs> 

Q w . 
G(s) es una relación de los polinomios en 11 s 11 que pueden ser 

factarizadas en polos y ceras 

Q(s) Cs - Q > Cs - Q > 
• 2 

Ges> 
PCs> (s - P ) Cs - P ) 

1 z 

entonces Y<s> es: 

Yls) 

(s - Q > (s - Q > 
1 2 

(s - P > (s - P ) 
1 2 

(s + iw) <s - iw> <s - P ) 
1 
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(2.48) 



expandiendo en fracciones 

A 
Y<s> 

s + íw 

donde: 

A = 

B 

e 

lim C<s+iw) YCsll 
s ... -iw 

lim 
s ~ iw 

lim 
s ~ p 

• 

[Cs-iw) Y<s>J 

[(s-P > Y!sll . 

+ 

: 

parciales: 

B e w 
---+ ---+ ... + 
s - iw s - p s - pn . 

r Q G<s>] 
Q . lim 

.... -iw G<-iwl 
s 

S - lW 2í 

Q 
lim 

["' Q GCsl] 
• 

GCiwl 
5 ~ iw 

S + lW 2í 

sustituyendo en la ecuación <2.49) y antitransformando: 

yCt> = [ [ 

Q t J - t n p .t 
- G!iwl .,iw· + r:c e ' 
2i J=i. J 

C2.49) 

<2.50) 

Ahora se analizarA la respuesta a estado estacionario. Si 

"t 11 tiende a infinito, todos los términos exponenciales en la 

suma de la ecuación <2.50) desaparecen <son cero). El sistema es 

estable si todos los polos Pj son negativos. La salida a estado 

estacionario can una entrada senosoidal, la cual es llamada 

y
0

Ctl es: 

[GCiwl (2. 51) 
2i 

Los términos GCiW) y GC-iw) son números complejos y pueden 
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ser escritos en forma polar: 

G<iwl IG<iwl I ei ARG G<iwl 

G<-iwl .= fG<-iwl j ei ARG G<-iwl = jG<iwl I 

de la ecuación <2.51> se tiene ontonceei 

-i ARG G<iwl e 

i <wt + ARG G) -i <wt + ARG Gl 
e - e 

2i 

por lo tanto, 

Y.<t) 

JG<iw) 1 sen [wt + ARG G<iwlJ (2.52) 

de donde se observa que: 

a) La relación de magnitud M es el ~alar absoluto de G<s> 

con ''s'' i9ual a 11 iw'1
• 

b) El .ángulo de fase es el argumento de GCs> con ºs" igual a 

11 iw" 

2. 4. 4 DIAGRAMAS DE RESPUESTA A LA FRECUENCIA. 

La respuesta a la frecuencia de un sistema se caracteriza 

por la relación de tres propiedades: la relación de amplitudes, 

el :tn9ulo de fase y la frecuencia. 

Hay varios tipos de 9rAficas 9ue muestran la relación de 

amplitudes y el 3.n9ulo de fase cuando cambia la frecuencia, 
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sin embargo, las más usadas son las grAf icas de Nyquist, Bode y 

Nichols. 

A. GRAFICAS DE NYQUIST. 

La gráfic:a de Ny9uist es una forma de representar la 

respuesta a la frecuencia caracteristica de un sistema dinámico. 

Se usa un plano complejo donde lfG!iwlJ son las ordenadas y 

Re[G < iw) J son las abscisas. La fi , 2.9 muestra la forma de una 

gráfica de Nyquist. 

Un valor especifico de la frecuencia w define un punto 

sobre el plana. As1 del punto 1 de la fig. 2-9 cuya frecuencia es 

w se observa: • 
a) La distancia del punto 1 al origen <O,O> es la relación 

de amplitudes cuando la frecuencia es w • . 
distancia = [ [Re<G!iw)) J 2 + [!m(G(iw) lJ 2 . ' IG<iw) 1 AR 

b) El ángulo e con el eje real es el angulo de fase a la 

frecuencia '"':1.· 

e -= are tan 

lm[G!iw >J . 
Re[G(iw ) J • 

ANGULO DE FASE 

Cuando la frecuencia varia de cero a infinito, se forma una 

linea como se muestra en la fig. 2.9. De esta forma la frecuencia 

es un parámetro a lo largo de esta curva. La forma y localización 

de esta curva son caracteristicas para cada sistema en 
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FIGURA 2.9 FORn~ DE Uti~ GRAfl(A DE ll!fJUJ.IT. 
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particular. En la fi9. 2.10 se muestran diferentes gráficas de 

Nyquist para algunas sistemas tipicos. 

B. GRAFICAS DE BODE. 

Las gráficas de Bode constituyen una alternativa conveniente 

para representar la r·espuesta a la frecuencia caracteristica de 

un sistema. 

Las gráficas o diagramas de Bode consisten de un par de 

gr~ficas que san: 

a> Los AR vs 109 w 

b) e vs 109 w 

Es decir, estas gráficas muestt .. an como varia el logaritmo de 

la relación de amplitudes con la frecuencia, y el Angulo de fase 

con la frecuencia. Con el objeto de cubrir un amplio rango de 

frecuencias se usan escalas logar1tmic:as para las frecuencias. En 

la fig. 2.11 se muestran diferentes grAficas de Bode para algunos 

sistemas. 

C. GRAFICAS DE NICHOLS. 

Este tipo de gráficas se generan con: 

Los AR vs e 

La fi9. 2. 12 muestra algunos ejemplos de gráficas de Nichols. 
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CAPITULO 3 

CONTROL DE PROCESOS 
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3.1 TIPOS DE ESTRUCTURAS DE CONTROL. 

Como ya se mencionó, una estructura de control proporciona 

la información de la relación entre las variables de un proceso. 

La selección de esta estructura es esencial para la calidad del 

control a utilizar, por este motivo es importante el conocimiento 

de los diferentes tipos de estructuras de control, asi como sus 

principales caracteristicas y aplicaciones. 

3.1.1 SISTEMA DE CONTROL FEEDBACK CRETROALIMENTACIONJ. 

Considérese ~l proceso generalizado mostrado en la fi9. 

3. la .. Este tiene una salida "y 11
, una perturbación 11 d 11

, y una 

variable manipulada disponible 11 u 11
• 

La perturbación ºd" <también conocida como 11 car9a 11 o "carga 

del proceso") cambia de una manera impredecible y el objetivo de 

control es mantener el valor de la salida ºy" a niveles deseados. 

La acción del control feedback consta de los siguientes 

pasos: 

a) Mide el valor de la variabl~ de salida < flujo, presión, 

nivel del ll~uido, temperatura, composición) usando el 

dispositivo de medición apropiado. Se denotará. como ym al 

valor indicado por el sensor de med1ci6n. 

b) Compara el valor indi~ado ym con el valor deseado y5p 

Cset point o punto de ajuste>, de la variable de salida. 

Se denotará a la desviación <error> por e = y 5P- Ym· 

e) El valor de la desviación e, es suministrado al 
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controlador. El controlador cambia el valor de la 

variable manipulada "u 11 con el fin de reducir la ma9nitud 

de la desviación c. Usualmente, el controlador no afecta 

directamente a la variable manipulada, sino a través de 

otro dispositivo <generalmente una vAlvula de control) 

conocido co(JJo "elemento final de control" .. 

La fig. 3. lb resume, por medio de un dia9rama, los tres 

pasos anteriores. 

El sistema de la fig .. 3.la se conoce como ciclo abierto, en 

contraste al sistema de control feedback de la fig. 3. tb el cual 

es llamado ciclo cerrado. 

También cuando el valor de "d" cambia, la respuesta del 

primet"'o es llamada respuesta de ciclo abierto, mientras que para 

el segundo será la respuesta de ciclo cerrado. 

El origen del término ''ciclo cerrado'' es evidente de la f ig .. 

3. lb. 

A continuación se representarán es9uemá.ticamente algunos 

sistemas típicos de control feedback 9ue se encuentran 

frecuentemente en procesos 9uimicos. 

a) Control de flujo. 

Un sistema feedback se muestra en la fi9. 3.2a 

controlando la velocidad de flujo F al valor deseado Fsp 

b) Control de presi~. 

El sistema feedback de la f19. 3.2b controla la presión 

de los gases en el tan9ue, a la presión deseada P
5

p 
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e> Control de nivel de 119uido. 

La fi9. 3.2c muestr~ un sistema feedback usado para el 

control de nivel de liquido en el fondo de una columna 

de destilación. 

d) Control de composición. 

La composición es la variable controlada en el sistema de 

mezclado de la fig. 3.2d. El valor deseado es C
5

P 

e) Control de temperatura. 

El sistema de la fi9. 3.2e controla la temperatura de la 

corriente caliente de ~olida al valor· deseado T 
5P 

Observac i6n. Para simp 1 i f ic:ar la represen tac i6n de un 

sistema de control feedback sr. reemplazaran usualmente los 

detalles diagramáticos de un mecanismo de control con un circulo 

simple que llevará una de las siqLtientes caracterizaciones: 

FC par"a control de flujo. 

PC para control de pr"esión. 

LC para control de nivel de li9uído. 

TC para control de temperatura. 

ce para control de composición. 

También se usan pequef'íos cuadros con las 

caracterizaciones LT, TT, PT, FT, y CT para indicar 

medición y transmisión de nivel, temperatura, presión, flujo y 

concentracién respectivamente. La fig. 3.3 es equivalente a la 

fi9. 3.2c. 

En la tabla 3.1 se resumen las ventajas y desventajas 
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TABLA 1.1 IJEllTAJAS [•E·ll'[llTAJAS RELAHIJAS DEL CO!llROL 

FEEDBACX DEL COll!ROL FEEDFOR~ARD. 

V E H 1 A J A S fl E S tJ E ti 1' A J A S 

fEEDl'ORUARD 

1. ~mM~m11°MtnEhíli1~rºpij~ 1t 
SIS!ENA. 

2. ES BIJEllO PARA SISTEMAS LEll!at 
<MUL!ICAPHCJ!>Hf>) O COll Sl•lHIFl
CAllTE llEMPO MUERIO, 

J. 110 lil!R>JDUCE INESTABILIDAD Et1 
LA RESPUES!A DE O>:LO CEPRAOO. 

1
• m~¡Er~sL~ofürW'HmM~ 

CiOllES '/ SIJI MEDICIOllES 
DIFECIAS. 

2. HO PIJEDE EllFREtmRSE A PER-
TURBACIOllEI llO nH•IBLES. 

J. ES lllSEllSl!IVO fi LAS UARIACIOllES 
DE PARAMETROS DE LOS PROCESOS. 

4. REQUIERE IJll tlJEll COllOCINIElllO 
HL noono DEL PROCESO. 

FEEDBACX 
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1. H 1~mn°rAAm~uM~~!1o~uH• 
SIDO SEllTIOA POR EL SISTEMA, 

2. 110 ES SATISFACIORIO PARA PROCE
SOS LEllTOS O COll TIEMPO r.UERTO 
SIGNIFICAll!E. 

J. PUEDE CREAR llrESTABILIDAD El/ LA 
RESPUES!A H Ull CICLO CHRAM. 
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relativas del sistema de control feedback. 

Todos los ejemplos anteriores indican que los componentes 

b!sicos de un ciclo de control feedback san: Proceso, sensores o 

instrumentos de medición, lineas de transmisión, controlador y 

elemento final de control. 

Se debe hacer mención de que lo estudiado anteriormente para 

una estructura de control feedback de una entrada-una salida, es 

v•lido tambi .... para sistemas multivariables, como se muestra en 

la fi9 .. 3.4a, el cual tiene dos salidas y 1 y dos 

perturbaciones d
1 

y d
2

, y dos variables manipuladas u 1 y u
2

, 

<ciclo abierto>. 

En la fig. 3.4b se muestra un diagrama de ciclo feedback 

(cicla cerrado) para un sistema multivariable, en donde la acción 

del controlador es igual que para un sistema de una sola 

variable. 

EMisten también sistemas tipicos de control feedback para un 

sistema multivariable, como se muestra en la fi9. 3.5, donde se 

controla temperatura, nivel y presión en el sistema. 

3.1. 2 SISTEMA DE CONTROL FEEDFORWARD CCOHTROL HACIA 

ADELANTE). 

Los ciclos de control feedback no pueden lograr un control 

perfecto de un proceso quimico, es decir, mantener la salida del 

proceso continuamente al valor de set point (punto de ajuste) 

deseado en presencia de una perturbación a cambios en el set 
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point. La raz6n es simple: un controlador feedback reacciona 

solamente después de que ha detectado una desviación, en el 

valor de la variable de salida, con respecto al set point 

deseado .. 

A diferencia de los sistemas feedback, una configuración de 

control feedforward mide la perturbación directamente y toma 

la acción de control para eliminar este impacto en la salida del 

proceso. De esta formu., los controladores feedforward tienen el 

potencial teórico para el control perfecto. 

En la fig. 3.6a se puede ver la forma general de un sistema 

de control feedforward. Este mide la perturbación directamente y 

entonces anticipa el efecto 9ue ~sta tendrA en la salida del 

proceso. Subsecuentemente cambia el valor de la variable 

manipulada, una cantidad tal que elimine completamente el impacto 

de la perturbaciOO sobre la variable de salida del proceso 

<variable controlada) .. La acción de control comienza 

inmediatamente despu~s de un cambio en lats> perturbaci6n(es) que 

se detecta<n>. En la fig. 3.6b se repite el esquema tipico de un 

ciclo feedback de modo que se pueden contrastar los dos sistemas 

directamente. Es claro que el feedback actúa después del hecho, 

de una manera compensatoria, mientras que el feedforward actúa de 

antemano, en una forma anticipada. 

A continuación se mostrarán esquemáticamente dos sistemas de 

control feedforward usados en procesos quimicos. 

a) Control feedforward de un intercambiador de calor. 

Fi9. 3.7a. El objetivo es mantener la temperatura de 
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salida del liquido constante, manipulando la presión del 

vapor .. Hay dos perturbaciones principales <car·gas) que 

son medidas por el control feedforward: 

l19uido y temperatura de ent1•ada de l 19uido. 

b) Control feedforward de un tanque evaporador. 

flujo de 

Fig. 3.7b. Aqui el objetivo es mantener el nivel de 

liquido en el tanque constante .. Las dos perturbaciones 

san el ~lujo de salida del hervidor, el cual es dictado 

por la variaciál de demanda de otra parte de la planta, y 

el flujo de agua alimentada.. Esta Ultima es también la 

variable manipulada príncipal. 

Observaciones: 

a> El sistema de control feedforward puede ser utilizado 

para más de una pe~turbación. El controlador actúa de 

acuerdo a la perturbación que cambia de valor. Por lo 

tanto, se puede hablar de la existencia de va~ías 

perturbaciones en un sistema de control feedforward can 

una sola variable controlada. 

b) Can excepción del controlador, todos los elementos en un 

ciclo feedforward (sensores, transductores, transmisores 

y elemento final de control>, son los mismos que para un 

ciclo feedback .. 

Las ventajas y desventajas para el sistema de control 

feedforward se dan en la tabla 3.1. 

Al igual ~ue para un sistema de control feedback, el sistema 

122 



AGUA DE ALIMEllTACIOll 

F !GURA 3. 7b EJEMPLO DE CO!llROL FEEDFOP.llARD 

PARA IJ!I IAllOUE EVAPORA[•OR, 

123 



FIGURA 3.Ba SIS!EM MUL!llJARIAFLE FEEDFOfUAFI> PARA 

UllA COLUMllA t•E DES11LACIOll. 

124 



(0/ITROLAMR 

FHI•FORllAR[• 

Fl•lURA l.8b SISTEMA ~UL!lllARIAELE FEEDFORllARD 

PARA Ull nlAC. 

125 



de control feedforward también puede aplicarse a 

multivariables como se muestra en la fi9. 3.Ba y 3.Sb. 

3.1.3 CIRCUITO DE CONTROL ABIERTO. 

sistemas 

En la fig. 3.9 se muestra el diagrama de bloques de este 

sistema de control. 

Caracter1 st icas: 

a> La acción de control es independiente de la seNal de 

sal ida. 

b) Con la estaciéo de control se fija un determinado valor 

de la variable manipulada, por el operador, para obtener 

un valor de la variable de salida deseado. 

Ventajas: 

a> Barato. 

b) Estable. 

e) Sencillo .. 

d) Requiere paca mantenimiento. 

Desventajas: 

a> El control depende de un operador. 

b) En algunos casos no se tiene modificación de la salida. 

Para un sistema multivariable también se puede establecer un 

circuito de control abierto como en el caso de una sola variable. 
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3. 1. 4 CIRCUITOS DE CONTROL COMPUESTOS. 

Las circuitos de control compuestos tienen como propósito 

incrementar y mejorar la estab i 1 idad de los procesos. Les 

sistemas de control compuestas m~s comunes san: 

A. Circuito de control en cascada. 

B. Control de relación. 

C. Sistema de control de rango dividido. 

D. Control selectivo 

- Cont.t"ol de predominio 

- r.,:,1trol por selección de al ta seNal. 

A. CONTROL EN CASCADA. 

En una estructura de control en cascada se tiene una 

variable manipulada y más de una medición. Es claro 9ue con 

una sola variable manipulada puede controlarse sólo una salida. 

Se examinarán los motivos del control en cascada y sus 

caracterlsticas típicas usando un ejemplo generalizado de un 

proceso qulmico. 

Considerar el reactor de tanque agitado continuo CRTAC> 

mostrado en la fig. 3.10. La reacción es exotáormica y el calor 

9enerado es removido par un medio de en+riamiento, que fluye por 

la cha9ueta alrededor del tanque. El objetivo de control es 

mantener la temperatura de la mezcla de reacción T constante a un 

valor deseado. Las posibles perturbaciones de este sistema 

incluyen la temperatura de entrada Te' y la temperatura de 
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enfriamiento TJ. La única variable manipulada es el flujo del 

medio de enfriamiento FJ. 

Sistema de control feedback. 

Si se usa un feedback simple, fig. 3.11a <midiendo T y 

manipulando la velocidad de flujo de enfriamiento Fj>. Es claro 

que T responder~ mucho mAs r~pido al cambio en Te que al cambio 

en Tj. Por lo tanto, el control feedback simple de la fig. 3.tla 

será muy efectivo en compensación para un cambio en Te y menos 

efectivo en compensación para cambios en Tj. 

Control en cascada. 

Se puede mejorar la respuesta del control feedback simple, 

para cambios en la temperatura del medio de enfriamiento, 

midiendo Tj y accionando el control antes de que su efecto haya 

sido sentido por la mezcla de reacción. 

As!, si Tj aumenta se incrementa el flujo del medio de 

enfriamiento para remover la misma cantidad de calor y si T. 
J 

decrece disminuye el flujo del medio de enfriamiento. 

Se nota~ por la tanto, que se pueden tener dos ciclos de 

control usando dos difet"entes variables de medici6f'1: T y T j' pero 

tomando parte una variable manipulada común Fj. 

La fig. 3.11b muestra coma estos dos ciclos se relacionan. 

Se debe notar que; 

a) El ciclo que mide T (variable controlada) es el ciclo de 

control dominante, primario o maestro y usa un set point 

suministrado por el operador~ mientras que~ 

b> El ciclo que mide Tj usa la salida del controlador 
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primario como su set point y es llamado ciclo secundario 

o salvaje. 

La configuración de control de estos dos ciclos es conocido 

como control en cascada y es muy común en pt .. ocesos quimicos. 

GENERALIZANDO. 

Considerar un proceso que consiste de dos partes, como se 

muestra en la fig.. 3. 12a: Procesos y II. El proceso 

(primario> tiene como salida la variable que se quiere controlar. 

El proceso II (secundario> tiene una salida que no interesa 

controlar, pero la cual afecta la salida que se desea controlar. 

Para el sistema del RTAC del ejemplo anterior, el proceso 1 es la 

reacci6n en el tanque y la variable de salida es la temper-atura 

T. El proceso 11 es la chaqueta y su sal ida T 
J 

afecta el 

proceso I <reactor> y consecuentemente T. 

La fig. 3.12b muestra el t1pic:o sistema de control feedback 

y la fig. 3. 12c indica la forma general del control en cascada. 

Esta última figura muestra claramente el mayor beneficio del 

control en cascada. 

Control en cascada para dos procesos CJU1micos: 

a) Intercambiador de calor. 

La configuración t1pica se muestra en la fig. 3.13a. El 

objetivo de control es mantener la temperatura de salida 

de la corriente 2 a un valar deseado. El cicla secundaria 

es usado para compensar los cambios en la velocidad de 

flujo de la cor·riente 1. 

133 



rRO(ESO TOTAL 
r···-----·----------------------------------------------, 
: d11 d, : 

PROCESO 1 

,\ ' 

®: SALIDA -j--· 
t r (OllTROLAflA 

' 

' ' L ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• J 

Ca) 

1 

1 

11 

1 

11 

1 
dll d¡ 1 

IEI POl!ll 
1 

t - L \ALl~A 
+ t . t • COllTROLHt1!'.l 

DllFOSlllVO 
~~~~~~~ HI---~~~~~~-~ 

~ " ·:::""' 1 

11 " "" '. " m"' mm'" """'" "'" '" 1 
1

1 

<;¡ PfiO(E\O ¡,¡ CICLO AB!rn!O 1 

1_ (t.) FEEDBACI: COll'!EllCIOllRL. 1 

134 



CICLO PRlnARIO 
r·····--·-··-----·-------------·-------····---------·······-······-··--···---------·--, 
1 

Clr.Lú SECUNDARIO 
1 

CONTROLADOR 

PRIMARIO 

SET POllll 

r···--··--------------·-···---------------·-·······-·-l 
' ' 
' 

' 

COll!ROLAPOR 

SEt.UllDARIO 

L.----------------········ 

FIGURA 3.!lc REPRESENlhl.1011 E~QU[MATICA Vi 

llll \QllTROL Ell CASCA!•A, 

135 

SHLID~ 
COll!f.OLA~ll 

' 1 



C0111ROLADGR f'RIMARIG 

SET FO!lll -+9.f--,'~ 

+ 
co11rnOLADOP. (r0 _J;';I 

~~-~ 

,m,..::,·:"~.LL-~c------~--~ 
COP.RIElllE 2 

FIGURA l. !la ¡.JEllPLO DE •:ONIROL Ell CASCH!•A PARR 

Ull !lllERCAMBIADOR DE CRLOR. 

136 



bl Columna de destilación. 

El control en cascada es usualmente empleado para regular 

la. temperatura (y consecuentemente la concentraciOO) en 

el domo o fondo de una coluinna de des ti !ación.. La 

fí9. 3.13b muestra un sistema tipico de control en 

cascada para el domo de una columna de destilación. 

Las principales ventajas del control en cascada son: 

a.> Las perturbaciones que surgen dentro del ciclo 

secundario son corregidas por el controlador secundario 

antes de que puedan influir sobre la variable primaria. 

b) La fase retrasada 9ue existe en la parte secundaria de 

los procesos e9 reducida considerablemente por el ciclo 

secundario. Esto mejora la velocidad de respuesta del 

ciclo primario. 

e> Las variaciones de ganancia en la parte secundaria del 

proceso son dominadas dentro de su propio ciclo. 

d) El ciclo secundario permite una manipulación exacta del 

flujo de masa o ener9ia por el controlador primario. 

e. CONTROL DE RELACION. 

El control de relación es un tipo especial de control 

feedforward donde dos perturbaciones <cargas> son medidas y 

mantenidas mutuamente en una relación constante. Esto es 

frecuentemente usado para controlar la relación de velocidad de 

flujo de dos corrientes. Ambas velocidades de flujo son medidas 

paro sólo una puede ser controlada. La corriente cuya velocidad 
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de flujo no está bajo control es usualmente llamada corriente 

ºsalvaje". 

La fig.. 3.14 muestra una configuración de control de 

relación para dos corrientes .. La corriente A es la corriente no 

controlada. Se miden ambas velocidades de flujo y se toma su 

relación. Esta relación es comparada can la relación deseada (set 

point> y la desviación Cerrar> entre las relaciones medida y 

deseada, que constituye la seFial actuadora para el controlador de 

relación .. 

El control de relación es muy usado en procesos quimicos; 

los ejemplos más comúnmente encontrados san: 

a) Mantener una relación constante entre la velocidad de 

flujo de alimentación y la corriente en el reboiler de 

una columna de destilación. 

b) Controlar la proporcié<l de dos reactantes, que entran a 

un reactor, a un valor deseado. 

e) Mantener la relación de dos corrientes de mezclado 

constante, para tener la composición de mezclado 

constante a un valor deseado. 

d> Mantener la relación de una corriente de purga constante 

para una corriente de recirculación. 

C. CONTROL DE RANGO DIVIDIDO. 

A diferencia de los es9uemas de control en cascada y del 

control selectivo, la canfi9uraci6n de control de rango dividido 
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tiene una medici6n solamente <salida controlada) y más de una 

variable manipulada. 

Puesto que hay una ~alida controlada, se tiene solamente una 

se~al de control, la cual es dividida en dos partes, cada una 

afectada igualmente por las manipulaciones disponibles. Por otro 

la.do, se puede controlar una sola salida de proceso coordinando 

las acciones de algunas variables manipuladas, todas las cuales 

tienen el mismo efecto sobre la variable de salida controlada. 

Tales sistemas no son muy comunes en procesos quimicas pero 

proveen una seguridad adicional y una optimización siempre que es 

necesaria. 

EJEMPLO. 

Considerar el reactor de la fig. 3.15a donde se lleva a cabo 

una reacción en fase gaseosa. Dos vAlvulas de control manipulan 

los flujos de alimentación y del producto de reacción. Es clara 

que para controlar la presión en el reactor las dos válvulas no 

pueden actuar independientemente pero pueden hacerlo coordinadas. 

As!, cuando la vAlvula v
1 

abre, la v:tlvula v
2 

cierra, y 

viceversa. La fig. 3.15b indica la coordinación de la acción de 

las válvulas como una funci6n de la seNal de salida del 

controlador (ver tabla 3.2>. 

La sen'.al de salida del controlador corresponde al valor 

deseado de la operación del reactor a 6 psi9. En la fig. 3.15b se 

puede ver que la válvula V2 se abre parcialmente cuando la 

válvula v1 se abre completamente. Cuando por varias razones la 

presión en el reactor se incrementa, la se~al de salida del 
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TABLA 3.2 SEílAL DE SALl~A V COOfiDIHACIOll DE LAI 'JALUULAS. 

SEl!AL DE SALIDA POSICIOll Dl LA POSl(lúH úE LA 

!•EL COHTROLADOR VALUULA u, UALUULA u, 

3 ps19 ABIERiA 1:EF.f1Hl1H 

9 PSl'J ABIERTA ABIEíiTA 

15 psi• CERRADA ABIERTA 
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controlador también aumenta. Entonces esta es dividida en dos 

partes, afectando las dos válvulas simultáneamente, y toman lugar 

las siguientes acciones: 

a) Cuando la salida del controlador se incrementa de 6 a 9 

psis la válvula v2 abre continuamente, mientras 9ue v 1 

permanece completamente abierta. Ambas acciones conducen 

a reducir la presión. 

b> Para incrementos grandes en la presión del reactor, la 

sal ida del control puede exceder 9 psi9. En tal caso, 

como se ve en la fig. 3.15b, la válvula v2 está 

completamente abierta, mientras que v
1 

comienza a 

cerrarse. Ambas acciones reducen la presión hasta que el 

reactor retorne a la operación deseada. 

D. CONTROL SELECTIVO. 

Estos sistemas de control involucran una variable manipulada 

y algunas variables controladas. Puesto que con una variable 

manipulada se puede controlar solamente una variable de sal ida, 

Jos sistemas de control selectivos transfieren la acción de 

control de una sola salida controlada a otra, según sea 

necesario. Existen varios tipos de sistemas de control 

selectivos, pero a~ui se discutirán sólo dos: 

1. CONTROL DE PREDOMINIO. 

Durante la operación normal de una planta o durante su 

arranque o paro, es posible que surjan s1tuac1ones de 

peligra las cuales pueden llevar a la destrucción del 
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equipo y/o provocar la muerte del personal de operación. 

En tales casos, es necesario cambiar Ja acción de control 

normal e intentar prevenir 9ue una variable de proceso 

exceda un limite permisible <inferior o superior). Esto 

se puede lograr a través del uso de tipos especiales de 

interruptores. El interruptor-selector-alto CHSS> es 

usado siempre 9ue una variable no deba exceder un limite 

superior, y el interruptor-selector-bajo <LSSl es 

empleado para prevenir 9ue la variable de proceso no 

exceda un limite inferior. 

EJEMPLOS 

a) Protección de un sistema calentador. 

Usualmente, la presión de vapor en un calentador es 

controlada por el uso de un ciclo de control de presión 

en la linea de descarga Cciclo ten la fig. 3.16). Al 

mismo tiempo el nivel de agua en el calentador no debe 

caer abajo del limite inferior, el cual es necesario para 

mantener el serpentin de calentamiento inmerso en agua y 

as! prevenir un incendio. La fi9. 3.16 muestra el sistema 

de control de predominio usando un LSS. De acuerda a este 

sistema, siempre que el nivel de liquido cae abajo del 

limite permisible, el LSS conmuta la acción de control, 

del control de presión al control de nivel (ciclo 2 en la 

fi9. 3.16J y cierra la válvula en la linea de descarga. 

b> Protección de un sistema compresor. 

La descarga de un compresor es controlada con un sistema 
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de control de flujo <ciclo en la fig. 3.17>. Para 

prevenir ~ue la presión de descarga exceda un limite 

superior, se introduce un control de predominio con un 

HSS. Este transfiere la acción de control del ciclo de 

control de Tlujo al ciclo de control de presión (ciclo 2 

en la fi9. 3.17>, siempre que la presión de descarga 

exceda el limite superior. 

2. CONTROL POR SELECC!ON DE ALTA SERAL D SUBASTADOR. 

Tales confi9uraciones de control seleccionan, de entre 

algunas mediciones similares, a una con el valor mas alto 

y alimentan esta información al controlador. Asi, éste es 

un controlador selectivo 9ue procesa algunas variables de 

sal ida de medición y una entrada manipulada. 

EJEMPLOS. 

a> Reactor-es tubulares catal1ticos con reacciones altamente 

exotérmicas. 

Algunas reacciones altamente exotérmicas se llevan a cabo 

en reactores tubulares con lecho catalítico. Las ejemplos 

típicos son reacciones de oxidación de hidrocarburos, 

tales como la oxidaci61 de o-xileno o naftaleno para 

producir anhídrido ~tálico. La fi9. 3.18 muestra el 

perfil de temperaturas a lo largo del reactor tubular. El 

sitio donde se localiza la temperatura má.s alta es 

llamado ºlugar caliente 11 <hot spot). La localización del 

lugar caliente se mueve a lo largo del reactor 
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dependiendo de las condiciones de alimentación 

<temperatura, concentración,, flujo, etc .. > y 

actividad catalltica (fig.. 3 .. 18> ~ El valor 

de 

de 

la 

la 

temperatura del "lugar caliente" tambi~n depende de los 

factores listadas anteriormente y de la temperatura y 

flujo del enfriador~ El control de tales sistemas es un 

de5afio real para los in9enieros quimicos. El principal 

objetivo de control es mantener la temperatura del "lugar 

cal íenteu por debajo de un 1 imite superior. De esta 

forma, se necesita un sistema de control qu~ pueda 

identificar la local i zacón del "lugar caliente" y 

proporcionar la accir!fi de control propia~ Esto puede 

lograrse a través de: 

- La localización de algunos termocoples a lo largo del 

reactor. 

- El usa de un sistema de control por selecci6n de alta 

se~al para seleccionar la temperatura más alta, la cual 

serA usada para controlar el flujo del enfriador <fig~ 

3.19). 

b) Recuperac1on de reactores cataliticos. 

El catalizador en los reactores cataliticos sufre una 

desactivación con el avance de la reacción debido a los 

depósitos de carbono en éste. El catalizador puede ser 

regenerado ~uemando estos depósitos con u 

oxigeno. Para evitar la destrucción del catalizador 

debido a temperaturas excesivas, durante la combustión 
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de los depósitos, se puede usar un sistema de control por 

selección de alta se~al el cual: 

Tome las mediciones de temperatura a lo largo del 

reactor. 

- Seleccione la temperatura más alta. 

- Controle apropiadamente la cantidad de aire. 

Los circuitos de control compuestos, también pueden ser 

analizados para sistemas multivariables de la misma forma que se 

estableció anteriormente. 

3. 2 ELEMENTOS DE UN CIRCUITO DE CONTROL. 

En esta parte se hace una descripción de los elementos 

físicas <hardware) que constituyen el circuito de control. Entre 

estos elementos los más importantes son: el proceso a controlar, 

instrumentos de medición, transductores, transmisores o lineas de 

transmisiCn, controlador e instrumento final de control. 

3.2.t INSTRUMENTO DE MEDICION. 

Es un dispositivo utiliza.do para medir la. magnitud de una 

variable (perturbaciones, variables de salida a controlar y 

variables de salida secundarias> y representa la principal 

fuente de informacif!in acerca de los cambios ~ue ocurren dentro 

del proceso. 
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A. CLASIFICACION DE INSTRUMEITTOS. 

t. INSTRUMENTOS ANALOGICOS. 

Estos instrumentos se caracterizan porque la representación 

de la magnitud a medir es continuamente variable. Es decir, 

presentan el comportamiento continuo de la variable a través del 

tiempo. 

2. INSTRUMENTOS DIGITALES. 

La característica de estos instrumentos es la presentación 

de la magnitud a medir, la cual sólo adquiere valores discretos. 

En el caso de los dispositivos de presentación analógica se 

puede indicar en una sola mirada el valor• aproximado y el valor 

relativo con respecto a la escala completa. Sin embar90, este 

tipo de dispositivo no ofrece lecturas tan rapidas y exactas como 

los de naturaleza digital. La presentación numérica o digital se 

lee con tanta precisión como se desee, y está limitada sólo por 

la cantidad de dlgitos de 9ue se compone cada forma de 

representación particular. 

B. CONCEPTOS GENERALES SOBRE HEDICION. 

1. RANGO DE UN INSTRUMENTO. 

El rango de un instrumento designa los limites dentro de los 

cuales una se~al eléctrica, mecanica, neumática u otra pueda ser 

indicada, registrada, medida o transmitida. El rango de entrada 
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del instrumento está. generalmente implici to y está expresado por 

las cantidades mAs baja y mAs alta de la seMal de entrada que el 

dispositivo puede medir. Ver tabla 3.3. 

2. SPAN DE UN INSTRUMENTO. 

El alcance o span de un instrumento estA relacionado 

directamente al rango del instrumento y es igual a la diferencia 

algebraica del valor mAs bajo y el valor mAs alto del ran90. Si 

el span de un instrumento cambia, el rango también debe cambiar. 

Sin embargo, un cambio en el rango puede o no cambiar el span. 

Ver tabla 3. 3. 

3. MEDICION. 

Mecanismo de comparación de la magnitud de una variable de 

proceso con otro de la misma clase. 

4. ERRORES DE MEDICION. 

El error de medición es la diferencia numérica entre el 

valor verdadera de una cantidad y el valor obtenido por la 

medici~. Generalmente los errores se clasifican en: 

a) Equivocaciones. Son errores debidos al descuida en la 

lectura, en el registro de las observaciones o 

mala aplicación de una carrecci6n. 

a una 

b) Errores sistem~ticos. Algunas veces referidos como una 

"propensión o inclinación" que influye igualmente sobre 

todas las medie.iones de una variable. Estos errores 

surgen, par ejemplo, al graduar la escala 

instrumento. 
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TABLA J,3 EJEMPLOS DE LA RELAC!Oll EllTRE RAllGO 

V IPAI\ DE Ull 111\!RUMElllO. 

VALOR DEL RAllGO 

1 
DEIC.R!POOll RAllGO Sf'All 

M; FA.JO MAS AL TO 

1 
1t__!JD o • 10~ 0 urn 

! 
100 

25 125 25 ' 12\ J5 121 

1 

\00 

-10~ 0 -100 ' o -100 o 100 

1 
1 

-IM -25 -lCO • -25 -100 -25 

l 
15 

-2; o 50 ~ 25 • 50 -2~ so 

1 

~5 
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e) Errores accidentales. Algunas veces referidos como 

errores casuales. La causa de tales errores no se conoce 

o es no determinable en los procesos ordinarios de 

medición. Tales errores normalmente son pequef"íos y siguen 

las leyes del azar. 

FORMAS BASICAS DE MEDICION. 

a> Conteo. Este método se utiliza para medir conjuntos de 

unidades discretas y es además el único método 9ue 

proporciona una medida exacta. 

b> Medición directa. En este método se hace una comparación 

directa de la variable medida contra un patrón de la 

misma clase. 

e) Medicion indirecta. Este método se emplea cuando la 

magnitud por medir no puede compararse en iorma directa. 

5. REPETIBILIDAO. 

Para un dispositivo de medición, este término puede ser 

definido como el acercamiento entre un número de mediciones 

consecutivas de la salida para el mismo valor de entrada bajo 

las mismas condiciones de operación. 

6. RESOLUC!ON. 

Es el menor valor incremental de entrada o salida que puede 

ser detectado, causado o discriminado por el dispositivo de 

medicia-i, controlador o sistema. 
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7. PRECISION. 

Es función de la repetibilidad y la 

instrumento. 

resoluc:ión del 

c. VARIABLES FUNDAMEITTALES EN LOS PROCESOS lNDUSíRIALES. 

El control de un proceso quimico se reduce a un balance de 

materia y energia del mismo. Esto involucra condiciones 

peculiares de operación tales como la relación de flujo de 

material y las correctas temperaturas, presiones, niveles de 

fluidos y composiciál del material. Las condiciones mencionadas 

están interrelacionadas. En seguida se discutirán varios 

parámetros de control para casi todos los procesos. 

1. FLUJO. 

Un proceso quimico continuo requiere el control de los 

materiales de flujo. Los ciclos de control de flujo son más 

comunes que ningún otro proceso de una sola variable. El control 

de otras variables usualmente depende de la regulación de flujo 

para lograr estabilidad. Por ejempla, la mayorla de los sistemas 

de control de temperatura se basan en la regulación del flujo del 

medio de calentamiento o enfriamiento. 

2. TEMPERATURA. 

La energia en forma de calor es otra variable importante la 

cual se controla en la mayoria de las operaciones quimicas. En 
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las reacciones donde el calor es incontrolable, t1-ste debe 

removerse de algún modo. El rendimiemta mAuimo y las 

características deseables del proceso son funciones de la 

temperatura en la mayorla de los casos. 

3. PRESION. 

El control de la presión es necesario en todos los procesos 

9uimicos. Muchas operaciones son ~unción de la presión <positiva 

o vacio>, asi como de la temperatura. Además de obtener la 

condición necesaria para lograr una reacción, el control de 

presito también es necesario para proteger el equipo y las 

sistemas de tuberías. 

4. NIVEL. 

Otra función importante en el control de procesos continuos 

es el control de nivel. Este es usado para: (a) Obtener balances 

de materia cuando hay variaci6n de la velocidad de flujo de 

materia prima; (b) Lograr el funcionamiento adecuado de las 

torres de fraccionamiento, tanques clarificadores, reactores y 

otros equipos¡ y (c) Re9ular el f luja de productos finales e 

intermedias. El control de temperatura y el control de nivel se 

asocian frecuentemente con el control de flujo del medio de 

calentamiento o 

respectivamente. 

enfriamiento y 
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5. OTRAS PROPIEDADES CONTROLABLES. 

Las cuatro variables antes mencionadas comprenden un alto 

porcentaje de las variables involucradas en los ciclos de control 

de la mayoría de los procesas. Otras variables medidas y 

controladas se incluyen en la siguiente lista: 

a) An~l is is de componentes .. Hay algunos tipos de 

dispositivos analíticos usados para medir la composición 

de las corrientes de proceso. Algunas veces es necesario 

determinar y mantener la presencia o ausencia , dentro de 

las limites detel"minados, de uno o m~s componentes. Estos 

an.il is is se hacen cromat6gt'"afos u otros 

anal! tices. 

dispositivos 

b) Propiedades físicas. Entre las propiedades flsic:as que 

frecuentemente deben ser controladas se incluyen: 

viscosidad, gravedad especifica, punto de fusión, 

turbidez, punto de ebullición y color. 

e) Propiedades quimicas. Muchos procesos 9u1m1cos incluyen 

entre las propiedades que deben ser controladas el pH, la 

conductividad, redox, etc. 

d) Otras formas de energ1a. Otras variables 9ue algunas 

veces deben ser controladas son: velocidad, frecuencia, 

potencia, voltaje y corriente. 

En la tabla 3.4 se listan los instrumentos de medición 

tipicos encontrados en varias aplicaciones de procesos de 
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TABLA 3.4 !•ISPOSlll\IOS !•E MEDl(!Oli !!PICOS PARA H.omos OE (0111ROL. 

VARIABLE DE Hú(ESO tiISPOSl!IUl} fiE 
1 (úflEllH1F. !lJS 

MH•!DA MEúiOOlt t 
' 

1 

TENHRAlURA lEfnú(OfLE 1 i!,; •:OllUllES PARA !ENffRAlUR»I 
,' 

!ERMOME!RO 1'E ¡¡\I\TEIKIA J HLHTJl!fif1Etl!E BAJAS 

!ERllOMETF.O BlttElALiéO 

flf.OllE!Rú H ¡,¡.¡,(!(•11 USttMl f..ih HLT.45 JEf1fEF.Vit1RttS 

O!IS!HL [1E \1J1&::.Q ü5( J'LHflTE HLTtt ~ft!S!TPJíhli' 

fRESIOll MHllOllETRO (fj!J 'LU1"t•OR ü l•ESPLAZA!•OR 

Tl•Bü BOURéOll f'AF:.i f.ffJ~; 'i ~L!1)$ HES !Olit: 

L•!¡:¡fRHGf11\ BA.JA·; PRfS!OllES 

FUELLE 

flf20RESI11IUQ 1
1 

usM1ü5 FHF!if rn~wu.rrr: SETI'HL 

f' t EZOELHW I (0 J H rnE~IOll A srnAt ELE(!P.I(A 

CALIBRAL•OR H l•J!IJ:Aé IOll 

1 
FLUJO 

1 

lUFO P!TD! 

PLA(A H ORIFICIO 

All/IUFAR 

1 !UFO U[ll!URI 

1 

TUBO DAHL 
l us;t .. i'i PAf.4 MEL• IR ~Al!·A 

¡.¡ HE\IOll R lhM'J[, H 
1 1.11111 COJJSif.I (.;!011 tiE. FllJ~!O 

MEDIDOR Wt//I~Oit J 
lURB!llA 

1 UL lfiH\úll IDO 1 

AllEMMETHO FARH ALTA Pf<EOSIO!i 
1 

•:AMPO ELHl~OttfiGllE!léO PRF:A MEr•!<IOllES PIF!l!LES 

\ 
¡.¡ FLUJO 
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TABLA 3.4 DISPOSl!IUOS DE llED!(IOll !IPICOS PARA PRO(ESO> DE COllTROL <CClll.' 

llARIABLE !•E PROCEIO D !~POS! i l',I{\ I1E 
COMElllHRIOS 

MEDIDA MH>tr!O/I 

lllUEL DE LIQIJl[•O FLOTADOP. l ACOf·LADO\ COI! UAPIOI TIFOS 
DE lllHéAl•OREI 1 •:OHllER!I-

DESPLl'IZAfiOR J I·OP.Ei ¡.¡ SEl!;L 

fiESOllAlli; JA 50111-:~ 

1 
CO/IDIJOIUIDA!• l DUEllOI PA>A S 1 S!EllAS DE 

DIELEC!Ri<.O 1 _J DOI FASES 

PP.UEFA !EPMOELEé!filCA 

RADIHCIOll llUCL[;p 

CELOA fO!OELH!R IC~ 

COMPOSI (! 011 CROllHIOGP.Af l•:O ~mmº~n~~M ""ALISIS ¡.¡ 

1 
lllfRAPROJO 

·-, 
1 
! COll"Ell I [ll!E PARA UllO O !•OS 

llL!fA'.'IOLE!A 
j 

H RA!•IHCl011 ~'1'3 IFLE 
COllFOllEll![\ QUIMl(OS 

fARAMHGllET!(1) i l rro rrui (OllUElllEllTE PARH 
llEfELOME!R!(O 

ilJRDIDIME!RlCO 1 J PROCESOS DE Cúll!RüL 

POTEllCI OMEIR 1 •:o 

COllDUél InETR 1 CO 

OS(!LOME!R!(O 1 

MEú!E•OR DE Ph 

1 POLA,OGHAFICO 

(QLORIMEIRICO 1 1 

1 

ESPE~ If'OS~OP l (O 11 COSIOIO PARA (!(LOS OE 

1 

AlrnL111s rrnn1•:0 úlfEREllc!AL 1 j COll!ML DE B~.10 >'.0510 
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control. 

Para poder obtener la funci6n de transferencia de cualquier 

variable 9ue 5e quiera medir, se debe de tener la ecuación en 

funci6n del tiempo que caracteriza a dicha variable, empleando el 

método de linealización <si se necesita linealizar>, variables de 

desviación y transformada de Lapl~ce (ver apéndices B, C, y O, 

respectivamente>. 

3.2.2 CONTROLADOR. 

El controlador es un dispositivo que realiza bAs1camente 

tres funciones: 

1. Compara continuamente el valor de la variable medida o 

controlada contra el valor deseado de esta variable o set 

point y genera un error o desviación. 

2. Procesa el error de acuerdo a los modos de control. 

~. Proporciona una indicación del valor de la variable 

controlada, set point y salida del controlador. 

En la fig. 3.20 se presenta el diagrama de bloques de un 

controlador. 

El controlador est~ formado por dos partes: 

1. Sección de comparación~ 

2. Sección de los modos de control donde se procesa el error. 
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COMPARADOR 

GEHERADOR DE 

SE! POJ111 
IHD ICADOR 

lt11ERRLIP10¡ 

ACCIOll DE 
'Oli!ROL 

FIGURA 3.20 DIAGRAMA DE BLOQUES DE IJll COll!ROLA[•OR. 

163 



A. MODO DE CONTROL 

1. MODO DE CONTROL PROPORCIONAL <P>. 

El modo de control proporcional produce una seNal de salida 

<presión en el caso de un controlador neum~tico, corriente o 

voltaje para un controlador electrónico) el cual es proporcional 

al error. 

Esta acción puede ser expresada como: 

y Kc & + e (3. 1) 

donde: 

y sef"i'.al de salida del controlador. 

Kc ganancia o sensitividad. 

& error = set point - variable medida. 

C constante <para que la salida siempre sea positiva). 

En un controlador teniendo ganancia ajustable, el valor de 

la ganancia Kc puede ser variada por movimiento de un botón en el 

controlador. El valor de C es el valor de la variable de salida 

para. cuando ¡: es cero, y en muchos controladores C puede ser 

ajustada para obtener la sef'íal de salida requerida. 

La ganancia del proceso Ct<c> es definida. como: 

Kc 
cambio en la salida 

cambio en la entrada 

Para obtener la ~uncicYl de transferencia de la ecuación 

(3.1>, primero se introduce la variable de desviación: 
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d 
y =y - y 

dentro de la ecuación (3.1). Al tiempo igual a cero, se asume que 

el error & sea cero. Entonces, la ecuación (3.1) se convierte en: 

y(tl = Kc tdt> <3.2) 

Tomando la transformada de Laplace para la ecuación (3.2>, 

da la función de transferencia de un controlador proporcional: 

Y<s> 
Kc (3.3) 

c<s> 

El término 11 BANDA PROPORCIONAL" es comúnmente usado entre 

procesos de control en lugar del término de ganancia. 

La banda proporcional <BP) es definida como el error 

<expresada como un porcentaje del rango de la variable 

medida> re~uerido para accionar al elemento final de control de 

una posición extrema a otra. El sinónimo usado frecuentemente es 

el bandwidth. La banda proporcional y la ganancia est~ 

inversamente relacionadas, es decir: 

100% 
BP(%l 

Kc 

El valor de la banda proporcional usualmente se encuentra 

dentro de un rango que esta entre 1 S BP ~ 500. 

Cuando se hace interaccionar el controlador con el proceso 
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se presenta una c:a.racterist ic:a inhen;inte que es el "CORRIMIENTO". 

El "punto de control" es el valor de la variable c:antrolada 

a régimen permanente. 

El corrimiento (offset> es la diferencia entre el punto de 

control y el set point {-fi9. 3.21>. 

El corrimiento decrece cohforme la g~nancia aumenta y 

teóricamente: 

offset --. O cuando Kc ----+ oo 

- CONTROL DE DOS POSICIONES !ON-OFF>. 

Un caso especial del controlador proporcional es el control 

on-off. Si la 9anaMcia Kc es muy grande, la v3lvula se moverá de 

una posición eHtrema a otra, si sólo hay una ligera desviación 

del set point. 

Esta acc1on muy sensitiva es llamada dCCi6n on-off porque la 

v~lvula está entre totalmente abierta Con) o totalmente cerrada 

(off). Este es un controlador muy simple y es ejemplificado por 

el termostato usado en un sístema de calefacción. 

2. MOOO DE CONTROL INTEGRAL O RESET <I>. 

Se produce una acción de control en el cual la salida es 

propot'"cional al tiempo integral de la entrada .. 

El modo de control integral sirve para evitar el corrimiento 

caracter!stico del modo de control proporcional. 

El modo de control integral está expresado por: 
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VARIABLE 
COH!ROLADA 

SE! POIHI 

VARIABLE 
COH!ROLADA 

SE! POIH! 

9P AHC,OS!A 

PUlllO !•l (QllTfOL 

PUll!O DE ·'.OHUOL 

COT<RlnlEll!O 

t,>t,>t, IHD!CAH EL !IEnPO Ell OUE SE ALCAHZA EL REG1nrn FERnA!IEll!E. 

FIGURA l.31 (ORR!MIEll!O <OFFSE!l. 
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Kc 

I O

l -- dt + e y 
TI 

donde: 

Kc 9anancia. 

T 
I 

tiempo integral (O.! 

e constante. 

:S T S 50 min ) .. 
[ 

<3.4) 

Empleando variables de desviación y la transformada de 

Laplace para Ja ecuación <3.4>, como se hizo para el modo de 

control proporcional, se tiene que la función de transferencia 

para un controlador integral es: 

Y<s> Kc 
(3.5) 

&(S) T S 
[ 

3. MODO DE CONTROL DERIVADO CD>. 

Sirve para compensar los tiempos muertos, debido a que el 

controlador actúa inmediatamente al sentir un error y se anticipa 

a los efectos que pudiera producir un cambio de carga en un 

procesa con tiempo muerto. 

La ecuaciéo del modo de control derivado es: 

d.c 
y Kc T

0 
+ e <3.ó) 

dt 

donde: 
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Kc ganancia. 

T
0 

tiempo derivado. 

e constante. 

Empleando nuevamente variables de desviación, as1 como la 

transformada de Laplace para la ecuación (3.6), se tiene 9ue la 

función de transferencia para un controlador derivado es: 

Y<sl 

c<sl 

Existen otros modos de control, los cuales son 

(3.7> 

una 

combinaciCo de las tres modos mencionados anteriormente, coma 

son: 

4. MODO DE CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL <Pil. 

Este modo de control es descrito par la ecuación: 

y Kc e + 
Kc 

T 
I 

Jo' e dt + c 13.Bl 

En este caso, tenemos adicionado al t~rmino de acción 

proporcional Kc ~, otro término el cual es proporcional a la de 

la integral de error. Los valores de Kc y T
1 

pueden ser variados 

por dos botones en el controlador. 

Para visualizar la respuesta de este controlador, considerar 

la respuesta a un cambio de paso unitario en el error, como se 

muestra en la fig. 3.22. Esta respuesta a paso unitario es 
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FIGURA 3.22 RESPUESTA DE Ull COllTROLADOR PI PARA Ull 

CAMBIO !•E PASO UNITARIO Ell ERROR. 
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directamente obtenida poniendo el error igual a uno, dentro de la 

ecuación (3.8>, la cual produce: 

Kc 
y (ti Kc + t + c (3.91 

T1 

notar que "yº cambia linealmente por" un aumento de Kc, y entonces 

cambia linealmente con el tiempo a una proporción de Kc/T
1

• 

Par"& obtener la función de transferencia de la ecuación 

(3.9>, se introduce otra vez la variable de desviación dentro de 

la ecuación (3.9) y después la transformada de Laplace para 

obtener: 

Y<s> 

&(S) 
Kc < 1 + 1/T s> 

I 
(3.10) 

5. MODO DE CONTROL PROPORCIONAL-DERIVADO <PDl. 

Este modo de control puede ser representado por: 

d& 
y m Kc & + Kc To + c (3.111 

dt 

En este caso, se tiene adicionado al término proporcional 

otro término Kc T
0 

dc/dt, el cual es proporcional a la derivada 

del error. Los valores de Kc y T
0 

pueden ser variados 

· separadamente por botones en el controlador. 

La acciál de este controlador puede ser visualizado 

considerando la repuesta a un cambio lineal en error, como se 
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muestra en la fi9. 3.23. Esta respuesta es obtenida 

introduciendo la función lineal c<t> = A t dentro de la ecuación 

(3.11) para obtener: 

y A Kc t + A Kc T + e 
D 

(3.12) 

notar 9ue ºy 11 cambia repentinamente por un aumento de A Kc T 
0 

como un resultado de la acción derivada a una proporción de A Kc. 

El efecto de la accic!:fi en este caso, es para el cambio lineal en 

el error por aNadir salida adicional <A Kc T ) a la acción 
D 

prepare ion al. 

Para obtener la función de transferencia de la ecuación 

(3.12>, se introduce la variable de desviación y después tomando 

la transformada de La.place se obtiene: 

Y(s) 

c(s) 
Kc < t + T 

0 
s> (3.13) 

6. MODO DE CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL-DERIVADO <PIDl. 

Este modo de control es una combinación de los tres primeros 

modos 9ue se mencionaron y esta dado por la expresión: 

y Kc & + Kc T 
D 

de 

dt 

Kc 

I O

l 

e dt + e + (3.14) 

En este casa, el controlador contiene tres botones para 

ajustar Kc, T
0

, T
1

• La función de transferencia para este 
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Ps 

FIGURA 3.23 RESPUESTA DE Ut\ éOll!f.OL,DOR rD A Ut\A 

EllTRADA LlllEAL Ell ERROR. 
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controlador puede ser obtenida de la transformada de Laplace de 

la ecuación <3.14), entonces se tiene: 

V(sl 

c!sl 
•<.c { 1 + T D S + 1 /T l S ) (3.15) 

En la tabla 3.5 se muestran algunas caracteristicas de los 

diferentes tipos de modos de control. 

FORMAS DE OPERACION DE LOS CONTROLADORES. Los controladores 

se pueden operar de dos formas que son: 

a> AUTOHATICO. Cuando la salida es generada par los modos de 

control. 

b) MANUAL. Cuando la salida la controla un operador 

manualmente. 

3. 2. 3 ELEMENTO FINAL DE CONTROL. 

Es el componente final de un sistema de control, el 

cual recibe la salida de un controlador <se~al de 

actuaciéo) y ajusta el valor de la variable manipulada. 

A. VALVIJLA. 

La válvula de control es el elemento final de control mas 
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TABLA J. 5 MODOS !>E COllTROL Y SUS Af'Ll(A( IOllEI. 

TIPO DE REA((IOll ¡.¡ CAllBIOS DE CARGA 
not•O DE (Oli!f.OL APLICAC.IOllEI 

PRO<EIO lAllH~O U EL OC !DAD 

OH-OFF. LEllTH CUALQUIERA 
1 

CUALQUIERA "Rfill (Af fi(JDAI• Etl 
ltlS!ALACIOtlEI l•E TEMPE-
RAlURA V lllUEL, !At!OUEI 

1 
H ALMAWIHMIEllTO. 

1 
PROPORCIOHAL. LEHT'1 O MOHRADA 

1 

PEf!•Jrno NO~ERAl•A m17 ºíh:HWH~ ~¡-
1 

t~~m¡AsE 1 lrc 1 ml1ti~: 

tmmb~"'L y MODERAl•A PEQurno CUALQUIERA ~~Ut~rnL' m"8iHrnS 
~mfü, f.~p¡i~PfiE~¡R, 

PROPORCIOt!AL E (UALQUIEttA GRAttDE LEllTH o MA'IOR APLICA•:IOllEI 111-
llllEGRHL. MODERADA ~~~~~~W2uirFf~~~· o~~-

RA(IOllEI Bfi!(H, 1 

Pf<OPOR(!OllAL 
ltlTEGRAL V CUALQUIERA 
DERIUA[•O. 

GRAH[•E RAPrnA m1mEMm·pmúH~~ 
CIOti. 
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utili2ado comúnmente. 

Una válvula de control es un dispositivo capa~ de controlar 

el paso de un fluido, permitiendo pasar la cantidad requerida. La 

fig .. 3.24 muestra las principales partes de una válvula de 

control. 

- COEFICIENTE DE FLUJO. 

El coeficiente de flujo es el número de salones por minuto 

de a9ua que pueden pasar a través de una restricción de flujo 

d~do, con una caída de presión de un psi. 

Cv 

donde: 

Gl,, 

P/Gf 

Cv capacidad de la vAlvula (9pm/psi). 

flujo C9pm). 

calda de presión a través del 

válvula <psi). 

cuerpo de la 

Gf : gravedad especifica (con respecto a la temperatura). 

Generalmente, los procesos requieren de un flujo normal; la 

calibración con un flujo mj,>~imo puede ser indeseable, por 

lo tanto, no debe salir del margen de flexibilidad. Para un mejor 

procedimiento del tamai"lo de la válvula, para un flujo máximo 

teniendo un porcentaje cerca del flujo normal, se deben de tomar 

las siguientes consideraciones: 

Q <calibrada) 

Q Cea! ibrada> 

l. 3 
QNORMAL. 

l. l QMAXIMO 
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CAJA DE 

DIAFRAGMA 

YUGO 

GRASERA 

FIGURA ¡ ¡ ' q PRIHr.JPALES 

DIAFRAGMA 

PARTES DE UllA VALVULA DE (OlllROL, 
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COEFICIENTE DE FLUJO PARA GAS <Cg) 

Cg 
520/G P . 

Qs 

sen 3417/C • P/P 
1 

de9 

COEFICIENTE DE FLUJO PARA VAPOR <Cs> 

Cg = 
1. 06 d p . 

Qs 

sen 3417/C • 

Vapor bajo 1,000 psi 

Qs (1 + 0.00065 Tsh) 
Cg 

P
1 

sen 3417/C
1 

P/P
1 

de9 

donde: 

P/P 
1 

de9 

Qs flujo calibrado (ft" /h 9as ; lb/h vapor). 

Cg coeficiente de capacidad de 9as o vapor. 

G gravedad especifica. 

T temperatura <•R>. 

P~ presión de entrada (psi). 

P calda de presión. 

c, C9/Cv 

d~ densidad del vapor (lb/ft 8 >. 

Tsh: grado de supercalentamiento (•F>. 

Qs = Qm 1.1 ; Qs = Qn 1.3 
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- CARACTERISTICA DE FLUJO DE UNA VALVULA DE CONTROL. 

Es la relación entre la cantidad de flujo que pasa a través 

de la válvula y el viaje de ésta; cuando la válvula va de O'l. a 

1007., <es la caracteristica observada como una caida de presión 

constante a través de la válvula). 

~l propósito de caracterizar las válvulas de control es para 

proveer una estabilidad en un sistema de control cerrado, 

relativamente uniforme sobre el rango esperado de las condiciones 

de operación del sistema. 

a> La caracterlstica de apertura rApida. Proveé para cambios 

máximos en cantidad de flujo a viajes de 

pequeNos, una relacion lineal moderada. 

válvula 

Incrementas adicionales en el viaje de la válvula da 

cambios pequeNos en cantidad de flujo y cuando el tapón 

de la válvula esta cerca de su posición de abierta 

completamente, el cambio en la cantidad de flujo es casi 

cero. 

b) La caracterlstica lineal. La cantidad de flujo es 

directamente proporcional a la carrera de la vAlvula. 

Esta relación de proporcionalidad produce una 

ca~acterlstica con una pendiente constante y una catda de 

presión constante~ la ganancia de la válvula es la misma 

en todos los flujos (ganancia de la vAlvula es la 

relación de un incremento en el cambio de la posición del 

tapón de la valvula>; la ganancia es función de la 
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confi9uraci6n y tama~o de la vAlvula en las condiciones 

de operacióri del sistema y de las caracteristicas del 

tap6n de la v~lvula. 

c> La caracteristica de igual porcentaje. Incrementos 

iguales de carrera de la vAlvula producen cambios de 

isual porcentaje en el flujo existente. El cambio de la 

cantidad de flujo es siempre proporcional a la cantidad 

de flujo juste antes 9ue se realice el cambio en la 

posición del tap6n de la v~lvula. 

Usualmente es aplicable a control de presión y en otras 

aplicaciones donde un gran porcentaje de la caida de 

presión es normalmente absorbida por el mismo sistema. 

d> Parabólico modificado. La curva cae entre la lineal y la 

de isual porcentaje Cfig. 3.26). Se usa comúnmente en 

donde la mayor parte de la calda de presión del sistema 

es proporcional por la v~lvula de control. 

SELECCIDN DE CARACTERISTICA DE FLUJO. 

- Para control de nivel de 119uido con calda de presión 

constante, se utiliza caracteristica lineal. 

- Cuando la caida de presión decrece con un incremento de la 

carga, utilizar caracteristica de igual porcentaje. 

Cuando la caida de presión se incrementa con un incremento 

en la car9a, se utiliza el de apertura r~pida. 

Para control de presión. 

Para liquidas, utilizar igual porcentaje. 

Para fluidos compresibles, usar igual porcentaje, si el 

180 



100 

90 

80 

10 

60 

CX) DE 

FLUJO 0 

40 

JO 

20 

10 

I 
I 

11 

APERIURR 

RAPIDR 

1 
/ 

V 
/ 

11 
V 

V 
V 

/ 

1 

1/ 

LIHEAL 

' 
IGUAL 

POR'ElllílJE 

"~ 11i¡¡ 
1/ ¡. 

// 
~f 

1/ / 
I/ / 

11 1 

7 
/ 

i/ 

O 10 20 JO 4•l 50 60 70 80 90 100 

PORCEllJAJE DE CAnRERA 

FIGURA 3.25 TIPOS DE CURVAS DE FLUJO CRRACICRISTl':O. 

181 



LlllEAL 

100 

·•o 

00 

;o 

;,o 

<::> l•E 

FLUJO 'º 
41) 

30 

21) 

O 1IJ 20 ?O 40 50 lO :'O Si) 90 1ü0 

FIGURA 3.26 LA (Uíl'IH CttRA•:TERIS!l(A DE FLU.JO PAR,BOLICO MODlfl(A~O 

(AE rnrnE EL TIPO LltlEHL E IGUAL PúP.l.ElllAJE. 

182 



sistema tiene menos de diez pies de tuberla corriente 

abajo de la vAlvula de control. 

- Fluidos compresibles, usar caracteristica de flujo lineal, 

si el sistema corriente abajo incluye un receptor, sistema 

de distribución o las lineas de b'*ansmisi6n excede cien 

pies. 

En la tabla 3.6 se listan los tipos de v:t.lvula mAs 

comúnmente usadas en los sistemas de control. 

Si se considera la vfllvula neumAtica de la fig. 3.24, la 

posición del vAsta90 (o equivalentemente, el tapón al final del 

v.:..sta9ol determinara el tamai"ia de la apertura para el flujo y 

consecuP.ntemente la cantidad de flujo. La posición del vástago es 

determinada por el balance de todas las fuerzas que actúan sobre 

éste. Estas fuerzas son: 

pA fuerza ejercida por la compresión de aire a la parte 

superior del diafragma; la presión "p" es la seríal que 

abre o cierra la vá.lvula y "A" es el :i.rea del 

diafragma. Esta fuerza actúa hacia abajo. 

Kx fuerza ejercida por el
0 

resorte unido por el vástago y 

el diafragma; ''K'' es la constante de Hoake pat~a el 

resorte y "x" es el desplazamiento. Esta fuerza actúa 

hacia arriba. 

dx 
e- fuerza de fricción ejercida hacia art"iba y resultante 
dt 

del cierre del contacto del v~stago con el empaque de 

la válvula; 11 C 11 es el coeficiente de fricción entre el 
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TABLA J' 6 r· 1 íEREl/TES 11 ros DE UALVULAI' 

1-~-!-IP_º~~~~-t-~'-'_R•_ic_r_rR_1_1r_1_'A_s~~-1-~~-·1_Eu_r_A_JA_s~~~-1-~~!-·E_st_•E_11T_A_J_"'--~~ 

IJHlllULA DE GLOBO 
<PUERTO SEllC ILLOI. 

IJHLUtJLA f1E (·LOBO 
IPIJERIO DOBLE.'. 

1 

f•llPOHIELf E11 T011AllOI 1 f•I:IEll\IOllES E'TAll!•AR, ~U~rtn1ºhAVf¡~E!'E JI 
~E~~~5sp5~A~(l~18E~f :r? 1 g~rfi~r1W~nE~n~:ivn, OP~PHC!Oll. ~MIGEH-
U!ILI',,!'A E11 LA MA'/0- ¡ BlllDAD Llnl!A!A. 1 
RIA ¡.¡ LOS SERUIO:IO\. 1 

IGUAL 11 LA f•E PUER!O f•JER:AS NO PALAll(EADAI fiMIGEADILIOAO LIMITOO,, 
1 \Ello:ILLO. 1H¡u1m DE PEOIJE/1•1\ it.h1v·srn~Ell·1~h~A ri6 

1 

11\Ef~tº~fo¡r'/'.!o, TIEllE TIEllE rnRfE AUTOnlrno 

ll!lLUULA foE GLOBO EiUEllH Ii!SPOllJBIL1[1A[1 1 (4t1BIDS RHPJf•OJ f·rnno ']IJílFtrJ(!l)ll UI) ?( 11 [?~!-1 
~ij1,i~ 0mrn~Aº'· 

1

. ii~~11.1!H'; EllDti#r,if.¡ ·¡ ti11~1,~mi:i1. 1 º"1.1~H~ ¡· mfi'""i.l~H1,,m'JCl¡r¡ 
PfDl!(iElll•O EL RUIDO. llOllE'ó ES!Alll•An. R1JIDO. 1 

IJALUULfl f•E MARIPO- DllPOlllB!LIOAO [JI ! Ml"I BAJO (0110'(,. 1 Al.TA.fRE\lúll DE fLIJ.JO 
SA DE ALABE EITAll- TAllAl1ü\ •;KAll[•['., RAl•GEHBILIDAD fA'!ORA- E'.mtt!IGULAl·O. Hr.PE- 1 
DAR, 25~0 FSIG. <:ARHéTE- BLE. LnS PARTE\ 1 RAIURíl Lin!TA[•A. A • nmmJE.f•E I•;llAL rirnmm1Ell!~7 ttEl!uf HLfü mSIOllEI •lrnRAJ 

UAL\IUL•1 DE RO!AC 1011 
DE MACHO EYCEllTRl(O. 

\IALIJIJLH DE MLOll. 

llALUULíl DE AllGULO. SE UTILIZA PARA SERUl
(105 fSPf(IALf'J, 
11 IDRO•:ARDURO:, (íl!ALl
~ J s. 

RHllGO llAYOf. \°v TAttHITol IE DEBE REHG•JEP. f•ARA 1 
;m1rr9¡p,~lf.20. L ¡ fü1t ¡ f~ES 1 ~~"lrnlilf~TO A 
llERMETl(O. f lCO r: IG. 1 

SUSPEllSIOll n;<llfJí•L. AL- 1 fLIJJO E'!TRHll•ilJLAl<Q. '¡ 

l~ m~i~ 1'"f1r~Wm~ 1 mPrftT~~Ml~C'H 
ttEtll.•J, [AJO 1.0110. f'EBE HMOl'Ef. PARA '·U 
ALTA RAllGEA!•ILl!•AD. llAllTEfliMIEllTO. 1 

ALTA CAPACl[•Af•. COll ALTO COSTO, A PRESIO-
[ÁE~b~Ro~i'611, Pt~tli~% ! ~!~s f~L jf ~p~tóH1BL[~ 
AU!OMA!J(O. 
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v~stago y el empagueM 

Aplicando la Ley de Newton: 

dx M d
2 x 

pA - Kx - e 
dt 9 dt 2 

o 
2 

M d X e dx A 

[ ;;-;) + X = - p 
dt 2 

K dt K 

Haciendo: 

T 
2 M/Kg 2{T C/K K A/K se tiene: 

e ' y 
p 

2 
d

2
x dx 

T + 2{T + X K p 
dt

2 
dt 

p 

La última ecuación indica 9ue la posición del vástago "x 11 

sigue inherentemente una din~mica de segundo orden. La función de 

transferencia es: 

X (sl A/K 

P<s> (M/K9
0

l s 2 + tC/Kl s + 1 

Usualmente, M << f(9c y como un resultado, la dinAmica de la 

válvula neumatíca puede ser aproximada por un sistema de primer 

orden. 

B. OTROS ELEKENTOS FINALES DE CONTROL. 

El control automático estaria obstaculizado si las válvulas 
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de control fueran los únicos elementos fin~les de control 

disponibles. Entre otros elementos finales de control se 

incluyen amortiguadores, persianas, reguladores, bombas, 

alimentadores y resistores de velocidad va~iable. 

1. AMORTIGUADORES Y PERSIANAS. 

Los amortiguadores y persianas son usados para. ,..egular el 

flujo de gas, primariamente, dond~ el control de calidad no es 

critico y donde normalmente las presiones son baJas. Las 

aplicaciones tipicas incluyen las sistemas de acondic1onamiento 

de aire y los duetos de gas de chimenea donde lcótas descargas de 

los ventiladores y sopladores deben regularse. 

2. BOMBAS. 

El control de flujo de 11quidos y su5pensiones se hace 

frecuentemente usando bombas medidoras como elementos finales de 

control. El resultado del método varia con el tipo de valvula. 

3. IMPULSORES DE VELOCIDAD VARIABLE. 

Muchas dispositivas ugan alguna clase de control de 

velocidad variable para ajustar la velocidad de alimentación, 

para potencia eléctrica variable o para velocidad de moto~ 

variable para díferentes aplicaciones. Tipicos de estos usos son 

los alímentadores gravimétricos, alimentadores rotatorios y 

bombas de diafragma y pist611. 
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3.2.4 INSTRUMENTOS COMPLEMENTARIOS 

CONTROL. 

A. TRANSMISOR. 

EN UN SISTEMA DE 

Un transmisor es un dispositivo ~ue detecta una variable de 

proceso por medio de un elemento primario y 9ue tiene una salida 

cuyo valor de estado estacionario varia sólo como una función 

predeterminada de la variable de proceso. El elemento primario 

puede o no ser integrado al transmisor. 

De acuerda a la definición de transmisor, se dice que este 

dispositivo es la interfase entre la medición de la variable de 

proceso y su sistema de control. La función del transmisor es 

convertir la sef"íal del sensor (milivolts, movimiento mecánico, 

presión diferencial, etc.) en una sef'i'al de control <una sef"íal de 

presión de aire de 0.2 a 1 .. 0 Ks/cm 2 o de 3 a 15 psi, una sef"íal 

eléctrica de 1 a 5, 4 a 20 o 10 a 50 mi liamperes, etc.). 

El estudio de las transmisores es muy amplio e ínvolucra 

varios tipos de se~ales 

hidr~ulica, etc.). 

<mec.ánica, eléctrica, neumática, 

La respuesta dinámica de la mayar1a. de los transmisores es 

generalmente mucho más rápida que la de los procesas y las 

vAlvulas de control, por consiguiente, se puede considerar 

normalmente al transmisor como una simple "9.:mancia 11 (un elemento 

con una función de transferencia ~ue es una constante> en el 

circuito de control. 

En la tabla 3. 7 se listan los transmisores más comúnmente 
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usados, as1 como las variables en las cuales son utilizados. 

B. CONVERTIDOR O TRANSDUCTOR. 

El desarrollo de pequerias contl'·oladores electrónicos al 

inicio de la década de los cincuenta, crearon la necesidad de 

usar dispositivos <convertidores o transductores) cuya uso 

aumenta continuamente. 

Su propósito principal es el de convertir seKales de una 

forma de ener91a a otra o de una forma de nivel de sei"ial a 

otra. 

Los términos de convertidor y transductor son utilizados 

cuando algunos procesos están instrumentados para su control. El 

dispositivo para convertir la sef'lal neum.1tica a electrónica para 

controlar las vAlvulas, es referido casi siempre a un 

transductor. Muchos otros dispositivos gue convierten las formas 

o niveles de se~ales a otras formas o niveles electrónicos o el 

switch con se~ales de electrónica a neumática a viceversa, es mas 

probable 9ue se refieran a un convertidor .. 

Muchos dispositivos pueden ser clasificados por cualguiera 

de los dos términos. Los transmisores para todos los procesos 

convierten las variables medidas de una forma de energ!a a otra 

para completar la transmisión y la medición. En el procesamiento 

de las se~ales para ser utilizadas p~r una computadora, éstas 

condicionan a los dispositivos clasificándolos dentro de cinco 

grupos: 

189 



1. Corriente a Neumática (!/Pl. 

2. Neumática a Corriente (P/ll. 

3. Voltaje a Corriente <Elll. 

4. Voltaje a Neumática <E/Pl. 

5. Corriente a Corriente (J/Il. 

3.3 TEORI A DE CONTROL DE PROCESOS. 

La teoria de control de procesos es una parte dentro de la 

dinámica y control de procesos que permite analizar y entender el 

comportamiento de una estructura de control para un proceso. 

3. 3. 1 DIAGRAMA DE BLOQUES. 

Los diagramas de bloques proporcionan un medio conveniente 

para visualizar y analizar los sistemas de control .. Estos 

diagramas '5e obtienen estableciendo primero las ecuaciones que 

describen el comportamiento de cada uno de los elementos que 

componen el sistema. Una vez hecho esto, la información contenida 

en cada una de las ecuaciones se pone en la forma de una relación 

de cierta cantidad de salida a una cierta cantidad de entrada. La 

relación asi obtenida se llama función de transferencia (sección 

2.3.2) y es la representación matemática de cada elemento que 

compone al sistema, la cual se coloca en el bloque. Cuando 

todos los elementos de un sistema están representados en bloques 

convenientemente relacionados, puede obtenerse la ecuación del 
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sistema <función de transferencia> par una manipulación del 

diagrama de bloques, en lugar de la solución simultánea de las 

ecuaciones del sistema par los métodos matemAticos usuales. 

En general, un diagrama de consta de una 

configuración especifica de cuatro tipos de elementos-bloques, 

puntos de suma, puntos de toma y flechas que representan el flujo 

de seKales, coma se muestra en la fig. 3.27. 

La configuración básica de un sistema de control por 

retroalimentación se reproduce en la fi9. 3.28, donde se 

representa para todas las cantidades la notación de 

transformada de Laplace en forma abreviada. Las cantidades G
1

, 

y H son las funciones de transferencia de los componentes en 

bloques. 

su 

G 
z 

los 

Cualquier número finito de bloques en serie se pueden 

combinar algebraicamente por medio de multiplicación. Es decir, 

11 n" componentes o bloques con las funciones de transferencia G
1

, 

6
2

, Gn conectados en cascada son equivalentes a un ~ólo 

elemento G con una funciCo de transferencia dada por: 

G G * G * G • z • 
i=t 

La multiplicaciCo de funciones de transferencia es 

conmutativa, es decir: 

para cualquier i o J 
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FIGURA 3.27 PARTES OUE FORMAN Ull DIAGRAMA DE BLOQUE'.-. 
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FIGU~A 3.28 COllFJGURACIO!I ~ASICA DE llll llS!EnA 

DE CQll!RüL POR RETROAL! HEll!AC 10!1. 
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A. FORMA CANONICA DE SISTEMA DE CONTROL POR 

RETROALIMENTACION. 

Las dos bloques en la trayectoria hacia adelante del sistema 

de retroalimentación de la fig. 3.28 se pueden combinar. Siendo 

G = Gs. * G
2

, la configuración resultante, fi9. 3 .. 29, se denomina 

"forma canónica" de un sistema de control par retroalimentación. 

G y H no son necesariamente únicos para un sistema. 

Las siguientes definiciones se refieren al diagrama de 

bloques de la fi9. 3.29. 

G función de transferencia directa función de 

transferencia hacia adelante. 

H función de transferencia de retroalimentación. 

GH función de transferencia del ciclo 

transferencia del ciclo abierto. 

función 

C/R= función de transferencia del circuito cerrado 

de control. 

E/R= razón de sef'íal impulsora = razón de error. 

B/R= razón de retroalimentación primaria. 

e G 

R ± G H 

E 

R ± G H 

B G H 

R ± G H 
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FIGURA l.29 FORMA (AllOlll,:A DE Ull SIS!EllA l•E 

(ílll!ROL POR RETROALIMEllTACIQll. 
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La ecuación caracterlstica del sistema, la cual se determina 

a partir de 1 ± G H = O, es: 

O ± N O 
OH OH 

donde D
0

H y N
011 

son el denominador y 

respectivamente. 

numerador de <G Hl, 

B. TEOREMAS DE TRANSF'ORKACION DE LOS DIAGRAMAS DE BLOQUES. 

Los diagramas de blo9ues de sistemas de control complicados 

se pueden simplificar usando transformaciones que se pueden 

derivar fácilmente. Con el fin de dar una visión mAs completa, en 

la tabla 3.8 se listan los diferentes teoremas de transformación 

mAs comunes. En la tabla la letra P se usa para representar 

cualquier +unción de transferencia y W, X, Y, Z denotan cualquier 

serla! en el dominio 11 s 11
• 

C. ENTRADAS MULTIPLES. 

A veces es necesario evaluar el trabajo ejecutado por un 

sistema cuando se aplican simultáneamente puntos del sistema. 

Cuando estAn presentes entradas múltiples en un sistema 

lineal, cada una se trata independiente de las otras. Para 

encontrar la salida ocasionada por todos los estimulas actuando 

conjuntamente, se realizan los siguientes pasos: 

1. Igualar todas las entradas a cero excepto una. 
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TABLA J,8 HOREMAS DE !RAlllFORNACIOllE\ DE DIA(.RANAS DE BLOQUE>. 

TRAllSFORMACI 011 

!. COMBIHAC!OH DE 
~mm. EH 

¡, ~ CIOll DE 
EH 

PAR L o o 
EL!Ml !OH OE 
UH ( 
RRADO. 

o CE-

J. fü~úi~c6~11 E~ 
TRA ECTORIA 
DIR[(JA, 

4. ELIMlllACIOll DE 
Ull o:ICLO DE 
RE!ROALIMEHTA
CIOll, 

5. EL!MlllACIOll l•E 
UH BLOQUE lo[ 
UH CICLO l•E 
RE!ROALIMElllH
CIOll. 

ECUACIOll 

Y:< p l Pi) 'I 

t 
Y:P 

1 
X - P z Y 

t 
Y:P 1 X - P z Y 

DIAGRAMA DE BLOQUES 1 

-+ P1 Pz X~ 

~~--'. 

LJ" 

l•IA•;RANA DE BLOQIJ[\ 

EOUIUtiLEll!E 

X -- \' -f P,P.l--4 

\' . P-· -41 p 1 ~ p 2 
1 

~f0~T~ .. 

-·~-+/ 1\ P,p. .. 

L:J 1 _j '. L'.___j 

1 
'--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~--'-~~~~~~-~---~-
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tADLA 3. e TEOREMAS DE !RAllSFORnA, IOllES DE D l AGRUMAS !•E ELOOIJES ( (QllT.) 

TRAHSFORNAC!OH ECUAC !OH D 1 Aí,RAllA DE DLOQIJES DIA•iRAllA DE DLOQUE5 

E•lU\URLEll!E 

--

:=r~· 
'/ ., 

10. !•ESPLAZAll 1 Ell!O -·--~B¡--· 
DE UH PUll!O DE Y= P X 
TONA MAS ALLA 

1 DE Ull BL(JQ1!E. 
1 '/ _J 
1 

?-[@--
1 

1 1.EP~hA~~nwi~ X + z 
1 y J '•<t2• TOMA llAOA 2= >'. t y ----+ff ' • A1'ELAHTE DE -

UllO DE SUMA. ~ 1 ·~_J 
1 

_:_._J 
1 

~' "j '• -' ·~· 12. DESPLAZAN 1 [1110 
DE UH PUlllO DE Z: ~ • y i• 
!ONA MAS ALLA '/ _J-
DE UHO DE SUl!A. 

.J~~ 
1 

1 1 
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2 .. Transformar el diagrama de bloques a la forma canórüca, 

usando las transformaciones adecuadas. 

3 .. Calcular la respuesta debida a la entrada escogida 

actuando sola .. 

1 4. Repetir los pasas 1 y 3 para cada una de las entradas 

restantes. 

5. ANadir algebraicamente todas las respuestas (salidas) 

determinadas en los pasos 1 y 4. Esta suma es la salida 

total del sistema con todas las entradas 

simultáneamente. 

D. REDUCCION DE DIAGRAMAS DE BLOQUES COMPLICADOS. 

actuando 

El diagrama de bloques de un sistema simple de control por 

retroalimentación es a menudo bastante complicado. Puede incluir 

varias ciclos de retroalimentación o de alimentación directa y 

entradas múltiples. Por medio de una reducción sistem.ática del 

diagrama de bloques, cada sistema de retroalimentación de ciclo 

múltiple se puede reducir a una forma canónica. 

Los siguientes pasos generales se pueden usar como una 

aproximación en la reducción de diagramas de bloques complicados: 

1. Combinar todos los bln9ues en caC3cada usando el teorema 

de transformación t. 

2. Combinar todos los bloques en paralelo usando el teorema 

de transformación 2. 

3. Eliminar todos los ciclas menores de retroalimentación 
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usando el teorema de transformación 4. 

4. Desplazar los puntos de suma hacia la izquierda y los 

puntas de toma hacia la derecha del ciclo principal, 

usando las teoremas de transformación 7, 10 y 12 .. 

5. Repetir los pasos de 1 a 4 hasta que se logre la forma 

cant!oica para una entrada particular. 

6. Repetit• los pasos de 1 a 5 para cada entrada se9ún sea 

necesario. 

3. 3. 2 SINTESIS DE SISfEHAS DE CONTROL. 

La síntesis de procesos es una Area de investigación que 

constituye la mAs compleja y demandante tarea confrontada por un 

ingeniero químico. 

La síntesis de sistemas de procesos es una actividad de 

determinación de la interconecci6n óptima entre las unidades de 

procesamiento <estructura de un sistema de proceso) y el disel"io 

q>timo de las unidades dentro del sistema de proceso. 

Las sintesis de sistemas puede ser llevada a cabo a través 

de los siguientes pasos: 

1. Definici6n de los objetivos del sistema. 

2. Definición de los criterios para la evaluación del 

sistema .. 

3. Selección de la tecnologia para alcanzar los objetivos. 

4. Descomponer el sistema en un grupo de tareas 

interconectadas. 
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5. Realizar las tareas dentro de la tecnologla seleccionada. 

Los primeros tres pasos son definidos como la 11 planeaci6n 

del proceso 11 y los dos últimos como el "diseKo del proceso". 

El problema de sintesis de un proceso completo puede ser 

clasificado en cualquiera de los siguientes subproblemas: 

a> Sin tesis de rutas de reacción. 

b) Sin tesis de sistemas de separación. 

e> Sintesis de redes de intercambio de calor. 

d) Sin tesis de redes de transferencia de energia. 

e> Síntesis de sistemas de separación con integración de 

energia. 

f) Síntesis de redes de reactores .. 

s> Sintesis de sistemas de seguridad .. 

h) Síntesis de sistemas de control .. 

i) Sintesis de sistemas de procesos completos .. 

La principal tarea de la sintesis de control de procesos 

qu1micos es desarrollar una estructura de control dina.mica 

entre las variables medidas y manipuladas pat·a que los objetivos 

de control requeridos sean alcanzados en presencia de cualquier 

perturbación .. 

Una estructura de control est~ compuesta de: 

a> Un 9rupo de objetivos de control. 

b) Un grupo de v;iriables a controlar para alcan;:ar los 

objetivos de control. 

e) Un grupo de variables a medir para monitorear· el 
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comportamiento del proceso y llevar a cabo la 

de control .. 

opf?t ación 

d) Un grupo de variables a manipular para alcanzar los 

objetivos de control en presencia de pe1"turbaciones. 

e> Una estructura de interconexión entre las variables 

medidas y manipuladas (circuito de control). 

Una s~cuencia para llevar a cabo la síntesis de estr·ucturas 

de control se muestra en la fig .. 3.30, y cuyos pasos a se9u1r son 

los siguientes: 

!. DEF!NIC!ON DE LOS OBJETIVOS DE CONTROL. 

Comienza con la formulación cualitativa de los objetivos de 

control, muchos de los cuales son determina.dos por la naturaleza 

especifica del sistema. 

En la primera categoria de los objetivos de control estAn 

aquel 1 as rr>lacionados con la capacidad operac i ona 1, y son s 1 emp1"e 

una funciC'fi de las variables del sistema, las cuales son 

mantenidas dentro de ciertos limites especificas a pesar de las 

pertur·baciones que se presenten en el sistema .. 

El origen de estos requerimientos pl1eden ser 

seguridad, requerimientos oper-ac ic1nc.\ 1 t!s, 1 P!jU le.oc 1 ones 

ambientales, etc. 

La segunda categoría de objetivos es drc:>ri vad.:;1 de 

consideractnes económicas. Estas se incluy~n s1, después de 

satisfacer la primer~a clase de objetivas, las variables 
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manipuladas san permitidas para adaptar condiciones de operación 

pu1 .. a establecer el más provechoso punto de operación, a lo largo 

de la clasificación de los objetivos, guia a la clasificación de 

las tareas de control, dentro de regulación y optimización. 

2. DESCOMPOSIC!ON DEL PROCESO. 

La descomposición del proceso no es dictada por ninguna 

consideración computacional, sino que es parte de la estrategia 

de dise~o. La descomposic1Cn de procesos revela los agregados de 

operaciones unitarias y reactores químicos los cuales pueden ser 

centralmente controlados. La descomposición de procesos puede ser 

dit•igida al desa1·rollo del control independiente de grupos de 

unidades en términos de regulación u op ti mi zac i 00. Ambos 

criterios pueden ser aplicadas a un mismo sistema simultáneamente 

e tntimamen.te independientes. Una descompasic16n de procesos para 

propósitos de regulación set·~ factible dentro de las limites de 

los grupos establecidos de la descomposición de procesos para 

propósitos de optimización de control. 

Para dividir un proceso en subprocesos, los cuales son 

optimizados separadamente, uno debe de ser capaz de descomponer 

la linealidad de la funcioo objetivo global y una parte de esta 

debe ser asociada a cada sistema. El tamaKo min1mo de un 

subsistema es usualmente dictado por esa 1·estricc1ón. Para la 

optimización, la magnitud de los subproblemas se balanceara. 

contra los esfuerzos para la solución coordin~da. 
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3. SELECCION DE LAS VARIABLES A MEDIR. 

La primera clase de objetivos de control, establece 

directamente las mediciones 9ue deben de ser hechas para el 

monitoreo del proceso. La segunda clase de objetivos puede ser 

incluida dentro de un circuito feedback bajo ciertas condiciones, 

requiriendo asi mediciones adicionales. A veces, las variables a 

medir teót"'icamente deseables no son siempre disponibles, 

frecuentemente ellas son sustituidas por otras secundarias. Las 

variables secundarias de medición nos permiten estimar a las 

variables primarias de medición sobre la base del modelo del 

proceso. La elección de las variables secundarias y la asociación 

al problema de estimaciOO puede ser fuertemente observada a ser 

independiente de otras decisiones. El grupo completo de variables 

a medir para una estructura de control factible debe de 

satisfacer las condiciones de observi\bilidad estructural, lo que 

incluye la cuestión de aumentar el grupo de mediciones, siendo 

desarrollado durante la sintesis de estructuras de control el 

grupo alternativo de variables a medir. 

4. SELECCIDN DE LAS VARIABLES MANIPULADAS. 

La selecci6'l de las variables manipuladas afectará la 

capacidad de respuesta para las perturbaciones e~ternas y la 

habilidad para mantener los objetivos de control a niveles 

deseables casi continuamente. La disponibilidad de mas variables 

manipuladas será para un mejor control de proceso. 
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El aspecto estructural del sistema de procesamiento y de las 

ecuaciones describiendo las unidades de procesamiento 

fisicoquimico son de suma importancia en el establecimiento 

factible del grupo de variables manipuladas. Ciertas variables 

·manipuladas desde el punta de vista de ingeniería ser~n más 

deseables 9ue otras. Algunas formas cualitativas que las 

variables manipuladas deben satisfacer 

facilidad de operación, arran9ue y paro. 

son: canfiabi l idad, 

5. INTERCONEXION DE LAS VARIABLES MEDIDAS Y MANIPULADAS. 

La soluciéo a este problema debe ser guiado en parte por la 

ingeniería y castos, y en parte, por consideraciones teóricas de 

control, con el fin de obtener las estructuras de control 

alternativas más adecuadas para satisfacer los objetivos de 

control del sistema. Muchos de los estudios pasados de control 

(simples circuitos de control>, son dirigidos hacia el diset"ío de 

estructuras de control multivariable. 

La sintesis de estructuras de control es un tema muy amplio 

que tiene una. extensa aplicación en diferentes ramas de la 

Ingeniería, el desarrollo teórico 9ue se presenta en la Ultima 

década proporciona las bases para el desarrollo de la teoria de 

control moderna y a su vez el desarrollo de la teoria de sintesis 

de estructuras de control! 22
•
29 Y 2

•
1 
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3. 3. 3 ESPECIFICACIONES DINAMICAS DE UN SISTEMA DE CONTROL. 

El funcionamiento dinámico de un sistema puede ser dr,,ducido 

por la observación de la localización de las ralee~; de la 

ecuación caracteristica del sistema en el plano "s" <fiy. 

2.3>. Las aspecificaciones el dominio del tiempo clD las 

constantes de tiempo y coefir:i'lntes de amortiguamiento para t.tn 

sistema de ciclo cerrado pueden usarse directamente en el espacio 

de Laplace. 

1. Si todas las ralees cBen en el lado izquierdo del eje 

imaginario del plano, el sistema es estable .. 

2. 51 todas las raices caen en el eje real el sistema será 

sobreamorti9uado o critica.mente amortiguado. 

3. Entre m.As lejos del eje real negativo caigan las r;it.ces, 

m~s rApida será la dinámica del s1st~ma <las constantes 

de tiempo son más pegue~as). 

4. Lüs raices 9ue caen cerca del eje im¿i91n~1rio dominarán la 

respuesta dinámica. 

5. Entre m~s alejadas estén las ra1ces complejas del eje 

real el sistema será menas amortiguado. 

Hay l1na relaci61 cuantitativa entre la local izacíón de las 

raices en el plano "s" y el coeficiente de amortiquam1enta. Si se 

tiene un sistema de segundo orden o un sistema de mayor orden 

dominado por las ralees de segundo orden más cercanas al eje 

imaginario, éstas ralees como se muestra en la fig. 3.31 son 

complejas conjugadas. De la ecuación dinámica general para 
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proceses de segundo orden las dos ralees son: 

i: .ri-=7 
s ~---+ i . 

T T 
p p 

T T 
p p 

La hipotenusa del triángulo que se muestra en la fig. 3.31, 

es la distancia del origen a la ralz s
1 

ll":" r . ¡ 
p 

T 
p r T 

p 

(3.20) 

Si se define al ángulo ~a partir de la hipotenusa y el 

cateto adyacente del tri.ángulo se tiene: 

cos "' 

{/T 
p 

1/T 
p 

(3.21> 

As1, la localización de la raiz compleja puede convertirse 

directamente a un coeficiente de amortiguamiento y a una 

constante de tiempo. El coeficiente de amortiguamiento es igual 
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al coseno del :mgulo entre el eje real negativo y la 11nea radial 

del origen a la ra1z- La constante de tiempo es igual al 

reciproco de la distancia radial del origen a la raiz. 

3.3.4 CONTROLABILIDAD. 

Recordando la representación de un sistema dinámica en el 

dominio del tiempo, 

dx 
!Ux + IBu + rd 

dt 

y ll:x + lEu 

x<t ) 
o 

X 
a 

(2.1) 

(2.2> 

Una. noción 9ue es muy usada en el an.Alisis de sistemas de 

control, r>s la controlabilidad. Se puede decir que un sistema es 

controlable si existe un plan de control u<t>, el cual conducirá 

o guiará al sistema a partir de cualquier estado inicial dado x
0

, 

a cualquiet· otro estado deseado en un tiempo finito. Una 

definición más precisa es la siguiente: 

11 Si todo estado inicial x
0 

< t
0

) puede ser tomado para 

cualquier otro estado xd(t) en algún tiempo finito t>t
0

, 

entonces el sistema es completamente controlable. Es 

posible, también tener sistemas los cuales son sólo 

parcialmente controlables, es decir, en los cuales hay 

al9unos sub9rupos de estados iniciales x
0

<t
0

> que no pueden 
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alcanzar siempre otro estado en tiempo -finito" .. 

Es posible definir condiciones de controlabilidad para tipos 

espec1-ficos de sistemas .. Por ejemplo, si las matrices tu y (B son 

constantes, entonces se puede mostrar 9ue el sistema de 

ecuaciones (2 .. 1) y C2.2) es completamente controlable si y sólo 

si, el rango de una ''matriz de controlabilidad'', 11.. 

donde: 

e 
"~nrn 

es n 

c.3. 22) 

Una derivación informal de este resultada puede verse 

considerando la solución analítica de las ecuaciones (2.1> y 

<2.2>' se ami ten las perturbaciones d(t) porque la 

controlabilidad es una propiedad del sistema pot• sl mismo. 

x< tl 1\ll 
e X 

o 

l 
+ JeÁ\(L-"')IBuCs) ds 

donde la matriz exponencial puede escribirse como: 

Á'H 
e o + Alt + 

2! 

(3.23! 

(3.24) 

la cual cuando se combina con el teorema de Hamilton-Cayley 

conduce a la representación de serie finita: 

Á\l 
e 
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o 

Sustituyendo esta ecuación en la ecuación (3.22> se obtiene: 

x(t) 

x<t> 

+ e (t - s)n-t~n-t.[8] uts) ds n-• 

e 
1 
(t-sl u<s> 

en-! <t-s)n-I u(sl 

(3.26) 

ds 

(3. 27) 

Ahora, el concepto de controlabil idad significa que el 

control ti es capaz de influir sobre todos los estados x a. través 

de la integral en la ecuación (3.27). Por lo tanto, el sistema es 

controlable si y sólo si, el integrando en la ecuación <3.21> 

permite la influencia de u(t) para a.fectar todos los estados 

x<t>. Esto re9uiere que la matriz de transformación de orden nxnm 

Í, . . 1 n-• ] !_°3 ! i<llB ; ••• : i<l IB 

tenga rango igunl a n. 

213 



Las condiciones de controlabilidad de sa 1 ida pueden 

enc:ontr·arse mul tip 1 icando la ecuación (3. 26> por <L para dar·: 

y<tl = <Cx 

+ e <t-s)n-t ll:~n- 11B] uCs) ds 
n-1 

+ ••• 

(3.281 

As1, para las mismas argumentos, los controles u(t) deben 

inflL11r en todas las l salidas y<t> para la controlabil1dad de 

salida. Esto significa que las salidas y, son completamente 

controlables si y sólo si, el ranqo de la matriz de orden 

l x nm de controlabilidad a...ºc es m. 

donde: 

<CIB 1 <CA\IB 1 ••• ¡<CA\ 1B 
[ 

1 1 ' n-1 ] (3.29) 

Las condiciones de controlabilidad para el caso de un 

sistema. no autónoma lineal de la fot·ma de la ecuación (2 .. 1 > donde 

~<t> y CBCtl son funciones conocid~s del tiempo, especifican 9ue 

la no singtJlaridad de la matriz n x n 

l 

ll1<t
0
,t

1
l = J 1«ilt,t

0
)-

11B(t) IBT(t) lof>lt,~ 0 )TJ-
1dt 

l 
o 

(3.301 

es necesar·1a y suficiente para la controlabilídad. Donde la 

matriz ~<t,t 0 ) es la solución de la matriz fundamental definida 
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por: 

<-3. 31) 

Aqui para que el sistema sea controlable es suficiente que 

el integrando 5ea no singular para cualquier instante de tiempo 

t <t<t • o r 

3.3.5 ESTABILIZABILIDAD. 

Una condición mucho mas débil 9Ue la conlt"olabi 1 tdad para un 

sistema, es la estabilizabilidad. La estabilizabilidad es la 

propiedad del sistema de la ecuación (2.1> de que todos los modos 

inestables del sistema pueden hacerse estables por acciOO de un 

contralado1·. Esto significa que cualquier eigenvalor· positivo de 

~ puede hacerse negativo por acción de un canlrolc:~dor. Entonces, 

cualquier ~;1stema cuya matriz tu tenga todos sus e19envalores 

negativos r::•s estabilizable (de hecho incluso sin acción de un 

controlador). En suma, cualquier sistema el cual es controlable 

es automáticamente estabilizable. 

En el casa del controlador feedback proporcional de ganancia 

constante sobre las vari~bles de estado, 

u( tl -IK x<tl (3.32) 

donde [)( es una matriz feedback de orden n :..: m de ganancii\S de 

controladores, el sistema de la ecuación C2.1> se vuelve: 
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dx 
(Á\ - CBO:l X (3.33) 

dt 

El sistema seria entonces estabílí;:able con tal controlador 

-feedback si y sólo si~ e>..:istiera un.a combínacíón de ganancias 

feedback l\j' la cual causará. que las partes reales de todos 

los ei9envalores d~ {A\ IBfK> fueran ne9ativas .. 

Con un controlador proporcional sobre las v~riables de 

salida 

u(t) -!Xy(t) (3. 34) 

el sistema de la ecua.cíón (2 .. 1) toma la forma: 

dx 
(A\ - IBIX<Cl x (3 .. 35) 

dt 

En este caso, la estabilizabilidad requiere que las partes 

reales de todos los eígenvalores de (A\ iBlKI!:> sean negativas 

para alguna selección de las ganancias feedback k .. ,, 
Asi: 

1 .. Siempre se puede disei"íar un sistema de control para Lm 

sistema completamente controlable, sin embargo es algunas 

veces imposible diseNarlo para uno que no sea 

completamente controlable~ 

2. Sí el sistema es estabilizable (pero no completamente 

controlable) y los eigenvalores incontrolables del 
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sistema son suficientemente grandes y negativos, 

entonces es posible dise~ar un sistema de control 

aceptable. Sin embargo, Sl el sistema es no 

estabilizable, entonces el contra] es generalmente 

imposible. 

3. 3. 6 NORMALIDAD. 

Una formil más fuerte de control ab i lid ad es llamada 

normalidad. Un sistema es normal si cada elemento del vector de 

control, u, pot• si sólo 109rá la cont1·olab1lidad. Esto será 

verdad si y sólo si la matriz de normalidad ~e; 

IL 
e 
' 

[ 

, ~ , 2 , , n-t ] 
b ¡rob ! A\ b ! , •• ¡A\ b 

\ ,. ,.. \ 

ti ene rango n para toda i, donde bi, 

(3. 36) 

1, '2', ••• ,m, son las 

columnas de la matriz Q3. Para variables de control escalar, la 

normalidad y la contralabilidad son propiedades idénticas. 

3.3.7 EL PROBLEMA DE INTERACCION. 

El problema -fundamental en el d1sef"ía de controladores 

feedback multivariables está en las interacciones dinámicas y de 

estado esta.c:ionario que ocur1·en entre las variables de entrada y 

salida. Si el sistema no tiene acoplamiento entre variables y el 

número de variables de control iguala al número de salidas a ser 
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controladas entonces, el sistema lineal de la ecuución <2 .. 1) en 

el dominio de las transformadas de Laplace tendria una función de 

transferencia de ciclo abierto diagonal: 

o 

~(s) 
-1 

<C<sD-M IB 13.37) 

o 

y para ese en la forma diagonal, la función de transferencia de 

ciclo cer1 .. ~'\do, que relaciona y con yd seria entonces diagonal y 

cada ciclo de control podria ser ajustado separadamente paP 

métodos clásicos. 

Oesa~ortunadamente, la mayor la de los sistemas 

multivariables tienen acoplamiento significante entre salidas y 

controles <variables manipuladas) y ésto 01 .. i9ina grandes 

dificultarlps en el disef'ío de sistemas de control. 

Se h¿1n hecho grandes esfuerzos par medir la interacción en 

procesos multivariables. Tal vez la medida más usada es el 

arreglo B1~1stol el cual mide el grado de interacción de estado 

estacionario. 

Considérese el sistema multivariable 2 x 2 mostr~do en la 

fig. 3.32. El método convencional de ajuste del sistema de 

control se1~1a primero abrir el ciclo 2 y ajustar el ciclo de 

modo que yl tenga una bLtena respuesta. entonces se abre el ciclo 

1 y se ajusta el ciclo 2 hasta que y
2 

tenga una buena respuesta. 
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Si no hubo interacción <9
12 

= 9
21 

== 0) se podrian cerrar ambos 

ciclos y suponer que el sistema trabajará bien. Sin embat"go, en 

presencia de interacciones, el desempe~o del sistema de control 

total podria ser bastante pobre cuando ambos ciclos est~n 

cer .. rados. Bristol desarrol 16 una medie i 6n general de esta 

interacciéin en el estado estacionario el llamado 

Bristol ''. 

A 

ó mm 

"Arreglo 

cuyos elementos son definidos como la siguiente relación a 

estado estacionario: 

[ ~ Ldo· log cidou ab\.or\.011 

[ 

8 y. ] 

8 u: lodo• 

\.,j 

Los elementos del arreglo Bristol son entonces la relaciOO 

de la respuesta de ciclo abierto a estado estacianclrio y la 

respuesta de cicla cerrado a estado estacionario cuando una 
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variable manipulada particular es ajustada.~ La determinaci~1 de 

los elementos del arreglo Bristol es directa, par·a el numerador 

es simplemente el elemento i,j-ésimo de la función 

tt•ansferencia a estado estac1onat•io de ciclo abierto, es decir, 

l im g . (s) 
'1 

s~o 

de 

El denominador eo::. calculd.do asumiendD que todos las ciclos 

cerrados trabaJan perfectamente, de modo que yk es constante para 

k "' j. 

Asl. 

[:::] -[:::] - [: :~ ] 
todoi; Log CLcloo y conglanlet 

cetrra.doA o>ccetplo k\. ;.t k 

po.ra. u 
J 

la 

inversa de la funciOO de tr·.:msferencia del proceso a estado 

estaciona.1·10, es deci1• 1 

a u 
J ÍG-l(s)J 

s .... o L j\. 

Asl: 
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donde ( J . denota el elemento i, j-ésimo de la matriz en ,, 
cuestión. 

Part1 ilustrar la aplicación del arreglo Br1stol se usará el 

sistema mostrado en la fig. 3.32. 

Entonces: 

y 

lim G(S) 
s~o 

k 
H 

k .. 

[ 

k22 

-k 
•2 

k 
l2 

k 
22 

-k 
2• 

k .. 
k k - k k 

i .t. 22 i2 z i 

[ k .. k22 
-k 

-k k k 
2 i :l. z 

k k k 

2ikf.2 

k 
f. 1 22 

k 
u. 22 12 21 

] 

De agui se pueden observar algunas propiedades de este 

ejemplo, las cuales son propiedades generales del arregla 

Bristol: 

l. La suma de cualquier ren9l6n o cualquier columna en el 

aPreglo Bristol es la unidad. 

2. Cuando la matriz de funciones de transferencia es 

diagonal o triangular, el arreglo Bristol es la matriz 
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iden l. idad. 

De la dr:>finic:ión de la medición de interacci6n es claro que 

la mejot"· sit:r1aci6n pasible es tener todos los tér~minos de fuera 

de la diagonal cerca de cero y los términos de la diagonal muy 

cercanos a la unidad, es decir: 

o 

o 

Esto sirJnifica que hay una pe9uef'la interacción y que el 

comportamiento de ciclo cerrado es similar al comportamiento de 

ciclo abierto. Mientras los términos fuera de la diagonal se 

incrementan 1?n magnitud absoluta y los términos de la diagonal se 

alejan de t.1) indican mAs interacción. 

La INTERACCION POSITIVA surge cuando todos los elementos de 

A son positivos; esto significa que hay alguna int(!racc100, y 

uno debe eJ1.!9ir la pareja del ciclo <ui,yl> q11e haga los 

términos de Ja diagonal tan cercanos como sea posible a la 

unidad. 

La INTERACCION NEGATIVA ocurre cuando algunos de los 

elementos du ~ son negativos. Esto si9nifica que cambiar en 

la situaciec·1 de ciclo cerrado tiene justo el efecto opuesto de 

cambiar u .. en el caso de ciclo abierto .. 
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El arreglo Bristol puede usarse como una guia en la elección 

de parejas (variable manipulada-variable de salída). Algunas 

reglas generales para esta elección son: 

1. Del e:-:amen de G<O>, la pat•eja <u,yl tal que los elementos 

de la diagonal 5ean los mas grandes relativos a los 

elementos fuera de la diagonal. 

2. Del examen de A la pareja <u,y) tal que los términos de 

la diagonal sean dominantes y cercanos, en valot• 

absoluto, a. la 

diagonal son 

unidad. Si 

negativos, 

algunos 

entonces, 

términos de la 

para un buen 

funcionamiento, todos deben ser negativos. 

3.3.8 TECNICAS DE DISEno DE CONTROLADORES MULTIVARIABLES. 

Hay una gran cantidad de técnicas de diserío de contt•oladores 

multivariables. Estos métodos usualmente implementados en una 

computadora permiten el di serlo en una Terma iterativa de las 

ganancias feedback hasta que se obtiene una buena respuesta del 

sistema de control multívariable. En esta parte del c~p1tulo se 

describir:..n algunas de las técnicas de diser\o de controladores 

multivuriables más conocidas. 

A. HETOOO DEL LUGAR GEOHETRICO DE LAS RAICES CROOT LOCUSJ. 

Es un método clásico en ingenieria de control 9ue consiste 

en graficar las ralees de la ecuación caracteristica de ciclo 
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cerrado de un sistema en función de la o las ganancias de las 

controladores del proceso. 

El método del lugar· geométrico de las ral.c:es e!:i un 

procedimiento por el cual se trazan en un plano "mº o "s" (fig, 

2 ... 3) las ralcPs de la ecuación caracter1stica para todos los 

valores de la o las ganancias del sistema de control desde cero a 

ín.fini to .. 

Los puses a se9uit• para construir una grttfica del lugar 

geométrica de las rafees son: 

1. Se obtiene la ecuación caracter15tica y se reot~dena. esta 

ecuación de m<'\net~a r:¡ue ~e obtenga Ltí\il expresión en 

función de la o las 9ananc1as del sistema. 

2. Se resuelve la ecuac16n caracter1stica del sistema para 

diferentes valores de 9anancias. 

3. Se 9raf1can en el plano 1'm" o "s" todas las raices para 

cada valar de 9anancia. 

Pi\ra seleccionar la o las 9ananc.1as de operación del 

controlador se puede usar la definición del coeficiente de 

amar~tiguam1ento que se desarrolló en la sección 3 .. .3 .. 3. 

B. CONTROL INTERACTUANTE. 

El funcionamiento de un sistema de control multivariable 

frecuentemente puede mejorarse sigoifícativ.:imente por algún tipo 

de compensación el cual considere las interacciones.. Tal mejora 

es posible aún para sistemas los cuales parezcan tener solamente 
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interaccirn1es débiles de acuerdo al arreglo Br is tal. Hay 

numerosas técnicas para diserío de controladores feedback 

mult1vari·-•l1le con compensación par~a interaccione:,. 

Una lie las aproximaciones clásicas para el problema fi!s 

diseí"iat"' ur1 control na internctuante. Para ilustr·at~ el control no 

inte1~ac:tu .. 11te se asumirá que se de<::.ean controlar las salidas del 

proceso y<t>, ajustando las variables de control u< tl. En 

la fiq. : .. 33 se muestt'd una estructura de control feedback con 

contr·oladures de ciclo únJ.Co y que incluye un compens~dar de na 

Los cantroladore~ de un sólo c1~lo d~n a ~ la 
e 

forma dia•~onal. 

9 11c 
() 

9 22c 
.¡; (3.38) 

e 

o 9 uc 

La fLmciál de transferencia de ciclo cerr~'ldo para el es9t.tema 

de control no interactuante mostrado en la fig. z ... 33 es: 

(3.39) 

o 

<3.40) 

Aqui <Gt es un compensador el cual debe ser disef'lado para 
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eliminar tantas interacciones coma sean posibles. Idealmente 

cl3l(s) se elegirla para hacer, 

11 (3.41) 

diagonal y llevar 1T ... o para s = O <t -+ ro) para alguna elección de 

los parámetros de ajuste del controlador (tal como la ganancia 

del controlador>. Obviamente el control no interactuante 

solamente tiene sentido cuando eü, '°l y <üc sean matrices cuadradas 

es decir, cuando el número de variables de control <variables 

manipuladas) y variables de salida sea el mismo. 81 hay mas 

variables de control 9ue variables de salida, m 

puede escoger5e un subgrupo de controles para 

l, en tone es, 

completar· el 

desacoplamiento; mientras 9ue si hay más variables de ~alida que 

var·iables de control l m, entonces solamente es posible un 

desacoplamiento parcial. 

Recordando que <üc es diagonal, una condición suficiente para 

que U sea diagonal y U<O> ~ O cuando la ganancia del controlador 

se incremente es que: 

o (3. 42) 

donde diag ~(s> es una matriz diagonal 9ue tiene elementos de la 

diagonal de 6(s) a la largo de la diagonal principal, es decir: 
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911 (5) o 

922(5) 

días <I;(sl <3.43) 

o su<s> 

Si esta compensación fue hecha perfectamente, la función de 

transferencia de ciclo cer~rado debe tomar la for~ma: 

o 

Y. <sl -, 

+ E gijd(sl º-, (sl 
r=.t 

(3.44) 

i = 1., 2, ••• 'l 

Se puede notar que hay un desacoplamiento total para cambios 

del set point y que cualquier perturbación puede influir sobre 

todas las sal idas, los P.fectos de las pF:trturbaci.one~ sobre 

cualquier salid~ Y
1

, son amortiguadas por un controlador giic· 

Algunas veces es dificil o imposible compensar perfectamente 

el sistema de la forma de la ecuación <3 .. 41 >, sin embargo, 

siempre se puede llevar a un desacoplamiento de estado 
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es tac ianario, el cual elimine las interacciones de estado 

estacionario .. Esto requiere que: 

l im lT<s> . ~ "' 

en la ecua~ión <3 .. 42) sea diagonal. El compensador de estado 

estacianai-·10 está. dado por: 

<Glss 
lim [({;(s)-

1 
diag ~<s>] 

s~o 
IV~~ d1a9 rG55 

(3. 45) 

En este caso las funciones de transferencict ele ciclo cerrado 

toman la f1)rma: 

(3.46) 

Con tal desacoplamiento de estado estacionario1 las interacciones 

de estado Pstacionario son eliminadas incrementando las ganancias 

de los controladores, el corrimiento a estado estacionario puede 

decrecE:"r m_ls fáci }mente. No obstante hay aún un periodo de 

interacci.~.r. din.1mica lo que puede causar que los cont1-oladores de 

un sólo CH.lo luchen entre 51, si ellos f1.1eron aJustados 

fuertement:···. Por la misma razón, la acción integr·al s1gn1 ficante 

en los co1111·oladores e~ t_Jeneralmente no deseada, 

conduce a las controladores a luchar" ent1·e s1 en un intento por 

eliminar el corrimiento. 

Puede haber condiciones donde la implementaci~~ de este 

método es ~lif1cil a imposible, poi· ejempla si la función de 
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transfereru: 1a CG<s> contiene retrasos de tiempo, entonces el 

compensado1· d inámíca f recuen temen te contendrá dí rectores de 

tiempo que requerirán conocer la Salida para algunos tiempos 

futuros. E·:. claro que ésto no puede implementarse exactamente. 

Sin embar9r-•, en algunos casos, tal esquema de control involucra 

un pt't-!dict,-w que puede dar resultados r·azonables. Otro prohlema 

tambl •.~·n en• •Jntrado frecuentemente r·esul ta dnl hecho qur> una 

c:ompensacJ·'Al perfecta requier·e de un modf.!-lo de func1C·n de 

trans"ferenc1a perfecto. Ya que el modelo del p1~ocesn es casi 

siempre apt·oximado, el es9uema de control real implementado 

tendr.) la ·unción de transferencia de ciclo cerrado: 

(3.47) 

donde q:;* el proceso real y lfi-t es la inversa clel modelo del 

proceso. S.1 las d1ferenc1as entre el modelo y el proceso son 

tambi..?n gr<:indes, el esquema de control se comporta mal y puede 

volve,~se inestable. 

1::stas problemas de estabilidad son más serios s1 alguno de 

los c:eros de la funciOO dP. transfercmcia caf:: en el lado derecho 

del plano. 1::stos ceros se vucilven polos inestable!""" en <C."t y la 

cancelach"r' imperfecta de estos elementos debido J imperfecciones 

en el madP.lo pueden resultar en polos inestables en la función de 

transferenrla. Otra de~ventaja potenc:1al del control no 

internctuiinte es que mucha de la flexibilidad de contr·ol es usada 

para Jogrr.1' no interacciéo, algunas veces a tn~pensas de la 
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respuesta dinamica global. 

C. CONTROL FEEDBACK MODAL. 

Otra aproximación al disei'\'o de controladores multivariables 

es el control feedback modal. Esta técnica hace uso de la 

naturaleza \ ineal del modelo del sistema para di seriar un esquema 

de control el cual per~mita especificar los eigenvalores del 

ciclo cerrado del sistema. Para ilustrar esta técnica se 

considerará el sistema descrito en el espacio de estado por: 

dx 

dt C2. 1l 

Y <Cx 

donde, para esta discusión se asumirA que el número de variables 

a controlar y el número de sal idas es el mismo que el número de 

estados. Asi ~' ~ y C son matrices de orden nxn constantes y se 

supondrá que ~ tiene eigenvalores reales y distintos. Estas 

limitaciones no son cruciales para el método y hacen mas fáciles 

las siguientes e~plicaciones. 

Adem~s, supongase un controlador proporcional en la salida: 

u(t) - <[; <Cx (3.48) 
e 

Recordando de los conceptos 9enerales de eigenvalores y 

eigenvectores, si A es una matriz diagonal de eigenvalores de 
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una matriz de ot•den nxn, 

/\ 

entonces, 

;1.1 o 

o 

J\'A AR 

LA 

;\. 
n 

(3.49) 

(3.50) 

(3 .. 51) 

donde R y L son los eigenvectores no,·mal izados izquierdo y 

derecho pa.ra lc1 matriz .. Esto significa que R y L san las matrices 

de las n soluc1ones de Jas ecuaciones: 

Ar. 
l 

i ::: 1,2, ..• ,n 

i ;; 1,2, .•• ,n 

(3.52) 

(3. 53) 

donde, los ei9envalores ~i' i 1,2, ••. ,n son soluciones de las 

ec:ucl.ciones: 

o i = 1,2, ••. ,n (3.54) 

los n vectores t
1

, ri son divididos cada uno por una constante 

para hacerlas ortonormales, es decir: 

i~r. 
l J 

6 .. 
1 J 

233 

6 .. 
1 J 

(3.55) 



o 

LR = RL (3.56) 

donde: 

R [ r 1 i r2 ¡ ... i r ] n 

(3.57) 

L [ l! i l2 ¡ ... ln r 
Asi, las propiedades en las ecuaciones C3.50) y (3.51) se 

siguen directamente de las ecuaciones (3.52) y (3.56) .. 

Haciendo uso de la ecuaciones (3.50) y C3.51) se puede 

mostrar 9tiu: 

A LAR <3.58) 

y 

Ri\L A (3.59) 

Asi, sustituyendo las ecuaciones <3.48) y <~.59) en las 

ecuaciones C2.1> se obtiene: 

dx 

dt 
<RAL. - 86 Cl x e 

Ahora, si se esco9e la matriz de control como: 
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(3.61> 

donde K es una matriz diagonal de contoladores proporcionales 

IK 

o 

o 

k 
n 

y se escoge la matriz de salida ~ 

(3.60) se transforma a: 

dx 
R<A - IK>L X 

dt 

Notando que: 

y = [. X 

la ecuación (3.63) toma la forma: 

dy 
<A - IK> y 

dt 

(3.62) 

~, entonces la ecuación 

(3.63> 

<3.64) 

y claramente <A - ~) es una matriz diagonal, asi las salidas no 

tienen interacción y: 

o ... - k.) t 

Y; 
1 1 

"'i e 1 1 2 1 ••• ,n <3.65) 
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En suma, 1.i solución de ciclo cerrado para las ecuaciones de 

estado tomE1n la forma: 

x=l: º'i - ki) t 
cc.r.e 

1 1 
(3.66) 

donde, o
1 

es una constante determinada a partir de las 

condiciones iniciales. Note que ajustando ki se puede hacer que 

los eigenvalores de ciclo cerrado sean tan grandes y negativos 

como se desee sin provocar interacción entre las Y¡· Ajustando la 

constante ~ del controlador i-ésimo se afecta solamente el modo 
1 

i-ésimo. Esto significa que se pueden controlar los modos del 

proceso y tlún si hay interacción de estados, la salida y, no 

tiene inter~acciái. Las desventajas de este esquema de control son 

que solamente se puede usar el controlador proporcional, es 

necesario escoger ll: = O... y el ajuste del mismo es un problema. El 

diagrama dt::.- bloques para el esquema de control feedback modal se 

muestra en la fi9. 3. 34. 

En el caso donde hay más estados que sal idas a controlar, es 

posible apl ic:ar el control modal a los primeros m C?i9cnvectot~es 

(donde, m es el número de variables controladas) con interucción 

de salida cero. 
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3. 3. 9 AJUSTE DEL CONTROLADOR. 

El paso final en el dise~o de un circuito de control es 

usualmente el ajuste de los parámetros del sistema.. En realidad 

esto constituye una prueba sabre el diseKo de un sistema de 

c:ontrol. Si el controlador puede ser ajustado dat'á. una re5puesta 

satisfactoria; es costumbre asumir que todas los elementos del 

circuito son adecuados para la tarea y en el orden adecuada para 

la. misma. 

Donde el controlador no puede ser a Justado 

satisfactoriamente, debe revisarse la selección de los elementos 

restantes del circuito y la configuración global (selección de 

las variables a controlar y manipular> .. El controlador 

inajustable es consecuencia de una falla en el dise~o del 

circuito. Los circuitos que son propiamente diserlados y aplicados 

deben ser ajustables; aquellos que son ínaplicables o tienen un 

dise~o equivocado no serán ajustados hasta que el problema sea 

corregida. 

El ajuste de un controlador es complejo e involucra.: 

1. c~racter1sticas del proceso (ganancias~ constante de 

tiempo~ tiempos muertos, etc.). 

2- Controladores adecuados (PI, PIO, etc.>. 

3. Respuesta deseada. 

Uno de los primeros problemas encontrados en el ajuste de un 

controlador es definir que es un 11 buen" control Y ésto 

des'ªfortunadamente, difiere de un proceso a otro. El criterio mas 
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común es ajustar el controlador para que la curva de la respuesta 

del sistema tensa una relación de amplitud o relación de 

decaimiento de 1:4, por ejemplo, la proporción de la amplitud de 

la segunda onda comparada a la amplitud de la primer onda es 1:4 

como se muestra en la fig. 3.35. 

No hay una justificación matemática directa P-"'ra el 

requerimiento de la relación de decaimiento de 1:4. Esto es un 

compromiso entre una respuesta inicial rápida y un corto tiempo 

de la respt.testa de salida. En muchos casos, ésto no es suficiente 

para especificar una única combinación en el arreglo de los 

controladot·es. Puede haber un infinito número de arreglos que 

permitan una relaciOO de decaimiento de 1:4. En tales situaciones 

esto es frecuentemente aprovechado para requerir gue cualquiera 

de los dos, el corrimiento a résimen permanente (diferencia entre 

la salida actual y el set point> o el ~rea de cont1·ol <tiempo 

integral de las sal idas negativas 

minimizadas. 

del set poin t) sean 

En la práctica, las técnicas de ajuste no dan e>:actamente el 

tipo de respuesta deseada. As!, algunos ajustes finales para los 

par~etros deben hecerse manualmente. Sin embargo, se debe 

obtener al final un punto de inicio razonable del cual puedan 

obtenerse las caracteristicas de la respuesta deseable. 

Las t¿~nicas de ajuste para controladores pueden ser 

divididas en dos grupos. En el primero, pocos métodos están 

basadas en valores determinados para la respuesta de circuito 

cerrado del sistema, par ejempla, con el controlador en 
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automático. En el segundo, una variedad de metodos estan basados 

en variables determinadas para la curva de la respuesta del 

circuito abierto, llamada 

diná.mic:a del proceso. 

comúnmente curva de la respuesta 

1. METODO DE CIRCUITO CERRADO. 

EL método propuesto por Ziegler y Nichols es el mas 

usado comúnmente en la categoria de los métodos de c1rcui to 

cerrada. También se conoce con el nombre de método "último 11 
.. Este 

nombre es debido a que se requiere determinar la última ganancia 

o sensitividad y el último periodo para el sistema. Esta última 

ganancia es el máximo vu.lor aceptable de ganancia (para un 

controlador con modo de control praporc:1onal> para el cual el 

sistema es estable. 

El método consta de los siguientes pasos: 

t. Desajustar toda la acción integral y derivativa 

T
0 

= O > y poner el controlador en autom~tico .. 

T 
I 

2. Introducir una perturbación al circuito y aJustar la 

ganancia proporcional Kc, hasta que el circuito oscile 

continuamente .. 

3. Registrar el valor del paso 2 como la última sensi tividad 

o ganancia f<u, y registrar el periodo como el último 

periodo Pu-

4. Determinar los parámetros de las ecuaciones a partir de 

la tabla 3.9. 

La perturbación en el paso 2 puede ser introducida por una 

241 



•. t)llTRüL .:.:.1fi 1 PRRAMETRO I 

PR•ifüHIOI•··, }J 

PHI ºPC!t! lll!EGRRL ¡;.; 

PR<:•f•.oFC !Dl•-c- l lllEGRRl-OER 1 llAOO l:c 

' ' 

ü'J ·1Mbio ~n la sa.1tdi 
}:(::-:: 

t;ri ;r1bio en la entrad~ 

242 

: l E•JLER-111<:HOL5 

1;¡pt;UIT!} ((ílf\to{10 

O.~ Su 

1),45;1.1 

f'u/1.2 

o.t SiJ 

O. 5 P1J 

Pv/3 

21er,Lrn-111c110L; 
1:1R~IJ:lO fl!lJEFTO 

t;1./Lr f!r 

o. ~10,1t1Lr F.r 

~.B Lr 

! .2tit11Lr Rr 

¡,o lr 

\J, "'; Lr 

1 



variedad de caminos. Una aproximación es simplemente mover el set 

point arriba o abajo de su valor por una cantidad arbitraria, 

hasta esperar que el proceso comience a responder y entonces 

restaurar el set point a su valor previo. 

El objetivo de este método es obtener una respuesta con una 

relación de decaimiento de 1:4 as1 como aplicarse a las 

diferentes combinaciones de modos de control Ctabla 3.9). 

Una de las desventajas de este método, es que la disminución 

en la ganancia hace que el proceso sea inestable, en estos casos, 

el método "último" probablemente no darA un buen arreglo. 

Usualmente en casos de este tipo, el sistema es estable a altas y 

bajos valo~es de la ganancia, pero inestable a valores 

intermedios. Asi, la última ganancia para sistemas de este tipo 

se define ligeramente diferente. La utilización de este método 

requiere la disminución del valor de la última ganancia, por 

ejemplo, este método aplica solamente cuando un incremento de la 

ganancia decrece la estabilidad, el cual es un caso usual~ 

Para utilizar la última ganancia y el última periodo para el 

arregla del controlador, Ziegler y Nichols correlacionaron, en el 

caso de un controlador proporcional, la relación de decaimiento 

obtenida centra la ganancia en el controlador expresada como una 

fracción de la última ganancia. Después de hacer ésto para una 

variedad de procesos concluyeron que un valor de la 9anancia es 

igual a un medio de la última ganancia, para dar una relación de 

decaimiento de 1:4. 
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2. METODO DE CIRCUITO ABIERTO. 

En contraste al método de circuito cerrado, el método de 

circuito abierto requiere sólo una perturbación que afecte al 

proceso. Realmente el controlador no esta en el circuito cuando 

el proceso es probado. Asi, este método buscacaracterizar el 

proceso, y luego determina el arreglo del controlador para las 

caraterlsticas del proceso. 

En general, no es posible analizar completamente un proceso 

tipico; de aqul, que se empleen técnicas de aproximación. Muchas 

de estas técnicas aplican a la curva de la respuesta dinámica del 

proceso, la cual es simplemente la respuesta del proceso para un 

cambio de paso unitario de la variable manipulada; por ejempla, 

la salida del controlador. Para determinar la curva de la 

respuesta dinámica del proceso, se recomiendan los siguientes 

pasos: 

1. Establecer el sistema a régimen permanente. 

2. Poner el controlador en operación manual. 

3. Colocar manualmente la salida del controlador al valor 

al cual éste operaba autom~ticamente. 

4. Permitir que el sistema alcance el régimen permanente. 

5. Con el controlador fijado en operación manual, aceptar un 

cambio de paso unitario en la salida del controlador; 

como el aire en la valvula. 

6. Re9istrar la respuesta de la variable controlada. Aunque 

la respuesta es usualmente registrada por el mismo 

controlador, es frecuentemente deseable tener un 
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registrador complementario o un indicador gráfico para el 

controlador. 

7. Retornar la salida del controlador a su valor previo, y 

retornar el controlador a operación automática. 

Uno de los primeros métodos usado para obtener la curva de 

la respuesta dinámica del proceso es el propuesto por Ziegler y 

Nichols. Para poder usar este método es necesario determinar Rr y 

Lr. Usando estos para.metros y las ecuaciones de la tabla 3.9 se 

puede aproximar el ajuste del controlador. 

Este método de circuito abierto también puede ser empleado 

para controladores tales como el PI o PID <tabla 3.9>. 
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CAPITULO 4 

DISERO Y ANALISIS DE UN 
SISTEMA DE CONTROL 



4.1 DESARROLLO Y ANALISIS DINAMICO DEL MODELO MATEMATICO PARA UN 

REACTOR DE TANQUE AGITADO CONTINUO NO ISOTERMICO. 

Este último capitulo estA dedicado a la aplicación de los 

conceptos generales obtenidos a lo largo del presente trabajo y 

que conducen al diseNo de sistemas de control multivariable. Con 

este propósito se ha seleccionado ún sistema multivariable 

particular, un reactor de tanque agitado continuo <RTAC> no 

isotérmico, que servirá de base para ilustrar paso a paso la 

metodolagia a seguir en el dise~o de un sistema de control. 

Como ya se menc1on6, el primer paso para lograr este 

objetivo es el conocimiento del comportamiento dinámica del 

sistema por lo ~ue es necesario el desarrollo de un modelo 

matemático para el RTAC. 

4.1.1 DESARROLLO DEL MODELO MATEMATICO. 

Considerando un reactor de tanque agitado continuo <RTAC> no 

isotérmico, en el que se lleva a cabo una reacción exotérmica 

irreversible A ______. B, el calor de reacción se remueve por medio 

de agua de enfriamiento que fluye a través de una chaqueta que 

rodea al reactor, fi9.4.1. 

De acuerdo a la sección 2.1.1, las cantidades fundamentales 

dependientes para el reactor son: 
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a) Masa total de la mezcla de reacción en el tanque. 

b) Masa del componente A en la mezcla de reacción. 

e> Energ1a de la mezcla de reacción en el tan~ue. 

d> Ener9la del medio de enfriamiento en la chaqueta. 

Ahora, aplicando los principios de conservaci6n a las cuatro 

cantidades fundamentales se tiene: 

o 

Balance de masa total: 

Ac:umulaciOO de 
masa total 

periodo de 
tiempo 

d!p Vl 

dt 

+ 

Entrada de 
masa total 

periodo de 
tiempo 

Masa total generada 
o consumida 

periodo de tiempo 
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Salida de 
masa total 

periodo de 
tiempo 

(4.1) 



o 

Balance de masa para el componente A: 

Ac:umulac:i6n del 
c:omponente A 

periodo de 
tiempo 

dt dt 
= CAe Fe 

Entrada del 
componente A 

periodo de 
tiempo 

Salida del 
componente A 

periodo de 
tiempo 

Consumo del componente 
A debido a la reac:c:i6n 

periodo de tiempo 

(4.2) 

Balance de ener9la en el reactor: 

Acumulac:i6n de 
energía total 

periodo de 
tiempo 

Ener91a total en la corriente 
de entrada al RTAC 

periodo de tiempo 

Ener9ia total en la corriente 
de salida del RTAC 

periodo de tiempo 
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+ 

Energia absorbida o 9enerada 
par la reacción 

periodo de tiempo 

Ener9la removida por el medio 
de enfriamiemnto 

periodo de tiempo 

En este balance de ener9ia se desprecia el trabajo de flecha 

ejercido por el i.Jnpulsor del mecanismo agitador,. La energia total 

de la mezcla de reacciai es: 

E = U + K + P 

donde, Ü es la energía interna, K es la energia cinética y P es 

la ener91a potencial de la mezcla de reacción. Por tanta 

asumiendo 9ue el reactor no se mueve (es decir, di<'tdt = dP/dt 

O>: 

dE d <U + K + P> dU 

dt dt dt 

Va que el sistema es liquido se puede hacer la si9uiente 

aproximación: 

Acumulación de 

energía total 

en el RTAC por 

unidad de tiempo 

dU 

dt 

dH 

dt 
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Acumulación de 

entalp!a total 

en el RTAC por 

unidad de tiempo 



De esta forma: 

Ener91a total en la 

corriente de entrada 

por unidad de tiempo 

Energía total en la 

corriente de salida 

por unidad de tiempo 

Consecuentemente el balance 

ecuación: 

dH 

p F h en 

de ener91a total conduce a la 

Pe F h CT e e 
) p F hCTl Q (4.3) 

dt " 

Balance de energia 

Acumulación de 
energía total 

periodo de 
tiempo 

en la 

+ 

cha9ueta: 

Energia total en la corriente 
de alimentación a la chaqueta 

periodo de tiempo 

Ener91a total en la corriente 
de salida de la chaqueta 

perlado de tiempo 

Ener91a absorbida por el 
medio de enfriamiento 

periodo de tiempo 

Como en el balance de ener91a para el reactor: 

E Ü+K+P 
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y 

dK dP 

= o 
dt dt 

por lo tanto: 

dE dU dH 

"" dt dt dt 

As1 1 el balance de ener91a en la cha~ueta: 

dH. 
J 

+ Q 
dt 

(4.4) 

El siguiente paso es identificar las variables de estado 

apropiadas para el sistema. 

A. CARACTERIZACION DE LA MASA TOTAL. 

Para la caracterizac: ión de la masa total se necesita la 

densidad de la mezcla de reacción p, y su volumen v. La 

densidad es función de la concentración CA' CB y de la 

temperatura T. Frecuentemente esta dependencia es débil y la 

densidad puede considerarse constante a lo largo de la reacción. 

Por lo tanto, el lado derecho de la ecuación <4.1> produce: 

d(p V) dV 

p 
dt dt 
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ya que, 

Bajo esta suposiciái, V es la única variable de estado que 

se necesita para caracterizar la masa total, entonces la ecuación 

<4.1) se obtiene como: 

dV 

dt 

B. CARACTERIZACION DE LA HASA DEL COMPONENTE A. 

(4.5) 

De la ecuación (4.2) se tiene que las variables de estado 

son CA y V. 

donde: 

,. = 

k 

por lo tanto: 

o 

d(NA> d(CA 

dt 

d(CA V> 

F 
dt 

<-E/R T> 
"'e 

d<CA Vl 

dt 

dt 

e 

Vl dV dCA 

CA + V 
dt dt 

CAe - F CA - r V (4.2) 

(4.6) 

(4. 7> 
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Para el componente B se tiene: 

dt dt 

(4.8) 

O, se tiene: 

dt 
= - F c

8 
+ r V C4.9l 

C. CARACTERIZACION DE LA ENERGIA TOTAL DEL REACTOR. 

Se sabe que la entalpía de un sistema liquido es funciái de 

la temperatura y de su composición: 

donde NA y N8 son las moles de A y B en el RTAC. 

Diferenciando la expresión anterior se tiene: 

dH 81-1 dT 8H d<NA) mi d <Na> 

+ ------ + 
dt 8T dt bCNA> dt bCN8 > dt 

(4.10) 

donde: 8H 

p V Cp 
bT 

8H 

6(NA> 
HA<Tl 
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Sustituyendo estas expresiones y las ecuaciones <4.2> y 

C4.9> en la ecuación (4.10), se tiene: 

dH 

dt 
p V Cp 

dT 

dt 
+ 

(4.11> 

Sustituyendo la última expresión en la ecuaciál C4.3>, se 

tiene: 

p V Cp 

Si, 

dT 

dt 

F 

F 

+Pe 

e [ Pe 

e [ CAe 
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F h .. e 

h CT) 
e 

HA (T) 

<T ) 
e - P F h(T) - Q 

!4.12) 

+pe Cpe<Te - T> ] 

+Pe Cpe<Te - T> ] 

!4.13> 



y 

(4.14) 

Consecuentemente, la ecuación C4.12> se desarrolla en: 

dT 

p V Cp 
dt 

(4.15) 

Finalmente, ya que <HA- H0 >= (-AJ-fr) y p = pe' Cp = Cpe y si 

Q ~U AT <T - Tj>, es el calor transferido entre el proceso a 

temperatura T y el agua de enfriamiento a temperatura Tj, el 

balance de energ1a tiene la forma: 

dT <-AH l 
r 

r V 

V • F <T - Tl + 
dt e e p Cp p Cp 

(4. lbl 

o 

dT F <T e e - Tl 

+ 
dt V P Cp 

u AT CT - T.) 
J 

(4.17) 
P Cp V 

De la ecuación (4.17> se concluye 9ue la temperatura T, es 

la variable de estado 9ue caracteriza la ener91a total del 

sistema. 
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D. CARACTERIZACION DE LA ENERGIA TOTAL DE LA CHAQUETA. 

y sustituyendo en la ecuación (4.4> se tiene: 

dt 

(4.18) 
o 

dT. F. <T. - T .l 
J J Je J 

+ (4.19) 
dt 

De la ecuación <4.19) se concluye 9ue la temperatura Tj, es 

la variable de estado 9ue caracteriza la ener91a total de la 

Por lo tanto, el modelo dinámico matemático del RTAC no 

isotérmico se establece como: 

dV 

dt 

dt 

dT 

dt 

F - F e 

Fe(CAe 

V 

F (T 
e e 

V 

u AT<T 

- CA> 

- Tl 

- T .l 
J 

P Cp V 

(4.5) 

(-E/R Tl - " e CA <4. 7> 

(-&! ) <-E/R Tl 
CA ,.. " e 

+ 
p Cp 

(4.17) 
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dt v_ 
J 

+ 

Suposiciones hechas para la solución del modelo: 

(4.19) 

1) El tanque del reactor está perfectamente mezclado, es 

decir, las condiciones dentro del tanque son las mismas 

que en la corriente de salida. 

2) Las pérdidas de calor en el sistema son despreciables. 

3) La densidad de la mezcla de reacción y del fluido de 

enfriamiento se consideran constantes. 

4) La capacidad calorif ica de la mezcla de reacción y del 

fluido de enfriamiento se consideran constantes. 

5> No hay acumulación del fluido de enfriamiento dentro de 

la chaqueta, es decir, Fje = Fj. 

6) El agua en la chaqueta está perfectamente mezclada. 

7) El Area de transferencia de calor en el sistema es 

constante. 

4. 1. 2 OBJETIVOS DEL SISTEMA DE CONTROL. 

Los objetivos operacionales cualitativos de control para el 

RTAC san: 

a) Mantener la temperatura de la mezcla de reacción T, 

a una temperatura constante Ts. 

b) Evitar que el volumen de la mezcla de reacción en el 
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reactor sobrepase el limite establecido Vs. 

4.1. 3 ANALISIS DE GRADOS DE 

MATEHATICO DEL RTAC. 

LIBERTAD PARA EL MODELO 

El número de grados de libertad de un sistema es el número 

de variables independientes que deben ser especificadas para 

definirlo completamente. Par lo tanto, el control de cualquier 

proceso será logrado sólo cuando todos los grados de libertad 

hayan sido especificados. 

Para un sistema en particular su modelo matemAtico es la 

base para encontrar sus 9rados de libertad. El análisis de grados 

de libertad para el RTAC no isotérmico es el siguiente: 

Cuando las ecuaciones <4.5>, (4.7), C4.17> y C4. 19> se 

resuelven simultáneamente, se puede observar como las variables 

V, CA' T y Tj cambian con el tiempo cuando las variables de 

entrada <Fe, CAe' T
9 

y Fj> cambian. 

El número de grados de libertad está dado por la siguiente 

relación: 

Grados de libertad (número de variables) 

- <número de ecuaciones) 

Para el modelo del RTAC se tiene: 

NWnero de ecuaciones 4 

Ntl:lnero de variables 9 
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ecuaciones (4.5), <4.7>, 

(4.17) y (4.19). 

variables V, CA' T, Tj, Fe 

CAe' Te' Fj y F 



Se asume que a, E, R, N-tr' p, Cp, u, AT' pj, Vj, Cpj 

son parAmetros con valores constantes dados. 

Por lo tanto: 

'I - 4 5 

y T. 
Je 

Como se sabe, existe un infinito número de soluciones a las 

ecuaciones del modelo ya que se pueden especificar 

arbitrariamente los valore5 de 5 variables y resolver las 

ecuaciones que representan el modelo matemático para las cuatro 

variables restantes. 

Ast, si se desea que el sistema esté completamente 

especificado., el número de grados de libertad debe ser cet~o. 

Para reducir el número de grados de libertad a cero se deben 

introducir cinco ecuaciones, las cuales pueden provenir l) de los 

alrededores del sistema y 2> de un sistema de control; 

1) Las principales perturbaciones del RTAC son T y 
• e 

Fe' y son especificadas por los alrededores del sistema (por 

ejemplo, la unidad que precede al reactor>. As1, se disminuyen a 

2 grados de libertad, es decir, se tiene ahora, f 5 - 3 = 2. 

2> De acuerdo a los objetivos de control, el nivel del 

l 1~uído del reactor y su temperatura deben mantenerse dentro de 

valores establecidos. Esto puede lograrse con dos estructuras de 

control. Introduciendo estas ciclos de control, se adicionan dos 

ecuaciones, con las ~ue los grados de libertad se reducen a cero, 

es decir, f = 2 - 2 = o. 
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4.1.4 CLASIFICACION DE LAS VARIABLES DEL RTAC. 

En base a los objetivos de control y a la sección 4.1, la 

clasificación de las variables involucradas en el sistema es la 

siguiente: 

Variables de entrada: F e' T e' CAe' F. y T. 
Je Je 

Variables de salida: F J' T j' F, CA y T. 

Variables de estado: V, CA' T y T .• 
J 

Variables de perturbación: F 

'" CAe y T e 

Variables a medir: T y v. (a controlar) 

Variables a manipular: F y Fj. 

4.1.5 SELECCION DE LA ESTRUCTURA DE CONTROL. 

El uso de una técnica de s1ntesis <ver capitulo 3>, permite 

hacer la selección de la mejor estructura de control que 

relacione las diferentes variables involucradas en el sistema, 

sin embargo, para el propósito de este trabajo y considerando las 

ventajas de los diferentes tipas de configuraciones (sección 3.1> 

se utilizará la estructura de control feedback para el sistema en 

estudio. 

As!, la estructura del sistema de control propuesta para el 

RTAC es la que se muestra en la fig. 4.2. 
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4.1.6 SOLUCION DEL MODELO MATEMATICO PARA EL RTAC. 

A. SOLUCION ANALITICA PARA EL MODELO PARTICULAR DEL RTAC SIN 

CONTROL POR TRANSFORMADAS DE LAPLACE. 

La solución anal1tica para el modelo del RTAC no ísotérmico 

utilizando transformadas de Laplace para las condiciones 

particulares establecidas en la tabla 4 .. 1, y analizando un 

circuito sin control es: 

Aplicando la técnica de linealizaci6n por medio de series de 

Taylor <Apéndice B> a las ecuaciones (4.5), (4. 7). (4.17) y 

(4.19), para las variables de estado (V, CA' T y Tj> se tiene: 

Si, Fe= F : 

dV 

o constante 48 ft 8 

dt 

Las condiciones a régimen permanente para el sistema 

particular sin control, se obtuvieron de la soluciál numérica 

(método de Eulerl del modelo matemático: 

¡¡ 48 ft
8 

CA 0.4753 mol/ft
9 

T 536.7319 •R 

T. 536.2166 •R 
J 

as1, se tiene: 

dt 
= 0.99136 - 0.8763 CA - 0.00107 T 

(4.20) 
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lHBLA 4.1 UALORES DE LOS FARAllETP.OS PARA EL 

MODELO DEL F!HC 110 lSOTERlllCO. 

F : 40 ft~/h 
• 

C : 0, 5 Mol/ft:; 
Ae 

T : s::11 111R 
• 

F : 41.? ft1 

j 

u = 1.85 tt1 

j 

TJ/ sn ""R 

~ : 7.0S'!.10u h- 1 

= 10. oco Btu/MO 1 

COHD!UOllEI A REGll\Ell 1ERllAllEll1E: 

SISTEMA S!H COllJPQL 

1J = -h? ft3 

C : ').4753 MOi,f\¡ 
A 

T : : '.-·6.2166 \.,~ 
J 

1 ' ol6. 7319 'r 

COHD \.: 1 •JHES AL 11 ErtFO ' O: 

U<Cl = 48 lt' 

e rn· = o. 245 "'1:r1' 
A 

267 

P. = 1.967 BiU1(1\0l "fo 

<-lifln) = -30,000 sr1J.1Mol 

p ' so 1 bif t' 

C ' 0.15 SlU.'(lb 'Rl 
F 

p = 62.' lb/fl' 
j 

C = 1.0 BlU/llb 'Rl 
FJ 

U : 150 ElU/(h 11.' 'Rl 

~T : :;513 it2 

SISlEll" (011 (011!ROL 

ü : IJJ = 49 ft 3 

(A: l).~45 tu:d/rtJ.j 

t : 5')J,t ,,Íi 
J 

ili)) = t.CO VR 

1 < Ol = Sj4, f, 'R 
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dT 

dt 
-18.1413 + 34.4 CA - 20.8106 T + 20.8333 Tj 

dT. 
J 

dt 
= 6,869.3506 + 156.3445 T - 169.3055 Tj 

donde las condiciones al tiempo 

V<O> 48 H 8 

CACO> 0.245 mol/ft 8 

TCO> = 600 •R 

T. CO) 594.6 •R 
J 

O son: 

<4.21) 

(4.22) 

Transformando estas ecuaciones a su correspondiente forma en 

el espacio de Laplace, utilizando transformadas de Laplace 

<Apéndice 0) se tiene: 

0.99136 
0.245 + ~~~- = 

s 

18.1413 
600 -

s 

C0.8763 + si CACs> + 0.00107 T(s) 

-34.4 Cn<s> + (20.8106 + si T<s> 

- 20.8333 T. (si 
J 

6,869.3506 

C4.23) 

<4.24) 

594.6 + -156.3445 T<s> + (169.3055 + s) Tj(s) 
s 

(4.25) 
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Arreglando el si5tema de ecuaciones de la forma: 

/1.1 X= b (4.26) 

donde: 

[ 
<O. 8763 + s) 0.00107 o 

.,] 11.1 -34.4 (20. 8106 + S) -20.8333 

o -156.3445 <169.3055 + 

l 
0.99136 

CA<s> 0.245 + 
s 

X . T<s> 18.1413 
b 600 - ----

T. <s> s 
J 6,869 .. 3506 

594.6 + 
s 

Resolviendo el sistema de ecuaciones para CACs>, TCs> y 

TjCs>, se tienen las siguientes funciones de transferencia: 

113.9773 
0.245 s 2 + 46.9278 s + + 131. 7507 

s 

s 9 
+ 190.9924 s 2 

+ 432.8126 s + 239.4828 

<4.27) 

• 128,490.54 
600 s + 114,486.85 s + s + 241,357.51 

T(s) 

s 9 + 190.9924 s 2 + 432.8126 s + 239.4828 

(4.28) 
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2 128,370.67 
594.6 s + 113,571.08 s + s + 240,524.3 

T. <s> 
J 

s 9 + 190.9924 s 2 + 432.8126 s + 239.4828 

(4.29) 

donde la ecuación caracteristica pDra el sistema es: 

s 9 
+ 190.9924 s 2 + 432.8126 s + 239.4828 

cuyas ralees son: 

r -0.94759 . 
r = -1.33927 

2 

r -188. 70554 • 
Utilizando el método de fracciones parciales (Apéndice D>, 

en las funciones de transferencia, se antitransforma al dominio 

del tiempo para obtener la respuesta particular del sistema 

<ver resultados sección 4.2, gráficas 4.1 y 4.2) y cuyas 

expresiones para las variables de estado son: 

0.4759 - 0.4457 ec-o. 94759 t) + 0.2148 e(-l. 33927 tl 

+ 2 _ 037 ~-7 e(-188.70554 t) 

T<t> 536.5348 - 29.7455 e(-0.94759t>+ 93.1470 

+ 0 _0637 eC-188.70554 t> 

536.0343 - 27.6214 e(··0. 94759 t> + 86. 7008 

_ 0 _ 5137 e(-188.70554 tl 
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(4.30) 

(-1.33927t> 
e 

(4.31) 

(-1. 33927 t) 
e 

(4.32) 



F. F. u AT<T - T.> 
J J J 

- -T. + o (4.38) Tje v. vj J Cpj v. 
J 

pj J 

Utilizando variables de desviación (Apéndice C>, el modelo 

matemático se establece como: 

dCAd [:e <-E/R T> 
] CAd -

[E CA <-E/R T>] Td + " e " .. 
dt R :¡:2 

+ [ 

<CAe - CA> 

] Fe d [:e ] d + CAe 
V 

(4.39) 

dTd [ <AH > " e 
<-E/R T> 

r 
e d 

dt p Cp A 

[ :e CAHrl CA E 
<-E/R T> 

U AT 

] Td + 
R :¡:2 "' e + 

p Cp p Cp V 

[ U AT ] 
+ [ 

<T - T> 

+ [:e ] T.d 
e 

F d T d + 
p Cp V J V e e 

(4.40) 

dT.d 

[ pj 

U AT 

] - [ U AT F. 
J 

Td 
J 

T .d 
dt Cpj V. Cp j V. v. J 

J pj J J 

+ [ 

<T. - T .l 

] 
Je J 

F.d (4.41) 

vJ 
J 
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Estab lec:ienda las ecuaciones anteriores, en termines del 

modelo de variable de estado: 

dx 
tu X+ IB ti + r d (4.4:;!) 

dt 

y <C X (4.43) 

se tiene: 

dCA d 
d d + d+ d a CA + a T a Tj b F. 

dt " 12 lD u J 

F 
d + CAe 

d + T d (4.44) 
ru e r,2 r,. e 

dTd 
d Td d d a CA + a + a T. b F. 

dt 21 22 29 J 22 J 

+ F d + CAe 
d + T d (4.45) r,1 e r,2 y •• e 

dT. d 
J d Td d d a CA + a + a T. + b F. 

dt 81 •2 •• J 99 J 

+ F 
d + CAe 

d + T d 
(4. 46) r •• e r.2 r,9 e 

En lo sucesivo se omitirán los superind ic:es ºd" para la 

formación del modelo de variable de estado. 
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B. SOLUCION ANALITICA PARA EL MODELO PARTICULAR DEL RTAC 

SIN CONTROL POR VARIABLE DE ESTADO. 

La solución analítica para el modelo del RTAC no isotérmico 

para las condiciones particulares, tabla 4.1, para un sistema sin 

control, utilizando la técnica de variable de estado es: 

Aplicando la técnica de linealización <Apéndice B>, al 

modelo matemático del RTAC no isotérmico, ecuaciones: (4.5>, 

(4. 7), (4.17> y (4.19>; para las variables de estado CV, CA' T y 

T j), para las variables de perturbación <Fe' 

variables a manipular CF y Fj> se tiene: 

Si, Fe F; 
dV 

- o V = constante 
dt 

T l 
e 

y las 

48 ft
9 

Las condiciones a régimen permanente para el sistema sin 

control Ctabla 4.1) son: 

V 48 ft
9 

T 536.7319 •R 

0.4753 mol/ft 9 T. 536.2166 •R 
J 

asi, se tiene: 

dCA Fe <cAe CA) 
<-E/R Tl-

<CAe - CA) 

- C( e CA + (F F ) 

dt V V 
e e 

[:e F 
C-E/R T> 

e 

+ "' e <CA - CA) + <C - CAel 
V 

Ae 

a e(-E/R Tl <T - Tl (4.33) 
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dT F <T Tl (-&f <-E/R i'>- u AT<T T.) ) °'e CA e e r J 

dt V p Cp p Cp V 

(.l>H ) 
<-E/R T> 

U AT r "' " 
!CA - CA> + <T. - i'.) 

p Cp p c V J J 
p 

[:e <.6Hr>CAE u AT 

] 
<-E/R i'> + 

:¡:2 p Cp 
"' e +--- <T - Tl 

R p Cp V 

<T - T> F 
e e 

+ <F - F ) + <T - T ) 

V e e V e e 
(4.34) 

dT. F. T. F"j T. u AT <T - T. l T. 
J J JE! J J J 

+ <F. - F .l 
dt vJ vJ Cp j v. vJ 

J J 
pj J 

F. 
J 

(4.35) 

Se establecen las ecuaciones del modelo matemático a réSimen 

<-AH ) 
r 

o 

"' e <-E/R T> CA 

p Cp 
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(4.36) 

p Cp V 

(4.37) 



F'. F'. u AT<T - T.) 
J J J 

- Tje - -í'. + o (4.38) 
v. v. J Cp j v. 

J J pj J 

Utilizando variables de desviación <Apéndice C>, el modelo 

matemático se establece como: 

dCAd 

dt 

dt 

dT.d 
J 

dt 

[ :e + 

+ [ 

<C -Ae 

V 

[:e + 

(-E/R 'i'> 
"' e 

CA> 

] Fed + 

<-E/R Tl 
"' e 

p Cp 

(.6Hrl CA E 

R r " e 
p Cp 

[ U AT ] 
+ [ 

<Te 
+ T .d 

p Cp V J 

[ pj 

U AT 

] [ PjU 
Td -

Cpj v. 
J 

+ [ 

<T. - T .l 

] 
Je J 

F.d 
v. J 

J 

] CA d -
[E CA <-E/R 

'i'>] Td 
R 1'2 "e 

[:e ] CAe 
d 

c d 
A 

<-E/R 

- Tl 

V 

AT 

Cpj v. 
J 

Tl + 

] F d 
e 

+ 

<4.39) 

U AT 

] Td 
p Cp V 

+ [:e ] 
T d 

e 

(4.40) 

F. 

] 
J 

T.d 
v. J 

J 

(4.41) 
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Estableciendo las ecuaciones anteriores, en términos del 

modelo de variable de estado: 

dx 
¡;:,. X + IB u + r d (4.42l 

dt 

y «;X (4.43) 

se ti ene: 

dCAd 
d d + d+ d 

" CA + .. T a T. b F. 
dt u l2 .. J .. J 

+ F d + CAe 
d + T d <4.44) r .. e r,. r,. e 

dTd 
d Td T.d d a CA + .. + a + b F. 

dt 2l 22 29 J 22 J 

+ F d + CAe 
d + T d (4.45) r .. e r 22 r 2• e 

dT. d 
J d Td d d 

" CA + .. + a T. + b F. 
dt .. 92 .. J •• J 

F d 
+ CAe 

d + T d (4.46) + r,, r,. r,, e e 

En lo sucesivo se omitirán los superindices "d" para la 

formación del modelo de variable de estado. 

274 



asi: 

ª11 ª12 . ,, l [ ... 
{!; 

ª21 ª22 ª23 [B ... b22 

ª31 8
32 ª33 b33 

[ 
1'11 1'12 1'¡3 [ :: l r 1'21 i"22 r23 X 

1'31 Y32 1'33 

u= [ Fj] d 

r ::· 1 

<C [o o ] y [ T ] 

El flujo de entrada F, no se involucra en el analisis del 

modelo de variable de estado, ya que la variable a controlar V, 

se mantiene constante, y la manipulac16n de F, no afecta a las 

demas variables de estado. 

Sustituyendo las condiciones particulares para el sistema 

tabla 4.1, en las ecuaciones <4.39), 14.40) y (4.411, y 

arreglando en base al sistema de ecuaciones (4.44>, (4.45) y 

<4.46), par·a formar el modelo de variable de estado, se tiene: 
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AS1, de la matriz Al se tiene: 

>.. + 0.8763 0.00107 o 

[xo-A>J -34.3974 >.. + 20. 8098 -20.8333 

o -156.3445 >.. + 169.3055 

donde las eigenvalores son: 

>.. -O. 94771 . 
>.. -1. 33853 

2 

>.. = -188.70545 • 

La matriz ~, formada por los eigenvectores se establece 

como: 

-!. 07435 0.:226 ] 

-1 

111 [ ~:::~::: 
-1 

-0.00250 

-1 

donde: 

o o 

-1.33849 o 

o -188.71756 
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La solución del modelo de variable de estado ecuación 

(4. 47l, establece: 

-1.37631 

AHt - t > 
O xCOl e 

+ o 

- 3.97033 

+ 32.34846 

donde: 

x<O> 
[ 

CACO> 

T<Ol 

Tj(Ol 

[ IB tJ(T) + r d(.,-) ] 

l [ 0.245 l 
= 600 

594.6 

[ 

0. 00051 dl (T) + 0. 0333 d 2 (T) 

-0.1402 dl (T) + 0.8333 d
3

(T) 

-1.6147 U(T) 

Utilizando condiciones particulares para las variables a 
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manipular y de perturbación se tiene: 

Suponiendo una perturbación tipo escalál unitario para la 

va~iable a manipular Fj: 

U(T) [ ] 

Suponiendo perturbaciones tipo escalón para las variables de 

perturbación Fe' CAe y Te' de 1, 0.01 y 5, respectivamente, se 

tiene: 

asi, simplificando: 

[ m U(T) + r d(T) J 
[ 

o. 00884 l 
4.0263 

-1.6147 

entonces: 

el/.(t - T)[m U(T) + rd(T)] 
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"2 (t - T) 

l + 0.00784 e + o 
"2 (t - T) :>.3<t - T) 

+ 3.36887 e + 0.59003 e 
"2<t - T) "3 (t - T) 

+ 3.13573 e 4.81271 e 

integrando el término anterior: 

0.00108 (1 
- e"1 <t - to>) 

I A\ ( t 
- T) [ J 0.07007 (1 

"1 (t -
tº>) e ~ U(T) + r d(T) = - e 

0.06573 (1 - e 
"1 (t - tº)) 

+ 0.00586 (1 - e 
"2<t - tº)) + o 

+ 2.51703 (1 "2<t - tº)) + 0.00313 (1 - .,"3<t - tº>) 
- e 

+ 2.34284 (1 - e 
"2<t - tº)) - 0.0255 (1 - "3 ( t - tº)J 

e 

finalmente, la soluciál del modelo de variable de estado, 

ecuación (4.47), para el sistema <sr~ficas 4.3 y 4.4, ver 

resultados>, es: 
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T<tl 

T. <t> 
J 

-0.9477l<t - t ) 
0.00694 - 1.37739 e 0 

-l.33843Ct - t ) 
+ 1.60948 e 0 (4.49) 

-0.94771lt - t) 
2.59093 - 91.91672 e o 

-l.33843(t - t ) -188.70545(t - t ) 
+ 693.17372"' o - 3.97346 e o 

(4.50> 

-0.94771(t - t ) 
2.38307 - 85.35714 e 

o 

-1.33843(t - t ) 
o 

-1BB.70545lt - t l 
o + 645~2003 e + 32.37396 e 

(4.511 
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C. SOLUCION ANALITICA PARA EL MODELO GENERAL DEL RTAC CON 

CONTROL POR TRANSFORMADAS DE LAPLACE. 

La soluci61 anal!tica de un modelo matemático general para 

el RTAC no isotérmico, para las condiciones particulares de la 

tabla 4.1, utilizando transformadas de Laplace, analizando un 

circuito con control y estableciendo la solución en funciéfi de 

las variables de perturbación as! coma las ganancias de los 

controladores es: 

Aplicando la técnica de linealización CApiéndice B> a las 

ecuaciones (4.5), (4.7>, (4.17) y (4.19> para las variables de 

estado CV, CA, T, y Tj>, incluyendo las expresiones para las 

variables a manipular, y expresando las ecuaciones linealizadas 

en función de las variables de perturbación <Fe' CAe y Te) y las 

ganancias para los controladores <Kr y Kc> para las flujos de 

salida del reactor y de entrada a la cha~ueta, respectivamente, 

se tiene: 

Las expresiones para las variables a manipular son: 

F 40 - Kr!48 - Vl (4.52l 

49.9 - Kc<600 - Tl (4.53) 

Las co~diciones a régimen permanente para el sistema con 

control son: 

v 48 ftª 

CA 0.245 mol/ft 9 

T 600 •R 

T. 594.6 •R 
J 
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asi, se tiene: 

dV 

dt 
-CKrl V+ <Fe - 40 + 48 Krl (4.54) 

dt 

- (0.83774 + 0.02103 Fel CA - C0.00858) T 

+ <5.14794 + 0.04167 Fe CAe - 0.00506 Fe) 
C4.55l 

dT 

dt 

+ (670.192) CA - <14.16608 + 0.02103 Fel T 

(4.56) 

dt 
(156.34446 - 16.77922 Kcl T - C169.3055l T. 

J 

+ <6,869.3506 + 10,067.532 Kcl (4.57) 
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donde las condiciones al tiempo 

VIO> 

CAIOl 

TIO> 

Tj<O> 

48 ft
9 

0.245 mol/ft 8 

600 •R 

594.6 •R 

Transformando al espacio 

anteriores se tiene: 

48 + 

<F - 40 + 48 Kr> 
e 

s 

O san: 

de Laplace las 

IKr + s> Vis> 

15.14794 + 0.04167 Fe CAe - 0.00506 Fe> 

0.245 + s 

ecuaciones 

(4.58) 

+ 10.83774 + 0.02103 Fe + S) CA<s> + <0.00858) T<s> 

<O. 04167 F T - 4,229.808 -e e 
600 + s 

- 10.258 F + 2.322 - 0.00043 e 

- 1670.192) CA<sl + ( 14. 16608 + 

- 121.03) T.lsl 
J 
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(4.59) 

12.384 F ) 
e 

F T el Vis> 
e 

0.02103 F + S) T<sl e 

14.60) 



<6,869.3506 + 10,067.532 Kc> 

594.6 + s 

- (156.34446 - 16.77922 Kc> T<s> 

+ <169.3055 • s> T.(s) 
J 

Arreglando el sistema de ecuaciones de la forma: 

/U X= b 

donde: 

Al 

<Kr +sl 

·[·<O.OOOU F - 0.00043 F CAe1 
e e 

-(0.258 Fe + 2.322 - 0.00043 F e 

o 

o 

<0.00858) 

<14.16608 + 0.02103 Fe +Sl 

-(156.34446 -16.77922 Kcl 
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o 

<0.83774 + 0.02103 

Te> -<670.192) 

o 

o 

o 

-<21.03) 

<169.3055 +sl 

(4.61) 

(4.26) 

F + sl e 



b 

X 

0.245 + 

600 + 

V<s> 

CA(s) 

T<s> 

T. <s> 
J 

<F - 40 + 48 Kr> 
e 

48 + 
s 

(5.14794 + 0.04167 Fe CAe - 0.00506 Fe> 

s 

<0.04167 Fe Te -4,229.808 - 12.384 Fe) 

s 

<6,869.3506 + 10,067.532 Kc) 

594.6 + 

Resolviendo el sistema de ecuaciones para V(s), CA(s), T<s> 

y Tj<s>, se tienen las siguientes funciones de transferencia: 
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• 2 
<481 S + (8,806. 047.¿ • s. 01088 F .,. •fl Kr> S 

2 .. 
• (54.t. 2cff.0 F 

0 
• o. 06'918 F' 

0 
+ id.1>!17. did l(c - <62.417. 75 

+ B,84d, 8474 Kr • 2, 0:1.800 Fo krl s ... (0!57, 914!50 F. 

2 • 
- t.8. '7'022 F • - i. 2208 F • J(o .,. O, 07488 F • - 0,t9". :1.B?d 

2 
+ 7, 42070 F • l(o - Ji,OZ,, 492 Kc • t0,"'61, 02'5 l(r 

- 754. 752"'6 F . l(r .,. 14,tOO. BiO l<c Kr • 9. 504:z¿ F • -· + 95d. i07"'2 F. Kc Kr> s + (40,td-4 • .t04 - t,702. 2809 F. 

9 2 
- O. 00•4 F• + J.i. Oi9.t!5 F

411 
• ?00, 06'1>2 Fe Kc • 74. 050 ICc 

+ 950:. P.:SZ•B F
0 

Kr - 9!5,049. ~ l(f' + O. 02ti2 F• 

+ id,P37. dld Kc Kr> 
'" 

• s • + (184, 90'1'92 • O. 0420d F • + ICr> S • Ci84, 9001IZ Kr 

+ 0, 0'20d Fe kr • 7. 49~.t F • - 790. 076'V'l • O, 00044 F • 

2 
.,. 952. Bcf1 ICCJ s + <7. 49~1 F. llr - 790. 076'P7 l(r 

2 
• o, 00044 F • Kr • B!5Z. od? l(c Kr • 7, o6ZO?O F• Kc 

2 
+ 228, 9!5460 - i!5, 72042 F • "" 2P.li, 6108 lec + o. 07488 F • > S 

+ czza. s:s•.so Kr - t!S. 120•2 F • l(r + z~. 610& Kc kr 
2 

+ O. 07400 F • Kr • 7. 4207" F • ICc l(r> 
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<O. Z4!SI s:
8 

... CO. O.tOO? F'e CA• ... O. OOES9? F• ... o. 24'!3 Kr 

2 
.,. 44. ~040l S: + C9. 87!5?" F •

2 

CA• + O. OOOO!S F'
0 

CA• 

- O. OOOU> F• T•.,. O. 0001.2 F
0 

1- t. 01.óó!) Fe ... Bd. 41l241. lee: 

+ o. 021.os F c Kr + "4. ~040 ~cr - 21d. P?.t??I s 
o A• 

-+ U.!S. 59217 F • -+ O. 00d20 F • T
9 

- 0.15179 F• e "º ... 
2 

.,. O. 4424? F ·. e 
A• 

2 
... O. 09002 F• Kc ... O. 0009P F . 

- o. •BB29 F. - o. 0248 F. T 1' d. Odt::r2 F. e A• Kc 

. 
- 1!J.9 F. CA• - 1. G!S20 F. lec ... 1css. 7D92d ICr.,. .tD4. °'212 

- 0.09077 F. T. ICr ... ?.42009 .... CA• JCc JCr - o.O•?• l<c Kr 

2 
.,. O. 07402 F • CA• Kr - 18. ?O<Sdd F 

0 
CA• Kr 

... 0.0?785 
2 _, 

F. JCc Kr ... o. 0007 F. Kr ... te. t99•4 F. J(r) s 

.,. u.. Bd99CS F. Kc - o. 090P1 Fe To - 7. 284 r. e A• Kc 

2 
- 0.009cst F• - 15. !5!S10d F 

8 
CA• ... O. 01857 F • 

2 
"' 17. 9P472 F • 't" 9. B!S054 F • CA.e J(r ... O. 0004• F • 

- 21cS.P7tB7 Kr - 0.0001P F• T• Kr- + 0.00005 F
0 

+ .t. 02102 F 
0 

J(r .,. ses. •52•1 .Kc ICr - o. 0'11174 JCc 

+ 14. 7090? F C 
o A• 

Kc - 1. ?O!S!H F. l(c + .t<U. !399ddl 

a 

e 
A• 

"' 

S
4 

+ U84. !101)92 + o. 0420d F• .,. lc:rJ s ... u.&4. 901>92 ICr 

J<r 

-+ 0.0420d F
0 

Kr"' ?.49CZ1 F
0 

- 790.0?<!Jif,Yl ... 0.00044 F
0 • ... 852. Oó7 )(e) s ... <?. 49C:Sl:U F'" IC1• - 780. 0769'? kr 

+ o. 00044 F
0 

Kr .,. 952. 067 Kc Kr + ?. 420?s> F'
0 

JCe 

+ 228. 9!34d0 - 1G. 72402 F 
0 

.,. 205, d108 k'c ... o. 07488 F 
0 

z) S 

+ caza. 9546P ser - t:J. ?2•02 F 
0 

Kr + 20'3. 41.0Q lc:c Kr 

+ o. 07408 F . ICr .... 7. 4207P F. Kc l('t") 
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T<s> 

<<SOOl s 3 
+ C:UO,cS'Od. 22? ..- 12. cffO F' 1' O. 02109 F• T

0 2 o 
1' csoo ICr} s ... (2,904. 8029CS F. ... 14. 00..26 F. e A• 

... 9. 5~90 F • : • - 4.20,!'~5'4. 75~ ..- O. 2502! F 
0 

... O. 00001 F • T • + li0,69iCS. 227 Kr ... !2. 610 F' 
0 

J<r 

... o. 02109 F. T. Kr + 2J.t,?20 • .U)O l(c> s 1' (20. 5s>?dS F. 

- l,Cd4. 94'260 F • - 11,óOO, 94.87? F • J(r - <fiD. 70000 F 
0 

... 1.~1. CSS5cs F • e A• ... 2,!led. 210:01> F 
0 

e A• J<r 

... o. 00021 F' e 
2 

T .... 2. 4.9~ F To ... 2. "927 F. T. Kr 

• - 19,l.?9. 5""00 "' l21..021, '4.15 Kr T O. Pt.Oói F 
0 

2 2 

e ... 

... o. 00017 F. J(r -o. 00159 F. T .... o. 074.02. F. To Kr _, 
... 177,Sdó. 45615 ICC kr ... 4,4.52. 466? F'. J(C J(r) s 

+ <2,9~. 7422P F 
0 

CA.O - 12,0ód. 05~? F' 
0 

+ 5. S)OOf. F 
0 

T 
0 

2 
... 105,21.I>. 097'!1 .,. 49. 80248 F 

0 
"' O. 002!2 F 

0 
T 

0 

+ 2,912. B009d F. J(r - o. 20010 F' o e Ao ... o. 00549 F • 

... 14.0~2d F. CA• l(r + 9.57010 ,._T. Kr - •20, .. 21.07~ kr 

z • 2 
... o. 00021 F• kr - o. OOOOi F 

o 
T

0 
1' O. 0004"6 F

0 
T

0 
kr 

... t77,'!ld0. 4'!10!S kc ... ,,,!!12. 4'607 F. Kc ... 211,720. 1PO J(C Krl 

s"' + "ª"· 90i>a2 1' o. 0420d F
0 

Kr> s
9 

... cto•. 900:92 ICr 

+ 0.0420d F
0 

ICr ... ?.4D~f. F
0 

- ?90,07'51Cl'1 ... 0.000•4 F
0 

2 
+ 952, ftd7 ICC ICr> S + C?. 494Gf. F' 

0 
kr - ?90. 076'Jo? Kr 

2 
... o.ººº"'' F'. Kr ... 952. Bd? l(C ICr ... ?. 42071> F 

0 
J(c 

2 
+ 228. 1!!'1460 - l.tl. ?2042 F

0 
... 20"::;. c:.stOO kc ... O. 0? ... 00 F'• > S 

1' (228. at54d0 ICr - f.'!I. 72•02 Fo Kr ... 2~. ctiOO Kc Kr 

JCI' ... 7. 42070 F 
9 

ICC ICr> 
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Tj<s> 

<5N. dl s 
9 

... U.09.5P?. zs>e + 2!5. 00000 F • "' 51>4. d Kr> s 
2 

+ C209,PCS'5. iOB'P Kc - 42d,002. 6i "' 2i.l. 71094 Fe l(c 

+ 2,440. 2ot09 F 
0 

+ 9. 20709 F 
0 

T • - O. 9!5209 F 
0 

T 
0 

Kc 

2 
+ iOP,!:IP?. 2V1 Kr "' 25. 00000 F

0 
Kr "' o. 2di62 F

8 
l S 

"'<i9.02i0d F•
2 

- 2.04i9'5 F•
2 

J(c "'0.0001!5 F
8

9
T• Kc 

• • - o. OP104 F'. Kc + to-5. S.79!52 F. Kc + o. 04020 f'. 

2 2 
• O, 00005 F• T Kc - O. 00141 F

0 
T

0 
·t- O. 00000 F

8 
T 

o 

- i,OiB. 'l)oó.4U F • + 4. 0954D F 
0 

C Ao iCc - 45. 0!557!5 F 
0 

2 e 
A• 

+ 4,dZ?. 97740 ... Kc Kr - U,9!50. 27Dt f'. Kr - i2,i6'l. 052 

2 2 
- o. 0075 F . T. Kc Kr ... .. • 42"'79 F • Kc Kr"' 2. 2528 F

0 
Te 

+ 177,967. i'' ICc Kr - O. 2~94 f' 
0 

T 
0 

t,:c Kr + 1,90!5. 579 Kc 

2 
+ 12i,022. '9 Kr • 9. 02295 F 

0 
Kr "' O. 060'99 F . 

..- 2.7!544.t F'• T• Kr - 29d. '00!57 F
8 

CAo Kc Kr 

• 2,208.540' F
0 

CA• l(r - 0.242 F• T• Kc -· -+ i,802. 29 F
0 

C.4• - 199. 4.l02 F
8 

CA• J(c) S 

T• Kr 

-+ CiOd,!501. usa - 12,641. 4B!l6d F .... ,,?di. 5777• F. Kc 

+ i?O,PZ!:S. '508 Kc - 42d,OOZ. di. Kr -+ !5. 44961 Fo To 

- 29d. 4.88!57 .. o e A• Kc + 2,209. !5404 Fo e ....... º"'· 07d82 F. 

.... 200,0<9.:S. iOBO J(c Kr + o. i00ó9 f'. 

-+ 2,440. 20i09: • Kr - O. !504i4 Fa T • 

2 
Kc .,. O. 002i F 

0 

J(c • 
2 

0, 2óid2 F 
0 

- o. 00020 f'. T Kc + 2li.,7.tB.t4 F • Kc Kr 

-+ 11. Z87B!I f' • T • Kr - O. 9'5269 F 
0 

T • Kc Krl 

T 
o 
J(r 

s" ... Cj.&4. 9001!2 ... o. o•ZOd F
0 

+ 11.'.rl s
9 

+ "º"'· so~z t<r 

"' O. 0•20d F • Kr + ?. 49d!:it Fe - 790. 076'>7 "' O. 000•4 F • 
2 

+ S!SZ. 867 KC ICr) S 

2 

+ t7. "'9C:V.St F 
0 

Kr - 790. 076'>7 Kr 

... 0.00044 F• Kr + 9~2.86'7 Kc Kr + 7.4.207~ F
0 

Kc 

2 
+ 228. B!:J•d9 - t.!:li. 72402 f" .... 205. cSlOO Kc ... o. 07480 r. ) s 

"' CZ28. S54dP J(r - i5. ?2<&02 F • Kr + 2P!:S. 6100 Kc Kr 

2 
... o. 07408 F • Kr + 7. 42070 f' 

0 
Kc Kr> 
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Expresando las funciones de transferencia anteriores en 

términos de constantes se tiene: 

Vl 
V<sl (4.62) 

P<s> 

Cl 
CA<s> (4.63) 

P<s> 

T1 
T<s> (4.64) 

P(s) 

T2 
T. <sl (4.65) 

J P(s) 

donde, P(s) es la ecuacit!:n caracteristica del sistema y está 

representada por el denominador de las funciones de transferencia 

(polos del sistema), la cual puede ser representada por: 

r 4 + b r 9 + e r 2 + d r + e o (4.66) 

La solución de la ecuación <4.66) por el método de 

Ferrar1"> consta de los siguientes pasos; 

1) Especificar los valores de las constantes b, e, d y e, 

de acuerdo al polinomio PCs>. 

2> Evaluar n de la ecuación: 

donde ~ es una raiz real. 
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3> Evaluar las constantes A y B, haciendo: 

si, 

2 A B • • 
si, 

<-d + s/z b n> A A, y B B • 

2 A, B, = - <-d + 1/z b n> ~ A = -A, y B = B • 
4) Evaluar las ralees de las ecuaciones cuadráticas: 

r
2 + !t/z b - Al r + < 1/z ll - Bl = O 

r 2 + (t./:t b + A> r + (1/2 Y) + B> = O 

donde, rt, r
2

, r
9 

y r, son las ralees del sistema, las 

cuales indican la estabilidad o inestabilidad del 

sistema~ 

La representaciéo de las variables de estado para el sistema 

en ~unciCn del tiempo, a partir de las funciones de transferencia 

utilizando el método de ft~acciones parciales <Apéndice D>, 

establece las funciones como: 

V(tl f ( t, Fe' CAe' T y Krl C4.b7l 
e 

CACt> f <t, Fe' CAe y T ) (4.bBl 
e 

T<tl f et, Fe, CAe y T ) (4.69) 
e 

T j (t) f <t, Fe' CAe' T e y Kc:J (4.70) 

Ver sección 4.1.7. 
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4.1.7 DISERO DE LOS CONTROLADORES PARA RTAC. 

Para el dise~o de los controladores proporcionales del RTAC, 

se utilizó el método del lugar geométrico de las ralees (root 

locus), aJustando los controladores mediante un factor de 

amortiguamiento ( = 0.707 obteniéndose las valores para las 

ganancias de Kc = 4 y Kr = to, como se observa en las figs. 4.3 

y 4.4, respectivamente. El ajuste de los controladores se analizó 

conjuntamente con una simulación dinámica del sistema para 

comprobar la estabilidad y el comportamiento adecuado para el 

proceso. El diserio y elección de los controladores porporcionales 

se llevó a cabo debido a 9ue la solución analltica se facilitaba 

para su anAlisis. 
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A· SOLUCION ANALITICA PARA EL MODELO GENERAL DEL RTAC 

CON CONTROL POR TRANSFORMADAS DE LAPLACE. 

La soluciéo analitica, utilizando transformadas de Laplace, 

para el modelo del RTAC no isotérmico con condiciones 

particulares tabla 4.1, e introduciendo dos controladores 

proporcionales, el circuito con control se establece como: 

Aplicando la técnica de linealización <Apéndice 8) a las 

ecuaciones (4.5>, <4.7>, (4.17) y <4.19) para las variables de 

estado CV, CA' T, y Tj>, e incluyendo las expresiones de los 

controladores para las variables a manipular (ecs. 4.52 y 4.53) 

se tiene: 

Las condiciones a régimen permanente para el sistema can 

control son: 

v 48 ft 9 

CA 0.245 mol/ft" 

T 600 •R 

Tj 594.6 •R 

asi, se tiene: 

dV 
480 - 10 V (4. 71) 

dt 

5.7766 - 0.0042 V - 1.6667 CA - 0.0086 T 

(4. 72) 

297 



dT 

dt 
= -3,846.856 + 3.6 V+ 667.792 CA - 14.752 T + 20.8 Tj 

dT. 
J 

dt 
47, 153.34 + 89.2251 T - 169.3289 Tj 

donde las condiciones al tiempo o son: 

V<Ol 

CA<O> 

T(Ol 

T. (0) 
J 

48 ft
9 

0.245 mol/ft
9 

600 •R 

594.6 •R 

(4.73) 

(4.74) 

Transformando estas ecuaciones al espacio de Laplace se 

tiene: 

480 
48 + C10 + s> V<s> (4.75) 

s 

5.7766 
o. 245 + 

5 
0.0042 V<sl + Cl.6667 + sl CAls> 

+ 0.0086 T<s> (4.76) 
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3,846.856 
600 - s 

47,153.34 
594.6 + 

s 

-3.6 V<s> - 667.792 CA<s> 

+ (14.752 + s) TCs> - 20.8 T.(s) 
J 

-89.2251 T(s) + <169.3289 + s) T .(s) 
J 

(4.77) 

(4.78) 

Arreglando el sistema de ecuaciones de la forma: 

¡;¡, X b (4.26) 

donde: 

(10 + s) o o o 

0.0042 (1.6667 + s> 0.0086 o 

-3.6 -667.792 <14.752 + s> -20.B 

o o -89. 2251 <169. 3289 + sl 

480 
V(s) 48 + 

s 

CA(s) 5.7766 
X 0.245 + 

T<s) b 
s 

3,846.856 
T. (s) 600 s J 

47,153.34 
594.6 + 

s 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones para V<s>, CA(s), T<s> 

y Tj(s), se tienen las siguientes funciones de transferencia: 

V(sl 

T<sl 

48 s
9 

+ 9,395.8848 s 2 + 134,980.05 s + 
980,436.19 

s 

+ 556, 255. 65 ] 

s' 195.7476 s 9 
+ 2,812.0844 s 2 + 11,588.659 s 

+ 20,425.754] 

[ 

4,675.924 
0.245 s 9 + 47.9648 s 2 + 690.3054 s + 

s 

+ 2, 18. 9471 ] 

[ s
4 

+ 195.7476 s 9 + 2,812.0844 s
2 

+ 11,588.659 s 

+ 20, 425. 754 ] 

(4.79) 

(4.80) 

[ 600 s 9 
+ 117,445.59 s 9 + 1,691,413.5 5 + 

+ 7' 002, 863. 9 J 

12,332,884.0 

s 

[ s 4 + 195.7476 s 9 + 2,812.0844 s2 + 11,588.659 s 

+ 20,425.754 J 
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[ 594.6 s
9 

+ 116,617.26 s 2 + 1,677,766.4 s 

T. (s) 
J 

+ 
12,213,189.18 

s + 6,931,837.067 ] 

[ s' + 195.7476 s
9 

+ 2,812.0844 s 2 
+ 11,588.659 s 

+ 20,425.754] (4.82) 

donde la ecuac16n caracteristica del sistema es: 

s 4 
+ 195.7476 s 3 

+ 2,812.0844 s 2 
+ 11,588.659 s + 20,425.754 

cuyas ralees son: 

r -10. O 
' 

r -180. 5222 
2 

r -2.6127 + 2.1186 ¿ • 
r -2.6127 - 2.1186 ¿ . 

Antitransformando al dominio del tiempo, utilizando el 

método de fracciones parciales (Apéndice A) en las funciones de 

transferencia anteriores, se obtiene la respuesta particular del 

sistema <sráficas 4.5 y 4.6, ver resultados> para las variables 

de estado y cuyas expresiones son: 

V Ctl 48.0005 + 1.0922~-6 e(-lO tl - 1.0835~-5 

+ O. 0003 e <-2 • 6127 t l [ cos C2. 1186 t> 

- 10.8333 sen <2.1186 t) J 
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T<t> 

T. <t> 
J 

o.2289 - 2.1775•-5 e<-lO t> + 0.2602•-6 (-180.5222 t> 
e 

+ 0.0161 
(-2.6127 t) 

e [ c:os (2. 1186 tl 

+ 5.7081 sen <2.1186 t> ] 

603. 797 - 4. 96471'-5 e <-lO t> + O. 1479 

- 3.9357 
(-2.6127 t) 

e [ c:os <2. 1186 tl 

- 0.7952 sen (2.1186 t> J 

(4.84) 

(-180.5222 t> 
e 

(4.85) 

597.937 - 0.002 .<-lO t) - 1.1798 (-180.5222 t) 
e 

- 2. 1461 
<-2.6127 t) 

e [ ces (2. 1186 tl 

- 0.6935 sen (2.1186 t> ] 
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4.. 2 RESULTADOS. 

La soluciOO analítica para el modelo del RTAC no isot~rmico 

para un sistema sin contt~ol uti 1 izando transformadas de Laplace y 

el modelo de variable de estado, asi como la solLICión para un 

sistema con control estructurado para modos de control 

proporcionales se muestran en las gráficas 4.1 a 4.6. 

El diserío para los diferentes tipos de controladores P, PI, 

PO y PID, se llevó a cabo mediante la simulación dinámica del 

sistema, ajustando los valores para las ganancias, los tiempos 

integrales y los tiempos derivados m.tis adecL1ados para 1 a 

estabilidad y operación normal del sistema. El ajuste para cada 

tipo de controlador se muestra en las gráficas 4. 7 a 4.30, en las 

cuales se observa el comportamiento para cada una de las 

variables a controlar en el sistema y donde las unidades para las 

variables de perturbacieo son: F 
e 

T = •R. e 
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TABLA 4.1 

C()~ITROl-f\OORES PRor··1·11,c ¡ ntJ.;)LES 
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(IÚ ::'450 {. 1~n). 1) '1f3,(l 4U. l) ~··'ll, 6 ::•11:.'874. t) •17.9 
~5 ::.'55l'. •;','9, 7 -1: (1 41".1, 1) ~;·Jtl .~ 1r.i5394, 1 4!J. .'; 
. ')(> '26~:: ,·,•:1(1 • 4 •1f.l. 1) /JfJ. o ~594.8 '2(1Utl59. ., 51 ¿, 
75 ::64t'· ·.<ll . -:. •lU. (! 4CJ • o 5'15.::. 2:..::.:.2e>~- 1 ':J4. (¡ 

1 (1!) '~65'"' f:.1"11 .8 ~1 ::; • (1 4n. 1) ~·?5. 5 2:.:m1 l. ·7 5l.>.'7 
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'• ·--1 :26::: .. ·' l .9 '11°1,. (t 40. n :Y?5.6 :~··_:5':)9'-i. ... ~.7. b 
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4. 3 ANALISIS DE RESULTADOS. 

La solución analitica del modelo dinámico del RTAC no 

isotérmico para el circuito abierto, utilizando transformadas de 

Laplace o el modelo de variable de estado, permitió analizar la 

respuesta del sistema <secciC:n 4.1.6, inciso A y BJ, abserv~dose 

9ue es estable por si mismo (las ralees de la ecuaci 6n 

característica caen en el lado izquierdo del eje imaginario del 

plano 11 s"), aunque las variables del proceso se mantuvieron 

alejadas de las condiciones de operación re9ueridas, por lo 

anterior fue necesario dise~ar un sistema de control y analizar 

su comportamiento. 

As1, después de obtener un modelo del sistema de control con 

modos de contt"ol proporcionales que estuviera en funciM de las 

variables de perturbación y las ganancias de los controladores, 

fue necesario analizar las caracter!sticas de estabilidad del 

sistema de ciclo cerrado utilizándose el método del lugar 

geométrico de las raíces <root locus), ya que éste además de 

proporcionar información acerca de la estabilidod, ~stablece 

también las caracteristicas de la respuestd dinámica general, 

cuando la o las ganancias de los controladores cambian. 

Debido a que es necesario dise~ar dos controladores a la 

vez, el análisis se apoyó inicialmente en la simulación del 

proceso Csistema de ciclo cerrado con controladores 

proporcionales> por medio de un programa de cómputo para elegir 

al menos una aproximación de la ganancia del controlador de nivel 
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Kr. La razái de aproximar de esta manera Kr y no la ganancia del 

controlador de temperatura Kc, es que el cicla 1 afecta al ciclo 

2 y no en forma inversa como se ve a continuación: 

El ciclo (fi9. 4.2) controla el nivel del liquido 

manipulando el flujo del efluente y el ciclo 2 regula la 

temperatura de la mezcla de reacción manipulando el flujo de la 

cha9ueta. 

l. Cuando Fe cambia, el ciclo compensa los cambios 

manipulando los valores del flujo del efluente F. Esta a 

su vez, perturbará la temperatura del liquido en el 

tanque y el ciclo 2 lo compensará ajustando 

apropiadamente el f luja de la chaqueta. 

2. Si, por otro lado la temperatura o la concentración de la 

corriente de entrada cambian, el ciclo 2 ajustar.á. el 

flujo de la chaqueta para compensar los cambios y esto no 

perturbará el nivel del 119uido en el reactor. 

As1, se puede decir que el controlador es más 

independiente del sistema de control que el controlador 2, lo que 

facilita la elección d~ Kr. 

Haciendo algunas simulaciones para diferentes valores de Kr, 

se encontró que una Kr ~ 10 cumple los objetivos de control sin 

alejar a las variables del proceso de las condiciones adecuadas 

de operación .. 

En la 9rafica de local1zaci6n de raices que se obtiene 

cuando Kc cambia se puede observar que el sistema para valores 
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de Kc > 1.3 el sistema es estable (fi9. 4.3)~ siendo el problema 

el decidir 9ue valor de l<c de operación se utilizará, es decir, 

el ajuste del controla.dot·. 

Ya que se desea que el sistema de ciclo cerrado tenga un 

coeficiente de amortiguamiento e 0.707, asegurando que la 

respuesta del sistema sea poco amortiguada, se obtuvo una Kc = 4. 

Partiendo de esta ganancia, Kc = 4, se obtiene la figura 4.4 

en la gue se observa que cualquier valor de Kr mantiene al 

sistema estable. Por lo tanto, se eligió una Kr = 10 coma se hizo 

en un principio. Posteriormente, con las ganancias obtenidas se 

hicieron pruebas para diferentes perturbaciones del sistema, 

considerando una variaciál del 10'l. para las mismas, observando 

que el sistema es estable, con una respuesta r~pida y sin 

oscilaciones como se observa en las gráficas de resultados 

(sección 4.1.7). 

En la solución del modelo del RTAC en forma numérica para un 

circuito cerrado, utilizando controladores proporcionales y con 

las ganancias obtenidas en la sección 4.1. 7, se muestra el 

comportamiento del sistema para las variables a controlar V 

desde un tiempo O hasta un tiempo preestablecido, 

y 

y 

T 

la 

presencia de diferentes perturbaciones que pudieran afectar al 

sistema, se observa la estabilidad del mismo y el comportamiento 

adecuado, dentro de las condiciones de operación para las 

variables a controlar, confirmando con ello el ajuste adecuado de 

los controladores. 

En la solución analitica para el reactor, ya sea utilizando 
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transformadas de Laplace o el modelo de variable de estado, es de 

suma importancia el punto que se tome como referencia para llevar 

a cabo la línealización, ya que la solución únicamente es válida 

alrededor de ese punto (gráficas 4.1 a 4.6). 

La solución analitica del sistema permitió establecer un 

modelo para un conjunto de condiciones particulares, tabla 4.1 y 

un modelo general, en función de las variables de perturbaci61 y 

las ganancias de los controladores, siendo ésto una ventaja, ya 

que permite analizar el comportamiento del sistema para cualquier 

cambio de condiciones de operación de una manera más rápida~ 

adem~s de poder conocer el comportamiento del sistema a un tiempo 

dado sin necesidad de obtener una serie de datos anteriores 

<siendo ésto una ventaja con respecto a la solución numérica>. 

Otra ventaja de una solución anal!tica, es el poder obtener 

la ecuaciál caracterist1ca para el sistema, la cual permite 

determinar la estabilidad o inestabilidad del misma, utilizando 

el criterio de root locus. 

Oeb~do a las caracteristicas del sistema a resolver, la 

inclusiái y dise~o de controladores proporcionales satisface los 

objetivos de control propuestos, aunque también es posible llevar 

a cabo la soluciéo del sistema utilizando diferentes tipos de 

controladores como PI, PO o PID, as! como una combinación entre 

ellos. Para el diset"ío de diferentes tipos de controladores se 

llevó a cabo una simulación dinamica en la cual el modelo se 

adecuó a las caracteristicas de cada controlador, obteniéndose 

para cada uno de el los los par•ámetros mas adecuados que 
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satisfacen los objetivos de control. 

Una vez ajustados los controladores proporcionales <Kr ; 10 

y t<c 4), en la simulación dinámica, se observa en las 

graficas 4.7 a 4.12 la estabilidad del sistema, as1 como las 

variables a controlar dentro de las condiciones normales de 

operación. 

En la simulación dinámica para los otros tipos de 

controladores, se tomaron en cuenta las caracteristicas de cada 

uno de ellos, las ventajas que presentan en la acción de control, 

asl como la estabilidad y adecuada operación del sistema. 

Para los controladores PO, que se caracterizan por alcanzar 

una estabilidad mas rápida, sin tomar en cuenta la acción del 

corrimiento, se obtuvieron las ganancias para los controladores 

de: Kr = 10 y Kc = 6, y para los tiempos derivados de: TDr = 0.8 

y TDc = 0.2, obteníendose para el sistema una r.i.pida estabilidad 

y las condiciones adecuadas de operación para las variables a 

controlar como se observa en las gráficas 4.13 a 4.18. 

El ajuste de los controladores PI, que se caracterizan por 

disminuir el corrimiento, llevan al sistema a las condiciones de 

operaci61 mAs adecuadas, y para los cuales se obtuvieron las 

ganancias de: Kr = 10 y Kc = 10, y para los tiempos integrales 

de: Tlr= 0.5 y Tlc= 0.5. La inclusión de este tipo de 

controladores al sistema se refleja en su adecuada operación, asi 

coma su estabilidad como se observa en las gráficas 4.19 a 4.24. 

Para el ajuste de los controladores PID, se tomaron en 

cuenta las caracteristicas y ventajas de cada uno de las 
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contraladares individuales, obteniéndose las ganancias de: Kr== 10 

y Kc = 6, para los tiempos derivados de: TDr:::. o.a y Toe= 0.2, y 

para !OS tiempos integrales de: Tlr = 0.8 y TIC:: 0.2, y cuya 

acción de control se observa en la estabilidad y adecuada 

operación del sistema como se muestra en las gráficas 4 .. 25 a 

4.30. 

En los resultados de la simulación de?l proceso en estudio, a 

régimen dinámico, p~ra cada uno de los diferentes tipos de 

controladores se observa Cgrj_ficas 4. 7 a 4 .. 30) que el sistema a 

controlar llega a un nuevo r?.c3imen permanentl? alrededor de un 

tiempo de 2 horas, manteni~~dose dentro de las 11mites de 

operación .. 

Después de comparar la respuesta del sistema para los 

diferentes modos de control, se puede establecer ~ue los modos de 

control PI y PID dan al sistema un comportamiento adecuado, ya 

que además de corregir el corrimiento en las variables a 

contr~lar garantizan un tiempo m1nimo de recuperación de las 

condiciones normales de operación. 

Finalmente, se establece que las técnicas analiticas que 

implican linealizaci6n del modelo no son del todo adecuad"s para 

este sistema debido a que el modelo matemático que lo representa 

es altamente no lineal, ya que como se dijo anteriormente la 

respuesta obtenida es real sólo a condiciones muy cercanas 

alrededor del punto en donde las funciones fueron lineal1zadas; 

sin embargo~ para sistemas 9ue puedan ser representados por 

modelas matemáticas lineales es recomendable tener la solución 
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anal1tica, ya 9ue ósto ahorra 9randes esfuerzos computacionales 

dentro de la simulación del proceso. 
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NOMENCLATURA: 

Te, T 

Fe, F 

T je, T j 

F je, F j 

V 

Vj 

r 

Concentt"aciOO molar <mol/volumen> del componente 

A en las corrientes de entrada y sa 1 ida, 

respectivamente. 

Temperatura de las corrientes de entrada y 

salida del reactor, respectivamente. 

Flujo de las cor·1·ientes de entrada y salida de la 

chaqueta, respectiv~mente. 

Temperatura de la corriente de entrada y salida 

de la chaqueta, respectivamente. 

Flujo de las corrientes de entrada y salida de la 

chaqueta, respectivamente. 

Volumen de la mezcla de reacción en el tanque. 

Volumen del med to de enfriamiento en la chaqueta .. 

Densidad de la mezcla de reacción. 

Densidad del medio de enfriamiento. 

Capacidad calorlfica de la mezcla de reacciOO. 

Capacidad calorifica del medio de enfriamiento. 

Velocidad de transferencia de calor. 

Coe+iciente global de transfet·enc1a de calor. 

Area de transferencia de calor. 

: Velocidad de reacción por unidad de volumen. 

Constante cinética para la ecuación de Arrhenius. 

E Ener91a de activación para la reacción. 

R Constante de la ecuación del gas ideal. 

NA : Número de moles de A en la mezcla de reacción. 
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NB Número de moles de B en la mezcla de reacción. 

he' h Entalpia por unidad de masa en las corrientes de 

entrada y salida del reactor, respectivamente. 

HA' HB Entalp1as molares parciales de A y B. 

h je' h. 
J 

Entalpia por unidad de masa en las corrientes de 

entrada y salida de la chaqueta, respectivamente. 

H Entalpia por un id ad de masa de la mezcla de 

reacción .. 

HJ Entalpia por unidad de masa del medio de 

en f r i ami en to. 

t.Hr Calor de reacción por mol del componente B 

formado. 

Kr Ganancia para el controlador de nivel en el 

reactor. 

Kc Ganancia para el controlador de temperatura en el 

reactor. 
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CONCLUSI 0NES Y RECOMENDACIONES. 

La necesidad de aumentar la producción, elevar la calidad de 

los productos, obtener la mayor seguridad de operación, es decir, 

aperar de la manera más eficiente un equipo o proceso para 

obtener los mayores beneficios, e5tablecen la base fundamental 

para llevar a cabo el ~':'.n1t.1isis de la din.i.mica y control de 

procesos, la cual ha mostrado grandes avances teóricos 

<especialmente en las últimas décadas, gracias a la ayuda de las 

computadoras) y prác tices en el control de sistemas 

multivariables, en dondP es posible analizar de una forma más 

completa, la interrel~ci6n d~ las múltiples variables 9ue 

intervienen en un proceso. 

Este desarrollo te¿wico permi ti6 establecer la técnica de 

modelo de variable de estado, especialmente para sistemas 

multivariables, la cual puede ser émalizada dentro del espacio 

del tiempo y en el espacio de Laplace, y a su vez puede llegar a 

establecer la controlabilidad y estabilidad del sistema y con 

ello el dise~o de los controladores. 

La técnica de modelado, dentro del análisis de sistemas de 

control multivar1able, establece un modelo a régimen dinámico y 

la solución de óste permite observar el comportamiento del 

sistema y a su vez determinar la acción de control a seguir .. Asi, 

un adecuado modelado del sistema utilizando técnicas de solución, 

ya sea en el espacio del tiempo, el espacio de Laplace o el 

espacio de la frecuencia, permitirá llevar a cabo un adecuado 
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análisis de la dinámica y control del sistema o proceso. 

En la dinámica y control de procesos, es posible llevar a 

cabo la elección de una estructura de control para el sistema 

(feedback, feedforward, etc>, dependiendo de las caracteristicas 

del sistema en cuanto a costos del equipa, complejidad del 

proceso, interrelación de las variables, etc .. 

La importancia de una técnica de síntesis, esta en el hecho 

de encontrar la mejor estructura de control de entre varias 

estructuras alternativas, logrando obtener la mejor interrelación 

entre las variables del proceso y con ello establecer el modo de 

control más apropiado para controlar el sistema, mediante 

técnicas de ajuste como controlabilidad <modelo de variable de 

estado> o la técnica convencional del lugar geométrica de la 

ralees (raot locus>~ 

El disef'io del sistema de control multivariable para el RTAC 

no isotérmico, utilizando diferentes modos de control CP, PO, PI 

y PID>, se llevó a cabo mediante una simulación dinámica, con la 

cual se encontraron los par.á.metros más adecuados para cada tipo 

de controlador en la solución del sistema. El dise~o para 

controladores proporcionales se apoyo en el método de ajuste 

del lugar 9eométrico de la ralees, estableciendo las ganancias 

que permiten la controlabilidad y estabilidad del sistema. 

Debido a que el modo de control proporcional, presentaba 

mayor facilidad de análisis dentro de la solución analltica, el 

dise~o se efectuó para dichos controladores, sin embargo, como se 

observa en las diferentes simulaciones diná..micas, el controlador 

356 



PID es el que presenta las mayores ventajas para llevar a cabo la 

acción de control, evitando el efecto de corrimiento, una 

respuesta más rápida y llegando a la estabilidad del sistema en 

un menor tiempo, ya que en él se combinan las caracteristicas de 

las modos de control individuales. 

Finalmente, en base a los objetivos planteados para llevar a 

cabo este trabajo, el cumplimiento de los mismos se ha llevada a 

cabo de la forma más completa, llegando a establecer la 

importancia que tiene la dinámica y control de procesos, asi como 

la adecuada aplicación de las técnicas de solución en base a las 

caracteristicas del problema, para obtener la mejor acción de 

control del sistema. 

Se sugiere para tener una visión mas completa de la 

aplicaci.6n de las técnicas de solución y analizar con más detalle 

las caracteristicas de un sistema de control, llevar a cabo el 

dise~o de una estructura de control para el RTAC no isotérmico, 

utilizando diferentes modos de control, asi como la aplicación 

de las técnicas más adecuadas para sistemas multivariables, como 

el modelo de variable de estado, el cual al llevar a cabo un 

análisis de controlabilidad, ajusta al mismo tiempo el 

controlador o los controladores del sistema. 

Además, este trabajo puede servir como base para que los 

temas contenidos en él, se desarrollen con más profundidad en 

otras trabajos, ampliando el estudio de la dinámica y control de 

procesos para sistemas multivariables. 
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APENDICES 



APENDICE A 

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES SIMULTANEAS Y 

TECNICAS ANAl..ITICAS DE SOLUCION. 

Una ec:uac:1ón diferencial es LINEAL si tiene la forma: 

d"y n-1 
dy 

a (xl d y 
n + " (X) ·• ... + a (X) + ªo <x>y g <x> 

dx 
n n-1 

dx 
n-1 1 dx 

y se caracteriza par~: 

a> La variable dependiente y todas sus derivadas son de 

primer grado, ésto es, la potencia de cada término en 

"y" es 1. 

b) Cada coeficiente depende sólo de la variable 

independiente ''x''. 

e) No hay productos de "y" con alguna de sus derivadas, 

ni productos entr·e derivadas .. 

d) No contiene funciones trascendentes de ''y'' y/o sus 

derivadas. 

Ademas, el teorema de superposición establece que una 

ecuac:iái diferencial lineal tiene las siguientes propiedades: 

1) Si xCt) es una solución, entonces cx<t>, donde e es una 

constante, también es una solución. 

2> Si x.s. < t> es una solución y x Ct) 
2 

es también una 

soluc:ión, entonces xs. <t> + x
2

<t> es también una solución. 
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DEFINICION. 

Un sistema de ecuaciones diferenciales es LINEAL si todas 

las ecuaciones 9ue lo conforman son lineales. 

DEFINICION. 

Una SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES es un 

conjunto de funciones x= f(t), y= g(t), z~ h<t>, etc., 9ue 

satisfacen cada ecuación del sistema en algún intervalo I. 

A.1 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER 

ORDEN. 

El estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 

orden: 

dx 
1 

st<t, X 

" 
X 

2' 
dt 

dx 
2 

s2<t, X ,. X 
2' 

dt <A. ll 

dx n 

sn (t. X .. X 
2' 

dt 

es especialmente importante, ya que toda ecuación diferencial 

de orden n, como la que se muestra abajo: 
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y as! mismo, la mayoria de los sistemas de ecuaciones 

diferenciales pueden ser reducidos a la forma de la ecuación 

<A.1). Los métodos de solución 9ue se describirAn a9u! aplican 

solamente a aquellos sistemas que tienen la forma lineal normal o 

canálica: 

dx 
' 

a <t>x + a ( t) X + ... + a (t) X + f (t) 
dt u ' '2 2 •n n ' 

d:< 
2 

= a <t>x + a (t) X + ... + a (t) X + f (t) 

dt .. ' 22 2 2n n 2 <A.2> 

a <t>x +a (t)x + .... +a <t>x + f <t> 
dt nL L nz z nn n n 

donde los coeficientes atJ y las fi son funciones continuas en un 

intervalo común l. Cuando ft(t) =O, L = 1, 2, ... , n al sistema 

<A.2> se le llama homogéneo, en cualquier otro caso se le llama 

no homogéneo. 

A.2 REDUCCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES A 

UNA ECUACION. 

Un sistema lineal con coeficientes constantes y n 

variables dependientes que está escrito en la forma normal puede 

ser reducido a una sola ecuación diferencial lineal de orden n. 

Se debe SLtponer adicionalmente CJUe las f t <t>, i. :::: 1, ..:., n 
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9ue aparecen en el sistema <A.2> son lo suficientemente 

diferenciables. Por ejemplo, si al siguiente sistema homogéneo: 

dt 

se le aplica el operador D, donde Dx 

<D-a >x 
l1 

- a X 
21 

+ <D - a > 
22 

o 

o 

<A.3) 

dx 

dt 

entonces se puede usar una técnica de eliminación algebraica para 

obtener una ecuación diferencial, ya sea en xCt> o en y<t>. 

A.3 FORMA MATRICIAL DE SISTEMA DE ECUACIONES 

DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN. 

Si x y ~et> denotan, respectivamente, las matrices: 

r 

X¡ X! ( t) 

x2 x
2

(t) 

X 

l X X ( t) 
n n 
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y 

A\ ( t) = 

a <tl nn 

entonces el sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales 

lineales de primer orden: 

dx . 
a (t) X + a ( t) X + + a (t) X ... 

dt u • u. 2 'º n 

d>< -· a (t) X + a (t) X + ... + a (t) X 

dt 2l • 22 2 20 o 

dx 
o a (t) x + a <t) x + ...... + a <t> x 

dt ni i. n:Z: 2 nn n 

puede ser escrito como: 

X¡ r ... '" d "2 ª21 <t> 

dt 

X 
n ªnl (t > 

o simplemente, 

dx 
A\ ( t) X 

dt 
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AdemAs, s1 

/(t) = 

f (t) 
n 

entonces el sistema na homogéneo: 

dx 
- . a <t>x + a (t) X + 
dt .. ' <2 z 

dx _z a <t>x + a <t>x + 
dt Zl • zz z 

dx 

... + a <t>x + f (t) 
in n • 

... + a (t) X + f ( tl 
Zn n 2 

n 
ªn1(t)><i + ªnz(t)>c2 + ~ ... + ªnn(t)xn + fn(t) 

dt 

puede ser escrito como: 

dx 
Á\(t) X+ j(t) <A.5J 

dt 

DEFINICION. 

Un VECTOR SOLUCION en un intervalo es cualquier matriz 

columna x, cuyos elementos 5on ft1nciones diierenciables, 

tal que satisface el sistema de ecuaciones <A.5) en el 

intervalo I, donde x es: 
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X ( t) 
n 

DEFINICION. 

Sea t
0 

un punto en un intervalo I y sean: 

"1 <tol [ ,, 
x<t 0 > = 

"2 <toi ~ 1'2 
y xü 

xn<to> ¡-n 

donde las yt., i= 1, 2, .... , n son constantes dadas. Entonces el 

problema: 

Resuelva 
dx 

dt 

Sujeto a : x<t > 
o 

A\Ct>x + /Ct> 

X 
a 

es un PROBLEMA DE VALOR INICIAL en el intervalo I. 

TEOREMA. 

CA.6> 

Supóngase c¡ue las elementos de las matrices Á\(t) y /<t) son 

funciones continuas en un intervalo común 1 que contiene el 

punto t
0

• Entonces, e:dste una única solución del problema 

de valor inicial CA.6> en el intervalo I. 
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A.4. SOLUCION DE SISíEMAS DE ECUACIONES 

AUTONOMOS. 

DIFERENCIALES 

En esta parte se obtendr~ la solución general de sistemas de 

ecuaciones diferenciales autónomos. Es decir, 

sistemas de la forma: 

dx 
lilx + f 

dt 

aquel los 

donde ~ y f son matrices constantes. Primero se considerará 

la solución para sistemas homogéneos y luego la solución 

para sistemas no homogéneos. 

A.4..1 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS. 

Antes de empezar a resolver ecuaciones diferenciales en 

notación vectorial-matricial se repasara la solución de la 

ecuación diferencial escalar: 

dx 

dt 
ax (A. 7> 

Para resolver esta ecuación, se supone una solución x<t> de 

la forma: 

X (t) (A.B> 

Reemplazando esta solución supuesta en la ecuación (A.7> se 

obtiene: 
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b.1 + 2b2t + 3b!lt
2 

+ ..... + kbktk-s. + ..... 

a<b
0 

+ bs.t + b
2

t
2 

..... + bktk + ••• > CA.9l 

Si la solución supuesta es correcta, la ecuación <A. 9) debe 

ser válida para todo t. I9ualando entonces las coeficientes de 

igual potencia de t se tiene: 

b ab • o 

b ab a 2 b z 2! < 2 
o 

b ab a
9
b 

a 
3! 

2 
3 )( 2 o 

Se determina el valor de b
0 

reemplazando t=O en la ecuación 

<A .. B>, es decir: 

xCOl = b 
o 

Por tanto, se puede escribir la solución x<t> como: 

1 1 
x ( t) (1 + at + - a 2 t 2 + .... + - aktk + .... ) x (0) 

2! k! 

Ahora se resol vera la ecuación diferencial 

vectorial-matricial: 

dx 
<A. !O> 

dt 
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dohde: 

x vector n-dimensíonal 

!U matriz constante de orden nxn 

Por analogia con el caso escalar, se supone que la solución 

es de la forma de un vector en serie de potencias en t, a sea: 

X( t) <A. lll 

Reemplazando esta solución supuesta en la ecuación <A.10> se 

obtiene: 

b1 + 2b2t + 3b9t
2 + + kbktk-l+ .... 

.e: IU<b
0 

+ b
1

t + b
2

t
2 + ••• +bktk + .... ) <A.12) 

Sí la solución supuesta es solución verdadera, la ecuación 

CA.12) debe cumplirse para todo t. Entonces, se re9uiere que 

los coeficientes de igual potencia de sean idénticos, o sea: 

b f::>b . o 

1 
b ¡;,,b -/::,2b 

2 
2! • 2 

a 

1 
b /Ub --F::,"b 
• 3! 

2 
3><2 

o 

k' 

Reemplazando t=O en la ecuación <A.11) se obtiene: 

x<O> = b 
o 
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Entonces, se puede escribir la solución x<t> como: 

La expresión entre parlfontesis en el segundo miembro de esta 

última ecuación es una matriz de orden nxn. Debido a su similitud 

con una serie infinita de p~tencias, para un exponencial escalar, 

se denomina a ésta MATRIZ EXPONENCIAL, y se escribe: 

O + At + A>'t' + ••• + ~ A\ktk + ••• eA\t 

2! k! 

Se puede escribir la solución a la ecuación (A.10>, en 

términos de la matriz exponencial como: 

x<t> eRit x<O> (A.13> 

Debido a que la matriz exponencial es muy importante en el 

análisis en espacio de estado de sistemas 

continuación se presentan las propiedades 

exponenc i a 1: 

a) Exponencial de la matriz nula, O 

(h. 
e 

b) Derivada 

d 
A'a -e 

dt 
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e> Producto 

"'' e • * e "'' 2 = e 
A\ ( t 

• 

d) Representación en series 

2 2 

A\t 
A\ t 

e a + A\ t + 
2~ 

k k 

00 A\ t 

E 
k=O k ! 

+ t ) 
2 

+ ... 

Hay otras propiedades importantes de la matriz exponencial, 

pero éStas son suficientes para el propósito del apéndice. 

METODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA LA SOLUCION DE 

ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS. 

Primero se considerará el caso e~calar: 

dx 
ax <A.7l 

dt 

Tomando la transformada de Laplace de la ecuación <A.7> se 

obtiene: 

sX<sl - x<Ol ax Csl <A.14) 

donde X<sl= ~(xl. Despejando X<s> de la ecuación CA.Bl: 
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X (Q) 

X <sl 
s-a 

La transformací6n inversa de Laplace de la última ecuación 

da la solución: 

Se puede extender el procedimiento de solución de la 

ecuación diferencial escalar homogénea al sistema de ecuaciones 

diferenciales homogéneas: 

dx 
/;i,x(t) <A.IOl 

dt 

Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros de la 

ecuación (A.10> se obtiene: 

s!<sl - x<Ol 

donde !<s> ~(X). Por lo tanto: 

(sll - /;!,) ~<sl x(I)) 

Multiplicando ambos miembros de la ecuación por <sO -

se obtiene: 

A\) -t., 

La transformada inversa de Laplace de !Cs> da la solución 

x<t>. 
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As1, 

X(t) <A.15) 

Debe notarse 9ue: 

(sO - Al)-• 

s 

Por 1 o tanto, la transformada inversa de Lap 1 ace de 

(sO - A\)-• da: 

Al2t2 /Ugts 
o+ ~t + + + ••• 

2! 3! 

A\t e <A.16) 

Se debe recordar que la tr·ans formada inversa de Lap 1 ace de 

una matriz es la matriz consistente de las transformadas inversas 

de Laplace de todos sus elementos. 

De las ecuaciones <A.15) y <A.16) se obtiene la solución de 

la ecuación (A.10) como: 

La importancia de la ecuación <A.16> está en el hecho de que 

brinda un medio adecuado para hallar la soluc16n exacta de la 

matriz exponencial. 

MATRIZ DE TRANSICION. 

La solL1ci6n de la ecuacié'fl <A.10> se puede escribir como: 
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x<t> ='ll<tl x(Q) IA.17> 

donde ~(t) es una matriz de orden nxn y es solución única de: 

y 

dili 

dt 
A\w< t> 

Para verificarlo, debe verse que: 

x<O> ili<Olx<O> O x(O) 

dx d'll 
X(O) A\ili C t> x<O> 

dt dt 

'11(0) 

A\x( tl 

Se confirma as1 que la ecuación <A.17) es la soluciC~ de la 

ecuación CA.10). De las ecuaciones <A.13), 

obtiene: 

ili(t) Á\L 
e 

Se hace notar que: 

<j¡(-t) 

CA.!5) y <A.17> se 

De la ecuación <A.17) se v~ c¡ue la solución de l.:i ecuación 

<A.10) es simplemente una transformación de la condición ínicial. 

Por tanto, la matriz única ~Ct> se denomina matriz de transición. 

Si las raices A.,, A.
2

, ••• , t...n de la matriz P:J. son distintas, 

~(t) contendrá los n eKponenc1ales: 
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;..._ S.l >..
2

t 'A.
0

L 

e , e , •.• , e 

En particular, si la matriz ~ es diagonal se tiene: 

;>..1 t o 
e 

>-2t 
IUL 

iHtl Q e e <R.: dia9onal l 

;>.. t 
o e n 

Por otra parte si eY.ísten ralees repetidas, por ejemplo, si 

las ralees de ~ son 

~(t) contendrá, ademAs de los exponenciales 
)... l X. l h l 

e n, t~rminos tales como te 1. y t 2 e t. 

;>.. .' 
e e 

;>.. l 

" 

A continuación se resumen las propiedades m~s importantes de 

la matriz de transición ~(t). Para el sistema autónomo: 

dx 

dt 

para el cual: 

;¡; ( tl 

se tiene: 
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l • .Ji(Q) 

2 • .Ji(t) 

IUO 
e 

/Ut 
e 

4 • .¡¡ (t + t ) 
• 2 

/U (t + l ) A\t A\t 
1 2 1 2 

= e = e e 

5. [.Ji(t) Jn = .Ji(nt) 

6. .¡¡ < t - t l ilH t - t > ·Ht - t > 
2 1 1 t) 2 o 

.¡¡ ( t ) .¡¡ ( t ) .¡¡ ( t ) .¡¡ ( t ) 
• 2 2 • 

.Ji(t - t ).Ji(t - t) 
:l o 2 .f. 

A.4.2 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES NO HOMOGENEAS. 

Considerando el caso escalar: 

dx 
ax + bu + rd <A.18) 

dt 

Multiplicando esta ecuación por e-al se obtiene: 

Integrando esta ecuación entre O y t, se tiene: 

J
l 

-aT 
X (0) + o e [bU(T) + rd (T) ldT 
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o 
t 

><<t> eº'"x<O> + eªL Io e-a.T[bu(T) + rd<T)]dT 

El prímer término en el segundo miembro es la respuesta a la 

condición inicial, y el segundo término es la respuesta a las 

entradas ult) y dltl. 

Considerando ahor"a la ecuación di·ferencial na homogénea 

descr"i ta por: 

dx 
<A.19) 

dt 

donde: 

X vector n-dimens1onal 

u vector r-dimensional 

"' matriz constante de orden nxn 

CB matriz constante de orden nxr 

r matriz constante de orden nxk 

Escribiendo la ecuación IA.191 como: 

dx 
- fl.x(t) CBu<t> + rdltl 

dt 

y multiplicando ambos lados de la ecuación por e-~L, se obtiene: 
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o 

-IOt e 
dx 

dt 
- IOxC tl 

d 
e-/Ot x( t) -~t[ ] e !Bu(t) + rdCt) 

dt 

Integrando la ecuación anterior entre O y t se tiene: 

l -IUT 
x(0) +Je [[Bu(T) + rdCT)]dT 

o 

xCtl 
t 

eA\lx(I)) + f e~<l-T>[[BU(T/ + rd(-r) ]dT <A.20) 
o 

Se puede escribir la ecuación <A.20) como: 

t 

xlt) - A<tlx(Q) + J T(t - Tl[rnu<TI + rdlT)JdT 
o 

<A.21 > 

donde: 

T(tl 

La ecuación <A.20> o <A.21> es la solución de la ecuación 

CA.19). La solución x<t> es claramente la suma de un término 

consistente en la transición de estado 1nicial y un término que 

se produce, en el caso del estudio de d1namica de procesos, por 

los vectores de entrada y perturbación. 

METODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA LA SOLUCION DE 

ECUACIONES DIFERENCIALES NO HOMOGENEAS. 

También se puede obtener la solución de la ecuación <A.19) 
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por el procedimiento de la trans-formada de Laplac:e .. 

Transformando al espacio de Laplace la ecuación CA.19) se 

tiene: 

s¡;<sl - x(Ol A\'i(s) + A\IJ<s> + rQ<s) 

(SO - ,\l)l\_(sl x<Ol + IPlJ<s> + rQ.<sl 

HultiplicAndo ambos miemb~os de esta ecuación por (sD - ~>-i 

se tiene: 

Utilizando la relación dada por la ecuacion CA~16>: 

!<sJ :e [eA\']x<o> + :e [/"'] [mu<s> + f1l.(sl] 

Se puede obtener la transformada inversa de Laplace de esta 

última ecuación, utilizando el teorema de convolución: 

l 
X( t) E'~lx{t)) + J e~<L-T)((B\.dT) + rd(T) ]dT 

o 

SOLUCIONEN TERMINDS DE X(t l 
" 

Si el tiempo inicial no es cero sino t
0

, la solución de la 

ecuación <A.19> se mod1f1ca ü: 

x(tl 
A\<t-t ) l 

e 0 x<t
0

l + f eA\1t-nUBu<-r> + rdCtlJd..- CA.22> 

' o 
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A.5 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

AUTONOHOS. 

LINEALES NO 

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es no 

autónomo si tiene la forma: 

dx 
lldt)x + /<tl 

dt 

donde las matr~ices ~Ct> y /Ct) son variantes con el tiempo. 

La mayor parte de los resultados obtenidos en la sección B .. 4 

son v~Iidos t8mbién para sistemas lineales no autéfiomos si se 

modifica la matriz de transición .¡,(t) a <i>Ct, t
0

) <Para los sistemas 

no autónomos, la matriz de transición depende tanto de t como de 

t
0

, y no de la diferencia t-t
0

• Por, lo tanto, no siempre se puede 

-fijar el tiempo inicial igual a cero. Por supuesto, hay casos en 

9ue t o 
es cero) .. Sin embargo, en general, la matriz de 

transición para un sistema no autónomo no se puede expresar como 

una matri~ exponencial .. 

A.5.1 SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

HOHOOENEOS, NO AUTONOHOS. 

Para una ecuación diferencial escalar: 

dx 
a(t)x <A.24) 

dt 
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la SOlLICión es: 

l 

J o.<T>dT 

l 

x<t> e o <A.25> 

y la función de transición de estado está dada por: 

CA.26> 

sin embargo para una ecuacic!:irJ diferencial vectorial-matricial 

dx 
A\ (t) X 

dt 

donde: 

x(t) vector n-dimensional 

~<t> matriz de orden nxn cuyos elementos son funciones 

de t fragmentariamente continuas en el intervalo 

la solución de la ecuación <A.22> estA dada por: 

donde ~<t,t0 ) es la matriz no singular de orden nxn 9ue satisface 

la ecuación diferencial 5iguiente: 
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d 

dt 
iHt,t l 

o 
<A.29l 

La soluciórl de la ecuación CA.27> es la tt"ansformací6n del 

estado inicial. La matriz ~(t,t 0 ) es la matriz de transición de 

estado del sistema variable en el t1empo, descrito por la 

ecuación {A.27>. 

MATRIZ DE TRANSICION DE ESTADO PARA EL CASO VARIABLE EN EL 

TIEHPO. 

Es importante notar que la matriz de transición de estado 

~(t,t 0 > está dada por una matriz exponencial únicamente si: 

.~ (t) y 
l 

J A'ICT)dT 
l 
o 

son conmutables. Es decir: 

son conmutables. 

s:A(T)dT] si y Sólo si A(t) y 

o 

l 

f A(T)dT 
l 

o 

Nótese que si ~(t) es una matriz constante o diagonal, A\(t) 
l 

y J A\(T)d,- son conmutables .. 
l 
o 

l 

Si A<tl y J A!T)dT 
l 
o 

no san conmutables, no existe 

ningún modo simple de calcular la matriz de transición de estado. 
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F·ara. calcular numéricamente W<t, t
0

) se puede 

desarrollo en serie siguiente de ~<t,t0 >: 

t t 
I + J A\(T)dr ., f Al<r) 

t t ' o o 

Lltilizar el 

<A.30> 

En general, ésto no ha de dar •I><t, t
0

> en una forma cerra.da. 

A continuación se indic"n las propiedades de la matriz de 

transición de estado ~<t,t0 >: 

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SISTEMAS 

NO AIJTONOMOS. 

Sea el siguiente sistema de ecuaciones: 

dx 
Al <t>x + IBC t> u CA.31) 

dt 

dandei 

X vector de orden n 

u vector de orden r 

Al (t) matriz de orden nxr. 

IB< t > matriz de orden nxr 
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Se supone que los elementos de ~(t) y IB<t> son funciones 

fragmentarias continuas de t en el intervalo t0~ 

Para obtener la solución de la ecuación 

establece: 

~ t • 
i 

<A. 31 >, se 

donde ~(t,t 0 ) es la matriz única que satisface la ecuac16n 

sit:Juiente: 

Entonces: 

dx 

dt 

=[~ ~<t,t )J~(t) + ~(t,t ) r~ ~<t>] 
dt 

0 0 Ldt 

=A\ ( t) ~ ( t' t ) ( ( t) + .¡; ( t' t ) [~ ~ ( t)] 
o o dt 

=A\(tlW<t,t 0l~(tl + IB<tlu<t> 

Por lo tanto: 
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As1: 

Como: 

~(t,t, r~ {(t)J 
º Ldt 

d 
{ ( t) 

dt 

IB < t l u( tl 

l 

{(t) {(to) + J·}-'t-r,tollB(T)U(T)dT 

{(t ) 
o 

l 
o 

xCt ) 
o 

se obtiene la solución a la ecuación (A.31): 

x(t) 
t 

~<t,t0 lx(t) + J•li(t,-rliB(T)u(T)dT 
l 
o 
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APENDICE B. 

LI NE ALI ZACI ON. 

En mL1chos casos las ecuaciones diferenciales no line<"lles que 

describen un sistema tenctrAn que 11nealizarse si se ~uiRre usar 

la ventaja que ofrecen las técnicas matemáticas lineales pat"a la 

soluc1éo de un modelo multivariable. 

La tt.tcnica de linealización es muy usada en el estudio de la 

dinámica de procesos y d1se?io de sistemas de control ya 9ue: 

.:t) De esta forma sr.> pueden obtener solL1ciones anall tica.s 

que permiten tener una visión general del 

c:omportam1ento de un pr·oceso, independientemente de los 

valores particula1·es de v~lores y par~metros. 

b> El desarrollo del diseno de sistemas de control ha sido 

limitado a procesos lineales. 

Primeramente se debe recor·dar gue una ecuac16n diferencial 

lineal es a9uella 9ue contiene solamente variables de primera 

potencia en cualguiera de sus términos. Si aparecen en ella 

productos de variables o vat~iables afectadas por ralees 

cuadt•adas, exponenciales. etc. 1 ésta es no l 1neal. 

Si la forma analit1ca de las ~unciones no lineales es 

conocida, la aplicación del método de la serie de Taylor produce 

directamente la linealización. Todo lo que se hace es tomar las 

funciones no lineales, e~panderlas en series de Taylor alrededor 
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del nivel de operaci6n a régimen permanente y despreciar todos 

los términos después de la primera derivada .. 

Los valores a régimen permanente de las variables se 

denotarán como: 

xs. valor de x
1 

a régimen permanente .. 

x
2 

valor de x
2 

a régimen permanente .. 

B.1 LINEALIZACION DE SISTEMAS CON UNA VARIABLE. 

Considerando la siguiente ecuación diferencial no lineal: 

dx 
f (X) <B. 1) 

dt 

Expandiendo la funci61 no lineal f <x> en una serie de Taylor 

alrededor del punto x se tiene: 

i' (X) f(x) 

+ [dn~] 
dx -

X 

(x - X) 

1! 

+ " ... 
n! 

+ [d2:] 
dx -

X 

- 2 <x - x> 

2! 

+ ..... 

(B. 2> 

I9norando todos los tórminos de orden igual o mayor a dos, 

la aproximación al valor de f <x> es: 

f<x> "'f(;l + [df] (>: - x) 
dx -

X 

<B.3> 
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PEllDIEH!E : [ * ]_ ,,"" ' 

i ( ~¡ 

', 
HPF.1J'~'IHAClOll L!t!EAL 

r df l -
j(<•• -¡· 1x-x1 

l dt J: 

f!GllRA B.1 Llfi(riLIZViOll DE tHIH fl!ll(Júll \lllllJ~RIABLE. 
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El error introducido en la aproximación CB.3> es del mismo 

orden de magnitud que el término: 

[d2:] 
dx -

:~ 

Consecuentemente, 

2! 

la apro'~ lmación 

CB.4> 

lineal <8.3) es 

satisfactoria sólo cuando x esta. mL1y cerca de x, donde el valor 

del término I es muy pequef"ío. 

Reemplazando, en la ecuación CB.1>, f(x) por su aproximación 

lineal: 

dx 
f(x) + [::L ex - ,<) CB.5> 

dt 

Esta es la aproximación lineal izada para el sistema dinámico 

expresado por la ecuación CB.1). 

B. 2. LINEALI7..ACION DE SISTEMAS MULTIVARIABLES. 

Considerando el siguiente sistema d1nam1c.o: 

dx 
1 

dt 

dx 
2 

dt 

390 

CB.6> 

<B. 7) 



Expandiendo las funciones no lineales y 

2! 

+ ••• 

X 1) 
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[ ~:~] -

(x2 
- 2 

[ 
{12f2 

}~1-~l) (x2-;2) 

- ><2> 

+ + 
2! 

8 "1 ""2 
(xl' X2) <x1,•2> 

+ .... 

despreciando los términos de orden mayor o igual a dos: 

Sustituyendo las expresiones 1 íneales prec:edentes de 

sistema 

inicial: 

dt 

<B.9) 
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Estas dos últimas ecuaciones constituyen las aproximaciones 

lineales del sistema inicial descrito por las ecuaciones CB.6> y 

(B. 7). 

Es necesat·io recalcar gue la aproximación se deteriora 

cuando el punta <x
1
,x

2
) se aleja del punta de linealización 

Cxt, xz) • 
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APENDICE C. 

VARIABLES DE DESVIACION. 

Para la soluciOO de los problemas de control es deseable la 

eliminación del manejo de condiciones iniciales. Para evitar este 

problema existe un grupo ele técnicas llamadas métodos de 

desviación y entre ellas estti el usa de variables de desviación. 

En la mayoria de los trabajos de Ingeniería Qulmica se 

piensa en términos de variables totales o absolutas: la altura de 

un tanque, el flujo a través de un tubo, la concentración en un 

recipiente de almacén. En el caso de la temperatura y la peesión, 

sin embargo, frecuentemente se habla en términos 9ue representan 

la desviación de una condici6n base: por ejemplo ºe o psig. En 

los problemas de dinámica es canvRniente usualmente trabajar con 

var1ables que representC<n la desviación de condiciones de régimen 

permanente o condicione5 promedia. 

Puesto c¡ue Jas variables totales son funciones del tiempo, 

}~ (t), sus desvi.:iciones de los valores de régimen permanente serán 

también funciones del tiempo~ como se ve en la fig. C.1. 

Generalmente, se usa. el superlndice 11 d11 para denotar una variahle 

de desvi'ación .. 

Asi, la desviación es definida como: 

X (t) d X (t) - X 
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donde: 

x valor de la variable x a régimen permanente. 

Las venta.Jas de usar variables de desviación son: 

de 
a) Los té1•minos que se generan, en donde e es una 

dt 
constante desaparecen. 

bl Las condiciones iniciales para las variables de 

desviación san todas isuales a cero (si el punto de 

camien~a es el régimen permanente>. 
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APENDICE D 

D. 1 TRANSFORMADA DE LAPLACE. 

1. DEFINICION. 

Sea f(t) una función definida para t ~O, la integral: 

J O
ro 

e-el fe t > dt lim 
b~OO 

e-•• f < t) dt <D.1) 

se llama la tronsformada de L.:ipJacp de f, siempre quP. el )imite 

ex is ta. 

Simbolic.:imente, la transformada de Laplace de "s" se denota 

por :e {fct>} =Fes>, es decir: 

F (s) f 
00 

l?-al f ( t) dt <D.2> 

La integral que define la transformada de Laplace no 

c:onver9e necesariamente, por lo que se formulan condiciones 

suficientes qui? 9u.ranti::.:m la existencia de J:: {fct>} 
- Si f(t) es seccionalmente continua en cada intervalo 

finito O~ t S N de orden exponencial y para > N, 

entonces existe la transformada de Laplace FCs) para toda 

s > r· 
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~- ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA TRANSFORMADA DE 

LAPLACE. 

a> Propiedad de linealidad. 

Si C
1 

y Cz son constantes y f
1 
(t) y f Ct> 

2 

cuyas transformadas de Laplace son, 

:e {e, +,et> + c
2 

f
2
<t>} 

b) Primera propiedad de trdnslación .. 

;e {eo.l f(t)} e FCs - a) 

e) Segunda propiedad de translación. 

Si:e{f<t>} F<s> y 
{ 

f'ct-ru 

G<tl = 
0 

entonces: 

:e {G<t>} = .,-"" F<sl 

d> Propiedad del cambio de escala. 

:e {f Ca tl} = Cl/a) f Cs/a) 
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son funciones 

respectiva.mente, 

CD.3> 

<D.4) 

l > a 

l < a 

(0.5) 

CD.b) 



e> Transformada de Laplace de la derivada. 

(D. 7l 

donde f(Ol, f. (0)' .... , y df(t)/dt, ••• 

representan los valores de f<tl y las 

derivadas de f(t) respectivamente, evaluadas en t =O. 

f) Transformada de Laplace de la integral. 

~ { J ~ f (U) du } 

F<sl 
<D.Bl 

5 

- Teorema de la convolución. 

Sean f y 9 dos funciones que son seccionalmente 

continuas en todo intervalo cerrado finito O S t S N y 

de orden exponencial y. La función representada por 

f * 9 y definida por: 

f (t) • <¡(t) I O
L 

f (T) 9 ( t - T) dt <D.9) 

se llama convolución de las funciones y 9. 

Cambiando la variable de integración de la ecuacion 

<D.9) por medio de la sustitución u= t - T 1 entonces: 
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f(t) * 9<tl J O
l 

f ( T) 9 ( t-T) dT 

- Jo f(t-u> gCul du 

I O

' '3Cu) f<t-ul du 

9) Multiplicación de tn 

:e{t"f<t>} (-1) n F<sl 

ds" 

h> Divisi<!n por t. 

f: f(ul du 

esta transformada aplica solamente si: 

lim [f(tl/t] 
, .. o 

existe 

i> Teorema del valor inicial. 

lim f<t> 
l->O 

lim s F<s> ... "' 
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J> Teorema del valor final. 

l im f<t> 
t ->OO 

lim s f(5) 
•-+O 

3. TABLAS DE TRANSFORMADAS. 

C0. !3) 

En la tabla 0.1 se listan pares de transformadas de Laplace. 

Se puede utilizar esta tabla para obtener la transformada de 

Laplace de una función de tiempo dada, o para hallar la función 

de tiempo correspondiente a una transformada de Laplace da.da .• 

La tabla 0.1 también puede ser adecuada para resolver 

problemas ordínarios en el campo de las sistemas de control. 

D. 2 TRANSFORMADA I NYERSA DE LAPLACE. 

1. DEFINICION. 

Si la tr.an~formada de La.place de una función f(t) es FCs)., 

es decir, ~ {f<t>} = F<s>, entonces f<t> se llama 

inversa de Laplace de F<s> y se expresa por: 

f (t) 

transformada 

C0.14) 

donde :e_,_ se llama el operador de la transformada inversa de 

Lap lace. 

Existen varios métodos para poder encontrar la transTormada 

401 



f <ti 

n 
t 

n :: O. 1, G .... 

•t • 

sen ;;;t 

cos at 

-+---

402 

r ·, ~) 

--1 
''º 1 

1 

,,o 1 

si 

1 
n! 

1 

; -O 
n 

' 
¡ 1 

: 1a 

; - ' 

;>O 
s¡ta¡ 

'·O 
s'-•.;¡ 



inversa de Laplace, de los cuales los más utilizados son el de 

fracciones parciales y el de expansión de Heavis1de, que se 

tratarán a continuación. 

a) He-todo de fracciones parc1dles. 

Asumir 'p.1e la transformado de L..iplace de una función f(t) 

es dada por: 

Q<sl 
FCsl <D.15) 

P<sl 

donde Q(s) y PCs> son polinomios en "s" de orden m y n, 

respectivamente. 

La inversión de la transformadn de Laplace usando la 

expansión en fracciones parciales est:,, compuesta por los 

siguientes tres pasos: 

a. 1) Expander Q (s) /P Cs) dentro de una serie de 

fracciones parciales: 

QCsl 

F<s) e + + ••• + CD. 16) 
PCsl 

donde r
1

<s>, r
2
(s), ••• , f"'n(s) pueden ser polinomios de 

ler.orden, 2do. orden, etc. 

La expansién en una serie de fracciones parciales toma en 

cuenta las siguientes reglas: 

- Si un factor 1 ineal Cas + b) est.á como denonnnador hay 
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una fracción parcial que corresponde a este factor. 

Este es: 

A 
donde A constante ~ O 

(as + b> 

- Si un factor lineal Cas + b> está como denominador 

n-veces, entonces hay n-fracciones parciales las cuales 

corresponden a Jos n-factores. Estas fracciones son: 

A 
' + -----+ .... + 

<as + b) <as + b>
2 Cas + b>" 

constantes ~ O 

- Si lln factor cuadr:ttico Cas2 + bs + e) está una vez 

como denominador, hay una fracción parcial la cual 

corresponde al siguiente fcJctor: 

As + B 
donde A y B constantes o-= O 

(as 2 + bs + e> 

- Si un factor cuadrático Cas2 
+ bs e> está n-veces 

como denominador, hay n-fracciones purciales las cuales 

corresponden a n-factores los cuales son: 

A s + B A s + !) A s + B 
' ' z 2 • 9 

+ + + 
<as 

2 + bs + e:> <as 
2 + bs + el' <as 

2 + bs + e:) 9 

A s + B 
n n 

(as 2 + b<; + e:) n 
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donde A y B ; constantes y A~s + Bi ~ O 

a .. 2) Encontrar los valores de las constantes C
1

, C
2

, 

Cn de la ecuación (0. 16). 

a. 3) Encontrar la t1 .. ansformada inversa de cada fracción 

parcial; ésta se puede encontrar usando tablas de 

transformadas de Lapluce para varias funciones tipicas, 

tales como las de la tabla 0.1. Entonces la función f(t) 

es dada par: 

f ( tl 
[

e ] 
. 

:[• --- + 
r t. <s> [e ] [e ] 2 n 

--- + • .. • + :e-'l ---
r 2 ( s) rn(s) 

b) Método de expansión de Heaviside. 

En este método el numerador y el denominador deben de ser 

polinomios en '1s''. 

Definiendo una función de transferencia como: 

Q<s> 
F<s> donde P<s> > O<s> 

P<s> 

es posible factorizar P<s> en o-factores y si P<s> tiene 

o-ralees distintas, entonces: 

Q(sl 
F<sl 

P(s) 
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Para evaluar Cj, multiplicamos ambos lados por es + ª/ 

n C Cs + a ) 

Pis> I: ' ) 

i. =t. 

evaluando ambos lados con s = -a, todos los términos de 
J 

la sumatoria san iguales a O, eMcepto el j-ésimo término; 

y se puede escribir: 

Q<a ) 
J 

P' <a.> 
J 

donde: 

P' Cs) 
PCsl 

<s + a.> 
J 
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