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1,- INTRODUCCION

La historia de las ecuaciones diferenciales comenzé en el
siglo XVII cuando Newton, Leibniz y los Bermoulli resolvieron
algunas ecuaciones diferenciales sencillas de primero y segundo
orden gue se presentaron en problemas de Geometria y Mecénica.
Estos primeros conocimientos, iniciados elrededor de 1690,
hicieron creer que las soluciones de todas las ecuaciones
diferenciales originadas en problemas. geométricos y fisicos
podrien expresarse por medio de funciones elementales del
cdlculo., Por ello gran parte de los primeros esfuerzos fueron
orientados al desarrollo de técnicas ingeniosas para resolver
ecuaciones diferenciales por medio de recursos sencillos como
son le edicidn, sustraccién, multiplicacién, divisién,composicién
e integracién, aplicadas ten sélo un nfmero finito de vecas
a las funciones ordinarias del c4lculo.

Los métodos especiales, tales como la separacibén de variables
y el empleo de factores integrantes, fueron ideados de manera
més o menos casual antes de fines del siglo XVII, Durante el
siglo XVIII, fueron desarrollados procedimientos m4s sistemdticos,
principalmente por Buler, Lagrange y laplace. Pronto se vié que
relativamente pocas ecuaciones diferenciales podian resolverse
con recursos elementales. Poco a poco, los matemdticos fuaron
dédndose cuenta que era vano empefio el intentar descubrir
métodos para resolver todas las ecuaciones diferenciales. in
lugar de ello, encontraron mis provechoso averiguar si una
ecuacidén diferencial dada tenia o no solucién a partir de la
misma ecuacidén diferencial. Con ello, los matemdticos empezaron
a considerar las ecuaciones diferenciales como fuentes de nuevas
funciones.
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A principios del siglec =X se desarrllé una Tase mpcrtante
de esa teoria, siguiendo una tendencias paralela a la da
conseguir un desarrollo més riguroso del cdlculo. En 1320,
Cauchy obtuvo el primer " Teorema de existencia " para las
ecuaciones diferenciales. Demostré cue toéa ecuacién de
primer orden de la forma y'=f(x,y) tiene solucibn, sienrre
que el segundo miembro, f(x,y) satisfaga ciertas condiciones
generales. Un ejemplo importante es la ecuacién de Ricatti,
y':P(x)y2+Q(x)y+R(x) , en la que P,Q y R son funciones dadas.
El tvabajo de Cauchy implica la existencia de una solucién
de la ecuacibén de Ricatti en cualquier intervalo abierto (-r,r)
en torno al origen, con tal que P,J y R admiten desarrollos
de serie de potencias en (-r,r). En 1841 José Liouville
(1809-1882) demostréd gque en algunos casos esa solucién no
puede obtenerse con medios elementales,

La experiencia ha puesto de manifiesto que es diffcil
obtener resultados de tipo general relativos a las soluciones
de las ecuaciones diferenciales, salvo para unos pocog tipos.

Fara la resolucién de las ecuaciohes diferenciales
lineales ordinarias con coeficientes variables y de orden
superior al primer orden, probablemente el método més efectivo
es el que se tasa en el uso de las series de potencias.

Este trabajo trata de mostrar un nuevo método de solucidn
para las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias con
coeficientes variables de segundo orden, donde los coeficientes
variables cumplen con ciertos requisitos. Este método se
fundamenta en la teorfia de los productos infinitos.

En el siguiente capitulo daré los conceptos bdsicos que
he considerado necesarios, con el objeto que la tesis sea
"autosuficiente", y para evitar incompatibilidad con
definiciones de otros autores.
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La tesis esta basada en .n proyecto proguesto por Hobert
G. Bartle en su libro "Yhe slements of Real Analysis". El
proyecto original que trata sobre el tema de los productos
infinitos, lo he desarrollado con la intencién de presentarlo
como une aplicacién, para la resolucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias con .coeficientes variables de segundo
orden de la forma y"+f(x)y=0 .

As{ mismo en el capitulo seis analizaremos un ejemplo de
ecuacidn diferencial lineal ordinaria con coeficientes
variables, la ecuacién de Bessel, de la forma

xzy"+xy'+(x2—p2)y=0

donde p es una constante no negativa. Esta ecuacibn se emplea
en problemas relativos a vibraciones de membranas, flujo de
calor en cilindros, y propagacibn de corrientes eléctricas

en conductores cilindricos.

S0lo me gueda agradecer por su labor docente y el haberme
inculcado, con el mejor de los propédsitos y disposicidn, el
buen gusto por las matemdticas a los sefiores profesores:

Ingeniero Rogelio Gil Mendez, Haeétro en ciencias, a3 los
matemdticos Javier Gémez Pelayo, Rafael Gutiérrez Cornejo
y Guillerme Uribe, y muy especialmente al ingeniero Eduardo
M. Ojeda Pefla, Maestro en ciencias y asesor principal de ests
tesis, por quien, gracias a su orientacién y valiosos consejos,
se hizo posible el presente trabajo.



2. CONCEPTOS EASICOS

2.1 Definicién de nimero complejo.

Si a y b son nimeros reales, el par {(a,b) se llama
nimero complejo, si la igualdad, la adicién y la multiplicacién
de pares se definen del modo siguiente:

a) Igualdad: (a,b)=(c,d)<=> a=c y b=d

b) Suma: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

¢) Multiplicacidn: (a,b)(c,d)=(ac-bd,ad+bc)

¥n las siguientes definiciones se utilizard la representacién
del complejo z=(a,b) en la forma de binomio a+hi donde el
nfinero i=N-1' o, en su forma de par ordenado, i=(0,1) .

2.2 Representacibn geométrica ,

Definicidn: Si z es un nlmero complejo de la forma z=x+iy
entonces z=r{cose+isend) donde r=u;2+y2 =|x+iyl se llama
médulo o valor absoluto y B=arc tan (x) si z0 o =T+
si x=0, se llama argumento de x+iy; xsi:ﬂees1T, 1o

llamaremos argumento principal.

2.3 Lxuvonencial compleja
Definicién: Si z=x+iy, definimos @% como el nimero
complejo dado por la ecuacién

€% =% (cosy+iseny)

2.4 liorma uniforme .

Definicidn: Si DeRP y r: D—R2 , se dice que es acotada
siempre que exista M0 tal que ||£(x)< M para todo xer.
Intonces se deduce que el niimero ”flID definido por medio

de
“fllD = Sup ["f(x)" : xeD} existe en R

Definicidn: 3i DERP | entonces la coleccibén de todas las
funciones acotadas en D a RY ge designa por medio de Bp (D).
Este resulta ser un espacio vectorial cuando Se definenqla
suma vectorial y la multiplicacidn de escalares(reales) por
vectores como sigue:

(f+g)(x)=Ff(x)+g(x) (ef)(x)=c f(x) para todo xeD



2,5 Funcién Entera

Definicidn: Una funcién F(z) es entera cuendo es
diferenciable sobre todo el g}ﬁno (z). Si P(z) es una funcién
entera 1o es también Q(z)=C y ésta es una funcién que no
se anula.

2.6 Sucesiones '
Definicidén: Si ScRP es cualquier conjunto, una sucesién

en S es una funcidn con dominio en el conjunto N= %1,2,3,...;

de nimeros naturales y cuyo contradominioc estd en S. Donde

su notacién funcional estéd dada por:

X: N ——> ScR¥
otras notaciones para sucesiones serian X:(Xn) o bien lxn}

sus elementos estdn representados por X(n):Xn .

Definicidn: Sea X=(Xn) una sucesién en R , se dice que
un elemento x de B® es un 1fmite de X si para cada vecindad
V de x hay un nimero natqral Kv sy tal que para todo nsz ’
X, pertenece a V. Si una sucesibn tiene limite se dice que
la sucesidén es convergente. Si una sucesidén no tiene linite
gse dice que es divergente.

La notacidn Kv se usa para indicar gue la eleccién de X
depen:derd de la vecindad V.

Teorema: Sea X=(X ) una sucesién en RP. Un elenmento x de
RP es un 1fmite de X si y sélo si para cada€ O hay un
mimero natural K{(&) tael que para todo nzK{e), HXn-x" 4C ,

La demosiracién de este'teorema se encuentra en el libro
de Robert G. Bartle titulado "The elements of Real Analysis".

Definicibn: Sea (fn) una sucesién de funciones en DERP
a R% , Sea D0 vn subconjunto de D y sea £ una funcifn con un
dominio que contiene g Do y contradominio en % . Se dice
gque la sucesidn (fn) converge en D a f si , para ceda x en
D, la sucesidn (fn(x)) converge en R% a f(x). En este cazo a
la funcién f se le llama el limite en D, de la sucesién (fn).
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Definicién: Una suces:én (f;) de funciones en DsEY a RY
converge uniformemente en un subconjunto D0 de D a una
funcidén f cuando para cada € >0 hay un nimero natural K(¢)
(depende solo de&no de xe€D_) tal que para todo n3Z(e) y
x€D "f (%) f(x)“<€ enoeste caso e dice que la sucesidn

o
es uniformemen’ce convergente en Do .

Criterio de Cauchy para convergencia uniforme.

Sea (fn) una sucesién de funciodnes en B_ (D). Entonces,
hey una funcién feB_ (D) a la cual (f } converge uniforuenente
en D si y s6lo si para cada¢y0 hay un nimero natural ¥(e)
tal gue para todos m,n3i(e) , "fm-fn" p%€ -

247 Series
Definicidn: Si X=()§)) es una sucesién en RPY, entonces 1z
serie infinita gue genera X es la sucesién S=(Sl') definida

por S1=X1, 52_a1+X2_X1+X,) yeoerS =8 1+}L —-}’ +X +X +...+Xk,...

El ndmero Sk es la suma parcial k-&sima de la serie y
xk es el término k-ésimo de la serie. Se dice que la serie
es convergente o divergente seglin que SSk} sea convergente
o divergente respectivamente.

Para designar la serie infinita se usan los siguientes

simbolos:
o0

EHEtes 4K +euey ;‘Lk
Definiciér.l.: ‘
a) La serie E-.Xk se dice'que converge a la suma § si E{L'IE 8,5
donde Sn= g}{k « En este caso escribimos “ZX =3 .

b) La serie gxk se dice gue diverge, si L.’Lm S, no existe;
en este caso escribimos Zxk no existe.

Criterio d_:a Cauchy para series.

La serie :;_'xn en RP converge si ¥y 88lo si para cuzda nimerc
€>0 hay un nimero natural M(¢) tal que si mynyM(e), entonces
s -5 Il = “xn+1+xn+2+xn+3+. x| e



Definicidn: Sea X=(Xn) una sucesién en RP. Se dice que
1p serie ix_ es absolutamente convergente si la serie
‘Zﬂllxnues convergente en R. 3e dice nue una serie esg
condicionalmente convergente si es convergente pero no
gba3olutamente convergente,

Definicién: Si (f ) es una sucesién de funciones delinidas
en un subconjunto D de R® con valores en Rq la sucesifn de
sumas parciales (S } de la serie 1nf1n1ta Zf estéd defirida
para x en D por medlo de

51(x)=f1(x), Sn+1(x)=3n(x)+ n+1

En caso de que la sucesidn (Sn) converja en D a una funeién
f, se dice que la serie infinita de funciones ;fn converge
1}
a f en D.

(x) para n=1,2,3yes

Criterio de Cauchy para series infinitas de funciones.

Sea (fnz, una sucesién de funciones de DeRP a RY, 1a serie
infinita é.fn es uniformemente convergente en D si y sélo
si para todo €»0 existe un M(¢) tal que si mymyM{€) entonces

"fn + f.n+1 Foeet fm" D <e



-3, PRODUCTOS INFIHILOS

3.1 Concepto. Sea U,,Ujy... una sucesién de ntimeros complejos,
entonces se entenderd por pgoducto infinito una expresién

de la forma U,.U,.Useee = uuk

La expresién Pn , definida por Pn=£[‘Uk= U1 Upeoliy
para n=1,2,«.e s llamado n-8simo producto parcial asociado

al producto infinito.

3«2 Convergencia.

- Definicién: Se dice gque el producto infinitoﬁU converge
a un valor no cero P si la sucesién (Pn) converge al valor
P#0 y decimos que P es el valor del producto. De otra maneras
ge dice que el producto diverge o es divergente.

A continuacién se darid una condicién necesaria paras la
convergencia de un producto infinito,
-

Teorema: Si J‘:“Unﬂ’ converge entonces “I_Jg'..xg Un=1

Demostracibn: Si el producto converge a P#0 entonces

R
1=p= #1087, - Lin ( a \= un Uil = Lim U,
P Ny ~»ad
Wil ned N 11 "k
1 3}

El teorema anterior puede reacomodarse como sigue, 8i

f;‘,(“an) converge entonces *_1:111. a,=0

El teorema anterior mostrd una condicién necesaria més
no suficiente; fgmo lo demuestra el siguiente ejemplo:

El producto 11 (1+]_) diverge, pues
sl o

Bty flel G-t -

k2

¥ Lé.’%o?n Lim n+1- no exlste.

Ko onstante, 1‘[(1 +. é+ an)

v, Un a; = Lin 1 =0



A continuacidn se most.~i'd una condicién necesaric
suficiente para la convergeuncia de productos infinites y
la de serie infinita.

Teorema: El precducto TT(1+an) con factores cero eliminadoes
converge si y sélo si la serie 2 Log (1 +8 ) converge.

ne|
Demostracidn: Se supone que el producto Il(ﬂan) con
factores cero eliminados converge al valor P40 , entonces
el neésimo producto parcial

ha)

P = u(uak) satisface Lim P =PA0 y P 40 n=1,2,...
Esto implica gque Lim'P | = |pl>0 ¥ L{m Arg P = Arg P

ademds se sabe que Arg P = Arg [Ar@ﬂk;k iArg (1+ak) +21TUn

donde U es un entero apropiadamente escoglido y n=1,2,34e4¢s
puesto que Arg P —Arg P ,entonces existe un entero N0
tal gue IILr'g neq~ Are P |<1T Nyl {criterio de Cauchy
para sucesiones)

Pero | g P4 Arg P#l: \ZArg (1+ak) - iArg Q+ak) +2’ﬁ(Un+1-Un)l

'Arg 1+an+1) * 21T(U.+1 )|

% e n+1-Un| - \A:‘gé+anﬂ)|

(por desigualdad tridngular)

\Arg P~ ATE Pn‘?/ m\UnH"Un‘ - pués lArg z‘é'ﬁ

Ahora
ZN‘UnH

—Un\ - 41 entonces \Un+1"Un‘ <1, N N

puestc que los U son enteros esto implica que U U

constante Vn)h, asi U —sU

entonces “L_&n zAx‘g (1+ak) ="I::_fgn [Arg (Pn) - Z[TUn]
=~\I-'§E Arg Pn - Zfrln:in; Un

Arg P - AU

v

It

n

donde V es constante
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puesto yue O(‘Pn‘_—-—)IPI)O por continuidad de Log gz,
sobre el eje real (positivo) tenemos que

Log IPnl —sLog|P|

Log lﬁ@mﬂ'
Log 1:‘”ﬁ+ak“ = g‘Log {1+a, |
1] =
as{ se tiene las siguientes sucesiones de nimeros reales,
wn= g‘Log IHak‘ y vn= g'.u‘g (1“515)

conversen en log 1limites respectivamente W y V por consiguiente
la sucesién Sn = Wn + iVn por lo tanto converge al limite

i}

pero Log Pn

1

S= W + iV , pero
n
i‘Logl‘Hak‘ + 4 Z‘Arg, (1+ak)
Z[I.rog|1+ak| +1i Arg (l+ak)]

= %'Log (1+a, n=1,2,3y 00
Asf la serie g_‘Log (1+a) converge

(&) Ahora se supone que fLog (1+an) converge, dijamos al
valor 5. Hsto implica que las series ooz [1+a d gArg (+a )
converyen, digamos a los lfmites reales Wy V respectlvanente,

= Z‘Log fr+ay | V.= gArg Q+ak)

Sy= Wn + iVn = Zhg (1+ak) N=19253y 000
Asf W, ——yW y V ——V , 8 ——a8=W+ iV

dado que

= Log 'ﬂﬂ"'ak\l Logl i n=1,2,3,..,. donde F =ﬁ6+ak)

tamblén V,= arg 6+uk) = Arg B+ ZﬁU para un entero

Un escogido apropladamente n-1 2 3,... por 00nt1nu1dad de

la funcién exponencial, tenemos

S
€" = exp S= exp( 'I‘,‘i'x‘x.l’ Sn) = Lim exp S,

MN=p O

Lim exp (W + 1 Vn)
N=Prd

1
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S_ .. ]..., . . s e
(e Lim Sexp [;og IP | P [i arg ¥, + i Ln]}
= Lim [\P | exp (1 Arg F “ = I'_i,m., P
puesto que exp z #0 Vz e @entonce exn S #0
dejando que P= exp % , tenemos que Lim P =P #0 as{ el
producto (|+an) converge, el teorema queda establecido.
N
3.3 Convergencia absoluta.
Definicibén: El producto infinito ’T(1+ar) se dice gue es
gbsolutamente convergente si y s6lo si la serie ?’Log (1+an)
es absolutamente convergente.

L d
Yeorema: ELl producto infinito r|T6+ax) con factores cero
eliminados es absoJutamente convergente si y sélo si la secrie
Z(an) es absolutanente convergente.
'ﬂ:‘

Demostracibn: Sin pérdide de generalizacién podeaos sugorer
yue los factores iguales a uno han sido también eliminados
del producto.

La convergencia absoluta del producto implicq su corvergencia
lo cual implice an—>0 « De la misma manera la convergercia
absolvta de la serie implica su convergencia lo cuwal implica
a,—>0 .

Para I suficientemente grande, decimos que para todo ndN
lan l(% por lo tanto paras cada ‘n>N tenemos

ac
Log (1+an),-= Z(-'1 gk

Kz
a, [ £+

o1

ccnsecuentementeVndN veremos que

\Log (a) ‘ - I "‘:(_1)kank’

an X+

-

£ Lo < Tk (™

Asi VmpN lLOE;(Han)- anl < ay|
2



conseclientemente

‘Log (|+an)

Log fi +
10 g G an)

—lan|<f2_r_J v [en]- <Ll

por consiguiente
%lanl < lLog a+an)| < %'an| ¥nsK |

o0
Ahiora se supone gue el producto Héwn) es absolutanente
convergente entonces por la nginicién de convercencia gbsoluts
de este capitulo, la serie ;lLog Q+an) es gbsoluta.ente
- A L4
convergente, auemai _;_lanktLog (}+an“ Yo >N
entorces la serie ijan es absolutamente convergente por lo

tanto la serie ia:l también lo es,

nay
=) Inversamente, supbngese que la serie es gbsolutanento
convergente. .
oo Aderds  {Log 6+an)l <%|an| y esto implica que la serie
TmLog 1+an\ es absolutafente converg?nte or la definicién
antes mencionada por lo tanto el producton__'dwn) tambiérn
lo es.

431 el teorema gueda establecido.,

3e4 Productos infinitos de funciones,

Definicidn: Sea(F Juna sucesidn de furciones definida en
un dominio De €. E1 producto infinitoﬂléw‘n’ se dice aue
converge uniformemente a la funcidn F en D si la gucesidn
(Pn) de productos parcisles definidos por Pn(z)=ﬁ‘6’+Fk(z)
converge uniformemente a la funcién F en D.

Teorema: Suponiendoc que (Fn) es una sucegjifn de funciones
analfticas en un dominio D€ £, ¥y la serie E‘Log 6+Fn) es
uriformemente convergg‘nte en cada conjunto compacto ReD,
entonces el producto HQ+Fn) converge uniformemente a vne
funcién F, donde F es analitica y F(z)#0 ¥z ¢R para caca
conjunto compacto Rc D,
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Prueba: Dados Gn(z)= i"-og (1+Fk(z)\ » By (z)= ﬁ&u {(z)
LT

Knil

gse han detinido en aliin conjunio compacto RcD .

Entonces Gn(z)———’)(}(z) ¥z €R y por el segundo teoreas
de convergencie de este capitulo (Fn(z))converge (puntualnente)
a algtin F(z) en k . '

En la prueba del teorema antes mencionado se vié que

Flz)= Iin F (z)= exp [ iy G (z)] 6la)
N—poo Il N300 1N
por lo tanto F es analitica en R, 'si G es analitica en R,
ahora la sucesidén (Gn) converge al menos uniformemente a la
funcién G en T .

En particular lG ) converge (puntualmente) a & en D, de
esta manera Log (1+F ))-—-—-70 Nz €D ; esto implica F, (z)—>0
¥z eD, asi, dado &)0 existe un entero positivo N DO tal que
an z)l«,‘ Vney¥ , zeD, esto implica lR[Fn(zz.uét‘ por 1o tanto

{1 + 2 [Fn(z)]} »1-¢ >l , zeD
consecuentemente, para un ¢ suficientemente pequeiio, € &1 ,

benemos (1 + R [Fn(z)]} >0 YnuyN, zed
por consiguiente (1+Fn) no aswme valores reales no positivos
¥nsN, z€D . .
4demds, por la convergencia de G, en R, Fn(z)#-1 Nz ¢ X
n=1,2,34++s ¥ por la hiubtesis }s‘n es una sucesién de funciones
analiticas en D, entonces Log [1+Fn] es analftica en R Nn>H .
Entonces se puede concluir que G es analftica en R. Asd
P es analitica en R, como se habia anticipado. Ademds

F(z)= eG(Z) Yz eRr
lo gue muestra gue F(z)40 Nz e R
Kesta probar que (Fn) converze a F uniformemente en i.
Definamos xd_"zm {\F(z)l >0£ s ¥ sea dado un ¢ , tal e
0ce¢ll, por la convergencia uniforme en X de la sucesidn ( )
existe un entero positivo N1~N(£) tal que

,zLogﬁ+r ]l(____i 1 Vn>1\'1,ée!a

Kena\ 2
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Por consiguiente

'ee(z) ) Gn(z),
IE?G(Z)‘- ,1 -ean(z)—G(z)l |
lemzw_h.$m[i-Mg6wﬁzﬂ’

< uleg) (afse (e |

1 + & J__‘*'n‘o

=-g—|1+_%f§!—a i3
<__§2___'1 +%+(i)+-0-|

lr(2)-5 (=)

i

]

=_%_.2= € Nnph, zeR

Zuesto gque N es independiente de z € R, la sucesién (Fn)
converge uniformemente a F en el conjunto compacto R. Puesto
gue R es un subconjunto compacto arbitrario de D, el teorera
quecta establecido.

Con los teoremas anteriores se ha venido preparando la
base para el sipuiente teorema el cual nos permitird hallar
represer.taciones infinitas de producto de funciones arbitrarias
con infinidad de ceros(conocidos).

Teorema (WwIgiiSTRASS)

Seauun entero no negativo y (An)una sucesibn no acotada
tal que !Anl es una sucesién no decreciente de nimeros positivos.
Entonces existe una funcidn (F)entera con un cero en z=0 de
orden 4.y ceros en z=.§n y n=1,2,3,...(posiblemente de ordern
miltiple). Si

P iz)= N=142,3y 000

zk
K=lk:pﬁlx

define una sucesidn (Pn)de funciones polinosiales, entonces

&1 producto e P (z)
(- #T[f - 2)e™”
mn=) An

ez una funcién entera que satisface 1os requerimientos de
arriba.



Demostracién.
Se considera la sucesién F, definida por

R (2)= z“ﬁé _ —f;;)ePk(Z)

Ks |

n=1,2,3,..-

Claramente cada ¥, es una funcibn entera; avn mas , tiene
un caro z=0 de orden sy ceros en los puntos z:AK k=1y25000
(posiblemente de multiplicidad mayor que cero).

Primero se mostrard gque la sucesi&n(Fn) es uniformemente
convergente en cada subconjunto compacto de @.

Sea i )0 , entonces puesto que lAn| es una sucesidén no
acotada, no decreciente de nfimeros positivos, existe un
entero positivo N=N(M) tal que

|An|>2M Vn)N entonces si n9N y lzl(M

Fn(z)= FN(z)ﬁﬂb_ —%1:—) ePk(Z)

= FN(z) exp}ifbog (1-_Z_)+ Pk(ZSl}

) Ax
Podenmos expander cada término logaritmico en una serie de-
potencias

vaque {z =1zl o, M = 1 =41, K42y 00
4 e

Llamemos o=y i
Log(] - _z._): - Z_@Lq,‘) =N+, 042, o 0e
Ak KT J

Usando la detinicién de P (z) , vemos que si |zl

-]

-5 s

Jony d

i

Log (1 - __%;)4- Pk(z)

n
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por do tanto
— J
‘Log ( - ._Z_) + P (2)| £ lz(_&l
A TR J.
<Y @) = (BF w2, .

Kbt
gse sizue que para 2z M, n=lI+1,8+2,...

i'Log é - ___z‘q_)-r P, (z) <Z“Log (1 - __%__)+ lfic(Z)

KeNH ¢ ) k
<P (3= ¥ < 1
Kangl

Asi por la prueba M de Weierstrass para series de funciones,

13 sucesién Sn(z,N) definida por
Sn(z,r-')= i[Log (1 - _Z ) + Pk(z)]
[T AL’.

converge uniformenente en el disco I%ﬁ lzj¢¥ v consecuentenente
en todo suhconjunto de %w a la funcién

8(z,5)= ;E‘og (1 - "}%‘) + Pk(zi

ror ic tanto la sucesidn (Sn(z,N)) converge vniforme.ente
a 8{(z,8) en D‘ .

4kora Emg 6 - _g_) + Pk(zq es claracente arnalitica

by
er D, , para k=fi+1,N+2,,.. donde lzk'MdAk[, asi (1.. _z_)
<

no puede ser un nimero real no negativo, entonces S(z,HN)
es analitica en D, o Como la funcidén exvonencial e: entera ,
se sigue gue exp S(z,Nﬂ es analitica en q, . Asi vemos qyue
.F(z)zvaiﬁan(z)= FN(z)-exp [S(Z,Nﬂ es analitica en D, .
Tuesto que M es arbitraria, permitiendo que 7 sea aurentada
sin Limite ( esto es M—»ee) lg sucesidn (Fn) se ve gque ey
uriformemente convergente a F en cadg subconjunto compacto
de Qr. Puesto que F es analitica en d?, esto . -es , entera co-

los propios ceros como se requiere la hipbtesis. Esto establece
el teorema.



4.‘ECUACIONES CIFERENCIALES LINEALES DE ORIEN DO3

Bate trabajo se enfoca exclusivamente al estudio de las
ecuaciones difcrenciales lineales de orden dos, con coelicientes
variagbles. A continuacidn se estudiarin dos resultados
extraordinariamente valiosos que describen el couwportamiento
de los ceros de soluciones de ecuaciones Qlferenc1ales lineales
homogéneas de segundo orden.

Teorema Ge separacidén de Sturm:.
51 Y1 y Y2 son soluciones linealmente independientes de
la ecumcidn homogénea de segundo orden
ay(x) Y + aq(x) Y* +ay(x) Y =0
en un intervalo I en que a, no se anula, entonces 1.0s ceros

de Y1 ¥y Y2 se alternan en I.

Demostracién:

Seai ay b €1 (a<b)taesqueygayx( b)=0 , y Y,#0
para a <X ¢b , debenos demostrar gue existe exactamente un
punto ¢ entre a y b tal que Y1(c)=0 como se ilusira en la
siguiente figura: .

Y, Yéx)

-3 c\L i\\~

- Couo Y1 y Y, son soluciones linealmente indenendienﬁes,
su wronsitiano nunca sz anula en 1. Luego la coms tante en la
fériula de Abel ( W [Y O(Xi] —KE#E ea distinta de cero,
v [Y Yq(x‘] =1, (x) Y’(x) - _2(7) Y (t) tiene el
qismo signo al;ebralco en toaos los luntos de I. adexds .ns
fm*ores del wronskiano en x=a y x=b son respectivaaente
¥, (a) Y a) y ¥, (x) Yz(b) por lo teuto Y,(a a),1 Z(a),-1{h),Y;(l)
son todos diferentes de cero. Pero como a y b son ceros
sucesivos de Y2 y la derivada de Y2 deve tener signos opaiesto:
en a y b .
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Inego Y1(a) y Y1(b) tienon signos opuestos y de ello se
sigue que Y1(c)=0 para cuando menos un punto ¢ entre a y b .

Para terminar la demostracidn invertimos los papeles de
Y1 y Y2 en el anterior razonamiento y concluimos que Y2
tiene gl menos un cero entre cada par ceros sucesivos de Y1
en I. )

A continuacién trataremos con un resultadd importante
para determinar el ndmerc de ceros de una solucién.

Teorema de comparacién de Sturm.

Sean Y1 N Y2 , respectivamente soluciones no triviales
de las ecuaciones diferenciales

' Y+ Po(x) Y =0 y Y"+ Py(x) ¥ =0

en un intervalo I, y supongamos que P1(x):>P2(x) en todos
los puntos de I. Entonces, entre dos ceros cualesguiera de
YZ hay &l menos un cero de Y1.

Demostracibn:

Sean a y b ceros adyacentes de Y2 y con adb , ¥ supdngase
gue Y1 no se anula en el intervaloc (a,b) , como los cercs
de una funcién Y son los mismos que los de ~-Y, Se puede
suponer que Y1 y Y2 gon ambas positivas en todo (a,b).
Haciendo el razonamiento como el de la prueba pasada se
tiene

W(a)=Y(a) Yy(a)20 , W(b)= ¥,(b) Yy(b)$0O

pero oW [Y1(x),Y2(xﬂ g;[ Y (X)-Y (x) Y1(xﬂ
T8 Y (x) - Y p(x) Y Mx)
=-Y1(x P (x) Yz(x) +Y2(X) P1(X) Y1(x)

= ¥, (x): T,(x) [2,(x) - Pz(x)]> 0

Y, (x
x)
)
)

Se concluye de que el wronskiano de ¥, y ¥, es una funcibn
creciente en (a,b) . BEsto, contradice la suposicién de que
Y1 no se anula en el intervalo (a,b) .

A continuacién de dardn algunos resultados que son consecuencis
de los teoremas de Sturm.
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"Ejercicio 1: Demostrar gue Sen K1x tiene al menos un
cero entre dos ceros cualesquiera de Sen sz , Siempre que

K 75,70
Demostracidn:
Si K1)K2>0 entonces K12> K22 entonces las ecuaciones
diferenciales
T K12 Y =0 y T+ K% ¥ =0

tienen como soluciones a Sen K1x y Sen Kax respectivamente.
Si tomamos K12= P1(x) y K22=P2(x) en la hipbtesis del
teorema de comparacién de Stuim, entonces se cumple lo que
pide el ejercicio.

Ejercicio 2: Teda solucién de la ecuacibén Y"+ xY =0
tiene infinidad de ceros en (0,ee)

Demostracidén: Sin pérdidas de generalidad tomaremos un
valor 120 arbitrariamente pequefio de tal manera que xHPM
para todo xe E&,OO) y congtruyamos la ecuacién diferencial
Y"+1Y=0 donde se sabe que su solucién SenVI'x tiene un
n@nero infinito de ceros.

Ahora se aplica el teorema de comparacidn a las ecuaciones

Y +xY=0 y Y"+HY=0 '
tomnando P1(x)=x , Pe(x)=M por lo tanto se concluye gue la
gsolucibén S(x) de Y" +xY =0 tiene al menos un cero entre
dos ceros cualesquiera de Sen¥il’ x , esto deduce que 3(x)
tiene vn nfmero infinito de -eeros en el intervalo [M,GO).

Ahora demostraremos otro ejercicio un poco mnds general
que el anterior.

Ejercicio 3: Sea f continua en (0,00) , y supongamos que

£(x)2€90 para todo x> 0 . Entonces toda solueidn de

Y + £(x) Y =0
tiene infinidad de. ceros en (0,0°)
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. Demostracidn:

Tenemos la ecuacidén Y"+&7Y =0 gque tiene como solueién
a la funcifn Sen¥€x ,que tiene infinidad de ceros para todo
x €(0,00), ahora se construird una particibén infinita
I, UI, U ... UL U ...=(0,00) de tal manera que SenNE'x
se anule dos veces.

Utilizando la hip6tesis de que £(x)% ¢ con E, (x)=Ff(x) ¥
P (x)-e para cada intervalo I y el teorema de comparaca.én
de Sturm deducimos que entre dos ceros de Senr\x y hay al
menos un cero de Y{x) s pero como oenrx tiene un ndmero
infinito de ceros en (0,®), concluimos gque Y(x) tiene un
némero infinito de ceros en (0,00).

Como consecuencis inmediata del ejercicio anterior, se
enunciard el siguiente resultado como un lema.

Lema 1: Sea f continua en (- e0,s0) , supongamos gue f(x) >0
para todo x ¢R entonces toda solucién de

Y o+ f(x) ¥ =0
tiene infinidad de ceros-en ¢ oo ,a0).
Demostracidn: Construiremos una particién de (- oo ,e) como
en el ejercicio anterior de tal manera que para todo intervalo
1, se cumpla el teorema de comparacién de Sturm.

Lema 2: Sea ao(x) continua en (0,%) y supongamos que
existen nimeros positivos b,B tales que b2 (x) ¢ B2 para
todo x >0 , entonces toda soluc16n no trlvn.al de

Yy ao(x) Y=0

tiene infinidad de ceros en (Q,%0), y la distancia”d”entre
ceros sucesivos puede estimarse como

i‘f_edé_TEL
B -
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Demostracibn:

Por el Lema 1 la solucién tiene infinidad de ceros en
(0y00) , faltaria por demostrar la estimacibén de la distancia
entre los ceros sucesivos.

I parte

Se supone que d>‘1}" = d= '1'-51 +& &£20

por lo tanto la distancia di entre los ceros sucesivos
S, ¥ 8;,, dela solucién de la ecuacién Y'"+ a (x)Y=0 , se
puede representar d,= 7 +&  1=1,243,... donde £>0

b

adends los ceros Si i=2,3,4,... pueden representarse por

’

5.=8, +di de tal manera que

S
§,=5, + d,= 8, +¥L+€,

5.=S +d=82+f_|_+é‘,'=s1+2ﬂ +& + €
b T

§n=s1 +(n~1) _WT+Q + €1+an+€-|

este procedimiento se seguiria hasta encontrar un n=N
suficientemente grande para concluir que S,+& +&+,. .18 >1T
1 N T

asi{ tendriamos gue SN=(N-1-) ’I'T+ S48 + &k 4> N1Y
o T

1
pero el cero SN debe pertenecer a UN-12|, Nﬂ') , eato

guiere decir que entre dos ceros de b lg b ecuacién

T"+ b2 Y=0 no habria ninglin cero de la solucidn de la ecuacién
T+ ao(x)Y=O » 1o cual contradice el teorema de comparacién
de Sturm, por lo tanto dg_'];_r_

iI parte

i
[=1

Ahora se supone gue _j:l_ ¢ =11 -¢
: 5 7 '—"7"3"
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por lo tanto la distanciu di entre los ceros sucesivos

S, v 84,4 dela solucibn de la ecuacién Y" + a (x)¥=0 ,

se puede representar como d = T -¢ i=1,2y+.. donde& SO
B

ademgs 1los ceros Si rara i=2,3,... pueden representarse

por si:Si-1 + di

5,=3,

Sp=8,+dy = S+ _’%_ - &

Sy=8,tdy = 5,4 dy+dy = 8, + 2 j%__ -8 -8

Sn=s1+!n_1)ﬂ - 8|.. 6'1_—. . o-eﬂ-l

gi continuamos este procedimiento se encontrard un n=H lo
suficientemente zrande tal que

€|+€L+-|u €>S1 S_'-e.—f-‘—-.--e".'(O

= 5 <_§N-1)1T » pero la asolucidn Sy deve pertenecer a
‘ E

((N—QT1 ’ kL ) , esto quiere decir que entre dos cevos
3B B
de la solucién de la ecuacién I¥" + B2
cero de la solucibén de lg -ecuacién Y" + ao(x)Y=0 s lo cual
contradice el tecrema de comparacidén de Sturm , por 1o tanto
oy .
i1 <4 .
E

Y=0 no habhria ninin

Asi gueda establecido el Lema 2 .



5. TEOREMA 2

En este teorema se establece que las soluciones de
ecuaciones diferenciales de la forma Y" + P{x)" ¥=0 pueden
‘ger representadas como productos infinitos ademis proporcionard
una manera de como aproximar los ceros de las soluciones
antes mencionadas. :

Teorema %t Seas P(x) continua en (0, ) y supongamos que
existen nimeros positivos b,B tales que %< P(x) ¢ B° para
tode x »0 entonces la solucidn de la ecuacién diferencial
™ 4 P(x) Y=0 puede ser representada por el praducto
infinito )

Y(x)= X“ﬁc- "'XE;)C}I;(X) x e (0, -05

hg]
" donde Pn(x)= }E X" n=1,2,3,.00 an20
K=t '

:sé =

y A1,A2,A3,... es una sucesidn no acotada de ceros de la
solucibn ademés la distancia entre ellgs se puede estimar

de la siguiente manera .
g <d ¢ 11
b

Deroutracidén: La prueba de este teorema ya se¢ ha desarrollado
en partes en los capitulos anteriores. -

Por el Lema 2 del capituld anterior se deduce que la
solucibn tiene un nimero infinito de ceros A1,A2,A3;...
en (0,%) y que la distancia entre ellos se estima por

M <cael
BT o
Los ceros A1,A2,A3,... forma una sucesién no decreciente

de mimerus positivos de agul por el teorema de WEIERSTRASS
parg productos infinitos se cumple el resto del teorema.
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6. ANALISIS DE LA ECUACION DE EESSEL

En este capitulo se analizard el comportamiento de los
ceros de la solucién de la ecuacibn diferencial de Bessel
de la forma sz"+xY'+(x2—P2)Y=O donde P es nimero real no
negativo, ge conoce como la ecuacién de Bessel fe orden P.
Es una de las ecuaciones diferenciales mds importantes de
la fi{sica matemdtica, y se estudia con algin detalle en
este casitulo.

Se empezard por eliminar el término en gue aparece Y' ,
Esto puede hacerse con el cambio de variable Y=u/N¥® ,.que
transforma 2 2 2

XYY ' +(x°=P°)¥=0 " em
u'+ F(x)u=0 donde F{x)= Q+ 1-4P2)'
4x2
sin perturbar los ceros de su solucién.

Se veré algunos casos para el valor de P , que significa
la multiplicidad del cero de la solucidn en x=0 .

Caso I P=0 entonces P(x)= (1 + 1 ) que es
. 4x2
continua en (0,00) y ademds F(x) es acotada de tal manera
que exicten cantidades b,B +tal que bgf}i‘(x)f B2 xele,o) €50
Con las consideraciones anteriores podemos aplicar el

teorema 7 y deduvcimos gue la solucién tiene infinidad de
ceros A Ay, .+e como P=0 entonces s4=0 y ademds la solucién
puede ser representada por

up(x)= x ﬁ An) GP(X) x € (0,°)

-n:l

Se observa que F(x) es decreciente,’



9i =e conoce como valor inicial a A, ¥ ubicando la
hipbtesis del teorema'Z’pera el intervalo (A,,ee) y también
el hecho de que F(x) —> 1 cuando x—» oo, entonces se

toma b2=1 y Bz= 1+ 1 s, de tal manera gque
T2
44
1
b2 € F(x) € B° x¢ [Ay o)
1 & F(x) €1+ _1
e

1

Ahors estimaremos la distancia entre A1 y el A2 de 1a
siguiente manera.

rhl

N <a < AT i~ + 1

fg_ 'S ~ 2 % 13
'B2=‘] + 1 = 4A§+1 -—-—) B= 44.&'2;1

4A1 4A1 1

=>1=_24 , vP=1 =y b=1 =.a= O 24 +1
% Q4A21+1 ‘ 2 Q4A15+1 ¥

De estd manera se podrd estimar A, a rartir de A1

A2=A1 + d

A2=A1 + ﬂl 24 + 1
2
q4A$+1

El1 procedimiento anterior se puede generalizar para
An ¥ An+1 entonces obtenemos

Bppq=hy + ’ﬂ' 24 +1> xe [a,, 00)
Q4A§+1

por eaemglo si A =2.4

A=2.4 + 91 2§24§ +1 erAl,oo)
4(244)+1 '

A,=5.575319048
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P=1 , entonces la ecuacibén resulta de la forma

u" 4+ (1-_4%)11:0

Se obsrva que existe un x=x0)0 tal que

Caso

F(x) = (1- _LE S0 en [xyy eo)
4x
También se deduce gque F(x) es continua,creciente y ademés
acotada en [x , ) pues P(x) =31 cuando x—veo ,
Como F(x) es creciente y F(x) <1 opara [xo,oo) entonces
existen b= (1- _1__) y B2  tal que

4x§

De igual manera que para el caso anterior se cunple con
la hipébtesis del teorema”? ', por lo tanto la solucibén a la

ecuacibén diferencial u" + ( - 3 )u =0 +tiene la forma
4x

u_=xP -_%_ B como p=1 entonces
= ) e
) ha! .
U, =X 1 -_%_ Ba donde P {x)= x*
= 1 ( £) € S

con ceros A1,A2,A3,...
Ahora se estimard la distancia entre los ceros sucesivos

A1 b4 AZ « Se tiene gue 32=1 =3 B=1 :% =1 , también
b2= - _}__ = 4A2-— b= '4A| —5 % = 24
2 2 - 2A
4A1 4A1 1 4A1 -3

Entonces de de'iT 1 + %) gse tiene que
. N B
1]

dc_é__é +T2A5_‘) A2=A1+4_g_ (1+ 24
,“ -3 41\.1-3

1



a7

Generalizando para An y An+1 se tiene
2
An+1=An+J'g.(1 )
141\3-3

Por ejemplo: Si se conoce ;1=3.8 entonces

A2= 3.8 + oo+ _2(3.8
= GG
Ay= 64900255908

Caso F» los resultados que se obtendrdn son similares
a los obtenidos para P=1, por lo tanto la funcién

2 .
F(x)= (1 + 1-4F ) es creciente
Ix*

Aderds existe un valor x, tal que Mx)20 =x¢€ [xo, )
y existen valores b,B 20 tal que b2 £P(x)&B% dichos
valores se tomaran de la siguiente nanera

b= 1 + 1-42% vy B2

4xo

entonces d A ‘]l (1 + 2x )
q4x02 +1-4'P2

Los ceros de la solucién U, de la ecuacibn diferencial
u" + F(x)u=0 , se pueden aproximar con la relacién siguiente

%H: A+ Y 1+ 24 -
noogT \r'&' AT
4Aﬂ+1-4P
donde la solucidén de la ecuccidn diferencial es de la forma
00

up=x1) ‘n"c _ —Z‘—)CPn(X)

n:i An
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T+ CONCLUSIONES

La técnica més usada para resolver las ecuaciones
diferenciales de la forma Y%+ P(x)Y¥=0 con coeficientes
variables es la utilizacién de las series de potencias, En
este trabajo se desarrolld una menera diferente de representar
las soluciones de las ecuaciones antes mencionadas. Se planted
la problemitica de gue si una funcibn con un ndmero infinito
de ceros, se podia representar como -un producto infinito.
Después resolviendo la ecuacibn diferencial YW+P(x)Y=0 se
obtuvo la informacidén necesaria de las soluciones acerca del
comportamiento de sus ceros en un intervalo determinado.

De la combinacién temdtica de los productos infinitos,
teorema de WEIBRSTRASS , con la de la resolucibén de ecuaciones
diferenciales de la forma Y™+P(x)Y¥=0, se obtuvo un resultado
" que se planted en forma de teorema al cual se le denominé
como el teorema "Z" . Para dar una aplicacién de este teorens,
se analizé la ecuacién diferencial de BESSEL x2YVx¥'+(x°=P?)Y=0
de orden P , .

Con el apoyo y uso de los equirpos electrénicos modernos
seréd posible obtener buenas aproximaciones a las soluciones
de las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias con
coeficientes variables de segundo orden, -
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