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El objeto de éste trabajo es
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tipo es un

1898 . E1

a)

b)

En el caso
encontrada

coma campo

INTRODUCCION
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r 1 ) 1

oy oewe 4o M B Y o ses 4 ¥

y 5 ¥ n para los que existe
problema interesante propuesto por A,

sugirio las cuestiones siguientes 3

Pados s y n encontrar el maximo valor de

Dados 1~ y 5 encontrar el minimo valar de

gspecial en que s =n ,  la solucidn al
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n .
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Cil an
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independientemente por  Huewitz €21 y Radon [3] téniendb,

de .coeficientes los

reales, respectivamente.

El maximo valor de r se obtiene como sigue: Sea n

en donde

b3 .

numeros complejos y

los

da+h
=2

nameros

(2k+1)
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La expresion r = Qi(n) = Ba + 2 , determina el maximo valor de r.

La expresidn 0O (n) _se conoce como la funcidn de Hurwitz—Radon .

Reciéntemente J. Adem [4] y D. B. Shapiro {141 han generalizado
estos resultados para cualquier campo F de caracteristica diferente

de 2.

Eate trabajo contiene la deseripcion del problema generalizado y la
prugba del teorema pripcipal de Hurwitz-Radon :
Sea n como antes se especificd y 8 = n § existe una férmula de

producto de sumas de cuadrados si.y solo si r ¢ Q(n) " .

La necesidad del teorema se probard utilizando el método clidsico de
Hurwitz en donde se analizan las biparticiones sucesivas de n,
encontrando en cada una de ellas sistemas de matrices con propiedades

que dependen de la paridad de r y de los valores posibles de b.

La suficiencia se demostrard con uwno de  los varios procedimientos
existentes 3 el gue se prasenta . se debe a A. V. BGeramita y N. - J.

Pullman £121 fundamentado en la tesis de M.R. Gabel [131 .

Este se desarrclla en el :éhpo de los nameras realés y consiste . en
construir inductivamente farmulas de productos de sumas ' de cuadradas-.

en los que r = Q(n) .
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La construccién surge efectuando el producto Kronecker o tensorial de

matrices especialmente seleccionadas.

Espero que ademas del interés natural del tema el lector encuentre

atractiva esta expasicion.
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1. RESULTADOS PREL IMINARES.

. n
Sea F un campo de_caracteristica distinta de 2. Sea F el espacio

vectorial n-dimensional sobre F, formado con las coleccionea arde-

n
nadas » = (% , ... 4, % ) donde u € F . La base estandar de F egtd
1 n i

dada por 1os vectores e = (1,@, vee +8) 4 cen v B = (G)%, co. 412
n
Claramente las n-columnas tienen también la estructura de un espacio
n
vectorial n-=dimensional sobre F. La traspuesta de %€ F es el

vector columna

t .
% = .
®
n
n
Si y=1(y, ... , ¥ ) es otro vector en F , usands la’
R SR - .
multiplicacian malvi:ial, pongamas
.
B (yy) = gy = ny + .o + 310y

n 11 nn

. n B
AQul % e y pueden considerarse como variables en F . Entonces-
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n n
B : F x F —->F es una funcidn bilineal y simétrica que
n E . -
. n
define un producto interno sobre F . La transformacién

n Lo
QA 3 F=>F dada por Q () = B (x,x) es cuadratica y
n n n

. n n .
(F +8 ) (o equivaléntemente (F 4B ) ) es un sspacio cuadrdtico en.
n n R

2 2 .
donde Q (x) = x + osae + 1 es la forma cuadrdatica determinada
n 1 n

oon
par @ respecto a la base estandar de F . Q es llamada norma de x. -
n n - e

t
Dos- vectores % e y son ortogonales si B (x,y) = xy = 0. Se sigue que
n

n ) n

{F 28 ) es un espacio cuadratico no-singular, ya que si x€F Yy
A - R - .
R n

B (x,y) =@ para todo. yé€F entonces x-= @ ,

n

Note que la forma cuadratica Q tiene las propiedades siguientes: .
n

1Y @ tx) =B lxyx)
n n
. . -]
(2) - @ fax) = a Q &)
2N n
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(3) B {x,y) = (1/2){Q (u + y) — @ o) - 4 (y) )
n n n n

para lado a& ¥ , u, yeF .

r g n
Sean (F ,G ) s (F ,8 ) y (F ,Q) easpacios cuadraticos definidos
~ H n
[ s n
como antes. Una transformacion bilineal f 1t F. u Fea F

es una transfarmacieén normada =i Q () Q@ (y) = Q ()
r 5 n

(3 [
para tocdo € F , y€F y =z = flx,y) .

Equivaléntemente, una transformacion flu,y} = = = (z

es normada si satisface

2 2 2 2 2 2
(1) (4 + (o0 + % Yy + .0 4y ) = 2z 4 J.u + 2z
1 r 1 s 1 n
en donde = 4, ... , 2 scn formas bilineales en ¥ e y ..
b n :

En el caso especial + = s = n se viane

2 2 z 2 2 2
Gt o+ iae o My 4 L.ty 3 o= oz 4 + z
1 n 1 n i n

' Ejemplo 1. Sea F = R el campo de los nameros realesz. Un nimero

complejo = (x ,% ) se reprecenta como ¥ = ¢ + i en dande
o 1 2 : 1 2

B TN £ N Sf y =y .+ y i es aotre nanero complejb, el productn :
1 2 . :
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s& calcula como sigue:

Ry = (x + i)y +y i) =y =~xy )+ ty +xy]li
1 2 1 2 i1 22 12 21

La norma de :y es el numero real

2 2 2 22 22 22 22
"xyll = {xy ~xy)+xy 4+ xy) =xy —ny +HrYy +ny
11 22 12 21 11t 22 12 21
2 2 2 2 2 2
B2 (x 4+ )y +y)) =’!x|’ I|y|
1 2 1 2

2 2
Esto grueba que la transformacion f : R x R—> R dada por

f(x + x i,y + y i) = (xy
2 1 2 1

1 2

=Ry )+ {uy+ny?)i
22 21

i 12

es narmada.

Ejemplg » Sea nuevamente F = R . Un cuaternio es un Smeolb

¥ =a +ait+aj+ak coma ,a 4, a ,a namercs reales.
@ 1 2 3 4] 1 .2 3

R 4 .
De esta manera x se identifica con un punto en R . Se define el
'bruductu de % con otro cuaternioy =b + b i +b §+bkK en’la
. : [o] 1 .2

forma siguiente:

vy = {ab =-ab -ab ~ab)+{ab +ab +ab =-abli
‘ ga 11 22 3z g1 1@ 23 32

+{ab +ab +ab -abli+fab +ab +ab +abik
@ 2 2a 31 13 g3 I 1 2 21
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FPara liegar a esta formula aparéntemente complicada se usan las

relacianes

ijs~ji =k 4 jk=~ki=i , ki=-ik=j
La naorma de zy es el nimera
oy 2 2 2
u xy'l =(ab =~ab ~abh ~ab) +{ab +ab +ab ~ab)
. [ 11 22 33 g1 1@ 23 32
2 2
+ab +ab +ab ~abl}) +{ab +ath +ab +ab)
a 2 29 34 13 83 3@ 12 21
Por la identidad de Lagrange se sahe que la expresién anterior es
igual al nimero
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
{a +a +a +a )b +b +8 +b ) ="x" "y"
. 4 1 2 3 1 i 2 3

. 4 4 3 .
~ Entonces la transformacitn f : R ¥ R—>» R que llava una pareja:

de cuaternios en su producta, es normada,

Hurwitz probd que cuando v 4 s y.n son iguales , los valores posibles

san 1, 2, 4 y 8 . También supirid los problemas siguientes 1

(28] Si s = n determinar 21 maximg valor de r para que exista una
identidad de la forma (I}.

(2) Dadas r y s determinar el minimo valor que puede tener n .
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m

Fara el problema. (1) , Hurwitz encontré que sin =2 q , cton q un

numero impar, entonces

"
&,

2m +1 sim
2m sim=1
maiimo r = (mod 4)
2m sim=2
2m +2 simz 3

Iguales valores obtuve, en forma independiente Radon, quien los
escribio en una sola expresidn como siques:

2a+h b
Sin=2 (2k+1) en donde @ ¢ b 3 entonces Q@ (n) =Ba + 2

es el maximo valor de r.

La funcian~'Q(n) se_conoce_como la funcidn de Hurwitz-Radon.

Hurwitz utilize coeficientes complejos mientras que Radon trabajo.con

coeficientes reales.

En lo que sigue se demostrard que esos resultados pueden eutendersé
para ctualquier campa F algebrajcamente cerrado de caracteristica

distinta de dos.
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2., COMPOSICION DE FORMAS CUADRATICAS.
a
r
SEanN X = (X 4y see 3 B ) @ y =y , ous 5 ¥y ) vectores en F
b3 r 1 5
s . n .
y F_ respectivamente. Sea z = (I3 , +.a , 2 ). @n F tal que
1 n
2 = a ¥y * ... +ta. y
k ki 1t ks s
en donde cada a (k 24 , ... y n) es una funcién lineal'homugEnea

BN Xy se. 4 ¥

1 [
Si se considera la matriz de n

a

11
a

A = 21
a

ni

t
se verifica facilmente que z

Si se‘cuhple la condicion (I3

,\

con coeficientes

en F .

-]

ns

t e e
Ay (o eguivalentemente .z = yA ). .

se tiene

t t
Y tay )

=

(yf
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entonces

:E: 2 t t t
Yy Y I y = 'y (AA) Yy

en donde 1 e la matriz identidad de orden s=. Se cohc!uye que
»
. 2
AA = E ® 1

J=1 3 s

Esta identidad _indica la condicidn necesaria suficient ue deba

cumplir una matriz A para determinar una_ transformacidn normada.

r s n
En efecto, si se tiene la transfaormacion normada f : F x F—>F ,

puede encontrarse la matriz A y viceversa, la matriz A permite
t

determinar la transformacisn flu,y) = z = yA .

Ahora , A puade escribirse como

A= XA + (o0a + 1A
11 ror
' . . .
en donde cada A es una matriz constante: de orden nxs.
J

t
Al desarrollar el producto A A se tiene una ecuacidn polinomial
t : t
(A 4+ .00 + 0 A NMA + 000+ AY =
11 ror 11 rr :
2 2
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y de aqui se sigue que

~

:E: 2 t E £ L
® h A) + #xn (A A +A A) =

§=1 i o Itk ik ik k3

(11}

Supengase s =n ., Sea i =\'—1 y hacer

BE o= ~i A Ay ee. y BOTURTST A AS
1 " 1 . . r=1 (S oLt §

Se tiene entonces

t M T t t
B B, = (-iA A) (~iA. A} =-8 A
ik rod ok i k



si j = k el producto que se abtiene es

Tambien se tiene

¢ t t t
g B +B B =~«A A - A A = 9
ik ko ik k 3
cuando ' j # k 4, 1 & 4§, kg r-t.
: t t ¢ : :
Si se toma A = 1A B se tiene A = iB A , de donde
' 3 ri i ivr
t t ot t t
A A = iB A A = iB =-A A = -iA AB = -iB
i i r r J roj P J

cuando 1 & § & r=1 .

De lo anterior se desprende que el nueve sistema de r-i mafrices de

orden-n. tiene las siguientes propiedades;

t
B = - B
E] £]
! 1§ igrs
(IID 2
B = 1
3 :
BB =-BB ko, 1€35 kg r-1
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3. REDUCCION DE SISTEWAS MATRICIALES DE HURWITZ.

Aqul se verd la forma que , bajo simifxtud, tienen las matrices B ,
J=1 4 «us 4 P=1, las cuales, como se establecio, son cuadradas de
orden n . Su nueva presentacion dependerd de que n sea uh nimero par.
Si ésto sucede y ademas r > I, entonces, a partir de las matrices

B se encontrard otro sistema con -3 matrices de orden n/2 3 ﬁi;

resulta qué n/2 es también par y 1 > S sera posible llegar a un

tercer sistema can r-% matrices de arden n/4 y asi sucesivamente.

Lo importante es que los sistemas por obtener conservaran casi todas
las propiedades del sistema original, Desafortuniddamente - la
antisimetria no puede transferirse a las matrices similares y pnﬁ

esta razon se dejard su analisis patra mas adelante.De momento

nos referiremos a sistemas de ¢ - | matrices de orden n que no
: t
satisfacen la propiedad de antisimetria B = - B .
J 3
-Sea E ={B y, B, .. + B } un sistema que cuénle con la
1 2 r~1

anticonmutatividad B B = -~ B By donde cada matriz B - tiene
ik [ ' § ‘

cuadrado 1 . Entonces las mismas propiedades tiene el sisfemd‘
-1 -1 -1
T § T .= {TBT s +»+ + TB T b]
) 1 r=1

para cada matriz no-singular T de orden n.



Esto permite , tomando B y ponerla como una matriz diagonal con
1

entradas 1 y -1 . A la vez es similar con upa matriz

I

q
-1
n-q
- 1 .
Ahara, por anticonmutatividad B B B = ~B , de manera que B vy
212 1

-B rasultan tambien similares y entonces tienen los mismos valores
1
caracteristicos, lo cual solo puede ccurrir cuando @ = n — q , €8

decir, n = 2q es un numaeroc par,

Observe que esto justifica gue en  lo sucesivo se congsidere gue n

4a+b
es de la forma n = 2 q con q un ndmero impar y ¢ K-b 3.

{ ver pagina 9 ). Asimismo se ve que‘n no puede ser impar cuando

el sistema z tiene.dos matrices o mas .

‘Por 1o anterior, se tiene

-1
en donde I es la-matriz identidad de orden n/2 ( cuando’ no hay
"confusiOn los indices de I se 5uprimen ).

- 'Supéngase que

o
L}
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es una matriz de orden n , con a , b, ¢y d matrices de orden
n/2 . Se comprueba facilmente que

a b
BR= y B =
1 1
-c ~-d c -d

-b

Caomo el producto es anticonmutativo se tiene B B = - BB y de agqui
1 .

B =
c

Si se calcula el cuadrado dé esta matriz se tiene

bc

N

cb
. -1
Suponiendo el cuadrado de B igual a 1 se sigue que b existe 'y
b
B =
-1
b

El resul tado que se ha obtenido es cierto para cualquier matriz

B y ==« 4 B . ‘Supobngase ahora que
2. r=1 .

(8
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Entonces se verifica que

-1
BT =
2
1

De esta manera puede escribirse las dos primeras matrices de z ,L
coma sigue
B = B =
1 2
-1 I

Para J.= 3y 4 4y +4. 4 r—~1 "s8 tiene también que

b
J
B = .
3 -1
b
J
Ahora , por. la anticonmutatividad se tiene BB =~ R B , de donde
23 J2 ’
-1 2
se sigue b = —-b , es decir b = - I, "Entonces b = it .
bl 3 i 3 i

para alguna matriz -C ¥y pﬁede es:ribirse cada B en la forma
J . 3§

vAdemAé se tiene, derivado de las relaciones entre las H y que.
c:. =1 =3, 4y «oi 4y r-1

cec'=-cCC JEK7 ik 3,40 ey et
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Se ha prbbado que &1 sistema E , da origen a otro sistema

E ={(C ,C , ... ,C } que consta de r - 3 matrices de
1 3 4 g}

orden n/2 y que también satisface las ecuaciones de

anticonmutatividad y cuadrada igual a la unidad.

De la misma manera puede verse que si 135, E genera el sistema
" -

§ ={D ,D , ..., D ) que tiene 1 -~ 5 matrices de orden
2 S & r=1 -

n/4 cumpliendo con el siguiente sistema de ecuaciones

2

D = 1 § =5, 8y v.u 4 =1
3

DD =—-DOD I E K 5 Jyk = 9y By eex 4 r—i
ik kJ

8i se continlda el procedimiento , el dltimo sistema que se puede

+ generar depende de que . v - L= dp eoquer =1 =2p + 1,

81 r. =1 = 2p se aobtiene E = {L s L b I
p-1 2p-1 Zp
Como. se probe para las matrices B y B =e tiene que
: . 1 2
1 I
L = L =
Zp-t 2p
-1 1
p~1

siendo ambas matrices de orden n / 2 .
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Si v -1=2p+ 1 se tienc E = {L ). con la dnica matriz
] 2p+i
: P
de arden n / 2 -,
Usando el mismo argumento que enn E , L puede diagonalizarse en-
1 2p+1 -
la forma
IOL
L =
2p+1 .
[

con & , Q numneros positivos tales que oK+ Q_\ = n/ 2 T




4, SISTEMAS DE HURWITZ MAXIMOS.

8i T es una matriz no-singular de orden n/2 , sea
- -1 -1 -1
Z=T§T={TET,....TCT)
1 1 3 r-1
La “conjugacién" de E: permite escribir el conjugado de EZ: comno
sigue:
- - iTC T
i
1 1 2 2 i -1
: ~-iTC T
3
en donde I & J § r-1 . El nueva sistema se denota por“'z' y por

similitud no es esencialmente diferente de E B

. Esto significa que no solo se puede reducir un sistema de
matrices de brden n , aun sistema de matnices‘de orden n/2 , ;ino
también es posible pasar de matrices de arden n/2 - hasta las de

orden n y consetvando anticonmutatividad y cuadrado la identidad.

Si se supone que M es un numere mdximo de matrices de orden.n ,
anticenmutativas y cuadrado‘igual a la identidad, y N un nimeroc
Vfcorrespandiente de tales matrices de orden n/2 , entonces. la

reduccian del sistema de matrices de orden i a las de orden n/2
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indica "M - 2 . ¢ N . Por otra parte, el paso de las matrices de
orden n/2 a las de orden n implica N +2 § M. Combinando las

desigualdades se sigue M = N + 2 .

Si n es impar, el nimero maximo de matrices no puade ser mayor que 1,

porque la anticonmutatividad de B , con cualguier otra matriz,
1

- permitiria concluir que n es par. Por tante, en éste caso M = 1 .
4a+b . .

sin=2 q, q impar y 9 &b ¢ 3, entonces en base a la que

antes se dijo M = 2{4a+b)+1 . En particular , r -1 es menor o igual

que esa cota.

S5.LA CONMDICION DE ANTISIMETRIA EN SISTEMAS DE HURWITZ.

Sea E = {B 4B 4, +00 4y B 3 un sistema de k-1 matrices de
i 2 r—1 - : c

" orden n que cumplen con la anticenmutatividad y tienen cuédradc 1. Se

ha probado en las secciones anteriores que z puede escribirse en la

forma:

:E: . ' 3 : : Lr=1
= -1 1 -ic . ~-iC
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Como indica &1 sistema (III) , las matrices asaciadas con una farmula
dé‘prcducto de sumas de cuadrados (1) son ant;simétricas. Esta
condicion no la satisfacen las matrices construidas hasta ahora. Por
lo tanto estas matrices no pueden ser usadas directamente para

establecer la existencia de dichas férmulas.

Si las matrices B son antisimétricas y P es la iaversa de
ol

la matriz gque permitis llevar :E: a ta forma reducida que se vid

- =1
en la seccidn 3, entonces, debido a que B = PB P +  para

3 i
j=1, 2y ... , -1 , s& tiene

RS t -1ttt
(FE P ) =P ) B P =~PB P
i 3 3

de. donde se sigue

_tt v
8 PPR=~FFB
i 3

t

y haciendo U = F P se llega a que
]

siendo U -una matriz no-singular y simétrica .
; @
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Una vez que se ha mostrado esta propiedad del sistema reducida, se

conviene en denotar cada B simplemente por B,
: i 3

Resumiendo lo anteriaor se tiene

11
UB=~8 U =ty 2, ..., r-d
E 2 3 i @
(1
. N N
U =u v det U £ @
o g 2
Ahara, suplngase
% u
1
U =
@ v W

en donde X, U , V y W son matrices de orden n/2 . La primeﬁa -
R . 1 : - !

ecuacidn de (1) para §j =1 tiene @l desarrollo siguiénte
X U I I X u
1 = - 1

v wW -1 ~I ' W

de donde -se sigue. X =W = @ . 5u aplicacioan cuanda § = 2 tiene

pu} resul tado
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y de agqui . vV = - U . Ses sigue que
1
1}
1
[T
] -u
1
. t t '
Como U = U entonces U = -~ 1) y a partir de que det U # @, se

] @ 1 1 [

abtiene det U # @ .
1

Desarrollando ahgra la primera etuacion de (1) para § » 2 se tiene

. ¢ 7
u 10 —-iC 2]
] 3 = - ’ 3 1
t
~y -iCc 1C -U
1 3 i 1
o sea
\ ¢
-iy-C B . ic -y
| i1
t
\ BT ic u
13 J 1
\
lo que se expresa en forma reszumida como
t T -
uegs= ¢ u Jo=3, 04y ...y el
1 i1
(2} <
t
8] = - U B det- U 4 @
1 1 S




—

De esta manera, 2 origina la matriz U y Z da lugar a la
[ 1
matriz U .
1

Supbngase ahora gue

c
1

En donde U, X , V y W sen matrices de aorden n/4 . La primera
a

ecuacian. de (2) para § = 3 tiene el desarrollo

u X I I ] X
2 = 2
y W -1 -1 v W
de donde se sigue X =V = ¢ , 5i se aplica cuando § = 4 tiene -
coma resul tado
u 1\ 1 U
2 = 2
W I I W
y de aqui W = U . Se sigue que
: -
u
2
U =
3 u
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t . t
Come U = -U se tiene U = - U y a partir de que det U # @, se
1 1 2 2

ohtiene det U # @ .
2

Sustituyendo las ecuaciones (2} para §j > 4 y haciende

iD
J
c =
)
~-iD
bl
se obtiene
: t
iv D ~iD U
23 - jo2
t
-iu b i u
2.3 i 2
expresandose en forma resumida como
&
ub= D U L T R S S
- 24 Jj 2 : :
(3)
t
. =-u , det U ¢ @
2 2 2

El procedimiento puede continuar como se muestra en la tabla

" siguiente:
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Si j =9
t
ub=-D U
25 5 2
Si j=6
K]
t 3
ubs=-D U u
26 & 2 2 -y
Qi j > & v
t
yup=-n U U E E U J = 7y By a0 (!
23 ¥ 2 33 i 3
&
5] |5} det U + 2
3 3 3
51§ =7
UE= E U
507 73
1. =8
3]
- 4
UE = E U u E
3.8 8 3 z U
4
Si-j » 8 N4
ot ‘ . :
UE = E U UF - F U i= 9y iy Pl
- j X 4.3 i 4
t . -
u u det U 4 -8
B 4 ’
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Al cbtoner U se abserva gue esta sucesion de matrices tiene
a .

pericdicidad cuatro y se describe mediante lag ecuaciones siguientest

-1 j+1 Z ¢
u z V] = (-1)
J J i j
t Jli+1)y /2
U o= (-1 u
b ) 3
(IVvy < u
i+l
i par
-y :
i+l
u =
3§
U
i+l s
J:impar .
u .
L i+l

en donde Z “es. el ‘sistema de matrices que se obtiene .en cada una
§ .. - T
. 3
de las etapas, U es una matriz nu-sincular de orden no/ 2 con
. b - . :
= My 3y eee oy L2720 siendeo este Glbime nimero la pa}*fe entera
de (r~2)/2 , que ps p~1 51 =t = 2p , o bien p en el caso de qué

vl = 2p+l .




e analiza la estructura del uGltimo término U de ls
Lir-2) /2]

sucesion

‘Sir-~1 = Zp , entonces, segun p =ea par o impar, se tigne.

t pp+1) /2
en-donde U = (-1} U

i r-1 = 2p +. 1 |, entonces la forma de U depende tanto de la paridad

P
“'de p comc de las ecusciones
IDL IO( .
U’ =~ - U p paf' ‘
P p . B
-IQ ’l@
L % T
Ly = (8] p impar
P < N
‘ -'{Q, “!Q
t plp+r) /2

en donde U = (-1) T
SRR ) P
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p(p+tt) /2
Como puede apreciarse el signo de (=-1) da por resultada ccho

posibilidades para el 4ltimo término de la sucesion U .
3

4. _EL._TEOREMA DE HURWITZ-RADON.

En esta seccidn guedara establecido que la funcion: de Hurwit;—Radoq
proporciona el valor mdxzimo de r , cuando el valor de n = g es

fijo.

Es . conveniente introducir la notacidtn que sigue con el tin der~-”

simplificar la escritura de la demostracion del teorema Unico dq egté"

trabajo .

Sean r, 5, n enteros positivos. Suponemos que
o s .-
= AR, ..a 4 RVEF yque -y =y , soa ; y )EF | La terna
1 " 1 3 .
Ar,5,n) se llamard admisible sobre F &i  existe una fdrmsula
2 2 2 2 2 ) '
A +aee + x My + can vy )= Az *eee vz )
1 r 1 L3 -1 n

en donde cada z es bilineal en x 4 y con couf{:i.ntes.eh‘F .




En otras palabras (r,s,n) es admisible si la transformacion bilineal

[ B n
f :+ F x F —=>F

dada por ﬁ = flx,y) = (z y see 3y Z ) es normada.
1 n

TEOREMA PRINCIPAL (HURWITZ-RADON) . EN CUALQUIER CAMPO F . (r,n,n)

ES ADMISIBLE S1 Y SOLO SI_r & @) .

. . 4a+b
DEMOSTRACION. Sea n = 2 q en donde q es un numero impar y

&b §‘3. Se probara primerc que si  (r,n,n) es admisible,

entonces r ¢ Q@ (n) = Ba + 2

ﬁawa la demostracisn de ésta parte debe tpmarsé epcuenta que ‘a-
édmisibilidad implica la existencia de un sistema de r - 1
matrices de orden n con las prcpiedédes (I11} de ia pagina 13.
Claramente, cualquier gpbcnnjunta de esas matrices veQne ;;5 mismas

caracteristicas y entonces (s,n,n) es admisible para "1 & s ¢ r-4,

En términos .de transformaciones esto significa que, si existe una

r n no. :
transformacitn normada f: F x F.—=> F , entonces las restricciones

regpecto a 1, son también normadas.



For el contrario, si no es posible encontrar un conjunto de + -~ 1
matrices de orden n que cumplan las propiedades (II1I) , entonces
es imposible tener un mayor numera de tales matrices, Que si las
sétisfagan, ya que cu#lquieh subconjuntp con r =t matrices lo

impediria.

De ésta manera, para probar que + ¢ Q(n) anicamente serd necesario

demostrar que no es posible para o tomar el valor @(n) + 1 .

l.a demostracidn también tiene que ver con 1a estructura del

Ultimo término de la sucesion U , §i=0., 1, ..., [(r-20/21", que
> 5 .

fué construida en la . seccion anterior

De acuerdo con los valores de b se presentan cuatro casos .

. fa -
b=@ . Se tiene en este caso' n = 2 Yy si se supone que r—-| = @(n) =

8a-+ 1, resulta mr-1 = 2p + | en donde p = 4a.

Aplicando la estructura de U con p par, se obtiene
C{r-2)/21

(. . . Ao Au(‘.
Si u €s:la matriz

v la ecuacidn matricial
p ) ARax "~ Ape ;& '



indica Aux = Age =49, es decir

Aug

Aee
. t t
Ahora, se tiene u = U y ~de aqui gue A“Qr= Ao y - luego
: P P
p
=@ .Fero X +Q =n/2 = q es impar y entonces &K= (3 es

imposible , de doande r-1 < €(n). Por lo tanta r'¢ @tn) .

sat+i ’
b=1 . Se tiene n = 2 q Qin) =Ba+2 , Si p-1=Ba+ 2
entonces p = 4a + 1 y
U
U =
p-1
-U

B t . o 4a+17 -
con ‘U =.-U y det U # @ . El orden de U es n / 2 = g

impar y ya que es antisimétrica su determinante es cero. Esto no.es

posible, por lo tanto -1 ¢ @ () 0. sea g @t

b=2 . Se tiene n = 2 g 4, Qin) =8a+ 4. 8i r-1= Ba+ 4.

. entances p = 4a.+ 2 Y




com U = —-U y det U 4 ., [l misms rasenaniento anterior

demuestra que r & @),

b=3 . En éste casc se tione n = O a Y @ (n) = Ba + 8 . Como
se probd en la seccién 4 un sictema maximo de malrices
anticonmutativas y cuadrado la identided puede llegar a tener

cuando aucho B8a + 2(3) +1 = Ba + 7 matrices, siendo éste el limite

de r-1 ; entonces » Q@(m .

S5¢ demastrara ahora la otra direccidn delyteoreha quie se’ hace
construyendo ternas admisibles de la forma ¢ Qumy,n,m).

Al recpecto, varios autores, el mizmo Hurwits, han desarvollado sus
"pr‘mpl';as construcciones, destacando la de T.Y. Laan L;,L}e utilize

cperadores de Clifford., Su trabajo pusde consul tarse en [41 L

SAqui . se. presenta una de las construcciones, qgue s2 debe a AW,
Goramile y M.J. Fullmean L3131, realizada con-bese en las ideas die

M.R. Gabel (133, Se efectia sabre el campo de los ndaaros reales,



A continuacién se introducen los conceptos de producto de Kronecker o

tensorial de matrices y de sistemas de Hurwit:-Radon, en los que se

) una matriz de mun 'y B = (b )

ke

apoya este trabajo. Sea A-= (a
i

una de pugq . EL producto tensorial de A vy B es la matriz

que tiene mp renglones y nq -columnas.

En general el producto tensorial no es conmutativo. S5i Ay By, C'y D
snn_matrices de orden mun,. pxq, nxs .y qgqxt respectivamente. 1=]

demuestra ficilmente

(58] (A @EIWC @ D) = AC (@ BD

t [} &
2y (WE®B = A @ F
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Un sistema de matrices ortogonales (A , ... , A que cumple

las condiciones

se llamara gsistema de Hurwitz-Radon (H-R).

Esto es, un sistema H-R al que se agrega la matriz identidad-del
orden carrespondiente cumple con las ecuaciones (10 y a-partir de
él, usando la construccion . de Hurwits, puede determinarse otro

sistema gue satisface las condiciones (II1),

. Se demostrard quo para cUalquier-enterD n. - mayor que 1, de la‘fgnma‘,, l

4a+b ) :
n=2 q con q impar, eiiste un M- sistema con _Q(n) -1

matricees.

Para esto . sean las matrices A, F v Q coma sigut
] ' ' ]

A= : Foal g =
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Lon base en estas matrices, se iran construyendo los H-R sistemas
adecuados para cubrir, primerg los casos n = 2 , 4 , B , 14 y 16n
a partir de los cuales, resulta la extension para cualquier
patencia de 2. Un dltimo caso se referird a la forma de encontrar
el H-R adecuado para el valor general de n. Cabe seffalar que para
n=4yn=8 el metodo consiste en realizar todos los productos
de Kronecker posibles, de 2 y I matrices a la vez y determinar el

'H-R que corresponde.

i) ¢ A ) es un H-R sistema de @ (2) - 1 matrices de orden 2 .

En efecto, Q(2) -t =1 , A es%antisimétrica y no existe otra
matriz que contradiga la propiedad anticonmutativa.
Inductivamente este es el caso n = 2 y determina la formula

conocida de la multiplicacisn de ndmerns complejos. Si para todo

2
punto (x 4, x ) ‘en R se define la matriz.
1 2
S ®
1 2
M= 3121 4+ %A=
1 2 =% %



Entonces M

2 2 2
T:R % R >R

de la siguiente manera:

2
de R y T{X,¥) = YM

T,V =y,
1

i)y AT, PORA,QAOA I esun H-R sistema de

" matrices de orden 4.

Sean X =

es decir

conduce a la transformacion normada

(it gy %), Y = Ay , ¥y
1 2 1 2

(eI
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puntos

-1

Esto se sigue de gue A es éntisimétrica, I, P y @ son simetricaé.

Tambien es sencillo comprobar la anticonmutatividad de las matrices,

En este caso el valor de

n es 4

multiplicacion de. los cuaternios.

@ o 1
¢ a @

AQI =

. R U IR
F -1 @

a

1

g

y permite llegar a la

Las matrices son

LR B R §
9 0 ~1 &
a3
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g t @ 4

-1 @8 28 @
Q@ A=

@ ¢ @ =1

2 @ 1 @

Se define para cada punto (x , ¥4 % 4, X ) en R , la matriz
1 2 3 4

R % # ®

1 2 3 4

=X b - ¥

M=x1I+x QAQA +xH (A +x (PDA) = 2 1 4 3
1 2 z 4 -% ® "R

3 4 1 2

b ] % ®

4 3 2 1

. 4 4
La matriz M lleva a una transformacién normada T : R x R —> R

en ‘la forma siguiente:

Sean X = (1 , X 4 % , %) , Y=y , ¥y + ¥,y ) dos puntos en K
12 2 a T2 T3 s .

y.deflnase TI(X,Y) = YM , entonces

TWY) = (y vy s ¥ v ¥
1 2 3 4
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y My + 3y Y -~ Ky o Ny -—ny+t
2 2 4 Z I 4 21 4 2

s KYy+txy—3y+xy)
41 32 23 14

[
E
t

b PO A, TQAI , IGFEA, AQAGT , POAGA,
AYPFHR y AYFEP ) es un. H-R sistema de Qe -1

matrices de orden B .

Este es el caso de n = B relativc a la multiplicacion de los
octonias, Las prcpiedades del producto tensorial sirven para

comprohar que el sistema es H-R .

Las matrices son las siguientes :

@ 1@ @ 9w @ -6 9 K
-t 9 @ @ 9 W @ 0
' [ R TR S IR - BN R . P
aeada = P R N IR REI - M I : :
. e @ @ @ 9 -t a @ '
2 @ @8 0 1 ® @ 9
[ R A N N BN BN
9 9 @ @ ¢ @ -1 @
a Q. 1 o @ -] o ]
g @ &V 6 o @ 2
) -1 6 @ ¢ @ . @ 2B a
1AL = @ -1 9 @ @ @ @ @
B : ] 9 ] ] g Ot @
¢ @ 9 @ ¢ 9w @ 1 |
¢ 0 e @ <1 -4 @ @
@ @ @D @ 9 -1 4 @

/
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La matriz M se define par i

M=x1 + xGBOAEA + x (IRAPID. + x(IHPRA +
1 2 3 4

XRA@AOD + x POAPA + X (ABPRA + x (A@PEP -
5 6 _ 7 8

. 8

En donde x. , Jus 4 X son las coordenadas de un punto x € R -
1 8

Las m;trices I dentro de paréntesis son de orden 2 , mientras la de

fuera -tiene orden 8.

La matriz M con la .cual se puede definir una transformacidn normada

.. 8 2] 8
de R x R —» R es

X X " "
t 2. 3 a4
-N o -¥ X
2 1 4 3
-X X X -
5 4 2
-X —-X " X
Moo= 4 3 2 1
-X % K- -¥
5 6 7. 8
- X -x R
& s 8’7
i 14 - bt 4 -
7 8 5 &
t X ® X
BT & 5
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iv) Suponer que £ M, (.. M I es un H-R sistema de matrices de
1 S

orden n ; entonces el sistema CAQI UL Q@M /i=1, ...
i

s 8
es H-R con s + [ matrices de orden  2n

' se sigue de lac propiedades del preducte tensorial, asi como de la
antisimetria y ortogonalidad de las matrices. 8i las matrices M  son

i
las siguientes:

M =38 a@Aa M

=F@aGEA
1 S

Moo= 1@EEE L M =A@FEO
2 6

M =I1@FP®A M =ARPEFP
3 7

M =A®QEI

entohces al nuevo sistema contiene @usy -1 =8 matrices de
ordan 16 . Este es el caszo en qua'nvtoma el valor 16, de manara que:

. z
cubre-la-transicion ‘desde gque n tiene el valor 2. hasta el nuevo

aq
valor 2 .
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vi 81 (M 4, ... M ) es un H-R sistema de matrices de ovrden n
y ¢L 4 ... 4L 3} es un HfR sistema de matrices de orden k,

entonces

Y oM si=l, L., ,s20@OL @1 Ji=r, ..y @)
| i k) n

Ut 2
nik
también es un sistema  H-R qua consta de s + m + 1 matrices de

orden 2nk .

Este casoe hace posible pasar desde n hasta 16n , tomando k = 8 vy
B8

m = 7 , Por ejemplo, si n= 16 =e pasa al valor 2 = 254 con

@@y =-1= (@) + 1 -1 = 1b matrices de orden 256 .

Lo a a
vi}  Finalmente la transicion desde n = 2 para 2 - g 4 g impar ,

es obtenida al efectuar el progucto tenserial de laz @ (n) ;'1

“matrices que companen el  H-R sistema, con la matriz I , resultando’ -
. q .

. . a ..
un - H-R sistema compuesto por Qi) - 1 matrices de orden 2.
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7. CALCULO DE ALBYNDS VALORES DE LA FUNCION DE HURWITZ-RADON,

A continuacian se escriben las ternas admisibles que se obtienen
tomando como base las ternas admisibles cldsicas, asi como los

valores k=8 , m =7 .

, son ternas admisibles con b = 1 (mod 4)

Si se inicia con n = 2 =
las siguientes:
(2, 2, 2)
S5 S
e , 2 ,.2)
9 9
(s , 2, 2
13 13
(26 , 2 , 2 )

. 8l se inicia en n = 4 , las ternas admisibles con b = 2‘(mca 4) son~£J

4., 4, 8

66
(12, 2 , 2

18 1@
q28 , 2., 2 )

.14 14
28, 2,2 )
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Al iniciar en n.= B8 , las ternas admisibles con b = 3 (mod 4)

8 , 8,8

Par 4ltimo. iniciando conn = 16 ¥y b = @ (mod 4) se tienen
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£ T+ m

1 v B )

1
q

f(x,y)

NOTACIONES

Sigma, . del "alfabeto griego ,  simbolo
de sumatoria; ‘tambien se usa para
denotar sistemas de matricos.
Pertenencia de la teoria de conjuntos
Di ferente de

Menor o igual que

Campo de los nameros reales

Campo de los numeros complejos

Campo arbitrario

Espacio vectorial n-dimensional

Producto cartesiano de los espacios
" Yy s— dimensionales.

Matriz transpuesta de A

‘Matriz inversa de una mateizx

no~singular T

Matriz identidad de orden q °

" Funcion de las. variables x., y"



B (x,¥y)

a (x)

Q@ <)

{r,s,n)

A@EB

n
Producto interno de » e y en F ,

LY
+
[

cuya regla es 2y

Forma cuadrdtica que expresa

n .
1a norma de x e F que se
2 T2
calcula por % + ... + X
1 n

Funcidn de Hurwit:-Radan cuye valar
b 4a+b

es Ba + 2 cuando n = 2 qQ, q

impar y @ < b < 3.

Cuando no son sublndices su
significado es =!

Terna admisible qué indica la

" existencia de una férmula de

producto de sumas de cuadrados

Producto de Kronecker o tensorial
de las matrices A .y B

Abreviatura de Hurwitz-Raden

. Referencia bibliografica
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