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INTRODUCCION 

El objeto de éste trabajo es el estudio de fOrmulas de pr"oductos de 

2 2 ·2 2 2 2 
(" + ... + )(y + ••• + y z + ••• + 

1 r 1 s 1 n 

en donde 
1 ' 

z son formas bilineales en los dos conjuntos de 
n 

variables ' e y , ••• , y con coeficientes en un 
1 r 1 s 

campo • 

Encontrar enteros r , s y n para los que existe una fórmula de ese 

tipo es un problema interesante propuesto por A. Hurwit;: t1J en 

1898 El sugirió las cuestiones siguientes : 

a) Dados s y n encontrar el mA>iimo valor de r 

b) Dados 1~ y s encontrar el mtnimo valor de n 

En el cc..so especial en que s ::o n , la soluc:iOn al problema (al fue 

encontradA independientemente por Hurwitz C2J y Radon [3J teniendo 

como campo de coeficientes los nt1meros complejos. y los nttmeros 

reales, respectivamente. 

4~+b 
El m.t\Nimo valor de r se obtiene como sigue: 5Ea n = 2 <2k+ll 

en donde !a .('. b ~ 3 
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b 
La expre5i0n r = ~Cnl Ba + 2 , determina el mAximo valor de r. 

La eworesiOn Q <n> se conoce CD"1D lA funcibn de HurHitz-Radon 

Recientemente .J. Adem [4J y D. B. Shapiro [10J han generalizado 

estos resultados para cualquier campo F de caractertstica diferente 

de 2. 

Este trabajo contiene la descripción del problema generalizado y la 

prueba del teorema orincipal dw HurNitz-Radon : 

11 Sea n como antes se especifico y s;; n ; e~<iste una fOrmula de 

producto de sumas de cuadrados si y solo si r ~ Q (n) 11 

La necesidad del teorema se probara utilizando el método clAsico de 

Hurwitz en donde se anali-.:an las biparticioneS sucesivas de n, 

encontrando en cada una de ellas sistemas de matrices con propiedades 

que dependen de la paridad de r y de los valores posibles de b .. 

La suficiencia se demostrara con uno de los varios procedimientos 

existentes ; el que se presenta se debe a A .. V. Geramita y N. J .. 

Pullman [12J fundamentado en la te5i5 de M.R. Gabel [13J • 

Este se desarrolla en el campo de los numeres reales y cOnsiste en 

construir inductivamente fórmulas de productos de sumas de cuadrados· 

en los que r = QCnl • 
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La consti~LtC:c:itm Sllt'ge efectL1ando el producto l<ronccker o tensorial de" 

matrices especialmente selecc:ionC\das. 

Espero que además del interés natural del tema el lector encuentre 

att~activa esta expasicibn. 
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1.RESULTADOS PRELIMINARES. 

n 
Sea F un campo de caracterfstica distinta de ~· Sea F el esp~cio 

vectorial n-dimensional sobre F, formado con las colecciones orde
n 

nadas x = ( w :-: ) donde i: E F • La bc.tse es tc'.mdar de F est6. 
1 n 

dada por los vectores e = <t,0, 
1 

,.0) , .... , e (liJ, ~,. • • • • 1) 

n 

Claramente las n-columnas tienen también la estructura de un espacio 
n 

vectorial n-dimensicnal sobre F. La traspueste\ de xE. F es el 

vector columna 

t (J X 

n 
Si y= <y , ••• , y ) es otro vector en F , usand~ la 

r n 

multiplicación m.:ltricial, pongamos 

B (>:,y) 
n 

xy =>:y + ••• +::y 
1 1 n n 

n 
Aqul x e y pueden considerarse como variables en F .. Entonces 



n 
B 

n 
F F ~ F es una función bilineal y simétrica. que 

n 
n 

define un producto interno sobre F La. transfot"'ma.ci6n 

n 
Q:F-?F 

n 
dada por Q <x> = B <x, x> es c:uad1•,r..tic:.a y 

n n 

n n 
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<F ,Q > Co equivaléntemente (F ,B > > es un espacio cuadrAtico en 
n n 

2 
donde Q <x> 

n 
w + ••• + x en la forma cuadrAtica determinada 

1 n 

n 
por Q respecto a la base estándar de F 

n 
Q es llamada norma de x. 

n 

Dos vectores x e y son ortogonales si B <x,y> = xy 0. Se sigue que 
n 

n n 
<F ,Q ) es un espacio cuadrático no-singular, ya que si :< ( F y 

n 
n 

B (:<,y> = 0 para todo y E F entonces x 0 • 
n 

Note que la forma cuadrática Q tiene las propiedades siguientes: 
n 

( 1) Q <x> = B CM, x) 

n n 

2 
(2) Q <a.x> = a Q <x> 

n n 



(3) B <><,y) 
n 

(1/2)(Q (x •y> - Q !><) •• Q <y> 

n 
para ~ado a.IS F , ~:, ye F 

s 

n n n 

n 

bl 

r 
Sean (F ,Gi , <F ,Q y <F ,Q e9pacios cuadr·áticos definidos 

r s n .. 
como antes. Una transforrnt?.cion bilineal f ; F 

es una transformación normada si Q (~:) Q <y> 
r s 

r s 
para todo >< ~ F , y€ F y z = 1' (:<,y) 

Equivaléntemente, una tra.nsfor·maciOn f (>:,y) o 

es normada si satisface 

2 2 2 2 

Q <zl 
n 

~ <z 

2 

1 

(I) (X + ... + X ) (y + ... + y ) = z + ... 
1 r 1 s 1 

en donde z son fcrm~-:. b i lineal es cm 
n 

En el caso es¡:ec ie.l r = s 

2 ::: ::: ::: 2 
(:< + ... + " ) (y • ... 1 y • .. 

1 n 1 n 

2 
+ z 

n 

e Y 

2 
+ z 

n 

z ) 
n 

~~lo t. Soa F = R el e-ampo de lo~ númt.?ros re.3Je<::. Un número 

complejo :.< = <x ,:i se repreE.enta como ): = 
1 2 

+ :• 1 en dclrida 

= v:T . 51 y ;:: y + y i eE otro n(1mera compl~jo, el producto 
1 2 
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se calcula conio sigue; 

xy = <x + X i) (y + y i) (x y - X y ) + <x Y ·+ • y )i 
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 

La norma de ::y es el numero real 

2 

11•Y11 = 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

(:< y - X y ) + <x y + • y ) X y - :< y +)(y + H y 
1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2 

2 2 
Esto l'.)rueba que 1<1 tr<ms1ormac:ion f : R x R~ R dada por 

f(x + X i ,y + y i) • <• y - H y ) + lx y + H y ) 
1 2 1 2 11 22 12 21 

es normada. 

EJemplq 2 • Sea nuevamente F = R Un cuaternio es un slmbolo 

x 2 a + a i + a j + a k con a , a , a , a nómaros reales. 
!11 1 2 3 !11 1 2 3 

4 
De esta manera x se identifica con un-punto en R Se define el 

producto de x con otro cuaternio y b + b i + b + b k en la 
0 1 2 3 

forma siguiente: 

Ny (a b - a b - a b - a b ) + (a b +a b +a b - a b >i 
~ ~ 1 1 2 2 3 3 ~ 1 1 0 2 3 ~ 2 

1 

~ <a b +a b +a b - a b )j + <a b +a b +a b +a b )k 
0 2 2 !11 3 1 1 3 0 3 3 !11 1 2 2· 1 
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Para llegar a esta fOrmula aparentemente c:cmplicada se usan la.s 

relaciones 

2 2 2 
i = j ¡, = i JI< = -1 

ij -ji = k ji' = -k j =. i 

l.a norma de :<y es el nümarc 

2 

Id = -ik 

2 

11 KY 11 " <a b - a b - a b - a b ) + <a b + ;a b ... a b - "b 
., 0 l ! 2 2 3 3 0 1 1 0 2 3 3 2 

2 
+ (a b + a b + a b - a b ' + (a b + a b + a b + a b ) 

0 2 2 !il 3 l 3 0 3 3 0 1 2 2 l 

Por Ja identidad de Lagrange se sabe que la expresión anterior es 

igual al ni:imero 

2 2 2 2 2 2 2 2 
(a + a + a + a ) (b + b + b ... b 

0 l 2 3 0 1 2 3 

4 4 4 

) 

2 

2 

Entonces la transformaciCn f R R --? R que ! leva una pareja 

de cuaternios en su producto, es normada. 

Hurwit% probo que cuando r , s y n son iguales , los valores posibles 

son 1, 2, 4 y 8 . También sugiriQ los problemas siguiente~ t 

(1) Si s = n determinar el mAximo valor de r Para que exista una 

identidad de la forma <I>. 

(2) Dados r y s determinar el mlnimo valor que pueda tener n .. 
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m 
Para el problema < 1 > , Hurwi t:: encentro que si n = 2 q , con q un 

nC1mero impar, entonces 

r +l si m"' !iJ 

2m si m "' mA:<imo r <mod 4J 
2m si m ... 2 

2m +2 si me 3 

Iguales valores obtuvo, en forma indepcmdiente Radon, quien los 

escribiO en una sola e~:presión como sigue: 

4a+b b 
Si n = 2 (2k+1) en donde !.!' ~ b ~ 3 entonces Q <n> = Ba + 2 

es el ma:: imo valor de r. . .. 
La funcibn Q (n) se conoce como la funcibn de Hurwitz-Radon. 

Hurwitz utilizo coeficientes complejos mientras que Radon trabajo con 

coeficientes reales. 

En lo que sigue se demostrara que esos resultados pueden e:~tenderse 

para cualquier cámpo F al9ebraicamente cerrado de caractert'stica 

distinta de dos. 



2. COMPOSICION DE FORMAS CUADRATICAS. 

Sean x = he , 
1 

s 

" > e y .. (y 
1 

y F respectivamente. Sea = <z , 
l 

z a y + ••• +a y 
k kl l ks s 

.. 
y ) vectores en F 

s 

n 
z ) en F tal que 

n 

lliJ/ 

en donde cada a (k = n> es una funciOn 1 ineal homogénea 
kl 

en H , ••• , x con coeficientes en F • .. 
Si se considera la matriz de n :r s 

a a a 
11 12 ls 

a a a 
A 21 22 2s 

a a a 
ni n2 ns 

t t 
se verifica fAcilmente que Ay ( o equivalentemente z = yA )_ • 

Si se ·cumple la condiciOn (l) , se tiene 

~ 2 t ( .. ) 
j=l j yy 

t 
= <yA 

t 
) <Ay 
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entonces 

yf(t ... 2\ 1 ) / 
\' J=l J J s 

t 
y (A A> y 

en donde es la matri= identidad de orden s. Se concluye que 
5 

s 

Esta identidad indica la condicibn necesaria y suficiente que debe 

cumplir una matriz A para determinar una transformaciOn normada. 

r s n 
En efecto, si se tiene la transformaciOn normada f : F >< F~F , 

puede encontrarse la matri~ A y viceversa, la matriz A permite 
t 

d~terminar la transformacibn f(x,y> = z = yA 

Ahora , A puede escribirse como 

A= x A + •••• +X A 
l 1 r r 

en donde cada A es una matriz: constante de orden nxs. 

t 
Al desarrollar el producto A A se tiene una ecuacibn polinomial 

t t 
H A + •••• + x A ) (~: A + •••• + >: A > 
11 rr 11 rr 

2 2 
H + • • • + ) I 

l r 



y de aqui se sigue que 

r 

¿ 2 t ¿ t 
>< <A A + >< X <A A + A A ·) = 

J=l j jfk j I'. k k j 

2 2 
X + • •. + H ) l 

1 r 

Por lo tanto se llega a las ecuaciones matriciale~ de H~~ 

A A 
j j 

(11) r A tA + 
t 

A A 
j k k j 

Supónqase s = n . Sea 

Se tiene entonces 

B 
1 

t 
-i A A 

r 1 

si 1 ~ 

0 F k 

y hacer 

B 
r-1 

t t t 
B B <-iA A l (-iA A ) 

r ,.. k 

~ r 

,l~J,k~r 

t 
··i A A 

r r-1 

t 
- A A ,, 

12/ 



si k el producto que se obtiene es 

t 
B B 

Tambien se tiene 

t 
B B 

cuando j -F k 
' 

1 ~ j 

Si se toma A iA 8 
r j 

t t 
A A = i8 A 

r 

cuando 1 ~ j ~ r-1 

- I 

+ B B - A 
k k j 

' Y. -t. r-t. 

se tiene A 

t 
A iB -A 

r r j r 
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~ r-1 

t t 
A A A 0 

k k 

t t 
iB A de donde 

r 

t t 
A = -iA A 8 = -!B 

r r j 

De lo anterior se desprende que el.nuevo sistema de r-1 matrices de 

orden n tiene las siguientes propied~de~: 

B B 
j 

1 ~ f. r-1 
(Illl :¿ 

B 
j 

B B B B J-F k ' 1 ~ , k ~ r-1 
j k k j 
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3. REDUCCION DE SISTEMAS MATRICIALES DE HURWITZ. 

Aqut se vera la for"ma que , baJo similitud, tienen las matr"íc:es B 
j 

j = 1 , ••• , r-1 1 las cuales, c:omo se establecio, son cuadradas de 

orden n • Su nueva presentac:iOn dependerá de que n sea un nU.mero par. 

Si esto sucede y ademas r > 3 , entonces, a partir de las matr•ices 

B se encontraré. otro sistema con r-3 matrice~ de Ol'dcn n/2 sí 
j 

resulta qué n/2 es tambien par y r > 5 será posiblr? llegar a Ltn 

tercer sistema con r-5 matrices do orden n/4 y as1 sucesivamente. 

Lo importante es que los sistemas poi· obtener conservarán casi todas 

las propiedades del sistema original. Desafortunhdamente la 

antisimetrla no puede transferirse a las matrices ~imitares y po~ 

esta ra::On se dejará su análisis para mas adelante.De momento 

nos referiremos a sistemas de r - 1 matr1c:1?~ d(J ord•?n n que no 
t 

satisfacen la propiedad de ant.i~imett"•ia B B 

Sea ~ = { B , B , ••• , B un sis t~m.1; que ct.tmp le con la 
1 2 r-1 

anticonmutatividad B B = - B B y donde cada matri~ 8 tiene 
j k k j 

cuadrado I • Entonces las mismas propiedades tiene el ~istemd 

~ -1 
T¿_ T 

-1 
TB T 

1 
••• , TB T 

r-1 

para cada matri~ no-singular T de orden n. 

-1 
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Esto permite , tomando 8 , ponerla como una matri.:= diagonal con 
1 

en tracias y -1 • A la vez es similat• con una matri~ 

-1 
Ahora, por anticonmutatividad B B B -B , de manera que B y 

2 1 2 1 1 

-B resultan también similares y entonces tienen los mismos valores 
1 

caractet·ísticos, lo cual solo puede ocurrir cuando Q = n - q 1 es 

decir, n = 2q es un número par. 

Observe que esto justifica que en lo sucesivo se c:onsidere que n 

4a+b 
es de la forman= 2 q con q un nómero impar y f2J ~·b ~ 3 

( ver p¿¡gina 9 ). Asimismo se ve que n no puede ser impar cuando 

el sistema L tiene dos matrices o más • 

Por lo anterior, se tiene 

8 
1 ( _,) 

en donde I es la·matriz identidad de orden n/2 (cuando no hay 

con.1usibn los indices de 1 se suprimen ) .. 

Suptmgase que 

8 (: 
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es una matriz de orden n , con a , b , e y af matrices de orden 

n/2 • Se comprueba fAcilmente que 

B B = 
1 e: _: ) y BB 

1 (: :: ) 
Como el producto es anticonmuta.tivo se tiene ~ B -= - BB y de a.qul 

1 1 

Si se calcula el cuadrado de esta matriz se tiene 

2 
B 

Sl.\poniendo el cuadrado de B igual a 

B 

-1 
se sigue que b exist.e y 

El resultado que se ha obtenido es cierto para c~alquier matriz 

B , ••• , B Supbngase ahora que 
2 r-1 

y considerar la siguiente matriz no-singular de orden n 

T ( .,) 



Entonces se verifica que 

-1 
TB T 

2 
e , ) 

De ésta manera puede escribirse las dos primeras matrices de 

como sigue 

Para j = 

Ahora 
' 

se sigue 

B 
1 

3, 

por 

b 
j 

4 
' 

Ja 

-1 

(' _,) 
... 

' 
r-1 se tiene 

( B 

b 
j 

anticonmutatividad se 

b ' es decir b 

también que 

b 

) 
j 

-1 

tiene B B = - B B ' 2 j j 2 
2 

= - I Entonces b 

17/ 

de donde 

= iC 

para alguna matriz . C y puede escribirse cada B en la forma 

B 

( 

iC ) 

-iC j J 

AdemAs se tiene, derivado de las relaciones entre las B , que 
j 

2 
e 

e e 
j" 

- e e 
" j 

j s: 3, 4, r-1 

j "I 1: 3, 4, •.• , r-1 
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Se ha probado que el sistema L , da origen a otro sistema 

= < e e 
4 

e que consta de r - ¿. 111ul.:r1ces de 
3 

orden n/2 y que también satisface las ecuaciones de 

anticonmutatividad y cuadrada igual a la L1n1dad. 

De la misma maner<'\ puede vet'se que si r)5, ~ genera el sistema 
1 

D , D • • • ' D que tiene r - 5 mi'trices de orden 
2 5 6 r-1 

n/4 cumpliendo con el siguiente sistema de ecuaciones 

2 
D j = 5, 6 1 , • • , r-1 

D D 

j " 

D D 

" j 
i F " j, k 5, 6, •.• , r-1 

Si se c:ontinlla el procedimiento , el último sistema que se puede 

9enet•a1~ depende de que r - 1 = 2p o que r - l = 2p +. 1. 

Si r - 1 = 2p se ob t i ene ¿ L , L J • 
p-1 2p-1 2p 

Como se pt"obO para ras matrices B y B ~e tiene qLtc 

L 
2p-1 ( I -1) 

1 2 

L 
2p 

p-1 
siendo ambas matrices de orden n / 2 
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Si r - 1 2p + so tienG.1 e { L con la Unica matri~ 
p 2p+l 

p 
de orden n I ~ 

U=ando el mismo argllmento que en B 
1 

la forma 

L 
2p+1 

con o<.,~ números positivos tales que 

L puede diagonali::arse en 
2p+I 

p 
n I 2 



4. SISTEHAS DE HURWITZ NAX IHOS. 

Si T es una matriz no-singular' de orden n/2 , sea 

2::: r2": -1 -1 -1 
T = { TC T . ... . TC T 

1 3 r-1 

La 11 con jugac i 6n 11 de I permite escribir el conjugado de L: 
sigue~ 

ii 
1 

B ' 
1 

B = B , 
2 2 

ii 
( 

-1 
-iTC_T 

J 

-1 
iTC T 

j 

en donde 3 -' j ~ r--1 • El nuevo sistema. se denota por ~1 L 
similitud no es esencialmente diferente de 2:, 

Esto signi1ica que no solo se puede reducir un sis-tema de 

201 

como 

) 
y por 

matrices de orden n , a un sistema d~ matrices de orden n/2 , sino 

también es posible pasar de m.J.tt'ic:es de orden n/2 hasta lñs de 

ot:dan n , conservando anticcnmutatividad y cuadt'ado la identidad. 

Si ~e· supone que M es un numera maH imo de matt~ic:cs de orden n , 

.anticonmutativas y cuadrado igual a la identidad, y N un nltmero 

correspondiente de tales matrices de arden n/2 ~ entonces la 

reducción del sistema de matrices de orden n a las de orden n/2 , 
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indica M - Z ~ ~l • Por otra parte, el paso de las matrices de 

orden n/2 a las de orden n implica N + 2 ..S. M • Combinando las 

desigualdades se sigue M N + 2 

Si n es impar•, el n•Jmero ma:<imo de matrices no puede ser mayor que 1 1 

porque la anticonmutatividad de B , con cualquier otra matriz, 
1 

permitirla concluir que n es par. Por tanto, en éste caso H 1 • 

4a+b 
Si n = 2 q , q impar y W ~ b ~ 3 , entonces en base a lo que 

antes se dijo M = 2(4a+bl+l En particular , r -1 es menor o igual 

que esa cota. 

5.LA CONDICION DE ANTISIMETRIA EN SISTEMAS DE HURWITZ. 

Sea ~ = ( B , B 
1 2 

' B 
r-1 

un sistema de r-1 matrices de 

orden n que cumplen con la anticanmutatividad y tienen cuadrado I. Se 

ha probado en las secciones anteriores que L puede escribirse en la 

forma: 
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Como indica el sistema (ItI> , las matrices asociadas con una fOrm\.\la 

de producto de sumas de cuadrados (l) son antisimétt"icas. Esta 

condición no la. satisfacen las matrices construidas hasta a.hora. Por 

lo tanto éstas matrices no pueden ser usadas directamente par"a 

establecer la existencia de dichas fbrmulas. 

Si las matric:es B son antisimE:?tricas y P ~s la inversa de 

la matriz que permitiO llevar 2= a la forma reducida que se viO 

-1 
en la secciOn 3, entcnces, debido ~ que B = PB P para 

j = 1, 2, .•• , r-1 , se tiene 

-1 
<PB P > 

j 

de donde se sigue 

t 

t t 
9 P P 

~<P l 

t 
-P PB 

J 

y haciendo U 
lil 

P P se llega a ~ue 

t 
0 u 

j lil 
-u 0 

lil j 

j 

-1 

siendo U una matriz no-singular y simetrtca. • 
lil 
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Una ve::: que $e ha mostrado esta propiedad del sistema reducido, se 

conviene en denotar cada B simplemente po~ 9 

Resumiendo lo anterior se tiene 

( !) 

Ahora, supOngase 

u 
f1J 

t 
u 

!ll 

det U f 
0 

.... , r-1 

en ·donde X, U 
1 

V y ti-1 -s;on matrices de orden n/2 .. La primera 

ecuación de (1) para j = l tiene el desarrollo siguiente 

de donde se sigue W = !if • Su a.p 1 icac iOn cuando 2 tiene 

por resultado 
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y de aqui V e - U • Sr~ sinue qua 

Como u u cntcnc:l?s u - u y a ~a1~tit~ de qufl det U t 0, so 

~' "' 1 l ~· 
obti@ne det u 1 1¡1 

1 

Oesarrol lando c1hora la pr1merc1 ect1 .. ,c1on de ( 1) prH~a J > ~ se tiene 

o sea 

(2) l
ll e~ 

1 J 

< 
t 

u 
l 

t 
e u 

u 
l 

d<>t u 4 (~ 
1 



De esta manera, 

matri;:: U 
1 

Supóngase ahora que 

u 
1 

la matriz U 

2:5/ 

y 2= da lugal'' a la 
1 

En donde U , X ., V y W son matrices de orden n/4 • La primera 

E'CLtacibn de <:?> para 3 tiene el desürrollo 

de donde se sigue V a1 - Si se ap 1 ica cuando 4 tiene 

c:omo resultado 

y de aqui ~¡ u Se sigue que 
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Como U 
1 

- U se tiene U 
1 2 

u 
2 

y a partir ce que det U - 0, se 
1 

obtiene det U 1 0 • 
2 

Sustituyendo las ecuaciones C2) para j > 4 y haciendo 

se obtiene 

ewpresándose en forma resumida como 

!3) 

{

u o= 
2 j 

t 
u 

2 

t 
o u 

J 2 

u 
2 

5, 6, ... , r-1 

det u "F !O 
2 

El procedimiento puede continuar como se muestra en la tabla 

siguiente: 
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Si j ~ 5 

t 
u D = - o u 

2 5 5 ., 
Si J=6 

(-
'-' 3) t l> u D = - D u u 

2 6 6 2 2 u ., 

Si j ,, 6 
V 

t l> 
u D = - ·o u u E E l! 7, 8, ... ' 

r-1 

2 j j. 2 3 j 3 

u u d"t u f l!I 

3 ::; 3 

Si j 

t 
u E = E u 

:; 7 7 "' 
Si j = 8 

t ( u4 

"J u E = E u I> u 
3 8 8 3 3 

Si j > 8 V 

t I> u E = E u u F F u j = 9, ... ' r-l 

3 j 3 4 j •1 

u u det u .¡, 111 

4 4 4 



Al cbtc-ner U se obse1"'va que esta sucesion de matrices tiene 
4 

periodicidad cLtatt~o y se describe mediante la= ect1aciones s1guientes1 

en donae 

de las etapas, U 

J = 1¿1, 1, .•. 

u 2:: u -1 

j j 

j+1 
(-1) 

¿t 

es el s·istema dE· matrices quU. se obtiene en _cada una 

es una matr i = ntJ-si ng\.t lar de? cwd .. :in n I 2 con 

[ (r-2) /2J , siendo i:?sta ~d t; imo ni1mero la pi'\r•le l?l'1tcro 

de <r-2) /'2 , que l?S p-1 si r-1 = 2p , o bien p en el c:~so de qtJ~ 

r-1 = 2p+1 
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Se analiza la estructLwa del Ultimo termino U de la 

sucesion . 

Si r-1 2p , cntonceG, segun p sea par o impar·, se tiane· 

u 
p-1 

t 
en donde U 

p (p+ll /2 
(-!l u 

u 
p-1 e ") 

Si r-1 = 2p + 1 , entonces la "for-ma de U depende ta.nto de la paridad 
p 

de p como de las ecuaciones 

uP ( 

!,,._ J-- ( 
¡"' 

J u 
p 

p par 

uP ( 

l"' _,} ('" J lJ 
p 

p impar. 

p(p+l)/'2 
en donde U (-1) u 

p p 
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p<p+l) /2 
Cama puede apreciarse el signo de <-1) da por resultado ocho 

posibilidades para el último término de la sucesibn U 

6. EL TEOREMA DE HURW!TZ-RADON. 

En esta scccibn quedara establecido que la func:ibn de Hurwitz-Radon 

proporciona el valor mA:dmo de r , cuando el valor de n = s es 

fijo. 

Es conveniente introducir la notacibn que sigue con el fin de 

simplificar la escritura de la demostraciOn del teorema Unico de esta 

trabajo • 

Sean r, s, n enteros positivos. Suponemos que 

H := (:.< t 

l 

<r,s,n> se 

2 
(>< + 

1 

r s 
, x ) f F y que y = <y , • • • , y E F 

r 1 s 

llamar.!> ;admisible sobre F &i e>e:iste una 

2 2 2 2 ... + l< )(y + ... + y ) = <z + ... + z 
r s 

2 

n 

en donde cada z es bilineal en K 
' 

y con co•ficientas en 
J 

fOr...,la 

) 

F 
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En otras palabras <r,s,n) es admisible si la transformactOn bilineal 

dada por f <x,y) 

r s n 
:F X F-;>F 

<z 
1 

f ••• 1 z ) es normada. 
n 

TEDREl'IA PRINCIPAL<HURWITZ-RADON>. EN CUALQUIER CAMPO F 

ES ADMISIBLE SI V SOLO SI r f. e (nl 

4a+b 
DEHOSTRACION. Sea n = Z q en donde q es un numero impar y 

!ZI ~ b ~ 3. Se probariA primero que si (r .. ,n,n) es admisible, 
b 

entonces r $. Q <n> = Ba + 2 

Para. la demostracibn de ésta parte debe tomarse· encuenta que la 

admisibilidad implica la existencia de un sistema de r - 1 

matrices de orden n con las propiedades <Illl de la pagina J3. 

Claramente, cualquier subconjunto de esas matrices reune ~as mismas 

caracteristicas y entonces <s,n,n) es a.dmisible para 1 (. s ~ r-1. 

En términos de transformaciones esto significa que, si existe una 

r n n 
transformacibn norma.da f: F x F --;.. F 1 entonces las restricciones 

re~pecto a r, son también norma.das. 
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Por el contrario, si no es posible encontrar un conJLmto de r - 1 

ma tr í ces de orden n que cumplan 1 as propiedades < I 1 I > , entonces 

es imposible tener un mayor número de ta.les matrices, que si laS 

satisfagan, ya que cualquier:- subconjunto con r ~ 1 matrices lo 

impedirla. 

De ésta manera, para probar que r .(. Q (n) ünicamente sera necesario 

demostrat~ que no es posible para r tomar el vale'' (2 Cn) + 1 • 

La demostraciOn también tiene que ve?r con léi estructura del 

Ultimo término de la sucesión U j = ~ , l , ••• , [ <r-2) /2J , que 

fué construida en la sec:C:iOn anterior. 

De acuerdo con los valores de b se presentan cuatro casos • 

4a 
b=~ • Se tiene en este caso n = 2 y si se supone que r-1 e: e (n) 

ea + 1 , resulta r'-1 = 2p + 1 en donde p = 4a. 

Aplicando la estructura de U c:on p par, se obtiene 
C<r-2>1:1 

",(' ') (' } 
Si U es la matr~i: 

p 
, la ecuaciOn matricial 



indica !J , es decir 

Ahora, se tiene u u y de aqui que Ao<<! 
p p 

t 
A (>o< 
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1 luego 

o< = (> .Pero O( + Q 
p 

n/2 q es impar y entonces oC..:::: @ es 

imposible , de donde r-1 < e <n>. Por lo tant.o r < 12 <n> • 

4a+l 
~ . Se tiene n = 2 q , 

entonces p ~ 4a + 1 y 

t 

u 
p-1 

Q <n> Ba + 2 . Si r-1 = Ba + 2 

4a+1 
con U = -U y det U - 0 • El orden de U es n / 2 = q 

impar y ya qL10 es antisimétrica su determinante es cer-o. Este no es 

posible, por lo tanto r-1 < Q <n> o sea .. ..:; e (n). 

4a+2 
b=2 • Se tiene n = 2 Q Q <n> Ba + 4. Si r-1 Ba + 4 

entonces p = 4a + 2 y 



t 
con U -u y 

u 
p-1 

demues t r•a que 1· ~ Q ln) • 
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4 .. ,+'"'!, 

~ • En este caso se tiL1 11c n ~ ._ q y Q (n) o:. 8a + 8 • Como 

se probb en la sección un sjstem~ m~x1mo de m~tr1cc~ 

anticonmutativas y cuadr,...da ltl i.Jentid.:od puedt::> l le9ar a tener 

cuando mucho Ba + 2(3) +1 :::i s .. -. + 7 matrices, siendo éste al limite 

de r-1 ; entonces r" < Q (n) 

Se demostrar·~ ahor·a la otr·a dirección del teo1·~ma que se· tlace 

construyr:ndo te1·nas admisibles de la for·ma Q (n) ,n,ri>. 

Al re~p~c to, varios autores, el mismo Hu1·w1 t~, han dl.?t;i:Wrol lado sus 

pr-opias const;rucciones, destacando l~ dl? T.Y~ LcM• qw .. ::i. utl.11;;:2 

Goramit.¿ y M.J. F'ullm~ll (12], rer.\l1::adt\ c:on boJ!3R en l~!: idt:Oil'::- dn 
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A continuac:ibn se introdl\cen los conceptos de producto de l~t·onec:i~et• o 

tensorial de matrices y de sistemas de Hurwit;::-Radon, en los que se 

apoya este trabajo. Sea A = (a una mat:ri;: de m~:n y B 
i j 

una de pKq • EL producto tensorial da A y B es la matri;: 

! 
A O B 

a B 
11 

a B 
21 

a B 
mi 

a B 
12 

a E< 
22 

a B 
m2 

que tiene mp renglones y nq columnas. 

a B 
ln 

a B 
2n 

a B 
mn 

(b ) 

kQ 

En general el producto tensorial no es conmutativo.. Si A, B, C y O 

son matrices de? or·den man, p}!q 1 nxs y qxt respectivamente, se 

demuestr·a ftlci lmente 

(1) 

(2) 

<A Q B> <C 0 D> AC GJ BD 

t 
<A@ B> 

t t 
A (JJ B 



36/ 

Un sistema de matrice?s ortogonales A 
1 

A que c:i.tmple 

las c:ondicionc'3 

A 
¡ 

A A 

- A 

- A A 
i j J i 

i ;;:; 1 t ••• ' s 

i t- J 

se llamat'.3. sistema de Hurwitz-Radon <H-R>. 

s 

Esto es, un sistema H-R al que s~ agrega. la m"'\tt~L'.: identidad del 

orden corrE'spond 1ente cump h~ con 1 as ecL1ac iom?s ( I I) y a partir de 

el, usando la construccibn de Ht.wi-1i t=, puede determinarse otro 

sistema que satisface las condiclones <III>. 

Se demostrer~ qur? para cu.:1lqu i i..-t' c~ntel'o n mé\yor qU€' 1, de la - forma 

4a+b 
n = 2 q con q impar, e::iste un H-R 5i5tc:.>m._'\ con Q <n) -

matrice<:. 

Para esto sean la~ matrices A, F· y Q como 'itguc 

' ~'. : ) .(: : ) o -(: _:) 
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Con bat::ie en estas matrices, se irán construyendo los H-R sistemas 

adecuados para cubrir, primera los casos n = 2 , 4 , 8 , 16 y 16n 

a partir de los cual es, resulta la extension para cualquier 

potencia de 2. Un último caso se referira a la forma de encontrar 

el H-R adecuado para el valor general de n. Cabe senalar que para 

n ~ 4 y n = 8 el método consiste en realizar todos los productos 

de Kronecker posibles, de 2 y 3 matrices a la vez y determinar el 

·H-R que corresponde. 

i) < A l es un H-R sistema de e (2) - 1 matrices de orden 2 • 

En efecto, Q (2) - 1 = 1 A es":antisimétrica y no existe otrn 

matriz que contradiga la propiedad anticonmutativa. 

Inductivamente este es el caso n = 2 y determina la fórmula 

conocida de la multiplicacibn de nümeros complejos. Si pari.\ todo 

punto <x 1 :~ > en R 
l 2 

2 
se define la matriz. 

M :: l + X A 
1 2 



Entonces M conduce a la transformaciOn normada 

T 
2 
R 
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de la siguiente mane1~a~ Sean ( ~~ , ~< ) 
1 2 

Y = <y , y l puntos 
1 2 

2 
d" R y T<X,Yl YM , es decir 

T<X, Yl (y ' y ) ( "¡ "2 ) 

1 2 -:< " 
(" y - :: y ' " y + " y ) 

11 2221 12 

iil {A O I , P 0 A , Q ~A l es un H-R sistema de Q (4) - 1 

matrices de orden 4. 

Esto se sigue de que A es antisimétrica, I, P y Q son simétricas. 

También es sencillo comprobar Ja anticonmL1tatividad de las matrices. 

En este caso el valor de n es 4 y permite lleqar ~ la 

multiplicacibn de los cuaternios. Las matr'ices son 

A 0.I 

(
_: : : : ) p @ A ( : : -: : ) 

"' -1 !il "' -1 0 !il 0 



ESTA TESIS 
SM.lR DE U\ 

MO urnE 
BIBLlüTEGA 

Q ([}A 

4 
Se define para cada punto tx 1 >< 1 x 1 x ) en R 

1 2 3 4 

M = x l + x IQ C} Al + :i CA 0 l) + x CP@ A) 
1 2 3 4 ('\ 

-x 
= 2 

-x 
3 

-x 
4 

La matriz M lleva a una transformacibn normada T 

en la forma siguiente: 

X 

2 
X 

1 
X 

4 
-:< 

3 

la 

" 
-:{ 

X 
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matriz 

" 3 4 

" 4 3 
-x 

2 
X 

2 1 

4 4 4 
RxR-l>R 

Sean (M , ~ , :e , M ) , V 
4 

Cy , y , y , y l dos puntou en R 
1 2 3 4 1 2 3 4 

y definase TCX,Y) VM , entonces 

(" 
X " :: ) 1 2 3 

-x X -x 
TCX,V> = (y ' y ' y ' y ) 

-x2 
l 4 

1 2 3 4 X X -x 
3 4 1 2 

-:< -M y. l~ 

4 3 2 1 
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(X y - " y - X y - ~: y " y + H y + .. y - " y >< y - " y + 
1 1 2 2 3 ., 4 4 2 1 1 2 4 ~· 3 4 3 1 4 2 

+ " y + ~: y . X y + " y - :~ y + }: y ) 

1 3 2 4 4 1 3 2 2 3 1 4 

iii> {Q®Q~A, 10A,OI, I(i,r-·~A, A@Q(;ll, P~Q(f9A, 

es un H-R si5tema de Q (8) - 1 

matrices de orden 8 . 

Este es el ca.so den= 8 relativo.:' la multiplicac:ibn de los 

octonios. Las prcpiedades del producto tensorial sirven para 

compt"obar que el sistema es H-R . 

Las matrices son las siguientes 

e 
1 0 0 0 0 0 

j) -1 0 0 0 0 0 "' 0 0 ,, -1 0 0 líJ 
kl "' 1 fil 0 !/J "' 0 "' 0 fl 0 -1 ·~ 
líJ "' 0 "' 1 !Zi 0 
0 0 ,, .¡¡ ., liJ ., 
0 0 0 0 liJ 0 -1 

I © A 0 I e 
0 1 ,¡¡ ,¡1 a1 '" n ., 0 1 0 !11 ·~ -1 !l1 0 0 0 !ll fcl ., -1 0 "' 0 0 ~o 

fll ól 0 !il "' 0 1 
!11 0 0 0 0 k1 0 1 • 
0 0 "' 

!{_I -1 0 0 ki 1 

0 0 k1 0 0 -1 0 0 / 
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( 
!ll f1l ¡¡¡ •1 0 

D 
!11 ¡¡¡ -1 0 0 0 &1 

"' 1 0 !ll 0 0 0 
10P@A -1 !ll 0 ,, 0 0 

"'' 0 !!I lil !11 0 0 0 

·~ 0 f1l 0 f1l "I -1 
0 f1l 0 !iJ 0 1 0 
0 0 0 0 -1 l<I 0 

e 
0 0 f1' 1 0 111 

-¡) 
,, 0 0 0 0 -1 !ll 
0 !il ,¡J 0 f1' 0 1 

A{lO® !ti 0 .1 "' !iJ 121 111 
-! 0 f1l 0 0 0 0 

0 1 !il 0 0 0 0 
0 0 -1 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 

e 
0 0 0 !11 1 121 

-¡) 
¡¡¡ ,¡J 0 -1 0 0 
fil 0 0 f1l fil 121 

P@Q@A "' fil 0 !il 0 !il 1 
0 1 1(1 fil 0 0 0 

-1 0 0 0 !il 0 0 
0 f1l 0 -1 f1l 0 121 
!il !11 1 0 f1l 0 0 

e 
!11 fil 0 !11 0 1 

-¡) 
"I 0 f1l 0 0 0 0 
!il fil f1l 0 1 !il 0 

AGP@O !11 ,¡¡ 0 fil !11 -1 0 

·: !il -1 f1l !i) 0 121 
!11 0 1 0 0 0 

-1 0 !11 !il !11 !11 121 
0 0 !11 ,, 0 0 

e 
'" !il 0 0 !iJ 0 :) .~ 
,, 0 0 .¡¡ 111 1 
.¡¡ !il 0 ,¡¡ 1 !11 0 

A@P@P kl 0 f1l •1 1 0 111 f1l 
!il !11 0 -1 0 0 0 f1l 
0 0 -1 (ti !iJ !l1 0 0 
f1l -1 !11 ª' !iJ kl 0 0 

-1 111 .¡¡ !i,l !iJ 0 111 !3 
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La matriz M se define por 1 

M x I + x CQ®Q®Al + x CI@A@Il + x CI@P@Al + 
1 2 3 4 

X <A ® Q l2J I) + x (p 0 Q ® Al + X (A (Í9 P ® Q) + x CA iÍS) P ® Pl 
~ 6 7 8 

En donde x 
1 

8 
, x son las coordenadas de un punto x € R 

8 

L~s matrices I dentro de paréntesis son de orden 2 , mientras la de 

fuera tiene orden a. 

La matriz M con la cual se puede definir una transfot"maciOn normada 

8 8 8 
de R x R -.;;.. R es 

X X X X X X X 
1 2 3 4 s 6 ,7 8 

-x " -x X -x -x X -x 
2 1 4 3 6 s e 7 

-x X X -x X )( X -x 
3 4 1 2 7 e s 6 

-x -x X X X -x X -x 
M 4 3 2 1 8 7 6 s 

-x X -x ->< X -x • X 
s 6 7 e 1 2 3 4 

-x X -x X X X -x X 
6 s 8 7 2 1 4 3 

-:< -x -x -x -x X X X. 

7 8 s 6 3 4 1 2 
-l( X X X -x -x -x X 

e 7 6 s 4 3 2 1 



ivl Suponer· que { M 

4.:3/ 

M ) es un H-R sistema de matrices de 
5 

entonces el sistema { A@ I l U { Q QD M 1, ••• , sl 

es H-R c:on s .,. 1 matrices de orden 2n • 

Se sigue de las prop!edadcs del p1·cdw:to tensarial 1 a.sl como de la. 

antisimett~la }' 01•to9onalidad de l~s matt•ices. Si las matrices M son 

las siguientes: 

M Q(iQ(;jA M P {;) Q 0 A 
1 5 

M 1@ Q ([¡) I M A®P@Q 
2 6 

M l@Pill)A M A@P@P 
3 7 

M AdJQ{i)I 
4 

entonces el nuevo sistema contiene Q (!6) - 1 = 8 mat~ices de 

orden 16 • E~te ee: el caso en que n toma el valor 16, de m;:i.nera que 

3 
cubr~ la transición 'desde que n tiene el valor 2 hasta el nuevo 

valor 2 



vi Si N 
1 

H es un H-R sistema de matrices de orden n 
s 

L 
l 

L es un H-R sistema de ma.trices de orden k, 
m 

entonces 

{P ® .! 0 M /i=I , ••• , sl V {Q 0 L @ /j=l , ••• , ml 
k n 

U {A@ 
nk 

también es un sistema H-R tjue consta de s + m + 1 matrices de 

orden 2nk • 

Este caso hace po5ible pasar desde n ha.sta J6n , ·tomando k = 8 y 

8 
m = 7 • Por ejemplo, si n= 16 se pasa al valor 2 = 256 con 

8 
Q <2 ) - 1 = (8) (2) + 1 - 1 16 mat1"ices de orden 256 • 

a a 
Vi) Finalmente la transición desde n ; 2 para 2 q , q impar 1 

es obtenida al r.fectuar el producto tensorial de las Q <n> - 1 

matrices que componen el H-R soistema, con la ma.tr·i;: , resultando 
q 

a 
un H-R sistema compuesto por Q (n) - 1 matrices da orden 2' q • 
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7. CALCULO DE ALGUNOS VALORES DE LA FUNCION DE HURWITZ-RADON. 

A continuaciOn se escriben las ternas admisibles que se obtienen 

tomando como base las te1~nas admisibles clásicas, asl como los 

valores k = e ' m = 7 

Si se inicia con n 

la.s siguientes: 

(2 

<1!~ 

(18 

(26 

, 

, 

, 

' 

2 , son ternas admisibles con b _ 1 (mod 4) 

::? 2) 

5 5 
2 , 2 ) 

9 9 
2 , 2 ) 

13 13 
2 , 2 ) 

Si se inicia en n = 4 1 las ternas admisibles con b _ 2 Cmod 4> so,n s 

(4 , 4 , 4) 

6 6 
(12 , 2 , 2 ) 

10 10 
(20 . 2 . 2 ) 

14 14 
(28 ' 2 2 ) 
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Al iniciar en n = 8 la5 ternas admisible5 con b _ 3 <mod 41 

(8 
' a 

' B> 

7 7 
(16 

' 2 
' 

2 ) 

11 11 
(~4 

' 
2 ' 2 ) 

15 15 
(32 

' 
2 ' 2 

Por ú.l timo iniciando con n = lb y b == 0 (mod 4) se tienen 

4 4 
(9 

' 2 ' 2 ) 

B a 
(17 

' 2 ' 2 ) 

12 12 
(25 

' 2 ., ) 

16 16 
(33 

' :z ' :z ) 
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NOTACIONES 

Sigma, del alfabeto griego , slmbolo 
de sumatoria; tambien se usa para 
denotar sistemas de matricas. 

Pertenencia de la teorta de conjuntos 

Diferente de 

Menor o igual que 

Campo de los nümeros reales 

Campo de los numeres complejos 

Campo arbitrario 

Espacio vectorial n-dimcnsional 

Producto cartesiano de los 1?spacics 
r y s- dimensicnc:\les. 

Matri:: transpuesta de A 

Natri:: inversa de una matri: 
no-singular T 

Matri:: identidad de orden q 

Func:iOn de las variables H 1 y 



B <x,y> 
n 

Q (X) 

n 

Q (n) 

i t j ' k 

<.r,s,n> 

A®B 

H-R 

[ J 

n 
Producto interno de x e y •n F , 

t 
cuya regla 126 >:y 

Forma cuadr.\tica <que eKprea• 

n 
la norma de H e F que se 

2 2 
calcula POI' " + ... + H 

1 n 

FunciOn de Hur.wit:-R&9•n cuy• v•l•r 

b 4a+b 
es Sa + 2 cuando n = 2 q , cq 
impat' y 0 < b < 3 • 

Cuando no son sublndices su 
significado es -1 

Terna admisible que indica la 
existencia de una fórmulA de 
producto de sumas •e cuadrados 

Producto de Kronecker o tensorial 
de las mat.-ices A y B 

Abreviatura de Hurwitz-Riadon 

Refe.-encia bibliogt•atica 
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