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.PROGRAMACiüN LINEAL y ENffRA CON LINDO 

<LINEAR, 1.MltRACTIVE ~188RE1E QPllMlZERl 

X. lJSJt::l"IVtl 

WNTf.lR CON UN !JOCUMENTD EN ESPAf10L EN EL QUt SE PRESEt.JTEN, 

Df Mf\t~fRA ACCfSIBLI:'., LOS .Pf~INCIPALfS ASF't::CTOS DI:'. LA 

PRüGRAMACION LINEAL; EL USO DEL Pf.1QUETE LINDO; V UN CON.JUNTO 

Df PROBLEMAS EN LOS QUE Sf ANALICEN LA t=ORMULACION DEL 

MO!JELD, LA SDLUCION MEDIN.JTE LltJDO, V LA INTERPRETACION DE 

LOS RfSUL fADOS. Df'1NOO ENt=ASIS AL CARACTC:R t:CONOHICO DI:'. LOS 

MISMOS. 

SENl IFí LA NECESIDAD, EN LA PRACTICA '{ EN LA DOCENCIA, DE UN 

Mf\NUAL Of CONSULTA QUI:'. COADVUVIO AL APREtJDilAJI:'. Y PRACTICA Dé 

LA PROGRAMf\CION LINEAL. 

111. at::Nt::~l~llJS ACAOt::MlCO~ 

OBRA DE CONSUL1 A EN CURSOS DE PROGRAMACION Ll NEAL. 

MANUAL DC: MODELOS LINC:ALC:S PARA PHDt=lóSIONALl:'.S EN PLANfACION 

E INVESTIGACION DE OPERACIONES. 

IY. ~ARA~r~~lSrl~AS 

1. SIMPLICIDAD EN SU APLICACION. CON POCOS COMANDOS SE 

RfSUELVC: UN PROBLEMA OC: PROGRAMACIDN LINEAL. 

2. VERSATILIDAD EN EL FORMATO DE ENTHADA, YA QUE ES 

SIMILAR A LA l::SCRITURA MANUAL DfSARROLLAOA OC: UNA 

FüRMULACION. 



::; • POS I DJ Ll D(ID !JE Cf.'1F'TlJf-¡(IR LOS DA TOS MED Ir\MT!:: PROCES(IDOR 

Dt: PALABRAS ü Mt::DIANít:: UN PROGR(IMA EN l'"ORíRAN. 

4. 

5. 

E:.Ff:.Cl LIAR CAMBIDS O MüfJIFICACJONES [~(.¡S(;DOS EN LA 

SOLUCION O POR t::RRDRt:S. 

COMANDOS f:.SPEC!(ILES PARA 

SOLUCION. 

SE.GlJ!r( PASO ('; PASO LA 

(;;, LA VERSIO~J t1AS CDMUN PUEDE ACH·rnn llAS"IA 4500 VARlABLl::B 

y 800 RrnGLüNt:S, INCLUYENDO .Lr1 FUt·JCION OBJt:: í IVO. 

i'. UT I LI 2.A EL MElOlJO SIMPLE>: RE'/I S(IDO EN LA FOF<MA F'F(OIJUCTU 

Dt:: L(I INVt:RSA. 

1 • si:: TORNA LENTO EN J'"lJRMULnC IONt:S GRANDC:S. si:-: Rt:DUI l:'.RC: 

. ., 
"'-• 

COPROCESAlJDR MATEMATICD. 

ACTLJALMENít:: CIRCULA EN EL Ml:'.DIO UN NUt:VO Pnouc:rc: oc: 

OPl!MIZACION QUE TRABAJA DE MANERA MAS EFICIENTE EN 

1--0RMULACIONt::S GRANDt:S, EL CUAL St: DENOMINA " GAMS " 

<GENf:.r"l'(.\L ALGEBRAIC MDDELHJG SYSTtJ1l. ESTE PAQUETE 

ItHt:GRA !Di::AS DI::: LA Tt:üt~IA Dt: BASIO: OC: MTüS Rt:LACIONAL 

Y L?\ PRDGRAW\CION MATEMATICA, DE TAL FORMA QUE PERMITf:. 

Rl::PRIO:SEtHACIONC:S ALGC:BRAICAS Oc MANt.::RA CONCISA. 

Vl. lS\RUClURA U~L 1~A~AJO 

CONS íA BASICAMEN rt: DC: DOS MODULOS: 

FUN!JAMENTOS PARr~ EL USO DE LA PRDGRAMACIDN LINEAL MEDIANTE 

i::L PAQUC:ft:: LINDO, Y UN COMPENDIO Ot: APLICACIONE:S. 



R E 5 U M F N 

Estas notas constan de tres partes. La primera contiene una 
descripción de lo que es la programac1on lineal y sus aspectos 
conceptuales fundamentales. La segunda se refiere a un compendio 
de 1 os pr i ne i pa 1 es comandos de 1 paquete de computador·a L HJDO 
(Linear, INteractive, Discreta Optimizer); ~l cual es ejecutable 
en computadoras personal es. La ter·cera con ti ene un conjunto de 
aplicacioné~ reales que comprenden el planteamiento, solución y 
análisis de resultados de problemas tlpicos que emergen en 
diversos campos de la industria y la administración p6blica y 
privada. 



P R E S E N T A C I O N 

En aRos recientes, la aplicación de la programacion lineal se ha 
convertido en una herramienta importante y muy dtil para resolver 
problemas de planeación y ope1·ació11 de sistemas. Más adn, en la 
actualidad, debido a las condiciones económicas por las que 
atraviesa·el país, se deber·ia tomar· como lineamiento gener·al ::1 
que los sistemas funcionen de manera satisfactoria, haciendo un 
uso más racional de los recursos; induciendo y analizando 
alternativas que permitan mejorar los beneficios tanto propios 
corno los de la sociedad. Precisamente la programación matemática, 
en gener·¿il, y la 1 ineal en par·ticular·, está enfocada a coadyuvar· 
en la di'.'ícil tarea de lo·::ira1· eficientar los sistemas cr·eados por· 
el hombr·e. 

La realización de estas notas fue motivada, principalmente, por 
el inte1·és de presentar la teo1·í3 y aplicación de la p1·ogr·amación 
lineal de una manera sencilla, y con una interpretación económica 
en todos sus conceptos. De este modo, este trabajo va dirigido a 
lectores que se inician en la materia o a aquellos que, 
habiéndola cursado, sólo requieran consultar. Con esto se habre 
la posibilidad de incor·po1·ar· a profesionistas al ámbito de la 
pequeRa y mediana industrias, por ejemplo, o a ciertas áreas de 
la administración pdblica. Este enfoque tiene razón de ser en la 
consideración de que en las grandes empresas y organismos 
pdblicos, generalmente se cuenta con recursos para disponer de 
especialistas que desarrollen estudios sobre la optimación de 
los sistemas, En cambio en sector·es inferiores, su aplicación es 
casi nula o en todo caso se efectúa con esquemas subjetivos 
basados sólo en la experiencia. Por supuesto que la práctica 
anterior no puede ser totalmente rechazada; sino más bien, debe 
ser complementada con técnicas de este tipo. Va que es poco 
frecuente que los problemas se estructuren con un enfoque 
sistémico, el cual es propio del planteamiento de un programa 
lineal, 

Bajo el supuesto de que a la pequeRa y mediana industrias llegan 
ingenieros con conocimientos básicos de programación lineal, no 
especialistas en investigación de operaciones, estas notas pueden 
ser de gran utilidad ya que· conjuntan tres aspectos para el 
análisis, planteamiento y solución de problemas de optimización 
lineal, El prirner·o se r·efiere a los conceptos fundamentales. El 
segundo comprende algunas sugerencias para plantear un programa 
lineal; asf como un nürnero de ejemplos reales en los que se 
muestra su formulación, y la solución mediante el paquete 
LINDO(LINEAR, INTERACTIVE,DISCRETE OPTIMIZER). El tercer aspecto 
trata sobre el manejo, desde el punto de vista usuario, del 
paquete de computadora LINDO. Dicb0 paquete aunque resuelve 



programas lineales, enteros y cuadr~ticos, su empleo se refiere 
exclusivamente a la parte lineal y entera. 
Se considera, entonces, que estas notas podrian servir de 
consulta tanto para alumnos a nivel licenciatura y maestr1a, como 
par·a pr·ofesionistas qu;; tenga,1 inter·és en aplicar estas técnicas 
en áreas como: producción, asignación de recursos, redes, 
planeación, competencia, etc., entre otros. 

Finalmente, se desea aclara1· que el origen de este tr·abajo se 
basó totalmenete en el libro " LINEAR, INTEGER AND QUADRATIC 
PROGRAMMING WITH LINDO 11

, Linus Sch1·age, Univer·sity of Chicago, 
Edit. The Scientific Press. En algunos casos en. donde la 
descripción de un concepto no era clara, se modificó y aumento 
con el fin de que fuera más comprensible, 



F' R O L O G O 

De acuerdo con el obJeti~o principal, estas notas constan 
basicam0ntt? de, do~> módulos: Fundamentos p.'.'lra P.l uso de 1 a 
FTograrnaciOn Lineal mediante el paquete LINDO y Modelos de 
aplicación. En el pr-1mci-c:• (11, el ce.pítulo I.1 es de? 

motivación en cuanto a describir "Quó es la Programación 
Lineal" y loE principale~ supuestos en que se basa; El 
capítulo I,2 describe, en forma sucinta, las características 
relevantes del pRquete LINDO, así corno el empleo de los 
comandos mjs útiles para la programación lineal y entera¡ en 
la parte final de rste primer módulo, capítulos I.3.1 a 
1.:;.10, se anali::an los conceptos en la formulación de un 
modelo JineAl y los resultedos asociados a su solución, corno 
es el caso del problema "dual", ademés de presentar algunos 
tópicos sobrP los principales errores en la formulación y cómo 
evitarlos, capitulas !.3.11 a I.3.13. 

El segundo módulo, y el rnés ª"tenso, contiene, primeramente, 
una desc:r i pci ón muy concreta de los pasos que deben efer:tw;1rse 
para formular y uti!izar un modelo de programación lineal, 
capítulo II.1. Enseguida se presentan los probl8mas de 
aplicación real, comenzando con el problema de Producción, 
capítulo II.2; el de Asignación de Servicios, capítulo II.3¡ 
el. de MC?zclas, capítulo II.4; Planeacion MultipC?riódica 
Determinista, capitulo II.5; Modelos de Insumo-Producto, 
capítulo II.6; Redes, capítulo IJ.7; Planeación Estocástica, 
capitulo II.8; Competencia <teoría de juegos>, capitulo II.9; 
Aplicación a la Estadística, capítulo II.10¡ Equilibrio 
Económico, capítulo II.11¡ y por último, problemas resueltos 
con programación entera. En todos ellos el esquema de 
presentaciOn es el siguiente: primero se describe una 
problemática, después se definen las variables de decisión y 
se formula el modelo lineal adicionando los comandos para su 
ejecución y variantes de resultados; por último, se efectúa 
una interpretación y análisis de los resultados proporcionados 
por la corrida del paquete LINDO. 
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I N T R o D u e e J o N 

El mundo hA observado LITT notable crecimiRnto en la magnitud y 
complojidados de las organizaciones desde el advenimiento de 
lH re-.•oluc:i «n inclus.triül. Una. pr<rte intr,gr;ü de este 
revolucionario cambio ha sido el incremento en la división de 
la mano de obra y Ja segm8ntación de las responsabjlidades de 
admini~tración de las organizaciones, así como la 
int•rrclación tanto de sus componentes internos como con otras 
organizaciones externas. 

Los resultados han sido expectaculares. Sin embargo, junto con 
este desarrollo, esta creciente especialización ha creado 
nuevos problemas, problemas que se están presentando en muchas 
organizaciones. Uno de los problemas es cierta tendencia de 
muchos de los componentes de una organización a crecer 
relativamente autónomos, con sus propias metas y sistemas de 
valoree p~rdiendo, en consecuencia, la visión de forma en que 
sus actividades y objetivos interactúan en su conjunto. Lo 
mf.°'Jor p;;r~ uno 0.- 1 O!'? componer.tes, con frr.ct•encj a puE'de i.r !?n 
decremento de otro, de modo que se puede finalizar trabajando 
con propósitos rn conflicto. 

Un problem2 relacionado es aquel en que se incrementa la 
complejidad y especialización de una organización, y se vuelve 
c2dn ve~ méE difíc:il ?$ignar los r0cursos disronjbles a sus 
diversas actividades. Estos tipos de problemas y la necesidad 
de determinar la mejor manera de resolverlos, dió lugar que 
surgiera la Investigación de Operaciones. 

Durante la Segunda Guerra Mundi«l, las autoridades militares 
inglesas encargaron a un grupo de científicos el estudio de 
los problemas estraltgicos y tacticos asociados con la defensa 
aérea, marítima y terrestre del país. El objetivo de este 
grupo de científicos fue determinar, entre otras cosas, la 
utilización mas efectiva de los recursos militares que eran 
limitados. Los estudios realizados incluyeron el uso eficiente 
del recien inventado radar, y la eficiencia de nuevos tipos de 
bombas, así como la minimización del tiempo de búsqueda del 
enemigo. El nombre de Investigación de Operaciones 
?parentemente se drrbe a que el equipo de científicos trató con 
investigación de operaciones militares. Por medio de esta 
actividad se trató de dC?terminar la evaluación de un equipo o 
arma para descubrir qué tan bien funcionaba y también se hizo 
el análisis de las operaciones militares o bien hasta que 
punto las tácticas determinan el tipo de arma a escoger. Se 
hicieron predicciones del resultado de operaciones futuras, ya 
sea en el campo estratégico o táctico y se estudió la 
eficiencia de las organizacio~es que manejan el equipo y armas 
de batalla. Por supuesto que en el pasado se había trabajado 
en esa forma, pero no fué sino hasta la incorporación d~l 

equipo de científicos que sa hizo como actividad conciente. 



Aunque la Investig,1ción de. Operaciones empezó en el contm:to 
militar, su evolución se debe en yran parte al desarrollo de 
la organi~ación industrial. Antes de la Revolución Industrial 
la mayoría de? los negoc:i.os e industrias <?ran pequeñas 
compañías dirigidas por un solo hombre, el cual hacia las 
compras, planeaba, supervisaba la producción, vendía, etc. 
La mecanización de la producción dio origen a un crecimiento 
muy r~pido, de tal modo qLIQ se volvió imposible para una mola 
persona desempeñar todas las funciones en organizaciones cada 
vez más compleJAS. 

Al .terminar la cuerra, un considerable número de científicos 
empozaron a buscar las posibilid~des de aplicar SUR 

conocimientos en el campo industrial. Es así como con esos 
antecedentes, aunados al empleo de la computadora y al gran 
número de aportaciones por parte de especialistas, que se han 
ido incorporando a esta actividad, se ha conformado la actual 
actividad de la Investigación de Operaciones. 

En este contexto recordamos, por ejemplo, en 1947 George 
Dant;: i g di4. a conocer el método si mpl e1: para resol ver 
problemas de Programación Lineal; a fines de la década de 
los 50s., el matemático soviético Pontriaguin da un fuerte 
i mpLtl so al desarrollo de la Programación no Lineal y la 
Teoría del Control. 

En la actualidad, podríamos decir que la Investigación de 
Operaciones se interesa en la Toma de OeciG1ones y en la 
formulación de modelos de sistemas deterministicos y 
estocásticos qLte surgen en la vi da real, de la necesidad de 
asignar recursos limitados. En todo caso la contribución de 
la I.O. se deriva basicamente de: 

a) La estructuración de una !1.i tuaci ón real en Lm 
modelo matemático, abstrayendo los elementos 
esenciales, de tal forma que la solución relevante 
a los objetivos de la persona que toma las 
decisiones, pueda ser de utilidad, 

b) E>:pl orar la 
desarrollar 
obtenerlas. 

estructura de 
procedimientos 

tales soluciones y 
sistemáticos para 

e> Desarrollar la solución, incluyendo la teoría 
matemática, si se requiere, que lleva al valor 
óptimo de la medida deseada por el sistema, o 
posiblemente comparando cursos de acción 
alternativos evaluando su medida deseada. 



Podamos decir entonces, que la 1.0. se aplica a problemas que 
tienen que ver con la formR de conducir y coordinar las 
operaciones o actividades dentro de una organización. La 
naturaleza ·de la organización no interesa esencialmente y de 
hacho, la I. O. se ha aplicacio con.amplitud on los negocios, 
la industria, la milicia y el gobierno. 

Cabe hacer mención que on paises como los Estados Unidos de 
América, el empleo de esta herramienta es de uso intensivo. 
Siendo las técnicas más empleadas: el Análisis Estadístico 
C29:~>; Ja: Simulación (25%>; la Progrü.mación Lineal (19;D; .y 
el 27% otras técnicas.* 

Por lo ~nterior, noE damos cuenta que una de las tócnicas 
actualmente más Lttilizadas, de la Investig2ción de 
Operaciones, es la Programación Lineal. Siendo ósta el 
planteamíento y solución, mediante ciertos algoritmos, de la 
maximización o minimización de una función lineal de varias 
variables sujeta a restricciones también lineales en estas 
mismas variables. Por supuesto ~i alguna función no cumple la 
linearidad, ol problema es más complicado y sus tacnicas de 
solución c2r:·n en In q1.1r,. !'C' C:é>nsidr:·re la Programación no 
Lineal. Es poi· eso quE: la amplia aplica.ción de la 
F'rogran1ac i 6n U ne2.l en m1_1c:hos C«mpos sf:' debe?, pri nci pe>.l mrmte: 
1) a SLt n:?lativa facilidad dE? solución, ya. que l?l:iste un 
algoritmo llamHdc:· SIMF'LEX que resuC?lve dicho problema de 
manera eficiente; 2> la aplicación de programas de 
computador2: o paqL1.etes, t•ti l j, Z<rndo SI MPLEX, que pP.rmi. ten. 
La solución de problemas con varios cientos de variables y de 
restricciones en muy poco tiempo; 3> la interpretación 
económica 'de> los subproductos en la solución de un problema, 
tales como variables duales, holguras y costos reducidos. 

Por lo tanto, es evidente la preferencia de esta técnica 
sobre otra~ més sofi5tjcadas. Ya qtte las 5egundas 
definitivamente requerirían un conocimiento sumamente 
especializado sobre el terna. En cambio la Programación 
Lineal, debido a su estructura matemática, basicamente sólo 
requiere de los principales conceptos del Algebra Lineal. 

* N.N. Ledbetter y J.F. Cox "Are OR Techniques Being Used" 
IndLtstrial Engi.nnering. Feb. 1977. 



I. FUNDAMENIOS PARA EL USO DE LA PROGRAMACION LINEAL 

Iritroducción 
Para el uso de la programación lineal por computadora se 
requiere de un conjunto de conceptos básicos de la teoría de 
la prog1-amación linc¿d, t<into pa1-a la fo1-mul<1ción del modelo 
como para la interpretación de los result<1dos del programa de 
computadora CLINDOI. En lo que toca a los aspectos de 
solución por modio dE>l método Simple:: se asume? que el 1 ector 
conDce sLLS bC1sos, poi- 1 o que no se presentun aquí. 

En este.capítulo se pretende describir, de manera sEmcilla, 
los conceptos fundamentales de la programación lineal. Para 
esto, se han agrupado en temas que corresponden a los 
primeros tres subcapítulos. En el primero, se dá Lma 
e:rplicación de lo es la programación lineal y los supuestos 
que se deben cumplir al .f or mular un programa 1 i nea l. El 
segundo comprende los comandos principal es par a correr ur1 
programa lineal por medio de LINDO: dando una e:rplicación de 
la manera en que se introducen los datos, se efectúan 
modificaciones a la formulación y la interpretación de los 
resultados principales de la solución y sus subproductos. 
Finalmente, el tercer subcapítL1lo trata todo lo relacionado 
con el análisis de las soluciones tanto d~ modelo original 
como el que se obtiene al hacer cambios en los diferentes 
coeficientes que componen un programa lineal. Adicionalmente 
se revisa el problema dual y su interpretación económica; así 
como una parte que trata los errores comunes en la 
formulación y cómo evitarlos. 

I.1. lQué .es la Programación Lineal? 

La Programación Lineal es un procedimiento matemático para la 
asignación óptima de recursos escasos que ha encontrado 
aplicación práctica en los negocios, la pllblicidad, la 
indllstria, el transporte y la milicia, entre otras ramas de 
actividad. La industria del petróleo parece ser la que con 
mayor intensidad usa la programación lineal; ya que se ha 
estimado que en una compaKía petrolera del 5 al 10X de su 
tiempo de cómputo es utilizado para procesar programas 
lineal es. 

En la mayor parte de los problemas lineales existen dos 
partes importantes: primero, los recursos limitados tales 
como infraestructura, capacidad de planta o tama~o de la 
fuerza en ventas; y segllndo, las actividades tales como 
"producir acero bajo en carbón". Las actividades como la 
anterior consllmen o posiblemente generan recllrsos. El 
problema es,entonces, determinar la mejor combinación de los 
niveles de actividad utilizando no más recursos que los 
actllalmente disponibles. Con el fin de aclarar mejor los 
conceptos anteriores, consideremos el siguiente ejemplo: 
Sea un problema de producción. La compa~ía ETC produce dos 
tipos de televisores, "Astro" y "Cosmo", en dos líneas de 
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producción¡ una por cada aparato. La capacidad de la línea de 
producción de "Astro" es de 60 televisores por día mientraH 
que la de 11 Cosmo 11 es de 50 por dí u. F'ar a Lln C?qui po "Astt-o" se 
requiere una hora-hombre de trabajo, en cambio la de "Cosmo• 
requiere dos horas-hombre. n~tualmante se cuenta con un 
máHimo de l~O horas-hombre por día para ser asignado a la 
producción de los dos tipos de televisores. Si las 
contribuciones a la ganancia son l~O y S30 respectivamente 
para Astro y Cosmo, ¿cuál debe ser la producción diaria? 
Si definimos.como: 
A '"" NúmertY de unidades del 
C = Núméro de unidades del 
El problema lineal asociado 
MaHimi:ar 20 A + 30 C 
sujeto a: A i 60 

e s 5o 
A + 2C i '120 

A-':.O y ClO 

tipo Astro a producirse por día 
tipo Cosmo.a producirse por día 
sería: 

<U. monetari <1S) 
!capacidad de Astro) 
!capacidad de Cosmol 
(mano de obra en horas) 

La mayor parte de los programas de computadora para 
programación lineal suponen que todas las variables están 
restringidas a ser no negativas, por lo que las restricciones 
AlO y ClO resultan innecesarias. La primera línea, "Ma:-:imizar 
20A + 30C~, se conoce como la función objetivo mientras que 
las restantes tres líneas se conocen como restricciones. 

Usando la terminología de recursos y actividades, se tienen 
tres recursos: capacidad de Astro, capacidad de Cosmo y 
capacidad de labor o mano de obra. Las dos actividades son la 
producción de Astro y Cosmo. Por otra parte, generalmente 
cada restricción en un programa lineal se puede asociar a 
algún recurso mientras que cada variable de decisión 
corresponde a alguna actividad. Lo anterior se representa 
gráficamente en la Figura 1.1 

70 

60 

COSMOS 

Capacidad de Astro 

Capacidad de Cosmo 

10 20 30 40 50 6(1 70 80 9(1 110 12(1 
ASTROS 

Fig. 1.1. Región de Factibilidad 



Las combinaciones de produtción factibles son los puntos 
dentro del área marcada por las cinco líneas continuas. Para 
dar mayor claridad sobre la ubicación del punto o combinación 
de producción en donde se maHimi~a se ha dibujado una línea 
punteada de igual ganancia. 

Cualquier punto que cae sobre esta línea representa una 
combinación de producción en la que se logra una ganancia de 
$1800. Si seleccionamos una meta más alta en la ganancia, por 
ejmplo $1900; 1a linea punteada cambiará hacia arriba en 
forma paralela. En términos·gráficos deseamos cambiar la 
linea pu~teatia lo más alto posible sin que nos salgamos de la 
región factible. Resulta evidente, observando la figura, que 
la estrategia más redituable es correr la linea Astro a toda 
su capacidad. En este caso se deben producir 60 Astro por día 
y 30 Cosmo, con lo que se obtendria una ganancia de 1200 + 
900 = $2100/día. 

I.1.1. Lfnearidad. 
La Programación Lineal se aplica sólo a situaciones en las 
que los efectos de las diferentes actividades son lineales. 
Para propósitos prácticos se puede decir que la linealidad 
consiste de tres facetas: 

1.- Los efectos de una variable o actividad son 
proporcionales por si mismos; esto es, el doble de la 
cantidad de acero estructural producido doblará la 
cantidad en dólares del acero comprado, la electricidad 
para producir, etc. 

2.- Las interacciones entre las variables deben ser aditivas¡ 
esto es, la cantidad, en unidades monetarias, por ventas 
es la suma de las ventas del acero estructural, la venta 
de aluminio, etc; mientras que la cantidad de 
electricidad es la suma de lo que se utiliza para 
producir acero, aluminio, etc. 

3.- Las variables deben ser contínuas; esto es, se permiten 
valores fraccionales para las variables de decisión, tal 
como 6. 38. 

I.2.- Solución de Programas Lineales en una Computadora 
- El Programa LINDO-

El proceso para resolver un programa linear requiere de un 
gran número de cálculos, por lo que es más eficiente utilizar 
una computadora. El programa de computadora que utilizaremos 
es el llamado LINDO, cuyas siglas corresponden a Linear, 
INteractive, Discrete Optimizer <optimi~ador linear, 
interactivo y discreto). El propósito principal de LINDO es 
perwitir al usuario introducir rapidamente la formulación de 
un problema de Programación Lineal, resolverlo; efectuar 
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cambios y las modificaciones basadas en la solución o por 
errores, para inmediatamente volver a correr el modelo. 

para 
a la 
LINDO 

LINDO es un programa interactivo; esto es, está dise;ado 
usarse desde un teclado que esté directamente conEctado 
computadora. Todas las instrucciones para el uso de 
estan contenidas en el mismo programa. Dependiendo de 
sea la situación, LINDO le preguntará al usuario cuál es 
dato siguiente, o que espere para teclear otro comando. 

cuál 
el 

LINDO está ~ás bien orientado hacia el uso de comandos que 
hacia Jos denominados menúes; esto es, no se tiene que seguir 
una secuencia fija de pasos, lo que permite que se puedan 
tener opciones a lo largo del proceso de solución. LINDO 
verifica si Ltn comando en particular tiene sentido en el 
contexto que se tenga al momento. 

I.2.1. Programación Lineal con LINDO. 

Los comandos básicos usuales son: 

COMANDO 

MAX 

MIN 

END 

GO 

LDOf< 

ALTER 

Ejemplo. 

uso. 

Comí enza la entrada de un problema de ma:: i miz a-·-
ción. 
Comienza la entrada de un problema de minimiza--
ci ón. 

- Terminan los datos de entrada, regresa a nivel -
de comando. 
Resuelve el problema actual e imprime la solu--
ci ón. 

- Imprime partes seleccionadas de la formulación -
actL1al • 

- Para cambiar o modificar un elemento del problema 
actual. 

MAX 2X + 3Y 
ST 
4x + 3Y < 10 
3X + 5Y < 12 
END 

Recuérdese que las restricciones XlO y YlO no son necesarias 
y que el sentido < el programa lo toma como i. 

Una vez tecleado lo anterior si tecleamos GO, el problema 
comenzará a resolverse. 

Si tecleamos LODK, entonces LINDO pregunta sobre cuál renglón 
lrowl queremos observar. Respuestas tipicas pueden ser 3, 1-
2, o ser !todos), que causará la apai-ición del 1-englón 3, ó 
del 1 al 2, o todos 1 os renglones. 
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Si se teclea ALTER <alter), LINDO prl?guntará pa1-a un renglón, 
una variable y un nuevo coeficiente. Si se responde con la 
secuencia 2, x y 6 respectivamente, causará que en el renglón 
2 {primera nistricción) se cambie el coeficiente de la 
variable x, qL1e en la fo1-mL1lación actual es 4 lpor b. Así la 
1-estJ-icción quedará 6x + 3y < 10 ; en ve:: d.; 4>: ;+ 3y < 10. 
En este punto se podría otra vez teclear GO para resolver el 
nuevo problema. 

D~spYés de resolver un problema, LINDO preguntará si se desea 
un ano\lisis de sensibilidad. A menos que se esté 
familiarfzando con estos conceptos, la respuesta debe ser no. 

Lo siguiente es una sesión que ilustra los comentarios 
anteriores. 

Ejemplo.- Descripción del problema en pantalla 

MAX 2x + !Note que se puede dividir un renglón largo en 
varias. 

> 3y !líneas tecleando un enter en el punto adecua
do 

.> !como después de un signo+ .,, ST 
> 4x 
> 3x 

+ 
+ 

3y 
5y 

< 10 !LINDO considera ! 
< 12 

> rno 
LOOI~ 

ROW: 
> ALL 
MAX 2x + 3y 
SUBJECT TO 
2) 4 X + 3Y .5. 1 O 
3l 3X + 5Y i 12 
END: GO 

1) 

VARIABLE 
X 

2) 
3) 

y 
RDW 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 
OBJETIVE FUNCTION VALUE 

7.45454550 
VALUE 

1.272727 
1.636364 

SLACI( 
0.(10(1000 
0.000000 

NO. ITERATIDNS 2 
DO. RANGE CSENSITIVITYl ANALISIS ? 
>NO 
:ALTER 
ROW: 
> 2 
VAR: 
> X 

REDUCED COST 
(J. (1(1(1(10(1 
(J. (1(1(1(1(10 

DUAL PRICES 
0.09(1909 
(1.545455 



NEW COEFICIENTE: 
> 6 
:LODf< 
Rml: 
:ALL 
MAX 2>: + 3y. 
SUBJECT TO 

2l bx + 
3) 3x + 

END 
:GO .. 

3y i 
5y i 

1 (l 
12 

LP 

1 l 
VARIABLE 

X 
y 

RmJ 
2l 
:.J 

tfü. ITERATIONS= 

OPTIMUM 
OBJETIVE 

FOUND AT STLEP 
FUNCTION VALUE 
7.33333340 

VALUE 
0.666667 
2. 0(1(1(1(1(1 

SLAC~: 
o. (l(l(l(l(l(l 
(1. ºººººº (1 

DO RANGE ISENSITIVITYl 
>NO 

()Nl'1LISIS: 

:OUIT 
STOP 

OTROS COMANDOS 

o 

REDUCED COST 
o. 000000 
o. (l(l(l(l(l(l 

DUAL PRICES 
0.047619 
0.571429 

Se tienen tres comandos que nos ayudan a obtener más 
información sobre LINDO, estos son: HELP, CATEGORIES (o solo 
CATl y COMMANDS lo COMl. Si se teclea el comando COM y 
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después se oprime la tecla enter, únicamente listaré los 
comandos disponibles agrupados en categorías según su uso; 
esto es: INPUT, OUTPUT,etc., HELP seguido del nombre de un 
comando describiré el comando especificado. HELP por sí solo 
da información general. CAT listará solamente las categorías 
y entonces le permitiré a uno listar los comandos de una 
categoría específica. Lo siguiente es una demostración. 

:CAT 
LINDO COMMANDS BY CATEGDRY FOR HJFORMATION 
ON A SPECIFIC COMMAND, TYPE: 
LINDO CAQUI SALE LA FECHAl 
: cat !solicitamos categorías 
LINDO COMMANDS BY CATEGORY 
- comandos LINDO por categorías. 
ON A SPECIFIC COMMAND, TYPE: 
sobre un comando específico, tecle: 
THE COMMAND 
el nombre del comando. 

1 l INFORMATION 
2l INPUT 
3l DISPLAY 
4l FILE OUTPUT 

FOR INFORMATIOt~ 

para información. 
.HELP FDLLOWED BY 
HELP seguido por 

NAME 

(informaci ónl 
(entrada) 
{despliegue) 
(archivos de salida) 



51 SOLUTION (solución) 
61 F'r\ODLEM EDJ TTitJG (edición de: p1-obl emas) 
7> DLIIT (abandono> 
8) nm:=.:GEFi, QLJ(.\DRATIC, mm PAR(\METr\IC F'r\OGF(AMS 
9) CONVERSATIDNAL PARAMCTERS lparómctros conversa-

ci on.:il esi 
101 USER SUPPLIED RDUTIN~S <rutinas proporsiona-

das por el usuario) 
111 MISCELLANEOS Cmiselaneal 

~JHI Cl1 crrn.::c::ir~v IS DI- I l'.JTErn::sT ( 1 TO 11 '? 
-en que categor i a est¿;¡ inte1-esado ( 1 ¿, 11 ? 
? 5 1 le pc:dimo!; la NC1. 5 
THE COMMANDS. Itl THIS Cf'iTEGORY ARE: 
los corr1ando~ en ~st~ c~tagoria son: 

GD PI'.' 
l'JHJCH C!iTEGOcN JS OF ItlTEREST C 1 TO 11 ) ? 

O 1 CON O NOS SALIMOS 
hc:lp q;:1 

GO COMl·lr-1ND 
come.ndt:· ge 

UEE: TO SUBt1JT THE CUFiREt!T FDRMUU;Timl TO THE PF\OCESSHJG 
LISO: "sometE· 1 e. formuli.1ci ón <·.l p1-oc:edi mi en to del 

Ff(OGR(.\M, vJHICH !IJILL EXECUTE AND THEl·l PRIMT OUT THE 
(programa, 
SDLUT!otl. 

ejecuta e imprimP l&l 

Csoluc:i ón. 
THE FOnMULJ;TJDl·l !IJILL REl'1?lHJ HlTACT THRDUGHDUT 

la formulación no cambia en todo al proceso) 
: quit: abandonamos. 

Los comandos listados 
1.- infor·m2.tión 

HELP 

.... ..::.. -

COM 
LOC(.\L 

InpL1t. 
MAX 
MIN 
RETR 
RMPS 
TAf<E 

LEAVE 
F~DBC 

por CDMMAMND: 

Ayuda en varias situaciones. 
Lista comandos por catego1-í a. 

Da información específica a su 
t<ü ación local. 
Lista categorías de comandos • 

Comí enza una entrada natural. 
Comienza una entrada natural 

ins-

Re•cupera un problema de un archivo 
Recupera un archivo en formato MPS 
Toma los datos últimos de un archi -
vo. 

Deshace el TAf<E p1-evi o. 
Recupera la última solución. 

7 



'" - Display. ~·· 
LOO!'. 

SOLUT!(lt>l 

RANGE 

PICTURE 
SHOCOLLJMt! 
TABLEtiU 
NotJZEROEE 

!?.PICTURE 
CPm 
RPF:I 

4.- S<1l i d¿1 a a1-chi vo. 
S(l,'JE 
D!\'EF:T 
RURT 
SMPS 

SDC<C 

e-
'-'• - Solution. 

GO 
PI\!DT 

En pantalla parte del problema en 
f 01-ma natL11-al . 

En pantalla un reporte standard de 
la sol L1ci ón 
En pant.:111 a un 1-opc:1r·te de ant,l i sis 

de rango. 
En pantalla una imágen do la matri= 
nparece una columna del problema 
En pantalla el tableau ac:tual. 
En pantalla el reporte de solución 

con variables r10 cero~. 

En pantalla una imágen de la base 
En pantalla información de columnas 
En pantalla información de renglores 

Guardo< c:cl p1-obl eme. <1ctual en archivo 
l\p¿ir\: a una salida a an:hi vo. 

f~evie1-teuna Sillida a terminal. 
Guarda el problem¿ actual en formato 
rw·s 
Guarda la solución en formato base 

de d2.tos 

Resuelve el problema. 
Efect~a el siguiente pivoteo 

6.- Problema de edición. 

ALTEF: 

EXT 

DEL 
SUB 

APPC 

SLB 

7.- Programas 
INT 
QCF' 
PAF:A 
POSO 
TITAN 
BIP 
GIN 

IPTOL 

Modifica algún elemento del problema 
actL1al. 
Entiende el problema por adición de 
n:stri cci ones. 
Borra una restricción especifica. 
Pone una cota superior a una varia
ble. 
Aumenta una nueva columna al proble-
ma. 
Pone una cota inferior a una varia
ble. 

Internos, Cuadráticos y Paramétricos. 
Identifica variables enteras. 
Prog1-amaci ón Cuadrática. 
Frogramación Paramétrica. 
Checa positiva definidad 

Apretar un programa entero. 
Pone cotas a un problema entero. 
Identifica variables enteras genera
l es. 

Pone tolerancias a un problema ente
ro. 

B 



8.- Parámetros de lenguaje. 
WIDTH Poner ancho a la terminal. 
TERSE Pone el modo TERSE. 
VERDASC Pone el modo VERBASE CPor dcfaultl 
BATCH Llama a LINDO a correr Pn batch. 
PAGE Poner página según tama~o pantalla. 
PnUSE Para hasta que CR lcnterl sea te-

ci eado. 
9. -- U:;o de.> sub1-uti ne\s dadas por el u su ario. 

USER Llama a subrutinas escritas por el 
LISLlc1t-i o. 

10.- Micolaneas. 
INVEF(f 

STAT 

EUG 

11.- Salfr. 
QUIT 

Invierte la base actual para dar 
respuestas más precisas. 
Pone en pantalla un sumario esta
dístico. 
Qué hacer cuando se encuentra un 
BUG 

Sale de LINDO y lo lleva a la Direc
ción anterio1-. 

I.2.2. Programación Entera con LINDO 

9 

Las variables. 
general. las 
identifican 

enteras en LINDO pueden ser 0/1 ó de tipo 
variables que son restringidas a valores 0/1 se 

con el comando INTEGER, en alguna de las 
siguientes formas: 

It·JTEGER VNOMDRE o INTEGER t·J 

La primera Cy la más recomendable) forma identifica a la 
variable vnombre a tomar valores 0/1. 

la segunda forma identifica a las primeras n variables en la 
formulación actual a tomar val ores (1/ 1. El orden de 1 as 
variables se determina según la secuencia en que fueron 
metidas,.lo cual puede verificarse observando la lista de las 
variables en el reporte de solución. 

En términos gene1-ales, las variables enteras, tal como O, 1, 
2, ..... etc., se identifican en forma análoga usando GIN en 
vez de INT. 
Ejemplo que ilu5tra el u5o dml comando INT. 

MAX 4 TDM + 3 DICK + 2 HARRY 
ST 
2.5 TDM + 3.1 HARRY < 5 
.2 TDM + .7 D'CK + .4 HARRY < 
END 



HlTEGEfi TOtl 
I NTEGER D ! CI< 
! tlTEGER Hr.,F:RY 
GD 

1) 
W~RH1BLE 

TOM 
DICI< 
HéiRR'f 
F:O\'J 

2) 

NO. !TERATIONS = ~ 

LP OPT!MUM AT STEP 4 
DBJETJlJE FUNCTIOt-1 Vr-iLUE 

7. 65898020 
'v'ALUE 

1. (l(l(l(l(l 
0.682028 
o. 8(1b452 

SLACI: 
o. 00000 

(1. ººººº 

REDUCED COST 
- 2.<;'12442 

o. 000000 
o. (l(l(l(l(l(l 
DLJ(IL PRICES 
0.092166 
t). 285714 

BRANC~~S =O DETERM= 2.170 E O 
NEl•J HlTEGER SOLUT! Dt·l (\ T BRANCH 1 PI 'JOT b 

OBJETIVE FUNCTION VALUE 
1) 

'JAF: I r.1PLE 
Tmi 
DICI'. 
HARF:':' 
r-:m! 

NO. ITERATIONS = 6 

7. (1(l(l(l(l(l 

VAL U E 
1 • (l(l(l(l(I 
1 • 00000 
o. (l(l(l(l(l 

SLí-1CI< 
'.2 .. 50000 
o. 1 (l(l(l(l 

BRANCHES = 1 DETERM= 1.000 E O 

F:EDUCED COST 
- 4 • 000(1(1(¡ 
- :: •• (l(l(l(l(l(l 

-· 2. 000000 
DUAL F'RICES 

o. (l(l(l(l(l(l 
(l, (l(l(l(l(l(l 

BEST RH1rHNIMG SOLUTIOt·J NO BETTER THA~l 7.428571 
DELETE HARRY AT LEVEL 1 

ENUMERATIOM COMPLETE BRN·JCHES = 1 Pl'v'OTS= 6 
LAST IMTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUt·lD 
: OUIT 
STOP 

1 (l 

El método de solución empleado es el Branch and Bound, el 
cuál imp1-imirá una secuencia típica de mejoramiento de 
soluciones, que proporciona un reporte por cada nueva 
solución; sin embargo, los costos reducidos IREDUCED COST) y 
los precios duales IDUAL PRICES) que aparecen en dichos 
reportes son no significativos al usuario casual y por lo 
tanto deben ignorarse. 

En un programa entero no se pueden utili~ar los comandos 
SOLUTIDN y RANGE. 
Aunque la capacidad de la programación entera es muy 
podi:;rosa, se reqL1i ere ut i l i;: ad a ef i ci entementc;. Es muy fácil 
preparar una mala formulación para un problema esencialmente 
sencillo. De tal fo1-ma que una formulación inadecuada 
necesite cantidades intolerables de tiempo de cómputo para 
rGsol VE·1-1 a. Por lo tanto se debe encan;iar estas f ormul aci ones 
a persona~ experimentadas en esta especialidad; LINDO, sin 
embargo, acortará el proceso de solución si considera que el 
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p1'"oblc:rn<1 Gs mu} lcwqo. D8 est<:1 mi:lnc:ra, el novi:\to está 
p1"ott,gi do cont1·¿-; un cc.::.to c::ccsi vo por une. ~1al "' formul i'.ci ón. 

I.3. Análisis de Soluciones de los Programas lineales y un 
Analisis Elemental de Sensibilidad. 

Cuando la computadora 
lineal ILPl se puede 
posibles resultados: 

r SOLIJCIDt·l 
1 OF'TH1r'1 

resuelve: un problema de programación 
producir alguno de los siguientes 

SOLUCION NO 
FACTIDLE 

Fig. 3.1 Resultados en la solución. 

En un problema bien formulado generalmente el camino debe ser 
c;:l más a la i:::quie1-da, c:n la figu1-a anterio1-. El 
procedimiento de solución primero se concentrará en encontrar 
una solución factible, esto es, una solución que 
simultáneamente satisfaga todas las restricciones, no siendo 
necesario que la función objetivo torne el valor óptimo. La 
parte más a la derecha "Solución no factible" indicará que se 
han especificado dos o más restricciones que no pueden 
satisfacerse simultáneamente. Un ejemplo sencillo es el par 
de restricciones x S 2 y x ! 3. La inexistencia de una 
solución factible depende ónicamente de las restriciones y es 
indepE·ndiente de la función objetivo. En la práctica un 
resultado "Solución no factible" puede ocurrir en un 
problema grande y complicado, por ejemplo cuando se 
especificó un limite superior sobre el nómero de horas 
productivas disponibles y una demanda alta irreal sobre el 
nómero de unidades a producir. 

Si se encuenti-a Lina solución factible?, entoncc;:s el 
procedimiento trata de encontrar una solución óptima. Si 
ocw•re un final con una "Solución no acotada", entonces esto 
implica que la formulación admite un resultado irreal debido 
a que se genera una ganancia infinita. Una conclusión más 
real es que una resti-icción importante se ha omitido o la 
formulc\r-iór1 contiene un eri-01- tipográfico c1-ítico. 
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Cuando el problema do 
Cosmo s~ resuelv~. 5~ 

la producci~n do televisores Astro y 
produce un reporte do solución como el 

siguiente: . 

ODJETI'H.; FUCTIDN VALUE 
1l 2l(l0. 000 
WiR I AE:L E W\LU!::: REDUCED COST 

A 60. (1(10(1(1 (l. (1(1(1(1(1 

e 30. O(l(l(l(I (1. (1(1(100 

Rm>J SLACf' DUAL PRICES 
2) o. (l(i(l(l(l 5. 00(100 

3) 20. (1(1(1(1(1 o. (1(1(1(1(1 

4> o. (l(l(l(l(I 15. (l(i(l(l(i 
NO. ITER(.)TIOMS = 3 

Los resL1ltado::- tienen dos secciones, un2. de variables y otra 
de n;mgl ones <RDl'JSl. Las pr i me1-as dos columnas en cada 
sección son directas. La solución de: máximo ganancia es 
producir 60 ASTROS y 30 COSMOS con una contribución de 2100. 
Esta solución ocasiona que se tenga una holgura nula en el 
renglón 2 Cla restricción A~ 60l, y~ que se cumple con 
estricta igualdad'esto es, se ocupa toda la capacidad de 
ASTRO.Una holgura de 20 en el renglón 3 lla restricción C ' 
50) lo que significa que sólo se empleó un nivel de 30. F'o1-
último en la restricción de mano de obra la holgura es nula, 
lo que significa que en la solución óptima se utili=a la 
fuer:a do trabajo. 

Los resultados que aparecen en la tercera columna, también 
como producto de los cálculos son un nómero de oportunidad o 
costo marginal. La interpretación de esos costos reducidos y 
precios duales se discutirán enseguida. 
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I.3.1. Arialisis.de Sensibilidad 

Mucha~ voces se está interesado en el manejo del modelo 
cuando se alteran 1 oso. datos de entradc.. Precisamente es. el 
an6lisis de sensibilidad el término que se aplica al proceso 
de responder dichas preguntas. Afortunadamente, un reporte de 
solución proporciona inform~ción suplementaria que es útil en 
el an&lisis de sensibilidad. Esta información se localiza en 
las columnas d~ costos reducidos y precios duales. 

El a11t1l i sis rJe son si bi 1 i rJarJ puede:· t-evel ar que? parte rJe 1 a 
información debe estimarse? con más precisión. Por ejemplo, si 
es obvio que cierto producto no es rerJituable, entonces, sólo 
se necesitará un peque~o esfuerzo que se utilizará en la 
precisión do la estimación de esos costos. 

La primera ley en la modelación es: no desperdiciar tiempo en 
la estimación precisa de un parámetro, si un error peque~o en 
éste tiene un efecto mínimo en la decisión recomendada. 

I.3.2. Costos Reducidos 

Asociado con cada variable en cualquier solución se tiene una 
cantidad conocida como costo reducido <REDLJCED COST>. Si las 
unidades dD ln función objetivo son dólares o pesos y lac 
unidades de la variable son litros, entonces las unidades del 
costo reducido son dólares o pesos por litro. Este valor es 
la cantidad, asociada a cada va1-iabli::, con la que se 
contribuirá a Ja utilidad, antes de que una variable 
especifica tenga un valor positivo en la solución óptima. 
Obviamente una variable activa en la solución óptima tiene un 
costo reducido de cero. 

Una segunda interpretación del costo reducido es que esta la 
tasa a la cual el valor de la función objetivo se deteriorará 
si una variable actualmente en cero se forza arbitrariamente 
a incrementarse en una peque¡a cantidad. 

Para dar una idea más clara consideremos lo siguiente: 
suponga que tenemos un problema de maximización, el valor de 
la función objetivo para la solución actual es 2, y sea z' el 
nuevo valor de la función objetivo para una nueva solución. 
Por otra parte, consideremos que la cantidad l2J - c~l es la 
tasa a la cual se mejora o se empeora la función objetivo si 
una v;;1riable ent1-¿; ¿, la solución. Lo anterio1- lo podemos 
representar como: 

2• = z - Cz.J - c_.l 

Precisamente es la (2_. - e_.) el costo reducido. De tal forma 
que de la expresión anterior se puede decir que el costo 
reducido ~ás positivo, asociado a una cierta variable, 
empeorará en mayor cantidad al valor de la función objetivo 2 
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dando como rcsL1l t;:1do el nL1evo vul m- z' . En cambio si ( z_. 
c_.) fu~ra neaativo, se mejoraría a esa tasa el valer de la 
funcion objotlvo. Esta simbología <1parece en CLk\lquirff te::to 
de Programación Lineal. 

l.3.3. Precios Duales. 

Asociado a cada restricción se tiene una cantidad conocida 
como precio dL1al. Si las unidades de Ja función objetivo son 
pesos y las unidades de la restricción en cL1estión son 
kilogramos, entonces las unidades del precio dual son pesos 
por kilogramo len las mismas Llnidades que ol costo reducido). 
Este val 01- es 1 a tasa '-' 1 a cual el valor di? 1 a f Llnci ón 
objetivo mejorará si el lado derecho de Ja restricción se 
incr!?menta en una pequega cantidad. 

Di f ei-e:n tes 
di stint;o,s 
dL1<d e:::: .. 

paquetes de: 
can ven si onc~ de· 

Programación Lineal 
signos para tratar 

pLieden usa1-
<1 ] OS prl?C i OS 

En este manual se usará la convensión de qLle un precio dual 
posi~ivo siqnifica que si se incrementa el lado derecho en 
cuestión s.e· 01ejor<\ el v<.lOt" de· la función objc-tivo, mientl-as 
que en prEcio dLial neaativo significa que si se incrementa el 
lado derecho causará un deterioro en el valor de la función 
objetivo. Un precio dual de cero significa que si cambiando 
El lado derecho a una peque~a cantidad, ésto no tendrá ningún 
efecto en el valor de la solución. 

En términos económicos, el precio dual representa !?l valor 
q1.1e e:sta1·í amos dispuestos a paga1- por tener un<1 unidad 
adicional de Lln cierto recurso restringido. De tal forma que 
aumentara el valor de la función objetivo a una tasa igual al 
precio due1l. 

Como res1.1l tado 
tendrán precios 
restricciones l 
restricciones de 
c1.1al quier signo. 

de dicha 
duales 

tendrán 
i g1.1al dad 

convensión , las restricciones / 
no negativos, mientras que 

precios duales no positivos y 
pueden tt?ner precios duales de 

El lector· perspicaz esta1-á pensando q1.1e un costo reducido es 
realmente un precio dual con un signo equivocado. En nL1estra 
convensión el costo reducido de una variable x realmente es 
el precio dual, con el signo cambiado, sobre la restricción x 
! O. Recordaremos que al costo redL1cido de una variable mide 
la tasa a la cual el valor de la solL1ción se deteriora 
conforme x se incrementa desde cero.El precio dLial sobre xl O 
mide la tasa a la c1.1al el valor de la solución mejora 
conforn1e el 1 ado derecho (y as:í xl se incn2memta desde cero. 
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Resulta instructivo analizar los precios duales en la 
solución dc·l pniblf~fflc\ de los tt:lE·visor·es. El pre:·cio dual 
sobre la restricción A~ 60 es S 5/unidad. En principio uno 
puede sospechar que esta cantidad debería ser de $ 20/unidad; 
ya qut: si se pr·oduce un televisor· mi'.ls dr:l t:i po ASTFiD se 
tendría un ingreso adicional de $ 20. Una unidad adicional de 
ASTRO requerir~ sacrificios t:n otras partes. Puesto que toda 
la mano de obra se utili:a, producir más ASTROS requeriría 
reducir la producción de COSMOS para· liberar mano de obra. La 
tasa de intercambio de mano de obra para ASTROS y COSMOS es 
de 1/2; esto es, producir una unidad más de ASTRO implica 
reducir la producción de COSMOS en medio aparato. Puesto que 
COSMO tiC?ne una conti-ibución al ingres.o clE· $ 301L1nidad, el 
incremento neto en el ingreso es $ 20 - 1/2t $ 30 = $ 5. 

Ahora consideremos el precio dual de S 15/hora sobre la 
restricción de mano de obra. Si se aumenta una hora más de 
mano de obra, ésta se usará únicamente para proclucir más 
COSMOS; ya que COSMO tiene una contribución de S 30/unidad. 
Puesto que una hora de mano de obra sólo es suficiente para 
producir mE·dio COSMO, el valo1· de la hora adicion<.11 de mano 
de obra es do t 15. 

I.3.4. Formulaciones no Acotadas e Infactibles. 

Si en el ejemplo que; venimos manejando se nos hubiera 
olvidado incluir la restricción de mano de obra y la de 
producción de COSMOS, c;ntonces se podría tener una utilidad 
ilimitada produciendo una gran cantidad de COSMOS. Esto se 
ilustra en seguida: 

LODI< ALL 
MAX 201'1 + 30C 

END 
:GO 

2) ?l i. 60 

UNBOUNDED SOLUTION 
UNBOUNDED VARIABLES ARE: 
c. 

Típicamente se pueden tener variables que sean no acotadas y 
no ser fácil de identificar la manera en que surge este no 
acotamiento. 

Un ejemplo de una fonnulación infactible, se obtiene si el 
lado derecho de la restricción de mano de obra en la 
formulación original , se cambia a 120 horas de mano de obra. 
Pero inadvertidamente también se cambia el sentido de la 
restricción. En seguida pensaríamos a mayor mano do obra 
podríamos producir a 1 as má::i mas capad dad es; es 60 ASTROS y 
50 COSMOS para w1 consumo total de 60 + 2 t 50 = 160 horas. 
Sin embargo la formulación y solución es: 



M(l>; 20A + 30 C 
SUBJECT ro 

:'l A:!. 60 
3) c.:.:: 5ü 
~I A + :'C 190 

END 
: GD 

NO FS{1SIDLE SOLUTIOtJ 
VIOLAT!::D ROt•JS HA\JE NE(-;ATIVE SLACl: 
OR IEQUALITY ROWSl NONZERO SLAC~S. 
RDWS CONTRIBUTING TO INFEASIBILITY HAVE. 
NONZERO DU~L PRICES. 

OBJETIVE FUNCTION lJALUE 
1) 

VARiADLE 
A 

'.:!l 
3) 
·1) 

e 
F:Dl'J 

3300. (J(l(l 

W1LUE 
90. (l(i(l(l 
5(1. 0000 

SLACf< 
30. 00000 

0.00(!0(1 
o. 0000(1 

REDUCED COST. 
(1. (J(l(l(i(I 

o.ººººº DUAL PRICES 
1. 00(>00 

2. l)(l(J(l(I 

-· 1 • (l(l(l(¡(l 
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En este caso lo:;:. precios dLtales dan información útil par<\ 
determinar como surge la infactibilidad. Por ejemplo, el + 1 
asociado al renglón 2 indica que si se incrementa su lado 
derecho en uno, decrecerá la infactibilidad en uno. El + 2 en 
el renglón 3 significa que si permitimos una unidad más de 
p1·oducción di"· CDSMO, la inf2.ctibilidad dec1·eceríw por 2 
unidades; ya qui= cada COSMO utiliza 2 horas de labo1-. El - 1 
asociada al renglón 4 significa que si el lado derecho 
asociada a la restricción de mano de obra fuera disminuido en 
uno, i=ntonces la infactibilidad debiera reducirse en uno. 

I.3.5. Soluciones Optimas Múltiples y Degeneración. 

Si una formL1l1.1ción tiene una solllción óptima acotada, 
entonces existirá un ónico valor de la función objetivo que 
es óptimo. Sin embargo, frecuentemente e): i sten diferentes 
solL1ciones qL1e tienen el mismo valor. Por ejemplo, supongamos 
en el mismo problema anterior, disminuimos la ganancia que 
proporciona A en $ 5/unidad. El problema y SLI solución es: 

MAX 
Sujeto 
2l A 
3l e 
4l A 
END 

a: 
:5. 60 
:5. 5(1 

+ 2C 

15A + 30C 

120 



1l 
VARIABLE 

A 

2) 
3) 
4) 

c 
RDl'! 

NO ITERATIONS==. O 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1 800. 000 

VAL U E 
60. 00000 
30.0000 

SU\CI< 
(l. 00000 

20. 000(1(1 
o. 00000 

REDUCED COST 
(1. (1(1(10(1 

o. ººººº DUf.'1L PR ICES 
o. (¡(l(l(l(J 

o. ººººº 1 5. 0(1(1(1(1 

DO RANGE - (SENSIT!VITYl 
?Y 
R(.\NGES IN ~·!HICl-1 THE Bf.'1SIS IS UNCHANGED 

COST COEFFICIENT f-;:ANGES 
VARIADLE CURRENT ALLOWABLE /:lLLDVJADLE 

COEF INCREASE DE CREASE 
A 15. (l(J(l(l(I INFINITY (!. 00000 
c 30. (l(l(l(l(J o. 0000(1 30. (l(l(l(l(l 

R I GHTHf.'1~JD SIDE RANGES 
RDVI CURHENT /:\llDVl/:lBLE f:LLOl>IAE:LE 

RHS nJCREASE DECF:E1)SE 
2) 60. (l(J(l(l(l 6(1. (1(1(1(10 4 o. 00000 
3) 50.00000 nJF ItJ IT Y 20. (J(l(l(l(l 

4) 120. (l(l(l(l(J 4 o. (l(l(l(l(l 60. (l(l(l(l(I 
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Observando detenidamente lo anterior, nos podemos dar cuenta 
que el renglón 2, el de la restricción A i 60, tiene holgura 
cero y precio dual cero. Esto sugiere que la producción de 
ASTROS puede disminuirse en una peque~a cantidad sin ningún 
efecto en los beneficios totales. Por supuesto deberá haber 
un incremento compensatorio en la producción de COSMOS. 
Concluimos que debe euistir una solución óptima alterna, la 
cual indica que se produzcan pocos ASTROS y más COSMOS. Se 
puede descubrir esta solución incrementando la ganancia de 
COSMOS muy ligeramente .Observemos: 

MAX 15 A + 30.00001 C 

SLUeto a: 

2) 
3) 
4) 
END 
: GO 

A i 60 
c i 50. 
A + 2C 

1) 

VARIABLE 
A 

i 120 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 

üBJECTIVE FUNCTION VALUE 

1800.001 
VALUE 
20. (J(J(J(J(l 

nEDUCED COST 
o. 00000 



50.0(l(l(l(l 

SLACI< 
2) 40. (l(l(l(J(I 

3) o. 00000 

4) (1. ººººº 
NO ITEF\f\T IDNS= 
DO RANGE CSENSITIVITYl ANALISIS? 
> y 

(l.(l(l(l(l(I 

DUf\L PFil CES 
o. (l(l(l(l(l(I 
o. (l(l(l(l 1 o 

15. (J(l(>(l(l(I 

RANGES IN ~JHICH THE 8ASIS IS UNCHANGED 

COST COEFICIENT RANGE 

VARIABLE 

2) 
3) 
4) 

A 
e 

RmJ 

CURRENT 
CDEF 

15. (1(1(1(1(! 
30. 00001 

?1LLDVIABLE 
INCREASE 

o. 000005 
INFINITY 

f':I GHTHAND S IDE F:r~NGES 

CURFiEtff 
F:HS 

60. 00(1(1(1 
5(1. (l(l(l(l(i 

120. (J(l(l(l(l 

P.LLDVJABLE 
INCRE¡'.\SE 

INFHJJT'( 
1 o. 00000 
4(1. (l(l(l(l(l 

P1LLOWlDLE 
DECREASE 
15. (l(l(J(l(I 

(l. (l(l(l(lj 

ALLOVJ(lBLE 
DECRErlSE 
4 (J. (l(J(l(J(I 

2(1. (l(l(l(l(I 
20. (l(l(J(l(i 
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Como se había dicho, la qanuncia está fija en $ 1800; sin 
embargo, la producción de COSMOS se ha incrementado de 30 a 
50, mientras que Ja de ASTROS bajo de 60 a 20. 

En genet-al, únicamente pueden e::istir óptimos alternos, si 
algún renglón en el reporte de solución tiene ceros en la 
segunda y terce1-a columnas. Esto es, se ti en en ópti mes 
alternos sólo si una variable tiene valor cero y su costo 
reducido es cero o alguna restricción tiene holgura y precio 
dual ceros. Los matemáticos llaman a esas soluciones ( sin 
tener nada que ver con juicios morales) como degeneradas. 

l,3.6. Relaciones Económicas entre kas Precios Duales y los 
Costos Reducidos 

Nuestro conocimiento acerca de los costos 
precios duales puede resumirse como sigue: 

reducidos y los 

"Los costos 1-educidos de una (no utilizada) 
cantidad en que disminuirán las ganancias 
esa actividad se aumenta en la solución". 

actividad: es la 
si una unidad de 

"El 
cual 

precio dual 
disminuyen 

de una resb-icción: es la cantidad por 
las ganancias si la disponibilidad 

la 
del 



19 

recurso asociado con esta restricción se reduce en una 
uni dc.d". 

Se puc·di.:' dcciJ' quL: el co,.,to 1-c·ducido de ur:<1 <ictividad 
n:;almcntc c·s cu ccnl:1·ibur.ión ncb.1, si valuamos 1<, actividad 
usando precios duales como cargos por la utili::ación del 
recurso. Si L1na unidad de un¿, c\cti vi dad se i:\Cti Vil en la 
solución, esto efectivamente reduce la disponibilidad de los 
r·ecursos qL1c Glla utili::c;, los cuilles tiene?n un valor 
agregado o imputado en la forma de precios duales; por lo 
tanto la acti~idad debiera cargar con esos valores. Veamos un 
ejemplo para checar si el argumento es cierto. 

Suponga que la compaKía dP televisores está considerando 
adicionar una videograbadora para su línea de productos. La 
investigación técnica y de mercado estima que la contribución 
a la ganancia de una videograbildora es de $ 47 por unidad. La 
que se fabricará en la !~nea de producción de ASTRO con un 
consumo dL: 3 horas. Obviamente, esto for::ará a una 
disminución de la producción de nSTRO lya que afecta su linea 
dE· p1-odul::i 6n) y de: L.1 pt"CJducci ón dE C.OS:-10 ( y¿1 que se 
consume mano de obra!. EE conveniente este intercambio? Al 
tr1{:?nC1!: EL' \/t:· p1-onictedD1-. S::· hacen n1ér d61 t"tr·e;;. pr.:)- 1101-a de 
labor que una COSMO y se hace un uso más eficiente de lil 
linea de pro~ucción ASTRO. Recordaremos que los precios 
duales sobre la capacidad de ASTRO y la capacidad de labor en 
la solución original fueron de• 5 y• 15. De esta forma, se 
dobe Vülo;-a1- a la videograbado1-e. a 1 :-: 5 + 3 ;: 15 - 47 = t 3. 
Este costo neto es positivo, as.í apa1-entomente no val e la 
pena su producción. El análisis pue?de pararse en este punto, 
pero es mayor nuestra CLWiosidad, por lo que lo formularemos 
y resolveremos. Si V= número de videograbadoras a producir, 
entonces se desea: 

Mri>: 20 + 

Sujeto a: 

2) A + V .:f 
3) e 
4) A + 2C + 
END. 

La sol Llci ón es: 

1) 

VARIABLE 
A 
e 
V 

30C + 47V 

60 
50 

3V i 120 

VALOR DE LA Fut~CION 

2 100. 0000 
VALUE 

6(1. 000(10 
3(1. 00000 
o. 00(1(1(1 

OBJETI'.10 

REDUCED COST 
o. (l(l(J(l(J 

(1. (1(1(1(1(1 

3. (l(l(l(l(l 



RENGLot-J 
2) 
3) 
l]) 

HOLGURA 
(1. (l(J(l(l•) 

20. OOOOC 
(1. (l(l(l(l(l 

F'REC IOS DUALES 
5. (l(l(l(l(l 
o. (l(l(l(ll) 

15. (l(l(l(J(l 
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La solución indica que no se produ~can videoqrabadoras, 
además nótoco que el costo reducido de V es S 3 que es el 
valor calculado cuando valuamos a la videograbadora. Esto es 
una ilustración de lo siguiente: 

"El costo reducido de una actividad es igual a la suma 
ponderada de sus tasa~ por uso do recursos menos su tasa de 
contribución a la ganancia, donde les ponderadores son los 
precios duales". 

I.3.7. Rango de Validez de los Costos Reducidos y los 
Precios Duales. 

En la descripción do Jos costes reducidos y precios duales 
nos hemos limitado a 11 cambi os muy pequr:·ñ·os 11

; esto es, sj el 
precio dual de una restricción es de e 3/hora, entonces 
incrementando el número de horas disponibles mejorarán las 
ganancias en S 3 por cAda un~ de las primeras horas 
(posiblemente menos de una adicionadas. Esta tasa de 
mE>joramiento en gr:o·ne1-al, ne se manti::nd1-é poi- siempi-r::. 
Podemos esperar que si tenemos més horas de capacidad 
disponible=:-, i::l valor ( es decir el prei:io dual l de ese.s 
horas podría no incrementarse f si disminuir. Esto puede no 
ser verdad en todas las situacione~, pero en Programación 
Lineal es verdad que incrementando el lado derecho de una 
restricción, puede;.· sc1- que no se i nc1-emente el precio dual. 
El precio dual sólo puede permanecer o decrecer. 

Si cambiamos el lado derecho de un problema los valores 
óptimos de las variables de decisión pueden cambiar; sin 
embargo, los precios duales y costos reducidos no cambiarán 
mientras la "naturaleza" de la solución óptima no cambie. 
Hablaremos de cambios de naturaleza (los matemáticos dicen 
cambios de base) cuando ya sea que el conjunto de variables 
que son no ceros o el conjunto de restricciones, son cambios 
obligatorios. En resL1men, si alterarnos el lado derecho, se 
aplican los mismos precios duales mientras la "natL1raleza" o 
"base" no cambia. 

La mayor parte de Jos códigos de programación lineal 
opcionalmente proporcionan el reporte de solución con 
análisis de rango o sensibilidad, que indica las cantidades 
en que los lados derechos y los coeficientes de la función 
objetivo pueden cambiarse unilateralmente sin afectar la 
naturaleza o base de la solución óptima. Este reporte de 
sensibilidad para el problema de la compa;ía de televisores 
aparece en seguida: 
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DO RANGE ISENSITIVITYJ ANnLISIS? ISe efectúa anélisis de 
sensibilidad?) 

RnNGES lN l•JIHCH THE BliSIS U! UNCl~AGED 

R{lt·JGOS EN LOS cur1LES LA Bi'\SE NO CAMBIA. 

RANGOS DE LOS COEFICIENTES DE LOS COSTOS. 

1JARif-sBLE COEF. I NCF:EMENTO DECREMEtJTO. 
(\CTLJAL. PERMITIDO PERMITIDO. 

A 2(1. (l(l(l(l(l H!Frt!ITO 5. (l(l(l(l(I 
e 3(1. (J(i(l(l(l 1 (l. (l(l(l(l(l 30. (l(l(l(l(I 

RANGOS DE LOS LADOS DEF:ECHOS. 

RENGLON 0.CTUflL I NCREt1ENTO DECREMEt.ffO. 
F:HS F·ER~1ITIDO F'EF:t1 I TI DO. 

2) 6(1. (1(1(1(1 60. (1(1(1(1 4 (1, (1(1(1(1 

3) 5(1. (1(1(10 INF It!ITO :o. (1 (1(1(1 

4J 120. (1(1(1(1 4 (1. (l(l(l(l 6(1. (1(1(1(1 

De nueva cuenta encontramos dos secciones, una para variables 
y la segunda para renglones o restricciones. El número 5 en 
el renglón de la variable A, del reporte anterior, significa 
que la contribución a la ganancia de A puede decrecer hasta 
$5/unidad sin afectar la cantidad óptima de A y C a producir. 
Esto es admisible, ya que actualmente en la producción de 
ASTROS se hace un uso más eficiente de la mano de obra, S 2(1 

por LJna hora contra $ 30 por dos f1oras para COSMOS. 

Si la contribución a la ganancia de una ASTRO se reduce S 5 
a $ 15 por unidad, entonces en los dos se hace igualmente un 
uso eficiente de la mano de obra y uno estaría dispuesto a 
incrementar la producción de COSMO a costa de ASTROS hasta 
que 1 a holgura del 1-engl ón 3 ( 1 a restricción C i 50 ) se 
haga cero. 

El INFINITY (infinito), cm la misma sección del reporte, 
significa qLle incrementando la rentabi 1 i dad de A por 
cual q1.1i er cantidad positiva no tendrá efecto sobre la 
cantidad óptima a producir de A y c. Esto e::. intuitivo, 
debido a que ya estamos produciendo ASTROS a Sll l .í mi te 
sL1peri or. 

El "ALLOWABLE DECREASE" (decremento permitido) de 30 para la 
variable C significa que la rentabilidad de C puede reducirse 
en $ 30/unidad (a llegar a cero) sin que cambie la solución 
óptima. Esto tiene sentido, ya que en el momento en que se 
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p1·oduce COSMO, simple-mente s~' hace 1·cnt.:1bl e el uso d8 
cualquier sob1·Bntc de:> füéH">D de ob1·a e·n Ja pt·oducci ón do {\STRD. 
El 10 cr. ol nmglé:n de C significa que> Ja rentabilidC<ci de:· C 
pudo h&bcrsc incrementado hasta en s 10/unidad lllegaria a 
$40/uni d2.d i 2.ntes de cc-nsi de:-.?.1- cambi é\l"" 1 º"' v¿1J ores di;:· A y C. 
Note que para 1 40/unid&d para los COSMOS, la ganancia por 
ho1-., de m¿\no dE' ob1-¿, e-;; 12 misma pa1-c-1 A y C. 

En gmneral, si ül coC'ficicnte de una variable en la función 
objetive se cambi~ dentro del rango especificado en la 
primera sección del reporte de rangos, entonces los valores 
óptimos de las variables de decisión, en este caso A y C, no 
cambiarán. Sin embargo, Jos precios duales, costo reducido y 
la ganancia do la solución pueden cambiar. 

En ur1 sentido complement2.1-io, si el lado derecho de una 
restricción se cambia dentro del rango especificado en la 
segunda sección del reporto, entonces los valores óptimos de 
los pr·ecios. dtwle=: y costos. reducidos no cambi?.1-án. Sin 
embargo, los valores de las variables de decisión y Ja 
rent.:1bilidad de la sclucióG pueden cambiar. 

Por e>jemplo, de Ja se>gunda sección podemos observar que si el 
J ado cien.::cr,o del r12ngl ón :: ( 1-cst i-i cci ón C .::: 50 i s-c disminuye 
por más dE 20, entonces los precios duales y los costos 
reducidos can~iarán. La restricción serla entonces C i 30 y 
la natLn-2,le=a de la solución cambi,1r12,, ya que la restJ·icción 
de mano do obra ya no ser1a obligatoria. El lado derecho de 
c:sta restJ-icci ón iC i 50) puede: incrementa1-sE?, de acue1-do al 
repo1·te, en una cantidad infinita sin afectar los precios 
dL1<ü es y los costos redL1ci dos en e:l óptimo. Esto ti ene 
sentido puesto que> ye. e::iste e::ceso de> capacidad sobre la 
lineci COSMO, de tal ·forma 2.dicionando más capacidad esta no 
tendria ningún efecto. 

Ilustremos al gL1nos de esos conceptos resol vi ende el mismo 
p1-oblema pe1·0 reduciendo la mano de obra disponible a 59 
horas Cse reducen 61 horas). La formulación y solución son: 

MAX 20 A + 30 C 

SL1jeto a: 

2) A :; 60 
3) e .::. 50 
4) A + 2 e :;_ 59 

EtJD 
: GO 

EL OPT I MD DEL LP SE ENCONTRO EN EL P?\SO 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO. 

1) 1180.0000 



\IARIABLE 'JALOR COSTO REDUCIDO. 
A 59. 00000 o. 00(1(1(1 
c o. 00000 1 o. (1(1(1(1(1 

RENGLON HOLGURA F'F:ECI OS DUALES. 
2) 1 • (l(l(l(l(l (J. (J(l(J(l(I 
3) 50. (1(l(J(l(I (J. (l(l(l(l(l 
4) o. (l(l(J(l(I 20. 00000 

RANGOS EN LOS CUALES LA BASE NO CAMBIA 
RANGOS EN LOS COEFICIENTES DE COSTO 

VARIABLE 

A 
c 

RENGLON 

2) 
3) 
4) 

COEFIC 
ACTUAL 

20. ººººº 30. (l(l(l(IO 

INCREMENTO 
PERMITIDO. 

rnFit.JITO. 
1 o. 00000 

RANGOS DE LOS LADOS DERECHOS. 

LADO DERECHO 
ACTUAL 

60. (l(J(l(l(I 

50. ººººº 59. 00000 

INCREMEtlTO 
PERMITIDO 
INF !NITO. 
HlFINITO. 

1 . (l(J(l(l0 

DECREMENTO 
PERMITIDO. 

5. 00000 
INFINITO. 

DECREMENTO 
F'ERM IT IDO. 

1 • 0000(1 
50. 0000(1 
59. 0000(1 

Primero que todo notamos que con la oferta de mano de obra 
reducida ya no se deben producir ninguna COSMO. Su costo 
reducido es ahora de $ 10/unidad, lo que significa que si su 
rentabilidad se incrementará en 1 10, a llegar a$ 40/unidad, 
entonces debiéramos empezar considerando su producción otra 
ve::. En $ 40/uni dad de COSt10S ambos productos son igual mente 
eficientes en el empleo de la mano de obra. 

También nótece qLle al habe1-se reducido el 1 ado derecho de la 
restricción de la mano de obra por más de 60 horas, la 
mayoría de los precios duales y costos reducidos han 
cambiado. En particular, el precio dual o valor marginal de 
la mano de obra es ahora de $ 20 por ho1-a. Esto se debe a que 
una hora adi ci anal de mano de obra debe uti l i;:a1-se para 
producir $ 20, debido a una ASTRO. 

Debe ser capaz de convencerse usted mismo que el valor 
marginal de la mano de obra se comporta como sigue: 



M.O. DISPONIBLE PRECIO DUAL RAZON. 

DE O f'.l b(I HRS. $ 20/HR. CADA HORA ADICIONAL 
SF. US?\RA PARA F'RODU-
C IR $ 20 ASTRO. 

bO A 160 

MAS DE 160 HORAS 

t 15/HR. 

$ o. 

CADA HORA ADICIONAL 
SE USARA PARA PRODU
CIR LA MITAD DE $ 30 
COSMO. 

NO TIEt-lEN USO. 

En general el precio dual sobre cuRlquier restricción se 
comportará de manera decreciente al aumentar la 
disponibilidad del recurso. 

I.3.8.Predicción del Efecto a Cambios Simultáneos en la 
Función Objetivo o en los Lados Derechos. 

La información en el reporte de análisis de ranqo nos eKpresa 
el efecto por el cambio en algún costo o algún parámetro de 
1-ecL1rso. Pe.i-a el siguiente análisis volvemos a t1-aer el 
reporte criginal del problema de televisores. 

RANGOS EN LOS CUALES LA BASE NO CAMBIA. 
RANGOS EN LOS COEFICIENTES DE COSTOS 

VARit-1BLE COEFIC. INCREMENTO DECREMENTO. 
ACTUAL PERMITIDO PERMITIDO 

A 2(1. (1(100 INFINITO 5. 00000 
e 30. (l(J(l(I 1 o. 000(1(1 30. (J(l(l(J(J 

RANGOS EN LOS LADOS DERECHOS. 

REt~GLON RHS I NCREME~ffO DECREMEr~TO. 

ACTUAL PERMITIDO. PEF:MI TI DO. 

2) 60. (l(l(l(l(l 60. (l(l(l(l(I 40. (l(l(J(l(l 

3) 5(1. (1(100(1 INFINITO 20. (1(1(1(1(1 
4) 12(1. (1(1(1(1(1 40. (l(l(l(l(I 6(1. (l(l(J(J(I 

El reporte indica que la contribución a la ganancia de una 
ASTRO puede disminuirse hasta $ 5/unidad sin que cambie la 
base. En este caso, esto significa que .la solución óptima 
podr> a ser todavía recomenda!" p1•oduci r 60 ASTROS y 30 COSMOS. 

Supongamos 
considera 

ahora que para enfrentar a 
bajar- el precio de 1 a ASTRO 

la 
en $ 

competencia 
3/unidad y 

se 
Ja 
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COS~IO en i 10/unidad. Se1·ia aún 1·edítl.table prodL1ci1· lo mismo., 
Individualmente, cad~ uno de esos cambios podria no cambiar 
la 58lución, ya qua 3 ! 5 y 10 ! 30. 

Pero ne resultR claro quo esos dos camb5os puedan hacerse 
simultaneamente. Dud le sugiere su intuición para establecer 
una regla que deDcriba esos cambios simultáneos sin que 
cambie la base (solución)? 

LA REGLA. 

Se puede pensar de los rangos permitidos como una holgura que 
puede emplearse para cambiar parámetros. Este es un hecho que 
establece que cualquier combinación de cambios no modificará 
la base si la suma de los porcentajes de holgura empleada es 
memo~- del 100::. r-·2-1-2. los cambios si rnul táneos pn:ipuestos, 
tenemos: 

( 3/5 ) * 100 + ( 10/30 ) t 100 = 60% + 33.3% = 93.3% ' 100%. 

Esto satisface la condición. De esta forma los cambios a 
titulo do ejDmplc pueden efectuarse sin que cambie la base. 
B1-adle:·y, Ha:,, y Mugn.:.uti llS'77l han llamudo a esta regla, la 
"regl<:1 dc:l 100::.". \'aqL11:; los valores de AyCno cambian, 
podemos calcular el efecto sobre las ganancias debido a los 
cambios antericre;:. como: - ::: :i: 60 - 10 :t. 30 = - 480. Así, la 
ganancia será 2100 - 480 = S 1620. 

La formulación alterada y su solución son: 
MM:. 1 7 A + 20 C 
Sujeto t\: 

21 A i 60 
31 e i 50 
4) A + 2 e ,. 120 

END. 
VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO. 

1) 1620. (1(1(1(1 

VARIABLE VALUE COSTO REDUCIDO. 

A 60. 00000 
(l. ººººº e 30. ººººº o. 00000 

RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES. 
2) (1. 000(1(1 7. (l(l(l(l(l 
3) 20.000(10 (1. 00000 
4) o. (l(l(l(l(l 

1 o. ººººº 



I.3.9. Análisis de Sensibilidad sobre los Coeficientes de las 
Restri cci enes. 

El análisis. dr: SC'll:.i!JilidDd de lo::. coC'·hcir?nteE. de los lados 
derechoE y 12 fun~ióG objetivo son un tanto fácil de 
entender, yo quo ~~ valor de la función objetivo varia 
linealmente con cambios modestos en esos coeficientes. 
Desafortunadamente el valor de la función objetivo se 
modifica de manera no lineal con cambios en los coeficientes 
de una restricrión. Sin embargo eKiste una fórmula muy simple 
pc>.ra apr-o::imat- ecl efecto de pequeñ'os cambios en los 
coeficientes de una restricción. Suponga que deseamos 
eKaminar el efecto de disminuir por una pequeña cantidad "e" 
el coeficiente de la variable j en el renglón de una 
formulación de programación lineal. La fórmul2 es: 

mejo1-ami ente. E'n l ¿¡ función objeti vol ap1-o::i m2.damente igual 
a ( valor- de la v2.>-i;üile jl :1: (p1-ecio dL1al dc:·l renglón il t e 

Ejemplo: 
Considere el pr·ob1 t:mi::1: 

MAX 20 A + 3(i e 
Sujeto a: 
2) A i ~.5 

3) e i. 5(1 

4) A + 2 c i 115 
END. 
Con la solución 

VALOR DE LA FUNCION DEIJETI'/O 
1) 2050. 00000 
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

A 65. 00000 o. (l(l(l(l0 
e 25.00000 o. OCIOOO 

RENGLON HOLGURA PF:ECIDS DUALES. 
2) 0.00000 5.00000 
3) 25.00000 

(1. ººººº 4) (J. 00000 15. 00(1(10 

Suponga ahora que se descubre que el coeficiente de C en el 
renglón 4 debería haber sido 2.01 en vez de 2. La fórmula 
implica que el valor de la función objetivo debe disminuirse 
por aproKimadamente 25 x 15 K 0.01 = 3.75. El valor de la 
función objetivo cuando se arregla el coeficiente es de 
2046.269 con lo cual el decremento fué de 3.731. La fórmula 
para medir el efecto de un cambio pequeKo en los coeficientes 
de una restricción tiene sentido. Si el cambio en el 
coeficiente es pcque!o, entonces los valores de todas las 
variables y precios duales permanecen esencialmente sin 
cambio. De esta manera, el efecto neto del cambio de 2 a 2.01 
en nuestro problema es para efectivamente probar el uso de 25 * .01 horas adicionales de mano de obra. Así, resulta que 25 
x 0.1 son pocas horas disponibles. Pero nos damos cuenta que 



la mano de obra tiene un valor o precio de S 15 por hora, con 
lo que el cambio en las qanancias debe ser alrededor do 25 S 
0.1 t 15, siendo ósto con~ruente con la fórmula original. 

Este tipo de an61isis de sensibilidad proporciona una quia 
p.:wi:\ identi>-ic;.11· qu(· coc·-ficientes deben os.tirni:lrse con 
precisión. Si t:'l pt-oductD del valor· de le. variable j y el 
precio dual del renglón es relativamente grande, entonces 
el coeficiente de Ji:\ VRriable j en el renglón i debe 
estimarse con precisión; si lo que se desea es una estimación 
precisa de la qanancia total. 

I.3.10.El Pr·ograrna Dual y Extensiones. 

Siguiendo con nuestro ejemplo de un principio, la compaRía 
fabricante de televisores esta considerando ofrecer en renta 
horario cualquiera de sus tres recursos, la capacidad en la 
línea de producción de ASTRO, la de COSMO y la capacidad de 
mano de obri:\. Por otra parte, a la cornpa~ía EOUS le gustaría 
rentar la capacidad de los tres recursos. Denote por x, y, z, 
el precio por unidad qua la EDUS ofreceré por cada uno de los 
tres recw-sos. Obviamente, EOUS dese~: 

Minimizar 60 x + 50 y + 1~0 z. 

EDUS se da cuenta que si los dos tipos de televisor muestran 
unas tasas de ganancia a las que en un principio se 
establecieron, entonces el fabricante preferirá elaborar más 
bién que rentar sus recursos. De esta manera, EOUS debe 
ofrecer sus precios de renta lo suficientemente altos para 
que cada uno de los televisores no sean redituables y, por lo 
tanto, EOUS rente sus recursos. Lo anterior se establece 
corno: 

2) )! + z 2:. 20 La renta de los recurs.os para ASTRO de-
be ser rnayo1- o igual a su ganancia. 

3) y + 2z l 30 La renta de los recLU-SOS para COSMD de-
be ser mayor o igual a SL\ ganancia. 

El lado izquie1-do de la segL1nda restt-icción C 3 l, por 
ejemplo, valora a una COSMO. Una COSMD utiliza una unidad de 
su capacidad de línea, la cual tiene un costo de oportunidad 
de y, además emplea dos horas de labor, cuyo costo de 
oportunidad es de z dólare~ por hora. EQUS quiere ofrecer 
precios lo sufientemente altos de tal forma que el costo de 
oportunidad de una COSMD, y + 2z, sea mayor o igual a su 
contribución a la ganancia, que en este caso es de S 30. Con 
lo anterior, justamente hemos formulado el problema de 
Programación Lineal Dual del fabricante de televisores. 
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Estamos 1 i stos para i ntrodLtci r 1 a idea del problema Dual. 
P&ra cualquier problema de Programación Lineal con m 
restricciones y n variables, existe un problema estrechamente 
relacionado con n re~tricciones y m variables. Cualquiera de 
ellos, si tienen solución, se; pueden resolver. Con la 
caracteristica que si alguno de ellos tiene solución óptima, 
es posible determinar la solución del otro a partir de los 
datos de solución del primero. Los coeficientes en un renglón 
de uno aparecen en una columna o variable del otro. En el 
óptimo ambos problema proporcionan la misma solución. En 
nuestro ejemplo los dos problemas son: 

MAX. 
Sujeto 
2l A 
3J e 
4J A 
END. 
: GO 

20 
a: 

.::: 
·' 

+ 

PROBLH1A PR I t1AL 

A + ::.o c 

6(l 

50 
2 e 12(l 

EL OPTIMO SE ENCONTRO EN EL PASO 3. 
VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO. 

1) 2 j (l(I. 000 
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO. 

A 60.00(10(1 (l. (l(l(l(i(l 

e 30. 0(1(1(l(l (1. (l(l(l(l(l 

RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES. 
2) o. 00000 5. 00(1(1(1 
3) 20. (l(J(l(l(I (l. 00000 
4) o. ººººº 15. (i(l(l(J(I 

PROBLEMA DUAL 
MIN. 60 x + 50 y + 120 z. 
Sujeto a: 
2) X + y 2(1 

31 y + 2z ! 30 
END 
: GO 

EL OPTIMO SE ENCONTRO EN EL PASO 2 
VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO 

1) 21 oo. ººº 
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO. 

X 5;00000 o. 00000 
y (1.00000 20.00000 
z 15. 00000 (l. (l(J(JO(l 

RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES. 
2) o. 0000(1 - 60.00000 
3) º·ººººº - 30.00000 



Note que los valores de las funciones objetivos son 
mismos c::n. ambos p1-oblemas. Ei:cepto posiblemente po1-
signos, los valores de precios duales para un problema 
los valores de las variables de decisión para el otro y 
valeres de la holgura para un~ son los costos reducidos 
el otro. Por qué el Dual puede ser de interés? 
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los 
los 
son 
los 

para 

La dificultad computacional de un problema de Programación 
Lineal ap1-o::imadamC?ntrc l:'S p1-oporcion¿\l a m"'n. Donde m = núm. 
de renglones, n =núm. de columnas. Así, en nuestro problema 
las dificultades son: 

PR I Mf~L DUAL 

32 t 2 -- 18 2 2 t. 3 = 12. 
Note que el dual fué resuelto en 2 iteraciones mientras que 
el p1- i mal en .:..1. 

Adicionalmente, ciertas restricciones tales como simples 
cotas superiores, por decir x S 1, computacionalmente tienen 
menor gasto quE· las restr-iccionc:s arbit1-a1-ias. Si el dual 
contiene sólo un pequc~o número de restricciones arbitrarias, 
entonces puede resultar fácil resolver el problema dual aún 
cuando éste pueda tener un número grande de restricciones 
simples. 

El término "precio dual" surge porque la información de 
precio marginal es el valor de una variable de decisión en el 
problema dual. 

Podemos resumir la idea del problema dual como sigue. Si el 
problema original o primal tiene una función objetivo de 
MAXIMIZAR con restricciones i, entonces su correspondiente 
problema dual tiene una función objetivo de MINIMIZAR con 
1-estri cci ones de l. El dual ti ene? una variable poi- cada 
restricción en el primal y una restricción por cada variable 
en el primal. El coeficiente en la función objetivo de la k
enésimil restricción en el primill. El lado derecho de la 
res tri cci ón k en el dual es igual al coeficiente en la 
función objetivo de la variable k en el primal. 
Simultaneamente, el coeficiente en el renglón i de la 
variable j en el dual es igual al coeficiente en el renglón j 
de la variable i en el primal.Pa1-a convertir todas las 
restricciones en un problema al mismo tipo, note las dos 
transformaciones siguientes: 

1.- La restricción 3x -
2.- La restricción 2x + 

2x + 3y 1. 5 y 2x 

4y 
3y 
+ 

.2. 

3y 

12 
5 
s. 

equivale a - 3x + 4y S - 12 
equivale a dos restricciones 
5 



Sea el problema: 
M;~Y, 4 x ~ y 
SL1jeto a: 

2x + by , 12 -
3x 2y 1 
4>: + 2y L 5 

Usando las transformaciones anteriores. 
MAX 4x - 2y 
SL1jeto a: 

2>! + 6y :S. 12 
3x - 2y :;_ 1 

-3>: + 2y - -1 
-4>: - 2y ,. -5 
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Introduciendo las variables dLtales r, s, t,y m 
correspondientes a las cuatro restricciones, podemos escribir 
el dual como: 

MIN. 12 r + s - t "' ~· u 
SLtjeto a: 

2 r + ..,. s - .,. t 4 u 4 ~' ~· 

6 r - 2 s + ,., t 2 u .L - 2 

I. 3. 11 Análisis Di menci onal y Cómo evitar errores comilnes 

Cuando usted desarrolla una primera formulación de un 
problema real, la formulación puede contener errores. Esos 
errores pueden caer dentro de las siguientes categorías: 

1.- Errores tipográficos. 
2.- Errores fundamentales de formulación. 
3. - Errores de aprm:i maci ón. 

Los dos primeros tipos de errores son fáciles de corregir, 
una vez que son identificados. En principio, los errores de 
tipo son rápidos de identificar porque muchas veces se 
deben a ayudantes. Sin embargo en un modelo grande puede ser 
difícil rastrearlos. Los errores de tipo 2 son más 
fundamentales, ya que involucran una mala interpretación 
tanto del problema real como de la naturaleza de los modelos 
de Programación Lineal. Los errores de tipo 3 son más 
sutiles. Generalmente un modelo de Programación Lineal de una 
situación real involucra alguna aproximación; por decir algo, 
muchos productos se agregan para formar un solo macro 
producto, o los días de una semana se juntan, o los costos 
qL1e no son totalmente p1-oporcionales a su volumen, no 
obstante, son tratados como lineales. Para evitar errores de 
tipo 3 se requiere destreza para identificar aquellas 
aproximaciones que pueden tolerarse. 
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Discutamos primero los errores de tipo 1. El mayor problema 
es su detección. Muchos códigos de paquetes de Programación 
Lineal contienen módulos para ayudar a detectar errores 
garrafales. Uno de es6s módulos es lo que resulta del comando 
PICTURE, que es una visión abreviada de los coeficientes de 
la formL\l,:1ción en ·fc.-it-rna tabula1-. F'ar·c:-\ ilustrar sLt uso, 
cstudi a;-cmos 1 a sigui ente f orrnL1l ación, 1 a cL1al con ti ene 
errores tipogri0icos que pueden identificarse sin comprender 
la formulación: 

MIN. 5 AO + 6 A1 + 2 A2 + l\ BO + 7 B1 + 7 B2 + 2 co + ~' 

9 C1 + 8 C2. 
Sujeto a: 

2} AO + A1 + A'.2 - 8 
3) Bü + B1 + B.2 .. • 9 
l\) co + C1 + C2 i 6 
5) AO + B(l + co b 
6) A1 + B1 + C1 5 
7) A2 + B2 + C.2 9 

EMD. 

La visión <PICTUREl del problema se aprecia como sigue: (Jos 
nombres de las variables aparecen en la parte superior en 
·forma VE·rtical) 

-r- 1 1 1 1 1 1 1 1 r--1 
A IA ~ § ~-1~ /8 __ 'r e e 

~1It,j 
(J 1 :¿ ll 

1 -
1: : ¡~- 2 4 3 7 2 9 8 

-- ,_ ---r-· ---
2: 1 < 8 

·----
3: 1 1 1 < 9 

1\: 1 1 1 < 6 

5: 1 1 1 = 6 

6: 1 1 1 = 5 
-- ---

7: 1 1 1 = 9 

Precisamente de la observación de la estructura de los unos 
en las restricciones, uno puede detectar una aberración. El 1 
que aparece en la dltima columna parece estar fuera de lugar, 
y corresponde a la cuarta restricción (5). Al parecer lo que 
ha pasado es que la variable llamada CO IC, cero) fué escrita 
como CD (C, letra O ) en el renglón 5. La computadora es muy 
literal y las considera como dos variables diferentes. Cuando 
el error es corregido, la visión que aparece es: 



1 ,--i 

-1-: -+--!-> -o-~-+-:_,*~~ -~-i-:-~ -t---M-H-J-.1 

.. ______ _ 
2: < 8. 

·---+----+--;----- ------ --
3: < 9. 
-----· --r--;--+-----i-----·--

4: < 6. 
1----1---1- -r-- -- - --· ---------

5: = 6. 
1---+----l·--l--+--l--l·--l-- __ ,_ ----
6: 5. 

1---+---+--1--+--i1-----r--!--+--+-----1 
7: 9 

.,,., 
._ . ..;_ 

Adicionalmente, si el usuario es afortunado, los errores de 
tipo 1 se manifestarAn por sí mismos, causando soluciones que 
obviamente son incorrectas. 

Por lo que toca¡:, los c:·rore:. en la for-rnulación, éstos son 
más difíciles de discuti1·, ya quo é:-On de muchas fm·mas. La 
clase de errores que frecuontemente comete un novato pueden 
e~:ponC?Y-S(? h..:i.ciC?ndo el llr_,mado "análisis dimensional". 
Cualquiera que haya tomado un curso de Física o Química 
recordllt-á a ésto como "verificar nuestras unidades". 
Ilustrerr.os lo ante1·ior· conside1·ando un c·JGn1plo: 

Un distribuidor de juguetes está analizando su estrategia 
para armar cierto tipo de juguetes y venderlos en la próxima 
temporada navideña. Poi· otra parte, son dos los tamañ·os del 
juguete. El conjunto grande está formado por 60 barrotes y 30 
conectores, mientras que el conjunto chico está compuesto, de 
30 barrotes y 20 conectores. En e:.te caso, un factor 
importante es que para esta estación, el fabricante dispone 
de sólo 60,000 conectores y 93,000 barrotes. Asimismo, se 
sabe que es capaz de vender toda la producción de ambos 
tamaños. Las ganancias son de $ 5.5 y S 3.5. por conjunto, 
para los tipos grande y chico, respectivamente. Cuánto 
debería el fabricante vender de cada conjunto para maximizar 
SU Llti l i dad? 

El fabricante desarrolló la siguiente formulación: definiendo 

B No. de conjuntos de tipo grande a ensamblar. 

T No. de conjL1ntos de tipo peqL1eñ·o a ensamblar. 

s No. de ban·otes qlle se empl e·an. 

e No. dE:! conector e~- que se emplean. 



M(l,X. C' =-,_1,..;. B + "=!" C" 
._1 • ..J T 

Sujeto a: 
B - 30 e - 60 s (1 

T 20 e - 3ü s o 
e i 60, (l(l(J 

s .:!. 93' (l(l(l 

Note que las primeras dos restricciones son equivalentes a: 

B 
T 

30 e + 
20 e + 

60 s 
3(1 s 

Está de acuerdo con la formulación? Si es as~, analicemos su 
solución. 

Vf4LOR DE LA FUNCION OBJETI'/O 

1) 54555000. 
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO. 

B 7380000. (l(l o. (l(l(J(l 

T 399(1(1(1(1. 00 (l, 0(10(1 
e 60000. (l(l o. (l(l(l(l 
s 93(10(1. (l(l (l, (l(l(l(l 

RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES. 
2) (l. (l(l(l(l ~t,. 500(> 
3) (l. (l(l(l(I 3.5000 
4) o. (l(l(l() 235.(l(l(l(l 
5) (¡. (l(l(l(l 4 35. 00(10 

E::i ste algo en la fo1-mul ación que es i nco1-i-ecto, ya que la 
solución es capaz de producir magicamente cerca de 4 millones 
de conjuntos chicos con solo casi 100,000 barrotes. 

La equivocación que fué cometida es muy comón en los recien 
llegados a la Programación Lineal: describir las 
caracteristicas de una actividad por una restricción, la cual 
siempre puede pensarse como una declaración que establece que 
el empleo de algún insumo debe ser menor o igual a la fmmte 
de ese insumo. Las últimas dos restricciones efectivamente 
tienen esta característica, pero las dos primeras no. 

Si Lino analiza las dimensiones de los componentes de 1 as 
pi-imet·as dos restricciones, se puede ver ql1e e)dste una 
dificultad. Las dimensiones (o unidades) para la primera 
restricción son: 
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B 
30 e 

60 s 

UNIDADES. 
Conjuntos grandes. 
301con~ctores/(conjunto grande) 
~ conecto;-es. 
60 !barrotes/ (conjunte grande) 
* barrotes .. 

Evidentemente, cada componente tiene diferentes unidades, por 
lo que no se puede efectuar la suma de todos. Es clásica la 
aseveración de que no se pueden sumar manzanas con naranjas. 
Las unidades de todos los componentes de una restricción 
deben s.e1- las mi 5.m2·.s. 

Si primero se formula un problema en palabras y luego se 
convierte a su forma matemática, con frecuencia se evita el 
tipo de error anterior. En palabras, deseamos: 

Ma::imi:::ar la ga•1ancia 

SL1jeto a que: 

El número de conectores empleados sea 
conectores de que se dispone. 

i al número de 

El número de barrotes empleados sea ' al número de conectores 
de que se dispone. 

Convertido a forma algebráica es: 

MAX 5.5 B + 3.5 T 
s.a. 

END. 

21 
31 

30 B 
60 B 

+ 20 T S 60000 
+ 30 T S 93000 

Las unidades de la restricción 30 B + 20 T ~ 60 000 son: 

TERMINO 
30 B 

20 T 

60 000 

UNIDADES. 
30 (conectores/Cconjunto grande) J * 
{conjuntos grandes 1 = 30 conectores. 
20 (conectores/(conjunto chico) J * 
(conjuntos chicos) = 20 conectores. 
60,000 conectores: 

De esta manera, todos los términos tienen las mismas 
unidades, "cone·ctores". Al resol ver el problema obtenemos una 
solución congruente. 

11 
VARIABLE 

B 
T 

VALOR DE FUNCIDN OBJETIVO 
1 o 550. 00 

VALOR 
200. 0000 

2 700. 0000 

COSTO REDUCIDO 

o. ºººº o.ºººº 



RENGLON 
:: ) 
;::,) 

HOLGURA 
o. (l(l(l(> 

o. (1(1(!(! 

I.3.12. Error por la NO Simultaneidad 

PRECIOS DUALES. 
o. 15(l(l(l(I 

o. 01 (1(1(1(1 
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Se debe hacer hincapié de que todas las restricciones en un 
problema de F~ogramación Lineal deben aplicarse 
simultaneamente. Una combinación de niveles de actividad que 
se es.table::c8, dJ?be satisfacE.'r al mismo tiempo todas las 
restricciones. Las restricciones no se hacen aplicar de una u 
otra manera, aunquJ? queramos que ello sea así interpretado. 
Como un ejemplo, suponga que denotamos por B el tama~o del 
lote para una corrida de producción de calzado una política 
razonable puede ser: si se hace una corrida, ésta debe ser de 
al menos dos docenas de unidades. Así, B será ya sea cero o 
algón número mayor o igual a 24. Aquí se tiene una tentación 
para establecer esta política ~scribiendo las dos 
n~sti-i cci ones. 

B O 
B 2: 24. 

El deseo es que euáctamente una de esas restricciones se 
cumpla. Si dichas restricciones son parte de una formulación 
de Programación Lineal, la computadora rco·chaza1-á tal 
formulación enviando un com0nta1-io de que "no e:dste solución 
factible". Na e::istco· un valor de B que simLtlt;meamente sea 
menor o igual a cr=ro y mayor o igual a 24. 

Si restricciones como las anteriores son importantes, se debe 
recurrir a la Programación Entera. 

I.3.13. NO Linearidad y Variables NO Restringidas en Signo. 

Superficialmente, el supuesto de linearidad aparece 
prohibitivamente restrictivo. Existen muchas aplicaciones, 
sin embargo, donde esta restricción aparente puede burlarse 
con una hábil formulación. Suponga que un examen minucioso 
del problema ASTRD/CDSMO revela que la ganancia de los COSMOS 
realmente no es lineal sino más bién no lineal como se 
muestra en la siguiente tabla: 



Pw-a Ltnidadcs 
ent1-c 

(1 - 1(J 

11 - ::7 

Ganancia 
poi- unidad. 

30 
28 en adelante 25 
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Graficamente, la ganancia es una función del volumen de 
COSMOS tal como se expresa en la siguiente figura: 

74(1 

o 10 27 

VOLUMEN DE COSMOS 

Claramente, la qananci5 de la producción de COSMOS no es 
proporcional al volumen¡ por lo tanto no es lineal. Se puede 
validamente incorporar esta no linearidad al modelo y si es 
asl, c:omo? 

Para resolver esta dificultad de formulación es necesario 
hurgar de manera més profunda en la causa de la no 
linearidad. ActL1almentc, las primeras 10 unidadi:s por d:ía de 
COSMOS pui:di=n vendi=rse lucrativamente casi a precio de 
menudeo. Las siguientes 17 unidades por día pueden producirse 
bajo la marca de una compa~ía que tenga tiendas que cubran el 
territorio Nacional y venderselas con $ 5 menos por unidad. 
Finalmente, cualquier producción en exceso de 27 puede 
ofrecerse también baje otra marca e inundar el mercado 
internacional si el precio permanece bajo. 

El tratamiento obvio pa1-a este problema es pensar que se 
tienen tres distintos productos en la línea COSMOS, que 
llamaremos como Cl, C2 y C3. La formulación ampliada es: 
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MAY. 20 A + 35 C1 + 30 C2 + 25 C3 
s. a. 

A 60 
Cl + C2 + C3 50 

A + 2C1 + 2C2 + 2C3 120 
Cl ~ 1 (1 

C2 ,. 17 

Cuando este problema se resuelve, se tiene la solución: 

VALOr' DE LA FUNCIDt~ OBJETJ'JO. 
1) 21 Z5. 000 
VARIABLE '."ALOn COSTO REDUCIDO. 

A 60. (l(l(l(l o. (l(l(l(l 
C1 1 o. (l(l(l(l o. (l(l(l(l 
C2 17. (l(l(l(l o. (l(l(l(l 
C3 3. (1(1(1(1 o. (l(l(l(l 

RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES. 
2l (1, (1(1(1(1 7. 5(l(l(l 

3) 20. (1(1(1(1 o. (l(l(l(I 
4l (1. (l(l(l(I 12. 5(1(1(1 
5) o. (1(1(1(1 1 o. (l(l(l(I 
6) (1, (l(l(l(l 5. (l(l(l(l 

Note que los niveles de producción de ASTRO y COSMO son los 
mismos que en la formulación original en la que se hizo caso 
omiso de las no linearidades. 

El artificio para salvar la violación de una 
varias actividades o variables, es 

representar los efectos no 
variable en 
típico para 
Especificamente: 

actividad o 
el método 
lineal es. 

"Cualquier variable que tenga efectos no lineales debe 
reemplazar se por una secuencia de variables, cada una de las 
cuales: 1) tiene efectos lineal es y 2) tiene una cota 
superior que l imita su rango de val ores. El valor de la 
variable orí gi nal es la sumo de las nuevas va1-i abl es". 

Hemos contestado la pregunta de cómo incorporar la no 
linearidad, pero la pregunta de validez permanece. El método 
podría ser incorrecto e inválido si, por ejemplo, obtenemos 
una solución con Cl = O pero C2 = 10. Esto ciertamente es 
factible para la formulación de Programación Lineal, pero 
resulta inaceptable por la descripción del problema; ya que 
no podemos vender las C2 a S 30 la unidad hasta que vendamos 
las primeras 10 a S 35. Esta solución no puede ser óptima. 
Nótece que si empre es pre-f eri ble C1 a C2. La observación 
clave es que las primeras variables, en la secuencia de 
reempla:o, son más redituables que las últimas. Esta 
observación puede generalizarse como: 
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"Las no l i nc:ari dades pueden ser aprm: i madamc:nte válidas par a 
un modelo dtc Prog1-amaci M1 Lineal si el 1 as co1-rE?spondcm a 
rendimientos de escala decrecientes; esto es, Ltnidades 
adicionales de una actividad no son más redituables que 
aquellas en intervalos anteriores." 

De esta manera, las no linearidades correspondientes a 
cuestiones como tiempo e::tra poi- lo general puedi;n manejarse 
facilmente con FYogramación Lineal; mientras que las 
eficiencias en producción resultantes de grandes volúmenes na 
pueden representarse de igual manera. Si dichas economías de 
escala son críticas, entonces se debe recurrir a métodos de 
modelación tales come la Programación Entera. 

Variables Na Restringidas en Signo. 

Y?. qLte e;:; más la 1-egli.1 QLll'." la e::cepción, la mayor parte de 
los paquetes de Programación lineal suponen a las variables 
como no negativas, aún s:i el usua1-i o no 1 o hace 
eHplicltamc:nte dando restricciones de la forma x l O. Este 
supuesto no es critico y facilmente es burlado. 

práctica con intuición 
restricción. Suponga 
es c·l cambio en el 
siguiente periodo, 

es de 1,100 gentes. 
el nivel absoluto en 

De nueva cuenta veamos una situación 
respecto a cómo formular esta ligera 
qL1e una dE· J as va1·i abl es t?n su n1odC>l o 
ni vc·l de 1 a fuerza de ti· abajo para el 
relativo al período actual que se supone 
llamaremos a este cambio la variable D y 
el siguiente periodo como P. Así: 

D p 1 , 1 (10 

Si a propuesto que el nivel para el siguiente periodo sea 
menor de 1, 100, entonces D será negativo, por lo que deseamos 
que D no tenga restricción en signo. Si usted piensa respecto 
al problema, puede decidir que resulta provechoso distinguir 
entre incrementar y disminuir el nivel de la fuerza de 
trabajo usando dos variables diferentes. DU por ejemplo, para 
medir el incremento y DD para medir la disminución. Si 
quisiéramos incluir en la formulación lo anterior, 
escribiríamos: 

Si 
pero si 

p l 
p ::;. 

1,100 entonces DU = P - 1,100 y DD =O 
1,100 c·ntonces DD = 1,100 - P y DU O 

Veremos que en la siguiente restricción generalmente se logra 
el mismo efecto: DU - DO= P - 1,100 
o en forma estandard: 

DU - DD - P -- 1 , 100 

No exista nada en asta 
restrinja a que DU y 

Lmica restricción qLle e):plicitamente 
DD sean menor da cero; sin embargo, 
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cuando se resuelve la formulación, la computadora realizará 
su procedimiento sin que haya nada a conseguirse por el hecho 
que simultaneamente se incremente (contratando) y se 
disminuya ldespidiendol el nivel de la fuerza de trabajo. 

Del ejemplo anterior intuimos un mecanismo para representar 
variables no restringidas en signo cuando unicamente podemos 
usar variables no negativas; de manera formal: 

en signo puede 
negativas·x 1 y x 2 

x~. Si X2 es no 
de otra manera x 

"Una variable x que es irrestricta 
representarse por medio de dos variables no 
si se reemplaza a x por la diferencia x 1 

cero en la solución, entonces x = - x 2 , 

Algunos paquetes permiten al usuario identificar variables no 
restringidas, en cuyo caso el artificio anterior es 
innecesario. Veremos posteriormente que la presencia de 
variables de este tipo nos proporciona una oportunidad para 
reducir el tama~o de la formulación de Frogramación Lineal. 
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II. MODELOS DE PROGRAMACION LINEAL Y SU FDRMULACION 

Introducción 

La formulación corrocta do un modelo do programación lineal 
si gn it i c;i c:·l 90 /. (poi- dcci r al gol dE·l é:d to de 1 a solución a 
un pt-oblc:'lflé'. de· 1 ¿-. vidc1 real. Gonoralmr:nte se p1-esentan 
situaciones difíciles de comprender si no so cuenta con un 
mOtodo quo pcrmit~ abstraer la realidad y plasmarla en un 
modelo que r C?f le jo, en 1 o posible, c·l comportamiento bajo 
estudio. La forma do estructurar los problemas hasta llegar a 
obtC?nor un modelo matC?mático satisfactorio se basa en la 
llamada Metodología do la Investigación de Operaciones. En la 
cual , a dift:roncia dC?l l'létodo Cic·ntífic:o, la C?::pC?rimentación 
SE· t-eali:b '" tt-<'Wé·c: de· modc:los geno1-ados pé-.i-a ostE· fin. Tal 
es ol caso de un modolo de programación lineal. 

Por esto motivo, on el subcapitulo JI.1 se sinteti:an los 
pasos fundamentales do la metodología antes dicha. 
Adicionalmonto, tambidn se describen algunos problomas que 
surgen en la vida real como en : producción, asignación de 
recLwso~., coi-te• dE· rnatc:>rial, rnc-zc:l2.s, pl<:<noación etc .. 
Fi n.:d mC?ntc., en ol subcapí tLtl o JI. 2 se presenta 1 a fo1-mul ación 
de 1 os p1-obl emas mene i on2.dos , 1 os con1andos de L JtJDD 
utilizados , y un análisis de los resultados obtenidos. 

II.1. Pasos Generales para la Formulación y Utilización de un 
Modelo. 

Se puode decir quo son cinco pasos fundamentales para el 
empleo de la Programación Lineal en la práctica: 

1.- Comprender el problema real. 
2.- Formular el modelo de Programación Lineal. 
3.- Acopio y generación de los datos del modelo. 
4.- Resolver el Programa. 
5.- Implantar la solución. 

F'or sL1pues.to habt"á cierto grado de iteración en el proceso 
anterior, ya que por ejemplo, no siempre se obtiene el modelo 
más apropiado a la primera, por lo que el último programa 
será el que resuelva la computadora. Los pasos 1, 3 y 5 son, 
si no 1 os rná:. di fl ci 1 es, son 1 os que más tiempo consumen. El 
éxito en el proceso depende en gran medida del grado de 
conocimiento que se tenga del comportamiento de la 
organización o en general de la problemática; por ejemplo, 
conociendo a los que saben cual es la tasa de producción real 
de una máquina. El paso 2 requiere de más habilidad. 

La formulación de: un buen modelo de Programación Lineal es un 
a1-te. Es un a1-te pot-que involuct-a la abstraed ón de la 
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realidad. La capacidad artística consiste en desarrollar 
modelo::. sencillos que::·, no obs.tante, sean buenas 
apro::imacioncs al mundo real. Ven;;mos que; c·::iste un número de 
p1-obl ensas que· fuc1 .. on una bul'n2. apn:i::i rnaci ón pm- rnC?di o de 
Programación Linsal. 

Con todos los comentarios anteriores en mente se dedicará 
mayor atención a la formulación de modelos; comenzando con 
verdades universales que al parecer se aplican a los pasos 3 
y 5; y dando una introducción a los mecanismos del paso 4. 



42 

11.1.1. Algunas Clases de Problemas. 

lNo se sc:•nti:-í.:1 n1t1s <•.qusto si su habilidad pa1-a estructu1-a1-
prot.Jlc::m<1s se enr·iquecie1-a con Ltn paquete de p1-oblemas típicos 
o categorías que pueda relacionar con nuevos problemas a los 
que se enfrente~ En la pi-áctica, un modelo demasiado grande 
puede 1-es.ul t.:1i- i nconvc·ni ente:• si se for-mul a E'n un.:i sol a 
categoríd, por lo que muchas veces es más adecuado utilizar
un<t con1bin2.ción di:c dos. o más de E:llas. La lista de p1-oblE:mas 
típicos no Gs e::haustiva, de mane1-a que se pueden encontr-Ar 
situaciones que sean inconvenientes con alguno de los modelos 
propuestos¡ por lo que en este caso, la modelación ser-á 
or-i gi mü. 

Problemas de Producción. 

En este tipo de problemas se tiene una colección de productos 
a enviar al mercado, y un conjunto finito de recursos a 
Lltili::ur pw-c1 la f.:di:-icc;c:ión de los. mismos. (-\sociado con cada 
producto se tiene una tasa de contr-ibución a la ganancia 
(ganancia net.:1, prc·cio neto, utilid'"d) y un conjunto de 
coeficientc::s técnicos sobn:; el uso de los r-ecw-sos. El 
objetivo es e:nconti-a:- lo!:- niveles do p1-oducción que mt":imicen 
la utilidad, sujetos a no emplear más recursos de los que se 
tienen disponibles. Estos problemas siempre son de la forma 
"Mm:imi::ar ganancia sujeto a t-estricciones de nH?nor o igual". 

Problemas de Asignación de Servicios y Corte de Material. 

Estos problemas son complementar-íos <en la jerga de 
progr-amación lineal se llaman duales) a los pr-oblemas de 
producción, y su forma es minimizar- un costo sujeto a 
restricciones de mayor o igual". Las vai-i abl es E:n este caso 
pueden cor-r-esponder al número de gente contr-atada para varios 
tur-nos durante el día. Las r-estricciones sur-gen del hecho que 
la mezcla de variables seleccionadas deben cubr-ir- las 
necesidades durante cada hora del día. 

Problemas de Mezclas. 

Los pr-oblemas de este tipo se pr-esentan en el manejo de 
alimentos, y en las indL1str-ias de refinación de petr-óleo. El 
pr-oblema es mezclar un conjunto de mater-ias primas, por 
decir, difer-entes tipos de carne, cer-eal, gr-anos, o petróleos 
cr-udos, etc., en productos terminados, como embutidos, 
alimento par-a per-ro, o gasolina; de tal for-ma que el costo 
unitar-io del producto ter-minado se minimice satisfaciendo 
ciertas restr-icciones de calidad y mínimos nutricionales. 
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Problemas de Planeación Multiperiódica. 

Esta clase d~ problemas tal ve= son los más importantes. 
Dichos modelos toman on cuenta el que las decisiones que se 
h2.co11 En un per-íodo, pa1-cialn1cnt1.:· dclE1-minan qL1ó decisiones 
se permitirán en períodos futuros. El submodolo empleado cada 
período puede ser un problema de producción, de me=cla o de 
algún otro tipo. Dichos submodolos generalmente estan 
vinculados por medio do variables de inventario; por ejemplo, 
el inventario de materia pr-ima, p1-oductos terminados, flujo 
de caja, préstamos, etc., los cuales se llevan de un periodo 
<:. otro. 

Modelos de Insumo - Producto 

En las grandes compaKías, el producto de un proceso puede ser 
el insumo de otro. La General Moto1-s, poi- ejemplo, fabrica 
motores en ciertas plantas; esos motores pueden venderse de 
manera directa a los clientes o pueden emplearse para sus 
propias unidad es de autos y camiones. Uno1 compaí'i·í a como la 
anterior, se dice que esté integrada verticalmente. En un 
modelo integrado de esta manci-a, en g~nc1-al s0 tiene una 
restricción por cada tipo de producto intermedio; en términos 
matemllicos la restricción hace cumplir la ley de la Física 
qlle establ E·ce qlle "la cantidad C?mplC?iJdr.1 de Lln p1-odL1cto 
inte1-mc·dio pcn- v<c11-ios procesos, no pllede· c::cede1- "' Ja 
cantidiJd de este producto olaborr.;do por otros procesos". 
Genei-al mC?nte c·:: i ste Llna variable dC? dE·C i si 6n por- cada tipo de 
proceso disponible. 

Si E'l p1-obiema SE· e::tiende a toda una economía, t:ntonces los 
modelos considerados tienden a ser similares. al modelo de 
insumo-producto populari~ado por Wassily Leontief 119511. 
Cada industria se describe por los productos de insumo que 
requiere y los productos que elabora. Dichos productos pueden 
volverse insumos para otras industrias. El problema es 
determinar los niveles apropiados a los qlle cada industria 
debe operar para satisfacei- los requerimientos de un cosumo 
específico. 

Problemas de Redes. 

Los modelos de Progi-amación de Redes merecen una mención 
especial, ya que tienen una forma particularmente simple que 
hace que se puedan describir facilmentt: como una gráfica o 
red. Por lo tanto tienden a ser fáciles de explicar y 
comprende. Problemas de redes surgen frecuentemente en 
problemas de distribllción de productos. Cualquier empresa que 
fabrique un producto en varios lugares y lo distribuya a 



muchos 
Lineal 

clientes puede encontrar que 
es sumamonl0 útil. 
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Una 1 .. a::ón p1·incip.:ü par.. jndividL1<1li::a1- este tlpo dt:: 
p1·oblomas, e;:. que e.,:i'.O.tcn í'Wocedimientos especie1li::ados de 
solLtci611 par·~; olla. I::n p1-ob.lornas g1-andcs, dichos. 
procodimiontos pueden sor marcadamonte més volocas que ol 
p1-occ·di mi en to gcnt::1-¿\l d0 sui uc i ón. Uno de 1 os rwobl o ni.=,¡:, mác. 
sencillos de rodas os aquel on el qu0 se trata de encontrar 
1 a rutu más co:-t¿~ de· un riunt·:J 21 ot1-D. Ur1¿\ i i ge1-a v1:.1··1 e.ci ón i:\ 

este problema, que es le de determinar la ruta más larga, 
pas.2. " s12r un con1ponc1ii.r. i rnpo1-U;nt.c· del PERT (P1-ogr·am2. dC? 
r;val uaci ón y técnica de conti·ol) y El CF'M <Método de ruta 
c1-1 ti cal. 

Planeación Estocástica. 

Unü dt:· l c.:is. supuC'stos fundt:\roc11ti.:J ~·~ U::-. 1 e; Pr·c1gr·~rr1.:\t:l ón Li neu.l 
es que todos los d2.tcL __ ._ .. conocido:: t:C'n ccr·tc::a. Sin 
embt:rgD~ c::i =:.tL'i1 :.:.i tu.:-\c.:~ e~~'.::~. c·r¡ cieindc ::i c-i-to:..:. d~tos c:1 civc t:.on 
alt~~2ntc cla~torios. Poi- ejemplo~ cL1ar1dc un¿ compa~{a 

pc·-~~ .. oiF·!::. P·fcct(1c:\ dcr:i::..ic .. 'lt::·:.: sob1'"c;· !:.U p1-odu=ciCi:1 parr-1 E<I 
perícdo invernal que se avecina, la demanda de combustible es 
Llr1i-t vu1-iablE' mucho n1uy e:deC\tor-li:1. N::i obste;r:tc·, ::-.1 Íci 

distribución de probsbilidades para todas lac varlables 
al eato1-i as se conocc:t c:~~1tor1cc-~ ~e· puc·dt..• apJ ir::«~ u:·,¡; "-<~c:nj CE• 

de modelaje para convertir L1n problema ~UG es de P1-nQr·anaciór1 
Linccd e::cC?pto poi- lo:: clcmc-rd:oz. alcc"Jto:""~C.-t~. Pr~ unc1 
cqLtivalente, ~l.LnqLic po~ible1nente crc:c~, q1J~ se~ 

detei-rni ní sti ::o. 

Teoría de Juegos. 

La teorii1 de juego~ tier10 que~ ver· con el ar16li~i~ do 
situaciones competitivas. En su forma más simple un juego 
consiste de dos jugadores, cada uno de los cuales tiene a su 
disposición un conjunto de posibles decisiones. Cada Jugador 
debe seleccionar una estrategia para hacerla efectiva, 
ignor2.ndo la SE·l ecc:i ón que el otro Juqador hi:tga. 
Poster·i onnente, c<1d2. jugE1dor· reci br:: un pai;¡o quE· depende de J ," 
combinación de decisiones que se hicieron. En ezte caso, la 
dotcrminación de la E?stratagia óptima de cada jugC1dor puede 
formularse, también, como un modelo de Programación Lineal. 

Aplicación a la Estadística. 

Mucho d~ la teoría estadística se refiere a la predicción 
basada en un conjunto de datos. Comunmente la predicción se 
reali~a de t~l forma que on algún sentido se minimice el 
error cuadrático del pronóstico. Hablando de manera 
ap1-oi:inmd<1, un d¡:-,to qLff· está dos veces alejado de la medi<1 se 
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pondera en cuatro veces e! err~r en la conctrucción de la 
predicción. Si le ~u~ s0 dc~ea ec usar otras medidas de 
bcnd2.d de:! ajusti:o, td como c.'l En-m- cu¿1d1-ático en 1 ti 
pn:dic:ci ón, ente.ne e;:. 1 ü F'1-og1-.our1i::ci ón LinE.;;,1 p1-opoi-c:i ona una 
herramienta poderosa. 



!!.1. PHUUUCC!UN. 

LoE. pr·r.:ibl cu1a::, d:..· p1-r.i~u;::c) éir: ·fr~cuc::·ntnuicnt-.c c:cn:::.ti tuyc·n 
parte importante d2 problumaE gr~ndr.s, como los modelos 
pl uneru:.i ó11 n;u1 'i:ipt:·i-·i ódi ~:t:. 
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L;;; c<1rc1ct121·í s.tic'\ de un pr·obl em,-, dc· p1--odL1cci ón c·r:. qur. c:·::i sten 
prodllctos que pasan por Lln conjunto do instalacionr.s. Si 
c.•::i str.n m 1-c::u1·s.o;: y n p1-oductos., tcnt.oncc:-, l c.. 11 am2.da 
t~cnología s0 ceractc1-i:~ p~¡- L!n~ t~bla con m r~n~lor1cs y· 
n colwr1na;:. dt2 coc:··ficientos ·'.:c:-nológico;:.. El cocficic·ntc c·n 
ccl t·cnglón i, colllínn.:. _;, es el númo1·0 de unid<ldes de 
1-e:·cui-~o que s.c u~¡:.., pc,r· ct..d1':1 L~ni cli:"d de p1-oduct.D j ~ Lo~:. 

números en un ronalón de l~ tsbla son simplr.mr.ntc los 
co2·fici~ntQs de Llnil 1·0~1:1-ic=iór1 en L!n prog!-ama lin~~l. ~n 

1.1r1 Jlrob]Qma $imple de ;11··c~~-~c=i~n e3o= ccJ~fici~nt~s ~en no 
nc·gnti\·ot.. ()dit:ir:ir1i:1.1H,c:·nl..c.:~ D!:.c:..:ie.d::· cc:ir-: c..?.dc; p1-oduc:to s:.c· 
tic11D una cor1tr·ibución a 1~ L1lilid2~ par 1.tnidad~ y asociDdo 
c:on cncJi:\ rcc:u1-s.o se ti ene L1.ni"~ d~ ~po··1i b.i Ji dc:,d. f:.l eibjr:-tl ···~:-;:: 

en esto ca~o, es encont1-~r CLttntn producir d~ cada 2t-tículoJ 
<:."!!· t1oc.:i1 ... ,d0tcrmini:\r· lt• c:omb:int~c)(;; {'l;"'·~lmc. que:· ma~:ir;,icc· Ja:i!;.·¡ 

L1tilidados, con la restricci~n de no usar más de lo qur. sr. 
tic·no dispDniblc de 1-ccur·sc•:: .. 

Un problema de Producción • 

Una cierta planta pllcde manufacturar cinco productos 
diferentes en CL1alquier combinación. Cada producto reqlliere 
tiempo do cada L1na de tres máquinas en la sigui~ntc manera 
ltodos los datos en minutos/Llnidadl: 

Mf\QUH/() 
PRüOUcro 1 J 

--·r----·¡--1 ~ ---y-·--~1 
D 10 O ~ E I 11 ::: 

Cada méquinu diDponc de 128 hora~ por semana. 



Loe productoc n~ 8 ¡ S son comp~titivo~~ ~· cu~lquicr Cí~ntidad 
hc::ha puc::-d~-.: ve:ntic:·1 .. s:c ¡;, 1 o:.·. pr-t::t:i 0 1; de- $~~ s::: y t~~ 

rcspcctivnmcntr·. L;~s p1-im~1··~s ~(1 unidades cin O y e~ 

protiuc:iclL.·u:. ptH· ~-.t:·11:i.\:1i:.., p'..\t:·úon vcindcr~c (: ~ ·i c:21clt\ 11ri¡:1:. pe:·1-o 
lo qw~ se· f<:1b1·iquc,· ,,,-, :c::cc::o de· :20 se· \•cnck s:oln :::n '$.! cada 
una.. Lo~. cor:.tt:•·- · .. ;_;!··~ t.hJ r-:::. ~je· mant) de c1b1-i.\ ~t"\.n -.: 11 poi· ht:'lr'í\ 
prn-a 1 i\S m~~qul n.:.:~. 1 .. , , t.: por· ho1-t\ p.:.'.rt1 12. rrdi.quinci .3 .. 
Loe co~.tn:.. dL' 1¡¡1~< .. c.i i .:.d ::.on ~:.:.· pi::t1-i.:". pr·o'-htc\·o~:. r1 v e '../ tl 
p¿:1r¿\ pi-cducte:i:::: f::. ú \· ~~.. Se: dc::is.c-tt m~~~:irni;:,:lr· li! tJ.:il1~i:1c:iLl de 
12. compDf=d;;,. 

Le prin~ipal coffi~lic:;.~ión en c~t~ probl~f¡\a es qtJ~ las 
ccntribucicn~B u ~~ a~ncncia d~ lo~ producto~ D y i no son 
linealo;o.. r-·:\r". -~ ,r-..c110', CE' pw:dc uUli:m· el siguicntr.:· 
tirt.ific:io pc1¡ .-., .;'limin<i1- Ja complicación. O:::·fin:1 do;:; 
p1-odi..1c:to~. e.diciC'11.:~lt.< 11::.:n~Co~- D:: y E..:· lt:r:. t:Ui.\lt:'~· :3c· VE-rldc~n i:'. 

tz. pot- uni c.L:..U. ou: 1 .:'. .Tii t~s ::;upcir i cr·t?~ de-ben c·!:'.tab 1 ec:r:ir5c 
$Dbt-C? lé.1 vc·nl..:.\ d:: 10:· r·i~D:ju:::to:::. cit-ig:ínf1lc:-::. I> y r:~·. pi:u-e-•. r:llo 
se define; 

?H tlo. de UP.:i rJ¿·,dc ~~ :Ji: •Í pr odut i t- pr.:·1- serr:t::1n .~; 
B: No. ch: ur: i dtJCir:·.:. de· (: o-. prc.duci ,- par soman~:i. 

(;: No, tJt, urii r:e.:h:·:.:, cir. e f. pr·c·duc: i ¡- pt:•I- ?·E:Hli\nt' 

D: tic, dr.:· unid.:\dc;:: de f) i:' n¡-r:iduc.i ,- pc.r ::.c;m.~n.:-. 

s:i n que.: ~·t':b1-c pr.~.r· cic ::O/i:,r;:¡¡¡¿:,ni.\, 
00- No. de unidcdes de D en e:'c~so de la~ 

;..:ü/:::.cr11i.•t1.:. •• \C1 t..ui.::2.l dt l 21 p1-oducc:i ór1 cír~· 

producto o es r·s~.l 

Ei No. d~ unidadc= d~ E sin que sobrepaso de 
:2(1 /semana 

E'-'• No, de Ltni dadr;s de E p1-oduci das e:·n el: ces.o 
M1: Horas de máqLli na l usadas/5emana 
M"·" Horas d!2 mi1qui f1i°.:• 

r, 
u~ade.t:./cc:rricln €\ 

M.?.: Hor-.1::; de máquin?. ' L~::.¡_.'\dasis~rn~n a -· 

':m !Tf-: ! HUC I m1 
P01:: U~l l LV\O 

$2. 

s:.:.. 
de 20 $2. 

-$4. 
-$4, 
-$$. 

La formulación d~l problema lineal resultante os: 

f'UNCIOM ü8Jt:: fI\10 

SUJt:ro A: 
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2) 
:.l 

12r, -< 7 f: + GC ;. 
Btj ·!· c;ir: + ~e 
5f.) -f 10H +7C -t 
D .:i. :•·:: 

100 + ion~ + !C 4 !C~ - bOMI o 
1 1 r:: + 11 e:: - 1, -:11"1:::· " o 

4) 
~) 

é) e: :!.. ~-:( .. 
:1) M1 _ 1:·:--· 
8 l t'·' J:::C 
9) M3 _ 1;:·::: 
END. 

~O ~· ~D~ i ~~ i 2C~ - 60M~ ~ O 

Las prime-ras trc:: restricciones antcriorc: tienen unidades en 
minutos y especifican las horas de tiempo dG máquina como una 
función del riúmo1-o de unidades producitii\!:.. Lw.: sicJUiPntcs 
dos restJ-i cci onr:~ (;:; y b) 1 imitan c·l número ck uni d2.rje!;. de 
alta garwnci¿; dt· r: ·1· E. La!:. t1-c·::. r-r:!:,!.riccit.onc;: ·finaJr;;c. 
1 imitan el ti cmp:.~ de máqui n¿: qu::- pu~dc· 'JCT u ":.¿\rJc,. 

l(>~· ; 10D2 + /C:: + /C" 
• ~ ·t 
11. 

Mul t.iplicc.~ndei pnr (7'!0 1/ pa~.LH1dc 1'11 ¿11 1 i·H:lr: i ::qui c:Tdo :;.e 
obtiene 1 t: 1-e~t.14 i cr.i <~r; dos. Lc1 sol uc:i ón dr.:·J prc1bl i2mC\ con 
LIN!Jlt ics: 

{'. 

B 
e 
D 
D'.:: 
E 
E::.: 
t11 
M'.:: 
M& 

F UtlC.: 1 ON OBJ El J '.'O 

RENGLOtl 

'.}{':LOR 

(J. (l(l(l(l(l 

(l. (l(J(l(l(J 

9'12.49999 
(J. (l(J(l(l(I 

o. 00000 
20. (l(l(l(l(J 

o. (l(J(J(l(l 

1 28. (l(l(l(l(l 
66. ·19998 

11 (J. 6;2:501 

1rn.b2 

HOLGURA 

(J 

(l 

(l 

20 

cos ro n:::DUC IDO 

0.18:542 
o. (l(J(l(l(l 

o. 1:2'i'11 
(J. 12'71 :· 
o. (J(J(l(l(I 

o."' 1 e:·~. 
(J. (l(l(l(l(I 

o. (J(l(l(l(l 

(1. ººººº 

(J 

• 29/91 ·¡ 

. Obbbbbl 

. o;:. 
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6 
7 
8 

'" 

o 
(1 

61.5 
17.:::.in=. 

.. 0812497 
13.875 
o 
o 
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La solución es simple. Las unidades de E que pueden 
venderse a un pr-eci o nl t.o son 1 "Is rnás r-edi tLte.bl e~ y se h011-&.n 
tanti'.'.s como se'' posible (20). De e se h.1r-i'.m tantas como sea 
posible hasta agot~r Ja c~pacidsd d~ l? máquina l. 

Este pr-oblema es un bu~n ejemplo en donde es muy fácil 
di;;,sarrolla1- form•.\l<.'tC:iones altP.rne.s al mismo proble?m.:t. Esas 
formulaciones alternas puraden tener má& o menes r-estricciones 
y variables. Por ejemplo, IR restricción: 

GA + 98 + 4C + 11E + 11E2 - 60M2 =O 

puede r-P.escrihiroo como: 

M2 = !BR + 98 + 4C + llE +11E21/60 

La onpr-esiOn del lado dor-echo puede sustituirse por M2 dondE 
quiera que esta apar-ezca. Ya que esta expr-esión, siempre 
oerá no negativa, la restricción de no nP.gatividRd sobre M2 
automaticamente será satisfecha. De eeta forma, M2 y la 
restricción anterior pueden eliminarse dml problema si se 
esta dispuesto a efectuar un esfuerzo aritmético. Cuando se 
e.pl1cm1 argumi:mt.os similare!:- a Ml y M3 se olit.ienr,· la 
formulación: 

FUNC!ON Qfl,lETIVO, 

MAX 1.416667A + l.4333338 + l.85C + 2.1833340 + 1.18333302 
+ 1.7E + .7E2 

SUJETO A: 

2) 12A + 7B + se + 10D 
3) BA + C/B + 4C + 11E 
4> 5A + IOf~ t· 7C t· ;:,o 
5) D .:i. 20 
6) E .5. 20 

END. 

Esta forn~lación tiene la 
de Programación Lineal. 
capacidad. Note también 
es realmente la misma como 

DESPUES DE LA ITERACION 

+ 1002 + 7E + 7E2 .i 7680 
+ 11E2 ;¡_ 7860 
+ ~;D2 + 2E + ~~E:::! .i 768(> 

presentación de la forma standard 
Todas las restricciones son de 

que la solución a esta formulación 
la de la formulación anterior. 



FLJNCION OBJffI~r 

RE:.NGLot~ 

4 

O. OOOOCi 
(!; (l(l(H)(l 

o. (!(l(l(l(J 

(l. (l(l(l(¡(l 

~~(1. (!(i(l(P) 

0.00000 

~ 1 T '! "'°I 
1 I / ' • ~:.. 

1 !DL GlJR(l 

(> 

:2.{..,r:,·o 
1 (lt)~. ::i 
:"O 

o 

t::t1:.-; íL! 1::t:OUC I Dn 

c.1c~~.-1~? 
,-l. (:(¡(;(¡1·¡ 

o. 1~·~ 1 :1 .' 
J . 1:·:<;·1 -. 
o. 000~)(1 
CI. s-·.1 [0!-'J 

l"'REC IO DIJ(;!.. 

(> 

(1 

El fo:-mL\l~~dt:·! pL:·r·c::-:-c1!..-:-.c pur:-dc tia1·· lL\ pr·ir1:c·r;.-, ·f.rJ~ .. r,;Ltl::.t:ión 
mi entt·v.;: qu: a~:.-r:· fcl.!ode ¡;roporci onn!- 1 ;;, s.e1:JL1nd:·,. 

Proceso de Selección de Problemas de Producción. 

Un he: che• pece corn(w, en modelos. de pr-oduc::i ón es quc dos o más 
Vi:.\1-iablt:: dist:int.i.\:: en une, formul2.c:ión de F·rng1-z\n•1'='•t:ié.t1; L)n~·i~l 

pueden corresponder a m6todos alter-nos p3ra ol mcjcramiento 
dc-1 11iismo p¡-od1.1ctc.:1. En E·sto caso, E·l p1-oqt .. i:\01L\ l ir¡¡:-:·C:\1 :::.E· u:=.a 
no sólc para descubrir cuánto deberá fabricarse de un 
producto, sino también sclDccionar el mejor procc&o para 
vender el producto. 

Un scgul\do hecho, que 1 a m<:1yor- parte de 1 as veces apar·E:cc E·n 
pr-oblemas de este tipo, es el ar-gumento de que se debe 
producir cierta cantidad de un producto. Esta condición cae 
fuer-a do una formulación simple. 

Otro Problema de Producción 

La compaKia nM~C elabora varios pr-oductos a partir de bar-ras 
de acero. Uno de los pasos iniciales es una oper-ación Dn 
donde se da forma a las barr-as por medio de máquinas con 
rodillos. 

E::i5b:m trcc, mt\qlline.s disponibles 
éstas B:, B4 Y B~. Cuyas 
si gL1i entt?::. :. 

para este propósito, 
caractcr!Gticas son 

st:an 
1 as 



~1(.'1C1LJJt.j('; '.'[LOCi [l()C D·I léor"ES'Dr~ {j[>[:L[. l 1r.:r:r.z n l Eí'. 
f'HO:S/tHt!. n·! l''l.ILG::. l''[li:: t=!"MN·!r; 

100 

3/1i.) ~·./r: 

~) .r 1 (1 ¿:. L':· 
:O/G a :,111 

COSTD 1·1. (t 
/Hf":. Ot='t::1:: 

$1 (l 
't 1 ::1 
'1: 17 

~sta sornanu se deben ~~b1·i~~1- tr0c p1-oductn~. AMt:c debQ 
prodL\ci1- Ld rr1c·r~:1~. '.:'~18.0•)0 ples de n1~tc:··i¿:;l de. l/·~ cJL pulg., 
114 000 piF~ cic ~/S y 111 OOn pies ci~ 1!2. La~ qBnancias 
poi- pie·, E·~:r.:1 tl¡Tn:ln mnnc1 de ob1-¿1 pLI1-a Ct'~D::. t1··c.~s pt-r•ductos., 
son .017, .01·7· .:):.~:. fztos prr:·c.:ics se i1p1~cL1~1 21 toda la 
pr·odL\CCión. f"·~·::· ~)<:r¡" ~¡¿:.r·tc·, C:i de:par·tarncni..ü de· L":r;t";,-.. : .. C-:llC t:i~..,nE· 
como lír:1itc 6<°!') ü(1 <:i ¡:io~ pr:i- st:imunu, sin irr.¡J.::1··~7.:-;,- ~~l rr:::pcsc¡- • 

.:.C..:Ltált:·:.:: !:.tm )¿·;~· 1-~-:~J~riC"::ionc::-.. y cu/.;lc·;: i2;: ·/.:·11-iabjE·!:. de 
decisión de c::~J.:::: r.::·ot::c1:1r: -.. L:lr.n·iuncntc: c·;:istit·t.n cuatro 
r-C?st1-i c:ci cinc:: 
c<.1pacidLc.' d'.:.l 
1'""cst1-í ce i ~..lric.:·:.:. 

p1·-oduc:i ón de· 

::ni r r~·:::.::~·:·:. c¡·,-l.:cc.: r·, 1 u~. trct=. t:iéq1d n2.s -.,. t:. 1 i\ 
d.::p.:-.:··-~.:.~·-:~~~r.tc d::.• r~mb,~rquE·. As.:i cor.-1=· tr?::: 

n:l1:.: co!-!'·c.:::-p811di entes a 1 o::. 1-c·qut.:·!· i m:i ente:=. de 
los tr~E produ:tos. 

Las Vi:U'""i .:·obl e::; de dc·c:i si t.n :~ctiui c:1--€n une~ C::}:pl i cc=1ci !'1:·~ mi::¡c.: 
So tiene sólo una for~J do producir material on 114 d~ 
pulgatJ¿\¡ tr·cs ·fclt··mt.\!.::. de p1-oduc:ir : . .1r:-: y dos mariE·I·?.:..:. dr: 
producir cie 1/2 pulgada. Do eEte modo, sa requiere tener :J 
meno~ lns sigt1ic11tcs ·;~¡·í~blc~ de d~cisi6r1. ror conv~r· 1 Sc·r1ci~ 

nL1m1l!-ic'1 modii-cmos ]¿¡ lonc::ih1d en n1ilo~ do pie;:;. S;:;·:1n: 

8:'..4 mi 1 e::. de pie~ de l/'1 p: .. t:1ciuci de.~. POI" f.::. 
(:38 mil ~·S ciE· pies de 3/8 pi-oduci das por e:. 
Bt\8 m:i le~ do pi G'S dcc 3/8 pr·oduci da~. por B4 
E:58 mil E'S de pi C?5 de ,'.;/S pr-oducidos por f:::i 

!:14:: milC?S de pie:s de 112 p1-oduci dos poi- B4 
E:5:2 miles de pies de 1 .. ~ J"" pi-oduci dos poi- 8::i 

~n la función objetivo debemos tener la contribución & la 
gananci~, incluyendo los costos por mano de obr-a. La tabla 
siguiente muestra dicha contribución para cada variable. 

s:::.11 
f'.38 
t::l]8 
f::'.·8 
B4:0.' 

Cút-ITR IBUC IOt-1 A LA 
Gm~ANCI A/P iE. 

ü.01:,99 
(!. (! 1189 
o. ci 16::.0 
(1 • (J 1 !5:22 
o. on~ 
o.(! 16:¿2 

{siguc·l 
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P.:.i.ra las rc:·~.t~icc:icnr.s de: 1.J capac:id;1r! d·;:· máquin.:\~ sC? 
rcquiorc del r1 1:tr..cr-c· de.~ ht.1ri·\S:. nct:E't,L\r·iL1s. pt1!º".:1 pro::c·t".t 1r !OCIO 
pies. De c::i:ei fc,1·11L~, p.~u-..:; 1.~1 m2.qu:in1~ C.? s.c- tir:int': 
1(1(1(1/(60r11in/tlr) X <i'.JO pic:c:./min> "- .11J11J hcw¡:;·. po!- 1 (l(l(J 

poi-pios. De mancr·D si1nil~r, para B~ y PS ot: .166~.! horas 
1000 pic:t:. 'i .:::-:::''.: hcq-u~:. por lO(l(! ple:!..:~. 

La formul.1c:ión S'G plt(;r.!o oc:c:rib.\1- c:omo: 

MAX 1~.89i::::: .. 1 1 1 :·. ["1·:;·[1:':.E·'. ·! !f,. ~!:1·18 + J 5. 2'.::n:,;.:- ·! J :·. ::.B42 + 
16. ~:2!:'.52 

SUJflü A: 

O. 1111 H.13'1 ~ (:. 111 .! J B38 
0.16661848 + 0.1666784~ 

..,. .. ·- ...... _, 
,.,: 

- ... ,.J 
·:· '7C 

~·<-> 

Capac:id,;id dt:"las 
máquinas(en horasl 

B~4 + 838 + B48 + 058 + B42 + Dj2 ~ 600 Capac:idad de embarque 
Ion mileE de pies) 

f:::'"4 .::. 218 Requerimientos de produc:c:ión 
B~.8 + B48 + B58 11,1 len mi les. de- pies> 
842 + (:5:2 2:. 111 

Este es un ejemplo en el que vale la pena esfor:~rsc para 
deducir la solución óptima a partir de los argumrnto3 sobre 
los costos. El produc: to de 1 / IJ" puE:·di.:· r:l abo:-2.1-sc é:.6l o por 
la máquina B3, con lo que c:onocemos que 834 es al monos 218. 
El prodL1cto de 3/8" e5 más rentable que:> el de 1 / 11" en 1 a 
máquina 83¡ por lo tanto se puede conc:luir que 8~4 ~ 218 y 
J:(::.8 tomar 1 a hol gL1ra. Los prodL1ctos 1/2" y 3/E" pueden 
elaborarse ya sea por 84 ó 9:5. En ambos caso&, el de 1/2" 
es más rentable por pío, por lo que se conoce que 848 y D58 
no deben ser más dt: lo absolutamente necesario. La pregunta 
es: Qué es lo absolutamente necesario? El do 3/8 es más 
rentable pasarlo por 83 que por 84 ó 85; así, resulta que la 
demanda de 3/8" se sE1tisfacerá de 83 y si resulta 
i nsL1f i ciente, el resto se obtendrá de: 8·1 y de f!:5. 
Específicamente, se procede como sigue: 

Hagamos 834 = 218. 

Esto deja una holgura de 35 - 218 * .11111 = 10.78 horas nn 
83. Lo cual es suficiente para producir 97.000 pies de 3/8", 
con lo que se conc:luye que: 



El resto de la demanda de·3/B» dabe hacerse en B~ y B5. 

Parect? sp1· qu<0 debe .hacerse en la máqui ne: B4, ya quP. i ,~ 

contribución a la ganancia para 3/8" es más alta en ésta qua 
en B5. Note, sin embarao, que el dP 1/2" P.s también más 
rentable bajo B4 qL1e en 1:'.15, por e>:actf.lmente la misriw 
cantidad. O~· !?sta manera, nos es ind)ft•rente la ,:t.n.ti:>rj.or 
selección. En forma arbitraria se usa la méquina B4 para 
completar el resto de la demanda de 3/8•; aci: 

B48 = 17 

Ahora, cualquier capacidad restante se usará para elaborar 
prodL1cto de 112". En e\;te caso entsten 35- 17'!f..16667=:32. 16667 
hore.s d!".' cape.cí.dad en B4. En lo qLl~~ re!;.pect.a .:<l embarqLH? 1 

actualmente se tiene una capacidad de 600 - 218 - 97 - 17 = 
268 0(10 pie;., B4;; es már, redituabl0 que• 852, por- lo que B42 
se hará lo más grande posible, tanto cama: 

32.16667/.16667 ~ 193 Gntonces. 

842 ,. 193 

El nn;to df? la c ap<<C i dad de P-mba1-que C!'.· 768 - 19~~ 

tanto: 

B52 = 75 

Por otra parte, la solución que se obtien& por medio de LINDO 
es 1 a mismOI que la alc<m;:ada a.nteriorment~. 

;;¡ LINDO 

FUNCI0t4 OBJETIVO 

l) 10073. 000 

VAfUABLE VAL OH COSTO REDUCIDO 

1334 218.000 o.oo 
B38 97.000 o.oo 
848 17.000 o.oo 
858 º·ººº o. 00 
B42 193.000 o.oo 
852 75.000 o.oo 

Nótese que 858 es ct!ro y sLl costo reducido es tambi en cero, 
lo qLte sign:ifica que B58 puede ser incremtado <y 848 
reducido) sin afectar las ganancias, lo cual es consistente 
con lo adoptado antP.riormente cuando se dijo que era 
indiferente fabricar 848 6 1:'.158 para satisfacer la demanda de 
3/8 11

• 
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Cualquier programa lineal, en teoría, se puede resolver 
manualmente por argumentos económicos similares, pero en 
problemas de cierta magnitud, los cálculos resultan muy 
tediosos y se puede caer en errores arjtméticos y lógicom 
importantes. 

PROBLEMAS PROPUESTOS. 

1.- Considere un fabricante que produce dos artículos, sean 
ésto:. Al y A2. Cada proc11.1cto se elabora con Poli P.ster y 
Polypropileno. Las cantidades requeridas por cada uno de 
los dos productos aparece en la siguiente tabla: 

Materia prima /unidad de producto terminado 

Al 

6 

Fl2 

2 
Poli ester 
Prolipropileno 

Debido a las cuotas de importación, la compañía es capaz 
de obtener sólo 12 y 10 unidades de Poliester y 
Prolypropileno, respectivamente, cada mes. La compañia 
está interesada en planear la producción del siguiente 
mes. Para este propósito es importante conocer la 
ganancia por cada producto, la cual se h;;t E>stableci.do en 
$3. y $4. para el producto Al y A2, respectivamente. 
Cuáles deben ser las cantidades a producir de Al y A2 
para el siguiente mes?. 

2. La compañía de ar tí CLll os electrónicos MATTEL produce 
motores para juguetes y pequeñas herramientas. El 
departamento de ventas, después de algunos estudios, ha 
hecho un pronóstico de ventas de 6100 unidades del motor 
Dynamoustruo para el siguiente trimestre. Esta es una 
meta que pondrá a prueba las capacidades de producción de 
dicha cc•mpañía. Un Dynamoustruo se ensambla a partir de 
tres componentes: eje, base y tapa. Es claro que 
algunos de estos componentes pueden ser comprados a 
proveedores enternos, si se agota la capacidad propia. El 
costo de prodLtcci ón variable por unidad se compara con el 
costo del proveedor en la tabla siguiente: 
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COMPONEN Te COSTO COSTO 
PIW\IEEDOR F'HOPIO 

EJE 1 .. 21 .81 
BASE 2a50 2.30 
TAPA 1.95 1.45 

La pl anti:\ c:c;msi ste de tres departamentos. Los 
requerí mi entos de tiempo en horilS ·de cada componrmte, en 
cada departamento, si se 1ranufac:turan en pla.nta, se 
r:esumen en la sigui ente tabla. Las horas di :.poni bles 
par-a 1 a producción de Dynomoustruo se 1 i stan e11 ¡:¡l 
último renglón. 

DEPARTAMENTO 
COMPONENTE 

CORTE FORMADO FABR r CAC ION 

EJE • 04 .06 • 04 
BASE .08 .. 02 .05 
TAPA .07 .09 .06 

CAPACIDAD 820 820 820 

a. Cuáles son las variables de decisión 
b. Formular un programa lineal adecusdo 
e. Cua.ntas unidades de cada componente deberán 

comprarse al provedor? 

3. Un rancho en Sonora cultiva tres par-celas cuya superficie 
y agua disponible aparecen ensegltida. 

PARCELA SUPERFICIE AGUA 
<HAS> DISPONIBLE 

<Ha.-30 c:m> 

1 400 1500 
2 600 2000 
3 300 90(> 

Se pueden tener- tres cosechas; sin embargo, la 
superficie máxim<?I que puede ser cosechada de cada cultivo 
está limitada por la cantidad de equipo para regar que 
este disponible. Las principales caracter-ísticas de los 
tres cultivos apar-ecen abajo: 
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cuL nvo REQUERIMIENTOS GANANCIA CAPACIDAD TOTAL 
DE MAQ, SEGADORA DE AGUA <Hn-cm/Hi') ESPERADf~$/Ha 

SORGO 
i:'iLGODON 
1RIGO 

700 
800 
;500 

6 
4 
2 

400 
3()(1 
j (l(l 

Se pueda cultivar cualquier combinación sobre cada 
pare: el a, 

a. Cuáles son l~s variables de decisión? 
b. Formule al modelo de programación lineal 

4. La formulación y solución del problema de selección de la 
producción de la compa6ia AMFC, visto en el cuerpo de 
este cap.í tul o, s.P. presenta enseguida. Basados en el 
reporte de solución conteste las siguientes preguntas: 

a. Cuál es el valor de una hora adicional de capacidad 
de la máquina eq? 

b. C~1él es el ve.1 or d<? dos ho1-as adi c i on<ü e;, de 
capacidad da la máquina B3? 

MAX 15,89834 + 17.89838 + 16.5848 ~ 15.22858 + 17,5842 + 
16.22852 

SUJETO A: 

2) 834 .?. 218 DEMANDA DE. 114 11 

3) 838 + B48 + 858 1. 114 DEMANDA DE 318" 
4> B42 + 852 .?. 111 DEMANDA DE j/2" 
5) 0.11111834 + 0.111111338 :s.. 35 CAPACIDAD DE 83 
6) 0.16667Bi18 + (l.16667Bil2 :s.. 35 CAPACIDAD DE Bl! 
7) 0.22222858 + 0.22222852 :s.. 35 CAPACIDAD DE B5 
8) 83'1 + 1338 + 848 + 1358 + 842 + 852 :s.. 600 CAPACIDAD DE 

EMBARQUE 
ENO. 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO 

1) 10073.85 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

B34 218.000 o.oo 
838 97.000 o.oo 
848 17.000 º·ºº B58 o.ooo o.oo 
842 193.000 o.oo 
B52 75.000 o.oo 
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RENGLON HOLGURA F'f<ECIO DUAL 

2) o. (100 -2.9999 
3} o.ooo -1.0000 
4> 157.000 0.0000 
5) (l,000 24.0299 
6) O.OCIO 7,6800 
7) 18.333 o.ºººº 8) o. 000 16.2200 

RANGOS EN LOS QUE LA BASE NO CAMfJIA 

VARIABLE COEFICIENTE INCREMENTO DECREMENTO 
ACTUAL PERMISIBLE PERMISIBLE 

B3'1 15. 890(1 2.9999 INFINITY 
838 17.8900 INFINITY 2.6699 
848 16. 5(101) 1.0000 0.0000 
858 15.220() 0.0000 INFINITY 
842 1 7. :'.·000 o. OO(l(l 1. (1000 
852 16. 2200 1.2800 º·ºººº 

RANGOS EN EL LADO DERECHO <RHS> 

RENGLON ACTW\L INCREMENTO DECREMENTO 
RHS PERMISIBLE PERMISIBLE 

2 218. ºººº 97.000006 16.999994 
3 11 t¡. ~10(10 157.000055 16.999994 
4 111. ºººº 157.000000 INFINITY 
5 35,0000 1.888888 9.166672 
6 35. 0000 12.499996 13.750003 
7 35.00(>0 INFINITY 18. 333338 
8 600.0000 82.500023 74.999978 



!I.3. ASIGNACION DE SERVICIOS Y PROBLEMAS DE CORTE DE 
MATERIAL. 

Problemas de asignación de servicios. 

En esta clase de problemas no eNiste una colección de 
recu1-sos escasos a ser as1gnados, sino mas bien se tiene una 
colección de requerimientos tal como el tamaffo de un equipo 
de gentes durante varios perludos de tiempo. Cada actividad 
o variable contribuyo a satisfacer algún subgrupo de 
;~equerirrrii=ntus. El objetivo es selc:>cr:ionar alguna 
combinación de niveles de actividad que satisfaga los 
requi=rimientos 2 un costo mini mo. 

Ejemplo sobre la ubicación·de servicios. 

Plane y Hendrick Cl9771, usaron un mod~lo d~ programación 
lineal como punto de partida para localizar estaciones de 
bomberos en la ciudnd de Denv~r. Una versión siffipliftr~d~ 

do su modelo no~ prnporci onc:\ una bLlGn~ i rtrndnr:c 1 t'Jn ~ 

problemar; de ubici\ción. Co:1s:t.rftrcr-.r:· .:i uri2 c:itJd,-·fl t::0rr-" un?. 
colección dR puntos~~ dE~?r1~:~ d~ s~rvi~io$ d~ ~m~rQ~ncie. 

Para lo C'"llC.t}' t=.C"1b!-r.1 '~lfl rt 21·1n rlr~ J ,-, r:itid~rl r:nhi-f:"'ront~mor:· Unt.1: 

cuudr J i::ul a trcH1spi."1J?n1· '-:· r:nr1 r:u1\dro~ d~ mr:dl ::t m1 11 a prJr l ¿¡.do~ 

l.~~ f?t:\t.B.r.:i r:'lfH?F rlf't"lr.n ut~, i:-:,:-r~.r· dr: tnJ .f.c1rma. !1Ur:'.' ~.r mi.nimicen 
lo~ co~to~, poro con la ro~tricción de que CQda punto d~ 

demen~a dabe esi.~r~ por· decir rtJgo, ? cinc0 mintito~ d~ un~ 
eatacion. Se puede identificar de antemano un conjunto de 
sitio~ potenciales p~ra uhic~r 2 lRs eGtacionce, esto ess 
ubicaciones actuales, mi'.<s otros sitios adicionales. De tal 
forme. que le.e. recomendacionr~s propuostL\!O put?drm i.nclL1ir 
algunas ubicaciones existentes. Plana y Hendrick 
reprt?sentaron a Ja ciudRd de D!?nver con 2~6 puntos de demanda 
e identificaron 112 lugares potenciales. A manera de 
ejemplo, !rnponga qu~· el:i sten 7 puntos dr; d!?manda denotados 
por 1, 2 1 ••••• 7, y 5 sitios potenciales denotados por A, 
B, ••.•• ,E. PAra cada punto di? demanda, se ha tabulado los 
sitios que estén dentro de los 5 minutos de recorrido de cada 
uno de ellos. Una Y en el renglón i, columna j indica que 
el lugar J esta dentro de los 5 minutos dol punto de demanda 
L 
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SITJllS POTU~C!ALES PARA ESTAC!OM DE BOMDEROS 

A D C D E 
COSTO(MJL.ES> 310 250 26() 3~0 ?80 

'( '( 

2 '( y 
PUNTOS m: 3 '( 

DEMAMDA 4 y '( 

5 '( y y y 
6 y y '( 

7 y 

En el renglón de costo, se considera el 
incluyendo el costo de capital por el hecho 
estación en un lugar en psrticular. 

y 
y 

y 

costo amtal, 
de tener una 

La clave para formular un 
Lineal es idEntificar las 
definiremos:· 

modelo adecuado de Programación 
variables de dmcislón, pAra esto 

si la estación so localiza rm r.l lugar A 

de? otr2 forma 

r.tc, 

Como se observa, r.l problema es realmente entero; ya que se 
requiere que A puede tomar valor O o l. Un valor 
fracci onal corno • 45 no tendría sentido. Por lo pronto 
haremos a un lado dicha consideración y formularemos el 
problema como si no fuera entero. Claramente, la función 
obJetl. vo es: 

Min :;HOA + 2508 + 260C + 3300 + 2BOE 

En este punto debemos especificar restricciones que forcen a 
que cada punto de dP.manda sea "cubierto". No es sorpresivo 
que existan tantas restricciones, como puntos de demanda, en 
donde se establezca que .al menos uno de los lugares se 
encuentra dentro de los 5 minutos de recorrido respecto a una 
estación. 

Por ejemplo,para el punto de demanda 4, el requerimiento es 
equivalente a la desigualdad: 

A + D + E ?.. 
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'fa que A, O y E son los únicos lL1ga1·es qt.te sn encuentran 
hasta 5 minuto& del puntes ~. El modelo completo es: 

Mi n 310A + 250B + 260C + ~;3oD + 280E 

SLtji:to a: 

2) e + o 2. 1 
3) A + L< 2. l 
4) A + E 2. 1 
fj} (l + D .¡. E .:'!. l 
6) A + B + e + D .?.. 
7) B + G + D 2. 1 
8) D + E .?.. 1 

END 

L« solución eE-: 

VALOR DE LA FUNCION 08,JETIVO 

640.0000 

VAF<lAEILE VALOR COSTO REDUCIDO 

A 
8 
e 
D 
E 

RENGLON 

2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 

1. 0000 
0.0000 
0.0000 
1. 000(1 
0.0000 

HOLGURA 

0.0000 
0.0000 
0.0000 
1.0000 
1. 0000 
0.0000 
0.0000 

No. DE ITERACIONES = 6 

0.0000 
150.0000 

0.0000 
0.0000 
0.0000 

PRECIOS DUALES 

-260.0000 
-100.0000 
-210.0000 

0.0000 
0.0000 
0.0000 

- 70.(1000 

La solución 
lugares A y 
sorprendente. 
costo redLtci do 

de costo mínimo es ubicar estaciones en los 
D. El costo reducido de 150 sobre B es 

Ya qu&, aLtnqur-i B tiene eo>l costo mé.s bajo1 el 
indica que es el lugar menos atractivo para 

poner una estación. 

Los costos reducidos de cero sobre los lugares e y E, que no 
fueron escogidos, sugieren q1Je pueden enistir soluciones 
óptimas alternas considerando C y/o E; sin embargo, no e>:iste 
óptimo al tern.~. 



Ahora es co,,veniente regresar al punto, quC? surgió al 
principi.o di? ¡¡.¡;t.e problio·ma, sobre la integ1·alidad en la 
fOJ'mLtlación. Al respecto, se pL1ede decir que se tuvo suerte 
en este ejemplo ya que la solución del problema de 
Programación Lineal resultó entera. 

Problemas de programación de equipos de trabajo. 

Una parte del manejo de l:a mayor par·te de las instt1laciones 
de servicio al p~blico es la programación del personal, ~sto 
es, decidir cuanta gente emplear, Este problema se presenta 
en compaaias di? teléfonos, bancos, hospitales, etc, 

El proceso de solución ,para este tipo de problemas, consiste 
de al menos tres partes: <1> Desarrollar un buen pronostico 
sobre el número de pers.onas que se requi 1?ren durante cada 
hora del día o cada día de la semana durantl? el período di? 
programación; (2> ldenti ficar los posibles c;quipos de trabajo 
con base en el pen;onal disponible y las rc:gule.donc:s 
sindicalC?s; por ejc:mplo, un equipo en particular puede 
trabajar de martc:s <'•. sáb<?do c:on lo qL10 tendrí<m nos díAs 
libres; (3) Determinar cuant2, gente: debe tr2bajDr en cada 
equipo, de tal forma que se minimicen los costo~ y el nQm~ro 
total dC? gente durante cada período de tiempo; con el fin de 
que satisfag21n los reqL1erimientos dctermi.nados c-n ( 1 >·. DE' 
los pasos anteriores, la programación lineal es útil sólo en 
el paso <3>. 

Ejemplo sobre la Programación de: Equipos do Trabajo. 

Una carretera en el norte de Chicago tiene 
cobro con el siguiente cuadro dR dc:manda~ 

periodo de 24 horas. 

HORAS 

12 a.m. a 6 
6 a.m. a 10 

10 a.m. a 1/2 
1/2 dia a 4 

4 p.m. a 6 
6 p.m. a 10 

10 p.m. a 12 

a.m. 
a.m. 

dia 
p.m. 
p.m. 
p.m. 
noche 

COBRADORES 
NECESARIOS 

2 
8 
4 
3 
6 
5 
7 

~· 

una caseta de 
durante: cada 

Cada cobrador 
luego trabaja 

tiene una jornada de 4 horas, descansa una y 
·otras 4 horas. El cobrador puede comenzar en 



cualquier hora. Suponiendo que el objetivo 
11úme1-o de e: obradores a C?mpl oilr, formular 
programación lineal apropiado. 

Formulación y Solución. 

es minimizar el 
un modr.Jo dr. 

Definamos las síguientes variables de decisión. 

Ki = número de cobradores que empiezan a trabajar a la m~dia 
noche. 

x 2 ni:tmt?ro de cobradores q1t2 empiez;m a trabélje1r a la 1 de 
1 a mañana. 

x 24 =número d0 cobradores qu!? empiezan a trabajar a las 11 
de la noche. 

Hay que notar que s~ tiene una restricción por cada hora del 
dí a, establ eciEmdo que el número de cobril.dores cm una hora 
específica dt?be sP.r ~ e.l número rC?qLier·idr) en os~ hora. El 
objetivo seré minimizar el número de cobradores contratados 
para el período de 24 horas. DP. manera formal el modelo os: 

Sujeto a: 

>:2+>:1+X24+>:2:3+>:::1+>:20+>:1.,,+>:10 l. 2 (1 a.m. a 2 c:\.m.> 

La solución del modelo de programación lineal es: 

>::;z 5 
X:s 0.75 
>:4 0.75 
>to 0.75 Las restantes variables son cero 
Nó 0.75 
>:? (>, "/5 VALOR DE LA FUNCION OB,JETIVO "' 15. 75 
>:1.1.= 1 
>: 1.q== l. 
>:u:s= 2 
Xu,"' 
X 1.?'::: 

>: 1e= 
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La rGspctesta anterior 110 es dirroctamente •'.ltil ya qui? <11gunos 
valores d~ las variables son fraccionales. El valor de 
1~.73 implica quo debemos contratar al menos a 16 cobradores. 
Porqut?. Esto resulta fácil si se redondea esta solución de 
modo que tengamos una respuesta entera. Lo que s~ logra 
hRCl cndo ~< 3 ::: ~:.., =· ~:¿. = :-~ 7 = 1 y X::, :-::. O 

Si los turnos no tienen períodos libres o cuentan con pocos 
descansos, ontoncos la solución del problema lineal tenderá a 
ser entero por si solo, sin recurrir a la programación 
ente:,-¿,. 

Problemas de Selección de Patrones CGuiasl de Corte. 

En algunas industrias tales como la del papel, se fabrican 
rollos en medidas tanto de ancho como de largo que sean 
económicas. Esas medidas posteriorm~nte se cortan en una 
variedad de tamanos mas reque~ns que resultan mas atiles para 
el consumidor fina.I. Prr;cis,;1mente la detP.rminación de cómo 
cnrtar esos tamaños primnrios en más pequeños, a un costo 
mínimo, es lo que se conoce como ol problema de Selección de 
Patrones de Corte. Un e jr-?mpl o de est"-· tipo de problemas ¡;,s 
el uso unidimensional. Suponga que el diseño de una máquina 
impone la manufactura del producto a un ancho de 72 pulgadas. 
Por otro lado eMiste una variedad de necesidades de corte en 
medidas más pequeñe.s, dos de C?llas se muestrél.n on la figura 
8.1 

1 

·---f-j 
.:l5 

1 

Fig. 8.1 EJempln de patrones de corte. 

35 

1 

¡ 
tó 
1 

1& 
1 

En el primer patrón se tiene una ceja de desperdicio de 2 
pulgadas 172-2 X 35 = 21 1 mientras el segundo tiene sólo una 
ceja de 1 pulgada <72 - 2 X 18 - 35 = 1l. Sin embargo, este 
Qltimo no es muy Qtil a menos que Rl nnmero de pies lineales 
de mat~rial de 18 pulgadas de ancho sea alrededor do dos 
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veces el númoro de pies lineales de material de 35 pulgadas 
de ancho, u~ esta m~nRra, se debe valorar ol despedicio por 
dejar un& ceja y el desperdicio total. 

La solución de un problema de corte puede dividirse en los 
tres pasos que s.e anotaron con ,1nterioridnd: (1J Pronosticar 
l .01s nc~cesidades do le·~' anchos finales; (2) Det.ermi n<w un<'< 
colección e:n:haustiva di= lm; posibles patrones de corte; (3l 
Determinar qué cantidad de cada patrón debe fabricarse de 
acuerdo a <2> de manera que los requerimientos en (ll se 
satisfagan a costo minimo. En este caso, la programación 
lineal puede emplearse para efectuar el paso (3). 

Ejemplo de un Problem de Corte. 

Cierta compañía product:> una amplia variedad de aparatos 
domésticos como refrigeradores y estufas. Por otra parte, 
una porción importante del costo de la materia prima se debe 
a la compra de J. ámi n<>.s de ;.r:e>rn. At:t.ual mc:nte, 1 as. hojas sr.· 
compran en rollos en tres diferentes anchos: 72,48 y 36 
pulgadas. En el procc:so dr fahricación se rRquir.ron ocho 
diferentes anchos en las léminas: 60, 56, 42, 38, 34, 24, 15 
y 10 pulgadas. TodoE los usu2rios neccs.ttan tener Ja misma 
calidad e igual calibre dm la lámina. 

El problema que se presenta i:ontinuamente c:s recortar c:l 
desperdicio. Por ejemplo, una manera de cortar un rollo de 72 
pulgadas de ancho es uno de 38 pulgadas de ancho y dos rollos 
de 15 pulgadas. De esta forma s~ te>ndrá un desperdicio de 4 
pulgadas, que se deser:ha. 

Los precios por pie linc:e.l de los tres diferentes anchos de 
la materia prima son 15 centavos para el rollo de 36 pulgadas 
de ancho, 19 centavos por ml de 48 y 28 centavos para el de 
15. Por simple aritmética se revela que los costos por 
pulgada * pie de los tres diferentes anchos son 15/36 
.416667 centavos/lpulgada *piel, .395833 centavos/ <pulgada * piel, y .388889 centavos/(pulgada *piel para los anchos 
de 36, 48 y 72 pulgadas, respectivamente. 

Los rollos ol"iginales se puc•dcm cortar en cualquier forma 
factible. Las posibles maneras eficientes de efectuar la 
actividad, anterior para. los 3 rollos originales, están 
tabulados en las siguientes tablas: 
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Pl'.Tr~ONES FARA EL MATERH\L. DE 7~" '· 

f.10. DE CORTES UEL ANCHO !iEQUE:T< IDO DESPERDICIO 
PfHRON 60 11 56 11 42" 3EJll 34 11 24 11 1~i 11 10" EN 
··----·-----·-----------·-· ·----
Al o o o o o o 2 
A2 o 1 o o o o 1 o 1 
A3 o 1 o o o o o 1 6 
1'14 o o 1 o o 1 o o 6 
A5 o o 1 o o o 2 o o 
A6 o o 1 o o o 1 1 5 
A7 o o 1 () o o o 3 o 
AS o o o 1 1 o o o o 
F\9 o o o 1 o 1 o 1 o 
BO o o (l 1 o o 2 o 4 
Bl o o o 1 (l o 1 9 
82 o o o 1 o o (1 .., _, 4 
133 o o o o 2 o o o 4 
BI! o o o o 1 o 1 4 
85 o o o o 1 o 2 o 8 
86 o o o o 1 o 2 3 
IJ7 o o o o o o "7 _, 8 
138 o o o o o 3 o o o 
89 o o o o o 2 1 o 9 
co o o (l o (> 2 o 2 4 
Cl o o o o o .., 

•' o 3 
C2 o o o o o 2 l. 8 
C3 o o o o o .., _, .., ._, 
C4 (1 o o o o (l 4 8 
C5 o (1 o o o o 4 1 2 
C6 o o o o o o 3 2 7 
C7 o o o o o o 5 2 
ce o o o o o o e· 

·' 7 
C9 o o o o o o o 7 2 

PATRONES PARA EL MATERIAL DE 48" 

NO. DE CORTES DEL ANCHO REQUERIDO DESPERDICIO 
PATRON 60" 56 11 .q2" 38" ~.5'1" 2'1" 15" 10" EN 

DO o o o o o o o 6 
01 o o o 1 o o o 1 o 
02 o o o o 1. o o 4 
03 o o o o o 2 o o o 
04 o o o o o 1 o 9 
05 o o o o o o 2 4 
06 (1 o o o o o .., _, o 3 
07 o (l o (l o o 2 1 8 
08 o o o o o o 3 3 
09 o o o o o o o 4 8 



Eí) l.> 
t::t i.> 
E:· !) 

E3 o 
E'1 o 

PA1fi:(1r·!ES Pflfa\ El_ ~fATERirlL DE ~.;/_•" 

~10. DE CDFiTE~> DEL ANCHO F<EPUER J DO 

(l o () (l n (: 

(_) u o o (l 1 
(> (> (l o o 2 (> 
(l o o o o 2 
C) o o o o o :-5 

OES!"'ERD I C J l1 
Et! 

2 
2 
6 
1 
6 

Par pjemplo, el patrón C4 correspondD a cortar ol rollo de 72 
pul g<7.dr..s de ancho Pn uno de 2'1 y c:u.:itro ciro· 1 O rul gada!; dC? 
ancho, temiendo un desperdicio de 8 pulgndac. 

Las longitudes nec:oserlaa, para el pcríncio de planC?ación, de 
lo~ diterer1tGs rtic~10~ ~on~ 

----~·----- ---------
¡ 60 56 42 l.O 

--------1----------------------------------------------n úmC?l"C'i ¡ 
rJc pie~- ¡5r.>o 
nocosa-
rios. 

l 00 8(>(1 

La disponibilidad de materia prjm~ pprJ ol pnrlodo do 
planaación es: 1600 pies del ancho de 72 pulgadas y 10 000 
pies de cada uno ric:• lc:·s anchc:1r· dC? '18 y ::,1, pul.g,".d?s .• 

Sr trata dB formul2r un modelo para determinar al número de 
pies que deberán c:orterse de cada patrón ,dn tal forma que 
se minimizen los costos satisfaciendo los requerimientos de 
los diti:rentes anchos. Puede predec::ir de antem?,no la 
cantidad que se usará del material de 36 pL1lgadas. 

Formul e.ci ón 

Sean Al, A2, ••. , E4, que aparec::&n en la tabla de patron~s de 
cortu, el número de pies a cortar del patrón correspondiente. 

Para fines contables es ntil definir 2dicionalmrnte: 

Tl = Cantidad de pies del material d~ 72 pulgadr.s qum se usa 
para cortar di vcn;;o~~ pé~lronf?~;. 

T2 Cantidad de pies del material da 48 pulgadas que se usa 
perc cortar div~rso~ patrones. 
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·;·2 C;intjdti.G dr-: piC>~. riel rn?.t.~rj2l di:: 3": pulgF.\d~::- ~t'!'.' ~f.? t!t):i 

¡:-.. r~rt:¡ ci:..1 ~~tc.r rJ1 v::-:-rr;.¡y- ptd·ronec.~ 

~·Jl ¡;·ul Q11dr":l.5 pc;r pi 1: cic- C(' j¿. dE .. dESpr:i""'di Ci rr d': } .:i .. .: p~~ti-on8!: 

q:.,~~ ~,_.:-' cnr·t.···'! G•:1 n!·:-.lr·:-1 ~J dr- 7? rul g.=-:ti;-~r-.. 

t.J:~ .-: F1. 1.:13~ci.7l:-: r.~1 ; .. ri1~: dt· c:r:·jc1 r.;~ dospr;:rdi1.:ji:.1 d(1 los. p1·~tronn~ 

q 1.1 1.:· Lt..:· cnrt•~-- r:~.l 1:1r-.·t:cr1;.•l Ól? 4í~ rul<j~cJr~s. 

l•J:3 f-'ulg~:..d-;.•.=:. P'Jr ¡:d· d~ cc-jn do de~pt:!t·dic:io dt:: la::. pt:it.rones 
q ... ~F ~e:- ccr·L2.r·1 d 1:·j mrd rr·ic!l c}c- 36 pt.1lg(i:dar.: .• 

Xl CJnti d<>tl de pi<?<:- !:°"l c>~:cl?~D de- ¡ ,, drJrn'1nd¿¡ dC?l p,~.tr-ón ele 
é>O pLtl g~d~_t:: t~c c..,ni::ho. 

X'.2 Ce.nti.d,~.d de pi cc. en !'.'::cE·so dr- 10 dP.mi'nd<<. dc~l pt~trón dr. 
56 pulgüd2~ d~ ~~ch~ª 

x~; Ci=!nti d.;:d de- pj (--r .. cri e~:r:r:-~.r:i ele lü. d~m~nd~~ c"f1;;l patrón d0 
46 pulgadil~ dn ~nchc:o. 

XB Cantidad d0 piee ~n •~ceso de Jp dem?nd~ riel p2tr~n Mm 
10 pulg~das do ancho. 

Muchas veces puPdP no 
objetivo. Pcr ejemplo, 
mi costo do desp~rdlcio 
y, entonce~, mjnimizar 
de5perdi.c:1 o5J es d(:~:<:l r·: 

s~r fácil esteblcc~r lP función 
se puede estar pensando en calcular
ror pie de cadil p.:d:r-tm <:!'.\te sr r.m-t01 

ol costo total de todas los 

Min .3888891WI + .395B33W2 + .4lhb67W3 

Sin embargo, objetivos como éste facilmentCl pL1ed!O? conducir a 
501 LICi c•nt?s que tr-mgan mL1y pequt?ño dr?spi?rdi. ci o pcr-o con ltn 
alto costo. En casos en que el costo por pulgada cuadrada 
+--------no Bt?B ol mismo pare lodos los anchos de material, 
la formulac1tm anterior puede sor adecuo.>dP. 

Una función objetivo mAs razonable os minimiznr ol costo 
total esto es: 

Mln 28T1 + 19T2 + 15T3 
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'.:·} 1 :: - 1 ~)(>OP 
•l ) ,-:: i. ) l)(>(H) 

~; Tí -(:.1 -(-':2-A",.-(~'i -l\'.:i--A6-A 7-AU-n9·-B0-[{ 1-r1:?-L~:;-[11)-[<5-f.ib-[f7·-
D8-D9-CO-C l -C2-C3-cq-c5-G6-C7-C8-C9 = o 

61 12-D~·D1-D2-D3-~4-D5-D6-D7-D8-D9 = O 
n T:;-r:o-El-E2-E.~'-E'• = 1) 

8) -~!!-': l -·r-·1;!-6ff.;·-6f~4 ·-~j(46-l\B0-9E:1-·'1D2-4D3-484-8>.1=;--~;t16-8D7-9D9-

~C0-3C 1-8C~-3C3-8C4-2C5-7C6-2C7-7C8-2C9+W1 = O 
91 -6U0-4D?-9D4-4D5-3D6-807-3D8-8D9+W2 = O 
1 0l ·<~Efl-?E 1-bE:?·E::S-l>E4•+13 O 
11 ~ n1-.~1 ~ 5uo 
12> ?l2-t·r.t3-X2 ':'- 4f.'(l 

]2:.) P.Jl-i·A~1+f.t~-1·n?+l.H)-Y.~.:.\ :-..: 300 

1'1) A8+A9+80'<D1+871·UJ -X4 = 450 
l.5> A8+2E!3+l14-t·fJ~~-l I3~+Jf7-l·D2+E.O-X~1 ~ ~.:;5(> 

16) FVI +!'!<Hfl') +:'.B8'·?[1Q1·?.C1HC 1+C2+c::.;+c4+2D:';+n4+D5+E1-Xt, "' 100 
l i" > A2+2f.'1'.-:1 +f\.f.•+;~r.1~·H-t,: J ·1·2P~r+-[lti+f..iq+3C 1 -!·2C2-4·C~~,+liC5+3Ct,-t·2C7+C8+D4 + 

3D6~·2D7~D01·2~~{·r~--V7 = 800 
l (l > 1-\l +(.l;,;+f~H·é'(\.l·l·(~"'"'·ill ·~.:;t<~'•·E•L! +2E<6+387+2CCi+Cí'+3C3+1JC4+C51·2C6+ 

4C7+'.5CE•+7C9•·D1 +l1'.:•·2D5+D71·3D8+409+El +2E3+3E4-X8 = 1000 

L?.5 restr·iccionG>~ í~'l i'. la (8) hac<:>n cumplir lc•s limites de 
disponibilidad ds los tres anchos de material, L?s 
r~striccione~ de la~ e la 7 definen las varisblr.s Tl, T2 y 
T3. Las restric:cione~ de la <11> 2. la (181 for;:an a que se 
cumpl.:>.n los. ocho reque?ri.mi l'ntos dr;· demr.tnda. Por L~jr.mplc:>, l" 
111> for;:a a que la cantidad del patron de 60 pulgadas ds 
ancho sea al menoE igual e 500 pies, mle?ntrns que la 118) 
forza en forma simil<>J" el requerimii:=nto p1:1ra C?l de 10 
pulgadas d& ancho. 
L<?.s dO:'· diferionte-s soluciones que sio obtL1vle1-an b;;<jr.o los dos 

diferentes objetivos se comparan en la siguiente tabla. 
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( • .. ·." 
li2 
(.'.~· 

A7 
r;~o 

A"? 
bé.: 
C~:; 

Dl 
ll3 

COSTO DE.e. 
DESPERDICIO 
COSTU rnrnL 

:<·:; 

1 j 
1··. 
1. .. ':" 

1 -· 

SOU.JCJONCS l~L PROBl .. EM~\ Dé: CD'\H: 

SüLUCJON 
l'i l t.! I 1'1 I Z l:\tJDO 
EL DESPEF;DICIO 
!pi C:'!:° ;; crir-t<'<r > 

135. ~:; 
.::.~62. !::' 

(J 

(l 

o 
87.5 
50 

~ 5k' 41' 

37.5 
1., "' 
~· _, 

lb(>(> 

l.37.~ 
(l 

~:JOL l!C: I Ot: 
M Holl !'1 J Zf.',t-JDfl 
EL CO'oHJ H1Ti1L 
<p·j or.:- t· co~t ¿,r-} 

400 
171,428~ 

128.~71.3 
::.~-;o 

3.571::~ 

32. 1'129 
14. n.16 
9._: .• ·12fH_, 

0 

(• 

(> 

1600 

La diferr.ncia cl.aVF? C?n lai;:. soJuc:lonr;,s c-s:t:· rn qL":- J rc: dr:· 
minimización del deaperdicio usa més m~teri2l do 43 puJgatjas 
de ancho. Además, indic~ que se corte m~~ mRterial dP.l 
necesario de los patrones de 42 y 34 pulgadas ya que la 
tunc16n objctivo no considera esto como desrerrticio. 

En ambas resoluciones se tienen respuestas fraccionales, que 
al sor relativamente pr.queRas, en relación con las 
longitudes, que en la practica se redondea al entero mas 
ce:ircano. 

Generalizaciones al problema de corte. 

En problemas grandes de eEto tipo, puede sor irreal generar 
todo& los posi Lll es patrc•ni;,:., 0.l resp!!·cto m: i Gte un método 
eficiente para generar .unicamenta aquellos da muy alte 
probabilidad de aparecer en la solución optima. Esto está 
mas allá del onfoquo de asta sección por lo que no se 
d1sculirA dicho procedimiento. 

En cambio se puede decir quo en proble~as complojos de corte, 
la~ siguientes considerEiciones ~ot1r·G costos adicionale~ 

pL!edtm ser impo;·tantes: 
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l.- Costo fijo d0 montar un patrón particuJ~r. E~tc co5t0 
<~0~1r.;stc- er1 Jr: pe-,-did(-~ dt• t,jcmpc· i;:J~ í!!·.'.-1_¡1.dni<,. m;\nr..1 dt.·~ cibri:··., 
Qlc~ E5to motiv~ solucion~s con paco!~ p0~ron0s, 

;.;,·. \.J.;•.lt"'l1' di~· t:.-t.:1brc· rroducc:). ón~ F11.r.dr·· hi::lf•Pt" f•l tjnnt· dc;·r.1e<nr.l 1"':¡ 

p .z.•.;·· ~.... c•l C...':: c.t:::;o dG: co¡- t~~; P·-'I'"" ¿_~ t: .1 ~~ i IJ' ti e-ni. t::· pi::í .. ;. odo . 

.. ~.· L:t:n::·c.c• de prr:-idL1t:1r le.). cHntid€)fl mi1tiJHt=.- pt~rmjr·:il•JF, mr·didD 
{!n la~ g~n~n~ia~: qu~ ciejan do percibir, 

4.- Costo pDr- t1 ~0 dt? máquin8, El co5t.~ de opernr un? 
m.\ql•.ina ~:; mi:·d12nnmcr.t'-1 indopendiiz.ntE' d1;;1 material con que 
.::011,¡ en:::: a el pr c:n:c-sc:.. !:esto moti V<' ~;oJ ucJ. c::-nrrc r.n l <>t. que :,.e:; 

cort~n m~taria~ p1·ima$ con más anchura. 

5.- Productos dr· IT!Atci·j~J específico, ~r1 ~lgunos caso~ 

puede ser imposible tr.1baje.>' dos p1-oduc:tos di fer-cmtes rm el 
ad F .. mo p~trbn s. i 1 .. <:1.!ui r.-rc::·n matG"r) i".l es rJj f-0rc11tcG como~ 

distint•:"J cr..~lib ... e, ct.~lidc1d:i tc~¡.~tur-o.., c•tcº 

,.:,, - s; l t-· d'..)ffir~nt!~. c.:r.:, Ptl 

de va¡··io~ patronu~, 

con~olid2ción debido ~ que 
producto. 

ci~rto ~nchD se ~~tj~f2c~ ~ pci-tjr 
~ntonc~s e>:istir~n cost~~ de 
~e oc~cjDn?~ lote~= dj{~r~~tas del 

7,- Mi1tj«1a c0j~ d~· decpDrdicio p~rmitid0~. 

materlalc~ unn cej~ mt1y angosta puQdo se1~ d~ 

r';.r¡:. 

di f.< ci l 
'-~J ryttnr.is 
manc?jo. 

f"or 1 o tt.-tnto,. t·E' p1..1r;dc dt=sear crrfor.l:W 1 t-3 f:i t Ur~1.cj 6r1 t~ pt=~·~·ron~~s 

que tengan ya sea cero despor-dicio o uns c~j2 que o~ceda 

algdn mínimo, como por pjemplo 2 contim0troP. 

Problemas Bidimensionales 

En el caso del problema de corte unidim~n~ionAl, Dl pr-oce&o 
se realiza con materia prima que viene en rollos. En cambio 
en al problema bidimensional la materia prima generalmente 
viene en hojas. En ambos casos la idea basica es la misma, 
esto es, ~partir de un tamaRo inicial se cortan diversos 
patrones en tamaRos más reducidos. Por ejemplo, suponga que 
el triplay qL1~ 5" ofr~ce en el merc~do son hojes 
rectangulares de 46 X 96 pulgadas y que la demanda de 
protlL\ctos ti nal ª'"· c~s para hojas tfo 36 ): 50, 24 H 36, 20 >: 60 
y 18 >: :;;o, en pulgadas. Una ve;:: que se numeren todos los 
p.:;trones pos;iblE•S para cortar la hoj<:< inici.::l, di'? acuerdo r.on 
las dimensiones unteri.ores, entonce~, el problema es E•l mismo 
como en el caso UDidimmnsicnal. 
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El problema do programar tripulaciones 

L.:J ffi:?;nt:.-JC-"' ~J~:· ;:.·.1~.c1 1u:-~ .. v ~;u~. tr:i.p111¡.r::ionr·r: pr1 Jln~~:- t·~r·cr~~, 

imp~:·t~ntQ~ i11volL1c,~~ complejo~ prc,~l~m~~ d~ prog1~amación. 
l,_J¿d1C!'ndci i· .. J ¡-11.:r1~~1 pc1ncr c~~.pt;-r:12l td·c·ncltin r dicho~~ probl<?w2!.rr. 
yn qti~ f1r12lniEnt~ s~ ru~cJo t~n~r 1Jna recornp~ns~ 

s1u1n ·í Je:'"~·~ J \., ... 

Un 2r·tit.:uJ~_1 r·rcic,ntc- tJcj l~,;~lJ Fircct Jottrnt·.l indJ.c:~1 que un~ 
m(:jcr· p1·ogr·am.?c1on, permitió :< lu Llnitcd Ar-ilinos progre.mar 
1:¿s: ''LtL'ln::. f:~dl cl.cint-.lcs. que~ c:o1-rr:$pc·ndt?n fl 836 m:i 1 Ione?s de 
asiQnto~-millas. Una pequeíl3 part~ de los problemas do unn 
1 i nr:-:. ;;-.ér~c~~ or·: 1 o qu,_-· ~e cJ i scttt.r:: r•n 1 o rd. t]ll:i cntt;., 

Las ']r2.ndQ~ compaffi a~~ ¿•t-rE?ci.s ~e en.¡::r~:ntc.n c:d prQbl em~ de 
c:or·,3unl2-r- SL.'S r:qu1 po~. c.lt., trt:-lbt::tjo~ cJ cue:J cr .. c:onoci do como C?l 
problem~ do rrcgram~r tripulacionas. Lo~ requerimientos a 
cub1-1r·sE" !:·t~n le.;:-. ncc1.:.·i:-id?.dt>5 de· tripul2ci6n c:iC? loe VUL"'l·o:. que 
l~ ~ino2 2tr0~ dcb~ ofrecer dur6nto el sigui~nte período de 
prcgr¿;..m~:-:c1ón,_ pnt- dccj.r un rnr.::~ l!ni: trjpulnción ct:.pr?clfjcf\ 
citn'r.lnt-:· ~:1.1 -t:r;:;b;tjQ dj 2ri o h.:\rt· v~: ... i o:- vu.r:·l o~., na 
1i~ces~rji:th0ntc ~rt r~l mi~mD avi~n. Cl probl~rn~ e~~ cnto~c~~~ 

dc:te:-rrri1nc•"'" riu0 vtir:-lo::: d::?br:·i1 in.::luirs·? t)n r:~ t.r-2.b::j:::: dierjo di;: 
t•r1¿· t".i-1pul ~c1111·,, 

(11 :.ci~~nt:t,;.lc¿;r· 101.-; requerimi~nto:: d~ dcm~nd2, c•sto es, lo~. 

vui:.·l·:·~ 'i'·'~ dc't1c'n ci_1brj rsc; C:!> Gene¡-¿:¡¡- ur: n1)mr.,r·r. ~ir~ncir:· r1~:· 

colcc~1on~~ d~ vuulos factibleE quo una tripulación puodo 
t~Ltbr1r- cr·, L'n dit-.; t3) sr. .. 1cz-cc.:)on2r· f.• coste, ri1ínim~ un ~,ubq1 .. upr.· 
de vuelo~ factibles generados en (2). 

L.::~ pro9¡~¿;mac:1ün J int:·id pltC>de u52.rsc par·a a.bor-d?.r t·J p?i~=)O (~); 

~in en1b.JTlJO:. la mvyor pil.rte de las. líneas cérr:as us~n 

r-1r'OCt?C..ilf!IJ C"l"lt.C1 ~- cc.,mpLttac:1onc.J S'!:- partJ.cul.~rG'E"·~ ')'!:l qur. C} 

programa lineal resultante tiendo a sor grande y difícil dn 
resol ver. No r:>bslRnte, Milrst0n, Mul lt?r y 1-'..i l l ion describP.n 
un modelo do programación lineal que ha sido usado por la 
Flying Tigcr n1rlsines. Dicha compaHla tiene la flota mAs 
pequcRa do las grandes compaITías transportistas, do tal forma 
que el progrRma lineal resultant!? puede e~r resuelto 
r:conómi camrcr,tc:? y proporcionar sol Ltci ones dn co!:itos mils b;:1jos 
que otro5 tnétodo~. 

En e-; si 9t\ir;r1t¡-, i:•jcmplt:< 
dul programa d2 proy~ctar 

SI? da un.:1 versi.ón mu)' simplific.?.di''. 
tri pul ac:ion~s. 



U:1:.. C.L:•i11f1r:;<fí.1.Lt c1{~¡~·c-:-. r:ipc:rt; C1 } !:!.igttioni·~· r:rir.j11nto e.ir. Vtlt"']O!: 

pl-C•·J;..- ?ff1:"idC1':: 

DESTINO FAí\TE DEL D J 1' 

1 (; J Clli. c.:igo L.A. T~rrlt~ 

410 tfo1; YOl'"k Chlc:ag0 T.":u"dr; 
220 Nt>••J ~·orl: Mi i'.IT!i Nor.hE> 

l / Mi t3mi Chicago M~ñll.na 
-¡ L.(;. Chi.C2.gD Ti'.rcfo 

~ ~ 

·~· 
Chie :~.gi:-t Ncw Yorl'. Nc-1chC? 

11 l'ii c:r.ml. l~OI.! Yc:•r·!: Mai'í2nc.~ 
•o , ' Chicago Mi<imi Noi::hn 
-;.";• 
¿-> L.A. Mi.al'ii Mochr.-

-~ ·-' t1i ami L. r,. T2rde 

El d~partammnto de oporncianes d2 vuelo desea asignnr sus 
tripL1lncionc7.: " b.:tJo co;do. f;ic;.ndo c:>l problcmi'. bil\cic-C'.' 
determin;:.r el siguiente vu!O'lo qur:- t.tni'. l::ripulnci.ón di:-:br. 
efectuar despu~s d~ compl~t~r u,o. Prr~ m~ynr conprrnsj~n 

del problema dof1nimos el cc~ccpt~ d~ "Tnur" cuyns 
car~ctc1·ísticns Eon: 

-; Un t.oUí r.on~i ~te:· dr. J ~ 7 vur.1 t)~ c:onr:-ct. rdni:: 

Un tour tir~ne un cos.t.o dr? $ 2000 si tr'nnin.; E'n ln ciudc;d 
doncJc:~ Ge~ crr·fQir1·~1 

Un tour que· termina r.n un.:i r.:i.urkrf r.li farr:nt"' del 01-igr.-n 
Cltf)St.::'\ $ 3000 

1. 7' 101, 2~~, 2 OOll 
220, 17,101 3 000 

410, 1 ,. 
·-> 2 000 

El nivel paso a efectuar la enum~r~ción dr. todos Jos tours 
factibles. En oste caso sa tiene 10 tours de un vuelo, 14 
do dos vuelo~ y ya sea 37 o 41 toure de tres vuelos 
dep~ndiendo si aa diatingua o no la ciudad de origen sobre de 
Ltn tour CLl'y'O destino ne• fue r:l 01-igcm. 



TCH.H~S 

1 10t 1 !. l 01 .-,- :;_;oo·:> ~~ 101 '23, 17 200') 
' ..:... .... • .i-•.!1 

.-, t¡ 1 U 1~. -1 l (! • }·.· ~·.'(>00 ;,1{:.. 1 Ol 2~\~ l 1 3000 
' ·-' ~ 220 13. '-': ] r:~ ' 19 30(',CJ 27. 410, J9, 17 301)0 

4. u Jll, ~??(> ~ .'' 3000 2[3 • 410, 19, 1 1 2000 
"'" 7 1 ·~ 220, 1 1 2000 29. 2?.0, 17, 101 3000 ...,. '-'• 

6. r·· ·-' 16. l 7, 1 o l. :~ooo 30. 220~ 1 1 ,410 3000 
7 1 l 17. :·· 13 3000 .,~ 17, 101,23 2000 ' 

.._._t. 

8 .. 19 12. 7, F1 30CH) .31 7, 19, 17 3(l(l(I 
't. 23 19. 11 , 41 o 300(> 32. 7, 19, 1 1 3000 
l (1, 3 20, J<i .. 17 2000 -;,-;o l 1 l!l7, J "> 3000 ._,._,. 

' ·-' 
21 19, 17 2000 28. l..l' !.) 1 o, 19 2000 
2~, 2.::.\~ 17 :-.::.oon 311. 1'=' 17, 101 ::;ooo 
2:;. .-,- l J ::.oo(> 2[J. 19, 1 1 41 (: ;?000 .,_.,_., 

' 2'l~ ::;, .. ~ -· ;:>(J(H) :?~j. ::.!3!1 n, 101 2000 
-:•r;: 
V•~'• :-!3' .1 l , 410 3000 
3,:.tr ·-' ~ 

-,-,. 
,¡_ • • _ ... J 7 :;;ooo 

;c.7. 3' ~:?:::., 1 \ 300!) 

O Ei no se hace el Tour j ~· l, 2~ 3 .•. 37 

No se di;;tingue la ciude.d de origc>n cm TciLtrs de tr~s vuelos 
cuyo der;.tino na es el ori g-2n. Lié\ formul 2.r:i t<¡-¡ r.~: 

MIN 3T1 + 3T2 + 3T3 + 3T4 + 3T5 + 3T6 + 3T7 + 3T8 + 3T9 + 
3T10 + 3111 + 2Tl2 + 3T13 + 3T14 + 2T1~ + 3T16 + 3T17 + 3T!8 
+ 3T 19 + 2T20 + 3T21 + 3T22 + ::~T2~l + 2T24 .J. 2T25 i~ 3T26 + 
2T27 + 2T28 + 3T29 + 3T30 + 3T31 + 3T32 + 3T33 + 3T34 + 3T35 
+ 3T36 + 3T37 

SUJETO A: 

2) 11 i· ·¡ 11 + T16 + T25 + T26 .¡. T29 + T04 
3) 12 + T12 + T13 + T19 .+ T27 + T28 + T30 + T33 + T35 = 1 
4) T3 + Tl'I + T15 + T29 .¡. r;:.o l 
5) T4 + T16 + T20 + T22 + T'25 + T27 .¡. T29 + T31+T34 i·T36= 1 
6) T~--· i T17 + T18 + T3l -1 T3? ¡ 
7) T6 + T12 + T17 +· T33 1 
8) T7 + T15 .¡ T19 -1- T21 + T23+T29+T28+T30+T32+T33+T35+T37=l 
9¡ T8 ·I· T13 + TlO + T20 + T21 i· T27 -~ T28 + T31 + T32+T34=1 
10) T9 .¡ T11 + T22 + -r2:~ ·I· T2'1 + T2~' + T26 .¡. T35 + r:•6+T37., 1 
11) 110 .¡. T2'l + T3-!) .¡. r:;7 -- 1 
t::ND. 



l . ..:. priinGr-2. rc:::··t.ric:ci ón (rc-ngl ón 2) ~ pe;- r:jemplo, fo; .. ~-;:~ 
c:;:t.\tltunon1-:c que· unr.1 dr:- Je.ir teit•.rt: qtir; jnl'.":J11yc ~--1 vttf'·}D jr)1 

~~-:,::,::._ !5i..?l ~cc1 on~:::.drJ. 

Cu.2.11.:..it"f r:c ?"fJ~:L~c.)lv0 con pi-oq:r~.ml:!c) t.n Ji nr-::·~.l ~ 1":'.·i-r:·r-fltnrdt?11,r.nt·r.-
I o SL1lttc.::l (in 1-r::~t•J l.;, on·~~r-=< cc:n lo::· ::i'JU~.r:11tc:~. tr·t1;-"."',. 

TCIU~: 

T2": 
T::'.8 
T:':'? 

\'UEl.O 

~· ~-:~ ·-''.L.·-· 
'I l.O, 1 '7, 11 
220, .t7, 10t 

¡::J r:eor .. to ck• J." ,-.oJ 11:: i ón os $ lo, 00(! v pU(':?dr h·:othrr sol u.r:i rme~ 
alt~rn~s con ~1 mi5mo co~to. 

nt::r·:GLUtJ HOL.GURA PRECIOS Dl_l!"\L.ES ('.'UELO) 
::¡ o. (I(> 2.00 ( 1 (lj l 

3) !), 0(1 O.O') re l (>l 

·1) o. 0') ·- 2. ()f) (:?:?O' 
5) r:. on 1 • !)(' 1,7) 

6) (1, ('él - l .00 7) 
7} 0,0(1 - 7:.00 ( 13> 
6) (;.OC o.oc: l l > 
'?) o.en - 2. ('0 19) 

l. (l) t.>.00 - 1 • l)f) :?:--. } 
1 J) 0.00 - 1.00 3) 

Lor, prc4 ci os dtE~.1 P.Ll s.u.gi Qrr.>n ciuc lo~ v1.•r.J oi::. lo 1!2:.?o:i13 
son los más costosos mientr~s qu~ ~e podrl~n rDducir· 
costos adicionando otro vuolc l7. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- Modifique el problema de locall~ación dt? estaciones de 
bombero;; para incluir el requci"imicnto de que cada punto 
d!:'.· demanda tr.ng,, al memos dos e:ti'lcl on!'!s dentro dr~ 10 
minutos de recorrido. La informncióM relevante es que 
el lugar A está a 10 minutos d~ todos los puntos 
enc~ptuando y 6, D está dentro de los 10 minutos de 
todos mxcopto de 3, C está dentro de los 10 minutos 
menea del puntos 2, D esta dentro de los 10 minutos 
menos d~l 2, y E do lodos menos del punto 1. Cuál es 
ahora la solución de minimc costo? 



2.- Cjmrtos tipos d~ instulacionfls op~r2n 7 di2~ a lB s~m~n? 
y r-sG· cnft-Pnt2(n t?.l prr.1bJr.imt? iü.-· n~"iCJn:-: 1- 12. íur.-r;-r rl'.' 
tl'"&.bajo durv11t.~: l·~-=- misr:-1D. coma >!rct't funci.;n dr.:J d:.¿; d~ !' 
r:c.:nr.¡.~nc,.. [·.::.t.:~ el .:-.c-i:: Oc· pr·r:·hl r-mt:.:.: ~r. r:-1r.ur.11tr.~n 

t:omu.nrw~1d.1::: s-n sr:-rvicir1s p1\~-.Iii::o:; y ·:'.°'i-q.~ni~¿\r:jone~ rlt! 
tr·r.n~p.::Ttc. ·¡1~·; vP;- e; prnt1Jr.-m~ funrL~n1r-~n·tt•J involu.r.r~ 

12 .Y~igr1~tr1~n d:.· di~~ d2 doscanso para omplnaclas d~ 

·lit:il!pC: ccm1pJ{:"lt·" ~fi pr.1-t5culLH-s rc!'>gulr.trmt:-ni"r- i:: ce.el~ 

crnµlo~do ~o l~ dr 1o~ t!o~ di~s consecutivos d~ d~sc~n9a. 
Si L·l n~rn~:-n de emplci~d0s ~u~ ~e rvquj~¡-~ er1 c~d;~ Mi~ dG· 
l~ ~~man2 e~ un d~to) t:ntonces el prolJlema no ~n~ontr~r 
el mini mr.· l·:.tmt-,fl(_"• cJ¡;. l ;~. fLH·:-r~c...: de trt•.tJnjo qur- p~rmj ltl 
~at1sf~Cl~~- ~~a~ dem~ndas }' ento11cos detRrmjn2r lo~ diR~ 
dt:' det:it:~nf:C"l r:fr::· l ~ qE·ntr--. 

Pi:;1-i:: sc:·r· ~·r.:pcc; f 1 co 5 esturJ:i c~mo~·. el rr-ob.l emt; el qur:- ~;{: 

enfrenta J~ compa~ia FCG. El número da choferes que se 
ri::quier·r·n r.'!l r:¿;c~;:- t15 ;-: d<? 1 t' ~·f?mane. C::'r:; r:orno ~.j <JUc:--: 

L .J 

cuantc!!'.: chc1ft--.rt:·~ debr:i¡--t-n 
trab2.jei rd ("!117r1tr. d.\iJ, 
~ormular este problomn 

,, s o 

19 

progr~murs~, ~i ~~ 

en c~d~ día dr 
co~ programaclnn 

~. En ol problcm~ antorio~ so omlti~ron dst~ll~~ 
importtint~t~ ~orr10: 

C:':1mí-'"~n:-?. t::l 
) ;:-. ~r:-mttnt:.? 

l i nc.JJ y 

a. El F•ngo di~i-10 05 de$ 50 pot· peroon~ ~ntr~ s~m~n~, 
~ 75 en sábado y $ 90 si os domingo. 

b, SR tienen hmsta tres gentes que pueden ser 
para trabajar viernes, sebado y domingo. 
~alario de s 200 por los trc~ diaE. 

cmp 1 r.ndc•r; 
Siendo !:U 

Modifique> apropi¡;;dament"1 lil formulación. 
gente de fin de EmmRna que se emplearé?. 

Es evidente la 

?(, 



., 

l I. 4. MEZCLAS 

t.:: 1 Et,:: t'r1 cc-ird. 1··~1.r:tt·· cnt.rr:i vn prc·Dl r:·m-~ r,p dontff:' f;.!? drr:r:1 1'1 
dstcorrnin"1r In·:: riivrolGs d<;; prr>d1H:ción dr, ciertas 01r-tír.:ulos 
{~1.1 p. 7, f~'rnduc:cl órd :- )' ¿qucl rn rJ(inrJr.:~ r;~ tj r'nr:i un rrc·blt?í!ht dr.· 
m~·!<: l ¿~ "/ !:i:? ti- i:-tt· dt< of.Jtensr lfrJ producto ~") r~,rt ir de varí 2!:> 

íJl~.tc·:-í ~r:. p:· ;1: n1c.;;_ ~ 20!1! 1 l;)Htr~ntc, r::·l St:>l]l~tndo ri-oblC?m~ ~~ prc~.r-nt?. 

un J¿i alimc-rtt«:jc:it1n y er. J.~s i.ndtt~t.riri~ qt\ímic~$. Par 
ej~íl:filo,much~~ {irfh~~ rroC~$~dor2~ d0 C~rn0 tt~~n mod~Jor d~ 

mc:zc..:iP.:i r:::n prc.gram;:;.cj.<.'!n lin~al <LP>, p¿;i:r¿\ dc:•tr::i"'minn.r lr., 
comb) n~~ci l 1n de, ) n~!'"crh P.ni'.r::--:.- f?UG· dr)bGn J. l r1var t:-t.~s pror.h.rctr.•t., 
como effibl.1tidos. Pnr otra part~, var·iEs fábricas usan aste 
mDdC?lo p?.r<• lltdlc-•- ¡,, r:ombinilción rJr· r.omh1.1!Ctiblcs D. m!:'rmr 
co~to pecra 1?. ce:.r-g¿._ de~ un horno df:? ft.1ndición. Fields y otro;:. 
(1'-f78l cief.t:ribir•-on ttr· LP de· m~.t.cl;; d!~ o.lim!?ntn~ ¡:>i'r? 
formt1lar raciones d~ comida p2r& g~nado a bajo co~to. Este 
mc.1di:-J o pr:·n·t j c.ul ~r r·~-:. tr!?.~;dt:. ?.ct.th-:l mcntr:· méi: dr., 1 ooo vc-c:r-!:. Hl 
tna~ por lo~ ndministr2rj0r~~- d~ dich2s ernpre~~s. 

EJ p1·imr.-r p1~c:.;~1e·m1.-:' {]~:T·1("='.'l"'t"".1 de· Progr~mc:r:) ón l.ínr;..-:J tptr· 
apa.rc-cit· l<Opi'"F--~·C1.~ fl.~~ t 1n problr?m¿; d~· le< dit:tr"'.' f()rmuJ¿:dt:i pr.:i: 
Gc;:orgc: St)glr:r· <l?I}:=;>: r:"] r:titd r.cin~;!?1tít:' r?n r:.tt:",bl~:-,..r::-,1 .. tin;
'1recot211 con cerc2 d~ 8(l alimentos, rl~ m~n~r~ qu~ !2 
combinación r;::·t.1r·fr-·c1c1·t: 2Jrcdcóo1· rir:· tin¡--_ dr.rrrn.;1 t.fr· 

requ.crimii:ntns nuti .. iciontdC'·~.; pcr ~jr::rnplo .. un pnrr:r:nt¿)jr; d~ 
proteinr' 1:~~yi:-!· qtit~· ur: ~::-.~·: ~- rlr:-· c&lul o:::.(={ fllt"'no~. th:· un 'IO~: ... r·". ~ 
Cu.;;ndc.t St.lf]iet.. fO! .... mult! ~r.~t.t; pro~.~·lcma~ c:J mót.ocicJ S3mpli:-·': p-""l:"p 

resol \•u·1- Lp~ no !?"}:J. '.=tí. t· ;.·· nD fL1t. rr:i?:J. l ~ P.rlr.1 c·>!tPn~·ñmr--ri11:" s; r" 
embargo, Stiglmr 0~tuv~ unn Foluci&n a cstr prcbl0m• 
~·c-pecl f5.cc1 usando t-.!'"Qtrn;~·:ntc•E inC]cnl t:iE{:ic; ~ Sc.ll ucj trr1 q1.1r-- t:·::i·,--:>lit: 
c.:t~rcz, tJr;, L' qus· 5¡; di:;t,,,rmin~· Clli:>.ndo el m!'.>tarlo Sirnplt:'': f11~, 

:i nvent.t .. tdc:i~ fíi?.)' qvr. é?.cJ c~rt-:i- que· J n r.-ol ur.f 6n d0 mr.nor t.oCTtc ~, 

la de St1gler r10 ·fueron e>:2c+~m~ntra ~Ita cocina. Amt1~~ 

con5ictlan de gran CQntidAd dn ccl, herinn y frjjoles blRnt:n~ 
sncos,. con un toque de espinaca. Es obvio que ningun~ 

persona quiera sobrevivir con uno di~ta de ostc tipo. Eata 
solución ilustra la importancia de incluir explícitamanta en 
Ja formulación restricciones, que· son tan claraE que sa 
olvidan, en este caso, rostriccion!?s de buen sabor-. 

Precisament& e~ el segundo caso el 
ce.p.i tul o. 

que abordar!?mos ~n ectr 

Consi.du-rP.ioos un p1-obl P.íll8 aj mpl P. de? mczcl ;;: do 81 i mront'r:>:,, 
Debemos producir una remesa de 100 "bushels" (1 bushel 
equivale 2. 35 litros) d0 alimento par-a ganado qur trnqn un 
contanido proteinico da al monos 15%. Esto alimento es 
proúl<t:i d~-, con1bi nanrlo maí 2 <que c~s 6:' pn:>tt~i nal y h<'lr:i nn dr> 
frijol da soys lque os 35X proteína). Una aritmética eimple 
ind1i;:,,, qtlt' la wr.;:cl<.: r!P.bt? contr.nr-r ?.l memos J5 t>us.h!"l!: dP. 
protoin.;. 



Si e E:J el nl'.\ffi':i""O de· btt~hr_.l: r:!ci rri~l~ t"n lr;t rro c:},-i ~! s r:l d~ 

t1<:Tj rh:, dl? fr·j joJ rlc- r:ciyt-1~ r:·ntcrv::r.-: l :"l.: rr:r-i·ri cr"; onC?!"? r.rin~ 

.ol, e+ .355 ~. l~ <c~nt~n1~0 rrot~ini~0l 
C ~ f ~ j(:!) Cl~r! 1 ~~Q r!c~ ~r rrmm~~) 

~s:~t~ic~inncr ~~1~r~~ 

g.• ~'?~:: ~ ce:! i·1r.:·'.1i cirt~"Lo~

si mi l. i-'1-. 

c~~2ct~rí~ti~~~ 2~j~iana1~~ tales como 
·1• lc:-:·~.t1.q-t.., p1. 1.r·r:lr:n ~r:-r n1r·rH:·.iedt'~'.- C?n fr.:q-mi? 

i...2. fornP.1.li:·.r..ieon cr. ljycrt'.rlit?n·tr. mt"'{r: CQ!r!plir:~rJn. ~i lr. va.1'"iablr.• 
dT doci5ión es precisamente ol tam~ffo dQ la ramesa. El 
Gcgundo uj~r11plo ~n cst~ ~ccciOn ~~nsjrlrr~r~ est~ 

cornplicación. Nótese quo un ~1 prim~r ~j~mpJ~ ~1 tamaffo de la 
rrrn1~s~ ~Q csp~cifica de ~ntc~rr1mr10. 

El problem3 de mezcla de la Compania de Acero de Pittsburg 

Lfl Compc-1.r1i¡_~_ t!c (-'ir.ci-n r.lf·· Pt1.trl·1ura rps~ ht' 
pera p¡ ... odu,::i¡~ ''!l ril'r:?··1 1.:i tip'=" r:lci -:u:~:-t:·~ ,...., 
E1guienteG roquGrj1~1CTn1.G~ ~e: C[Jidad: 

~~·do :-r::ntrf::i:trdr-> 
ctil"l t;.i::ne los 

r- -------·-·- --· ---T-------------------·¡ 
¡ { t)l n1r?nn!'? M....:-1 r11"· d,-. \ 
t-------------------r----------------·----- ._ .. J 

j Con ten) de' de c:0.1-/.1(·f·· ¡ :--.:-;. o~~ : .. ~:j~· J 

¡ Contenido dn cromo 0.3~ o,~5% .1 

!! 

Coni.cni do dd.-!'i.~ masinr~:.r:• l. 3s;: J. e;:: 
- Conti:=nido . silic:C·r. :::.7~: ·:;._: ______ _¡ 

Ps tiene dieponiblc los siguientes materiales para la me~clA: 

1 

f COSlOI Y. DE ¡; DE /. DE ¡; DE CANT. 
LE<. CAR80N CROMO MANGA S!LICON D!SP, 

MATERIAL NESO 
----r-- ---·-·------1Li.ngote hiE·rro 1 • 03 ,/) • (t 1 o 0.9 .., ..,.,. 

ir ,,,;.... "'·-' 
Lingot& hierro 2 • 0645 o 10. o 4. ~~ 15.0 * Ferro-e.i l icón 1 • 065 o (1 o 45. (J :t. 
Ferro-silicón 2 • 06! o o o 42 .. 5 * Aleación 1 • 1 (1 o (! 60. o 18.0 :t 
Aleación 2 

1 

• 13 o 

1 

20.0 9.0 30.0 * Aleación ·-· • 11'.' o s.(! 33.0 25.0 :r 
CarbL1ro silicón .08 15.0 o o 30.0 21) lb 
Acero 1 1 • 021 0.ll (! 0.4 o 20(1 lb 
Acei-o 2 

l 
. 02 o. 1 (l 0.3 (l 200 lb 

P.ce1-o ... .0195 (l. 1 (l o.:; o :zoo lb ~· 

* Significa min limite 

7.g 



ESTA TESIS NO nrnF. 
SAUR DE LA BIB:.W l'EG& 

Uí1,;1 í(;íl!(~SC.: de~ ur.r-. teint~lL'dil (20(1·) lbs~ ch!'-bf:l ~~-¡- m~zc.lc:i:du dr~ 

rn~11r•1r~, CfUE s~tj~,10ga lo~ rc~LIQ!rj~jcntos ert2b1~cjdo~. EJ 
prc•blt~m.J r-·r:~, Qntoric0c..~.:i ck:tC?l""min1~r cu~i. r:t1ntid2.d d~· cr.td0 u.no dr.· 
Jo;: J; m~tcri~lc'r: dr.ticn ~-:cr mr-:tcl2~10~: juntr.ts~dr:· í-orm·::: que :..r:· 
niinimj:~ el co~to p~,-~ qu? se snti~f2g~n los requ~rimiento~ 
de· c:¿d int,cl. f~c~r· t1ir«::-· pc:,....i..r.~ur1 hom!n-c c:::;~pcr~rncnl<·)dL• E·n '3C:r:rc.-' 
~\f" 1 r·ni¿~. qui:.: t C:-t mc:zcl C:t de• IT:~nf*lr co::tr ne. Ltst(ft\ més. dt? nuo:::ve dE 
le:·~. onc:~ nh:.·tr-r~.;i:le:~ c.lii::-pnnibl~F. E.n t~~:tf· rr-("lb}E·mt>: sui-gr-n 
c:.:ponttinGi3.m~ntc: l¿,,; .. slgui:::-ntc·~, prc·~r . .int¿,t-;! Qué er:: Unt:. buena 
n.czclt.·. L2 m~yo1·i~ dt:· lot= or1cc prEc~o~ y Jos cu~tro 
requorim1~nto~ dQ cor1trol de c~1idori son nogaci~bles?. Cuáles 
precios )' 1-cquc:rin:j r·H1to~:: vc:ü P Ji:> pFTtt? nc~1c·1c:i e.r? 

Ncte qttE 0~ ccntor1ido químico 
p~·oml'dl c. pcmdc·!·e.do ele 1 º"· 
compon~nt~~~ Asi por GJcn1plo, 
l~ ~lc~~iCi!1 l ~· 60% de la 
mang~neso 8~ C.4~:60) + <.6}:9> 

de un.:.t rr:1:lZCJ ¿¡ c·~i simplG·m!:nte el 
cor1trr)idos ~L1ínricos de ELIS 

?:;i hace>f:l0'3 L•nE' mi::,zcl .:>. de 40:'. d(? 
¿~l1~·Dc::it·r·! ~! r~J contc,rd.dn dP. 

Supongamo~: qL•t· pod~mDs bomb~~r D>:;g~n,, dent~n del t1orno. Esto 
o~:igGno cornbJn~ cornpl~tam~nt~ co~ ~J cv~bón p~r~ prod1Jcir Ql 
gt•.!:' f.'.Ci:...:, ~?! Clt2.l l:·!:r.t-pe. ne; C~i:i'.'•. f-c·rr:-1~-:- r.•J (:0~~ ! ~'?ni;¡ l{ltt'?fn2rt'. ?~ 

t:::irb.~n r..- un? t¿-~~:-.t:'. d~· 12 ] b:.· d~ CL-:rhri~1 f:!IH_:•11~.dl") rr:·- C?d.:- ~~? 

Jbs. o~· o:·:íg~no. Siendo que c·l o~~=-<.::'~f'!t:"'· ctis.r-:i:r:• ::1 C!':nt~~:o!: 11-:t 
J1t•rt:•. rr:-forniltlt;· L?l. probJc:·r:·1ti c:on f'.'5~.;~ onc:iDn t:rlir:-ir.in01. Et:tt') 

camb1~r~ 12~ decision~s?. 

Formulacion y solución 

¡.:; prtihl c:orr1rt de:' mczr:l ~· dr. lr:-. c:omp~i'íi t· PS fHH~rlr. !::'-~·!""' .r·r.i1-m1.1J r-.dr· 
cornQ L•no do; prolJram«ci ó11 1 i neal ccm 11 Vi1ri :•.hl r.s y 13 
r estrj cri. onc·s. Lfl•:. 1 l v.:1ri i1bl f'S cc·1-ri~rponcicn ,-, 1 <i!i 11 
mutet-ia:. prim::ls entl,...t"· la.s qul? fi~ pusdr.:· E•5:icog!?r. En lo 
r·cJ~cionado e 1a5 restriccjone5, ct1etro n~ refioren e Jo~ 

limito& inforiores de calidad y cuatro a los superiores. 
Otí"l\"; cu.:>.t.rc• i-r.s.ti-1.cciones ti.ene que ver con r.l l.ími.tr. 
superior para el uso do silicón-carhuro y aceros. Por 
último,la l.3<>. rest1·icci6n !?~.el requerimii;nto cie r¡ue el pes.o 
de> todos los materiales usados deba sumar 2000 lbs. 

S1 dEnotamos por P 1 el número du libra& de lingote de hi~rro 
1 que E~rán usadas y Eirnilmr not~ción r~1-a los mate1-iales 
restantes, el problema de minimizar al costo por tonelada se 
puedc.< pl a.nt.ea.r como: 

MlN .oac + .021s1 + .02s2 + .OJ95S3 + .03P1 + 
.0645P2 + ,13A2 + .119A3 + .1A1 + .065F1 + .061F2 

2l .1:'K: + .004:;1 + .001s2 + 001s~; .¡ .• onPJ .:5. 70 
3> .1P2 ~- .2A2 + .OBF,3 1 9 
lj.} .()S)1:rs1 + ,oo:;:;s2 + .oo~;;E:~~~ + .ooc;1Pl -1· .0.f!f'jP:! + ,(J<-/A2 + .33A3 

+ • 6~; 1 i. 3:;,~ 



6) 

~/ ·' 
S! 
'·i) 

lt:} 
lU 
).;.!) 

1 '.SJ 

e 

s:-:: 
s:5 ... 

(. ,. ::_; 1 
. 15C -4· 

. lF;: -i· 

• C>09S 1 

+ S~ + s: + Pl + P2 + A2 + A3 + PI + FJ + F?~ ?000 
.rn.l<:S•! + .no1s2 + .001s::; + .o'IP1::. 60 
• 211:' < • 08A"5 :~. t.J 
+ .00337 + 00383 + 009PI • OIJ 5P::> + • 09r.,:> + • 33A3 

.6Al 2. ?7 
1'1) .3C _. .• 02.::?~:.r-·1 ~ .15P2 + ~3A2 + .2~A3 .f· cl8P~1 + .ll5F1 + 

CJID 

si 

v'ALOF: 

•.· 
:.:(11) 

Z')O 
J47'1.26 
6') 
(. 

n 
14.238S 
n 
::2. (lc'.121 

FUNCIOt-1 OBJETIVO = 59. 5564 

RENGLOH HOLGlll\A 

:~ 10 
3 3 
4 6 
~ ú 
6 20 
7 (> 

8 170.562 
9 o 
10 r) 

! 1 o 
12 C) 

1~; o 
14 o 

COSTO REDUCIDO 

1 003::-;57 
o 
o 
o 
(l 

o 
• 02050;'1 
• Ol.9926 

(l 

• 0010~{; 
() 

PRECIO DUAL 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
• 00(>177 

• 000500 
- .Ol.9503 
- .183328 

. 254731 
- • l O'lti?l 
- .098802 

Not.t;: qL1r:· :;.ólo 7 dE· los 11 rnat.rwial.o,; :.on ur,<1dos. En 1..-. 
préctica com~n, este tipo da modelo fué resuelto sobre la 
basG d~ dos vece~ ni mee. La primnrs solución, incluyondo los 



co~tc)¡: 1··cduc1cios y los pr~cio~ dtJ~lr~J fut usad~ por el 
gc::rt::!1·cv ri~: compr .. ilt'. c:omn ur1,·· gtií.l: p8r¿. t·d~l\)1-jr· m¿\t.r:·i-luJr.r.r Le. 
se:gL!ndc:~ saiuc: On po:stc::-rio¡· en c.; me>$ rr:~ul tti m1.1y 1:tti 1, y1-~ que~ 

pe.:r fi1.< t.. J ó fü?.t:Pr 1.1.rH.: nH:--z.cJ i~ con l ¿; íllf'tr:T:i 1"":. prj m~·. e.ct.ut::J me-ni e 2. 
J.:.·. m2.1·:r. 

Le O(Jt:.j 611 cir· i11~1ccci.é111 <-le ci·:.i_(jt.'f!D p2rt: J2 qucmr°'.'' rlr.:- ct.trbc'in \:.'S. 

cl~i-¿ur1ente no inter~s~ntr:; y¿• ·'JU~ ~r. J.¡:-. scilu.ción ac:tu~.l,lL' 
1-cst1·i cci ón de .::o'Lü i nfr?n rn· dE.J r:,:,rbón es obl i g.:.t.or·U: y no 
l~ cote sup~1 ... ic1r. A::i~ 1~1 quc·m.J ds: c~rbón, ¿p)n si por ell.:t 
mism¡;~ reGultt.t no ~.c:;.1- carc:.! puPdt: incrc::-m~ntt: .. r C?l c:os:tr> tcital 
d<: 10!. solución. 

Un problema de metcla dentro de uno de niveles de producción. 

De cornien=o se; ,:m,:,li:c<tr·á un aspectc• adicionc•l en ln 
formi.~lac:ión duJ problE·m~. c:li:: mc'zcla 1 el Cl.tc~} ~r:>1-b iluGtre.dn 
con un ej!?triplo en E·1 qu~-:-. El tamcño do la rc:mes.2- C!' lr:t 
variable.:. riP cJccit-iót1. f":n concnrdancit-;. c:on rd PjEmpJc-1 r:ntP.r1c-i:-
en ol qu~ SE proporcione el tama~o del lot~ o remes~. 

En el c:j1J1mplo !;j uuíc:-nti:.·, lé: cLintid~~d dv produ.c·~.c· 2 st;--;~ 

me clsdo dop~nd~ de qu~ tan b~r2t2 ro~ulta osto ~ctivldild~ 

(-\~i, li.-\ d~Cl!.;lOí1 de eón.o n1c·zcl2.r y ll~ del tam:;:f·,n d~· lr• r(•1nc:;¿:. 
se deben h2.cer s1mult'1ne2.mente. Este ejemplo e;; com::in en 
problem?.!', de mcr.cl2 de- gc;solina que !?,!.lrg•.cn r.n 11n:: rc·<inc-.-i.:c 
de patrOloo. Er1 ost~ caso, so dcseD m~rcl2r· gaGolin~ ~ p~rtt1· 

de treE i ngrr::·di c·ntL"'!":: butano!' n2ftf.< r!:'·!::~f)•? y rP.fC)rmadC'."1 

catalítico. Por ot;·a po:1rtr., se.lo c:u,,tro de las 
ca1·acteri5t~.c2s dfr l~ gasolin? result~nt0 ~on import~ntnE; 

costo, octanaJm, presión del vapor y volatilidad, Eutau 
care.ctc:·rístir.?.f'! son resun1idaF.. im l.o tal>lr· r..igu1r.ntt?, 

Butano Reform<:1do Nafta Gasolina 
Caracte1· í st i C<'. ([I) Catalítir:o Pesada Regul cir 

<CRJ <HNJ <RGJ 
----
Costo/Unidad 7.3 t8.20 12.50 ? 

Octanaj¡¡. 120 lOC> ·¡4 2. 9'1 
Presión del vapor 60 2 .. 6 4. 1 .i 11 
Vol ati 1 i dad 10!:· ? 12 2. 17 ,, 

El octanaje as una medid~ de la resistencia de la gasolina a 
pegar o silbar on los motores. La presion dol vapor y la 
volatilidad están estrechamcntw relacionados. La primera es 
una medida de la susceptibilidad a que se ahogue un motor, 
p.:irti.cularme-ntP. en un díL CO\luroso de p1-im«ven:•. L.:< 
volatilidad os una medida d~ qut tan fácilmente la maquina 
arrcw1t:C• r-:.·n un el i111t:~ ·fr .. :i o. 
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En ~-:~te; pc·i.-J.::•rJc• dt~ plB.11f.!r.<ciar. ll:::.y r:ol2m~nt 1 : 1,noo ur.irltrdec::. dr~ 

bLtti.~~iC• di.5[:-•t:•nil:-.!t·~ Lr- prodvc:cjón dr. Qt:;!:C"IJ;nt' c:c:•mpjt.r· C:\lr-1 r--1 
con:busliblc posa<jc (~lf7 ) po~ l~c in~t~l~cion~~ d~ prodlJ~~i~n. 

L¿i Slli!1f; ele• J ry \'Dl Píl•r"nr.i::- rlr· gi'=tsc1 l j nD y rl~: rr.imbt.tr-t j bl r .. pc:-nt•:dr:i 
no pLtL'·:i·· !_··:cc·rJc·- c.Jr. 1:-:,ono Llnid¿i.dcs--.c ~n (:'~t::;i pr.:r""iodo dr: 
pl t;rit:··i.:i .:.11. ('p;:~ ci.i:i ci p:-p!Jj r.·u1~1. di:-· mr:.·~·~cl e:· <-:·~.r.;:.:j r~dc. c.r:·:1 l.t'.I. 

pr·odLu.:ci 1~·1: 1J cc.·n:.Ju:.:t~tlr> p~.:sndo se dt::·jt1; .::, 11n J.<;;~.dr;).po1·· lo qu!2 
rhcllü t:O:!:Lltt~-t5t.1.~c r:~:. ·Lr1d ~:!Jo t"~·mo ur1 p1-r-1ductC"'i r:.implc. Pnr le• 
tc.ntu, ::;~· t_¡·,::.t;:. d-- L·;·: pr·oblt:m<:• de? mc:i::c.:la de· in~umos qur: 
lr1vr.duc1-¿• {}r;1'. r·reiuur:tc..1~. 

cumbu~tiblc p2s0d0. 

Pr-... 1- ctrL~ pc:u-tc~cl bcnf:"Í"jc:io d~·l 

+i:3.ó0 par u.nicii::·.d; c::n c~mbio i::l 
r-cgulB.1- e!:. d~·· s:1;.1.1ti:1 prir t1rd dt~d. 

c:ombusti bl l': prsarto r><: de:· 
bon~ficio d~ la gasolina 

Una ligera simpli'icación que se adepta en este ejomplo Es 
que lc:-: inlr.r·l-:icción entre Joc j.ngrr:dir.:-ntt?:: es line?c::l; ~r-

dec:ir, si Et:' lv:\C:~ un= rr.o;:c.\,, "mitad--mi.tarl" di:' E< y CR, 
12ntcnccs GLt m:t«J;:· r:.0:-t '..~.::120) + c.~;::100) l !C> y s.tt 
vol.=;-.tibilid~.d d~: C.!:!·.'.1('~:~ -t· (.5,:3) = 54. En r-et•lidc7id r:ist0 
jin<-/é.~lJcJ¿:tl r::r· vicilt-· }jgc··,,..¿;mr-rii.c:~ C?r::pC?r:inlmPrd:\::- r.~. :r· mc¡c:li: 
gasc•l i nr>. q110 c:ont i Enr:' pi om0 t"°'trae>t i Jo. 

FcrmuJ "" l (Jll: 

La5 rc~trjccione0 de· ~2p~.cJdad )' dirrponibili(iPrl ~on dircct2~: 
espacificam~n{:~: 

f_t :: l 0(10 
R G ¡.. H F :5. 12 , 000 

Las re!::-tricc:ic>nct" de ce;J idaci r{?qLti.rr!-cn un rrn::o rlr; 
ra::onami t?nto. l .::tiz, fl'- acr.:i on~s de la reme!:ie:i. qLte constl\ de 
butano, rmformndo calalitico y nafta pe&Rdn son B/RG, CR/RG y 
HN/RG,respoctivamantc. Asi,si la bondad do Ja linealidad non 
sonrie, enlences la restricción do octano en lR mezcla deb~ 
se:r: 

IB/RG>tl20 + ICR/ RG>tlOO + IHN/RG>C74 l 94 

Esta expresión puadm ser rechazada ya qua 
variables como B/RG dcfinitivamcntr; ms. 
multiplicamcs la expresión anterior por RG, 
restric:cion lineal. 

l 20B + 10ocr{ + 7 'lHt-1 '~ 9'1 RG 

o en forma estnndar 

120B + 1oor:n ~- 74HM - º'li':G :'!. o 

un~ rci.zón de 
Sin C?mbargo,: sj 

se produce 1 a 



Hrgt.tmr:·ntos ~;imilt:i ... c•::. pu12dc·n s~i- usc,do~ p¿¡r~ d•?;:t!.rrc.llr:i.r Ja:. 
reetricciDnV$ de v2por y vDlBtilid2d. rinclm~nte, ce dcb~ 
aíi~\ciii- une• í8!:.1ttric:ción .que· f"~':·tnbli:zr:c{ f"..1ll'"? r.:•1 tc,tc:d !:·~ la '::::Um.-::t 
de st\f", t,1G1-tt:-!ii. cspc::r:) í-ic.:.mr.)ntr:··~ 

RG = D + HN + C~ 

CLtnndo iodr~G lc.r; 1-r::r;1.:ric:c:ione:.. !!.L1n corivP.rtidt?.f:'. 
e~i...:.,ndar- y 5t? e?Jc1 ... ibe lB e>:presión ch: los 
obl!?nomo~· l p, fo1-mul <<el bn: 

~i;:,l: 18. 1! RG + 3. 6 HF - 7. 3 fl - 12. 5 HN - 18, 7. CR 

21 -· 9'l RG + l.20 El + 74 H:~ i 

3¡ - 11 RG + 60 B + 4.1 HN + 
/f l - l 7 kG + J O'.·I [< + 12 HrJ i· 

5 l F\G - i:< - HN -· en o 
6> E ;; lOCH) 
71 RG + HF 1 12000 
EMD 

L.:: solucir.·n es: 

VP1LOF< DE LA FlJNCION OBJETIVO 

l i 

VARIABLE 

RENGLON 

2) 
3) 
4> 
5) 
6) 
7> 

432>28. 84 

VALOR 

7270.~96450 

4729.703550 
1000.000000 
2446.991390 
3823.304840 

HOLGURA 

0.00000 
0.00000 

22238. T1470 
0.00000 
(l,(>0000 
0.00000 

1\10, DE lTERr4CIONES = 5 

1C>O 
2,6 
7 CR ,, 

cr:: .. (l 

CR ::. o 
.. ~ (l 

COSTO REDUCIDO 

o. CIOO(H) 

o. (1(1(100 

o. (l(l(lt)(I 
0.00000 
0.0(10(10 

PREC JOS DUALES 

·-O. 204298 
o. 2seo.::.;~: 
0,000000 

-1.556829 
o. 128845 
3.600000 

r J é?. fr:irmR 
bent?ficios, 

D& c?.nteme.no no es obvio qLH:O la cantidad de? gasoli.n« regular e?. 

prodLlcir deberé ser de 7,270 Lmidades<v.::1lor de í<Gl. PLU'1de 
ust~d pn~dec:ir qLt6 cantidad de gasolini'.\ deberó !><?r producida 
si no 1?:·: i ~te la competencia con combustible pesado, t?n cuanto 
a la capacidad de producción? 
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Los HifJdci u= de- P¡-agr-am..;:H:i ón Li. nt:;:i¡-.d, en 1 o qur? st"> 1--of l C?rt=:· ¿-¡ 

n1i:..•zt.Jc~~'.s h~1r1 clciw lllli• hnr1~e:m1Pntc:t opr.1-t<-t:ion2l cnrni:1.n <?n 
t"t.\f i nc-r· í c_,s ~ por· afio~: .• ·Aunque~ r- C1 C:l r:ntemc:ntc :o 1 oc..~ mtJdEl o= dr:i 
prog1 .. am2.c J úr1 .l ). nct1.l hnn r;;1 de:· rc:,crnp l n7 !.'-ido~ ~1ei~~ morlr. lo~ de· 
s1mulac1ón 1Ji<::1s sofi~ticados. En E'i:!t.or.·, ~r: ~rro>:irn~. con mór;-:, 
CX&Ctitud 1~~- no line~ridadnn drl í>rO~C~EO dr· n1~~cJc. nunque 
Ello~ no optimic~n t0n cabalmente ~omn 10 hv~~ ~l m~todo 

Simple»:. 

Sel ecc:ion adecuada sobre i nterpretaci anes c::l ternas de l. i.JS 

requerimientos de calidad. 

Algut10E c~roctcrrí~ticas d~ calidad pueden t~ct~blaccr~e ya sea 
de acuerdo a alguna medida de bondad o alternativamente de 
.:1cut?rdo r.on un?. mmdid<i dr. i.nc:onvF~nicnci1', l.ln ojcmr.>Ici rs la 
~ficioncii1 rl~ un Dutomóvil. 12 cual pusda 1nedir~o en millas 
por 9nl.'.'.·11 e• ¿·.Jt(crr.,;.<tiv2.mentc G>n galonc-s pt'.'1- milJ.C\, C:>..ti'.ndo sp 
considora la calidad de una mo=cla de ingrediantes lo 
c:.~ltci-n~tivr~mr:-ntc lu cficienci2 de· unc-i flct~: de ¿.1_11.0~~> r.!? 
importantm idontificar si la mod1d2 de bondad o d~ maldad as 
f..idjllV~: ~Obr<-, }C•!: compOllCITtc:JS de ll., tnt:::C:JJ .. r r~ '. . .iqUi.r.:ntc 
0jemplo lo ilustr~. 

Un<0: nor 11<2" f t;•de1· i>l 1·equ1 (?.!"P. que P.} rrom('·d:· D tk ,,,; l.)·~! por 
gal On, cal cul .:>.das sobre todos los ¿1utc•s vEndj do-: r.01· un;, 
c:ompi:níi: dt.:..> c:utomóvilns P.n un Mflcr c~t:.pPci.fjrr1:r !S~11 etl f11€·nor.:. 00 
18 millas ''º1- gslón, Considoremas un ca~a hipot~tico dn la 
Companí.2 6!'· MotDl-é'S Ford, Supong,, qUé' Fci;·cl sil!C> v!?nde Jos 
cuetro l1pcE de autos: Mark V. Ford. Grnnad? y Fie~ta. Varios 
p¿,ri•.nir.>troc. de? ~·st.os carro!3 s.on l i stador-:. abt~jc.:-r: 

CARRO MILLAS/ COSTO DE PRECIO _j GALON f'ROD, MAHG I NAI_ DE VENTA 

Fiesta 30 3,50CJ 
4' ººº Granada 18 4, 100 5, 70(1 

Ford 16 4,500 5,300 
Mark V 14 5,700 !0,000 

E>:istr: ¿dglln<< flc;n:ibi.lidcid on las instal01c:i.onc~r:: dC? producc:ión 
do modo que las capacidades puedan aplicarse a pares de tipos 
de c~rros. Estas limitAciones Gon: 

Capacidad Anual en Unidade$ 

250, 000 
2,000,000 
J.,500,000 

Fiesta 
Granadas m6s Fords 
Fords más M?rk Vs 



E::i5tc; un limite cJc; capi:iCldi.\d dr. vento dn 3,ooo,ooo c;n nl 
~~· c~d2 tipo d~ cn1-1-n del)r tot..'.l tic:· c2.1·r·or~. ().u(' Ci:\nti d,~.t1 

pl. i.'.near 1 :1 l'o:-d par.J vend~r" 

lnte>rpr·ctclndt1 li-{ rcr.tr1cc:1(1n ele m)}]i-·.Jc~ lilf:"lr~.Jmentc rc·~:.ult.t:"; 

~a sigu1entE fcrmul~ciOn y salució11ft ~lote, qu0 la prjme;~a 

1-cstr1~c1011 rs ~qL:1«~lcnto ~: 

30 Fiosttt 1· JS Gr¿~narJ~::: + 16 Ford f- l 1 Mar!~' .. ' 
----------------------·------··---------- " l fl 

F:i esta + G1··2nad .. -i: -f- For·d + M€l1 .... f· \ 1 

SUJETO 11 

.';} 

:;¡ 

FIE3TA ..'. 250 
Gf\n1·1ALl!'', + FQRD :5 2000 
MRR~ V + FORO ~ 1500 
í'Il::SlA + GRAN(.)Di:; + MAiW ; r:rmi: 

Etl0 

l \ 

FJEó3T?'1 
ORANF1DA 
MARI·'. \1 
FOF:D 

RENGLON 

2) 
:5) 
.1.j) 

5) 
6) 

11:~1LOf~ DE L?\ FLJNC:ION OOJETI\JO 
65~i000(l 

VALOR 

250.00000 
2000.00000 

750.000C>O 
o. (10(10(1 

HOLGURA 

0.00000 
(1,(1(1000 
0.00000 

750.00000 

º·ººººº 

CDSTCI REDUCIDO 

(l, O~)(}íHJ 

1) .. f)(J()()() 

0. (H)()(}[) 

295~:! .. 0000~) 

Pr<ECIOS DUALES 

-1075.00000 
13400. 000(>0 

1600.00000 
0.00000 
0.00000 

Suponga que, sin considerar el tipo, cada carro es manejado 
el mismo número de millas por arro. Una pregunta interesante 
es si la razón del total d¡;· milla¡; me.nojadris, de? la flota 
anterior, dividida por el número de galones de gasolina 
usada, es al menos igual a 18. Sin pérdida de generalidad, 
suponga que cada carro es manejado una milla. La gasolina 
usi.ldlt por un ce.rro manejado un<'. milla es l. I Cmi.llaf.. ror 
galOnl. De esta forma, si todos las carros son manejado• la 
misma distancia, entonces la razón de millas a galones do 
combu::;tiblE? de la flota. anterior es <250+2000+750)/ 
[1250/30+C20DU/18J+l750/l41J =17.3 millas por galón - lo cual 
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está considerablemente abnjo dG !ns 13 millas µ~r g2!nn que 
pens:uaci~ obtcnc:T .. 

L¿;: primer¿~ tc:ii-n:ul e.c:i ór1 G.•t:. c·qL1.1 v.:-i}rnt.f:' F. B~igni?r ¡· CCidF': 
~utomovil ol misrno nú111oro d~ anJo~~~= y entonce~ manoj2rlos 
J¡¿·~str:. qtl<.:..., SC t~\g(Yl'.' 5·Lt doti.'.,Ci(J!l .. fl::_.í~ 1;-~ pt40Hir.dio de 18 Hlj.HJ S.E• 

i 1 lcanz0 t~nlQndo m~nas c~'r1-~s cficient~s man~jados m~nos 

1Lillc-~:.:. l,lr1:::• 1·L1r·rnc:! mé~:. scn~lblr: de' c:-:p1-c·E.r~r l?str~~ c:osr:r:; c::s c~n 

tórmino5 d::? go>.lonos poi" milla. En estE": caso 12. restricción de 
ffli.llttjL: r.t~· C't:.Ct~ibt:·~ 

Ficct¿: /.3(> + Gr·<rnnda /18 ;. f·onJ /ló + M,,rf: V /J'l 
---------·---------- ~ 1/18 

f'ic:!':t¿, ;. Grane.Uf: ;. Fc•rci + M,,rl· V 

Convertido a la forma ostand0r s2 tiono: 

CL«~ndr, este probl em<:1 "'' rosue;,J to con esti:' rf!s.tricci ón 
r:obt r:·nc>moG 1;: sol uc: i ón; 

¡) 

FIESTP, 
GRnt<IWI; 
M!lR'< '.' 
¡: Ol\I.; 

4s::;oooc: 

VALOR 

250 .. 00000 
2000.00000 
350.00000 

0.00000 

COSTO f\EDUC IDO 

0.00000 
0.00000 
0.00000 

1681.25070 

~as normas federales pueden facilmento ser interpretadas de 
Lal terma que sean caneistentc:s con ln primera formulación. 
De cualquier modo, las companías automotrices, sensatamente, 
han implantado la segunda forma de calcular el millajo de la 
flota. 

Interpretación de los precios duales para las restricciones 
de una mezcla. 

Cl prcciD dual para una restrjcclón de una mezcla usualmente 
requiern una ligera reintrarpretación pnra ser útil. Como un 
ejemple•, cnnr.idc;:re l? res.tri.c:ción de cct;;:nc• P.n el. problema de? 
mezcla da gasolina: 

El precio::' 
bc¡;cficio 

-94 RG + 120 B + 74 HN + 100 CR ~ O 

dual da asta restricción e~ el aumento en el 
si le parte dorech2 de la restricción be cambia de 
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O "' .1.. D~:::~ft:"1r-tun,.::1di:·m(?nt:::!., este• no es un cr.urrb.~n qu'? 5'E pu~da 
cr.:.n:: l d~Tc::.t- eri--d:J nc),¡-j ~{(¡r:ntP.. Unr.:1 ~. c;:,mbi ot_. mar:. tí pi r::ot:: qur:-
fJLI~de·n s~r cons1dGr·ado~ ~~rían sobro el contonido de octano 
c:r-- .-;-;~: C:l ~¡::.~> C· •:. '1'~. Une?! r~gJ ~ muy ?pro>:; 1rtc:\rl.:1 p2.rt1 cst1mirr el 
ti·~cto de: un p<:?queíio c:<1mbia en el cocfic:iento, en el rc•nglétn 
:;.~ de: la ve.r1t.L1lc· i<l:·!i c:ir. r.r:i.Jc:t.tlc~1~· el produr:t.n rl~l prP.t::it'I r.lt.h~J 

001 rcnglón i }' tl valor do la voriabln RG~ Par~ la v2ríable 
¡-.;'° y Je re"tric:c:ic-.n dl' oct.:mr:; c·str. valo1- C'"" 

7270.30ic-.=04293•= -1485.31. Lo que sugiero que si el 
rcqttc-rim1cnto de- octi?.nr:i ~r. 1-f~ducc e-. 93 (o ~r:- ; ncr~emr:·n·t·r1 ~-

95)) desd~ 94, el bon~ficio tot2l aumEnt~rb 1485 para IIeQ~r 
<1 4'lE!l4 (t:o dism1nL•i.i-«. l'l8S has:t.2 4184:;;), P2re. P"q11.!C'ñe>r.< 
cambio!::., e::;ta .:Jpt .. c.i:-:1m.:.v::1c:·n gt!nr::r-¿~lmonte subesti.m~rL'1 c:il 
vi::rdaderc:i bc-nc-f)::1.r.1 dr:~ptii:'.t. cjcJ r.:,~mbici~ Cuando P.!~.t(?f.". CRrnb'it:·:-r,; 
~u considor·a11 en lo~ co!·r~~5pandientas programas lineal~~ y se 
r€:'~·ltL·l vc.:n, 1 f-·. !7C•1yt1·il:•1...1c) (1~ ~-· ~ ·'."' 92n,:H1c:l . .:! c;c>mbif~ f' lJ4825!- t·n c-J 
ca~:) d~ un t""eq~1c:1 .. i mi '.:?rd.:c· d:.: c:ictanc.:i d2 93, y tJ . .q:320(> si t:>l 
rt·qucr·iwi~:nl~3 c·t~ tJc r;·~-·~ 

C:::~t¿~ apro:-:irflf·H:i éin ru.c:·.:..I!· rc·s 1.1m) r~c Qr.:>nc:rc-J mC?ntE:.-. comr:i !?.j,gll~! !';i 

dE?SQl:HOO!.: Cc1íilbi ¿q- 1.1n cj FJl""t.C'1 rr:qu~:--i mi r:into de e¿¡} i dar~ !?In l'nf.'• 

pcque>ft2 c.:~.ntirJr:.d ''e"~ e·] rfr-r::i.n r:-1,... f:·!!tr· ~~rnhtCl r;in Jcis 
bE:n~ficia:.; e·<;; up~-o!:.in1adt1mEntr· c;r. lc-. m.~gnitlld r:t:t(pr-r:t::io riui'il 
d~ la restriccion>H·ct.nu1~~~c·, dr Jn remPon}. ?~rA p~qurff~r· 

t:f\mbioc 12'. <·pro}:in1¿•ci.l".1 n tjond~ .~. r:Hhr::i'..t.im,;:i.r t!l br:n~f:i.cio 

despt.té!Z dc:-J c~mbic:i. i-;Jt~r,-. QrD-nt1c'r;:. c2mhi f'l'="· l ;¡ t"":'r1-o::imc:-:c:l t'tn 
puede ~rr~r on ~mbas l~E dir~cciGnot. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

.t.- PEMEX d~be d·::cidi1·· acorc:,:i de lrJ.~ mc-zclas a usar en r;u 
producción r,.c;-m=:ne.1·ia dF' \J?.~.oU.ne.. El problP.ma os qLtr.' se 
deben producir des tipos de gasolinas cuyas 
caractcríDtic:as s~ liotan 2bajo. 

GflSOL.I Nn PRES ION NUMERO PHECIO DE 
DE: W-\POfi DE OCTANO VENTA <EN $ BARRIL> 

------·-------------
Nova 7 fJO 9,80 

E>: ti-a 6 100 12.00 

Las características de los componentes con los qua la 
gasolina pued& ser mezclada s@ muestran abajo: 

87 



1 l'fü:'.S i fJtl NL!l·!Er'.C DE 
COMF'UM!:.l·n [ i DE V¡'.';f'[J:; OCl Atm 

Dl SF'ONIBLl DAD ESHi 
SE~1f'lt·lA (('n t•,,rri J <?['.) 

~;,~--;;:·;~~-0~~~~1

1
----(-1 ----------E-3 -----·--·-;-7(!;-·------·· 

1 sopr.nt2.no ~'(' J (>C.' 13~C> 

Gas ; ntegrc• 

1 

74 IJ 1 on 

La presión de vnpcr y el núm~ro de octanon de una me2cln 
es simplemento el promedio ponderado de las 
caractrarística~ corrcpondj~ntr~ ~ sus compor1ent~s. Los 
ingredi entoc. no usD.dos !=e> pur:dl:!n vendor por fuer,:>. a $ 9 
por ba1-i- i I. 

a. Cu2les ~on l~c V8riAblcF de decisión? 

b. Do la formulac10n dul modolo 

PEMEX m52cla un producto regular y uno prbmium con deo 
jngrpdient(~G. tiEpi:~nn y Oct~no. e~~€ }jtro de ,~~gttlni-

ostá compuGsto de !:"':;o~~ Ht:rit<·no:J y 50~~ Oct~no , y r:ad.::i. 
litro de prr.111i 1.1m el•· 11c:: ni:- HC'pt;<nc:• y 60:~ de Octmm • 
DurantF.:r este· pc:i~iorici d: rJ c"'.nr."?::·.Ci óan hz ... y e>:actD-ment~ 

200,CHY) litro: di? firpt.1:·ftt\ y 31G!000 lltro!? dE' Octvnn 
disponiblc;;s. Lo\; t1enr2f; ciC•>· pc·r J. i tro de produc:tc• 
¡•t;·guli~!" C1 prCU!iL1rn r;n f?~.tc rr;r;odD ~·!:. <4=r03 y $r04 por 
litro rospactlvamenlm. 

a. Formule el problem~ ne determinar laB cantidAdes da 
productos regular y premium como un programa lineal. 

b. Determine las cantid~nQG óptimas a producir sin el 
uso de una computadora. 

:;>. La Compania Hac.kensar:k EllendE'd Nhisl(ey importñ tres 
grados de ~~hiskey: Primero, escogido y Premium. De 
acuerdo a estos grados Ge pueden producir las siguientes 
dos marcas de ~~iskey con características asociadas: 

Scottish 
Cl~lb 

Jolrnny 
GolcJ 

ESPEClF ICACIONES 

No menos do 60X de 
Primoro¡ no mas de 
:!(>/. dt! F'rE'mi um 

No mas de 60% de 
Prer.li.un1; no menos 
de 15% de Primero 

PRECIO DE VENTA 
POR LITRO 

$ 6. FJ(l 

$ 5. 70 
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Los co~tos- y di s.peird b1 l i d5.dD~3 dr; 1 c1s trGt~ v1hi st~i C':.~ 1:n 
r.rud0 ~CJn~ 

UJSPDNIBILlDAD ESTA 
SEl·lr""" CN. m:. l ITPOS) COSTO POR l.i mo 

F'r· 1 fl!l.:I" C! 

Escogido 

Premium 

La compa~i~ de~n~ 

semana )' probrr ~i 

hnc:erl o asi. 

' 7. (>(> 

$ 5.00 

$ '1. 00 

mcn: i. mi= i:.r l os benef i e i os dn 
purxJc· ll!?·<'•- progr?.rn.1ci on l i nr?;1J 

e:,ta 
p~ra 

q, La Rufincri~ E~XO~f rrocc~;. d~~ ~l?E~t dif0r~ntos de 
pet1--óJ E'O crudo, vs·nt-i::ol ano y s¿;_u:ii t;: . .\ pZ1rü prociu.cir dos 
C:lRSE•S gP.ner-.:.lC?!7· cfr: ¡:>rtxlw-:tc.·:, Ligr-1-0 y r"f?!':·C'dO. 
Cual qL~i e¡·· a dE..~ 1 cC"_· crudc.~3 pU.€'dr:: "Et."" pra~E">SC•.do pCl'- r..l guno 
d& lo~ dos mod~~ cJc p1-rJceEa1njcntGr corto o rcptJlAr. rr1 
costo do procesami~nto y las cantidades pro~ucidas d~ 

tig1.:·rr.• C:• Pt:f.".¿tdc1 cJspcnd€· dr:l modo rlc· pr1.Jcr;1~.~rrd r:nt·o LIE-ñdr.r 
y dc:.l tipo do r.:rudo crnplei1do. Los co~to~ v~riD.n tv.nto 
por c:·J 01 .. 1 gt?n or. J r.1 ~. c1-udos i: orr:t.-i 2 tt-i':Vé ~- e.Ir Ji"':~· fOítflt":).t=:, 

de procesnmionto. l.as c~ract0rística~ rolQv~nto~ son 
r-e~:.1.tri1íú~.~:. r.·n J ¿: tf).bJ.2 d~ ~l)2jo. F'or e_icimplo~. cJ procr;~o 

corto convierte cada unidad d~ c:rudo veno=olano a .45 
Llnidadm:. tk rwotfucto U gP.ro, . 5::! uni. dr<dt:•!;. d¡J p1-oducto 
Pesado y .03 unidades de daspardic:io 

Por otr<.: pa1-t¡:, el crudo &Rudi t,~ cur~<?t<". $20 prn- L•.ni darJ 
mientra,;. qLte r;;l venezo1'1no vale> $19 por unid<.>.d. El 
proceso corto c:uesta t2.~C> por unidad procP.eadn, 
mientras que el regular, tiene un valor de $2.10 por 
unidad. EXXON pumde procesar 10,000 unidades de crudo 
por semana a una tasa regulnr. En cambio, cuando la 
refinoria trabaja con el proceso c:orto para toda la 
semana, puede procesar 13,000 unidades • 

La rRfinroria puede usar cualquier combinación de procP.so 
corto y regular en unn sem~na deda, 

Los val orP.E de: mercado respec:t i vo!:i de 1 os produr.to;,. 
Ligero y Pesado son 927 y $25 por unidad. Formul~ el 
probl 12ma de cie¡:i di r qLt!Í cantidad do:· cada crudo c:oropr·ar y 
que procoao utili:ar, como un programa lineal. Cuálea 
son las comprAE óptimas y lan d~cisicn~E do op~rac:ión?. 

5. Ld Compa~ia Purin~ manufactura dos productos, comida 
par·e péjRt"('~ )' co,nida pa1·~ p~rro~. La misma tienv doE 
doµ.:.rtamentos, cic1 mo;:clas y empacado. Los requerimir:::ntos 



c:n c¿.HJt. dt?p~-:trtam~nt.o ~ilrr1 m21.nuf¿.o::tn"""ar t.1.ni?. tonc•l ~d:t d~ 
L2d~ rrodu~to son: 

Ti~mp~ par Ton ~~ Hor~r 

MEZCLADO EMPAC~nn 

C:Cl!i:i e.Jo.: p¿l:- ,, Í' f~.J ¿:y e~..:~ :!5 J.O 

Comi d'\ pr1i .. ~· p~¡"¡-1:r:- 15 30 

Cci.r-n('.! 

Cada dop~rtamc~to tien~ di$ponible 8 l1oras 21 día. 

Lr-. cendcJ;, p¿•.re. p(OrTo C?s hc·c:ha con loe tri:·~ j ngn:-di.c>ntP.s: 
cz1rni:..:., h2.!'·in:.· de pescurJo y C':l""~:?,;:d. El .'llimr:nto par·a 
pi\Ji .. ro r.·:' lin:he con lo!'· trC?E. irogrrrJi <'ntt?s: g&1-mr.n, 
p1cdrJ moli<j~ y ceroJl. L~ descripción de ostos cinco 
mc:.\tc1- i ~J r?r~ r.:"~-;tt r:r.imr· t;~ CJUP.: 

. -· ~ -'· 1 :: n 600 

Hier in.:, rJc= :?(l 8 
., :-1 9(>0 

tri ge> 

Ccir-U:::!.l :_;. ~;o o t) 2(>0 

G~rmi=n 10 10 2 700 

Pi cdr <>. i) (> 3 l (>() 100 
molid.:i 

Los requerimientos de composición de los dos productos 
son como si gL\C?: 

REQUERIMIENTOS MININOS EN PORCENTAJES 

PROTEHlA CARBOHIDRATO MINERAi-ES ABRASIVOS Gl:::RMEN 

Comida pi ~:; 18 2 
póje.ro 

Comi el<: p/ ll 15 o 
perro 

La comida para ptdaro se VGndEJ a$ 750 la 
mitmtn~5 qw.o:· par a pcrr·., ti en P. un r.oslo d'"· 

10 

o 

toncladn, 
$ 98() ) u 
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tonElad C~~l debr ser· l~ compo~iciOn de le~ comjdn~ 
par<:< pl· i'li-t:· y ptTi-r:< y qu<· c?nt'i rt,-,d r.lv r:Gd.~ 1in,- drbc <:'rr· 
nianuf~c 1Jr~dn c~d~ dia?. 
¿ .• Lt.r rc'J1.11.:1i::ionc~ fc::·rh:·r~·Jr:r-. rec:iP-ntcr.:. {·ornr·nt.-:-.r1 lt
a~ign~c1ór) ~~~ o~;tudinnt~s a ~~ct1c)l2s. er; uno ciLlciad, dn 
ni¿•.nc;-,:-: qur 1t. cn11•F'n~ici(111 r~c:ic-::l clr· cttnlrp.11r~1·· i:.:-!::..r:t1clc1. r:t: 

DrH-o,:ifT1·:- r:_. 1 E:· compo~;ici ,~.¡¡ r-cH.:1 el ti(; li\ ciudtq:! Gntt=:ii ... r). 
L":c·n=id 1.~(·r c·I ct'l::C· de· lr~r:: ~ECL1r-Jas dv )t"":'. ciudt1d dr:-
Gr=::::nv~ 11 ~. l ~ cual puc:dr: sar con si clr:¡··rtd~ com'=' c:ompur:-·~t1:\ 

cjL· c11v_:o 1\1-r;¡:_~c cor1 lt:~r:. !:-lCJUJ12nte~~ crt.r2ctc-r-íEt·ic.~~~ 

(',F,Lf: F k1.c_·:: l Ui·I ~11 HOí< l l l'ti< 1 A 

., 
,_ • l•() 

l , ;~oo 
91)(1 

l '71'>(1 
~~, 000 

'" • <;c.> ~\ ~~'ºº 

L0 ch ~P~··.J r. J bn 
escu~l <.• pL1::::id ...... 
:.;u pco1· r~ r-nt.r· 

[.:,jnci 

n.~n~JadP r~r~ G1-R~nvjlJ1-; ~!- r:uc UnR 
tnnc;~ n1 m~s dn 75 par cio11to r1i m~no~ do 
rfr:. r!2i.1-lct.tlr> ndn1:-1r1t.t:~1-ii::-,~ Fr1 C.•rr.•c-nviJlc 

CAPACIDl'.'1D 

1-'c•C .~11 c1n ta r 
Pi G·i'""ro;-1 

.:;, 900 
::>, 1 (l(l 
:~:i 100 

--------------------------·---
El objetivo os o! de d1seíler una asignación de 
e~tudi~ritcs 2 lnn ~~cuE·l~s de rnanEr~ qu~ 5C pern1anozca 
dentro do la capacidad de cada escuela y so satisfagan 
lu& rcstriccioncs de composición mientras quo se 
minfmiz? la d1stanc1a recorrida por loa estudiantes, Las 
diE.tv.r1c1ar-.; y l'.i 1 C1 mi:::tt-os c-ntrc ~re-ar:- y esCL\fZ•lc.s :.on: 

(.\f<l:A 
ESCUELA 2 3 4 5 

------· 
l:!ond 2.7 1. 4 2.4 1. 1 o " ·" 
Poce.t1ont ar,: o. :; o ., . , 2.9 o.s l. 9 

Pi en-on l. 6 2.0 o. 1 1. 3 2.2 
-------------
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t::~ii:t:-: lt.i. c:i:indici':•r1 v.ciicion;:·l 1Jf? qu!:? nl n9.'1n i::r:tttrH ,3ntQ 
!!t:t.~ tt-t~.snpr:n-tt~\d 1;1 mi:tr_, cit:'· L~ó lf:i J ómr.tror;.. Fnr..1.\c·nl r"c t:J 
rinmc·ro ciE o~:;tu<Ji é:.ntos riu~:· dr:.:br.;n s0r· :tc::.i gn2dn:·. :•. C.-).':Í.:( 

o~::.CLtC'it?; rh:·~:n'c Cc\d~t ~:rc:.~· ~ (.':~;1 .. lHt·_·1 qur: r.1t¿"!lqLd(:r· ~~:~·tipc• dr:· 
G~tud1wnt 1.::s ti::· l'íi t-.i---1::.-:-~ t:...i:--nr: l.:< mism:l m:.-:~ci;:, t-tnic;.1. qiq:: 
cJ ¿rei' comp1c1.,~. 

7~ llr1 gr({njcr·c· c~:t(: c:ri .. :u·1dr:i c:crd~.':: p~~rr:: v{-:-r1ri{""'1· rn r.1 
mr-rc2.do y d•?~.f~~-:1. d0tr:rr1 1 :;_n~!I'" J.;-. C:·:H1t-ideci c.i~ Jo~; t:ipns 
di GpL1n:i ti] t·~·- clr~ nl i mr:nto c;ui:· .-Jr'l··c di:::r· ;;. c:t:\dt~ ,,n). mt¡J ptll .. ? 

.\lentir cierto~ rr.?qu·~ri1rdr:::·nt0-::: nutric1ont:de~!- r:i cos·to 
mín).mo, Lc,r-. •.1ntdt."1-ciE·~';" clt:: c..:--{riz-: l ipn dr" i n~rridi.c-ntt::• 
nutrici0nel básico, cont:~niri~ ~n L1n~ Jibr& de c~d~ tipo 
de ¿d.lmc:-~ntc··~ c:.~tz. Mtn.!1:. en lt1 r-;i.guir:-nt.c i..:.bJt1 jtinto Ct.'n lor: 
r'=qvr:;rimi~íl'tr:i~. nutric:lor1r:.lr::-t.:: \' los ci:-1stc:15 do los 

r NGREU 1 ;:r·; ff 
NUTh 1 C ! Dt·I(·::. 

L D~ DE 
Mr:.r :·: 

l.[t, Dt-: LE<. DE 
l''RAS0S f',LFN Fr·\ 

l.ltU nr1nEs HEQUEt.: I
D0.'; P(lr< D J F'1 

C2r boh j d1 · e.1 o~· 
f-Jroteín? 8 

/] 

6 
Vi tami nf'.r 
Ca~to 
(Ccnt;e.vc·~ l l ¡.,. 

FormtlJ•:. ·y· r~::ur·l"/~-. o.1 prog¡··ar:1~1 lin~_:¿:~:.il ci:-·:· 

proL•lt:Wd. 

8. f\i c:o-riG r·~:. 1Jnr. r:omp.riríi 0 f r"1-t j j :<. :• ~Msr· ·-::: i;tF'r·m.~·n? qt tr: 
juGt~mente ha rGcib1do LJn contr~t~ p2r~ p1·oporcion2r 
1(>?.00(1 tr:inc·l f.~df-.:r. df~ { cti 1 i z¿.-nlr:~. ~---1~.:--; '.:?. L:~ r C·i'1;·::.r~·, r.j·. :•,.-¡ 

garantiz~~a do esto fertili~Ant~ e~ (pcr· p~eD> Q} m~no? 

dr. ~;~~ d<:;- nitrógt~nei,: 12;·;. e.Ir.· ft. 1: fr:-r·r. y l~": 1.:~-=-- pc.·:·.~.-::ir,, 

EstE:i fer-til.\z¿l;nti; pu1.?d2 ~~r.:-¡·· m~·:=:cl~r.~c· ct:in Ci.!i'Jqui!::tJ .. 

comb1nacl.ón d{.' if?'\3 f!it!.tsriar- rrl.fr1 ;:!'..~ df:•f!f:rit.;H- f'?!l 10 "l'.r?ibl'Y 
!:li CJUJ Gr1tr?~ 

M•YiFíiJI.' 
f-·Ril·i» 

PFr:c I () MUMD I i'L I 
?.1"11 ·¡ P~JFF:"f-!l: :~FDSFiJpci ~·:~'GTf-.S' i D 1 Ol'IEl_f.'1DA 

r.r; 
SP 
e~· 

.8~i 

~::=;o o o 190 Dt'"! 
'iO !~. lf1(l Dt1 

-· '1 ~,..... 

... J 

!. :'. j'.' ~··1 :; N1 

Fi.cP·-r-ti:.o 1- :• cnr' ru1 .;.:] mr~ci:·n !:,no 'l-fW! <i1:- SF' ; ~;> c:u;-$.J. sr-: cr0 1:r·1-~·1 

antc·=3 pot· 2:.::>) Pm•"ic1n, r'.j.c.r:·--f'¡;::; l:j,_;rF:· t 1 r: i'.cu•::Tdc· ::. .. t.r:rmin 1:· 

J ·~rgo COI! f'} r.:-i:-.l~:1--111?.P':~l1-*i"•!"ifi; f-.1~ /:. 
co,u;-ir.::.¡- ,_:, ::--~:-· ;·;: '.:·'::. t:c11t1bjn3d 1:. 
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i: ¡ ¡/:'. 

1.:·•;1,,,\ 

; \.-· . ~ n. 

di:: ¡1rni r·j !• 

tr.;.:t1r_:.~ 

p ~-c:it r:-; ,-, 
!'Tt'Z<: C j ·., 

( í:º ~ . ¡J. 
r::omb .:~¡- .._: .:1.d c.::: 
·/ r:.:1 

'·'!'<'.;C. r:~]}}nq CtW··;--·;··;:-, fi:·:\"' t¡-11.l;"¡ ')11'."'')i:"i 

n1.·~:i-:. rn rlr:·~· prc.i1:1. 1:.1r::·t r;n.-:l1-r .-·;i··-f..>-ri 

·' ;··-·~:r:11·.r ~-: qu"'..- F~1~:t-G¡·-c·1 ~J-rir:7·· ,-:•.~ nir_ ... no:; :?~~!~'. 

· c···~·¡-,t~: ~~llC· f 'I f."~uj L.! f,~1-ci r.ir.b;-. i:cnc·r f:} 

~ n· ~~; tr·igo cor1tjar1~1~ 1 ~·'y 3.8~ d~ 
!'"(··¡· 1 -::<.·jv~-,!1•r·11l·r·. l.•;' f)rmr.; puc~c.lt: cnrnp1-·:'r y 

1 .' pl "'·,t·:> (',llisT:= (A) o r:n l ~· pl :int?. O,-,.rtel so 
¡···c·ci1•c:tP':. rnr:-cJ :~.dO'."' c.fct1cn rn-tc•ncr."i;, t:..c·r 

? ~J~·~ l~odcga~ d~ la firm0, Lino nn ~arJyl~ ce> 
.-·1 ;>·1r:ij ,-;¡n!:·,_,j 1 Je \D). Lo~.- r.r.r:tns 1""c:tu¡-1] cr: pr.11-

r 

~· .. :.~i ~ ¡ .~ t~. n 
Tr- .1 9i:-. j 1.:;. n JL"1 

Le·~ cr-~tr::1:-: r:r -J. ,-.-.n~rc-·1-tr· pr.: busheJ t:'.'·ntrr Ji?'.. rl-~nt .. ~r- ~,. 

lon d0p~sito~ ~on1 

QUI !·:--r:.:nr.i 

r.J .f·1(1Cf~!1".S 

C D 
---,-·-·---·---·--· -·-·--·-r---------------. 

' () j 3 .t:'"' ~:; . ~;o 
F'LAt.rrl':[: 1 

:_", • (F) ~C' . ' .... D j 4. 00 1. 90 

Lé:i fi rm~-:;. d~b::- ~i?tisf?.t:~·r l c?.t= ds-mc:ndar::: !:1 gu; entc.r. (r:n 
bushclsJ de J2s s~lidas dQ 105 depósitos: 

PF"<ODUCTO 

D!.:':~OS I To __ =t!AST-G~---=-~~~=~~'=--
C 1,000 3,000 
D 4 , 000 6, 000 

----·-----
Formulo un mGdelo de programación lineal para lat 
dc;·to1-min2.ción rh? Jai:-. d<=r.i,..ic·nes dr-:· adql'.isici.ón, mo;:cl.:> y 
embarque. 

,._.,~ .. 
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l ! . 5 .. PLANEAC ION MUL TI PER IOTH CA OETERM IN I STJ CA 

l ''""!r' rlr- 1 o: u:·r:-~ ¡...~r- i l'J'IDC"'i-tl71ntr·r: r'~ J. e>: ProrJr"?.mMc:1 On l. :i nP.Bl P5 

1:- Plenr>?ci!'>ri M••ltir>':'riorJic'-1. L-'l rneyor pi>rt!? e!<? loo;, prab!ernas 
h~.:t~ ~~11.í v;Ftrir:- ~r:iri P~f'."'nc:irdmPntr fir ttn soJo pf"riorlP. L~s 

fr.:irmuJ::;r.ionC?S tj!:"nf"'n Pn? rnpri::i~~ntrt:ión C:t'lm,, C::i 1?.S dP.C:iSiOnP.S 
e::-;¡ unr.i ft.\r.r.?.r< rle>ri v;:•rl-:=i.: de d!?c~ r:l rinr-i!: f:"n ~ nt.crv.:tl os fut1.1ro:-.,. 
C~mt.u:rrr.:ntc., ~in r::rnb~rCJi:i" ~; t:n prf"ld1.tcc-• mtts. dr un cj ~rtn 
pr~dl1r:t.n rlr J n ~L•.~ :.-.r:- rC"qt1i r.rr.~ c~,'l prridur:c:i ón ci>~trr:: no ~.~r~ 

in~ti l ~i~rdr:i ~m~lQ2d~ r1-ob2blernonte er la siguiente etnpa. 

Esa~ int~r2c~i~,~~r rntrc· p~1-iodos pu~d~n f~cjlm~nte 

rcpr~~~nt~rs~ con mGdcJr:i~ do progrDm~ción lineal. En efecto~ 
Jon rn~~·or~~ proLllrm~~ cncontr·arloF ~n lP rrárticp ~on modelos 
nn•J.tiperir•dicoo;, En P.Str, c,~pítL•lo no.,; r!:?ft?rjrémos el modelo 
multipr-:1-j<1dicc1 r.omr.i mndr:-Jr.• Oint~.rn;cr.·. 

L~~ intnr~ccjon~s intcrpr~i6dic2s g~ner~lm~nte s~ tom~n en 
r.1_1cntt..:, en r1-~~1'.C~tn'."Ci Qn Ji nr·~-:J , rr:1- rr.·rfi O r:ir:· J fl i n+-rr.trh).rr.; ~n 
de· varie.bl12s '1':? di::?ci~,jón rl:: il""vr:inti!rio. DichD:r:: ,,.f'.!""it!.b~P.5 
11 C'nC:rt~JG"í1Pn 11 rr:r-; r.·d~~· t•dv?r:Pntei:.=,, Por ~_Íf"O'!pl o, ~··rrnga qu~ 

tPn~mo~ ~ólo '-'~~ ~osihiJidPd rl~ M~cídir en c~rl~ t•no d~ Pll0~, 
corn~ pt.tti) r1-~ r--rr r.u:"•'ltf'."1 rrrniuci r- rt,., 11!""1 rrnrlitrto .. A J? v~r; 8hl r:"" 

qt\L? rr:-pt'"'".1G~nt? lo ?r'"!t'?rj 11:- ] ~ J l 2m;ir-,-,mo~ p J. Adrm~-\= !lt st.tpr.ir,g,~ 

Ottc se tien~n cont~Pt0s ~~r~ vpn~Pr c~ntidadP~ c~nocirlns dJ 1 

~~· r::ii:.t:G pr-odu::to F.'>íl ~1 n~·r ! f'ljo j. Se dr:f; T"'? Ji) '18rl vbl e dP. 
dccj~j~n l~ rcm~ l~ rpnt5M~~ dr jnv~~tpri~ ~o~rPnte ?l fin?l 

del r~ríDda J~ ne act~rrMo ~ ~s1·~ ronvPnsión ~' inv~ntprj~ 

inici<'l en C?l l'.l"ríod<:' l?S I.1-" L." forrn•.tl<1ción d<:> 
progr~m~ciO~ Jin~~J co~t~ndr~ ertonc~s restricciones d~ 

r?qt•ílibriD l"n Ci?.d,•. [lC"riodo del tinD "fur•nt.es ri!" prodt•r.tr.i = 
uso~ de prodttcto". P2ra un segundo periodo le.s fuente!;: dPl 
;:>r(:'riucto !;r.>n: c;-J invonti'.1-i o i ni.ci '°'l J., )' l « prorl••cci on t'n Col 
l)i:?r 1 odo, P2. Los usos dP.l producto san: J. a dem1:>nda d.,,,, y el 
invl?ntarir.i al final rlol pPríodo, In. Por Pjl?rnplo, si d~•bO y 
c:!~=40, ontoncos la rt?strición para el periodo 2 es: 

I 1 ~, F',, 60 

l.a restricción parn ol periodo 3 es: 

12 + p~ - 1~ = 40 

note cerno I~ encad~n~, esto e~~ ap?rec~ ~n las restricciones ? 
y 3 .. 

En ;:J gtmos r1-ohl orno>!' r."1 f 1 tijr.> nP.to dD S•Jl i r.lri no !"!'· l?l: ?.et arnt?nt,.,. 
iguc>l ".11 +! t•jr.> d<? entrad e. p;:irs el o;;igui E'nte per1 oc:!o. Po:
ojt?mpJ o, ~! rl producto os RfDr.tivr.i, t?ntcncDs unp dr Ji'.s 



\'t·ri .~·.bl i:-:'7'· fir
.:.:t'~-t~"I pl ·:"::"t• 

>'.:ni_ ·-·)i'"'r.·r:1·...,-· :-1 

c-n-:.:~.d':"'nr:i.rni Critr::. r.n,,...ri~ r:rir- r;r;rjj: 

~·~r· r.~rf~ ~~l~r rrrr+~rl~ ~~ 

~r:-:,.. í t"Jd~ ::í r:r,r 1 ~-~ .. ~\ ':"j 1 :1 t-~-~."'I 

9
., 
··-' 

!')r"' Qt;.+ ,~MQ í?r'! 

r.1 pi:;;; nrlr:l 

di? ;_ptnr('"l5 ~13 

nj 

r"c~·- nh-·:-i Jt ... dnr i:-5 cJ rrr1riurtr.i m.~nn dn r·bt'"r"' ,,.. t:p tl,....n0 t.t.n,~1 tr-~!~ 

ci~· d·""?C::'r:~r:i.Q~. d:-:: tr)~'. ro: pi:-?:-ior.:IG~ ~'1tonCP.~., J..::~.$ dC'I~ 

r~l""'.'~ 1-j:.,..)nnc·r-" .:ntr-;-¡-;iQror~ ptt0dr•r¡ f'""•~l:''Tibj:~r-:· r.omO! 

.90T 1 + P-:: 

• 90J ::.· ·1- F',, 

En ~st~ c~~o, P 1 F~ el 
!'.°'~r í ,.v!~ i . 

I ·.:: 

40 

::i ci11j r-r:tr f"'j~rnr1 \l rrr.1rrn-~; f"'r~r~ 11n2 ; ] t1~tr¡1.r:j tin r-:.impl; ficr.trh~ 
P'""l ~o'ri ;.">""Od11.r:tr::i. ~n 1.1,.,? t::i tv.>?i:-1 óri dP. pl ~neacj ón 

Un Probl eme Di némi co de> Prod~t::c:i ón 

Cr~r1':".'l ry .... !-!:Om0~ ::i.h12:,..,':°' ''n rrahl l.:"mr r:rr r:il ª"'="' 
rlt~1""1 c1.-' rr".""lrit1i:-c)(l11 rt~-.r.:- \':~t"")D!- t"H:t-iC:rfif."I!::. 

com::i:~i-j 7•. rw·n.oj1 1rr:-- t'n ;lrtí t:t.•J. o 1=l'Y~ r:fem::l:ric1tii 
cu~t~~ +~jrnn~trQ~ s~ rrpvp~ q1Jr ~~~: 

s~ qui~rP probar un 
C'Dnr:.f:'r:Uti Vr:r~~~ 1.Jn,~ 

p~ra los sigYiPntos 

Invit"rno 

50 60 

Suroninndo qur toda la demandR se tiene que satisfacPr, 
m:i st.Em dos pol í ti ci:ls e>: tremas que pueden seguirse. 

i.'< > - Qu,,. le. dem?.nda y Ja produce] ón !"".!" !?C]Pi Ji bren para qtH? no 
haya inventarios 

b>- QUE' r.l invE>nti.'<rir., r>bsorvi'\ li'ls ve.ri?r.iones dr: la demRndr> y 
oue se produ=cn a una tasa constante de 40 unidadea por 
fH'"'!""; !':Ir'~ 

F'n!- ritr.: part.P m:i. st'? un cc•sto ar.oc:i. <'Ido con el. manejo de 
Jnu2nt.2rio y un costo ?sociado con el nivel de producción, de 
t2J torm~ ~uc ~~ rt18de rsn~r~r qu~ una politjc~ de co~to 

mínimo ~s prcbabln que sen una combinación de al y b). 

Pare?. p:tlp(·r«itc)r: contRblf!r-... la comp?ñfr.i. r:-~.tima qt.t~ t:>'l ce.mb;~ 

dol nh•c•l de p1-oducci on ele un período .-.1 siguiente tiene un 
c:ostn dr· ~5(>(1 poi- t•ni rli':d, Esos. r.r:>stos frt?cu1?nt.ement.r son 
llamada3 do contr3tación y despido. También se ha estimedo qui" 
los cnst~~ do ln,~nt2ri~ pueden est.im~rm~ con precisión 
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f-1::~'?1'.':Pdt".· 1.1.n C.:'!""90 d'J' 'f•A(JO ra"" C"'~r:J.-., '·'fl:!.d:i.d rl~ inv0ntr':\ri~ r:tl 
f1:Hd dr-· un rE'rjr.1~11'."1~ El irtvr.-rd·.2'.lf'J lniri,-;¡.J r-:. cc:rf"' v r.l njvr.) 

G~ t:·!-riri1_tc:r.:i i:'•r; ~ct.u:".\J !"':!".' ri'E f;~~ 1.ir11 Mi'.\r!r:os pa 1- tri mr::~tr~· .. r:cimo 
!~t.'i!ll.) r:··i t~1 r=r, pi rlr.., td fj n~~J rfcJ i:,1 tj m0 i ri rrrri:-+rr-- ~,r- rr-·orr>!=,_, t>:l 

niv~l d~ f1i-~cl1Jccic~n inici~l~ 

~3i;. f:'ll':·'df: ,-,t!O!"r> ~;;Ji:-t.tl("'.r tp.1r ... Jtt rf)lji-_jc-:i ('I,..., n(-. jrf"""!'1~'.Pr;ri ti(:ll'1f:"t 

•.tn ca~;to ri~ ... '::;(H)~.<~c.¡ + 10 + 20 -i- 10 -i- ~.) ~ "''1r).,noo. El ':".tJ5tt:t dP 

1.•nrl polft1r:~ ci'.' .. prr·rl••cc·i~P r:nn:-+.-.nt~-· r:-ir:- ~8r>01't('.;:~O +:;;o+ 20 -t· 
o) ::: cr-56' (1r:1n 

Finc~lmr'id:c!'. pnci•r!1~·1r- ':"TlC'("lntrc--r unt:'. poJ;t-;ca o~ mínjmo r:o5to 
formttl2.ndr:: L·l r~ot:!~m~ r:;:n prr.1';ir~m~C".ifln lint-';)l, y t'"'t'!~OlVP.rlo. 

P?r~ ~~to. ~onvjr•nP d~fjnir R J1 com0 el jnv~nt~rio ~ dj~p~ner 

e>) fini:'J dr::J rro•";".">dl'.'• :i ,para i=!, '.'.?, 3, !)., Pt lil prc:>d1.t.cción !:>rl 

r:,1 pr.ricd0 i. 1-': "n, h'-1cia nrrib2 y h~cia ;ibajo en la 
rrc>~ucr.IOn, d~J pC'rlodn i-1 al periodo j. Si ~~ quiere 
minimi:ar ~J cni:-~o por ~Ro entnncms se tiena qun minimi~~r le 
~un~ d~ l~~ rnsi·or d~ jnv~nt~rio: 

$800 

mt\r: 

$500 
$500 

I 1 + ~80n J._. + ~80fl !.:. ~- 'f80(1 r,, 

lr,r; r:r.·t?t Pi:' rlr-· (:,":¡tf!b; ~ rtr rrr:•M11t:r.I ón: 

u, + $50() 11.,., ,_ 
$~()!) u.,, + 't5r)() u,, + 

[\ 1 ~- $~4(1('. j):. ~ 4. <r~;on Ll·.o + ~~íOO u,,. 

~'" - D~· J :') f or'!'1ul ·•'::'i ('in n~r ~ el r:il~IJ. en qur? l ns costo:. dr., 
r.c:intr.;i.tr-r-i.i:1n v dro-r;pldo~ cu~nrlCt h~y Pn carnblr.i ci~ 

produc:c.i~·íl~ ~.:~~1 C:E:\rt:•. Pueds pr~d~cir lt:t r'i=?~pu!?st~'-? 

b. - Surrmr;F· r.1•.•r.' str lo sn ti r.nr.n r:ost.os pr:>r ;. nr:rP.m!".'nto v:n 
la producción ,r.sto es se tienen costos por contratación 
do por~on~l; dA lA fDrmulación. 

c. - Dé 12 formul nci ón y solución cuando todo~ 1 o;: costos 
son como se describieron originalmente. 

FormulaciOn y SolL1ciOn 

Todo probl em<1 mul ti fH:r; ódi co tcmdrá Wh~ rp,stri cci ón de 
"balance de m•:\terir,J" o "fuemte~. = vscs" O?'"ª cada producto en 
cada pariodo. La formR usual do csem restricciones en palabra~ 
es: 

inv12nt<1rio iniciñl + prorh1r.r.ión - inventi11"i.o final -· deme.nda 

y algmbraicamonto 

P1 - J.1 = LO 

I1 + P,, I::: 30 

I,., + P". 



Nntr. f?tlf· J,, 
1-r.~tr·i c:c j c~n{?:-... 

y Ic1 nD ~r~;··ecPn ~n 

yt:Y. t1'-'t:' r~ i P"l .. i?t.~:-..; ... , 

},~ prjmnr~· 

jr¡i "":''i !"l' ,, 

97 

V ,·,~ + i fT•.:" 

fi nr:.-i i::r-. 

Sj )? {c·,-m'-112.C)ón :-::· 1-(?'~ll["-~\'f'· rir:..' (":·~~:~ !ifr~r1r-r-~~ nt:• r?):;~t.r· nr'?rit"l 
qu;: .c.or-r.r. ."':• 111 ... o,, r::·f:C:. 11 qu~ r;e:'."?ri ff .. ""lyt:"lre?!?' qut°l t::QrCJ .. Por In 
i:;-r-1tr:-. );} ~["'l]tirj.~¡fl ~r·~~·· ti.ne? rriJ.ltjr::~ df.'! rr(')dU!:Cil'ln ~.rn-2 r.Dn 

P, = ~~, P~ ~ 30, P~ = 50, P~ = 60~ Esto palític~ implic~ un 
i n-:::i-C?mr-:·11t<:> rJc rwoducci. i'ri e>l f i nPJ dr· c21:lt: rc·1-i <:>no IC)~C:l?pto t'~l 

(1J.timo. Esto '?:l"Jit?r-r: qu~ u.no form:::i de: for::¿ir·· ~ U 1 !' u~, U::, U .. , 
.. ~ qur-· tom1:'n vnl c:ro=. ~prori c:.dtis :::::: ~di ci nn:.:r:d':"'t 1 ..-~s si ~td r:ntr'n 
r !.? ~.t. r i e r: j Cln i:-- %' :, 

1_1,. ' C• 
; :..~: p·J. 

u~. ;~ P,,. Po· 

u .. .:~ P,1 p._, 

D~ mt'ncr;-- rir-1:.J oqt~. r_i;->rr, ! (°"r"! rlr;r.rrrt!r:r;tr.rr-: rJ.-. rrnrl11~~í ~n ~~ ti C?nr-. 
~J ~.;ri•i:i1?ntr.. r.ort.i'.PitCl dr:? r.rzi~tricr.i~n~c:~ 

f..l. _.., :,~. - F1 

[)._. '· P, P ... 

D.·. " r.-,, - P:-

D.., .'. F'-.- P,, 

F·~r-? ; ncrrrritir-;"r J t'!: r.r.tnr:fj ci l'.'tn rl~ qnr-- ~J ni vt?J rl::- rr!'dur.c; (tn 

rE?ryr-~~t:', ? ~-:; _::,l fin~! d'Z?l t.rjm~c:+r~ d~ in'.r;_orno~ (~dic:ionÑrE?mo~ 

l ?S "?ri ?.h l ~~ ll::. ~· l>~, rP~r- ml?d'i. r 1 or:: r:ambi o~ il.J f; n d~ éste,, 
L.o ql1~ ~~ logra con l~s restricciones: 

~~-

··' ·' 

!?!:to complc-ti'.' JA formul?.ción. Ctt.=.ndr> ee resuelve, nos l.1C?V'1 2 
uno polltica mi~t2 con 

H<<Y que? nc:•t•?i- qt•e l Ll formul aci. ón puodl'I si mpl i ficar se de una 
con 12 rostricciones a uria con sólo 8. La observación clave es 
que dos r~~tric:cionC?s comer 
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El i'l"l]l!m~r>tn E'- mi'>~ r·connrr•j C('l !11'P i'.l IJP.brt-; c::o. EJ i'>rr¡•Jm"'lto ce>n 
Lli1:~ tt ritr.:; fnrm11.l ~.~j tin PS for=¿?r A U-;: = P-:;o: - P1. i:-.i P":! - P 1. 2. O 

D~ = P 1 -- F'-'.._,: :?i P 1 - p . .:? :..,. o. CC'ln ~rgumP.nto~ '?con6mica~ ~i:::t 

f1'1C··:i'7="· r.:.t.¿-b!r.cc·r f1PC' r:-n 1-="t ~0Jt.1cj(ln <'1rtimt~ i::.p 0nr.n~tr-1ir~ qtt~ t? 

.1!'"1 tni''~ ti_~ y !:'i_: o:on > ('~~r:"n .tmbo~ farmulr1~ir:-inr.:ir:;. s; U::? y D~ 
::r.ir! ) (l '=:,!"1 J ~- ::-~·~'·'nd¡.· formul ~L;. <'·n r,ntonc:f)!? •::trnbr~r: pU!:"'t1t"n 

rodt1 rir~~ po·- 1_1n~ i::rintid~~d igual y os~l rr.duC":ir su~ co!-;toi;;. siri 
\'i ci] e~- n; nnt1nt~ r-r.·:-~ri cr.:i 0n 

] e: 

M ! t·I R(i::1 e 1 ,,_ f'(lrl J,.., + 8(>0 13 ~· 500 u l + :'°•(IO U:? + !';on ll3 
-t· ~n,.-, 1. l"i -t- ~r)n P 1 + ~no D? + 500 1)3 -f· ~00 04 -i· 500 U~ + 
5on D~~: 

r:ujr:t~ ~ 

~) ] 1 + F'1 ~ln 

::i .(J I7 + P'? 0~) 

-~) 1? I~ + P~J c,n 

5> n + P.!J 6(> 

6) t.11. !.ll F') -!":~~'i 

7) U2 t)'? ·~ PJ F''.? o 
8) '- '~~ rr·=' + P2 F'3 (> 
Q) [14 !)~ + P3 - pa o 
1 (>) U5 n~ + P4 ~¡5 

END 

~-t:il uc: i l'.'in f::~: 

VALOR DE 1-A FUNCIO~! OBJETIVO 

J) 38 000 

Vf:lf{ I 0.BL F. llALOf" COSTO REDUCIDO 

I1 5. 0000 0.0000 
I :'' o. 000(> 700.0000 
13 5.0000 0.0000 
Ul 0.000(> 000, 0000 
U2 0.0000 J OO. 0000 
U3 :.~o. 0000 0.0000 
1_14 o. 000(1 o.nooo 
Dl 30.0000 0.0000 
D2 (1, 0(H)(l 900.0000 
D~( o, 000(> 000,0000 
D4 o.ooc:o 000.0000 
Pl 25.0000 0.0000 



r--:: ~5. r)níH) 0.0000 
1""'; ~1~1 ,. fl(l(H) f). (H)(ln 

L!~· O. r)(>O(l 800. fl(l(ll~ 
[·~. (1, 000(' ;?(H). (H')f)O 

P<l ':-:~:1 1 (H)f)(l l). (H)(H) 

F:i:!~'GLut·' HD! .F:!Jh'(..\ PPF.CIOS fll l(lf ES 

2~ 0. 00(11] 900.0(J()(l 
3) (J. '1(>')0 1 on. 0000 
-'!) 0.0000 º·ºººº ~i) O, (l(l(H) -f.-1(>0, (H)01') 

!,) ri, O(l(11) 500.0000 
7) (),. (J(>(H) -'! on. oon(1 
8.l n. 000r:1 -5f)(l 0 f)!)(H) 

9) (), (1(H)f) -?d)f) • l')Qf)0 

10> f), ()()("'') :-";()(). 000(> 

Le~ poJit:ir:r-. m]~'.+.":' ~·:trd-:dcr.,rl.:--

1 inl2'D.l 0t;: d~ <V"' f"'-')0 ~ r.., 1:'!~1 

nnlítir.i". rur~·. 

por l? ~olt~~j~n del 
~~ ~ás ~c~n6mica qtJ~ 

prt'r]rtlm? 

1 ~ rrn_ir.-1"' 

Prr.rtilr?m~::: muJ t.; rc-rj tii:-!; :.~·... m~'. ri::--::·) ~ ~~t-"?r ;_ nvnl ur:r . ..,ri rn~:: dP. ttn 
prod1.1i:ta. En !"'1} sin11;r:··Ti+-r- r._l~t:ir,}ci ~i:: rl-? ttn pv:~t:'l ~:iri.'Jjdo V sor 
m~E rc}j~ta~ C~n~jd~1-n~rl~ vrrio~ r~ocitt~tD~. 

Problema de Inventa<ia 

Los prod!•:.tc:ir: pri ni:~ r.:-J ,::~: rle 1 P z:7r.tf!'!rh~ñ,- t~ LP 5cin J Cl:-. cr1m!"tH~~t.r.i~ 

químicos Amida y Ni•r-iJ0, L~ dPmendD PA.-e estos dos productos 
es e~.tar.ion~J. P?r-é'. rropó~ito~ rlr plr:tnf:'?r:lt'ln~ JP comr?;ií~ 

utiliz~ la siglti~nt~ jn~~rm~cion d~ l~ demanda trimestral 02r? 
los sigui~ntr.~ "~º~· 

DEMl'.\ND0 EN m LES DE GALONES 

AM!DE NITRIL.E 

Primsvr.r<> 7.(l 20 
l,/.7¡-€1;-'!t:"! 3(> 50 
Ot~~¡c:; 5t) 00 
Invierno 6r, 60 

Esonci~lmcnt~ se tj~nQn tr~~ e~tr~t~gias p~r~ Eatisf~cpr la$ 
fluctuaciones de ID dem~ndA: 

1.- Producir 2 un,.:_ +~e~~¡· fljt~ y llt;Ji=~r invr.ni.:~rio~ r<~r?. 

2.bsorvr:;r 12.c:. fl !H:i-L'D.ci onr?"; de; 1 a demand21. 

2.- El tie>mro i::·~:tr-;: ''Arí.-. p-"re Pnfrc-nt?r les flttr.t.u.:>cion!?!;: dC' 
la demDnd~ 1ni~ntr~~ n~ E~ lleva invent~rio. 



·-·· L~:o r..-,rt.)t::id.-:.t1 vr:ir! :-i mirntro?.s miantrf.\S no~'? l l "."'•'l.;:\,.,, 
ir1vrinttq-;n rr.1- )-:-• n1_q-:. nri r-:r:· rrr:pt'lG·rr-: i:jrmrn r-:·•+1-.~. 

j()(l 

~-.C:•t; r.'f:•!""tD~: cic j rp•rpi:.--,:j r.·~ :1\f~·-~:-:~11-~.ir ~· 1 r·t:-nr:rc,. .. tr:-- ':°r' f"·~tlr,')::if'"! 

r.-r '7·8 ¡-:it::r ('(":t) q_-.}f"1nr:i:_:: r_t.- r.mjdr-- .:-.J f;nt~J Ó':"' c:~d:. +-rjm?~trr-:- y 
e:~ ~9L'.::-::J fr·r··p,.-_ r:L· '1"~' r·-r·- .1 nnn (l·?1"."'l,..,:- dr. Ni.i:':j}D 

C~ 1j.-. r::-odt1Ctf". di.t'.lr: r:< .... QC.f'.''"" -:r~"'"- ~f'"I } t:'lt;; rJr:a~. f"'lr:i nr-i í1AJ '?~ 
d~r~r+Gm~n1·~r Me 1~ ro~D~ITir~ ~ir~Mo ~et~s d~ Prer~rc~j~~ ~1 

Tr:¡-mi. nr:.r!r.-. p.:i~.. f"H)!) S-"'l ori~·:: ryry 0rni rlr- =Q rP.qt•j rirr .. 11ne hor.=t dr:? 
p•-c;r:c:·.:-;.'i!; rF""'ftr· r.; r'.'ftri.-- uri~ rfr, J or. rtt=in~r't.:>mPntor::. rl'? Prr--r-~ ... t~r:i ón 
.,. T:.rrrdni"do. S:::ri r.0rr1hi·~ r.t:"d=- 1')tJt) 9.:.·l"."n~s dr:i- Nitr:lJri r=?qui~ren 
d~ Uf'~ h~r.:• r:l J , .... Prr.~..,r~c'i &'"' ~· 1 e¡ t°1r1r~~ P.n r--J Tr:·rmj n.:dr.i. 

Pr-rr:i;--.~r.i (1 '.1 \' Tr:-í'l'd n~~di;""t \-t"lf' rlr ~~ ':-' ~2. ~10, rP.r:.pr:r:ti Vc"VT11?ritr-r C1 
~~ ~r-!'"'r.r;ci ?. del tj r::mpG ~·'~tr-.-, oti~ r:H~ rl'?' cr.4. 5n y 3. 50. por ht'lr~. 

F"J t1r-:;-mr:ic• rr\)U)~r r;.jr.mrrr- !=t? r1-r.•+f"'r-i,-,"':. t'J +iPlT!r"ID ~~·tr~ v,~ (!UP 

~11 t:ci~+n i;:r:: rrir~nci:~ ~in rrrb~'"lr-r_:ir:"., r..l c.:imhi~r !"'1 +1~m.1·"1r:t r1;1'?1_1)pr 

r:f.~~ !!< rn-:.>r·f cirJr .. -. n-':1-'.• rn:-~11 t :-: i ndrr:r-·,..,!:tl ri ~ 1 .-:. 0"'.' i ri•1("l] Pr:r;- } p 

i~-~·jn~ ~r~hl~~~~ ~~" 1~ c~~tr~t~~j~n y rl~~~i~~ ~~ ~m~l~2do~ L.~ 

'h~~i~ r~~ib~ r h-.~i~ ~b~jol ~n llG~ hn~? ~~] ~jnro~ r-n~ll]~r 

l_p::p~i-:-. r·n rl nrrrn-t¡~rr·rntr:- ri~ Prr.·r.:?1-:=-'.i ñr., rlp~~--ntr ,.""'.~~ t?e·f:';,r1 i:'tn. 
!1;; ~i:;t .. --: f"f~tV""''·~. p':lr S-.ic:'P.rlo~ ~i t::>.1 t)~rr.>rt:'l rr~11l.:ii.- 11 tiJjz:uj("'I pn 

el [H;r,i.-.rt.-:.:irncnti:-i rl{-. F'rPr?rt~r.i~n r·: {'ir'I 1?rl ti{"'lt-:i-r. rn l'r"! rr,..;c:u::l!:"i r 
11n en cJ :;{_11~jr:nt':"!. nr;t[i!li:':~·: ':!t'"> tonrlr-f. l.)fl í"."C:+"."" cf~ <;; 40(1 r:'t1'. .. 

c::-J ht":-:ti« M~- f1j::¡r·1·!n1lir J .• -, r:t:-p·?Cid?rl rlr. djr.ho D~:'f't:"""'"°f":H'l~rt+CJ f"".'n p(l 

!"'lt:-:--::i:-. Dr:-t>jM0 ? 1-"'l t::''.ftr~-íC"ncic.'.1 di? lr:. CC"m~,-·í\.i~t :"'.'1 r'?~pr:rtci, r.~ 
c~i·~-h.l:-t·r.· 01 1i:- rl ·tir-·mr~I C:O,'.+r,-: rr~ r:~ti"'}n1.1jr.-r rrr-f1trlt"'l no rlr.hE' 
':'?~'.r:t:dcr r.1 ~;o ~~ dr·J t. i ~mr.o rcg11J ;:::11'". 

Lr- rrcq1.1ntt• ~~hf"'ll-r r.r.: "Cu!'.'JP.F- c1r.-bC'?r! r.pr lnrr. njvr.J~f!. d~ ti.Pm~a 

rcgul2~, tic~po C'~tr~, Q inv~ntarios p~r~ c~da periodo?'' En 
mEtc cr~o~ ~r d~b~ tr~t~r ~l pr~hJ~mR como cicJjco, ~sto es 
Jos invr::ntciria~ ?1 final del trim8stre de invierno son los 
jnv~ntRrjo~ dn nntrRdR on el de rrimRvnrR. Por Jo que se 
dob~r~ pagar por cualquier cambio on loa niveles que resulten 
2J finPl ci&! pnrí~cio invern~l 

r:P í ~ 
NP,: 
flP,: 
HF,: 
or',: 
OF,: 

Prc·d•_1cci l'in ¡le -~mi Ó", pt"r-i nóC"' j • 

P~"d~cciOn dC"' nitrilo ~n el rc~icrlc 

Ti12rr1po t""i;'QHl ~r- dcp("""ri:r::~uv:-ni.:tt de prep~r~c:lónr r-~rí!"'dc·;. 

Ti~~po rrgul~r~ dcr~rt~mcnto detrrmjnRMo, pnr5od~ i ~ 

Ti cmri::-· C"~·'f:"rt~: drfE"'t--'ci4ífl~ni:" ór: rrrr.?r?.C), ('tnr rl'?rí.~rlo j ~ 

Tj a!"!:)1t"' C}'trr':.~ d~pt:•!-trmrri+:r:1 dc·tc,rmin.~dr'f. pr.ri or1r.i ; ~ 



lnl ~ !nvr:-nt.~ri n cir.· ."'\mi '=1·-:~ ::-1 ~l n~J d~J rr?r;ódt'"• j. 

lN.i~ Jrr\•r:-nt.2.r;n dr-- n{i:r~lr:. ,. .. ? J:ín:~J r:tr-J rrr:!"'"iO~rt i~ 

'º' 

UPt = (';umcntf'l en J ·~· '· 1 H·.,r .. :··.-. rl ... +--~!12j~,~ rn t:-J rlrD;-.rt.:trrir:-n+r- dr 
prr.r='!r.--r-j ñn: rri i::'J ri."?r-fr:i~1~ ; p 

t"F',: Di ~mj r111ri ~i1 .r:--r1 ! .- ·~1tr;"": ~ ~~ t:rob?.jo~ dr.>pvrt€\m~nt~ de 
pr~p~¡-~~jtn, pPrínrlO i • 

1.1;-:· 1 : 0.i.trncnto ~n l ~ fitt:'r;::-. ric: +:-~°'h,~jr:i. dr::irPrt.r'FP.1?r1tr:-· 
c.lc::•tc:-rrrdnt-<.dt'~ pr.1 .. ;n'.:l·:l j, 

DF 1 :: Dj::minuciOn ct:-i 1~ .f.p.: 1·"'->"· 0,..., tr:-ibri.~r:·, ci~p?.r+" .. \rn~n+o 
dPtot·minodo~ f'~rí~rl~' 

La Funci~n objrtivc ~~1 

" Mjn)mi~-:.1.r~ :: (3>1-r~p.1 
•-• 7tH!, 

0P, + IA 4 - lA, m 20 
etc. 

+ ?.~~n,~l h ~.~~OP, ·~ ~.stnFi 4· B*IA1 + 
.f· ~l"itp~ J_ ~~~·nP 1 '*· 6ttlF 1 + 6~~DF1' 

PESTRTCCIONF.8 

Ejemplo: P~rinrlo 2, nltrjJo 

Jt.b "' MF'"' + r M, - 50 

NP,, .¡. IN 1 - IN,,, = 5r1 
t;>tr. 

T!Crmini"dn 

i=1,2,3,4. obra para satisfacP.r 

12 prorlw:ci e>n. 

i=1.,2~3~4, 

Preparación~ Tiempo extrP 



UP1 

Pf70DI!''. 
(-'MT n:o. 
<MJ!~E~::l 

1.0? 

Contrc..t'1r.i ón y 

Pf?IJDIJC. 
Nr-m11.o. 
(MTLESl 

TMVJ:':MTARIO 

--------------------·-·- ·----·---·-----------·----
Pr'? J Mf'IVE.~'A 
\IEí~nMO 

OTDF<O 
INVIEr-:NO 

3(1 

(\ 

(\ 

(1 

o 

DEPTfJ.PREPARACION 

TIE~1PO P.EG. TIEMPO EXT. 

PR I MA'JERr! 78.7 (1 

VH<ANO 78.7 (1 

OTOÑO ·la. 7 3.33 
ItJV!EHNO 78 .. 7 3t;1, ::; 

--------· 
TOTr4L 311!. f.< 42. 63 

21 .. 3 
1!8. 7 
32 2 
58 o 

DEPTO.TERMINADD 

TIEMPO REG. TIEMPO EXT. 

98 (l 

98 5 
98 (l 

98 49 

392 54 



----------·------------· 
COGTD TnTl~l TJr:MPn í'FGii! pP 
CflC:TO TnTAL TI F~H-.,[? e y 1" ~!'1 

COSTP TOT0i Jt.l'. 1 Ft.!Tf.~f1Jf1 

cosrn TllH\I. C(lt-fT. y f\F'~P. 

C(lSTD5 TOTAi J:S 

rr.1,c;i:;HT, 4 
~jr-1(:. n 

~.'J?, 1 

o.n 

s~~·-1ntfr:-ir.J~n. 8i J:,. rE:i:t~jcc:i~·n r)r.. 11 C¿lp~cjdr.id d0 tlempo 
r~i:p.•} .::-t- m·"':':"' tit:"mpo r.:-.·i·r.- r:lr!·r· ~:0:'!"" ·?l rr¡r-nri~-= ; gut1l r.i Je.~ 

nt'i:"C'~i :!:~d~:: de rr·oiji)t:C:i ór. 11 ~': i:-.~r~t-1 .. .::i ·'? "c-·r:-•i:'.j {"lt1d d~ tif?rp!JO 
1-cni.•J ;., .. rnt.·r-- t)t!·mpo r.,~·tr·"' dr-·hr· r., ... !_ r~~::·~t rirr·~ntr· ;rytit:J .-:- Ir~. 

nricr:i·.;)d:"'':i~·::- d0 n1 .... od!1r:r.:i~n 11 • ~ ... rih.+·;,-.ri~ 11ri n1¿"1:'1 ".'i~~~rc::--ritl.?. O;. 
r-r:irit')¡-·j.::- r.-r-.. p1. 1rdr- r:·~,.... 1 ·:,.... inn!""ril1••rrrnn+~· f!'lr:' ~·J 1'1Jtjmo 
f]l ~ntrF'mi ~ .. ¡"·r, ti:nr.fr·~ 11n ·":~,_.,_,.., r,,-. 5" ·," . ., c-n•r.:. nr::1 i nvoJ llera milnCl 
c1r- C:'bt"".-. r'::irJr;-.-:. r:.~1r1 r·rrih.-:"t:·-;ot-,, r·1 r-.::.r!:.!'o"irj rlr .. ¡1r!·"1 f'lr->r::>jr11.~JrJ?rl rc•r 
1.1n.-:c jr¡1 .. 1~•lt:i-1~ rr-:.c_::f-rin~'? J;i:: rnrih1•-~ ,..,r:r-.i~rio~ r:!C? t;::.1 m¿-inr-ir¡\ qu~ 

r."lf'.:iCC:t:í, ~':? ritt~r:fn j nLrern:··r;t~->-· l ~• f·Y'"f"'lri11rr_:-,j ,..,.... :. 1 :"'! "''~:" r.11p h•v ttr 
r:~rr·b~;r, r•r! P.} co:-i·n~ v.·:: q11 .. · r--r-. '7·~1·:-.r,.1:' {.n~'."":">i:-in ;:o- ~-f"\tlir mt~:-:. 

~r:-:tr~r:h~,,n,...,rii·-;· '?1 p,,·~rr"in 0n rif!rr .. rr-irl;~, L:. c.jr.1.tir.:0 n+-~ c:~,lPcitin 

r.rir-.,..c·!:¡ir.:int:iP -7'1 prP!:iJr:>'l1 :"'! rr"",..i:'r1r1njrlr-: ,., ,,-.rlir-,""I ,"'."~ r1vp](?~ ':' ~" 

co~tci tcit2I _ 

pr.;o ! Mt'11 1F.R0 
1.IER!~tfü 

01or:o 
J M'·' ! EPWl 

Pf(Jt·1f\1.li''F-'l'I 

'\'t=:F''.nN<.: 
OTOÑIJ 
!NVI!::ntln 

l='R[lDI fr:'., 

N1Tnf:. 
~MlLE~n 

?S 
:;-1~, 

~¡() 

l ,., 

/·.7 ~I 

f·7 !· 
"l'" l., 

-,,.. ... I 

~ 

" 
(1 

n 

(1 ,, 
·-'• °33 

~"" 
··; 

F'Rf'.111!1C, 
~I; Tf~ 1 l _[1, 

lM!l_FSl 

4?.6 
0-1 ¡, 

.. _, '~. " 
f! ~.:,. Q 

.. , .. ,"t.~. 

1t;. •. .... , 
1 ~ 1 

(_) 

l.'l'PT[J. TFP~11 NA!lfl 

88. e¡ f} 

8'3. "' (\ 

IJ8. e¡ q 

P9., Q t!f! /1 



~, I'• 1 ~ "t -.• • ·-··- ·I· ) .-.-· 
... • l ·l· .; r .-·- ~ r"' ~; -: .- ..... • 1::~ r- i - t· : .. - r- i f,.. r-1-

-'- :1r;·'"' r- .. -.-.•-t·r: · 

•• ~- J.. .L, .-: ; r- ..- . 1 • ·- 1. ..... •-

••. r -,1- ~ r· .•. ¡!- ·.: -~' .... r-;.l. ..... ~ (, 

.- ~ .,- r .- ·-t ). r: • 1 1 r-c 

r!:---i ... ; rd"t~r .r.1 ~-r-1 r 1 ~-.-.r- r . .-, 11-. rr.nrfr::·l f'• m11J ti rtr-iri {'irli r:i:-i. Fl hf'ihn 
r:-.1,.,v:. r:: ci11r:.:. ¡,.-,¡¡o,- tr1rln r;r-!"'":c,dn .. r.-.~ji;::t~ 11n:1 rer::;tr\t::c:i~n f1U8 

c:-'f :"t-.1 cr-r· "! !-":" .f:11r,-i+r.r. rlr- l r.•c rrr:1.1r~f)!'; rn r:c:i.j~ rrtr.:-r1("1~ 1 \.IIT tit;.Q~ 

()H , t:_:1 r-;f"!,_1in~tr-~ c.~pmrln ilt•strr. l:;i-r:: cecr~t:9t8rística5 

rr-> f'".':) r-~J r:-~ ~,.-. ~jt·~1Dr mn~~J0r 

Construcci~n de un po-t~folic sgtisfaciendo una cad~n~ dP 
rFque!"'" i mi P.nto~. de f 1 n j Ct cfp e¿- je!\. 

':-IUr:""·':'r'J('.~ 1111-:: r.O'!'I":" '.'r"?.-11~ t ::-1 r~r Mr. 1tr""l r-; ii:-ir':'-:5 cj ~ r!n ril ,.")~,-..':'.~j 1'n ~r"I hr..., 
r:·o-.r-l•.11r!r. ~~11r· r,-., .... -. rri-r:..-,....n+.-:-r ,-; p..-tn~ r.('1.rr•rrririd cf"lr: r.-c:- rlP.'\f""Si t?n 
J:-1,- ~·"":i".PÍ~~t:r")~ r.-:i"t~ri~fi:·~ n~ .. -·, ,.....1 r?""f":·':=,....,f'ltr> !"'tírr V ]("lt": r-:?~tPntr-.:; 

L:<t f'.'"lrrr· 

-;; 11 e, I· 7 

Es m1.tv carrn.'!n '1•Ji::: cu¿l,,dri c;e t. j r=-ni:? F1i:t e t; f'lra de r.omorf'."rrd ~oc:: er. 
fár:il CAC'r rn L•ri Plr'it".'.' len-~1 r<:1r jrirttmnJimjE"nto. F.n r¡;tr> 
c:~r;o, amb~.5 pf'r-t~~ PH~d~~ 11,:')':"J-?r 8 un cirri=gl o d~ tnl forma qL!t:? 
] ? p~rtt? r-.r.r~·d0~? rr.i:-i b·~ P~ f J !'jr.• rfr pt"HJD!:- V V?.) or rtrf?5r?nt~r 

Por ejmplicidad admini~trativa ambas partes prefieren 
r.t=i:at:ilcr.~r un~ ;:umr de p?.go~::" qttP es ~quiv~1 P.ntF> P l ~ .:.nt~rior 

$~cu~ncia d~ quin~~ ~rog~cion~s. La p?rte que recibe 1~ 
":°'.'.:'.'~ntidAd ftr~t.líl'lrntt~r/~ OU0 f"et¿> r.fC:!-ir:' r:!?r '.i']l1f:I] i?J VP:lr:tr- rr~~PntP 

rl~ l~ ~um~ da ~~d? u~~ d~ di~hos pago~ empleando una ta~R d~ 
i ntcr-t-~. hr.i.~.. rnrnr-r J ~ P.r:to?bl t?r.i rJf'=! en j nver=·i onr.~. rl{:- m•.1:.- t-i~":tjn 

rie~ga, t?J ce~~ un2 cuenta d~ ~horres g~r?nti=nd~ por ml 
':loblern~·. F'r-1r· rjf"mrJr.1• E~ !:f"' r-rnriJc"~";l t1nff tP!::t"":t d~ .f.tf.! r··i vriJnr 
prozcnt~ d~J f1l1.10 ~~ n2gos ~~ d~ $2~0~4~7.00 

L·~t f'.":":trti;- ·~{".'r•·~1i:-11-~:~ r:"'.i '' r-r-:!->r-11-qr-i! rrr.·r.-f <'l'"r' r-rgumr.ntt:l! P."1. l.l~D r.f!."' 
ur1~ t.?.~~ rr~•r:ho m'>:: 7tl ·1':2 F'':"'' .. Jo ri1.1;-.- f1c:':r1:'\ qttE> hayP.. un orre~J i::·.' 
t?l 1:-,rgu.r1:·ntD clrhr 'i<·.:::l11:lr r.vidr:?nr:itt tfr. qur• dir.ht?G invpr~jf'r¡l'!"r. 

s~~ f~c~:i~l~s v no tien~n má~ riT~go que Jn~ ct.1~nt~~ d~ 

~hi:ir-ror., l..r~r. ; n"r.'r~-i nri•-~ nuc t'.10nt:re:l fr'l"."rd:~ s~ rtfrrr~n r:.r.w1 brn1r.i'.
o ~r.:r.:j one::.-- gtibr-:·rn,":'¡M~nt ~1 ~~. Pr.i!'"' ~j mp 1 i c:i d~~cl surong.=-~ CJL'(? 



0~ . ..::.-+.-.-, r-.~ .. ~r-. tjor ti::it_-i~ d ..... jn\'~~~jñn 1:~'1 ],"Yr: ~irPdl?'~nt~::-. 

r· :--r ......... r··:· : r:~·; ,-, ... r. 

i)r:inn 
1 ! r~n 

COSFJ 
r.r-1 f I:'"~~ 

FEf\Jl). 

r~'l.l/'L 

~ /,(). ()(~ 

'-~. ~,,., 

Ar.os PE 
'.'H·~C'. ¡ t" r E ~.1rr. 

• '7 
J.1.. 

pt)Gí.1 Dr:.t 
I': •.1n:~· 

<r'. oon, nn 
J • 1)<10. (lfl 

l~ p2-t~ dnl!dor2 f""'lfrr~cr~ 

.-i:--r-c-.mr\nG:·cj .~n r.lr- r.~1,-'ini'ri d~,~r 

~n cv~~tA dG ~ha~ros~ 

~liar~ Lln~ ~1ym~ 2~roq~d? 

invr.rtir~.r· r-ri Jor tionpr.:; 
cr:·"Jn 

t; ro:-. 

Sr: d-:-,; :;.nr:r: 
rJ prr.f1}i:~-·lí1~t~ 

~.-. Ccrd'ir:l:-... f irr"r .... r-t;d.~ .~frr:i·-;- ,-.¡¡ r1 hr·-!P t·irf""'I J~ rnrdlrft~ v~~r1-

Pc:im1 f'-'•J 

E:::-1 f>·r~~ i rl~~J j 1'""!\'t""'1-tj rl-'~ td1r.·r·2 f"'r¡ c•l t.,r.inc-1 f-j r-v ? .. rrv::rJj r,:, vr-,1 r:r 
nom:in,1~ 

l._¿~ f une: i é1:-1 nb j c;-t l v0 max j mt ::- ?fr t~,, J t:{ sum~· 1n1 e:; ~~J , Obt:r--rvr? qt1~ se 
tiGnG Ltni:l restricción por c:,3da aíTo ¡,, r:u"I fc>rza a que.,¡ 
fl t1jc:r nr.it.n ti~ c?j? !.=~f-1 o. S:i :-urcirrt?mor: rtti.'::' J ni:: fr.ncior-; 
ln?c:tivos E~ lnvi~rtGn ni 4% en uns c:uonts dP 9horrcn y todas 
l?s C1'ntid1>dr.s ec r:":prco-sfm ~n rnl!Ps, rntnnctcs lP fni-rnt.tli'<Ción 

Min. L 

Sujr.:·t.D ,~: 

2) ' -· o,q8 Bl ·- 0.96~ F2 - so ·- JO L 

3) 0.06 [I t + 0 .. 065 82 ~- 1. 04 so S1. 11 
f¡) O~Oó ¡;:) 

·- (>. (>(:-~i El7 + 1. 04 Sl S:? 12 
3.l 0.06 81 + (). r:165 B2 + l. 04 52 S3 14 
<:) '). ')(· p' + (1. 06~5 Ef:~ + 1. 01) 83 S4 15 
7> l.. 06 81 + o. o.~,~ [('' "· + l ·º" S4 S5 17 
8) 0.065 B7 " J • 04 s~ - 86 19 
9) O. Ob~; Er2 + 1 • 04 s~ - '37 20 

10) (l, 06~~ F:' 1 rnr: S7 -· SB :-!/ 
11) 0.065 8'.' + 1.M S8 S9 2'! 
l 2) 0.06:• P7 .¡ 1 • (>~ si:;• - SlO ·- 2(, 

13> 0,065 B2 + t' 04 ~"?1 o - S.1.l. = ?.'? 
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Nótese qt'r? C?n C?l rr::r;gJón ~71 f.11 t_i~nr::i un c:oefit:jentE? de~ 1.06. 
E~t~ r~prrs0nt2 un p~uo d~J rrjncjr~J r~1- ~1.000,c>n més $60.00 
por interr;:-S'?E· todo t::in milr.:?r:,. L~ Vt"'Jrit1bl"? 81 11, (;nversión dr
fOr!dOS en L1n¿:¡; r.Pr:11t·~ dr;- ?hrJrro~ dr::,pué~ dr. C1t.tr. ~-P h~ hc:cho un 
pago>, ~r~r~cro en el problem~ aDn cuando en principio se pueda 
penmAr qur rm inDtil permitir t2l op~iOn. Sl4 efectivamente es 
un sot>r2nt1? de c:c>j;:> en el pli'r;odo fin,:>l. Sin embargo, no es 
(';'~'.tr?íío r¡t.11'· rn l?. solución del prob1em?. de minimi::e>r la sum<> 
agregada s0 teng? dinero sobrant~ en caja al final del 
problmmP, EEto P5 porqum Pn bono pumdP s~r Je formA m~s 

económica de entregar fondos en períodos intermodios. Lo que 
puede c?ttr:.:.\r quE el paCJo del Ci'.pi te>l pri rici p?l al fi n<>l del 
vencimientQ d~ un bono s~. s~t1rep?gu~ Pn periodos má~ 

cii.sti.'.n~Ps. Le sol11cit'ln p;or;:, c>mtc> prnblerri,~ es: 

¡) 

\JP;L GR ¡¡¡;:: U\ FI JNC J ClN OBJETIVO. 

1)0!_(1R 

l <f~;' 6'33f. 7:' 
COSTO REDUCIDO 

o .. 0(>(1(>()(\ 
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95. 79~770 
9n . 1!:=;t~7~:--:c..-, 

4 POti~q7 

" -·· f•rlt¡ .~ <11 
~ 1}31~...:,:.,1 ... 
~-~' .. . ?I~. ~ 7:?7 
(>. nnnnnn 

9n, f) n·.l'.~:;-111 

(~'). f.1'"7')77,1, 

f,Q, n7~,()7~; 

5b. 6~~if"X:1i~ 
'10. 7~i?~i0".' ... 

2~~ ~4094·1 

o. nnrH)(>n 
65, (1!11'.'9'." 

3I'r ~ {·1r-;:;~~-; 

(), ')')nr)nO 

HOf GIU;r.~ 

(l ª ()('tfH)J)(l 

o . or1r;0oci 
(l ~ O()(H)Of) 

(1. (1(1(1(1t)r1 

0. (Hll)()(l•'i 

0. (H)(H)nO 

o. nnoonc• 
r_,. oonr.1nn 
(>. 00r1nnn 
n,000000 
(l, ClQ(l()r)!) 

(1,. oor:1(1r,n 
0. no0nnr) 
n ~ (>0(>000 
o. 00000(> 

~". ".''onoon 
fl. (1()()(1(1(1 
o r nnn(l 1')ri 

n rinnr)nn 
n.nnnn0c1 
o.onnonn 
O. l0/.1º79 
O. (100000 
0.000000 
n, (1r10000 
o.oooono 
(1. 0(10000 
o.ononoo 
o. JI! l 2116 
(1, oonooo 
(1 . (l (H) f)(10 

n. -;_~7Q637 

PRFr J DS tll. l!>LES 
1 ' nt'.>(10000 

- n, r:;,c, 1 i:::¡~;;~ 
o, 9'7.~~·,5.:_, 

- º~ 88r--?qC"/,l_-i 

(>. R~·,q8Dt.l 

1). 71 (_,1(>[:..?, 

(>,f,91.<!(16 

-- '" A(,t¡ ~" /) 
n, .~17-q?dd 

- o. ,i:.,1 ~,r,~~8 

o.~'i'lOt7 

(>, 568:.>Bb 
O , /1 l O~.d '5 
n.~94822 

0.379637 

1 07 

De los 5195,638.0o de pAgo, s10,ooo.oo se van a requeriminntn5 
j nm11'rfi etto:, ~ s-;q., 80'i. ~ 
05'." ?9tl. 77 -{- • 96~i t 
pln=~' D~bjdn ~ 

inversi~ne~ ~n v0~ 

RR dr~ttnnn P curnte d~ ~horrí.'R y ,98 t 
9r>,l~4.7" m SlBD,879,20 en bonos R ]Argo 

qP~ ~r conr;,j rft"?r,:, tt.n 21.mpl i o r~nf]r"l de? 
d«? .-::11~nt2'~ dr? ¿\horr~, 1 a Ct1nti ddd ;) pc1go.r 

Pgr2 ~1:rD~ s0ll~~io~~s~ 5~ pu~do rensar ~n asignn~ r.1na mayor 
·Fr-::- ... :-c;(,n r·· )nvr~-t.ir Fn ;::iJgftn ttpfl Ó(? bcnf:' 'E"n pt:lrt.icu.J?r-~ J':lo¡-
t?jemrlo, limi.t.?n-:10 J." r:<>.nt.id;id;; invP.rtir e>n Pl hanc:- ti.!'.lo 1 ;:i 

Ja mite;! do1 """'Jm- in?r-i.<:>l tk· J,-, !"l.llT!i" cigrPg.:>.rlri_, lr.> qur· s~ 
log~n 2di~i~n3n~~ l~ rc~~rirci~n: 



JOR 

"f - 1 •• .. ·· J \ •··~ ·!· 'r"?f: r-.~ 
í' ri~ 1 • Í· .-. J i r:"'" 

L!11.·· r.Dr;~r·Jii:-,-.r-if1~. .-:-:rlir:i')r1:~1 riurdi:- :-11rr~;r rlP~l'.iclr-, P Jr.·r... 
r¡·"lr:--;.1d:i!J~r; r-! 1- ln+!?s:-0ljd;:ic-I ~c:• .... >-i::- l~~ j1-.vcr5jof'l~S 81 y 8? .. Pnr 
r·jr .. rr·r!n 1(°.H" i··(lnoi:-: -:r.. p>tr.'rlrn r.om~~a-,-:.r i..-ldr:i rri jnrrcrnr:·n+-r-·~ rlr.i 
'!i!~(1('! 1:'.n(1. r_;f""l~,...r·-:-,Jtr•rritr·, lf'l~ v:drir~~ f.r~r:-cjnn;·dr:c: Pl'~rlP.1'1 

:r:-dr-·:irlr:,".·q-:.r "t1Jo1-rr. r.-n+r.·-ri~~ rfr· t;"':)J r.;11r1 ... tr.i º'·'r' ne~ r:-.r. 
lr:".':rrrr~nt.,...,, r;-¡ Qri:t.n r:-~ri?d--- Jr".'1 r:•1rri.:-· :""l"?r"gtu:f;1. F'nr pj':""·tnplo~ r;j 81 
\' p'"'l fr•r: Q(_, V (_)(! f··ri r l t.•_ir•r.·.p] (• r1·rv5 f:l~ p} CO'.-tCJ tCJt¿'°!J 
1iismi1111:'t;> rir:- ~·~9~i:7'.:;.:.,.~··; .-. 1"-19~~.t:iR.~.7, cu.:tnd~ 0~.tcr situ2.c:jón 
!:._:~ ("!."!' ~1 ~ rr.--~p.J ~-,'":.· rn frrr-·rt1·r.· ci~ (l; r.-!'":rpr:i .f.j r:t:tr'11?rd:P.~ en ~J 

1'!} t:· ír!:" p~.,. f Gr.ft:"I h;:ly 11.r1 pr').'J0 r~~t:r1~ d-:" c,..., ... f"".·:t t{Q 'f"J.0. (>(> 

Modelo~ de Planeación Finen=iera considerandn impuestos. 

El sigui~nte ejemplo trRta de une versi6n ligeramente m,5 
com~licadn del problema de selección dE r~rt~~olios e ilu5tra 
como incJ uir y 1?~:ami.n13r <?l P.ft?::to CTC? i rrpui::'~tos~ 

Problema d~ Planeación sobrE el Desarrn!Jn de una Compa~ia. 

L~·· ~'7:rr.¡·i::~ :"' r 1 ~ rfrs~"rrol Jo d.-:· l~ C,,1'1P0ñ: ,, t·J:O ("l':"t~ Dn1:1.l i~¿'l.ndo 
~:.ttt: p1,-.n~·:: tlt:' ;nvrr~iflr, rh,r1:- lo:. silJ!.lif-'.'ln+flr;.. :;; n'iío~,. 

Actu~ln1~nt~ ticr1~ f~ndos ror $2 ~ill~nP~ de dól?re~ p~r~ 
jnvr:1 .. iir,. En foi-mn r;r::imF?str~J l1.IS r.:-spt:"r·-· trnr.-i-- le.:. ::lf!UiP.nt.P.'.! 
:ingrescit=. c1!.-:ihid'' ~- )nversion8~ pr;?Viil:s: $7'i00,n00.oo <aJ fincl 
rl~l prim~r ~~mPstr0>~ ~4!">0~00()r0C>, $3R(l,.(>r'.)()r(l0. ~~6(>~000,.(>(>r 

~3~0~000.00 y $300~0(10.0(! R] final dG] t~rc~¡~ ~ffO. S~ ti~nen 

trc-:. pr-t'lyr.ctnr.- dr. de5t'1irnJ J (".°) r.n 1 or.::. our llf~-=\ r.::i".á r.nnt;) d~r~.ncio 
participar. En ml proyEcto de dos?rrollo dP la ciudad de 
Foster EP podriA tenwr, si WB pRrticipa totalmente, el 
siguiente flujo de caja lproyectAdal sem~stral en los próNimos 
3 afine Cr10IT!~roE ncgntivo~ r~prosent~r1 inver5ionesj positivos 
ingrmE~~I: - 13 millone~; TI mlllón; tt.8 millonns; 
'f·'l~)Cii ooo; ~ ~. 8 rni l l f"1nr::'s ! <f l ~ 8 mi J. l onr.~ ~ S"~i. ~; mil J onP.sr L:=: 
1).1 tim0 ci ~r2 C:~ c:l v~lor e~:tim.ndc1 ~J finL~l do le~. 3 nño~~ El 
t-.c-gundo pr-r:i~·c·rto con~jci~r2.1""L.i: t:r.:onci;r:;ona1~ tin vic·~Jc' c:-cHficir1 v 
orr:plr;i;:'lr-J.i:? pz.i.r2 0ficinn~ en 121. c:onstr 1.•r:cj ón dr? und nbt'"ti 
intp0ri:·:.nt~:-.. tir?11:t:1Jjt:·ridc· c·J ''lcjo c·dj.f.;.t~in R1 fin~l dr.: Jn~:. i:.rr~~ 

~.írn~. El 
mi 1 J cinc·~~~ 
rr.i llón. 

flujo de· cuj~. ~,_:-12~ - 'i.:? rnillcinc•s; 
~ 1.'-=; rrd1Jonc:::~ $~.,~=¡ n•jJJt:":•nr~~ 

- ~sno,ooo; $1~5 

~200~000; $1 

El ter·~~1- p1-~yr·~t0~ 0J h~+eJ O.U.~ podrie tcn0r ~l ~jgtal~nt~ 

flujo dt:· ct':j~ .. ntrf' '··~::, l t:• 1.'.d.tim:n ci. fr~ es el v~.lar f"~st:im.:i_t:11:

¿:} ffnri.1 dr· J.n: t1-r:·0 ?R.r-:-.~ - $2 miJlonP~-~ - <ü2 miJJnnp~~ ... 
'-" 1 • 8 mi 11 oneo:;; -t l mi 1 Jt.n; -r 1 mi 1 l (';11 ~ 'f. 1 mi J 1 ón: <t;A mi J } rmr.>", 



t11S pund!:' p~dj1·· r:1in1?r0 prQ~t.ado ~~1 0.5 "l p1Jr ~~tn'~~tre. Sólo 5e 
ptto~c pt·~i!- pr~Et~do ~ lo ni*~? miJJ~n~~! ~~~Q ~s, rl din~ro 

pn:-- p.=:gr'.l.1"' n11.nc.:1 p•.ir.?d~ ci~'.CP.di::r r., 2 mi 11 on~~.. Po>"" ot r0 part~, ~JS 

ptn:-rlt~ j nvr--,-t; r r:u !'.'.nbr?ntr de fonrlo!S ~J 3 :~ rr~1- ::r:-mr.r.-ti-0. 

In~ci:-Jmonti:: h!lrcim,_15 a L'n lado los lmpuo~t.o-:.. i:=rrr-m1Jl2rrmos el 
prci!:JJctn·:'.? 1r1t~~~jr.¡j:-~ndci r.'1 vr:.lc:i1- nc:-to .:-J fjnC?.] de}~'. trr-r: ~ño~. 

SI WS p~rtlcipR en un proyecto en menos dr:I 1no ~, todos los 
í lujos clr· c.;:ij¡· dr:·l rrriyrocto r:r:· rrdur:r.n C<prori i<di?.f'l!'?ntr. 

Formulación y solución 

Defin~~os: F m rRrticipsción porcontuRJ on r.1 problomR de la 
cludvd d" Fcstcr; M = pRrticipnción porcentunl nn el proyecto 
de ednruPción de oficinas; D pPrticipnclftn ~n Ja 
construcci~n del hotel¡ 8 1 cantidad de pr~stsmo on el 
periodo i , en milr.r:., i =- 1 ••• 6; L, == ci:'nt.irled c:ue pr~·!".t.a en 
ol periodo i, on miles, i • 1 ••• 6; Z = VRlcr n~to después de 
lDF b perlcdoc, en milr~. El probllPma form~lment~ e& Ct.odos 
lo~ n 1,mnro~ e~t~n ~n miles>: 

z 

SUcJETO A 

'.2) 3000 F + ?000 M + 2000 D - 81 + L1 

3) 1000 F + 500 M + 2000 D + 1.035 Bl - 1,03 Ll - B2 + L2 
50(> 

41 1800 F - 1500 M + 1800 D + 1,035 82 - 1.03 L2 - 83 + L3 
400 

5l 400 F - 1500 M - 1000 D + 1.035 83 - 1.03 L3 - 84 + L4 
380 

6 > 1800 F - 1500 M - 1 (>00 D + 1 , 035 84 - 1 • 03 L 4 - 85 + L5 
360 

7 l 1800 F - 200 M - l 000 D + L 035 85 - 1. 03 L5 - 136 + L6 
340 

8) Z - 5500 F + lOOO M - 6000 D + 1.035 86 - 1.03 L6 300 

9) Dl .:S. 2000 

10) B2 :>. 2000 

11 > s::.; :.;, 2000 
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12> P'1 5. 2000 

13) w=. ~ 20(>(> 

1'1) De .. ~- 7.000 

1 ~} F .:!. 

1ó) M ~r 

17) D .:!. 

Las enpresiones 2 A la 8 Ron lam restricciones de flujo de 
caja en cada uno de los períodos, Ion cuales forzan a que se 
cumpla que los ti sos - J 2s f11cmtes de ctUa = o. En el peri ocio 
inicial, por ejemplo, Ll es un uso de caja mientras quo BI es 
una fuente~ La soJu~iOn es : 

VALOR D<:: LA FUNCION m1JETIVO 

1) 7665.179 

VARIABLE Vt'.llor.· 

z 7665.179080 
F o. 7! 434 ! 
M 0,637~10 

D o, oonoc>o 
B1 141 7 ,<)43340 
L1 0.000000 
82 2000.000000 
L2 0.000000 
83 2000,000000 
L3 0.000000 
IJ4 448.449000 
L4 0.000000 
B5 º·ºººººº L5 2137.484220 
136 0.000000 
L6 3954.865110 

RDl>J HOLGURA 

2) 0.000000 
3) º·ºººººº 41 0.000000 
5) º·ºººººº 6) 0.000000 
71 0.000000 
8) 0.000000 
9) 582,556671 

COSTO REDUCIDO 

0.000000 
0.000061 
0.000015 

'152.081714 
0.000000 
0.008788 
0.000000 
0.3311314 
0.000000 
0.;?50956 
0.000000 
0.005305 
0.005150 
0.000000 
0.000000 
0.000000 

PRECIOS DUALES 

1.819220 
1. 757701 
1. 381929 
1. 098032 
1. 060900 
1.030000 
1.000000 
0.000000 
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j(l) o.onoono o. 327404 
1 ! ) 0.000000 o. 24=•4l·b 
12\ 1 551 .. 551 (l 1 f) o.ºººººº l ~;) 20(>(1, (>(>0000 o.ºººººº 
1 r;) 2000.000000 0.000000 
l!C·) o. ::;8~1659 o . (>(>0000 
16> 0.362790 0.000000 
17) 1, 00(11)00 0.000000 

ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

RANGOS EM LOS CUALES LA BASE NO CAMBIA 

RANGOS EN LOS COEFICIENTES DE COSTOS 
V0RIABLE coEr-. HC1Ul\L mm. PERMITIDO DECR. PERMITIDO 

z 1 • 000000 INFit.JI TO 1. 000000 
F 0.000000 30'13.722050 454. =•94936 
M 0.000000 M4. 819443 583.692337 
D 0.000000 45?.381714 INFINITO 
8\ 0.000000 O.OOB822 0.409697 
L1 0.000000 0.008788 INFINITO 
82 0.000000 INFINITO 0,327404 
L2 (>. ºººººº ('. 334;~ 14 INFINITO 
[<3 0.001)000 INFINITO 0.245466 
L3 0.000000 0.250956 INFINITO 
84 0.000000 0 .. 005305 (l. 162487 
L4 0.000000 o. 005~(>~, JtJFltHTO 
85 0.000000 0.005150 INFINITO 
L5 0.000000 O. OO':i 150 0,222112 
86 º·ºººººº 0.005000 UIFINITO 
L6 0.000000 0.005000 0.227865 

Rrtl'IGOS EN LOS LADOS DERECHOS 
RENGLON RHS ACTLll'\L INCR. PERMITIDO DECR. PERMITIDO 

2 2000.00000 1415.854160 2526.244390 
3 500.00000 775.555534 1887.037060 
4 400.00000 1198. 599240 942.752693 
5 380.00000 448.449009 1551.551030 
6 360.00000 HIFINITO 2137.484220 
7 340. (>0000 INFINITO 3954.865110 
8 300.00000 INFINITO 7665.179080 
9 2000. 00000 INFINITO 582.556671 
10 2000.00000 561. 718163 1163. 009160 
11 2000. 000(>0 1027. 054430 296.852333 

12 2000.00000 INFIMITO 1551. 551010 
13 20(>0. ººººº INFINITO 2000.000000 
14 2000.00000 IMFIM!TO 2000.000000 
15 1. 000(>1) INFINITO 0.285659 

16 1. ººººº IMFIMITO o.362790 
17 1 • ººººº INFINITO 1. 000000 



Interpretación de los Precios Duales 

E~ rrr.c:i o dual ele c,3rl0 Pn.:• dr J ¡>~. pri mr>r<?~ :,ieti;· r!?5tricci ones 
r>s ol increm~nto ~n r.l valrr neto, nn el Oltimo período, que 
!'"E'!'·L'.lt?- de tenn· di~p·.:>ni.hlr un dc·l<•r p):tra C"n un.3 rt?pi? 
¿mtnrio1-. Pe;- r.j::-r:pl•·, 1.8192?n indica qur:> un dol<tr disponible 
21 comí. rm:: P rlr.J rrr í orJ¡-. l i nrremrmt,1r á el vrtl rn- neto, al 
final, a crrca de ~1.82. 

Un do!¿1r c>::t1-,1. r.n r.1 p!?·riode> 5 !".e valnr?.. rm 'f1.0609 1:11 fini'>l, 
ya qu~ lo quo s~ p~~cie h2CQr Gn los dos óltimDs es in,1ertir al 
3 ::. A¡;í, se té:'nrJ1-t.- l. 03 l\" 1. (l~; = 1, Ol•09 

Un (fol1?.r e::tr'.1 ('n rl r~r\-:>do 4 no~- ahorr;;1rá d<? podir prestado 
tJn dolAr; dn v~ti~ f0rn~, ~~r~ t1.035 més rico en el período 5. 
Horno~ visto ya r>l v,, ¡ ,.,r '1' '~ >-P. genera teniendo un dol 2.r e>: tra 
E'n rl pcríPdo 5, ~~ r~t~ ~nrma, rl vnlor dr. un dolAr P~tra r.n 
el 4 es $1.035 r 1.0~nq = ~l.09803. 

Lo!' precio" rl11pJor" ':'rc>brr· li"S restricc:i.ones d<? las t:i'>t1tidi'tdl?S 
qur: S!2 pi d!?n rr~~t r;~.,~ nttt".'l~rn rel Ac:i onarse cnn ~ l · re~to de ·1 os 
prcr:ios du.i'.Jer. rr:>mC" d911r. Si sP. es cnpi"c de tE>n&r un doJ·ar 
adicional an el p~ríod" ? SLt valor final ~e~é de 1,7577. Si 
CSt8 dolar E!" pfrljr:r2 prP~t?d0 1 entonces B!? tenrlrle qUP p~QPr 

$1.035 en el porlodo 3 t~niendo un costo efectivo de 1.035 * 
1.38193. DQ eetn m~nrra. pJ vpJor nC'to P.n Pl último pP.ríorlo el 
se pide prestado 11n dolnr en el período 2 es 1.7577 - 1.035 ~ 

l.381.93"' 0.3??1l. r.•.•~'D vnlrir r.c>rrespond!? al prE'cio due.l s.obre 
la restricción d~ pedir prestado en el periodo 2 !ver tabla 
Rntrrior colu.mnP dr: precios duales>. 

Las tasa de interés efectiva o costo de capital,i, en 
cualquier perlodb t, puede establecerse a partir de los 
precios duales derivando la tasa a la cual uno estaría 
dispuesto R pedir prest?-do. Si pedirnos un dolar en el período 
t avmentaría nuestro cnritnl en $1 pero se tendría que p;:igar 1 
+ i dól nres en r.l t + 1. Debemos balance?-r r.sas dos 
con':',ictsre.ciones. Como ejemplo tamémos el período 1. Un dolar 
extra se valora en $1.819220 al final del periodo 6. Con base 
en lo ?-nterior, si tuviésemos que pagar 1 + i en el periodo 2 
costaria (1 + il*ll.7577 al final. Efectuando el balanceo se 
ticmei 

1. 819220 ( 1 +i ) 1 • 7577 

resolvi~ndo so ti~ne que i 0.035 
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E~t~ no ~s unn E~rpresa ya que precisAmerte es la tasa a Ja 
q1~ ~e rtde prest~do C?n el rrimer rorindc, pero no •s In mismo 
f?rt 1 as::: demé.~. 

Ppli~~ndo un ?n~lisis similar l~~ 5iguientee tasAs efectivas 
~on: 

PERIODO 

0.035 
2 0.1719 
3 0.25855 
4 0.035 
5 0.03 
6 0 .. 03 

E>:plic:acfOn sobre los impLtestus gravados 

Sl!pong<?. quo toma.mor-' en c:uf'!nta 1 os i mpu!?stos. Consi·rlP-remos. 1 a 
siguiente situaciOn simplificada. Se ttene unn tasa impositiva 
del 50 :r. r;obre l e.s ganancias o henefi c:i os c>n cu?.l quier 
período. Si se tinne una r•rdida en alguno de ellos, el 80 % 
de ella. se pu12de J lE?var al siguir->nte per-ioclo, Los ingresos 
menQS los gastos de los tres proyectos en cada período 
RparC?cen tm la !:;.jguiente table.. Los gastos incll1yen 
deprec:i ación 

PROYECTO 
PERIODO 

CD DE FOSTER REMOO. OFICINAS HOTEL O.U. 

100,000 200,000 - 150,000 

2 300,000 - 400,000 - 200,000 

7 
·.> 600,000 200,000 - 300,000 

t¡ 100,000 500,000 - 200,000 

5 500,000 1,000,000 soo,ooo 

6 1,000,000 100,000 eoo,ooo 

7 4,ooo,ooo - 1, ooo, 000 s,000,000 
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Vcinto por cionto do Jos futuros fluJoe do caja ($500,000; 
400~0(1(,r ~te> serán gr2vadns. 

P:.r.~ Ja ftJrmuJ <,,::i ón d2l modr.?lo, en f"!':'te c:2so, 
definir ~djclon~lmrntri 

e, pérdida en el poríodo i 

nece'5i t2mos 

La formulación S'? ve afectad¿¡ do dos. manereis. Primr:>ro, debemos 
agrr;g.:>r nlgunc>.s rr?stricciones a qu!? Jas P,s y C1s r;e calculen 
apropiadumante y segundo, se deben adicionar algunos términos 
rn las rC?s.tr-icciones d!" fl11jo rJC? caj!'I pe>.rñ tom?..r c>n cuenta los 
g2~tos en al pago de impuestos. 

ingresos - gastos - 0.8rplrdldn on el 
(1li:imo per.iodo> 

AJgobralcamente esta ecuación para el período 2 es: 

P2 - C2 == JOO + .03L.l - 300F - 400M - ;>OOD - .o~;5BJ - .8C1 

o on for-ma estandar: 

P2 C2 - , 03l1 + 300F + 400M 200D + • 035BJ + • 8C 1 100 

La formulación entera es: 

MAX z 

SUJETO A: 

2) 
3) 

3000F + 2000M + 20000 - Bl + Ll + 0.5Pl 
1000F + 500M + 20000 + 1. 035B1 - 1. 03L1 
:: 500 

2000 
82 + L2 +0.5P2 

4> 1800F - l500M + 18000 + l.03582 - l.03L2 - 83 + L3 + 
0.5P3 400 

5 > - 400F - 150C>M - 10000 + l. 03583 - 1. 03L3 B4 + L4 + 

6) 
0.5P4 = 380 
- 1800F - 1500M -10000 + 1.03584 - 1.03L4 
0.5P5 :::: 360 

B5 + L5 + 

7> - 1800F - 200M - 10000 + 1.03585 1.03L5 - 86 + L6 + 
0.5P6 = 340 

8) Z - 5500F + l.OOOM - 60000 + l.03586 - 1.03L6 + 0.5P7"' 
300 

9> Bl. :l. 2000 
10) 82 :l. 2000 



11) 

12) 
13) 
)ll) 

15) 
16) 
17> 

[1.3 
~14 

85 
B6 
F 
M 
D 

:5. 
.i 
i 

.i 2000 
~i. 2000 
.i 2000 
.i 20(>0 

1 
1 
1 

181 100F + 200M + 1500 + Pl - Cl O 
19) 300F + 400M + 2000 + O. 035B1 - 0, 0.3Ll + P2 + 0, 8C1 - C2 

100 
20) 600F ·~ 200M + 3000 + O. 03~JB:;~ 

80 
O. 03L2 .¡. P3 + O. 8C2 

21> lOOF - 500M + 2000 + 0.03583 - 0,03L3 + P4 + O.OC3 76 
221 -·500F - 1000M - 500D + 0.03584 - 0.03L4 + P5 + 0,8C4 

e~:, = 72 
23) - lOOOF - 100M - 8000 + 0.035B5 - o.o3L5 + P6 + 0.8C5 

C6 = 68 
24) - 'IOOOF + l(>OOM - 50000 + 0,0358& - 0.03L6 f· P7 + 0,8C6 -

C7 = 60 

La sol Ltci ón es 

VC,LOR DE LA FUNCION OB,lETIVO 

1) 5899,976 

VP.RIABLE VALOR COSTO RF-DUC!DO 

z 5899,975590 0.000000 
F 0.1187211 º·ºººººº M 1. ºººººº - 0.000019 
D 0.000000 945.007523 
Bl 1461 . 6321 40 0.000000 
L1 0.000000 o.oos112 
B2 2000.000020 - 0.000000 
L2 0.000000 o. 196093 
83 1046.979320 - 0.000000 
L3 0.000000 0.003168 
84 0.000000 0.002576 
L4 991. 260727 0.000000 
85 º·ºººººº 0.002537 
L.5 3221 • 6"19020 0.000000 
86 o.oooooó 0.002250 
L6 4359 .. 347720 - 0.000000 
Pl 0.000000 0.449947 
P2 0.000000 0.379308 
P3 0.000000 0.204255 
P4 º·ºººººº 0.110749 
P5 1072.657820 - 0.000000 
P6 751 • 860;?07 - 0.000000 
P7 1139.62320(' 0.000000 
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Cl 248.721067 - 0.000000 
C2 696. 29721 J (l.(1000(>0 
C3 1039.364200 0.000000 
C4 3'!0. 8~j6709 o. (>(>(11)(11) 

C5 o. 000000 o. )09113 
C6 (l.000000 (>. J075QO 
C7 (\. 000000 0.500000 

F:ENGLOi"' HOLGl..IHA PRECIOS DUALES 

2) 0.000000 1.321874 
3) 0.000000 1. 286092 
4) 0.000000 1.067854 
5} 0.000000 1. 0'15~76 
6) 0.000000 1.030225 
7) 0.000000 1. 015000 
8) º·ºººººº 1.000000 
9) 53n.~f:..7Bqt.J 0.000000 
10) 0.000000 0,192402 
11.> 95:;.020706 0.000000 
12> 2000.000000 0.000000 
13> 20(>0. ºººººº 0.000000 
14) 2000.000000 0.000000 
15> C>.512789 o. (l(lOOOO 
16) 0.000000 573.561150 
17) 1 • oooor.10 o. ºººººº 18) 0.000000 - 0.210990 
l9) 0.000000 0.263738 
20) 0.000000 - 0.329672 
21) 0.000000 - o. 4 l ?(>9(1 
22) 0.000000 - 0-515113 
23) 0.000000 - 0,507500 
24> 0.000000 0.500000 

Nótese qu-: 1 ar; com;i derac:i ones sobre lo= i mpuC?stos causan un 
cambio sustancial en la solución. Con base en la solución 
anterior se c5teblece dedica1· más fondos 1'11 proyP.ct.o de 
adecuación de oficinas,M, e invertir menos fondos en el de la 
Cd, di? Fo;,.t.er , F. El proyecto M ti ene un f 1 Ujo de cajr1 quP. 
ayuda a qu~ los flujos de las ganancias anuales sean más 
uní formm:;. 

Resumen sobre la discusión de los modelos ~ultiperiódicos 

En los modelos d1:1 planeaci ón del tiempo e>:tr·<>. se particiona ·~1 
tiempo en un cierto namero de períodos. La porción del modelo 
que corresponde> a un solo período puede ser alguna combinación 
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de mcd~los de producciOn, mezclas, etc.,.Esos pPriodos simples 
o m~deJo~ ~st~tico~ se encRdron~n por: 

1. un enci'.den,,.mi ento o varii.>.ble de inventario para 
c~d2 ,-,rticulo y periodo. L~ vari.:<ble que encade>na 
r-epresenta 1 ¿\ c<:1ntidad de artículos que se 
tr<>nsfi PrPn df'• un pperíodn al si g11i ente. 

2. una restricción di: " llalanl'.e de nrnter·ial" o "fuen·ce!o; 
= t•sor;" por <.:2da é>rtícttlo y pei"íoclo. La forma m<'rn 
simpln de esta restricción es "inventario inicial ~ 
producci()n =inventario fin<il + mAs. bi1mP.s ve>ndidos" 

Los modi:los mul.tiperiódicos generi1lmente se emplean en un 
form<?to he.".t" cierto pL•nto r.r>rrPdi zo. En este formato, el 
modelo se resui:lve al comienzo de cada periodo. Las 
recomendacioneR de Ja solución par2 el prim~r periodo se 
impli'.nt<'n. Como c2.da r?tilp:i ql'r.:> tr-"no;;r11rrr-! proporciona una 
mejor inform2ci·~n sobre rl~to~ ~' rro~óEti~os~ QSto mi5mo se 
empl eoi P.n el sig•.li<?nte. DP. tal form1:1 que el l")l?riodo 2 resulta 
ahm-<" e>.l J, y i'!!'.í subs.ect1t?ntemr.nte. 

No m: i ste nadA que nos obligue a que 1 os per í ocios sei:ln de 1 a 
mi smi:'. longitud, Por rejPmpl r~, cu.:indn t111R r.r:>mrañ; e. pC?trol erB 
plane<i su producción anual es sensible tener periodos 
correspondientes a las estar.iones del Rño. Una posible 
partición es consideri:lr el período de invierno del 1 de 
DiciembrP- al 15 dP Marzo; la. Primaverci. del 16 de Marzo al 15 
de Mayo; el Verano del 16 de Mayo e.l 15 de Septiembre; Otoño 
el 1~ de Septiembre Rl 20 de Noviembre. 

Algunas compañias planean como mucho a un horizonte de 50 
años. En todo caso se puP.de tener los primeros dos per í ocios de 
un año, el siguiente de dos años, los sigientes tres de tres 
años cada uno, lo;, dos que sigLten de cinco 11ños y finalmente 
los óltimos tres de die;: años cada uno. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- La compe.ñíci Izza de Tokio ha pronosticado sus necesidades 
de acero para los siguientes cuatro periodos: 3,000, 
6,ooo, 5,ooo y 2,000 toneladas. La fuerza de trabajo 
actual logra 4,000 toneladas por periodo. En este momento 
P.d r:.ten 500 tonel ad as de ac:ero en al mac~n. Al f;. nal del 
horizonte de planeación Jzza requiere que vuelva a tener 
r.1 mismo stocK o sea las mi. smas 500 tonel Cides de un 
principio. La fuerza de trabajo tiene un costo variable 
de <¡;JOO ror ton. ·El tiC?mpo e>:tra plll'O'dP. ser contratado en 
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cLti.'lquior psríoda a un cost.o dE.> f.140 por ton. El t;:>m;¡ño 
do l?. furr2a de? tra~Ajo de tiempo rPgLilRr purde 
inr:remc:mt,,rse d!i' '·!n período R ntro a un costo dP. $300 por 
ton. ?1 í <Jl.l<>.l f1tH? di r,rni. nui rs!? a un cor-to e> t•n c:o5to dr> 
~80 por ton. Se tiene un cargo de $5/ton por inventario 
al fin~l d~ r:?dR prrlodo. La compañia prPferiría llegar 
al final do los cu2tro periodos con una fuerza de trabajo 
a un ntvaJ d~ 3000 ton, 

"'. - .Formul P un modt:?l ri rle proar«mc>c:i ón lineal e1propi ado 

b. - QuP. supuestos consideraría en el modelo respecto a 
J ?. fuerz i?. de tr abi'\jO or:i. o¡;e<? -

2.- Una línea aérea rPquiere los siguientes pilotos para los 
pró>:lmO!; c:inr:o trimei:tres: so, 90, 110, .120, 110. 
Actualmente se cuenta con 90 pilotos. La pregunta de 
mayor importancia se refiere a determinar· el número de 
pilotos a contratar en cada uno de los siguientes cinco 
trimostres. Un piloto debe dedicar el trimestre rn que es 
contratado para su ~ntrenamiento. Las instalacionRs de Ja· 
compañia sólo pPrmiten •ntrenRr R 15 a Ja vez, Además, 
dicho entrenamiento requiere loe servicios de pilotos 
e"perimentados f'n tt.na proporc:i ón de 5 a 1, esto r:>s, 5 
pilotos en entren2.miento por un l'»:perim"?ntAdo; Estos 
•'.tltimos. no pucdl"n emrlee.ri:;.e e>n vuelos. regulo?.res. El costo 
de contrati:'.r y entren?r a un pi 1 oto se esti me1 en $20, 000; 
f:'n cambio un m:peri mentado cuesta $25, 000 por tri m!"stre. 
L<:t político> de la compañia no incluye el despido de su 
personal. 

a.- Cuáles !.'On la!;, v,,rie1bles de dP.c:isión? 
b. - Formule un modelo para determinar cuontos pi 1 otos 

deben ser contratados en cada período?. 
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11.6. MODELOS DE INSUMO-PRODUCTO 

Er, prc.ii·l Cí!1:·~ tit•J 1. ,1 r,f:)·} (·rjj r:n~~ C'} ?~Pr.'c:tr:• "irr:f."C"'lt--ft~nti: e! 
Gn~~d~nam1Gr1ta de los pQ;-1odos. f~~1, en pi-otllemDr: ir1tPg1-~rlos 

r-r-.J ,·f:l r .. n:: r 1 or r.ii {-r::-c::ntr:i:-[.'~:: 

n1 vt::·l e~~, cr·.ns1 dE··c\n•jr, pt'"C.(iui: to dci un r.rocr:~o pu~:;d~; 

e ir-1su:•.G e::-: ot.rc·. 

r•t..,:· C.:jP-mplc.•, rn. un~.:. f-::.rm::~ t?ll"i:Oíi't.:rt.t-i:-: 12!:.' inst.:t],,CJ.Cl!1P~· dP 
pr·1m~r r11\n:l ptH .. ::dr-:r! tr~¡¡e·- como producto:. fjnoJr:s t1 los 
n1c•LorE·~:, trc·.n~·:,2t1c.11i:··i:.. ;· c¿q·rc:or:c:r:I.~!:.; n·ic·ntret!:: q1tc:· l~.s 

1n~t~l~c1on~s ciG SCJUnd~ n1.vc~~ pL1cd~n producir VF~1ícLilos 

t:lr~:.c::mblc-.riC·~~ C.:C:•:i Je·· f•·:,1-tr:-:-:- prt··dUc1cJ¡:;~ fríl C] f•rimcr· njvc-J D con 
cc.;¡~¡1011Ent 1_-.;¿. C;l.tt: r.r. c:Grr1p¡·¿:.r··~\\ :~ otr('? pli::nt.:l. D::) ~.stt:.( fni,..mi'\, lr:~ 

ir..r·n,; ... di!.Cl·~!l"1 Ch ¡_,.· r:-:~·c-t•lc;m;. (lf )nte9rt~CJC1!! Vt?i-i.lCi.:·.J 

~-¡ ... ~cui:.:ntcmP:it':. l.:!-::.tr. c.0!·1 d:.:::.1$.t.C·r1cr.-. d·~ f~br1cr-:i:4 o compr-::\r·. 
L~'.;,; vor i t:. ~i l r:..: 
.:. ¡·1tr?!'.mEdl D:-

c:·1·1 e·! ::::.:;críqJ: r:• .:··ni.e.: l c-r- pu.cd~:;-! r-.r.·t· Jo~. pr-oductos. 
f:·t:·ri::::c.i·.:·::. cc,rr::~. !HOtc:¡'"c·~, tran!::mi sianes 'I 

·::o;.'.·t ~·crt..c~·j ·.?.~. ~: t' r· ,_:" ··!:-· :~'~ rr.:("'1~ ri--c.iJur:·tc•:~ ~~C· i'.J E'r1r-· <!llC 12.!"': 

íu~·ntE:s:.::.u.:.~:.~ ,_·~ r-oo:::tr·l.r:ci(•:: r.~-- c.onSL!J"V~~r:.it•n dr: flujc.·, Pí.:1 1-

t:1Dt t:·!- e'!: V5 
p ¡ enl.;) f.: 

C.C.'!f~pr i. 1J:.IP~: ·I fl•Cd .. i::-·~·r-· 1.:. V2 br;:.::_-f1vL CT! l t?

+ mot0re~ '18 h~cl1c!: r?~ l~ pl~nt~ D = 
vctHc1.d.or: c:on ~'~--~ t~qr . .;q.·r~··] ~-:rJi:-.:.. c·;-i ~ .f; pJ r:nt;:-- Y ·!

v0;11CtJlo~ ~n~~mbiados tri i~ pJ~nt~ l + motor~E 
V;.J \l':":·rHi J. fjc.;·., 

Lo~ n1od~lor 6Q int~gración v~rtic~l ~st~n estrech~m~ntP 

rel¿~c1onado~ con los modolos da !n~tJmo-Producto desnrrolledo~ 

po!~ Lc::·ont1cf ( 1951} ~ pare modc:l ~r un~ economic:-1. Un modal o rlE
e&te tipo especifica para cada industr1~, qu~ cantidad d? 
prodLtCtü Llro c•tras industrias se 1-equi c•:-c· romo una función ds·J 
nivel do cfactividad de una industri2~ espE:»c:ifica. Por ejemplo, 
lé< industria del ferroc<:rr1 l re:qu1e1-,., de algttnos productos de 
la industria p9trolera y de la dAl acero. Además de que las 
¡-(!J;,cic·ni.:-;. di;· Jn5.umo-f-'roducto g~:·né:c-alm~·nti;• ti.E•nen "Loop!:'". 
Es1:ei t=!:·, 1 ,., i ndLtst1·i. 2, del ac!:?ro ciunqw~ l"' pr-oporci on« 
productoc ~ lH del ferrocarril 1 E:lla misma requiero d~ los 
servicios ~el ferrocarril para transpcrlar fierro y acero. El 
probl em<• e>n esta- caso a-s .clt?t.<?rmi. n<".r o prcdc:·c ir el mP.jcir ni ·vr') 

do opEración cio c•ci~ industria. 



Problema Simple de Insumo-Producto 

;~lct-'Lt'" compAf,i {· opc-1--. t•n.-\ g1-?.nja ele .1.(l!)() t':!C1 .. e:·~~ r-•11 f:'·J ,1,:'l 1 r::· de 
f11·J.~Oi1~·. S1.1.::-. pi ... in.::ir.ni.c::, .. ~r:l:Jvidt,dr:::·, iric..luy~"lr: lo·.: i-:plt.l\1ot_·, r:ir;: 
trJ.g·:::~ c:-11'\·¿;i.l.\·._~. ;c..:: pr·c)Gtir.cj(¡r. tlr- r..:-q-nr· c:lci rrc. L.~: 

a:.1.1.to:· i rj¿i,dC!~ hJ. fj¡-,: •. 1.1:i ~ r: .. ::<:: I ~: Íl~~'i ~Sj IJllr""ldO un.;i. dot . .:.i. 1.:i ñn dí? ti.gU,l 

pr-e::10~ d-:; 
1 .. c1:-1c l 2c.lc..:. y 

e .:.~i ·r1c. 
c.i SJ(P-'lc·nrt. rüir.·~ Sr r.r:.p1:·r·L1 f!tt~·· Jos 

_ rn~ntcng~r1 Dlr~dcdor de i60i) por 
t r 1 CJ!"• i·~ ?r"·;~. 60 po1R bushr?l. Lr· mcjnr 

supo·:;iciú11 }2S qut? si::- puedr:- vc:r1cir:r la B.]f¿'\lfa 2 $54 por-
-t oncl ctd2 , pt~rc• s2 r::1·1 vr:-= dP. vcndr:r sr:· requi i.:.:rc r:omprc:ir 
alfalfa para alimontar Q 125 r~se~ s~ compraría a $56 por 
teoncl2.d¡., 
Los rendimiento~ c0n ha~F ~n l~ tc~nologi~ aplicad? ~on: 

prodtJcción de t1-igc ~(: bush~ls oa~ ~c1·n; nlfalfo 3 tons por 
ac1-c-r EnSGC]tnd1•. t•p?,rc.ce lt: t2b]e" e.Ir?· rcq,_tc-~Jmtr:·ntor:. 

---------------·---------------------------

"J (l(l • 11 r- .. t· 

~r1 est~ caso 58 trata de formLtla:· a~ problc~n do ln pJ;in~~=ió~ 
cJc CLtC:·r1t~ tic•rre->. St'mbrL"'T (1{=· J or~ dj fc:-rrn1·rL c:u1 t; \'O~ :· r; 1.~( 

cant1dt:.t.d c:o111pr2¡·· dG ios mi3t!lo:: gr~nti~, y rc·:;oJ"1E"Jrlc:·. Dr:·· T2l 
{·01-m::.: qur.- s~-: pt.11.:-d2.n c.or1tr:·s't::·i- prc-:•gunt¿~~ r.omr.·! Cutd r-"r-. t:".on J ns
va.iarc·:; fih.n·gin::dot:. dt'.;' la tio¡¡-n 'l r_·i agu.:t?~ A quó prt:cio~, sr: 
cJ~.)bi:.T~r·.!r C!.dqt.1.ir-ir· (o vender) Jos nr-t~c:~tln:.; r¡uC? no ~~n 

comp1·aaos (o vencJ1dos>, en la solución óptima? 
~·ure ~f~ctu~r Jo 2nterio1-, se debe ten~r precoucion en lo 
sigu1eni::c; 
J. ldentifiqu0 

deter-minados; 
dc-c:i si ón. 

las actividades ct1yos nivDle~ d~berán ser 
esto es, idcmtific¿•.r- las variil.bles de 

lcii:r1t; f1c.;,r len; <1rt.ículc•s c:¡tw scm protluci.dos o con!:.umi deo:o 
pe~:- l«·:;. d1fercmtes activid.:<.do!:. Usualm<?nte m:istir,;.n 
r·estr1cciones de fu8nt•s uso5 o balenco de mat~rja] 
pa¡~a c~da a;~ticulo. 

vJHiOrd = N•.w,,_:r-o d-:: 2.c;·es de t;-,.go cult:lvad2s y vendid.;.s 
ALFGRGn Número ti~ t0nwlAdA~ cultiv~dAs d~ alfAlf~ 

BEEF No.m"' o d·c, tonel ¿1d¿;s de; c,:>.rno produc:i das y v•ndi d,:>.!:' 
ALFDLIY= NQmcT0 cic l~iclBdes de 2lfBlfa corr~rnda5 
ALf'SOLl>= i'l•Jrne¡·o cic? tonc=l ad.;is da: c:d f <:11 f <o vondi das 



Lo~ ar L .í cu~ CJ~· pu.r:d:2:--1 i di::-rd. l f :i, ·~: t1r ~r· dr::~r..r j b j ~:ndc" c·l pf c:r_·.t r._, d0 
c::.l,(Jt_~. e.et. i v:r. dl~d ~ (.le r.:·t,i t f Ci~-17¡¿; : 

lil C\J l t l VO do 2.1 'Í· f•} i· U 1- 1.:qu l C•i .. C tí::: r: ,:·1p 1 t t:d ,, t. i C:r'!"" r-:1. y t"gu.::1. F'~¡~ ~-·. 
pi-nLiuc:i¡ ... c.:2.rn!: !:C r·eqtnr:rc· dr:· Ct'::p)1r·l,t1~-,:-:·r:.., z·gu.~· y ,-.. J;:;•}+¡., 

~or otro i~da, ';c;·,d1onrlo el t¡~ia~, l~ ~lf~lfn G lu c~rr1~ d~ 

t·c·s~ r-r.- pi-c:•::.lu.cr. cc·pj·~_¿,_;. ji{·· r:r--{;_ m.,:...r:i::t ·~·~ l~·r: ~-·r~ .i c-uJn:-. r.:-:in lG 
t1c::-r"'' c:i ¿\1.;: 1.l:.·· y J.·. t':1;f:·«lír- / t:;. c·t·;jr-l::ivr:-. e:':..:. ffi¿\~'.imi:".f.!t"' i::l 
¡;_.;:.pitr·-i~ ¡-·c·r ol_,¡-¿~ pi-.1 L·..: ~::· ~.Ji:-·!1~.·r· r«~·~:triccic.,1H-.·:·: q1.1E- dE·scrjl.HHl 
1-:.t ut:J.ii:.!-ci 1_•n d~· ~,, tJr::·r·r .... ~ ~.']'·'.-'· ~,. ,·.If¿i].f¿1, Di:: modo qut.:• Je:, 
-forrnul<:.?.Ci•:11·: CDíilj"Jr·'tt'. e·~~: 

l'lf\X 1 ~:4t.i1Hl;.(iT - ~-:. (.JQl.·6 7{·~L rur·:r.-; .{· ~}(F)[<[_:T.i- - ~fd~t.FDUY + 
:".• 11 l\LF Süi...D 

:;.:; > l,1HE.i··-. T + ::', :_;:;3,3;~r,~ FGn~J + O~ 1 l f~EE ¡: .. ~ l Q(i~) 
3l !.~~~:iEA7 ~ G.83333Al.~GPO ~ Q.78E~F < ~~(>0 

·'J _) --1:'.~t=Gr;;J -t 5í.{~EF - f;L.F LH IY .f· tiLF~-~OLI.~ :-·- O 
L:1··ii.) 

5~ plit::,dC: 

cons11Je.rc;r 
b¿{jC•. Un¿~ 

pC'rqu!! 1 a 
rerrtc-:lJle y 
Optime· .• 

eizt.~1 1 i nt.i:::·rc·~adc1 r:n q1.1r. J. e;~ rcrtri cr.; r:inr-!: pC?rrrsi t2.n 
l~ c:ompr-=:-1d? t\Jfc;.lf~y vr.ndr:--;··J·:·ri 11npreciomé~ 

rfc·~<tricción par?. prr·vr-cnir lo Dntr1-~01· nr:i "'e incluyó 
compre!. r..tlt¿'t vnnta brd,~· cr t1nc: corribine:tción no 
pe1~ 1 e· tanto no pur.1 dr;i .::;ctir-rj r C:! 1 ;- !:Ol ur:l. ón 

ve,:_or;. DE Ln FUNC' r Of't Dr:<._1ET Il/O 
l) 2 000 OU0.0 

vr:r\ItH.;Lt:: l/í.;LOh cmnl: hEDUCIDO 

WHE~\T 0.0000 1876. ºººº 
ALFGRG (l. 001)(> 613.3332 
BEEF 9090.9092 o.onoo 
ALFE:UY 45454.~i.t160 (;, 000(1 
;.:¡t_.f:::;oLD o. 0('(10 2. 0001) 

RC::NGi...OM HUL(~lJf~t~~ PnECIO DUAL. 

2) o. 0000 2000.0000 
3> 301.G181 º·ºººº 4) o.ooon 56. 000~) 

La soluciórr recon1jFnde qtio toda l~ Qr~njn s~ r:o~vjr1~ta rn tJn 
gran almac1n d~ rorr~jnt S~ e~te modolo o~ npvna$ prc!jmin~1~~ 
entor1ce& Gc!-Íil cor1vronien·t~ r12nt<r2rE!~ la~~ restrjcc1onDG ~U~ 
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;1;-: q: lf:• (·~~:t. 

i:.opi:--:rt ,.,, .. un::1• 
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Modelo de ¡nsum~ - Producto de !Elandia 

.;_ -..• L ~: ¡ .. t·r.··' c.ui:·.tr L-, pr i ne) ptd e~ ;. nrh~r: t.i- i t~.:~ 

0:·:po¡--t,-:i.do1 .:.\'.:.) 
plástJt:t.i. ci 

t.};.:. ~-.• ~cr-o, i•.utrJmc•ti'"i;:, E·lc;.ct.rñnit:d y del 
(H;t·¡j~-·r.'t-J::• clF CCl•!lC•(l;;.;· rJc este:- p¡;j_~ qU.lf.'l"'f:' 

mA:: l ml :~ t•.r ~··:pc.'--{.¿._c11.:·!E:·: - irr:~'.:;1--tt: .. r:ionE"~s. La u.nidc,.1:: d 1¿ 

i r1tc·r c..:2H10j C• t:~ 

(1:1_1.il (j J. t:.~ ¡;.i:_·:· 
Lc:1;. r1-cc1c:i:. e;~ ;:!Lit:· c-ri (:•] lnl-l"CcJ.dC1 

¿.c~~r 1.·:- i.tulorn·:.•t!'"-j :., r:·.tcctr·(~r.ic ... , y dr-. 
jJ.i. l.\El J. <..:t:• ~;\_1¡·, ~ 

p;:u·t,,,, f'"'' ~· 
1,,.1.r11 Uc 1.dc·:':. u·. 

r L·:.¡q ·-- _ :i • .-~·!·,,_·r1·l e, ~.;_¡:_::- j~·.<Y.\,. ~.~~);)!· 12i.ii) .. f.1wr c.1L1·t·, 

'-'fiJ dctCJC!'.:°~· t.ll~J ~.1 •• ·\:.' 

ílldnG WL cAJr· ... tJ·_:· 

w~cr·o ~i~ ¡rGqu1ere .O~ 

• :_¡). t 1ni !.i.::~cit:·~ de pl 2.~.:t.j c:o:. 
i -:.: 1..:.un:µr :...•'...: :- 1_:,: •:·j 
'.:.; • ! ~ cJL 11r. ':r:•r:h1· ··J 

•. ::i 

: 1 :·1 t: ~ •r.:L• : .. • 
J(IJpDi·t.t:út.1, L.. f-·• ci1_;.1:_. t'· r. 1· ._in: Hni•~f-1'"·: dr t:"q11j¡_,t"· r.·.lPt:"l"f't1rdc:c·, 
i'"EC¡Ul\.'.1':_· .• 1 _:~ l."(1.J:r..:i:.•OC~ r!:· ~·t:t:--'-·~ ~r¡' tl:""lldt·.ci!'."'•~; d~· lo ,--:_,11torr.~tr.\::_!' 

~o::. tJfiJ tJt~i:Jc-:: 

~i(; hlu~::: dr.~ 

J :! ITI) \.i·:(; :·, 

pl J~.l i. i:r:. 

c!t 
i~.~n~t~d:~. [_.\ ri-odl1~cjón ~l1 to~otrj~ r~t! 

!_.:-. r.1rr:ict¡ 1r r.? (•n r.IF unt: urd dn'."'.! r!::-
c~·: prt:.ci•_1cci ón z-.i.1tt.,rr;::-·tr·i:: ~ .., 

tirtic.:·dc;:: Or ¡;cr.-i·c-.. :.:'. ;·~'i-:it·i:;r.·:= rlc· r;:lr.ct1-~H1jri~.tlc:-~: l"lrimhrr.-i::--r·ñr·, 
tú.: 1:-·i:•o:·, i11·-··-~ ~,(>;:: i'.~•1t:: dr. <:1-•tr-;--·j,!lt:-: i.mpc-rtados .. EI limito 
s-_tpt-.r 11.:.·r· t..r: 1 r: ¡:•rcq,i1.:-_.:- de J ~ lndur--tt j <-;.. dr-::·1 pl éstl co E't:· ele 
(:J•.J (.(i"; Lt!"l.tf.:::~•..::,.:.:,. L~· IT1t•r1C• dr etbr~ tGt.id rJispc.n)bJ.t? c:n I~l\"Jndi;:-

l:. .. t; Lit' C<:.,¡.i (,()(> i10!!!L1 : E·:-. pL·1 i:o.fir:•, f'1o !:':' p.uodcr1 j mporta1- rrodt.t:-i..o-: 
de c.r..::..:r·CJ, c.utamt:.ttricG!:, C·lt:?ctr·onir..us o pl¿o.'!:iticos .. 

L~ prcgunt2 c~h,~cu~rilo deb~rá pro~L~~i1-E~ ~' s<~1- c>:po;-tado de 
los a1f~re11tos productos? 

Le.:. 'l:Ot tu'-tl t~_LJ. (:r1 ele· 1. 1:·1 n1t:••jr:lo Ut· lnt:.um0·-f.'r·nduc:t.o dr:her·f..i. ~.l:)tjtd r 

los 1fiismu~ aos paso~ p~1~a l~ farmulaci6n de cualquier rnodolo 
de: f"'r·c1y1 ar11t~.ciór1 L.1nc-:·L:. qLl~ Et)n: l> idt~·nt).fl.car las vt~rJ.abJr1E

di:..1 ci~~·i::1~icr: 1· :2> ldt?í1ti fiti:.r ic~s restr-1cianes. La cla'/C.• pnra 
Jdc:11t.1i1t:t.':· t~ )¿,~r:.. vcxlr:.blef: de dt'icis.lór.! pc-:1-a esi:t- prc:1bl<rJnte.> 
oD ~r~ctu&r la di~t1nc1on· er1tre la cantidad da Ltn nrticulo 
prc•ciL<n.dt:i y l<: 
lti.\ CC:·fi;Htir.,:(·aciw~ 

CCJHIC.• ! 

A 
p 

E 

canlj.~~~¡ e~~port~da~ Una vo= 
ias v2ri~blo~ d2 decisión 

que Jo ant8rior EP 

pueden definirse 

automotriz 
drol ¡:¡lt<stico 
c;J er.:tróni C:i'\ 
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SEX unidados eii:portildas por 1 <J. inclu-:;tri ~~ dr,:l acoro 
AEX <tlttomotri 7 

Pi:.::.~ del p l i1sti co 
EEX el~ctrnnica 

los artículos pueden identificarso diroctam~nto como acuro, 
automotriz, electrónico, plA5tico 1 meno de obr~, capacidad 
automotriz y capacidad dol plástico; por lo que se se tienen, 
entonc~s, siete rostriccinnos. L~ f~rmulaci~n y solución del 
problema anterior es: 

MAX 500SEX + 1 ~;c>OAEX i- ~·ooEEX + 1200PEX - 250S - 31)0A - 50E 
-300P 

Sujeto a: 

21 SEX - S + .SA + .01E + .2P = O 
31 AEX + .026 - A + .01E + .03P O 
41 EEX + .15A - E+ .05P =O 
51 PEX + .016 + .11A + .05E - P o 
6> .5S + A 4 .BE + 2P < 83(> OC>(> 

/) 1'1 < 650 ººº 
81 p ( 60 ººº 
ENO 

Vl'1LOR or: LA FLINCIOM OBJETIVO 

435 431 260 

VARIALJLE VALOR COSTO 

SEX 547.91429 
AEX '!65 410.'!2000 

i;:ED!.IC!DO 

0.0000 
0.0000 

EEX 0.00000 121.87487 
PEY. 0.00000 2(>96. 87520 
C' .._, 393 958.33000 0.00000 
A 475 833 .. 34000 0.00000 
E 74 375.00100 0.00000 
p 60 000.00000 0.00000 

RANGOS F..N LOS QUE LA BASE NO CAMBIA 
RANGOS DE LOS COEFICIENTES DE COSTOS 

VARIABLE COEFICIENTE INCREMENTO DECREMENTO 
ACTUAL PERMITIDO PERMITIDO 

SE>: 500.0000 57.5898 143.0506 
AEX 1500.0000 1455.6141 184.1149 
EEX 300,0000 121.8748 INFINITO 
PEX 1200.0000 2096.8752 INFINITO 
s -250,0000 76.2965 152. 8085 
A -300.0000 1795.5000 192. 6156 
E -50.0000 129.9998 1245. 7(>10 
p -300.0000 INFINITO 2082.6565 

f\ANGDS DE LOS LADOS DERECHOS CRPS> 
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í':l:.NGLQi.J FllS I NCREt1f:NTO DECPEMENTO 
r.c-run:. Pr:w1 I T I DO f"El\t1I TI DO 

---·--··- -----., o. (l(l rnF !NITO 547.9142 
.:..~ o.uo INFI MI'I O 4651110.4200 
.'¡ U.O(! 2'~92, 87'7"'4 10'7T17'1. 0000 
5 (1. ()(> 17. 82J.3 '128'·79. 0000 
6 830(H)l), OC> J 81 l 0E12. ::;ooo 20'=? .. 5~l58 
7 650000.00 INFINITO 174166.6600 
8 60000.1)(> 15.1509 '! l 144. 0940 

La solución indica que la mejor manera d~ vender los·productos 
de Islandia como son Jos de las industrias automotriz; 
electrónica, acero, plástica y loo recursos de mano de obra es 
en la forma de automóviles. 

El análisis de los c~eficientos de costos proporciona una idea 
de cuánto debe aumentarse la ganancia del acero electrónica o 
plásticos; o en cuánto debe bajarse la ganancia de la 
industria automotriz para que la solución cambie. Por ejemplo, 
s1 el costo en la producción electrónica puMiera reducirse en 
121.88 por unidad, entonces puede valer l<'. pena e>:portar 
partes electrónicas e incrementar las ganancias totales. 

t::ste problema podría tomar la forma clásica del modelo de 
Insumo-Producto de Leontic>f si. en vo:: do rri.1i:imi::ar ganancias 
el objeto fuera establecer los nivolos para las eHportaciones 
Co consumos> de los productos de 2cero, automotricos y 
plásticos. El problema sería entonces determinar los niveles 
necesarios de producción para apoyar Jos niveles adocuados de 
exportación/consumo. En este caso la función objetivo es 
irreJ.evc-.nte. 

Una generalización natural es permitir tecnologías alternas 
para producir varios artículos. Dichas tecnologías pueden 
corresponder al grado de mecanización o a la forma en que se 
consume la energía, esto es, con gas, carbón, hidroeléctrica, 
etc. 

Modelos más complejos de sistemas verticalmente integrados y 
diagramas actividad/recurso. 

El ejf'.'lllplc:• siguiente i.nvc:•lucra varios ni veles y ltn cierto 
número de artículos. Al final de la descripción nos 
introduciromos al método de los diagramas actidad/rocw·so para 
que gráficamente presentemos las complejidade5 de los 
programas J. i nC?al es que surgen en estc- eje·mpl o. 
El problema de una granja integrada verticalmente 
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Un granJcro tieno 1~0 2cr~s que pueden sembrRrsn do trigo o 
n1ai2. Dicho campo ti~nc: tAr1 rcndimicntn dG 55 bu~hvJ~ de' trigo 
por ~.cr·t..:· y por (~íío o r:.J::: bushr:l s de m0í= por L\crG y por ¿,Ro .. S'? 
cuns:.:i C.:~1-é\ qtJE· se pucdr- t"c·rr.br.'.1:- cu~.l quj e·;- fr-vcci ón cic- Jos 120 
2crcs de trigo o d~ tn0;~. Lo~ ¡~cqucr·imiEnntos er1 cuanto o la 
mano d<~ obri:.:i. E:un Me- 1J ho~· ¿.::; pc;r ~·r:rr. y por B.fio, mt-l.r.~ o. l ~j horas 
pcr bush~l de trigo o 0.70 horas por bushel de malz. el costo 
de sc:111i 11<:, fc:Tli l i z "ntc., i:Lc., es d12 20 c:¡mt<>voc: por bushel 
de trigo producido Rn camhlo sen 12 centavos para el maiz. Por 
otr·a partG., r.l t1·igc• se: p•.tE'DF.' vcndc·r· ?. $1. 75 por busht?l y E>l 
maíz ¡;_ $0.95 por bushcl. S1 Gl trigo se compra sLt precio es de 
$2,50 por bushel y si el mai~ se adquiere su precio es de? $150 
por bushol. 

Adicionalmente, el grnnjoro puede: criar cerdos y/o aves de? 
corral y venderlos'cuando alcanzan un arro de edad. Por ejemplo 
un cerdo se vende C?n sqo y las aves de corral, cuya medida son 
jaulas, se venden a 540 por jaula. En su alimentación un cerdo 
requiere 25 b~n:shel s. dr: tri 90 o 2(> tn•o:hr,>J s de? ma;;:, más 25 
horas de mano de obra y 25 pies cuadrados de piso; en cambio 
una Jaula de ave~ d~ corr~J neccs1ta 25 bushels de mai;: o 10 
btist1ols de t¡~igo, mbs ~o hor~s d~ labor 1 y l~ pies cuadrados 
de esp2.cio, 
El granjero cuenta con 10 000 pies cuadrados do piso, 2 000 
horas de su propio tiEm~~ y otras 2 000 horas de su familia 
En caso de alquilur m,3no efe ohr;i, C'Sto lo CLIC?stR !t-1.50 por 
hor¿,, 

Sin embargo, para c:aci2 
requieren 0.15 horas 
supet·vi !¡i tm. 

hor2 do mano de 
por parte del 

obra alquiladu sP 
granjero para su 

En este problema interesa saber cuánta tierra dt?be sombrArse 
de maíz y cuánta de trigo y además, cuántos cerdos y qué 
cantid;.1d de jau! o;.s- deben criarse de tal m<:1nc:ra que se· 
maximicen los beneficios del granjero. 

Definición de variables 

Wl Trigo cosechado len bushels> 
Cl Maí~ cosechado len bushels> 
Pl Cerdos criados y vendidos 
Hl Gallinas criadas y vendidas len jaulas> 
LO Mano de obra alquilada <en horas> 
W4 Trigo vendido len bushels) 
C4 Maíz vendido len bushels> 
C2 Maíz usRdD para alimento de gallina len bushelsJ 
W2 Trigo usado para alimento de gallinas len bushels> 
C3 Maíz usado para alimento de cerdos len bu~hels> 
W3 Trigo usado para alimento de cerdos (en bushels> 
CO Maíz comprado len bushels> 
WO Trigo comprado len bushelsJ 
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Diagrama de flujo Actividad/Recurso 

Par··"' problema~ grO\ndc;s pur.'dt'.' sc;-r útil visu.:.li:<:<?.I" gráfjc:amr.ntP. 
lo':' flLljos dP- matf:rial. Convi12ne r,.3cer notc:>r q11e; cL1<:>.lquier 
pi-c:•hlema dC? Prm3rarnac:ion Li.nc>¿\J ruode ;.c-r· cor1vP-rtido ,~ un 
diagrama de flujo en el quo el m"torial fluye a travts del 

.. sistema, 
Ei:i sten dos tipos de c:ompc:onentoto rn c:>Etr:· modr~lo de di.CTgri\rnas: 
11 actividades, que corrc:'Eponden D las variables y se denotan 
por O y 2> .rccu1·sc:n;, qL1c corrc·cponden a las restr1cc1.ones y 
se denotan por un Q. C;:.d,;-i r!'!.:;tricción está asociada a algt~n 
producto o articulü y en palabr0s Elgnific:a: loa usos de los 
artículos deben ser menores o iguales a sus fuentes. Las 
f J echas qut? l.nc1dcon E'n un O cc>rrrcspondrm ,, los recurso!',, 
articulas o restricciones con las cuales la variable tiene 
i nter acción. La f l t?ch« qt1c i ne i de en un Q dP.bcc r:orré'sponder 
a las actividades o variables dn decisión con las que las 
rostr1cc1oncs tienen jntcracc:ion. El diegrama 
actividad/recurso dBl prablem«. e>.nterior se presenta en la 
flgL\r.3 l.1.1 

Nota: Existe una actividad por cadA variable de decisión r:n r:l 
programa 1 i neal; se tú:ne-; Lln recurso por cada restricción. L1:1s 
tasas que aparecen sobre cada flecha son los coeficientes en 
las ecuaciones del programa lineal. 



Fig. 11.1 Diagrama Actividad/Recurso 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 

1,- Un fmbricantc de semiconductores ha tenido como producto 
principal un chip que contiene un circuito lógico qua se 
us¿¡ E'n la mayor p2.rtc:> de 1 D!i· c:omponc·nte!:'.· el r,·ctr<m;. cos. 
Recientemente, dicho fabricante ha adquirida un aparato 
para fabricar un tipo de máquina calculadora. Cada 
calculador fabricado por este aparato utiliza 10 chips 
idénticos a aquellos que normalmente fabrica. Debido a 
c:anibios rC?cientes en los precios no se sabe c:ub.l de 1<1s 
do.s pl ¿,nta!; e!': mas rt?ntabl t?. Los r.hi.ps. pueden r.omprars.e 
en $3 y venderse en 12,50 lel transporte y el manejo 
hac:on la d1icrcnc1~1. La planta que fabrica chips tiene 
una capao::id"1.d p¡;.re. :~o 000 unidades por mes. En cafftbio 1<1 
que fabrjca c:alculadoreE tiene una c:apAcidad de 3 000 por 
ma5. El <:esto variable para producir un chip !incluyendo 
materia prima> es de ~2. El coEto variable para producir 
L~n!:<. ca}cul2.Llor~ es d0 't.20=' q\..t.C incl1..tye !?}:clusiv?.mente el 
co!:lc• dl.J 1(1 clnps pc·t- t:«lc•.1!,;dorn, siendo q•_to r.adi1 unide>d 
ya tcrmin~d~ !:D vend? en $q5, 

a. Defina lAs variEblcs do decisión y escriba un modelo de 
P1-ogram2ci(in Lineal p;;r1:1 ma>:imizer Jas ganancias 
iTtt?nSt.\i:tl C:-~. 

2. La compañía RC tahrica detergente y lo vende ~n bolsas de 
tama~o pequeño y madiAno. Ademas, es una de varias compañías 
que puc;·de 01-i gi nar Lln nL1evo producto no r.ontami nante que 11 eve 
el numbrE! de NPI~, RC puede vt?nder NP¡~ a otros f <1br i cantes a 
S.80 por galón. El producto NPW puede comprarse por fuera a $ 

1.20 por galón, ya incluyt? cargos por envio y manejo o 
frabricarse en la misma planta.Cada galan de detergente 
producido requiere 0.10 de galOn de NPW. Los costos de 
producci on para NPél y i:·l detergente !;:Dn, respec:ti vamE>nte, 
$0,50 y %0.60 por galón. En la producción de detergente no se 
incluye el costo del .10 del galOn de NPW usado en su 
fabricación. El detergente puede venderse a $0.70 por galón. 
La!:. c:apaci dad es de produce: i ón de RC son: 10 000 gal onEJs por 
mes de NPvl y 120 000 galones por mes de detergente 

a. Cuále• son la$ capacidades o variables de decisión de la 
compañía RC? 

b. Formule E'l pi-c;blemi.'l de ma:dmizar las ganancia5 como un 
modelo de Program¿.ci t~n Lineal y resuélvalo. 
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i .{, 7, m::Df~'-' 

Una. subc1<:1E" d<-:, modelo;; de> Progrc.mación line<:..J son los 
llAmadcs mocio10: do Redes. Estos problemas tionon una corma 
que puode des=r1biroe tacilmento y presentarse en forma 
gráfica come• un;,; Red. lllgunoe ejemplos fí.5tco'°. acm, por 
ejemplo, ,.-ut t"!S ar:rci~.s o I í nao.s de transmisión el óctri cas. 
CLtalquiEr c;•m¡:•resc-. q1•.r: fabrica un p1-oduc:tc:• cm vari.os 
localidades y l~ di!:tribuye a muchos alamac&nes y/o clientes 
puede;:· encc•ntrar t¡l'.E un modelo de rF.>des sea i:1til p¿1ra dP.sc:ribir 
y analizar varios estrategias de embarque. 

En la figura 12.l so ilustra una Rod que roproscnta el sistema 
de distribución u~ una compaKí2 que utiliza almacenes 
1ntormodios para distribuir un producto. 

SISTEMA DE DISTRIBUCION 

F'LAíHAS CLJENTES 

-·5 

·-4 
8 

-5 

Fig. 12.1 Modelo de urw F.<-d 

La compaiía tienP dos plantas, denotadas por A y B; 3 
almacenes, se¡alados por X, Y y Z; y 4 áreas de clientela, 
denotadas por 1, 2, 3, 4. Los números adyacentes a cada nodo 
indican la disponibilidad de material en cada nodo, La 
planta A, por ejr,mpl o, ti ene 9 unidades di. sponi bles a ser 
embarcadas. la clientela ~, por otro lado, tiene -4 
unidades, que significan las cuatro unidades que se demandan 
en el nodo 3. 

El número que aparece encima do cada arco es el costo poi
unidad enviada a lo largo del arco. Por ejemplo, si de la 
planta A, que tiene 9 unidades, se envían 5 unidades al 
almacen Y, entonces se incurrirá en un costo de 5 * 2 = 10 El 
problema es, entonces, determinar la cantidad a enviar a Jo 
largo de cada arco de tal forma que se minimicen los costos 
totales y que la demanda de cualquier area de clientela quede 
s<1tisfecha. 
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La condición princip~l pnra quo un program~ lineal soa un 
¡:.1-obl!'?lfla dP r r.·d r,•s. qc1r.· ce.te· E.~ ptic¡j;,, r·cp1-1?!"0t:·nt..;.1- can1t:• t.::-l. Sro· 
pueden tener m8s 1 i~ ~ niv~les de nodos, cualquier r1~me1~0 de 
2rcos entre:· c:ue.J er::4u.l. er·ci. do;;. nodor:.< y ~e ru0dc:11 tcnc;i- J.; !id tes 
sobre la cantiti~d ¿ 0r1viür sobr·o t~11 ~1~co dado. 

Li.~ formulac.:i.(,11) c·r1 i.e mt.:1·1C?r2(. gc·riE·r~~J de· p1-og1-c:m?.ci~·n linP.al 
par¿~ este p1 ... oblr;11h~ ... p.;; 

1'11M AX + ;:r.:Y ·I :;r.:x .+ BY .f2Ll2 + ~iXl -< ?.Y.~.' 

+9Y1 + 6Y2 + 7Y3 + 8Z2 +723 ~ 4Z4 

Sujcto a: 

2) rix + A'( <; 

3) BX + B'f + DZ t1 
4) -14X - BX + Xl + )"' "· (1 

5) -AY - BY ;- Yl + Y2 ;- 't:.; o 
6) -ElZ + Z2 + Z3 + Z'I (1 

7) -Xl Y! -3 
8) -x2 Y2 -Z~-' "' -t:":i 
'1) -Y3 Z'' -· _,¡ 

1 (1) ·-Z4 -:_¡ 

HID 

E::istc une< restricción pc·t· cadc. nodo 
que entra es igu..:1l u lo quE• s.:lle". 
Djemplo, Rstá M&ociAda ccn el almacén 
cantidad que le llega menos la cantidad 

qtAc~ es de la fornta ''Jo 
La restricción 5, por 
Y y mstablcc~ que la 
que se envía es igual 

a cero,. 

En la siguiente figura se puede spreciar la estructura del 
problema de red, del presente ejemplo: 

: Pl.CTUi<E 

1: 
2: 
3: 
4: 
5: 
6: 
7: 
8: 
9~ 

A A B B D X Y. Y Y Y Z Z Z 
X Y X Y Z 1 2 1 2 3 2 3 4 

2 3 2 5 ., 9 6 7 8 7 4 

1 
-1 -1 1 1 

-1 -1 1 1 
-1 1 1 

-1 -1 
-1 -1 -1 

-1 -1 
-1 

MIN 
9 
8 
o 
o 
o 

=-3 
=-5 
.,_4 

=-5 

Cada colL•.mna tiene e>:o:1ctamente dos valores no ceros en la 
matriz dm restricciones, uno de loE cuales es un +1 mientraE 
que el otro es -1. De acuerdo a la convención que hemos 



acicplada ~J ~¡ 0p0r~co en ol renalón del nodo dn~do ~J cual DI 
,;.•,rci:.~ torur•. mtd .. f:r l t·:J ~ nn c~ntr~s que r.JJ -1 t"4,p.:.ri:·ct1 r:n c·j rcngl ón 
l~ 1 Jl r1odo du~ciG (I¡ ctiai se liberD mstorial. Eri un problema do 
E·::t~~· tt{H1117:·n f~i:-·· dcbt::"I'" .i. ~. 12otci.r C:t:\pi::~r:j. todo purt: da:-duci r la 
~~o.lLu:ión óptimi:·. manu11lmE:nte, simplemente tn:arrdn·"Jndo lu figura 
1 :!, J. tic pttUJc· chi:car Jo <?nt<?ri rn· r.c:m 1 i' !:".nl uci ón dr:· 1 n 
comput~do1-a quQ ~paroc~ ensogLtid~: 

1 ) 

VARI(~LILE 

AX 
AY 
BX 
BY 
[I z 
); l 
x~z 

Yl 
Y2 
Y3 
Z2 
Z3 
Z4 

í~ENGLON 

2) 
:~\) 

41 
5) 
(,J) 

7) 

8) 
9) 

10) 

l.'l';L(lF DE LA FUNClON OBcll:':T Jl/O 

121. 0000 

VALOR 

fJ, 0000 
1. OOC>O 
0.001)0 
:.-.. 0000 
5, O(l(H) 

~;í. (l(J(l(l 

~'• ºººº 
0.1)(1(11) 

o. ºººº 4. (lQ(I(> 

º·ºººº o. (ll)(l0 

:;: •• Or)OO 

HOLGURA 

o.ººº o. (>(10 

o.ooo 
o. (>(l(l 

o.ooo 
o.ooo 
o.ooo 
o. 000 
o.ooo 

cos ro m: J)lJC IDO 

!) , (l(lQCJ 

Or OO(H) 

3.0000 
o. 0000 
0.0000 
(>,. (>(11)0 

o. r>ooo 
5 .. 0(J(~0 
0.(1000 
(). (l(l(l(l 

3.0000 

1 # ºººº 
º·ºººº 

PREC 10 DUAL 

-7.0000 
-6.0000 
-6.0000 
-~; • (H)(l(l 

-4.0000 
-1.0000 

1. ºººº 2.0000 
0.0000 

Esta situación eNhibe dos hechos qua se establecen en la 
solución da cualquier problema de redes. 

1.- Si los coeficientes del lado derecho (capacidades y 
requerimi1:ntos) son enteros, entonces las variables sarán 
enteras. 

2.- Si los coeficientes de la función objetivo son e~teros, 
entonces los precios duales serán enteros. 

Podemos s1.1m?.ri zar 1 os programas 1 i nE,al es de redr?s como: 



1~-- Asociado con cadn nod~ se tienQ un número qu~ especifica 
lc~. co.nt1r.L~:cl riP pr·nt"it1::-:to rli.!~{JOnib!r? r-n r:r--tc• nc1r1i:-· írH?!]·~i:.ivn 

im;.ilic," qw:; se> req• . .1ii:re pr-oductoJ. 

i:d un co!::,to por unid.'1d envi ildC! (que pl.tl?'dr;:> ~c>r nog.~ti vol 
!::Dbrc r:l tlr·co. 

b) unf' cot2 inf(?rior rm l.:'. c0nbd2.r.I r.•11vi2.rJa sobrP. ol 
arco <comt1nm~nte GS cero>. 

e:> un<>. c:ot.:; s.11pr:-rim· en la cantidi>.d cmvi.2da !'-obre· c:>l 
~reo. 

El problc;·m<< 
total sujete. 

v~ d0term1nAr los flujos qt1e rr1inirr1i~?n 01 costo 
a la 5atisfacción de lC! oferta, demanda y las 

Variaciones del Problema de Redes. 

En orden dmcrEcient~ d~ gene¡-alidad, ~>:icton cinco v~riacionos 
en lo~ pr·oblem~~ r1c r-cdEs. 

1.. - f-<c:drn:.~ cr.in gt:n:~nci et~ o redr:-rr. gr.lnere:l i ::e.das. E~to t?~ un¿.~ 

genorali~nción del prcbloma justamente descrito. La 

2.-

genC?rBlizc1ciór1 é'f-:, que pur:·de ho.bcr tina ganP.nc;~. o pt:rdidc.: 
especifica de matarial, cuando se envía de un nodo il 
c:•tro.. Esi:.ruc:.tur-t-tl mr-:1ntc1 , esto~. prcibl em?.s r;on v:quc .. 1 los en 
qlle toda columna ti c·ne a lo más dos val orr!s no cer-os en 
la matriz do rRstriccionos; &in embargo, el requerimiento 
de que osos coeficientes sean +1 y -1 se r-olaja. 

Rr:>d!?5 ccn prob loma!':. ck· c-n\' í. c•s. 
plantB.talmac:én/cliEmte, de la si:cción 
ejemplo de un problema de envios. 

El problemi:< 
previa, es 

do 
un 

3.- Problomas de ruta mas corta a mb.s lar-ga. Supongil q1.1r: 
e~.t.amos anc:lize.r1dc' lt=t red cEtrrot.orc• dcJ paie y F.-r. dc~r-''".'.:; 

cncontr2.r 12. ru.ta mt.i.s cort¿c r::nf~rr:., deis ci.LHit:i:di:s~ Est.tl c--~· 

equivalente:·,...._ un ce-.~~-c- c•i:.pr:-r..it:d de rc:-dr:·s d~ ... i:rcin~rr,rtf."'.' rn 
los Cl.t.::-.ir:~·.: un~ tin1<i~.d d~ m~~tei'"i.:d o~.t.é. di!:ponibl~ en lt~ 

cfudt::d r:h.; 01-;gr.r1 ~-· ~:.r:· 1-r:qui{~r~· unt-t Pnidaci E"n 1~ r.jttde.d 
destino. Ei co~to d~ QnYío ~obre un arco es la longit1Jd 
di::-1 m:t !"?·'HC1, E':j.s"l:r.·n p;-or:cdimirr~nt.o:.i més r?pidos p?.1-i::: 

1 .. esolv~1,... '~sti:- problemi"•.. Lln primf:lr familii.\r dG? r;.ist.~ 

probl c·rr1t:·1) cic 1. f: rtttt?. rn~s 1 f·::u-g~{, ~-urg0 0n r:J 1?.ni:' .... l J.~;~ r.fr::J 
PEF<f/CPl1. 

4.- Tri:<nsportac1ón o Probl~m8& de Distribución. Es un 
pr-oblema d~ reci ~ dos nivelos, donde todos los nodos sn 
un ni.v~l !: .... •n pro··~'Gt-::·dorr:-r:i mi rr·nt.r.:-1i:.. qué: J r:i~;. nDr.11:1~ r1·r c:l 



nt.v-r_:. i1 l '/'.'·} 

qur- <·; rP.<H -1 1.1 dt. p:-r:·1re1.~:ri1·r-:~ r·~: i ~~·tt•-:J .• 

cjjr:.-!1:."' .1~r . .,¡~~:, c¿id:·1 pi·ovr:.-c:dif,... tit"n~-

tL ·~¡ pc·r: :. 1 ; ~ 

p;·t.-.bJ s:;; 

c=~~o r:'.1 • i_ ,.. 

Problemas de Rutas como Redes. 

l¡l'lfl:~-i-r::i d1:· 
t•n,-, uní dild 

Cn lti~1 prob1 f-'li1i.~ dr:- 1-u·I {~r_ c:-c t j ene- un0 cal 0c:c:i t.:'1n rle FH~rcs dc-
J \..19~.rGs td0: c.·~ } q~1.i:; dt:~cribr.:n 12s cntr~gns o rcpi:i,..tos a 
cfcriucv,...i~ .. L~# EJ pr.:~blcr¡ .. - e-:- rfr-.tcrmi nG.r l.'.) for-m2. t"'n qtt(.!t 
dober~n mc1ver·s~ lo~ \'~hiculo: d~ un punto e otro, de t~l forma 
qu(? !?!'? ~¿;t_j.~.fr9~. 1 ·r 1 r.::· r~,-r¡11r-1-j r:d pnt.os: dr. lo:.: r·r.p2rtnr; t1. r:or--.i:o 
mínl.mo. 
E~:~1njn¡~i-errio~ li· 
ca1npleto'1 ~r1 est2 
l i n•:al de rC?de>~·-· 

r;~r:.nr::r¿ eri qur: un2 v1?ri:-ión •:::-t 

p1~cblcffi~, ri.1edo ~n2li=~r~~ como l~n 

Como un re· jr.•mp J r.>, <:r:•n<:: i dr:·rc t>r, pr-r..t:. J f:'f1•a de? 3 e i udadr.s y st?an 
éstas Chicago, MJ nnc:::{)pc·! is y Omah::i. Los repcsrtos a 
efectuarse en ur1~ s~man~ ~e dGscrjben en la 5iglJiente tabl~. 
Las ciudades se denot~n por su primera letra inicial. Los 
r.ntn~gos toli«'m un tli "" 

NUMEf<O REQUERIDO DE VEHICULOS POR ESLABON 
PAR DIA DE SALIDA. 

DE A LUNES MARTES MIERCOLES JUEVES VIERNES 

e ~1 1 2 
e o 1 1 
t1 e 2 3 
t1 o 1 1 
o e 1 

1 o M _J__J 1 2 1 
L- __¡ 

Por ejemplo, se requieren 3 vehículos cargados para salir de 
Minnoapolis, el jueves, hacia Chic~go. 

Si esos raquerimientcs se repiten cada semana, es razonable, 
c:onside1-a1- qur. los Yt:'hículos rG-g1-esen a su punto ini.ci.al <ti 
final de; la mi sr:¿,. Lu solución de menor costo puede requerir 



qur1 acasionaln1ente un camión viaj2 vacío o que qtJecie p~rado 
v.:.cio un día, 1;•11 una c1ucJe>d c·n par-ticuJ ,;r, 

El costo por día de camión, como una función do su actividad 
CG: 

ocic:1~0 

viaJt: var;ío 
viaje cargildC• 

$ 40(1 
500 
[,(1(1 

Estr-: p1-obl 01ri?. puecle dibuj¿¡.rsc· como L'.li« rr.d bidi.monsi.cmal si 
las ciudades aparecen en un plano vertical y los días de la 
sem.:ma H1 L•llo horizontal, como !:'n la f1gur.:1 12.2 

En ésta,el número adyacente a cada arco os el número de 
vc-~hiculos rE>qucrido. Sólo 51:' hC\n dibujado lo~: <:1rcos 
correspondientes a los envíos establecidos. Una vez que un 
vehiculo llega a una ciudad, oxiston tres cosas quo el mismo 
puede hacer al siguiente día: puedo permanecer en la ciudad; 
puedo salir vacío; o puede salir cargado. 

lunes martes miércoles Jueves viernes 

chic.:igo 

/"li nnea.pol is 

12.2 Envíos requeridos en el problema do Rutas 

En este problema, un vehículo pu~d~ solir para cualquiera de 
otras dos ciudaden; así, cada nodo debe toner tres arcos que 
emanan de este en adición a cualquier arco correspondiente B 
la salida de vehículos cargados. 

AlgunoB de esos arcos adicionales aparecen en la figura 12.3 

lunes martes miórcoles jueves viernes 

:::::·º ~x:~~-,--":---_-,,~ 
Mioooapolis e~~- __ ~ __ -~,~x~ ____ ~J 

Figura 12. 3 Programa Li nc~al dP. Ruta:; con arcos adi ci. onal es 
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En estó figurA~ l~s !íne2s llena~ rspres~ntan moviminntos dQ 
VGi1ic:ulos Cttrg2.rJo~., mi~ntrns qur lüD líncL:-t.~.: rJi:-r:r.:ontinuc:~ 

reproscntan VGh;cL1lo~ 'lacíos (y~ so~ ocio~0~ todo ~l dia ~ 
j:lt·r·¿:t<Jc.:::. t•n c.~1.r1·; .::lud0.d>~ 1r.idi?.L lai::, íJDGjf.iJr;·:- l.tncv~. 

dt:sccint i nur:,s ~ con::-c t.r•ncio di ¿J,~ cJ.dyuct:-ntr:is;, dobr-fr í an estor 
d1i.H.lJetrjr:~!:> c:-r1 .i .:• ¡-(~'c"J, ¿,unqLH? ne• ttp~rC?crn p~rc:'. que Ju fj ourt". no 
s~: vo2 ~¿d_Ltr2.ci.:.t;. En efQcto, 1 ot:. L'1ni ca~ e.reo~ que se 
d1üuJ~rc0 r1 c~;1 cqu0lJo~ que ~e usan on la oolL~ciún ópt.im~. 

En oste eJemplo s~ debe notar que, aún cuando se tenga un arca 
con l í ni:·a 11 r:nc: cnt.r e dc:•s nodos., dC?ber í a t.<<mbi «n cst ar un arco 
can llnoa punteada entre Jos mismas dos nodos para representar 
l« orci(1r1 de rmvi¿:r vehiclllos vacíos entre las rlos ci.udades, 
en adición a los vehiculos cargados reqllcridos. La solllción 
óptima PL\to'llr. reqt•.cT j r V(;·h i CL\l os qllC? v1 c<.jr.n var. íos QComp.;iñ .:i.ndo 
a vehículos cargados, sobre Lln tramo en particular; si se 
necC?si.ta un 11ú1m?1-o grancJC? dP. vP.1líc:11Jm:; al dí"' ciguic•nte, c·n 
Llna cilldad de destino. 

Es ft,ci 1 vr;r cc•mo un probl c·mc: do E'Stto' tipo rur•dt:> acr muy 
grande. (l n•:O.n·e;-o dr~ arcos o varl.2.bles dc decisión puede 
<:'Ncedc;1- 21 prodP.r.to tk:l número de f1C?rí odnc. y 1".·l cua.-ir.~.nr- drJ 
número de ciudi<di;-,:;, Par,1 este t?jemplo este producto es 5 ~· 

3 Jl. 3 = .r,:::;, l:'.l ni:1mero de rr.stric:c:iones pucdr. c::r:c:der Al 
producto del numero ci0 p~rlodos y al número de ciudadns. Un 
problema real cm1 40 cilldades y 20 períodos de tirmpo pll~dc 
tener 20 ~· 4(1 *· 40 = 32,0élO vuri<>bles y 800 restriccionas. De 
costa marn:r2. el rrciccdi mi Ento dP. propGsi to rspPr:i el rur.dc• cr.r 
crucial . 

Pa1-a nuestro ~jetr1plo t.t~2rpmos 11n nombre de cuatro caract~rP~ 
para cada variable, donde: 

c·l primi'r ca.t«~ct.i;-r· "'"· L, 1, o 11, dependiC?ndo !:i'.i C>l 
vehiclllo es cargado , ocioso o viaja vacío. 

el st>gundo cé\ructc:·r denota le: ciudad orig¡m, 

el tercer caracter denota la ciudad destino. 

el cllarto caracter denota el dia de la semanc:, siondo 
nllmeradas del 1 al 5, comenzando con lunes. 

LOM3, por eje>n1plc1, es el n1:1mero de> vellíc:Lllos cargados enviados 
desde Omaha a Minneapolis E'l día miórcoles. Ensegllida aparece 
la formlllacjón del modelo de programación lineal en formato 
standard. La fllnción objetivo mide Jos costos en cientos de 
dolares. 



i ¡¡ i i i.,L.Ll'l l + 4 1ce1 .¡. 5DCO 1 .¡. 5DCM 1 .¡. 

·l· 6L DC 1 -l· G I lJU 1 + !:1DOC 1 -t hDU~·1 l -4· 

+ 6LMC1 + 4IMt·i1 + 5DM01 -<· '.:ir:t1Cl + 
+ l·LCD2 + ~ ICC2 + !:iOCQ~,_1 + ~:1DCM;.! + 

4100~ + 5DOC2 + ~DnM? + 
-~ 6L11C:'. ~ ~IMr12 i ~DMO? 

-!· 41CC3 + 5DCQ":.; 
+ tLm1·:. -1 11 iou::; + ~;ooc::.~ 

+ 6LMGJ + 4IMM3 + 50MC3 
+ 6LMC:4 + .q 1 cc4 + e.oco4 

+ 4 1004 + 5DOC4 

.¡. 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

~iDMC'.? .¡. 

5DCM:~ + 
5DDl1·;; ... 
~;oMo:; + 
5DCt14 + 
5DOM<I + 

+ 6LC05 + lj ICC5 + 5DC05 + ~;ocM5 + 
<· 6L0t15 + 41005 + 5DOC5 + ::iDOM5 + 

+ 4 I M~i!:< + 5LJMC5 .¡. 5DM05 

Sujeto a: 

LCMl + lCCl + DCOOl + DCM1 - ICC5 - DOC~ - OMC5 ~ O 
LOC1 + 1001 + DOC1 + DOMI - LC05 - 1005 - DCOS - DHOS O 
Ll·1C 1 + l MM 1 -: rmc 1 + DMO l - L0!-15 -- I MM!'.• - DCM'.·:. -- [l(JM~· o 

IMM5 + DMC5 + DM05 - LCM4 - 1MM4 - DCM'1 - DOl-14 '' (> 

LCMl 
LOCl 
LMCl 2 

LC05 
LOM5 = 2 

Cuando este problema se 1-!?"·UE'lve, rm::o11i..r0mos qLtC? st:' requierc:m 
6 vehiculos mn total. Los vehiculos ociosos se distribuyan 
en la semana at:.i: 

orn 

t-lart'Z's: 

Miércoles: 

Jueves: 

Viernes: 

Nótese que 
sr-1 ann?nte ~; 

DlSF'OSiCiot>l 

Dos vehiculos permanecen en Minneapolis. 

Un vahiculo se queda en Chicago y otro viaja 
solo de Chicada a Minneapolis. 

Cuatro vehículos perman&ccn en Chicago, 

Dos vehículos deben quedarse en Chicago. 
Un vchiculo permanece en Omaha. 

Un vehiculo continúa en Chicago. 
Dos vehículos siguen en Minneapolim. 

se raqui eren úl menos 6 tram;portes, y;:, 
vehículos cargados llegan a Chicago el lun0s 
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l¿t noLilt..: ~1 de: LiH·.=.:·lta ¡' 2 dt: t1:1nn:.•.:.tpt:•lis} y :-)on dc:sc~•.;··g~.do~; y 
trc:-:i.. vt.:·r1it.Ld CJ~ del1 t:ri ::..:.·.j J r ct;n-QtH.IO~\. de· i·ij níH>~pcd is e·} H1-~r1..r''='· 
pu:-· j .:.1 m ... ··.1'i.Jsi.:.\ ... 

t.i. iJl .. L•i.-.ij t.•1f1f,). <:~: C.:C.•CllO ¡:_¡-1~r.·Cjl 2,r lo:_; cmbt·.rqttc·~ r·.?tr1' rv·i.tt-·:- vj ~jCC. 

r::n v.:.\c..ir;,, H1~:t..Gricameritc:, el gob1r::rno h21 impcrJido que 
t:d gunu~:: l1· tl.f1r;por t J. t:t.t':l.~- 11 cncin tr r_tmo~-. '!Gt. i {'"IV l l r;·v~ndo r.Prg~ dr:· 
olr0~ compc~~ias, qLt~ no son~ las que regt1larm~nto sjrven. Un~ 

cstr·~leg1~ ur1 poc:cJ m~.~ c:Oíl1plic~da que pucrlo utjli~~rs~ e5 
1ji:-:tC1rminar r:l núrnt:i'"O de vr.:hícul os propios y progt"".;)íTIDi'"las~ así 
coH1ü ;dqt.ti Ii:,r ~ i:ll gur10~; t1-einspcq-ti:. .. t:~:., púhlic:o~. de t.i:t.l form~ 

qua Dn global so minimicrn loa costos. Los vehículos 
rentado~ cubren Jos trnmoc que pudieran causar viajes f"n vacío 
a loa transportes privados. 

Redes en PERT/CPM y la Programación Lineal. 

El PERT IProjoct Evaluation and Reviw Techniquel y CPM 
IC1-iUccd F<-,th ~1E·tht>rll c.nn dD!', t!':cnicc:G r.!:.trccherr1rnt!:' 
relacionadas pare 1 a su.prrvi si ~n y control de 1•n proyl'.'cto 
grL~nuc-. Urli-~ par·tfr c l r•.vc· de PERT /CPM r.s rl c/>.J r.ul e:• rll'l c;:·ml no 
crítico, que; es l;.>. idcntif-icaciór1 de un subconjt1nto d<:> 
.::et) vtiJr.ldcs qu.c d 1 •. "bE·r1 ~t~'I... cjccut8d!:1.G e~:acttunt?ntrt CO[fr!:1 ~e 

plam::aron, para qu~· el pr·oiecto tormino sn el tiompo 
et>tabli::cideo para tost.v í·i.ri. 

'v'cr·emor:;. que.· el t:t.l c:ul n dr:•l c2H;1 no c:rí t_j cD es tin prob! r.mt1 dr. 
redes muy simple. Posiblemente si este es corto, la solución 
pwo-de obtrmt:•l'St! sin ninyuna compl ir.ación. Sin '''mbc:rgo, l,c 
observación de un problema de este tipo resulta Otil si se 
trata do m: ami ni:<r una mLd ti tud de opci onm; p01r.:e ,c•ctc•J c-r.:>.i- un 
proyecto, atranado en tiempo. 

En la tabla inferior se li~tan las actlvid2des principales 
incolucradas en el proyecto de construccion de una casa. Una 
actividad no puede comen~ar hasta que todaE las pr('decesoras 
se terminen. 

P.CT IVI Dr:,D NEMONICO 

b:cav;::ción DIG 
Cimentación FOUND 
f'i so de fondo POURl~ 

Contratrabes .JOISTS 
Despl antm- muros WALLS 

- Cimbrar F<AFTEr<s 
F'iso 1•.;r ni vol FLOOR 

- í~planildo interior F<OUGH 
lnslal ar techo RODF 
Acabados interiores FINISH 
Embel l eci 111i c:nto scr.iPE 
e>:terior. 

TIEMPO 
ACTIVIDAD 

3 
4 
2 
3 
5 
3 
4 
6 
7 
5 
2 

PREDECESORES 

DIG 
FOUND 
FOUND 
FOUND 
WALLS,POURB 
JOISTS 
FLOOR 
RAFTEr<S 
ROUGH, r<DOF 
PDURB,NALLS 
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En i¡:, figura ;,2, <\ !:l!? e;:pi-e1sa unil n?d PEf<T par;i est8 p;-oyecto. 

Figura 12.4 Un diagrama PERT. 

Se quiere calcular el minJmo tiempo para tGrminar el proyecto. 
En relacion a lil figura antorior, el número do intcros es 
simplememte el ce.mino m.~!:- 1 arg11 de i;:r¡uicr-da i?. dr?rcch.:'l. E.! 
proyecto puede terminarse no antos de la suma de los tiempos 
de lat. uc:tividadcr; 5Ltcr?s)vas sobre? el r.8minc~. VerifiqtH:· qutz• 
la ruta crit1ca consist1., d!? lns ilctividados DIG, FGUMD, l<ll"ILLS, 
HAF1Eff:;, í<Of.iF, y FHllSH, y tirmr llna long1.tt.1d ck :'7. 

La Formulación en Programación Lineal puedo plantaBrso de dos 
maneras rJifcr~ntcs. 

La primera formulación 5e establece como sigue: Lac variabl~s 
DIG, FOUND, etc pueden tomar los valores 011, dependiendo do 
que dichas actividades eston o no sobre la ruta critica. Las 
varia.bles igual a uno definirán la ruta critica. La función 
objt•t i vo se 1-e1 i?.c J. orw con el ilt?r:ho de que? quPrernos t>nc:ontr ar 
la ruta de longitud máHima en al diagrama PERT. 

El obJC?tivo es, r;,ntonct?s: 

1'1AX 3DIG + 4FOUND + 2POUF<B + 3JOISTS + 5WALLS + 3R~FTERS + 
4FLOOR i· 6ROUGH + 7ROOF + 5FINISH + 2SCAPE. 

Si especificamos las 
considerar lo siguiente: 

rt?stri cc:7. ones 

1.- DIG debe estar sobre la ruta crítica. 

adecuadas debC?mos 

2.- Una actividad puede estar sobro la ruta critica 
uni. camente r..i uno de? sus predecesores esta sobro la 
misma, Además, si una actividad esta sobre esta, 
e>:actamc;>nte uno de E.Lls pred~·c:esores d1:be estar sobrE' la 
ruta crítica, si tiene suceeores. 

3.- Ya sea SCAF'E o FINISH deben c>star sobre la ruta. 

Analizando las siguientes restricciones se comprueba que toman 
en :uenta las consideraciones antrriores, 
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-DJGc"-1 
- FOUNU + DIG ~ O 
-· JOISTS - F'OUrm - l•l(iLLS + FOUND = o 
·- FLOOí·'. .¡. J (l 1 s rs ~· () 
- f<AFTEf\S - SCf1PE l· po:.IR[I + 1~r1LLS "' o 
- l':OUGf ! ·I FLUClk ,.. 1.; 

- ROOF + RAFTERS ~ O 
·- f' l IH SH + F:Ul IG ·1 ¡;;1_1;:1¡. (l 

+ FINISH + SCAFE ~ +1 

Si ~¡; i nt.~n-p1-eta la l Dn!Ji. tt1d de Ci.'.da arco, cm la red, como la 
belleza escónica d~l mismo, entonces la formulación 
correEponde a encontrar lo rutD más oscónica por la cual 
enviar una unidad de A a l. 

La molución d~ est~ probl~mR ~s: 

VALOR DE uo, FUNCION OBJETIVO 

1) 27.0000 

'./AfUAl<LE Vl\UJf-\ COSTO f<EDUClDO 

DIG 1 • ºººº 0.0000 
FOUND l . 0000 0.0000 
POURD 0.0(;00 3.0000 
JOISTS 0.0000 (l,()(1(1(> 

WALLS 1 • ü(l(l(l 0.0000 
RAFTERS l. (l(IQ(l (1, 0000 
FLOOR o. (l(l(l(I 0.0000 
ROUGH (l, ll(H.l(l 2.0000 
ROOF 1.0000 0.0000 
F IIHSH 1 • (l(l(l0 0.0000 
SCAPE 0.0000 13. 0000 

RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES 

2) 0.0000 0.0000 
3) (l, (i(>(l(I 3.0000 
4) 0.0000 7.0000 
5) 0.0000 10.0000 
6) 0.0000 12.0000 
7) o.ºººº 14. 0000 
8) 0.0000 15.0000 
9) r.1. 00(1(> 22.0000 

10) 0.0000 27.0000 

Note que las variables que corresponden a las actividades 
sobre la ruta crítica tienen valor 1. Cuál es la solución si 
la primera restricción, - DlG ~ -1, Ee omite? 
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Es Jn~tructiva obs0rv31~ l~ imJgen estrt1ctur~l d~ esto problem~ 
C?n 1 ~ si <]td <::>nlc f j tJUr- ~- .. 

,, ,, r. ¡: 
F p n ~¡ F F R 1 s 
o D 1 A T L o R N e 

D u u s L E o u o 1 A 
N r< 1 L F< o G o 8 p 

G D n s s s R H F H E 

J: 7 

~· 4 2 3 e· ... 3 '! 6 7 ::. 2 MAX 
2: -1 -1 
~;: -1 o 
'I: 1 -1 -· 1 -· 1 o 
5: J ·-J. o 
6: -1 -1 o 
~I: -1 (l 

8: -1 (1 

9: 1 -1 o 
1 O: o 

Note que cade varleble tien~ 2 lo m~s dos cot?ficientos en las 
restriccionos. Cu2.ndo son dos, P.Gtos son +1 y -!. 

Esta es la característica que distingue a una red pare 
trabajarse on Programación Lineal. 

Ahora observemos la scgundn formulación posjbla. La 
motivación para ~sta as minimizar el tiempo transcurrido del 
proyecto. Pare. hacmr ésta etsumimos que cada nodo cm la rC?d 
PERT representa un !:'Vento, esto es; A: comienza la 
m:cave<ción; E: termina la cimentación; I: se completa e>l 
embellecimiento oNterior y se terminan los acabados 
i nt.er-i ores. 

Definamos las variables A, B, e, ... H, 1 como el tiempo en 
que esos eventos ocurren, 

Nue&tra función objetivo es entonces: 

MIN - A 

Estos tiempos están restringidos, por el hecho de que cada 
evento ocLtrre despLtés de i:ada Lino de sus eventos predecesores, 
al menos:. poi- la cantidad de cualquiera actividad qur> 
intervenga. DE esta forma, se tiene una restricción para 
c:acJa actividi>.d: 

B 
e 
E 

A 
B 
e 

l 
l 
2. 

~ 

~· 
4 
2 

DIG 
FOU!~D 

POURB 



u - e 2. 3 JOISr ,_ - e L 5 l~ALL::J 

F - D L 4 FLOOR 
G - E L 3 Rt'.'tFFTU~S 

H - F L 6 ROUGH 
H - G ;: 7 ROOí-

- 1-1 2. ~¡ FJNISH 
- E , ., SC(4PE . 

La solución a este problema es. 

VALOR DE U\ FUNCION OBJETIVO 

1) 27. 0000 

VARIADLE 

A 
B 
e 
J) 

E 
F 
G 
H 

2) 
7\ · .. '' 
4) 
!::;} 

6) 

7J 
8) 
9> 

10) 
11> 
12) 

VALOR 

o. 0(1(10 
3.-0000 
7.0000 

1 o. 000(• 
12.0000 
1 'l • OOOC> 
15.00(>0 
2;! 1 0000 
27. (10(>0 

HOLGUfi'.A 

º·ºººº o. (l(l(l(l 
3.0000 
o. 0000 
0.0000 
o. 0000 
0.0000 
2. 0000 
0.0000 
0.0000 

13.0000 

COSTO REDUCIDO 

0.0000 
0.0000 

º·ºººº o. 00(>0 
0.0000 
o.oono 
0. (>0(10 
(>. (l(l(lO 

º-ºººº 
PRECIO DUAL 

-1. 0000 
-1 • (>(l(l(l 

0.0000 
o. 0000 

-1.0000 
-1. 0000 

0.0000 
0.0000 

-1. 0000 
-1. 0000 

0.0000 
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Note que el valor de la función objetivo os igual a la 
longitud de la. ruta critica. Podemos identificar 
indiroctamenta a las actividadea que están sobre la ruta 
critica atendiendo a las restricciones con precios duales 
di ferenti;:·s de caro. Las ar.ti vi dadas correspondientes a P.sas 
restriccionos astt·.n sobre la ruta critica. Siendo el lado 
derecho do una restricción el tiempo de la actividad, si 
i ncrementamo!S ést'2 tiempo en una acti vi da.d sobre 1 a ruta 
critica, se incrementarla la longitud del proyecto y asi se 
tendría un precio dual diferente de cero. Cuál seria la 
solución Di la primera variable, A, es omitida? 



L.2. repre!>ent.~.ción d" le rnatrí;: de co!:?fic:i.cnto" de r.?5tQ 

pr·::~bJ ~me. apco-r.Ct? c.1n!:.t::yui dtu 

H jj e D E F G ¡.¡ 

·-l. mN 
2 -1 ¡ > 3 
3 -J. '1 
4 -1 > 2 
5 ·-1 > :-;,; 

6 -1 1 '· 5 •' 

7 -1 > 3 
8 -1 > 4 
9 -1 > 6 

1 (1 -1 )· 7 
11 
12 -1 

Note que l <.> rc>preGcmtm:i (111 

esencialment~, la misma qu~ 
rotada 90g Aunqur C?~tD~ 

tienen ninguna rel¿.i.c1ór, rcntre 
lo que en Programación Lin8el 

-1 > ~-., 
> 2 

antC?rior de er;t<1 forrnulac:i ón ros, 
la de la formulación anterior 
form\tli't:ione¡;. apnrentC?mente no 
i:.::.i, re?.lm12ntc• r:.i l~ tl.t:nen 5 y<?~ 

s~ llama DLtalidad. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

l.- En una compa~ía petrolera se ostón planeando los env!oa, 
para el 5iguicnte me~, a trav&s do la red de tuberias. La 
termina.1 de Los r.mgeli:>s n~q~1to>nré 200,000 barriles de 
petróleo. Estt~ petróleo puc,·de ser proporcion<?.do ya 5ea 
de Houston o Casper, Houston puede enviar petróleo a Los 
Angeles a un co!:>to de t.ransportac:i ón de $. 25/barri l, en 
cambio Casper 1 o manda a $. 28/barri 1. La terminal de 
Sn. Luis requeriré de 120,000 barrilles, los cuales 
pueden ser proporcionados desde Hm.1ston a un costo de 
$.18/barril, o desde Caaper a un costo de $.22/barril. La 
terminal en Freshair reqL1iere 230,000 barriles. El 
petróleo puede enviarse B Fre5hair desde Casper a un 
c:osto de S.21/barr1l, desde Houston a un costo de 
$,19/barril, u desde Titurville a un costo de 
$.17/bai·ril. Cusper tiene disponible un toti1l de 
250,000 barrilc:·s pari\ sF.·1· enviados. Houston tir.ne 
350,000 b<irrilo~ di!2ponibl.es para sor enviados. Por otra 
parte¡·, clc·ln do ;:, l <?. capacidad dc·l ol t?oducto, no se pui:dr-m 
enviar mils do 180,000 barriles desde Casper a Los Angeles 
y no mt•S tite 1;:.::i,000 ba1-ri let; de Houston a Lc•s f'.lngr:·les, 
La termin<ú dE• l•!?1-1arlc. req\.\e:>rirá 190,00(1 barriles. T<1l 



dGm~nda unic~rn2ntr pt~cdcr cubrirse d~sdQ Tjtl~svi!ls a un 
c;o¡;:Lo cl12 tri:t:;porl¿;c:i 6n de 1·. l'l/lic\r1-j J. L 2 -\.l::Tmin?.J 
Atlanta r~quiure l50~00U b~r1rilos y puedn s01~ abaste~ida 

dmsd0 litusvillo ~un costo dr r.16/bnrril, o dosdo 
Hou:;;ton 8 Llr1 co 1~to de: t~20/bl'11'"íil. Tit1.•c::v1llt: tj.c:ne 
:;;l1:.>,1.iOU bc-wr:; le:~~: rii~.pcr1jbJc~r.-. rr:ri). !'.':ci .. cnvi~do~:.... 

Formular el problam~ de encontrJr ~l p!Jn do distribución 
~un costo de: tr~n0~ort.~~1ón mín1mo como un programa 
l inoc.-1. 

2 .. - LOL\fs s., prc:1p:i~~·tt:,r10 dl?l restaurante:- Le HoulaneJcrlc, 
sabe que necesit~r·á 40, 70 y 60 mnnteles las días 
ju~ves, vierrlns y s~b~do, resp0ctiva1ncnte~ para su 
programa de banquotcr. Louif puede rentar los mantolos 
poi· :~ di <~s ~·or· ;;. ;.'. t:c·dtc1 uno. Un m1"ntol dC?b!? l 2v2r&,C? 
antes de utili=arlc otr¿ vo:. Los manteles pueden 
lavcrsc por la noch~ 2 un coeto do$ 1.50 por cada uno. 
Por otra parto, so puPdon lavar en un servicio rogular 
(E>~i.'.ci es, uno u 1.:.8dr.1 C"f1 Jueves puP.dC' vol vcr·r:.r:- ?. ocupe.r r--1 
sábi.1.do} a un cc·~t,::i d~? 1i • on Cr!;do: uno. Actu"lm0ntL! ~i:? 

tienGn 20 1n2r1tc!Dc lin1rios z la cnRno. Lo~ rentados, no 
necesitan lav~rSQ ~ntes de r~grcsarlos. 

b>. Formule un m~dolo de Programación lineal para 
min1mii~r los costos tot2lcF de l& renta y lavado da 
mantole3. Para cad~ dla probablemente usted tendré una 
restricción requiriendo que el nomero de manteles limpios 
disponibles su~ ~l menos igual a In demanda de un dí~ 
l?Spf:·cí.fice>. P,:-1-,, c,<d.'.' día deo> los primeros dos días, se 
requorir4 restringir ol nQmero de manteles enviados a la 
levanderíe. Este prcblco>ma es una rod? 

31, Una compaKia proveedora utiliza una flota grande de 
vehi culos los cual es obtiene mediante arrendcimi ento. El 
programa de los vehículos necesarios pronosticado para 
lo~ próximo~ 8 meses es: 

MES ! ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL AGO 

----------------- -----------------------------------------
No. do v•hículos ¡ 430 410 440 390 425 450 465 470 

Los vehículos pueden arrendarse de varias compaITias a 
diferentes coutos y a distintas longitudes de tiempo. Los 
mejores planes disponibli:s son: ~;meses de arrendamiento 
$ 1700¡ 4 mesos $ 2200, 5 meses S 2600. Un arrendamiento 
puede com~nzar 0n cualquier mes, En el lo. de Enero s~ 



tienc:n ¿~.rrenrJ-::i.do~ 200 '-·'0híc•.tlos~ cuyos cant! ... 0.to5 tr;r-minan 
al fin~l dr trbrcro. 

e> .. Fo1-n1~1JG"· Cl prcrblC?n1r• nl)nlrrd:::1::ndG le·:.~ cr..st.r.i:;. p?rt~ r.l 
pe1-iodo d 1~ 8 rnGS!?S. 

b>. Expr~E0 qt1e ~~tu problam2 ~s uno de red~s. 

41. Un problema coman en lo aviación privada es la 
determinación do cuánto combustible cargar en cada 
parada. El consumo de combustible se minimiza si, 
justamente, se toma lo necesario en cada parada antes de 
volar al siguiente destino. Esta política, sin embargo, 
hace a un lado el hecho do que los precios del 
combustible pueden diferir de un aeropuerto al siguiente. 
Comprando todo el combuctibl~ en la estaci0n más barata 
puede resultar contraprodt~~ntc. Ya que se puede 
requerir llevar grandes cargas del mismo. 

Las paradas qu~ un 
ordtm l, 2, :.:. • .• N. 

avían debe efectuar son numeradas en 
Los parámetros del problema son: 

c~ = costo/litro de combustible en el aeropuerto t. 
dt = litros de combustible coneumido de t a t+l si se 
tiene el suficiente combustible a bordo para llevar el 
avión de t a t+l. 

bt = litros de combustible:' <>dicional r]tte?madof.. por é'}'.Ce!';o 
de combustible cargado en t para ir a t+J. 

El problema es doterminar Pt, t 1, 2, ••• N que es la 
cantidad de combustible a comprar en el aeropuorto t. 

Formular un programa linear para resolver 
problema.Este es un problema de redes? 

51, En la figura 12,5 aparece un diagrama de actividades 
sobre los arcos, el cual expresa las relaciones de 
precedencia entre las cinco actividades involucradas en 

el 

la reparación d!:> un buque. Los tres números sobre cada 
arce representan lde i~quierda a derecha respe?ctivamentel 
el tiempo normal en días para efectuar la actividad, el 
tiempo mc~>:i.mo ~n qLm se puede reducir la actividad, y el 
costo adicion~l en miles por cada día que la actividad 
se recorlL, ~scriba la formulación para determinar 
cuánto se debe reducir de cada actividad? 



Fig, 12.s Uiagrama PERT. 
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II.8. PLANEACION ESTOCASTICA 

Un~ d~ lBE re~ones por Jo que la riane~ción Muitipmriódica 
i"E?SL<lta di+icil, es le>. incertidumbre rt?specto al 
iL1tL1rc:i.Cr.•munrr1t;ntc <<lquna ,;,cción o dr.cisión qL1C? debe tomersr. 
hoy, dE ~lgún modo -es un compromiso entre las acciones que 
deberían ser, en rr.troBpcr.tive, mejores pare cada uno de los 
posibles futuros que pueden ser desarrollados. Por ejemplo, 
$1 el 2~0 siguiente se prevee un incremento sustanrial en la 
demanda do un producto y el costo de la materia prima se esté 
incremcntr.inclu 111arcctd<•m<mtc., entcinc"'r' el comprc>r un late de 
materia prima hoy posiblemC?nte proporcione un ahorro para el 
aíío !:·i9uie11tc. Pe·:- otrc' J acia, si el ma•rc<<do dc·:;¿,p<>rece t;;into 
para el producto como para la materia prima, los accionistas 
do la campa~ia n0 tendrían J~ bondad de decir que esto fué 
m.;:,l a suerte. 

Comcn2aremos por considor2r problcmes de pl2neación de das 
periodos. Es¡1s s:ilt1.:.r-:ior1cis consisten rJ9 lB siguiente 
socua•nci .:< ele evr.ntc·~': 

1.- Hncemos una dEcisión en el primer período 
2.- LG neturale=a ~f~~tú~ ltna d~cisión ~lnatori~ 
3.- Hacemos una decisión en el segunda periodo la cual 

intenta rr.p?.r.:i1- el é·str<:'C'JC• causc>rlo par la net.urale;:a en 
(2} 

Supondremos que solam~nte existe un número finito do 
decisiones que la naturale?a puede hacer. Por ejemplo, en la 
préctica,la mB)~Kía do la génle queda Eatisfecha clasificando 
la demanda de un producto como baja, media y alta; a 
clasificr.nda Lm inv1e1-nc• como severa, normal o suav<? en vez dP. 
establecer el promedio diario de la temperatura y la cantidad 
total de nieve medida hasta con seis puntos decimales, El 
tipo de modelo que describiremos para representar la 
incertidumbre, en el contexto de la Programación Lineal, es el 
llamada "programa estocástico•. 

En este primer ej<?mplo so analiza una situación en la cual 
sólo los pasos <1> y <2> son importantes. 

Un gre,njer-o pLtede sembre,r su tierra, ya see, d<? me,iz o de 
sargo, y clasific~r la estación de cultivo que sea humeda o 
seca. 51 ésta es humeda, el maíz es més rentable, de la 
otra manera Dl sorgo es més rentable. Las consideraciones 
del problema se muestran en la tabla siguiente. 



t'UE;n w:, l>EC 1 S lOM 
r-----------·------~-----~----- i 

TODO 
MAI Z 

TOPO 
SOF<GO 

_j 
$ 70 -;~ I SION DE ·1~-IL_1~_1E_· o_o_· _..-___ $_1_0_0 _ _,_ _____ ._ 

$ 4 (l _LA NATURALEZ>'. _L_SECO 
-----~-

$ -10 

1.1.J? 

En el paso 111 ol granjero decide cuanto sembrar de cada 
cultivo. En el P•"-SO 12> la naturale;:2. decide' =·i l<" C?stac:ión 
es hú111eda o sc:c2. El paso 13) es tr-ivi.:.J; el gr-anje1·0 
t:.implementf;· di Efrutt~. st15 g~nancii?-s o s.ufrca 5US-· p&rdidas, 

Una situación en 12 que enisten enactamGnte dos posibles 
dEcisionPe ql1~· puvdc~· efectuar ln naturale2~ puecie Ger 
~nalizada por- medio de una gr-áfica como la que apar-ece en la 
figw-e< 13. l 

L&c doE lineas espocifican la ganancia C'spera~a para una &ola 
politica lya SED todo mal;: o todo sorgo) como una función de 
la probabilidad ci.::- que J2 Pstación sea hümed,,, Si le 
pr-obabi 1 i dad de q•ye "'" ten o a una estllc i ón h•)meda es "p", 
entonce~ 1~ g2.rH:tncl8 c-spr.r~da 5i se siembre. mi::i::: r:•s; p100 o{· 

11-p>l-lOJ; mientr-'"' que si se siembra sorgo: p70 i· 11-pl40. 
El v;:;J ar d!? "p"p,,ra !'.'l cu,~.1 c»:i stc:- i ndi ferenr:i .:i 1?ntr1? s<?ml:>rllr 
maíz o sorgo e~ 5/8, De esta forma, si la probe.bilid,~d de 
una r.stac:i ón tn.1mecla !'.'~ m<?nor qw:- 518, entonce!=. s.e st?mbn>.ré 
todo de sorgo, do otra manera se sembrará todo de maíz. 

Esto euponc que el granJero tienP propención al riesgo y nstá 
interezado Qnicamente en maximizar las ganancias e5peradas. 
Es importante not¿,r qu& r,;i el granjro:·r-o tii:me esa idea, 
mntonces la e~trategia optima es sembrar todo de maíz o todo 
de sorgo. 



'.j; 1<)I)1 

[f(l I 

60 

4(> 

20 

-20 

Seco 

5/8 

Probabililidad de humedad 

1 $ l f)(l 

80 

40 

20 

-20 

Fig. 1::;.1 G<'lni\ncia como un2. función de lr< 1 luvia 
Un enfoque que uno ectt tentado a utilizar es optimizar la 
primera etap2 de· decisiór1 rar~ c2da tina dn las posibles 
decisiones de 1~ n<>t.1t;-,,Jc~a y, entonces, implantar una 
deC:i!::>ión en lL~ p1-jav.~r2 r-12p(.":.' lt.1. r:u2 . .l o~ .. un prorncdic:i pondG·radc1 
de las dcc1siono~ cond1c1on~lm~nte optimas. Para nste 
cjt::·mplo, le:< dC'CJ.Slón npi..1 wa, t:1 conocemos que l t~ dr:.>cj :ión dt? 
la naturaleza e~ ''húm~do 11 ~ eG JJlantar todo de maiz mientras 
qLlE' ser-í c.~ ópt1 mo ~-eo1bri=-1 r 1.orlc1 e-·} sorgo r:.J conocc:omos dP. 
antemano qtl~ la Dfitac1on s~r6 s~ca. Suponga que la 
pr-oba.bili.dad de qu(· 12. r~~1.2cU1ri !"C'i'< húmeda es :5/8. Fntonc:r:s la 
dacision ponderadn ~? pla~tar 3/8 da l~ superifice de maíz y 
5/8 do Gorga. La g2n~nci2 csp~r·ad2 por Rcr0 05: 

(3/8) ( (3/8) 100H5/8170J+(~·![:J) ( (31[.:l) (-10)+(5/Bl40J = $ 43. 75 

Dt.' la gr~<f1c;:¡, poc1cmos ver q11r, si la probabilidad de una 
estación húmeda es menor qu~ SIS, entonces toda la superficie 
debería Sl"r s.r,r..br<,da de sorgo. De esta forma, para una 
probabilidad da una estación húmeda igual a 3/8 la ganancia 
esperada de cosec:har todo el sorgo es: 

C3/8l70 + 15/8)40 = $ 51.25 por acre. 

La ganancia espe1-ada conduciéndo"'e óptimamente es a lo més 20% 
mayor que si el comportamiento es solo razonable?. La 
conclLt!üón cu<dit.ativa que ¡;e obtiene de este pequC?ño ejemplo 

LC< mejor deci!':.ión pi>.ra hoy, cuando se enfrenta con L!n númci-c:> 
de resultados diferentes para el fLtturo, en general no e:; 
i gLtal e.l "pn:•mcdi o" d!? las dec:i si ones las cual c,.'s. dc>be>r í an ser 
mejores para cada resultado especifico en el futuro. 

Para w1 problema simple, puc:de 110 ser nec:es.ario uti.li;:ar la 
Prograrr1ac:i on Li ne.:<1; sin embargo, formularemos el prob 1 E:?íllil 

anter· i 01- en pi-cpare.ci tin a probl ornas más c:ompl rdos. En este 
caso se tíen~n do$ vari~bles de decisión en la primera etapa: 



e superficie sembrada do maiz 
S ~uperficie 5e1olJ1-aci2 de ~orgo 

Suponiendo que Ja probabilidad de la estación húmeda os 318, 
el ob jet i vc• r.s: 

l"lw: (3/8) [ lOOC 4 "/03) + (c;/f_I) r: (-ll))C + 408] 
SLUeto a: 

La solución ES claramente S = l; as decir, sembr?r todo de 
sorgo. Los coeficientes del maíz y del sorgo en la función 
objetivo son simplemente las ganancias esperadas de cosechar 
un acre del rospectivo cultivo. Esto ilustra un segundo 
punto importante respecto a la planeación bajo incertidumbre: 
Teorema del equivalente bajo certeza: Si Ja aleatoriedad o 
impr1?dc;·cibilid<"1d Pn los dato;.. del problema l?Hish~ solamente en 
los coeficientes de la función objetivo, entonces es correcto 
resolver el programa lineal en forma regular después de usar 
simplemente los valoras esperados para los coeficientes 
aleatorios en ol objetivo. 

Si la aleatoriedad existe en un lado derecha o en un 
coeficiente de una ro~tricción, entonces ~s incorrecto 
reemplazar el elemento aleatorio por los valores esperados o 
promedios. 

Problema más complicado de planeación de dos periodos. 

En el ejemplo anterior se tuvo una decisión trivial en la 
segunda etapa. No había decisiones a hncer denpuós de que la 
naturalaza efectuaba su decisión. El siguiente ejemplo 
considera algunas decisiones no triviales en la segunda etapa. 

Al principio de un verano en una ciudad norteffa de U.S.A., el 
director de obras viales está efectuando un análisis para la 
compra de combustible y sal para usarse en la tarea de remover 
la nieve de las calles en el próximo invierno. 

Si se compran insuficientes provisiones antes de un invierno 
severo, podrían pagarse precios sustancialmente altos por lo 
faltante durante dicho invierno. Existen dos mótodos para 
remover la nieve: arando y salando. Echando sal 
generalmente resulta más barato, especialmente durante un 
invierno modorado; sin embargo, el exceso de sal despuós de 
un invierno de este tipo sólo puede ser utilizado hasta el 
siguiente invierno. En cambio el exceso de combustible puede 
ser rapidamente vendido a otras ciudades y asi disminuir la 
pen.:<lid.:id poi- <"1n1<::<cen¡;..1- mucho combusti.ble. 

El director considera al invierno 
asignándoles las probabilidades de 

como moderado o 
ocurrencia de .4 

fr.i.o, 
y ,6, 
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respoctivammnte para 
natural e;;? .• 

ostos dos posibles estados de la 

Los costos y valores de rescato de la sal y el combuctlblo se 
describen en la tabla siguiente . Las decisiones hechas 
antes del invierno so realizan an el periodo l, mientras que 
las decisiones qu~ s~ hacen durante o después del invierno son 
decisionc,s d!?l segundo pe1-;odo. Por convrmiconc:ie, todas las 
figuras seran presPntadas en camiones - día, esto es, la 
cantido;d consumjda por un camión en l.tn día. 

COSTO DE Pf<O\iI S IONES VS. DA TOS DE COMPRA 

SAL COMBUST. 

---------------------- --------- ---------
CQMF'í<Af;: EN PERIODO 1 ';; ~20 $ 70 __ .,.__ _____ 
COMPl''.AR EN MODERADO $ 30 $ 73 
PERIODO 2 FRIO 't 32 $ 73 

----. 

VALOr{ DE RESCATE l'IL <¡: 1 !:· J $ 65 
FIN DEL PERIODO 2 

Nótese que el precio de la sal en el segundo periodo, es una 
variable aleatoria que depende del tiempo que haga. Si el 
invierno es frío, esperamos que o! precio de la sal sea alto 

1'.'tsi, el costo de operación de un camión por día, sin contar 
combustible y sal, es da$ 110 en invierno moderado y$ 120 en 
un invierno frio. La flota de camiones tiene una capacidad 
de 5.000 camiones-dJa durante el invierno. Si Qnicamente se 
emplean p<.ira arar la nieve, entonce¡; en Ltn invierno moderado 
se requerirán 3500 camiones-día mientras que en un fria se 
requerirán 5100. Por otra parte, se sabe que sal ando resulta 
una forma más efectiva de usar los camiones, ya que en un 
invierno moderado, un camión salando es equivalente a 1.2 
camiones arando; mientras que en uno frio, la equivalencia se 
convierte en 1.1. De esta manera, en un invierno frio la 
capacidad limitada de camiones implica que en algunas calles 
será necesario echar sal. 

En este punto es útil definir variables para las cantidades de 
combustible y sal a ser compradas o vendidas, en los 
diferente~ periodos. 

BFl ca111i.ón-dia de combL1stiblr. comprado en el período 1 
BS1 camión-día de sal comprada en el periodo 1 
BFW combustiblo comprado en el período 2, invjerno moderado 
BSW sal comproda en el periodo 2, invierno moderado 



XFt,;· = e>:ceso do c:ornbusti.blc= al final de 11n invi r.·rno moder,'.'.do 
Y.S~J e·>:ccso deo ~.aJ al· final dr-: ttn i.nvi.c1·no rnodc1·r1do 

PW camión-día arand~, invierno modorado 
Sl·l c:<w1iñn·-cii<·: c::tcmdiendc:i sRl, invir,1·no n.oclcrc·.dr.· 
f..vi co=tos E!r1 que· sn i ncL•rro dur0ntQ •.in 1 n-.·i c;rno modcr2do 
B~~ combusli~lc coíl~rado en rl poriodo 2 1 invierno frio 
BSC sal comprad~ sn el periodo 2, inviErno frlo 
X~C •.:"::t:~'S·!:.' dL· !:D!ClbL1stibl1? al final de· un jnvicrno frio 

PC camión-día ar<:1ndo, invierno f;•io 
SC CC.lllÍÓl1-di.u c::tendit"ndo s¿<l, i11viPi-t10 fri.o 
KC costos sn qLm se i ncL1rre du¡• 0ntt-, nn invierno fri o 

Un aspecto impcrtante a notar es que hemos definido variablea 
de decisión sólo para la segunda etapa, en cada uno de los 
estados posibles de la n<:1turaleza. La sal en el periodo dos se 
distingue t&cilmsnte si es comprada ~n el invierno moderado o 
si lo m~ e~ un invierno severo. Est2 es Ja clave para 
construir una formulación correcto. 

Si se conoce quo el invierno os moderado, cntoncoa el programa 
1 i ne2,1 os: 

MlN 70 BFl .¡ 20 BSl + ~W 

2) -E-IF1 -E:1Fl.J + XFl>J + PW .¡. Sl>J o (uso ele combustible> 
3) -BSl -!JSH + SX~J + Sl<J o (~tSO de: SB}) 

1)) -PW + S!>J .i 5000 (Uso de c:¿.;rrij ón> 
5) -PI~ ·~ 1. 25l•J L 3500 (romover niovr?l 
6) -l(l•J - 73 I:<F~J - 30 BS~J + 65 XFW .¡. l5 XSI»' ·- UC> Pl•l-

11 () S\•l = o <ct.<.lcul o de costal 

Cuando se resuelve el problema, la solución es; 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO. 

1) 583333. 3 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

BFl 2916.66666 0.00000 
BS1 29.16. 66666 0.00000 
KN 380833.33200 0.00000 
BFI~ 0.00000 3.00000 
XFW 0.00000 5.00000 
Pl>J o. 00000 13.33333 
sw 2916.66666 0.00000 
fJS~J o.ººººº 10.00000 
xmi o. 00000 5.00000 

-
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1 
móNGLON [ HOLGURA F'f<ECIOS DUf1L ES. 

! 2l º·ººººº 70.0000(> 
3) 0.(10000 20.00000 
t¡) 2083. 3~.:.;~,:\'.;;4 C>. C>OOOO 
5) º·ººººº - 166.66666 
b) 0.00000 - 1 • ººººº -

La ~olucion resulta como se ecp~raba Ei se conoc~ de antemeno 
que el invierno es moderado: compr~r suficiente combustible y 
sal c·11 el pr i mc.'r pcr; ode,, pc>.ra si?gui r 1 a P.stre1t0gi a dr-.> 
e>:cl u:;i vamcnte e::tendC?r sa.l en el segundo período. 

Por c•tr·o lado si conoce-·mos que el i nvi P.rno es fr;, o, el 
corrcapond1onte programa lineal es: 

MIN. 70 8Fl + 20 BSI + KC. 

f:ktjeto 2.: 

2) -GFI -
.3) -Bsr + 
4l PC + 
5) pe + 
6) ,,:e -· 

+ 15 

8FC + XFC + PC • se o 
se - ese + xsc o 

se .:!. 5000 
1. ISC :!. 5100 
7;·; BFC + 65 1:Fc ·- 120 r'C - 120 se - 32 E!SC 
xsc "' (> 

La solución r?s ligr?ramentc más complicadR. En un invierno frío 
los supuestos son de LJl for-ma que el arar la nieve tiene un 
costo més efectivo que el salar; sin ombar-go una política de 
Qnicamente arar no puede ser- aplicada, ya que se tiene 
restricción en la utilización de los camiones. Así, sólo se 
emplea la suficiente sal hasta utilizar la capacidad de los 
camiones. Esto se ilustra en seguida: 

VALOR PE LA FUNeION OBJETIVO. 

1) 970000.0 

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO. 

BFI 5000.0000 0.00000 
BSI 1000.0000 0.00000 
KC 600000.0000 0.00000 
BFC 0.0000 3.00000 
X Fe 0.0000 

5. ººººº pe 3999.9999 o. 00000 
se 1000.0000 0.00000 
BSC o. 0000 12.00000 
xsc 0.0000 5.00000 

~. 
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~ 0.0000 70.0000 

L 
~ ,, o. ºººº 20' 1)000 
, 0.0000 10.0000 

5) LG'ºº 2ºº·ºººº 6) (l(l0 1 • (l(l(lf) 

~~ -----.----·------~ 
Ninguno de los dos modelos anteriores y 
útiles dG· inmcdi¿,to, ya quE' no 5e conoce· 
invierno va a sor moderado o frío. 

sus soluciones son 
de Antemano si un 

Parte del problema e5 que las dos soluciones rocomendRdas 
dependen del ccnocimisnto del tipo de invierno, siendo que en 
la rcalidnd la decisión en el primer período debe ser única. 
Est~. es ft\cil rami:;::dicu--~ si simplemente combinamos los dos 
modelos en uno¡ y~ que las variables en la primera etapa, BFI 
y BSI, aparecen en ambos conjuntos de restricciones, esto 
for·=e ~ Ql~e Ja mi~mn deciGiór1 s~ ~pliquo en l~ primera etapa 
prescindiendo de la severidad del invierno. 

Lo qu~ reEta cE ontonccn, c~pEcificar Je función objetivo 
apropiada para el problema combinado, Es obvio que los 
coeficientes del costo ds l2s variables en la primera etapa 
son especificos, esto e:, son conocidos; sin embargo los 
costos en la segunde>. r.t«pa, Kl·J y 1<e, son rC?al mP.ntr. vari <'.bles 
aleatorias. Para este problema consideramos una probabilidad 
de .4 para aplicar KW y l~C se trata como cero, mientras que si 
la probabilidad es .6 para aplicar KC, igualmente en la 
función objetivo, ¡.;1~ SE" tomi< corno cero. La rcsoluci ón co1-recte1 
es aplicar pesos .4 y .6 a KW y KC, respectivamente la función 
objetive. De esta manera, la formulación compelta es: 

MIN 70 BFI + 20 BSI + 0.4 kW + 0.6 XC 

Sujeto a: 

21 - BFI - BFW + XFW + PW + SW O 
3) - BSI + SW - BSW + XSW O 
41 PW + SW 1 5000 
51 PW + 1.2 SW ~ 3500 
6l l(W ·- 73 BFl4 + 65 XFW - 11.0 p¡,¡ - 110 SW - 30 BSl>J + 15 XSl>J 

= o 
71 -BFI - BFe + XFC + PC.+ se = o 
0) -BSI + se - BSC + xsc o 
9> Pe + se 1 5000 

101 Pe+ 1.1 se~ 5100 
11> KC 73 BFe + 65 XFC - 1.20 F'C - 120 se -32BSe + 15XSC=:o 

END: 

Para entcndr,r este modelo es valioso observar 1 a t¿ibl a 
siguiente, donde aparecen los coeficientes: 
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Las linea& indican que el modelo realm8ntc consisto de dos 
submodelo5, uno para un invierno frío en la parte baja a la 
derecha, y otro para un invierno moderado en la parto anterior 
a la izquierda. Dichos modelos podrían separarse eNcepto por 
el encadenamiento vía las variables BFI v 8SI de Ja primera 
etapa que aparecen en la parte super1or i:quierda. Otra forma 
de establecer el problema, en palabras ce: 

Minim1:ar Costo en la la. etapa + .4 <costos Za.etapa invierno 
moderado> + .6 (costos 2a. etapa invierno friol 

Sujeto a: a las mismas primeras decisiono5 sin tomar en cuenta 
que el inviErno sea moderado o frie. 

La solucion al problema completo es: 



\lf.',LGr< DE LA FUf·iCION O!J.JEfIVO: 

1) 8198EiéJ. -~. 

1~~-E J-------;;-~;-------~~-;~~~DO. 

1 -
. BF! 2916.6666 0.0000 

BST 
~'.W 

["Fl>J 
XFYJ 
Pl•J 
S~J 

B3W 
XSvJ 
l".C 
BFC 
XFC 
PC 

2916.6b66 
2.~2083.3. 3320 

0.0000 
0.0000 
O. O(lOO 

2916.6666 
0.0000 
0.0000 

715(l91 . 6 720 
18'71. 6667 

1 

0.0000 
0.0000 
3.0000 
0.2000 
4.6833 
0.0000 
:3. 5799 
2.4200 
0.0000 
0.0000 

1891.6667 0.0000 
0.0000 1 4.0000 

se 2t;;' l ó r t.·66{· o.ºººº 
DSC (),~lO(I~ ¡ ~.6200 

.__ __ x_s_c __ __,_ ____ (·-' ._c_'r_.1i~~-----l~---- 2. 5799 

-~~-~~--~~LIRA --~~~ECIOS DU~ES. --

2> c>.ci000 26.2000 
:;_;) (>. ()0()0 8. f1200 
41 2083.3333 0.0000 
=í) (1. '.)(l(l0 65.5166 
6J º·ºººº 0.4000 
71 o. 000::) 43.8000 
8) (l.0000 11. 5799 
9) 191.6666 0.0000 

10) 0.0000 115.8000 
11> 0.0000 0.6000 

La solución es interesante. Se recomienda comprar en el primer 
período suficientR sal y combustible para seguir una política 
Unica de esparcir sal si el invierno es moderado. Si el 
invierno ~& frie se compra combustible extra, en el segundo 
período, para despejar o arar la nieve únicamente de <1cue1·do a 
la capacidad de movimiento. Bajo slguna de estas políticas no 
hay eMceso de combustible o sal en ambos resultados 

Ahora estamo:- en poGi c:ión de e;;tablr=cer el procedimiento 
general para desarrc;l l ¿,,, .. Lm modelo de Program¿¡ci ón Line;.¡1 p.:1ra 
el problema de plan~ación en dos periodos bajo incertidumbre: 
1.- Para cada posible estado de la naturaleza formular un 

modelo spropiad0 de Programación Lineal. 



C.om!.::rJ. na¡- 1~:~0·=. !.1-\.tlHTiDdt~l ot: r::·n u.n ~upr:rmc.1de:l o ,;~sEgLU'";i.ndc· 

4l.tC; 

¿:) Lt1~!i v¿.:··).c·.i:1l t:·~:. d(~' 1 ~ prim~r¿\ c-t t::p,--.. !".:-c1:~.n comunr:-!:. t, 
tod1;J~ lo!.: submod!2.lc1s. pt"·ro qttt:: 

L•i L.~•.\ v¿~!-ic\blcs t~n J,:1. scguncil:~ r.-ti:-... p17. r.n un ~'.tbmortC?lo 

u~~re~c~ri sólo en ese subrnodolo. 

:.::.. - !::l <.:oc-to en c:adc:. submodc•J n c•n l G. s~·gundt1. c:-t~pa~ ApdrC?cr:
en la funcion objetivo pcnder3do por la probabilidad con 
que J~ naturaleza salcccionard el estado correspondiente 
c.' e~e SLtbmod!:·lo. 

En la aplicacjón práctica exietirá un debate acerca de los 
valores apropiados para las probabilidades, y por lo tanto se 
podría desear la sensibilidad de los rcsult~dos a cambios en 
lus prob2.bil1dudGs, El reporte d'.:' f"i1n1JO~ en la sig1.1ionte 
página indica algunas de esas sensibilidades. 

í~Al"Gº~' u~ LOS CDEF ¡el ENTES DE ¡_us; COSTOS. 

l Vl-\í-i J Ai.<U:. -·-~~~·;;~. !iCTLl/'.-1L. lNCREMEtJT(l PECPEMENTD 
j PERMITIDO PERMTíIDO. 
¡ ·----------·-----------·---·---··---·-·---···-----· 

I ~~:, ;rn~~ [füL Ufü 
XFW 0.0000 
PW 0.0000 
sw 0.0000 
BSl·i O, 0000 
xsw 0.0000 
KC 0.6000 
BFC 0,0000 
XFC 0.0000 
PC 0,0000 
se 
El':JC 
1.SC 

0.0000 
0.0000 
o. 000(1 

INFINIDAD 
INFINIDAD 
5.6199 
INFINifJAD 
INFINIDAD 
0.0027 
0.2000 
INFINIDAD 
2.2000 
2.5799 
INFINIDAD 
INFINIDAD 

0.2000 
4.6833 

78.6200 
3.5799 
2.4200 
0.0410 
3.0000 
4.8000 
2.3454 
2.4200 
7.6200 
2.5799 
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Nóta~~ qu~ ~os r~ngos de los co~fic1~nte~ d~ 

í·ur1~. i ón c·bJt·ti ve. son fi:Ll'>' pcqi.tr:ííor. l .rJ q1.1r: 
mod1.::stos cc?ri:bl o~ t:n 1 v.:: prab2b i 1 i deder,, . 11 

f'l'J y ~:e en l u 
significa que· 
y • 6, pueden 

prodtti::ir ct?-11,t1jc:.1~ ff:tt;· nntc~hl<?~::. en li"l !:i:iluc,.·~'¡-;· 

VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION PERFECTA (E\JPil 

Lt» 1ncr!··t) ótiml·r·c 1..; r.nc !'.:Ll~· r."ostor-.• PDí .J ri ·t 0rn-1:°D puC?dC? ser 
pravoct1c~o invertir en in'1o~tig~r p2ra reduct1~ la 
ir1cEr·Ut1ur.1bn~. E:r:te. i.nvtYsión puc;·dC? mcJDr·:>r- Jr<!:: pronósticos 
para los problemas que uno esta analizando o en pruebas de 
mercftdco D análieis de mercado para problemas en que se va a 
etactuar una inversión para lanzar un nuevo producto. Una cota 
sobr~ el vRlor de mejore& pronóstico& se obtiene considerando 
la posibilidad de obtener pronósticos perfectos, a lo que se 
le da el nombre de información perfecta. 

Tenemos suficiente información sobre el problema de remover la 
nieve para calcular el valor de la información perfecta. Por 
ejemplo, si se conoce de antemano que el invierno debería ser 
moderado, podemos ver que la solución del modelo cuando el 
invierno es templado, tendría un costo total de 583333.3. Por 
otro lBdo, !?l costo total, en r.1 c<0so del modelo d€'l invierno 
frío, debería ser de 970000. Teniendo pronósticos perfectos no 
cambiará Ja frecuoncia de los inviernos, Jos cuales 
presumiblemente ocurrirán con prcbabilidades .4 y .6. De esta 
formn, ~l t1~cemos pronósticos perfectos, el rosto esperado por 
estación daberá ser: 

.6 t 970000 = 815333.3 

De 1 a ~ol •,•.é:; (,n del modelo compl etc obsorvamos que el c:ostr.> 
C!Spert.~tj¡_:-. f'1 C1 r C~t?.C)ón, s:in n:inguna )nformetción 8.d)ciOni:::}~ E-?!:: 

de 819 2:2s. 3. Así, E?l valor r.sporudo de 1 a inform<J.ci ón 



p~rf~ct~ e0 d~ 019 SS0.3 - 815 3~3.J = 4555. Por lo 
ñl<JUl Cíi vc..nrJj C:rc'• r.·l r1-on(•Gi.i CO !.',!"" pc>drí 0 C•frccer 
obtenerlo, aunqu~ tsto no fuera perfecto. 

AVEHSION AL RIESGO. 

15n 

ttJ.nto, !1i 
'l~?'.i5 poi-

Hastd c~hot-c: 1·lcmc.1r: st•pui:;:•si o que c·l dc:.·ci s1.:.:11 .. f?S c;-:trj ctr:mP.ntG un 
maximizador do gananciPs esperadas, siondo que puedo tonar 
l<ve1-si ó11 o proponc:i ón a.l ri e!;go, Los ;ipo~:-t ,0,dm-c;·~ de_ un cas:i no 
que juegan, por ejemplo, a la ruleta dobcn sor propensos al 
rit=:sgos i:1 la rucd2. de, l t.":\ rt.tleta no r.si:é dC?ft·:C.:'lLto!Za, ya qua 
sus g2nanc1as onperadas son negativas. Una persona tione 
¿::vcrsi Ó!'1 td ri(;.,:~~o ~1 pi:;:.ign?. m2.yor p~~O ;· ttn:""' rt·1-did~ <JrBnde 

En ol contexto dul problema do romovc~ la nievs, el Director 
de Obr;is '"'i ul e::: puede.• C?~t~r dC?EConc:crt;Jdn pc·i- el c.J tr:• r.o!:to de 
ren1ovGr la n1~ve Qn un invi~rno frío aunqu~ ~ l~ lnrga 1~ 

minind.:·:C.clón dGl coste• c"'c;.rC:1-~rJc:1 r1cl,r:ri~ impJ:ir:L-'i~ tin?. oco.sion?.1 
pórd1da g1 .. ündc·. 

An;:li::üi"idc• lu pc.J íi..ic:t:, <'.•ptic.:~~ 

sumB de los costos dol prim~ro 

jnvic1-no ~s frío~ e~: 

podf?mC•5 dt,1-nos cuenta quE 1 iJ.. 

y segundo periodos, si el 

70 i BFJ + 20 i BSI ~- KC = 977 591 

Por otro lado, si conocemos de antemano que Pl invierno seré 
frío, entonces hemos visto que el costo pu~dc reducirse a 
970 591. 

F'or temo1- a 11 amar la att:>nci ón de Lm oponente pol í ti. c:o el 
Director de Obras Viales puedo desear prevenir la posibilidad 
de un cc•sto más de 5000, mayor qur-: el posible mínimo para el 
resultado del invierno frío. 

El Director puede incorporar cu aversión al riesgo al modelo 
de programación lineal adicionando la restricción. 

70 DFI + 20 BSI + KC ~ 975 000 

Hecho lo anterior, la solución es: 



W',LOF< Dt:: LA FUl'IC WN ODJ ETI './!.J. 

1 ) 820 061 • 1 
,------~-¡------- -----·---, 
. Vm<H<BL_:_ __ --~1LDR ____ _::_osro r~t::DUCIDü_:__ ___ J 

BFI 3780.5578 0.0000 
BSI ~~16.6666 0,0000 
KW 264680.4060 0.0000 
BFvJ 
XFli 
p¡.; 
Sl·J 
l:iSl~ 

XS\-1 
l<C 
BFC 
XFC 
PC 
se 
BSC 
xsc 

o. ºººº 
863.8911 

(l.0000 

2<71 ¿,. 6666 
(l, (H)(lO 

0.0000 
65;!(>27 r 6()90 

1027. 775;j 
(l, (l(l(l(l 

l891.66óo 
::.~91ó. 666b 

(l, (ll)!)(l 

o. 0000 
-·------·---~ 

~.:.';.1999 

0.0000 
.q. 6111 
0.0000 
3. 5~)01) 
2. tJ.~,66 
(l. (l(l(l(l 

(l, (ll)(l(l 

0.01)00 
(l, (1000 
8. 4éi66 
2. FJ6t.J6 
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El costo asperRdc so ha incrmmontado en 020061 - 819 888 = 
173. Un politico puedo considerar que valo ln pena pagar para 
quedar bien En el peor caGo 1 invierno frío>, hRsta un costo 
de 2600. Nótece, sin embargo, que el evento do un invierno 
templado no os bien visto, ya que el valor de XFN indica que 
eNistirá a lo más 864 unidades do combustible sobrantes al 
final de un invierno templado. 

DECISIONES BAJO INCERTIDUMBRE CON MAS DE DOS PERIODOS. 

Las ideas que fuC?ron discutidas cm C?l problema dC? dos periodos 
pL\eden e>:tenderse para un nt.\mero arbitrario de periodos. La 
secLn•:onci.a dC? eventos en el caso gene?ral r-:·s: 

1.- Hacemos una decisión. 
~.- La naturaleza hacm una decisión aleatoria. 
3.- Haccmos una decisión. 
4.- La naturaleza hace una decisión aleatoria. 
5, - Etc. 

La c>:trmsi ón puedo efectuarse trab11jando hacia atrás a travóz 
del tiempo. Por ejemplo, si deseamos analizar un problema do 
tres p~>ríocior; debemos empezar con los dos últimos y formul<'tr 
el modelo de programación lineal estocástico considerando 
éstos. De esta forma , el modP.l o <?.nterior jus.t.;>mimto 
desarrollado para los dos últimos periodos es tratado como el 
segunde periodo de un problema de dos períodos ~n el cunJ 
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:.thu;··¿. !..;;;. pr-:i.rut]i. pr;.¡·jor:fo c-s rc:¿~.lrm .. :ntt: t:l primr~¡- pDr-!odo. Este· 
p¡·e,.c:1.:..·::.t.1 llr:nc t.J inc:onvr.·r1jc•ntc de qt1P !-:.G CJE't1r.:r·.:: tin proJ·,Jcmi:<. 
muy 'Jt-c.Hit.h..: s.i. u} n1)me1·0 d~: poriodo üurn~nt.:i. Si c:l n1'.tm~1-o de 
é:slc•r. e::. ¡, ,. c·J l!i.'•mcr u rlL· po~.1blc:. r:·r::ta0ei!; <.h.' Ji'\ r1td·1.1r2.1C'~t~. r.~n 

c:.(tii:· pE:·riuLio ~.::::, ..:..·~ (~nlr.H1r.cs 1_?! tnm~l:o del probl em¿_l t:~:: 

pi"t•[H.:·1-c.:.t.·;r,¡_,J :;n~ re.;- lo que no r:.~r. ur:.uaJ m~~ncjr;1- pt-oblr?m0s 
J :i11frc-.lt::. c!:toct•.::tfLt·'.~ c:c.n t112~:. de trc·s pr:~r·ic1dn~ .. 

PROGRAMAS DE OPORTUNIDAD RESTRING!OA. 

Una dcsvent.ajR cic los mttodoc anterjorec~ en que ~1 tamarro dal 
proble:rra! pti.!::de crecer- di.:;·m~:-.si,)Gr:, si El nümero de posibles 
est2.doG de l~ n~tur~lc~2 0n gr~nd0. Los programaG d~ 

oportun1d¿:,d r-estr-in9ida no <c0 i:•plicc>n el:.)ctilm~nte pilr.:J. P-1 
mismo prob l c-:mfa, tc·r> i cncJc. t:n111ci re!:'.•! t..irJn qu"' el prob l emA no 
cr~c~. Lo~ programas es·t0c~:ticoE discutido~ hast~ ahora, han 
tenido l.2 cer,;c:tc-ri"tir.;; rlc que ct•'~lquir,•r ré'stric:rión hí". e-ido 
satisfucha por algL1n~ co~bin;ción de; las decisiones del 
prin1ero y ~cgLtndo pc1-íodo. L~!: progr~r~~s de oportunid~d 

rcstr1ngl.tia, sin Otr:be¡ ... go, pmrmiton que r::-d;1 ¡,.e~tricción sea 
violc~d¿~ C:Oll u.nt:~ cier·i1::: r1-ot:irü1il J\it··.C1 t.:'SfH?C) fiCt""Hi¿·~ Unt1: ventc71j~ 

de 05lc- t?nfor:¡ue, p¿;¡,...¿, canGidi;~r¿q.- j ncc-1 ... t.idt1mbí~,. es qu.c:? c-1 
mod~lo dt. ... opor-tL•nldt:•.d rr:-si..¡-Jngirft: t.ir?ne r.:o~-l.?n~1:-=-1mcntc- el mi::.mo 
tamaíio come• une de:· prog¡ ... cJ1r1¿•.c i C.·n i l nci.:· l -::.1 n el emontos 
ale¡¡1.01·1o!C. 

llw:;trc;ri:mos le. idC?a con cl pr·of.•lcn1'1 de rr:·movr?r Ju niP.vo. !:«~jo 

el enfoque de oportunid,:<d rE?·;;tringida no ,2,:iston vari.:iblC2s de 
deci:.ión p"r·a la segu11di.: et;,.rn. f·'o•· eJi:-·mplo, podC?mos 
especificar que con probabilidad do al monos .75 debemos mer 
capaces de proporcionar la capacidad requerida para remover la 
nieve por la severidad de el invierno. Para nuestro problema, 
es muy fAcil observar que esto significa que debomos 
proporcionar 5100 camiones por día de capacidad. Por ejemplo, 
si sólo se proporciona una capacidad de 4400 camiones por dia, 
entonces, la probabilidad de capacidad suficiente debería ser 
de ,4, Supongamos que el costo de operac:ión de un camión-dla 
es du $116, y un camión-día salando es 1. 14 camión-día de arar 
la r-.iev<?¡ entonces, el programa linaal de oportLmid.:i.d 
restringida es simplemente el modelo: 

min, 70 BFI + 20BSI + 116P + 116$ 

Sujeta a 11 

BF I + F' + s o 
- BF l ¡. s Q 

F' + s :5. 5000 
p + 1. 14$ ~'!.. 5100 



PROBLEMAS PROºUESTOS. 

1 .. -- Ci_t.;.:1 cr:. f-·l vednr c~.pr;-rr1Llc· de lr.· infr,rmución pc;rí·c:r.te. Pn 
el proble1t13 de son1bra~ ni~i~.1 ~c~r-~0~ 

....:.. -- [~ l]r·ar:Jcrr.1J Cf1 c·j f.'1··c~(1J Ctit-'.:'. clc·J m;:) Z /c.-.Dr·gi::":: r.~·tt~ 

rc:-rH..tr.:ntr-.: .::< :::;~mbr1:1r Lü•ir_:, ú2 ·.::oi-'JO , ya quQ ~i 1 r: c•r;t().Ci ón 
e:; h(!li1C'di~~ él h2rle 'í·30 íi!!:no~ poi- c.--i:r-c: que: ~i ~.f;·mbr~r2 

tocir: du mai~. Fuedt:i u:.:tr.:~~ r·".:·t1.ccionc:{1 .. a su riesgo y 
rec.:on:c:ndt:~1- r:.c-u1b1-c•.t un~, comb l f1,:~r.: :i ón c1e cultivos. qua t.enga 
1.::-. c'"1r-act8rl~tica quo }0, s;.:i.n.~¡ncia por acre $ea a lo más 
de;' <t::.J qut? en rc;trc·:~pct:lJ-..1 2' dr.bcríe haber ~i.do m~jor par?. 
su i ngrc·so pa1-ti c:ul ¿¡,·. 

3.- An~li=,:r el prof1l8u1a d& rcmov~r la nieve para 1~ 

situación donde el c0stc dol combustible en un inviorno 
frie as de $80 por caGión-dl~, e~ vcz do 573 y •l costo 
de salar on ur1 invirrno fr·í0 os d~ $35 en vez de $32. 
lncl L<ya c;.n ~:u an.!:l i ci; l :-, dr.i-i. Y?.r.i ón del v.::J 01· c5pr.rado 
do la info~maclón r~rf~ct~. 
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ll.9. TEDRIA DE JUEGOS 

En la rn~yor par·tc el~ lG~1 EitL1acione~ ~n q11c ~r ti~n~ qttr 
i: .. fe:ctL1c .. 1 .. una duci t:i ór-., ntH.:istr-¿,s gonr..~.nci v.;; Cy pórclidD.5) st? 
tic-i.crrr.i r1an riD ~óJ c1 pe..~ r1ucst1 .. as deci sl.r:inr?~- s.ino tBmb). én por 
dc:ci~ionEs qut.: to1ru;,;-. fuf..1-::c~~ ~·::tGrn.:i.s; osta c:·s, nt.tC?Gtros 
compctldor~~, cond1cicnc:· clim~tológic~s, etc~. Unn 
clc:,·~ific.a.ción útil CH.· c.0;1~-idcr¿_•: ... e:-. In -fuor:;:a c;:tt:rna ya 5.ea 
cor.10 incJifcrcntL~ o n1tdf·vc•lt.0 .• Clar:i-f-jcaromci!?. al climc:t!I pcir 
ejemple, como indiferentn, yQ que su decisión es indiferente a 
nucn-;tr,?..!.:. accione~~ r.;n rr:r.cc.;--- clr. r:timo pudi éE.&mos ~-cnt) r duruni:E.' 
un aguacero despu!?s d~ h ~<br.,¡- 1 0:·1üdo e:l auto y olvidarnos de 
<:<brir la ~.ombt-1.llc,. Un t:c.mptct1dor·, ci.n embeirgo, gt?ner<::lmP.nte 
toma en cuenta la posib1l100d ds que nosotros tomemos varias 
i.!C:Cl cine~ y c:o1110 r·e~L 1 l t . .;~do 11c-:.r_: 1.~-r- c1c-r.:i ~1 ones qu~ iz..on m~l évol ai.::, R 
nuastro bienest~r-. ~n est.~ secc10n analizaremos situaciones 
qL1t: J.r1volLtc:r·13.n t.lf'lt:; ft1.r!r=t:1 mid <!vol~;:, G~:tr.:rna. La terminología 
coman aplicada al problDm~ es 19 Teoría de Juegos. Algunos 
problemas do t?ste tipo surgen, por ejemplo, on la solución de 
una estrategia de m~1rcado o de precios, o en negoctos 
jnternacionales. En foi-m~ ~~pccífi~~~ J~ probabilid~d de qtAc 
un competidor ctectoe un em~~rgo petrolero contra nosotros 
probablemente dependr. de qur si hr.mos elegido una reserva 
estratégica de petróleo. 

Juego de dos personas 

Un JL\tcgo 11 amado Azul y Orr• sr jL•ega r:ntre dos personas r.on 
movimientos simLtl ténoos simples. C¿<d<:1 jL\gador debe hacer su 
movimiento ignorando el movimiento del contrario. Una ~ez quo 
ambos resultados son conocidos, entonces un jugador pnga al 
otro una cantidad espmcificada en la tabla de pagos que 
aparece enseguida. 

TABLPr DE PAGOS 

<+>Azul paga a Dor<:1do, <->Dorado paga a Azul 

movimiento 
de Dorado 

movimiento de Hzul 

1: ~ ¡:¡ 
l c 1 3 1 - 4 1 



fi;:u.1 debe: sc·leccict,~~¡- ttno de do~; movirrtie)nto~ ~o> o (b) 
miontraE qu~ Uorcdo dob& seleccionar C'nlrr tres m0vimjentos 
\¿;) , (b) o le). Po;- GjP.rr.plo, si Llorado eolccciona lb) y A::ul 

E·El e:-c.c:lC:-ni:t (e: .. :> J entonce?~ Do1-cJ.do l<? paga a ()::L1l ~, mil lcinc:s. s:i 
L1ot·ado S!?lE:CC.:lDnC:•. l,C) y ¿,~ul St?lC"!CClOnt.t ít)), entonce: n::t..!l 
PSü~ a Llorado~ millones. 

Este? Jucgn llCJ llGítG une. DEtratC'gia obv1;o p¡it-<' ?..rnboc jugador!?!?. 
Si Dor<1do ostá t::mtado a hacer el rr,ovimicmto <b> con la 
esperanza dr. gan.:u- 8 millones, .i;mtonc:os i'•::lll iguc>.lm!?ntc· estará 
tentado a ofcctuar el movimiento (a) y asi ganarlo 5 millones 
a Dc0r13do. E:.s claro que cada jugador qucdrá concidC?ri?.r Lma 
estrategia aleatoria. Cualquier jugador quo siga una 
ostrat.Gg1,;.. de? SH~mprc= h·::<Cc:r C?l mismo movimiento es far:ilmentc;· 
vencido. Por lo tanto definirnos: 

BMi probEbilidKd de que Azul haga el movimiento i, i=a,b 
GHi probabilidad de quo Dorado hega el movimiento i i=a,b,c 

probabilidades UMi 7 

totalmento sensible, os el 
est~ crit~rlQ A=ul podría 

Cómo deberfa fl=ul st?lcccio11i'.r 11;.c. 
Un critorio conser·vador, quo es 
criterio de Minim~x. Usando 
argumentar: si Dorado efectoa 
esp<!·1 .. ad2. es.: 

ol movimiento (a), mi pérdida 

Si Dorado decide moverse a Ca>, mi perdida esperada os: 

-5BMA + BBM8 

Si Dorado sel0ccionR el movimiento (c>, mi pérdida esperada 
es: 

3BMA - 4BMB 

De esta manera e>:isten tres posibles pérdidas esperadas, 
dependiendo de qué decisión haga Dorado. Si Azul es 
conservaclo1-, entonces Ltn criterio razonable es seleccionc>.r el 
ME•i de tal forma que se minimice la máxima pérdida esperada, 
de ahi el término de Minimax. Otra manera de plantear el 
problema es qL\e Azul seleccione las probabilidades BMi de tal 
forma que no importe lo .. que Dorado haga, Azul minimizarla la 
má>:ima pér·dida esperada. Si LB es la má>:ima pérdida esperada 
para Azul, entonc!"S su p1-oblema puede este.blecerse como un 
problema de Programación Lineal: 



i'lin Ll< 

2) DMA + l<MD ... 1 
:;;¡ 481'1?'1 ... bf.<t·ii; l. L< , . () 

4) -5Df'1A ~ 8U~T LD < 0 
!::, ) :;;Efr!?l 4L<f'frt L f! ,. o 
END 

La primera restricción forza a que la sum& 
probabilidades sea igual a 1, y la solución es: 

VALOR DE LA FUNClDN OBJETIVO 

1) o. ~!000 

VARIABLE. VHL llf< COSTO REDUCIDO 
LB 0.2000 o. 000(> 
P.MA o. 6(>(.l(l (>. 0000 
Bl1l:I 0.4000 0.0000 

RENGLON HDLGUl-<A Pf<ECIO DUAL 

2) 0.0000 -·(). 200•J 
5> o.2oou o. uoo::: 
4> 0.0000 o.~.:.~~'º') 
5) o. 00(>0 0.6~00 

de las 

La interpretaci on es qLtC? si fizul decide mr:iv·t,rse a (a) con 
probabi.Jidad 0.6, y movr.rsc 2 <b> con probabi.lidad 0.4, 
entonces la pérdida esperada da Azul nunca será mayor d~ 0.2, 
sin at•nder ~ los movimientos que Dorado haga. 
Si Dorado sigue un argumento similar, pero en términos de 
mm:1mizar la mínima ganancia esperada PG, en vez de minimizar 
la máxima pérdida esperada, entonces el problema de Dorado es: 

Max 

sujeto 

2> 
~:;) 

4) 
END 

PG 

a: 

Gl'lí-l 
-PG 
-F-'G 

+ GMB + GMC = 1 
+ 4GMA - 5GMB + 3GMC > O 
- GMA + SGMB - 4GMC > O 

La solución al problema de Dorado es: 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO 

1) (l, :woo 



1.'f'.\F: i fi[oLE V1'1LOr< COSTO f~EDl'CID[l 

F'U 0. :21)(H) (>. 0(1(1(! 

Gt'll\ . (>. 0000 0.0000 
GM> (i. ~.:.;~:,,f)t) o. (l(l(>(l 

Gr!C 0.6500 0.0000 

í':ENGLOi\ HOLGUi~r.; pm::c10 l>Llr.L 

:¿) O. OO(H) 0.2000 
:;:,¡ o. (l(l(li) -(1, 6(l(H) 

4) 0.00(10 -0.4000 

La intt?1-pretaci.ón t?E· q<•r. si Dorado ~·P.lec:c:iona (b) con 
probabilidad 0.35, o lcl con probabilidad 0.65 y nunca se 
mueve~ tB>, entoncu~ l~ gan~nci5 ~cp~rada d~ Dorado nunca 
seré menor de 0.2. Note que !~ monor ganancia esperada de 
Uorado <?5 igual a la m&c grande pdrdida esperada de Azul. 
Desde un punto de vista, lo qu(? Azul espera transferir a 
Dorado &s c:.l menos de 0 .. 2~ Esto ::,jgnificCt que si ambos 
jugadoros siguen !Ds c~t1~Dtogi2~ ju~tam~nte derivadas, 
cntonc:r.~' r:·n cualqt.1iP.1- tjr2,-Jc, d<?l jue:-go m:iste un.~ 

transferencia esperada d~ 0.2 unidades de Azul a Dorado. Por 
tanto ~1 ju~go est~ sesgndo en f~vnr d~ Dor~cio ~ una tasa de 
0.2 miilones por jL\C?go. 

Si se obsi.;·rvan dC?teni damcntr· l <'\'.:· sol w:i on<?s <• 1 o'.:. probl l?mi'ls de 
Azul y luego de Dorado, so notará una sorpresiva similitud . 
Los precios duales en el primer caEo son iguales a las 
probabilidades de Dorado¡ y los valores negativos de los 
prec1 os dL1al es cm el segLtndo e: aso, son i gua! es a las 
probabilidades de Azul en su problema correspondiente 

auegos de suma no constante que involucran dos o más jugadores 

El supuesto fundamental más irreal en el juego de dos personas 
con suma ce-ro, en Teoría de Juegos., es precisamente que la 
suma de los pagos a todos los jugadores debe ser ceroChasta 
ahora constante sin pérdida de generelidadl. En realidad,los 
beneficios casi nunca son constantes; generalmente los 
benC?f i. c:i os total es se i ncr1?mentan si 1 os jugadores cooperan. 
En los juegos de suma no constante la dificultad resulta de 
decidir cómo distribuir los benC?ficios adicionales E>ntre los 
jugadores, debido a dicha cooperación. 

Supongamos que las personas A, B, C tienen cada uno un 
terreno, los cuales están ubicados en forma adyacente en la 
parte frontal de un gran lego. Por experiencia, un terreno quo 
está protegido contra la acción de las olas con un rompeolas 
tiene un valor más alto. A, D, y C están considerando 
construir un rompeolas para proteger sus propiedades. Por otra 
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parte, so s~be qtJ0 el rompaclas s~le m&~ b~r~to si 1Jn2 l' otr~ 
!.'.! las dD\ó' pr·oµi.ccJ,:·.d1'S ;:. Jos Judo!~ ti cncn roir,pr·ol <•S. f''¿;r¿:. 
nuestro ~JHmplG, A y C ya h~n h~chc gastos para construir 
50br~ $LIS propicd2des. B no ha 0fectuado njr1Qún gn~to y separa 
u n de C¡ os dscir, D esta antro n y C. Los bonoficios netos 
d~ ur·1 r·or11pEol~-~ p~r2 }os tres propi~t:2rios c~t~n rcnLimjdoG en 
lt.' t¿i.bl¿~ sigui<=;nte; 

1'·F.;or-· 1E1nr.:1 us CU[lf·'!ók(-)l)(.lf'c s 
rnuE:: CONSTF\U'(f.:fl) 

L•E.NEF Je ros t~ETDS (~ 1.0~; 

FROP I EH\R ros QUE COOPERAN 

A LO Ll\RGO DE 
A 1. 2 
D o 
e 1 
(.\ y' [I 4 
(l y e :.:,; 

li y e 4 
(1, !:< y e 7 

Obviamontm, todos los propietarios deberían construir su parte 
de muro rompeolas y« que sus benE>f1cios total.c·s 5¡¡
ma>:imiz~rian. Sin embargo, al parec~r 8 doberia ser 
recon1pensado de algLtn<'< manora yCT qLtC' él no tionr:· motiv.-ic:ión 
para construir su mu1ro por si mismo. En os-te Ci:\so la 
Programación LineBl pu~de proporcionarnos elguna ayuda para 
seleccionar una aceptable distribución de beneficios. 

Ot?noten:os por v,. , v,,, Ve 1 os 
distribuidos a los propietarios A, 
gr·upo de propi etari DE- acE.•ptará une; 
a la que disfrutarían s1 actuaran 
conclL\imos: 

v,,. )· 1..¿ 
Vo } o 
Ve > 
VA + v .. > 4 
VA + Ye > .,. 

~' 

Ve + Ve > 4 
VA + Yo + Ve: ( 1 

bent?ficios 
B, c. tli ngün 
di =:tri l.lucj ón 

solo,;. D·::> 

nc:t.os et 5~r 

p1ropietario o 
qur? se~ menor 

e!.';ta manera 

Las restricciones anteriores describen lo que es llamado la 
esencia del juego. Por ejemplo, la distribución vA=3, va•!, 
vc:=3 es la esencia dt?l Juego anterior. 

El objeti VD pLtedt? tomar en cut?nta con si dF.>raci ones secundarias¡ 
por eJem¡:Jlo, se puede seleccionar ma>:imizar el mínimo 
beneficio. El programa lineal en este caso es: 

Ma>: Z 
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l :: VA) Z '~ "-.,'i..¡¡, Z (~ Ve: 

\1 (--\ 1 • :-~ 
"/t.: > 
v,~, ·I Vu •1 
\'f't + Ve ·-' 
vh .¡. Ye:: )· •1 
'lr'i 

,. ., .. o + Ve 

Note::· que:· l¿~ <r'St?nr:i¿._ puede:: sc1- vacía; f.,sto es, no c>:;.st.c::.> 
solución factible. Este seria verdad si, por eJemplo, el valor 
del agr:upamit::·nt.o f.'i, L1, e tuera 5.4 en ve:: de 7. Es.to situ~.c:2~1n 

e:s :intErc:s-:,nt~. Los br::int.?fic:ios totale:is sC" ma>:imizetn; ~in 

c2n!ba1-gü) 1~ ccop~1-2c16n total se VlAelvc inestnblu cuBndo los 
bE·nc:i·1c10;:; son do ~. Lf. f 1 01 lo que sic:rnpl""C? Q}:istirt•.n l.'n ra.r de 
JLig<1do1-c:!.. que· encuc11t.rr:1-. p1-ovccl1oc;o to1-m2r un ,.L1bCJrL1po y 
meJo¡-¿ .. r· s .. u~~ be:n·~·t1c1r.::f..:. ComG un r::jemplo, su.pt:tng·:.1 que:· las 
distc1Uv.r.1011<.~!; p2! l-'. i";,~ l· y L, cu~ncic:1 ~e· tlEnc une?. cc1c•pr-:1-r.:-.l':i ón 
lot¿;d, S.t:ií1 i .. ;¿, ::.1 y::.1, rcispec:tivamc:ntc. En i:·stocasoA 
~ug1~rlt·iú e:~ D c~:cJ·~•.Jt- t- L y ccioperui- r.ntre 6..1llos~ lt.,nj.c·nrlo Je. 
di~tr1buc1ór1 de. l.~~, . .., ._, y .í. Lo quE? r-e:;,.ulta cansistantn con 
el hcc:hc.1 qut:- n y ;; pitc.~dr.n 1 ei~_p· .. ~r-· un t.otc:J óe ll ~ cLtt~.ndc1 el J c1~ 
se coapc:r ¿;1n ~ f-"ot"· ott,.. .. ~ p,:.rtc., e puede sugerir ,"1 A qu0 r:~r:t¡-~ 

ellos Sl~ coopc.>rc-11 y ~-cJccc:1c:-n?r un2 r:l:i.r.=tr-;.bucj bn de_· ~ .. '!, U y 
1. 1. Lo que e~ consi ~~tc·ntr:· con el hecho quc A y C p11odcm 
logr,?r un to1.?.l uc ::-, 1.-,11,!,¡~·n !'.f.' trcndria otra por;ilJilid<::d si D 
E-LlglDl.t.? U C GtC. J r:t.c.,. f):: .. í ~ CUZ"tntio }U eSE"!nCia e:;, VD.cía, pUC?de 

ser que:, todo::. ¿~c:t.1t'rcJi:.:-r1 1..i:u:, r:oop!~re:c:j ori tott:11 qvt?" rnE"'jc1-12 P. C•:1da 
uno de td lo~-

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Por inspección, encuentre las políticas óptimas para Azul 
y Dorado en el juego de dos personas, descrito por la 
siguiente matriz: 

Pagos. a H:ul prn- parte;· dr.· Dorado como 
una función de ambas decisiones 

D~cisión 

dE· 
Dorado 

X 

y 

-----
z 

Decisión de Azul 

A [l e 

4 8 6 

3 7 4 

5 9 e 
~· 



2, Formular un modelo do Prog1~~mación L.1ne0l par~ Encont1·ar 
lt:\f.:. poJ >.ticas ópt1nic~~-:. pc.r¿· P.zt1J >! Dc1r¿,i:Jt.::• cuc=-ndo c:-,r. 
~:ntrentc.1n en el Juc:go ~ig· . .11 unte: 

Decision de 
Dorado 

Pagos ~ A~L·J poi· p~rtc de· Llorado como 
Ltnc.' función d·.:1 C:•.mbt:•.s dGcisionet: 

Decisión do A~ul 

Las ciudc1dos da p,,rchccl, Cc<ctus y Tc•mb~.tClnt: se Encu-:;ntran 
cerca de un r1e5ier-to y SIJ.!:'· uutoridDd12r:i o~'lán 1-:inali::!sndo 
sus opciones p~rn el mnjor~micnta de su~ f11antes de 
abastecimi cnto clr. agui'\, Un t:r:ucrlticto par l?.s montarías 
satisfaceria todas sus nocesid~d8s y su co~to total soria 
de t/:;o (>(>0, Altr.rni:'.tjvumcntr., P<:·r!:'.f1c-rl y Cur:tus pL11.~den 

eKcavur un pozo artesiano de suficiente capacidad que 
costaria S580 ()OO. Una opción siniil~i- pod1-ian ~fectuer 
cactus y ·rombstone a un co~to dE $500 ooo. Las tres 
comL\fli.dades pueden ts·nP.1- un po::o por:o p1-o-í-undo pn Ci.lda 
una do ollas a un costo d0 s3no ooo, t350 000 y 250 ooo, 
resp~ctivamentc. 

Formular· y ri;:sol vi:·r Ltn modP.l o de l-''roaram2ci on Li n<?al para 
determinar una forma adecuada para distribuir el costo d0 
$730 C>Ol> de Ltn acuedL•.cto <?ntre lar,: trP.!::- comunidad es. 



169 

II.30. APLICACIOMES A LA ESTADISTICA 

La programación lineal !P.L.> puede usarse para regresión 
lineal en forma análoga a como se usa mínimos cuadrados. La 
estimación clásica por mínimos cuadrados encuentra la fórmula 
de predicción que> minimiza la suma de> los Cl\adrados de las 
diferencias entre las observaciones y las predicciones. La 
P.L. puede aplicarse si en lugar de minimizar la suma da los 
cuadrados "de los errores se desea: 

a. Minimizar la suma de los errores absolutos. 

b. Minimizar el mái:imo error absoluto. 

c, Minimizar el error en predecir el orden de preferencia 

de articulos, llamado regresión ordinal. 

Definimos la notación: 

r1 = númr?ro dE'.' obsP.rvaci onc:·s, 

di valor de la variable dependiente en la observación i, 

par a i :; 1 , 2, ..• , n ! 

k = número de variables indc:•pendientes, 

eij = valor de la j-é~ima variable independiente en la 

observación i, para i = 1,2, •.• ,n y j = 1,2, .•• ,k, 

>:j coeficiente de predicción aplicado a la j-ésima 

variable independiente, 

w1 error de la fórmula de predicción aplicada a la 

i-ásima observación, 

La regresión en mínimos cuadrados encuentra los valores de 
las x j • s que r-esuel ven el si g~1i ente problema: 

2 2 2 
Minimizar w1 + w2 + ••• + ~In 

s.a. 

eo + eil>:1 + ei2x2 + ... +.eil/:k + wi 

"j' wi no restringidas en signo, 

di para i=l, 2, ... ,n. 

ESTIMACIOH DEL MININO VALOR ABSOLllTO CMVA> 

Una fl1nci6n objetivo alternativa puede ser minimizar la suma 
de los valorers absolutos de lo5 errores, esto es: 
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Una regresión en MVA se ve menos afectada por valores 
extremos. As1, es apropiado usarla si los datos contienen 
unos cuantos valores ei:tremos que de otra manera afectaría 
las predicciones mas drásticamente. 

La P.L. puede aplicarse a este problema si se define: 

= w .• 
l 

La diterenci a, Lti vi, se introduce ya que wi es no 

restringida en signo, mientras que la P.L. esta dise!'lada para 
variables que no pueden ser negativas. El problema de 
minimiz;;,r la SLtm<: de los errores abso1L1tos puede ahora 
escribirse como: 

Min ul + V 
1 

i· u2 + v2 + ... + LI + V 
n n 

s. a .. 

eo + ei 1>: 1 + C? i 2): 2 +, •• i· e i kl:I: + u. - v. 
l l 

di par e. i = 1 !' 2, , , n 

xj no restringida en signo. 

Eje111plo 

Si se tienen cinco observaciones de una sola variable 
independiente. Hay dos variables por considerar. 

d. ei 1 ei2 l 

2 1 1 
7 

~· 1 2 
4 1 4 
5 1 6 
8 7 

La gráfica de d
1 

contra e
12 

aparece como sigue: 
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8 + 

7 

6 

5 + 

d. 
l 

4 + 
., 
~' + 

2 + 

(1 _j___J_ 
(1 2 .:; 

ei2 
4 5 6 7 8 

Con la e>:cepción del último punto <S, 7>, una línea recta da 
un buen ajuste. El P.L. para este problema es: 

MIN Ul + Vl + U2 + V2 + U3 + V3 + U4 + V4 + U5 + V5 

SUBJECT TO 

2> Ul - Vl + xo + Xl = 2 
3) U2 - V2 + xo + 2 Xl 3 
4> U3 - V3 + xo + 4 Xl 'l 
5) U4 - V4 + xo + 6 Xl 5 
6) U5 - V5 + xo + 7 Xl 8 

END 
La matriz asociada a este problema revela su estructura: 

MATRIZ 

u V lJ V u V u V u V X X 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 o 1 

1: 1 1 MIN 
2: 1-1 1 2 
3: 1-1 1 2 3 
4: 1-1 1 4 4 
5: 1-1 1 6 5 
6: 1-1 1 7 8 

La solución es: 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 6 



OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

2.66666700 

VARIABLE VALUE 

Ul ,000000 
Vl .000000 
U2 7"":"'7777 ..... ._ . ._,,_ .. _,,.) 

V2 .000000 
U3 .000000 
V3 .000000 
U'l .000000 
V4 .,..,. .... "7"":"'7 

• .J...J.J-...•.J·-' 

U5 2.000000 
V5 . ºººººº xo 1.333333 
Xl .666667 

REDUCED COST 

1. 333333 
,666667 

·ºººººº 2.000000 
1.666667 

.333333 
2.000000 

• 000000 
• 000000 

2.000000 
• 000000 
• 000000 

Rml SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2> ·ºººººº . 3.33333 
3) .000000 -1. (>00000 
4) .000000 • 666667 
5) .000000 l. 000000 
6) ·ºººººº -1.000000 

NO. ITERAT IONS"' 

Los valores para XO y Xl especifican la 
predicción, concretamente: 

yi = 1.3333 + .666667 ei 2 . 

MEDIDA DE LA BOHDAD DE AJUSTE 

172 

fórmula de 

Le>. bondad de ajus~-te para mini.mos.,c ·adr<.>.dos se mide por Ltn 
estadístico usualmente llamado R4

, Este estadístico es igual a 
la tracción de la variabilidad P.n las d. que explica el 

l. 

modelo de predicción. Un estadlstico análogo puede calcularse 
para la regresión MVA si se define m como.,la mediana de las 
di' es decir para los datos, m = 4. La R4 

análoga (llamada 

"ajLtstada"> 

1 -

es: 

<u
1

+ v 1+ ••• +un+ vn)/Cn - k - IJ 

qd 1 - m\ + ... + \dn - m\)l<n - 1)' 

Para el ejemplo, este estadístico es: 
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1 - (2. 66667) /3 .55556. (2 + t +o + 1 + 4)/4 

Para referEncia, s2 d.e.rá la solL1ci6n al ejemplo por mlnimos 
cuadrados. Esta es: 

2 
La R ajustada para esta fórmula es .8374. 

REGRESIOH DE LA MIHIMA DESVIACIOH MAXIMA CMIMAX\ 

La regresión MIMAX ·es opuesta a la regresión MVA. MIMAX 
minimiza el má>:imo C?rro1- qut? ocurre en las observaciones. Un 
único valor extremo, causará efectos dramáticos en las 
estimaciones derivadas. La forma general de un modelo de P.L. 
para una regresión MIMAX es: 

Min z 
s.a: 

e 0 + C?i 1x 1 + e 12x2 +.+ cik"k + ui - v 1 =di para i=l,2,.,n 

z - ui - vi~ O para i=l,2, ••• ,n 

xj no restringida en signo. 

Esta formulación explica el hecho que en una solución óptima, 
al menos uno de los ui y v 1 deberá ser diferente de cero. Por 

lo tanto, z 2 u 1 y z 2 vi o equivalente z ~ u1 +vi. 

Para el problema ejemplo, la formulaci~n es: 

MIN z 
SUBJECT TO 

2) xo - YO + X1 + Ul - V! = 2 
3) xo YO + 2 Xl + U2 - v2 = 3 
4) XO YO + 4 Xl + U3 - V3 4 
5) XO YO + 6 Xl + U4 - V4 5 
6) XO YO + 7 Xl + U5 - V5 8 
7) z - U! - Vl >= o 
8) z - U2 - V2 >= o 
9) z - lJ3 V3 )·= o 

J.0) z - U4 V4 >= o 
11> z - UEi - V5 >= o 

END 
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Note que la variable XO h~ ~ido reemplazada por la diferencia XO

YO ya que la variable original XO es no restringida en signo. 

MATRIZ 

X y X u V u V u V u V u V 
z o o 1 1 2 2 3 .,. 

·-' 4 4 5 5 

1: MIN 
2:. 1-1 1 1-1 2 
3; 1-1 2 1-1 3 
4: 1-1 4 1-1 4 
5: 1-1 6 1-1 ~ 

,J 

6: 1-1 7 1-1 8 
7: -1-1 > 
8: -1-1 > 
9: -1-1 > 

10: -1-1 > 
11: -1-1 > 

LP OPTIMUM FDUND AT STEP 10 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

1) 1.00000000 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
z 1.000000 .000000 

xo .000000 .000000 
YO .000000 .000000 
X! 1. 000000 .000000 
Ul 1.000000 .000000 
Vl .000000 .000000 
U2 

1. ºººººº .000000 
V2 .000000 .200000 
U3 .000000 .000000 
V3 .000000 .000000 
U4 .000000 1.000000 
V4 1. 000000 .000000 
U5 1. 000000 .000000 
V5 .000000 .800000 

RmJ SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) .000000 .000000 
3) .000000 -.100000 
4) .()00000 .000000 
5) .000000 .500000 
6) .000000 -.400000 
7) .000000 .000000 



8) .000000 -.100000 
9) 1.0(10000 .000000 

10) ·ºººººº -.500000 
11> ·ºººººº -.400000 

NO. ITERATIDNS= JO 

Los valores de XO - YO y XI revelan que la fórmula de 
predicción es: 

MEDIDA DE f.A BONDAD DE AJUSTE, CASO MIMAX · 

Defina r igual al rango de las d
1
•s, 

minCd.>. La R
2 

anAloga del ajuste es: 
l 

1 -
max cu

1
+ v

1
J-t<n - 1( - ll 

r/ <n - J.> 

esto es, 

Para el ejemplo, este estadistico es igual a: 

1/3 
l - (8 - 2)/4 = • 778. 

man Cd.} 
l 

17.:. ,.., 

Las tres curvas de predi cci 6n di fer entes que resultan de lo::. 
tres métodos distintos aplicados a los datos del ejemplo, se 
presentan en la figura 15.1. Note que la MIMAX desviación es 
la m~s afectnda por el dato e>: tremo (8, 7), mientras que 1 a 
desviación MVA es la menos afectada por el dato anterior. 
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8 

7 

6 

5 

4 

+ 

2 

o 
o 2 ·-' 4 5 6 7 8 

'Z'i2 

- - - - min suma des.vi ac absolutas (y i -· 1.333 + ,6667 ei2> 

min suma desviac ul cuadr (yi = 1. 015 + .84615 ei2) 

....... mi ni ma¡: desvi ac absoluta <yi = o + ei2> 

EXPLOTACIOH DEL DUAL PARA OBTENER IHFORMACIOH MAS COMPACTA 

La cantidad de trabajo requerida para resolver un P.L. esta 
mucho m:t.s correlacionada con el número de renglones que de 
columnas. Como la solución del problema dual provee la misma 
información que la solución del primal, se puede desear 
resolver el dual que tiene menos renglones. 

DUAL DEL PROBLEMA MVA 

Primero se e>:aminará. el problema MVA. El problema dual de la 
formulación previa es: 

Max X 1d 1 + X2 d2 + ••• + Xndn 

s.a 

X1e 1 j + X2 e 2 j + ••• + Xnenj :SO para j o, 1, ••• ,k. 

1 i :S 

l i ;?; -1. 

Esta formLtlación se simplifica ligeramente si se define: 



Cuando se hace esta sustitución la formulación resulta: 

Ma>: 

s,a 

Esta formulación 
unicamente n en 
restricciones son 

de P.L. e>:plotan 

para j 

para 

tiene n + 1: renglones 
el primal¡ sin embargo, 

de la forma simple Li :S 2. 

esta forma simple. 

- d 
n 

o, 1, ••• '1:. 

comparada con 
n de estas 

Algunos códigos 

Esta formulación y su matriz aparecen abajo, La constante -d 1 
- d2 - ... -dn en la función objetivo no afecta, de modo q~ie 

no se incluye. 

MAX 2 L1 + 3 L2 + 4 L3 + 5 L4 + 8 L5 
SUBJECT TO 

2> L1 + L2 + L3 + L4 + L5 <= 5 
3) L1 + 2 L2 + 4 L3 + 6 L4 + 7 L5 <= 20 
4) L1 <= 2 
5) L2 ·~= 2 
6) L3 <= 2 
7l L4 <= 2 
8) L5 <= 2 

ENO 

MATRIZ 

1: 2 3 4 5 8 MAX 
2: 1 1 1 1 1 < 5 
3: 1 2 4 6 7 < B 
4: 1 < 2 
5: < 2 
6: < 2 
7: 1 < 2 
8: 1 < 2 

La solución es: 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 5 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

1) 24,6666700 
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VAF<IABLE VALUE REDUCE O COST 
L1 .666667 ·ºººººº L2 2.000000 ·ºººººº L3 . 3~53333 ·ºººººº L4 • 000000 .333333 
1-5 2.000000 ·ºººººº 

Rml SLACK OR SIJRPLUS DUAL PRICES 
2) .000000 1,,333333 
3} ·ºººººº .666667 
4) 1,, 333333 .000000 
5) .000000 .333333 
6} 1.666667 ·ºººººº 7) 2.000000 .000000 
8} .000000 2.ooor.100 

NO. ITERATIOMS= 5 
L.os costos duales en las restricciones (2> y (3>, 1.3333 y 
• 6667 corresponden a XO y Xl. Note qLle sol amente se 
reqLlirieron 5 iteraciones para resolverlo, compe.rado con seis 
iteraciones para la formulación primal. 

DUAL DE LA FORMULACION DEL MIMAX 

El dual de la formulacion MIMAX es: 

Ma>: :E xi d1 

s.a: <Variable Primal> 

¿X.e .. o (X.) 
i l lJ J 

X. CI. s o (Ui} 
l l 

- xi OI. 
l 

s o (Vi} 

I: ª1 s 1 

>.
1 

no restringida en signo. 

Esta formulación puede arreglarse a una forma más conveniente 
si definimos las variables g1 y h 1 tales que: 

9 1 ... hi Olí 

gi - hi = "-1 

con g
1 

y h
1 

no restringidas en signo. 

Sustituyendo para ambas a
1 

y >.1 la formulación queda: 

1. Ma>: 
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s.a. 

2. ¿ (gi - hi) ei j o 
i' 

7 ...,, 
IJi - hi - (gi - hi) s (l o - 2hi s (l o hi ?: o 

4. -(gi - h.) - (gi - h.) 5 o o - 2gi 5 (l o gi ?: o 
l 1 

5. ¿ (gi + hi> s 

Las restricciones de no negatividad hi ?: O ·y gi ?: (l sor1 

supuE?stas por cual qLti er código de P. L., de modo que la 
formulación explicita consiste de (ll, (2) y (5), 

La formulación y la matriz aplicada a los datos del ejemplo 
viene dada abajo. 

MAX 2 Gl - 2 H1 + 3 G2 - 3 H2 + 4 G3 - 4 H3 + 5 G4 - 5 H4 + 
8 G5 - 8 H5 

SUJETO A 

2) Gl - H1 + G2 - H2 + G~ - H3 + G4 - H4 + G5 - H5 = o 
3) G1 - Hl + 2 G2 - 2 H2 + 4 G3 - 4 H3 + 6 G4 - 6 H4 

+ 7 G5 - 7 H5 "' o 
4) Gl + Hl + G2 + H2 + G3 + H3 + G4 + H4 + G5 ... H5 <=O 

END 

MATRIZ 
G H G H G H G H G H 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 

l: 2-2 3-3 4-4 5-5 8-8 MAX 
2: 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 = 
3: 1-1 2-2 4-4 6-6 7-7 
4: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 < 

La solución es: 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

u 1 • 000000000 
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VARIABLE VALUE REDUCE O COST 
81 .083333 .000000 
H1 • 000000 2.000000 
G2 .000000 .000000 
H2 .000000 2.000000 
83 .000000 1. 000000 
H3 .000000 1. 000000 
G4 .000000 2. 000000 
H4 .500000 .000000 
85 .416667 .000000 
H5 .000000 2.000000 

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) .000000 .000000 
3) .000000 1.000000 
4) .000000 1.000000 

NO. ITERA TI ONS= 3 

Los c:ostos dL1ales para los renglones <2> y (3) son los 
val ores para XO y X 1. Note qLle esta formulación ti ene 
solamente tres renglones y requiere tres iteraciones 
comparada con 10 restricciones y 10 iteraciones para la 
formulación primal. 
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REGRESION ORDINAL 
Los métodos de regresión discutidos en la sección previa se 
aplican cuando todos los datos están en forma numérica. 
Algunas veces, los datos se encuentran de una manera más 
subjetiva o forma cualitativa. Considere, por ejemplo, un 
estudio de mercado en el qL1e se trata de predecir cuc\les son 
las preferencias de un cierto tipo de consumidor sobre varios 
productos alimenticios, por ejemplo, comida para el desayuno. 
Los datos de un consL1midor deben consistir simplement'? .. de· 
proposiciones preferenciales de la forma "Prefiero cereal de 
trigo. a cereal de ma.t;:". Hay adicionalmente ch;,tos 
cuantitativos en cada comida para el desayuno que describe 
sus características, es decir, suavidad, valor nutricional, 
costo, etc. Se desea determinar la clasificación hech• por 
los consumidores dependiendo de las caracteristicas del 
prodL1cto. 

Este problema puede atacarse por medio de P.L. 
siguiente ejemplo. Cinco automóviles distintos, 
B, e, F, L y M han sido evaluados por un 
consumidores. Los resultados son los siguientes: 

Considere el 
denotados por 
conjunto de 

COMPARAC ION 
NO. 

AUTOMOVIL 
MENOS PREFERIDO 

AUTOMOVIL 
MAS PREFERIDO 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 

e 
M 
F 
F 
B 
L 
M 
M 

L 
B 
L 
e 
F 
M 
e 
F 

Por ejemplo, la primera comparación indica que algün 
consumidor prefiere un La un e, mientras que la (Jltima 
comparación indica que algún consumidor prefiere un F a un B. 
No se ha requerido que estas comparaciones dos a dos sean 
consistentes o transitivas <aunque podrian serlo). Es decir, 
si esta ordenación ha sido obtenida de gente distinta, no hay 
por que esperar alguna consistencia. Por ejemplo, se puede 
notar una inconsistencia entre las comparaciones <3>, (6), 
<2> y (5>. La comparación <3> dice qL1e F es inferior a L; sin 
embargo las comparaciones (6), <2> y C5> sugieren que L es 
inferior a F. Se sospecha que las preferencias de los 
consumidores se ven afectadas por cuatro caracteristicas: 
costo, peso, longitud y mpg. Estas caracteristicas para los 
cinco automóviles se encL\entran referidas en la siguiente 
lista: 
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AUTOMOVIL COSTO PESO LONGITUD MPG 
NO. ( 1 00(>$) (1 OOC>s) <pies> 

B 9 4 15 17 
e 6 3 13 21 
F 7 2.8 13.5 20 
L 1 f) LJ. 2 15.5 16 
M 8 3.9 14 18 

-----··· 
~Puede desarrollar una f6rmula basada en estas 
caracterlsticas tal que valores altos para un autam6vil 
tienda a ser más preferido que uno de valor más bajo? Esta 
fórmula debe ayudar en la identificación de la importancia 
relativa de las varias caracteristicas. En seguida se da una 
forma para desarrollar una fórmula que tenga estas 
características. 

Se define: 

eij =valor de la característica j para el aLttom6vil i, 

xj = peso que se darA a la característica jpor ejemplo,el 

automóvil L recibirá una calificación de n
1
eil + x 2 ei 2 + .. + 

>:4ei4 

Se desea escojer las xj's de modo que el valor que resLtl te 

concuerde tanto como sea posible con las ocho relaciones de 
preferencia dadas previamente. Se dice que la calificación 
concuerda con la primera relación, por ejemplo, si el 
automovil L recibe un valor mayor al del automóvil C; y 
concuerda con la ~!tima si el automóvil F recibe un valor 
mayor al automóvil B. Si la calificación no concuerda con el 
k-ésimo ordenamiento, k = 1,2, •• .,e, sea zk =a la diferencia 

entre los dos calificación. Así, zk es el error en la 

calificación en la k-ésima preferencia. 

Un objetivo razonable es: 

Mi n z l + z 2 + • • • + za 

Suponga que el carro F es preferido al carro L en 1 a k-ési ma 
preferencia; entonces la- siguiente restricción debe causar 
que z

1 
tome un valor apropiado: 

El lado izquierdo de esta restricción es la calificación de F 
menos la calificación de L + zk. Usando ellado derecho igual 
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a cero, Lmicamente se forza a que el calificacióon de F sea 
al menos igual al de L; esto no forza a que el calificación 
de F sea mayor a.l de L. Si esto se desea, entonces el cero 
puede remplazarse por un n(lmero positivo pequel"io, es decir, 
.001. Esto se ilustra en el ejemplo posterior. 

Se necesita un¿¡ restr i cci 6n "normalizada" para 
solución poco (ltil x 1 = x 2 = x3 = x

4 
= O. La 

prohibir la 
normalización 

más simple.f?S >: 1 + x
2 

+ x
3 

+ >:
4 

1. Esto, sin embargo, 

ignora el hecho que varias caracterlsticas tienen distintas 
unidades, es decir, mpg puede estar en ~l rango 10 ~ 40 
mientras que el costo puede estar en un rango mucho maycr de 
2000 a 20000. Asl, probablemente se desea usar diferentes 
pesos en ·las >:'s. Una normalización pesada razonable es: . ._, 

4 8 
l: I: 

j= 1 i =1 
<é . - e . »: . r J SJ J 

1. 

Dese cu•nta que las xj son no restringidas en signo; por lo 

tanto, en la formulación P.L. las xj's se reemplazan por la 

diferencia >: j - y j, La formul aci 6n completa y 1 a MATRIZ para 

el ejemplo viene dada por: 

NIN Zl + Z2 + Z3 + Z4 + Z5 + Z6 + Z7 + Z8 
SUBJECT TO 

2) Zl + 4 Xl - 4 YI + 1. 2 X2 - 1.2 Y2 + 2.5 X3 - 2.5 Y3 
- 5 X4 + 5 Y4 >= o 

3) Z2 + Xl - Yl + • 1 X2 - • 1 Y2 + X3 - Y3 - X4 Y4 >= o 
4) Z3 + 3 XI - 3 YI + 1.4 X2 - 1.4 Y2 + 2 X3 - 2 Y3 

- 4 X4 + 4 Y4 >= o 
5) Z4 - XI + Yl + .2 X2 - .2 Y2 - .5 X3 + .5 Y3 + X4 

- Y4 >= o 
6) Z5 - 2 XI + 2 Yl - 1.2 X2 + 1.2 Y2 - 1.5 X3 + 1.5 Y3 

+ 3 X4 - 3 Y4 >= o 
7) Z6 - 2 Xl + 2 Yl - .3 X2 + 

..., . " Y2 - 1. 5 X3 + 1.5 Y3 
+ 2 X4 - 2 Y4 )·= o 

8) Z7 - 2 XI + 2 Yl - .9 X2 + ,9 Y2 - X3 + Y3 + ..., 
~' 

- 3 Y4 )·= O 
9) Z8 - X1 + Yl - 1.1 X2 + 1.1 Y2 - .5 X3 + .5 Y3 

+ 2 X4 - 2 Y4 >= . O 
10) - ,6 X2 + .6 Y2 + .5 X3 - .5 Y3 + 3 X4 

END 
3 Y4 = 

X4 



MATRIZ 

1: 
2: 
3: 
4: 
5: 
6: 
7: 
8: 
<;>: 

10: 

Z Z l Z Z Z Z Z X Y X Y X Y X Y 
2 3 4 5. 6 7 8 1 1 2 2 3 3 4 4 

4-4 A-A A-A-5 5 
1-1 u-u 1-1-1-1 
3-3 A-A 2-2-4 4 

-1 1 T-T-T T l-1 
-2 2-A A-A A 3-3 
·-2 2-T T-A A 2-2 
-2 2-T T-1 3-3 

1-1 1-A A-T T 2-2 
-T T T-T 3-3 

MIN 
> 
)· 

> 
)· 

> 
)· 

> 
> 

LP OPTIMUM FDUND AT STE:P 6 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

1) • 76923071)(1[:-(ll 

VARIABLE VALUE REDUCED 
Zl ·ºººººº .576923 
Z2 ·ºººººº .307692 
Z3 ·ºººººº 1. 000000 
Z4 ·ºººººº 1. ºººººº Z5 ·ºººººº .807692 
Z6 .076923 .000000 
Z7 ·ºººººº 1. 000000 
Z8 .000000 1.000000 
Xl .461538 .000000 
Y! ·ºººººº .000000 
X2 .384615 .000000 
Y2 .000000 .000000 
X3 ·ºººººº .000000 
Y3 .076923 .000000 
X4 .423077 .000000 
Y4 ·ºººººº 1. 384615 

COST 

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) ·ºººººº -.423077 
3) ·ºººººº -.692308 
4> ,076923 .000000 
5) .076923 .000000 
6) .000000 -.192308 
7) ·ºººººº -1.000000 
8) .076923 .000000 
9) .000000 .000000 

10> .000000 -.076923 

NO. JTERATIONS= 6 
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La implicación del reporte es que la fórmula de la 
calificación para un automóvil debe sc:•r <para el c:aso de c:ero 
del lado derecho de l~s restricciones 2 a 91: 

Calificación=.461538 Costo+ .384615 Peso - .076923 longitud 

+ .423077 MPG. 

Mientras que la fermula con un RHS de 0.001 para las restric

ciones <2>-<9> es: 

Calificacien=.461385 Costo + ;381154 Peso - .076231 longitud 

+ .422269 MPG. 

Las calificaciones resultantes para los cinco automóviles 

son: 

AUT0~10VIL 11.73077 CALIFICACION 
<RHS = 0.0011 

B 11. 73077 
e 11.80769 
F 11.73077 
L 11.80769 
M 11.73077 

Observe que las calificaciones est4n 
para las ocho referencias eN~epto 

preferido a L." 

BONDAD DEL AJUSTE ORDINAL 

11.71219 
11.78842 
11.71319 
11. 789'-12 
11.71119 

en el orden correcto 
para la seis, "M es 

Si z es el valor óptimo en la función objetivo, n el número 
de observaciones de preferencia y k el número de parámetros 
estimados por la regresión ordin~l, entonces una medida de la 
bondad de ajuste, análoga a la R ajustada de la regresión en 
minimos cuadrados, es: 

1/Cl + zt<n - K>J. 

Para nuestro ejemplo la bondad de ajuste esr 

1/[1 + .0769/(8 - 4JJ = .981. 

USO DEL DUAL PARA REDUCIR EL TAMARO DEL PROBLEMA 
Como en las otras formulaciones de P.L., el dual tiende a 
facilitar la solución. La formulación general del primal se 
dará abajo, En lo que sigue, r es el objeto preferido al 
objeto s en la i-ésima preferencia: 



Nin z 
1 

+ z 2 + ••• + z
8 

k 
¿ 

s. a. 

j=1 

1: n 
~ 1: (erJ· - e . »: . 1. 

j=l i=l . 53 J 

El dual es: 

Ma>: u 

s.a. 

n 
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donde r es preferido a sen la 
i-ésima obse1·vaci6n, i=1,2, •• n, 

xj no restringida en signo. 

n 
¿ 

i =1 
(C?rj - esj>vi + i:;l (erJ - esj)Lt o para j = 1, 2, •• ,1: 

v. ;$ 1 
l 

u no restringida en signo 

i = 1, 2, ... ,n 

Esta formulación tiene mAs restricciones, sin embargo, la 
mayor~a de ellas, n de las n + k, son simplemente una cota 
superior. La formulación dual para el problema ejemplo es la 
siguiente. Note que la variable no restringida u se reemplaza 
por la diferencia u

1 
- u

2
• 

MAX Ul - U2 
SUBJECT TO 

2) 4 V1 + V2 + 3 V3 - V4 - 2 V5 - 2 V6 - 2 V7 - va = o 
3) -.6 Ul + .6 U2 + 1,2 Vl + .1 V2 + 1.4 V3 + .2 V4 - 1.2 V5 

.3 V6 - .9 V7 - 1.1 va o 
4) .5 Ul - .5 U2 + 2.5 Vl + V2 + 2 V3 - ,5 V4 - 1. 5 V5 

1. 5 V6 - V7 - .5 va = o 
5) 3 U! - 3 U2 - 5 Vl - V2 - 4 V3 + V4 + 3 V5 + 2 V6 

+ 3 V7 + 2 va o 
6) Vl <= 1 
7) V2 (= 1 

ª' V3 <= 1 
9) V4 <= 1 

10) V5 <= 1 
11> V6 <= 1 
12) V? <= 1 
!3) va <= 1 

END 



Es Qtil comparar la MATRIZ de esta formulación con la del 
primal. 

MATRIZ 

l.: 
2: 
3: 
4: 
5: 
6: 
7: 
8: 
9: 

10: 
11: 
12: 
13: 

U U V V V V V V V V 
1 2 2 3 4 5 6 7 8 

1-1 
4 1 3-1-2-2-2-1 

-T T A u A T A T T A 
T-T A 1 2-T-A-A-l-T 
3-3-5-1-4 1 7 

·-' 2 7 

~· 2 

·La solución del dual es: 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 

MAX 

< 1 
( l 
( 1 
< 1 
< 1 
< 1 
< 1 
< 1 

6 

OBJECTIVE FUNCTIDN VALUE 

1) .769230700E-01 

VARIABLE VAL U E REOUCEO 
U1 .076923 ·ºººººº U2 ·ºººººº ·ºººººº Vl .423077 ·ºººººº V2 • 692308 ·ºººººº V3 .OCIOOOO .076923 
V4 ·ºººººº .076923 
V5 • 192308 ·ºººººº V6 1.000000 ·ºººººº V7 .000000 .076923 
VB ·ºººººº ·ºººººº 

RDW SLAC~: DR SURPLUS DUAL PRICES 
2) .000000 .461538 
3) ·ºººººº .384615 
4) ·ºººººº -.076923 
5) ·ºººººº .423077 
6) .576923 .000000 
7) .307692 .000000 
8) 1.000000 .000000 
9) 

1. ºººººº .000000 

COST 
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10) .807692 
1 U ·ºººººº 12) 1. 000000 
13) 

1-. ºººººº 
NO. ITERATIONS= 6 

.000000 
• (>76923 
.000000 
.000000 

188 

Note qlle se 11 evaron s!?i s i ter ac:i ones comparado c:on siete del 
primal. Las variables dllales en la restriccicnes (2)-(5) dan 
los valores para las variables >:J de la formulación primal. 

La fórmula del calificación es otra vez: 

Calificación =.461538 Costo + .384615 Peso - .076923 longitud 

+ .423077 MPG. 

Para mayor información de la regresión lineal ordinal, vea 
Srinivasan <1975). 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- En un modelo de regresión lineal simple la i-ésima 
observación se escribe en la forma: 

ri. = a + bsi. + ei. 

donde ri., s:., e\ son respectivamente la variable 
dependiente, la variable e>:plicatoria, y el término de 
error. Qué modelo de regresión LAD, LMAX, o minimos 
cuadrados es el más apropiado si la ei. tiene distribución 
normal ? 

2.- Considere los siguientes datos en un problema de 
regresión multiple: 

r 

7 
10 
11 
13 

s 

3 
4 
7 
8 

t 

12 
11 

9 
8 

Formular y resolver un modelo de programación lineal 
para la regresión de la variable dependiente r sobre las 
dos variables explicatorias s, t usando: LMAX y LAD. 
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II. ll. EQUI LI BPJ O ECONOMI CO 

Si alguien está modelando una economl a compuesta de dos o más 
individuos, cada uno actuando en su propio beneficio, no 
e>:iste una función objetivo común que pueda ma>:imizarse. 
Roughly dice, una solución o punto de equilibrio para un 
modelo económico es un conjunto de precios, de igual forma 
que cuando se tiene abastecimiento igual a la demanda 
de cada producto. 

La metodología ha ser descrita al respecto, es el método de 
equilibrio usado en el sistema de evaluación de proyectos 
independientes ( Proyect lndependence Evaluation System; 
PIES>, modelo desarrollado por el departamento d~ energía de 
los Estados Unidos. Este modelo y sus versiones posteriores 
fueron ampliamente usados de 1974 en adelante para evaluar 
el efecto de varias políticas sobre energía. 

Considórese el siguiente ejemplo. E1:iste un productor A y un 
consumidor X, los cuales tienen los siguientes itinerarios de 
abastecimiento y demanda para un solo producto 
<p.ej.energia>. 

PRODUCTOR A CONSUMIDOR ·x 
Precio de mercado cantidad Precio de Cantidad 

por unidad dispuesta mercado dtspuer;ta 
a vender a comprar 

$ 1 2 $ 9 2 
2 4 4.5 4 
3 6 7 

~· 6 
4 8 2.25 8 

Por ejemplo, si el precio es menor a $ 2 pero mayor que$ 1, 
entonces el productor estará produciendo 2 unidades; no 
obstante, el consumidor podría preferir comprar al menos 8 
Lmidades a ese precio. Por inspección , nótese que el precio 
de equilibrio es de $3 y cualquier cantidad de 4 a 6 
satisface el equilibrio. 

Es fácil encontrar el equilibrio en este mercado utilizando 
el método de inspecci6n; sin embargo, resulta ~til 
e>:aminar la formulación del modelo de programaci6n lineal 
<MPL> que podría usarse para para este mismo fin. 

Si bien e>:iste un precio real de mercado el cual es Otil para 
interpretar el programa de abastecimientos como si el 
proveedor estuviese dispuesto a vender las primeras dos 
unidades a $ 1, las siguientes dos unidades a $ 2 cada una, 
etc. De ma~era similar, el consumidor está dispuesto a pagar 
$ 9 por cada una de las primeras unidades, $4.5 por las 
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siguientes dos unidades, etc •• Para encontrar el precio real 
de mercado , de manera que la cantidad producida sea igual a 
la cantidad cc•nsumida , se supone que e>:iste un " corredor 
el cual actualmente compra y vende a estos precios marginales 
y todas las transacciones pasan a traves de él .El corredor 
maximiza sus utilidades. además, continuará incrementando la 
cantidad de bienes transferidos tanto tiempo como pueda 
vender a un precio mayor que su precio de compra. En el 
punto óptimo del corredor, la cantidad comprada es igual a la 
cantidad vendida y el precio ofrecido por los compradores es 
igual al precio demandado por los vendedores. Esto 
satisface las condiciones de equilibrio de 
mercado. Gráficamente esta situación se muestra a 
continuación. 

" 8 

? EXCEDENTE 

CS PRODUCTOR
~ COHSUNlDOI\ 

' s 

CURVA DE DEMANDA 
/ 

CURVA DE OFERTA 

\ ' 
,- . - - - - - - - - - - - _! 
' 

~ r_· --_-·-¡_---_-__ :1_---_--1·---_--_--·1--1--1--1-\ 
~ z a 4 7 

FIGURA 1 CURVAS DE OFERTA V DEMANDA 

El área m.1rcada "excedente productor-consumidor" es el 
beneficio obtenido por un corredor o agente intermediario 
hipotético. En realidad, este beneficio es distribuido entre 
el productor y el consumidor de acuerdo al precio de 
equilibrio. En el caso donde el precio de equilibrio sea de $ 

3, el beneficio del consumidor o utilidad, es la porción del 
área de excedencias productor-consumidor sobre 10!3 $ 3 en la 
linea horizontal, mientras que el beneficio del productor es 
la porción por abajo de la linea horizontal de los $ 3 de la 
misma área de e>:cedencias productor-consllmidor. 

Los lectores con una inclinación matemática, pueden 
el enfoque general que se está usando se basa en el 
que en la mayor parte de los problemas en donde se 

notar que 
hecho de 
trata de 

encontrar un equilibrio, se puede formular una función 
objetivo, la cual, cuando se optimiza,produce una solución 
que satisface las condiciones de equilibrio. 

Para los propósitos de formulación del modelo de programación 
lineal se define: 



Al = unidades vendidas por el productor a $ 1 por unidad 
A2 = " $ 2 11 

A3 = " $ 3 11 

A4 = " $ 4 " 
X 1 uni dñdes compr<1das por el consumidor a $ 9 por unidad 
X2 $ 4. 5 
X3 $3 

X4 $ 2.25 

La formulación es: 

MAX CZ} ~ 9X1 + 4.5X2 + 3X3 + 225X4 - Al - 2A2 - 3A3 -4A4 
<maximizar el ingreso del agente menos el costo> 

u.a. Al + A2 + A3 + A4 - XI - X2 - X3 - X4 = O 
(oferta igual a demanda> 

A1<=2 A2(=2 A3(=2 A4<=2 
<panos en las funciones de oferta y demanda> 

La solución es: Al=A2=Xl=X2=2 A3=A4=X3=X4=0 
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El precio dual en la primera restricción es$ 
el precio dual sobre la restricción que hace 
sea igual a la demanda es el precio real de 
compliquemos el problema introduciendo otro 
otro consumidor Y. Las curvas de oferta 
respectivamente: 

3 • En general, 
que la oferta 
mercado. Ahora 
proveedor B y 

y demanda son, 

PRODUCTOR B CONSUMIDOR y 

precio de ·- cantidad precio de- cantidad 

mercado por dispuesta mercado por dispuesta 

unidad a vender unidad a comprar 

2 2 15 2 

4 4 8 4 

6 6 5 6 

8 8 3 8 

Una complicación adicional es que cL1esta $ 1.5 por unidad 
enviada de A a Y, y $ 2 por unidad enviada de B a X. Cuál 
será el precio real de mercado si se consideran A, B, X y Y? 
Cuánto comprará o venderá cada participante? 



El modelo de prog1-amaci 6n lineal correspondiente 
desarrollarse si definimos B1,B2,B3,B4,Y1,Y2,Y3 
analogamente a A1,X1, etc •• También definimos AX,AY,BX 
como el número de unidades enviadas de A a X, A a Y, B 
B a Y, respectivamente. La formulación del modelo es: 

MAX<ZJ= 9X1+4.5X2+3X3+2.25X4+15Y1+8Y2+5Y3+3Y4-2BX

-1.5AY-A1-2A2-3A3-qA4-281-4B2-6B3-8B4 

s. il •. 

2) -AY + Al + A2 + A::.l + A'I - AX = o (cantidad envi adá 

3) -BX + Bl + B2 + B3 + 84 - BY = o (cantidad enviada 
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puede 
y Y4 

y BY 
a X, y 

de Al 

de Bl 

4> -X!. -x2 - X3 -X4 +BX +(.\X o <cantidad enviada hacia X> 

5) -Yl -Y2 - Y3 -Y4 +AY +8'( o (cantidad enviada hacia Yl 

6) A1<=2 

7) A2<=2 

8) A3<.=2 

9) A4<=2 

10) B1<=2 

11> 82<=2 

12) 83<=2 

13) 84<=2 

14) X1<=2 

15) X2<=2 

16) X3<=2 

17) X4<=2 

l.8) Y1<<=2 

19) Y2<=2 

20) Y3<=2 

21) Y4<=2 

De la fLtnCión objetivo puede notarse que el corredor cobra $ 
2 por unidad enviada de 8 a X, y$ 1.5 por unidad enviada 
de a Y. La mayoría de las restricciones indican simplemente 
una cota superior. En problemas reales, muchas de las 
restricciones de este tipo puden tolerarse sin que ello 
afecte la dificultad en la computación. 
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L<l solución es: 

VALOf~ DE 1..A r-UNCION OIJJETIVO 

56.0000000 

VARIABLE Vf\LOR 

Xl 2.000000 

X2 2.000000 

X3 0.000000 

X4 0.000000 

Yl 2.000000 

Y2 2.000000 
y::_; 2.000000 

Y4 0.000000 

BX 0.000000 

AY 2.000000 

A1 2.000000 

A2 2.000000 

A3 2.000000 

A4 0.000000 

B! 2.000000 

82 2.000000 

El3 0.000000 

84 0.000000 

AX 4.000000 

BY 4.000000 

COSTO REDUCIDO 

0.000000 

o. 0(10000 

0.500000 

1.250000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

2.000000 

3.500000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.500000 

0.000000 

0.000000 

1. 000000 

3.000000 

0.000000 

0.000000 

FILA HOLGURA PRECIOS DUALES 

2> 0.000000 - 3.500000 

3) º·ºººººº - 5.000000 

4) 0.000000 - 3.500000 

5) º·ºººººº - 5.000000 

6) 0.000000 2.500000 

7) º·ºººººº 1.500000 

8) 0.000000 0.500000 

9) 2.000000 3.000000 

193 
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10) O. OOO(H)(I l.000000 

11) . o. ºººººº º·ºººººº 
12> 2.000000 0.000000 

13) 2. 000(>0(1 0.000000 

14) o, (11)00(>0 5.500000 

15) 0.000000 1.000000 

16) 2. OOO(H)(l 0.000000 

17> 2.000000 0.000000 

18) o. 0(1(l000 10.000000 

19) 0.000000 3.000000 

20) o. 0000(>0 0.000000 

21) 2.00001)0 0.000000 

De Jos precios duales de les filas 2 a 5 se puede notar que 
los precios en el punto de anvio de A,B,X y Y son s 3.5, $ 5, 
$ 3.5 y $ 5, respectivamente. A estos precios , A y B,están 
dispuestos a producir 6 y 4 unidades, respectivamente, 
mientras que X y Y están dispLu:stos. a comprar 4 y 6 unidades, 
respectivamente. A envia 4 unidades hacia X, donde el $ 1.5 
de cargo adicional hace que se venden a $ 5. A envia 4 
unidades a X a un precio de venta de $3,5. B envia 4 Ltnidades 
a Y a un precio de venta de $5. 

SUBASTAS COMO EQUILIBRIO ECONOMICO 

El concepto de un corredor que ma>ti mi za 1 a Llti 1 i dad 
productor-consumidor puede también aplicarse a las subast0>.s. 
La programación lineal es útil si la subasta secomplica por 
caracteristicas que pt.tP.den interprr<>tarse como postores con 
curvas de demanda. El P.jemplo aqui presentado se basa en el 
dise~o de R.L. Graves para el sistema de registro- asignatura 
en la Universidad de Chicago en la cual los estudiantes 
ofertan sobre las asignaturas. 

Suponga que hay N tipos de objetos ha ser vendidos 
Cej.cursosJ, y eMisten M postores (estudiantes). El postor 
"i" está dispuesto a pagar hasta bij, bij)·=O para una unidad 
del objeto de tipo "j". Además, un postor está interesado en 
a lo mucho una unidad de cada tipo de objeto. Sea "Sj" el 
número de unidades del objeto de tipo "j" disponible para la 
venta. 

E>:iste una variedad de maneras para celebrar la subasta. 
Supongamos qLte es una subasta a oferta cerrada y que se quiere 
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encontrar el precio real en el mercado, "pj", para cada objeto 
tipo "j", tal que: 

a. - a lo más Sj uni. dad es del objeto "j" son ven di das 

b.- cualquier oferta para "j" menor que pj no se considera 

c.- pj =O si menos do Sj unidades del objeto "j" 

son vr.nd ida¡;. 

d.- cualquier oferta para ol objeto "j" mayor que pj compra 
una unidad, 

E~ fácil determinar los precios do equilibrio "pj", 
simplemente clasificando las ofertas de tal forma que para 
Cii>da Ltni dad se tenga el pr i mr2r postor más al to. Sin embargo, 
para preparar subastas mas complicadas, consideremos como 
resolver esta dificultad como un problema de optimización. 
Nuevamente retomamos la visión del corredor que vende lo ·nás 
caro posible (comprando lo más barato> y maHimiza sus 
uti 1 i dade::;. 

Defi ni emrJo: 

Xij = 1 si el postor "i" compra una cantidad del objeto j¡ 
cero en otro caso. 

El programa lineal es: 
NN 

MAX z = E E Xij bij 
t:1 j=J 

s.a 
N 
E Xij <= Sj 

i.=.t 

Xtj <= 1 

para j = 1 hasta N 

Á i )' j 

Los precios duales de l~s primeras N restriccion s pueden ser 
usados, con una modif;=ación minima,como los precios reales 
pj. Las posibles modificaciones deben hacerse tomando en 
cue:ont1:t que, con l <'.S funciones escalonadas de las curvas de 
demanda y/o oferta, existe un peque~o rango de precios reales 
que son aceptables. La solución del problema lineal podr' 
escoger un precio situado en este rango, generalmente en la 
parte final de este. Uno puede desear escoger un precio 
dentro de e&te rango paré romper cualquier posibilidad de 
"empate". 

Ahora complicamos esta subasta ligeramente, agrega.ricio la 
condición de que ningún postor q1..1iere comprar más de tres 
unidades en total. Considérese la situación especifica que se 
presenta a continuación. 
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Precio máximo al que se ost2 dispuesto a pagar 

OBJETOS 

2 3 4 

9 2 8 6 

POSTORES 2 6 -¡ 9 
.., ,, 7 8 6 .., _, 

4 ~ -· 4 " _, 2 

2 3 3 

CAPACIDAD 

Por ejemplo, el postor 3 está dispuesto a 
4, por una unidad del objeto 5. E)~isten sólo 3 
objeto 4 disponibles a la venta. 

5 

3 

5 

4 

4 

pagar hasta 
unidades del 

Se quiore encontrar un "precio real" de mercado para cada 
objeto y una ubicaci.ón de unidades pera los postores, de 
manera que, cada postor está di spue!:lto é'. aceptar 1 as unidades 
otorgadas a ~l, al "precio real" de mercado. 

Se puede generalizar la condición previa Cdl por la condición 
Cd' l: un postor está satisfecho c:on una unidad en 
particular si no puede encontrar otra con una diferencia 
mayor entre SLI má>:imo precio de oferta y el precio real de 
mercado. 

Lo anterior es equivalente a decir que cada postor ma>:imiza 
su ganancia como consumidor. 

El problema lineal asociado es: 

MAX CZl= 

9Xu + 2X12 + 8Xta + 6XH + 3X15 + 6X21 + 7X22 + 9X23 + 

+ X24 + 5Xzs + 7X:M + 8Xaz + 6Xaa + 3Xa• + 4Xas + 5X41 + 

s.a. 2) Xu + X21 + Xa1 + X41 <=1 <u. disponibles del obj, 
3> Xn + X:zz + Xa:z + X•z <=2 Cu. disponibll'?s del obj. 

4> X13 + X23 + X33 + X•3 <=3 (Lt. di sponi bles del obj, 

5) Xu + XZ4 + XM + X44 <=3 (U• disponibles del obj, 

6) Xus + Xz5 + X35 + X45 <=4 (U• disponibles del obj. 

1l 
2) 

3) 

4) 

5) 
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7) X1:1 + X12 + X1a + XJ4 + X1:s (::: 3(d12mi'lnd<'< r.ompri>.dor 1) 

8) X21 + X22 + X23· + X24 + X2:s ('"- 7 
.~ 

9) Xa1 + Xaz + Xaa + Xa" + Xa5 <= ,3 

10> X.it + X42 + X43 + X4.i + )(4::¡ (= :~~ (ci<?manda c:omprador 4) 

11) Xu (<= (cada comprador qui. ere a lo más una 

12) X21 <= unidad de cad<:; objeto> 

13) Xa1 <= 
14> x.u <= 
15) Xi.:i <= 
16) X22 <= 
17) Xa:z <= 
18> X42 <= 
19) Xn <= 
20) Xza <= 
21> Xaa <= 
22) X43 ("' 

23) Xu <= 
24) X24 <= 
25) Xa4 <= 
26) X44 <= 
27> Xi.s <= 
28) Xz:s <= 
29) Xas <= 
30> X.:s <= 
La solucion es: 

VARIABLE 

Xu 

X12 

Xta 

Xu 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO 

65.0000000 

VALOR 

1.000000 

0.000000 

1.000000 

1.000000 

COSTO REDUCIDO 

0.000000 

7.000000 

0.000000 

0.000000 



Xt':I 

X21 

X22 

Xza 

X24 

Xz:s 

Xs1 

Xa;.i 

Xaa 

Xa4 

x~ 

X's 

X.:! 

X'3 

X" 
Xo6:1 

FILA 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7> 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

HOLGURA 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

1.000000 

1. ºººººº 
o.ºººººº 
0.000000 

º·ºººººº 
1.000000 

0.000000 

1.000000 

1. 000000 

1.000000 

1. 000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

1.000000 

1.00001)0 

0.000000 

1.000000 

0.000000 

1.000000 

1.000000 

0.000000 

1. 000000 

(). 00000(1 

0.000000 

0.000000 

1 • ºººººº 
1 • 000000 

198 

1.000000 

1. 000000 

0.000000 

0.000000 

1 • 000000 

0.000000 

1.000000 

0.000000 

0,000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

1. ºººººº 
0.000000 

0.000000 

0.000000 

PRECIOS DUALUES 

5.000000 

5.000000 

3.000000 

0.000000 

0.000000 

4.000000 

2.000000 

3.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 
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HJ) 1.000000 0.000000 

19) ·0,000000 1 , OC>t)QOO 

20) º·ºººººº 4.000000 

21> 0.000000 0.000000 

22> 1. 000000 0.000000 

23) º·ºººººº 2.000000 

24) 1.000000 0.000000 

7.5} 
1. ºººººº 0.000000 

26) 0.000000 2.000000 

27) 
1. ºººººº 0.000000 

28) 0.000000 3.000000 

291 0.000000 1.000000 

30) 0.000000 1.000000 

Los precios duales en las primeras cinco restricciones 
esencialmente nos dan los precios reales de mercado. Para evi 
tar empates se puede al''íadi r o quitar i.tn número peq1.1el':ío de ca
da uno de estos precios. Se pretende que los precios reales 
aceptables en el mercado para los objetos l,2,3,4 y 5 
sean 5,5,3,0 y o, respectivamente. 

Nótese que a estos precios el mercado se clarifica. Al postor 
l se le asigna una unidad del objeto 1 a un precio de 5.oo. 
Si el precio fuese menor, el postor 4 podria reclamar esa 
unidad, Si el precio fuese mayor que 6, entonces la utilidad 
del postor 1 con el objeto 1 podria ser menor que 9 - 6 = 3 
, y , por consiguiente, el podria preferir el objeto 5 en 
lugar del 1, donde su utilidad es 3 - O= 3. Si el precio del 
objeto 2 fuése menor que 4, entonces el postor 4 podr1 a 
reclamar la unidad.Si el precio resulta mayor que 5,entonces 
el postor 3 podria preferir dejar su objeto 2 (con utilidad 
8-5=3> y tomar el tipo 4,el cual tiene una ganancia de 3 - O 
= 3. Argumentos similares se utilizan en los objetos 3,4 y 5. 

EQUILIBRIO EN EL TRANSPORTE 

cuando se esta di sel'Sando. una carretera o una cal 1 e, los 
ingenieros en tráfico usualmente utilizan modelos de cierta 
sofisticación para tratar de predecir el volumen del tráfico 
y el tiempo esperado de recorrido en cada enlace del 
sistema. Para cada enlace,los ingenieros especifican el 
promedio esperado de recorrido como una función (no 
decreciente> del vol1.1men de tráfico en el enlace. 
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La determinación del volumen en cada enlace se basa por lo 
general sobre la regla llamada principio de Wardrup. Si un 
conjunto de usuarios desea viajar de A a B, ellos tomarán la 
ruta más corta en el sentido del tiempo de viaje. El efecto 
de esto es que si e~isten dos rutas alternas de A a B, los 
usLtari os se di stri btti rán sobre esas dos rutas si los tiempos 
de viaje son iguales; de otra forma ningún usuario tomará la 
alternativa de mayor longitud de tiempo. 

Como ejemplo cons1dé;ese la red mostrada en la figura 2. Seis 
unidades de tráfico Cp.ej. en miles de coches> quieren llegar 
de A a B. El tiempo de recorrido de cualquier enlace,como una 
función de volumen de tráfico, está dado en la tab a 1.La 
diferencia entre las funciones para los diferentes enlaces 
puede deberse a ciertas características tales como, que 
el enlace tenga semáforos o sel'lal amientos. 

El porcentaje en el cual el tiempo de recorrido sobre los 
enlaces se incrementa con el volumen , depende en forma 
critica de parámetros tales como: número de semáforos contra 
número de seffales de alto. Interesa el hecho de cómo se 
podrá distribuir el tráfico sobre tres posibles rutas ABC, 
ACD, Y ABCD, si cada unidad se comporta optimamente de manera 
individual. Esto es, queremos encontrar los flujos para los 
cuales un usuario es indiferente entre las tres rutas. 

• ""'"""- /@l>B~"~ -------~ @----

~e 
Fig. 16.2 Una Red de Transporte 

TABLA 1 

Para todos los volumnes Tiempo de recorrido en el 

de tráfico menores o -- enlace <minutos> 

iguales a: 

AB AC BC BD CD 

2 20 52 12 52 20 

3 30 53 13 53 30 

4 40 54 14 54 40 
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Este problema puede· formularse como un programs lineal 
análogo a los problemas de equilibrio, vistos al principio de 
este cap1 tul o, si los 5 i ti nerar i º"' de r12corri do se 
interpreten como curves de oferta. 

Definir lae variables como sigue. Dos literales !variables) 
p. ej. AB o CD, dC?notan F?l flujo total sobre el arco dado,por 
ejemplo en Dl arco AB o CD. Variables con un sub1ndice 
denot<1n el incremento de flujo sobre el enlace, p.ej. AB2 
mide el flujo hasta de 2 unidades sobre el enlace AB; ABa 
mide el incr~mento de flujo arriba de 2 pero menor a 3. 

La formulación es entonces: 

MINIZJ= 20 AB2 + 30 A83 + 40 AB4 + 52 AC2 + 53 AC3 + 54 AC.
+12 BC2+ 13 BC3 + 14 BC• + 52 BD2 + 53BD3 
+54 BD4 ·f-20 CD2 + 30 "C03 + 40 CD4 

s.a. 

2) - A82 - ABa - AB4 + AB 

31 - AC2 - AC3 - AC4 + AC 

O (definición de ABJ 

O <definición de ACJ 

4> - BC2 - BCa - BC4 + BC = O (definición de BCI 

51 - BDz - 803 - ªº' + BO (1 < def i ni c i. ón de BDJ 

6) - CDz - coa - C04 + CD o <definición de CD> 

7) AB + AC = 6 (flujo fuera de AJ 

8) AB BC BD o lflujo a través de BJ 

9) AC + BC CD o lflujo a través de CJ 

10) BD + CD 6 (flujo dentro de OJ 

111 ABz <= 2 (definición de los paGOS en el 

12) ABa <= curva de oferta> 

13) AB4 <= 
14) ACz <= 2 

15) AC3 <= 
16) AC4 <= 
17) BC2 <= 2 

18) BCa <= 
19) se, <= 

itinerario de la 



20) BDz <= 
21) BDs <= 
22) BD• <= 
23) CDz <= 
24) CDa '~= 

25) CD• (::: 

fin 

La sóluci6n 

VARIABLE 

ABz 

ABa 

AB4 

ACz 

A Ca 

AC4 

BCz 

BCa 

BC.c. 

BDz 

809 

BD.c. 

CD:z 

CDa 

CD.e. 

AB 

AC 

BC 

BD 

CD 

FILA 

2 

2 

es: 

l.) 

VALOR 

2.000000 

1. 000000 

1. ºººººº 
2.00000(1 

o. ºººººº 
0.(100000 

2.000000 

0.000000 

0.000000 

2.000000 

0.000000 

0.000000 

2.000000 

1.000000 

1.000000 

4.000000 

2.000000 

2.000000 

2.000000 

4.000000 

HOLGURA 

452.0000000 

COSTO REDUCIDO 

0.000000 

0.000000 

O. OOC>OOO 

0.000000 

1. ºººººº 
2.000000 

0.000000 

1. 000000 

2.000000 

0.000000 

1. 000000 

2.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

PRECIOS DUALES 

202 
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2) O.OC>C>OOC> '!0.000000 

3) 0.000000 52.000000 

'!) 0.000000 12.000000 

5) 0.000000 52.000000 

6> o. 000000 40.000000 

7) 0.000000 -92.000000 

8) 0.000000 52.000000 

9) 0.000000 40.000000 

10) 0.000000 0.000000 

11) 0.000000 20.000000 

12) 0.000000 12.000000 

13) 0.000000 0.000000 

1'!) o. 000(>00 0.000000 

15) 1.000000 0.000000 

16) 1.000000 0.000000 

17) 0.000000 0.000000 

18> 
1. ºººººº 0.000000 

19) 1. 000000 0.000000 

20) 0.000000 0.000000 

21) 1. 000000 0.000000 

22) 1.000000 0.000000 

23) 0.000000 20.000000 

2'!) 0.000000 10.000000 

25) 0.000000 0.000000 

Nótese que dos unidades de tráfico toman cada una de las tres 
rutas posibles: ABO, ABCD y ACD. El tiempo de recorrido en 
cada ruta es de 92 minutos. Esto concuerda con nuestro 
supuesto de equi 1 ibrio, esto es, ningún usuario es motivado 
a tomar una ruta diferente. 

Hay que darse cuenta que el valor de la 
tiene interpretación práctica para esta 
caso la función objetivo es simplemente 
lograr que el principio de Wardrup se 
función objetivo se optimiza. 

función objetivo no 
propuesta. En este 

un artificio para 
cumpla, cuando la 

La solución apro>:imada basada en la formulación de un 
problema de equilibrio de tráfico como un problema lineal fué 
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presentada principalmente por razones de tipo didáctico. Para 
el estudio de problemas reales existen procedimientos 
?.ltamE.>nte especializados., Florie1n Cl9T1l. 

Se podrá ver que para este problema, la solución presentada 
anteriormente no minimiza el tiempo de recorrido total. Para 
minimizar este tiempo, eo de utilidad preparar una tabla del 
tiempo de viaje total en el que incurren los usuarios de un 

enlace, como una función del volumen de tráfico del mismo. La 
tabla 2 se·refiere a lo•anterior. 

TABLA 2 

TIEMPO DE RECORRIDO TOTAL E INCREMENTAL SOBRE EL ENLACE 

AB AC BC BD CD 

'VOL, TASA TASA TASA TASA TASA 

DE POR J'O.R J'O.R POR J'O.R 

'nlAY, TOT, UN'rD • TOT, UNID • TOT. UNID • TOT • UNID. TOT. UNID 

2 '° 20 104 152 :z• 12 10<1 152 "º 20 

3 SI<> 50 1:15> 55 - 15 llH> ·55 PO ~ 

4 100 70 21($ lJ7 :Jd 17 21($ lJ7 100 70 

La formulación apropiada del problema es: 

MINCZ>= 

20AB:z + 50AB3 + 70AB• + 52AC:z + 55AC3 + 57AC4 + l 2BC:z + 
15BCa +17BC• + 52BD:z + 55Brn + 57BD• + 20CDz + 50CD11 + 70CD• 

s.a 

2) -AB:z -ABa -AB• + AB o 
3) -AC:z -AC11 -AC• + AC o 
4) -BC:z -sea -BC• + BC o 
5) -BD:z -BD11 -BD• + BD o 

6) -co:z -CD3 -CD• + CD o 
7) AB + AC 6 

8) AB - BC BD o 
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9) AC i· BC - CD -· o 
10) BD + CD -· 6 

11> A82 (= 2 

12) ADs <= 
13) A84 <= 
14) AC2 <= 2 

15) AC9 <= 1. 

16) AC4> <= 
17) 8C2 <= 2 

18) BCs <= 
19) BC4 <.= 
20) BD2 <= 2 

21> BDs <= 
22) 804 <= 
23) CD2 <= 2 

24) coa <= 
25) CD.e. <= 

La solución est 

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO 

1) 498,0000000 

VAR!ABLE VALOR COSTO REDUCIDO 

AB2 2.000000 0.000000 

ABa 1.000000 0.000000 

A84 0.000000 20.000000 

AC2 2.000000 0.000000 

Aca 1.000000 0.000000 

AC4 0.000000 2.000000 

BC2 0.000000 0.000000 

BCa 0.000000 3.000000 

BC4 0.000000 5.000000 

BD2 2.000000 0.000000 

BDa 1.000000 0.000000 

BD4 0.000000 2.000000 
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CD2 2.000000 0.000000 

coa 
1. ºººººº 0.000000 

CD• 0.000000 20.000000 

AB 3.000000 0.000000 

AC 3.000000 0.000000 

BC 0.000000 7.000000 

BD 3,000000 0.000000 

CD 3.000000 0.000000 

F!U\ HOLGURA PRECIOS DUALES 
2) 0.000000 50.000000 

3) 0.000000 55.000000 
4) 0.000000 12.000000 

5) 0.000000 55.000000 

6) 0.000000 50.000000 

7> 0.000000 -105.000000 
8) 0.000000 55.000000 

9) 0.000000 50.000000 

10) 0.000000 0.000000 

11> 0.000000 30.000000 

12) 0.000000 0.000000 

13) 
1. ºººººº 0.000000 

14) 0.000000 3.000000 

15) 0.000000 0.000000 

16) 
1. ºººººº 0.000000 

17> 2.000000 0.000000 

18) 1.000000 0.000000 

19) 
1. ºººººº 0.000000 

20) 0.000000 3.00000(1 

21) 0.000000 0.000000 

22) 1.000000 0.000000 

23) 0.000000 30.000000 

24> 0.000000 0.000000 

25) 
1. ºººººº 0.000000 
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Un rasgo interesante es que ningún trafico pasa por el enlace 
BC. Cada una de las tres unidades toman las rutas ABD y ACD. 
Aún más interesante es el hecho que el tiempo de recorrido en 
ambas rutas es d10> 83 minutos. Lo que> es notablemente menor que 
92 minutos que era el tiempo para la solución previa. Con 
esta formulación, la función objetivo mide el tiempo total 
de recorrido (498/6=83>. 

Si el enlace BC fuera quitado, esta última solución podrla 
ser también un equilibrio para el usuario ya que ninguno 
podria ser motivado para cambiar sus rt.1tas. Lo interesante de 
esta paradoja es que al adicionar capacidad, en este caso en 
el enlace BC, a una red de transporte el retraso total 
puede incrementarse. Esto se conoce como la paradoja de 
Braess, cf. Braess (1968l o Murchland (1970) )· Braess afirma 
hilber observado esta paradoja en una ciudad alemana cuando un 
nuevo enlace fue a~adido a la red carretera de esa ciudad. 
Cuando el tráfico empeoraba en vez de mejorar con un nuevo 
enlac~, este era quitado. 

Pi'!ra ver el porqLló de 1 a ocurr1:mci" de l i'! paradoja, 
considérese lo que pélsa cuando el enlace BC es al'\'adido. Una 
de las tres unidades tomando la ruta ABD se da cuenta que el 
tiempo de recorrido l?n el enlace BC es de 12 y el tiempo en 
el enlace CD es 30. Este total de 42 minutos es mejor que los 
53 minutos, la unidad padece en el enlace BD, entonces ésta 
reemplaza este enlace con la secuencia BCD. En este punto, 
una de 1 as unidades que toma el en! ace AC se da cuenta de que 
puede reducir su retraso de ir hacia C substituyendo el· 
enlaci? AC <retraso de 53 minutos> c:on los dos enlaces AB y BC 
(retraso de 30 + 12 "' 42>. De!;afortLtnadamente <y este es el 
caso de la paradoja de Braess> ninguna de estas unidades,las 
cuales cambiaron, tomaron en cuenta el efecto de sus acciones 
en el resto de los usuarios. Los cambios incrementan la carga 
en los enlaces AB y CD, dos enlaces para los cuales al 
incrementar el el volumen se incrementa el tiempo de 
recur·r·ido pélra todos. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

Una organización está interesélda en vender cinco parcelas, 
denotadas por A, B, e, O, y E. Para tal fin están dispuestos 
a aceptar ofertas que incluyan subconjuntos de las cinco 
parcelas. Tres compradores n, y, z están intE?resados en 
proponer sus ofertas. En la privacidad de sus respectivas 
oficinas cada comprador ha identificado el precio má>:imo que 
él estarla dispuesto a pagar por varias combinaciones. Esta 
información se resume en la siguiente tabla. 
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COMPRADOR COMB I NAC ION PRECIO MAX. 

>: A, B, D 95 
:-: e, D, E 80 
y B, E 60 
y A, D 82 
z B, o, E 90 
z e, E 71 

.. - ... - .. ·-·-------
mAs SL1ponga qL1e cada comprador qui ere comprar a 1 o 

combinación y qL1e la organización es un gobierno que quiere 
ma>:imizar el beneficio social. Cual seria una posible 
formulación, basada en Programación .Lineal, para efectuar 
esta subasta ? 

2.- Algunas unidades desean viajar desde los puntos A, s¡ y e 
al punto D, como lo muestra la siguiente red. 

e 

Tres unidades desean viajar desde A a D, dos unidades desde B 
y una unidad desde c. El tiempo de viaje sobre los enlaces 
como una función del volumen es: 

Para todos los Tiemeo de viaje en minutos 
vol(lmenes S a.: AC AD se BD CD 

2 21 50 17 40 12 
3 31 51 27 41 13 
4 41 52 37 42 14 

a- Establezca el modelo de programación 1 i neal 
correspondiente al uso del Principio de Wardrup. 
b- Establezca la formulación para determinar la 

minimización del tiempo de viaje total 
c- Cu~les son ambas soluciones ? 
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II.12. PROGRAMACION ENTERA 

En la mayor parte de las aplicaciones de la Programación 
Lineal realmente se preferiría que los valores de las 
variables dR decisión fueran enteros. Algunas veces se puede 
tolerar que una solución recomendada sea, por eJemplo: que la 
General Motors produzca l,534,328.37 autos Chevrolet y no se 
tendria ningún problema en recomendar el redondeo de la ciTra 
anterior. 

Sin embargo, si Rn un Estudio diferente se recomienda que el 
narnero óptimo de aviones comerciales a construir sea de 1.37, 
entonces un sin número dc: gcmtes al rededor del mundo estaría 
interesado en como debía ser redondeado este número. Por lo 
tanto, resulta claro que la utilidad de muchos modelos de 
Programación Lineal CLP> pueden mejorarse marcadamente si se 
restringen las variables de decisión a que estas tengan 
valores enteros. 

Un uso frecuente de una v?.ric>ble entera, E?n Lm modelo, es que 
ésta torne valores ero/uno y que generalmente represente una 
decisión de hacer/no hacer. 

Tipos de Programas Enteros. 

Por razones computacionales es útil clasificar a los programas 
enteros en dos diferentes formas: 

al Programas enteros puros y mi >:tos. En un puramente 
entero, todas las variables se restringen a valores 
enteros, mientras que en una formulación mi>:ta sólo 
ciertas variables son enteras, mientras que el resto 
pueden ser continuas. 

b) Programas O/ 1. En muchas ap 1 i cae iones los t'ni cos 
valores permitidos son 0/1. 

Dificultad Computacional en los Programas Enteros 

Los Programas Enteros pueden ser difíciles de resolver, en 
contraste con los problemas lineares en general. El tiempo 
de sol uci 6n para un LP es justamente predecible. Para un LP 
el tiempo se incrementa, apro>: i madarnente, proporcional mente 
con el número de variables y aproNimadamente con el cuadrado 
del número de restricciones. En c:ambio para un problema 
entero CIP>, el tiempo puede, en efecto, disminuirse como el 
número de restricciones se incremente. Pero si el número de 
variables enteras se aumenta, el tiempo de solución puede 
incrementarse dramáticamente. Por decir algo, un problema de 
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60 restricciones con 60 variables puede ser e>:tremadamente 
dificil de resolver. 

Al igual que con los LP, puedR también haber formulaciones 
alternativas para un IP. Sin embargo, el tiempo de solución 
generalmente depende, en forma crítica, de la formulación. 
Producir una buena formulación de un IP requiere destreza. 
Para muchos de los problemas, que se verán adelante, la 
diferencia entre una buena y mala formulación puede ser la 
diferencia entre si el problema ae puede resolver o no. 

lfosi:¡'il:c:iunes par-a· li?st'-'lbl ec;:r el ·ramaña · Híni mt1 de un Lote. 

Cuando · m: i. sten sLtbstanc i. al es economías de ese: al a en 1 a 
actividad de una empresa, sin hacer caso de sus niveles de 
producción, muchos decisores especifican un "tamaño minimo de 
lote" para esa activid"1.d, Suponga, por ejemplo, que si 
al gLmos autos Chevrol et son producidos en la pl ?.nta de San 
Luis,. entonces se deben producir un mínimo de 1000 autos. Una 
variable cero/uno puede forzar a cumplir esta restricción.Sea 

x Nivel de actividad a ser determinado. 
y Variable cero/uno, une si y solo si x > O 
B Tamaño del lote mínimo para " (en el ejemplo 10001 
U Limite superior conocido sobre el valor de x 

Las dos restricciones siguientes forzan a que se cumpla la 
condición de tamaño mínimo de lote. 

n .i Uy 
By .i N 

Si y o, entonces la primera restricción forza a que x = O, 
mientras que si y = 1 la segunda restricción forza a que n 
tome al menos el valor de B. La constante IJ debe escogerse 
con cuidado y por razones de eficiencia compL1tacional deberá 
ser tan pequeño como sea validamente posible. 

Problemas·con Cargos Fijos. 

Una situación estrechamente relacionada al tamaño 
lote, es aquella en donde la función de costo, 
actividad, es del tipo linear con un costo fijo, 
indicada en la siguiente figura 17.1 

COSTO 
1 
1 

I< 1 

L_------...----->: 
u 

mínimo de 
para una 

como la 

Fig.17.1 Representación típica de una función con costo fijo 
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Se definen x, y, U con el mismo significado anterior y sea K 
el costo fijo (ver fig. antc:rior> si i: > o. En e5te caso 
se tendría la siguiente formulación: 

Min Ky + ci: + .•....•. 

s. a. >: .:;. Uy 

La restricción y el término Ky implican que x no puede 5e~ 
mayor que cero a menos que se incurra en un costo fijo K. Otra 
ve;:, por efi.c:i enci a computacional, U debe ser tan pequeño como 
válidamente sea posible. 

Curvas de Costo no Continuas 

La curva de costo linear más un costo fijo es un caso especial 
de una cL1rva de costo rn~1:. general, como la que aparece en la 
figura 17.2 

Representación de Lma 1 ----
curva de costo con ----- -_-- ---~ 
economías de escala.K~ ~ 

K- _ _... 

Fig. 17.2 Curva de costo lineal por tramos. 
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Los pendientes de \os 
intersecciones K"' y l<::s 
+e.u, - e, .... u. 

tres segmentos son c 1 , c 2 , c 3 • Las 
se determinan de la fórmula K1 ... 1 = K1 

Si e•.... .i c1, la curva d8 costo representa una e>.cti vi dad c:on 
economías de esc:ala. Para resolver este problema uno de los 
métodos es utilizar programación entera. Para esto definamos: 

si U1-1 ( X 1 U1 

O de otra forma 

u •. , .• < )( i _(J. 
-
_ , .i

0

: si 
X• 

de otra forma 

La formul aci·ón entonces será: 

MIN KtY1 ·~ K2Y2 + K:sY::. + C1>: 1 + C2>:2 + C::s>:::s + •••••••• 

sujeto a: 

X1 .i u,y • 
X2 .i U2y1 
>:::s .i Li::::Y:s 

Y• + y,,, + )':s s. 

En cualquier parte donde aparece x en el resto de la 
'formulación deberá reemplazarse por >:1+>:2+>:,,.. Si Y• sólo puede 
tomar valores 0/1 1 entonces causará que la función de costo 
quede representada correctamente. La última restricción; 
Y1+ya+Y:s 1 generalmente no es necesaria. 

Ejl!llPlD. 

Una parte de un gran problema involucra la determinación de la 
cantidad que debe surtir un provedor, cuando su función de 
costo es descontinua. Esto es, a mayor cantidad requerida 
disminuyen los costos. Los hechos relevantes son: Se tiene un 
costo fijo de$ 150 por correr una orden; los primeros 1 1 000 
galones de producto se pueden comprar a $ 2 por galón; el 
prec:io baja a$ 1.9 por galón para cualquier cantidad en 
ei:ceso de 1,000 galones: a lo más pueden ser comprados 5 1 000 
galones. 



Los parámetros pLteden est<'.bl ecerse como si gLte: 

I<. 150 

U1 1, ººº 
K1 150 + 1 '000 * 2 - 1,000 * 1. 9 250 

u,. 5,000 

Se definen las variables: 

y 1 Si se compran más de cero pero no mas de 1,000 
galones, de otra forma cero 

y,,, Si se compran mb.s de 1,000 galones, cero de otra 
forma. 

>: 1 Galones comprados si éstos no son más de 1, ooo galones 

>: 2 Galones comprados si éstos son más di? 1, 000 galones 

La formLllación inclLtye 

Min 150 Y1 + 250 Y2 + 2x1 + 1.9 H2 + • , • 

SLtjeto a: 

x, s. 1,oooy. 

>:2 $. 5, OOOy::;: 

Y•• Y2 enteros 

El reqLterimiento del tanaño mínimo de lote es Lln ejemplo del 
tipo de restricciones como >' { o o >: .:?. B. Una variable 
cero/uno se puede usar para que estas restricciones se 
cumplan. 

Por ejemplo sLlponga, como parte de Lln gran problema de 
programación, dos operaciones i y j 



Sea 

P• tiempo 
P.J tiempo 
S1 tiempo 
S.J tiempo 

de 
de 
de 
d!? 

proceso de i (conocido> 
proceso de j <conocido) 
comienzo de i ( a determinarse> 
comienzo de j ( a determinarse> 

21'1 

De esta forma, el tiempo final de i será s, + P• Ademés si 
y j no pueden trasl;;>.parse, entonces debemos tC?ner: 

o S.J + P.J :!. Ss. 

esto es, i termina antes que j comience o j termina antes que 
i comience, En ambos casos se puede hacer cumplir alguna 
condición, si sP. introduce la variable Y•.J del tipo 0/1 con la 
interpretación: 

Y•.J = 1 o 

si precede a j 

si j precede a i 

Soluciones enteras naturales 

Si la constante U es suficientemente grande, entonces 
trabajarén las siguientes dos restricciones: 

Si Y•.J 1, la primera restricción forza a que i termine 
antes que j emp;. ece; mi entras que la segunda restricción se 
satisface necesariamente ya que el término UY•.J es muy grande. 
Por otro lado, si Y•.J = o, entonces la segunda restricción 
forza a que j termine antes de que i comience, mientras que la 
primera r.estricción se satisface necesariamente ya que el 
término UC1-Y1..J> es muy grande, Note, sin embargo, que los 
problemas que contienen cerca de una docena de este tipo de 
restricciones pueden ser difíciles de resolver. 



RepresentaciOn general para variables cero/uno 

Si una variable, por decir x, en nuestro problema puede tomar 
cualquiera de los valores enteros 0,1,2,3, •.•• ,U y sOlo 
podemos utili:ar un programa entero con capacidad ttnicamente 
para manejar valores cero/uno, se puede usar la siguiente 
transformación. See1 1: Ltn entero tal que: 2" > U pero 2"-1 i U. 
Se definen vari<.>bles, cero/uno, >:1, >: 2 , >:::s,. •••• nk. Suponga 
que el término en aparece en alguna parte del modelo. 
Reemplacemos·este término por: 

ex, + 2cx2 + 4cxs,,. + ••• + 2"- 1 cxk 1 U •. Se repite esta 
sustitución en donde aparesca >:; esto es, >: se reemplaza por~ 
X1 + 2x 2 + 4>:::. + •••••••• Por ejemplo, si U=ll y c=3, entonces 
el término 3>: podría reemplazarce por; 
3x, + 6x~ + 12x,,. + 24x 4 • Si fuése necesario, se debería 
también adicionar x 1 + 2x 2 + ••.•• + 2"- 1 x .. i u, y en nuestro 
ejemplo: >: 1 + 2>: 2 + 4>: 3 + 8x 4 i 11. Obsf1rve que cualquier 
valor 1mtre O y 11 se puede obtener rlando al l c>.do derecho 
alguna combinacion de variables cero/uno. Esta sustituci~n 

puedo ser razonable si se tiene sOlo un peque6o número de 
variables enteras. 

Problemas que·tienen Soluciones Enteras en Forma Natural 

Los algoritmos de solución para un pr-oblema entero 
generalmente están basados en que primero se resuelve éste 
como si fuera uno de programaciOn lineal (problema con 
variables continuas> haciendo a un lado los requerimientos de 
integral idad. Por ejemplo, si se requiere que >: tome valores 
0/1 el problema primero se resuelve reemplazando estos 
requerimientos por una restricción tal qtie Oi >: .:?.1. Cuando se 
inicia el análisis de un problema en el que la soluciOn 
entera es importante, es util conocer de antemano si dicho 
problema seré. fáci 1 resol ver. Generalmente se observa que el 
problema entero fue fácil de resolver si el valor Optimo de 
la funciOn objetivo del programa lineal y del programa entero, 
son mL\Y cercanos. Por tanto, la única forma de predecir si las 
soluciones óptimas de ambos problemas estRré.n cercanas, es si 
conocemos de antemano que la solL1ciOn del problema lineal será 
casi completemente entera. De esta manera, 1~1 interés esté. en 
conocer que clase de programas lineales tienen soluciones 
enteras que? se dan en forma natural. 

Una clase de problemas de este tipo, de los que se tiene algun 
conocimiento al respecto, son los problemas en que los 
coeficientes son 1, o, o -1 y los lados derechos son todos 
enteros. Para estos problemas, el conocimiento esté. resumido 
en la siguiente tabla: 



CONDICION 

Dejando a un lado las restric: 
cienes de cota superior tal 
como )::t:s, cad<1 columna tiene 
a lo más dos elementos no
ceros y si son dos entonces 
son +1 y -1. 

Dejando a un lado las varia 
bles de holgura, cada restric 
ción tiene a lo más dos ele 
mentas no-ceros y si son dos 
estos son +l y -1. 

Los valores no-ceros en cada 
columna (renglón) aparecen 
en un grupo contiguo de ren 
glones <columnas) y son del 
mismo signo. 

Cada columna <renglón) tiene 
a lo más dos valores no ceros 
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COMENTARIO 

Este es un problema de red 
y tendrá una solución al 
problema lineal completa 
mente entera. De esta forma 
no se requjere formular un 
programa entero. 

Este es el problema dual de 
una red y tendrá una solu 
ción totalmente entera. 

Por sustracción de renglo
nes <columnas> este proble
ma puede convertirse <el 
dual del un problema de 
redes. Por lo tanto, el pro 
blema original debe tener 
tambion una solución entera 
Si algunas columnas tienen 
a lo mas dos grupos de valo 
res diferentes de ceros con 
una zona de ceros entre 
ellos , la solución será ca 
si. entera. 

La solución del programa li 
nea! tenderá a ser entero 
pe;~o no necesariamente. 

Actualmente, se han propuesto una amplia variedad de métodos 
para rewol ver problemas enteros. Indud<1bl emente, se conti nl'ª 
mejorando en todos ellos para tratar de hacerlos más 
eficientes. Sin embargo, existe un método llamado de acotar y 
ramificar <Branch and 8oundl que hasta ahora a demostrado ser 
el más confiable. En la actualidad, todos los paquetes 
comerciales usan este método y en términos generales realmente 
es unna forma inteligente de enumerar. 

Más específicamente, 8 y B resuelve primero el problema como 
si fuera uno de programación linaal. Si la solución al 
problema anterior es entera en las variables que se 
establecieron a ser enteras, entonces el problema termina. De 
otra forma, 8 y B recurre a una bQsqueda inteligente de todas 
las posibles formas de redondeo de las variables fraccionales. 

Se i l ustr,1rá 
problemo.. 

la aplicación del método en el siguiente 
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sujeto a: 

3> 67x, + 27x 2 + 794x~ + 53x. ! 875 

El proceso de bQsqueda que la computadora realiza tiene como 
fin obtener un óptimo entero, tal como se muestra en la figura 
17.3. El primér problema se resuelve como uno de Programación 
Lineal con las restricciones x1,x2,x3,H4 s l. Esta solución se 
resume rn ~l rectángulo nQmero 1. La solución tiene valores 
fraccionales para >:2 y >i~ y, por lo tunto, es inaceptable. ·En 
este punto, x 2 se selecciona arbitrariamente y se aplica ·el 
siguiente razonamiento: 

El valor óptimo entero para N2 debe ser 1 o o. Por Jo tanto, 
se debe reemplazar el problema. original a dos nuevos 
subproblemas, uno con x2=l <rectángulo 21 y el otro con x 2 =0 
<rectángulo 81. Si se resuelven ambos problemas enteros, 
entonces la mejor solución debe ser la mejor solución del 
problema original. Este razonamiento es la motivación para 
usar el término ra~ificar<Br•nchl. Cada subproblema creado 
corresponde a una rama en un árbol de ramificación. 
Los nQmeros arriba y a la izquierda de cada rectángulo o nodo, 
indican el orden en que los nodos(o los problemas> son 
examinados. La variable Z es el valor de la función objetivo. 
Cuando el subproblema con >: 2 =1 <nodo 21 se resuelve como un 
problema linC?al, encontramos que >:, y >: 3 toman valores 
fraccionales. Con el mismo argumento, pero ahora con la 
varible X1 , se crean dos nuevos subproblemas: uno con >: 1 =0 
<nodo 71 y otro con x 1 =1 <nodo 31. Este proceso se repite con 

>: .. y >t::s hasta el nodo 5. En este punto se c;stablece una 
solución entera con Z= 81, pero no podemos establecer si esta 

' es la solución óptima entera ya que debemos analizar los 
subproblemas 6 al 10. 

El subproblema 6 resulta infactible, por lo que esa rama ahí 
queda. El subproblema 7 no se necesita seguir ya que Z= 42 y 
es peor que la solución ya establecida. 
En el nodo 9 se tiene una mejor solución con Z= 108, cuando 
>::.=O. El nodo 1 O ilustra el origen de 1 a parte de acotar del 
Branch and Bound. La solución es fraccional; sin embargo, ya 
no se e>: aminará puesto que Z= 86. 72 y es menor que tos, que E·s 
el valor asociado con la solución entera ya establecida. El 
valor de z, para cualquier otro nodo, es una cota sobre el 
valor de Z para cualquier otro nodo descendente. Esto resulta 
cierto y<i qw;:. un nodo der-;cendentC? o r.ubproblema se obtiene 
colg~ndo una restricción al problema padre; por lo que colgar 
un~ r~stricción puede sólo perjudicer. Interpretado de otra 
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manera, significa que los valores de Z no pueden mejorarse si 
~¡ movimiento es hacja abajo del árbol. 

~Opt.Prog.Lineal 

Z=l 13. 840 
>~ 1= 1 
>:2= 0.506 
>:,,,= 0.934 
>:4= 1 

1 

1 1 
Is >:2= o 12 >:2= 1 

Z= 110.85 Z== 113.15 
>: 1= 1 X1= 0.95 
>::s= 0.95 >::.= 0.92 
)~4= 1 ):4= 1 

1 1 
1 1 1 1 

~ >:~= o l: ~:2= (> [ >~~= l t >ta:= 1 
>::."' 1 >:::s.= o >: ·= o >:1.= 1 

Z= 86.72 Z= 108 Z== 42 Z=!00.6 
>~ 1= l >t 1= 1 ~~~= 1 }t:;5= o 
>:q= 0.264 >:4= 1 >: ... = 1 x,.=. 59 

- _) 
1 1 

t_ >::= 1 ~ >:2= 1 
): ·= 1 >: 1= 1 
):4= 1 n .. = o 

INFACT Z=83.95 
x:s=.98 

1 

l: x""= 1 
x .. = 1 
x ... = o 
x:s= o 

Z= 81 
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El árbol de la p4gina anterior es sólo una ilustración de cómo 
éste puede ser investigado. Otros árboles pueden ser 
desarrollados para al mismo problema, Jugando con los 
siguientes dos grados de libertad. 

al.- Seleccionar el siguiente nodo a eNaminar. 

bl.- Seleccionar la variable a ramificsr cuando se despega un 
nodo. 

Por ej!?mplo, si los nodos 8 y 9 fuC?ron m:aminados 
inmediatamente despuós del nodo 1, ontoncos la solución con Z 
= 108 debería habt?rse establecido inmedistamente. Además, 
los nodos 4, 5 y 6 pueden entonces haber sido omitidos ya que 
el valor de Z en el nodo 3 (100.641 es peor que la solución 
entera ya conocida de 108 y por lo tanto no se ramificaría el 
nodo :;. 

En ol 'rbol do ejemplo, el primor nodo e!? divide ramificando 
los posibles valores de Ne; sin embargo, se pudo haber 
seleccionado N3 o aún N1 como primer variable ramificada, 

La eficiencia de la investigación esta ostrechamento 
relacionada a la manera inteligente en que se efectuaron al y 
b>. En bl uno quiere sP.leccionar variable". qt.m sr?an 
decisivas. En general, la computadora hara esas selecciones 
inteligentes y el usuario no necesita estar vigilante de los 
detalles del proceso de investigación. 

Sin t:•mbargo, el usuario deber i a tener en mente el proceso 
general del Branch and Bound cuando formule un modelo. Si el 
usue1rio tir.me un conocimiento a priori de que una variable 
entera ">:" es decisiva, entonces, para el programa LINDO es 
útil ubicar a "x" con anterioridad y así indicar su 
importancia. Por otra parte, resulta igualmente importante 
establecer una formulación fuerte del programa lineal inicial. 
Una formulación de este tipo es aquel! a que, cuando se 
resuelve,tiene un valor en la función objr?tivo muy cercana a 
la solución óptima de un problema entero • Las soluciones a 
los progre.mas Une¿<les, de los subproblemas, se usan como 
cotas para acortar la búsqueda. Si las cotas son malas, 
muchos nodos del principio del Arbol pueden ser falsamente 
e>:aminados; yo;. que sus cotas, aunque aparentemente sean 
buenas,origi.nan nodos que no tendrán bLtenos descendí.entes. 
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El significado de los Precios Duales en Pr.oblemas Enteros. 

El proceso de solución de !DE programas enteros es ditercntR 
el de los problemas lineales LPs. En el primero no so producen 
pr<?cioc::- duales:. con1rJ 1·<~~~,l1Jt1~cic1 cic lc1s t't~lcu.lc)s~ .-i.tnqur. r.?l 
reporte do solución puode contener tanto prccl~s duales como 
costos. reducidos, y« qur.· ~e tttil -·''un LP como 11n <?.ubrutin<.< 
en el proceso do Eol~_.0n do un progrEma e~ ero <IPI. Sin 
embargo, la inbi prc>tc:c::Jór-, rkJ !:.: ]nificado de es.ar, pr!?Cins r-:'S 

complejo y depende del tipo dP! proceso da solución utilizado. 
De esta forma, ?n gonr.r~J Jos precios duales y los costos 
reducidos en un reporte do salida de un IP deberá ser 
j gnorado. 

En las sigujcntes _p&o1n~~ e~ 

commprens1vas de cómo formular 
aplic~ciones específic~~' 

dArAn deccripciones 
programas enteros 

El Problema' Simple d~ Locali~ación de Planta <SPLJ 

má!:. 
en 

El problema de locali~aci~n ISPLI se especifica cnmoa sigue: 

n = El número de lugares en los cuales una planta pueda 
ubicarse o abrirse. 

m El número de clientes o puntos de demanda, cada uno de 
los que deben as1gnar$e a una planta. 

1: = El número de plantas; que pueden ser abiertas. 

f, =El costo fijo !por ejemplo por affo> de tener una planta 
en el lugar i, para i = 1, 2, ••. ,n. 

c,~ = El costo (por ejemplo por ano> de asignar puntos de 
demanda j a la planta en el lugar i, para i = 1, 2, ••• ,n, 
J=1, 2, ... ,m. 

La meta es detf.'rminar el conjunto de lugares en los cuales 
deben ser localizade.s las plantas, y a que lugar se debe 
servir a cada cliente o punto de demanda. 
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Un problema de este tipo surge en la localización de un buzón 
cuando se tiene clientes esparcido~ sobre una ~rea amplia. 

Los lugares para ubicaci~·n de pla.nta, en estE? caso 
corrr¡-sponden a Dqt.1.C?l J or:. rn 1 º~' qt1c· se:· puP.r!C J.oc,"<li z.:1r un buzón 
post•l que l?S manejado por un banco on la ciudad. Un cliente 
horía su pago y E~vjaria su corroLpondencia por medio del 
correo. La razón para acudir a multiples buzones Ccon 
seguridad>, m~s bi&n quo enviar todos los pagos a un solo 
lugar es que se pueden ahorrar varios días de tiempo de 
correo. · Suponga que una compañía recibe$ 600 millones por 
año a través del correo, el costo anual del capital para la 
comp?.ñía es 10/. y esto por1ría reducir el tiempo de correo por 
dos días. Esta reducción tiene un valor anual de cerca de S 
3,000,000.00 

L? f 1 (costo fijo por ten•r una planta en el lugar il, podría 
ioualar el cos~o anual do tener un buzan en el sitio i sin 
h~cer caso del volumen procesado a través de dicho sitio. El 
término del costo C1J pueden ser aproximadamente igual al 
producto (costo diario d~ cspitall * !tiempo de corren mn días 
entre i-j) * Cvolumen anual por dolar enviado desde el érea 
j). 

Se definen las variables d~ decisión. 

Y• = 1 si la planta se local.iza en el sitio i, O do otra 
formr1. 

x 1 _, = 1 si la clientela j se asigna a la plantA ubicada en el 
sitio i, O do otra forma. 

Una formulación compacta de este problema entero CIPJ es: 

Min E f1 Y• + E E c1~ N1..1 ••••••••••••••••• 1 

s.a para j=l. • a •• m •••••••••• 2 

"' E >:. J .$. my. para i=l a n .. ~ " ............ , 
..1-1 

., 
E Y• f( para i=l a n ••• ...... 4 ·-· 

Y• o, para i=l a n ............ .5 

>: ~ J e>, para i=l a n 
j=l a m. • • • . . . > • ... 6 
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Las restricciones 21 forzan a cada clientela j a ser asignada 
a exactAment~ un sitio. 
planta a ser localizada 
asignada al sitio i. 

Las restricciones 3> forz~n a una 
en el sitio i si alguna clientela es 

Cabe decir que se debe tenor precaución si se resuelve un 
problema formulado de esta manera ya que el proceso de 
solución requ~riré mucho tiempo de computadora así sea un 
problema paqueRo. La dificultad surge porque cuando el 
problemR se resuelve como une de programación lineal, esto es 
sin la.s restricciones 5> y 6l. li:>. so1L1ción tiende a ser 
<."lltament.e traccional y con escasa !:.imilitud a la solución 
entera óptima. La mayor parte de los procesos de solución 
para Lm prc•bl.ema entE·ro tienden a sr.>r poco eficientes bajo 
tales condiciones. 

Una formulación ajustada que 
solución entera natural, cuando 
lí.nea.l, st· obtienl? reemplazando 
siguientes: 

par~ i = 1 a n 

frecuentemente produce una 
se resuelve con programación 
las restricciones 3> por las 

j = 1 a m •••••••• -. ........ 3' 

En un primer vistazo, reemplazando 3) por 3'1 puede parecer 
contra producente. Si existen 20 posibles ubicaciones de 
plantas y 60 lugares de clientela, entonces el conjunto 3l 
contendría 20 restricciones mientre>s qlle en 3' > contendría 20 * 60 = 1200 restricciones. Empiricamente, sin embargo, esto 
parece ser la regla más bién que la excepción que cuando el 
problema se resuelve con programación lineal con 3'> en vez de 
3), la 5C•l. LICi ón es cmtera en forma natL1ral. 

El problema de localizaciOn de planta con restricciOn de 
capacidad <CPL>. 

El probl<?ma (Cr'Ll st1rge a partir del problema anterior <SPL> 
si el volumen de demanda procesada, a través de una planta en 
particular, es una consideración importante. En particular, 
el problema CPL supone que cada el ientela tiene un volumein 
conocido, y cada planta tiene también un volumen conocido que 
limita al volumen total asignado a éste. Los parámetros 
adicionales a definir sen: 

D~ volumen o demanda asociada a la clientela j 

K1 capacidad de una planta localizada en i 



L2 formulación antera IP es: 

Min l: h Y• + E f. C1J }:1J ,, .. ,., •• ,. ........ ,.,7 
t -1 .t-1 

S.A: a m .............. 8 

E D J }: 1 J .i ~~. y 1 p.:1r u i R n ........... 9 
,j-1 

k ••••••••••••••••••••••••• ' •••••••••• 4 

>: 1 J :; Y• para i a ,. .... ' .. ••• 10 
j 2 "' 

Y1 = o, 1 para i a n •••• .. .... 11 

:-0! i J = o, p~ra e:. n. . . ..• 12 
j a m 

en esta formulación, las X1J están restringidas a O o 1; esto 
e$, cada clientela puede contener o no lodo el volumen 
asignado a su planta en particular. Si se permite el reparto, 
entoncen las X1 J pueden ser fraccionalos. Con la 
interpretación de que X1 J es la fracción del volumen (demanda> 
de la clientela j asignado a la ubicación de la planta i; con 
lo que la condición 121 desaparece. 

Ejemplo de un problema de localización de planta. 

Algunos de los puntos antes mencionados serán ilustrados en el 
siguiente ejemplo. 

La Compaffia ZYX en California, tiene actualmente un almacén en 
cada una de las siguientes ciudades: 

Al Baltimore, 13) Cheyenne, Cl Sall: Lal:P. City, Dl Memphis y El 
Wichita. Dichos almacenes abastecen a diversas regiones a 
través de los Estados Unidos. Por lo que se ve la 
conveni enc:i a de a.gregar otras regiones y considerar que 1 a 
clientela sea localizada en las siguientes ciudades: 

11 Atlanta, 21 Basten, 3) Chicago, 4) Denver, 51 Omaha y 61 
Portland, Oregon. Por otra parte, e»:iste la sensación de qure 
1 a compaff i a esté sobresatur ada, por lo que puede haber un 
ahorro sustancial en los coste:; fijos cerrando algLmos 
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ai mi::?.cones 
servic:i.o. 
CLlildro. 

sin incrementar los costos de transportación y de 
Los. datos r12l ev&rrter.: <:<pai-r;·c:cm on P.l si. gui. ent.e 

Matriz del Costo Mensual por tonelada. 

Capaci-
Dsm~.nda de:· 1 C.i Ciudad dad Co:.to 

Oferta Fijo 
Mensual Mensual 

1 2 ~ 

~· 4 ~ 

~· 6 en Tons 

A 1675 400 685 163(> 1160 2800 18 7,650 
Oferta de B 1460 1940 970 100 495 1200 24 3,500 
la Ciudad c 1925 2400 1425 500 950 800 27 5,000 

D 380 1355 543 1045 665 2321 22 4, 100 
E 992 1646 700 508 311 1797 31 2,200 

Demanda 
Mensual en 10 8 12 5 7 11 
Toneladas 

Por ejemplo, cerrando nl slmac&n en A !Baltimore> resultaría 
un ahorro mensual de co~tos fijos de$ 7,650. Si 5 COmahal 
trae toda su demanda m&~sual desde E !Wichital, entonces el 
costo asociado de transportación es 7 * 311 ~ r. 2,177 por mes. 
Un cliente no nec:esits tr2or todo desde una sola fuente. Cada 
diversificación de fuentes de oferta puede resultar de la 
capacidad limitada de cadn uno de los almacenes; Cheyenne 
unicamente puede proce!:ar 24 toneladas por mes, Debería la 
Compañía ce:·rrar alguno dr:· los .:>.lmacenes y, ¡;¡ esto fuera así, 
c:uttl es ser í ci.n? 

Compararemos la ejmcución de cuatro diferentes métodos para 
resolver este problema. 

1.- Formulación holgada del problema entero 

2.- Formulación ajustada del problema entero 

3.- Método heuristico,abriendo c:omen4ar 
plantas cerradas y secuencialmente abrir 
la mayor reducci on en el costo hasta qL1e 
más plantas. 

con todas las 
una planta dando 
sea inQtil abrir 

4,- Método heurístico, cerrando ; comenzar con todas las 
plantas abiertas y secuencialmente cerrar una planta 
aho1·rando 1 a rnayor cantidad de dinero hasta QLte !J:.ea 
inQtil cerrar más plantas. 



La vantajn de los métodos heurísticos 3 y 4 es que son f~cil~s 
de aplicnr. La ejccucinn de los cuatro mótodos es como sigue: 

METO DO MEJOr< 
SOLUClrJN 

TIEMF'D DE 
COMPUTO EN 

SEG 

ABRIR PLANTAS 
EN: 

-------------------
IP hol go>.do 
iP ajustado 
Heurist (a) 
Heurist (b) 

46031 
46031 
4694;:.; 
464'13 

3.38 
l. 67 

A,B,D 
A,B,D 

A,i:i,o,E 
A,B,D,E 

COSTO EN LA 
srn_uc ION DEL 

LP. 

35,662 
46,031 

Note que aunque el IP hol gndo encuentra el mismo óptimo que el 
IP ajustado, el primero tomn el doble de tiempo de cómputo que 
~l segundo. Para problemas grandes esta diferencia resulta 
mucho más dramática. 

Problema de Oferta de Bonos Municipales. 

Cada año muchos mi.11 ones de dolares en bonos se venden por 
parte d<? los Municipios de los u.s. En m•_tchas ocasion<?s l;;i 
municipalidad vende estos bonos a través de un proceso de 
oferta por medio de int¡¡-rmP.dinrios financiC?ros. En este tipo 
de transacciones se establecen al menos los siguientes 
parámi:tros: 

La cantidad de dinero en bonos, por ejemplo 50 millones. 

El nQmero de vencimientos, por ejemplo 4. 

Las fechas de vemcimiento y las cantidader. qL1e se pagarán 
en cada vencimiento, por ejemplo 10 millones en 1988, 10 
millones en 1995, 10 millones en 2005 y 20 millones en 
2010. 

Restricciones sobre las tasas de interés, por ejemplo las 
tasas que corresponden al pago de los cupones deben ser 
multiplos de 1/8, 
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Puede haber otras restricciones pEro se considerarán d8spuos 
dm describir ni modelo básico. Esto modelo fue introducido 
por Welngartner 11962), y elaborado por Nauss y Keeler 11978). 

En la ~E)o~ci~n de las ofertas o c:~ntidades de cupones, ml 
corredor so pregunta como se deben vender los bonos en el 
merc<ido. Un,-:: Vt:>Z quP- DC< ha gane.do Ja Sl•.basta, las cantide1d0s 
se fiJan y otros inversionistas compran los bonos ofreciendo 
L\n p<-.gc• i ni c:i al p2.1·a un bono el cu2.l no necl?si ta tener el 
mismo valor nominal. 

SC? ti.enon dos objetivos en conflicto: qc1erer hacer un bono 
económico Ion términos del costo por interés> para incrementar 
las oportunidsdes de ganar pero, por otro lado, el bono 
deborJa sor lo bastante alto de tal forma que si se gana, se 
tenga una gr-nanc:ia razonable, El cmfoqu¡¡· usualmC?nte tomado, 
os incorporar las ganancias deseadas lpor ejemplo 8 por 1000 
del valor del bono> como una restricción, y entonces minimizar 
el costo noto por interés, maximizando asi las oportunidades 
de g?.nar. 

Los parém~trcs del problema pueden especificRrsc como: 

N 

M 

K 

B 

Número de vencimientos en la emisión de b~nos. 

NQm~ro de posibles niveles de los cupones. Esto se 
determina por las tasas de interés que son multiplos 
de 118, y el mínimo y máximo de tases permitidas, 

Número de tasas permitidas, Ck ~MI. 

Cantidad total de intereses que paga la 
municipalidad sobre los bonos da vencimiento i, si 
la j-ésima tasa se selecciona para este vencimiento. 

Precio de venta total, P.sti.mado para bonos de 
vencimiento i usando la j-ésima tasa. 

G<l.nanc i as req~1er id as por el emisor más 1 a uti 1 i dad 
del corredor. 
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Las variablms do decision son: 

Y.J 

p 

1 mi el vencimiento 
f orm·'l <?S cero. 

se asigna a la tasa j, de otra 

si la tasa j se usa para cualq~ier vencimiento, o de 
otre>. forma. 

premio en eNceso del valor nominal. 
puede ofrecer al emisor una cantidad p 
atractivo el bono. Por convención 
con si oeran a p como una redLtcci ón en 
interés. 

El corredor 
y hacer mas 

los emisores 
el costo por 

La formulaciOn es: 

N M' 

Min r. T. C1 .J >:1 .J - p."•"••"••"•"••., .. .,,,, 1 

SUJETD A 

}; W1 .J N 1 .J - p B ...................... ,.. .... 2 

para i=l a N ............. , ....... 3 

para j=l a M , i=l a N .... ,., .4 

....................... ' •• ,.,, •••• 5 

>:1 .J = o o 1 para j=l a M i=l a N 

y_, = o o 1 para j=! a M 

La rest.rri cci On (2) establece qL1e las ganancias esperadas por 
las ventas al püblico menos cualquier premio, debe ser igual a 
la cantidad que produc~ una utilidad razonable. La 
restricción 13) ajusta la condición de que exactamente se debe 
seleccionar una tasa por cada vencimiento. La restricción 
<4> forza a la variable indicador, para la j-ésima tasa, Y.J a 
ser 1, si esta tasa se usa para cualquier vencimiento i. La 
restricción (5) 1 imita el n(tmero de 1 as distintas tasas que 
pueden seleccionarse. 

Un problema típico puede tener de 10 a 40 vencimientos y de 3 
a 25 ti~os de cupones permitidos. El tamaño del problema se 
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determina esencialmente por el número de variables x 1 J que se 
requieran. NaL1ss y !<.el 1 er ( 1978) encontraron que cm problemas 
del mundo real surgen entre 150 a 3200 veriables x<J• Estos 
mismos autores describen un algoritmo de proposito especial 
qLlC' parP.ce tr2.baj ó<r snt i. Bfac:t.or i e.monto c'n problemas de mundo 
rtial. 

Restricciones adicionales al problema de los Bonos 

Algunas veceR la demanda de bonos pueden incluir restriciones 
~dicionales, como por ejemplo: 

1.- Las tasas de los cupones deben ser no decrecientes 
con el vencimiento. Esto se puede considerar con el 
siguiente conjunto de restricciones: 

M M 

! jH1J ~ Z j H1+1,J para i=l a N-1 
.J-1 .J-1 

2.- MAxima diferencia pBrmitida entre la mayor y la 
menor tasa de los cupones, por ejemplo 2 por ciento. 
Esto puede mejorarse introduciendo la variable de 
desición ZJ con la interpretación: 

zJ=1 si el cupón j es la menor tasa usada, de otra 
forma es cero. Lo que .:>.di.ci ona la si. <]Ui. E'nte restri c 
ción: 

junto con el conjunto de restricciones: 

para j = 1 a M 

donde r es el rango de las tasas permitidas. 

3.- Si una tasa con vencimiento i se repite en el 
vencimiento t, donde t>i,y si aparece una tasa 
diferente en algún vencimiento s, donde i< s >t, 
entonces 1 a tasa en t se con si d<l'ra como una tasa 
distinta en el conteo del número de tasas. 

EJEMPLO: 

Lo t;i gui ente es una abstrac:ci ón de 1 os hechos relevantes en 
una nota reciente sobre la venta de bonos municipales. 

Las ofertan de bonos serán recibidas hasta las 10 a.m. del 18 
!'e junio de 1973 por un monto de 5 000 000, Los bonos e~tán 
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fechados el 1 de julio del mismo aRo, con inter's pagadero el 
1 de sDptiembre de 1974 y en forma semestral a partir de ahí 
mi 1 de marzo de los aüos y en las cantidades que siguen: 

A~U CANTIDAD (miles> 

1975 250 
1976 425 
1977 4~ 

1978 450 
1979 500 
1980 500 
l981 575 
1982 600 
1983 600 
1984 650 

Los bonos serán otorgados al oferente sobre la base del menor 
costo de interés, pero ninguna oferta será considerada por 
menos del valor nominal o presentando una tasa de interés 
mayor de 6~ por año. Los oferentes especificarían la tasa de 
interés en mQltiplos de l/8 de 1X ó 1/10 de IX por año. 

No se considerarán más de 3 diferentes tasas de interés. Una 
tasa de interés repetida no se considerará como diferente, y 
la misma tasa debe aplicarse a todos los bonos del mismo 
vencimiento. La mayor tasa no deberá e>:ceder la menor tasa por 
más de 1% por año. 

En la determinación de la mejor oferta, el costo de interés se 
calculará determinando el interés a partir de la fecha de 
emisión de los bonos hasta su vencimiento, a la tasa o tasas 
especificadas después de deducir cualquier premio ofrecido. 

Aproximación de funciones no lineares separables con programas 
enteros. 

Suponga que queremos incluir en un modelo una función como la 
que aparece en la figura 17.4. 



f (>:) 

1 

L_ ____ _ 
p,. 

>~ -> 

Fig, 17.4 Función Lineal por tramoo. 

La función se supone lineal entre los puntos "=P 1, "=P2 ,etc. 
El valor de la función para E:>! i-ésima punto se deno.ta por V11 

esto E:>S V1=f(P1I. 

Cada función con n puntos pui::de representarse- por medio de un 
programa lineal E:>ntero. 

1. - Haciendo W1 + W2 + •••••• + Wn = 1 

2.- Reemplazando cada ocurrencia de >: por la e>:presión 
W1P1 + W~P2 + •••••• + WnPn 

3.- Reemplazando cada ocurrencia de f(") por la expresión. 
W1V1 + W2V2 + •.•••• + WnVn 

4.- Permitir a lo más dos w.s a que sean no ceros en el caso 
de que sean adyacentes. 

La nueva variable w. e:-pecifica el peso qLte le corresponde al 
punto P •• Si la función flx> es lineal entre los dos puntos 
adyacente¡; >:=P• y x=P1+1 y >:=W1p1+•·J1..-1P1+1 con w.+w ..... =1 
entonces fCxl=W1flP1l + W1..-1f<P1..-1>=W1V1+W • ..-,v ...... 

La reGtricción 14) puede hacerse cumplir en varias formas. Un 
número de códigos de programación enteros permite a las 
restric:ciomrn como {1 > a identificarse como los llamados 
"ConjLtntos E5peci al es Ordenados de Tipo 2", o simplemente 
SOS2. El r:ódigo de programación cmtera garantizará que la 
restricción 14) se satisfaga para cada restricción 
identificada como sos2. 



Si tenemos un cOdigo de programación entera pero sin la 
característica SOS2, entonces la restricción 14> puede 
satisfacerse adicionando las siguinntes restricciones. 

~! 1 i 7. 1 

W:;;, ::. 7 + Z-~1 

¡,¡,, :! -, 
~"' + Z::. 

l.1,1,, :!. Zn-2 + Zn-1 
~In :!. Zn-l 

Z1 + Z2 + •••.•. Zn-1 = 1 

Sumarizando, cada término no 
restricción y n variables, 
tiene disponible, l"ntonces 
restricciones y n-1 variables. 

Zi=C> ó 1. 

lineal produce al menos una 
Si la característica 5052 no se 

se debe además adicionar n 

El enfoque general descrito, algunas veces se le llama método 
Landa. 

Expresiones para convertir formas separables. 

El método descrito para aproximar una función no-lineal f lx> 
tiene la restricción de que puede aplicarse a una función de 
varias variables sólo s1 ésta es separable. Esto es, una 
función glx,y> puede aproximarse si se puede escribir como 
gl>:,y) = f,(>:) + f-;z(y). 

Si la función glx,y> es un 
puede utilizar el siguiente 
una forma separable: 

producto de x v y , entonces se 
artificio para convertir a g en 

1.- Anexar la restricción lineal u=x-y 

2.- Reemplazar el producto >:y por la función separable 

El artificio trabaja porque u 2 = I>: - y> 2 = xz - 2>:y + y 2 , 

resolviendo para xy nos da xy = (>: 2 + y 2 - u 2 )/2 

Resumiendo, cada término de producto resulta en la adición de 
una nueva variable y una nueva restricción. Si los términos 
>: 2 .,.. y 2 ya aparecen en otra parte en el modela, entonces el 
Qnico término no lineal es u 2

• Para usar los métodos de esta 
sección la función no lineal separable resultante debe 
aproximarse, usando interpolación lineal para cada término 
cuadrático. 



Representacion de los efectos no - lineares en programas 
enteros. 

Suponga que x v y son variables 0/1 y existe un efecto 
indeseable (por ejemplo costo, uso de recursos, etc.> de 
cantidad D, si x v y son usaoos lque sean il. Debemos 
igualmente incluir el término Dxy en el renglón en que este 
efecto ocurre; sin embargo, es un término no lineal y así 
prevenimos el uso de la programación lineal como el método 
Branch and Bound requiere. El hecho que x v y sean 0/1 puede 
e>:plotc:1rse definiendo la variable ;: y anexando las 
rt:?stri cci ones. 

z l x + y - y entonces insertar el término Dz en el 
renglón en qua ocurre el efecto indeseable, Note que en este 
caso z sr.rá natur.:1! mc:nte C> ó 1 si N .., y son 0/1, Un l"fr:cto 
indeseable de cantidad D puede considerarse:· reemplazando la 
restricción sobro z por: 

:z .:i .5 >: + • 5 y 

PROE!LEMAS PROPUESTOS, 

1.- El problem& siguiente se conoce como el problema del 
t=tl mnc:~T1, 
Un procesador d~ forraje tiene varias cantidades de cuatro 

productos que deben ser almacenados en siete diferentes silos. 
Cada silo purcic contener no mis de un articulo. Asociado con 
cada producto y combinación de silo se tiene un costo de 
llenado. Cada silo tiene una capacidad finita de tal forma que 
algunos productos pueden ubicarse sobre varios silos. La 
siguiente tabla contiene Jos datos para este problema. 

COSTO DE LLENADO 

1 2 7 

~· 4 5 6 7 CANTIDAD DE 
PRODUCTO A SER 
GUARDADA <TONS 

' 
PRODUCTO A 1 2 2 3 4 5 5 75 

B 2 3 3 
..,. 
~· 1 5 5 50 

e 4 4 3 2 1 5 5 25 
D 1 1 2 2 3 5 5 80 

CAPACIDAD DEL 25 ..,., 
~,;.J 40 60 80 100 100 

SILO <TONSI 

AJ Presente una formulación para resolver esta clase de 
problemas. 

BI Encuentre la solución de mínimo costo para este ejemplo. 
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C) Cómo forrnula.r.í« si adicion<1lmente e>:iste un costo fijo 
aEociado con cada silo on ol que se incurre si se almacena 
alguna cantidad en ol silo? 

2. - Supongamos que usterJ es el coordinador de? vue>los de une1 
pequoffa pero en cracimiento línea aérea. Se debe 
programar exActamonto un vuelo de Chicago a cada una de 
las siguientes ciudades: Atlanta, Los Angeles, New York, 
y Peoria. Lam salidas disponibles son a las 8 a.m., 
10 a.m. Y 12 del d.ía. SL1 linea aérea tiene únicamente dos 
r.al as de 1'.ll tima espP.r a. Los de: tos de demanda ¡;:.ugi eren 1 a 
siguiente ganancia esperada por vuelo como una función 
del tiempo de salida. 

CONTRI 8UC I Qt.J ESPERP:DA EN MILES. 

TIEMPO 

DESTINO 8 10 12 

ATLANTA 10 9 8 .. 5 
LOS ANGELES 11 J0.5 Q ~ 

< .... i 

NEl>I YORI( 17 16 1~ ,3 

PEOídA 6.4 ., ... 
L•<.J - 1 

ForrnL1l e Lln rnodel o par¿¡ resolver este p1-obl '2ma. 

3.- Un problema que se tien0 Pn una central eléctrica cada 
día es decidir quo generadores arrancar. La estación en 
cuestión tiene 3 generadores con las siguientes 
caracteristicas: 

C. FIJO/ C/PERIODO/ CAPACIDAD MAX. 
C. FIJO/ PERIODO MEGA~JATT. EN MEGAWATT 

GENERADOR ARRANCAR DE OPER. UTILIZADO. CADA PERIODO. 

A 3000 700 5 2100 
B 2000 800 4 1800 
e 1000 900 7 3000 

1 

Eni sten dos periodos en Lln di a y el numero de megawatts 
nece!iarios en el primer periodo es 2900. El segundo período 
requiere 3900 megawatts. Un generador arrancado en el primer 
periodo puede ser usado en el segundo periodo sin incurrir en 
Lln costo de arranque adicional. Todos los A, B, C se paran al 
fin de cada di&. 

a.- Suponga primero que los costos fijos son cero y así 
pueden ser omitidos. Cuáles son las variables de decisión 

b.- Dar una formulnción de programación lineal para el caso 
donde los costos fijos son cero. 

e:. - Ahor11 torne P.n Clienta los cL1stos fijos. Cuál es son J. as 
variables adicionales C0/11 a definir. 
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d.- Qué términos deberán adicionarse a la función objetivo? 
Qué rmstriccionD$ 2dicionales se debo incluir? 
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111. C:üN(;LUS!ON!:.S Y Hf:C(JME:.NfJf-\ClliNE:.S 

Se dispone de un paquete de computadora que -resuelve 
problemas de programación lineal, entera y cuadrática, aunque 
ésta óltima no se abordo en el presente documento por ser un 
poco más complicada su formLtl ación. Por supuesto si se 1091-a 
establecer un problema de esta clase, el paquete está en 
disposición para resolver problemas cuadráticos. En el. manual 
de usuario aparece una descripción más detallada de los 
comandos necesarios para resolver los tres tipos de 
problemas. 

Dentro de las grandes ventajas del paquete LlNUü podemos 
citar el manejo hasta de 4~00 variables de decisión y 800 
restricciones; la forma sencilla para capturar la 
información¡ la posibilidad de programar en ~üRfRAN cualquier 
entrada de datos e impresión de resultados. 

No se requiere ser un experto en computad ón, simplemente 
tener los conocimientos básicos del manejo de Pe. 
(computadoras personales) incluyendo el sistema operativo 
para correr cualquier problema de programación lineal, entera 
e incluso cuad1-ática. Obviamente, se reuieren conocimientos 
minimos de álgebra lineal y programación lineal para una 
aplicación eficiente de estas notas. 

La recomendación principal es que éstas notas sólo son de 
apoyo, sin pretender que se tomen como texto. ütra sería que 
en el desarrollo de un curso de programación lineal, los 
estudiantes se esforcen para que realicen analogías con los 
problemas presentados y situaciones reales. 

Finalmente, cualquier sugerencia, corrección o aclaración 
dirigirse a Jng. l'"rancisco M<.\rtinez Allende, Jefe del 
Departamento de Análisis de Flujo en Redes de la Dirección de 
Investigación de Operaciones de la Dirección Gral. de 
ürganización y Sistemas de la Secretaria de Marina, teléfono 
6-84-81-88 ext. 4226. 
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