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=i s PROBRAMACION LINEAL Y ENTERA CON LINOO
(LINEAR, IMYERACTIVE DISCRETE 0P IMIZER)

La DBJSE (VD

CONTAR CON UN DOCUMEMYD EN ESPANOL EN EL QUE. SE FRESENTEN, ~
DE  MANERA ACCESIALE, LOS FRIMNCIFALES ASFECTOS DE LA
FROGRAMACION LINEAL; EL USO DEL FAQUETE LINDO; Y UN COMJUNTOD
DE FROBLEMAS ENM LOS 0QUE SE  ANALICEN LA FORMULACION DEL
MODELD, LA SCLUCION MEDIANTE LINDQ, Y LA INTERFRETACION DE
L.BS RESUL FADOS. DAMDO ENFASIS AL CARNCTER  ECONOMICO O LOS
MISMDS.

Lfs MOrIVALLUN

SENTIR LA NECESIDAD, EN LA FRACTICA Y EN LA DOCENCIA, DE UN
MANUAL DE CONSULTA QUE COADYUVE AL AFREMDIZAJE Y FRACTICA Ok
LA PROGRAMACTON LIMEAL.

111, BENEFILIG8 ACADEMILOB

OBRA DE COMSULTA EN CURBDS DE FROGRAMACION LINEAL.

MAMNUAL Dt MUDELOS LINEALES FARA FROFESIONALES EN FLANEACION
E INVESTIGACION DE OFERACIONES.

Iv. LARALTVER(BI(LAB

1.  SIMPLICIDAD EN SU AFLICACION. CON FOCDS COMANDDS SE
RESUELVE UN FROELEMA DE FROBRAMACION LINEAL.

©.  VERSATILIDAD EN EL FORMATO DE ENVRADA, YA QUE ES
SIMILAK A LA ESCRITURA MANUAL  DESARROLLADA DE  UNA
FORMULACION. '



Vi,

FOSIEILIDAD  DE CARTURAR LOS  DATDS MEDIAMTE FPROCESADOR
DE FALABRAS U MEDIANTE UN FROGRAMA EN FOR (RAN,

EFECIUAR CAMBIDG D MUDIFICACIONEYS BASHDOS  EN LA
SOLUCION 0 FUOR ERRORES.

COMAMDDS  ESFECINLES  PARA SEEUIR PASD A PASO LA
SOLUCION.

LA VERSION MAS COMUN FUEDE ACEFIAR HASTA 4500 VARIABLES
Y 8O0 RENGLOMES, IMNCLUYENDO .LA FUMCIOM 0BJE (IVO.
UTILIZA EL METODO SIMFPLEX REVISADD EM LA FORMA PRODUCTO
DE LA INVERSA.

LEHVENIAJAE bEL PANUEYE -LINDO-

SE TORNA  LENTO EN  FORMULACIONES GRANDES. 8SE REQUIERE
COPROCESADDR MATEMATICO.

ACTUALMENTE  CIRCULA EM  EL MEDID  UN NUEVD FAQUESE DE
OFTIMIZACION QUE TRARAJA DE MANERA MAS EFICIENTE EN
FORMULACIONES GRANDES, EL  CUAL 8¢ DEMNOMINA " GAMS "
{GENERAL ALGERRAIC MODELIMG SYBTEM), ESTE PFPARUETE
INFEGRA IDEAS DE LA TEORIA DE BNASE DE DATOS RELACIONAL
Y LA PROGRAMACION MATEMATICA, DE TAL FORMA QUE FERMITE
REFRESENTACIUNES ALGEEBRAICAS DE MANERA COMCISBA.

ESTRUCTURA DEL TKHABAJOD

CONSTA BASICAMENTE DE D0S MODULOS:
FUNDAMENTOS FARA  EL USD DE LA FROGRAMACION LINEAL MEDIANTE
EL FABUETE LINDO, Y UN COMFENDIO DE APLICACIONES.



“RE-S UMFEN

Estas notas constan de tres partes. La primera contiene una
descripcion ds 1o que =5 la programacién linzal y sus aspectos
conceptuales fundamentales. La segundas se refiere a un compendio
de los principales comandos del paquete de computadora LINDO
(Linear, INteractive, Discrete Optimizer); =1 cual es ejecutable
en computadoras personales. La tercera contiene un conjunto de
aplicacionés realss que comprenden el planteamiento, solucién vy
andlisis de resultados de problemas tipicos que emargen en
diversos campos de la industria v la administracidn pablica vy
privadas.



PRESENTACTYLON

En aflos recientes, la aplicacion de la programacidén 1ineal se ha
convartido en una herramienta importante y muy Gtil para resolver
problemas de plancacidn y op=zracién de sistemas. MAs aln, en la
actualidad, debido a Tlas condiciones econémicas por Tlas que
atraviesa'zl pais, se deberia tomar como linsamiento general =21
que los sistemas funcionen de mansra satisfactoria, haciendo un
uso més racional de los recursos; inducisndo vy analizando
alternativas que permitan mejorar los beneficios tanto propios
como los dz la sociedad. Precisamzntes la programacién matematica,
&n general, v l1a lineal en particular, =std enfocada a coadyuvar
zn la divicil tarea de lograr =ficizntar los sistemas creados por
€1 hombre,

La realizacidn de estas notas fue motivada, principalmente, por
el interés de presentar la teoria y aplicacidén de la programacion
Tineal de una manera sencilla, vy con una interpretacidén econdémica
en todos sus conceptos. D 2ste modo, este trabajo va dirigide a
lectoress que se dinician en la materia o a aquellos que,
habiéndola cursado, sélo requiszran consultar. Con esto se Thabre
1a posibilidad de incorporar a profesionistas al ambito de la
pequefia v madiana industrias, por ejzmplo, o a ciertas areas d=
la administracién piblica. Ezte enfoque tiene razén de ser en la
consideracidén de= que =2n las grandes empresas vy organismos
piblicos, generalmente sz cusnta con recursos para disponer de
especialistas que desarrollzn estudios sobre la optimacién de
los sistemas., En cambio &n szctores inferiores, su aplicacion es
casi nula o en todo <caso 32 efesctia con esquemas subjetivos
basados s61o en 1la expariencia. Por supussto que la préactica
anterior no puede ser totalmente rechazada; sino més bien, debe
serr complementada con técnicas de este tipo. Ya que es poco
frecuente que los problemas se estructuren con un enfoque
sistémico, el cual es propio del planteamiento de un programa
Tineal.

Bajo el supuesto de que a la pequefia y mediana industrias 1legan
ingenieros con conocimizntos badsicos de programacién lineal, no
especialistas en investigacidén de operaciones, estas notas pueden
ser de gran utilidad vya que conjuntan tres aspectos para el
andlisis, planigamiento y solucién de problemas de optimizacidn
lineal, E1 primero se refiere a 1os conceptos fundamentales. E1
segundo comprende algunas sugerencias para plantear un programa
linealy asi como un numero de zjemplos reales en los que se
muestra su formulacidén, y la solucidén mediante el paquete
LINDO(LINEAR, INTERACTIVE,DISCRETE OPTIMIZER). E1 tercer aspecto
trata sobre el manejo, desde el punto de vista wusuario, dzl
paquete de computadora LINDO., Dicho paquete aunque resuglve



programas lineales, snteros y cuadraticos, su empleo se refiere
exclusivamente a la partez linegal y entera.

Se considera, entonces, que estas notas podrian servir de
consulta tanto para alumnos @ nivel licenciatura y masstria, como
para profesionistas qus tengan intsrés en aplicar estas técnicas
en areas como: produccidén, asignacién de r=cursos, redes,
planeaciébn, competencia, =tc., zntrz otros.

Finalmente, 5= desza aclarar gusz el origen de estz trabajo se
basé totalmenete en =1 libro " LINEAR, INTEGER AND QUADRATIC
. PROGRAMMING WITH LINDO ", Linus Schrage, University of Chicago,
Edit. The Scientific Press. En algunos casos &n. donde 1a
descripcidén de un concepto no 2ra clara, se modificé vy aumento
con €l fin de que fuera mas comprensibls,



FROLOED

De acuerdo con el  objetive principel, estas notas constan
basicamentes de  dos médulos: Fundamentos para el use de la
Frogramacion Lineal mediante el paguete LINDO y Mpdelos de
aplicacion. Enn el primerc (1), ) cepituwle 1.1 es de
motivacion on cuanto a desecribir "Rué es la Programacidn
tineal” vy log principales =supuestos en que s basay El
capitulo 1.2 describe, en forma sucinta, las caracteristicas
relevantes del  paguete LIMDO, asi como el empleo de los
comandos mas utiles para la programacidn lineal vy enteraj; en
la partc final de este primer moédulo, capitulos 1.3.1 &
I.3.10, se analicen los conceptos en la formulacién de un
modelo linexl vy los resultedos asociados a su splucién, como:
es el caso del problems "dual”, ademds de presentar algunos
tépicos sobre los principales errores en la formulacisén y céomo
evitarios, capitulos 1.3.11 & 1.5.15.

]
“

El segundo meédulo, y el mas extenso, contiens, primeramente,
una descripcion muy concreta de los pasos qus deben efectuarse
para formitler vy utilizar un modelo de pregramacion lineal,
capituloc II.1. Ensequida se presentan los . problemas de
aplicacidén rexl, comenzando con el problema de Produccion,
capitulo I11.2; el de @Asignacidén de Servicios, capitulo 11.3;
el de Mezclas, capitulo 11,43 Planeacion Multiperiodica
Determinista, capitulo 11.9y Hodelos de Insumo-FProducto,
capitule Il.63 Redes, capitwlo I7.7; Planeacion Estocéstica,
capitulo I1.8; Competencia (teoria de juegos), capituloc 11.9;
Aplicacion & la Estadistica, capitule [I.10; Equilibrio
Econtmico, capitulo II1.11; y por altimo, problemas resueltos
con programacion entera. En todos ellos el esguema de
presentacion es el siguiente: primero se describe una
problematica, después se definen las variables de decisién y
se formula el modelo lineal adicionando los comandos para su
ejecucidén y variantes de resultados; por altimo, se efectua
una interpretacién y anadlisis de los resultados proporcionados
por la corrida del paguete LINDO.
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INTRODUECTION

El mundn  ha obhservado un notable crecimiento en la magnitud vy
compleiidades de  las organizaciones desde el advenimiento de
la revolucidn industrial.  Una parte integral de este
revolucionaric cambio he sido el incremento en la division de
la mano de obra y la segmentacidon de 1as responsabi lidades de
administrecion de las organizaciones, asi como la
interrclacion tanto de sus componentes internos como con otras
organizcaciones externas.

L.os resultados han sido expectaculares. Sin embargo, junto cen
este desarrcollo, esta creciente especializacidén ha creado
nuevos problemas, problemas que se gstan presentande en muchas
organizaciones. Uno de los problemas es cierta tendencia de
muchos de Yes componentes de una organizacién a Crecer
relativemente auténomos, con sus propias metaz y sistemas de
valores perdiendo,  en consecuencis, la vision de forma en gue
sus actividadez vy obietivos ainteractuan en su conjunto. Lo
mejor psrée wne Oc Yer componentes, con frecuencia puede ir oen
decremento de otro, de modo que se puede finalizer trabajando
con propogsitos on o conflicto.

Un probleme relacionzdo es  equel en gue se  incrementa 1a
compleiidad y especializacidén de una organizacion, y se vuelve
cada ver mde dificil  f2eignar los  recursos disponibles a sus
divergas actividades. Estas tipos de praoblemas y 1a necesidad
de determinar le mejor manera de recsolverlos, did jugar gue
surgiera la Investigacion de Uperaciones.

Durante la Segunda Guerra Muandiel, las autoridades militares
inglesas encairgaron a un grupo de cientificos el estudio de
los problemas estratégicos y tdcticos asociadoe con la defenes
aérea, maritima vy terrestre del pais, El objetivo de este
grupo de cientificos fue determinary entre otras cosas, la
utilizacidén mas efectiva de los recursos militares gque eran
limitados, Los estudios realizados incluyeron el uso eficiente
del recien inventado radar, y la eficiencia de nuevos tipos de
bombas, asi como la minimizacidén del tiempo de blUsgueda del
enemige. £l nambre de Investigacién de Operaciones
aparentemente se debe & que el equipo de cientificos trate con
investigacion de operaciones militares. For medio de esta
actividad se tratd de determinar la evaluacién de un equipo o
arma para doescubrir qué tan bien funcionaba y tambien se hizo
el analisis de las operaciones militares o bien hasta que
punto las tacticas determinan el tipe de arma a escoger. Se
hicieron predicciones del resultado de operaciones futuras, ya
sea en ©]  campo estratéqico o tactico y se estudidé la
eficiencia de l1as organizsciones que manejan el eguipo y armas
de batalla. Por supuesto que en el pasado se habia trabajado
en esa  {orma, pere no fue sino hasta la incorporacian del
equipc de cientificos que se hizo como actividad conciente.



Aunque la Investigacie¢n de Uperaciones empezdé en el contento
militar, su oevolucion se debe en yran parte al desarrclilo de
1a organizacién industrial. Antes de la Revolucien industrial
la mayoria de los negocios e industrias eran  pequeias
compafias dirigidas por un solo hombre, el cual hacia las
compras, planeaba, supervisaba la produccion, vendia, etc,
La mecanizacion de la produccidn dié origen & un crecimiento
muy répido, de tal modo gque se volvie imposible para una sola
persona desempeiar todas las funciones mn organizaciones cada
ver mads complejas. ’

Al terminar la guerra, un concsiderable nimero de cientificos
empozaron & buscar las posibilidades de’ aplicar sus
conocimientos en el campo  industrial. Es  asi como con esos
antecedentes, aunados al empleoc de la computadora y al gran
numero de aportaciones por perte de especialistas, que se han
ido incorporando a esta actividad, se ha conformado la actual
actividad de la Investigacion de Operaciones.

En este conterto recordamos, por ejemplo, en 1947 George
Dantzig dé& a conecer el métopdo simpler para resolver
problemas de Programacién Linealjs a fines de la década de
los S0s5., el matematice soviétice Pontrisguin d& un fuerte
impulso al desarrollo de 1a fFrogramacidon no Lineal vy 1la
Teoria del Control.

En la actualidad, podriamos decir gque la Investigacion de
Operaciones se interesa en la Toma de Decisicnes vy en la
formulacién de modelos de sistemas deterministicos ¥
estocdsticos que surgen en la vida real, de la necesidad de
asignar recursns limitados. En todo caso la contribucion de
la 1.0. se deriva basicamente de:

alr La estructuracion de una situacion real en un
modelo matematico, abstrayendo los elementos
esenciales, de tal forma que la solucidn relevante
a  los ochjetivos de 1la persona Qque toma las
decisiones, pueda ser de utilidad,

b} Explaorar 1la estructura de tales soluciones vy
desarrollar procedimientos sistematicos para
obtenerleas. ) .

<) Desarrollar 1a solucidén, incluyendo la teoria
matematica, si se requiere, que lleva al valor
6ptimo de la medida deseada por el sistema, o©
posiblemente comparando cursos de aceién
alternativos evaluando su medids deseada.



Fodemos decir entonces, que la 1.0. we aplica & problemas que
tiencrn gue ver con  la forma de conducir y  coordinar las
operaciones o actividades dentro de uwna organizacion, La
naturaleza de l@ erganizacidén no interesa esencialmente y de
hocho, la I. 0. se ha aplicade con-amplitud en los negocios,
la industria, la milicia y el gobiernoc.

Cabe hacer mencién que en paises como los Estades Unidos de
América, el empleo de esta herramienta es de usp intencivo.
Siendo las técnicas m&s empleadas: el Analisis Estadistico
(29%)3 la ! Simdacidén (25%)3; la Programacitn Lineal (19%); .y
el 277 otras técnicas.¥

Por 1o anterior, noe damos cuenta que una de las tecnicas
actualmente mas utilizadas, de la Investigacion de
Operaciones, = la Programacien Lineal., Siendo é¢sta el
planteamiento v solucioen, mediante ciertos algoritmos, de 1a
manimizacion o minimizaciaon de una funcién lineal de varias
variables sujeta a restricciones también lineales en estas
mismas variables, FPor supuesteo =i alguna funcion ne cumple la
linearidad, ol problema s mas complicado y sus tecnicas de
enlucian ceen en lo que e considere la Programacion no
Lineal. Es por  esc que  la amplia aplicecién de la
Frogramecion Lineal en muchos campes o debe, principalaente:
1) a su relativa facilidad de solucidn, yva que existe un
algoritme llamade SIMFLEX que resuelve dicho problema  de
manera eficientes 2y la aplicacidén de programas de
computadora o paguetes, wtilizando SIMPLEX, que pormiten.

La solucioen de problemas con varios cientos de variables y de
restricciones en muy poco tiempoy; 3I) la interpretacidn
economica de  los subproductos en la solucién de un problema,
tales como variables duales, holguras y costos reducidos,

Por lo tanto, es evidente la preferencia de esta técnica
sobre otras mas sofisticadas, Ya que las segundas
definitivamente requeririan un conocimiento sumamente
gspecializade  sobre el tema. En cambio 1a& - Pregramacion
Lineal, debido a su estructura matematica, basicamente sélo
requiere de los principales conceptos del Algebra Lineal.,

¥ M.N. Ledhetter v J.F. Cox "“@Are OR Techniques Being Used”
Industrial Enginnering. Feb. 1977



I. FUNDAMENTOS PARA EL USO DE LA PROGRAMACION L INEAL

Introduceién

Fara el usp de la programacidn lineal por computadora ese
requiere de un conjunto de conceptos basicos de la teoria de
la programacion lingal, tanto para la formulacidn dei modelo
como para la interpretacisn de les resultados del programa de
computadora (LINDO). En lo gue toca & loz acspectos de
solucidn por medio del método Simplen se asume que el lector
conoce sus bases, por lo gue no cse presentan agui.

En este.capitulo se pretende describir, de manera sencilla,
los ronceptos fundamentales de la programacidén lineal. Fara
esto, se han agrupado en temas que corresponden a los
primeros tres subcapitulos. En el primero, se da una
explicacidén de lo es la programacidn lineal y los supuestos
que se deben cumplir al formular un programa lineal. EIl
segundo comprende los comandos principales para correr un
programa lineal por medio de LINDO: dando una explicacidén de
la manera en Qque se introducen los datos, se efectdan
modificaciones a la formulacidén y la interpretacién de los
resultados principales de la solucién y sus subproductos.
Finalmente, . el tercer subcapitulo trata todo lo relacionado
con el andlisie de las =oluciones tanto del modelo original
como el que se obtiene al hacer cambiose en los diferentes

coeficientes gue componen un programa lineal. Adicionalmente
se reviza el problema dual y su interpretacién econémicay asi
como una parte que trata los errores -comunes en la

formulacidén y comn evitarlos.
I.1. é0ué es la Programacidén Lineal?

La Programacidén Lineal e= un procedimiento matematico para la
asignacidn dptima de recursos escasos que ha encontrado
aplicacidén préctica en 1los negocios, 1la publicidad, 1la
industria, el transporte y la milicia, entre otras ramas de
actividad. La industria del petréleo parece ser la gue con
mayor intensidad usa la programacidén linealy ya que se ha
estimado que en una compafia petrolera del S al 10% de su
tiempo de cdmputo es utilizado para procesar programas
lineales.

En la mayor parte de 1los problemas lineales existen dos
partes importantes: primero, los recursos limitados tales
como infraestructura, capacidad de planta o tamafo de 1la
fuerza en ventas; vy sequndo, las actividades tales como
"producir aceroc bajo en carbén”. Lacs actividades como 1a
anterior consumen o posiblemente generan recursos. El
problema es,entonces, determinar la mejor combinacidén de 1los
niveles de actividad utilizando no méds recursocs que los
actualmente disponibles. Con ©1 fin de aclarar mejor los
conceptos anteriores, consideremos el siguiente ejemplo:

Sea un problema de produccién. La compania ETC produce dos
tipos de televisores, "Astro" y "Cosmo", en dos lineas de
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produceidn, una por cada aparato. La capacidad de la linea de
produccidn de “Asztro" es de 40 televisores por dia mientras
que la de "Cosmo" es de 50 por dia. Fara un equipo "Astro” se
regquiere una  hora-hombre de trabajo, en cambioc la de "Cosmd"
requiere  dos horas-hombre. Actualmente se  cuenta con  un
maxime  de 120 horas-hombre por dia para ser asignado a la
producci én de los dos tipos de televisores. 6&i las
contribuciones a la ganancia seon %20 vy 430 respectivamente
para Astro y Cosmp, Jcudl debe ser la produccidn diaria?

.81 definimos.como:

A = Nimero de unidades del tipo Astro a produciree por dia
L = Numéro de unidades del tipo Cosmo:a producirse por dia
El problema lineal asociado seria: .
Maximizar 20 A+ 30 C (4, monetarias)
sujeto a: A 2 60 {capacidad de Astro)

C 2 50 (capacidad de Cosmo)

A+ 20 27120 (mano de cbra en horas)
A0 y C20

La mayor parte de los programas  de computadora para
programacidn lineal suponen gque todas las wvariables estén
restringidas 2 zer no negativas, por lo gue las recstricciones
A0 vy C20 resultan innecesarias. La primera linea, "Maximizar
208 + I0CY, ze conoce como la funcion objetivo mientras que
las restantes tres lineas se conocen como restricciones.

Usando la terminologia de recursos Yy actividades, =se tienen
tres recursos: capacidad de Astro, capacidad de Cosmo vy
capacidad de labor o mano de obra. Las dosz actividades son la
produccién de Astro vy Cosmo, FPor otra parte, gqeneralmente
cada restriccidn en un programa lineal se puede asociar a
algin recursn mientras gue cada variable de decisidn
corresponde a alguna actividad. Lo anterior =e representa
graficamente en la Figura 1.1

70 r Capacidad de Astro

Capacidad de Cosmo

2 ~
7

ganancia=1800
COSNM0S

capacidad M.0O.

/ 7,
/ i
O {0 20 3JI0 40 S50 &0 70 8Q 90 110 120

ASTROS
Fig. 1.1. Regidén de Factibilidad




Las combinaciones de produccidén factibles. son los puntos
dentro del Area marcada por las cinco lineas continuas, Fara
dar mayor claridad sobre la ubicacidén del punto o combinacidn
de produccidn en donde se maximiza se ha dibujado una linea
punteada de igual ganancia.

Cualquier punto que cae sobre esta lipea representa una
combinacion de produccidn en la gue se logra una ganancia de
1800, 51 seleccionamps una meta mds  alta en la ganancia, por
2implo  $19200; la linea punteada cambiard hacia arriba en
forma paralela, £n términos graficos deseamos cambiar la
linea punteada 1o nds alto posible sin que nos salgamos de la
region factible. Resulta evidente, observando la figura, que
la estrategia mas redituable es correr la linea Astro a toda
su capacidad., En este caso se  deben producir 60 Astro por dia
y 3I0 Cosmo, con lo gue se obtendria una ganancia de 1200 +
00 = $2100/dia.

I.1.1. Linearidad. . :

La FProgramacién Lineal se aplica sdéle a situaciones en las
que los efectos de las diferentes actividades son lineales.
Fara propézitos practicos se puede decir qgue la linealidad
consiste de tres facetas: :

1.~ Los efectos de una variable o actividad son
proporcionales por si mismos; esto =¢, el doble de la
cantidad de aceroc estructursl producido doblard la
cantidad en délares del acero comprado, la electricidad
para producir, etc.

2.~ Las interacciones entre las variables deben ser aditivasg
esto es, la cantidad, en unidades monetarias, por ventas
ez la suma de las ventas del acero estructural, la wventa
de aluminia, etcy mientras que la cantidad de
electricidad es la suma de lo gue se utiliza para
producir acero, aluminio, etc.

3.~ Las variables deben ser continuasy esto es, se permiten
i valores fraccionales para las variables de decisidn, tal
comd 6. 38.

1.2.- Solucidn de Programas Lineales en una Computadora
~ El Pragrama LINDO-

El procesoc para resolver un programa linear requiere de un
gran nimero de cAlculos, por lo que es mis eficiente utilizar
una computadora. El programa de computadora gue utilizaremos
es @1 llamadeo LINDD, cuyas siglas corresponden a Linear,
INteractive, Discrete Optimizer (optimizador linear,
interactive vy discreto), El propésito principal de LINDD es
perritir al ueyarioc intreducir rapidamente la formulacién de
un problema de Frogramacidén Lineal, resolverlo; efectuar
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cambios vy las modificaciones basadas en la solucién o por
errores, para inmediatamente volver a correr el modelo.

LIMDO es un programa interactivo; esto es, estd disefado para
wsarse desde wun teclade que esté directamente conectado a la
computadora. Todes las instrucciones para el uso de LINDO
estan contenidas en el mizmo programa., Dependiendo de cudl
sea la eituacidn, LINDD le preguntard al usuario cuadl es el
dato siguiente, o que espere para teclear otro comando,

LIMDO estd mas bien orientado hacia el uso de comandos que
hacia los denominados mentes; esto es, no se tiene gue seguir
una  secuencia fija de pasos; 1o gque permite que se puedan
tener opciones 'a lo largo del procesoc de eolucidén. LINDD
verifica si  un comando en particular tiene sentido en el
contexto gque se tenga al momento.

1.2.1. Prodramacién -lLineal con LINDG.

Los comandos bésicos usuales son:

COMANDO uso.
MAX - Comienza la entrada de un problema de maximiza--—
cidn.
MIN - Comienza la entrada de un problema de minimiza—-—
cidn.
END - Terminan los datos de entrada, regresa a nivel -
de comando.
GO - Resuelve el problema actual e imprime la solu-—-—
cidn.
L OOk - Imprime partes seleccionadas de la formulacidn -
actual.
ALTER - Fara cambiar o modificar un elemento del problema
actual.
Ejemplo.
: MAX. 2X  + 3Y
ST i
4X + 3y < 10
ZX + 85Y € 12
END

Recuérdese gue las restricciones X220 y Y:0 no son necesarias
y que el sentido ¢ el programa lo toma como £.

Una vez tecleado 1o anterior si tecleamos GO, el problema
comenzard a resolverse.

Si tecleamos L0ODK, entonces LINDD pregunta sobre cudl rengldén
{(row) queremos observar. Respuestas tipicas pueden ser 3, 1-
2, o  eer (todos), que causard. la aparicién del renglén 3, o
del 1 al 2, o todos los renglones. :



81 se teclea ALTER (alter), LINDO preguntard para un renglén,
una variable vy un  nuevo coeficiente. Si  ze responde con la
secuencia 2, ¥ y & recpectivamente, causard que en el renglén
2 A(primera restriccidn) se cambie &1 coeficiente de 1la
variable %, que en la formulacidn actual es 4 lpor 6. Asi la
trestriccidn guedard 6% + 3y < 10 3 en ver d4 4x 3+ 3y < 10,
En este punto se podria otra vez teclear GO para resolwver el
nuevo problema.

Dizspués de resolver un problema, LINDO preguntara si se desea
un andlisis de sensibilidad. A menns  que se esté
familiarizando con estos conceptos, la respuesta debe ser no.

Lo siguiente es una seesidén gue ilustra los comentarios
anteriores.

Ejemplo.— Descripcidédn del problema en pantalla

: MAX 2% + !Note que se puede dividir un renglén largo en
varias,
> 3y lineas tecleando un enter en el punto adecua-
do
'como después de un signo +
> 8T
* 4% + Jy < 10 'LINDDO considera 2
> 3w o+ Sy < 12
> END
: LOOK
ROW:
> ALL
MAX 2 + 3y
SUBJECT TO
2) 4% + 3Y £ 10
3) 3X + 5Y 212
END: GO
LF OPTIMUM FOUND AT STER 2
ORJETIVE FUNCTION VALUE
1) 7.45454550
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X 1.272727 [ elelelele]e]
Y 1. 636364 0. 000000
ROW SLACK DUAL FRICES
2) Q. 000000 0. 090909
3) O. 000000 0.545435
ND. -ITERATIONS = 2
DO. RANGE (SENSITIVITY) ANALISIS ?
SNO )
tALTER
ROW:
> 2
VAR:

» X



NEW COEFICIENTE:
b

:L0OQOkK

ROV

tALL

MAY 2x 4+ IJy.
SURJECT TO

2y bx + 3y £ 10
3} 3Ix + Sy £ 12
END o -
e F
’ LF OFTIMUM FOUMD AT STLEF O
OBJETIVE FUNCTION VALUE
1) 7. AJIITIA0 .
VARIARLE VALUE REDUCED COST
X Q. 666667 0. GO0000
Y 2.,000000 O, Q00000
ROW SLACK DUAL FRICES
) Q. 000000 0.047619
Z) Q. Q0000 0.571429
NO. ITERATIDNS= ¢
DO RAMGE (SENSITIVITY) ANALISIS:
*NO
(QUIT
STOF

0OTROS COMANDOS

Se tienen tres comandos que nos ayudan a obtener més
informacién sobre LIMNDO, estos son: HELP, CATEGORIES (o solo
CAT) y COMMANDS (o COM). S8i ee teclea el comando COM y
después se oprime la tecla enter, Gnicamente listard los
comandos disponibles agrupados en categorias segtn su usoj
esto es: INFUT, DUTFUT,etc., HELF seguido del nombre de un
comando describird el comando especificado. HELP por si sblo
da informacidén general. CAT listard solamente las categorias
y entonces le permitird a uno listar los comandos de una
categoria especifica. Lo siguiente es una demostracidn.

s CAT
LINDO COMMANDS RY CATEGORY FOR INFORMATION
ON A SFECIFIC COMMAMD, TYFE:

LINDO (AQUI SALE LA FECHA)
: cat !solicitamos categorias
LINDO COMMANDS BY CATEGDRY FOR INFORMATION
- comandos LIMDD por categorias. para informacidn.
ON A SFECIFIC COMMAND, TYFE: HELF FOLLOWED BY
sobre un comando especifico, tecle: HELF seguido por
THE COMMAND NAME
el nombre del comando.

1) INFORMATION (informacién)

2) INFUT {entrada)

3) DISFLAY (despliegue)

4) FILE OUTPUT {archivos de salida)



5) SOLUTION (splucion)

&) FROBLEM EDITTING (edicion de problemas)

7y ouUIT {abandono)

3) INTEGER, BUADRATIC, AHD FARAMETRIC FROGRAMS

) CONVERSATIONAL FARNMETERS (parametros conversa-
cionales)

103 USER SUFFLIED ROUTIRMNES (rutinas proporsiona-
daz por e] usuario)

11) MISCELLANEDS (miselanea)

WHICH CATEGORY IS OF  IMTEREST (1 0 iy 7

-en que categeria esta interesado 1 a ir ) 7

7 S A le pedimpe la NO, S

THE COMMANDS™ IM THIS. CATEGORY ' ARE:

loe comandoe &n ecta categoria sond

so FIY

WHICH CATEGDRY IE OF INTEREST (1 0 NS T e

7 ¢ t COM O MOS SALIMOS

+ help go

GO COMMAND
comande go

USE: TO SUBMIT THE CURREMNT FORMULATION TO THE FROCESSING
uso: "somete la formulacidn a1l procedimiento del

FROGRAM, WHICH WILL EXECUTE AND THEN FRINT QUT THE
(programa, ejecuta e imprime la)
SOLUTION, THE FORMULATION WILL REMAIM INTACT THROUGHOUT
(sclucion. la formulacién no cambia en todo el proceso)

¢ quit: abandonamos.

Los comandos lictados por COMMANND:
{.- Information

HELP fAyuda en variae situaciones.
[o{uly} Lieta comandos por categoria.
LOCAL Da informacidn especifica a su ins—

talacién local,
Lista categorias de comandos.
2.- Input,

MAY Comienza upa entrada natural.

MIN Comienza una entrada natural

RETR Recupera un problema de un archivo

RMFS Recupera un archivo en formato MFS

TAKE Toma los datos altimos de un archi-
VO,

LEAVE Deshace &1 TAKE previo,

RDEC Recupera la dltima solucidn.



J.- Dieplay.
Laoit

SOLUTION
RANGE
FICTURE
SHOCOLUM
TARLEAU
NDMZERDES
EFICTURE
CPRI
RFRT

4.~ Salida a archivo,
SAVE
DIVERT
RURT
EMFS
SPRC

S.- EBolution.
GO
FIVOT

&,~ Problema de edici
ALTER
EXT

DEL
sue

APFC

SLER

En pantalla parte del problems en
forma natural.

En pantalla un reporte standard de
la =olucidn

En pantalla un reporte de anédlisis
de rango.

En pantalla una imagen deo la matriz
fparece una columna del problema

En pantalla el tablieau actual.

En pantalla el reporte de solucidén
con variables no ceros.

En pantalla una imdgen de la base
En pantalla informacidn de columnas
En pantalla informacidn de renglores

Guarda el problema actual en archivo
fiparta una salida a archivo.
fRovierte una salida a terminal.
Guarda el problem: actual en formato
MEZ

Guarda la soclucién en formato baze
de datos

Resuslve el problema.
Efectia el siguiente pivoteo

ar.

Modifica algin elemento del problema
actual.

Extiende el problema por adicidn de
restricciones.

Borre una restriccién especifica.
Fone una cota superior a Lna varia-—
ble.

Aumenta una nueva columna al proble-
ma.

fone una cota inferior a una varia-
ble.

7.~ Programas Internos, Cuadraticos vy Paramétricocs.

INT
QCF
FARA
FOSD
TITAN
EIP
GIM

IFTOL

Identifica variables enteras.
Programacién Cuadratica.

Frogramacién Faramétrica.

Checa positiva definidad

Apretar un programa entero.
Fone cotas a un problema entero.
Identifica variables enteras genera-
les.

Fone tolerancias a un problema ente-—
ra.



8. - Fardmetros de lenquaje.

MIDTH Foner ancho & l1a terminal,

TERSE Fone &1 modo TERSE.

VERDBASE Fone 21 modo YEREBASE (For default)

BATCH Llama a LINDQ a correr en batch.

FAGE Foner pagina sequn tamaho pantalla.

FAUBE Fara hasta que CR (enter) sea te-—
cieado.

9.- Uszso de subrutinas dadas por el uwsuario.

USER Llama a subrutinas escritas por el

usuario.

10.~ Micclaneas.

INVERT Invierte la base actual para dar
respuestas mds precisas,

STAT Fone en pantalla un sumario esta-
distico.

EUG Qué hacer cuando s& encuentra un
EUG

1.~ 8alir.
QUIT Sale de LINDD v 1o lleva a la Direc~

cidén anterior.

I.2.2. Programacién Entera con LINDO

Las wvariables enteras en LINDO pueden ser 0/1 6 de tipo
general. Las variables que cson restringidas a valores 0/1 =e
identifican con el comando INTEGER, en alguna de las
ciguientes formac:

INTEGER VNOMERE 0 INTEBER M

ta primera (y la mas recomendable) forma identifica a la
variable vnombre a tomar valores 0/1.

La sequnda forma identifica a las primeras n variables en 13
formulacidn actual a tomar valores /1. El orden de las
variables ce& determina segtn la secuencia en que fueron
metidas, .lo cual puede verificarse obhservando la lista de las
variables en el reporte de solucidén.

En términos generales, las variables enteras, tal como 0, |,
250....8tc., se identifican en forma andloga usando GIN en
vez de INT,

Ejemplo que ilustra el uso del comando INT.

MAX 4 TOM + 3 DICK + 2 HARRY
8T

2.5 TOM + T.1 HARRY < ©

.2 TOM + .7 DTCK + .4 HARRY < 1
END

B ES
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: IMTEGER TOM
INTEGER DICHK
¢ INTEGER HWARRY

G0
LF QFTIMUM AT ETER 4
OBJETIVE FUNCTION VALUE
1) 7. ES8RP8620
UBRIABLE VALUE REDUCED COST
T0M 1. Q0000 - 2.912442
DICK 0. 682028 0, 000Q00
HERRY 0. BO&6452 Q. 000000
FOW SLACK DUAL FRICES
23 . 00000 0.0921866
kS ' Q. Q0000 4,285714
N3, ITERATIONS = 4
BRANCHES = ¢ DETERM= 2,170 E O
NEW IMTEGER SOLUTION AT HRANCH 1 FIVDT &
OEJETIVE FUNCTION VALUE
1} 7. 000000
UARTAELE VALUE REDUCED COST
TOM 1, QOOO0 - 4, 000000
DICK 1, 00000 = Z, 000000
HARRY Q, GOGO0 = 2, 000000
RO SLACK DUAL FRICES
) 2. 50000 O, DOTOHOON
RS O, 10000 O, GO0000

MO, ITERATIONE = &
ERANCHES = 1 DETERM= 1.000 E O
BEST REMAINING SOLUTION NO BETTER THAN 7,42BS71
DELETE HARRY AT LEVEL 1

EMUMERATION COMPLETE BRAMCHES = 1 FIVOTS= &
LAST IMTEGER SOLUTION IS THE REST FOUND

: QUIT

STOF

£l método de =oclucién empleado es el Branch and EBound, el
cudl  imprimird umna secuencia tipica de mejoramiento de
spluciones, qgue proporciona un  reporte por cada npueva

solucidéng sin embargo, los costos reducidos (REDUCED COST) vy
los preciog duales (DUAL PRICES) que aparecen en  dichos
reportes son no csignificativos al usuarioc casual y por 1o
tanto deben ignorarse.

En un programa enteroc no se pueden uwtilizar los comandos
SOLUTION y RANGE.

Aungque  la capacidad de la programacién entera es muy
poderosa, se requiere utilirarla eficientemente. Es  muy facil
preparar una mala formulacidn para un problema esencialmente
sencille. De tal forma que una formulacién inadecuada
necesite cantidades intolerables de tiempo de cémputo para
resolverla., For lo tanto se debe encargar estas formulaciones
& persona= prperimentadas  en esta ecpecialidad; LINDD, sin
embargo, acortard el proceso de solucidn si considera gque el
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problema ez muy larrgo. De esta manera, el novato esta
pretegido contrs un costo eicesive por una mala formul acidn.

I.3. Analisis de Soluciones de los Programas lineales y un
Analisis Elemental de Sensihilidad.

Cuando 1a computadora resuelve un problema de programaci6n
lineal (LP) e puedc producir- alguno de los siguientes
pozibles resultados:

RESOLVER EL LF

FACTIELE SOLUCION NO
FACTIBLE
SOLUCTON SOLUCION
OFTIMA MO ACDTADA

Fig., 3.1 Resultados en la solucién,

En un problema bien formulado generalmente e! camino debe ser

=3 mads & la izquierda, en  la figura anterior. El
procedimiento de solucidn primeroc sge concentrard en encontrar
una solucién factible, esto (=1 una solucidn que

simul taneamente satisfaga todas las restricciones, no siendo
necesaric que la funcidén objetivo tome el valor dptimo. La
parte mds a la derecha "Solucién no factible" indicard gque ge
han especificado dos o mas restricciones que no pueden
satisfacerse simultaneamente. Un ejemplo sencillo es el par
de restricciones x 2 2y x» 2 3, La inexistencia de una
splucién factible depende dnicamente de las restriciones y es
independiente de 1la funcidn objetivo, En la practica un
resultado "Solucidn no factible" puede ocurvir en  un
problema grande vy complicado, por ejemplo cuando se
ggpecifico un limite superior sobre el namero de horas
productivas dicponibles y una demanda alta irreal sobre el
numero de unidades a producir.

Si se encuentra una solucién factible, entonces el
procedimiento trata de encontrar una solucidn  dptima.  Si
ocurire un  final con una "Solucién no acotada", entonces esto
implica que la formulacién admite un resultado irreal debido
a que se genera una ganancia infinita. Una conclusidn mas
real es que una restriccidn  importante se ha omitido o 1la
formularidn contiene un error tipogréfico critico.
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Cuando  ©l preblema de la produccidn de televisores fistro vy
Cosmo =i resuelve, se produce un reporte de solucién como el
siguicnte:

DEJETIVA FUCTION VALUE

1) 2100, 000
VUARIAELE UnLyc REDUCED COST
A &0, 00000 0. 00000
[ 30, 0O000 0. QOO0
ROW SLACK DUAL FRICES
2) 0. 00000 5. 00000
) 20, 00000 [ eleleleld]
4) 0. 00000 15. 00000

MO. ITERATIOMES = 3

Los resultados tienen dos setciones, una de variables y  otra
de renglones (ROWS). Las primeras dos columnas en cada
seccién son  directas. La solucidén de madrimo ganancia es
producir &0 ASTRDS v 30 COEMOS con una contribucidén de 2100,
Esta solucidén ocasiona que se tenga una holgura nula en el
renglén 2 (la restriccidén A £ &60), ya que s cumple con
estricta igualdad’esto ez, se ocupe toda la capacidad de
ASTRO.Una holgure de 20 sn el renglén 3 (la restriccién € 2
S0) lo que =ignifica que =6lo s empled un nivel de 30. For
altimo en l& restriccidn de mano de obra la holguwa es nula,
io que significa que en la& <olucidén dptime s utiliza la
fuerza de trabajo.

Los resultados que aparecen en la tercera columna, también
como producto de los cdlculos =on un nimero de oportunidad o
costo marginal. La interpretacidén de espe costos reducidos vy
precios duales se discutirdn enseguida.



R

I.3.1. Analisis.de Sensibilidad .

Muchas veces se estd interesado en €1 manejo del modelo
cuando e slteran los datos de entrada. Precicamente ez el
andligie de sensibilidad el término gue =e aplica al proceso
de respondsr dichas preguntas. Afcrtunadamente, un  reporte de
=plucién proparciona informacidén suplementaria que ez Gtil en
el analisis dc sensibilidad. Esta informacidn s localiza en
las columnas de costos reducidos v precios duales.

El  andlisis de scnsibilidad puede revelar que parte de la
informacién debe ectimarse con mde precisién.,  For eijemplo, si
es cbvio gue cierte producto no es redituable, entonces, sélo
=& netesitara  un peguefo  esfuerzo que se utilizara en la
precisidén de la estimacidn de eso0os costos,

La primera ley en la modelacidén es: no desperdiciar tiempo en
la estimacién precisa de un pardmetro, =i un error pequelo en
¢ete tiene un efecto minimo en la decisién recomendada.

1.3.2. Costos Reducidas

Asoci ado ron cada variable en cualquier solucidn se tiene una
cantidad conocida como costo reducideo (REDUCED COST). 5i las
unidades de la  funcidn objetivo son délares o pesops y las
unidades de la variable son litros, entonces las unidades del
costo reducido son délares o pesos por litro. Este valor es
la cantidad, acsociada a cada variable, con la que se
contribuird a la utilidad, antez de gque una variable
especifica tenga un  valor positive en la solucién  optima.
Obviamente una variable activa en la solucién optima tiene un
coste reducido de cero.

Una segunda interpretacidn del costo reducido s que esta la
tasa a la cual el valor de la funcién objetiveo se deteriorard
si una variable actualmente en cero se forza arbitrariamente
a incrementarse en una peguera cantidad.

Fara dar una didea mds clara consideremos lo csiguiente:
suponga que tenemos un problema de maximizacidn, el valor de
la funcidn objetivo para la solucidén actual ec z, y sea 27 el
nueve valor de la funcidén objetivo para una nueva solucidn.
For otra parte, consideremos que la cantidad (zy - c4) es la
tasa a la cual =e mejora o se empeora la funcidén objetiveo si
una variable entra a la solucidén, Lo anterior 1o podembs
representar como:
z? =2 - (24 - cy4)

Frecisamente es la (z4 ~ c4) el costo reducido. De tal forma
que de la eupreszion anterior se puede decir que el costo
reducido mas poeitivo, asotiado a una cierta wvariable,
empeocrard en mayor cantidad al valor de la funcidn objetivo z



dando  como resultado el nuevo valor z°, En cambio =i {2z, -
C4)  furea negativo, se mojoraria o esa taza e valor . de la
funcion objetive. Esta cimbologia aparece en cualguier tento
de Frogramacién Lincal.

1.3.3. Precios Duales.

Ascciado a cada restriccidn se tiene una cantidad conocida
como precio dual. Si las unidades de la funcidn objetive son
pestos  y las unidadez de la restriccidén en cuestidén  son
iilogramos, entonces lag unidades del precio dual son  pesos
por kilogramo (en las mismas unidades que el costo reducidod.
Esgte wvalor ez la tasa a 1la cual el valor de 1la funcidn
obietivo wmejorard i el lado derecho de la restriccidn se
increments en una pequefa cantidad,

Diferentes paguctes do Frogramacidn Linesl  pueden usar
distintas convensiones de signos para tratar & los precios
duales.

En ests manual se usard la convensidn de gue un precio dual
positive wignifice gue =i =¢ incrementa el lado derecho  e&n
cuestidn &8 acjora el velor deo la funcidn objetive, mientras
que on precic dual negative significa gue si se incrementa el
lado derecho causard un dotericro en ¢l valor de 1a funcion
objetivo., Un precio dual de cero significa gue =i cambiando
el lado derecho a una peguefiia centidad, édsto no tendri ningln
efecto en el valor de la soclucidn,

En términos pcondmicos, e1 precic dual representa el valor
que estariamos dispuestos a pagar por  tener una unidad
adicional de un cierto recurso restringideo. De tal forma que
aumentara £l valor de la funcidén objetivo a una tasa igual al
precio dual.

Como resultadeo de dicha convensién , lazs restricciones 2
tendrin precins duales no negativos, mientras Que
restricciones 2 tendrdn precios duales npo positivos Y
restriccionez de igualdad pueden teper precios duales de
cualguier signo,

El lector perspicaz estard pensande gue un ctosto reducido es
realmente un precio dual con un signo equivecado. En nuestra
convensidén ] cocsto reducide de una variable ¥ realmente es
el precio dual, con &l signo cambiado, sobre la restriccién x
2 O, FRecordaremos gque el costo reducideo de una variable mide
la tasa & 1a cual el valor de la snlucidén se  deteriora
conforme s se incrementa desde cero.El precio dual sobre x2 O
mide la tasa a la cual el valor de la solucidén mejora
conforme £l lado derecho (y asi %) se incrementa desde cero.

oS



Resulta instructivoe analizar loz precics duales en la
solucién del  problema de los televisores. E1  precio  dual
sobre la restriccidon A 2 60 es $ 5/unidad. En principio uno
puede socspochar que esta cantidad deberia  ser de ¢ 20/unidad;
ya que si se produce un  televisor mdz  del tipo ASTRO se
tendria un ingreso adicional de ¢  20. Una unidad adicional de
ASTRO requerird sacrificios en otras partes. Puesto que toda
la mano de obra ge utiliza, producir mas ASTROE requeriria
reducir la produccién de COSMOS para  liberar mano de obra. La
tasa de intercambio de mano de obra para ASTROS y COSMOS es
de 1/2; esto es, producir una unidad mdz de ASTRO implica
reducir la produccidn de COSMDS en medio aparato. Fuesto que
COSMD  tiene una contribucidn al ingreso de ¢ Z0/unidad, el

s

incremento neto en el ingresc es ¢ 20 - 1/2% ¢ J0 = ¢ G,

Ahora consideremcs el precio dual de ¢ 1S/hora socbre la
restriccidén de maneo de obra, Si se aumenta una hora mds de
mano do obra, ézta se uzard Gnicamente para producir mas
COSMDS:  ya que COEMO tieme wna contribucién de ¢ 30/unidad.
Fuesto que  una hora de mano de obra sélo es suficiente para
producir medio COSMO, =1 valor de la hora adicional de mano
de cbra es de ¢ 15,

I.3.4. Formulaciones no Acotadas e Infactibles.

S8i en el ejemplc que venimos manejando se nos  hubiera
olvidado incluir la restriccidén de meno de obra y la de
produccidn de COEMOS, entonces se podria tener una uwtilidad
ilimitada produciendo una gran cantidad de COSMOS, Esto =se
ilustra en seguida:

LOO ALL
MAX 204 + 30C
3 A i 60
END
Hcla]
UNEOUNDED SOLUTION
UNBOUNDED VARIABLES ARE:
C.

Tipicamente se pueden tener variableg gue sean no acotadas vy
no ser facil de identificar 1la manera en que surge este no
acotamiento.

Un ejemplo de una formulacién infactible, se obtiene si el
lado derecho de la restriccién de mano de obra en 1la
formulacion original , se cambia a 120 horas de mano de obra.
Fero inadvertidamente también se cambia el sentido de 1la
restriccién. En seguida pensariamos a mayor mano de obra
podriamos producir a las maximas capacidades; es 60 ASTROE vy
5G COSMOS para un consumo total de 60 + 2 % 80 = 160 horas.
Sin embargo la formulacidén y solucion es:
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MAY 208 + 20C
SURJECT TO

) AL &0

3) Ci 8¢

4 A + 20 & 190
END
: GO

NO FEASIELE SOLUTION
VIOLATED ROWS HAVE MEGATIVE SLACK
OR (EQUALTITY ROWS) NONZERD SLACKS.
ROWE COMTRIEBUTING TD INFEASIRILITY HAVE,
NOMZERO DUAL FRICEES.

ORJETIVE FUNCTION VALUE

1) 200, QA

VARIABLE VALUE REDUCED CDOST.
A S0, 0000 ¢, 000
c 50, 0000 Q, 00000
rOW SLACK DUAL FRICES

23 ~ 30, 00000 1, 00000

) O, QUOGH 2, 000400

) 0, GOO00 ~ 1.00000

En ecte casc log precios duales dan  informecidn atil  para
determinar como surge la infactibilidad. For ejemplo, el -+
asociado al renglén 2 indica gque =i se incrementa su  lado
derecho en uno, decrecerd la infactibilidad en uno. E1 + 2 en
2l renglon 3 significa que =i permitimos uwna unidad mas de
produccidén de COBMO, l& infactibilidad decreceria por 2
unidades; ya que cads COSMO utiliza 2 horas de labor., E]l -
aspriado Al rengldn 4§ zignifica que si el lado derecho
asociado a 1a restriccidén de mana de obra fuera disminuido en
uno, entonces la infactibilidad debiera reducirse en uno.

- §1.3.5. Soluciones Optimas Miltiples y Degeneracidn.

81  una formulacion tiene una solucidn optima acotada,
entonces existird un dnico valor de la funcidn objetivo que
es  optimp. Sin embargo, {recuentemente enisten  diferentes
soluciones que tienen el mismo valor. For sjemplo, supongamos
en el mismo problema anteorior, disminuimos la ganancia que
proporciona A en ¢ 5/unidad. El problema y su sclucidn es:

MAY 15 A + 30C
Sujeto a:

2) A 2 60

3) C x50

4) A + 20 = 120

END
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DERJECTIVE FUNCTIOM VALUE

1) 1800, DOO
VARIABLE VALUE REDUCED COS8T
A &0, Q0000 0. Q0000
c Q. 0000 Q. GO000
RO SLACHK DUAL FRICES
2) 0. Q0000 Q. 00000
) 20. 00000 Q. QOO0
4) Q. 00000 15, GO000

NO ITERATIONS= 0
DO RAMBE "(BENSITIVITY) ANALISIS?
Y

RANGES IM WHICH THE RASIS IS UNCHANGED

COST COEFFICIENT RANGES

VARTARLE CURREMT ALLOWARLE ALLOWARLE
COEF INCRENSE DECREASE

A 15. 00000 INFINITY Q. 00000

c - 30, 00000 O, 00000 0. 00000

RIGHTHAMD SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOVWAERLE
RHE TNCREASE DECREASE

23 &0, 00000 &G QOO00 40, 00000
) S0, 00000 INFINITY 20, Q0000
4) 120, 00000 40, QGOOU &G, GO0O00

Observando detenidamente 1o anterior, nos podemos dar cuenta
que 21 rengldén 2, el de la restriccidén A £ 60, tiene holguwra
cero vy precio dual cero. Esto sugiere gque la produccidén de
ASTROS puede dieminuirse en una peqguera cantidad sin  ningun
efecto e&n los beneficios totales. For supuesto deberd haber
un  incremento compencatorioc en la  produccidén de COSMOS.
Concluimos que debe exicetir una solucidn dptima alterna, la
cual - indica gue se produzcan potos ASTROS y ma&s COSMOS. Se
puede descubrir esta solucidn incrementando la ganancia de
COSMBS muy ligeramente .0Observemos:

MAX 15 A + 3J0.00001 C

Sujeto a:

2) A 2 b0
3) C % 30.
4) A+ 2L 2 120
END
: GO
LP OFTIMUM FOUND AT STEFP
(IBJECTIVE FUNCTION YALUE
1) 1800. 001
VARTARLE VALUE REDUCED COST

A 20. 00000 Q. 0QO00



C
ROH
2)
)]
4)
NO ITERATIONS=
DO RANGE (SENSITIVITY
sy

SLACK

40, Q0000
Q. 00000
L 00000

AMALISIST
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Q. 00000
DUNL FPRICES

0. GaUO000

0, 000010

RANGES IN WHICH THE BASIS IS5 UNCHANGED

COST COEFICIENT RANGE

VARIARLE
c
15

30

A
(o

CURRENT

CEF
Belelelele]
. 00001

ALLOWAERLE
INCREASE

IMFINITY

ALLOWARLE
DECREASE
15, 00000
0. 00001

FRIGHTHAND SIDE RAMNGES

ROV C

R

2)
)

4)

&0

Como
embargo,
S0,

se habia dicho,
la

Gnicamen
ezl

En general,
algun rengldn en
segunda  y tercera
alternos =délo si
reducido es
dual ceros.

un

1.3.6.
Costos Reducidos

Nuestro conocimiento

URRENT
HS
L 00000

la gananc

te
reporte

columnas.

variable

&

acerca de

ALLOWARLE
TMCREASE
INFIMITY
1. 00000

ia

produccién de COSHMOS se
mientras que la de ASTROS bajo de 60 a 20,

pueden existir
de solucidén tiene
25,
tiene valor cero
cero o alguna restriccioéon tiene
Los matemdticos
tener nada que ver con juicios morales) como

Esto

1laman a

Relaciones Econémicas entre kos Precios

los

estd fija en
ha incrementado de 30

costos

ALLOWARLE
DECRENSE
20, 00000°
20, 00000
<

<

sin
a

1800;

dptimos alternos, si
ceros en  la
tienen dptimos
y su costo
holgura y precio
soluciones ( sin
degenetradas.

se

esas

Duales y los

reducidos v los

precios duales puede resumirse como sigue:

"lLos costoe  reducido
cantidad en gue dism

= de una
inuwiran

(no utilizada)
lae ganancias

la
de

actividad: es
si una wnidad

esa actividad e aumenta en la solucion”.

"EL
cual

de
las

precio dual
disminuyen

una restri
gananci as

ccién:
si

la

es la la

del

cantidad por
disponibilidad
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rocurso  asociado  con ezta restriceidn se reduce  en una
unidad",

Ge puede decir  gue £l ceoste reducido de wura  actividad
realmente s su centribucidn nets, si valuamos la  actividad
usando precios  duales como  cargos  por la utilizacidon del
recurso. 81 wna unidad de una actividad se activa en la
solucion, esto cfectivamente reduce la disponibilidad de los
recurseos  gue ella utiliza, loz cuales tienen wn valor
agregadc o imputado en la forma de precios duales; por lo
tanto la actividad debiera cargar con esos valores. Yeamos un
ejemplo para cheocor =i el argumento es cierto.

Supongs que la compafia de televisores estd considerando
adicionar una videograbadora para zu  linea de productos. La
investigacidn técnica y de mercado estima que la contribucién
a la ganancia de uns videograbadora es de $ 47 por unidad. La
que ce fabricerd en la linea de produccidén de ASTRO con  un
ConsuUms (A1 horas. Obwviamente, ecto forzard a una
disminucidn de la produccién de ASTRO  (ya gue afecta su linea
de produscidn? oy de la produccidén de COSMD ( yva  gue  se
consums  mano de obra)., Bz conveniente ecte intercambio 7 Al
menos e ve  prometedor. S hacen mas délarez por hora de
labor que una COSMD v  se hace un uwszo mas coficiente de la
linea de proguccidn ABTRD. Recordaremos que los  precios
duales sobre la capacidad de ABTRO vy la capacidad de labor en
la splucidn original fueoron do ¢ 5 y ¢ 15, De esta  forma, se
debe valorar a la videograbadora I w8 + 72 15 - 47 = ¢ 3,
Este costo neto ee positiveo, =& aparentemente no vale la
pena su produccidén, El andlisice puede pararse en este punto,
poro ez mayor nuestra cuwiozidad, por lo que lo  formularemos
y  rezsolveremns. 8i V= numero de videograbadoras a producir,
entonces se desea:

&
=54

MAX 20 4+ I0C + 47V

Sujeto a:

2) A + V 2 b0

3) c £ &0

4) A + 20 + 3V £ 120
END.

La splucidn es:
VALOR DE LA FUNCIDON DEJETIVO

1) 2 100, 0000

VARIABLE VALUE REDUCED COST
A 60, QO000 0. Q0000
C 30, 0000 Q. Q0000

V] Q, OO0 3. 00000
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REMNGLON HOLGURA FRECIOS DUALES
) Q. 00000 5, QOOGO
) 20, 000Q0 Q, 00000
4) 0, 00000 15, 00000

La solucién indica gue no se produzcan videograbadoras,
ademis notece que el costo reducido de V es $ 3 gue e el
valor calculado cuando valuamos a la videograbadora. Estc es
une ilustracidn de lo siguicnte:

"El cozte reducido de una actividad es igual a la suma
ponderada de sus tasas por use de recuwrsos menos su tasa de
centribucidén & la ganancia, dende loz  ponderadores son  los
preciocs duales",

I1.3.7. Rango de Validez de los Costos Reducidos y los
Precios Duales.

En  la descripocion de los costoz  reducidos y precios  duales
nos hemos limitade a "cambios muy pequeRcs"; esto es, si el
precioc dual de una restriccién sz de ¢ T/hora,  entonces
incrementando el ndmero de horaz dizponibles mejorarén las

ganancias en % 3 por cada una de las primeras horas
(posiblemente menos de una ) adicionadas, Esta tasa de
mejoramiente en general, nc sz mantendra por siempre,

Fodemps  esperar gque i tenemoz mas horas de capacidad
disponibles, ! valor ( es decir el precioc dual ) de esas
horas podria no incrementarse y i disminuir. Esto puede no
serr  verdad en todas laz  situacionesz, pero en Programacidn
Lineal es verdad que incremontandoc &1 lado derecho de upa
restriceciéon, puede sor que ho  se incremente el precio dual.
El precio dual sdélc puede permanecer o decrecer.

Si cambiamos el lado derecho de un problema los valores
6ptimos de las variables de decisién pueden cambiary sin
embargo, loz precios duales y costos reducidos no cambiardn
mientraz la "naturaleza" de la solucidén odptima no cambie.
Hablaremos de cambioz de natwaleza (los matemdticos dicen
cambios de base) cuando ya sea que el conjunto de variables
gue son no ceros o el conjunto de restricciones, son cambics
obligatorios. En resumen, si alteramos el lado derecho, se
aplican los miemos precios duales mientras la "naturaleza" o
"base" no cambia.

La mayor parte de los coédigos de programacién lineal
opcionalmente proporcionan el reporte de solucidn con
andlisis de rango o sensibilidad, que indica las cantidades
en que lpos lados derechos ¥ los coeficientes de la funcidn
objetivo pueden cambiarse unilateralmente sin afectar la
naturaleza o base de la solucién dptima. Este reporte de
sensibilidad para el problema de la compafia de  televisores
aparece en seguida:s



DO RAMGE (BENSITIVITY) ANALISIS? (Se efectia andlisic de
esensibilidad?)
Y (si)

RANGES IMN WHICH THE BNASIS TH UNCHAGED
RANGDE EN LDS CUALES LA BAZE ND CAMBIA.

RANGDOS DE L.QS CDEFICIEMNTES DE LOS COSTOS.

VARIABLE COEF. IMCREMENTO DECREMENTD.
ACTUAL. FERMITIDD FERMITIDO.

A . 2000000 INFINITO S, 00000

c 0, 00000 1G. 00000 J0. 00000

RAMGOS DE [.0S LADCS DERECHOS.

RENGLON NACTUAL INCREMENTO DECREMENT(Q.
FHE FERMITIDO FERMITIDG.

2) £QL 0000 &0 Q000 40, OGO

3) S0. Q000 IMFINITO 20,0000

4) 120, 0000 40, 0000 &0, 0000

De nueva cuenta encontramose dos secciones, una para variables
y. la =segunda para renglones o restricciones. E1 numero S en
el renglén de la variable A, del reporte anterior, significa
gue 1a contribucidn a la ganancia de A puede decrecer hasta
¢5/unidad sin afectar 1a cantidad éptima de A y C a producir.
Esto e= admisible, vya que actualmente en 1la produccidén de
ASTROS se hace un uso mas eficiente de la mano de obra, ¢ 20
por una hora contra ¢ 30 por dos horas para COSMOS.

i la contribucidn a la ganancia de una ASBTRO ze reduce % S
a $ 15 por unidad, entonces en los dos se hace igualmente un
uso eficiente de l1a mano de obra y uno estaria dispuesto a
incrementar la produccidn de CDBMO a costa de ASTROS hasta
qgue la holgura del renglén 2T ( la restriccidn C 250 ) se
haga cero.

El INFIMNITY (infinito), en la misma seccion del reporte,
significa que incrementando 1la rentabilidad de A por
cualquier cantidad positiva no tendrd efecto sobre la
cantidad éptima & producir de A y €. Esto ez intuitivo,
debido a que vya estamos produciendo ASTRDS a su limite
superior.

El "ALLOWAEBLE DECREASEY (decremento permitido) de 30 para 1la
variable C significa que la rentabilidad de C puede reducirse
en ¢ 30/unidad (& llegar a cero) sin que cambie la solucidn
éptima. Esto tiene sentido, ya gue en el momento en gue se



22
“

produce COSMO, c=isplemente se hace rentable el uso de
cuslguier cobrente de mano de obra en la produccién de ASTRO.
El 10 on o renglén de € zignifica que la rentabilidad de C
pudo haberze incrementada  hasta en ¢ 10/unidad (llegaria a
40/ unidad) entes de considerar cambiar los  valores de Ay C.
Mote que para 3 40/unidad para los COSHDOE, la ganancia por
hora de mano de cbro oo la misma para Ay G,

En general, ei el coeficiente de una variable en la funcidn
objetive sr cambia dentro del rango ecspecificado en la
primera  seccidn del reporte de rangos, entonces los valores
6ptimos de  las variables de decisioén, en este caso Ay C, no
cambiardn. Sin embargo, los precips duales, costo reducido vy
Ia ganancia de la colucidn pueden cambiar.

En  un sentidc complementeric, =i el lado derecho de una
restriccidn se cambia dentro del rango ecspecificado en  la
segunda seccidn  del reporte, entonces los valores dptimos  de
loe precios dualez vy coztos reducidoz no cambiardn. Sin
embarge, losz valores de las variables de decisidén ¢ la
rentabilidead do la splucidrn pueden cambiar.

For oiemple, do la zeqgunda scccidn  podemos cheservar gque si el
lado derecho del renglén O (restricecidn € 2 S0) =g disminuye
per  mas  de Z0, entoncez los precics duales y los costos
reducido:s cambiarén., La recstriccion sgeria entonces C £ 30 vy
la natuwraleza de la zolucidén cambiaria, vya gue la restriccién
de mano de obra ya no seria obligatoria, El lado derecho de
ecta restriccidn (€ £ 50) puede incremsntarse, de acuerdo al
reporte, en una cantidad infinita ein afectar los precios
dualez vy los costos reducidos en el dptimo. Esto tiene
sentido puesto que vye existe eicecso de capacidad sobre la
linea  COBMO, de tal forma edicionando mas capacidad esta no
tendria ningun efecto.

Ilustremos algunos de esbs conceptos resolviendo &1 mismo
problema perro reduciendo la mano de obra disponible a 5%
fhoras {(ze redgucen &1 horas), La formulacidén y splucidn son:
MAY 208 + 30 C

Sujeto a:

2) A 2 60

) c £ 50

4) A + 2 € £ 8y
EMD
: G0

EL OFTIMD DEL LF SE ENCOMTRO EN EL PASO 1
vaL.OR DE LA FUNCION ORJIETIVO.

9 1180. 0000
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VARIARLE VALOR COSTO REDUCIDO.
A 5%, Q0000 Q. 00000
Cc Q. Q000 10. 00000
RENGL.ON HOLGURA FRECIOS DUALES.
) 1. 00000 G. 00000
) 50. 00000 0. 00000
4) 0., 00000 20, 00000

RAMGDS EN LOS CUALES LA EASE NO CAMEIA
RANGOS EN LOS COEFICIENTES DE COSTO

VARIARLE COEFIC INCREMEMTO
ACTUAL FERMITIDO.
A 20, 00000 INFINITO.
c 30, 00000 10, 00000
RAMGOS DE LOS LADDOS DERECHGS.
RENGLON LADD DERECHO IMNCREMEMTO
ACTUAL FERMITIDO
2) &0, QOON0 INFIMITO.
K9] S0, 00000 IMFINITO.
4) 59, 00000 1., 00000
Frimera que todo notamos que con la oferta

reducida ya no se deben producir
reducido es ahora de ¢ 1G/unidad,

rentabilidad se incrementard en $ 10,
entonces debidramos empezar
vez. En
eficientes en el empleo de la mano de obra.

ninguna COSMD.
lo que significa que
a llegar a $ 40/unidad,
considerando su produccidén
$ 40/unidad de COSHOS ambos productos son

DECREMENTO
FERMITIDO.

5. Q0000
INFINITO.

DECREMENTO

FERMITIDD.
1, 00000
50, 00000

5%, 00000

de mano de obra
Su costo
i su

otra
igualmente

También nétece que al haberse reducido el lado derecho de 1la
restriccién de la mano de obra por mas de 60 horas, la
mayoria de log precios duales y costos reducidos han
cambiado. el precio dual o valor marginal de

En particular,
la mano de obra ez ahora de $ 20 por hora.
una hora adicional de mano de obra debe
producir $ 20, debido a una ASTRO.

Debe de convencerse usted

ser capaz

mismo

Esto se debe a que

utilizarse para

que el valor

marginal de la mano de obra se comporta como sigue:
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M.0. DISFOMIELE FRECIO DUAL RAZON.

DE O A 60 HRE. % 20/HR. CADA HORA ADICIDNAL
S USARA FARA FRODU--
CIR ¢ 20 ASTRO.

&0 A 180 ¢ 15/HR. CADA HORA ADICIONAL
SE USARA PARM FRODU-
CIR LA MITAD DE ¢ 20
COSMO.

MAS DE 160 HORAS s 0. MO TIEMEN USO.

En general el precio dual  sobre cualquier restriccién se
comportara de manei-a decreciente al aumentar la
disponibilidad del recurso.

I.3.8.Predicci 6n del Efecto a Cambios Simultaneos en 1a
Funcién Objetivo o en los Lados Derechos.

La informacién en 1 reporte de analisis de rango nos expresa
el efecto por el cambio en algén costo o algun pardmetro de
recurso.  Fara gl siguiepte andlisie volvemos a trraer el
reporte criginal del problema de televisores.

RANBOS EN LOS CUALES LA BASE NO CAMEIA.
RANGOS EN LDS COEFICIENTES DE COSTOS

VAR IABLE COEFIC. INCREMENT(O DECREMENTO.

ACTUAL FERMITIDO FERMITIDO

A 20. 0000 INFINITO 5. 00000

o} 20, 0000 10. 00000 20. 00000
RANGDS EN L.OS LADOS DERECHOS.

RENGLON RHS INCREMENTO DECREMENTO.

ACTUAL FERMITIDO,. FERMITIDO.

2) &0, 00000 60, QOO00 40. 00000

kS 50, 00000 INFINITO 20, Q0000

4) 120, 0000 40, GO0O00 &0, GOO00

El reporte indica que la contribucién a 1la ganancia de una
ASTRO puede dieminuirse hasta $ S5/unidad e=in que cambie la
base, En este caso, esto significa que .la solucidn dptima
podria ser todavia recomendar producir &0 ABTROS y 20 COSMDS.

Supongamos  ahora que para enfrentar a la competencia se
considera bajar el precio de la ASTRO en $ 3/unidad vy la



COSMQ en ¢ {0/unidad., Seria aun redituable produciv lo misma?
Individualmente, cade uno de esos cambios podi-ia no cambiar
la =olucidn, va gue 3 2 5 v 10 £ 30,

Fero no resulta clare que esoc dos cambios puedan hacerse
simul taneamente. Qud  le sugiere su intuicidn para establecer
una  regla que describa esoe rambics  simulténeos sin que
cambie la base (solucidm)?

LA REGLA.

Se puede pensar de loc ranges permitidos como una holgura que
pusde emplearse para cambiar pardmetroz. Este es un hecho gue
establece que cualguier combinacidn de cambios no modificaréd
la base i la suma de los porcentajes de holgura empleada es
meno - del 100N, Fare log cambios simultdneos propuestos,
tenemos:

(378 100 4+ 10/20 ) 8 100 = 60N 4+ TTLIW = 9TLIN O 100%,

Esto satisface la condicidn., De esta forma los cambios a
titulo de ejemplo pueden efectuarse =£in gue cambie la  base,
Bradley, Hax, Yy Magnauti (1977) han llamado a esta regla, la
"regla del 100M.". Ya que los valores de A y € noe cambian,
podemos  calcular el efecto sobre las ganancias debido a los
cambipe anteriores como: - 3 % 60 - 10 ¥ J0 = - 4B0, A=, la
ganancia serd 2100 ~ 480 = $ (620,

La formulacidn alterads y su golucidén son:
MAX. 17 A + 20 C
Sujeto a:

2y A 2 &0
3y C 50
4) A + 20 2 120
END,
VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO.
1 1620, GQ00
VARTABLE YALUE COSTO REDULCIDO.
A &0, 0G000 Q. GOQO0
[ Z0. 00000 Q. 00000
RENGLON HOLGBURA FPRECIOS DUALES.
2 ¢, GO000 7., 00000
3) 20. 00000 G, 0OQ00

4) ) 0. 0000 10, 000C0
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1.3.9. Andlisis de Sensibhilidad sobre los Coeficientes de las
Restricciocnes.

El andlisis dr sencibilidad de loz cooficientes de loz  lados
derechos y la +funcidn objetivo son un tanto fécil de
entender, Yya que ¢l valor de la funcién objetivo varia
linealmente con cambios modestosz en esos coeficientes,
Desafortunadamente ¢l valor de la funciéon objetivo se
modifica de manera no lineal con cambios en los coeficientes
de una restriccidén. Sin embargo existe una férmula muy simple
para aproximar el efecto de pequeffios cambios en los
coeficientes de une  restricceidn. Suponga gue deseamos
zaminar el efecto de disminuir por una pequefa cantidad “e"
el coeficiente de la wvariable J en el renglén i de una
formulacién de programacién lineal. La férmulc es:

( mejoramiento en la funcidn cbjetivo) aprovimadamente igual
a ( valor de la variable j) % (precio dual del renglén i) % e

Ejemplo:
Considere el proeblemna:
MAX 20 A + TG C

Sujeto a:

2y A £ &6

3y € 2 50

4) A + 2C 2 (15
EMD.

Con la solucién
VALDR DE LA FUNCION DOERJETIVO

1) 2050. 00000
VARIAELE YALOR COSTO REDUCIDD
A 65. 00000 0. 00000
C 25, 00000 0. QGGO0
RENGLGH HOLGURA FRECIDS DUALES.
2) Q. 00000 5, 00000
9] 25. 00000 Q. GOO00
4) 0. 00000 15, 00000

Suponga ahora gque se descubre que el coeficiente de C en el
renglon 4 deberia haber sido 2.01 en vez de 2. La fdrmula
implica que el valor de la funcidn objetivo debe disminuirse
por aproximadamente 25 ¥ 15 % 0.01 = .73, El valor de la
funcidn objetivo cuando cse arregla el coeficiente es de
2044.26% con  lo cual el decremento fud de 3.731. La férmula
para medir el efecto de un cambio pequefc en los coeficientes
de una restriccién tiene sentido, Si el cambio en el
coeficiente eg peguefo, entonces loe valores de todas las
variables y precios duales permanecen gsencialmente sin
cambio. De esta manera, el efecto neto del cambio de 2 a 2.01
en- nuestro problema eg para efectivamente probar el uso de 25
¥ .01 horas adicionales de mano de obra. Asi, resulta que 25
# 0.1 =on pocas horas disponibles. Fero nos damos cuenta que
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la mano do obra tiene un valor o precio de ¢ 15 por hora, con
lo que €] cambic on las ganancias debe ser alrededor de 25 %
.1 % 1G5, ciendo ésto congruente con la férmula original.,

Este  tipo de andlisis de sensibilidad proporciona una guia
para ideptificar qué coeficientes deben estimarse con
precizion, 81 el producte del valor de la variable j v el
precio  dual del renglén i &g relativamente grande, entonces
el coeficiente de la variable 3 en el rengldén 1 debe
estimarse con precisiodn; =i leo que se desea es una estimacioén
precisa de la genancia total,

I1.3.1Q.E1 Programa Dual y Extensiones.

Siguiendo con nuestiro ejemplo de un principio, la compafia
fabricante de televiscores esta considerando ofrecer en renta
horario cualguiera de sus tres recursos, la capacidad en la
linea de produccién de RETRG, la de COSMO y la capacidad de
mano de  obra. FPor otre parte, a 1a compania EQUS le gustaria
rentar la capacidad de locs tires recw-zos. Denole por i, y, z,
el precio por unidad que la EDOUS ofreceréd por cada uno de los
tres recwcos. Obviamente, EOUS desea:

Minimizar 60 % + 50 y + 120 z.

EQUS se da cuenta que =i los dos tipos de televisor muestran
unas tasas de ganancia a laz que €n  un pripcipio  se
establecieron, entonces el fabricante preferird elaborar mas
bién  que rentar sue recweos. D2 ceta manera, EOUS debe
ofrecer sus precios de renta lo suficientemente altos para
que cada uno de los televicores no sean redituables y, por lo
tanto, EQUS rente sus recursos. Lo anterior se establece
como:

2) w4+ z 2 20 La renta de los recursos para ASTRO de-
be ser mayor o igual a su ganancia.

)y + 2z 2 30 La renta de los recursos para COSMO de-
be =er mayor o igual a su ganancia.

El lado izguwierdo de la cegunda restriccidén ( 3 ), por
ejemplo, valora a una COSMO. Una COSMD utiliza wna unidad de
su capacidad de linea, la rual tiene un costo de oportunidad
de vy, ademds emplea doz horas de labor, cuye costo de
oportunidad es de 2z délare: por hora. EQUS quiere ofrecer
precios lo sufientemente altos de tal forma gque el costo de
oportunidad de una COBMO, y + 2z, zea mayor o igual a su
contribucian a 1la ganancia, gque en este caso es de ¢ 30. Con
1o anterior, Jjustamente hemos Fformulado el problema de
Frogramacion Lineal Dual del fabricante de televisorees.
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Estamos listos para introducir la idea del problema Dual.
Fara cualquier problema de Frogramacion Lineal con m
restricciones v n variables, existe un  problema estrechamente
relacionado con n restricciones y m variablez. Cualquiera de
ellos, si tienen solucion, se pueden resolver. Con 1a
caracteristica que =i alguno de ellos tiene =solucidn  4dptima,
es posible determinar l1a eolucidn del otro a partir de los
datos de szolucidn del primero. lLos coeficientes en un renglén
de uno aparecen en una columna o variable del otro, En el
4ptimo ambosz problema  proporcionan la misma splucidén.: En
nuestro ejemplo los dos problemas son:

FROBLEMA PRIMAL
MAX. 20 A + T0OC

Sujeto a:
) A £ 60

3) c 2 80

4) A + 2C = 120
END.

: B0

EL OFTIMO SE ENCONTRD EN EL FASO I.
VALOR DE LA FUNCION CEJETIVO.

1) 2100, 000
VARIARLE YALDR COSTO REDUCIDO.
A &0, QOO0 O, 00000
c a0, 00000 0. 00000
RENGLON HOLGURA FRECIOS DUALES.
2) ¢, 00000 T. 00000
3 20, 00000 Q. QOO0
43 0. 00000 15, 00000

FROBLEMA DUAL

S MIN. 60 »w + S50y + 120 z,
Sujeto a:
2) % + y 2 20
3y + 22 2 30
END
s B0
EL OFTIMD SE ENCDNTRD EN EL FPASD 2
VALOR DE LA FUNCION OEJETIVO
1) 2100, 000
VARIAEBLE VAL OR COSTO REDUCIDO.
% 5. 00000 Q. 00000
Yy 0. 00000 20. 00000
z 15, 00000 0, 00000
RENGLON HOLGURA FRECIOS DUALES.
2) Q. 00000 - &0, 00000

) Q. 00000 - 30. 00000
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Note que lo= valores de las funcionecs ohjetivos eon los
nismos en. ambos problemas, Eucepto posiblemente por los
signos, 1los valores de precios duales para un problema  son
los valores de lac variables de decisién para el otro y los
valares de la holguwa para uno son los costos reducidos para
el otro. For gué ] Dual pueds ser de interés?

La dificultad computacional de un problema de Programacion
Lineal aprotimadamente ew proporcional a m2n. Donde m = nuam.
de renglones, n = nim. de columnas. Asi, en nuestro problema
las dificultades son:

FRIMAL puAL

I= % 2 =18 2= % o= 12,
Note que &l dual fué resuelito en 2 iteracionepe mientraz que
2l primal en I,

Adicionalmente, ciertas restriccicnes tales como c=imples
cotas superiores, por decir % 2 1, computacionalmente tienen
menor  gasto que  las restricciones  arbitrarias. 81 el dual
contiene =6lo un pequefs numero de  restriccionez arbitrarias,
entonces  puede resultar facil resolver el probleme dual  adn
cuande éste pusda tener un nimero grande de recstricciones
simples.

El térmimo '"precio dual® zuwrge porque la informacién de
precio marginal es el valor de una variable de decisién en el
problema dual.

Podemos resumir la idea del problemea dual comt sigue. Si 0 el
problema original o primal tiene una funcidn objetivo de
MAXIMIZAR con restricciones £, entonces su  correspondiente
problema dual tiene una funcidén objetivo de MINIMIZAR con
restricciones de 2. El1 dual tiene una variable por cada
restriccidon en el primal y una restriccidn por cada variable
en el primal. El coeficiente en la funcién objetivo de la k-
enésima restriccidn en el primal. E! lado derecho de la
rectriccion K en &l dual es igual al coeficiente en  la
funcidn objetivo de la wvariable k en el primal.
Simultaneamente, el coeficiente en el renglén i de la
variable j en el dual es igual al coeficiente en el renglén j
de la variable i en el primal.Para convertir todas las
restricciones en un problema al mismo tipo, note las dos
transformaciones siguientes:

1.~ La restriccion 3x - 4y 2 12 equivale a =~ 3x + 4y £ —~ 12
2.- La restriccidén 2% + 3y = 5 equivale a dos restricciones
2% + 3y 25 4, 2Zx + 3y £ O
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Sea el problema:
MAY 4 % - 2y

Sujeto a:s
2+ by £ 12
I o~ 2y = 1
4w+ 2y 2 G

Usando las trancsformaciones anteriores.

MAX 4u — 2y
Sujeto a:
2% + by
% - 2y
-3 + 2y =
~4y - 2y
Introduci endo las variables duales r, S, t,y m

correspondientes a las cuatro restricciones, podemos escribir
el dusl como:

MIM, 12r +s -+t ~5%u

Sujeto a:
2r+3s~23%~-4uz g
br -2 s+ 2t -2uz -2

1.3.11 An4lisis Dimencional y Cémo evitar errores comings

Cuando  uested desarrolla  una primesra  formulacién de un
problema real, la formlacidon puede contener errores. Esos
errores pueden caer- dentro de las siguientes categorias:

.~ Errores tipograficos.
.~ Errores fundamentales de formulacién.
3.~ Errores de aprouimacion.

Los dos primeros tipoes de errores son f4ciles de corregir,
una - vez que son identificados. En principio, los errores de
tipo 1 son rapidos de identificar porque muchas veces se
deben a ayudantes. Sin embargo en un modeloc grande puede ser
dificil rastrearios. Los errores de tipo 2 son mas
fundamentales, vya que involucran una mala interpretacidn
tanto del problema real como de la naturaleza de los modelos
de Frogramacién Lineal. Los errores de tipo 3 son mas
sutiles, Generalmente un modelo de Frogramacién Lineal de una
situacién real involucra alguna aproximaciéng por decir algo,
muchos productos se agregan  para  formar uwn  solo macro
producto, o los dias de una semana se juntan, o los costos
que no son totalmente proporcionales  a su volumen, no
obstante, son tratados como lineales. Fara evitar errores de
tipop 3 se reguiere destreza para identificar aguellas
aproximaciones gue pueden tolerarse.
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Discutamos primere los errores de  tipo 1. El mayor problema
es  su deteccion. Muchos cédigos de paguetes de  Programacién
Lineal contienen médulos  para ayudar a detectar errores
garrafales. Uno de esoz médulps es 1o gue reculta del comando
FICTURE, que es una vision abreviada de los coeficientes de
la formulacién en forma  tabuwlar. Fara ilustrar su  uso,
estudiaremnz  la siguiente formulacion, la cual contiene
errores tipograficor que pueden identificarse =in comprender
la formulacidn:

MIN. SA0+ 6 AL +2 AR+ 4B+ ZIBL T B2 2 CO+
2 Ci +8 C2.
Sujeto a:

2 A0 + A1 + A2 2 B
) BO + Bl + B2 £ @
4) CO + Cl + C2 £ &
3) A0 + BO + CQ = &
6) Al + BL + Cl =5
7) A2 + B2 + C2 = 9

END.

La vieidén (FICTURE) del pirroblema se aprecia como sigue: (lo=
nombres de las variables aparecen en la parte superior en
forma vertical)

I L i
G182 1B 1R B8 1% |9 |G
s 1 B8 16 12 |4 1317 12 19 |8 MIN
2t 111 1 <8
Y 111t <9
4 11141 < b
S: 1 1 1 = &
& 1 1 1 =5
7: 1 i 1 =g

Frecisamente de la observacién de la estructura de los unos
en las restricciones, uno puede detectar una aberracion., E1 1
que aparece en la Wltima columna parece estar fuera de lugar,
y corresponde a la cuarta restiriccion (9), Al parecer lo que
ha pasado gs que la variable 1llamada CO (C, cero) fué escrita
como CO (C, letra 0 ) en el renglén 9. La computadora es muy
literal y las considera como dos variables diferentes. Cuando
el error. es correqgido, la visién gque aparece eg:
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819 |8 |8 (T (B |6 1{F (B

i: 596 |2 |4 |F 17 |2 |9 |8 MIM.
23 1) |1 4 B.
Z: 191 11 { 9:
4 111 11 < b,
5 1 1 1 = 6.
6 1 1 1 = 5.
7: 1 1 1 =9

Adicionalmente, si el usuario esc afortunado, los errores de
tipo 1 seg manifestaran por =i mismos, causando soluciones que
obviamente son incorrectas,

For 1o gue toca a log errores en  la formulacién, éstos son
mads dificiles de discutir, vya que zon de muchas formas. La
clase de errores gque frecusntemente comete un novato pueden
elponeres haciende el llamado "andlisis dimensional™.
Cualguiera que haya tomado un curso de Ficica o Duimica
recordard a dsto como "verificar nuestras unidades".
Ilustremos lo anterior considerando un cjcmplo:

Un distribuidor de juguetes estd analizando =su estrategia
para armar cierto tipo de juguetes y venderlos en la préxima
temporada navidefa. For otra parte, son dos los tamafios del
juguete. El conjunto grande estd formado por 60 barrotes y 30
congectores, mientras gue &l conjunto chico estd compuesto, de
30 barrotes y 20 conectores. En este caso, un factor
importante es que para esta estacidén, el fabricante dispone
de sdlo 60,000 conectores y 93,000 barrotes. Asimismo, se
sabe que es capaz de vender toda la produccién de ambos
tamanos. Laz ganancias son de ¢ 5.5 y % 3.5. por  conjunto,
para los tipos grande y chico, respectivamente. Cudnto
deberia gl fabricante vender de cada conjunto para maximizar
su utilidad?

El fabricante desarrollé la siguiente formulacién: definiendo

B = No. de conjuntos de tipo grande a ensamblar.

T = No. de conjuntos de tipo peguefio a ensamblar.
S = No. de barrotes gue se emplean.
C = No., de conectores gue se emplean.
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MA%. 5.3. B + .57
Sujeto a:
B-30C~608=20
T~200C~308=2¢
C 2 60,000
S £ 95,000

Mote que las primeras dos restricciones son pguivalentes as

B

0 + &0 8
20C + 308

nmon

Est&d de acuerdo con la formulacidn? Si es asi, analicemps  su
solucidén.
VALOR DE LA FUNCION ORJIETIVD

1) S4TES000.
VARIABRLE VALOR COSTO REDUCIDO.
B 73BOOO0. QO 0, 0000
T 3920000, OO0 0, 0000
o 60000, 00 0., Qo0
S GI000, 00 G, 0000
RENGLOM HOLBURA PRECIOS DUALES.
23 . 0000 =, 5000
3} 0, 0000 3. 3000
4) Q. 0000 235, 0000
5) O, QQOQ 435, Q0Q0

cxiete algo en la formulacidn que s incorrecto, ya gue la
solucidn es capar de producir magicamente cerca de 4 millones
de conjuntos chicos con solo casi 100,000 barrotes.

La epquivocacion que fué cometida s muy comun en 1os recien
llegados a la Frogramacidén Lineal: describir las
caracteristicas de una actividad por una restriccion, la cual
siempre puede pensarse como una declaraciden gue establece que
el emplec de algdn insuma debe ser menor o igual a la fuente
de ese insump. Las dltimaz dos restricciones efectivamente
tienen esta caracteristica, pero las dos primeras no.

Si unop analiza laszs dimensiones de los componentes de las
primeras dos restricciones, se puede ver que existe una
dificultad. Lasz dimensiones (o unidades) para la primera
restriccidn son:t
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TERMING UMIDADES.
B Conjuntose grandes.
0 C 20 (condéctores/ (conjunto grandel )
% conectores
&0 8 &0 {barrotes/ (conjunto grande) )

¥ barrotes.
Evidentemente, cada componente tiene diferentes unidades, por
lo gue no se puede efectuar la suma de todos. Es cléasica la
aseveracién de que no o pueden sumar manzanas con  paranjas,
Las unidades de todes 1oe componentes de una restriccidn
deben cer las misma=.
8i primero = formula un problema en palabras vy luego se
convierte a su forma matemdtica, con frecuencia se evita el
tipo de error anterior. En palabrac, desgamos:
Maximizar la ganancia
Sujeto a que:

El ndamero de conectores empleados  sea £ al namero de
conectores de que se dispone.

El nlamero de barrotes empleados sepa 2 al nimero de conectores
de que se dispone.

Convertido a forma algebridica es:

MAX S5.5B + 2.5 7

S.a.
2) TGO B + 20 T £ 460000
T L0 B 4+ TOT L Q000

END. ’

Las unidades de la restriccidn 30 B + 20 T £ 60 000 son:

TERMINO UNIDADES.
30 B 30 (conectores/(conjunto grande) ) X
(conjuntos grandes ) = 30 conectores.
20T 20 (conectores/(conjunto chico) ) %
(conjuntos chicos) = 20 conectores.
[ eleld] 60, 000 conectores.

De esta manera, todos loc términos tienen las mismas
unidades, "conectores". Al resolver el problema cbtenemos una
solucidn congruente.

VALDOR DE FUNCION DRJETIVD

o 10 550.00
VARIABLE VALDR COSTO REDUCIDO
B 200, 0000 Q. GO0

T 2 700, 0000 Q. 0000



RENGLON HOLGURA PRECI0OZ DUALES.
) . 0000 0. 150000
& Q. QOO0 O, 010000

1.3.12. Error por la NO Simultaneidad

Se debe bhacer hincapié de que todas las restriceciones en un
problema de Fr-ogramacion Lineal deben aplicarse
simultancamente. Una combinacidn de niveles de actividad que
=g establezca, debe satisfacer al mismo tiempo todas las
restricciones. Las restricciones no se hacen aplicar de una u
otra manersa, aungue gueramos que ello sea asi{  interpretado,.
Como un ejemplo, suponga que denctamos por B el tamakoc del
lote pars una corrida de produccidn de calzado una politica
razonable puede ser: si se hace una corrida, é=ta debe =zer de
al mernos dos docenas de unidades. Asi, B serd ya sea cero o
algun namero mayor o igual & 24, Aqui s tiene wna tentacidn
para establ ecor e=ta politica escribiendo las dos
restricciones.

B G

B : 24.

El deseo ez que swactamente una de epsac restricciones se
cumpla. 81 dichas restricciones son parte de uma  formulacidn
de Frogramacién Lineal, la computadora rechazaré tal
formul acién enviando un comentario de que "no existe solucidn
factible”. No existe un valor de B que simultaneamente sea
menor o igual a cero y mayor o igual & 24.

81 restricciones como lag anteriores zon importantes, se debe
recuwrrir a la Frogramacidn Entera.

1.3.13. NO Linearidad y Variables NO Restringidas en Signo.

Superficialmente, el supuesto de linearidad aparece
prohibitivamente restrictive, Existen muchas aplicaciones,
sin embargo, donde esta recstriccidn aparente puede burlarse
con una hébil formulacidn. Suponga gue un examen minucioso
del problema ASTRO/COSMO revela que la ganancia de los COSMOS
realmente no es lineal csino méz bién no lineal como se
muestra en la siquiente tabla:



Fara unidades Ganancia
entre por unidad.

0 - 10 5

i1{ - 27 30

28 en adolantc 25

Graficamente, la ganancia es una funcidn del volumen de
COSMOS tal como s expresa en la siguiente figuras

740 r’/,/,///»

¢ i T

~

[¢] 1G 27
VOLUMEN DE CDSMOS

Claramente, la ganancis de la& produccién de COSMOS no es
proporcional al volumen y por lo tanto no ez lineal. Se puede
validamente incorporar esta no linearidad al modelo y si es

asi, como?

Para resolver ecsta dificultad de formulacién es necesario
hurgar de manera mas profunda en la causa de la no
linearidad. Actualmente, lac primeras 10 unidades por dia de
COSMGS  pueden  venderse lucrativamente casi  a precio  de
menudes. Las siguientes 17 unidades por dia pueden producirse
bajo la marca de una compahia que tenga tiendas que cubran el
territorio Nacional y venderselas con ¢ 3 menoe por unidad.
Finalmente, cualquier produccidn en exceso de 27  puede
ofrecerse también bajo otra marca e inundar el mercado
internacional si el precio permanece bajo.

El tratamiento obvio para este problema es pensar que se
tienen tres distintos productos en la linea COSMOS, que
Ilamaremos como Ci, C2 y C3. La formulacidén ampliada es:,
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MO 20A + IEC + Jo L2 o+ 25 L3

el

C1 + C2 + (3
A + 2C1 + 2C2 + 2C3
Ci

cz

Cuando este problema se resuelve, se tiene la solucidn:

VALOR DE LA FUMCION ORJETIVO.

1) 2135000
VARIARLE VALDOR COSTO REDUCIDO.
A &0, 0000 0. 0000
C1 10, 0000 Q. 0000
c2 . 7, Q000 0. Q000
= 2. 0Q00 0. 0000
RENGLOMN HOLGURA FRECIDS DUALES.
2) QL QOO0 7.5000
3 20, Q000 Q. 0000
4y Q, 0000 12,5000
5) O, 0000 10, 0000
&) G, Q000 5. 0000

Mote que los niveles de produccion de ASTRO y COSMD son los
mismos que. en la formulacioén original en la que se hizo caso
omisc de las no linearidadesz,

El artificio para salvar la violacidn de una actividad o
variable en varias actividades o variables, e el método
tipico para representar los efectos no linealecs.

Especificamente:

"Cualgquier variable qgue tenga efectos no lineales debe
reemplazarse por una secuencia de variables, cada una de las
cuales: 1) tiene efectos lineales y 2) tiene una cota
superior que 1limita su rango de wvalores. El valor de 1a
variable original es la suma de las nuevas variables".

Hemos contestado 1a pregunta de cémo incorporar la no
linearidad, pero la pregunta de validez permanece. E1 método
podria ser incorrecto e invdlido =i, por ejemplo, obtepemos
una solucién con CI = 0 pero C2 = 10, Esto ciertamente es
factible para la formulacién de Frogramacidénmn Lineal, pero
resulta  inaceptable por la descripcién del problema; ya que
no podemos vender las C2 a $ 30 1la unidad hasta que vendamos
las primeras 10 a ¢ 35. Esta solucién no puede ser o6ptima.
Nétece oque siempre es preferible C1 a C2. La observacién
clave es que las primeras variables, en la secuencia de
reemplato, zon  mads redituables gue las Gltimas. Esta
observaci én puede generalizarse como:



o
o

"lLas no lincaridades puecden ser aproximadamente validas para
un  modelo de Programacidn  Lineal ei ellas correcsponden  a
rendimientos de escala decrecientes; esto es, unidades
adicionales de una actividad no son més redituables que
aguellas en intervalos anteriores.®

De es=ta manera, las no linparidades correspondientes a
cupstiones como  tiempo eitra por lo general pueden manejarse
facilmente . con Frogramacidn Linealy mientras que las
eficiencias en produccidn resultantes de grandes volumenes no
pueden representarse de igual manera., 8i dichas econpmias  de
ezcala son criticaz, entonces se debe recuwrir a métodos de
mogelacién tales comt la Frogramacidn Entera.

Variables No Restringidas en Signo.

Ya que o= mas la regla que la excepcidén, la mayor parte de
loz  paquctes de Frogramacién Lineal suponen a las  variables
como no negativas, atn =i el uwsuario no lo hace
suplicitamonte dando restricciones de la forma % 2 (¢, Este

supuesto no es critico v facilmente es burlada.

De nueva cuenta veamos una  eituacidn practica con  intuicién
rezpecto a cémo  forpular esta ligera restriccidn. Suponga
que una de lasg variables en su modelo es £l cambio en el
nivel de la fuerza de trabajo para el siguiente periodo,
relativo al  periodo actual gue €2 supone cs de 1,100 gentes.
tlamaremos a este cambio la variable D vy el nivel absoluto en
el siguiente periodo como P. Asi:

D = P - 1,100

8i a propuesto gue el nivel para el siguiente pericdo sea
menor de 1,100, entonces D serd negativo, por lo gque deseamos
que D no tenga restriccion en signo. 81 usted piensa respecto
al problema, puede decidir que resulta provechoso distinguir
entre incrementar vy disminuir el nivel de la fuerza de
trabajo usando dps variablee diferentes. DU por ejenmplo, para
medir el incremento y DD para medir 1a disminucidn., Bi
quisiéramos incluir en la formulacidn lo anterior,
escribiriamps:
Si Pz 1,100 entonces DU =P - 1,100 y DD = Q

pero gi P 2 1,100 entonces DD = 1,100 -~ Py DU = O
Veremns gque en la siguiente restriccion generalmente se logra
el mismo efecto: Py~ DD =P - 1,100
o en forma estandard:

DU - DD - P = - 1,100

No existe nada cn esta unica restriccidn gue euplicitamente
restrinja a gues DU y DD sean menor de cerpo; sin  embargo,



39

cuando se resuelve la  formulacidn, la computadora realizard
su procedimiento sin que haya nada a conseguirse por el hecho
que simultaneamente se incremente ({(contratando) Y se
dieminuya (despidiendo) el nivel de la fuerza de trabajo.

Del ejemplo anterior intuimos un mecanismo para representar
variables no restringidas en signo cuando unicamente podemos
usar wvariables no negativas; de manera formal:

"Una variable x que es irrestricta en signo puede
representarse por medio de dos variables no negativas %; ¥y sa

si se reemplaza a ¥ por la diferencia %; -~ uzn. 5i %= es no
cero en la solucidn, entonces ¥ = - %z, de otra manera y =
Haie

Algunos paguetes permiten al usuario identificar variables no
restringidas, en cuyo caso el artificio anterior es
innecesario. Veremos posteriormente que 1la presencia de
variables de ecte tipo nos proporciona una oportunidad para
redurir el tamafo de la formulacién de Frogramacién Lineal.
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II. MODELDS DE FROGRAMACION LINEAL Y SU FORMULACION

Introduccién

La formulacién correcta de un modelo do programacion  lineal
significa &l 90 % (por decir algo) del éxito de la solucidn a
un  problemse de la wvida real. Generalmente se presentan
situaciones dificiles de comprender =i no <e cuenta con un
método quo pormitae  abstraer la realidad y plasmarla en un
modelo que refleje, en lo posible, el comportamiento bajo
estudio. La forma de cctructuwrar los  problemas hasta llegar a
obtenecr un  modelo matemdtico satisfactorie se basa en la
llamada Mstodologia de l& Investigacién de Operaciones, En la
cual , a diferencia del Método Cientifico, la experimentacidn
s realizs o travée de modelos gencradeos para cete fin.  Tal
es ¢! cazeo de un modelo de programacién lineal.

For este motivo, ©n ¢l  subcapitulo T7I.1 sep scintetizan los
pasos fundamental es de la metodologia antes dicha.
Adicionalmente, también e desciriben algunos  problemas  que
suirgen en la vida real como en @ produccién, azignacidn de

recursoz, corte de meaterial, mczclaes, plancacion ete..
Finalmente, en el subcapitulo II1.2 se presenta la formulacién
de loz problemac mencionados ,los comandos  de LINDOD

wtilizados , y un andlisis de los resultades obtenidocs,

I1.1. Pasps Generales para la Formulacidn y Utilizacidn de un
Modelo.

Se  puede decir que  son cineb  pasos fundamentales para el
emples de la Frogramacidén Lineal en la practica:

1.- Comprender el problema real.

2,- Formular el modelo de Frogramacidén Lineal.
3.~ Acopio y generacidén de los datos del modelo.
4.~ Resolver el Frograma.

S.—- Implantar la solucidén.

For supuesto habré cierto grado de iteracién en el proteso
anterior, ya que por ejemplo, no siempre se obtiene el modelo
mas apropiado a la primera, por lo gue ] ultimo programa
serd el gue resuelva la computadors. Los pasos 1, 3 ¥y 5 =son,
i no loe maz dificiles, =on los que més tiempo consumen. El
énvito en el proceso depende en giran medida del! grado de
conocimiento glie se  tenga del comportamiento de la
organizacidn o en general de la problemdticay; por ejemplo,
conotiendo a loz que saben cual es la tasa de produccién real
de una maquina. El paso 2 requiere de mds habilidad.

La formulacidn de un buen modelo de Programacién Lineal es un
arte., Es un arte porque inpvolucra la abstraccidn de 1la
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realidad. La capacidad artistica consigte en desarrollar
model oo sencillos QquE, no obetante, sean buenas
aproiimaciones al mundo real. Veremos que existe un numeroc de
problemas gue fucron una buena aproximacién por medio  de
Frogrramacidn Lineal.

Con todos 1oz comentarios anteriores en mente se dedicard
mayor atencidén a la formulacidn de modelos; comenzando  con
verdades universalec que al parecer se aplican a los pasos 3
y Hi y dando una introduccidn & los mecanismos del paso 4.



1I.1.1. Algunacs Clases de Problemas.

iho se senticia mds & gusto e su habilidad para estructurar
problemas se enriqueciera con un paguete de problemas tipicos
o0 categorias que pucda relacionar con nuevos problemas a loc
que  se enfrentc? En la prictica, un modelo demasiado grande
puede resultar inconveniente =i se formula en una szpla
categoria, por- 1o gue muchas  veces es mas adecuado utilizar
una combinacién de dos © més de ellas. La lista de problemas
tipicos no es exhaustiva, de manera que s2 pueden encontrar
situaciones gue sean inconvenientes con alguno de los modelosz
propuestos{ por lo que en este caso, la modelacidn serad
original.

Problemas de Produccién.

En este tipo de problemas se¢ tienc una coleccioén de productos
a enviar al mercade, v un conjunto finito de recursos a
utilizar para la fabriceacidn de los mismos. Asotiado con cada
producto s tiene una tasa de contribucidn a la ganancia
(ganancia neta, precio neto, utilidad) y un conjunto de
coeficientes técnicos sobre el uwso de los recursos. El
objetivo ez encontrar loc nivelee de produccisén gue maximicen
la utilidad, sujetos a no emplear mds recurcsos de los que se
tienen disponibles. Eztos problemas siempre zon de la forma
"Massimizar ganancia sujeto a restricciones de menor o igual’,

Problemas de Asignacidn de Servicios y Corte de Material.

Estos problemas son complementarios (en la jerga de
programacién lineal =ze llaman dualez) a los problemas de
produccidn, Yy su forma es minimizar un costo <sujeto a
restricciones de mayor o igual". Las variables en este casp
pueden corresponder al numero de gente contratada para varios
turnocs durante el dia. Las restricciones surgen del hecho que
la mezcla de variables seleccionadas deben cubrir las
necesidades durante cada hora del dia.

Problemas de Mezclas.

Los problemas de este tipo se presentan en el manejo de
alimentos, v en las industrias de refinacién de petréleo. El
problema es mezclar un conjunto de materias primas, por
decir, diferentes tipos de carne, cereal, granos, o petréleos
crudos, etc., en productos terminados, comb embutidos,
alimento para perro, o gassolina; de tal forma que el costo
unitario del producte terminado se minimice satisfaciendo
ciertas restricciones de calidad y minimos nutricionales.
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Problemas de Planeacipn Multiperiddica.

Esta clase de problemaz tal ver son loz mds  importantes.
Dichosz modelos  toman en cuenta el que las decisiones que se
hacen en un periodo, parcialmente determinan qué deciziones
se permitirdn en peoricdos futwos. El submodelo empleado cada
periode puedi <@ un problema de  produccién, de mezcla o de
algun otro tipo. Dichos submodelos  generalmente estan
vinculados por medio de variables de inventario; por ejemplo,
el inventario de materia prima, productos terminados, flujo
de caja, préstamos, ectec., los cualez se llevan de un  periodo
& otro.

Modelos de Insumo - Producto

En las grandec compafiias, el producto de un procezo puede ser
el insumo de otro. La General Motors, por ejemplo, fabrica
motorez en ciertas plantasy esos motorec pueden venderse de
manera directa a los clientes o pueden emplearse para sus
propias unidades de autos y camiones. Una compaiia como la
anterior, <ce dice que esté integrada verticalmente. En  un
modelo  integrado de esta manera, en gencral =e tiene una
restriccién por cada tipo de producto intermedio; en términos
mateméticos la restriccidn bhace cumplir la ley de la Fisica
qgue establece que "la cantidad empleada de un producte
intermodico por variose procesos, no  puede cuceder & la
cantidad de este producto elaborado por otros procesos".
Generalmente oiicste una variable de decisinn  por cada tipo de
proceco disponible.

Si el problema cee extiende a toda una economia, entonces los
modelos considerados tienden a ser ceimilares al modelo de
insumo~producto popularizado por Wassily Leontief (19281).
Cada industria se describe por los productos de insumo que
requiere y los productos que elabora. Dichoe productos pueden

volverse insumos para otras industrias. El problema es
determinar los niveles apropiados a los que cada industria
debe ocperar para satisfacer los requerimientos de un  cosumo

especifico.

Problemas de Redes.

l.oe modelos de Programacién de Redes merecen una mencién
especial, ya oque tienen una forma particularmente simple qgue
hace que se puedan deecribir facilmente como una grafica o
red. For 1lo tanto tienden a ser faciles de uplicar vy
comprende. Froblemas de redes surgen  frecuentemente ©n
problemas de distribucidn de productos. Cualquier ocmpresa gue
fabrique un producto en  varioe lugares vy lo distribuya =a
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muchoe clientes puede encontrar que une red do Frogramacién
Lineal es sumamente Gtil.

Una razén  principal’ para individualizar ste  tipo de
problemas, e que erizten precedimientos e=zpecializados de
solucidn para clio. En problemas grandcz, dichos

procedimientos  pueden  sor marcadamente  mas veloces que el
procedimiente general de scliucidén. Uno de los problomes  mac
sencillos de redes oz aguel en el que se trata de encontrar
la ruta mas corta de un punto o otro. Una ligera variacion a
este problema, que ez la de determinar la ruta mds  larga,
pasa & ser  un coaponchic  importants del  FERT (Programs  do
gvaluacion  y téonica do coentrall v el CFM (Método d&  ruta
critical,

Pl aneacién Estocédstica.

Uno de les supuestoc fundamentalesz do la Frogramscidn Lineal
es que todos los dato: zorn conecidos con corteca.  Sin
embargue, exizton cituacs cr donde ciertos  datos clave son
al tamoent torios. ejemplo, cuandc  una compania
pe 1 zobre cu prodguccidn para el

[ ]

© g

irelern efectta deocizicne
pericde invernal que e avecinag, la demenda de combucstible es
una  variable mucho muy aleatoria. MNo  obestanto,
distribucidén de probabilidades para todaz lac

aleatoriaz  =e conoce, ontonces e puede aplico

de modelaje para convertir un preblema oue oz dco y
Lincal scepto por los clomentos  aleatorico en une
equivalente, AungLe poziblemnente Cresca, [«IR{ Eldal

determinicstica,

Teoria de Juegos.

La teoria de Juegeos tiene que ver con el andlisis do
situaciones competitivas. En su forma mds simple un  juego
consiste de dos jugadores, cada unoc de los cuales tiene a su
digposiciéon un conjunto de pocsibles decisiones. Cada jugador

debe  seleccionar una  estrategia para hacerla efectiva,
ignorando la esglecai dn que el otro jugador haga.

Fosteriormente, cada jugador recibe un paus que dopende de 1a
combinacidn de decisiones que se hicieron, En ezte caso, la
determinacidén de la estrategis optima de cada jugador puede
formularse, también, como un modelo de Programacion Lineal.

Aplicacidén a la Estadistica.

Mucho de la teoria estadicetica cse refiere a la prediccidn
bazada en un conjuntoc de datos. Comunmente la prediccidn se
realiza de tal forma qus en algln sentido  se minimice el
ertror tuadrdtico del prondstico. Hablando de manera
aprosimada, un dato gue estéd dos  veces alejado de la media se



pendera  en cuatro veces el errer en la  construccién de  la
prediccign. €1 lo gue  se¢ desea es usar otraz medidas  de
bondad del ajuste, tal cemo ol error  cuadrdtice en la
predicecion, entonces la Frogramscién Lineal proporciona una
herramienta poderosa.



0.2, PRUDUCLION.

Les probl cmat do produsci 6 frecuentomente constituyen  una
partc importante de  preblemaz grandes, como 1oz modeloz  de
planeacidn multiporiddice,

La caracteriztica de un preblema de produccién oo que cxisten

b

productos gue pazan poic un conjunte de  instalaciones. Si
oieten m resurscs y n rroguctos, entonces 1o 1lamada
tecnnlogia se caracteriza por wna tabla con m renglones yo
n columnas de cocficientes tornolégicos, El cocficicnte en
el roengldn i, columna i cs ol ndmero do unidades de
recures 1 gue =0 uss poy ceda enidaed de producto 3. Loz
ndmzror en un renglon do 1o tzblzx eon  simplemente los
cooficientes de una roestriccidn en un programa lipeal. En
un probloma cimple de produccion esoz coeficientes sen no
nogativos. Adicionalmentoc, i co cade producio So

tiene una contribucién & la utilidad por unidad, v acsociado
con cada recurso =0 ticne unia dizponitilidad, L1 objictive,
on este caso, pe enconlirar cudnto producir de cada articule}
es decir,determinar la  combxinacidn aptice gque masimice las
utilidades, con la restriccidn  do no uzar mdz de lo que se
tiene disponible do recurson.

Un problema de Produccidén .

bna cierta planta pucde manufacturar cinco productos
diferentes en cualguier rcombinacidn. Cada producto requiere
tiempo de cada una de tres magquinas en-la siquiente manera
(todos los datos en minutos/unidad):

MAGILTNA
FrUDUC O , 1 Py &
]
A 12 2] )
153 v 4 1Q
C g 4 7
D 10 O 3
c 7 11 Z

Cada médquina dispone de 128 horazs por semana.

-~



Loc productos 0,
hezha pucds e
respectivamentco,
producid por GG
lo gque se fabrigue on
una. fLos cooto:
paira las maguina:
Los costoo do
para preductos
lo compaiia.

as A

2 ozon competitivos, y cuslquier cont
: & lon precioc de b, 44y
Law primaras 20 unidades de Doy
s pueden venderse & £7 0 cada una,
cnoeso do 20 go vende zolo an €
ables do mano de obrra <on ¢4 pore
2 por hara pora la maguina

&0 para

dezpa mavimizar

productos
1a

idad
*0,

£y

pPEro

cada
hora
x

~ta
1

de

te principal  cosplicrcién en este problema es gue les
copntribucionss o 1o ganancia  de los preductoz Oy E no son
lineales., ara lo & ior, ge punde wlilizar el sigionte
artificio para oliminar la complicacian, Dofina dosm
productos adicichaler 1lamadon DUy BED oo cuales se venden a
22 por unidod. u?d limites cupericres debon cetablecerse
epbre la vonia do lor producton originslez Iy BV pare wllo
=¢ defino:
CONTRIBUCION
faR UNIOND

fAr M. de unddader do N oo progusir por semana T w2y,
B: Ne. do o unidos g £ & preduciy por semana
C: Mo, de wildeden doe O @ produciy por semans
D Moo do wnidades do D o preducir por zemana

sin gue sobropaeco de ZO0/cemana, e,
02y Me, de unidodss de D on eiceso de las

LOssemana, (D1 totzl de la produccién do

producto D & [AES S %2,
Es Mo, doe unidedos de E sin gue sebropese de

2/ semana 3.
El: Np, de unidadez de E progucidas en enceso de 20 2.
Mi: Horas de maquina | usadaz/semana ~%4,
M Horaes de mdguing 2 nsadas/semana ~-%4,
Ma: Horas de mdquina S usadazs/semana ~%£3,

La formulacidn del pr
FUMCTON gRJyyIve

MAX o4 JRow I

sUIETD A

oblemsa lineal resultante

+ T 42D 4 BE o+ 2EL -4M1 -4M2 -

AMT

48
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2) BC 4+ 10D + 1080 + 70 o+ Al - LOML = O
) 4C 4+ 1B 4+ JIED - 0T = ¢

4) 7004 AN IDD 4 DK 4 2D - A0MI = O
&)

&)

7)

2)

)
END.

Las primeras troo restricciones anterioren tiencn unidades en
minutos y especifican las horas de ticmpo de miguina como una
funcidén del ntmero do unidades  producidacs, Lo siguientec
dos restriccioncs (5 y  4) limiten ol ndmero de unidades de
alta ganancia de I 4 E. Lac  trez restricoiones finales

limitan £l {icmps do maquina que pucde sor uado.

La restriccidn namero doo pucde primere ccoribiroe como:

128+ 70 4 3100 4 002 + JE 4+

Multiplicando nor 60 v pazande M1 al  ladoe duguierdn se
obtiene la restricoidn doz. La =zolucidn del problema con
LINDU e

DESFULS DE L4 ITERACTION B

VNARINDLE UnLOR COS IO ReEOtiZIoN
n elvlelels) 1. 276020
53 1, QOOQO 0.12542
[ 942.49999 0. 00000
D 0., Q0000 0.12947
Dz Q. 00000 0.1201%
£ 20, 00000 o QOQOG
3 Q. 00000 Q. ¢18780
1 1~v.00000 G, QOOa0n
Mz 66, 49998 0. OO00O0
M 110, 62501 Q. QO000

FUMCION ORJIETTVO 1777.62

I0 roaraL

f.
m
O

RENGL.OM HOLBURA

= QO LRGTTI7
Z 0 L QEELELT
4 0 LOR

o) 20 Q



&
(=)

) 4] 0812497

7 ¢ 135,875

8 6.5 o

<9 : 17.375 ¢
La solucien es simple. tas wunidades de E que pueden
venderse @ un precio alto son lac mis reditusbles y se hardn
tantes como sex posible (20), De C se haran tantas como sea

posible hasta agolter la cepasidad de le maquina 1,

Este problema es un buen 2jemple en donde es muy  facil

desarrellar formlaciones ealternes al mismo problema. Esas
formulaciones alternas pueden tener mas 0 mencs restricciones
v variablos. Por cjemplo, la restriccion:

GA + 9B + 4C + 11E + 1{E2 - 60M2 = O
pueds reescribiree como:
M2 = (8 + 9B + 4C + (1€ +J1E2) /60

lLa expresién del lado derecho puedr sustituwirse por M2 donde
quiera que esta aparezca. Ya que esta edpresién, siempre
seord no negativa, la restriccidn de neo negatividad sohre M2
auntomaticamente serd satisfechsa. be e=zta forma, M2 vy la
restriccién anterior pueden eliminarse del problema si =@
getd dispuesto a efectuar un esfuerzo aritmético. Cuando se
aplican argumentos similares & My MI s obtiene 1a&
formulacion:

FUNC1ON OBJETIVD.

MAX 1.4166676 + 1.433333B + 1.85C + 2,183334D + 1, 183333502
+ 1,78 + J7E2

SUJETO A

2 120 + 7H + 8C + 10D + 10D2 + 7E + 7EZ2 £ 7680
3N 8/ + 9B + 4C + L1E + 11E2 % 7860

4) S0 4+ 10B 4+ 70 + SD + BD2 4+ ZE 4+ Z2EZ 1 7680
=) D 1 20

&) E 3 20

END.

Esta formulacion tiene la presentacion de la forma standard
de Programacidén Lineal. Todas las restricciones son de
capacidad. Note también que la solucion a esta formulacidn
es realmente la misma como la de la formulecidén anterior.

DESPUES DE LA ITERACION 4



YARINELE VALOR Ui i RENUCIoG

ﬁ ,ﬂﬂOﬁﬁ

[H] 0.¢

C ?42..

0

D

£

EL O, 71ars
FUNCION OBRJETIVG 1777.2
RENGLON HDLGURA FRECIO DUAL

2 O LR2I12S

& TEHG0 Q

4 1042.3 o

=1 20 &

& Q0 Q.OR12%
El formulader poresose punde  dar la primera Tormulacién

micntran qur obre puede proporcionar la segunds,

Frocesp de Seleccién de Problemas de Produccién.
Un hcche pooe en modelos de produccidn ee gue dos o mds
varianleo d en wnae formulacidn do Frogragreidn Linead
pueden correspendor a métodoz alterncs para )] me amiento
del mismo producto. En gste caso, €] programa lirn SE LB
ne  =6lec para descubrir  cuénto  deberd fabricar de  un
producto, =ino también c=zeleccionar el pejor procosn pars
vender el producto.

U segundo hecho, gue la mayor parte de las veces aparete  €n
problemas de este tipo, es el argumento de que se debe
producir cierta cantidad de un producto. Exta condicidén cae
fuera do uwna formulacion simple.

Gtro Froblema de Produccién

La compaiiia NMFC elabora varios productos a partir de barras
de atcero. Uno de loe pasos iniciales ee una operacién  en
donde so da forma a las barras por medico de mdguinas  con
rodillos.

Existen tres maguines disponibles para ecste propéeito, sean
¢staz BI, B4 Y g, Cuyas caracteristicaz son las
siguientes:
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MAOUINA  VELOCIDAD EM  ESFESOR ADELE.
FIEG/HIN, &

coeTh Mo
JHEL OF

10
1%
€17

abricar troes  productos, NAMEC debe
000 pies de matorial do pulg.,
111 QG0 pies do 1S3 ganancias
por piae, exo o de obra para es productos,
son  LOI7, . . Eztos precics g0 aplican a toda la
producci én, v operteo, el departamento de ocobar

como limitc o semana, £in imporias 2l gzpe

Esta semani
producir ol
114 Q00 pies

eziricsiones v cudlez les ariables
Claramonte ocristirdn cuatro
restriccionocs ooy -¢ a laz tres méguines vy oo la
capacidad dol  dog do pabargue. Asi como trac
2
s}

LCuwales zon
decisidn do

siahil

restricciones mas pondientes a loz roquerimicntes  de
produczidén do los tros preductos,

Lag variablez do deocizsidén repuicren una explicsci dan meyo,
Se tienco sdlo unae formna de producir matecrial en 174 do
pulgada, tree formac do produciy /8 y dos mansian
producir de 1/2 pulgad De este modo, se reguics
menos lac ciguientes voriables de decieidn, Por conveniencies
numérrica mediremes 1a loncitud on miles de pies. Esane

BX4 = milec do
138 = miles de
A8 = miles de
£38 = miles de
B4 = miles de
ES2 = miles de

<It

‘8 producidas por EX
/8 producidas por B4
i3/8 producidos por £5
1/2 producidos por B4
1/2 producidos por B35

174 producidas por BI

En la funcidn objetivo debemos tener 1a contribucion & la
ganancia, incluyendo los costos por mano de obra. La  tabla
siguiente mupstra diche contribucidn para cada variable,

VARIASLE T CONTRIGUCION A LA
GANANCIA/FIE,

B34 0. 01589
Bas8 0.01782
4B 0. 01650
=1 G, 01822 {sigum)
B4z 0,017%

252 0.01622



fara las rootriccieoncs de 1a  capacidad  dz: asdquina, so

requiere del nimora  de horas necesarias para prococar 1000
pies. De ozta farma  para la mdguing £r o tiene:
10007 (bOminshr) X (150 pics/mind = 111011 horas por 1000
pics. De manera similar, para B4 y [N oo L 14647 horas  por

1000 pics v 22200 horazn por 1000 pics,

La formulacidn ze pucde escribir como:

MAX 15.G%E3 4+ 17, 83038 + 16,048 o 15, Z0RGE 0 17.2R42 +
146, 22052

SUJETO N:

0.1113316T4 + O, 1111IREE
0. 16667848 + Q16667842

O, 22R2REE 4 0,220

Capacidati de 'las
maquinas{en horas)

IR

£ £s £
[ d Ay

EZ4 + £38 + K48 + ES8 + B4Z2 + BSD I 600 Capacidad de embarque
{(en miles de pics)

B34 & 218 Reguerimientos de produccién
B8 + R4B + REGB 2 114 (en miles do piee)
RB42 + €52 E G

Este es un ejemplo en el que vale la pena esforsarse  para
deducir la solucidn optima a partir de los argumentos  cobre
los costos. El producto de 1/74" puede elaborsrse =6lo por
la mdgquina B3, con 1o que conocemos que £34 es al moenos 218,
El producteo do  3/B" oz mas rentable que el de /4" en  la
maquina BEZ; por lo tanto se puede concluir gque £34 = 218 vy

BIE tomar la holgura. Loe productos 1/2" v I/8" pueden
elaborarse ya sea por B4 6 835, £n ambos cazos, ol de  1/2"
es mas rentable por pie, por lo gue se conoce que B48-y  LSB
no deben ser mas de lo absolutamente necesario. La pregunta
es: Qué ee lo absolutamente necesario? El de I/8 es  mas
rentable pasarlo por £3 que por B4 4 ES53 asi, resulta que la
demanda de 3/8" se satizfacera de B: oy si resulta

insuficiente, el resto se obtendrd do 24 vy de B5.
Ezpecificamente, cse procede como sigue:

Hagamos &34 = 218,

Esto deja una holgura de 35 ~ 248 % 11111 = 10,72 horas en
£5. Lo cual es suficiente para producir 97,000 pies de 3/8",
con lo que =& concluye gQue:

LR = 97,

G
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£l reste de la demanda de 3/8" debe hacerse en B4 vy BS,

Parece ser gue debe  hacerse en  la manuins B4, ya que 1o
contribucien & 1a ganancia para 3I/78" es mas alta en ésta que

en B, Note, =in embargo, que el de 1/2% es también mao
rentable baijoc B4 que en B, por erxactamente la misma
cantidad, De eosta mansra, nos es indiferente la anterior
seleccidn, En forma arbitraria se uza la maguina B4 para

completar el resto de la demanda de 3/8%; arci:

848 = {7

ashora, cuslguier capacidad restante se usard para elaborar
producto de 1/2Y, En este caso sxisten X&— 17%,16667=32, 16667

horas de capacidad en B4, En lo que respecta al embarque,
actualmente se tiene una capacidag de &G0 ~ 218 - 97 ~ 17 =
268 000 pres. B4 es mén redituable gque BER, por lo que BAZ
se hatré lo mas grande posible;, tanto como:
3L 1HOOT S 36667 = 173 oentonces,

B42 = 193

CEl resto de la capacidad de embargque oo 268 -~ 195 = 78 por lo

tanta:

BE2 = 75

For otra parte, la snlucion que se obtiens por medio deo LINDD
es la misma que la alcancada anteriormente.

» LINDO

FUMCION OBJETIVO

1) 10073, 000
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO
B34 218.000 Q.00
B8 7. 000 0,00
648 17.000 0,00
BS58 0,000 0,00
B4R 193,000 0.00
BS2 75, 000 Q0,00

Notese que BS5B es coro y su costo reducido es también cera,
1o gue significa que BY8 puede ser incremtado (y B4
reducido) sin afectar las ganancias, lo cual es consistente
con lo adoptade anteriormente cuando s dijo que era
indiferente fabricar BR48B ¢ RS8 para satisfacer la demanda de
3/8%,
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Cualquier programa lineal, en teoria, se puede resolver
manualnente por argumentos econdmicos similares, pero en
problemas de cierta -magnitud, los calculos resultan muy
tediosos vy se puede caer en  errores aritméticos vy légicos
impoir-tantes.

PRUOBLEMAS PROPUESTOS.

1.—- Considere un fabricante que produce dos articulos, sean
éstoz A1 Yy A2, Carla producto se glabora con Poliester y
Polypropileno., Las cantidades requeridas por cada uno de
los dos productos aparece en la siguiente tabla:

Materia prima /unidad de producto terminado

Al 2

-
S

1 Poliester
2 Prolipropilent

Debide a las cuotas de importacidn, la compafiia es capaz
de obtener sflo 12 y 10 unidades de Poliester vy

Prolypropileno, respectivamente, cada mes. La compafiia
estd interesada en planear la preoduccion del siguiente
mes. FPara este propdsito es importante conocer la

ganancia por cada producto, la cual se ha establecido en
$3. v %4. para el productec Al y A2, respectivamente.
Cuales deben ser las cantidades & producir de Al y A2
para el siguiente mes?.

2. La compafia de articules electrénicos MNATTEL produce
motores para juguetes y peguedas herramientas. El
departamento de ventas, después de algunos estudios, ha
hecho un pronéstico de ventas de 6100 unidades del motor
Dynamoustruo para el siguiente trimestre. Esta es una
meta que pondrd a prueba las capacidades de produccion de
dicha compafia. Un Dynamoustruo se ensambla & partir de
tres componentes: eje, base y tapa. Es claro que
algunus de estos componentes pueden ser comprados &
proveedores externos, si se agota la capacidad propia. El
costo de produccion variable por unidad se compara con el
costo del proveedor en la tabla siguiente:

w



COMPONENTE cOsTo casTo
PROVEEDOR FROP1D

EJE 1,2 .81
BASE 2.50 2.30
Tara 1,95 1.45

La planta consiste de tres departamentos. Los
requerimientos de tiempo en horas - de cada componente, en
cada departamento, s5i se manufacturan en planta, se
resumen en la siguiente tabla. Las horas disponibles
para la produccién de Dynomoustruo se listan en al
altimo renglon.

DEPARTAMENTO
COMFONENTE
CORTE FORMADD FABRICACION
EJE .04 .06 04
BASE .08 .02 .03
TAFPR W07 . .09 PRz
CAPRCIDAD 820 azo 820
as Cudles son las variables de decisién
b. Formular un programa lineal adecuado
(= Cuantas unidades de cada componente deberan

comprarse al provedor?

3. Un rancho en Sonora cultiva tres parcelas cuya superficie
y agua dicsponible aparecen enseguida.

PARCELA SUPERFICIE AGUA
{HAS) DISPONIELE
{Ha.—30 cm)
1 400 1500
2 &Q0 2000
3 300 00

Se pueden tener tres cosechas; sin embargo, la
superficie maxima gue puede ser cosechada de cada cultivo
estd limitada por la cantidad de  equipo para regar que
este digponible. - Las principales caracteristicas de los
tres cultivos aparecen abajo:



CULTIVEG CAPACIDAD TOTAL REQUERIMIENTOS GANAMNCIA

DE MAR., SEGADORA DE AGUA (Ha-cwm/Ha) ESPERADAS/ Ha
SORGO 700 2] 400
ALGODOM 800 4 00
TRIBO 300 2 100

Se puede cultivar cualguier combinacidén sohre cada
parcela,

" Cudles son las variables de decision?
b. Formule el modelo de programacion lineal
4, La formulacidén y solucion del problema de seleccidén de la
produccién de la compafia AMFC, visto en el cuerpo de
este capitulo, =& presenta enseguida. Basados en el
reparte de splucion conteste las siguientes preguntas:
a. Cugl es el valor de una hara adicional de capacidad
de la maquina B4?
[ Cuél es el valor de dos horas adicionales de
capacidad de la maquina E37?
MRX 15,896834 + 17.89838 + 16,5548 + 15,22B58 + 17,5842 +
146.22852
SUJETO  A:
2) B34 2 218 DEMANDA DE 174"
3} B38 + B4g + B&SY 2 114 DEMANDA DE 3/87
4) BAZ + RBGZ 2 111 DEMANDAR DE 1/2¢
) 0.11141B34 + 0,111118B38 1 35 CarPACIDAD DE B3
6) 0, 16667E48 + 0, 166467842 £ 35 CAFACIDAD DE B4
7} 0.22222B58 + 0,22222B52 £ 35 CAPACIDAD DE BS
8) H34 + B3B8 + B4 + BS8 + B4Z + BS2 £ 600 CAPACIDAD DE
EMBARQUE
END.
VALOR DE LA FUNCION ORJETIVO
1) 10073.85
VARIABLE VQLDR COSTOD REDUCIDOD
B34 218.000 Q.00
B38 7.000 0,00
B48 17.000 0,00
B58 0,000 Q.00
B42 193,000 .00

Bo2 75,000 Q.00



RENGLON

HOLGURA

- 0.000
Q.000
157,000
¢, 000
Q. 000
18.333
0. 000

RANGOS EN LOS GUE LA BABE ND

VARIABLE

B34
B38
Rra8
BI8
B4z
BS52

COEFICIENTE
ACTUAL

15,8900
17.8%900
14,3000
15,2200
17,5000
16,2200

FRECIO Dunt.

RANGOS EN EL LADD DERECHO (RHZ)

REMNGLON

AN HDIUN

ACTUAL
RHG

218, 0000
114, 0000
111.0000
35, 0000
35. 0000
35. 0000
600, 0000

-2,999%
—=1.0000
0, 0000
24.0299
7.6B00
0.0000
16,2200
CaMBIA
INCREMENTO DECREMENTO
PERMISIBLE PERMISIBLE
2.9999 INFINITY
INFINITY 2.,64699
1.0000 0, 0000
0. 0000 INFINITY
0. 0000 1.0000
1.2800 0, 0000
INCREMENTO DECREMENTO
PERMISIBLE PERMISIHLE
97.000006 16, 999994
157, 000055 16999994
157.000000 INFINITY
1.888888 166672
12.499996 13.750003
INFINITY 18. 333338
82.500023 74.999778



11.3. ASIGNACION DE SERVICIOS Y PROBLEMAS DE CORTE DE
MATERIAL.,

Problemas de asignacién de servicios.

En esta clase de problemas no existe una coleccien de
recuwrspe esCasns & ser asignados, $ino mas bien se tiene une
coleccion de reguerimientos tal como el tamafio de un equipo

de gentes durante varios periodos de tiempo. Cada actividad
o variable contribuye a satisfacer algin subgrupo de
requerimicentous. El objetivo es seleccionar  alguna

combinacien d2- niveles de actividad gue satisfaga los
requerimientos 2 un costo minimo,

Ejemplo sobre la ubicacién de servicios.

Plane y Hendrichk (1977), usaron un medelo de  programacidn
lineal como punto de partidsa para localizar estaciones de

bomberos en la ciudad de Denver. Una vereion ciapliificada
de sw modele nos proporciona una busne  irnkroduccidan a2
problemas de ubicacién. Considirens 2 uyne civdod comn uns

coleccion de punteos de  demznde de servicios de easrQenci a.
Para lo cual, solve o piane de 1o civdad hrreponenns una
cuadricula transperent e con cnpdros do medis milla por lado,

Lag estaciones deben phocerse de tal forma oue =e minimicen
los costas, pore con & rostriccisn de que cada punto do
demenda debe esler, por decir algoy e cinco minutes doe ouna
estacion. Se  puede identificar de entemano un conjunto de
sitios potenciales para vhicar 2 Jas  estaciones, eosto o5,
ubicaciones actuales, mas otros =sitics adicionales., De tal
forma que las recomendaciones propuestes puaeden  incluir
algunas ubicaciones enistentes, Flane Y Hendrick
representeron & la ciuwdad de Denver con 246 puntes de demanda
e identificaron 112 lugares potenciales, A manera de
ejemplo, suponga que existen 7 puntos de demanda denctados
por 1, 2,.....7, ¥y 5 sitios potenciales denotados por A,
By.oooowsEs Para cada punto de demanda, se ha tabulado los
sitios que estén dentro de los S minutos de recorrido de cada
uno de ellos. Una Y en el renglén i, columnas j indica gque
el lugar Jj esta dentro de los § minutos del punto de demanda
i,



SITIOG FOTENCIALES PARA ESTACION DE BOMEERDS
. n c D E
COSTOMILES) {310 2560 260 IR0 280
b} Y Y
2 Y Y .
PUNTOS D 3 Y Y
DEMANDA 4 Y Y ¥
G Y Y Y Y
] Y Y Y
7 Y Y

En el rengléen do coste, se considera el costo  anual,
incluyendo ©! costo de capital por el hecho de tener una
estacion en un lugsr en psrticular.

La clave pars formular un modelo adecuado de Programacidan

Linzzl es identificar las  variables de decicion, para esto

definiremos: -
1 el la estacisn se localiza en £ lugar A

o] de otra forms

B =(' rtc,

Como g2 observa, ©l probleme es realmente entero; ya que se

requiere gue A puede tomar valor 0 o 1. Un valor
fraccional como .45 no tendria sentido. For lo pronto
haremos a un lado dicha consideracién y formularemos el
problema como si no fuera entero. Claramente, la funcion

objetivo es:
Min J10A + 250B + 260C + 330D + 280DE

En este punto debemos especificar restricciones que forcen a
que cada punto de demanda sea "cubierto”. No es sorpresivo
que existan tantas restricciones, como puntos de demanda, en
donde se establezca que . al menos uno de los lugares se
encuentra dentro de los 5 minutos de recorrido respecto a una

estacidn.

For ejemplo,para el punto de demanda 4, el requerimiento es
equivalente a la desigualdad:

A+ D+E 2L

&0



Ya que A, D y E san 105 tnicos lugares que se encuentran

hasta 5 minutos del puntos 4. El modelo completo es:

Min I10A + 2T0F + 260T + 3I0D + 2808
Sujeteo a:
2 C+D21t
3 A+ B2
4) 6 +E 21
) ft + D+ E 21
&) A+ B +C+D 21
7). BE+DOC+D21
83 D+ E 21
EMD

La solucion es:

VALOR DE LA FUNTION OBJETIVQ

i 640, 0000
VARINABLE VALOR COBTO REDULIDO
[ 1. Q000 0.0000
B 0. 0000 150. 0000
c 0. 0000 0.000Q
b 1. 0000 0. 0000
E 0. 0000 0. 0000
RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES
2) 0. 0000 =260, 0000
3) Q. 0000 =100, 0000
4} Q.0000 ~210.0000
&) 1.0000 0, 0000
Q) 1.0000 0.0000
7 0. 0000 0. 0000
) ©0.0000 - 70.0000

No. DE ITERARCIONES = 6

La solucién de costo minimo es ubicer estaciones en 1los
lugares @ vy D. El costo reducido de 150 sobre B es
sorprendente. Ya gue, aungque B tiene el costo mas bajo, el
costo reducido indica gue es el lugar menos atractivo para
poner una estacidn.

Los costos reducidos de cero sobre los lugares ©C y Ey que no
fueron escogidos, sugieren que pueden existir seoluciones
optimas alternas considerando € y/o Ej sin embargo; no existe
optimo alternw.

b



fhaora es conveniente regresar al  punto, gue surgidé al
principio de este problema, sobre 1la integralidad en 1a
farmulactén. Al respacto, se puede decir que se tuvo suerte
en este eiemplo  ya quir la solucién del problems de
Programacien Lineal resultd entera.

Problemas de programacion de equipos de trabaja.

Una parte del manejo de ra mayor parte de las instalaciones
de servicio al ptblico s la programacidn del personaly wsto
es, decidir cuanta gente emplear. Este probhlema se presenta
en companias de teléfonos, bancos, hospitales, etc,

£l proceso de soluciotn ,para este tipo de problemas, consiste
de al menos tres  partes: (1) Desarrollar un buen prongstico
sobre el numero de personas que se requieren  durante cada
hora del dia © cada dia de la semans durante el periodeo de
programacion; (2) ldentificar los posibles equipos de trabajo
con base en el personal disponible y las reguleciones
sindicales; por ejemplo, un equipoc en particular puede
trabajar de mertes & s&bedo con lo que tendrian dos dias
libresy (3} Determinar cuanta gente debe trabajar en cada
equipe, de tal forms gue =e minimicen los cestos vy el namcro
total de gente duwrante cada periodo de tiempo; con el fin de
que satisfagan los requerimientos determinados on (1), De
los pasos anteriores, la programacion lineal es util seélo en
el paso (3).

Ejemplo sobre la Programacién de Equipos de Trabaljo.
Una carretera en el norte de Chicago tiene uwna caseta de

cobro con el siguiente cuadro de demandas durante cada
periodo de 24 horas.

HORAS COBRADORES

NECESARIOS
12 a.m. a & a.m 2
6 a,m. a 10 a.m. 8
10 a.m. a 1/2 dia 4
1/2 dia & 4 p.m. 3
4 p.m. & & p.m. =}
& p.m. & 10 p.m. 5
10 p.m. a 12 noche z

Cada cobrador tiene una jornada de 4 horas, descansa una ¥y
luego trabaja ‘otras 4 horas. El cobrador puede comenzar en



cualquier hora. Supeniendo que el objetive es minimizar el
numere de coebradores ! emplear, formular un modele  de
programaci¢n lineal apropiado.

Formulacién y Solucidn.

Definamas laz siguientes variables de decisidn,

namero de cobradores que empiezan & trabzazjar a la media
noche.

=
i

Ne = ntaero de cobradores gue eapieren & trabajar 2 la 1 de
la mafana. -

Nea = numere de cobradores que empiezan & trabajar a las 11
de la noche.

Hay aque notar que se tiene una restricecién por cada hora del
dia, estableciendo que e! numero de cobradores en una hora
especifica debe ser 2 al namero requerido en esa horea, El
objetivo serd minimizar cl ndmero de cobradores centratados
para el pericdo de 24 horas. De manera formal €] modelo eod

Min Ny + Mz + o Fiavaeaaet Naa
Sujeto a:
NitNaatNzastloatootlsetlsatnsy 2 2 (12 de la noche & 1 a.m

Hatii+Xoatlastios lzntiietie 2 2 {1 a.m. 8 2 a.m.)
.
e
Hotlatptatiatitinatias 2 8 (6 aum. & 7 a.ti )
.

NoatNostloztias il ietliatNistiil2 3 (11 p.m, 8 12 de la noche)
La solucidén del modelo de programacién lineal es:

N = O
s = 0.75

Ye = 0.75 .

tm = 0,75 Las restantee variables =on cero

e = 0,75
iy = 075 VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 15.75
W= 1
MNi1g% ]
Ham= 2
Kag= )
Ny»= 1
1

Hie™



La respaesta anterior no es dirsctamente atil ya que algunos
valores de las variables son fracciconales. El valor de
15,7% implica qua dehemos contratar al menos o 16 cobradores.
Forguée?, Esto resulte f4cil ei se redondez ecta selucidn de
moto que  tengamos una respuesta entera. Lo que sz logra
haciendo %= = 24 = e = Xp = 1y X = 0

Gi los turnes no tienen periodos libres o cuentan con pocos
descangns, cntonces la zolucién del problems lineal tenderd a
sar entere por 51 salo, sin recwrrir & la programacion
entera.

Problemas de Seleccién de Patrones (Guias) de Corte.

En algunas industrias tales como la del papel, se fabrican
relleose en medidas tante de anche como de large que =ean

econdmicas, Esas medidas posteriormente se cortan en una
variedad de tamaios mac pequefos gque resueltan més ntiles para
el consumidor final. Precisamente la determinacion de coémo

cortar esos  tamanos primorics en mas  pequeRos, & un costo
minime, es 1o que se connce como el problema de Seleccidén de
Fatrones de Corte. Un ejemplo de este tipo de problemas es
el uso unidimensional. Suponga que =1 disedo de una maquina
impone la manufactura del producto a un ancho de 72 pulgadas,
FPor otro lado existe una variedad de necesidades de corte en
medidas mds pequeias, dos de ellas se muecstran en la figura
8.1

\ ’

) \ 35
35 1'

| N
- N
- |
| :
} |
35 EN
‘ 1%
N R

Fig. 8.1 Ejemplo de patrones de corte,

En el primer patrén se tiene una ceja de desperdicio de 2
pulgadas (72-2 X 35 = 2), mientras el segundo tiene sdlo una
ceja de | pulgada (72 ~ 2 X 18 - 35 = 1). Sin embargo, este
nltimo no  es muy atil & menos que &l namereo de pies lineales
de matwurial de 18 pulgadas de ancho sea alrededor de dos
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veces &l nimero de pies linealez de material de 35 pulgadas
de anchao. be esta menera, se debe valorar ol despedicio por
dejar un: ceja y el desperdicio total,

La suwlucion de un problema de corte puede dividiree on los
tres pasos que ce anctaron con onterioridad: (1) Pronosticar
laz nececidades  de los  anches finalesg (2) Determinar una
caleccién exhaustiva de los posibles patrones de corte; (3)
Determinar qué cantided de cada patrén debe fabricarcse de
scuerde a  (2) de manera que los requerimientos en (1) se
saticfagan & costo ninimo, En este caso, la programacion
lineal puede emplearse para efectuar el paso (3).

Ejemplo de un Problem de Corte.

Cierta compafia produce una amplia variedad de aparatos
domésticos comb refrigeredores v estufas. For otra parte,
una porcién importante del costo de la materia prima se debe
@ la compre de laminas de acero, Actualmente, laz hojas se’
compran en rollos en tres diforentes anchos: 72,48 vy F&
pulgadas, En el precese de febricacien se requicren ocho
diferentes anchos en las laminas: 60, S4, 42, 38, 34, 24, 15
vy 10 pulgadas. Todos los usuerios necesitan tener la micoma
calidad e igual calibre de la léamina.

El] problema que se presenta continuamente eg recortar el
desperdicio. Por ejemplo, una manera de cortar un rollo de 72
pulgadas de ancho es5 uno de 38 pulgadas de anche y dos rolles
de 15 pulgadas,. De esta forma se tendrd un desperdicio de 4
pulgadas, gque se desecha.

Los precios por pie linezl de los tres diferentes anchos de
la materia prima son 15 centavos para el rollo de 34 pulgadas
de ancho, 19 centavos por el de 48 y 28 centavos para el de
15. Por simple aritmética s=e revela que los costos por
pulgada ¥ pie de los tres diferentes anchos son 15/36 =
416667 centavos/ (pulgada ¥ pie), .395833 centavos/ (pulgada
X pie)y, vy . 388889 centavos/ (pulgada % pie) para los anchos
de 36, 48 y 72 pulgadas, respectivamente.

Los rollos originales se pusden cortar en cualquier forma
factihle. lLas posibles maneras eficientes de efectuar la
actividad, anterior para. los 3 rollos originales, estan
tabulados en las siguientes tablas:



PATRONES PARA EL MATERIAL DE 72"

MO. DE CORTES DEL ANCHO REQUERIDD  DESPERDICIO
FATRON 60" Se" 42" 38" 34" 24" (5" 10"  EN "
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PATRONES PARA EL MATERIAL DE 48"

: NO.- DE CORTES DEL ANCHO REQUERIDO DESPERDICIO
FATRON 60" Se"  42% 38" B34t 24" 15" 107 EN ¢

Do o) 0 3 0 o] Q 4] o] 6
D1 4] 0 o] 1 (o] 0 ] 1 0
D2 (o] o 0 o] 1 0 e} 1 4
D3 Q e] 0 0 (o) 2 0 (o] o]
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FATROMES PARA EL. MATERINL DE Ze"

MO, DE CORTES DEL AMCHE REDUERICO DESIFERDICIO
PR HinY et A2 AR Bar Rarv 1Ee L0 e
EO 2] o O 8] 1 0 0 2] 2
= i} (%] 0 0 O i ] 2
2 0 0 ¢ [¢] 0 € 2 0O &
£3 0 o s} \] Q O b 2 1
E4 Q o (8] O d] (e} ] = &

Por ejemplo, el patrén C4 corcresponde a cortar el rollo de 72
pulgadas de anche en uno de 24 vy custro de 10 pulgadas de
ancho, temiendo un desperdicio de 8 pulgadac.

Les longitwdes neceserias, para el periode do pleneacion, de
los diterentes cnchos =ont

( EN PLLGADAS )

1
ARCHD | @0 S6 42 Rt 84 @n " 10
nimeiro i
de pits {300 400 BJO0 4540 HEO 1060 OO 1000
necosa~
rios.

La disponibilidad de materie prim= psre ol periode de
planeacion es: 1600 pies del ancho de 72 pulgadas v 10 000
pies de cada uno do lese anchoo de 48 vy 36 pulgadas,

S trata de formular un modelco para determinar &l numero de
ries que deberéan corterse de cade patrén .de tal forma gus
se minimizen 1os costos satisfaciendo los requerimientos de
los diterentes anchos. Puede predecir de antemanc la
cantidad gque se usard del material de 36 pulgadas.

Formulacion

Sean fly AZy...; E4, gue aparecen e la tabla de patrones de
corte, el numeroc de pies a cartar del patron correspondiente,

Fara fines contables es wtil definir adicionalmente:

Ti = Cantidad de pies del material de 72 pulgadas que se usa
para cortar divoersos patrones.

T2 = Contidad de pies del seterial de 48 pulgadas que se usa
pare cortar diversos patrones.
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VI o= Contidad pies del materisl de 34 pulgadar cuo 6o nss
pero cortoer divorset patronec.

Wi = [Fulaades poropin do cejs de despordicic de 1ot petropes
Gl s onrtaen ood o malerial doe 77 palgadae,

Fulgadsrn pov pic do coja deo des
e corlen dodoas

rerdicio de 1os patranes
terinxd de 48 pulgadan,

W3 = Fulgadaes por pic de coja do desperdicio de los petrones
gues =50 cortan dol matoricel doe 346 pulgadas,

XY = Camtidad de pies on eunceso de 12 drmanda del patirén de
&0 pulgadan do enchio.

2 = Lantidad de
&6 pulgades

demende del patron de

N5 = Cantidad de pics on erceen deo la demande del patrén de
44 pulgadas do oncho.

. .
. »
. .
. .

X& = Cantidad deo pies wn excesp de le demands de) pairan de
10 pulgadas do ancho.

Muchas veces puede no s facil establecsr 12 funei on

objetivo. For eoicmplo, se puedes estar pensande eon czxlcular
el costo de desperdicico por pie de cada patron gue se corta
Yy  entances, minimizar =1l costo  total de todos los

desperdicios, @5 decir:
Min CIORBETIWS 4 L 3958TR2 4+ L 41666T7HE

Sin embargo, objetivos como éste facilmente puede conducir a
solucicnes gque tengan muy pequeip desperdicic pere con oun

alto costo. £n casos en que el casto por pulgada cuadrada
R et no sea @] misme para todos los anchos de material,

la formulacien anterior puesde sor adecuads.

Una funcien ohjetivo mas r&zonable e minimizar el costo
total esto es:

Min 2871 + 1972 + 1573



Lag restricociones en ambos casos sons

47

el 2Ty (VAL A T = AB A9 RO~ 112 -RE-RA DB ~Fb-~T17 -
Re-p7-Co-C1-C2~C3-Ca-C5-06~-C7-C8-07 = 0

@l T2-B0-D1=D2-DRA-DA-DE~-DH-D7-DE-DY = O

7Y O-EI-EZ-E3-E4 = 0

=Y —HMNA ORG-S R6-ABO—Q 1 ~ADZ-4RT - A B4-8UG-TRO-GB 7 -0 09~

C1-BC2-ICR-C4-2C5~7C6-207 ~7CE-2C7+W1 = O
) ~ADY - GDA -4 DE-ED6-EDT -3DE-8DPHM2 = O

1Y PEO=2E1=HER-ER-LE44US = 0

11} @Al~-X3 = 500

12) AZHAI-X2 = 400

12)  RAHRARGALEBTHDO-XTE = J00

14) AR4ATHROLBAFR24D I =Y4 = 450

152 ABEZERAFHAGRE BAHRZADRHEO-XS = 350

147 AF+OTEEGHARES A4 2004C L +CEHCEHCH4ZDTFLNAHDSHEL X6 = 100

17} A2E2A5A S DU T S 2R RO ERC Y A 7024-CAHGCELICHA 20T +0R+D4 +
JDEHZDT7 DO -¥7 = 800

162 ALARBFAAEINT 4O FEUTHES 42RO+ AR +2C0+C2+3CA+ACA+CTL 206+
SGE7HECEAHTCTHDIHDIE4LZNSHD74IDE+ADI+E L +2EF+TE4-XE = 1000

Las restricorones () a la (8) hacen cumplir los limiten de
disponibilidad de 1ot tree anches de material. Las
restriceciongs de le 9 & la 7 definen las variebles Ti, T2
T3, las restriccionzs de la (11) a la (18) forzan & gque &2
cumplan los ocho reguerimientos de demande, For sjemplos le
(11) forza 2a que la captidad cde=l patron de 60 pulgadas ds
ancho sea al menos  i1gual a 500 piesg, mientrras que la (18)
forza en faorma similar el reguerimiente para el de 10
pulgedas de ancho.

Lz dos diferentes zeoluciones que se obtuvieran baic l1os dos

diferentes objetivos se comparan en la siguiente tebla.



SOLUCTONES AL FROBLEMA DE CORTE

SOLLICION SUCTON -
PRTIROMNES MIMIMIZANDO MINMIMIZeMHO
£i. DESFERDICIO =L COGTO TOTAL
(pips o cortar) (niecs ¢ cortar)
3 00 [<ats)
AZ 400 400
NG 200 173,8284
[V 135, % 172.8713
&3] 362,95 N0
[3%3 Q 3.5713
21 0 32,1929
MK 2] 14,284
L a87.9 P&, ADTL
D3 30 &4
COSTO DEL 4 5,44 AR
LESFERDICIO
COSTD TOIML 470,13 Shbb N
X3 373 O
X 12.5 ©
1i 1400 A0
1 L3708 G ds . R
e O (a3

te diferpncie clave en  laz soluciones wcstd en que 1z de
minimizacion del desperdicio usa mas material do 45 pulaadas
de ancha. Ademds, indice que =& corte mdés  materiel de?
necesario de los patreones de 42 y 34 pulgades va que e
funcidén obictive no considera esteo comt desperdicico.

En ambas trescluciones se tienen respuectas fraccionales, que
al - ser relativamente peguedas, en relacion con las

longitudes, que en la préctica se¢ redondsa a) entero més
cercano.

Generalizacianes al problema de corte.

En problemas grandes de este tipo, puede sor irreal generar

tados los posibles patrones, Al respecto oricte un método
eficiente para generar unicamente aguellos de muy alte
probapilidad de sparecer en la seolucidn aptima. Esto ests

mas alld del enfogque de esta seccion por leo que npo  se
diecutirs dicho procedinmiento.

En cambio se puede decir quo on preoblenas complejos de corte,
las siguientes consideracionee  sobre costos edicionalen
puedoen ser importantes:

70



1. Bosto fije de montar un patrdn particndar, Eete coasto
vonniete o e pécdida de ticepo  doog 1N e e obring

etc, E=sto mobtivs splucieons:s con pocos patrones,
Yaloe die cobre preoduceion. Funede habar elgune demanda

2loovoese de cortes pora G osiguiente periodo.

S Reweo g prodecir le cantidad minime peredcible, medido
are las ganoncias que deian de porcibir,

4,- Coste por veo de méguing, £} coste de opperar  una
maguinag &5  medianaments indopendiente  del materisl con gue

comienza ¢l procecsc, boto motive soluciones en las que
cortan materias primas con mas anchura,

H.~ Preductos de mateorisl especifico. En algunps  casps
puede ser  imposible trabaje- dos productos ds ferentes en el

wmiemn patrdn Poregieren matericloe  doiferentes come:
distinto celibire, calidad, textwra, ctc.

4. B3 e domants de pn cierto enche s saticfene o portir
de vaitios patrones, entonces exictiran coston de
coneolidecion debido & gup ge ecacionan loter diferonten gol
progucto.

7.~ finia caje de decperdicio permitide. Prare  alounps
materialeos vna  ceds suy angosta pucde ser d= difici] manejo.
For lo tanto, se pusdoe desear enfocar la cituacion o pairones
que tengan ya sea cero desperdicio o un:  ceis que  encsds
slgun winimo, come por eiemplo 2 centimotiros,

Problemas Bidimensicnales

£n el casvo del prebplema de corte unidimopnsionsl, 81 procese
se realiza cen materia prima que viens en rolies. En cambio
en ¢l probleme bidimensional la materia prime generalmente
viene en hojas. En ambos casos la idea basica es la misma,
esto e, e partir de un tamafo inicial se cortan diversos
patrones en tamaioz més reducidos, Por ejempla, suponga gue
@l triplay qurr  se pofrece  en el marcade son  hojas
rectangulares de 46 X % pulgadaz vy gque la demanda de
productes finales es para hojas de 36 n 80, 24 u 3&, 20 % 60
Yy 18 » 30, en pulgadas. Una ver que se numeren tados los
patrones posibles para cortar la hojx inicial, de acuerdo con
las dimensiones anteriores, entonces el problema es &l misme
como en el cazo uwridimensional.



€1 problema de programar tripulaciones

El manedo de gviones v osus trimdenionte pro Jinmar eArean
lmpo-tontes invelucra complejos preobiomas  do programacién,
Mallende e pens ponoes : atencian - dichos problewas
Ya QL Tinalments teoner una recompensa

e Coly v,

Un erticulo recionte ded o Wall Srect Jowrnel indicé aue une
me jor programacion, permitie 2 la United Arilines programar

129 vuelos  atdicioneles gue correspeaden a 36 millones de
asiontos-millas, Una pequeia parte de leos preblemas de una
lines &érea oo lo que oo discute e lo siguiente,

Las qgqrandes  compaiias e¢reas se enfrentan &l preblema de
conaunter sue cquipeos de trabaje, el cusl oo conecido como el
problems de  pregramar tripulaciones. Lot requerimierntos a
cubrires son lars nececidades de tripulecion de log vaelos gue
ls linca aé¢roca dobe ofrecer dursnte cl siguiente periodo de

pregramacidn, por decir un omes. Une tripulanién cspecifica
cGurants <o trabain diario haréd varios vurlor, no
nmesecariamonts en 0l omismo avion, E1 problems o, contone

i N

determinar que vuclos deben inzluirse en 6! treobeioc diario d
Ll bripl acs on.

E} enfoque qgue oo aqplica on estos canos debs concidoear:

(12 iduniificor low  requerimientos de demande
vuoloo gue debon cubrirscg 22)  Banerar un nome qrando de
coleamionue de vuelos factiblesz gue wne  tripulacidén  puede
cubray obhoun dicyr (3) 0 Seleccioner & costeo adnime bwn cubgrupo
de vuelos factibies generades en (2).

ceto es, los

La programacian lineal puede usarso paras abordar o] paso (3))
sin embargo, la mayor parte de las lineas adreas usan

procedimeontos computacional es particulares, ya aue ¢l
pregrama linsal  resultante tiende a ser grande vy dificil do
resolver, No ebetante, Marsten, Muller v Fillion describen
un medele de programacidén lineal que  ha side usado por la
Flying Tiger Mirlaines. Dicha compafia tiene la flota mas
pequefiia de las grandes compalias transportistas, de tal forma
que el programe  lineal resultante puesde ser  reosuslto

coonomicamente v proporcionar soluciones de costos mas bajos
gus etros métodos.

En «i ceiguiente ejomplo e da  una versidn muy simplificada
dul pirograme de proyectar tripulaciones,



Eempios

Ui coupeiia  aéres operes el siguients  ~ecjunte de vaelen
projeeamagos:
Pee AURLG ORIGEM DESTIND PARTE DEL DI
163 Chicago L.A. Tarde
41¢ Nl Yoirk Chicaan Tarde
220 New Yori Miami Moche
17 Miami Chicago Mafana
7. [YeH Chicago Tarde
i3 Chicago New Yorlk Noche
11 Fil et Mens Yort: Maflana
9 Chicago Miami Norhe
23 L.f. Mi.am3 Noche
3 i ami o fr, Tarde
El departamento de oporaciones do vuele desea asignar  sus
tripulaciones & baljo costo. Siendo ol problems bacice
determinar el siguiente vuelo que una *(ripulacidén deobe
efectusr despuds  de completer  uno. Prra movor comprentsi on
del problems definimos el concepto  de "Tow cuyas
caracteristicas coit
- Ui towr consicete de 1 & vurlos concotrdos
- Un tour tiene wun costo de % 2000 i tormins on la ciudad

dontde =& oriqind

- Un ftour
cuesta § JCO0

que

termina on una ciuwded diferente del origen

Towrs Corto
17,101, 2% 2 000
220, 17,1048 Ruelale]
A10, 13 2 000
£l nivel pazeo a efectuer ls enunsrecién de todos los touwrs
factibles. £n oste caso sw tiene 10 tours de un vuelo, 14

do dus
dependienda 51

vuelos vy

y spe =7 O 41 tpoure de tres vurlos

sz distingue o no la ciudad de arigen sobre de

un tour cuyo destine ne fue el origen.



TOURS
DE U VUELD DI DOS VUELDS  CooTo  DE TRES VUELOS  £OSTO
.10t t1, 101,23 2%, 101,23,17 2009
. 410 12, 410,37 e 101,23%,31 3000
3. 220 13, 210,19 27, 410,19,17 3000
4. 17 1. oo, 7 2000 8. 410,119,011 2000
5. 7 15, #20,11 2000 29, 220,17,101 3000
N ¥ 160 175101 30, 220,11,410 3000
7. i 17, V413 17,101,23% 2000
8. 19 18, 7,19 7.19,17 3000
9., 23 19, 11,410 2000 7,19,11 3000
10, @ 200 15,17 2000 11,417,143 3000
21, 19,17 11,410,19 2000
237,17 19,17,101 3000
ZE. 23,1 19, 11,410 2000
24, 3, 20 23,17,101 2000

Se doetinon las

siguientes va

riablec de decicién:

1 i w% hace ! Tour i
Ty =

(o} £i no sg hace €} Tour 3 = 1, 2, 3... 37
Mo se distingue la ciuded de origen en Towrs de tres vuslos
cuyo cestino no es ] origen. La formulacidén ot
MIM 371 + 3T2 + XTI + 3IT4 + JITS + 5T6 + 3IT7 + JIT8 + IT? +
BTIO 4+ 3718 + 2T12 4 3ITIZ + 3T14 + 2T165 + 3Tié + 3T17 + ATi8
+ 3T1% + 2720 + 3T21 + 3722 + JT2F + 2724 + 2T25 + 3T26 +
RTR7 + 2T28 + 3TZY + JTH0 + IT31 4 JFT3I2 + 3IT3I3 + 3T34 + 3T3E
+ 3736 + 3IT37
SUJETO Az
2) T 4+ 111 + Ti6 + T25 + T26 + T29 + TR = |
&) Te + T12 4+ TI1X 4 Ti7 .+ T27 4 728 + T30 + T3E3 + T35 = 1
4} T3 T34 4+ T1S + T29 + T30 = 1
5) T4 + Ti6 + T20 + T22 + 125 + T27 4 T29 + T3I1+TI4 +TFo=t
[=}] 54 T17 4+ Ti8 + T31 + T32 =}
73 T + T12 + T17 + 733 = 4
&) T7 4 T15 4 T17 + T2 + T2ZFTR4T2BHTIOH+TIA+TIIHTIEHTI7=1
) T3 + Ti3 + T10 + T20 + T2 + T27 + T28 + T31 + T3I2+T34=1
10) 19 4 T1i + T22 + T23 + T24 4 T2% + T26 + T35 + TR&+T37=1
11)  TIO + T2G 4+ T34 4 TE7 = §

END.



Lo primera recbriccidn frenglen 20, por oiemplo, forza
wractamente o que oune de lon tours gue incloyes 21 ovucle 103
 spleccionado.

[

Cuando so rocuelve core programaoidn lin
ta splucion results ontera con low siguinn

s efortuncdescnto

(=3 S o 1R fubot

TOLIE VUIELO
57 713
T2 3,23

410,17, 11

70, 17, 101t

solusién es § 10,000 v purde haher aoluciones
e corto,

Lo procioc dyelee enbre las restricciones con:

FeErGLOnN HOLGURA PRECIOS DUALES (VUELD)
) G. 00 - 2,00 (101
3 0,00 0.00 (atomn
1) 0, a9 - 2,00 (e
=) . on 1.on €17
o) o, 00 - 1,00 ¢
7 Q.00 - .00 £ 1)
£) ¢, 0o 0.0C SRR
9) 0,00 - 2,00 ¢ 19)

10) 0.00 - 1,00 £ 27
14 G, 00 - 1.00 ¢ om

Los precios duzley sugieren que lor  veejon 101,200,313 v 19
sor los mas costeoses mientrae que <6 podrian  reducir leos

costos adicionendo otro vuelo 17.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1o~ Modifigue =) problema de localizacidn de estaciones de
bomberos para incluir el requeorimicnto de que cada punto
de demanda  tengas &l menos doE  ertaci ones dentro de 10
minutos de recorrido. La informacidén relevante es que
@l lugar & estd & (10 wminuton dr todos los  puntos
micieptuanda 1y & B setd dentro do los 10 aminutos de

todos ercepte de 3, C gxté dentro de los 10 minutes
menee del  punteos 2, D estd dentro de los 10 minutos
menos del 2, vy  E de todos mencs del punto 1. cual es

ahora la scluciden de minimo costo?

I
o



2.~ Ciertos tipoes de instalaciones ope 7 dias
v s oenfrentan &l probleme de aoignae ie
trabajn durente la misma comn nna funcién ded
SOMAMG . [2X i clasn  do problema:s s encupntian
comunments en servi piklicos v orgonizaciones  de
treneporte. ; probicma fundaments] invelucra
Ta asignacidn do i deccanse  para  omploadas de
Cicmpe complolic, noperticular,  reaularmente & cedn
cirpleade so le dr los des dies consscutives de doszcanso.
Sioel namero de enplopdos que se roquiore en ceds dia de
1o sewans @ vn dato, cntonces el problema enconti-ar
el minime  tameho de la fuerza  de trebaie que permita
catrsfacer esas  demandas y entonces determinar loc diag
de dencanso do la gente,

Para e ecpecifico, estudiencs el problems &l que =g
enfrenta 1z ia FCLD. El numero de choferss gue se
regquieren nn dia doe 1a vemane o° COMO 51gue:

L M I 3 Y S D
1a 14 L Yé 19 10 2

Cuantes choferss deberidn programarse,
trabajo &l ovinle dia, en cade dia 3
Formular oste probhlema con programaci on Jineal vy
encentrar le sciucien optima,

3. En el problem: znterio- e omitieron detolles
importarter como:

. Bl pogo dierio es de $ 50 por persone entre semana,
73 &n sabado y 3 90 si es domingo.

©® &

b, S# tienen hasta tres gentes que pueden cor empleados
para trabajar viernes, sabado vy domingo. Siendo su
salario de $ 200 por los tres dias,

Modi fique apropiadamente la formulacion. Es evidente la
gente de fin de =emana QuUE 86 empleard?.



11.4. MEZCLAS

Lotigte v contrante ontre  un probleme ep donde Bn deced
determinar loz nivelez de produccien de ciertos  articulos
(Csp. 7. Froduccidn), v cauel en donde re tienp un problems do
mzrela vy do phtenesr un producto a partir de variass
ma iae prraman. Cosmnaenis, & segundo probleme ce prosente
e Ja arimentacisen v ooern las  industiriss quimicas.  Por
elenplogauechas firmes  procesadores de  corne usan modelos de
mezels, =n programacion linoel (LP), para doterminar l1a
conbingcién do Ingrodientesn que deben 1levar cus prodocion,
comn erbutidos. Por otra parte, varias féhbricas usan cste
modele para hellor 1 combinacidn de combustibles o meonor
cesto para la cerge de un horno de fundici6on, Fields v otros
(1278)  dgescribiecron un LV de mozole di olimsntosm pore
foraular raciones de comida  pera ganadn 3 bajo costo. Este
modelo perticuler e vsats actualmente mbc do 1000 verces al
s por les administradores de dichas empresas.

ez tre

Bl primer provlens genersl do Programasion Linez] qne
aparecit Hapraso, foad un problems de la dicta formulede por
Gaorgo Stigler (1745 ; = mual concintise en eocleblormer ung

Preceta” con ceroe  de €0 Z s, fAr manors ogus o le
combinacién sl cieina alrodeder  de L dorens e
reguerimicntos cionalesy  por edjompleo,  un porcentoic de
proteins mayer HALLR U RN celulese menos dieoun 4080, nho,

Cuande Stiglsr  Formclé este problema, ol eétodo Simplev
recolver Lpe no existis v one fud reelissde extensascnto,
embarge, Stiglor chtuve ana solucidn a aste
gopeti floco usandu  srgumantos ingeniosos . Soluci an oogue ;
cercs de la que =g deteraind cvande el metodo Simplow o
inventade. Hey guo adiarar  quir la cclucion de menor costo vy
la de Stigler no tueron exestamsnte  alte cocine Ambios
congietian de gran cantidad deo col, herine v frijoles blancos
spCcos,, con un toque de eeEpinacs.  Es ohvio qgque ninguna
persona quiera schrevivir con udnz diets de este tipo. Esta
solucion ilustra la importancia de incluir explicitamente en
la formulacién rectricciones, que: spn tan claraz que e
olvidan, en este casc, restricciones de buen sshor,

b
o

4t

Frecissmente @5 el segunoo cese el que abeorderemes on eshe
capitulo.

Consideremnos un  prolilema  simple de mezele do alimentoes,
Debemos prroducir  wna remesa de 100 "bushels" (4 hushel
equivalie e 3% litros) de alimonto para ganade gue tenpa un
contenido proteinico de al menos 18%. Este alimonto es
producide combinandn maiz (que es 6% proteina) v harina de
frijml de spya (gue s 35X proteina). Una sritmética simple
indice gque la wezcla debe contener &) menes 15 bushelo de

proteinz.




namore do buchels de meiz on e e cle v § sl dre
s oz {i o) dr sovac ontonces ae reacdricriones oone

S04 4+ LTEG 201 {centrnida
T4 R = 10 CLamano e

rroteipico
~orepmeen)

oner smbre coracteristicpe adircionales talecs como
purden sor neneicdes en forme

cer pohidrator oy tentuwrn

ar iy
similar,

La formulecion  ce ligeromente mas complicada =i la variable
d7 decicidn eo precisamente ol tamaRe de la  remesa. El
cogundo ciemplo en veta COCEon considerard peta
complicacidén, Notese que en el primer ojossle ¢l tamafo de la
remesa e especifica de antemano,

El problems de mezcla de la Companiz de Acero de Pittsburg

he  eido contrataede

La Compania do Acoro de Pittrbure
para produciic oun neevo  tinog de acere, ©! cunl tiene les
iguientes rogueritionton do colidad:

¥ 4

; Al menos Mooede de !

1 — - — |

! 1

i Contenido de carbon B PR |

{ Contenideo de cioms 0,35 l
Contenido de maoneoo 1,38 !
Contenido de silicen .7V ("

i

t

e ticne digponible los siguientes materiales para la mezcla:r

cosTo/| % DE % DE| % DE{ % DE CANT.
LI CARBOMN | CROMOIMANGA{SILICON! DISF.
MATERIAL NESO
Lingote hierro ) i £,0 &3 0.9 2.5 ¥
Lingote hierro 2 Q645 ] 10,0 4,% 15.0 ¥
Ferro-czilicon 1 . 065 0 [d] 0 45,0 4
Ferro-silicen 2 061 ¢} 8] 0 42.5 %
Aleacidn 1 . 10 0 Q 60,0 18.0 ¥
Aleacion 2 . 13 o 20.0 9.0 0.0 ¥
fileacién 3 . 110 (8] g.0¢ 33.0 5.0 ¥
Carburo silicén .03 15.0 [¢] (2] F0.0 20 1b
ficero 1 . 0 .4 8] 0.4 o 200 1h
Acero 2 .02 0,1 Q Q.3 4] 200 1b
feerag 5 L0195 0.1 4] Q.3 (o] 200 1b

¥ Significa sin limite



ESTA TESIS Mp RERE
SAUR BE 14 BiBLiGices

Una remsses de une  tonelada (2000 lhe) debe ser mzzoclada de
M  que Ba Ao oo renuerimientos ecteblecidorn, EJ
problens e, entences, determinar que cantided de cadn une de
low 11 meteriaslee deben ser meorcledor juntos,ode forma aue oo
minimize €1 cos pera gur se satie requerimi entos
do malitad,  bor odre  partog,un bhombn o experipentiado en scero
afirme gue  la mozcola de menne cocte ard més de nuzve de
Lo once materiales dicponibles.  En H rrohl ene surgon
copentangamente fan  siguianty preguntaest Gué es  una buen

mozele. . Le mayorie de leue  onco o v lom cua Tro
reguerimientos do control de calidod son FCUD’lﬁblE"q Cuales

1

precios y regquerimientos vale e pene ne

&

Meote gque ol centenide quimico de vna rmezcle o5 simplemente el
promedic  ponderado die los conteridos quimicos de  sus
componentoes. Asi por elemplo, %1 hecemns una mezcla de 40% de
1 1y 60W de la aleagisn 2, )} contenido  de
manganeso = (VA4n00) + (L&nY) = 29,4,

Supongamos: gue podenes bombear oxigenot dentro del horno,. Esteo
origent combina  completamentc con ol carbén pars prodecir el
aaz UG, 21 cual nuoope, v Forme o) arnn ouemrerd el
ten & ume tasx de 12 lba de carbén ovomado po- cads 82
lbs. oe origeno. Siende que el onio
Ibro, reforale =l probless con eosi> oprisn
camb1ara les decisionszs?

oo

one neocts D ocoptevas la

icionnl, Ecto

Formulacion y solucién

i prebloma de mezolas de la compeiic PS puede sor forpaledo
como wne 4 pregramacién lineal con 11 varizbles v 13

restricriones LA 11 wvariablesn corresponden a  las 11
matetr-iaz prlmas entirre  las que e puede  escoger, En 1o
relacionado ¢ lag rectricciones, cuatro o refieren o los
linttes inferiores de calidad vy cuatro a2 los superiores.
Otres cuetro restricciones tiene ouc ver con el limite
superrior para el uso de silicén-cerburc vy aceros. Por
nltimogla 13a. restriccion s el reguerimiento de que el peso
de todos los materiales usados debe sumar 2000 1lbs,

51 denclamos por P; &l namero de libres de lingote de hierro
1 quﬁ soran Usads y similar notacidon parra los matmriales

estantes, el problema de minimizar =} costo por tonelads se
pu ede plantear como:

M1k Q8T+ L0181 b L0252 + Q19583 4+ L 03PL o+
V06452 + J13A2 + L LI9AT + L 1AT + L065F1 + L061F2

suwieto a:

Z) LIET 4+ 00481 + 00182 + QOISR 4 ,08FP1 1 70
3) LIF2 € 262 4+ ,088% 2 9
&) L0095) 4+ 00352 + L0038 4+ ,000PF 4+ ,045P2 4+ 0942 + ,33AX

orar

+ L6681 233
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G} EOOLEMD 6 VAT & V2500 4, 180t b (48FY 4
&)
W
£
“) L
Py 3 +OER 4 FL 4+ P2 4+ A2+ AT S )+ FL E FR= 2000
13 ;4 + 00182 + LO01587F 4+ 041 2 60
L SVIR S &3 L0863 2 b
1% 00951 + L 007EN 4+ O0TB3 4 009F Y 4 L 048F2 4+, 0900 4 L 33AD
eAL 2 27
14y V30 4+ L 0228F1 4 L 189F2 4 J3AZ 4+ ZAAT 4 18081 4+ L A5FS 4+
42F2 2 G4
EHD
1 resolverlo oo phtiene?
Y 1aBLE VAL O COSTO RERUCIDO
o i
54 palel
L I RTL .
857 200 (o]
=1 14748, 28 0
F2 &l o
[£¥4 © . O20507
= 0 019928
11 14,2388 (8]
Fi 8] . Q0103
Fa 37,0621 [}
FLNCION OBJETIVO = 59,5584
RENGL OM HOLGURA PRECIO pURL
2 10 Q
3 3 o
4 ) Q
] & e}
& 20 o]
7 ¢} Q00177
g 170.562 Q
b 0 » DOOE0O0
io o -~ Q1950
11 4] - .18
12 (] - 251
13 ¢ - W10
14 Q - . Q9ganc
Note gue sd6lo 7 de los 11 materialces son usados. En o 1l
practica comun, este tipo de modelc fué resuelta sobre la

baso do don veces &1 mes,

La primera csolucidn, incluyendo los

a0



v roducides y los- precies dusles, fod usads por ol
Qe e COmpPrac cOmE Wi guia pare adauiriy mateciales, le
segundea soluci on pozterior en ol mes results muy atil, ya que
pera:li o hater  wna mezo con e melerse prime echualponio o

L IREORNE { i ¥ R aci

Le opoidn do dnyoeccion 00 oigepo perd ]
claiamente no  interesznte; ye en e lucién actual,la
restricecidn de cota inferior rcfbdn oc pbligatorie v no
la cote supericr., Asi; la quems de caerbén, ain si por ella
misma resuwlisa no s cara, puedo incrementar el costo total
de le solucidn.

je guema do carbdan e
P ¥

Un problema de mezcla dentro cde une de niveles de produccién.

be comienzo sz analivara un  aspecte adicional en 1la
formulacion del  problemn de mezola, €) cual seréd ilustradeo
con un  ejempio en el gue el tamafo de la remess or la
variabile de decicion, En concordancia con g elemplo anterieor
en £l gue s propocrons 21 tamano del lote o remssa.

En 1 cociemplo siguiento, le cantided do producic &0 =er
me clado depends  de que  tan baretz rezulta esto actividad.
Asiy la decreron de como mozcler y 12 del tamsho de la remeoss
se deben hacer simultancamente. Ecte ejemplo comin  cn
problemes do  mezcle de gasolina que surgen en vne refincric
de petroiee. En oste caso, s& desea meze gacnlina a partir
de trez ingredicntes: butano, nefte v o reformado
catalitico. For atira parte, solo cuwfro de las
carecteristicas de  le gaspline resultante ron importantecs:
costo, octanaje, presion del vapor Vv volatilidad, Estas
caracterictices son resumidas on l& table siguiente.

Butano Reformadao Nafta Gasolina
Caracterietice [§2)) Catalitico Pesada Kegul ar
(CR) (HM) (RG)
Costn/Unidad 7.3 18.20 12,50 kd
Octanaje 120 100 74 2 94
Presien del vapor 60 2.6 4.1 211
Volatilidad 108 3 12 217

El octanaje ev una medide de la recistencia de la gesoline &
pegar o silbar on los motores., La presien del vapor vy Ia
volatilidad estén ectrechamente relacionados. La primera egs
una medida de la susceptibilidad 2 que se ahogue un motor,
particularmente on ure dié celurose  de primavers.  La
volatilidad es wna medida de qué tan facilmente la maquina
arranca en uwn cliwa frio.

a1,



En soto poriodo de planeacion | solomontn 1,000 unidedes dr
buteno disponible, Le produccion  de gazolipo compite con
corbustible posade (M) por lac instalacionee de produncd dn.
Lo swins doe Jor volusenes de gaseling y do combustible pesado
no pue chceder dy o 12,000 unidadee, i pociodn de

el e oo om seriadn cen la
producoi di 4. comountible pesado se deja a un lado.oor lo que
diche cosboridipie  ow tre o como un producto cimple, Forolo
tanto, sv tirets dr ue proeblems de mezcla de insumos que
Treveluora droe prounnton [Ra] compoetencic, gaswuling
combuztible pzsade.

planveni dne Conlous o

.

For otra parte,cl henoficio del combustible pesado es  de
$3.60 por unidad; en cambio ¢l bennficie de la gasolina
regulat e die 14,40 por anddad,

Una ligera cimplificacidn qus se adopte en este =2jemplo es
dque la interaccida enire loo  ingredienter oz linesl; er
decir, =i = hace un: wmoecla "mitad-mitad” de By CR,
entoncos su oclajos o TeBm1a0) 4 (LEI00) = 110y sn
volatibilidad doe (, (,9u3) = 04, En  reslidad ecto
Jinwelidatd zc vicle ligeramente, ecepecialmenies
gasclina gue contiens plomo tetrestileo.

LA PO 1

Formul aciaon:

noated vy digponibilided sen dircotac,

gIN0D
RGE FHF L 12,000

Las  restricoiones de calidad reguieren U roco te
razonamiento. las fracciones de 1z remesa gue consta  de
butanw, reformado catalitice vy natte pesada son BARG, CR/RG y
HN/FG,respectivamnentc. fAsi,si la bondad do la linealidad nos
somrie, entonces  lo restriccién do octano en le mezcla debe
sSers

(R/REY 120 + (CRS REY¥L100 4 (H/RGYE¥74 2 94
Esta expresion puede ser  rechazada ya que una razdn  de
variables comn E/RG definitivamente s, Sin onbargo.si
maltiplicames la expresidn anterior por RG, se produce la
restriccion lineal.
1203 + J00CR + 74MHM > 94RG

o en forma estandar

1208 + 100CR 4 74HN - =24RG 2 O

%)



Argunentos similores pusden ger usados para decsarrcllar lac
rectricciones de  vepor ¥y velatilided, Finelmente, co dobe
aiiadis une restriccion .queo prtabdeorca aue ol totel la =uma
do stn pactes, especi ficamenter
RE = B + HM + O
Cuando tedes  lao restricoiones s=on convertidas 2 la {orme
estandar ¢ &6 escribe la etpresién de leos beneficios,
obtenemos la formulacién: .
Man 18,4 RG + J.6 HF - 7.3 B - 12,9 HN - 12,2 CR
Sujeto ad
2y o~ 94 RE 4+ 120 B o4+ 74 HN A 100 CF & o0
Fro- 13 RE + 60 B + 4010 HMN + 2,6 CR X O
Ay = 37 KRG + 105 B+ 12 He 4+ 3 CR 2 0
=) RG - 8 — HN - CH = 0
&) E 21000
7Y RG + HFF L 12000
END
La sclucion es:

YALOR DE La FUNCIOM OBJETIVC

1 43328.84
VARTABLE VALOR COSTO REDUTING
[3¢€] 7270, 296450 Q. 00000
HF 472,703 Q. 00000
5] 1000, 000000 0, 00000
HIN 2446.991390 0, 00000
CR 3823, 304840 0. 00000
REMNGLON HOLGURA PRECIOS DUALES
2) Q. 00000 -0, 204298
<y 0. 00000 Q. 252835
4) 22238.77470 0, 000000
&9 Q. Q0000 ~1.556829
&) 0. 00000 0. 128845
71 Q. 00000 3. 600000
NG, DE 1TERACIONES = &

De entemanc no es obviw que la centidad de gasolina regular a

producir debera ser de 7,270 unidades(valor

usted predecir

de RG).
qué cantidad de gasolina debersd ser producida
en cuanto

si no wiiste la competencia con combustible pesado,

@ la capatidad de produccidn?

Puede



Los medelon  de Frogramacién  Lineal, en 1o gquo se rofiore a
mezalear, hon cido une herresmente  opeoracional coman en
reftinerias, por annc. Aungue romrentercnte,los modelos  de
programati en lineal  han sidoe  reeoplacsszdos pe-  modeios de
simulacidn més  sofisticados., En estes, st aprosima con mas
crectilud lan ne linearidaden delt proceco de poscle. Aungue
ilos no eptimicon ten cabalmente como 1o hace ©l  método
Simplest.

Seleccion adecuada sobre interpretaciones a2iternas de lios
requerimientos de calidad.

Glounmes ceractericticas de calidad pueden votablecerse ya sea
de acuerdo & alguna medida de bendad o alternativamente de
acuerdo con  une medidea  de incenveniencis,  Un ejesplo ee la
aficioncia de  un avtomdvil. la cual pusde medirss en millas
por galén o elternativemente en galones por milla. Cuendo se
considore 1la calidad de una mezcla de  ingredicntes (o
alternativemente le eficiencia doe une fFicts doe antow) s
importante identificar =i la medida de bondad o de maldasd es
aditive sobre los componentes do le mocolie. 27 siguicnte
wiemplo lo ilust

Una norea  federal requiere que el promedio ot ogllas por
galon, calculadas cobre todos los aut vendidoT  por una
Compania de automoviles on un afc genecifico, sea al menos de
18 miilas por galén. Consideremos un  caso hipotético dr la
Compania o Motores Ford.  Suponge que  Ford salo vende los
custiro tipes de autos: Mark V. Ford. Granads y Fiesta, Varios
parametreos de estos carros son listados abaje:

CARRO MILLASY/ CO5T0 DE PRECIO
GALOM FROD. MARG INGL DE VENTA
Fiesta 30 3,500 4,000
Granada 18 4,100 Gy 700
Ford 14 4,500 5,300
Mart V 14 Sy 700 10,000

Exigte alguna fledibilidad en las instalatciones de produccidn
de modo gue las capacidades pueden aplicarse a pares de tipos
de carros. Estas limitsciones cons

Capacidad fnual en Unidades Tipos de Carros
250, 000 Fiesta
2,000,000 Granadas mas Fords
1,4 500, 000 Fords mas Merlk Vo

24



an

giigte un limte de capacidad de venta de 3,000,000 on ol
total de carron. Gue cantided de cede tipo de caorro deboe
plansar la Ford para vender?

intorpretands e restricoion doe millase, literalmento resulte
i@ sigurente  formulacion vy solucién. Neote que la  primera

restriccion oo eguivalente a:

30 Figstea + 18 Granada + 16 Ford + 31 Marb

— 2 1a

Fiesta + Granada + Ford + Marp &
MO 500 FIESTR + 1600 GRANSDN < 47300 MARK V + 800 FORD
SUJETC n
2 12 FIESIM ~ 4 MARK Y - 2 FpEDR > o
hA) F1ESTA & 250
s GhanpDa + FORD 2 2000
=} MAFRK W o+ FORD 2 1500
&) FIESTA 4+ GRANADA + MARIT 4 FORL & 2000
ENHD

futomGviles v délares con medidos on 1000s,

VALOR LE LA FUNTIDN ORJETIVO

1 SEHODOD
YVARIGBLE VALOR COSTO RERDUCIDD
FIESTA 250, O0QDO G, 00000
GRAMADA 2000, 00000 0. 00000
Makt, v TEHQ, 00000 0, DOHOD
FOFRD 0, 00060 2SR 00000
RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES
2} 0. 00000 ~107%, 00000
3 Q, 00000 13400, 00000
4) 0. 00000 14600, 00000
5) 7950, 00000 0, GOO0D
&) O, 00000 0, 00000

Suponga que, sin considerar el tipo, cada carro es manejado
el mismo namero de millas por aiio. Une pregunta interesante
es 51 la& razon  del total de millacs mancjadas, de la flota
anterioir, dividida por el namerro de galones de gasaolina
usada; es al menos igual a 1€, Sin pérdida de generalidad,
supoanga que cada carrc es manesjado una milla. La gasolina
usadae por  un cerro manejado vne mille es 1/ (millas por
galén;. De esta torma, 5i todos los carros son manejados la
misma distancia, entoncez le razoen de millas & galones de
combustible de la ftlota anterior es (250+2000+7350) /
CA2S0/ 30+ (2000718 +(750/34) 3 =17.3 milles por galon - lo cual



estd considerablemente  abaje de  las 18 millas per aaldén que
pensanos obtenor,

I

La primera $oraulacion &5 cguivalente & asigner & cade
abtbomtyil el mismo namorc  de galones  y entonces maneisrlos
haste que 2 agoto su dotacs on, A el progedio de 18 apy s
alcanza toniende menos o cficientes mansjados menos
millew, i forme méds sencible do expressr estar cosas @8 on
términes do galones por milla. f2n este case le restriccién de
millaje oo oooribo;

Fiecta /30 + Granada /18 4+ ford 216 + Mark V o214
— 2 1/18
Fiprtea 4 Greanade + Ford + Marl V

Convertide a la forma estander sz tienc:

4 L OBETFRAA Ford 4+, 015873 Marl V20

Cuzndn  mste problezma et resuelte con este restriccion
enenos le solucidn:

VALOR DE Le FUNTION ORIETIVO

i 430000

VEI TG T VALOR COSTO REDUCIDO
FIESTH 250, 00000 0 ano0n
GRANMADR 2000, HOO00 L 00000
MaRe Z50., 00000 0.00900
FORD Q. 00000 1681, 25070

i-as normas federales pusden facilmente ser interpretadas de
tal +orma que sean consistentes con le primera formulacion.
Pe cualquier modo, las companias autamotrxced, sensatamente,
han implantado la segunda forme do calenlar el millaje de la
flota.

Interpretacidén de los precios duales para las restricciones
de una mezcla.

El precic dual para una restriceion de una mezcl & usualmente
requiers una ligera reinterpretacion para ser atil, Como un
ejemplo, considere 13 restricecidn do coctanc en el problema de
mzacla do gasolina:

74 RG + 120 R 4+ 74 HM + 100 CR 2 ©

El precio dual de esta restriccién ez el aumento  en el
peneficie si la parte dereche de la restriccidn e cambia de
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D e 1. Dmzatortuna

sl i nerd

~mento, esto ne 25 un cambio que seo punda
amente,  Unes  cambioc mas  tipico aue
s considersdos eprian sobre el contenido de octano
D, oo 99, Una regle muy aprodimads paroe estimor ©)
erzcte do  un peqgueiic cambio en el coeficiente, en ol renglén
g la variable by e calouler ol producto del precio dual
rengleon 1 v =] valaor deo la variablo RG. Para la wvariable
Y 1lc reztricecion oe ottanc este valor ve:
F2F0LB0¥ (- 204293)= ~148B5. 31, Lo que suglere que si el
requerimiento de cctenc co reduce &0 923 (o =0 incrementa a2
§5), desde 74, cl benuficic totel auvmentord 1485 para lleqgar
] 44814 (o disminuird 1485 haste 41843). Para pooueios
cambice, @sta Qpreosimasion gensralmente subzstimard ol
voerdadero beneficio  doepudn el combic. Cuando eoctes cambios
i correspandientoss programas

y

H

&

s¢ considoran oo i
recuclven,la contritacidn o 1o genancia cembia
caso de  un requoirimiente  de octane do 93,y

requerimicnte e do T4

(=)

fgta aproximacion pucdr recoumives generalmenie comt i guoy &
deseamos cambior un cierto rogquerr-imicnto de cxlidad on uvnsz
poqueds centided Yo, ¢l efenio de ecte cembio en Jog
beneficios cg aprovimadamento dr la magnitud e¥(precio dual
de la restricciom){ (tamefin de Ja remesnl. Para peoucios
cambios la aprovimacien tiends a cubhectimar ol beneficio
despuds del cambic, Pore grandec cambion 1n oprovimaci on
puede arrar en ambas lag dircccionos

PROBLEMAS PROPUESTOS

{.- PEMEX dzbe decidir acerca de las mozclas a usar en su
produccien semaneria  de gesoline. E)l problema es que se
dehen producir dos tipos de gasalinas cuyas
caracteristices so lintan sbajo.

GASOL INM FRESION NUMERD PRECID DE

DE VAPDR DE GCTANG VENTA (EM $ BARRIL)
MNova 7 80 7,80
Extia & . 100 12,00

Las caeracteristicas de los componsntes con los que la
gasolina puede ser mezclada se muestran abajo:



PRESION MUHERG DE DISFOMIBLIDAD E8TH
COMPUNERTE DE VAEFOH OUTAND \ SEMANA (or borriles)
Gas fraccionade & =3 270 )
leopentano 20 0w 1350
Gas integro 4 74 4100

o

La presidn de vapor v el nuamere de ortanos de una mezcle
es simplemente ol promedio ponderado de las
caracteristicar corrcpondientos & sus  componentes, Los
ingredientes no useades so pusden venderr por fuera a $ 9
por barvil.

&, Cueles con lac variehles do decision?
L. De la formulacicn duol modelo
(=i Uue tanta EXTRC sord mezolada™

FEMEX mezcla  un preducts  regular y uno premium con doo
ingredientes, Hepteno v Ooctano,  Cads litro de reguler
ost& compuesto  de S0X Herteno vy S0% Octano v cada
litro de premivm g 4CH do Heptano v 60% de Gctaeno
Durante este periodo de planeczciéon hay exactaments
200,000 litros de tiepleno vy J1C,000 lilrers de Dcteno
disponibles. Los hennficics por  litro de prodocho
regular o premive o eocto periode 65 §.03 vy $.04 por
litro respectivamente.

a. Formule e} problema de determinar las cantidades de
productes regular v premium como un programa lineal.,

b, Determine las cantidadeos  optimas & proeducic sin el
uso de una computadors.

l.a Compania Hackenzack Plended Whiskey importa tres
grados de Whiskey: Primero, escogido y Premium., De
acuerdo a estos gradeos se pueden producir las siguientes
dos marcas de whiskey con caracteristicas asociadas:

MARCA ESFECIFICACIONES FPRECIO DE VEMTN
POR LITRO

Heottish No menos de 60} de % &6.80

Ciuk

Primero; no mas de
20v de. Fremiun

Johnry Mo mas de 60 de % 5,70

Gold

Premium; no menos
de 1Y% de Primero
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l.os costos v disponibilidades de log tres whishkies en
crudo son:

BISFONIRILLIDAD ESBTA
WHISKEY SEMENG (ML DE LITROS) COSTO PO LITRO
Frmero B 2,000 T 700
Escogide 2,500 T 5.00
Premium 1,200 $ 1.00

Lo compavis desca mentimizar los beneficios de cta
semans Yy  probor si peedoe urer progremacion lineal para
hacerlo ani.

La Refineria  EXXOM procecs doo glemne diferentes  de
petréiec crudeo, venecolano vy saudita, para producir dos
claces generclen de  productors, Liaoro v Pesedo.
Cualguicira de lcov crudes puede se- proresado por zlguno
de low dos modeos  do procecamiconto, corto o reoular, ]
costo de  procesamisnto v  las cantidedes producidas de
liigere o Fesado  depende del modoe de proceeami ento usado
v del tipo de arudeo empleade. Lo cozteos varian tanto
por ¢! origen de lon crudos comn e trevéo de las formas
de procesamiento. tas caractoristicersr rolevantes
recumidas on 1o table de abaio, For eiemplo, £} procesc
corte convizrte cades unidad de crudo vencrolano 2 .48
unidades de  producto Ligere, 52 unidedes  de producto
FPesado y .03 umdades de despordicio

Por obtra parte, el crudo saundite cuesta $20 por unidad
mientras que el venezolano vale %19 por unidad., £l
procezc corto cuesta 2. 50 por  unidad procesada,
mientiras que &l regular, tisne un valor de $2.10 por
uwnidad, EXXON puede preocesar 10,000 unidades  de crudo
por semana & una tasa regular. En cambio, cuanda la
refineria trebajea con el procese corto para toda la
semana, pusde procesar 13,000 unidades .

La refineria puede usar cualguier combinacidn de proceso
corto vy regular en una semana dedea,

lLos valores de mercado respectivos de les  productos
Ligero y Fesado son 327 y $25 por unidad. Formule el
problena de deridir qué cantidad de cada crudo comprar v
que proceose  uwtilizar, come un programa lineal, Cuales
son las compras 6plimas y las docisiones de operacion?.

La Compaiie Fuwrina manufacturz dos roductos coamida
P 3

pare péjarpse  y conida pars perros.  La misma tiene dos

departeamentes, de mezclas vy empacado. Los requerimicntos



e cada  departamento pars monufectirar una tonelada de
cede producto sont

Tiempn por- Ton on Horas

ME2CLADD EMPACADG
Comidea pore pdiaroes - 25 L 30
Comida pars periros 3G 30

Cada deporiamonto tieno disponible 8 horas ol dia,

Le comids pare perro es hocha con los tres ingredientes:
carns, harin de pescade  y cereal. Bl alimentc  para
péJere o hechs  cor los  tree  ingredicentes:  gérmen,
predra molids v cercal. La descripoion de pstos cinco
matorial ee enle come 5igued

DESTRIFCINN DR MATERIALES EN PORCENTRAIE

PROTEING  CARPOMIDRATO  MINFRALES  ARRASIVOZ COSTO
Carrns 1T i i 0 [<lele}
Hering de peds) 8 e 2 00
triguw
Coreal a S0 (] O 200
Geérmen 10 1 2 1 70
ficdra Q (o] 3 100 100
molida

Los requerimientos de compasicidn de los dos productos
con como s5igQue!d

REGUERIMIENTOS MIMIMOS EM PORCENTAJES

FROTEIMA CARBOHIDRATO MINERALES ABRASIVOS GERMEN

Comida p/ G 1e 1 2 10
p&jera

Comida p/ 1 15 1 ¢} 0
peirro

L.a comida para pajaro se vende a $ 730 la  tonelada,
mientras gus pare perr. tiene un coslo de 980 Ja



tonela Cusl debr oo la composicidn de leg comidans
pare péiarc vy o operro y ogue centidad de cades unc debe ser
manufacturada cada dia?,

& Ler rogulaciones federsleos recienten fomentate ia
1ignaci én tudiantes a escuclas, en vne ciudad, do
manees gue 1o comppeEicion ra 1 de canlouier escocla s
aproxims & 1z compouicidn reczel doe la ciudoac entera,
Congidore ol case de las estucias de Jlo ciudad  de
la cuai puede ser considrrada comn compuessta
due Canco dreec gon les siguienter carectericticae:

i

[
i

MIMORITARLA P, DiE ESTUDIAMNTES

i L0 3,200
, Lio P00
L6 1,700

5 L& 2, 000
= 90 2, 500

fdiepooac on mengjade  pars  Greenville oo guaes upa
uzla punde  teper nl omes de 789 por ciento ni mesnos de
S opor roonte e medricule minoritaria,  Bn Groenville
hay tros escucicer con las capacidades siguiontan:

ESCUELR CAPACIDAD

tiondg 3, 900
Pocehontac 3,100
Fierron 2,100

£l obistivo oz el de disefiar una asignacion de
estudiantes ¢ las esocuelac de maneErs Qur B0 PENFMARRCICE
dentro de la capacidad de cada escusla vy ee satisfagan
las restricciones de composicién mientras que se
minimizz la distancia recorrida por los estudiantes, Las
digtancias y vilemstros entre éreas vy escuslas song

MAREA
ESCUELA 1 2 3 4 ]

Hond 2.7 1.4 2.4 1.1 0.5
Focahontas o8 0,7 2.9 0.8 1.9

Pierron i1.¢& 2.0 0,1 1.3 2.2
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Euists la  condicion B drr aue ninaon eatudi anto
cpa tracnportado mos de 2.6 il anectros., LN SR RN R A
numcre de estwdientes quo  debon ser  asignedor o candx
cada érese Aouge gue oualgud or oropo de

LN Ay tione 1o mismy mavcie dinica que

thy grani ot [
morcado vy desea dotorpansis 1o
digponibles de  alimento our debe der & cade enima? para
tlenar ciertes requairimiente:r nutricioneles a costo
minima,  Lao unldades  de cads tipe de  ingrodiento
nutricionel bésiceo, contonido o una libre de cada tipo

de alimento, e dade on la siguiente tablao junto con los
requarisisntos: nutricionel es v los coctos de los
elimenton

oo cordes pare vender on ol

antidad ds lows  tipos

INGRED I
NUTIRILT

LE, DE L. DE trrean REDUERT ~
GRABAT ALFMLFA DR FOR DI

Cerboludrelor 7 = A a0
Froteins T a & 10
Yitaminer 1 e ) 1
Casto

(Centavor S b o & =

MATEICI

nxhe

Foraule v resuwedve ol progirams linzas) o
robl

Rico-NG oo e compania fertilaivanoras germens Qo
justamente h recitade un ron+rptm E2re  piropRrcionor
16,000 toncladas de ietiliz m]t
garantizadas do o
de 3% de nitroegenco,
Este fertilizants o
combxnacién do rev materias priwn& errdtes o o Inbln
siguiento:

dn

B e TONELADE
£ =0 ) &) 190 DM
ap 1 A0 5 1600 DM
GH o 4 3%

Rii 1 & 1 “1T DM

Figo-nik treone on almacen HOD bt e 5P 1 e cueld
antes © DmsTan, Rioo-0d ticns un cousrd
iargo con [sgXE:3)

Lo L] abel ol
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enoder protie
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Vo fipenteoe, B
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e gue £

coct e ane ey it

wcoee e pmloan MAlberrz (A o on 1o planta Bartelso
R prodigtos merc) ador deben entonaoern cor
embr-cados & dos bodo la firma, tne on Carlylie (O)

RO M e

bushal o

Thamd an e rococtos cotunles por

R ta,0
ftoun o 11Ln
1

tox dr dreonoperte por bushel entre les plontac v
a

aj tor ooy

Epiy-nres BUIN--ERO

NLMACENES
= 3 C 3]

. o
FLANTAS i PLAMTAT
|

wer lew demoandas oiquientos (en

fie firms debo zaticfea
= das de loe depésitos:

)
bushele) de las sa

PRODUCTOO
CEFOSITO FAST-—-GRO aUIK~GRO

C 1,000 3,000
D 4,000 6,000

Formule un nmodezle de orogramacisan lineal para  lat
determinecy on de las decicicnes de adquicicidén, mescle v
embarquse.

[
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11.5. PLANEACION MULTIPERIODICA DETERMINISTICA

e de 1or ueee @de importentre de e Prooremacion Lineal es
1» Pleppecién Molttiperisdica. La mayor perte de los problemas
harta amd victos eon prenciklmente de on oo periodo. Las
formul snieones tienen vne ropresentecidn comn =1 las decisiones
cn une fueran deriveodas de decisioneo en intervalos futoros,
Comunmento, sin emha2rgo, i ge  produce més de un cierto
rreducto de 1o gue oe reoondere, ofe produccidn extrae no sera
inatil simndo emplesda probablencnte e la giguiente etapa.

Esas interacriconoo rntre periodos pueden facilmente
repreanntarse con mndelos do progremacioen lineal. En efecto,
log mayeress problemes encontreadors en le practice =on modelos
multiperiadico En este copitule nog referiremos al modelo
maltiperiadico come mpdelo dinemico.

Lae intoracciones inteorprridedices generalmente se2  toman en
cueenta, on progranccion Jincsl, por medio do o le introdocci An
de variablme d2 decigjén dr inventerin, Dichas  wvariables
"encadenen! pers cdos edyvenentes,  Por ndipeplo, sopeonga ous
tensmmes sé4lo una posihilided de decidir en cada vno de ellne,
como pudiere cer cuinto producie dr ooe preoduacte. @ la variahle
que reprosente 1o anterior Ja 1lamaremos Py, AdemaA=, supongo
que se tiensn contretos pars vender coantidades conecidas dy,
de ecte producto e el neriodn i, Se dofipe la warishle de
docision 1, comn 1z cantidad de jnventerio sobrente 21 ¢ined
del periecde i, De acurrdo 2 este convension o) inventarie

inicial en el neriodo i e= Iy—-1, L2 formilacian do
progreamaciden linead contandrd  eptonces restricciones de

eauilibriec en  cada pericde  del tipm "furntes de produckn =
u de  productaY, Para un =equndo  periodo las  fuentes del
productn cony el dnpventeario inicial T,, y la produaccién en el
neriodo, Pe. Los usos  del producte  son: la demenda de, v e}
inventerio a) finel del pericdo, l=. Por eiemplo, 5i das=e0 vy

==40, entoncee la restricisn para el periodo 2 es:

I4 + Pz = 60 + 1z o Ii + Po = Iz = 60
La restriccién pars el periodo 3 es:

I v Fo = 1w = 40

nte come la encadena, este es, apareco on las restricciones 2

En algunes problemas ol 1030 neto de s:lida no es eractamente
igusl a1l fluio de entrada pare el siguiente pericdo. Por

ot
eiemploc ci el productn es efoctiveo,  entonces une de Yo
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ARRSL s Lo of £ T

denamicnts pirds  cer nedir  prestedo on ~l

nlare. [ray drlnyr mrepetads ep 0} porindo 7,
rpat o2l porindn T ooon $USS nd 1a tama de ipterés es de

oo,

Foe pben Tedo, o o) preducte mano de onbre vy ose tiene ans ters
- lmeproaidn [ L2 YA KA por porindo, entonces, las [al
roctricsinner anterioron pueden oec

o

hires romp:
LG0T, + P = 1o = £0
L, R0T o A Py o I, o= 4D

En ests  caco, Py e85 0]l nimoro de gepte contrateda en el
marinds i,

71 eigniente  riempleo proporcions une dluoetracien esimeplificada
d= o =l nrodocteo, =R uns situscian  de planeacion
multiper-iadice

tin Problema Dinamico de Praoduccion

Cnrnoidrromne ahovs  un problema on 2l aue er quiere probar un
plen de predoccién nere voaripe poricdns consecntives,  lne
comnafia prodies un articulo cuva demanda para los siguientes

cuct-n trimestron B5p preves Qe 5e20

Primaveorsa Verano Ot eRo Invierno
20 ilal 50 &0

Suponicndo gue  toda la demanda se  tiene gue satisfacer,

eviasten dos politicas extremas que pueden seguirse.

&)= Bue le demanda y la preducci én ee equilibren para gque no
haya inventarios

bY- Bue el inventaric absorva las veariaciones de la demende y

nue se produsca @ una tasa constante de 40 unidades por
perindo

Feor otre2 parte eriste un costp  asociado con el manejo  de
inventarico vy oun costo asociade con 2] nivel de preduccién, de
t2] forme  oue €0 puede CEperar  que una pelitice de costo
minimo ms probable que sea una combinacion de a) y b,

Para properitor contebles, la compefia eetima que el cambic
del nivel de produccién de un periodo al siguiente tiene un
costn dre 500 por  unided, Eseose costos frecuentemente son

contratocion v dospido, También se ha estimadn que
de inventario  pueden  esetimerse
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horicnde un corgo e THOO por cads nnigad
final e un poriodn, B dnventerinc intecial

to wrofduccidan actual
I ARV B S

de ipventorio al
e ocoreo v ol oniveld
es e 5% umidades por trienstre. Como
pide &1 final del Witime trimectee o rearess ol
nivel de preduceion inicial,

CGr puedn ahoce cxloalor gur Ta petiticsn oo ne inventario Yiene
v cQeto AntUEROE (RS ¢ 10 4+ 20 4+ 10 4+ 5) m 540,000, E] coastno ode
vuna po)itics  de progoccian copetonto pe SROO¥ (2O + 30 + 20 4+
Q) = FEL, 000

Finatmento, prdemse epcontrer une politica de minime  costo
formulands ol croblema en programacien lineal, v resolverlo,
Para poto, convions definir a Jq4 come ) inventarie o dispeoner
a) final dedl peciadec 4 ,para is8, 2, F, 4., P 1a produccisen en
=} periedo i, M v Dy hacia arribe vy hacia abajo en la
profucciasan, dn) pericde i-1 &l periede 3. 81 =e quiere
minimizar &) coocto por ARG entronces se tieno que miniminar la
sume de loe rostoc de inventoriod

ION Ty + KBON 1+ FARH Ty + FBOO Ia
mar log coctos de camhio de produccd 6ne

FEO0 L, + TEOO Vo 4 S5O0 U 4 TS0 U, +
SEOO Dy 4 FROC Dy, 4+ CEGO by, + SEOD U,

a.= D4 }a formulacian para el cesn en gue los costos de
contratecion v drepido, cuando hey  un canbin de
produccidn, mon cern, Pueds predscir la raspussta ?

b=~ Supmngs  aue s6le so tienen zostes por dncremento en
la preduccidén  .eosto es se tiensn costos por contratacian
do peoreonal; g4 1a formul 2cion.,

c.— D& la foraulacidén y sclucidn cuando tpodes los cnstos
son come sk describieron originalmente.

Formulacién y Soluciodn

Tode  problecaa mu) tiperiosdice tendra una  restriccién  de
"halance de material" g "fuentes = uses” para cada producto en
cada periotdn. La forma usuel de eses restricciones en palabras
es:

inventario inicial + produccién -~ inventarie final = demanda

y algebraicamente

it
)
k)



Isg + FPq = 60

Mote one 1,y I Do apavecen &0 e primers vy Mitims
restriccipnes.  ya  que o/l irventsrdn dninial v finel ep
regquisoren quo sesn oorn,

§i 1p forpulacion mo recuclyve do oot seners, no existe nadas
Lovrer
te, )

Fry = 200 Py = 3

Hyo Dy, mtCc, o gue ssan mhvores que coro. Por io

solucidn  sord une pelitich de produnccien pore con

!  Pro= 30, Pa o= 60, Estae politica implica un

incremento do produceidn al finz) de cado periode evoepto el

tltimo., Este zugiarc que una form2 do forzar s Uy, Uz, Uz, Uy
2 gue temen valores apropiedos oz adi ido laz siguientes

restricoionce:

B 2 o — P

De meners~ an#d
=} singuisnte

pore loe degreomentor do prodocrisn se tiens
nto de restriccicne

Do 2 Fo o= P

Da 2 Fu — Py

Fare incorporar le condicien de gue ©) nivel de produncion
meni-rnee 2 8% o1 final del trimestre de inviernoe, adicionaremos
128 veriahles te v Do pere medir los cambios &l fin de éste.
Lo que =2 logra con las restricciones:

ey 2 586 - P4
Des 2 Pgq = 545

Eeto complete la formulacion. Cuandeo se resuelve, nos llove 2
una politica mivta con

Py o= Fe o= 200 Py = Pq = 5%
Hay que noter que la formulacidn pueds simplificarse de una

con 12 restiriccionss a wna con s4lo 8, La observacidén clave es
que doo rastricciones conb!

Ua 2 P2 = Py

Dz 2 Py =~ Pa
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pueden sor reempl arades por una scla como:
Wy =~ Do = P~ Py

2] argumernto e mdc cconopico oue Rlaebrdico. Bl argumento con
uma o rdrao é&n pe forzar a e = P -~ Py o Py - Py 2 0

Y = F, Py = P2 2 0. Con arqumentos ccondmicos co
L= retpkhlocer oue en 1a sclucian Gptima er encontrard oue 2

1o mac U, v

=on > 0,.mn amhes formulacicones. S8 Un v Do
son Y 0 I eoounde formdeacidn entonces ambas puesten
reducirece po- una centidad dgual v esi reducir sus costes sin
vipler ninoune restricoisn '

La frormulacidén completa pod
MIFE 8O0 T1 4 RO FT 4 800 FR L+ 500 UL 4+ 500 U2 + Son U3
LOEOO HA 4 E00 DY o4 500 D7+ 500 DI 4+ 500 DA+ 500 US +
SN0 DE

sujote o

AN S I A s

) 1 = 12 + P? = R0

@43 I7 - I3 + P33 = 50

3] 1% 4+ P4 = 40

&) th - b1 -~ Pt o= 55

7} uz - ne P ~F2 =0

g % - paA
@)y g - Da
1) US - DS

PR - PR o= 0
P - pa = 0
P4 = uE

R

EMD
la colucisen ect
VALOR DE 1A FUNCIDON DRIETIVO

1) I8 000

VARIARLE VaLOR £OSTH REDUCIDGD
11 5. 0000 0. 0000
17 0, 0000 700, 0000
I3 5, 0000 0. 0000
U 0, DONO 1 000, 0000
uz 0. 0000 100. 0000
us 30, OO0 0. 0000
Lig 0. 0000 0, 0000
D1 30, D000 0, 0000
kel 0. 0000 GO0, 0000
px 0, 00N 1 000, 0000
na 1 000, 0000

1 Q. 0000



e 25, 0000 0. 0000
(28 5L 000 Y, 3000
L5 0, 0000 anQ, (NN
| O, GO00 200, 0000
~q B, 000 0. 0000
FENGLOM o PRECIOS DUNLES
2 0, 0000 N0, ONOO

=) 0, NOD0 100, 0000

4) 0, 00600 0, 0000

=) 0, 000N ~50O0, 0000

&) 01, O0n0On S00, 0000

7} 0, QOO0

) o, 0000 =S00, NO00

7 0, 0000 =500, 0NN0
10) 3y, NO00

nor o la rolurion o del o prooroms
1p rcual pe  mée ponnémica que 13 meipr

Froblemes multiporisadicr  mée rr invoalurnrsn mae de on
producto,. En ol sianicpdr rieonleo oo de un naso dirinido a cer
mie relista, congidersndn verion productos,

Problema de Inventario

l.os producton principelers de la compafia LP son 1or compuestos
quimicos Amide v Nitrile, Lo demanda para esteos dos preoductos
es ectacional. Pero propésitor de planeesidén, e compeREiR
utiliza la sigquiznte informacion do le demanda trimestral nare
lo= siguientes afos,

DEMANDA EM MILES DE GALONES

AMIDE MITRILE
Primaverae 20 20
Yzrano 30 S0
[hEat Y] &0 0
Invierno =] &0

Esencialmento sr ticnen tres estrategiac para catisfacer lec
fluctuaciones de le demonda:

1.~ Producir & unns te

e vtjilizer inventerios parea
absorver laz fluct

de la demanda.

&

2.~ El tiempo extra varic pere enfrenter las fluctucciones de
1o demanda wientras no so lleva inventario.
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T : copacidad varia micntras miontras no se 11owva nn
itvventoric pes Yo oo pn B0 roavicre iempn ortes

S in enquramonts e unas combinacion do o) lae

oo rertpe do o dnveniaric. almeseonsie v freneposte oo cotiman

e 83 per 1 000 nslonas dr fsdde 2] finael do ocndn frimestre v

e dgunl foeme de TV pos 80O aslones do tdrile

el olafel of e [~ AT Yol dne. principales
de Freperocion v
An Nmide ce requiere vna hora de

=i e detoE

peereranicnte o cads ane de los deportementos de Preparacién
v Trerminedo. BEn ocomhio cods 1000 polopes de Mitrilo requieren
de une hore on Yr Preporecion v 308 heeas en el Terminado,

Trormir c. Por 1 000 oninn

por tiempn reoular an lns  depsritamertoeos de
v Terminads con ode 7 v €7, 50, respectivamente, a
del  tiempo evtra one oo ode 64,50 v 3,50, por hora,
regul e ﬁ'cmprn e prraforird 21 Yiompo evira va oue

R eEnor cin pmharoo, o) camhiar ol Fiemnn reguler
periorn o Abeo reenita dpdessshie ve one dpvplpors e

rrohlenae con 12 contratanioan v odecnide de pmnleados Lo

poeEtime aue los cprtor eon e % 5 mee cede cambiol
fthacis ar-ibr o hocia abajo) de wuna hora del tiecpn renqul ar

nepde o MY Departapento do Propsreci an doreante ons petarifn,

D= mstas maner-a, por oieeplo, st =1 tiempo rensls- vbilizado pn
ol Departamento de Preperacian oo ode 170 horse enoon periodo v
a4
(o]
heraz, Dohide = 1A superien

c} riguieonta, rrtnnese en tendrd an coats deo $ 400 por
dad de dicho Depsetampnto on 20
2 de lo comerfia 2) resperte, o

cmhe A o dicminogies la e

cotchleve ope ol tiempo evtra on oucljowier pericde no debe
orcodor ol S0 0% de] tiempo regul are,

L preaunte ahore por "Cudlee deben ser los niveles de tiempo
reqular, tiocapo evire, £ inventariee para cada periodo?” £n
et cono,  or debo dretar £l preoblema como ciclico, tsto eo
los inventarios =1 final del trimestre de inviernoe son los
inventarios de entrada en e) de primavera., Por 1o gue se
deber& pagar por cuzlquier cambio on los niveles que resulten
el finel) de) poricdo invernal,

Formulacion v Scluciones,

Definameos lae ciguientes vard

P 3o 1 2 4

APy Producecion de 2mide, periodo i,

NP Proouccién do nitrile en o) poriodo §

Ry Tiempo reoul 2r, deoepertamento de preparacién, periodeo 7.
RF;: Tiempo reguler, depariamente determinado, periodo 3.
OPy: Tiecmpo eovire, deperiamento deo preperacien, periodeo §.
OFy: Tiempo ovtra, departamonto doterpinedo, periodo i,
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10, Inventario do amide, 21 fipa) del
I, Tnventerio de nidriln, 2t finad
1Y,

e 4,

tumentn en 1o daerca de bechagn, en el departapento de
proparorian, on o} operdone 5
DEy Y Dieminueidn = e Juor

T dn trabajo, dopartamento de
propa-aei fro periodo G,

Ly amente oo la fuerss de teahnjo. deperhamento
determinado, nporiodo §

DF ¢ Dizminuecidn d» 12 fuser-s de
determinedo, per{nds

pr¥amonto

la funcien chictivo near

"
Minimizar: §  (3XRP, &+ D NI wog, SyDE, o+ R SY0E, 4 BXIM, +

t=r ARG ¢ BRIP4 SEDEL 4 AFLIE, + G¥DF,)

Ejemploer FPoriodo §, amide REQTRICCIONES
IN, = ARy &+ I, - 20 Halanee de inventario
o oen forms eoteondar: v Armanda/materiol

0Py 4+ 18, — Ifiy = 20
ete.

Ejemplor Periodao 2, nitriiln
IMa = Mo + INy, - &0

o on forma ectandae:

MPa + INy ~ IM, = 50
i,

Freparaci an., Ceprridad de mano de
REy, 0Py 2 AP, 4+ NPy i=1,2,3,4., obra para csatisfacer
o en forma estandar: & produccien,
APy + NP, ~ BP, ~DF, 20

Tarminadn

EFs + OFy 2 ARy + 1, 5FNE i=1,2.35,4,

o en forma ectondae:

AP - 1LERME, -~ RE;, - OF, 20

Prenaraci on: Tiempo extra



o, L EYRE, i=1,7,
T oon ferma estandarg
i Raicln "

Gimilermente pore dorsinadn

Prenaracion

102

Contratarnidén v

Ly - DFy = R Ry e AL A despi do.

o sn forma cctoandse

Ry = DRy = [y 4 B o= 0 i=32, 3,4,

ey = DRy = R, 4 RE, =

Similarmente pere tormineos

Todac lan varioblee s neaativae,

fRosumens .

Yariableas: A0

Reotriccipnn~-: 37

- [={rininiRing Tr-l—‘;[:?MTN?IG PRODUIC, THVENTORID

[SIRR BN
(ML

NTTRILO.
MILES)

PRIMNVERS 2 0
VERANMD F0 o
[aaguivin) S50 2]
INVIERND £0 O

21.3 1,73
ag.7 o
32 2
=] o]

DEPTO. FREPARACTION

DEPTO. TERMINADO

TIEMPO PEG. TIEMPO EXT.

TIEMPO REG., TIEMPO EXT.

PRIMAVERA a7 0
VERANG 8.7 a]
[upgaizial 78,7 3,33
THVIERMO 73.7 393

98
ea
I8
8

S TOTAL 148 A2, 63



COSBTO TOTAL TIEMPO REGH of 1,970, 1
COSTO TOTAL TIEMPD OYThg RIS
COSTO TaTAl TMVENTARTO PSR
COSTH TAaTEL COMT, v DEGS |

COSTOR TOTARLES

anndn plan,  $1 1a rectricciéen #r "ecopacidad de tiempo
wler mAc tiempo ovtre debe oy =21 menoy jgual a2  lar

jdadoe de nreduccian os cagbis s M"eopneidad deo tiemno
rogul s mde tiempo evtre dobe e evred prent o jnual o len
nh&b'&ﬁd:‘"ﬂ":-’.‘ de prodoccisn”. oo pkrieps o nlan di forente, Do
princigin = puede ororeae Pnnrpuamont s oae o©) nltimo
planteaminat s tendrs o cocte hadic s moe pe dipvolucra mano
Y orantiie de opna r_'lnﬂ‘ji?)l-‘t\,]dpd por

e ophirs moiosn, Hin cmbs

unn jnuoldad reetrinne Jac neeibles arciopes do ta2l manera que

dichn panbie peo dicminove Tme eontes G oer prehibe o)t empn

nrinan, £0 puedn dncremsnlor 1a renrieciAe » iba vns Aup hovoun

cambie ool cottor weoane ee petord doveods &0 ceonnir mae
moatrorhament e @l natran oo demsnds, L= ajmuimnte croducidn
corvoeponds 21 problems rortrinnide o dndics Yee piveles v oEN

corto totsl.

FRODLUIC, THUENTOR T PRODIC, TMUENT AR TN

AMTDE. MITRTILY,

M1 3} (MI_ES)
PRIMAVERA it = 47 4 2 A
VERAND I 0 A7 1=
o108 0 " e, o IR
MU TERMO £ I8 o 0

PERTRL PETRARAT (0 DERTH. TERMINADED

TIEMEO EXT, TIEMPO REG.  TIEMPO EYT.

BET MO
VER
aTosn

INVIERMN

< 3]
v 0
=4 (4]
B an. n
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golnt Finansioros Multipeeiddicne

ey 3. " aRalin o -t P o Y P e Hr Pl omreord Ao
T b e prtd r- S A e I LN e T e ardisime rirend nptes
e e g S e Ao sy e e memttandt s O et

SHme - =Y meymientn AR omeds mome nn
S dned amend e comm T3 =1 dinmro faers
[adal okl ki rrdAanene Acte o pn nESA para 0Cnrporer
Ar=irimre fanen=ierar mecono madete andtinerisadicon, 1 hecho

rlasr me phae moes dedn meeindn riete a restriccian que

cetpblner Moo Foemton e Ype reourena on o caifc mERnDs lon ueoe
= ar, 1 pimniente sicmple dlnetra lae cararcteristicas

rrincipslere Ar dichor monelne

Conetruccién de un po-tefnlin satisfarciendo una cadzana de
requerimientos de flujo de ceda

Suronos Mo comn rocolbade de opes o ripecicin de planesci én s ha
ro~clinidm nhe ners endeentor ciertne copPromi s e neresiten

Iae minmicntre cactidades navs rl neceoepte sfir v los prostentes

cntoror

0oy D 3 A s A7 7 @ 10 11 12 15 14

Cedr tmiloey 10 11 19 14 18 {7 19 20 97 28 2?6 P9 3} AR Fe

Es muv comin qus cuando se tiene pete tipe de compromicos e
tacil caeyr en un pleito leps2t por o incwaplimiento. En eete
» ambes partes purden llegar a un arreqglo de tal forma que
12 parte erredore reciba on flodo de pagos o velor presente.

r  simplicidad administrativa ambas partes prefieren
etabhlecer une =sume de pagos que es equivelente & la enterior
-
n

‘JI’J

uancia de aquince erogaciones. LR parte que recibe 1a
rontidad umentard gue dste deobe eer dour) 2) velor preosente
de 1z sumsr de rcads unn de dichos pagos empleando una tasa de
interée haio, comn In esrtzhlecide en inversiones cir my bain
ri 2l cemo une rtenta dm  ahorros aarantizada por e
no Frr eicmplo, s emploa una tesa de 4%, ol vpior
prosopte del fluio de pagas es de $2T0,437.00

oo parte  cereodo

cin pphargoe, profiore srgumentar el nen che
urr tasa  muche mst alts. Fo- 1o nue para que haya un arreqlo,
tel cro debr incindr evidencie deo quo dichan inversinnes
g F v noe tienen mas  rieceno que las cuentes  de
ahnorrror, Lar inveroionees oue genetralmente as ofrecen son bonee
o pegionT qubernamTntales,  Por o cimplicidad  swpengs  que




mrdedes eats doc rinnz de dpveraiéap con o lzel sionientec
.

Ealala Lok INHIR R (K M akatad

anre

COSTO FENT, D
TN noTHn prnt NIMIERTE et
1 GO, 110 5 1, 0070, 00
3 FLE, 0N 2 1.000,00
La deoudore ofrencrs chora une sups eqrogods Con WR
recomendoci An de cndanto deobe ipvertiroee en lor bones tinos 1oy

7y de ahoriraa,  de t2l forma que 1og
sriaplrs o o matiefacen oon un minies o

vooen cunnta

1.

S odriipen laz sigquicntes

o3 problome:

=iahlea do odArcicsian pera rosolver

Lroer Cemdgriad dnvertida shoes o oemco @l bone tipe 1, medids vslor
romipg

B = Cordidded dnvertids aghore oo o) bope tipos 2, medida valoer
neini nal

Sy = Centidard invertide on une currta de ahorreos on ol =60 i,
L = Suma inicinl,

e funcion obietivo maximiczard la sume inicial, Qbhoerve que sC
tiene una restriccidon por cada afe la cua) forra a que el
flujo neto de cedie sca 0, §i cuponemos que los fendos
inactivos s invisrten al 4% en une cucnta de a2horres v todas
las cantidades se expresan en miles, entonces la formulacian

[n3:3H

Min., L

Sujcto a:

2) L= 0,98 Bl - 0,965 R2 —- 80O = ID

3 Bl + 0,065 B2 + 1,04 50 - §1 = {1
54 Bi - 0,065 B2 + 1,04 S - 82 = 1R
[ Bl + 9,065 B2 + 1,08 52 - 3 = 14
&) By 4 0,065 B2 + 1,04 53 - 84 = 15
7} Bl + 0.065 02 + 1,04 64 —~ 5% 17
a) R Bh = 19

T B2 o+ 57 = 20

10 D06T B2 < 58 = 202

11) D065 BT + 59 = 24

a1

12y 0.06% BDZ 4
13) 0,085 B2 +
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4+ 1,09 G611 - 317 = EY

LR R T

—- a1a = XA

lns conficirnton e Jor roctricoiones

i soeeciani4n A~ Vs mebrpctura del

ARSI HSTS TS STy

11 201 2 A8 78800141 %272
Py MIN
e - n
BN = n
s - n
BN [ o1 =R
£t [EIRY] 31 - B
7 a il -1 - 1
o i fn~? - ™
] i o—1 = B
pEAN & N1 =
1y ] Py i
17 i1 At - @
135 t oG- = 1
14 n ot = p
1% £—1 ="
th =1 = T

tHotese que en el renglén (7) B! tiens un ceeficients de 1,06,
fLete represes un paoo del principel por €1.000,00 més 40,00
por intercses todo en miles, Lo variable S14, Ginversidén do
fondos en una cunnta de shorros después de pue =e ha hecheo un
o), oparece on e} problema aon cuondo en principio s pueda
pencar que s inttil permitir tel cpridn., 514 efectivamente ec
un sohbrente de caja en el periecde finel. Sin embargo, no es
extratic gue en la  eplucidn del problem2 de minimizar la suma
agregada s tenga dinero scbrants en caja al  final del
preblome,. Esto e porque un bone puede eor la forma  mAsS
econdmica o entregar fondos en pericdeos intermedios, Lo que
puede censar  gue ®]  pago del caepitel principal al final del
vencimiento  de un hono s sohrepague  en  periodes  mas
distantes. Le solucior para ecceie problems es:

Vol pE LA FUNCION ORJETIVO,

13 195, &827
UNFIARLE YALOR COSTO REDUCIDO
. 195, £83672 0, 000000
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PELTRETTO Ly, NCOO0
o, thayEe 0. ONOOONH
4.0a157 G D000
R ET=2] 1. 00000
[ ] 1, OONO00
DL RAVTDT €, DN000ON
), DONOGH 0, 1046079
20, 8080 £y, DOO000
Qan, 7774 0, 000000
&R, OC7LODN 0, ONOOOHN
S0 HR40R4 0, 000000

S A0, PEIEOH Q. O00O0N0
Sin 27.7249941 0. 0O00ON0ON
Sy 0, 000000 0.,111284
S12 IS B A 0, NOBON0
Q135 I AR R 2] 0. 000000
314 0, OONONC O RTILTT
REMEGL O IO G e PRECINS DUBLES
Y 0.0000n0 - 1, 0000000
R -G ER
M - 0,974554
=) - 0N, 8R[TG94,
6 [ elalalolals} - L R54ARN4
ra! £, QO0nn - T1O0AT
) Q, OO0NO0 - 0, 61404
) £3, DO ), ALY
b 0, 0DONNen - 0, 479244
AR 01, D000 - 1, H1AAER
™ 0, Q0N00n - 0 ETIOLT
1% 01, DOOONO - 0, BOARRL
14y QL ODNaNN - 0. 810415
152 1 D00000 - 0, 794422
14 1, 00QO00 - 0, I79LF7

Mo, DE ITERMACIONES = 16

De los $3195%,430.00 de page, $10,000,00 se van & requerimientos
inmediatos, $4.804.% sp destinan ¢ cuenta de 2horres v 98 %
T TG 7T+ L, 2AE ¥ 9D, IN4,74 = F180,879,20 =n hones & la-gn
alano, Debide aoogue R consideres  un amplic  rangn de
inversinpnes en  wver de  cpentas de ahorroe, la cantidad & pager
gn rpduio en §I,7ED.O0, 0 BE&A

Pars otrze  eoluciones, =e pusdo penser  on asignar una mayvor
Frponian ¢ snve-tir en clgnn tipn de bono en particulsr, Por

eiemplo, limitende  ls cantidard & invertir en el bono tirn 1 &
ia g dol vedms indciel de la sume agregeda; o ogue se

lagra adicionando lo rectriccian:

8RR~ LS L 50



(]

i

Pt e e

- vy ke ~eampinment~ ae 1laman  rrebriccionss e

L pomrlicasian adicinnel puede corajr debiddo a lem
nacasidadoe de integralidod sobre lea inversionos Bl v R2. Por
cirmplin 1noe heonpes of paedeon comprer Ao on incremontoe de
TN, 00 Genepalmepte, Joo valores freccimnales poeden
rodendoaree @ waloren ontoeoe de ta) snorte ogue no oe

increomnnts rnogran eedids 1o gams noregada, Foroediemplio, s BY
voBRT cen 94 v Q0 carnny e nrnvin el  corto  total
1 smi v lals TIQW, 77 FYRE, L8 . Cuandn ssta situscidn
mey g, R4 resn) s diforente de 0; rwppc1ﬂatam¢nte, en Pl
Nl tige neoviodn hay nn pago oitre do covca do $40,00

Modeles de Planeacién Finenziera considerando impuestos.

El siquiente ejemplo trate de uns versién lipgeramente mas
complicada del  prablems de seleccidn de prrieofclicos e ilustra
como incluir y euaminar el efecto de irpussztos.

Froblemz de Pleneacién =obre el Doserrollo de una Compafia.

e planes de dnpvereion pare 1o sinuienteos X afiog
fActualmente tience fondos por 2 millenes de délares p
invertivr, En {forme semestrel WS eepers tener loo siguientes
ingresos dehidn 8 inversiones  preavias: $%00,000,00 (&) finel
del primer  semestre), $400,000,00,  FIAC, 000 00, T360, 000,00,
FEAO0000,00 v $300,000,00 &l final del tercor afo. Se o tisnen
treo proyectos de desarreollo en los oues WS eetd conciderendo
participoer. En ©l proyecto de desarrollo de la ciudad  de
Foster = pedrie tener, si W8 par%icipa totalmente, el
ciguients flujo de caja (provectada) semcstral en leos prénimos
3 efon (momereos nogativos rrpre%cntan inversiones, positivos
inorezos)y - 23 millonme; - T4 milleény - 1.8 millonesy
FO0G,000; 1.8 mi}lnnaﬁz 1.8 milleonecs; 5.5 millones. L&
uttima cifira eon ol aler eztimado ») finsl do les X affos. El
segunde provocto cnn=7dhrir' ccondiciones un viejo edificico v
omplerlo para oficipnas on la itn de una obra
importante, demo)iondo ol viedo cdidficio 2l fine) de lose drees
affnz, Bl fluio do caja smriey - T2 amillonos; - €5900,000y $1.95
millonce; ¢ 1.% millonoer  $1,5 pdl)lonesy  $200,000; -~ &1
millan,

e aorarcis de dessrrolln deo la Compafis WS netd analizando
[

El tercer provechto, ol hotel DU, pedris tencr el ciguienteo
fluio de caja. Oterp voz, lo vltima cifra ec el valor estims
21 finpd  de lor tres eRemr - B2 mi))onrt; ~ %2 millonesr -
1.8 millenec; $1 millén; ¥ L millany § § millény %6 millones,
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WS purde pedir dinero prostado al 3.5 % por emmectre, S4lo se
puede podir prestado 2 lo mée 2 millenes, ecte e, el dinero
por pagar nuncea pueds eccedar o 2 millones. Por otra parte, WS
muede invertir cu cobrente de fondes 21 3OV por eepmectre,

Inicizlmonte haremos a uvn lado los impuestoz,. Formul aremos el
problems mayimirands el valor neto 03 finel de Yor tres afos,
Si WS participa en un proyecto en menos del 100 Y, todos los
flujer de cajs del provecteo so reducen apropiadamente.

Formpulacién y solucidn

Defindmoer F = participacidén  porcentual en el problema de 1a
ciudad d»  Foster; M = participacion porcentusl en o1 proyecto
de  adecuscisn de oficinas; D = perticipacion  en la
construccian del hetel; By = cantidad de préctamc en el
periodo 3, en miles, 3 = 1,,.6; Ly = centidad nue presta en
ol pericdn i, en miles, I = 1,..63 Z = valor neto después de
Inr & perioden, on miles. Bl probllema formelanente es (todes
loo nimorps estdn on miles):

Moz z

SUJETD A

2) FOOO F 4 2000 M + 2000 D - Bt + L1 = 2000
3 1000 F + 500 M + 2000 D + 1,035 B - {,03 L1 - B2 + L2 =
00

1) 1800 F - 18500 M + 1800 D + 1,035 BZ - 1,03 L2 -~ B3 + L3 =
400

m = 400 F — 1500 M - 1000 D + 1,035 B3 -~ 1,03 L3 - B4 + L4
= 380

) - 1800 F ~ 1500 M - 1000 D + 1,035 B4 - 1.03 LA — BS + LS
= 340

Al —~ 1800 F — 200 M -~ 1000 D + 1,035 BS -~ 1,03 LG -~ B6 + L6
= 340

2) I - 5500 F + 1000 M - 6000 D + 1,03% B6 — 1.03 L& = 300
?) Bf £ 2000
10) B2 1 2000

11) B3 1 2000



12y #4 52 2000
By BSR4 2000

14Y  RG £ 2000

15 F o1
16) M 51
17) D £ 1

Las expresiones 2 a la 8 son las restricciones de flujo de
caja en cada vno de los pericdos, leos cuales forzan a que se
cumpla que los usos - las fuentes de ceja = 0. En el pericdo
inicial, por ejiemplo, L es un uso de caja mientras que Bl es
una fuente,. La =lunién es @

VALOR DE LA FUNCIOM ORJETIVO

1) 7665179
VARTABLE yntoR COSTO REDUCIDD
z 7565, 175080 Q, 000000
F 0.7147341 0. 000061
M 0,&37210 0, 000015
n 0, D0000O0D 452.381714
Bt 1417.4435340 0. 000000
L1 0, OOO0O0 0, 008788
B2 2000, 000000 0. 000000
L2 0, 000000 0.,33473314
B3 2000, 000O0N0G 0. 000000
L3 0. 000000 O, 250956
B4 448, 449000 0. 000000
L4 0. 000000 0. 005305
BS 0.000000 0.005150
LS 2137,484220 0. 000000
B4 0.000000 0. 000000
Lé 3754.,865110 0, 00000
ROW HOLGURA PRECIOS DUALES
2) 0, 000000 1.819220
3)- 0.000000 1.757701
4) 0, 000000 1.381929
5) Q, 000000 1.098032
&) 0, 000000 1. 060900
7) . 0, 000000 1.,030000
8) : 0, QDDOOD 1. 000000

) S5R2. 556671 Q.000000



10y
1
12y
173
14
15y
i
17

ANALISIS DE

O, ONOONO0

2000, 000000
0, 285689
0, 362790
1.,000000

SENSIBILIDAD

RANGOS EN LOS

VARTARLE
z
F
M
)
a1
L1
B2
L2
B3
L3
R4
4
BS
LS
B&
L&

RENGL.ON

2

4

5

&

7

8

q

10

11

13

14

15

ia

17

0. 327404
0, 2454646
0, 000000
0, OO000O0
€, 000000

CUALES {.A BASE NO CAMEIA

RANGDS EN LOS COEFICIENTES DE COSTOS
DECR. PERMITIDO

COEF. ACTUAL

1. 000000
0, QON000
[oslelalaleln]
0, 000000
Q, Q00000
0, 000000
Q. 000000
0, 000000
0., 000000

0, 000000
0. 00NQ0O
0. 000000
Q, 000000

INCR. PERMITIDO

IMNFIMITO
ROAR, 722050
644, 019443
A57, 7B1714
0. 008822
0. 008788
INFINITO
¢, IR4R1A
TNFIMITO
0. 250956
0. 005305
0., OOSEOS
0. 005150
0. 00% 150
0.005000
0. 00EO00

1. 000000
454, 594956
583, 692337

INFINITO

0, 8409697

IRFINITO

0,.327404

INFINITO

0.245466

INFINITO

0. 1462487

THFINITO

TMFINMITO

0,222312

INFINITO
0.227865

RANGOS EM LOS LaADOS DERECHOS

KHS ACTUNL

2000,00000
500, 00000
400, CO000
380, Q0000
F60, 00000
340, H0000
300, 00000

2000, 00000

2000, 00000

2000, 00000

2000, 00000

2000, HOO00

2000, 00000

1. 00000
1. 00000
1. 00000

INCR., PERMITIDO

1415,854160
77%.555534
1198.,599240
448, 449009
INFINITO
INFINITO
INFINITO
INFINITOD
561.718163
1027, 0544730
INFIMITO
INFINITO
INFIMITO
INFINITO
INFIMNITO
INFINITO

DECR. PERMITIDD

2526, 24439Q
1887. 037060
42, 752693

1851.551030
2137.484220
3954.865110
7665, 179080
582.9556671

1163.009160
296, 852333

1551.551010
2000, Q00000
2000, 000000
0, 285659

0. 362790

1. 000000
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Interpretacién de los Precios Duales

E} precio dual do cada una de las primeras siete restricciones
28 ol increm=ata en el valor nete, An el 2ltime periodo, gue
reculta de tener difponible un delar extra en una ctapa
antorior, Por ejrmelo, 1.819220 indica que un dotar disponible
&) comienzo del pericdo 1 incrementara ©l o valor nete, &l
final, a corca de 71.82.

Un deolar extra en el periodo 5 se valora en §£1,0609 al finalg
ya que 1o qu2 g2 puede haeor on 1oz dos altimous es invertir al
3 d.basi, B tendrd 1,07 % 1,03 = 11,0609

Un dolar  entra en 8) porindo 4 nos chorrari de pedir prestado
un dolery de ecte foros, sord 1,035 mas rico en el periodo 5.
Hemoz visto va ol valer agne se genera teniende un delar exira
en 1 pericde & dr eota forme, el valor de un dolar extra en
el 4 es $1,035 ¥ 11,0409 = 71,09803,

Loz precios duelrn cobre las restricciones de las centidades
gun se piden prortedas pueden relacionarse con 21 reste de los
precios dueles como eigue.  Siose es capat de tener un dolar
adicional en el perinde 2 eu valor final serad de 1.7377. Gi
este deler =6 pidicre preetedo, entonces se tendrie que pagar
$1.075 en =1 porieodo X teniendo un costo efective de 1,030 %
1.38193. Dr este manera. r) velor neto en el W timo pericodo si
e pide prestado un dolar en el periodo 2 es 11,7577 - 1,035 ¥
1.38193 = 00,3274, cuyp velor corresponde 21 precio dual sohre
la restriccidén de redir prestado en el periodo 2 (ver tabla
antorior columna de precios duales),

lLas tasa dz interés efectiva o coste de capital,i, en
cualguier periode t, puede establecersze a partir de leog
precios duales derivendo la tasa a la cual uno estaria
diepursto & pedir prestado, Si pedimos un dolar en el periodo
t zumentaria nucctre capital en $1 pere se tendria gue pagar 1
+ i délares en w©l t + 1, Debemos balancear esas dos
consideraciones, Como ejemplo tomémos el periodo t. Un dolar
entra s valora en $1.819220 al final del periodo 6. Con bhase
en 1o antsrior, =i tuvié=zemos que pagar 1 + 1 en el periode 2
costaria (1 + i)%¥%1,7577 @2l final. Efectuando el bhalanceo se
tiene:?

1,8192220 = (1+1) 11,7577

resolviends sp tiene que i = 0,035
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Este no es wna  sorpresa va  que precisamerte es la tasa a la
que e pide prestado en el primer periodo, pore no es loopismo
20 log demas,

eplicoando un andlicis similar Jlas siguientes tasses efectivas
sont

PERIODO i
1 0.035
2 ©.1719
3 Q. 25835
4 0,035
] 0.03
b 0.03

Explicacién sabre los impuestas gravadas

Suponga que  tomamor en  fuenta los impuestos. Considersmos 1a
siguiente situeacien simplificada., Se tiene una tasa impositive
del S0 ¥ sobre les ganancias o beneficios en cualguier
periodo. Si se tiene una peérdida en alguno de =lleos, B1 80 %
de elle =e purde llevar al siguiente periodo. Los ingresos
menoas los gastos de leos tres proyectos en cada periodo
aparecen en la s=siguiente table, Los gastos incluyen
depreciacién

PROYECTO
PER10DO
CD DE FOSTER  REMOD. OFICINAS HOTEL D.U.
1 - 100,000 - 200,000 ~ 150,000
2 ~ 700,000 - 400,000 - 200,000
b ~ 600,000 - 200,000 ~ 300,000
1 ~ 100,000 500, 000 ~ 200,000
s 500, 000 1,000,000 500,000
& 1,000, 000 100,000 800, 000

7 4,000,000 - 1,000,000 5,000, 000
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Vointe por ciento de los futuvros  flujos de caja ($500,000;
400,000; otc) seran grevados.

Para Ja formuilacion d=l modele, en este caso, necesitemos
dofinir sdicionalmente:

Py = genancia on el pericde i

Cy = pérdida en el poricodo i

La formulacisén sz ve afectada de dos maneras, Primoro, debemos
agregsr algunas restricciones a gue las Pus y Cys se calculen
aptroniadamente vy segundo, ze deben adicionar algunos términos
en lac rectricciones de flujo de caja para tomar en cuenta los
gastos 2n 1 pagn de impuestos.

En pelabras, una de las ecuaciones del cédlculo de impuestes

[aloRe

ganancia —~ pérdida = ingresns - gactos — 0. 8tpeérdida on el
Mtimn periodo)

Algochraicamente esta ecuacion para el periodn 2 ==

P2 - Q2 = 100 + ,03L1 — 300OF - 400M - 200D ~ ,0O35R! ~ ,8C1
o on forma ectandar:

F2 - €2 ~ ,030L1 + JF0O0F + 400M 200D + ,Q35R1 + ,8C1 = 100
La formulecién entera es:

MAX z

SUJETO A:

2) JI000F + 2000M + 2000D - Bl + L1 + 0.5P1 = 2000

3) 1000F + 500M + 20000 + 1.035B1 - 1.03L1 - B2 + L2 +0.5P2
= 500

4) 1800F - 1500M + 1800D + 1,03582 - 1,032 - B3 + L3 +
0.5P3 = 400

&) = 400F - 1500M - 1000D + 1.035B3 -~ 1.03L3 ~ B4 + L4 +
0.SP4 = 380

&) - 1BOOF = 1500M —-1000D + 1.035B4 ~ 1,034 —- RS + LG +
0.9P% = 360

7) - 1800F — 200M -~ 1000D + 1,035BS - 1,03L5 - B6 + L& +
0.3P& = 340

8) 7 = S500F + 1000M — 6000D + 1.,035B6 - 1.03L6 + 0.5P7 =

300
) By 2 2000
10) B2 2 2000
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76

t1) BT 2 2000

12) B4 £ 2000

13)  BE £ 2000

14)  B& 3 2000

15 F 2 1

16y M 21

17y D 2 ¢

18)  100F + 200M 4+ 130D + P - C1 = 0O

19)  IOOF + 400M + 200D + 0,036R1 — 0,03L1 + F2 + 0,8Ct -
100

20 600F o+ 200M 4 F00D + 0,03582 — 0,03L2 4+ P3 + 0,802 -
a0

21) 100F - S00M + 200D + O,038H3 - 0,03L3 + P4 + 0,803 =

22) - S00F - 1000M - S00D + 0.03584 - 0,03L4 + PSS + 0,.8C4 -
CS = 72

23)Y  ~ 10D0F - 100M — 800D + 0,0358% - 0,035 + P& + 0.8C5 ~
C&é = 68

20)  ~ AOODE 4+ 1000M - S000D + 0,035B& - 0,036 + P7 + 0,8C6

C7 = 60

La solucidn es @

VALOR DE LA FUNCION ORJETIVO

1) 5899,976
VARIABLE VALOR
z 5899, 975590
F 0,487211
M 1. 000000
D 0., 000000
B1 1461.632140
L1 0., 000000
B2 2000, 000020
L2 0. 000000
B3 1046.979320
3 0. 000000
B4 0, 000000
L4 991, 260727
BS 0.000000
LS 7221.649020
B& 0.000000
L A7E9, FATTZ0
Pl 0.000000
P2 0, BOO0O0
P3 0. 000000
P4 0, HOOO0O
PS 1072, 657820
Fo 751. 8602207

P7 1137, 623200

-~ 0,000019
745, 007523
0.005112
= 0, 000000
O, 196093
- 0.000000Q
0.003168
0,002576
0. 000000
0.002537
0, 000000
0. 002250
= 0. 000000
0.449947
0.379308
0.204255
0.110749
= 0,000000
- 0,000000
0. 000000

COSTO REDUCIDOD
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1 248, 7210467 - 0.000000

©2 &£96, 297211 Q. 000000

3 1039, 364200 0. 000000

ca 340, 856709 0, 000000

CS 0. 000000 Q109113

o 0, OOONO0 0. 107500

7 0. 000NOD a. 500000
RENGLOM HOLGLIRR PRECIOS DUALES
) 0. 000000 1.321874
3 0, 000000 1,286092
4y ' s TaTalatata} 1.067854
5) 0. PUOROG 1. 085476
&) 0. 00N00O 1,030225
73 0, 0ODOOD 1, 015000
8) 0, QONO00 1, 000000
) 5360, F67894 0, 000000
10} 0. 00000 0.192402
11 957, 020706 0, OO0
12 2000, 000000 0, 000000
1% 2000, 000200 0., Q0000
14) i 2000, 000000 0., 000000
15 0. 512789 0, 000000
16) 0. 000000 573, 561150
17) 1, HOO0O0 Q, De00N0
18) 0, 0000Q0 -~ 0,210990
19) 0. Q00000 ~ 0, 263738
20) Al Talalolal) ~ 0,329672
21) €. HODOOO ~ 0. 412090
22) 0. 000000 ~ 0.51511%
23) Q, 000000 - 0,507500
24) 0.000000 - ©0.500000

Matese gquz las consideraciones scbhre los impuestos causan un
cambio sustancial en la soluciéen. Con hase en la  solucidn
anterior se oostahlece dedicar mds fondos al  proyecto de
adecuacién de oficinas,M, =2 invertir amenos fondos en el de la
Cd, o Foster , F. El  proyecto M tiene un fluje de caja que
ayuda a que los flujos de las ganancias anuales sean mas
uni formes.

Resumen sobre la discusien de los modelos multiperiddicos

£n los modelos de planeacien del tiempo extra se particiona ‘el
tiempo en  un cierto noamere de pericdes, La porcion del modelo
que corrseponde @ un so0lo periodo puede ser alguna combinacidn
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de modelos de produececi dan, mezclas, etc, .. .Esos poriodos simples
o modelen cetricos se encadenan pors

1, un  encadenamiento o variable de inventario para
cade articulo v perindo, e variable oaue encadena
representa  1la cantidad de articulos que s
trensefieren de un pperindo al siguiente.

2. una restriceién de " balance de material" o "fuentes
= usoz” por cade articulo y periedoe. La forma mas
sipple de este restriccion es "inventario inicial =
produccion = inventario final + mas bienes vendidos”

lLLos modeleoz multiperiddices generalmente se emplean en  un
formato hasta cierto punte corredizo, En este  formato, el
modelo <o resuelve  al comienzo de cada periodo. Las
recomendaciones de  le selucien pare el primer pericodo se
implanten., Comn cada etapa que  transcurre oroporciona  una
mojor infermecien  sobre detos v prongstices, esto mismo se
emplioa en el signiente, De tal forma que =1 oeriodo 2 resulta
ahora @1 1, y asi subsecuentemente.

No oxiste nada que nos obligue a que los periodos sean de la
misma lengitud, Por ejemplo, cuando una compafia petrolera
planea su produceién  anual es sensible tensr periodos
correspondientes R las estarciones del afo, Una posible
particien es considerar el periodo de invierno del | de
Diciemhre a1 15 de Marzop la Primavera del 16 de Marzo al 15
de Mayo:; el Verano del 16 de Mayo al 15 de Septiembre; Otofo
@l 1% de Septiembre ]l 20 de Noviembre.

Alguinas cempafias planean como mucho a un horizonte de SO
afios. En todo caso se puwrde tener los primeros dos pericdos de
un afo, el siguiente de dos afos, los sigientes tres de tres
afos cada uno, los dos que siguen de cinco afos vy finalmente
los dltimos tres de diez aRfos cada uno.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1.~ La compafija Izza de Tokio ha pronosticado sus necesidades
de acero para los siguientes cuatro periodos: 3,000,
&,000, 5,000 y 2,000 toneladas. La fuerza de trabajo
actual logra 4,000 toneladas por periodo. En este momento
exicten 500 toneladas de acero en almacén. Al final del
horizonte de planeacidn Izza requiere que vuelva a tener
el miemo =stockK o sea las mismas S00  toneladas de un
principio, La fuerza de trabajo tiene un costo variable
de $100 por ton, El tiempo extre pusde ser contratado en
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cualauier pericdos a an costo de $140 por ten. El tamafo
de le  fuerza de trabaieo de tiempo regular puede
incrementarse de un periodo )& otro a un costo de $300 por
ton. 1 iguel gue disminuiresr & un cesto a2 un coste de
%80 por ton. Se tiene un cargo de $5/ton por inventarin
2l final de cada pericdo. La compafia preferiria llegar
al final de los cuetro periodos con una fuerza de trabaio
2 un nivel de 3000 ton.

a.- Formile un modelo de programacion lineal apropiade

b.~ @Que supuestos consideraria en el modelo respecto a
la fuerze de trahajo cciosa? -

Una linea aérea requiere los siguientes pilotos para los
proaxvimos cinco trimpestres: 60, 90, 110, 120, 110,
Actualmente se cuentz con 90 pilotos. La pregunta de
mayor importancia se refiere a determinar el nuamero de
pilotos a8 contratar en cade uno de los siguientes cinco
trimeetres, Un piloto debe dedicar 1 trimestre en que es

contratado para su entrenamiento. Les instalaciones de la-

compafia sdle permiten entrenar & 1% & la ver, Ademas,
dicho entrenamiento reguiere los cerviciecs de pilotos
experimentados en  una proporcion de 5 2 1, esto rey &
pilates en entrenamiento por un experimentado, €Estos
nltimos no pueden empleerse en vuelos reguleres. El costo
de contrater y entrenar a un piloto se estima en $20,000;
en cambio wn experimentado cuesta $25,000 por trimestre,
La pelitica de la compafia no incluye el despide de su
perconal .,

a.= Cuéles son las variables de decisién?
b.- Formule un modelo para determinar cuantos pilotos
dehen ser contratados en cada periodn?.

-
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1i.4. MODELOS DE INSUMO-FRODUCTO

noprobdenss twlliperredicos, el espocto dmportonto
cncadcnamienio do los periodos, iy cn prablemas i

vertioalmonte slivac1Gn s relooiomer los it
M vilen, cande qun 2t producto de oun process puege
CF o InEunG

P

tFer edemplo, e une firmz ewtomoirinc law  instadacrones  de

primer nwvel puedorn tenss come producton finales a los
molores, ftrenc (SN STl Voo EgErroneriong riontras  gne an

inutalazyene
Lnsemb;ad05 Coet Jen

pucden prosucir vehicules
“ruth tdao o0 ¢l primer nivel o ocon
- s otra planta, Do mceta forma, 1a
prc“lsv; tie intearacs on vertical
isrenes do fabécicer o comprar.,

rtarior e Jos productes
[t ;o] trancmisiones v
[ak oo trenc gue lan

fluic., Ppr

: wolcees VO heohoo one 1
g W8 hochoo en 1s planta O
endarl s e oas plante Y o+
riagos  en la oisnts I+ motor

o ol
+ ot o

o

n

Lo modelor e integrecion ertical estrechamente
relecionados con los modelos de Tnclmn—ProdL-to desarrolledes
por Lecnticd (1781}, pare modelsar una coconomis. Un modelo de

ste tipo especifica para cads inductris, qué¢ centidad d=
producto de otras industrias se requiore comp una funcion dzd
nivel de actividad de una industria especifica. For ejemplo,
1o industria del ferreocerril requeere de algunos productos de
la industria petrolera y de la del acero. Ademnas de gque las
relacionet de  Insumo-Froducto  genscalmente  tienen  "Loops!.
Este & le industris del acero sungue le  proporciona
producioes o la del ferrocerril ¢ z2lla misma requicre de los
servicics tel ferrocarril para transporter fierro y acero. El
problema en este caso es determinar o prodecir el mejor nivel
de operacion do cada industria,
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Problema Simple de Insumo-Froducto

Lrerle compabis  aperoc ona granje de 1000 acres oooe) o velle do
a0 ividadeas incluyen lof sultivos de

LE IR SNl RN

trigs, 2 Voo progucci ¢r de corne de rec, Lar
antor i dado [R Tl ¥ fan asinnedo wuna dotaciden de agua
cle K, ST o VLR S W “anonre &nt, So esporoa e los

presices de 1o coine Cw o meantengan  alredodor  de 5400 por
toneleaeda y  lon el trige & §x,60 per bushel. L mojor
suposicion eg  que = pueds vender la alfalfa o $54 por
tonelada 4, pbro s g ver  de  vendor  Be requierc comprar
altaltda para alimentar a las reses compraria a %54 por
tonel eada.

lLos rendimientos  con base
produccidn de  trigeo S0 bushkis
atre. Enseguade eparene la tab

1% teonoleoie oplicede sone
s por  acro; alfalfe & tons por
& de roguerimionton,

ACTIVIDAD M O MAT. RS, AGUG RED, TIERRA RECLALFALEFA

1A, Trr g B 1.0 0-pie 1 fwre
P AGALFR) fa Ta gL, AT
1 Teon Carne FIOO Lo A IS U Tone

Ln sste caso ata de formular o problema de la plans:
cde cuenta liwerre sembrer de Jorn difercntes cultives v ?
cantidac comprer de Jos mizwmos Qranos, v resolverlto. Do tal
forms gue  se pucden  contestzy preguntes comor Cu&les con Jos
valnres marginaton de la tiorras y ol agua?. & qué precios s
deborirn edguirie (o vender) tow articualos que no os=on
campragos (o vendideos), en la solucion eptima?

Fara efectuar 1o entericr, se debe tener precauvcioen en 1o
eigurentie:

s tra
2,

1. Identifique las actividades cuyves niveles deherdan ser
uveterminadcs; este es, identificar las variables de
decision.

2. ldentificar leoe articulos que ecn producidos @ contumidos

por las  diferentes actividades . Usualmente nigtiran
restricociones doe fuentes = weos o balance de materiel
pera cade articulo.

S51 obwErvamot, lag varisables de decision serdn enltonces:

WHEAT = Numcro acires de trigo cultivadas y vendideaz
ALFBREs Mamer o de tonsledere cultivadas doe alfal fe

BEEF = pomzro do toncladas do cernc producidas y vendidas
ALFLUY= phaner o oe tonelades de elfalfe compradas

ALFGOLD= Munera doe toneladas de alfalfa vendidas
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Lea pregunte epycceanto deberd  produciree v s eMpoictado de
los qrferentes productos?

Lo yormalaecs Gre ge va acdelo de Incumo-Froducte deberéd soguir
1z wismosn QoS pascs piora la formulacison de cualquies modelo
g frogianncian Liancel, gue gond 1) ldentificar las veriables
do ducicren oy 2 adentificer las restriciones. La clave para
ydentaater iae veariebhles de decision, para ecte problieme;

distinzion entre la cantidad de un articuio
cantli i ewportada. Una ver que lo anterior o
v i1as variables d2 decision  pueden definirse
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a
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uriidades progecioey o le industriz del acero
automotriz
drrl plastico
clectirdinica
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SEX = unidades enportadas por la industria del acero
REX = " " auntomotriz
FEEY = " " del plastico
EEX = v "

elentranica

Los articulos pusden identificarse directamonte como acero,
auntomotriz, electronico, plastice, mz2no de obrx, cepacidad
automotriz y capacidad del pléstico; por 1o que se se tienen,
entonces, siele restricciones. Le formulacién v colucidén del
problema anterior es:

PMAX SO08EX + 1500AEY + 3J00EEX + 1200FEX - 2008 - 300/ - SOE
~Z00P

Sujeto as

2) BEX - § + .8BA + (OIE + ,2F = O
3) AEX 4+ 028 ~ & + (OlE + ,0¥P = 0
4) EEX 4 .153A - E + 0GP = 0

S5) PEX + 015 + .11 + O5E - P = O
&) 55 + A+ LBE 4+ 2P < 830 000

/) A < 650 000
8) F C &0 000

END
VALOR DE LA FUNCION ORJIETIVO

1) 435 431 260
VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDO
SEX $547.91429 Q. 0000
REX 465 410.42000 0. 0000
EEX 0. 00000 121.87487
FEX 0, 00000 2096.87320
s 39T 938, ITQO0 Q. 00000
[} 475 833, 38000 0, 00000
E 74 375.00100 0.00000
[ 60 000, 00000 0. 00000

RANGOS BN LOS GUE LA BASE NO CAMBIA

RANGOS DE LOS5 COEFICIENTES DE COSTOS
VARIAELE COEFICIENTE INCREMENTO DECREMENTO

ACTUAL PERMITIDO PERMITIDO

SEX 500, 0000 57.58%98 143, 08506
AEX 1500, 0000 1455.6141 184. 1149
EEX 300, 0000 121.8748 INFINITO
PEX 1200.0000 2076.8732 INFIMNITO
S =230, 0000 76,2965 152, 8085
A ~300. 0000 1795.5000 192. 6156
E =50, 0000 129.9998 1245, 7010
P ~=300. 0000 INFINITQ 2082. 6565

RANGDS DE L.OS LADUS DERECHOS (RHS)



FERGLON RHI INCREMENTO DECHREMENTO

NTTUAL FPERMITIDO FERMITIDO
< Q.00 ’ HMFINITO 547.2142
3 0,00 INFINITO 465410.4200
% [y els 2492,8794 1087774, 0000
S Q. G0 17.8217% 42899, 0000
o 3000000 1211002, 3000 20%, 5358
7 &E0000, 00 IMNFINITO 174166, 6600
€ &HEOHOQ0, OO G, 1509 451494, 09490

La solucién indica que la mejor maners de vender los productos
de Islandia como cson los de las  industrias  autemotrizg
electrénica, acero, plastica v los recursos de mano de obra es
en le forma de automoviles,

El andlisis deo lo= coeficientes de costos proporciona una idea
de cuanto debe aumentarse la ganancia del acero electrénica o
plasticos; o© en cuanto debe bajarse la ganancia de la
industria autamotriz para que la solucidén cambie. Por ejemplog
i el costo en la produccidn electronica pudiera reducirse en
121.88 por unidad, entonces puede valer la pena exportar
partes electranicas e incrementar las genancias teotales.

Este problema podria tomar la forma clésica del modelo de
Insumo-Freducte de Leontief si en ve: de mavimizar ganancias
el obieto fuera establecer los niveles para las exportaciones
(o consumos) de los productes de ecero, eautomotrices vy
plasticos. El  problema seria entonces determinar los niveles
necesarios de produccion para apoyar ios niveles adecuados de
exportaci én/consumo. En  este case la funcién objetivo es
irrelevente.

Una generalizacién natural es permitir tecnelogias alternas
para producir varios articulos. Dichas tecnologias pueden
corresponder a1l grado de mecanizacién 0 & la forma en gque se
consume la energia, esto es, con gas, carbdén, hidroeléctrica,
etc,

Modelos mas complejos de sistemas verticalmente integrados y
diagramas actividad/recursao.

El ecjemple =siguiente involucra varios niveles y un cierto
namero  de articulos. Al final de la descripcién nos
introduciremns al métode de los diagramas actidad/recurso para
que graficamente presentemos las complejidades de los
programas linealeg que surgen en este ejemplo.

El problema de una granja integrada verticalmente



Un granjero tiens 120 2cres que  pueden sembrarse deo trigo o
maiz, Dicho cempo tilenc un rendimiento de 8% bushels de trigo
RO acre y por afie o bushols de maiz por &tre vy por &do. 2
congidera que  se puede sesbrar cualquicr frogcion de los 120
acres de  trigo o de gl Loz irequerimienntos en cuanto a la
mann de obra son de 4 veT pow o anrt Yy por anc, més 0,1% horas
par bushel de trigo o 2,70 horas por bushel de maiz. el costo
do sewilla, fortilizenie, elc., ec de 20 centavos por bushel
de trigo producide en cembio son 12 centaves para el maiz. Por
atra parte, el trigo oo puede vender & $1.7% por hushel y el
maiz & $0.99 par bushol. €1 ¢l trigeo se compra su precio es de
2,50 por bushel v 21 el maiz se adquiere su precio es de $1850
por bushel.

Adicienalmente, el granjero puede criar cerdozs  y/o aves de
corral y venderlos cuando alcanzan un afio de edad. Por ejemplo
un cerdo se vends en $40 y lac aves de corral, cuyx medida son
jaulas, se venden & 40 por jaula, En su alimentacién un cerdo
requiere 2% buashels de itrigo o 20 bushele de maiz, mas 25
horas de manc de obra y 2% pies cuadrados de piso; en cambio
una jauwla de aves de correl necesita 25 bushels de meiz o 10
bushels de  tirigo, mis 40 horas de labeor, vy 15 pies cuadrades
de czpecio,

El granjero cuenta con 10 000 pies cuedredos de piso, 2 000
haras de su propio tizmno y otras 2 000 horas de su familia

En caco de alquilar meno de ohra, esto le cuesta 1,90 por
hora,

Sin embargo, pare cada hore de mano de obra slquileda se
requieren 0.13 horas por parte del granjers para su
supervieion,.

En este problems interesa csaber cudnta tierra debe sembrarse
de maiz vy cuanta de trigo vy ademds, cudntos cerdos vy gué
cantidad de Jaules deben criarse de tal manera que se
marximicen los beneficios del granjero.

Definicion de variables

Wi = Trigo cosechado (en bushels)

Cl = Main cosechado (en bushels)

Fil = Cerdos criados y vendidos

Hi = Gallinas criadas y vendidas {(en jaulas)

LO = Mano de obra alquilada (en horas)

W4 = YTrigo vendido (en bushels)

€4 = Maiz vendido (en bushels)

€2 = Maiz usade pare alimento de galline (en bushels)
WZ = Trigo usade para alimento de gallinas (en bushels)
€3 = Maiz uzado para alimento de cerdos (en bushels)
W3 = Trige usado para alimento de cerdos (en bushels)
€O = Mziz comprado (en bushels)

WO = Trigo comprado (en bushels)



Diagrama de tlujo Actividad/Recurso

Farz problemas grandes pucde ser util visuslizar graficamente
les flujos de material. Conviene hacer neoter gue cualquier
problema de Programacian Lineal  puede cor convertido a un
diagrama de flujo en el gue el material  fluye a través del
sistema,

Evicten dos  tipoe de componentes on ecte modelo de diagramaes:
1) actividades, que correeponden & las variables y se denotan
pov [:] Yy 2) recursos, gque corrocponden a las restricciones y
se denotan por un » Coda restriccion estd asociada a alygin
producto o articuloc y en palabros cignifica: los weos de los
articulos deben ser menores o iguales a sus  fuentes. Las
flechas gue inciden en  un ] corresponden 2 los recurcos,
articulas o restriccioncs con los cusles  la variable tiene
interaccidn. La flecha gue incide en un debe corresponder
a las actividades o variebles de decisién con las que las
rostricciones tienen interaccion. £1 diegrama
actividad/recurso del  piroblems anterior se presenta en  la
figura 11.1

Mota: Existe upa actividad peor cads varieble de decisidén en ¢l
programa lineal; se tiene un recurse por cada restriccidén. Las
tesas que aparecen sobre cada flecha son los coeficientes en
las ecuacianes del programa lineal.
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Fig. 11.1 Diagrama Actividad/Recurso



PRUBLEMAS PROPUESTOS

Lo~ tn febricante de semiconductores ha tenide como producto
principal un  chip gue contiene un circuito ldégico gue se
usa en la mayor parte de low componcntes electronicos.
Recientemente, dicho fabricante ha adquirido un aparato
para fabricsr un tipe de migquina calouladora.  Cada
calcwl ador fabricado por este aparato utiliza 10 chips
idéntices & sgueilos gue normalmente fabrica, Debido a
camBios recientes en los  precios no se sabe cual de las
dos plantas eg mé&s rentable. Los chips pusden compraree
on $3 0y vendsrse  en 32.50 (el transporte v el manejo
hacen la diierencia), La planta que faebrica chips tiene
una capacidad para 20 00Q unidades por mes. En cambio la
que fabrice colouwladores tiene una capacidad de 3 000 por
mes. Bl costo variable para producir un chip (incluyendo
materia prima) e de 2. El coste veriesbhle para producir
una caiculadora =5 de 320, queo incluye sxnclusivemente el
coste de 10 chips por caleouladora, siendo que cade wnidad
va tormincda oo vendz en £4%,

& Dofine  las varisbles de decision vy escriba un modele de
FProgramecien Lineal para maximizar las ganancias
mehsual ex,

2. La compania RC fahrice detorgente y lo vende en belsas de

tamafoc pequefic ¥y modianc. Ademas, ez una de varias compafias
que pucde originar un nuevo producto no contaminante que lleve
el nombre de NPW. RC puede vender NPW & otros fabricantes a
£.80 por galdén. £1 producto NFN pusde comprarze por fuera a ¢
1.20 por galodn, y& incluye cargos por envio y manejo o
frabricarzse en la misma planta.Cada galon de detergente
producido requiere .10 de galon de NPW. Los costos de
progduction para MNP y el detergente son, respectivamente,
$0.50 y %0.60 por galén., En la produccidn de detergentz no se
incluye el costo del .10 del gslén de NPW usado eon su
fabricacién. El detergente puede venderse a $0.70 por galén.
Las capacidades de produccion de RC son: 10 000 galones por
mes de NPW y 120 000 galones por mes de detergente

a., Cudies son las capacidades o variables de decisian de 1a
caompania RC?

b. Formule el problems de maximizar las ganancias comd un
modelo de Programacidn Lineal y resuglvalo.



REDEL, DISTRIBULIGH Y FERT/OMPM,

Una subclass do modelos de Programacien Lineal sen los
lilamades mpdeleon de Redes, Eotos problemas tiensn una forma
qQue  puede destribirze  facilmente y  presentarse en  forma
grafica come una Red., nlgunos ejemplos figicos con, por
ejemplo, rutas adreos oo lineas de transmisidon eldctricas.
Cuaiquier empress qur: fabrica un  producteo en varios
localidades y 1o distribuye a muchos alamacenes y/p clientes
pucde encontrar que un medelo de redes mea 0til para describir
y analizar varias estrategias de embarque.

En la figura 12.1 =p ilustre wuna Red que represente el sistema
de distribucidn g una compafiie que utiliza almacenes
intermedios para disiribuic vn producto,

SISTEMA DE DISTRIBUTION

FLRNTASG AL TENES CLIENTES

Fig. 12.1 Modelo de una fed

La compaiia tiene dos plantas, denotades por AR y By 3
almacenes, sedalados por X, Y y Z; v 4 4reas de clientela,
denotadas por 1, 2, 3, 4, Los numeros adyacentes & cada nodo

indican la disponibilidad de material en cada nodo. La
planta A, por ejemplo, tiene 9 unidades disponibles & ser
embarcadas. ta clientela 3, por otro lado, tiene -4

unidades, que significan las cuatro uwnideades que =e demandan
en el nodo 3.

El numerc que aparece encima de cada arco es el  costo por
unidad enviada a lo largo del arco. Por ejemplo, si de la
planta Ay que tiene ¢ unidades, se envian 5 unidades al
almacen Y, entonces se incurrird en un costo de S ¥ 2 = 10 El
prohlema es, entonces, determinar la& cantidsad =2 enviar a 1o
largo de cada arco de tal  farma que se minimicen los costos
totales y que la demanda de cualquier area de clientela quede
satisfecha.
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La condicion principal para
jrroblema de red ee quo dote
pueden tener mas gz 3
arcos entre cuelesgul
sobre la canltidad o e

que un  progirama lineal sea  un
o pucda represontar cone tel. Se
s de nodos, cwalquioer sdunero de
nodos vy se. pueden tenor limites
sobire un arco dado,

.

Lea formulaci ot oo e wanere gener el de progremaciin lineal
para este probilems

MIf AX b 2EY 4 JDX 4 BY 4ZDRZ 4+ 5x1 4 7w
YL 4 LY2 4 TYD 4+ BIZ +TIT v 474

Sujeto a

2) Ax + pY o= 9

3 OBX + BY + BZ =&

4y -AX = BX + X1 4 32 = 0

8) =AY - BY + Y! + Y2 4 Y3 =0
14 = 0

&) -BZ o+ 22+ I3
7y —Xi =¥l =

8) =X2 - Y2 -Z¥ = -5
9y ~¥3 — LT = -4

10y ~74 = -3

-

Euiste una restricoion por  cada nodo que e de la forma "o
que entra es igual a lo que sale”. La restriccisn 4, por
cjemplo, estdé  asocizda ton el almacén Y y  esteblece que ia
cantidad que le llega menps la cantidad que se envia es igual
a cero.

En la siguiente figuwra e purde epreciar la estructura del
praoblema de red, del presente ejemplo:

s PLCTURE

AABEDB XA XYY Y ZZZZ
XY XY Z 112123234
1: 1 2312579267874 MIN
23 11 = g
3 111 =8
4 -3 -1 11 =0
fH -1 -1 111 = 0
G -1 111 =0
7 -1 -1 ==3
2] -1 -1 -1 =5
9 -1 -1 =4
-1 =-5

Cada columna tiene exactamente dos valores no ceros en la
matrriz de restricciones; wno de loc ckeles es un +1 mientras
que 21 otro es -1, De  acuerdo a la convencién gue hemos
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adoplado el +1 opareco an ol renglon del nodo desde =] cual el
» melerial, mientras que el -1 aperoce on o) renglan
C tonde o se libere material. En vn proklema de
eete tamafo oo xia estar capacitade para  decucir  la
voiwzién optime  manualmente, simplemente eraminando la figura
1.3, Se pucde  checar lo anterior con le colucidén de l1a
computadors que aparsce enseguidas

VALGHE DE LA FUNCION OBJETIVD

1) 121.,0000

VARIABLE VALOR COSTH REDUCIDO
ax 8. 0000 3. 0000
234 1. 0000 0, 000D
BX Q. D000 3.0000
EY 3., 0000 0, QOO0
bz S.0000 Q. 0000
L9} F Q000 0, OO0
X2 S, 0000 0. 0000
Yi 0, OO00 S, 0000
Y2 0, 0000 0. 0000
Y3 4., 0000 Q, OHO0
4 O, 0000 3. 0000
Z3 0. 0000 1, 0000
Z4 &, 0000 Q. 0000

REMBL N Hul.GLIRA PRECIO DURL
2 0,000 ~7.Q000
3 0, 000 =6, 0000
4) G. 000 —&4.0000
5Y 0,000 =&, 0000
(<)) 0.000 ~4., 0000
7) 0,000 -1, 0000
<)) 0.000 1.0000
2 0,000 2., 0000
10 0,000 0. 0000

Esta situacien ethibe dos hechos que se establecen en la
soluci én de cualquier problema de redes.

1.~ Si los coeficientes del lado derecho (capacidades vy
requerimientos) son enteros, entonces las variables seran
enteras,

2.~ Si los coeficientes de  la funcion objetivo son enteros,
. entonces los precios duales serdn enteros.
Fodemos sumarizar loe programas lineales de redes comoy



132

1.~ fizociade con cada nodo o tiene un namero gue especifica
la cantidad de progucte disponible on eeto pode (negativo
imolica qus s requisre producto).

2e=  @Geociads con catle arco apareoe:

a) un costn por unidad enviada fque puede ser pegative)
eobro ol arco,

b)) wne cote inforior en le centidad  onvieda zobre el
airco (comunmente es cero).

[ tne rote  euparior en la cantidad  enviada sobro el
arco.

ElL problems ve determinar  loeg flujos que miniadzan el costo
total sujetco @ 1a tisfaccion de la eferta, demanda v las
restricoionen dod flojo.

Variaciones del Problema de Redes.

En orden dwecrscicnte de geneiralidad, edxicten cinco variaciones
en los problemsz do orod

1.- Redes con gananciac o redes geoneralitadas, Ezto ex una
gencralicacion dol prohlema justamente doscrito. L&
generalizacion es  que pucde haber una ganancia o pérdida

especifica de material, cuando se envia de un nodo A
otro. gstructuralmente, estes problemas zon aauelles en
que toda columna tiene a lo mas dos valores no cercs en
Ia matriz de restricciones; sin embargo, el reguerimiente
de que psos coeficientes sean +1 y -1 se relaja.

Z2,~ Redez: en probiemas  de Crvios, El problema de
plantasalmacénrscliente, de la seccidn previa, es un
ejemplo de un preblema de envios.,

3.- Problemas de ruta mas corta o mas larga. Suponga queE
eetamos analirendoe la red carreters del pais y se doses
encontrar la ruta mas corts entre dos ciudades, Eeta co
equivalente & un Ceso CSpECIE & s de transporte eon
los cusice  unr unidad de material ectd dieponible en 1a
ciudad de  origen vy se roquiers wna unidad en la ciudad
dostinog., Ll costo do envio sobre uvn arco es la longitud
[= -3 B XN |58 tea procedimientos maéas  répidos pere
resolver e bl Eine . ln primer familiar de esteo
probleoma, do le ruta mae largs, surge en el andlisis del
PERT/CPH.

4.~ Transportacien o Froblemes de Distribucidn. Es un
praoblema do red a  deos niveles, donde todos los nodos on
un nivel s-o proveedores mientrac oone los nodos eonoel
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Frohlemas de Rutas como Redes.

Enouwn probieme de ce  tiene vna coleccidn de peres de

Jugar (e st Y gue decsoriben las entregas o repairtos a
cfeciuares, £1] blomn ¢ doterminar Ja  forma on que

debsran moverss los vohiculeos 42 un punto a2 otro, de tel forma
que se saticfegen los requerisientos de los reperteos o cocto
MxLmes,

Evaminmresns 1o pEnnre en oun une vercidn o2 "eamion
completo”  en ecte problame, puepde anelictarse como un programa
Lineal de redes.

Como un  ejemplo, concidore on preblesa de 3 ciuwdades vy sean

¢stas Chicago, Mirneapelic  y  Omeha, l.os repartos a
efectuarse on une memean’® e describen en la ciguiente table.
l.as ciudades se denectsan por su primera letra inicial. Los

entrregos toman un dia.

Vr MUMERGO REQUERIDO DE VEHICULOS POR ESLARON

FAR DI DE SALIDA.
DE A LUNES] MARTES |MIERCOLES |JUEVES |VIERNES
C M i 2
c o0 1 1
M c 2 3
14 s} i 1
0 C 1
a M i 2

For ejemploc, s2 requieren I vehiculos cargados para salir de
Minneapelis, el jueves, hacia Chiceqo.

51 esos reguerimientos se  repiten cada semana, es razonable,
considerar que los vehiculos regresen & su punte indcial &l
final do la misna, La solucidén de menor costo puede requerir
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que coasionalmente wn camidn  viajg vacio o que quete parado
VEaCio un digg en una ciudad en particalar,

Ll costo por dia de cemidon, coms una funcian de su actividad

[

QULOS0 g A0
viaje vacio 00
viaje cargade LOB

Lste probloma puede dibujersse  come une red bidimensional si
las ciudades eaparecen en un plano  vertical y leos dias de la
semana en uwne horicontaly come en la figura 12,2

En ésta,zl noamero adyacente a cada arco o5 el npumero de
vehiculos reqgueorido. S6¢le se han dibujade los  arcos
correspondientes a los envios establecidos. Una vez que un
vehicule llegx & wne cluwdad, existen tres cosas que el mismo
puesde hacer al siguiente diar puede permanccer en la ciudad;
puede salir vacio; o puede salir cargado,

lunes martes midrceoles  jueves viernes

' 1..J
[n} o Q 1

1§
chicago | o

Omaha gy

=
jors
J
o}
jid
]
o
o
—
.
©
a

12.2 Envios requeridos en =l problema de Rutas
En este problema, wnn vehicule pucde salir para cualquiera de
otras dos ciuvdadesy asi, cada nodeo debe tener tres arcos que
emanan de este en adicien & cualquier arceo correspondiente a
la salida de vehiculos cargados.
Algunos de esos arcos adicionales aparecen en la figura 12.3

lunes martes midrcoles jueves viernes

chicago o

Omaha Loy

Minneapolis 3o

Lffm = o o = e = e -

-

Figura 12.3 Programa Lineal de Rutas con arces adicionales
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En esta figura, laz  lineae llenacs ropressntan movimientos do
veiiicuioes cargedos, mientras que lao drescontinues

representan vehiculen vagios (ya sGa g todo ©l dia o
parado: on cir o udad) . Tadar law posib) lincos
descornting con Elalale] dias adyacente dobherian  estar

dibujadas en i red, aunque ne aperecen pare que la figurea no
s® vea salurada. En efecto, los tnicos arcos que  se
dibuyaron con equel loo que oo usan on le eoclucion Gptims,

£En este wyemplo s2 debe notar que, aun cuando se tenga un arco
con linga llena entre dos nodos, deberia tambidén cetar un arco
con linea punteada entre los mismos dos nodos para irepresentar
la opocion de envia vehiculos vacies entre las dos ciundades,
en adicidén a les vehiculos cargades requeridos. La solucién
eptima pusde requeorir vehicules gue viajen venios acompaiando
a vehiculos cairgades, scbre un tramo en particulary si se
necesita un noamere grande de vehiculos &l dix siguiente, en
una ciudad de destina,

Es +a&cil ver come un problema de este  tipe pucde sor muy

grrande, £l pupero de  arcos o variables de decisidn puede
eneeder &l progucto del namero de periodos v el cusdrado del
numero de ciadatncs, Fara este ecjemplo este producto es 5 ¥
3 3= 4[5, El1 namero de restricciones puede ouccder al
producte del nomere de psriodes y el nimero de ciudadns., Un

problema real con 40 ciudedes y 20 pericdos de tiempe pucde
tener 20 ¥ 40 % 40 = 32,000 veriables y 8Q0 restricciones. De

esta manere ©l procedimiento  de propésito especial pucde sor
crucial,
fara nuestro  cjesplo usaremot  un nombre de cuatro caracteres

para cada variables, dendo:

- el primer caracter es Ly, I, o D, dependiendo =i ¢l
vehiculo @s cargade , ocioso o viaja vacio.

- el segundo ceracter denola lae ciuwdad origen.
~ el tercer caracter denota la ciudad destino.
- el cuarto caracter denocta el dia de la semana, siendo

numeradas del { al &, comenzando con lunes.

LOMS, por ejemplo; es el numero de vehiculos cargados enviados
desde Omaha & Minneapolis el dia midrcoles. Enseguida aparece
la farmulacion del modelo de programacien  lineal en formatoe
standard, La funcion objetivo mide los costos en cientos de
dolares.
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ik LMY v 41001 4 SRCOL 4+ 5DEML +
el OO 4 GTU0L + BDOLT 4 BDOMY 4
+ OILMCL + GDMOL 4 GDMCL +
+ GLUEE 4 > 4 HDOCR + BDUMI o+
4+ H5DOCZ 4+ “DOM2 +
t GLMTD 4 4IMMZ 4 LDMOZ ¢ GDME 4
4+ 41CCT + SDCOX + SDEMT +
+ ELOITS 4 41007 4 UDOCST + GDOHYS +
4+ OLNST 4+ 4IMMT + SDMCE + SDMOX +
+ 6LMI4 + 4ICC4 + SDCD4 + SDEMA +
+ 41004 + SDOC4H + SDOM9 +
+ 6LCOS + A41CCYE + GREON + SDCME +
+ 6LOMS + 41003 + SDOCS + UDOMT +
+ 4IMME 4+ SDMCE 4+ GDMOS
Sujeto a:
LOML + ICC) + DCDGY 4 DPCMI - ICCH - DOCH - DMCES = O
LOCt + 1001 + DGCY + DOUMY - LCOT - 1005 - DCOS - DHES = 0
LHCL + 1ML+ DNMCT + DMOL - LOMS - IMMES - DOME -~ DOMS = 0
LOMS -+ 1003 4 DOUS 4+ DOM3 - LCO3 - 1002 - DNOZ - DOUZ = O
IMMS + DMCS + DMOS ~ LCM4 - 1MNM4 - DCMA — DOME = 0
LCML = 1
LOCt =1
LMCl = 2
LECQS = 1
LOMS = 2
Cuando este problema s& resuelve, enconiramos quo se requieren

& vehiculos
en ia

DIn

en total.

SEMANR] asi

DISFOGICION

Los vehiculos ociosos se distribuyen

Mieércoles:

Jueves:

Viernes:

Notese que
erlamente 3

Dos vehiculos permanecen en Minn

Un vehiculo se queda en Chicago
s0lo de Chicado a Minneapolis.
Cuatro vehiculos permanecen en

Dos vehiculos deben quedarse en
Un vehiculo permanece en Omaha.

Un vehiculo continua en Chicago.
Dos vehiculos siguen en Minneapo
se requieren al mencs & trans
vehiculos cargados llegan & Chic

eapolis,

y otro viaja

Chicago,

Chicago.

lis,
portes, vy&
ago ©l lunes

que
por
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a nocivs oL de Uksha » 2 de Himnwapelis) y son descargodns; vy
tren vehdowlos  debern sciin cargades de Minneespolis o) sarlon

PO 1 a manand.

i probiems oo come arroglar los cmbargues para evitor viajeeo
G VLG L . Hictéricamznte, ¢l gobierno ha  impeodide que
algunos itrensportzotas licnen tramos vaciov llevando cargs de
Clras compefias, gus no son  las que resularments sirven. Una
estrategra un poco mis coaplicads que pucde utilisarse ee
geterminar ol pumero de voehiculos propicos vy programei-los, asi
cont alquilar & algunos  transpar-tictas piblicos de tal forme
que en global se weinimicen los  costos. Les  vehiculos
rentades cubren los tremec que pudieran causar viajes en vacio
a los transportes privados.

Redes en PERT/CPM y la Programacidén Lineal.

El PERT (Project Evaluatieon and Reviw  Technique) y CPM
(Critica) Fath Methord)  oon dos  técnicas estrechamente
relacionadas para  la suporvisien vy contrel de un oroyecto
qreande, Una parte clave de PERT/OPM cs ) céloule del ceedno
critico, que es la identificacieon de un  subcenjunto de
actividades gue  doben ocerr edeocutadas exactamente  como so
planearon, para que  ©f proyecte termine =n  ©l  tiompe
establocido para este Tin,

Veremos que ol cé&lculo del ceminn critico e oun problieoms de
redes muy simple. Posiblemente si este es corto, la =solucién
puede cbtencise =in ninguna complicacién, 8in embergo, 12
observacidn de un problema de =ste tipo resulte atil =i se
trata de examinar una multitud de opticnes pare celerar un
proyecto, atrasado en tiempn.

En la tabla inferior se licten l&s actividades principales
incolucradas en el proyecto de construccion de una casa. Una
actividad no pusde comenzar hasta que todas las predecesoras
se terminen.

ACTIVIDAD MEMONICOD TIEMPO PREDECESORES
ACTIVIDAD

~ Excavacion DIG 3 ——

~ Cimentacion FOUMD 4 DIG

- Piso de fondo FOURR 2 FOUND

— Coantratrabes JOISTS 3 FOUND

~ Desplantar muros WalLls 5] FOUND

~ Cimbrar RAFTERS 3 WALLS, POURR

- Fisp lur nivel FLOOR 4 JOISTS

~ Aplanado interior ROUGH & FLOOR

= Instalar teche ROOF 7 RAFTERS

~ Acabados interiores FINISH S ROUGH, ROOF

~ Embellecimiento SCAPE 2 FOURE, WALLS

exterior,



En iw figuwra 12,49 s2 expresa una red PERT para este piroyecto.

FLOOR
D———0g,
,-\‘,3/‘/ \
Finigyy

¥ ¢ 3D
® IS ® FOUND G <AQ J}@/B‘/ \®

@ e
\‘ fe Qfe ncﬁh/~—*’”’_——”—”
e, El \J"/// )

Y fD

Figura 12,4 Un diagrama PERT.

Se quiere calcwlar ¢l minimo tiempo pare terminar ¢l proyecto.
En relacien a la figura anterior, el noamerce de interdés es

simplemente el  camino mic  largn de izquierda @ derecha. El
proyecto pusds terminares no antes de la suma de los tiempos
de las actividades sucesivas sobre el camine. Verifique gue

la ruta critica consiste de las actividades DIG, FOUMD, WALLS,
RAFTERDS, ROOF, y FINISH, vy tienc una longrtud de 27,

La formulacion en Prooramacien Lineal puede plantearse de dos
maneras diforentes.

La primeta  formulacién se esteblece como sigue: Lat vaoriables
DIG, FOUND, etc pueden tomar los valores 0/1, dependiendo de
que dichas actividades esteéen o no =obre la ruta critica. Las
variebles igual a uno definiran la ruta critica, La funcidn
objetivo se releciona con el hecho de que queremos encontrar
la ruta de longitud maxima en el diagrama PERT,

£1 objetivo es, entonces:

MAX 3IDIG + 4FOUND + Z2POURB + 3JOISTS + SWALLS + ZRAFTERS +
4FLOUOR + 6ROUGH + 7RO0OF + SFINISH + 2SCAPE.

Si especificamos las restricoiones adecuadas debemos
considerar lo siguiente:

1.,~- DIG debe ectar sobre la ruta critica.

Z.- Una actividad puede estar sobre la ruta critica
unicamente =i uno de sSus predecesores esta sobre la
misma.  Ademnads, si una actividad est& sobre esta,

eractamente uno de zus predecesores debe estar sobre 1a
ruta critica, si tiene sucesores.

F.~ Y&’ sea SCAPE o FINISH deben estar sobre la ruta,

Analizando las siguientes restriccionss e comprueba que toman
en zuenta las consideraciones anteriores.



- DIE = -1

= FOUND + DIG = O

= JOISTS — FPOURE ~ WALLS + FOUND = O

= FLEOOR 4+ JOISTS = O

- RAFTERS -~ SCAPE ¢ POURE + WALLS = O

= ROUGH + FLOOR =~ G

~ RODF + RAFTERS = ©

= FLIRESH + ROUG + ROD- = O

+ FINISH + SCAFE = +1

Si ek interprets la lengitud de cada arco, en la red; como la
belleza escénica de:l misma, entonces la formulacion
corresponde & eoncontrar la rute mds oscénica por la  cual
enviar una unidad de A a 1.

l.a solucidn de este problema es;

YALOR PE L& FUNCION ORJETIVO

1) 27.0G00
VARIABLE VBLOR COSTO REDUCIDO
DIG 1.00600 0. 0000
FOUND 1. 0000 €. QQOR0
FOURE 0, 0600 3. 0000
JO18TS 0, 0000 0, DOOD
WAaLLS 1.0000 Q. 0000
RAFTERS 1.0000 0, 0000
FLOOR €, 0000 ) 0.0000
ROUSH 0, 0000 2., 0000
ROOF 1. 0000 0.0000
FINISH 1. 0000 O, 0000
SCARPE 0.,0000 13.0000
RENGLON HOLGURA PRECIOS DUALES
2) 0, 0000 0.0000
3} O H00O0 3. 0000
4} 0.0000 7. 0000
) 0, 0000 10,0000
&) 0.0000 12. 0000
7 0, 0000 14, 0000
8) 0,0000 15. 0000
9 0, 0000 22,0000
jX0)] 0., 0000 27.0000

Note que 1as varisbles que corresponden a las actividedes
sobre la ruta critica tienen valor i. Cual es la solucion si
la prinera restriccidén, = DIG = -1, = omite?
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Es inztructiveo ocbeervsr la imagen estructural de este problema
en la siguwiente figura.

158
I f f
FoPa W F F R 1 8
g 0 1+ A T L O R N C
p 4 U s L g 0 U O 1t A
I N R T L R O 6 0o &5 P
G D B $ 5 8 R H F H E
3 304 2 3 5 3 4 & 7 5 2 MAX
23 -1 = -1
< 1 -1 = 0
fhy 1 -1 =1 -1 = 0
[¥H ] =1 = 0
Y] 1 1 -t ~1 = 0
7 1 -1 = 0
81 1 -1 = 0
9: 11 - = 0
10 1 = 0

dos coeficientes en las

Note que cedes varieable tienc o lo més
e5tos son +1 v —1,

restricciones. Cuando son dog,

Esta es la caracteristico que distingue 2 una red pera
trabajarse en Programacion Linoal.

fhora pbservemoe la =segunda formulacidén posible. La
motivacidén para ¢ésta es minimizar el tiempo transcurrido del
proyecto. Para hacer ésto asumimes que cada nodo en la red
FERT  representa un  evento, esto  esj At comienza la
excavacidng Er termina la& cimentaciang I: se completa el
embellecimiento oexterior v =1-] terminan los acabados
interiores.

Definamos lag variables Ry By Cy.cr Hy I como el tiempo en
que esos eventos ocuirren.

Nuestre funcion cbietivo es entonces:
MIN I - A

Estos liempos estin restringidos, por el hecho de que cada
evento ocurre despuds de cada vwno de sus eventos predecesores,
al menos por la cantidad de cualquiera actividad que
intervenga. De esta forma, se tiene una restriccién para
cada actividad:

B-A23 DIG
C—-FkK24 FOUND
E-C22 FOURE



143 -

b -Cc23 JOIST

L -5 WetLs

F~-~D2x 4 FLOOK

G -E&E 23 RAFFTERS

H-F 2 4 ROUGH

H-&627 ROOF

I - H 2 8 FIMISH
-E 22 SCAPE

La solucidn a este problema es,

VALOR DE LA FUNCION UBJETIVO

1 27.0000
VRRIRBLE VAL.OR COSTO REDUCIDO
A 0.0000 Q. 0000
E I, 0000 0., 0000
C 7.0000 0. 0000
D 10, 0000 0, 0000
E 12,0000 0, 0000
F 14, 0000 0, 0000
G 15,0000 0, QGO0
H 25, 0000 0, 0000
1 27,0000 O, 0O0GO0
RENGLON HOLGURA FRECIO DUAL
2) 0. 0000 -1.0000
k9 ., 0000 -1, 0000
4} F.0000 0, 0000
) ¢, 0000 0, 0000
&) Q. 0000 —1.0000
7) Q. 0000 -1,0000
) 0. 0000 0.0000
) 2. 0000 00,0000
10) 0.0000 -1.0000
11} 0. 0000 -1.0000
12) 13,0000 0.0000

Note que el valor de la funcidén objetivo es igual a le
longitud de la ruta critica. Podemos identificar
indirectameente a las actividades que ecstan sobre la ruta
critica atendiendo a las restricciones con precios duales
diferentes de ceoro. Las actividades correspondientes & esas
restriccioncs cstén sobre la ruta critica. Siendo el lado
derecho de una restriccion el tiempo de 1a actividad, si
incrementamos éste tiempo en una actividad sobre la ruta
critica, e incrementaria la longituwd del proyecto y asi e
tendria un precic dual diferente de cero. cudl seria la
solucion =i la primers variable, A, es omitida?
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representacion du  la matric de coeficicntes de esto

probiowe apsrece onsoguidad

# o C b E F G H I
1 -1 1 BN
2 =i 1 >3
3 et T P4
4 -1 1 > 2
1) -1 3 3
& =1 1 >3
7 ~1 1 > 3
a -1 1 > 4
7 ~1 1 > 6
10 ~1 1t 7
11 -1 1 > 8
1z -1 1 > 2

Note que 1l representaciden anterior de ecta formulacién es,
esencialmente, la wmisma quas 1la de la formulacien anterior
rotada o Aungquer ecten formulaciones aparentemente no
trenen ringuna relacién onire =i, reslmente si la tienen, v eco
lo gue en PFreogramacion Linesl se llema Dualidad,

PROBLEMAS PROPUESTOS

£En una compania petrelera se estan plansando los envios,
para el siguiente mes; & través de 1a red de tuberias. La
terminal de Los fingeles requerird 200,000 barriles de
petréleon, Este pelrélen puwrde ser proporcionado ya sea
de Houston o Casper, Houston puede enviar petrdéleo a Las
Angeles a un costo de transportacion de %.25/barril, en
cambio Casper lo manda a %,28/barril. La terminal de
Sn, Luis requerir&d de 120,000 barrilles, los cuales
pueden ser proporcionados desde Houston a un costo de
$.18/barril, o desde Casper & un costo de $.22/barril. La
terminal en Freshair requiere 230,000 barriles, El
petroles puede enviarse & Freshair desde Casper a un
costa de $.2i/barri}l, desde Haouston & un costo de
%.19/barril, o desde  Titurville 2 un coste de
$.17/barril., Casper tiene disponible un total de
250,000 harriles para  Ser enviados. Houston tiene
350,000 barriles digponibles para ser enviades. Por otra
parte, debido & la capacidad del olecducto, no = purden
enviar mas de 180,000 barriles desde Casper a Les Angeles
Yy no mds de 150,000 barriles de Houston a Loz Angrles.
La terminal de Mewark requerirda 190,000 barriles. Tal



3)

ME

g

1473

demanda tnicomante  puede cubrirse dosds Tituavilles a un
costo  de trasportacien de $.14/barril. La tormiped
Atlanta requicre 150,000 harrriles y puede cer abastecida
desde Titusville ¢ un costeo de €.3&8/karril, © desde
Houszston @ wn cooto  de *,.20/barvil, Tituovalle  tiene
U0, GOl barriley dicpondblos pera ser enviadoo,

Formular el proble sncontrar gl plan de distribucién
¢ un costo de transportec on minimo  como un programa
lineal.

Louwis .y propistario del restaurante Le Roulangerie,
sabe que necesitara 40, 70 v 40 manteles los dias
juevesy  Viernes y sebado, respectivamnsnte, para su
programa de  banquetces, l.ouis puede rentar los manteles
por 3 dias por % 2. ceda uno. tn mantel debe levarse
antes de utilizarle otice wer, tos manteles pueden
laverse por la noche & un costo de ¢ 1,50 por cada uno.
Por otra parte, se puedon laver en un servicio regular
(esto es, uNo veadn cn jueves puede volverer a ooupar el
sabaodo) a un costo de $ ,30 cade uno. Actialmente =
tienen 20 manteles liapics & la  mano. Loo rentados, no
necesitan lavorso antes de rogresarlos.

a). Cudles son Jar variables deo decicion™

b). Formule un modelo de  Programacidn lineal para
miramizar los costeos totelers de la renta y  lavado de
manteles. FPara cada dia probablemente usted tendrd una

restriceion requiriendo que el namero de manteles limpion
disponibles scan  al menes  igual a  la demanda de un dia

especyfico, Fare cades dia de log primeros des dias, se
requerird restringir ol numero de manteles enviados a la
lavandersa. Exte problema es una red?

Una compafia proveedora utiliza una flota grande de
vefticulos los cuales obtiene mediante arrendamiento. El
programa de los vehicuwlos necesarios pronosticado para
loe prérimos B meses es:

EME FEB MAR ABRR MAY JUN JUL RGO

No. de vehiculos | 430 410 440 390 425 450 463 470

Los vehiculos pueden arrendarse de varias compafiias &
diferentes costos y a distintas longitudes de tiempo. Los
mejores planes disponibles son: X meses de arrendamiento
% 1700; 4 aeses $ 2200, S meses $ 2600. Un arrendamiento
puede comenzar  en cualgquier mes. En 1 lo. de Enerc ep
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tiencn arrendados 200 vehiculos, cuyos contrates terminan
el {inz) de {tebrero.

2), Foraule ¢l problems spniedzandoe los costos para el
periado de 8 mes

by, Exprese gue cete problems ec uno de redes,

Un preoblema comin  en la  aviacién privada es la
determinacién do cuanto combustible cergar en cada
parada, El  consumo de combustible se minimiza si,
justamente, se toma 1o necesaric en cada parada antes de
volar al siguiente destino. Esta politica, sin embargo,
hace = un  ltado el hecho de que los precios del
combustible pueden diferir de un asropucrto al siguiente.
Comprando todo el combuctible en le estacion mds barata
puede resulter contraproducente. Ya que =e puede
roquerir llevar grandes cergac del m smo.

Las paragas que un avion debe efectuar son numeradas en

ordun 1, 2, 3... M, Los pardmetros del problema =on:
cy = costos/litro de combustible en el aeropuerto t.
de = litros de combustible concumido de & 2 t+1 =i se

tiene el suficiente combustible a borde para llevaer el
avion de t & t+i,

be = litros de combustible edicional ouemados por exceso
de combustible cargado en t para ir a t+1.

El probiema es determinar Pe, t =1, 2,...N que &5 l&a
cantidad de combustiblie a comprar en 21 aeropuerto t.

Formal ar un programa linear para resolver el
problema.Este es un problema de redes?

En ia figursa 12,5 aparece un diagrama de actividades
sobre los arcos, &l cual expresa las relaciones de
precedencia entre las cinco actividades involucradas en
la reparacidn de un hugue,. lLos tres nameros sobre cada
arco representan (de izquierda & derecha respectivamente)
el tiempo normal en dias para efectuar la actividad, el
tiempo mE&Mimo &én que se pusde reducir la actividad, y el
coste adicional en miles por cada dia que la actividad
se recorte. Escriba la formulacion para determinar
cuante =g debe reducir de cada actividad?
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11.8. PLANEATION ESTOCASTICA

tne de lag rerones por 1o que ta Planeacién Muitiperisdica
resulta divicil, (=13 ta incertidumbre respecto al
juturo, Comunments alguna «ccisn o decieion gue debe tomerce
hoy, de algun modo es un compromiseo entre las acciones que
deherian ser, en retrospoctiva, mejores pare cada uno de los
posibles futurcs que pueden ser desarrollados. For cjemplo,
21wl efio =ziguiente se prevee un incremento sustancial en la
demanda de un producto y el costo de la materia prima se esta
incrementandoe marcadamenteo, entonces @ comprar un lote de
materia prima hoy posiblemente propeorcione un ahorro para e}
aiic siguienie, e otre lado, si el mercado dosapearece tanto
para el producto come para la materia primée, loz accionistas
do la compafia no lendrian le bondad de decir gque esto fue
mala suerte.

Comenzaremos por  considerar problemes de pleneacidén de  dos
periodes, Esns situsciones consisten de la siguiente
secuencia de eventos:

t.- Hacemeos una decisisn en €] primer periodo
Zi-  La neturalesa rfeontiue una decision aleatoria

3.~ Hacemocs una decizién mn el segundo pericde lo cual
intenta reperar el estrago causado por le naturaleza en
(2)

Supondremns que snlamente oxiste un namero finits de
decisiones que la naturalezxs pusde hacer. Por ejemplo, en la
practica,la mayoria dJde la gente nueda satistecha clasificando
la demanda d= un producto como baja, media vy alta; o
clasificando un invierno como severo, normal © suave en ve: de
establecer el promedic diario de la temperatura y la cantidad
total de nieve medida hazte con seis puntos decimales, El
tipo de modelo que describiremos para representar la
incertidumbre, en el contexte de 12 Programacion Lineal, es el
llamado "programa estocastico”.

En este primer ejemplo se analiza una situacion en la cual
s¢io los pasoes (1) y (2) son importaentes.

Un granjerc puede sembrar su tierra, va sca de maiz o de
sorga, y clasificar la estacion de cultivo que sea humeda o
SEC &, Si  ésta es  humeda, el maiz e mads rentable, de 1la
otra manera el sorgo es més rentable. Las consideraciones
del problema se muestran en lo table siguiente.



147

Gaiancia/Zacre coms una funcion de lat decisiones.

NUESTRE DECISI0N

T
TODD TAno
MATZ SORGO

DECISION PE HUMEDOD $ 100 % 70

La NATURALEZA SECO % —-10Q $§ 40

En el paso (1) ol granjero decide cuanto semhrar de cada
cultivo. En 2l pasp (2) lg nxturaleze decide & le estacién
26 hameda o scce. El paso (3) ss trivial:; =1 granjereo
sipplemente diefruta cus ganancias o sufre cus pérdidas.

Una situacien en 12 que existen exactamentes deos posibles
decisiones  quo puide  efectuar la naturalera puece ser
analizada par medio de una grafica como la que aparece en la
fagurae 13.1

Lat doe  linoces eEpecifican la ganancia esperada para una sole
poiitica (ya s todo maiz o todo sorgo) como une funcién de
la probabilidad do que le estacién sea homeds. Si le
probabilidad de que se  tennpa vna estacion hidmeda es  '"p",

entonces la genancie ceperada si se siembra meic @s: ploo <

(l-pY (=1 mientroc gue i se siembra sorgo: p70 + (t-pr4o,
El valor de "p'para ¢l cusl existe indiferencia entre sembrar
maiz o soSorgo es  5/8, De esta forma, si la probsbilidad de

una estacidn humeda rc menor que  5/8, entoncer  sp sembrard
todo de sorge, de otra manera se sembrarad todo de maiz,

Esto zupone gue ol granaero tiene propencisn al riesgo y ostad
intereczado dnicamente en marximizar las ganancias esperadas.
Es importante notar que 51 el granjerc tiene esa idea,
entonces la estrategia optima es sembrar todo de maiz o todo
de =sorgo,
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Fig, 13,1 Ganancia como uns funcidn de la lluvia
Un enfoque que unc ecté tentado a utilizar es optimizar la
primera etapes de decisién para ceda uwna  deo as posibles

decisiongs de la naturaleta vy, entonces, implantar una
decisién on 1o mrimere clape, 1o cuel es un promcedic ponderado
de las decisiones cendicionalmente  optimas. Para este

ejemplo, 1a decreron optima, £5i1 conocemos gue Je decisian do
la naturaleza es "himedo”, es plantar todo de mai: mientras
que serie  optimo  cesbrsr tode e} sorgo s3 conocemos 0@
antemano que la ostacion serd  seca, Suponga qgue la
probabilidad de que la eszlecien =ox huameda es 3/8. Entonces la
dacisien ponderada ez planter 3/8 de 12 superifice de maiz vy
S/8 de corgo. Le genancis esperads por acre oS!

(/73 LI/ 1ONH(S/BTO I+ G A TG/ ) (—1O)+(5/8) 401 = % 43,75
Der la graficoe podenos ver que =i 1la probabilided de une
estacién humeda e menor que /8, entonces toda la superficie
deberia ser serbrade de sorgo. be esta forma, para una
probabilidad de una estacién humeda igual a 378 1la ganancia
eoperada de cocechar todo el sorgo es:

(348170 + (5/8)40 = ¢ 51.25 por acre.

La ganancia esperada conduci éndoze optimamente s & lo mas 20%
mayor que si el comportamiento es solo razonable. La
conclusien cualitativa gque =6 obtiens de este peqguefo ejemplo

&5

La mejor decisién para hoy, cuande se enfrenta con un ntumero
te resultados diferentes para el futuro, en general no es
igual el  “promedio” de laz derisiones lag cuales deberian ser
meijores para cada resultado espeocifico en 21 futwro.

Para un pirroblema sisple, pucde no =er necesario utilizear la
Programacien kinexl; sin embargo, formularemos el problema
anterior en preperacién & probhlemas m&s complejos. En este
caso se tiensn dos variables de decisidén en la primera stapa:



[ superficie sembrada de maiz
5 = csuperficie sembrade de rorgo

Suponiendo gue la probabilidad de la estacion homeda es 5/8;
el objetive cs:

Mest (38 L1000 + VO8] + (RSB (1000 + 4051
Sujeto a:

€+ & 11
La solucidon &5 claramente S = 13 es  decir, sembrer todo de
s50rqgo. l.os coeficientes del maiz y del sorgo en la funcion
obietivo son simplemente las ganancias esperadas de cosechar
un acre del respectivo cultivo, Esto ilustra un segundo
punto importante respecto & la planeacidn bajo incertidumbre:
Teorema del equivalente bajo certeza: Si la aleatoriedad o

impredecibilidad en 1oz datos del problema existe solamente en
los coeficientes de la funcidn objetivo, entonces es correcto
resolver el programa lineal en forma reguwlar después de usar
simplemente los valores esperados para los coeficientes
aleatorios en el objctivo,

8i la aleatoriedad existe en un lade dercche o en un
coeficiente de una resztriccion, entonces  ©s  incorrecto
reemplazsr el elemento alestorico por los valores esperadpe 0
pramedios.

Problema mas complicado de planeacidén de dos periodos,

En el ejemplo anterior se tuvo una decision triwvial en la
segunda eotapa. Mo habia decisiones @ hacer después de gue le
naturaleza efectuaba su docision. El siguiente ejemplo
conceidera algunas deocisiones no triviales en la segunda etapa.

Al principio de un verano en una ciudad nortefa de U.S5.A., el
director de obras viales esti efectuando un andlisis para la
compra de combustible y sal para usarse en la tarea de remover
la nieve de las calles en el proximo invierno,

Si se compran insuficientes provisiones antes de un invierno
severno, podrian pagarse precios  sustancialmente altos por lo

faltante durante dicho invierno. Existen dos métodos para
remover 1l& nieve: arando  y salando. Echando sal
generalmente resulta m&s barato, especialmente durante un
invierno moderado; sin embargo, €1 exceso de =al después de
un invierno de este tipo sélo puede =er utilizado hasta el
siguiente invierno. En cambio el exceso de combustible puede

ser rapidamente vendido a otras ciudades y asi disminuir la
penalidad por almacensr mucho combustible.

El director considera al invierno como moderado o frio,
asignéandoles lac probabilidades de ocurrencia de .4y &,



respectivamente para eztos  dos posibles estados de la
naturaleza.

Los costos  y valores de rescate de la sal y el combustible e
degcriben en 12 tabla siguiente . tas decisiones hechas
antes del invierne se realizan =n €l pericdo !, mientras que
las decisiones que so hacen durante o después del invierno son
decisiones del segundo periodo, Por conveniencia, todas las
figuras serdn presentadas en camiones - dia, esto es, la
cantidad conzumida por un camién on un dia.

COSTO DE FROVISIONES VYS. DATOS DE COMPRA

snL. COMBUST.
COMPRAR EN PERIODO T 20 % 70

COMPRRR EN MODERADO § % 73
PERIODO 2 FRIO T 33 v 73
VALOR DE RESCATE AL ¢ 1% + &9

FIrn DEL PERIODGO 2

Motese que el precio de la sal en el segundo periodo, 25 una
variable aleatoria que depende del tiempo  que haga. Si el
invierno es frio, esperamos que ! precio de la sal sea alte

Asi, @1 costo de operacién de un camidn por dia, sin contar
combustible y sal, es de & {110 en invierno moderada y $ 120 en
un invierno frio. tLa flota de camiones tiene una capacidad
de 5.000 camiones-dia durante el invierno. Si unicamente se
emplean para arar la nieve, ontonces en un invierno moderado
se requerirdn 3500 camiones—dia mientras que en un frio se
requeriran 5100, Por otra parte, se sabe que salando resulta
una forma mis efectiva de usar los camiones, ya que en un
invierno moderado, un camidn salando es eguivalente & 1.2
camiones arando; mientras que en uno frio, la equivalencia se
convierte en 1.1, De esta manera,; en un invierno frioc la
capacidad limitada de camiones implica que en algunas calles
ser& necesario echar sal. |

En este punto es util definir variables para las cantidedes de
combustible vy sal a ser compradas o vendidaz, en los
diferentes pericdos.

BF1 = camion-dia de combustible comprado en el periodo 1

B51 = camion-dia de sal comprada en el periodo 1

BFW = combustible comprado en ol periodo 2, invierno moderado
BSW = zal comprada en el periode 2, invierno mederado
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XFti- = excese dn combustible al final de un invierno moderado
Sk = edceso de sal al final de un invierno modeorado

FW = camién-dia ai-ando, invierno modorado

Sk = camdén-tis oiutendiendo eal, invierne noderodo

b = costos en que se incurre durante un inviernoe modoredo
BFC = combustible comprede en el periodo 2, inviernn frio
BaU = sal compreds en el periocdo 2, inviernoc fric

AFT = oxcesn doe combustible &1 {final doe un invierno frio

PC = camid¢n—dia arando, invierno firio

S5C = candion—-dia cutendiendo sal, invierno fric

KC = costos en que se incwre durante un invierno frio

Un aspecto importante a noter os que hemos definide variables
de decisien sdjo para la seqgunda etapsa, en cada uno de los
estados posibles de 1a naturaleza, La sxl on vl periodo dos se
distingue tacilmznte si es comprada en el invierno moderado o
2l leo 2= en un invierno severn, Este e la clave para
construir una formulacidn correcta.

51 se conoce que el invierno es moderado, entonces ol programa
lineal co:

MLid 70 BF1 o+ 20 BS1 + KW
Sujeto a:

2) =~BF1 -BFW + XFW + PW 4 8k = 0 (unp de combustible)

3J) -B31 ~BSW + SXW + SW = © (uso de sal)

4y ~PW o+ S 2 B000 {ueo do camidn)

S)  ~FW o+ 1,28W 1 3500 {removear niove)

6)  -KW - 73 BFW — 30 BSW + &5 XFW 4 15 XSW - 130 PU-
110 s = 0 (céloulio de costo)

Cuando se resuelve el problema, la =olucién es:

VALOR DE LA FUNCION ORJETIVO.

1 S83333.3

VARIABLE VALOR COSTO REDUCIDD
BF1 2916, 6&bES 0. 00000
BS1 2916, b&bsE 0. 00000
K ZBOB33. 3200 0. 00000
BFW 0. 00000 3. 00000
XEW 0. GOON0 5. 00000
Pl 0. 00000 13, 33333
= 2916, 66664 0.00000
=t 0. 0O00D 10, 00000
xSh 0. 00000 5. 00000




RENGLON HOL GURA FRECINS DUMLES,
2) . «, O0ono 70, O0D000
3) Q. 00000 20, QOONO
4) 2093, a4 O, OO000
5) C0,00000 ~  164.68664868
) 0, Q0000 - 1. 00000
—

La colucisn resulta come se esperaba si se conooe oe antemano
que el invierno es moderado: comprar suficiente combustible vy
sxl en el primer pericdo pera seguir la  estrategia de
exclusivamente entender sal en el segundo periodo.

Por otre lado =i conocemos que e invierno es frio, el
correspondiente programa lineal =ot

MIiM, 70 EFI 4 20 BHSI 4+ KT,
Sujeto 2@

2) =BFL - BFC + XFC + PC 4 BC = 0

3) —HSI + 8C - BSC + XS0 = 0

4) - PC + 8C 2 S0OO0

Sy FC + 1,18C 2 5100

&y KC ~ 75 BFC + &5 XFC - 120 PC - 120 SC ~ 32 HSC
+ 15 XSC = 0

La solucion es ligeraments mas complicada. En un invierneo frio
los supuestos son de tal forma que el arar la nieve tiene un
costo m&s efectivo que el ealar; sin embargn una pelitica de
unicamente arar no puede ser aplicada, ya que se tiene
restricecien en la utilizacien de los camicnes. NAsi, sdlo se
emplea la suficiente sal  hasta utilizar la capacidad de los
camiones, Esto se ilustra en seguida:

VYALOR DE LA FUNCION ORJETIVO.

1 F70000.0

VARIARBLE VALOR COSTO REDUCIDO.
BFI S000. 0000 0.00000
Bs1 1000, 0000 0. 00000
KC 600000, 0000 0. 00000
BFC 0. 0000 J. Q0000
XFC Q.0000 5.00000
FC 3799. 2999 0. 00000
sC 1000, 0000 0.00000
BSC 0. 0000 12, 00000
XsC 0.0000 F. 00000
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REMGLON HIOLGURA FRECIOS DUALES

2 ¢, 0000 70,0000
™) 0, 0000 20, D000
4) 0, 0000 10, 0000
) Q, 0000 - 200,0000
a) 0, 0000 - 1.0000

Minguno de los dos medelos anteriores y sus  soluciopes son

atiles

dz  inmediate, ye . gque no se conoce de antemano sioun

invierno ve a ser moderado o frio.

Partec decl  problema e que las dos sosluciones  recomendadas
dependen deol  ceneocimiznto del tipo de invierno, siendo que en
la realiday  la deciziornn cn gl primer pericdo debe ser unica.

Eata
mode
v BS

TOors

es
loe
1,

[N

facil rem=diar, si simplemente combinamos los dos

en o unoi vYe que lec variables on 1a primera etapa, BFI
aparecen en ambos conjuntos de restricciones, esto

que la mieme docision o apligue en la primera etapa

prescindiendo d2 la severidad del invierneo,

Lo q

ue

resta e enteonces; cspeciticar la funcion ohjetive

aprropiada pare @l probliema combinade, Es ohvio gque los
coeficientes del  costo de las variables en la primera etapa
son especificos, esto es, son conocidosy; <in embargo los
os en la segunda ctapa; KMy KC, son realmentc variables
aleatorias, Para este problemz consideramos una probabilidad
de .4 parsa aplicar kW y £C se trata como cero, mientras que si
la probabilidad e&s .4 para aplicar K€, igualmente en la
funcion cbietivo, KW s¢ toma Como cero. La resolucisn correcta
es aplicer pesos .4 y .6 a KW vy KC, respectivamente la funcién
objetivo, De esta manera, 13 formuleci on compelta es:

cost

MIN

70 BFI + 20 BST + 0.4 KW + 0.4 XC

Sujeto &

2)
3
4)
=N
&)
7}
a)
7)

)}
11)

END:

FPara

- BFI - EFW + XFW + PW + Sk = 0

- BS1 + SW -~ BSW + XS5W = 0

PW + SW 2 S000

PW + 1.2 3W 2 3500 .

KW - 73 BFW + &5 XFW - 110 FW —- 110 SW ~ 30 BSW + 15 XGH
= 0Q

~BF1 - BFC + XFC + PC .+ SC = 0

-HSI + 8C - BSC + XSC = 0

FC + SE 2 5000

FC + 1.1 3C 2 5100

KE = 73 BFE + &5 XFC - 120 PFQC ~ 120 SC -32B3SC + 15XSC=0
entender este modelo es valioso obhservar la tablea

siguiente, donde aparecen los coeficientes:



R Box B X B X B X

) KEFFRPSES EFFPSS5S
. 11 [T I T B TV I O S | ccoecococcoco
12 B T T MIN
m -1 -1 1 11 =
3 -1 1-1 1 =
42 1t )
1! 1A >D
[SH i-3 p-C-C~B R =
7 -1 -1 1 11 = .
8: -1 1-1 1 =
e 11 <D
102 1N >D
11 1-B p-C-C~-A B =0

tas lineas indican que =1 modelo realmentc consiste de dos
submodeles, uno para wn  invierno frio en la parte baja a la
derecha, y otro pars un invierneo moderado en 1z parte anterior
a la izquierda. Dichos modelos podrian szpararse excepto por
el encadenamenta via las variables BFI vy B3I de la primera
etapa que aparecen en la parte superier itquiesrda. Otre forma
de establecer el problema, en pelabres os:

Minimicar Costo en la la. etapa + .4 (costos Za.etapa invierno
moderado) + .6 (costos Z2a, etapa invierno frio)

Sujeto ar a las mismas primeras decisione: sin tomar en cuenta
que €l invierno sea modeorado o frio.

ta solucioen al problema completo es:
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VeLEio BE LA FUNCION ORIETIVO:

1 g1788a. 3
MARIAELE VeLOR CO3TO REDUCIEBO.
BF1 2916, 6666 0. 0000
EST 2916, H&b6 0, 0000
i R20833. FITL0 0, 0000
BFEY 0. 0000 X, 0000
XF¥ 0.,0000 0. 2000
=0 0. 0000 4, 6833
Sht 2914, 6664 0, 0000
BSW 0, 0000 3.5799
XSk 0,000 2.4200
[ 715091, 6720 0, 0DOHO
BFC 1891, 64647 0.0000
FC 0, 0000 4, 86000
Fe 1891 H64T 0. 0000
aC VLA, LLEA 0, 0000
B3C [eieslalsls] 7. 6200
isC 0, OO0 { 2.9799
REMGLON HOLGLIRA PRECIONS DUALES.
)] [ ¢lalele] 24,2000
3 0, 0000 8.4200
4) 2083, ITFT Q, 0000
&) 0. 2000 - 65.5166
&) 0, 0000 - 0.4000
7> 0. Q00D 43,8000
) . 0000 11.5799
) 171. 6666 [ slelale]
10) 0.9000 - 115.8000
11) 0, 0000 - 0, 6000

l.a salucidén es interesantz. Se recomienda comprar en el primer
pericdo suficiente =sal y combustible para seguir una politicsa
unica de esparcir sal si el invierno es moderado. Si el
invierno g frio se compra combustible extra, en el segundo
periodao, para despejar o arar la nieve dnicamente de acuerdo a
la capacidad de movimiento. Bajo zlguna de estas pelitices no
hay exceso de combustibkle © sal en ambos resultados

fthora estamos ©n pociciéen de establecer el procedimiento

general para desarioller un modelo de Programacion Lineal para

el probless de planescion en dos periodos bajo incertidumbre:

1.~ Para cada posible estade de la naturaleza formular un
modulo eprepiade e Frogramacion Lineal.



S Combinair eso:z submodalos on un supermodelo assgurande
QU ’
&l Lav verijablog de 18 primera claps coon comuines o

togos 1oz submodelos poro quo:

Lo Las voariables on la sogund® ctaps on un enbmeodelo
apareltan sélo en ese submodelo,

do= Kl costo. on ceds  submodelo on le segunda otepa, aparece
en la funcien objetivo ponderadoa por la probabilidad con
que le naturaleza celeccionard el estado correspondiente
a ese submodelo, :

En la aplicacion préctice existird un debete acerca de los
valares apropiados para las probabilidades, v por lo tanto se
padria desear le sensibilidad de lof resultaedos & cambios en
las probabilidades. El reporte de rangos en la siguiente
pédgina 1ndica algunas do osas seneibilidades,

RANGUS EN LOS QUE LA DNSE NO CAMEIA.

RANGOS L LOS COEFICIENTES DE LO% COSTOS,

VR T AL E COEF 18, AUTUAL ., INCREMENTO

FERMITIDO
[E 70.0000 T, 0000 0. 2000
BEL 20, 0Q00 3. 5799 2, 8200
kvl 0. 4000 0, 0030 0.0410
BF b O, 0000 INFINMIDAD 3. 0000
XFH 0, 0000 INFIMIDAD 0. 2000
i [eP elalels] INFINIDAD 4, 6833
Gl Q. 0009 5.6197 78.6200
B& 0, 0000 INFINIDAD 3.5799
he=10} Q. Q000 INFINIDAD 2.4200
2 0, 6000 0. 0027 0.0410
BFC 0. 0Q00 0, 2000 3.0000
YFC 0, 0Q00 INFINIDAD 4.8000
FC Q, 0000 2.2000 2.3454
sC QL0000 2.5799 2.4200
EGO Q, 0000 INFIMIDAD 7.6200
JACiN 0, 0000 INFINIDAD 2.5799
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guz  lon rengos de los ceeficientes de Kl oy KC en la
i6n chyctive  son muy  pequeroc. o gun significa que
modeetos cambios &n leag  probabilidedes, 4 v L4, ueden
producir cambics muy notebles en la soluci4n,

VALOR ESPERACD DE LA INFORMACIOM PERFECTA (EVPI)

fe incerisydumbre  tieno cur costos, Por 16 tanto pupde  ser
provechooo invertir on investigar para reducir la
incertidumbre, Ecte dnversion puede mejorar Joo prondsticos
para loz problemas que wno esta snalizands o en pruesbas de
mercedeo o andliwis de mercado para probhlemac on que s@ va 2
etectuar una inversidn para lanzeor un nuevo producto. Una cota
sobre ol valor de mejores pronesticos se ehtiene considerando
la posibilidad de obtensr pronssticos perfectos, a 10 que se
le da vl nombre de informecién perfectea.

Tenemos suficiente informacion sobre el problema de remover la
nieve pare calcular gl valor de la informacien perfecta. Por
ejemplo, si se conoce de antemano que &l invierno deberia ser
modeor adoa, podemos  ver que la splucién del modelo cuando el
invierno es templado, tendria un costo teotal de S83333.3. Por
otro lado, el costo total, en ! caso del medelo del invierno
frio, deberia ser de 970000, Teniendo prondsticos perfectos no
cambiarg 1a frecuencia  de los inviernos, los cuales
prosumiblemente ocurrirdn con propabilidades .4 y .6. De esta
formey i hacemos prondsticos perfectos, el coste esperado por
estacidn dobera ser:

A% UBDLSE.3 ¢ L6 % 970000 = BIS335A.D
D la soiwcion del modelo completo observamos que el coste

peperado por cstacion, £in ningune informacién edicional, e
de 919 @838.3. Asi, ®vl valor esperado de la informacién
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1% 355.3 0=

perfects es de D19 8¢ b
algaien vendicrs ol prontetic
chtenerle, aunguo éste no fusr

5. Por lo tanto, i
e podric ofrocer 4555 por
a perfecteo, :

AVERSION AL RIESGO.

Hastae ahore hemes cvpusslo gue o) decisor s oxtrictemente un
maximizador de ganancias esperadas, silonde que puede  tener
aversiany o propencion el riesgo. Los apostadores de un casine
que juegan, o ejemplo, & la rulcta deoben sor propensos al
ripegoy, =1 J& rueda do la ruleta no ectd detectuosa, ya que
3us gonanci as esparadas son negativaz Una persecna tiene
aversi on &) riesao sl ecigna mayor pess & uns pordida grande

En el centexto del problema de remover la nieve, el Director
de Ubras Viales pucde ectar desconcortado per el clte cocto de
remover la  npiesve on un inviernog frio aungue a2 la larga la
minimizecy an del coeto eeperade deberia implicar une cocasional
pérdiaa grance.

Anzlitande 1a pelitica éptica, podemos dernos  cuenta que 1a
cuma de  los costos del primero  y segundo pericdes, si el
invierno es frio, ect

70 % BFI + 20 % KBSI 4 HC = 977 9%
Por otro lada, si  conocemos de antemano que el invierno seréd
frioy entences hemos visto gue @)l costo punde reducirse a
F70 571,
For temor & llamar l1a& atencion de un  oponente politico el
Director de Obras Viales puede desear prevenir 1a posibilidad
de un costo mas  de 5000, mayor gque el posible minimo para el
resuwltado del invierno firio.

El Director puede incorporar su aversisn al riesgo &l modelo
de programacion lineal adicionando la restiriccién.

70 BFI 4 20 BS1 4+ EC 2 975 000

Hecho lo anterior, la solucidn es:



VeLOR DE LA FURCION OBOETIVY.

1) 820 061,14
VARIRBELE YaLOR COsSTO REDRUCIDA.

HFI 3780.5578 90,0000
BE1 2016 bbbA 0, 0000
Kb 269680, 4060 0. 0000
RBFW 0, 0000 32,1999
XFU 863.8%911 0. 0000
Pl ©, Q000 4,6111
si 2918, 6666 0, 0000
ESW 0. 0000 23 ER00
Xxswl Q. 0000 2. 844566
(N8 HE2007 . bOTFO O, 0000
BFC 1027.775% 0. 0000
XFC 0. 0000 = B
FC 1871 . oo 0. 0000
S0 391666640 0, 0000
BGC 0. 0000 2, 4460
XsC 0. 0000 i 2N

El costo esperadec se ha incrementado en S20061 -~ 219 g88 =

173. Un politico pumde considerar que vale 1l oEna pagar para
quedar bien en &) peer caso ( invierno frio ), hasta un costo
de 26400, Métzce, sin  embargo, qu2 @l evento de un invierno
templado no es bien visto, yR que gl valor de XFW indica que
existird a lo mds 864 unidades de combustible sobrantes al
final de un invierno templado.

DECISIONES BAJO INCERTIDUMBRE CON MAS DE DOS PERIODOS.

Las ideas que fueron discutidas en el prebleme de dos periodos
pueden extenderse para un numero arbitrarioc de periodos. La
secuencia de eventos en el caso genceral es:

1.~- Hacemos una decisian.

“Z.- La neturaleza hace una decisidén aleatoria,
3o~ Hacemos una decisidan.

4,- Le natwalera hace una decis=ion aleatoria.
S.- Etc.

La extensidn  puede efectuarse trabajando haciae atréds a traves
del tiempo. Por ejemplo, si deseamos analizar un problema de
tres periodos  debemns empezar con los dos Altimos y formul ar
el modelo de programacién lineal estocastico considerando
¢sltos., De esta forma ., tl modelo anterior justemente
desarrcllade para los dos tltimos periodos es tratado comn =1
sggundo pericodo  de un problema de dos periocdeos on cl 0 ocual
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#hove ¢l priwer peificdo  es reslmeoplte ol crimer poricde. Soto
proteste Lticno o inconverndente do ogue s gencros un probloma
oy Qranty ©a Gl numere do periods aumsnta.s 1ol ondunoro de
¢celoe ©n oy ) mimero de posibles estados de la noturaless on
[ad = : 3 1 tamano del  probleme ez
lo gque no es usual mancjor problemas
iter con més do tros prericdoc,

PROGRAMAS DE OPORTUNIDAD RESTRINGIDA.

Una desventaja de loes metodoc anteriores, o5 gue el tamsio del
problema pueds creceor demasiado si gl pumero  de posibles
esteadon do le. naturalecoa ce  grande. Los  progremas  de
oportunidad restringida no sc splican  enadctamente para el
mismo problems,  tepiende come recultado que el problema ne
crace, Loz programas = zticoz digcutides hasta ahora, han
tonido la cerscterictico do gue cunlaquier restriceion ha sido
satisfecha por  alguna combinsciden de las decisiones del
primero y  segunde pericde, Lo programnar de  oportunidad
restringida, sin embergo, permiten qus cida restriccidn see
violada cony une crerte probabilided especrficadas. Una ventaje
de este enfonue, para considersr jncortidumbrz,  es que el
modelt de oportunided restringide tiene esenciclimente ol micmo
tamaio como uneo  de progiramaciern linesl oin elementos
aleatorioe,

liustraremos le ides con €1 proldemna do remover la nieve. Bejo
el enfoque de oportunidad restringida no sxricten variables de
decisidn pera la segunde etapa, P eirmploy podemnce
especificar que con probabilidad de ol msnos .79 debemos ser
capaces de propercionar la capacirded requeride para remover la
nieve por la sesveridad de el invierno. Fara nuestro problema;
€5 muy &cil  observar que esto esignifice que debemos
proporcionar S100 camicnes por dia de capacidad. Por ejemplo,
5i sélo se proporciona una capacidad de 4400 camiones por dia,
entonces, la probabilidad de capacidad suficiente deberia ser
de .4, Supongamos que el coste de operacién de un camidén~dia
es de $116, ¥y un camién~dia salando es 1.14 camiodon—dia de arar
la meveg entonces, el programa lineal de oportunidad
restringida es simplemente el modelo:

min, 70 BF1 + 20B31 + 116FP + 116%

Sujekn a”

- BFL + F 4 8 = 0
-~ BFL + B = o
F+s 2 5000

F o+ 1.14% 2 S100
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PROBLEMAS PROPUESTOS.

Cusl e ¢l valor coperade do
el problema de sembrar maiz /s

inforaaci dn pertoecta en
ed

PN
M

25 gravgorog G 2 ded meizsocego,  estd
ronuente o sembirar orgo , ya que si ls estacidn
o hiede, ¢l harie T30 mones por ecre que siosembrare
tode de  maiz. Fuedo tod roactionar a  SU riesgo v
recomendar sembrrar und combinacién de cultivos que tenga .
Lo caracteristica que ganzncia par acre sea a 1o mas
ge 920 que en retrozpealive deboria heber =ido mpjor pare
st ingrese particulac,

Anglizor el problema de  romover 1la& nieve para la
situacidn donde el ceosto del combustible en un invierno
friv s  de $80 por cenidn-dia, cn vez de $73 y el coste
de salar cn un invierno frio es de  $35 en vez de %32,
Incluys en  =w andliric 15 derivecion deol valaor esporado
ce la informacidén porfocks,



11.9. TEORIA DE JUEGOS

En 13 mavor parte Iy esituaciones en que oo fieno  guo
wfectuar una deci=isn, nuestras  ganancias (v pérdidas)  se
determinan no  solo po nuestras decisiones sine también por
dovisitnes quie  toman fur @ externasy oste es, nuestros

conpolidores, cordici one climatologicas, ote.. Urea
clasifivaciin Ntil 6o congideorar & la fuorza externa ya sea
conmn indiferente © maldévede, Clacificaremos al  clima, por

ejemplo, como indiferente, ya que su decicién es indiferente a
nuestres accionesy en roncer de cdmo pudi deemos sontir durante
un aguacer-o despues de haboe lavade el auto y olvidarnos de
abrir la spmbritle. Un competidor, cin embargo, generalmente
toma en  cuenta la posibilided de que nosotros tomemos varias
acciones y come resultade hee deocisiones que son malévolas a
nuestro bienestar. &n ests seccion analizaremes situasciones
que anvolwcran  uwna fuerza melevela La termninologia
comian aplicada &l preblems 53 1z JTeoria de Juegos. Algunos
problemas de este tipo surgco por ojemplo, en la soluciér de
una estrategia de mo de precicos; o en  nggottos
internacionales. En  forme r la probabilidad de quo
un competidor etectus wn ermhoren petrelera contra nosotros
probablemente dependc  de gue 53 hemos elegido wne reserva
estratégica de petréieo.

Juego de dos personas

Urn juego llamado Azul  y Oro so juege entre dos personas con
movimientos simulténcos simples. Cada jugador debe hacer su
movimiento igneorando el movimiento del contrario. Una ves que
ambos resultados son conccidos, entonces un  jugador paga &l
otro una cantidad especificeda on la tabla de pagos que
aparete enseguida.

TABLA DE PAGDS

(+)Azul paga a Dorado, (-)Dorado paga & Azul

movimiento de fAzul

a b
a 4 -6

movimiento
de Dorada b -5 a
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feul debe scoleccionsr uno de dos movimientes  {ay o (b)
mientras que  pPoroedo debe seleccionar entre tres moviaientos
tal 4 (b) o (¢}, For cjemplo, €i Dorade scleocciona th) y Azul
szlewciona (&), entonces Dorado e page a Nzul & millones, @i
Dorade selecciona () y  arul seplecciona (), entonces  fizul
pag2 @ boraco B millones,

Fete jusgo no tiene unae cctreategia obvia pers amhosz jugadores.
Si Doredo estd tentade 2 hacer &1 movimiento (b)Y con la
esperanca do ganar 8 millones, .entonces Azul iguelments cstard
tentado a efectuar el movimiento (&) vy asi ganarle S millones
a Dorade, Es claerc gue cada jugador quedrd  conciderar una
estrateyia aleatoria. Cualqguier jugador queo siga una
cotrategia de siempre hacter el mismo movimicnto es facilmente
vencido., For lo tantc definimos:

BHi = probabilided de que Azul haga ¢l movimiento i, i=a,b
GHi = probabilidad de que Dorado hega el movimiento 1 i=a,b,c

Coaio deberis fizul seleccionar lac probabilidades @ 7

Un criterio conservador, que es totalmente sensible, 6 &l
criteric de Minimax. Usande et criterio Gzul podria
argumentar: si Doiradn efectua w1l movimiente (&), mi pérdida
zeper ada el

ABMA —- 6BMB
S1 Dorado decide moverse & {a), mi pérdide ceperada os:
-5BMA + 8BMB

Si Dorado selecciona el movimiento (), mi pérdida esperada
es:

3BMA -~ 4BME

De esta manera existen tres posibles pérdidas esperadas,
dependiendo de qué decision haga Dorado. Si  Azul es
conservador, entonces un criterio razonable es seleccionar el
MBI de tal forma que se minimice la manxima peérdida esperada,
de ahi el termino de Minimax. Otra manera de plantear el
problema es que Azul seleccione las probabilidades BMI de tal
forma gque no importe 1o .que Dorade haga,; Azul minimizaria la
maxima pérdida esperada. Si LB es la m&tima pérdida esperada
para Azul, entonces su  problema pupde establecerse como un
problema de Programacion Lineal:
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fin Lo

sujeto &t

2) BHA + Mo =

) ABMA - SGHFE -~ LBk <0

4) —SEMA v 8UNE - LI < 0

o) DB - 4BEG - LB ¢ 0

END

La primera restricecion forza a  que la suma de las

prohbabilidades sea igual a 1, y la solucién es:

VALOR DE LA FUNCION OQBJIETIVO

1) 0, 2000

VARIABLE Vil OR COSTH REDUCIDO
LE Q. 2000 0, 0000

BEMA 0. 6000 0, 0000

Bty G. 4000 00000
RENGLON HOLGUIRM PRECIO DUARL

&) Q. 0000 ~(. 2000

Y Q, 2000 O, 00O0

4) Q. 0000 Q. 3500

5) 0, 0000 0, 68500

La interpretacién es gue si Azul  decide moverse a (a)  con
probebilidad 0,6, y moverse a (b)) con probabilidad 0.4
entonces la perdida esperada de Azul nunca serd mayor de 0.2,
gin atender & los movimientos que Dorado haga.

51 Dorado sigue un  argumento similar, pero en términos de
maximizar la minima ganancia esperada FGE, en vez de minimizar
la marima pérdida esperada, entonces el problema de Dorado es:

Max PG

suwjeto a:

23 Gy + GMB + BGMC = 1

3 -PG + 4GMA — SGME + 3GMC > ¢
4) ~-FE - BMA + 8GME ~ 46MC > O
END

L solucién al problema de Dorade es:
VALDOR DE LA FUNCIONW ORJETIVO

1) O, 2000



16Y

VANTADLE VOLOR COSTO REQDUCIDD
e 9. 2000 Q, 0000
Griny -0, 0000 0. 0000
GNE tr, 00 0, 0000
S 0. 6500 0. 0000
REMGL 0N HOL BLIRG PRECIO DU
2) 0, Q0G0 0, 2000
) 0, 0000 ~0, 6HQOO
4) 0, 0000 -~ 4000

l.a interpretacisn zo que  si Dorado selecciona (b)Y con
probabilidad 0.35, o (¢} con prebabilidad 0.65 y nunca  se
mueve a (&), entonces  la ganancia  ecperada de Dorado nunca
serd menor  de 0.2, MNote qus la monor ganancia esperada de
boredo os  gual & la més graende pérdide esperada de Azul.
Desde un  punto de vists, lo que Azul  espera transferir a
Porado e= &l menos de 0.2, Esto =ignifica que si  ambos
jugadores  siguen las ectrategios justamente derivadas,
crtonces  en cualguier tiradx del jueqgo eniste una
transfesrencia esperada de 0,2 unidades de Azul a Dorado. Por
tanto €1 Juego estd sesgade on faver de Doredo & una tasa de
¢.2 millones por juego.

Si se observan detenidamente lac seluciones o los problemas de
Azul y luego de borado, se notard una seorpresive similitud .
Los precies duales en el primer case son iguieles a las
prebabilidades de Doradoy vy  los valores negativos de  los
precros  ducsles en el cegundo ceso, =on igukles & las
probabilidades de Azul en su problema correspondiente

Juegos de suma no constante que involucran dos o mds jugadores

El supuesto fundamental méas irreal en el juego de dos personas
con suma cero, en Teoria de Juegos, es precisamente que la
suma de los pagos & todos los jugadores debe ser cerothasta
ahora constante sin pérdida de generalidad). En realidad,los
beneficics casi nunca son constantes; generalmente los
beneficios totales se incrementan si los jugadores cooperan,
En los juegos de suma no constante la dificultad resulta de
decidir comp distribuir los beneficioe adicionales entre los
jugadores, debido & dicha cooperacion.

Supongamos que las persocnas Ay, B, € tienen cada uno un
terrenc, los cuales estan ubicados en  forma adyacente en la
parte frontal de un gran lago. Por experiencia,; un terreno gue
estd protegido contra la accidn de las olas con un rompeolas
tiene un valor may alto., A, KB, vy C estan considerande
construir un rempeolas para proteger sus propiedades. Por otra
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parte, s sabe que el rompealas sale mde bharato <@ una v ohra
o las dog propicdades o Jos lados tienen rompeolas.  Fara
nuestro ejemplc, 6 v C ya han hecho e para conctruir
soubre sus propiededes,. B no ha efectuade ningdn ganto y separs
a £ de Oy es decir, R estd eptre 6 y . Los beneficicos netos
de wn rompecl pare iof tres propicterios cctan resumidos en
ta tabla siguiente:

©

FPROFIETHAM IS COOHERADORES DENEFFICIOS NETOS M LUS

(LUE CONSTRUYER) PROFPIETARIOS QUE COOPERAN
A LO LARGD DE 3
. A 1.2
I (4]
c 1
Ay I 4
Ry @ 3
By C 4
iy By C 7
Chviamente, todos los propietarios deberien construir su parte
te muro rompeolas  vya que  sus beneficios totales =13
maximizarian., 8in embarqgo, al parecer E deberia ser

recospensado de  alguna manera va quo 8] no ticno motivacién
para construir su muwoe por si mismo. En este caso  la
Programacion Lineal puede proporcionarnes  alguna ayude para
seleccionar una aceptable distribucién de heneficios,

Denotemos por  ve 5 Ve Ve 1lops beneficios netos a ser
distribuidos a los propietarios A, B, C. Hingun propistario o
grupo de  propietarios aceptarad una distribucisen gue sea menor
a la que disfrutarian si actuaran soclos. D2 esta manera
concluinos:

Vo » 1.2

v > O

Ve >~ 1

Va + ve > 4

Va *+ v > X

Y + ve > 4

Va t vp + ve (1

lLag restricciones anteriores describen lo que es llamado 1a
esencia del juego. Por ejemplo, la distribucién va=3, ve=l,
ve=3 &5 la esencia del juego anterior.

El pbjetivo puede tomar en cuenta consideraciones secundarias)
por ejemplo, s@ puede spleccionar maximizar el minimo
bencficio. El programa linexl en este cacso es:

Mas 4

sujeto a:
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e
A
Ney
Vi
Mo
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La solucion s @ va~vesves

Note que  le esencie  pusde ser  vaciag esto  es, no coriste
solucidén factible. Esto seria verdad si, por ejemplo, &l valor
del agrupamiento f, L, € fucra 5.4 en vez de 7. Este situacion
es inlerevants. Los benseficios totales s& maximizany  sin
enbargs, la coops c16n Lotal  se vueelve inestable cuande los
bencitici0: son de S, 4. Por lo que siempre edistirédn un par de
Jjugadores guo encuentron provechoso  formar un subgrupe y
meyoier cut  bensticios, Come un ejemplo,  supong:  que las
distribucionus pero Iy Uy cuande me tiene une cooperacieon
total, sen i.d, 2.0 v .1, rospectivamente. En  este caso A
sUgeriria o v cooperar entre ellos, teniendo ls
distribucioen do v i. Lo que resulta consistente con
el heonee que Ay B pueden logrer un total de 4, cuando ¢l s
se cooperan. For otre perte, C  pusde sugerir a A gque ontie
2l1los ve cooperen y - iener une dictribucidn do 1.9, O v
1.t Lo que g consistente com el hecho gque Ay © pueden
logrer wun tolal do 30 danbyon so tendria otra posibilidad =1 B
sugicte a © sta., ot , Asi, cuando la esencia es vacia, pusde
ser quo todos acuerdon wna cooperacion total gue mejorz @ cada
uno de glios

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. For inspeccion, encucntre las politicas ¢ptimas para Azaul
vy Dorado en el juege de dos personas, descrito por la
siguiente matriz:

Fagos a fzul por parte de Dorado como
una funcioen de ambas decisiones

becision de Azul

A B c

Pecirsion X 4 =] &
de

Dorado Y 3 7 4




]

e
~

N
o~

Formular un modelo do frogramscien Lingel para encontrar
laz politicas  optimas perz pfzul  y  Dorado cuenso @
entrentan en el juego siguionte:

Fagos & Azul por parie do Dorz2do como
tna funcion de embes decisiones

Docisidn de Anul

A B C D

Decisidn de 4 2 -2 1 <)
Porado

Y -1 4 4] -1

Las ciudades de Farched, Cactusm y Tombstone e encusntiran
cerca de un desierto vy suc autoridades cstéan analizando
sus opciones para el mejoromiento de sus fuentes  de
abastecimiento de  agua, Un wedncto por las montafas
satisfaceria todas sus neceszidades y su costo total seria
de 750 000, Alternativamenteo,; Forehed v Cactus pueden
excavar un  pozo artes:i1ano de suficirente capacidad gue
coctaria €530 000, Una opcidn similar podrian efectuer
Cactus ¥y  JTombstone a un costs de %500 400, Las tres
comuriidades pueden  tener un poze peco  profundo en cade
una de clias & un costo de $I00 QO0, TIUO 000 y 250 000,
respectivamente.

Foraular vy resolver un modelo de Frogramacien Lineal para
determinair una forma adecuada para distribuir el costo de
$730 000 de un acueducto entre las tres comunidades.
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I1.10. APLICACIONES A LA ESTADISTICA

la programacidn lineal (P,L.) puede usarse para regresidn
lineal en forma andlaoga a como se usa minimos cuadrados. La
estimacidn clasica por minimos cuadrados encuentra la formula
de prediccidn que minimiza la suma de los cuxdrados de las
diferencias entre las observaciones y las predicciones. La
F.l.. puede . aplicarse si en lugar de minimizar la suma de los
cuadrados de los errores se desea:

a. Minimizar la suma de los errores absolutos.

b, Minimizar el m&rimo error absoluto,

c, Minimizar el error en predecir el orden de preferencia

de articulos, llamado regresidn ordinal.

Definimos la notacidn:

i = nGmero de cheervaciones.,

di = valor de la variable dependiente en la observacidn i,
para i=1,2;...,0,

k = ndmero de variables independientes,

eij = valor de la j-ézime variable independiente en la
observacion i, para i = 1,2,..0,0 Y 3 = 1,250..,10¢,
xj = coeficiente de prediccidn aplicado a la ji-ésima

variable independiente,
W, = error de la f&rmula de prediccidn aplicada a 1a
i-ésima observacidn,

La regresidn en minimos cuadrados encuentra los valores de
las xj’s que resuelven el siguiente problema:

N 2 2 2
Minimizar w, + w, + ... + W
< 1 2 n

Sede

e, + e, e, % +...+,e-i para i=1,2,...50, .

% : X
0 i1"t i2"2 Kk
Mj, wi no restringidas en signo.

+ w, = d,
W1 3

ESTIMACION DEL MININO VALOR ABSOLUTCG (MYAD>

Una funcidn objetivo alternativa puede ser minimizar 1a c=uma
de los valores absolutops de los errores, esto es:



Mini@izar-|w1| + |w2| + ...+ |wn‘

tina regresidn en MVA s ve menos &afectada por valores
extremos. Asl, e5 apropiado usarla si  los datos contienen
unes crantos valores extremos que de otra manera afectaria
las predicciones mas drasticamente.

La P.L. puede aplicarse a este problemna si se define:

lLLa diferencia, Uy T vy, se introduce ya que W, es no

restringida en signo, mientras que la F.lL. esta diseffada para
variables que no pueden ser negativas., El  problema de
minimizar la suma de 1los errores absolutos puede  a&hora
escribirse como:

Min u, o F vy bu, kv, kL. ka4 Y
n

o
.

58

PR +ou, - v, = di para i=1,2,.,n

xj no restringida en signo.
Ejemplo

Si se tienen cinco observaciones de una sola variable
independiente. Hay dos variables por considerar.

-
[

mu b N al
s h bd b peaf W
N OB R e

lL.a grafica de di contra e, &parece como sigues
r
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Q 1 ] f ] I i
4 ; +

fry] 55

Con la excepcidn del Gltimo punto (8,7), una linea recta da
un buen ajuste. El P.L. para este problema es:

MIN Ul + VL + U2 + V2 + U3 + V3 + U4 + V4 + U5 + V5
SURJECT TO

2) Ul - Vi + X0 + X1 = 2

y Uz = V2 + X0 + 2 X1 = 3

4) Ul -~ V3 + X0 + 4 X1 = 4

&) Ug - V4 + X0 + & X1 = ]

&) Us - Vo + X0 + 7 X1 = 8

END
La matriz asociads & este problema revela su estructura:

MATRIZ
UvuvuvuUuvuyuvyxix
1122334435501
1: 1111111111 MIN
23 1-1 11 =2
3 1-1 1 2=3
4z 1-1 1 4 =4
(2H -1 1 6=5
[<H i-1 1 7 =28

La solucidn es:
P OPTIMUM FOUND AT STEP 6



OBJECTIVE FUNCTION VALUE

n 2, 686666700
VARIABLE VAaLUE REDUCED COST

Ut « QOO0O00 1.333333
Vi . 000000 . 666667
uz2 JITJDBERT » DOOO00
vz 2 000000 2, 000000
U3 . O0Q000 1.666667
V3 - 000000 . I3FIIZF
Ua L 000000 2. 000000
V4 « IJJI3Z3E . Q00000
us 2. 000000 , DOOOO0
Vg . 000000 2.000000
X0 1.333333 L ODOO00
X1 HEEOET R eslelelsle)
RGO SLACK DR SURPLUS DUAL PRICES
2) . 000000 R IR
3) « DO0000 ~1,000000
4) PRaislalolale] L HbOELT
) . QD000 1, 000000
&) . 000000 =1.000000

NO. ITERATIONS= 6

Los valores para X0 y X1 especifican la fSrmul & de
prediccidn, concretamente:

= 1.3333 + ., st
yi 1 d 666667 8

MEDIDA DE LA BONDAD DE AJUSTE

La bondad de ajusie para minimos. ¢ &drados se mide por un
estadistico usualmente llamado R, Este estadistico es igual a
la fraccidn de la variabilidad en 1las dj que explica el

modelo de predicciodn. Un estadi{stico andlogo puede calcularse
para la regresidn MVA =i se define m como,la mediana de las
di’ es decir para los datos, m = 4, La R° analoga (llamada

"ajustada’) es:

Vot L. ouF -k -
(u1 \1+ un vn)/(n I 1)

Jdy ~mf + ..o +jd - a7t =D

FPara el ejemplo, este estadistico es:
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| - (2, 66667) /3
(Z + L+ 0 + 1+ 41/4

Fara referencia, se dard la solucidn al ejemple por  minimos
cuadrados. Esta es:

= 1,015 + .846 e,

i i2°

-
La R“ ajustada para esta fSrmula es .8374.

REGRESION DE LA MINIMA DESVIACION MAXIMA (MIMAX)

La regresién MIMAX es opuesta a la regresién MYA., MIMAX
minimiza el mAximo error gques ocurre en las observaciones. Un
Gnico valor extremo, causard efectos dramdticos en las
estimaciones derivadas, La forma general de un modelo de P.L.
para una regresidén MIMAX es:

Min 2
Se&1

e, + e, .8, + e, N, .0, N +u, -v, =d, a i=1,2,.
) 11>1 Plz>2 . L\1 d1 para i=1,2,..n
L P 20 para i=1,2,...4n

g no restringida en signo.

Esta formulacidn explica 21 hecho que en una solucidn Sptima,
al menos uno de los Wy Y vy debera ser diferente de cero. Por

lo tanto, z 2 u; vz 2 v; © equivalente z 2 Uy V.

Para el problema ejemplo, la formulaci®n es:

MIN z

SUBJECT TO
2) X0 - YO + X1 4+ Ul ~ V1 = 2
3) X0 -~Y0 +2 X1 +UZ=-V2= 3
4) X0 - YD + 4 X1 #U3-V3= 4 -
S) X0 - YO +6XL+Ud-VE= 5
&) X0 - Y0 +7 X1 +US -V5= 8
7) Z-Uf -Vl 3= O
@ z-uUz-vz3= o0
9y  Z-U3-V3>= 0
10)  Z -uU§ - V4 3= 0
11)  Z -Us ~V§>= 0
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Mote que la variable XO h&a eido reemplazada por la diferencia XO0-

YO ya que la variable original X0 es no restringida en signo.

MATRIZ
Xyxuvuvuviuvuouwy
Z 0011122334455
1; 1 MIN
21 1-1 1 1-1 = 2
31 1-1 2 1-1 = 3
43 1-1 4 1-1 = 4
Sy 1-1 6 1-1 =3
EH i-1 7 i-1 =8
7y 1 -1-1 >
8: 1 -1-1 >
9 4 ~-1=1 >
10: 1t ~-1-1 >
11: 1 —-1-1 >
LP DPTIMUM FOUND AT STEP 10
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 1.00000000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
2 1.000000 . 000000
X0 » DD0000 [Relelnleiole]
Yo «» 000000 « 0Q0000
X1 1. 000000 . 000000
u1 1.000000 . 000000
V1 « 000000 « 000000
uz2 1. 000000 « 000000
V2 - . 000000 .« 200000
U3 . 000000 . 000000
V3 » 000000 « Q00000
uq - 000000 1.000000 B
V4 1. 000000 » 000000
us 1. 000000 « 000000
VG . 000000 . . 800000
ROV SLACK OR SURPLUS bual PRICES
2) « 000000 - 000000
3) ’ . Q00000 ~. 100000
43 L OO0000 » Q00000
5) . 000000 « 300000
&) - Q00000 ~. 400000

7) « 000000 « 000000



8) - Q00000 ~. 100000

?) 1.000000 . 000000
100 L G00000 —. 500000
11) . 000000 —~. 400000
NO. - ITERATIONSG= 10
Los valores de X0 - Y0 vy Xt revelan que la férmula de

prediccidn es:

MEDIDA DE I.A BONDAD DE AJUSTE, CASO MIMAX'

Defina r igual al rango de las di’s, esto es, max(di} -

-
mindd 3. La R analoga del ajuste es:

max u,+ v. 3/ (n —- It - 1)
1 - i i

r/in - 1) '

Para el ejemplo, este estadistico es igual a:

1/3

Ve ——@g =377 =778

Las tres curvas de prediccidn diferentes gque resultan de 1los
tres métodos distintos aplicados a los datos del ejemplo,  se
presentan en la figura 15.1, Note que la MIMAX desviacidn es
la mas afectada por el dato extremo (8,7), mientras que 1Ia&
desviacidn MVA es la menos afectada por el dato anterior.
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8
7
&
S
q
3
2
1
o 1 ] ! 1 1 4 i 1
Q 1 2 3 4 S 6 7 8
e,
i2
— — — — min suma desviac absolutas (yi = 1.333 + .6667 e,,)
L
min suma desviac al cuadr (yi = 1.013 + ,B4615 eiq
-~
cesea..  minimax desviac absoluta (yi = Q + e, )

EXPLOTACION DEL DUAL PARA OBTENER INFORMACION MAS COMPACTA

La cantided de trabajo requerida para resolver un P.L, esta
mucho mas correlacionada con el nGmero de renglones que de
columnas. Como la solucidn del problema dual provee la misma
informacidn que la solucidn del primal, se prede desear
resolver el dual que tiene menos renglones,

DUAL DEL PROBLENA KVA

Primero se examinara el problema MVR. El problema duxl de 1a
formulacidn previa est

Max Aldl + Azdz + it Andn
s.a
hleij + kzezj + ieat xnenj <0 para j = 0, 1, ...k,
1, <
i
1, = -t,

i
Esta formulacidn ee simplifica ligeramente si se define:

Li = ki +1 o Xi = Li -1
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Cuande se hace esta sustitucidn la faormulacidn resulta:

Max le1 + quz L Lndn - d1 - d2 ~ aas = dn
S.ed
<
byByg Y hofpy v et e Sey g beyy bty
para j = 05 1, «.oyks
L, £ 2 para i = 1; 2y ase;3Ne

1

Esta formulacidn tiene n + & renglones comparada con
unicamente n en el primaly sin embargo, n de estas
restricciaones son de la forma simple Li = 2. Algunos cdédigos

de P.L. explotan esta forma simpie.
Esta formulacidn y su matriz aparecen abajo. La constante -—d1
- dz - ...-dn en la funcidn objetive no afecta, de modo que

na se incluye.

MAX 2L 43 L2 4 4L3 + 514 +8L5
SURJECT TD
2) L1 + L2 + L3 + L4 + LY <= 5
k¥ LY + 2 L2 + 413 +61L4 + 7 LG <= 20
4) L1 <= 2
9) L2 <= 2
&) 3 K= 2
7) g <= 2
a) LS <= 2
END
MATRIZ
1t 23 45 8B MAX
2 1111 1<85
3y 1 246 < B
4 1 <2
(1] b < 2
=H 1 6 2
73 b < 2
=8 1 <2
la solucidn es:?
LP OPTIMUM FOUND AT STEP ]

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 24, 686656700
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VARIABLE VAl UE REDUCED COST
L1 < bESEOT Palxlalelnls)
L2 2. 000000 ,» 00000
L3 - BRIRR3 L QOOONG
L4 . 00000 L 3IFBIF
.5 2, Q00000 L 000000

ROW SLaCK OR SURPLUS blal. PRICES
2) - 000000 1., 3333353
3) . Q00000 . 6bH6LT
4 1., 333333 . 000000
) . 000000 » 333BF33
&} 1.8666667 » QOOO00
7) 2. 000000 » Q0QQOC
ag) » DRO000 2, Q00000

0. ITERATIOMS= e

Los costos duales en las restricciones (2) y (3, 11,3333 vy
corresponden a X0 y Xil. Note que salamente <1=]
requirieron 5 iteraciones para reselverlo, comperado con seis
iteraciones para la formulacidn primal.

b6

&7

DUAL DE LA FORMULACION DEL MIMAX

El dual de la formulacidn MIMAX es:

- o O Q

Max & A.d,
. iid
i
S, 23
f‘"‘ieij =
A, - o £
i i
xi - o s
<
; ai =
i
A

(Variable Primal)
[S13N
J)
(ui)
(vi)

ne restringida en signo,

Esta formulacidn puede arreglarse a una forma mds conveniente
si definimos las variables g; ¥ hi tales que:

9; + by

8y

~ h,

1

(=1

1

A

1

con g, v hi no restringidas en signo.

Sustituyendo para ambas oy ki la formulacidn queda:s
Z (g; = hyld,

1.

Max

1
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- - - - < -2 < >
4. (gi hi) (gi hi) £Q0 o 2. £ 0 o g, 20
S E (gi + h ) =t

Las restricciones de no negatividad hi zZ 0 vy 9 =z O son

supuestas por cualquier cédigo de P.L., de modo que 1I&
formulacidn explicita consiste de (1), (2) y (5.

La formulacidn vy la matriz aplicada a los datos del ejemplo
viene dada abajo.

MAX 2 GI - 2 HL + 3 B2 -3 H2Z + 4 63 - 4 H3 + €64 — 5 HY +
8 G5 - 8 HS

SUJETD A

2) Gl - HI +62 - H2 + 63 - H3 + G4 - H3 + G5 -~ H5 = O
3) G1 - HI + 262 - Z2H2 + 463 - 4HI+ 664 - 6H4
+ 7 865 - 7 HS = 0
4) 61 + HL + B2 + H2 + G3 + H3 + 64 + H4 + G5 + HS (=0
EMD

MATRIZ
GHGEHGEHGHGH
11223344565

13 2-2 3-3 4-4 5-5 8-8 MAX
2% 1-1 1-4 1-1 1-1 11 =
3 1-1 2-Z 4-4 -6 7-7 =
4: 11111t t11¢1 <1

La =olucidn ess

w

LP OPTIMUM FOUND AT STEP
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

P ‘. 00U0DODOOD
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VARIABLE VALUE REDUCED £OST
G1 » OBT3I33 . 00000
H1 . L Q00000 2. 000000
G52 « 000000 » 000000
H2 . DOACOGO 2. 000000
G3 . 0000N00 1. 000000

3 . 000000 1. 000000
G4 « 000000 2, 000000
H4 » 00000 . 000000
GS 8166867 « 000Q00
HS » Q00000 ' 2. 000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) . ODN0OO0 « DOOO00
3 . 000000 1. 000000
4) . Q00000 1, 000000

NO. ITERATIONS= 3

fos costos duales para los renglones (2) y (3) son los
valores para X0 y X1, Mote gue esta formulacidn tiene
solamente tres renglones vy requiere tres iteraciones
comparada ton 10 restricciones y 10 iteraciones para la
formulacidn primal.
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REGRESION ORDINAL

tLos métodos de regresidn discutidos en la seccidn previa se
aplican cuando todos los datos estdn en forma numérica.
Algunas veces, los datos se encuentran de una manera mas
subjetiva o forma cualitativa. Considere, por ejemplo, un
estudio de mercado en el que se trata de predecir cuales son
las preferencias de un cierto tipo de consumidor sobre varios
productos alimenticios, por ejemplo, comida para el desayuno.
ios datos de un consumidor deben consistir simplementez. de’
proposiciones preferenciales de la forma "Prefiero cereal de
trige. a cereal de matz", Hay adicionalmente vatos
cuantitativos en cada comida para 1 desayuno que describe
sus caracteristicas, es decir, suavidad, valor nutricional,
costo, etc. Se desea determinar la clasificacidn hecha por
los consumidores dependiendo de las caracteristicas del
producto.

Este problema puede atacarse por medio de P.L. Considere el
siguiente ejemplo. Cinco automdviles distintos, denotados por
B, C, F, L y M han sido evaluados por un conjunto de
consumidores., Los resultados son los siguientes:

COMPARACION AUTOMOVIL AUTOMOVIL

NG. MENQS PREFERIDD MRS PREFER1IDO
1. C L
2. M B
3. F L
4. F c
S. B F
b L M

. 7. M c
8. M F

Por ejemplo, la primera comparacidn indica que algln
consumidor prefiere un. L. a un €, mientras que la Gltima
comparacidén indica que alglGn consumidor prefiere un F a un B,
No se ha requerido que estas comparaciones dos a dos sean
consistentes o transitivas (aunque podrian serlo). Es decir,
=i esta ordenacidn ha sido obtenida de gente distinta, no hay
por gue esperar alguna consistencia. Por ejemplo, se puede
notar una inconsistencia entre las comparaciones (3), (bl
(2) y (5, La comparacidn (3) dice que F es inferior a Lj esin
embargo las comparaciones (6), (2) y (8) sugieren que L es
inferior a F. Se sospecha que las preferencias de los
consumidores se ven afectadas por cuatro caracteristicas:
costo, peso, longitud y mpg. Estas caracteristicas para los
cinco auntomdviles se encuentran referidas en la siguiente
lista:
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AUTOMOVIL CasTo FPESQO LONGITUD MPG
NO. . (1 000%) (1 000s5) {(pies)
K q 4 15 17
C ) 3 13 21
F 7 2.8 13.5 20
L 10 4,2 15.5 16
M =] 3.9 14 18

sPuede desarrollar una férmula - basada en pstas

caracteristicas tal que valores altos para un automédvil
tienda a ser mas preferido que uno de valor mas bajo?  Esta
formula debe ayudar en la identificacidn de 1la importancia
relativa de las varias caracteristicas. En seguida se da una
forma para desarrollar una férmula que tenga estas
caracteristicas.

Se define:

eij = valor de la caracteristica j para el auvtomévil i,

xj = peso que se dard a la caracteristica jpor ejemplo,el
automdvil L recibird una calificacién de KLY + noBy o ot
¥4%i4

Se desea escojer las xj’s de modo que el valor que resulte

concuerde tanto como sea posible con las ocho relaciones de
preferencia dadas previamente. Se dice que la calificacidn
concuerda con la primera relacidn, por ejemplo, si el
automovil L recibe un valor mayor al del automdSvil C; vy
concuerda con la Gltima si el automdvil F recibe un valar
mayor al automdvil B, Si la calificacién no concuerda con el

k-ésimo ordenamiento, k = 1,2,...,8, sea z, = a la diferencia

entre los dos calificacidén. Asi, zk es el error en la
calificacidn en la k—ésima preferencia.

Un objetivo razonable es:

Min z1 + 22 + sa. + 28

Suponga que el carro F es preferido al carro L en la k-ésima
preferencia; entonces la siguiente restriccidn debe causar
que z, tome un valor apropiado:

PRI

+ (e - EL2 2 ana

L1?¥y F2 + (e

(e - e

F1 T e

PRI 2, 2 0.

Fa = fLg’%q

El lado izquierdo de esta restriccidn es la calificacidn de F
menos la calificacidn de L+ 2y Usando ellado derecho igual

.
4
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a cero, unicamente se forza a que el calificaciddn de F sea
al menos igual al de L; esto no forza a que el calificacidn
de F sea mayor al de l.. Si esto se desea, entonces el cero
puede remplazarse por un ndmero peositive pequello, es decir,
.001. Esto se ilustra en el ejemplo posterior.

Se necesita una restriccidn "normalizada” para prohibir la

solucidn poco Gtil =, = x, = n = ng = O La normalizacidn
e s
mas simple. e ®y + %o +ong Xg T 1. Esto, sin embargo,

ignora el hecho que varias caracteristicas tienen distintas
unidades, es decir, mpg puede estar en =1 rango 110 & 40
mientras que el costo puede estar en un rango mucho maycr de
2000 a 20000. (si, probablemente se desea usar diferentes
pesos en 'las n*s. Una normalizacidén pesada razonable es: ..

4 8
z L (g, . ~e_dn, =1,
j=1 i=1 1 s3]

Dese cusnta que las xj son no restringidas en signo; por 1o
tanto, en la formulacidn P.L. las xj’s se reemplazan por la
diferencia xj - yj. La formulacidn completa y la MATRIZ para
el ejemplo viene dada por:

MIN Z1 + 22 + I3 + 24 + IG5 + 16 + 27 + 18
SUBJECT TO
2y Z1 + 4 X1 -4 YL + 1.2 X2 - 1.2 Y2 + 2,5 X3 - 2,9 Y3
- 5 X4 + 35 Y4 3= o]
3) Z2 + X1 = Y1 + .1 X2
4) 23 + 3 X1 -3 Yl + ¢
-4 X4 + 4 Y4 >=
§) Z4 - X1 + Yi + .2 X2 - .2 ¥2 - .5 X3 + .5 Y3 + X4
- Y4 3= o]
6 15 -2 X1 +2Y
+.3 X4 -3 Y4 >=
7y 26 -2 X1 + 2 Y1 - .3 X2 + .3 Y2 ~
=
Y

1 Y2 + X3 - Y3 ~ X4 - Y4 =0
Y

4 X2 - 1.4 Y2 + 2 X3 - 2

“ b

L2 X2 4+ 1.2 Y2 - 1.0 X3 + 1.9 Y3

[

.G X3 + 1.5 Y3
+ 2 X4 - 2 Y4
8) Z7 - 2 X1 + 2
- 3 Y4 = 4]
9) I8 — X1 + Y1 - 1.1 X2 + 1.1 Y2 - .8 X
+ 2 X4 - 2 Y4 3= o}
10) = .6 X2 + .6 Y2 + .5 X3 - .5 Y3 +
END

=~ .9 X2 + .72 Y2 - X3 + Y3 + 3 X4

+ .9 Y3

“w

X4 - 3 Y4 = 1

1%
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MATRIZ
222232 Z7ZZXYXYXYXY
12345 67811223344
1 11111111 MIN
2 1 4-4 A-A A-A-5 T ¥
33 1 i-1 U-t 1-1-1-1 >
4: 1 3-3 A-A 2-2-4 4
B 1 -1 1 T-T-T T 1-%t >
-H] 1 -2 2-A A-A A 33 >
7 1 -2 2-T T-A A 2-2 >
83 1 -2 2-T T-1 ¢ 3-3 >
P I=1 1-A A-T T 2-2 >
10: =TT T-T 3-3 =1
LP OPTIMUM FOUND AT STEP é

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) L 7692307 00E-01

VARIABLE VALUE REDUCED COST
S Zt . Q00000 576923
2 . Q00000 307692
3 . 000000 1. 000000
24 . C100000 1.,000000
5 . 000000 .BO7692
4 076923 . 000000
z7 eldlslelale) 1. 000000
8 M elelatalele] 1. 000000
X1 461538 . 000000
Yi . 000000 000000
X2 . 384615 . 000000
Yz . 000000 . 000000
X3 « DOOO0O . 000000
Y3 . 076923 . 000000
X4 L A423077 . 000000
Y4 . 000000 1.384615

ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) . 000000 ~. 423077
3 . 000000 -, 692708
4) L076923 » 000000
=) 076923 . 000000
6) . 000000 - 192308
ra) . 000000 —-1.,000000
8) 076923 . 000000
) . 000000 « 000000
1M . 000000 -, 076923

NO. JTERATIONG= 6
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La implicaciédn del reporte es gue la +fé&rmula de la

calificacidn para un auvtomdvil debe ser (para el caso de cero

del ladeo derecho de las restricciones 2 a 9):

Calificacidn=.461538 Costo + .3d4615 Peso - 076923 longitud
+ 423077 MPG.

Mientras gque la fdrmula con un RHS de 0.001 para las restric-

ciones (2)-(9) es:

Calificacidn=,461385 Costo + ;381154 Peso - .076231 longitud
+ 422269 MPG.

Lag calificaciones resultantes para l1os cinco automdviles

sSon:

AUTOMOVIL 11,73077 CALIFICACIAON
(RHS = 0.001)

B 11,73077 11.71219

C 11.80769 11.78842

F 11.73077 11,.71319

L 11.80769 11.78942

M 11.73077 11.71119

Observe que las calificaciones estén en el orden correcto
para las ocho referencias excvepto para la seis, "M es
preferido & L."

.BONDAD DEL. AJUSTE ORDINMNAL

Si 2 es g1 valor optimo en la funcidn objetivo, n el namero
de observaciones de preferencia y k el ndmero de parametros
estimados por la regresidn ardinil, entonces una medida de la
bondad de ajuste, analoga a la R ajustada de la regresidén en
minimos cuadrados, es:

1780 + 2/(n ~ ) 1.

Para nuestro ejemplo la bondad de ajuste esy
1/01 + ,0749/7¢(8 - 4)]1 = .981.

USO DEL DUAL PARA REDUCIR EL TAMANO DEL PROBLEMA

Comc en las otras formulaciones de P.L., el dual tiende a
facilitar la solucidén. La formulacién general del primal se
dara abajo. En lo que sigue, r es el objeto preferido al
objeto s en la i1—ésima preferencia:



“1 2 8
5. a.
[
z (Erj - esj)xj +ony Z2 0 donde r es preferideo & 5 en la
i=1 i—&sima cbservacidn, i=1,2,..n,
k n
= T (e, —e_dn, = 1,
=1 i=t rJ 53
xj no restringida en signo.
El dual es:
Maxn u
S.a.
n n
- - = i = - fl
'E (erj Esj)vi + .E (erj esj)u @) para j 1y 25004k
i=1 . i=1
v, £ 1 i = 1, 2400u4n

i
t no restringida en signo

Esta formulacidn tiene mds restricciones, sin embargo, la
mayoria de ellas, n de las n + Kk, son simplemente una cota
superior. La formulacidn dual para el problema ejemplo es 1a
siguiente. Note que la variable no restringida u se reemplaza
por la diferencia Uy, = U

MAX Ut - u2

SUBJECT TO

2) 4 VL +V2 + 3 V3 -V4 -2V5 ~2V6~-2V7 ~VY8= 0

J) =6 UL + .,6U2+ 1,2V1 + .1 V2+ 1.4V + .2V4 ~-1.2V5

- W3V - 9 V7 - 1,1 V8 = o]

4) LT UL - 5 U2 + 2,5 V1 +V2 +2V3 -~ ,5VY4 - 1.53VS
- 1,5 V6 - V7 - .5Vv8 = 0

5) SUL —3 U2 -5Vt —VZ~-4VY3 + V4 + 3 VG + 2 Vs

+3I V7 +2V8 = o]

&) V1 <= 1

7) Y2 (= 1

8) V3 = 1

) V4 (= 1

10) VS <= 1

11) Y6 €= 1

12) V7 <= 1

13) v8 <= 1
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Es atil comparar la MATR1Z de esta formulacién con la del
primal.

MATRIZ
uUvvvvVvyyyy
1212345678
1: 1-1 MAX
2% 4 1 3-1-2-2~2~1 =
3t ~-TTAUATATTAS=
4: T-T A | 2-T-A-Q/-1-T =
S JI-F-YH-1-4 3 32 3 2 =
(=} i < 1
7 1 <1
8: 1 <1
9: 1 <1
10: 1 <1
11: 1 < 1
123 1 < 1
13: 1 ¢ 1
L.a splucidn del dual es:
LP OPTIMUM FOUND AT STEP &
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) . 769230700E~01
VARIABLE valL.UE REDUCED COST
Ul L D76923  0Q0000
uz2 . 000000 « 000000
Vi « 423077 . 000000
V2 .« HI2308 000000
V3 . 000000 . 076923
v4 « 000000 Q76923
VS . 192308 . 000000
V& 1.000000 . 000000
v7 « 000000 076923
va . 000000 » 000000
ROW SLACK DR SURPLUS DUAL PRICES
2) . 000000 461538
<y L 000000 384615
4) « 000000 -, 076923
) « Q00000 LA23077
&) . G74923 » 000000
7) . 307692 . 000000
) 1.000000 » 000000

) - 1. 000000 » 000000
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10) .B07692 . QOO00N

11) L 000000 Q76723

12) 1. 000000 . 000000

13) 1, 000000 . 000000
NO. ITERATIONS= )

Note gue se llevaron seis iteraciones comparado con siete del
primal. Las variables duales en la restriccicnes (2)-t5) dan

1os valores para las variables % de la formulacidén primal.

La férmula del calificacidn es otra vez:
Calif{cacién =,461538 Costo + ,3B4615 Peso — 076923 longitud
+ 423077 HMRG.

Para mayor informacidn de la regresién lineal ordinal, vea
Srinivasan (19795).

PROBLEMAS PROPUESTOS

1.~ En un modelo de regresidén lineal simple la i-ésima
observacidn se escribe en la forma:

ri = a + bsi + et

donde ri, si, et son respectivamente la variable
dependiente, la variable explicatoria, y el término de
error. Qué modelo de regresi$n LAD, LMAX, o© minimos
cuadrados es el mds apropiado si la el tieme distribucidn
normal ?

2.~ Considere 1los siguientes datos en un problema de
regresién multiple:

r 5 t

7 3 12
10 4 11
11 7 9
13 8 8

Formular y resolver un modelo de programacidn lineal
para la regresidn de la variable dependiente r sobre las
dos variables explicatorias s, t usando: LMAX vy LAD.
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I1.11. EQUILIBRIOC ECONOMICO

Si alguien estad modelando una economia compuesta de dos o mas
individuos, tada uno actuando en su propio beneficio, no
existe una funcidn objetivo comdn que pueda marimizarse.
Roughly dice, una solucidn o punto de eguilibrioc para un
modelo econdmico e5 un conjunto de precios, de igual fornma
que cuando se tiene abastecimiento igual & la demanda
de cada producto.

La metodologia ha ser descrita al respecto, es el. método de
equilibrioc usado en el sistema de evaluacidn de proyectos
independientes ( FProyect Independence Evaluation System;
FI1ES), modelo desarrollado por el departamento de energia de
los Estados Unidos. Este modelo y sus versiones posteriores
fueron ampliamente usados de 1974 en adelante para evaluar

el efecto de varias peoliticas scbre energia.

Considdrese el siguiente ejemplo. Existe un productor R y un
consumidor X, 105 cuales tienen los siguientes itinerarios de
abastecimiento y demanda para un solo producto
(p.ej.energial,

PRODUCTOR A CONSUMIDOR X
Precio de mercado cantidad Precio de Cantidad
por unidad dispuesta mercado dicspuesta
a vender a comprar
% 1 2 $ 9 2
2 4 4.5 4
3 & 3 )
4 8 2.25 8

Por ejemplo, si el precio es menor a $ Z pero mayor que % 1,
entonces el productor estard produciendo 2 unidades; no
obstante, el consumidor podria preferir comprar al menos 8
unidades a ese precio. Por inspeccidn , ndtese que el precio
de equilibrio es de $3 vy cualquier cantidad de 4 a 6
satisface el eguilibrio.

Es facil encontrar el equilibrio en este mercado utilizando
el método de inspeccién;y sin embargo, resulta Gtil
examinar la formulacidn del modeloc de programacién lineal
(MPL) que podria usarse para para este mismo fin,

Si bien existe un precio real de mercado el cual es Gtil para
interpretar el programa de abastecimientos como si el
provesdor estuviese dispuesto a vender las primeras dos
unidades a % 1, las siguientes dos unidades a $ 2 cada una,
etc. De manera similar, el consumidor estd dispuesto a pagar
$ 9 por cada una de las primeras unidades, %$4.5 por las
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siguientes dos unidades, etc. .Para encontrar el precio real
de metrcado , de manera gue la cantidad producida sea igual a
la cantidad consumide , se supone gue existe un " corredor "
el cual actualmente compra y vende a estos precios marginales
y todas las transacciones pasan a traves de €1 L.El corredor
maximiza sus utilidades. ademas, continuard incrementando l1a
cantidad de bienes transferidos tanto tiempo como pueda
vehder a un precio mayor que su precio de compra. En el
punto optimo del corredor, 1a cantidad comprada es igual & la
cantidad vendida v el precio ofrecido por los compradares es .
iqual al precic demandade por los vendedores. Esto
satisface las condiciones de equilibrio de
mercado. Graficamente esta situacidn se muestra a
continuacidn.

CTURVA DE DEMANDA

2 -
8 T
7|excEpente < CURVA DE OFERTA ]
| FRODUCTOR- \\ |
5| CONBUMIDOR \ .'
< —emm Y2
: .
2 e et | I
1 f ............. !
° ! | 1 ! I ! |
1 4 a8 4 -3 (-3 7 -
cantidad
FIGURA 1 CURVAS DE OFERTA Y DEMANDA

El area marcada ‘"excedente productor-consumidor” es el
beneficio obtenido por un corredor o agente intermediario
hipotético. En realidad, egste beneficio es distribuido entre
el productor y el consumidor de. acuerdo &l precio de
equilibrio. En el caso donde el precic de equilibrio sea de $
3, el beneficioc del consumidor o utilidad, es5 1s porcidn del
area de excedencias productor-consumidor sobre los $ 3 en la
l1inex horizontal, mientras que el beneficio del productor es
la porcidn par abajo de la linea horizontal de los $ 3 de lsa
misma area de excedencias productor-consumidor.

Los lectores con una inclinacicdn matematica, pueden notar que
el enfogue general que se estd usando se basa en el hecho de
que en la mayor parte de los problemas en donde se trata de
encontrar un equilibria, se puede formular una funcidn
objetive , la cual, cuando se optimiza,produce una solucidn
que satisface las condiciones de equilibrio.

Para los propdsitos de farmulacidn del modelo de programacidn
lineal se define:
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Al = unidades vendidas por el productor & $ 1 por unidad
92 - " $ 2 " ”"
AB = 13 $ 3 " "
Aq - " ﬁ 4 " 0
X1 = unidades compradas por gl consumidar & $ 7 por unidad
X2 - " ”n $ 4 . s n
x':\ = " n s: n
X4 = *» n $ 2.25 o
La formulacidn es:
MAX (Z) = 9X)1 + 4,5X2 + 3X3 + 225X4 - A1 - 282 - 3AT -4A4

(maximizar el ingreso del agente menos el costo)

[SP¥-F Al + A2 + AT + A4 —- X1 = X2 = X3 — X4 = 0O
(oferta igual a demanda)-

AR1<=2 ARC=2 ASC=2 A4<=2
(pasos en las funciones de oferta y demanda)

La solucidn es: Al=AZ=X1=X2=2 AI=AI=XI=X4=0

El precio dual en la primera restriccidn es $ 3 . En general,
el precio dual sobre la restriccidn gque hace que la oferta
sea igual a la demanda es el precio real de mercado. #fhora
compliquemos el problema introduciendo otro proveedor B vy
otro consumidor Y., Las curvas de oferta y demanda son,
respectivamente:

PRODUCTOR B CONSUMIDOR Y

precio de - cantidad preciao de-— cantidad
mercado por dispuesta mercado por dispuesta
unidad a vender unidad a comprar

2 2 15 2

4 4 8 4

6 ) 5 &

=] 8 3 8

Una complicacidn adicional es que cuesta $ 1.5 por unidad
enviada de A a Y, ¥y $ 2 por unidad enviada de B a X. Cual
serd el precio real de mercado si se consideran A, By, Xy Y7
Cuanto comprarA o vendera cada participante?
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El. modelo de programacidn lineal correspondiente puede
desarrollarse si definimos B1,B2,B3,B4,Y1,Y2,Y3 Yy Y4
analogamente & Al,X!, etc.. También definimos AX,AY,BX y BY
come el ndmero de unidades enviadas de A & X, A & Y. B &a X, ¥y
E a Y, respectivamente. La formulacidn del modelo es:

MAX(Z)= 9X1+4,SX2+3XI4L. 250 4+15Y1+8Y2+5Y3+3Y4-2B% -
~1.GAY-A1~2A2-3AG3-4A4~2R1 -4 B2-6B3-8B4

S.a. -

2) ~AY + A1 + AZ + AT + A4 - AX = 0 (cantidad enviada de 95
3) -BX + Bl + B2 + B3 + B4 - BY = ¢ (cantidad enviada de R)
4y -X31 =X2 = X3 -X4 +BX +Ax = O (cantidad enviada hacia X)
) =Y1 ~-¥2Z - Y3 ~Y¥4 +AY +BY = O (cantidad enviada hacia Y)
&) ALC=2

7)Y A2<¢=2

)
?)
10) Bt
11) B2<
12) B3
13) B4«
18y X1
19) X2<=2
16) X3IL=2
17) X4¢<=2
18) Yi<=2
19) Ya<=2
20) Y3{=2

2

21) YA<=

> D
Lo
A A

oon

Ea)
il

[R]
~
il

L]
RN NN RKNNN

De la funcidn objetivo puede notarse que el corredor cobra @
2 por unidad enviada de B a X, y $ 1.5 por unidad enviada
de a Y. La mayoria de las restricciones indican simplemente
una cota superior. En  problemas realesy, muchas de las
restricciones de este tipo puden tolerarse sin que elle
afecte la dificultad en la computacidn.



La solucidn es:

VALOR DE LA FUNCION DBJETIVO

1) 56, 0000000
VAR 1ABLE VaLOR COSTO REDUCIDD
X1 2, 000000 0. 000000
Xz 2, 000000 0. 000000
X3 0. 000000 0. 500000
X4 0. 000000 1.250000
YL Z.000000 0. 000000
Y2 2, 000000 0. 000000
¥R 2. 000000 0. 000000
Y4 0. 000000 2. 000000
BX 0, 000000 3, 500000
AY 2.000000 0., 00ODOD
Al 2.000000 0. 000000
2 2, 000000 0., 000000
3 2. 000000 0. 000000
a4 0, 000000 0, 500000
Bl 2. 000000 0.000000
B2 2.000000 0. 0Q00O0
B3 0, 000000 1.000000
B4 0.000000 3. 000000
ax 4,000000 0.000000
o BY , 4, 000000 0.000000
FILA HOLGURA PRECIOS DUALES
2) 0, 000000 ~ 3. 500000
3) © 0,000000 - S5.000000
4) 0., 000000 - 3.500000
5) 0.000000 - 5.000000
&) : 0. 000000 2. 500000
7) 0.000000 1.500000
a) 0, 000000 0. 500000

) ) 2,.000000 3. 000000
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10) 0, 000000 1. DO00O00

11) -0, 000000 ‘ 0. 000000
12) ' 2, 000000 0, O00N00
1) 2. 000000 €. 000000
143 0, 0UDNOO 5., 500000
15 0, D000 1. Q00000
16) 2. 0D00HOO ¢, O0NO00
17 2.000000 0.000000
18y 0. 000000 19, 000000
19) ¢, 000000 X, DOOOOO
20 0. 000000 0, 000000
1) 2, 000000 €. 000000

De los precios duales de les filas 7 a 5 se puede notar que
los precios en 2l punto de envio de A,B,X v Y son $ 3.5, § 5,
3 3.5y % 3, respectivamente., A estos precios A y  B,estan
dispuestos a producir & y 4 unidades, respectivamente,
mientras que X y Y estén dispuestos a comprar 4 y & unidades,
respectivamente, A envia 4 unidades hacia X, donde vl $ 1.5
de cargo adicional hace gque se venden a $ 5. A envia 4
unidades a X & un precio de venta de $3.5., B envia 4 unidades
a Y a un precioc de venta de 5.

SUBASTAS COMO EQUILIBRIO ECONDOMICO

El concepto de un corredor que maximiza la utilidad
productor-consumidor puede también aplicarse a las subastas.
La programacidn lineal es Gtil €1 la subasta secomplica por
caracteristicas que pueden interpretarse como postores con
curvas de demanda. El ejemplo aqui presentado se basa en el
disefSo de R.L. Braves para 1 sistema de registro- asignatura
en-la Universidad de Chicago en la cual lus estudiantes
ofertan sobre las asignaturas.

Suponga que hay N tipos de objietos ha selr vendidos
{ej.cursos), y existen M postores (estudiantes). El postor
"i" estd dispuesto & pagar hasta bij, biji»=0 para una unidad
del objeto de tipo "j". pAdemds, un postor estd interesado en
a lo mucho una unidad de cada tipo de objeta. Sea "S§5ji" el
nanero de unidades del objeto de tipo "j" disponible para 1a
venta,

Existe una variedad de maneras para celebrar l1a subasta.
Supongamas que es una suhasta a oferta terrada y que se qguiere
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encontrar &l precio real en el mercado, "pi". para cada objcto
tipo "j", tal que:

&,~ & 10 mas 5j unidades del pbjeto "i" son vendidas
b.- cualguier oferta para "j" menor que pJ no se considera
C.~ pj = 0 si menos de ) unidades del abjeto "3

son vendidas

dg.- cualquier oferta para ol cbieto "j" mayor que pji  compra
una unidad,

ES f&cil determinar 1los precios de eguilibrio "pi",
simplemente clasificande las ofertas de tal forma que  para
cada unidad se tenga el primer postor mds alto. Sin embargo,
para preparar subastas mas complicades, consideremas  como
resolver esta dificultad como un problema de optimizacidn,
Nuevamente retomamos la vieidn del corredor que vende lo  ands
caro posihle (comprando lo mas barato) vy maximiza sus
utilidades,

Definiendo:

Yij = el postor "i" compra una cantidad del objeto j;

i
o en otro caso.

=)
el

1
ce
El pregrama lineal es:

M N
MAX Z = % 5L Xij bij

izt j=q
]
5.a Y Xij <= Sj para j = | hasta N
i=g
Xij <= 1 A iy

los. precios duales de las primeras N restriccion: s pueden ser
usados, con una modif: zacidn minima,como los precios reales
pi. Las posibles modificaciones deben hacerse tomando en
cuentae que, con las funciones escalonadas de las curvas de
demanda y/c oferta, existe un pequefio rango de precios reales
que son aceptables. La solucidn del preblema lineal podra
escoger un precic situado en este rango, generalmente en la
parte final de este. Uno puede desear escoger un precio
dentro de este rango para romper cualquier posibilidad de
"empate".

Ahora complicames esta subasta ligeramente, agregsndo la
condicidn de que ningdn postor quiere comprar mas de tres
unidades en total. Considérese la situacidn especifica que se
presenta a continuacidn,
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Precio maximo al gue se este dispuesto a pagar

0x3ETOS

1 3 4q o

9 2 a8 6 3

POSTORES © 2 | 6 7/ 9 1 5
3 7 =] 6 3 4

4 | 5 4 3 1

1 2 3 3 4

CAPACIDAD

Por ejemplo, el postor 3 estd dispuesto a pagar hasta
4, por una unidad del objeto 5. Existen s&lo X unidades del
ohjeto 4 disponibles a la venta,

Se quiere encontrar un "precic real” de mercado para cada
obhjeto y una ubicacidn de unidades pera’ los postores, de
menera que, cada postor esta dispuesto a aceptar las unidades
otorgadas a 61, al "precio real” de mercado.

Se puede generalizar la condicidn previa (d) por la condicidn
(d>): un postor esta satisfecho con una unidad en
particular si no puede encontrar otrz con una diferencia

mayor entre su médximo precio de oferta y el precio real de
mercado.

Lo anterior es eguivalente a decir que cada postor maximiza
si ganancia como consumidor.
El problema lineal asociado es:

MAX (Z2)=

= 9X43 + 2X12 + BXe43 + 6HX16 + TXas + &X2a + TV2az + Xz +
+ X26 + SX25 + 7Xs1 + 8Xsz + HXaa + 3IXae + 4Xas + DXex +
+ 4Xaz + 3Xen + 2Xe4 + Xa3

S.a. 2) Xis

Y214 + Xas + Xé1 <=1 {(u. disponibles del obj. 1}
3) Xsa

Xaz + X3z + ¥e2z <=2 (u. disponibles del obj. 2)

5) Xie

o+
+

A4) Y43 + X23 + X33 + Xe3 <=3 (u. disponibles del obj. 3
+ Y24 + XDe + Xee <=3 (u. disponibles del obj. 4)
o+

&) Xas ¥X25 + Y35 + Xe5 <=4 (u. disponibles del obji. 5)



28)
29
IO

X11
X21
Xas
Xa1
X1s <=
Y21 <=
Xay <=
Xa4g <=
Xz <=
X2z <=
Xaz (=
Xa2 <=
X13 <=
Y23 <=
X8

X43

<

<
Xie <=
X2e <
Xae <
Xee <
Xis <=
23 <=
Xas <=

Xas <=

1
1
b
J
1

+ X423 + Y44 + X15 <= JIldemands comprador 1)
+ X23 + Xze + Y2 (= 3

+ Xas + Xag + X3s <= 3

'
+ X43 + Xd44 + X45 <= F(demanda comprador 4)
(cada comprador quiere a 1o mas una

unidad de cada obieto)

LLa solucion es:

1)

VARIABLE

Xa1
X12
X133

X14

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO

65, 0000000
Vat.oOr COSTO REDUCIDO
1, 000000 0, 000000
0, 000000 7. 000000
1.000000 0. 000000

1., 000000 0, 000000
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FILA
2)
)

4)

&)
6)
7)
8)
)

10}

11)

12)

13)

14)

15)

16}

17)

X1
X21
X22
Xza
X2¢
X23
X8t
%32
X8aa
Xas
Xas
Xas
X42
Xa3
Yes

Xas

HOLBURA
0.000000
Q. 000000
0., 000000
1. 000000
1.,000000
0, 000000
0. 000000
0.000000
1.000000
0, 000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
0.000000
Q. 000000

Q. 000000
1. 000000
1. 000000
1. 000000
0. 000000
1., 000000
1.000000
0. 000000
1.000000
0. 000000
€. 000000
1, 000000
1, 000000

198

1. 000000
1, 000000
0. 000000
0. 000000
1. 000000
O, 000000
1, 000000
0, 000000
0, 000000
0, 000000
0. 000000
¢, 000000
1. 000000
0, 0QQ000
0. 000000
0. 000000

PRECIO0S DUALUES
5.000000
5, 000000
3. 000000
0. 000000
0.000000
4.000000
2.000000
3. 000000
0. 000000
0. 000000
0.000000
0. 000000
0. 000000
0.000000
0.000000
0. 000000
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¥a)) 1. 000000 ©. 000000
19 -0, 000000 1. 000000
20) ' 0. 000000 4., 000000
21 0. 000000 0. 000000
22 1. 000000 0.000000
23 2, 000000 2.000000
24) 1. 000000 0.000000
25) 1, 000000 0. 000000
26) . 0. 000000 2, 000000
27) 1.000000 0. 000000
28) 0.000000 3, 000000
29 0, 000000 1. 000000
30) 0. 000000 1. 000000

Los precios duales en laz primeras cinco restricciones
esencialmente nos dan los precios reales de mercado. Fara evi
tar empates se puede afadir o gquitar un nameroc pequelio de ca-
da uno de estos precios., Se pretende que los precios reales
aceptables en el mercado para 1los obietos 1,2,3,4 y ©
sean %,5,3,0 vy 0, respectivamente.

N&tese que & estos precios el mercado se clarifica. Al postor
1 58 le asigna una unidad del objeto 1 a un precioc de .00,
Si el precio fuese menor, el postor 4 podria reclamar esa
unidad, Si el precio fuese mayor gue &, entonces la wtilidad
del postor § con el objeto ! podria ser menor gque ¥ -~ & = 3
s ¥ 5 por consiguiente, el podria preferir el objeto S en
lugar del i, donde su utilidad es 3 - 0 = 3. 81 el precio del
objeto 2 fuése menor que 4, entonces el postaor 4 podria
reclamar la unidad.Si el precio resulta mayor que 5,entonces
el postor 3 podria preferir dejar su cbjeto 2 (con utilidad
8-5=3) y tomar el tipo 4,el cual tiene una ganancia de 3 - ©

= 3, Argumentos similares se utilizan en los objetos 3,4 v 5.

EQUILIBRIO EN EL TRANSPORTE

Cuando se esta diseflando. una carretera o una calle, los
ingenieros en trafico usuwalmente utilizan modelos de cierta
sofisticacidn para tratar de predecir el volumen del tra&fico
y el tiempo esperado de recorride en cada enlace del
sistema. Para cada enlace,los ingenieros especifican el
promedio esperado de recorrido como una funcidn {no
decreciente) del volumen de trafico en el enlace.



La determinacién del volumen en cada enlace se basa por 1o
general sobre la regla llamada principio de Wardrup. 8i un
conjunto de usuarins desea viajar de A a B, ellos tomaran la
ruta mas corta en ©l sentido del tiempo de viaje. El  efecto
de esto es que si enisten doz rutas alternas de A & B, los
usuarios se distribuiran sobre esas dos rutas si los tiempos
de viaje son iguales; de otra forma ningdn usuario tomara la
alternativa de mayor longitud de tiempo.

Como ejemplo considérese la red mostrada en la figura 2. Seis
unidades de trafico (p.ej. en miles de coches) quieren llegar
de A & B. El tiempo de recorrido de cualguier enlace,como una
funcidn de volumen de trafico, estad dado en la tab a 1l.La
diferencia entre las funciones para los diferentes enlaces
puede deberse a ciertas caracteristicas tales coma, gue
el enlace tenga semdforos o sefalamientos.

El porcentaje en el cual el tiempo de recorrido sobre 1laos
enlaces & incrementa con el velumen , depende en forma
critica de parametraos tales como: ndmero de semaforos contra
namerc de  seffales de alto. Interesa el hecho de codmo se
podra distribuir el trafico sobre tres posibles rutas ABC,
ACD, Y ABCD, =i cada wunidad se comporta optimamente de manera
individual. Esto es, queremas encontrar los flujos para los
cuales un usuario es indiferente entre las tres rutas.

®,
R .
S uridaden @/ S C\I.\))rndodoo

<

Fig. 16.2 Una Red de Transporte

TABLA 1
Para todos los volumnes Tiempo de recorrido en el
de trafico menores o —-— enlace (minutos)
‘iguales a:
AB AC BC BD cD
2 20 52 12 g2 20
3 30 53 13 53 30
4 40 54 14 54 40



Este problema puede-
analoge a los problemas de

formul arse
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como
equilibrio,

un  programe lineal
vistos &l principio de

ecste capitulo, si los S itinerarios de recorrido se
interpretan como curvas de oferta.

Definir lac variables como sigue. Dos literales (variables)
p. ei. AR o CD, denptan &} flujo total cobre el arco dado,por
ejemplo en &l arca AR o CD, Variabhles con un subindice
denotan el incremento de flujo schre el enlace, p.ej. ABz
mide el flujo hasta de 2 unidades sobhre el enlace AB}; ABa
mide el incremento de flujo arriba de 2 pero menor a 3. :
La formulacidn es entonces:

MIN(Z)Y= 20 AB=2 + 20 AKa + 40 QBHs + 52 ACz + 53 ACs + 54 AC4

+12 BC2+ 13 BCa + 14 BCe + 52 BDz + S3BRD3
+54 BDe +20 CDz + 30 'CD3 + 40 CDhs

S.a.

2) - ABz2 ~ AR3 - AB4 + AB = 0 (definicidn de AB)

3) - AC2 -~ RC3 ~ ARCe + AC = 0 (definicidn de AC)

4) - BCza - BCa - BCe¢ + BC = 0 (definicidén de BC)

S) - BDz —~ BDa - BDe + BD = 0 (definicidén de BD)

&) - Cha - Chs ~ Che + CD = O (definicidn de D)

7> AB + AC = ¢ (flujo fuera de A)

8) A ~ BC -~ BD = 0 (flujo a través de R)

2 AC + BC -~ CD = Q (flujo a través de C)

10) BD + €D = & (flujo dentro de D)

11) ABz <=2 (definicidn de los pasos en el itinerario de 1la
12)  ABs <= 1 curva de oferta)

13) AHe <= 1

14) ACa <= 2

15) ACa <=1

16) ACe <= 1}

17) BCa <= 2

18) BCa <=1

19) BCe <=1



20) BDz <=
21) BDa <=
22) BDe <=
23) €Dz <=
24) CDa <=
23) CDa <=
fin

La =0lucidn

VARIABLE
AE2
ABa
ABs
AC2
ACa
ACs
BC2
BCa
BCe
BDz2
803
BDe
Coz
Cba
CDe
AB
Ac
RC
BD
cD

Fila

P o e

[

YVALOR
2. 000000
1. 000000
1. 000000
2., Q00000
Q, 000000
[ePRelalalelela]
2, 000000
0. 000000
0. 000000
2, 000000
0, 000000
0. 000000
2, 000000
1. 000000
1.000000
4.000000
2.000000
2.000000
2, 000000
4, 000000

HOLGURA

452. 0000000
€0sTO REDUCIDD
0. 000000
Q. 000000
0. 000000
0. 000000
1. 000000
2., 000000
0. 000000
1.000000
2., 000000
0. QOQQ00
1. Q00000
2., 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0, 000000
0. 000000
0. 000000
Q. 000000
0.000000

PRECIOS DUALES
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2) 0, 000000 40, 000000
) - 0,000000 52, 000000
4) ' 0. 000000 12, 000000
5) 0. 000000 52. 000000
6) . 000000 40, 000000
7 0. 000000 -92, 000000
a) 0, ODOO0D 52, 000000
9 0, 000000 40, 000000
103 0. 000000 0. 000000
1t 0. 000000 20. 000000
12y - 0, 00O0OO 12, 000000
1% 0. 000000 0.000000
14) 0, 000000 0.000000
15) 1. 000000 0.000000
16) 1.000000 0. 000000
17) 0, 000000 0. GO0000
19) 1. QO0NO00 0. 000000
19) 1.000000 0. 000000
20) 0, 000000 0. 000000
21) 1. 000000 0. 00000G
22) 1. 000000 0, 000000
23) 0. 000000 20, 000000
24) ~ 0.000000 10. 000000
25) 0. 000000 0.000000

NStese que dos unidades de trafico toman cada una de las tres
rutas posibles: ABD, ABCD y ACD. El tiempo de recorrido en
cada ruta es. de 92 minutos., Esto concuerda con nuestro
supuesto de equilibrio, esto es, ningadn usuario es motivado
a tomar una ruta difeirente.

Hay que darse cuenta gque el valor de la funcidn objetivo no
tiene interpretacidén practica para esta propuesta. En este
casd la funcidn objetivo es simplemente un artificio para
lograr que el principio de Wardrup se cumpla, cuando 1la
funcidn objetivo se optimiza.

La solucidn aproximada basada en la formulacidén de un
problema de equilibrio de trafico como un problema lineal fué
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presentada principalmente por razones de tipo didactico. Fara
el estudic de prablemas reales existen procedimientos
altamente especializados, Florian (1977).

So podra ver que para este problema, la solucidn presentada

anteriormente no minimiza el tiempo de recorrido total. FPara
minimizar este tiempo, es de utilidad preparar une tabla del
tiempo de viaje total en el gque incurren 1los usuarios de un

enlace, como una funcidn del volumen de trafico del mismo. La

tabla 2 se refiere & lo‘anterior.

TABLA 2

TIEMPO DE RECORRIDO TOTAL E INCREMENTAL SOBRE EL ENLACE

AR Ac BRC BD cD
VOL. TASA TASA TASA TASA TASA
DE POR POR POR POR POR
TRAF, TOT. UNID .TOT. UNID .TOT. UNID .TOT. UNID. TOT. UNID
2 <0 20 104 =2 24 12 1046 52 Ca4D 20
3 L0 50 59 55 >3 1% 159 35 Spo T SO
4 1060 70 216 57 So 1? 210 s7 100 70

La formulacidn apropiada del problema es:

MIN(Z)=
20ABz + S0ABa + 70ABe + 52ACz + S5ACa + 57ACe + 12BCz +
15BCas +17BCe + S52BD2 + 55BDs + G7BDe + 20CD2 + S0CDa + 70CDe

s.a
2) —-ABz -ABas -NBe¢ + AB = O
3) —ACz -ACs -ACe + AC = O
4) —~BCz -BCs -BCe + BC = 0
5) -BDz ~BDa -BDe + BD = 0O
&) —CDz -Ch3 -Che + €D = 0
7) AB + AC = 6

8) @B - BC - BD =0



N

10)
1
12)
13)
14)
15)
18)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)

La

1

AC + BRC - CD =
BD + €D = 6
ARz <=
Aba <=
ARe <=
aCz <=
ACa <=
ACe <=
BCz <=
BCa <=
BCe <

BDz <=

Bba <=

Bhe <

Cbz <=

Cha <=

CDe <=

Bl e N ke e N e R e N

-

solucidn es:

YALOR DE LA FUNCION OBJETIYO

) 498, 0000000
VARIABLE
ARz
ARa
ABe
ACz
ACa
ACae
BC2
BCs
BC«
Bbh2
BDa
BDa

0

VALOR

2,000000
1. 000000
0.000000
2,000000
1.000000Q
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0.000000
2.000000
1. 000000
0.000000

COSTO REDUCIDO
0. 000000
0. 000000

20, 000000
0. 000000
©. 000000
2. 000000
0. 000000
3.000000
5. 000000
0. 000000
0. 000000
2. 000000
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Coz
Cba
CDe
AR
AC
BC
BD
ch

FlLa

10
(D)
12)
13
14)
13
1&)
17
18)
19
20)
21)
22)
23)
24)
25)

2.000000
1. 000000
0. 000000
3, 000000
3. 000000
0. 000000
3. 000000
3. 0DO00O

HOLBURA

0, 000000
Q. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
1.000000
0. 000000
0.000000
1.000000
2.000000
1.000000
1.000000
0.000000
0.000000
1.000000
0.000000
0.000000
1.000000

0. 000000
Q. Q200000
20, Q00000
0. 000000
0. 000000
7. 000000
0. 000000
0. 000000

206

PRECIOS DUALES

S0. 000000
55, 000000
12. 000000
55. 000000
S0. 000000
=105, 000000
55. 000000
S0. 000000
0., 000000
30. 000000
0. 000000
0.000000
3. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0. 000000
0.000000
3. 000000
0. 000000
0. 000000
30. 000000
0. 000000
0.000000
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Un rasgo interesante es que ningdn trafico pasa por el enlace
BC. Cads una de las tres unidades toman las rutas ABD y ACH.
Atn mas interesante es el hecho que el tiempe de recorrido en
ambas rutas es de 83 minutops.Lo que es notablemente menorgue
92 minutos que era el tiempo para la solucidn previa., Con
esta formlacidn, la funcidn cbjetive mide €1 tiempo total
de recorrido (498/6=83).

Si el enlace BC fuera guitado, esta @ltima solucidn podria
ser también un wguilibrio para el usuario ya gue  ninguno
podria ser motivado para cambiar sus rutas. Lo interesante de
esta paradoja es que al adicionar capacidad, en sste casop  en
el enlace BCy a una red de transporte , el retraso total
puede incrementarse. Este se conoce como la paradoja de
Braess, cf, Braess (1968) o Murchland (1970)3> Braess afirma
haber chservado esta paradoia en una ciuvdad alemana cuando un
nuevo enlace fue affadido a la red carretera de esa ciudad.
Cuando el trafico empeoraba en vez de meiorar Con  unm puevo
enlace, este era gquitado.

Para ver el porqud de la ocurrencia de 1la paradoia,
considérese lo gue pasa cuando el enlace BC es  afiadido. Una
de las tres unidades tomando la ruta ABD se da cuenta que el
tiempo de recorrido en el enlace BC es de 12 v e} tiempo on
el enlace €D es 30. Este total de 42 minutos os mejor que los
33 minutos, la unidad padece en el enlace BD, entonces d&sta
reemplaza este enlace con la secuencia BCD. En este punto,
wna de 1as unidades que toma el enlace AC se da cuenta de que
puede reducir su retraso de ir hacia € substituyendo el
enlace AC (retraso de 53 minutas) con los dos enlaces AB y BC
(retraso de 30 + 12 = 42), Desafortunadamente (y este es el
casn de la paradoja de Braess) ninguna de estas unidades,las
cuales cambiaron, tomaron en cuentz el efecto de sus acciones
en el resto de los wsuarios. Los cambios incrementan la carga
en los enlaces AB y CD, dos enlaces para los cuales al
incrementar &1 el volumen , se incrementa el tiempo de
recourcido para todos.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Una organizacidn estd interesada en vender cinco parcelas,
denotadas por Ay, B, €, b, v E. Para tal fin estidn dispuestos
a aceptar ofertas que incluyan subconjuntas de las cinco
parcelas. Tres compradores », Y, =z es5tan interesados en
proponer sus ofertas. En la privacidad de sus respectivas
aficinas cada comprador ha identificado el precio méximo que
&1 estaria dispupsto a pagar por varias combinaciones. Esta
informacidn se resume &n la siguiente tabla,
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COMPRADOR COMBINACION PRECIO MAX.
® A, B, D 95
b €. Dy E 80
Y B, E (318}
Y R, D a2
z B, D, E 0
= £, E 71

Suponga que cada comprador quiere comprar a lo mas
combinacidn y que la organizacién es un gobierns que quiere
maximizar el beneficio social, Cual serfa una posible

formul acidn, basada en Programacidén .Lineal, para efectuar
esta subasta ?

2.- Algunas unidades desean viajar desde los puntos f, B; y C
al punto D, como lo muestra la siquiente red.

<
yd

N/

Tres unidades desean viajar desde A & D, dos unidades desde R
y una unidad desde C. El tiempo de viaje sobre los enlaces
como una funcidn del volumen es:

Para todos los Tiempo de viaje en minutos
volGmenes S a: AC Ab BC BD [333)
2 21 S50 17 40 12
3 31 51 27 41 13
4 41 o2 37 42 14
a- Establezca el modelo de programacidn lineal
correspondiente al uso del Principio de Wardrup.
b= Establezca 1la formulacidn para determinar la

minimizacisdn del tiempo de viaje total
c~ CuaAles son ambas soluciones ?



1Y¥.12. PROGRAMACIUN ENTERA

En la mayor parte de las aplicacicnes de la Programacién
Lineal realmente se preferiria que los valores de las
variables de decision fueran enteros. Rlgunas veces se puede
tolerar que una solucién recomendada sea, por ejemplo: gue la
General Motors produccs 1,534,326.37 autos Chevrolet y no se
tendria ningan problems en recomendar el redondec de la cirra
anterior. '

Sin embargo, * si en un estudio diferente se recomienda que el
numero optimo de aviones comerciales a construir sea de 1.37,
entonces un  sin ntmero de gentes zlirededor del mundo estaria
interesado en como debia ser redondeado este numero. Por lo
tanto, resulta ‘claro que la utilidad de muchos modelos de
frogramaci én Lineal (LF) pueden mejorarse marcadamente si se
rectringen las variables de decisién a que éstas tengan
valores enteros.

Un uso frecvente de una variesble entera, en un modelo, es gue
ésta tome valores ero/uno y que generalmente represente una
decisioén de hacer/no hacer.,

Tipos de Programas Enteros.

Por razones computacionales es dtil clasificar a los programas
enteros en dos diferentes formas:

al) Programas enteraos puros y mixtos. En un puramente
entero, todas las variables se restringen a valores
enteros, mientras que en una formulacidén mixta sdlo
ciertas variables son enteras, mientras que el resto
pueden ser continuas.

b) Programas 071, En muchas aplicaciones 1los Wdnicos
valores permitidos son 0/1.

Dificultad Computacicnal en los Programas Enteraos

Los Programas Enteros pueden ser dificiles de resolver, en
contraste con 1los problemas lineares en general, El tiempo
de solucién para un LF es justamente predecible. Para un LP
el tiempo se incrementa, aproximadamente, proporcionalmente
con el numero de variables y aproximadamente con el cuadrado
del numero de restricciones. En cambio para un problema
entero (IP), el tiempo puede, en efecto, disminuirse como el
numero de restricciones se incremente. Pero si el nuamero de
variables enteras se aumenta, el tiempc de solucién puede
incrementarse dramaticamente. Por decir &lgo, un problema de
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&0 restricciones: con 460 variables puede ser extremadamente
dificil de resoclver.

Al igual que con los LP, pucde también haber formulaciones
alternativas para un IP. Sin embargo, el tiempo de solucion
generalmente depende, en forma critice, de la formulacién.
Producir une buena formulacidn de un  IP requiere destreza.
Fara muchos de los preblemss, que se veran adelante, 1la
diferencia entre una buena vy mala formulacién puede ser la
diferencia entre si el problems se puede resolver o no.

Resericcivnes para establecer el Tamato Hinimo de un Lote.

Cuando " existen substanciales economias de' escala en la
actividad de una empresa, sin hacer caso de sus niveles de
produccidn, muchos decicores especifican un  “"tamafio minimo de
lote" para esa actividad. Suponga, por ejemplo, que si
alounos autos Chevrolet sor preducides en la planta de San
tuis, entonces se deben producir un minimo de 1000 autos. Una
variable ceroc/uno puede forzar a cumplir esta restriccidn. Sea

» = Nivel de actividad a ser determinado.

y = Variable cero/uno, unc si y so0lo si X > 0

B = Tamafio del lote minimo para » (en el ejemplo 1000)
U = Limite superior conocido sobre e)l valor de %

lLLas dos restricciones siguientes forzan a que se cumpla la
condicién de tamafo minimo de lote.

» £ Uy
By £ o
Siy =0, entonces la primera restriccién forza a que x = 0,
mientras que si y =1 la segunda restriccion farza a gue »

tome al menos el valor de E. La constante U debe escogerse
con cuidado Yy por razones de eficiencia computacional debera
ser tan pequefo como sea validamente posible.

Problemas con Cargas Fijos.

!
Una situacién estrechamente relacionada al tamafo minimo de
lote, es aquella en donde la funcién de costo, para una
actividad, s del tipo linear con un costo fijo, como la
indicada en la siguiente figura 17.1

penoienTE
cosTo

i
1
3
l

-t "

u
Fig.17.1 Representacién tipica de una funcidn con costo fijo
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Se definen ¥, Y, Y con el mismo significado anterior y sea K
el costo filjo (ver fig. anterior) si » » O, En ecte caso
se tendria la siguients formulacidén:

Min Ky # €M +ueunwnnn

s.a, % I Uy

ta restriccion vy el término Ky implican gue » no puede ser
mayor gque cero a menos que se incurra en un costo fijo K. Otra
vez; por efitiencia computacional, U debe ser tan pegquedo como
validamente sea posible,

Curvas de Costu no Continuas

La curva de costo linesr mds un costo fijo es un caso especial
de una curve de costo mids general, como la que aparece en la
figura 17.2

Representacion de una
curva de costo con
econpmias de escala.Ks

a
"

Uy, Uz U=

Fig. 17.2 Curva de costo lineal por tramos.
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Los pendientes de los tres segmentos son ¢y, €=, Cx. Las
intersecciones Ka vy K3 se determinan de la formula Kie.y = Ky
+eaUy = Caea Uy .

Si Caes X Cay la curva de costo representa una actividad con
economias de escala. Para resolver este problema uno de los
métodos es utilizar programacidén entera. Para esto definamos:

1 81 gy € % 2 Uy

Y. =
0 de otra forma

% 81 Ugas €% 2 .Uy
Ny = )
0 de otra forma
La formulacién entonces seré:
MIN Kiyi + Kayz + Ksys + Cada + Cada + €33+ vevennss
sujeto a:

Na
N2

Uiy
UzY;
Uzy=

N N 2N

N

+
-

Y Yo +* yx £

En cualquier parte donde aparece x en el resto de la
formulacion deberd reemplazarse par di+xatis. Si Y. s6lo puede
tomar valores 0/1, entonces causard que la funcién de costo
quede representada correctamente. La «ltima restriccidny
Yi+yatys, generalmente no es necesaria.

Ejemplo. -

Una parte de un gran problema involucra la determinacién de la
cantidad que debe surtir un provedor, cuando su funcién de
costo es' descontinua. Esto es, & mayor cantidad requerida
disminuyen los costos. Los hechos relevantes son: Se tiene un
tosto fijo de $ 150 por correr una orden; los primeros 1,000
galones de producto se pueden comprar & $ 2 por galéeng el
precio baja a % 1.9 por galén para cualquier cantidad en
exceso de 1,000 galones: a lo mas pueden ser caomprados 5,000
galones,
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Los pardametros pueden establecerse como sigue:
Ky = 150

U, = 1,000

Ky = 150 + 1,000 % 2 - 1,000 % 1.9 = 250
Uz = 5,000

Se definen las variables:

ys = 1| Si se compran mads de cero pero no mas de 1,000
galones, de otra forma cero
Y= = | Si se compran mds de 1,000 galones, cero de otra
forma.
Galones comprados si ¢stos no son mas de 1,000 galones

Y
"
1

1z = Galones comprados si éstos son mads de 1,000 galones

ta formulacién incluye

Min 150 ya1 + 280 ya + 20, + 1,9 g + . . .,

sujeto a:

2z
»
iA

1,000y,
e L 5,000y=z

Y. + y=2 21

Y1, Y= enteros

El requerimiento del tanafo minimo de lote es un ejemplo del:
tipo de restricciones como » 2 O <] » 2 B, Una variable
cero/unc se puede usar para que estas restricciones se
cumplan.

For ejemplo suponga, comp parte de un gran problema de
programaci én, dos operaciones i vy j .



Sea

ps = tiempo de proceso de i (conocido)

ps = tiempo de proceso de i (conocido)

5y = tiempo de comienzo de i1 ( & determinarce)

sy = tiempo de comienceo de j ( a determinarse)

De ecta forma, el tiempo final de 1 sera& £ + py . Ademas si i

y J no pueden traslaparse, entonces debemos tener:

Gy + ps L oBy
[a] SJ"‘inSl
esto es, i termina antes que j comience o j termina antes que
i comience. En ambos casos se puede hacer cumplir alguna
condicién, si se introduce la variable yi, del tipo 0/1 con la

interpretacién:

1 =i i precede a j
Yig =

o =i J precede a i

Soluciones enteras naturales

Si la constante U es suficientemente grande, entonces
trabajaran las siguientes dos restricociones:

Sy + Py £ 54 + U(l—'YLJ)

[

Sy * P 51 + Uyss

Si yag =1, 1la primera restriccion forza a que i termine
antes que Jj empiece; mientras que la segunda restriccidén se
satisface necesariamente ya que el término Uy,y es muy grande.
Par otro lada, si. yey = .0, entonces la segunda restriccion
forza a que Jj termine antes de gque i comience, mientras que la
primera restriccidn se satisface necesariamente ya que el
término U(i-y,4) es5 muy grande. Note, sin embargo, que los
problemas que contienen cerca de una docena de este tipo de
restricciones pueden ser dificiles de resolver,
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Representacion general para variables cero/uno

81 una variable, por decir ®, en nuestro prohlema puede tomar
cualquiera de los valores enteros 0,1,2,%3,....,U0 y sbélo
podemos utilizar un programa entero con capacidad unicamente
para manejar valores cerofunoc, Se puede usar la siguiente
transformacion. Sea k un entero tal que 2% > U pero 2%—t £ U.
Se definen variables, cero/uno, i1, Xz, Hmgree.aol. Suponga
que el teérmino c» aparece en alguna parte del modelo.
Reemplacemos - este término por:

Cxy + 202 + 4ousx 4.0+ ZE-ten, 2 U, Se repite esta
sustitucion en donde aparesca %3 esto es, % Se reemplaza por:
Ry 4+ 20 4 43y + L....... Por ejemplo, 5i U=11 y c=3, entonces
el térming 3 podria © reemplazarce por:
Iy v bMp + 1283 + 24%,. . Si fuése necesario, se deberia
también adicionar sy, + 2nz + .....4 2% 3 2 U, ¥y en nuestro
ejemplor . + 2uzx + dix + 8is £ 11, Observe gque cualguier
valer entre 0O y 11 se puede obtener dando al lado derecho
alguna combinecién de variables ceroc/uno. Esta  sustitucién
puede ser razoneble si se tiene S64lo un  pequefio nimeroc de
variables enteras,

Problemas que tienen Soluciones Enteras en Forma Natural

Los algoritmos de solucion para [215] prablema entero
generalmente estan basados en que primerc se resuclve éste
coma si fuera uno de programacion lineal (problema con

variables continuas) haciendo a un lado loo reqguerimientos de
integralidad. for ejemplo, si se requiere que » tome valores
0/1 el problema primero se resuelve reemplazando estos
reqguerimientos por una restriccién tal que 02 x 21. Cuando se
inicia el andlisis de un problema en el que la solucién
entera es importante, es util conocer de antemano si dicho
problema serd facil resolver. Generalmente se observa que el
problema entero fue¢ facil de resolver si el valor 6ptimoc de
la funcién objetivo del programa lineal y del programa entero,
san. muy cercanos., Por tanto, la dnica forma de predecir si las
soluciones eptimac de ambos problemas estaran cercanas, es s5i
conocemos de antemano que la solucidn del problema lineal sera
casi completemente entera. De esta manera; el interés est& en
conacer que clase de programas lineales tienen soluciones
enteras que se dan en forma natural.

Una clase de problemas de este tipo, de los que se tiene algin
conocimiento &l  respecto, son los problemas en que 1los
coeficientes son 1, 0, o -1 vy los lados derechos son todos
enteros, Para estos problemas, el conocimiento estd resumido
en la siguiente tabla:s )



COMDICION -

Dejando & un lado las restric
ciones de cota superior tal
como xi3, cada columna tiene
a lo més dos elementos no-
cerose vy s5i son dos entonces
son +4 y —1.

Dejando a un lado las varia
bles de holgura, cada restric
cion tiene ] 10 mas dos ele
mentos no-ceros y si son deos
estos son +1 y -1,

Los valores no-ceros en cada
columna (renglén) aparecen
en un qgrupp contiguo de ren
glones (columnas) y son del
mismo =igno.

Cada columna (rengldén) tiene
a lo mas dos valores no ceros

Actualmente, se han propuesto
para resplver problemas enteros,

mejoranda en todos ellos
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COMENTARIO

Este es un problema de red
y tendr& una solucion al
problema lineal completa
mente entera. De esta forma
no se requiere formul ar wun
programa entero.

Ezte es el problema dual de
una red y tendrd& una solu
cién totxlmente entera.

Por sustraccidn de renglo-
nes (columnas) este proble-
ma puede convertirse (el
dual de) un problema de
redes. Por lo tanto, el pro
blema original debe tener
también una =olucisen entera
H5i alqgunas columnas tienen
@ lo mas dos grupes de valo
res diferentes de ceros con
una zona de ceros gnure
ellos , la solucion serd ca
gi entera.

La solucion del programa li
neal tender& a ser entero
pero no necesariamente.

una amplia variedad de métodas

Indudablemente, se continua

para tratar de hacerlos mas

eficientes.. Sin embargo, existe un método llamado de acotar y
ramificar (Branch and Bound) que hasta ahora a demostrado ser

el mas confiable. En 1la

actualidad, todos los paquetes

comerciales usan este método y en términos generales realmente
es unna forma inteligente de enumerar.

Mas especificamente, R y B resuelve primero el problema como

si fuera uno de programacion
problema anterior es entera
entonces &l problema termina, De

establecieron a cser enteras,

lingal. Si la solucion &1

en las variables que se

otra forma, B y B recurre a una bésqueda inteligente de todas
las posibles formas de redondeo de las variables fraccionales.

Se ilustrard la aplicacién del método en el siguiente
problemsa.



Ma 7Sy, + o + Joig + 33na
sujeto a3

2y TTAny 4+ Thya v 2 + 82na 2875
) &7y + 27%n + 794%s + D3na I B7S

My Nz, Hmy Ma, restringidos a 0,1

El proceso de busqueda que la computadora realiza tiene como
fin cbtener un 4ptimo entero, tal como se muestra en la figura -
17.3. E1 primer problema se resuelve como uwno de Programacidn
Lineal con lag restricciones Mi.Mayz,a £ 1. Ezta solucidén se
resume en el rectangulo numero 1. La colucién tiene valores
fraccionales para x= Y ¥s Y, por lo tanto, es inaceptable. En
este punto, x> se selecciona arbitrariamente y se aplica el
sigquiente razonamiento:

El valor optimo entero para %= debe ser ! o 0. Por lo tanto,
se debe reemplazar el problema. original & dos nuevos
subproblemas, uno con N==1 (rectangulio 2) y el otro con xa=0
(rectangulo 8). Si se resuelven ambos problemas enteros,
entonces la mejor solucién debe ser la mejor solucién del
problema original. Este razonamiento es la motivacien para
usar el teérmino ramificar{Branch). Cada subproblema c¢reado
carresponde & una rama en un arbol de ramificacién,
Los numeros arriba vy & 1a izquierda de cada rectangulo o nodo,
indican el orden en que los nodos(o los problemas) son
examinados. La variable Z es el valor de la funcidén objetivo.
Cuando el subproblema con 21 (noda Z2) se resuelve como un
problema lingal, encontramos gQue X3 Y Xz toman valores
fraccionales. Con el mismo argumento, pero ahora con la
varible »y,  se crean dos nuevos subproblemas: uno con x®,=0
(nodo 7) vy otro con ».=1 (nodo 3). Este proceso se repite con
®9 y iz hasta el nodo 5. En este punto se establece una
solucién entera con 7= Bi, pero no podemos establecer si esta
es 1a solucién 6ptima entera ya que debemos analizar los
subproblemas 6 al 10,

El subproblema 6 resulta infactible, por lo que esa rama ahi
queda. E1 subproblema 7 no se necesita seguir ya que I= 42 y
es peor que la solucion ya establecida.

En ] nodo 9 se tiene una mejor sclucién con Z= 108, cuando
wx=0, El1 nodo 10 ilustra el origen de la parte de acotar del
Branch and Bound. La solucién es fraccionalj sin embargo, ya
no se examinarad puesto que I= 86.72 y &5 menor que 108, gue ec
el valor asociado con la solucién entera ya establecida. El
valor de I, para cualquier otro nodo, 85 una cota sobre el
valor de 7 para cualquier otro nodo descendente. Esto resulta
cierto ya que un nodeo descendente o subproblema se cbhtiene
celgando una  restriccién al problema padre; por lo gque colgar
une reciriccion  puede selo perjudicer. Interpretado de otra
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manera, significa Qque los valores de Z no pueden mejorarcse si
el movimiento es hacia abajo del arbol.

{
1{Opt.Frog.Lineal
—
2=1173.840
My= 1
na= 0,506
Hm= 0,934
Na= 1
I .
81 »a= 0O 21 %= 1
Z= 110.85 = 113,19
wa= 4 Ny= 0,99
Nx= 0.95 Nx= 0.92
na= 1 na= 1
I ____J_]
| 1 Bl
‘10 Ha= Q Ql sa= O ti Na= | It ng= o
nx= 1 Na= Q 1= 0 ne= 1
7= B6.72 = 108 2= 42 2=10Q.6
Ma= ®a1= 1 M= 1 N== 0
Na= 0.264 HaF= 1 Na= 1 Ra=.99
k: Na= 4 tt 12 1
na= 1 %= 1
%a= 1§ Ya= 0
INFACT Z=83.95
n3=,98
[5 na2=
-1 M1= 1
Na= O
Hx= 0

= 81




El arhol de la pagina anterior es =é6lo una ilustracién de cémo
¢ste puede ser investigado. Otros arboles pueden ser
desarrollados para el mismo problema, jugando con los
ciguientes dos grados de libertad.

a),~ Seleccionar el siguiente nodo & examinar.

b).- Seleccionar la variable a ramificar cusndo se despega un
nodo.

For ejempla, i los nodos 8 vy 9 fueron eraminados
inmediatamente despuds del nodo {, cntonces la solucidn con Z
= 3108 deberia haberse establecido inmediatamente. Ademas,
los nodos 4, S y & pueden entonces haber side omitidos ya que
el valor de Z en el nodo 3 (100,64) e proc que 1a solucion
entera va conocida de 108 y por lo tanto no se ramificaria el

nodo .

En o] 4rbol de ejemplo, el primer node ce divide ramificando
lps posibles valores de sy sin embargo, e pudp haber
seleccionado »s 0 aldn ¥y como primer variable ramificada.,

La wficiencia de 1) investigacion esta estrechanente
relacionada a la manera inteligente en que se efectuaron &) vy
k). En b)) uno quiere seleccionar variables que sean
decisivas, En general, la computadora hard scas selecciones
inteligentes y €] usuario no necesita estar vigilante de los
detalles del proceso de investigacién.

3in enmbargo, €l usuario deberia tener en mente el proceso
general del Branch and Bound cuando formule un modelo. 81 el
usuwaric tiene un conocimiento & priori  de que una variable
entera "»" es decisiva, entonces, para el programa LINDO es
itil ubicar a "w? con anterioridad y asi indicar su
importancia. Por otra parte, resulta igualmente importante
establecer una formulacion fuerte del programa lineal inicial.
Una formulacion de este tipo es aquella que,cuando se
resuelve,tiene un  valor en la& funcian objetivo muy cercana a

la solucion optima de un problema entero . Las soluciones a
los programas lineales, de loe subproblemas, se usan como
cotas para acortar la busqgueda. Si las cotas san malas,

muchos nodes del principie del arbel pueden ser falsamente
examinados; vya que sus cotas, aunque aparentemente sean
buenas,originan nodos que no tendran buenos descendientec.
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El significado de los Precios Duales en Praoblemas Enteros.

El procesc de solucian de los progremas enteros es diferente
al de los problemas linsales LPs. En el primero no se producen
precios duales  coao resultiadoe de los célculos, sanque el
reporte de solucion puvds  contener tanto procios duales como
costos reducidos, ya que se wtil_ca un LF comn un cubrutin
en el proceso de solu.son de un programa er 2ro (IP).  Sin
embargo, la intaipretaciaon dol o gnificade de esos precios es
complejo vy depende dol tipo del proceso de solucion utilizado.
De esta forma, »n genersl los  precios duales vy los costos
reducidos en wun reporte de salida de un IP debera ser
ignorado.

En las sigu entenr  pé&ginas er  deran deccripciones  mas
commprensivas de caomo formel ar programas enteros en
aplicaciones especi ficao,

El Problema Simple de Localizacién de Planta (S8PL)

El problema de localirscidn (SPL) se eepecifica comps sigue:
n = El nimero de lugares on los cuales una planta puede
ubicarsee o abrirse,

m = El nimero de clientes o puntos de demanda, cada uno de
los que deben asignarse a una planta.

i

El numero de plantas que pueden ser abiertas.

fy = El costo fijo (por ejemplo por afo) de tener una planta
en el lugar i, para i = 1, 2y...40.

cis = El costo (por ejemplo por ano) de asignar puntos de
demanda 3 a la planta en el lugar i, para i = §, 2,...40,
J=l, 25040 5m.

La meta es determiner el coenjunto de lugares en los cuales
deben ser localizades las plantas, Yy & que lugar se debe
servir & cada cliente o punto de demanda.
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Un problema de este tipo surge en la localizacidén de un buzén
cuando se tiene clientes ecparcidos sobre una érec amplias

l.os lugares para ubicacidon de plenta, en este caso
corresponden & aquellon en low gque se pusde localizar un buzén
postal que es manejado por un bance en la ciudad, tin cliente
haria s pago v enviaria su  correcpondencia por medico  del
correo. La raten para acudir & multiples buzones (con
seguwridad), més bién gque enviar todos 10s pagbs & un sole
lugar es que se pueden ahorrar varios dias de tiempo de
correo. © Buponga  que une compatia recibe $ 600 millonss por
afso & través del  correo, 2] costo anual del capital para la
compatia es 10% y esto podria roducir el tiempo de correo por
dos dias. Esta reduccidn tiene un valor anual de cerca de $
I 000,000, 00

La £y (costo fijo por tener vna planta en el lugar i), podria

igualar el cosio anuwal de tener un buzen en &) sitio i =in

hacer caso del volumen procesado a través de dicho sitio. El

término del costoe iy pueden ser aproximadamente igual  al

producto {(costo diario de cepital) X (tiempo de correc on dias

entre i—3j) X (valumen anusl por dolar ernviado desde el d4rea

3.

Se definen las variables de decision.

vy = 1 si la planta 2 localiza en el sitio i, O de otra
forma.

ey = 1 51 la clientela j se asigna a la plenta ubicads en el
sitio i, O de otra forma.

Una formulacion compacta de este problema entero (IP) es:

ia) n m
Mir T f4 Yi 0+ I L Cag Rig veovevsoravevewnel
FE X8 Lot gmy
n
S.a L Nag = 1 para  J=1l..Re¢ef svesrsseeel
L= q
m
L Mig 2 omiys para 1=1 &8 N ererossnsen
Sy
(a}
L yy = 1It para i=1 & Nessecrrcers?d
4~y
Yi = 0, 1 para 1¥1 8 N ceceevorsss
Meg = O- 1 para



Las restricciones 2) forzan a cada clientela j & ser asignada
a exactamente un sitio. Las restricciones 3) farzan a8 una
planta a ser localizada en el sitio i si alguna clientela es
asigneda al sitio i,

Cabe decir que s debe tener precaucidon =i se resuelve un
problema formulado de esta manera vys que el proceso de
soluci én requerird muche tiempo  de computadora asi =0 un
problema poequero. La dificultad surge porgque cuando el
problema so resuelve comp une de programecién lineal, esto es
sin las restricciones 8) vy 6). la selucidén tiende a ser
altamente fraccieonz)l vy con escasa cimilitud & la solucioén
entera adptima. l.a mayor parte de los procesos de soluciéon
para un problema entero tienden a ser poco eficientes bajo
tales condiciones.

Una formalaciaon ajustada que frecuentemente produce una
solucién entera natural, cuando se resuslve con programacién
lineal, e+ obtiene reemplazando lag restricciones 3) por las
siguisntes:

Mag 2 Vs pera i = 1 a n
J =1 & M cevaervesrersavs

En un  primer vistazo, reemplazande 3) por 3°) puede parecer
contra producente. Si existen 20 posibles ubicaciones de
plantas y 60 lugares de clientela, entonces el conjunto 3)
contendria 20 restricciones mientras que en 3°) contendria 20
X 60 = 1200 restricciones. Empiricamente, sin embargo, esto
parece ser la regla mds bién que 12 excepcisn que cuando el
prablema se resuelve con programacién lineal con 37) en vez de
3}y la sclucian es entera en forma naturail.

El problema de localizacion de planta con restriccien de
capacidad (CPL).

El problema (CPL) surge a partir del problema anterior (SPL)
=i el volumen de demanda procesada, a través de wvna planta en
particular, e= una consideracidn importante. En particular,
el problema CPL supone que cada clientela tiene un volumen
conocido, y cada planta tiene también un volumen conocido que
limita al volumen total asignado a éste. l.os parametros
edicionales a definir sen:

Dy = volumen o demanda asociada a la clientela j

L}

2 capacidad de una planta localizada en i



Lo formulacién entera IP es:

ial n m .
Min L fy Y1+E % Cia Mla evuressvinivnnvenenvss?
Lot 1wl gt
&)
5. Eodtay = 1 PAr& 3 F 1 B fMoveererernsnses8
PN RS

L Dy sy £ Ko Yo PaAra il = 1 8 Nivecsverees?
jwm g
n
T Ve & K sveveerriasrnosososenerrrsvronccoannsh
11
Myg 5 Ys para i = 1 8 ,uiieenraarnsl0
Jj=1 & m
Y. = 0, 1 para i = 1 & Niesesraosnall
NMyis = 0O, 1 para i = 1 & Neevverors. 12
i=1 a m

en esta formulacién, las ».4 estdn restringidaes a 0 o 13 esto

sy cada clientela puede contener © no todo €1 volumen
asignado & su planta en particular. Si se permite el reparta,
entonces las Mg pueden sEr fraccionales, Con la

interpretacion de que X, 4 €5 1a fraccien del volumen (demanda)
de la clientela j asignadeo a la ubicacidn de la planta i3 con
1o que la condicién 12) desaparece,

Ejemplo de un problema de localizacisn de planta.

flgunos de los puntos antes mencionados serdn ilustrados en el
siguiente ejemplo.

La Compafria ZYX en California, tiene actualmente un almacén en
cada una de las siguientes ciudades:

A) Raltimore, B) Cheyenne, €) Salk Lake City, D) Memphis y E)
Wichita. Dichas almacenes abastecen a diversas regiones a
través de los Estados Unidos, for 1o que se ve 1la
conveniencia de agregar otras regiones y considerar que 1la
clientela sea localizada en las siguientes ciudades:

1) Atlanta, 2) Boston, 3) Chicago, 4) Denver, 5) Omaha y &)
Portland, Oregon., Por otra parte, exicete la sensacion de que
la compafia esté sobresaturada, por lo que puede haber un
ahorro  sustancial en los costes fijos cerrande algunos



aimacenes sin  incrementar los costos de  transportacién y de
cervicio. Los dates relevantes aperecen en el siguiente
cuadiro.

Matriz del Costc Mensual por tonelada.

Capaci-
Dzmanda de la Ciudad dad Costo
Oferta Fijo
Mensual {Mensual
1 2 3 4 = 6 fen Tons
[&} 1675 400 685 1630 11460 2800 18 75 HE0
Oferta de B 1460 1740 970 100 495 1200 24 3,500
la Ciuwdad C 1925 2400 1425 500 950 800 27 5, 000
D 380 1335 543 1045 665 2321 22 4,100
E 72 1&46 700 508 311 1797 i | 2,200
Demanda
Mensual en 10 8 12 S 7 11
Toneladas

For ejemplo, cerrando ¢l  almacen en A (Baltimore) resultaria

un ahorro mensual de coztoz fijos de $ 7,450, 8i 9 (Omaha)
tree toda su demanda mensual desde E (Wichita), entonces el
costo asociado de transportacion es 7 ¥ 31t = § 2,177 por mes.

Un cliente no necesite treer todo desde una =ols fuente. Cada
diversificacion de fuentes de oferta puede resultar de la
capacidad limitada de cada uno de 1os ’lmacenes Cheyenne
unicamente puede procesar 24 toneladas por mes. Deberia la
Comparia cerrar alguno de los almacenes y, £i1 esto fuera asi,
cuiles serian?

Compeararemos la ejrcucidn de cuatro diferentes métodos para
resalver este problema.

1.—- Formulacien holgada del problema entero
2.~ Formulacién ajustada del problema entero

3,- Método heuristicosabriende : comenzar con todas las
plantas cerradas y secuencialmente abrir una planta dando
la mayor reduccioen en el costo hasta que sea inGtil abrir
mas plantas.

4,.- Método heuristico, cerrando comenzar con todas las
plantas abiertas y secuencialmente cerrar una planta
ahorrando la mayor cantidad de dinero hasta gue  sea’
inutil cerrar mas plantas.
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La ventaja de los métocdos heuristicos I y 4 es que son féciles
de aplicar. La ejecucion de los cuatro métodos es como =igue:

METODO MEJOR TIEMFO D= ABRIR PLANTAS COSTO EN LA
SOLUCION CONFUTO EN EN: SOLLUCION DEL
. SEG LP.
iIP holgado 446033 3.38 A, B, D 35, 662
iP ajustado 46031 1,67 AR,D {6,031
Heurist (a) 46943 f,H,D,E
Heurist (b) 46443 f,B,D,E

Note que aunque el IP holgado encuenira el mismo 6ptimo que el
IP ajustado, el primerc toma el doble de tiempo de cémputo que
®]l segundo. Fara problemas grandes esta diferencia resulta
mucho mas dramatica.

Problema de Oferta de Bonos Municipales.

Cada afo muchos millones de dolares en bonos se venden por
perte de loe Municipios de los U,S, En wmmchase ocasiones la
municipalidad vende estos bonos a través de un proceso de
oferta por medio de intermediarios financieros. En este tipo
de transacciones ser establecen al manos los siguientes
parametros:

- La cantidad de dinero en bonpes, por riemplo S0 millones.
- El numero de vencimientos, por ejemplo 4.

- lLas fechas de vencimiento y las cantidades que se pagaran
en cada vencimiento, por ejemplo 10 millones en 1988, 10
millones en 1995, 10 millones en 200% y 20 millones en
2010,

- Restricciones cobre las tasas de interés, por ejemplo las
tasas que corresponden al pago de los cupones deben ser
multiplos de 1/8.



Fueds haber otras restricciones pero se consideraran despues
de describir 1! modelo basico. Eete modelo fue introducideo
poar MWeingartner (1962), y eleborado por Nauss y Keeler (1978).

£En leo rceleccitn de las ofertes o cantidades de cuponesz, el
corredor se pregunta como se deben vender los bonos en el
mercado. Une ve: que se ha ganado la subasta, las cantidades
se fijan y otros inversionistas compran los bonos ofreciendo
un pego  inicial para un bone ©l cual no necesita tener el
mismo valor nominal.

Se tienen deos objetives en conflicto: querer hacer un bono
econemico (en términos del cnsto por interés) para incrementar
las oportunidades de ganar pero, por otro lado, €1 beno
deberia ser lo bastante alto de tal forma que si se gana, se
tenga una genancia razonable. El enfogue usualmente tomado,
es incorporar las ganancias deseadas (por ejemplo 8 por 1000
del valor del bono) como una restriccidng, y sentonces minimizar
=l coste neto por interéds, maximizando asi las oportunidades
de ganar.

Los pardmetres del problema purden ecpecificarse como:

N = Namero de vencimientos en la emisidon de bonos,.

M = Namero de posibles niveles de 1os cupones. Esto se
determina por las tasas de interés gque son multiplos
de 1/8, y el minime y maximo de tesas permitidas.

K o= Numero de tasas permitidas, (K 2 M.

Csay = Cantidad total de intereses que paga la
municipalidad sobre 1os bonos de vencimiento i, si
la j-ésima tasa se selecciona para este vencimiento.

Wiy = FPrecico de venta total, estimzdo para bonos de
vencimiento i usando la j-ésima tasa.

B = Ganancias requeridas por el emisor mas la utilidad
del corredor.



Las variables de decision son:

Nagy = t =i el vencimiento i se asigna a la tasa j, de otra
forma es Cero.

Yy = 51 la tasa Jj s usa park cualguier vencimiento, o de
otra forma.

p = premio en exceso del  valor nominal. El corredor
puede ofrecer al emiscr una cantidad p y hacer mas
atractivo el bono. For convencién 1los enisores .
consioceran & p como una reduccion en el costo por
interes.

f.a formulacitdn es:
[N

n
Min L D Cag Nag ~ Prosecosasrversruvvenrcsscrvrsosl
Amad gy -

SUIETD a
[al m
P Wiy Mag =P = Buesvevevererreernnrsiasrnsel

I Negg =1 para i=1 a Mesereerrnnsorvrrueenad
REEY

¥ag X Ya para j=1 a M, i=1 a Mo, vevunnd
m

T yy 2K Peevens s s e s s r st ]
FE 23

11y = Op para j=i a M i=1 a N
Ys =001 para j=1.a ™

l.a restrriccion (2) establece gue las ganancias esperadas por
las ventas al publico menos cualquier premio, debe ser igual a
ia’ cantidad que produce una utilidad razonable. La
restriccion (3) ajusta la condicidén de que exactamente se debe
seleccionar una tasa por cada vencimiento. La restriccidn
(4) forza a la variable indicador, para la j-ésima tasa, ys &
ser 1, 5i esta tasa se usa para cualquier vencimiento i. La
rectriccién (5) limita el numero de 1as distintas tasas que
pueden seleccionarse.

Un problema tipico puede tener de 10 a 40 vencimientos y de 3
& 25 tipos de cupones permitidos. £l tamafio del problema se



determina esencialmente por el numero de variables x4 que se
regquieren. Nauss vy keller (1978) encontraron que en problemas
del mundo real surgen entre 150 a 3200 veriables ¥,;4. Estoc
mismos autores describen un algoritmo de propeosito especial
que parece trabajar caticsfactoriamente con problemas de mundo
rexl.

Restricciones adicionales al problema de los Bonaos

Algunas veces la demanda de bonos pueden incluir restriciones
adicionales, como por ejemplo:

1.— Las tasas de los cupones deben ser no decrecientes
con el vencimiento. Esto se puede considerar con el
siguiente conjunto de restricciones:

Ll ™M
L idss 2 E 3 Mawa,s para i=1 a HN-1
KXY FE_BY
2.~ Maxima diferencia permitida entre la mavor y la

menor tasa de los cupones, por ejemplo 2 por ciento.
Ecto puede mejeorarcse introduciendo la variable de
desicién 2,4 con la interpretacidn:

241 i el cupt6n j ec la menor tasa ucada, de otra
forma es cero. Lo que adiciona la siguiente restric
cidn:

™
L2y =1
R &Y

junto con el conjunto de restricciones:

K}
Yy 2 2w para 3 =1 a M
Kot —r

donde r es el rango de las tasas permitidas.

3.—- Si una tasa con vencimiento i se repite en el
vencimiento t, donde t>i,y =i aparece una tasa
diferente en algun vencimiento s, donde i< s >t,
entonces la tasa en t se considera como una tasa
distinta en el conteo del numeroc de tasas.

EJEMPLO:

Lo siguiente es una abstraccisén de los hechos relevantes en
una nota reciente sobre la venta de bonos municipales.

Lacs pfertas de bonos serdn recibidas hasta las 10 a.m. del 18
fe junio de 1973 por un monto de 5 000 000. Los bonos estdan
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fechados el 1 de julio del mismo afo, con interdés pagadero el
i de septiembre de 1974 v en forma semestral & partir de ahd
el { de marzo de los aiios y on las cantidades que siguen:

[aips] CANTIDAD (miles)

1975 250
1976 425
1977 450
1978 450
1979 SO0
1980 500
31981 575
1982 I ¥ela)
1983 &HO0
1984 &50

Los bonos seran otorgados 21 oferente sobre la base del menor
costo de interés, pero ninguna oferta serd considerada por
menos del  valor nominal o presentando una tacsa de interés
mayor de &% por afo. Los oferentes especificarian la tasa de
interés en maltiplos de 1/8 de 1% 6 1/10 de 1% por afo.

No se consideraran mds de 3 diferentes tasas de interés. Una
tesa de interés repetida no se considerari& como diferente, y
la misma tasa debe aplicarse a todos los bonos del wmismo
vencimiento. La mayor tasa no deber& exceder la menor tasa por
m&s -de 1% por afo.

En la determinacion de la mejor oferta, el costo de interés se
calculara determinando el! interés a partir de la fecha de
emisitn de 1los bonos hasta su vencimiento, & la tasa o tasas
"especificadas despugs de deducir cualquier premioc ofrecido.

Aprovimacion de funciones no lineares separables con programas
enteros.

Supeonga que qgueremos incluir en un modelo una funcion como la
que aparece en la figura 17.4.
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0

Va

V;s 4

Vi

Py Pz . Ps Pa Fu

M=

Fig, 17.4 Funcidn Lineal por trames.

La funcion se supone lineal entre los puntos »=P,;, %=Pa,etc.
El valor de la funcion para el i—-ésima punto se denota por Vy,
esto es Vi=f(Py).

Cada funcidén con n puntos pusde representarse por medio de un
programa lineal entero.

1.~ Haciendo Wy + Wo +. et Wy = o

2.~ Reemplazando cada ocurrencia de » por la expresién
WPy + WoPa 4000000+ WP,

3.~ Reemplazando cada ocurrencia de () por la expresian.
WaVs + WaVe 4.0 WaV,

4.~ Permitir a lo mds dos W,s @ que sean no ceras en el caso
de que sean adyacentes.

La nueva variable Wy ecpecifica el pesp que le corresponde al
punto Pa. 81 1a funcidn f(x) es lineal entre los dos puntos
adyacentes x=Py vy X=Piay ¥ A=WipiFHiaPier con o Wit =1
entonces FOUSNIF(FPL) + W f (Pread=WaV it w1Viers

ta restriccien  (4) puede hacerse cumplir en varias formas. Un
numero de caodigos de programacion enteros permite a las
restricciones como (1) & identificarse come los  llamados
"Conjuntos Especiales (Ordenados de Tipo 2", o simplemente
8082, El cdédigo de programacién entera garantizara que 13
restriceian (4) se satisfaga para cada restriccidn
identificada como SO0S2,
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Si tenemps un coedigo de programacion  entera pero sin la
caracteristica 5082, entonces 12 restriccion  (4) puede
satisfacerse adicionando las siguicntes restricciones,

Wy & 7,

W 2 2, + I

W; 2 Z:,v + 23

Wa 2 Zpn—z + Zn-1

Vo & Za-a

2y *+ 2o +*yenserln-1 = 1 Zi=0 6 1.
Sumarizande, cada término no lineal produce al  menos  una
restriccion y n variables. 5i la caracteristica S0S52 no se
tiene dicsponible, entonces se debe adem&s adicionar n

restricciones y n—-1 variables,.

El enfoque general descrito, algunas veces se le llama método
Landa.

Expresiones para convertir {formes separables.

El meétodo descrito para aprovimar una funcién ne-lineal §O1)
tiene la restriccion de que puede aplicarse a una funcidn de
varias variables s¢lo s1 esta es separable. Esto es, una
funcion gix,y) puede aproximarse =i se puede escribir como
gix,y) = £301) + fziy).

Si la funcidn gOi,y) es un producto de » , ¥y , entonces se
puede utilizar el siguiente artificio para convertir-ag en
una forma separable:

1.- Anexar la restriccion lineal u=x -y
2.,- Reemplazar el producto xy por la funcidén separable

N2/ + YR/Z2 - u2/2

El artificio trabaja porque u= = (x - y)2 = u% - 2ny + yZ,
resolviendo para »y nos da xy = (2 + y= - u2)/2

Resumiendo, cada término de producto resulta en la adicién de
una nueva variable y una nueva restriceion. Si los términos
12 ., yZ va aparecen en otra parte en el modelo, entonces el
anico término no lineal es u®, Para usar los métodos de esta
seccidén la funcién no lineal separable resultante debe
aproximarse, usando interpolacidén lineal para cada término
cuadratico,
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Representacion de los efectos no - lineares en programas
enteros.

Suponga que x .y son variables 0/1 vy existe un efecto
indeseable (por ejemplo costo, uso de recursos, etc.) de
cantidad D, si % , Y SON usados (que sean 1i). Debemos
igualmente incluir el término DBxy en el renglén en que este
efecto ocurre; sin embargo, @5 un término no lineal y asi
prevenimos el uso de la programacidén linexl come el método
Branch and Bound requiere. El hecho que » ' y sean 0/1 puede
explotarse definiendo la variable z Y anexando las
restricciones.

=2 w4y - y entonces insertar el término Dz en el
renglén en gue ocurre el efecto indeseable. Note que en este
CReE0 = emrd naturalmente 0 4 1 si ¥ , vy =on O/1. Un efecto
indeseable de cantidad D puede considerarsey reemplazando 1a
restricecion cobre z por:

z 2.5 % + .9y
PROBLEMAS FROPUESTOS.

1.~ El problems siguiente se conoce como el problema del
almacér.,

Un procesader de forraje tiene varias cantidedes de cuatro
productos que deber ser almacenados en siete diferentes silos.
Cada silo puede contener no mds de un articule, Rsociado con
cada preoductoc vy combinacion de silo se tiene un costo de
llenado, Cada silo tiene una capacidad finita de tal forma que
algunos productos pueden ubicarse sobre varios silos. La
siguiente tabla contiene los datos para este problema.

COSTO DE LLENADO

1 2 3 4 5 & 7 CANTIDAD DE
PRODUCTO A SER
GUARDADA (TONS

PRODUCTO Al1 2 2 3 4 5 5 75
1|2 3 3 3 1 5 5 50
C|4 4 3 21 55 25
D1 1 2 2 3 5 5 80

4]
N
4]
Y
Q

CAPACIDAD DEL 2 &0 80 100 100

SILO (TONS)

A) Presente una formulacidon para resolver esta clase de
problemas.
B) Encuentre la solucidén de minimo costo para este ejemplo.
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€) Cémo formuleria si adicionalmente existe un costo fijo
asori ado con cada £i1lo cn el que se incurre si se almacena
alguna cantidad en el siio?

2.~

Supongamos que usted ec el coordinador de vuelos
peEgueilia pero en crecimiento linea adédrea. Se debe
programar exactamento un vuelo de Chicage a cada une de
las siguientes ciuvdades: Atlanta, Los Angeles, New York,
y Peoria. Las salidas disponibles son a las 8 a.m.,

10 a.m. y 12 del dia. Su linea aérea tiene unicamente dos
salas de dltima ecspera. Los datos de demanda sugieren 1a
siguiente ganancia esperada por vuelo como una funcién
del tiempo de salida.

de una

CONTRIBUCION ESPERRDA EN MILES,

TIEMPO
DESTING a8 10 12
ATLANTA 10 ? 8.5
LOS ANGELES 11 10.5 .5
NEW YORK 17 16 15
PEORIA 6.4 2.5 -1

Formule un modele para resolver este problema.

Un problema gue =€ tiene en una central eléctrica cada
dia es decidir que generadores artancer. La estacidn en
cuestidn tiene 3 qeneradores con las siguientes
caracteristicas:

C.F1J0/ C/PERIODO/ CARACIDAD MAX.
C.F1Jo/ PERIODO MEGAWATT. EN MEGAWATT
GENERADOR | ARRANCAR |DE OPER.} UTILIZADO. CADA PERIODO.
A 3000 700 S 2100
B 2000 800 4 1800
c 1000 00 7 J000
Existen dos pericdos en un dia y el namero de megawatts

necesarips

en €1 primer
requiere 3900 megawatts.
periodo pucde
un costo de artanque adicional.

Un

periodo es

2900, El segundo pericdo
generador arrancado en el primer
ser usado en el segundo periocde sin incurrir en
Todos los A, B,

fin de cada dis,

a.— Suponga primero que los costos fijos son cero y asi
pueden ser omitidos. Cudles son las variables de decisién

b.~ Dar una formulacion de programacian lineal para €l caso
donde los costos fijos son cero.

c.~ ARhora tome en cuents los costos fijos. Cudles son las

variahles adicicnales

(O/1) a definir.

C se paran al
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d.- Qué términos deberdan adicionarse a la funcion ocbhjetive?
fue¢ restricciones adicienales se debo incluir?



111, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se dispone de un paquete de computadora que -resuelve
problemas de programacién lineal, entera y cuadrdtica, aungue
dsta dltima no se abordo en el presente documento por ser un
poco mas  complicada su formulacién., For supuesto si se logra
establecer un problema de esta clase, el paquete esta en
disposicidén para resolver problemas cuadrdticos. EBn el manual
de usuaric aparece una descripecién mas  detallada de los
comandos necesarios para resolver los tres tipos de
problemas,

Dentro de 1las grandes ventajas del paquete LINDU podemos
citar el manejo hasta de 4500 variables de decisidén y 80O
restricciones; la forma sencilla para capturar la
informacidny la posibilidad de programar en FORIRAN cualquier
entrada de datoz e impresion de resultados,

Mo se requiere ser un  experto en computacidn, simplemente
tener lps conpcimientos basicos del manejo de Flw
{computadoras personales) incluyendo el sistema operativo
para correr cualgquier problema de programacidn lineal, eptera
e incluso cuadrdtica. Obviamente, se redieren conocimientos
minimos de Algebra lineal vy programacidén lineal para una
aplicacién eficiente de estas notas.

La recomendacidn principal es gue éstas notas =d6lo son de
apoyo, sin pretender gue se tomen como texto. Utra seria que
en el desarrollo de un curso de programacidén lineal, los
estudiantes se esforcen para que realicen analogias con los
problemas presentados y situaciones reales,

Finalmente, cualguier sugerencia, correccidén o aclaracidn
dirigirzse =& Ing., francisco Martinez Allende, Jefe del
Lepartamento de Andlisis de Flujo en Redes de la Direccidn de
Investigacidn de Operaciones de la OBireccidn Bral, de
Urganizacién y Bistemas de 1a Secretaria de Marina, teléfono
6H~84~831-88 ext. 4226,
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