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INTRODUCCION 

En el presente trabajo se determinan algunas de las 

propiedades de cesio, como son la curva de dispe1·sión de 

:fonones, el espectro fonónico y su calor específico. Se 

planteó realizar el cálculo a partir de primeros principios 

en su totalidad. Sin embargo al utlizar las expresiones 

acostumbradas er1 la literatura p<lra función dieléctrica de 

cesio se encontró que te1~ía un comportamiento que no 

correspondía a una realidad física: cambiaba de signo. Esto 

implicaba que el material no podía ser nLmca esl;;.ble. Fue 

necesario hacer correcciones a la función dieléctrica y 

recurrir a la ulili;;ación de un parámelro semicmpírico para 

Lener una !unción dielécl.rica físicament.e a..copt~ble. E:;te 

parániel.ro no a::; aju:;t...a..do por medio de:- rünguna. de las 

propi&da.das que se calculan en est..e t.raba.jo. Pa1·a.. ¡:;odc¡ 

llegar al objetivo planteado en esta inLroducción, 

necesitamos primero determinar el potencial i nler i ónice de-1 

ce5io, problema que a su ·..rez requi•:re como m.:i.t.cria prima de 

la densidad eleclrónica de cor1ducción de este metal. Con el 

:fin d¿. c<.1.lcul~r lo dc::n:;idD.d mencionz..d.:.. ut.ili::.:;..remos el 

t·orm.:i.lismo H. K. S. cuyos fundamentos se dan en el CAPITULO 1 



y cuyo ·col"lócimient.o es .ut.ili::a.do mas \.arde para evaluar er 

pot.encial .int..erionico correspondient.e mediant.e la utilización 

de la t.eoría del pseudopot.encial. 

En las referencias tisuales acerca de la función 

dieléct.rica para cesio se e11cue11t.ra que ést.a loro.a ·valores 

negat.ivos, hecho que pone en ent.redicho la est.abilidad del 

ma.lerial. E11 el CAPl:TULO 2, siguie11do un camino propueslo por 

Kuko11nen y Wilki11s17 , nos damos a la tarea de corregir esla 

anomalía a través de un reescalamiento de la función 

ulili::ada para el cálculo del polencial dieléclrica 

inleriónico. En el CAPl:TULO 3 damos los elemenlos necesarios 

para poder calcular el potencial inleriónico, la curva de 

dispersión de fonones, el espéclro fonónico y el calor 

específico. Para c::i.lcular el polencial inleriónico seguimos 

un camino propuesto por Ha:>ninen el al 24 el cual ulili::a la 

leória del pseudopolencial para pader lograr eslo. La curva 

de disper:sión de- fonones se calcula la 

apro:<lma.ción armór.ica, en t.anto que para el cálculo dGl 

espectro fanénico ulili=amos el procedimienl.o propuesl.o por 

Gil al y Rauberiheimer. Con el espectro fo1~ónico calcul.;;.mos 

ahora el calor esp&cífico. Fin.:>.lme11Le, en el CAP.iTULO 4 damos 

las cor1clusiones ;:icerca dG> los result..ados obt..orlidos y hacemos 

algunos com.z·nLar·ios respe·clo .).. eslos. 
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CAPITULO 

EL FORMALISMO H.K.S. 

(LA FUNCIONAL DE LA DENSIDADl 

Cuarido se int.ent.a determinar propiedades de un sólido 

nos vemos enfrentados a un problema de muchos cuerpos, cuya 

solución e:..:act.a es e~d.-remadarnent.a difícil, pue:; aún en el 

caso muy sirr.ple- de que el sistema e$t.é int..t?grado por t..res 

cuerpos, no es posible desacoplar las ecuaciones asociadas al 

movimiento de est.os cuei~pos. Dado que el número de cue:-pos 

que foi-man un sólido Cp.a.ra i."'lUest..ro caso son esenci;:;.lment.e 

nucleos y eleclrones) es del orden de 102:1 es claro que 

inlentar la solución exacta es más que imposible. Sin embargo 

ha sido posible hacer predicciones acerca del comport.amienlo 

del sistema en cuesl.ión, hacior,do una serie de 

simplificaciones en el sistema, simplificaciones que 

descansan Gn alguna. justificación fí~ica plausible. Así por 
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ejemplo.para el caso de un melal, Drude supuso que los 

el ec lr ones de conducción de ésle se compor lan como un gas 

ideal encerrado en el volumen de el melal. El modelo anlerior 

es modificado por Sommerfeld el cual inlroduce e-1 hecho de 

que los eleclrones deben obedecer a la esladíslica de 

Fer mi-Di r ac. Siguiendo con los inlenlos de poder hacer 

at..acable un problema de muchos cuerpos, Harlree propone que 

se pueden promediar las inleracciones de lodos los cuerpos de 

un sislema sobre una parlícula delerminada Cparlícula que 

t.ambien forma parle del sislema) y obtiene las bien conocidas 

ecuaciones aulcconsist..ent.es de Hart..ree. Cuando en el anlerior 

esquema i nlr oduci mos el caracler anlisimét..rico de las 

funciones de onda de los eleclrones llegamos a las ecuaciones 

de Harlree-Fock. 

Con un ..s·nfoqui: u11 lant.o difaronl.e y sin embargo dent.ro 

de 1 a misma t..ór1i ca, podemos hablar de 1 as así 11 ainadas 

leerías del la de 

Lindhard y l« del Formalismo i-l.l~.S., leerías que en esencia 

t.om..:i..n en cu~r1la el hecho de que- una carga de impureza 

in.t.roducir.:ia, poi~ E:jcmpJc.. en ur, g~s de elect..rones. sufrirá 

ciert..o apar1l.a.llamient.o en su irit.eracción con el gas mismo 

debido al "encub1~imic;;nt..o" que realiz.J.rá el gas sobre la carga 

impure::.:.i., pues rlo senLiran lo mismo los el0cl.ron&s cercanos a 

la carga que los eleclrones alejados de ella y por lo lanlo 



influida delerminanlemenle por esle apant.allamienlo. 

En el presenle capit.ulo proporcio11aremos los elemenlos 

que nos permi Lan calcular la densidad eleclrónica de 

conducción a Lravés del formalismo H.K.S 

1 . 1 . - MODELO DE GELA THJA. 

Cuando Lrabajamos con un crislal melálico sabemos que 

los eleclrones de conducción son capaces de moverse por Lodo 

el volumen del crislal, cosa que no sucede con los eleclrones 

ligados ni con los 11úcleos del sislema, los cuales ocupan 

posiciones mas o menos bien daf'inidas, de t.al manera que 

dent.ro dG ciert..a medida podeir.os considerar que e.st..:in quiet..os. 

Consideremos a los iones del sist..ema C núcleo y sus 

electrones liga.des) :::up':):1iendc que la carga de e5t..os se halla 

uniformE:-menle distribuida por Lodo &l volum~rl del cristal y 

que ademá..s p&rm.anece fija, en Lant..o que los elE:.-clrones de 

conducción van a ler,er z.t.hora que mover:;c: bajo la .:i.cción de un 

fondo fijo do carga posiliva. Cuando conside1·amos e:;Le 

esquema de los iones del cristal hablamos dol modelo de 

gelali11a, modelo que ha sido ulilizado con éxit.o p;:i.ra la 

predicción de propiedades del sistema. Sin embargo :;e ·-1erá en 

al Cw.pít..ulo 2 que pasa valores muy bajos de la densid¿).d 
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elelrórüca, hay que modificar ligeramente esle modelo en una 

parle del cálculo para peder considorar de manera más 

correcta al sistema. 

1 . 1 . 1 . Ion en una vacancia y una vacancia en el modelo de 

gelatina. 

Cuando realizamos el cálculo de las densidades por medio 

del formalismo H. K. S., utilizando el modelo de gel ali na 

esle es realizado de la siguienle manera: 

Introducimos primero el ion en el gas de electrones con su 

fondo de carga posilivo del cual he;,mos removido un esfera de 

radio igual al radio de Wigner-Seilz y calculamos la densidad 

inducida por la introducción del cilado ion en la mencionada 

vacancia. A est.a dansidad la llam.:..mos la. densida.d inducida 

por el ion en una vacancia.. 

He.::ho lo anterior,vol·,:¿.mos a.l ~i~tema o:--íginal, el 9as 

de eleclr·ones con su .fc11do de cargc:i pc:sit.ivo y procedemo::; a 

remover- del fondo positivo solamente l.::.. esferá de radio 

Wi gner· -Soi t..:: c~lculando ~hcra l c.. cien.:;i d~d i a,duci da en el 

gas do elect..roncs de·bida a la ausencia do esta carga 

posi li \'ª· La densidad .:i.si calculada es denominada densidad 

inducida por la va.c<lncia. 

Finci.lmenle a la densidud inducid.1 por el ion en una 

vac.'.2.t'lcia le su.:;trd<;-rnos la dGnsidad inducida por lá. va.c.:i..ncia. 

4 



Si el formalismo H. K. S. fuera un estLidio en respuesta 

lineal del sistema, el pr ocedi mi en to anterior sería 

equivalente a i ntr oduci r sol amen t. e el ion en el gas de 

elect;ones con su fondo posi t.i vo. 

1. 2. - EL FORMALISMO H. K. S. CCALCULO DE LA DENSIDAD 

ELECTRONI CA DE CONDUCCI ON. ) 

El result.ado fundament.al del f'ormalismo H. K. S. est<:lblece 

la existencia de un pot.encial local ef'ectivo en un metal para 

los elect.ronos del sistem<:>. al int.roducir una carga ext.erna de 

prueba v,,r/r). de t.al f'orma que se pueden eslablecer un 

sistema de N ecuaciones de Schrodinger
1

'
2

' 
3

' 
13

'
14 

: 

[ _1_ 
2 

1,N 

z 
'7 + e.rt> Cr) 1.1 

' 

y la densidad r:lectrónica. correzpcndiente está da.da por la 

expresión: 

nCr) 1.2 
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El pot.encial efectiv~ est.a dado por la expre¡ióh 1 ~:
0 

.SE [n(r)J 
-rpcr) + XC 1. 3 ó nCr) 

en donde rpc r) es el potencial elect.rost,¿t.ico tot.al y 

E (nCr)J es la energía de int.ercambio y correlación de este 
XC 

sistema. En el cálculo para la conLribución de inLercambio-

correlación ut.ilizaremos la expresión dada por Gunnarson y 

LUt)dqvist.
21

'
22

'
25 

que en unidades atómicas t.iene la forma: 

óE [n(r) l 
V Cr) 

XC 

XC 

ónCr) 

:= -o. 5109 { ~ + O. 0545 l n ( 1 + 
s 

en donde 
r3 

4rr s 
3 

1 
n. 

s 
) } l. 4 

11. 4 
r 

Con el fin de que V 
&lf 

se anule pZ1ra valo1·es grandes de r, 

la cont..1~ibución de int..ercarnbio y correlaciór1 debe ser 

reescal.:..d~ 6 /,',n de.., la 1n.:inera ::;iguier .. te 
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V Cr) V [ne r) J - V [ n J 1. 5 
XC KC XC 0 

donde n 0 es la densidad de fondo posi li v;:i. del modelo de 

gel ali na. 

El pot.encial eleclroslálico obedece a la ecuación de 

Poisson 

-4rr DCr) 1. 6 

donde DCr) es la densidad lolal de carga. Con la ulilización 

del modelo de ion en una vacancia de gelalina esla densidad 

t..iene la. forma 

DCr) Z óCr) + n e Cr - R ) - nCr) 1. 7 
o w::; 

en donde e es la función escalen y R es el radio de 
"" 

Wigner-Sei\z. La densidad inducida es calculada lomando la 

diferencia 24 

!5 t~Cr) 1.8 
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donde nCr) eslá dada por la ecuación de Poisson 

correspondienle, n es la densidad eleclrónica alrededor de 
V 

la vacancia y coresponde a la densidad de carga posiliva de 

f'ondo dada por 

n ecr - R ) 1.9 
O WS 

donde el subíndice b en 1.B se ref'iere a eslados 

eleclrónicos ligados. 

Dado que el sist..ema 1?s neulro se deberá salisfacer la 

siguienle relación: 

I e n(r) dr z 1.10 

dende 2 es 1 a valencia del ion met...il i ca. 
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CAPITULO Z 

LA FUNCION D!ELECTRICA 

2.1 LA FUNCIÓN DIELJ!:CTRICA SE HACE NEGATIVA 

Cuando se calcula el polencial de par entre los iones 

del elemer,t...o ;nc-t...;;.lico correspondie:nt.e, el apant..allamient.o 

prcducidc por ~l gds d~ elGcLrones ~s in~roducido a Lravés de 

la función dielé::::t..rica y &st.a guarda una estrecha relación 

ccn la interacción entre los iones, a lravcis de la 

zz [ 2 "' dq sen( qr) [ ónC q) J z] 
tj;(.r)=--r- l+ nzz .Í

0 
q (1 - cCq)J 

2.1 

g 



que es oblenida de la leoria del pseudop0Lei1cial y de la 

t.eor.ía de pert.urbaciones a segundo orden.Esle potencial puede 

ahora ser uLíli::ado para calcular los f'onones del arreglo 

crislalino correspondiente y calcular enlences el calor 

especifico del material. 

La función dieléctrica de Gunnarson que se utilizo en un 

trabajo previo Crefere11cia 13 ) y que se emplea después de 

modificarla adecuadamente para hac.:r los cálculos de ésLe 

lrabajo, sat.isf.ace, por conslrucciór1, el leorema de 

compresibilidad, que es importante en relación al potencial 

interiónico24 y está dada por la expresión: 

¿¡;(q) 1 + [ 
4 rr 

) GCq) 2.2 

donde GCq) es 

GCq) 2.3 
1 - C4n/K;F )G0 Cq)C1-L) 

G0 Cq) es la polarizabilidad usual de Lindhard, K es la 
TF 

const..anle de .:.pantallamienlo de Thomas-Permi , y 

10 



L 
[--:-~ ) 

6 

Z.4 

En la ecuación anterior µ es el potencial químico, e es la 
F 

enel'"gía de Fermi y se cumple que 

µe,.. ) 
5 

s Cr ) + µ C!'" ) 
f" S XC & 

2.5 

donde µx/r ,,? es la conLribución de intercambio y correlación 

al potencial químico. 

Para que el esquema de cálculo sea co11si s len le 

uLílizamos la expresión de inlercambio y correlación de 

Gunnarson y Lu11dqvist,25 utilizada en el cálculo de la 

densidad el<0clrónica, lo que nos proporciona la siguiente 

expresión para L 

L 1 -
[ l .J'/3 

[ -- r 1 + 
9n2 ~ 

Ulilizanda las expresiones 

0.6213 r 
s 

r + 11. 4 
6 

anLerioi-es 

) 
Z.6 

podemos en 

primera insLancia calcular el poLEmcial inlE>riónicot3 los 

fonones y el ::.Z2.lor específico .. Sin embargo, p.'.lrc:t la densid~d 

11 



eleclrónica de cesio , se tiene una función dieléctrica que 

se hace negativa y por lo tanlo se tiene una compresibilidad 

negativa"', que no es fisicamente aceptable. La función 

dieléctrica representa la inleracción enlre los electrones y 

un cambio de signo en esta interacción significaria que los 

electrones dejan de repelerse y comienzan .<hora a atraerse, 

hecho que nos llevaria a poner en lela de juicio la 

estabilidad de nueslro sistema. 

El cornpor t.. ami en to observado en la función di eléctrica de 

Gunnarson ,en lo referente al cambio de signo no es exclusivo 

de ésta sino que t.iene un caract.er mas general 
9

'J.
7 

como puede 

verse al analizar la Fig. 1 en donde aparte de la función 

dieléctrica de Gunnarson aparecen también le. de Taylor, la de 

Hedin y la de Lindhard para el cesio. Es necesario corregir 

este de:fect.a en la fun(:ión dieléctrica. Cabe s 12ñalar que 

muchos aulor~s. ~l calcular propiedades ~Í3ica~ de sistemas 

* EL 

uxpr i:>Sar la. 
poto.r-í.za.l>Llidades 

mer.ci.c.irio.do 

.:.cmpra-si.l>i.ti.do.d 

C"~ e¡) /GoC q) qu& 

1 

puo&d& 

c.vmo 

<>ro .,, 

GC q) /G 0 C q) =----------------

ur.a. r rnayc.r 

12 

ha.c.F:-r·e-s- F->alt:r.t& "L 
La ru::6n d<> 

coso ci& la e:.;pré<st.Ón 

que- :;. 10 o.po.re-cen 



t. (9) u.a. 
600 

400 

200 

o 

-200 

-400 

FUNCIONES DIELECTRICAS DE CESIO. 
SIN REESCALAMIENTO. 

-soo--~~~--~---~~~~~-'-~~~~~-'-~~~~~-1 

o o.s 1 

q/kf 
1.5 

----~-------·--~------
FIGURA 1. - Gráfica de las funciones dielécLricas de Gunnarson 

lledin, Taylor y Lindhard. Observese que salvo la 
d" Li ndhar d, todas L i e nen una región en 1 a cual 
Lomar1 valores negativos y la de Lindhard Liene la 
objeción de no incluir intercambio y corrE:>lación. 
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como cesio, no reparan e11 este comportamiento~' 10, 11 

pascindolo por alto, lo cual hace muy cuestionables esos 

cálculos. 

En lo que sigue veremos 

correcciones pertinentes 

como pueden hacerse las 

2.2 REESCALAMIENTO DE LA FUNCIÓN DIELECTRICA. 

Cuando se trabaja con el modelo de gelatina se considera 

que la carga de los iones del arreglo cristalino esta 

distribuida de manera unif'orme por todo el volumen del metal 

y podemos con est..a simplif'icación trat..ar a los electrones de 

valencia cerno un gas que se mueve, por un lado bajo la 

<J.cción del polencial generado por e::;l.a di::;tribución de carga 

po:;it....iva y por clro bajo la. interacción consigo mismo. Es 

est..a. int.era.cción consigo mismo e la inleracción elect...rón­

elect:-ón) la que nos lleva a poder definir la función 

dieléct.:-icd. del :;i::;tema, que posl.eriormcnle del.erminar.1 la 

distribución electrónica de valencia alrededor de un ion del 

arreglo, lo que más adelante nos llevará a poder calcular el 

potencial int..eriónico y a parlir de .;hi las diferentes 

propied~des del meLal. 

14 



est;á. 

ler mi nos de la polar i z::.bi l i d~d . ~C~) ~~~~º!¿; 
La función dieléclriéa· eslát.ica definida 

c(q) 1 + VCq)ílCq) 2.7 

en donde para definirla se consideró, como se mencionó 

anleriormenle, solamenle a los eleclrones de conducción. 

Sin embargo debemos modificar la anlerior expresión en virlud 

de las siguienles consider.,ciones: 

Cuando tenemos un ion en el planleamienlo original 

suponemos que ésle no liene ninguna eslruc\..ura y que 

solamenle ocupa una cierla posición en el arreglo crislalino. 

Más adelante, en virtud de e::;;to, podemos considerar que la 

carga está uní formemente di str.:. bui da por lodo el volumen del 

metal, Sin embargo el ion si present.a ciert.a ~slruct..ura que 

en esle caso no pu~de se~ de3preciada. Los electrones ligados 

de cada ion así como el ion mismo deben responder a la 

presencid.. de cualquier- c.:a.mpo eléc.t.rico, si bierl no .son librés 

de mover:;:e de manera glo?:Jal de las posiciones qfJe ocupant si 

pueden realiza1· ciertos desplazamienlos relali vos, es decir, 

sor'l polCA.rizablos. 

Siguiendo en el mismo Gspírilu del modelo de gelatina 

podemos considerar que la polarizabilidad de los ior1es es 

con:;l.w.nte, o se .... =t que los eleclrones do c:or,ducción se van a 
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mover ahora con un fondo de carga de fondo posi t.i vo que es 

uniforme y polarizable. 

Sea &a la const.ante dieléctrica de fondo de carga 

positivo y polarizable, enlences t.enemos que 

e a 1 + 4íl n CI 2.8 

donde ex y n son la pcl ar i zabi l i dad y la densidad del medio 

respectivamente. Supondremos que &n no se ve afectada por la 

presencia del gas de electrones. Recordemos que cual"'\do un 

elect.rón se mueve b¡;_jo la acción de un pot.encial determinado 

podemos considerar que éste se encuentra rnovi endose 

libremente pero con una masa diferente, su masa efecliva m*. 

Siguiemdo estas ideas, consideremos el h;;milloniano para 

un gas de el.;.ct.rones de masa mu inmersos en un fondo uniforme 

de const.ante dieléctrica & en donde ahora se introduce una 
D 

carga ze (el ion) en el origen. Est.e to~~ la forma: 

2 
P, 2 

1 
2 

1 H r: '-' r: ze t ~ + 
~ Ir.- r .1 FT ¿; 

D lJ ~ .;j L J lJ L 

2.9 

si dsfinimos c:.i.hor-a. como unidad de longit...ud a r·
5

a.
0 

donde a.
0 

es el radio de Bohr y r a es el r ádi o de Wi gner -Sei lz ~ como 

unidad de momentos a fv'Cr 
6

a,
0

) y a la unidad de energía como 

Utilizando además vai-ia.bles 
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adimensionales x= r/Cr so.
0
), k=. p r 

9
o.

0 
y U=E/E0 

de Scrhodinger correspondiente toma la forma 

la ecuación 

+ 
m eZr 

B S 

me 
B 

U-It 
D 

2.10 

ecuación que sólo depende del parámetro Cm
8

e2r 
5
/m &

8
). 

Dado que existe solamente este parámetro en el 

desarrollo, la solución del problema de un gas de electrones 

con masa m
8 

y cuya densidad está determinada en este caso por 

el parámetro 

r 
5 

, que ademas e3t..i inmerso e::i un medio ur.iforme de const:::i.ni...e 

dieléclric~ cD püecle ser obt.s-nida por ur, simple e::;calamient.o 

de las solu.::iones conocidas para un gas de e:-lect..rones con 

masa m con un medio de fondo no polar i zabl e pero cuya 

densidad está delerminada por el parámet.ro 

* r =m r /Cm e ) 2.11 
S D B D 

Si hacnmos m =m 
D 

y e 
8 

= 1 tenemos el problema ar i gi nal 

en dond12 el gas de el ect.r one5 se mueve en un medí o de carga 
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posi li va pero que ·no es polarizable con los resullados ya 

mencionados. La función de onda adi mensi anal >!< 
0 

depende 

solam.;,nle del parámelro "' r y el problema puede ser ahora s 

lralado como el de un :>islema de eleclrones de masa m que se 

mueven ahcra en un medio de fondo no polarizable y cuya 

.. 
densidad esla delerminada por el parámelro rs 

La función de onda del espacio real q. depende de variables 

que poseen dimensiones y diferirá de la función de onda 

correspondienle adimensionada q.
0

• La conexión enlre q. y 

para un sislema con densidad delerminada por un parámet.ro rs 

con masa m 
D 

ecuación: 

y const.ant.e dieléctrica e 
B 

eslá 

q.cr .e ,m ,·{r. })= .¡. Cr .. ,l ,m, {r./r a. }) 
S D D l. D S \.SO 

dada por la 

2.12 

La función de cnda para un sislema con d1~nsid::.d det.erminada 

" por el parámetro r s , masa m y conslant.e dieleclrica igual a 

1 cumple con que: 

.. 
wcr .1 

s 
,m • { r . }) = .¡. e r" . 1 • m. { r /r,. a. }) 

\. D S \. S O 
2.13 
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por lo cual la función de onda reescalada cumple con que: 

q,c r , e , m , { r. }) = 1 
q, C i- * , 1 , m, { m r . /me }) 

S D D ' ( 11\E /m ) a N/2 O S D ' D 
D D 

2.14 

donde el factor introducido no es nús que una constante de 

normalización. Las energías de los sistemas adimensionado y 

con dimensiones están relacionadas por la ecuación: 

ECr,.c,m) 
S O D 

m 
D 

EC i- +., 1, m) 
s 
¿;2 

D 

2.15 

Una vez que hemos reescalado las funciones de onda 

procedamos a reesc~lar a la función dielécl.ric~. El cambio en 

la densidad de c;..1.rga producida por la int..r-oduccién de una 

densidad de pru8ba 

2.16 

donde los parént..~sis t.r-id.r1gular·es dien.ot.a.n el valor Gsperado 

y la H0 y H denotan al hamiltoniano del gas de electrones 

cuando no se ha introducido la densidad de prueba y cuando ya 

se ha hecho su introducción,. respecl.i vamont.e. Deseamos 
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expresar a la de.nsidad inducida ó<nCr,r ,c: ,m )) de un 
S D D 

si slema con den si dad deLer mi nada por el par ámelr o r s con masa 

m
8 

y con un fondo de carga posilivo de consLanle dieléct.rica 

& en ler mi nos de una d<?nsi dad inducida en un si sLema con 
D 

* densidad de parámelro r
9

, masa m y con un fondo de carga que 

no es polar i zabl e, ó<nCr,r"',1,m)). El valor esperado de la 
s 

densidad eslá dado por: 

ó< ne r , r • ¡; • m ) > = 
S B B 

= J { dr. } j >I!C r , e , m , { r. }) j 2nC r, { r. }) 
t S D D 1. . \. 

2.17 

en do1~de 

nCr,{r. })= E ó Cr - r.) 
' ' 

2.18 

Utilizando el simple escalamiento del operador de densidad y 

escalando la función de onda , Lenemos que: 
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< nC r , r , e , m ) > = 
S D D 

n [ mn r , r , 1 , m J 
me s 

D 

Tomando la lransformada de Fourier, t.enemos que 

,. 
r ' s 

1,mJ> 

2.19. 

2.20 

El escalamiento de las densidades inducidas sigue el mismo 

camino aquí Lra=ado. Debe notarse que el reescal~micnLc es un 

r e~ul t.a.do ex.a.e Lo y no depende de la apr oxi ma.ci ón 1 i neal t o 

sea que se debe preservar a cualquier orden en la leería de 

p~r t..ur b~ci onQS. 

En leería de respuesla lineal la densidad inducida esta 

relacionada con la polari::ación a través de la expresión: 
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ó <nCq)> 2. 21 

En nui:slro caso nexl(q)= 1 Y ulilizando el hecho de que la 

función dieléclrica LoLal de un sislema formado por un gas de 

eleclrones y un medio de fondo polarizable con consLanLe 

eslá dada por la expresión17
: 

& Cq) /CD + VCq) ncq, r ' s & ' o 
m ) 

o 

Lenemos que la polarizabilidad eslá dada por: 

ncq, r s' & , 
o 

... 
. ne & o mq/mo 'r s' 1 ' m) 

2.22 

2.23 

iC 
o 

De manera equi val enl.t:,. podemo::; ut..i l izar l z,. definición de 

función dieléctrica que involucra el pot..encial elect..rosl.áLico 

Lolal di:bido a la pE-rt.urbación n&xtCq): 

1 1 + 

Para nuest.i-o cü.sc ón 
lota1. 

ó <nCq)> - ón , 
fondeo donde ónfondo 

es la carga i1~ducida en el fondo de carga. La respuesta del 

f'ondo de c.:i.rg.;. debida a n(;-xt y ó <:1Cq)> es tal que: 
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l)Cn,,><t + ó <nCq)> 2.26 

de donde ó <nCq)) queda expresada como: 

yJ(mc /m )ql íl{Cmc /m )q,r'",1,m~n {Cms /m )ql 
) O D ( D D S &X l D D ( 

ó <nCq)> = -

2.26 

Finalmente, utilizando las ecuaciones 2.24, 2.25 y 2.26 y 

n.,,,t 1 obtenemos que 17: 

.c(q)= e 
D 

+ 
VCq) 

~D 

me: 

m 
B 

D q, * r , 1, 
s 

2.27 

Para :::oncluir ::.ola hü.y que t.omar en cuer,t..a que para un mel.al 

la md..sa efGcLlv~ dr::l eleclrón debida. a las inlerac::::iones 

inlerelect.rór.icas es apro~imadam.;;.ffLe igu.::r.l a la J.aasa del 

eleclrón si~ in~er~cción. e3 decir m = m, 
D 

por t.er"m.inc:i.do el proceso de reescal~mient.o 

di el éct..ri ca. 

23 
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CAPITULO 3 

POTENCIAL INTERIONICO, FONONES Y CALOR ESPECIFICO. 

En e::;te capítulo daremos los elementos necesarios para 

calcular el potencial interiónico del si::;tema, los fonones y 

el calor específ'ico. 

3. 1 EL POTEJlCI AL I NT2RI 6l·JI CO. 

El método que seguí mes par a el c.tl culo del potencial 

int.erió:,ico es el propuest.o pcr ?--!aror:.inen et.. al. 24 .:-:i través de 

la uLili=.;,.cién c.:i.c-.i f"o1·n,~l.ismo pseu.:lopct..enci.;.l. pe:- lo cual 

procederemos en primer término a dar los eleme1)Los de la 

teoría del pse<..:dopotenci al. 
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_ 3. 1. 1. - TEOR! A DEL. PSEUDOPOTENCI AL. 

Un mélodo frecuenlement.e uli li-::ado
13

' 
23

para delerminar 

polenciales inlerionicos es el de les pseudopolenciales. Est.e 

formali srno aprovecha 1 a ort.ogon.:i.li dad de 1 as íunciones de 

onda de los eloct.rc1)es ligados y de conducción, eslableciendo 

para est.os últ.imos una serie de ecuaciones del lipa: 

E kq, k 3.1 

En donde r/>k son las !'unciones de onda de los eleclrones de 

conducción y W est.á dada por la e~-presión: 

w VCr) + ( E k - H )P 3.2 

En est.a última relación H es el hamiltoniano del sist..ema 

crist.alino original y P es el operador de proyección de 

estados ligados, d<:i.do por la e~.:presión: 

p E I "'><e< 1 3.3 
"' 

donde Jo.>denol.a u1¡ est.á.dO ligado. A W :=ie le- conoce como con el 
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nombre de pseudopot.encial y a <Pk con el de pseudoí'unción. 

Dado que en la co::.formación de W ent..ran H y P, W es en 

general un operador, sin embargo en muchos casos puede ser 

adecuadamenle aproxim;).do por una .función escalar que depende 

solamen\.e de la posición, es decir, podemos definir a W como: 

W = WCr) VCr) + V 
p 

3.4 

donde VP depende solo de la posición. Cuando se hace la 

aproximación anlerior se dice que t.enemos un pseudopoLer.cial 

local. 

Un result.ado :fundamental de esle formalismo es que en 

t..eoría de pert..urbaciones a segundo orden y leoría de 

respuesta linen.1 le11emos que la e):presión para el pot.oncial 

int.eriónico de par est.á dado por la expresión: 

e/; (r) 
22 
r 

senCqr) eCq)(ón(q))Z 

q (1 - c(q)) ) 

3.5 

donde cCq) es la función dieléctrica y sobre ella recae el 

e.fE:ct..o de ¿¡.pant.allamiento ei-1t..re lo:; iones puesto que con-

ll(;~v.:i. l.a inl¿~r.:-i.cció:"l de le~ elcct.rone~ ds- condu:::ciOn. 
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3.1. 2 EL CALCULO DEL POTEHCIAL INTERióNICO 

Como se mencionó anleriormenle para el cálculo de esle 

polencial se ulilizó el mélodo propueslo por Manninen el al24 

En esle mélodo se uliliza a las densidades cálculadas para 

ser inlroducidas en la expresión 3. 5 Cen est.e caso las 

densidades oblEmidas a lrn.vés del formalismo HICS).Sin eml;>argo 

en virlud de que la densidad elect.rónica pres en la 

oscilacionesen la vecindad del origen, CFig. 2 ) y éslas 

e~tán asociadas a una inleracción fuerte entre los eleclrones 

de valencia y los iones del melal, lo que enlraria en 

cont.radicción con la t.eoria psc:udopot.encial, por lo cual 

eslas .:;on elímin.;i.da.:; de eSLá. densidad. Siguiendo el c~mino de 

Mannineri et.. al24 la €·liminación se lleva a cabo sin la 

int,roducción de par.imelros c;.~xperiment..ales ajuslables. Con el 

fin de lograr e~lo se uliliza en la regi6n de oscilaciones 

cer·canas ..:s.l origen una e-:..q:H'"e:;ión pa.ra la densidad del ~ipo 

6 nC r) A - B r2 r < R0 3.6 

Las const.:inlE:>s A, 8 y R0 se dele1·minan a parlir de que 

ón(r) y Oón(1 .. ~_..·ar zon cont...inuas en r-=R0 y á.dem~5 pidi¿..ndo 
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que la carga eleclrica se conserve. A la densidad asi 

ajuslada la denominamos pseudodensidad. 

El siguienle paso en el cálculo consisle en oblener la 

lransformada de Fourier de la pseudodensidad, ónCq). En 

virlud de que la inlegral en r de?be ser lomada sobre lodo el 

espacio, ulilizamos la forma asinlólica de la densidad 

Cpseudodensidad) para r > RMAX, donde RMAX es la dislancia 

hasla donde se calculó numericamenle la densidad eleclrónica, 

que en esle caso se lomó RMAX = 22.6 u.a .. 

La expresiót~ empleada para la forma asinlót.ica fue: 

ó nCr > RMAX) 
cosC2k r + $) 

~- 3.7 

Para delerminar los parámelros {!¡, y e se lomo en cuenla 

que ésl.0$ sat..isf.:icen las siguientes _.relaciones: 

ónCr ) 
2 

A cos2k r - cos2k r 
d F 2 F 1 

h sen2k r - sen2k r 
.;! F 2 F 1 

r énCr J 
A = 

d 

1 1 

r ónCr ) 
2 2 

28 
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FIGURA 2.- Gráfica de la densidad elect.rónica de cesio 
calculada con el formalismo H. K. S .. 
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PIGURA 3. - Grcirica de densidad electrónica del cesio a la 
cuo.1 se le han eliminado las oscilaciones que 
presentaba en la vecindad del origen. A la 
dei~sidad asi suavizada se le conoce como 
pseudodensi dad. 
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FIGURA 4.- Gráfica de la Lransforrnada de F'ourier 
pseudodensidad electrónica de cesio. 
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FIGURA 5. - Gráfica de las funciones dielécLricas mecionadas 
en ·~l Le:-<Lo que ahora han sido reescaladas. 
Puede observarse que no exist..e ahora región en 
la que se llegue a valores negat..ivos. 
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en donde r 
1 

es la dist.ancia del origen al punt.o donde se 

calcula el penúlt.imo valor de la densidad y rz es igual a 

RMAX, es decir el punt.o más alejado del ion donde se c.:llcula 

la densidad. 

Una vez que t.enemos lodos los el ement.os necesarios, 

est.os pueden ser sust.it.uidos en la expresión 3.5 y de est.a 

manera obt.ener el pot-encial int.eriónico. 

3. 2 CÁLCULO DE LAS CURVAS DE DISPERSI6N FON6NICA. 
1
"·

1
"'·

2 º 

El hamil t.oniano de un sist.ema crist.alino est.a dado por 

la expresió11: 

H 3m 
+ u 3.11 

donde p es la car,tidad de- mo·,.,imient...c del i-fisirr.o átomo 

del arreglo c1-ist..alino~ m lé1 masa de ést..e y U la E:nE;wg.Í.:ii. 

poLencia.l dol -::i 3t.8ma. 

Par a un sólido que pose.:.. un a t.. orno por celda uni t..ar i a con 

una basG> dad.::i por los vect....ores a, b y e las posiciones de 

equilibrio qu;;;;., cc:...:~a.n los aLomos e'Slán dadas por lD.. relz..ción: 
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R. 
' 

+e e: 
' 

donde A., B , C son enteros. 
' ' 

3.12 

Sea u. el desplaz¿,miento respecto a la posición de 

equilibrio que ha sufrido el i-ésimo átomo, entonces la 

posición de éste puede ser escrit..a como 

La 

r. 
' 

R. + u. 

energía potencial del sist..ema 

3.13. 

cristalino debe 

considerar todas las contribuciones de los diferentes pares 

de áLomos, o sea que esla l.Gndrá ur,a expresión del tipo: 

u 1 ~ ' ( 
~'-'•.iq> r r)= _;,__E . .PCR.+u-R-u) 3.14 

J (;..- t.,J \. \. J J 

Es"le potencial puede ser desarrollado en serie respecto a las 

posicio1;es de equilib:-io del sistema en potencias de los 

de:;pla=atnient..os. desarrollo que da. por result.ada: 
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u <PCR.) + _1_¿; 
L G CÜ -Ü )'7 cf;{R. -R.) 

t,j t j L J 

+ E ( CÜ. -Ü.) oV ]
2

.:PCR. -R) + términos de 
t • i L J L J orden superior. 

3.15 

El primer término de la expresión anterior represenl..a la 

energía polencial de equilibrio. en lanl..o que el segundo 

término es igual a cero puesl..o que cada sumando involucra a 

la fuer=a que sien\.e el i-é:;imo álomo cuando se encuenl..ra en 

la posición de equilibrio y esl..a fuerza es claramen\.e cero. 

Si consideramos ahora al siguienl..e término en el desarrollo y 

despreciamos los Lérminos de orden superior tonemos lo que se 

conoce como la aproximación ar·mónica, 

hanU. l t.oni ano del si stem::i.. queda corno: 

H 
p~CR.) 

' ' 
2m 

+ u 
o 

1 
+ 4"" 

con lo cual el 

(> 
u. 3.16 

J 

dc:>nde U0 es como se h;:i.bí a di cho con an\.er i or i dad el 

pot..cmcial de equilibrio y eslá dado por: 

3.17 
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en t.ant.o que 00~ 

3.18 

Clarament.e se ve que DCl/1 es una matriz simét.rica, que además 

sat.isface que: 

o o CI 
m u 3.19 

Definiendo o.hora las cccrclenadas ~.ex l> talos que sa'Lis:facen: 

donde 

"' u 
1 

k 
CN m) 

• R) 3.ZO 
' 

el conjunto de '\ son los vect.ores de polarización, 

por lo cual la ecuación Z.23 puede ser escrita como: 
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D Ck) es la mat.1·iz dinámica cuyos elemenlos son: 

D Ck)= 
o.f3 

1 
m 

3. 21 

Las frecuencias asocia.das a las ondas que describen 

se oblienen de la ecuación de valores propios p2.:·a 

veclores de pal ar i zaci ón: 

E Do.(3 CÜ 
z 3.23 e "'x e 

k p ).. k ")., 

3. 3 . -DENSIDAD DE ESTADOS gCv). ESPECTRO FONóNIC026. 

<\x 
los 

Paró. lci. de-t.e:-minación de propiedades t...ermodir,amicas de 

un slslema crist.ali110 es d2 vit.al imporl~ncia el conocimienl.o 

de l~ distribución de los modos normales de vibración. Sea 

g(¡,.1J la de11:::;idad do e:;Lado:;:; de é~t.o::;, ent.once:::;, gCv)dv nos 

dara el número de fonones enlre v y v + dv. Tenemos que 

podemos. exp1-12:-sar l.:i. denzida. de e~t.'1dos 9Cv) en t.érminos de 
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la densidad de estados f(k) e1)' el espacio recíproco: 

g(v)dv 3.24 

El número de .frecuencias en un intervalo dado debe ser 

determi nndo consi der at)da las conlr i buci ones de cada rama, es 

decir, gCv)= g (J,>) 
C< 

Cada 

condición de normalización: 

L 
donde 

J.> 
Ctmo.x 

correspondiente. 

g (v)dv 
CI 

l/3 

la f'recuencia 

rama debe cumplir con la 

3.2!3 

máxima de la rama 

Para un sistema t..ridimensional no es pasible obtener 

una expresión af1alílica para la función de distribución de 

f'recuencias. El mélodo mas direcLo para calcular la función 

de distribución es el conocido COI) el nombbre de la raiz de 

p1~ueba, en el cual se gGnera. un número grande de f'recuoncias 

a pz...rt.ir de las cuales podemos generar un histograma que no.s 

reproduce la di5t,ribución de frecuer,cias. Un problema que se 

presenta al calcula1· de esta manGra la distribución es que no 

e5 capc.z de reproducir los detalles f'ino::; del espectro. 

Un mejoramiento del melcdo de muestreo lo rep1·esent.a el 

m~todo de Gil.:;.t, y Raub~,11heimer. En esl.e mélodo l.:;. malri:: 
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dinámica dada. por ·la expresión 3. 22 es diagonalizada para un 

conjur1to suficieril.emenle denso de valores k en el cent.ro de 

pequeños cubos que cubren Cl/48) de la primera zona de 

Brillouin para cristales cúbicos. En cada pequeño cubo las 

variaciones de vCk) son calculad.:..s respeclo las 

variaciones de 1:, exl.rapolando despues para punl.os diferenl.es 

dentro del pequeño cubo. 

Para obl.ener las f'recuencias apropiadas podemos escribir 

la ecuación de valores propios 3.23 como sigue: 

1 = o 3.26 

Denol.ando por UCk) a la matriz que diagonaliza a la mal.riz 

dinámica podemos escribir: 

U'"O:) DCk) UCk) A Ck) 

donde .\(k) es la mal.ri= diagonal que sal.isface: 

A .. 
JJ 

4r12 V Ck) 
j 

3.27 

3.29 

El mél.odo de extrapolación consisl.e en resolver la ecuación 

3. 28 p.:ir.a los valores propios "'· J 
sobre v2~l ores de k 

disl.r-ibuidos unif"orm.;;menLe en la región de \..raba.jo de l;:,. red 

recíproca, p~ra de~pues g~n8rar las olras soluciones por 

medio de '....ln dc::;.a.:-rcllo er~ siarie de· Tá.ylor. 
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3.4.- CÁLCULO DEL CALOR ESPECIFICO 

Las oscilaciones que realizan los al.ornes de un cristal 

alrededor de sus posiciones de equilibrio nos dan info1·mación 

acerca de la energía que posee t.al sisLema. Cada modo norm<ll 

de vibración del crisLal se comporta como ur1 oscilador 

independiente que obedece a la est.adíst.ica de Bose-EinsLcin. 

En esLas condiciones podemos escribir la energía t.oLal como: 

donde 

E =<E> 
l 

n.Ck) 

' 
1 

expC (3h vi CJ..:)) - 1 

de donde se obLiene que 

3.29 

3.30 

3.31 

Sin embargo, dado que el corijunt.o es lo suficientemente denso 

podemos susLiLuir· la anterior suma por una inLegral sobre la 

dc·r,si dad dt:o es t..ado::; ~ por 1 o cual podemos eser i bi r: 
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V 

I 
max 

1 -z- h v colh C¡>hv/2) gCv) dv 
o 

3.32 

donde v es la frecuencia m.ixima fonónica. FinalmenLe,dado 
max 

que Cv = o<E>/o T obLenemos: 

V 

e 
V }( I 

o 
C f,hw'2) Z gC v) /senhZCP,hv/2) 3.33 
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FIGURA 7. - Gráíica de la cu1·va do dispersión de fonones para 
ce::;io s•:.gún el cálculo de la reíerencia 13, 
junlo con las mediciones experimenlales de la 
referencia 16. 
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FIGURA 9.- Gráfica de la curva de dispersión de fonones 

para cesio calculada en esle lrabajo. Las 
mediciones e:<per i menlal es cor r espondeo de nuevo a 
la referencia 16. 
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FIGURA 9. -- Gráfica del especlro fonónico de cesio segú1~ el 
cálculo d<-> la referencia 13. Los punlos 
experimenlales son de la referencia 16. 
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FIGURA 11.- Gráfica del calor especifico enlre O y 30 K para 
el cálculo de la referencia 13 y el lrabajo aclual. 
:Se muesLran lambien los resullados experimenLales 
según la referencia 12. 
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FIGURA 12. - Gráfica del calor específico entre O y '2.00 K 
para ol cilculo de la referencia 13 y el trabajo 
actual. Los resultados experimentales son de la 

referencia 12. 
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CAPITULO 4 

COMENTARIOS Y CONCLUSIONES 

Como se mencionó al rinal del capítulo ant.erior se 

mcdiricó l.:• l'u1·,ción dieléctrica, en doride ahora, en lugar de 

col ccar el par .imet.r o r tr a.di ci anal 
s 

pa1· a el mat.er i al C 5. 62 

u.a.) se su::::.Li Luyó por 
.,. 

r e 
s 

4.~28 u.a.), en lugar de 

u!..ili;:ó cnq. El parámetro ¿;
9 

uLili=.:tdo t.iene un origen 

semiernpirico y en su obtención ne se ajustó a. nin9una de· las 

pr opi ed~de.·S c..;.l e ul a das. Fue det.er mi nade ~:. i l i =ando el VZi.l or 

para la pol.3.ri:zabilid.::i..d d.1.do por la referenci¿., 27. Con est..os 

nuevos pará:m~lros se p1-ocedi6 a reali:=ar los cálculos 

Como puE:.~de obser·.r.arse de z.i.nalizar la gráfica del 

pole·nci al i nt.cr i ónico cor 1·espondienle al cálculo con una 

función d.!.eléct..rica :;in modifi.:::acion y 01 a.cl.u.J..l ·::Fig. 6 ) 
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la posición del mínimo del potencial ahor;:i. se vio disminuido, 

tomando un valor más cercano al parámetro de la red. 

Si ahora comparamos las curvas de dispersión obLenidas 

en un cálculo sin roescalar la función dielécLrica y las del 

presenLe trabajo vemos que esLas úlLimas se asemejan en mayor 

medida a las obtenidas experimenLalmente, ccmo puede ser 

observado en las Figs. 7 y 8 En el primer caso se cbti ene11 

frecuencias muy grandes re:;pecLo a los experimenLales en 

t.ant.o que para el cálculo acLual ésLas se ven disminuidas, 

acercándose bast.anLe a los resultados experimenLales, hecho 

que se refleja en el cálculo del calor específico. 

En los resulLado:; del calor específico se observa un 

mejoramient.o en la predicción hecha por el cálculo realizado 

con la función dieléct.rica reescalada, en particular para 

valores pequeños de la LGmperat.ura. En la Fig. 11 puede 

observarse la predicción t ... eórica del cálculo anterior y la 

hecha por esLe lrabajo junlo con las mediciones hechas 

expG'r i monl-.=.lment.e. Puede not.ci.rse el ar<J.rnente la mejoría 

irYLr-cdu:.:ida en el preserd, .. e cálculo. Sin emb~rgo para al t.as 

Lemperat.uras, Fig. 12 La11lo el cálculo previo como el 

presenLe muesLran discrepancias mayores (alrededor del 6 %) 

que para bajas temperaturas. EsLo probablemente se debe a que 

la apr oxi maci ón armónica va perdiendo v<ll i dez conforme 

aumenLa la temperat.ura. 

Es muy clc:...ro que la int.rcducción del reescalarnier~lo en 
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la función dieléctrica ulili::ada para llevar adolanle el 

presenle cálculo m¡;,joro de manera apreciable los result.ados 

obtenidos al ser compárados éstos con lo observado por el 

experimenlo. Cabría esperas que en la realización de algún 

cálculo similar donde se el reescalamienlo 

mencionado en alguna de las funciones dieleclricas ciladas en 

esle lrabajo ir,lrodujeran una mejoría apreciable en la 

predicción de las propiedad.:s de algún malerial en cueslión. 

El reescalamienlo ut.ilizado conlleva a modificar ligerament.e 

el modelo empleado par a 11 evar adel ant.e el cálculo, en 

particular en el modelo de gelatina, el fondo de carga 

positivo ahora es un medí o polar i zabl e. 

Seguramenle el cálculo de las propiedades de t.ransporle 

se verá mejorado con la int.roducción de la función 

dieléclrica reescalada • larea inmediaL~ a ~eguir, junto con 

un posible cálculo d.:l parámetro <: 
D 

a partir de primeros 

principios, para así lograr un esquema global de mayor 

consi sl.enci a. 
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