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INTRODUCCION. 

El presente trabajo es una introducción al estudio de las series 

de Fourier conjugadas y a las funciones conjugadas. Empezamos 

abordando la "teoría conjugada" de forma paralela a la teoría 

clásica, de la cual el lector encontrará un resumen en el apéndice, 

que recomendamos leer simultáneamente con los dos primeros 

capítulos, para poder apreciar la enorme relación existente entre 

ambas ramas. 

Sin duda alguna, el lector obsen·ará que los primeros criterios de 

com·ergencia para series de Fourier conjugadas son "duales" (si 

se nos permite usar la palabra en un contexto formalmente in

correcto, pero intuitivamente claro) de los criterios usuales en la 

teoría clásica, salvo por la notoria excepción de que la convergen

cia de la serie conjugada en un punto, en caso de haberla, es a 

una extraña y aparentemente misteriosa integral impropia, que 

más tarde será conocido. como la función conjugada de la función 

original. 

En el capítulo tres se define con todo rigor la función conjugada, 

se observan algunas de sus propiedades e incluso se calculan las 

funciones conjugadas en casos sencillos. Demostramos la existen

cia de la función conjugada c.d. y damos un criterio de Lusin 

para la convergencia de la serie de Fourier usual de una función 

de cuadrado integrable en términos de un cierto límite que im·olu

cra a la función conjugada, y que constituyó la motivación de la 

célebre conjetura de Lusin. 
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A partir del capítulo cuatro abandonamos el análisis real y usarnos 

herramienta propia de la variable compleja, en donde la función 

conjugada para funciones en [, 1 juega un rol semejante al de la 

conjugada armónica de una función de rnriable compleja. Em

pleamos la teoría de los espacios de Hardy y algunos resultados 

sobre series de potencias y represcnt ación integral de Poisson de 

medidas de Borel complejas finitas para garantizar continuidad 

absoluta de funciones y convergencia absoluta de series de Fourier 

en contextos aparentemente no relacionados. 

En la parte final del trabajo estudiamos el comportamiento de la 

conjugación con respecto a los espacios [,P y l 1 /og+C 1 , emple

ando aún métodos complr:jos (principalmente la fórmula integral 

de Cauchy). usamos un concepto de integrabilidad definido por 

Boks para demostrar que si la conjugada de una función integrable 

es a su vez integrable, ento:tces la serie conjugada de la función 

original es la serie de la función c:0~j11gada; con esto y un resultado 

de análisis de Fourier clúsico, damos un ejemplo de una función 

integrable cuya función conjugada no lo es, lo que muestra el gran 

alcance de los teoremas anteriores. 
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CAPITULO UNO. 
PRIMEROS CRITERIOS DE CONVERGENCIA 

PARA SERIES DE FOURIER CONJUGADAS. 

En este capítulo definirnos la conjugada de una serie trigonomé

trica, así como los núcleos conjugados de Dirichlet y Fejér, pro

pios del estudio de la convergencia de las series de Fourier con

jugadas. Con ellos calculamos las fórmulas integrales para las 

sumas parciales de una serie de Fourier conjugada y sus prome

dios, y probamos para series conjugadas el principio de localiza

ción de Riemann, así como los "duales" de los teoremas de Dini 

y Dirichlet-Jordan, conocidos como teoremas de Pringsheim y 

Young respectivamente. También se estudia la convergencia pun

tual en promedios de la serie conjugada de una serie de Fourier, y 

probamos el análogo al teorema de Lebesgue. 

1.1. DEFINICION. 
Sea S(t) = y+ I::;°=l ancos(nt) + bnsen(nt) una serie trigono

métrica con a0 , ª"' bn E R V n E N. Definimos formalmente la 
serie conjugada de S como 

00 

S(t) :== L -bncos(nt) + ansen(nt). 
n=l 

En caso de tener una serie trigonométrica con coeficientes com

plejos, la serie conjugada se obtiene conjugando formalmente a las 

partes real e imaginaria, es decir, si 



S(i) =' S1Jt)fz'S2~t) 

con S1, S2 series trigonométrÍc~ coh''coeflcientes re~es, entonces 

definimos 

1.2. Observación. 

Claramente de la definición y del hecho de que las operaciones 

formales con series trigonométricas se realizan en cada coeficiente, 

tenemos que la conjugación de series es un operador {:-lineal, 

cuyo núcleo son las series trigonométricas con únicamente término 

constante. También se \'e que la restricción a 0 , an, bn E 12 es 

innecesaria. 

En la mayor parte de este trabajo manejaremos senes trigono

métricas con coeficientes reales y, a menos que se especifique lo 

contrario, se supondrá esa condición tácitamente. Sin embargo, al

gunas veces trabajaremos con el sistema ortonormal { einx} ne?l. C 

.Cc([-r., rr]) (con la medida normalizada), y en ese caso las series 

trigonométricas adoptan la forman 

S(t) == 2:= Cneint 

nE?l. 

con en E 4::. Esta serie se puede escribir de manera única como 

S1 ( t )+iS2( t) con S1, S2 series con coeficientes reales y en términos 

de senos y cosenos (esto se considera implícitamente muchas veces 

2 



al hablar de coeficientes reales). \·eamos cómo: Si S1(t) = y + 
L::'=I ancos(nt) + bnsen(nt), S2(t) = T + L::'=I Oncos(nt) + 
Pnsen(nt), porla fórmula de Euler: eint = cos(nt) + isen(nt), la 

igualdad S = S1 + iS2 se da si y sólo si: 

ao + iao 
--

2
-- =co 

Cn + C-n = an +ion 

Cn - C-n = /3n - ibn, 

por lo que se debe tener: 

an =Re(cn)+Re(c_n) 

bn = Im(c-n) - Im(cn) 

°'n = Im(cn) + Im(c-n) 

/3n =Re( en) - Re(c-n)· 

Inversamente, para obtener la forma compleja de la serie S 

S1 + iS2 debemos tener que: 

ao + iao 
Co = --

2
--

0n - ibn Ílln + /3n 
Cn = --2-- + 2 

lln + ibn ion - /3n 
C-n = --2-- + 2 . 

Aparte de mostrar que efectivamente hay una única manera de 
pasar de series trigonométricas complejas a series reales, los cálcu

los anteriores muestran que la serie Lnel cneint es de hecho una 

de la forma T + L::;"=l ancos(nt) +bnsen(nt) si y sólo si co E llf y 
C-n = en, hecho que se usa para demostrar casos sencillos de teo

remas clásicos de análisis de Fourier, (véanse, por ejemplo, los teo

remas de Cantor·Lebesgue y Lusin-Denjoy). Esta simplificación 
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nos servirá para caracterizara la conjugi;ida de una serie trigono

métrica cuando está en su forma compleja. 

1.3. PROPOSICION. 

Sea S(t) = Lne7l Cneint una serie trigonométrica. Entonces 

DemoJtración. 

S(t) = 2.: -i(sgn n)cneint 

nE7l 
+'XI -':lQ 

= 2.: -icnein! + 2.: icne'"1 

n=l n=-1 

Veamos primero que el resultado es cierto para series S que ad-

miten una forma real (y por definición S también la admite), por 

lo que en las fórmulas obtenidas anteriormente, las °'"' f3n tendrán 

valor de O. 

Si denotamos el n -ésimo coeficiente complejo de S como Cn ( S), y 

haciendo la distinción entre an(S) y an(S) y análogamente para 

bn(S) y bn(S), tenemos para todo n EN que: 
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co(S) =O 

Cn(S) = an(S) - ibn(S) 
2-

_:_bn(S) :_¡an(Sf 
2 

.(a;.(S)'- ibn(S)) 
= -1 - 2 -

= -icn(S), 

(S) = an(S) + ibn(S) C_n 
2 

-bn(S) + ian(S) 
2 

.(an(S) + ibn(S)) 
=z 2 

= ic-n(S), 

por lo que la expresión compleja propuesta para S es la correcta. 

Visto esto, notamos que para el caso S = S1 + iS2 con S1 y S2 

con coeficientes reales, tenemos (ya que la obtención del n-ésimo 

coeficiente complejo de una serie trigonométrica es una operación 

C-lineal) que para toda n E "11.: 

Cn(S) = Cn(S¡ + iS2) 

= Cn(S¡) + icn(S2) 

= -i(sgn n)cn(S1) + (sgn n)cn(S2) 

= -i(sgn n)(cn(S¡) + icn(S2)) 

= -i(sgn n)cn(S). 

5 
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En lo sucesivo, usaremos la forina complej~ cull.fido ésta sea más 

fácil de manejar, como por ejemplo en la siguiente, 

1.4.PROPOSICION. 

Se tiene que - f; i(sgn k)ckeikt es Ja serie de Fourier de alguna 
-oo 

00 

JE .C~([-ir, ir]) si y sólo si L; lckl2 < oo. 
-:>:> 

DemoJtración. 

Basta notar que ji(sgn k)ckl = hl para k f= O, y el resultado se 

sigue del teorema de Riesz-Fischer. 1 

1.5. DEFINICION. 

Sea n E N. Definimos el n-ésimo núcleo conjugado de Di

richlet como la función Dn : [-ir, ir] -> R, dada por: 

n 

Dn(t) := ¿sen(kt). 
k=I 

1.6. PROPOSICION. 

Para toda t f= 2rr k ( k E 71.) se tiene que 

- ) cos(t/2)-cos(n+t)t 
Dn(t = 2sen(t/2) · 
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Demostración. 

Se tiene que: 

n 

. n · E 2sen(kt)sen.(t/2) 

Dn(t) ~ L sen(kt)= k=l ? ( /?) 
k=I _sen t _ 

f, cos( kt - f) - cos( kt + f) 
k=I 

2sen(t/2) 

_ cos(t/2) - cos(n + ~)t 
- 2sen(t/2) 

1.7. PROPOSICION. 

1 

Los núcleos conjugados de Dirichlet tienen las siguientes propie

dades: 

(i) Para toda n E N, la función Dn es periódica, (de periodo 2;r ), 

impar y diferenciable. Además se tiene que J Dn(t)dt =O. 
[-rr,rr] 

(ii) Para toda n EN y t E (O,;r], IDn(t)I $ m· 
(iii) La familia {Dn} nEN no está uniformemente acotada, es decir, 

no existe una constante M >O tal que ID 0 (t)i $ l\J Vn EN, Vt E 
[-ir, ;r]. 

Demo.1tración. 
n 

(i) Por definición, D0 (t) E sen(kt) es suma de funciones 
k=I 

periódicas, impares y diferenciables, y en consecuencia ella misma 

lo es. Además J D0 (t)dt = f, J sen(kt)dt =O. 
[-,,.,rr] k=l[-rr,rr] 
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(ii) Para O< t $ rr tenemos ¡,.nft/2JI $ ft¡, por lo que IDn(t)I = 
lco•(t/2)-co•(n+l;)tl < __ l _ < 2!:.. 

2l••n(t/2!I - IHn(t/2!1 - ltl' 

(iii) Calculemos algunos valores especiales de ñn: 

fJ (-/ ) _ co•(,,./2n)-co•(,,.+f,;l _ 2co•(" 2n) _ t(-/? ) _ 2n 
n " n - 2.Jen(11"/2n) - 2!en("' 2n) - CO 11 _n - :r 

-+'.X> (n---+oc). 1 

1.8. PROPOSICION. 

Los núcleos conjugados de Dirichlet tienen las siguientes propie-

dad es: 

(i) J Dn(t)dt:::::: In n 
¡o,,,.¡ 

(ii) J ¡bn(t)Jdt:::::: In n 
[o,,,.¡ 

(lii) Para toda f E .C~([-rr, rr]) tal que f(t) ---+O (t ---+ O), se 

tiene J lf(t)bn(t)jdt = o(ln n) (y por lo tanto se tiene también 
[O,rr) 

J J(t)Dn(t)dt = o(/n n)). 
¡o,,,.¡ 

DemoJtración. 

(i) f Dn(t)dt = - f= cº'iktJ lf:o= - f= <-t + f= í:::::: 0(1)+ 
[O,:r] k=I k=l k=I 

In n 

(ii) 
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- ( ) . cos(t/2) - cos(n + t )t 
Dn t = ------~ 

2sen(t/2) 
_ cos(t/2)- cas(nt)cos(t/2) + sen(nt)sen{t/2) 

- 2sen(t/2) 

= cos(t/2)[1 - cos(nt)] + sen(nt) 
2sen(t/2) 2 

[l - cos(nt)] = .-___..--,..--. 
2sen(t/2) 

+ [cos(t/2) - l] [l - cos(nt)) + Ó(l) 
2sen(t/2) 

= [1 - cos(nt)) + 0(1)0(1) + 0(1) 
2sen(t/2) 

= sen
2
(nt/2) + O(l). 

sen(t/2) 

Así, J IDn(t)!dt = J ·:::¡7;g) dt + 0(1) 
[O,w] [O,wj 

2 J •rn,(nl) dt 0(1) • J un>(nt) dt _21 /n n == J;ñ(iJ + , y como ~ ~ 
[O,:r/2j {0,11'/2] 

(véase el apéndice), se tiene que J ¡1\(t)ldt ~ ln n. 
[0,lf] 

(iii) Sea e > O. Como f(t) ---> O (t --> O), existe 8 > O 

tal que lf(tl! :$ E.V t E (-ó,8), entonces J IJ(t)Dn(t)!dt ::; 
[O,ó] 

E J !Dn(t)!dt = E.0(/n n). Además, ya que !Dn(t)I :$ T, ten
(O,:r] 

emos que J lf(t)Dn(t)ldt :$ i J lf(t)!dt = 0(1), por lo que 
[8,>rj (6,>rj 

f l/(tJD.(tJldt 
(O, r) 

In n :$ ¿Q(l) + ~(!~, con lo que se demuestra que 

J !f(t)Dn(t)ldt = o(ln n). 
(0,rr) 

9 
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1.9. DEFINICION. 

Sea JE .C~([-ll', ¡;]) dada. Definimos la n-ésima suma parcial 

conjugada de f como la función Sn(f) : [-ll', ;r] --+ 1.1?, dada 

por: 

n 

Sn(f)(t) := - L i(sgn k)}(k)eikt. 
k=-n 

En lo sucesivo, dada una función f E .CR([-ll', ¡;]), denotaremos 

Pr(t) := f(x + t) - f(x - t). 

1.10. PROPOSICION. (Fórmulas integrales para Sn(f).) 

Sea JE .C~([-ll',rr]). Entonces: 

(i) Sn(f)(x) = -~ J f(x + t)Dn(t)dt = 
[-ir,irj 

~ J f(x - t)Dn(t)dt. 
[- .. ,ir] 

(ii) Sn(f)(x) = -~ f¡ 0 ,,,.¡ Px(t)ñn(t)dt. 

(iii) Sn(f)(x) = -~ f¡0 ,,,.¡Px(t) ( 2 tan~t¡2 ¡ - 2 ~;~¡~J~¡) dt + o(l) 

Demostración. 

(i) Por definición, 

10 



n· - ·=-. ':<'~ .----.·-_· :_-:: .. __ - ~ 

Sn(f)(x) = - 'L,.i(~gn k)Í(J;)eikz· 
k=-;n. , 

Calculamos: 

i t 2i.sen(kz) = -2.l\{z). < \; 
k=l '· ''" " 

Así, Sn(f)(x) = --:}; J 2/(t)ñn(t -~)dt = -~ J J(x + 
[-11",11"] [-11",11"] 

. t)Dn(t)dt. 

Haciendo el cambio de variable u = -t y aprovechando que Dn 

es impar, obtenemos 

Sn(/)(x) = ~ j f(x - u)ñn(u)du. 
[-11",11"] 

(ii) Sumando las dos expresiones anteriores para. Sn(/)(x) obten-

emes 

Sn(f)(x) = - 2~ j {!(x + t) - f(x - t)}ñn(t)dt 

[-:r,11"] 

1 J -= -- p,(t)Dn(t)dt. 
271" 

[-11",:r] 
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Como p, y Dn son funciones impares, su producto es par, y por 

lo tanto Sn(f)(x) = -~ Í¡o,,.¡Pr(t)Dn(t)dt. 

(iii) Se obtiene de (ii) y desarrollando Dn(t) en su fórmula cer

rada, usando luego el lema de R.iemann- Lebesgue para obtener el 

término o( 1) . 1 

1.11. TEOREMA. (A. Pringsheim) 

Sean f E C~([-;r, rrj), x E [-;r, ;;:j tales que p,,'tJ E .C~((-ir, ir]). 

Entonces Sn(/)(x) ~ -~ Í¡o,,.¡ 21:~[:}2 ¡dt. , 

Demostración. 

Probaremos que 

- 1 i ; 1 p,(t) 
Sn(f)(x) = - - 'J ( /?)dt + o(l). 

ir ¡o,,.¡ _tan t -

- 1 r p,(t) 
Sn(f)(x) = -; }¡o,:r) 2tan(t/2) dt 

+ .!_ { ? Pr~?) cos(nt)dt + o(l) 
ir }¡0 ,,.1 _tan t -

1 J p,~t) 
= -; 2tan(t/2) dt + l 1(n, x) + o(l). 

[-"·") 

Veremos que l 1(n,x)-> O (n ->oo). 

Ya que t ~ 2sen(t/2) y que cos(t/2) E .Ci([-ir, ir]), tenemos que 
p,(t) .ci ([ ]) · 'l · p,(t) E ci (( ]) p ¡ - 1- E ~ -;r, ;r SI y so o SI 21 an(t/2J ti! -ir, ;r • ore 

lema de R.iemann-Lebesgue, 11(n,x) = o(l). 1 
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1.12. TEOREMA. (Principio de localización de RiemB.nn para 

series de Fourier conjugadas) . 

Sean J E L'.~([-rr, rr]), x 0 E [-;r, ;r] y ¿ > O taJes qué /(x) = O 

para toda x en A.= {x E [-1r,rr]: lx - xol <e (~~((2ir)}; 
Entonces: 

(i) Sn(f)(x)---+ -~ J 21:~i:~21 dt V X E A. 
{O,rr} 

(ii) La convergencia de (i) es uniforme en cada subintervalo cerra-

do contenido en A. 

(iii) Si g, h E .C~([-rr, rr]),x0 E [-:r, ;r],e >O son tales que g(t) = 

h(t) V t E A = {x E [-:r, ;r] 1 lx - xol < c:(mod2:r)}, entonces 
s (g)(x) - s (h)(x) --+ _l r (g-h)(x+t)-(g-h)(x-t) dt (n -> 

n n ,,. J{O,rr] 2tan( t/2) 

ce), y la convergencia es uniforme en todo subinterrnlo cerrado 

contenido en .4. Es decir, las series Sn(g)(x) y S0 (h)(.r) son 

equicom·ergentes, pero a diferencia del caso de series de Fourier 

clásicas, no necesariamente al mismo \'alar. 

DemoJtración. 

(i)SeaxE.4. Seaó=s-lx-x0 l>0. EntoncesparaOSt<Ó 

tenemos que lxo - (x ± t)I S lxo -xi+ !ti< lxo -xi+ ó =e:, 
por lo tanto (x ± t) E A y f(x ± t) =O= Pr(t) Vt E [0,ó). Así, 

"'i'I) E .C~([-;r, ;;]) y por el teorema de Pringsheim se tiene la 

com•ergencia deseada. 

(íi} Sea O < r¡ < e, y sea B = {x E [-rr,rr] : lx - xol $ 

r¡ (mod 2;r)}. Sí ó = ¿ - r¡ >O, entonces para toda x E B, O$ 

t < ó, se tiene que lxo -(x ± t)I $ lxo - xi+ !ti <e, por lo tanto 

p,(t) =o V X E B. 

Así, 'Vx E B: 
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Sn(f)(x) = -~ f p,(t) dt 
rr }¡0 ,"¡ 2tan(t/2) 11 p,,(t) 1 + = '>. (/'>) cos(n + -)tdt, 

" ¡s,"J -~en t - 2 

Y ~ Í¡s,,.1 2 ,:~¡:~2¡cos(n + k)tdt-+ O (n--+ oo) uniformemente 

en x E B por el lema generalizado de Riemann-Lebesgue (ver 

apéndice). 

(iii) Se sigue de (i) y (ii), y de que Sn(g - h)(x) = Sn(g)(x) -

Sn(h)(x). 1 

1.13. PROPOSICION. 

Sea f E .C~([-rr, ;r]), y sea x E [-rr, rr] un punto de discon

tinuidad de f del primer tipo (es decir, f(x+), f(x-) existen 

pero son distintos). Sea d = f(x+) - f(x-). Entonces 

- d 
Sn(f)(x):::::: --ln(n). 

11" 

En particular, S(f)(x) diverge. 

DemoJtración. 

Para toda t E [-rr, rr] se tiene que 

f(x + t)- f(x -t) = d +é(t), 

donde é( t) -+ O ( t -+ O), por lo que usando 1.8.{iii): 
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Sn(f)(x)::: -; J [f(x + t) -f(x - t))Dn(t)dt 
[O,lT) . 

d¡- i··¡ ·-= -.- Dn(t)dt...;,; = .·· · e:(t)D~(t)dt 
ji' ll . 

[0,lT] [0,lT] 

d 
:=:::--In n + o(ln n) 

rr 
d 

:=:::--In n, 
rr 

pues In n-+ oo (n-+ oo). 

1.14. DEFINICION. 

Sean f E .C~([-rr, rr]), x E [-rr, rr] y h E (O, rr]. Definimos: 

- 1 J p,(t) 
f(x,h) := -;;: 2tan(t/2)dt, 

[h,lT) 

donde p,(t) = J(x + t)- f(x - t). 

1 

Nuestro siguiente objetivo es probar el resultado correspondiente 

al criterio de Dirichlet-Jordan sobre funciones de variación aco

tada, y empezamos con un resultado preliminar. 

1.15. LEMA. 

(i) Para cualesquiera n > 1, y ~ ~ a < b < rr se tiene que: 

15 



1 J cos(nt) 1 

2tan( t/2) dt ~ l. 
[a,b) 

(ii) Si P : [-ir, ir] --+ ~ es una función monótona creciente, 

continua en O y tal que P(O) =O, entonces: 

. J P(t) 
hm ( / ) cos(nt)dt =O. 

n-oo 2tan t 2 
[~,ir) 

Demostración. 

(i) Dado que 21 an\ 1¡2¡ es monótona decreciente y no negativa en 

[;, b], por el teorema de Bonnet existe ~E (a, b] tal que: 

1J2~:~~~;~)dtl = 12tan~a/2) J cos(nt)dtl 
[a,b) [a,~) 

< 1 [sen(n0 - sen( na)[ 
- 2tan( r. /2n) n 

< 1 2 
- 2sen( r. /2n) n 

r. 2n 1 
<---=l. 
- 2 ¡¡ n 

(ii) Sea t: > O. Como P(O) = O y P es continua en O, existe 

6 positiva y menor que r. tal que O ~ P(t) < é/2 para toda 

t E (O, ó]. Tenemos para dicha ó fija que: 

1 P(t) 1 

2tan(t/2) E li((ó, 11]), por lo que 2tan(t/2) E L'.~((ó, 11]), 
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y por el lema de Riemann-Lebesgue, 

J P(t) · 
? ( ¡2{os(nt)dt = o(l). _tan t . 

[6,1f] 

Así, existe No = No(e) E N tal que para toda n ?. No, ~ < 8 y 

lf¡6,,.1 2,:':iW/2)cos(nt)dtl < %· 
Por otro lado, como P es monótona creciente y no negativa en 

[~, ó] y 2 ~:~«~JL es continua en el mismo intervalo, por el teorema 

de Bonnet nuevamente existe (E [* 1 ó] tal que: 

1 J P(t) 1 1 ¡ cos(nt) ¡ 
2tan(t/2) cos(nt)dt = P(ó) 2tan(t/2/t ' 

[*,6) [e',6] 

y por el inciso (i) lo anterior es menor o igual que P(ó) < % • 

Así, tenemos que para n?. No, 1 J 2,:':iW/2Jcos(nt)dtl <e. 1 
!*·"] 

Antes de enunciar el teorema de Young sobre convergencia de la 

serie conjugada para funciones de mriación acotada, queremos 

notar que, puesto que toda función de variación acotada tiene 

a lo más una cantidad numerable de discontinuidades, tiene en 

particular a lo más una cantidad numerable de discontinuidades 

removibles; modificándola en tales discontinuidades (que forman 

un conjunto de medida cero) obtenemos una función de variación 

acotada, sin discontinuidades removibles e igual c.d. a la función 

original. 
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1.16. TEOREMA. (W. H. Young) 

Sean f una función de ~·ariación acotada en [-11', 11'], y x E [-11', 11']. 
Entonces (Sn(f)(x)) converge si y sólo si existe 

- . 1 J p,(t) 
f(x) := hm -- ? ( /?)dt, •-O 71' _tan t -

[•,:r] 

en cuyo caso S(f)(x) = j(x). 

Demostración. 

Por lo observado anteriormente, podemos suponer que f no tiene 

discontinuidndcs removibles. Si x es punto de discontinuidad de 

f, debe darse entonces que los límites bilaterales f(x+) y f(x-) 

existen y son distintos. Por la proposición 1.13., Sn(f)(x) diverge 

en este punto. Por otro lado, 

J dt 
tan(t/2) = +oo, 

[O,:rj 

y adema.S limp,(t) = f(x+) - f(x-) f. O, por lo que f(x) no 
1-0 

existe. Supondremos entonces que f es continua en x. La de-
mostración se divide en las siguientes dos etapas: 

(i) Probar que las sucesiones (Sn(f)(x)) y (f(x, ;J) son equiva

lentes (es decir, su diferencia es o(l) ). Esto probará que: (Sn(/) 
(x)) converge si y sólo si lim f(x, 1!) existe, en cuyo caso ambos 

n-oo n 

límites coinciden con S(f)( x). 
(ii) Probar que cuando f está acotada, la existencia del límite de 

la sucesión (f(x,; )) equivale a la existencia del límite de f(x, h) 
cuando h -+ O. Así, la convergencia de (Sn(f)(x)) equivale a 

la convergencia de (f ( x, h)) y a la existencia de f ( x), que desde 

luego coincide con S(f)( x). 
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(i) Por demostrar que Sn(J)(x)- f(x, *) = o(l). Tenemos por la 
fórmula aproximativa para la:s sumas conjugadas parciales 1.10. 
(iii) y por 1.14. que: 

• • ;r 1¡. · 1 ·. cos(nt) 
Sn(J)(x)-f(x, ;;) = -; · .. Px(t).[2tan(t/2) - 2tan(t/2)Jdt 

[O,irj 

+ o(l) +; T 21:~~:~2) dt 

l*·"l 
1 j···· . cos(nt) 

= ; . ·. Pz(t) 2tan(t/2) dt 
[*·"l 

1 J Pz(t) - - ? ( /?) [1 - cos(nt)]dt + o(l) 
;r _tan t -

(O,*) 

= I1(x, n) + I2(x, n) + o(l). 

Demostraremos que I1(x,n) = o(l), I2(x,n) = o(l). Como fes 
de variación acotada y continua en x, entonces las funciones J(x+ 
t), f(x-t) son de variación acotada y continuas en t =O, así como 

la función p,(t) = f(x + t) - J(:r: - t). Por tanto, p,(t) se puede 
escribir como p,(t) = P(t) - N(t), donde P, N son monótonas 

crecientes, continuas en t = O y además P(O) = O = N(O). De 
esta manera, hemos pasado de funciones de variación acotada a 
funciones monótonas, y de continuidad en x a continuidad en O. 
Tenemos que la integral: 

I1(x, n) = j p,(t) co.s(nt)dt 
2tan(t/2) 

[~.,,.¡ 

= J 
[~.ir] 

P(t) J N(t) 
2tan(t/2) co.s(nt)dt - 2tan(t/2) cos(nt)dt. 

[~,,,.¡ 
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Por el lema 1.15.(ii), las últimas integrales tienden a cero cuando 

n tiende a infinito, es decir, I1(x, n) = o(l). 

Para I2( x, n) tenemos la siguiente estimación: 

II2(x,n)I = I~ j Px(t)\~a~~:);;)dtl 
[O,*] 

~ ~ ¡ ¡p,(t)l 2sen
2
(nt/2) dt 

ir 2sen(t/2) 
[O,*] 

< llPxll[o.~] ¡ ir(":12
)dt 

- ir t 
[O,~] 

= llPx ll¡o,;f] :
2 j tdt 
[O,~] 

71"2 
= 311Pxll[o,~] ->O (n-> oo), 

pues p,(O) = O y p, es continua en O .(También se usó la de-

sigualdad sen(t) 2'. ~ para t E [O, ir/2) .) Así, hemos probado que 

S11 (f)(x) - j(x, ;) = o(l). 

(ii) Supongamos que (j(x, ;)) converge, y demostremos que exis

te j(x) = lim j(x,h). Sea h >O y sean EN tal que n+"i ~ h < 
h-·O * . Entonces: 
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lfcx, h) - i(x, ~ )!= 1 I 2t:~~:j2) dtl 
[h,~J 

1l' 1 
::=; llPxll¡o,*¡(¡:; - h)i1 2tan(t/2)!1[h,*] 

< 11 11 ( " rr ) 
1 

- Px [o,*] ;:;- n+ 1 2tan(rr/2(n + 1)). 

< 11 11 • __ rr_ 1 
- Px [O.;;-J n(n + 1) 2sen(rr /2(n + 1)) 

rr 1 rr2(n + 1) 
::::; 11Pxll¡o,*]n(n+l) 2 2rr 

1l' = 11Pxll¡o,*¡ 2n = o(l) 

Así, la convergencia de fcx, ;) a S(f)(x) equivale a la existencia 

de i(x) y además S(f)(x) = i(x). 1 

1.17. COROLARIO. (Versión local del teorema de Young) 

Sean J E L.'.~([-rr, rr]), x E [-rr, rr], e > O tales que f restringida 

a [x - e, x +e] es de variación acotada. Entonces Scf)(x) existe 

si y sólo si existe j( x), en cuyo ca.so son iguales. 

Demostración. 

Sea g: [-rr, ll'j --> lí! dada por: 

g(t) = { f(t) si it - xi< c-(mod27l') 
O en otro caso. 

Tenemos que g es de variación acotada en todo [-ll', ll'j, y por 

el teorema de Young S(g)(x) existe si y sólo si existe ij(x), en 
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cuyo caso son iguales. Por el principio de localización de Rie

mann para series de Fourier conjugadas 1.12.(iii), S(g)(x) existe 

si y sólo si existe S(f)(x), en cuyo caso S(J)(x) = S(g)(x) -
l f !f-2Hx+t)-(f-g)(x-tl dt donde esta última intecrral es igual 
" J{O,lfj 21an(t/2) ' o 

a (f-::g)(x) y siempre existe; además, si j(x) o g(x) existe, en-

tonces existe la otra y (f-::g)(x) == j(x) - g(x). Así, S(f)(x) 

existe si y sólo si existe j(x), en cuyo caso S(J)(x) = S(g)(x) + 
(i(x) - g(x)) = j(x). 1 

1.18. DEFINICION. 

Sean f E .C~([-7r, 7r]), x E [-7r, 7r], n EN, definimos: 

1 n -
an(!)(x) := -n 

1 
¿ Sk(f)(x). 

+ k=O 

Algunos autores definen 0-n(!)(x) = ~ L~=l Sk(f)(x). 

Así como el núcleo de Fejér es una herramienta poderosa en el 

estudio de la convergencia en promedios para las series de Fourier 

clásicas, su contraparte conjugada es útil en el estudio de la ( C, 1 )

sumabilidad para series conjugadas. Esto nos lleva naturalmente 

a la siguiente 

1.19. DEFINICION. 

Sea n E N. Definimos el n-ésimo núcleo conjugado de Fejér 

como la función: 
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- 1 ~ -
I<n(t) := n + l ¿_, Dk(t). 

k=l 

Los autores que definen iTn(f)(x) == * I:~=l Sk(/)(x), definen 

1.20. PROPOSICION. 

Para toda n EN, t ~ O(mod 2rr), se tiene: 

; 1 ( .sen(n + l)t) 
An(t) = 4sen2(t/2) sen(t) - n + 1 

1 sen(n+l)t 
2tan(t/2) (n + 1)4sen2(t/2)' 

Demostración. 
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- l ~ -I<n(t) = -. -L.,D¡,(t) 
n + 1 k=l 

= _1_ t cos(t/2) - cos(k + ! )t 
n + 1 k=O 2sen(t/2) 

1 1 n 1 
= 2tan(t/2) - (n+1)2sen(t/2) [;cos(k+ 2)t 

1 1 ~ 2sen( t/2)cos( k + ! )t 
= 2tan(t/2) - (n + 1)2sen(t/2) 2o 2.sen(t/2) 

1 
=---

2tan(t/2) 
1 n 

- ( , )4 2 ( /?) :L(sen(k + l)t - sen(kt)) 
n -r 1 .sen t - k=O 

1 sen(n + l)t 
2tan(t/2) (n + 1)4.sen2(t/2) 

1 [? (t/?) ·( /?) sen(n + l)t] 
4sen2(t/2) -sen - co~ t - - n + 1 

1 sen(n + l)t 
4.sen2 ( t/2) [sen( t) - n + 1 J. 

1 

1.21. PROPOSICION. 
Los núcleos conjugados de Fejér tienen las siguientes propiedades: 

(i) k n es impar, diferencie.ble y periódica (de periodo 2;r ). 

(ii) Rn(O) =O, (J?n)'(O) = n'~2n Y j(I{n)'(t)j $ (I(n)'(O) 

\./t E lít. 

(iii) kn(t) >O si O< t <ir, n >O. 
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(iv) !Rn(t)j ~ I• 1i<~(t)1 $ (I(n)'(O) = "2t2
" \ft E R - {O}. 

(v) J kn(t)dt =O. 
[-.-,:r) 

(\•i) sup{j kn",\tl 1 : n EN, t E la}= ~. 

Demostración. 

(i) Se sigue del hecho de que kn es el promedio de los (n+l) 

primeros núcleos conjugados de Dirichlet, que son funciones im

pares, diferencia bles y periódicas (de periodo 2;r ). 

(ii) I(n(O) = n~I ¿~=O Dk(O) =O. 

Para t E R arbitraria, 

(I(n)'(t) = n ! 
1 

"t,cñk)'(t) 
k=l 

l n k 

= - L(L(sen(lt))' 
n + 1 

k=l l=I 

l n k 

= - L L leos( lt). 
n + 1 

k=I l=l 

Así, 

n k 

j(kn)'(t)j $ (I(n)'(O) = n ! l L L 1 
k=l l=l 

= _l_f k(k+l) = _l -(f k2 + f k) 
n+lk=I 2 2(n+l)k=l k=l 

= __ l_((n + 1)(2n + 1) n(n + lli = n2 + 2n. 
2(n + 1) 6 + 2 6 
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(iii) Se sigue de la fórmula: 

Rn(t) = 1 [sen(t) - sen(n + l)t] 
4sen2(t/2) n + 1 

y que para O< t < ;r se tiene que Jsen(n + l)tJ < (n + l)sen(t). 
.. n k n 

(iv) J[(n(t)l '.5 n~i ¿ ¿: Jsen(lt)J '.5 "~ 1 E k = r· 
k=l l=l k=l 

Para t E R - {O} arbitrario, por el teorema del valor medio, 

existe f. E ll! tal que i<~(t) ==Ji:~(~), y por (ii), ¡k~(t)l '.5 (I(n)'(O) 
= n't2n 

(v) 

i<.ltl sup¡¡&1!1¡·1ell?} 
(vi) sup{l~I: n E N,t E R} == sup{ ~' · : n E 

N} = sup{ (l(:)'(O) : n EN} = sup{ ":t?" : n E N} = }. 1 

1.22. PROPOSICION. (Fórmulas integrales para a,.(!)) 

Sean f E .C~([-11', 11']), x E (-ir, ir], n EN. Entonces: 

iin(f)(x) = ::¡:~ 1 J(x ± t)Rn(t)dt 
;¡ [-.-,ir] 11 . = -: Pz(t)I<n(t)dt. 
" [o,,,.J 
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Demostración. 

Por la primera fórmula integral para las sumas parciales conju

gadas 1.10.(i ): 

1 n -

ª"U)(x) = -
1 
¿ s.u)(x) 

n+ k=I 

1 n 1 1. = -2: :¡:- f(x ± t)Dk(t)dt 
n + 1 k=l ;r [-~,,,.¡ 

11. 1 n = :¡:- J(x ± t)(-L Dk(t))dt 
rr [-ir,irJ n + 1 k=l 

1 ¡ -= '.f:: f(x ± t)Kn(t)dt. 
" [-ir,irJ 

Análogamente, se sigue de la segunda fórmula integral para 

Sk(f)(x) que: 

1 n 11 -D-n(J)(x) = -
1 
2:-- Pr(t)Dk(i)dt 

n + k=I ir (O,rr] 

11, -= -:: Pz(t)J(n(t)dt. 
" [0,1fj 

1 

1.23. PROPOSICION. Sean f E .C~((-;r,ir]), x E [-rr,;r] 
tales que 

f lf(x + t) - f(x - t)jdt = o(h), 
J¡o,hJ 

entonces las sucesiones (a .. (J)(x)) y (i(x, ;)) son equivalentes. 
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Demostración. 

Ün(f)(x) -Ín(x, ~) 
n 

1 1 - 1 ¡ p,(t) = -- . p,(t)Kn(t)dt + - dt 
;r ¡o,,,.¡ ;r [*·"l 2tan(t/2) 

1 ¡ -= -- p,(t)Kn(t)dt 
;r [o,*] 11 t 1 sen(n+ l)t 

- ; [*,:r/'( )(2tan(t/2) - (n + 1)4sen2 (t/2)) 

+ .!. f p,(t) dt 
;r [*•"] 2tan(t/2) 

1 ¡ -= -- p,(t)Kn(t)dt 
7í [O,*] 

+ 1 1 p,(t)sen(n+l)tdt 
4(n + l)rr [*"'] sen2(t/2) 

= I1(x,n) + I2(x,n). 

Sea IJl*(h) = Í¡o,h] ¡p,(t)ldt. Por hipótesis >V"(t) = o(t). Tenemos 

entonces: 

II1(x,n)I =l.!. r p,(t)R:n(t)dtl 
rr lro.*¡ 

$ .!.. f lp,(t)II(n(t)dt 
rr l¡o, ;;¡ 
In .rr 7r 

$--'ll (-)=O(n)o(-)=o(l). 
;r 2 n n 

Procedamos a acotar a I2(x,n). 

28 



·· 1r2(;,n)r=~c~! ;);jJ*~~?~<tt;~~~(7;~?tatj · 
<~·r< IP•Ctlldt 

. .X-- ~(~} l) H*;1'] ,p '. 
Integrando pol" p~t~~: ~iJ .. ,: e:.·.·~ 

\I2Cx,n)l~<.;1í. {L~*(rr) - IJ!•(*)n
2

] 

.··•• ·· .: A(n +l) . "2 ;r2 

+21. IJ!;;t) dt} 
lñ"'l 

1 1 IJ!•(t) = o(l) + o(l) + 0(-) - 3-dt. 
n [~,><] t 

Sea e> O. Como IJ!'(t) = o(t), existe S >O tal que IJ!'(t) <et 
para O ~ t ~ S, por lo que para n suficientemente grande * < S 
y: 

oc.!.ll 1J1•;tld1::;oc.!.l.ol '.!!. 
· n ¡¡,,o] t n [~,ó] 12 

1 1 n = cO(-)[-, + -] = cO(l), 
n u 7r 

y por otro lado 

Así, 

r IJ!'(t) dt = 0(1). 
J¡o,ir] t3 

0(~)1 IJ!t•;t)dt=cO(l)+O(~)O(l) 
n [~,><] n 

= cO(l) + o(l). 

Como € es arbitraria, entonces I2(x, n) = o(l). 
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. CAPITULO DOS. 

ABEL-POISSON SUMABILIDAD DE 
SERIES DE FOURIER CONJUGADAS. 

En este capítulo estudiamos la contraparte conjugada de la Abel

Poisson sumabilidad de las series de Fourier, en la cual juega un 

papel central el núcleo de Poisson conjugado. Definimos las sumas 

conjugadas de Poisson de una serie trigonométrica, y en el caso 

de series de Fourier, la fórmula integral correspondiente a la Abel

Poisson sumabilidad conjugada. 

Dada una serie trigonométrica 

oc 

ªº """' S(x) = 
2 

+ L_¿ ancos(nx) + bnsen(nx) 
n=l 

podemos obtener su serie conjugada 

oc 

L -bncos(nx) + ansen(nx) 
n=l 

y la r-ésima suma de Poisson de esta última, 

00 

L r"(-b,.cos(nx) + ansen(nx)). 
n=l 

(1) 

Por otra parte, si primero obtenemos la r-ésima suma de Poisson 

de la serie 
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00 

ªº ~ 2 + L.J rn(ancos(nx) + bnsen(nx)) 
n=l 

y luego la serie conjugada, obtenemos 

00 

L -(rnbn)cos(nx) + (rnan)sen(nx) 
n=l 

que es la serie ( 1 ). Estas series nos serán de utilidad para de

mostrar en el capítulo tres la existencia de la función conjugada 

j casi dondequiera para el caso particular f E .C~([-rr, rr]). Pro

cedamos a definirlas. 

2.1. DEFINICION. 

Sean S(x) = T + E::"=o ancos(nx) + bnsen(nx) una serie trigo
nométrica, r E (O, 1). Definimos la r-ésima suma conjugada 

de Poisson de S como la serie 

00 

v(S,r,x) := ¿rn(-bncos(nx)+ansen(nx)). 
n=l 

Si la serie S es la serie de Fourier de una función f E .C~([-rr, r.]), 
denotaremos su r -ésima suma conjugada de Poisson por 

v(f, r, x) := v(S(f), r, x) 

y la llamaremos la r-ésima suma conjugada de Poisson de la 

función f. Lo que se observó en el párrafo anterior a la definición 

puede abreviarse como sigue: 

ü(S,r,x)=u(S,r,x) VrE[0,1), 
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donde u(S,r,x) = r + ¿~= 1 r"(ancos(nx) + bnsen(nx)) es la 

r-ésima suma de Poisson de la serie S. 

Al igual que en el análisis clásico de Fourier, existe una forma in

tegral para la r -ésima suma conjugada de Poisson de una función, 

en la que interviene el ''dual" del núcleo clásico de Poisson. A con

tinuación lo definiremos r anotaremos algunas de sus propiedades 

más destacadas. 

2.2. DEFINICION. 

A la función 

Q: (O, 1) X [-ir, ir]--> lll 

dada por: 

Q(r B) ·= rsen(B) 
' · 1 + r2 - 2rcos(B) 

se le llama núcleo conjugado de Poisson. 

2.3. PROPOSICION. Para toda r E (O, 1), B E (-ir, ir], se 

tiene: 
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Demoatración. 

Q(r, B) = rsen(B) 
1 + r2 - 2rcos( B) 

rsen(B) 
(1- r)2 + 4rsen2(8/2) 

rsen(B) 

jl-rei81
2 

( 
1 + rei8 ) -Jm 

- 2(1 - rei 8 ) 

00 

= L rn sen( nB). 
n=I 

Para establecer la primera igualdad usamos que 

2sen2(B/2) = 1 - cos(B), 

por lo que 

1 + r 2 - 2rcos(B) = 1+r2 +2r(2sen2(B/2) -1) 

= 1 - 2r + r 2 + 4rsen2(B/2). 

Para la segunda igualdad calculamos: 

ll - re; 8 j2 = jl - r(cos(B) + isen(B)l2 

= (1- rcos(B)) 2 + r2 sen2(B) 

= 1 + r2cos2(B) - 2rcos(B) + r 2 sen2(B) 

= 1 + r 2 
- 2rcos( B). 

Para las restantes calculamos: 
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1 00 1 00 . 

2 + L rncos(nB) + irnsen(nB) = - 2 + L rnein9 

=1 =º 
1 00 

= -2 + L(rei9t 
n=O 

1 1 
= 1 - rei9 - 2 

1 + rei9 

= 2(1 - rei 8 ) 

1 - r 2 + i2rsen(B) 
211 - reio¡2 

Tornando partes imaginarias obtenernos: 

~ n rsen(B) 
~ r sen(nB) = ¡1 - reio¡2 

( 
1 + rei9 ) 

= Im 2(1 - rei9) • 

1 

Observemos que tornando partes reales en las igualdades anteri

ores se obtienen varias expresiones para el núcleo usual de Poisson. 

2.4. TEOREMA. 
El núcleo conjugado de Poisson tiene las siguientes propiedades: 

(i) Q(r, B) >O V r E (O, 1), BE (O, rr). 
(ii) Q(r, -9) = -Q(r, B) V r E [O, 1), BE [-rr, rr]. 
(iii) f¡_,,,,,1 Q(r, B)dB =O V r E [O, 1) fija. 
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(ív) Q es armónica considerada como función : D --> ti?. 

Demostración. 

(i) Se sigue de que 

Q( B) _ rsen(O) 
r, - jl - rei8¡2 

y que el seno es positivo en (O, ;r). 

(ii) Evidente. 

(iíí) Sea r E [O, 1) fija. Entonces 

00 

Q(r,B) == L r"sen(nB) 
n=l 

y la convergencia es uniforme en B. Tenemos entonces convergen

cia de las integrales, por lo que: 

1. Q(r, B)dB == f>n 1. sen(nO)dB =O. 
(-:r,:r] n=l [-lf,lf] 

(iv) Es consecuencia de que Q(r, B) = Im ( 2 (\-J;:::~.)). 1 

2.5. TEOREMA. (Fórmula integral para la r-ésima suma con

jugada de Poisson de una función) 

Sean f E .C~([-;r,;r]), r E [O, 1), BE [-ir, ir]. Entonces: 
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v(f, r, 8) = -; A-~.~¡/(B+J)Q(r,t)dt 11 ·. . .. . .·. 
='--. • .·· J(B__.t)Q(r,t)dt 

r.. J-1<,1<] . . .•••. 

= _}:_ f p8(t)QCr, t)dt. 
r.. }¡o,,,.¡ . ·. 

Demostración. 

00 

v(!, r, B) = L rn(-bn(f)cos(nB) + an(/)sen(nB)) 
n=l 

= f>n (-~ 1 J(t)sen(nt)dt) cos(nB) 
n=l [-1r,1r] 

+ rn (~ J f(t)cos(nt)dt) sen(nB) 
" [->r,1f] 

00 11 = L rn- f(t)(cos(nt)sen(nB) 
n=l rr [-1f,>r] 

- cos(nB)sen(nt))dt 

1 
00 1 == - L rn f(t)sen(n(B - t))dt. 

;r n=l [-1r,1rJ 

Para (r, B) fijas, la serie 

00 

L r" f(t)sen(n(8 - t)) 
n=l 

converge en todo t E [-rr, rrj, y para toda m E N se tiene: 
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1 ~ r" f(t)sen(n(8 - t))I ~ ~ r"lf(t)I 

~l~rlf(t)I, 
por lo que es posible aplicar el teorema de la convergencia donú

nada de Lebesgue, y obtenernos que: 

1 = 1 v(f,r,8) = - L r"f(t)sen(n(8-t))dt 
;r n=l [-lf,:r] 

= ~ j_"·"i (~r"f(t)sen(n(8-t))) dt 

= ~ j_"•"I J(t) (~ r"sen(n(8 -t))) dt 

= .!.j f(t)Q(r,8-t)dt. 
;r [-lf,lf] 

Haciendo el cambio de variable u = 8 - t, tenernos: 

118-11" 
v(f, r, 8) = -- f(8 - u)Q(r, u)du 

r. 8+11" 

= .!. j f(8 - t)Q(r, t)dt. 
;r [-lf,lf] 

Y haciendo ahora el cambio de variable u = -t, 

1 ¡-lf v(f,r,8) = -- f(8+u)Q(r,-u)du 
r. " 

= -~1 f(8+t)Q(r,t)dt, 
r. [-lf,:r] 

37 



pues Q(r, t) es impar en t para r fija. Sumando las integrales 

obtenidas y usando que pe(t) = J(B + t) - f(B - t) es impar en t, 
obtenemos: 

v(f, r, 8) = _2_ 1 (f (8 + t) - J(B - t))Q(r, t)dt 
2rr [-.-,.-] 

= _.!_ r pe(t)Q(r,t)dt. 
rr }¡o,.-] 

1 

Las siguientes estimaciones del núcleo conjugado de Poisson y ftm
ciones relacionadas con él serán indispensables para demostrar la 

existencia de la función conjugada para funciones en .C~([-rr, ;r]). 

2.6. LEMA. 
Sea r E (0,1) y sea 17 =are sen(l -r). Sean 

Ci{r, t) := 1 + r 2 
- 2rcos(t) = {l - r)2 + 4rsen2(t/2) 

1 
q(r, t) := ( / ) - Q(r, t). 2tan t 2 

Entonces: 

(a) Q(r, 17) = 0(1/r¡). 
(b) q(r,17) = O{l/17). 
(e) aQg,t> = O{l/172) para O ::; t ::; 11 • 

(d) ªt·º = 0(172 /14
) para toda t E (-;r,;r] 

Demostración. 

{a) 
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Q( 17rsen(r¡) 
11 r,r¡) = (1- r)2 + 4rsen2(17/2) 

17rsen(r¡) 
= sen2(17) + 4rsen2 (17/2) · 

Dividiendo numerador y denominador por r¡ 2 , vemos que cuando 

r¡ -> O, el denominador tiende a 1 + 16r y el numerador a r, por 

lo que Q(r, r¡) = O(l/17). 

(b) 

cos(r¡/2) 
q(r,r¡) =? ( /?) -Q(r,r¡) 

-sen 1) -

= 0(1/r¡) + 0(1/r¡) = 0(1/r¡), 

la última igualdad obtenida usando (a). 

(e) 

8Q(r, t) = !!__ (rsen(t)) 
at at b.(r, t) 

rcos(t)b.(r, t) - rsen(t)%ib.(r, t) 
b.2(r, t) 

rcos(t)(l + r2 - 2rcos(t)) - 2r2 sen2(t) 
=-~~----~---~ 

b.2(r, t) 
_ rcos(t) + r3 cos(t)- 2r2 cos2(t) - 2r2 sen2 (t) 
- b.2 (r, t) 

r{(l + r2 )cos(t) - 2r} 
.52(r, t) 

r{(l + r2 )cos(t) - 2r(cos(t) + 2sen2(t/2))} 
b.2 (r, t) 

r{(l - r2 )cos(t)- 4rsen2 (t/2)} 
b.2(r, t) 
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TenemOs que.pilrá O :5 t $. r¡ $. 7í/2, r E [O,l), se cumplen las 

desigualdades: 

Entonces: 

1 ªQ~;· t) 1 ~ (1 e '1: = :i; _;;¡,rr 
5 .. .. 5 

- (1 - r)2 =:sen2 (77) 
5 .. ·.·.·· ·-· ..... · ·; 

~ 2 = O(l/IJ2) . 
T/ ' 

(recuerde que r¡ =are sen(l- r)). 

( d) Tenemos que: 

1 rsen(t) 
r¡(r,t) = 9cot(t/2)- 1 2 ? (t) - + r - _reos 

_ tcot(t/2)(1 + r2 
- 2rcos(t)) - rsen(t) 

- 1 + r 2 - 2rcos(t) 

1 t(t/?){1 + 2 _? (t) _ 2r.en(t)s<n(t/2)} 
2 co - r _reos cos(t/2) 

Ci(r,t) 

teot(t/2){1 + r2 _ 2r ( cos(t)m(tt:;~~Tf')sen(t/2))} 

Ci(r,t) 

_ teot(t/2)(1 - r) 2 

- Ci(r,t) 

de donde: 
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8q(r, t) = (l - r)2 (=fcsc2(t/2)D.(r,t)- ~cot(t/2)2rsen(t)) 
at D.2(r, t) 

2 ( -1 rcos(t/2)sen(t)) 
=sen (71) 4sen2(t/2).6.(r, t) - D.2(r,t)sen(t/2) ' 

Y como sen(t) = 2cos(t/2)sen(t/2), cos(t/2) ~O en [-r.,;r] y 

D.(r, t) ~ 4rsen2 (t/2), tenemos que: 

1

8q(r,t)I 2 ( 1 2rcos2(t/2)) 
--a¡-- ~sen (77 ) 4sen2(t/2)D.(r,t) + D,2(r,t) 

< sen2 71 + ( 
1 2 ) 

- ( ) 16rsen4(t/2) 16rsen4(t/2) 

=ºe:). 

2.7. TEOREMA. 

Sean JE .C~([-r., rr]), x E [-rr, r.J tales que 

lim _hl r (J(x + t) - f(x - t))dt =o, 
h-o J¡o,h) 

1 

(es decir, casi dondequiera). Entonces para 71 =are sen(! - r), 

se tiene 

lim (v(J,r,x)-j(x,r¡)) =O. 
r-1-

41 



Demostración. 

Por la fórmula integral para la r-ésima suma conjugada de Poisson 
2.5. tenemos que: 

v(f,r,x)-j(x,r¡)=-.!. r p,(t)Q(r,t)dt+ 
7r J¡o,"J 

Sea 

+ .!. r p,(t) dt 
7r }¡q,1f] 2tan( t/2} 

= _.!. r p,(t)Q(r, t)dt+ 
7r J¡o,q] 

+.; Jq,1f/z(t) (2tan~t/2) -Q(r,t)) dt 

= J1(x,r)+J2(x,r). 

1 
q(r, t) = ? ( /?) - Q(r, t) _tan t -

como en el lema anterior, y sea 

'l!z(t) = r p,(u)du. 
J¡o,t] 

Por hipótesis, Wx(t) = o(t), lo que será usado al integrar por 
partes expresiones que involucren a p,( t). 
Integrando por partes (con respecto a t) a J1 (x, r) obtenemos: 

J1(r,x}=-.!. { Px(t)Q(r,t)dt 
7r J¡o,qJ 
1 

= -- (1' x(1¡)Q(r, 17) - 'llx(O)Q(r, O))+ 
7r 11 To ( )8Q(r, t)d +- "'X f --- f. 

11' (O,qJ 8t 
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Pero 'llx(O)_= O= Q(r,O). Además, por el inciso (a) del lema 

2.6., Q(r, 71) = O(l/71), y por el inciso (e), ªQJ;· 1l = 0(1/r¡2 ) 

para O$ f$1) (recordemos que 71 =are sen(l - r) ), por lo que: 

1 
J¡(r,x) = --0(71)0(1/71) 

rr 

+ ~ f lI!x(t)O(l/1)2)dt 
rr }¡o,q] 

= o(l) + O(l/712
) f o(t)dt 

J¡o,q] 

= o(l) + O(l/712 )0 ( f tdt) 
}¡o,q) 

= o(l) + 0(1/r¡2 )o(1J2 /2) 

= o(l) + o(l) = o(l). 

Integrando por partes tenemos para J 2 ( x, r) : 

J2(x, r) = ~ r p.(t)q(r, t)dt 
rr }¡q,:r] 
1 

= - (>V x(rr)q(r, rr) - <It x(r¡)q(r, r¡)) -
rr 

- ~ r >l'x(t)oq(r,t) dt . 
.,. }¡q,:r) 8t 

Tenemos que q( r, ;r) = O, y por los incisos (b) y ( d) del lema 2. 6., 

q(r, r¡) = 0(1/TJ) 

y 

fJq(r, t) =O( 2¡1~) 
at 77 

• 

por lo que 
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J2(x, r) = -o(r¡)O(l/r¡) - - o(t)O(r¡2 /t4)dt 1 11 
rr rr ~.~ 

= o(l) + 0(1) { o(t) r¡: dt 
}¡q,ir) t 

= o(l) + O(l)o(l) (r¡2 
{ ~dt) 

}¡q,ir) 

= o(l) + o(l)O(l) = o(l). 

1 
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CAPITULO TRES. 

FUNCION CONJUGADA. 

En este capítulo definimos la función conjugada de una función 

integrable. Calculamos las funciones cunjugadas de funciones sen

cillas, como polinomios trigonométricos, y demostramos la exis

tencia y propiedades de conjugadas de funciones que satisfacen 

una condición de Lipschitz de orden estrictamente entre O y l. De

mostramos la existencia c.d. de la función conjugada de cualquier 

función integrable, y damos el criterio de Lusin para la com·ergen

cia de la serie de Fourier usual de una función de cuadrado inte

grable en términos de un cierto límite que involucra a la función 

conjugada, y que constituyó la motivación de su célebre conjetura. 

Terminamos el capítulo con el ejemplo de una función continua f 
t l r lfíz+tJ-/1<-tlldt + u E"' ! d t a que J¡o,:r] tan(t/ 2 ) = oo v x "', o que emues ra 
que la existencia de la función conjugada se debe a cancelaciones 

de "áreas positivas y negativas", y no a la pequeñez del argumento 

que se integra. 

En los últimos resultados ha aparecido con frecuencia el límite 

j(x):=lim-~1 f(x+t)-f(x-t)dt, 
•-O ;r [•.~! 2tan(t/2) 

aunque la importancia que reviste éste y las propiedades de la 

función J que define aún no se han hecho sentir en toda su fuerza, 
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lo que haremos en éste y posteriores capítulos. Por lo pronto, 

procedemos a dar la siguiente 

3.1. DEFINICION. 

Sea f E .CGi([-rr, rr]). La función j, llamada conjugada de la 

función f, está dada por 

j(x) := lim _.!, 1 f(x + t) - f(x - t) dt 
•-o rr ¡,,,.1 2tan(t/2) 

para las x E R en donde este límite exista. 

3.2. ObJervación. 

Es posible que f(x) no esté definida para algunas x E R¡ por 

ejemplo, j(x) = -oo si x es una discontinuidad del primer tipo 

de f. Sin embargo, cuando existe satisface varias propiedades 

fácilmente verificables: 

(i) Si f,g E .Clli([-rr,rr]) y x E 12 son tale_::iue i(x) y g(x) 

existen, entonces para todo °' E R existe (f + ag )( x) y se tiene 

que (!+;g)(x) = j(x) + o:g(x). (Linealidad de la conjugación) 

(ii) Si i(x) existe, entonces para toda k E 71 se tiene que j(x + 
2;;k) existe y es igual a j(x). (Periodicidad de f) 
(iii) Sean f E L:~, O E R y ho la función en .CGi([-rr, ir)) dada 

por ho(t) = f(O + t). Si j(O + x) existe, entonces existe ho(x) y 

ho(x) = j(O + x). (Estabilidad con respecto a traslaciones) 

(iv) Sea f E .Clli([-rr, rr]), y sea g la función en .C~([-ir, rr]) 

dada por g(t) = /(-t). Si f(x) existe, entonces e:dste g(-x) y 

g(-x) = - j(x). (Comportamiento con respecto a simetrías) 
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(v) Si gs está dada por gB(t) = /(8 - t) y si j(8 - x) existe, 

entonces existe gs( x) y g9 ( x) = - j( 8 - x). Esto nos servirá para 

analiiar el comportamiento de la conjugación con respecto a la 

convolución de funciones. 

Más adelante veremos que de hecho j(x) existe c.d. x E [-;r, rr], 
sin importar cúal sea la función integrable f. Por el momento 

nos conformamos con calcular las conjugadas de algunas funciones 

sencillas. 

3.3. PROPOSICION. 

Sean EN. La conjugada de Ja función cos(nx) es sen(nx), y la 

conjugada de sen( nx) es -cos( nx). La conjugada de cualquier 

función constante es Ja función constante cero. Todas las funciones 

conjugadas mencionadas anteriormente e.usten en todo punto x E 

lil. 

Demostración. 

Examinemos primero el caso de cos( nx): 

- - t 
11 cos(nx + nt) - cos(nx - nt)d 
;r (•,ir] 2tan(t/2) 

= _.!_ j -2sen(nx)sen(nt) dt 
;r [•,ir] 2tan(t/2) 

=sen nx - --- t . ( ) ( 
1 1 sen(nt) d) 
;r (<,ir] tan(t/2) 
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Analicemos la expresión entre paréntesis. Como sen( n + ~ )t = 
sen(nt)cos(t/2) + cos(nt)sen(t/2), tenemos que 

1 r sen(nt) d 
; }¡,,1r] tan( t/2) t 

1 1 sen( n + ~ )t 1 ¡ = - - dt - - cos(nt)dt 
;r ¡.,,,.1 sen(t/2) rr ¡.,,,.] 

= .!_ f Dn(t)dt- .!_ (sen(mr) - sen(nt:)), 
;r~.,~ ;r n 

y tomando el límite cuando e -> O (la n es fija) obtenemos el 

resultado. 

Para la función sen(nx) calculamos: 

- - t 
11 sen(nx+nt)-sen{nx-nt)d 
;r [•,,..l 2tan(t/2) 

= _.!_ r 2cos(nx)sen(nt) dt 
;r }¡,,,,¡ 2tan{ t/2) 

= -cos(nx) - ---dt 
( 

1 ¡ sen(nt) ) 
rr [<,,,] fan(t/2) ' 

y por lo visto en la parte anterior, al tomar el límite cuando 

t: -> O obtenernos -cos( nx). El hecho de que la conjugada de 

cualquier función constante es cero se sigue inmediatamente de la 

definición. 1 

3.4. ObJervación. 

Una vez calculadas las funciones conjugadas de cos(nx) ,sen(nx), 

es fácil calcular las funciones conjugadas de los polinomios tri· 

gonométricos. En efecto, si f(x) y + ¿::~=! ancos(nx) + 
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. bnsen( n x), entonces j( x) existe para toda x E R y /( x) 

I:~=I -bncos(nx) + ansrn(nx).(Xótese que la expresión anterior 

se interpreta como una función bien definida para todo número 

real x, y que no es más que un polinomio trigonométrico usual). 

En particular, notamos que los núcleos de sumabilidad tan útiles 

para el estudio de la con\'ergencia de las series trigonométricas 

conjugadas son las funciones conjugada5 de los núcleos usuales 

de Dirichlct y Fejér. En el caso del núcleo de Poisson P(r, él) 

también se tiene que su función conjugada (Yista como función de 

él dejando fija la r) es el núcleo conjugado de Poisson, pero la de

mostración directa es más complicada que en los casos anteriores, 

donde se trataba de sencillas combinaciones lineales de cos( nx) y 

sen(nx). 

El siguiente ejemplo de función conjugada j que analizaremos 

es cuando J satisface una condición de Lipschitz "periódica" de 

orden a: E (O, 1). 

3 .. 5. ObJervación. 

Sea f : [-rr,rr] --+ R una función tal que f(-r.) = f(r.) y 

supongamos que J satisface una condición "periódica" de Lip

schitz de orden a (O < a: < 1) con constante Al (es decir, 

extendiendo periódicamente a J a todo R, se tiene que lf(x + 
h)- f(x)I ~ Allhl" para todo x,h E IR). Entonces para toda 

x E [-r., rr], la función 

lf(x ± t)- J(x)I < Mlfl° = -'fltl"_ 1 E ,.1 ([- -]) 
ltan(t/2)1 - l!l ,.J, "'ti! rr," ' 

" 
y también tenemos que 
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X = lm-- t /
-() ·¡· 11 f(x+t)-.f(x-t)d 

•-a ;r [<,,..) 2tan(t/2) 

existe para toda x E [-;r, :r], y se puede ver como la integral 

en [O, ;r] en el sentido de Lebesgue. Podemos además partir esta 

integral (sumando y restando J(x)) y aprm·echar que la función 

tan(t/2) es impar para obtener 

j(x)=-!.. r f(x+t)-f(x)dt-!.. r f(x)-J(x-t)dt 
;r }¡0 ,,,¡ 2tan( t/2) ;r }¡0.,,¡ 2tan( t/2) 

=-!_1 f(x+t)-f(x)dt 
;r [-ir, .. ¡ 2tan(t/2) · 

Finalmente, tenemos para j(x + h) que: 

j(x + h) = _]:_ 1 f(x + h + t) - f(x + h) dt 
rr [-"·") 2tan(t/2) 

= _]:_ 1 f(x + t) - f(x + h) dt. 
rr ¡-"·"! 2tan( 1-;h) 

Estamos preparados para demostrar que la propiedad de satisfacer 

una condición de Lipschitz se transmite a la función conjugada 

para todos los órdenes estrictamente entre O y l. 

3.6. TEOREMA. (Privalov, 1916) 

Sea f E C~([-;r, ;r]). Supongamos que f satisface una condición 

de Lipschitz de orden a para O < a < 1. Entonces j también 

satisface una condición de Lípscliitz de orden Q. 
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Demostración. 
Sean x, h E ti!. Debemos demostrar que 

j(x + h) - j(x) = O(lhl"), 

donde 6 denota uniformidad en x. Como no nos interesa dar 

una constante particular para la condición de Lipschitz, podemos 

tomar siempre O < h < ;r /2. 

Sea JI una constante de la condición de Lipschitz para f. En

tonces 

lf(x + t) - f(x)I < rrMltl"-I 
ltan(t/2)1 -

por lo que 

1 

1 r J(x+t)-f(x)dl 
- ; }¡-2h,2h¡ 2tan(t/2) t 

$~ { ;rAllti"-1 = M2"h" =O(h"). 
;r l¡-2h,2h] 2 a 

Análogamente tenemos para i( x + h), tomando u = t - h: 

1 -~1 J(x+t)-J(x+h)dtl 
;r [-2h,2hJ 2tan( 12h) 

=1-~1 f(x+h+u)-J(x+h)dul 
1l' [-Jh,h] 2tan( u/2) 

<- u 
11 IJ(x+h+u)-f(x+h)ld 

- rr [-Jh,hJ /2tan(u/2)/ 

<- -u u 11 ;rMI ¡a-1d 
- ;r [-Jh,Jh] 2 

= AI3ªhº = Ó(hº). 
a 
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Así, tenemos que 

j(x) = _]:_ r .·. f(x + t) - f(x) dt+ Ó(h") 
. r. } 2h<.ftf$>< 2tan(t/2) 

j(x + h)= _}:_( . f(x + t) - f(x + h) dt + O(hº). 
rr J2h<IÍI$" 2tan( '24

) 

Sumando y restando f((~~"J obtenemos: 
2tan -r 

i(x + h) - j(x) 

=-!. r '(j(x+t)-J(x+h)_f(x+t)-f(x))dt 
rr J2h<ltf 2tan( ';4) 2tan(t/2) 

+ O(h") + O(hª) 

=!. r (f(x+t)-f(x)_ f(x+t) + f(x) )+ 
71' J2h<lti 2tan(t/2) 2tan( '24) 2tan(';h) 

+ ( f(x+h) _ f(x) ) dt+O(h") 
2tan( '2 4

) 2tan( '2 4
) 

= ~ lh<itl(f(x + t) - /(x)) ( 2tan~t/2) - 2tan~?)) dt 

1 ¡ 1 -+-(f(x+h)-f(x)) 
9 

(t-h)dt+O(hª) 
rr 2h<ftf _tan - 2-

= I1(x,h) + h(x,h) + O(hª). 

Dasta que demostremos que I 1(x, h) == O(hª), h(x, h) = Ó(hº). 

Empecemos analizando los componentes de [¡ . De la condición 

de Lipschitz tenemos que 

lf(x + t)- f(x)I $ Mjtjº, 



y para el otro factor eri 11 vemos que 

1 1 cos(t/2)sen( tt) - cos( tt )sen(t/2) 
2tan(t/2) - 2tan(';h) = 2sen(t/2)sen( t;h) 

sen(h/2) 
2sen(t/2)sen( 1;h)' 

y para \ti 2:: 2h > O se tiene ~ 2:: \t - h\ 2:: \ti- h 2:: 141, por lo que 

(véase después de (*) en la página siguiente para la justificación 

ele esta estimación) 

\sen(h/2)\ < _ _,h/~2- < _3;-_,2_h. 
\2sen(t/2)senci-:;h)I - 21.1./2/t-hl - 2J2t2 

.. 71' 31t' 

Así, para I1(x, h) tenemos 

11 3rr
2

h \I1(x,h)\::; - M\t\º~dt 
" 2h</tl~,,. 2v 2t2 

= Ó(l)h ( ;ro-1 - 20-l ho-1) 
a-1 a-1 

= O(l)h1-
0 h0 + O(hº) = O(hº). 

(Esto último porque O::; h::; rr/2, O< 1- a.) 

Para los factores ele I 2 se tiene que 

lf(x + h) - f(x)\ = O(h"') 

y también que 
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r 1 dt 
J2h<lll tan( 12h) 

={ ~h&+i. ~h& 
Í¡2h,rrl tan( T) [-:r,-2h] tan( T) 

t-h 

1

,,. h-t ¡-2
h = 2log(sen(-"2 )) 

2
h + 2/og(sen(-

2
-)) _,,. 

= 2/og - 2 
(

sen( ":;-h )sen( l1l. )) 

sen(~ )sen( :r;h) 

<2/og( 9~ )· - sen(%)sen(";h) 

Para las estimaciones de sen( h/2) y sen(~) usamos que 

'>.,/2 
!sen( x )1 ;::: -

3
; x 

para !xi ::; ~ (recuerde que O < h ::; rr/2). Tenernos en

tonces que sen(h/2) ;::: '%h y sen( "Ih) ~ ../2~~-r+hl, por lo que 
1 < 9,,.' l . ' (*) . 1 •en(h/2),.n(.!{!!-) _ 2h(,,.+hl, Y a expres1on en es menor o 1gua 

que 

2/og (27~~:(: ~)h)) = 0(1) + 2/og (: ~ ~) = 0(1), 

esto último porque O::; h $ rr/2. Así, I2(x, h) = Ó(h"), y por lo 

tanto 

](x + h) - f(x) = Ó(h"), 

es decir, 
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j E A0 ([-rr,rr]). 

1 

Para °' = O el teorema es falso, como lo muestra el ejemplo de 

Lusin que damos en 5.13. Para a = 1 el teorema también es falso, 

pero el contraejemplo es más difícil de dar. 

3.7. TEOREMA. (Lusin-Privalov para .C~([-;r, ;r]).) 

Sea f E .C~([-:r,;r]). Entonces existe casi dondequiera 

j(x) = -~ lim 1 J(x + t) - f(x - t) dt. 
;r <-O ¡~,,..¡ 2tan(t/2) 

Más aún, j E .C~([-;r, ;r]) y S(j) = S(J). 

Demostración. 

Hay que probar que c.d. x E [-;r, ;r] la función f( x, r¡) : (O, ;r] 
----+ lli! tiende a algún límite cuando r¡ tiende a O. 

Como f E .C~([-;r, ;r]), se tiene que su serie de Fourier S(f) es 

cuadrado integrable y, por lo tanto, la serie conjugada también. 

Por el teorema de füesz- Fischer, existe una función g E C~ tal 

que 

S(g) = S(f). 

Procedamos a demostrar que g es precisamente una función con

jugada para f. Sabemos por el análisis clásico de Fourier que 
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la serie S(g) essumable-~ g-~porélmétodo de Abel-I'oisson casi. 

dondequiera en [ ;_¡¡, rr], ~~ (fociri 

donde u(g, r, x) es la r-ésima suma usual de Poisson de la función 

g. Por otro lado, el teorema 2. 7 afirma qu.:: 

lim v(f,r,x)-j(x,r¡)=Oc.d. en{-rr,r.J, 
r-1-

donde r¡ =are sen(l - r). 

Como S(g) = S(f)' tenemos que la r-ésima suma de Poisson de 

g coincide con la r-ésima suma conjugada de Poisson de f, por 

lo que: 

g(x) = lim u(g,r,x) = lim v(f,r,x) 
r-1- r-1-

= .lim j(x,r¡) = limf(x,r¡) 
r-1- q-0 

= f(x) 

casi dondequiera en [-;r, rr]. Además, de la construcción de lag 

se ve que S(f) = S(f). 1 

U na de las aplicaciones de la teoría de funciones conjugadas es 

un famoso teorema de Lusin (1919) que relaciona la convergencia 

casi dondequiera de la serie de Fourier de una función de cuadrado 

integrable con la existencia de un límite que involucra a la función 

conjugada. Para poder establecer tal teorema necesitaremos al

gunos resultados auxiliares. 
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3.8. LEMA. 
Sea S(x)= T +Z::;"= 1 ancos(nx) + bnsen(nx). Entonces 

Demo3tración. 
Tenemos que S(x) = L~=l -bncos(nx) + ansen(nx), por lo que 

- co 

S(x) = L -ancos(nx) - bnsen(nx) 
n=l 

co 

"\""'"' ªº ªº =-(L... ancos(nx) + bnsen(nx) +?) +? 
n=l - -

ªº = -S(x) + 
2

. 

1 

3.9. PROPOSICION. 
(i) Sea f _E .C~([-;r, ;r]) tal que ao(f) = ~ Ít-:r,:r] f(t)dt = O. 

Entonces j(x) = - f(x) casi dondequiera. 
(ii) Sea f E .C~([-rr, ;r]) tal que a0(f) =O. Entonces 

f(x) = lim .!, { j(x + t) - /(x - t) dt c.d. 
•-o rr J[!,:r) 2tan(t/2) 

Demostración. 
(i) Se de:nostró que para f E ~~([--:_rr, rr]), f(x) existe casi donde
quiera, f E .C~ ( [-;r, rr]) y S(f) = S(f). Aplicando este resultado 
a f obtenemos que 
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S(/) = s(f) = S(J) = -S(J) + ao;J). = S(-J), 

por lo que ¡;;, -f ca.Si dondequiera. 1 

(ii) Para j E .C~([-rr,rr]) tenernos que casi dondequiera j(x) = 
-!( x) y que también casi dondequiera 

-J(x)=f(x)=lim-2. r j(x+t)-j(x-t)dt. 
•-O rr }¡.,"¡ 2tan(t/2) 

1 

Ahora podemos probar una \"ersión sencilla del teorema de Lusin. 

3.10. TEOREMA. (Criterio de Lusin para f E .C~([-rr, rr])) 
Sea f E .C~([-rr,rr]). Entonces casi dondequiera se tiene que 

S(J)(x) = f(x) si y sólo si 

lirn lim 1 j(x (/\ cos(nt)dt =O. 
n-oo •-o •:Sitl:S"' 2tan t 2 

DemoJtración. 

Tornando g(x) = f(x)- ªº~f) \'Crnos que ao(g) =O, g = J y que 

S(f )( x) = f( x) si y sólo si S(g )( x) = g( x), por lo que sin pérdida 

de generalidad podernos suponer que a0 (!) = O. 

Por 3.8., 3. 7. y 1.10.(i), tenernos que: 
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SnCf)(x) = -Sn(j)(x) 

= ~ 1 j(x + t)Dn(t)dt 
,, [-"·"l 

1 ¡ j(x + t)[cos(t/2)- cos(n + ~)t] =- & 
rr [-:r,1f) 2sen(t/2) 

l. 1 ¡ = 1m-
e-o ;r :r2'.JtJ>e 

j(x + t)[cos(t/2)- cos(n + ~)t] 
-'---~--'-'--"----...:...._---''-'..-:.dt. 

2sen(t/2) 

Por otro lado, sabemos por 3.9. que casi dondequiera 

¡( ) l. 11 j(x + t) - j(x - t)d 
X = lffi - t •-O rr [<,:r) 2tan(t/2) 

- !im .!. ( r j(x+t) dt- r j(x-t) dt) 
- •-o ;r }[•,") 2tan(t/2) }[.,,,) 2tan(t/2) 

= lffi - t+ u l. 1 (1 i(x + t) d 1 j(x +u) d ) 
•-o ;r [•,") 2tan(t/2) 1_,,_,,.1 2tan(-u/2) 

= lim .!. r j(x+t) dt. 
•-o rr },,.2'.liJ>• 2tan(t/2) 

A partir de las dos igualdades anteriores, tenemos que c.d. 
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Sn(/)(x) = Jim ]:_ f j(x + t) dt 
· •-O ;r Íir'2:,Jtl>• 2tan(t/2) 

-lim!:. ( j(x+t)cos(n+!)tdt 
•-O ;r Íir'2:,lt1>• 2sen(t/2) 

= J(x) _ lim .!_ 1 j(x + t)cos(nt) 
•-o ;r :r'2:,ltl>• 2tan(t/2) 

_ j(x + t)sen( nt) dt 
2 

= f(x) _ Jim .!_ 1 j(x + t)cos(nt) dt 
•-o ;r :r'2:,lt1>• 2tan(t/2) 

+ ¡.._ r j(x + t)sen(nt)dt. 
~;r Í¡-:r,ir) 

Ya que j E .C~([-;r, ;r]), por el lema de Riemann-Lebesgue la 

última integral es o(l), por lo que 

SnCf)(x)- f(x) = - lim !:_ { j(x + t)cos(nt) dt + o(l). 
•-o ;r ÍJtl>• 2tan( t/2) 

Así, casi dondequiera, SnCf)(x)- f(x) = o(l) si y sólo si 

l
. 1 ¡ j(x + t)cos(nt)d ( ) - 1m - t =o 1 

•-O ;r ltl>• 2tan( t/2) 

si y sólo si 

lim { j(x + t)cos(nt) dt = o(l). 
•-O ÍJtl>• 2tan(t/2) 

1 
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3.11. Observación: 

En la pruéba del teorema anterior se mostró que casi dondequiera 

existe 

l . 1 j(x + t)cos(nt)d 
!ID t. 

•-O •:5ltl:5:r 2tan(t/2) 

Como la función 21.n1
(t/ 2 l - t puede definirse continuamente en 

O J f ., i(x+t) iCr+I) d d · t bJ 1 , a unc1on 2 tan(l/2J - - 1 - es cua ra o m egra e, y por e 
lema de lliemann-Lebesgue, 

1 (!(x t/~) -i(x + t)) cos(nt)dt = o(l). 
(-:r,:r] _tan t - t 

Así, vemos que casi dondequiera existe 

lim r j(x + t) cos(nt)dt 
•-O 1111>< t 

= lim r ( j(x+t) -[ icx+t) _ iex+t)]) cos(nt)dt 
•-o l1il>• 2tan(t/2) 2tan(t/2) t 

. 1 j(x+t) 
= hm ( /?) cos(nt)dt + o(l), •-O lll>• 2tan t -

de donde inmediatamente se sigue que casi dondequiera 

. 1 i(x+t) hm ? ( / )cos(nt)dt = o(l) •-o lll>• _tan t 2 

si y sólo si 

. 1 i(x+t) hm ---cos(nt)dt = o(l). 
•-O ltl>< t 
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--
Partiendo la integral anterior y haciendo un cambio de variable, 

I f(x +t)cos(~t)dt 
111!>• t 

1 ](x + t)cos(nt) dt + 1 ](x + t)cos(nt) dt 
= [<,:r) t [-:T,-<) t 

r f(x + t)cos(nt) dt -1 f(x - u)cos(-nu) du 
= }¡,,,,) t [n-,<) -u 

1 ](x+t)-j(x-t) ( )d 
= t cos nt t. 

{<,n-J 

Así, tenemos pues que 

. 1 f(x+t) 
hm ., ( / )cos(nt)dt == o(l) •-O !ti>• _tan t 2 

si y sólo si 

lim 1 j(x + t) - f(x - t) cos(nt)dt = o(l). 
•-O [<,:r] t 

3.12. Observación. 

Es un resultado de análisis de Fourier clásico que, casi donde

quiera, la serie de Fourier de una función f E .C~([-rr, :r]) con

\'erge en promedios (es decir, es Césaro sumable) a f(x). Además, 

si la serie S(f )( x) converge, entonces la serie es Césaro sumable 

al mismo límite. Por lo anterior, tenemos que, ca.si dondequiera, 

S(f)(.r) converge si y sólo si S(f)(x) converge a f(x). 
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U san do las dos observaciones anteriores y la versión sencilla del 

teorema de Lusin, es inmediata la demostración de la versión usual 

del teorema, que enunciamos a continuación. 

3.13. TEOREZ..IA. (\'ersión simétrica del criterio de Lusin para 

la convergencia de series de Fourier de funciones de cuadrado in

tegrable). 

Sea J E .C~( (-rr, rr]). Entonces, casi dondequiera, la serie de 

Fourier de f en un punto x com·erge si y sólo si 

l. 1. ¡ j(x + t) - f(x - t) ( t)dt O 1m 1m cos n = . 
n-<>0 <-0 [<,:rJ t 

En particular, S(f)(x) com·erge casi dondequiera si y sólo si casi 

dondequiera existe el límite arriba mencionado. 1 

Es posible, a partir del criterio de Lusin, obtener el siguiente sen

cillo criterio de convergencia para funciones en .C~([-rr, rr]). 

3.14. COROLARIO. 

S f .c2 ([ J) al i<z+tJ-iC:c-t) .C 1 ([ J) d en ea E R -;r,;r t que 1 E R -rr,rr c . . 

[-;r,rrJ. Entonces S(f)(x) comerge c.d. en [-rr,rrJ. 

Demojtración. 

Para x E (-rr, rrJ tal que j(:c+t>7i<:c-t) E .C~([-rr, rrj), por el lema 

de Riemann-Lebesgue se tiene que 
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o(l) = r .· f(x + t) -](x - t) cos(nt)dt 
~~ t . 

l . 1· Í(x+ .. t) .;;_ ](x - t) ( t)dt = 1m · ·. cos n •-O (<,ttj . t · 

y casi dondequiera se satisface la condición del criterio de Lusin. 1 

Lusin demostró que para toda función f E L:R([-71', ll'j) existe 

lim r f(x+t)-f(x-t)dt 
•-O }[<,tt] t 

c.d. en [-;r, ;r]. Esto y el hecho de que los valores positivos 

y negativos de la función cos( nt) están, en algún sentido, uni

formemente distribuidos en el intermlo [-;r, ll'j, llevó a Lusin a 

conjeturar (en 1919) que para cualquier función en .CR([-;r, r.]) 
su serie de Fourier converge casi dondequiera, lo que pasó a ser 

uno de los grandes problemas abiertos de la teoría de Fourier. 

El problema fue resuelto afirmativamente (en l!l66) por L. Car

leson, aunque los argumentos dados por Lusin para una posible 

demostración habían sido rechazados tiempo atrás. Un año más 

tarde P. Hunt probó el teorema correspondiente para funciones en 

.C~([-;r, ;;]), p E ( 1, 2). El resultado para p = 1 es rotundamente 

falso, como lo prueba un ejemplo de A. N. Kolmogorov (1926) de 

una función en C~([-71', r.J) cuya serie de Fourier es divergente en 

todo punto (ver Zygmund o Natanson). Dicho ejemplo confiere 

especial importancia a los teoremas de Fejér y de Lebesgue sobre 

la convergencia puntual de los promedios aritméticos. También se 

demostró que dado cualquier conjunto de medida cero en [-71', ;r], 
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existe una función continua y periódica cuya serie de Fourier di
verge en todo punto de ese conjunto (ver Katznelson, capítulo Il, 
sección 3.4). 

Procedemos ahora a demostrar la versión general del teorema de 
Lusin-Privalov (para funciones en [,1 ). 

3.15. TEOREMA. (Lusin-Privalov) 
Sea f E .C~([-rr,rr]). Entonces existe c.d. x E [-rr1 rr] fa función 

conjugada f(x) 

f(x)=-~liml f(x+t)-f(x--t)dt. 
;r •-o [<,.-] 2tan(t/2) . · 

Demostración. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ao(/) =O. Es 
claro que f( x) existe si y sólo si existe 

lim/"(x):=lim r f(x+t)-f(x-t)dt. 
q-0 q q-0 f¡q,.-J t 

Probaremos que f;(x) tiene un límite cuando r¡ --+ O c.d. x E 

(-rr, rr]. Sea F dada por 

F(x) = f f(t)dt. 
J¡o,z] 

Entonces F es absolutamente continua y periódica, pues ao(/) = 
O. ~Iás aún, F'(x) = f(x) c.d. x E [-rr,rr]. Por la versión con

tinua del teorema de Egoroff, para cada e > O existe un conjunto 
perfecto P C [-rr, rr] de medida mayor o igual a 2rr - ¡;; y tal que 
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F(x + hl- F(x) -+ f(x) 

uniformemente en x E P. Así, f es continua en P, por lo que 

existe iW constante tal que 

IJ(x)J::; M V x E P, 

y por lo que 

JF(x + h) - F(x)I::; 2Mlhl 

para toda x E P y lhl::; ho = ho(t:). 

El conjunto [-;r, ;r]\P es un abierto que se puede escribir como 

unión numerable de intervalos { Ón} donde 2=::°+1 µ( Ón) < t:. Si 

los puntos O y 2;r no están en P, los consideraremos como ex

tremos de intervalos Ón, y cualquier otro punto extremo de los Ón 

pertenece a P. Si sustituimos cada Ón por el intervalo abierto 

con igual centro y de radio tal que mida el triple de lo que Ón 

mide, obtenemos un nuevo abierto, cuyo complemento (que deno

taremos p•) cumple p• e P y µP• 2: 2;r - 3t:. Como la i;; fue 

arbitraria, basta demostrar que j(x) existe c.d. x E p•. 
Sea <I>(x) la función continua periódica tal que coincide con F 
en PU {O, í} y que en los Ón "aumentados" está interpolada 

linealmente. Entonces: 

<I>(x) = ( ip(x)dx, 
f¡o,r) 

donde tp(x) = f(x) en P y tp(x) = F(bnl;_F(an), en Ón = (an,bn) 

(usamos la misma letra para el intervalo abierto y su longitud, pero 

esto no debe causar confusión). Ya que 2::;"+1 Ón < +oo, entonces 
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6n < ho pura n > N si N es suficientemente grande. Para x E 6n 
y n > N, se tiene que O < x - an < h0 y O < an < 2;r, por lo 
que: 

y por lo que /F(bn) - F(an)/ $ 2M6n. Tenemos entonces que e; 
es una función acotada (y en particular en C, 2 ), y por la versión 

ya demostrada, rp( x) existe c.d. 

Sean r(x) = J(x)- cp(x), y R(x) dada por 

R(x) = F(x)- <I>(x) = { (J(t)- cp(t))dt = { r(t)dt. 
~O,tj ~O,tj 

Basta demostrar que r(x) existe c.d. X E p•. 
Es claro que Res continua y periódica, R(O) = R(2;r) =O y que 

R(x) =O para x E P. En particular R está acotada, por lo que 

existe e tal que 

/R(x)/ $e V X E [-;r, 7r]. 

Más aún, si x E 6n y n > N, se tiene: 

/<I>(x)- <I>(an)/ = /x; an/ /F(bn)-F(an)/ 
n 

por lo que 

/R(x)/ = /R(x)-R(an)/ $ /F(x)-F(an)/+/<I>(x)-<P(an)/ $ 4lvl6n. 

Supongamos ahora que x E p•. Entonces: 

67 



'() 1¡ r(x+t)-r(x-t)d 
rq X = - t 

r. ~.~ t 

= ~ (R(x+t)+R(x-t))" 
r. t q 

+ ~1 R(x + t) ~ R(x -t)dt 
r. [r¡,ir) t-

= uq(x) + vq(x). 

Queremos ver que uq(x ), vq(x) tienden a un límite c.d. x E p• 

cuando 1¡ -> O. Para uq( x) Yernos que 

R(x ± 1)) = R(x ± r¡) - R(x) ->±r(x) 
1) 1) 

c.d. x E p•. Para vq(x) notamos que basta con probar que 

J() l, IR(x±t)id 
X = 2 i < +oo 

[o,ir] t 

c.d. x E p•. Verifiquemos el caso R(x + t). Se tiene: 

{ I(x)dx = { 1 IR(t)j
2

dtdx < 
}p. }p• {r,ir+xj(t-x) -

2 j { ( dx )2 JR(t)Jdt. 
[-ir,ir] J p• t - X 

Pero para t E P, se tiene R(t) =O. Si x E Ón y x E p• se debe 

tener Jx - ti ~ Ón, por lo que 

y por lo tanto 
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i. l(x)dx :5 4 ~ L l IR(t)ldt 

:::; 4 ¿ e+ 16.u ¿ s" < +oo, 
n$N n>N 

por lo que, en particular, la función I( x) debe ser finita c.d. x E 

p• , lo cual termina la demostración. 1 

Ha sido demostrada la existencia del límite 

j(x)=lim r J(x+t)-f(x-t)dt 
•-O }1,,,.¡ 2tan(t/2) 

c. d. x E [-rr,rr] para toda JE .C~([-rr,rr]). Surge de inmedi

ato la pregunta de si el límite existe gracias a la pequeñez del 

numerador o a las cancelaciones entre las cantidades positivas y 

negativas. La respuesta es que el límite existe debido a las can

celaciones, y para demostrarlo exhibiremos un ejemplo (debido a 

Kaczmarz) de una función continua f tal que: 

f IJ(x + t)- J(x -t)ldt = +oo 
J[o,:r] 2tan(t/2) 

para toda x E [-;r, ;r). Para facilitar la construcción de una 

función con tales propiedades, necesitaremos algunos resultados 

preliminares. 

3.16. LEMA. 
Se tienen los siguientes Hmites: 

(a) L.:7~i t-> O (k--> oo). 
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Demostración. 

( ) "'k-1 il "'k-1 il - ! "'k-1 _il_ b d a '-'i=2 k! :S '-'i=I k! - k '-'i=I (k-I)!, por lo que asta e-
mostrar que L:j=1 {!¡ = 0(1). Recordemos que para j, n E N, j :S 
n, se tiene j!(;~j)! 2:: 1 (de hecho, es el número de combinaciones 
de n objetos tomados de j en j ), por lo que: 

n j! n j!(n-j)! n l n-1 1 
L ;;! = L n!(n - j)! :S L (n - J')! = L TI < e. 
J=I J=I J=I l=l 

(b) "'"° k! - 1 "'00 ( k+l )! p di d d . '-'i=k+1 }f - k+I '-'i=k+I -j1-. roce en o e manera 
análoga a la del inciso (a), basta demostrar que L:f:n yt = 0(1). 

= n! "" n!(j - n )! 00 
1 

00 
1 

L JT = L j!(j - n)! :S L (j - n)! = L TI= e. 
J=n J=n J=n · l=O 

1 

3.17. LEMA. 
Existe una función g : !Ir ----+!Ir continua, de periodo 1, y tal que 

(a) g(O) =O= g(l). 
(b) lg(x )1 :S 1 para toda x E !Ir. 
( c) g satisface una condición de Lipschitz de orden 1 en !Ir. 
(d) Para toda x E !Ir, la función continua p,( u) = g(x +u)-g(x
u) no es idénticamente cero. 

Demostración. 

Tómese a la función g : [O, 1] ----+ !Ir (que luego extenderemos 

periódicamente a todo !Ir) como: 
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{ 
4t, si t E (O, 1/4]; 

g(x) = ~(1 - t), si t E [1/4, l]. 

Es decir, g se construye definiéndola como O en O y 1, g(l/4) = 1 

e interpolando linealmente en el resto del intervalo [O, 1]. g está 

bien definida y es continua en [O, 1]; además, por ser g(O) = g(l), 

se puede extender a una función continua y periódica (de periodo 

1) en todo líl, y claramente lg(x)I:::; 1 para toda x E líl. 

Verifiquemos que g satisface una condición de Lipschitz de orden 

1 en todo líl. Como g satisface una condición de Lipschitz de orden 

1 en [O, 1/4] con constante 4 y la misma condición en [1/4, 1] con 

constante 4/3, entonces g satisface una condición de Lipschitz de 

orden 1 en [O, 1] con constante 4, pues si tomarnos x E [O, 1/4], y E 

[1/4, 1], entonces: 

lg(x)- g(y)I:::; lg(x)- g(l/4)1 + lg(l/4)- g(y)I 
1 4 1 

::;4lx-¡1+3l¡-YI 

1 1 
::;4((¡-x)+(y-¡))=4ly-xJ. 

Además, en cada intervalo de la forma [k, k + t] con k E 71., g 

satisface una condición de Lipschitz de orden 1 con constante 4, y 

en cada intervalo de la forma [ k + t, k + 1] con k E '/l, g satisface 
una condición de Lipschltz de orden 1 con constante 4/3. Dados 

x, y E 11!, yuxtaponiendo un número finito de intervalos de las 

formas anteriores que unan a x y y, comprobamos que g satisface 

la condición de Lipschitz de orden 1 en todo 11!. 
Para verificar la condición ( d) del lema, sea x E líl fija. Sin 

pérdida de generalidad, podemos considerar que x E [O, 1). Si 

O < x < 1/2, entonces O < 2x < 1 y g(x + x) - g(x - x) = 
g(2x) i= O. Si 1/2 < x < 1, entonces 1 < 2x < 2 y nuevamente 
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g(x +x)- g(x - x) = g(2x) #O. Si x = 1/2, entonces g(x + t )
g(x - t) = g(3/4) - g(l/4) = t -1 # O. Finalmente, para x =O, 

g(x + iJ-g(x - ~) = g(l/4)- g(-1/4) #O, por lo que (d) se 

cumple. 1 

3.18. LEMA. 
Cualquier función g con las propiedades (a)-( d) del lema anterior, 

satisface además lo siguiente: 

(e) Existen constantes positin1s A.= A(g),B = B(g) tales que 

para toda n EN, n 2: 2, y para toda x E~. 

A.In n < 1 lg(nx - nt)- g(nx - nt)/dt 
- [1/n,I] t 

¡ lg(nx - nt) - g(nx - nt)ld El < t < n n. 
- [0,1] t -

Demostración. 

Sabemos de la teoría de la medida que la asignación 

X >-t r l!J(X +u) - g(x - u)/du 
Í[o,1] 

es continua. Como cada una de las funciones g( x +u)-g( x +u) es 

continua y no nula en u, [O, 1] es compacto y la función continua 

Í¡o,i] lg(x +u) - g(x + u)ldu > O para toda x E [O, l], entonces 

existe una constante e > o tal que 

r lg(x +u) - g(x - u)/du >e 
lro.11 

para toda x E [O, l]. 
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Por otro lado, como lg(x)j:::; 1 para toda x E R, se tiene que: 

r lg(x +u) - g(x - u)jdu :::; 2 
}¡o,I) 

Tenemos también que, haciendo y = nx, u = nt, 

r jg(nx + nt)-g(nx -nt)ldt = 

1[1/n,lj t 

= 1 jg(y +u)- g(y- u)jdu 
(l,n] U 

=~ r lg(y+u)-g(y-u)ldu 

k=I J[k.k+lj U 

=~ r ¡g(y+t+k)-g(y-t-k)ldt 

k=I l¡o,I) t + k 

(2) 

= f ¡9(y + t) - g(y - t)I (f t ~ k) dt (3) 
l¡o,1] k=l 

Notamos que para O :::; t :::; 1, se tiene Í 2 i~k 2 k~I, por lo que 

n-1 l n-1 l n-1 l 

°L¡;-2"L1+k 2 2=k+1· 
k=l k=I k=I 

Además, si tomamos B¡ 2 In¡ 2 + 1, vemos que para n 2 2, 

n-1 

B 1 /n n 2 1 +In n 2 L ~ 
k=l 

(4) 

Por otro lado, para O < A1 :::; min{ 21~ 2 , 1 - ln
1 

3 }, tenemos que 

.-1.¡/n 2:::; 1/2, y paran 2 3,: 
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n-1 

A1/n n S In n --1 S L k ~ 
1 k=l T 

Reuniendo todo lo que tenemos, vemos que por (3),(5) y (1): 

r Jg( nx + nt) -:- g(nx - nt)J dt 

Í[1/n,l) t 

= f Jg(y + t) - g(y - t)I (~ _}_k) dt 
}¡0,1] k=l t + 

~ { \g(y + t)- g(y - t)\ (~ k \) dt 
}¡0,1) k=l + 

~ .41/n n r lg(y + t) - g(y - t)ldt 
Í¡o,1) 

~ .4.1Cln n, 

donde .41 e = A. i: o es la constante buscada. 
Estudiando ahora (3), ( 4) y (2), obtenemos: 

1 lg(nx +nt)- g(nx -nt)Jdt 

[l/n,l) t 

= f \g(y + t) - g(y - t)\ (~ t ~ k) dt 
J¡o,1) k=l 

:::: r \g(y + 1) _ g(y - t)\ (~ i) dt 
Í¡o,11 k=l 

S B 1 /n n f \g(y + t) - g(y - t)\dt 
Í¡o,1) 

(5) 

S 2B1ln n. (6) 

Como g satisface una condición de Lipschitz de orden 1, digamos 
con constante J(, tenemos que: 
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r lg(nx + nt)- g(nx - nt)ldt 

• Í¡o,l/n] t 

< { 2ntK dt = 2K. 
- Í¡o,l/n] t 

Añadiendo esto último a (6), vemos que: 

J lg(nx+nt)-g(nx-nt)ldt 

~o.~ t 
?K 

< 2B11n n + 21\ < 2B11n n +---In 2 
- - In 2 

?K 
= (2B1 + 1~ 2 )1n n, 

lo cual termina la demostración del lema. 1 

Finalmente, antes de pasar a la construcción de la función continua 

mencionada anteriormente, hacemos unas sencillas observaciones 

que nos permiten simplificar los cálculos. 

3.10. Observación. 

La función 

1 
h(t)--

- 2sen(t/2) 
t - 2sen(t/2) 

2tsen(t/2) 

es continua en (O, rr], extendiéndola en el O como O (basta usar 

la regla de L'Hospital dos veces para la continuidad en O). En 

particular, h E .Ci([-rr, rr]), y por la desigualdad de HOider, f h E 

.C~((-rr, rr]) V f E .C~([-rr, rr]). Tenemos entonces que para f E 

..C~([-rr, ;r]), 
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J(t) . 1 . f(t) . f(t) 1 
'>· (t/'>) E .C12([-;r,;r]) =? '>· (tf?) -f(t)h(t) = - 1- E .C12 , _,en _ -~en _ 

e inversamente 

f( t) 1 f(t) f(t) 1 
-t- E .C12(f-;r,;r]) '* -t- + f(t)h(t) = 2sen(t/2) E .C12. 

' ' • _, f(t) .ci ([ ]) /(t) . .,.s1, son eqlll"v<Uentes que 2,.n(t/2 ) E 12 -;;, ;r y que -¡- E 

.Ck([-;r, ir])¡ como esta última expresión es más manejable, es la 

que usaremos. 

3.20. Observación. 

Sea a: [a,b]--> [D,l], a(t) = 

para toda f E .C~([-;r, rr]), 

t-a 
b-a· Entonces o/(t) = b~a, y 

r f(t)dt = r f(a(t))a'(t)dt = f- r Ja(t)dt. 
lro,1) l[a,b) - a J¡a,b) 

Así, si encontramos f: [O, 1) --> 12 continua tal que para toda x E 

[o ll r /J(x+t)-J(r-t)/dt d fi . d , , se tenga J[o,i) 1 = +oo, entonces, e ruen o 

r: [D,2rr]--+ ~. r(x) = f('2irx), se tiene que res continua y 
r /r(x+t)-r(r-t)ldt d .. 1 t t 
J[o,2 ~1 1 = +oo para to a x E "" y, por o an o, 

Ji jr(x+l)-r(x-1)/d u "" 1 d 
[o 1 , (t/º) t = +ce v x E "", que es o que eseamos. 

,1t' -.ten ... 

Procedamos ahora a realizar la construcción mencionada. 
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3.21. TEOREMA. (Kaczmarz, 1931) 

Existe una función continua. f : R --+ R periódica (de .periodo 

2;;) tal que 

/ /f(x + t) - f(x - t)/ dt = +oo 
Ao.~ 2tan(t/2) 

para toda x E IR. 

Demo~tración. 

Por las observaciones anteriores, basta construir una función con

tinua f : IR ~ IR periodica (de periodo 1) tal que 

/ lf(x +t)-f(x -t)ldt =+xi 
}¡o,l] t 

para toda x E [O, 1]. 

Por los lemas anteriores, existe una función g : 111 --+ IR continua, 

de periodo 1, que satisface una condición de Lipschitz de orden 1, 

de norma uniforme igual a 1, tal que g(O) =O= g(l) y para toda 

.r E [O, 1] la función g(.r +u) - g(x - u) no es idénticamente cero 

en u. Sean €k = f¡, nk = 2(k!l'. Entonces I::~ 1 ::k < +CXJ, y 

por lo tanto la serie: 

:e 

2= ékg(nkx) 
k:2 

converge \:/ x E IR y define una función f continua y de periodo 

1 (por ser límite uniforme de funciones continuas de periodo 1). 

Demostremos que f cumple lo requerido. Para cada k E N, k ~ 

2, se tiene 
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r . IJ(x+t)-f(x-t)ldt 
}¡1/n•,l] t 
= 1 10::::~ 1 ó¡g(n¡x + n¡t)) - (l:~1 €¡9(n1x - n1t)) ldt 

[l/n•,l] 

2'.ek f jg(nkx+nkt)-g(nkX-nkt)ldt 
J¡1¡n,,l] 

1 ~ _ lg(n 1x + n¡t) - g(n¡x - n¡t)ld 
- L.,,ºl t 

[l/n.,l] l=l t 

_ J, f e¡lg(n1x+n1t)-9(111x-n1t)ldt. 

[1/n.,l] l=k+t t 

Como la convergencia de la serie de funciones es uniforme en 

u, podernos aplicar el teorema de la convergencia dominada de 

Lebesgue, por lo que: 

r lf(x+t)-f(x-t)ldt 
J¡1¡n.,1] t 

J, lg(nkx + nkt)- g(nkx - nkt)ld > ek t 
- [l/k,l] t 

k-1 "' - j lg(n¡x + n1t)- g(n¡x - n¡t)ld 
- ¿_,et t 

1=2 [1/n, ,tJ t 

~ J, lg(n¡x + n¡t) - g(n¡x - n¡t)I d 
- ¿_, e1 t t 

l=k+l [l/n.,l] 
(1) 

Por el lema anterior, g cumple adicionalmente que: 

r jg(nx + nt) - g(nx - nt)I dt < Bln n 
Í¡o,1] t -
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para toda n ;::: 2, por lo que 

-I: é¡ r /g(n¡x + n¡t) - g(n¡x - n1t)/ dt 

1=2 }¡1/n•,l] t 

~-1 /g(n1x+n1t)-g(n1x-n1t)/d 
;::: - L., C./ t t 

1=2 [0,1] 

k-1 
:::: -B:L:c:1ln n1 

1=2 
k-1 

= -B L ~(/!In 2) 
1=2 

k-1 
= -Bln 2¿1! 

l=Z 

También por ese lema, tenemos que: 

ék { /g(nkX + nkt) - g(nkX - nkt)/ dt 

}¡1/n• ,l] t 
1 

;=: EkAln nk = A-p(k!)21n 2 

(2) 

=A.In 2k! (3) 

Además, tenemos: 

_ f: o/ { /g(n1x+n1t);g(n¡x-n1t)/dt 

l=k+l )¡1/n.,!J 

00 1 2 00 1 ;::: - L E1 -¡dt = -2 L ¡;In nk 
l=k+I (l/n.,lj l=k+I ' 

00 1 
= -2(k!)21n 2 ¿::: n (4) 

l=k+l 

¡g 

l'STA TESIS NO DEB! 
SALIR DE LA BIBLIOTECA 



Juntando lo que tenemos en (1),(2),(3) y (4) tenemos: 

( lg(nkx + nkt) - g(nkx - nkt)I dt 

f¡1/n.,ll t 
k-1 00 

;::: -Bln 2 L /! + A(ln 2)k! - 2(k!)2/n 2 L j¡ 
1=2 l=k+I 

( 

k-1 /1 co k') 
= (ln 2)k! A - B L kT -2 L lf 

1=2 l=k+I 

= (ln 2)k! (A - Bo(l) - 2o(l))-> +oo(k-> oo), 

por lo que: 

r lf(x +t)- f(x - t)ldt = +oo 
f¡o,1] t 

para toda x E 11!. 1 
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CAPITULO CUATRO. 
METODOS COMPLEJOS l. 

En este capítulo usamos herramienta propia del análisis complejo, 

principalmente de los espacios de Hardy. :V1ostramos una estrecha 

relación entre los espacios HP y lé([-;., ;.]) , así como entre las 

series de Taylor de las F E HP y las series de Fourier de las 

JE lé([-;., ;.]) . Probamos un teorema que da condiciones nece

sarias y suficientes para que tanto una serie trigonométrica como 

su conjugada sean series de Fourier. Finalizamos el capítulo con 

un teorema de Hardy que <la condiciones suficientes para garan

tizar la convergencia de 2=:=! ~ en términos de la función 

analítica F(;;) == L:'=o CnZn. 

Para continuar con el estudio de las series trigonométricas conju

gadas necesitaremos algunas definiciones y resultados del análisis 

complejo, particularmente de la teoría de espacios de Hardy (véase 

Rudin). 

4.1. Notación. 

Escribiremos [) .- {z E C i lzl < l}, D := {z E C 1 izi ~ 1} 

y éJ[) :== {z E C l lzl = 1}. Dada una función f E .C~([-rr,rr]) 

con /(-rr) = /( rr) se le considerará como una función de éJ[) en 

el codominio de J mediante la correspondencia /(ei6) := /(8), y 

escribiremos f E O(éJD) o f E .C~([-rr, rr]) indistintamente. 
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4.2. DEFINICION. 

Sea f : [} -t IC una función analítica, y sea p E (O, oo). Defini

mos para r E [O, 1) el número Alp(r,f) como 

Análogamente, para una función u : [} ---> R armónica se define 

4.3. ObJervación. 

Si f : [} -t IC es analítica, entonces lf/P es subarmónica, y por 

el teorema del valor medio de Hardy (véase Rudin, página 330, 

teorema 17.5) si O ~ r1 :::; r2 < 1 se tiene: 

es decir, dada f : [} --> IC analítica y p E (O, oo) fijas, la función 

Mp(·, f): [O, 1) -+ I!! es no decreciente. De igual modo, se tiene 

que para u:[}-+ lí! armónica la función Mp(·, u): [O, 1)-+ 11! 

es no decreciente. 

4.4. DEFINICION. 
Sea p E (O, oo). Definimos el espacio HP (llamado espacio de 

Ha1·dy) como sigue: 
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W := {!: D-+ C 1 f es analítica y 0 ~;~ 1 Mp(r, !) < oo }. 

También definimos 

Si J E HP diremos que f pertenece a la clase HP, y denotare

mos 

W(f) := O sup 1 Afp(r, !). 
<r< 

Si u E hP, denotaremos 

4.5. Ob3ervación. 

J¡P( u) := O sup 1 iWp(r, u). 
<r< 

Las clases HP que revisten mayor importancia para el estudio que 

vamos a desarrollar son H 1 y H 2 • 

Es claro de la definición que toda función analítica acotada en [} 

pertenece a la clase HP para toda p > O. También es claro que 

para O< p¡ ::; p2 < oo, se tiene 

por lo que 
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lo cual implica que 

4.6. LEMA. 
Sea p E (O, oo). Entonces HP es un (-espacio vectorial y hP un 

IR- espacio vectorial. 

Demostración. 

Sean f, g E HP, r E [O, 1). Entonces 

Para a E C tenemos que 

El caso hP es enteramente análogo. 1 
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4.7. TEOREMA. (Descomposición de F. Riesz 1923) 

Sea J E HP, p > O. Entonces existen funciones B, F: D --+ {; 

analíticas tales que 

f(z) = B(::)F(::) V z E D 

con IB(z)I::; 1, F(z) f= O V z E D y FE HP. Además, si f-¡_ O, 
se tiene HP(F) = HP(f). 

DemoJtración. 

Para J = O podemos tomar B = O, F = 1, por lo que podemos 

suponer f "t O. En este caso, si O es un cero de f de orden m, 

entonces f(z) = zm<p(z), con <p analítica y tal que ;(O) 1 O. 

Vemos que para una tal r.,:; se tiene 

por lo que sir E (O, 1), entonces: 

y del hecho de que f E HP se tendría r.,:; E HP y HP( <p) 

HP(f). Además, si la proposición es válida para <p, digamos <p = 

B1F1, entonces se tendría J(z) = (zm B1(z))F1(z), con zm B1(z) 

analítica en D, lzmB1(z)I :S IB1(z)I::; 1 V z E D y HP(F¡) = 
HP(ip) = HP(f), y la proposición es válida para /. Así, sin 

pérdida de generalidad, podemos suponer f (O) f= O. 

Primer caso: Supongamos que f tiene sólo un níunero finito de 

ceros en D. Si f ( z) f= O para toda z E D, entonces B = 1, F = f 
sin·en. Supongamos que los ceros de f son a¡, ... , O:n, donde los 

ceros múltiples están contados según sus multiplicidades. 
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Sea Bn : [) ---+ IC dada por 

n 1- ..L 

Bn(z) = II ioki~· 
k=l 1 - OkZ 

En es anaütica en [}, y tiene corno únicos ceros (incluyendo mul

tiplicidades) a o 1 , ••. , On. Note que cada factor de Bn corres

ponde a un rnapeo conforme de D sobre O que lleva ºk en O. 

Del análisis complejo se tiene que, por tanto, existe una función 

analítica Fn: D _, IC tal que Fn(z) f: O V z E[} y 

f(z) = Bn(z)Fn(=). 

También se tiene que, para !zl = 1, z = l/z y por lo tanto 

!oklll - ;;';! 
ll - OkZ' 

!ok - z! = !ok - zl = 1 
1=11~ - akl lz - ad ' 

por lo que JEn(z)J = 1 V z E 80, y por el teorema del módulo 

rná.xirno, !Bn(z)I < 1 V z E O. 
Resta verificar que Fn E HP y que HP(Fn) = HP(J). Corno Bn 

es continua en D, En es uniformemente continua, y para toda 

e E (O, 1) existe ó >O tal que 

si 

En particular, para B E [-rr, rr] arbitraria, z1 = ei9 y z2 = rei9 

con O< 1- r < ó, se tiene que ll -Bn(rei9 )J <e, por lo que 
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Tenemos entonces que para: toda<B E, [-rr, rr].:Y· r. cercana a 1, 

lf(re;9)¡P ·~··1Bn(r~i9)ÍJ'IFn(r>9)[P~:(1! g;PjF~(rei 9 )jP ·. 
de donde 

Como la desigualdad es válida para toda E: E (O, 1), vemos que 

(Mp(r,Fn))P S HP(f), por lo que Fn E HP y HP(Fn) S HP(f). 
Por otra parte, como 

lf(rei9 )1P = IBn(rei 9 )1PjFn(rei8 )1P ~ IFn(rei8 )1P, 

tenemos que HP(f) ~ HP(Fn), por lo que HP(f) = HP(Fn)· 

Segundo caso: f tiene una infinidad de ceros. Ya que f ;f. O, 

¡-1 (O) no tiene puntos de acumulación, y en particular f tiene 

sólo una cantidad numerable de ceros en [), digamos { a 1, a 2 , ••• }. 

Vemos que para cada n E N es posible definir Bn y Fn como en 

el primer caso, cumpliéndose todo excepto que Fn(;) no se anule 

en todo [). Aún así, tenemos que 

IFn(O)jP = ?~ r IFn(O)IPdB s W(Fn) s HP(f), 
-" f¡o,2"¡ 

y por otro lado 

IF(O)I = lf(O)I = lf(O)I 
!Bn(O)j ja¡ j. ·. jonl 
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por lo que 

P j/(O)jP 
ja¡ ... Cl'nl ~ HP(f) >O V n EN. 

Esto significa que el producto infinito íl~ 1 ia<i converge (a un 

número no nulo), y por un resultado de Yariable compleja (ver 

Rudin, Teorema 15.4) el producto infinito 

00 1 - 2... 

Il iaki~ 
k=I 1 - GkZ 

converge uniformemente en todo disco cerrado de radio r < 1, y 

determina una función analítica B : D __, C, 

00 1 - 2... 

B(z) = lim En(::)= íl iakj~. 
n-oo k=I 1 - GkZ 

Puesto que IBn( z)j $ 1 V z E D V n E N, la función B (conocida 
como función de Blaschke de f, noción introducida en 1915) 

cumple también que jB(z)I < 1 V z E D. Además, B tiene los 
mismos ceros (incluso hasta multiplicidad) que f, por lo que existe 

una función analítica F: 11)--> C tal que F(z) '/;O V z E O y 

f(z) = B(z)F(z). 

Verifiquemos que F E HP y HP(F) = HP(f). Para r E (O, 1) 

vemos que Fm(rei8
) = if~~;~'.i) salvo una cantidad finita de ceros 

de Bm, y por tanto Fm(rei 8 ) conYerge a F(rei8 ) para casi toda 

B E (-;r, ir]. Por el lema de Fatou, 

i-1 JF(rei 8 )JPdB $ lim i-1 IFm(rei8)jPdB 
_;r [-:r,:r] m-oo -11" [-:r,:r] 

:SW(f), 
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por lo que F E HP y HP(F) ~ HP(f). Nuevamente por ser 

lf(rei8
)/ $ /F(rei8 )1 tenemos que HP(f) ~ HP(F) y se tiene 

HP(f) = HP(F). 1 

4.8. COROLARIO. 
Sea f E HP, p > O. Entonces existen /1,/2 E HP tales que 

f1(z) ¡.O f. füz) V z E[} y f = !1 -h. 

Demostración. 

Sean B y F como en el lema anterior. Sean / 1 (::) = 2F( z ), h ( z) 

= 2F(::) - f(z) = F(z)(2 - B(z)). Como F no posee ceros en 

[}, tampoco los tiene f¡, y como además /B(::)J $ 1 V z E[}, h 
tampoco tiene ceros en D. Finalmente, del hecho de que F, f E HP 
se sigue que /1,h E HP. 1 

A continuación daremos una útil caracterización de las funciones 

en H 2 en términos de su serie de Taylor. 

4.9. TEOREMA. 
Sea f : I!} -+ C una función analítica, con serie de Taylor 

n=O 

Entonces f E H 2 si y sólo si I;::"=o /en 12 < +oo. En ese caso, 

00 

L /cnl 2 = H 2(f). 
n=O 
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DemoJiración. 

Sea r E [O, 1). Sea Ir : [-;r, ;r)--1 e dada por 

00 

fr(B) = f(rei 8
) = L Cnr"ei"8

• 

n=O 

Como f es continua, f r también lo es, y por lo tanto f r E 

.Ct([-r.,;r]). usando el sistema ortonormal completo {einr}nE7l 
en .Ct([-r., rr]) (con la medida normalizada) y la identidad de 

Parseval, obtenemos 

f lcnr"l 2 = ?l 1 lfr(li)l 2dB 
n=O _;r {0,2") 

(1) 

Supongamos que f E H 2 • Entonces de (1) se sigue que 

f Jcnl 2 r 2
" = i--1 IJ(rei8 Jl 2dli :S H

2
(f). 

n=O _;r {0,2ir) 

llfostremos que :L::"=o lcnl2 :S H 2(f). Sea m EN. Entonces 

m m m 

L lcnl 2 = L lcnl 2(1- r2
") + L lcnl2 r2

" 

n=O n=O n=O 
m 

:S (1 - r2m) L lcnl2 + H2(J). 
n=O 

Como m está fija y la desigualdad vale para toda r E (O, 1) ha

ciendo tender r a 1 vemos que 

m 

L lcnl2 :S H2(J). 
n=O 

Supongamos ahora que I:::"=o lcnl2 < +oo. Nuevamente tomando 
r E (O, 1) y considerando a la función f,, de (1) se sigue que 
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por lo que f E H2 y H2(f) ::; L::::"=o le;. 12 . Juntando esta de

sigualdad con la obtenida en la primera parte de la demostración 

tenemos que H 2(f) = L:::=o lcnl2
• 1 

4.10. ObJervación. 

Si cada una de las Cn del teorema anterior se escribe como 

conª"' bn E JI!, el teorema dice que f E H 2 si y sólo si L:::=o !anl2 

+lbn 12 < +x, y que H 2(f) = L::::"=o lan 12+lbn12
• Esta versión del 

teorema nos sen·irá después, y en los casos en que la utilicemos 

nos encontraremos frecuentemente con que b0 = O, es decir, la 

función analítica f cumple j(O) E JI! (es oportuno señalar cierta 

analogía con el problema de variable compleja de encontrar una 

conjugada armónica). También tendremos que es más cómodo 

tener co = ao/2. 

En la teoría clásica del análisis de Fourier se demuestra que para 

una función f E .C{:((-;r, ;r]), (1 ::; p < oo), existe una función 

F : [} --> C dada por 

F(rei9)=~1 f(t)P(r,0-t)dt 
_;r [- ..... ] 

con la propiedad de que c.d. (}E (-;r,;r] existe 
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y 

(Véase el apéndice.) Recordemos que se define Fr: [-ir, ir]-+ IC 
como Fr(B) = F(rei 9

), y a /(9) se le llama límite radial de F 
en 9. Además, F puede desarrollarse en = = ré9 como 

oc 00 

F(::) = F(rei 9
) = co + L Cn:n + L C-nr"e-in9 

n=l n=l 

donde Co = ao(/)/2, Cn = an(f)-ibn(f), Ln = an(/)+ibn(/), n 

E N. A los números {en} nE7l se les llama coeficientes de 
Fourier complejos de f. Estos corresponden al sistem~ ortonor
mal completo {einx} nE7l con la medida normalizada por l/2rr, es 

decir, Cn = t, ft-ir,ir] /(t)e-i"1dt. 
Así, si f E .Ct([-rr, rr]) con 1 ::; p < oo es tal que O = C-n = 
an(f) + ibn(f) V n E N, tenemos que la F inducida al convolu
cionar a f con el núcleo de Poisson es analítica en D y su desar
rollo en serie de Taylor es: 

00 

F(z) == co + L Cnz" 
n=l 

con co = ao(/)/2, Cn = an(/) - ibn(f). También en este caso se 

tiene, puesto que llFr - fllp -+ O (r -+ i -) , que /IFrll: -+ 11/11~, 

por lo que FE HP y HP(f) = llJll:. 
El recíproco del resultado anterior es cierto, y empezamos por 

demostrar una versión sencilla (cuando p = 2 ). 

4.11. TEOREMA. 
Sea FE H 2 • Entonces c.d. () E [-ir, ir] existe 
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lim F(rei8
) =: f(IJ) 

r-1-

Además, f E .Ct([-r., r.]), llFr - /112--+ O (r--+ 1-) (y por tanto 

11/11~ = H 2(F)) y si F(z) = I::=o CnZn, entonces 

Co = ao(f)/2, Cn = an(f)-ibn(f) y an(/)+ibn(/) =O V' n EN. 

DemoJtración. 

Sean ao = 4c0, an,/3n E llil tales que Cn = °'n - i.Bn para toda 

n EN. Como FE H 2
, +co > I:::"=o lcnl2 = laol2 + I::=l a~+ 

/3~. Por el teorema de Riesz-Fischer existe /1 E .Ct([-;r, ;r]) tal 

que ao = ao(/1) 1 °'n = an(/1) 1 f3n = bn(Ji) V' n E N. Sea 
f = b~if, E .Ct([-r., r.]), donde j 1 se define como ü + iü para 

u, u E .C~([-rr, rr]), u+iu = / 1 . Como el cálculo de los coeficientes 

de Fourier ª" y bn es un proceso lineal, vemos que 

ao(f) ao(/1) + ao(i1) 
-2- = 4 = Co 

an(f) = a,.(f¡); ian{j) = CTn ~ i/3n 

bn(/) = bn(/1) + ibn(jl) = /3n +ian. 
2 2 

Tenemos entonces que para toda n E N, 

(!) 
_ 'b (J) _ (an - i/3n) - i(/3n + Ían) _ 

Un l n - 2 - Cn 

an(/) + ibn(f) = (an - if3n) + i(/3n + ian) =O 
2 
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Resta verificar que limr-i- F(rei8
) = J(O) c.d. y que IJFr -

f lh -+ O ( r -+ 1-). Por lo que habíamos notado antes del teorema, 

J induce una función analítica G : [} --+ C cuya serie de Taylor 

es 

00 

G(z) = ¿ CnZn = F(z), 
n=O 

es decir, f induce a la función original F, y para G sabemos que 

c.d. ()E [-;r,;r] 

J(B) = lim G(rei8) = lim F(rei8
) 

r-1- r-1-

y que 

1 

4.12. COROLARIO. (de la demostración del teorema) 

Sea F E H 2 • Entonces c.d. existe el límite radial f de F, y la 

función F(rei8 ) es la convolución de f con P(r,O), es decir, 

F(rei8) = 
2
1 1 J(t)P(r, () - t)dt. 
71' [-ir,ir] 

1 

Para demostrar la versión con p 2'. 1 arbitraria, necesitamos un 

lema previo de análisis funcional, que enunciamos sin demostrar. 
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4.13. LEMA. 
Sean X un espacio de Banach, x• su dual. Si (Fn) es una 

sucesión en x• y (F.(x)) converge para todo x E X, entonces 

existe f Ex· tal que F.(x)-+ f(x) para toda X E X. 1 

Con ayuda del lema anterior es posible demostrar la siguiente 

proposición de análisis de Fourier clásico. 

4.14. PROPOSICION. 
Sea F : [) --> ~ armónica. Entonces F es /a integral de Pois

son de una función f E .CR([-r.,r.]) con 1 < p < oo (es decir, 

F(rei8 ) = f * Pr(B) V r E (O, 1), (}E [-ir, r.]) si y sólo si FE lzP. 

DemoJtración. 

Necesidad: Ya se conoce (\·éase el párrafo siguiente a la obser

\'ación 4.10.). 

Suficiencia: Supongamos que F E hP. Sea q E (1, oo) el expo

nente conjugado de p y consideremos a .C~([-ir, ir]) como el espa

cio dual de .C~([-7r, ir]) (teorema de F. Riesz). Sean r < R dadas 

en {O, 1), entonces por ser F armónica tenemos Rl"IFr(n) 
rl•IFR(n) (n E 7l), se tiene que IFr(n)I < IFR(n)j. 
Por otro lado, considerando a FR E .CR([-ir, ir]) y a e-int E 

.C~([-ir, ir]) obtenemos: 

IFr(n)j = -
2
1 

IÍ. Fr(t)e-i"tdtj 
;r [-.-,7'] 

'.5 llFrllplle-int¡¡q = llFrllp· 
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Por hipótesis, entonces, {Fr(n)}rE[O,l) es un conjunto acotado, 
por lo que para cada n E 71 fija existe una sucesión (rk)keN (que 
en general, depende de n) tal que: 

lim ~ 1 Fr,(t)e-intdt 
r;-1 2;r [-ir,irJ 

existe. Usando el método diagonal de Cantor se puede suponer 

que (rk)kEN funciona para toda n E 71.. Por linealidad de la in

tegral, limr,-l f; Ít-ir,irJ Fr,(t)h(eit)dt existe para todo h poli
nomio trigonométrico con coeficientes en C. Corno dichos poli

nomios trigonométricos son IJ 11 9 -densos en .C~([-rr, rr]) obtene
mos: 

1 1 . lim ? Fr,(t)g(e't)dt 
r;-1 -7!' [-ir,irJ 

existe para toda g E q~([-rr,rr]). Por el lema anterior (para 

X~ J.:~([-rr,rr]), x• = .C~([-rr,rr]) y Fk(g) = f; ft-ir,irJ Fr,(t) 
g(e' 1)dt ), existe una función f E J.:R([-;r, e]) a la cual (Fr,) 
converge débilmente. Afirmamos que F es la integral de Poisson 

de f. Sea p E [O, 1) arbitrario, entonces: 

1 

4.15. Observación. 
Este resultado se puede extender a funciones F analíticas en vez 
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de armónicas, cambiando hP por HP y e~ por le. También es 

cierta la versión para p = 1 (véase Duren). Además, sabiendo que 

la función f induce a F convolucionando con el núcleo de Poisson, 

se deduce inmediatamente que /(8) es el límite puntual de Fr(8) 

cuando r -+ i - , entre otras cosas más ya conocidas y que enun

ciamos juntas en el siguiente teorema, que ya no demostramos. 

4.16. TEOREMA. 

Sean 1::; p < oo, FE HP. Entonces c.d. 8 E (-;r, ;r} existe 

lim F(rei8
) =: /(8). 

r-1-

Además f E .Ct([-rr, rr]), 11/11~ = HP(F), l!Fr - fllp-+ O (r -+ 

i-) y si F(z) = L::°=o CnZn, entonces 

Co = ao(/)/2, Cn = an(/) - ibn(f) y an(/) + ibn(!) =O. 

Más aún, 

F(re;8
) = 

2
1 f f(t)P(r, (} - t)dt. 
7r J¡o,2"1 

1 

El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para 

que tanto una serie trigonométrica corno su conjugada sean series 

de Fouricr. 
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4.17. TEOREMA. 
Sean 

00 

S(x) =ao/2+ L;ancos(nx)+bnsen(nx), 
n=l 

00 

S(x) = L:-bncos(nx) + ansen(nx) 
n=l 

series trigonométricas con a0 , ª"' bn E R. Entonces ambas son 

series de Fourier si y sólo si Ja función F : [) --+ {; dada por 

F(z)=L:cnz" 
n=O 

donde co = ao/2, Cn = ª" - ibn, pertenece a la clase H 1
. 

Demo3tracíón. 

Necesidad: Supongamos que S = S(g),S = S(h) con g,h E 

.C~([-:r, :r]). Entonces ~ =: f E C(([-:r, :r]), Y 

por lo que 

ao(f) = ao(g) + iao(h) = ªº 
2 

an(f) = an(g) ~ ian(h) = ª" ~ ibn 

bn(f) = bn(g) + ibn(h) = bn + Ían 
1 2 2 
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Así, la función analítica en [) inducida por f (convolucionando 
con el núcleo de Poisson) es justamente la función .F del enunci

ado, que está en H 1 ya que f E .C(([-rr, r.]). 

Suficiencia: Supongamos que FE H 1 • Por el teorema 4.16. existe 

c.d. el línúte radial f de F, y f E .C(([-rr, rr]). También del 

teorema anterior sabemos que: 

Ca = ua(f)/2, Cn =Un(!) - ibn(f), Un(/)+ ibn(f) =O, 

por lo que: 

Un(/) = Cn/2, 
+·h Sean g, h E .C~([-;;-, rr]) tales que f = T. Demostraremos 

que S(g) = S, S(h) = S. Como g, h son funciones reales, 

ao(g),an(g),bn(9) y uo(h),un(h),bn(h) son números reales para 
toda n E N, y tenemos que: 

ªº = 2co = uo(f) = ao(g) + iao(h) 
2 

Un - ibn = Cn =Un(/)= a,.(g) + ian(h) 
2 2 2 

bn + iun = -Cn = b (f) = bn(9) + ibn(h) 
2 2i n 2 ' 

por lo que uo(g) = 2uo, an(g) =Un, bn(g) = bn y S(g) = S, Y 
análogamente uo(h) = O, un(h) = -bn, bn(h) = Un con lo que 

S(h) =S. 1 

4.18. TEOREMA. (Hardy) 

Sea FE H1
, F(=) = L::~=ocnz". Entonces 
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DemoJtración. 

La función 

1 oo _n 

log(-) ="' =-l - z L._¡ n 
n=l 

es analítica en !) , y como F también lo es, entonces por el teorema 

de Cauchy, para toda r E (O, 1) 

1 F(.::)log(-
1
-)dz =O. 

l•l=r 1- z 

Así pues: 

1 F(z)Im(log(-
1
-))dz 

l:l=r 1 - Z 

Í¡:l=r F(z)log( ¿., )dz - Í¡,¡=r F(z)/og( ¿,)dz 

2i 

= ~~ 1 F(z)(f =")dz 
-

1 l•l=r n=l n 

1 r ( 00 n -in8) = ~· Jr. F(rei8 ) L _r _e__ irei8dB. 
_¡ [-:r,:r] n=l n 

oo F(rei')rn+teil{-n+l) 
Dada r E (O, 1) fija, la serie l:n=l n converge 

uniformemente en B, por lo que integrando término a término 

obtenemos: 
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-f - F(z)Im(log(-1-))dz = - f r"+1irfrr(n -1)' 
l¡:(=r - 1 - z n=l n 

donde 

= f rk~k 1 eiO(k-n+l)JO 

k=O 2,. (-ir,irJ 

= r"-lcn-1 · 

Tenemos entonces que: 

li,(=r F(z)Im(log( 1 ~ ))d:: 

~ r2"cn-l ~ r2(n+t)Cn 
= -¡¡L.,¡ --n- = -¡¡,L.¿ n + 1 ' 

n=l n=O 

Pero Re( 1 - :: ) > O \f z E O , por lo que 

1 1 ir 
!Im(log( 

1 _ ))1=larg(
1 

_ z )1 ~ 2' 
Así, tenemos que 

1 

oo r2(n+l)Cn 1 

2: n+1 
n=O 

~ ~1 f F(z)Im(log( l ~ ))dzl 
;r }¡:j=r -

~ ;· r IF(z)ldz ~ irH 1(F) 
-71" }¡:j=r 
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Caso 1: Cn E ~ y Cn ;::: O V n = O, 1, 2, ... Por (1 ), 

00 2(n+I) :¿: r Cn < r.H¡(F) 
n=O n + 1 - ' 

y haciendo tender r a 1 tenemos 

f: ne~ 1 ~ r.H¡(F) < +oo. 
n=O 

Caso 2: en E iC. Podemos suponer F -;¡é O, y por el teorema 4. 7. 

F se puede escribir como F = BG con B el producto de Blaschke 

de F, GE H1, G(:) f: O V: E D y H 1(G) = H 1(F). Sea g 

el límite radial de G. Por el teorema 4.16. g E Ct;([-rr, rr]) y 

119111 = H 1(G), y claramente jgj1
/

2 E C~([-rr,;r]). 
Como G no se anula en D hay una rama analítica de log G, por 

lo que si definimos 

entonces tenemos que G 1 , G2 E H2 , y F = G1 G2 • Además, como 

jB{eÍ8 )1 = 1 c.d. (} E [-rr, ;r], se tiene para los límites radiales 

(denotados por las respectivas letras minúsculas) que 

l91(IJ)j = lg(8)j 1/2 = lg2(B)I c.d. IJ E [-rr, rr], 

por lo que 
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Escribamos a G 1 y G2 en series de potencias, digamos G1 ( =) = 

L::°=o 1cn=n, G2(z) = .L:=o 2cnzn. Como G1, G2 E H 2
, tenemos 

que .L:=o !;cnl2 = H 2 (G;),. i = 1, 2. Por otro lado, como F = 
G1 G2 , Yernos que 

n 

Cn = L 1Ck2Cn-k (producto de Cauchy de series). 
k=O 

Sean H 1,H2 : /!}----> C las funciones analíticas dadas por 

00 

H¡(z) = L hcnlzn 
n=O 
00 

H2(=) = L bcn!=n 
n=O 

Tenemos que H¡, H2 E H 2 y además 

00 

H 2(H1) = L licnl2 = H!(G¡) 
n=O 

00 

H 2(H2) = L hcnl2 = H 2(G2) 
n=O 

Sea H1H2 =: H : !!} ----> C. Para toda r E (O, 1) se tiene por la 

desigualdad de Holder que 

por lo que HE H 1 y H 1(H) :::; H 2(H1)H2 (H2 ). Si la serie de 

potencias de H está dada por H( z) = .L::'=o '(nZn, tenemos que 
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/n = t j¡cki12Cn-d ~ 1 t ici.2Cn-kl = Jcnl· 
k=O k=O 

Así, corno a H se le puede aplicar el primer caso, vernos que 

f _hl < f ~ < ;.H1(H) 
n=O n + l - n=O n + l -

4.19. Observación. 

$ rrH 2(H1)H2(H2) 

= ;.H2(G¡)H 2 (G2) 

= ;rllgdbll92lb 
= .. ¡11gl112 1i2llJgl112 ib 
= rriiYiii = rrH 1(G) = ;.H1(F). 

1 

Como ~ $ n!i para toda n EN, el teorema anterior afirma que 

que es la forma corno comúnmente se enuncia. 
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CAPITULO CINCO. 

METODOS COMPLEJOS II. 

En este capítulo continuamos el estudio de las senes de poten

cias. Definimos el concepto de serie de potencias de variación 

acotada y demostramos el teorema de Hardy-Littlewood sobre la 

convergencia absoluta de sus coeficientes. A partir de esto, deduci

mos la conwrgencia absoluta de la serie de Fourier de cualquier 

función continua, periódica, de variación acotada y cuya función 

conjugada tenga idénticas propiedades. Usamos la unicidad de 

la representación integral de Poisson de medidas de Borel com

plejas finitas para obtener el teorema de los hermanos Riesz, que 

garantiza la continuidad absoluta de una tal medida de Borel que 

además tenga coeficientes de Fourier iguales a cero en todos los 

órdenes negativos. Finalizamos el capítnlo con un ejemplo de 

Lusin de una función absolutamente continua F tal que la se

rie de Fourier de F' com·erge c.d., pero F es esencialmente no 

acotada en todo subintervalo contenido en [-;r, ;r]. 

5.1. DEFINICION. 

Sea :L::":o en::" una serie de potencias. Decimos que :L::"=o cnz" 

es de variación acotada si existe una función q,: [-ir, ;r] --+ 11! 

continua, periódica, de variación acotada, tal que <ii( x) existe para 

toda x E [-rr, ;;], <ii es también continua, periódica, de variación 

acotada y tales que 
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00 

S(<I>)(B) + iS(<i>)(B) = 2_::Cnein9
• 

n=O 

5.2. Observación. 

Algunos autores definen a una serie de potencias de rnriación aco

tada como aquella cuyas partes real e imaginaria (para lzJ = 1) 

son series de Fourier de funciones de variación acotada. En este 

caso, si <I>, 'li : [-rr, rr] --+ R son funciones de rnriación acotada 

tales que 

00 

S(<I>)(B) + iS( 1Ji)(B) = L Cnein 9
, 

n=O 

haciendo Cn = °'n - i,Bn, tomando partes reales vemos que 

00 

S(<I>)(B) = °'º + L °'ncos(nB) -/3nsen(nB) 
n=l 

y tomando partes imaginarias que 

00 

S(IJi)(B) = /30 + L /3ncos(nB) +ansen(nB). 
n=l 

Si pedimos que c0 E R, tenemos que S(IJi) = S(<J?), y como 

<J? E .C~([-;r, ;r]), existe <Í> y S(<I>) = S(<i>), y como los coeficientes 

de Fourier caracterizan a las funciones en .C~([-rr, rr]), tenemos 

que lJi = <f> c.d. 

Además, •I> no puede tener discontinuidades del primer tipo, pues 

si xo fuera una de ellas, por la proposición 1.13. Sn(IJi)(xo) = 
Sn(<T!)(xo) -+ -oo(n -+ oo), pero lJi es de variación acotada, 
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y por el criterio de Dirichlet-Jordan Sn('lr)(.ro) __, HIVCxt) + 
1l'(.x0)), contradiciendo la divergencia. Análogamente se prueba 

que W no puede tener discontinuidades del primer tipo (pues 

.¡, = <I> - ao( <f>) ), y ya que tanto .P como '1' son funciones de 

variación acotada, sólo pueden tener una cantidad numerable de 

discontinuidades removibles. (Obsérvese que también se tiene con

tinuidad en -;; y ;; ) 

Así, redefiniéndolas en los puntos de discontinuidades removi

bles, obtenemos dos funciones <f> 1 , •Ji 1 de variación acotada en 

todo [-;r, :r] (de hecho variaciones menores que las variaciones 

de .P y IV respectivamente), continuas en todo punto de [-;r, ;r), 
periódicas y tales que 1>1 = .P c.d., 11'1 = IV = tP1 c.d. Es de

cir, excepto por un ;'casi dondequiera", se tiene la definición que 

dimos al principio y que será la que usaremos. 

5.3. LEMA. 

Sea F( z) = L:::°=o CnZn una serie de potencias de variación aco

tada. Entonces 

°" 
G(z) = zF'(z) = L ncnzn 

n=l 

pertenece a la clase H 1 . Más aún, si .P es Ja función de variación 

acotada asociada a F(z), H 1(G) es menor o igual que la suma 

de las variaciones totales en [O, 2rrj de ~ y cfi. 

Demo3tración. 

Sea ~: [-:r, rr] _.... 51 de variación acotada, periódica y continua 
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tal que ci> támbién es. de variación ~~~t:da, periódi~a y contillua, 
y tales que 

'. ' 00 

. S(<f?)(9) + iS(~)(B) = L Cneine. 
n=O 

Sean r.p, iP.: D --+ R las integrales de Poisson-Stieljes gene
radas por .P y <f> respectivamente, es decir, 

r.p(rei8 ) = .!_ { P(r,B -t)d<P(t) 
7r Í¡o,2"1 

¡/>(rei6 ) = ~ { P(r, B - t)dci>(t) 
" Í¡o,2ir¡ 

Notemos que están bien definidas, pues el núcleo de Poisson en 
cada nivel Pr es una función continua (de hecho, infinitamente 
diferenciable) en la segunda variable. Si denotamos por V(t) la 
variación total de <f? en [O, t] y por W(t) la de <f>, tenemos que 
para toda x E [-;r, 7r] 

jr.p(re¡9 )j S .!_ f P(r, 9- t)dV(t) 
7r Í¡o,2ir] 

ji/;(re¡9)i S.!_ { P(r,9-t)dW(t) 
7r Í¡o,2irJ 

Integrando con respecto a ll y usando el teorema de Fubini obten
emos: 

1 lr.p(re¡8)jdB S ]:_ 1 1. P(r,B- t)dV(t)dB 
(0,2:r] 7l" (0,2ir] (0,2:rJ 

= f (]:_ f P(r,9 - t)dll) dV(t) 
Í¡o,2ir] 7r Í¡o,2ir] 

= { dV(t) = V(27r), 
Í¡o,2ir] 
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y para t/J nos queda 

Por otra parte, para r E [O, 1), el núcleo de Poisson Pr es una 

función infinitamente diferenciable con respecto a su segunda vari

able, y como <f> es periódica y de variación acotada en [O, 2rr], la 

siguiente integral de Riemann-Stieljes se puede escribir, usando 

integración por partes, como: 

rr'?(rei 8
) = { P(r, B - t)d<I>( t) 

}¡o,2'r] 

=Pr<I>I" - f <I>(t)dPr(B-t) 
-:r J¡o,2:r] 

=O - { <I>(t)-
8
8 

Pr(B - t)dt 
J¡o,2:r] t 

= r •I>(t) (f rln\ein(O-l)ni) dt 
l¡o,2,.¡ _

00 

= f inrl"\ein8 r <P(t)e-inldt 
_

00 
Í¡o,2:r] 

00 

= L inr"ein8(a,,(<I>) + ibn(<f>)) 
n=l 
00 

- L inr"e-i"8(a,,(<I>)- ibn(<I>)). 
n=l 

Para 1/; sólo hay que cambiar <f> por .J?: 
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00 

t/!(rei8) = L inrnei"8(an(<fl) + ibn(ii>)) 
n=l 
00 

- L inrne-i" 8(an(~)-ibn(<f>)) 
n=I 

00 

n=l 
00 

- L inr"e-i"8(-bn(<P) - ian(<I>)). 
n=l 

Así, vemos que 

00 

= L nr"ei"9(-ibn('P)-an('P)-an(<I>) - ibn(<I>)) 
n=l 
00 

- L inr"e-i"8(-b,,(<I>) - Ían(<I>) + ian(<P) + bn( if>)) 
n=I 

00 

= L nc11 z" = G(z). 
n=l 

Tenemos entonces que para toda r E [O, 1), 

f IG(re;9)id8::; f (lrp(rei8 )1 + lt/!(re¡9)1)d8 
J[o,2"¡ J¡o,2"¡ 

::; V(27r) + W(27r) < +oo, 

por lo que G E H 1 y de hecho H 1(G) es menor o igual que la 

suma de las variaciones totales en [O, 2rr] de 1' y <li. 1 

Una importante consecuencia del lema anterior es el siguiente 
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5.4. TEOREMA. (Hardy y Littlewood, 1926) 

Sea F( z) = L::°=o cnz" una serie de potencias de variación aco

tada. Entonces 

00 

2.: len! :S ;rH1(zF'(z)) 
n=l 

Demostración. 

Por el lema anterior, zF'(z) E H 1 , y por la obsen•ación 4.19. 

hecha al teorema de Hardy, tenemos que 

¡ 1 ~ !nen 1 ~ I I ;rH (zF (z)) 2: L._¿ -n- =L._¿ Cn • 

n=l n=l 

1 

Obtenemos como fácil dividendo un criterio de convergencia ab

soluta de series de Fourier. 

5.5. COROLARIO. 
Sea f: [-;r, ;r] --+ R periódica, continua, de variación acotada y 

tal que j lo es también. Entonces las series de Fourier de f y j 
com·ergen absolutamente, es decir, 

00 

L lan(f)I + lbn(f)I < +co. 
n=l 
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Demostración. 

Sean Cn = an(f) - ibn(J), n = 1, 2, ... Entonces la serie de po
tencias 

es de variación acotada. Por el teorema de Hardy- Littlewood, 

00 

L JcnJ < +co 
n=l 

y como Jan(J)J + Jbn(f)J ~ 2lcnl, tenemos que 

00 

L lan(f)I + lbn(f)J < +co. 
n=l 

1 

Probaremos un último resultado concerniente a series de poten

cias de variación acotada, pero para demostrarlo necesitaremos 

algunos resultados preliminares. El siguiente lema es birn cono

cido, y lo enunciamos sin demostración. 

5.6. LEMA. 
Sea 11 : IB((-r., r.]) -+ {: una medida de Borel compleja finita. 

Supongamos que 

1 g(t)d11(t) =o 
[-11',11'1 

para toda g: [-r., r.]-+ 12 continua. Entonces 11 =O. 
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Como consecuencia de este lema se demuestra la siguiente 

5.7. PROPOSICION. (Unicidad de la representación integral 

de Poisson) 

Sean µ,a medidas complejas flnitas definidas en los borelianos de 

[-;;, ;;] . Supongamos que 

1 P(r,B-t)dµ(t)=i P(r,B-t)da(t) 
[-ir,1'j [-ir,irJ 

para todas r E [O, 1), BE[-;;,;;]. Entoncesµ:= a. 

Demostración. 

Sea v = µ - a. Tenemos inmediatamente que 

1 P(r,B-t)dv(t)=O VrE[0,1),BE[-7r,rr]. 
[-ir,>r] 

Por el lema anterior, basta probar que 

1 g(t)dv(t) =O 
[-ir, .. ] 

para toda función continua g. Sea pues g : [-71', :r] _, IR con

tinua. g induce una función G : O --+ C dada por 

G(rei8 ) = 1-j g(t)P(r,B- t)dt. 
'.l;; [-:r,,,.J 

Por el teorema de Abel-Fejér sabemos que G, -> g uniformemente 

en B cuando r -+ 1 - . Así, tenemos que: 
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t-"·"I Gr(B)dv(B) 

=1. (i-1 g(t)P(r,B-t)dt)dv(B) 
(-;r,;r) _;r (-;r,;r) 

=?~1 g(t)(i P(r,B-t)dv(B))dt.=0, 
-" (-;r,,,¡ [-;r,;r] 

por lo que fr-;r,ir) g(B)dv(B) =O y por tanto v =O. 1 

Ahora ya estamos en condiciones de probar el último resultado 

concerniente a series de potencias de variación acotada, el cuál es 

un famoso teorema debido a los hermanos Riesz y que relaciona 

dos condiciones sobre una medida compleja que en apariencia nada 

tienen que ver entre sí. 

5.8. TEOREMA. (F. y M. Riesz, 1916) 
Sea dµ una medida de Borel compleja finita en éJll) tal que 

µ(n) := r e-intdµ(t) =o 
lao 

para n = -1, -2, ... Entonces µ es absolutamente continua con 

respecto a la medida de Lebesgue. 

Demostración. 

Sea f la función inducida por la medida µ, es decir, 
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Tenemos que para z: = rei9, 

= LP(n)zn, 
n=O 

por lo que f es analítica en [) (pues IP(n)I ~ lµl(2rr) V n y por 

lo tanto el radio de convergencia es mayor o igual que 1 ). Tenemos 

también que 

lo cual implica que 

ll/rll1 = 1 lfr(rei9)1dt 
[-ir,ir] 

$1 ;f-j P(r, (} - t)dlµI( ei1)dt 
[-ir,ir] _;r [-ir,:r] 

= 1 (;f-P(r,9- t)dt) dlµl(ei1
) 

[-11',71'] -11' 

= 1 dlµl(ei1
) = lµl(8D) < +oo, 

[-11',71'] 
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por lo que f pertenece a la clase H 1 . Entonces c.d. existe el 

límite radial !* E e~ ([-71', ll'j), y 

f(rei8
) = 2-j P(r,B -t)j"(t)dt 

271' [-ir,irJ 

Así, las medidas µ(t) y j*(t)dt inducen a la misma función f, 
y por la proposición 5.7. µ(t) = f*(t)dt, por lo que es absoluta

mente continua con respecto a la medida de Lebesgue. 1 

5.9. Observación. 

También se ha probado que si {L(n) =O V n = -1,-2, ... , en

tonces 

ddµ(B)= lim 2-j P(r,B-t)dµ c.d. 
t r-1- 2rr [-ir,ir] 

5.10. COROLARIO. 

Sea <I>: [-rr,rr]--> lli periódica, continua, de variación acotada 

y tal que <f? tiene las mismas propiedades. Entonces <I> y <f? son 

absolutamente continuas. 

Demostración. 

Sea µ(x) = <I>(x) - iéf!(x). Entonces dµ es una medida compleja 

finita y tal que 
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1 e-inldµ(t) 
[-:r,lf] 

= e:.::intµI" -1 µ(t)de-int 
-ir [-ir,ir] 

=O+ in(<Í>(n) + i<l>(n)) =O 

para n = -1, -2, ... Aplicando el teorema de F. y .M. füesz, ve

mos que µ es absolutamente continua con respecto a la medida de 

Lebesgue, por lo que también lo son sus partes real e imaginaria, 

que son <I> y -<I> respecth·amente. 1 

5.11. PROPOSICION. (Fórmula de Lusin) 

Sea F: [-;r, rr] ---> R periódica y absolutamente continua, y sea 

f = F'. Entonces c.d. x E [-rr, r.], 

F(x) = -~ 1 f(x + t)ilogisen(t/2)lldt, 
" [-ir,:r] 

donde la integral está considerada en el sentido de Lebesgue. 

Denio.!tración. 

Por el trabajo previo, F( x) está definida c.d. y se tiene: 

F(x) = lim -~ f F(x + t) - F(x - t) dt. 
•-O ;r }¡.,,,.¡ tan(t/2) 

Como F es absolutamente continua, integrando por partes obte-

nemas: 
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_ 2. j F(x + t) - F(x - t) dt 
7r [•,,¡.) tan( t/2) 

= 2. (F(x +e) 7 F(x - e)) /og(sen(i/2)) 
1i - .- - - - ~ _-·. 

+ ~ L (f(x + t) + f(x - t)) log(sen(t/2))dt. 
.. [•,ir] ·. . 

Como .F' éxisté c.d., tenemos que 

l
. F(x + t:) - F(x - t:) 
1m --~-~---'-

•-O é 

existe c.d. x E [-rr,rr]. Por otro lado, sabemos que 

sen(t:/2)/og(sen(e/2))--> O (e-> O) 

y sen( e)::::: é, por lo que 

lim (F(x + <:) - F(x - <:)) log(sen(<:/2)) =O •-O 
c.d. x E [-rr,:r]. 
En cuanto a la integral 

f (f(x + t) + f(x - t))log(.sen(t/2))dt 
}¡.,ir] 

la podemos descomponer en dos integrales, y haciendo un cambio 

de variable obtener 

1 f(x + t)log\sen(t/2)\dt. 
«ltl 

Tenemos entonces que c.d. 

F(x) = lim 1 f(x + t)log\sen(t/2)\dt. •-O «itl . 
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Es un resultado de teoría de la medida que dadas f,g E l~([-rr, 

rr]), c.d. x E [-;r, rr] la función h, : [-;r, ;r] --> ti! dada por 

h,(t) = f(x + t)g(t) está en l~([-rr, rr]). En nuestro caso par

ticular, f(t) y log(sen(t/2)) E l~([-;r, ;r]) (llog(sen(t/2))1 ::;:; 

-log(t/rr), y una primitiva para log(at) es t(log(at) - ~)). Ya 

que además loglscn(t/2)1::;:; O, tenemos que c.d. x E [-rr, rr] 

F(x) = -~ l-:r,:r) f(x + t)llogjsen(t/2)lidt 

existe como integral de Lebesgue. 1 

Usando la fórmula de Lusin es posible construir una función F 
periódica, absolutamente continua y tal que F' tiene serie de 

Fourier convergente c.d. pero F es esencialmente no acotada en 

todo subintervalo de [-;r, ;r]. Para facilitar la construcción de tal 

función necesitaremos una función auxiliar, cuya existencia está 

garantizada en el siguiente 

5.12. LEMA. 
Existe una función <p: [-rr, rr]--> ti! con las siguientes propieda

des: 

(a) Para toda € > O, el conjunto 

j<p(x+h)-<p(x)j ., 
{ jhj lx,x+h~(-t:,c)mod~rr} 

está acotado superiormente. 

(b) cp(x);::: O V x E [0,2rr]. 
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(e) <p E .C~{(O, 27r]). 

(d) Í¡0 ,2 ,.1 <p{x)!loglsen(t/2illdx = +co. 

DemoJtración. 

Tomemos como '? a la siguiente función, definida en (O, 2r.) como: 

{ 

CO!(t/2) 
<p(t) = Qen(itl/2)(-log(Hn(it¡/2)) 3 12 siO<ltl<;r/2 

en otro caso. 

Como <p es una función par, basta notar que en {O, ;r /2) <p tiene 

derivada continua. Para los requisitos sobre la integrabilidad de 

<p, notamos que una primitiva para <p en (O, ;r /2) es 

<P{t) = 4{-log{sen(t/2)))-1!2
, 

y que para <p(t)(-log{sen(t/2)}) es 

w(t) = -4(-log(sen(t/2))) 112
• 

5.13. TEOREMA. (Lusin) 

1 

Existe una función absolutamente continua F(x) tal que Ja se

rie de Fourier de su derivada f(x) converge c.d., pero la función 

F(x) conjugada de F(x) es esencialmente no acotada en todo 

subinten-alo [a, b] e [-;r, rr]. 

DemoJtración. 

Sea (r 0 ) un subconjunto denso de [-7r, ;r], y sea <p: (-7r, 7r] --+ 

~ como en el lema anterior. Sea (.= 0 ) una sucesión de reales 
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estrictamente positivos tales que L~=I é n < +oo. Para cada én, 

sea 'fl.fn una cota superior del conjunto 

\ip(x + h) - ,,:(x)I _ : .., 
{ lhl jx,x+h\t(-cn,~n)mod-rr}. 

Finalmente, sea (A.n) una sucesión de números reales tales que 

y que 

.4n 1 rp(x )dx ~ €~. 
1-·····l 

Definamos 

00 

f(x) = L Anrp(x - rn)· (1) 
n=l 

J está bien definida c.d. y es una función en .C~([-rr, rr)) por el 

teorema de la com·ergencia monótona (la serie L~=I . .J. 11 fr-:r,:rl 
<p(x - rn)dx < +oo y <p 2'. O). Demo:;tremos que la función 

F definida como la integral de f cumple lo requerido. Primero 

demostremos que c.d. x E [-rr,rr], existe ó = ó(x) >O tal que 

¡ lf(x+t)-f(x)ld 

[0,6] t 
t < +oo, (2) 

y por el criterio de Dini se tendrá que S(f)(x) converge. Sea E el 

conjunto que consta de aquellas x para las cuales (1) no converge, 

de todas las rn y, finalmente, de las x que pertenezcan a una 

infinidad de intervalos (rn - 2en, rn + 2cn)· Como L~=l én < 
+oo, el conjunto E tiene medida cero. Tomemos x cualquier 

punto que no esté en E y verifiquemos que x satisface la condición 
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(2). Como x rf_ E, en particular x pertenece sólo a un número 

finito de intervalos (rn - 2en, rn + 2én)i sea N el mayor natural 

para el cual x E (r.v - 2óN,rN + 2::N)· Más aún, ya que x rf; 
{rn}nEN• existe Ó = ó(.r) >O tal que 

¡ lcp(x - rn + t) - cp(x - rn)!d v l " t < +oo v n = , ... , 1'. 
~.ij t 

(esto últÚno por la proposición (a) de la función cp). Tenemos 

entonces que: 

r lf(x + t)- J(x)ldt 
J¡o,6] t 

N 
<'°'.4. r lcp(x-rn+t)-cp(x-rn)ldt 
-L., n~I t 

n=I [0,6] 
00 

+ L An r 
n=N+l J¡o,6] 

jtp(x - r,, + t) - cp(x - r,,)! d 
t t. 

Por lo antes notado, la primera suma es finita. Examinemos la 

segunda. .Notemos que para n > N, el punto x no está en el 

intervalo (rn - 2en,rn + 2cn), es decir, haciendo O'n = x - rn, 

vemos que °'n í/: (-én, én). Si denotamos por En el conjunto 

de las t E (O, ó) para las cuales °'" + t rf; (-e,,,en), debido a la 
elección de ¡\J n y An tenemos que: 

Si denotamos como Dn = [O, S]\E,,, entonces para t E Dn se 

tiene (or,, + t) E (-e-,,,c,,), y como °'n rf; (-2c:n,2én), debemos 

tener que !ti ~ €n. Así, 
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Pero O:n + t E (-e:n,i:n) si Y sólo si -€n - Cl:n < t < -an + ºn• 
por lo que para ! 1 ( n) tenemos 

J1(n) S An ( r.p(an + t)dt 
Cn J[-!n -On1-o+!"n) 

= -:n ( <p(u)du S é"n· 
"n J[-•n.•n] 

Para ! 2 notamos que: 

Juntando lo anterior, vemos que: 

f¡(n) + h(n) S An ) €n + -::--ór.p(x - rn < +oo, 
n=N+l n=N+I 

Cn 

esto último porque x !/; E y por tanto la serie (1) com·ergía. 

Hemos pues demostrado que la condición del criterio de Dini se 

satisface c.d. y por lo tanto S(J)(x) converge c.d. 

Sólo nos resta demostrar que F es esencialmente no acotada en 

[a, b) e [-;r, ;r]. Por la fórmula de Lusin tenemos que: 

-F(x) = .!_ f f(x + t)llog!sen(t/2)lldt, 
;r }¡-rr,1f] 
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por lo que para toda n EN se tiene: 

-F(x) 2: .4.n { ip(x - rn + t)j log isen(t/2)!jdt. 
7r l¡-1',1'] 

Pero por la condición ( d) para la función <P, se tiene que dada 

cualquier cota fija, para x en una pequeña vecindad de Tn F(x) 

rebasa dicha cota, y como el conjunto {rn}nEN es denso en el 

intervalo [-rr, rr], entonces F es esencialmente no acotada en 

cualquier intervalo [a, b] e [-;r, :r], que era lo que faltaba de-

mostrar. • 
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CAPITULO SEIS. 

FUNCIONES CONJUGADAS Y ESPACIOS LP. 

En este capítulo demostrarnos que la conjugación es una transfor

mación continua de .C~([-rr, rr]) en sí mismo para p > 1 (teo

rema de :-.r. Riesz), y que manda a la clase .C 1 /og+ .C 1 en .C 1 

(teorema de Zygrnund). También analizarnos el comportamiento 

de la conjugación con respecto a com·oluciones, y mostrarnos un 

recíproco parcial del teorema de Zygmund. Gsarnos el concepto 

de B-integrabilidad para demostrar que si j E .C 1 , entonces 

S(f) = S( j), y basándonos en un resultado de análisis de Fourier 

clásico, exhibirnos una serie de Fourier cuya serie ~onjugada no 

es de Fourier, obteniendo de paso una función integrable cuya 

conjugada no es integrable. 

Estudiaremos el comportamiento de la operación conjugación en 

los espacios .q1([-rr,rr]). Para el caso 1<p~2 necesitaremos 

el siguiente 

6.1. LEMA. 

Sea 1 < p ~ 2. Entonces existen constantes positivas a,/3 que 

dependen sólo de p, tales que para toda 9 E [-f, f] 

Jsen(</>)IP ~ f3cosP(<f>) - acos(p</>). 

125 



Demostración. 

Basta considerar <ji E [O, f], pues ambos miembros son funciones 

pares. Como 1 < p $ 2, tenemos f < pf ::::; ir, por lo que 

co.s(pf) < O. Por la continuidad del coseno, existen 6 > O y 

.-l E líl tales que 

[ r. '"¡ cos(prf>) S A. < O V ef¡ E "2 - 6, "2 . 

Tomando a= -1/A >O tenemos que 

por lo que la desigualdad deseada se tiene para f - 6 S </I ::::; f 
independientemente de la constante positiva {3 que se elija (pues 

cos(4i) ~O en [-f,f]). Ahora bien, para toda ef¡ E [O,f -6], 
cos( ql) >O, por lo que existe K constante tal que 

cosP(<fl) ~ K >O V ef¡ E [O, i- 6]. 

Sea {3 = 1j{º. Entonces, para 4> E [O, f - 6], 

{3cosP( ef¡) 2 1 + a 2 1 + o:cos(pef¡ ), 

por lo que para toda ef¡ E [O, f] se tiene 

\sen(<fi)IP::::; 1 S {3cosP(4J)- acos(prf>). 

1 
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La siguiente proposición muestra una curiosa "antisimetría" de la 

conjugación con respecto al producto interior usual en el espacio 

.Ct([-rr, 17]), y nos servirá más adelante. 

6.2. PROPOSICION. 

Sean f,g E lt([-71",r.j). Entonces 

1 f(x)g(x)dx = -1 Í(x)g(x)dx. 
¡-,,.,,,.¡ !-"·"] 

DcmoJtración. 

t' sando la igualdad de Parseval (en la versión para coeficientes de 

Fourier, no la de normas) para el producto interior en .Ct(f-71", rr]) 
y el sistema ortononnal { ein<} nEll (es decir, con coeficientes de 

Fourier complejos) obtenemos: 

j f(x)fj(x)dx =< f,g >= L f(11)g(n) 
¡-,,.,,,.¡ neil'. 

= L f(n)(-i(sgn n))g(n) 
nEll 

= L f(n)i(sgn n)g(n) 
nE7l 

= - L f(n)g(n) = - < j,g > 
nE7l 

= -1 j(x)g(x)dx. 
¡-,,.,,,.¡ 
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6.3. COROLARIO. 

Si f,g E .C~([-;r,;r]), entonces 

r f(x)g(x)dx = - f f(x)g(x)dx. 
11-7',Tr] Í[-Tr,Tr] 

1 

6.4. ObJervación. 

Claramente no se puede tener en general la igualdad de funciones 

Jg = - fg, por ejemplo si g = JE .CR([-;r, ;r]) es tal que f j ;/=O. 

6.5. COROLARIO. 

Sean f,g E C~([-;r,;r]). Entonces 

DemoJtración. 

Sea IJ E lli! fija y sea ho(t) = g(IJ-t). Entonces ho E .CR([-rr,;r]) 

y ho(t) = -g(IJ - t), por lo que: 
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j * g(B) = l-~.~l i\t)g\~. - t)dt 

=1.-- .... _ f(t)h9(t)dt 
- ¡-.. ; .. ¡ 

= :...1·· /(t)ii9(t)dt 
. [-..... ¡ 

= ·1· f(t)g(() - t)dt 
[-..... ¡ 

=f*g(O). 

1 

El resultado anterior es susceptible de ser extendido a f E .CP, g E 

.Cq, donde p y q son exponente conjugados. 

6.6. COROLARIO. 

Sean f E .CP, g E .Cq , donde p y q son exponente conjugados. 

Entonces 

DemoJtración. 

Sin pérdida de generalidad podernos suponer 1 < p < 2 < q. 

Entonces g E .C-2, y el resultado es válido para ella y cualquier 

función en C2 . Aproximando a f por funciones en .C 2 , y usando 

que tanto la convolución fijando una entrada como la conjugación 
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son continuas, obtenemos que el resultado se sigue del corolario 

6.5. 1 

En el párrafo que sigue introduciremos algunas funciones y una im

portante igualdad que necesitaremos en los teoremas subsecuentes. 

6. 7. Oburvacíón. 

Sean f E .C~([-;r, ;r]), J ¡;é O, p > O. Entonces la función 
analítica 

F( rei9
) = u(f, r, B) + iv(f, r, B) 

tiene parte real estrictamente positiva (pues es la convolución de 

J 2'. O, f =/= O con el núcleo de Poisson), por lo que podemos 

escribir 

F(::) = R(::)ei<l>(z), 

donde R,<I>: D--+ R, R(::) >O, l<I>(z)I :$ rr/2 V z E D. Como 

F no se anula en D, podemos definir G : D --+ IC, 

G(z) = FP(z) = RP(z)eip<f>(z) 

que es analítica en [}. Aplicando a G la fórmula integral de 

Cauchy para el círculo lzl = r E (O, 1), obtenemos: 
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Ya que F(O) E R ,al tomar partes reales nos queda: 

.(i- ( f(B)dB)P = (u(O))P 
_rr J¡o,2:r] 

= ..!._ 1 RP(re;9)cos(p<I:!(re;9 ))d8 (1) 
2rr [-:r,:r] 

6.8. TEOREMA. (M. R.iesz, 1927) 

Sea f E l~([-rr,rr]), 1 < p < +oo. Entonces JE .C~([-rr,rr]). 
:\Iás aún, existe una constante .-lp que depende sólo de p tal que 

En términos de análisis funcional, la transformación lineal que 

a cada función le asigna su función conjugada va de [,P a [,P 

para 1 < p < oo, y es continua con norma menor o igual que la 

constante Ap. 

Demostración. 
Claramente el resultado es válido para f = O. Supongamos f ;/= O. 

Primera parte: 1 < p :S 2. 

Primer caso: f 2'. O. Por el lema anterior, ya que l<P(re;9 )1 :S rr /2, 

existen constantes positivas a, f3 que dependen sólo de p tales que 

1:/ r E (0,1), BE (-rr,rr]: 
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?-.foltiplicando ambos lados de la ecuación por RP(rei8 ) e inte

grando con respecto a O tenemos: 

Pero 

1 RP(rei8)jsen(.P(rei8))1Pd8 
[-:r,:r) 

5:. ¡31 RP(rei8)icos(.P(rei8))1Pd8 
[-ir,:r] 

- a 1 RP(rei8)cos(p.P(rei8 ))d8. 
[-ir,ir] 

. Por esta igualdad y por (1) de la observación anterior, 

1 jv(J,r,8)1Pd8 
[-ir,irl 

5:. ¡31 lu(f, r, O)IP dO 
[-ir,ir] 

-21m ( 2~ 1 f(x)dx)P 
1-:r,:r] 

5:. ¡31 lu(f,r,8)1Pd8, 
[-:r,:r] 

esta última desigualdad pues a ::;: O, f ::;: O. Sabernos de la Abel

Poisson surnabilidad conjugada que v(f, rO) -+ Í(O) (r -+ i -) 

c.d. () E [-;r, rr], y por el lema de Fatou (para una sucesión 

( r n) -+ l - si se quiere) tenemos: 
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1 lf(B)IPdB $ lim j jv(J,r,B)IPdB 
[-1r,1r] r-1- [-1r,1r] 

$ lim (31 ju(f,rB)IPdB 
r-1- [-1r,1r] 

= fJllfll~. 

por lo que JE .C~([-rr, rr]) y llfllP $ ..J.~llfllp para A.' = f3 11P. 

Segundo caso: el signo de f es variable. Sean ¡+, ¡- las usuales. 

Entonces ¡+ ,¡- E .C ~ ([-rr, ;¡]) , y además 

Por el primer caso, tenemos que: 

por lo que tomando A. = 2.4! se tiene: 

Segunda parte: 2 < p < +oo. 

Sea q E (1, 2) el exponente conjugado de p (i.e. ~ + ~ = 1 ), 
y sea A.q la constante que ya probamos existe para el caso .Cq 

(es decir, llfllq $ .4.qllfllq V f E .C~([-rr,rr])). Demostraremos 

133 



que Ap := Aq funciona para [,P. Para esto, sea g cualquier 

polinomio trigonométrico con ll9Jlq $ l. Como f E cP C l,2 se 

tiene JE l,2
, y por la proposición 6.2. y la desigualdad de Holder, 

11 f(x)g(x)dxl = .1-1 f(x)§(x)dxl 
[-ir,lf] [-ir,ir] 

$ lifilpil§ilqlll/lipA.qJIYilq $ Aqliflip· 

Como los polinomios trigonométricos son densos en .C~([-r., rrj), 

tenemos que: 

llfllp = sup{ 11 Í( x )g( x )dx 1 : g es un polinomio 
[-ir, ir] 

trigonométrico, ll9llq $ l} $ A.qJlfllp, 

por lo que tomando A.P = Aq se tiene la desigualdad deseada. 1 

La proposición anterior falla para el caso f E .Ca([-ir,rr)). Sin 

embargo, se tiene el 

6.9. TEOREMA. 

Sea f E .C~([-ir, ir]). Entonces J E .C~([-r., rr]) V O < µ < l. 

Más aún, para cada µ existe una constante Bµ, que sólo depende 

deµ, tal que 

134 



Demostración. 

Supongamos que f ~O. 
Primer caso: f 2'. O. Partamos de la igualdad (1) de la observación 

6.7., es decir, 

Ya que R(rei9
) 2'. Jv(f, r, x)J, y como O$ µJcI>(rei 9)J $ T $ f, 

tenemos que cos(µcI>(rei 9 )) 2'. cos(y) >O, por lo que: 

cos?(y) j Jv(J,r,BWdB 
_;r [-ir, ir] 

$ ~ j Rl'(rei9 )cos(µcI>(rei 9 ))dB 
2;r [-ir,ir] 

= ~ f(B)dB ( ) " 2;r 1-ir,ir] 

Hagamos Bµ = 2 "(
1

~). Cuando r -+ 1-, Jv(f, r, B)J -+ Jj{B)J 
CO.t l 

c.d. BE [-;r, rr], y por el lema de Fatou 

Segundo caso: el signo de f es variable. El teorema es válido para 

¡+ y ¡-,y como ¡+ - ¡: = j, tenemos 
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1 lf(ll)l"dll $ (1 IJ+(ll)l"dll + 1 1J-(B)l"dt1) 
[-ir,n] [-ir, ir] [-ir, ir] 

$ Bµ 1 1J+(t1)dlll 
[-ir,11"] 

+ Bµ {,,.,,.,
1 
¡¡-(ll)ldll 

$ 2Bµ 1 lf(ll)jdll, 
[-11",lf] 

con lo que se tiene la desigualdad deseada incrementando Bµ con 

el factor 2. 1 

6.10. LEMA. 
Existen constantes absolutas positivas ¡, 6 tales que para toda 

<PE [-Í, Í] se tiene 

lsen(9)1 $ ¡(cos(<fl)log(cos(</i)) + <fisen(</i)) + 6cos(t,)). 

Demostración. 

Basta considerar </i E [O, fl. Como limr-o xlog(x) = O, tenemos 

que 

lim, cos(ef>)log(cos(<fl)) =O, .P-, 
mientras que f sen( Í) = f. Así, existen t: > O y e E R fijas tales 

que 
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cos(<f>)log(cos(ó)) +</>sen(¡¡))::'.'. e> O V</> E[~ - e,~.¡. 

Sea -¡ = ~ > O. Entonces el problema está arreglado para ó E 

[f - e, f] independientemente de la constante positiva ó que se 

elija. Para </> E [O, f - e], cos(<P) 2 cos( f - <:) > O, y como la 

función 

-¡(cos(<f>)log(cos(ó)) + ósen(9)) 

está acotada para </> E [O, f - é], podemos escoger ó > O tal que 

ócos(r/>);:: 1 - ·¡(cos(<f>)log(cos(<f>)) + ósen(cf>)) V cf> E [O,~ - e], 

y se tiene la desigualdad deseada. 1 

6.11. TEOREMA. (Zygmund, 1929) 

Si ftog+IJJ E .C~([-rr, :r]) (y por lo tanto f E .C~), entonces 

j E .C~([-rr, :r]). Más aún, existen constantes positfras absolutas 

A., B tales que 

j 
li(x)Jdx:::;Aj lf(x)Jtog+lf(x)ldx+B. 

[-1r,1rJ [-1r,•) 

DemoJtración. 

Podemos suponer f =}; O. 

Primer caso: f(x) 2 e V x E [-rr,;r]. Definamos las funciones 

F, R, <I> como en la observación 6.7., es decir: 
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F(rei8
) = 1 (f(B) + if( B))P( r, B - t)dt 

[-,,., .. ] 
= u(f, r, B) + iv(f, rB) 

= R(reiº)ei·~(re;•). 

Sea G : D ---+ {; la función analítica dada por 

G(z) = F(z)log(F(z)) 

(posible, pues Re( F( z)) ;:::: e V z E D ). Aplicando a G la fórmula 

integral de Cauchy para el círculo izl = r E (O, 1), obtenemos: 

G(O) = ~ f G(z) dz 
_;n f¡:/=r z 

= ;f-j G(rei8 )dB 
-7!" [-!r,!r] 

= -
2
1 1 F(rei 8 )log(F(rei 8 ))dB. 
71' [-!r,11"] 

Tomando partes reales (recordemos que F( O) E 12) obtenemos: 

F(O) = ?~ 1 Re{R(rei8 )(cos<I>(rei 8
) 

-11 {-rr,1'1'] 

+ isen<I>(rei8 ))(log(R(re;8
)) + i<I>(rei8 ))}dB 

= ;f-j R(re;8 )(cos<I>(re;8 )log(R(rei8
)) 

_;r [- .. ,;rJ 

- <I?(re;8 )sen<I?(rei8 ))dB, 

de donde (omitiendo la variable rei 8 ) 
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f R ( cosiJ!log( cos<f¡) + iJ!seniJ!) dB 
Í¡- ..... ¡ 

=1 Rcos<J!log(RcosiJ!)dB- 2:rn(O)/og(u(O)) 
(-tr,tr] 

= 1 u(f, r, B)log( u(f, r, B) )dB - 2iru(O)log( u(O)). 
(-tr,tr] 

Multiplicando por -r, añadiendo 8 f¡_,,.,,,.¡ R( rei8 )cos(.P(rei8 ))dB y 
aplicando la desigualdad demostrada en el lema 6.10. obtenemos: 

1 j u(f, rB)log( u(f, r, B))dB - 2ir¡u(O)log( u(O)) 
1-tr,tr] 

+ 81 u(f,r,B)dB 
1-tr,tr) 

= j R(-y( cos<filog( cos<P) + <Psen,P) 
1-:r,,,.¡ 

+ 8cos<J>)dB 

2 j Rlsen<I>ldB 
[-tr,Jr) 

= 1 Ju(J, rB)!dB. 
(-:r,Jr) 

Ya que u 2'. e, tenemos que ulog( u) 2'. u >O, por lo que se tiene 

1 Ju(f,r,B)jdB :S (¡ +8)1 u(f,r,B)log(u(f,r,IJ))dB, 
1-,,.,,,.¡ (-11',,,.¡ 

y haciendo tender r a 1 (por una sucesión (rn)) y aplicando el 

lema de Fatou nuevamente tenemos 

l-,,.,:r¡ lf(B)JdB ~ (¡ + 8) L .. ,,,.¡ J(B)log(J(B))dB, 
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que es la desigualdad deseada, con A= 'Y+ ó, B = O provisional
mente. 

Sean 

/1 = max(J, e), h = min(J, -e), fa=f-f¡-f2. 

Así, l/a I S e. Claramente J 1, h E í. 1 log+ í. 1 e í.1 
, y por lo tanto 

j = jl + j2 + ia . Por el primer caso (usando - h en vez de h) 
obtenemos 

y 

1 IJ(B)jdB S A.1 J1(B)/ogf1(B)dB 
[-11',11') ¡- .. ,ir) 

=A ( J(B)logf(B)dB+A.1 elog(e)dB 
JE, [-1r,:r)\E1 

::; A ( IJ(B)j/og+lf(B)jdB + A.2r.e, 
JE, 

1 li(B)jdB::; A { IJ(B)jlog+¡¡(B)jdB + A2rre. 
[- .. ,:r] JE, 

Para fa, usando que fa E í.00 C í.2 y que la medida de [-rr, rr] 
es 2rr, tenemos que 

llial11 S (2rr) 112 1iialJ2 S (2rr)112 1ifall2 

::; (2rr)1121iell2 = 2rre. 
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Juntando las desigualdades anteriores, tenemos que 

lli/11 $ 1Jii/l1 + lli2/l1 + lliJll1 
$ A. { /f(B)/log+ if(B)/dB + 2rre(2A. + 1) 

JE1UE2 

$A.1. lf(B)l/og+¡¡(B)idB+B, 
[-n-,n-J 

con A.=¡+5, B=2r.e(2.4+1). 1 

El teorema de Zygmund admite un recíproco parcial, a saber 

6.12. TEOREMA. (M. Riesz, 1927) 

Si f E .C~([-11', 11']) es tal que existe una constante e con Ja 

propiedad de que f( x) ~ e V x E [-11', r.J, y tal que S(f) es 

una serie de Fourier, entonces flog+/JI E .C~([-11', 11'). 

Demostración. 

Primer caso: f(x) 2 1 V x E [-11', r.J. Sean F, R, ifi y G como en 

el teorema de Zygrnund. Corno f ~ 1, entonces u(f, r, B) $ 1, y 

/ifi(z)/ $ f V z E[), por lo que para toda z E D, 

1 ~ cos<I>(z) 2 O y cos(<I>(z)log(cos<P(z)) $O. 

Aplicamos la fórmula integral de Cauchy a G( z) = F( z )logF( z) 

y tomamos partes reales para obtener 

9~ 1. R(cos<I>logR- <I>sen<I>)dB = u(O)log(u(O)), 
-º [-:r,:rJ 
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de donde 

1 u(J, r, B)log(R)dB = 1 R<I>sen<I>dB + 2rru(O)log(u(O)). 
{-:r,:r] [-:r,:rJ 

Además, 1 $ u(J,r,B) $ R(rei9 ), log(u(f,r,B)) $ log(R(rei9 )) y 

R(rei9)sen<I>(rei9 ) = v(f, r, B), por lo que 

1 u(f, r, B)log( u(J, r, B) )dB 
r-"·"I 
$J. u(!, r, B)logR(rei9 )dB 

[- .. ,:r¡ 

$J. l<I>llRsen<I>ldB + 2rru(O)log(u(O)) 
[-"·"I 

$ ~J. lv(f, r, B)ldB + 2rru(O)/og( u(O)). 
- [-:r,rr] 

Por hipótesis, S(f) es una serie de Fourier, digamos S(f) 

S(g). Entonces, por el teorema de Abel-Fejér- Lcbesgue (ya que 

v(J, r, B) = u(g, r, B) ), se tiene: 

J. lv(f, r, B)ldB-> llYlli (r -> 1-). 
[-:r,:rJ 

Por otro lado, 

u(J, r, B)log(u(f, r, B))-+ J(B)log(f(B)) (r-> 1-) c.d. 

Por el lema de Fatou, se tiene que f lag f E ! 1 • 

Segundo caso: J l l. Recordemos que J ( x) 2: e para alguna e 

fija. Sea h(x) = J(x) + (1+2lcl) 2: 1 V x E [-rr,rr]. Entonces 
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S(h) = S(f). Por el caso anterior, JhJiog+JhJ E C, 1
• Es fácil \·eri

ficar que jhJ 2 Jfl, y como la función lxllog+ lxl es no decreciente, 

se tiene que f lag+¡¡ 1 E C. 1 • 1 

Para nuestros últimos resultados importantes necesitamos una 

nueva definición de integrabilidad debida a Boks. 

6.13. DEFINICION. 

Sea f : [a, b] --; 12 borel medible, extendida por periodicidad a 

f: 12 --> 12. Decimos que f es B-integrable en [a, b] al número 

real J si V e > O existe ó = ó(e) > O tal que para toda P 

partición de [a, b], P ={a= x 0 ,. • .,xn = b} con llP/I < ó y toda 

elección {eJ 1 j =O,. .. ,n - I,ej E (xj-1,xJ)}, se tiene 

También se dice que f es Riemann-integrable "en medida". 

6.14. Notación. 

Dada una función, una partición P =(a= x 0 , ••• ,xn = b) y una 

elección {ei E (xj- 1 ,xj)}j=1 y t E [a,b], escribiremos 

n 

I(t) = ¿f(ei + t)(xi -xi_¡). 
j=l 
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Estrictamente hablando, deberíamos escribir I(t, f, P, { (j}) en 

vez de I( t), pero de hecho siempre se sabrá de qué función se 

trata (incluso si hay \-arias), y la partición y elección de puntos 

ya estarán fijas cuando mencionamos a I( t). 

6.15. TEOREMA. 
Sea f E L:~([-;-r,ir]). Entonces fes E-integrable en (a,b) a su 

integral de Lebesgue. 

DemoJtración. 

Sea E: > O. Por un teorema de Lusin de teoría de la medida, 

existen funciones !1, h : [a, b] -+ R tales que /1 es continua, 

llhll2 S J(;~.¡ Y f = !1 + f2. Sean I(t),I1(t) e I2(t) las ex
presiones mencionadas en 6.14. para f, /¡ y h respectivamente. 

Tenemos entonces que 

I( t) = I1 (t) + I2(t). 

Por otra parte, 

r II2(t)Jdt '.5 t(Xj -x;-1) ¡ lh((j +t)ldt 
}¡a,b] i=I }¡a,b] 

n ¡;;2 é2 

'.5 L:Cx;-x;-1)3(b-a) = 3· 
J=I 

Así, el conjunto T formado por las t E [a, b] tales que II2(t)! > ~ 
tiene medida menor que é. 

Sean J, J1, J2 las integrales de Lebesgue sobre [a, b] de J, f1, h 
respectivamente. Entonces: 

144 



II(t) - JI= IIi(t) + I2(t) - J¡ - hl 
:::; II1(t)- J¡J + II2(t)i + IJ2I· 

Como /1 es continua (y por tanto Rlemann-integrable), 

II1(t)- J1I < ~ 

si llPll < 8 = 8(c) para toda t E [a,b]. Nuevamente, para t r/ 
T, II2(t)I:::; ~.y si e< b- a, por hipótesis de h, IJ2I = 

Í¡a,b) h(x)dx < f, por lo que 

II(t)-Jl<c 

sitrf.T,yµ(T)<csi llPll<8. 1 

Necesitamos un último prerreqisito de B-integrabilidad para poder 

aplicarlo a las series trigonométricas, que está contenido en el 

siguiente 

6.16. TEOREMA. 
Sea f E .C~([-r.,rr]). Entonces J es E-ÍllfPgrable en [-rr,rr]. 

lvfás aún, para todo k E '11., la función ]( x )e-ih es E-integrable 

en [-;r, rr] y S(f) = S(f), donde S(f) usa las E-integrales. 

DemoJtración. 

Sea k E '11. fijo, y sea Ík(t) la suma correspondiente a f(t)e-ikt. 

Entonces: 
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.. n n 

¡P(t)I = 12.: i(ei + t)e-ik({;+i>ó;I = 1 ¿ f(ej + t)e-ik{; óil, 
~i=l j=l 

donde ó; = Xj-Xj-l · La última suma es conjugada a LJ=l f(ej+ 

t)e-:ik{; ó;. Así, por el teorema 6.9. tenemos: 

i1P(t)i11;2 ::; B1¡2 j_,,.,,,.
1

1 t !(~¡ + t)e-ike; óildt 

::; 2rrB112 l if(t)jrlt. 
[-ir,1rj 

Esto prueba que ¡Jk(t)i < € fuera de un conjunto de medida 

menor que é, siempre y cuando 11/111 sea suficientemente pequeña, 

digamos menor que r¡ = r¡( ¿;). 

Como los polinomios trigonométricos son 11 11 1 -densos en C1 , 

podemos hacer J = J 1 + Í2 , con J 1 un polinomio trigonométrico 

Y 1112111 < r¡. Tenemos entonces para las sumas que I(t) = 
I 1(t) + I 2(t), y para los coeficientes de Fourier complejos que 

ck = cí, +e~. Es claro que cuando p-+ O se tiene que Jf(t) -

2:ock(f) = -2:ri(sgn k)cí, uniformemente en t. Por otro lado, 

1nct)I <"para t <f. T, µ(T) < é y ic~I < r¡/2:r. 

Así entonces, para p suficientemente pequeña y t <f. T, la suma 

jk(t) difiere de -2:oi(sgn k)cí, en menos que 2E, y de -2:ri

( sgn k )ck en menos que 2€ + r¡. Ya que e, r¡ son arbitrariamente 

pequeños, jk(t) tiende en medida a -27.i(sgn k)q cuando p-+ 

O. Esto prueba que j{t)e-ikt es E-integrable en (-rr,:r) y que 

S( iJ = S(J). En particular, para k = O, la función J es B

intcgrablc sobre ( -rr, ;r) y el valor de su B-integral es cero. 1 
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Como fácil dividendo de la teoría de B-integrabilidad, tenemos el 

6.17. TEOREMA. 

Sea f E .C~([-rr, rr]) tal que JE .C~([-rr, rr]). Entonces 

S(f) = S(f). 

En particular, esto se puede concluir en los teoremas de lvI. Riesz, 

Zygmund y el reciproco parcial del teorema de Zygmund. 

Demostración. 

Es consecuencia inmediata de los teoremas 6.15. y 6.16. 1 

En análisis clásico de Fourier se demuestra que la serie 

Si(t) = f cos(nt) 
n=l lag n 

es una serie de Fourier, pero que su serie conjugada 

S
2
(t) = f sen(nt) 

n=l lag n 

no es serie de Fourier de ninguna función en ..CR([-rr, rr]). Usando 

esto y el teorema 6.17. obtenemos 

6.18. TEOREMA. 

Existe una serie de Fourier cuya conjugada no es serie de Fourier. 
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Existe por tanto una función integrable cuya función conjugada 

no es integrable. 1 

Esto nos muestra el gran alcance de los teoremas de Zygmund y 

~I. Riesz, y que es difícil mejorar las condiciones que se requieren 

en los mismos. 
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APENDICE 

Algunas definiciones y resultados 

clásicos de Series de Fourier. 

A.1. DEFINICION. (Símbolos de Landau para sucesiones y 

funciones) 

(i) Sean (xn), (yn) dos sucesiones de números complejos no nulos. 

Decimos que (xn) es de menor orden de magnitud que (Yn) 

(denotado Xn = o(yn)) si limn-oo ~=O. w.;T 
Decimos que (xn) es dominada por (yn) (denotado Xn = O(Yn)) 

si { ~ / n E N} está acotado superiormente. 

Decimos que (xn) y (Yn) son del mismo orden (denotado Xn ~ 

Yn) si Xn = O(yn) y Yn = O(xn)· 
Finalmente, decimos que (xn) y (Yn) son asintóticamente e-

. 1 t . ¡· l!!J 1 qu1va en es SI imn-oo IYnl = . 
(ii) Sean /, g funciones definidas en una vecindad V C IR del O, y 

que toman valores complejos. 

J(t) = o(g(t)) :# 

f(t) = O(g(t)) :*? 

J(t) ~ g(t) :# 

f(t) ~ g(t) :~ 

. /f(t)/ 
lim-

1 
( )/ =0, 

1-0 g t 

3AI, e > O tales que \~i:?I ::; ANO ::; /ti ::; e 

f(t) = O(g(t)) y g(t) = O(f(t)), 

. lf(t)I 
l1m -

1 
( )/ = l. 1-0 g t 
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En el caso de funciones, a veces se usan los mismos símbolos 

cuando t-+ +oc, t-+ -oc o t-+ to, donde to E lli es fijo. Si se 

esc:ibe sólo o( x n), damos a entender que se trata de una sucesión 

(Yn) cuya única característica importante es que (Yn) = o(xn); 
análogamente para O y funciones. 

A.2. PROPOSICION. 
Denotemos por ~ una sucesión o una función. Los símbolos de 

Landau tienen las siguientes propiedades: 

(i) o(O ±o(O = o(O. 
(ii) 0(0 ± 0(0 = O(~). 
(iii) Sic i O, o(cO =o(~) y O(c0 = 0(0. 

(iv) o(~)O(~) =o(~)· 

(v) Í¡o,~J o(t)dt =o \Í¡o,~J tdt). 

A.3. DEFINICION. 
Sea n ~ O entero. Definimos el enésimo nucleo de Dirichlet 
como la función 

1 n 

Dn(t) := "2 + L cos(kt) 
k=I 

Algunos autores definen al enésimo núcleo de Dirichlet como el 

doble de Dn( t). 

A.4. PROPOSICION. 
Los núcleos de Diríchlet tienen las siguientes propiedades: 
(i) Para toda n E N, Dn es una función continua, pel"iódica (de 

periodo 2rr) y par. 

el 



( "") D (t)·= •en(n+l,)I · t .J..? k ·k E 71. 
ll n •en(tJ SJ r-11, · 

(iii) J Dn(t)dt = 2;r (note que Do = V· 
(-ir,ir] 

A.5. TEOREMA. (Propiedad fundamental de los núcleos de 

Dirichlet) 

Sea ó E (O, 11) arbitraria y sea f E .C~([-11 1 11]), entonces; 

lim f J(t)Dn(t)dt =O. 
n-oc} "2:111>6 

A.6. PROPOSICION. (Fórmula integral para las sumas par

ciales). 

Sean f E .C~([-ir, ir]), x E [-11, 11]. y n EN, entonces: 

(i) Sn(J)(x) = ~ J f(x ± t)Dn(t)dt 
[-ir, .. ] 

(ii) Sn(J)(x)- J(x) = ~ J [f(x ± t)- J(x)]Dn(t)dt 
(- .. ,,..¡ 

A.7. TEOREMA. (U. Dini 1880) 

Sea f E .C~([-ir, ir]) dada. Supongamos que para x E [-ir, ;r] 
fija, existe p = p(x) E (O, ir] tal que J lf(x±l~-f(xll dt < +oo, 

(-p,p) 

entonces: 

lim Sn(J)(x) = J(x). 
n-oo 
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A.8. DEFINICION. 

Para JE .CR([-rr, rr]) y x E [-;r, ;r], definimos la función ip,(t) := 

Í[f(x + t) + f(x - t) - 2J(x)]. 

A.9. TEOREMA. (Versión simétrica del teorema de Dini) 

Sea f E .C~([-;r, ;r]), supongamos que para x E [-;r, rr] fija existe 

p = p(x) E [O, ;r] tal que la función "z,<tl E .C~([-ir, ir]) entonces 

J(x) = limn-oo Sn(J)(x). 

A.10. TEOREMA. (Lema Generalizado de lliemann-Lehesgue) 

Si JE .CR([-;r, rr]) y g E .Cf([-;r, ;r]) entonces: 

lim J J(t + B)g(t)e-intdt =O 
lnl-oo 

[-ir,ir] 

uniíonnemente en B E llili. También es válido el resultado para 

cos(nt) y para sen(nt) en vez de e-int. 

A.11. PROPOSICION. (Fórmulas aproximativas para Sn(J)) 

Sea f E .CR([-ir, ;r]) entonces V e E (O, ;r) fija se tiene: 

(i) Sn(f)(x) = ~ f J(x - t)'rn;ntl dt + o(l), donde el término 
(-<,<) 

o(l) tiende a cero unifonnemente en x. 

(ii) Sn(J)(x) - f(x) = ~ f ip,(t) 1en¡n1>dt + o(l), donde el tér
¡o,•> 

mino o(l) tiende a cero uniformemente en cada conjunto donde 

f esté acotada. · 
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A.12. PROPOSICION. 

J !<n
2
(nt) dt .;;... 1 
~ = ¡_, 2k-l 

[O,:r/2j k=l 

Demostración. 

Tenernos que f: sen(t)sen(2k - l)t f: Hcos(2(k - l)t) -
k=l k=l 

cos(2kt)] = Hl-cos(2nt)] = sen2(nt), por lo que J •:;:¡;¡'1 dt 
[o,,..¡2¡ 

_ .;;... J (?k ) _ .;;... -co•(2k-l)t ¡f _ ~ _l_ 
- ¡_, sen - - 1 tdt - ¡_, Zk-l t=o- ¡_, ik-t - O· 

k=l [0,,.-¡2¡ k=l k=l 

1 

A.13. PROPOSICION. 

J •en'(nt) dt - 11 
•en(t) - 2 n n. 

[0,11'/2] 

Demostración. 
n n 2n n 

Observamos que Z:: 2 k
1
_ 1 + L: ft = L: Í, de donde L: 2¿ 1 :=::: 

k=l k=l k=l k=l 
n 

In 2n - ! In n, y ya que In 2n :=::: In n, concluirnos que L: 2k:_l :=::: 
k=l 

!In n. 1 

A.14. DEFINICION. 

Una función f: [a, b] --> ~ se dice que es de variación acotada 

en [a, b] denotado f E B\'~([a, b]) si existe ivf > O constante fija 

tal que para toda partición finita {a = to :::; t¡ ~ ... :::; tn = b} de 
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n 
[a,b] se tiene que: I: l/(t;)-/(ti-1)1 ~ M. Si éste es el caso, 

i=l 
denotamos v:u) := sup{l:?=1 lf(ti) - /(t;-ill I (a= to < ... < 
tn = b) = P partición de [a, b]}. 

A.15. TEOREMA. (C. Jordan) 

f E BVR((a, b]) si y sólo si existen m¡, m2 : [a, b] --+ l!l monóto

nas crecientes (no necesariamente únicas) tales que f = m¡ - m2 . 
. 4.demás, si f es continua en x0 E (a, b], es posible encontrar 

m1, m2 continuas en xo. 

A.16. TEOREMA. (O. Bonnet) 

Sea h : (a, b] --+ l!l continua y 'P : (a, b] ---> l!l monótona creciente, 

entonces existe c E [a, b] tal que 

l <;;(t)h(t)dt = ip(a) [ h(t)dt + ip(b) l h(t)dt. 

También es válida la versión análoga p11ra <p monótona decre

ciente. Es oportuno mencionar el caso particular en el que la 

función 'P se anula en uno de los extremos, y sólo aparece un 

sumando. 

A.17. TEOREMA. (Criterio de Dirichlet-Jordan) 

Sea f E .C~((-rr, rr]), supongamos que f es de variación acotada 

en el intervalo abierto {x E (-rr, rr] : lx - xol < 5(mod2rr)} =A 

(i.e., f es diferencia de dos funciones monótonas crecientes en ese 

interrnlo abierto). Entonces: 
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(i) Si x E .4. entonces Sn(f)(x)--> W(x+) +f(x-)]. En parti

cular Sn(f)(x) --+ f(x) para todo x E A. punto de regularidad 

de f. 
(ii) Si fes además continua en A., entonces Sn(f)(x)--+ f(x) 

uniformemente en cada subinten•alo cerrado contenido en A. 

A.18. DEFINICION. 

Una función f : [a, b] --+ R se dice que es absolutamente 

continua (denotado f E ACR([a, b])) si: para toda e: > O ex

iste 6 = 8(e) > O tal que si {(x¡, x:J}¡e1 es cualquier familia 

finita de intermlos abiertos disjuntos contenidos en [a, b] tal que 

í:::(x\ - x¡) < 6 entonces L: lf(xD - /(x;)I <e:. 
iEJ iEJ 

A.19. TEOREMA. (H. Lebesgue) 

Sea h E .C~([-;r, rr]) dada y f: [a, b]--+ R definida por f(x) = 

J h(t)dt entonces f E .4.CR([a, b]). Inversamente, sea f E 
[a,r) 

ACR([a, b]), entonces: 

(i) f es diferenciable casi dondequiera. 

(ii) f' E .C~([-rr, rr]). 

(iii)f(x)= J f'(t)dt+f(a)VxE[a,b]. 
[a,r) 

Notación: 

Si f satisface una condición de Lipschitz de orden a en su do

minio, lo denotaremos como f E i\ 0 • 
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A.20. DEFINICION. (Surnabilidad de Cesaro). 

Decimos que una sucesión x : N --> lli! es sumable por el 

método de promedios aritméticos (o (C,1)-sumable) si la 

sucesión CT: N--> lli! definida por CTn = •i+.~+rn (n;::: 1) con

verge. Una serie es (C,1)-sumable si la sucesión de sus sumas 

parciales es (C,1)-sumable. 

A.21. TEOREMA. (Cauchy) 

Si (xn) converge a L, entonces (an) converge a L (i.e. (xn) es 

(C,1)-sumable a L ). 

A.22. DEFINICION. 

Sea n un entero no negativo. Definimos el enésimo núcleo de 

Fejér como la función: 

l n-1 

Kn(t) := - L Dk(t) 
n 

k=O 

Algunos autores definen Kn(t) = n~l L~=o Dk(t). 

A.23. PROPOSICION. 

Los núcleos de Fejér tienen las siguientes propiedades: 

(i) Kn(t) = ~ (':.n~"/ 2~1 )2 si t ¡l 2;r/, y Kn(21l'I) = n. 

(ii) l{n 2 O, Kn es continua, es par y periódica (de periodo 211' ). 

(iii) f Kn(t)dt=2rr. 
[-rr,rr] 
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A.24. PROPOSICION. (Propiedad fundamental de Kn(t)) 
Para toda 5 E (O, 11] fija, se iiene que: 

lim sup{Kn(t): 5 $ ltl $ 11} =O. 
n-oo 

A.25. COROLARIO. 
Sean f E C~([-rr, 11]), 5 E [011] entonces: 

lim { f(t)Kn(t)dt =O. 
n-oo Jo~ltl~" 

A.26. PROPOSICION. (Fórmulas integrales para los prome

dios) 
n-1 

Sean f E C~([-:r,7r]) y an(f)(x) = ~ L: Sn(J)(x). Entonces: 
k=O 

(i) Cln(/)(x) = ,j; J f(x ± t)Kn(t)dt 
[-1f,1f] 

(ii) an(f)(x) - f(x) = ..}; J [f(x ± t) - f(x)]Kn(t)dt V X E 
[-"·"] 

[-7r,7r]. 

A.27. TEOREMA. (Fejér, 1904) 

Sea f E C~([-7r, :r]). 
(i) Si f(x+) y f(x-) existen para x E [-rr, rr] entonces: an(f)(x) 
--> t<x+>;n·->. En particular, si x es un punto de regularidad 

de f se tiene que an(f)(x)--> f(x). 
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(ii) Si f es continua en A.= {x E [-ir, rr]: jx - xol < e:(mod 2;r)} 
entonces an(f) -+ f uniformemente en cada "subintervalo cer
rado" contenido en .·L 

A.28. COROLARIO. 

Si f E .C~([-;r, ;r]) es tal que admite Imites bilaterales en x y 

Sn(f)(x) converge entonces: 

A.29. TEOREMA. (Fejér-Lebesgue) 
Si f E .C~([-rr,rr]) entonces llan(f)-fllp __, O,(n-+ oo), 
(l::;p<oo). 

A.30. COROLARIO. {Unicidad según los coeficientes de Fou

rier) 
Sean f, g E .C~([-rr, rr]), entonces:j(n) = g(n) V n E "11 si y sólo 

si f = g c.d. 

A.31. DEFINICION. 
Sea f E .C~{[-rr,rr]) fija. Un punto x E [-rr,rr] se llama de 
Lebesgue si f if(x ± t)- f(x)jdt = o(h) cuando h __,o+, es 

[O,h] 
decir, 

clviii 



1 ·¡ lim -h lf(x ± t) - f(x)ldt =O. 
h-o+ 

(O,kj 

A.32. TEOREMA. (Lebesgue) 
Si f E .C 1([a, b]) es fija entonces: 

lim -h
1 J lf(x±t)-f(x)ldt=Oc.d. xE[a,b]. 

h-o+ 
¡o,k] 

A.33. TEOREMA. (Lebesgue) 

Sea f E .C~([-;r, ;;-]) dada, entonces l1n(f)(x)-+ f(x) en todo 

x E [-r., ;;-] en el que la función 

<I>,(h) := r lf(x + t) + f(x -t) - 2f(x)ldt 
J¡o,h] 

es de tipo o(h) (y por el teorema anterior, ocurre c.d.). 

A.34. TEOREMA. (P. Du Bois Raymond 1873) 
Existe una función f: [-r., 7r] -> R continua con f(-7r) = f(7r) 

tal que (S,.(f)(O))nEN diverge. 

A.35. LEMA. (Transformación de Abe!) 

Sean ( ªk )f::0 y ( uk )f::0 sucesiones con valores en 4::, definimos 

U-1 =O y Vm = uo + ... + Um V O :5 m :5 n, entonces: 
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n n~l 

L akuk = L Vk(ak - ªH1)- Um-JOm + OnUn. 

k=m k=m 

A.36. TEOREMA. 

Sea ( an );;o=O una sucesión monóiona decreciente de números reales 

con limnJoo ª" =O. Sea (un(x))::"=o una sucesión de funciones 

complejas definidas en [a, b]. Dennimos Vn = u0 + ... + Un V n E 

{O, 1, ... } . Si JuN(x)J $ M V N :'.:'. O, entonces :L::"=o anun(x) 

converge uniformemente en [a,b) y J:L::°=oªnun(x)I $ Mao. 

A.37. TEOREMA. 
Sea (an);;o=O una sucesión decreciente de números reales positivos 

con limn-oo ª" = O. Entonces la serie trigonométrica 

00 ¿ aneinr 

n:::;Q 

converge V x E [-ir,r.) salvo posiblemente en x =O; además 

la convergencia es uniforme en todo "subint.en'alo cerrado" A C 

[-ir, ir)\{O}. 

A.38. TEOREMA. 

Sea (ª")::"=o una sucesión de reales no negatims entonces: 
DO 00 

(i) :L ancos(nx) converge uniformemente si y sólo si :L ª" < 
n=O n=O 

+oo. 
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(ii) Si adel1lás ª" ~ ªn+1 ! O entonces' f a~sen(nx) converge · 
n=I 

uniformemente si y sólo si ª" = o(l/n). 

A.39. COROLARIO. 
00 

La serie L ·;~0~h¡/ es una función continua, periódica (de peri-
k=2 • 

oda 2r.) cuya serie de Fourier converge uniforme pero no absolu-

tamente en [-r., r.J. 

Notación. 

Escribiremos D = {z E e: l=I < 1}, D = {z E e: lzl s l} y 

8[) = {z E C: lzl = 1}. Dada f E .C~(!-r.,r.]) con f(-r.) = 

f(r.) se le considerará como una función : 811) ---> R mediante 

la c01Tespondencia f(B) = f(ei 8
) y escribiremos f E .C~(8D) o 

f E .C~([-r.,r.]) (1 S p S oo) indistintamente. 

A.40. DEFINICION. (l\fétodo de sumabilidad de Abe!) 
00 

Sea I: uk una serie con valores en R tales que luk 1 S M \/k = 
k=O 

O, 1,... kI > O. Decirnos que la serie es sumable por el méto-

do de Abe! (o A-sumable) a L si limr-i-( f: ukrk) =L. Asi
k=o 

00 

mismo si :L uk es una serie con valores en R y lukl S M V k E 
k=O 

oc 
"/l., M > O, diremos que es A-suma ble a L si lirnr-i - ( L uk rk) 

k=O 
= L en donde uh= uo y ul, = Uk + u_k V k ~l. 
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A.41. DEFINICION. 

Sean f E .C1(8D) y r E [O, 1). Definimos fr: 80--+ R como: 

00 

fr(ei9) := L j(n)rlnlein9 
-inft~ 

llamada el límite radial en ei9 • 

A.42. DEFINICION. 
Sea P: [O, 1) x [-7i', 7i']--+ R la función dada por: 

1 - r 2 

P(I', B) := -----
1 + r 2 - 2rcos(B). 

A P se le llama el núcleo de Poisson. Algunos autores definen 

el núcleo de Poisson como !P(r,B). 

A.43. PROPOSICION. 

Sean r E [O, 1), B E [-71', 7i']. Tenemos entonces: 

1 - r 2 
P( r, B) = --..,,.----.,.-

1 +r2 - 2rcos(B) 

1 - r 2 

= 11 - l'eie¡2 
CXl 

= ¿rlnlein9 
-co 

1 -r2 

(1- r)2 + 4rsen2(8/2) 

=Re (1 + rei
8

) 
1 - re' 8 
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A.44. TEOREMA. 
El núcleo de Poisson tiene las siguientes propiedades: 

(i) P(r,B) >O V r E [O, 1), lfB E [-r., r.J y P(r,B) = P(r,-6). 

(ii) j P( r, B)dB = 2r.. 
[-7r,r.] 

(iii) V 8 E (O, r.) fija: 

lim sup{P(r, B) 18 $ IBI $ir}= O. 
r-1-

(iv) P es annónica considerada como función : D -+R. 

A.45. TEOREMA. (Frobenius) 

Sea (uk)f.,0 una sucesión de funciones : [-r., r.] -+R. Si 

00 

es (C,1)-sumable a u(B), entonces la serie E uk(B) es A-sumable 
k=O 

00 

a u(B). Si E uk(B) es (C,1)-sumable a u(B) unifonnemente en 
k=O 

A e [-r., "], entonces 

es A-sumable a u(B) uniformemente en A C [-r.,r.]. 
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A.4G. COROLARIO. (Abel-Fejér) 

Sea f E .C 1(8D) fija. 
(i) Si !(O+) y !(O-) existen (O E [-11" 1 11"]) entonces 

En particular si B es un punto regular de f se tiene fr( é 9 ) --+ 

f(B) (r-+ i-). 
(ii) Si f es continua en un "intervalo abierto" contenido en el 
interl'alo [-;;-,r.], entonces fr(e; 9 ) -+ J(B) (r -+ i-) uni

formemente para B en cada "subintena.lo cerrado" contenido en 

el abierto. 

A.47. TEOREMA. (Abel-Fejér-Lebesgue) 

Si f E 0(8D), entonces llfr - fllp -+O (r-+ i-) (1 S p < 
oo). 

A.48. TEOREMA. (Abel-Lebesgue) 

Sea f E .C1(éJD) dada, entonces J.(e;9)-+ f(B) en todo B punto 

de Lebesgue de f. En particular fr(ei 9 ) --+ f(B) casi donde

quiera en [-r., r. J. 
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'Would you tell me, please, which way I ought to go from here?' 

'That depends a good deal on where you want to get to,' said the 

Cat. 

'I don't much care where -' said Alice. 

'Then it doesn't matter which way you go,' said the Cat. 

'- so long as I get somewhere,' Alice added as an explanation. 

'Oh, you're sure to do that,' said the Cat, 'if you only walk long 

enough.' 

Alice in Wonderland, 

Lewis Carroll. 
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