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INTRODUCCION.,

El presente trabajo es una introduccidn al estudio de las series
de Fourier conjugadas y a las funciones conjugadas. Empezaros
abordando la “teorfa conjugada” de forma paralela a la teoria
cldsica, de la cual el lector encontrard un resumen en el apéndice,
que recomendamos leer simultineamente con los dos primeros
capitulos, para poder apreciar la enorme relacién existente entre
ambas ramas.

Sin duda alguna, el lector observard que los primeros criterios de
convergencia para series de Fourier conjugadas son “duales” (si
se nos permite usar la palabra en un contexto formalmente in-
correcto, pero intuitivamente claro) de los criterios usuales en la
teoria cldsica, salvo por la notoria excepcién de que la convergen-
cia de la serie conjugada en un punto, en caso de haberla, es a
una extrafla y aparentemente misteriosa integral impropia, que
mas tarde sera conocida. como la funcién conjugada de la funcién
original.

En el capitulo tres se define con todo rigor la funcién conjugada,
se observan algunas de sus propiedades e incluso se calculan las
funciones conjugadas en casos sencillos. Demostramos la existen-
cia de la funcién conjugada c.d. y damos un criterio de Lusin
para la convergencia de la serie de Fourier usual de una funcién
de cuadrado integrable en términos de un cierto limite que involu-
cra a la funcién conjugada, y que constituyd la motivacién de la

célebre conjetura de Lusin.
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A partir del capitulo cuatro abandonamos el andlisis real y usamos
herramienta propia de la variable compleja, en donde la funcién
conjugada para funciones en £! juega un rol semejante al de la
conjugada armdnica de una funcién de variable compleja. Em-
pleamos la teoria de los espacios de Hardy y algunos resultados
sobre series de potencias y representacidn integral de Poisson de
medidas de Borel complejas finitas para garantizar continuidad
absoluta de funciones y convergencia absoluta de series de Fourier
en contextos aparentemente no relacionados.

En la parte final del trabajo estudiamos el comportamiento de la
conjugacién con respecto a los espacios LP y L'logTL!, emple-
ando atn métodos complejos (principalmente la férmula integral
de Cauchy). Usamos un concepto de integrabilidad definido por
Boks para demostrar que si la conjugada de una funcidn integrable
es a su vez integrable, entonces la serie conjugada de la funcidn
original es la serie de la funcidn conjngada; con esto y un resultado
de andlisis de Fourier cldsico, damos un ejemplo de una funcion
integrable cuya funcién conjugada no lo es, lo que muestra el gran

alcance de los teoremas anteriores.



CAPITULO UNO.
PRIMEROS CRITERIOS DE CONVERGENCIA
PARA SERIES DE FOURIER CONJUGADAS.

En este capitulo definimos la conjugada de una serie trigonomé-
trica, asi como los nicleos conjugados de Dirichlet v Fejér, pro-
pios del estudio de la convergencia de las series de Fourier con-
jugadas. Con ellos calculamos las férmulas integrales para las
sumas parciales de una serie de Fourier conjugada y sus prome-
dios, y probamos para series conjugadas el principio de localiza-
cién de Riemann, asi como los *duales” de los teoremas de Dini
y Dirichlet-Jordan, conocidos como teoremas de Pringsheim v
Young respectivamente. También se estudia la convergencia pun-
tual en promedios de la serie conjugada de una serie de Fourier, y
probamos el analogo al teorema de Lebesgue.

1.1. DEFINICION.

Sea S(t) = 4 + Yoo ancos(nt} + bnsen(nt) una serie trigono-
métrica con ap,an,bn € R ¥ n € N. Definimos formalmente la
serie conjugada de S como

$(t) := i —bncos{nt) + apsen(nt).

n=1
En caso de tener una serie trigonométrica con coeficientes com-
plejos, la serie conjugada se obtiene conjugando formalmente a las
partes real e imaginaria, es decir, si
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con 5,5, series trigonométricas con.coeficientes reales, entonces

definimos

S0=50+ 50

1.2, Qbservacidn.

Claramente de la definicidén y del hecho de que las operaciones
formales con series trigonométricas se realizan en cada coeficiente,
tenemos que la conjugacién de series es un operador C-lineal,
cuyo nucleo son las series trigonométricas con inicamente término
constante. También se ve que la restriccién ag,an,b, € R es

innecesaria.

En la mayor parte de este trabajo manejaremos series trigono-
métricas con coeficientes reales y, a menos que se especifique lo
contrario, se supondra esa condicidn tacitamente. Sin embargo, al-
gunas veces trabajaremos con el sistema ortonormal {e""‘}nel C
CE:([—W, 7]) (con la medida normalizada), y en ese caso las series

trigonométricas adoptan la forman

S(t) = Z cpe™
nEl
con ¢, € C. Esta serie se puede escribir de manera tnica como
Si(t)+152(t) con Sy, S series con coeficientes reales y en términos
de senos y cosenos (esto se considera implicitamente muchas veces
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al hablar de coeficientes reales). Veamos cémo: Si Si(t) = & +
2omeyancos(nt) + basen(nt), Sy(t) = % + Yo, ancos(nt) +
3nsen(nt), porla formula de Euler: €™ = cos(nt) +isen(nt), la
igualdad S = S + 15, se da si y solo si:

ag + tog
5
Chn+Con=an+ia,

Cn— €op = fBn ~iby,

por lo que se debe tener: -

Gt a, = Re(c,) + Re(c_y)
b" = Im{c_p)— Im(cn)
an = Im{cn) + Im(c—y)
7 o B. = Re(cn) — Re(cn).
i ,Im;ersamév‘.'lte, para obtener la forma compleja de la serie § =
"S5y 415, debemos tener que:

_a+ tag
€ = ——F—
_ Gn —ib, iag + By
Cn = 2 + 2
_ Gn+ iy | ian— Gy
Cop = 5 CEE

< K4

Aparte de mostrar que efectivamente hay una tnica manera de
pasar de series trigonométricas complejas a series reales, los calcu-
los anteriores muestran que la serie 3, .7 cne™ es de hecho una
dela forma 2+ 377, ancos{nt) +bysen(nt) siy sélosico ER y
C.n = @5, hecho que se usa para demostrar casos sencillos de teo-
remas cldsicos de andlisis de Fourier, (véanse, por ejemplo, los teo-

remas de Cantor-Lebesgue y Lusin-Denjoy). Esta simplificacién
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. nos servird para caracterizar a la’conjugada de una serie trigono-

- métrica cuando esta en su forma compleja.’ .

1.3. PROPOSICION.

Sea S(t) = cne'™ una serie triconométrica. Entonces
nEZ =4 ;

5() = Z —i(sgn n)c,e'™
nel

+0 -0
=E —icne™t 4 E icge'™,
n=1

n=-—1

Demostracisn,

Veamos primero que el resultado es cierto para series S que ad-
miten una forma real (y por definicién S también la admite), por
lo que en las férmulas obtenidas anteriormente, las oy, 8n tendrdn
valor de 0.

Si denotamos el n-ésimo coeficiente complejo de § como ¢, (5), y
haciendo la distincién entre a,(S5) y a.(S) y andlogamente para
ba(S) ¥ ba(S), tenemos para todo n € N que:

4



co(8) —0

en(§) = _LS_)_;_@ s
zM -
9 = P

= —ita(S),
en($) = 22 J; ib,(5)
_ =ba(S) +iaa(S)

2
(2a(S) + ibo(S))

2

= ie_n(S),

por lo que la expresién compleja propuesta para § es la correcta,
Visto esto, notamos que para el caso § = 5| +i5; con S} y 5,
con coeficientes reales, tenemos (ya que la obtencidén del n-ésimo
coeficiente complejo de una serie trigonométrica es una operacién

€C-lineal) que para toda n € Z:

cn(S') = cn(.5~'1 + iS'g)
= ca($1) +ita(S2)
= —i(sgn n)c,(S1) + (sgn n)ca(S2)
= —i(sgn n)(ca(S1) + ica(S2))
= —i(sgn n)cy(S).



Ed lo sucesivo, usaremos la forma cornple;a cu

‘facil de ma.nejar como por ejemplo en la 51gmente

1.4.PROPOSICION.
Se tiene que — Y i{sgn k)cxe

—o

ikt o5 la serie de Fourier de alguna

o0
f € Ly(l=n,7]) siysdlosi 3 |exf* < oo
-0
Demostracion.

_Basta notar que |i{sgn k)cg| = |ck] para k # 0, v el resultado se

sigue del teorema de Riesz-Fischer. ]

1.5. DEFINICION.
Sea n € N. Definimos el n-ésimo nicleo conjugado de Di-

richlet como la funcién D, : [~7,7] — R, dada por:

= i sen(kt).
k=1

1.6. PROPOSICION,
Para toda t # 2rxk (k € Z) se tiene que

~ cos(t/2) — cos(n + 1)t
Da(t) = 2sen(t/2) 2=




Demostracidn..

Se tiene que: -

S p : Z 755n(kt)sen(t/°) e
i i :
(‘)— Zf‘?”,(“)  Benn)

' ,Z,cos(kt —3)—cos(kt + %)

Lo k=l
: 2sen(t/2)
- cos(t/2) — cos(n + ;)i
2sen(t/2)

1.7. PROPOSICION.

Los nucleos conjugados de Dirichlet tienen las siguientes propie-
dades:

(i) Para toda n € N, la funcicn D, es periédica, (de periodo 27 ),
impar y diferenciable. Ademds se tiene que [ D.(t)dt = 0.

(]
(ii) Para toda n € N y t € (0,7], |Da(t)] < &
(i1} La familia {D"}nEN no estd uniformemente acotada, es decir,
no existe una constante M > 0 tal que [Da(¢t})] S M VneN, Vi €

[_‘sﬁl-

Demostracidn.
(i) Por definicién, D.(t) = Z sen(kt) es suma de funciones

periddicas, impares y dlferencmbles y en consecuencia ella misma
lo es. Ademds f Da(t)dt= Z J sen(kt)dt =0.

[=m,7] k=1{=nn]
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(1) Para 0 < t < 7 tenemos I?c_n(!ﬁ’zﬂ < iy por lo que |Da(t)) =

Jeos(t/2)—cos(n+ 1)t 1 s
2jeen(t/2)| < Jsen(t/2)] s I

(iii) Calculemos algunos valores especiales de D,,:

L _. cos(m/2n)—cos(r+==) _ 2cos(wf2n) _ — a2
Doz /n) = ST it an) o Joosltl2n) = cot(n/2n) = 22

— 20 (n — oc). [ |

1.8. PROPOSICION.
Los niucleos conjugados de Dirichlet tienen las siguientes propie-

dades:

(i) [ Du(t)dt~Inn
[0,x]
(ii) [ f] [Da(t)ldt = In n
0,
(iii) Para toda f € L([-n,7]) tal que f(t) — 0 (t — 0), se

tiene [ [F(£)Dat)]dt = o(In n) (y por lo tanto se tiene también
[0'"]

[ f(&)Da(t)dt = o(In n)).

[0,7]

Demostracidn.

- n noo Lk n
(i) [ f] Da(tdt = - 32 coalk) 1z = — P El+y f~0)+
0,7 = =
Inn

(i)



cos(i/'2) - cos(n + )t

"(t) : ‘>sen(t/2)
~ cos(t/" —~'cos(nt) cos(t/") +sen(nt)sen(t/") ]
N ' ‘7sen(t/’7)
_ cos(t/")[l ~ cos(nt)]" sen(nt)
- 2sen(t/2) G
_ [t =cos(nt)] g
T 2sen(t/2) : ;
2} ~ 1
* [C;Z(etr{(t)ﬂ) ]'“'COS(H?)HQ(});_ o
_ [t = cos(nt)] Py
T 2sen(i/?) +O(1)O(1)+O(l)
_ sen?(nt/2)
= m— + O{1).
Asl, [ |Da(t)ldt = o5 2D gt 1 0(1)
(0,7}
=2 f ’j':ni;‘;)dt + O (1), y como [ ————’::‘;‘('!‘;)dt ~inn
[0,7/2 J(Lfr/..] )
{véase el apéndicc), se tiene que [ |Du(t)|dt = In n.

{o.x]

(iti) Sea £ > 0. Como f(t) — 0 {t — 0), existe § > 0
tal que |f(t)] € &V t & (=6,8), entonces [ [f(t)Da{t)|dt <
[0.4]

e [ |Da(t)ldt = eO(In n). Ademas, ya que [D(t)] £ T, ten-
{0,7]
emos que [ |f(t)Da(t)idt < 3 f [f(t)dt = O(1), por lo que
[6:] [
[ 110 Bac)jae
R < 01 + 2

Inn Inn?

[ I ) () Da(®ldt = o(ln n). .

con lo que se demuestra que



~1.9: DEFINICION,
Sea fe C&&({—ﬂ',ﬂ']) dada. Definimos la n-ésima suma parcial
- conjugada de f como la funcién S,(f) : [-7,%] — R, dada

por:

n

Sa(£)(t):= =3 i(sgn k) f(k)e™".

k=-n

En lo sucesivo, dada una funcién f € ['IIR -, ]}, denotaremos

pe(t) = flz +1) = f(z - 1).

1.16. PROPOSICION. (Férmulas integrales para S,(f).)
Sea f e £&([—n‘,n]). Entonces:
(i) Sa(fiz)=—3 [ flz+t)Da(t)dt =

(""v"'i

L [ fla~t)Da(t)dt.

{=mm]

(1) Snlf)2) = =1 fiy oy pe(B)Da(t)d
(i) Sa(F)e) =~ fig oy p2(8) (smrbysy — micaiadhy ) dt + o{1)

Demostracidn.

(i) Por definicién,

10



| ij:}ﬁ&(k:):ibn(z); 4
Ash, §u(1)(e) = % 1 éf(t)@( -
"t)Da(t)dt. g

Haciendo el cambio de variable u = —t y apravechando que D,

Caleulamos: '~

e

es impar, obtenemos

Sl f)e) = é / o~ w)Do(w)du.

{~mx]

(ii) Sumando las dos expresiones anteriores para Sq(f)(z) obten-

emos

SN == [ U+ - fla— 0} Dul)et

[~n,7]

-% pe(t) Dalt)dt.

{~m7]

11



~ Como p, ¥.D, son funciones impares, su producto es par, y por

o tento $a(f)(z) = ~L fyy ox(01Dult)et.

(ili) Se obtiene de (ii) y desarrollando D,(t) en su férmula cer-
rada, usando luego el lema de Riemann- Lebesgue para obtener el

término o(1}). |

1.11. TEOREMA. (A. Pringsheim)
Sean f ¢ ER([ 7, 7)), T € [-7, 7] tales que £5 p,(l) EL'.I ([-m, #])-
Entonces S (f)(l‘ —_— - f(O ] Wdt

!

Demostracion.

Probaremos que

Snlf)2) = - /[,, 1?255%9‘) FA oL

1 pr(2)
{0,7] ‘)tan(t/")

1 po(®)
tx [o = "tan(t/f)) ST accos(nt)dt + o(1)
1

=_1 _pskt) nz) 4o
- / eyt hm ) +o(1)

{~ma]

Salf)(z) =

Veremos que I1{(n,z) = 0 (n — o).

Ya que t & 2sen(t/2) y que cos(t/2) € LF([~7,]), tenemos que
&tﬂ_) € ‘CilR ([~=, 7)) st y sélo si m—;%%-z—- € ER([—TT #]). Por el
lema de Riemann-Lebesgue, I;(n,z) = o(1). 1

12



1.12, TEOREMA. (Principio de loca.l:zacxon de Rlema:m para::r i
series de Fourier conjugadas) SR A
Sean f e L} ([—/.,,.] 7y E [-m, 5] y e> 0 ta]es que Flz)=
paratoda ¢ en 4 = {7z € [~m,a] : |z - :rg] <€ (mbﬂ "‘r)}.

Entonces:
() $u(e)— =4 [ it V€ 4.
o

(i) La convergencia de (i) es uniforme en cada subintervalo cerra-

do contenido en 4.

(ii) Si g, h € L} g{=7. 7).z € [~7,7],e > O son tales que g(t) =
R(t)Vt € 4 = {z € [~m,7] | |z — zo] € &(mod2x)}, entonces
Salglz) = Salh)() — ——J‘o, = """;?:Ld?;’”""”dt (n —

o0), ¥ la convergencia es uniforme en todo subintervale cerrado

contenido en 4. Es decir, las series S,(g)(z) y Sa(h)(z) son
equiconvergentes, pero a diferencia del caso de series de Fourler

cldsicas, no necesariamente al mismo valor.

Demostracidn.
(i) Sea z € 4. Sea § =z —|r — 1y} > 0. Entonces para 0 <t < é
tenemos que |z — (z £ )] € |zg — 2zl + |t} < |Jzo ~ 2]+ 8 = ¢,

porlotanto (z£¢t) € Ay flz2t)=0= p(t) Vt € [0,8). Asi,
a,T(t) € Li([~m7]) ¥ por el teorema de Pringsheim se tiene la
convergencia deseada.

(iiySea 0 < n < e, ysea B = {z € [-mu] : Jz — x| £
n {(mod 27)}. Si § = ¢ —n > 0, entonces para toda z € B, 0 <
t < 8, se tiene que |z —(z £ t)| < |ro — x| +{t] < ¢, por lo tanto
p(t)=0Vz€B.

Asi, Vo € B:

13




@ =t ety

T Jio,x) 2tan(t/2)

L L p=(t) 1
* T /[5’,,] QSen(t/Q)COS(n + §)tdt’

v }:f[ﬁvﬂl ﬁf-r"—:-:}—z)cos(n + 3)tdt —+ 0 (n — co) uniformemente
en z € B por el lema generalizado de Riemann-Lebesgue (ver
apéndice).

(iii) Se sigue de (i) y (ii), ¥ de que Sq(g = h)(z) = Sa(9)(z) -

Sa(h)(z). n

1.13. PROPOSICION.

Sea f € L([-w,7]), y sea z € [-7,n] un punto de discon-
tinuidad de f del primer tipo (es decir, f(z%), f(z™) existen
pero son distintos). Sea d = f(z%) — f(z~). Entonces

Sa(f)le) % ~Zintm).

En particular, 5(f)(z) diverge.

Demostracidn.

Parz toda t € [~, 7] se tiene que

fl+t)— flz —t) =d+e(t),
donde £(t) — 0 (t — 0), por lo que usando 1.8.(iii):

14



5u(f)e) = - / HEOE f(z—t)] (t)_dt

- ['l“l R

m-fintotnmy

x —-=Inn,
T

¥

pues [nn— oo (n — o0). : o ]

1.14, DEFINICION. :
Sean f € Lg([-7,7]),z € [-7,7] y h € (0,7]. Definimos:

o1 et
f(z,h) --;;'T';[‘/-‘] :?t_an_(ﬁ‘l—)dt’

donde p.(t) = f(z + t) — fz —1).

Nuestro siguiente objetivo es probar el resultado correspondiente
al criterio de Dirichlet-Jordan sobre funciones de variacién aco-

tada, y empezamos con un resuitado preliminar,

1.15. LEMA.
(i) Para cualesquiera n > 1,y £ <a < b< « se tiene que:

15



| / ;Zii?ji) ‘“! §

(i) °Si P [—ﬁ,rr} '— R es una funcién mondtona creciente,

continua en 0 y tal que P(0) =0, entonces:

"lx_‘n;c / a—t;l]%%-)-/-o—)cos(nt)dtzo.

{5

Demostracidn.
(i) Dado que m es mondtona decreciente y no negativa en
[Z£,8], por el teorema de Bonnet existe ¢ € [a,b] tal que:

l/oiiﬁ% -

cos(nt)dtl

1
2tan(a/2)
{a,)

1 |sen(né) — sen(na)|
2tan(w/2n) n

IA

<
<

(il) Sea ¢ > 0. Como P(0) = 0 y P es continua en 0, existe
§ positiva y menor que # tal que 0 < P(t) < /2 para toda
t € [0,6]. Tenemos para dicha § fija que:

P

€ Lg([6,7]), porlo que g Tos /)

T € Lh(l6 7],

16



y por el lema de Rjemm-Lébeééue,‘;i :

. i P(t) ' :
————cos(nt dt = o(1). .
/ 2tan (:/2)c o ) ( ).
8,7 S )
Asi, existe No No(g) € N tal que para. toda n > J\ ”'f<75:y‘ '
If[J Al ,‘an(,/,)wa (nt)dt| < § )

Por otro lado, como P es monétona creciente y no negativa en
(%, 8]y i{%’:—;g—) es continua en el mismo intervalo, por el teorema

de Bonnet nuevamente existe £’ € [Z,4] tal que:

cos(nt)

l/ ot =7 (‘”l/ Han(t/2) " |

y por el inciso (i) lo anterior es menor o igual que P(§) < %

Asi, tenemos que para n > Np, f —m—cos(nt)dtl

n'T

Antes de enunciar el teorema de Young sobre convergencia de la
serie conjugada para funciones de variacion acotada, queremos
notar que, puesto que toda funcién de variacién acotada tiene
a lo mas una cantidad numerable de discontinuidades, tiene en
particular a lo mas una cantidad numerable de discontinuidades
removibles; modificindola en tales discontinuidades (que forman
un conjunto de medida cero) obtenemos una funcién de variacién
acotada, sin discontinuidades removibles e igual ¢.d. a la funcién

original.

17



1.16. TEOREMA., (W, H. Young)
Sean f una funcidn de variacién acotada en [~7,7), ¥ z € {—, TI‘]
Entonces (Sn(f)(z)) converge si y sélo si existe

i s 1 P:(t)
)= tm-2 | moat

[e.7)

en cuyo caso S(f)(z) = f(z).

Demostracion.

Por lo observado anteriormente, podemos suponer que f no tiene
discontinuidades removibles. Si z es punto de discontinuidad de
f, debe darse entonces que los limites bilaterales f(z¥) y f(z™)
existen y son distintos. Por la proposicién 1.13., S(f)(z) diverge
en este punto. Por otro lado,

f e
tan(t/2) '

{0.4]
y ademas }i_r'rép,(t) = f(z¥) ~ f(z~) # 0, por lo que f(z) no
existe. Supondremos entonces que f es continua en z. La de-
mostracién se divide en las siguientes dos etapas:
(i) Probar que las sucesiones (S,(f)(z)) v (f(z, Z)) son equiva-
lentes (es decir, su diferencia es o(1)). Esto probaré que: (S.(f)
(z)) converge si y sélo si “1_1_{20 fz, I) existe, en cuyo caso ambos
limites coinciden con S(f)(z).
(ii) Probar que cuando f estd acotada, la existencia del limite de
la sucesién (f(z, ™)) equivale a la existencia del limite de flz, k)
cuando h — 0. Asi, la convergencia de (Sp(f)(z)) equivale a
la convergencia de (f(z,h)) y a la existencia de f(z), que desde
luego coincide con S(f)(z).

18



(i) Por demostrar. que- Sa(f)(z) = f(z, Z)'= o(1). Tenemos por la
férmula aproximativa para las sumas conJugadas parciales 1.10.
(iif) y por 1.14. que :

cos(nt)

Sn(f)(z) f(ra—) = ",; / p’(t)[‘)tan(t/Q)v 2an(t/2) ] ‘

=3 ] s

- 1 / 5%[1 — cos(nt)]dt + o(1)
%
= Ni{z,n) + L(z,n) + o(1).

Demostraremos que Ii(z,n) = o(1), L2(z,n) = o(1). Como f es
de variacién acotada y continuaen z, entonces las funciones f(z+
t), f(z~t) son de variacién acotada y continuasen ¢ = 0, asi como
la funcién p.(t) = f(z +t) — f(z — t). Por tanto, p.(t) se puede
escribir como p.(t) = P(t) — N(t), donde P, N son mondtonas
crecientes, continuas en ¢ = 0 y ademds P(0) = 0 = N(0). De
esta manera, hemos pasado de funciones de variacidn acotada a
funciones mondtonas, y de centinuidad en z a continuidad en 0.
Tenermnos que la integral:

Ii(z,n) = / —p‘(t)—cos(nt)dt

i Stan(t/2)
_ [P0 SO,
_['/] S ot / STan(a/ oot

19 '



Por el lema 1.15.(ii), las ditimas integrales tienden a cero cuando
‘n tiende a infinito, es decir, I(z,n) = o(1).

Para I;(z,n) tenemos la siguiente estimacidn:

71 1 — cos(nt)
'; / P S
2sen? (nt/2)

/|z( sl

||pzu[o 2 / uCaPy

1h(a,m)]

|/\

A

2
”P:"[o,ﬁz‘ / tdt
(-3

szll[o —0 (n— o),

pues p:(0) = 0 y p; es continua en 0.(También se usé la de-

sigualdad sen(t) > 2 para t € [0,7/2].) Asi, hemos probado que

Sa(£)(=) = fl=,5) = o(1).

(ii) Supongamos que (f(z, 2}) converge, y demostremos que exis-

te f(z):%i‘r}}]f(x,h)‘ Seah>0yseaneNtalque 57 Sh<

Z. Entonces:
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A= f(z, e [/ /,,)

$"P:”[o,ﬂ(ﬂ‘ M“W“”"‘

- 1
Slechon(E - o5 1)2tan(7r/"(n ).
< le=lla, B (n‘.;- 1) 95en(n’/"(n + 1))

T Tl’?(n + 1)

< Ilpzlf{m%ln(n +12 2n
T
= llpllo. g1~ = o1)

Asi, la convergencia de f(z, a S(f)(z) equivale a la existencia

de f(z) y ademds S(f)(z) = f(z). |

1.17. COROLARIO. {Versién local del teorema de Young)
Sean f € £ ([~=,7}),z € [-7, 7,6 > 0 tales que f restringida
alz—ez+ 6] es de variacién acotada. Entonces S(f)(xz) existe
si y solo si existe f(z), en cuyo caso son iguales.

Demostracidn.
Sea g [~w, 7] — R dada por:

g(t) = {f(t) si |t — z] < £(mod2w)

en otro caso.
Tenemos que g es de variacidn acctada en todo {~m,x], y por
el teorema de Young S(g)(z) existe si y sélo si existe §(z), en
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cuyo caso son iguales. Por el principio de localizacion de Rie-
mann para series de Fourier conjugadas 1.12.(iii), S(g)(z) existe

si y solo si existe S(f)(z), en cuyo caso S(f}z) = S(g)(z) —

_l_f S z+t)—(f—g)(z
x J{0,n] 2tan(t/2)

a (f — g)(z) y slempre existe; ademds, si f(z) o §(z) existe, en-
tonces existe la otra y (f’:g)(z) = f(z) - §(z). Asi, S(f)(z)
existe si y sélo si existe f(z), en cuyo caso S(f)(z) = S(g)(z) +
(f(2) = 3(z)) = f(2). .

=8 g , donde esta Gltima integral es igual

1.18, DEFINICION,
Sean f € Lp([-7,7]), z € [-m, 7], n €N, definimos:

5alDa) 1= —7 3 Su(F)o)
k=0

Algunos autores definen ,{f)(z) = %E:ﬂ S'k(f)(z)

Asf como el micleo de Fejér es una herramienta poderosa en el
estudio de la convergencia en promedios para las series de Fourier
cldsicas, su contraparte conjugada es ttil en el estudio dela (C, 1)-
sumabilidad para series conjugadas. Esto nos lleva naturalmente

a la siguiente

1.19. DEFINICION.
Sea n € N. Definimos el n-ésimo nicleo conjugado de Fejér

come la funcidn;

22



AR ‘1 LI ;
Ea(t)i= —= 3" Bilt).
: k=1 C

Los autores que definen &.(f)(z) = Lyt Su(f)(z), definen

fonlt) = £ 0oy Delt).

1.20. PROPOSICION,

Para toda n € N, t # 0(mod 27), se tiene:

- _ 1 sen{n+ 1)t
Ky (t)= W (sen(t) e 1 )
1 sen(n + 1)t

tan(t/2)  (n + 1)dsen?(t/2)’

Demostracidn,
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Tn(t) = — Z Bu(t)

s cos(t/2) — cos(k + L)t
n +1 Z 2sen(t/2) ’

' 1 1 1
5 Stan(e/3) " (n+ 1)2sen( t/2) & ZC"s(k + 3

R 1 2sen(t/2)cos(k + )t
- "tan(t/") (n+1)2sen(t/2) & Z 2sen(t/2)
' 1
= 'Jtan(t/o)

- (;‘:;{mmj Z(sen(k +1)t — sen(kt))

Eg— °en(n + 1)t
= ‘)tan(t/‘)) - (ﬂ- + 1)456n?(t/¢))
) 1 t
= 4sen2(t/f>)[~5'3”(¢/°)co.,(t/0) ﬂé%')—]
sen(n 4+ 1)t
- W[Sen(t) - mln ity

1.21. PROPOSICION.
Los nticleos conjugados de Fejér tienen las siguientes propiedades:

(i) Ko es impar, diferenciable y periddica (de periodo 2w ).
ey 7RV nl42n N\

(if) Ko(0) =0, (K.)(0) = 5 y ((Ka)(B)] S (K.)(0)

vt ER.

(i) Ka(t)>0si0<t<w n>0.
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) R0 < 3 15 < (Ray(0) = 2222 vt € R (0).
) [ Ra(t)dt=0.

AT X

(vi) sup{|£‘:';-‘;(—:l! :neN, teR}=3;.

Demostracion.
(i) Se sigue del hecho de que K, es el promedio de los (n+1)
primeros micleos conjugados de Dirichlet, que son funciones im-
pares, diferenciables y periddicas (de periodo 2:7).
(ii) Kn(0) = ,T}.T Z;::o Di(0) =
Para t € R arbitraria,

n

(Ba)(t) = — Z(Dk) O

n

_ 1
f f
Z leos(1t).
Asi,
. ' n K
() (£)] < (K2)'(0) =———ZZ’
k=1 l=1

1 k(k+1) 1 .
e e R

1 n(n+1)(2n+1)  n(n+1), n?+2n
2(n+1)( 6 T )= 6

25



(i) Se,éigﬁg de 1;; fénﬁula: '

sen(n 4+ 1)t

)= ntn ¢ e

1
Tsen 2(t/‘>)[ sen
¥ que para 0 <t <n se tiene que jsen(n + l)tl < (n+ 1)sen(t).
(i) 1Ra() < 25 E L ben(it)] £ Z k=3

Para t ¢ R - {0} arbxtrarxo, por el teorema del valor medio,
existe £ € R tal que £2(8 = 1(¢), y por (ii), | Xa} < (&,)'(0)

n?42n
= 2 Xen

(v

I\,,( )

{~m,a] {-n

. ) IR
Raltydt = / ~ Dit)at
’r) :
1

{vi) sup{l——,L-}‘: :”' in € Nt e R} = Sup{-———-‘-r————wp“ « el) .,

N}:sup{g‘-’-'%ﬁuIHEN}=3”P(%:”EN}=%' 1

1.22. PROPOSICION. (Férmulas integrales para 7,(f))
Sean f € L} gl=m7l), z € -, 7}, n € N. Entonces:

Sulf)(z) = %= [ JatoRina

-7

T

=1 / (R A(D)dt.
lO,N)
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Demostracion.
Por la primera férmula integral para las sumas parciales conju-
gadas 1.10.(1):

5‘71(!)(3) = = i : S'k(f)(m)
. =
1 "1 )
R ot ¥ /[_w flz £ 6)Di(t)dt
1 Lo
= q:; ./[~ﬂ_'ﬂ f(I + t)('n—'_ﬁ g::l Dk{t))dt

=51 /[_m Fz £ O En(e)dt.

T

Andlogamente, se sigue de la segunda férmula integral para

Su(f)(z) que:

R 1 & .
D)= g 3o [ p0Di

=2 [ paliRatt)de
{07}

E

1.23. PROPOSICION. Sean f € Lp({-m,7]), = € [~7,7]
tales que

/ F(x+t) — f(z — Oldt = o),
{0.4]

entonces las sucesiones (Gn(f)(z)) ¥ (f(z,Z)) son equivalentes,
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' Demostracion.

A D)

po / OF 1 p(t)
LS 2 (I (Hdt + —
SR [o.rrlp() (B + (z,7] 2tan(t/2)
=1 / o () K (t)dt
7 Jio,z]

1 sen(n+ 1)t
T [%.HJ pz(t)(?.tan(t/Q) " (n + 1)4sen?(t/2)

1 pz(t)
41 / _pelt)
7 Jiz,x 2an(t/2)
S / P ()T a(t)dt
T Jfo,z]

~—

1 sen(n 4+ 1)t
+ 4n+1)x _/[%_,r] p=(t) sen?(t/2)
= Ii(z,n) + l(z,n).

Sea W*(h) = fi oy lpz(t)ldt. Por hipétesis T*(¢) = oft). Tenemos

entonces:

1 .
[ Ii{z,n)| = I—-/ p,(t)K,,(t)dt|

T Jpo, 5]

$E[ lellRatode
T I,z
Lo (T Ty =
s 2205y = oo Z) = of0).

Procedamos a acotar a I(z,n).
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[ P'::,(.,t)'s’m(n;hl)t’

(1)
St

1
=o(1)+ o(1) + O(~
W+em+o) [

Sea ¢ >0. Como T*(t) = o(t), existe 6§ > 0 tal que ¥*(t) < et
. para 0 <t < §, por lo que para n suficientemente grande £ < ¢
¥

SRR T0 N
‘0'(5) 25 P dtso(”)v/ﬁ.sx 2

- ;—0(%)[-% + 2] =<0(),

y por otro lador

T*(t) ,
/{5 =00,

Asf,
1 vy, 1
o(-) e B dt =e0(1) + 0(-)0(1)
=c0(1) + o(1).
Como ¢ es arbitraria, entonces I»(z,n) = o(1). [}
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"CAPITULO DOS.
ABEL.POISSON SUMABILIDAD DE
SERIES DE FOURIER CONJUGADAS.

En este capitulo estudiamos la contraparte conjugada de la Abel-
Poisson sumabilidad de las series de Fourier, en la cual juega un
papel central el nicleo de Poisson conjugado. Definimos las sumas
conjugadas de Poisson de una serie trigonométrica, y en el caso
de series de Fourier, la férmula integral correspondiente a la Abel-
Poisson sumabilidad conjugada.

Dada una serie trigonométrica

o
5(z) = c;_o + Z ancos(nz) + bysen(nz)

n=1

podemos obtener su serie conjugada

oS
Z —bncos(nz) + ansen(nz)

n=1

y la r-ésima suma de Poisson de esta 1ltima,

Zr"(—b,,cos(n:c)+ansen(nz)). (1)

n=1
" Por otra parte, si primero obtenemos la r-ésima suma de Poisson

de la serie
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923 + Z r*(a,cos(nz) + bntsen(rix))' S

n=1

- ¥ 'luego la serie conjugada, obtenemos

o

Z —(r"ba)cos(nz) + (r"an)sen{nz)

n=]
que es la serie (1). Estas series nos serdn de utilidad para de-
mostrar en el capitulo tres la existencia de la funcién conjugada
f casi dondequiera para el caso particular f € Eﬁa([—ﬁ, 7]} Pro-
cedamos a definirlas.

2.1. DEFINICION.
Sean $(z) = 22 4+ 3 °° aucos(nz) + bnsen(nz) una serie trigo-
nométrica, r € {0,1). Definimos la r-ésima suma conjugada
de Poisson de S como la serie

(==}

v(S,r,z) = Z r*{—bncos(nz) + a,sen(nz)).

n=1
Sila serie S es la serie de Fourier de una funcién f € ﬁl}a([—r\',ﬁ]) .
denotaremos su r-ésima suma conjugada de Poisson por

v(fyr,z) = v(5(f), 7, x)

y la llamaremos la r-ésima suma conjugada de Poisson de la
funcién f. Lo que se observd en el parrafo anterior a la definicién

puede abreviarse como sigue:

a(S,ryz) =u(S,rz) Vrell)
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donde u(S,r,z) = % + 7 | r"(ancos(nz) + basen(nz)) es’la

r-ésima suma de Poisson de la serie S.

Aligual que en el analisis cldsico de Fourier, existe una forma in-
tegral para la r-ésima suma conjugada de Poisson de una funcién,
en la que interviene el *dual” del niicleo cldsico de Poisson. A con-
tinuacién lo definiremos y anotaremos algunas de sus propiedades

mas destacadas.

2.2, DEFINICION.

A la funciéon

Q:[0,1) x[-m,7] — R
dada por:

rsen{8)

Qr.6):= 14 r? — 2reos(8)

se le llama nicleo conjugado de Poisson,

2.3. PROPOSICION. Para toda r € [0,1), 6 € [—m,7], se

tiene:



rsen(6)
1+7r? —2rcos(6)
_ rsen(8)
T (1-r)2 +4rsen?(6/2)
rsen(6)
1= reif

o m (L re'
- 2(1 - re'f)

= i r*sen(né).

n=]

Q(ra 6) =

Demostracidn.
Para establecer la primera igualdad usamos que

2sen?(8/2) = 1 — cos(8),
por lo que
1412 = 2rcos(8) = 1 +r® + 2r(2sen(8/2) ~ 1)
=1-2r 4% 4 drsen’(6/2).
Para la segunda igualdad calculamos:
|1 —rel?)? = |1 — r(cos(8) + isen(8)[®
= (1 — rcos(8))? + r®sen®(8)
=1+ rPcos*(8) — 2reos() + risen’(8)
=1+ 1%~ 2rcos(f).
Para las restantes calculamos:

33



n=0

1. & 1,8
I n s N —_ n_iné
3 +,,Z=1r co'.s(n0)+ irtsen(nf) = "3 +Er €

1= r? +i2rsen(8)
2|1 - reiff?

Tomande partes imaginarias obtenemos:

= rsen()

Z rfsen(n) = m

n=1
1+ re'
-1 (g e

Observemos que tomando partes reales en las igualdades anteri-

ores se obtienen varias expresiones para el nicleo usual de Poisson.

2.4, TEOREMA.

El micleo conjugado de Poisson tiene las siguientes propiedades:
(i) Q(r,8) >0V r e (0,1), 8 €(0,m).

(i) Q(r,—8) = -Q(r,8) Yr € [0,1), 6 € [—m,7].

(iii) f[-mﬂl Q(r,8)dd =0V r € [0,1) fija.
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(iv) @ es armdnica considerada como funcidn : @ — R.

Demostracion.

(i} Se sigue de que

rsen(6)
1 — ref?

Q(r,0) =
¥ que el seno es positivo en (0, 7).

(ii) Evidente.
(iii) Sea r € {0,1) fija. Entonces

Q(r, 8)= Z r"sen(nf)
n=1

y la convergencia es uniforme en 8. Tenemos entonces convergen-

cia de las integrales, por lo que:

,80)d8 = n sen{nfd)df = Q.
f. Qw0de=3 e [ sentas)

~m,m}

(iv) Es consecuencia de que Q(r,6) = Im ('z'(lx—mri:ﬁ) -}

2.5. TEOREMA. (Férmula integral para la r-ésima suma con-

jugada de Poisson de una funcidn)
Sean f € Ly([~m,7]), r €{0,1), 6 € [~m,7]. Entonces:
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Demostracidn. -

[e 4]

o(f,r,8) = 3 r™(=ba(f)cos(nb) + an(f)sen(nd))

n=1

o0 n 1
=) r (-——‘/[‘_”r] f(t)sen(nt)dt) cos(n8)

1
+rt (-i—/ f(t)cos(nt)dt) sen(nf)
& J-m,7]

= Z = | S(t)(cos(nt)sen{nd)

-,

~ cos{n®)sen(nt))dt
1 =)

== r" tisen(n(f — ¢))dt.
2 [ Hsentno-0)

Para (r,8) fijas, la serie

o0

Y " f(t)sen(n(d - 1))

n=1

converge en todo ¢ € [~w, 7], y para toda m € N se tiene:
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S " f(t)sen(n(8 - t))\ <3 rlfe)

n=1 n=1

1
1-r

<

[F(B),

por lo que es posible aplicar el teorema de la convergencia domi-

nada de Lebesgue, y obtenemos que:

u(f,r,0) = % i‘/[‘ r" f(¢)sen(n(8 — t))dt
n=}

-]

1 o0 .
= - nF(t gt dit
S <Z Fysentnt )))

1 oQ
== t risen(n(d —-1 dt
”/[_mf()(n; en(n( )))

1
-1 /[_m] FQ 8 — t)dt.

Haciendo el cambio de variable u = § - ¢, tenemos:

g-m

w8 ==2 [ (6= 0@
1
=1 /{_m] F(8 - Q(r )dt.

Y haciendo ahora el cambio de variable u = —t,

whir8) = -1 [T 0 +uyatn —wi
1
- __/[_m] F(8+8)Q(r H)dt,

4
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pues Q(r,t) es impar en t para 7 fija. Sumando las integrales
obtenidas y usando que py(t) = f(8 +t)— f(§—t) es imparen 2,
obtenemos:

W) = - [ (F(6+1)— F(8 - )Q(r, t)dt

27 Jlwmn]

1
=1 /[ o i

™

Las siguientes estimaciones del nicleo conjugado de Poisson y fun-
ciones relacionadas con é! seran indispensables para demostrar la

existencia de la funcién conjugada para funciones en L ([~ 7]).

2.6. LEMA.
Sea r € [0,1) y sea n = arc sen(1 —r). Sean

A(r,t) == 14712 = 2rcos(t) = (1 — r)? + 4rsen’(t/2)
q(ryt) == m = Q(r,t).

Entonces:

(2) Q(r,n) = O(1/n).

(b) q(r,n) = O(1/n).

(c) 2% = O(1/n?) para 0 <t <.

(d) 25D = O(n2/t*) para toda t € [-7,7]

Demostracién.

(a)
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' nrsen{(n)
T)Q(T‘,n) = (1 =) + 4rsen2(n/2)
i nrsen{(n)
~ sen?(n) + 4rsen?(n/2)’

Dividiendo numerador y denominador por 7?, vemos que cuando
7 — 0, el denominador tiende a 1 + 167 y el numerador a r, por

" lo que Q(r,n) = O(1/n).
(b)

i(r7) = ot - Q)

= O(1/n) + O(1/n) = O(1/n),

la dltima igualdad obtenida usando (a).

(c)
aQ(r,t) _ g9 (rsen(t))
ot at \ A(r,t)

rcos(t)A(r,t) — rsen(t)%A(r,t)
= AY(r,t)
_ reos(t)(1 + r* — 2reos(t)) — 2r¥sen®(t)
- A(ryt)

reos(t) + r3cos(t) — 2r2cos’(t) — 2risen?(t)
= A2(r,t)
- r{(1 4 7?)cos(t) — 2r}

§2(r, t)

_ r{(1 4 r¥)cos(t) — 2r(cos(t) + 2sen?(t/2))}
- A% (r,t)
_ m{(1 = r?)cos(t) — 4rsen®(t/2)}
- A¥(rt) '
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Tené:mds“gii‘e_fp;i‘r"?; ) < t< n _<_1r/2,r€ [0,1),se cﬁmpleﬁ,las o

2(n

(recuerde que n = arc sen(l — ). TR

(d) Tenemos que:

q(ryt) = %cot(t/?-) TIET —areosd r;sft,(:zos(t)
_ jeot(t/2)(1 4 r? — 2reos(t)) — rsen(t)

14 r? —2rcos(t)
geot(t/2){1 + r? — 2reos(t) - Zraen(faen(t/2)y

_ cos(t/2)
A(r,t)
3(t/2)+ 2
3 %cot(t/z){l +7r?— (c“mm Lfo,(,:n)u"ﬂt/ ))}
B Ar,t)

_ Seot(t/2)(1 —r1)?
Aryt)

de donde:
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da(r,t) . o ;l-cscz(t/Z)A(i',t)’—'lyc;ot(t/'.’)‘eren(t)
o ,‘(1"‘)2<4 I )

B : -1 reos(t/2)sen(t)
= sen’(n) <4sen2(t/2)A(T‘:f) A, t)se”(t/2)> .

Y como sen(t) = 2cos(t/2)sen(t/2), cos(t/2) 2 0 en [—w,7| ¥
A(r,t) 2 4rsen®(t/2), tenemos que:

dq(r,t) 1 2rcos?(t/2)
‘ En ls“”z(”) <4sen2(t/2)A(r,t)+ A2, 1) )

1 2
< sen®(n) (16rsen4(t/2) + 16rsen4(t/2)>

-o()

2.7. TEOREMA.
Sean f & Ek([-—ﬂ',n’]), T € [—m, w] tales que

.1
lim -’;‘/[(,Ih](f(z +1t) — f(z —t))dt =0,

h—0

(es decir, casi dondequiera). Entonces para 5 = arc sen(l —r),
se tiene

lim (u(f,r,2) = f(z, 1) =0.

41



- Demostracion.

Por la férmula integral parala r-ésima suma conjugada de Poisson
2.3. tenembos que:

wira) = Fem =1 [ p0Qe it

1 p:(2)
+ T ‘/[.,m] 2tan(t/2) dt
1
= —— z t T‘,t d
/Mp (DQ(r, e+

3

1 1 -
i /rm] -t (W -, t)) dt-
= J1(I,T‘)+J2(I’r)_ . .
Sea

08 = g7y ~ A

como en el lema anterior, y sea

V. (t) = /[‘0 ; pe(u)du.

Por hipétesis, U {t) = oft), lo que serd usado al integrar por
partes expresiones que involucren a p.(t).
Integrando por partes (con respecto a t) a Ji{z,r) obtenemos:

h(ra) == /[ R

= _;];. (\Ilz(n)Q(T‘, 1}') — (0)Q(r, 0)) +

1 ] oQ(r, t)
t- /{M Il,(t)—————at dt.
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Pero T,(0) = 0 = Q(r,0). Ademds, por el inciso (a) del lema
2.6, Q(r,7) = O(1/n), y por el inciso (c), 2% = O(1/7%)
p;ii:a. 0 < ¢ < (recordemos que n = arc sen{l - r)), por lo que:

h(rz) = = Zo(m0(1 /1)
1 )
4+ = -[O,q} T ($)O(1/n* )dt

= of1) + O(1/7?) /(0 o

=0o(1) + O(1/n%)e (/{0 ]tdt)

=o(1) + O(1/n*)o(n’/2)

=0(1) + o(1) = o(1),

- Integra;ndb por partes tenemos para Jo(z,r):

7 1

Sz, r) = — {1 ,1)dt

=z [ piatn

= 2 (Zalmalr, %) ~ Ce(mar, ) ~
- ‘]; ‘P:(t)BQ(T’ t)

T J(g,m)

Tenemos que ¢g(r, ) = 0, y por los incisos (b) y (d} del lema 2.8,,

g(ryn) = O(1/n)

909 ot

por lo que
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Dz.r) = 2o(myo(i/m - = / oOUE I
o m T w S |

: ;o : 2 . Z]_Z_
- (1)+0(1)/M ()L

=o(1) + O(1)o(1) (r;?/[ ]t%dt>

=0(1) + 0(1)0O(1) = o(1).



CAPITULO TRES.
FUNCION CONJUGADA.

En este capitulo definimos la funcidn conjugada de una funcidén
integrable. Caleulamos las funciones conjugadas de funciones sen-
cillas, como polinomios trigonométricos, y demostramos la exis-
tencia y propiedades de conjugadas de funciones que satisfacen
una condicién de Lipschitz de orden estrictamente entre 0y 1. De-
mostramos la existencia e.d. de la funcién conjugada de cualquier
funcién integrable, y damos el criterio de Lusin para la convergen-
cia de la serie de Fourier usual de una funcién de cuadrado inte-
grable en términos de un cierto limite que involucra a la funcién
conjugada, y que constituyd la motivacién de su célebre conjetura.
Terminamos e} ecapitulo con el ejemplo de una funcién continua f
tal que f(o'ﬂ uf—t—%}i—g———‘ﬂdt = +o0o ¥ x € R, lo que demuestra
que la existencia de la funcidn conjugada se debe a cancelaciones
de “dreas positivas y negativas”, y no a la pequeiiez del argumento

que se integra.

En los dltimos resultados ha aparecido con frecuencia el limite

oy L [ fEti- St
TV o Bty

v las propiedades de la

B

aunque la importancia que reviste éste

funcién f que define atin no se han hecho sentir en toda su fuerza,
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lo ~que haremos en éste y posteriores capxtulos Por lo pronto,

procedemos a dar la siguiente

3.1, DEFINICION,
Sea f € L} ([~u, 7]). La funcién f, llamada conjugada de la -
~ funcién f, esta dada por

L[ fa+D-fE-1)
f(z) 1= lim —— s  2tan(t/2) d

para las z € R en donde este limite exista.

3.2. Observacion.

Es posible que f(x) no esté definida para algunas z € R; por
ejemplo, f(:) = —o0 si z es una discontinuidad del primer tipo
de f. Sin embargo, cuando existe satisface varias propiedades
facilmente verificables:

(i) Si f,g € L} ([ , 7)) y = € R son tales que f(z) y §(z)
existen, entonces para todo a € R existe (f ?-Z!g)(.r) y se tiene
que (f -—::\g)(z) = f(x) + aj(z). {(Linealidad de la conjugacién)
(ii) Si f(z) existe, entonces para toda k € T se tiene que flz+
27k) existe y es igual a f(z). (Periodicidad de f)

(iii) Sean f € L, 6 € B y hy la funcidn en Lp([-7,7]) dada
por hg(t) = f(6 +1t). Si f(8 + z) existe, entonces existe ho(z) ¥
he(z) = f(8 + z). {Estabilidad con respecto a traslaciones)

(iv) Sea f € C1 {[-m, 7)), ¥ sea g la funcién en L} g== )
dada por g(t) = f(—~t). Si f(z) existe, entonces existe §(—z) y
§(—z) = —f(z). (Comportamiento con respecto a simetrias)
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~(v) Si gy estd dada por gg(t) = f(8—1t) y si f(6 — ) existe,
" entonces existe §o(z) v Jo(z) = —f(9 —z). Esto nos serviré para
- analizar el comportamiento de la conjugacién con respecto a la

convolucién de funciones.

M4ds adelante veremos que de hecho f(z) existe c.d. z € [-7, 7],
sin importar cdal sea la funcién integrable f. Por el momento
nos conformamos con calcular las conjugadas de algunas funciones

sencillas.

3.3. PROPOSICION.

Sea n € N. La conjugada de la funcion cos(nz) es sen(nz), y la
conjugada de sen(nz) es —cos(nz). La conjugada de cualquier
funcidn constante es la funcion constante cero. Todas las funciones

conjugadas mencionadas anteriormente existen en todo punto = €
Jug

B.

Demostracidn.

Examinemos primero el caso de cos(nz):

1 / cos(nzx 4 nt) — cos(nz — nt)dt
T Jle,n] 2tan(t/2}

_ 1/ ~2.>*en(nr)sen(nt)dt
B [e,2] 2tan(t/2)

_ 1 sen(nt)
= scn(nz) (;[— /[!’r] mdt) .
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Analicemos la expresién entre paréntesis. Como sen{n + %)t =
sen{nt)cos(t/2) + cos(nt)sen(t/2), tenemos que

1 sen{nt)

T _/[w‘.] tan(t/?)dt
1/‘ sen(n + 1)t 1/‘

=~ —_— et — — cos{nt)dt
7 Jiemy  sen(t/2) T Jleun) (r4)

_1 Da(t)dt ~ 1 (sen(mr) - sen(ns)) ’
T Je 7 n
[ev7]
y tomando el limite cuando ¢ — 0 (la n es fija) obtenemos el
resultado.

Para la funcién sen{nz) calculamos:

dt

1 / sen(nz 4+ nt) — sen{nz ~ nt)
[e,7] 2tan(/32)

T

1 2¢cos(nz)sen(nt)

T /[,,,,, an(t/2)

_ . 1 sen{nt)
= ~cos(n )(W/(;,x] mfan(t/?)dt) ,

v por lo visto en la parte anterior, al tomar el limite cuando

dt

— 0 obtenemos —cos{nz). El hecho de que la conjugada de
cualquier funcidn constante es cero se sigue inmediatamente de la

definicién, [}

3.4, Observacidn,
Una vez calculadas las funciones conjugadas de cos(nz),sen(nz),
es ficil calcular las funciones conjugadas de los polinomios tri-

gonométricos. En efecto, si f(z) = 3 + Z:’___l azcos{nz) +
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_bnsen(nz}, entonces f(r) existe para toda z € R y f(r) =
N
n=
se interpreta como una funcién bien definida para todo niimero

1 —brcos(nz) + apsen{nz) (Nétese que la expresién anterior

real z, ¥ que no es mas que un polinomio trigonométrico usual).
En particular, notamos que los nicleos de sumabilidad tan utiles
para el estudio de la convergencia de las series trigonométricas
conjugadas son las funciones conjugadas de los micleos usuales
de Dirichlet y Fejér. En el caso del nicleo de Poisson P(r,§)
también se tiene que su funcién conjugada (vista como funcién de
8 dejando fija la r) es el nicleo conjugado de Poisson, pero la de-
mostracion directa es mds complicada que en los casos anteriores,
donde se trataba de sencillas combinaciones lineales de cos(nz) y
sen(nz).

El siguiente ejemplo de funcién conjugada f que analizaremos
es cuando f satisface una condicidn de Lipschitz “periddica” de
orden a € (0,1).

3.5. Observacidn,

Sea f : [-mx] — R una funcién tal que f(—-=) = f(7) y
supongamos que f satisface una condicidén “periddica” de Lip-
schitz de orden @ (0 < a < 1) con constante M (es decir,
extendiendo periédicamente a f a todo R, se tiene que |f(z +
h) — f(z)| € M|h|* para todo z,h € R). Entonces para toda

z € [-7, 7], la funcién

(e 20 = f@)] _ Mid°
fane/2)] - W

=zMt|*"t e L[~ 7)),

y también tenemos que
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S 1 fz+t—flz=1)
flz) = E-{% T e, 2tan(t/2) dt
existe para toda z € [~w, 7], y se puede ver como la integral

“en [0, 7] en el sentido de Lebesgue. Podemos ademds partir esta
integral (sumando y restando f(z)) y aprovechar que la funcién

tan(t/2) es impar para obtener

o L] fEtO-f@), 1 f@)-ie-1y,

(e) =~ -

T Jio.mp  2tan(t/2) 7 Joay  2tan(t/2)
1 flz+1) - f(z)
T x /[_,,',,} 2tan(t/2) d

Finalmente, tenemos para f(z + h) que:

. 1 flr+h+t)~f(x+h)
flet+h) =~ /{_,_,, Stan(i/2) dt

Y fE+t = fz+h)
T i ‘Zfan(%'—‘)

" Estamos preparados para demostrar que la propiedad de satisfacer

dt.

una condicién de Lipschitz se transmite a la funcién conjugada

para todos los drdenes estrictamente entre 0 y 1.

3.6. TEOREMA. (Privalov, 1916)
Sea f e L&R([-n’, 7]). Supongamos que f satisface una condicién
de Lipschitz de orden o para 0 < o < 1. Entonces f también

satisface una condicién de Lipschitz de orden o .
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Demostracidn.

Sean z,h € R. Debemos demostrar que

flz +h) = f(z) = O(In*),

donde O denota uniformidad en z. Como no nos interesa dar
una constante particular para la condicién de Lipschitz, podemos
tomar siempre 0 < & < /2.

Sea M una constante de la condicién de Lipschitz para f. En-

tonces

(e +1) = /()] .-
fan(if) S T

por lo que

1 fetd-fE)
i o -/[—Zh,ﬂh] 2tan(t/2) d

a1 Yoalo .
51/ a0 ARTRY ey
{—2h,24] 2 o

-Analogamente tenemos para f(z + h), tomando u = ¢ — h:

1 flz+t)- f(r+h)d‘

{ /[2h 2h] an(52) t
.1 flz+h+u) = f(z+h)

- k /[ 3h,8] 2tan(u/2) du}

1 [fz + h+u) = flz + R)
S

_y
< 3/ 2 e du
7 Ji~anan 2

M3h™ < .
== O(h®).

IA
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As, tenemos que :

'fff?"ﬂ'+t—ﬂ < ra

f(z) - ——’-/ll<|‘t|<-r _'%EZE)(T/Q)——Ildt +O(r%)
,_if‘ fle+t)=flz+h), =~ ..
o +h) - /h<|¢|<:r 2tan(Fh) dt + O(h?).

‘Sumando ¥ restando -T%((‘T)_—r obtenemos:

(z +h)~ flz)
_ 1 (fe+t)~flz+h)  flz+1t) - f(z)
- w -/';h<|t| ( Qtan('—}i) 9tan(t/‘)) ) dt

4+ O(h*) +0(h%)
L (fu+n—fu> fat) | ) )+
k<)

tan(t/2) otan(5E)  2tan('52)
+(f@+h)‘ f(z) )ﬂ+ém”

otan(32)  2tan(i3t)

1 1 1
= - /;. @ I(f(a:+t) - flz)) (om"(t/g) - gtan(%a)) dt

(S )~ S »/ dt + O(h°)

= Ii(z,h) + la(z,h) + O(h?).

KM”M'%)

Basta que demostremos que I1{z, k) = O(h?), L(z,h) = O(k®).
Empecemos analizando los componentes de [;. De la condicién
de Lipschitz tenemos que

[f(z +8) - fe)] < Mt
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" yparael Qﬁtd:fqt‘tdf_érxi"’fl' vemos que SR

L ottty - e sen(tf2)

Dtan(t/2) ~ dtan(5E) 2sen(t/2)sen($5)
: ' sen(h/2)

- —QSGn(t/Q)sen(ﬁ—;—")’

y para |t| > 2k > 0 se tiene 3T > |t —h| > |t|—h > ]%l,porlo que
(véase después de (*) en la pdgina siguiente para la justificacién

de esta estimacién)

|sen(h/2)| hf2 < 7>h
|‘Zsen(t/2)sen(5:2—"-)| - gl;‘rl_\/_?_!j‘;r—_’ll </

Asf, para Iy(z, k) tenemos

. 2
ez [ ane e
2t} <Sm 2v/282

~
qo-1 t)a—lha-l)

=0(1)h(a—1 T a1
= O(YR 2R + O(h*) = O(h%).

(Esto dltimo porque 0 L h < 7/2,0< 1~ a.)

Para los factores de I» se tiene que

|f(z + k) = f(=)]| = O(h%)

y también que



1
S S
/2h<|x| fan('—'z-"*)

1
= — _dt+ / — gt
/m x) tan( Tﬁ) (~r,~28] tan(52)

. —2h
= QIog(sen( — h)) + 2log(sen( i t))
4 4 -_

s a=h 3h .
= 2log [ 20T )sen(7)

sen(3)sen(=52)
<2og | — 22— . '
= (sen(%)wn(%ﬂ)) ©

Para las estimaciones de sen{h/2) y sen(%—"-) Usamos que

23

lsen(z)| > 3

para [z| £ 3% (recuerde que 0 < A < 7/2). Tenemos en-
tonces que sen(h/2) > % y sen(-‘"—gﬂ) > —‘/-:'_—(3?—"—), por lo que

2 . .
uﬂ(h/q);en( sory < 2h€:+h) , v la expresién en (*) es menor o igual
- 2

que

277w — h)
Uog { 22 AT 1) 9 1
!og( S h) ) o) + log( +h) o(1),
esto 1iltimo porque 0 < h < 7/2. Asi, Ih(z, k) = O(h*), y por lo

tanto

flz+ k) = f(z) = O(h®),
es decir,
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f e Aa([-7,7]).

Para a = 0 el teorema es falso, como lo muestra el ejemplo de
Lusin que damos en 5.13. Para o = 1 el teorema también es falso,

pero el contraejemplo es mas dificil de dar.

3.7. TEOREMA. (Lusin-Privalov para L([-7,7]).)
Sea f e CZR({—,-., 7). Entonces existe casi dondequiera

L1 flza+t)—flz—1)
fa)y == bm | T gy

Més atin, f € L&([-x.7]) ¥ S(f) = $().

Demostracion.

Hay que probar que c.d. ¢ € [-=,7] la funcién f(z,7): (0, 7]
—+ R tiende a algin limite cuando 5 tiende a 0.

Como f € E?R([—ﬁ,rr]), se tiene que su serie de Fourier S(f) es
cuadrado integrable y, por lo tanto, la serie conjugada también.
Por el teorema de Riesz- Fischer, existe una funcidn g € CER tal

que

Procedamos a demostrar que g es precisamente una funcién con-
jugada para f. Sabemos por el andlisis clasico de Fourier que
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7 don’d _ ;(gs rz) es la r-ésima suma usual de Poisson de 1a funcion

g. Por otro la.do el teorema 2.7 afirma que:

rlin;l_ u(f, r,z) — f(z,7) = 0 c.d. en [~m, 7],

donde n = arc sen{1-r).
Como S(g) = 5(f), tenemos que la r-ésima suma de Poisson de

g coincide con la r-ésima suma conjugada de Poisson de f, por

lo que:
g(z) = Iiz? u(g,r,z) = lir?' o(f,r,z)
r—i= r—i-
reAs St
= f(=)
casi dondequiera en [—w,7]. Ademds, de la construccidn de la ¢
se ve que S(f) = 5(f). ‘ : "

Una de las aplicaciones de la teoria de funciones conjugadas es
un famoso teorema de Lusin (1919) que relaciona la convergencia
casi dondequiera de la serie de Fourier de una funcién de cuadrado
integrable con la existencia de un limite que involucra a la funcién
conjugada. Para poder establecer tal teorema necesitaremos al-

gunos resultados auxiliares.



3.8 LEMA. : ,
Sea S{z)y=%+3 7, a,.cos(n:r) + bnsen(nz).  Entonces

e

=-S5+

‘w]g

Demaostracidn. : . ; :
Tenemos que $(z) = Y50, —bucos(nz) + a,sen(nz), porlo que -

. 0
S(z Z —aycos(nz) — b, sen(nz)

= —(Z apcos(nz) + bpsen(nz) + 92—0-) + E??-

n=1

= —S(z)+ 5“)—0.

3.9. PROPOSICION.,
(i) Sea f € L2 g{=m 7)) tal que ao(f) = ’ji_:m] f(Hdt = 0.

Entonces f(z) = —f(z) casi dondequiera.
(ii) Sea f e L?R([—rr, r]) tal que ag(f) = 0. Entonces

o1 fean-fe-y
f(z) = !ll_I}‘[l’ 7 Jiew Stan(t/2) dt cd
Demastracidn.
(i) Se demostrd que para f € [:2 (I==, 7)), f(z) existe casi donde-

qmera, fer ([-—T ]}y S(f) S(f). Aplicando este resultado
a f obtenemos que



(’f) VS'(f) S(f) sm “°(f) =5(-),

por lo que F= ZF casi dondeqmera - I

(i) Para f € L2 g([=m, r]) tenemos que casi dondequiera f(z)
—f(z) ¥y que tamblen cast dondequiera

RS B B ) Bl Gk
—f(z) = flz) = Jim ~— ] 2tan(z/2) dt.

Ahora podemos probar una versién sencilla del teorema de Lusin.

- 3.10. TEOREMA. (Criterio de Lusin para f € Lf g~ 7D)
Sea f € LR([—w, n]). Entonces casi dondeqmera se tlene que

S(f)z) = f(z) si y sélo si

lim lim Mcos(nt)dt =0.
n—0e—0 Jogiy < 2tan(t/2)

Demoastracidn,

Tomando ¢(z) = f(z) — 5"—&& vemos que ag(g) =0, §= fyque
S(f)(z) = f(z) sty sblo st S(g)(z) = g(z), por lo que sin pérdida
de generalidad podemos suponer que qo(f) = 0.

Por 3.8., 3.7. y 1.10.(i), tenemos que:
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Salf)(z) = =5.(f)(=z)
L / F(z + 8)Da(t)dt
[—mm)

T

dt

1 / Fz +t)[cos(t/2) — cos(n + il
Tx [R— 2sen(t/2)
o1
= lim —
=0T Jaslse

flz+ t)[cos(t/2) — cos(n + %)t]

2sen(t/2) dt.

Por otro lado, sabemos por 3.9. que casi dondequiera

L1 fe+t)~fz-1)

1 fett) [ fa-1)
= lim - ( /[] sty " /[, 2an(t]2) dt)

1 f(:r+t) flz +u)
- }E.r(lj P (_/[,,,,] 2tan(t/2)dt + ./[_,,_,r] 2mn(—u/Q)du)

1 flz +1) d

A partir de las dos igualdades anteriores, tenemos que c¢.d.
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(f)(z) Sl dero,

N 5—’0 ’T ,{)Il')! ‘)tan(t/'))

. : flz +t)cos(n + I
/ "E—%-r ,/,:>f,|>. 2sen(t/2) dt

o _ f(z + t)eos(nt)
‘ f(.'D) - 'h——né T > 2tan(t/2)

- flz + t)sen(nt) &

: - f(a:) _ hm flz +t)cos(nt)

dt
e=07 Jospp>e  2tan(t/2)
1 .
+ 7 - f(z + t)sen(nt)dt.

- Ya:que f.ye L([~m,7]), por el lema de Riemann-Lebesgue la

tltima integral es o(1),.por-lo que

Sn (f)(z) f(f) == hm M

=07 flyse  2tan(t/2) dt + o(1).

Asi, casi dondequiera, S,(f)(z) — f(z) = o(1) si y sélosi

L1 f(z + t)cos(nt) _
- gl_ﬂ'(l) ; [t|>e 2tan(t/2) dt = 0(1)
si y sélo si
i [ LB Eeosrt) o,

e—0 [t]>e 2tan(t/2)
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: '311 Observacwn

Enla pmeba del teorema antenor se mostro que casi dondequxera i
: e‘nste =

f(J: + t)cos(nt) dt.

B
=0 Joccn  2tan(t/2)

Como la funcién Tnl(?ﬁ')' — 1 puede definirse continuamente en

fz+0)  _ flz41)
2tan(t/2) t

lema de Riemann-Lebesgue,

fa+t)  flz+t
/[—mr] (Qtan(t/’)) ( ; )) s(nt)dt = o(1).

Asi, vemos que casi dondequiera existe

0, la funcién es cuadrado integrable, y por el

M—)cos(nt)dt

. fz+t) | fz+t) flz+1)
= ll—l-% t]>e (Qtajt(t/'l) - [Qtan(t/Q) B t ]) cos(nt)dt

= lim / f-( +1) —————cos(nt)dt + o(1),

£=0 Jlyi>e 2tan (t/2)

de donde inmediatamente se sigue que casi dondequiera
. flz +1)
hm/ et/ % nt)dt = o(1
B s Btantefry osmE = o)

si y s6lo si

lim Mcos(nt)dt = o(1).
0 Jit|>e
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Pzirtiéﬁdo la integral anterior y ha_cigndo un carmbio de variable,

o

)cos(nt)dt o

o fl= +t)cds(nt)&t +/ flz + t)cos(n't)d‘t
e t [~mme t
_ [ {e+teos(nt) f(z = w)oos(=nw)
: {5-?] t {me) —u
____________f(z ) -t- f(z - t)cos(nt)dt.
{«,7]

-~ Asi, tenemos pues que

=0 Jjyo 2an(t/2)

lim/ —f;(-f—j—t—)-cos(nt)dt:o(l)
it pe
siystosi . '

fe+t)-fz-1)

lim cos(nt)dt = o(1).

el X1 t

3.12. Observacidn.

Es un resultado de analisis de Fourier clasico que, casi donde-
quiera, la serie de Fourier de una funcién f € Lh([—-n, 7]} con-
verge en promedios (es decir, es Césaro sumable) a f(z). Ademds,
si la serie S(f)(z) converge, entonces la serie es Césaro sumable
al mismo limite. Por lo anterior, tenemos que, casi dondequiera,

S{f)}(x) converge si y séla si S{f)(z) converge a f{z).
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Usando las dos observaciones anteriores y la versién sencilla del
teorema de Lusin, es inmediata la demostracién de la versidn usual

del teorema, que enunciamos a continuacién.

3.13. TEOREMA. (Versién simétrica del criterio de Lusin para
la convergencia de series de Fourier de funciones de cuadrado in-
tegrable).

Sea f € .C?R({—ﬁ, w]). Entonces, casi dondequiera, la serie de

Fourier de f en un punto z converge si y sélo si

M:_t_)ws(nt)dt =0.

lim lim
[e,m] t

n—o0 c—0

En particular, S(f)(z) converge casi dondequiera si y sélo si casi

dondequiera existe el litnite arriba mencionado. 1

Es posible, a partir del criterio de Lusin, obtener el siguiente sen-

cillo criterio de convergencia para funciones en E%([—n’, ).

3.14. COROLARIO.
Sea f € E'E’a([—r,fr]) tal que ﬁ-"i')—:M € E?R([—w,ﬂ-]) cd. en

[-#,7]). Entonces S(f)z) converge c.d. en [-7,7].

Demostracidn.
Para r € |-, 7] tal que [ER0=/C=0 ¢ pler_ 7 o)) porel lema
q t R

de Riemann-Lebesgue se tiene que
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f(a: + t)

f(z co (nt)dt :

o{1
( ) (0 RS 1
o 111‘% f(w‘f't) — f(I : "os(nt)dt :
e ("R] : g

'y casi dondequiera se satisface la éondicic’m’ del criterio de Lusin. ]

© Lusin demostré que para toda funcién felk ([—1r ]) existe

i [ fGEO-fz-0),

£—0 [z,rr] 4
cd. en [-m,7]. Estoy el hecho de que los valores positivos
v negativos de la funcién cos{nt) estdn, en algin sentido, uni-
formemente distribuidos en el intervalo {—=,7], llevd a Lusin a
conjeturar (en 1919) que para cualquier funcién en E'ﬁg([—-ﬁ, 2))
su serie de Fourier converge casi dondequiera, lo que pasé a ser
uno de los grandes problemas abiertos de la teoria de Fourier.
El problema fue resuelto afirmativamente (en 1966) por L. Car-
leson, aunque los argumentos dados por Lusin para una posible
demostracion habian sido rechazados tiempo atrds. Un afio mds
tarde P. Hunt probo el teorema correspondiente para funciones en
1:&([—7.’,".]), p € (1,2). El resultado para p =1 es rotundamente
falso, como lo prueba un ejemplo de A. N. Kolmogorov (1926) de
una funcidn en C&I([—TK‘, 7]) cuya serie de Fourier es divergente en
todo punto (ver Zygmund o Natanson). Dicho ejemplo confiere
especial importancia a los teoremas de Fejér y de Lebesgue sobre
la convergencia puntual de los promedios aritméticos. También se

demostrd que dado cualquier conjunto de medida cero en [—, ),
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existe una funcién continua y periddica cuya serie de Fourier di-
‘verge en todo punto de ese conjunto (ver Katznelson, capitulo I,
seccion 3.4).

Procedemos ahora a demostrar la versidn general del teorema de
Lusin-Privalov (para funciones en £!).

3.15. TEOREMA. (Lusin-Privalov) e
Sea f € CR([—“ ,7]). Entonces existe ¢.d. z E {—-r, ] la funcidn-.

conjugada f(x) i Lo B

S f(:t:+t) ’-f:(x"‘ 9,
M@ =2 ) “Btan(t/2) - o

Demostracidn.
Sin perdlda de generalidad podemos suponer que ao(f) = 0 Es
claro que f(;r) existe s1 y solo si existe

fa+)-fz=1),
t

},l—r-rnl) fr() = lim t.

170 J(n,n]
Probaremos que f;(z) tiene un limite cuando n = 0 cd. z €

[~7,=]. Sea F dada por

F(z)= | f(t)dt.

[0,3]
Entonces F' es absolutamente continua y periddica, pues aq(f) =
0. Mds adn, F'(z) = f(z) c.d. z € [—m,7]|. Por la versidn con-
tinua del teorema de Egoroff, para cada ¢ > 0 existe un conjunto
perfecto P C {—=, 7] de medida mayor o igual a 27 — ¢ y tal que
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F(z'+h)=F(z
Retnor
“uniformemente en z € P. Asi, f es contimia en P, por lo que :
existe M constante tal que '

f@) < MVzeP,
y por lo que k S :

|F(z + k) — F(z)} < 2M|h}

para toda z € P y |h| < ho = ho(e).

El conjunto [—w, w]\P es un abierto que se puede escribir como
unién numerable de intervalos {§,} donde 3 70, p(é:) < &. Si
los puntos 0 y 27 no estdn en P, los consideraremos como ex-
tremos de intervalos é,, y cualquier otro punto extremo de los 6,
pertenece a P. Si sustituimos cada §, por el intervalo abierto
con igual centro y de radio tal que mida el triple de lo que §,
mide, obtenemos un nuevo abierto, cuyo complemento (que deno-
taremos P*) cumple P* C Py pP* > 27 — 3¢, Como la ¢ fue
arbitraria, basta demostrar que f(r) existe c.d. z € P*.

Sea ®(r) la funcién continua periddica tal que coincide con F
en PU{0,1} y que en los 6, “aumentados” estd interpolada

linealmente. Entonces:

®(z) = '/[‘0 . o(z)dz,

donde ¢(z) = f(z) en Py p(z) = Flelzflon) en 6, = (an,bn)
(usamos la misma letra para el intervalo abierto y su longitud, pero

esto no debe causar confusién). Ya que E;";l én < +00, entonces
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8n < hg para n> NV si N es suficientemente grande. Para z € §,
yn> N, setiene que 0 <z —a, < hy.y 0< a, < 27, por lo
que:

|F(z) — Flan)| £ 2Mé,,

y por lo que |F(b,) — F(a,)| £ 2Afé,. Tenemos entonces que ¢
es una funcién acotada (y en particular en £?), y por la versién
ya demostrada, J(z) existe c.d.

Sean r{z) = f(r) — »(z), y R(z) dada por

R(z)=F(z) = ®(z)= | (f(t) = p(t))dt = / (t)dt.
| [0,]

0,r
Basta demostrar que 7(z) existe c.d. z € P*.
Es claro que R es continua y peridédica, R(0) = R(27) =0 'y que
R(z) =0 para z € P. En particular R estd acotada, por lo que
existe C' tal que
|R(z)| < C Vaz¢gl|-mn]

Més adn, si €8, y n > NV, se tiene:

Iz — a,]

[@(z) ~ D(aa)l = 5 [F(bn) = F(an)l|
< |F(ba) — Flan)| < 2M6,,

por lo que

|R(z)| = |R(z)-R(an)| < |[F(z)~F(an)|+2(z)-2(an)| < 4Mép.
Supongamos ahora que z € P*. Entonces:
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r(:c =

1.’7 | r(J: +t) —r(z—t)
/[An ]

DI t
. 1(R+t)+ Rz-1)\"
-1 (Besnzaecny
,1[ RGe+9+Rz-1),
T Jin.m) 2
= up(z) + vy(z)

Queremos ver que u,(r),vy{z) tienden a un lmite c.d. z € P*

cuando 1 — 0. Para u,(z) vemos que

R(z +7) _ R(zn) - R(z)
Y U

¢.d. z € P*. Para v,(r) notamos que basta con probar que

I(a:):/[;ﬂjﬁift—i—mflt<+

— &r(x)

c.d. z € P*. Verifiquemos el caso R(z +1t). Se tiene:

s ]

/[_,, J / 1)2 — L _|R(t)|dt.

Pero para t € P, se tiene R(t)=0. Sic € 8, y z € P* se debe
tener |z —t| > &5, por lo que

dz du 2
<] =2
/,,. (t—z)p = / w6

68

y por lo tanto



/ I(z)dz<4z / R(8)]dt

<4 Z C+16M Y §a < 400,
, = n<N n>N
por lo que, en particular, la funcién I(z) debe ser finitacd. z €

P* | lo cual termina la demostracién. ]

Ha sido demostrada la existencia del limite

[+t = fz -1,

f(z) = im 2tan(t/2)

e—0

[e.7]
¢. d. z € [-m,7] para toda f € Lp([~7.7]). Surge de inmedi-
ato la pregunta de si el limite existe gracias a la pequefiez del
numerador o a las cancelaciones entre las cantidades positivas y
negativas. La respuesta es que el limite existe debido a las can-
celaciones, y para demostrarlo exhibiremos un ejemplo (debido a

IKaczmarz) de una funcién continua f tal que:

Ji e+ = s, _
[0,7] 2tan(t/2)

para toda z € [-m,n}. Para facilitar la construccién de una
funcién con tales propiedades, necesitaremos algunos resultados
preliminares.

3.16. LEMA.
Se tienen los siguientes limites:
(a) T;5 =0 (k— o).
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(6) Zusa = 0 (k = ).

Demostracidn.

k-1 jt k-1 jt
@ TLHEsTo b= kZ, 1 Eor 1),, por lo que basta de-
mostrar que E) 1 "n—, O(1). Recordemos que para j,n €N, j £
m > 1 (de hecho, es el niimero de combinaciones
de n objetos tomados de j en j), por lo que:

n—j)
Z an(n_J n_..J)I Zn

Jj=
= 1 oo (k+ bl i
(b) E,_Hx T = T Lgekt1 . Procediendo de manera

‘n, se tiene

7!
andloga a la del inciso (a), basta demostrar que E;—n % =0(1).
S S L i
< - = —_ =g,
Jj —n)! e G-n)t S
i
3.17. LEMA.

Existe una funcion ¢ : R — R continua, de periodo 1, y tal que
(a) 9(0) = 0= g(1).

(b) lg(z)| £ 1 para toda z € R.

(¢} g satisface una condicion de Lipschitz de orden 1 en R.

(d) Para toda z € R, la funcién continua p,(u) = g(z +u)—g{z—
u) no es idénticamente cero.

Demeostracion.
Témese a la funcién ¢ : [0,1] — R (que luego extenderemos
periddicamente a todo R) como:
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4t, si t €[0,1/4];

9(=) = { 11-1), site {1’/4,/1%
Es decir, g se construye definiéndola comoOen0y 1, g(1/4) =1
e interpolando linealmente en el resto del intervalo [0,1]. g estd
bien definida y es continua en {0, 1}; ademds, por ser ¢(0) = g(1),
se puede extender a una funcién continua y periddica (de periodo
1) en todo R, y claramente |g(z)| < 1 para toda z € R,
Verifiquemos que g satisface una condicion de Lipschitz de orden
1 entodo R. Como ¢ satisface una condicién de Lipschitz de orden
1 en [0,1/4] con constante 4 y la misma condicién en [1/4,1] con
constante 1/3, entonces g satisface una condicidn de Lipschitz de
orden 1en {0,1] con constante 4, pues si tomamos z € [0,1/4],y €
[1/4,1], entonces:

lo(z) = 96)] < la(=) - 9(1/4)| + lo(1/4) - o(v)]
1 4.1
‘<‘4|I_ZI+§iZ—yi
<4(G-0) -7 =4y -zl

Ademds, en cada intervalo de la forma [k, k + }] con ke, g
satisface una condicidn de Lipschitz de orden 1 con constante 4, y
en cada intervalo de la forma [k+ 1,k +1] con k€ Z, g satisface
una condicién de Lipschitz de orden 1 con constante 4/3. Dados
z,y € R, yuxtaponiendo un nimero finito de intervalos de las
formas anteriores que unan a x y y¥, comprobamos que g satisface
la condicién de Lipschitz de orden 1 en todo R.

Para verificar la condicidn (d) del lema, sea z € R fija. Sin
pérdida de generalidad, podemos considerar que z € [0,1). Si
0 <z < 1/2 entonces 0 < 22 < 1y g(x+z)-glz—2z)=
g(2z) £#0. Si 1/2 <z < 1, entonces 1 < 2z < 2 y nuevamente
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g($+1)—9(1‘ —z)=¢(2z)#0. Si £ =1/2, entonces g(z + :1")—
glz— i) = g(3/4) - g(1/4) = %— 1_76 0. Finalmente, para =0,
o(z + %) —g{x - 41) = g(1/4) — g(-1/4) # 0, por lo que (d) se
cumple. 1

3.18. LEMA.

Cualquier funcidn g con las propiedades (a)-(d) del lema anterior,
satisface ademas lo siguiente:

(e) Existen constantes positivas A = A(g),B = B(g) tales que
para toda n€ N,n > 2, y para toda 7 € R,

Aln HS/ Ig(nz-nt)—g(nz—nt)}dt
[1/n1] t
< / lg(nz ~ nt) - g(nz — nt){dt < Binn.
fo.1] ¢
Demostracion.

Sabemos de la teoria de la medida que la asignacion

T lg(z + u) — g(z — u)|du
[0,1)

es continua. Como cada una de las funciones g(z+u)—g(z+u) es
continua y no nula en u, [0, 1] es compacto y la funcidn continua
f[0,1} lg(z + u) — g(z + u)|du > 0 para toda z € [0,1], entonces
existe una constante C > 0 tal que

/ lg(z +u) — g(z — w)du > C (1)
[0.1}

para toda z € [0, 1].

=1
(3]



Por otro lado, como |g(z)] £ 1 para toda z € R, se tiene que:

/ lo(z + ) = g(z = w)ldu < 2 )
{o,1]

Tenetnos también que, haciendo y = nz, u = nt,

/ lg(nz + nt) — g(nz - nt)]dt
[1/n,1

t
=/ ly(y+u)—g(y—U)ldu
[1,n) u
"Z/ Ig(y+u)~y(y—u)!du
k.k+1) u
-5 1/ lgly+t+ k) —gly—t—k)| ,,
= e t+k

' S
= [ o +0 s~ (kz_l m) NG

Notamos que para 0 <t £ 1, se tiene % Lk > .(L por lo que
n-1 1 nly . nolg
k=1 ’” k=1 t+k k=1 +1

‘ . 1 y
Ademds, si tomamos By > ;5 + 1, vemos que para n > 2

n-1

1
Bilnn>1+1In >§ = 4
1nn2 n—k=1k ()

Por otro lado, para 0 < 4; < min{z5,1 ~ 15}, tenemos que .

Ailn2<1/2,yparan 23,



n-1
1
Ayl <l -1<L —
ilnn<inn k}: |
Reuniendo todo lo que tenemos, vemos que por {3),(3) y

/ lg(nz +nt) — g(nz —nt)] ,
(1/n1]

t
1
t+k)dt

=/ oy +1) - g(J—t)|(
{0,1}

> /[0,ll lo(y +1) — gy — 1) (k:l L—+_1) dt

> Aydnn A o+ = oy = O

2 .410111 T,

- donde 4,C = 4 #0 es la constante buscada.
Estudiando ahora (3),(4) y (2), obtenemos:

1

8
(L
-

—

/ lg(nz + nt) — g(nz — nt)j it
[1/n,1] ¢

n—1
= _/m lg(y +1) — gy - 1) (Z L) dt

=1

n=1
< /[] lo(y +) — gy = )| ( )

ool

?-I»—‘

< Bylnn / loy +1) - gy — Dldt
[0,1]
S 231171 n.

(1):

(6)

Como g satisface una condicién de Lipschitz de orden 1, digamos

con constante I, tenemos que:
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gz £ nt) = g(nz = nt)]
In] L : t

N . A) i
,,_/ It ok,
[0,1/n)

4 Aﬁadirerndo" 'esf"q‘ L'Lljtirmq a (6), vemos que:

A / lglnz + nt) — g(nz — n)l
Jl0.1]

t
e 2K
L2BiInn+2K <2Bilnn+—=In2
In2
2K
= (.?.Bl + m)ln n,
_lo cual termina la demostracion del lema. ]

Finalmente, antes de pasar a la construccidn de la funcién continua
" mencionada anteriormente, hacemos unas sencillas observaciones
que nos permiten simplificar los cdlculos.

3.19. Observacidn.

La funcidn

h(t) = 1 1 _t- 2sen(t/2)
2sen(t/2) ¢t 2tsen(t/2)
es continua en [0, 7], extendiéndola en el 0 como 0 (basta usar
la regla de L’Hospital dos veces para la continuidad en 0). En
particular, h € L'Ef([—rr, 7)), ¥ por la desigualdad de Holder, fh €
L'!k([-—z, 7))V f € E&a([—w, n}). Tenemos entonces que para f €

E[}a(['—"‘-) 7"])1

-3
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f(t)
/”)

e mversamente

e hi- :¥’1~1>=> 0 f(t)h(t)j

B

RO

f(t) ==+ f(t)A() = Tren(iD) € L.

-\sn, son equivalentes que W e L} ril- 7, 7]) ¥ que f—(fl €
[-—,. ,7]); como esta dltima expresién es mds manejable, es la

que usaremos.

3.20. Observacion.
Sea a : [a,b) — (0,1}, a{t) = {=%. Entonces o'(t) = 25, ¥
para toda f € C&R([-—ﬂ‘, 71),

woite [ e
[, s /M et = 7 [ | fato

Asf, si encontramos f : {0, 1) — R continua tal que para toda r €
[0,1], se tenga f[o'” Iﬂ‘—”ﬂ)—jﬂ—’——"—)lclt = 00, entonces, definiendo
r:(0,27) — R, r(z) = f(2rz), se tiene que r es continua ¥
f[o, t(i*ﬂ_—r(t—_‘-ﬂdl‘ = +oo para toda z € R y, por lo tanto,
floﬂl M—-—rg—ﬂdt‘ +o0 ¥z € R, que es lo que deseamos.

2gen(t/2)

Procedamos ahora a realizar la construccion mencionada.

76



3.21. TEORE\'IA (I\aczmarz 1931) S
Existe una funcxon continua FiR R penod]ca (de penod’o' _—
7 jtal que ' '

/ flatt) = flz=tl, .
0.7

tan(tf2)

para toda z € R.

Demostracidn.
Por las observaciones anteriores, basta construir una funcién con-

tinua f : R ~— R periodica (de periodo 1) tal que

/ [flz +t) - f(z = t}]
0.1) t

para toda z € [0,1].

Por los lemas anteriores, existe una funcién ¢ : R — B continua,
de periodo 1, que satisface una condicién de Lipschitz de orden 1,
de norma uniforme igual a 1, tal que g(0) = 0 = ¢{1) y para toda
z € {0,1] la funcidn g(z + u} — g(z — u) no es idénticamente cero
en u. Sean g = K-l'!v ne = 269 Entonces S he kK € +oo, ¥

por lo tanto la serie:

>
Zékg(nkf)
k=2

converge V r € R y define una funcién f continua y de periodo
1 (por ser limite uniforme de funcionces continuas de periodo 1).
Demostremos que f cumple lo requerido. Para cada k€N, k2>

2, se tiene



';/*“Iﬂ1+ﬂ*ﬂz—mﬂ
Sy b

t

/ Jg(nez + nit) — g(nez — ngt)
k dt
1/ne 1) t

_ / i(ZTil‘a‘:g(mm +ut)) = (U, aglnz —nit)}| ),
: (1/"'6'1]7

>

{n

Ji -, Loz +nit) = gmz = nit)]
- N
{1/} 15

t

m

-] = lotmiz + mt) = olz = nit)]

(/nel] 155 ¢

Como la convergencia de la serie de funciones es uniforme en
u, podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue, por lo que:

4
> 5k/ lg(niz + ngt) —g(ngz —ﬂkf)ldt
{1/k1]

[ Mernoseoo,
[1/’“: -1]

t

3 kz_fil/ lg{niz + nit) — g(mz — n,t)[dt
= Jusmn ¢

s s:/ lg(ruz + nit) ~ glmiz — mt)] (1

1=k+1 Jl/na] ¢

Por el lema anterior, g cumple adicionalmente que:

/ lg{nz + nt) — g(nz - nt)idt <Binn
(o.1]

i
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paravtqda n>2, pbr lo que

L kz—‘j:/ ,g(n,}f-}-mt)—g(mx—mf)ldt
- &l
1= {

2 1/m,1} t

L%, [ ltoe )=z =),
T = o t

k-1
>—-B Z eldn my

1=2

k~1 1
=-B). (it 2)

=2

k=1

=-—Bln?2 Zl! 2)

=2

También por ese lema, tenemos que:

/ lg(nez + nxt) — g(nez —nt)| it
£k
(1/n4,1] t

> epdln ng = A%(k!)zln 2

= Aln 24! ' 3)

Ademads, tenemos:

= / lg(ruz + nit) ~ g(mz - nit)| ,

- el
Marar R (VEEY ¢
>, 2 i 1

> - 61/ ~dt = =2 =lIn n:

l=;+1 [1/n ) I=k+1 it

=1

=-2(k)n2 ) 7 (4)

I=k+1

ESTA TESIS ND DFBE
SAUR DE LA BIBLIOTECA



Juntando lo que tenemos en (1),(2),(3) ¥ (4) tenemos:

i / © gl + nkt) — g(npr — nkt)l
[]/"hll

t
k=1 myl
> - anoZMA(zn ‘>)k'—°(k') 2y T
- =2 I=k+1
=(in A- BZU 2 Z T
I=k+41

={in ”)k‘ (4 = Bo(1) — 20(1)) — +00(k — c0),

por lo que:

Ji FG+)~fe =0,
f0.1] ¢

para toda z € R.
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~ CAPITULO CUATRO.
‘METODOS COMPLEJOS 1.

En este capitulo usamos herramienta propia del anilisis complejo,
principalmente de los espacios de Hardy. Mostramos una estrecha
relacién entre los espacios H? y L’,g:([—rr, 7]}, asi como entre las
series de Taylor de las F € HP y las series de Fourier de las
fe€ Eg:([—ﬂ, 7]). Probamos un teorema que da condiciones nece-
sarias y suficientes para que tanto una serie trigonométrica como
su conjugada sean series de Fourier. Finalizamos el capitulo con
un teorema de Hardy que da condiciones suficientes para garan-
tizar la convergencia de Y oo, Jc—r;‘l en términos de la funcién

analitica F(z) = 320 | enz".

Para continuar con el estudio de las series trigonométricas conju-
gadas necesitaremos algunas definiciones y resultados del andlisis
complejo, particularmente de la teoria de espacios de Hardy (véase
Rudin).

4,1. Notecidn.

Escribiremos D:= {z e C||z| <1}, BD:i={z € C | |z] €1}
y OD := {z € C]|z| = 1}. Dada una funcién f € C&([—n’,w])
con f(—n)= f(x) se le considerard como una funcién de D en
el codominio de f mediante la correspondencia f(e¥):= f(8),y
escribiremos f € LP(OB) o f € Cﬁ([—fr, 7]} indistintamente.
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4.2, DEFINICION.
Sea f:D — C una funcién analitica, y sea p € (0,00). Defini-
mos para 7 € [0,1) el niimero M,(r, f) como

1/p
My(r, f):= (5‘% /[_ ; If(reiﬁ)!l’dg) .

Andlogamente, para una funcién u : D — R arménica se define

1/p
My(r,u):= (%/{ ]|u(re"")|Pd9) .

4.3. Observacidn.
Si-f: D —+ C es analitica, entonces |f[? es subarménica, y por
el teorema del valor medio de Hardy (véase Rudin, pAgina 330,

teorema 17.5) si 0 <71 <ry <1 se tiene:

z)|Pdz £ z)|Pdz,
/M:n F(=)Pdz < /” 1(2)]

es decir, dada f: B — € analitica y p € (0,00) fijas, la funcién
Mp(+, f):[0,1) — R es no decreciente. De igual modo, se tiene
que para 1 : B — R arménica la funcién Mp(-,u):[0,1) — B

es no decreciente.

4.4. DEFINICION.
Sea p € (0,00). Definimos el espacio HP (llamado espacio de

Hardy) como sigue:
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CHPi= {f:D— C| f esanaliticay ug:glM (r, f) < o0}.

También definimos

R:={u:D-— R| u es armdnica 39 Mp(r,u) < o}
¥ ocrc1Mp

Si f € HP diremos que f pertenece a la clase HP, y denotare-
mos

sup
B (f)i= oy P Myl ).

Si u € hP, denotaremos

Sup

hP(u):= 0 11\/11,(7‘, u).

4.5. Observacidn.

Las clases H? que revisten mayor importancia para el estudio que
vamos a desarrollar son H! y H?,

Es claro de la definicién que toda funcidn analftica acotada en D
pertenece a la clase H? para toda p > 0. También es claro que
para 0 < py < p2 < 00, se tiene

[f(re)P <1+ 1f(re”)
por lo que
MR, f) < MPX(r, f) +1
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lo'cual implica que
HP C HP'.
4.6. LEMA.

Sea p € (0,20). Entonces HP es un €-espacio vectorial y h? un

R—espacio vectorial,

Demostracion.
Sean f,g € H?, r € [0,1). Entonces

1/p
2 re'f ”d(?)
(h AM I(f +9)(re')

1/p
1 i 1
= (2Tf /{o,z«] |fre )l”d@) + (21r /[;

S (HP(INOVP + (HP(g))M?.

B 1/p
. |g(rem)|pd0>
2] i

Para a € C tenemos que

1 1/p
el ig\ip
( = /[O'wlaf(re ) de)

1 _ 1/p
= lof ( 5 s tf(re“’)l"dﬂ)

< lal(HP(H)MP.

El caso hP es enteramente andlogo. |
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4.7. TEOREMA., (Descomposicién de F. Riesz 1923)
Sea f € HP, p > 0. Entonces existen funciones B, F : D — C
analiticas tales que

flz)=B(:)F(z) V:zeD

ccon |B(z)| €1, F(z) #0V 2 € D y F € HP. Ademds, si f #0,
se tiene H?(F') = HP?(f).

Demostracidn.

Para f =0 podemos tomar B =0, F =1, por lo que podemos
suponer f # 0. En este caso, si 0 es un cero de f de orden m,
entonces f(z) = z™(z), con w analitica y tal que #(0) # 0.
Vemos que para una tal ¢ se tiene

; f(re) P = rPlo(re?)i?,
por lo que si r € (0,1), entonces:

1
rP2w

1

27?[

oreyras = = [ U ras
0,27

y del hecho de que f € HP se tendria ¢ € HP y HP(p) =
HP?(f). Ademds, si la proposicién es valida para ¢, digamos ¢ =
B\ Fy, entonces se tendria f(2) = (2™ By(2))Fi(z), con z™By(z)
analitica en D, |z™B(2)] S |Bi(2)| € 1V:ze B y H(F) =
HP(p) = HP(f), y la proposicién es vilida para f. Asi, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer f(0)#0.

Primer caso: Supongamos que f tiene sélo un niimero finito de
ceros en . Si f(z) # 0 para toda z € D, entonces B=1, F=f
sirven. Supongamos que los ceros de f son ay,...,an, donde los
ceros multiples estdan contados segin sus multiplicidades.

27
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Sea B, :D —4C dada por

n 1_ 2
Bu(z)=]] lokl 7 a"k
k=1 “

By es analitica en B, y tiene como tinicos ceros (incluyendo mul-
tiplicidades) a a;,...,a,. Note que cada factor de B, corres-
ponde a un mapeo conforme de B sobre D que lleva «f en 0.
Del andlisis complejo se tiene que, por tanto, existe una funcién
analitica Fi, : D — € tal que F(z)#0V:€ D y

f(2) = Bu(z)Fa(2).
También se tiene que, para |z] =1, T = 1/z y por lo tanto

larll ~ Z

Il—&kzl
lok — 2] _ fo — 2l _
SR @ Foam

por lo que |B,{z)| =1V z € dD, y por el teorema del médulo
méximo, |By(z){ <1V zeD.
Resta verificar que F, € HP y que H?(F,) = HP(f). Como B,
es continua en D, B, es uniformemente continua, y para toda
¢ € (0,1) existe § >0 tal que

|Ba(z1) = Ba(z2)l < ¢ si |21 ~ 23| < 6.

En particular, para 8 € {—r, 7] arbitraria, z; = e'? y 2, = re

con 0 < 1 —r < §,se tiene que |1 — B,(re'®)] < ¢, por lo que

[Ba(re'®)] > 1~
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ey

de —df)ndé
i .1_ V r’e'.gr. b df -——-—1 | l | L
27 Jio,24) | ’ )|Pdf £ (1 —-e)p2x ,/[0'2,,] |f(re™)Pdf
‘ 2°(f)
Sy

- Como la desigualdad es vélida para toda ¢ € (0,1), vemos que
(Mp(r, F))P < HP(f), por lo que Fi € H? y HP(F,) < HP(f).
Por otra parte, como

[f(re®)P = |Ba(re)P|Fa(re’®)? < |Fu(re™)P,
tenemos que H?(f) < HP(Fy), por lo que HP(f) = HP(F,).

Segundo caso: f tiene una infinidad de ceros. Ya que f # 0,
F7H0) no tiene puntos de acumulacién, y en particular f tiene
s6lo una cantidad numerable de ceros en B, digamos {a1,aq,...}.
Vemos que para cada n € N es posible definir B, y F, como en
el primer caso, cumpliéndose todo excepto que F,(2) no se anule

en todo D. Aun asi, tenemos que

PO = o [ [FiO0P0 < B () < 10(p)
= q9,2n
y por otro lado
Py = FOL_ _15o)

1Ba(O)l  lenl... |
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por lo que

lag...anl? 2 'If'g’(z)fl) >0VneN.

Esto significa que el producto infinito [[;, |ai| converge (2 un
ntmero no nulo}, y por un resultado de variable compleja (ver
Rudin, Teorema 15.4) el producto infinito

o0 1 _z.
11 lowl T+
k=1 ak..

converge uniformemente en todo disco cerrado de radio r < 1, y
determina una funcidn analitica B: D — C,

B(z)= hm Ba(z Hlakl

l—az

Puesto que [B,(z)| <1V :€DVneN,lafuncién B (conocida
como funcién de Blaschke de f, nocién introducida en 1915)
cumple también que |B(z)l < 1V z € D. Ademds, B tiene los
mismos ceros (incluso hasta multiplicidad) que f, por lo que existe
una funcién analitica F: D — € tal que F(z)#0VzeD y

f(z) = B(2)F(z).
Verifiquemos que F € H? v H?P(F) = HP(f). Para r € (0,1)
vemos que Fy(re') = Ff%,—z—) salvo una cantidad finita de ceros
de B, y por tanto Fn(re'®) converge a F(re'?) para casi toda
8 € [-x,=]. Por el lema de Fatou,

1 i0 . 1 i
5;/(_”] |F(re®)Pd6 < lim o— o |Fin(re®®)|Pdg
< HP(f),
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por lo que F € HP y HP(F) < HP(f). Nuevamente por ser
[f(re'®)] < |F(re™)| tenemos que HP(f) < HP(F) y se tiene
_HP(f) = HP(F). |

4.8. COROLARIO.
Sea f € HP, p > 0. Entonces existen fi,f; € H? tales que
filz) #£0£ fo(2)VzeD y f=fi - fi.

Demostracidn.

Sean B y F como en el lema anterior. Sean f(z) = 2F(z), fa(z)
= 2F(z) - f(z) = F(2)(2 - B(z)). Como F no posee ceros en
D, tampoco los tiene f, y como ademas |B(z)| £1Vz€eD, fu
tampoco tiene ceros en D. Finalmente, del hechode que F, f € AP
se sigue que fi,f, € HP. I

A continuacién daremos una til caracterizacién de las funciones
3 ’ . .
en H* en términos de su serie de Taylor.

4.9. TEOREMA.
Sea f:D — C una funcidn analitica, con serie de Taylor

flz) = Z cnz™.
n=0

Entonces f € H? si ysolosi Yoo lea|? < +00. En ese caso,

> leal? = HA(f).

n=0
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Demosiracicn.
Sea.r€10,1). Sea: f, [—-r -r] — C dada por

f( re'o)—Zc e m0

n=0
Como f es continua, f. también lo es, y por lo tanto f, €
LE&([~w,7]). Usando el sistema ortonormal completo {e""%}, 7
en [%([—-7.', 7]) (con la medida normalizada) y la identidad de

Parseval, obtenemos

Do leurft= 5o [ 1500 (1

n=0 - {0,2x

Supongamos que f € H®. Entonces de (1) se sigue que

Z leal?r®" = o= [ |f(re®)f'dd < HP(f).
2
Mostremos que 322 leq|? < Hz(f). Sea m € N. Entonces
Z lcﬂl2 = Z Icn|2(1 -+ Z len ,2r2n
n=0 n=0 n=0

SA=r"™) Y Jeal + HAS).

n=0
Como m estd fija y la desigualdad vale para toda » € (0,1) ha-

ciendo tender r a 1 vemos que

Y leal? < HY(F).

n=0
Supongamos ahora que Y oo [en|? < +00. Nuevamente tomando
r € (0,1) y considerando a la funcién fr, de (1) se sigue que
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S

5 = S S T <4

n=0 “p=0 o

porloque f € H* y HYf) < ¥, a2 Jﬁgtando ésta’de-
sigualdad con la obtenida en la primera parte de la demostracién
tenemos que H2(f) = 3277 lea|?. ’ [

4,10. Observacidn,

Si cada una de las ¢, del teorema anterior se escribe como

Cn = ap — iby

con an, by € R, el teorema dice que f € H? siysélosi 3 o o |aal®
+1ba]? < +oc, y que HY(f) = 5 ooy lanl*+1ba[°. Esta versién del
teorema nos servira después, v en los casos en que la utilicemos
nos encontraremos frecuentemente con que by = 0, es decir, la
funcién analitica f cumple f(0) € R (es oportuno sefialar cierta
analogia con el problema de variable compleja de encontrar una
conjugada arménica). También tendremos que es més cémodo

tener co = ag/2.

En la teoria clasica del andlisis de Fourier se demuestra que para
una funcién f € C‘&’:([—rr,rr]), (1 € p < o0), existe una funcién
F:D — € dada por

F(rew) = %r. F(YP(r,6 — t)dt

b —m,n)

con la propiedad de que c.d. 6 € [~7,7] existe
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Em Fe) = f(0) v Fo-fly - 0(r 1)

(Véase el apéndice.) Recordemos que se define Fy : [-7, 7] — €
como F.(8) = F(re®}, y a f(8) se le lama limite radial de F
i6

en 8. Ademds, F puede desarrollarse en z = re*® como

oo o
F(z) = F(re'®) = ¢ + Z cnz™ 4 Z copre im0

n=] n=1
donde cg = ao{f)/2, ¢n = an(f)=10a(f), con = an(f)+ibu(f), n
€ N. A los nimeros {cn},.z se les lama coeficientes de
Fourier complejos de f. Estos corresponden al sistema ortonor-
mal completo {e'"*} .7 con la medida normalizada por 1/27, es
decir, ¢, = & f[_mﬂ] flt)e ntdt,
Asl, sl f € E?c([—rr,n']) con 1 < p<ooestalque 0 =c., =
an(f)+1b,(f) ¥V n € N, tenemos que la F inducida al convolu-
cionar 2 f con el niicleo de Poisson es analitica en D y su desar-

rollo en serie de Taylor es:

oo
F(z) =cp + chz"

n=1
con cp = ao(f)/2, ¢ = an(f) — ib,(f). También en este caso se
tiene, puesto que [IFy — flly — 0 (r — 17), que | Fllz = £,
por lo que F e HP y HP(f) = | 7[5,
El reciproco del resultado anterior es cierto, y empezamos por
demostrar una versién sencilla (cuando p = 2).

4,11. TEOREMA,
Sea F'€ H*. Entonces c.d. 8 € [—, ] existe
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| “lim F(re‘g) = f(€k)

T—1"

Ademis, fEE ([==, =), |1 Fr = fll2 —$0(r—-hl ) (yportanto
) A3 = H2(F)).Y51 F(z}=3.7 jcaz", entonces

= 0o}/ cn = an(H)=ibalf) y anlf)+iba(f) = 0¥ n €N.

Demostracion.

Sean ap = 4¢g, an,fn € R tales que ¢, = ap — 13, para toda
n€N. Como F e H? +oo> 22 o leal® = laol® + Yoz ad +
B2. Por el teorema de Riesz-Fischer existe f € C ({-==,=]) tal
que oo = ao(fi), an = aa(fi), B = balfi) V n € N. Sea
f= [‘izm— € E%([—rr, 7)), donde f; se define como @ + 1% para
u,v € E%R([—rr,:r]), u+iv = f;. Como el calculo de los coeficientes

de Fourier a, y bp es un proceso lineal, vemos que

ao(f) _ aolfi)+ao(fr) _

2 1 )
a"(f) = a"(fl) ;: la"(f) - Gn ;lﬂn
bn(f) = bn(fx) -;lb"(fl) = ﬁn ';ian.

Tenemos entonces que para toda n € N,

(an = ifn) = i(Bn +ian) -

a"(f)_lbn(f):z 5
an(f) + iba( f) = &nZ Pn) -; i(8n +i0n) _
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Resta verificar que lim,_;- F(re??) = f(8) cd. y que ||Fr -
fllz = 0(r = 17). Porlo que habfamos notado antes del teorema,
f induce una funcién analitica G : D — C cuya serie de Taylor

€S

o0
G(2) =Y eaz" = F(2),

n=0
es decir, f induce a la funcién original F, y para G sabemos que
cd. b€ [~ 7]

f(8) = lir{x G(re'®) = lir{l F(re'®)
r—1- r—1-

Vaque ’

NE = fla = Gs = fle =0 (r—>17).

4.12. COROLARIO. (de la demostracidn del teorema)
Sea F' € H?. Entonces c.d. existe el limite radial f de F', y la
funcién F(re') es la convolucién de f con P(r,8), es decir,

F(re®) = il}' SR - 0

[—m7]

Para demostrar la versidn con p 2> 1 arbitraria, necesitamos un

lema previo de andlisis funcional, que enunciamos sin demostrar.
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4.13. LEMA.

Sean X un espacio de Banach, X* su dual. Si (F,) es una
sucesion en X* y (Fn(z)) converge para todo z € X, entonces
~existe f € X* tal que Fo(z) — f(z) para toda z € X. 1

Con ayuda del lema anterior es posible demostrar la siguiente

proposicidn de andlisis de Fourier clasico.

4.14. PROPOSICION.

Sea F: D — R armdnica. Entonces F es la integral de Pois-
son de una funcién f € Lp{(~m,7]) con 1 < p < o (es decir,
F(re’®)y= f«P.(8)Vre(0,1), 8 €[~m,7])siysolosi FehP.

Demostracion. )

Necesidad: Ya se conoce (véase el parrafo siguiente a la obser-
vacién 4.10.).

Suficiencia: Supongamos que F € h?. Sea g € (1, 00) el expo-
nente conjugado de p y consideremos a L([~7,7]) como el espa-
cio dual de Lg({~7,7]) (teorema de F. Riesz). Sean r < R dadas
en (0,1), entonces por ser F arménica tenemos RI™F.(n) =
rinl Bp(n) (n € Z), se tiene que |Fy(n)| < |Fr(n)|.

Por otro lado, considerando a Fg € Cfn([—rr,rr]) y aeint g
C?’R([—x, 7]} obtenemos:

Bl =5l [ Rloem

—T,

S NEHlle™™ g = N Ellp.
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Por hipdtesis, entonces, {l-:’r(n)},e[o,l) es un’ conjunto 806{8(:1707,7
por lo que para cada n € Z fija existe una sucesién (rr),cpy (que
en general, depende de n) tal que:

1 .
hm1 = F, (He™™dt
12T Ji—pn

existe. Usando el método diagonal de Cantor se puede suponer
que (ry) N funciona para toda n € Z. Por linealidad de la in-
tegral, limp, —1 il;f[ o Fra(t Yh(eit)dt existe para todo h poli-
nomio trigonométrico con coeﬁcxentes en €. Como dichos poli-

nomios trigonométricos son || [|g-densos en Lg([~m, 7]) obtene-
mos:

lim L Fr (Dg(et)dt

ry—1 2n [—x,rr] T

existe para toda g € L] ([—-r 7}). Por el lema anterior (para

X = £h(i-m, 7)), X7 = E3(-m7]) ¥ Felg) = 2 [y Fr()
g(e*)dt), existe una func:on f € £'([ 7, C]) ala cual (F,,)
‘converge débilmente. Afirmamos que F es la integral de Poisson
de f. Sea p € {0,1) arbitrario, entonces:

F(re') = lim Fripe'®)
re—

_ 1 it _
= rl:gl 27 Jow F(rxe'")P(p,6 — t)dt

1
=5 /z—ma F(&)P(p, 8 — t)dt.

4.15. Qbservacidn.
Este resultado se puede extender a funciones F' analiticas en vez
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de arménicas,; cambiando AP por H? y E”R por E{’c. También es

cierta la versién para p = 1 (véase Duren). Ademas, sabiendo que
la funcién f induce a F convolucionando con el nicleo de Poisson,
se deduce inmediatamente que f({) es el limite puntual de F,(6)
cuando r — 17, entre otras cosas mds ya conocidas ¥ que enun-

ciamos juntas en el siguiente teorema, que ya no demostramos.

4,.16. TEOREMA.
Sean 1 < p< oo, F € HP. Entonces c.d. § € [-n, ] existe

1'3?_ F(re'®) =: f(8).

Ademds f € L([~m,7l), (£} = HP(F), |Fy - fllp = 0.(r =
17) ysi F(z) =3 mo, caz™, entonces ’ e
co = ao(f)/2 €a = an(f) = iba(f) ¥ an(f) + iba(f) = 0:

Mds adn,

Fre®) = 51; A) - F(&)P(r, 8 —t)dt.

El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para
que tanto una serie trigonométrica como su conjugada sean series

de Fourier.
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417. TEOREMA.
Sean

S(z) = ap/2+ Z ancos(nz) + bnsen(nz),

n=1

x
= Z —bacos(nz) + a,sen{nz)

n=1
series trigonométricas con ag,an,b, € R. Entonces ambas son
series de Fourier si y sdlo si la funcién F : B — € dada por

F(z)= Z cpz”
n=0

. donde ¢g = ag/?,¢n = an — ib,, pertenece a la clase H!.
3

Demostracidn,
\’ccesidad Supongamos que S = §(g),5 = S(h) con g,h €
([ 7,7]). Entonces £ = fF[l ([-m,7]), ¥

ao(g) + tag(h)

a(f)= ———F——=a
an(f) = an(g) Zian(h) _ a,.—:,ib,,
balf) = bn(g) ;ibn(h) _ba +2ia.,,’
por 1o que
au(f) = iba() = o= Bad in Hite) gy,
anlf) o ib(f) = Gnm ) Hiln ¥itn)

<
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" Asi;lafuncién analitica en B inducida por f (convolucionando
con el nicleo de Poisson) es justamente la funcién F del enunci-

ado, que'estd en H' va que f € Cé:([—n', z)).

Suficiencia: Supongamos que F € H'. Por el teorema 4.16. existe
c.di el Umite radial f de F,y f € Lla:([—:r, 7]}). También del
teorema anterior sabemos que:

) Co = Gu(f)/z, Cn = an(f) - an(f)van(f) + lb"(f) = O’

por lo que:

a"(f) =Cn/2g bn(f)= —Cn/'li.

Sean g,h € Lg([-=,=]) tales que f = ¢t Demostraremos
que S(g) = S, S(h) = S. Como g,k son funciones reales,
ag(g)ran(g),balg) ¥ ao(h),an(h),ba(h) son nimeros reales para
toda n € N, y tenemos que:

ao(g) + iao(h)

ap = 2co = ao(f) = 5

an—iby  cp an(g) —;ia,,(h)
) = E‘ = aq(f) = )
by +ia, —cq _ba(g) +iba(h)
T k=T
por lo que ao(g) = 2a0, an(g) = an, ba(g) = ba y S(g) = S,y
andlogamente ag(h) = 0, an(h) = —bn, ba(h) = a, con lo que
S(h) = S. ]

4.18. TEOREMA. (Hardy)
Sea F e HY, F(z) =Y repcnz". Entonces
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SR
n<‘ rl .',
L1 STHE)

Demostracion.

La funcién

D=y 5

n=1

log

es analiticaen D, y como F también lo es, entonces porel tebrema
de Cauchy, para toda r € (0,1) ' :

/ F(z)log( T i ~)dz =0.
|z|=r < :

Asl pues:

F( )Im(log(1—

))dz
|z|=r

_ f!ll=r F(z)log(l_l_—:)dz - flll=f‘ F(z)loy(l__‘_.;)dz '

- ;_11 N F(z)(z %)d;

n=1

_ __1 i@ x rne—ina e
=5 el F(re )(Z - )zrc dé.

n=1l

10y nd1  i8(=n+1)

Dada r € (0,1) fija, la serie 3 oo, Elre

uniformemente en 6, por lo que integrando término a término

~ converge

obtenemos:
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Tt e 3
donde T
o 1) = 5_1_ O Fre e 0-Dgg

: :-';‘7 7 [_-—1.1r]

(§ :Ckrkeikﬁ) e—i@(n—l)da
{_’r’ﬂ n=0

1
2%
oG
_ Z r Ck/ cifk=n+1) 7
Gy
X - [—=,%]

Tenemos entonces que:

1

1—-=z

- F(z)Im(log( ))d=
2n 2 pantt)e

o0
F A
Sl Db ) D w

n=1 n=0

Pero Re(1 —:) >0V z € D, por lo que

1
1-—

[ m{log( )| = larg(=)| < T

Asi, tenemos que

n+1

] o« r'.’(n+1)cn

n=0
1

l1-z

)dz

<l

<= F(z)Im(log(

{zj=r

/'i]— |F(z)|dz £ nHYF)

B

<

(S~

T
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Casolichn€R ¥y 20V n=0,1,2..Por (1),

o s amn,
STt <rHI(F),
n=0 n+1 e

y haclendo tender r a 1 tenemos

o c ) .
t_< xHYF .
Zn+1" HY(F) < +00

n=0

Caso 2: ¢, € €. Podemos suponer F # (, y por el teorema 4.7.
F’ se puede escribir como F = BG con B el producto de Blaschke
de F, GeEH, G(:) #0¥:zeDB y HYG) = HY(F). Sea ¢
el limite radial de G. Por el teorema 4.16. g € Lg([-m 7)) ¥
gl = HY(G), ¥ claramente lg|'/? € E?’é([-’ﬂ', =)

Como G no se anula en D hay una rama analitica de log G, por
lo que si definimos

Gy =G, Gy=B(G)?,

entonces tenemos que Gy, G2 € H?, v F = G1G4. Ademds, como
|B(e¥)] =1 c.d. 8 € [—=,7], se tiene para los limites radiales
(denotados por las respectivas letras mimisculas) que

l91(8)] = 9(O)}'/* = |ga(8)] c.d. 6 € [, 7],

por lo que

HY(G1) = llgsll2 = fllg1*|f2

HY(G2) = llg2l2 = g}l
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Escribamos a G y G, en series de potencias, digamos G,(z) =
Yo 01caz™, Ga(z) = 322 Jacaz™. Como Gy,G2 € H, tenemos
que > {ical? = H*(G)), i = 1,2. Por otro lado, como F =

G, G4, vemos que

n
Cp = Z 1€k2¢n-k (producto de Cauchy de series).
k=0

Sean H,,H; : D — € las funciones analiticas dadas por

Hy(2) = licalz"

n=90

Hy(z) =) lcal="
n=0

: Tenemoé que H\, H, € H? y ademds

'y _}H?(Hl) =5 et = H(G))

n=0

CHY(Hy) =Y ecal’ = HY(G2)

n=0
Sea HiH; =: H : B ~— C. Para toda r € [0,1) se tiene por la
desigualdad de Holder que

L S48 S W) AR e S ) 0),

porloque H € H' y HYH) < H*(H\)H%*(H;). Si la serie de
potencias de H estd dada por H(z) = Y7o +nz", tenemos que
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= leal.

Zmuacn il 2
=0 -

Asi, como a H se le puede aphca.r el primer caso, vemos que

< vHYH,)H*(H,)
= rH*(G1)H¥Gr)
= 7llgfl2flg2fl
= =fllgl*ll2llg ]2
= llglh = nH'(G) = sH(F).

4.19. Observacidn.
Como 1<

'n-2&-1 para toda n € N, el tecrema anterior afirma que

3 ol ¢ 51 (F) < oo,

“que es la forma como cominmente se ¢nuncia.
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‘ 'CAPITULO CINCO.
METODOS COMPLEJOS II.

En este capitulo continuamos el estudio de las series de poten-
cias. Definimos el concepto de serie de potencias de variacién
acotada y demostramos el teorema de Hardy-Littlewood sobre la
convergencia absoluta de sus coeficientes. A partir de esto, deduci-
mos la convergencia absoluta de la serie de Fourier de cualquier
funcién continua, periddica, de variacién acotada y cuya funcién
conjugada tenga idénticas propiedades. Usamos la unicidad de
la representacion integral de Poisson de medidas de Borel com-
plejas finitas para obtener el teorema de los hermanos Riesz, que
garantiza la continuidad absoluta de una tal medida de Borel que
ademnds tenga coeficientes de Fourier iguales a cero en todos los
ordenes negativos. Finalizamos el capitnlo con un ejemplo de
Lusin de una funcién absolutamente continua F tal que la se-
rie de Fourier de F' converge c.d., pero F es esencialmente no
acotada en todo subintervalo contenido en [~7,7].

5.1. DEFINICION.

Sea Y o, cnz" una serie de potencias. Decimos que Yo, caz®
es de variacidn acotada si existe una funcién & : [-7, 7] — R
continua, periddica, de variacién acotada, tal que $(x) existe para
toda z € [~-w, 7], & es también continua, periédica, de variacién

acotada y tales que
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S(®)(8) +iS(B)(8) = i cne™?.
n=0

3.2. Qbservacidn,
Algunos autores definen a una serie de potencias de variacién aco-
tada como aquella cuyas partes real e imaginaria (para [z] = 1)

son series de Fourier de funciones de variacién acotada. En este

caso, si ¢, ¥ : [-=,5] — R son funciones de variacidn acotada
tales que
> .
S(2)(8) +iS(T)(8) = > cpe™™,
n=0

haciendo ¢, = ap — i3, , tomando partes reales vemos que

S(®)(8) = ax + Y _ ancos(nf) — Bnsen(nb)

n=1

y tomando partes imaginarias que

S(T)(8) = By + Y Bacos(nb) + apsen(né).
n=l

Si pedimos que ¢ € R, tenemos que S(¥) = 3(®), ¥ como
D € Li([~, 7]), existe b y 5(®) = 5($), y como los coeficientes
de Fourier caracterizan a las funciones en LI;R([_‘T’ 7)), tenemos
que ¥ =® c.d.

Ademas, ® no puede tener discontinuidades del primer tipo, pues
si xg fuera una de ellas, por la proposicién 1.13. Sp(¥)(zo)} =
.5',,((1')(1‘9) — —oo(n — 00), pero ¥ es de variacién acotada,
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y por el criterio de Dirichlet-Jordan S.(¥)(zo) — H{(¥(z§) +
P(z7)), contradiciendo la divergencia. Andlogamente se prueba
qué ¥ no puede tener discontinuidades del primer tipo (pues
¥ =3 ag(®)), v va que tanto ¢ como ¥ son funciones de
variacidn acotada, sélo pueden tener una cantidad numerable de
discontinuidades removibles. {Obsérvese que también se tiene con-
tinuidad en -7 y )

Asf, redefiniéndolas en los puntos de discontinuidades removi-
bles, obtenemos dos funciones &, ¥, de variacidn acotada en
todo [~w, =] (de hecho variaciones menores que las variaciones
de ¢ y ¥ respectivamente), continuas en todo punto de [-, 7},
periédicas y tales que ®; = ® ed., ¥, = ¥ = $, c.d. Es de-
cir, excepto por un “casi dondequiera”, se tiene la definicién que

dimos al principio y que serd la que usaremos,

5.3. LEMA.
Sea F(z) = 3.2° i caz™ una serie de potencias de variacién aco-

tada. Entonces

. o0
G(z) = zF'(z) = Z neaz"
n=l
pectenece a la clase H', Mds avin, si ¢ es la funcidn de variacidn
acotada asociada a F(z), H'(G) es menor o igual que la suma
de las variaciones totales en [0,27] de ¢ y &.

Demostracidn,
Sea @ : [~7,7] — R de variacién acotada, periédica y continua
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tal que” @ tambxen es de \anamon acotada, penodxca. y contmua,"'
' ytalesque i

S(rb)(e) +iS(3)(6) = ch
Sean :,9, zL_v“:'D ~— R las mtegrales de Poxsson—Stieljes gene-

radas por ¢ y & respectivamente, es decir,

olre?) = & SRS

Y(re’) = l/ P(r,0 — t)dd(¢)
{o,27]

Notemos que estdn bien definidas, pues el nicleo de Poisson en
cada nivel P. es una funcién continua {de hecho, infinitamente
diferenciable) en la segunda variable. Si denotamos poer 17(¢) la
variacién total de & en [0,¢] y por W(4) la de &, tenemos que
para toda z € [—7, 7]

e <2 [ Poyo-0av()

[0,2x]
[(re?) < + /I P8 -0dw

Integrando con respecto a § y usando el teorema de Fubini obten-

€emos:

/ lo(rei®)jds < 2 f / P(r, 6 — )dV(£)d0
[0,2x] 7 J{o,27] J{0,27]
=/ (l/ P(r,9—t)d9) av (1)
lo,2¢) \ ¥ J{0,2n}

:/ V() = V(2x),
{0,2x)
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y.para i nos qhedé s

/ [(re'®)|dg < TV(21).
[0,27]

Por otra parte, para r € [0,1), el nicleo de Poisson P, es una
funcién infinitamente diferenciable con respecto a su segunda vari-
able, y como @ es periédica y de variacién acotada en {0, 27], la
sigulente integral de Riemann-Stieljes se puede escribir, usando

integracidn por partes, como:

w(re“’).—_/ P(r,8 — t)d®(t)
{0,27]

—/ B(8)dP.(6 - 1)

- {0,2x}

—0~/ o) 2 P8 — t)dt
10,27} ot "

= B(t plnlgin@-t: 1 gt
/[:),2#] ( ) (_Z:

=P

=]

= Zinrl"lei"O/ ®(t)e™"dt
oy [0,22)
> .

=) inr"e™¥(an(®) + iba(2))
n=1
o0

=3 inr"e= "™ (an(®) - iba(®)).
n=1

Para 1 sélo hay que cambiar & por &:
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B(re) = 3 inrne™(an (@) + iba(3)) '

n=1

- i inr"e” " (an (@) — iba(B))

n-l

= Zmr et~ bn(¢)+7ﬂn(q’))

-
Z inrte” (b, (3) — za,,(‘IJ)
Asi, vemos que
P(re'?) + ip(re')

= i nr“ei"g(~ibn((§) —an(®) — an(P) — ib,(2))

n=}

~ S inr"e M (—ba(8) — ian(®) + ian(B) + ba(B))

= i negz® = G(z).

n=1
Tenemos entonces que para toda r € [0, 1),
/[ NECUTE f( (lo(re®)] + [¥(re®)])do
0,2x 2
< V(2n) + W(27) < 400,

por lo que G € H' y de hecho HY(G) es menor o igual que la
suma de las variaciones totales en [0,2x] de & y &. [

Una importante consecuencia del lema anterior es el siguiente
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5.4. TEOREMA. {Hardy y Littlewood, 1926)
Sea F(z) = 322, ca2™ una serie de potencias de variacidn aco-

tada. Entonces

Y leal < TH(2F'(2))
n=1

Demostracidn.
Por el lema anterior, zF'(z) € H!, y por la observacién 4.19.
hecha al teorema de Hardy, tenemos que

(P 2 3 0 = S e
n=} n=1

n

Obtenemos como facil dividendo un criterio de convergencia ab-

soluta de series de Fourier.

5.5. COROLARIO.
Sea f:{—m, 7] — R periddica, continua, de variacién acotada y
tal que f lo es también. Entonces las series de Fourier de f y f

convergen absolutamente, es decir,

Y lan( ) + 1balf)] < +oo.

n=1
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Demostracidn. i
Sean ¢, = an(f) - zb,,(f), n —:1 2,... Entonces la serie de po-

tencias .

o0
g ez

n=1

es de variacién acotada. Por el ‘teorem‘ar deH'a:dyi- Littlewood,

[=~]
Z len] < +o0
n=1

'y como |an(f)] + [ba(f)] < 2ca], tenemos que

S lan( Al + lba( )] < +oo.

n=1

Probaremos un dltimo resultade concerniente a series de poten-
cias de variacidn acotada, pero para demostrarlo necesitaremos
algunos resultados preliminares. El siguiente lema es bien cono-

cido, y lo enunciamos sin demostracion.

5.6. LEMA.,
Sea v : B([~x,w|) — € una medida de Borel compleja finita.

/ g(t)du(t) =
[-"v”]

para toda g : [~=, 7] — R continua. Entonces v =0.

Supongamos que
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. Como consecuencia de este lema se démuestra la siguiente .. "

5.7 PROPOSICION. (Unicidad de la representacién integral
de Poisson)
Sean p,o medidas complejas finitas definidas en los borelianos de

[~#,=]. Supongamos que
/ P(r, 8 — t)du(t) = / P(r,6 - )do(2)
[-mm) {=mm]
para todas r € [0,1), 4 € {—7,#]. Entonces p=o¢.

Demosiracion.

Sea v = p — 0. Tenemos inmediatamente que

/ P(r,§ —t)dv(t) =0 VYrel0,1),8¢€[-n,n]
{=ma]

Por el lema anterior, basta probar que

/ g(t)dv(t) =0
{-mm]

para toda funcién continua g. Sea pues g : [~m, 7] — R con-

tinua. ¢ induce una funcién G: D — € dada por
G(re') = L (t)P(r,8 — t)dt
- 27:_ [—x xI g 1 .

Por el teorema de Abel-Fejér sabemos que G, — ¢ uniformemente

en § cuando r — 17, Asi, tenemos que:
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/ G (8)du(d)
!T’Wl,"’ . .

o 1

. '/[;’f.ﬂ']‘ (E %—x.ﬂ] 9(OP(r, 6= t)dt) dv(0)
1
- t P(r,8—-t)dv(f) | dt =0,
2 /[_m} g(t) (/{_m ( Ydu( ))

por lo que f[_ﬂ_'x] g(8)dv(8) =0 y por tanto v = 0. |

Ahora ya estamos en condiciones de probar el dltimo resultado
concerniente a series de potencias de variacién acotada, el cudl es
un famoso teorema debido a los hermanos Riesz y que relaciona
dos condiciones sobre una medida compleja que en apariencia nada

tienen que ver entre si.

5.8. TEOREMA. (F. y M. Riesz, 1916)
Sea dp una medida de Borel compleja finita en 0D tal que

i(n) = [3 L du) =0

para n = =1,-2,... Entonces i es absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue.

Demostracion.
Sea f la funcién inducida por la medida u, es decir,

f(re®) = /d o P8 = (™).
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Tenemos que pa.ra
frei®y = [ P(r,6- )du(e")
' ' oD
» - 1 n —ln 1
= 2_” <Zr|n| ind t> dﬂ( t)

[=mm]

iné

— i rl"‘e / e—:'nld (cit)
271’ [_,,’,r] H

-0

co

i g—int
— N md lt
27’/_,”} K

= Z A(n)z",
n=0

por lo que f es analitica en D (pues |i(n)| £ |p|(27) ¥V n y por

lo tanto el radio de convergencia es mayor o igual que 1). Tenemos

también que

et < gz [ PO~ e

T

lo cual implica que

5= [ Vitre i

< /[_ L B0 = (et

w,m) 2 [, =]

B /l—m] <‘~’iﬂp(r’9 N t)dt) dll(e™)
B /[_",,] dlul(e™) = u|(OB) < oo,
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‘por-lo que f pertenece a la clase H'. Eﬁioncersr,‘c.d.r existe el
limite radial f* € L ((-m,7]), v .

. 1 C
fre®y == [ Pro -ty
. T [=m,n)
Asi, las medidas p(t) y f*(8)dt inducen a la misma funcién £
y por la proposicidn 5.7. u(t) = f*(¢)dt, por lo que es absoluta-

mente continua con respecto a la medida de Lebesgue. ]

5.9, Observacidn.

También se ha probado que si i(n) =0V n = —-1,-2,..., en-

tonces -
%(9): im — [ P(r8-t)ds cd.

r—1- Qﬂ' [_ﬂ.’ﬂ.]

5.10. COROLARIO.
Sea @ : [—=,7] — R periddica, continua, de variacidn acotada
y tal que & tiene las mismas propiedades. Entonces & y ® son

absolutamente continuas.

Demostracidn.
Sea p(z) = ®(x) — i®(z). Entonces dy es una medida compleja

finita y tal que
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: _./ ,u.(t.)d.e-'."‘ :
- [""'v"']
=0+ in(d(n) + id(n)) = 0

para n = —1,~2,... Aplicando el teorema de F. y M. Riesz, ve-
mos que u es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue, por lo que también lo son sus partes real e imaginaria,

que son ® y —& respectivamente. [ ]

3.11. PROPOSICION. (Férmula de Lusin)
Sea F : [—-7,7] — R periddica y absolutamente continua, y sea
f=F'. Entonces c¢.d. z € [-7,7],

w

Flz) = —l/ f(z + t)|log|sen(t/2)[|dt,
[=a,n]
donde la integral estd considerada en el sentido de Lebesgue.

Demaostracidn.
Por el trabajo previo, F(z) estd definida c.d. y se tiene:
1 Flz+t)—F(z ~t)

F(z)= 31}_% - el tani]2) dt.

Como F es absolutamente continua, integrando por partes obte-

nemeos:



[ Fety-Fe-y,

ASem o ten(t/2)
= 1Pzt o) - Fe-e)loglsen(e/2))
g U $0 Ge= O) st

Como F! ‘existe c.d.; tenemos que '

klim F(z +&)— F(z - ¢)
e—0 £

“existe cd ::z/: € [=, 7). Por otro lado, sabemos que
sen(e/2)log(sen(z/2)) — 0 (¢ — 0) .
y sen{e) = ¢, por lo que :

li_r.r%’(F(z: +¢&)— F(z —¢))log(sen(c/2)) =0

cd. z € [-=,7].
En cuanto a la integral

/[ (e 1)+ 1 = D)log(sents/ )t

la podemos descomponer en dos integrales, y haciendo un cambio

de variable obtener

/ f(z + t)loglsen(t/2)|dt.
z<|t]

Tenemos entonces que ¢.d.
F(z) = lim / f(z + t)log|sen(t/2)|dt.
=0 < '
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-Es un resultado de teoria de la medida que dadas f,g € Esa([—x,
z]), ed. z € [-7,7] la funcidn h; : [-x,7] — R dada por
he(t) = f(z +t)g(t) estd en Clh([-—ﬁ,ﬁl). En nuestro caso par-
ticular, f(¢) y log(sen(t/2)) € C&e([—rr, 7)) ([log(sen(t/2))| <
—log(t/m), y una primitiva para log(at) es t(log(at) — 1)). Ya
que ademds log|sen(t/2)] <0, tenemos que c.d. z € [-7,7]

- 1
Flz)=-= /[;xlwl flz + t)lIog[sen(t/?)]Idt

"

existe como integral de Lebesgue. ]

Usando la férmula de Lusin es posible construir una funcién F
periddica, absolutamente continua y tal que F' tiene serie de
Fourier convergente c.d. pero F' es esencialmente no acotada en
todo subintervalo de [—, 7]. Para facilitar la construccidén de tal
funcién necesitaremos una funcién auxiliar, cuya existencia estd

garantizada en el siguiente

5.12. LEMA.
Existe una funcidn ¢ : [~=,7] ~— R con las siguientes propieda-

des:
(a) Para toda ¢ > 0, el conjunto

{%—?—(—z—n |z,z + h & (—¢,e)mod 27}
estd acotado superformente.
(b) ¢(z) >0V z €[0,2x].
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(c) o€ C}R([O,Qn']).
(d) fm‘hl L,:(z)llog|sen(t/2)||dz = +00.

Demostracidn.

Tomemos como ¢ a la siguiente funcién, definida en (0,2#) como:

coa(t/2) : -
o(t) = { e TogGeentiiyyere 510 < < 7/2
0 en otro caso.
Como y es una funcién par, basta notar que en (0,7/2) ¢ tiene
derivada continua. Para los requisitos sobre la integrabilidad de

45, notamos que una primitiva para ¢ en (0,7/2) es

B(t) = 4(—log(sen(t/2))) /2,

v que para @(t)(—log(sen(t/2))) es

W(t) = —4(—log(sen(t/2)))'/%.

5.13. TEOREMA. (Lusin)
Existe una funcién absolutamente continua F(z} tal que la se-
rie de Fourler de su derivada f(z) converge c.d., pero la funcién
F(z) conjugada de F(z) es esencialmente no acotada en todo
subintervalo [a,b] C [~m,7].

Demostracidn.
Sea () un subconjunto denso de [—7, 7], y sea ¢ : [-m, 7} —
R como en el lema anterior. Sea (£,) una sucesién de reales
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o
n=1

estrictamente positivos tales que Y ._, €4 < 40, Para cada ¢,,

sea’ M, una cota superior del conjunto

{if(_z_t%z_l_:_f..(i)l |z, 4+ h € (~¢cn,&n)mod 27).

Finalmente, sea {4,) una sucesién de mimeros reales tales que

€n
An < ‘A—[;

¥ que

.4,,/ p(z)ds € &2
[._

£n,&n)

Definamos

o
f(z) =3 Anplz = ra) (1)
n=1
f estd bien definida c.d. y es una funcién en Lg([~~, 7]} por el
teorema de la convergencia mondtona (Ja serie 3o 4, f(_x"_r]
oz —rp)de < 400 y ¢ > 0). Demostremos que la funcién
F definida como la integral de f cumple lo requerido. Primero
demostremos que c.d. z € [—m, 7], existe § = 6(z) > 0 tal que

fo.1 t ’

y por el criterio de Dini se tendrd que 5(f)(z) converge. Sea E el
conjunto que consta de aquellas z para las cuales (1) no converge,
de todas las r, y, finalmente, de las z que pertenezcan a una
infinidad de intervalos (rn — 2en,rn + 260}, Como Y ov €0 <
+00, ¢l conjunto E tiene medida cero. Tomemos z cualquier
punto que no esté en E y verifiquernos que z satisface la condicion
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(2). Como z ¢ E, en particular z pertenece sélo a un ntimero
finito de intervalos (r, ~2ep,7n + 22,); sea N el mayor natusal
para el cual z € (ry ~ 2,7y + 2ey). Msis aln, ya que z &
{rn}nen, existe § = é(z) > 0 tal que

dt< +0Vn=1,...,N.

/ oz = o 1) ~ oz = )]
[0.6] t

(esto wiltimo por la proposicién {a) de la funcidén ). Tenemos

entonces que;

/ @+t~ fa)l,
lo, 61 ¢ :

|<P($—rn+t) oz ~ra)
<Z /o 10,6] t @

o0
+ Z A, I‘r‘(x"'rn +t)—<,9(1 —r“)ldt.
n=N+1 {o.8] ¢

Por lo antes notado, la primera suma es finita. Examinemos la
segunda. Notemos que para n > NV, el punto z no estd en el
intervalo (r, — 2¢,,74 + 2€4), es decir, haciendo o, = = ~ ry,
vemos que &n € (—&n,€n). Si denotamos por F, el conjunto
de las t € (0,6) para las cuales an + ¢ & (—€n,&n), debido a la
eleccién de M, y A, tenemos que:

»1/ lp(an + tz —olenl ¢ 4 M6 < et

Si denotamos como D, = [0,5)\E,, entonces para t € D, se
tiene (o +t) € (~¢€n,€n), ¥y como an & (~2¢q,2,), debemos
tener que |t 2 g4, Asi,



] et etenl,

D, ot
An A
€2 plag +t)dt+ = | o(as)dt
€rn JD, €n JD.
= Il(n) + Iz(n).

“Pero ap, +t € (—cn,5n) sty s6losi —gp — ap <t € —tvp + &g,
por lo que para [;(n) tenemos '

An
nL(n) £ — ¢(a, +1)dt
En Jl~en—an,~aten)
4,
== p(u)du < €q.
en Jl-en,z,]

Para I notamos que:

() = S p(an)u(Da) S 26z = ra).

Juntando lo anterior, vemos que:

. nh(n)+h(n) < Y en+t =bp(z = ra) < +oo,
R=N+1 n=N+1 cn

esto ultimo porque z € E y por tanto la serie (1) convergia.
Hemos pues demostrado que la condicién del criterio de Dini se
satisface c.d. ¥ por lo tanto S(f)(z) converge c.d.

S6lo nos resta demostrar que ¥ es esencialmente no acotada en
la,8) C {-=,7]. Por la férmula de Lusin tenemos que:

—B(z) = %/{_n e+ Oeglsence/2yfd,
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por lo que para toda n € N se tiene:

—-F(z) > % )g,o(:c — rn + t)] log |sen(t/2)||dt.

[—=n,=
Pero por la condicién (d) para la funcidn ¢, se tiene que dada
cualquier cota fija, para z en una pequefia vecindad de r, £(z)
rebasa dicha cota, y como el conjunto {ra}, .py es denso en el

intervalo {—m,7), entonces F es esencialmente no acotada en
cualquier intervalo [a,b] C [—=,7], que era lo que faltaba de-
mostrar. |



CAPITULO SEIS.
FUNCIONES CONJUGADAS Y ESPACIOS £*.

En este capitulo demostramos que la conjugacién es una transfor-
macion continua de C&([—n, 7]) en si mismo para p > 1 (teo-
rema de M. Riesz), ¥ que manda a la clase Log* (! en L[!
(teorema de Zygmund). También analizamos el comportamiento
de la conjugacién con respecto a convoluciones, y mostramos un
reciproco parcial del teorema de Zygmund. Usamos el concepto
de B-integrabilidad para demostrar que si f € L', entonces
.5.'(f) =5( f), y basandonos en un resultado de andlisis de Fourier
cldsico, exhibimos una serie de Fourier cuya serie conjugada no
es de Fourler, obteniendo de paso una funcién int‘egrable cuya

conjugada no es integrable.

Estudiaremos el comportamiento de la operacién conjugacién en
los espacios Lg([-,7]). Para el caso 1< p < 2 necesitaremos
el siguiente

6.1. LEMA.
Sea 1 < p < 2. Entonces existen constantes positivas a,8 que

dependen sdlo de p, tales que para toda ¢ € -5, 2

[sen(@)I? < Beos™($) — acos(pg).
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Demostracidn.

Basta considerar ¢ € [0, §], pues ambos miembros son funciones
pares. Como 1 < p < 2, tenemos § < pF < w, por lo que
cos(pF) < 0. Por la continuidad del coseno, existen § > 0 y

A € R tales que

cos(pp) < A<D Vée [;)7‘—- -6, ;l]
Tomando @ = —1/A > 0 tenemos que

T

3

por lo que la desigualdad deseada se tiene para £ —6 < ¢ < 3

—acos(pd) 21 Voe [% -6,

independientemente de la constante positiva 8 que se elija (pues

cos(¢) 2 0 en [-F,3|). Ahora bien, para toda ¢ € [0,§ — ],

cos(¢) > 0, por lo que existe K constante tal que

cos’()2 K >0 Voel0, = —4.

Sea 8 = 2. Entonces, para ¢ € [0, ¥ — &},
K 2

Beos”(¢) 2 1+ a 2 1 +acos(ps),

por lo que para toda ¢ € [0, ] se tiene

{sen(@)|P < 1 £ BeosP(@) — acos(pd).
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La siguiente proposicidn muestra una curiosa “antisimetria” de la
conjugacién con respecto al producto interior usual en el espacio

’é:([~.-r, 7]}, y nos servird mds adelante.

6.2. PROPOSICION.
Sean f,g € LE([~m,=]}). Entonces

[ s =~ [ .
- {—m.7]

Demostracion.

Usando la igualdad de Parseval {en la versién para coeficientes de
Fourier, no la de normas) para el producto interior en E%:([——rr, 7))
v el sistema ortonormal {e‘“’}nez (es decir, con coeficientes de

Fourier complejos) obtenemos:

/{_ S =< £,3 = T FO)

nel
= 3 AT m)
nel
= 3 fm)i(sgn n)itn)
nel
== )y =-<f9>
nel

=~ / f()a(@)da.
[- ]



6.3. COROLARIO.
Si fige C?R([—ﬂ’, ]), entonces -

‘ /l-_wl f(z,)fi(z)dxjf: /[_m] F()g(z)dz.

6.4. Observacidn.

Claramente no se puede tener en general la igualdad de funciones

fg7 = —fg, por ejemplosi g = f € E?R([—ﬂ',rr]) es tal que ff #£0.

6.5. COROLARIO.
Sean f,g € E&([—w,w]). Entonces

frg=f*a

Demastracidn.
Sea 8 € R fijay sea hg(t) = g(f —t). Entonces hy € Lﬁx([—ﬂ', 7))
v he(t) = —§(8 — 1), por lo que:
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 f(oha(tat

Lo el
= e -

El resultado anterior es susceptible de ser extendidoa f € LP, g €

L%, donde p y q son exponente conjugados.

6.6. COROLARIO.
Sean f € LP?, g € L7, donde p y q son exponente conjugados.

Entonces

frog=f+g.

Demostracidn.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer 1 < p < 2 < g¢.
Entonces g € L%, y el resultado es valido para ella y cualquier
funcién en L£?. Aproximando a f por funciones en £?, y usando

que tanto la convolucién fijando una entrada como la conjugacién
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-~ son continuas, obtenemos que el resultado se sigue del corolario

6.5. ]

En el parrafo que sigue introduciremos algunas funciones y una im-
o l=] By
portante igualdad que necesitaremos en los teoremas subsecuentes.

6.7. Observacién.
Sean f € Lg([-=,7]), f # 0, p > 0. Entonces la funcién
analitica

F(re®) = u(f,r,8) + iv(f,r,6)
tiene parte real estrictamente positiva (pues es la convolucién de
f 20, f # 0 con el nicleo de Poisson), por lo que podemos
escribir

F(z) = R(2)e'*),
donde R,®:0 — R, R(z) >0, |®(z)| <#/2 VYz€D. Como
F no se anula en B, podemos definir G : D — C,
G(z) = FP(z) = RP(2)e?®(?)

que es analitica en B. Aplicando a G la férmula integral de
Cauchy para el circulo |z| = r € (0,1), obtenemos:

1 G(z
F*(0) = G(0) = 5 . %dz
1

RP(rei®)eipttr<“) g,

2w [~m,m]
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Ya qu;a F(0) € R,al tomarpartes realgs nos queda:

(a,r L. f(e)de) = (O

/[ ] RP(re®)cos(pd(re'?))dd (1)

|-

[Sv]

s

6.8. TEOREMA. (M. Riesz, 1927)
Sea f e E&([—n—, 7]}, 1 < p < +o0. Entonces f € E&([—n’, w]).
Mds atin, existe una constante 4, que depende sdlo de p tal que

115 < 411 f1lp-

En términos de andlisis funcional, la transformacién lineal que
a cada funcidn le asigna su funcion conjugada va de LP a LP
para 1 < p < o0, y es continua con norma menor o igual que la

constante A,.

Demostracidn,
Claramente el resultado es vélido para f = 0. Supongamos f # 0.

Primera parte: 1 <p < 2.
Primer caso: f > 0. Por el lema anterior, ya que |®(re'®)| < 7/2,
existen constantes positivas &, 7 que dependen sélo de p tales que

Yre(0,1), el-n,n):

|sen(p®(re®))| < Blcos(®(re'®))|P — acos(pd(re’®)).
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Multiplicando ambos lados de la ecuacién por RP(rei®) e inte-

grando con respecto a 6 tenemos:

/ RP(re“’)(sen(rb(re"”)wdé
[==7)

<g RP(re')lcos(B(re'®))|?do

[=myx]

—a/ . RP(re'®)cos(pd(re'?})dd.
[~m,m]

Pero

) (i) = Fre) = Rire ),

',,,:Pbcjr,.estj)x;‘ 1gualdad y por (1) de la observacién anterior,

/ lo(f,r,9)Pdb
-]

<4 | ju(fyr, 6)IPdo
{

-,

P
—ra (é}; /l_m] f(z)dx)

<8 [u(f, 7, 6){Pd6,

[—m,m
esta iltima desigualdad pues ¢ > 0, f > 0. Sabemos de la Abel-
Poisson sumabilidad conjugada que uo(f,r8) — f(8) (r — 17)
c¢d. 8 € [-w,7], y por el lema de Fatou (para una sucesién

(ra) — 17 si se quiere) tenemos:
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/[ ]xf(e)t’de< lim [ Ie(fir 0P

_»hrgﬂ o u(f, )P de
=17 Jiman)
= BIIfIE,

por lo que f € £ g{=m7D) v 1fllp < A}lIfl, para A" = B/,

Segundo caso: el signo de f es variable. Sean f*, f~ las usuales.
Entonces f*,f~ € LF ([—-r 7)), vy ademas

f=fr—f, f=f-f.

Por el primer caso, tenemos que:
1%, < S

7=l < 4’Ilf Elp < A’Ilfllp,

por lo que tomando A = 24’ se tiene:

1A, < UFFIlp + 15715 < ANFlp.

Segunda parte: 2 < p < +o0.

Sea ¢ € (1,2) el exponente conjugado de p (i.e. }J +% = 1),
y sea A, la constante que ya probamos existe para el caso L7
(es decir, ||fll; < 44liflle ¥V f € Lg([-7,7]}). Demostraremos
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que A, := A, funciona para LP. Para esto, sea g cualquier
polinomio-trigonométrico con |iglly < 1. Como f € LP C L? se
“tiene f € £2,yporla proposicién 6.2, y la desigualdad de Holder,

l-[—rr.:r] f(z)g(z)dz =‘! —/[‘_K,"] f(:c)é(x)dx
SUFH g N Aglalty < AqllfHlp-

Como los polinomios trigonométricos son densos en Lfﬁ([-—w, 71,

fenemos que:

g es un polinomio

11, = sur | /{) Fya(eres]

trigonométrico, flgfly < 1} < Al Fllpy

por lo que tomando A, = A, se tiene la desigualdad deseada. g

La proposicién anterior falla para el caso f € [&({—K,WD. Sin

embargo, se tiene el

6.9. TEOREMA.
Sea f € Ly([~m,7]). Entonces fe ﬁﬁ%([-—ﬂ',ﬂ]) Vo< p<l,
Mds aiin, para cada p existe una constante B, , que sélo depende

de u, tal que

M
f(z)|*dz < B, de} .
RO (/{_mlf(r)l )
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Demostracidn.
Supongamos que f # 0. FE
Primer caso: f > 0. Partamos dela igualdad (1) dela observacién

6.7., es decir,

i
! i i 1

2 - R¥(re")cos(u(®(re'”))do = (EA_”,] f(z)da:) .
Ya que R(e'®) 2 [o(f,r,)], 3 como 0 < ulb(rei®)| < & < %,

tenemos que cos{u®(re'?)) > cos(&%) > 0, por lo que:

cos(*5) u

T [_’r'“] lv(f7 Ty 9)' d9

< 1 RA(re'f)cos(u®(re'))dd
2r [—

1 n
- (5; /{_m] f(e)d(i) :

Hagamos B, = 2%, Cuando r — 17, [e(f,r, 8)] — |f(6)]
B cos( 5-)

c.d. 8 € [-n, 7],y por el lema de Fatou

/{ Vorass, [ i

(-]

Segundo caso: el signo de f es variable. El teorema es valido para

f+ y f_:YCOmOF'—F=f,tenemos
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: F(8)|#d8 < FH(O)|*d8 + Z(6)|#d8
JNCIE ( [, \Fors: [ 7o) )
" <B, /[_ o

+ By |f~(6)\d8

[omom)

<2B, 1£(8)1d6,

[=m]

con lo que se tiene la desigualdad deseada incrementando By con
el factor 2. |

- 6.10. LEMA.
Existen constantes absolutas positivas 7,8 tales que para toda

# € [-F, 5] se tiene

Isen{$)| < v(cos($)log(cos($)) + dsen(9)) + Scos($).

Demostracidn.
Basta considerar ¢ € [0, §]. Como lim, o zlog(z) = 0, tenemos
que

Jlim, cos(8)log(cos(¢)) = 0,

mientras que Fsen(Z) = F. Asf, existen ¢ >0 y c € R fijas tales

que
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cos(#)log(cos(4)) + gsen(¢) 2 c> 0V g€ (% — &, 5],
Sea v = 1 > 0. Entonces el problema esta arreglado para ¢ €
[F — ¢, §] independientemente de la constante positiva § que se
elija. Para ¢ € [0,F —¢], cos(8) > cos(F —¢) > 0, y como la

funcion

+{cos($)log(cos(4)) + ¢sen(d))

estd acotada para ¢ € [0, § — ¢], podemos escoger § > 0 tal que

g

Scos(¢) 2 1 — +(cos(p)log(cos($)) + ¢sen(d)) ¥ ¢ € [0, 3

&,

y se tiene la desigualdad deseada. 1

6.11. TEOREMA. (Zygmund, 1929)

Si flog*|f| € Lg([-,x]) (y por lo tanto f € Ly ), entonces
fe C%R({—W,TTD. Mads ain, existen constantes positivas absolutas
A, B tales que

J, et sa [ @log )iz + 5.

{-m=

Demostracidn. .

Podemos suponer f # 0.

Primer caso: f(z) 2 ¢ ¥ ¢ € |-, 7). Definamos las funciones
F,R,® como en la observacién 6.7., es decir:
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F(re) = /(_ COR iF(8)P(r,0 - t)dt

= u(f,r,8)+ iv(f,ré)
- R(reia)ei‘f’(rzi').

Sea G:: @ —— € la funcidén analitica dada por

G(z) = F(z)log(F(2))

(posible, pues Re(F(z)) > eV z € D). Aplicando a G la férmula
integral de Cauchy para €l circulo |z} = r € (0, 1), obtenemos:

1 G(2)

G(0)=E kl:r 2 clz
_ 1 i
=5 [, e

1

f[ ]F(re”)log(p(re"”))de.

T o

Tomando partes reales (recordemos que F(0) € R) obtenemos:

F(0) = .217 ]Re{R(re")(cos(IJ(re“’)

[~mm
+isen®(re'))(log(R(re')) + id(re'?))}d8
- L R(re')(cos®(re')log(R(re'))

27 Jlen]

~ B(re'®)send(re'®))dd,
de donde {omitiendo la variable rei®)
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| /{ " R(cos®log(cosd) + Bsen®) db

;_-1[ IRCOS(NOg(Rcos@)dﬁ =~ 27u(0)log(u(0))
,;[ UL Oog(u(f,r,0))d8 ~ 2ru(0)log (u(0)).

f\*Iultiplicando por -, ajiadiendo 6fl-=wl R(re'%)cos(®(re'?))dd y
aplicando la desigualdad demostrada en el lema 6.10. obtenemos:

7ﬁ S, rog(ut 8048 = 2573(0)feg ()

+6 ul f,r,6)dé

f-m.7)
= / R(+(cos®log(cos®) + Psene)
[—=.x]
+ $cosd)db

> / R|sen®!dd
f—ﬂ':ﬂ')

= [ Wtsiroee,
[

Ya que u 2> e, tenemos que ulog(u) > u > 0, por lo que se tiene

‘/[ , v(f,r,8){d8 < (v +6) u(f,r, Nlog(u( f,r,8))ds,

— ]

¥ haciendo tender r a 1 (por una sucesién (r,)} y aplicando el
lema de Fatou nuevamente tenemos

/ 1/(8)}d8 < (v + 5)/ f(B8)log(f(8))d8,
=7 (=7}
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‘que es la desxgualdad deseada, con 4 'y + 5 B = 0 prov1sxona1—

mente.

fi= mnumx’ fr=min(f=¢)  fo=f~fi-fo

Asi, |fa] € e. Claramente fi, fa € Llogt £ C L1, y por lo tanto
f = fi+ f2+ fa. Por el primer caso (usando —f; en vez de f5)
obtenemos

-g/'umw<4/ f1(6)logf1(8)d8

[—-1r1r

= lo R elog(e)d
4wa)wmw+4j o(e)dd

-ma\Ey

In

A / 1(8)llog* | £(8)|d6 + A2re,
Er

/ 1(6)|d8 < 4 / |£(8)llog* | (8)|d8 + A2re.
[~m,7) E2

Para f3, usando que f3 € £L*® C £? y que la medida de [~ 7] -

es 27, tenemos que

1falls < (27) 2l fallz € 27) /211 fall
< (27)1/2||e”2 = 2re.
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. Juntando las desigualdades anteriores, tenemos que

1Al < 1Al + IAalh + 1Al
<4 / [£(8)llog™ [F(8)]d6 + 27e(24 + 1)
E{UE2

IA

4 |£(8)llog*|£(6)Id0 + B,

{=ma)

con A =v+68, B=2re(24+ 1}, [ ]
El teorema de Zygmund admite un reciproco parcial, a saber

6.12. TEOREMA, (M. Riesz, 1927)

Si f e C&&([—n',n]) es tal que existe una constante c¢ con la
propiedad de que f(z) > ¢V z € [~m,7], y tal que S(f) es
una serie de Fourler, entonces flog*|f| € Eh([—n’, 7).

Demostracién.

Primer caso: f(z)>1V z €[-7,7]. Sean F,R,® y G como en
el teorema de Zygmund. Como f > 1, entonces u(f,r,8) L1,y
|®(z)] £ TV z €D, por lo que para toda z € D,

12> cos®(z) 20 y  cos(B(z)log(cosP(z)) < 0.

Aplicamos la férmula integral de Cauchy a G(z) = F(z)logF(z)
v tomamos partes reales para obtener

;)1— R(cos®logR — dsen®)ds = u(0)log(u(0)),
ST Jl—nx)
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de dpgzde:' 7
/ u(f,rB)log(R)d8 = R®sen®dd + 2mu(0)log(u(0)).
i

-1,7 [—mx]

Ademis, 1 < u(f,r,6) < R(re'®), log(u(f,r,8)) < lag(R(re'®)) y
R(re®)sen®(re’®) = v(f,r,6), por lo que

/[ ] u(f,r,8)log(u(f,r,6))d8

< /[ ]u(f,r,e)zogR(re“’)da

< /[ 1901Rsen2(d8 + 2mu(0)loo(u(0)

< g /[_” ”] [v(f,r, 8)Id8 + 27u(0)log(w(0)).

VP;n‘ hipétesis, $(f) es una serie de Fourier, digamos S(f) =

S{g). Entonces, por el teorema de Abel-Fejér- Lebesgue (ya que
v(f,r,0) = u(g,r, 0)), se tiene:

[[ Um0~ ol (- = 1)
Por otro lado,

u(f,r,0)log(u( f,r,0)) = f(B)log(f(8)) (r = 17) ed

Por el lema de Fatou, se tiene que f log f € £},

Segundo caso: f £ 1. Recordemos que f(z) 2 ¢ para alguna ¢
fija. Sea h{z) = f(z)+ (14 2lc|) 21V z € [~7,7]. Entonces
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S(k) = $(f). Por el caso anterior, |hllogt|h| € £'. Es facil veri-
ficar que |A| = |f|, y como la funcién |z|log™|z| es no decreciente,
_ se tlene que f log*|f| € L£}. [}

Para nuestros iltimos resultados importantes necesitamos una

nueva definicidén de integrabilidad debida a Boks.

6.13. DEFINICION.

Sea f: [a,b] — R borel medible, extendida por periodicidad a
f:R — R. Decimos que f es B-integrable en [a,}] al niimero
real J si Vg > 0 existe § = 8(¢) > 0 tal que para toda P
particién de [a,b], P = {a =zq,...,2, = b} con ||P]| < § y toda

eleccion {¢;]7 =0,...,n—1,§ € (zj-1,2;)}, se tiene

) <t

También se dice que f es Riemann-integrable “en medida®.

Jj=1

P ({t €[a,b]: 'J—Zf(fj'{"t)(zj —Zj-1)

6.14. Notacidn.
Dada una funcién, una particién P = (@ = zq,...,Tn = 5) y una

eleccién {¢; € (zj-1,2j)}}=; v ¢ € [a,8], escribiremos

I(8) =" f(&j + t)zj = Tjer).

=1
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Estrictamente hablando, deberiamos escribir I{t, f, P, {£;}) en
vez de I(t), pero de hecho siempre se sabrd de qué funcién se
trata (incluso si hay varias), y la particién y eleccidn de puntos

va estardn fijas cuando mencionames a I{(t).

6.15. TEOREMA.
Sea f € Ly([—=,7]). Entonces f es B-integrable en (a,b) a su
integral de Lebesgue.

Demostracidn.

Sea ¢ > 0. Por un tecrema de Lusin de teorfa de la medida,
existen funciones fi, f2 : [a,8] — R tales que f; es continua,
I2lle & sy ¥ £ = fu+ foo Sean 1), u(t) e Ip(t) las ex-
presiones mencionadas en 6.14. para f, fi y f2 respectivamente.

Tenermos entonces que

I(t) = L(t) + L(t).

Por otra parte,

'/I“vb) JI2(t)|dt < JZ_;(::,' ~zj) /[m] [f2(€; +1)|dt

2

- € g?
S e =gy = 5
=1

Asi, el conjunto 7' formado por las ¢ € [a,] tales que {{¢)] > §
tiene medida menor que ¢.
Sean J,J;,J; las integrales de Lebesgue sobre [a,b] de f, f1, f2
respectivamente. Entonces:
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RUOE J =l_klIx(t), + LM~ T~ ]l

. S AOERARDAOEAFAL
Comb fi ,es-_c_oniv:inua (y.por tanto Riemann-integrable),

<

It - =
ll() Jll<3

-si ||[P]| < & = &(¢) para toda t € [a,b]. Nuevamente, para t &
‘T, |I2(t)] £ §, yst ¢ <b-a, por hipétesis de fa, |J2] =
f[n,b] fa(z)dz < £, por lo que

[ I(t)-J|<e

sit@T,y u(T)<esi||P|| <6. 1

Necesitamos un tltimo prerreqisito de B-integrabilidad para poder
aplicarlo a las series trigonométricas, que estd contenido en el

siguiente

6.16. TEOREMA.

Sea f € Ek([-—n‘,n]). Entonces f es B-integrable en [—w,7].
Mds atin, para todo k € Z, Ia funcidén f(z)e™'** es B-integrable
en [—m,7] ¥y S(f) = S(f), donde S(f) usa las B-integrales.

Demostracidn.
Sea k € I fijo, y sea I*(t) la suma correspondiente a f(t)e=*!..

Entonces:



=

u*(t)t = l,Z fles+ t)e-'*‘ H05,] = | ey + ke gy

, ‘dor‘xde 6,
,t)e"“’E A51 por el teorema 6.9. tenemos:

. Latltima suma es conjugadaa Y., f(&+

Nl < By / I3 FEs + ek g at

f—m,n] i=1
S?TBl/Q/ Lf(2)dt.
f-m.x]

Esto prueba que [[*(¢)] < ¢ fuera de un conjunto de medida
menor que £, siempre y cuando | f[l: sea suficientemente pequeiia,
digamos menor que n = n(e).

Como los polinomios trigonométricos son || ||; -densos en L1,
podemos hacer f = f; + f2, con f; un polinomio trigonométrico
v If2lli < p. Tenemos entonces para las sumas que I(t) =
L(t) + L{t), y para los coeficientes de Fourier complejos que
ck = ¢, +¢}. Es claro que cuando p — 0 sc tiene que IF(t) —
2zei( f) = —2mi(sgn k)¢, uniformemente en t. Por otro lado,
i)l <cpara t T, w(T) < e y [c}] < n/27.

Asi entonces, para p suficientemente pequefiay ¢t ¢ T, la suma
I*t) difiere de —2=i(sgn k)c, en menos que 2z, v de —2mi-
(sgn k)ci en menos que 2¢ + 7. Ya que £,7 son arbitrariamente
pequefios, 1¥(t) tiende en medida a ~27i(sgn k)c; cuando p —
0. Esto prueba que f(t)e~** es B-integrable en (=7, 7) ¥y que
S(f) = 8(f). En particular, para k = 0, la funcién f es B-
integrable sobre (—w,7) y el valor de su B-integral es cero. |
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Como fécil dividendo de la teorfa de B-integrabilidad, tenemos el .

6.17. TEOREMA.
Sea f e E[IR([—R,F]) tal que f € £} g([=77]). Entonces
S(f) =50

En particular, esto se puede concluir en los teoremas de M. Riesz,

Zygmund y el reciproco parcial del teorema de Zygmund.

Demostracidn.
Es consecuencia inmediata de los teoremas 6.15. y 6.16. (]

En analisis cldsico de Fourier se demuestra que la serie

Sl(t) _ Z cos nt

log n

es una serie de Fourier, pero que su serie conjugada

Si(t) = Z sen(nt)

log n

no es serie de Fourier de ninguna funcién en £} ([—ﬂ' 7). Usando
esto y el teorema 6.17. obtenemos

6.18. TEOREMA.
Existe una serie de Fourier cuya conjugada no es serie de Fourier.
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Existe por tanto una funcién integrable cuya funcién conjugada

no es integrable. : [ |

Esto nos muestra el gran alcance de los teoremas de Zygmund y
M. Riesz, y que es dificil mejorar las condiciones que se requieren

en los mismos.
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APENDICE

Algunas definiciones y resultados

clasicos de Series de Fourier.

A.l. DEFINICION. (Simbolos de Landau para sucesiones y
funciones)

(i} Sean (z,), (ya) dos sucesiones de niimeros complejos no nulos.
Decimos que (z,) es de menor orden de magnitud que (y,)
(denotado 1, = o(yn)) 81 limp_.o %‘-{i =0.

Decimos que (r,) es dominada por (y,) (denotado z, = O{ya))
si {%‘;—:} | n € N} estéd acotado superiormente.

Decimos que (z,) y (yn) son del mismo orden (denotado z, ~
¥n) si Ta = O(yn) ¥ yn = O(za).

Finalmente, decimos que (z,) y (yn) son asintéticamente e-
quivalentes si lim, . Jl;_:ll =1.

(i) Sean f,g funciones definidas en una vecindad V C R del 0, v
que toman valores complejos.

f(£) = o(g(t)) % lim %%TI =

f(t) = 0(g(t)) & IM,e > 0 tales que ll;g:))ll SMYL|t Le
f()~g(t) & f(1) = 0(9(t)) y g(t) = O(f(t)),
SO

f(t)zg(t) B th_{% Ig(t)l - =

0,
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“En-el caso de funciones, a veces se usan los mismos simbolos
“cuando t— 400, t — —o0 0 t — by, donde ¢ € R es fijo. Si se
- escribe sélo ofz,), damos a entender que se trata de una sucesién
(ya) cuya tnica caracteristica importante es que (y,) = o(z,);
andlogamente para O y funciones.

A.2. PROPOSICION.

Denotemos por € una sucesion o una funcidn. Los simbolos de
Landau tienen las siguientes propiedades:

(i) o(€) £ o(€) = o[é).

(ii) O(&) £ O§) = 0(&).

(iii) Si ¢ # 0, o(c§) = o(£) ¥y O(c€) = O(¢)-

(iv) o(€)0(E) = of£2).

(V) fio o(t)dt = 0 8 Jo tdt) .

A.3. DEFINICION.

Sea n > 0 entero. Definimos el enésimo nucleo de Dirichlet
como la funcion

D,(2) :=

ol

+ Z cos(kt)
k=1

Algunos autores definen al enésimo niicleo de Dirichlet como el
doble de Dy(t).

A.4. PROPOSICION.
Los niicleos de Dirichlet tienen las siguientes propiedades:
(i) Para toda n € N, D, es una funcidn continua, pericdica (de

periodo 27 ) y par.
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- (u) D,,(t) —:m};—-ﬁ szt%‘)wk LEZ

un( ) 5 : :
. (uj) g D (t)dt._‘Z‘r (note que Do = %) E

[*WI

.-\;5. TEOREMA. (Propiedad fundamental de los nucleos de
Dirichlet)
Sea 6 € (0,m) arbitraria y sea f € Lg([~7,7]), entonces:

lim F(O)Da()dt =
N0 Jr>ti>6 () ()

A.6. PROPOSICION. (Férmula integral para las sumas par-
ciales),

Sean f € Lg([-7,7]), = € [-m,7], y n € N, entonces:

() SuFX@ = [ fe DD

[~m7)

(ii) Su(f)(z) = f(z) =1 [ [f(z %)= f(x)|Da(t)dt

[—mya]

A.7. TEOREMA. (U. Dini 1880)
Sea f € Ly([-7,7]) dada. Supongamos que para z € [~,x]

fija, existe p = p(z) € (0,7] tal que [ UEEIJGNgt ¢ 4o,
(~p.0)
entonces:

lim Su(f)(z) = f(z).
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A8, DEFINICION.
Para f e L} g~ 7]) y = € [-~, 7], definimos la funcién p:(t) :=
slf@+ )+ flz ~t) - 2f(2)).

A9, TEOREMA. (Versién simétrica del teorema de Dini)
Sea f € £ﬁa([—7r,7r]), supongamos que para t € [—x, 7] fija existe
¢‘,m € Ch([—ﬂ, %)) entonces

p = p(z) € {0,7] tal que la funcidén
f(z) = limpezse Sn(f)(z).

A.10. TEOREMA. (Lema Generalizado de Riemann-Lebesgue)
Si fell g7 ) ¥ g € L (-7, m]) entonces:

]nl|:m / f(t+8)g(t)e™™dt =0

[—m.n)

uniformemente en 8 € R. También es valido el resultado para

cos{nt) y para sen(nt) en vez de e”'"*,

A.11, PROPOSICION. (Férmulas aproximativas para S,(f))
Sea f € L} ([ T 7r]) entonces V ¢ € (0, 7) fija se tiene:
(i) Sn(f) (I) [ fle —t)22e s 4 5(1), donde el término

(—-! €)
5(1) tiende a cero uniformemente en z.

(i) S.(f)z) - f(z) = %[ f)%(t)@‘—’dt +6(1), donde el tér-
0,z

mino 8(1) tiende a cero uniformemente en cada conjunto donde

f esté acotada.
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Al PROPOSICION.

sen®(nt)
f Tsen(t) Teen(n - dt = 2k—1
[o,=/2] =1

Demostracidn.
n n
Tenemos que Y, sen(t)sen(2k — 1)t = 3 Lcos(2(k — 1)t) —

=1 =

2
cos(2kt)] = }[1—cos(2nt)] = sen’(nt), porloque | ",:"E':)” dt

(0. ﬂ'/]

n n

- k—

= Z o f/2] sen(2k — 1)tdt = kzl méf 1 L |t-0"‘ E ‘Zk 1~
l:r N=

-

A.13. PROPOSICION,

(nt)
f ’i’:n(':) SR dE lIﬂ n.
[o,7/2]

Demostracidn.

n n
. 1 1
Observamos que z:l =t t ’2_? EL.

% de donde i S A

M:

i
-
L
Il
-

n
In2n—Linn,yyaque In 2n = In n, concluimos que =
2 y Y Yaq y

1
zlnn. ]

A.14. DEFINICION.

Una funcidn f: [a,b] — R se dice que es de variacidn acotada
en [a,b] denotado f & BVg([a,d]) si existe M > O constante fija
tal que para toda particidn finita {a =ty <t < ... <t, = b} de
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[a,b] se tiene que: E [f(ti) = f(ti-a)l £ M. Si éstees el caso,

denotamos V) = .sup{E, NHIOE f(t,_l)] ] (a =t <... <
= b) =P particién de [q, b]}.

A13. TEOREMA. (C. Jordan)

f € BVg({a,b]) si y sélo si existen my, my : {a,6] — R mondto- .
nas crecientes (no necesariamente tinicas) tales que f = my —ma.
Ademds, si f es continua en 7o € {a,b], cs posible encontrar

my, my continuas en zq.

A.16. TEOREMA. (O. Bonnet)
Sea h: [a,b] — R continuay y : [a,b] — R mondtona creciente,

entonces existe ¢ € [a,b] tal que

b c b
/p(t)h(t)di=¢(a)/ h(t)dt+t,a(b)/ h(t)dt.

También es vdlida la versidn andloga para ¢ mondtona decre-
ciente. Es oportuno mencionar €l caso particular en el que la
funcidn ¢ se anula en uno de los exiremos, y sélo aparece un

sumando.

A.17. TEOREMA. (Criterio de Dirichlet-Jordan)

Sea f € L‘,é&([-—ﬂ, 7]), supongamos que f es de variacidn acotada
en el intervalo abierto {z € {—=,a] : |z — zo| < 8§(mod27)} = A
(i.e., f es diferencia de dos funciones mondtonas crecientes en ese

intervalo abierto). Entonces:
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(@)Size A entonces S',,(f)(x) . 2[f(:z: )-{-f(.r")] En parti-
cular’'S, (f)(z) ~— f(z) para toa'o z € A punto de regularidad
~de f.

: (u) Si f es ademds continua en A, entonces Su(f)(z) — f(z)

~uniformemente en cada subintervalo cerrado contenido en A.

A.18. DEFINICION,

Una funcién f : [a,b] — R se dice que es absolutamente
continua (denotado f € ACR([a,b])) si: para toda € > 0 ex-
iste § = 6(c) > 0 tal que si {{x;,})}ies es cualquier familia
finita de intervalos abiertos disjuntos contenidos en [a, 8] tal que

2(zh — z;) < § entonces fo( D—flzi) <e.

i€l

A.19. TEOREMA. (H. Lebesgue)
Sea h € Ly([-7,7]) dada y f:[a,b] — R definida por f(z) =
[ h(t)dt entonces f € ACg([a,b]). Inversamente, sea f €

[a,z]

ACR([a, b)), entonces:

(1) f es diferenciable casi dondequiera.
(ii) f' € Ly([-m,7]).

(iii) f( )— f f'(t)dt + f(a) V z € [a,8].

Notacidn:
Si f satisface una condicién de Lipschitz de orden a en su do-

minio, lo denotaremos como f € A,.
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A.20. DEFINICION. (Sumabilidad de Césaro).

Decimos que una sucesién z : N — R es sumable por el
método de promedios aritméticos (o (C,1)-sumable) si la
sucesién ¢ : N — R definida por o, = ﬂin—"'i'-‘- (n>1) con-
verge. Una serie es (C,1)-sumable si la sucesién de sus sumas

parciales es (C,1)-sumable.

A.21. TEOREMA. (Cauchy)
Si (z,) converge a L, entonces (¢,) converge a L (i.e. (z,) es
(C,1)-sumable a L ).

A.22. DEFINICION.
Sea n un entero no negativo, Definimos el enésimo niicleo de

Fejér como la funcién:

1
K.(t) =;LZD‘

Algunos autores definen K (t) = 33 37, Di(t).

A.23. PROPOSICION.

Los miicleos de Fejér tienen las siguientes propiedades:

(i) Kn(t)= L (—‘z,-‘/gi)))2 sit#£2l,y Ko(2rl) =n.

(ii) K, 20, K, es continua, es par y periddica (de periodo 27 ).
(iii) [ Ka(t)dt=2r.

(=7}
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A.24. PROPOSICION. (Propiedad fundamental de I\,.(t))
~ Para toda 6 € (0,7] fija, se iiene que: '

Hm sup{K.(t): 6§ < [t| <7} =0.

A.25. COROLARIO.
Sean f € Ly([-m,7]), &€ (0] entonces:

lim FOKA(t)dt =

"0 Jeglegn

A.26. PROPOSICION. (Fdérmulas integrales para los prome-
dios)

Sean f € L} gl=m7) ¥ on(f)(= z_: (f)X(z). Entonces:
() on(f)z) =5 [ flzxt)Kq, (f)d:=

(ii) aa(f)(z) - f(I;”r= 72 J fzxt) = f@)Ka(t)dt V2 €

(—m,7]
[—7, 7.

A.27, TEOREMA. (Fejér, 1904)

Sea f € L] gll-m ).

(i) Si f(z* ) y f(z7) existen para = € [, 7] entonces: a,{f)(x)
— M;J—(’—-l En particular, si z es un punto de regularidad
de f se tiene que o.(f)(z) — F(z).
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(i1} Si f es continua en A = {z € [-m, 7] : |z — 20| < e(mod 27)}
entonces o,{f) — f uniformemente en cada “subintervalo cer-

rado” contenido en A,

A.28. COROLARIO.
Si fe E&({—T,TTD es tal que admite Imites bilaterales en z y
Sa(f)(z) converge entonces:

+ p—
Sute) — KD

A.29. TEOREMA. (Fejér-Lebesgue)
Si f € Lg([-7, 7]} entonces flon(f) = fily — 0,(n — o),
(1< p <o)

A.30. COROLARIO. (Unicidad segin los coeficientes de Fou-
rier)

Sean f,g € Ly([-m,x]), entonces: f(n) = §(n)V n € T si y sdlo
si f=g¢cd.

A.31. DEFINICION.

Sea f € [«&R([—ﬂ',ﬂ']) fija. Un punto z € [~ ) se llama de

Lebesguesi [ [f(z+t)— f(z){dt = o(h) cuando h — 0%, es
(0.h]

decir,
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im0 - @@=
[0, _ o .

A32, TEOREMA. (Lebesgue)
Si f € L*[a,]) es fija entonces:

».li‘fh% / [z £ ¢) - f(z)]dt = 0 c.d. = € [a,b.
o '

A.33. TEOREMA. (Lebesgue)
Sea f € C&([—n’, 7)) dada, entonces on(f}(z) — f(z) en todo
z € [~m, ] en el que la funcidn

®.(h) = / [f(z +8) + f(z —1) - 2(z)]dt
(0.4

es de tipo o{h) (y por el teorema anterior, ocurre c.d.).

A.34. TEOREMA. (P. Du Bois Raymond 1873)
Existe una funcién f : {—#, 7] — R continua con f(~%) = f(7)
tal que (Su(f)0)), N diverge.

A35. LEMA. (Transformacién de Abel)
Sean {(ax)72q ¥ (uk)isy sucesiones con valores en €, definimos
vy =0y v =up+...+un Y0 < m < n, entonces:
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Z QpUg = z Uk(ak - ak+1)“‘:”m—lram + apvn.

k=m =m

A36. TEOREMA.,

Sea (a,)%, una sucesion mondtona decreciente de mimeros reales
con limuee 0y = 0. Sea (una(z))3%, una sucesidn de funciones
complejas definidas en [a,b]. Definimos v, = ug+...+up Vn €
{0,1,...}. Si lun(z)l € MV N > 0, entonces 3.0, antin(z)
converge uniformemente en [a,b] ¥ |3 oo, asun(z)] € Ma,.

A.37. TEOREMA.
Sea (a,)2L, una sucesion decreciente de numeros reales positivos

con im,_ ... a, = 0. Entonces la serie trigonométrica

converge ¥V = € [—n,x] salvo posiblemente en z = 0; ademds

la convergencia es uniforme en todo “subintervalo cerrado” A C

|- 770}

A38. TEOREMA.

Sea (an)3L, una sucesién de reales no negativos entonces:
oo

oc
(i) Y apcos(nz) converge uniformemente si y sdlosi Y, ap <
n=0 n=0
+00.
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(u) Si ademas a,, > a,,.H l 0 e.ntonces E a,,sen(n:c) converge :
g n-l 3 5
,umfonnemente siysdlosia, = o(l/n)

A.39. COROLARIO.

. X sen(kzr) ', . v sy .
La serie kg oy & €5 una funcidn conh‘nua, periddica (de peri-
odo 27 ) cuya serie de Fourier converge uniforme pero no absolu-

tamente en [—, 7).

Notacidn.

Escribiremos D= {z € € :jz| <1}, D={z€C:]z|< 1}y
O = {r € C: |z} = 1}). Dada f € LF ([ 7,7w]) con f(—=) =
f(#) se le considerard como una funcxon 0D — R mediante
la correspondencia f(8) = f(e®) y escribiremos f € L} (6[0) o
f € L([-7,7]) (1 £ p £ oo) indistintamente.

A.40. DEFINICION. (Método de sumabilidad de Abel)
Sca Y u; una serie con valores en R tales que |uy| <M Vk=
k=0
0,1,... M > 0. Decimos que la serie es sumable por el méto-
o
do de Abel (o A-sumable)a L si lim,_;-( Y, upr*) = L. Asi-
k=0
mismo si Y. ux es una seric con valoresen R y |up| < M Vke
k=0
o
Z, M > 0, diremos que es A-sumable a L si lim,_;- (3 ufr¥)
k=0

=Lendonde uf=ugy up =ur+u_x Vk21.
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"Av41; DEFINICION. C e - :
Sean f € £'(dB) y r € [0,1). Definimos f, : 30 — R como:

FE) = Y flyiviein

—infty

llamada el limite radial en €'?.

A.42. DEFINICION.
Sea P:[0,1) x [—7,%] — R la funcidn dada por:

P(r8) e — 2
T 14 ¢ — 2rcos().

A P se le llama el micleo de Poisson. Algunos autores definen
el niicleo de Poisson como §P(r,6).

A.43. PROPOSICION.
Sean r € [0,1), 8 € [—=,7]. Tenemos entonces:

1-r?
14 r2 - 2rcos(6)
2

P(r,6) =

_ 1—r
1 - reif]?

o0
- E r|n|e|'n€
~00

_ l1—r
T (1—71)? + 4rsen?(8/2)

i8
= Re 1 +re‘
1—re'®
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A.44. TEOREMA.

El niicleo de Poisson tiene las siguientes propiedades:

(i) P(r,6) >0 Vregl0,1), V8¢[-=,x]y P(r,8)= P(r,~6).
(i) [ P(r.8)df =2z

{=n,7)

(i) V¥ § € (0,7) fija:

HI?— sup{P(r,8)|6< 8] <7} =0.

{iv) P es armdnica considerada como funcién : B — R.

A.45. TEOREMA. (Frobenius)

Sea (ux)2, una sucesion de funciones : [-=, 7] — R. Si

D k()
k=0

es (C,1)-sumable a a(f), entonces Ja serie 5 ui(#) es A-sumable

k=0
o0
a a(8). S Y, up(8) es (C,1)-sumable a 0(f) uniformemente en
k=0

AC [~=,7], entonces

> u(6)
k=0

.es A-sumable a ¢(6} uniformemente en A C [-%, 7).
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A.46. COROLARIO. (Abel- Fe_]er)
- Sea f € LY3D} fija. N
(i) Si f(6%) ¥ f(87) existen (6 € [, ﬂ])'entonces

lxm f (exﬂ) f(e );f( )
En particular si 6 es un punto regular de f se tiene fo(e®) —
f(6) (r—17).
(ii) Si f es continua en un “intervalo abierto” contenido en el
intervalo [~#, 7], entonces fr(¢'®) — f(6) (r — 17) uni-
formemente para 8 en cada “subintervalo cerrado” contenido en

el abierto.

A.47. TEOREMA. (Abel-Fejér-Lebesgue)
Si f € LP(OD), entonces ||fr — fll —0 (r—17) (1<p<
oc).

A.48. TEOREMA. (Abel-Lebesgue)

Sea f € L1(8B) dada, entonces f.(e'®) —s f(8) en todo 8 punto
de Lebesgue de f. En particular f.(e'®) —s f(8) casi donde-
quiera en [—7,7].
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‘Would you tell me, please, which way I ought to go from here?’

‘That depends a good deal on where you want to get to,’ szid the
Cat.

‘T don’t much care where -’ said Alice.

*Then it doesn’t matter which way you go,’ said the Cat.

‘~ 50 long as I get somewhere,’ Alice added as an explanation.

‘Oh, you're sure to do that,’ said the Cat, ‘if you only walk long

enough.’

Alice in Wonderland,

Lewis Carroll.
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