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INTRODUCCION 

Bn aeta ara da la Cibern6tica, todo trabajo se desea 

computarizar porque ea una llllnar~ mis t•cil de manejarlo, 

ya qua todo error as posible de reparar, sin necesidad da 

rehacer todo al trabajo, adame de qua nos da la 

posibilidad da realizar pruebas antaa da dar por válido al 

algoritmo. 

Bn el iraa de lnvaatigac10n da Oparac1onaa, la aayor1a de 

loa .. tadoa da aoluc16n aatan computar1zadoa, lo cual 

facilita la far.. da raaolvar loa problaaaa, aal co., 

taabioftn noa da la poaibilidad da hacer análiaia da 

aanaibil1dad y podar afinar laa t6cnicaa da aoluci6n. 

Bl trabajo qua a continuación aa praaanta, da a conocer una 

aoluci6n coaputaclonal a loa probla .. a da acoplaaianto 

a6x1., en una gr6f1ca, para al cual aa adaptó al •todo da 

aoluc16n al probla .. del transporta, considerando la foraa 

particular qua 6ata tiene. Taab16n aa dice coao, a partir 

da la aoluci6n al problaaa da acoplaaianto a6xiao, aa 

puada obtener la aolución al problaaa da racubriaianto 

a1ni.,, 



CAPITU.O 

1.1 INTROOUCCIOH A LA TEORIA DE GRAFICAS 

P•ra •l desarrollo del t.rabaJo necea1 t.amos al gunoa 

•1-nt.os de la t.eor1a de grAt1cas, para lo cual •• harA 

r•ferenc1a a varias det1n1ctones b.t•icas para poder 

•nt.end•r -Jor -t.a t.ear1a. 

Una grAt1ca G - aquella que est.A tor .. da por dos conjunt.oe 

ex,V> , a los •1-t.os de X se l .. clenaalna wruc .. de la 

grAr1ca, X dsbe ser d1terent.• del conjunt.o vacio; V es 

alguna colección de subconjunt.as de X, de cardinalidad doe. 

a• ex.V>. X,. e 

v.,.<! ,J> 

a 1 y J •• 1- l la- lae ex\r- ci.1 arco. 

EJ11t1pl o 1 : Sea G-CX, V> doftde: 

X•< l,2,3,, > 

y 
• 

l 

2 



Ejemplo 2.- La siguiente grifica es bipartita 

'~ ·::::=· Vs e 
3 Yo 

Una grifica G • C X , V ) es co11pleta si para cada 

wrUce l existe el arco Vk • < ¡ ,j > V j • X ; en otras 

palabras , cada uno d• los WrUces esti r•lacionado con 

los restantes . El ejemplo es una grifica c....,leta . 

El orden de una grifica es el nO-o ele W.rtic- que 

contiene. Dada una grifica bipartita G • CX,\I) , con 

X • Y u z. •• die• que G " COOlpl•t.a si y solo si todos los 

el-t.os de Y -t.in relacionados ccn 1- de Z; el •J•11plo 

2 " una grifica bipart.it.a coepl•t.a. 

•Je11plo 11 1- arcOll v, y V8 •- adyac_t. ... 

Dada una grifica G • CX,Y), •• dica que G
1 

• CX,ID " una 

gr6fica parcial de G, done» U Si V; .. t.o quier• decir que 

t.oda gr6fica parcial de una gritica es la que .. ti 

c011pu .. t.a por t.cdos loa Wrt.ic.. de •lla y aolo un 

aubconJunto cle arcos. 

lkia subgrifica de G • ex , V> ~•da por Y s X , .. la 

gr6f1ca que -t.• tor•da por un aubc011junt.o de Wrt.ic" Y 

<i,J>con i,jeY. 

3 



Una cadena entre dos "*rtic .. k y l de una grif lca, ltS una 

colección de "*rtices Ck,1,2,3, ... ,1) de la grifica, de tal 

manera que para cualesquiera dos Vltrtices n y m contiguos 

•n la colección. •xis~• •l arco Vn • < n , • > . 

EJnplo 3 
1 

3 

V 2 

Un ciclo es una cadena en la cual el ... rtice inicial 

coincide.con el "*rtice final. 

La longitud de un ciclo " el nú•ro de arcos que lo 

for-n: !del ej9tllplo 3, obtene- el Ciclo formado pDI' la 

ca .... c1,e.3,1), c- longitud 3. 

dos "*rt!c .. •Miste una cadena que los une, la grif!ca del 

eJe1111>lo 3 n corieMA 

Una CDllP0"9f\t• conexa de una orifica G, es una subgrifica 

ele G, la cual " cone>ta. 

Por ejnplo, Sea la griflca 0-CX
1
,V) COlllD Sigue: 

:t:>-· ·~. 
Un arco V• - incidente en el rirtic• 1, si V• tiene c...a 

e>Ct.retlD al "*rtlce 1, esto" V• • < 1 , J > . 

' 



S. dice qu• un acoplamient.o E
0

, de la grafica G • CX,lO, es 

perfeclo si para cualquier Wrt.ice e X, existe un arco 

Vde E
0 

lal que i es un extremo de Vd. O. la gráfica del 

eje111plo 1 , se tiene que un acoplalllient.o perfecto •s: 

El verlice d• una gráfica G • ex. U) , se dice que está 

saturado por un acoplalllienlo E
0 

de la gráfica G,si existe 

un arco en E
0 

que lien• c.._ •xlre., •l wrt.ic• 1. 

Se d•fin• SCE
0
> como el conjunto dtt lodos los vértices 

saturados por •l acoplalllienlo E
0

• 

O.da una gririca a- CX,U>, un recubrilllient.o eat'.a definido 

c.._ un conjunto F
0

,F0S U, tal que cada verlic• i e X .. •l 

•xlr•.., de al ...,os un arco d• F 
0

• 

Un recubrilai•nt.o F
0 

en una grifica conttxa G- CX,IJ) •s 

lllini., si el no-ro total d• •l•-nloa d• F
0 

es -nor o 

igual que el nú-ro de el•,..nt.oa d• cualquier recubrillli•nlo 

F' de G. 
" 



1. 2 CONCEPTOS BASI COS DE PROGRAMACIOH ENTERA. 

Problema 

Donde: 

d .. progranu11ci6n ent.era en forma can6nica: 

HAX z ex 

e .e 

A X s b 

)( 2: o XeZ 

Z Es la funciOn objetivo. 

C Vect.or renglOn de n •l •1'19nt.os, loa cuales •• 

•• denominan coeficientes de costo. 

X VCJCtor col.._.. de n •1-ntos,for-do por las 

variabl .. de decisión. 

b Yect.or col- de .. •l-nt.os, 108 cual­

repr .. entan las disponibilidad ... 

A Matriz de • r-1- por n colu-s,se denotan 

lota veclct'M col u..,. de A por a1,aa, ... ,an. 

El problelOa de prograuci6n entera en ror- est.6ndar .. 

IWI Z C X +O Y 

s.c. 

AX + IY b. 

Y, X ? O, X, Y • Z 

Y Yect.or de • collPOftentes lla-das variabl- de 

holgura. 

Nat.riz de identidad de • • •· 

O Yect.or de • •l•-ntos con valor cero. 

7 



Si repr-ent.a- e• [A 1 I ) , X' • [-;..] , C'• (e 1 o] 

donde( A f I ] .. la matriz A adheri•ndo la matriz 1 . 

·El proble- anterior queda de la siguiente ... nera: 

MAX Z e• x· 
s.c. 

ax• ~ 

x• ~ o, X' • z" 
La -t.riz B se puede partir en dos matric- N y N donde N 

está ror.ada por 11 vectores de B que son lineal-nte 

ind•pendient. .. CM Matriz de m • 11 ) y N -t.á for11ada por 

n-• vect.ores de 8. 

k vect.or- son Unealment.e independient.- si. la Onica 

cOllbinaclOn lineal de ellos que result.a cero es can los 

si aclelals generan un espacio, 

Sea X• el wc:t.or forMado por la• varl.abl" asociadas a los 

vect.or .. col- que tor .. n la .. t.rlz N y •- Xn •1 vector 

tor-do por las variabl" asociadas a l.os vectores columna 

que forman la Mat.riz N,ent.onc" •1 proble11a queda 

•. c. 

NAX z ¿a IN + CN XN 

NX11+NXN•b 

IN ?. O , IN ?. O 

• 



tkta soluci6n blsica ractible X' del problema es aquella que 

cutttpl• con que ex· • b • x· ?. o y donde los \19Ctores 

colulU'la asociados a las variablir.s de X' forman una base en 

IR'". 

Toda solucl6n blsica factible del problema estl ror-a 
·~k 

por • variables con valor uyor que cero . ;•' 

Una solución básica factible - degenerada si todas o 

algunas de las variables básicas Uenen valor igual a cero. 

La soluci6n Optima del probl- se obt.lene cuando el valor 

de la runc16n Z es laAICi-. 



Sea la aiguiante grif ica: 

7 

Bl modelo .. tall6tico aaociado a la gr•fica anterior para 

encontrar el racubriaianto alni., •• al alguianta: 

{ al al arco UL .. conaldara an 
•1 racubriatanto 

Ul 

O •n ca•o contrario. 

IUI V • U• + Va + Va + U• + Va + U• + U• + Ua 

a.c. 

V• 

VI + Va + Va 

Va+ V• 

Ua +Ue 

Ua + . U7 +Ua 

Vk:t O k•l, ... , 8 

Por.. ..triclal1 

111. V bV 

•. c. 

AU l!: a 

V binario 

10 
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l l 

l 

l l 
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El modelo matelllitico asociado a la grlfica anterior, para 

encontrar el acoplamiento lllixhio se def'ine: 

El 

MAX Z 

s.c. 

{: 
si el arco U' • s• considera en 
el acoplalllienlo 

lA • 
si no. 

Ut+U.+U.+U.+Us+U..+lñ+U. 

Ua 

u. + u. + U3 ! 

u. + u. ! 

u. +u. ! 

u. + u. + U7 ! 

u. +Ut ! 

u. + lh •U. ! 

Ukl!: O ·••l •...• e uk. z 
probl- anterior se puede repr .. ent.ar c.,.. 

Nax z hu .. e 
AU s e 

u binario 

h •e l. l, 1, l. 1. l, 1, l ) Y9Ct.or de 

n el-los corr .. pond1entes al nÚ..ro 

arcos de la grÁflca en .. ). 

u • cu., u.. u., u.. U., U., U?, U.> 

• • vector col Ulm\a de unos, con • •1-t.os 

l 

l 

unos, 

de 

que 

corresponden a cada ..W,.tice de la gráfica. 

1l 



La matriz asociada al mod•lo 111at.emAt.ico -o o o o o o o 

o o o o o 

o o o o o o 

" o o o l o o o 

o o o o o 

o o o o o o 

o o o o o l l 

si const.ru1 .... su _,.lo dual 

ta:N w •• 
a.c. 

XA ?. h 

X binario 

En •l probl- dual •• observa que •• u- una restricción 

por cada arco de la grAt1ca, asi el ,,_t.or col- h t.1-

\.ant.w el_t._ c- arcoe t.i- la .. Arica 1.41• 

c....-\. .. del -t.or X, •• asocian a 1- "*t.ic" de la 

••t&ca o - cada r .. t.riccien .. t.A c-Ut.u1da por s6lo 

doe •l-t.oe de X, ya,.,_ cada arco~ dc>ll "*ll.c .. , por 

lo cual el probl- ,,_ indica, q<M •• requiere -conlrar 

el conJ-t.o de 'll'llrt.1c.. de cardinalidad llinl- de t.al 

.. ...,a q1» cada arco de la grAflca t.enga un ext.r.., en t.al 

conJunt.o, o •-· encont.rar el mni.o conJunlo t.ransversal. 

18 



Tambi•n si se corist.ruye el dual asociado al problema del 

recubrilllient.o rnlnlmo se obt.endrá una restricción por cada 

arco de la gráfica y las variables de decisión estarán 

asociadas a los ,,.rt.tces de la gráfica, luego ent.onc .. lo 

que se quiere es obt.- el conjunt.o de .,,.,.uc .. de 

cardinalidad lláx1- q- son no adyacent.es ent.re si o sea 

encont.rar el lláx1- conjunt.o est.able. 

Si regresa- a los probl-• de acoplall1ent.o .. xi., y 

recubrlment.o 111nl., t.~ lo slgulent.e: 

'ff'H"IENW MMI'P CP> 

MAX Z • hU 

••• 
AU S e 

uao 

u. z-

!ISWllSPQP MJNJ'P Clt> 

NIN W • hU 

••• 
AU t e 

UtO 

u. z-

9e ...,...._ que - t.i- l .. ••- variabl• de ~lelen 

y que •l•Hlcan lo ••-· t.allbi... la 111•- t-idn 

abJet.lYO solo que en un caso la ---- -x1.111aar y en el 

ot.ro alnlmaar, la -t.rill a-lada a las r•t.rlcci- -

la ••- y aOlo caab!a •l aent.ido de las cleal.,a1dadn. 

Snt.-• •• lnt.u,w que clllbe exl.a\.lr al.- relac:16n - .las 

aolucl- Opt.l- de alll:IOS prabl-a. 

13 



1. 3 TEOREMAS SOBRE ACOPLAMIENTO MAXIHO Y RECUBRIMIENTO 

MINIHO. 

LEMA 1.- U 1111 IR"' una solución del problema (p.), 

hU 

u 1 

1 u 1 • 

a.-t.ración: 

u 

• 
2 2 

u 

con •e tl."' 

Al poner el problema CP) en forma est.And.ar •• obswva qu• 

cada variable de decisión aparece en dos y sólo dos 

ecuaciones o sea en los arcos qu• es ext.remo , por lo cual 

si una variabl• ul • U u-e valor uno,-t.onc" secu11Plen 

dos r-t.ricciones¡ por lo t.ant.o, si se tienen r ele..,,t.os 

de U dist.1nt.os de cero quiwe · decir q- •• est.An 

sat.istaciendo 2r r-t.ricciones, como •• Uenen n 

r"t.ricc.lones ent.onc" 2r < n por lo cual se u- qu.: 

LENA 1. b Sea U • lt'" una solución del probl- C R ), 

entone" hU 1 u 1 ll: 
n 

a-
c.-t.ración: 

Al ir dando valores -yor .. de e.ro a las variables que 

co11pOnen a 1 vwct.or U, s• est.An cu11pliendo dos 

restricciones luego entone .. el n6 .. ro "'1nimo de variables 

que •• pueden t.ener con valor -yor a cero .. T por lo 

cual: 1 u 1 n / 2 

u 



NOTA.-Para cualquier problema del tipo CP) se puede decir 

que ~oda solución esl~ formada por a lo más n/G variables 

difer•ntes de cero, y para los problemas del tipo CR) toda 

solución t.i•n• •l menos n/2 variables diferenles de e•roJ 

dond• n es el n~,,,.ro d• ~rtic9S d• la gr~fica. Para •1 

tipo CP) una solucion s• ti•n• cuando tedas las variabl•s 

son cero, -t.o ... e>d.st.• una solución: tact.i.bl• o ••• 

t•n..os 2"' aolucion-. 

El h11>9rcubo q.,. gen•ra la regiOn d• solucion..., en los 

bl•lllAs CP) y CR) .. cerrado y acotado, por lo cual tien•n 

solución Opti11&. 

LEMA 2. - Sea U • 11'" t.al que Ml • • , entone- U -

0.-t.r-acion: 

S.an U• , U" e R,. , solucion- Ópt.i-• de 1- Pl"cbl-• 

CPJ y CRJ r-n.,.ctiva-nt.e, -t.o quiere decir- que: 

hU' l! hU y hU" S hU CU 

6 ••a n"'8 S hU" S hU S hU' S rV'2 

-tone- n/2 • hU" •hU • hU' • n/2 

por lo cual U .. soluci6n ópU .... 

UI 



LEMA 3.- S.a G • CX,E> una gr•fica conexa, y Eo Y E1 dos 

acoplamJ.ent.os de la gr.fifica G. 

Las coinponent.es conexas de la gráfica parcial CGp) formadas 

por los arcos: 

CEo-E1> U CE1-Eo> 

son d• alguno de los t.res t.ipos slguient.•s 

1.- vért.1c .. aislados 

2. - Ciclo el-1.al par, donde los arcos pert.-en 

alt.ernat.lva..nt.e a Eo y El. 

3. - Una cadena •1•...,t.al, donde los arcos pert.enecen 

alt.ernat.iva...,t.e a Eo y El y adeÚs los ext.re110S 

son vért.l.c" dlst.lnt.os no sat.urados por 

O.-t.racl6ro: 

Se denot.a E
0 

-E
1 

COlllD •1 conJunt.o de arcos que "t.án en E
0 

y no se encuent.ran en E
1

• 

TalK>iotn t.ene- que sCB> .. el conjunt.o de vért.lces que 

est.án sat.urados por los arcos de a. 

Si a e X , t.en.....,. los si,;¡uienles casos 

CAS:> 1. - Si a • . SCE
0 

-E
1
> y a • &E

1 
-E

0
>, enlences a es 

un vért.lce aislado de Gp. 



CflSX) 2. - Si a e SCE - E > 
o ' 

y a e SC E - E > , ent.onc"'5 a 
' o 

es el extremo de un arco de E
0 

- E
1

• Esto es,existe sólo un 

arco en E
0 

que incide en el ~rlice a Cporqu9 E
0 

es 

acoplam.ienlo>: por lo cual a• SCE,,'· 

CASO 2'. - Si a • SCE
0 

- E
1
> y a e SCE

1 
- E

0
), •ni.onces a es 

•1 extremo de un arco de E
1 

- E
0 

esto es, que •xi•l• un 

arco .,, E
1 

que incide en el v'6rlice a por lo cual a • 

S:Eo>' 

CASO 3. - S1 a • SCE
0 

- E
1
> y ca • SCE

1 
- ~ , ent.onc- exl.at.e 

un arco (.onico de E
0 

- E
1 

que incide en el wrUce a y un 

arco Onico d& E
1 

- E
0 

que incide en el wrt.ic• a. 

grado uxi., d9 la gr Ali ca con•- CX, CE
0 

- E1> U CE
1 

-E
0
» 

- dos • Pero ent.onc- •• t.ienen t.r- caaos pomibl-. 

1> Si el grado lllAxl.-. es cero •ni.onces los puntos son 

2> Si el grado úxl.., es uno entonces •• t.ienen s6lo arcos 

que no •on adyacentes. 

17 



3) Si •l grado mAximo es dos se t.ienen dos opciones: 

a) Que sea un ciclo y entonces •ste debe ser par, porque 

una vez que se par~• de un vértice a y se toma el arco que 

incide en •1. esle arco pertenece a un acoplami•nto CE
0
l, 

luego •l siguient.• arco a considerar debe pert.enecer a E
1 

ya que no puede perl•n•cer a E
0

, asi sucesivamente ha~la 

llegar al ~rlice inicial a, pero como se van considerando 

los arcos al~erna~iva"'9nle de E
0 

y E
6

, entonces •l ciclo 

d•b9 ser par ya que si se sale con un arco de E
0 

se debe 

regr•sar con un arco d• E,. 

b) Que sea una cadena en la cual los arcos pert.enecen 

en toru alt..,.na a los acopla.tent.os E
0 

y E
1 

y donde 

los es t. Ion sat.urados sólo por un 

acopl aiai ent.o. 

PDr •J•111plo Sea 1 a gr lori ca G ex, E) 

u. 3 u.. 

Sea un acoplandent.o E
0 

.I r: •e 
Sea el acoplallli•nlo Ea 

18 



3 

4 

Enlonees la grArJ.ea GP • CX, CE0 - E1l 

u 

.CJ:. 
Las coniponentes conexas de G' son 

e!. 1~:. 
2 1~' 

•e 

<! y e• •on ..... rlie .. •i•1ad08 • e• .. un cielo par. 

1'l 

. " 

e • 



TEOREMA 1 CHORHAH, RABIH, 19!5$>. 

En una ;r•fica s1,.,,1e G• ex, E) de orden n, un 

acoplallient.o NxillO E
0 

y un recubrilllient.o núnimo F
0 

verifican 

IEol •IFof n 
Dado un acoplallllento m.l>dmo Eo, podemos obtener un 

recubriiaient.o lllini.., . 

F
1 

• E
0 

u {arcos u1 con o:oct..re- on Y 1 Y • S CE0 > } 

Dado un rocubr-iMient.o alnilllO F 
0 

•• obUeno un acoplalliento 

•xi- E, on ba•e a la o1111lnac16n •uc-1.va do arcos do F 
0 

quo º"" adyacont." COft ot.ro arco do P'
0 

quo no ha •ido 

oUIMMCIO. 

C.-t.rac16n: 

Eh el'•t.o, ol. S
0 

" un acoplaal.ont.o uxl.-, el conjunto: 

P', • E0 u {u, 1 Y • s e E0 > } 

" - r-ubr-1.al.ont.o , adolMa 1 

1 P', 1 • 1 \ 1 • Cn - e 1 I 1 > • n - E0 

f>or o\.ra part.o, si F 
0 

" un r-ubrl.al.on\.o 111.nl.lllD, el 

COftJunt.o E
1 

obtenido a par\.l.r de F 
0

, al oll.al.nar 

auc .. 1.v-\.0 de dOs are- adyacont.• de 1'
0 

uno de eu- no 

olilánado , " un acoplall4ent.o¡ e- on G , 1- arcos de 

P'
0 

no ror-.n cac:lona• do 1onti1\.ud s e porque ont.onc .. F
0 

no 

-'ª lllni-) , cada arco eUM1nado cr- eact.a..nt.o un 



Luego ent.onc" 1 F
0 

1 • n - 1 E1 I· 
eo- Eº .. acopl•llll.ent.o u>d- •• CU"'Pl• que 1 

pode-. .. crtbtr 

1 uego ent.onc .. 1 F, 1 S 1 l'o 1 

PM'O I' 
0 

• vn rKUbr1111911t.o lllnim , por 10 cual 

1 ... 1 • 1 .... 1 

Tallbt.., eo t.1- ""° 1 11:1 1 • 1 E0 

acoplalll-t.o .. Id_ y •• concluyo ci- : 

Cadena alt.orfta .. a,.-Ua cadena q- .. t.• ror-da por 

arcos que PM't.-on a un acopla1111ont.o, alt.ernadoe COl'I 

arcos q- no pert.enocon •1 acoplalllent.o. 

ll:Jeeplo : ... la a1eu1-t.o .-ar1ca es • e X , E > 
e 

1 

!I e 

., 



y 1 os sigui en\.•s acopl ami •n\.os 

E1 • { U1 , U6 , U• } , E1 • { UI' u,,. U7 } , 

entonces una c~dena alt•rna que une a les .,.rlicfts 1 y 7 

ftS: 

2 
7 

1EORENA 2 C 8er99 ) . - Un ac:oplalli•n\.o E
0

, on una grUica 

G • e K , U) , - •1<1- •1 y sOlo si, no o>cist.o una 

cadena au._.na -t.re dos ...,.t.icft dht.int.os de la grifica 

no sat.uradoe. 

0.-t.l'ac16ru 

a) ~aso que B
0 

ft un acoplalli-t.o úld- para ol cual 

oldst.• o.me cadena a1t.wn11 -""º doe -uc- no 

oat.Ul'ados , _ ... __ s1 considor- 1- ª""" de 1a 

cadena a1t.erna, qo» no port.-en al ac10plaiai-t.o, •• 

oncuont.l'a un nuo- acoplalai-t.o 11 - ol cual •• t.1-

quo r 

+ l • 

luego -t.onc- t:
0 

no n ,..>ú.., , lo que os una c:on\.ra -

dicc16n , ,.... lo cual no oldst.o cadena al t.orna ent.ro 

dos ~t.lc• no sat.Ul'a*- . 



b) Supóngase que E
0 

es un acoplamiento que salisfaew las 

condiciones del teorema o seA E
0 

•s un acoplamient.o en 

•1 cual no •Xislen cadenas all•rnas que unan dos 

~rt.ie•• no sat.urados, y ••• E
1 

un ac:oplanú•nt.o .. K1MO. 

enloneft por el rftullado anterior •• tiene que no 

conti•n• cadenas all•rnas qu• unan dos "*rt.ices 

disUnt.os no saturados , por el Le- 3 •• tiene qu• las 

COllPOl'l•nt. .. conexas de la gr•fica parcial 

ex ,CE
1

- E0 >u e E
0 

- E1 )) , pueden ser de t.rft 

tipos "*"Ucft a1slado9, c1cloa de longitud par o 

cadenas alt.ernas que - dos ...,.t.lcft dlst.lnt.os no 

sat.urados por aSlboe acaplalllent.• • 

Si .. un ciclo w l""'91tud Plll' -t.-- c-t.•- el 

••- ...._.. ele arcos d9 S0 >'. a1 , o - •• c.,..ao .,., 

1•.1. 1•.1 
a - - ceclena alt.wna .,. - a da9 ~t4c• no 

sat.uradOa par ...,_ acapl&ll&snL .. , ent.- .. t.a _..... 

.. do 1onglt.ud par, ya...- lt1 t-• •longitud,....,. 

cOfttraclice •l a.-et.o • .- alp acapl..,,_to 

cOfttl- ca-..a alt.•naa ont.re doe .,...t.4CM no 

aat.uradOa , a .... el nOmM-o do arcos .,, ...... cadenae 

que pert.- al acoplalllent.o s0 ..._ - 1.-1 al 

n~o do are• que pert-en al acopla.a-t.o •,• por 

lo cual •• cumplo que 1 E0 1 • •, y por lo 

tant.o ••e-luyo quo 1:
0 

ft M>ú-



COOIO concluai6n d• ••t.• le ... •• li•n• que los proble111As de 

recubrJ-1ent.o lllni- y de acoplalllient.o IÑ><illlO esl•n ligados 

en sus aoluclones, ya que a parllr d• una solución de alguno 

de loa dOS •• oblien• la aoluc16n del ot.ro. 

S. dlaeflar• ... adelant.• un al90rit..O para encont.rar •1 

ac.,Plalll.ent.o _.><1111<> y con b&•• en nt.a ao1uc16ft •• 

con•t.r"Y't •l recubl"llalent.o lllnJlllO ba••ndoa• en la t.*'nica y 

crl.t.erlOll ya Yiat.oa en loa 1-• y t.eor-• ant.erlores . 



Para encontrar la aoluciOn al problema, primero construimos 

la gr•fica a•ociada al tablero de ajedrez truncado , de tal 

manera que a cada casilla se le asigna un v•rtice <i> y las 

casillas con las cuales •e puede asociar e cubrirse con una 

ficha de domino > , •e relacionan por •dio de un arco <U;> 

, aai entone•& el Kodalo de ProgranaclOn Linesl que nos 

define eate proble1111 •• : 

donde 

UI • 
{ 

0

1 

Kax z 

al M cubren las caaillaa 
con una ficha da do11inO . 

en c••o contrario. 

E U. 
1 ' 

Ir y 

a.c. 

E u, !I 1 para cada v•rtice r 
¡el da la grifica. 

u, 2: o u, • Z"' 

1, ea el conJunto da indice• de loa areca que 

incidan an al v6rtica qua .. a•t• 

conaidarando 



BJeaplo 2 < LA BATALLA DE !IGLATBRRA ), 

Bn 1941 las escuadrillas inglesas se componian 

biplazas , pero algunos pilotos no podian hacer 

de aviones 

equipo an 

al aiallO avión por diferencia de lenguaje o costumbre• . 

Con asto• apraaio• ,¿cu61 •• el n~aaro aixiao da avlonaa 

qua .. podrlan utillxar alault•naaaanta 1 

In aata caao, coao an al anterior, para encontrar la 

aoluci6n al problema .. prac•d• a conatrulr au gr6f lca , •n 

la cual loa v•rticaa .. r•n cada una da loa pilotea qua .. 

ta111an y loa arcea .. r6n laa poalbilldadaa da podar bacar 

pareja can cada pilota raatanta. 

11 mlldala da pragra .. ci6n lineal aaaclada a aata prablaaa 

tiana la ala .. aatructura qua al del prabla.. anterior, 

••to •• , la• varlablaa ta .. r•n loe valora• cero o una, .. 

tandr6 una raatrlcción par cada ••rtlca y cada variable 

a6lo aparacar• an dos raatriccianaa <•n las acuacian•• 

carraapondiantaa a loe ••rtlc•• qua tlanan caao axtraao>. 

a7 



2.2 MODELO GEIERAL DE PROGRAKACIOI KATEKATICA. 

Sea la gra!lca Gc<Y.V>, la cual representa el proble .. 

de acoplaalento a6Xlac, donde •• tiene que IYl•n 

<nü .. ro de v•rtlc••> y jVj• a <nü .. ro de arcoa>. 

Se definen loa slgulent•• conjuntos: 

K • {1ndlc•• a•ocladoa • loa arco• de la graflca} 

K • {llldlcea aaocladoa a loa arcea qu•} 
1 tactdan an el ,,.rtlca l 

Ja {11ldlc•• aaoclado• a loe v6rtlcaa da la 9riflc•} 

J • J llldlcaa aeoctadae a loe Y6rtlc••l 
4 \ extra- dal arco k f 

11 modelo da pra1ra .. cl6a .. tall6tlca ••t6 daf lnldo coim> 

et1ua1 

u, •• la vartabla aaoclada al arca 1 

llAX Z• ,¡u, 
a.c. 

<P> t u s para cada l .. J 
4 • IC A 

' 
u4~ O , u,. z 
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la for111a 111atrlclal es 

llAX Z • C U 

•. c. 

A U " E 
u :t o u. zm 

donde: 

e vector rengl6n de ord•n • y •ue coaponentea •en uno. 

U vector rengl6n de • elemento• definido• coam u4 con 

A • K 
A aatrlz de tncid•ncla ,,.rttce•-arcae aeocladoa • 

la grAftca, de ord•n n •a <n renglonea, a columna•>· 

E vector colllllllS de ord•n n y coaetltllldo de uaae. 

La aatrls A eatA for•da por lae vector•• colu- ªA' lrll y 

cada vector columna coapuaato por daa ala•ntae l1ual • uno 

y •l reato -n cerca, laa el••ntoa tsusl • uno 

corr••pond•n a l• lncld•ncla d• lae v6rtlcaa ••tre1me dal 

arco. 

••• ··¡ ... ... 
... 



El Kodelo Dual de Programación. Katell.\tica ae define da la 

siguiente manera: 

<O> 

u1 W • E n 
'. J ' 

•. c. 

n, + "• ;e e" 
para cada A • 1 , con • y • • J 4 

"· • "· l!: o 

Lla•- al vactor R•<n
1
.na•· .. n,. > donde cada coaponenta 

e•t• aaociacla a cada ,,.rtlca da la 1r6ftca. 

In ••t• •l•t• .... tienen • raatrlcclanaa y n lnc01nltaa. 

11 prabl•• <P> en far .. eat6nclar •• •l •l1ulente 

11A1 Z • E u, 
' • 1 

a.c. 

1: 
4 • IL 

para cada L • J 

u4 l!: 0, YL i 0 , u4 • Z o VL • Z 

donde laa varlabla• vL -n lla•daa variable• de holgura 

y ••tin aaoclada• a cada .-rtlca da la grlflca. 

:so 



El modelo general para el problellll de acoplamiento ialx1ma 

en forll!l lllltr1c1al es el siguiante: 

llAX Z • C U 

s.c. 

A U• E (¡!, 1> 

donde 

e· e e O J vector renglón de •+n el•-ntae y las 

pr1Mro• e: con l • J y la• r••t•nt•• •on c•ro, 

u·· [ ·~·] v•ctor colu1111a d• .+n •l•-ntaa, las cual•• 
eon tod9• l•• v•r1•bl•• del probl••· 

A• C A 1 I J •tr1z d• ord•n n•<.+n> y o•d• vector 

coluu. M d•fl.n• como •i con < l:Sl :S .+n >. 

Bl r•nao de l• •triz A •• n e nó .. ro d• Mrtice•>, todll 

aub11atrlz for .. da por n vectorea columi. de A , loa 

cual•• conald•r•n • todo• loa ,,.rtlcaa d• l• 1r•flc• 

et.e. qu• en cada renglón d• la aub•tr1z apar•zc• •l 

.. no• un •l•-nto dlf•r•nte da cero>¡ au d•t•r•lnanta •• 

dif•r•nt• d• c•ro y las vector•• •on 

l ndapand 1ent•e· 

S.•n a¡ , •i , •i , ... , •i n vector•• colu1111a de A' 
t a a n 

l1neal .. nt• 1nd•pendlant••• •ntonc•• la b9 ... B -
31 



denota por: 

8 • <a/1 , a¡ •• a¡1 , .•• , a¡,,,>• <a¡> con l • J'ss <Ju K >, 

lo• restantes • vectores colulll\A d• A' •• designan por: 

<a
4
' > <a' , ' ' > con 4 • J*• <J u 11 >- J' .. ·•.·••.· ...... "' 

B•tos vector•• for .. n la .. triz R • <a~> de orden n x •· 

L•• n variables de ba .. , ••ociad•• a lae colusnaa a¡ de 

la .. tria B for .. n un vector columna de n compon•nt•• 

definido como: 

u··· <u¡> l. J' 

Loe coeficiente• da coato ••ociado• a ••taa vari•bl•• 

bl•ica• for .. n un vector rengl6ft da n coJIPOn•nt•• 

e··· <e¡>. l • J' 

Le• variable• qua raetan o aacundariaa, for•n loe 

eigutant•• •actor••• 

U'ª• <u~> • • J* 1 C' ª• <C~> 4 • J* 

11 •i•t• .. <2.l> .. puad• escribir de la etguiante .. nera: 

a u·•• R u·•. E <2.2> 

Loe valore• d• l•• vartebl•• be•icaa .. encuentran 

haciendo u··· o 

lo qua •• igual • 

y r••ol vtendo el •i•t•• 1 · 8 U'ª• E 

u·•• a·1 E 

32 



Rl valor de la funcion Z para eeta eoluc16n besica es 

La relación <2.2> ee aultiplica, en ambos aieabroe, por 

s-1 y •a obtiene : 

(2.3) 

Bn eeta expree16n quedan deepeJadae la• variablee 

b6elcaa, apareciendo e61o en una de lae ecuacionee, 

donde eat•n expreeadae pera .. tricaaente en función de 

la• variable• .. cundartae. 

Se define 

<2.4> 

Cada ele•nto de le •tri• y .. denote par ,.4 con 

t • J' , + • J* taabilll deflni-: 

,-1E • u·' • <ii¡> laJ' 

ii¡ e• el valor ft~ .. rico de la varieble b6aica u¡. 

11 •l•te .. <2.3> ee expre .. como : 

u·• +E u' ., • Ü·ª .,..,. . . 
o taabiln 

u¡ + E * 14 u~ • u¡ . ,, • " .,.., 
Eete •late.. o su• equivalente• anterior•• .. llaae 

eiete .. en ror111t explicita.Taabi•n expreaaao• la func16n 

funcion cbJetivo de la e&guiente aenera : 

33 



t c/ u/ + t c~ u~ • Z 
lcJ' 4"J"' 

Suetituyendo el velar de u¡ obt•nemos: 

t c 1' < u1' - J: y u' * 4 • ,..,. ..., + t c~ u~ • Z ...,. 

u•' +~ e• u' .:, ... 
•• •• e u 

,e 
- e ~ '1 u' + ~ c' u' 

~ • • L. •• • ..., ..., 

~ ce• - c••1 )u' • z - e•• ü·• L. • • • • 
••J 

Haciendo •• J* 

'1 

La expr•ei6n anterior queda como: 

I * (C~ - z. )u~ • Z - Z 
•• J 

•Z 

• z 

<2.!5> 

De acu•rda a la• criterio• de apti•lxacl6n d•l llfltoda 

•i•pl••· •i e~ - z. $ o ., •• J* •ntanc•• .. ••t• •11 

•n la aoluci6n 6pti ... 

34 



Si existe algtln indice 4, E J* para al cual e•- z ) o, •• 4. 

entonces existe una mejor solución y se toma: 

e·-•• z.k • fa• f • l <C -•• Zq.> . ol 
f 

y la variable u •• •• la 

qua entra a la baaa. 

81 criterio da eallda da una var i abla 

"'°• 
b6eica •• to•r 

IU• J "Z..,} • 
l• J' l ii, 

-=.-- . 

entonce• la variable que eal• d• la baH •• u,. y .. 

expr• .. al probla., en for11a explicita raepacto a la nueva 

La apl1cac1on del taar• .. da halaurae comple .. ntarta• nae 

proporciona una t'6cn1ca para podar encontrar la• 

eiguiant•• ealución•• dal probl••· 

Bl taara.. da holaura• co11pl••ntariae noe dice qua 

ei una variable d• holaura Hn+t ha •ida agraaada a la 

raetr1cci6n 1-.. i .. del prabl•• pri .. l <P> y aparece en 

la eoluc16n b¡eica 6pti .. con valor diferente da caro, 

entone•• la variable d\181 D1 correepondianta a aea 

raetricci6n tendrA valor taual a caro, y ei una variable 

da holgura K•+J aparee• en la beH 6ptt• del probl•• 

dual con valar diferente da Cftro, entone•• •u 
correepondt•nta variable PJ en •l prt .. 1 •• taual a cero. 



2.3 COISTRUCCIOI DB LA TABLA ASOCIADA AL PROBLEMA DE 

ACOPLAMIBITO MAX!llO. 

La tabla para al prabl•• da acaplaalanta •xlaa an una 

grAflca ••• par daflnlcl6n, una tabla cuadrada con n 

ranglonaa y n coluanaa qua.carraapandan al nOaaro da 

v6rtlc•• d• la grAflca ••ociada al prabl•aa; en cada 

c••llla <r,a>, qua •• la lntar .. cclon dal r•ngl6n r y la 

col- a, M van a tanar loa algulanta• al••ntoa1 

Coafici•nta da coatoa ck ••ociado al arca 11 qua un• lo• 

•6rtic•• r y • 

11 walor da la •ariabla uk ••ociada al arco 11 qua un• lo• 

Mrticaa r y•· 
Loa arcea que no aparecen an la grAfica M r•praa•ntan coao 

cá•illaa aoabraadaa. 

La• caaillaa da la di .. aul corr••pond•n a la• variablaa x1 
u bolgura dal probl•aa an for• ••tAndar, la• cual•• 

tienen coaflciant•• da coato 1111111 a caro, adamla qua aataa 

YAriablaa repraMntan a loa Y6rticaa da la gr•fica. 

In •ata tabla M van a rapra .. ntar la• aoluclanaa factibl•• 

que ... wayan obt•nl•ndo al probl•• y que cuJIPlan can Mr 

•ntaraa. 

A cada aolucl6n factible que .. obtansa an la tabla l• 

corraaponda VII& rapra•ntaclón sr•flca, la cual ae 

idantlflca con una •ublrAfica parcial da la grUlca 

orl1lnal ., donde .. oti.arwan loa ,,.ruca• qua estAn 

acopladaa. 
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Cada variable aaociada a las arcos de la gr~f ica que tenga 

valor entero diferenta de cero hace que ae satisfagan dae 

ecuaciones del prable .. la cual quiere decir que la• 

variable• aaacladaa a laa v•rtlc•• extre11Ca del erco 

carreapoadlent• .. hacen cara. 

Bn nuaatra tabla cada varlabla aaaclada a lat1 arca• de la 

gr6f1ca aparece dae vacea,por lo cual en la• daa caa111•• 

aparace al valor que ti•n• en cada •oluci6n la variable 

carr••pondlanta. 

Loa antarlor•• concaptaa na• indican qua1 

l> 11 valar d• la• variabl .. da la tabla 11an uno o caro. 

2> Si una variable u, aparece con .. 1or una, antanca• 

todaa la• varlablH U; que ••t•n en•• lll•m raqlOn de la 

tabla deban tener .. 1ar caro, aal com tallb16n la• 

varlabl•• Xk carra•pandlant•• a loa Y6rtic•• extra.,. del 

arca aaociado a la variable u,. 
Cualquier cadena que taaca.,. en la gr6Uca, tiene una 

rapra .. ntac16n ea la tabla aaociada a dlclla gr6fica 

Par •Ja11plo , ... la eiguiante gr6flca1 
1 

3'1 



la tabla asociada a la grif 1ca 

_..!!.. ~ .....!!!... ...!!!... u, 
u. Xa U• U• U? 

_!!!.._ ....!!!.... ...!!_ ....!!!._ u. 
Ua u. Ua X• U10 

u. U? U• U10 xs 

Sea la cadena < U& , V•, U. , U•, u, >, •u r•pr• .. ntac16n 

•n la tabla e• la etsutent• : 

,_ 1-'1 
1 

1 
1 1 

l-w 

parta del ••rtice l. J teratna en el ai•ao , aei e•t• c•d•na 

•• cerrada , •• un cicla ale .. lltal , 

IJ•apla 2 .- Sea la stsulant• srAflca O• <X,Y> asaetada al 

prablaaa d• acaplaatanta ... 1.., . 

4 

~ Va U. 

3& 



Entonces el modelo da programacion mate~tica en forlll!l 

est•ndar asociado al problema de acoplamiento ~ximo para 

esta grafica as: 

a.c. 

u + u + + X •1 
1 • • 

u + • u + • u + • + X •1 • 
u + • + u.+ u • + x. •1 

u + • u.+ + X •1 • 
U¡,l 0 I!. z Xi'! 0 11:•1:5 ' j• 1:4 

La tabla aaociada a aeta probla .. •• 

Una pri-ra aoluci6n al probla .. ••t• for-da por 1-

vartica• da la sr•flca,aato aa,dando al valor uno a toda• 

la• variable• XJ J caro a toda• la• variable• u4 J la 

tabla aaociada a aeta aolucl6n •• la algulanta: 
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La •ubgr•fica parcial ••ociada a ••ta •oluci6n ••• 
3 a 

l a 2 a 4 a 

Otra •oluci6n al .prabl• .... rle la can•titulda par la• 

variable• u.• l ·' x.· l ., x.· l ., •u tabla ••ociada 

La interpretaciaD a eata .oliacl.6D, ••. que laa ,,.rtlc•• 

una y tr•• ••t•n acapládaa pera DO ael loa ,,.rtlc•• do• y 

cuatro. La aullsrAfiaa· parcial para ••ta aoluci6D ••• 

4 a 

S. otia.rva en l• table que la variable X
1 

apar•c• en la 

.alucl6n b6alca para con valor caro. 

'º 



Otra soluc10n es: 

Beta indica que lae variablee u,• 1 • u.. o Ha qua loe 

.,.rtic•• uno y tr•• aet6n acoplad09 ••l co8D tallbi6n loe 

Y6rtic•• do• y cuatro, la repre .. ataci6n gr6flca da ••ta 

eolucl6n •• •. 

1~ 
3 

2 ·------- • 

l•ta aolucl6n •• la 6ptl .. ·, ya que todoe loe .. rtlc•• 

••t•n acopladoe y el velor 4• la funcl6n obJetl.a •• &1ual 

a doa, toda• la• reatricclon•• H cumplen con a•trlcte 

igualdad. Rete •• un acopla•lanto perfecto. 
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2.4 IDBJTIFICACIOI DB UJA CADBIA ALTBRJA BI LA TABLA. 

1> Tomar al v•rtic• ¡ no acoplado y verificar si se puede 

llegar a un v•rtice k acoplado y que sea adyacente, eeto ea 

pa•ible hacer en la tabla aaociada al acoplaaiento que ee 

••t• coneiderando, ya que to•.,• el el•-nto de la 

diagonal que tenga velar uao y deap~ a• to .. la caeilla 

correapandiente al arco que une al v•rtic• ¡ con •1 luego 

cam k ••ti acoplacla, M poeiciona en el rirtice l con el 

cual k ••ti acoplaclo, •eta •• pot1ible ya que 110bre el 

reag16n donde .. encuentra •1 'Ñrtlc• • .. lleaa a la 

caellla que tiene ,,.lar una y •1 •le .. nto ele la columna 

llldloa •1 v•tta correapcmdient• con el cual ••t• acoplada 

el "*'tia lt. Bl ••ta na M poelbl• entaace• no estate 

cadena alteraa qlltl uu a loe rirt1ce• • y ¡. 

a> Una ""ª c¡ue M ••ti en el rirtloa l ••rlficar et M 

,..._ puar al ftrtloe J dl.reota•at•1 •1 .. ta •• paetbl• 

eatoace• M tiene la cacSeaa al\erna entre • '1 J na 

acop1adae . 

3> 8i no ae puecle ll"lar 4irecta•ate al vitrttoa J 

t.a,,..tigar •l •• poeibl• 11eaar a ua v•rtice acoplada, 

••to- poel.ctaaarM ea •1 y ll"lar al "'rt1oa ·con •1 cual 

••ti acapla4o y cle•p..._ repetir •1 pallO anterior . 

.. t. prace4i.tento for .. perta cSel algorit., a•naral que •n 

el capitulo 4 M eapreA y " un criterio para .. bar ai ye 



se est~ en la solución óptima del problema. 

A continuación se presenta un ejercicio para ejemplificar 

lo antes expuesto. 

EJBKPLO : Sea la siguiente gr6fica aaociada a un proble ... 

de acopla•iento ia6xi80 

l • 

1·: u. u. 
3. 

___ ¡:. 
' 5 

La tabla a.aolada ... 

&upOnaa• que • UaMi .al acoplalll~ato .•.; ·al cual ••t• 
ror•da por lee arcoe º• 1 Va' 4oáde ·la tabla •-lada a 

eata aoluci611 .. la •t1utante 1 

,, 



Se ob9erva q',W la. v6ruceti l ·, 3 no eet•n acopledoe, 

entone .. partiendo del Y.rtice l .. tiene que la caetlle 

correepondiente al arco U
1 

no tie11e valor, y •• el qua una 

el v6rtica l con el 2, al cual aat4 acoplado con el ,.,.rttc:a 

4 , ya qua la caaUla corraapondiant• a la variable U
8 

U•M Yalor llllOI uu ......... u ... al Y6rUce 4 .. 

Y9rtttca at·••l•t• un arco qua lo uaa con al v•rtic• 3 y .. 

ttene que l• caatlla q119· .. encuentra an la tnter .. cct6n da 

la colllallAo 4 con al ranal611 3 da la tabla, corraaponda a la 

variable 11
8

, asta en blanco, luap entonce• .. obtuvo una 

cad•• alterM qua uu a loa rirUoaa l y 3 por •dio da 

la. arcoa 11
1

,11
8 

y 11
1 

• 

A partir ele aeta cacle .. alterna conatrui809 un nueve 

acopl••i•nto 8
1

, •l cual aata f or .. do por loa arcea U
1 

y "• 

d• la cadaaa altarft8 y al arco "•' al cual ya .. tenla en 

al anterior acaplaetanta. 



La tabla asociada a ••te ·nuevo acoplamiento es: 

Tallbi611 .. U•n• qua ••t• nuevo . aoopla•i•11to S 
1 

•• el 

6pttm 1• que todall 11111 Mrtioee ••U11 acoplad011. 
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CAPlTlLO lll 

APLICACION DE UNA TECNICA DE SOLUCION A PROBLEMAS DE 

ACOPl..Al1ENTO HAlllHO 

3.1 TECl!CA DE SOLUC!OI PARA PROBLEMAS DE ACOPLAK!EITO 

KAXIKO. 

Se apllcarl una t•cnica para encontrar la aoluc16n al 

probla .. da acoplaatanto .&xlao an una grlflca, la cual 

••t• ba .. da en la 111 ... id•• que .. utiliza para aoluclonar 

•l probla .. de tran•porta. 

Bn far .. general dira.,. que ••ta t6cnica ae baaa en la 

ut111zaci6n de lo• ele .. ntoa lla .. doe aultiplicador•• y 

•urgen de la apl1caci6n del t•ore ... d• holgura• 

comple .. ntaria•, al aplicar .. a probl• .. • qua ti•nan una 

••tructura auy ••paclf lca, coao •uc•d• en ••t• ca•o. In 

cada tabla ••ociada a n1111atro probl•aa, .. van a 

repr• .. nter cada una de l•• aolucione• y taab1•n la t6cnica 

qua .. aplica para obtener una nueva aoluci6n al probl• .. 

ba•nda .. en la conatrucct6n del ciclo que .. far .. al 

conatdarar la• variable• que entran y .. len de la ba .. 

ljemplo 1 



El l!lOdelo de prograniación 1111tem.\tica asociado al problelDO. es 

XAX Z = 01 + Oa + Oa + o. + o,, + lio , 

s.c. 

u. + u .. s 

(p) u. + u. s 

Ua + Ut s 

U1 + u .. :S 

u. + u. " 
Us + Ud s l 

U\ • O • 1 ··~ 
11 modelo dual a90elado a ••t• probl• .. •• 1 

11111 V • n. + na + na + n. + n. + n. •... 
n. +na 11: 1 

<D> na+ na 11: l 

na + n. 11: l 

n. + n. 11: 1 

n. + n. 11: 1 

"' + 
+ n. l 

~ 11: o •• r;-g 



La tabla aaociada al probla.,. es 

donde le• Xkaon la• variable• de holgura en el modelo <P> 

al canaidarar .. an au far .. canónica. 

Sean 11 • ( 111, 111, 11 •• 11 •• 11 •• tr• ) y n • ( n •• rr •. n •• rr •. ""· "" ) 
aaluciane• de aaboa prabla .. • <P> Y <D>, reapectivall9nte 

Da acuerda al teara .. da holgura• ca11p1e .. ntaria• .. tiene 

qua 11 y IJ 90D aaluciaUa 6pt1 .. a ai M cuapla : 

1> 
E "' • 1 ,.,. 

it, it o 

para cada • • J 

2> Cl - IJ
9 

- !Jr S O para cada l e K y donde 

3) 111 <c1 - n -• 

Del inciac 3 .. tlau qua 11 l 

Si 11,,, o entonce• e, .• rr. + 

variable u1 ••t• en la baM y 

48 

• .., r aan loa indice• da 

laa.v•rt1cea extreaa• del 

arca l 

• o o e, • n. + rr •. 
nr quiera decir qua la 

la• acuacionaa r y • .. 



cumplen con estrlcta lgualdad o tamblén se dlce que la& 

variable& de holgura asociadas a las respectiv~s ecuaciones 

r y s tlenen valor cero. 

De la ecuaclón : el. n,. + nr •• tiene qua el= 1, 

entone•• n. + "r • l .• la cual tlen• una lnfinidad d• 

soluclon•• , por lo cual l•• dar•mo• •l aiaSJ valor a las 

variabl••· ••to •• : "ª . nr • '11. 

Se considera que para la• variable• baetcaa u1 11u11 

corr•apondiant•• "· y n rto•n •l valor da •1. y loa 

re11tant•11 nt •• la• asigna •l valor cero y con eetoa 

valora• d• loa .1 ... ntoa del vector n. .. calculan loe 

coeficientes de costos reducidas para todas las variabl•• 

del probl•... <P> de la for• 111111tant11 1 

C'a • Ca - (lf0 + '\. 

para toda a • IC 'I con o 'I b • J • 

La tabla qua no• indica la pria1ra eolución del probleaa, 

la cual •• trivial, fora1cla por la• variable• da bolaura 

qua tienen valor uno 'I valor carod• la función obJativo. 
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Se construye la siguiente tabla en la cual se obtienen 

los coeficientes de costos reducidos par~ todas las 

variables con base en loa multiplicadores o valores de las 

variables duelas n, de la siguiente forllll: 

CollO la• variables Xk eon lae de holgura entonces 

deba ser igual a cero, ya que es una 

condicUln del llltodo •i11plex·, pcr lo que: 

·e,. - n,.• o 

n,.• o .,, " • J 

Para la• variables no baaicaa u1 aua coaficiantea da coatoa 

reducido• •• calculan da la siguiente for,.. 

l elC, • y r lndic•• 

da loa v•rtlc•• axtr•moa del arco u1 , eo., un •J••plo de 

•J•rclcio calculaaoa el coeficiente da coatos da la 

variable U,.• 

C',.•c,. - <n
1 

+ n,.·>· 1 - <o + o>• 1 

A•l ·al cAlculo da loa coeficiente• da costo• da todas la• 

variable• .. encuentra en la siguiente tabla: 

n 

"º 

o 

o 
o 
o 

o 

o 

n 



Si loa elementos de esta tabla fueran todos manares o 

iguales a cero, entonces se tendr1a la solucton mAxima. 

Bn este caso, como se tienen elementos positivosentonces 

to11111mos el pri..,ro que encontramos en el primer renglón qua 

equivale a considerar en la nueva soluci6n a la variable 

u,. ae1 entonce• conetruillOs, dentro de nuestra tabla 

asociada a la anterior solución, un ciclo que noe va ha 

indicar qua variable eala da la baee y can que valar entra 

la nueva variable ;aal entonces, obtenem>a la siguiente 

tabla: 

Bl valor de la funcl6n objetiva •• una. 

51 



La siguiente solución .. obtiene al aubetituir •l valor de 

de •peilon, aat ae obtiene la aiguienta tabla d• aolución1 

81 valor de la función para eata aolución •• Z ··2. 

Calculamoa la tabla de coeficiant•• de coetoa reducido•• 



n 
>z ,. 
'ª >z 
o 

o 
n o .Q 

La variable que entra a la base es Us 

La tabla asociada pora obtener la variable que sale es: 

La tabla asociada a la s1gu1•nte eolucl6n es 

y •l. valor de la fÜncL6n obJ•tlvo •• Z • 3 • 
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La tabla de coeficientes de cestos reducidos eG la 

siguiente 

n 
» 
>· 
>· 
>· 
>· 
>. 

n '· :. ~. ' ./. >· >· 

Se obaerva que todo• loa coeficiente& de costos reducido• 

·•on .. nor•• o igual•• a cero, ••to qui•r• decir que •• 

obtuvo la solución al proble,.., la cual aat6 for,.da 

por las variables : U
1
= U

1
= U

5
= 1 y al valor de la función 

objetivo es Z = 3 . 
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Primera solución factible, con valor de la función objetivo 

Z = O: 

1!11 11 11 IUll!I 11 1 
1 IUI 11 11 IUIJll 1 
l ll l~l ll IUI 111 
11111 l~I l~~U 
1!11 11 11 l~I 11 11 1 
l!ll!J~~I 1~1 11 1 
1 llml 1m1 1 l~I 1 



Segunda solución b~sica factible con valor Z= 1: 

Coeficientes de costos rRductdos para la segunda ;oluci6n 

factible : 
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n 

n 

La variabloe que entra "e V
8 

y la tabla que nos indica la 

variable que sale es la siguient": 

" = l 



Tercera solución bAsica factible con valor de Z= 2: 

Coeficientes de costos reducidos para esta soluc16n: 

n o o o o 

n 
'/• 

o 
o 

La variable que entra es v. y se construye l~'1:abla •n la 

cual ,.. deteralna la variable que aala: 
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~ = 1 

Cuarta solución básica factible can valar Z= 3 
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La tabla que contiene los coeficientes de costos reducidos 

asociados a esta solución bastea factible es la siguiente: 

Ca., exleten coeficiente• de coetoe .. yarea e cero entonce• 

conaldera90e a la variable V
0 

para entrar a la baae y se 

construye la tabla que contiene al ciclo de la •pallan para 

saber que variable sale: 
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Quinta solución factible con valor de la función Z 3 

Coeficientes de costos reducido• pera la quinta solución 

facUbl•• 

UI 11 11 1~111 11 1 
n 
..... 

1 1a1 11 11 11.mam1 1 · 
1 11 161 11 la!tl 11 1 
1 11 11 ltiil 11!1HlilE 
a!ll 11 11 11!1 11 11 1 
•1ma•1 ¡m1 11 1 
1 llml la!ll 1 IUll 1 
1 _Jl _11 llml __ ll __ J __ JUi . 

.O >. >. >· o 
La variable que entra ea V

7 
ya que la variable V

0 

tiene la poeibllldad de entrar, cDS> ya antes habla 

en la base entonce• la dee•cbaaos. 

aunque 

eetado 



La tabla con el ciclo de las épsilon y la variable que sale 

es la siguiente: 

Sexta •oluc16n fact1bla con valor d• la función obJ•t1vo 

Z=3:· 
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Coeficientes de costos reducidos para lo sext"' solución 

b.ksica factible: 

n 
.~. 

'• 
'· o 

'· '· 
'· o 

n '· >· o >· >· >· o 

La variable qua entra •• '•••ntancee .. conetruya la tabla 

para .. bar que variable Hla: 

e • 1 

65 



Septillll solución factible con valor de la función objetivo 

z = 4 : 

S. abmerva an aata aaluci6n qua an la diagonal no aparecen 

valorea, aato quiera decir qua ya todo• loa v•rtices astan 

acapladaa, par. lo cual ya .. llagó a la aaluci6n 6pti1111. del 

prablallll. Da. la tabla anterior - tiene que las variabl•s 

V
1
,V

1
,V

7 
y v. tienen valar da una, par conaiguiante la 

rapn-ntaci6n grAfica da asta aoluci6n as la eiguianta 

6 

• 

Este as lo que se le lla ... un acoplamiento perfecto. 
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Ejemplo 3.- Sea la siguiente gráfica asociado ~ un problel!IO 

de acoplamiento lll4ximo : 

u • 

3 

La tabla asociada a la gré.fica; para poder aplicar el 

""'todo es la stguiente 

u u ue • • 
x. u. u. u. 
u, x. u. u 

7 

u. u. x. u. 

u. u, u. x. 

La priaera solución de la qua se parta ea la trivial, eato 

••• qua laa variable• aaoo1adae a loa v•rtlcea da la 

gr~fica tengan valor uno y las restantes variables, las 

aaooiadaa a loa arcos tengan valor cero, aai entonces la 

tabla para la pri,.,ra solución ea: 
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La repre .. ntac16n srAfica de eata pri .. ra aolución ea 
1 
a 

!! a a 2 

4 a a 3 

La tabla con loa coeflciant•• de coa toa reducidoa •a ' 

n 

o 

o 

o 

o 

o 

n o o o o o 

Cualquier variable ee candidata pttra entrar a la be.ea, pero 

adoptare..,• al criterio de to11ar la prl .. ra qua ancontre11<>s 

con coeficiente de coetoa reducidos igual a uno, en este 

caeo ea la variable U
1 

y .. conetruye el ciclo torlllldo por 

la •peilon piara .. bar que variable aale de la baee. 
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e 

1-e 

" ~ l 

E&ta segunda soluci6n tiene asociada la siguiente tabla 

1 

1 

Se obtiene la tabla para loe coef icientee de cae toe 

reducido•: 
n 

'· '· o 

o 

o 

n '· o o o 

La variable que -caneldera para entrar •• u y ... • 
ver 1f lea con la elgulente tabla que variable sale: 



1-.0: "' 
t: 1-t: 

t: = 1 

La siguiente solución bt.aica ft.ctible can valor de la 

función z ~ 2 .. : 

l 

l 

1 

La tabla da coafieianta• da coa toa reducidos es: 

n 
•1. 
•1 .. 
•1. 
• 1. 

Se observa qua ••1•tan eoaflcianta• da coatoa reducidos 

111>yoraa qua caro, aato no• indica qua todavia no ee llega a 
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la solución óptilll4, pero también se tiene que sn. la tabla 

asociada a la Ultima solución, los elementos de la 

diagonal, que son las variables asignadas a los v•rtices de 

la gr•fica, sólo una de ellas aparece en la base y con 

valor uno, entonces solo queda por acoplar un v•rtice, por 

consecuencia ya se obtuvo la solución 6pti11a la cual est~ 

for11ada por las variables u, y U
1

, con valor uno y valor de 

la función objetivo Z • 2. 

La repre .. ntacion grif ica de esti solución 6pti11a ea: 

u, 
2 

5 a 

&Jemplo 4.-Supónga .. que la eiguiente grAfica repr• .. nta un 

prable.. de acoplaaiento aAxiao: 

Y au corre•pondiente tabla aeociada: 
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Primera solución 1>6.sica factible: 

Tabla de coeficientes de e os toa reducidos para esta 

eolución: 

n 

o 

o 

o 

o 

o 

n o o ·o o o 
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Tabla para obtener la segunda solución: 

• = 1 

Segunda solución blaica factible con valor Z 

Tabla de coeficiente• de coetoe reducido• a•ociada a esta 

solución 

n 

n 

h 
h 
o 

o 

o 

La variable que entra a la baee ea u. y con la siguiente 

tabla se obtiene la variable que sale da la base 
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f: R 1 

Sal• da la ba•• la variabl• u, y obtanallDa la siguiente 

solución b.lsica factible: 

Tabla d• coaficiantaa d• costos raducidcs para esta 

aolucl6n1 

n 

)a 

o 

'· o 

o 

n ,, o 'ª o o 
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La variable que entra es U
2 

y mediante la· siguiente tabla 

sabremos que variable sale: 

e = 1 

Tabla asociada a la siguiente aoluci6n b•aica factible• 

La tabla de coeficiente• d• coa toa reduoidoa .. , 
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En esta tabla se tiene que exista un coeficiente da costos 

reducidos que as IDllyor qua caro, paro s6lo existe un 

vértice qua no ba sido acoplado, por lo cual ya se estA en 

la solución 6pti1114, la cual ast• dada por las variables 

U
4 

= U
8 

= 1 , con valor da la función objetivo Z= 2 y la 

siguiente representación grafica1 

./ a !! 

BJe11¡>lo !!.- Sup6nga .. la a1gulente gr•tica asociada a un 

prable.. de acoplaalenta .. xlao1 

2 

La tabla aaociada a la gr•ftca ea 
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La tabla asociada a la pri..,ra solución es 

La tabla da caeficiant•• de coeto• reductdoe •• 

n o o o o o 

n 

o 

o 

o 

o 

o 

La variable qua entra a la ba .. •• U
1 

y para encontrar la 

nuava aolueión .. eonetruya la eigutente tabla 1 

e • 1 
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La tabla que muestra la segunda solución es: 

Y la tabla da loa coaf iciantaa da caataa reducidas as 

n 

n 

>· 
o 

o 

o 

>· 

Bn eata tabla aa tianan caaficiantaa de coataa reducidas 

.. yaraa a cara, tadaa aan igual•• a 1/2 y adell.la ae 

encuentran aabra la mia .. calu1111a danda se encuentra la 

variable u.: •1 intraducillD• cuala11quiara de estaa 

variables, tandrA qua -ur la variable IJ• y e11to no mejora 

al valar da la función abJativo, entonce• asta solución es 

la ópti ... 

Com> obaarvac16n a aate ejaapla la grAfic• es bipartita 

formada par da• conjunta• de v•rticaa y en uno d@ ellos 

eólo aa encuentra el v6rtica 5, entonce• todo acoplamiento 

lliximo aólo consta de un arca. 
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Ejemplo 6,- Sea la siguiente grAfica asociada a un problema 

de acoplamiento IUXimo : 

La tabla corr•spond1ente a asta sr•fica es 

Tebla aeociada a la pr1 .. ra &oluo16n : 
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Los coe!iciantes de costo& reducidos &on 

n o o o o o o 

n 

o 

o 

o 
o 

o 

o 

Bntra la variable u, y obtana.a. la a1gulante aolución 

La tabla da coaflclantaa da 
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r. 

>. 
>· 
o 

o 

o 

o 
n o o o o 

La variable que entra ea u. por lo que cual .. tiene la 

aigulanta tabla para la nuava aoluolón 1 

La nueva tabla da coaflclantaa da coatoa raducldoa para 

aata aoluolón •• : 
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n 

'ª '· o 

'· '· o 

Aunque todavla exi•tan C08f1cientee de coetoa reducido• 

· .. yorea que cero, daclma• qua en ••t• caao ya .. llegó a la 

•alucl6n 6ptl .. ; .. otMNrva qua la grAflca e• bipartita en 

la cual una da loe conjunta• da v•rtic•• ••t• far114do por 

el 2 y 5, loa cual•• ya aat•n conaidaradoa an al 

acapla•l•nta y loe daa v•rtlc•• que quedan •in acoplar .. 

•ncuentran •n •1 •l•., conjunto de v6rt1c•• y na ea paaible 

acaplarloe. 

O. loa antarlaraa aJe111>loa .. abaervan varias criterio• qua 

deben ta .. raa en cuenta para la conetrucc16n de un 

algor1t., general qua aoluclon• toda• los caeos que ee 

pra .. ntan an la. prabla .. s de acoplaaianto .. x111a. 

Bn al aigulanta capitulo .. dan las paaoa que confor11an •l 

algoritmo y la da1K1straclón da los criterios que se 

ut111san para llegar a la eoluclón 6ptillll de talas 

proble .. a. 

ea 



C A P 1 TUL O IV 

ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA SOLUCIONAR EL PROBLEMA DE 

ACOPLAl'ENTO MAXIMO. 

4.1 El. MOOEl.O DE PROGRAMACION ENlERA ASOCIADO Al. PROBLEMA 

DE ACOPLAMIENTO MAXIMO. 

A continuación se demuttSt.ra l• base t.Knica d•l algorill'DO 

que s• propone para solucionar 1 os problemas de 

acoplamiento lllA>dllO en una gr6fica. Tallbi•n se explica cada 

uno de los pasos que integran el algoritmo, la de110Stración 

de varios lemas que fund-tan la t*<:nica propu-ta y el 

listado del programa disel'lado en lenguaje Basic para -te 

fin. Por Olll.., se u- un algorit.., de ellq-tación, 

disllflado por N. L. Ballnslci, para encontrar la solución al 

probl- de acoplaml.enl.o uxi.., en una gr6fica. 

En el capitulo IJ •• definió el ...mlo general de 

úxi .. d• la ror- siguiente : 

s.c. 

s para cada 1 • J 

z 
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El mod•lo dual d• programación mal•IÚ.~ica •s: 

MIN w 2 n 
J 

J .. -' 
s.c 

CD) n n ~ e,. paria cada lo e K ,.,. e Jk 
r . 

n n ~ o 
' • 

El probl•- CP) •n forma canónica es: 

NAX z • I c
1
u

1 

• K 
s.c. 

CP) ! u,. • x1 para cada l • J ,. • "1 

u,t o z 

s.a Ü una soluci6n Wsica al probl•111a CP>, •nlonc.,. •l 

valor de la f'unci6n obJ•l.ivo est• dado por: 

e u 
.. p 

donde p - •1 indice asociado a las variabl- U que •• 

enc119nt.ran en la ba••• entone- aplicando •1 cr.i terio del 

M6lodo silllf'lex, laa variabl .. b••tcas sus coefici•nl .. d• 

coat.08 rtlduc:idos d•ben ser cero expresado •n forma 

aat ... t.ica; 

por lo que e • z 
.. p 

e z •o 
p p 
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En el capitulo •nlerior se moslró que el valor de ZP •slaba 

dado, al aplicar el ltt0rema de holguras complemelarias. 

como la suma d• las variables duales nt y nq que son l•s 

asociadas a los veorlic•s extr•mos del arco UP y esto quiere 

decir que : cp • "· + nq • 1 el valor que se les asigna a 

cada una de estas variables es 1/2 . 

Ot..ra forma d• explicar este criterio es: si una variable UP 

del proble- CP> se encuent.ra en la base, el t...,,.e_ de 

holguras c011ple .. nt.arlas indica que la corr .. pondient.e 

r .. t.ricc'ion del proble• dual se cumple con "t.rict.a 

igualdad. Talllbi•n, •i una de la• variabl" de holgura Xh 

del proble• CP> se enc-nt.ra en la baae y con valor 

diter•nt.e de cero, ent.onc" qui.,.• decir que la r"t.ricc1-

h d• .. t.e probl ... •• aat.iatac• con "t.rict.a desigualdad y 

por lo t.ant.o la r"pect.iva -riab1e dual h t.ien• -lor 

•e obt.1- loa 

valor .. de 1aa variabl" dual" n , para despOea calcular 

loa c-ticient. .. de coat.oa reducidos. 



4. 2 OEMOSIRACION CE LAS REGLAS DEL HETOOO PROPUESTO CE 

SOl..UCION. 

Si en una gr•fica asociada al problema. de acoplamiento 

rú.ximo se tienen n _,.rlices y m arcos enlonc•s : 

LEMA 1.- Toda solución bisica asociada al modelo 

mate~lico de este problema eslA formada por n elen.nto~. 

La pri-ra solución bisica factible la consliluywn las 

variabl- asociadas a los n ...,.lic- de la grifica. 

O. -le 1- •• deduce que lodo proble- de acoplalllienlo 

mAxi.,. li- al menos una solución b&sica factible y por 

lo lanlo s19111Pre va a lener solución, 

Se ot.erva que d• la for- c~ se F>r"•nla el lllOdelo 

_t. ... t.ico para el probl- de acoplaiúenlo IÜ>cillO, t.oda 

variable U- asociada al arco - de la grifica, aparee• sólo 

- dos r-t.riccian" del m>delo de progra-ción 11al•Mt.ica, 

si u- valor uno, -1.onc- se cullplen con -!.riela 

igualdad dos r .. t.ricclon ... Est.o significa que las 

variabl- aliociadas a los "*"t.ic" •xt.r.- del arco U-

t. .... n el valor cero y sal- de la base. 

LENA 4 - Dada una solución b&sica raclibl• U al proble­

de acoplaiúent.o úxl.,., se dica que Ü .. ópt.i- si y sólo 

si •• cu..,la alguna de las condicion- siguiant. .. 

a) t.oclos los coaficient. .. da cost.os reducidos son -nores 

o igual- a cero, esto es 

para cualquier variable U
1 



b) Si existen coefici•nles de costos reducidos mayores que 

cero pero solo se tiene una variable básica XJ con valor 

uno, es la que eslA asociada al .,.rtic• J de la grAfica. 

e) Si existen coefic:ienles de costos reducidos mayores que 

cero y mis de un vértice con valor uno, pero no existe una 

cadena allernant• que una a dos cualquiera de estos 

vert.ices . 

0.JnOSlración : Sea U una solución bt.sica factible para la 

cual se satisface el inciso Ca), entone- de la for-

explicita respecto a la base C expresión ce.•> del capitulo 

U), se llega a la siguiente expr-i6n : 

E • c e• - z > u• • z - z . .., . . .. 

J• - el conjunt.o de 1- indic- de laa variabl- no 

blaicas,enl.onc- c ..... e~ • e~- z .. s o • el valor z de la 

función objet.ivo no se puede -Jorar para cualquier valor 

que s• l• asigna a laa variabl" U• con lo cual Z •l el 

valor 6pt.i., y por consiguienl.e la solución U lo -

lallbiitn. SupOngas• qua la solución bt.sica ract.ibl• u .. 1.al 

que satisface el inciso Cb), -lo ... exialen c-ficient. .. 

de c-1.os reducidos CL > O, enl.onces Cexpr-i6n C2. 9) del 

capil.ulo 11> se t.iene que el valor Z de la función objel.ivo 

se puede ... Jorar, pero si se tiene que sólo un v6rlic• 

queda sin acoplar entonces ya no •• puede considerar un 



arco más d• la gr~fica en el acoplami•nlo y s• dice que lA 

gr•fica no li•n• acoplamienlo perfec~o y que •1 valor de la 

función objet.ivo es 6pt.imo, por consiguiente la solución Ü 

es Opt.ima. 

Si la solución Ü salisface el inciso Ce), de acuerdo a los 

dos incisos anleriores se lendria que existen coeficientes 

de cost.os reducidos mayor .. que cero y ús d• un Wrt.ic• 

sin acoplar, y•• podria obtener una Mejor solución; esla 

nueva solución es posible que exist.a siempre y cuando se 

encuent.r• una cadena alterna entre dos .,.rlices no 

acoplados, pero c.,., est.• criterio indica no exist.e tal 

cadena y por lo t.ant.o se t.iene la solución Opt.ima. 
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4. 3 ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA SOLUCION OPTIMA AL PROBLEMA 

DE ACOPLAMIENTO MAXIMO EN UNA GRAFICA. 

arcos, construir su labla asociada ~al como se definió •n 

el capitulo II, tomando como prilft9ra solución b.isica 

fact.ible la formada por las variables asociadas a los 

a.- s. calculan los ele ... nt.os n de la for111a siguient.e: 

para cada variable Ul que •• •ncuent..r• en la ba••• est.o es, 

que t.enga valor uno y con ,,..rUc ... ext.re- t y q : 

e1 • e1 - e "t. + "• ) • o;: ent.onces 

n • n • i.12 • • con los r .. t.ant.es n igual a cero. 

e -k e n + n ' • • 
para las variabl- X1 su coef.lc.lent.e de cost.o es an,. 

4. - Se verifica si se "t.6 en la solución Opt..l- o t.odavia 

a) Si c1 :5 O para todos los t e K,o sea los costic.lent.es 

de cost.os reducidos para cada variable U1 asociada a los 

arcos, entonces se est.6 en la soluclón ópU-, esto indica 

que el acoplallli.ento encont.rado es perfecto. 



b) Si exisle un •l•-nt.o CP > O y en la labla asociada a 

la solución se li•n• sólo un elemento d• la diagonal con 

valor uno, la gr6fica t.i•n• sólo un ~rlic• que no ha sido 

acoplado, entonces la solución es Optima y la gr•f ica no 

contiene un acoplaiaient.o perfecto. 

e) Si existen elementos CP > O para p • K y lodos con valor 

1/2 y lllAs de un ele .. nt.o de la diagonal con valor mayor que 

cero. v.rificar si no •xi•l• una cadena alternante que una 

a dos de los v6rtices no acoplados C los correspondientes 

en la diagonal con valor -yor que cero) , uli U zando la 

lKnica vist.a en el caplt.ulo II. 

i) Si no exl.st.• t.al cadena, ent.onces se est..fo en la solución 

ii) Si exl.st.e enlences t .... r los arcos de la cadena 

alt.ernant.e q._ no est.6n en el acoplallllent.o, obliendo uno 

nuevo que -jora la solución y se regresa al paso a t..omando 

!5' Si •xi.si.e al ..,.os un ele-nt.o e,. • 1 y lllAs de un 

el.-nt.o de la diagonal con valor uno, ent.onc .. existe una 

-Jor solución, la cual se const..ruye de la siguiente 

S. t. .... la variable U~ para •nt..rar a la base considerando: 

e~ • -=x f e,. 1 e:,. > º •· 
Para saber que variable sal• •• conat..ruye sobre la tabla 

asociada a la ult.i .. solución, un ciclo con la •psilon de 



~al manera que se cancelen de la base igual núfn9ro de 

variables de l•S que van a enlrar, ademis de que se hagan 

cero las variables de la diagonal, correspond!enl•s a los 

V6rlices extremos del arco U~, La forma en la cual se 

conslruyw esle cicle se vio en los ejemplos presenlados en 

el capilulo III . 

Asi se llega a una nueva solución y se regr .. a al paso 2. 



4,4 UN ALGORITMO DE: ETIQUETACION PARA EL PROBLEMA 

DE ACOPLAN! ENTO HAXI NO C BALI Ns<n . 

El siguienl• es un M6lodo General para enconlrar •l 

Acoplamienlo Mlximo en una grAfica, ••l• basado en 

conceplos de la Teorla de Grlficas, en parlicular en la 

lrayec:loria allerna, para comprobar que un acoplafllienlo •s 

mixirno •• verifica que no exisla una lraywcloria all•rna 

enlre dos ...,.llces no acoplados. 

Dada una grlfica G • CV,E> y un acoplaml.enlo 11 en Q, una 

lra)l9Cloria allerna enlre dos rif'Uc- X
1 

y X
0 

no 

acoplados, .. aqu6lla que lo .. allernada,,.nle arcos de N y 

are- ,._no•• _._..lran en M pero s1 en E. 

Esle algorll.., .. ll basado sobre l6cnicas ulilizadas por 

EDMONDS y llEllCIE y se aplica direcla .. nle sobre la grlflca. 

Dada una gr6f1ca G y un acoplaml...,lo M, sea V
0 

un wrlice 

no acoplado y supóngase que ex1ale al 1111nos olro "*rlice no 

acoplado, enlonc- asigna- eliquelas a los wrllces de 

acu.,.do al a1guienle algor1l1M>, leniendo en cuenla los 

sigu1enl .. significados. Si el v*rlice X lleva alguna de 

las et.lq-laa: 



I) ex•,-], enlences existe una trayectoria alterna, 

P,CX) de v6rtices etiqu•tados empezando en X con 

arco CX,X') • M y terminando en V
0

• 

11) C-,X"J, entonces existe una t.rayecloria aillerna 

P
2
CX) de ""1rtices eliquelados empezando en X con 

arco CX,Xº) • M y terminando •n Y
0

• 

ex• ,x 0 1. ent.onces puede acont.ecer o tI 

si111Ult.lln•a-nt.e. En est.e caso se dice que X est.11 

dobl•...,t.• et.iquet.ado. 

La t.ra)'8Ct.oria alt.erna o t.ra,,..,t.orias PtCX), donde t indica 

que la t.raywct.oria lllllpi•za con •1 .arco ex.Y> y represent.a 

la t-6si- c.._...t.• de la et.iquet.a de las x., son 

derinidas induct.iva .. nt.e r9"11resando de ,,.rt.ic• •n ,,.rt.ic• 

indicado por las cotop0nent. .. alt.ernas de las et.iquet.as. 

u.a,.. lot1 sllllbola. -, +, O, e~ cOt1piOnent.- de la• 

•tiquet.as para indicar respec:Uva .. nt.e que la c.,_..ent.e 

.. vacla, no vacla o allbas. 

Final-nt.e, t.odo ,,.rt.lc• •Uquet.ado X lleva un exponente 

.CX), el cual es un ent.ero no negaUvo usado para derlnir 

el Orden en la aplicación de las reglas de et.iquet.aci6n. 



R.-glas de Eliquelación. 

Dada una grAfica G y un acopla.miento M, los v9rlices se 

eliqu•lan como sigu•: 

R.-gla O. Se et.iqu•t.a un "*•lice no acoplado Y
0 

con CYu,Y
0

J 

y eCY
0

) • O. 

Entonces en toda eta~ se usa. cualesquiera de l•s 

siguienles r.-glas •t.iquet.ando el "*rlice v• Cl16,..se 

origen). 

Con la eli.quela CO, +I y ecv•> • Max t.CX> X esli 

et.lquelado con 10,+l> y adlftiliendo la aplicación de al 

-nos una regla. 

Si no •xi•t.• t.al ...,.li.ce v• quiere deci .. que s6lo hay un 

...,.t.ic• no acoplado V
0 

y lo cual i111plica que el 

acoplam-t.o N - un acoplament.o .. xilllO. 

Regla 1. CRupt.ura). Exi•l• un "*rli.c• W no et.iquet.ado, 

cv•,ID • N, W no acoplado • 

...,.. lo t.ant.o •xi•t.• una t. .. a)l9Ct.oria ent.r• los wrt.ices no 

acoplados W y V
0

• Invi .. t.iendo la asignaci6n d• P
8
cv•> a N y 

a.,..,,t.ando el a .. co cv•,ID para obt.ener un nuevo 

acoplament.o. S. bor-.. an t.oda• la• et.iquet.as y exponent.es y 

•• .. egresa a la ,.egla O. 

R.-gla 2. CEt.iquelaciOn) Si existen wrlices W
1 

y w
1 

no 

et.iquelados, lal que cvª, W
1
> • N y 

w, con cv•.-1. •.con c-,W
1
J, .cw

1
> 

.cw
8
> • .cv•> + 2. 

CW
1

,W
1
> e N. Se ellqueta 

y 



Ejemplo. 

S.a la siguienl• gr•fica G • CX,E) con M0 • 9, eslo es, sin 

considerar acoplamiento: 

x, 

x,, 

Aplicando las reglas O y 1 se t.i•n•: 

x, 

x.•-~~~~~~~-- x,, 
N

1
-t<X

1
, x.» 

Ut.llizando ot.ra vez aMbaa reglas obt.eneMOS ot.ro 

acoplaal.ent.o .... { ex,. x.>. ex,,. x.' 1 y la gr•flca: 



Como se nota la aplicación de este algorilll'tO es muy 

exhaustiva y laboriosa. ad•~s de que para gr~ficas 

grandes, las cuales tengan ft\A5 de 20 ~rlices y que se~n 

comple~as, es posible perderse en la aplicaclOn de loe paso 

que •• deben seguir, los algoritmos de este tipo no son muy 

aplicables. 



4.S Pro9r1t11 C0Hput1oion1l 
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SOLUCION 

20 IF ACl,J>>O THEN T1•T1+1 'INDICA QUE EXIS'IF.N COEF. DE COSTO 
REDUCIDO DE 1 /2 

I F BCI , I> •1 THEN T2•T2+1 

ACOPLAR 

NEXT J 

NEXT I 

IF n-o OR T2<2 OOTO 100 

OPnMA 

' NUMERO DE VERn CES SIN 

'YA SE ESTA EN LA SIOLUCION 

REN SUBRUTINA PARA ENCONTRAR, SI EXISl'E, LA CADENA ALTERNA 

• -

ENTRE YERnCES NO ACCl'UDOS 

F'Clt 1-t TO NL 

IF BCI, I>•l 11fEN 35 
NEXT 1 

' PltI IClt VBltnCE NO ACOPLADO 

FClt l•Yl•l TO Nl 

IF BCl,D-t 11IDf '18•1 • SOUIDO YERn CE NO ACOPLADO 

NUT 1 

Sool 

ll-t 

111-Yl 

FClt l•ll TO 12 

IF l •Yl 1lllN 40 

IF llCVl ,noo TllDI 

FClt J•l TOS 

CACDIA 

IF 'llCJ)•I TllDI 40 

NEllT J 

CJOrO !90 

'° 
'VlllHF'ICAlt sr EL YEltTICE YA EXISTE EN LA 

40 NDT 1 

IF' 12-Nl '11IEN 100 'NO EXISl'E CACENA ALTERNA Y YA ES U SIOL. 

,,,, 



OOTO 38 

50 S•S+l 

VCs:>•I 

IF VCS>•Ve THEN eo 
FOR I•l TO Ni 

IF I•VCs:> GOTO 42 

IF B'1, Vcs:>>•l TifEN 70 

42 NEXT I 

'Y A SE ENCOHTRO UNA CADENA AL TERNA 

GOTO ea 
ACOPLADO 

'QUI ERE DECIR QUE EL VERTI CE VCS> ES NO 

70 S•S+1 

VCS>•I 

VCS-1) 

'VERTI CE CCIH EL CUAL ESTA ACOPLADO EL VERn CE 

FOlt 1 •l TO S-1 

FOlt J•I+l TO S 

IF VCl)•VCJ) TllEH 100 

NEllT J 

NBXT 1 

Vl•VCS> 

aoro • 

'NO EXIS'l1t CADENA ALTERNA 

eo RSM CALCULO DE LA NUEVA SQ.UClOH unLIZANDO LA CMll!NA 

ALTERNA IENC~ 

Fm Z-1 TOS 

FOR 1 •1 TO Nl 

IF BCVCZ>,Jl•l ntEN 9CVCZ>,l)-O 

NEllT 1 

HBXT Z 

Fm Z•l TO S S1'EP 2 

9CVCZ>,VCZ+l))•l 

9CVCZ+1>, VCZ>>•l 

HEXT Z 

0010 10 

200 REM 08TENCJCIH DE LA NUEVA SQ.UCJCIH MEDIANTE EL CICLO DIE LA 

EPSILON 
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BC 111 , A2) •l 

BCAa,Al)•l 

BCAl, Al )-0 

8C A2. />2) "° 
OOTO 10 

100 ltEM RUIINA PARA IlfRINIR LA SICLUCION OPnNA 

PRINT" SOLUCIClN OPnNA" 

PllINT" YER11CES ACOPLADOS" 

FOii I •1 TO N1 

FOii J•1 TO Nl 

l'l!INT BCI ,J>; 

NllllT J 

PIUNT 1 

NEIT 1 

FOlt 1 •l TO Nl -1 

P'Olt J•l +l TO Nl 

IP' BCI ,J>-t 11lllN NINT l ,J 

IP' 8Cl,J>-t 1llDf ZNAX•ZNAX•BCl,J> 

NUT J 

NllllT 1 

PlllNT" ACCl'LANIENTO MAXINO • ",ZMAX 

IP' 8"21CAX""'1 1llDI l'IUNT"MXl'LAICll:NTO Pf:RF'ECTO" l!LSE 

PllINT"ACCl'l.AlallNTO NO l"Dl'ECTO" 

lllEN W.10S 

ltBM SJD9'LO 

W.TA 9,4 

W.TA 0,1,1,-1,-1 
W.TA 1,0,-1,1,1 

W.TA 1,-1,0,-1,-1 

DJ.TA -1,l, -1,0, -l 

DJ.TA -1,1,-1,-1,0 

l!ND 
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CONCLUSIONES 

El proble- de acoplallll.ent.o U.ximo es un probl•- de 

realidad y considerado de \ISO c090n, asi cOftlD el de 

En .. 1.e .. t.udio s6lo se aborda el 

probl- del acoplalllient.o 111Axi100 y apUcando la re1aci6n 

que exist.e ent.re las soluciones 6pt.1-• de 1- dos 

probl-• Cacoplaat.ent.o ax!.- y recUbrilli.ent.o al.ni-) •• 

construye la del recubrillltent.o lllln.llM>, .. t.o .. ya sea que 

se r .. -1va ""° u ot.ro se obt.inen las dos soluciones. 

Al hacer una coJOPAracldn entre 1"9 dos •t.oclos de so.luci6n 

del acoplalll1ent.o .....,_ se not.a que el Nttodo Or6fico .. 

e1Chaust.1YD ya que para llttYar Uft cont.rol de cada lt.erac1dn 

deW hacerse sobre -• gr6t1cas lo cual, pera ... 

probl- de -hes are- y "*''-le" " fNY laborl.,.o y con 

llls rl"go de equiYOCac16n. 

Eat.o no aucsde - el alOOt"it.., pr.-t.o ya que •• puede 

progra•r y aut..,..t.lc-t.e dar la solucldn 6pt.i_, a..,qqe 

para "'-• trabajo •• hiso expUclt.o el pracedhlient.o para 

ca- ...-.ra -• claJ"a la lógica a seguir y t.allbi ... ae 

pqc11 ... Juat.irtcar 86• t6ci1Mnt.• 1- pasos del algorit.-. 

Este Wltt.odo de soluc16n se cr90 haciendo algunos arrevl­

al •t.odo del t.ransporte generaUsado, pero basado - la 

lógica del *t.oclo Sl9"l•x, •• podria pensar q- " 

Juat.it1cac16n a q- el !Mtodo Sl"'Plex " rlexlbl• y para 

poderlo aplicar a ot.r- probl••• •610 hay que ajuat.arlo. 
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