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INTRODUCCION

Bn esta era de 1la Cibernética, todo ¢trabajo se desea
computarizar porque es una manera més facil de manejarlo,
ya que todo error es posible de reparar, sin necesidad de
rehacer todo el trabajo, ademis de que nos da la
posibilidad de realizar pruebas antes de dar por valido el

algoritmo.

En el Area de Investigacidn de Operaciones, la mayoria de
los métodos de wsolucién estan computarizados, lo cual
facilita la forma de resolver los problemas, as{ como
también nos da la poeibilidad de hacer andlieis de

sensibilidad y poder afinar las técnicas de molucioda,

El trabajo que a continuacién se pr te, da a una

solucién computacional a los problemss de acoplamiento
adximo en una grafica, para el cual se adapté el método de
solucién al problems del transporte, considerando la forma
particular que éste tiene. También se dice como, a partir
de la solucién al problema de acoplamiento miximo, se
puede cbtener la solucién al problems de recubrimiento

ainimo,



CAPITULO I

1.1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFICAS

Para el desarrollec del trabajo necesitamos algunos
elementos de la teoria de griaficas, para 1o cual se hard
referencia a varias definiciones basicas para poder
entender mejor esta teoria.

Una grafica G es aquella que esta formada por dos conjuntes
CX,¥V> ., a los slementos de X se les denomina vértices de la
grifica, X debe ser diferente del conjunto vacio; V es

alguna coleccién de subconjuntos de X, de cardinalidad dos.

Toda gr&fica se puede o tar

G =(CX.W, Xme®

Vedi.j |1.J@X) , 108 elementos de V se denotan:
V.- “u.,39 y se dencainan arcos.

aiy)seles llama los extremos del arco.

Ejesplo {1 : Sea G=CX,VD donde:

X =C1,2,3,4> , VeCV.V VY VOV VY

v
1 * 2




Ejemplo 2.~ La siguiente grafica es bipartita’:

1 Vi

Vs 4
2

Vs L]
3 Vo

Una gréfica G = ¢ X , V 2 es cospleta , si para cada
vértice i existe el arco V‘r = (i ,i>V jeX ; en otras
palabras , cada uno de los vértices esti relacionado con
los restantes . El ejemplo 1 et una grafica completa .

El orden de una gréfica es el ndmero de vértices que
contiene., Dada una grafica bipartita @ = CX,VD , con

X =YuUuZ, sedice que G os completa si{ y soclo si todos los
elementos de Y eatsn relacionados con los de Z; el ejemplo
2 os una grafica bipartita complets.

Dos arcos son adyscentes si Lienen un extremo comin; en el
eojemplo £ los arcos V‘ y V. son adyacentes.

Dada una grafica G = (X,VD, se dice que Gl = (X,\D es una
gréfica parcial de G, donde U & V; esto quiere decir que
toda grafica parcial de una grafica es la que ests
compuesta por todos los wvértices de ella y solo un
subconjunto de arcos. ]

Una subgrifica de G » (X , D generada por Y S X , ex la
grafica que esta formada por un subconjunto de vértices Y
de X y los Arcmv‘cv que tisnen sus dos exiremos en

Y.V‘ = {i,Jr2con i, je¥Y .



Una cadena entre dos vérlices k y 1 de una grafica, es una
coleccidn de vértices (k,:,2,3,...,1) de la grafica, de tal
manera que para cualesquiera dos vértices n y m contiguos
on la coleccidn, exizte el arco v = <n,md>.

Ejemplo ? : v 2

Un ciclo es una cadena en la cual el vértice inicial
coincide con @) vértice final.

La longitud de un ciclo es el numero de arcos que lo
forman:. del ejemplo 3, obtenemos el ciclo formado por la
cadens €1,2,3.1), con longitud 3.

Se dice que una grifica es conexa, si para cualesquiera
dos vertices existe una cadena que los une, la grafica del
ejomplo 3 ez conexa .

Una coaponente conexa de una grifica G, es una subgrafica
de G, la cual es conexa.

Por ejesplo., sea la gréfica G-CX..V) como sigue:

[,

Tienen dos P tes

Un arco V‘ ®s incidente en el wvértice i, =i V, tiene como

extremo al wvértice &, ostocsV‘ =C1 ., §2.



Se dice que un acoplamiento Eo' de la grafica G = CX,WD, es
perfecto si para cualquier wveértice i e« X, existe un arco
Vde Eo tal que i es un extremo de Vd. Do la gri!‘lca del
ejemplo 1 , se tiene que un acoplamientc perfecto es:

Eo -(V. ..V‘) o también EI = V. .V. >,

El vertice i de una griﬂca G = CX, U , se dice que esta
saturado por un acoplamiento Eo de la griﬂca G,si existe

un arco en E° que tiene como extremo el vertice &.

Se define &Eo) como el conjunto de todes los vertices

saturados por el acoplamiento Eo.

Dada una grafica Gs CX,UD, un recubrimiento esta definido
como un conjunto F .F S U, tal que cada vertice 1 « X ez el

oxtremo de al menox un arco de l-‘o.

Un recudbrimiento F‘° on una grafica conexa 6= (X,\D es
minimo si e} nimerc total de elementos de Fo o% menor o
igual que el numeroc de elementos de cualquier recubrimiento

F_de G.
n



1.2 CONCEPTOS BASICOS DE PROGRAMACION ENTERA.
Problema de programacién entera en forma canonica:
MAX Z = CX
. .c .

AX

A
o

x

v
(=]
k3
L]

N

Donde:
Es la funcién objetivo.
Vector renglén de n elementos, los cuales se
se denominan coeficientes de costo,
X Voctor columna de n elementos,formado por las
variables de decisiodn.
b Vector columna de m elesentos, los cuales
representan las disponibilidades.
A Matriz de m renglones por n columnas,se denotan
los vectores columna de A por ai1,83,....,an,
El problema de programacidn entera en forma estindar as
MAX Z = CX +0%Y
s.c.
A - 1Y = b
Y, x* o0 X, YeZ2
Y Vector de m comsponentes ilamadas variables de

holgura.

I Matriz de identidad de m ¥ m.

O Vector de m elementos con valor cero.




sxr.pr.unuma-[A{:],x- -[:] , C'm [c |o]

dondo[ Al ] @3 la matriz A adheriendo la matriz I,
‘El problema anterior queda de la siguiente manera:

NMAX Z2 = C X'

BX & &
Xz 0, X e2"

La matriz B se puade partir en dos matrices M y N dondo M
esta formada por m vectores de B que son Llinealmente
independientes CN matriz de m w m > y N esta formada por
n-m vectores de B.

k wvectores son linealmente independientes sl la dnica
combinacién lineal de ellos que resulta cero es con los
coeficientes iguales a cero ; si adenhs generan un espacio,
entonces forman una base.

Sea Xwm @l vector formado por las variables asociadas a los
vectores columna que forman la matriz My sea Xn el vecter
formado por las variables asociadas a los vectores columna
que forman 1la matriz N,entonces el problema queda
representado como:

MAX Z = c" o aw ¢ ™ xn

MXue *+NXn=pb

Xm0, Xn0



Una solucién basica factible X' del problema es aguella que
cumple con que BX' = b , X' 2 0 y donde los vectores

columna asociados a las variables de X' forman una base en

Rll

Toda solucién bisica factible del problema ests formada
ik

por m variables con valor mayor que cero . _;?,

Una solucion basica factible es degenerada si todas o

algunas de las variables basicas tienen valor igual a cero.

La solucién éptima del problema se cbtiene cuando el valor

de la funcion Z e  maximo.



Ses la sigutente grifica:

El modelo matemético asociado a la' grafica anterior para

encontrar el recubrimiento ainimo es el siguiente:

1 ei el arco Ui se considera en
@) recubrisiento .
Ui =

0 en caso contrario.

NIN V= Us ¢+ Ut ¢ Us ¢ Us # Us ¢+ Us + Uy ¢ Us

s.C.

U L
Ut + Uz + Us 2
Us + Vs 2
Ue ¢+ Us 1
Us + Us + U» L
Ve +Ue 2
Us + . Uz +Ua LY

Uz o0 w«i,....8 ve2

Forma matricial:
NIN. ¥V = hU
.G,
AU 2 e

U binario

10



El modelo matemitico asociado a la grafica anterior, para

‘enconirar el acoplamiento miximo se define:

1 si el arco Ui , se considera en
el acoplamiento .

O si no.

MAX Z2 o« Ut +Uz+Us+Us+Un+Us+ Uz + Us

s.c.
us L
Us ¢+ Uz + U3 LY
Us + Us : SO
Us + Us L |
Us + Us + U LY
Ue w1
Us + Ur ss S g
UZ O k=t,....8 Ve 2

El problema anterior se puede representar como :
Max Z = h U
a. €
AU S e
U binario
h=C131,1,1,13,1,1, 1, 13 vector de uncs,

n el tos correspondientes al numero de

arcos de la gr‘ﬂcn Cne®),
U = Cly, Us, Up, Us, Us, Us, U7, Und
® = vector columna de unos, con m slementos que

_corresponden a cada vertice de la graficas.

i1



La matriz asociada al modelo matematico es :

[ 4+ 0 0 o 1

-
v
e
=]

© 0O o

o o 0o o
© o o o
© o 0 =
LT
» 06 0 o o
o o o
© o 0 o o

© © o©°o
© O *»
-
[+
-

| ©

"
o

si construisos su modelo dual :
' N w = Xe
s.c,
TSN

X binario

En o] probless dual se cbserva que se tiene una restriccién
por cada arco deo la grafica, asi el vector columna h tiene
tantos elemsntos como arcos tiene la grifica . Las
couponentes del vector X, se asocian & los vértices de la
orafica © sea cada restriccion estd constituida por solo
dos elemsntos de X, ya que cada arco une dos wirtices, por
lo cual el problema nos indica, que se requiere encontrar
ol conjunto de wertices de cardinalidad minima de tal
manera que cada arco de la grafica tenga un extreso en tal

conjunto, © SeR, SNcontrar el minimo conjunto transversal.

¥ ]



También si se construye el dual ascciadeo al problema del
recubrimiento minimo se cbtendr& una restriccidn por cada
arco de la grafica y las variables de decisién estaran
asociadas a los vértices de la grifica. luego entonces lo
que se quiere es oblener el conjunto de wrtices de
cardinalidad mixima que son no adyacentes entre si o sea

encontrar ol miximo conjunto estabdle.

Si regresamcs a los problemas de acoplamiento miximo y

recubrimiento ainimo tenemos lo siguiente:

- GSELAGENID HALLIR P> BSBELERID INUE <*>
MAX Z = hU ! MIN ¥ = hU
s.a s.0
AVS o A2 e
Uz o uzo
vUe2® Ve Z2*

Se observe que se Lienen 1as mismas variables deo decision
Yy qQue significan 1o mismo, tawbién la misma funcidn
ocbjetivo 3610 que en un caso la deseamcs maxialzar y en el
otro minimizar, la matriz asociada a las restricciones es
la misma y s6lc cambia el sentido de las desigualdades.
Entonces se inltuye que debe existir alguna relacidn en las
soluciones Sptimas de ambos problemas.

13



1.3 TEOREMAS SOBRE ACOPLAMIENTO MAXIMO Y RECUBRIMIENTO

MINIMO.
LEMA 1. - Sea Ue R™ una solucién del problema CP),
entonces Z = hU = [ U |, cumple que
| e| 3
Ju < ) con @ € R
2
Sodoﬂno‘l![-:uk. u e U
Demcstracion:

Al poner el problema (P) en forma estdndar se cbserva que
cada variable de decisién aparece en dos y s3élo dos
scuaciocnes O sea en los arcos que es extremo , por lo cual
si una variable u e U tiene valor uno,entonces secumplen
dos restricciones; por lo tanto, si se tienen r elementos
de U distintos de cero quiere  decir que se estan
satisfaciendo 2r restricciones, como se tienen n

restricciones entonces 2r < n por lo cual se tiene que:
jv|=r s 3

LEMA 1.b Sea U @« R™ una solucién del problema ¢ R D,

entonces hU = |U| 2 3~

Demostracion:

Al ir dando valores maycres de cerc a las variables que
componen al vector U, se estan cumpliendo dos
restricciones luego entonces el nUmerc minimo de variables
que se pusden tener con valor mayor a cero es 1"—- por lo

cual: | v | 2 n-z2

14



NOTA. -Para cualquier problema del tipo (P) se puede decir
que toda solucién estad formada por a lo mis ns/2 variables
diferentes de cero, y para los problemas del Lipo (RD toda
solucion tiene a)l menos n-/2 variables diferentes de cero;
donde n es el numeroc de vértices de la grafica. Para »l
tipo CPY una solucion se tisne cuando Lodas las variables
son cerc, esto o8, existe una scliucién factible o sea
tcmnog 2" soluciones.

El hipercubo que genera la regidn de soluciones, en los
blemas (P) y CR) es cerrado y acotado, por 1o cual tienen

solucidn Optima.

LENA 2.~ Sea U @ R™ tal que AU = @ , entonces U es

solucion Splima de los problemas (P2 y CRY,

Demostraci on:
Sean U' , (" ¢ R™ , soluciones 6puul de los problemas
CPY) y CRY respectivamente, exto quiere decir que: ‘
hy' 2 WY Yy hu*” s hu C1d
& sea N2 K KUY S WU S W S n2
entonces n/2 = hU" shU » hU' = n/2

por 1o cual U es solucion optima,

18



LEMA 3. - Sea G = CX,E> una grafica conexa, y Eo Y Es dos
acoplamientos de la grafica G.

Las componentes conexas de la griﬂca parcial (Gpd formadas
por los arcos:

C Eo -Es D> U CEs - EoDd

son de alguno de los tres tipos siguientes :

1.- Vertices aislados

2.~ Ciclo el tal par, donde los arcos pertenecen

alternativamente a Eo y Es.

3.- Una d o) tal, dond los arcos pertenecen

alternativamente 2 Eo y Ei y ademas los extremos
son  vertices distintor no saturados por  ambos

acoplamientos .

Demostraci on:
Se denota to -El como @) conjunto de arcos que .s\,‘n on Eo

¥ NO Se encuentiran en E..

Tambien tenemos que s(B) es el conjuntc de vertices que

estan saturades por los arcos de B.
Si ae X , tenemos los siguientes casos :

CASO 1. - Si a ¢~&E° -E‘) y aw S(E. -E°>. entonces a es

un vertice aislado de Gp.

10



CASO 2.- Si a e S:Eo - E‘) y ae= S(E‘ - EOD . entonces a
es ol extremo de un arco de Eo - E‘. Esto es,existe sélo un
arco en E° que incide en el vertice a (porque Eo oS

acoplamiento); por lo cual a = S(E‘).

CASO 2'. - Si a = SEo - E.> y ae &E.- E°>. entonces a es
el extremo de un arco de E. - E° osto es, que existe un
arco en E. que incide en el vértice a por lo cual a =
&Eo).

CASO 3.- St a = &Eo - E') yaae SB.— E‘)’ » entonces existe
un arco Unico de Eo - B. que incide en el wértice a y un

arco Unico de E‘ - Eo que incide en el vértice a.
Las tres opciones son mutuamente excluyentes por lo cual el
grado mdximo de la grafica conexa X, CEo- E‘) u CE‘ -E°))

o8 dos . Pero entonces se Lienen tres camos posibles.

1) Si e] grado miximo es cero entonces los puntos son

vértices aislados.

&) Si el grado miximo es unc entonces se Lienen sélo arcos

que no son adyacentes.

17



3) Si el grado méximo es dos se tienen dos opciones:

a> Que sea un ciclo y entonces éste debe ser par, porque
una vez que se parte de un vértice a y se toma ei arco que
incide en é1, este arco pertenece a un acoplamiento (Eo)'
lusge el siguiente arco a considerar debe pertenecer a E.
Y3 Que no puede pertlenecer a Eo' as{ sucesivamente hasta
llegar al! vértice inicial a, pero comc se van considerando
los arcos alternativamente de Eo b's B‘. entonces e! ciclo
debe ser par ya que si se sale con un arco de Eo se debe

regresar con un arco de E‘.

b)) Que sea una cadena en la cual los arcos pertenecen
on forma alterna a los acoplamientos £° y l-:' y donde

los extremos ostan saturados sélo por un

acoplamiento.
Por ejemplo : Sea la grafica e = CX, B
Us
- o 2 ]
Us Us Us
2 s 4 °
Sea un acoplamiento Eo
1 3 -t

2 n .t

Sea el acoplamiento Es :

i8



14— a3 _ ad

2 a4 -t sou{u..u.}

Entonces ia grafica Gp = CX, CEO—EZ’) v CE. -E°>J

u
Y
) 8 3 at
U' U‘
u
a ) 4 at

Las componentes conexas de G* son :

<t y c® son vértices aisiados , C' em un cicle par.

10



TEOREMA 1 C(NORMAN, RABIN, 1998,

En una grafica simple Gew (X, E) de orden n, un
acoplamiento maximo Eo Yy un recubrimientc minimo f-'°

verifican :
LEgl *1Fgl = n
Dade un acoplamiente miximo Eo, podemcs cobtener un

recudbrimiento minimo .
L E‘u{.rccs Uy con exiremo en Y | ¥ & S CED }

Dado un recudrimiento minimo l-'° se ocbtiene un acoplamiento
alxi mo E‘ en Dase & 1la eliminacion sucesiva de arcos de L
que son adyacentes con otro arco de r° que no ha side

eliminado.

Demostracion:
En efecto, st 'o om uUn acoplaniento mbximo, el cenjunto:

P‘-E°U[U'| Ya SC l:o)}

o8 un recubrimiento , ademis

[P, Il lg [en-2lF |>= n-fE |
Por otra parte. si F_ @3 un recubrimiento minimo, el
conjunto l' obtenido a partir de Fo' al eliminar
SUCOBi vamente de dos arcos adyacentes de F° uno . de ellos no
eliminado , o8 un acoplamionto; como oh G , los arcos de
F. no forman cadenas do longitud 3 €. porque entonces P° no
seris minimo) , cads srco eliminado crea exactamente un

punto no saturasdo en t. por lo que se tiene:



| Fo !l =1 E I =|X~-SCE> [=n-2]|E, |

Lusgo entonces | F_ | = n - | E, |.

Como Eo es acoplamiento maximo se cumple que :

<M
1~
m

podemos escribir
[P lon- | B [Sn=|E|=]F
luego entonces 1 F 1 s 1 F |
pero F_ ez un recubrimiente minimo , por lo cual
IF 1= 1 F

por lo tanto l‘. o8 un recubrimionto minimo.

También se tiene que | E, | = | E | entonces E es
acoplamiento miximo y se® concluys Que :

IS8 * I F | = n.

Cadona alternha o8 aquella cadena que estd formada por
ATCOT QUe perteneten & un acoplamiento, alternados con
arcos que no pertenecen al acoplamiento.
‘Ejesple : Sea la ueuu:i.. gréfica G eC X . ED

v




y los siguientes acoplamientos

E" {U‘. U‘. U. } . E’-{Uz. U’. U7} .

entonces una cadena alterna que une a los vertices 1 y 7

TEORENMA 2 C Berge O .- Un acoplamiento Ege on una grafica
G= (X, UDd, o8 mxino si y 36l0 84, no existe una
cadena alterna entre dos vértices distintos de la grifica
no saturados.
Oemostracion:
a) Supéngase que t. o8 un acoplaniento miximo para el cual
‘xlsto una cadens alterns entre dos vértices no
saturados ., enltonces si consideramos los arcos de 1a
cadena alterna, que no partenecen al acoplamiento, se
sncusnira uh nuevo acoplamiento S. on ol cual se tiene
que :
g1 = JE L + 1.,
luego entonces !° Nno o8 MAXimo . lo que ex unha contra -
diccidn , por lo cual no existe cadena alterns entre

dos vértiices no saturados .



[=3)

Supédngase gque Eo ez un acoplamiento que satisface las
condiciones del teorema o sea Ea s un acoplamiento en
el cual no existen cadenas alternas cue unan dos
veértices no saturados, y ses E. un acoplamiento maximo,
entonces por e! resultado anterior se tiens que no
contiens cadenas alternas que unan dog vértices
distintos no salurados , por el Lema 3 8¢ Liene que las

" tes de la grafica parcial

Cx .(E; s°>uc 5,'5. ) , pusden ser de tres
tipos vértices aislados, ciclos de longitud par o
cadenas auorngn que unen dos vertices distintos ho
saturados por asbos acoplamientos .
Si es un ciclo do longitud par sntonces contiens el
aismo nimsro de arcos de l. y l.. © 508 SO cumple que:

, It = te
Si e una cadena alterna que une a dos vértices nho
saturadoa por asbos acoplamientos, entonces esta cadena
o8 do longitud par, ya que si fuesra de longitud imper
contradice el supuesto de que algin  acoplamiento
contiene cadenas alternas entre dos wirtices no
saturados , ademis @) nimero de arcos en eostas cmr

‘que pertenecen al acoplamiento l. debe ser igusl al

nagmero de arcos que pertenecen al acoplamiento l‘. por
1o cual se cumple que [} t‘ = | LA | » por 1o
tanto se concluye que G. os abximo . '



Comc conclusidn de este lema se Liene que los problemas de
recubrimiento minimo y de acoplamiento miximo estan ligados
on sus scluciones, ya que a partir de una solucidn de alguno

de los dos se obtiene 1la solucidn del otro.

Se disefars més adelante un algoritmd para encontrar el
acoplamiento mAximo y con base en esta solucion se
construye @l recubrimiento minimo basindose en la técnica y

Criterios ya vistos en los lemas y Lecremss anteriores .



Para sncontrar la solucidn al problema, primero construimos
la gr&fica asociada al tablero de ajedrez truncado , de tal
manera que a cada casilla se le asigna un vertice (1) y las
casillas con las cuales se puede asociar ( cubrirse con una
ficha de domins ) , se relacionan por medio de un arca (Ui)
, asi entonces el Nodelo de Programacidm Lineal que nos

define este problema es :

1 ®i wee cubren las casillas ky 8

Ui's con una ficha de domind ,

0 en caso contrario.

8.C.
vy = 1  para cada vértice ¢
il de la grifics.
"
U‘ z2 0 . U‘ «2

donde [, on ol conjunto de indices de 1lo0s arcos que
inciden en el vértice [ que . se esté

considerando .



Ejemplo 2 ( LA BATALLA DE INGLATERRA ).

En 1941 las escuadrillas inglesas se componian de aviones
biplazas , pero algunos pilotos no podian hacer equipo en

el nismo avidn por diferencia de lenguaje o costumbres .

Con estos aprenmios ,.cuil es el numero miximo de aviones

que se podrian utilizar simultineamente ?

Bn ests caso, como en el anterior, para encontrar la
solucisn al problems se pracede a construir su griafica , en
la cual los vértices sersn cada uno de los pilotos que se
tengan y los arcos seran las posibilidades de poder hacer

pareja con cada piloto restante.

Bl sndelo de programacién lineal asociado a- este problems
tiens la misma estructura que el .dol préblo_ anterior,
e8to es , las variables tomarin los valores cero o uno, =e
tondra una restriccién por cada vértice y cada variable
8610 aparecers en dos restricciones <(en las ecuaciones

correspondientes a los vértices que tienen como extremo).

a?



2.2 NODELO GENERAL DE PROGRANACION NATEMATICA.

Sea la grafica G=(Y,V), 1la cual represanta el problema
de acoplamiento maximo, donde se tiene que |Y|=n
(numero de vértices) y {V|= m (numero de arcos).

Se definen los siguientes conjuntos:
ke {xndxco- asociados a los arcos de la grhnca}

o Jindices asociados a los arcos que
¢ inciden en el vértice ¢

Js {tndtcn asociadas & los vértices de la grlucu}

Ja'® I indices asgciados a loe vorttcosl
1 extremos del arco k

Bl modelo de programacién matemstica ests definido como
sigue:

u, s la variable swcciada al arco i

NAX Z e u
&
8.C.

(4 23] L ug =1 para cada (€ J
A(Kl

u‘t 0. use F 4



la foraa matricial es :

WMX2ZesCU
LI
AUZE
uzo UeZ®
donde:
C vector renglén de orden m y sus componentes $On Uno.
U vector renglén de m elementos definidos como u, con
Aeak
A matriz de incidencia wértices-arcos asociados a
la gréfica, de orden n x m (n renglones, = columnas).
€ vector columna de orden n y constituido de unoe.
La matriz A ests formsda por los vectorss columma l‘.“ y
cads vector columna compussto por dos slementos igual a uno
y el rasto son cerce, loe elementos igual & uno

corresponden a la incidencia de lus vértices extremcs del

arco,
fa
a
o o .: C®(c.0,:G, -..6) Uslu,u,u,....u)
San
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‘El Nodelo Dual de Programacién Natemitica se define de la

siguiente manera:

D n+0n 2c,
[ [
para cada A &K , Cones y s @ J,
n’. n.zo

Llamemos al vector n-(n‘.n.....nn) donde cada cosponente
euts asociada a cada wrtice de la grarica. v

n este sistemn se tienen = restricciones y n incognitas.
Bl praoblema (P) en forim esténdar es el wiguiente :

MM 2o L o
{ak
s.c.
o u, ¢+ vat para cada | € J
Aex, 4 t
u.zo. v‘zo. u‘cz.vtcl

donde las variables v, son llamedas variables de holgura

y sstén asociadas a cada vértice de la grifica.
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El modelo general para el problema de acoplamiento maximo

en forma matricial es el siguiente:

MmxzZecC U

s, C.
A UsE 2.

vzo, ye2z™
daonde
c‘- [ C } QO ] vector renglén de atn elementos y los
primeros c; «{ coniL e, y los restantes son cera.

U" [ U] vector columna de =m+n elemsntos, los cuales
v eon todas las variabdbles del problema.

A'-[ A ' ]] matriz de orden n%(m¢n) y cada vector

coluana se define como |'¢ con ( 15¢ < mén ).

Bl rango de la matriz A’oo n ¢ ndéssro de vértices), toda
submatriz formada por n vectores columna de A’. los
cuales consideran a todos los vertices de la grafica
(i.e. que en cada renglén de la eubmatriz aparezca al
menos un elemento diferente de cero); su deterasinante es

diferente de cero y los vectores son linealmente

independientes.

Sean a" s AP, 8p ey "c n vectores columna de A
1 2 L] n

linealmente independientes, entonces la base B swe
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denota por:

B e ay, aj 2y, ... 2y e (ay) cond & JsCJuK Y,
los restantes m vectores columna de A' se designan por:
L L} 1]

. L]
(nc)-(a.n.n o a ) con«;cJ‘-(Ju()—J'

e
¢ o0, %,

Estos vectores farmen la matriz R e (Af‘) de orden n x m.
Las n variables de base, asociadas a las colusnas a, de
la matriz B forman un vector colusna de n cosponentes
definido como:

Ul wp ey
Los coeficientes de costo asociados a estas variables
bisicas formsn un vector renglém de nh componentes

¢'% p, ta
Las variables que restan o secundarias, forman los
siguientes vectores:
Ute u) ea Sy C"% ©) ea J*

B! sistema ¢2.1) we puede sscribir de la siguiente manera:
U +RU E @.2
Los valores de las variables basicas se oucuontr-n

hactiendo Y’ %0 y resolviendo el eistems :. B vy P E

lo que es igusl a u"-a €
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El valor de la funcion ] para esta sclucién basica es :

z=c"8lE

La relacisn (2.2) se multiplica, en ambos mniemdbros, por
B'1 y se obtiene : )

le 2.3

v'+g T RUM e
En esta expresién quedan despejadas las  wvariables
bAsicas, apareciendo ®6l0 en una de las ocgnctonol.
donde eataen expresadas paramstricamsnte en funcion de
las variables secundarias.
Se define
B'ReYe G 2.4

Cada elamento de la matriz Y ee dnapn por y" con
taJ ., ¢ as tambian definimos:
Blee U' - Gp tay
G', es el valor numerico de la variable basica uj.
Bl sistema (2.3) se expresa como :
s w, vy, e 0"
o también
u"¢‘£“ Yee Yo iy .V 1a4
Bste sistema o0 sus equivalentes antericres we uuq
sistema en forma explicita.Tambien expresamos la funcién

funcion objetivo de la siguiente nanera :
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+ c

''u
x ¢

L cpu* E L =2
&)’ )

Sustituyendo el valor de u" abtenemos:

c U -¢ 2‘,...- + cyu, w1

’ '@ ’ 't 2wty ]
Esc‘-c you,ez-c"u
L3 I

Haciendo C"y‘ - Z. ¢ e J‘

y G | ] ' l_ i
La expresion anterior queda como:

I C-gme2-1
saJ

De scuerdo a los criterios de optimizacién del

2.%

metodo

simplex, si C'. - Z. f0V sa J' entonces se estd en

" en la solucién optima,
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Si existe algun indice ¢ « .Jt para al cual C"- ZQ] >0,

[ r

entonces exi{ste una mejor solucién y se toma:

. 1
C‘: Zek- 5:)( { (C¢: Z‘: > OI y la variable u.k es la

que entra a la base.
El criteric de salida de una var { able bssica es tomar
v, v,
J T o,
Xim - - o— .
e J' 1 u, up,
entonces la variable que sale de la base es u,, ¥ se

expresa el problema en forma explicita respescto a la nueva

base.

La aplicacion del teocrema de holguras cosplemsntarias nos
proporciona una técnica para poder encontrar las

siguientes soluciones del problema.

Bl teorems de holguras complemsntarias nos dice que

si una variable de holgura “uﬂ ha eido agregada a la
restriccion i-ésims del problema primml (P) y aparece en
la solucisn bisica 6ptimm con valor diferents de cero,
entonces la variable dual Dt correspondiente a esa
restriccién tendra valor igual a cero, y sif una variable
de holgura K-" aparsce en la base Optimm del prodlem
dual con valor diferente de cero, entonces eu

correspondiente variable P_' en el primsl es igual a ceroa,
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2.3 CONSTRUCCION DE LA TABLA ASOCIADA AL PROBLEMA DE
ACOPLANIENTO NMAXINO.

La tabla para el problems de acoplamiento mAximo en una
grifica es, por definiciém, una tabla cuadrada con n
renglones y n cﬁlulmns quo_corro.pondon al ndmero de
vértices de la grafics ascciada al problems; en cada
casilla (r.,®), que es la tni.rl.cclon del renglén r y la
columna @, €& van a tener los siguientes elementos:
Cosficiente de costos ¢, ssociado al arco k qus une los
vértices r y @ .

Bl valor de la variable u, asociada al arco k qus une los
vértices r y e.

Loe arcos que no aparecen en la grifica se representan como
casillas sombreadas.

Les casilles de la diagonal corresponden a las variables x‘
de holgura del problems en form estandear, las cuales
tienen cosficientes de costo igual a cero, ademfis que sstas
variables representan a los vértices de la ‘rtttcn.

in esta tabla e van a representar las soluciones factibles
que ee vayan obteniendo al problems y que cusplan con ser
enterss.

A cade s0lucién factible que ae obtenga en 1la tabla 1le
corresponds una represshtacién grafica, la cual se
identifics con uns sudbgréfica parcial de ls grafica
original y donde we obeservan los vértices que estén

acoplados.
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Cada variable asociada a los arcos de la grafica que tenga
valor entero diferente de cero bace que se satizfagan dos
ecuaciones del problema 1o cual quiere decir qua las
variables asociadas a los vértices extremos del arco

correspondiente se hacen cera.

En nuestra tabla cada variable asociada a los arcos de la
gréfica aparece dos veces,por 1o cual en las dos casillas
aparece el valor que tiene en cada solucién la variadble
correspondiente.
Los anteriores conceptos nos indican que:

1) Bl valor de las variables de la tabla son uno o cero.
2) BL una variable U‘ aparece con valor uno, entonces
todas lgo variables U ; Que estin en eve nieso renglén de la
tabla deben tener valor cerc, asi como también las
variables X correspondientes a los vértices extremce del
arco asociado a la varfable U, .
Cualquier cadena que tengamos en la grafica, tiene una
representacién an la tabla asociada a dicha grafica .

Por ejemplo , sea la siguiente grifica:
1
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la tabla asociada a la grafice :

Xs | Us Uz | Us Ue

Us | Us Xs | Ve Us
Us Us Us Xe Uso
Ue | U Us | Uso| Xs

Sea lacadena ( Vs , Use , Us , Us, Us ), su representacion

en la tabla es la siguiente :

parte del vértice 1 y teraina en el mismo , asi esta cadena

e cerrada , o8 un ciclo elemestal .

Bjemplo 2 .- Sea la siguiente grafica G = (X,V) asociada al

problema de acoplamtento miximo .
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Entonces el modelo de programacion matemitica en forma
estandar asociado al problema de acoplamiento méximo para
asta grafica es:

ax Z = c u + c u + + +
Max Z WMt Calst Calat S UT Culs

8.C, .
u ¢ u.d» + )(l =1
u'd- u.4 u.# + X. =1
u.* +utou, + X. =1
u b u ¢ + X‘-l
uzo0 geZ x20 1T, 1T

La tabla asociada a este problems es :

Una primera molucién al problema esta formada por los
vértices de la grafica,esto es,dando el valor uno a todas
las variables XJ y cero a todas las variables ug y la

tabla asociada a esta solucién es la sigulente:
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R

C

0

ninlils
SER

1

N

La .ub;r“tci parcial asociada a esta solucién es:
) 30

1o ’ 2o 40

Otra solucién al .problems seria la constituida por las

variables u= 1 , t.- . x‘- 1 y su tabla asociade -

1

]

il
L— .
EER=l
L B

La interpretacion a oﬂq eolucien, es que los vértices

uno y tres estén .cophdoi pero no aei los vértices dos y

cuatro. La subgrifica parcisl para nin solucidn es:

Se observa en la tabls ﬁuo la variabdle X. aparece en la

solucién bésica psro con valor cero.
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Ctra solucién es:

(1[5

]
T

f:
ninicin

ok

Esta indica que las variables u= 1= uy, O sea que los
vértices unoc y tres estén acoplados asi como tamdbién los

vértices dos y cuatro, la representacién grafica de estes

3
1./. 2e - 4

Beta solucion es la éptimm , ya que todos los wrtices

solucisn es :

estan acoplados y el valor de la funcién objetivo es igual
a dos, todas las restricciones se cusplen con estricta

igualdad. Eete es un acoplasiento perfecto.

'}




2.4 IDENTIFICACION DB UNA CADEEA ALTERNA EN LA TABLA.

1) Tomar el vértice i no acoplado y verificar si se puede
llegar a un vértice k acoplado y que sea adyacente, estn es
posible hacer en la tabla asociada al acoplamiento que se
esté considerando, ya que tomemcs el elemento de ‘l.n
diagonal que tenga valor uno y despuéds se toma la casilla
correspondiente al arco que une al vértice ( con k; luego
como k ssts acoplado, se posiciona en el wértice L con el
cual k esthd acoplado, esto es posible ya quolmbro el
renglén donde we encuentra el vértice « we llega a la
casilla que tiens valor uno y ¢l elessnto de la columna
indica el vértice correspondiente con el cual este acoplado
el vértice k. 81 esto no es poeidle entonces no sxiste

cadena alterna que una a los virtices i y ;.

2) Una ves que 96 ents on ol wvértice \ verificar si ee
puede pasar al wirtice j directamsnte; si ssto es posible
entonces ee tiene la cadema alterns entre iy j; no

acoplados .

3) 81 no e _p\ndo llegar directamente sl vértice |
investigsr o4 es posible llegar a un vertice acoplado,
entonces posiciosares en 61 y llegar al vértice con el cusl
ests acoplado y despuss repetir sl passo antertior.

Bste procedimiento forms parte del algoritmso general que en

el capitulo 4 se expresa y s un criterio para saber si ya
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se est® en la solucidn éptima del problema.
A continuacién se presenta un ejercicio para ejemplificar

lo antes expuesto.

EJENPLO : Sea la sigulente grafica asociada a un problema

de acoplamsiento maximo

Ul
1 ...-——.—-—__..1. 2
U u
L ] ]
Ul “4 I
e 4
4 L]

R

' | v [N
I lﬂﬂl I
lﬂﬂﬂml
I | o, [ fv,

| I RN

SupSngase que ee tiene el ncopu-tnto 8, ‘el oual nu
forsado por los arcos 0 y U um u tnbln .oocndn s

esta solucién es 18 u.utonto t
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Se cbeerva que los vértices 1 y 3 no estén acoplados,
entonces pertiendo del vértice 1 se tiene que la casilla
curroopcnduﬁto al arco U. no tiens valor, y es el que une
al vertice 1 con el 2, el cual ests acoplado con el wrtice
4 , ya que la casilla correspondiente a la variable v,
tieve vvnlot ;uo; una ves que e llega al vértice 4 e
verifica si existe un arco Que lo una con el vértice J y ee
tiens que la casilla que ‘se encusntra en la interseccisn de
la columna &4 con el renglén 3 de la tabla, corresponde a la
variable U, esta en blanco, luego entonces se obtuvo una
cadena alterna qua une a lom vértices i y 3 por sedio de
los arcoes U..U. y U. .

A partir de esta cedena alterna construimos un nueve
uéoplll“nto l., el cual esta formado por low arcos U. y U.'
d; 1a cadens alterna y el arco U,. el cusl ya u ten{a en

el anterior acoplamiento.
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La tabla asociada a este nuevo acoplamiento as:

También se tiens que este nueve acoplasiento B, e ol

optimo ya que todos los vértices estin acoplados.



CAPITULO III
APLICACION DE UNA TECNICA DE SOLUCION A PROBLEMAS DE
ACOPLAMENTO MAXIMO

3.1 TECNICA DE SOLUCION PARA PROBLEMAS DE ACOPLAMIENTO

NAXINO.
Se aplicard una técnica para encontrar la solucién al
problems de acoplamiento méximo en una grafica, la cual
esté basada en la misme idea que se utiliza para solucionar
el problema de transporte.
En forma general diremos que esta técnica se basa en la
utilizacién de los elementos llamados multiplicadores y
surgen de la aplicacién del teoreama de holguras
complemsutarias, al aplicarse a probleass que tienen una
estructura muy especifica, como sucede en esste caso. Bn
cada tabla asociada a nuestro problema, se van a
representar cada una de las soluciones y tambien la técnica
que se aplica para abtener una n\uv‘l solucion al problema
basAndose en la construccién del ciclo que se forms al
considerar las variables que entran y salen de la base .

Bjemplo 1
1 Vi

Ve

Vs 3

Ve Vs
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El modelo de programacicn matemitica asociado al problema es

MAX 2 = Ug + Us + Us + Us + Us + Us .

s.c

Ye + Us < 1
P> Us + Us s 1
Us « Us s 1
Us + Us £ 1
Ue + Us £ 1
Us + Us < 1

Ui =0, 1 is T8

El modelo duasl asociado a este problems es ¢

Kin Vsl ¢#Mla¢No¢+fls ¢+ ¢ fla

., a.
T +Ma b2
(D) fis + Na z 1
'mon. ® 1
fMle + M z 1
fls ¢ Ne x 1
fls + ¢+ s 2 1
ns2o0 su T8
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La tabla amsaciada al problema es :

b O3 Us Ve

Us | X2 | Ux
Us-| Xo ".,'U.'
‘Us | Xe | Ve
. Use | Xs .| Us
Ve Us | Xe

donde las X."-on las vnrﬁplou de holjuru on 8l modelo (P)
al considerarse en su forms candénica.

Sean U = ¢ Ue, U, Un,Ue,Us,0a > y T = < M, M2, Mo, Mo, s, 0 »
soluciones de ambos problemas (F) Y (D), respectivamente .
De acuerdo al teorema de holguras complementarias se tiens

que Oy NN ®on soluciones 6ptimas si se cusple :

B £ U, =1 para cada x @ J
tajx . ’
v, 2 0
3] C, - ﬂ. - l'lr' S 0 para cada ¢ & K y donde

ey r eon los indices de
los vértices extremos del

arco ¢
L} ) U, «c, - n - ﬂr) =0
Del inciso 3 se tieme que Ut’ =0 6 C, = Ml ¢ fle.

SI.Y U‘ # 0 entonces C, .= ﬂ. + ﬂr quiere decir que la

variable U‘ estiA en la base y las ecuaciones r y @ se
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cumplen con estricta igualdad o también se dice que las
variables de holgura asociadas a las respectivas ecuaciones
r y s tienen valor cero.
De la ecuscién : C, = fI_+ ﬁr se tieme que C, = 1,
entonces I + Hr = 1, la cual tiene una infinidad de
soluciones , por 1o cual les daresos el mismo valor a las
variables, esto as : fI_ =M =« 7R
Se considera que para las variables basicas U, sus
correspondientes M, y M ctoman el valor de /5y los
restantes nt' so les asigna el valor cero y con estos
valores de los slemsntos del vector fI, se calculan los
coeficientes de costos reducidos para todas las variables
del problema (P) de la forma eiguiente :

Cyp =Cy, = MM
para toda n €« K ycon oy h e J.

La tabla que nos indica la primera solucién del problems,
la cual es trivial, formada por las vnr(ublqu de holgura

que tienen valor uno y valor cerade la funcién objetivo.
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Se construye la siguiente tabla en 1la cual se obtienen
los coeficientes de costos reducidos para todas las
variables con base en los multiplicadores o valores de las
variables duales N de la siguiente forma:
Como las variables xk son las de holgura ohtuncos
C“ - l'l.‘l 5.‘ debe cer igual a cero, ya que es una

condici6n del método simplex, por lo que:

Cy =~ M= 0 + C =N, . como Ck-O; ontoncaa.

n= 0 Vel
Para las variables no basicas U, sus coeficientes de costos
reducidos se calculan de la siguiente formm : )

C‘-ct—m.onr> donde ¢ e, s y r Indices
de los vértices extremos del arco U‘ ., Como un ejemplo de
ejercicio calculamos el coeficiente de costos de la

variable U‘s

C‘-C‘ - (n‘ + npo= 1 ~(0 ¢+ 0=}
Ast ‘¢l chlculo de los coeficientes de costos de todas las

variables se encuentra en la -_tgutonto tabla:

°L.; L._ . . oﬂr
,.l‘_le. * 0
. L& e
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Si los elementos de esta tabla fueran todos manores o
iguales a cero, entonces se tendr"u: la solucien méxima,

En este caso, como se tienen elementos positivosentonces
tomamos el primero que encontramos en el primer renglén que
equivale a considerar en la nueva solucién a la variable
U, asi entonces construimos, dentro de nuestra tabla
agsociada a la anterior solucién, un ciclo que nos va ha
indicar que variable sale de la base y con que valor eatra
la nueva variable ;as{ entonces, ot_;tpuom la siguiente

tabla;

]

El valor de la funcién objetivo es uno.
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& = 8

~

La siguiente solucién se obtiene al substituir el valor de

de épsmilon, as{ se obtiene la siguiente taBln de solucién:

El valor de la funcidén para esta solucién es Z = 2.

Calculamos la tabla de coeficientes de costos reducidos:

53



l: ° Jz
tl:'o be

AREERE b2
b2 [f_ 1l
ix L‘__ E’_ 0

T8 %2 **sm. 0 -0

La varisble gue anira a la basas es Us .,

La tabla asoctada para obtener la variable que sale as:

) e =
La tabla asociada a la siguiente &sluctdn es :

1

1

y el valor de la funcién objetivo em Z = 3,

sS4



La tabla de coeficlentes de costos reducidos es la

siguiente :

Lo e s
ttl°, b2

E[ L]
° l-f_l:}l

R 52 22 32 S 52 h

Se observa que todos 16- coeficientes de ;:octos r-ducido.l
. SOn Wenores o iguales a cero, esto quiere decir que we
obtuvo la solucisn al problema, la cual aests formada’
por las variables : U= U.= U=1 yel valor‘ de la funcién

objetivo es Z =3 .
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Primera solucién factible, con valor de la funcién objetivo

Z=0;

Cooﬁ.;tont-u de costos :rodu;:ldo p.ri ln p;tﬁrn ..oluclon
factible . ' ‘ - A ‘
I R
[ L] L]
|-

vo'oo-oo_ooon

La variable que entra a la bass es V‘ y la tabla .que »
representa el ciclo de épeilon para encontrar ‘s

variable qua sale:
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Coeficientes de costos reducidos para la segunda solucién

factible :

Seé



l ‘

La variable que entra es V. y la tabla que nos 1indica 1la

n

L:.
L}}- )
‘re

variable que sale es la siguiente:
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Tercera solucién basica factible con valor de 2= 2:

Coeficientes de costos reducidos para esta solucién:
) n
/e

/e

0

o
b2
b

La variable que entra es V_ y se construye lastabla en la

cual @e determina la variable que sale:
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La tabla que contiene los coeficientes de costos

reducidos

asociados a esta solucion basica factible es la siguiente:

n

-t s o [/] ,3

-g 1|0 o }:

] o $2 0

-4 o a0 }1 }1

sfo 4 %
et ] s} [ - $ae

() aQ -1 3y

’g ol |o

Mo be 0 %2 *22 48 ' 0

Como existen coeficientes de costos mayocres a cero entonces

consideramos a la variable V para entrar a la base y se
construye la tabla que contisne al ciclo de la épsilon para

saber que variable sale:

l-¢
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Quinta solucién factible con valor de la funcitn 2 = 3

1

1

Coeficientes de costos reducidos para la quinta solucién’
factible: , '
- n
| | L
oC I Usi U< o
I C
U CC ] L]
[ C ll »

O E I
| < ] lF
[ -

n 52 .0 2o h ,‘n 52 N 0

La variable que entra es vV, ya que la variable V- aunque

tiene la posibilidad de entrar, como ya antes ‘habia aestado

en la base entonces la desechamos.
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La tabla con el ciclo de las épsilon y la variable que sale

es la Eiguiants{

- € .

Sexta solucién factible con valor de la funcién objetivo

2=3;

I
.
|
. |

I

o e EE
.
|

64



Coeficientes de costos reducidos para la sexta solucien

basica factible:

O N N v O ¢ N w1
.- . N NN

La variable que entra es V..ontnncc. se construye la . tabla

para saber que variable sale:

-l .
|
(.
I lﬂl

-l I ||

mow ’F
|l|| ]
| [ =3
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Septima solucién factible con valor de la funcien objetivo

z=4;

So observa en esta solucién que en la diagonal no aparecen
vnloro.o. esto quiere decir que .ya todos los vértices estan
acaoplados, por. lo cual ya se llegé a la solucidn éptima del
problena., De la tabla anterior se tiene que las variables
VsV V, y V, tienen valor de uno, por consiguiente 1la

reprassntacién grafica de esta solucion es la siguiente

1l e -

5

2 6
"

3 @ 7

4 8

a -

Este s lo que se le llama un acoplamiento perfecto.
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Ejemplo 3.~ Sea la siguiente grifica asociads 2 un problame

da acoplamiento miximo !

La tabla asociada a la grafica, para poder aplicar el

método es la siguiente :

v 1.] Yo | Y%
U b X Y)Y, 1Y,
| Yy 15N %Wl
U Vo 1 U 1 X, 1 Y
Ys Y% (YU iV %

La primera solucidén de la que se parte s la trivial, esto
es, que lac variables asociadas a los vértices de la
grafica tengan valor uno y las restantes variables, 1las
asociadas a los arcos tengan valor cero, aai entonces ‘ iu

tabla para la primera solucién es:
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La represantacion grifica de esta primera solucion es :
1

40 ad

La tabla con los coeficjentes de costos reducidos eg @

QUd ap
] L T T
JeE] ] T
] ] 1
] T ] E

fl [ 0 0 ] 0

»

SO O o ©o o

Cualquier variable es candidata para entrar a la base, pero
adoptarencs 8l criteric de tomar la primsra que encontrenos
con coeficiente de costos reducidos igusl a uno, en este
caso es la variable U. y ®e construye el ciclo formado por

1a epsilon para saber gue variable sale de la base.
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T

¢ =1

Esta segunda solucién tiene asociada la siguiente tabla :

Se obtiene la tabla para los coeficientes de

reducidos:

1° $a 3] 5

lot S} |5 I_ﬁ,a
1

Bale L Lo
Yo 1] L Jote ) 10 ] 0
S 52 ‘ ‘ Jo

n % Y 0 o0 0

La variable que se considera para entrar es U.

varifica con la siguiente tabla que variable sale:
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e =1
La siguiente solucién bssica factible con valor de " 1la

funcién Z2 =2 es :

T

‘La  tabla de coeficientes de costos reducidos es:

t:lo l:_. 52}t/
R G R R R
11° ] a]*ss
] T T
Bl ol 5] e

ntsa Y22 s trao

e

Se observa qué intlt.n coeficientes de costos reducidos

mayores que cero, esto nos indica que todavia no se llega a
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la solucién 6ptima, pero también se tiene que en la tabla
asociada a la ultima solucisén, los elementos de la
disgonal, que son las variables asignadas a los vértices de
la grafica, s6lo una de ellas aparece en la base y con
valor uno, entonces solo queda por acoplar un vértice, por
consecuencia ya se obtuveo la solucién éptima la cual esta
formada por las variables U‘ y U‘. con valor uno y valcr- de
la funcién objetivo 2 = 2,

La representacion grafica de estd solucién Optima es:

v

Ejemplo 4.-Supéngase que 1a siguiente grafica representa un

probloni de acoplasiento méximo:

1w L IR

Y su correspondiente tabla asociada:
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X u . .tu
1 [ <
v X U v
t 2 2 [
Uo xl
Y X,
-Un Xq

Tabla de coeficientes de costos reducidos

solucioén:
n
o[ ] -] 0
{*-Jol° | 0
‘ 0
0
0
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Tabla para obtener la segunda solucidn:

e =1
Segunda solucién basica factidble con valor 2 = 1 :

Tabla de coeficientes de costos reducidos asociada a esta

solucidn

t:_lt 1 S
1]® t_‘_ b ’-.’n

) 0 0
b ol° 0
%a 0j°lo

n 42 % o o0 o0
La ‘variable que entra a la base es U‘ y con 1la siguiente

tabla se obtiene la variable que sale de la base :
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i-¢ £

1-¢ €

Sale de la base

solucién basica factible:

la variable U.

Tabla de coofiéllntlu de  costos reducidos para

solucidn:

$211°
P [
js -

74
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La variable que entra es Uz y mediante 1a’ siguiente tabla

sabremaos que variable salae:

e =1
Tabla asociada a la sigulente solucién basica factible:

La tabla de coeficientes de costos reducidos es:
) n

l_-_'_ ° e h

- t ot 1l® ,‘ Seihe

1 o -4 ,.
1l° - 5
5 ol® lo

Mt 2 2 o h ‘o

7%



En esta tabla se tiene que existe un coeficiente de costos
reducidos que es mayor gque cero, pero sdélo existe un
vértice que no ha eido acoplado, por lo cual ya se estd en
la solucién &ptima, la cual esthk dada por las variables
U‘ = Ul = 1, con valor de la funcisén objetivo 2= 2 y la
siguiente representacisén grafica:

v,

2 os

1 e el 3

Ejemplo 5.~ Supéngase la siguiente grafica asoclada a un
probl.- de acoplaniento méximo:

4 v Y 1

La tabla asociada s la gréfica es :

X, v,
X, Yy

X, v,

x‘ UO

Y% V%%
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La tabla asociada a la primera solucién es :

La tabla de coeficientes de costos reducidos es :

n
ol® ‘lo
of® t1o
ol° tlo

o2 1o

[ 4 [ l‘ oo 0

n 0 0 0 0 o
La variable que entra a la base es U. y para encontrar la

nueva solucién se construye la siguiente tabla :

1-¢ I

c=1

k44




La tabla que muestra la segunda sclucién es:

1

Y ln‘t-bla de los coo!llciontﬁ- de costos reducidos es :

n

En esta tabla se tienen coeficientes de coetos reducidos
mayores a cero, todos wson iguales a 1/2 y ademim ae
encuentran sobre la misma columna donde se encusntra la
variable U.: s8{ introducimos cualesquiera de estas
variables, tendrs que salir la variable U. y esto no mejora
el valor de la funcién objetivo, -r;tunco- esta solucién aes
la 4ptims.

Como observacion a este ejemplo la grafica es bLipartita
formada por dos conjuntos de vértices y en uno de ellos
s6lc we encuentra el vértice 5, entonces todo acoplamiento

aiximo edlo consta de un arco.
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Ejamplo 6.- Sea la sigulente grafica asociada a un problema

de acoplamiento maximo :

La tabla correspondiente a eata gréfica es :

x‘ UI
vl X 19|,
v |z
v, x, | v,
L !' ul
v b ox,

Tabla asociada & la primera solucién :

7



Los coeficientes de costos reducidos son :

n

o | [* 0
Loo 1 N 0
¢ Tol® o

s ol® . °

“ Tol° ‘ o

lt ol® 0

La tabla de cmttci-nto; le costa-!rsm‘d‘xci‘tslss “n nm

SALUR DE LA BIBLIOTECA
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1]0_[-_‘_ Sa) |0 )z

La variable que entra es U‘ por lo que cual se tiene la

eiguiente tabla para la nueva solucién :

L

1
.
.l

I
L

La nueva tabla de coeficientes de costos reducidos para

esta solucisn es
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be

12
1® ]_-_‘ 3a| |3 S
12

$s]0|® [
12 Y b

nh % 0 S o h 0

Aunque todavia existan coeficientes de costos reducidoe
'I-yorll que cero, decimos que en este caso ya we llegs a la
wolucién Sptime; se obeerva que la grafica es bipartita en
la cual uno da los conjuntos de vértices sets formado por
ol 2 ¥y 9, los cuales ya estén consideradaos en el
acoplamiento y loe das vértices qus quadsn sin acoplar se
encuenatran en ¢! mismo conjunto de vértices y no es posible

acoplarios.

De low antericres ejeaplos se cbeervan varios criterios que
deben tosarse en cuenta para la construceidn de un
algoritmo general que solucione todas 105 casos qQue s
presentan on los problemms de acoplamiento meximo.

Bn ¢1 siguiente capitulo se dan los pasos que conforman el
algoritmo y la dencstracién de los criterios que se
utilizan para lilegar a la ‘solucién Sptima de tales

problemas.
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CAPITULO v
ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA SOLUCIONAR EL PROBLEMA DE

ACOPLAMIENTO MAXIMO.

‘4.1 El. MODELO DE PROGRAMACION ENTERA ASOCIADO AL PROBLENA
DE ACOPLAMIENTO MAXIMO.

A continuacién se demuestira la base teécnica del algoritmo
que S® propone para solucionar los  problemas de
acoplamiento mAximo en una grafica. También se explica cada
uno de los pasos que integran el algoritmo, la demostraciodn
de varios lemas que fundamentan la técnica propuesta y el
listado del programa diseNadoc en lenguaje Basic para este
fin. Por Gltimo se tiene un algoritmo de estiquetacion,
diseflado por M. L. Balinski, PAI'.A encontrar la solucién al
problema de acoplamiento sfxdmo en una grafica.

En el capitulc II se definid® el wmodelo general de
programacién matemitica para el problema de ascoplamiento

miximo de la forma siguiente :

‘. eX
$.C, .
<P 2 Y < 1 para cada \ @ J
Incl(l
u.\zo .U‘c l.C‘-lV&-K
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El modelo dual de programacidn matemstica es:

MIN W = EnJ
j &3

s.C
[405] n' - n. 2 Ch para cada k € K re & "k
n ., n2z2 o
r -

[4 2] 2 [} + X - 1 para cada t @ J

uz o y Ve 2 ., c=1 vV ie K Xz 0

Ses U una solucién basica al problema (P>, entonces el
valor de la funcién objetive esté dado por:

2 z c, ﬁ'
donde p e el indice asociado a las variables U que se
encuentran en la base, entonces aplicando el criterio del
método simplex, las variables basicas sus coeficientes de
costos reducidos deben ser cero expresadc en forma

matembtica;

i c Z
por lo que P-p
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En @l capitulo anterior se mostré que el valor de Zp estaba
dado, al aplicar el teorema de holguras complemetarias,
como la suma de las variables duales n‘ Yy nq que son las
ascociadas a los vertices extremos del arce Up y esto quiere
decir que : CP - n‘ + ﬂ‘l = 1 @l valor que se les asigna a

cada una de estas variables es 1.2 .

Otra forma de explicar este criteric es: si una variable UP
del problema CP) se encuentira en la base, el tecrema de
holguras complementarias indica que la correspondiente
restriccion del problema dual se cumple con estricta
igualdad. También, si una de las variables de holgura Xh
del problema PO l" encuentra en la base y con wvalor
diferente de cero, entonces quiere decir que la restriccion
h de este problema se satisface con estricta desigualdad y
por lo tanto la respectiva variable dual h tiene wvaler
igual a cero. Bajo estos dos criterios se obtlinon los
valores de las variables duales M1 , para desplGes calcular

los coeficientes de costos reducidos.



4.2 DEMOSTRACION DE LAS REGLAS  DEL METODO PROPUESTO DE

SOLUCI ON.

Si en una grifica asociada al problema de acoplamiento
miximo s@ tienen n wveértices y m arcos entonces :

' LEMA 1. - Toda solucién bisica asociada al modelo
matematico de este problema esté formada por n elementos.
La primera solucién basica factible la constituyen las
variables asociadas a los n vértices de la grafica.

De este lema se deduce que todo problema de acoplamiento
miximo tiene al mencs una solucidn basica factible y por
lo tanto siempre va a tener solucidn,
Se observa que de la forma como se presenta »l modelo
matenmitico ﬁrn el problema de acoplamiento miximo, toda
variable Uh asociada al arco kh de la grafica, aparece sdlo
on dos restricciones del modelo de programacidn matemhtica,
si tiene valor uno, entonces se cumplen con estricta
igualdad dos restricciones. Esto significa que las
varisbles asocisdas a los wirtices extremos del arco U,

toman el valor cerc y salen de la base.

LEMA ¢ - Dads una solucién bisica factible U sl problema
de acoplamiento méximo, se dice que Ues Sptima si y sodlo

si se cumple alguna de las condiciones siguientes :

a) todos los coeficientes de costos reducidos son menores

© iguales a cero, esto es cl-zt-cl-cn'on.nso

para cualquier variable U‘



b) Si existen coeficientes de costos reducidos mayores que
cero pero séic se tiene una variable basica )(‘l con valor

uno, e@s la que ests asociada al vértice | de la grafica,

c) Si existen coeficientes de costos reducidos mayores que
cero y mis de un vértice con valor uno, perc no existe una
cadena alternante que una a dos cualquiera de estos

vertices .

Demostracidn : Sea U una solucién basica factible para la
cual se satisface el inciso Cad, entonces de la forms
explicita respecto a 1a base C expresion C2.4) del capitulo

IId, se llega a la siguiente expresion :

.EJ"C € -2Zou=z-2 .

J‘ o8 ol conjunto de los indices de las variables no
bisicas,entonces como E'. - C;- z.s O, ol valor Z de 1a
funcidén ocbjetivo no se puede mejorar para cualquier valor
que se le asigne a las variables U. con lo cual Z el [}
valer 6ptimo y por consiguiente la solucidn Ulces
también., Supéngase que la solucidn basica factible U s tal
que satisface el inciso Cb), esto es, existen coeficientes
de costos reducidos E‘ > O, entonces Cexpresidén (2.%) del
capitulo IID se tiene que el valor Z de 1a funcién objetivo
se puede mejorar, pero si se tiene que séloc un vértice

queda sin acoplar entonces ya no se pusde considerar un
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arco mis de la grafica en el acoplamiento y se dice r;au. la
grafica no tienes acoplamiento perfecto y que el valor de la
funcidén objetivo es 6ptimo, por consiguiente la solucidn 7]
os Optima.

Si la solucién U satisface e inciso (c), de acuerdo a los
dos incisos antericres se tendria que existen coeficientes
de costos reducidos mayores que cero y mas de un vértice
‘sin acoplar, y se podria obtener una mejor solucién; esta
nueva solucién es posible que exista siempre y cuando sw
encuentre una cadena alterna entre dos vértices no
acoplados, pero como este criterio indica no existe tal

cadena y por lo tanto se tiene 1a solucidn éptima,



4.3 ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA SOLUCION OPTIMA AL PROBLEMA

DE ACOPLAMIENTO MAXIMO EN UNA GRAFICA.

1.~ Dada una grafica conexa G CX.¥) con m vértices y n
arcos, construir su tabla asociada tal como se definid en
@l capitulo II, tomande como primera solucidn basjica
factible la formada por las variables ascciadas a los

vértices de la grafica.

2.~ Se calculan los elementos Il de la forma siguiente :
para cada variable Ut que se encuentre en la base, esto es,
que tenga valor uno y con vértices extremos t y q @

€ =c- cn +0,> =0, entonces

l'l‘ - n. - 12 con los restantes N1 igual a cero.
3.~ Calcular los cosficientes de costo para las restantes
variables no basicas de la misma forma.

¢'.‘k - Ck— CH.OH')
para las variables !‘ su coeficiente de comto es ZI'I‘.

4.~ Se verifica si se esta en la solucion optima o todavia

no, con base en los siguientes criterios:

. &) .S C_:l £ 0 para lodos los \ @ K,0 sea los cosficientes
de costos reducidos para cada variable U‘ asociada a los
arcos, entonces se estd en la solucién éptima, e3to indica

que el acoplamiento encontrado es perfecto.



b) Si existe un elemento Ep 2 0 yenla tabla asociada a
la solucién se tiene s6lo un elemento de la diagonal con
valor uno, la grafica tiene s6lo un vértice que no ha sido
acoplado, entonces la solucidén es éptima y la grafica no

contiens un acoplamiento perfecto.

c) Si existen elementos Ep > O para p &« K y todos con valor
1/2 y mas de un elemento de la diagonal con valor mayor que
cero, verificar si no existe una cadena alternante que una
a dos de los vértices no acoplados C los correspondientes
on la diagonal con valeor mayor que cerod,utilizande la
técnica vista en el capitule II.

1) Si no existe tal cadena, entonces se estia en la solucidn
Sptima.

1i) Si existe entonces tomar los arcos de la cadena
alternante que no estan en el acoplamiento, obtiendo uno
nueve que mejora la solucién y se regresa al paso 2 tomande

esta nueva solucién.

3) S{ existe al menos un elemento E’ = 1 y mas de un

elemento de la diagonal con valor uno, entonces existe una

mejor solueidn, la cual se construye de la siguiente

manera:

Se toma la variable U, para entrar a la base consideranda:
G, =max {C | >0

Para saber que variable sale se construye sobre la tabla

asociada a la ultima solucién, un ciclo con la ¢psilon de



tal manera que se cancelen de la base igual numeroc de
variables de las que van a entrar, ademas de gque se hagan
cero las variables de la diagonal, correspondientes a los
vértices extremos del arcoc Uk' La forma en la cual se
construye este ciclo se vio en los ejemplos presentados en

®l capitulo III

Asi 's. llega a una nueva solucién y se regresa al paso 2.



4.4 UN ALGORITMO DE ETIQUETACION PARA EL PROPLEMA
DE ACOPLAMIENTO MAXIMO CBALINSKYD.

El siguiente es un Método General para encontrar el
Acoplamiento Miximo en una grafica, ests basado en
conceptos de la Teoria de Graficas, en particular en la
traysctoria alterna, para comprobar que un acopiamiento es
miximo se verifica que no exisla una trayectoria alterna

entre dos vértices no acoplados.

Dada una gréfica G = CV,EY y un acoplamisnto M en G, uma
trayectoria alterna entre dos vértices )(l y X. no
acoplados, o2 agquélla que toma alternadamente arcos de N y

arcos que no se encusniran en M pero si en E.

N +
Este algoritmo ests basado sobre técnicas utilizadas por

EDNONDS y BERGE y se aplica directamente sobre la grafica.

Dada una grafica O y un acoplamiento M, sea vo un vértice

no plado y - que existe al menocs otro vértice no

L

etiquetas a los vértices de

acoplado, ent asig
acuerdo al siguiente algoritmo, teniendo en cusnta los
siguientes significados. Si el viértice X lleva alguna de

las etiquetas:



n {X*,~), entonces existe una trayectoria alterna,
PICX) de vértices eligquetados empezando en X con

arco (X,X') ¢ M y terminando eon Vo.

Imn [(-,X"], entonces existe una trayectoria alterna
PQCXD de vértices etiquetades empezando en X con

arco (X, X'") &« M y terminando en Vo.

111 (X',X"), wentonces puede acontecer I o II
simultineamente. En este caso se dice que X esta

doblemente etiquetado.

ft.a trayectoria alterna o trayectorias P‘(D. donde ( indica
que la trayectoria empieza con el arco (X,YD Y representa
la i{~ésima componente de la etiqueta de las Xs, mon
definidas inductivamsnte regresando de vértice en vértice

indicado por las componentes alternas de las stiquetas.

Usamos Jos simbolos -, +, O, como componentes de las
etiquetas para indicar respectivamente que 1a componente
s vacia, no vacia o ambas.

Finalmente, todo wvértice etiquetado X lleva un exponsnte
eCX>, @l cual es un enterc no negativo usado para definir

el Orden en la aplicacién de las reglas de etiquetacién.



Reglas de EtLiquetacidn.
Dada una grafica G y un acoplamiento M, los vértices se

etiquetan como sigue:

Regla 0. Se etiqueta un vértice no acoplado Vo con qu.Vo!
y .(Vo) = O,

Entonces en toda etapa se usa cualesquiera de las
siguientes reglas etiquetando el vértice v* Cllamese
origend.

Con la etiqueta [0,+] y (V™ = Max {«CXd | X ests
stiquetado con [0,+)} y admitiendo la aplicacio¢n de al
menos una regla.

Si no existe tal vértice V. quiere decir que séloc hay un
vértice ' no acoplado V Y lo cual implica que el

°
acoplamiento N es un acoplamiento miximo,

Regla 1. <CRupturad. Existe un wértice ¥ no . etiquetado,
CV‘.') w M, W no acoplado. .

Por lo tanto exdste una trayectoria entre los vértices no
acoplados ¥ y Vo. Ipvlruondo la asignacién de P'(‘V') a My
aumentando el arco (V..') para obtener un nusvo
acoplamiento. Se borran todas las etiquetas y exponentes y
se regresa a la regla O.

Regla 2. CEtiquetacidnd) Si existen vértices " y V’ no
etiquetados, tal que (V..l') ® Ny ¥ W) eM Seetiquets
W, con (v*.-1, W con (- W,1, acw)> = «v® +1 y

“v) - o<v® + 2
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Ejemplo.
Sea la siguiente grafica G = (X,E> con Mo= 08, esto es, sin

considerar acoplamiento:

X
1
T e
%, X s
X Xy

Aplicande las reglas O y 1 se tLiene:

L]
L]
L3

X‘. X
N‘-(CX.. X.))

Utilizando otra vez ambas reglas obtenemocs otro

acoplamiento M'- { cx|.x.>. cx'.x.a } y la grafica:



Como se nota la aplicacidn de este algoritmo es muy
exhaustiva y laboriosa, ademids de que para graficas
grandes, las cuales tengan mas de 20 vértices y que sean
completas, es posible perderse en la aplicacion de los paso
que se deben seguir, los algoritmos de este tipo no son muy

aplicables.



4.5 Prograna Computacional
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20

REN

SOLUCION
IF ACI,J)>0 THEN Ti1=Ti+i °*INDICA QUE EXISTEN COEF. DE COSTO
REDUCIDO DE 172
IF BCI,Idel THEN TasT2el 'NUMERO. DE VERTICES SIN
ACOPLAR
NEXT J
NEXT I
IF Ti=s0 OR T2¢2 GOTO 100 'YA SE ESTA EN LA SOLUCION
OPTIMA
SUBRUTINA PARA ENCONTRAR, SI ' EXISTE, LA CADENA ALTERNA
ENTRE VERTICES NO ACOPLADOS
FOR Isi TO Nt
IF BCI,ID=i THEN 38
NEXT I
visl ) * PRINER. VERTICE NO ACOPLADO
VCi1davi
FOR I=Vis1 TO N :
IF BCI,IDe1 THEN VEsl *SEGUNDO VERTICE NO ACOPLADO
NEXT I
Se
I1e
12=v1
FOR I=It TO I2
IF IeVi THEN 40
IF BCV1,IX>0 THEN ¢0 .
FOR J=i TO S 'VERIFICAR ST EL VERTICE YA EXISTE EN LA
CADENA
IF W JdeI THEN 40
NEXT J
GOTO %0
NEXT I )
IF I2eN1 THEN 100 °NO EXISTE CADENA ALTERNA Y. YA ES LA SOL.
OPTINA ’
I1eviet
12eN
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42

70

GOTO 38

S=Se1

VCSImg

IF V(S>=ve THEN 80 *YA SE ENCONTRO UNA CADENA ALTERNA
FOR =3 TO N1

IF I[=VCS) GOTO 42

IF BCI,VCS)Dw1 THEN 70

NEXT I

GOTO 80 'QUIERE DECIR QUE EL VERTICE V(S) ES NO
ACOPLADO

SeSet

Ve »f ‘VERTICE CON EL CUAL ESTA ACOPLADO EL VERTICE
vCS-1>

FOR I=2 TO S-1

FOR Jal+y TO S

IF VCIDaV(I) THEN 100 'NO EXISTE CADENA ALTERNA

NEXT J

NEXT 1

Vi s SO

aoTo 3%

REN CALCULO DE LA NUEVA SOLUCION UTILIZANDO LA CADENA
ALTERNA ENCONTRADA

FOR 208 TO S

FOR 1=} TO Ni

IF BCVED 10w THEN BCVED 100

MNEXT I

NEXT 2

FOR 2et TO S STEP 2

BCVCD , W Zeiddeg

BCVE241), WD ey

NEXT Z

GOTO 10

REM OBTENCION DE LA NUEVA SOLUCION MEDIANTE EL CICLO DE LA
EPSILON . '
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100

BCAL , A2) e}
BCAZ, A1) =g
BCAL, A1)=0
BCA2, AZ) =0
GOoTO 10

REM RUTINA PARA INPRIMIR LA SOLUCION OPTINA

PRINT™ SOLUCION CPTIMA"
PRINT" VERTICES ACOPLADOS"

FOR I=1 TO N1

FOR J=i TO N1

PRINT BCI,55;

NEXT 3

PRINT 1

NEXT I

FOR 11 TO N1-3

FOR Jel+1 TO M1

IF BCI,Jd%1 THEN PRINT I,J

IF BCI.J)e1 THEN ZMAX=DMAX+BCI,JD
NEXT 3

NEXT I

PRINT™ ACOPLAMIENTO MAXINO = “,ZMAX
IF  B«BUX=NI THEN PRINT"ACOPLAMIENTO
PRINT*ACOPLAMIENTO NO PERFECTO"
DATCS '
LReLo

DATA 8,4

DATA 0,3,1.-1,-1

DATA 1,0,-1.1,1

DATA 1,-1,0,~1,-1

DATA -1,1,-1,0,-1

DATA ~1.1,%1,-1,0

END
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CONCLUSIONES

£l problesa de acoplamiento wmiximo es un problema de
realidad y considerado de uso comin, as{ como el de
Recubrimiento minimo, En este sstudio s6lo se abords el
probiema del acoplamiento méximo y aplicando ia relacién
que existe entre Jas solucionex Optimas de los dos
problemas Cacoplamiento méxdmo y recubrimiento minimod se
construye la del] recubrimiento minimo, esto es ya sea que

Se resuslva uno U otro se obtinen las dos soluciones.

Al h una paracién entre los dos métodos de solucidn
del acoplamiento miximo se nota que el ‘Método Grafico es
omt-n;lvo ya Que para llevar un control de cads iteracion
debe hacerse sobre M- graficas 1o cual, para un
problema de muchos arcos y virtices es muy laborioso y con
mis riongo de equivocaclién,

Eato no sucede en el algoritmo propuesto ya que se puede
prograsar y automdticasente dar la solucion Optisa, aunque
para este trabajo .oi hizo explicito el procedimiento pars
qQue gquedara mas clara la légica a seguir y también me
pudiese justificar mis fécilmente los pascs del algoritimo,
Este mitodo de solucién se creo haciendo algunos arreglios
al mitodo del transportie g.nir.ltndo. poro basado en la
légica del MNétodo Simplex, se podria pensar que es
Justificacion a que el Método Sisplex es flexible y para

poderic aplicar a otros problemas sélo hiy que ajustarlo.
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