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RESUMEN

El objetive de este trebajo es estudiar el sistema de
ecuaciones diferenciales que describen la cinética de los procesos
involucrados en la fusién nuclear catalizada por muones, analizar
su evolucidn temporal y describir su estadistica.

El trabajo ha sido dividido en cinco capitulos y conclusiones:
En el capitulo I se da una introduccién al fendmeno de fusidn
nuclear nuclear catalizada por muones con una breve exposicién del
gdesarrollo histdrico, ,en el capitulo II se da una descripcion
microscépica de los procesos gue ocurren en la fusién nuclear
catalizada por muones. En el capitulo III se estudia
estadisticamente la fusidén nuclear catallizada por muones en su
rama principal. En el capitulo IV se presentan métodos numéricos
para resolver las ecuaciones que gobiernan la fusidén nuclear
catalizada por muones. En el capitulo V se presentan los
resultados del programa a través de graficas que ilustran el
comportamiento temporal de las variables Involucradas y se
analizan los resultados. Finalmente se presentan algunas
conclusiones.



CAPITULO I,

INTRODUCCION

La fusién nuclear catalizada por muones (u) es el nombre que
se da a las reacdciones nucleares en la que dos ndcleos atdmicos se
fusionan gracias a la presencia de un muén. La funcién esencial de
esta particula es reducir la distancia entre los dos micleos de
una molécula de algun isétopo del hidrégeno. Este tipo de fusidn
también se conoce como fusién fria, debido a gque las temperaturas
éptimas a las que ocurren las reacciones nucleares son de
alrededor de 900%. Esto contrasta con las temperaturas
requeridas en los experimentos de fusidn termonuclear en reactores
de tipo tokamak, donde un plasma de deuteric (d) y tritio ({t)
confinado magnéticamente es calentado a una temperatura similar a
a del Sol. La fusidén catalizada por muones se presenta como una
opcidn para lograr la fusion nuclear a bajas temperaturas.

Antes de referirse a como se descubrld este tipo de reaccidn
y como se fue avanzando en la comprension de la misma y sus
posibles implicacicnes, es convenlente sefalar aunque Sea
someramente , gue son los muones y cémo pueden producirse.

Los muones son particulas elementales de vida corta(vida
media de 2.2 x 10_6599.). S2 encuentran formando parte dec los
rayos césnmicos secundarios, y son producidos cuando los rayes
césmicos primarios colisionan con 10s nucleos de los atomeos o
moléculas que forman la atmésfera superior. Los mucnes también se
pueden producir artificialmente haciendo chocar un haz de iones

muy enexgético contra algun blanco (Carbdén por ejemplo), en estas



colisiones se producen las particulas llamadas piones que pueden
ser positivos ( n'), negativos ( ©) o© neutros ( n°); estas

particulas decaen rdpidamente y producen muones en el proceso de

decaimiento, los muones pueden tener carga positiva ( u‘) o
negativa ( p”). Debido a que la masa del muén es 207 veces mayor
que la de un electrén (e), los mnuones negatives pueden ser

aprovechados para catalizar una reaccién de fusién entre dos
nicleos atdémicos. El efecto catalizador del mudn aparece al
sustituir un electrén por un muén en una molécula ordinaria (por
ejemplo la molécula D, ¢ DT}, ya que la distancia efectiva entre
los nicleos atomicos se reduce y con ello aumenta la probabilidad

de que se presente el efecto tunel.

1.1 BOSQUEJO HISTORICO

La Primera identificacién e interpretacidn correcta del
decaimiento de un pidn,

T e g+ v,* (1.1)

fue realizada por Lattes, Occhialini y Powell en 1947 (1]. Por esa
misma época en los grupos de F. C. Frank y A. D. Sakharov (2},{3]
se analizd entusiastamente la posibilidad de utilizar los muones
como catalizadores. En un trabajo presentado en 1948 Sakharov
discutié ampliamente el tema de la fusién nuclear catalizada por
muones; ahi se predijo que una vez formade un idénmuénmolecular la
fusién nuclear ocurriria casi inmediatamente; también se planted
la posibilidad de utilizar la fusion nuclear catalizada por muones

para la produccién de energia.

* V represents un neutrino, que como su nombre lo indlca es una particula
neutra cuya masa en tan pequetia que aun no LT3 ha podido detarainar



La primera observacién de la fusién catalizada por muones fue
hecha sin embargo hasta 1957 por Luis W. Alvarez [4),[5] y sus
colegas en Berkeley. En el estudio de las interacciones kaonicas
se analizaban en aguella época ciertas trazas en fotografias de
una camara de hidrégeno contaminada por deuterio, dicha
contaminacién, entonces indeseada, vendria a dar resultados muy
sorprendentes respecto a la catalisis de la fusién nuclear por

nuones.

En dichos andlisis se observaron trazas de muones con 5.4
Mev de energia y trayectorias que correspondian a las fusiones gque
catalizaba el mudn, dichas trazas terminaban con el decaimiento
del muén. Para explicar este fenémenc se propusec que el muén era
primeramente frenado hasta energias del orden de eV'’s, luego
interactuaba con un atomo de hidrégeno (H) y expulsaba un
electrén, Este proceso de expulsidn de un electrén recibe el
nonbre de AUGER,

W+ H> (pu) +e,° (1.2)
y da lugar a un &tomo mudnico neutro. Cuando el &tomo mudnico
de hidrédgeno choca con un Atomo de deuterio, existe una
probabilidad relativamente alta de transferencia del mudn, a este
tipo de reaccién se representa por
(pt) + D> (dp ) + H (1.3)
Posteriormente si el atomo du choca con un 4dtomo de hidrdégeno se

forma el ion mudnmolecular ( pdy ), i.e.

{ de ) + Hor>» ( pdu ) + e, (1.4)
* Aqui P representa al protan quo o1 ndcleo del Atomo de
hidrogena, El deuterdn [ a su ves, el niicleo del 4tomo de

deuterio D y y el tritdn es el micleo dol 4tomo de tritio T.



Los nucleos p y d estdn muy cerca debido a gue el mudn es 207
veces mas masivo que un electroén, el idén muonmolecular formado
es mds pequefio que una molécula normal de H2 ] Dz' esto ocasiona
que la probabilidad de penetracién de la barrera coulombiana
aumente { como se explicara mas adelante ) y se pueda lograr la
fusion produciéndose *He Yy liberandose energia,

( pdp ) »» “He + u + 5.4MeV. (1.5)
Por muchos afios los unicos datos experimentales disponibles fueron
los de Berkeley y Liverpool.Ad pesar de que el grupo de Berkeley no
conocia los trabajos realizados en los afnos 40‘s por Frank y
Sakharov, dedujeron con la ayuda de Edward Teller {4],[5]), gque las
trazas en estudio correspondian a las reacciones de fusion
catalizadas por muones. En 1968 Luis W. Alvarez (4) en su discurso
de aceptacidén del premio Nobel, fue un poco mas alla de lo que por
el momento habian encontradec y menciond que habian resuelto los
problemas energéticos de la humanidad para el resto del tiempo.
Sin embargo posteriormente se encontro que las reacciones que el
muén podia catalizar eran muy pocas, en promedio un muén sdlo
podia catalizar una reacciodn, esteo obviamente no seria util en la
produccicén de energia. Se realizaron wmdas experimentos con
diferentes isdétopos del hidrdgeno y otros elementos. Por ejemplo
se observd que utilizando una mezcla de deuterio y tritio el

nimero de fusiones catalizadas por mudén aumentaba.

V. P. Dzhelepov y sus colegas [6) del Instituto Asociado para
la investigacién Nuclear en Dubna, encontraron que la razdn de
formacidén del ién en el proceso de fusién dependia fuertemente de

la temperatura y de la densidad, obteniendas.: mas fusiones por



nudn a altas temperaturas.

Gershtein y Zel’dovich investigaron tedricamente varios de los
fenomenos involucrados en los procesos de la fusién catalizada por
muones, y publicaron sus resultados en una serie de articulos de
1957 a 1960.

Elles encontraron que, independientemente de la cantidad de
isétopos de hidrdgeno en la mezcla, tan sélo se pueden esperar
unas cudntas fusiones por mudn; esto debido a que la razdn de
formacién mudnmolecular era a lo mas de 10° s",lo cual es
comparable con el inverso de la vida media del mudén (2.2 x
103“seg.). Lo anterior desvanecid el entusiasmo originalmente
despertade por Alvarez, y redujo toda esperanza acerca de la
posibilidad de obtener energia de la fusién catalizada por muones.

Posteriormente en 1961 y en los diez afos siguientes
2el’dovich y Gershtein (7) hicieron mediciones de las razones de
formacidén de los iones { ppu ), ( pdu ), ( ddp ):; dentro de los
errores experimentales se encontraron los mismos resultados
concernientes a los tiempos reportados para la formacién
mesomolecular. En dicha formacién se observé el procesc de Auger

(du)+H2>—»(pdu)+e+H (L.6)

En 1967 E. A. Vesman (8] de la Academia Estoniana de Ciencias
elabord algunos modelos tedricos muy importantes de la formacién
del idn muénmolecular ( ddu ). El propuso que ademds de proceso de
Auger,la formacién del ién muénmolecular podria ocurrir por
transferencia de energia, de la energia de amarre a los niveles

vibracionales y rotacionales de la molécula que aloja al ién



mudnmolecular.

Este proceso seria posible sélo si existen estados débilmente
ligados de la mesomolécula, con una energia de amarre menor gue la
energia de disociacién de una molécula de hidrégeno, que es de
4.3 eV . Debido a la naturaleza cuantizada de las excitaciones
moleculares, este proceso debe tener un comportamiento resonante y
de esta forma la razdén de formacidon debe ser muy sensible a la

enegia cinética (i.e.temperatura} de los dtomos muonicos.

En 1977 S. S. Gershtein , L. I. Ponomarev y colaboradores [9],
basados en el modelo de Vesman , predijeron ciertas temperaturas y
densidades optimas. El grupo de Ponomarev calculo varios
niveles de energia de las mesomoléculas con una exactitud del
orxden de 0.1 eV, y probé la existencia de un estado deébilmente
ligado de la mesomolécula ( ddu ) con una energia de amarre de
alrededor de 2 eV. Los experimentos realizados a distintas
temperaturas confirman el esquema de Vesman (de esta forma se

demostrd la efectividad del modelo propuesto per Vesman).

Gershtein y Ponomarev predijeron que una mezcla de deuterio y
tritio produciria iones mudnmoleculares (dtu) con una razén de
formacién mayor que con otras nmezclas de isotopos de
hidrégeno. Esto fue confirmado con los experimentos de Bystritsky

[10], en 1980, gquien ademds encontrd un limite inferior Ageg = 2 %

tu
1035",donde Adtu es la razdén de formacién del ion deu.



Esto significaba que en una mezcla de deuterio y tritio el
procesc de fusién occurriria con mayor rapidez y se lograria
catalizar alrededor de cien reacciones de fusidén antes de que el
muén decayera, Este hecho abrid de nueve las puertas a la fusién
catalizada por muones como un candidato importante para la
produccioén de energia.

Estos resultados dieron origen a una nueva serie de

experimentos encaminados a la medicién mds precisa de los niveles
de energia de la mesomolécula o ién mudnmolecular. Asi por ejemplo

en 1981 en el grupo de Viena SIN { Swiss Institut of Nuclear
Research ) {11] se realizaron varios trabajos sobre la estructura

hiperfina (HS) de la mesomolécula o ién mudnmolecular.

Para el estudio del fendémeno de resonancia y de la fusién
catalizada por muones se han realizado un sinnimero de trabajos
tedricos, entre otros se encuentran por ejemple, los escritos por
Gershtein y 2el’dovich (1961) (7], Alvarez (1972) >[4], Massey
{1974) (12}, Gershtein y Ponomarev (1875) (13), Ponomarev
(1978) [14), Meyer-ter-Ven (1979) ([15], Rafelsky (1979) ([16],

Breunlich (1981) {111, Fiorentini ( 1981 ) [17].

Uno de los problemas mds importantes con gque se enfrenta la
fusioén catalizada por muohes es la adecnada y eficiente produccién
de muones. Con el propdsito de minimizar el costo de energia
de la produccién de muones, Petrov ideé en 1983 (18] un mecani;mo
que incrementaria la energia de salida de la cadena de reacclones.
Esta idea did lugar a un reactor hibrido, es decir un reactor de

fision-fusion, que aumentaria la eficiencia de produccién de



energia suponiendo gue no se pudieran catalizar mds de 100

reacciones de fusidn por mudén.

1.2 REACCIONES DE FUSION NUCLEAR CATALIZADA POR MUONES
A continuacidén se explican los tres tipos de reacciones que se
han estudiado en la fusion nuclear catalizada por muones:

1.2.1 Reaccidn p-d

Esta fue la primera reaccidn observada experimentalmente, y
surge como consecuencia de inyectar muones a una mezcla de
hidrdégeno y deuterio. Un proceso altamente probable es que el mudén
choque con una molécula de hidroégeno ( H, o) ocasionando que un
electron salga de su orhita molecular y el mudn quede en su lugar
(proceso de Auger); estdé sucede unicamente cuando el mudn ha
chocado ya antes con varias moléculas y ha perdido la suficiente
energia para llevar a cabo la reaccion y reemplazar a un electrén

uw+ H- (pe) + e. (1.7)

cuando este Aatomo mudnico estd en una molécula HD, el mudn se
transfiere al deuterio debido a que este tiene mayor masa

(P ) + Do (pdu) + e (1.8)
Ya gue el muén acerca los nucleos de hidrdgeno y deuterio
aproximadamente 207 veces mids de lo gue ocurre en una molécula
ordinaria, las fuerzas nucleares tienen un efecto importante, vy
dan lugar a la fusidén de los nucleos de hidrégeno y deuterio por
efecto tunel

¢ pdp ) = ‘He + u. (1.9)



En realidad el describir la cinética de las reacciones de
fusion es algo un poco mas complicado de lo que parece por que
pueden ocurrir otros fendmenos que reducen la eficiencia del mudn
para catalizar reacciones, asi por ejemplo el mudn puede decaer
antes de que ocurra la fusidn, o bien puede quedarse adherido al
helio producido en una reaccidn de fusidn ("sticking").

Se observd que la parte del proceso que require mas tiempo
es la formacion del idn muénmolecular pd“ , con loqsegundos. Asi
entonces se tendra que en promedio un mudn sélo cataliza una
reaccisén de fusién ya que la vida media del mudn es de = 2.2x10™°
segundos. El problema principal para que el muon siga catalizando
mds reacciones de fusion es, como ya se menciond anteriormente,
la perdida del muén mismo debido a su captura por el *He producto

de la fusidn.

l.2.2. Reageidn d=d

En la fusidn catalizada por muones en deuterioc puro, el mudn
después de ser termalizado choca con una molécula de deuterio (DJ
y da lugar, nuevamente, al proceso de Auger

u o+ D2 »» ( du )n + D+ e (1.10)

Aqui { dp Y significa que el wmudn estad en el estado n-ésimo,
con n el conjunto de nimeros cudnticos gque determinan dicho
estado. Cuando el mudn estd en el estado n o bien va ha pasado al
estado base, puede ocurrir la reaccion:

du + D, >» [ ( ddu ) d2e ];k (1.11)
donde v y k son los numeros cuanticos de los niveles vibracional y
rotacional de la molécula [ (ddu)d2e ] respectivamente, y el

superindice * significa que estd en un estado excitado.



Cuando se forma la molécula compleja escrita anteriormente ocurre
casi inmediatamende la fusién del idén ddu, entonces existen dos

caminos igualmente probables para la fusién:

ddp »>» He + n + p (1.12a)
ddg >»» £t + p + u {1.12b}

En este tipo de reacciones se observa gue el numero de
fusiones catalizadas por un muédn es de aproximadamente una,
asimismo se encontré que el <tiempo de formacién del idén
muénmoleculayr ddp disminuye cuando aumenta la temperatura. La
temperatura sin embargo no puede elevarse indefinidamente pues las
moleculas del deuterjo se disociarién y el proceso de formacidn

del ié6n mudnmolecular seria muy poco probable.

Los procesos detris de la reaccién
*
du + D, »» [ ( ddu yaze ]w (1.13)

se lograron entender después de varios aros de investigacién; la
idea central de como se forma el 1ién mudnmolecular dentro de una
molécula mas compleja fue sugerida por Vesman en 1967. Como
vimos anteriormente, él propuso que la energia que se libera al
formarse el ion ddu debe ser absorbida por algun mecanismo interno
de la molécula. Entonces cuando el Aatomo mudnico du choca con
la molécula D, se forma el ién ddpy como uno de los micleos de la
molécula compleja; esta molécula podria absorber 1la enegia de
amarre expulsando a un electrén a alta energia, { mecanisme

relativamente poco probable). Otro pesible mecanismo de absorcién

10



de energia se da cuando la suma de la energia de amarre Eb del ién
ddu y la energia cinética I:‘.‘L del deuterio mudénico di, gque choca
con un deuterio de 1la molécula B, es lo suficientemente
pequefia para gque pueda ser absorbida en uno de los niveles

rotacional y vibracional de la molécula compleja
E + E_= AE. (1.14)

Debido a que los niveles de energia de la molécula estan
cuantizados, la expresidén anterior es la condicién de resonancia
para que se pueda formar el ién mudnmolecular ddu. La dependencia
con la temperatura aparece através del termino E gque es la enegia

cinética del atomo muonice.

Célculos tedricos mnuestran oque existe un estado del ié6n
midnmolecular ddu con una energia de amarre de 1.91 eV
((v,k)={(1,1)}), esta energia es menor que la energia de disociacién
de la la molécula DZ, la cual es de 4.5 eV. Gracias a este hecho
puede ser factible el fenémeno de formacién resonante de la

molécula { ( ddu ydae ]Vk

La razén de formacién del idn ddy, A“u,(vease figura 1), es
la suma de la contribucién no resonante (la energia de amarre
liberada se transforma através de un proceso de Auger en energia
cinética de un electrén en la molécula D), ¥ la contribucidn

resonante:

11



Aol = Mo vent Meow (1.15)

o)
k)
Fig.1.1 Necanisms de formaclon del lon ddjf: a} Process ne resonante
(Augor)
b) Procesc resonante

También se han realizado experimentos més detallados, en los
cuales se toma en cuenta la estructura hiperfina de log &tomos
muonices y los iones nudnmoleculares. Asi, se pueden nencionar
los trabajos gue al respecto se han hecho, Breunlich et al

(1984) [19)}, Lederman y colaboradores (1963) [20].

12



1.2.3 Reaceidn d-t

En una mezcla de deuterio y tritio a la que se inyectan muones
ocurre la reaccion de fusién mediante el siguiente proceso: el
mudén choca con un electrén de un nuclec de deuterio, y lo desplaza
para formar un deuterio mudnico du; después, debido a que el
deuterio muénicq_ choca con otros 4&tomos, ocurre con alta
probabilidad que através de los choques gue el muén se transfiere

al tritio,

dg + € »» tu + 4d; (1.16)
después el atomo muénico ty al chocar con una molécula de deuterio
D, o con una molécula de deuterio~-tritio DT puede formar un ién
mudnmolecular dentro de la molécula mediante el proceso de
resonancia:

tu + D»» [ ( dtu )d2e (1.17a}

tu + DT »» [ ( dtu )t2e ];u (1.17b)

Posteriormente dentro del ién muénmolecular ocurre la fusidén

de un nicleo de deuterio y uno de tritio con la consecuente
liberacidén de energia:

dty >» ‘He + n 4 p + 17.6 Mev (1.18)

Debido a que en este tipo de reacciones se ha observado una

elevada razén de formaclén resonante dtu, se han efectuado gran

cantidad de experimentos al respecto, asi, por ejemplo, en los

Alamos Meson Physiecs Facility (LAMPF) {21),{22),([23),[24) y (25},

se encontré que un solo mudén puede catalizar del orden de 100

fusiones.

13



CAPITULO K
DESCRIPCION MICROSCOPICA DE LOS PROCESOS QUE OCURREN EN LA

FUSION NUCLEAR CATALIZADA POR MUONES
1A FORMACION DE ATOMOS MUONICOS

En una mezcla de deuterio y tritio se pueden formar tres tipos
diferentes de moleculas como deuterio~tritio (DT) ,
deuterjio-deuterio (DD o D) vy tritio-tritio (TT ¢ T,) . Como hemos
visto, cuando se inyectan muones energéticos en dicha mezcla,
ocurre que estos se termalizan a consecuencia de las colisiones
hasta tener la energia suficientemente baja para desplazar a un
electrdn de la molécula (procesc de AUGER). El mnmudn como el
electron solo puede estar en ciertas orbitas estables, en la
tedria del atomo de hidrégeno se encuentra que el radio promedio
para el estado base al cual se localiza un electrén del nucleo
atomico es a= h/me’, conocido tambien como radic de Bohr, donde m
es la masa reducida del sistema nuicleo-electrdn, debide a que m«
M cleo la masa reducida es aproximadamente la masa del electrdn ,
entonces az= h/mcez, en el caso de un dtomo mudnice au= h/207m=eﬂ
esto significa gue el mudn estd 207 veces mds cerca del nicleo que
un electrdn.

El muén, al quedar en una orbita mas cercana a un nucleo de
una molécula, libera energia y ocasiona gue la molécula se disocie
y se forma propiamente el atomo mudnico y un atomo normal, este
dtomo mudnico esta formado por un nucleo de deuterio ¢ de tritioy

un muon,

14



1 4 DT >» du'te™+ e >» du™+ T+ e (2.1a)
u” + DT >» d'e'tu’+ e D+ tu+ e (2.1b)
U+ DD >x du'de™+ e’y» du'+ D+ e (2.1c)
w + TP »» tute™+ e tu+ T+ e (2.14)

Debido a que el nicleo de tritioc es de mayor masa que el
nucleo de deuterio, la masa reducida del sistema nucleo de tritio
mAs mudén es mayor que el sistema niicleo de deuterio mds wmudn, por
lo que los radios promedios del mudn de los estados estacionarios
alrededor del tritio son menores que los radios correspondientes
del mudn alrededor de deuterio, y es por esta razén que muchos
muones que originalmente estaban ligados a un nucleo de deuterio
se transfieren, después de varios choqgues a nucleos de tritio:

(du)n + t s (tu)n+ ¢} (2.2)
donde la n significa que el Atomo mudnico formado puede estar en
un estado excitado n.

El 4&tomo mudnice viaja a traves de la mezcla, si el muén se
transfiere al tritio, se libera una energia de aproximadamente
AEn= 47/n2 eV superior a la energia cinética de los &tomos a la
temperatura T ( » cr=(3/2)KT ) ,con T cercana a la temperatura
ambiente. Este Atomo mudnico viaja a traves de la mezcla D, + T, ¥

choca con alguna de las moléculas formadas (Dz, T_ & DT) para

2

formar un idén mudénmolecular. Con el proposito de estudiar los

niveles de energia de los iones, se han usado diversas técnicas y
'

métodos de resolver el problema, que es un problema de tres

cuerpos.
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n.2 NIVELES DE ENERGIA DE UN SISTEMA COULOMBIANO DE TRES CUERPOS

El hamiltoniano de un sistema coulombiano de tres cuerpos
[26], nucleo a, niclec b y un mudn es

2
-1 v -1v8 - 1 T, (2.3)

-1+
2M a M b Zmu o 1ru-Rnf IY“-RbI lR‘-Rbl

en donde se usan las unidades h=e=l. Al hacer un cambio de
coordenadas al centro de masa, coordenadas internucleares vy
coordenadas del muén respecto al punto medio de los nucleos

(figura 1.1),i.e.

R = (mR+ KR MR/ (m + M +H), (2.4a)
R =R-R, (2.4b)
Yy

r =1, - (R¥R)/2 (2.4¢)

el hamiltoniano queda de la siguiente forma:

Ho=- 195 -1 (Vp +KV)% - 21900 -3 -1 + 1 (2.5)
2"1- 2M° 2 2m° r, r, R
donde:
RV S -, o= ot -t
H‘r m‘.l + M. + Hb, Mo Hn + Hb ; mo mu + (M. + Hb)

K=(Mb-M‘)/(Hb+H_); ru-=ru -R_y r=r -R.
Después de separar la ecuacidén para el centro de masa, la ecuacién
de Schrédinger queda(Bracci y Fiornetini, 1981 [27])

H¥(r,R) = E¥(r,R) (2.6)
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con

2
H=-1(V+KV )>~10 (2.7)

ZMO 2 Zmo A o

figura 2.1

Para determinar los niveles de energia se tienen que encontrar
los valores propios de la ecuacién anterior, para el caso gque hos
interesa ha sido analizada utilizando diversas técnicas
aproximativas, entre otras, la aproximacién de Born-oppenheimer
(28], la aproximacidén adiabdtica [29],([30], en la que a su vez se
hace un tratamiento perturbativo (29), y se aplica el método de
dos niveles efectivos [31) o el de truncamiento [32].

El METODO DE BORN-OPPENHEIMER consiste en descomponer la
funcién de onda en una parte electrdnica y en una parte nuclear,
¥(r,R) =y (R)Y (T,R),

n

y en considerar primero a los nucleos fijos (es decir que los
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nucleos son de mucho mayor masa que el muén). Las ecuaciones para

cada parte estan acopladas, asi entonces

[ -_1_vf + V(z,R) ]wn = e(R)Y_ (2.8)
2mo

y

T p +E(Rip_ = Ep_ (2.9)

donde ¢_(R) es la funcién de onda nuclear y ¥ (r,R) es la funcidn
N

de onda electrdnica o mudnica, Tn es el operador energia cinética

de los n\icleos,c" es la energia electrdnica a la distancia R y

V(r,R)es el potencial nuclear.

Se propone un modelo para la energla electrdnica c'(R)
alrededor del punto de equilibrio del ién (R=Re}, de tal forma que
reproduzca las propledades basicas y que sea matematicamente
sencillo.Asi entonces, frecuentemente se utiliza una aproximacidn
conocida como potencial de Morse [33], que tiene la forma
£(Ry= ~D + D[ exp(-(R-Re)/a} - 1 1%,
donde D es la energia de disociacisén y Ro es la distancia de

.equilibrio. Para estudiar el movimiento de los nucleos alrededor
de 1la distancia de equilibrio Re, el potencial anterior se
desarrolla en serie de potencias alrededor del punto Re, asi
entonces

£{R) = -D + (1/2)Mw](R-Re)?,

donde M es la masa nuclear reducida, D = "C"(Rn) Yy

ml = [aZE n/ar{z]

R=R
°

18



Esta aproximacicén es de tipo oscilador arménico. La ecuacion

que se obtiene es,
2 2 2 -
99 + 2M[ E + D -~ (1/2)Mw(R-Re)°] ¢ =0. (2.10)
2M
Al descomponer 9(R) en su parte angular y su parte radial y

haciendo el cambio de variable ¢(R) = u/R, se obtiene la ecuacién

para la parte radial

d®u_ + 2M [ E+ D - IMwS(R-Re)® - J(J=1) ] u = 0. (2.11)
ar? 2 2MR?

En esta aproximacidén los valores propios de la . energia del
sistema estan dados por
E, == D+ wo (v + 1/2) + J(I+1) (2.12)

2MRS
donde w es el nunero cudntico vibracional y J es el numero
cuédntico rotacional, con los valores para las constantes se
encuentra dque existen estados ligados,i.e. Ew< 0, para v=0 y
J=0,1, Eoo = =278eV y Exo = ~143eV. Esté estd en desacuerdo con
mediciones experimentales de los espectros de moléculas donde se
observa mayor numero de estados ligados.

La aproximacién de BORN-OPPENHEIMER falla debido al hecho de
que la funcién de onda del sistema de tres cuerpos no se puede
expresar adecuadamente como un producto de una funcién nuclear por
una funcioén electrdénica. Otra posible solucicdn al problema es usar
la REPRESENTACION ADIABATICA gue consiste en expander la funcién

de onda por medio de un conjunto completo de funciones propias del
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Hamiltoniano:
ho(R) = -(1/zm°)vf -1/x, -/x, (2.13)

Al conjunto completo de estas funciones (p) se le llama la
base adiabadtica. La funcién de onda del sistema expandida en la

base adiabiatica queda como

J © @
¥ot(r,R) = R'E D] (¢,8,9)xf L {I qﬂj(E,n:R)x'}T(R) +
n=0 1=a,b nzso n’=0

ake | (€,m,k,R)x]; (k,R) } (2.14)
o

donde 1):_) son las funciones de Wigner normalizadas

7, = (@l + sem))7P[ (-1) "exp(imp)D] (4,8,0) +

exp(-imp)D]_ (¢,8,0)] (2.15)

donde ({n} son los numeros cuanticos referentes al movimiento
mudnico alrededor de los nucleos y (T} son los numeros cuanticos

que describen el movimiento miclear.

El problema radica posteriormente en evaluar los niveles de
energia del sistema propiamente dicho; usando TEORIA DE

PERTURBACIONES se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales

n'l.’,s.
11
energia. También se han utilizado la APROXINACION DE DOS NIVELES

para las ¥ De aste sistema se obtenien las correcciones a la

EFECTIVOS, el método de TRUNCAMIENTO y el método VARIACIONAL.
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Como ejemplo se muestran en la tabla 2.1 algunos resultados
para diferentes iones y diversos estados vibracionales y

rotacionales.

Tabla 2.1

Jav (pput) {pdu) (ptu) {adu) (dtu) (ttu)

00 252.95 221.52 213.97 325.04 319.15 362,95
01 — — —_ 35,80 34.87 83.88
10 106.96 97.40 99,01 226,61  232.44 289.15
11 —_— — — 1.91 0.64 45.24
20 — — — 86.32  102.54 172.65
30 — — —_— —— — 48.70

Espectro tedérico de diversos lones calculado con el método de

truncamiento,
(La energia esta en eV, Melezhit et al. 1981}

El estado mds debilmente ligado corresponde en los iones ddu,
dty y tty al estado J=1, v=1, y como se muestra en la tabla 2.1

tienen 1.51, 0.64 y 45.24 eV respectivamente.

También se han calculado las correcciones a los niveles de energia
debjdas a diferentes fendmenos microscdpicos como el movimiento
relativista del mudn, el tamario finito y la polarizacidn del
nticleo, efectos de espin, apantallamiento electrdnico
y la polarizacién del vacioc. Estas correcciones son pequeias, ‘del

orden de meV,
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.3 FORMACION DE IONES MUONMOLECULARES

La formacidén de iones mudénmoleculares ocurre a través de la
colisidn:
(Xu) + X »» (XX'y) + energia

donde X,X'= p, d 6 t.

El proceso de formacidén del ién se clasifica de acuerdo al
camino en que la energia de amarre es liberada, estd energia se
puede transferir a un electrdén (proceso de AUGER ¢ no resonante) o
puede ser transferida a la molécula gque aloja al idn(procesco

resonante) como se explicé anteriormente.

De acuerdo a los datos ewperimentales el proceso no resonante
explica la formacion de los iones (ppu} y (pdu), Yy el proceso
resonante explica la formacidn de los iones (ddu} y (dtu).

Como un resumen de los resultados tedricos y experimentales
que dieron lugar a la interpretacién de que el proceso de
formacién de los iones ppu y pdy es no resonante, se muestra la
tabla 2.2. Ahi aparecen tanto resultados experimentales como
tedricos de la razén de formacion de los iones mencionados (L.
Braccl y G. Fiorentini, Phys. Reports, 1982), Yy se puede observar

que ambos concuerdan. Esto sin embargo no ocurre con Add“ Y )‘“u
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tabla 2.2

fuente Appu Apapt
6 1 6 -1
10 seg 10 seg
Dzhelepov et al. (1962) 1.5 £ 0.6
Exp. T. A.
Bleser et al.(1963) 1.89 ¢ 0.20 5.8 ¢ 0.3
Exp. T. H. L.
Conforto et al.(1964) 2.55 % 0.18 6.82 £ 0.25
Exp. T. H. L.
Bodyashov et al. (1968) 2.74 t 0.25
EXp. T. A.
Bystritsky et al.(1975) 2.34 + 0.17 5.53 ¢t 0.16
Exp. T. A.
Cohen et al. Tedrico 3.9 3.0
Zel’dovich y Gershtein(1960) 2.6 1.3
Tedrico
Ponomarev y Faifman(1976) 2.20 5.91
Tedrico

Razones de formacion de los iones (ppu) y (pdu), los valores
experimentales fueron obtenidos a temperatura ambiente (T.A.) y a
la temperatura del hidrégeno liquido (T.H.L.}).

11.3.1 FORMACION RESONANTE

Anteriormente se mostré que el estado débilmente ligado del
ién (ddu) es (J,v)=(1,1) con una energia de amarre de 1.9leV que
es menor que la energia de disociacién de una molécula de
hidroégeno,

E s 4.5eV

Dis
Este hecho muestra la posibilidad de que exista otro mecanismo de
transferencia de energia ademas del proceso de AUGER " tal

como el de la transferencia de energia a uno de los niveles

rotacionales y vibracionales de la molécula [ (ddu)d2e 1},
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(dp) + D2 >» [ (ddu)d2e ) (2.16)

El nombre de resonante proviene del hecho de que 1la
transferencia sélo es posible para ciertas energias del Atomo
mudnico. Esto ocurre cuando la energia cinética £y del &tomo
mudnico mds la energia de amarre E, del 1ién formado es igual a la
energia AE de uno de los niveles rotacional y vibracional de la
molécula,
€, + Eb = AE

Es debido a esta condicidn que existe una dependencia de 1la
razén de formacién del ién (ddu) con la temperatura. El maximo de
la razon de formacidén aparecera entonces cuando la temperatura del
deuteric corresponde a la energia cinética adecuada para que se de

la resonancia. La razén de formacidén del idn (ddu),A es

ddu’
entonces la suma de la contribucién no resonante dque depende
débilmente de la temperatura mas la contribucién rescnante,que
depende fuertemente de ella, asi

A A

ddg = Mno res ¥ Pres

Ademas de los fendmenos ya mencionados existen otros que se
tienen que tomar en cuenta para un calculo mas detallado de Addu
Por ejemplo, en un gas de deuterio las moléculas D, tienen
diferentes niveles rotaclionales y vibracionales, que siguen una
distribucién de Boltzmann, la formacién de los jones (ddu) ocurre

entonces a diferentes energias resonantes ¢ Yy la razdn de

R’
formacién es entonces una superposicién de las diferentes energilas

a las que se forma el ién. También son importantes las correciones
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en la energia débido a la estructura hiperfina de las Atomos y de
los iones, esto significa que existe un "desdoblamiento" de
los niveles de energfa débido al efecto del espin de las

particulas.

1.3.2 FORMACION DEL ION MUONMOLECULAR dty

Calculos teoricos predicen un estado débilmente ligado en el
ién (dtu) el cudl es (J,v) = (1,1) y corresponde a una energia
Eh = (0.64 ¢ 0.05)eV. La formacién resonante para este ién también
es altamente probable por gque su energia de amarre es muy
pequefia. La molécula compleja que aloja al ion (dtu) se excita a un
estade con un nimero molecular vibracional, Vye mas pequerio gue
en el caso de la formacién del idn (ddu), se ha calculado v”=3
{Ponomarev (1981)).

La razon de formacidon del idén {(ddy), }‘ddu’ es del orden de

10%™ y para el ién (dtp) se predijo una razén del orden de

10%s7! (Gershtein y Ponomarev (1981} {34]). Experimentalmente midiendo
la produccién de neutrones se encontré un limite inferior para la
razén de formacién, que confirma la prediccién de Gershtein y
Ponomarev (1977) [9], A, .2 2 X 10%7

De los calculos tedricos se desprende que la produccién de
neutrones no es muy sensible a la razén de formacién mudénmolecular
Adtu. Se realizaron experimentos en el intervalo de 93 - 613 °K
y ho se observé variacién en la produccién de neutrones. Este es
un resultado diferente al de la formacidn del ién (ddp)) donde se

observa que Ay depende fuertemente de la temperatura. Para

du
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explicar por que A,y No varia con la temperatura se tienen dos

u
hipétesis, 1la primera dice que la raZoén de formacion Ay si

73
cambia con la temperatura de acuerdo al modelo resonante, pero los
cambios apreciables ocurren a temperaturas mac elevadas que las
investigadas. La otra, sefialada por Ermolov, dice que los &tomos
mudnicos (tu) formados a traves de la reaccidn
{(dp) + t »» (ty) + @ {(2.17)
tienen una energia de 19 eV y no alcanzan a tener la energia
térmica antes de formarse el 1i6n mudnmolecular (dtu), esto
explicaria que las variaciones en la temperatura de la mezcla no
corresponden a las varlaciones en la energia cinética del atomo
muénico (tu).

Cuando el ién (dtp) esta en el estado débilmente 1ligado
{{F,v)=(1,1)}, los nucleos de deuterio y tritio estan en promedio
unas 200 veces mds cerca gque una molécula normal de deuterio (Dz)
6 tritio (Tz),en estas condiciones el sistema pasa de un estado
débilmente ligado a otro mas ligado que es el estado (J,v)=(0,0)
el mds probable con una energia de 319.15 eV, esta energia se
transfiere a un electrén orbital. Al quedar mas ligado el sistema
aumenta la probabilidad de penetracién coulombiana de los nucleos
y se produce la fusidn muy rapidamente,
dty +» “He + n + 17.6 MeV (2.18)

En una molécula normal de deuterio-tritio el potencial de
interaccion tiene una forma como la mostrada en la figura 1.2.
Este potencial es atractivo alrededor de r= 107%cm, para distancias
menores es repulsivo debido al termino centrifugo h 1(1 + 1)/rz, ¥y
para distancias aun menores, del orden r = 10 7m el

potencial se vuelve atractivo debido a las fuerzas nucleares que
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son de corto alcance y muy intensas.

b
A

Figura 2.2

Grafica del potenclal para una moldcula de htdrdgens

Si la molécula estd en un estado ligado, es decir E<0, existe
la probabilidad de que ocurra la fusidén, esta probabilidad depende
de la altura de la barrera, del ancho de la misma y de la energia
cinética de los micleos, el muén por estar mds cerca en promedio
de cada nucleo por apantallamiento contrarresta parte de la
repulsién electrdstatica entre los nucleos, esto ocasiona que los
nicleecs se acerquen mids entre si. El1 efecto es que la barrera
coulombiana (figura 1.3) se reduce y aumenta la probabilidad de

penetracidn y con ello la fusidn de los nucleos.



2.6MeY

figura 2.3

La energia liberada en la fusion de los nuicleos de deuterio y
tritio se distribuye entre los productos ‘He, un neutrén y el muén
que puede sequir catalizando mis reaccicnes de fusién.

La formacidén del ién dtp previa a la fusidn tiene claramente
un limite de temperatura debido a gue las moléculas D, DT [} T, de
la mezcla se pueden disociar; cuando esto ocurre la formacién de
dicho ién no se puede llevar a cabo por medio de la formacidn
resonante, y aunque sin embargo existe la posibilidad de que se
lleve a cabe la fusién directa de los Atomos dp + t ¢ tp + 4, la
probabilidad de que esto ocurra sélo es relevante si la
temperatura y la densidad del medio son muy altas. Lo

anterior llevaria al tratamiento usual de plasmas termonucleares.

28



.4 ADHESION Y REACTIVACION DEL MUON

En los procesos anteriormente mencionados gque limitan el
nimero de fusiones, es importante considerar ademas el proceso de
la adhesién (o "sticking"). Este fendmeno consiste en gque el nudn
se quede pegado a alguno de los productos de la fusidén de carga
positiva. En el caso de la fusién del ién dty el mudn puede
quedarse adherido al helio 4 (particula «) y formar un ién o un
atomo de helio ( au & dch }. De esta forma el mudn permanece
pegado al helio y entonces ya no puede seqguir catalizando was
reacciones de fusidn.

Bracci y Fiorentini en 1981 hicieron estudios tedricos
preliminares para calcular la probabilidad de adhesién w para el
caso del ién dtp y encontraron que W o= 1.2% . Asi entonces un
muén en promedio se queda pegado a un nucleo de helio después de
catalizar 80 reacciones de fusidén,

Para determinar el nimero efectivo de reacciones de fusién que
un muén puede catalizar se han hecho estudios acerca de 1la
posibilidad de gque el mudén se libere del nucleo de helioc despues
de estar pegado. El ién (ou) se forma casl inmediatamente después
que ocurre la fusidén con una energia de 3.5 MeV y viaja através
del gas chocando con las moleculas qie lo rodean, de esta forma va
perdiendo energia. Mientras su energia sea superior a un valor
umbral minimo, el mudn puede ser desprendido de la particula « y
de esta forma seguir catalizando més reacciones de fusioén. Por lo
tanto, la probabilidad de que el mudén una vez adherido al helio 4

permanezca asi después de termalizarse es menor a w ., asi
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w (1-R)u',

5 err”
donde R es la eficiencia de reactivacién, luego entonces, W es

err
la gue realmente determina el numero de fusiones por muén. Ademds
del fendmeno de despojo el muon también puede ser liberado por
ionizacién directa.

Se ha calculado la eficiencia de reactivacién R,en R = 0.24
con un error relativo del 20% (Bracci y Fiorentini (1981} (21]).
El grupo de Gershtein en 1981 tambien ha reportado un valor de la
eficiencia de reactivacién para el ién dty de R = 0,23. Dentro de
los limites de aproximacién éstos valores concuerdan entre si.

Con los valores anterlores se encuentra que W, 0.91% ,

eff
esto significa que un mudén, a lo mias, puede catalizar 110
reacciones de fusidén antes de ser atrapado por un nucleo de helio
4. En la actualidad los esfuerzos se concentran en comec entender
mejor que factores determinan la produccién de neutrones vy
especialmente como influye w en dicha produccién, también se
trata de entender como depende W de la concentracidén, de 1la

densidad para poder de esta forma optimizar los experimentos y

obtener mis fusiones por mudn.
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1.5 CADENA PRINCIPAL EN LA FUSION NUCLEAR CATALIZADA POR MUONES

El esquema general de todos los procesos que ocurren en la
fusién nuclear catalizada por nmuones (f.n.c.m.) en una mezcla de
deuterio-tritio (D,+T,), para cualquier densidad y concentracién
de los componentes se muestra en la figura 1.4, Ahi A = 0.455 x

10%™

es la razén de decaimiento del mudén, p = N/N, es la razén
de la densidad de los nucleos de la mezcla (N) a la densidad del
hidrégeno liquido ( No= 4,25 x 10%%em™ y e A, es la razén de
captura del mudén en una orbita k de un atomo de deuterio o tritio
a la densidad N ( A: es la razdén de captura con respecto a la
densidad N, ), Rdt es la razén de intercambio isotépico du + t »»

tu + d; son las razones de formacién de los iocnes

}‘alu' Add[.l ' Auu
mudénmoleculares dtu, ddp y ttu respectivamente; cd y C, son las
concentraciones de deuteric y tritio (c, + C= 1), ALY A
son las razones de fusién niuclear de los ijones dtp, ddu y ttp
respectivamente (promediadas sobre todos los estados de espin de
los iones), ud,w"’,uc Yy o son los coeficlentes de adhesién de los
muones a los productos cargados de la fusién de las reacciones
nucleares representadas en la figura 1.4. Por otro lado Nu:Nu(t)
es el nimeroc de muones libres al tiempo t, Nd“ ~y N:u el ntmero de

deuterios muonicos y tritios muonicos , N N Y Nn al

dtp’ ddpd 1]
nimero de iones muénmoleculares dtu, ddp y ttp; finalmente Nn, N“d

Y an representan el nimero de neutrones emltidos en las

reacciones de fusién de los iones dtu, ddp y ttu respectivamenta,

31



't1-P+(: )
P
e+n+(:) »

3HQ./J\‘1’ n

4He*n+< )

‘HQ}A'FH

As
Aee (1‘(“)&)

‘Xttj‘(‘-’t ::C+Qn;()
L 2 1(»“.«)*_ en t&n

Figura 2.4

El estado débilmente ligado del idén ddi corresponde a una
energia de 1.9leVv la cual es mayor que la energia de amarre
correspondiente para el ién dty de 0.64 eV, por lo gque se espera
que la razén de formacién de los jones dtu sea mayor.

. N 8_-1 ~
Experimentalmente se ha encontrado gue "mu” 10°s , 7«““ .8 x

57! % 3 x 1055",esto indica que ocurriran mas fusiones

10's " vy At'.u

debidas al ién dty y entonces la cadena principal en la f.n.c.m.

en una mezcla de deuterio-tritio es,
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dp

"He/u +n
e
etnt

Dado que las reacciones involucradas en los procesos de la
f.n.c.m. son de naturaleza probabilistica, es necesario estudiar
estadisticamente las reacciones de fusién en una mezcla D, + T,
cuando se inyectan muones, cada variable (Nu'Nau""’Nn'Nnu’Nnd
representa una especie en el conjunto de procesos que ocurren en
la f.n.c.m., estas variables no son independientes unas de otras
es decir estdn correlacionadas, por que por ejemplo el numerc de
iones dtu que hay en un instante dado depende del numero de atomos
nmudnicos tu 6 du formados instantes antes.

En el capitilo III se estudiard estadisticamente la cinética
de la f.n.c.m considerandola un proceso estocdstico y con la
suposicién simplificada de que la rama principal es la mas
importante.

Asi pués se estudiara no sélo el comportamiento promedio de la
poblacién de las diversas especies involucradas en loas procesos de
la f.n.c.m sino también las dispersiones de éstas cantidades

alrededor de sus valores promedio.
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CAPITULO il

III.1 CONCEPTOS ESTADISTICOS BASICOS

En  general las variables dinamicas que describen el
comportamiente de un slstema fisico, siempre tienen fluctuaciones
alrededor de sus valores promedio aun cuando el sistema esta en
estado de equilibrio. En muchas ocasiones estas fluctuaciones son
indeseables y tratan por lo tanto de eliminarse, sin embargo en
muchas ocasiones estas fluctuaciones son intrinsecas al sistema y
no pueden eliminarse.

En estos casos las fluctuaciones contienen informacién acerca
del sistema en estudio y su analisis estadistico puede dar una
visién més completa de este.

Antes de empezar la descripcidén estadistica de la fusién
niclear catalizada por muones conviene recordar en este
capitulo algunos conceptos estadisticos utiles.

Brevemente un experimento es definido especificando:

a) un conjunto ¢ = { gl,ez,..} que consta de todas los posibles
resultades E' del experimento (este conjunto puede ser discreto y
finito, discreto e infinito pero contable o continuo en un
intervalo) y

b) la probabilidad P(E‘) asociada a cada resultado En'

Una variable estocastica Y es definida como un numero Y(£)

asignado a cada realizacion £ de un experimento; asi una variable
estocastica es una funcién cuyo dominio son todas las posibles
realizaciones de un experimento (conjunto ¢) y contradominio es

formado por un conjunto de numeros reales (q)y) .
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Un proceso estocdstico es una regla que asigna a cada

resultado de un experimento una funcién del tiempo definida en
(= w,+ w), y denotada por Y¥Y(t,£) la cual es 1lamada funcién
muestra ¢ realizacion. Un proceso estocédstico (¥(t))} es asi una
familia de funciones dependientes de t y €. Cuando t estd fija
Y(t,§) se convierte en una variable estocidstica tal como fue

definida anteriormente.

Un proceso estocdstico es especificade proporcionando las

funciones de densidad de probabilidad: P,(y,t), Pz(y“t‘;ya,tz),
Pn(Yl,t,;YZ,tz;Yj,tn)...Pn(Yl,tl;...;Yn: t)..[35].
Asi para especificar completamente un proceso estocastico seria
necesario conocer la funcién de densidad de probabilidad de orden
infinito. Esto no es posible en general y se tienen que encontrar
las funciones de densidad de probabilidad de orden mas bajo y a
partir de estas inferir algunas caracteristicas del proceso.

Existen sin embargo unos procesos los cuales estén
completamente especificados conociende su funcién de densidad de
probabilidad de 20. orden ¢ conociendo su funcién de ler. orden y
su  funcién de densidad de probabilidad ( Papoulis A.,
Probability,Ramdon Variables and stochastic Processes, Me
Grawhill,1984). Estos procesos se conocen como procesos de Markov,
y se caracterizan porque los valores futuros de las variables
estocdsticas sdélo dependen de los valores de éstas en el estado
presente y no dependen de sus valores en el pasado . Esto se puede
expresar matematicamente de la siguiente forma:

Si y(t) describe el estado de un sistema al tiempo t y y(t) es

una variable estocdstica, entonces y(t) describe un proceso de

35



Markov,sl para una sucesién de tiempos

t1< t:2 < t3< vee< t“,

la probabilidad condicional de que al tiempo £ la variable y(t)
tome el wvalor yn, habiendo tomado los valores yn_1 a t"_x,yn_z a
tn_“,...,y‘ a t‘ esta expresada por

PV, E Y, .t ) (3.1)

Se puezde demostrar que si el proceso es Markoviano la

n-l;...;ylltl) = Pz(yn'tnlyn—l'tn-l

probabilidad condicional P?(y,tlyo,to) satisface una ecuacidn de
continuidad 1llamada ecuacidén maestra, esta tiene la forma

siguiente :

%Pz(yltlyo.ta)=; [ W, (v 2 YIP (Y Y, t)
- W Ay = ¥Ry, tly,et) ] (3.2)

donde w‘(y'»w y) es la probabilidad de transicidn por unidad de
tiempo para pasar del estado y’ al estado y. De ahora en adelante
denotaremos la probabilidad condicionada Pz(y ,t ]yo R to) por

Ply,t).

La ecuacidn maestra puede obtenerse a partir de la ecuacidn de
Chapman~Kolmogorov[35] considerando gue se trata de un proceso de

Markov, i.,e.
Py tly ) = § Py Ely' &) Py’ £ [y, t,) (3.3)
¥
la cual se obtiene a su ves a partir de la relacion entre las

densidades de probabilidad Pa y Pz’ para nuestro caso de interes,

es decir cuando la variable y toma valores discretos,
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Pyt t) = L Py, ty' b7 ;v,,t) (3.4)
v’

t=zt?r = to

La ecuacidén maestra se puede expresar en forma vectorial
siendo y(t) ahora un vector cuyas componentes son variables
estocésticas evaluadas al tiempo t. Este sera el caso cuando
tratemos el fendémeno de la fusién nuclear catalizada por muones.

En muchas situaciones resulta mas util encontrar la ecuacién
para la funcidén generadora de probabilidad (f.g.p.) gue para la
funcion de densidad de probabilidad. La ‘funcién generadora de

probabilidad para el caso en que y(t) tiene m componentes, estd

definida como:

G(xl,x .,xm,t) =

ar vt

S8

L
n

amMme

@
) x?'xgzx‘;:...x:mP(y,t) {3.5)
0 o n=¢ n=o

70 00 W g
donde y = (nl,nQ,...,nu)

De esta forma multiplicando la ecuacién maestra por x:“,
xgz,...,x:‘" y sumando sobre todos los valores de n. nz,...,nm se
obtiene una ecuacidn para la funcion generadora de probabilidad.

La ventaja de usar la funcién generadora de probabilidad es
que ademas de que contiene la misma informacidén de los procesos
estocasticos que la funcién de densidad de probabilidad vy
satisface una ecuacidén que es en general mas facil de resolver que
la ecuacidn maestra. Toda la informacidn estadistica de los
procesos ()’/(t)) como los promedios, las varianzas y momentos de
orden mayor, pueden ser obtenidos de la f.g.p. tomando las
derivadas de G con respecto a cada variable x evaluando todas las

variables en KR=K= o= XS 1.
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I1r.2 ESTADISTICA DE LA FUSION RUCLEAR CATALIZADA POR MUONES

En la figura 2.1 se muestra la cinética del proceso de la
fusién nuclear catalizada por muones en una mezcla de
deuterio-tritio, los valores experimentales ( que aproximadamente
coinciden con las predicciones tedricas) para 1las razones de
formacion de los iones nuénmoleculares ddu, dty y ttu

6 _ 1

son: A.. - 0.8 x 10°%™, - 106%™ ~ 3 x 10°s

ddy Aatu Y Aeey
Estos valores dan lugar a resultados importantes, porque los
tiempos de formacion de los iones mudénmoleculares son del orden o

aun menores que la vida media del muédn, tne 2.2 us, (Ao= t;‘).

Se observa gue la formacidn del idn dtp en la mezcla D, + T,
requiere de menos tiempo gque la formacion de los otros iones,
por lo que la formacion de iones de este tipo resulta mas
favorable para llevar a cabo la fusién; en otras palabras, se
forman mas iones dtu que iones ddu S tty en el nmismo intervalo
de tiempo, esto nos da una indicacion de que la rama principal
en la que se pueden obtener mas fusiones por unidad de tiempo
es aquella en donde se forman los iones dtu. Los valores
tomades para las razones de formacidon de los lones nudnmoleculares
dty, ddu y ttu fueron medidos a la densidad del del hidrégeno
liquido (N0 = 4.25 x 1022cm'3). Existen mediciones de estas
razones de formacién a otras densidades y a diferentes
temperaturas que muestran que en general Adtu es

aproximadamente dos cordenes de magnitud mayor gue las razones de
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formacion )‘ddu Y Attu’ Cuando se tiene hidrégeno en 1la mnezcla
D, + T,, las razones de formacidn de los iones ptp y pdy son mds
pequefas gue las consideradas anteriormente. Sin duda entonces la
forma mas apropiada de intentar la fusidn nuclear de isdtopos de

hidrdgeno catalizada por muohes es a través de la mezcla D2 +T,.

1-w’ t+pt
2 4 (:) "

. 'tM + P )
AQCJ SH
et : ) M-
3
Helu'f n
’A(H-L:J;; 4
@ @y
By e
”\“,MCK Apr{1-104) qu*Qm.
"
+2
o Apidy He/u n

Figura .1

En la figura 2.2 se muestra la rama principal para la
f.n.c.m., cada procesc se numera para escribir las probabilidades
de transicidn mas adelante. En esta cadena se incluye ademds el

caso en que se tiene una fuente externa de muones, So.
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Figura 3.2

Para tratar estadisticamente el conjunto de fendmenos que
ocurren en la rama principal, consideremos gque el estado de
nuestro sistema esta caracterizado por la poblacidn de cada una de
las siguientes 7 especies de la cadena: Nu = Ni,Nd‘1 = Nz’ Ntu.= N:’

= N, N = NS, N4 = N, Y Hn = N,. Asi entonces se define

thu Hep He
P(N,t) = P(N],NZ,NJ,N‘,NS,NG,N?,t) como la probabilidad de tener
N muones, N, deuterios muonicos , N, tritios muonicos, N, iones

helios 4 y N, neutrones al tiempo t.

dtu, Ns helios muonicos,Né

A continuacidn se muestra la tabla 2.1 con las probabilidades
de transicién por unidad de tiempo para cada proceso de la figura

2.2. Con la finalidad de escribir la ecuacidén maestra para este
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conjunte de fendmencs cada preobabilidad de transicién estd
numerada, y corresponde al proceso con el mismo numero en la figura
2.2. La transicién es partir del estado HN=( N NN NN NN )
hacia el estado ﬁ, gue corresponde a cada renglén de la tabla.
Ahi, Gm es la delta de kronecker, C'1 Yy Cl son las concentraciones

de deuterio y tritio.

Tabla 3.1

Evento Probabilidad de transicioén
por unidad de tiempo.

wt(ﬁ e M)

N = (Nl,Nz, N;‘";’"s’na'“7)

1 N1+ 1
N
2
N
_ 3
M = N 5 8 8 - [ 1 [ 3
N“ OTHB TN TR T K T RN TN
H
N
6
N,
2 N’— 1
N,
- NJ
M= N ANS ] s ] 3 [
N« 0T H B 1T H U N T K TN R TR
5
6
N
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11

N AwNS 3 3 3 ]
3 Fs 8 M B M N UK N H K1 KN e
17 T2tz T3t ety s''s

12 N

Por lo tanto W(N »» #) es igual a la suma de todas las
probabilidades de transicion de la tabla 3.1, y sustituyendo en la
ecuacion 3.2 se obtiene la ecuacion maestra para los procesos gue
se llevan a cabo en la rama principal de la fusion nuclear en la

mezcla Dz+ 'I‘2 la cual es,
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gT;P(E't)= =Syt ANF AN+ A CNF AN+ AN+ A CN+ AN+
AN ADNS)P(FJ,C) +
SPM = LN, N N NN, t) +
AN+ LIP(N+ LN, N N NN N, t) +
A,C N+ L)P(N+ 1N - 1N N N NN t) +
ACHN+ L)P(N+ 1,N N~ LN N, N N) +
2,0, (N4 LPOV, N+ 1,0~ 1N N N N t) +
A (Nt L)P(N N¢ 1N N NN N E) +
Ao (N+ 2)P(N, N, N+ 1N NN N, E) +
Ao Caliy® LIPEH N N+ 1,0 = 1,N NN, t) +
Ag(N o+ 1)P(N, N, N N+ 1N N N €) +
A0 1mw ) (N + 1)P( = 1N N N+ LN ,N- 1,N~- 1,t)
+ A (N LIP(N N N N+ 1N = 1N N = 1,8) +

Ag (Nt LIP(N H N NN LN~ 1N, E) (3.8)

"
Derivemos ahora una ecuacién para la funcion generadora de

probabilidad, definida para este caso como

- s ¥l N2 nr
)5 AN X, ,xe,...x7

L)
GUX %, X, 0%, X, Xi X, 8) = F
H =0 H_]:O

P(Nl,Nz,NJ,N ,NS,NB,N7,t)
para ello multiplicamos la ecuacidn maestra por x’:’xgzxza. ..x:v vy
sumamos sobre todos 1los valores posibles de Nl,Nz,NJ,N‘,NS,NG Y

N_. De esto resulta que
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Sox -1)6 + [a, - (a

a6 = +A)X +ACx +ACx 146G
7t o a 1 a4 d 2 at 2 axl

+ [—()\“cl FA R, + A Cox ,\O]g_g

%

+ [=(a, + AgpCadXy A S, AO]g_g

+A, ~ F A X, F A (Tmw))x X x o+ Arusx5x7]g§

+ A (%,-%_)3dG . {3.7)

© & 5 —é—x-

Si se pudiera encontrar la solucidn analitica de esta

ecuacidn, i.e. la forma de G(xl,xq,...,xn;t), se conocerian

todas las propiedades estadisticas del proceso estocastico, puesto
que la funcidon generadora contiene toda la informacion gue la
funcién de probabilidad condicional contiene y dado que un proceso
de Markov ésta completamente especificade por sus funciones de
probabilidad de primer orden y de probabilidad condicional.

En nuestro caso no es posible obtener la solucidn andlitica de
la ec. 3.7 y es por eso que es conveniente analizar el
comportamiento temporal de un numero finito de momentos de la
funcidén generadora de probabilidad.

El sistema de ecuaciones para los promedios < N|>’ < He>’
<N:>, <N4>, < N5>, < NG> y < N> se obtiene entonces tomando las
primeras derivadas con respecto a X, para obtener < Nx>’ con
respecto a x para obtener < N> y asi sucesivamente, y

2 2

evaluando todas las derivadas en = XE X ELLE XS 1,
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ag
(a_i) =< N> i =1,2,...7
v

- Xm amoxs t (3.8)
%= = =1 : '
entonces resulta que
a< N‘> = s0 —(An A< “1> + A‘_( 1~w‘)< N‘> (3.9)
at
8< N2> = Ancd< N‘> ~ ().‘“CL + AO)< Nz> {3.10)
at
g% N3> = ABCL< N|> }‘mcx< N2> - (Ao + AdL“Cd)< N:> (3.11)
< N4> = Adzuc‘f Hj> - (Ao + 7\()( N‘> (3.12)
at
a< N5> = Aruﬁ< N‘> - }\0< N5> _ {3.13)
at
a< N6> = Ar(l—wi)< NA> + A0< N5> {3.14)
at :
< N7> = Ar< N4>. (3.15)
at

Debido a 1la naturaleza intrinsecamente estocastica de los
procesos que ocurren en la fusion nuclear catalizada por muones,
resulta interesante analizar también las fluctuaciones alrededor
de los valores medios debidas a las variaciones intrinsecas del
fendmeno y la correlacién entre las densidades de las diferentes
particulas gque componen los procesos. Con este proposito de la
ecuacion para la f.g.p.(ec. 3.7) se obtienen las ecuaciones para
las covarianzas y las varianzas, las cuales estan definidas

respectivanente como
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2 P - .
0”— < N|N1> < N|>< N,> : (3.16)

y .
af]: < Nf > = < NP, (3.17)

observando que

<Nle>=[az GJ (3.18)
axlaxJ X = X,= .= X 1
2 2
<Nan>=< N1> =| 8.6 + G (3.19)
2
ax ax _ R
1 V%= xzz.. .—x_l~l

Obteniendo las segundas derivadas de la funcién generadora en
la ec. 3,7 y utilizando las definiciones anteriores,se obtiene
otro sistema de ecuaciones para las varianzas, se considera que la

funcidén G tiene segundas derivadas continuas por lo que:

2 _ 2
o= oy

Las ecuaciones para las varianzas y las covarianzas resultan

ser:
2 o oo 2 - 2
ﬂx = T2, + An)o-“ 2 WOt g F AN
at
Ar(1~wl)< N‘>+ So (3.20)
86° = ACe% - (A C + 22+ A)0° + A {l-w)e® -
12~ “ad 11 at e 0 8’ 12 TR,
3t
(3.21)
"acf Nl>
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2 _ 2 2 _ 2
o, = Auctv“ + 7LMCL(T12 (2)\0 + 7\,+ Adtucd)oll:l

2
Al-w ol - A C< N> (3.22)

2 z 2 - I
&A Adtpcdakj (2)‘0 * Ra + Rf)ﬂ'“. + ;\f(l U')U“
ot
Ar(l-—ws)< Nz> {3.23)
2 2 _ 2 - 2
.a_t:r—‘5 = )\rwnau (210 + xa)cls + Ar(l w')a‘S (3.24)
at
2 _ _ 2 2 2 - 2
acr16 = ).r(l w_)cr“ + Aoa-xs (AO + )\a)q16 + Ar(l ma)a-“f
33
Ar(l—u)‘)< N‘> (3.25)
8o°, = A0 - (A + A)ES + A (1-w)o® +
17 £ 14 0 a 17 f € 47
at
Ar(l—wﬂ)< N‘> (3.26)

2 _ 2 2
aazz = 2)»“cd¢1‘2 2(7\MCL + 7\0)022 + Ancd< N‘> +

(A,,C, + A)< N> (3.27)

2 2 2 2
= + + -
6023 huclclz AacdvlCl Ad Lctazz

2
(A .G+ 23 + 2, € 00° = A, C< N> (3.28)
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Agcdc: + Admcdozi - (A, O 2A + A;)vzf ’ ’ (3.29)
Ancdvfs + Afuﬂa:‘ - (A, ¢+ uo)u:s (3.30)
A“cdafﬁ + )«r(l-—wu)o*; + Aozr:s - (A€, + Aa)c; (3.31)
Aocqafv + *f"; - (Rdlct + An) 027 (3-32)

2 2 2
27‘.,0(0"3 + ZAMCLU“ Z(Admcd + 1\0)0':” +

.\ac‘< Nx> + A“CL< N2> + ()\‘“ucd + 10)-: N3> {3.33)
AC e’ +a Cot +a Col - (A C +2A +Ale
at 14 4t 2 atid d 33 v e o [T
Ay uCol N> (3.34)

2 2 2
AaCa + A Col + Arwlam (

2
(1 [T -1 * 2*0)035 {3.35)

)‘dzucu

2 2 2 2
+ - + ~
L T T L R L A%

2
(3,1 Cy ¥ RO, {3.36)
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=a0°

=a cCo”

{ Ao + 7\‘,)< N‘>

Adlucdv.‘!'s

Aty Td 36

)\r(l-m‘l )< N‘>

+ AW
[

2
+ Af(l—uﬁ)au + AC

2 r
Adll.lcdo‘:l"? * Af”d&
Py 2A o°
2 fwlads 0055

2
)‘l'(l w‘)dis

2
+ AW

4 Fa 47

2
+ AW+ AT -

0_2
49

2
(2?\0 + A‘_)(T‘S

2 -
0 45

2
(AD + hr)o'”

+ Arul< N‘> + h0< N5>

Ao*ﬁ—

£ s 46 0 55 0 5¢

Aot

+ A w< N>
0 57 s 4
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_ 2 z
= A&C‘o” + xd'_c‘crm + krv ( ).dmcd + 7A )a'
- 2 _ 2

ZA‘““CdU‘“ 2(;\0 + A‘_)U‘M d‘qu< N > +

- Afwn< N‘>

2
(A, + Ar)‘rna

- Ar< N‘>

'\u< NS>

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)



2 _ _ 2 2 _ .
8g° = 2).[(1 m“)zr46 + 2A 00 + kr(l u.)< N‘> + A°< N5> (3.45)"

_66 0 56

3T

80® = Aa® + A (1-w)oS + A 0" + A (1-w)< N> (3.46)
_6.7 f a6 r s 47 0 57 r L] 4 .

at

302 = 2205, + A< N> (3.47)
_mn 47 s [ *

7t

El sistema de ecuaciones para los valores promedio es vya
conocido y ha sido analizado tanto analiticamente (S.S. Gershtein,
Yu, V. Petrov, L.I. Ponomarev, y M.P. Faifman, (1980) ([36]}) como
numéricamente (A. P. Sguigna y A. A. Harms, (1983) {36]). Sin
embargo el efecto de las fluctuaciones internas intrinsecas al
proceso de la fusidn nuclear catalizada por muones alrededor del
comportamiento temporal de sus valores promedios no ha sido
analizado. Para realizar esto es necesario resolver no sélo las
ecuaciones para los promedios, ecs.(3.9) a (3.15), sino tambien
las ecuaciones para las varianzas, ecs. (3.16) a ({3.47), las
cuales como puede facilmente verificarse estan acopladas no sdlo

entre si sino tambien con las ecuaciones para los promedios.

Algunos autores { D. R. wyman', R.E. Stone y A.A. Harms (1987)
{38}) han analizadeo la estabilidad del sistema de ecuaciones para
los promedios, esto es superfluo, dado que el sistema debe

resultar siempre estable debido a que los muones decaen y no hay
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creacion interna de muones.

También se podria analizar la estabilidad del sistema
completo, 1{.e. dincluyendo los segundos momentos; esto daria
resultados mds generales que los realizados con anterioridad
puesto que se estudiaria la estabilidad estocdstica del sistema.
(Anil Kumar (19830 (39] }.

Por 1las razones dadas arriba el sistema debe resultar
estocdsticamente estable. Es decir, las fluctuaciones alrededor de
los valores promedio deben permanecer finitas para valores finitos
de la fuente externa de muones, sin embargo es interesante
estudiar el efecto que una fuente externa de muones y diversas
condiciones iniciales tienen sobre la evolucién temporal de los
promedios y sus varianzas. Asimismo bajo la perspectiva de incluir
les calculos de las varianzas, es tambien de interés analizar el
efecto gque pequeios cambios en el factor de adhesion ("sticking)
tienen sobre la ganancia de neutrones, es decir, sobre la
efectividad de un mudn para catalizar reacciones dc fusidn
nuclear. Lo anterior es motivade por el hecho de que existen
evidencias experimentales que muestran gque el proceso de adhesidn,
el cual tedricamente no ha sido entendido por completo ( James §.
Cohen y M. Leon, {1986) [(40}), wvaria fuertemente con la
concentracion de tritio y con la densidad de la mezcla D + T.

En el capitulo siguiente se discute un método numérico para

resolver el sistema de ecuaciones acopladas en cuestion.
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CAPITULO IV

En el capitulo III se obtuvé un sistema de 35 ecuaciones
diferenciales lineales acopladas de primer grado acopladas , en
estas ecuaciones estan incluidos los promedios y las varianzas,
este sistema puede representarse de la siqguiente forma:

di = AR + §, (4.1)
dt

donde H es un vector columna cuyas componentes son las 35
especies, mencionadas anteriormente, es decir

-1 2 2 2
N = (NI,NZ,Na,...,N RTINS

2 2 2
. o) 4.2
7" 17’ Géb Um’ 77 ( )

y A es una matriz cuadrada de 3% X 3% cuyos coeficientes son
funciones de las concentraciones C, ¥y €. de las razones de
formacion para los distintos procesos que ocurren en la f.n.c.m.

(7«0,7\!,7« ) y del coeficiente de adhesion w

dn’kuzu’hr
{("sticking"), finalmente 5 es un vector columna cuyas componentes
son las fuentes externas para cada especie. En nuestro caso
consideramos sé¢lo una fuente externa, la de muones, I.e.
aT
S = (50,0,0,0,...,0).

Se puede encontrar en principio para este sistema de
ecuaciones una solucion analitica para cada variable

N o? ,...,rrz ; sin embargo, encontrar las expresiones

Hopoon, M, 00 -

K
analiticas es complicade dada la cantidad de ecuaciones
involucradas. De aqui surge la necesidad de obtener soluciones
numericas para el sistema de ecuaciones.

En este capitulo se revisan varios métodos numéricos y se
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propone un combinacién de métodos para resolver el sistema que
describe la cinética de los procesos que ocurren en la f.n.c.m.
Esencialmente los métodos numéricos para resolver ecuaciones
diferenciales de primer orden consisten en reescribir de una forma
apropiada el desarrollo de Taylor hasta el orden de precisién
deseado, Entre los diversos métodos numéricos que se analizaren
estan el de Taylor hasta cuarto orden y los 1llamados métodos
corrector-predictor de cuarto orden; de entre éstos se estudio

particularmente el método de Adams modificado[41}.

v METODOS DE ARRANQUE
Se decidio utilizar como método de arranque el desarrollo de
Taylor por razones de conveniencia como se explicaran mas
adelante. El método de Taylor a pesar de ser una herramienta
tedrica para desarrollar los métodos numéricos, en general es poco
usado ya que involucra el calculoe de derivadas de orden superior
gue a veces resultan ser complicadas de obtener. Otro método de
*arranque” es el de Runge-Kutta. En este método no es necesario
calcular derivadas de orden superior peroc en cambio hay gque
evaluar la primera derivada en varios puntos intermedios entre el
inicial y aguel en el gque se desea calcular al sigulente paso.
Para el casc de una ecuacién diferencial lineal de primer
grado,
dy = £(x,y) (4.3)
dax
el método de Runge-Kutta de cuarto ordén funciona sin dificultad

ya que deducir la expresion para calcular los siguientes puntos no
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es' dificil, pero en el caso de un sistema de ecuaciones
acoplado, encontrar las expresiones para calcular los siguientes
puntos de cada variable se complica demasiado y aumenta la
dificultad al aumentar el numero de ecuaciones. En nuestro caso
particular resulta mas sencillo usar el desarrollo de Taylor para
calcular los cuatro primeros puntos de cada variable, con este
desarrollo el calculo se facilita debido a que f’(Nl,N?,..,a;,t)
depende linealmente de cada una de las variables, i.e.

s
fJ=[a”N’. (4.4)

t=1

El desarrollo de Taylor para la variable y alrededor de x,es

= - 2 - 2
yix) = y{x ) +dyl x ) x=x ) + 1 d7y( x)(x=x)"+ ...(4.5)

dx 2! dx®

: o+
si x =x, h

+hy = h h® d°
y(x, Yy =y(x) ¢+ dx( x) o+ S gjzz( x)
n? @y a) + ... (4.6)
5 &

Consideremos ahora una red igualmente espaciada de puntos en

x, | X% «iX ere}, CON X = X ot h, entonces el valor de

2t

Y™ yi xm),esta dado por

= , Ay 3
Yy S¥ + b oy o+ hTyl' 4 h

J AR T (4.7)
17 2T 3Tk

donde y; significa la derivada de Y, con respecto a x.
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En nuestro caso tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden de la forma

Ve gtk 3, ) (4.8)

dx

at
1 1 2 o

donde g (X ,X°, ..., %", t) = Za x +s'(t) L=1,2,...,n

con a, = constante.

Para encontrar los valores de X:m conociendo x: se hace un

desarrolleo de Taylor,

1 2 j2.1 3 a1
X =x+h dx + ¥ a%' '+ n®a® + n'at (4.9)
| 353 =k —7 —% —Zk -7 ——k

dt 2! at? a] at? 41 at?

A continuacion deduciremos las expresiones para las derivadas
hasta cuarto orden de X, .
El operador derivada total con respecto al tiempo para el

sistema de ecuaciones anterior es

n n
d =3 +Lax'a =2 +Lg'd,
dE 3t 1-18t 3x' FE 11 O%

las primeras derivadas estan dadas por la ecuacién {4.8), entonces

las primeras derivadas para cada variable al tiempo t = tu son

dx! = g § =1,2,...,n. (4.10)

aEk k

Para las segundas derivadas se tiene

n n
a®x) =d gl = +7 g'a fgd =dasl(t) + L g ag’
PRl 7 H*—‘* - T R
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dado que ds! = 0y ga x = 0; entonces
ax e}

n o
2.0 _ &) 1 sl !
ax’ = &7 tk) + ¥ gks;x'h_sl_l sk + ¥ gka“. (4.11)
at i51 t=1

para las terceras derivadas

n
a’x) = a  + gla a?y?
BE ia1 BX') iz
dt

n n
=148 +% d's g +% ga
[ 3 1= A% LI R

n n
o) 1 r
ék + Z z gk 2—%kajr +E a—-g-k ajr
ax

1=l r=t r=1 3t

N n n n
i 35 L oar) oF '
' da’x sk + ¥ ékajr +% T IgkarlaJr (4.12)

K
3 = =
g r=1 1=1 r

para las cuartas derivadas

n
d'x! = [ 8 + T g% ax
E N [ I TS
dt dt

ir

n ) j n r n n I
SRR RN (R LN
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3 n r n n 3
=sk + ¥ ska”+)j zska

”a) +
r=l 1=1 r=1 v

n
L ga

1 r=

Rk
k]

. llarlajr (4.13)

por lo tanto el desarrollo de Taylor hasta cuarto orden queda de

la siguiente forma:

n
b = ! J 2 ) 1
X = X%t hg 4+ 121 [ék +£gaj]+

n n n
h* I'&d 4y sfa +1 f 8 aa
41 [ r=1 ir 1=1 r=1 kot
" A a
.
L L. )r:zlqka"a”ajr] (4.14)
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Iv.2 METODO DE ADAMS

Para encontrar las expresiones utilizadas en el meétodo de
Adams modificado se parte de utilizar una aproximacidén polinomial
de grado n para una funcion f(x), esta aproximacidén tiene la
propiedad de tener los mismos valores que f(x) en los n + 1

puntos: X X = (xknh), X, = (X = 2h),...,x = (xk~ nh), la

x! k-1 %-2 3 x-n

aproximacidn se puede escribir de la siguiente forma,

f{x) = a, + al( x-xk) + az( X- xk)( x—xk_l) +

a:( x-xk)( x-xH)( x-xk_z) + o

+ an( x-xk)( x-xk‘l) e (x-xk_m') B (4.15)
los coeficientes se calculan evaluando las diferencias en x = X .

1S

Para encontrar a, se evalua la funcidén en x = X, asli resulta gue
a, = fk {4.16a)
La diferencia Af(x) = f{x) - f(x-h), estd dada por

Af{x) = ha‘ + zhaz(x—xk) + Bhaa(x-xl)(x—x

)

toaes
k-l) '

+ nhan(x-xk) (x-xk_l) e (x~xk_mz

evaluando en x = x, se obtiene

a =1 Af (4.16b)
h

después de calcular la segunda diferencia Af(x) = Af(x) - Af(x-h),

es decir
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Azf(x) & 2.1h2a2 + 3.2h2a3(x—xk) + oeae

)

2
+ n{n=1}h a"(x-xk) (x—xk_l) e (x-—xk_m
Yy evaluarla en x = X, resulta gue
- 2
3 —i-lmzA £ (4.16c)

Para las diferencias de orden mayor se puede demostrar que

r

a = 1 Af (r=0,1,2,...,n). (4.17)

si se hace el cambio de variable

x=xk+sh i.e, B =X - X
h

k

entonces f gueda expresada asi

£(x + sh) x £ + sAf + s(s+l) A%f + s(s+1)(s+2) AE +...
3 k k 2! k 3! k

+ s(s¥l)...(s+n-1) A" (4.18)
ni

Integrando la funcioén f({x} entre X ¥ x4 h resulta

x*h \

ka f(x)dx = hj'o f(xk+ shids

snle + 1 6f + 5 4% + 3 A%, +251a'c + .. ) {4.19)
- z g 720

Ahora de integrar f(x) de x= ha X, resulta
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X 0
I% E(x)dx = hS £(x + sh)ds
-1

X~ b
=hif - 1af - lbsz- 1 A7t - 19 A'r o+ ... (4.20)
2 12 24 720

luego entonces, para el sistema de interes se tiene
ax! = g'(x', %%, ..., %", t) (i=1,2,...,n)
= F' (t) (4.21)

porque x'= x'(t), x®= x7(t),..., x"= $"(t).

Entonces

ax' = F(gyat

6 integrando

I

t
Fax = p ' Floeyae cont, =t + h.
1 k+t k
X, t

k k
Ahora hacemos una aproximacién polinomial para F'(t),

obtenemos

kel ——

X, ®x +h Fy o+ 1 AFL + 5 a°F, + 3 A'F) + 2518°F) + ...|,(4.22)
=z 13 “§ 720

Analogamente pero ahora integrando de t;k_| a tk, se tiene
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| v - 200 It _ 4
x Exk-i-h(l’-‘k ;.VF,( :LVFk ziVFk 19 VE’k+ «aaty {4.23)

12 720

y al cambiar X por k + 1 y k - 1 por k resulta

T _ 1 2 b

Ko =% F h[Fkn ——ZI—-AFhl izA Fi —Z-}T-A Pt
19 A'F 4+ Ll (4.24)
726 **!

A la primera aproximacidén de xfm se la llama “predictor" vy
a la segunda "corrector"., Si se trunca hasta la diferenicia de
cuarto orden se obtiene la siguiente aproximacidn

"predictor-corrector”:

1 ' 1 1 2,1 3l 4t
X, s x + hiF, + 1 AF + 5 A°F + 3 A'F + 251A4'F (4.25)
ir1ep * [" B R ) s ¢ Jz0 "]
' 1 t 2.1 kI [}

¥ x + h|F ~ 1 AF ~ 1 A°F - 1 A'F - 19 A'F . (4.26)
k+l,¢ k [lul ———2 ke 1 —i-—z- k+1 -2—-4-—- k: ———720 1]

La aproximacién dada por el corrector es a menudo mejor que la
dada por el predictor, aun cuando las dos expresiones tienen el
mismo orden en las diferencias, la segunda tiene coeficientes mas
pequeios que multiplican las diferencias de orden mayor gue dos.

Esta ventaja es parcialmente compensada por el hecho de que la
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1 2 n
sequnda expresion involucra Fou = F(xm,xk ..,xm,tm), Y

para esto se tiene que evaluar F en los valores encontrados en

2’

la expresidn para el predictor de cada una de las variables.

El criterio de convergencia para estimar que los valores del
"predictor" y del Mcorrector" son muy cercanos entre si depende
del espaciamiento h, el cual debe ser suficientemente pequefic para
que los terminos despreciados de orden quinto y siguientes sean
efectivamente mds pequefios que los de orden cuarto.

La cuarta diferencia es
&'F, = 871, ~ &'F, = &°F, - 0°F, - &%F,  + &°F,

k+1

T A O | [
= AF, - AF,  -2(AF, - &F ) + aF - &F

1
k-3

Asi entonces

1
k

§ t ! !
4Fk-l + Gsz “ll"k_J + Fu-4

a'rl = ¥ (4.27)
De esta expresidén se observa que se reguiere conocer los 5 puntos
anteriores para calcular el siguiente, Para el cdlculo de

dichos puntos se usa el método de Taylor al inicio del programa.

Entonces el programa conslstird en calcular el valor

wpredictor” para x' vy luego el valor del "corrector". Después
P p o g

1

se calcula su diferencia y se compara con la cantidad €, cantidad

gue definird la presicidn de nuestros resultados.

51 se cumple

< € {4.28)

entonces se toma el valor del f"corrector" como el valor de la

variable correspondiente, si no se cumple el criterio se realiza
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un proceseo iterativo usando la expresién del ‘“corrector"., Este
procedimiento iterativo se continua hasta que se cumpla la
condicién (4.28). Desde luego que existen condiciones de
convergencia para la expresién (4.26) las cuales limitan el valor
de h. En el caso extremo en que el sistema de ecuaciones (4.1) se
reduce a una sola ecuacic¢n, dN = AN, el criterioc de convergencia
es 1/2Ah « 1. Como veremosd;és adelante, este criterio limitara
(atraves del tiempo de mdquina) el tiempo que podemos analizar la
evoluciodn de nuestro sistema.

En el apendice A, se presenta un programa con su respectivo
diagrama de flujo para resolver el sistema de ccuaciones en
cuestion, utilizando el método corrector-predictor discutido en

este capitulo.
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CAPITULO V

En el capitulo IV se explicaron los métodos numéricos usados
para resolver el siatema de ecuaciones que aparecen en la rama
principal de la fusién nuclear catalizada por nuones para las
cantidades promedio { ecs. 3.9 a 3.15) y para sus varianzas (ecs.
3.20 a 31.47), deducidas en el capitulo III a partir de la ecuacidn

para la £. g. p. (ec. 3.7);

Este programa résuelve ecuaciones para procesos fisicos del
tipo nacimiento y muerte cuya formulacién matemdtica presenta la
misma estructura, como por ejemplo cadenas radiactivas,
crecimiento de poblacidn, cinética de las reacclones quinmicas,

etc.

Vi VERWICACION  DEL  PROGRAMA:  EVOLUCION  TEMPORAL  DE  LOS
PROMEDIOS

Como upa  verificacién del prograna se  resolvieron
nunéricamente las ecuaciones para los valores promedio de la
fusién nuclear catalizada por muones del sistema tratado por A.P.
Squigna y A.A. Harms [37] , que e3 un sistema de nueve ecuaciones
diferenciales lineales e primer orden. Considerande las mismas
condiciones iniciales usadas por dichos autores ( Nu(°)= 10",
Nd“(0)= Ntu(o)a--...Nn(o)mnmi(u)xs Nnt(0)=0) podemos comparar
directamente nuestros resultados numéricos con los suyos. El
sistema de ecuaciones para los valores promedios considerado por

esos autores se puede obtener de inspeccionar la figura 3.1
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teniendo en cuenta no sélo la rama principal sino tambien las
otras dos ramas; es decir, aquellas en las que se forman los iones

ddu y ttuy en una mezcla de Dz+ Tz. Este sistema de ecuaciones es:

d: N> = - (a + ’\;)< N>+ A[( 1-w)< N‘>
+ /\”[ 1—1/2(wd+ w;) <N > + A“( 1 - m'_)< N5> (5.1)

%E_N2> = Ancd< N1> - J\MCt + ).a + A“ucd)< N2> (5.2)
g_z_N3> =1, < N>+2a, C<N>

SO, F A G A G N 1722 wi< N > (5.3)
g_E_N‘> = A“ucd< N> - (A + A )< N> (5.4)
%‘NS) = + A“ucd< N> - (2 + AN)< N> (5.5)
%E__N6> = )‘uuct< N > = { Au + A”)< N> (5.6)
g{_N7> = A< N> (5.7)
caié_Ng> =1/2 Ard< NS> (5.8)
g%__N9> =2 < N> (5.9)

Las densidades de particulas que aparecen en este sistema de
ecuaciones acopladas son: el numero de mucnes Nu = N‘, de
deuterios nudénicos Nau = Nz, de tritios mudnicos Nm = NJ, de
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iones mudénmoleculares dtu, N = N, de iones ddu, N ' = N

atit 2 ddid 5! de

icnes ttyu, Nuu = Hs' de neutrones producto de la fusidén del ién

dtu, N,. = N_, de neutrones producto de la fusion del ién ddu, Nml

=Ny de neutrones producto de la fusiodn de iones ttu, N.o=H.

En la figura 5.1 se presentan los resultados numéricos donde
se observa que la densidad de muones decae rapidamente hasta
alrededor de 107'C s. debido al decaimiento natural de los mucnes;
posteriormente hay una meseta en donde el numero de muones se
nantiene casi constante hasta cerca de 107 s., esto es
consecuencia del reciclamiento de 1los muones que se estan
liberando después de catalizar las fusiones de los iones dtu, ddu
y tty, entre 10° y 10”7 s.. En esta regién el numero de iones dtp
y ttu crece y alcanza su valor mdximo, debido a gue en esa regidn
hay una gran cantidad de muones liberados. También se puede
apreciar el crecimiento de la poblacién de atomos mudnicos hasta
cerca de 10"° s. para deuterios muonicos y hasta 107 s. para
tritios mudnicos. El numero de deuterios empieza a decrecer antes
que los tritios muénicos debido al efecto combinado de la
transferencia del mudén al tritio y al decaimiento de los mnuones.
Luego, como es de esperarse, los atomos mudnicos disminuyen por el
inevitable decaimiento de los muones.

En la figura 5.2 se observa el crecimiento del nimero total de
neutrones producidos por las reacciones de fusidén hasta alcanzar
un valor maximo en forma asintética. La mayor parte de 1la
poblacién de neutrones es la que corresponde a la fusién de los
iones dtu que se forman mds rapido que los otros ( ddu y tty )
-1

oAt

: -1
debido a que Adt < Adau' i
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las graficas obtenidas por Sguigna y Harms (fig. 5.3) son
similares a las presentadas en las figs. (5.1) y (5.2), lo cual

nos da confianza respecto al funcionamiento correcto del programa.
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NUMERO DE PARTICULAS

wo = 0.0086
12 0 BEEER - oerny ” WW
” 2 Sy Ty,
G T
/@/"X

MM

= \
9

~
<

log N{t)

Dornsidad de particulas NCt) (crm—3)

1
70-13 70‘” ’0-\3 10.7
tiempo I(s)
0 muones +  dm o (m & dim X ddm v lim

Fig. 5.1 Evoluci6n temporal de las densidades de varias partfculas
cuando se inyecta un pulso de muones en la mezch Dy + Ty -
Cp=Cy=05
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Densidad de particulas N(t) (crm—3)

log N(t)

NUMERO DE PARTICULAS

w = 0,0086
s

- -7
10 10 10 9 10

tiempo {(s)
Im & neufrones dim X neutrones ddm

muones V  neulrones tln

Fig. 5.2
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Densidad de partfculas, Ni{t) (cm=3)

I

o r

)

1072 10710 107° e

tiempo, t{s)

Fig. 5.3 Evolucién temporal de varias partfculas cuando Se inyecta
un pulso de muones en una mezcla de Deurerio-Tritio.
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v.2 ESTADISTICA DE LA RAMA PRINCIPAL SIN FUENTE DE MUONES

El programa se corrié primeramente para la rama principal de
la fusion nuclear considerando valores promedio y sus varianzas
{(que es un sistema de 35 ecuaclones con 35 incégnitas) para el
caso en que no hay fuente externa de muones. Se obtuvieron
graficas de 1la evolucién temporal de 1los promedios, 1las
autocovarianzas y las varianzas cruzadas. Se analizaron las
soluciones para un factor de adhesidn wo= 0.01 y una mezcla con
50% de deuterio y 50% de tritio, que son condiciones cercanas a
las reales. También se hicieron corridas con w = 0.1y 0.001 para
observar el efecto de esta variable en las soluciones. Como
condicion inicial fija se toma N‘(O) =1 x 16° Cﬁla, Nz(o) = N_(0)

= ... = N_(0)=0
V.2.1 EVOLUCION TEMPORAL Y ESTADISTICA DEL PROCESO

En las figuras con los numeros del (5.4) al (5.10) se presentan
los resultados numéricos que muestran el comportamiento temporal
de los promedios y autocovarianzas de las distintas variables
y en las figuras que van de la (5.11) a la (5.36) sus varianzas

cruzadas, para el caso w = 0.01.
En la figura (5.4) se observa que la densidad de muones tiene
una evolucidén temporal similar a la grafica (5.1) del sistema

anterior, se observa también una caida abrupta alrededor de
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10%s., luego ocurre en 107°s. un ligero aumento en el numero de
muones y cerca de 107 s. empiezan nuevamente a decaer: la caida
abrupta hasta t = 107" s, corresponde,como ya se menciono, al
decaimiento natural de los muones ai como a la produccién de tu y
du . El1 que el comportamiento decreciente se detenga y luego se
incremente es precisamente una concecuencia de la catalizacién de
fusiones nucleares. Asi entonces el pequefio aumento de 107%s.
hasta aproximadamente 107’ s. es debido al reciclamiento de muones
ya que alrededor de 10", se forman los iones mudnmoleculares
dtu y ocurre la fusién.

En la misma grafica esta la curva de la autocovarianza de los

muones, ¢ = ot ; se observa que crece linealmente en el tiempo,

t M
. -11 .
alcanza un maximo cerca de 10 &.; después se hace exactamente

igual a la densidad de muones.
La densidad de muones hasta 10™° s. baja notablemente por que
los muones finalmente decaen y por lo tanto la autocovarianza

también decae.

: : 2
Es conveniente hacer notar que el maximo de Guu ocurre cuando

< N“> se ve reducido exactamente a la mitad, i.e. en el punto en

el cual log< Nu> = 11.7; este hecho aunade a que o?

Hy
cuando < Hu> es mucho mas pequelo que el numero inicial de muones,

= < N > para
uP

indica que la variable N“ sigue una distribucidén binomial.

En el caso de una distribucidn bhinomial
<N > = Np(t) (5.10)
donde p(t) es la probabilidad de que al tiempo t un muén que fue
introducide al tiempo inicial t=0 no haya "desaparecido"( i.e.

decaido o sido absorbido por un dtomo de deuterio o de tritio),y
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que este libre (no formando iones & moleculas muénicas).

La autocovarianza de un proceso binomial es
o = Np(t)( 1 - p(8)] (5.11a)
S en terminos del valor medio
2

a-=<N>[1—<N>/N°] {5.11b)
Y

do = N[ 1 - 2p{t dp(t) 5.12

= o )] EE ( )

luego entonces daz/dt=0 implica que p=1/2 6 dp/dt=0 i.e.
d< N >/dt=0. De la ec. (4.1la) se observa gque debido a que p s 1
se cumple entonces 0%s < N >. En el caso limite en que p ¢« 1,
o’ = <N > ( se tiene un proceso de Poisson). En las graficas

(4.3) a la (4.8) se observa esta propledad.

En la figuras 5.5 y 5.6 se observa la evolucién temporal de la
densidad de &tomos mudnicos du y tu y la de sus autocovarianzas.
Para tilempos pequefios, t < 10" 5. < R(t) > « No, la
autocovarianza de los deuterios es igual al valor promedio, y por
lo tanto esto nos da indiclo de que se trata de un proceso de
Poisson o en forma equivalente de un proceso binomial con p « 1.
Para tiempos posteriores la varianza y el numero promedio de
deuterios se separan pero la forma de la curva de la varianza
tiene el wnismo comportamiento que la curva de los promedios. En
esa regién el proceso parece ser definitivamente binomial porque
satisface la ec. (5.13) 1.e. qgue los valores a los cuales la
varianza alcanza un valor maximo o minimo corresponde a los puntos

en los cuales d< N >/dt = 0, mids adelante se mostraran otras
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propledades que parecen reforzar el hecho de gue la distribucidn
que siguen estas especies es binomjal. A partir de 107s. las

2 . .
curvas para < N>, 0o < N> y o se empiezan a juntar y son

2
22!
decrecientes. HNuevamente se observa gque alrededor de 107® seq el

mimero de deuterios mudnicos, < N disminuye y el nimero de

73
tritios mudnicos, < N ur aumenta debide al efecto de

t
transferencia del mudn del deuterio al tritio y al decaimiento
natural de los muones.

BEn las figuras de la (5.7} a la {5.10) se muestran graficas
gue corresponden a las curvas de los iones dtu, del helio mudnico,
Heu, del helieo 4, ‘He, y de los neutrones, estas grdficas a
primera inspeccién parecen representar procesos del tipo de
Poisson, < l“> = af‘. Se observa nuevamente gue el maximo en la
formacion de iones dtu en la figura 5.7 corresponde al aumento en
el reciclamiento de los muones; después de este mdximo el numero
de lones dtp y tambien el numero de muones reciclados en la figura
5.4 empiezan a decaer. De las figuras 5.8 y 5.9, currespondientes
al helio mudnico y al helio 4, se observa que el numero de helios
mudnicos es aproximadamente dos ordenes de magnitud menor que el
numero de helios, lo cual es un resultado ldégico por que w = 0.01
« 1. Las graficas del helio 4, AHe, Yy la de los neutrones son
iguales por que en cada fusién que se produce se liberan un helio
y un neutrén. Es importante sefialar que los helios que se grafican
en la figura 5.9 son resultado de la fusidn directa del ion dtp y
de los helios mudnicos que decaen.

En las graficas antes mencionadas se han encontrado fuertes
evidencias de gque las especies involucradas en la serie de

procesos que ocurren en la rama principal de la fusién nuclear
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catalizada por muones, siguen una distribucién multinomial; para
esto hay que recordar que la f.gq.p. de una distribucién
multinomial tiene la siguiente forma,
G % eenex,t) = [ 14 (x= 1 {E) 4 (x,~ )p,{t) + ...+

{(x~ p ey 1"
con No el numero inicial de muones o de nucleos padres, y las
p,(t)'s son las probabilidades de tener un nucleo de la especie 1
al tiempo t. Los valores medios para cada especie tienen la forma
de la ec. (5.10) y las auwtocovarianzas tilenen la forma de la ec.
{5.21a), las varianzas cruzadas para esta distribucidn tienen la
siguiente forma,
2

du = - Nopl(t)pjlt) (5.13a)

o en terminos de los valores promedies con ayuda de la ec. (5.10),

o‘f’ = ~< N>< N>/ B, i=f 4,3 =1,2,...n (5.13b)

En las graficas 5.11 a 1la 5.36 se presentan teodas las
varianzas para cada especie, en cada figura se grafican tambien
las predicciones tanto para las autocovarianzas usando la
ec. (5.11b), como para las varianzas cruzadas usando la ec.
(5.313b). De las graficas se observa gque las curvas obtenidas de
las predicciones para las varianzas colnciden casi con todas las
curvas obtenidas de las soluciones numéricas del programa, las
curvas que no coinciden con las predicciones son las que se
obtienen de las varianzas cruzadas que involucran a los hellos, es
decir las curvas que corresponden a afs,azﬁ,cr;,ofa Yy tr:a, la
autocovarianza de los helios,aib, las varianzas cruzadas gque
2 2 2 2

2
21t Cape c N y 067,)' ia

v 47’ 57

involucran a los neutrones, a"f7,

77



autocovarianza de los neutrones, a;. Todas las especies gue estan
etiguetadas por la presencia de un mudn u, du, tu,...etc, deben
sequir una distribucidn binomial{el cojunto de estas especies debe
regirlo una distribucién multinomial). Notese que el nimero maximo
de particulas de una especie determinada no puede rebasar el
nimero inicial de muones.

En el caso de los helios y neutrones, su numero a un tiempo
dado puede ser mayor que el numero inicial de muones. Esto puede
explicarse puesto que:

1.- Los helios y 1los neutrones no decaen para los tiempos
abarcados en las grdficas( el muon si decae),

2.- Un mudn puede dar origen a 2 ¢ mas helios y neutrones
productos de la fusidn nuclear, esto se debe al reciclamiento
de los muones.

Se observa que los valores promedios de todas las especies,
eXcepto para los helios y para los neutrones, tenderan a cexo
cuando t o, debido a gque todos los muones tendran gue decaer,
por lo que las autocovarianzas y las varianzas cruzadas que se
pueden expresar en funcién de los valores promedios para cada
especie ( ecs. (5.11b) y (5.13b) ) también deberan tender a cero.
En algunas graficas se observa esta tendencia en las varianzas
(tanto las curvas de las predicciones como las curvas obtenidas de
las soluciones numéricas), como ejemplos de esto se pueden
observar las graficas 5.11, 5.12, 5,13, 5.17, 5.18, 5.22, 5.23,
etc.

Es de esperarse el numero de helios y neutrones tiendan
asintéticamente al wmismo valor. Sin embargo dado que estos no

decaen y ademds que para un mismo valor del numerc inicial de
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muones diferentes realizaciones dan origen a un nimero diferente
(en total) de fusiones, la varianza en ambos casos no tiende
asintdticamente a cero, pero si a un mismo valoxr para ambas
especies, este comportamiento sin embargo no se observa en las
figuras (5.8)~(5.10) y tal vez sea necesario correr el programa
hasta tiempos mucho mayores para observar la tendencia a una

constante.

ESTA TE81S 1p DEBE
SAUR DBF 14 BIBLIGTECA

79



A A A

Para las graficas siguientes se tienen las equivalencias:
muones (i)

deuterios mudnicos (du)

tritios mudnicos (tu)

iones deuterio-tritio muénico (dtu)

helio muénico (Heu)

helio 4 (‘He )

neutrones (n)
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V.2.2 DEPENDENCIA EN EL FACTOR DE ADHESION.

En las figuras 5.37, 5.38 y 5.39 se presentan las graficas de
los valores promedios de 1os muones, deuterios mudnicos y
tritios mudnicos para w, = 0.1, 0.01 y 0.001 con C = C = 0.5.
Al principio las curvas de los muones, deuterios mudnicos vy
tritios mudnicos son muy similares pero entre 10" y 10~ s. las
diferencias empiezan a ser notables, cuando w = 0.1 m3ds muones se
quedan pegados a los helios producto de la fusién y por lo tanto
se reciclan menos nuones que cuando wo= 0.01 y 0.001, esto
ocasiona gque el nimero de Atomos mudnicos disminuya mas
rapidamente que en los otros casos, esto se aprecia claramente en
las graficas.

En las figuras 5.40 a 5.46 se presentan graficas gue contienen
la serie de analisis acerca del efecto de w, sobre las varianzas
de las especies en la fusidén catalizada por muones., En general un
aumento en v ocasiona que las curvas de muones, deuterios
mudnicos, tritios mudénicos y de iones mudnmoleculares decaigan en
su fase final mds rdpido a cerc. Este resultado es légico pues un
incremento en w_significa una reduccién en el reciclamientoc de
muones. En las graficas mencionadas se muestran curvas con w, o=
G.1y w o= 0.001, todas para Cu = Cr = 0.5. En general los cambios
significativos en la evolucidén temporal de cada especie ocurren a
partir de 10"1, desgraciadamente debido a limitaciones de tiempo
de maquina no es posible tener graficas para tiempos mayores a los

mostrados.
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Las graficas de la produccion de neutrones son interesantes
porque se ha estudiado teoricamente dicha produccion para tiempos
muy grandes es decir se han encontrado expresiones para el valor
asintotico de los neutrones ( Gershtein S. S. et al. [42) ), la
expresion aproximada para Nn(m) esta dada por

1 Ao AaCd w AttuCr W (5.14)
= + L R !
Nn(w) ’\azucu Xdlct Adlucd

debido al valor de las razones de formacisén resulta que

Nn(m) £l 1/w!, esto nos indica que los limites a los que tiende la
produccion de neutrones son diferentes de una grafica a otra
precisamente através de W Esto no se ve totalmente claro en 1la
grafica 5.46 para los neutrones, pero si se observa la tendencia
asintoética hacia los valores esperados.

Conviene sehalar que en la fig. (5.45) se empieza a observar
el comportamiento esperado en la varianza de los helios, es decir,
que deje estd de crecer y tienda a una constante. Este fendmeno es
observable a tiempas menores cuando se incrementa importantemente

W, como en el caso de la fig. (5.45) con w, = 0.1.
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V.2.3 DEPENDENCIA EN LA CONCENTRACION DE LA MEZCLA

En la figura 5.47 se muestran curvas de las densidades de
muonaes, de deuterios mudnicos y tritios mudnicos con w, = 0.001 ¥
CD = 0.7, ¢ = 0.3, se quiere analizar el efecto que tienen las
concentraciones en la dinamica del proceso; para tiempos pequeiios
he;y mds deuterio muédnico que tritio muénico, como es de esperarse,
por que hay mds deuterios en la mezcla perc a medida que
transcurre el tiempo el nuimero de tritios mudnicos aumenta debido
a la transferencia de los muones del deuterio al tritio. A partir
de 10"s. el numero de tritios mudnicos llega ser tan grande como

en el caso en cue C'J = CT = 0.5 con la misma W

113



Densidad de particuwulas N(t) (cm’a)

log N{t)

NUMERO DE PARTICULAS

w = 0,001
s

1.5

1t

Eﬂzal H+-+——F-H+H+\W
>a/: |

“

17

0  muones

tiempo {(seg)
+

dm o im

Fig. 5.47 Evolucidn temporal de las densidades para varias partfculas
cuando se inyecta un pulso de muones CD = 0.3, CT = 0.7

114



V.3 ESTADISTICA DE LA RAMA PRINCIPAL CON FUENTE CONSTANTE DE MUONES

Se analizé tambien el caso en gque se tlene una fuente
estadisticamente constante, S, gue proporciona 10°° muonhes/seq.
durante 10" s., como condiciones iniciales se toman:

N (0) = N (0) = ... = ¥ (0) = O.

A continuacidén se presentan graficas de la evolucién temporal
del sistema con las nismas razones de formacidn usadas en 1la
seccidn anterior y con w = 0.01.

En la figura 5.48 se muestra la grafica de los muones con su
varianza, al principio la varianza y el promedio son distintos uno
del otro pero luego estos se igualan después de desconectar la
fuente. Esto ultimo es indicio de que se puede tratar de un
proceso de Poisson para tiempos posteriores a la interrupcion de
la fuente. Sin embargo, debido a que el maximo de 0;“ ocurre en el
naximo de Hu ( = 107", } parece mds bien tratarse de un proceso
binomial.

En las curvas se observa una caida abrupta después de 10ms.,
lo cual es natural debido a que ya no se estan introduciendo mas
muones al sistema. Posteriormente el numero se mantiene constante
por los efectos de la formacién de los iones dty, como se menciono
anteriormente, que producen la fusioén y el reciclamiento de 1los
muones, esto depende claramente del coeficlente de adhesidén. Con
los datos obtenidos podemos analizar como influyen los diferentes
valores de w, en la eveolucién temporal de cada especie y en

particular en la produccidén de neutrones. Desgraciadamente como en



1la seccion anterior, el tiempo de midgquina impidi¢ llegar a tiempos
suficientemente largos para observar el valor limite alcanzado por
el nimero de neutrones, que tedricamente es proporcional a w:
para el caso sin fuente, un analisis importante seria estimar el
valor limite para el casc con fuente.

En las figuras 5.49 y 5.50 se presentan los deuterios mudnicas
con sus varianzas y los tritios mudénicos con sus varianzas, aqul
tambien se observan las propiedades de la distribucién binomial
mencionadas anteriormente.

Para tiempos posteriores a 107" s. la varianza Yy el promedioc
son distintos y cuando se corta la fuente el numero de deuterios
mudnicos disminuye perc el numeroc de tritios aumenta:; esteo, como
se explico, es debido a la transferencia de muones del deuterio al
tritic a causa de las colisiocnes entre estos atomos.

En las figuras 5.51, 5.52, 5.53 y 5.54 que corresponden a los
iones dtu, a los helios mudnicos, a los helios y a los neutrones
con sus respectivas varianzas, se observa que dichas varianzas son
aproximadamente iguales a los valores medios de las especies
mencionadas. Resulta interesante llegar al valor asintdético de la
curva de neutrones para poder determinar cuantas fusiones per muén
se pueden lograr con ese valor deo W, pero esto involucra avanzar
otro orden de magnitud en el tiempo, lo cual, debido al criterio
de convergencia del proceso iterativo en la expresion numérica
para el corrector, implica que el valer de h ( paso en el tiempo )
debe permanecer suficientemente pequefio, luego entonces el tiempo
de maquina en la MICROVAX II del I.C.N.aumentaria de 100 hrs.
(que es el tiempo necesario para llegar a tiempos del orden de

10 s. ) a 1000 hrs.
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En las figuras 5.55 a la 5.73 se presentan todas las
varianzas, en varias graficas se puede apreciar un comportamiento
similar al observado en las varianzas cruzadas cuando no se tiene
fuente de muones, en el caso anterior se comparaban las graficas
con las expresiones obtenidas de la funcién generadora
multinomial, en este caso no es tan facil obtener una expresidon de
una funcién multinomial por gque al tomar como tiempo inicial
cualquier tiempo después de desconectar la fuente las condiciones
iniciales son tales gue se tiene una poblacién distinta de cero en
todas las especies. En general se puede decir sdlo por comparacién
que las especies para el caso con fuente parecen seguir una
distrubucidn multinomial excepto las especies terminales que son
los helios y los neutrones; aqui también se observa gue en ciertas
regiones las especies se comportan como si siguieran una
distribucioén de Poisson, especialmente al principio y al final
después de gue se corta la fuente, esto se puede observar en las

figuras 5.48 a la 4.54.
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CONCLUSIONES

En el trabajo se analizé la cinética de la fusidén nuclear en

una mezcla D-T catalizada por muones y se analizd su estadistica.

Como una verificacidn del programa de computo se reprodujeron
los resultados del articulo de Sguigna y Harms {37) donde se
resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones para los
promedios; ahi se observa que para tiempos pequefios el numero de
nuones decae abrutamente debido a su decaimiento natural y a los
fendmenos de absorcidén de muones por los iones dt,tt ydd y a los
noécleos d y t. Posteriormente en el tiempo , el mimero de muones
se matiene constante {como resultado directe del reciclamiento de
muones en la cadena principal de la fusién puclear) y después
decae expeonencialmente, logicamente hasta cero. El némerc total de
neutrones crece hasta alcanzar un waximo que esencialmente hasta
alcanzar un maximo que esenclalmente corresponde a los neutrones
resultantes de la cadena dtu. El numero de los neutrones
producidos atraves del idén tty es dos ordenes de magnitud menor
que el numero producido atraves del ion dtu y el numerc de
neutrones resultantes de la fusidn del iodn dduy es a su ves tres
ordenes de magnitud menor que el nimero correspondiente a la rama

dtu.

Se resolvierch las ecuaciones que inveolucran a los promedios y
a las wvarianzas de dichos promedios en el caso de la rama

principal,i.e. la gue involucra la fusién del ion dty; para el
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caso sin fuente de muones se encontré que casi todas las especies
siguen una distribucién multinomial, como puede apreciarse al
comparar las curvas para las varianzas obtenidas con las
expresiones esperadas para una funciodn de distribucidn
multinomial. Sin embargo los helios y los neutrones (4He, ne) ne
siguen una distribucién multinomial pues sus poblaciones
instantaneas no tienen no tiene un nexo directo con la poblacién
instantanea de muones. Se estudiaron los cambios en la evolucion
temporal de las diversas especies cuando se cambia el factor de
adhesidn ("sticking") y se observé que para diferentes valores de
w en relacién a una misma especie, al principio de los procesos
las curvas son todas iguales Y sélo aparecen canmblos
significativos hasta después de la formacion de los iones dtu o
bien en la regidn cercana al tiempo de vida media para los muones.
Tambien se observd gue un aumento en W, trae como consecuencia un
menor reciclamiento de muones porque una mayor cantidad de muones
se quedan pegados a los helios productos de la fusion,

En el caso en que se modifica la concentracion ( C,= 0.7 ¥
Cl= 0.3 ), cono es de esperarse se observa que inicialmente el
nimero de los deuterios muénicos crece mas rapidamente que los
tritios mudnicos pero después éstos aumentaban hasta rebasar el
nimero de deuterios mudnicos, debido tranferencia de muones del
deuterio al tritio.

El cdlculo aproximado de fusiones por muén al tiempo 10"%s.,
se puede obtener de los resultados numéricos calculando el
cociente Nu(lo"’s.)/ Nn(lo’és.). Este cociente se calcula para
diferentes valores de w, y se compara con el valor obtenido a

partir de la expresién analitica para la produccion asintética de
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neutrones ( ec. 5.14), para c= Cl= 0.5. Asi entonces se obtiene:

W Nn aprox. Nn (=)
numérico tedrico
0.1 8.87 8.97
0.01 26.80 46.78
0.001 31.41 80.8

Se encuentra que para w= 0.1 los valores teérico y numérico
son muy cercanos entre si, esto es de esperarse porgue una un
grande significa que muchos muones quedaran pegados a una
particula « y ya no podran sequir catalizando mas reacciones de
fusidén, y por lo tanto la regidn asintdética final se alcanzara
antes para ©, pequenos. Con w = 0.1 se llega mas cerca de la
regidén asintética (donde NI1 ya casi no cambia) gue con w = 0.01 ¢
W= 0.001, 1lo cual queda claramente establecido en la tabla
anterior.

Podemos esperar que si empleamos mas tiempo de maquina? nos
acercaremos mas a los valores asintéticos del numero de fusiones
por muén para w o= 0.01 y 0.001 que tedricamente son 46.8 y 80.8

respectivamente.

En el caso con fuente de muones se observa un comportamiento
similar al caso sin fuente y las especies involucradas tienen
algunas caracteristicas que corresponden a una distribucién de
probabilidad multinemial, séloc que en este caso no fue posible
hacer una indentificacidn con una expresidén equivalente al caso

sin fuente; sin embargo la forma de las autocovarianzas y de las
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varianzas cruzadas presenta el mismo tipo de comportamiento que en
el caso sin fuente. Aqui hay que notar que existe una caida aun
mas abrupta que en el caso sin fuente debido a que en 10ms. se
cortéd la fuente, por lo que en muchas curvas se observa una

especie de discontinuidad en esa regién.

En el futuro se espera poder optimizar el programa de computo
para avanzar mds en el tiempo y llegar a encontrar el valor
asintotico de las curvas de neutrones, y estimar de una manera mas

precisa el numero de fusiones catalizadas por muén.
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APENDICE A

DIAGRAMA DE FLUJO

PROGRAMA EN FORTRAN
PARA EL SISTEMA DE ECUACIONES
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DE LOS PROCESOS
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FUSION NUCLEAR CATALIZADA POR MUONES
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IMPLICIY REAL=E{A-H N-7)
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1TER=]
CE=t, D+5
M=25
Crmmmee LLAMAR A LAS SUDRUT INAS MATRIL. VARIABLES, POTENCIA-—=r-=--m
call MATRIX(A, M, CE)
call VARIADLES(VN)
call POTENCIA(RA}
G om0
< SE ESCRIDEN LO5 LETREROS EN LGOS ARCHIVDS GUE SE ABREN

HRITE (S, 21)
WR1TED, 731CD. CT
WRITE (%, 74) ZLAMDDTN=1 . £+09, ILAMBDT 1 E+0F
MRITE (S, 7SIDMES
WR1TE (3, 3%)
HRITE(3. 38
WRITE(S, 37)
WRITE(S, 23
HRITE (S, 16}
HWRITE (&, 38)
HRITE (&, 39}
WRITE(S, 40)
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URITE L, 24}
HWRITEtL, I1&)
WRITE(Z. 419
HRITE(7 42)
WRITE(T, 431
WRITE(7.23)
WRITVE(Z. 16)
HRITE(SD, 44)
WRITE9, 43)
WRITE(D. 46)
HRITELD, 26)
WRITEL?, 16}
WRITE(LOD. 47)
WRITE(10, 48)
WRITE(1D, 49
HRITE(10.27)
WRITE(10, 16)
WRITE(LL, 51)
WRITE(L1, 32)
NRITE(11,33)
WRITE(1L, 28)
URITE(LL. 16}
KRITE(1Z, 58) .
WRITE(12,95)
MWRITE(12. 56)
NRITE(12,29)
HRITE(12, 14)
HWRITE(12, 97)
HWRITE(1D, 58)
WRITE(}3, 59}
WRITE(13.30)
WRITE(13, 1469
WRITE(14,61)
WRITE(14.62)
WRITE(14, 40
WRITE(L4. 31)
HRITE(14, 18}
WRITE(13,64)
HRITE(15, 65)
HRITE(15, 463
WRITE(13, 32}
WRITE(13.16)
WRITVE(LE 87)
BRITE L0, 68)
BRITE(16.69)
HRITE(14, 3D
WRITE(tS. 16
WRITE(17.71)
WRITE(17.72)
WRITE(17,34)
WRITE(17,16)

CusnsurvavnpransnennCONSTANTES DEL PROCRAMACRS 44408 4RROREEN RN EREIL

h=t. D-03

mApToErTs

MF=99994

NVMAX=10000

d=0. 5

d2=5. /12

43=3. /8

da=251 /720,

b=0 9
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haTinees /2

h3xthesIrsy

nde{n:4 dyend
co-o-u«.».—on~~,-.«-ao«14e¢.-.--..,...a*».-.q.«.-.<nnu----* arartas
z caliul- de los res de las Fuantas 3 aiferentes *1-.mpot

CALL FUENTEE (S, 291, DEZ, 0S3. M)

s

Ceremsrsaessrcann

D L L R T R TR Py Ry Y
€ calewlo 22 las matrices SOAA g SASHAA
R R Ty R T T Y TR LTS R P TY RFR T 22
do 80 al.n
Isz M
[«
Ratl. ™
SAATSAA+AIR, 1 10ALLLR)
50 CDNTINGE
SDAAL Y 1=
63 LONTINUE

do 100 usi.nm

do 100 I=l.mt

SAA=D 0

do 80 Rel,h

SAAISAA+A(R, [} #SDAAGJS R
80 CONTINUE

SASHAACJ. 1) aSAA
1GO  CONTINUE

[ Ly T Yy Y Y Y P R Y 2]
TERMINA CALCULO DE LA3 MATRIZES
[ Ty Y Y Y Y Y Y T T Y T Yy STy Y 1Y

CSlil!i!511l!i‘i!ili’i"llii!i“ltl! $959838C5348885359333133¢
EMPIEZA EL METODD DE TAYLOR
C‘tiisls%i‘ilti1$‘51!$i$$$$$t!(1l!l15!$$!!l’ills‘1!tts‘i!b!!!$
do 19C K=t{.,3
40 135 J=1. 4
cCi=0 O
dz 1302 l=i.M
C1=ClsAtd, [1aVNET)
130 CONTVINUE
FlLRI=CLAG0 K

3 wrrtelw. o}f{ g, k)
133 CONTINUVE
DO 120 J=t, M
€2=0. ¢
€320 O
Cas=0 0
CH=0 2
Co&e0 O
C7=0 O

DO 110 Is). M
CI=CR+DSI(1, RI*ALU T
C3=CI+NS2A( L, KIWALL 1)
CaaCA+EC 1. RISACD. 1)
CHaCS+#( 1, K)eSDAALY, 1)
Co=Co+PSI (1, KIaBRAALY 1)
C7aC7+£( ], R)sSASHAALYL, 1)

110 CONTINUE
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DN w ) =0B1 00 K +Cd
DRICS A TDE21 0 KT C2+CS
DMALJ. L =DS0Y, K +L3+Th 0
UNLDYaUIN(J +naf (), hl*h"'DN.ﬂ..K)*ﬂ3’J.-3(\J Wi+haaDMa (L
C writete, a}yn( )
120 CONTINUE
130  CONTIMUE

DO 220 J=t,M
AA=D C

00 2:0 lat, M
AdmAAeAlY, TIeYNLD)

210 CONTINUE
FLJ. SI=AA+S( L, 5
220 CONTINUE

P Y Ty T L T T T T LT T YL FAeas
[} 23 nparte - Calculo de los sigquiantes puntos por el metodo de Adams
< madificado (Correcuar-Pradicter?
[ I L L T L T TRy Py Ty TP TP T T PR Y PR YL YT S
aprox=sl #10 ssx{(-maprox}
229 DO 340 K=1. MF
NY=1
00 230 I=1. M
230 S(l.&)=0.0
DO 240 I=t.n
DELTARCL, 5)=6(L, 3)-F(1,4)
DELTAF (L. d)=f¢ 1, 4)-¢ (], D
DELTAF(I.N=F{1, J)=FL 1.2
DELTAF (1. 21=fF (1. R2)-Ft 1, 1)
DELTAZ# (I, 11=DELTAF (I, 5)-DELTAS(]. &)
DELL.TAZFLI, 4)=DELTAF(L, 4)-DELTAfLL. )
DELTA2#¢ 1. 3V =DELTAF (1, 3) ~DELTAF(, 2°
DELTAQF (L, 2)=DELTARF (1, 1)-DELTARE( [, 4)
DELTAZ (1. 1)=DELTAZF (1, 42 -DELTAZ§(1. D)
DELTA4 7 (1. 1)=DELTAJF (1, 2)-DELTAIF(I, 1)
NP DY aUR(D) ona( §L1, 33+d#DELTAF(], S)+o24CELTAZF(L, 1)
1 +d3+DELTAIF{1.2)+d42DELTAGFLL. 1) )
240 CONTIMUE

232 €O 233 Ist. M
SANP=0 O
DO 2290 J=i1 M
GANP=NPIJ I eA L J)+SAMNP
230 CONTINUE
£L1, 6)=SANP+SL T, &)
253 CONTINUE
DD 2460 I=1,M
DELTAS (T, 11=f(l, a)=F{1, 2}
DELTARF(L, 2)=DELTAF (L, 11 -DELTAF(I. 5)
DELTATEIL. 3 TLTAZR(], 2)~DELTA2F (1, 1)
DELTA4F (I, 2I=DELTAJIS (1. 3)-DELTASF(I. )
NCCDI=UNCT)enae FLE. A)=DeDELTAF{], 1) ~D2aDELTAZF(L, 2}
1 -bI*DELTAIFCI. DI -bA*DELTAGFCL 2} )
260 LONTINUE

D0 270 [=1.M
REL (I)=CAUS{ (NPOII=NC(I}I/NC(IY 1}
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17
30%

30

309

302

IF

&3 10

IF  oay

CBNT TRUE

ti! 4T aprony GO TC 2AC

117
LGT. NVMAX)STOP

NV=H+ )
writroe, e INV
00 250 I=1. 1M

NP (1'=NC(1)

CONT LHUE

co TO

245

L2 300 Iam
VMDY =NC(Ts

D3 310 s,
Do 210 L=t. 95
Fel Lisd{l, L+l

IF (ITER .EQ. 2160 TD a9

IF (K
IF (R
IF (K
IF (K
IF (K

0a

EQ  999%6360 TQ 400
LEQ. 999641G0 TO 430
LEQ. 99976200 TO 200
L EG. 999846160 TO 3%0
LEQ 99976160 TO 600

30t I=1.9%

DO 30t J=2,10

IF (A _EQ. RA{I,J}) GO TO 302

CONT IRUE

GQ 710 340

WRITE (S, 17)((RACT, J)+d) et E-24). (VNE]), 122, 3)
WRITE (&, 17)UIRALT. U1+ 81 E-14), (UNL L, I=d, 8)
WRITE (7,17 (RALL. D+4)13 1 E-131 (VNLT), fe2.9)
WRITE (9. t71CIRALL, Ji+4) el E-14), (VN(1), 1=10.12)
WRITE (1C 1V IRAIT, J1+4) et E—14), (VN(T), I=10,15)
WRITE t11.17)C(RA(L, Jy+drnt E~14), (UN(TY, Inls, 18)
WRITE (12, 17) ((RALL, D +4) w1 E-14), (VN(IY, 1219, 21)
WRITE (13 17V C(RALT, J)ea)el E~18), (VLT 2,24)
WRITE (14,17} CIRALT, J)+a)el E~14), (VH(I). 1=2%.27)
WRITE (15173 0{RALI ) +J1et E-28), tuM(TY, 9, 70}
WRITE (14, 17)L(RALT J)+4) ey E--td), (VN{T, L3
WRITE (17, $7) ¢ tRACT, JY+ddat E~13), (YH({ 1}, 1=04, 35)
IF (X EG 99996160 TO 61%

GO TO 340

CerrnanesensanCambio de escala ahoTa hal e-llsugaresneancrn
Ceavsge reescalan las elementos de la Matraz A y
Ceattwexternas

400
420

430
460

300
510

550
360

400
510

CO 420 1=t M
IM(T. La=syNgD)

G0 TO

349

OO 460 1=1. M
a1 eN-sE DTS 8]

¢a 19

aae

DO 510 I=y, M
ZMOL.2h=VNCLY

GO0 TO

340

DO 540 I=t.tt
(T dr=YNCT)

GU 10

340

DO 610 I=t. M
LT 3=V D)
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A TT dew

-3 UG 5%0 L=i. %
DD 45C =t M
f1=C <

LG &R 1=y

HF =3990000

#0 70 225
P L R R R L L T Y L R R T o TS
CrewsEMPIEZA 4 ALPACEMNAR WALORES COM EL SESUNDG CEIALAMIENFOversee

[ R R R R R T e R Y T L L LT T

650 IF (K . EQG 9989942100 TO ?&0
1F 1R EQ. 99895701460 O 774
IF (A EG  9°959€0)60 TO 720
IF (K EG 999997060 10 790
tF (w E4  9390000)60 1T 800

DO 65 J=2. 10

IF (’h B0 (PAL4,J3+33360 TO Y00
445  CONT INVE

PO 4576 4=2. 10

1IF (K EQ  (RA19. ) +50004)160 10 70
670 CONTINRUE
56 DO 271 J=2, 10

IF (K EQ  (Fa.o. J)+©R0003 550 TG 75
671 CONTINUE

GO TO 340

700 WRITE (5 17} (RA(4, JI+4)e] E-33+1 €409, (VLT I=1.23
WRITE (&4 17)(CRALE, Ji+dle) €=1091 E-0). (UNCL), 1=4, 61
WRITE (7,173 0(RA04, 0144 91 E-13+1 E-09), tYN(1), [a7. 7
HRITE (9, 17) ({RA(3, J)+4 ra1 E-09), tUNIT), T=10, 82
HRITE (10, 371 LIRALJ, J1+d 2y ML), 12150 1)
WRITE (11.17:C(RALI. Jisd)e] N1y, T=le. 18
WRITE (12,1711 (RA14, U)+d) el E~-33+1 E-O09), (=N(T), I=19, 21
URITE (11, 17)14(BA14, N+dia] E~13+1 £-09). 10 1), 1322, 24
WRITE {13 1701 rRPA(A, J)+udlel E-09). i, 1 22
WRITE (15, 17}t (RALG, J)+dle], E~0W), tUNLT), 1228, J00
HRITE (16, 1710 (RALA, S+ d) el E~1341 ©-09), (VN1 1=31. 33}
WRITE (17, 17)((RALG, N +4)e1 E-1D+1 E-09), (WN(]), 1234, 38}
€0 YO 34¢

730 WRITE (M 17)0(RALD, J1+90004)+1 E~13+1 E~0F1. (VNUI), 121, 3)
HRITE t6, 17V HL{RALS. J1+900031e1 E-1D¢1 E-09). (YNI1). [=8,8)
WRITE (7, 17) ({RA1S5, JH)+30004) 8L E-10+1 E=09), (VN(I}. 127, 9)
WRITE (9,17 {(RACS, 1) e30004) %1 E~13et E-0%), (UN(CLI. 1n10.12)
WRITE (10, 17)71{RAIS, J)+F0004) e E=12+] E~09), {UNLT). I=12,1%)
WRITE (1], 17)10(RA(D, N+8N0C4 ey E~13+1 E-091, (UNI]), 1216, 10)
HRITE (12. 173 ¢(RALS, J)+90004)41 E-13+{ E-0F). (UNLL2, T=1®, 210
WRITE (14, 171 ((RALY, JH+20003 et E~13+r1 E-09), tUN(L), [=22, 24}
WRITE (14, 17)((RAID, V1480004 1 E~-13+1 E-09), {UN(1), [=25,27)
WRITE (1%, 17)((RA(S, J}+900031m1 E~-13+1 E-09), (UN(]), 1=28, 30)
WRITE (14, 17V (RALY, J1+300043% 1 E-13+1 E-OT1, (YNIL1), 1=31, 33)
WRITE (17,17} 0(RALS, J)+90008) =1 E-13+1 E-09), (YNt1), 1238, 3%
G0 T0 340
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781 WRITE! e mIK
WRITE 2, 37) 0 (RAS . J1+?90004 141 N, 121, 3
HRITE o 17) €ARA 6, ) FP9000Q 181, NELY. D=4, 60
WRITE (7.3i7) ({RAig, J1+955004 541 E-1I+1. & RIS ON Ea
WRITE "9, 171 13Aic JI+350004 1 E-12+1 Erudr cwnlly N
WREITS 13017 iRALG. J1r990004 31 IR IR RS & N
WRITE f11. 1710 RALA, J2+990004 98 CAVNLES, T, 180
WRITE 142, 173 C(RALE, JI+FF0003 591 IVHET) . ImL 3, 21
URITE (12, 17)L(RA(L, JI+9900041 23 SEUNCE) . 122, 24y
WRITE (13, 17)tIRA S, JY+990004 1+ SANMEYS 1239 27
WRITE (18,1710 {RAA, J1+99040 11 JOIUNGT . 1a2e, 300
WRITE (14 1710 tRALS. 1 T20003 01 e fWNCTG L 1631, 33)
WRITE {17 1717 (RAtm, Jr+930004 141 JHOTY . T34, 35)
IF th EX §992030160 TQ 81C
£Q TO 340

L R R R R L LR R Y T TPy Py
CodnsnsavnssnvanCAND [0 LE ESTALA CON h3l 2-1lsaguosvssavanestsnstsnersse
CeneSE REESCALAN LIS ELEMENTAS DE LA MATRIT A ¥ tAS FUEMTES EXTERNAS<e»

[ T R L e e S R LR L L R T P TSR T TP L P

760 DO 763 I=ln
74%  IMNGIL L¥sVUNYI)
G0 1D 340
770 DD 775 I=1,mM
775 InCL 2)aVN(T
cO TO 340
780 DO 785 l=i.M
785 IN4D, I)EUNIT,
GO TO 340
790 DO 795 l=1. M
798 ML Ar=vNi D)
G0 TO J40
600 0O 808 I=t.n
BO3  IMCI, 3)=VN(T)
GO TO 6b4
810 WRITE (8. 22y (UNtD) . I=5.0)
WRITE (B, 22 fUNI ). 1=4,4)
WRITE (B. 22) (VN(]). 1=7.9)
WRITE (8.22) (VN(I). 1=10.12)
WRITE (@ adytvi/l:, I=13.1%)
WRITE CIDVAWNG T Fels 18)
WRITE T VDY, 1259, 21
WRITE 78,227 iVHrT:, [=22. 243
WRITE (8, 22) {UNd [, [=29.27)
WRITE (8. 22) (VN(1:. 1=28, 2C)
WRITE (8. 22) (UNIT+, 1231, 33y
WRITE (8.22) (UN(f). I=34,0%)
J40 cuentinue
10 FORMAT(3X, ‘N1:0Q12", E1D B, 5%, 'N2{0:=",E15 B, 95X, ‘NI =", E15 8}
11 FORMAT(IX. ‘M4.Qr=’, ELD B, 5%, "NIQIv ' (EtD & 85X, 'N&(O) E1d B
12 FORMAT{3X. 'M7(01=",E1D 8, 8x, ‘NOLO)=",EI1Y B, 3X, ‘NF{Q)=* E1D B
15 FORMAT(IX. “t(aE=1Dseg}’ 1z, “HICE) “0 130, "N2CE)’, 102, MLt "
16 FORMATI3X, 751 =)
17 FORMATI3X,E1G. 3, 3¢1X EQ0 13))
18 FORMAT(3X.3(1X%,E2C {31
€ 18 FORMAT(INC "ti:E-13seq) . tla. "NOIRY " 18, "NSLL) . 1%, *Netlt) ')
19 FORMATI3X. "tiE-1dceg) o dlx, "N7LL)“. 192, "HBIEY . 192, "Nt "}
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20
21

45

47
a8
49
s
52
53
54
EH
57
58

59
&1

FORMAT DX, 75(0°=". 7/

FIOAMATI3X, ‘SOLUCION NUMERICa OE utl SISTEMA DE 35 ECUACIONES
{ DIFERENCIALES LINEALES’. /. 2%, 'DE PRIMER ORDEM DADAS LAS

2 COMDICIONES INICIALES, EL SISTEMA DRE ECUACIONES’. /., 3d.
J'DESCRIBE t.A CINETICA DE LA FUSION NUCLEAR CATALIZADA

4POR MUCNMEEZ ¢, /. 23X}

FORMAT(3X, €20 13, 3X- EQ0 13, 3X £20 13

FORMATE/. 7X, *tlseg) ‘T, "NICLHy " 1aX, "HR2OLS 7. 16X ‘N3(Lr
FORMAT(/, 7X, ‘tiseq) ’, F1, ‘NALE) . 14X, *N3CL) "0 16X, "Hb6(E) “)
FORMATL. . 7%, ‘L) 7 Ta INT O L 1aX, "MBCE) ' LAX, "NRItY )
FORMAT( 7, PX, "tlsaq) " Fx. "NIOi K} " 16X, ‘N1t 7, 16X 'M12L2 ")
FORMAT /0 74, “805eg) w Fxa "NEJCL) . 16X, 'NIACEY L 16X, 'NIDBEgr )
FCRIATLY, 7 chlsag)  Fr. CHIACE) 16X, 'HI7HE) 7, 16X, 'NIB(L) )
FORMAT(/, 74, “tisegt’, Fu. ‘NIS(E; ", 14X, "N20(E) *, 16X ‘MN21(t) )

=<

FCRMAT(/, 7X, "t(6aq)*, Fx. "NI2(L) " 1e¥. "N23{t) ', 16X ‘U241 ")
FORMATL/. 7x, "tiseg)  F1. NISCE) 15X, ‘NQLUES . 16X, 'NIT(e) ")
FORMAT(/. 7%, "tlseq) '« Fr, ‘NRB(L) “ LoXx, 'N29Ct) , 16X, ‘N30Le) ")

FORMATU/, 7x, ‘tlaeg) , 9x, "NILLED ' LAY, ‘NT2(2) 7, 16X, NI ")
FORMAT(/, 7%, "tiseg) ', Fx, "NIICE) ", 16X, ‘HIS(L) )

FORMAT{3X. ‘til ES E£L NUMERDQ DE MUONES ‘)

FORMAT(OX, ‘N2 ES EL NUMEFC DE DEUTERIOS MUONICOS)

FORMAT(2X, "N3 ES EL NUMERO DE TRITIOZ MUONICOS”)

FORMAT(3X, ‘M3 ES EL NUMERO DE IONES MUONMOLECULARES

% DEUTERIO-TRITIO MUONICO')

FOAMAT{3X. 'N5 ES EL NUMERD DE HELIOS MUONICCS ‘)

FORMAT(3X. ‘M& €5 Et. NUMERO DE HELIODS )

FORMAT(3X, ‘N7 ES EL NUMERO DE NEUTRONES *)

FORMAT(3X, ‘N8 ES LA AUTOCOVARIANZIA DE LOS MUONES ")

FORMAT(JX, ‘N9 ES LA VARIANZA DE LOJ% MUONES

% CON EL DEUTERIO mucMICO‘)

FORMAT(3X: 'N1D ES LA VARIANZA DE LOS MUDNES

% COM EL TRITID HMUONICO')

FORMAT(3X. ‘M1l ES LA VARIANZA DE LOS MUONES CON EL ION’

{ » 713X, "MUONMOLECULAR DEUTERIO-TRITIO MUONICO')

FORMAT(3X, 'N12 ES LA VARIANZIA DE LOS MUINES CON EL HELTO MUONICO’)
FORMAT (3X. "H12 ES LA VARIANZA DE LOS MUONES CON EL HELIO")
FORMAT(IX, 'Nt4 ES LA VARTANZA DE LDS MUONES CON LOS NEUTRONES®)
FORMAT (33X, 'N1S ES LA AUTOCOVARIAMZA DELL DEVTERIQ MUONICO’)
FORMAT(3X. "Nlle ES LA VARIANZA DEL. DEUTERIO MUONICO COMN EL TRITIO
1 MUBNICO ")

FORMAT(3X, "N17 ES LA VARIANIA DEL DEUTERIO MUONICO CON EL I0M‘
§ ¢ /03X ¢ MUONMOLECULAA DBEUTERIG-TRITIO MUONICD ')

ECRMAT(3X. "'H18 ES LA VARIANZIA DEL. DEUTERID MUCONICO

4 COM EL HELID mMUONICO)

FORMAT (3%, 'N19 ES LA VARLIANZA DEL DEUTERIO MUDNICO COM EL HELIO')
FORMAT (3X, ‘NZ0 ES LA VARIANZIA DEL DEVTERIO MUONICO

% COM LDOS NEUTRONES ‘)

FORMAT(3X, *N21 ES LA AUTOCOVARIANIA DEL TRITIO HUONICO)
FORMAT(3X, ‘N22 ES LA VARIANZA DEL TRITIO MUONICO CON EL°

1 . /.3X, 10N MUONMOLECULAR DEUYEAIQ-TRITIO MUONICO’)

FORMAT(3X. ‘N23 ES LA VARIANZA DEL TRITIO MUOMNICO

% COM El. HELIO MUONICO®)

FORMAT(3X- ‘N24 ES LA VARIANZA DEL TRITIO MUCNICO COM ELL HELIO®)
FORMAT (3X, <M23 £8 LA VARIANZA DEL TRITIO HUONICO

% CON LOS NEUTRONES ')

FORMAT(3X, ‘N26 ES LA AUTOCOVARIANZIA DEL 10M MUGNMOLECULAR

1 DEUTERIO-TRITIO MUONICO*)

FORMAT(3X. ‘N27 €S LA VARIANZA DEL 10N MUONMOLECULAR

1 DEUTERIO-TRITIO MUONICO’. /. 3X. ‘CON EL HELIO MUONICO ")
FORMAT(3X, ‘N2B ES LA VARIANZA DEL 1CMN MUOMMOLECULAR

1 DEUTERIO-TRITIO MUGNICO‘, /, 3%, '‘CON EL HELIO')

FORMAT (3%, "M2? ES LA VARJANZA DEL I0H MUONMOLECULAR



oooNa0NnNaNAnNnNoon

1 DEUTERIG-TRITIO MUQNICD ', v, IX, "CAN LGS NEUTRONES ‘)

AUTOCOVARTANZIA GRL HEL IO MUONICO )
VARIANIA DEL HELIOQ MUOMICO COM €L HELIG")
VARIAMZA DEL HELIO MUCNICO

AUTOCOVARIANZIA DEL HELIO)
VARIAMIA DEL. HELIO COMN LOS NEUTROMES')
AUTOCOVARIANZA DE LOS MEUTRONES ‘)

‘CD='.E10 4.2X. ‘CT=“,E10 4}
‘LAMDDA DTH=', E1Q 4, 24X, 'LAHBDA DT=’,E10.4)
‘OMESA“S ="', E10. 4)

FORMAT(3X%. ‘N3O £S5 LA
FORMAT(JX, ‘N21 ES LA
FORMAT(3X, *N32 ES LA
7% CON LOS NEUTRONLS )
FORMAT(3X. ‘N33 £S LA
FORMAT (X, ‘N33 ES LA
FORMAT(3x, "MN35 ES LA
FORHAT (21,

FORMAT (3X.

FORMAT {3,

sTop

END

SUBPROGRAMAS

Function S§8(J)
65=0.0

return

end

FUNCION DSSt

Function DSS1(J)

0551=0.0
return
end
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a0 an

aoa

a0

20

30

FUNGIIM L9528

Function D852¢U)
0552+0. 0

return

g

FUMCIOM 0SS3

Function DSTI(s-
DSsSi3eC ¢

rotunn

end

SUIRUTINAS

SUBROUT INE POTENCIA(RA)
IMPLIZIT REALSB(A-H,N-2)
DIMENSICON RA(L. 1 1)

do 20 I=l. s

do 20 J=1.11}

RA{1,01=0 O

BO 50 1=1.4

D0 50 J=2, 114

RAL1,J)=¢10 sel)e({)-1)-a
RETURN

END

Subroutine MATRIX(A, M CE)

IMPLICIT REALOB(A-H, N~Z)
Dimencion A(33, 35

COMMON ZLAMDTM. ZLAMBDT. CD. CT. OMES

ILAMDO=(0. 435E-~0B)eLE
ILAMBAR(S E-41eCE
ZLAMBDT=(2. E-&)#CE
ZLAMBF=(]. 1E~2}#CE
ZLAMDFD=C 1. E-3)#CE
ZLAMDFTe(l. E~-Q)«CE
ZLAMBDTM=(1. E~&)+CE
ZLAMDDDM=(8. E~F) «CE
ZLAMBTTM=(3 E~-8)#CE
QMES=0. 1
CHET=O 1t
OMED=D. 13
OMER=0, 0Q27
Chm0 %
CT=0.3%
DO 10 1=t M
00 10 J=1.H
Atl, Ji=0 0
All, { 1=~ (ZLAMBO+ILANDA)
All, 4)=2LAMDF# (). ~OMES)
AL, 9)2ZLAMBFDe (1 ~ 3#(OMER+OMEP) )
AL L)=ILANBFTe (1. -OMET)
A(2.1)=2LANDACD
AlR, )=~ ZLAMBDTSCT+ILANEO)
ALD, 1)=2LAMDARCT
A3 21=ILAMBDTRCT



A, 3=~ ILAMBO~ILAMBDTHECD)

AlJd. Bi= SILAMBFDYOMEP
A4, 31=TLAMBDTMCD
Ald, 4)s-(JLAMDO+ILAMDF)

/(D 2)=ILAMBUDMeLD
A3, 4, =ZLAMBF sOMES
AL3: 5)a~-TLAMBO

AlS: 2)=ILAMRTTM*CT
Al 4)=ZLAMBF® (1 ~OMES)

Als: TrwILEMBO

Ald &) == ILAMBO+ ILAMDFT)
Al7.4)=ILANMDF
A{Br 11=¢ ILANBO+ ZLANBA)

A(B, 4)=ZLAMBF= ¢t ~ONES)

A(B: S)=. TrILAMBGFD

A(B, 9)~=2 #(ILAMBO+ILAMBA)

ALB, 11)12222LAMDBF (1. -OMES)

A{9, 1Y=-TLAMBA®CD

A(9: B)=ZLAMDA«CD

Al V== (ZLAMBDT T+ #ZLANDC+ZLAMEA)
A9, 17)=LAMOF # { { -OHES)

Al 5)=2. ¢ILAMDBFT
AT10,13=~ZLAMDASCT
AC30.3) 2 ANBARCT
AL10.9)aZLAHBDT#*CT
AC10, 10)=-(2. #ZLAMDO+ZLANDA+ZLAMBEDTMeCD)
Al10,22)=2LAMBF»( |~OMES)

Al11, 4r=-ILAMDF#(1~QMES)
A(11,10r=7LAMBDTM*CD
A(llo11r=—(2, *ZLAMDO+ILAMDA+ILAMBF }
Al11,26)=ZL AMBF#( 1~0MES)

Al 11)aZLAMDFeOMES

AC12, 12y =~ (2. #ZLANDO+ZLANDA)
AULR. 27)=7LAMDF#( 1. ~OMES)
A(13,4)nZLAMDF (1. ~OMES)

A(13. L1 =ZLAMBF2 (1. -OMES)

A(13, 12:=2LANBO

A1, 13y u-(ZLAMDO~ILAMBA)
Al13.28)=2LANBFe (| ~OMES)
AlL14.4)=2| AMBF (1 -DMES)

Al13. 11y=TL AMDF
AC14.14)=-{ZLAMBO+ILAMBA )
A(14.29)r=7LANBF&( ), ~OMES)

AC1S, 1) =2LAMBASCD

ACLS. 21 =L AMBD T#CT+ZLAMBO

A(15, 7)=2, *2LAMBACD

A3, 15Y=-2, ¢(ZLAMDBDTHCT+ZLANBO)
All6, 23==~2LANDDTCT

AL16, F)=ZLAMBARCT

AC16, 10)=ILAMBA*CD

AC16, 15)=ILAMBDT*CT

AfL1L, L&) a~(ZLAMBOTCT+2. #ZLAMBO+ILAMBDTHeCD)
A(17, 11)=ILAMIASCD

A{17. 161 e ZLANBRTH=CD
A{17,17}=~(ZLAMBDT#CT+2. «ZLAMIO+ZLAMBF)
A{18, 12} =ILAMBASCD

A{18. 17)uZLAMDF«OMES

A{18. 1B)a-( ZLAMBDT#CT+2, #2LAMBO}
AC19, 13)=ZLANUAYCD

AC19, 17)=ZLAMBF# (1. ~OMES)

A(19, 1B)=ZLANMBO

Al19. 19)==(ZLAMDD YL T+ZILAMBO)
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ALZ20. 14 aLAMDACCD

AVRD 1T Y& (LANMEF

ALZO. 201=-(ILAMBDT#L T+2LAMBO
Alal t13ILAMBARCT

LAHEDT»CT
sILAMEDTMw«Z0+ ILAMBO
A(Z1 10.=2 22LAMBASCT

A1 15032 «ILAMADTACT

ALQY. Tt =-2 # (ZLAMBDTMeCD+ZLAMBO)
AL22. J)¥-ILAMDDTMSCD

ACQE. 11)3ILAMBANCT

ALQE. 17 v=1LANMDDT+CT

ALR2. 1) =7LAMBDTHCD

A(QT. 22V = (ZLAMBLTHMeCD+2 #TLAMBO«ZLANDF)
AR 12 = ILANGASCT

AL23, 13 =2lLAHBDT LT

ALZ3, 2R 1= ILAMDF «QMES

A123. 23 e~ (ZLAMBDTHRCD+Z. «ZLAMBO
A(23. 13)=ILAMBANCT

A2, 1)Y= ZLAMBDY*CT
Al24,22)=ILAMBF L. ~OMES)
ALQ4, 23 )= ILANED

A28, 24)=-{ZLAMBDTH*CD+ ZLAMBOY
AL25, 14}=ILANBARCY
A(23,20)=ILAMBDT«CT
AL2T, 221 =ILANBF

AL25, 25)1m~{ILAMEDTM+ZLAMDBO)
Al26. 3)=ZL AMBLTH#CD

Al26, 4) =2 ANDBO+ZLAMDF

AlRE, 220 =2, «ILAMBDTHCD
Al24, 25)=-2 «ILAHBO+ILAMDF)
ALQT. 4)=-ILANZF ¢QMES

Al27, 23)52LANBDTHeCD

AL27, J6)alL AHBF «OMES -
ALQ7, 27 ) w2, #2LANBO+ILARGF )
A{28, 4)=-7L AMBFe (1 -DMES)
AL28.24)=ILAMBDTMCD

A{28. 26)=ILAMBF#{ 1. -OHES)
A28, 27 1nILANED

A{28. 2B)n={ILAMBO+ILANDBF }
AL29, 4)=—7 AMBF

A(2F, 253 2LAMBDIMeCD

Al29, 26)mILAMRF

ALRD, 29)=~1ILAMBO+ILAMNEF)
A130. 4) =2LAMDF «OMES

A{J0, Z)=2LANBO

A(30, 27)1=2. #ILAMOF*ONES
AL30,30)=~-2. #ILAMBO

A{31, 3)==-2LAMDO
Al31,27)=ILANDF (1 -OMES)
A(3), 28)elLAMBF *ONES

A(31. 20)=ILAMBO
A(31,31)=-2LAMBO

Al132, 4)1=2LAMBF «OMES

A2, 27)=2LAMBF
A{32.29)uILAMDF «OMES

A{32, 02)=-2LAMBO
A{33,4)=ZLANBF e (1 -OMES)
ALJ3, D) =2LANBO

ALD3, 28)22. #sZLLAMBF#{ 1. -OMES)
A{33. 31 )w2. #2LAMBO

A(D4, )=IL AMDF# (1, -QMES)
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100

oan

300

200

A{34. 2D = ILAMBF

A(34, TR eILAMBFRI] ~DMES)
A(34, 32)=2LANBO

AL3% 33 s L AMDF

A5, 29)=2. ¢ ILAMEF
return

end

...... . . SUBRUTINA VARIADLES

Subrouting VARIABLES{VN)
IMPLICIT REALSB(A-H, N-T)
DIMENS LON VNIDD)

NN{1) el D412

00 100 1+2,35

UNCIY=D. 0

return

end

SUBRUTIMNA FUENTES

Subroutine FUENTES(S, DSL. D62, D52 M
IMPLICIT REALeB(A-H.N-2)

DINENSION 51353.61.D81(03, 4), 0S2{33: 4). 0B3(3I% &)

do 300 K=l 4

00 500 I=1, M
8(1.W1=0. 0
DS1(1, K)=DESLIN)
DS1(I, K}=0, O
DB2¢t. KI=DSS2 (K}
DS, Km0 O
D831, K)=DEST{K)
DS311, K1 =0. Q
5S¢4, 5y=85(K)

DD 200 I=1. M

St1,31=00
return

end
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APENDICE B

FUNCIONES OE DISTRIBUCION

DE PROBABILIDAD

PARA PROCESOS

DE POISSON

MULTINOMIALES
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PROCESO DE POISSON,
un proceso de Polsson esta representado por la
distribucién de probabilidag :

X" €* / n! para n = 0,1,...

P{N) =
0. para n < 0.

La funcion generadora de probabilidad {(ec. 3.5) es
L

@

Gx) =% k" e™ ¥/ nl me™f (k)" n! =¥ "t
n=0 n=0
k{x=1}

G(x)= e
de esta funcioén calculamos el promedio y la varianza

3.17 y 3.19)

cn > = [ 4G (x) ] - keku—nl =k
x=1 x=1

X
o2 = <n®> - <n>?.
donde
2
R G: de - 'kzeux-n + xe*it = %+ x
dx dx x=1
x=1

o = k¥ + k - k¥ = k.
entonces

<n>=0%= k.
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PROCESO BINOMIAL.
Un proceso binomial esta caracterizado por una

distribucién de la forma ¢

No!  p"(1-p)™° para n = 0,1, ...,No.
{No-nj Int
P{n) =
0. en otro caso.

Su funcidn generadora de probabilidad (ec. 3.5) es

<
Gi{x) = § Not _ p"(1-p)"°7" X
n=0 {No-n)In!

o
= I Hal (xp) " (1-p)
n=0 (No-nj}!n!

Ho~n

={px+1-pJ*°
6(x) = [L+p(x-1)1"°

el promedio es

<n>= [dG } = {Nof 1 + p(x~1) 1™ (p) = Nop.
HSE x=1 x=t

y su varianza es

2. | 4’ g6 fas -
dx?  @x ax =t

9
[

funcidén de

(B.4)

{B.5)

(B.6)

No(Ne=1){ 1 + p{x-1}1"° 2 (%)

- Nof{ 1+ p(x=1) 1°™7%(p?) * Nof 1 + p(x-1)]"°7"
+ Ne[ 1+ p(x-1) 1""Y(p) = No (No=1}p® - N3p* + Nep
x=1 :
= Nop{1l~p) (B.7}
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DISTRIBUCION HULTINOMIAL.
Un proceso multinomial se caracteriza por una funcion

distribucién multinomial de la forma :

No ! p'l‘l p;Z...p""
{No-n -R gn_~...n_¥In In In T.n ! s

No~nl-n2-.,..nm
P(n) = x [2-p,-p,~...-p_] paran + n +...+ n s No

(B.8)

0. en otro caso

donde n es ahora un vector que consta de m componentes, es decir
n = (“1'"2""'“.)

Su funcién generadora de probabilidad (ec. 3.5) es:

@ @ @

G(X,, % ,--0,%) =L T ... x"x"...x"" No!
vz e n1=0 n2=0 nmo = 2 " Me-n-...-n)fn f..on !
3 P )
1 N -n =n_-. .-
p;' pzz...p:' (3-p,-p,=+..~p 1" "y 2
- [ o
=7 ...t No !l
nis0 n2=0 nm=0 (No-n‘—...—n_)lnxl...n'l

(x,p)"1(x,p,) 2.0 (x,p ) "n

¥ -n_-n_-..-n

[l-pl—pz-...-p_] o "1 M2 .
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No
= [xp, + x,p,+ ...+ x P+ ( 1-p,=p,=+..-D,)]

No
=[21+p(x=-1) +p,(x,-1) + ...+ p(x31)] (B9
La media n, es

<n>= [BG]
ax X®,i0%= X = |
1 -

]

No
Mo 1 4+ p(x= 1) + ...+ p_(x- 1)] P,

K== %=1
3 a

= Nop1 (B.10a)
Yy en general para cualquier nl,donde 1=1,2,...,m.
< n|> = anl (B.10b})
Para las varianzas calculamos primerc las autocovarianzas

para n, su autocovarianza es
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No-~
°-2

=[Nu(No-l) [1+p‘x 1)+...+p‘x:1)] r°

2 2(Ro-1) 2
-Ne[ 1+ P (X~ 1) + ...+ p_(x~ 1)] P,

No
+ No[ 1+ p (x-1) + ...t p_(x~- 1)] p,]xl.,

cee=X = 1
-»
= No(nn-l)pf - Nuzpf + Nop, = Nop (1-p,) (B.11a)

para n, su autocovarianza es:

2 _ 2 ~ 2

05, = < n; > < n>

y de manera analoga se llega a

L -

0., = Nupz( 1 pz). (B.11b)
en general la autocovarianza para n, esta dada por

2 8°c _ 86 [ &G
ST [Exz ax l ax 1] ]
i i X=X= .,,.= Xx=1
1 2 -

i=1,2,...,m
uf‘ = Nop, (1-p,) 3 (B.11c)

las covarianzas estan definidas como
2

U‘j = < n|nj> - < np< n’>
o bien
2
JEI [.B.G.. .86 88 ]
1)
ax 8x 9% 8x - -
17 1 JAXT XS .= X 1

por ejemplo
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2 = [___B’G .2 8
12

8

xlaxz BX‘ ﬂxz

]x‘= X,= e0e= X 1

Ho-2

= [ No(No-1)[ 1 +p (%, 1) + ...+ P (x -1} PP,

He-1
(N +p ;1) + ..bpx-1] p )
Ko-1
(No[l+p1(xl-l)+...+pn(}_c—l)] pz)] - cye1
= ...=x=
= Na(Ne-1)pp, - ng‘pz = -Nop P, (B.12a)
o en terminos de los promedios {(ec. B.10b)
< n><n>
2 _ _ 1 2
%2 T T TR (B.12b)
en general la covarianza de nl Y nJ es
2 = e
O'U = Nup‘pj
o bien
o = - < n2<n> 1,3 = L2,000,m %3 (B.12¢c)
13 Ne

las distribuciones anteriormente mencionadas

no excluyen el caso

en que las probabilidades p, son dependientes del tiempo.
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