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RESUMEN 

El objetivo de este trabajo es estudiar el sistema de 
ecuaciones diferenciales que describen la cinética de los procesos 
involucrados en la fusión nuclear catalizada por muones, analizar 
su evolución temporal y describir su estadistica. 

El trabajo ha sido dividido en cinco capitules y conclusiones: 
En el capitulo I se da una introducción al fenómeno de fusión 
nuclear nuclear catalizada por ~uones con una breve exposición del 
desarrollo histórico, ,en el capitulo II se da una descripción 
microscópica de los procesos que ocurren en la fusión nuclear 
catalizada por muones. En el capitulo III se estudia 
estadisticamente la fusión nuclear catalizada por muones en su 
rama principal. En el capitulo IV se presentan métodos numéricos 
para resolver las ecuaciones que gobiernan la fusión nuclear 
catalizada por muones. En el capitulo V Ge presentan los 
resultados del programa a través de gráficas que ilustran el 
comportamiento temporal de las variables involucradas y se 
analizan los resultados. Finalmente se presentan algunas 
conclusiones. 



CAPITULO l. 

INTRODUCCION 

La fusión nuclear catalizada por muones (µ) es el nombre que 

se da a las reacciones nucleares en la que dos núcleos atómicos se 

fusionan gracias a la presencia de un muón. La función esencial de 

esta particula es reducir la dir;tancia entre los dos núcleos de 

una molécula de algun isótopo del hidrógeno. Este tipo de fusión 

también se conoce como fusión fria, debido a que las temperaturas 

óptimas a las que ocurren las reacciones nucleares s::m de 

alrededor de 9oo0c. Esto contrasta con laG temperaturas 

requeridas en los experimentos do fusión termont1clear en reactores 

de tipo tokamak, donde un plasma de deuterio (d) y tritio (t) 

confinado magnéticamente es cnlentado a una temperiltura similar a 

a del Sol. La fusión catalizada por muones se presenta como una 

opción para lograr la fusión nuclear a bajas temperaturas. 

Antes de referirse a como se descubrió este tipo de reacción 

y como se fue avanzando en la comprensión de la misma y sus 

posibles implicaciones, es conveniente señalar aunque sea 

someramente , que son los muones y cómo pueden producirse. 

Los muones son particulas elementales de vida corta(vida 

media de 2. 2 x 10- 6 seg.). Se encuentran formando parte de los 

rayos cósmicos secundarios, y son producidos cuando los rayos 

cósmicos primarios colisionan con los nucleos de los átomos o 

moléculas que fonnan la atmósfera superior. Los muones talllbién se 

pueden producir artificialmente haciendo chocar un haz de iones 

muy energético contra algun blanco (Carbón por ejemplo), en estas 



colisiones se producen las particulas llamadas piones que pueden 

ser positivos rr •) , negativos rr-) o neutros rrº); estas 

particulas decaen rápidamente y producen muones en el proceso de 

decaimiento, los muones pueden tener carga positiva 

negativa ( µ-). Debido a que la masa del muón es 207 veces mayor 

que la de un electrón (e), los muones negativos pueden ser 

aprovechados para catalizar una reacción de fusión entre dos 

núcleos atómicos. El efecto catalizador del muón aparece al 

sustituir un electrón por un muón en una molécula ordinaria (por 

ejemplo la molécula 0
2 

ó DT), ya que la distancia efectiva entre 

los núcleos átomicos se reduce y con ello aumenta la probabilidad 

de que se presente el efecto tunal. 

1.1 BOSQUEJO HISTORICO 

La Primera identificación e interpretación correcta del 

decaimiento de un pión, 

rr- ~ µ-+ v,* (1.1) 

fue realizada por Lattes, Occhialini y Powell en 1947 [l]. Por esa 

misma época en los grupos de F. c. Frank y A. o. Sakharov [2],[3] 

se analizó cntusiastamentc la posibilidad de utilizar los muones 

como catalizadores. En un trabajo presentado en 1948 Sakharov 

discutió ampliamente el tema de la fusión nuclear catalizada por 

muones; ahi se predijo que una vez formado un iórunuónmolecular la 

fusión nuclear ocurriria casi inmediatamente; también se planteó 

la posibilidad de utilizar la fusión nuclear catalizada por muones 

para la producción de energia. 

* V repreaenla un neulrtno, que como su nombre lo lndlca ea partícula 

neutra cuyo. t&n pequeña. que ha podido delermlnar 



La primera observación de la fusión catalizada por muones fue 

hecha sin embargo hasta 1957 par Luis W. Alvarez (4),[5) y sus 

colegas en Berkeley. En el estudio de las interacciones kaanicas 

se analizaban en aquella época ciertas trazas en fotografias de 

una cámara de hidrógeno contaminada por deuterio, dicha 

contaminación, entonces indeseada, vendria a dar resultadas muy 

sorprendentes respecto a la catalisis de la fusión nuclear par 

muones. 

En dichos análisis se observaran trazas de muones can 5.4 

Mev de energia y trayectorias que correspondian a las fusiones que 

catalizaba el muón, dichas trazas terminaban con el decaimiento 

del muón. Para explicar este fenómeno se propuso que el muón era 

primeramente frenado hasta energias del arden de eV's, luego 

interactuaba con un átomo de hidrógeno (H) y expulsaba un 

electrón. Este proceso de expulsión de un electrón recibe el 

nombre de AUGER, 

- * + e ' (1.2) 

y da lugar a un átomo muónico neutro. cuando el átomo muónica 

de hidrógeno chaca con un átomo de deuterio, existe una 

probabilidad relativamente alta de transferencia del muón, a este 

tipa de reacción se representa por 

{ pµ ) + D ,._. ( dµ ) + H. (l.J) 

Posteriormente si el átomo dµ choca can un átomo de hidrógeno se 

forma el ión muónmolecular { pdµ ), i.e. 

( dµ ) + H ,... ( pdµ ) + e. (1.4) 

* ,t.qu1 p reproaenta al prot.C:n quo nócleo dol átomo d• 

hldrÓqtina. r1 deutero'n . VCll, el niicleo del ¿tomo de 

deuterlo D y y ol trlldn .. el núcleo dol 6.lomo do trltlo r. 



Los nucleos p y d están muy cerca debido a que el muón es 207 

veces más masivo que un electrón, el ión muónrnolecular formado 

es más pequeño que una molécula normal de H ó D
2

, esto ocasiona 

que la probabilidad de penetración de la barrera coulombiana 

aumente ( corno se explicara mas adelante ) y se pueda lograr la 

fusión produciéndose 3 He y liberandose energia, 

pdµ ) ,.. 
3
He + µ + 5. 4MeV. (l. 5) 

Por muchos años los unicos datos experimentales disponibles fueron 

los de Berkeley y Liverpool .A pesar de que el grupo de Berkeley no 

conoc1a los trabajos realizadOf; en los años 40's por Frank y 

Sakharov, dedujeron con la ayuda de Edward Teller [4],[5], que las 

trazas en estudio correspondian a las reacciones de fusión 

catalizadas por muones. En 1968 Luis w. Alvarez (4] en su discurso 

de aceptación del premio Nobel, fue un poco más allá de lo que por 

el momento habian encontrado y mencionó que habian resuelto los 

problemas energéticos de la humanidad para el resto del tiempo. 

Sin exnhargo posteriormente se encontró que las reacciones que el 

muón podia catalizar eran muy pocas, en promedio un muón sólo 

podia catalizar una reacción, esto obviamente no seria Util en la 

producción de energia. Se realizaron más experimentos con 

diferentes isótopos del hidrógeno y otros elementos. Por ejeinplo 

si; observó que utilizando una mezcla de deuterio y tritio el 

número de fusiones catalizadas por muón aumentaba. 

V. P. Dzhelepov y sus colegas [6] del Instituto Asociado para 

la investigación Nuclear en Oubna, encontraron que la razón de 

formación del ión en el proceso de fusión dependia fuertemente de 

la temperatura y de la densidad, obtenienc.o.::;,, más fusiones por 



muón a altas temperaturas. 

Gershtein y Zel'dovich investigaron teóricamente varios de los 

fenómenos involucrados en los procesos de la fusión catalizada por 

muones, y publicaron sus resultados en una serie de articulas de 

1957 a 1960. 

Ellos encontraron que, independientemente de la cantidad de 

isótopos de hidrógeno en la mezcla, tan sólo se pueden esperar 

unas cuántas fusiones por muón ¡ esto debido a que la razón de 

formación muónmolecular era a lo más de 10 6 s-1
, lo cual es 

comparable con el inverso de la vida media del muón (2. 2 x 

lo: 6 seg.). Lo anterior desvaneció el entusiasmo originalmente 

despertado por Al varez, y redujo toda esperanza acerca de la 

posibilidad de obtener energia de la fusión catalizada por muones. 

Posteriormente en 1961 y en los diez años siguiente~ 

Zel 'dovich y Gershtein [7) hicieron mediciones de las razones de 

formación de los iones ( ppµ ) , ( pdµ ) , ( ddµ ) ; dentro de los 

errores experimentales se encontraron los mismos resultados 

concernientes a los tiempos reportados para la formación 

mesomolecular. En dicha formación se observó el proceso de Auger 

dµ ) + H
2 

>-> ( pdµ ) + e + H (1.6) 

En 1967 E. A. Vesman (8] de la Academia Estoniana de Ciencias 

elaboró algunos modelos teóricos muy importantes de la formación 

del ión muónmolecular ( ddµ ). El propuso que además de proceso de 

Auger,la formación del ión mu6nmolecular podria ocurrir por 

transferencia de energia, de la energia de amarre a los niveles 

vibracionales y rotacionales de la molécula que aloja al ión 

5 



muónmolecular. 

Este proceso seria po5iblc sólo si existen estados débilmente 

ligados de la mesomolécula, con una energia de amarre menor que la 

energia de disociación de una molécula de hidrógeno, que es de 

4. 3 eV Debido a la naturaleza cuantizada de las excitaciones 

moleculares, este proceso debe tener un comportamiento resonante y 

de esta forma la razón de formación debe ser muy sensible a la 

enegia cinética (i.e.temperatur&) de los átomos muonicos. 

En 1977 S. S. Gershtein , L. I. Ponomarev y colaboradores [9], 

basados en el modelo de Vesman , predijeron ciertas temperaturas y 

densidades óptimas. El grupo de Ponomarov calculó varios 

niveles de energia de las mesomoléculas con una exactitud del 

orden de 0.1 eV, y probó la existencia de un estado débilmente 

1 igado de la mesomolécula ( ddµ ) con una energia de amarre de 

alrededor de 2 ev. Los experimentos realizados a distintas 

temperaturas confirman el esquema de Vesman (de esta forma se 

demostró la efectividad del modelo propuesto por Vesman). 

Gershtein y Ponomarev predijeron que una mezcla de deuterio y 

tritio produciria iones muónmoleculares (dt11) con una razón de 

formación mayor que con otras mezclas de isótopos de 

hidrógeno. Esto fue confirmado con los experimentos de Bystritsky 

[10], en 1980, quien además encontró un limite inferior hdtµ ~ 2 x 

108 s- 1 ,donde Adtµ es la razón de formación del ion dtµ. 

6 



Esto significaba que en una mezcla de deuterio y tritio el 

proceso de fusión ocurriria con mayor rápidez y se lograria 

catalizar alrededor de cien reacciones de fusión antes de que el 

muón decayera. Este hecho abrió de nuevo las puertas a la fusión 

catalizada por muones como un candidato importante para la 

producción de energia. 

Estos resultados dieron origen a una nueva serie de 

experimentos encaminados a la medición más precisa de los niveles 

de energia de la mcsomolécula o ión muónmolecular. Asi por ejemplo 

en 19Bl en el grupo de Viena SIN ( swiss Institut of Nuclear 

Research ) [11] se realizaron varios trabajos sobre la estructura 

hiperfina (HS) de la mesomolécula o ión muónmolecular. 

Para el estudio del fenómeno de resonancia y de la fusión 

catalizada por muones se han realizado un sinnúmero de trabajos 

teóricos, entre otros se encuentran por ejemplo, los escritos por 

Gershtein y Zel'dovich (1961) [7), Alvarez (1972) [4], Massey 

(1974) [12), Gershtein y Ponomarev (1975) [13], Ponomarev 

(197B) [14], Meyer-ter-Ven (1979) [15], Rafelsky (1979) [16], 

Breunlich (1981) [11], Fiorentini ( 1981) [17). 

Uno de los problemas más importantes con que se enfrenta la 

fusión catalizada por muones es la adecuada y eficiente producción 

de muones. Con el propósito de minimizar el costo de energia 

de la producción de muones, Petrov ideó en 19BJ [lB] un mecanismo 

que incrementaria la energia de salida de la cadena de reacciones. 

Esta idea dió lugar a un reactor hibrido, es decir un reactor de 

fisión-fusión, que aumentaría la eficiencia de producción de 

7 



energia suponiendo que no se pudieran catalizar más de 100 

reacciones de fusión por muón. 

1.2 REACCIONES DE FUSION NUCl,EAR CATALIZADA POR MUONES 

A continuación se explican los tres tipos de reacciones que se 

han estudiado en la fusión nuclear catalizada por muones: 

1.2.1 Reacción !!.=!! 

Esta fue la primera reacción observada experimentalmente, y 

surge como consecuencia de inyectar rnuones a una mezcla de 

hidrógeno y deuterio. Un proceso altamente probable es que el muón 

choque con una molécula de hidrógeno ( H
2 

) ocasionando que un 

electrón salga de su orbita molecular y el muón quede en su lugar 

(proceso de Auger) ; estó sucede únicamente cuando el muón ha 

chocado ya antes con varias moléculas y ha perdido la suficiente 

energia para llevar a cabo la reacción y reemplazar a un electrón 

µ + H r» ( pµ ) + e. (l. 7) 

cuando este átomo rnuónico está en una molécula HD, el muón se 

transfiere al deuterio debido a que este tiene mayor masa 

( pµ ) + D r. ( pdµ ) + e (l. 8) 

Ya que el muón acarea los núcleos de hidrógeno y deuterio 

aproximadamente 207 veces más de lo que ocurre en una molécula 

ordinaria 1 las fuerzas nucleares tienen un efecto importante, y 

dan lugar a la fusión de los núcleos de hidrógeno y deuterio por 

efecto tunel 

( pdµ ) ,_,, 3He + µ. (1.9) 

8 



En realidad el describir la cinética de las reacciones de 

fusión es algo un poco más complicado de lo que parece por que 

pueden ocurrir otros fenómenos que reducen la eficiencia del muón 

para catalizar reacciones, así por ejemplo el muón puede decaer 

antes de que ocurra la fusión, o bien puede guedarse adherido al 

helio producido en una reacción de fusión ("sticking"). 

Se observó que la parte del proceso que require más tiempo 

es la formación del ión muónmolecular pdµ , con 10-
7 segundos. Asi 

entonces se tendrá que en promedio un muón sólo cataliza una 

reacción de fusión ya que la vida media del rnuón es de ~ 2.2xlo-• 

segundos. El problema principal para que el muón siga catalizando 

más reacciones de fusión es, como ya se mencionó anteriormente, 

la perdida del muón mismo debido a su captura por el 'He producto 

de la fusión. 

1.2.2. Reacción 9..::9. 
En la fusión catalizada por muones en deuterio puro, el muón 

después de ser termalizado choca con una molécula de deuterio (D
2

) 

y da lugar, nuevamente, al proceso de Auger 

µ + D
2 

>-• ( dµ ) n + D + e (l.10) 

Aqui ( dµ )n significa que el muón está en el estado n-ésimo, 

con n el conjunto de números cuánticos que determinan dicho 

estado. Cuando el muón esta en el estado n o bien ya ha pasado al 

estado base, puede ocurrir la reacción: 

dµ + 0
2 

H [ ( ddµ ) d2e ] ~k (l.11) 

donde v y k son los números cuánticos de los niveles vibracional y 

rotacional de la molécula (ddµ) d2e respectivamente, y el 

superindice • significa que está en un estado excitado. 

9 



Cuando se forna la molécula compleja escrita anteriormente ocurre 

casi inmediatamende la fusión del ión ddµ, entonces existen dos 

caminos igualmente probables para la fusión: 

ddµ ,_,, 'He + n + µ ( l.12a) 

y 

ddµ,...,t+p+µ (l.12b) 

En este tipo de reacciones se observa que el número de 

fusiones catalizadas por un muón es de aproximadamente una, 

asimismo se encontró que el tiempo de formación del ión 

muónmolecular ddµ disminuye cuando aumenta la temperatura. La 

temperatura sin embargo no puede elevarse indefinidamente pues las 

moleculas del deuterio se disociarián y el proceso de formación 

del ión muónmolecular seria muy poco probable. 

Los procesos detrás de la reacción 

dµ + 0
2 

,... [ ( ddµ ) d2e J ~. (l.13) 

se lograron entender después de varios años de investigación; la 

idea central de como se forma el ión muónmolecular dentro de una 

molécula más compleja fue sugerida por Vesman en 1967. Como 

vimos anteriormente, él propuso que la energia que se libera al 

formarse el ión ddµ debe ser absorbida por algun mecanismo interno 

de la molécula. Entonces cuando el átomo muónico dµ choca con 

la molécula o
2 

se forma el ión ddµ como uno de los núcleos de la 

molécula compleja: esta molécula podria absorber la enegia de 

amarre expulsando a un electrón a alta energia, mecanismo 

relativamente poco probable). Otro posible mecanismo de absorción 

10 



de energia se da cuando la suma de la &nergia de amarre Eb del ión 

ddµ y la energia cinética E• del deuterio muónico dµ, que choca 

con un deuterio de la molécula 0
2

, es lo suficientemente 

pequeña para que pueda ser absorbida en uno de los niveles 

rotacional y vibracional de la molécula compleja 

E + E = l>E. 
b k 

(L.14) 

Debido a que los niveles de energia de la molécula están 

cuantizados, la expresión anterior es la condición de resonancia 

para que se pueda formar el ión muónmolecular ddµ. La dependencia 

con la temperatura aparece através del termino E, que es la enegia 

cinética del átomo muonico. 

Cálculos teóricos muestran que existe un estado del ión 

muónmolecular ddµ con una energia de amarre de 1. 91 eV 

((v,k)=(l,1)), esta energia es menor que la energia de disociación 

de la la molécula 0
2

, la cual es de 4.5 eV. Gracias a este hecho 

puede ser factible el fenómeno de formación resonante de la 

molécula [ ( ddµ )d2e ] ~ •. 

La razón de formación del ión ddµ, ;>.••µ' (vease figura l), es 

la suma de la contribución no resonante (la energía de amarre 

liberada se transforma através de un proceso de Auger en energia 

cinética de un electrón en la molécula 0
2
), y la contribución 

resonante: 

11 



+ >. 
rea ro• 

(l.15) 

º' 

Flq.1.1 Hecanlomo do form.aclon del Ion a} Proceao resonante 

b} Proceao resonante 

También se han realizado experimentos más detallados, en los 

cuales se toma en cuenta la estructura hiperfina de los átomos 

muonicos y los iones muónmoloculares. Asi, se pueden mencionar 

los trabajos que al respecto se han hecho, Breunlich et al 

(1984) [19), Lederman y colaboradores (1963) [20), 

12 



1.2.3 Reacción g=.t 

En una mezcla de deuterio y tritio a la que se inyectan muones 

ocurre la reacción de fusión mediante el siguiente proce"'°' el 

muón choca con un electrón de un núcleo de deuterio, y lo desplaza 

para formar un deuterio muónico dµ, después, debido a que el 

deuterio muónico choca con otros átomos, ocurre con alta 

probabilidad que através de los choques que el muón se transfiere 

al tritio, 

dµ + t ,... tµ + d: (1.16) 

después el átomo muónico tµ al chocar con una molécula de deuterio 

0
2 

o con una molécula ele deuterio-tritio DT puede formar un ión 

muónmolecular dentro de la molécula mediante el proceso de 

resonancia: 

dt¡¡ }d2e ]~• 

dtµ }t2e J~, 

(l.17a} 

(l. l 7b} 

Posteriormente dentro del ión muónmolecular ocurre la fusión 

de un núcleo de deuterio y uno de tritio con la consecuente 

liberación de energia: 

dtµ >-> 4He + n + µ - + 17. 6 Mev (1.18) 

Debido a que en este tipo de reacciones se ha observado una 

elevada razón de formación resonante dtµ, se han efectuado gran 

cantidad de experimentos al respecto, asi, por ejemplo, en Los 

Alamos Meson Physics Facility (LAMPF} [21), (22) ,[23], (24) y (25], 

se encontró que un solo muón puede catalizar del orden de 100 

fusiones. 

13 



11.1 

CAPITULO 11 

DESCRIPCION MICROSCOPICA DE LOS PROCESOS QUE OCURREN EN LA 

FUSION NUCLEAR CA T ALIZADA POR MUONES 

FORMACION DE A TOMOS MUONICOS 

En una mezcla de deuterio y tritio se pueden formar tres tipos 

diferentes de moleculas como deuterio-tritio (DT)' 

deuterio-deuterio (DO ó 0
2

) y tritio-tritio (TT ó T,). Como hemos 

vis to, cuando se inyectan muones energéticos en dicha mezcla, 

ocurre que estos se termalizan a consecuencia de las colisiones 

hasta tener la energia suficientemente baja para desplazar a un 

electrón de la molécula (proceso de AUGER). El muón como el 

electrón sólo puede estar en ciertas orbitas estables, en la 

teória del átomo de hidrógeno se encuentra que el radio promedio 

para el estado base al cual se localiza un electrón del núcleo 

átomico es a
0 
= h/me2

, conocido tambien como radio de Bohr, donde m 

es la masa reducida del sistema núcleo-electrón, debido a que m
0
< 

mnuclco la masa reducida es aproximadamente la masa del electrón , 

entonces ªo""" h/mce
2

, en el casa de un átomo muónico ªi./" h/207mee
2

, 

esto significa que el muón está 207 veces más cerca del núcleo que 

un electrón. 

El muón, al quedar en una orbita mas cercana a un núcleo de 

una molécula, libera energía y ocasiona que la molécula se disocie 

y se forma propiamente el atomo muónico y un átomo normal, este 

átomo muónico esta formado por un núcleo de deuterio ó de tritio y 

un muón, 
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µ - + DT HI> dµ-te-+ eH dµ-+ T+ e - (2.la) 

µ - + DT de-tµ" + e,_,. D + tµ"+ e - (2.lb) 

µ + DD ,.... dµ" de"+ e ,.... dµ"+ D+ e - (2.lc) 

µ - + TT tµ"te- + e r. tµ"+ T+ e (2.ld) 

Debido a que el núcleo de tritio es de mayor masa que el 

núcleo de deuterio, la masa reducida del sistema núcleo de tritio 

más muón es mayor que el sistema núcleo de deuterio más muón, por 

lo que los radios promedios del muón de los estados estacionarios 

alrededor del tritio son menores que los radios correspondientes 

del muón alrededor de deuterio, y es por esta razón que muchos 

muones que originalmente estaban ligados a un núcleo de deuterio 

se transfieren, después de varios choques a núcleos de tritio: 

(2.2) 

donde la n significa que el átomo muónico formado puede estar en 

un estado excitado n. 

El átomo muónico viaja a tráves de la mezcla, si el muón se 

transfiere al tritio, se libera una energia de aproximadamente 

6En= 47/n2 eV superior a la energia cinética de los átomos a la 

temperatura T > cr=(3/2)KT ) ,con T cercana a la temperatura 

ambiente. Este átomo muónico viaja a traves de la mezcla 0
2 

+ T
2 

y 

choca con alguna de las moléculas formadas (0
2

, T 
2 

ó DT) para 

formar un ión muónmolecular. Con el proposi to de estudiar los 

niveles de energia de los iones, se han usado diversas técnicas y 

métodos de resolver el problema, que es un problema de tres 

cuerpos. 
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11.2 NIVELES DE ENERGIA DE UN SISTEMA COULOMBIANO DE TRES CUERPOS 

El hamil toniano de un sistema coulombiano de tres cuerpos 

[26], núcleo a, núcleo by un muón es 

H 1 V2 
- 1 V 2 

- 1 V 
2 

-R. -R.--R 
1 1 + 1 ' (2. 3) 

2M
6 

2Mb 2mµ µ lrµ-R.I lrµ-R•I IR.-R.I 

en donde se usan las unidades h=e=l. Al hacer un cambio de 

coordenadas al centro de masa, coordenadas internucleares y 

coordenadas del muón respecto al punto medio de los nucleos 

(figura 1.1),i.e. 

R R -R 
b • ' 

y 

r = rµ - (R
6
+R.)/2 

el hamiltoniano queda de la siguiente forma: 

H - 1 v
2 

-..];_(VR + KV ¡2 - 1 v
2 - l - 1 + l 

IBR 2 r -r r: r. Ir" 
T 

2M
0 

2m
0 

donde: 

M =m + M + Mb; M~t M:' + M:1; 
-1 -1 + (M• m mµ T µ . o + Mb)-1 

(2.4a) 

(2.4b) 

(2 .4c) 

(2.5) 

Después de separar la ecuación para el centro de masa, la ecuación 

de Schrodinger queda(Bracci y Fiornetini,1981 [27]) 

H~(r,R) = E~(r,R) (2.6) 
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con 

H = -__!__( VR + ¡;vr ) 2 -_!_V~ - l (2.7) 
2M

0 
2 2m

0 
r. 

b 

y 

figuro 2. 1 

Para determinar los niveles de energía se tienen que encontrar 

los valores propios de la ecuación anterior, para el caso que nos 

interesa ha sido analizada utilizando diversas técnicas 

aproximativas, entre otras, la aproximación de Born-oppenheimer 

(28], la aproximación adiabática [29),(30], en la que a su vez se 

hace un tratamiento perturbativo (29), y se aplica el método de 

dos niveles efectivos [31] o el de truncamiento (32). 

El HETODO DE BORN-OPPENHEIHER consiste en descomponer la 

función de onda en una parte electrónica y en una parte nuclear, 

~(r,R) = ~'1'.(R)l'10 (r,R), 

y en considerar primero a los nucleos fijos (es decir que los 
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nucleos son de mucho mayor masa que el muón). Las ecuaciones para 

cada parte estan acopladas, asi entonces 

(2.8) 

(2. 9) 

donde ~.(R) es la función de onda nuclear y ~.Cr,R) es la función 

de onda electrónica o muónica, TR es el operador enerqia cinética 

de los núcleos,c,, es la enerqia electrónica a la distancia R y 

V(r,R)es el potencial nuclear. 

Se pro~one un modelo para la enerqia electrónica c~R) 

alrededor del punto de equilibrio del ión (R=Ro), de tal forma que 

reproduzca las propiedades básicas y que sea matemáticamente 

sencillo.Asi entonces, frecuentemente se utiliza una aproximación 

conocida como potencial de Morse (33], que tiene la forma 

e (R)= -o + D[ exp(-(R-Ro)/a) - l ] 2
, 

donde D es la enerqia de disociación y Ro es la distancia de 

equilibrio. Para estudiar el movimiento de los núcleos alrededor 

de la distancia de equilibrio Ro, el potencial anterior se 

desarrolla en serie de potencias alrededor del punto Ro, asi 

entonces 

c~R) a -D + (l/2)Mw~(R-Ro¡2, 

donde M es la masa nuclear reducida, D 

Mw~ = ( a2E/aR2
) 

R•R 
o 
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Esta aproximación es de tipo oscilador armónico. La ecuación 

que se obtiene es, 

~ + 2M[ E+ D - (l/2)Mw
2

(R-Ro)
2
) ip =O. 

2M 
(2.10) 

Al descomponer 'l'(R) en su parte angular y su parte radial y 

haciendo el cambio de variable 'j)(R) = u/R, se obtiene la ecuación 

para la parte radial 

d
2u + 2M [ E + D - 1Mw~(R-Roj2 -~ ) u 

dr 2 Í 2MR 2 

o. (2.11) 

En esta aproximación los valores propios de la energia del 

sistema estan dados por 

EJV ·- D + Wo (V + 1/2) + ~ 
2MR~ 

(2.12) 

donde w es el núnero cuántico vibracional y J es el número 

cuántico rotacional, con los valores para las constantes se 

encuentra que existen estados ligados,i.e. E,v' o, para v=O y 

J=O, 1, E
00 

= -278eV y E
10 

= -143eV. Estó está en desacuerdo con 

mediciones experimentales de los espectros de moléculas donde se 

observa mayor número de estados ligados. 

La aproximación de BORN-OPPENREIHER falla debido al hecho de 

que la función de onda del sistema de tres cuerpos no se puede 

expresar adecuadamente como un producto de una función nuclear por 

una función electrónica. Otra posible solución al problema es usar 

la REPRESENTACION ADIABATICA que consiste en expander la función 

de onda por medio de un conjunto completo de funciones propias del 
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Harniltoniano: 

ho(R) (2. lJ) 

Al conjunto completo de estas funciones (¡>) se le llama la 

base adiabática. La función de onda del sistema expandida en la 

base adiabática queda corno 

donde v' .. ¡ 

[ p f(.~;R)zª't(R) + 
n "'O J J 1 

1 

Jmdkp ((,~,k,R)zª"(k,R) f 
o • 1 • 1 

son las funciones de Wigner normalizadas 

(-1) • exp(imp)D=~lt,0,0) + 

exp (-imv>)D;'.,.
1
(t,9, O) J 

(2.14) 

(2 .15) 

donde (n) son los números cuánticos referentes al movimiento 

muónico alrededor de los micleos y ( "t) son los números cuánticos 

que describen al movimiento nuclear. 

El problema radica posteriormente en evaluar los niveles de 

energia del sistema propiamente dicho; usando TEORIA DE 

PERTURBACIONES se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales 

para las z;~' s. De este sistema se obtenien las correcciones a la 

energia. También se han utilizado la APROXIHACION DE DOS NIVELES 

EFECTIVOS, el método de TRUNCAHIENTO y el método VARIACIONAL. 
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Como ejemplo se muestran en la tabla 2 .1 algunos resultados 

para diferentes iones y diversos estados vibracionales y 

rotacionales. 

Tabla 2 .1 

Jv (ppµ) (pdµ) (ptµ) (ddµ) (dtµ) (ttµ) 

00 252.95 221. 52 213. 97 325.04 319.15 362.95 
01 35.80 34.87 83.88 
10 106.96 97 .40 99.01 226.61 232. 44 289.15 
11 1.91 o. 6'4 45.24 
20 86.32 102.54 172.65 
30 48.70 

Espectro teórico de diversos Iones calculado con el método de 

truncamiento. 
(La energia esta en ev, Melezhit et al. 1981) 

El estado más debilmente ligado corresponde en los iones ddµ, 

dtµ y ttµ al estado J=l, v=l, y como se muestra en la tabla 2 .1 

tienen l. 91, o. 64 y 45.24 eV respectivamente. 

También se han calculado las correcciones a los niveles de energía 

debidas a diferentes fenómenos microscópicos como el movimiento 

relativista del muón, el tamaño finito y la polarización del 

núcleo, efectos de espín, apantallamiento electrónico 

y la polarización del vacio. Estas correcciones son pequeñas, del 

orden de meV. 
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11.3 FORMACION DE IONES MUONMOLECULARES 

La formación de iones muónmoleculares ocurre a través de la 

colisión: 

(Xµ) + X' ,_.. (XX'µ) + energia 

donde X,X'= p, d ó t. 

El proceso de formación del ión se clasifica de acuerdo al 

camino en que la energ ia de amarre es liberada, está energ ia se 

puede transferir a un electrón (proceso de AUGER ó no resonante) o 

puede ser transferida a la molécula que aloja al ión (proc<?so 

resonante) corno se explicó anteriormente. 

De acuerdo a los datos experimentales el proceso no resonante 

explica la formación de los iones (pp11) y (pdµ), y el proceso 

resonante explica la formación de los iones (ddµ) y (dtµ). 

Como un resumen de los resultados teóricos y experimentales 

que dieron lugar a la interpretación de que el proceso de 

formación de los iones ppµ y pdµ es no resonante, se muestra la 

tabla 2.2. Ahi aparecen tanto resultados experimentales como 

teóricos de la razón de formación de los iones mencionados (L. 

Bracci y G. Fiorentini, Phys. Reports, 1982), y se puede observar 

que ambos concuerdan. Esto sin embargo no ocurre con ?.ddlJ y ?.•tµ. 
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tabla 2.2 

fuente >.ppµ 
6 -1 10 seg 

Dzhelepov et al.(1962) 
Exp. T. A. 

Bleser et al.(1963) 
Exp. T. H. L. 

conforto et nl.(1964) 
Exp. ·r. H. L. 

Bodyashov et al.(1968) 
Exp. T. A. 

Bystritsky et al.(1975) 
Exp. T. A. 

Cohen et al. Teórico 
Zel'dovich y Gershtein(l960) 
Teórico 

Ponomarev y Faifman(l976) 
Teórico 

1.5 ± 

1.89 

2.55 

2.74 

2.J4 

3.9 
2.6 

2.20 

0.6 

± 0.20 

0.18 

± 0.25 

± 0.17 

Aprlµ 

6 -· 10 seg 

5.8 ± 0.3 

6.82 ± 0.25 

5.53 ± 0.16 

3.0 
1.3 

5.91 

Razones de formación de los iones (ppµ) y (pdµ), los valores 
experimentales fueron obtenidos a temperatura ambiente (T.A.) y a 
la temperatura del hidrógeno liquido (T.Jl.L.). 

11.3.1 FORMACION HESONANTE 

Anteriormente se mostró gue el estado débilmente ligado del 

ión (ddµ) es (J,v)=(l,l) con una energía de amarre de l.9leV que 

es menor que la energia de disociación de una molécula de 

hidrógeno, 

E • 4 .5eV 
Ola 

Este hecho muestra la posibilidad de que exista otro mecanismo de 

transferencia de energía además del proceso de AUGER · tal 

como el de la transferencia de energia a uno de los niveles 

rotacionales y vibracionales de la molécula [ (ddµ)d2e ], 
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(dµ) + D
2 

,_,, [ (ddµ) d2e ] (2.16) 

El nombre de resonante proviene del hecho de que la 

transferencin sólo es posible para ciertas energías del átomo 

muónico. Esto ocurre cuando la energia cinética cR del átomo 

muónico más la energia de amarre Eb del ión formado es igual a la 

energia /IE de uno de los niveles rotacional y vibracional de la 

molécula, 

e + E = /IE 
n b 

Es debido a esta condición que existe una dependencia de la 

razón de formación del ión (ddµ) con la temperatura. El máximo de 

la razón de formación aparecera entonces cuando la temperatura del 

deuterio corresponde a la energia cinCt1ca adecu;:ida para que se de 

la resonancia. La razón de formación del ión (ddµ),Addµ' es 

entonces la suma de la contribución no resonante que depende 

débilmente de la temperatura más la contribución resonante, que 

depende fuertemente de ella, asi 

Además de los fenómenos ya mencionados existen otros que se 

tienen que tomar en cuenta para un cálculo más detallado de Addµ· 

Por ejemplo, en un gas de deuterio las moléculas 0
2 

tienen 

diferentes niveles rotacionales y vibracionales, que siguen una 

distribución de Boltzmann, la formación de los iones (ddµ) ocurre 

entonces a diferentes energias resonantes c., y la razón de 

formación es entonces una superposición de las diferentes energias 

a las que se forma el ión. También son importantes las correciones 
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en la energia débido a la estructura hiperfina de las átomos y de 

los iones, esto significa que existe un ºdesdoblamiento" de 

los niveles de energía débido al efecto del espin de las 

particulas. 

11.3.2 FORMACION DEL ION MUONMOLECULAR dtu 

Calculas teórl.cos predicen un estado débilmente ligado en el 

ión (dtµ) el cuál es (J, v) (1, 1) y corresponde a una energia 

Eb = {0.64 ± O.OS)eV. La formación resonante para este ión también 

es altamente probable por que su energia de amarre es muy 

pequeña. La molécula compleja que aloja al ión (dtµ) se excita a un 

estado con un número molecular vibracional, vH, más pequeño que 

en el caso de la formación del ión {ddµ), se ha calculado v" =3 

(Ponomarev (1981)). 

La razón de formación del ión (ddµ), "adµ' es del orden de 

106s-• y para el ión (dtµ) se predijo una razón del orden de 

108s-• (Gershtein y Ponomarev (1981) (34]). Experimentalmente midiendo 

la producción de neutrones se encontró un limite inferior para la 

razón de formación, que confirma la predicción de Gershtein y 

Ponomarev (1977) (9], >..,
11

• 2 x io•s-1 

De los calculas teóricos se desprende que la producción de 

neutrones no es muy sensible a la razón de formación muónmolecular 

i\.•tµ' Se realizaron experimentos en el intervalo de 93 - 613 °K 

y no se observó variación en la producción de neutrones. Este es 

un resultado diferente al de la formación del ión (ddµ)) donde se 

observa que ;>.ddµ depende fuertemente de la temperatura. Para 
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explicar por que Adtµ no varia con la temperatura se tienen dos 

hipótesis, la primera dice que la razón de formación Adtµ si 

cambia con la temperatura de acuerdo al modelo resonante, pero los 

cambios apreciables ocurren a temperaturas más elevadas que las 

investigadas. La otra, señalada por Ermolov, dice que los átomos 

muónicos (tµ) formados a traves de la reacción 

(dµ) + t ,_. (tµ) + d (2.17) 

tienen una energia de 19 eV y no alcanzan a tener la energia 

térmica antes de formarse el ión muónmolecular (dtµ), esto 

explicaría que las variaciones en la temperatura de la mezcla no 

corresponden a las variaciones en la energía cinética del átomo 

muónico (tµ). 

Cuando el ión (dtµ) está en el estado débilmente ligado 

((J,v)=(l,l)), los núcleos de deuterio y tritio están en promedio 

unas 200 veces más cerca que una molécula normal de deuterio (0
2

) 

ó tritio (T
2

) , en estas condiciones el sistema pasa de un estado 

débilmente ligado a otro más ligado que es el estado (J,v)=(D,D) 

el más probable con una energia de 319.15 eV, esta energia se 

transfiere a un electrón orbital. Al quedar más ligado el sistema 

aumenta la probabilidad de penetración coulotnbiana de los núcleos 

y se produce la fusión muy rápidamente, 

dtµ r• 4 He + n + 17.6 MeV (2.18) 

En una molécula normal de deuterio-tritio el potencial de 

interacción tiene una forma como la mostrada en la figura l. 2. 

Este potencial es atractivo alrededor de rz 10"0cm, para distancias 

menores es repulsivo debido al termino centrifugo h l(l + 1J/r2
, y 

para distancias aún menores, del orden r 

potencial se vuelve atractivo debido a las fuerzas nucleares que 
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son de corto alcance y muy intensas. 

V 
t1" l IJ-ti\ 

\/ f'l 
\ 

E<O 

~------------------ ... 

flqura 2.2 

GraflcA del polcmclol para una i:wJo:kula de hldró11eno 

Si la molécula está en un estado ligado, es decir E<O, existe 

la probabilidad de que ocurra la fusión, esta probabilidad depende 

de la altura de la barrera, del ancho de la misma y de la energia 

cinética de los micleos, el muón por estar más cerca en promedio 

de cada núcleo por apantallamiento contrarresta parte de la 

repulsión electróstatica entre los nucleos, esto ocasiona que los 

núcleos se acerquen más entre si. El efecto es que la barrera 

coulombiana (figura l. 3) se reduce y aumenta la probabilidad de 

penetración y con ello la fusión de los núcleos. 
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V 

La energia liberada en la fusión de los núcleos de deuterio y 

tritio se distribuye entre loa productos 'He, un neutrón y el muón 

que puede seguir catalizando más reacciones de fusión. 

La formación rlel ión dtµ previa a la fusión tiene claramente 

un limite de temperatura debido a que las moléculas 0
2

, DT ó T
2 

de 

la mezcla se pueden disociar; cuando esto ocurre la formación de 

dicho ión no se puede llevar a cabo por medio de la formación 

resonante, y aunque sin embargo existe la posibilidad de que se 

lleve a cabo la fusión directa de los átomos dµ + t ó tµ + d, la 

probabilidad de que esto ocurra sólo es relevante si la 

temperatura y la densidad del medio son muy altas. Lo 

anterior llevaría al tratamiento usual de plasmas termonucleares. 
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11.4 ADllESION Y REACTIVACION DEL MUON 

En los procesos anteriormente mencionados que limitan el 

número de fusiones, es importante considerar además el proceso de 

la adhesión (o "sticking"). Este fenómeno consiste en que el muón 

se quede pegado a alguno de los productos de la fusión de carga 

positiva. En el caso de la fusión del ión dtµ el muón puede 

quedarse adherido al helio 4 (particula a) y formar un ión o un 

átomo de helio ( a¡; ó 4 He¡; ) . De esta forma ol muón permanece 

pegado al helio y entonces ya no puede s~guir catalizando tnás 

reacciones de fusión. 

Bracci y Fiorentini en 1981 hicieron estudios teóricos 

preliminares para calcular la probabi.1 idad de adhesión w para el 

caso del ión dt¡; y encontraron que w
8 

= l. 21 As1 entonces un 

muón en promedio se queda pegado a un núcleo de helio después de 

catalizar 80 reacciones de fusión. 

Para determinar el número efectivo de reacciones de fusión que 

un muón puede catalizar se han hecho estudios acerca de la 

posibilidad de que el muón se libere del núcleo de helio despues 

de estar pegado. El ión (a¡L) se forma casi inmediatamente después 

que ocurre la fusión con una energia de 3. 5 Me V y viaja a través 

del gas chocando con las moleculas cjú'., lo rodean, de esta forma va 

perdiendo energia. Mientras su energia sea superior a un valor 

umbral minimo, el muón puede ser desprendido de la particula a y 

de esta forma seguir catalizando más reacciones de fusión. Por lo 

tanto, J.a probabilidad de que el muón una vez adherido al helio 

permanezca asi después de termalizarso es menor a w., asi 
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W
9 

erf" (l-R)w
9

, 

donde R es la eficiencia de reactivación, luego entonces, w, orr es 

la que realmente determina el numero de fusiones por muón. Además 

del fenómeno de despojo el muón también puede ser 1 iberado por 

ionización directa. 

Se ha calculado la eficiencia de reactivación R,en R = 0.24 

con un error relativo del 20% (Bracci y Fiorentini (1981) (21]). 

El grupo de Gershtein en 1981 tambien ha reportado un valor de la 

eficiencia de reactivación para el ión dtµ de R ~ 0.23. Dentro de 

los limites de aproximación éstos valores concuerdan entre si. 

Con los valores anteriores se encuentra que w • 
• eff 

0.91% ' 

esto significa que un muón, a lo más, puede catalizar 110 

reacciones de fusión antes de ser atrapado por un nucleo de helio 

4. En la actualidad los esfuerzos se concentran en como entender 

mejor que factores determinan la producción de neutrones y 

especialmente como influye w, en dicha producción, también se 

trata de entender como depende "'• de la concentración, de la 

densidad para poder de esta forma optimizar los experimentos y 

obtener más fusiones por muón. 
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11.5 CADENA PRINCIPAL EN LA FUSION NUCLEAR CATALIZADA POR MUONES 

El esquema general de todos los procesos que ocurren en la 

fusión nuclear catalizada por muones (f.n.c.m.) en una mezcla de 

deuterio-tritio (D
2
+T,>, para cualquier densidad y concentración 

de los componentes se muestra en la figura 1. 4, Ahi A
0
= o. 4 55 x 

10
6s-• es la razón de decaimiento del muón, rp = N/N

0 
es la razón 

de la densidad de los núcleos de la mezcla (N) a la densidad del 

hidrógeno liquido 

captura del muón en una orbita k de un atorno de deuterio o tritio 

a la densidad N ( >.: es la razón de captura con respecto a la 

densidad N
0 

) , >.dt es la razón de intercambio isotópico dµ + t '"'° 
tµ + d; >.dtJJ'"dd/l'"ttJJ son las razones de formación de los iones 

muónmoleculares dtµ, ddµ y ttµ respectivamente; Cd y et son las 

concentraciones de deuterio y tritio (Cd + Ct= 1), >.r' >.,d Y Art 

son las razones de fusión núclear de los iones dtµ, ddµ y ttµ 

respectivamente (promediadas sobre todos los estados de espin de 

los iones), wd,w~ ,wt y "'• son los coeficientes de adhesión de los 

muones a los productos cargados de la fusión de las reacciones 

nucleares representadas en la figura l. 4. Por otro lado N~tNµ (t) 

es el número de muones libres al tiempo t, N•JJ •y N,µ el número de 

deuterios muonicos y tritios muonicos Ndtµ' Nddµ Y Nttµ el 

número de iones muónmoleculares dtµ, ddµ y ttµ; finalmente Nn, Nnd 

y N 
nl 

representan el número de neutrones emitidos en las 

reacciones de fusión de los iones dtµ, ddµ y ttµ respectivamente. 



fl IJUr.n 2. f. 

El estado débilmente ligado del ión ddµ corresponde a una 

energia de l. 9leV la cual es mayor que la energia de amarre 

correspondiente para el ión dtµ de 0.64 ev, por lo que se espera 

que la razón de formación de los iones dtµ sea mayor. 

Experimentalmente se ha encontrado que .... ,µ" io"s-1
, •""µ" .a x 

106 s-' y \tµ" J x 106s- 1
, esto indica que ocurrirán más fusiones 

debidas al ión dtµ y entonces la cadena principal en la f.n.c.m. 

en una mezcla de deuterio-tritio es, 
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Dado que las reacciones involucradas en los procesos de la 

f .n.c.m. son de naturaleza probabilistica, es necesario estudiar 

estadisticamente las reacciones de fusión en una mezcla 0
2 

+ T
2 

cuando se inyectan muones, cada variable (N11 ,Ndµ' •.• ,Nn,Nnd'Nnt.) 

representa una especie en el conjunto de procesos que ocurren en 

la f.n.c.m., estas variables no son independientes unas de otras 

es decir están correlacionadas, por que por ejemplo el numero de 

iones dtµ que hay en un instante dado depende del número de átomos 

muónicos tµ ó dµ formados instantes antes. 

En el capitilo III se estudiará estadisticamente la cinética 

de la f. n. c. m considerandola un proceso estocástico y con la 

suposición simplificada de que la rama principal es la más 

importante. 

Asi pués se estudiara no sólo el comportamiento promedio de la 

población de las diversas especies involucradas en los procesos de 

la f. n. c. m sino también las dispersiones de éstas cantidades 

alrededor de sus valores promedio. 
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CAPITULO 111. 

III.l CONCEPTOS ESTADISTICOS BASICOS 

En general las variables dinámicas que describen el 

comportamiento de un sistema fisico, siempre tienen fluctuaciones 

alrededor de sus valores promedio aún cuándo el sistema esta en 

estado de equilibrio. En muchas ocasiones estas fluctuaciones son 

indeseables y tratan por lo tanto de eliminarse, sin embargo en 

muchas ocasiones estas fluctuaciones son intrinsecas al sistema y 

no pueden eliminarse. 

En estos casos las fluctuaciones contienen información acerca 

del sistema en estudio y su analisis estadistico puede dar una 

visión más completa de este. 

Antes de empezar la descripción estadistica de la fusión 

núclear catalizada por muones conviene recordar en este 

capitulo algunos conceptos estadisticos útiles. 

Brevemente un experimento es definido especificando: 

a) un conjunto rp = { ( 
1

, (
2

, •• f que consta de todas los posibles 

resultados (
1 

del experimento (este conjunto puede ser discreto y 

finito, discreto e infinito pero contable o continuo en un 

intervalo) y 

b) la probabilidad P((
1

) asociada a cada resultado ¡; 1• 

Una variable estocástica Y es definida como un número Y(() 

asignado a cada realización ( de un experimento; asi una variable 

estocástica es una función cuyo dominio son todas las posibles 

realizaciones de un experimento (conjunto <¡>) y contradominio es 

formado por un conjunto de números reales ('P,l· 
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Un proceso estocástico es una regla que asigna a cada 

resultado de un experimento una función del tiempo definida en 

(- m,+ m), y denotada por Y (t,O la cual es llamada función 

muestra ó realización. Un proceso estocástico (Y (t) ) es asi una 

familia de funciones dependientes de t y t;. Cuando t está fija 

Y (t, t;) se convierte en una variable estocástica tal como fue 

definida anteriormente. 

Un proceso estocástico es especificado proporcionando las 

funciones de densidad de probabilidad: P
1
(y,t). p

2
(y

1
,t

1
;Y

2
,t,), 

p ,CY,. t,:Y,. t,:Y,. t,l. .. P n (Y,. t,; ... ;Yn' t),. .. [ J5 J. 

Asi para especificar completamente un proceso estocástico seria 

necesario conocer la función de densidad de probabilidad de orden 

infinito. Esto no es posible en general y se tienen que encontrar 

las funciones de densidad de probabilidad de orden más bajo y a 

partir de estas inferir algunas caracteristicas del proceso. 

Existen sin emburgo unos procesos los cuales están 

completamente especificados conociendo su función de densidad de 

probabilidad de 20. orden ó conociendo su función de ler. orden y 

su función de densidad de probabilidad Papoulis A., 

Probability,Ramdon Variables and stochastic Processes, Me 

Grawhill,1964). Estos procesos se conocen como procesos de Markov, 

y se caracterizan porque los valores futuros de las variables 

estocásticas sólo dependen de los valores de éstas en el estado 

presente y no dependen de sus valores en el pasado 

expresar matemáticamente de la siguiente forma: 

Esto se puede 

Si y(t) describe el estado de un sistema al tiempo t y y(t) es 

una variable estocástica, entonces y(t) describe un proceso de 
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Markov,si para una sucesión de tiempos 

t
1
< t

2 
< t

3
< •.• < tn, 

la probabilidad condicional de que al tiempo t
0 

la variable y(t) 

tome el valor y
0

, habiendo tomado los valores y
0

_
1 

a tn_
1
,y

0
_

2 
a 

t
0

_
2 
•••• , y

1 
a t

1 
esta expresada por 

(3 .1) 

Se puezde demostrar que si el proceso es Markoviano la 

probabilidad condicional P 
2
(y, t ¡y 0, t

0
} satisface una ecuación de 

continuidad llamada ecuación maestra, esta tiene la forma 

siguiente : 

~-_p2(y,t¡y0 ,t0¡;) [ w, (Y'>-> YlP
2

(Y' ,t¡y
0
,t

0
} 

Bt i;¡. 
- w, (y>-<> y' lPz(y,t¡yo,to} (J.2) 

donde w, (y'>-• y) es la probabilidad de transición por unidad de 

tiempo para pasar del estado y' al estado y. De ahora en adelante 

denotaremos la probabilidad condicionada por 

p¡y,t). 

La ecuación maestra puede obtenerse a partir de la ecuación de 

Chapman-Kolmogorov[35] considerando que se trata de un proceso de 

Markov, í. e. 

(J. 3) 

la cual se obtiene a su ves a partir de la relación entre las 

densidades de probabilidad p
3 

y p
2

, para nuestro caso de interes, 

es decir cuando la variable y toma valores discretos, 
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t ~ t' ~ t 
o 

y' 

(3.4) 

La ecuación maestra se puede expresar en forma vectorial 

siendo y(t) ahora un vector cuyas componentes son variables 

estocasticas evaluadas al tiempo t. Este será el caso cuando 

tratemos el fenómeno de la fusión núclear catalizada por rnuones. 

En muchas situaciones resulta más útil encontrar la ecuación 

para la función generadora de probabilidad (f.g.p.) que para la 

función de densidad de probabilidad. La función generadora de 

probabilidad para el caso en que y(t) tiene m componentes, está 

definida como: 

n=o n=o n=o 
1 2 J 

donde Y= (n
1
,n

2
, ••• ,n) 

De esta forma multiplicando la ecuación maestra 

x~2 , ••• , x~ y sumando sobre todos los valores de n
1

, n
2

, ••• , n
111 

se 

obtiene una ecuación para la función generadora de probabilidad. 

La ventaja de usar la función generadora de probabilidad es 

que ademas de que contiene la misma información de los procesos 

estocásticos que la función de densidad de probabilidad y 

satisface una ecuación que es en general más fácil de resolver que 

la ecuación maestra. Toda la información estadística de los 

procesos (y(t)) corno los promedios, las varianzas y momentos de 

orden mayor, pueden ser obtenidos de la f.g.p. tornando las 

derivadas de G con respecto a cada variable x evaluando todas las 
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III. 2 ESTADISTICA DE LA FUSION NUCLEAR CATALIZADA POR HUONES 

En la figura 2 .1 se muestra la cinética del proceso de la 

fusión nuclear catalizada por muones en una mezcla de 

deuterio-tritio, los valores experimentales ( que aproximadamente 

coinciden con las predicciones teóricas) para las razones de 

formación de los iones muónmoleculares ddJl, dtµ y ttµ 

son: ;>.ddµ- o. s x 10
6s-1

, ?.dtµ- io•s-1 y xttµ - 3 x io•s-1
. 

Estos valores dan lugar a resultados importantes, porque los 

tiempos de fonnación de los iones muónrnoleculares son del orden o 

aún menores que la vida media de 1 muón, t 1:1 g 2. 2 µs, p. 
0 
= t: 1 ). 

se observa que la formación del ión dtµ en la mezcla 0
2 

+ T
2 

requiere de menos tiempo que la formación de los otros iones, 

por lo que la formación de iones de este tipo resulta más 

favorable para llevar a cabo la fusión; en otras palabras,. se 

forman más iones dtµ que iones ddµ ó ttµ en el mismo intervalo 

de tiempo, esto nos da una indicación de que la rama principal 

en la que se pueden obtener mas fusiones por unidad de tiempo 

es aquella en donde se forman los iones dtµ. Los valores 

tornados para las razones de formación de los iones muónmoleculares 

dtµ, ddµ y ttµ fueron medidos a la densidad del del hidrógeno 

liquido (ll 
o 

Existen mediciones de estas 

razones de formación a otras densidades y a diferentes 

temperaturas que muestran que en general Xdtµ es 

aproximadamente dos ordenes de magnitud mayor que las razones de 
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formación Addµ y Attµ• Cuándo se tiene hidrógeno en la mezcla 

o
2 

+ T
2

, las razones de formación de los iones ptµ y pdµ son más 

pequeñas que las consideradas anteriormente. Sin duda entonces la 

forma mas apropiada de intentar la fusión núclear de isótopos de 

hidrógeno catalizada por rnuones es a traves de la mezcla 0
2 

r T
2 

t +-p-r ?­

·tµ T p 
~tle-t n + 

'3 
He;<+n 

En la figura 2.2 se muestra la rama principal para la 

f.n.c.m., cada proceso se numera para escribir las probabilidades 

de transición más adelante. En esta cadena se incluye además el 

caso en que se tiene una fuente externa de muones, 5
0

• 
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@+n+ 

Figura J.2 

Para tratar estadisticamente el conjunto de fenómenos que 

ocurren en . la rama principal, consideremos que el estado de 

nuestro sistema esta caracterizado por la población de cada una de 

las siguientes 7 especies de la cadena: ll11 = N
1

, Nd¡.¡ = N,- Nt¡.¡ = N
3

, 

Ndt¡.¡ = N4, N4 = Ns' N•He = u. y !In u,. Asi entonces se define He¡.¡ 

p(Ñ,t) = p(N
1

, N
2

, N
3

, 114' Ns, ll
6

, 11
7

, t) como la probabilidad de tener 

N
1
muones, N deuterios muonicos 

2 
, N

3 
tri tics muonicos, N, iones 

dt¡.¡, N
5 

helios muonicos,N
6 

helios 4 y N
7 

neutrones al tiempo t. 

A continuación se muestra la tabla 2.1 con las probabilidades 

de transición por unidad de tiempo para cada proceso de la figura 

2. 2. Con la finalidad de escribir la ecuación maestra para este 
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conjunto de fenómenos cada probabilidad de transición está 

numerada, y corresponde al proceso con el mismo número en la figura 

2.2. La transición es partir del estado Ñ=( N
1

,N
2

,N
3

,N
4
,N

5
,N

6
,N

7
) 

hacia el estado ii, que correspond" a cada renglón de la tabla. 

Ahi, ónm es la delta de kronecker, crt y el son las concentraciones 

de deuterio y tritio. 

¡:¡ 

¡:¡ 

Evento 

N + 1 
1 

N2 

N, 

N, 

Ns 

N• 
N1 

Tabla J .1 

Probabilidad de transición 
por unidad de tiempo. 
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N -
1 

l 

N+ 2 l 

N 
3 

¡:¡ N 
' N 
5 

N 
6 

u, 

N - l 
1 

N2 
N + l 

3 
¡:¡ N, 

N, 
11 • 
u, 

5 N, 
N -2 1 

N + 1 
3 

¡:¡ N 
' 11, 

N• 
N, 

6 ¡¡ 
1 

N - 1 2 
ll 

3 
¡:¡ 11 

' 11, 

u. 
11, 

42 



7 

¡¡ 

o 

¡¡ 

9 

¡¡ = 

10 

¡¡ 

N 
l 

N2 
N -

3 

N • 
N 

5 

N 
6 

N 7 

N, 

N2 
N -3 

N + • 
N 

5 

N 
6 

N7 

N, 
N2 

N, 

1 

1 

1 

N - 1 • 
Ns 

N6 

N7 

N + 1 
l 

N 2 
N 

3 

N -
' 

1 

Ns 

N•+ 1 

N + 7 1 
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11 N 
1 

N 
2 

N >. w No ó ó ó 
J í s 4 H ,H H 

2 ,N2 K3,ll3 H
4

,H
4
-t H

5
, H~ +1 

¡:¡ N - 1 1 

• 
N + ó ó 

5 K6,116 H
7

,H
7 

t l 

N 
' N7+ 

12 N 
1 

N 
2 

ti 
J 

1.1-1 ó ó ó ó ó 
O S \,H

1 
H

2
,N

2 
H

3
,HJ ".i·\ H ,H -1 

¡:¡ N, 
5 !i 

N - l ó ; t\;H
6

+1 H
1

,ti
7 

N + 
' N., 

Por lo tanto W ( ii H) es igual a la suma de todas las 

probabilidades de transición de la tabla 3.1, y sustituyendo en la 

ecuacíon 3.2 se obtiene la ecuación naestra para los procesos que 

se llevan a cabo en la rama principal de la fusión núclear en la 
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wcÑ,t)= -(So+ AON,+ ·\N,+ AdlClN2+ AON2+ •oNJ+ Adl¡lCdNJ+ 

A,N,+ A
0
N

5
)p(Ñ,t) + 

SOP(Nt- l,N2,N3,N4,N6,N7,t) + 

A
0

(N
1
+ l)p(N

1
+ l,N2,N

3
,N4'11

5
,11

6
,11

7
,t) + 

A
0

Cd(N
1
+ l)P(N

1
+ 1,N2- l,N

3
,N4'N

5
,N

6
,N

7
,t) + 

•.c,c11,+ llPCN,+ l,N,,N,- l,11 .. 11 •• 116'N,J + 

Ad,C,(N
2
+ l)P(ll

1
,N2+ l,tl

3
- l,N .. N

5
,N

6
,N

7
,t) + 

A
0

(112+ l)P(N
1

,112+ l,N
3

,N .. tl
5

,11
6

,11
7
,t) + 

A
0

(11
3
+ l)p(N

1
,N

2
,N

3
+ l,11 .. N

5
,11

6
,ll

7
,t) + 

Adtµ:Cd(N 3+ l)P(U 1,N'-,N3+ l,H,- l,N5 ,N6 ,N7 ,t) + 

;\
0

(N
4
+ l}P(N

1
,N

2
,N

3
,N

4
+ l,N

5
,N

6
,N

7
,t) + 

AN+ o • 

A,( 1-w,) (11
4
+ l)P(ll

1
- 1,112 ,N

3
,N

4
+ l,N

5
,N

6
- 1,11

7
- 1,t) 

(J. 6) 

Derivemos ahora una ecuación para la función generadora de 

probabilidad, definida para este caso como 

P(U
1 

,N?. ,n
3
,H

4
, N

5
, N

5
, N

7
, t J 

para ello multiplicarnos la ecuación maestra por x~ 1 x:2x~3 
••• x;7 y 

sumarnos sobre todos los valores posibles de N
1 

,N
2

,N
3

,N
4
,N

5
,N

6 
Y 

N
7

• De esto resulta que 
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+ ~. (x 6 -x5 ) ~~ • 

5 

( 3. 7) 

Si se pudiera encontrar la solución analítica de esta 

ecuación, i. e. 

todas las propiedades estadisticas del proceso estocástico, puesto 

que la función generadora contiene toda la información que la 

función de probabilidad condicional contiene y dado que un proceso 

de Markov ésta completamente espcci f icado por sus funciones de 

probabilidad de primer orden y de probabilidad condicional. 

En nuestro caso no es posible obtener la solución análitica de 

la ec. 3.7 y es por eso que es conveniente analizar el 

comportamiento temporal de un número finito de momentos de la 

fUnción generadora de probabilidad. 

El sis terna de ecuaciones para los promedios < N
1
>, < H/, 

<N
3
>, <N

4
>, < N5>, < N

6
> y < N

7
> se obtiene entonces tomando las 

primeras derivadas con respecto a x
1 

para obtener < N
1 

>, con 

respecto a x
2 

para obtener < 
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y así sucesivamente, y 



8G) 
ax1 x = x = 

1 ' 

••• = X= 1 
7 

entonces resulta que 

< N > 
1 

8< N > = s -P·. + A.)< ll > + Ar ( 1-w.) < N,> 
at 1 o 1 

8< N > 
at ' 

8< N,> 
lit 

8< N > 
at ' 

8< N > 
Bt s 

a< ti> 
Bt • 

8< N > 
Bt 7 

A C < N > - (A C + Ao) < N > • d 1 dt l 2 

A C < N > A e< N > - (A + AdtµCct) < . l 1 dt.. t ' o 

A e< 11 > - (A + \)< N > 
dtµ d 3 o • 

A w < N > - A< N > 
f • 4 o s 

\(1-w,) < N > + A < N > 

' o s 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

N > 
3 

(3.11) 

(3 .12) 

(3 .13) 

(3.14) 

(3 .15) 

Debido a la naturaleza intrinsecamente estocástica de los 

procesos que ocurren en la fusión núclear catalizada por rnuones, 

resulta interesante analizar también las fluctuaciones alrededor 

de los valores medios debidas a las variaciones intrinsecas del 

fenómeno y la correlación entre las densidades de las diferentes 

partículas que componen los procesos. Con este proposito de la 

ecuación para la f.g.p. (ec. 3.7) se obtienen las ecuaciones para 

las covarianzas y las varianzas, las cuales estan definidas 

respectivamente como 
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u 2 
< N N > - < N >< N > 

IJ 1 J 1 J 
(3.16) 

y 

0'2 = < N2 > _ < N >2 
11 1 1 , 

( 3 .17) 

observando que 

<N N >= [a2 
G ) 1 J ax

1
axJ x

1
= x

2
= .•. = x

7
= 1 

( 3 .18) 

<N N >=< N2> = [ a
2 

G + aG l 11 1 - -

ax~ ax 1 x = x = ••• =x =l 
t 2 1 

(J.19) 

Obteniendo las segundas derivadas de la función generadora en 

la ec. J, 7 y utilizando las definiciones anteriores,se obtiene 

otro sistema de ecuaciones para las varianzas, se considera que la 

función G tiene segundas derivadas continuas por lo que: 

2 2 
O't/::: O'Jl 0 

Las ecuaciones para las varianzas y las covarianzas resultan 

ser: 

ao-~ 1 -2(1,
0 

+ >..)a-~ 1 + n,(1-w,)o-~1 + (>.
0 

+ >._>< N
1
> + 

at 

(J. 20) 

8ª~2 AaCir-~1 - (;\dtct + 21\a + ··\,,)ª~2 + Ar(l-w.)a~, -

at 

>. C < N > 
• d 1 

(3. 21) 
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acr~5 
at 

acr~6 i\(1-w.)o-~4 + t. 0cr~5 - P~0 + X
4

)cr:6 + Xr(1-w0 )cr~6+ 
at 

8<T:., t.,cr~ 
4 

- (i\
0 

+ i\ 11 )CT~7 + hr(l-W
5
)0':7 + 

at 

aa-~2 2A
0
c.<2 - 2(A.,c, + ;\Jcr~2 + >..c.< N1> + 

lit 
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(3.22) 

(3.23) 

(3. 24) 

(3.25) 

(3. 26) 

(3.27) 

(3 .28) 



(3.29) 

(3. 30) 

(3. Jl) 

(J. 32) 

(3. 33) 

8cr~4 >.e u 2 

ll t 14 

at 
+A e u' 

dt l 24. 
+ >. e u' 1.nµ d JJ 

A C< 
dt# d N,> (3.J4) 

(3. 35) 

(J. 36) 
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(3. J7) 

8<T2 2'AdtµCdcr~c - 2(1.0 + •,l":. + ¡. e< N,> + .. dtµ d 
at 

¡.º + ;\) < N,> (J.JS) 

ª"2 ' e ,,.2 + ,\ w 0"2 - (no + 1.,i":s - ¡. w < N > (3. 39) 
45 dlll d 35 r • 4.t f • • at 

(J.40) 

(3. 41) 

ª"2 21. w cr
2 - 21. 0-2 + >. w < N > + >. < Ns> (J.42) 

55 f B 45 o 55 r' ' o 
lit 

8cr
2 

>.,(1-w,)cr:5 + 'A w ª2 + l. cr
2 ,\0(.1'~6 - ;\º< lis> (J.43) 

56 r s ~6 o 55 
at 

80-2 A/T~5 + A w u2 - ;>. o-2 + ¡. w < N> (J. 44) 
57 f • 47 o 57 r • 4 

lit 
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arr2 
2\ (l-w.) rr:

6 
+ 2;\ rr2 + ;\r(l-w

9
)< N,> + ;\ < Ns> (~. 45) 

66 o sr. o 
lit 

arr2 ;\ rr2 + ;\ r(l-w5 )CT~7 + ;\ rr2 + \(1-w,)< N > (3.46) 
67 f 46 o 57 • 

lit 

(3.47) 

El sistema de ecuaciones para los valores promedio es ya 

conocido y ha sido analizado tanto analiticamente (s.s. Gershtein, 

Yu. V. Petrov, L.I. Ponomarev, y M.P. Faifman, (1980) [36)) como 

numéricamente (A. P. Sguigna y A. A. Harms, (1983) [36]). Sin 

embargo el efecto de las fluctuaciones internas intrinsecas al 

proceso de la fusión nuclear catalizada por muones alrededor del 

comportamiento temporal de sus valores p1·omedios no ha sido 

analizado. Para realizar esto es necesario resolver no sólo las 

ecuaciones para los promedios, ecs. (J.9) a (J.15), sino tambien 

las ecuaciones para las varianzas, ecs. ( 3. 16) a (J. 4 7), las 

cuales corno puede facilmente verificarse estan acopladas no sólo 

entre si sino tambien con las ecuaciones para los promedios. 

Algunos autores ( IJ. R. Wyman·, R.E. stone y A.A. Harms (1987) 

[38)) han analizado la estabilidad del sistema de ecuaciones para 

los promedios, esto es superfluo, dado que el sistema debe 

resultar siempre estable debido a que los muones decaen y no hay 

52 



creación interna de muan es. 

También se podria analizar la estabilidad del sistema 

completo, i.e. incluyendo los segundos momentos; esto daria 

resultados mas generales que los realizados con anterioridad 

puesto que se estudiaria la estabilidad estocástica del sistema. 

(Anil Kumar (19830 (39) ). 

Por las razones dadas arriba el sistema debe resultar 

estocasticamenta estable. Es decir, las fluctuaciones alrededor de 

los valores promedio deben permanecer finitas para valores finitos 

de la fuente externa de muones, sin embargo es interesante 

estudiar el efecto que una fuente externa de rnuanes y diversas 

condiciones iniciales tienen sobre la evolución temporal de los 

promedios y sus varianzas. AsimiGrno bajo la perspectiva de incluir 

los calculas de las varianzas, es tambien de interés analizar el 

efecto que pequeños cambios en el factor de adhesión { 11 sticking11 ) 

tienen sobre la ganancia de neutrones, es decir, sobre la 

efectividad de un muón para catalizar reacciones de fusión 

nuclear. Lo anterior es motivado por el hecho de que existen 

evidencias experimentales que muestran que el proceso de adhesión, 

el cual teóricamente no ha sido entendido por completo ( James S. 

Cohen y M. Lean, (1986) (40)), varia fuertemente con la 

concentracion de tritio y con la densidad de la mezcla D + T. 

En el capitulo siguiente se discute un método numérico para 

resolver el sistema de ecuaciones acopladas en cuestion. 
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CAPITULO IV 

En el capitulo III se obtuvó un sistema de 35 ecuaciones 

diferenciales lineales acopladas de primer grado acopladas , en 

estas ecuaciones estan incluidos los promedios y las varianzas, 

este sistema puede representarse de la siguiente forma: 

dÑ 
at 

AÑ + S, (4.1) 

donde ii es un vector columna cuyas componentes son las 35 

especies, mencionadas anteriormente, es decir 

(4. 2) 

y A es una matriz cuadrada de 35 X 35 cuyos coeficientes son 

funciones de las conccntrucionos e d y et., de las razones de 

formación para los distintos procesos que ocurren en la f.n.c.m. 

(A
0

,A
11

,Adt';\dtµ'"r) Y del coeficiente de adhesión w
9 

( 11 sticking11 ), finalmente S es un vector columna cuyas componentes 

son las fuentes externas para cada especie. En nuestro caso 

consideramos sólo una fuente e)(terna, J.a de muones, i. e. 

ST = cs
0
,o,o,o, ... ,o}. 

Se puede encontrar en principio para este sistema de 

ecuaciones una solución anulitica para cada variable 

H
1

,ll
2

, ••• ,N7 ,o-~ 11 ••• ,cr~1 ; sin embargo, encontrar las expresiones 

analiticas es complicado dada la cantidad de ecuaciones 

involucradas. De a qui surge la necesidad de obtener soluciones 

nurnericas para el sistema de ecuaciones. 

E11 este capitulo se revisan varios métodos numéricos y se 
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propone un combinación de métodos para resolver el sistema que 

describe la cinCtica da los procesos que ocurren en la f.n.c.m. 

Esencialmente los métodos numéricos para resolver ecuaciones 

diferenciales de primer orden consisten en reescribir de una forma 

apropiada el desarrollo de Taylor hasta el orden de precisión 

deseado. Entre los diversos métodos numéricos que se analizaron 

estan el de Taylor hasta cuarto orden y los llamados métodos 

corrector-predictor de cuarto orden; de entre éstos se estudio 

particularmente el método de Adams modificado(41). 

IV.I METODOS DE ARRANQUE 

Se decidió utilizar como matado de arranque el desarrollo de 

Taylor por razones de conveniencia como se explicaran más 

adelante. El método de Tuylor a pesar de ser una herramienta 

teórica para desarrollar los métodos numéricos, en general es poco 

usado ya que involucra el calculo de derivadas de orden superior 

que a veces resultan ser complicadas de obtener. Otro método de 

11 arranque 11 es el de Runge-Kutta. En este método no es necesario 

calcular derivadas de orden superior pero en cambio hay que 

evaluar la primera derivada en varios puntos intermedios entre el 

inicial y aquel en el que se desea calcular al siguiente paso~ 

Para el caso de una ecuación diferencial lineal de primer 

grado, 

s!f = f(x,y) 
dx 

( 4. 3) 

el método de Runge-Kutta de cuarto ordén fUnciona sin dificultad 

ya que deducir la expresión para calcular los siguientes puntos no 
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es dificil, pero en el caso de un sistema de ecuaciones 

acoplado, encontrar las expresiones para calcular los siguientes 

puntos de cada variable se complica demasiado y aumenta la 

dificultad al aumentar el numero de ecuaciones. En nuestro caso 

particular resulta más sencillo usar el desarrollo de Taylor para 

calcular los cuatro primeros puntos de cada variable, con este 

desarrollo el calculo se facilita debido a que f 1{N 1,Nl, .. ,u~,t) 

depende linealmente de cada una de las variables, i.e. 
JS 

fJ = ~.~ 1 ,N 1 • (•l. 4) 

El desarrollo de Taylor para la variable y alrededor de x
0
es 

Y(X) =Y( X
0

) + ~dx( x
0

) { x-x) + l '6'.< x) ( x-x )
2 + • , , (4.5) 

o -2-! dx2 o o 

sí x =x
0 

+ h 

~( + 

(4 .6) 

Consideremos ahora una red igualmente espaciada de puntos en 

x, x
1
,x

2
, ••• '"•' ... }, con x11.= x11._

1
+ h, entonces el valor de 

Y.,,= Y( x .. ,> ,esta dado por 

y + h y' + h2 y" + h 3 Y'." + •• • 
k lT. 2T' :rr· 

donde y~ significa la derivada de Y, con respecto a x. 
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En nuestro caso tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales 

lineales de primer orden de la forma 

dx 1 

dt 
g 1 (x 1 ,x 2 ,x 3

, ••• ,x" ,t) 

donde g 1 (x1 ,x2
, ••• ,xn,t) 

con a
1
J = constante. 

l: a x 1 + s 1 
(t) i 

J=l l J 

(4. B) 

1, 2, ... ,n 

Para encontrar los valores de x~. 1 conociendo x~ se hace un 

desarrollo de Taylor, 

x' = x1+ h 
k+l k 

( 4. 9) 

A continuacion deduciremos las expresiones para las derivadas 

hasta cuarto orden de x •• 

El operador derivada total con respecto al tiempo para el 

sistema de ecuaciones anterior es 

d 
dt 

a + ¡: ax' a 
at: •=•at ax' 

a + l: g'!!_, 
at 1=1 ax 

las primeras derivadas estan dadas por la ecuación (4.8), entonces 

las primeras derivadas para cada variable al tiempo t = tk son 

~~ g~ 1,2, •.. ,n. (4.10) 

Para las segundas derivadas se tiene 

d gj 
dt k 

a + Í: g
1a Jg1 

= ds1(t J + ¡: g~ !!5J~ 
BE , =1 'ax' • Clt • 1 =1 ax' 
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dado que O y Da x ~ O; entonces 
Bt'l l 

para las terceras derivadas 

1i;i + ¡: ª:ªi• +E E 9~ª.1ªi• 
r::t l=l r=l 

para las cuartas derivadas 
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=·s·J + l: s·ra + l: l: s' a a + 
k 

'"' 
k )' 

1=1 ,,, k rl Jr 

l: l: l: g:a1 .. ªr1 8 Jr ... 1=1 r=l 
(4 .lJ) 

por lo tanto el desarrollo de Taylor hasta cuarto orden queda de 

la siguiente forma: 

xl + hg; + h2 [s; +r 9
1 
a l + • 2f k JI 

l•l 

n n ) hJ [ 5•l + l: s'a + ~=t ~=1 g~a,.laJr + 
JT k 

r = 1 ' J' 

(4.14) ... 
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IV.2 METODO DE ADAMS 

Para encontrar las expresiones utilizadas en el método de 

Adams modificado se parte de utilizar una aproximación polinomial 

de grado n para una función f(x), esta aproximación tiene la 

propiedad de tener los mismos valores que f {x) en los n + l 

puntos: X 
k-1 

{x;·h), X 
k-?. 

{x,- 2h), ... ,x,_n= 

aproximación se puede escribir de la siguiente forma, 

f{x) • a
0 

+ a
1

( x-x,) + a
2

( x- x,JC x-x,_
1

) + 

a
3 

( x-x,) ( x-x,_
1

) ( x-x,_
2

) + 

+ a
0

( x-x_> ( x-x,_
1

) ••• (x-x,_,,,
1
), 

(X -
k 

nh), la 

(4 .15) 

los coeficientes se calculan evaluu.ndo las diferencias en x xk. 

Para encontrar a
0 

se evnlua la función en x = x., asi resulta que 

La diferencia óf(x) f{x) - f(x-h), está dada por 

óf(x) • ha
1 

+ 2ha
2
(x-x,) + Jha

3
(x-x_> (x-x,_

1
) + ••• 

+ nha
0

(x-x_> (x-x,_
1

) ••• (x-x,_
0
.,) 

evaluando en x = x, se obtiene 

ª• 1 llf 
h k 

después de calcular la segunda diferencia óf(x) 

es decir 
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IJ.
2
f (x) a 2. lh

2a2 + 3. 2h
2a

3 
(x-xk) + .•• 

+ n (n-1) h
2
an (x-x_> (x-x._1 ) ••• (x-"•-n•J) 

y evaluarla en x = x• resulta que 

l JJ.2f 
2Tll2 k 

(4 .16c) 

Para las diferencias de orden mayor se puede demostrar que 

a 
r 

l t/f rnr • (r==o,1,2, ... ,n). 

si se hace el cambio de variable 

i. e. s=~1c 

h 

entonces f queda expresada asi 

f(l\ + sh) et,+ s/J.f + s(s+tl IJ.
2

f + s(s+l)(s+2) i~?t, + .•• 
k 2. le J ! 

+ s (s+l) ... (s+n-l) A"f,. 
n! 

Integrando la función f(x) entre "• y x,+ h resulta 

.. h(f. + 1 /J.f + 5 t/f + 3 l'l
3
f + 251/J.

4
f + •• ·). ---¿--• 12 k--¡¡ k 720 k 

Ahora de integrar f(x) de x,- ha x, resulta 
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X 
J k f (X) dx 

" - h k 

o 
h.f f(xk+ sh)ds 

-1 

a h [f• - l IJ.f - l t}f - 1 f!?f - 19 t:.
4 t + •• • J · 2 k 12 k 2-1 k 720 k 

luego entonces, para el sistema de interes se tiene 

dx 1 = g 1 (x 1 ,x2
, ••• ,xº,t) 

at 
F

1 
(t) 

(i=l,2, ... ,n) 

porque x 1= x1 
(t), x2= x 2 (tl. ... , x"= x"(t). 

Entonces 

dx 1 = F1 (t)dt 

ó integrando 

t 
S "" F

1 (t)dt 
t. 

(4. 20) 

(4. 21) 

Ahora hacemos 

obtenemos 

una aproximación polinomial para F1 (t), 

x' 
k•I 

~ x' + h(F' + l AF1 + 5 t:.2F
1 + J 63F1 

+ 2s1t:.'F
1 

+ ••• ¡, (4 .22) 
k k ~ k 12 k -8- k 720 k 

Analogamente pero ahora integrando de t•-i a tk' se tiene 
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1 t x. 
I, dx1 J k F1{t)dt 

X t.-h 
k-1 

x' 
k-1 

s x 1 
k + h(F! - l !JF1 

-2- k 
- l !J2FI 
12 • 

- l !J3F1 
24"" k 

- 19 V
4F1+ 

720 k 

y al cambiar k por k + l y k - 1 por k resulta 

x' 
k•! 

X
1 

+ h (F - 1 llF 
1 

- l ll
2
F

1 
- l A

3
F

1 
-

k k + 1 2 le .. 1 u k• l rr- k+ 1 

19 ll
4
F

1 
+ .. ·J · 720 k+l 

··l (4.23) 

{4. 24) 

A la primera aproximación de x~. 1 se la llama 11 predictor" y 

a la segunda "corrector". Si se trunca hasta la difere~cia de 

cuarto orden se obtiene la siguiente aproximación 

"predictor-corrector": 

x~+1,p 

x' a 
k+l,c 

< + h(F! + l 6F
1 

+ 5 ll
2
F

1 
+ 3 6

3
F

1 
+ 25lt\

4
F

1 l (4.25) 
-2- k -u k -¡¡ k 720 k 

x.' + h (r -k'1 
1 llF

1 
- l ll'°F

1 
- l ll

3
F

1 
- 19 6

4
F

1 J · (4.26) 
-2- k+J u k+l 24 k•t 720 k+1 

La aproximación dada por el corrector es a menudo mejor que la 

dada por el pi:edictor, aún cuando las dos expresiones tienen el 

mismo orden en las diferencias, la segunda tiene coeficientes más 

pequeños que multiplican las diferencias de orden mayor que dos. 

Esta ventaja es parcialmente compensada por el hecho de que la 
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sequnda expresión involucra F 
k•I 

y 

para esto se tiene que evaluar F en los valores encontrados en 

la expresión para el predictor de cada una de las variables. 

El criterio de convergencia para estimar que los valores del 

"predictor" y del "corrector11 son muy cercanos entre si depende 

del espaciamiento h, el cual debe ser suficientemente pequeno para 

que los termines despreciados de orden quinto y siguientes sean 

efectivamente más pequefios que los de orden cuarto. 

La cuarta diferencia es 

A
4

F
1 = t. 3

F
1 

k k 
- t.

3
F1 

= t.
2
F

1 
- 112F 1 - ll2 F

1 + t.2F
1 

k-1 k k-1 

= t.F' 
k 
- t.F:_, -2 (t.F:_, - 6F:_

2
) + 

Aa 1 entonces 

t. 4 F
1 

= F
1 

- 4F
1 + 6F1 

- 4F
1 + F

1 

k k k-1 k-Z k-J k-4 

k-1 k-Z 

AF
1 

- l>F
1 

k-2 k-J 

(4.27) 

De esta expresión se observa que se requiere conocer los 5 puntos 

anteriores para calcular el siguiente. Para el cálculo de 

dichos puntos se usa el método de Taylor al inicio del programa. 

Entonces el programa consistirá en calcular el valor 

11 predictor 11 para x~+.1 y luego el valor del "correctorº~ Después 

se calcula su diferencia y se compara con la cantidad e, cantidad 

que definirá la presición de nuestros resultados. 

Si se cumple 

(4.28) 

entonces se toma el valor del 11 corrector 11 como el valor de la 

variable correspondiente, si no se cumple el criterio se realiza 
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un proceso iterativo usando la expresión del 11 corrector 11 • Este 

procedimiento iterativo se continua hasta que se cumpla la 

condición (4. 28). Desde luego que existen condiciones de 

convergencia para la expresión (4.26) las cuales limitan el valor 

de h. En el caso extremo en que el sistema de ecuaciones (4.1) se 

reduce a una sola ecuacién, dN' = AN, el criterio de convergencia 
dt 

es l/2Ah < l. Corno verernos más adelante, este criterio limitara 

(atraves del tiempo de máquina) el tiempo que podernos analizar la 

evolución de nuestro sistema. 

En el apendice A, se presenta un programa con su respectivo 

diagrama de flujo para resol ver el sis terna de ecuaciones en 

cuestion, utilizando el método corrector-predictor discutido en 

este capitulo. 
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CAPITULO V 

En el capitulo IV se explicaron los métodos numéricos usados 

para resolver el sistema de ecuaciones que aparecen en la rama 

principal de la fusión nuclear catalizada por muones para las 

cantidades promedio ( ecs. 3.9 a J.15) y para sus varianzas (ecs. 

J.20 a 3.47), deducidas en el capitulo III a partir de la ecuación 

para la f. g.p. (ec. 3.7)¡ 

Este programa resuelve ecuaciones para procesos físicos del 

tipo nacimiento y muerte cuya formulación matemática presenta la 

misma estructura, como por ejemplo cadenas radiactivas, 

crecimiento de población, cinética de las reacciones quimicas, 

etc. 

V.1 VERIFICACION DEL PROGRAMA: EVOLUCION TEMPORAL DE LOS 

PROMEDIOS 

Como una verificación del programa se resolvieron 

numéricamente las ecuaciones para loa valores promedio de la 

fusión nuclear catalizada por muones del sistema tratado por A.P. 

Sguigna y A.A. Harms [37] , que es un sistema de nueve ecuaciones 

diferenciales lineales de primer orden. considerando las mismas 

condiciones iniciales usadas por dichos autores Nµ(O)~ 10 12
, 

podemos comparar 

directamente nuestros resultados numcricos con los suyos. El 

sistema de ecuaciones para los valores promedios considerado por 

esos autores se puede obtener de inspeccionar la figura 3.1 
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teniendo en cuenta no sólo la rama principal sino tambien las 

otras dos ramas: es decir, aquellas en las que se forman los iones 

ddµ y ttµ en una mezcla de 0
2
+ T

2
• Este sistema de ecuaciones es: 

d< N > 
dt'" 1 

d< N > 
dt'" 2 

d< N > 
dt'" J 

d< N > 
dt'" 5 

d< N > 
Cft 6 

d< N > 
dt 7 

d< N > 
dt. 

d< N > 
Cft 9 

(>.
0 

+ >.)< N
1
> + >.,( 1 - w,)< N4> 

+>.,.e l-l/2(wd+ w~) J«N > + >.,.< 1 - w,J< N6> (5.1) 

(5.2) 

>.C<N>+>. C<N> 
ti l d l t 2 

(5.J) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

>. < 
f 

N > 
' 

(5.7) 

1/2 >. < N > 
íd 5 

(5.8) 

2>. < 
rt N6> (5.9) 

Las densidades de partículas que aparecen en este sistema de 

ecuaciones acopladas son: el número de muones Nµ 

deuterios muónicos Ndµ = N
2

, de tritios muónicos N,µ = N
3

, de 
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iones muónmoleculares dtµ, Ndtµ = N4, de iones ddl!, Ndd~ = N
5

, de 

iones ttµ, Nuµ = N
6

, de neutrones producto de la fusión del ión 

dtµ, Nn = N7 , de neutrones producto de la fusión del ión ddµ, Nnd 

N
0 

y de neutrones producto de la fusión de iones ttµ, N
0

, 11
9

• 

En la figura 5.1 se presentan los resultados numéricos donde 

se observa que la densidad de muones decae rápidamente hasta 

alrededor de 10-10 s. debido al decaimiento natural de los muones; 

posteriormente hay una meseta en donde el número de muones se 

mantiene casi constante hasta cerca de s.' esto es 

consecuencia del reciclamiento de los muones que se estan 

liberando después de catalizar las fusiones de los iones dtµ, ddµ 

y ttµ, entre 10-• y 10-7 s .. En esta región el número de iones dtµ 

y ttµ crece y alcanza su valor máximo, debido a que en esa región 

hay una gran cantidad de muones liberados. También se puede 

apreciar el crecimiento de la población de atamos muónicos hasta 

cerca de 10·• s. para deuterios muonicos y hasta 10·7 s. para 

tritios muónicos. El número de deuterios empieza a decrecer antes 

que los tritios muónicos debido al efecto combinado de la 

transferencia del muón al tritio y al decaimiento de los muones. 

Luego, como es de esperarse, los átomos muónicos disminuyen por el 

inevitable decaimiento de los muones. 

En la figura 5.2 se observa el crecimiento del número total de 

neutrones producidos por las reacciones de fusión hasta alcanzar 

un valor máximo en forma asintótica. La mayor parte de la 

población de neutrones es la que corresponde a la fusión de los 

iones dtµ que se forman más rapido que los otros ( ddµ y ttµ ) 

debido a que ¡,~~ < ¡,~:µ' \:µ· 

68 



Las gráficas obtenidas por Sguigna y Harms (fig. 5.J) son 

similares a las presentadas en las figs. (5. l) y (5.2), lo cual 

nos da confianza respecto al funcionamiento correcto del programa. 

·~. 
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Fig. 5.1 Evolución temporal de las densidades de varias partfculas 
cuando se inyecta un pulso de muones en la mezcla 02 + T2 . 
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Fig. 5.3 Evolución temporal de varias partfculas cuando se inyecta 
un pulso de muones en una mezcla de Deurerio-Tritio. 
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V.2 ESTADISTICA DE LA RAMA PRINCIPAL SIN FUENTE DE MUONES 

El programa se corrió primeramente para la rama principal de 

la fusión nuclear considerando valores promedio y sus varianzas 

(que es un sistema de 35 ecuaciones con 35 incógnitas) para el 

caso en que no hay fuente externa de muones. Se obtuvieron 

gráficas de la evolución temporal de los promedios, las 

autocovarianzas y las varianzas cruzadas. Se analizaron las 

soluciones para un factor de adhesión wc = 0.01 y una mezcla con 

50% de deuterio y 50% de tritio, que son condiciones cercanas a 

las reales. También se hicieron corridas con w. = O.l y 0.001 para 

observar el efecto de esta variable en las soluciones. Como 

condición inicial fija se toma N
1 

(O) = 1 x 102 crñ3
, N

2
(0) = N

3
(0) 

= ••• = N
35

(0)= O 

V.2.1 EVOLUCION TEMPORAL Y ESTADISTICA DEL PROCESO 

En las figuras con los números del (5.4) al (5.10) se presentan 

los resultados numéricos que muestran el comportamiento temporal 

de los promedios y autocovarianzas de las distintas variables 

y en las figuras que van de la (5.11) a la (5.36) sus varianzas 

cruzadas, para el caso wn = 0.01. 

En la figura (5.4) se observa que la densidad de muones tiene 

una evolución temporal similar a la gráfica (5.1) del sistema 

anterior, se observa también una caida abrupta alrededor de 
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l0- 10s., luego ocurre en 10-9s. un ligero aumento en el número de 

muones y cerca de 10-7 s. empiezan nuevamente a decaer; la ca ida 

abrupta hasta t :::: lo- 10 s. corresponde,como ya se menciono, al 

decaimiento natural de los muones ai como a la producción de tµ y 

dµ . El que el comportamiento decreciente se detenga y luego se 

incremente es precisamente una concecuencia de la catalización de 

fusiones nucleares. J\si entonces el pequeño aumento de 10-9s. 

hasta aproximadamente 10-7 s. es debido al reciclamiento de muones 

ya que alrededor de 10-10s. se forman los iones muónmoleculares 

dtµ y ocurre la fusión. 

En la misma gráfica está la curva de la autocovaríanza de los 

muones, a:, = u~µ; se observa que crece linealmente en el tiempo, 

alcanza un máximo cerca de 10- 11 s. ; después se hace exactamente 

igual a la densidad de muones. 

La densidad de muones hasta 10-6 s. baja notablemente por que 

los muones finalmente decaen y por lo tanto la autocovarianza 

también decae. 

Es conveniente hacer notar que el máximo de a~µ ocurre cuando 

< Nµ> se ve reducido exactamente a la mitad, i.e. en el punto en 

el cual log< Nµ> = 11.7; este hecho aunado a que a~µ=< Nµ> para 

cuando < Nµ> es mucho más pequeño que el número inicial de muones, 

indica que la variable Nµ sigue una distribución binomial. 

En el caso de una distribución binomial 

< N > = N
0
p(t) (5 .10) 

donde p(t) es la probabilidad de que al tiempo t un muón que fue 

introducido al tiempo inicial t=O no haya "desaparecido" ( í. e. 

decaido o sido absorbido por un átomo de deuterio o de tritio),y 
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que este libre (no formando iones ó moleculas muónicas). 

La autocovarianza de un proceso binomial es 

u2 = N
0
p(t)( l - p(t)] 

ó en termines del valor medio 

u
2 

= < N > [ l - < N >/ N
0

) 

y 

du = N ( l - 2p(t) ] -ªE(t) 
Cít • at. 

(5.lla) 

(5.llb) 

(5.12) 

luego entonces du2/dt=O implica que p=l/2 6 dp/dt=O i.e. 

d< N >/dt=o. De la ec. (4.lla) se observa gue debido a que p s 1 

se cumple entonces u2s < N >. En el caso limite en que p < l, 

u2 = < N > ( se tiene un proceso de Poisson) . En las gráficas 

(4.3) a la (4.8) se observa esta propiedad. 

En la figuras 5.5 y 5.6 se observa la evolución temporal de la 

densidad de átomos muónicos dµ y tµ y la de sus autocovarianzas. 

Para tiempos pequeños, t < s. < N,{t) > la 

autocovarianza de los deuterios es igual al valor promedio, y por 

lo tanto esto nos da indicio de gue se trata de un proceso de 

Poisson o en forma equivalente de un proceso binomial con p < l. 

Para tiempos posteriores la varianza y el número promedio de 

deuterios se separan pero la forma de la curva de la varianza 

tiene el mismo comportamiento que la curva de los promedios. En 

esa región el proceso parece ser definitivamente binomial porque 

satisface la ec. (5.13) i. e. que los valores a los cuales la 

varianza alcanza un valor máximo o minimo corresponde a los puntos 

en los cuales d< N >/dt = O, más adelante se mostrarán otras 
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propiedades que parecen reforzar el hecho de que la distribución 

que siguen estas especies es binomial. A partir de l0.7s. las 

curvas para < N
2
>, a-:

2
, < N

3
> y cr 3~ so empiezan a juntar y son 

decrecientes. Nuevamente se observa que alrededor de io·• seg el 

número de deuterios muónicos, < Ndµ>, disminuye y el número de 

tritios muónicos, < Ulµ>' aumenta debido al 

transferencia del muón del deuterio al tritio y al 

natural de los muones. 

efecto de 

decaimiento 

En las figuras de la (5. 7) a la (5.10) se muestran gráficas 

que corresponden a las curvas de los iones dtµ, del helio muónico, 

Heµ, del helio 4, 4 He, y de los neutrones, estas gráficas a 

primera inspección parecen representar procesos del tipo de 

Poisson, < H
1
> = cr~ 1 • Se observa nuevamente que el máximo en la 

fonnación de iones dtµ en la figura 5.7 corresponde al aumento en 

el reciclamiento de los muones; después de este máximo el número 

de iones dtµ y tambien el número de muoncs reciclados en la figura 

5. 4 empiezan a decaer. De las figuras 5. B y 5. 9, ce. rrespondientes 

al helio muónico y al helio 4, se obse.rva que el número de helios 

muónicos es aproximadamente dos ordenes de magnitud menor que el 

número de helios, lo cual es un resultado lógico por que w
1 

= 0.01 

< l. Las gráficas del helio 4, 4 He, y la de los neutrones son 

iguales por que en cada fusión que se produce se liberan un helio 

y un neutrón. Es importante señalar que los helios que se grafican 

en la figura 5.9 son resultado de la fusión directa del ión dtµ y 

de los helios muónicos que decaen. 

En las gráficas antes mencionadas se han encontrado fuertes 

evidencias de que las especies involucradas en la serie de 

procesos que ocurren en la rama principal de la fusión nuclear 
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catalizada por muones, siguen una distribución multínomial ¡ para 

esto hay que recordar que la f. q. p. de una distribución 

multinomial tiene la siguiente forma, 

G(x1,x2 , ••• ,xn,t) = ( l + ex
1

- l)p1 (t) + ex,- l)p
2
(t) + ... + 

(xn- l)pn(t) J"• 
con No el numero inicial de muones a de nucleos padres, y las 

P, et¡' s san las probabilidades de tener un nucleo de la especie i 

al tiempo t. Los valores medios para cada especie tienen la forma 

de la ec. (5.10) y las autocovarianzas tienen la forma de la ec. 

(5. lla), las varianzas cruzadas para esta distribución tienen la 

siguiente forma, 

es. lJa) 

o en termines de los valores promedios con ayuda de la ec. (5.lO), 

i•:j i r j = l, 2 t ••• f n (5.13b) 

En las gráficas 5.11 a la 5.J6 se presentan todas las 

varianzas para cada especie, en cada figura se grafícan tambien 

las predicciones tanto para las autocovarianzas usando la 

ec. (5,llb), como para las varianzas cruzadas usando 1a ec. 

(5.13b). De las gráficas se observa que las curvas obtenidas de 

las predicciones para las varianzas coinciden casi con todas las 

curvas obtenidas de las soluciones numéricas del programa, las 

curvas que no coinciden con las predicciones son las que se 

obtienen de las varianzas cruzadas que involucran a los helios, es 

decir las curvas que corresponden a cr:6 ,u~5 ,a-3! 1 u!6 y u!
6

, la 

autocovarianza de los helios,~:.. las varianzas cruzadas que 

involucran a los neutrones, 
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autocovarianza de los neutrones, u~. Todas las especies que estan 

etiquetadas por la presencia de un muón µ, dµ, tµ, ... etc. deben 

seguir una distribución binomial(el cojunto de estas especies debe 

regirlo una distribución multinomial). Notese que el número máximo 

de particulas de una especie determinada no puede rebasar el 

número inicial de muoncs. 

En el caso de los helios y neutrones, su numero a un tiempo 

dado puede ser mayor que el número inicial de muones. Esto puede 

explicarse puesto CfJe: 

l.- Los helios y los neutrones no decaen para los tiempos 

abarcados en las gráficas( el muón si decae), 

2. - Un muón puede dar origen a ó más helios y neutrones 

productos de la fusión nuclear, esto se debe al reciclamiento 

de los rnuoncs. 

Se observa que los valores promedios de todas las especies, 

excepto para los helios y para los neutrones, tenderan a cero 

cuando t m, debido a que todos los muones tendran que decaer, 

por lo que las autocovarianzas y las varianzas cruzad.as que se 

pueden expresar en función de los valores promedios para cada 

especie ( ecs. (5.llb) y (5.13b) ) también deberán tender a cero. 

En algunas gráficas se observa esta tendencia en las varianzas 

(tanto las curvas de las predicciones como las curvas obtenidas de 

las soluciones numéricas), como ejemplos de esto se pueden 

observar las gráficas 5.11, 5.12, 5.lJ, 5.17, 5.18, 5.22, 5.23, 

etc. 

Es de esperarse el número de helios y neutrones tiendan 

asint6ticamente al mismo valor. Sin embargo dado que estos no 

decaen y además que para un mismo valor del numero inicial de 
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muones diferentes realizaciones dan origen a un número diferente 

(en total) de fusiones, la varianza en ambos casos no tiende 

asintóticamente a cero, pero si a un mismo valor para ambas 

especies, este comportamiento sin embargo no se observa en las 

figuras ( 5. B) - ( 5 .10) y t.al vez sea necesario correr el programa 

hasta tiempos mucho mayores para observar la tendencia a una 

constante. 

ESTA TESIS HU DEBE 
SALJR Uf Ul BIBLIOTECA 
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Para las gráficas siguientes se tienen las equivalencias: 

l ,_,, muones (µ) 

2 ,_,. deuterios muónicos (d¡1) 

3 ,_,. tritios muónicos (tµ) 

,_,, iones deuterio-tritio muónico (dtµ) 

5 ,.... helio muónico (Heµ) 

6 ,... helio 4 ('He ) 

7 ,_,, neutrones (n) 
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V.2.2 DEPENDENCIA EN EL FACTOR DE ADHESION. 

En las figuras 5.37, 5.38 y 5.39 se presentan las gráficas de 

los valores promedios de los muones, deuterios muónicos y 

tritios muónicos para W
8 

= 0.1, 0.01 y 0.001 con C
0 

= cr = 0.5. 

Al principio las curvas de los muones, deuterios muónicos y 

tritios muónicos son muy similares pero entre 10-• y 10-7 s. las 

diferencias empiezan a ser notables, cuando w, = 0.1 más muones se 

quedan pegados a los helios producto de la fusión y por lo tanto 

se reciclan menos muones que cuando W
5 

= o. Ol y O. 001, esto 

ocasiona que el número de átomos muónicos disminuya más 

rápidamente que en los otros casos, esto se aprecia claramente en 

las gráficas. 

En las figuras 5.40 a 5.46 se presentan gráficas que contienen 

la serie de analisis acerca del efecto de w, sobre las varianzas 

de las especies en la fusión catalizada por muones. En general un 

aumento en W
8 

ocasiona que las curvas de muones, deuterios 

muónicos, tritios muónicos y de iones muónmoleculares decaigan en 

su fase final más rápido a cero. Este resultado es lógico pues un 

incremento en w= significa una reducción en el reciclamiento de 

muones. EM las gráficas mencionadas se muestran curvas con w. = 

0.1 y w, = 0.001, todas para c0 = cT = o.s. En general los cambios 

significativos en la evolución temporal de cada especie ocurren a 

partir de 10-·1·, desgraciadamente debido a limitaciones de tiempo 

de máquina no es posible tener gráficas para tiempos mayores a los 

mostrados. 
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Las gráficas de la producción de neutrones son interesantes 

porque se ha estudiado teóricamente dich~ producción para tiempos 

muy grandes es decir se han encontrado expresiones para el 1alor 

asintótico de los neutrones ( Gershtein s. s. et al. [42) ) , la 

expresión aproximada para lln(m) esta dada por 

1 

~ 
+ ~ + W8 + A .\tt~Ct wl 

.>..dl et dtJJ d 

(5.14) 

debido al valor de las razones de formación resulta que 

Nn (ca) e l/w
5

, esto nos indica que los 1 ími tes a los que tiende la 

producción de neutrones son diferentes de una gráfica a otra 

precisamente através de w,. Esto no se ve totalmente claro en la 

gráfica 5. 46 para los neutrones, pero si se observa la tendencia 

asintótica hacia loz valores esperados. 

Conviene señalar que en la f ig. ( 5. 45) se empieza a observar 

el comportamiento esperado en la varianza de los helios, es decir, 

que deje está de crecer y tienda a una constante. Este fenómeno es 

observable a tiempos menores cuando se incramenta importantemente 

w,, corno en el caso de la fig. (5.45) con w, ~ 0.1. 
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Y.2.3 DEPENDENCIA EN LA CONCENTRACJON DE LA MEZCLA 

En la figura 5. 47 se muestran curvas de las densidades de 

muones, de deuterios muónicos y tritios muónicos con w. = 0.001 y 

C
0 

= O. 7, e, = O. J, se quiere analizar el efecto que tienen las 

concentraciones en la dinámica del proceso; para tiempos pequeOos 

hay mas deuterio muónico que tritio muónico, como es de esperarse, 

por que hay más deuterios en 'ia mezcla pero a medida que 

transcurre el tiempo el número de tritios muónicos aumenta debido 

a la transferencia de los muones del deuterio al tritio. A partir 

de 10-'s. el número de tritios muónicos llega ser tan grande como 

en el caso en que CD Cr = O. 5 con la misma w
11

• 
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V.3 ESTADISTICA OE LA RAMA PRINCIPAL CON FUENTE CONSTANTE OE MUONES 

Se analizó tambien el caso en que se tiene una fuente 

estadisticamente constante, S
0

, que proporciona 1020 muones/seg. 

durante lO~a s., como condiciones iniciales se tornan: 

N
1 

(O) = N
2

(0) = • , • = N
7

(0) = O. 

A continuación se presentan gráficas de la evolución temporal 

del sistema con las mismas razones de formación usadas en la 

sección anterior y con wp = 0.01. 

En la figura 5.48 se muestra la gráfica de los muones con su 

varianza, al principio la varianza y el promedio son distintos uno 

del otro pero luego estos se igualan después de desconectar la 

fuente. Esto último es indicio de que se puede tratar de un 

proceso de Poisson para tiempos posteriores a 1~ interrupción de 

la fuente. Sin embargo, debido a que el máximo de ~~µ ocurre en el 

maximo de !lµ ( ~ io-•s. ) parece más bien tratarse de un proceso 

binomial. 

En las curvas se observa una ca ida abrupta después de 10.8s., 

lo cual es natural debido a que ya no se estan introduciendo más 

muones al sistema. Posteriormente el numero se mantiene constante 

por los efectos de la formación de los iones dtµ, como se mencionó 

anteriormente, que producen la fusión y el reciclamiento de los 

muones, esto depende claramente del coeficiente de adhesión. Con 

los datos obtenidos podemos analizar como influyen los diferentes 

valores de w
11 

en la evolución temporal de cada especie y en 

particular en la producción de neutrones. Desgraciadamente como en 

115 



la sección anterior, el tiempo de máquina impidió llegar a tiem~os 

suficientemente largos para observar el valor limite alcanzado por 

el número de neutrones, que teóricamente es proporcional a w:' 
para el caso sin fuente, un analisis importante seria estimar el 

valor limite para el caso con fuente. 

En las figuras 5.49 y 5.50 se presentan los deuterios muónicos 

con sus varianzas y los tritios muónicos con sus varianzas, aqui 

tambien se observan las propiedades de la distribución binomial 

mencionadas anteriormente. 

Para tiempos posteriores a 10-11 s. la varianza y el promedio 

son distintos y cuando se corta la fuente el número de deuterios 

muónicos disminuye pero el numero de tritios aumenta; esto, como 

se explicó, es debido a la transferencia de muones del deuterio al 

tritio a causa de las colisiones entre estos átomos. 

En las figuras 5.51, 5.52, 5.53 y 5.54 que corresponden a los 

iones dtµ, a los helios muónicos, a los helios y a los neutrones 

con sus respectivas varianzas, se observa que dichas varianzas son 

aproxi1nadamente iguales a los valores medios de las especies 

mencionadas. Resulta interesante llegar al valor asintótico de la 

curva de neutrones para poder determinar cuantas fusiones por muón 

se pueden lograr con ese valor d~ wu, pero esto involucra avanzar 

otro orden de magnitud en el tiempo, lo cual, debido al criterio 

de convergencia del proceso iterativo en la expresión numérica 

para el corrector, implica que el valor de h ( pasa en el tiempo ) 

debe permanecer suficientemente pequeño, luego entonces el tiempo 

de máquina en la MICROVAX II del I.C.N.aumentaria de 100 hrs. 

(que es el tiempo necesario para llegar a tiempos del arden de 

10-6 s. ) a 1000 hrs. 

116 



En las figuras 5.55 a la 5.73 se presentan todas las 

varianzas, en varias gráficas se puede apreciar un comportamiento 

similar al observado en las varianzas cruzadas cuando no se tiene 

fuente de rnuones, en el caso anterior se comparaban las gráficas 

con las expresiones obtenidas de la función generadora 

multinomial, en este caso no es tan fácil obtener una expresión de 

una función mul tinomial por que al tornar como tiempo inicial 

cualquier tiempo después de desconectar la fuente las condiciones 

iniciales son tales que se tiene una población distinta de cero en 

todas las especies. En general se puede decir sólo por comparación 

que las especies para el caso con fuente parecen seguir una 

distrubución multinornial excepto las especies terminales que son 

los helios y los neutrones; aqui también se observa que en ciertas 

regiones las espacies se comportan como si siguieran una 

distribución de Poisson, especialmente al principio y al final 

después de que se corta la fuente, esto se puede observar en las 

figuras 5.48 a la 4.54. 
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CONCLUSIONES 

En el trabajo se analizó la cinética de la fusión nuclear en 

una mezcla D-T catalizada por muones y se analizó su estadistica. 

Como una verificación del programa de computo se reprodujeron 

los resultados del articulo de Sguigna y Harms [J7 J donde se 

resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones para los 

promedios; ahi se observa que para tiempos pequeños el número de 

muones decae abrutarncnte debido a su decaimiento natural y a los 

fenómenos de absorción de muones por los iones dt,tt ydd y a los 

nócleos d y t. Posteriormente en el tiempo , el número de muones 

se matiene constante (como resultado directo del reciclamiento de 

muones en la cadena principal de la fusión nuclear) y después 

decae exponencialmente, logicamente hasta cero. El nórnaro total de 

neutrones crece hasta alcanzar un máximo que esencialmente hasta 

alcanzar un máximo que esencialmente corresponde a los neutrones 

resultantes de la cadena dtµ. El número de los neutrones 

producidos atraves del ión ttµ es dos ordenes de maqnitud menor 

que el número producido atraves del ión dtµ y el número de 

neutrones resultan tes de la fusión del ión ddµ es a su ves tres 

ordenes de magnitud menor que el numero correspondiente a la rama 

dtµ. 

Se resolvieron las ecuaciones que involucran a los promedios y 

a las varianzas de dichos promedios en el caso de la rama 

principal, 1. e, la que involucra la fllsión del ión dtµ; para el 
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caso sin fuente de muones se encontró que casi todas las especies 

siguen una distribución rnul tinomial, como puede apreciarsP. al 

comparar las curvas para las varianzas obtenidas con las 

expresiones esperadas para una función de distribución 

multinomial. Sin embargo los helios y los neutrones ( 4 He, ne) no 

siguen una distribución multinomial pues sus poblaciones 

instantaneas no tienen no tiene un nexo directo con la población 

instantanea de muones. Se estudiaron los cambios en la evolución 

temporal de las diversas especies cuando se cambia el factor de 

adhesión ( 11 sticking") y se observó que para diferentes valores de 

w. en relación a una misma especie, al principio de los procesos 

las curvas son todas iguales y sólo aparecen cambios 

significativos hasta después de la formación de los iones dtµ ó 

bien en la región cercana al tiempo de vida media para los muones. 

Tambien se observó que un aumento en w. trae como connecuencia un 

menor reciclamiento de muones porque una mayor cantidad de muoncs 

se quedan pegados a los helios productos de la fusión. 

En el caso en que se modifica la concentración ( Cd= O. 7 y 

el= O. 3 ) , cor.i.o es de esperarse se observa que inicialmente el 

número de los deuterios muónicos crece más rápidamente que los 

tritios muónicos pero después éstos aumentaban hasta rebasar el 

número de deuterios muónicos, debido tranferencia de muones del 

deuterio al tritio. 

El cálculo aproximado de fusiones por muón al tiempo 10-6s., 

se puede obtener de los resultados numéricos calculando el 

cociente N
11 

( 10-•s.) ¡ N
0 

( 10"6s.) . Este cociente se calcula para 

diferentes valores de w, y se compara con el valor obtenido a 

partir de la expresión analitica para la producción asintótica de 

136 



neutrones ( ec. 5.14), para c.= e,= o.s. Asi entonces se obtiene: 

w N n aprox. Nn(m) . 
numérico teórico 

0.1 8.87 8.97 
0.01 26. 80 46. 78 
0.001 31.41 80.B 

Se encuentra que para w. = o .1 los valores teórico y numérico 

son muy cercanos entre si, esto es de esperarse porque una w. 

grande significa que muchos muones quedaran pegados a una 

particula ex y ya no podran seguir catalizando más reacciones de 

fusión, y por lo tanto la región asintótica final se alcanzará 

antes para w 
9 

pequeños. Con w • = O. 1 se llega más cerca de la 

región asintótica (donde Nn ya casi no cambia) que con w.= 0.01 ó 

w,= 0.001, lo cual queda claramente establecido en la tabla 

anterior. 
' Podemos esperar que si empleamos más tiempo de máquina' nos 

acercaremos más a los valores asintóticos del número de fusiones 

por muón para w, = 0.01 y 0.001 que teóricamente son 46.B y 80.B 

respectivamente. 

En el caso con fuente de muones se observa un comportamiento 

similar al caso sin fuente y las especies involucradas tienen 

algunas caracteristicas que corresponden a una distribución de 

probabilidad multinomial, sólo que en este caso no fue posible 

hacer una indentificación con una expresión equivalente al caso 

sin fuente; sin embargo la forma de las autocovarianzas y de las 
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varianzas cruzadas presenta el mismo tipo de comportamiento que en 

el caso sin fuente. Aqui hay que notar que existe una ca ida aún 

más abrupta que en el caso sin fuente debido a que en io-•s. se 

cortó la fuente, por lo que en muchas curvas se observa una 

especie de discontinuidad en esa región. 

En el futuro se espera poder optimizar el programa de computo 

para avanzar más en el tiempo y llegar a encontrar el valor 

asintótico de las curvas de neutrones, y estimar de una manera más 

precisa el número de fusiones catalizadas por muón. 
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MRtTE ~ '· 74lZLAMDOTM•1 E •09. ZLAHDDT• l E+09 
~lRI rE:'5, 7:1101'1ES 
WR ITE l '5, J5l 
WRJTE"· 3á> 
WRITEC:5, 'J7l 
WRJTE( 5, ::!3) 
WAITE<'5.1ál 
WRITElb, 38> 
WRtTE(6,391 
WRJTECb, 40> 
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WRii"E.1~. 24l 
l-IR1TEt6, 161 
WAITEl.7,·ltl 
WRITEC7 •121 
WRITE(], 431 
WR1TE!7. 2~1 
WRI'IEC7. 161 
MRITEl9, 44> 
WRtTE1'1, 4:51 
WRITEl9. 46l 
\.ml TEl9, ~61 
WRITEl?, 161 
WRITEI 10. 47l 
WRITC:< 10, i18) 
WR ITEl 10, 49 l 
WRITEI tO. 27 i 
~RITE~lQ, lb) 
WRITE( t 1· 51) 
~Rl'íE<tt.521 
WRITF.<11,·531 
WRIH'.1t1..2Bi 
~IRlT'='.ll1. lbl 
WP !;·~¡ 12, 541 
WRITEl12.551 
WRITEI 12. Sbl 
WR!TE112,29l 
WRITEt12, lbl 
WR ITE'f t:J, -,7 l 
~ITEC13,S8l 

i.JRITEilJ,S9i 
WRITECtJ.JOl 
WRITEit3, lbl 
UAITEl14,61J 
WRITE< 14. 621 
~RlTE!14.63l 

M'R't TCl 14· :u l 
WRITEC!4, l6J 
WRJTEll~.64l 

WR ITEI 15, 65J 
HAJTEf15,b6> 
WRITEl15,.J2l 
WRITEt1:5, lbl 
WR ITE! té •• '17 l 
WRrTE11a.68l 
1-fRITEi 16. 69> 
WAITE(l.!i. JJ) 
WAITE(tó.161 
!.JRITE!17.7\l 
WRITE(17.72l 
IJRITEC17,34l 
WRITE! 17.161 

C•••••••••••••••••••CONSTANTES DEL f'ROQRAMA""**-+••••••••W••••••••• 
l'l•t. o-o:s 
"'0PT'Ct"'6 
t1F•99""96 
NVHA X= l 0000 
d,.O 5 
d~=5 112 
d3•3 19 
d4-=2~1 /7;.!0. 
b•O 5 
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G:'.l,. ! . ~:.i. 
b4=t.; 11-:.0 
h2~f ,, ... ;:,,,~ 
h"J:dh••'Jl/6 
h•la( h I 4 ')1•t1J 

C•••••1' •!t• .... " .......... tt•., •"'~•.,.,. "" 1• ~ •• 11• ... ,..,. ....... ,. ........ "'"'"••••t.,., 
~·3l:'J!~ de lo1 .-.~lar•·, di! l'i'i fu•fn';l'o;. -~ r1~F1n·~rite!i ~1-'<"h?O! 

,:,;LL F'.'ErlTES t S. _:IS~. O=:;:, G53. Ml 

(' ........ .,."' ....... ., .................. ., .. ,, .. ,. .. , ••• ., ........... ••<!•••••• .. ,. ........ . 

c•~·••I'••• .................................. i .. •••·~ ............... , ... • 

do t>O _>;..¡. N 
do en !.,! , M 
5AAn0 0 
do ~,:, R""I, M 
SAA-::SAA•Atíl. I1nA(J.P1 

so co:.n1m.:E 
SDAAl J, J ! "'S.;t, 

60 ".. ~rH l /'~UE 

do 100 J=t. M 
do 100 J::i¡, t1 
SAA"O O 
do 00 RaJ.M 
SAA=S..\A+AIR, Jl•SDAA(J,Rl 

60 CONTINUE 
SASH/\A(J, Jl ... SAA 

1 GO CONT1 NuE 

c ....................................................................... . 
TERMIUA CALCULO DE L~3 1'1AT1UCES 

C 1t •• 1t4 •1t1tlt" t *"'* • '** •• 1tlt •• <I ltt1t•1t lt# ••lf••** *******•*•••••• lt•tl• lt~lt 

CtS'SSSU"\fi'J.S"f.'5'5'St'tfS'$S$,,'1$$,.'l .. f.'l'llStt•••io•Utt••••'IStfi•Jt1-'5'1f. 
C EMPI(ZA EL METODO DE TAYLOR 
C'lt $'1'1lt'l1 '1•1' lU•S• S'IS'l•'$"J$'f,$Sl'l'l•ll'l~'l•'J'lt l.ti f S$$1S"l'l'5 '5$ f. .U;'$ "11' 

do l":>C' K:1l, 4 
1o 135 .Jnt, :1 

Cl='O O 
d~ JJ') J"l· M 
Ct=Cl•At.J, Il•YNlll 

130 CCN7 TrfüE 
f l J, K > =C l +~ 1 J, K l 

wr1te1 •· •> f ( J• M J 
135 corlT WUE 

DO 1~0 Ji:ol, M 
C~=O O 
C3«0 O 
C4,.0 O 
C'•O 'J 
Cbr.-0 O 
C7•0 U 

DO t 10 l•I • i'1 
C~-=C2.+0Sl ( ¡, K) •A~.J. 11 
C3•CJ+09i'< l. Kl•A(.J, I > 
ca-..C4+ftJ.K)•A(.J, J) 
C,.,C,+fl!l.K>•SDAA1J, ll 
Cb:Cb+DSI CJ, IO•SOAAC.J, 11 
C7t1C7+f f J, KI •SASHAAI .J, 11 

1\0 COUTl/l;UE 
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DNZ'tJ •. 1o..1 "r1Sl ! J !".. 1 ~c.\ 
OtJJ(J, ;..J'-'üS2tJ, Kl•(;~+C~ 
ot14< J."·, ~os'31 J, K l •CJ•·:-6·~'7 

e urri te t •• •lvrd J l 
120 COtlT:NUE 
150 l:OMT: t1VE 

DO ~,;;o J"l• t1 
P.A"'O 0 

ílO 2!0 !.:<l, M 
í\.;-=A~..-A( J, 1 l " 1/Nt l) 

211) cmn1rJVE 
f(J, ~l=AA+SIJ, 51 

2~0 COtH l~"tJE 

c:•••-t>•'l•••..,~•••••••••••••••••••-t••••••••'t•..f,.••••••O••••••••••••••••••••••• 
23 Pitrte - C<llCulo de los 'llqUlltnt:l'!: punto\ por el mi!tada de Adllm!i 
mndlf1;:ado <Corv!tc.t;or-Pred1i:t.crl 

C••••*••••••••*••••n • 1t<t1t••••••••••••••••••jt••• ••••••·•••••••••••••••••••••• 
aprox..,1 •10 ••1-m.:iprox) 

229 00 340 K=L HF 
NVc:\ 
00 230 ¡.,¡, H 

230 5( 11 b)DQ o 
00 240 l=it.M 

ílEL TA; 1 l. 5 l = f í 1, 5 J - fe l. 4 ) 
DELTAfl l. <ll=ft 1, 41-t'< J, 3 > 

DELTAf e!. 31 .. ft J, JJ-f ! ¡, 21 
DELTAf1!.d:l:sf1I.2)-f'tl,11 
0ELTA2fl I. 1 l"'DFLTAfC l. 51-(IELTAf( I. '11 
DELT·\2ft I. 4l=DELTM! I. 4J-OELTMl ! :JI 
DELT~2f ti, Jl-"'OELTAf t l. 3)-DEL.TAFI I. ~' 
DEL J,\3f t l. 21,,,CEL TA~f (l. l l-DELTA2f( I, 4) 
DEL TA3f 1 t.\ )::..1DELTA2T ( ¡, 4 l-DELT1t2f( l, :J¡ 
UELT•\4 rt L 1 l=OELTAJf ( I. 21-DELTA3F< [, l > 
NP ( I JuWH t l+lu ( f 1 J, '51+d•DELTAFC I. 51 •d2•0EL TA2f< 1. l 1 

l +d3•0ELTAJf(l.2J+d4•D(LTA4flI.1J J 
2•'0 CONT lNUE 

:;:~, r,a:-=~~1.,,1.11 

SM/P...,O O 
DO 2".:'.'0 J:.1, 11 

SANP=NP<JleAI l, .J)•S.:ONP 
250 CONtlNUE 

f( ¡, b>,.SANP+SC ¡, bl 
25~ CONTil'JUE 

DO 260 l,.l, M 
DEL r.:.~ 1 t. 1 l=f e t. 6)-f í t.!)) 
DELTl•2i'! l. '21=-DEL TMl I. 1 l-DELi~f( I. '51 
DEL Tr>.:lf( t. J) ::-['f:L TA?t': i J. 2 l-DELTA.2ft t. 1 l 
DEL TA·H( !. 2l =DEL TAJf l L Jl-OEL TA3f( I · .2) 
NC ( I l=WJ! l l+t,•1 ; ( ¡, 61-b•OELTAf( l. t l-b2•DELTA2Fl ¡, ;n 

1 -b3,.ílELTAJfCI.Jl-b4•DELTA<lflI.21 ) 
2b0 CONT I MUE 

00 27ü I,..l,M 
RELI I >,,l:·AUSC INP< I J-NC ( I) l/NC( t l l 
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If" {:::t;:1_:t1 r.r .lpro•) ,-;o ro ::ao 
~7:) CONl TNVE 

ce TO tt7 
280 IF ! ~JIJ \;T NVMA.( l STOP 

NV,-,rN-+l 
wri.tt!•.•lNV 
DO ~90 l""l· M 

NP ( I '"'ffC { t ~ 
2qa COtlTttlUE 

GO TO ;?45 
1.17 DC 300 I.::il. :1 
301) Vl'H l ~c~JC( I~ 

DO 310 [mt, M 
DO 310 Let.::; 

310 f•.l.L/ .. f'(t.L-+t1 

u= l 1TER . E'J. 21CO TO ó60 
IF" IK EO qq'i'SoiGO TO 400 
IF !K . Ell 999b6JG0 ro •150 
IF m EO 99976)00 TO ~00 

IF OI. EO 99986 JGQ TO 5~0 
IF (K EG 999961GO TO bOO 

309 00 301 ¡ .. ¡. ~ 
DO 301 J.:2, 10 
IF o<. EO. R."(J, JJJ GO TO 302 

301 CONT ItfüE 
00 TO 340 

302 ~RITE (5, 17HtRAíf,Jl+·4J•l E-!4l·lVr~(I), I:ot.31 
WRITE <6, 17l<<R1~(I,Jl+.lJ•l E-14L (VfHiJ, !=4,bl 
WRITE ¡7, t7Jl<RMJ.J)+4l•l.E-14L (l/NCI>· Ii=].9) 
l.IRITE 19, 17l(IRAII,Jl+4l•l E-141, (\!N(ll, t=t0.12l 
l..tRITE ltO.t/ll(RAll,JJ-+41•1E-141,tVNlll,1=13.tSl 
l.JR tTE t 11. 17) ( fRAt ¡, Jl +4 >•l. E-14 J, CVNC I >, ¡ .. 16, 18) 
WRITE (12.t7lttRAtJ,Jl+4)•1 E-141,(VNttl, t:::.lq,<!tl 
\..IRITE 113. 17lltRAtt.Jl•4)•1.E-t4J, tVrHil, Ic==22,24l 
WRITE (14, 17)CftM(l,Jl+•\l•l. E-141, (VtHtJ. !:2,,271 
WRITt: 11~.17)(\Rf.!LJl+·ili.1 E-!4!,l'.'~H!).1"";>8,'.JOl 

WRITE ~161i1l:rnA<t.Jl+4)t1 E--~4¡,l\,m!tl.I-'31,JJ) 
t.IRITE 117, l7l\tRAc1.Jl+4)•t E-141,('Jtl(II, I=<l4,J~) 
IF <~ EO 9Q9'?6lt~O TO 61! 
GO TO 3.\0 

C'••••••••••••Cilmb10 de escala ahora fP•l. e-l:ls~9·~•••••••••• 
C•***'U re~·11:alin los elementos do lo Matr1: ~\ \j las fuentes 
C••••eiternao; 

400 [jQ 4:20 I"'l. M 
420 Z.I'! ( I, 1 ¡ '"'\J~¡ < I l 

ca TO 34V 
4'0 DO 4b0 I=-1.11 
4b0 !ti< I. 2) ""'J~H l 1 

ca TO J4C 

'ºº DO 510 1""11 M 
510 Zl'l( J. 31='.JNI 11 

GO TO 340 
550 DO 560 I""LM 
'60 ZtlC t. 41=VN( I) 

GO TO 340 
600 00 btO J:at.M 
610 ltH I, Sl=<VN( t J 
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bl!.'o úO :..'!·O L"'; 
00 ~'5C, .J.,t :"! 
í. l=C •;, 
vr: 6;::\-: :=1 ~ 

t;;¡') l l=·: t•:.r ~·· i •· :"'' ! L 1 

6!::·('· ('J.'...· 2 Cl·~~· ,.L• 

ti=- 1 o-~.; 

ITER:::1;; 

MF=9~qc:.oao 

r,lJ TO .;?;!et 
e•" •• •• ....... ••• ........ ,.~.,., ..... , .... , ....... •· 1·•, ,,. ......... ~·• .......... "'. ,. .... ,. 
C•• .. ••E!'1Pl(Zf,, "'- 1\l.i'o\CPl;.R '.'A:..IJPES ':OM EL Sf:-:;1moc1 SS·'7•\LA.Ml(••í0.f*•••• 
C••••• •••1t"'* • ., .. ,. • .., .. ••• "**"'" 1• 1• ,. .. 11•.c •.•.to.(•,..,,.,•••~•••"""•**"'•••• 

6;0 IF <K EG q9BQ9Q·j 1 ca TO i'60 
IF '" EO '1'~139~7())(.Q ro 77{. 

IF '" EO 9->9.;9~QIGO TO 780 
!F '" EO q.-U:J'N7ú J GO TCJ 7q0 
!F '" EO <--i>9D0001GO ro 800 

DO 665 J .. 2. 1ü 
IF CI'\ EO f:lA(4,J1H1lG(J TO 7(',Q 

ó65 CONT WVE 
DO 670 Jr.~. : IJ 
IF C'ri. EU !RA·.s .... •1+S.000411~Q 10 ~·!Jo 

670 C.ONT rn:JE 
ó~6 DO :.71 J=2. 10 

JF 01 EO (;;,:,..n,J>•~9t)On-1·1•-;CJ TO /5! 
ó7 l CONT WUE 

GO TO J40 

700 WRlTE t~.17l'tRlti\4,Jl+41•1 E··l:J•l E··C'i!, lvth!I, J:J,Ji 
\..IRJTE tb, 171!1RA14, .Ji+oll•J. E-l:J+ 1 E-O"l· ltJtH l). 1=4, e1 
WR!H: ("/, 171l1'1A(4. JP·4)•1 E-13+1 E-o<n, IVtH ll. '"'7· ~\ 
\.IRJTE (9, 171 ( !PAt4, J)+4 >•1 E.- lJo·l E-Oq), '.'JNll1. J:s.:!0.1¿> 
WRI.fE ll0.17~tlf<Al4,Jl+-11.01 E-1:JT1 E-o·n ... 1~1111. J=1.J.1'j1 
l.IR I TE \11. 171CCRA!ol . .JJ•4)•1 E-t:J•I E-IJ91, t;,N! i 1. I"'le.. 181 
WRITE t12. 17111iM14 .•. n+-11•1 E-JJ+l E-Qq), 1·.Nill. J,.l9.~t> 
l.IR ITE (¡'J, 171' IPA14, ~•1+41,.l F.-13+1 F.-OQI. 1<.:·11tJ, J:a~2.~<l) 
\.lRITE t¡4. ¡?11rpA(4,J)+'4)•1 F.-13+1 E-O~i. ·111¡ I 1. I=2S, ~7l 
l.JRJTE ll5.17H rRAt4, Jl+4l•I F.- J 3+ ~ E-O.;>i, ~·/Ntl), J.:::,;m, JO• 
\.!RITE llb.1711tRAt4,.n+41•1 E::-13~· ! C.-091. tVN1l1. l:<J1.J].' 
l.IR ITE (17, 17H1RA14...Jl•41•l E- t:J+l E-09J, tWH l ), !:a34. 35) 
ca TO 340 

"º 1~R l TE I~. 17> 1 ot"'15, Jl•1;10Q04l•I E-lJ+ l E-Oc; 1 IVNt l J, l=l• 3l 
\.IR trE U:i. t 71 t rn,\1'5. Jl+90004l•l E-l'J+l E-IJ91, <IJNC!l, ¡,.4,b) 
\..IRITE l7. 17) l(R,\l5. J)+QQQQ4l•l E ·1:1+ 1 E-OQh tWI\ I 1 J-:i7, q) 
\.IR JTE (q, 17lf(nA1~, Jlt-"'•)0041•1 E-13 .. l E-Qc;1, f'/Nl 11. t ... 10. t2l 
\JRITE 110. 17); íRAf5. JJ+qü004l•1 ~-t::?q E-orn, 1vrHJ), Jct3, 1~1 
lfülTE ! 11. 1711 (R.\(,, .Jl ... qr)004'•\ E-13+1 E-0Q1, 1•;r~111.1:::116. llJJ 
t.JRJTE ( 1;;!. 17 1 l <RAC ~. J) +90004 l•l E-13+1 E-091. (IJNCJ1, 1°1?.~1' 
\.:RITE ( l:J, 1711 fRAC,, JJ+º00041•1. E-13H E-091, tVN(l). 1•2~.;'41 
WRITE 114, 17)l<RAl~,Jl .. q{)004l•l E··13+1 E-OYL (VNCI1, Iso25.~71 
WRJTE lt~.17lttRAl~,Jl•QOOO.il•l E-l:J•t E-09J, !VNfli. !r.~B.:JOI 
\JR ITE (lh. 17111RA'~' Jl•'10004l*l E-13•1 E-0'?1, CVtHlL 1=31. 331 
\JA JTE (17. 17H !RAl~, .JJ•?0004l•1 E-13+1 E-091, l'JNll), 1=34, :J~I 
QQ lO J40 
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751 WRJT¿;,., ~JI'. 

WRITF. ;~,1711\Rt~ J,+:"JqOC\041•1 IT-~3•¡ E··tj VNCJ1,tcl.J1 
WRITS •":J·l7)t\IM.o •. ;1~?900~4'"'l.E-l:i·. E-•.' 1. •.N(ll l:ul,t_,1 

~RITE <7.;7H<RA.b.Jl+~~COO•P•l E-IJ~t E>ü 'ltHli.t-=7 ·11 

Wt<!Tf '~.t71•1~Ai=. Jl+:;l'f".;1)0""'"·1 F..-1~•1 E••J '-'.~11! :.::v.!.';1 
\Jf;~i:: C1'.,}, 1'."' 1RA16.JP~91)Q(J4 ,1 [··1'.J+l E.- t•JN(l, qJ, ;o;;; 
\.jfJJ:'"E 1 ~1.1:11·RA!b .• .U•9'f0•.)0<i•~l E·-lJ+l E-< ... •vr1111.!2t6.18· 
¡.¡RITE t12. 17J(lf1Atb • .J)+9'10004111l E-13•1 E-üYl, :vtHI), Jal-1.~tl 
:.IRITE (l3.l71<fílA<6.Jl+9900Cr41<t1 E-t~+l E-C•ql !•m!t1 1"'2~.~·\l 

\.JRJTC tt4.17lt!RA.•6,Jl+9'100041•! F-IJ•l E-·-'=fl.lV~HIJ 1-.25.;:.?• 
WRJTE 1 1e.1111fRA16,J1+9QQ0'1·ll1t E-tJ+l E.-c.<?).!'/Ntl· !...:29.301 
WRITC: tl-:. 17•1:RA16 ... 1)•9'1Q0<141"'1 [··13-tl ¡=_-:r.1,'VfH/i 1·•31.JJI 
l.IRITE \t-..171•(RA1,.,,.;1•99f;'.)C:41•l F.-IJ+! r>:~ •. 1 ~1tt• I•34,:JSJ 
lF IK E.l '?99'J1.}1ülC..0 TO 2!<; 
00 TO 3-lQ 

c ................................ ,. ...... ,,.,, ............ * ...... ~~ ... ..,. 1 ............................................. ' 

C••t14••••fl-•••"••<::•\""':Jf0 CE ES:A:_A CON h-'l e-1~-.~q""*•••••.,,.•••*"*"""'"*"'• 
C•••SE REESCt.Lo\N LOS ELEMENTOS :JE L.l. M,\TfJI;: A 'f ~;.5 FUENTE3 EA'.TE~~lAS•"• 
C•ot••••ft• .. •••"•' ,.,. "" ,,,. ........... (; •·~ .,. ........ .,. .. •>•·••,. .. ., .., ,. •,. ¡••• •11 .. 1 •• •• ••• • ,,..,, 

760 DO?b~ I ... l.M 
765 Ztl<L lJc.VN\!l 

ca ro 340 
770 DO 775 I•l. M 
775 Ztl(I.:2>•VN(l' 

GD TO ~40 
780 00 785 1111. M 
795 ZNO. J)s;¡IJNI t j 

GO TO 340 
7cm DO 795 ¡ .. ¡, M 
7q' ZtHI,41.,VN(ll 

GO TO 340 
BOO lJO 805 tal. P1 
805 Ztfl J, ~lsVIH l) 

ca ro 6bb 
810 ;.JRITE (8, 2'7>1'/Nt J), I=l.:J1 

WfUTE ce.~~)l'JNIIl.I..::4,bl 

WRITE 1e.~.:H1.mc11.1=7.9J 

WRITE (6.;;;!2)1VN(ll· 1""10.12l 
WWITE rn.2~1<vr1111.Ir.J3,\') 

WilITE tF.:.~?.11v-.t1I;,J"'1~·~BJ 
l.$HJTC: <8. 221(\lfHI1, ¡ ... ¡~. ;?J l 
WPITS •!;!, 2::': 1\.'tl• 1 ·.,l .. ~~- ~4~ 

~F!I TE 16. ;?.;?J C\'N• 1 .•. I11~5. :271 
WRITf: tB. 221t'v'N<1 ¡, J=28, JC> 
WRITE 18.22)1\INll•,l.,.31,JJ> 
WRITE (0, 22J lVN( 11, 1•34, 351 

340 tl!ntinv .. 

10 FOP.HAH3X. 'N1:Q11',El!.i B.5X. 'N2ó0:n',E15 8,!\)(, 'N3rnl .. '.E15 8> 
11 FORHATl:J)(, 'M4!01•',E15 8,5X. 'M5(QJu',El5 B,5)(,'N610>•º.E15 81 
1~ FORHAT<3X. 'N"'/101•º,E15 8,5x. 'NOIOJ.:o'•E15 a. 5X. ·r~Cjl(Ql:.'.El'!> 131 
15 FORMAH:Jx. 't11E-lJu91•.1ta. 'l'lllt>', 151. 'Nó.!Ctl'. 151. t1:.itl •¡ 

lb FORHATl3JC, 751'-'11 
1'l FORMATt3X,E1G 3,J,tJC,[;:'I} 1311 
IB F0ffMAft3'(, 31 t 'I, Eá:'O 13J 1 

e 18 FORMATC3(, •t:1E-1Ju1Jl'. ll•· 'N4{t:)·, ¡5,, 'U'.51tJ', 1~ •• ºNéltl'I 
19 FORHAT<J:J., 't l \E-13..e() l '. 111. 'M7l t 1 •, l'• · 'MB! tl '. 151. •1.:qc t 1' 1 
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20 FORMAT¡J,,75(·-•,.;11 
'21 Fl1RHAT!3:>.. 'SOLUCIClN N\JNEíllCA OE UfJ SISTEMA DE 3:5 EC 1JAC10NES 

1 DIFERENCIALES L!rJEALES'. 1. :o:. 'DE PRIMER ORCEN DADAS LAS 
~ COMD:ClONES lNlClALES. EL sr5TEMA DF. ECUACIQNES',/,3.<. 
J'DESCRH3E LA CINETlCA DE L.A FVSliJN ~lUCLEAP CAlALIZAOA 
-lPOR Ml.,!QfJES ', /. :n l 

22 FORMAT(JX.E;:O 1J,Jx.E20 1.J,JX t::o \Jl 
2:J Fl1RMAT{ I 7X, 't<•eq) '' '11. 'Nl ( l;) •. lbX. 'rl2l t.) •• 1t.X. ·~jJ( t'. 1 
24 FORMATll. 7X, 't<seql '.91, 'N4tr.l ', lf.iX, 'rl~<tl '• l6X. 'tl6<tl ') 
2~ FORMATl .·. 7X, 't< 'i•J'J l ', q,, 'N7( t) ·, lbX, 'MB< t l '. l6X, '~l9< t l '1 
26 FORM.\T{l,-:''(,'t('i1H}l'.9J, 'Nl01t;l .1bx.·r11t<tl',l6.(. 'IH;!ttl') 
27 FORMAT•1.-:~.'tl'it'~)',q1,'NlJltl ·16:C.'Nl.\ltl'.16X,'f~l51tl'l 

28 FCR1;:,11/,7'(,'t!u~1·,q1,'fllb1tl' t~'t.'tH7'tl',tbX,·tH8(tJ'l 

29 FORHATC/,71., 't!'io!9)',91, 'N1Qíti',\!J;t, 'n2Q(t;)•, 16X. 'N2lltl'I 
JO FCRl"'!ATU,7:<, 't\O:.~l)l'.91. 'N22\t)' le::t. ·tJ23(tl', lbX., '~l241tl'l 
Jl FOP.MATt/.7)., 't(":>eql',9i. ti;.:s<tl ltJX. 'N.26(tJ', 16X. 'N27tt)') 
32 FORMA TI/, 7x. 't (o,¡ei;i l ', q¡, 'N~81 t) "to.X.. 'N,2<:;'1( t ¡ '. 16X. 'tl30( tl,) 
33 FOHM.;T ( /, 7L 'l( "ª!l 1 ', 91, 'N31 1 t l '. t6'(. 'N32 ( t) ', lf>X, 'N33 l t) 'l 
34 FORMAT<l,7X, 't(segJ',q,, 'l.J3-l(l;)''16~. '~135(t)') 
3~ FORMATl3X. 'tll ES EL NUMERO DE MUONES') 
36 f"fJRMATC::JX, 'N;! ES EL NUMEPC DE DEUTERIOS HUONlCOS') 
j7 FORMATl3X, 'fl:l ES EL NUHERO OE TRITICE t1UON1COS'l 
:m FORMAT(3X:, 'M4 ES EL m111ERO DE IONES MUQNMOLECULARES 

'!. OEUTERIO-TR:TIO MUONICO'l 
jq FDRMAT<JX, 'tl5 ES EL NUHEirn DE HELIOS MUONlCOS 'l 
40 FORHATC3X.. 'M6 ES EL NUMERO DE HELlOS'l 
41 F'ORMATC3X, 'N7 ES EL NUMERO OE NEUTRONES'> 
42 FORMAT<3X, 'tJB ES LA AUTOCOVARIANZA DE LOS MUONES'l 
43 FORMAT (JX, 'N9 ES LA VARIANZA OE L'..l'"J MUONES 

Z CON EL DEUTER 10 MUONICO' l 
44 FORHAT<3A• 'NlO ES LA YAR1ANZi\ DE LOS MUONES 

"!. CDU EL TRITIO MUONICO' l 
45 FORMAT<JX, 'rlll ES LA VARl/~NZA DE LOS 1'1UONES CON EL ION' 

l , /, JX, 'MUONNOLECULAR DEUTERIO-TRITIO MUONICO'I 
46 FORMAT(J.(, 'Nlt.! E5 LA VARIANZA DE LOS MUONES CON EL HEL10 MUONJCO'I 
47 FORl'1ATl3X. 'tll3 ES LA VARIANZA DE LOS MUONES CON EL HELIO') 
48 FORMAT<3X• 'N14 ES LA VARIANZA DE LOS 11UONES CON LOS NEUTRONES'> 
49 FORHAT13X. 'tH'5 ES LA l\UTOCOVARIMIZA OEL DEUTERIO HVONICO'l 
~1 FORMAT<:JX, 'tJle ES LA VARIANZA DEL DEUTERIO MUONICO CON EL TRITIO 

1 r!UONJCO' 1 
,2 FOR~ATC3X, 'Nl'l ES LA VARIANZA DEL DEUTERIO MUDNICO CON EL ION' 

1 .1,3x,' HUOflMDLt:.CULWl r1EUtEíHG-Tr.lTIO MUDrlii;C') 
53 FORMAl IJX, 'tJl8 ES LA VARIANlA CEL DEUTERIO MVDNICO 

'l. C:O/'l E'L HF.L!ll MUDrHCO'l 
54 FDRMAT(JX. 'Nl9 ES LA VARIANZA DEL DEUTERIO MUOtHCO CO/'l EL HELIO') 
' ' FORMAT ( 3X, 'N20 ES LA VAA Ir~NZA DEL OEVTER [Q MUONICO 

1. CON LOS NEUTRONES' l 
,6 F'ORMATl3X, 'M21 ES LA AUTOCOVARIANZr"l. DEL TRITIO HUOMICD'l ,7 FOAHATC3X. 'N22 ES LA VARIANZA DEL TRITIO MUONICO CON EL' 

l ,/,JX, 'ION MUDNMOLECULAR DEUTERIO-TRITIO MUONtCO'l 
'58 F'DAHAT(3)(, 'N~3 ES LA VARIANZA DEL TRITIO MUONICO 

't. CON EL HELIO M\JONICO · J 
'59 FORHATl3X· 'N24 ES LA VARIANZA DEL MITIO MUONICO CON EL liELJO'l 
b1 F"ORMATC3X, 'tJ2'3 ES LA VARIANZA DEL TRITIO MUONJCO 

X CON LOS NEUTRONES' l 
b2 FORHAT<JX, 'N26 ES LA AUTOCCJ.VMlANZA OEL ION MUONMOLECULAR 

1 DEUTERIO-TRtTIO MUONJCO'l 
b3 FOR/1ATl3X, 'N;?7 ES LA VARIANZA DEL ION NUONMOLECULAR 

1 DEUTERIO-TRITIO MUONlCO',/,'JX, 'CON EL HELIO MUONICO'l 
b4 FORMATC:lX, 'N-28 ES LA VARIANZA DEL ION MUOf'lMOLECULAR 

J DEUTERIO-TRITIO MUONICQ', f,:J«, 'CON EL HELIO'! 
b' F'OANJ\T<3X, 'U29 ES LA VARIANZA DEL lOtl M\.'ONNOLECULAR 
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e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

1 DEUTEAIO-TílJTIO /'1UOtHCO ', t, J;t, 't:(JM LOS NEUTROtJES') 
bb FOR/'!ATCJX, 'NJO ES LA AUTOCOVARtML!A üf:L HELIO MUONJCO'l 
o7 FORl1AT<3X. 'NJ1 E~ LA \.'AR [ArllA DEL HELIO ML1mnca CON EL HELIO') 
68 FCílrlAT<3X, 'N3;: ES LA VAA IANZA DEL HELIO 11UC!tlICO 

% CON LOS NEUTRONES' ) 
69 FORMAT<:JX, 'NJ:J ES LA AUTOCO\.'ARIAHZfl DEL HELIO' 1 
71 FORMATCJX. 'N34 ES LA VARIANZA DEL HELIO CON LOS NEUTROtJES'> 
72 FORNl'.T<J..:, 't/35 E5 LA AUTO<:OVAíllt\NZA DE LOS l"JEUTRDNES'l 
73 FORNAT(Jf., 'CD=',E10 4,2x. 'CT•',EIO 4> 
74 FORNATCJX. 'LAHODA DTHa',E10 4.~6X, 'LAHBD,\ DT•',EI0.41 
75 FORMATl3~. 'OMEOA"S"a',[10 4) 

STOP 
E,ID 

SUBPROGRAMAS 

Func ti on SS<JI 
ss-o. o 
rtturn 
•nd 

FUNC l ON OSS 1 

Func ti on DSSl <JI 
DSSl•O. O 
rtturn 
•nd 
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.; FUMC?•JN r.ss2 
e 
C F1.:nc:1on OS3:?1...'1 
e úfis;::i:.o. o 
e T'!fturn 
e •nli 
e 
e FUMC rn~1 OS53 
e 
C F'unctton OS::!3íJ 
C DSS:Jc:Q O 
e ro~u:-n 

e end 
e 
' e 
C 3U3RlJTINAS 
e 

SUBiWIJTINE POTENCIAlRM 
IHPLl·:IT REAL•8CA-H, N-Z) 
DIMENSJOrll RAI 6. 111 
do 20 lc1,6 
do 20 .J=1. 11 

20 RA(t. Jl"O O 
00501•1.6 
DO SO Jn2, 11 

50 RA(l,Jl,..<10 ••IJ•CJ-1)-4 
RET\JRN 
ENO 

Subrautina MATRIXCA, M, CEl 
IMPLICI T REAL•B(A-H. N-Z l 
Oim¡inlion Al3~. 3~l 

COMMON ZLAMOTM. ZLAMBDT. CD. cr. Ot1ES 

ZLAl'1Il0"'10. 4~5E-CB>.CE 
ZLAMBAt1I' E-41•CE 
ZLAMBDT= < ~- E-6 l •CE 
ZLAHDF.,C 1. lE-~>•CE 

ZLAMDFD:oC l. E-3l•CE 
ZLAMDFT .. \l E-Jl•CE 

ZLAMB[ITM•C l E-t.d•CE 
ZLAHDDDMaHJ E-91•CE" 
ZLAMBTTN'" C 3 E-8 >•CE 

OMESnQ J 
C Qt1ET•O l 
C OMEQ:.O. 13 
C OMEP,.O, 0027 

CO•O ' 
CTsO. ~ 
DO 10 l•q.M 
00 10 J•l.M 

10 AcJ,Jl•O O 
All. l>•-IZLAMDO+ZLAMDAJ 
Al J, 4 l •ZLAMDF• ( 1. -OMESI 

Al l. ~l•ZLANDFO•I t - ~cor.JHOf"rEP) l 
A 1 J. bl •::'lAMDFT• \l. -OME:T l 

AC2, 1 l,.Zl.AMOA•CD 
At ~' 21._t !LAMBDhCT+ZLAf"IBO> 
Af:l, l)•ZLAl1DA•CT 
A 1 :J, :o!l,.ZLAl"IDOT•CT 
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AfJ, 3; :.- ZLAl'ID0..,.lLA~00"f/'1U(01 

AIJ. !1"' 5•ZLAMOFD•OMEP 
Al4, Jl=ZL1,MDDTH•CD 
A\ 4. 4) =- f ZLAHOO+ZLAHDF l 
A<~.~! =ZLAHDODM•CO 

A(~. 4) =lLANDF•QHES 
Al~• 5,,,._:LAMllO 

Al6, J l =:LAHilTTM•CT 
AC6, 41-=ZLANIJF•< 1. -OMESI 
AC6. ~;,.zu.M30 

,t, ( 6. 61 =--• ZLAMDO+lLAMDFT) 
A(7, 4>,.ZLAMDF 
A{S, 11 3 ( !LAM!lO+Zl.AHOAl 
A<B. 4J:aZLAMDF•( 1-0MESI 

A(8, 5l"' '!•ZLAHDFD 
Af8. 9' ... -~ tt( ZLANno.-zLANDA' 
A<B. ti 1-";!•ZLAMDF•ll -OHESl 
A(t¡, 1 ~:i:-:LAHDA•CD 
A(9, Bl.:i:ZLAMIM•C[l 
AC9, 91.,.,-tZLAMílDT•CT+~ •lLAHOC+ZLAMDAl 
A(9, Pl .. lL-'MDF•! 1-0MESl 
~ ( 9, 61 ==2. •ZLAMDFT 

A( 10, 1 l =-ZLANDA•CT 
Al 10.8l=ZLAHDA•CT 
Al 10, 9 l ..,zLAMBDTttCT 
A ( 1 O. 1 O l.,_ (:o?. •ZLAMDO+ZLAMOA+ZLAMBOTH•CD 1 
A ( 1 O. 22l ,.ZLAMOF• ( 1-0MES) 
AC l L 4 > =-ZLAMDFft < 1-0MES l 
AC 11. lQi:l.LM1DOTH•CO 
A( 11. l l 1 =-12. •ZLANDO +-ZLA/'IOA+ ZLAMBF J 
Af 11. 26) 0 ZLAMDF• < 1-0t1ESl 
AC12, lll:r.~LAMDF•OMES 
AC t';!, 1;!:)~-<2. •ZLAMDO+ZLAMOM 
A( 1~. 27>c:ZLAf'1llF•( 1. -OMESJ 
AC 13, 4)...,ZLAMDF•< l. -OHf:.Sl 
A( 13. l t JcZLAMIJF•( l -OMESi 
AC 13, t;:?i=.ZLAMDD 
AC1:J, 13)•-CZLAMDO+ZLAMDA> 
AC 13, 281=ZLAMDF•C l. -OMES> 
A C 14. 4) =ZLAMOF• C 1. -OMES) 
AC 1-1. 11 l"'ZLAHDF 
ACt4.14J"'-<ZLAMDO+ZLAMDA> 
A ( 14. 2q) "'ZLAM0F• f. 1. -CHES) 
Af t !\, 1 l::!L.\MOA!JCD 
A< 15. 21 .. zLAMBDT•r:T+ZLAMOO 
AC 15, 9) .. 2. •ZLAHBA•CD 
Al 15. 151-=-2. •CZLANDDHCT+ZLANUOJ 
AC 16, 2l:r:-ZLAMDDT•CT 
AC 16, 9J:zZLAMBA•CT 
AC 16, lOJ=ZLAMDA•CD 
AC 16, 15)"*?lAMOOT•CT 
Af 16, l6)co-(!LAMDOT""CT+2. •ZLAMDO+ZLAHDOTM•COJ 
AC17, IJJ::rZLAH!lA*CD 
AC 17, 16l""Zlt.MDOTH•CD 
AC t 7, t 7 )"'-( ZLAMDOT•CT+2 •ZLAM!JO•ZLAHDFI 
A< 18, 10!.l'"'ZLAMDA•CO 
ACt9. 171 ... ZLAHDF•OHES 
A< 18, 1Bl .. -CZLAMDDT•CT+2. •ZLAHDO) 
A( f9, 13)•.ZLAMUA•CO 
AC 19, 17 J•ZLAMOF• (J. -DMES 1 
A( 1q, lBJ""ZLAMDO 
AC 19, 191 •-( ZLAMDDT•CT+Zl.AMBOJ 
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.\120. ~ 41 ·' :LM10A•CD 
Ai ;'.!'j. t "ll .. .:LAl1fJF 
At;::o ;::o, .. -IZLAMOOT•ChZLANBOi 
Al2l t i::LAMDA•".:T 
Al&!l. 2l·.,<'.LAMl:'DT•CT 
A(;'.~ J: :::LAMCDTM*<·:fl•ZLAMDO 
Al2t ~Q.::2 •ZLAMB1HCT 
Al2L 1~·-~~ •ZLAMDOT•CT 
Al2!, ~I •:·•2. •IZLAM90Tt1•CO ... zLAl'1BCJl 
At.2;;?. Ji=--ZLAMODTM•CD 
.\(2;::. 11 i.:s::LAM3A•CT 
Al2~ \7i-;.!Ll\HODT•CT 
A{2;:!. ~l laZLAMBDTM•CD 
Aí2:L:. ::;:J-z-fZL...,M!lCTH•CD-t-~ •ZLAH(30•tLAN3Fl 
At&!J l~l<>ZLAMGA••:I 

Al23. ~~'.=ZLAHtJDT•CT 
AIZ:3. 2;?i~ZLAMOF•OMES 
f.I 23. 23>•-1 ZLAM00TM•CD•2. •ZLAHBO 1 

A{24. 13iuZLAHDA•CT 
AC24, 1'i'l•Zlf,MDOT•CT 
Al2-4, 2~l•ZLAHOF•t l. -O~ESi 
At24. 23)•ZLAMBO 
Al~4. 24 l•-!ZLAHDDTM•CD+ZLA1100l 
Al25, 14)•ZLAMOA•CT 
Al25. 20l .. ZLAHBOhCT 
Al25. 22.l::ZLAMBF 
Al25. 25l•-<ZLAHl30TN+ZLAM00l 
Af26. 3>•ZLAl1B[·TH•CO 
A( 26, 4 l •ZLAl100•ZLAHDF 
A 126, 22: "'2. • ZLAMBDTH•CD 
Al ;?b, ;.io.l .. -2 • < ZL/IHOO+ZLM1[JF) 
Al~7. 41•-ZLAl12F.,.011E5 
Af~, :;?31.aZLANOOTN•CD 
Al27. ;!61•ZLAl1BF•OMES 
A( 27, .i.'.?7>- CC!. •ZLAMBO+ZLAMllF 1 
A(~8. 4>•-ZLAMBF1H 1 -DMESl 
Af28. ~41=-ZLAMDDTH•CO 
A(:2:8. C!6l.,,ZLAMDF•I l -011ESI 
Al~. :;?7i•ZLAMBO 
Af2S. ~81.,-1 ZLAHBO-..ZLAMBF) 
Af2C1. 4)•-ZLAMDF 
Af ~9. :!' 1 • ZLAHOD í/'1•CD 
A(;29, C!bl•ZLAMDF 
M ;29, 291 •-1ZLAMDO+ZLAl'l8F1 
•'130. 4 l •iLAt1DF•011E5 
At:JO, ~l•ZLAt180 
Al:JO, :;?7J•~. •ZLAMBF•OMES 
Al3Q, :JOl•-2. •ZLAMDO 
Af31. 5l•-ZLAMDO 
Al31, :;?7l•ZLA11DF•C l -Ol"iE51 
Al31. ~Bl"'ZLAMDF•Ot1ES 
A C 31. JO l • ZLAMBO 
Al 31, :J1 l•-ZLAMDO 
Al32, 41•ZLAHBF•OMES 
A(:r.;?, :;?7J•ZLAMDF 
Af:J2, 291•ZLAHOF•ot1E5 
A<3~. 3;?1•-ZLAHDO 
At3:J, 4l•ZLAMBF•C 1 -Ot1ESJ 
Al :J3, ~ l •Z'L.At1DO 
Al:J3, 20l•~. •ZLAMDF•I 1 -OMESI 
At33. 31 l•C!. •ZLAMDO 
Al34, 41•ZLAHDF•I l. -OHE91 
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e 

At:J4, 2Bl•l.LAMDF 
At34, .:9)u?LAMBftH l -OME:SJ 
A(J4, 3:i!>•ZLAMDO 
Al.'.l'!!· 41»2t.AN11F 
AiJ5, :q1,,,2. •ZLAHOf" 
return 
•nd 

C. SUD"RUTtNA VARlADLES 
e 

e 

Svbrouttn• VARlABLESIVN> 
lMPLIC IT REAL•SIA-H, N-1) 
DJHENStON VNl'J!;) 
VN11>•1.0•12 
DO 100 lc2, 35 

100 VN< I 1""0. O 
return 
•nd 

C. SU!lRUTINA FUE:NTES 
e 

Subrovtin&o FUENTESJS, DSt. 062, OS3. M1 
IMPLtCIT REAL•9(A-H. N-Z> 
DINENS tON 5135, 6), DS1 (3~ú 4J, DS2<3!S. 4 >, DS3<:J:;, 4l 
do '00 K•l• 4 
DO 500 !021, H 
S<t.~).,.0. O 

OSl<LK>•DSSlO'.> 
DSl(I,Y.J,,.0. O 

052< t. t'.>=OSS;?CK} 
DS21l.Kb•OO 

C DS31l,K1=085300 'ºº DS3t I. IO::cO. O 
C S<L,_>.,.SS(Kl 

DO 200 I•l· 1'1 
200 ser. 5>,,.o. o 

T'&rturn 
•nd 
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APENDICE B 

FUNCIONES DE DISTRIBUCION 

DE PROBABILIDAD 

PARA PROCESOS 

DE POISSON 

y 

MUL TINOMIALES 
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PROCESO DE POISSON. 

Un proceso de Poisson esta representado por la fusión de 

distribución de probabilidad 

P(N) = { 
k" e' / n! paran= 0,1, ... 

o. para n < o. 

La función generadora de probabilidad (ec. 3.5) es 

G(X) = ¡; k" e"' x"/ n! = e"' ¡; (kx)"/ ni = e"' e" 
n•O ""'º 

(B.l) 

(B.2) 

de esta función calculamos el promedio y la varianza (ecs. 3. B, 

3.17 y J.19) 

< n > = [ g~ (x) ] = ke"'"" j = k 
)l:>::J ""'1 

donde 

entonces 

< n > = u2 
= k. (B.3) 
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PROCESO BINOMIAL. 

Un proceso binomial esta caracterizado por una función de 

distribución de la forma : 

,,,, . ¡ No! p"( l-p) Ho-n 
~¡~N.---n~¡~¡-n ! 

o. 

paran= O,l, .•. ,No. 

en otro caso. 

su función generadora de probabilidad (ec. 3.5) es 

G(x) E No! p" (1-p) llo-n x" 
n-<i (No-n) !n! 

No! (xp) 0 (1-p) Ho-n = [ pX + 1 - p ¡"º 
(No-n) !n! 

G(x) = [l+p(x-l)J"º 

el promedio es 

< n > = ( dG ] ax ,., 1 
No-! 1 • No[ l + p(x-1) J (p) • Nop. ... 

y su varianza es 

(8.4) 

(B.5) 

(ll.6) 

Cf2 = [ ~2- ~[ dG _ 

iJL .. ·1 No (No-l) [ l + p (x-1) J n °·2 (p
2) 

dx 2 dx dx 

- No[ l + p(X-1) ) 2No-2 (p2) + No( 1 + p(x-lJJ"º•t + 

+No[ l + p(X-1) ¡••-•¡p) l.., = No(No-l)p2 
- N~p 2 + Nop 

Nop(l-p) (B. 7) 
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OISTRIBUCION HULTINOHIAL. 

Un proceso multinomial se caracteriza por una función de 

distribución multinomial de la forma : 

No•nl-n2•, •. n• 
P(n) X [ l-p

1
-p

2
- ... -p.] para n

1
+ n 2+ ... + n

0
s No 

(B.B) 

o. en otro caso 

donde n es ahora un vector que consta de m componentes, es decir 

n = (n
1

,n
2

, ••• ,n.) 

su función generadora de probabilidad (ec. J.5) es: 

i:: i:: ... i: 
nt=O n2 .. 0 nn=O 

x"1xn2 ... x"ª Nt>! 
1 2 • "'("<;N',---=n:-

1
---.-.-.--""n,...'") .. !""n-,..-¡-.-.-.=n.-! 

i:: i:: ... ¿ No 1 
nt"'O n2•0 n•aO (No-n

1 
- ••• -n.) ln

1 
! •.. n,l 
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•• 
a (x

1
p

1 
+ x

1
p2+ ••• + x.p.+ e l-p

1
-p

2
- ••• -p.)) 

•• 
* ( l + P,ex

1
- l) + p

2
ex

2
- l) + ••• + P.ex - l) ] es.9) 

La media n
1 

es 

< n > 
l = [ 8G ) 

iiX x~ ••• = 
l 

No( l + p
1 
ex,- l) + ••• + P. ex.- l)]"~,, 

= Nop
1 

y en general para cualquier n
1
,donde i 

< n
1
> = Nop

1 

x1=· .. = xm= 1 

1,2, ... ,m. 

Para las varianzas calculamos primerQ las autocovarianzas 

para n
1 

su autocovarianza es 

u2 < 0 2> _ < n > 2 
11 1 1 

[8·; - !!.Q [ 
ax ax 

1 l x= 
2 

••• = x.-
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No-2 

= [No (No-1) [l + p ¡x Í l) + ••• + P ~x - l) J P\ 

2 (No - 1 J 

- N~[ l + P, (x,- l) + ••• + P.<x.- l)] p~ 

= No{No-l)p~ - No 2 p~ + Nop
1 

= Nop
1
(1-p

1
) 

para n
2 

su autocovarianza es: 

u~2 = < n~ > - < nz>2 

y de manera analoga se llega a 

cr~2 = Nop
2 

( 1-p,> . 

en general la autocovarianza para n
1 

esta dada por 

i=l,2, ... ,m 

)( = 
2 

las covarianzas estan definidas como 

a~1 = < n1nJ> - < n?< n
1
> 

o bien 

por ejemplo 
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x.= l 

••• = x.- 1 

(B.lla) 

(B.llb) 

(B. lle) 



0'2 
12 

~ 8G 

ax
1 

ax
2 X= 

2 
••• = x.= 1 

[ 

Ho - 2 

= No (No-1) ( l + p
1 
(x

1 
- l) + ••• +P. (Jf - 1)) p

1
p

2 

llo - 1 

- ( No [l + p ¡x í 1) + ••• + p ,¡x.- 1) ) p
1 

llo-1 ] 
( No ( 1 + p

1 
(x

1
- l) + ••• + p

0 
(lf - 1)) p

2 
) 

= No (No-l) p
1
p

2 
- N~p1p2 = -Nop

1
p

2
• 

o en termines de los promedios (ec. B.lOb) 

cr2 == - < n, >< n2> 
12 No 

en general la covarianza de n
1 

y nJ es 

O'~J = -N°P 1PJ 

o bien 

O"~J 
i,j = 1,2, ... ,m i • j 

xl ••• = xm= 1 

(B.l2a) 

(B.l2b) 

las distribuciones anteriormente mencionadas no excluyen el caso 

en que las probabilidades p
1 

son dependientes del tiempo. 
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