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P R O L O G O 

PRESENTACION DE Ll. TESIS: GEOA'.ETRIA ANALITICA 

Desde sie~pre he sido consciente de la ~ificultad en el apren

dizaje de las materráticas que sufre una ~ran cantidad de estu

iiantes. Muchos ~aestros piensan que los alumnos deben captar 

de una manera inmediata les conceptos y teorías matemáticas, y 

por lo tanto, no es necesario dar mayores explicaciones en sus 

clases. 

Desde mi puhto de vista es al contrario, la responsabilidad del 

maestro radica en explicar con todo detalle, los conceptos, de

finiciones, teoremas y corolarios que expone diariarnente
1

para que 

de esa rranera sus alumnos capten ínte~ramente sus explicaciones 

y adquieran .firmemente el conocimiento matemático. 

Claro está que el maestro tiene también la responsabilidad de 

inculcar en el alumno el hábito por el estudio, la inquietud 

por la investi~aci6n y el ~usto por la matemática en general, 

Sib embargo,est última, es una labor que considero muy ambi

ciosa, debido a que la ~ran mayoría oe los estudiantes elude 

a las r.atemáticas y todo lo que se relaciones con ellas. Este 

rechazo se debe, en gran t;edida, a la instrucci6n deficiente que 

imparten los profesores desde el Jardín de Niños y Primaria, que 

es donde a mi juicio, se genera dicha aversi6n. 

A 



Des~raciadamente esta problemática, por derrás interesante, 

sale del espacio de tierrpo que teneros para laintroducci6n 

de esta tesis. 

Pero es precisa~ente tal problemática, la que me irnulsa a 

a elaborar este libro: en el cual rre propon~o elirinar muchos 

de los vicios didácticos, tanto de profesores como de autores 

de n.aterráticas, dedicada$ en este caso, a la enseñanza de la 

Geo~etria Analítica. 

Dentro de mi darrera pro1esional, de casi ya veinte años he 

tenido el privilegio de enseñar las matemáticas en todos los 

niveles educativos, desde Jariín ie Niños hasta profesional; 

también he tendio la oportunidad de escribir doce libros de 

~atemáticas para los niveles primario ~ secundario. Todo esto ha 

hecho que mi interés por la enseñanza de las n;atemáticas, a tra

vés de un libro de text~continúe hasta bachillerato, escribien

do en esta ocasi6n,un lihro de texto para la materia de Geometría 

Analítica. 

Las cónicas s0n el material esencial del presente libro. 

A, 

La forn.a de presentarlas, es a través de su definici6n, para pasar 

posteriorrente a los teoremas, y de éstos, a los problemas, A di

ferencia de otros texto3. ll'IUestro al alumno, con lu.io de detalle, 



el análisis y resoluci6n ~e los problerras expuestos. Con ésto, 

trato de disminuir la dificultad de ~~~h·s alu~nos para enten

der la geoaetría analítica. 

Así aismo, los ejercicios están planteados con la ~isma comple

jidad que los resueltos, ya que cuando se eleva su dificultad, 

la gran mayoría, al no encontrar la for1r.ade resolverlos, se 

frustra, generándose así la aversi6n hacia las matem6ticas, a 

la que nos hen.os referido anterjorrnente. 

Tan.bién se incluye la solución de los ejercicio para que los 

alumnos puedan ~valuar su aprendizaje. 

Atental!lente: Raúl I,6pez García 
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CAPITULO I 

NUl'E'IACI0N 

La Geometría Analítica trata ~n núrreros, por lo tanto tie

nes que conocerlos y distinguirlos. 

1) 

N= NUl.'.ERCS N:\TU!?ALES. Son los prir.ieros núrr.eros que us6 el hombre: 

1,2,3,4,5, ... 

2) 

Z= NUMEF.OS ENTEROS - ... ,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ... 

3) 

z+ EN'l'EPOS POSITIVOS ,; r;úmeros Naturales 

4) 

z- ENTEROS NEGATIVOS - •.• ,-3,-2,-1 

5) 

\'/=ENTEROS N() NE'.;ATIVOS Números Naturales, inclu,yendo el cero. 

6) 

Me ENTEROS NO POSITIVOS = Enteros ne~ativos in~luyendo el cero. 

Como observarás el conjunto de los Naturales está conter:ido en 

el con,iunto de los enteros. Con símbolos : NCZ 

7) 

Q= NUMEROS RACIONALES. Son todos los números que &e pueden 

expresar como el cociente de dos nú~eros enteros, con el de-

nominador diferente ee cero. 

E,jemplo: B 
77 

6 
-4 
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Los números naturales y enteros son subconjuntos de los racio-

nales, pues se pueden expresar como el cociente de dos enteros. 

Ejencplo: 

Con símbolos: 

8 = 8 "' 16 = 

1 2 

-9 =A = .J& 
1 - 2 

Nc:::Zc..Q 

Por medio de diagramas de Venn. 

Q 

z 
N 

8) NU~EROS IRRPACIONALES. 

I= Irracionales son los números que no son racionale•. E• decir, 

los que no se pueden expresar como el cociente de dos enteros. 

Ejemplo•: 

Observaci6n. Los racionales en su forma decimal siempre con

ducen a un período. 

Ejemplo 2 
7 

.4t28571 (la raya indica que el grupo de ciffa~ 
11 .. . 

428571 se repite .indefinidamente), 
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Este resultado se obtiene al hacer la sigu~ente divisi6n: 

.428571. •. 

7 30 
20 

60 
40 

50 
10 

30 

En cambio los irracionales no tiene período en su forn1a decirral. 

Ejemplo: J2 = 1.4142135 

9) Números reales. 

R= Reales. E.l conjunto de números reales es la uni6a de los 

conjuntos de núrreros naturales, enteros, racionales e irracionales. 

Ejemplo. -2,3, .§. ,11" ,{7, 
7 

Con sínbolos R= NUZU~UI 

Con diagramas de Venn. 

son totios números reales, 

r 

Q 

Observaci6n. Los números irracionales únicamente son subconjunto de 

los reales. 

10) REPRESENTACION DE rris NU!n'!:ROS RF'.AL"':S EN M RECTA NUflERICA 

-6 _, -4 -3 -2 -1 o l 2 3 4 5 6 
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En esta representación, a todo punto de la recta ~umérica le 

corresT'onde un núnero real y viceve.fsa. Al cero se le llalla 

origen. 

Los nú: eros positivos van a la derecha del orÚ:en; los ne~ativosJ 

a la izquierda. 

11) 

ORDEH DE LOS NUllíBl\OS REALES E!l LA RE:CTA NUMERICA. Un nÚJiiero real 

"a" serA menor que un número real "b" si "a" está ~ l~ izquierda 

de "b". Y mayor, si "fl" está a la derecha de"B". 

Ejemplo 

a 

a menor que b, con sinbolos:a ( b 

c d o 
d mayor que c, con simbolos;d /c 

h o 

h aenor que m, h < m , o bien, 

m IDayro que h, m / h 

12) 

VALOR, ABSOLUTO DE UN Nln.IERO RF..AL. 

b 

m 

\La definicion\del valor ~soluto de un número a , es: 



l ª l 
f a, si 

l-a, si a< O 

Nótese que el valor absoluto de un número real, geon:étricamente.1 es 

la distancia del núrrero (punto) al origen, en la recta num~r;ca. 

Ejemplo: / 8 1 • 8 , ¡-; I= ; , !-'11 I= r.¡y 

13) LEYES DE LOS SIGNOS PARA LAS OPERACIONES FUNDMt.ENTALES. 

l) Para sumar nú11:e1'os de igual signo, se suman sus valores 

absolutos y al resultado se le antepone el signo común,. 

Ejemplo (-8) + (-5) = -13, ! + ¿ 4 
2 2 2 

2) Para sumar números de disti ··nto signo se resta al mayor 

vabr absoluto el tr,enor, y al resultado se le antepone el signo 

del número con l!.ayor valor absoluto. 

Ejemplo (-3) + (5) • 2, (-16) + (9) • -7 

- .2. + 2 6 
4 4 ·.4 

3) Para restar se le cambia el signo al sustraendo y se suma al 

minuendo, 

Ejemplo. (-8) - (6) = (-8) + (-6) 14 

-g_ 

5 

-g_ 

5 

6 
+ 

5 

4 

5 

4) Para multiplicar (dividir) dos números con el mismo signo, 

se multiplican \dividen) sus valores absolutos y al resultado 

se le antepone el signo 
Ejemplo (3) (8) = 24 , -9 

-=: 3, 
-3 

!§., 2 
8 
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5) Para multiplicar (dividir) dos números con distinto signo, 

¡¡e n1ultiplican (dividen) sus valores ab11olutos y al resul

tado se le antepone el signo negativo (-) 

Ejen:plo: (-3) (9) e -27 ' 6 

35 

14) 

36 = -4 • 
-9 

6 

5 

Sean r y n enteros foeitivce • 

a.a ...•.. a a:base, nsexponente 

n veces 

Ejemplo. 

2) a• • an = ª11 ~ n 

Ejemple&. 85 , 87 = 8l2 , 

3) ª11 .. ª11-ll 
·n . 
a 

Ejemplu. 5 z._ .. 75-3 

73 

4) ( ª11 )n = mn 
a 

=r 

2 4 6 
r¡\ 'iÍ .. 'ÍÍ 

8 8-5 3 _g_ 2 .. 2 
) 

25 

Ejemplos. ~-6)8J5 40 (-6) • ~~r = ( ~) 20 

5) (ab)11= Il b 11 a 
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5 

2 ") ,, , ~~l ( ~l] =-Ul' ( ~\' Ejemplos. ( 3.7) r 

bl (fi)m 
m 

a 
I b t o 

~ 

7 7 8 
8 

Ejemplo. (!) - 6 (-;) - (-4) - -7-) - ---a 
6 9 

,, 
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PROBI,EMAS RESUEI·TOS. 

l. Escribe 5 números nr.iturales 
a) 8 b) 3874 c) 900082 d) 1 e) 1050CJ26 

2. Escribe 5 mm.eros enteros. 

a) -2 b) 64 c) -10028 d) -500 e) O 

3. Escribe 5 números racionales 

a) -3 b) 27 c) 8 d) -9 e) .26 
5 360 

4. Escribe 5 números irracionales. 

a) f6 b) <r7 c) 11"" c.)"3 e)~ 
5. Escribe 5 números reales. 

'1) o b) 186.25 c)~ i) -3 
TI5 

e) -49 

6; .Esoribe el simbo lo ( c. , if. ) se~ún corresponda: 

a) NC. R b) Q e/- z c) R <¡: I 

d) I C.. R e) Q et I 

?. Escribe todos los nombres posibles comunes a los ele-: 
mentos ne los cbnjuntcs de números. 

a) { 1,2,8,3569} Naturales, enteros, racionales, reales. 

b) [ 0,9,25} Enteros, Enteros no negativos, racionales, reales 

c) f 2, Va ,11, -;} 
d) [O, -50, -20, -9} Enteros no positivos, racionales, reales 

Reales 

8. Escribe dos diferencias entre los números racionales e irra
cionales. 

a) Los racionales se expresan corno el ro ciente de dos números 

enteros con el denoITinador dife~ente de cero y los irra

cionales no. 
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b) Los raci~~ales, en su forma decimal, conducen a un perfcxio 

y los irracionales no. 

9. IDcaliza los números -!2, 4 , 1.42, -?i en la recta numérica 

5 

(aproximadamente). 

-2 1 o 4 

5 

1 l. 42 
2 3 

10. Escribe e 1 símbolo > , < ) según corresponda. 

m t O r p 

a) m ¿_ t b) r > t c) p ") m 

11. Encuentra e 1 valor absoluto de los siguientes números. 

a) 1-11\ =lr b) \-.67\ =.67 c) \ 54 \ 

12. Realiza los siguientes cperaciones de poten.cias. 

a) 
65 68 6:3 (85)2 = 810 75 b) c) = '72 

73 

d) (8. 9) 5 85 95 e) (1~)3 93 

103 

f) o 1, 50 = 1, (-3>º = 1 m 

13. Realiza las siguientes operaciones. 

b) (-8) + (-6) = -14 b) (-4) (-5) = 20 

c) -30 
-5 d) (-9) - (-8) -9 + 8 = -1 

6 
e) ""-(-5) (7) = -35 ~fT -40 5 

- 8 

Ejercicio l. 

1.1 Escribe 5 números naturales. 

a) b) c) d) e) 

54 
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1.2 Escribe 5 números enteros. 

a) b) c) i) e) 

l.3 Escribe 5 nfujeroe racionales. 

a) b) c) d) e) 

1.4 Escribe 5 números irracionales 

a) b) c) i) e) 

1.5 Escribe 5 números reales. 

a) b) c) d) e) 

1.6 Escribe el símbolo ( c.. 4- se~ún corresponda 

a) N z b) I R c) Q __ I 

d) Q __ R e) z __ Q !) z R ---
1.7 Escribe todos los norrbres posibles comunes a toios los 

elerrentos de los si~uientes conjuntos de números. 

a) f O ,8,13f 

b)~-32,-8,o] _____________ _ 

c)J7•i• -.s2J-------------
5 

1.8 Escribe la tiferencia entre los números racionales e 

irracionales. 

1.9 localiza los números -8, 4 , 'lÍ , v'l()" 

en la recta numérica. 
7 

o 

1.10 Después ie observar la recta nuroérica, escribe el símbolo 
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)' , < según corresponca 

p r o t m 

a) p m b) t r c) r m 

1.11 Encuentra el valor absoluto ce los siguientes números. 

a) l 'íll c) \-.28\= 

1.12 Realiza las siguientes operaciones de potencias. 

a) 82 85 b) 37 c)~;)r 34 
8 

c)f~& d) (3)_. fl ho 

1.13 Realiza las siguientes operaci mes. 

a) (-6) + (-5) = b) (6) + (9) 

e) (-5) (-10) = d) (~-)(-~) 
e}. iQ. - f) -6 

-5 -3 
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CAPITULO 2 

Sisterra de coordenadas rectangulares, Gr,fica de una 

funci6n. 

15) El sisteffia de coordenadas rectangulares es usado, principal-

mente, para localizar puntos y graficar funciones. 

Ejemplo: 

II 
y 

I 
5 

4 

• 3-- ---r 
H=(x,y) 2 ll= (5 ,3) 

1 

1 
1 1 

-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 X 

r 
~ 

• ; 

J=(-5,-3) 2í • B =(3,-4) 
; 

III IV 

El SISTE!l.A está forrrado por dos rectas de números reales (ejes 

X y Y ) , perpendiculares entre sí, cuya intersección es el 
•' 

cero (orir,en). Observación: Este sistema divide al plano en cuatro 

cuadrantes y todo punto de él se localiza por medio ie sus coor

denadas (x,;r), donde la "i:" recibe el nmrbre de abscisa y la "y", 

- ie ondenada. (fig.l) Ejemplos M=(5,3), H=(x,y), J= (-5,-3) 

Las coordenadas del punto .ll son: 5 y 3. 
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Las coordenadas del Punto H. son: x,y 

Las coordenadas del punto J son :-5 y -3 

A todo punto del pmano le corresponde una pareja de coa rdenadas y 

viceversa. 

16) Ala pareja de coordenadas (x,y) se le llana par ordenado, 

pues (x,y) + (y,x) 

17) Existen tr·agnitudes que dependen entre sf .. dada alguna relaci6n. 

Por e,;e1rplo elperir.:etro de un cuadrado depende de la medida 

de su lado. La ecuación que establece esta relaci6n está dada 

por la expresi6n :P=41 • Utilizando las varibales usuales ~,y, 

podemos escribir la ecuaci6n de g siguiente ~anera: y=4x, 

donde"y"representa al perímetro y la"x~a la magnitud de los lados.: 

Esta reláci6n la podemos tabul2r asi: 

X 1 2 3 4 5 

y 4 8 12 16 20 

Las magnitudes relacionadas se expresan de variasmaneras: 

usando paréntesis, irediante una gráfica, o bieni, mediante 

lé reisma tabulaci6n , veáwoslo: 

(1,4) ,(2,8),(3,12),(4,16),(5,20) 

o bien; mediante los ejes coo,rdenados: 

y 

20 - - ~-- - ..... 

16 ------¡ 

12 - - ...., -, 
8 -4 

1 1 1 
4 .. 

1 1 

1 2 3 4 5 X 
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Para generalizar la r•laci6n entre estas cantidades,, se usa la 

notaci6n funcional: 

°Y"' f(x) = 4x. 

Esta notaci6n significa que a cada rragnitud x, se wultipljca 

por 4, para obtener el perírretro y. 
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PRCBU.:K<;S RCSU.CL'i'CE 

SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGUIARES 

1. Localiza los puntos: M1 = (-3, 5), M2 

r.i3 = (-6.5, -2.8), M4 ::.{z, -G). 

y 

ft¡ 1 .. 

{O, O) 

2. En las siguientes parejas ordenadas escribe una "a 11 a la 

abscisa y una 110 11 a la ordenada. 

a) (-8, -O) 

a O 

b) (0, 7 

a O 

c) 

a 

Je) 
o 

3. ¿Cómo se les llama a la abscisa y a la ordenada juntds? 

·R coordenadas o pareja ordenada 

4. ¿ En qué cuadrantes estan los puntos (.3, 5), (-2, 5)., (-2, -5Jy 

(2, -5) 

R: lo. 2o, 3oy 4o. cuadrantes, respectivamente. 
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5, A todo punto ael plano, l0ué le corresponde? 

R= Una pareja de coordenadas, 

GRAFI ';A DE llNA FUN'JION 

6, Decir si los puntos: A " (O,O), B,.(1,3) y C= (6,36) pertenecen 

a la gráfica de la funci6n F(x) = x2 

Soluci6n. El 
0=02 

punto A sí perteneee a la gráfica de la función, pues 

El punto B no pertenece a la r;>;ráfica <le la funci6n, p :es 3 / 1
2 

El punto e si pertenece a la gráfica cte la funci6n, pues 36 "62 

7, Encuentra la tabulación de la funci6n f(x) con los sigulentes 

datos. 

f(x) = 2x3-8, para x=-2,-1,0,4,5 

Soluci6n 

-2 -l o 

-24 -10 -8 

Operaciones 

f(-2) = 2(-2)3_ 8 = 2(-2)(-2)(-2) -8= 2(-8) -8 = -16-8 = -24 

f(-1) 3 2(-1) - 8 2(-1)(-1)(-1) -8= 2(-1) -8 -2-8 -10 

f( O) 2( 0)3- 8 2( O)( O)( O) -8= 2( O) -8 0-8 - 8 

f( 4) = 2( 4)3_ 8 = 2( 4)( 4)( 4) -8= 2(64) -8 .. 128-8= 120 

f( 5) = 2( 5)3- 8 = 2' 5)( 5)( 5) -8" 2(125)-8 250-8= 242 

8 (.Cuáles son las Tariables imlen':!ndientes y dependientes (o 

imágenes) en la tabulaci6n anterior? 

Solución , Independientes: X= -2,-1, O, 4, 5 



] ,e:· 

Depe~djc~teE o ir'r~nes: J= -2U, -10, -P, 120 , 242 

9. Encuentrl< el dMinio ri0 ]as f'if"uientes funciones: 

2 ;;)f(x)=x 

soJucic~es: 

b) f(x) =-.f." e) f(x) 1 
x-3 

a) Todos ]os núrreros ree]es, pues a todos los números x se les puede 

elevar al c11adrado 

b) Solanente los núneros reales positivos y el cero, pues los 

nún;eros negativos no tiene raíz cuadrada. 

c) Todos los números reales rrenns el 3, pues si x =3 entonces 

f(3) = 1 

3-3 
1 

5 
y esta expresión no tiene sentido r.atem~tico. 

En otras palabras, la naterr.ática no considera a los quebrados con 

denorrinaoor cero. 

Ejercicio 2 

SI STE1'.A DE C00t?DEN ADA~ TIEC'l'A ~1!!\lJARES 

2',l Localiza los puntos : H = ( -3,4) , J.: ( 5,-7) 

R= (O,O) y T = (0,7) 

y 

X 
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2.2 En la& siguientes parejas ordenadas escribe una "a" a la 

abscisa y una "o" a la ordenada, 

a) (-6, 4) b) (9, -8) e) (O, 5) ti )(-7' -4) 

2,:; lQué nombre se les dá a la abscisa y ordenada ·juntas? 

·R: 

2.4 lEn qué cuadrantes están los puntos (-3,4) , (B,-7), 

(-2,-3) y(5,-9) ? 

R: 
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2,8 lCuáles son las variables independientes y dependientes 
(o ireá~enes) en la tabulación anterior? 

Solución: 

2,9 Encuentra el doffiinio de las siguientes funciones 

a) f(x)= x3, 

Soluciones: 

a) 

b) 

b) f(x)= 1 , 
X=?"" 

c) f(x)= F 

e) ~~~~~~~~~~~~~~~ 



- 21 -

G·.PEULC. 3 

cmcx:IMIENTO y APLICACim DE FOR!füL.l\S DE GECT·lETRlh 

ANALITICA. 

Distancia entre dos puntos. Divisi6n de un segmento en una ra-

zón dada. Inclinació.'l }' pendiente de una recta, inclinaci6n y 

en+re 
pendiente de rectas paralelas ~ 1 os ejes. Angule dos rectas . 

24) DISTANCIA ENTRE DCS PUNTCS. 

La distancia entre dos puntos, se encuentra aplicando el 

teorema de Pitágoras, veamos: los puntos B1 y B2 .en el siguien

te dibujo. 

y 
8, =(x!i y,) 

~-7 Par el teorema de Pitágoras que dice: El cuadro de la hipotenusa 

es igual a la suma de 1 os cuadrados de 1 os catetos, tenemos: 

2 2 
2 

a --=- (x • } ( • 1 1 - x2 -\" Y, - · 'i '- ) 
... ... 

d (se sacó raiz cua-

drada a ambos miem-

bros de la ecuación) 
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y con esto hemos encontrado el siguiente Teorema: La distancia 

de un punto B
1 

por la fórmula 

d= /(X 1 - X 2 ) 2 + ( y -Y 
1 2 

E:stá ciada 

CESERVACIO:-<. No importa en qué cuadrantes se encuentren los dos 

puntos, ni cuál se tane cano B
1 0 B2 

PR rn IEViAS RESUE r.:r es. 

1. Encentrar la distancia del ~punto M (a 
1 

b ) al punto P 

"(c 
1 

d). 

Solucim. Sea M = B
1 

y P B2 

a= x1 , b = y 1 / 
c = x 2 , a = y 2 , entonces: 

a 

OBSERVACICN. En este caso se queda indicada ·1a raf.z, pues no 

sabernos de qué números ee trata. 

2. Encontrar la distancia del punto 

H= ( -3, 4) al]= (-2, -7) 

Soluci'én. sea H B1 , J = B2 (puede ser al revé5J 

- 3 - x 1 , 4 = y1 - 2 = x2 , - 7 y 2 ; entcnces 

d /(x, -x2i2 + (yl: Y2l2 ~3-(-2))2 + (:~·(-7)) 2 

.---~----

.../< 3 + 2) 2 + (4 + 7) 2 
/¡-1) 

2 
+ 11

2 
= fi + 121 =./122 

o sea, d 
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E::c"Je:;tra le Cista.ricia del t:;.:=-:tc F = {-E,~ 2; ai i.; = (-3,-6) 

• 

y!,• 
¡ 
1 ¡ 

i 
i 

( Y" ) ¡:) 

X 

25) APUCACim DE lA FORl•:ULA or: DISTA:,CIA ENTRE DC6 PUNTC:S EN 

PROBLEMAS GEOMETRICOS 

PROELE:-~.S RESFELTOS 

l. Demostr=.r que el punto R = (4J3) es el punto medio del 

segmento cuyos extremos srn: H = (2 J l) y J =(6 1 5) 

Solucién. Para que R sea el punte medio de dicho segmento, 

neces:ta te~er la misma cis~anc~a al punto ¡~ ~~e 

la distancia del punto H al R es: 

/(2 2 2 = ¡7-2) 2 
? ,¡;-:--; = HR = - 4) + ( 1 - 3 ) + (-2) -- . . 

;:thora la distancia del J al P. es 

./c6 ? .., /22 ") =¡¡-:-¡ ¡a JR 4) - + (5 - 3) - .,. 2-

la distancia del punte R al E y c.2. J f·Je la misr:-.a, por le 

. '• 

fi . 

ta'itC 



-.. ..:. ., -

2. Dc:-.cstrar que los puntes: R = {.; / 3)
1 

T = (7 J 6) y (1 

sm los vértices de un triángulo is6sceles. 

Solucién. Un tri~ngulo isósceles es el que tiene de;: lados 

gitud de los lados y ver si ¿c·.s son ig~ales. 

La distancia del punto 1\ al 7 es: 

/<4-7) 2 ? = j(-3) 2 
? 

= ¡g;-; =¡;--; RT = + ( 3 - 6)- + . (-3) .... 

La distancia ce l punto R al Q es 

~4 /(-6)2 + 02 - =!36 RQ =; - 10) 2 
+ (3 - 3) 2 = j36 + o 

la distancia del punto T al Q es 

(10) 3) , 

6 

TQ = /< 7 - lo) 
2 

+ ( 6 - 3) 
2 

= /( -3 l 
2 

+ 3 
2 

= F =Jls 
Dos ladas tienen la medid~, par lo tanto sí es isósceles. 

Nota: Puedes simplificar /18 como 3 J2 
' 3. Encmtrar el perí11Jetro efe l :¡rolígono cuyos vértices son: 

M1 = (-5 1 -3) ', N2 = (4 1 4), M
3 

:: (8 1 2), N
4 

= (7 
1 

-2). 

Solución: Tenemos que encmtrar la magnitud de todos sus lados 

s/ + (4 + .J) 2 F(-5)2 +, (4- (-3) )2 =. ;:;+ 
/9

2 
+ 1

2 
+ /s1 + 49 =/iiO 

= ¡'-(-4 -_-8_)_2_+--'-{ 4---2-) 2 = ¡-"; _:.....4_)_2_+_( 2-)-2 = ~ = ~ 

+ . ( 2 + 2 i)2 = J ;i- + 42 
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,i 2 2 'l ( -12) + ( -1) =~144 

2 =~(-12)2 + 

+ l =Fs 

2 
(-3+2) 

Perímetro: J130 ~ f20 +fü + fl45 
= 11.40 + 4.47 ¿ 4.12 + 12.04 32.03 ( resultado aproxi

mado a centésimos)' 

4. Demostrar que los puntos: A1= (-2~ 1) t A2 = (-2t-3) y 

A
3 

(6t-3) son los vértices de un triángulo rectán~ulo y encon

trar su área. 

Soluci6n. Trazándolot veiros que si tiene 11·cara" de triángulo rectán-
~ 

gulo. 

1\:1. ~ t·~,-31 1t3.u,,,-3) 

Para demostrarlot tenerros que usar el teorema inverso del teorerra 

de Pitá~oras, esto es, ver si las lon~itudes de sus lados cumplen 

con el teorema de Pitágoras, para entonces afirmar que se trata 

de un triángulo rectán~ulo. 

Veámoslo: 

A1A2"' Vc-2 - (-2)} 2 + (1 - (-3)) 2 = V<-2 + 2)2 + (1+3)2 

= ~o2 
+ 4

2 = {16 = 4 

A
2

A
3
= Jc-2 -6)2 + <-3 -<-3)) 

2 = Jc-s/ + <-3 + 3)
2 

J64 + o
2 = .[64' 8 
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A3A1 = ~(6 - (-2)) 2 2 
= ~(6 +2/ + ~-4 )2 -t (-3 -1) 

= ~82 + (-4) 
2 

= 064 + 16 = \ÍSÜ 

En caso de que el triángulo fuera r '.ctángulo, el segmente A3A1 

debe ser la hipotenusa por ser el de ~ayor longitud. 

N6tese que: 

80 =(.¡¡:ro) 2 = 4 2 + 82 

por ] o tanto el trián ,~ul o A1 A2A
3 

si es ub. triángulo rectángulo 

El área es base por altura sobre des • Apoyándonos em el dibujo 

tonamos como base al segmente A2A
3 

y como al tura el A1A2 • 

A~3= 8, A1A2= 4 ; por lo tanto su área es: 

8 :X: 4 

2 

32 

2 
16 

5, La longitud de un seii;lllento es .J29. 

Si uno de sus extremos es el punto ( 1, 1) y la abscisa del 

otro extremo es 6 1 encuentra su ordenada. ( dos soluciones). 

Soluci6n. Los extrerros de este segmento son lospuntos (1,1) 

y (6,y) por lo tanto deben satisfacer la f6rlliula de distancia, 

veamos: 
d = Vr(_x_

1 
___ x_

2
-)2_+_(_y_

1 
___ y_2~)2 , sustituyendo: 
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Elevando al cuadrado amtes extremos de la ecuaci6n teneIDos: 

29 = 25 + (l-:r)2 , de donc1e 4. (1-y/ :. :!: 2 = 1 -y ( recuerda 

que una ráíz cuaorada tiene dos soluciones simétricas), + 2-1=-:r, 

multiplicando por (-10 ambns mierrbros: +2 +l =y. De aquí tomamos 

las dos soluciones: 

:r1ª -2+1=-l, :r2=2+1=3 y 
( '9,3) 

fip;ura. 

Corro te das cuenta se tra~a de dos segmentos. 

6, Encuentra la ecuaci6n que 6eterffiina el lu~ar geométrico de 

todos los uuntos que equic1istan de l.os puntos M = ( 2, -2) :r 

F= (5, -5). Da tres puntos que per~enezcan a dicho lur,ar 

p:eor ét:rI co. 
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Solucié:-i. Cualquier punto P (;:, y) c.;ue tcr.iemcs de este lu.-

gar geométrico su distancia a los puntos J.1 y F debe ser la -

misma, o sea. 

M.P = PF, aplicando la fórmula, tenemos: 

M.P /<x - 2)2 + (y - (-2) 2 f<x -2)2 + {y + 2)2 

= /x2 -4>: + 4 
2 

4y + 4 =Jx2 -4x + 2 
4y + 8 + y + y + 

PF =/{x -5)2 + (y - {-_5))2 = j {x -5) 2 + (y + 5)2 

=jx2 -10x + 25 ..¡,.. 
2 + 10y + 25 =J 2 

- 10x + 2 
10y + 50 y X y + 

Igualando, tenemos 

/ 
2 2 ·¡ 2 2· X - 4x + y ~ 4Y + 8 = X - 10x + y + 10y + 50 

Elevando al cuadrado ambos miembros (para quitar las raices). 

x
2 

- 4x + y 2 + 4y + 8 = x
2 

-10 x + y
2 + lOy + 50 

2 2 2 2 
x -4x + y t 4y + 8 - x + 10x - y - 10 y - SO = o 

Simplificando 

6 X - 6y - 42 O, dividiendo ambos miembros entre 6 queda 

); - y - 7 o 

Esta ecuación es la gue determina los pu~~os del plano gue per

tenecen al lugar geométrico, y son aquellos cuya diferencia de 

la abscisa con la prdenada es igual a 7, para gue después al 

restar 7, el resultado sea igual a cero. 
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Para encontrar los rur.tos que pertenezcan al lugar geométrico 

hacerr.os lo siguiente: 

Busca1r:os putitos cuyas cooordenadas cuir.plan la co.ndición x-y-7=0 

por ejemplo, Br=(l,-6), pues 1- (-6) -7 = 1+6-7= 7-7=0 

B2= (0,-7), r.·ues 0-(-7)-7.,0+7-7=0 

B
3

= (8,-15), pues -8-(-15) -7 = -8 +15-7= 7-7=0 

Otra forma de encontrarlos es la si~uiente. Se despeja la "y" 

y se tabula, dando los valores que se quiera a la x. 

Y=x-7 X -5 -2 o 4 

y -12 -9 -7 -3 

y los puntos serán: (-5,-12), (-2,-9),(0,-7),(4,-3) 

El conjunto de pnntos (x,y) que satisfacen x-y=7 es infinito. 
'{ 

l(x,y) [ x-y-7 = o} 
• l!>. -~) 

.Sienao el se mento dibujado, parte del lugar !!;eométrico. 
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Ejercicio 

4.1 Demuestra gue el punto B (5 / 4) es el punto medio del 

segmento cuyos extremos son: H = (2_, 1) y J (8 ~ 7) 

4.2 Demuestra gue los puntos: H = (5,3), T ( 4 ) 8 )1 s (9.J 7) 

son los vértices de un triángulo isósceles. 

4.3 Encuentra el perímetro del polígono cuyos vértices son: 

T1= (2, 4), T2 (-3.,6) 

T
3 

= (-5_. -4) y T
4 

(3_,-2) 

4.4 Demuestra que los puntos: R1 = (3J4), .R2 = (51 2) y R3= (9_,6) 

son los vértices de un triángulo rectángulo y encvntra · su área. 

4. 5 la longitud de un segmento es &. 
Si uno de sus extremos es el punto (2 1 6) y la abscisa del otro 

extremo es 18, halla su ordenada (Dos soluciones) 

6. Encuentra la ecuaci6n que determina el lugar geométrico de 

todos los P"tlntos g;.¡e eg~idistan de lÓs puntos T = (3 1 -2) y J 

(-6 .1 7}. Dar dos puntos que pertenezcan al lugar geométrico. 

26). DIViSION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA. 

Teorema l. Si M1 = (x 1 , \ " M ( 
- - 1 ~ 1' " --¿ = :-:2 1 

de un M1M2 entonces las coordenadas de un punto P = (xJy) 

que divide a este segmento en la raz6n 

están dadas de la siguiente manera. 

1 + r 
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Nota. La notaci6n ll}f!.2 Denota un se~mento eiri~ido, con punto 

inicial w.
1 

y final w.
2

• 

COROLARIO l. Las coordenadas del punto medio P = (x, y) de un 

segmento dirigido M1 M2 , donde i.i1 = 

están dadas de la siguiente rranera: 

X= 

2 2 

PROBLEN.AS RESUELTOS. 

l. Demostrar el teorema l. (Raz6n de un segmento). 

Soluci6n. Sean M
1

= (x
1 

, y
1

) , M
2 

= ( x
2 

, y
2 

) los extremos del 

segmento J.11 M2 ~ 

~'l. 
y 

'{, 

M;¿ 
1 

?: 1 t JI., y) 
1 

1 1 

l"I, - -~-~~ 
1 

~~~~~~~-1-~~-'--~~--''--_,__~--':¡..-X 
... , 1-. ~ 

fig. 2 

Por geometría sabemos que los triángulos formados por las líneas 

· punteadas (fig, 2) son serr.ejates es r'lecir: 

D. M
1

QP,..__..,6M
1

RM
2 

(,....._,,semejante), y por el teorema de Tales de 

Jf.ileto que dice: Al cruzar uha serie de rectas paralelas a dos 
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dos rectas converr;entes, los sea;roentos formados son proporcionales; 

tenerr.oe: 

x-x1 

x2-x 

x - x1 , QR= x2-x, sustituyendo en (1) tenemos: 

y co~o eata expresión es la división de dos nú~eros reales 

cuyo resultad.o es un número real tawbián, poden.os escribir lo 

siguiente: 

• r 

de esta ecuación despejamos a la "x". 

Para encontrar la ordenada "y'! teio dejamos como ejercicio, que 

se hace ae la misma manera. 

OBSEBVAIHON. Como estamos trabajando 'con segmentos dirigidos, 

la razón r, puede ser positiva o negativa. Por ejer.plo, si el 

punto P está fuera del segrtente ~1 w.2 , entonces la razón es 
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negativa, pues 

p 

los segmentos dirigidos M1 P yP M2 son de sentidos opuestos. 

2. Demostrar e 1 corolario 1. 

Soluci6n. 

Sabemos gue r = ., pero 

~ - X 

en· el· caso espeéia 1 de gue P sea el punto medio ·ae 1 segmento 

M
1 

M2 , tenemos gue x - x1 :=X1-X
1 

por lo tanto:r = x - xl = 1 

X2 - X 

Sustituyendo ~ en x x1 + rx2 , gueda:x 
-----1 + r 

la demostración para la ordenada y es similar, te la dejo como 

ejercicio. 

3. SiM1 = (-3, -2) y N2 =(2, 3) son les extremes de un segmento 

dirigi~o M1 M2 ~ encootrar las coordenad~s del punto P= (x J y) 

gue divide al segmento en la razón: -3 

Soluci6n. como la razón es negativa, el punto de divisi6n, P, es 

externo, como veremos al encontrar sus coordenadas. 



X = 

y 

X 1 

1 + r 

y, 

1 + r 

Trazo: 
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-3 + (-3) (2) 

1 + (-3) 

-2 + (-3) (3) 

1 + (-3) 

y 

fnl 

.. -

-3 -6 -9 9 4.5 ---
-2 -2 2 

-2 -9 -11 11 5.5 

-2 -2 2 

p 

A. Encontrar las coordenadas del punto -medio-de 1 segmento JK, 

-donde J = (-8. 1 -3), K = (6, -2) 

Solucién. Aplicando el cot.olario 1, tenernos: 

X = -8 + 6 -2 -1 

2 2 

y -3 + (-2)= -3 -2 -5 -2.S 

2 2 2 

O sea P (-1, - 2.5) 

Trazo: 

J p 
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5. Encmtrar los puntos de trisección del segmento cuyo"' ev-

tremos s cxi : 

T
1 

= (-2,5) y T
2 

= (3, -4). 

Solucién. Trisección significa cortar en tres. ¿Cual será la 

razén? Veamos un dibujo para facilitarnos el razrnarr.iento. 

El primer punto B1 de trisección, cano nos podernos dar cuenta, 

divide al segmento T1 T2 · en la r~z6n 1: 2 , o sea 1 es a 2, 

o bien 1. Aplicando e 1 teorema 1 podernos encontrar sus coordena-
2 

das. 

-2+ ~. 
3 -1 

:xl + r:x2· (3) -2 + 2 2 2 1 
:X = 2 

,1 + r- 1 + 1 3 3 6 3-

2 2 2 

y 5 + 1/2 ( -4} 5 - 4/2 6/2 12 
2 

1 + r 1 + 1/2 3/2 3/2 6 

2) 

AhoFa para et S'egundo pl.ll1to de trisecci6n, tenemos: 
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en la razón 2: l, o sea, 2 es a 1, o bien 2 = 2 
r 

Aplicando el teorer.,a ~ podemos enca.'1trar sus coordenadas. 

X = 

y 

xl + :-:-:.., 

1 + r 

1 + r 

donde 3 2 

Trazo: 

:l__:__:.;:J __ Jll 
l + -

s + (2) (-.::) 

l + (2) 

(4/3 -1) 

y 

-2 + 6 = ~ 

3 3 

5 - 8 -3 
-1 

3 3 

6. Demostrar analíticamente que los puntos anteriores: B1 y B2 

?ºn los puntos de trisección del segmento T1 T2 

Solución. Mostranao que las distancias T1B1 , B1B2 Y 

B
2

T
2 

son i!!;uales y que la distancia de 1 segmento T 1 T 2 es 

igual .a la suma de las d.i?tancias de los tres_s~gmen~os T1 B1 

B1 B2 y B2 T 2 / 
habremos demostrado la trisección. 

T1 B1 = /-2 - (- 1/3) l
2
+(S - 2)

2 =/(-2 + 1/3)
2 

+ 3
2 

=/< -5/3) 2 + 9 = /25¡9 + Bl/9 
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1(-1/3 - ~/3 J
2 

.¡ (2 - (-1)j = /(-5/3)
2 

.¡ (2 + 1)
2 = 

= /(-5/3) 
2 

+ 3
2 

= ¡ 25/9 .¡ 9 =) 25/9 + 81/9 =/ 106/9 =Vl06 
3 

B2 T2 =j (1 

= ¡ ( - ~ ) 2 + 32 llci6 
-3-

Ahora la distancia del T1 T2 

¡ . 2 2 / r::;;;:-~ 
(-2 -3l + (5+4l =V 25 + 81 =v106 de dende vernos 

que efectivamente se cumple lo señalado. 

7. El extremo de un diámetro de la circunferencia de centro 

C = (3,1) es el punto M = (-2, -1). Encontrar las coordenadas 

(x J y) del otro extremo P del diámetro. 

Solución. Tornando el rad'io MC com.o nuesi::ro -segnrento de partida, 

vernos que el otro extremo P, del diámetro, es exterior al segrnen-

to
1 

dándonos una raz6n negativa. 

Ver figura 3 

r CP 

P.M 

1 

-2 

-1 

2 

Aplicando e 1 te.crema 1. 

1 

M e p 

-2 

Fig. 3 



.... -· 

- 3t: -

+ 3 + (- !i (-2) 3 2 8 16 >: X 1 n:2 + 2 2 2 8 

1 1 1 2 
1 + r 1 + (- 2 ) 1 - 2 2 

1+ (-·l 
1 3 

y y + ry2 (-1) 1 + 2 2 6 1 2 3 -- 1 = 
1 1 ( - ~) 1 

1 2 2 + r + - 2 

donde P (8, 3) 

e 
Trazo: 

Nr. 

8. Se llama mediana de un friángulo al segmento cuyos extremos 

son e~ punto medio de un lado y el v~rtice opuesto. Ejemplo. 

mediana 

las tres medianas de un triángulo, se cortan en un punto común 

llamado baricentro. Demostrar que las coordenadas del baricen-

tro son: 

l3 

Solución. Tracemos la figura: 
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A: (x., v.) 

Figura 5 

X 

Por geometr:la sabernos gue e 1 baricentro de un triángulo 

está sobre el segmento gue une al vértice con el punto medio de 

2 su lado opuesto, a~'j 

(Verfigura 5) 

Tomando la raz6n 

.-

DP 
PA 

1 + r l 

del vértice y a un tercio del punto medio. 

1 
2 

Sustituci6n 

+ l 
2 xl 

+ 1 
2 

tenemos: 

X2 + XJ 
'l. 

3 
T 

+ xl~- xl + x2 + X3 
2 -

3 

De la misma manera se encuentra la "y". Ver ejercicio 5-1. 

EJERCICIO 5 

5-1. E~cuentra la ordenada respectiva al.,_paricentro de un trián

gulo, 

5-2. Demuestra que la ordenada del. punto medio de un segmento es 

y =. Y1 +y2 
2 

5-3. Si J 1 ::. (-6, -7) y J
2 (3, -B) son los extremos de un seg-
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mento dirigido J 1 J.., encuentra las co::irócnadas del punto 
~ I 

P = (>: 
1 

y} que divide al segmento en la razón: -5 

5.4 Encuentra las coordenadas del punto medio del segmento FP, 

donde F (-7, 2), p (6 1 -8) 

5.5 Encuentra los puntos de trisección del segmento cuyos extre~ 

rnos son: 

(-8 , -9). 

5-6. Demuestra analíticamente que los puntos anteriores (que en

contraste} son los puntos de trisección del segmento M1 M2 

5-7 El-extremo de un diáJ.!!etro de la circunferencia de centro 

e = (4, -8) és el punto N ·= (-2, 5). 

Encuentra las coordenadas ( x ./y} del otro extremo del diámetro. 

27) INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA. 

Inclinación. se llama ángulo de inclinación de una recta al -

añgulo ( o<'.. fon;iado por la parte positiva del eje x y la . . ·y 
recta dirigida hacia arriba • 
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P:CNDIEl\TE DE UNI-. RECTl,. Se lla:na penciente de una recta a la 

tangente de su ángulo de inclinaci6n. 

PR CBIEM.AS RESUE LT CB 

l. Demostrar que la pendiente de una recta que pas~ por dos 

puntos; 

H
1 

= (x1 , y1 J Y H2 - (x 2 ,y2 } está dada por la f6rmula 

tg e =---Yz-Y1 

X2 -xl 

Soluci6n. Hagamos un dibujo para facilitar el razonamiento . 

.... -· 

e es el ángulo de inclinación de la recta. 

Ahora aplicando la definición de tangente (cateto opuesto entre 
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cateto adyacente tene~os: 

m• t~ -e = c. op 
"'2 Y1 

c. ady X2 Xl 

Coro o la oateirática no considera fracciones 

nador " cero 11 se debe pedir que x2 $ xl , 
deriostrado el problera. 

comunes con dmomi
• Con lo cual queda 

2. lCuál ser4 la pendiente de las rectas paralelas al eje "x" Y 
las paralelas al eje y ? 

En 

de 

Soluci6n: Analicemos la fórcula de pendiente y los sigui~ntes 

dibujos. 

y y 
i~\'\ 

c. o(. 

h ____,. ):. 

fis. (a) fi~ (b) 

la fi11;ura (b) observarnos que todas las "yes" (ordenad as) 

la recta son iguales a una constante c, aplicando la fórmula', 

tenereos: "''t~ y2 yl c - c o 
= --- o 

X2 xl x2-xl xrx1 

Es decir, que la pendiente ciecualquier :eecta paralela al eje "x" 

es igual a cero. 

En la ~igura (a) observamos que todas las "equis" (abscisas) 

son iguales a una constante h, aplicando la·f6rmula tenemos: 

¡ 

! -' 
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tq e 
h - h o 

( t~rr..ino 

carente ae sentido matemático). 

Es decir que una recta para le la al eje "y" no tiene pendiente. 

lo. 
3. Enco:1trar pendiente y el ángulo de inclinaci6n de la hipo-

tenusa ael tri&ngulo rectángulo cuyos vértices son: M·= (-2,4), 

\-\ = ( 3, 4) '{ B= (-2, 6) y 
Solución. Tracemos la figura 

Podemos consiaerar a la hipotenusa como parte ae la recta gue 

pasa por sus extremos y aplicar la f6rmula de pendiente. 

~1 4 - 6 -2 -2 
tg e - - 3 -(-2) 3+2 5 x2 xl 

El valor -2 significa gue el ángulo e es obtuso, aebido a la 
5 

siguiente convenci án: 

... -· 

y 
-2 
5 
~ 
c.ady 

Por lo tanto para encontrar el valor de ~ , buscas en la ta-



.,.. 
bla el \'alcr del §.nc;:ulo o( c·~ya tans:Er.te es ;._ .4000 

1 isoc- 21°48 

Desarrollo 

e.sí: 

d= ta:: -l (.4000) 

o ' 
G = 179 bO - 21°48' 

e= l5s 0 12 • 

+ 
Nota: 1 )Se calcula el valor de o-(.. 

porque en las tablas tri~ono
riétricas no aparecen áng.ulos . 
ne~ativos. _1 2)Calculando tan (-0.4)en 
las calculaloras obtienes 
el valor de o<: 

4. Enco!lt:-ar la per.diente y ángulo de inclinacié:i de la rect.a 

que pasa FCr los puntos s1 = (-3,-4) 

Solución: Tracemos la figura 

m tg e 
1 - (-4) 

6 - (-3) 

y s
2 

"' (6,1) 

y 

l+ 4 5 

6 + 3 9 

])lota-. CUa:1qo la ~endiente. eS'" positiv~, no e·s necesario utiliz-ar a 

S. Demostrar que los puntos 

R
1 

= (-5,-2), R2 = (1, Ol y R3 -::(4 ,1) Son colineales. 

; 1 
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Soluci6n. Colinealei3 significa que Jo¡; tres deben pertenece¡· 

a una misma l:ínea, por lo tanto si la pendiente del segmento 

es igual a la del R2 R3 , habremos demostrado gue son 

colineales. 

la pendiente 

m = tg e = 

la pendiente 

m = tg e 

del Rl R2 
o - (-2) 

(-5) = 1 -
del R2 R3 

1 - o . 
4=l 

es: 

2 
1+5 

es 

1 
-3-

2 1 
6 3 

So.1 colineales. 

OBSERVACICN. También pudiste haber tornado los segmentos 

para verificar sus pendientes. 

6. Una recta tiene pendiente m = 2 y pasa por el punto T (-5, 3) 

La abscisa del otro punto de la recta es 6. Encontrar su ordenada • 
.Soluc:.:n: 
Substituyendo los valores dados en la fórmula de la pendiente, 

tenemos;. 

Fórmula: 

ya que: T = (-5,3) = (x2/y2 l 

Resolviendo 2 = 3 - Y 
.1 

-5 -f. 

3 - y -22 = 3 - y 
2 = 

-11 
°"-• -

substituciones: 2 

y (x1 y 1 J 
.1 

tenemos: 

y 3 + 22 

(6, y) 

y 25 

INDICACION. Realiza el dibujo y verifica gue y 

de nada pedida. 

3 - y =s--=r· 

25 es la or-

7. Encontrar la ecuación gue aetermina el conjunto de todos los 

ptintos P = (x J y) del plario gue pertenezcan a la recta que pasa 

- ~ 
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por e 1 punte· r; - 4 

Soluci6n. Si el punto P = (>:_,y ) pertenece a la recta, enton-

ces debe cumplir con la fórmula de la pendiente respectiva, o 

sea: 

F6rmula: m J 

Resolución de la ecuación: 

-4 (-2- x) = 5 (O - y) 

Substitución: 
-4 

5 

8 + 4 X = O - Sy; 

Q__:_j:_ 
-2 - X 

4. x + 5 y + 8 = O ·, esta es la ecuación deseada. 

8. ¿Cómo se debe entender la condici6n que implica la ecuaci6n 

4x+Sy+B=Q? 

Solución. Que para que un punto del plano pertenezca a la.recta 

determüiada por dícha-·ecuación, el éuádruple _ de su 

abscisa sumada con el qufntuple · de su ordenada me{~ 8, 

el resultado debe ser igual a cero. 

• 
9. Encontrar tres puntos que pertenezcan a la recta óet:erminada 

por la ecuaci6n 4 x + 5 y + 8 = O 

Solución:.. Se despeja "y'.' en la ecuación y _s.e tabula para tres 

valore's arbitrarios de la "x ". 

Despeje: y :: -8 -4x 
-5-~-· 

Tabulación: 



Operaciones: 

Para X = -3 

y = -8 -4 (-3) 

5 

Para X = 2 

y = -8 -4 {2). = 
5 

Para X = o 

-8 -4 (O) 
y = 5 

-8 + 
5 

-8 -8 
5 

-8 -o 
5 

12 

- o -

4 

5 

.::!§____ 

5 

-8 

5 

Siendo los tres puntos deseados : 

( -3 , 4 (2, -16 y (O' -8 
5 5 5 

10. Comprobar que el punto B = (1, -12 pertenece a la recta 
5 

determinada por la ecuaci6n 4 x + Sy + 8 = O 

Solución. Bast~ con sustituir las coordenadas del punto en la 

eéuaci6n 4 x +-sy + 8 =O , así: 

4 (1) + 5 (-12 ) + 8 = o 
5 

4 - 12 + 8 = o 

o o Quedó comprobado. Si no se hubiera 

,.. 

obtenido la igualdad, entonces el punto no hubiera pertenecido 

a la recta. 

Ejercicio 6. 

6 .1 Demuestra que la pendiente de una recta gue pasa por dos 

puntos M
1 

rn ':' tg e 

(a,b) y .M2 (c,d) está dada por la fórmula: 

a - b J c t a 
c - a 
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6.2. ¿Cu&l es la pendiEnte 60 laE rectas paralelas al EJE X1 

y paralelas al eje Y? 

6.3 Encuentra la pendiente y el lngulo de inclinación de la 

hipotenusa del trilngulo rectlngulo cuyos vértices son: P = 

(-3, 6), J = (-3, O)'í T =(9,0). 

6.4 Encuentra la pendiente y ángulo de inclinación de la rec-

ta que pasa por los puntos F1 = (2,5) y F2 = (-3, -8) 

6.5 Demuestra gue los puntos: D1 = (1,1), · D2 = (-2, -B)y D3 

(O, -2) son colineales. 

6.6 Un~ recta tiene pendiente m -3 y pasa por el punto Q 

(-2, -6). 

La abscisa del' otro punto de la recta es 9. Encontrar su orde

nada. 

6.7 Encuentra la ecuación que determina el conjunto de todos 

los puntos P = (xJ y) del plano que pertenezcan a la recta que 

pasa por el punto T =. (-3,0) y tie~ pendi!i!nte m_ = - 2 , . ~. . 7 

6.8 ¿Cómo se debe entender la condición que implica la ecuación 

3 X + 2 y + 7 = 0 ? 

6.9 Encuentra tres puntos que pertenezcan a la recta determi-

nada por la ecuación 3 x + 2y + 7 = O. 

6.10 Comprueba que el punto s (O I - 7 
2 

pertenece_ a la recta determ~~ada por la ecuación 3x + 2y + 7 O. 

28) INCLINACim Y PENDIENTE DE RECTAS PARAIEIAS A lOS EJES. 

Hemos-hablado de que las rectas paralelas al eje X tienen pen-

diente cero y que las paralelas al eje ''Y" no tienen pendiente. 

Sin embargo se permite usar ciertas expresicnes para dar un -
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PROBLEViAS RI:SUELTOS, 

1. Encontrar la pendiente y ángulo de inclinación de la recta 

que pasa por los puntos: 

H
1 

= (-3,6) y H2 = (5,6), 

solución. 

u - V 
.1 2 • 1 6 - 6 

m 
o 

5 - (-3) 5+3 

·e = tg -l O = Oº 

o 
o 

8 

2. Encontrar la pendiente y ángulo de inclinaci6n de la recta 

que pasa por los puntos R1 = (2,5)y R2 = (2,-4) 

Solución. 

m 

Noto.: 

-4 -5 

2 - 2 

-9 

o 

A la fracción común -9 (que no tiene sentido matemático) se 
o 

le da una expresión provisional: 00 (infinito), indicando que 

la recta tiene una pendiente infinita y el ángulo e corres-

rc:-r:d;o e. 90~ (En tus clases de cálcu~o diferencial vas a verlo 

con mayor detenimiento y entendimiento. 

Figura y 

-.. 
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3. Encontrar Ja pendiente y 6nculo de inclinaci6n de la recta 

que pasa ¡:,or lo.s ¡cu:-.tos: J 1 ::(5,2) y J 2 = (3,2). 

Solución: 

Y2 - Y1 
)\2 -xl 

e = t 9- 1 o 

Figura: 

2 - 2 

3 - 5 

oc 

o 

-2 

y 

o 

J¡ J, 

4. Encontrar la pendiente y ángulo de inclinaci6n de la recta 

que pasa por los puntos 

(-5,3) y s 2 
(-5 ,4). 

Figura. 

.Sclüci6n. 

Y2 - Y1 4 - 3 
rn 

X2 - Xt -5-(-5} . 
e 

_, 
= tg oO 90° 

1 

y h 
. s, 

-5+5 

1 

o 

X 

= 00 
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Ejercicio í 

7.1 Encuentra la pendiente y ángulo de inclinación de la recta 

que pasa por los puntos : G 1 = ( - 5 , 6) y G2 = (1, 6) • 

7.2 Encuentra la pendiente y ángulo de inclinaci6n de la recta 

que pa;;a por los puntos: Al = (8, 3) y A2 = (8 .1 -4) 

29) A.NGULO ENTRE DOS RECTAS. 

TEOREMA 2. Un ángulo e determinado entre dos rectas, está dado 

por la fórmula: tg e.= m2 - ml 
l + m1 m2 

COROLARIO 2. La condici6n necesaria y suficiente para que dos 

rectas sean perpendiculares entre sí, es que el producto de sus 

pendientes sea igual a -1, o sea: m1m2 -1 

PROBLEMAS RESUELTOS. 

1. Demostrar el teorema 2. 

Soluci6n. 

Tracemos la figura para facilitar el razonamiento. 

;;f, 

X 
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Cbservado la figura poaemos ciamos cuenta de lo si~rniente: 

l.Ds ángulos ,, 
J se han medido en sentido posi-

tivo (en contra el giro de las manecillas del reloj , [t;J) 
Para el ángulo 8 l su lado inicial es ti y su lado 

final es :(2 y las pendientes rn1 y m 2 de f 1 y f 2 son 

pendiente inicial y final respectivamente. Calculemos cada uno 

de los ángulos 

Por geometría sabemos que un ángulo exterior de un triángulo 

es igual a la suma de los ángulos interiores no adyacentes a Al. 

E~ el triángulo FGH de la figura anterior vernos que el ángulo 

'FGH es igual a 

do a o( 2 

e 1, por ser opuestos por el vértice; toman:. 

corno el ángulo exterior, tenernos 

o<i= o<,+e, 

de donde e 1 ':: o< 2 - o(, 1 

Ahora aplicando la tangente al ángulo e I I teneffiOS : 

tg e, tg (o( 2 - o(1¡ 
tg o(2 tgo< 1 
1+ tg0(2. . tgo(, 

Nota. Este resultado se obtiene de las fórmulas de trigonome

tría para la tangente de la resta de dos ángulos. 

Ahora corno rn1 = tg o( 1 y rn2 = tg ~ 2 
/ 

substituyendo tenernos: 

tg 81 



52 

2. Demostrar el c0rol~ri0 2 

Solución, /, partir de ht f órr.-ula tr: 8 = 
¡¡ 2 

, ve1:.os 

-1 el e enor i nfldor 

Se hrice cerrJ y tp:B = co 

= 00°, lo cual ir plica 1ue las rectaF son 

perrendiculares. 

3. Encontrar el án ulo ac:uco de inclinación entre las rectasd'.'.' 1 
y 't.2 cuyas pendientes son: rn 1 = -3 y n 2. = 8 respectj vairente 

Solución: 
1 

tg e rr2 - ro 1 -3-8 -11 -11 11 ¡,' = 
1+1!!2 ml J.+S(-3) 1-24 -23 23 

e -- tg-1 ( 11 ) = t,...-1 D (,4782): 25o 33 1 

23 
Nota: r~ra aplicar los valores de las pendientes en la 

se considera rr
2
= 8 coco la pendiente inicial y m1 = -3, 

coro la pendiente fina 1 , para o~tener el áagulo agudo, 

4. Encontrar el ánr;ulo agudo y obtuso que forrran las rectas 

0

10'.c:..\o\ 

y que pasan por los puntos: H1 = (-2,5) , H = (3,6) 

Y K1 = (0,4), M2 = (8,0) respectivarrente. 

Solución. Encontremos las pendientes de 'J...1 y '"J.. 2. 

y 2 Y1 6 - 5 1 
i!i = 1 -:--=· 

X 2 xl 3-(-2) 5 

Ir2 y 2 - Y1 o - 4 - 1 

X 2 - Xl 8 - o 2 



- 5 3 -

I0Jicandc la f6rm~la de 5nqulo Entre dos rectas 

1 1 

tg e - -2 5 

1 + (- ~i(i) 

-7 -7 
10 ID 

-9-
1- (1/10) 10 

tg G ,, _ J e = tg -1 ( - ~ J 180 ° - tg - l ( ; ) 

179°60' - tg-1 (~7;~= 179°60' - 37°50' = 142°10' 

• El ángulo obtuso es 142°10' y el agudo, 37°50' 

-70 

90 

5. 1::1 ángulo fomado por dos rectas e; de 60~ L3 pendiente 111 de 

;{ 1 es ~ , encont'rar la pendi~te I11:z de t_ 2 . 
4 . . 

.Solucién. Aplicando la f6rrnula del ángulo entre ·dos rectas, teneiros: 

Fórmula: tg e = 

Substituyendo: tg 6~º 

l. 732 = 
3 

~ - 4 
3 

1 + 4I11:z 

, o sea 

, despejando rn:z 

5.196 
l. 732 + m2 -4-

5.196 - = - 3 m2 m2 - 1.732 ; multiplicando por 4 ambos miem-
4 4 

bros: ·5 .196 m2 - 4m2 = -3 - 6.928; 

1.1~6 m2 ~ - 9.928 ; m2 = -~.928 ~ 

1.196 
-8.3 

6. Demostrar que los puntos: R1 = (-5,2), 

R2 = (-3,4) y R3 = (-1,-2) son los vértices de un triángulo 



- 5~ -

rectángulo. 

Soluci6n. Ca1culando las pendientes de los lados del triángu-

lo y multiplicándolas dos a dos, podemos darnos cuenta de su 

perpendicularidad si su producto es -1. 

La pendiente de 1 lado que t.iene por extremos los puntos R1 y R2 es 

2 - 4 

-s- (-3) 

-2 

-2 = 1 

La pendiente de 1 lado cuyos extremos son R1 y· R3 , es 

2 - (-2) 4 

-5-(-1) =-4 -1 

La pendiente del lado cuyos extremos son R2 y Rj , es 

-2 -4 -6 ---= 
I,!!3 -!-(-3) 2 -3 

A simple vista vemos dos pendientes cuyo producto es igual a -1. 

(1) (-1) = -1. 

Lst.os ci.os segmentos: ::1 P.2 y I<1 R3 so11 p.:;rpendiculare;;. 

Con símbolos R1 R2 _L Siendo el triángulo, trián-

gulo rectángul~·-

7. Multiplicar las siguien-t;.es pendientes de segmentos para sa-

ber cuales son perpendiculares.· 

a) -3 

4 

5 

6 

b) -1 

2 

6 

3 

c) 8 

9 

-27 

24 



Sol uci6n. 

a) 

b) 

c) 

-3 
-4-

-1 

8 
9 

2 

5 . 6 

6 

3 

-27 
24 

-

-15 ;t-1 24 

-6 

6 

-216 
216 

-1 

55 -

no son perpendiculares • 

sí so~ perpendiculares 

-1 sí son perpendiculares. 

8. Encontrar la medida de,,.. los tres ángulos del triángulo cuyos 

vértices soni T1 = (-2,·-s) T2 

T
3 

= (8, -2) 

Solución. Tracemos la figura. 

(3,6) 

X 

En base al sentido positivo de los ángulos para encontrar el 

ángulo el, tenemos que tomar la pendiente del segmento sl como 
com m . Encontremos el valor de estas penaientes, 

m1 y la del s 3 ° '2 



l. 9 

.52 
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-2 -6 -8 
-1. (. 

8 - 3 5 

-5 - (-2) -5 + 2 -3 .3 

- 2 - 8 -10 -10 

. 3 (-1.6) .3 + 1.6 

1 + ( .3) (-1~6) 1-. 4 8 

= 3.6 

Para encontrar el ángulo E12 , tenemos que tomar la pendiente 

del segmento s 2 como m1 y la del s1 como m2 • 

la pendiente del segmento s
1 

es - 1.6 = m2 

Encontr~mos m1 

Y2 -yl 
ml 

x2 -xl 

tg e 2 

de s2 -
6-(-5) 11 

2.2 

3- (-2) 5 

-1.6 - 2.2 
l+l-1.6) (+2.2) 

62 tg-l (1.507) 

-3.8 -3.8 - (,507 

1-3.52 -2 .52 

Para encontrar G 3, aplicamos el teorema gue dice: La suma 

de·los ángulos interiores de un triángulo es igual a 180;0 sea 



e 1 + e 2 + = lf0~ substitu~1 0ndo: 

o 1 
179 60 - 130°67' = 179°60' - 131°7' 48°53' 

EJERCICIO 8 

8 .1 En ba·se a la siguiente la fórmula de 

tg e 2 . 
. y, 

X 

, 
8.2. En base a la fórmula que obtuviste·en el ejercicio 1, ex-

presa la condición necesaria y suficiente para que dos rectas 

sean perpendiculares. 

8. 3 Encuentra el ángulo 9 de inclinación entre las rectas 

cuyas .pendientes son: m1 

8.4 Encuentra el ángulo agudo y obtuso que forman las rectas 

;f. y ;;fique pasan por los puntos: M1 = (-3,6), M2 = (5,7) y 

H1 (2,0), H2 (-6,-3) respectivamente. 

8.5 El ángulo formado por dos rectas es de 80~ La pendiente 

·r 
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...p. 
(7, l E!: / 

8 
, encuentra la pendiente m2 de 't. 2 . 

8.6. Demuestra que los puntos: J 1 = (3,4), J 2 = (-2,-l)y 

J 3 = (1,-4) son los v~rtices de un triángulo rect&ngulo. 

B.7 Multiplica las siguientes pendientes de segmei:itos para· 

saber cuales son perpendiculares. 

a) . 
-2 

7 

14 

6 
b)~ 

4 ' 
2 

18 
,c) ~1 

2 

-4 

2 

8.8 Encuentra la medida de los tres &ngulos del triángulo cu-

yos vértices son:· E1 = (-3 -2), E2 = (6,2), E3 = (-4,-8). 

27 Bis. RECTAS PERPENDICULARES 

Un caso especial del &ngulo entre dos rectas, es cuando son 

perpendiculares. Vamos-a ver ~uál e~ la relación éntre las pen-

dientes de las dos rectas para que sean perpendiculares. Para 

que sean perpendiculares necesitan formar un ángulo de 90ºentre 

sí. Usando la fórmula 

tg o( 

1 + m2 ml 

tenemos tg 90°= 
m2 -ml 

que 
1 + m2m

1 ' o sea: ..... . , 



Para evitar trabajar con el sír.ibolo infj ni to ( oC.J ) UE'amos la 

funci6n inversa a la tangente gue es la cotangente en la f6rmu-

la anterior 

cot 

o = 

o 

- 1 

~ m2 - ml 
tg '}0:----

1 + m
2 

m
1 

(por ser inversa) 

ya que cot 90º= O} 

Esta condición, dice que dos rectas son perpendiculares si su .,., '· 

producto es -1. 

Otra forma de esta ecuaci6n se obtiene despejando 

a m = 1 

Esta otra manera de decir lo mismo es: Dos rectas son perpen-

diculares si una de las pendientes es recíproca negativa de 

la otra: 

Para encontrar la condición de paralelismo entre dos rectas 

observamos que el ángulo formado entre las dos rectas es cero. 
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Por lo tanto cie la ecuaci6n 

tg O( 

tg Oº= 

o 

m2 - ml , obtenemos 

l + m2m1 

Concluimos que dos rectas s01 paralelas si sus pen.diéntes son 

iguales. 

Problemas resueltos. 

1) Comprueba si las rectas 

3x - 2y + 5 = O y 6x - 4y + 9 O 

.son p~aralelas. 

Resoluci6n. Necesitamos despejar "y" de las ecuaciones y es-

cribirlas en forma de ordenada al origen: 

3x - 2y + 5 = O 

-3x -5 
y -~ 

3 • 5 -X y = 2 + 2 

De la ecuación 

y = mx + b 

vemos que m 3 en 
2 

\o.~ ~es, 

6x 

y 

. 
y = 

y 

- 4y 

6x 

6x 

4 

3x 

2 

+ 

+ 
4 

. 
+ 

+ 

9 

9 

9 

4 

9 

4 

o 
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2) Comprueba si las dos rectas 

4 X + Sy - 1 = o y -Sx + 4y + 2 O so~ perpendiculares. 

Resoluci Ó:-1. 

Necesitamos despejar "y" de las ecuaciones y escribirlas en 

forma de ordenada 

4 X + Sy - 1 = o 

-4x + 1 
y 5 

-4x 1 
+ -

y 5 5 

-4 
rn 5 

Vernos que -4 5 
5 • 4 

al origen. 

-20 
20 -1 

-Sx 

y= 

y 

rn 

+ 4Y + 2 o 

Sx -2 
-4-

5x 2 
:-

4 4 

5 
4 

Cumplen con la condici6n"de que su producto sea igual a -1. 

Por lo tanto son perpendiculares. 

3) La ecuaci6n de una recta es 3x - y - 1 O, encontrar la 

ecuación de la recta perpendicular a ella y que pasa por el 

punto. (3, 5) 

Resoluciéln. 

La ecuación de una recta est& definida si sabemos su pendien

te y uno de sus puntos. En este caso sab emos que uno de sus 

puntos es (3,5), lo único que nos falta es saber su pendiente. 

Para esto, sacamos la pendiente de la recta dada y encontramos 
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s·.i recíproco ne<?ativo y ya pooerr,os obtener la ecuaci6:-i. 

Veamos: 
-3x + 1 

la pendiente de la recta 3x - y - 1 O es y -1 

y 3x -1 

m 3 

El recíproco negativo de 3 es -1· 
3 

Por lo tanto la ecuaci6n de la recta perpendicular será. 

y - y 1 = m(x - x1 } 

-1 
.Y - 5 = 3 (x -3) 

. 3y - 1 5 -x + ·3 

X + 3y - 18 = 0 Forma general. 

Confirmaci6n Geom~trica. Realicemos la gráfica de las rectas 

para ver si en·efecto son las ecuaciones regueridas. 

3x - y ..- 1 = o X + 3y 18 = o 

y = -3x + 1 
~ 

-x + 18 
y 3 

y 3x -1 

X y X V 

1: 1 

-2 

1 
-; 1 

2 

19 
e -1 3 

D 1 17 
3 

--. 



y - 4 (x - (-2) ) 

[3 y - 4 ,:3 = -x - 2 

X + f3y - 4 J3 + 2 o Ecuaci6n 

El trazado de estas rectas resulta aproximadc, debido a la 

dificultad de localizar r.ú;;-,eros irr.acionales en los ejes. 

Por le general trataremos sie~pre con ecuacio~es cuyos coe-

ficientes sean enteros. 

5. Los vértices opuestos de un cuadrado son 

A = (1, 4) y B = (4, 1) . Encontrar las ecuaciones de sus cua-

tro lados. 

An~lisis. Con los puntos dados, podemos encc~trar los otros 

dos: con éstos, encontrar 'las 'pendientes de sus ·lados y así 

sus ecuaciones. y 
Resolución; 

A 
• • 

• • 

Al observar esta figura obtenemos los otros dos puntos C 

y D = (4,4) del cuadrado. 

Usando la fórmula de pendiente 

{l,i) 



..... , 
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m , tenernos, para los FU!l~os 

A (1, 4) y D (4,4) lo siguiente: 

4 - 4 
m 

4 - 1 

o 
m = 3 

rn = o 

Es decir, la pendiente de los ~ados horizontales es cero, 

por lo tanto, usando la ecuaci6n y - y 1 = m ·(x - x1 ) para 

el punto (1,4), tenemos. 

y - 4 

y - 4 

y 4 

O (x -1) 

o 

'Qu~ simple es. la ecuaci6n áel lado AD. La condici6!) de esta 

ecuación nos indica que la ordenada"y'' de todos sus puntos 

es 4. con esta observaci6n concluimos rápidamente la ecuación 

para el lado CB, que es y = 1 

Para los lados AC y DB nos encontraremos con el siguiente -

problema. 

Sus pendientes serían , para el lado AC 

4 - 1 3 
m 

1 - 1 o ID cual no es una -

expresión matemática. Cuando el denominador es cero, decimos 



- 65 -

r:: = oo (cor.o lo vimos ante
riorl!ente) 

r:: (x - x 1 J • Por lo 

tanto, tc~a~cs la característica general de todos les puntos 

del lado ;::"C, cbserYando que su abscisa x vale 1. Por lo tanto 

s~ ecuac~6~ es x = :. 

Para el la-jo D~, su ecuación es :-: 4. 

Ejercicio 8 • A . Rectas perpendic4lares y paralelas. 

8~-1.Cornprueba si las rectas 4x - 2x + 6 O 

y 3 X - 2y + 4 = Ü sen para le las. 

Ba-2.Comprueba si las rectas x + 3y + 1 O y -3x + y + 2 o 

son perpendiculares. · 

Ba-3,La ecuación de wia recta es 2x - 3y - 4 =O, encontrar 

la ecuación de la recta perpendicular a ella y que pasa por el 

punto (2, 4). 

Ba-4.Dos rectas perpeñdiculares sercortan en el_punto 

(-3,5), formando una de ellas un ángulo de 30°con el eje X 

Encontrar sus ecuaciones respectivas. 
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CJ..PlTUID 4 

ECUACIONES Y LllGARES GEOMETRICOS. 

Dos problemas fundamentales de Geometría Jmalítica. Inter-

secciones con los ejes. Simetría, Extensi6n y Asíntotas 

30) WGAR GEO·lETRICO. es el conjunto de puntos del plano cu-

yas coordenadas (x / Y) satisfacen una ecuaci6n. Se llama tam

biéh, a este conjunto, gráfica de la ecuación. 

PROBLEMAS RESUELTOS. 

l. Encontrar el lugar geanétrico o gráfica de la ecuaci6n, 

de las siguientes ecuaciones. 

a) X = 1 b) y = o 

SOLUCIONES. 

2 
C) y = X , d) y = 5x3 

-2-

a) El conjunto de puntos del plano gue satisface esta ecua-

ción es precisamente el formado por puntos cuya abscisa sea 

igua 1 a l. y 

Ia figura es 
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Doi:de la línea Í es precisam0nte el co:-:junto solución, pues 

toóos sus puntos tienen su abscisa igual a l. 

bl El conjunto 4 de puntos de 1 plano que satisface esta -

ecuación es el eje X , pues todos sus puntos tienen su or-

denaéia igual a cero. ' y 

M=(-9,0) T =(-1,0) p = (5 I O) 

c) Para darnos cuenta del lugar geométrico de la ecuaci6n 

· ·Y = x 2 , ne ce si tamos ene entrar algunos puntos que pertenezcan 

al lugar geométrico. 

Tabulaci6n 

El trazo de la línea contínua representa parte de la gráfica 

de l_a ecuaciál, pues el dominio de ella como en las anterio-

-., res, es e 1 conjuntg ge tcxjos los números reales . .(Más ade lan-

te comprenderás mejor esto). 

d l También ne ce si tamos tabular la ecuaci6n y para -

2 

., . 
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encmtrar algunos puntos pertenecientes al lugar geo!n·~trico 

y pO::er trazar lü gráfica. 

Tabulacifo. 

A, 3DO 

:Wgar geom~trico o ~r2fica de 

la ecuación o conjunto de puntos del 

plano que satisfacen la ecuaci6n 

y 
= Sx.J,,._, 

2 

Ejercicio 9 

X 

9 .1 Encuentra e 1 lugar geom€trico o gráfica de la ecuación, 

:,,. .. _ 
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de las siguientes ecuaciones. 

a)y=-1, b) >: = O , c) y 
4 

X , d) y 

31) DOS PROBLEMAS FUNDAMENTAli:S DE GEOMETR!A ANALITICA. 

PRIMERO. Dada una ecuaci6n, encontrar su lugar geométrico. 

SEGU:mo. Dado un lugar geométrics, por ciertas condiciones, 

encontrar la ecuación que lo determina. 

PROBLEMA PRIMERO. 

Como hemos visto anteriormerrte, resulta un poco difícil tra-, 

zar determinado lugar geométrico. Necesitamos saber ciertas· 

características de este lugar geométrico para hacer su trazo, 

Por ejemplo: Sus intersecc~ones 

con los ejes, simetrías, extensién y asíntotas. 

32) INTERSECCIONES CCN LOS EJES. 

y 

M1 = (x_. 0) 

1 M2 = (O ,y) 

X 

Como vemos, la curva corta al eje x cuando la ordenada es 

igual a cero. Y corta al eje Y cuando la abscisa es igual 

a cero. 

Para encontrar el valor de la abscisa u ordenada corresp.on

diente se substituye el valor"o" en la ecuación y se encuen-
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tra e 1 valor de la X e y se~ún se requiera. 

3 3) SIMETRI A 

a) Dos puntos A y B son simétricos respecto a un punto O si 

es el punto medio de 1 segmento AB. 

y 

Ejemplo. 

X 

b) Dos puntos A y B son simétricos respecto a una recta ~ :;; 

ésta es perpendicular al segmento AB en su punto medio. 

Ejemplo y 

X 

A B 

c) Una curva ~ es simétrica respecto a un eje de simetría 
1 

~} para cada punto P de la cuFva existe ot~o P., tamb!én de_ 

la curva, tal qJc estos puntos sen simétricos respecto a 

dicho eje. 

Ejemplo. 
;L.S"" \;.j' 

.h. 
~~l'f\e..\-r!o... 
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o) Una CU:'."\'c e es si;.>.Étrica respecto a un centre [! ¿e; 

simetría si para cada punto P de la curva existe otro Punto 

P 1 , también de la curva, ta 1 que· estos puntos sen simétricos 

respecto a O. 

Ejemplo y 

X 

Analíticamente lo anterior se ve así: 

34) SIMETRIA RESPECTO AL EJE X. 

Una curva es sim~tri'o-respecto al eje )(si al substituir, en 

su ecuación, la variable y por -y, la ecuación no se altera. 

35) SIMETRIA RESPECTO AL EJE y. 

Una curva es simétrica respecto a 1 eje y si a 1 substituir, 

en su ecuación, la va,riable x por - x, la ecuac:i6n no se al-

tera. 

36) SIMETRIA RESPECTO AL ORIGEN. 

Una curva es simétrica respecto al origen si al substituir, 

en su ecuación las variables x.1 y por - X, -y, la ecuación no 

se altera. 

37) EXTENSI~N DE UNA CURVA. 

La extensión '-'e una curva se determina concciendo el domini~ 

.y recorrido (rango) de la función. 

38) ASINTOI'A de una curva ~ es una recta -;J que a medida 

que un punto 'P de la curva se aleja indefinidamente del -

_origen, la distancia de -P a la recta decrece tendiendo a 
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ce: re. 

OSSERVACIO:-lES. 

a) Una asíntota nunca intersecta a su curva mas que en el 

infinito. 

b) Sólarnente tienen asíntotas las curvas de e>:tensión infi-

nita. (El recíproco de esta afirmación es falsa) 

c) Una curva puede tener una o más asíntotas. 

39) OBTENCim DE lJ\ ECUACim DE m~A ASINTOI'A VERTICAL u 

HORIZONTAL. 

Para la asíntota vertical se despeja la y en la ecuación y 

se .igual:\. a cero a los factores lineales del denaninador. 

Para la horizontal se despeja la x. 

40) TRAZO DE CURVAS. 

Para trazar una curva necesitamos aplicar los conceptos an

teriores:- Inter!¡eci:::ioi;es con los efes, simetría de la curva • 

respecto a los ejes coordenadosyorígen; extensión, asíntotas 

y su tabulaci6nc0~uficientes puntos de la curva para trazarla. 

PROOLEMAS RESUEIJ.l'C:S. 

l. Trazar la curva determinada por la ecuación: xy-y-5=0 

Solución. 

a)-' Intersecciones con 1-os- ejes·. 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje X subs~ 

tituimos y = O en la ecuación. 

x·(0)-0-5=0; -5 = O ¡Absurdo! 

Por lo cual 
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~o intersec~a al eje x 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje Y 

substituimos x = O en la ecuación. 

o. y - y -5 O; -y = 5; y = -5 

Intersecta al eje Y en y = -5 

b) Simetrias. 

Respecto al eje X. Substituyendo Y por -y, tenemos: 

>:(-y) - (-y) -5 = O , obteniéndose 

-xy + y -5 = O , lo cual es distinta a la ecuación originai 

No es simétrica la curva réspecto al eje X . 

Respecto al eje y·. Substituyend.o x por -x, tenemos: 

-xy -y -5 = O, lo cual es distinta a la eéuaci6n original.· . 

No es simétrica respecto al eje 'j 

Respecto al origen. Substituyendo x por -x, y por -y, tene-

rnos. 

(-x) (-y) - •(-y) -5 O, o ;;,ea,. 

xy + y -5 = O , lo cual es distinta a la ecuación origi-

nal • 

No es simétrica respecto al origen. 

c) Extensión. Despejando a "y" en la ecuación xy - y - 5 O, 

tenemos: 
5 

y (x -1) -5 = O, y = 
X - 1 --· 

Donde para x = 1, se obtiene y == _ ~. = DO , o sea que la 

x puede tomar como valor numérico a todos los números reales 

menos al l. 

Despejando a X en la ecuación 

-·· .. 
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G; :.s::E::-:.c-~ 

X=--- OonC.e para ~· 
5 = O se obtiene x = 0 = cO 

o sea c:ue la y pc;ece to:oiar cCT:\o valc·r :rnr.i0ricc a to::'.:·s los 

d) As!~~otas. ~e la ec~2citn en do~de se ~es~ej6 a la y~ 

5 
y = X - 1 , ·:e:-:os qüe la ecuación Ce la asíntot:a vertical 

es x 1 , pues ?ara este valor de la x, la y se hace infi-

ni ta. 

De la ecuací6n en donde se despej6 a la x J 

X = 5 + V ___..__ 
y , se observa que la ecuaci6n de la -

asíntota horizontal es y = O, pues para este valer de la y, 

la x se hace infinita. 

c) Tabulación. Ecuaci6n~ y 

X -3 -2 

5 5 y - -
-4 ., - -

f) Trazo. 

(la. figura está 

en el reverso) 

-I o 

5 
1 

5 - -., 
1 

-- l 
- - l 

5 
x::-r 

1 
2 2 

-10 5 

i 

3 4 

5 
1 

5 - --- 1 
~ 

1 



)l.=\ 

.5 

l 

10 

- 00 

- ..iJ 

-, 
- ¡ 

! __ j 

---. 
'º'"~c\.ie_~ 

\o. ~ !:.;I\ -, 
y_::-.cj 

J 
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Con un poco ae práctica, se pueaen unir los puntos con la 

linea que vt:rdaaeramente representa la 9ráfica ae la funciónJ 

y más aún, continuar esta linea aunque no hayamos encontrado 

más puntos de la gráfica meaiante la tabulación, 

En ésta gráfica vernos que la curva viene desae menos infini-

to (de la izquieraa) y se va hasta menos infinito (hacia 

abajo) para aespués aparecer infinitamente arriba e irse in-

finitamente a la derecha. 

En el párrafo anterior que dice "vernos", se supone que mental 

e idealmente estarnos tornando todos los valores reales para 

la "x" desde hasta + oo (excluyendo al 1) 

y vienao qué valores va obteniendo la y. 

2. Trazar la curva determinada por la e;:uación : •. 

x3 +xy2 + yl = O. 

Solución. 

a) Intersecciones con los ejes. 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje X , 
substituimos y O en la ecuación. 

x3 + x (0) 2 + o2 =O, o sea x 3 = O, o sea x = O 

ra curva intersec~a al eje,x en el or~gen. 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje Y, subs-. 

tituimos x O en la ecuación. 

o3 + ol + y2 2 O, o sea y 

o sea y = O. 

o, 
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La curva intersecta al eje Y en el origen. 

b) Sirnetrí as. 

Respecto al eje X . Substituyendo "y" por "-y", tenemos: 

3 ·2 2 O, 3 2 2 o X + X (-y¡ + (-y) = o sea >: + xy + y 

obteniéndose la misma ecuaci6n. 

Por lo tanto sí es simétrica respecto al eje X. 

Respecto al eje Y. .Substituyendo X por -x, tenernos: 

(-x) 3 + (-x) 2 + 2 ó, 3 2 + 2 o y y = o sea -x -xy y = 

obteniéndose una ecuaci6n distinta a la original, por lo -

tanto la curva .no es simétrica respecto·al eje Y. 

Respecto al origen. substituyendo x por -x y y por -y, tenemos: 

+ (-xl 
2 2 . 3 2 2 

(-y) + (-y) =O , o sea -x -xy + y =O 

Cbténiéndose una ecuaci6n distinta a la original, por lo tan-

to la curva no es simétrica respecto al origen. 

c) Extensión. Despejando a y en la ecuación, tenemos: 

2 
+y (x +l) 

2 O, o sea y 
3 -x ___ , 

X + 1 

2 ~ -x 3 
y ,= Q sea y·= ~a+l) 

(x+l) 

o sea, 

En esta última ecuaci6n_, a simple vista vernos gue la x no pue

de tomar el valor -11 pues se obtendría y = ,:'." F 
1 

gue no 

'• •. 
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represer.ta al~(!r; nG~1ero. 'J~::-;...occ la ): puede to:71c.r ve.lores 

menores a - 1, pues se obtendrían raíces cuadradas de núme-

ros negativos, las cuales no tienen solución en el conjunto 

de los números reales, por ejempl~para x = -2, se obtiene 

+j~ 
y = - - (-2+1) 

no tiene solución en el cohjunto de números reales~ 

Tampoco la x puede tomar valores mayores que cero, pues se 

obtendrían raíces cuadradas de números negativos, por ejem-

pl.o
1 

para x =0.1 , _se obtendría: 

,.~;g-1) + 
-

y J-.000.9 no tiene so!'ución en el "'onjunto de nfuneros rea

les. 

Por lo tanto.! la x solo puede tener valores mayores a -1 y 

menores o iguales a cero, con símbolos: -1 <. o 

Por-supuesto que para hacer este análisis necesitas tener cier-

to dominio, , 

Cuando en el denominador aparece alguna restricción (como 

en este caso el -1) se necesitan tomar dos valores cercanos 

·a la restricción -l, por ejemplo -.5 y -1.5, substituirlos 
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en el despeje y cbservar qué sucede.Veamos: 

C--:1 
¡ ~:i 

-(-1.5) 3 

-1. 5 + 1 

solucionable 

irresoluble, por ser 

negativo el radicando. 

Esto nos indica (se puede demostrar) que para valores meno~ 

res de -1, la "y" no tiene soluci6n. Por lo tanto nos queda-

mos con' la siguiente extensión para la x: -1 <.'.. X ::: 0 

,(Observa la gráfica) 

Ahora estudiemos la extensión para la "y" 

.Como el despeje de la X no resulta-fácil,.. se aconseja !illali-

zar la misma ecuación y ver qué valores toma la "y" al reco-

rrer la "x" su intervalo de variaci6n -1 < x :,: O. 

Se ve que la y torna como valor a todos los números reeJes 

cuando la x recorre su intervalo de variaci6n, ya que el do-

ble ·signo (+,-), nos da los valores positivos y negativos; 

el cero,/ cuando la X vale cero,/ y números mu)• -grand~s cuando 

la x se acerca a -1. 

d) Asíntotas. De la ecuación 
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IT 
I 

- / - ' .. _,' !' , ... - 1 

vemos que para x = -1 se cbtiene una asintcta vertic~~ ya 

que el 6enoITinador e~ hace cerc. 

~et~dc a la di!icul~sd de ¿es~sjar a la x, se accnseJa da~le 

valeres cada ve: ~ayeres en valor absclutc y ver gu€ cc~por-

tarrüe::.to cbtie:-ie la variable y; Fe!"c en este caso el inter-

vale -1 ~ x ~ O nos i~pide darle valores tan grandes a 

laxen valor absoluto ccmo quera~os. Por lo tanto ~o exis-

te asíntoi:a horizontal, ya que. una de las variables debe -

tender al infinito. 

e) Tabulación. Ecuaci6n: y 

Dor.iinio de la variable independiente: -1 < x ~ O 

' Dando algunos valor~s para la·var!able independiente 

''x ", se obtienen valeres para la variable dependiente. 

X -.9 -.8 -.6 -.5 -.4 -: 3 -.2 -.1 o 

ly \ :2. 7 +1.6 
1 

+.73 ! +.5 +.32 +.19 +.1 :-º31º1 

f) Trazo 

Asíntota 

(La figura está en el reverso) 
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Observando la figura pueaes com¡.;rob<::r lo referente a lc.s ir,-

tersecciones con los ejes, simetrías, extensión y asíntotas. 

3. Analizar y trazar la curva determinada por la ecuación: 

2 2 
X y + X -y = 0 

Solución. 

a) Intersecciones con los ejes. 

Para encontrar la intersecci6n de la curva con el eje X, -

substituimos Y = O en la ecuación. 

x 2 
(O) + x 2 

-O o O , o sea x
1 
= O 

La curva intersecta al eje X en el origen. 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje Y 
substituimos x = O en la ecuación. 

(o 
2 ) y + º;;_ -y =· o •Y O, o sea y o 

La curva intersecta al eje y en el origen. 

b) Simetrías. 

Respecto al eje X . Substi tu~•endo y por -y, tenemos: 

x2 (-y) + x2 - (-y) 2 2 
O, o sea

1 
-x y + x + y o 

Obte;;;:éndose una ecuación oistinta a la originai, por lo lan

to la curva no es simétrica respecto al eje )( 

Respecto al eje ~. Substituyendo x por -x, tenemos: 

., .. , .. 



(->:) 2 
? 

y+ (-x)L -y 

- n -

~) :: 
O, o sca

1
>:L y+>: -y 

obteniéndose la misma ecuación. 

Por lo tantos! es simétrica respecto al eje Y. 

(1 

Respecto al origen. Substituyendo>: por -x, y por -y en la 

ecuación, tenemos: 

(-:x/ (-y) + (-x) 
2 

- (-y) = O , o sea
1 

-x 2y + x
2 + y = O 

cbteniénd ose una ecuación distinta a la original, por lo tan.-

to no es simétrica respecto al ori.gen. 

c) Extensión. 

Despejando a- y en la eéuaci6n, tenernos: y (x 2 -1) + x 2 O 

2 -x 
o sea y=~ 

X -1 

x2 
. 2 
1 -x 

En esta última ecuación en gue ha quedado despejada la y, 

vemos que la, X puede tomar-· como valor a todos los núme';.os 

reales menos a ~ 1, puesto gue en estos dos casos se obten-

dria y 
x2 

00 

o 

Despejando a x en la ecuación, tenemos 

x 2 (y +l) -y O~ o sea 

x=± ¡-y-
V -;:-1 

Donde vemos que la y pued.e ·tanar como valor a todos los núme-

ros reales no negativos y a todo los números reales menores 

a -1. Quedando· excluidos los números mayores o iguales a - 1 
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y nencres que O, r~Q~ s~ cbte~ór~a~ ra1ccs cuadradas de nG-

meros negativos. 

En la siguiente recta numérica lo vernos: 

Intervalo en el que la y no puede 

r-- obtener 

~ 

-1 o 

valores numéricos. 

Como vez la recta de los números reales quedó dividida en -

tres subconjuntos: _co , -1), [-1, oi y [o, = l. 

Escoge algunos números pertenecientes· a estos intervalos y -

canprueba lo dicho en el párrafo anterior. 

d) Asíntotas. 
2 

X De la ecuación y =~~2 1 - X 

cilitenernos dos asint-otas verticales: x = 1, x,= -1, ya que en 

estos valores e 1 denaninador se hace cero. 

1 ·~ + ~ De a ecuaci on x = -/ y + 1 

obtenernos una sintota horizontal: y -1 

2 
e) Tabu~láci6n: Ecuación: y ,;: ~ 

1 - X 

Dominio de la variable independiente: 

R - f 1, -lJ , quiere decir todos los números reales .menos 

el 1 y -1 
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T , 1 l J 1 
" -10 -s -6 -~ -.: ¡-;- -r o f. 2 2 4 6 B -;10 

¿ 1 

y -1.010 -1.ois -1.otS -1.o" -1.ll \ ·33 ¡ . 01.S C> .01S .3:S -1.3'3 -1.()(.C -1.028 -1.01 !) .,. t OJO 

X = -1 X= 1 
f 

e) Trazo. y 

¡.<=.-\ 

X: 1 

B 

Y=-1 

Ch.servando Ja figura puedes carprobar lo referente a ~terseccion=s, si- " .. 

netría, etc. 

4) Trazar la curva - determinada por la ecuación: x 2y -?y+x =O 

Solución. 

a) Intersecciones con los ejes. 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje X, subs-

tituirnos y= O en la ecuación. 

2 • • 
x (O) -"2.(ó) +x=O; o sea,x=º 

La curva inter&?cta ·a 1 eje X en e 1 origen. 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje Y, subs"-

tituirnos x=Oen la ecuación. 
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? 
o·y -2y -+o O; o sea

1
-2y ~o, y o . 

La curva intersecta al eje Y en el origen. 

b) Simetrias. 

Respecto al eje x. Substituyendo y por -y, tenemos 

2 x (-y) -2(-y) +x =O, o sea,-x y+2y +x=O 
2 

Cbteniéndose una ecuación distinta a la original, por lo tan-

to la curva no es simétrica respecto al eje x. 

Respecto al.eje Y. Substituyendo x por-;¡¡., tenemos. 

2 (-x) ·Y -2y + (-x) =O i o sea,, 
-¡ 

X y -2y -x:: o 

Obteniéndose una ecuaci6n distinta a la original, por lo tan~ 

to la curva no es simétrica respecto al eje y. 

Respecto al origen. Substi1;:uyendo x por -i;, y'y"por -y, en la 

ecuación, tenemos:~ 
~ 

(-x) 2 (-y) ..:2(-y) + (-x) =o", o sea ~x y +2y -x=O_,que rnulti-

plicfu1dose por -1 se obtiene la ecuación original, por lo tan-

to la curvá s1 es simétrica respecto al origen. 

c) Extensión 

Despejando a y en la ecuación, tenemos: 

-x y =-2-; 
X -2 

• X 
y =-2 

2-x 

2 
y(x -2) +x=D, 

En esta última ecuaci6n en que ha quedado despejada la y, ve-

mos que la x puede tonar como valor a. todos los números reales 
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rnen os a 

Despejando a x en la ecuación,tenemos: 

Ecuación: x2
y -2y + x =O , o seaJ 

Y>:
2 + >: -2y =O , co:uo es una ecuación de 2o. grado en x, 

podemos utilizar la fórmula: 

+ J 2 -b - b - 4ac 
>(:::----

2a 

Veamos, en este caso, a = y, b = 1, y c = -2y 

-1± )12 
º(y) (-2~) 

·+ /_i B;t 
2 

X = -4 -1 - + .-
2 (y) 2y 

En esta llltima ecuaciéxi en que ha quedado despejada la x, 

vemos que la y puede tonar como valor· a todos los nllmeros 

reales menos al O, pues se ob~endría 

-1 :t 1 -----
o 

d) .:...sfr¡tctc..s. 

De las ecuaci enes 

+ /.1+ 2 
X -1 - B:t y --2 ,. x= 

2-x 2y 

las asín.totas siguientes 

X = .¡2, X = fi y 

,J 

y 

X = -l !Á + ..s (0) 2 

2 (O) 

~cbtenemos 

o, pues son los va lo-

'• .. 
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res de la variable c_::.ie al sustituirlos en las ecuacio:ies res-

pectivas se cbtiene cano denaninador al número O. 

c) Tabulacién. Ecuació:J: y= :X 
--2 
2 - :X 

Daninio de la variable independiente y· 

D>: = R - 2 -J2 1 J2 ~ 

f) Trazo. 
y 

-1"1 

·5. Trazar la curva determinada por la ecuación: 

14 



Solución. 

a) Intersecciones con los ejes. 

Para encontrar la intersecc!6n d-e ]<'! curva co•1 el eje x, sustitui~os 

Y=O en la ecuación: 

3x2 - 02 
36 3x ? 

36 
2 

12 ![12 ., = ; osea = ; X = ; X = 

La curva intersecta al e,ie x, en x = 12 y 12 

Para encont!'ar la intersec~ión de la curva con el eje y sustituimos 

x=O en la ecuación: 

3(0)
2 

- ¿ 
3 

= 36, o sea, 
2 

- y 

3 
= .3fi 

y = Esta raíz ne tiene solución en el conjunto~ 

nún,eros reales, por lo tanto 1':1 ci;rva n0 intersecta al eje y. 

b) SiIPetrías. 

Respecto al eje x. Sustitµyendo y por -y , tenerros: 

3x2 2 
3x

2 2 (-y) 36; - _;¡_ 36 
3 3 

Obteniéndose lu. misma ecuación, por lo tanto sí es simétrica res-

pecto al eje x. 

Respecto al eje y. Sustituyendo x por - x , tenemos: 
':~ 

3(-x)2 - v2. = 36 3 2 2 "'---- , o sea, x - L = 36 3 
ObteniAndose la misrra ecuación, por3lo tanto si es si~fetrica respecto 

al eje y. Respecto al oriien. Sustituvendc x por -x y y por -y tene-



., 
3 (-:·:) -

36 o sea 
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36 
./ 3 

Cbte::if::dcse 12 r:-:is:-.-.a ec:Jació!1.1PC!' lo tar.tc sf es si!"7"1ét:rica 

e) E>:te:-,si5n. 

Despejando a .. er. le. ecue.ción, te:-1e:r .. os: 

2 
:Y.. 

3 

y 

. 2 -y 

¡ 9 x2 - 1-0& 

108 - 9x 2 ; y 2 lllB, 

En ·esta última ecuación, en que ha quecado despejada la y, 

~emes que el radicando 9x2 - 108 no puede ser negativo, ¿pero 

para qu~ valores de la x el radicando es positivo o cero? 

Para saberlo necesitamos resolver la siguiente desigualdad. 

9x 2 -

Sx - :::: 
2 
~ X 

2 
~ X 

108 ?-

108 

108 
-9-

12 

o Condición para el radicando: ciebe ser 
~ayor o igual a cero. 

Las desigualcaaes se resuelven en forma 

parecida a las igualdades. (Estudia e 1 

tema si es nec~sario). 

? 
la desigualdad x- ~ 12 nos pregunta ... ¿Qué nú.-Tieros reales, 

al elevarlos al cuadrado su resultado es mayor o igual a 12? 

Vemos que hay dos subconjuntcs de números reales que resue 1-
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ven esta pregu~ta: 

1) '.i'o:i.os los reales mayores o isuales a ,;' 12. 

2) Tcrlos los reales menores o iguales a - fli. 

En la recta numérica estos subconjuntos se ven así: 

- fi2 

Con símbolos: x ?: .[12 6 \X\~ 1'2. 

Despejando a x en la ecuación, tenemos 
l 

i'... 

3x2 2 2 36 3 36 + y + ; . X 3 
3 

2 J+ + 12 
x2 :i. ~ 12 + 9 X = 

En esta última ecuación en que há quedado despejada la y,. 

vemos_ que l;i y puede tanár como valor numérico al .ponjunto ,;: .. 

de todos los números reales, ya que al estar elevada al cua: 

drad o e) radicando siempre será positivo. 

d) Asíntotas. 

De la ecuación y = + )9x2 -~ podemos obtener otra 

equivalente a ésta pero que tenga un denominador en el que 

aparezca la va~iable x. 

Veamos: y 

+ 
X = 12 

-2 
X 

o sea 



nunéricc• siro lí: ite, la t tie:1ée ::iJ valor + ., 
- ;;X. 

Te Jo vo~ a escribir da Je sirru ente ran~ra (ind~bi~a) u.ientras 

aprendes líaites e~ C6lculo dife:encial. 

El decir 11;e la x crece sin lÍ!!"ite se "p"ciede" esc"jl::ir· 

'J = 3x /1 12 = -+ 3x / 1-0, o sea 
<>a 

Y• + 3x. Obteniendo así la ecuación de dos asíntotas: 

y= 3x, y = -3x ; ~ue para ~raficarlo necestiaE hacer una tabulación 

e) Tabulación.Ecuación: y= !/9/ - 108 

Doir.inio ele la variable independiente: Dx = {X E.. R / X ?- 12 e 

x ~ -Jl2 (quiere decir: todos los números reales tales que, son 

mayores o. igual es a /12 6 menores o igual es a - Jl2 ) . 

X -14 -12 -9 -7 -5 1-3, 5 - 12 12 3,5 5 14 

y +40.7 +34 .4 +25 +18.2 +lJ.! +1.5 o o :tl. 5 +10.f +40.7 - - - - - - - -

f)Trazo 

( en el reverso de la hoja) 



-10 \ 
\ 

\ 
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6. Trazar la curva determinada por la ecuación: 
2 

:x2 + i y = ~ 
9 

Soluci én. 

a) Intersecciones can los ejes. 

Para encontrar la intersección de la curva con el eje x, subs-

tituimos y = O en la ecuación. 

2 4 
X + 

9 

X = 

=4,osea:x2 =4 

+ 2. 

+ 

la curva intersecta al eje x en x = f y x = - 2 

Para encontrar la intersecci6n de la curva con el eje y, 

substituimos x = O en la ecuación. 

02 4 2 
4 

2 4 (9), 2 36 + y = o sea.1 y y 
9 

' 
-4- 4 

+ (9 + 3. -Y= - I y = -

La curva in ter secta al eje y en y 3 y y -3 

b) Simetrías. 

Respecto al eje x. Substituyendo y por -y, tenemos: 

x2 + 4 (-y) 2 
= 4, o sea1 x 2 + 4 y 2 

= 4 
·9 9 

9 

Cbteniéndose la misma ecuación, por lo tanto sí es simétrica 

respecto al eje x. 

Respecto al eje y. Substituyendo x por -x, tenemos: 

'• .. , 
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+ ~ 

9 
2 

y 

Obteniéndose la misma ecuación, por lo tanto sí es simétrica 

respecto al eje y. 

Respecto al origen. Substituyendo x por -x y y por -y, tene-

mos: 

(-x) 2 + ll (-y) 2 
9 

4; o sea,x
2 + 4 v

2 

9" 
4 

CDteniéndose la misma ecuación; por lo tanto sí es simétri-

ca respecto al orig~n. 

e) Extensión. 

Despejando a y en la ecuación, tenemos: 

4 2 _y 
9 

2 
y :: 

3B -9x2 

4 

En esta última ecuación en que ha quedado despejada la y, ve-

mos que el numerador del radicando no puede ser negativo, 

¿Pero para qué valores de la x el numerador es positivo o 

cero? 

Para saberlo necesitamos resolver la siguiente desigualdad. 

. ¡ 
4- x 3-o 

-Xi~ -4 

Condicifüi'. 

Resolución 

:, ·-
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2 La d~siqualdad x ~ nos pre0u~ta ... ccu6 na~ercs reales, 

al elevarlos al cuadrado su resultado es menor o igual a 4? 

Vemos que sólo el subconjunto de números reales mayores o 

iguales que -2 y menores o iguales que 2 cumple con la res-

puesta a dicha pregunta. 

En la recta numérica este subconjunto se ve así: 

~------

-2 2 

Con símbolo~: -2 ..:: 2 , o bíen: lx\ t 2 

De•pejando a x en la ecuaci6n, tenemos: 

. 2 4 y 2 
X =4-9 x= + /4 -t y2 = :! 2 

En esta última ecuación en 

vernos gue e 1 radicando 4 -

gue ha quedado despejada; la x, 

4 y2 9 no puede ser negativo, ¿pero 

qué val ores de la y e 1 radicando es pos~ tivo o cero? Para 

·saberlo necesitarnos resolver la siguieñte de!iigualdad. 

yl 
-- .:> -1 q ,.. 

-L.~ 
9 

2 L.. 9 
y -

Condici6n. 

Resolución. 

La desigualdad y 2 L 9 nos pregunta ... ¿Qué números reales 

al elevarlos al cuadrado su resultado es menor o igual a 9? 

'. •. 



Ve;-;-:os c::c-:~ sclc1 el ~·..:t·.:-c:-:ju:Jto de r:úr.-1c:ros reales mayores o 

iguales a -3 y meno:::-es o iguales a 3 cumple con la respues-

ta a dicha pregunta. 

En la recta numérica este subconjunto se ve así: 

('.---- -- - -- .._. ______ _,,_ - - - - - - - - ~ 

-3 3 

Con símbolos: -3 y ::; 3, o bien, [Y/~· 3 

d) Asíntotas .. 

Debido a los intervalos de variaci6n de la x e y (-2 ~ X 

-3 y 3) no podemos darles valores tan grandes como 

c;¡ueramos, no existen asíntotas. En estas ecuaciones no 

resulta conveniente factorizar el radicando de tal manera 

que quede la x o y como denominador, debido que al tender 

cualquiera de las dos variables al infinito, el radicando 

se hace negativo. 

Ve filn os lo : 

Y = /36 
4 

9x
2 

2 (± -9x x2 

3x 
2 

+ 

-1 

Cuando la x tiende al infinit~ ±2 tiende a cero y el radi-
. X 

cando quedaría O - 1 = -1, por lo cual no se le puede sacar 

raíz cuadrada. 

2, 



I 

/' ;;..3.c.(. __ 4..:.9.;:.;:·::_-

Dc~inio de la variable inóepe~die~te: 

?. J !-: é: 
• 

¡ ¡ i ~ ; 1 

X -2 1 -: .5 -i - s o "=- ; r. ::i i 2 
1 1 

1 1 ! ¡ y o "1"' 2 .! 2 6 IT " 9 T" - /-:'.." 2 q ::2,¡r-2 o ¿ - __::, -
1 ¡-

1 

"/ 
t 

::) Trazo 

Ejercicio 10 

10.l Analiza y traza la curva determinada por la ecuación: 

xy - y + 8 = O 

10.2 Analiza y 

x3 - xy2 

traza la curva determinada por la ecuación: 

2 - y = o 

10.3 ~~aliza y traza la curva determinada por la ecuación: 

2 2 
X•Y - X +y = 0 

- , 

10.4 Analiza y traza la curva determinada por la ecuación: 

x 2
y -6y + X = 0 \ 



10.5 ;..!1aliza y traza la C\JT\'il cctcr::.inil::ia !-Cl' }a CCUiiCié;:: 

9x
2 

- 16 y 2 
144 

10.6 Analiza y traza la curva determinada por la ecuaci6n: 

2 2 36 X + 64 y = 2304 

PROBLEMA SEGUNDO. Dado un lugar geométrico por ciertas con-

diciones, encentrar la ecuación gue lo determina. 

Problemas resueltos. 

1. Ene mtrar la ecuación de ia recta gue sea para le la al 

eje Y y pase por el punto Jl = (3,5). 

Solución. Hagamos el dibujo para una mayor comprensión 

. y 

H (3 ,5) 

X 

Observamos gue la condición gue deben cumplir todos los pun"-

tos de esta recta es gue su abscisa sea igua 1 a 3. O sea gue 

su ecuaci á,1 ,será >: = 3 ;. o bieñ x - 3 = o. 

2. Encontrar la ecuación de las rectas gue sean paralelas 

a la recta y+ 8 = O y disten·del punto R = (2,4~ 5 unidades. 

Solució:i Hagamos e 1 diouj o. 
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1 

1 

l 

y 

, ( 2 / 4) 

Y= 9 

< 
y:: -1 

Y=-8 

De la figura vemos que las ecuaciaies de las rectas sc.1 y -9=0 'j 

y + 1=0. 

3. Hallar la ecuacién del lugar gecm~tricc de todos los punto~ 

equid/stantes de los puntos: 

A = (-3,4) y E = (2 ,-5) 

Solución. Realicemos el dibujo para aclarar e 1 problema. 

y 1 
____ A_~_(·'!>-~4,_' -+J ,__,/ __ · ~--·-f'_= :_-i.,-y) _ ____,,> X 

/. 

/ · •~c..-sl 
Anali~l 6ibujo. Los pintos que se han trazado tienen 
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la propiedad inciicaaa en e 1 te>:tc ciE.1 problt·ma, es decir, tie-

nen la misma distancia -cada uno cie ellos- a los puntos A y B. 

Se ha tonado a uno cualquiera, P = ():,y), trazando los seg

mentos AP y BP, indicando las distancias que según el pro-

blema deben ser iguales, es decir: J.J' = EP. 

Aplicando la fórmula de distancia entre dos puntos, tenemos: 

AP / (x-(-3))2 + (y'-4) 
2 

BP ( (x -.2) 2 + (y- ( -5) ) 
2 

Cano AP BP, tenemos: 

+ (y-4) 2 + (y+ ) 2 

Elevando al cuadrado ambos miembros, nos gueda: 

+ {y+5)2 

Desarr ol land o 1 os binomios: 

x2 + 6x+ 9 + y 2 -By + 16 = x2 -4x + 4 + y2 + lOy + 25 

.i;:liminando térm.inos iguales: 

6x + 9 -By + 16 = -4x + 4 + lOy + 25 

Pasando al -ler. miembros todos los términos: 

6x + 9 - By + 16 + 4x -4 - 1 Dy - 25 = O 

Reduciendo términos semejantes: 
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10x - 18y -4 = O 

Obteniendo así la ecuación del lu9c.r 9Eo:r16trico inéiicaéio. 

Cbservació:-1. La ;.: e y de la ecuaci6n, representan a las coor-

denadas de cualquier punto que equidiste co:-i A y B. La con-

dici6n - según la ecuaci6n - para que un punto pertenezca 

a este lugar geométrico, es que al multiplicar la abscisa 

por 10, la ordenada por 18, restar los proouctos y al resul-

tado restarle 4,!>Cobtenáo.. el número cero. 

4. Hallar la,.,ecuación del lugar geom~trico de todos los pun

.tos cuya distancia al punto M = (-3,7) es igual a 4 unida-

des. 

Solución. Realicemos el dibujo para aclarar el problema. 

Y. 

M . 

X 

Analicemos e 1 dibujo. Los puntos que se han trazado tienen 

la propiedad indicada en e 1 texto de 1 problema, es decir, 

¡a distancia de.cada uno de ellos~~l punto M = (-3,7) es de 

4 unidades. 

Se ha tomado a uno cualquiera, P = (x,y), trazando el seg-

mento PM que indica la distancia del Punto P al M. 



Aplicando la fórmula de 

:Al'. = J< x-(-3) )
2 

+ (y-7/ 

-IOD -

distancia e igulá .ndola a 4, tenemos: 

, desarrollando~x2+6x+9+y2-14y+49 
Elev1rndo al cuadrado an,bos n:iextbros: 
X~6x+9+Y2-14y+49 = 16 

Pasando el 16 al ~iembro izquierdo: 

x
2

+y
2

+6x-14y+49-16 = O, o sea, x
2

+y
2

+6x-14yi33 = O 

" 4 

Siendo ésta la ecuación del lugar r.eométrico indicado. 

Observación: Ia x e y de la ecuacón, representan a las coordenadas 

de cualquier punto cuya distancia a A'.=(-3,7) es de 4 unidades. 

La condición para que esas coordenadas x e y pertenezcan a este 

lu~ar geométrico, es que: la abscisa al cuadrado, más la ordenada 

al cuadrado , xtás es sbxtuple de la abscis~menos el .producto de 

la ordenada por 14 más 33, sea igual a cero. 

5, Hallar la ecuación del lu~ar r,eometrico de todos los puntos 

cuya suma de sus distancias a los ejes coordenadas sea igual al. 

cuadrado de sus distancias al origen. 

Solucion. Realicemos el dibujo para aclara el problema: 
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y 

O N 

f= (X, Y) 
!~ -----~ 

e\/ : /: >< 

Analicemos el dibujo. Aquí se ha trazado un solo punto P, 

en vista de la dificultad de ir trazando a los demas. 

La distancia de P _al eje Y es. el· segmento MP, 'y su distan

cia al eje x es e 1 segmento PN. Debido a las cóordenadas. del 

punto P, sabemos gue MP = x y PN = y. 

La distancia del punto P al origef! está indicada con la letra 

-O, que por medio del teorema de Pitágora sabemos gue d 2 = x2 
+y 2 . 

Ahora nos resta únicamente traducir al lenguaje algebráico las 

ccndiciones de dicho lugar geométrico. 

Condiciones: la suma de sus distancias a los ejes coordena-

dos sea igual al cuadrado de su distancia al origen. 

.Traducción: x + y = d 2 o sea, x + y 
2 2 

X +y • 

Pasando al miembro izquierdo e igualando a cero·: 

2 2 
-x -y + X + y 0 
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Recuerda que para que un punto pertenezca a este lugar 

geom¡¡trico, sus coordenadas (}:,y) deben satisfacer las con

diciones de la ecuación. 

Ejercicio 11 

11.1 Encuentra la ecuación de la recta gue sea paralela al 

eje Y y pase por el punto R = (2,7) 

11.2 Encuentra la ecuación de las rectas gue sean paralelas 

a la recta y+ 5 = O y disten del pi:nto M = (3,5)1 .2 unidades. 

11.3 Encuentra la ecuación del lugar geom~trico de todos los 

.Puntos equidistantes de los puntos: F = (-2,3) y G={ 6,-4). 

11.4 Encuentra la ecuación del lugar geom~trico de todos los 

puntos cuya distancia al punto k = (-5,9) es igual a 6 uni

dades. 

11.5 ~ncuentF;:, la ecuación del "lugar geom~trico de todos ~los 

puntos cuya suma de sus distancias a los ejes coordenados 

sea igual al cuadrado de sus distancias al origen. 
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LINEli RECTA 

41. Línea recta (1ntro:iucci6n). S6neca decía que no tenía 
)\ 

sentido entender el concepto de linea recta" sin antes 

comprender el c6ncepto de rectitud. Nosotros podemos decir 

que una línea recta es un conjunto de punto5
1 

uno seguido de 

otro, que no cambian de dirección y cuya longitud (de la -

recta) es infinita en ambos sentidos. Este concepto de linea 

recta se determina con precisión a través de sus caracte-

risticas geométrico-algebraicas. 

42. Características de una línea recta. 

Una línea recta est~ determinada por dos puntos B1 :!x1 ,y1 ) 

y B2=!x2 ,y2 l gu_e le pertenezcan. Ya que según Euclides por . 
dos puntos solamente se puede trazar una recta. V~amos.' 

y 

'f' 

- - -----/'·-''·) 
1 

1 
1 

B.=L~~YJ 1 - - - . - - - --, 
: 1 

~~~-+--,,L-~·~'~~~--'~~--.,.-¿~X 
x, )(.._ 

Con la figura anterio_r y el concepto de tangente de un ángulo, 

podemos realizar trazos auxiliares y utilizar estos concep-

tos. 

¡ 
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Con estos trazos auxiliares formamos el triángulo rectán-

gulo B1 B2cJcon el ángulo O( de inclinación de- la recta. 

Sabiendo que la tangente de un ángulo es cateto opuesto so-

bre cateto adyacente, obtenemos: 

.tg o( 

Al resultado de esta divisi6n le llamamos pendiente (m), es 

decir: 

m = tg o( 

Esta ecuación la podemos escribir en función de las proyec-

cienes a los ejes de los puntos B1 y B2 . 

('{\ -



Esta ecuaci6;: e<:· fine e. le. J.'Cf1oientc de una recta. 

Con esto podemos concluir gue una recta está determinada si 

conocemos dos de sus puntos, o bien, su pendiente y uno de 

sus puntos. 

43. Con estas dos características de una línea recta podemos 

determinar su ecuación. 

Usando la fórmula m = podemos pasar mültipli-
X - X 

cando el denom~nador y o~tenet. ... 

Pero esta ecuación es válida para cualquier punto (x,y) de 

la recta. Por lo tanto la ecuaci6n anterior se puede escri-

bir como 

Siento esta ecuación la de una recta con pendiente m y que 

pasa por el punto Cx1 , y1 ) 

Problemas resueltos. 

l. Encuentra el valor de la pendiente de la recta que pasa 

~ - por ios puntos A=· (2 ;3) y B- = (4 ,S) 

Resolución. (Siempre realiza el trazo). 

'• ·; 
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Y2 - Y1 
Usando la ecuación de la pendiente m -~~~-

~ituyendo los datos, tenernos rn = 
5 3 
4 - "J" 

2 
2 

y subs-

1 

Nota. Es indistinto que consideres al punto A corno el primer 

·punto o a B, pero una vez determinado su orden ya no lo pu·e-

des cambiar durante el desarrollo del problema. 

Que el valor de la pendiente rn sea 1, significa que la tan-
-

gente del ángulo de ~nclinaci6n (,CX:::. de la~recta es l. 

Es decir, tg o< 1. Para encontrar el valor del ángulo o< 

buscas en la tabla trigonométrica el ángulo o< cuya tangen

te vale 1, y es de 45~ o sea; ex'. = 45° 

Cbserva que el valor de la pendiente "rn" está dado en decimal 

y el valor del ángulo o( 

sexagesirnal. °"• 

de inclinación está dado en 

2. ¿Cuál es el ángulo de inclinación de la recta que pasa 

por los'puntosM= (-6,0) yN= (..;2,7)? 

Resolución: De la fórmula rn 
Y2 - Y1 

... ·.· 
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se substituyen los datos se encuentra el valor de m, 

gue viene a ser la tan e>(_, y se busca en las tablas tri-

gonom€tricas el valor del ángulo e>( 

m 

tg o( 

7 - o 7 

-2 -(-6) -2+6 

1.75 y 

7 
4 

l. 7 5 

o<.= tg-l (1.7.S) 

Haciendo la figura observamos: 
y 

3 3. Dado e 1 valor de su pendiente m=¡, 

dirección de la recta. 

Veamos: 

o 
(p o 15 1 

encontrar la 

Resolución. Si el valor de la pendiente de una recta es 

3 
m = 4 podemos dibujar un triángulo rectángulo cuyo cate-

to opuesto mida 3 y el adyacente 4. 

lo podemos dibujar a partir del origen y la dirección de 

la recta será l.a misma gue la de la hipote-nusa de dicho 

triángulo rectángulo -'{ 

co 

ca 

. ': 
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.Z,hora bien, sabe:r::os la ciirecci6n de la rGcta, Gs ciecir qué 

ta~to levantada o acostada está, pero no sabemos cuál es la 

recta, pues existen una infinidad de rectas con esa direc-

ción, fíjate: 

Para saber cuál es- la recta de fodás éstas, necesita .mos 
le1. 

saber uno de ·sus· puntos, ccn eso ya obtenQmoc:.. , 

es 
4. Trazar la recta cuya pendiente m -2 

5 
y pasa por el pun-

to .H (O, 7). 

Resolución. Primero se encuentra la dirección de la recta 

por el método anterior, luego 

mente se hace pasar una recta 

encontrada. Veámoslo. 

/' 

se localiza el punto H y final

por ·~con la dirección 

, "'~ ,;;,o> 
1-\:(017) ~ 

(!..<> 

5. Dar la ecÚ-aci6n de la recta de 1 ejercicio 4. 

·. ·.-



- 109 -

Resoluci6n. Para encentrar la ecuaci6n de la recta ante-

rior necesitamos su penaiente y el punto por el que pasa.1 y 

substituir estos val ores en la ecuación y - y 1 = m (x - x 1 ). 

Veamos: y - 7 = - 2 
(x -O) 

5 

5( y-7) =-2(x) 

5y - 35 = -2x 

Solución: 2x + 5y - 35 = O 

Ejercicio 12. 

Resuelve los siguientes problemas relacicnados con la l.ínea 

recta. 

12.l Encuentra el valor de la pendiente de la recta que ·pa-

sa por los puntos M = (1, 4) y N = (3,5) 

12.2 ¿Cuál es el ángulo de inclinación de la recta que pasa 

por los puntos R (-3,0) y H = (-4,5)? 

12.3 Dado el valor de la pendiente, 'm 

dirección de la recta respectiva. 
~~ 

12.4 Traza la recta cuya pendiente rn 

to T = (0 ,6) 

2 5 , .encuentra ·la 

-3 4 y pasa por e 1 pun-

12.S Obt~r, la eci.;.ación de la recta del ejercicio 1:2.4. 

44. Ecuación de la recta dada su pendiente y sp ordenada en 

el origen. 

Aquí el concept,o que desconocemos es "ordenada en e 1 origen'!. 

Tu recuerdas que· un punto P en el plano está determinado por 

dos coordenadas x e y, que se llaman abscisa y ordenada res-
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pectivarnente. lL:: at,scisa e~ el núr.iero sobre e 1 eje, >: y la 

ordenada, sobre el eje Y. Cuanéio la abscisa está er, el ori-

gen (vale cero) la oréienada recibe el nombre de "ordenada 

en el origen" y se denota con la letra b. 

3 (ordenada en el 

origen) 

De la ecuaci6n y - y 1 - = rn,- (x - x 1 ) poderncs cbtener la ecua

ción de la recta con ordenada a 1 origen, substituyendo 1 os 

valores de las coordenadas del punto M. 

Veamos: y - 3 rn (x o) 

y - 3 mx 

y mx + 3 

Donde las ccx:lrdenadas x,y, representan a las ccx:lrdenadas de 

cualquier punto de la recta. Queriendo decir la ecuación 

y = mx + b, que la ordenada (y) es igual a la suma de la -

ordenada al origen (b) con el producto de la pendiente (rn) 

.Y la .abscisa (x) . • 

Problemas resueltos. 

l. ¿Cuál es la ordenada al origen de la recta que pasa por 

los puntos M = (-3,4) y H = (2,5)? 
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Resolución. Tenemos que enco:itrar 1<: intersección de; lo rec-

ta con el e je Y. 

Para esto, encentramos la ecuación de la recta y después 

hacemos x = O para encontrar la ordenada al origen b. 

Veamcs: Canc ccnocemos dos de sus puntos, encontramos su -

pendiente y luego con la pendiente y uno.de sus punto~, la 

ecuación. 
Y2 - Y1 

m -
x2 - X 1 

m = 5 - 4 1 Ahora usando la 
2- (-'3} 5 

,.. 
ecuación y - Y, m (x :- xl) y el ·punto H, 

t.enemos: - 5 1 (x -2) y 5 
5 (y-5) 1 (X -2) 

5y -25 x-2 

-x + 5y 25 + 2 o 

-x + 5y 23 o ··....,;· 

Ecuaci6n (Se ac cstumbr a dejar p o-

general de la X - 5y + 23 O sitiva a la x, por la cual 

recta. t se le cambia de signo a toda 1 a. -

ecuación) 

Nota. Se hubiera obtenido la misma ecuación usando el punto N. 

~ora,. pa~a enc.~mtrar la o:c:denada al origen, hacemos x 

en la ecuación obtenida: 

X - 5y + 23 = O 

O -5y + 23 = O 

-23 
y 

-5 
4.6 

o .,. -. 
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En este caso la y tma e 1 valor cie 12. ordenada a] ori9en y 

Sol u e i ó:1 : b = ~ . 6 

Todo esto en el dibujo se vé así: 

i 

X 

2. Observando la figura, encontrar el valor de la ordenada 

al origen b 

y 

-1 

-2 

-3 

-4 

-5 

Solución: .b -3 

Simplemente observarnos el valor de la· y en el que .se inter

secta la recta con el eje Y. 

b 4. 6 
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3. Enco~trar la ordenada el cri~e~ de ln recta cu~·a E~ua-

ción general es: 

-3x + 2y - 5 o. 

Resolucién. Lo gue se debe entender también es: Enca~trar 

el valor de y en e 1 cual se intersecta la recta con e 1 e je 

Y. Para eso, hacemos ~: = O en la ecuación general. 

Solución: b = 2.5 

-3x + 2y - 5 = O 

-3 (0) + 2y -5 = o 

2y - 5 = o 
5 y _2 = 2 .s 

Para verificar geométricamente y de una manera aproximada 

el resultado, tomamos dos puntos de la recta,.la trazamos y 

observamos si en realidad la ordenada al origen vale 2. 5 

"Veamos:. -3x +~ 2y - 5 = O 

Despejando y, tenemos: y 

Tabulando: 

X y 

A .:..2 1· 
-2 

B 3 7 
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Vemos que el valor 2.5 de la ordenada al criqe~ s5 E~ el va-

lor adecuado al resultado obtenido algebráica.mentEo, que es 

el exacto. 

Ejercicio 13. 

13.l ¿Cuál es la ordenada al origen de la recta que pasa por 

los puntos N = (-2,5) y J = (3,4)? 

13.2 Cbservando la figura, encuentra el valor de la ordena-

da al origen b, 

y 

X 

-1 

-2 

-3 

-4 

-5 

-6 

13.3 Encuentra la ordenada al origen de la recta cuya ecua

ci6n general es -2x + 3y -4 = O 

45: ~cuaci6n de una recta dados dos de sus puntos. 

Para encontrar la ecuación, substituyes el valor de la pen-

diente 

en la ecuaci6n 

rn (x - x
1 

) , quedando: 

.. '; 

•. 
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Como viste, los dos puntos nos sirvieron para encontrar la 

pendiente, y finalmente se usa la ecuaci6n de la recta con 

pendiente y uno de sus puntos conocidos. 

¿Cuántos puntos de la recta aparecen en la ecuación anterior? 

Veamos: (x 1 ,y1 l, (x2 ,y 2 ) y (x,y) : Tres. 

Pero cano (:x,y) son las coordenadas de cualqu_i,er punto, la 

ecuaci6~ es v&lida para toda la infipidad de puntos 

que fer.man a la recta·. 

Recuerda que la ecuación de un lugar geométrico nos da las 

condiciones para que un punto (:x,y) pertenezca a dicho lugar 

geométrico. 

PROBLEMAS RESUELTOS. , 
1. Encontrar la ecuación' de la recta que pasa por los puntos 

M = (-3,-4) y H = (-5,0) 

Res o lución. 
Y2 

y - y = 
1 :x2 

Usamos la ecuación 
-yl 

(:x -:xil y substituimos 
- xl 

las coordenadas de los puntos M y H de la siguiente manera : 

M = (-3,.:.4¡ =(:x1 , y 1 J y~= (-5,0) ={:x2 , Yzl. Por supues~. 

to que se pued""en invertir M por H; de todas maneras se obtie-

ne el mismo resultado. 

veo..tiw y - (-4) 
o - (-4) 
-5 - (-3) (:X - (-3)) 

y + 4 =_i (x + 3) 

-2 (y +4) = 4 (:x + 3) 

::- .. 



~. 
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-2y - E = <;v .. l ~ 

-4); -2y -8 - 12 = o 

-4;: -2y - 20 o 

Solución: 4;..: + 2y + 20 (1 

2. la ecuación de una recta es 3:x - 4y + 1 O, encuentra 

dos de sus puntos gue tengan come abscisas a los números 

-2 y 2. 

Resolución. Tenemos gue substituir los valores x1 = -2, x 2 =2 

en la ecuación y así obtener las ordenadas respectivas y 1 ,y 2 . 

Veamos para x1 -2 3x - 4y + 1 o 

3(-2) -4y + 1 o 

-6 - 4y + 1 o 

y = :L.±-§.. 
-4 

y 

y 

5 
-4 
-5 
4 

Por lo tanto el primer punto es (-2, ~5 ) 

Para x2 2 3x - 4y + 1 o 

3 (2) -4 + 1 o 

6·-4y + 1 = o 
-1 -6 y =----4 

y -7 
=-4 

7 y 4 
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3. Comprueba si los puntos P = (2,5) y R = (14,8) pértenecen 

a la recta cuya ecuaci6n es 3x - 2y + 4 = O 

Resoluci6n. Para que estos puntos pertenezcan a la recta, -

necesitan cumplir sus coordenadas las condiciones de la ...: 

ecuación, es decir, que el triple de la abscisa, menos el 

doble de la ordenada y sumando cuatro, se obtenga cero. 

Veamos: Para P = (),5): 

3x - 2y' + 4 o 

3 (2) - 2'(5) + 4 :;o 

6 - 10 + 4 = o 
o= o 

Para R (14, 8) 

3x - 2y + 4 = O 

3(14) - 2(8) + 4 =º 
42 -·16: 4 = 30 f o 

sí pertenece. 

No pertenece. 

4. Encuentra las ecuaciones de las rectas que tienen con te ni-

dos a los lados del triángulo cuyos vértices san A= (-2,-4), 

B = (2,3) y C = (0,5). 

Resolución. Siempre es conveniente realizar el trazo. 

y e 
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petir tres veces ia Ecuacié;, y - :: 1 = 
V . ., 

x2 -xl 
con las coordenadas de los pintos A ,B y 

Ejercicio l4. 

(X - :xl) 

e respectivareente 

!. Enc~e~~ra 22 ec~aciE~ ~e la ~e:~a ~~e ~asa ~cr les -

puntos R = (-~,-l·i y.:' = (-4,0) 

2 .. I:a ecuaciór. de u:--.2: recta es -:x -3y + 4 O, encuentra 

dos de SUS puntes que te~ga~ c0=~ absc!saE a les na~eros -3,3. 

3. Canprueba si los puntos D = (1,6) y E = (3,SJ pertenecen 

a la recta cuya ecuación es 4x - 2y + 8 = O. 

4. Encuentra las ecuaciones de las rectas del problema anterior. 

46. Ecuación de la recta dependiendo de sus intersecciones 

con•los ejes. 

la recta tiGne otra ecuación dependiendo de sus interseccio-

nes con los ejes. 

Por ser situaciones muy especiales se obtienen estos tipos 

C'" ~· --- , .; .=.: -: ... - .. -
caci6n de las vistas anteriormente. 

Veamos la siguiente figura. 

/ 
y ,,/ 

~,b) 

X 

(a,O) 
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(0,b)/ ·.subs!.:u.yendo estos valo::-es en la ecuaci6n: 
Y2 -y 1 

Y - y1 = ~ (x ->: 1 obtenemos: 

y - 0 = b - 0 (X - ;¡) 
(1 - a 

b (v a) y = --a 

-ay bx - ab 

-bx - ay -ab 

bx + ay ab {dividiendo· entre ab, te-

nemas) 

~ + X. 1 
a b 

Esta es la ecuación de la recta cuyas intersecciones con los 

ejes x e y son a y b, respectivamente. También se puede ~ 

decir: con la ordenada y la abscisa en el origen. 

PROBLEMAS RESUELTOS. 

1. Cbtener la ecuaci6n de la recta cuyas intersecciones 

con los ejes son: O. :: ~ b = -3 

Resoluci6n. Tenemos que subE:titui:- r:-7':':- valore!': en la -

ecuaci6n. 

~-= 

~ + a 

Ecuaci6n X 
¿ + 

requerida 

l'.. = 1 b ""· 
X. 1 -3 

+ }'._) =-6 (1) 
-3 

{Multiplicando por el 

mero de 2 y -·3 obtenemos la 

ecuación: 



- 3:.: ~ 2y ., 6 o 

Ecuaci6::i general 

oe la recta'. 3>: - 2y - 6 o 

2. ¿En qu€ puntos intersecta la recta CU~'ª ecuaci6n es 

-x 
3 + :L. 

4 
= 1, a los ejes cooroenados? 

Análisis. Tenernos gue transformar la ecuación 

X 

a 

-x + l 
3 4 

+ ~ 

1 a la ecuación 

1 

Resolución + = 1 Por lo cual las intersec-
-3 4 

cienes son: G.= -3, b 4. 

3. ¿En gué puntos intersecta la recta 

2x . 

4 2 

2x 
4 

3y 
2 

Resolución: 

2x "}j_ 
4 2 

-1 ( 2x 
~ 4 

= -5 

-5 

a los ejes coordenados? 

a la ecuación ~+ J'.. a b 

Multiplicamos ambos miembros de 

= -5 
-1 

obteniendo por 5 , 

~) -1 (-5) -s-

1 

la ecuación 



=1 

A.'lora multiplicamos al numerador y denominador de la primer 
_, 

fracció:i por 2 
da fracci6n pc-r 

-1 (-2x) 2 
-1 

2 
(20) 

X + ..3- 1 

-10 10 

3 

y al numerador y deno:ninador de la segun-

3 

1 
(37) 3 + 1 

1 quedando 

3· (10) 

Donde obtenemos: CA. = -10 y b 10 

3 

Verificación geométrica. 

D.espejando la "'y" en l.a pril,llera ecuaci6n; tenemos: 

2x b'.. = -5 
4 2 

-b'._ -2x -5 
2 4 

-3y -4x 10 4-

-4x - 10 y -TI -3 

""· _.,..--" 

X 
+ 

10 y 
3 3 

1 
b 

10 
m = 3 I 3 

Vemos que los resultados obtenidos 

son los adecuados. 
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Ejercjcic F. 

1. Obt.!.n la ecuación d·3 la rect;, c1,:vas i nterseccionl."!3 con los 

e~es son: 

i<= 4, b = 7 

2. {.En :¡ué puntos i ntersect• la recti. 3x 
4 

ejes coordenados? 

-2 a los 
5 

Todas la ecuanioces de las rectas 1ue herros visto hasta ahora se 

pueden tran sfo;'r;ar en una ecu::i nión que l 1 an arerros "p;eneral" • 

Se llama f,eneral porque abarca a todas las recta~, en caubio 

a las ecuaciones anteriores se les podría llamar "particulares", 

porque se refieren solarrente a 1in tipo de rectas. 

La ecuaci6n ~enerla de na recta tiene la si~uiente forrra: 

Ax
1 

+ By 
1

+ C = O , don~e los coeficientes A y B de las variables, 

pueden valer cero, pero no al r::isn,o tiempo; y la e, térrrino inde

pendiente p"'..ede o no ser cero. 

las ecuaciones anteriores se convierten a la forma p;eneral quitando 

denoninadores, paréntesis, reduciendo t~rrrinos serrejantes y pasln-

dolos todos al rr·ier-bro izquierdo. Vear•os 
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a) Convertir a la forma general la ecuación de la recta ccn 

p<éndiente i y punte (-2,3)
1 

y -3 = }(x+2) 

hE SO l '2C i á;-,: 

y -3 :: ~ (x + 2) 

y - 12 X + 2 

-x + 4y - 12 - 2 :: o 

-x + 4y - 14 o 

x- 4y + 14 ·= O Ecuación general, ~· 

En esta ecuación general los coeficientes son: · 

A = 1, B = -4 l C = 14. 

b) Convertir a la forma general la ecuación de la recta que 

pasa por los puntos (-3,2) y (4,~): • 

y -2 
5 -2 (x-C-3)) 
4 - (-3) 

Resolución: 

y - 2 = ~ {x - (-3)) 
4 - (-3) 

-3x + íy 14 9 o 

-3x + 7y - 23 O 

-· 



3x - 7x + 23 = O 

En esta ecuación 9encra1 los cooficicntes son A 3, B -7 

y e = 23. 

e) Convertir a la fcrma general la ecuación ce la r<octa cu-

yas intersecciones con los ejes son a = -4, b = 3; 

+ ¿_ 
3 = 1 

Resolución: 

+ ¿ 
3 

1 

-3.x + 4y = 12 

, multiplicando por 12 ~ 

-3x + 4y -12 O 

3x - 4y + 12 o Ecuación general. 

Los coeficientes son A = 3, B = -4 y C 12 · 

d) Convertir a la forma general la ecuación de la recta 

2 cuya pendiente es 5 

Resolución: 

2 
y ~ 5· X -3 

Sy = 2x - 3 

-2x + Sy + 3 = O 
..... 

2x .,. Sy - 3 = O 

y ordenada al origen 

Ecuación general, 

Los coeficientes son A 2, B -s y c -3 

Ejercicio 16 
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co~ pendiente! y punto (-4,7) 

16.2 Convertir
5

a la forma general la ecuación de la recta que 

pasa por los puntos (-2,1) y (3,4). 

16.3 Conver~ir a la forma general la ecuaci6n de la recta 

cuyas intersecciones con los ejes son: 

a = -3, b = 5; + =1 
-3 5 

16.4 Convertir a la forma general la ecuación de la recta 

cuya pendiente es 5 
7 

y ordenada al origen -4 • 5 
y = 'f X -4 

4 8. DISCUSION DE LA FORMA GENERAL. 

Por discutir la forma general de la ecuación Ax + B y + e =O 

de una recta, significa interpret~r las relaciones que -

existen entre los puntos de la recta y los coeficientes . 
A_, B yºC; además de las relaciones entre dos rectas y los 

coeficientes mencionados. 

En primer lugar, para que un punto (x1 , y 1 J pertenezca a la 

A, By e, la condición Ax 1 + By1 + e = O. 

En segundo lugar, para que dos rectas 1-0: + By + C = O y 

A
1

x + B
1

y + c1 = O sea.ri paralelas, los coeficientes, deben 

cumplir la relación: 

A B o. 
A, B, 
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A1x +E 1Y + C1 =O sean perpenciiculares, los coeficientes 

cieben cum;:·lir la relaci6n: 

l'.A' + BB 1 = O 

En cuarto 1 ugar I para que cios rectas Ax + By +.e = o 1 

J..
1

x + B
1

y + C 
1
= O se intersecten en un solo punto, los coe

ficientes deben cumplir la relaci6n. 

j, B 
, o bien, AB' - A

1

5 * 0 
A' B' 

En quinto lugar, para que dos rectas se sobrepongan (coinci-

dan) la relaci6n entre los coeficientes de las ecuaciones 

debe ser A = KA' I B = KB 1 r e = KC 1 
I con K .¡. o 

PROBLEMAS. RESUELTOS_ 

1) Determinar si los puntos A (4 1 -2) per-

tenecen a la recta -4x - 5y + 6 = O 

Resolución 

P~ra el punto A= (2,5) 

- ? -4 (2) -5 (5) + 6 - • 

-8 -25 + 6 = -27 , diferente de cero. 

Por lo tant&.no pertenece a la reQta 

Para el punto (4, -2) 

-4(4) -5(-2) + 6 ? 

-16 + 10 + 6 O Por lo tanto sf pertenece a la recta. 



e intersección única que cun:plen las s:guie:itE-s rectas. 

3x - 2y t- 4 = O 

-4>: + 5y - 1 = O 

Resoluci6n: 

a) Paralelismo A B 

J 
-4 

-2 
s ? 

' 

;.,• B' 

veamos 3 (Sl = 15 

-4 (-2) = 8 

b) Perpendicularidad AA' + BD' O 

3(-4) + (-2) (5) =o ? 

-12 - lQ = -22" • Diferente de cero por lo tanto no son 

perpendiculares .. 

e} Intersección en un solo punto. 

3' 

-4 

A 
A' 

-2 ? . , 
5 

B 
B' 

veamos: 3(5) = 15 

-4 (-2) = 8 
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3) Dc:tcrmir:ar si las r0ctas 

-3x + 4y - 1 = O, -6x + By -2 O 

coinciden 

Resolución. 

Coincidencia: A= l'.,',', B = l:B' 1 C = KC'. 

-3 = r: (-l), 4 = K (8), -1 = l: (-2) 

K 
-3 4 -1 

-6 8 -2 

K 
1 J?or lo tanto coinciden 2 . 

Sí son diferentes, por lo tanto se intersectan en un solo 

punto. 

Ejercicio 17. 

17.1 Determina si los puntos M (-2, -5j y J (4, O) 

•perte;eceñ a ia recta -2x - 4y + 8 = O 

17.2 Determina la relación de paralelismo, perpendicularidad 

e intersección única, que cumplen las siguientes rectas. 

-4x - 3y + 9 = O y Bx + 6y + 10 = O 

17.3 Determina si las rectas 

-6>: + 2y - s O, -3x + y - 4 = O coinciden. 

49. DISTANCIA DE Uí' PUNTO A UNA RECTA. 

Primero tenemos que definir la distancia de un punto a una 

recta y es el segmento perpendicular a la recta Ax1 +By1+ C =O 

que va del punto (x1 y 1 ) a dicha recta. 
I 
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Veárroslo 

Pcr la 

diridda s dii::tancia obs('.]li•a, 

La ecuación de l;i distancia dirir,ida es : 

e = 
Ax

1 
+ Ey

1 
+ e 

:!: / A2 + p2 

(Su demostración se la dejarros 

al lector cono trabajo de 

investir:ación) 

En donde el si~no de] radical se elir,e de acuerdo a lo sir,uiente: 

a) Si 13 recta no pasa por el orir:en, d es positiva o negativa 

seg6n el punto A y el ori~en estAn en lados opuestos o del rnisro 

lado de lq recta, respectivarrente. 

b) Si 13 recta pasa por el ori~en, d es positiva o ne~ativa 

seg6n elpunto A. este arriba o aha.io de la r-?cta. resp~ctivareente. 

Ve!irroslo en las si~uientes fi~uras. 

al 
y 

• ¡... 

. "" 

11 
! 

~: 
\• 

' 
1 
! 
l 

Y.¡ 
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La recta no ¡:iasa FOr el ori-

gen y el FUnto A y el erigen 

la recta. 

b) r A. 

El signo del radical es po-

sitivo por estar el pun~o A 

arriba de la recta que 

pasa por el origen 

X 

gat.ivo, pues: 

La recta r.o Fasa por el ori-

gen y el pur.to A y el origen 

es~§~ del sis~c ladc ¿e la -

rec~a. 

'{ 
.(.-

1 / 

_______,.¡~/-----?') . 
/O X 

/ .A 

El signo del radical es ne-

gativc por estar el punto A 

a.bajo .de _la recta que pasa 

por el origen. 

Cuando la distancia no es dirigida, es decir que no@ intere-

sa si es de aqu! para allá o de allá para acá, la llamamos 

absoluta. ?~~a Ese :: 

de la fracci6n de la fórmula a~terior, as!: 

..... -· 
d(absoluta) 

PROBIEMAS RESUELTCS. 

~J-Ax1 + By1 +e¡ 

.¡A2 + B2 

1. Encentrar la distancia de la recta 



i 
¡ 
~ 

- 2 x + 4 y - l =- o a J r ur, te :.; = ( - 3 , - 2) 

tituir los valores de A
1 

B, C y de Vi en la f6r:;-,ula para la 

distancia respectiva. 

Encontrando las intersecciones de la recta con los ejes, po-

demos trazarla. 

1 
Si x "' O, y "' 4 

Si y Ü1 X 

• M 

-1 

. 2 

En este caso vemos que el p~~to M queda abajo de la recta. 

Para saberlo sin necesidad del trazo, se substituye x 1 :o -3 en 

la ecuaci6n de la recta, si la "y" resultante del punto de 

la recta es menor gue Y 1 , entonces la recta esta abajo del 

punto. Y si l,a ';;•resulta.rite ae·la recta es mayor"'q.ue Y1 , en

tonces la recta está arriba del punto. 

X 



In eEtc caso tene~.os: 

-2x + 4y - l O 

2>: + 1 y 
4 

-3, 

- 1:~:.i -

y 

y 

2 (-3) + 1 

4 

-6 + 1 

y = 
_:5 
4 , oonde -~ > -2 

es· decir, y > y 
1 

, por lo tant.o la recta queda arriba de 1 

p1:1nto. 

Usando el criterio de que la recta no pasa por el origen, 

y éste y el punto M están del mismo lado de la recta, la 

distancia será negativa. 

Para sabl<r si el signo ~el radis:_al es positivo o negativo, -

se sigue el siguiente criterio: 

a) Si e j; O , r es de signo contrario a c. 

b) Si C O, B -:j:. O, r y B tienen el mismo signo. 

c) Si C B = O, r y A tienen el mismo signo. 

donde r = : /A
2 

+ B
2 

Substituyendo los valores F-. = -2, B 

y1 = -2 en 

d 
A>: 1 + By 1 + C 

t / A2 + B2 

4, e 

, tenemos: 

..... 
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ci 
;-3) ... ~(-2) .;.. (-1) 

ti - 8 - 1 
¿ 

-1-/~ 

Haciendo operaciones d -3 

v'2o 

-3 

+/2o 

::. 

-3 = 
!20 

-.o 

4. 4 7 

C j:. O) 

= -. 66 (Aproximacamente) 

Verificándolo en el dibujo vemos que el resultado es apropia-

do .. 

El signo menos de la distancia significa que el origen y el 

punto están del mismo lado de la recta. 

2. Encontrar la distanci,i=I de cada v~rtice del triángulo a 

su lado opuesto 
y ~ 

A:.(2,4) 

s~c-~,- 1 '.l 

a) Análisis. El lado AB no pasa por el origen y e_l punto 

C y el origen están del mismo lado, por lo tanto, el signo 

de la distancia será negativo. 

Resoluci6n. La ecuaci6n de la recta que pasa por los puntos 



.: .. ( r ( ~- : ~ >: - e-.· ..!. 1 ~ 

te e so:-: (4, 2) 

d 

ó ;: 

¿ 

d 

J>.):
1 

+ By 1 + C 

- ¡/;'.' + B2 

5{~) + (-6)(2) + :4 

- /2s + 36 

20 - 12 + 14 

- fil 
+ 22 

- 2 .81 :: 
-fo 

La distancia es 2.81, 

- J:' . .( -

(;ol si?no del radical es (-) debido a 

que e :j;. O, por lo tanto r es 

de signo contrarío a C} 

El signo negath•o de la distan~ia indi_s:a que el punto y el 

origen están del mismo lado de la recta. 

b) Análisis. El lado AC no pasa por el origen, y €ste y 

el pu.'"!to B esUí.n del mismo lado, por lo tanto el signo de la 

distancia será negativo. 

Resolución. La ecuación de la recta que pasa por los puntos 

• A'y e es·2x + '2y - 12 =;o·, sacán&ole mitad: x +y - 6 =O' 

Las coordenadas (>: 1 , y 1 ) de 1 punto B ~on (-~, -1) , e 1 signo 

del radical r debe ser ( + ) debido a que e f: O y "e :;¡o. \\" 6 
· 
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Ax
1 

+ R;i' 
1 

.. e 1(-4) + 1(-1) + (-6) 4-1-6 :-11 

+~ -../1 + 

Lo< dista-iciil es aproxir.,01darente 77, de[;ido a que al ·dividir entre {2 

no se obtiene un núr.ero exacto, por ser infinita la parte deci~al 

de J2. 

El signo r.enoE indica que el punto B y el ori~en est6n del r.isrro 

lado de la recta. 

c) Análisis. El lado BC no pasa por el origen, y el punto A est6 

arriba de 13 recta que pasa por los nuntos By e, por lo tanto la 

distancia ser4 positiva (por estar el punto A y el origen en lados 
+-'1' 

opuestos a la r•"Cta BC ) 

Res~luci6n. La ecuación de la recta que pasa por los puntos B y C 

es 3x - 8y + 4 O 

Las eco rdenadas x1 y 1 ) del punto A son (2,4). el si~no del 

radical r debe ser (-) debido .a que C f O y positivo. 

Ax 1 + By l+ e 

Ml 
3(2) -8(4) +4 

2 
+(-8) 

6-32+4 -22 

-F 
La distancia e,~aproximadal!lente de ?,58 unidades lineales. 

2.58 
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Ejt:rcici.o 18. 

18.1 Encuentra la distancia de la recta -3x + Sy -~ O 

al punto M = (-4, -5) 

18.2 Encuentra la distancia de ca~~ ~frticc del triángulo 

J..= (-2, -3) B (3,4) y e= (4,-5) as;.: Jade> cpuesto respec, 
tivo. 

Vamos a ver la manera de enéontrar el área de un triángulo 

en base a las coprdenadas de sus vértices. 

Este procedimiento involucra el uso de los determinantes, 

pues el rn€todo es el siguiente: 

xl Y1 

A_= 1 x2 Y2 

' 2 , debiéndose tomar el valor 
x3 Y3 

abs olut-o del determinante. 
_xl Y1 

Problemas resueltos. 

1) Encuentra el área del triángulo: 

.M = (-2' -4~ 

Resolución. 

N = (2,5) y C = (4, -3) 

-2 -4 

2 5 

4 -3 

-2 -4 

-10 -6 -16 -6 -20 + 8 

2 

-2 (5)+2 (-3)+4 (-4)-(-2) (-3)-4 (5)-2(:4) 

2 

-so 
2 

-25 
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A . ; 
T 

Verificac56r ceorr67rica. 

' 1 ~·i di end'.' la base re y ir.ulti-

pljc~ndo]a ror la altura del 

triánr:t:lo, sotre dos ven.os que 

25 unidades cuadradas es el resul-

c. tado apropiado del área. 

Ejerc'cio ]g, 

Ene u ~ntra el área de 1 oe si rui entes triéÍní;ulos. 

19.1 El área del triAn~ulo: M • (O,O), B = ( 3,2) y P = (4,0) 

19.2 El área del trH.ni:ulo :R (-L!,-2) J=(5,-3) y Q = (0,-5) 

51. FAh:ILIA DE R~C·1'AS ( HAZ ) 

Saberros Q\M cina recta está neter1:inada por dos datos '.JUe p1.:eden ser: 

dos puntos, o bien, un punto y s11 p·:>ndiente. Cuando las rectas sola-

mente cu~pleo con una condición constante para todas, se forma una 

familiade re·ta, a la que llauarerros h~z de rectas. 

a) Vea~os el caso de que todas pasen por el punto (3,2) 

La far.ilia será: 
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b) Cuando las rectas tengan pendiente m 

Esta ~'condición única" áparece como 

l 
4 

constante en las 

ecuaciones de las rectas gue forman a la familia. 

X 

a) Para el caso de que todas pasen por el punto (3,2), la 

ecuación de cada una de ellas será: 

y - y
1 

= m (x - x1 

y - 2 = m (x -3) 

mx - y -3m + .... ~ = O 

donde la pendiente m variará para 
A\ 

cada recta. 

y 

m"-4 

3,2) 
\ 

V 



y 

1' 
1 

/"Í '"'"" / /. 
,,.. I 

/ , 

/ 

e,. t. :: .: ~' :- : :~: 

2 (x -3) 

b) Para el caso de ~ue todas ten9an la misma pendiente 

1 la ecuación de cada de ellas será: rn 4 , una 

y - y m (x - xl) l 
1 (x xl) y - Y1 4 -

Para dar con alguna recta en especial, necesitamos obtener 

la otra condici6n faltante. 

/ 

f'or e-jernp\o: 

Problemas resueltos. 

y PClrCl (x 1 ,y1 1= (-2 ~ -2), 

su eéuaci6n será : 

Traza las siguientes familias de rectas. 

1) y - 3 = m (x + 5) 



'Tra: o \ / 
( 

- 1.; {¡ -

/ 
\ / 

(-5 ).,3) / 
\ / 
\ /_,.,,_~ __ --1----

------~'7' 

~? 
/' / 

I 

2 
:; (>: - x,) 

Trazo 

Ejercicio_20 

Traza las sigu1entes familias de rectas: 

20.1 y-2:=m(x+B) 

20.2 y - y 1 
3 
4 ( X - Xl ) 

l'ROBLEI·lllS . RESUELTOS. 

1) Determinar el valor del parán1etro R cie manera que la 

X 
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perpendic~lar a la recta ?x + 3y - 5 e O. Una vez encentra-

de el valor del parámetro 1:, escribir su ecuación correspcn-

dientE. 

Para encontrar el \'a) cr de esteo parámetro nos ayudaremos de 

la otra recta 7x + 3y - 5 = O sabiendc que entre sf son -

perpendiculares. 

Esto nos permitirá encontrar el valor de la perrdiente de la 

recta 4x - Ky -3 e O. 

Resclucién. 

-7 
La pendiente de la recta 7x + 3y - 5 = O es m1 = 3".- • Por lo 

tanto la pendiente de la recta 4x - Ky - 3 = O será 

. 3 
mi -7 / por ser ambas pe'rpendi cu lares. 

Pero la pendiente de la recta 4x - Ky - 3 

4 

O incluyendo el 

parámetro K, es m2 = K 
?c.:- ]-:"tanto 

K 

3 
7 

28 
3~ 

fina ]mente la ecuación 4;: - Ky - 3 28 O será 4x - 3 Y -3 =O. 

Quitando dehominaónrec:: ~ 12x - ~By - 9 ~ O . 

2. la distancia de una rect? al nririen PS 4. 

La recta p;;sa por el punto (8,2) Encontrar su ecu2cié.'1. 



rre.icr C\J"'!nt!I de Jq i=i'u:;ción. 1· ( ) 
- ~'./ ·'·,\', 

"'!'--. 

tB,2) 

l i-1 Y:i.) 
' -J,.1 1 

Se trazón una cü·c11nfe1·e!1cia )'ara inn1c;ir todoe los .r.untos del plano 

'lUe eiu;-Í!'l s una distancia de 4 unidades. Por r-P.on etria sabe!' os ::¡ue 

el radio nfl irna circunferencici es perpendicular a la tan"ente en su 

punt~ de tanr.encia. 

Venos que son.dos rectas las que d~ben cu~rlir con la condición 

del prol:Jerr.a. 

:Resolución. De la fi;<:ura poderr.os obtener las sigu~ entes ecuf.lciones. 

a) La ecuación general de la recta '.)Ue pasa por el runto de tangen-

cia ( x1 , y1 ) es Ax1 + By1 + C =O 

b) La ecuación de la recta oue contiene al radio y que pasa 

por el punto de tan~encia (x
1
y

1
) y es perpendicular a la recta 

Ax
1 

+ By
1 

+ e = o es 

c) Despejando y de (b) 

Bx -Ay = O 
1 1 

y = :Rxl 

A 

d) r,a relación entre los coeficientes A, By e 



" i ., 

(O I 2) • • • • • • • 811+ 2B+ C o 

e) la relaci6n de la dis-

tancia en~re la recta 

f.x + by + e = o y e 1 pun-

to (O, 0) ..... . e 

?. lo que tenemos que llegar es a encentrar los valores de 

los cceficientes A / B y e, 

Par·a eso, tenemos que encontrar las relaciones trntre las 

ecuaciones anteriores para llegar al resultado deseado. 

Ve ames: 

Relacionando (e) con (d) i tenernos: 

BA + 2B + 4 ~ O, 

BA + 2B:: -4VA
2 + B

2 

64 A
2 + 32 J1.B +. 4 B

2 
= 16/ + 16 B

2 

48 A
2 + 32AB - 12B

2 = O 

12A
2 

+ BAB - 3B
2 

=O 

~ j 64 B2 ? 

A 
-BB + 144 B-

2'4 

A -2B~ --- -··-
6 

+ /13) B (-2 -
A ----

6 

.,. 
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Bx Substituyendo este valor en (c) y =--¡;:-' 

tenerr.cs: y Bx, 
1 

(-2 ±. /Dl B 

6 

y = 
l 

6x, 

.. -

-2 + fi3 , de donde B 6 y A 

Substituyendo estos valores en (d) Sa + 2B + e = O, 

tenemos: Para-2+vÍ} (-2 + 113¡- 8 + 12 +e O _, V ~e , 

-2!jl3 

e= 4 - B /il. Substituyendc les valores de A
1 

By e en 

-:Ax + By + e= O, tenemos: 

(-12 + /i3 ) X + 6y + 4 -8 /í3 =O Siena c.; ésta la -
ecuación de una de las rectas, la otra se encuentra con si-

derand o ·"--/Ll, obteniendo: (-2 -/Ll.lx+ EY + 4 + 8113 

Puedes verificar ··estos resultados de las ecuaciones trazan-

do sus gráficas. 

Nota.Para resolver este tipo de problemas se necesita intui-

ción, basada en la experiencia. Muchas veces estos problemas 

tienen más de una manera de resolverlos. 

3) Encuentra la ecuación de la recta que pasa por la inter-

secci6n de las rectas Sx - 4y = O, x - y + 1 = O y forma con 

los ejes coordenados un triángulo de área 6. 

o 
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AnáJ if-) s. 

De las tres rectas (farilias) que pasan por el punto (4,5), las 

dnicas que tienen posibilidaj ~ forrrar con los ejes un tri4n~u~~ 

de área seis s~n y '}:... 
2 

; ya 1ue el área del trián~ulo 

forr:.ado por la (farrilia de ) recta "f 
3 

sir;mpre será mayor de 20. 

Ahora, los vArtices, ror ejemplo, (x,O), (0,y) y (O,O) de los trián-

rulos forrrados con las ractas y 'f 2 sus coordenadas x,y l 
sienpre tendrán si~no diferente, 10 cual conduce a qu•'! su producto J 

ten.rn sii;:no nep.:ativo. El área de cana triánrrulo se encuentra multipliJ 

cando la base "x" ror la altura "y" entre 2. Seg~n las condiciones 

del rpol·lerra. 

Resoluci6n. 

P-o.ra encontr9.r la ec1laci6n de las rectas solicitadas, consi-
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tes óe estos puntos cm el punto (~/>) óeber: ser iguak!O. 

Por lo tanto podernos establecer la siguiente ecuaci6n: 

\' - 5 -·-- -5 , resolvi~ndola, 
-4 X - 4 

(y -5) (X - 4) 20 

xy - 4y -5x + 20 - 2.0 o 

Sx + 4y - X\' = o 

Por otro lado, según las condiciones del problema, sabemo~ 

que: 

~ -6 , de donde, 
2 

-12 
xy = -12 X=--

~e laci en ando estos 

5 ( -12 
y 

+ 4y + 12 

-60 + 4y2 + 12y o 

y 

ecua.cienes, tenemps: 

O , resolviendo, 

2 y + 3y - 15 = O . Al resolver esta ecuación cuadráti-

ca vamos a obtener dos val ores para la "y ·~ 1 o cua 1 era de -

espera~!ie ya gue serán dos r!:'c! as las gue cumplan e o¡;¡ las 

condiciQies del problema. 

3 !f2_:t_60 -3 :': _¿¡;_ 
y12= 

2 2 
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-3•,M 
2 

- in -

-2~ -J '2 
---; :-:~::.: 

-3-t/0 -3 - v1'69 -./b ~ 
2 

Para verificar que~ \ >: 1 y 1 1 = 6, es decir, el valor ab-

soluto ciel semiproaucto de la base- por la altur2, ya que el 

área siewprE:: es una cantidad no negativa, realizamos la -

operación: 

1 
2 

1 
2 

-24 ----· 
-3+)69 

Debe "Suceder lo mismo 1 
\ x2 para 2 

Para ubicarnos en la localización 

trazamos de manera aproximada en 

1 

/f, 
x1 

-24 -24 - 4. 52 ----
-3 + f69 5.3 

Y1=· _:2_:!:~ 5.30 2.65 
2 2 

y2 1 
de x1, yl 

los ejes. 

X 2 

'l> 

12 
2 

X 

6 



- 1.; E -

,. -J.; -:! ~ 
··2==- 2.12 

-3 -fo -11. 3 

Y2= :2::M =--11.3_ -5 .6S 
2 2 

Las ecuacio:-.cs ce las rectas so:-i (co:-isiderancio los pu:itos 

(4,5) y (0, - 3 :±:.&. ) ) : 

y -5 

-4y + 20 = 

2 

-3 + ./69 - 5 --y---

-4 

.:2...±/69 --lQ 
2 

(X -4) 

(Y.-4) 

-8 y + 40 = (-13 + /691 (Y. -4) 

-By + 40 = (-13 + /69> X - 4 ( ,/69 -13) 

(13 -foJ X -By + 40 + 4 ( ¡69 -13") = O 

Ahora considerando los puntos (4J5) y 

( ~ , O) para la otra ecuaci6n: -3-.¡69 

y -5 = 

y - 5 

-5 

24 -4 

3 +A9 

-5 

24 -12 -4 m 
3 +/69 

(Y. -4) 

(x -4) 



-15 -5 ,/f~ 
\ ... - , : 

(12 -4 /69l y - 60 + 20/69 -v (15+5 /69¡ + Go + 2ofo 

(15· -'- S 11'69) >: + (L: -~ 1/6°9) y - 120 O 

e on el siguiente ejercicio de problemas damos 

por terminado el ter7.a cie línea rco·cta. · 

Ejerci~io 21. Problemas 

l. Encuentra Ia ecuación de la recta cuya pendiente es -4 'y 

pasa por el punto de intersecci6n de las rectas 

4x + 2y - 16 = O y 3x - 2y + 9 = o 

Sol . 4 X + 1f - 10 = 0 

2.~El punto M de ordenada 1-0 está sobre la,.recta c.).lya pendien-

6 te es ¿ y pasa por el punto B = (7,, -2). Calcula la abscisa 

de M. 

Sol. X = 11 

3. Determina e 1 valor de los coeficientes A y B de la recta 

AX - By + 4 = o que pasa por los puntos e 

~ sol. A 
2-0 

,= I9 

(-3, 1) y 

16 
B "' 19 

4. Encuentra la ecuación general ce la recta que es perpen-

dicular a la recta 3x -4y + 11 = O y pasa por el punto 

(-1,, -3) 

Sol. 4x + 3y + 13 O 
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4v - .9y + 11 = C> y 3x -+ 2y - 7 = (> 

Sc·J. f.C1 el f.' 

de intersecci6n óe Ja~ m06ia~aE), el circuncentro (punto de 

.intcf~ecci6r. de la~ alturas ) , son colineales. (Ve las definiciones 
anteriores al proble~a 12) 

7. Encuentra la ecuacibn de la recta que pasa por el punto 

(3 1 1) y su distancia al punto (-1;1) es 2 /2 

Sol. >: + y -4 = 0, X - y - 2 = 0 

8. Encuentra la ecuaci6n de la recta cuyos puntos equidistan 

de las rectas paralelas 12x -5y + 3 = O· y 12x -5y -6 = O 

SoÍ. 24x - lOy -.3 = O 

9. Encuentra la ecuaci 6n de la bisectriz de 1 ángulo formado 

por las rt:octas : 

X - 2y -4 = 0 y 4>: -y -4 n 

Sol. (/17 +4/5lX-(2ji7+ft¿y-4fl7 -t,fl =O 

10. Determinar e 1 valor óe 1 par áms tro K, c arre spond~ente a 

la recta de la familia 5x -12y + K =O, cuya distancia del 

origen es igual a 5. Encuentra la ecuación de la recta co-

rrespondiente. 

Sol. Sx -y -13 O 
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Sol. :?>: - :<: + 5 = 0 

Todo triá~~ulo tie~e tr~s ~edint~ices, tr~s nedianas ~tres alturas 

Sus definiciones son Jas sigu;entes: 

Mediatriz. Perpenf.ic:ular del l<>rlo en s1i punto medio. 

1'.ediana. Rer:nente '.Jll<': va ·4el punto rr.edj o del lado al vértice opuesto. 

Altura. Se~mento perrendicular al lado (o su prolon~aci6n) y ~ue 

va al vArtice opuesto. 

12. Encuentra las ecuaciones de las aedi~trices de cada uno de los 

lados del trián¡:;ulo cuyos vértices son: 

A= (-ll ,5) B= (:?,2) y e =(9,2) 

Sol. 13x - 3Y - 22 o, respecto a el lado AC 

7x - 3Y + 14 o, respecto del lado AB 
X - 6 = o 

' 
respecto del lado BC 

13. Encuentra las ecuaciones de las ~edianas del trián~ulo del 

ejercicio 12. 

Sol. 3x + y - 11 = O, respecto del lado AC 

3x + 19y - 65 O, respecto del lado AB 
3x + lOy - 38 O, respecto del lado ?C 

14. Encuentra las ecuaciones de las alturas de 1 trián~ulo del 

e,jercicjo 12. 

Sol, 13x - 3Y - 33 

7x - "r:r - 57 
X + 4 

o 
o 
o 

re2-pecto del lado AC 

respecto del lado AB 
resrecto deJ lado BC 
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15. Encuentra las coordenadas del circuncentro del trifingulo 

del ejercicio 12. 

Sol. (f. 1 18~ 

16. Encuentra las coordenadas del baricentro. 

Sol. ( §__ 
3 1 3 

17. Encuentra las coordenadas del ortocentro. 

l Sol. ·(-4, -28 3 

lDs tres puntos, incentro, baricentro y ortocentro, de un 

triángulo son colineales. La línea que los une se llama -

recta de Euler. 

18. Encuentra la ecuación de la rectad~ Euler respecto del 

triángulo del ejerticio ~2. 

Sol. 141X -30y -286 = O 

19. Una recta pasa por el punto A 
4 

(2, 3) y forma con 

los ejes coordenadas un triángulo de perímetro igual a 12. 

Sol. 4x + 3y - 12 = O y Bx + 15y - 36 = O 

20. Una :recta pasa por la' úitersección de las rectas 

7x -2y = O y 4x - y - 1 = O y es perpendicular a la recta 

3x + By - 19 = O. 

Encuentra su ecuación. Sol. Bx - 3y + 5 O 



óefine asS: 

Para encontrar Ja ecuc.ciór. que óctf=rr.,i:-ic la!': conoiciones en-

ma junt.o con la f6rmuJa para Ja distanda entre dos puntos. 

Veamos como: Tracemos unt; circunferencia de raóio t' y centro 

e = (h,kl · 

X 

La distancia/ el centro e = (h,E) y el punto P = (x,y) está/ r entre 

daóBI por la fórmula r = 
1
/ (x - h)

2 
+.(y -KJ

2 , elevando aJ 

cuadrado ambos miembros, se obtiene '. 

5'2 . , siendo 

~~ta la ec¡¡aci6n oróil'iari a de la circunferencia' de radio r, )' 

centro e = (h,k), a nuo el radio r no varía. 

Si trasladamos al cent.ro de la circunferencia al origen, se 

obtiene la ecuaci6n canónica 

s 3 • ).2 o 2 . , y 
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Nota. Se 'larra ecuacjón ordjnario de una curva, a Ja oue 

exprese de rranera evidente le~ características princip;les 

de la curva ¡l se L'arr~i ecw1ción canónica de un11. curva a la 

forra más sirrple de Ja ecuación ordinaria. 

PROEL".:lUtS R!';SU~LTO"-. 

1) Encontrar la ecuación de la circunferencia circunscrita 

en el trián~ulo cuyos vértices son: 

A= (-2,3) B= (1,0) y D = (5 1 2) 

Análisi¡¡, Primero tenenos que saber que "circunferencia c~rcuns-

cri ta" sir,nifica que pasa ror los tres puntos A, B y D, clel trián

gulo. Los tre~puntos del triáng-ulo nos sirven para encontrar las 

r.ediatrices y su punto de intersección será el centro de la cir-

conferencia. La distancia del centro a cualquiera de los tres 

puntos nos da el radio , con ésto ya poderos encontrar la ecuación 

de lacircunferencia. 

Resolución. 

Trazo de la circunferencia 

A=( -2,3 ) • D= (5,2) 

B =( 1,0) 
La ecuación de la mediatriz del lado AB se encuentra así: 

Primero obteniendo la pendiente m1 de AB, despues la pendiente 
w

2
ae la mediatriz, y final'f,ente el punto rredio de AB 



3 - (1 3 -::. rnl --· --
-¿ -1 -3 

La pendiente de la rnediatri: 

El punto medie del J..B e~ 

2 

-1 (--;¿-

-1 

2 

3-'- (1 
yl:;·---

2 

~ ) 
2 

Con la pendiente rn 2 y el punto (x 1 ;- y 1 ) podemos encontrar 

la ecuación de la mediatriz 

y - 3 . = 1 (Y. -
2 

y -
3 

2 

1 
X + 2 

2y -3 = 2x + 1 

.2x -. 2y ..+ 4 O 

-1 
2> 

X - y + 2 o Esta es la ecuación de la mediatriz 

la ecuación de la mediatriz del lado BD 

2 - o 
5 -1 

2 

4 

1 

2 

la ~endiente de la mediatriz~~erá m4 -~ 

El punto medio del BD es : 

1 + 5 6 3 ,. y2 
o + 2 

x2 = .. 
2 2 2 

(};2 y 
.1 2 ) = (3,1) 

se encuentra 

2 
l 

2 
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la ecuaci6n 60 la ~~diatriz 

y - 1 = -2 (>: -3) 

y-1 -2>:+6 

2>: + y -7 = O . I.~::a E~ la ecu0cié,:-: e.le la meciiatriz. 

Ahora la intersecci6c C de las dos m~diatrices. 

X - y + 2 o 5 + 2 o 3 -y 

2.x + y -7 o 5 y 3 + 2 

3x - 5 = o 

X = 5 
3 

y 11 
3 

La distancia del centro e al punto 

B = (1 ,O) nos dará el radio r. 

/(1 - ~ )2 + -·~) 
2 

=/~ r = (O 
3 

/- /:/.$' J /:J.S_ 
V <f 3 

La ecuacién de la circunferencia será 

( X - ~ ) 2 11 + (y - -
3 

e 
( ~ t ~) 

121 
+ T 

2) Encontrar la ecuació~ de la circunferencia cuyo centro 

es el punto (-4,-1) y es tangente a la recta 3x + 2y -12 = O· 
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.:..-~ 2!l i S _:E -----
conocer e.lguno de s·..:s ::untos ?are. encontre.r el radio. Pcr 

ceo~etrfa eleme~tal sabemos cue la recta tance~te a la cir-- ,' - ... 

dio y luego Eu int&rsecc!~~ co~ la ta~ge~te, cbtenemos u~ 

pU-"1to de la circu:--.:e:re::cia. Co!1 est:c ya pode:r,os er.contrar 

la ecuaci6n ordinar~a. 

Résoluci6n. 

podamos: 

~21tes que ne.de., conviene hacer los trazos que 

} 
!:' 

"{ / 
y 

/ 
/ 

Para obtener la ecuación de la recta que contiene al radio 
el 

usamos recíproco de la pendiente .de la recta y el centro e. 

Ia pendiente de la recta 3x + 2y - 12 = O es 

m 
-3 

2 

La ecuación 

y - (-1) = 

y + 1 2 
3 

3y + 3 = 2x 

2x - 3y + 5 

2 Su recíproca es m1 = 3 

será: 

2 (x - (-4) 
3 

(x + 4) 

+ B 

o 

.(Continua al reverso) 



Para encontrar las coordenadas del punto de tangencia obtenen:os la 

intersección de las rectas 3x + 2y -12 = O y 2x - 3y + 5 = O 

3x + 2y - 12 O 

2x - 3y + 5 O 

Multiplicando la primera ecuación por -2 y la segunda por 3, 

obtenemos: 
-6x - 4y + 24 = O 

6x - 9y + 15 = O 

-13y + 39 = o 

y -39 3 -13 

p ... ra encontrar la x: 

2x - 3(3) + 5 = o 
2x -9+'5=0 

X= 9 - 5 = 4 = 2 -r- 2 

~l punto de intersección es P = (2,3) 
El radio lo encontramos obteniendo la distancias del centro al 
punto de tangencia P 

d= ~(-4 -2 )
2 

+ (-1 -3 )
2 

.. ,/36 + 16 ".[52-:::::..~2 
La ecuación de la circunferencia será: 

2 2 
(x + 4) + (y + 1) = 52 
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está sobrE el EJE Y y pasa por los puntos 

A= (2,2) y f.= (6, -4) 

.Z..Y1áL.sis . .Z..quí nos dan dos puntos de la circunferencia y su 

centre,. 

cuerda de la circunferencia pasa 

por el centro. 

Encontrando la intersección de la mediatriz con el eje:.Y sa
v-
bemos las coordenadas del centro, y con este;- la ecuación de 

la circunferen.cia. 

Resolución. Primero realizamos el trazo de todo lo que 

podamos. 

Para encontrar 

• \, 

C-:: (01 Y) 

lil ecuación de la mediatriz, encontramos el punto medio del 

AB .y su pendi_ente .• 

2 + 6 8 

2 
X 1 

P. Medio 

2 

(4, -1) 

4 1 
V _ 2 + (-4) 
'r 2 

-2 

2 
-1 



-~ - ') -(. 

( -

La recíproca: m1 
::. 
3 

La ecuación de la mediatriz: 

(-1) ~ 2 .,, (:·: - ~ i 

y + 1 2 (X -4) 
3 

3y + 3 = 2x -8 

2>:-.3y-11 o 

La intersección de la mediatriz con el eje Y. 

2x - 3y - 11 = O 

X = 0 

-11 
y= 3 

Intersección: (0, 

El radio mide: 

r = 

-11 
~ = e 

-2)2 

La ecuación de la circunferencia: 

325 
-9 

325 
• 9 

+ 289 
9 

4. La ecuación de una circunferencia es (x + 2)
2 + (y -3) 2 =5. 



., 
1 

re: .. ::_: e:-.: t. ¡ r:. :: 
(. -

La recÍ¡:>roca: m1 
3 

La eo·cuaci6n de la m.::ciiatriz: 

y - ( - J ) = ~ (v -q 
"" ,;, 

y .¡ l 2 (>: -4) 
3 

3y -i- 3 = 2'" -B 

2>: -.3y - 11 o 

La intersecci6n de la mediatriz .con el eje Y. 

2x - 3y - 11 = O 

-11 
y= 3 

X = Ü 

Intersecci6n: (O, 

El radio mide: 

-11 
3 = e 

i,a ecuaci6n de la circunferencia: 

325 
-9 

325 
' 9 

289 
-9 

4. La ecuaci6n de una circunferencia es (x + 2) 
2 + (y -3) 

2 
=5. 
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e·:.:-.":. ::e, 

su radio y la ecuaci6~ ¿e la ta~gente a ella en Y que pasa por 

el ¡::unto (3,3) 

A.'"lá~. Ceno te:-:e;nas. la t-cuaci6n ordir.aria, saltan a 2.a 

~ista las c2crde~adas ~~l ce~~rc ~·la lc~glt~d del Yadic. 

perpendicular al r~::ic E::-. el ~·...:...;to Ce tc.nge:--.cia. 

Resolución. Ccmc- s.:er..¡::i!"e, tracer..os t':jdc lo q'..le i;)OdaJ1.os: 
/ 

De la figura ne.,~ .i-''-''"'ª·"'u,; aar cuenta de que van a ser dos tan-

gentes. 

Tomando el punto (x,y) co~o punto de tangencia, podemos 

obtener la pendiente del radio y la de la tangente, que por 

ser perpendiculares su producto tiene que ser -1. 

y - 3 

X + 2 

L.:.2_ 
X - 3 

-1 

•(y :..3¡ 2 =-1 (~+ 2) (x,- 3i 

2 
(y -3) 

rencia es: 

-x2 + x + 6. Pero la ecua~i6n de la circunfe-

(x + 2) 2 + (y -3) 2 5, de donde, 



., 
• I 

- : ( : -

2 
- ;.: -+ :-: -+ f. = ~' - (X + 2) 

2 

X = -1 

Subscituyendo x = -1 en 

(y -3) 2 : 5 - x 2 -4x -4, !renel°"o~" 
2 

(y- - 3) 5 -i" + 4 - 4 

(y -3) 
2 = 4 

y -3 = ± 2 

y=± 2+3,y1:5,y2=l 

Por lo tanto los dos puntos de 'tengencia serán; (-1,5) y 

(-1,1) 

La pendiente 

3 -5 -2 

3 - (-1) 4 

ecuaci6n será 

2y - .J.O =.-x 

X + 2y - 9 = 

Le. pendiente 

de 

-1 

o 

de 

-2 
=-4 

la tangente que pasa por (-1,5) es: 

-1 lo tanto por su 
2 

y - 5 -1 (x + 1) 
2 

le. tangente que pasa por (-1,1) es: 

~ , por lo tanto su ecuaci6n 



, 
(v - 3) 

'• 

2y - (, X -3 

>:--.::+3=0 

22. l Escribe: ia ecuación de la circunferencia de centro 

e = (-2,5) y radio 8. 

22.2 Encuentra la cbuaci6n de la cir~unferencia cuy0 centro 

es el pur:to e 

Sol. (x-7)
2 

(7, -6) y pasa por el punto A 

2 + (y + 6) 8 9 

(2' 2) 

22. ·3 Una circunferencia tiene su centro en el punto e 

(0,-2) y es tangente a la recta 

Sx - 12y + 2 o. Encuentra su ecuaci6n. 

Sol. 
2 

X + (y + 2)2 = 4 

22.4 Respecto del triángulo cuyos vértices 

. son A= 1-1,or, B = ~2, 2. ~I y e= cs,oi .. 
4 

resuc lve lo siguiente: 

22.4A Encuentra la ecuaci6n de la circunferencia cuyo cen

tro es el vértice A y es tangente al lado BC. 

Sol. (x + 1 l 
2 + 2 

y 

22. 4B Encuentra la ecuaci6n de la circunferencia circunscri-

ta al-. ~riángulo. 

Soi. (>:-2) 2 + (y + 7 J2 
625 

8 64 

22.4C Encuentra la ecuación de la circunferencia inscrita 

al triángulo . 

Sol. (>: -2) 2 + (y -1)2 1 
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por los puntes ~e6ios de Jos lados del lri&ngulo. 

Sol. (}:-2) 2 + (y - 25 ) 2 

H 

625 

22-4D pasa por los ~jes de la~ alturas del triángulo. 

22.5 Una circunferencia pasa por los puntos A= (-3,3) y 

B = (1,4). su centi·o está sobre la recta 3 ... - 2y - 23 = O. 

Encúentra su ecuació:<. 

Sol. (~: -2)
2 

+(y+ 17 ¡ 2 62~ 
2. -4-

22.6 Encuentra la ecuaci6n de la circunferencia cuyo centro 

está sobre la recta 6x + 7y - 16 O y es tangente a cada 

una de las rectas Sx + 15y + 7 = O y 3x - 4y - 18 O . 

Sol. (X -5)
2 

+ (y+ 2)
2 = 1, 

(X -3) 
2 + (y + 2 ) 

2 
121 

=¡- --;rg 

54. Ecuación general de la circunferencia. 

Desarrollando la ecuación ordinaria de la circunferencia 

2 + (y - k) 2 = r 2 , obtenemos: 
l>:-h\ 

O , la cual puede es-

cribirse en·la forma 

2 2 
X + y + DX + E~ + F 0 

en'donde 
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... :-: , - -.:.:·: .. ; 

lo cual representar~ a una circ~~~erencia solamente si 

J) 2 +E 2 -~F ) O. 

L.:!s coorde~adas del ce~trc se~: 
I " 

e 

Este resultado se obtiene e~~lea~dc el m~todo de co~pletar 

cuadrados y convirtien¿o la ecuaci6~ se~eral a· la forna -

ordinaria. 

Problemas Resueltos. 

1) Reducir a la forma ordinaria de la circunferencia la 

ecuación general 2x
2 + 2y

2 
- 6x + 10 y + 7 = O 1 encontrando su 

centro y su radio. 

Análisis. Debemos observar que en la forma general de la 

clrcunferencia no tienen coeficientes los términos en 

2 2 
X y y por lo tanto tenemos que dividir entre dos a la 

ecuación. 

Luego completar trinomios cuad.raCCE periectos y pasar 01 miem-

bro derecho los términos independientes. 

Resolución. ------
2x2 ·~ 2y2 - 6x + lOy + 7 = O (Dividiendo entre 2): 

2 2 
X + y - 3x + Sy + 7 = O 

2 
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2 3x 
2 5y -7 X - + y + (Ccm?letando trinomio cuadrado 2 / 

perfecto); 

2 -3x 9 
2 

5y + 25 -7 :t. 25 X + + y + + 4 4 - + -
2 4 4 

3 .., 5 ) 2 (x - 2 
)'" + (y + 2 = 5 Forma ordinaria. 

Centro e = (; -;) ' rs , r:!.dio r 

2) Encuentra la. longitud de la cirunfernéia anterior. 

Análisis. Con la longitud del radio encontramos rápi-

dm"::iente su perímetro 

Resolución. p 

p < Jsi 14.04 

3) Demostrar que las circunferencias: 

. 2 2 
4x + 4y - 16x + 12 y + 13 = O y 

2 .., 
12x + 12y~ - 48 X + 36 y + 55 O,, son concéntricas. 

Análisis. Concéntricas quiere decir que tienen el mismo 

centro. Obteniendo la forma ordinaria de ambas ecuaciones 

sabremos si tienen el mismo centro. 

Resolución. Cbtenga.mos las ecuaciones ordinarias. 

4x2 + 4y2 - 16x +.12y + 13 = O (Dividiendo entre 4): 

2 
x + Y2 -4x + 3y + 13- 0 4- J 

2 3 2 (x -2) + (y + 2 ) 12 

4 

et= c2 -3 
J~ 

(completando el trinomio cuadrado 

perfecto) 
2 2 

X -4x+4+;y +3;y+9 
4 

=-13 9· 
4+ 4 + 4 



12:-: 2 12y 
2 

,;f;.; 3E + 'T 

2 2 -4}: 3y + 55 
>: + y + rr 

'\ 2 L 

4x 4 3y X + + y + 

2 3 2 
(?: - 2) + (y + 2 ) 

-3 
(2 / 2 

y 

+ 

~ 5 :, 

o 

9 
4 

+20 
12 

0. 

-55 
12 

(l>i viüic·ndo Ent l"E } ~' t; 

+ 4 + 9 
4 

Vemos que efectivamente son concéntricos. 

4) ¿Qué condiciones deben cumplir las circunferencias 

2 2 
+ Dl X + E1Y + F = o X + y 1 y 

2 2 
+ D2x+E 2Y +F2 =O, sean concéntri-X + y para que 

cas ? 

Análisis. Tenem9s que convertir las ecuaciones a su forma 

ordinaria para obtener las coordenadas de los centros, 

y así, descubrir las condiciones necesarias. 

Resoluci6n. 

+ D 2 
1 

4x2 

+ (y + 
E )2 
2~ 

O {Completando trinomios 

cu2araóos perfectos¡~, 
E1 F n12 E1~ 

+-2- =-1+-:-¿+-2 
4y 4x 4y 

2 2 

+ Dl + El 
rxi -

4y 
2 

De aquí obtenemos las coordenadas del centro: 
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(

' -Dl 
e = 

2x ) 

-E \ 

2~· ) 

De la misma manera obtenernos las coordenadas del centro para 

la segunda ecuación. 

e = ( ::2 / -E ) -t-
Para que sea concéntricas, las abscisas y ordenadas tienen 

que ser iguale-s 

-Dl -D2 
y, 

2 X 2x 

-El -E2 

2y ,. 2y. 

Estas son las condiciones para que las circunferencias sean 

concéntricas. 

5) Demostrar gue las circunferencias 

x2 ~ y 2 + 4x + 6y - 23 = O 

' 2 
x2. + y Bx ·- 1 O y + 25 

y 

' O son tangentes 

Anal is~ Que sean tangentes las circunferencias significa 

que se tocan en un solo punto. Esto a su vez significa que 

solamente un punto (x, y) del plano cumple con las dos 

ecuaciones. 



te. 

Resolución 

\. .. x
2 + /+ 4x + 6y - 23 = O 

2.0·: + 25 o 

Restanco la (2) ce la (1) • tener:IOS: 

. x2 + y2 + 4x + 6y - 23 = O 

2 -x - y2 + sx ~1oy -25 = o 

12x +16y - 48 O 

y 48 - 12x 

16 

4 
SustituyendÓ en ( 1) tenemos: 

2 
X + 

2 
X 

16x 

25x 

X = 

( 
12 - 3x)

2
. 

---- T 

4 
4x + 

144 - 72x + 9x 2 
+ -----;:;---

2 + 144 72x + 9x2 -
2 

80 X + 64 o -
!--;1!]_~~(-80) 2 

2 (25) 

6 ( 12 ~ 3x)- 23 o 

+ 4x + 

+ 64x + 

-4 ( 25) 

72 -1 Bx 

4 
-23 

288 - 72x -

(6 4 l 

o 

368 o 



50 

Por lo tanto: y 

y 

60 - 2 4 

5 

4 

12 - 3x -----

36 

20 

- }(~· -

-.. 3 ( 8) L'. - S __ 4 __ _ 
4 

5 

. ( 8 En el punto '5 , est& e] punto de tangencia. Para com-

probarlo necesitamos' substituir este punto en las dos ecua-

ciones p~ra ver si las satisface . Veamos: 

64 

25 

64 

25 

( 9)2 5 + 4 

+-ªl +E 
25 5 

-1' §l__ + --~ 
25 25 

( 
+ 

+ 

en la otra ecuación. 

54 

5 

270 

25 

~) + 

-23 

6 

? 

( 
o 

575 

25 

r~):r~t ( ~) -10 ( ! ) + -8 25 
\ ::> \ !:> 

64 + §l_ 
25 25 

64 81 
+ 

25 25 

64 

- 5 

3:rn 
25 

90 
5 

+ 25 

450 

25 

? 
o 

625 +-
25 

~) -23 o ? 

o Veámosio 

? 
o 

o 
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Ejercicio 23. 

23.l Reóuce a J.c. :orma crdina.:-ia la ecuación ~eneral 
? -, 

4x- + 4y~- 12x + 20y + 14 = O 

Sol. 
(

y - ~)2 .. 2 5 

23. 2 Determina la ecuación general. ecuaci6n ordinaria, cent (O y 

radio de la circunferencia que pasa por los puntos 

A = (2/ -2), B = (-1) 4) y e =(4i6l 

Sol. 6x2 
+ 6/ -32 X - 25 y - 34 = o 

(X - ~) \ (y - 32-)2 2465 
12 Iíf4 

C=(; 25) 
12 I 

r = 12465 
12 

23. 3 Dos puntos sieJTpre están sobre una circunferencia 

Tres puntos no colineales siempre están sobre una 

circunferencia. 

., 
Y B1 = (x4 ' Y4 ) estarán sobre una circunferencia 

x 2 
+ y 2 + dx + ey + f = o, s; fº' ~e•nas 1 

cumplen el determinante 

sus coordenadas 
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2 
X + y 

2 
X y 1 

2 
+ 

2 
xl Y1 xl Y1 1 

o 
2 

+ 
2 1 x2 Y2 x2 Y2 

2 
+ 

2 1 x3 V X3 Y3 - 3 

C vQ.\ro puntos se llaman concíclicos 

si pertenecen a una misma circunferencia. 

Usa el determinante anterior para saber si los puntos 

r-1./ -1) I ( 2 j 8) I (5 .J 7) Y ( i .J 3) SOn COndcliCOS, 

23.4 La ecuación de una circunferencia es 

4x2 + 4y2 -16x + 20 y + 25 O, Encuentra la ecuación de la 

circunferencia concéntrica a y que es tangen-

te a la recta Sx - 12y -1 = O 

2 ~\2 Sol. (x - 2) + (y + 
2 / 9 

23.5 Encuentra la ecuaci6n de la circunferencia que pasa 

por los puntos (-1, -4) , (2 .J -1) y cuyo centro está sobre· 

la recta 

4x + 7y + 5 = O 

Sol. (x +3) 2 + (y -1) 
2 29 
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circunfc:rencia 

x2 + y 2 -4x + 2y - 47 = O en el punto (6,5) 

Encuentra su ecuación. 
? ? 

Sol. (;: - E)-+ (y -8)- 13, 13 

23,? Encuentra la ecuación de la circunferencia que pasa 

por el punto (5 _, 9) y es tangente a la recta x + 2y -3 = O 

en el punto (l.1 l). 

2 2 
Sol. (x -3) + (y -5) 20 

23.8 Una circunferencia de radio 5 pasa por los puntos 

(0.12) y (7.13). Encuentra su ecuación. 

Sol. (x -4)
2 + (y+ 1) 2 = 25, (x -3) 2 + (y -:6) 2 25 

23.9 Demuestra analíticamente que c~alquier recta que pase 

por el punto (-1,5) no puede ser tangente a la circunferen-
2 2 . 

cia x + y + 4x - 6y + 6 = O. Interpreta el resultado 

geométricamente. 

23.10 Encuentr? J? ecuaci6n de le ci~·cunfere~cia cuyc ce~-

tro está sobre la recta 7 x - 2y - 1 = O y que es tangente 

a dada una de las rectas 5x - 12y + 5 = O y 4x + 3y -3 = O ... -· 
2 2 Sol. (x -1) + (y -3) 4, ()(- 22tf +(y - ~)2= (14:Y 

747/ 747 747) 

55. FAHILIA DE CIRCUNFERENCIAS. 

Para que una circunferencia quede determinada, se necesitan 
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)¡a abscisa y jci orduiaca de su centro, así come su radie'. 

Otras tres condiciones determinantes de una circunferencia 

pueden ser tres puntos B1 , B2 y B3 . 

Cuando falta u:-ia óe esti:s tres cor:djcior:es y las o-.:ras cos 

quedan fijas, entcnces se obtiene u11 par~~ftro ~' ~ue al 

ser variable cor.duce a una far.ülia de circunf0rencias. 

¿Qué tipo de familias de circunferencias podemos obtener? 

a) Supongamos que el parámetro K .sea la abscisa del centro 

de la circunferencia, er.tonces la familia sería: e =(r:, b)y 

r = d, una familia de circunferencias 

y 

cuyo centro va a estar sobre la recta y = b , y de radio d. 

La ecuación de la familia será: (x - K ) 
2 

+ (y - b) 2 = d 2 

b) Supongamos que el parámetro K :ea la ordenada del centro 

·de la circunferencia, entonces la familia sería: e = (aJk), 

""' 
r = a. 

y 
C -:(o.,K) 
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fa~~::a CE c::cu~:~rer.cias 

recta x = a y de radio d. 
I 

de la :'ar..ilia se:::a 

ce:: €· ~ 

(v -
2 

aJ 

tc~ces la :a~ilia seria : e = (a 1 b), r = K 

.2 a 

r:; e:-J-

------------'--------------?· X 

Una familia de circunfereñcias ccnc€ntricas. 

La ecuación de la familia será 

(X - a) 2 
¿ (y -b) 2 = K2 

d} otrc :::.:::: .::.::-.:.: :::-::.::'.:·: ::e :.:...-:.il::.ao; ~~ 

pasan por dos puntos A y B 

ejemplo: y 
....... 

circunferencias 

, por 

X 
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Geométricamente vemos que los centros son colineales. Va~os 

a analizarlo analíticamente. 

Sean sus puntos de intersección 

A = (x 1 , y 1 y B = lx2 , r 2 ) . Cualquier circunferencia 

que pase por los puntes A y B tendrá su centro en la media-

La ec'..!ación de esta Llediatriz es 

Compr.uébalo !' 

PROBLEMAS RESUELTOS 

ll Encontrar la ecuaci6n de la fa~ilia de circunferencias 

cuyo cem::-o es e ::. (5 , !: ) y radie = 8. 

An~i~. Teniendo las coordenadas de 1 centro y el radio, 

la ecuación resulta inmediata. 

Resolución. 

( X - 5) 
2 + (y - K ) 

2 
6 4 

circunferencia¡; 
2) Encontrar la ecuación de la familia de cuyo cen-

tro es e= (6 , 8) y radio r K. 

Resoluci6n 

(X - 6) 
2 + (y - 8) 

2 
K

2 
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las intersecciones ÓE las circunferencias: 

2 2 
X + y + 7x - lOy + 31 2 2 o 1 ); + Y -); - f.y + 3 o 

y tiene su centro sobre la recta x - y - 2 = O. 

J..nálisis. Si tie:-.c su centro sobre la recta >: - y - 2 = O 

entonces encontrando la intersección óc esta recta con la 

meciatriz del segmento forrr.ado por la-s intersecciones de 

las circunferencias, encontraremos las coordenadas del ccn-

tro. Finalmente encontrando el radio obtendremos la ecua-

ción correspondiente. 

Primero tenemos que encontrar las intersecciones ae las 

circunferencia~. x 2 + y
2 

+ 7x - lOy + 31 O 

2 2 
-X - y + X +, 6y - 3 O (se cambió de signo) 

Bx - 4 y + 28 O 

2x - y + 7 O (se sacó cuarta) 

y 2x + 7 

~: 2 + (2>: + 7) 2 + 7>: - 10 (2x + 71 + 31 = O (se subs

tituyó en la primera ecuación) 

~2 + 4x
2 + 28 ~ + ~9 + 7~ - 20Y. - 70 + 21 - O 

sx2 +·15x + 10 = O 
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(-1,5) y (-2,3) 

La ecuaci6r. ae la mediatriz ser~: 

2y -5 -3 = -1 + 2 (2x + l + 2), quedando 
3 -5 

2x + 4y - 13 = O. (Ecuación ce la mediatriz) 

Encontrando la interseccifr1 de las dos rectas· sabremos las 

coordenadas del centro. 

2x + 4y - 13 = O 

x -·y - 2 = O .•. (multiplicando por 4, se obtiene): 

. -
2:i<-r-tiy-13-::.ó 
4x - 4y - B = O 

Resolviendo este sistema tenemos~ 

7 
X = 

2 -
y = 3 

2 

Siendo las coordenadas del centro e =(; ; ) 

Encontrando la distancia del centro al punto (-115) 

obtendremos el radio. 

d ~/(; + 1) 2 + n -s) 2 = /l!O ~ft 
~. 

Por lo tanto la ecuaci6n de la circunferencia será: 

(X - ;)2 3 ) 
2 "s + (y - 2 2 

.. - . ··-· ......... ·· .. ' ··~ ··,~ .-. :~" . 

::--7 



ci6n de dos circu~~erenc:as ciajas. Consiste efi i~cleir un 

l !rár:-~etro r:, e1/itar:ác as1 er.cc·:-.:.r.:!r Friwero la i:-1te:::-sec-

Ve ar.:os cór.10. 

~an las dos circu~fe~¿~cias ~~e co intersec~an: 

2 
+ 2 !) ... o y .¡. V :..1 1 1 - j_ 

2 2 
º2 E2 F2 o + y + X + y = 

Sabemos que en ·una ecuación, al multiplicar./ ar.bes miembros ;·o sumar 
- 1 

1 

•or la misma cantidad, se obtiene una ecuación equivalente. 

Por lo tanto, si sumamos el miembro izquierdo de la primera 

-~cuación por UJ1 múltiplo K del primer mierr.bro de la segunda 

!~uación, seguíremos obteniendo cero como resultado. 

Esto es: 

1 

X 2 + 2 D E "' K ( 2 + 2 D 1 y+ lx+ ly+.l+. X y+ 2 x + E2 y + F 2 ) 

... ,si las circunferencias se cortan en los puntos (x 1 , y 1 ) y 

.. nes. Reducier,dc términos ser.,ajantes, obtane;ncs: 

o 



¿ 2 D1 -'- KD., 
>: + y + ------=-

t:
1 

+ K2 2 
:·: + ------y...;.. 

:: + 1 ::. - l 

Cc;:-.c les coefi::ie:--.te-s ::1:, E~:· ~L c·~:-:;·~E!1 la cc:-.Cició:J 
~ 1 / • / Jt -'- E~ -.;?. >O/ :=·ara c;'.1e las ecuac-ic·:<es sea;i circunfer.enct:=t.

2
) 

~a~b~én los cceficie~~es con denc~inado~ K + 1, cunplir§n 

la cc~dició~ para que la.Gltirna ecuación sea una circunfe-

rencia. El parér,etrc K puede tomar todos los valores -

reales menos, evidenter:iente, el -1. 

Curiosamente en la penúltima ecuación al tornar K el valor 

de -1, se obtiene la ecuación. 

(pl - Dz} X + {El- Ezl y + Fl-F2 = o 

que no es la de una circunferencia, sino la ce una recta que 

pasa pcr los 2untos de intersección de las circunferen-

cias, conteniendo a la cuerda común y siendo perpendicular 

a la línea de los centros, se llama Eje Radical: 



sue ;:;asa:; ;:;c.r las intersecciones de la 0 s circunferencias 
2 2 2 2 . 

x +y +7x-10y+31=0 y x +y -x-6y+3=0 

Encuentra también la ecuaci6n de eje radical • 

. :._; 2.1 :. s ::'.. s .. ----
Ya sabe:::cs cuál es 2.a ecuac1én, sclc ::eces1ta."!osjsubstituir / · .. 

encentra; 
los va:!.o=es ce los c02.:icier:tes D.:, Ei y t;: para obte::er la - y 

ecuaci.é.n .de la .!~-::1~1a. Y substituyendo :: = -1 e:1 la ecue-

ci6n, despu~s de quitar de~o~ina¿ores, obtendremos la ecua-

ci6n del eje radical. 

~ol~~ión. Ecuación de la familia de circunferencias que 

pasan por los puntos de intersección de dos circunferencias. 

Y. + y 
Dl + KD2 

+-----X+ 
K + 1 K + 1 

F
1 

+ K F2 y + - o 
K + ,1 

Substituyendo los valores de ios coeficientes D1 , D2 , E
1 

, 

·¡ 'l 
X + y + 7 - K 

X + -10 - 6i\ -----y+ 
.H _.. 3K ---- o 

K + 1 K + 1 K + 1 

Quitando denominadores y substituyendo e"i valor de K ='-1, 

obtendremos la ecuación del eje radical. 

(K~1') x 2 + (K+l) y2 + (7-K)x .,. (-10-6K)y + (31 + 3K) o 

simplificando obtene'ir.os: 

ax - 4y + 28 = o 
J 
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2;.: - y + 7 (• 

Ejercicio 24. 

2,.1 Escribe la ecuaci6n de la familia de circunferen-

cias gue pasan por el ori9en. 

Sol: x
2 

+ y 2 = R2 

24.2 Encuentra la ecuaci6n de la circunferencia gue pasa por 

el punto ¡, (-8_, 5) y por las intersecciones -Oe las circun-

ferencias 

x2 + y
2 -Bx -·6y + 17 o 2 2 y x +y -18x -4y + 67 o 

Sol. 
2 2 x + y + 2x - By - 33 o 

24.3 Demuestra gue las circunferencias, 

x
2 + :/ -3x 6y + 10 = O y x 2 + y 2 -5 o 

son tangentes. Encuentra la ecuación de la circunferencia 

tangente a ellas en su punto de contacto y gue pasa por el 

punto A = (7,, 2) 

2 2 Sol. X + y - Bx -16y + 35 o 

24.4 Encuentra la ecuaci6n del eje radical de las circunfe-

rencias. 

2 2 
x + y -2x - lOy + 10 = 0 y 

2 2 4x + 4y - 32 X - 12y + 37 0 

Sol. 24x - 28v + 3 0 
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56. Definici6n de par&bola. 

Una parábola es el lu0ar 0eo~~tricc de un punto P que se -

·mueve en un plD.no de tal ma:1era gue su cistancia a una rec-

ta fija, situada en el plano, es siempre igual a su distan-

cia de un punto fijo del plano y que na pertenece a la rec-

ta. 

El punto fijo se llama foco y la recta fija, directriz de 

la parábola. 

La definici6n excluye el caso en que el foco esté sobre la 

directriz. 

Veamos la siguiente figura. 
~ 

y 1 

r 
c\, p e 

e 
' -f 
',~ 2 r 

1 
:z. 

_l 
r 

> X 

" 
En base a la figura anterior se definer. los siguientes tra-

zos. así: 
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'"' y 

! 
i 

_J 1 

A\ 
1 
1 
! 
l 

~ 
1 

L ,.." 
'? /~,,. / 

/1 i 
~' I ' 1 / 

,: ¡ 1 i 

,( ~/!, 
\

-.· 1----------

B' I 
1' 

1 

----·-7 X 
L' 

a) Eje de la parábola. Recta que pasa por F y es .perpendi

cular a r 
b) Vértice V! Punto medio del segmento AF. 

c) cuerda BE' : Segmento de recta que une dos puntos cuales-

quiera de l~ parábola. 

d) Cuerda focal ce•: Cuerda que pasa por el foco. 

e) Lado recto LL': Cuerda fo~al perpepdicul¿r al ej~. 

f) Radio vector o radio focal FP: 

Segmento de recta gue une al foco con cualquier punto de la 

57. Ecuaci6n de la parábola. 

Analizando su definición y aplicando 'los conocimientos apren-

didos, podemos obtener su ecuación, veamos primero.el caso 

en gue el vértice esté en el origen y el eje coincida con 

el eje X. 
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1· y 

1 // 

H -- - -L/. - P-= u, y) 
1 ' 
' \ 

\ 

~~~~~~y~f~:/~~~-+-~~~~~~~~~--">) X 

\ H:~º~ 
De la figura obtencwos inmc:Ciatarn2nte los siguie;ntes da-

tos: 

Coordenadas del foco: F 

Ecuación del eje: y = O 

Ecuación de la directriz: x = -p. 

Sean las coordenadas (x
1

y) del punto P cualquiera de la 

parábola. 

El segmente PH perpendicular a la directriz, mide lo mismo 

que el segmento PF, por definición, por lo tanto el punto 

P debe satisfacer la condici6n qeométrica. 

\ PAi es decir: 

(distancia entre dos puntns) , 

/ 2 
- p) + y X + p . elevando al cuadradr. a:r.hos 

•. 



2 
(x - p ) 

~ 
,,L 

-t 1 

? = (X T p) • 

- llS -

2 2 2 ~ 2 
x -2 x p + r + y -~:L -2xp - p o 

') 

-4:·:::.' + y- o 
2 

y 4m: 

coordenad~s (x yl de cualquier nun~o P Ae 1~ paráhol~ con 

gpn y Pje PD el ejP x, "'S 

2 
y 4px 

en donde Pl foco "'S ei pu,.,to <p,,O) y 1a ecuación ª" la di

rectriz es x =·-p. Si p / 0 1 la narábnla ~e ahre hacia 

da 

Si e: eje ele uoa parábola coincid~ con el eie Y1 y el vérti-

ce está en el origen, su ecuación es 

2· 
X = 4py, 

en donde el foco es el punto (O,, p), y .la ecuación de la -

directriz es y= -p. Si p /O, la-parábola se abre hacia 
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arrita; si p ( O , la parábola se abre hacia abajo. 

En cada c¡¡.~c, la longitud del lado i'."ecto es~á Ciada pcr .el 

valor abscluto de 4p, que es el cceficiente del término de 

primer gradn. 

Gráficamente estos resultados se .ven asi: 

y y 

(o, p), 
p>o 

y= - f' 

y 

y-= - f 

r(o,Pl 
p¿o 

Recue.rda que Si p ( Ü _, el sinno rle p RS negat-ivn, prr ln 

tanto· e 1 sigr.o d2 -p 3€!t:5. ~·csit.:.vc. es \·1ec1 r, -p :> O. 

P r ch l::r.ias res·. ¡e i1- es 

1) F'.nc11ent-ra las , ... e-ordenad "'S d 0 1 freo" la c:icu=-ción .-•e l:J 

X 



Ci.r€ctriz. _ :ic :::::-.s;iru...: C.el 2.cCc rE:cto de la pc:-ábola 

P.~rálisis. 

c1é:r:, tie::e S'J. ....... !fr-t.i.c'2 e:--: E 1 c:::.t;E:"1 :.· su eje s:l:rf; el ~:e ... 

Resclucié:1. 
es y2= 4Px 

3. Co:: es-

te valor C.¿:. p, _;:c.::e::-:cs e:;~co:1trar .las coordenadas' del foco 

y la ecuacién de ]a directriz. 

y 

lado recto 

, ; · ( 3, O\ 
X 

Cocrdenadas del foco, F (3,0) 

\ 
Ecuaci 6n de la directriz. x = -3 

Coordenadas del vértice\'= (0,0) 

La lc:ngituci at: ... :..c:.5c· rcc-:.c está dadc pcr el valor a!.;.s._,:~:.::. 

de· 4P, es decir, / 4P/ 12 

2) Encentrar la ecuación de la oarábnla nue riene vérrice 

en el origen y cano directri" la- recr.a y - 5 = O. 

A.'1álisis. Lo que n0s v;; a dar la:.:pauta oara saber si la pa-
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r&bola se abre hacia la derec~a 1 la i:~uicr~e .• arriba e hF-

cia abaj c. es la directriz. 

Resolución. Tracemos lR directriz y - 5:0 

y 

dirertrjz 5 

O X 

su focn tiene roo.,..denad~s (íl,-5), nor l-0 t"ntr- p V" le -5. 

Y su ecuacién' 
2 

y 

x = _4_(-5) ·r , o c:ea, 

2 
X = -20y 

F (O ,-5) 

3) Tlna ruerda rle lR paráhol" y 2 - 4x 

la recta x - 2y ~ 3 O, 

X 
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Análisis. - -- --
recta x - 2y + 3 = O 

con la parábola v 2 4x. 

Vamos a obtener dos puntos, su éiistanci2 nos dará 1 a lnngi-

tnd de .1 a cuerna. 

Para encc;ntrar .la intersección ne estas dOR curvas, substi-
/ 2 

tuimos el valor de x = Y en 1 a rect;; 
. 4 

if 

y
2 

- By + 12 = OJ 

lY -6) (y-2) = O 

resolvi/Sndnla ; 

X - 2y + :l = 0 

2, por lo tanto los puntos de intersección se-

'( 9 1 6 i (1,2) 

La distancia entre estcs dos puntos es: .., 

a /(9 -1)2 + (6-2) 2 ¡ 64 + 16 

f8o /16 (5) 4 .f5 , por le tanto, la lon-

gitud de la cuerda es 4{S. 



- 190 -

4) Encontrar la ecuaci é:~ oc la circunferencia gue pasa por 

el vértice y los puntos e;.:tremos del lado recto de la pará-

2 
bola x - 4y = O. 

Análisis La circunferencia pasa por tres puntos, con esto 

ya está definida y podemos encontrar su ecuaci6n. Solo nos 

falta encontrar los puntos extremos del lado recto. 

2 Resolucié·n. Con lri ecuación de la prir:íbola x :: 4y, podemos 

trazarla : 

y 

y -1 

Analizando la figura, podemos obtener la ecuación de la 

recta que contiene al Jadn rerto. Esta ecuación es y = 1 

Substituvendc este valor en lá ecuriciC:. :/ = 4y, encc."ltrare-

mos los dos puntos extremos. 

4(1) J x
2 = 4 / X = ~ .¡:-¡ t X 

Los dos puntos extremos serán: 

(2,1) y (-2,1) 

Para encontrar la ecuación de la circunferencia oue nasa por 
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los tres puntes: (0,0), (2,1) y (-2,1), 

cbserv~"os que el centro de ésta se encuentra en el eje 

de la parf.boJ a. Por lo tar,to sus ccordenarlas '>erán (0 .yl,, 

con y> O • 

. :.hora bien. la distanci=. de este ::;unto a cua1quiera de los 

tres es :a rr.is;n.:;, ~;rea..~·-s: 

/ío Q;..;. 
., =P rl - \y - c1- y 

d /,o 2 í.;; ( '.;." l j 2 = / 4 
2 

2y 1 =/v2-2v .s + + 1 - + + 

y =/y2 2y + e de ¿cride·. -' 

2 2 -2y 5; 2~r 5 = o 1 
5 

V = y + - + y 2 

:..a e::·.:iacié..~ de la ~ir~un;::erencia ser~ ent-onres: 

2 5 ., 
X + (y - f )- 25 

4 

Eiercicio 25. 

25.l l'nc11ent-ra las roordenad~s C"'l f"·co,, la-PCU"Cién .4e l" 

direct-ri? y 1" lo"gi-ud .4el ladn rerto de la ecu~~:~r: 

xA - l.? ., Soluci6n F= (0;3) Y=-3 
25.2 (V~r el reverso de la hoja) 
25.3 Encuentra la longitud del radio vectcr del punto de la 

2 parábola y -9x = O / cuya C·rdenada es igua 1 a 6. 

So l. 25 
4 

25.4 Una circunferencia cuyo centro es C (4,-1) pasa por 
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e:i fcco Ce 

58. Ecu;,cro:·; DE '"" FAP-~.EOL_l\. cm VERTICE FtJERl\ DEL O?.IGD:. 

que cttuviscs la ecuaci6n de la 

parábola ce:: \:'"~r~.:ce e:: el ori.sE::i, se obtiene lñ ecuación 

Estos resultados les podemos resur:iir en el siguiente 

teorema. 

Teorema. I.a ecuación de una parábola de vértice V 

y eje paralelo al eje x, es de la forma: 

(Y - K >
2 = 4p (x -h) , siendo jPI la longitud del 

segmento de 1 eje comprendido entre el foco y e 1 vértice. 

Si p ) O, la parábol,p. se abre hacia la derecha, si 

p < o , a la izquierda. Si e) vértice V 

eje de la parábola es paralelo al eje Y, su ecuación es de 

la forma: 

(x - h) 2 = 4p (y - K). 

Si p ) O, la parábola se abre hacia arriba; si p <. O , 

hacia abajo. 
~8 Á. Ecuación general de una paráhola. · 
De la .misma form¡:. que .obtuvino~ la ecuaciQn general de una 

circunferencia, se obtiene la de la parábola. Analicemos el 

siguiente teorema. 

Teorema. La ecuación: 

2 2 Ax + cy + Dx + Ey + F o 
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J.. = o, e :j: o y D :j= O. 

Si D O, la ecuación re?rescnta dos rectas diferentes 

paralelas al ejeX, dos rectas paralelas ccinciclentes al 

eje X, o nin9Gn lusar geo~§trico; seqGn las ra~ces de 

CY 2 
+ Ey + F = O sea~ reales y desiguales, reales e igua-

les o cm.plejas. 

Si ?. :f. O, e "' O y E f O, la ecuaci én representa una 

parábola cuyo eje es paralelo al eje Y. 

Si en cambio, E = O, la ecuación representa dos rectas -

diferentes paralelas al eje Y, dos rectas concidentes para-

lelas al eje Y o ningún lugar geométrico, según las raí

ces de Ax
2 + Dx + F =O sean reales y desiguales, -

reales e iguales o canplejas. 

Problemas resueltos. 

1. Reducir la ecuación 4y
2 - 48x - 20y = 71 a la 

forma ordinaria de la ecuación de la parábola y encontrar 

las coordenadas del vértice y del foco, las ecuaciones de 

la directriz y eje, y la longitud del lado recto. 

Análisis. La ecuación 4y
2 

- 4 8x - 20y =- 71 
2 2 . 

. corresponde a la forma Ax + C}' +]) x +E y + F = O cio;ide 

A = O, e 'f O y D j O. la ecuación representa una pará

bola cuy o eje es para le lo o coincidente con el eje X. 



- 194 -

Resolución: 

Completando a trinc~io cuadrado perfecto en y, tenemos. 

2 4y - 20y + 25 = 46x + 71 + 25 

25 
y 2 - Sy + --¡ = 12x + 24 

(y ~r =12;.; + ? ' -~ (Segunda forma ordinaria 

(r i)2 de la parábola) 
12 (X + 2) 

Ccn esta ecuación podemos dibujar a la par-ábola. 

y"" 

V 

De la figura y la ecuacién, obtenemos los siguientes datos: 

Vértice V = (-2, 5 
2 

Foco F = 
5 

(1, ¿ 

Ecuación de la directriz: x = -5 

5 
Ecuación del eje : Y = 2 

Como 4p = 12, p = 3 > O , 

por lo tanto la pargbola se abre hacia la derecha. 

Longitud del lado recto. 14 p\ = 12 
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fccoson los puntos V= (-4,3) y F = (-1, 3). 

Ecor.trar también las ecuaciones de su directriz y eje. 

A"1alisis. Teniendo las coordenadas del vértice y foco ?O-

demos dibujar aoro~:imajarae:ite. la narábola y enco:-.tra~- la -
J • - .- / -

forma de su ecuación ordinaria, obteniendo geométricame::te 

el valor de P. 

V :1 Resolución. 
--~---

De la figura, obtenemos la forma de su ecuaci6n. 

2 
( y - K') = 4p (x - h),.. 

Substituyendo valores, obtenemos: 

4(3) (x - (-4l) 

P= 3 

12 (x + 4 (Segunda ecuaci6n ordinaria de la 

parábola) . 

·Ecuación de ~a directriz: x = 7-

Ecuación del eje. y = 3 

3) reterminar la ecuación de la familia de parábolas que 

tienen un foco común F = (3,4) y un eje común paralelo al 

eje Y. 

X. 
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cuenta de la forma de la familia dE par&bclas, para gue -

así podamos idenfificar al parámetro. 

Resolución ----- y 
f F 

1 X 

Con esta figura nos darnos cuenta de la forma de la familia 

de parábolas. 

\{moS que las coordenadas de los vértices 

son V = (3,K), donde la K toma todos los valores reales, 

~. es decir, para cada...K tel.ldremos una pa.rábsla disj:inta ... 

También de. la figura observamos gue p K -4. Si la pará-

bola se abre hacia arribaJ 4 ) K p k- J.¡ <. o 

Si se abre hacia abajo K - 4 > O. 

Con esto ya obtenemos la segunda ecuaci6n ordinaria de la 

/ 
/ 
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parábola: 
-, 

(>; - 3) ~ = 4 ( 4 - K) (y - J\) 

4) Demostrar gue la longitud del radio ~ector de cual-

2 
guier punto P 1 ~(>: 1 , Y1 ) de la parábola, (y -Kl = 4p(x -h) 

es igual a jx 1 -h + PI. 

Anal~ Sabiendo, por definición de parábola, gue la 

di~tancia de cualquier punto de la parábola al foco y a 

la directriz, es la misma, daremos de ~nrnediato con la 

dernostraci 6n. 

Re~luci6n·. Tracemos genéricamente la -parábola cuya ecua

ción es 

4p (x - h) 

y 

Sabernos que d
1 

= d
2

, usando las fórmulas de distancia -

respectivas, encontrarnos: 

Ia distancia del punto P al F, resulta inmediata: 
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d •. /k -(h-'-f~2 + <:·,-!'.)2 
V L"l .. 'J 

Para encc:1trar la distancia del punto F a la directriz 

, tenemos que encontrar primero la ecuaci6n de la 

y C"' -h + p. Substituyenáo estos valo!'es en la ecuación 

d E'" "' "1 
+ B" .:1 .+ 

/A2 + B2 

\;: 1 + (-h + Pl\ 

j 12 + 02 

e\ 
obtenemo:o , 

Sabiendo que las dos distancias son iguales, nos quedarnos 

con d 1 , es decir 

d "' J :x 1 -H + ~ l C QD. (Con l.o cual quedó demos-

trado) 

Ejercicio 26. 

26 .1 Encuentra la ecuación de la parábola cuyos vértice y fo-

co son los puntos 13,3) y 13,1), respectivamente. 

Encontrar también la ecuación de la directriz y la longi-

tud de su lado recto. 
9\-_. 2 

Sol. (:x - 3) = -8 (y -3)"; -y 

26. 2 Reduce la siguiente ecuación a la segunda forma ordina-

ria de la ecuación de la parábola, encontrando las coord~na-

das del vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz 



y eje, así como la longitud del lado recto. 

Ecuació:i. 9>:- -+ 2~;.: + í:.::.· ..¡. JE = G 

Sol. (X + 4 ) 2 = -By; -~ O) -4 -2) 3 3 . ; 3 • . 
2; = 4 8. y = X -3 ; 

26.3 La ecuación de una fe;c,ilie cie parábolas 'es y = 9/+bx. 

Encuentra la ecuaci6:1 del elemento de la familia que pasa 

por los dos puntos (2,8) y(-1,5). 

2 
Sol. Y =· .3 x - 2x 

26.4 Encuentra la longitud del radio vector del punto de la 

2 
parábola y + 4x + 2y - 19 =O cuya ordenada:es igual a 3. 

Sol. 5. 

. . 
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ELIPSE 

59. Definición. Elipse es el lugar geométrico de un punto 

que se mueve en un plano óe tal manera que la suma de sus 

distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre una 

ca,'1stante, mayor que la distancia entre los dos puntos. 

Nota. La definición excluye el caso cua.'1do el punto móvil 

está sobre ~l eje de la elipse. 

Veámoslo en la siguiente 'figura: p' p _..,.. ___ _ 

' 
/ 

F 

De la definición resulta que 

ª1 + ª2 K 

d3 + d4 K, 

dn+ ~ti) = 1; 

Describamos todas las partes que aparecen en un elipse: 
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v' V 
Í 

!/ 
B' 

J) I ~--+--"'-:-

A' E' 
L' 

Focos. Son los puntos fijos F y r 1 . 

Eje focal. Recta d gue pasa por los focos. 

Vértices. Puntos V y V' en gue el:eje focal corta a la 

elipse. 

Eje mayor. Porci6n VV' del eje focal comprendida entre 

los vértices. 

Centro. Punto C del eje- focal gue es el punto meqio del 

segmento gue une los focos. 
1 

Eje normal. Re'cta ':J que pasa por e 1 centro c y es per-

pendicular al eje focal ;{ 

Eje menor. Porci6n AA' del eje normal comprendida entre 

la elipse. 

Cuerda. Segmento BB' que une dos puntos cualesquiera de la 

elipse. 

Cuerda focal. Cuerda EE ' que pasa· por uno de los focos. 

Lado recto. Cuerda focal LL-, perpendicular al eje (Eviden-

temente la elipse tiene dos lados: rectos). 

Diámetro. cuerda DD' gue pasa por el centro. 
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Radie vector. se0ne:~to rP o F1 ? que une a. .. rn foco cor: cuá~-

guier punto. 

60. Ecuación ordinaria de una elipse con centro en el ori-

gen. 

Consideremos a la elipse con centro en el origen y eje focal 

I sobre el eje de las X, los focos F y F 1 estari también so-

bre este eje .. Como el centro O es el punto medio del seg

mento F F1 , las cootdenadas de los focos serán F = (c,O) 

r 1 = (-c,_o(, siendo c una constante positiva. 

Veámoslo en la siguiente figura: 
y 

1 
V V 

A' 

X 

Sea P un punto cualquiera de la elipse, por definición, el 

punto P debe satisfacer la condición geométrica: 

1 Fl p 1 +jFP\= K, desarrollando, tenemos: 

'/(X -~c)2 + y2 + /(x + c')"-~ + y 2 
= K 

/(x -c)2 2 
K - /(x + c)2 + 

2 
,elevando al cuadrado: + y y 

2 2 2 2 
/(x+c) 

2 2 2 2 2 
X -2xc + c + y K -2k + y + X +2xc + c + y 
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:: 

-4>:c K2 -2K (cx+c) 
2 

+y 
2 

w = 

4>:C + k2 = 2k /<>: + cf + 2 y elevando al cuadrado; 

2 2 1. 
}~~ ? 2 c2 16x e + BxcK'+ 4}: '- (>: + 2>:c + + 

2 2 "l. 
K4 ~ 2 8K 2;:c 4K 2c 2 lfo; e +BxcK + - 4); ~ X -

(16c2 -4k 2 ) x 2 -4 K2 y? K2 (4c 2 -K2 

4(4c2 -K2 Jx 2 -4k2/= K2 (4c 2 - k2) 

(4c2 -k2 )x2 -k2y2= k2 (4c2 -K2 ) 
4 

.multi~licando por =i, tenemos: 

(k 2 -4c2J x2 
+ K2Y2 = k2 (k 2 -4c2 ) 
. ~ 2 4 

Como \<. '> 2.C~ i< /4C .·. 4C2-K2L..O 

2 
y 

.., 
-4kL 

2 2 Torno. (\do K = 2q, K 4a , substituyendo, tenemos: 
2 2 2 22 2 2 2 

( 4 a -4c ) x + 4a y = 4a ( 4a - 4c ) , 
4 

Dividiendo entre 4, tenemos: 

Tomando 

2 2 2 . 2 2 2 
x +a y = a (a -e } 

2 2 a -e b 2 , tenemos: 

2 y 

b
2 2 2 2 2 2 2b2 x +a y = a b , dividiento por a , tenemos: 

x2 
+ = 1 

o 
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Este resultado lo podemos resumir en el si~uiente teorema: 

Teorema: La ecuación de una elipse con centro en el origen, 

eje focal sobre el eje X, distancia focal igual a 2c y can-

ti dad constante K = 2a I es: 

2 2 
>: L l + 

2 .., 
a b"" 

Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las 

coordenadas de los focos sean (0,c) y (e-CI, 

la ecuación de la elipse es: 

2 
:t. 

2 a 
1 

·Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor; b, la 

del semieje menor; y a/by c estan ligados por la relaci6n 

También, parp caªa elipse, la longitud de cada lado rec~o 

es , y la excentricidad(e)está dada por la f6rmula 

a 

e = ~ 
a 

/... l. 

Nota. A estas ecuaciones ordinarias de la elipse también 

las llamaremos canónicas. 

la excentricidad" es un número mayor que Ü-'y menor que 1, que 

nos dice qué tanto está achatada la elipse. 

Problemas resueltos. 

1. Encuentra· 1as coordenadas de los vértices y focos; 

la longitud de los ejes, mayor, menor y lados rectos, así 
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:; E • 

.z;.n&lisis. Del:·E:r.:os co~vertir la ecuación a su forma 

can6r.ica y los resul tacos se obtienen de i!1i7tediatc. 

9v 2 4:,· 2 
36 

36 3"6 36 

2 2 
X + ~ 1 
4 9 

De esta forma ordinaria de la elipse obtenemos: 

a= 3, b = 2 

ya que a 2 2 2 c2 __ ª2 b +c , 
... 

9-4, c =J5 

Las coordenadas de los focos sen (O, /5) , (O, - fi¡ • 

1os vérfices sen (0,3) (0,~3) . La longitud del eje mayor 

es 2a = 6. La-lon~ituc del eje menor es 2b 

de los lados rectos es 2b 2 

a 

e 
a 

2 (4l a 
-3-~ 3 

./5 
} 

4. La longitud 

2. Encuentra la ecuaci6n de la elipse cuyos vértices son . . 
los puntos (4,0), (-4,0), y focos, los puntos 

(3,0) y (-3,0) 

n/ /lo~ An~lisis. Dibujandf los datos obtenemos la forma de la - _poda~os 

con 



elipse, y por lo tanto , de la ecuación 

P.esoitici6n 

y it-
1 
1 

1 ! 
V F, 1 

i F -,¡ 
1 

1 

1 
1 

1 

1 
i 

Venos que la ·elipse tiene s'..l eje mayor sobre el eje X, por 

lo tanto la forma de la ecuación· es: 

+ = 1 

L3 ecuación de la elipse resulta inmediata, después de 
'l 

obtener e = "2 a 
¿ 

b b= Ja2 
- ,} · = ~ . = ,/? 

2 
X· + 
16 7 

1 

7 3) Encontrar los radios vectores de 1 punto (3.1 4 ) que está 

sobre la elipse 7x2 
+ 16y

2 = 112 

P.nál,.isis. Los :¡adios ve.ctores- de un punto de la~lipse -

son sus distancias a los focos. Transformando la ecuación 

a su forma ordinaria y obtenie~do S podremos calcular los 

radios vectores. 

Resolución Dividiendo la ecuación 7x2 + 16y2 112 entre --
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112, tGr,c:;-,os 

2 2 
>: + ¿_ 1 
16 7 

2 2 De ac;·.:.í Eabemos que a = 16 y b = 7, por lo tar.to, a 4, 

V b = r:¡ " .¡ I 

e 
. Con esto poderr,os calcular C. 

3_. 

Por lo tanto las coordenadas del foco son (-3,0) y (3,0). 

7 Calculando las distancias de 1 punto ( 3, 4 ) a los focos 

obtendremos los radios vectores. 

= /<3-3) 
2 

+ (~ - O) 2 7 

4 = 1 ~ 
r =/;3-(-3))2_+ cl4 - -0)2 =/j6 + 49 '= J625. -

2 - 16 ~ 16 -
25 

4 
6 l 

4 

4) Encontrar la ecuaci6n de la elipse cuyos focos son (0,8) 

y (O ,-8) con longitud del eje mayor de 20 unidades. 

Análisis, Con las coordenadas de los focos podemos obte-

ner el valor de c. Con este valor y la f6rmula respectiva 

conoceremos el valor de a. 

. """· Resoluci6n. ------ Trazando los fo"cós obtenemos la siguiente fi- -
y ' 

gura: 

X 



De la f i 9ura, y 1 os datos de 1 problema, obtenemos los 

siguientEE valeres: 

e = 8, 2a = 20, a= 10. 
~ 

Usando la fórmula b-

? 
b- = 100 - 6~ = 36 

2 
X 

36 

Ejercicio 27. 

+ 

2 2 
a - c 

2 
l. 

100 

La f6rmula será; 

1 

27 .1 Encuentra las coordenadas de los vértices y focos, las 

longitudes.de los ejes ·mayor, menor, y la· de sus l,ados rec-
· 2 2 

tos, y la excentricidad de la elipse 16x + 25y = 400 

Sol. Vértices (5,0), (-5,0); focos (3,0), 

3 ; longitud del lado recto 2b·= 8, e= 5 

(-3,0); 2a=10, 
32 
5 

27.2 Una elipse tiene su centto en el origen y su eje mayor 

coincide con el eje x. 

Encuentra su ecuaci6n sabiendo gue pasa por los puntos 

( ft, -1) y (2, fil 
Sol. 

2 
X 

+ 
2 z 

8 4 
1 

Not;.a. Si lo n~cesit,as, resuelv01 el sistema de-ecuaciones 

simultáneas por suma o resta. 

27.3 Si K es un nfimero positivo, demostrar que la ecuación 

2 2 
3x + 4y = K representa una familia de elipses_,cada una de 

las cuales tiene excentricidad 1/2. 
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Nota. Recuerda que a una fracci6n se le puede dividir el n u-

merador y denominador por el mismo número y no se altera. 

61. SEGUNDA FOP.!·1.". ORDI!\P.RIA DE LA ECUACI0N DE UNA ELIPSE, 

CON CENTRO FUERA DEL ORIGE:~. 

Cuando el centro de una elipse está fuera del origen, puede 

tomar cualquiera de las siguientes ~ormas: 

ria de ·la elipse, obtenemos la segunda, además de hacer un 

traslado de ej.es y transformaci6ri de coordenadas. Este resul-

tado lo podemos resumir en e 1 siguieP.te te orem:!. 

Teorema. La ecuaci6n de una elipse con centro en el punto 

C = (h, Ki y eje focal paralelo al eje X, está dada por la 

se~unda forma ordinaria: 

(X - h) 
2 

----- + 
2 

a 

1 
' \ 

Si e 1 eje focal es paralelo al eje Y, su ecuación será! 

+ 
(y - k) 2 

2 
a 

1 
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Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor; b, del 

menor; c,es la distancia del centro a cada foco; y a, b y c 

están ligados por la relaci6n a 2 
= b

2 + c 2 

También, para cada elipse, .., la longitud de cada uno de sus 
2b~ 

lados rectos es ~ a \" 
I • la excentricidad está dada por 

la relaci6n c e = a < 1 

62. Ecuaci6n general de una elipse. 

Consideranao la segunda forma ordinaria 

una elipse 

~- h¡2 
+ lL::.B..2 

2 b2 a 

de la ecuación de 

1 

quitando denominadores, desarrollando los cuadrados de -

binomios, igualando a cero y ordenando t~rminoir semejantes, 

obtenemos: 

en dende A 

AX
2 + ey

2 + Dx + Ey + F 

b
2 

, e = a 2 o = -2b
2
h, 

E 
2 

-2a k y F 

o 

Ii:ste resultado. se ·resume.en el~siguiente teorema: 
' 
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Teorema. Si loE coefici¡o_1:teE h y e EO!'l del mismo signe, 

la ecuación 

AJ.:
2 + cy2 + Dx + E y + r o 

representa una elipEe cie ejes paralelos a los CC•Orcienacios, 

o bien un punto, o no representa algún lugar geométrico, 

Problemas resueltos. 

2 2 
l. Reducir la ecuación x +4y -6x + 16y + 21 = O 

a la segunda forma ordinaria de la ecuación de una elipsej 

determinar las coordenadas del centro, vértice y focos; 

las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada 

lado recto, así como su excentricidad. 

An~lis~s. Tenemos que completar tr;i.nomios cuadrados perfec- -

tos para adecuar la ecuación a la segunda forma ordinaria, 

ya con esto, los resultados saltarán a la vista. 

Resolución Completando trinomios cuadrado perfectos, tene-

mos: 

x 2 -6x +.9 + 4y2 + 16y + 16 = -21 + 9 + 16 
~, 

X - 6x + 9 +4(y 2 + 4y + 4) = 4 

(x-3J 2 ~4(y+2J 2 = 4 

~2 + 1Y_ill2 
1 

4 1 

Segunda forma ordinaria de 

la ecuación de una elipse. 
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De esta ecuaci6n obtenemos los siquientes dates: 

a 2 = 4, b 2 = 1 con estos datos obtenemos los siguientes: 

e !::. Ji 2a = 4 / 2b 2 
a 2 

lado recto: 2b2 
~ 1 

a 2 

c (3 ,-'l.) 

Con estos datos podemos dibujar fácilmente la elipse. 

y 

1 2 4 5 X 

"· 

Ce,:; esta figura se nos facilito E::ncontrar las coordenaóas 

de los vértices: v1 = (5/-2), v 2 = (1,,-2) y de los focos 

F
1 

(3 + .f3, -2) 

F
2 

(3 - ./3, -2). 

2. lDs focos de una elipse son los puntos (-4,-2) y (-4 1 -6); 

la longitud de cada lado recto es 6. Encontrar la ecua-

ci6n de la elipse y su excentricidad. 

l: 



- 213 -

A..?")álisis. Cor¡ las coordenadas óc ios : ocos neis daííiOS cu12n-

ta de que el eje focal es paralelo al eje Y, también con ellas 

obtenemos las coordenadas del centro de la elipse y consecun-

temente e1 valor de c. Con todo esto la obtención de la ecua-

ción resulta inmediata. 

Resolución. Tracemos los focos para observar la forma posi-

ble de la elipse. 

De la figura 
G e 

i 

obtenemos 

c = (-4 J -4) , e = 2 

Con las fórmulas 2b
2 

oh.tenernos 

2}:¡2 

a 6 

a 

y 

ios siguientes datos: 

y 
2 e 

lo siguiente: 

3a 

a
2 

- 3a - 4 o 

-1. 

X 
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Eliminamos el seguncio valor de a por ser nE-gativo. 

Sabiencio que a = 4 1 
b2 = 3 ( 4) 1 

b = ./12. Con esto ya podemos obtener la segunda ecuaci6n 

ordinaria de la elipse: 

(x + 4) 2 (\' + 4) 2 
1 

12 + 16 

Siendo la excentricidad ~ 2 1 e = ·4 2 a 

3. Encontrar la ecuación de la familia de elipses que tienen 

un centro común (2,3), un eje focal común paralelo al 

1 eje X, y la misma excentricidad e = 2 

Análisis. 

Al decir "familia" significa que debe estar incluido un pa

r~rnetro K en la ecuac:i.6n. Sabiendo que· el eje ~ocal es para-

lelo al eje X, podemos encontrar su forma. 

Resolución. ·como el centro común de la familia de elip-

ses es (2,3) y el eje focal común es paralelo al eje X, su 

ecuación será de la forma: (X -h) 2 
+ 

2 
(y -k) = 1 

1 Sabiendo que la excentricidad es igual a 2 , tenemos 

1 e 
e = 2':. Q 

Pero debernos tener cuidado y no apresurarnos al igualar 

1 

2 

y afirmar que: c = ly a = 2, Ya. que 



1 

2 

2 

4 

3 

6 

4 

8 

- :: j 5 -

lD que podemos afirmar es gue 

c 
a 

K (1) 
kl2) ; c 

a = 2E, para algún parámetro r:. 
? 2 

!>.hora usando la f6rmula c- = a 

K y 

Con estos valores y los datos del probler.ia, obtenemos la 

ecuación de la familia de ~lipses. 

+ = 1 

Donde para cada valor de K, obtenemos un elemento de la 

familia de elipses. 

4. La ecuaci6n de uña fámilla de elipses es 4:/ +9y2 + ax +by-il=O 

Encontrar la ecuación del elemento de la familia que pasa 

por los puntos (2,3) y (5,1). 

Análisis. Veriios que los parámetros son a y b. Como los 

puntos (2,3) y (5,1) pertenecen a la elipse requerida, -

entonces cada i:r1º debe cumpli~ con la ecuación ~eneral. Con -. 
esto obtene~os dos ecuaciones lineales con a y b corno inc6g-

ni tas pudiéndolas resolver s.imultánearnente. 

Resoluci6n. Substituyendo los valores de las coordenadas 

de los puntos en la ecuación general de la familia de elip-

ses J obtenemos: 
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Para el punto (2,3), tene~of: 

4 (,;) + 9 ( 9) + 2 a + 3b - 11 = o I 

2a + 3b + 86 = O 

Para el punto (5,1) , tenemos: 

i:(25) + 9(1) + Sa + b• ll =O, 

Sa + b + 98 = O 

Resolviendo estas dos ecuaciones simultáneamente, tenemos: 

2a + 3b + 86 = O 

Sa + b + 98 = O, donde a -16, b -18. 

/ Conociendo los valores de los :e~ámetros a y b, encon-

tramos la ecuaci6n general de la elipse de la familia 

que pasa por dichos puntos~ 

Dicha ecuaci6n es: 

2 - 2 4x + 9y lGx - Hly - 11 o. 

2 2 
5. Desde cada punto de la circunferencia x + y -6x -2y + 1 O, 

se traza una perpendicular al diámetro paralelo al eje 

}: . r:r~contr c.:: E: i.d;:;ntiii.car el lugi:.4.r georrlétr ico C.e :.os puntos 

medios de dichas perpendiculares. 

~~· Tenemos que dibujar la circunferencia y trazar 

algúnas de las perpendiculares co~ sus puntos medios para 

observar qué pasa. 
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Resolucié:-, . Corr,::-letando trino:;iios cuadrados perf12ctcs en 

la ecuación anterior y simplificando, obtenernos: 

2 2 -2v + 1 = -1 + 9 + 1 
X -6x + 9 + y J 

(;.: - 3) 2 + 
~ 

(y -1) ~ 9 

Se trata de una circlli,ferencia con centro C (3,1) y radio 

r = 3. y ' 

Tracémosla: 

Al trazar las perpendiculares al difun~tro paralelo al eje 

X y sus puntos rnediós, obteJlemos :p 

y 

e 

X • 

Observándo los puntos vemos que posiblemente se trate de una 

elipse. 

Suponiendo que se tratase de una elipse1 observando la 
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fi9ura1 ver!a~os que tendria su ce~tro en 

e= (3,1), sus vértices v
1 

= (6,1), v2 = (0,1), 

3 
b ::. 2 c = j 9 - 9 

4 
= /36 -9 - ffi - Fn 

4 -J -4 - 2 

m 
e = ~ 

-2-
-: 

a 3 

Sus focos: 

(3 + rn , 1) 
6 

Su ecuaci6n 

lri 
6 

y F2 =- (3 _jfj_ I 1) 
6 

2 
(x-3) 

9 
+ ~ 

9 
4 

2 
1 

Esta ecuaci6n efectivamente es de una elipse, perolc6mo 

comprobamos q,!le cada punto del lugar ge9métrico indicado cum

ple con la ecuaci6n de la -elipse? 

Cualquier punto del lugar geométrico lo encontramos sacan-

do el punto medio de la perpendicular que va de la circun-

ferencia al diámetro. 

Las coordenadas de este punto medio se encuentran de 1a -

sigui~~te manera: 

De la ecuaci6n de la circunferencia 

2 + (y -1) = 9 se despeja la !'y " 

y = / 9 - (x -3) 2 + 1 (consideremos como ilustraci6n la 

parte superior de la circunferencia}. 



da correspondiente al di5metro, y = 1, 

y ' = /._.::.9_-_(:_:x.:...· --'3::..<..) 
2
_..__.:.+_.::1:__+:__1::_ 

2 

por lo tanto el punto medio 

J -x2 + 6x i) + PM - (>:, 
2 

i.:: x
2 

+ 6v 

2 
+ 1 

de la perpendicular 

~ 

ser5 

Para saber si este punto corresponde .a la elipse, substi-

tuimos el valor de la ordenada del pu~to medio en la ecua

ci6n de la elipse: 

(x -3) 2 
--9-

(x -3)2 
+ 

9 

+ 
(y -1 ) 2 

9 
4 

~~ -x 
2 
+ •6x + 1 

9 

4 

x2 -6x +9 -x 2 +6x 

9 

= 1 

-J 
, 

2 

9 

9 
1 

(x-3) 2 
t 

9 

queda 

-XZ+(;X 
_:...:.......:-

4 
e¡ 

4 

2 demostradO que la ecuación de la elip~e (x-3) 2 
+ (L!L_ =1 

9 9 
4 

corresponde al lugar geométrico descrito en el problema. 

- i 
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Ejercicio 2E. 
.., 2 

2B.1 Reduce la ecuación 4_.~ + 9y + 32;..: -lBy +.37 =O 

a la segunda forma ordinaria de la ecuación de una elipse; 

determina las coordenadas del centro, v6rtices y focos; las 

longitudes de los E:jes mc.yc.r y menor, y la de cada lado 

recto, as! como su excentricidad. 

(Y.+ 4)2 
.., 

Sol. i.L.::.ll~ 
1, e (.:..411) 1 --9-- + 4 = 

vl (-1, 1) 1 v2 (-7, l) 1 F = (-4 + JS,1) 1 1 

F2 = (-4- /5,1) 1 2a 61 2b 41 LR 
B 
3 

e = rs 
3 

2B.2 La ecuación de una familia de elipses es Kx 2 + 4y
2 

+ 

6x -By -5 = O. 

Encuentra las ecuaciones de aquellos elementos de la 

1 familia que tienen una excentricidad igual a 2 . 

Sol. 3x2 + 4y
2 + 6x -By -5 = O 

16x
2 + 12y

2 + lBx - 24y - 15 O 

2B.3 Encuentra e identifica la ecuación del lugar geométri-

co de un punto que se mueve de tal manera gue su distan-

.cia del eje Y es siempre igual al doble de su distancia. al 

punto (3, 2 ). 

Sol. 3x 2 
+4y2 -24x - 16x + 52 O 



26.4 Des6e ca¿a pu~to de !a circu~f~re:~cia 

2 2 
x +y -6x -2y i 1 = O, se traza una perpendicular al di&-

metro paralelo al eje Y. Encuentra e identifica la ecua-

ción del lugar geométrico de los puntos medios de estas 

perpendiculc.:-es. 

Sol. 4/ +:/ -24x - 2y + 28 O 
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C.Z.PITU LO 9 

63. Definición. Una hipérbola es el lugar geométrico de 

un punto que se mueve en un plano de tal manera gue el valor 

absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fi-

jos del plano, llarr.ados focos, es siempre igual a una can-

ti dad constante, positiva y menor gue la distancia entre 

los focqs. 

~ 

Not.a. Aplica la definici6n y verás que excluye el caso en 

que ~l punto móvil se mueva sobre la recta gue pasa por los 

focos a excepción del segmento comprendido entre ellos. -

IDs focos y el punto medio de este segmento no pertenece al 

lugar geométrico. 

~ Trazo --

A D 

'V, F, t 

A' 

e: 
\\ 



rísticos de la hip6rbola. 

Focos: r 1 y F2 

Vértices. v1 y v2 

Centro : c. Punto nedio del eje transverso. 

Eje focal: 'f o . . Recta que pasa por los focos. 

Porción del eje focal comprendido 

entre los vértices. 

Eje normal: 
;;t 1 

Recta perpendicular al eje focal y gue 

pasa por e. 

Eje conjugado: AA'. Parte defin~da del eje normal. 

Cuerda: BB', Segmento que .une .dos puntos cualesquiera de la 

hipérbola, ya sea de la misma rama o diferente. 

Cuerda focal. EE'. Cuerda que pasa por uno de los focos. 

lado recto. LL'. Cuerda focal perpendicular al eje focal. 

(Son dos lado~ rectos) . 

Diámetro: DD'. Cuerda que pasa por c. 

Radio vector.· FP y FP'. Segmento que une a cualquier punto 

de la hipérbola con alguno de los focos. 

64. Primera ecuaci6n ordinaria de la hipérbola. 

Consideremos, cano ejemplo ilustrativo, a la hipérbola 

con_cent:ro en el origeJ1 y .eje fo~al sopre el ·eje X. 



-:7,,P_ ¡::., p \ :: 

- 2 2~ -

\ 
F,:(c,o) 

Sea P = (X,y) un punto .culguiera de la hipérbola. Las 

coordenadas de los focos F 1 = (c,0) y F 2 = (-c,O) 

X 

Por la definición de hipérbola, el punto P debe satisfacer 

la condición geométrica: 

(De una vez escribimos 2a en lu-

gar de K, como en el caso de la 

elipse) 

a> o y 2a < 2c. 

Cuando P está en la rama izquierda, se cumple: ¡;,P-F:i. P>O 

F p - F2P = 2a, 
1 

Cuando P está en la rama derecha, tenemos: F. P - f.,. P L O 

:-F1P t F2 P = 2a, e. .Sec..: F,P- f 2 ·p::: _ 20... 

Encontrando distancias, tenemos: 

+ -c) 2 + y
2 

, por definición : 

2a (para p en la rama 

izquierda). 



2 
+ y 

- L,;.. ;.i -

-2a (para P en la 

derecha). 

Después de eliminar raices y reducir términos semejantes, 

obtenernos, de cada una de las ecuaciones: 

., 2 2 
x~ - a y 

Donde c > a, 2 2 
c - a > O 

2 c 
2 a entonces la ecuaci6n anterior gueda asi: 

b2 x2 2 2 a2b2 o bien, a y I 

2 2 Primera 
X y_ 1 -2 b2 ecuación ordinaria de la hipérbola. a 

Nota. Corno verás solo se dist"ingue de la ecuación de la 

e~Ípse en el signo menos. 

Este resultado lo resumirnos en el teorema siguiente: 

Teorema. La ecuación de la hip~rbola de centro en el origen, 

eje focal sobre el eje X, y focos (c,O), (-c,O) es 

2 z 
2 

b 
1 

Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las 

coordenadas de los focos sean (0,c) y(o: -el ,·su 

ecuación es 

Y...2 
2 a 

2 
X 

i? 1 



Fara cada hip(rbola,2a es la longitud del eje transverso y 

2b, la del conjugado; c,la distancia d~l centro a cada 

foco; y a, b, c esUin ligadas por la relación c
2 = a 2 + b 2 . 

Además, para cada hipt'.rbo1a, la l on1;-'1 t ·..ic de cada uno de sus 

2b2 
lados rectos es a , y la excentricidaó (e) está dada por 

la relación 

e ~ 
a > l 

Nota. la posición de' una elipse con relación a los ejes -

coordenados puede determinarse según los valores de a y b. 

Sin embargo, este método no se puede aplicar a la hipérbo-

la, ya que se puede tener a ) b, a < b o a b. 

La posición de la hipérbola se determina por los signos de 

los coeficientes de las variables en la forma canónica de 

~ su ecuación. Ja v;-:riaj;>le de coeficiente positivo -eorres-. 

pende al eje coordenado que contiene al eje transverso 

de la hipérbola. 

Problemas resueltos. 

l. Encontrar la ecuación de la hipérbola cuyos vértices son 

lós puntos (1,0), (5,0)_.Y la longitud de su lado recto es 

igual ,a S. 

Análisis. De los datos de 1 problema obtenemos los val o-

res de a , b y c . 

Con esto podemos trazar la hipérbola y encontrar su ecua-
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ci6n. 

Resolución. Trazando los datos del problema, tenemos 

r 
X 

1 

Ahora biep, de la figura obtenernos e 1 valor de 2a 4, 

por lo tanto, a = 2 

Del dato 2b2
= 5, obtenemos el valor de b = {5 De la 

a 

relación 
2 2 b2, obtenemos el valor de 3. c a + c 

Con estos resultados podemos trazar la hipérbola, dar su 

ecuación y encontrar los valores de los otros puntos. 

Ecuación: 

'/ 

x2 

4 
y_2 
5 

1 



(6, 0) I F2 (O I 0) 
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e = ~ a 
3 
2 

2. Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los 

puntos 1p 1 3) y (0,-3) y la longitud de cada lado recto es 

6. Encontrar la ecuación de la hipérbola y su excentrici-

dad. 

Análisis. Con los extremos del eje sabemos el valor de b, 

y con el valor de los lados rectos podemos encontrar el de ,,., 

a. 

Con a y. b encontrarnos c,. y por l~ tanto, la ecuación y la 

excentricidad. 

Resoluci6n: 

6 6 

I.a ecuaci6n es. 

2 
Y. 
9 

2 
X 

9 

b 3 , 6 

3 ./2. 

1 , e = ~ 
a 

3. Si K es un número diferente de cero, demostrar que 

la ecuaci6n 3x2 - 3y2 = K representa una familia de -

hipé!bol..as de excentricidad igu~l. a 

~~ Convirtiendo la ecuaci6n a su forma can6nica, 

obtenemos el valor de a y b; con estos valores obtenernos el 

de c, y con éste, el de la excentricidad. 
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Rescli.:ci6n 

3x
2 

- 3y
2 = K, 

2 2 K 
X - )' = 3 

2 2 
X '\" 

1 - ' }~ }~ 

3 3 

De la re laci6n c 2 
a

2 
+ b~ obtenemos c = JfK 

e 
Cano e =O:: , obtenemos: 

e = J2 I e Q.D. 

4. Encontrar las longitudes de los radi·os vectores de 1 

punto (6 ,5) d,e la hipérbola Sx
2 

- 4/ = 80 

Análisis. Convirtiendo la ecuación a la forma canónica, 

obtenemos el valor de a y b; cai estos valores encontramos 

el de c; can éste, las coordenadas de los fo-

cos, jZ,,_,finalmente calculand~ :a distancia entre los focos y 

el punto
1 

encontramos la longitud de los radios vectores. 

Re so luci6n. De la ecuaci6n 5x2 - 4y 2 

entre 8 O, tenemos X 
10 

2 2 
y 

2U 1, 

so; dividiendo 
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de aquí cbte:1err.cs: a 2 
16, !::

2 20. 

De la relilci6n c 2= a 2 + b 2 obtenemos e= 6. Con esto -

pcilemos trazar la parábola y observar que las coordenadas 

de los focos sm: (6,0) y (-6,0). 

y" 

la ·longitud 'de los radios vectores la encontramos usando la 

fórmula de distancia: 

ºpp! =/(6 -6)
2 + (5 - 0.)

2 
5 

,,. 
= 13 

Ejercicio 29 

29.1 I.c.s '."f:?:tices de una !-,i:¡::-srJ:,ola sen los puntos (0,3) 

y (0,-3), y sus focos los puntos (0,5) y (0,-5). Encuen-

tra la ecuación de la hipérbola, las longitudes de sus -

ejes transverso y cmjugado, su excentricidad y la lcngi-

tud de cada lado recto. 

Sol. 2c = 10 I a = 3' b = 4' 2b = 8 / 

2 2 
5 2b 2 32 Y. X 1 = I e = 

9 16 3 a 3 
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29. 2 Encuentra las coordenadas de los vértices y focos, las 

longitudes de los ejes transverso y co:iju~ado, la excer.tri-

cidad y la longitud de cada lado recto de la hipérbola 

2 2 9y -4x 36 

s el . V 1 = ( O , 2 ) , V 
2 ( Ü' -2) t 

Fl = (O, VD ) , F2 (O, - jLl ) , 2a 4, 2b = 6 1 

e = 113 2b
2 

9 , 
2 a 

29.3 Los vértices de una hipérbola son los puntos (2.,0) y 

(-2,0), y sus focos son los puntos (3,0) y (-3,0). Encuen-

tra su ecuación· y su excentricidad. 

Sol. 
2 

.)( 

4 
1, 3 e ::. 

2 

29.4 El. centro de unahipérlx'1a eE¡,tá en el origen y su -

eje transverso está sobre el eje Y. Si un foco es el punto 

(0,5) y la excentricidad es igual a 3, encuentra la ecua-

ci6n de la hipérbola y la longitud de los lados rectos. 

Sol. 72 y2 - 9x2 200, 
a 

80 

3 

29. 5 los vértices de una hipérbola son los puntos (O, 4) , 

(0,-4), y su excentricidad es igual a? . Encuentra la 

ecuación de la hipérboia y las coordenadas de sus focos. 



E c2. 
2 

X 

20 1' 
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r , .. 2 (0 ,-6) 

29.6 Encuentra e identifica la ecuaci6n del lugar geo-

métrico de un punto que se mueve de tal manera gue su -

distancia del punto (6,0) es siempre igual al doble de su 

distancia de la recta 2>: - 3 = O. 

2 2 Sol. 3x - y 27 

65. ASINTOI'AS DE IA HIPERBOLA. 

De lá ecuaci6n ordinaria de la hip€;_rbola: 

='1 , vernos 

gue el miembro izquierdo es una diferencia de cuadrados, por 

lo tanto podemos factorizarlo: 

+ 1 

Cbservarnos gue al estar igualado a 1 el producto, entonces 

cada factor debe ser el inverso multiplicativo del otro. 

Tomemos el caso más simple en gue cada factor sea igual 

a la unidad; 

+ 
a 

L 
b 

1 
a b 

1 

Cano ejemplo ilustrativo, tornemos solamente una de las ecua-

cienes; guitando denominadores, tenemos: 
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xb + ay = ab , que es la ecuaci6n de una recta; para 

saber si esta recta intersecta a la hipérbola, despeja-

mos la x de la hipérbola, x = a ·~ + / V b2 
y la subs-

tituiffios en la y despejada de la recta, asf: 

ab - xb ab - a ~ b 

y = 
a a 

y b - ;b2 + 
2 y - b y 

Elevando al cuadrado, tenemos: 

2 
y - 2yb + b2 

-'2,yb o y O / ya que b tf; Q, 

b, 

~ b2 + 2 y 

Para estos valores de x, y, la recta intersecta a la hip€r-

bola. En general para cualesquiera valores inversos 

multiplicativos de + y :l 
h 

se obtienen 

intersecciones de las rectas con la hipérbola. Veamos qué 

suc:ede si el 

Entonces 

producto lo igualamos a cero: ..... 

(~+ ~)(~ ~)=o 
X 

a 
+ z 

b 
=O X 

a 
:i. 
b 

=O 
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Haciendo la misma substituci6n de x en la~y"despejada de 

estas ecuaciones, obtc:ner.,os: 

-b}: 
bx + ay = O , y = a 

(aJ 2 
\' 

-b l + f-2 
b 

y 
a 

a 1 cuadrado, tenemos: 

2 y 

__ J ? 2 b- +y elevando I 

b 2 = o:. b =.o ¡contradicéi6n, ya gue b 'f- O ! Por 16 

tanto, para las rectas bx· + ay =O, bx - ay = 01 

no existe punto de .intersecci6n con la hipérbola. Estas 

rectas pasan por el origen, tienen pendientes m = + 

y reciben el nol)ibre de asíntotas de la hipérbola. 

b 

ª 

X 

G~ anétricamente se dice gue cuando la variable >: tiende a 

·+ c:0 , la gráfica· de la 1iipéroola se acer~a a las~asfo-

totas, pero nunca las llega a tocar. 

Estos resultados los podemos resumir en el siguiente teore-

ma: 



Teorer.ia. L5 hipérbola 
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2 
X 

2 
a 

2 
\' 

~2 l 

tiene por asíntotas las rectas bx - ay O y 

b>: + ay = O 

Nota. Si la ecuación de la hipérbola está dada en su forma 
2 2 

can6nica ~ L. 
ª2 b2 

1 , las ecuaciones de las asín-

totas se obtienen factorizan'do e 1 miembro izquierdo e igua-

lándolo a cero. 

Problemas resueltos: 

Encontrar las ecuaciones'de las asíntotas de la hipérbola. 

9x2 - 4y2 = 36. 

Análisis. Necesitamos convertir la ecuación a su forma 

canónica, para factorizar su miembro ~zguierdo e igualarlo 

a cero. 

Resoluci6n. Convirtiendo la ecuación 9x 2 4y 2 36 

2 2 
forna canónica tenemos: X :t. 1 a su 4 = 9 I factori-

zando el miembro izquierdo e igualando a cero, tenemos: 

r~ ~) ( ~ + )_3' ). --- O, de aquí obtenemos las -
">-., 

ecuaciones de las asíntotas: 

~ 
2 

L. 
3 

la otra: 

o , o sea
1 

3x - 2y o, y 

" i 
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~ + o , e sea, 3x + 2y = O 
2 3 

2. Encontrar la ecuacifr, dE la hipérbola gue pasa por el 

punto (6,2), tiene su centro en el origen, su eje transver-

so sobre el eje X, y una de sus asíntotas es •la recta 

2x - Sy = O. 

Análisis. Sabiendo la ecuación de una de sus asíntotas, 

podemos encontrar la otra. Con las dos ·ecuaciones podemos 

encontrar el miembro izquierdo de la ecuacl.6n de la hipér-

,bola, el miembro derecho lo encontramos substituyendo las 

coordenadas del punto en el miembro izquierdo. 

Resolución. Si una de las asíntotas es 2x - !Sy =O, la otra 

será 2x + 5y = O. Con el producto de éstos, encontramos 

el miembro izquierdo de la ecuaci6n de la hipérbola, o -

sea: 

2 
25y , para encontrar el miembro derecho substrtui-

mos las coordenadas (6,2) en 4x
2 

-2Sy
2 

, a~í~ 

(4(36) - 25(4) = 144 - 100 = 44. 

Igualando e 1 miembro izquierdo con el derecho, obtenemos 

la ecuación de la hipérbola: 

4x 2 2Sy
2 = 44, su forma canónica es: 

2 2 ""· 
X ~y- = 1 
11 44 

. 25 

Vernos que efectivamente la ecuación corresponde a la hipér-
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bola con centro en el origen y eje transverso sobre: eel 

eje X. 

Definici enes: 

Hipérbola rectangular se llama a la hip~rbola qu¡:o ticnE s;.is 

ejes transverso y conjugado de la misma longitud. Su -

ecuación : 2 
L. 

2 a 
1 

Hipérbola, conjugadas ~ o:-i las que tienen el eje tran-svers o 

igual al conjugado de la otra. 'Sus ecuaciones 

son: 

1) 1 

Ejemplo ilustrativo: Si gráficamente tuviéramos dos asín-

tetas. 

X 

Gráficamente obtendríamos las hipérbolas conjugadas: 
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r, / 
I 

.~ 
/, 

Una prcpiedad de las hipérbolas ccijugadas, es que sus 

focos équidis~an de su centro ca;-,ún. 

Problemas resueltos (continuaci6n) 

3. Si un punto? = (Y. 1 , Y1 l pertenece a la hipérbola 

2 2 
~ ~ 2 
a 

expresada en la ecuaci6n 

Resolución. 

= 1 

de 

¿Qué condici6n geométric~ 

iebe cumplir? 
la hipérbola. 

2 
Y1 

7 1 

4. Si el punto. P = (x1 ,y 1 ) está sobre la parte superior cie 

la rama izquierda de la hipérbola 

demostrar que la~~ecta bx + ay = O es una asíntota de di-

cha rama. 

Análisis. Que el punto P = (x1 ,y1 ) está sobre la parte su

perior de la rama izquierda de la hipérbola con centro en 
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el ori9erJ y eje transverso sobre E· l ejEO: :-:, sisr1ifica que :·: ~ . 

en particular, y X < o para todo X del punto que pertenez-

ca a dicha rama. Sabernos que si X < o 1 entonces 

1 XI= - X Despejando la y de la ecuaci6n de la 

hipfrbola y sacando del radical a la x, ~aremos con el re-

sultado deseado. 

Resoluci6n. Si la recta b;-: + ay = 0
1 

se espera que sea la 

asíntota, entonces despejando la y, vemos que se trata de 

una rectq que pasa por ·el origen y tiene pendiente Jb 
a 

Si despejamos la y de la ecuación de la hip~rbola, 'obtene-

mos: 

y ¡ 2 (-1 X -2 
X 

+ 

b .1X1 / -1 
+ 1 

-2 -2 y X a Si hacemos' tenaer a la 

x hacia - oO el radical tiende a ff,= 1 
1 

a 

.. 

por lo tanto quedaría: y= b 1 xi 
a como 1X1 -x ' 

por ser x ( O, tenemos que la ecuac1G1 y -bx 
a 

es la de una recta que pasa por el origen y tiene pendiente 

• -b 

ª 
Con lo cual queda demostrado. 

5, Encontrar las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbo-

< o 
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.., - 2 
la 4_.~ - ::iy 7 

An5lisis. Convirtiéndola a la forma can6nica, factorizando 

el miembro izquierdo e igual5ndolo a cero, obtenemos las 

ecuaciones de las asíntotas. 

Resoluci6n. 

Dividiendo entre 7, tenemos: 

Sv 2 
::..,¡_ =1 
7 

X 

~ .[f' 
2 

2 
2-

7 

X 

2 
J._ 

7 
5 

17_ 
2 

1 (forma can6nica). 

(Factorizando e igua-

lando a cero) , 

. , 

quitando denominadores y factor izando, tenemos: 

X + fi y= o 
2 

fi (2::'.{ + [Sy O, -2.x + j5 y 

= o 

O Ecuaci6n de la 

asíntota. 

Haciendo lo mismo, obtenemos la otra ecuaci6n de la 

asíntota: 2x - .jSy = O 

¡· 
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6. Encontrar la ecuaci6n de la hipérbola que pasa por 

el punto (3,-1), con centro en el ori9en, eje transverso 

sobre el eje X, y una de sus asíntotas igual a 

2x + 3 -./2y = O 

lmálisis. Con los datos del problema, sabemos que la 

ecuaci6n de la hipérbola es de la forma 
1. 

Sabiendo la ecuación de unp de las asíntotas, sabemos la 

otra; con el pro~ucto de ellas, obtenemos el miembro iz-

gúierdo de la ecuación de la hipérbola. Substituyendo las 

coordenadas de 1 punto en .el miembro izgui.erdo, obtenemos 

el miembro derecho, Con esto, encontramos la ecuaci6n de 

la hiérbola. 

Resolución 

Una ecuación de la asíntota es: 2x + 3./2 y= O, la otra 

será 2x - 3 /2 y = O. 

Multiplicando los miembros izquierdos, tenemos: 

2 2 4x - 18y , substituyendo en esta expresión las coordena-

das (3,-1), obtenernos el miembro derecho. 

4(9) - 18 (1) 36 - lB = 18. 

Con esto ya tener..os la ecuaci6n de la hipérbola: 

4x 2 1By2 = 18, sacando mitad: 

2 2 
2x - 9y = 9 
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7. Encontrar la distancia d0} :e-e-e de ls derecha de l?. 

? 2 
hipérbola 16x- - 9y = 144 a cualquiera de sus asínto-

tas. 

Análisis. De la ecuación de la hi;::,érbol a, factorizando e 

igualando cero el miembro izq·J:!.Ecrdc. ce la ecuaci6r., obte-

nemas las ecuaciones de las asintctas. 

Usando la fórmula de distancia de un punto a una recta, 

damos con el resultadu deseado. 

~l~~ Factorizando a igualando a cero el miembro 

izquierdo tle la ecuáción 16x
2 

- 9y
2 

144, obtenemos; 

(4x + 3y) (4x - 3y) = O, por lo tanto, las ecuaciones de las 

asíntotas serán: 

4x + 3y o y 4x - 3y o • 

Usando la fórmula de distancia de un punto a una recta, 

daremos con el resultado deseado: 

d 
AY.l + Byl + C 

JA2 + B2' , A 
4, B : 3, e ü 

d '4 (5) :!: 3 (O) + O 

)42 + 1± 3)1' 
4 

5 

8. Demostrar gue el producto de las distancias de cualquier 



- 243 -

pur.to Ce una hiptrbola ec;uila:cra a su~ cslntotas es 

una co:-istante. 

.1'.nálisis. ------ De la forma ordinaria de la hipérbola equiláte-

ra se obtienen las ecuacio:-ies dE las as~ntctas, después 

aplicanos la fórr.1ula de la distancia de un punto a una 

recta y finalmente la propiedad dE que son equiláteras. 

Resoluci6n De la ecuaci6n de la hipérbola equilátera, ob-

tenemos: 2 
X 

2 2 
y = a 

las ecuaciones de sus as~nt otas son: 

x + y = O, x - y = O. Usando la fórmula de distancia, 

tenemos: 

ª1 

ax1 + byl 
p =(xi ,yl) ---- , para 

1 ª2 + b2 
~ 

di:: al(, - b Y¡ o,. \.i.oro e\ f' r e ~ '"' .\- 0 d.J~ 
~ 

I 

- byl 
2 2 b2 2 

d, ª2= 
0.'>1,+b~ 

ax1 a X l Y, 

Ja2+ b2 Ja2+b2 2 + b2 a 

pero por ser equiláteros, a = b por lo tanto. 

x
1

y ·a la hipérbola, 

ª2 
2 

2 

"\. 

por pertei¡iecer 

2 
a , por lo tanto. 



9. Encontrar la e~uaci6n de la hipérhoJa equilátera que pasa 

por el punto (-1,-5) y tiene por asíntotaE a los ej~s coor-

denad0s. 

Análisis • Una ecmici6n de la hipérbola 'me tiene cmrn asíntotas 

el caso p~rticular de Jos ejes coordenados, es xy=K, donle K es 

una constante cualquiera dif,;r•:nte ele cero, Sustituyendo las 

coo~rdenadas del punto (-1,-5) ohtenemos la ecuaci6n. 

ResoJuci6n. Usando la ecuación :xy=K de la hipérbola que tiene corr,o 

asíntotas a los e,jes ce-ordenados y substituyendo las coordenadas 

(-1,-5) en la ecuaci6n, tenemos: 

x:;r = (-1) (-5) 5 , por lo tanto, 

la ecuaci6n de la· hipérbola es xy = 5. 

10. Encontrar las coordenadas de los vértices, focos y la 

excentricidad de la hipérbola 1ue es conjugada a la que 
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tiene fOr ecuaci6n 9x
2 

- 4y 2 36. 

Pnál~~· Intercambiando los términos en el miembro -

izquierdo de la ecuación dada obtenemos la de la conju-

gada. 

Con la ecuación obtenida podemos encontrar rápidamente 

lo requerido. 

Resoluci6n. Si la ecuación dada es 9x2 . - 4:/ "' 36, entonces 

la ecuaci6n de la hipérbola conjugada·· será 4y 2 - 9/ = 36. 

Convirtiendo a la fornía canónica, obtenemos: 

de 

c = 

Fl 

donde a = 3, 

2 
X 

9 4 

b = 2, _c 

f9+4 =lii 

(O, ./Lll, F2 (O' 

= 1 

I a 2+ b2 = 

V = 1 ~ 
(O ,3), Y.2 (0,-3). 

- Jí3i' e = ~ = ./13 
a 3 

11. Demostrar que los focos de un par de hipérbolas con-

jugados están sobre una circunferencia. 

De- las ecu~ciones de lash;pér bolas y de la 

relación de c con a y b, obtenemos las ccordenadas de los 

focos. Como el centro de las hipérbolas esta en el o.-(~en 

lo que nos queda por demostrar es que la distancia del ori-



Resoluci6n. las ecuaciones de las hipérbolas son: 

2 

c = 

Las 

Fl· 

r3 
la 

2 
\' 

~2 

.j ª2 + b2 

coordenadas de los focos son: 

( / ª2 + 2 - j ~2 = b ,O), F = 2 

1 

+b2 

= (O,¡ a2 + b2 ) y F4 (O, -J ª2 

distancia del origen a cada uno de 

, 0), 

+ b2 ) 

lÓs focos es 

ª1 /¡o-Ja2 + b2 lz + (O - O) 2 = ¡ ª2 + b2 

/( +// 
2 2 2 

= Ja2 2 

ª2 o + b ) + ( o - O) + b 

/,o 0) 2 '+ 
~ J ª"2 +-i}¡ 2 J ª2 b2 d3 (O + 

d4 j (O 0)2 + (O + J ª2 + b2}2 / ª2 + b2 

Como vemos, las distancias fueron las mismas, por lo -

tanto los cuatro puntos pertenecen a la circunferencia de. 

centro en el origen y radio / a 2 + b 2 . 

12. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera 

de sus asíntotas de una hipérbola, es igual a la longitud 

de su semieje conjugado. 
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coorciEnadas dej foco. Usando la f6rmula de distancia de 

un punto a una recta, obtenemos el resultado deseado. 

Resoluci6r~. L~se;r,cs le: f6rmt:lc 
l 

óe la hipérbola. 

Las ecuaciones de las asíntotas son: 

bx + ay = O , bx - ay = O. 

Las coordenadas de uno de los focos son (c,O). 

Usando la fórmula de distancia de un punto a una recta 

obtenemos: 

d 
jb{c) + a{O) + O 1 

¡ ª2 + b2 

b, C.Q.D. 

c 

·para el foco (0, -c) se obtiene el mismo resultado, 

sabiendo que si c ) O entonces 1- c 1 = - {-c) = c 

13. Demostrar que si una recta es paralela a una asíntota 

de la hipGrbola, c~it~ a la c~~va sol2~¡2~t~ en un punto. 

Análisis. De la ecuación de la hipérbola conseguimos las 

ecuaciones de las asíntotas, agregando una consta~te a 

las ecuaciones de las asíntotas obtenemos una recta parale-

la a ellas; despejando la y de la recta paralela y subs

tituyéndola por la y de la hipérbola, obtenemos un valor 



de x en ¿c~de se i~ters~c~e~ las curvas, solo exixte 

ur.a x del pun~o ée intersecci6n; por lo cual se afirma que 

la ir.tersecci6n, es en un solo punto ae la hipérbola. 

1 

bx - a.y = O bx -+- ay o 

~or.~ncs bx.- ay=ºª 

Una recta paralela será bx ... ay + e = O 

Despejando la y: y bx + e 
a 

Despejando la y de la hipérbola, tenemos: 

y 

j ª2 b2 2 -b2x2 

-a 

a2b2 - b2x2 

-a 

Igu~lando 

bx + e 

a 

tenemos: 

elevando ai cuadraGo 

. ~. 

; 2 
a 

, qui.tando denominador~. 
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donde vemos que para la ordenada común''y',' obtenemos sola-

mente una abscisa común x. C.Q.D. 

Ejercicio 30. 

30.1 Si el punto P (x1 ,y
1

J est§ sobre la parte inferior de 

la rama derecha de la hipérbola b2~ 2 - a 2y2= a 2b2 , demostrar 

gue la ret:ta bx + ay = O es una asíntota de la rama dere-

éha. 

30.2 Encontrar los puntos de intersección de la recta 

2x - 9y + 12 = O con las asíntotas de la hip~rbola 

2 2 
4x - 9y = 11 

S-ól. (3,2) 1 
3 2 , 1) 

30.3 Encontrar la ecuaci6n de la hipérbola que pasa por 

el punto (2,3), tiene su centro en el origen, su eje trans-

verso sobre e 1 eje Y, y ui;a éle s-..is c.sír.totas es la rect.s: 

2y - J7x = O. 

2 
sol. 4y - 7x2 """· 

30.4 Demostrar que si las asíntotas de una hipérbola son 

perpendiculares, la hipérbola es equil~tera. 



30.5 Demostrar que la excentricidad de toda hipérbola 

equil&tera es igual a J2. 

30.6 Demostrar que dos hipérbolas conjugadas tienen las 

mismas asintotas. 

30.7 Demostrar que si una hipérbola es eqúil&tera, su con-

jugada tambiér. lo es. 

30.B Si las excentricidades 

son e 1 y e 2 , demostrar que 

de dos· hipérbolas 

2 2 2 

conjugadas 

2 
el + et. = ei e2 

30.9 Demostrar que el producto de las distancias de cual-

quier punto de una hipérbola a sus asíntotas es constante. 

66. SEGUNDA ECUl'.CI Q\J OP.DINARIA DE LA HIPERBOLA. 

Cuando el centro de una hipérbola est& fuera del origen, 

y sus ejes son paralelos a los ejes coordenados, sus -

ecua.ci(;:ú ... t. ¡ ... ucden obtenerse d.::.: una manera similar a la 

primera ecuaci6n ordinaria vista en el artículo 64. 

Estos resultados los resumimos en el siguiente teorema. 

Teorema. La ecuaci6n de una hipérbola de centro e (h,K) 

y eje focal paralelo al eje X, es de la forma: 



j.-\ ... 
-·.! 
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') 
••\ ... 

1. : ... ; 
~_,,,,-- 1 

b-

Si el eje :ocal es ~aralelo al eje Y, su ecuación es 

;,, - t.•I _;. _. _: ___ ._._, 

: 
a 

') 

( .... - }: ) -
1 

W3. literal
11
a

11
re;:-re8E!'"'.ta la longitud del semieje trar1s-

verso; la b, del s.s~i.eje conjuc;:ado y c, la áistancia 

del cer,tro a cada uno de los Íocos; a, by c están rela

cionadas de la siauier.te manera: c 2= u 2+ b2 . La longi-
- 2b2 

tud del lado recto es y su excentricidad está -
a 

dada por la relaci6n 
a 

e = !:. > l. 

66A. ECUACION GENERAI., DE UNA HIPERBOLA 

Cuando la ecuaci6n de una hip~rbola está dada en su forma 

general. tenemos un análisis en el siguiente teorema: 

Teorema. Si los coeficientes A y C difieren en signo, la 

ecuaci6n 

.l\x
2 

+ cy 2 + Dx + Ey + F O 

nades, o bien, un par de rectas convergentes. 

Problemas resueltos. 

l. Reducir la ecuaci6n x2 - 9y 2 - 4x + 36y - 41 = O 

a la segunda forma ordinaria de la ecuaci6n de una hip~r-

bola; determinar las coordenadas del centro, v~rtices y 

focos; las longitudes de los ejes transverso y conjugado, 
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le exce:~tr:.c.:.:..:;.: j' lc.s ecuacic:ies/ as!n~ctas. j de las 

Análisis. Te;ie::-.::s c,ue cor..Fletar trinomios cuadrados -

se::i.:r.c.a :cr::.c. crci::aria cl::::enida, resultan.' inl!lediat~ los 

de~~s ~ates usando las rela~iones indicadas • 

. Dib~jar.do la: hipérbola nos resultará ~ás 

fácil encontrar los vértices y focos. 

Resoluci6n. Co~pletando trinomios cuadrados perfectos, 

obte::iemos: 

2 2 
X - 4x - 9y + 36y = 41 

x2 
- 4x + 4 - (9y

2 
- 36y + 36~ = 41 + 4 - 36 

2 2 
X - 4X + 4 - 9 (y - 4y +·4) = 9 

(x 2J 2 - 9 
? 

(y -2) - = 9 . 
(x - 2)2 2 (Segunda fqrma ordina-:ria -ae 

iL..:n 1 
9 1 la hipfrbolaJ 

De esta ecuaci6n obtenemos los valores de: a 3, b 1, 

2a = ;:,, 2b = -
e = / ª2 + b2 ~ = llo e rn 

' e 3 a 
? 

L •. R. 
2b- 2 (1) 2 ; .e= (2 ,2) = --=-- = . 
a 3 ·3 

El eje transverso es paralelo• al eje X 

v1 = (5,2), v2 = (-11 2), Fl =t (2 +./lo, 2), F2= (2 - Jló,;2) 
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Asíntotas: X - 2 L:-3. 3y 8 o / + =O, X + -
3 1 

X - 2 
--3- = O, X - 3y + 4 o 

' \ 
\ 

'i t 

1 
1/, F, 

X 

2. lDs vértices de una hipérbola son los puntos (-1,3) y 

( ~ 3) . . .• ,,, 3 t. 1 6 "' 
j, , su excer.triciaaa es 2 . Enc~e~ ra a ecuaci n ~e 

la hipérbola, las coordenadas de sus focos, las longitu-

des de sus ejes trans·;e:::so y conjugado, así cerno la lon-

gitu¿ de su laao recto. 

!'.nálisis. Con las coordenadas de los vértices encontra-

mos la longitud del eje transverso, y con {:1/, el i,:alor/ y la . 
7' /excentri-

de e; con ellos dos encontra.'nos el valor de b, además cidai , 

de todas las denás características de la hipérbola. 

Resolución. Al trazar los vértices, nos damos cuenta de 

la forma de la hipérbola y podemos encentra~ fácilmente 

todos los valores característicos. 
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y 

e 

La ecuación tendrá la- forma 

(x - h} 
2 

2 a 

De la figura 

a = 2, como 

b / c2 -

2b
2 

2 (5} 

a 2 

Fl (4) 3} ' 

1 

obtenemos: 

3 e = 2 

2 =¡g-::4 a = 

5 
{x -1) 2 

I 

4 

F2 (-2 / 3) 

X 

/5 e ¡= (1, 3) 

{y -3)2 

5 
1 

3. El centro de una hipérbola es el punto (2J-2} y 

uno de sus vértices el punto (O; -2). Si la longitud de su 

lado recto es 8, encontrar la ecuación de la curva, la 

longitud de su eje conjugado y su excentricidad. 

Análisis. Con los da tos del ce:-it¡·o " uno de les vértices, 



mos darnos idea de la posici6n de la hipérbola y encm-

trar todos los dem~s datos. 

Resolución. Trazando e 1 centro y el vértice, tenemos: 

De la figura vernos que la forma de la ecuación debe ser: 

(x - h ,2 (:t - K)2 
1 2 1 V =(4) -2) 1 a = 

2 •b2 
1 

a 

Sabiendo que B, 2b
2 

-2 = 'a, b =~~ b=[S, 2b 
a 2 

Substituyendo los datos en la ecuaciG~, obtenernos: 
2 

(x - 2) 

4 
= l 

8 

que es la ecuación de la hipérbola; de la relación 

c =J a 2 
+ b

2 =F+S =/12, obtenemos: 

e = ~ . 2 /3. = {3 

a 2 

4. El centro de una hipérbola es el punto (4,5) y uno de 
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sus focos es (6,5). Si la e>:centricidañ de la hipfrbola 

es 2, encontrar su ecuaci6n y las longitudes d€· sus -

ejes transverso y conjugado. 

Análisis. Con los datos del centro y del foco poder.10:: 

dar la posici6n de la hipfrbola y encontrar el valor de c, 

con esto y la excentricidad damos con el valor de a, y 

consecuentemente, e 1 de b, por lo tanto la ecuaci6n re-

·sul ta inmediata. Y 
Resolución : 

De la figura y los datos, obtenemos: 

4 c = 4, por lo tanto, e = 2 :;; 2 

,f¡ 

por lo cual a= 2, b =/c
20

- a 2 ;,)16 - 4 =V-U =2f3 

2a = 4, 2b 4 ./3, 

~-~_) 2 lL..:.?l_ 2 =l 
4 12 

5. Encontrar el ángulo agudo de las asíntotas de la -

hip~rbola 

2 2 
9x - y - 36x - 2y + 44 o 

Análisis. Tenemos que convertir la ecuación a la segun-

da forma ordinaria de la ecuación de la hip~rbola, para 
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asf obtener las ecuacimes de las asfntotas, y final-

mente aplicar la f6rrnula para encontrar el ángulo en-

tre dos rectas. 

Resolución. Com¡:>letando trinomios cuadraóos perfectos, 

. tenernos: 

2 2 
9.x - 36x + 36 - (y + 2y + 1) = -4 4 + 36 - l 

9(x
2 

-4x + 4) - (y2 
+ 2y + 1) = -9 

9 (x .-2) 
2 

- (y + ir 2 
-9 

-9 (X -2)
2 + (y +iJ 2 = 9 

(x - 2) 
2 

1 

las asfñtotas san: 

1 

~ y__±_l 
3 

+ ~ O , y + l + 3x, - 6 ='O, Sx +-·y ;.. 5 
l 

y la otra, . 

L:!:_l 
3 

X - 2 
--1- O, y + 1 - 3x + 6 O, -3x + y + 7 

I.a fórmula para encontrar el ángulo entre dos rectas es: 

tg e 

Dibujando la hipérbola con sus asíntotas/ tenemos: 

o 

o 
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Aplicando 'la fórmula, tenemos: 

tg e -3 -3 

1 + (-3) (3) 

36°52' 

_±___ 
-8 

.-· 

-JX-t'l+].:o 

m, -=.3 

3 X+ Y-.S "' o 

Mi-::. -3 

3 

4 
.75 

6. Encontrar la ecuación del lugar geométrico de un punto 

que se mueve de tal ma.'1era que su dístancia del punto (3, '2) 

es siempre igual al triple de su distancia a la recta 

y + 1 = o. 
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puntos y de un punto a una r&cta, damos r&pidamentc con 

el resultado deseado. 

ResoJ uci ó::. 

La Cista!"lcia de:l punto P (x,y) al punto (3,2) es: 

¡I (x 

La distancia del punto P = (x,y) a la recta y + 1 

/o. X+ /.y+ 11 =ly + ll 
102 + 12 

Siguiendo las condiciones del problema, 

/(>: - 3)2 + {y - 2)2 = 3 1 y + i \ r 

tenemos: 

elevando 

{x - 3) 2 + (y - 2)..2 = 9 ty + 1) 2 de sarro llande 

x 2 -6x + 9.+ y2 -4y + 4 = 9 y 2 + 18 y+ 9 

x2 -By 2 -6x - 22y + 4 = O Ecuaci6n requerida. 

Ejercicio 31. 

31.1 Los vértices de una hipérbola son los puntos 

al 

O es: 

cuadrado, 

(-2"¡2) y (-2 ,-4) r y la langitud -de SU lado ret:tO 'ES 2. 

Encuentra la ecuaci6n de la curva, las coordenada.s de sus 

focos y su excentricidad. 

Sol. {>: + 2) 2 

3 
l. 
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F
1 

= (-2, -1 + 2 VJ), F
2 

(-2, -1 -2 ./3), 

e = ~ ./3. 

31.2 Los focos de una hipérbola son los puntos (4,-2) y 

(4,-8), y la longitud de su eje transverso es 4. 

Encuentra la ecuación de ·1a hipérbola, la longitud de su 

lado rec.to y su excentricidad. 

Sol. 
(y·+ 5) 2 

4 
(>: -4)2 
--5- 1, 3 5, e = 2 

31.3 los vértices de una hipérbola son los· puntos (-3,2) 

y (-3,-2), y la longitud de su eje conjugado es 6. 

Encuentra la ecuación de la hipérbola, las coordenadas 

de sus focos y su excentricidad. 

2 
soi .. f 

(-31 .fi3i t 

(x + 3) 
2 

9 
1, • 

(-3, -VLll 

31.4. Reduce la ecuación 

·./13 
te= 2 

4x2 - 9y2 
+ 32x + 36y + 64 = O a la segunda forma 

·ordinaria de la ecuación de la hipérbola, determina las 

coordenadas de1 centro, vértices·y focos; lcts loñgitudes Qe 

los ejes transverso y co·njugado, de 1 lado recto; la -

excentricidad y las ecuaciones de las asfntotas. 

Sol. (y -2) 2 

4 

2 
(X + 4) 

9 
1 , e (-4, 2) t 
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v1 (-4,4i, v2 = (-4,0J, F1 = (-4,2+ /Di, 

(-4, 2 - mi, 2a 4, 2b 6, 

-a 
9, e , asfntotas: 

2x + 3y + 2 O y 2x - 3y + 14 o 

31.5. Encuentra la ecuaci6n de la hipérbola gue pasa por 

el punto (4,b), tiene eJ eje focal paralelo al eje X, 

y sus asíntotas son las rectas 2x + y -3 = O y 2x - y -1 =O 

Sol. . 4x
2 

- / - Bx + 2y - 8 O . 

31.6 Encuentra la ecuaci6n del lugar geométrico de un punto 

gue se mueve de tal manera que su distancia del punto 

P = (2,-1) es siempre igual al doble de su distancia de 

la recta x.+ 2 ='"O. 

Sol. 3x2 - y
2 + 20x - 2y + 11 O 

31.7 La base de un triángulo es de longitud constante, 

sus extremos son los puntos (0,0) y (4,0). Encuentra 

la ecuaci6n d~l lugar geomé~rico del v€rtice opuesto - ~. 

si uno de los ángulos de la base es siempre igual al doble 

del otro. 

Sol. 3x2 - y
2 -16x + 16 O, 3x2 -y2 - Bx o 
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