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NOTACION

Indices griegos corren de 0 a 8, indices latinos de 1 a 3.

Derivadas temporales: se denotan en la forma tradicional %t[ , con un punto f o con
un indice que haga referencia explicita al tiempo f; o f,s.

Derivadas espaciales: 2—,"’—:[; s J»i o f' cuando exista solamente una variable espacial.
Derivadas en notacién covariante: 0%% , 0% fo [

Signatura: (- ++-+)

Vectores: se denotan con una flecha: Z.

Cuadrivectores: se denotan con tilde: .

Funcién de onda: |¥).

Operadores cuinticos: se identifican por un gorro A.

Las densidades de funciones y de variables canénicas se escriben con letra caligrifica
y griega respectivamente.



INTRODUCCION.

Uno de los conceptos que han sido de gran utilidad, quizds clave, en cl desarrollo de
la gravedad cudntica ha sido el concepto de superespacio.

Usualmente, es decir, antes de que el concepto de superrspacio fuera introducido,
s¢ consideraba al Universo como un continuo -espacio-tiempo cuya descripeién quedaba
completamente establecida con el tensor métrico g, . Esto es, por un conjunto de 10
cantidades, en principio linealmente independientes, que debfan satisfacer las ccuaciones
de Einstein . Sin embargo, esta manera de describir la dindmica del espacio-tiempo no era
totalmente adecuada si se descaba obtener una versién cudntica. El hecho de que la forma
del espacio (gi5) ¥ su evolucién temporal (g;;) regidos por una medida de tiempo (goo Joi)
fueran conocidos en todo momento, una vez que las ecuaciones de Einstein quederan
resucltas, iba en contra de los principios cudnticos.

El concepto de superespacio, que condujo en algin sentido a la reformulacidén detas -~
ccuaciones de la gravitacién permitié concebir al Universo de una manera en el que ¢!

tiempo ya no jugaba un papel importante en la deseripeidn de la geometria, sino que éste
quedaba como un pardmetro que podia ser fijado arbitrariamente.

La definicién original de superespacio se debe a Wheeler: se denomina supcerespacio
al cspacio de todas las 3-geometrias,

Desde este punto de vista, la dindmica del espacio (geometrodindmica) queda represen-
tada como una trayectoria en el superespacio, Es decir, comenzamos con una 3-geometria
inicial g;; en un tiempo dado y observamos como cvoluciona en el tiempo. A diferencia
de la concepcidn espacio-tiempo, el txempo en el superespacio no agrege una dimensién,
simplemente es un pardmetro.

Esta manera de describir el Universo puede compararse con lz dindmica de particulas.
En ln dindmica de particulas el objeto dindmico es la particula, cuya posicién en el espacio-
tiempo queda determinada por 4 cantidades & = (g, ) (linca universo) que definen
una trayectoria {en el espacio-ticmpo). En la gecometrodindmica el objeto dindmico es el
espacio o 3-cspacio cuya forma queda determinada por la  3-geometria o cantidades giy
que describen una trayectoria en el superespacio. Clasicamente la historia de la particula
estd dada por las ecuaciones parametricas Z = (r), t = {(7), mientras que la historia del
Universo ¢s conocida a través de la 4-geometria o cantidades g,,, .

Tomando en cuenta las concepciones que establece el superespacio, el elemento de linea
espacio temporal se ha roto en tres partes, una parte pdramente espacial, otra temporal y
una que conticne a las dos:

ds? = — [N?(Z,t) + NINy(%,t)] dt® + 2Ny(, t) db dz + g;; dz’ da?

donde
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g7 =17+
"g‘j = componentcs espaciales de la métrica g*¥
gij = ‘gi5
-1
N = Toem
N = N?4g0
Ni = “gg;

goo = N;N* = N?

Asi que la historia cldsica de un espacio-tiempo dado (la métrica g**) podrd recons-
truirse a través de la evolucién de la 3-geometrfa gi; correspondiente, la cual quedaria
determinada dando en cada instante el valor de la funciones N(Z) y Ni(Z).

Esta nueva manera de concebir al Universo y la necesidad de obtener una descripcién
cudntica de la gravitacién condujeron a reformular la accién de Hilbert

S =[ R/=g d*=

mediante un formalismo Hamiltoniano. Uno de cllos es la formulacién ADM en'la que la
accién toma la siguiente forma

S=/ [ﬂ‘jj;,' - N} - N.')('.] ds
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donde los 7;; son los momentos canénicamente conjugados a gi; ¥ X X' son cantidades
definidus en términos de los momentos y ln 3-métrica.

A partir de la accién anterior pueden derivarse las ecuaciones cldsicas variando la
accién respecto de 77y gij . Estas ccuaciones estarin constrenidas por.

que surgen de variar S respecto de NV y N;. Ahora, como las ecuaciones para m;
¥ gij contienen a N y N; no se pueden considerar como ecuaciones de supcrespacio.
Sin embargo, lag constricciones no las contienen. De hecho se puede demostrar que la
constriceién X contiene toda la informacién dindmica de la 3-gecometrfa. También se puede
demostrar que la constriccién ¥; = 0 implica la arbitrariedad de seleccién del sistema de
coordenadas y que por tanto no contiene informacién dindmica.

La formulacion ADM ha permitido dar el salto cuantico para describir la geometro-
dinarmica del espacio a través de la ecuacién de Wheeler-De Witt

Agy=0

Esta ecuacién es la ecuacién de Schrddiger en gravitacién, donde por hip6tesis se identifica
a los momentos y; como los operadores cudnticos

Ahora conviene definir el concepto de minisuperespacio que jugard un papel muy
importante en el intento de cuantizacién de los espacios de Schwarzschild y Kerr. Se ha
dado el nombre de minisuperespacios a aquellas 3 geometrifas a las cuales les han sido
impuestas ciertas simetrias y cuya métrica depende de un nimero finito de pardmetros.
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En general, una 3-métrica en superespacio podria desarrollarse en iérminos de un
conjunto completo de funciones f,

945 ( zg () fa(Z)

La condicién para obtener un mlmsuperespncxo es restringirse a un hiperplano den—
tro del espacio abstracto de los parametros g( ). En otras palabras, considerar a todos,

excepto a algunos pardmetros g( ") jdénticamente cero. Estos pardmetros como funciones
del tiempo representarian, una vez que han sido resueltas las ecuaciones de Einstein, una
trayectoria dentro del hiperplano considerado. El problema en ocasiones es que las ccua-
ciones de Einstein no siempre resultan ser consistentes para un minisuperespacio. Es decir,
no siempre tienen solucién para los pardmetros que definen ese minisuperespacio. Estas
inconsistencias son uno de los probleinas que dificultan los intentos de cuantizacién. Otro
problema que se puede presentar es la falta de compatibilidad entre las ecuaciones (de los
pérametros) derivadas por el formalismo ADM y las ecuaciones de Binstein. Por ejemplo,
st hemos decidido escoger n pardmetros, se obtendrin del formalismo ADM, 2 lo més
2n ecuaciones de primer orden en éstos, n para las variables dindmicas (los pardmetros
como funciones del tiempo) y n para sus momentos canénicamente conjugados. Es decir
n. ecuaciones dindmicas de segundo orden en las variables. Este ndmero de ccuaciones no
necesariamente coincide con ¢l nimero de ecuaciones de Einstein linealmente independien-
tes para estos pardmetros.

En resumen, se puede decir lo siguiente: si se desca obtener un modelo de minisu-
perespacio que sea susceptible de ser cuantizado, 1. Debe escogerse un cierto nimero
de parametros hasta que se obtenga una traycctoria en el espacio de estos, 2. Una vez
obtenida la trayectoria, verificar que la informacién contenida en las ecuaciones que sur-
gen de variar la accién ADM respecto de los pirametros definidos y de sus momentos es
cquivalente a la de las ecuaciones de Einstein. En caso de no ser asf, tendria que inventarse
otra formulacién hamiltoniana para cse problema en concreto.

Si los puntes 1y 2 han sido resueltos, puede procederse a obtener el modelo cuintico
de minisuperespacio a través de la ecuacién de Wheeler-De Witt. En esta aproximacidn,
se podria interpretar a la funcién {¥) como un paquete de ondas centrado alrededor de la
solucién clésica.

Ahora que se han expuesto las generalidades de las imdgencs de superespacio y min-
isuperespacio, serd conveniente hablar de los problemas especificos de que trata el presente
estudio.

Originalmente, se pretendié cuantizar ¢l minisuperespacio de Schwarzschild cc:mo ejer-
cicio previo a la cuantizacién del de Kerr, sin saber a priori que para este 1ltimo espacio
el punto niimero dos no estarfa satisfecho, De modo que se pensd en ¢l modelo més simple
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posible para el de Schwarzschild, Es decir, tomar a la solucién misma como métrica del
minisuperespacio.
Como la solucién a la 3-métrica

g1y = —e¥
gz = ¥ sin?0e®

g3 = r3sin® feH

g =0  para p# v

estaba déda por

o= (10)

se decidié tomar un desarrollo en serie de Laurent
[=~]

et = Z .A_"(_tl
n=

Entonces el minisuperespacio queds definido tomando los cinco primeros términos del .
desarrollo ‘ ’ '

con A, =0 para n)4. De esta forma cada uno de los coeficientes A no nulos podrian
identificarse diréctamente con los términos de la solucidn al desarrollar el binomio. Esta
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definiciéon de minisuperespacio condujo a ccuaciones de Einstein dindmicas en g que se
sabfa no tenfan inconsistencias, pero cuya dnica solucién cldsica era g = p(7). Es decir que
los pardmetros A tendrion que mantenerse constantes y por consiguiente la masa también
o viceversa. Sin embargo para obtener una descripcién cudntica era necesario considerar
a m como {uncién del tiempo.

Aunque de una manern poco intercsante, el punto nimero 1. se habia satisfecho. Bl
siguiente paso era deducir las ecuaciones en m a partir de la formulacién ADM.

Las ecunciones canénicas que se obtuvieron de variar la accidn resultante utilizando
la definicién anterior de minisuperespacio tenfan exactamente la misma informacién que
las ecuaciones de Einstein, por tanto el punto 2. también se habfa cumplids. Sin embargo,
a pesar de que matemdaticamente el modelo era consistente, fisicamente no representaba
nada, ya que el hamiltoniano de Wheeler-De Witt no condujo a ninguna ccuacién cuya
solucién quedara expresade en términos de algin paquete de ondas,

En la conclusién correspondiente a este problema se sugicren algunas alternativas para
intentar obtener alguna situacién cudntica interesante en un estudio ulterior.

Finalmente con tristeza, hablaré un poco de los intentos realizades por vbtener ccua-
ciones de Einstein consistentes con las derivadas de la accién ADM para cl caso del mini-
superespacio de Kerr.

La métrica de Kerr posee dos pardmentros naturales, el momento angular por unidad
de masa (e} y la masa (m). Considerando cstas cantidades como los pardmetros que
definian el minisuperespacio de Kerr, se calcularon las ecuaciones de Einstein hasta segundo
orden en los pardmetros, como una aproximacién que fisicamente no estaba justificada, pero
que mateméticamente era necesaria, pues de otro modo hubiera sido imposible construir
el modelo por la complejidad de los cilculos.

Las ecuaciones de Einstein resultantes tenfan solucién cn el vacio al tomar a, m =ctes.
El problema estaba no en la autoconsistencia de las ccuaciones de Einstein, pues como
acabamos de indicar si exist{a solucidn , sino en: que surgieron tres ecuaciones lincalmente
independientes provenientes de las componentes espaciales del tensor de Binstein. Por lo
tanto una de elias no seria obtenida de variar la accién ADM puesto que solamente se
habian definido dos variables dindmicas. Asf que el modelo de minisuperespacio de Kerr
con tan sélo a y m, como variables dindmicas no era consistente. Esto implicaba, que
habia que tomar, catonces, o bien mis de dos pardmetros para definir el minisuperespacio
o considerar una de las ecuaciones de Einstein como una ecuacién més de constriccién.

La cuantizacién de este minisuperespacio no se estudié deb.do a cstas inconsistencias,
sin embargo, la aportacién que dejé el caleular las componentes del tensor de Einstein fué
mostrar el por qué en principio no es posible obtener un modelo de minisuperespacio con
¢l momento angular y la masa como variables dindmicas.

Para concluir la introduccién, comentaré brevemente sobre la organizacién del trabajo.

La tesis esta dividida en siete capitulos. En el primero se da una introduccién a
las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana un poco para fijar ideas sobre los métodos
variacionales, En el capftulo dos se plantea el problana de la cuerda vibrante para ejem-~
plificar el uso de las formulaciones mencionadas, y su solucién se da utilizando el metodo
de Fourier. De esta forma queda preparado el camino para mostrar la cuantizacién de este
campo, problema que se aborda en el capftulo tres. En este capitulo hago un resumen de
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lus imagenes de Schrodinger y Heisenberg de la mecdnica cudntica para abordar el pro-
blema cudntico de la cuerda. A partir del capitulo cuatro comienza el tema de gravitacién,
presentando la métrica de Schwarzschild y sus ecuaciones de Binstein. También se enun-
cia y demucstra el tecrema de Birkhoff para hacer hincapié en el significado sccundario
quejuega el uso de un determinado sistemn de coordenadas. El capitilo concluye con
In introduccién de la métrica de Kerr. En el capitulo cinco se postula la accién ADM
y se deducen las ccuaciones canénicas del minisuperespacio de Schwarzschild, las cuales
son comparadas con las ecuaciones de Einstein para verificar la consistencia del problema.
Para finalizar con el espacio de Schwarzschild, en e} capftulo scis se resuclve la ecuacién
de Wheeler-De Witt para tres casos que tienen el mismo sentido cldsico pero que desafor-
tunadamente ro producen situaciones cudnticas fisicas. Por 1ltimo, en el capftulo sicte, sc
presentan las ecuaciones de Einstein para el minisuperesespacio de Kerr con el momento
angular y la masa dependicntes del tiempo, destacando los problemas de inconsistencia
que se presentarian si se quiere conseguir una formulacién ADM..

‘]‘.3



CAPITULO I

En este primer capitulo se derd una breve introducsidn u los principlos varlacionales
clementales tomando como ejemplos las formulaciones lagrangiana y haniltoniana de sis-
temas de partfeulas y de campos.

§0.Principio Variacionsl.

La forma mds general de obtener las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de
un sistema fisico es a través del principio de minime aceidn 0 principio de Hamtlion, de
vcuerdo al cual lo acecién & definida

(0.1)

es estacionaria respecto a pequefias veriaciones de sus veriatles dindmicas, donde 1,
el lagrangiano, es une funcién caracteristica del sistema {isico en cuestidn.

Matematicamente el principio de minima accidn puede eseribirse de ln siguiente man-
cra

65 :f:&/Ldl = 0

donde

édet = -;I-L-/L(A(t) 4+ hEA(L),. .. ) i 0.2)

A rcpresenta a las variables dindmicas del sistema, tal que A(¢) v A{i2) cstdn
dadus, §4 es una funcidn ¢ue se anala en los extremos ¢; y ty, b 3 un pardmetro renl,
¥ los puntos suspensivos indican la variacion § respecto de las devivadas de A,

Cuando s2 intenia describir la dindmica de un campo, més que un lagrangiano, lo que
se bueca es une densidad lagrangiona L, tal que

L = f £dN

donde dl es el clemento de linea, superficie o volumen segin cea ¢l caso. Este
densidad lagrangiana puede dependar, ademds del campo, de sus derivados cspaciales,

14



© § 1.Formulacién Lagrangiana.
a} Sistemas Mecdnicos:

Considérese un sistema mecénico cuyo lagrangiano estd dado por

L= L(a(t), d(t) t)

donde ¢; representa a las coordenadas gencralizadas del sistema, ¢ las velocidades
cotrespondientes y £ el tiempo.
Entonces, la accién del sistema, de acuerdo con {0.1), serd

5= /L(q:‘(t)s di(t), t) &t

Por lo tanto, segdn (0.2)

d (b . d
5= & f‘ L(q.-(t) + héar, dilt) + an.,z) a=o
4 hég;, ¢ d d
= “ E’EL(QI"*' qhqi‘*‘lla&qift) o ¢

ta /AL aL d
= —8g; + = —&g; | dt
-/;, (311.' %+ g dt q)

Integrando el segundo término por partes, se obtienc

15



JdL
0= 61]"'5;;

t3 + /t: [?ﬁ d aL] 5q,dt
t t aq; dt 8q; !

Ahpra, dgi{t1) = 6gi(t2) = 0, cntonces

b ren d 8L]
= 2 qidt =0
f:, [3q.- dt Bq; &

Como las funciones §¢; son complétamente arbitrarias, se concluye que

oL _don_ g :
dg; dt ¢; -
o bien
d L AL
-d_t“é_&:— 5(-1:-—0 (1.1)

Estas i ecuaciones diferenciales de segundo orden reciben el nombre de ccuaciones de
Euler-Lagrange. R

b) Camapos:

Sea §; = P;(Z, t) una funcidn que representa el estado del campoy £ = £ (‘I‘,' ) %—:{-, ‘N‘ ) s t)

la densidad lagrangiana.
Entonces

16



Por lo tanto,

ta d 8%, 96®; B9, a6d;
6§ = / /t ( + hé®y, . +l—-—aJ 5 +h_—3t ,n.,t>

h=0

@ rta f gp oL 96d; oL A6Y;
= 25D + + dzdt =0
,/ '/;1 ( 7} P, ! ag—‘:;- 3:1:j 69‘,‘%1- ot

3z dt

£h  pta oL 0 a2 F;] oL a ta oL
0.  dz. ~a; | 3e0; f P t
j;"': '/;1 [3(})‘ azj (ag} ot a—hatﬁ' §8;d’zdl + 6 a()‘!’ &, dsld
3 i }

a5 dzy

ta

€3
+ / _a_‘g__b'(pi

A
6 9%

4

Si 6®; se anula tanto ent; y ¢z como en la superficie de integracién, entonces

D

1(';@5_)+2<£)_£ o
31:]' a%%: ot 6%;&- [

son las ecuaciones que describen el comportamicnto del campo.

17
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- Bstas. ccuaciones en'notacién covariante quedan escritas ¢n la siguiente forma

oL oL '
H_ = - = = .
" o ~ 55 = (1.3)

§ 2.Formulacién Hamiltoniana.
a)Sistemas Mecdnicos:

Se define

pi(t) = g—f‘ {2.1)

como el momento generalizado del sistema.

Suponiendo que de (2.1) es posible obtener las §; en términos de los p; , entonces se
define ’

H = H(qi(t),pi(t), t) = pidi — L ’ . (2.2)

como el hamiltoniano del sistema.
Entonces, diferenciando

oH aH oH oL . oL
dH = 'a“;d‘h + Ez;:dp' tre= "a—q‘d‘]i t qidpi — Zrdt

18



de donde se concluye

oH oL
dq; dg;

oH
ap;

8H oL
at - ot

Pero por (1.1) y (2.1)

entonces
OH

Las ccuaciones

oH

i

(2.3)

oH .
aql_ = =P

forman un sistema de ccuaciones diferenciales acopladas de primer orden que reciben
el nombre de ecuaciones de Hamilton.
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S b)Campos:

Por extensién, se define

como la densidad de momento.

(2.4)

Entonces la densidad hamiltoniana ¥ queda definida

A

Siguiendo el mismo procedimiento que en
siguientes ecuaciones de campo de Hamilton

a)
8%, 5

-5

)'/(‘I’:‘,‘I’i,,‘,ni,f,

t) = Md; ~ £ (2.5)

inciso a), se obtienen por (1.2) y (2.4) las

ax 20

o, s

au_

i

~IL 2.7

En términos de derivadas funcionales las ecuaciones anteriores pueden escribirse en

forma mds simétrica

20



g =
3 .
5= T (2.9)‘
donde
W _ o
611, — AL
ﬂ = ﬂ -8 _?_’(__
&60; 9% 0%,y

§ 8.Paréntesis de Poisson.

Sea f = f(ailt), pi(t), t)

Entonces
g 8 af .  df .
primly vy -+ aq“h +3p‘11.
Por (2.3)

df _af . afoH _ f 8H

d ot dq; Ops Opi Ogp
21



Se define

(fo)=2L 20 21 % (3.1

como ef paréntesis de Poisson entre fy g, donde tambi¢n g = g{ :(t), pi(t), ¢).
Entonces

o _of ’
2;~'5;+[f,H] (3.2)

Si f = g5, p;, entonces por (2.3) y (3.1)

4 = (g, H]|

i’j = [pj: II] ‘ - (3‘3) i

Las ccuaciones {2.3) son las ccuaciones de movimiento de un sistema mecénico en’
términos de los paréntesis de Poisson.
Cliramente

la, p;] = &; (8.4)

Hasta este momento hemos fijado ideas sobre los métodos variacionales elementales
aplic..dos a sistemas mécanicos y campos clésicos. Esto con el fin de familiarizarnos con la
terminologfa. Por esa razén decidi tomar ejemplos en los que el lagrangiano y hamiltoniano
de los campos dependian a lo mds del campo y de sus primeras derivadas.

En el siguiente capitulo estudiaremos un caso muy concreto para mostrar en qué forma
sc pueden aplicar los resultados obtenidos en estas primeras secciones.

22 -



CAPITULO II.

En este capitulo cjemplificaré el empleo de las formulaciones lagrangiana y hamil-
toniana planteando el problema de la cuerda vibrente: una cuerda eldstica fija en sus
extremos con ciertas condiciones iniciales y de frontera. Posteriormente resuelvo el pro-
blema por el método de Fourier construyendo un hamiltoniano para un nimero infinito de
particulas (osciladores arménicos) a partir del cual se obticnen las ecuaciones canénicas
para cada una de cllas.

§ 4. La cuerda vibrante (ejemplo).

En el siguiente ejemplo se considera una cuerda fija en sus extremos (z =0, z = 1)
como campo mecdnico a resolver.

Para facilitar la descripcién se hardn las siguientes consideraciones: 1. la densidad p
de la cuerda es constante. 2. no existen fuerzas externas; 3. no existe torsién en la cuerda.

Entonces, si u = u(z, t) representa la posicién de la cuerda en el punto = al tiempo
t, entonces la energia cinética de la cuerda serd

donde u¢ esla velocidad de la cuerda y ds es ¢l elemento de lon~itud de arco de la misma.,
"Es decir que pds es la masa de una porcién infinitesimal de Ia cuerda. Por lo tanto,

r,.2 )
7= [ BTl (=g
0

2

Ahora, para encontrar la energia potencial apelaramos a la ley de Hooke que establece
-que ¢l cambio en la energfa potencial de un resorte es proporcional al desplazamiento del
mismo. Si se considera que el elemento de arco de cuerda ds es totalmente cldstico de
modo que se comporte como un resorte, la energia potencial de la cuerda estard dada por
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! 1
=/ rda—/ rdz
0 0

l§
_—_/ .—(\/1+u,2 —1) dz
0
El lagrangiano de la cuerda es por tanto

L=T-U=/ol[(‘§’u,2—r)m+r]dz

y la densidad lagrangiana

L= (gu,’ - r) Vitud 4+ ((4.2))

Es claro que de la densidad lagrangiana anterior no se obtendrdn' ecuaciones de

movimiento lineales en u, asf que haré otra simplificacién®. Consideraré que las varinciones’
de u temporales y espaciales son pequefias respecto de la unidad y consevaré solamente -

los términos cuadraticos en u. Entonces

e — —u,2 ' (4-2)

Q

Para obtener la densidad hamiltoniana se reescribe (4.2) en términos de la densidad
de momento.

!En la referencia [7] se obtiene le ecuacién de movimiento exacta de la cuerda, que es una
~ ecuacibn cuasilineal en u,
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“Por(24) T

a . .
= e 4.3
II Bu, put (4.3)
entonces
l'I2 T a
E = E —~ —-Uz”
Por (2.5)

__H2 1 -
P 2  2°
mn? T 3

2. T 44
2 T gt (44)

A partir de (4.2) y (4.4) pueden obtencrse las _ecudcioncs de movimiento de la cuerda
utilizando (1.2) y (1.7).

Ecuaciones de Lagrange:

Sustituyendo (4.2) en (1.2) se obtiene
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J

dr

[ (3= 5o)] B[ (3o - )] &g - o]
De donde

pUy — TUzg = 0
o bien

Tlze — pug = 0 7 3 (4.5)
La ecuacién (4.5) es la ecuacién de movimiento de la cuerda. ;

Ecuaciones de Hamilton:

Sustituyendo (4.4) en (2.6) y (2.7)

M |2 2
[ a8 /M 1 4 a ([m r ,
-—29—2-:[571:(5;+§uz )]+5;[_§;+§uz = Il

De donde
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i
g

(4.6)

b]‘;x

Fgg = 11 (4.1}

que son las ecuaciones de movimiento candnicas de la cucrda. De (4.6) y (4.7) se
deduce de inmediato {4.5) mostrando la equivalencia de ambas formulaciones.

§5.Desarrollos de Fourier (modos normales).

Para cl problema de la cuerda vibrante, se define

ulz,t) = 3 VAn() sin( 25Z) (51)

k=0
ln cual satisface las condiciones de frontern
wz=0,t)=uviz=10t)=0 o

Entonces

w= 3 Vaul) I cos( 122  52)

w = i V2§ (1) sin(-’ﬁ’;f) | {5.3)

=0
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Por (4.3) y (4.4) se obticne

wkz wk!z
7 ) cos(=7~)

’
Z £ Gk G sin( ———) sm(—) + ‘rtmq;ul—;7 kk’ cos(
E, k=0

" Por lo tanto

1
H=/ Hdz
“Jo

Tkz ., k!
Z pq;.qk:/. sm(—-—r)sm(———l—m)d:):

k,k'=0

00 2 1 k!
Z TqkGkt 7;—2 kk' / cos( W’;x ) cos( z ; £ )d=
0

kK =0

Por ortogonalidad de las funciones seno y coseno,

< I
H= k%;ﬂ PQka'(§6kk') + Tarqw l—gkk (‘2'6kk‘)

= pl
Z p’? qk '}' T" qk
k=0

Si-
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i

pl=m

Entonces

es la energfa de la cuerda.

| (5.6)

De (5.6) se aprecia que la energfa de la cuerda es la suma de las encrgias de un con-
junto infinito de osciladores arménicos que vibran con frecuencia wy ,(frecuencias propias
o modos normales) siendo gx ¥y pi las coordenadas y momentos canénicos de dichos

osciladores.
Si se sustituye la ecuacién (5.6} en (2.3) sc obtienen

LN
m )
2 — .
muw® g = ~p

De donde se deduce -

G +wlqe =0

La solucién de {5.9) est4 dada por

29

(6.1

By

(5.9)-



Ak

By
t) = —= sin(wgt) + —= cos{wyil
ax(t) ﬁsm( kt) 7 (wit)
Si
u(z,t=0)=0 (velocidad inicial cero)
entonces
a(t) = % sin(wit)

Finalmente la posicién de la cuerda estard dada por -

u(z, t) = i Ap sin(w;,.t) sin(-ﬂ—kf)

l:=0 !

donde las Ap -s quedan determinadas por la posicién inicial de la cuerda.,
De este modo u{z,t) queda representada por un conjunto infinito de osciladores
arménicos con amplitud variable en Ia posicién (ondas estacionarias).

- 30



CAPITULO 111

En ¢l capitulo anterior se construy6 ¢l hamiltoniano de la cuerda como la suma de un
nitnero infinito de osciladores arménicos clisicos. Cudnticamente se sabe como resolver el
" problema del oscilader arménico, de modo que en este capitulo se usardn esos resultados
para obtener la cuantizacién de la cuerda vibrante.

En la siguiente seccidén se da una breve introduccién a los principios de la meednice
cudntica para lucgo abordar el problema cudntico de la cuerda como ¢jemplo de cuanti-
zacién de campos. Esta descripeién se realiza o través de las imagenes de Schrodinger y

Heisenberg.
§8.Meciinica Cudntica.

8i |¥(Z,t)) representa al estado de un sistema atémico, entonces la ccuacién que
describe el comportamiento de dicho sistema es

Ilwy=:h %jm(c)) ( Ecuacién de Schrédinger )

donde H ¢s cl hamiltoniano del sistema.
Si el hamiltoniano H no depende explicitamente del tiempo la'solucién formal a la
ecuacién de Schrodinger estd dada por

(%, 1)) = e [u( £, 1)) (6.1)

donde |W(Z,ts)) esel estado del sistema en un tiempo inicial ¢,.

En la imagen de Schrodinger
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H= o + V(g
o
p=—the—
con p : £y
es decir
. v
=321 3V
B= -1~ + V(g

o
Ahora si A es ¢l operador asociado a la obscrvable a, entonces

a(t) = (¥(Z )| A|¥(% 1))

= (9(0)] e de™* % 0(0))

donde

(U(Z,t) = |T(Z ¢))

vy (W0)|=(¥(Z, te )| e
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A(t) = et A . (6.5)

cntoncees

a(t) = (2(0)| A(1) |¥(0)) (6.6)

La ccuacién (6.6) muestra que se pueden usar dos imédgenes distintas aunque equiva-
lentes para describir la evolucién temnporal del sistema.

En la de Schrédinger los operadores A cstdn fijos, mientras que los vectores de estado
|¥) evolucionan en el espacio de Hilbert,

En la imagen de Heisenberg los vectores de estado estdn fijos al tiempo i, , pero las
observables cambian en el tiempo ( ec. (8.5))

Ahora
8 . .\ 1H 1A(1) o
57 A() = = A(2) — H
= —%(ﬁﬁ - #4) ' (6
Si
A - B4 = (A 1) {6.8)

se define como ¢l conmutador entre A y i , entonces

'
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1t
)

(¢), ) (6.9)

La ccuacion (6.8) o5 la ccuacién de movimiento en la imagen de Heisenberg, donde el
conmutador | , | es el operador cudntico correspondiente al paréntesis de Poisson.

Aunque la imagen de Heisenberg es més usada en la teoria cudntica de campos, en el
presente trabajo se utilizard mds bien la de Schrodinger para el caso de gravedad cudntica.

Para resumir los principios anteriores, se pueden nombrar las reglas bésicas necesarias
para cuantizar un sistema dindmico.

1. Encontrar ¢l hamiltoniano del sistema a través del lagrangiano.

2. Asegurarse que las coordenadas canénicas y los momentos corrcspohdientcs son
funciones de un sélo pardmetro (trayectorias de particulas , p.ej. qx v pr en (5.0)) y que
satisfacen las reglas de conmutacién (3.4).

3. A partir del hamiltoniano, escribir la ecuacién de Schrédingcr o Heisenberg

4. Resolver la ecuacién de Schrédinger para el estado |¥} del sistema o construir éste
a partir de los operadores de Heisenberg ,

§7.Cuantizacién de Campos.

Existen varios métodos de cuantizacién de campos. Uno de ellos consiste , como se
ha visto en el capitulo dos, en construir el hamiltoniano del campo a través de desarrol-
los en serie, en el que los coeficientes juegan el papel de coordenadas de un vector en un
cspacio de dimensidén infinita, Estas coordenadas y sus momentos canénicamente conju-
gados se transforman por hipétesis en operadores cudnticos que deben satisfacer las reglas
de conmutacién anteriormente citadas. A partir de estas hipdtesis se puede proceder a
cuantizar ¢l campo siguiendo cualquiera de las dos imigenes mencionadas. En la imagen
de Schrodinger los operadores de momento toman la forma de operadores diferenciales, de
modo que la ecuacién de Schrédinger del problema serd una ccuacién diferencial parcial
de segundo orden en una dimensién infinita que se aplica sobre una funcién |¥) (funcién
de onda del campo) que depende igualmente de un mimero infinito de coordenadas (los
coeficientes del desarrollo) y del tiempo.

En la imagen de Heisenberg, se construyen a partir de las coordenadas y momentos,
operadores de creacién y destruccién de particulas que operan sobre el estado inicial del
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catnpo (el vacio) o el final. Dependiendo de las reglas de conmutacion o anticonmutacién de
estos operndores, se podrd interpretar el estado del campo cono el estado de un conjunto
infinito de bosones o fermionces,

Otro método que se emplea en la cuantizacién de campos cs el de integrales de trayec-
toria, cuyo objetivo es contruir el propagador del campo por medio de la accidn del sistema
en cuestién.

A pesar de que extisten diversos métodos para cuantizar campos, ninguno de cllos ha
podido liberarse de los problemuas que emergen de fa propia teoria. Uno de ellos es el manejo
de infinitos que aparccen por todos lados. Por ¢jemplo, al considerar el hamiltoniano del
sistema como la energia de un ndmero infinito de particulas, la energia del estado base .
del campo serd igual a la suma de los energfas de los estados base de cada una de las
particulas. Por lo tanto, la energia del estado base del campo serd infinita. Es comuin,
en este tipo de problemas, redefinir el origen de encrgfas para evitar el infinito del estado
base. Sin embargo esta alternativa no resuelve el problema intrinseco de la teoria.

A manera de ¢jemplo, consideraremos la cuerda vibrante como sistema a cuantizar.
Las reglas 1 y 2, para este campo, ya se han satisfecho mediante las ecuaciones (5.6), (5.7)
y (5.8). Asf que procederemos a escribir la ecuacién de Schrddinger usando (6.3).

Entonces

e 2 2 .
A Bt 1 2 2
H-k}—;% 3 5t TR G (7.1)
y por tanto
oo i ’ '
h 1 d
g o aq,, + mwk ar. ] [(qr,t)) = zha [o(q,t))

que es la ccuacién de Schrédinger para un conjunto infinito de osciladores arménicos
cudnticos.

Para el k-ésimo oscilador se ticne que
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v Bt

IWH(Qk:!))k = Cnc_*qha Hn(qk)‘za

representa su estado en el nivel n.

Mientras que

1
By =huwy (nk +-2-)

es su energfa.

Cn = (VTa2™n!l) (ao?=—)

s ¢l coeficiente de normalizacién, y Hy, son los polinomios de Hermite.

Entonces, ¢l estado de todo el sistema estard dado por

oo

Wa(aisee saire)) = I] 1¥ns)

k=0

¥y la enecrgia

36
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k=0 k=0
oo 1 oo

:Z s +~§:nkhw (7.5)
k=0 b=

De la ccuacidn (7.5) sc aprecia que la energfe de la cuerda en su estado base es infinita

21
E, = Shw . 7.6
,;z . (7.6)

Esta energia suele interpretarse como la energia del vacio, y con un corrimiento en el
origen de energias puede “eliminarse”.
Ahora cuanticemos la cuerda a través de la formulacién de Heisenberg.

De (5.8) se tiene que el hamiltoniano del k-ésimo oscilador cs

2 pp 1 222
II}; = '2; + 'émW}; qs. (7.7)

En la imagen de Heisenberg los operadores de momento y posicidn fiy, §r satisfocen
las reglas de conmutacidn

(G, Brer ] = thp (1.8)

Tomando en cuenta (7.8), la ecuacién (7.7) puede reescribirse de la siguiente manera
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P . fmwr iy ; L"’+——1—é’k—-
FERRNBVTR T Vambay ) \ BV T amtn

Si
P Sy (P [T
k= V2 e h vVmhwy
of = 5 (P - )
k= \/i k h mAwy
entonces

” huw
B = hupafay + =%

con [&k ,t‘lz, ] = 6kkl

B r'Ahom, 8i |Ex ) cs un cigenestado de }AI;; con eigenvalor E}, entonces

By (8 |Ei)) = (akj{k —flwl:&k) [Bk)

que se obtiene del hecho
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[y, k) = —hwgdx

Entonces

B (6 |By)) = (Br — huwi) (8 |Ex))

(7.12)

(7.13)

Es decir, a |Er) es también cigenestado de Hy pero con eigenvalor By — hwg.

..Aplicando sucesivamente ¢l operador & se concluye que Hj tienc lns eigenvalores

Ek,Ek —hwk,...,Ek —nﬁwk

Ahora

(E) = huy ((a{&k) + %) > %hwk

Entonces la energia minima del oscilador es

Ey inin = Bpx 2 —;-ﬁwk

Por lo tanto

dx |Epi) =

i
<
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Como . reduce la energia en cantidades hw, sc concluye que e energfa Xy, ;. estard
dada por o : SR

B,y = ;—Ttwk + g by (7.15)

que coincide con (7.3).

Si se aplica Hy alestads |7 1) se obtiene

. 4. 1 1,
H By ) = liwg (al.u;; + §> |Byx) = Fhwr By )

lo cual confirma el valor obtenido pare |Epy) .

Si ahora se calcula Hj (&,Tc 1B )) utilizando

[Bi,8]) = huwyd)
£3 obtiene -
f{k (&klEk)) = (B + huwy) (&tklEk)) o (1.18)

Es decir, &,1‘ aumenta la energfa en cantidades Aw.

Por lo tanto




(1.17)

donde 7‘;7 cs ¢l factor de novmalizacién,

Paro obtcner la dependencia temporal explicita en Jos eigenestados, deben obtenerse
& = 4 () y &} = 2} (1). Para cllo se aplica la ccuacién (6.9).

Entonces

1R = |8, Hy ) = hwp i
de donde -

G = ~—tg g

cuya solucidn es

Gk () = ap (t=0)e* vt

Andlogamente

al (1) = af (t=0)errt

As{ que
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1 n . S e
Buiity = 7= (al(e=0) Buwgt=0hent o (rag)
en o} eatado del k-ésimo oscilador con energla
1
By = (nk + ;) B wy,
Por lo tanto el estado de la cuerda estard dado por
(=] - .
1Byt = T 1Bar,t) (7.19)
k=0

con encrgfa

oo .
E, =FE, + }: ng fiwg
k=0

Ahora, como los operadores de creacién de particulas &I conmutan entre si, entonees
en (7.19) se tiene une simetrfa de intercambio de partfculas. Es decir, la cuerda cstd
descrita por ¢l estado de bosones.

Hasta esta seccién he dado una breve introduccién a las formulaciones lagranginna -
y hamiltoniana tanto de particulas como de campos, cjemplificando éstas con el plantea-
miento del problema de la cuerda vibrante. También se ha visto que el el método de Fourier
_es una muy buena alternativa para resolver problemas en los que intervienen campos, de-
Jjando ¢l camino preparado para la cuantizacién, A partir del siguiente capitulo entramos
al tema de gravitacion, comenzando en la secién §9 con el espacio de Schwarsschild, su
métrica y sus ecuaciones de Einstein.
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CAPITULO 1V,

En la siguicnte seccidn se obtendrd la métrica de un campo gravitacional esféricamente
simétrico en dos sistemas de coordenadas {Schwarzschild e isotrdpicas), ligadas por dos
ccuaciones de transformacién cuya solucién aparece en términos de dos funciones que
definen a la métrica. Estas funciones encontrardn su solucién en las ecuaciones de Einstein
(scccidn § 10). Mds adclante, en laseccién § 11, se enunciard el llamado tcorema de Birkhoff,
que establece la equivalencia de los sistemas de coordenadas utilizados para describir la
métrica de este tipo de campos, '

§8, Espacio de Schwarzschild.

Una manera de obtener la métrica que describe a la geometria del espacio-tiempo pro-
ducida por la presencia de una distribucion de materia esféricamente simétrica es tratando
de generalizar la métrica de Minkowski expresada en coordenadas esféricas. Esto es

ds? = —dt? + dr? + r?dn? (C=1) (8'1)

donde

dN? = do? + sin 20 d¢?

Entonces, para introducir en (8.1) la presencia del campo esféricamente simétrico,
podemos escribir el elemento de linea de la siguiente manera

ds® = —e? dt? + et dr? + R24N? (8.2)

donde ¢, A, y R son funciones de r y ¢t.
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Aparéntemente una métrica mds general podrfa ser
I

ds® = —a®dt”® — 2abdr dt’ + c*dr? + R*d0? (8.3)
Sin embargo, definicndo
2 — '
e7 dt = adt’ + bdr
et = 4 ?

de (8.3) se deduce (8.2).

Por otro lado, como hasta shora ¢, A y R son arbitrarias, se puede escoger

entonces (8.2) queda

ds? = P di? + et dr? + ¢ d? e (8.4)

faltando por determinar las dos funciones ¢ y A.

Este sistema de coordenadas recibe el nombre de coordenadas de curvatura o de
Schwarzschild, . :

8i

44



M dr? = ot dP
(8.5)
r? = FF
entonces la ecuacién (8.4) se transforma en
ds? = ~c® dt? 4 o (dF? 4 72 dN?) (8.6)

con - p=p(F), ¢=¢(F)

Para que tengan sentido las ecuaciones de transformacién (8.5) nos debemos limitar
al caso estdtico. Entonces serd posible resolver el sistema que se obtiene de (8.5)

donde A = A(r)

Dividiendo ambas ect'aciones se obtiene

De donde



'A_
7 xexp [I E;_J- dr] ] (8.7

y por lo tanto

N ,
e o riexp [—2f fr—dr] (8.8) .

Las ecuaciones (8.7) y (8.8) transforman las coordenadas de Schwarzschild a las lla-
madas coordenadas fsotrdpicas 7, ¢, 0, .

En la siguiente seccién, al encontrar la solucién a las ccuaciones de Einstein, se escribird
la relacién explicita entre r y ¥ asi como el valor de A en términos de 7.

§9.Ecuaciones de LEinstein del espacio de Schwarzschild.

Consideremos la métrica (8.6)

ds? = —e? dt?® + et (dF* + 72 d0*)

con ¢ =¢(7,t)
w=p(F,t)
haciendo notar que las ecunciones (8.7) y (8.8) sélamente fueron vilidas para el caso
estdtico. ‘ :
El tensor métrico gp, estard dado por
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_goo = —e? )
fy = e
g = €7 (9.1)

gaz = 72 elgin 67

0 para p # .

=
N
1l

Sustituyendo (9.1) en las ecuaciones de Einstein

RE - %5:;12 = 8 TP _ (9.2)
y recordando qué
_ BI‘;_\W 3 31‘,}2,\

BxA dzv + I‘:\w PKU - Z.A PnA/a

il

1
con I‘;\w 'Z-QAU (g;m,u + Gvo,u — guu,u)

se obtienen
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8rT) = —c"‘(%— +

R U s
8r T = 875 = —c“(“—z—" + %ﬁ + ¢—; + “I;’r‘f’l) + e (i + %ﬂ” - Ezi’)(w)
BT TY = —e™* (1" + ’—4—2 + 2y %e"”ﬂ"‘ (9.5)
BT} = e (i) - "‘T‘f") ' (9.6)
81Ty = e H (4 - [—LI;;E) . (9.7)

-
+
SIS
S—
ES
=)
=

o =

e =

|
N
bt | g
+1]1
SIRisR
———
~
©
(=]
St

. 3., d ‘
e (fi + 2”2 - #) =0 (0.10)
et =0 C(ean)
- B =0 U



Sin embargo de (9.10) se obtiene que

po=p(r)

Con esta condicién automaticamente se curnplen (9.10) y (9.11). Esto sucede indepen- .
dientemente de que ¢ sea o no funcién del tiempo. De hecho, en la seccién §11 veremos -
de que forma puede depender ¢ vespecto del tiempo

Ahora bien, por sustitucién directa se puede demostrar que

junto con (9.7), satisfacen las ecuaciones (8.5). Es decir, en coordenadas de Schwarzschild -
el elemento de linea (8.4) estd dado por ‘

ot r? dn? (9.13)

-§10.Teorema de Birkhoff.

Antes de enunciar el teorema, es conveniente hacer notar que desde el inicio de la
seccién §9 se pudo tomar el punto de vista que se expondrid a continuacién sin hacer
mencién alguna del teorema de Birkhoff. Pero de haberlo hecho asi, quizds no se habria
destacado cl hecho de que el sistema de coordenadas no tiene ninguna relevancia fisica,
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sino que méds bien la fisica estd implicita en los hipétesis que condujeron a la geometria
(9.13).

Considérese una regidn dada del espacio-tiempo que sea esféricamente stimétrica y al
. . | ., . . . ”
mismo tiempo solucion de las ecuaciones de Binstein en ¢l vacio. Entonces e¢3a geometria
ea necesdriamente parte de la geometris de Schwarzschild.

Para probar el teorema utilicemos las coordenadas de Schwarzschild

ds® = —c®dt? 4 P dr? + r2(d0? + sin® 0d¢?)

con ¢ =¢(rt) v A=Alrt)

Sustituyendo en las ccuaciones de Einstein en el vacio, se obtiene

- M) (SE) et =0 | (10-1)'
A’fc‘%‘““" =0 (10.2)
bronpriet - =0 g
OV VY T v
—%(A,u + -ZI—AQ., - %A,t¢,t)¢—¢ =0 (104)

“De la ceuacién (10.2) se concluye que A es funcién solamente de 7.

La ecuacién (10.1) se puede resolver diréctamente por separacién de variables:
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Entonces .

1 dA e A '
r dr1-eA (10.5)
Por lo tanto
dr —e™4
T 1—eA dA
Integrando
Lo(r)+cte = —Ln{i—e*)
De donde
) ‘
— et = =
17 e pa (k=cte)
. Finalmente
= ~Lo(1— =) (108)
kr .
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Ahorn, de (10.3) se obticne

rg.qé _l—e?
o~ eh
Pero de (10.5)
L1t
dr A
Asi que
1
8¢ - dA
a5 = r dr

Por lo tanto

$(r, t) = —A + f(t)
Entoncea
1 .
#(r,t) = InjL— | + S(¢)

Si

3
&f-



entonces el elemento de linea queda
2
ds? = —e?/(1) (1 - 344-) dt* + ;Lw + r2(d0? + sin® 0dg?)
r — 247
-
Si redefinimos el tiempo

frcos = / W OP

_entonces se obtiene el elemento de linea correspondiente a las coordenadas de Schwarz-
schiid ; '

\ _
ds® = —(1-%) a,rt=‘+l—ii-’—W + 72 (d0? + sin? 0dg?) (10.7)

r

§11.Métrica de Kerr.

En Jas sccciones anteriores obtuvimos algtnas representaciones de la geometrin del
espacio-tiempo producida por cuerpos que posefan simetria esférica. )

Ahora consideraremos el caso en el que la simetrfa esférica ha sido rota debido a la
rotacién del cuerpo®. Entonces, desde este punto de vista, la métrica que antes dependia
de un sélo pardmetro (la masa), ahora dependerd ademés del momento angular del cuerpo.

2Bstrictamente hablando deberfa decirse un cuerpo puntual con espin, ya que no se ha
podido interpretar a la métrica de Kerr como la geometrfa preducida por un cuerpo en
rotacién.

%
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Bl campo gravitacionzl del cuerpo en rotacién cstard dado por la siguiente métrica
axialmete simétrica y mtacnomrm (Metrnca de Kerr): o

2
Sm 0 {( 2 4 az)d¢ - adt] Kdrg + p? do? (11.1)

ds? = —,%((it——¢1sir120c1<f>)2

donde

A=t - 2Mr + a?

r? + a* cos?d

b
il

= momento angular por unidad de masa.

Rlw

a
i

Es claro que si el momento angular a es cero, la métrica de Kerr se reduce a la de
- Shwarzschild.

De hecho, si consideramos que a < r, la métrica de Kerr queda descrita por la de
Schwarzschild mds una perturbacién.

Para apreciar cste punto, escribamos (11,1} explicitamente:

\ .
ds® = —(1 - -2%) dt? + %—dr’ + p*do? + (r + a4+ A';m sm"'()) sin? 0 d¢

" 2Mra

sin 0 dg dt

Entonces
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Get

goo

9e¢

9t =

Desarrollando en serie hasta términos de segundo orden en a, se obtiene

Il

fl

_.(1 - ___21‘1’_._) SR O S
3 afcos?l ) r{1+ % cos?d)

r? 4+ a? cos? 0 r? 4 a? cos? 0

2 _ 2 a
r 2Mr + a (72 - 2Mr) (1+ ;—,’—:—;‘M;)

2 + a® cos? @

9Mra? sint 0
2.5 20 4 2 a2
r°sin“0 + e sin” 0 + T ol coill T aZ cosil
2Ma? sin® 0
r(1 - % cos?d)

r? sin? 0 + o? sin®0 +

Mrasin? 0 _ Masin? 0
r? 4+ a?costld (1 + 22 cos?0)
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r oM a?
g“z—-(l - —r—(l— r—zcoszﬂ)

2M 2Ma® cos? 9
== -

2Ma® cos? 0

= Gut Shw —
73

L+ a?cos?d a?
T oMr r? — 2Mr
2

r
~

o rt cos?
Ty 2 2Mr P 2Mr \ 7% - 2Mr ©

)
—
! [y
b
=
—_
&1
N ‘4 =
&
NN
—
—
14
2
!
2]
[<}
wn
~n
<
~—

|
=1
S
bl
»
>
[
!
3
<

o 1
r3 .2
g I_L'M_—coso

gos = r° + a® cos? 8 = ggy shw + a% cos? 0

. Afal 2
gsp ~ 1 sin® 0 4 a® 5in® 0 + Ma® o (1 - :-zcosz0)
r

~r?sin?0 4 a® sin?0 + M sint 6

. 2M
® o shw + a® sin® 0 (1 + - sxn’ﬂ)

Ma 2
gst = —sin® (1 - _a.2 c0520)
r r
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Eatonces pare r mnuy grunde respecto de a se puede escribir

Ipviterr = Invspw + h‘l“’

donde

hy = —

hgo = a® cos® @
hgg = a® sin?0 (1 + 31;”{ sinzO)

hey = A—ff sin? 0

Ahora que se han presentado las métricas de los espacios de Schwarzschild y Kerr,
expondré en el siguiente capitulo la formulacién ADM de la teorfa einsteniana de la grav-
itacién introduciendo las nucvas variables {variables ADM) que definen el lagrangiano del
campo.
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CAPITULO V
§ 12.Formulacién ADM

Las ecuaciones de Tinstein (9.2) pueden ser deducidas a través de un principio varia-
cional utilizando la accién de Hilbert

S = / Ry=gdiz

donde

es el escalar de curvatura.

Sin embnrgo como hcmos visto, para dar el salto cudntico es mdaspcnsablc obtener
una formulacién hamiltoniana del sitema en cuestién.

Un acercamiento a la formulacién canénica de la gravitacidn fue ¢l obtenido por
Arnowitt, Deser y Misner (formulacuin ADM), en la cual la aceién queda escrita de la
siguiente mancral

S=/[——gt,7r - N = N ¥° —2[«% N; —EN‘vr + NV Lt (124)

donde

Yuna descripeién detallada sobre la formulacién ADM vy el significado geométrico de las
nuevas variables puede verse en la referencia 15.
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densidad de momento canénicamente conjugado a g5

N = /g0

it

N =g 2 <7r‘57r;j - %wﬁz) —- g'/?3p
N; = gos

P = —27r‘J’:
3R = cscalar de curvatura del 3-espacio

= derivada covariante en t=cte.

El dltimo término de la accién anterior corresponde a la derivada total de una funcién,
por lo que pucede climinarse sin afectar a las ccuaciones de movimiento.

Entonces la accién (12.1) se reduce a
S = / [Wijé,'j - N} — N.')(i] diz ' (12.2)'

- ‘Ahora bien, notemos que en (12.2) no aparecen derivadas temporales de' Ny tampoco |
de N;. De ahf que estas variables puedan considerarse como multiplicadores de Lagrange
y las variaciones de la accién respecto de éstos como constricciones al sistema. Es decir,

¥ =0 (12.3)

Ni=0 . (12.4)



P introdoceidn se menciond que ln ccuncion de constriceién (12.3) contenfn ln
. informacién dindmica de la 3-métrica, mientras que {12.4) contenia informacién sobre la
arbitrariedad de seleccién de coordenadas, Ahora, de {12.1) es posible obtener las ecua-
ciones canénicas de la gravitacién variando la accién respecto de gi; v 77, sujetas a
lns ecunciones de constriceién anteriores. Sin cinbargo, en estas ccuaciones aparecerdn
N y N;, que son variables ADM temporales. Por lo tanto estas ecuaciones no pueden
considerarse como ccuaciones de superespacio. En cambio, la ecuacién (12.3) incluye so-
lamente a la 3-rmnétrica y a los momentos candnicamente conjugados. Por lo tanto, la
constricién )} = 0 serd la ccuacién de superespacio. Por otro lado, si se quisiera rccons-
truir la dindmica del espacio-tiempo, a partir de esta formulacién, habria que resolver las
ccuaciones candnicas para gq; y#", dando el valor de las funciones N y N;. De esta
forma se conocerfa la forma del 3-espacio cn cada momento. También se podria deducir
la ecuacién de Einstein-Hamilton-Jacobi a partir de la constriccién (12.3), ecuacién que
contiene la misma informacién que las ccuaciones de Einstein.

Cabe mencionar el que no se hayan obtenido las ecuaciones candnicas para el caso ge-
neral deliveradamente, ya que la métrica de un espacio en particular estd dada en términos
de funciones que conticnen la informacién dindmica, de modo que siempre serid conveniente
definir, antes de variar la accidn, transformaciones candnicas en las que aparezcan estas
funciones como variables dindmicas y sus momentos canénicamente conjugados. Poste-
riormente, una vez que lo accidn quede en términos de las nuevas variables, se podrén
obtener las ecuaciones dindmicas variando la aceién respecto de eszs nuevas variables y de
sus momentos. Para ¢l caso particular que se tratard en la siguiente seccidn ‘cspacio de
Schwarazschild) seguiré este dltimo procedimiento.

§13.Formulacion Hamiltoniana del espacio de Schwarzschild.

Consideremos las coordenadas isotrépicas del espacio de Schwarzschild:

oo = —e?

g1 = ¢ )
gaz =it

gaz = risin? Qe

guo =0 purai # J

€0




" Hemos visto en la seccidn §9 que cldsicamente p = p{r) Es decir, z no puede de-
pender del tiempo. Sin embargo, para realizar un tratamiento cudntico es necesario, la
existencia de variables canénicas, Por esta razén propondremos a la masa como funcién
del tinpo, esperando obtener ecuaciones candnicas en m que cuénticamente proporcio-
nen un problema interesante, sunqgue cldsicamente nos obligue a considerar a la masa como
constante.

Con estas consideraciones calculemos la accidén (13.1) del espacio de Schwarzschild.

dl’j = llgz'j
Entonces
gy = funt gij
Si
Ty = 7\""79.']' = 7I’kk
Entonces

™ gij = pmp

Ahora tenemos que expresar ¢l resto de los términoes de la accién en funeién de den,
Y j '

De la definicién de 7;; tenemos que

= i T eV

ya que N; = 0.
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Pero

gij = Bgi

N e*# ¥ sin% 0

] 3.
5\/5 = 5#\/5
Entonces
g . 3 . y ) .
Wiy = 5\/—1;#91'1' - 2—]9-#\/59.3 = —1% Va giy (13.1)

Multiplicando por ¢/ se obtiene

. A Y
¢y = m, = _lﬁvﬁng,.J. — —N_-"/E

De donde

Sustituyendo este resultado en (13.1) concluimos

Mg = _3ﬁg'.j' ) o (13.2)
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Asi que -

|

Entonces la accién (12.2) queda

B ) PR S dd‘ -
S-—/[w,‘u+N(6‘/5+ R\/E)-FN.‘:T |,] T (13.3)

Sabemos que N; = 0 ya que go; = 0. Sin embargo es un crror considerar cero
estas cantidades antes de variar la accién, ya que de hocerlo asf se perderfa la ecuncién de
constriccién

"I'JJ = (-7;—“9;,')". =0 (134)

Una vez que se toma en cuenta (13.4) ya se pueden anular las N;’s. Resolvamos
entonces {13.4) para w, y sustituyamos el resultado en la accién (13.3).
Se puede demostrar que ;; es una densidad tensorial?, de modo que

2ver referencia 15
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Pero
, g =g+ I\_;;J_g.'k + r;;kéjk =0
Entonces
T i i ik
T =g [”u,,'g - “:erj? ]
Ademds

9{La(ya)]

T, = =27 ¥200

kj ozk

Por lo tanto

w9y = [ 307 = mag® (Ln(vE) ]k |
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~~Ahara, por:(13.4)~ - ..

X; = ¥ F =0

Entonces

0 = mp ;0 — mu0 |Ln(y5) ]

. De donde

Ty g = 7 [Ln(/g) )y

Cuya solucidn estd dada por

Y N

Siendo p{t) una funcién del tiempo.
Sustituyendo este resultado en {13.3) se obtiene
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S =/ [p(t)\/s?;l + N (gz—éf—)x/E-F SR\@')] d's
= / {p(:),z + N (”%ﬁl + 313)] ¢*#/% 12 sin? 0 dr d0 d¢ dt

= 47r/ [p(t)[l. +N (3—((33—) + 313)] At drdi (13.6)

La accién (13.6) es la accién exacta del espacio de Schwarzschild, No se ha hecho
nincvuna simplificacién. Entonces, si no hemos cometido ningiin error, variando la accién
S respecto de N, oy p deberian deducirse las ecuaciones de Einstein para 4 y N cuya
solucién estarfa dada por lus ecuaciones (9.8) y (9.9).

En la siguiente seccién definiré el minisuperespacio de Schwarzschild tomando a la
3-métrica que cs solucién de las ccunciones estdticas de Dinstein. Posteriormente com-
pararé las ecuaciones de Einstein dindmicas del minisuperespacio con las candnicas que se
obtengan de la formulacién hamiltoniana. Esto con el objeto de verificar la consistencia
de esta 1itlima formulacién.

§14. Ecuaciones canédnicas del minisuperespacio de Schwarzschild.

En la seccién anterior vimos que la informacién dindmica del espacio de Schwarz-
schild estarfa contenida cn la funcidn p. A continuacién definiré el minisuperespacio de
Schwarzschild escogiendo

et = (1 + .Er_)‘ (14.1)

Esto equivaldrfa a desarrollar e” en serie de Laurent
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L eI

)

A

# o= on

€= rn
n=0

y definir

Ao 1

i

i

Az = 6(m/2)*
Az = 4(m/2)®

A4

il

(m/2)*

A, =0 para n>4.

Ahora que se ha definido el minisuperespacio, convienc escribir explicitamente el valor
de 3R3,

12 !
Sp o ek [ g B oL
R 2e ( po+ 1 + . )
Pero por la forma como definimos g a partir de (14.1) y por (9.5}

SR=0

de modo que la accién del minisuperespacio queda

2
s = / [p(t);'l, + Nep ] 2 3 dt ) (14.2)

3Fste cdculo fue realizado por computadora utilizando REDUCE
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Utilizando la definicién (14.1) se podr4 escribir (14.2) en términos de m y de su mo-
mento canénicamente conjugado. Para ello derivemos respecto del tiempo ambos miembros

de (15.1)

m\3 m
e * 2r 2r

De donde

2m/r dr .
=~ 7B~ Fim v | (14.3)

Por lo tanto

- 2p(t)m/r  Np? m\S
3_47r/[1+_;,_: + = (1+§;)rdrdt ()

Entonces el momento P lo podemos identificar como

Ahora por simplicidad aproximaré el integrando a primer orden en m*

p,,,z2p/r(1+5—m—)dr
2r

*Esta aproximacién no tiene ninguna justificacién fisica, pero de no hacerlo as{ habria
problemas al momento de realizar la integracién en r.
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En principio debemos integrar de 0 a oo, sin embargo integraré de 0 o' 2 y consideraré

que R es muy grande. Entonces

- A partir de {14.4) se puede escribir p(¢} en términos de p,,

Por otro lado si

2
i

&
N
[

1

(EISES
S

=B [ (-2 (14 2) e

Nuevamente aproximando a primer orden en m, obtenemos
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z%gf—/(l——g) (1--5—22rz)r2dr
~E°E?i/<1+§2'—?—g—:-)r2dr
=/(1+3?) rddr
522 (1)
Porlotunto
i R3 3m
sz47rf ‘pm_ﬁ‘l-l- i <1+-R—) Nopz]dt

= 47r/ :pmrh + % (1+ %"—) No%”; (1 - i}rzf_)é],zt

::-:471'/ ipmr'n—f- N;’;’I’;z (1+%’zﬁ) (1-1—(1’—;5)] dt

z4n’/ :pmrh.;. N;SIJI,;"' (1 _7_Rm_>] dt

- Ahora bien, la accién anterior puede escribirse como

J\’oﬂm2
BR

s (14.7)

0



Donde A y B son constantes que hemos introducido para comparar las ccuaciones que
surjan de variar la accién (14.7) (formulacién hamiltoniana) con las ecuaciones dindmicas
(9.10), (9.11) y (9.12) (formulacién lagrangiana). Para hacer la comparacién obtengamos
primnero las ccuaciones de Einstein en m. Entonces, de (9.12)

Por lo tanto

Ahora de (14.3) se obtiene

i=

o1 fup

F=5
fo= f(t)e?l? (14.8)
. .32
2m/:n _ m?[r ; | (14.9)
Ly (1+2) o

Sustituyendo el valor de 4 y N dados por (14.3) y (14.6) en (14.8) obtencmos

= %No(t)f(t) (r -

2 ) (14.10)

Pero de (9.11) y (14.8) sc concluye

mo=0 (14.11)

Finalmente sustituyendo en (9.10) el valor de i, y ¢ en términos de m{t) se obtiene
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2—';'5 _ m?/r? 3 fr?

T+E (rp) (tep)

2m/r N, B /2r mf2r =0
G \W T-F i+8

r

Simplificando

. . No m? (2 - m/2r)
m-m + n m 0
No ™ (r+3)(1-3)

Esta ccuacién diferencial en m, sin tomar en cuenta (14.11), no tiene sentido ya que
por construccién esta variable solo depende del tiempo, y en la ecuacién se muestra también

una dependencia explicita en r. Asique lo que haremos serd fijar una r que definiremos
como. R, enfatizando que la ecuacién de Einstein

N, 2m?
M - — — = 14.12
= + 5 0 ( )

es una de las ecuaciones ya no del minisuperespacio, sino de un modelo del mismo.
Ahora encontremos las ecuaciones canénicas que resulten de variar la accién (14.7). Va-
riando respecto de p,, ,m y N, sc obticnen



i 4 Do P (1-i@>=0 (14.13)

BR I
24
~Pm — % =0 (14.14)
Prm? (1 - %") =0 (14.15)

Notemos que las ecuaciones (14.14) y (14.15) son equivalentes a (14.11). Falta verificar
que de (14.15) y (14.13) se obtiene (14.12). Entonces, de (14.13)

_ _BRm (. 4m
Pm = TN, R

Entonces sustituycndo el valor de p,, dado por la ecuacién anterior en (14.14) ten-
dremos

BRw Am BRw A N.mBR Am
1422 +

A ) 7

2N, It T2N?

_ N, B R*m? Am\?*
4BR?N?

Simpliﬁcando y aproximando a primer orden en m/R

oy AT AmY | Norn  Awd (0 Am)
mt R N. ~ R R
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mi = Mo g A (14.15)

Notemos que la constante B no jugd ningin papel relevante en las ecuaciones ca-
nonicas, mientras que con A = 4, las ecuaciones (14.2) y (14.15) son idénticas. Asique -
definamos A =4 y de esta forma ambas formulaciones serdn consistentes. i

En la siguicnte seccidén obtendremos la cuantizacién del minisuperespacio de Schwarz-
schild con el hamiltoniano contenido en la accién (14.7) poniendo A=4 y B=1.

§.15 Cuantizacién del minisuperespacio de Schwarzschild.

En la seccién anterior hemos visto que la accién (14.7) con A = 4 conducia a ecuaciones
canénicas que cran consistentes con las de Einstein. Para comprobar esta con51stencm
ton.amos la aproximacién hasta segundo orden en m.

Por otro lado, tambiZn hemos insistido en que la solucién clisica a este problema cs
muy simple

De modo que en un principio existfa la posibilidad de cncontrar un hamiltoniano
Wheeler-De Witt que fuera consistente con la solucién cldsica pero que cudnticamente
produjera algin paquete de ondas. A pesar de las esperanzas iniciales, se pucde apreciar
diréctamente de la accién (14.7) que el hamiltoniano

= (pm)* (1 - %) | (15.1)

no conducird a ninguna situacién fisica. De cualquier forma, resolvamos la ccuacién de
Wheeler-De Witty veamos que “funciones de onda” se obtienen
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donde

ﬁm = —'i—"; ‘ (15.3)

es el operador cudntico asociado m.

Clisicamente la ecuacién (15.1) pucde escribirse de tres formas {evidentes) distintas,
de ahi que haya tres posibilidades cudnticas:

“Por (15.1), 12 ecuacién (15.4) se transforma en

2 ](o-t2)m]

Cuya solucién es
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donde o y @ son constantes.

Anidlogamente, la ecuacién (15.5) a resolver es

De donde

Cuya solucién es

o) = —TLn[l - T]

Finalmente la expresién (15.6) da lugar 2 la ecuacién diferencial

iam\ 4?
(1-F) amiwr =0

que tiene por solucién
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{¢) =am + b

con a y b constantes. :

Las soluciones que hemos obtenido para las “funciones de onda” no estin acotadas,
de modo que no es posible construrir una amplitud de probabilidad fini%a. Tampoco
queda muy claro como podria definirse con estas funciones una densidad de corriente de
probabilidad.

_En la siguiente y dltimo capitulo escribiré las ecuaciones de Einstein para el espacio
de Kerr aproximadas a segundo orden cn el momento angulor ¢ y la mosa m, en donde
veremos las incosistencias que resultaron por proponer a m y a como variables canénicas
del minisuperespacio de Kerr,

77



CAPITULO VI1

En este capitulo concluiremos el estudio de minisuperespacios, indicando en la si-
guiente seccién los problemas que se presentaron en las ecuaciones de Binstein correspon-
dientes al minisuperespacio de Kerr. Por dtlimo en las conclusiones, daré algunas posibles
alternativas para un estudio futuro de las geometrfas de Schwarzschild y Kerr que, desde
el punto de vista de minisuperespacios, puedan conducir a situaciones cudnticas fisicas.

§16. Minisuperespacio de Kerr.

El minisuperespacio de Kerr se defini6 tomando la métrica (12.2) con a = aft) v
m(t} como variables candnicas. A partir de estas hipdtesis se calcularon®las ecuaciones de
Einstein aproximando a segundo orden los términos que definen al tensor de Ricei.

Ecuaciones de Einstein

(2 —sin?0) (&? + ad) o
Ty = (16.1
n 82a? sin? 0 — 14342 — 6844m? + 118mr — r2 (16.1)

3sin? 0 (am + am)
Ths = 16.2
87 3a%sin?0 — 4a? + 2mr — 12 {16.2)

(2 — 3sin®0)ag + Bmrh — 2rm

Tu = r {842 sin* § — 11a® — 12m? + 6mr — r2) (16.3)
Tn = 57:)25:;("1—2::2): :58;;:2++r:;r;4—m :2) (16.4)
Ta = 555%% (16.5)
Ty = (L= 2600’ 0) (&% + &) — TOmrh + rin 4 4ria? 169)

68a2 sin’ 0 — 10822 — 2644m? + Tdrm — #2

5t0dos los cdleulos se realizaron por computadora utilizando REDUCE
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Tl resto de lnd componentes que no aparccen son nulag,

En el vacio, cs claro que la dnica solucién clisica a estas ecuaciones es

a = cte.

m = cte.

Esto se deduce de las ecuaciones (16.5) y (16.2). Sin embar~o,como se mencioné cn la
introduccién el problema estd en la falta de consistencia de las formulaciones lagrangiana
y hamiltoniana para este minisuperespacio. Dicha inconsistencia se puede explicar sin
necesidad de haber deducido la accién ADM para ¢l minisuperespacio de Kerr, Por un
lado, existen cuatro componentes espaciales del tensor Ty, (Th1,Th3 , Ta2 ¥ Th3 ), que en
principio son independientes (aunque Tpp y Ths tienen la misma forma), por otro lado
(sin tomar en cuenta las constricciones T4, Tz4 ), de la formulacién ADM sélamente serfa
posible conseguir dos ecuaciones dindmicas. Estas se obtendrian de variar la accién ADM
respecto de m, a y de sus respectivos momentos. Tales ecuaciones equivaldrian, en el
mcjor de los casos, a dos de las ecuaciones de Einstein “espaciales”, quedando cntonces
una sin ser determinada. En pocas palabras se puede decir que el punto 2. que se
mencioné en la introduccién no se satisface. Por lo tanto no podemos construir un modelo
de minisuperespacio de Kerr con tan solo la masa y ¢l momento angular.
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‘CONCLUSIONES

Hemos visto que una de las causas que condujeron a un situacién cudntica afisica para
el caso del minisuperespacio de Schwarzschild fue la forma en como lo definimos. Bs decir,
consideramos que sélamente existfa una variable dindmica, la masa. Esto implicaba que
la ecuacién de Wheeler-De Witt no contuviera mds que una componente cuadritica del
momento, conduciendo o una ecuacion diferencial en [¥) cuya solucién no representaba
a ningin paquete de ondas. Una posible alternativa a este problema es no forzar de-
masidado a la métrica. Con esto queremos decir que quizd no es muy convenicnte definir
el minisuperespacio de Schwarzschild como el espacio de Schwarschild mismo. Probable-
mente escogiendo otros pardmetros que no se identifiquen con la masa pueda obtenerse
una situacién mds interesante . Por cjernplo, si desarrolldsemos la métrica en términos de
una serie de Laurent considerando mds de cinco cocficientes o en una seric de funciones
ortonormales esféricas con dos o mds variables dindmicas , se podria conseguir, una ves
que los momentos candnicos a las variables han sido definidos, un hamiltoniano que tenga
la forma

n

Y BLw) =0

=0

donde

o 17}
Po, = —ih—
i da;
siendo. a; las variables dindmicas definidas en el minisuperespacio.
Entonces la solucién a la ecuacién de Wheeler-De Witt podria estar en términos de
algin paquete de ondas.

Para el caso del minisuperespacio de Kerr no pudimos ni siquicra obtener ecuaciones
de Pinstein dindmicas que fucran equivalentes con las que se derivarian de la accién
ADM o viceversa. Para este caso, una alternativa al problema serfa el considerar sélo dos
ecuaciones de Einstein como dinémicas y el resto como constricciones al sistema. Entonces,
al construir la accién ADM se introducirfan multiplicadores de Lagrange que tratarfan
de hacer consistentes ambas formulaciones. Esto es, al variar lo accién respecto de los
multiplicadores se intentarfan resolver las ccuaciones de constriceidn cuyas soluciones se
sustituirfan en la accién pero ya considerando cero a los multiplicadores. De este modo
se habrfan eliminado, en algin sentido, Ias ccuaciones extra y ¢l modelo posiblemente
se volverfa consistente. A partir de este punto, se llevarfa a cabo la cuantizacién con el
hamiitoniano ADM.

Otra alternativa para este ltimo minisuperespacio también scrfa desarrollar la métrica
en términos de un conjunto completo de funciones que definan a los cocficientes del de-
sarrollo como variables dindmicas, y esperar que esa nueva definicién conduzea no sélo o

80



cennciones de Binstein equivalentes a las ecuaciones candnicas sino también a un problema
cudntico interesante.

Para concluir con este trabgjo diremos que la moraleja mds importante a todo este
estudio que hemos realizado cs tal vez, que no se puede imponer cualquier forma a la
métrica de un minisuperespacio para construir la accién ADM y suponer que las ecuaciones
que surjan de variar dicha accién contengan la misma informacién que las ecuaciones de
Einstein (ademds las ecuaciones de Einstein no necesariamente son consistentes para un
minisuperespacio). Desgraciadamente no cs posible saber a priori como definir ¢l minisu~
perespacio para que las ecuaciones de Linstein sean desde un principio autoconsistentes
por un lado y por el otro equivalentes a las candnicas.
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