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Resumen

El presente trabajo es un modelo en donde se estudia un Hamiltoniano motivado de la
Cromodinamica Cuéntica (CDC) al trabajar en la norma de Coulomb; en el régimen de bajas
energias. La estructura del Hamiltoniano de la CDC en la norma de Coulomb luce poco
agradable y no muy facil de trabajar, sin embargo, al trabajar en la norma de Coulomb se
evitan los campos no fisicos o campos fantasmas. El Hamiltoniano motivado de la CDC que se
trabaja aqui, se divide en dos Hamiltonianos Hy y H; para su investigacion. El Hamiltoniano
Hy contiene los términos cinético y de masa de cuarks, el término cinético de gluones y
el término Coulombiano en la CDC, donde para este tltimo se usa una aproximacion de
interaccién promedio (V) entre las densidades de carga de color. El Hamiltoniano H; contiene
todos los demés términos del Hamiltoniano de la CDC, de tal forma que Hy+ H; es la CDC.

El modelo desarrollado en el presente trabajo, tiene dos consideraciones generales: la
primera de ellas es la implementacién de un volumen finito, esto es, se impone a mano el
confinamiento y la segunda, es el uso de una interaccién promedio entre las densidades de
carga de color, tanto para los cuarks como para los gluones. La idea es que el Hamiltoniano
Hy genere las escalas de energia de los estados ligados de cuarks y gluones, las cuales pos-
teriormente se puedan asociar al espectro hadroénico y, que el Hamiltoniano H; genere las
correcciones a dichas escalas de energia mediante la interaccion entre cuarks-gluones y gluo-
nes interactuantes; todo ésto, partiendo de primeros principios. El primer trabajo en este tipo
de modelos y previo al aqui presentado, considera un modelo de cuarks donde: 1) solo el nivel
orbital-s méas bajo es accesible y se restringe a un volumen finito, 2) se usa una interaccién de
contacto entre las densidades de carga de color de cuarks, 3) no se consideran gluones dindmi-
cos y 4) se utiliza un grupo SU(2) para describir el color (caso no fisico, pero su extension
a un grupo SU(3) es inmediata) y sabor. Como resultado de estas aproximaciones es posible
encontrar una solucién analitica (no obvia en este tipo de modelos), para una aproximacion
de la CDC. Dicha solucién tiene una alta degeneracion, sin embargo, puede dar de forma
cuantitativa la escala mesénica y baridénica correcta.

Motivado por este hallazgo, el presente trabajo investiga el Hamiltoniano Hy bajo las con-
sideraciones generales arriba mencionadas, con la finalidad de relajar las restricciones en el
numero de niveles orbitales accesibles para los cuarks, manteniendo en una primera instancia
la restricciéon de no gluones dinamicos. El primer intento consistié en tomar los dos niveles
orbitales més bajos, el primer estado-s y el primer estado-p, utilizando un grupo SU(2) para
descibir el color y el sabor. Tratar de resolver este problema de forma numérica, implica-
ba trabajar con una matriz para el Hamiltoniano de dimensién 80000 x 80000, dificultando
cualquier extensiéon futura del modelo. En la actualidad existen célculos numéricos (LGT)
muy elaborados capaces de reproducir espectros hadronicos, aunque con sus correspondientes
limitantes. Por tanto, para evitar trabajar con calculos numéricos tan elaborados en el pre-
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sente trabajo, se retoma la linea de investigacién de posibles soluciones analiticas en la CDC,
para la cual se implementa la utilizacién de un grupo SU(3) en el color. Siguiendo esta linea
de investigacion, el presente trabajo muestra dos soluciones analiticas para sistemas de cuarks
sin masa, a las cuales se les denoté: soluciones-SU(2) debido a que los operadores que definen
la accién del Hamiltoniano satisfacen un dlgebra caracteristica de un grupo SU(2). La prime-
ra de estas soluciones considera los dos niveles orbitales mas bajos, esto es, el primer nivel
orbital-s y el primer nivel orbital-p, accesibles para los cuarks. La segunda solucién considera
tres niveles orbitales, esto es, los dos niveles orbitales-s mas bajos y el nivel orbital-p mas
bajo. Estas soluciones son capaces de reproducir las escalas hadrénicas reportadas en la lite-
ratura, mediante ajustar un solo parametro. La extension inmediata, cuatro niveles orbitales,
no tiene solucién analitica-SU(2), debido a que el dlgebra SU(2) encontrada previamente se
rompe para cualquier nimero de niveles orbitales mayor a tres.

La siguiente extension del presente modelo es la de relajar en su totalidad la restriccion en
el nimero de niveles orbitales accesibles para los cuarks, para lo cual se desarrolla un método
matematico denotado: método-a3 — BC'S, con el cual se pueden resolver de forma semi-
analitica (donde semi-analitica significa que es necesario resolver un sistema de ecuaciones
cuadraticas y bilineales) un niimero arbitrario de niveles orbitales. Este método se compara con
la solucién analitica-SU(2) para el caso de dos niveles orbitales, coincidiendo de forma exacta.
De igual forma se prueba la capacidad de reproducir las escalas hadrénicas reportadas en la
literatura, al considerar los casos de 2 a 22 niveles orbitales mediante estas soluciones semi-
analiticas. El resultado es satisfactorio, encontrando también que la energia de una particula
converge a un valor finito distinto de cero y por tanto, las escalas mesénica y baridnica
convergen. La escala mesénica mas baja encontrada en este modelo de cuarks es de 300M eV,
por lo que, tratar de reproducir la energia del pién (= 140MeV') en este modelo, es necesario
correcciones pequenas, las cuales deben provenir del Hamiltoniano H.

Para culminar la investigacion del Hamiltoniano Hy, se extiende el modelo al sector
gludnico. Se muestra en el presente trabajo que este hecho no altera las soluciones analiticas-
SU(2) y semi-analiticas-af — BC'S encontradas previamente. Ademaés, la solucién encontrada
en el sector gludénico también es analitica, con la cual, se ajusta el parametro del modelo de
tal forma que se reproduce la energia del glueball (1600MeV). Este ajuste implica un valor
para el parametro del modelo muy cercano al encontrado en el sector de cuarks. En el presente
trabajo también se determina la energia del primer estado excitado en el sector gludénico, el
cual es aproximadamente 600M eV mayor que la energia del glueball.

La tultima extension del modelo aqui presentada, corresponde a la incorporacion de un
término del Hamiltoniano Hy, el cual describe la interaccién cuark-gluén-cuark. Se deduce la
forma efectiva de éste, sin embargo, al no tener un método general para tratar este término,
se utilizan estados coherentes como herramienta para determinar el valor de expectacién
de los operadores bosénicos y asi reducir el término de interaccién a solamente operadores
de cuarks. Esta reduccién, hace posible encontrar nuevamente soluciones semi-analiticas, en
donde se considera que el gluén tiene ciertas componentes preferentes, por lo que el nivel de
busqueda de posibles correcciones a las escalas hadronicas es del tipo prueba. Finalmente, se
determina la magnitud de las correcciones a las escalas hadrénicas para el caso de los dos
niveles orbitales més bajos en el sector de cuarks y el nivel orbital mas bajo en el sector
gludnico. Dichas correcciones generan nuevas escalas hadronicas que se encuentran dentro de
intervalos reportados en la literatura.



Summary

The present work is a model for a Hamiltonian motivated by that of QCD, working in
the Coulomb gauge and in the low energy regime. The structure of the QCD Hamiltonian in
the Coulomb gauge doesn’t look friendly and also its mathematical manipulation is difficult.
However, working in this gauge the unphysical fields so-called ghost fields are avoided. The
Hamiltonian motivated by QCD used here is divided into two parts, Hy and H;. Hy contains
quark kinetic and mass terms, the gluon kinetic term, and the QCD Coulomb term. For this
last term, it is consider an average interaction between color charge densities. The other term,
Hy, contains all other terms of the QCD Hamiltonian, such that Hy + H; is identically the
QCD Hamiltonian.

The model developed in this work includes two general considerations: the first of these
is the implementation of a finite volume, to impose by hand, confinement; and the second is
the implementation of an average interaction between color charge densities of both quarks
and gluons. The purpose of the Hy Hamiltonian is to generate the energy scales of the bound
states of quarks and gluons, which afterwards can be associated with a hadronic spectrum.
The purpose of the H; Hamiltonian is to generate corrections to the afore-mentioned energy
scales stemming from the interactions between gluons and between quarks and gluons; all of
this is developed from first principles. One previous work on this type of models, on which this
investigation is based, 1) consider a system of quarks restricted to occupy only the lowest-level
s-orbital, and a finite volume, 2) use a contact interaction between quarks, 3) do not consider
dynamical gluons, and 4) implement an SU(2) group in order to describe color (despite being
unphysical, the extension is directly) and flavor. Owing to these considerations it is possible to
obtain an analytic solution (not usually obvious in this type of model) for an approximation
of QCD. That solution has a high degeneracy, but it gives in a quantitative form the hadronic
energy scale.

Motivated by these findings, the present work considers the Hy Hamiltonian under the
general considerations, but broadens the scope by easing the restrictions on the number of
orbital levels accessible by the quarks, while maintaining in the first instance the exclusion
of dynamical gluons. The first investigation was numerical and consider only the two lowest
orbital levels, being the first s- and p-orbital levels, utilizing an SU(2) group to describe color
and flavor, as in the previous work. Attempting to solve this problem numerically requires
working with a Hamiltonian matrix of dimensions 80000 x 80000, complicating any future
extension of the model. In actuality, there already exist very elaborate numerical (LGT)
calculations which reproduce hadronic spectra, also under some considerations. Therefore
avoiding working with such elaborate numerical problems, thus, the approach used in this
work is to return to seeking possible analytical solutions in QCD, for which an SU(3) group
in the color is implemented. The first results of these investigation are two analytic solutions,
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both denoted as SU(2)-solutions herein, because of the operators that describe the action of
the Hamiltonian, which satisfy a common SU(2) algebra. The first of these analytic solutions
corresponds to a system of quarks restricted to occupying the lowest s- and p-orbital levels. The
second corresponds to a system of quarks occupying the three orbital levels, being the lowest
two s- and the lowest p-orbital levels. These solutions are able to reproduce hadronic energy
scales reported in the literature by adjusting a single parameter. The immediate extension
from here is to have four levels, but this case does not have an analytic solution because of
the SU(2) algebra obtained before is broken for more than three orbital levels.

This work develops a new mathematical method to solve the restriction in the orbital
levels. With this new method, denoted a3 — BC'S, it is possible to solve an arbitrary number
of orbital levels in a semi-analytic way (where semi-analytic means the solution of a system
of quadratic and bilinear equations). This method is compared with the analytic solution
mentioned before, for the case of two orbital levels, and they are found to coincide exactly.
In the same way, the new semi-analytic solutions are tested to see if they reproduce reported
hadronic scales for the cases of 2 to 22 orbital levels. They proved satisfactorily, finding also
that the energy of a single particle converges and thus the meson and baryon energies also
converge. The lowest mesonic scale found is 300M eV, and therefore reproducing the pion
energy with this quarks model requires only small corrections, which should be provided by
the H; Hamiltonian.

Additionally, the model is extended to the gluon sector where analytic solutions are found,
without altering the analytic and semi-analytic solutions in the quark sector. In order to
reproduce the glueball energy (1600MeV) the parameter of the model is adjusted giving a
value similar to that obtained in the quark sector. With this solution in the gluon sector it is
possible to calculate any excited energy, and in this work, the first excited energy is calculated
and found to be 600M eV greater than that of the glueball.

Having these results for the Hy Hamiltonian, it is decided to incorporate an interaction
term from the H; Hamiltonian into the model. The term considered is for the quark-gluon-
quark interaction, where its effective form is deduced. As there is no general method for
treating this specific term, coherent states method is used to describe the expectation value
of the bosonic operator and this reduce the interaction term to just quark operators, making
it possible to find new semi-analytic solutions. For such new solutions, it is assumed that
the gluon has some preferred components. At the level of this investigation, it is sufficient to
prove the existence of corrections to hadronic scales. Finally, it is possible to determine the
magnitude of the corrections in the case of the two lowest orbital levels in the quark sector,
and the lowest orbital level in the gluon sector. Such corrections corresponds to hadronic
scales reported in the literature.
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad la Cromodindmica Cuantica (CDC) se acepta como la teorfa fundamental
que describe las interacciones fuertes. En el caso perturbativo (altas energias o distancias muy
pequenas) donde la constante de acoplamiento es pequena, se pueden aplicar métodos de teoria
de campo perturbativa para tratar la CDC. Por otro lado, en el caso no-perturbativo (energias
bajas o distancias grandes) existe la posibilidad de entender ciertas propiedades de la CDC
como tal, mediante distintos métodos, como los que discutimos més adelante: [1-22]. La idea
es dar una breve introduccion de qué se ha hecho al respecto en el limite no-perturbativo de
la CDC (posiblemente la cronologia no sea la exacta), para dar el enfoque y el contexto del
presente trabajo.

A. De Rujula et al. [1], estudiaron las implicaciones en la espectroscopia de hadrones al
trabajar la CDC con cuatro diferentes sabores para los cuarks, cada uno con tres posibles
colores, acoplados a gluones sin masa. Ademas de la espectroscopia hadrénica y los arreglos
mesonicos y barionicos para el caso de cuatro cuarks, discutieron la interaccion ¢-q y su posible
origen. Desde entonces se han realizado muchos trabajos en la espectroscopia de hadrones y
para entender diferentes caracteristicas de la CDC como la interaccién entre cuarks |2, 3].
Desafortunadamente, la CDC es una teoria de norma local, no-Abeliana y con ecuaciones
de movimiento tan complicadas, que tratar de resolverla de forma directa es practicamente

imposible. Se han buscado diferentes caminos a seguir, entre los cuales se pueden mencionar
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dos de los méas conocidos: la teoria de norma de redes (Lattice Gauge Theory) y el modelo de
bolsa del MIT (MIT Bag Model).

El modelo de bolsa del MIT es un modelo fenomenolégico con un cierto nimero de
parametros por ajustar. Este tipo de modelos consideran diferentes términos de cuarks y
gluones en una bolsa estatica, en donde las energias asociadas a espectros de masas se de-
terminan mediante ecuaciones de frontera. El radio de los diferentes mesones o bariones se
obtiene de hacer una minimizacién en la ecuaciéon de masas de dicho modelo. El éxito de los
trabajos originales [4, 5], se dio en una época donde las computadoras no eran tan eficientes
como en la actualidad. Posteriormente, con el avance de las computadoras, los cédlculos de
redes se convirtieron en la mejor herramienta para trabajar la CDC a bajas energias. Existen
modelos de bolsa més recientes [6] que pueden verse como extensiones de los trabajos origi-
nales. En dichos trabajos es claro el argumento de por qué estos modelos no se han convertido
en algo obsoleto y la respuesta es que: por un lado, el calculo de niveles excitados, asi como
la informacién directa sobre la funcién de estados de cuarks y gluones, tales como anchos de
decaimiento son dificiles de realizar usando las técnicas numéricas actuales. Por otro lado,
los modelos fenomenologicos dan una imagen fisica de cémo los calculos numéricos estiman
las masas hadrénicas. El problema con estos modelos fenomenoldgicos es tratar de hacer una
conexion con la teoria de la Cromodinamica Cuantica.

La teoria de norma de redes (Lattice Gauge Theory) [7, 8], parte de primeros principios,
en el sentido de ser una teoria de norma local e incluir grados de libertad intrinsecos. Es una
discretizacion del espacio tiempo, donde se definen las particulas y sus interacciones, ademas
de que puede simular el limite continuo haciendo los puntos de la red cada vez mas cercanos.
En la actualidad [9,10] es lo mejor con lo que se cuenta para hacer calculos no perturbativos
de la CDC, sin embargo el precio que hay que pagar puede ser alto. Los calculos son muy
elaborados, requiriendo de computadoras muy poderosas (cronolégicamente fue un desarrollo
paralelo) y los cdlculos pueden tardar incluso en estas grandes computadoras varios dias.

La CDC al igual que la Electrodindamica Cuantica EDC, permite trabajar en diferentes

normas ya que la fisica del problema no debe cambiar. Pueden escogerse diferentes normas,
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algunas de ellas son simplemente restricciones en el campo de norma o bien funciones del
campo de norma. Estas normas pueden mantener o no la estructura covariante del Lagrangiano
o Hamiltoniano resultante [23,24]. En algunos casos es necesario introducir términos para
mantener la estructura covariante, dichos términos contienen a los campos conocidos como
fantasmas [19, 25], pues no tienen una interpretacion fisica. La ventaja de estos métodos es
que las técnicas de teoria de campo pueden aplicarse de forma directa. Por otro lado, perder
la estructura covariante puede generar una teoria sin estos fantasmas pero las estructuras de
Lagrangianos o Hamiltonianos pueden complicarse bastante [15,23] y su manipulacién resulta
muy elaborada [13].

El estudio de la CDC a bajas energias como problemas de muchos cuerpos [12-15,20-22],
fue una evolucion de los modelos tedricos. Por tanto, de manera natural surgen los conceptos
de mar de cuarks, cuarks de valencia y estados excitados. En otros casos el enfoque de los
métodos de muchos cuerpos es aproximativo, por ejemplo, la random phase approximation,
RPA, en donde para el caso de fermiones, se proponen nuevos operadores (combinacién lineal
de los operadores originales del tipo particula agujero), que satisfacen, de forma aproximada,
las reglas de conmutacion.

El presente trabajo, es la extensién de un trabajo anterior [18], en donde se consideré un
modelo de cuarks para la CDC partiendo de primeros principios y donde se restringe a los
cuarks a ocupar solo un nivel, el orbital-s, bajo la aproximacién SU(2) de color (no real)
y sabor (solo los cuarks maés ligeros). El resultado fue una solucién analitica no obvia para
este tipo de modelos. Este resultado motivd la busqueda de posibles soluciones analiticas
mas generales en la teoria de la CDC a bajas energias. La primera extension del modelo
consistié en suavizar la restriccion del nimero de niveles orbitales que los cuarks pueden
ocupar, manteniendo la aproximacién SU(2) de color. El primer estudio realizado consistié en
investigar la diagonalizaciéon numérica del término cinético, sin embargo, la dimension del
espacio a trabajar implicaba matrices del orden 10° para el caso de dos niveles orbitales, por
lo que pensar en una extension futura era algo complicado. Por tanto, se retomé la bisqueda

de soluciones analiticas (posteriormente semi-analiticas) con éxito para el caso de dos y tres
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niveles orbitales (correspondientes a cuatro y seis niveles respectivamente pues se trabaja en
la descripcion de Dirac), [20]. El éxito de las soluciones analiticas se ve truncado para tres
niveles orbitales, ya que la extension inmediata, cuatro niveles orbitales no tiene solucion
analitica. Sin embargo, la solucién analitica dependiente de un solo parametro, es capaz de
ajustar la escala mesonica y bariénica con la eleccién correcta de dicho parametro.

La extension a cuatro niveles orbitales llevo al desarrollo de un nuevo método matematico
para encontrar soluciones semi-analiticas para un numero arbitrario de niveles orbitales y
con ello, la extensién a un grupo SU(3) de color, [21]. Siendo asi que el modelo tenfa como
retos analizar las complicaciones al hacer calculos para un niimero mayor a cuatro niveles or-
bitales [22], la incorporacién de gluones de forma dindmica al modelo, asi como interacciones
entre cuarks, cuarks-gluones y gluones interactuantes, todos ellos partiendo de primeros princi-
pios. En este sentido, la bisqueda de soluciones analiticas, semi-analiticas (donde es necesario
resolver sistemas de ecuaciones no lineales para obtener una solucién analitica), diagonali-
zaciones numéricas sencillas seria cada vez mas complicada, requeriendo asi nuevas aproxi-
maciones, siendo algunas de estas aproximaciones de tipo no fundamental (para el célculo
de interacciones), debido a no haber un método estandar para trabajar la Cromodindmica
Cuéntica a bajas energias (fuera de célculos de redes). Sin embargo, el uso de estas aproxi-
maciones puede ser la guia para retomar el camino de primeros principios y cada vez hacer
un modelo més cercano a la CDC real.

El presente modelo no requiere tiempos de espera muy grandes en el célculo numérico
para menos de veinte niveles orbitales (correspondiente a cuarenta niveles en la descripcién
de Dirac). Sin embargo, el tiempo de célculo para energias hadrénicas empieza a incrementarse
para un nimero mayor a veintidos niveles orbitales (cuarenta y cuatro niveles en la descripcion
de Dirac). El cdlculo para veintidos niveles orbitales, presentado en este trabajo ya muestra
un comportamiento asintético de la escala mesénica y bariénica, por lo que, se podria trabajar
este sistema de veintidos niveles y enfocar los esfuerzos para incluir gluones dinamicos en el
modelo. Tanto las soluciones analiticas (2 y 3 niveles) como las soluciones semi-analiticas (2 a

22 niveles), generan las escalas mesénicas de forma correcta. Por otro lado, la escala bariénica
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obtenida por la solucion semi-analitica tiene discrepancias apartir de considerar sistemas con
mas de doce niveles orbitales accesibles para los cuarks, siendo necesario hacer correcciones
mediante la incorporacién de gluones al modelo.

El presente modelo puede dar idea de posibles conexiones entre la CDC y modelos fe-
nomenolégicos, sugiriendo una base que simplifique los calculos numéricos y en la cual los
términos de interaccion sean més faciles de trabajar. En este momento no se puede considerar
concluido el modelo, pues el actual estatus del modelo genera temas de investigacién futuras
como son: estados de gluones (glueballs), condensados, estados hibridos y estados excitados
hasta el orden cuadratico.

La estructura del presente trabajo es la siguiente: En el capitulo 2, se presenta el formalismo
de la CDC al trabajar en la norma de Coulomb y consideraciones generales del modelo. En el
capitulo 3, se presentan las soluciones analiticas para dos y tres niveles orbitales. En el capitulo
4, se muestra el método-af — BC'S desarrollado para la solucién a un ntimero arbitrario de
niveles orbitales, asi como un célculo de prueba para 4 niveles orbitales. En el capitulo 5,
se muestra la estructura del término Coulombiano bajo la aproximacién de una interaccion
promedio , V; v la extesiéon de éste al incluir gluones. En el capitulo 6, se introduce el término
cinético de gluones y se calcula un primer espectro para estados de gluones. En el capitulo
7, se presenta el término de interaccién ggq y se discuten posibles caminos a seguir para
trabajar la interaccion a un nivel no fundamental. En el capitulo 8, se presentan los alcances
del modelo aqui desarrollado y sus posibles extensiones futuras. En el capitulo 9, se discuten

las caracteristicas del modelo desarrollado en este trabajo a manera de conclusion.



Capitulo 2

Hamiltoniano de la Cromodinamica

Cuantica en la Norma de Coulomb

La Cromodinamica Cudantica es una teoria de campo de las llamadas teorias de norma,
no-Abelianas, la cual trata la interaccién SU(3) de color entre los cuarks y gluones. Los gene-
radores del grupo SU(3), son las matrices de Gell-Mann \®. En este trabajo por conveniencia
se usard la notacién 7* = A—; para denotar a los generadores del grupo SU(3) de color.

El Hamiltoniano de la Cromodindmica Cuéntica, CDC (o QCD de sus siglas en inglés),
puede trabajarse en distintas normas de manera semejante que la Electrodinamica Cuantica
(QED), esto debido a que la fisica es la misma ya que trabajar en una u otra norma no altera
las ecuaciones de movimiento. Algunas de las normas mas utilizadas son: la norma axial
temporal Aj = 0, donde Ag es la componente temporal del cuadrivector A}, y el superindice
a, denota el color del gluén. Otras normas son la norma axial-espacial, A? = 0, donde i puede
ser 1, 2 o 3. Incluso la eleccién de la norma puede ser una funcion lineal del campo de norma,
esto es, F'(Af) = 0 [19,23,26], tal es el caso de la norma de Feynman y la norma Coulomb
V,;A? = 0; esta tltima es una condicién sobre los componentes espaciales del campo de norma.

En este trabajo se eligié trabajar el Hamiltoniano de la CDC en la norma de Coulomb
(V- A =0), debido a que todos los grados de libertad dindmicos del campo de norma son

fisicos, esto es, el campo de norma o campo gludénico tiene dos polarizaciones transversales.

14
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Estas componentes transversales independientes, corresponden a las componentes eléctrica (e)
y magnética (m) del campo de norma (ver capitulo 6), més sin embargo, los campos cromo-
magnético ec. (2.16) y cromo-eléctrico ec. (2.26) dependen de ambas componentes. Elegir
esta norma tiene ciertas repercusiones en la estructura del Hamiltoniano de la Cromodinamica
Cuantica, las cuales se discuten en las siguientes secciones.

Este capitulo se distribuye de la siguiente forma: En la seccion 2.1 se muestra un resumen
del formalismo Lagrangiano de la CDC. En la seccién 2.2, se muestra un resumen de los pasos
necesarios para deducir el Hamiltoniano de la CDC en la norma de Coulomb. En la seccién
2.3, se da y se discute la estructura del Hamiltoniano (motivado de la CDC) que se usard en
este trabajo, asi como las posibles conexiones con el Hamiltoniano deducido en la seccion
2.2. Finalmente, en la seccion 2.4, se mencionan las consideraciones generales del modelo, las

cuales son la base para trabajar el Hamiltoniano motivado de la CDC de la seccién 2.3.

2.1. El Formalismo Lagrangiano de la Cromodinamica
Cuantica

Como se ha mencionado previamente, la Cromodinamica Cuantica es una teoria de norma
local [25,27,28], en el sentido de requerir que la forma de la densidad Lagrangiana que lo
rige, sea invariante bajo una transformacion local del campo. En esta seccion se muestran los
pasos elementales para mantener la invariancia de norma y las consecuencias de ésto [23], [29].
En este sentido se tiene que la CDC describe particulas fermionicas elementales como son los

cuarks, descritos por la densidad Lagrangiana libre, la cual estd dada por

Lo =1P(x)ey (17" 0pbecr — Mbeer) Y(T)ery (2.1)

con 1.(z), los campos de cuarks, (). = ! (x).7°, una para cada color ¢, = 1, ..., N, (N,
nimero de colores considerados) y sabor f = 1,...Ny (N nimero de sabores considerados).
Se ha usado ¢ y ¢ para indicar indices de color de cuarks, sin embargo, mas adelante esta

notacién no sera suficiente y se usard también ¢; para indicar indices de color de cuarks y
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asi distinguir de los indices a, b, d, e, usados para etiquetar el indice de color de gluones y
generadores, los cuales van de 1,..., N> — 1. Este problema no se presenta con el indice de
sabor ya que el Lagrangiano de la CDC, como se mostrard, no cambia sabor y sera suficiente
usar [y f’ cuando sea necesario.

Por tanto, para inferir la estructura de la Cromodindmica Cuantica partiendo de la in-
variancia de norma local, es necesario pedir que L, sea invariante bajo una transformacion

de fase local, de la forma

¢<x>cf N (efiaa(x)Ta)CC,w(x%/f

1/)<x>cf N (eioﬂ(x)Ta)CCl ¢($)C/f (22)
donde los generadores T del grupo SU(3) no conmutan entre si
[T, T°] = if*™T17, (2.3)

y 2% son constantes reales llamadas constantes de estructura del grupo.
Sin embargo, la transformacion de norma local arriba definida, implica que la derivada de

(). rompe la invariancia de £y, ya que
au¢<x)6f - (e—iaa(x)T“)cc, au¢(x)0’f —1 (Taauaa(x>e—ia“(x)Ta)CC/ 1/’(x)0’f- (2'4)

Para requerir la invariancia de norma local, es necesario buscar una derivada modificada D,,,
tal que D,(z).s — (e*ma(’c)Ta)cc, D, (z)s. Para la forma de esta derivada se tiene que
introducir un campo V7 (x), donde = 0,1,2,3 (componentes espacio temporal), a = 1,..,8
(componentes de color) y con propiedades de transformacién tales que cancelen el término
no deseado (el segundo término en la ec. (2.4)). Este propdsito se consigue con la siguiente

construccién
D, o = 0p0eer — ingc,VZ(:v) (2.5)

donde V'j(z) transforma de la siguiente forma

Ve(z) — Vo(z) - gaﬂoﬂ(x) (2.6)
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y con lo cual pedir la invariancia de norma local en el Lagrangiano £, genera un nuevo término

de interaccién, esto es:

L =(x)es (i7" 0ubecr — Moo ) Y(x)err — g () ey Tith () os) V5. (2.7)

Hasta este punto se tiene una estructura andloga al caso de la Electrodinamica Cuantica, sin
embargo, para una transformacion de norma no-Abeliana este formalismo no es suficiente para
producir un Lagrangiano invariante de norma local. Para mostrar ésto, basta con considerar

una transformacion de fase infinitesimal

Y(x)ey — [1 —ia®(@) T p(2)ey (2.8)

en el término de interaccion, con lo cual se tiene que

(E(x)Cf’yuTcac"’vb(x)c’f) - (E($)Cf7MT§:’¢($)c’f) - iab(x)a(ﬁ)cfvu(TaTb - TbTa)cc’w(x)c’f
= (@) Totp(2)ar) + [’ (2) (P(2) ey Top(x)er) - (2.9)

Tomando en cuenta este resultado, se redefine la transformacion del campo de norma de la

g '

Por 1ltimo, si se desea considerar al nuevo campo de norma como un campo fisico (al igual que
se hace con el fotén), se debe anadir al Lagrangiano un término correspondiente a su energia
cinética. Este término debe ser invariante bajo ec. (2.10), con lo cual se tiene finalmente que

el Lagrangiano de la CDC invariante de norma esta dado por

W - 1
L= (@)es (7" Oy — i) () — g (B)esy " Tartp (0)er) Vi) = Vi () V()
(2.11)
donde

Ve, () =0,Vi(z) — 9, Vi(x) + gf Vi (2)Vi(x). (2.12)
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Las ecuaciones de movimiento para este Lagrangiano se expresan como:
(4" Dy — m) by () = 0 (2.13)
0V (@) + g f V() VI (@) = g (2)7 Titpas () = 0 (2.14)

La ec. (2.11), es el Lagrangiano para cuarks 1., y gluones V7 interactuando a través del

color con un acoplamiento dado por g.

. 1. ) _
L —PH'p, —myp + §V“@g,wp2V + gV + gVE + F(V)!

C, ( - )_1+ ( )_1+ < + +

Figura 2.1: Representaciéon simbdlica del Lagrangiano (ec. (2.11)) de la Cromodinamica

Cuantica, lineas sd6lida— cuarks y curvilineas — gluones

El término cinético de gluones incluido en el Lagrangiano (2.11), para imponer simetria de
norma, se ha convertido en un término no solamente cinético sino también de auto-interaccion
entre los campos de norma. Si se representa el Lagrangiano de forma simbdlica, figura (2.1),
se tiene que los primeros dos términos describen la propagacion libre de cuarks y gluones
respectivamente. El tercer término corresponde a la interaccion cuark-gluén, mientras que los
dos términos restantes exhiben la presencia de vértices de tres y cuatro gluones en la CDC.
La existencia de estos vértices ratifica el hecho de que los gluones tienen carga de color y
que pueden interactuar con ellos mismos, hecho que no sucede en la electrodinamica cuantica

(EDC).

2.2. Hamiltoniano de la CDC en la Norma de Coulomb

En esta seccion se aplica el formalismo canénico para la deducciéon del Hamiltoniano de la

CDC en la norma de Coulomb. T. D. Lee, [23] ha hecho la deduccién de este Hamiltoniano y la
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relacién con ciertos casos clasicos. Posteriormente, Christ y Lee, [24], extendieron su trabajo
a normas mas generales. A . P. Szczepaniak et al. [12-14], han hecho esfuerzos por trabajar
la CDC en la norma de Coulomb con la finalidad de describir ciertas caracteristicas de esta
teoria, como son los estados de gluones o glueballs.

Por tanto, se usa la cuantizacién candnica para pasar del Lagrangiano (2.11) al Hamil-
toniano, lo cual requiere escoger una norma especifica que permita escribir relaciones de
conmutacion entre los campos y sus momentos conjugados para un tiempo dado. La eleccion
de la norma no debe cambiar la fisica, ya que las ecuaciones de movimiento pueden escribirse
sin la previa eleccién de cualquier norma. Por otro lado, la eleccién de una norma en la teoria
cuantica de campos tiene consecuencias no obvias en la estructura del Hamiltoniano de la
CDC; por tal motivo, se presenta un resumen de la notacion y los pasos a seguir para la

deduccién del Hamiltoniano de la CDC en la norma de Coulomb.

2.2.1. Norma Axial Temporal, Vj =0

Haciendo uso de la invariancia de norma del Lagrangiano de la CDC, es posible mediante
una transformacion de norma, pasar de un campo de norma Vi arbitrario, a uno que cumple
con la condicién Vi = 0 para toda a. La demostracién de éste hecho estd fuera del contexto
del presente trabajo, dicha demostracion se puede consultar en [23].

Tomando el formalismo canénico usual, el Hamiltoniano de la CDC esta dado por

) _
H — 5/dr (I1° - TI* + B - B%) —g/drwcﬂ'V“Tch’f
—f—/dr@cf(—z"y-V-i—m) (o (2.15)

*a

donde itp' es el momento conjugado de ¥ v ¥ = 1’40, mientras que II* = V' = —E°

es el momento conjugado de V', el cual esta relacionado con el campo eléctrico. El campo

magnético B esta dado por

a a g al
BZ- = eijijVk + §Eijkf deg-Vi, (2.16)
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los subindices i,j,k denotan indices espaciales. En la ec. (2.15), se usa para los campos fer-
mionicos ¢, f para representar indices de color y sabor respectivamente. Como se ha hecho
explicito, el segundo término de la ec. (2.15), no cambia el sabor pero si el color debido al
generador T, el cual acopla la parte de color de los campos de cuarks al color del campo
gludnico. Por otro lado, el tercer término de la ec. (2.15) correspondiente al término cinético
de los cuarks no cambia sabor ni color, sin embargo, como se mostrara en la seccién 3.1 mezcla
momentos angulares orbitales diferentes.

Este procedimiento de cuantizacién candnica postula las siguientes relaciones de con-

mutacién y anticonmutacién para los campos de gluones y de cuarks:
[V?(r, t), H;’-('r’, t)] = iéij5“b53(r —7r')
{’l/)('f‘,t)cf,’(,bT(T',t>crf/} = 506’6ff’63(r — 7'/) (217)

y los posibles conmutadores y anticonmutadores restantes son iguales a cero.

Usando la siguiente notacién corta para el campo del gluon y su momento conjugado,
V, =TV y II; = TII] respectivamente, es facil mostrar que la densidad Hamiltoniana y
las relaciones de conmutacién permanecen invariantes bajo una transformacién SU(3) inde-

pendiente del tiempo [23,24], de la forma

VvV, — uViuT—i(Viu)uT
g
I, — wullu'
o — ub, (2.18)

—ia?(z)T

donde u = u(x) = e " puede ser cualquier matriz unitaria de 3 x 3 con det u = 1. El

grupo invariante {u(z)} se genera por los operadores G?, los cuales estan dados por

G = J 4 4 T%) (2.19)
donde
a 1 abybd
J* = —-D{II
g

DY = §°V,; — gf™ve (2.20)
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y satisfacen la siguiente algebra
(G (r,t), GO (r, t)] = if*53 (r — )G (r, 1). (2.21)
Estos generadores son cantidades que se conservan, esto es
G (r,t) =i[H,G%r,t) =0 (2.22)
lo cual se sigue de las relaciones de conmutacion
G (r, £), 9 (r', )] = —8(r — v) T (r, 1),
(G2 (r, ), I} (', 1)] = i f*6% (r — w")IT{ (7, 1),
[Go(r, 1), Vo' )] = if*53 (r — ")V (r,t) — éé“bvi&)’(r — 7). (2.23)
Se puede mostrar de las ecuaciones de movimento (2.14), que considerar v = 0, es equivalente

a gGg* = 0. Por tanto, para no violar esta ecuacion de movimiento se necesita imponer en

todos los vectores de estado la condicién
Gg¢.) =0. (2.24)

Tomando en cuenta la relacién IIf = —FEY, la densidad de carga de color de los gluones
estd dada por py = Ve . TI% v la densidad de carga de color de los cuarks estd dada
por p; = YTy, con lo cual la ec. (2.24) expresa la ley de Gauss en la Cromodindmica

Cuéntica.

2.2.2. Norma de Coulomb, V;A!(r) =0

El Hamiltoniano de la Cromodinamica Cuantica en la norma de Coulomb, se obtiene de
transformar el Hamiltoniano canoénico en la norma Vi = 0 a la norma de Coulomb, lo cual
se logra al hacer una transformacién del tipo (2.18), esto es,

Vi = uAu' — 3(Vz-u)uT,
9

Ay = —“uta, (2.25)
g
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teniendo asi un campo de norma A, = T*Aj, que cumple con la condicién V;A; = 0. Para
un grupo SU(3), hay ocho generadores T, por tanto, la matriz unitaria u(xz) depende de
los ocho pardmetros del grupo a®(x), por lo que, en cualquier punto fijo del espacio hay
24 campos V¢, donde ¢+ = 1,2,3 y a = 1,...,8. En la norma de Coulomb se tienen ocho
restricciones dadas por V,;A? = 0, por tanto, hay 16 campos A} independientes. En este
sentido, la transformacion (2.25) es una transformacion que relaciona 24 campos V¢ con 16
campos A{ y 8 pardmetros a(z). Finalmente, la dependencia en estos parametros del grupo
a’(x), serd eliminada mediante la imposicién de la ley de Gauss a nivel de operadores.

Con lo anterior el campo cromo-eléctrico adquiere la siguiente estructura, [13];
£} = —A] - V,Aj + g AL A! (2.26)

el cual satisface la ley de Gauss ec. (2.27), que es una condicién que se debe imponer al
trabajar en la norma de Coulomb de forma equivalente a gG* = 0 en la norma axial temporal

Vi = 0. La ley de Gauss se escribe de la siguiente forma:
V€L + g M AVE] = gp;. (2.27)
o equivalentemente
D€} = gp; (2:28)

con ’D?b = )%V, —¢g f“bdAf la derivada covariante, la cual ahora depende del campo de norma
transformado, A%,
Si se divide el campo cromo-eléctrico en su componente transversal y longitudinal de la

siguiente forma: £2 = £"* — V;¢ y se introduce en la ec. (2.28), se tiene
—(D{"V,)¢" = gp* (2.29)
con

Pt =P+ Py = P Tip s+ g f U AJET. (2.30)
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Al considerar la divergencia del campo cromo-electrico, ec. (2.26) y la descomposicion de

éste en sus componentes transversal y longitudinal, se obtiene la relacion:
ViEf = -V DPA) = -V3¢" (2.31)

por tanto, se puede obtener la componente temporal del campo de norma asi como el campo
escalar que determina la componente longitudinal del campo cromo-eléctrico de las ecs. (2.29),

(2.31), esto es

1 1 ,
Aj = <—(—V2)—> ar”,
" \v.D v-D),,

#=(5tp)." a

El momento conjugado del campo de norma transverso viene dado por
I = —£7 = A; + g(6;; — V2V, V) f* AL A4, (2.33)

donde es facil justificar que la estructura del campo cromo-eléctrico transveral es la correcta
mediante V;E* = 0y que €7 — £ se puede escribir como el gradiante de un término
escalar.

Finalmente, se puede escribir el Hamiltoniano de la Cromodindmica Cuantica en la norma
de Coulomb simplemente al aplicar una transformacién SU(3), la cual relacione los diferentes
campos en la norma axial temporal con los campos en la norma de Coulomb y sustituir el

campo cromo-eléctrico en sus componentes transversal y longitudinal, esto es, IT} = —&; =

—E" * 4 V,;¢% El Hamiltoniano resultante tiene la siguiente estructura

1 T,a T,a a a a e . _ " u
H = /{5[55 CET 4+ (Vi9") + BB — Yo (=i V+m)p, —gb v A ch/'%bclf} dr.
(2.34)

Usando ITY * = —€L" * y la ecuacién (2.32), el Hamlitoniano de la Cromodinamica Cudntica

se escribe como

1 - —_—
H = / {_[HET’,GHZT,Q + BgB?] — Ilpcf (_7,7 -V + m) /l/)cf _ g'(pcfﬂy . AaTgc/’lbc/f} dr

2
1 1 1

-2 a R v 1o\ al (o /
+59 /p (r><a’T|V~’D( V)V.,D]ar)p (r")drdr (2.35)
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donde se ha usado la notacién matricial para el integrando del tdltimo término del Hamilto-
niano de la CDC, ec. (2.35).
Para considerar el caso cuantico hay que considerar las reglas de anticonmutacién entre

los campos fermiénicos;

{0 e, W' g} = Gebppd®(r — 1)
(W), (' ey} = {P'(r )9 (' )y} =0
(2.36)
mientras que debido a la transversalidad del campo de norma, se tienen las reglas de con-
mutaciéon siguientes
[Af}(r,t), Hz’" o, t)} = iéab(dij — V72V, V)8 (r —7)
[A¢(r,t), A2(r', )] = [TV “(r,¢),II °(¢' )] =0 (2.37)
Por otro lado, al haber considerado una transformacion de norma local es necesario incluir
un factor que indique como cambian las nuevas variables. Este factor es el Jacobiano, el
cual en las teorfas del campo no-Abelianas se le conoce como determinante de Faddeev-
Popov [23,24,26], el cual viene dado por J = det(V - D) y donde V - D se conoce como
el operador de Faddeev-Popov, al cual en el presente trabajo se le da el cardcter de una

funcional. Por tanto, el Hamiltoniano cuantico de la CDC en la Norma de Coulomb esta dado

por

1 R —_—
H = / { [j 1Htr aj]___[tr @4 BaBa} ¢cf (—Z"}’ .V + m) '(/)cf _ Q@Z)CJW . AaTg;/’le/f} dr

—|— 59 /.7 (a r\V%D(—VZ)%|a”r’>.7p“l('r’)drdr’. (2.38)

Antes de discutir el Hamiltoniano motivado de la Cromodinamica Cuantica en la Norma

de Coulomb que se utiliza en este trabajo, se discute la estructura del Hamiltoniano de la
Cromodindmica Cudntica en la norma de Coulomb, ec. (2.38).

En primer lugar, de manera muy semejante a la Electrodinamica Cuantica, se tiene la

energia del campo cromo-electromagnético, el cual solo involucra al campo de norma interac-

tuando mediante el color. El segundo término de la ec. (2.38), corresponde al término cinético
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y de masa de cuarks, donde el primero de éstos, ya no tiene una estructura covariante. Estos
términos no mezclan color ni sabor pero pueden mezclar espin. El tercer término, es el término
de interaccién entre cuarks y gluones, el cual es el resultado de pedir que la CDC sea una teoria
invariante de norma local. Como principal caracteristica de éste término, estd la mezcla de
color, la cual complica cualquier busqueda de posibles soluciones analiticas, semi-analiticas
y numericas de este Hamiltoniano. Por tultimo, se tiene lo que se denomina el término de
Coulomb en la Cromodinamica Cudantica. Al igual que en la Electrodinamica Cuantica, puede
verse como la interaccién entre dos densidades de carga (en este caso de color). Sin embargo
la interaccion no luce sencilla de manipular y no existe una forma estandar para trabajar el
operador que aparece entre las densidades de carga.

Si se desea buscar posibles simplificaciones del Hamiltoniano, ec. (2.38), como posibles
soluciones analiticas o bien semi-analiticas, es necesario estudiar cada uno de sus términos y

ver bajo qué suposiciones (justificables) son posibles dichas simplificaciones.

2.3. Hamiltoniano Motivado de la CDC en la Norma
de Coulomb

En esta seccion se presenta el Hamiltoniano motivado de la CDC en la norma de Coulomb
asi como las posibles conexiones con el Hamiltoniano deducido en la secciéon anterior, ec.
(2.38).

El Hamiltoniano motivado de la CDC que se va a utilizar en este trabajo se ha tomado

del trabajo de A. P. Szczepaniak and E. Swanson [13]. Este Hamiltoniano viene dado por:

H = Hy+ Hy,
m= {% [T(r) - T1(r) — A(r) - V2A(r)] + ¢/ (r) [ =i - V]ap(r) + «p*(rwmw(”} o
+%QZ/pa(r)K0(r — " p*(r")drdr’,

M= [ [B)-Br)+ Awr) - V2A@] dr — g [ () Arj(rdr + Vit Va
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138 [ { ) aurlgrig (Vg gl () = () KO )07
(2.39)

En primera instancia, parece simplemente una reescritura del Hamiltoniano de la CDC, sin
embargo, A. P. Szczepaniak y E. Swanson, [13], desarrollaron un método para estudiar los
comportamientos del Hamiltoniano de la CDC en la norma de Coulomb a bajas energias.
Entre sus resultados més importantes se encuentra el hecho de que el operador de Faddeev-
Popov definido en la secién anterior, se comporta de forma dominante a energias (momentos)
bajas, lo cual repercute de forma inmediata en el potencial de Coulomb, ec. (2.38), generando
asi un posible mecanismo de confinamiento.

El Hamiltoniano motivado de la CDC en la norma de Coulomb que se toma como punto de
partida, consite en tomar Hj. La idea es la siguiente: se considera que H, genera los estados
ligados hadronicos; H; introduce las correcciones a estos estados a traves del intercambio de
gluones. La expansién del determinante de Faddeev-Popov (J = det(V - D)) en potencias
del campo de norma, genera los términos denotados por V4 y Vg en la ec. (2.39), los cuales
corresponden a todos los ordenes en la expansion mencionada menos el orden cero para el
término cinético de gluones y el Hamiltoniano de Coulomb. El orden cero para ambos términos
ha sido incluido en Hjy. Es bueno mencionar que Hj sigue siendo una teoria de campo y por
tanto, ain es dificil de resolver. Sin embargo, existen algunas ventajas, como lo es que Hy+ H;
es la CDC, ademds, Hj es relativista e incorpora grados de libertad gluénicos, lo cual permite
estudiar estados de gluones y cuarks-gluones en forma conjunta.

Otra conclusion importante del trabajo realizado por A. P. Szczepaniak y E. Swanson es el
hecho que el potencial de confinamiento entre fuentes de color se comporta como un operador
de Casimir. Se ha mostrado que el término dominante para el potencial de confinamiento

viene dado por la estructura de color,

Kap(r —7') = 0K (r — ') = g(P| [(V - D) (=V*)(V - D) '], ., [¥),  (2:40)

T,a:7’
la cual se ha hecho explicita en el Hy de la ec. (2.39), donde la idea es remplazar el nucleo

de Coulomb por su valor de expectacion en el vacio. De esta forma, surge la posibilidad
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de diagonalizar el Hy de forma no-perturbativa para obtener una base de estados ligados y
singuletes de color. Una vez logrado lo anterior, se podria aplicar la teoria de perturbaciones
sistematicamente para incluir los efectos del H;.

El principal objetivo de este trabajo es estudiar el Hy primeramente en el sector de cuarks
y posteriormente en el sector de gluones en busca de posibles soluciones analiticas, semi-
analiticas o bien ntumericas no muy elaboradas. En caso de posibles soluciones analiticas,
la idea es conocer bajo qué restricciones es factible encontrarlas, siendo asi posible estudiar
qué sucede con ellas cuando dichas restricciones se liberan paulatinamente. En el caso de
soluciones semi-analiticas, implica poder llegar a resolver el problema hasta una sencilla dia-
gonalizacion y el uso de técnicas numéricas. Por tdltimo, el caso de soluciones nimericas se
desea evitar, debido principalmente a que existen otras técnicas numéricas para calcular los
estados hadrénicos, como es Lattice Gauge Calculations, [31-33]. Por tanto, el tener una
solucion analitica que se pueda comparar con resultados experimentales y con otros modelos
serfa muy bueno, por un lado para un facil entendimiento de la CDC a bajas energias y por
otro lado, como un posible punto de partida para la conexion entre modelos fenomenolégicos
y la CDC. .

Por 1ltimo, en la siguiente seccion se discuten las consideraciones para hacer todas las ma-
nipulaciones necesarias en este modelo de la CDC a bajas energias y como se veran reflejadas

dichas consideraciones en el Hamiltoniano motivado de la CDC en la norma de Coulomb.

2.4. Consideraciones Generales del Modelo de la CDC
a Bajas Energias

Algunas de las consideraciones de este modelo no son evidentes en la formulacion hecha en
la secciéon 2.2, ya que se considerd indistintamente poner indices arriba o abajo en los espacios
de color y sabor. En este modelo se toman ciertas consideraciones generales, como son indices

esféricos para espin y sabor, mientras que para los indices de color se toman las convenciones
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de Draayer y Escher [34]. En la seccién anterior se hizo la primera consideracién aunque no
se menciond; la cual consiste en el producto punto entre los campos cromo-electromagnéticos,

esto es,
I(r) -TI(r) =) > (=1)%(=1)"TLe(r) g (r). (2.41)

En esta notacién hay que diferenciar de cémo subir y bajar indices en los tensores esféricos,
por ejemplo, IT*(r) = (—=1)"#II_,(r), donde p = —1,0 — 1, [35]. La fase en el espacio de
color que se introduce: (—1)Xe, dependerd si se trabaja en SU(2) (no fisico), [18] o SU(3)
de color, [21]. Esta convencién se ha utilizado en el Hamiltoniano motivado de la CDC en
la norma de Coulomb, ec. (2.39), los cual pueden verse en los indices de color del término
Coulombiano.

Para los campos fermiénicos, se tienen en general tres indices (subindices o superindices)
que etiquetan a los operadores de creacion o aniquilacién, uno para el espin total, uno para
el color y uno para el sabor. La fase para subir o bajar indices de espin viene dada por
(—1)’=*, donde j corresponde al espin total de la particula y A es su ntimero magnético. Para
el caso del color, si se esta trabajando con solo dos grados de libertad, esto es, trabajar en
un grupo de color SU(2), la fase viene dada por (—1)%’C donde ¢ es niimero magnético del
espin de color, mientras que para el caso de tres grados de libertad en color para cada cuark
se tiene un grupo SU(3) y la convencién que se utiliza es la de Draayer y Escher, (—1)Xe, [34].
Finalmente, para el caso del sabor se consideran solo los cuarks mas ligeros u y d, cuyas masas
practicamente estén degeneradas; por tanto se pueden describir por un grupo SU(2) de sabor
y la fase estd dada por (—1)%_f, donde f es la proyeccion de sabor.

En el caso de los gluones también se trabajan los indices en componentes esféricos. La
forma de como transformen los operadores bosénicos que definen la creaciéon o aniquilacion
de un gluén depende de la base que se elija para trabajar. En el capitulo 6, se discute la base
a utilizar asi como la transformacién de los operadores bosonicos.

Ademas de las convenciones para los indices de los operadores fermiénicos y bosonicos,

se hacen otras consideraciones. La primera de ellas consiste en tomar un modelo para niveles
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orbitales de cuarks (con posible inclusiéon de gluones) correspondientes a bajas energias, por
tanto, se toman unicamente los modos de energia mas bajos en el sector de cuarks. En este
modelo estos modos mas bajos estan descritos por N; y N para el caso de cuarks y gluones
respectivamente. De igual forma el modelo puede restringirse a los momentos angulares [; y
L mas bajos para cuarks y gluones respectivamente. El espin total de cada particula viene
dado por el acoplamiento del momento angular con el espin intrinseco de cada particula, para
el caso de los cuarks, tienen espin intrinseco % y los gluones 1. En cada caso el espin total
vendra descrito por j; y J respectivamente.

Cada una de las consideraciones mencionadas anteriormente se pueden suavizar de alguna
forma mientras que una consideracion general que no se puede suavizar es el hecho de que
tanto cuarks como gluones se encuentran confinados en un espacio finito. Este espacio finito,
se considera una esfera o algtin tipo de bolsa que contenga a dichas particulas. Esta restriccion
cuantiza de cierta forma las energias propias del sistema, aunque determinarlas puede no ser
trivial.

La forma de hacer la cuantizacién se discutira en su debido momento asi como el dlgebra de
los operadores que se utilizan en este trabajo. Como primer andlisis del Hamiltoniano motivado
de la CDC en la norma de Coulomb se trabaja el sector de cuarks y posteriormente el sector
de gluones. Para el caso de cuarks el potencial de interaccién V' (|r — 7/|) se considera algin
potencial que solo dependa de las distancia entre las densidades de carga. Posteriormente,
para el caso puramente de cuarks se considera V(|r — '|) un pardmetro Vj y se estudia la
estructura del Hamiltoniano de Coulomb. Finalmente, dada la estructura del Hamiltoniano
de Coulomb bajo la suposicion anterior, la primera etapa para introducir gluones al modelo
es a través de la interacciéon entre densidades de carga de color que contenga tanto cuarks

como gluones. Posteriormente, se discutiran otras posibilidades de incluir gluones al modelo.



Capitulo 3

Modelo de Cuarks para los Niveles de

Menor Energia

Como se menciona en los capitulos previos, se trata un modelo motivado de la CDC usando
ciertas aproximaciones. Dichas aproximaciones se irdn relajando paso a paso con la finalidad
de mostrar la estructura de la CDC bajo estas restricciones. Primeramente, se considera el
sector de cuarks en el Hamiltoniano de la CDC, esto es, no se consideran por el momento
gluones dindmicos. Lo anterior se traduce en considerar, Hope = Ko+ H,,, + HE L, 0,
donde K, es el término cinético de cuarks, H ,,, es el término de masa de cuarks y HE !, es
el Hamiltoniano de Coulomb cuando tinicamente se considera la interaccion entre densidades
de carga de color de cuarks.

En este capitulo, se describe la deduccién del término cinético de cuarks, posteriormente
se indaga la estructura de éste y la interpretacién fisica cuando se considera el limite quiral
(mo = 0) y que el Hamiltoniano de Coulomb HY, !, . puede escribirse como un operador
de Casimir del grupo de color, cuya accién sea la de separar estados de color de aquellos
estados sin color (ver capitulo 5). Bajo estas consideraciones, se muestran posibles soluciones
analiticas para los casos correspondientes a los niveles orbitales mas bajos. En el siguiente

capitulo se estudia el caso no quiral (mg # 0) cuando se haga la generalizacién a un nimero

arbitrario de niveles orbitales de espin total j bien definido, ya que si mg # 0, no es posible

30
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obtener las soluciones analiticas que se muestran en este capitulo.

3.1. Descripcién del Término Cinético de Cuarks

El término cinético de cuarks viene dado por la expresion:

K = /daziﬂ(az)[—ia -V (x), (3.1)

donde el campo fermiénico es un espinor de Dirac, el cual se expresa de la siguiente forma:
(@) = (Wi, 01, c1, f1), 0 (2, 00, ¢, f2)) v @, son las matrices de Dirac. Con lo anterior, el

término cinético puede escribirse en términos de los componentes del campo fermiénico
K=—i / dm{wi(wa 0,7 cla f/)O' ’ V¢2($7 g, ¢, f) + ¢;($7 0/7 Cl? f/)O' ’ V¢1(w7 g, f)} (32)

donde los componentes del campo fermiénico se escriben de la siguiente forma:

¢T(m g,¢, f Z b Nlmachle(T)}/;n(?)XL

Nimocf

¢2(x g,¢, f Z b Nlm,ochle(T) ljn(?)XL

Nimocf

Yi(@o.e )= Y 6N Ry () Yo (F)xs

Nimocf

Po(x,oe, f) =Y b VT Ry (1) Vi () X (3.3)

Nimocf

Una explicacién detallada de los operadores fermiénicos, asi como de los operadores de creacion
y aniquilacion de particula se da en la seccién 3.1.1, por lo que simplemente anticipamos el
resultado que se obtiene al hacer el algebra correspondiente. La deduccion del término cinético
de cuarks efectivo se muestra en el Apéndice A. Finalmente, el término cinético de cuarks que
se estudia en este trabajo y al cual se le dedican varios apartados debido a su rica estructura,

es el siguiente:

_ —1(N',j—3.2)Aef T LN =% DYjdes
K = ) kNN’[ LNt ines b (et e o
N'NjXcf
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j * —L(Nj+3. )i Aef ( L(NG+1. )50t
- Z (k) [b%w',jf%émcfb ’ t +b7%(N’J*%7%>JAcfb2 o
N'NjXcf

(3.4)

donde se puede observar que la estructura del término cinético de cuarks esta rota en bloques
de espin total, j. Ademas de que la intensidad de éste, viene dada por los coeficientes kgv N'»
los cuales conectan unicamente el orbital ;7 — % con el orbital j + % y numeros cuanticos
principales N’ con N respectivamente. Las posibles conexiones quedan determinadas por
estas intensidades, las cuales se muestran en la siguiente seccion.

Se puede observar que la aplicaciéon del término cinético en algin estado de la repre-
sentacion de Dirac tiene las siguientes implicaciones: Por un lado, la aniquilaciéon de una
particula de pseudo-espin negativo (energia negativa) y la creacién de un particula con pseudo-
espin positivo (energia positiva), mientras que el segundo término de la ecuacién (3.4) hace
la operacion inversa. Por tanto, si se parte de un estado en la representacién de Dirac donde

todos los estados de energia negativa estén llenos, (vacio perturbativo), esta ultima aplicacién

dara cero.

3.1.1. Descripciéon de los Campos y Operadores Fermidnicos

Para la expansién de los campos fermidnicos ec. (3.3), se ha elegido una base cuya parte
angular corresponde a la soluciéon de cualquier problema con simetria esférica, esto es, las
funciones Y,,,(7) son los armoénicos esféricos. Para la solucién a la parte radial, Ry;(r), sim-
plemente se pide que sea una base completa. Los coeficientes de esta expansion, son los
operadores de creacion y aniquilacién de cuarks. Los subindices y superindices en orden de

aparicion, indican: j:% = « el pseudo-espin, esto es, al trabajar en la representacién de Dirac,

1

el mar de cuarks correspondiente a estados con ' < 0 se representa con o = —3,

mientras que
los cuarks con E > 0 fuera del mar de Dirac se representa con o = +%, figura 3.1. El siguiente
indice N(N’) corresponde al niimero principal o nimero orbital, [ es el momento angular de la
particula (cuark), m su proyeccién de momento angular. Finalmente, 0 = +1, ¢ = {Y,, I, I}

y f= j:% corresponden a los niimeros magnéticos de espl'n—%, triplete de color-(1,0) y espin
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Figura 3.1: a) El mar de Dirac, esto es, todos los estados de energia negativa llenos, b)
Aniquilacion de un cuark de F < 0 y la creaciéon de un cuark con E > 0, lo cual puede

interpretarse como la creacién de un cuark-anticuark.

de sabor—% respectivamente. Los nimeros cudnticos {Yg, I., [z, } representan la hipercarga,
isoespin y tercera componente de isoespin de color y donde se utilizard ¢ = {—Y,, ., —I7.}

para las componentes magnéticas conjugadas del color.

Algebra de los Operadores Fermidnicos y su Representacion Acoplada

Los operadores fermionicos satisfacen las reglas de anticonmutacion siguientes:

UL SV S A i A

m' o T cC

{ba,Nlm,acf7 ba’,N’l’m’,a’c’f’} _ O,
T T _
{ba,Nlm,acf’ ba’,N’l’m’,o’c’f’} = 0. (35)

Si se desea escribir un operador con espin, color y sabor bien definidos, es necesario acoplar
dos, tres,.., etc operadores. Por tal motivo, es necesario saber como subir y bajar los indices

de los operadores fermiénicos. Como se desea trabajar con un espin bien definido, lo primero
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es escribir los operadores fermiénicos en la representacion acoplada, la cual viene dada por:

1
T _ . 1
b:l:%,Nlm,acf - Z;Um’ §O-|])\>b:|:%,(N,l,%)j/\cf’
J

1 1 1y
b:l:%,Nlm,acf _ Im. —oli\\pEsNVhz)iref 3.6
3 (m. 5oli) (3.6
JA
La convencién de fases para subir o bajar indices se ha tomado de Draayer y Escher, [34],

la cual viene dada por: b*z(N:h2)irel — (—1)?%(—1)j_’\(—1)XC(—1)%‘fb%(N’l7%)j

(—1)Xe = (=1)3Cemn)tF~Tze v (X pu.) = (1,0) es la representacion de cuarks en SU(3), la

_xe—f» donde

cual es de dimensién tres, que corresponde a los tres posibles colores del cuark.

Finalmente, para escribir operadores con espin, color y sabor bien definido es necesario
colocar todos los indices de los operadores fermionicos abajo (o todos arriba) y acoplar me-
diante coeficientes Clebsch-Gordan, de la siguiente forma:

J(PQF
bi%,(N,l,é) Dbyt vy = > G dadal Tm)((pr, a1)en, (b2, a2)eal (P, Q)e)

27
me A1Azcica fifa

1 1 +
<§f17 §f2|Ff>b+%7(N717%)j/\161f1 b"'%’(N/’l,’%)jQ)‘?C?f?
(3.7)

El término cinético de cuarks, ec. (3.4), puede mostrarse facilmente que se comporta como
un escalar en espin, color y sabor, sin embargo, es un operador que genera pseudo-espin.
Como se mostrara en el capitulo 5; el Hamiltoniano de Coulomb se escribe en términos de
generadores de color, razén por la cual el término cinético de cuarks y el Hamiltoniano de
Coulomb conmutan y por tanto, se pueden diagonalizar de forma simultanea. Esto tdltimo

permite encontrar soluciones analiticas para ciertas configuraciones.

3.1.2. Término Cinético de Cuarks para el Orbital S mas Bajo

Antes de empezar a estudiar mas a detalle la estructura del término cinético de cuarks

para dos posibles configuraciones, se presenta un resumen de los resultados obtenidos para el
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caso mas sencillo de este modelo, [18]. En dicho trabajo se consideré un tnico orbital para
los cuarks, el nivel-s més bajo. Se restringié a un grupo SU(2) de color (no fisico) y sabor.
Estas dos restricciones, tienen su justificacién en el sentido de que la extensién a SU(3) de
color no es dificil, al ser ambos grupos no-Abelianos. La consideracién de trabajar la CDC
a bajas energias es la justificacién de trabajar un grupo SU(2) para describir el sabor de los
cuarks, con lo cual se tienen dos grados de libertad correspondientes a los cuarks u y d. De
esta forma, este primer modelo, depende solo de un parametro relacionado con las energias
de excitacion de color y por tanto irrelevante a bajas energias.

El Hamiltoniano encontrado en [18], tiene la siguiente estructura

39 (n Loy, 9

y los valores propios de este Hamiltoniano vienen dados por

3
E = (5 +mo — Z%) (ng + ng) + %SC(SC +1). (3.9)

Para los estados fisicos con color total cero, S, = 0, se encontré E' = mg(n,+ng) y el espectro es
degenerado con respecto al espin y al sabor. Las excitaciones de color estdn separadas por una
cantidad de energia que depende de la aproximacion de contacto escogida para la interaccion
de cuarks. En la CDC se espera que esta separacion sea infinita ya que el potencial entre los
cuarks crece a razén de la separacion entre ellos. Finalmente, las soluciones son sencillas y
degeneradas para todos los estados con el mismo color.

En las siguientes secciones se estudia la estructura del término cinético, cuando se restrin-
ge uno a considerar un subespacio de Hilbert para dos y tres niveles orbitales. El caso de dos
niveles orbitales, corresponde a considerar el nivel orbital méas bajo s y el nivel orbital méas
bajo p, ambos con espin total j = % El caso de tres niveles, corresponde a considerar, los
dos niveles orbitales-s méas bajos y el nivel orbital-p mas bajo, todos ellos dentro del bloque

con espin total, j = % Dada la estructura del término cinético ec. (3.4), rota en bloques de
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espin total-j, se tiene que las soluciones analiticas que se encuentran para el bloaque 7 = %

son validas para cada bloque de espin total-j.

3.2. Estructuras SU(2) del Término Cinético de Cuarks

La expresion mds general para el término cinetico de cuarks (3.4), indica que los indices
principales N y N’ pueden tomar cualquier valor lo cual se traduce en un nimero infinito de
conexiones. Para tratar este problema y al mismo tiempo imponer a mano el confinamiento
de los cuarks, se usa la base del oscilador armonico en tres dimensiones, [36,37]: Ry;(r) =
Ny exp(—2 ) lLl+2 ~2(77?), donde [ es el nimero cudntico del momento angular, N = 2n + |
es el nimero de cuantos de excitacion con n = 0,1,2,... y 7 es un parametro con unidades de
energia al cuadrado. A continuacién se describe la fisica y la estructura matemaética del término
cinético de cuarks cuando se restringe a la base del oscilador armoénico en tres dimensiones.

Las intensidades de interaccion para el término cinético de cuarks viene dadas por:

Koy = / r2dr [R i) (5 — 2) RN,(jé)(r)} , (3.10)

siguiendo la notacién establecida en la seccion anterior, el resultado que se obtiene es el

siguiente (para mayor detalle se sugiere ver el Apéndice A y el Apéndice B).

—j+— N+j+3
NN’ = Z\/_ 51\7! N+1 — Z\/_ —25]\[/ N—1 (311)

con lo cual, la ecuacién (3.4) tiene la siguiente estructura:

N+1
N+]+
IDNDS —Zf\/ N T e — iy S By
jief N= ]_;,_1 N/'=N-1

bfg(vaj 272 j)\Cf +bT b (N 7j 272)])‘Cf>

T
(b L(Nj+5,5)ixcf
N+1

+ Z Z Z z\/_ —_]+_5N’N+1+Z\/_ —N+;+_5N’N 1

jxef N= ]+1 N'=N-1

T L(NG+L, )it T LN j+2L, DYjAef
(b s e BTN b bR ) (3.12)

L(N,j+3,5)ixcf
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donde AN = 2, debido a que se esta trabajando en la base del oscilador arménico en tres
dimensiones. En este momento, se puede identificar el término cinético de cuarks como la

suma de un operador de ascenso K, mas un operador de descenso K _, los cuales estan dados

N+1
= | N /N+]+—
K, = (—iy/9) E E E 25N/N+1 ——— 28NN
Jjxef N= J+1N’ N-—1

por

t L(N'.j—%,3)ixef _ —3(N,j+3,3) J/\Cf
(bz(NJ %%)J‘be e N'j— %%chf e
N+1
~ |N — j —|— | N —l—j —|— 2
K_ = (—i/7) Z Z Z — 25 N4+1 T+ 5NN 1
jief N= ]+1 N'=N-1
T 5 (N j—35,3)ixef (Nj+3,3)ixef
(b (N,]+2,2)])\cfb 2 2 b (N’,] 2,2)])\cfb2 2 2 > (313)

donde se ha puesto un gorro sobre los operadores de ascenso y descenso uUnicamente para
diferenciar entre los operadores que satisfacen el dlgebra SU(2) de pseudo-espin, la cual se
muestra en las secciones 3.2.1 y 3.2.2. Esta dlgebra es muy 1util para la solucién del término
cinético de cuarks, pues aunque se ha encontrado una estructura de operadores de ascenso y
descenso, aun son desconocidas las energias propias de este sistema.

Se ha dividido el analisis del término cinético de cuarks en dos secciones para explotar
lo mas posible la estructura de operadores de ascenso y descenso. Como se muestra en las
siguientes secciones, estos operadores forman un dlgebra caracteristica del grupo SU(2), por

lo que las soluciones que de él se obtienen se denotan como soluciones tipo SU(2).

3.2.1. Algebra de los Operadores de Ascenso y Descenso, 2 Niveles

En esta seccion se muestra lo importante de haber encontrado la estructura de operadores
de ascenso y descenso, ec. (3.13). Cabe recalcar que hasta ahora solo se ha considerado el
término cinético de cuarks, aun asi la estructura matemaética de operadores de ascenso y
descenso es bastante alentadora en la bisqueda de una solucion analitica en el contexto de
una aproximacién a la CDC a bajas energias. Al igual que en las secciénes anteriores se sugiere

ver el Apéndice A, para mayor detalle de los resultados que aqui se presentan.
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Para el caso donde el espacio de Hilbert se restringe iinicamente a dos estados de energia
positiva, esto es, un total de cuatro estados, con el mismo espin total-j, se escoge, sin pérdida
de generalidad, la conexién N’ = N — 1. Bajo esta consideracion el término cinético de cuarks

para dos niveles tiene la siguiente estructura:

—~jN  —~jN
K=Y K. +K"
J

1

N+j+ % ? t L(N—1,j—1 1y 1ol 1ys

_ ~L(N-1,j-1 Lyjref o pt —L(Nj+1,1)xef

= ﬁ;} ( 2 LTIERINWLEE S VP WL
FAc

1
N+j+ % ’ T LiN=1,j-1,L)ixef i +L(Nj+L . Yyixes
22D ( 2 N TERINWLE 2 A gy

Jjief
(3.14)

en donde se ha hecho la siguiente redefinicién de los operadore simplemente para no estar cargando

el nimero complejo 7,

_Apt i
0wt nes ~ Ceiavgrt s
(i)pFaNitzp)iref  _, pEaz(Nitg.g)idef,

(3.15)

Finalmente, el algebra que satisfacen los operadores de ascenso y descenso es la siguiente:

—jN —jN N+j+3
KLLRD] = ’Y(z N5+ Nayovagos.
_Nfé(N’J'i'%v%).j o Nﬁ%(Nflvjfg»%)J}
= 2K, (3.16)

N —~jN N+4+j+3\ <N
Ky KL | =+ (‘72) K, . (3.17)
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Con la finalidad de escribir el término cinético de cuarks en funcién de operadores que satisfagan
el algebra SU(2) de pseudo-espin se escriben los operadores de ascenso y descenso de la siguiente

forma [20]:

~—jN y(N+j7+3) .
K. = (22)K;N = AjnKY (3.18)

por lo tanto, el término cinético de cuarks se escribe como

N N .
J J

q9—q

Por el momento, el Hamiltoniano de la CDC, se estd escribiendo como H = K, + H¢

donde H (é_O’(LZLl omp S€ escribe como un operador de Casimir, el cual separa estados con color de estados
sin color-(estados fisicos) (ver capitulo 5). Por tal motivo, las energias propias de este Hamiltoniano
vienen dadas por las soluciones a la energia cinética de cuarks, la cual se puede diagonalizar en cada

bloque de espin total-j mediate una rotacién que deje K7 diagonal. Siendo K7 diagonal, su valor

propio viene dado por My, la proyeccion de pseudo-espin.

E = ZEjN = QZAjNMJ (3.20)
J J

En este resultado se puede observar la importancia de tener el término cinético roto en bloques de
espin total-j, pues la solucion analitica es aplicable a cualquier bloque de espin total-j. La base en
donde K, es diagonal (nueva), se puede escribir como una combinacién lineal de estados de pseudo-
espin de la base original. Por tal razon, los estados de la base diagonal pueden corresponder a estados
de la base original que contengan tanto particulas en estados de energia positiva como negativa.
La proyeccion de pseudo-espin total My, se obtiene simplemente de contar particulas en la nueva
base donde se ha diagonalizado K ;, esto es, una particula que ocupe un estado de energia negativa
contribuye con proyeccién de pseudo-espin, mj = —% y una particula que ocupe un estado de energia
positiva contribuye con proyeccién de pseudo-espin mj; = —l—%. La figura 3.2, muestra graficamente

la accién del término cinético cuando se restringe el sistema a solo dos estados orbitales.
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Figura 3.2: a) Accién del operador K | para dos niveles, b) Accién del operador K _ para
dos niveles y c¢) La representacién grafica compacta para describir la accién K + K _

de cualesquiera dos niveles .

Es facil calcular ahora el estado de menor energia en la nueva base, bajo la restriccién de consi-
derar inicamente dos estados orbitales. A este estado se le denota por el vacio perturbativo, (|0)). El
vacio perturbativo equivale a considerar que todos los niveles con energia negativa estén ocupados,
sin violar el pricipio de exclusién de Pauli. Para el caso de los estados-s y -p més bajos en el bloque
de espin total-j, N = 1, color descrito por un grupo SU(3) (SU(2) caso no fisico) y espin de sabor-%,
cada estado puede tener 12(8) particulas. Con lo anterior, el vacio perturbativo para el caso de dos
niveles contiene 24(16) particulas lo que da una proyeccién de pseudo-espin M; = —12(—8). De igual
forma se pueden calcular las energias de excitacién, que corresponden a la descripcién de mesones o
bariones en este modelo.

Este modelo en su primera etapa descrito en la seccién 3.1.2, se restringia a considerar dos grados
de libertad para espin, sabor y color. Por un lado, la restriccion de considerar inicamante dos sabores
estd fundamentada en considerar bajas energias y por tanto los cuarks u y d son mas que suficiente.
Sin embargo, la restriccion de considerar dos grados de libertad para el color implicaba proyectar la

Cromodindamica Cuantica a un subespacio no real, pero matematicamente facil de trabajar. En este
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sentido, considerar dos o tres grados de libertad para el color implica pasar de un modelo no fisico

a un modelo que toma propiedades de la Cromodindmica Cudantica real.

Grados de libertad | Vacio(GeV) | Excitacién ¢g (GeV) | Excitacién (GeV)
8 — SU(2) 4,422 0.553 0.553 (¢q)
12— SUA(3) -6.633 0.553 0.829 (¢qq)

Cuadro 3.1: Energias del vacio, de excitacién mas bajas para un mesén y un barién.

El cuadro (3.1), muestra la energia del vacio perturbativo asi como la energia de excitacién
correspondiente a un par particula-agujero y tres particulas, para los estados s y p més bajos, j = %
y N = 1. En este caso la proyeccién de pseudo-espin para el vacio perturbativo considerando 12(8)
grados de libertad es -12(-8).

El primer estado excitado con color cero es aquel que contiene una particula en un estado de
energia positiva (¢) y la ausencia de una particula de energia negativa (g) en la nueva base, la cual se
representa por un par ¢q, esto corresponde a la posible descripciéon de un mesén. Esta configuracién
tiene una proyeccién de pseudo-espin igual a -11(-7), lo cual da por resultado la energia de excitacién

¢q. La energia de excitacién qqq(qq) corresponde a tener una proyeccién de pseudo-espin igual a

_21

5 (—7), lo cual da la energfa de escitacion de un barién. Para el calculo anteriér se considerd el

factor /7 = 0,22566GeV, lo cual corresponde a un radio de 0,9 fm, un valor cercano al radio del

proton.

3.2.2. Algebra de los Operadores de Accenso y Descenso, 3 Niveles

En esta seccion, al igual que en la seccién anterior, se busca explotar la estructura del término
cinético de cuarks pero ahora liberando la restriccién en el subespacio de Hilbert a cualesquiera tres
estados, con espin total-j. Como se muestra, el caso de tres niveles también tiene solucién analitica
semejante a la encontrada en la seccion anterior. En este caso el dlgebra es més elaborada que en
el caso anterior por lo que se recomienda ver el Apéndice-C, el cual muestra ésta en detalle. Los
resultados de hacer esta algebra y la interpretacion fisica para el caso de los tres niveles més bajos

en el oscilador arménico se presentan a continuacién.
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El término cinético de cuarks para cualesquiera tres niveles de espin total-j, viene dado por

K=Y (ﬁiN + ﬁfN) (3.21)
;

donde usando la redefinicién de la ec. (3.15), los operadores de ascenso y descenso estan dados por

—jN N—j+3\° (4 —L(N+15-L.b)ixef | pt —3(N.j+3,3)ixef
K. = iy, (2 Dot e T A v e T

1
N4+j+3\° (4 L(N=1,j-1,1);
—5(N=1,j—3,5)ixcf T
+ ( LR TR INWLA 22 4 by

N b*%(N,]ﬁ*%,%)])\Cf
5(N=1,j—35,3)jXcf

1
N N—j+ % ’ t LIN+1j-L2.0)ixef | pt L(Nj+3.3)ixcf
K_ = WZ < 9 bf%(N,j+%,%)j>\cfb2 22 +b 1(N+1,j,1,1)j,\cfb2 22

—3 2°2
3 1
. 2
+<”+3+2) <bT b2 (NLim 52Nl . b

PN . L baWNFgg)iAef
—5(Nyj+3,3)ixcf —5(N=1,j—5,5)iAcf

(3.22)

Obviamente estos operadores generan un &dlgebra més elaborada que el caso de dos niveles, sin
embargo, en esta seccién inicamente se presentan los resultados, ver Apéndice C.

El 4lgebra encontrada nuevamente corresponde a un grupo SU(2) con la correspondiente redefini-
cién de los operadores de ascenso, descenso y K%N (el operador K 6N se ha definido en el Apéndice

C), esto es,

—~jN 2N +3 ;
ey RiCA L) 2+ ) gV (3.23)

donde
LAN SAIEST ¢
[KgN KON } = +KIV. (3.24)

El término cinético de cuarks para cualesquiera tres niveles y espin total-j, se escribe de la siguiente

forma
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K = Y (K] + &)
j
_ Z /7(2]\;+3) (Ki—N_‘_Kj_N)
= 22\/7(2]\;%&? (3.25)
j

Por tanto, hasta este momento los tnicos términos de la CDC que se ha considerado son H =
K+ H qC_oZl ompe (ver discusién de la seccién anterior). Los eigenvalores de este Hamiltoniano son

proporcionales a las proyecciones de pseudo-espin en la direccién del eje-x, una vez hecha la rotacién

que deje K, diagonal. Por tanto,

E= ZEJ‘N = Zz WMJ (3.26)
J J

donde al igual que en la seccién anterior la proyeccién de pseudo-espin total se obtiene de sumar la
proyeccién de pseudo-espin correspondiente a particulas ocupando estados de energia negativa més

la proyeccién de pseudo-espin correspondiente a particulas ocupando estados de energia positiva.
La figura 3.3, muestra la accién del término cinético cuando se restringe el espacio de Hilbert a
solamente tres niveles orbitales. Al igual que en el caso de dos niveles se muestra la representacién
grafica compacta para describir ésta accién. Esta representacion compacta serd muy til cuando se

haga la generalizacién a cualquier ntimero arbitrario de niveles orbitales.

Grados de libertad | Vacio(GeV) | Excitacién ¢g (GeV) | Excitacién qqq (GeV)
12 — SU(3) 112844 0.713 1.070

Cuadro 3.2: Energias del vacio y de excitacién mds bajas para un mesén y un barién,

para el caso de tres niveles orbitales.

Siguiendo el mismo procedimiento descrito en la seccién anterior para la obtencién de la proye-

ccién de pseudo-espin y utilizando el mismo valor para el factor /v, se pueden calcular las energias
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Figura 3.3: a) Accién del operador K ; para tres niveles, b) Accién del operador K _ para
tres niveles y c) La representacién grafica compacta para describir la acciéon K + K _

de cualesquiera tres niveles .

de excitacion correspondientes a mesones y bariones. Claramente este calculo para los 2-estados-s
y el estado-p mas bajos (j = % y N = 1), no pretende representar un espectro hadrénico, pues el
valor de /7 cambia de hadrén a hadrén. Si se desea ajustar las energias promedio que da la solucién
analitica a energias del espectro hadronico, es necesario variar /7.

Se puede pensar que incluir més niveles orbitales disminuya el valor de las energias propias del
sistema, pero los resultados de la tabla 3.2 muestran lo contrario. La razén es la siguiente: la energia
que se reporta para la excitacién ¢g, es una energia promedio entre los tres niveles orbitales que se
han considerado. Esto es una propiedad de la solucién SU(2) encontrada, ec. (3.26). Obviamente esta
energia promedio es mayor que la energia promedio obtenida para el caso de dos niveles orbitales,
generando asi energias de excitacién mayores, tanto para la descripcién de mesones como para la de
bariones.

Aunque tnicamente se ha considerado el término cinético de cuarks, se han obtenido dos solu-
ciones analiticas no obvias para la Cromodindmica Cudntica a bajas energias. En base a estos hallaz-

gos, se pensé que el modelo podria extenderse a considerar un mayor nimero de niveles orbitales. Sin
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embargo, esto no fue posible al romperse la estructura SU(2) para el caso inmediato, esto es, cuatro
niveles orbitales y asi sucesivamente. En la siguiente seccién se discute brevemente el rompimiento
de las estructuras SU(2) y como afecta esto el poder obtener una solucién andlitica para un mayor

numero de niveles orbitales.

3.3. Rompimiento del Algebra SU(2)

Las soluciones analiticas encontradas en las secciones anteriores dan pie a seguir la busqueda
de mas soluciones andliticas para un mayor ntmero de niveles. Sin embargo, el caso inmediato en
la busqueda de estas soluciones es el caso de cuatro niveles orbitales, el cual de igual forma que el
hallazgo de las soluciones andliticas anteriores no era obvio, lo es el hecho de que para la extensiéon
inmediata se rompe la estructura SU(2) de los operadores de ascenso y descenso para cuatro niveles.
No es de relevancia en este trabajo mostrar este hecho, pero es facil argumentar el por qué de este
rompimiento de la simetria SU(2).

El édlgebra SU(2) se rompe para el caso de cuatro, cinco, seis, .... numero de niveles. Esto se
debe a que al considerar méas y mas niveles el respectivo operador K genera transiciones cada
vez mas distanciadas entre los diferentes niveles de energia. Lo anterior se traduce en excitaciones
que no aparecen en los respectivos operadores K4, pues éstos solo hacen transiciones a estados
subsecuentes. Por tanto, no es posible recuperar a través del conmutador [Ky, K 1| nuevamente los
operadores K 4.

Un hecho que también influye en la ruptura de esta simetria SU(2) para un nimero mayor
de niveles, es la estructura de la solucién. Imaginese que es posible resolver el caso para cuatro
niveles mediante una solucién SU(2) (semejante a la obtenida para dos y tres niveles orbitales),
la energia propia m&s baja del sistema es una energia promedio para el sistema de cuatro niveles
y asi suscesivamente para 5, 6, ..., niveles. Dicho valor de energia creceria, discrepando cada vez
mas del valor real o esperado para la energia més baja del sistema. Para el caso de las siguientes
excitaciones (¢4qq, ¢G4qqq, etc), se tendria que las energfas promedio resultantes para un sistema de
cuatro niveles orbitales son cada vez menos predictivas en el sentido que son simplemente multiplos
de una energia promedio cada vez mayor.

La discusion anterior se aplica para cualquier columna de espin total j. En este sentido, ya no es
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posible definir un operador K, el cual permita resolver de forma analitica un sistema con un mayor
numero de niveles y consecuentemente un mayor nimero de cuarks.

El término de masa que hasta este momento no ha sido incluido, rompe la estructura SU(2) para
las soluciones de dos y tres niveles encontradas previamente, ademas de que no permite resolver el
término cinético de cuarks mas el término de masa de forma simultanea, pues no conmutan.

Si se desea obtener las energias correspondientes, cuando se considera un niimero mayor de niveles
con y sin el término de masa, se tiene que desarrollar un programa que sea capaz de diagonalizar
dichos sistemas. El problema con el que se tiene que trabajar en dicho caso, es la dimensién del
espacio. Por experiencia con el caso de dos niveles orbitales, se sabe que la dimensién del espacio
es de alrededor de 80000 estados. La dimensién de este espacio se obtiene al considerar todas las
posibles combinaciones de espin, color y sabor correspondientes al niimero de ocupacién de un estado
con E < 0. Una vez hecho esto se duplica el espacio para considerar su correspondiente estado de
energia F > 0. Se construyen todos los posibles acoplamientos en los espacios de espin, color y sabor
entre estos dos estados. La dimensién para este espacio se duplica para tener asi los dos estados de
energias ¥ < 0y E > 0. Finalmente, se construyen todos los posibles estados correspondientes a las
posibles configuraciones de ocupacién con un nimero de particulas fijo (16 particulas en total, esto
fue considerando SU(2) de color) con acoplamiento de color total cero.

Las matrices correspondientes para K+ en los espacios descritos arriba, son del orden de 10°.
Por tanto, tratar de diagonalizar el término cinético de cuarks para un sistema con un nimero
mayor de niveles orbitales seria una taréa muy laboriosa y con una ganancia muy pequena. En este
contexto, la importancia de obtener soluciones analiticas que permitan hacer una posible extensién
o generalizacién del problema de forma sencilla, es més que relevante.

Para poder hacer la extensién de este modelo se disené un método alternativo para poder resolver
el problema de incluir un niimero mayor de niveles orbitales y al mismo tiempo incluir el término de
masa, esto con la finalidad de ir considerando mas términos del Hamiltoniano de la Cromodindmica

Cudéntica e ir liberando las restricciones del modelo.



Capitulo 4

Modelo de Cuarks para un Niumero

Arbitrario de Niveles

En este capitulo se presenta el método desarrollado para resolver el problema que se planted y
discuti6 al final del capitulo anterior cuando se introdujo un niimero mayor de niveles al modelo.
A este método asi como la solucién que genera, se les ha denominado a8 — BCS pues es una
combinacién de dos transformaciones consecutivas. La primera transformacién estd determinada en
su totalidad por dos matrices « y 3, mientras que la tdltima transformacién se conoce como BCS en
la literatura [38-40].

La solucién aff — BC'S es capaz de resolver el término cinético de cuarks de forma anélitica
y también es capaz de resolver la combinacién término cinético mas término de masa de cuarks
de forma simultdnea y analitica para un ntmero arbitrario de niveles orbitales con espin total-j
bien definido. Por dichas razones, se presenta detalladamente la deduccién de este método no antes
presentado en la literatura. Hay que recordar que el Hamiltoniano de Coulomb para el caso de
cuarks, conmuta con el término cinético y de masa de cuarks, por lo que se pueden diagonalizar
simultaneamente. Ademads, el Hamiltoniano de Coulomb se comporta como un operador de Casimir
de SU(3), cuyo valor propio se conoce.

El presente capitulo estd organizado de la siguiente forma: primero, se procede a mostrar la
deduccién del término de masa efectivo que se utiliza en este modelo. Posteriormente, se presenta

la transformacién af asi como la aplicacién de ésta a los términos cinético y de masa efectivos de

47
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cuarks. Después, se presenta la transformacién BCS, su aplicacion a los términos cinético y de masa
efectivos (resultantes de la transformaciéon «f3). Por ultimo, se muestran dos casos prueba para el
método aff — BC'S, estos casos corresponden a considerar dos y cuatro niveles orbitales. El primer
caso se puede comparar con la solucién SU(2)-analitica encontrada en el capitulo anterior. El caso
de cuatro niveles orbitales es un resultado completamente nuevo para este modelo y constituye el

primer paso para poder resolver un niimero mayor de niveles orbitales.

4.1. Término de Masa de Cuarks

En esta secciéon se presenta el término de masa de cuarks. Las consecuencias de incluir este
término para el caso de dos y tres niveles orbitales se discutieron en el capitulo 3. Basicamente,
el incluir el término de masa, no permite obtener soluciones analiticas para los casos de dos y tres
niveles orbitales. Sin embargo, el incluir el término de masa en el método a3 — BC'S, no es problema,
por tanto, se puede o no incluir el término de masa. Si se incluye el término de masa en el modelo, se
rompe la simetria quiral de los campos fermiénicos. Por otro lado, si el término de masa de cuarks
no se incluye, los cuarks adquieren una masa efectiva por el hecho de estar confinados en un volumen
finito rompiendose asi la simetria quiral de forma dinamica.

El término de masa de cuarks viene dado por

H,, = / dzap’ () Bmorp(z). (4.1)

Usando la expansién de los campos fermiénicos ec. (3.3), el término de masa de cuarks tiene la

siguiente estructura

mol 0 T
[ dwt @pmos(a@) = [ do (vl@)wl@) | " vt
0  —mpl Py ()

—mo [ do (v](@): (@) - Y@, ())
- mo/r2drd? Z <l1m1,%01!j1)\1><l3m3é<73|j3>\3>

N1N3lilzmimsajijzsiiAgorozcf

* ko ( =) * T L(N3,l3,%) 3
RNIZI(T)RN313(T)Yllml(r)Yl3m3(r)X01XUgb%(NLlh%)jl/\lcsz( 3.03,5 )3 Ascf

~ 1 ) 1 .
—/TZde’I’ Z <lgm2, 502\]2)\2><l4m4, 50’4‘j4/\4>
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* (P v T — 5 (Na,la, 5)jaX
RN212(T)RN4I4(7’)Yl2m2(7')Yl4m4("")XazXa4b_%(N2,l2é)j2/\28fb 3 (Najla, 3)jadacf
s(NL3)ixef _ pt —3 (N0, 3)jxef
=mo 3 { Lova e b sva e P ' (4.2)
Nljicf

La ecuacién (4.2), tiene las siguientes propiedades: primero se trata de la diferencia entre operadores
numero de estados con energia positiva y estados con energia negativa, segundo se tiene las suma
sobre los indices N =0,1,2,3,4,...yl = |j — %],j + % Por tanto, es posible reescribir el término de
masa de cuarks haciendo la separacién N’ = 0,2,4,.. paral=j — 5 y N =1,3,5,..paral =7+ %
como en el caso del término cinético de cuarks. Finalmente, el término de masa se escribe de la

siguiente forma
[ dw! @)mop(a)

XDOHIDY (é TN L

_11 j
7 Nef Ni—j 1 272 2°2

L(NG+5,5)dxef _ pt —L(Nj+1.5)5xcf
+mo Y Y Z ( HRTIEEI L it 2R
JAef N=j+i

(4.3)

donde tanto AN = 2 como AN’ = 2. Por tanto, para determinar el término de masa de cuarks,
simplemente hay que conocer el nimero de particulas en los estados de energia positiva (pseudo-
espl'n:%) y de particulas en los estados de energia negativa (pseudo—espl’n:—%).

En las secciones 4.2 y 4.3, se trata el término cinético y de masa de cuarks efectivos , ecs. (3.4,

4.3), bajo las transformaciones a3 y BC'S respectivamente.

4.2. Transformacién of

En esta seccién se desarrolla la transformacion denominada a83. Se le ha denominado asi porque
se necesitan conocer todos los elementos de las dos matrices, para las cuales se ha escogido usar
las letras griegas o y 3. Bésicamente esta transformacién cambia los niimeros principales N y N’
a dos nuevos ntmeros principales k y g respectivamente. Los nuevos ntimeros principales dan pasos

de uno en uno k,q = 1,2,3,...., a diferencia de N y N’ que daban pasos de dos en dos, figura 4.1.
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Sin embargo, no modifican el momento angular (I = j — %,l =j+ %), el espin total-j ni los nimeros

magnéticos (Acf) de cada estado .

La transformacién a3, esta dada por

f _ iyt
Cgorsep e = 20 s s
t _ TN
b:t%(N’,j—%,% jxef Z( N’q) bi%(q,jf%é)ﬂcf (4.4)
q

y de forma semejante para los operadores de aniquilacién. Los nuevos operadores fermiénicos también
deben satisfacer las reglas de anticonmutacion, las cuales imponen las condiciones de unitariedad en

las matrices ozg\,k y ﬂg\,, ¢ Para los operadores que satisfacen | = j + %, se tiene

3 (N1j+3.5)ief pt — 5V
{b PRIl L g Dier | T O
J J _ 5N
= > () Py, = 0N (4.5)
k1
. . 1
y para los operadores que satisfacen que | = j — 5
{b SR L v - ies [ T O
i oyegi o sM
=) M) Bl = O (4.6)
il

Se puede mostrar facilmente que el nimero de condiciones de unitariedad (para a’s + f3’s) es igual
anj(n; +1), donde n; es el nimero de niveles que se toman para los orbitales | = j — % yl=7+ %
Lo anterior implica que el niimero de niveles que se considera (sin perder el contexto de arbitrario)
siempre es par 2n;. Si se quiere considerar, cualesquiera cinco niveles (p. €j. 3 niveles-s y 2 niveles-p)
la transformacion af deja como estado independiente el quinto nivel y no es hasta que se considera
el caso de seis niveles que el quinto nivel se toma en cuenta.

La estructura de las matrices ozf\,k y ﬂ{\,/ o asi como el nimero de variables por determinar (2n§)
se muestran en la figura 4.2. La dimension de las columnas y los renglones de dichas matrices es
igual a n;. Por ejemplo, si se desea conocer la energia de los primeros diez estados, todos ellos con

espin total j, se tiene que n; = 5, esto es, cinco estados correspondientes al orbital [ = j — % y

1.

cinco al orbital [ = j + 3;

siendo el niimero de varibles por determinar en este ejemplo igual a 50,

para lo cual se necesitan 50 ecuaciones o condiciones para determinar todas ellas. Las condiciones de
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Figura 4.1: Cambio de niimeros principales mediante la transformacién af.

ortogonalidad imponen 30 condiciones para el caso de diez niveles. El niimero de condiciones faltante
se obtiene de pedir que el término cinético de cuarks efectivo bajo la transformacion a3, tnicamente
conecte estados con k = g en el espacio de los nuevos operadores fermionicos, lo cual se ilustra en la
figura 4.1 y se hace explicito en la siguiente seccidn, ec. (4.9). La transformacién o3, se puede aplicar
tanto al término cinético de cuarks efectivo ec. (3.4), como al término de masa de cuarks efectivo ec.
(4.3). En ambos casos se aplica previamente la redefinicién de los operadores fermidnicos ec. (3.15)

simplemente para evitar trabajar con una fase todas las ecuaciones que aparezcan.

4.2.1. Transformacion-af aplicada al Término Cinético de Cuarks
Efectivo

El término cinético de cuarks efectivo, ec. (3.4) se escribe de la siguiente forma, una vez usada
la redefinicién de los operadores fermiénicos:

K = > |k

N'NjAcf

+ > ‘k{VN,

N'Njdef

{le bz (Vi—3:3)ixef 4 pt

L p3(N'i=3.3)ixcf
2(N,]+§,§)jACf

b%(Mﬁ%é)ﬂcf} '

bl oy
[ 3(N"j—5,5)iAcf — 5 (N".j=5.3)ixef
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N\k ........ n,
] R . 2 .
0. NK= ; _> n, variables
n
N,\q ........ n,
B JN,qz :> n®  variables
n-1

Figura 4.2: Estructura y nimero de variables de las matrices a y 3. Ver discusion sigu-

iente a la ec. (4.6)

Aplicando la transformacién af3, ec. (4.4) al término cinético de cuarks se obtiene el siguiente
resultado:

=i (3t 23 (0.d—5.5)iAcf 235(00—5.3)ircf
J 2 272 2 272
D K, <bé(k,j+é,é>jxcfb + b—l(kJJr%,%)J/\Cfb
kq Xef

J 2 2 2 2 272
DD ki <b§<q,j—;,;>jxcfb +b11 (g1 yiresd )
kq Xef

N[

donde los nuevos factores de interaccion ki o estan dados por

AN=2,n min(n,N+1)

My = > Z kel () B (4.8)

_]+7 N'=
Se ha introducido un corte arbitrario (n) en el nimero de niveles que se consideran. Este corte
estd relacionado con la dimensién de los nuevos nimeros principales mediante la relacién n; =
% (n — (j + l)) + 1. La dimensién de los nuevos nimeros principales estd determinada por este
corte, lo cual se ejemplifica para el caso de cuatro niveles con espin total j = = en la figura 4.3. En

1 1
. . J= . .
este caso para n = 3 se tiene n,_1 = 2, esto es, las matrices aNk y ﬁN,q son matrices de 2x2. Si
2

J
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1 3 5
5 2 2 2
1 3 5
4 2 2 2
n
3
1 3 5
2 2 2
2
1 3
2 2
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0 2
N
I 0 1 2 3
S P D F

Figura 4.3: Corte arbitrario en el nimero de niveles. Mediante n se determina la dimen-

sién de los nimeros principales n;

uno desea conocer la energia de los dos estados con espin total j = g, considerados bajo el corte

n=3, hay que tener cuidado pues aunque el estado P con ntimero principal N = 3 y espin total
] = g estd dentro del corte, solo se puede considera un nimero par de estados con espin total j bien
definido. Por tanto, el corte real para los estados con espin total j = g es n = 2, lo que implica que

n._3 = 1 y que la dimensién de las matrices O‘?\/ Ly ﬂfv, q? es 1x1. El mismo criterio se debe aplicar

=3
si el corte n se lleva a cabo en niveles con nimeros principales mayores.

Hasta este momento no se ha resuelto el problema de introducir un niimero mayor a tres niveles.
En principio los nuevos factores de interaccion, Ei @ pueden conectar cualquier nivel con ntmero
principal k, con cualquier nivel con nimero principal g. Para resolver el problema de introducir
m&s niveles y conocer el comportamiento de los niveles de menor energia en los que este modelo

esta enfocado, se consideran tinicamente diferentes de cero los elementos de la matriz l{:f~C q diagonales,

esto es
Eiq =0, k#q= nj(nj —1) condiciones . (4.9)

La matriz &’

kg» €5 UNa matriz de n; X n; donde los tnicos elementos diferentes de cero son los de
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la diagonal (n; elementos), por tanto, la ec. 4.9 implica n;(n; — 1) condiciones, las cuales hay que
anadir a las condiciones de ortogonalidad de las matrices ag\,k y ﬂfv, .

Finalmente, se tienen nj(n; + 1) +n;(n; — 1) = 2n3 condiciones para determinar las n o’s y
las n? (’s. Las ecuaciones (4.5, 4.6, 4.9), son ecuaciones cuadréticas y bilineales [41], lo cual puede
dificultar su solucién cuando se consideren muchos niveles. En este capitulo se muestra el método
para resolver de forma analitica la inclusion de un ntimero arbitrario de niveles en el modelo y
dos casos prueba de este método. Un andlisis mas detallado de los alcances de estas soluciones se
muestran en el capitulo 8, donde béasicamente se extiende el modelo a un niimero mayor de niveles

orbitales y se hace la comparacién entre el modelo puramente de cuarks y un modelo de cuarks que

incluye gluones dindamicos bajo ciertas restricciones.

4.2.2. Transformacion-af aplicada al Término de Masa de Cuarks
Efectivo

Al aplicar la trasformacién-a 3 al término de masa de cuarks efectivo, ec. (4.3), se generan nuevas
masas, las cuales dependen de los elementos de matriz de O‘?\/k y ﬁg\,, a los cuales se obtienen de resolver
las 2n§ condiciones mencionadas en la seccién anterior.

Aplicando la transformacion-a5 al término de masa efectivo se tiene:

[ ! @)pmons ) —
B ~ ~L(gj-3.8)iref o 2-3(@i—55)ixef
35 35 S LI GINETIN By e
Jj Xef q
o ~L(kj+d.0)iref ot ~— L (kj+3,5)iAcf
+ZZZ{mO,kJ+é <bé(k’]+évé).7/\cfb _b_%(k’j—i_%’%)j)\c‘fb '
i Aef k

(4.10)

Debido al método descrito en la secidon anterior, las inicas contribuciones posibles corresponden a

k = q, por tanto, las nuevas masas vienen dadas por las siguientes relaciones

n—1
Mogj—y = Y molfinl’
N'=j—1
n
2
m07k7j+% = Z molaij]. (4.11)

N=j+3
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Lo que se ha logrado hasta este momento es transformar el sistema original a un sistema donde

los nuevos factores de interaccion unicamente conectan estados con los mismos nuevos numeros

principales, sin embargo el nuevo sistema sigue conectando estados con momento angular | = 5 — %
con estados con momento angular [ = j+ % y ademas, sigue moviendo particulas de energia negativa
a estados con energia positiva, lo cual no permite obtener de forma analitica las energias de los
estados posibles del sistema a considerar. Para conseguir una solucién analitica del sistema lo que

procede es hacer es una trasformacién BCS, la cual se muestra y discute en la siguiente seccién.

4.3. Transformacién-BCS para el Hamiltoniano de Cuarks

En esta seccién se toman los términos cinético y de masa de cuarks efectivos una vez que se les
ha aplicado la transfromacion-a. A estos términos se les aplica una transformaciéon-BC'S con la
finalidad de diagonalizar ambos términos. Para lo anterior, se sigue el método-BCS encontrado en la
literatura [38-40], el cual consiste en generar un estado-BCS en términos de dos pardametros que den
las probabilidades de tener estados ocupados dados por pares (E, -E) y los demés estados sin pares.
El método-BCS da la forma de determinar dichos parametros y su correspondiente comportamiento.

El método-BCS puede formularse en una manera mas elegante mediante una transformacion de
los operadores que generan el espacio de Fock, dicha transformacion se conoce como transformacién
de Bogoliubov. Esta transformacion define nuevos operadores de cuasiparticulas, para los cuales
el estado-BCS mas bajo corresponde al estado del vacio. Finalmente, se expresa el Hamiltoniano
(en nuestro caso el Hamiltoniano de cuarks) en los nuevos operadores. Como resultado de esta
transformacion y dependiendo del tipo de Hamiltoniano que tiene, se puede dividir el Hamiltoniano
de la siguiente forma: H = U + Hy1 + Hog+ Hyo+ Hs1 + ..., donde U determina la energia del estado
base BCS, Hj; involucra la dependencia de energia de excitaciones de cuasiparticula y cuasiagujero,
Hyp es un término que no conserva nimero de particulas y por tanto implica que el estado-BCS
no es el estado base real. Los demés términos involucran ordenes mayores de los nuevos operadores
de creacion y aniquilacién, los cuales por el momento se ignoran. La condicién de que Hyg se anule
determina lo que se conoce como la ecuacién de brecha (gap equation), la cual es una condicién para
determinar los pardmetros de la transformaciéon de Bogoliubov.

En este capitulo se le ha denotado transformacién-BCS, aunque formalmente debe denotarse
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transformacion de Bogoliubov. Sin embargo se esta siguiendo el método-BCS y es por eso que se

le ha denotado transformacion-BCS. La transformacién-BCS que se aplica en este modelo se puede

considerar como una generalizacion de la trasformacién de Bogoliubov encontrada en la literatura,

pues se hace una trasformacion de éste tipo para cada operador que aparece en este modelo, esto es,

la transformacién que se define, ec. (4.12), depende del nuevo nimero principal y del espin total-j

con que se esté trabajando. La trasformacion-BCS que se usa es la siguiente

1 1 1y,
~L(kg+d.5)ires (k.j)Acf t(k.g)Acf
2 272 _ ) . )
b = Cj—i,kijr% S]’—%,kd;%
1 01 1y
A_f(k>]+717)‘7>\cf 1y A . A
b 2 22 _ 5]+ kbg_j,) Cf+ ] —kdjg_lj) cf
~t _ i
bl(kj+l hjres = Cj—%,kijr%(k,j))\cf_Sj—%vkdj—%(kd))\cf
~f _ f
botthjrd Dires = Siedwbi 1 per T G+ hbitt ks
1 11
~5(k,j—5,5)i ef (kj)xef T(k,g)Acf
2 272 _ ) B
b - J"rg»kb]—f J+2’kdj+*
Af*(kvjflvl)j)‘cf ( ))‘Cf T( ))‘Cf
2 272 _ 5] »J
b = Seaabin ead
bri—tiner = Grbwbi 1 iner ~ Sib kil ket
~t _ t
b ttki—L.ires = Si-3aBitggper T G-tk Fi-Lkirer

(4.12)

donde ¢ = cos(0), s = sen(f) y 0 es el dngulo de Bogoliubov. Por tanto, aplicando la transfromacién-

af, seguido de la trasformacién-BC'S a los términos cinético y de masa efectivos, se obtiene el

siguiente Hamiltoniano de cuarks, H, = K, + H p,:

H, = [ degi(@)(-ia- ¥+ Bo)(a)

= ZZ{[Q%M%‘%J: e L

2
J—5.k

+ [Qkkksj_, kCj— 1 k +my k,J—§

1
27

7 2
[2k k;SJ_, KCi k+m0k’]+1c 1k
m 2
[2kkk33+ LRCj+ Lk T 0k 165 L
2
—(2.2.3) [mo WEICRPEY

+ 2Kk (Sj—é,kcj—é,k t 3j+§,kzcj+;k>}

2 2 2
j+%,l~c) t mO,k,j-i—%(cj—&-%,k: ~ S5 1)

2 _ 2 i (kj)Ac
ik mo,k,j+%sj+§,k} b; 3 (kg)Acf bj %
2 i(kj)/\Cf
~Mokj+i%-1 k} d, -1 d;_ 5 (kj)Acf
_ 2 i (kj)Aef
Mokj~5%-1 }b' 3 (ki)Aef "+
2 t(kj)Acf
B mo,k,j—é%%,k} dﬁ, j+3 (ki) Acf

1
2
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+ [%kk(c§+l,k — 38

_|_

T (kg
bj %(kj))\cfdj‘f'*

- [P

| It L(kj)Aef i—

2
J+3.k

)Acf

)Acf
+td; 1 (kj)/\cfb

L kaer® 1

(k)Acf |
J

L+ my k,j+§)53—

I}

(kj)Acf
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57

)= Mokt + Mok jis) j+%,kcﬂ‘+%vk]

(4.13)

El Hamiltoniano de cuarks efectivo y diagonal deseado se obtiene de requerir que los términos
cuadraticos en los operadores de creacién y aniquilacién de la ecuacién (4.13) se anulen, lo cual
conduce a la ecuacién de brecha (gap), ec. (4.14). La ecuacién de brecha a su vez determina el o los
angulos de Bogoliubov, (uno por cada par de niveles orbitales que se desee resolver, dentro de un

mismo bloque de espin total j),

[%kk(ci_%vk - 8?_%,;9) — (my U S W 1)s; é,kcj—%,k] =0
[%kk(05+%,k —s710) — Mok 1 +mg 1) j+§,kcj+§,k] = 0 (4.14)
El Hamiltoniano de cuarks efectivo y diagonal estd dado por
HPOS — [ day!(@)(—icc- 9 + o) (e)
= ]%; zk: { {2%kk5j+%,kcj+%,k + mO,k,jf%c?+%,k - mo,k,j+%sj2‘+%,k} b;r'fé(kj))\cfb;]ij?d
+ [2Ekk3j_%,kcj_%,k + Mg %Cf—é,k - mo’k’ﬂ;s?_%’k} dj.(_ké)’\cfdj_%(kj)/\cf
+ [2%kksj_%7kcj_;7k + ka,H%c?_%’k — moﬂw_%s?_%vk} bT F1kes gliyixcf
+ [Zkkk8j+ kC]+ ) +my k,]+2 §+2,k my kj_7 ?ﬂ-%,k} d;fgri))\cfd (k:]))\cf
— 12 [mojc,jf%(cif%,k - Sj+%,k) + m07k7j+%(cj+%,k - 332‘7;1@)
+ 2Ekzk (ij%,kcjf%,k+Sj+%,kcj+%,k>}}’ (4,15)

Este Hamiltoniano efectivo ya tiene una estructura diagonal, donde los coeficientes que acompanan
a los operadores ntimero corresponden a las energias propias del sistema que se este considerando.

Para estas energias se usara la siguiente notacién corta de aqui en adelante

_ o 2 _ 2

Gbk];% = 2kkk8j+%,kcj+%,k+m0,k,jfécj+%,k mo,k,jJr%SjJr%,k (4.16)
_ oL 2 _ 2

edkjfé = 2kkk8jf%,kcjf%,k+m0,k,jfécj_%7k mO,k,jJr%Sj—%,k (4.17)
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b mo,k,j—lsi_ (4.18)

— 9% 2
Cokjry = 2RhkS; 1 kCit kT Mok 16 ; k

1 1
_57 57
€1 =2kppS. 1,c.1,+m ., 1C —m 18 (419)
dkj+§ kk ]+§,k j+§,k O,kJ""ﬁ j+%,k 0,]4:,]—5 j+%’k7 :

con lo cual el Hamiltoniano efectivo de cuarks y diagonal, [21], se escribe de la siguiente forma

BCS _ Z T 1
H, - {Ebkj+§bj+§,kbj+;,k + 6dkj+§dj+%,kdj+§,k
gk
t t
+€bkjf%bj,%,kbj—%,k’ + edkjf%djfékdj—%,k 5 (4.20)

en donde se ha omitido la suma sobre los niimeros cudnticos magnéticos y la constante de la energia
correspondiente al vacio perturbativo, € x-

La importancia de este resultado se hard mas evidente cuando se deduzca el Hamiltoniano de
Coulomb efectivo con el que se trabaja en este modelo, capitulo 5. En ese momento se puede afirmar
que se ha resuelto de forma analitica un Hamiltoniano efectivo (motivado de la Cromodinamica
Cudntica) para cuarks confinados en una bolsa, para cualquier niimero arbitrario de niveles orbitales
y cualquier espin total-j. A diferencia de [18] y [20], se han liberado las restricciones del nimero de
estados accesibles para los cuarks y se ha extendido el modelo a un grupo SU(3) de color.

Por dltimo, en este capitulo se muestran los casos prueba correspondientes a dos y cuatro niveles
orbitales. El caso de dos niveles se puede comparar con la solucién SU(2) encontrada en el capitulo
anterior. Por razones de como se ha construido el método a3 — BC'S, no es posible comparar este
método con la solucién SU(2) para tres niveles encontrada de igual forma en el capitulo anterior.
Por tanto, el caso de cuatro niveles sera el primer gran avance que surja de haber desarrollado
este método de solucién. A diferencia de la solucion SU(2)-analitica, el método a3 — BC'S, hace
un promedio entre los estados con el mismo nuevo nimero principal k, esto es, ahora las energias
propias del sistema son promedios inicamente entre dos estados para todo niimero principal k. Es de
esperar que para el caso prueba de dos niveles orbitales y considerando cuarks sin masa, se obtenga

la misma energia propia obtenida con la solucién SU(2)-analitica.

4.4. Casos Prueba para el Método af — BC'S

En esta seccién se muestra como aplicar el método descrito anteriormente para el caso de dos

y cuatro niveles. Para estos dos cédlculos se toman los niveles de menor energia, esto es, los estados
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con momento angular [ = 0 y [ = 1 correspondientes a estados s y p respectivamente, ambos
acoplados a espin total j = % El caso de dos niveles es trivial en el sentido de que las matrices «
y ( son simplemente una constante, sin embargo, es una buena forma de comparar con la solucién
SU(2)-analitica encontrada en el capitulo anterior. Por otro lado, para el caso de cuatro niveles se
tiene que las matrices o y 8 son matrices de 2x2, generando asi ocho incognitas por determinar.
Para determinar estas incognitas se tiene que resolver un sistema de ocho ecuaciones cuadraticas y

bilineales, lo cual se hace de forma numérica.

4.4.1. Solucién-af — BC'S para el Caso de Dos Niveles Orbitales

El caso de dos niveles (n1 = 1) con y sin masa, es el més sencillo que se puede resolver mediante

1
p
el método a8 — BC'S. El ntimero de incognitas que se tienen que determinar es dos; una para la
matriz a y otra para la matriz 3. Debido a que se estd trabajando en la descripcién de Dirac, en
realidad el sistema que se esta resolviendo es un sistema de cuatro niveles, dos de energia negativa
y dos de energia positiva.

Se considera el primer estado s (N' = 0) y el primer estado p (N = 1). Por tanto, de acuerdo al
método af — BC'S, se tiene que para el caso de dos niveles se debe resolver el siguiente sistema de

1 1
ecuaciones para poder determinar las incognitas a7 y 53,

1
‘0412,1 =1
1
165417 =1
~1
k,ﬁq =0, k#gq (4.21)

~1 .1
al ser la dimensién de k y de g igual a uno, la matriz k‘,ﬁq = k{,, esto es, solo existe un elemento que

~1
segtin el método aB — BC'S debe ser distinto de cero. El nuevo factor de interaccién ki, viene dado

por

~ 1+3+3
ki ="~ %anﬂm (4.22)

donde se omite el indice de espin total j por estar fijo en este calculo . Las posibles soluciones
de (ai11,001) son (£1,+1) y (F1,£1); sin embargo, el segundo conjunto corresponde a soluciones

no fisicas ya que se tendrian energia menores a la del vacio perturbativo, por tanto, se tiene que

ki = ﬁ@
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Como se desea hacer la comparacion con las energias obtenidas para la solucién SU(2)-analitica y
la solucion-aB — BC'S, se consideran los casos sin masa y con masa por separado. El tinico parametro
que se esta considerando hasta el momento es /7. Para los ejemplos de dos y cuatro niveles, se
considera el mismo /7 usado en la soluciéon SU(2), esto es, /7 = 0,22566GeV, simplemente para
hacer la comparaciéon. Posteriormente, el pardmetro /7, se determinard mediante un ajuste con
el espectro de masas hadrénico, ya que este factor cambia segiin el mesén o bariéon que se este

considerando.

Caso de Dos Niveles Orbitales para Cuarks sin Masa

La determinacién de las matrices @ y 3, no depende de la masa de los cuarks, por tanto, lo
que falta por determinar es el angulo de Bogoliubov mediante resolver las ecuaciones de brecha; las

cuales estan dadas por

%11(0082(95,1)—sen2(9571)) =0

%11(0032(01:71)—sen2(9p71)) = 0. (4.23)

En la tabla 4.1, se muestra el dngulo de Bogoliubov asi como las energias propias del sistema
y la energia del vacio perturbativo. En este caso se estdn considerando tres grados de libertad
para color, dos de sabor y dos de espin, obteniendose que: la solucién SU(2)-analitica y la solucién

aff — BCS son identicas para el caso de dos niveles sin masa, (ver tabla 3.1) La descripcién de

SOI 951 = (9p1 (I'Eld) 65’11 (GGV) EP,ll (GGV) 60’11 (GGV)
1 0.7853 0.2763 0.2763 6.633

Cuadro 4.1: Solucién-a3 — BCS, caso dos niveles orbitales para cuarks sin masa.

mesones (¢g) y bariones (qqq) en este modelo de dos niveles genera las energias descritas en la
seccién (3.2.1). Como se puede observar en la tabla (4.1), la energia del primer nivel s y el primer
nivel p, estan degeneradas a un valor promedio, esta degeneracién se puede romper de varias formas,
una de ellas es introducir una interaccién de forma fenomenoldgica (no deseada) que dependa del

momento angular de la particula, por ejemplo, interaccién espin-orbita. Otra posibilidad es buscar
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esta interaccion en el Hamiltoniano de la CDC que se esta trabajando, donde guiados por modelos
de fisica nuclear [42], los cuales mediante considerar varios tipos de interacciones de forma natural
generan la interaccién espin-orbita, sin embargo, es necesario introducir otros campos para producir
los términos de interaccién. Otra posibilidad es introducir gluones al modelo, pues la interaccién
entre cuarks y gluones es a través del color pero acoplando diferentes momentos angulares en el
término de interaccion, (¢(x)o - A(x)yp(x)).

La energia de excitacién obtenida mediante la solucion-a3 — BC'S para el caso de dos niveles
predice una masa de 0,553GeV para un meson y de 0,829GeV para un barién. Estos resultados son
comparables con resultados del modelo MIT de la bolsa [4]. Claramente, estos resultados pueden
mejorarse ajustando el parametro /7 de confinamiento a un valor entre 0,39447GeV y 0,19723GeV

para mesones, mientras que para el caso de bariones a un valor entre 0,19723GeV y 0,16436GeV .

Caso: Dos Niveles Orbitales para Cuarks con Masa

Aligual que para el caso de dos niveles orbitales para cuarks sin masa, lo que falta por determinar
es el angulo de Bogoliubov. Las ecuaciones de brecha que hay que resolver para determinar este angulo

de Bogoliubov ahora estan dadas por:

[7511(6%,1 — 551) — (mo.Ls + mo,l,P)Ss,lcs,l] =0

[Ell(c?%l - 5%,1) — (mo,1,5 + mo,l,P)SP,1CP,1] = 0 . (4.24)

donde cg 1 = cos(0s,1), ss;1 = sen(fs,1) y de forma semejante para cp; y sp,1. Para el valor de mg se
toma un promedio entre la masa desnuda del cuark u y la del cuark d, [7]. Los valores para el déngulo
de Bogoliubov asi como los valores de las energias propias del sistema de dos niveles para cuarks
con masa se muestran en el cuadro 4.2. Como se puede observar de las Tablas 4.1 y 4.2, incluir el

término de masa de cuarks no modifica de forma considerable los valores para las energias propias

Sol 051 = le (rad) €511 (GGV) €p11 (GGV) €0,11 (GGV)
1 0.7709 0.2765 0.2765 6.636

Cuadro 4.2: Solucién-a3 — BCS, caso dos niveles orbitales para cuarks con masa.
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Sol (0551 Q12 Q32 501 502 522 7<3411 E22

1 |-0.707107 | 0.707107 | 0.707107 | -0.903453 | 0.428687 | 0.903453 | 0.18906 | 0.39853

Cuadro 4.3: Soluciones a’s, (3’s, para el sistema de cuatro niveles. Los factores de inte-

raccion ki, estan dados en GeV.

(por ejemplo, si se considera una masa de cuarks mg = 0,300GeV, se tienen las siguientes energias
€11,s = €11,p = 0,2849GeV). Sin embargo, incluir el término de masa es una extensién del modelo,

la cual se ha mostrado puede resolverse de forma semi-analitica.

4.4.2. Solucién-af — BC'S para el Caso de Cuatro Niveles Orbitales

El caso prueba para cuatro niveles orbitales (dos estados s y dos estados p) es el primer resultado
nuevo con respecto a [18], [20] y la soluciones-SU(2) analitica, ec. (3.26). El caso de cuatro niveles
orbitales requiere resolver un sistema de ocho ecuaciones cuadraticas y bilineales, para lo cual se
elaboré un programa en Mathematica-6.0, [43], el cual mediante el comando FindRoot es capaz de
encontar las soluciones a las ecuaciones bilineales deseadas al menos para 4 niveles orbitales. En el
capitulo 8, se discute hasta que nimero de niveles orbitales es posible encontrar soluciones mediante
este comando.

Lo que se puede esperar al incluir méas niveles orbitales, es que la energia de los estados mas
bajos diminuya respecto al caso de dos niveles. La pregunta es cuanto?. Para cuatro niveles orbitales
(manteniendo el mismo ,/y para comparar con el caso de dos niveles orbitales), la disminucién se
muestra en la tabla 4.4, pero el andlisis correspondiente para un nimero mayor de niveles se hace
en el capitulo 8.

El sistema de ecuaciones cuadraticas y bilineales que se tiene que resolver para el caso de cuatro
niveles es el siguiente (se ha omitido el indice del espin total j = %, pues permanece fijo en este

célculo)

2 2 _

2 2 _
az; +azy =1
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B+ 05 =1
B3, + B3, =1
a11a31 + ajpazs =0
Bo1821 + BozB22 =0
k10|11 Bo2 + |k12|a11 Baz + |k3a|aziBag = 0

|k10]laa2B01 + |k12]aiefa1 + |ks2|ase P21 = 0. (4.25)

La estructura de estas ecuaciones es bastante mas complicada que para el caso de dos niveles. Las
soluciones para los a’s y (3’s en el caso de cuatro niveles dan méas informacién sobre este método
de solucién, existen las soluciones que generan las siguientes posibilidades EH < %22 y %22 < %11.
Atn asi la solucién es unica pues solo se tiene que identificar el valor minimo y de ahi en adelante
en orden creciente. La Tabla 4.3, muestra el conjunto solucién de a’s y 3’s para el caso de cuatro
niveles, asi como los valores de Ekk

Siguiendo el método a8 — BC'S descrito, el siguiente paso es resolver la ecuaciones de brecha

(4.26) para determinar los dos dngulos de Bogoliubov.

[%11(%,1 5%,1) (mo,1,5 +mo,1,P)s5,1Cs 1: =0
[%11(0%3,1 sp1) — (moa,s +mo1,p)spicp 1: =0
[522(0%,2 8%72) (mo,2,5 + mo2,P)ss 205,2: = 0
[%22(0?3,2 — Spa) — (mo,2,5 + mo,2,P)spPacP, 2: =0 (4.26)

donde se puede observar que 0gy = 0py = 0, y k = 1,2 . Los valores de los dngulos de Bogoliubov
asi como las energias propias para el sistema de cuatro niveles orbitales se muestan en la Tabla 4.4.
Nuevamente, la masa desnuda de los cuarks que se ha considerado es mg = 0,008GeV. Como se
esperaba, los valores para las energias de excitacién mds bajas disminuyeron, asi como la energia
esperada para un mesén y la de un bariéon. Mediante los resultados de la Tabla 4.4, se tiene que
la energia de un mesén es de 0.378GeV comparable con las escalas mesénicas y la de un barién es
de 0.567GeV, la cual es aproximadamente un factor de dos menor que las escalas reportadas. Sin
embargo el pardmetro /7 = 0,22566GeV se ha fijado simplemete para hacer el cdlculo de prueba

y poder comparar con el caso de dos niveles orbitales. Este pardmetro se debe ajustar si se desean
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Sol th 0 €511 €p11 €0,11 €5,22 €p,22 €0,22

1 10.76425 | 0.77536 | 0.18923 | 0.18923 | 4.54168 | 0.39853 | 0.39853 | 9.56492

Cuadro 4.4: Solucién-a3 — BC'S, caso cuatro niveles orbitales. Los angulos 6, y 0> estan

dados en radianes mientras que las energias estan dadas en GeV.

reproducir los valores promedio del espectro hadréonico. Nuevamente, las energias de los primeros
estados y de los dos segundos estados s, p estan degenerados para este modelo. La razén de esto se
ha discutido anteriormente as{ como las posibilidades para romper esta degeneracion.

Finalmente, se ha desarrollado un método capaz de trabajar la Cromodindmica Cuantica (CDC)
a bajas energias de forma semi-analitica. Se verificé la solucién SU(2)-analitica, para el caso: de dos
niveles orbitales para cuarks sin masa a través de la solucién-a — BC'S. Ademas se mostrd que para
el caso: de dos niveles orbitales para cuarks con masa, el resultado no difiere de forma significativa
ain cuando la masa desnuda de los cuarks se aumente en un factor de 40 veces. Por tultimo se
mostré como resolver el caso de cuatro niveles y los resultados que se obtienen de aplicar el método
af — BCS. En el capitulo 8, se hace un andlisis mas detallado de la soluciéon-a3 — BC'S y como se

modifica ésta al incluir gluones al modelo.



Capitulo 5

Hamiltoniano de Coulomb

En este capitulo se trabajara la estructura del Hamiltoniano de Coulomb, nuevamente guiados
por el Hamiltoniano de la Cromodindmica Cudntica en la norma de Coulomb, [23,24]. El Hamilto-
niano de Coulomb puede considerarse como la interaccion entre dos densidades de carga a través
de un operador, al cual llamaremos el potencial de interaccién. Este potencial de interaccion es mas
complicado que en el caso de la Electrodinamica cuando se trabaja en la norma de Coulomb. En la
actualidad no hay un método estandar para trabajar el potencial de interaccion Coulombiano de la
CDC. Sin embargo, se ha invertido mas esfuerzo en tratar de estudiar el potencial de interaccién en
el sector gludnico [13,15,44,45], bajo ciertas aproximaciones. De igual forma en este modelo, se hace
una aproximacién al potencial de interaccién y se discuten posibles extensiones del Hamiltoniano de
Coulomb.

El presente capitulo esta organizado de la siguiente manera: En la seccién 5.1, se justifica la
aproximacion al potencial de interaccién, mediante una interacciéon promedio. En la seccién 5.2, se
trabajard el Hamiltonino de Coulomb cuando tnicamente se consideran cuarks y donde se mod-
ela el potencial de interacciéon por una interaccién de promedio. En la seccién 5.3, se trabajara el
Hamiltoniano de Coulomb, donde el potencial de interaccién se sigue modelando por una interaccién
promedio, pero ahora las densidades de carga interactuantes corresponden a la suma de la densidad
de carga de los cuarks maés la de los gluones. En la secciéon 5.4, se discuten las consecuencias de

considerar un potencial de interaccién mas complicado.

65
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5.1. Aproximacion del Potencial de Interaccion

El Hamiltoniano de Coulomb obtenido de trabajar la Cromodindmica Cuéntica en la norma de
Coulomb y considerar solo la interaccion entre densidades de carga de color de cuarks, estda dado

por:

9
vV .-D

(V) g T T p(r), (5.0)

_ 1
HY i = 5 [ drdr' 9l ()Tap(r) o1

donde %(—VQ)%, contiene a los gluones a través de la derivada covariante Dy = 0,4V +
z'gACT(g7 y el operador V- D, se conoce como el operador de Faddeev-Popov. Se puede ver claramente
que el orden més bajo en la constante de interaccién fuerte (g) que considera el Hamiltoniano de
Coulomb es de orden g2.

El potencial de interaccién que aparece entre las dos densidades de carga es bastante complicado.
Se han hecho esfuerzos para tratar de entender este potencial de interaccién [13], mostrando que este
potencial de interaccién podria explicar el fenémeno de confinamiento. Dicho trabajo es bastante
elaborado y no muy ilustrativo de como trabajar. Por otro lado, una posibilidad es considerar que el
potencial de interaccién entre las densidades de carga es estatico y que inicamente depende de las
posiciones de cada una de las densidades de carga interactuantes. En la literatura es muy conocido el
potencial de interaccién —% + br, el cual es un potencial de interaccién estético y confinante [29,46].
En [29], este potencial se considera fenomenologicamente satisfactorio para describir la interaccién en
diferentes intervalos de interaccién entre cuarks. Por otro lado, se han hecho estudios matematicos
en busca de soluciones analiticas para la ecuacién de Schrodinger [46], cuando se considera este
potencial, sin embargo, los tnicos resultados son numéricos.

Calculos de redes (lattice QCD) han tratado de describir el comportamiento de la constante de
interaccién fuerte a diferentes separaciones entre cuarks [47]. En esta busqueda se introduce una
dependencia en la constante de interaccién fuerte con el volumen, para lo cual es necesario fijar una
escala (longitud de red). Esta escala estd directamente relacionada con el coeficiente de la parte
lineal de un potencial tipo —3 + br, con lo cual es posible medir la constante de interacciéon fuerte
mediante una cantidad fisica como la fuerza entre cuarks. En la literatura se encuentran diferentes
escalas [48], por ejemplo regiones de separacién entre 0,1 fm < r < 1fm, relevantes para estados de

charmonium (c¢) y bottomonium (bb).
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Si se considera este potencial de interaccién y solo se esta interesado en un cierto intervalo para
r, donde se lleve a cabo la interaccién entre los cuarks, se puede hacer un promedio entre todas las
posibles bolsas que estén en este intervalo de confinamiento. Este valor promedio se considera un

valor fijo Vj, el cual modela una interaccion, como se muestra en la figura 5.1.

V(r)=-a/r+br

V(r=V,

Figura 5.1: Aproximacién del potencial de interaccién mediante una constante.

Cémo determinar Vj, debe corresponder a la bolsa que se esté utilizando, pues explicitamente
este potencial depende de la separacién entre cuarks. Si se considera el radio de la bolsa se puede
tener una escala para V. En el capitulo 8, es necesario asignar un valor a V4 cuando se calcula la
correccién a las energias-a3 — BC'S debidas a la inclusién de gluones en el modelo.

Por tanto, con la aproximacién de un potencial de interaccién constante Vj, el Hamiltoniano de

Coulomb para cuarks se escribe de la siguiente forma:
Y = [ drdrphir)Vop (o), 5:2)

esto es, la interaccién entre dos densidades de carga de cuarks a través de una interacciéon promedio.
El factor V{ se puede considerar un pardmetro, el cual puede relacionarse con g2 en este modelo.
Por otro lado, méas adelante se muestra que esta constante simplemente tiene un valor que separe los

estados con color de aquellos estados sin color por lo que la figura 5.1 simplemente es una ilustracion,
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esto es, no se ajusta con respecto a los valores experimentales y por tanto, no se le considera del
todo un parametro en este modelo.

La contribucién dinamica de los gluones se ha modelado mediante la aproximacion de interaccién
promedio. Recuperar los gluones de forma dindmica no es una taréa facil con respecto al potencial
de interaccién. Sin embargo, introducir al modelo los gluones de forma dindmica se hace en los
siguientes capitulos de este trabajo. Por tanto, por razones de descripcién la aproximacién hecha
en el potencial de interaccién se mantiene y unicamente se discute en la seccién 5.4 las posibles

extensiones al Hamiltoniano de Coulomb y las técnicas para atacar el problema.

5.2. Hamiltoniano de Coulomb Efectivo para Cuarks

La deduccién completa del Hamiltoniano de Coulomb efectivo (guiado por el Hamiltoniano de
la Cromodindmica Cudntica en la Norma de Coulomb) para cuarks se muestra en el apéndice D. En
esta seccién unicamente se describe la estructura de éste y las implicaciones que se obtienen de la
expresion final.

El Hamiltoniano de Coulomb para cuarks, en donde, modelando el potencial de interaccién por
un potencial V(|r — r'|) que depende tinicamente de la distancia entre las dos densidades de carga,

viene dado por

Coulomb

HL? = /drdr’pg('r)Vﬂr —r')p?e(r). (5.3)

Siguiendo los mismos procedimientos usados anteriormente para la deduccién del Hamiltoniano de
cuarks efectivo, se deduce el Hamiltoniano de Coulomb efectivo; esta deduccién se ha hecho para
un potencial estatico arbitrario que depende solamente de la separacién de las densidades de carga,
V(|]r — r'|) (este podria ser el punto de partida para considerar extensiones del modelo en la parte
Coulombiana, al considerar diferentes potenciales de interaccién, sin embargo, en el presente trabajo
solo se discute la aproximacién de potencial de interaccién constante). Finalmente el Hamiltoniano
de Coulomb efectivo para cuarks estd dado por
H{ o omp = Z (—)M(=1)xe
N, jiNiliycio f.af  f L, M,C

t o, f . . _
[ba(]\h’llv%)J’Mwlfb(le%;)jz—AQCQ (J1A1,J2 = A2|L — M){(1,0)c1, (0, 1)c2| (1, 1)C)
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T alvf/ N ;o —_ al
ba’,(Ng,l3,%)j3)\3(:3f’b(N4,l4,%)j4—)\4E4 <]3)\37]4 >\4|LM><(1’ 0)C3a (03 1)C4|(17 1)O>

V@i + 1245 + DV (N3, 1, ji, L) (5.4)

y donde se ha renombrado a — C': Los factores V(Nj,l;, j;, L) son las intensidades de cada compo-

nente de la interaccién, que estan dados por

1
2L+ 1)

* / r2dr 1" dr' Ry, (r) Rty (r) Rivyt, (') Rivg () / d(F -7 PL(F - 7V (1,07 - 7)

3 . .
V(N’Lalla.]laL) = 5 (71)‘72+%+]4+%

—_

) /@ i+ (10,101 L0) (150, L0]L0) |t
Vi + D2 + 1) -

El siguiente paso es usar la aproximacién descrita en la seccién anterior para el potencial de
interaccion, esto es, considerar una interaccién promedio, V(|r — v|) = V(r,7,7 - 7') = Vp, con
lo cual se tiene que el Unico valor posible para L, es L = 0. De aqui en adelante se usari la
notacién HL % (Vj), para el Hamiltoniano de Coulomb efectivo de cuarks cuando se haya usado

Coulomb

la aproximacion del potencial de interaccién por una constante Vj, por tanto

1
/ d(@ -7 )Py (7 -7V (r,e,7-7) = 2Vid 10 (5.6)
-1

/ TQT‘IQdeT/R}(VIh (T)RNzlz (T)R}(Vsls (TI)RN‘J‘I (T/) -

:/TQdTR}(Vlll(T)RNQZQ(T)/r/2dT/R7VSZ3(T/)RN4l4(T/) =

= Ny N2 ON3 Ny Ot 15 0114 (5.7)
(10, 150|LO) = G (5.8)
1Y, 2 - \/m .
(150, 1,010) = =D (5.9)
3V, 4 == \/m .

j1 Jo O (-1 th+3s

- D Ojaj (5.10)
hol b V(@21 +1)(2h +1)
jz ja O (-1 jatls+3

S Tjaja (5.11)
b Lo L) VEB+DRE+D)
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con lo cual las intensidades V (N, l;, j;, L) estan dadas por
, 3
V(Nis lis jiy L) = 5(2V0)01001115 0131412 0sja SNy N2 ONg N (5.12)

Con estas simplificaciones el Hamiltoniano de Coulomb efectivo para cuarks, ec. (5.4) tiene la

siguiente estructura

H pitoms(V0) = Do (e g 1) (2 £ 1)
Nisjiliscr Ak, 0, f1,C

X (J1A1, j1 = A2]00){(L, 0)ex, (0, 1)e2|(1, 1)C) (s Az, js — Aa|00)((1, 0)es, (0, 1)zl (1,1)C)

f i 3
% boé(Nl7l1é)J'l)\lleb_O‘(Nlvllv%)jl_ME?_f ba’(Ns,l&%)jaAsc:af’b_o‘/(N?”l&é)j3_>‘4c4_fl} (22%>

(5.13)

donde (i=1, 3) y (k=1, 2, 3, 4). Aunque no es obvia a simple vista, la expresién (5.13) se puede
escribir como el operador de Casimir de color de SU(3). Por tal razén, se hace un breve paréntesis

para mostrar la relacion entre el operador de Casimir y H qC;Zl omp (V0)-

5.2.1. Operador de Casimir vs H} ¢ (V)

Coulomb

Para hacer la relacién del HE 1, (Vj) con el operador Casimir de SU(3), se define primero el

operador de Casimir, los generadores y el operador nimero del grupo SU(3), los cuales estan dados

por

3
C:SU() = $YCuCy

c1C2

ce2 = (bil.bcz) _(SCITCQN

C1

(bL 'bCQ) = Z bL(Nl Lyixe fba(Nlé)jACQf
aNIjAf Rl
_ T a(NlLL)jxef
N = MZ; fba(Nlé)jAcfb g)iref (5.14)
aNljice

donde C 2 es el generador de color del grupo SU(3) en la representacion desacoplada.
Para hacer la conexién entre el Hamiltoniano de Coulomb de cuarks efectivo que se ha obtenido

en la ecuacién (5.13) y el operador de Casimir de SU(3), es necesario hacer varios desarrollos. El



HAMILTONIANO DE COULOMB MOTIVADO DE LA CDC 71

primero de ellos es considerar la representacién acoplada del generador, la cual se escribe de la

siguiene forma

oV = 3 ((1,0)er, (0,1)e](1,1)C) Cee,

c1€2

= S0 0.l {0 b - 2CIENE )

Cc1C2

El segundo término del operador de Casimir en la representacién acoplada es igual a cero, esto es,

2 (1P (1,0)exs (0, )2l (1, 1O N

cica

- _\f > {(1,0)e13 (0, 1)/ (0,0)0) (1, 0)e1; (0, 1)22|(1,1)C)N =0 (5.16)

c1co
A continuacién se muestra como escribir el operador de Casimir de SU(3) en la representacién
acoplada, para después relacionarlo con el Hamiltoniano de Coulomb de cuarks efectivo. Considerese

el operador

(1) o(1.1)
>_(-1pxececy
C

= 3 1x S 0)er, (0, 1)/ (1, 1)) (1, 0)es, (0, 1)4] (1,1)C) Coyey Cy (5.17)
C

C1€2 €3C4

donde (—1)X¢ = (—1)Xe1 (—1)Xe2 y ((1,0)es, (0,1)E4](1,1)C) = ((1,0)c4, (0,1)e3](1, 1)C). Para mostrar
la conexién con el operador de Casimir de SU(3) se usa la regla de ortogonalidad de los coeficientes

de Clebsch-Gordon de SU(3) [34], esto es,

Z (1,0)e15 (0, 1)e2| (A, ) C){(1, 0)eq; (0, 1)es| (A, 1) C)

2{: 1 0 Cla 0 1 C2|(1 1) ><(130)C4;(071)E3|(171)(7>
C
+((1,0)c1; (0, 1)e2[(0,0)0){(1, 0)cs; (0, 1)e3/ (0, 0)0)

= GeresOcy.cs- (5.18)
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Por tanto, la relacién necesaria para hacer la conexién con el operador de Casimir de SU(3) es la

siguiente

D (1, 0)er; (0, 1)zl (1, 1)CY{(1,0)es; (0,

C

con lo cual,

Z(_l)XcCg’l)Cgvl)
C

(=1 (1)

1)63|(17 1)C> = 6016450263 -

3 ci1ca2Yc3eq
(5.19)
= Y czca - 3 Z cece
ci1co ci1c3
2
= 3C2(SUE)) (5.20)

donde se uso que los generadores del grupo SU(3) tienen traza cero.

Por otro lado, escribiendo de forma explicita el producto

(1,1) ~(1,1)
XeCy CC

2.1
—ZZZ

C cicg c3cq

=220 > 2

C cic2 caca aNylijidi f o/ Nslsjshs f!

—1)Xe2 (—1)Xeapl
( 1) 2( ) 4b (lell’g)]l)‘lclf

=220 > 2

C cic2 c3cqa alNtlijiA f o/ N3lsjaAsf!

)X¢{(1,0)c1, (0,1)e2|(1,1)C >(b11

ba(vallzg)]lAICbeT

(~1

+bey ) (1, 0)es, (0, 1) (1, 1)C) (B, - be, )

(*1)XC<(17 O)Cla (O’ 1)62|(1’ 1)C><(1a 0>C3a (07 1)E4|(17 1)€>

/(N3»l37%)j3)‘364f/
o/ (N3,l3,5)jazca f!

<(17 O)Cla (O’ 1)02|(1’ 1) ><(1a 0>C3a (07 1)64|(17 1)€>

(~1)2 (1N ()2 () (B (e

T T
ba(Nlullvé)lelclfb7

=200 2 )

C cice2 czeqa aNtlijidf a'N3l3j3)\3f/

Oé(NlJl,%)jl*A152*fba’(N3,l3,%)jg,)\gc;z,f’b*a’(NSJS’%)jS*)\sarf’
(=1)X¢((1,0)e1, (0, 1)ea| (1, 1)C)((1, 0)es, (0, 1)24|(1,1)C)

(—1)z70(=1)z (1) (-
bT T

a(Ny,l, 2)]1>\1c1fb*04(N17l1,2)Jl A1C2— fba '(N3,l3, )ggAgc;gf’b*a (N3,l3,3)ja—AsCa—f" ~

Por tanto, de las ecuaciones (5.13), (5.20)

1 . . .
1)z 5\/251 + 1v/2j5 + 1(j1 A1, 1 —

A1]00)(j3A3, 43 — A3]00)

(5.21)

y (5.21) se puede ver que
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HE (Vo 2vo S (~xecE Vel = 21)ea(sU(3)) (5.22)
C

El desarrollo matematico puede ser muy tedioso, pero la estructura del resultado es muy im-
portante, pues se conoce el valor propio del operador de Casimir de SU(3) [34], el cual viene dado

por
(A2 + A+ g% + 3\ + 3p) (5.23)
lo que implica que la energia correspondiente al Hamiltoniano de Coulomb efectivo viene dada por

EL (Vo) = (2Vo) (N2 + Ap+ i + 3\ + 3u) . (5.24)

Coulomb

Por tanto, los estados con representacién (A, ) = (0,0) correspondientes a estados sin color
(estados fisicos) no contribuyen a la energia del sistema de cuarks. Por otro lado, los estados con
representacion (A, u) # (0,0) tienen una energia determinada en principio por el valor de Vp; estos
estados con color simplemente corresponden a una energia alta, por tanto, la accién del Hamiltoniano
de Coulomb efectivo es la de separar estados con color de estados sin color. Existen otros modelos
de cuarks no relativistas, [49], que de forma fenomenoldgica introducen los operadores de Casimir de
primer y segundo orden de SU(3) que puedan conducir a la solucién del problema de confinamiento.
Como resultado de estas suposiciones se genera la separacién de estados sin color, de estados con
color de la misma forma que lo hace la ec. (5.22).

Recapitulando, en los capitulos 3 y 4, se obtuvieron soluciones andliticas para diferentes sistemas
de cuarks. En dichos capitulos, los Hamiltonianos efectivos encontrados conmutan con el Hamilto-
niano de Coulomb de cuarks efectivo, ec. (5.13), esto es, se pueden resolver de forma simultédnea. El
principal resultado que se puede mencionar es que las energias de excitaciéon que tienen que ver di-
rectamente con el espectro de hadrénes son las energias que se obtienen del Hamiltoniano de Cuarks,
H,; ya que el Hamltoniano de Coulomb, HY, Coul Omb(Vo), simplemente separa estados con color de
estados sin color y donde los estados sin color (fisicos) estdn degenerados en espin y sabor a las

energias que se obtienen del Hamiltoniano de Cuarks.
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5.3. Hamiltoniano de Coulomb Efectivo para Cuarks y

Gluones

En esta seccion se introducen los gluones de forma dindmica por primera vez en este modelo. La
forma de introducir gluones debe hacerse con cuidado, pues la Cromodinamica Cuantica no es una
teoria sencilla. La primera forma en que se incorporan los gluones de forma dindmica al modelo es
a través de la densidad de carga gludnica pd(r) = Y be favcAp(r) - I (1), ec. (2.30), donde Ay(r)
es el campo gludnico que satisface la norma de Coulomb (V - Ay(r) = 0) y II.(r), es el momento
conjugado de Ay(r). Los factores fup. son las constantes de estructura del grupo de color SU(3) [50].

En esta seccién se desea mostrar que efectos produce el hecho de incluir la densidad de carga de
color de gluones en el Hamiltoniano de Coulomb, ec. (5.22). Para este propdsito, se muestra que la
densidad de carga de color total, esto es, la densidad de carga de color de cuarks maés la densidad de
carga de color de gluones satisface el dlgebra de generadores del grupo SU(3). Este resultado es muy
util ya que al igual que en la seccién anterior el potencial de interaccién entre las densidades de carga
(totales) se modela por una interaccién promedio V. De esta forma, el Hamiltoniano de Coulomb
puede escribirse como el producto de dos generadores del grupo de SU(3) lo cual corresponde al
operador de Casimir de dicho grupo, cuyo valor propio se conoce y su funcién es la de separar
estados de color de aquellos sin color.

El algebra de los generadores de SU(3), [23], [51], requiere satisfacer la siguiente regla de con-

mutacién:

[Ga(7),Go(r")] = ifoped” (7 — ) Go(r) (5.25)

donde G,(7), es el generador de grupo SU(3). Lo que se desea demostrar es que la densidad de carga

de color total se comporta como el generador del grupo, esto es,

Ga(r) = pg(r)
= pd(r)+pd(r)

Jabe Ap(r) - TLe(r) + 1 (7) T (7). (5.26)
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Por tanto, el Hamiltoniano de Coulomb efectivo para el caso de cuarks y gluones en la aproximacién

de interaccién promedio, HE, 19 . (Vj), estd dado por

Coulomb

HE 9 (Vh) :/drdr'ga(r)voga(r’), (5.27)

donde hay que senalar que para esta demostracion no se estd haciendo distincién entre indices
covariantes y contravariantes, por lo que se trabaja en componentes cartesianos. Si se desea hacer la
demostracién en componentes esféricos, es necessario cambiar todas las constantes de estructura por
coeficientes Clebsch-Gordan de SU(3), [34], cuya manipulacién es més elaborada que si se trabaja
con las constantes de estructura fgpc.

La demostracién completa se muestra en el Apéndice D.2.1, por lo que en esta seccién solamente
se muestran los resultados mas importantes y sus implicaciones. El conmutador entre las densidades

de carga total viene dado por.

[pa(r)7 Pa’ (’I’/)] = [fabcAi,b(T)Hi,c(r)a fa’deAj,d(r/)Hj,e('r/)] + [’l/)T(’l")Ta’l,[J(’f'), ¢T(T,)Ta’¢(r/)
(5.28)

donde

[fabcAi,b(r)Hi,C(r)’fa’deAj,d(r/)Hj7e(r/)] = 7’-faba’a"fob”dcl4d("q) : Hc(r)ég(r - rl)
ifagrar PO (1)8% (1 — 7). (5.29)
Para este resultado se ha hecho uso de las reglas de conmutacion entre los campos transversales
A(r) y su momento conjugado IT(r). Para las constantes de estructura se ha usado la propiedad
de antisimetria y de la identidad de Jacobi, [52]; usando ademas, la convencién de Einstein para los

indices repetidos.

El conmutador para las densidades de carga de color de cuarks viene dado por
4T () W ()T (r) | = i faarartd! (1) Turap(r) 3 (r = 1)
= ifaa’a”pg//(r)(sg(r — T,) (530)

donde se ha usado las reglas de conmutacion para campos fermionicos y el algebra de los generadores

T,.
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La densidad de carga de color total, satisface el dlgebra de generadores del grupo SU(3) y por

tanto, es el generador del grupo de color.

[pa(T)> pa’(rl)] = ifaa/a’/(s(r - T,)Pau (T) (5.31)

Ahora, el Hamiltoniano de Coulomb considerado en este trabajo puede escribirse como el cuadra-
do del generador de color total (cuarks méas gluones), esto es, como un operador de Casimir del grupo
de color total SU(3). Para mayor detalle de la deduccién del dlgebra de generdores de SU(3) se re-

comienda ver el Apéndice D.2.1. Finalmente,

Coulomb

HY 9 (V) = / drdr'p,(r)Vop(r') = (2Vo)Cr(SU(3)) (5.32)

El resultado obtenido para el Hamiltoniano de Coulomb efectivo para cuarks y gluones bajo la
aproximacién de interaccién constante, ec. (5.32), permite determinar de forma inmediata el valor
propio de un estado con representacién de color total (Ap, ur) para cuarks y gluones. La energia

correspondiente al Hamiltoniano de Coulomb de cuarks y gluones, viene dada por

B9 = (2Vp) (A3 + Appr + 13 + 3Ar + 3ur) (5.33)

Coulomb ~—

con lo que la accién de éste, es la de separar estados (de cuarks y gluones) con color de aquellos sin

color al igual que se habia observado en el caso del modelo puramente de cuarks.

5.4. Posibles Extensiones del Hamiltoniano de Coulomb

Se ha discutido en las secciones anteriores la estructura del Hamiltoniano de Coulomb, cuando
se aproxima el potencial de interaccién por una interacciéon promedio, tanto para el caso de la
interacciéon entre densidades de carga de color puramente de cuarks, asi como para el caso de la
interaccién entre densidades de carga de color total (cuarks mas gluones). Con estos dos resultados
se procede en los capitulos siguientes a hacer un andlisis del espectro de hadrones que puede generar

el modelo.



HAMILTONIANO DE COULOMB MOTIVADO DE LA CDC 7

Por otro lado, surge la pregunta de qué pasa si el potencial de interacciéon no se considera una
interaccion promedio. Para esta pregunta no existe una respuesta concreta por lo complicado que
puede volverse la interaccién, ec. (5.1). Un camino a seguir es hacer una expansién del nucleo de la
integral de la ec. (5.1) en potencias del campo gluénico, manteniendo la consideracién general de
un volumen finito para considerar el confinamiento. Este camino claramente dificulta la busqueda
de posibles soluciones analiticas para la Cromodindmica Cudntica a bajas energias. Sin embargo, es
una aproximacién que toma en cuenta los gluones de forma dindmica en el potencial de interaccién.

Aunque se gana en la parte fisica al incluir de forma dindmica los gluones en el potencial de
interaccién, se tiene la desventaja de que la expansién tendréd potencias tanto de g como del campo
gludnico, donde por un lado la constante de interaccién fuerte en el caso no perturvativo es mayor
que uno y que no se tiene en este modelo una forma de trabajar potencias del campo gludnico
mayores a dos. Estos inconvenientes, no surgen al considerar una interaccién promedio Vj, pues la
constante de interaccién fuerte se absorbe en el factor Vp, el cual simplemente indica la energia a la
cual se manda a los estados con color, esto es, estados no fisicos y por tanto, no hay que preocuparse
de la convergencia.

Otra posibilidad es considerar un potencial confinante en todo el espacio. Un ejemplo de éste es

el ya antes mencionado — +b|lr—7' || el cual es un potencial atractivo para todo r, sin embargo,

a
[r—77|
para modelar el confinamiento, esto es, considerar que cuanto maés se quiera separar a los cuarks,
la energia sea tan grande que es posible generar otro hadrén. Por tanto, el intervalo en que se debe
trabajar este tipo de potencial confinante es reducido, cuando se este describiendo estados ligados.

En el caso que se ha considerado una interaccion promedio Vj, este es un valor que gracias a la
estructura final que se obtiene del Hamiltoniano de Coulomb, no es necesariamente un parametro

que se tenga que ajustar. Por lo que una desventaja de considerar este tipo de potenciales confinantes

es el hecho del nimero de parametros que se deben introducir.



Capitulo 6

Modelo de Gluones para la

Cromodinamica Cuantica

Aunque ain pueden hacerse varias cosas en el sector de cuarks como: extender el ntimero de
niveles orbitales, estudiar el comportamiento de los estados de energia mas bajos al incluir mas
niveles orbitales, calcular niveles de energia para momentos angulares mayores (espin total-j mayor),
posibles ropimientos de la degeneracién de las soluciones-a3 — BC'S, entre 6tros. Algunas de estas
posibilidades se han abordado y se mostraran en el capitulo 8, sin embargo, en este capitulo se ha
decidido estudiar el sector gluénico con un enfoque semejante al utilizado para cuarks.

En este capitulo se introducen los gluones a este modelo de la Cromodinamica Cuantica a bajas
energias. Para hacer una descripciéon del Hamiltoniano de Gluones de la Cromodinamica Cuéantica
en este modelo, es necesario; primero fijar una norma, para lo cual se ha elegido trabajar en la
norma de Coulomb y segundo escoger una base completa en la cual se haga la expansion del campo
gludnico. Se podria trabajar en la misma base de oscilador armonico utilizada para la descripcién
de cuarks. Sin embargo, el primer paso en este modelo es tomar el Hamiltoniano de gluones a orden
cero en la constante de interaccién fuerte de la referencia [13], por lo que es conveniente utilizar como
base las soluciones al problema de la caja esférica. En este sentido se hace una breve introduccién
al problema cuantico de la caja esférica.

Antes de mostrar la expansién de los campos gludnicos en la base de caja esférica, se hace una

pequena discusién sobre la implicacién de considerar el problema de la caja esférica para cuarks.

78



MODELO DE LA CROMODINAMICA CUANTICA PARA GLUONES 79

Para el caso de cuarks analizado en los capitulos 3 y 4, se hizo la expansion de los campos fermiénicos
en la base del oscilador arménico isotréopico en tres dimensiones. La razén de esto fue que el término
cinético de cuarks tiene soluciones analiticas en el caso (sin masa) de dos y tres niveles y que debido al
numero finito de posibles conexidnes entre los estados, se pudo resolver de forma analitica el caso de
un numero arbitrario de niveles orbitales. Al respecto, se investigd la estructura del término cinético
de cuarks en la base que es solucion al problema de la caja esférica; encontrandose que existen muchas
mas conexiones que en el caso del oscilador armonico, pero, las conexiones dominantes corresponden
a las mismas del oscilador arménico y las demds conexiones son del orden del 10 % o menos de las
contribuciones dominantes. Por tales razones, resolver el término cinético de cuarks en la base de la
caja esférica habria sido algo aproximado y no anélitico.

Se ha decidido trabajar en la base de la caja esférica la parte gludnica, por dos razones. La
primera es que la descripcion de los gluones y los estados gluénicos conllevan en general a elegir un
parametro diferente de confinamiento. La segunda razoén, es que una vez deducido el Hamiltoniano
de gluones efectivo en la base del oscilador arménico habria que hacer una diagonalizacion de éste, ya
sea numerica o bien tipo BCS, mientras que en la base de la caja esférica, la estructura del término
cinético de gluones considerado en este modelo tiene una estructura diagonal como se muestra en la

seccion 6.3.

6.1. Caso Cuantico de una Caja Esférica

El problema de la caja esférica [53] descrito por la mecédnica cudntica, corresponde a considerar
una caja de radio R, de paredes rigidas e infinitas. Dada la simetria esférica del problema, el uso de
coordenadas esféricas para la solucion de la ecuacién de Schrodinger es la ideal. El problema fisico
se puede plantear de forma tinica mediante la ecuacién de Schrodinger y las condiciones de frontera:

_52v2 7) = EY(r,7
% 1/1(7’77') - 1/’(7“77“)

PY(r<Re) : [finita
Y(R) = 0 . (6.1)
La solucién de esta ecuacién a través del método de separacién de variables, lleva a escribir la funcién

de onda como el producto de una funcién radial y una funcién angular, ¢(r, 6, ¢) = Ry (7)Y (0, @),
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donde la solucién angular corresponde a los arménicos esféricos, ya que es la solucion a la parte angu-
lar de cualquier problema con simetria esférica y donde el potencial no dependa de las coordenadas

angulares. En este caso el término del potencial se puede escribir de la siguiente forma

V(ir<Re) = 0

V(ir>R.) = oc. (6.2)

La ecuacion radial resultante de la separacién de variables viene dada por:

2mE  l(1+1)
B2 p2

7RNl(T') + %%RNZ(T) + [ } Rpi(r) =0, (6.3)

la cual corresponde a la parte radial de la la ecuacién de Helmholtz, (V2 +k?)u(r) = 0, identificando

2 _ 2mE
k - hz )

cuya solucion més general puede escribirse como una combinacién lineal de funciones

Bessel esféricas
u(r) = Aji(kr) + Bny(kr). (6.4)

Por tanto, la solucién a la ecuaciéon de Schrodinger correspondiente al problema de la caja esférica

se escribe de la siguiente forma

¢(T705¢) = le(kNlT)}/lm(?)a (65)

la cual, es solucion de la ecuacién de Helmholtz imponiendo que la solucién sea finita en cero. Estas

soluciones seran referidas mas adelante como las soluciones a la ecuacién de Helmholtz.

6.2. Operadores Bosonicos y Nuimeros Cuanticos

La inclusion de gluones de forma dindmica se realizé de cierta forma en la densidad de carga de
gluones, sin embargo, no hubo en ese momento la necesidad de introducir la cuantizacién del campo
gluénico A% (), ni de su momento conjugado ITo(r). Estos campos son campos bosénicos que al tra-
bajar en la norma de Coulumb contienen solo componentes transversales. Su cuantizacién involucra
la expansién en una base completa y cuyos coeficientes de expansién son los operadores de creacién

(N,L,1)

,BJ(rN: Liysmc Y de aniquilacién B IMC hosénicos. Estos operadores bosénicos satisfacen las

siguientes reglas de conmutacién:
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[IBE/;(N,7L,71)J/M/C,7 ’BI]\fL,l)JMC} = 55/35N/N(5L/5J/5M/50/
[IBE’;(N’,L’,l)J’M’C” BE;(N,L,I)JMC’} -0
Bl5 Blvome] = 0 (6.6)
(N, L' 1) M'C P (N,L1)JMC : :

Los indices en los operadores bosénicos indican: =, el componente eléctrico (e) o magnético (m)
de los campos gludnicos. La notacién (N, L, 1)JMC, es la notacién acoplada al igual que en el caso
de cuarks. Esta notacion indica: N es el niimero principal, el cual al estar trabajando en la base de
la caja esférica corresponde al orden de las raices de las funciones Bessel, L es el momento angular
del gluédn, el cual esta descrito por un campo bosénico de espin 1, es por esto que se usa la notacién
(N, L, 1) para describir la creacién o aniquilacién de una particula bosénica. Por otro lado, al utilizar
la representacion acoplada de los operadores bosonicos, se tiene que el acoplamiento entre el momento
angular y el momento angular intrinseco (espin) del gluén da el momento angular total J, asi como
su componente magnético M. Por udltimo se tiene el indice de color C, el cual es una abreviacion
para un indice de SU(3) en el espacio de color, para el cual se tiene C' = {Y¢, I¢, Iz}, donde Y¢
es la hipercarga de color, I en isoespin de color e Iz, es la componente Z del isoespin de color. El
gludn pertenece a la representacién octete de SU(3), por lo que su representacion es (A, p) = (1,1).
Por 1ltimo, el cémo subir o bajar indices en los operadores bosénicos se define en la siguiente seccién
ya que los operadores deben transformar de la misma forma que lo hace el estado perteneciente
al espacio de Hilbert, por tal motivo, una vez que se defina la base solucién del problema de caja
esférica y sus propiedades de transformacién bajo conjugacién, se pueden definir las propiedades de

transformacion de los operadores bosénicos.

6.3. Gluones en una Caja Esférica

El Hamiltoniano de gluones a orden cero motivado de la Cromodindmica Cudntica, [13], consta
de dos términos, ambos modelan la parte dindmica de gluones. El primero de ellos corresponde a
la energia del campo gluénico conjugado Hc(zc) y el segundo corresponde al término dindmico de

gluones correspondiente a dos campos gludnicos.
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Se utiliza para la parte gluénica del modelo la siguiente notacién: letras mayusculas para los
nimeros cudnticos que describen al campo gludnico, asi como al campo conjugado gludnico. Los
componentes del campo gluénico en la norma de Coulomb (norma transversal), esto es, la componente

Lo c, e " c, m
eléctrica del campo de norma, (A ©(r)) y la componente magnética campo de norma, (A (1))
vienen descritos por el indice Z = e, m.

El Hamiltoniano de gluones que se trabaja en este modelo estd dado por, [13]:

Hyyon = % / drIT?(r) — % / drA(r) - V2A(r), (6.7)

donde el producto punto de la ec. (6.7), se refiere al producto punto vectorial y al producto punto en
el espacio de color. Por tanto, se tiene que: II(r)? = Y o (—1)X¢I¢(r) - Ox(r), y A(r) - VZA(r) =
Yoo AC(’I‘) . V2Ac(7‘) donde, el producto punto dentro de las sumas se refiere al producto punto en
los componentes espaciales y C = {-Y¢, I, —1Iz.}.

La expansién del campo gludnico en una caja esférica considerando la norma de Coulomb es
similar a la hecha por R. Buser [19], pero eliminando el campo longitudinal, esto es, considerar

Unicamente las componentes transversales del campo gluénico y su conjugado:

r) (,BT Ei(N.L1)JIMC I@E;(N,L,l)JMC)

= Foveyom(T
EN JM \/29 NLL1)J

Q_‘
/ (NL 1)J 5
Ho(r) = 1)JM ('B(NL 1)JMC - B (N,L 1)JMC)
JM

I]

(6.8)

Debido que el indice = no corresponde a los niimeros magnéticos de algin espin, no tiene porque
definirse una convencion para transformar de indices contravariantes a covariantes. Lo mismo pasa
para el ntimero principal N, sin embargo, para los demas indices L, J, M, C, se debe definir como
pasar de indices contravariantes a covariantes. La convencién para los indices de espin y momento

angular, vienen definidos por las funciones base, para las cuales se tienen las siguientes relaciones:

=- E —_

j‘:7(N,L,1)J agr . = A~
- = Q T

F=vrnm(r) § 5T+ 1 1JL( v.L,1)s") T oo (T)

Fivpo(®) = ()M R (@) (6.9)
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donde las funciones T ;15 (7) son los armoénicos esféricos vectoriales, los cuales estdn definidos de la
siguiente forma:
Tyom(P) =Y (Lm, 1ulJM)Yia(P)E, . (6.10)
mi

Esto define la transformacion de los operadores bosénicos:

gt SBW.LDIMC _ (_1)J+L+M+1(_1)><05L\:L’1)J?]\46 (6.11)

y de forma semejante para los operadores de aniquilacién. Se tomé la convencién de Draayer [34]
para subir o bajar los indices de color.

Los factores que aparecen en la ecuacién (6.9), estan definidos de la siguiente forma: Q]EV IM =
%ﬁM donde [Z]EV s son las raices de las funciones Bessel esféricas y QEN s 1as energias de la ecuacién
de Helmholtz. Para garantizar la ortogonalidad de los componentes eléctricos y magnéticos del campo
gludnico se tiene: 0‘§L diferentes de cero son O‘TJ = V2J +1, afiJH =—/Jy aiJ_l = J+1,
para los componentes magnéticos y eléctricos respectivamente.

El campo gludnico, asi como su momento conjugado satisfacen la norma de Coulomb, por lo que

la regla de conmutacién que satisfacen estd dada por [13,23,54]:
[AS (7), 11, ¢ ()] = 1667 (r — 1) (6.12)

donde p y v indican el componente de la base. La delta transversal de la ec. (6.12) se define co-
mo &3 (r —r') = (5#1, — %) §3(r — 7'), la cual garantiza que [VMAS(T),H,, o (r)] =0y que
[Ag(r), V. IL, ¢ (r')] = 0, para mayor detalle se sugiere ver el Apéndice E.

La deduccién del Hamiltoniano de gluones se muestra en el Apéndice F. Finalmente, usando las

expansiones del campo gluénico y el campo conjugado, ecs. (6.8) el Hamiltoniano de gluones a orden

cero en la constante de interaccion, H gy0n tiene una expresion diagonal dada por

Hoon = / deTP(z) ~ / dzA(z)V?A(z)
1

- Z Q(EN,L,l)J {ﬁz;,L,l)JMCﬁE;(N7L71)JMC + 2} : (6.13)
ENLJIMC
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Una vez que el Hamiltoniano de gluones esté actuando en los estados del espacio de Hilbert,
la energia correspondiente vendrd dada por las contribuciones eléctrica y magnética de los gluones
presentes en dicho estado. Al tratarse de particulas bosénicas, el nimero de ocupacién ny puede ir
de cero a infinito, dando como resultado los cuantos de energia ~ ngQ]EV g por lo que, basta con

conocer el nimero de ocupacién ng y las energias, Q( NLL1)J

6.4. Estados de Gluones, Glueballs

En el Hamiltoniano de gluones efectivo, falta por ajustar un parametro, el cual corresponde al
radio de la caja esférica, R.. Para determinar este pardmetro, se ajusta el espectro del Hamiltoniano
de gluones efectivo, ec. (6.13), a la energia del estado de menor energia reportado en la literatura. Este
valor puede variar de método a método [6,13,17,55], sin embargo, el valor reportado se encuentra en
el intervalo de 600 — 800M eV, para la energia de un gluén. El valor de un par de gluones acoplados
a color cero (glueball) corresponde a 1200 — 1600M eV .

En los siguientes célculos se omitiré la constante de energia, pues simplemente desplaza el espectro
un valor constante. El estado de menor energia viene dado por el estado con momento angular L = 0,
lo cual corresponde a la funcién Bessel esférica jO(Q(f,O,l)lr)’ esto es, la componente eléctrica del
campo gludnico. Por tanto, para hacer un primer ajuste a la energia de un gluén a 800M eV se tiene

el siguiente ajuste para el radio de la caja:

3,14159
Q€1 = 22 = 0,8GeV

= R, =3,9269GeV ' =0,775fm . (6.14)

Sin embargo, se reportan valores entre 600 — 800M eV, lo cual implica que el radio de la caja puede
variar entre 0,77 — 1,03 fm. En [56], reportan una masa del gluén del orden de 300M eV al estudiar
procesos de interaccién entre cuarks charm(1.5GeV) y bottom(4.5GeV), que al introducir en la ec.
(6.14) se tiene un radio del orden de 2fm. Un radio de 2fm para el actual modelo de cuarks indica
que los estados ligados (mesones/bariones) tienen energias muy pequenas.

El siguiente estado més bajo posible, corresponde al estado magnético, (L = 1,J = 1). Se
necesita conocer el primer cero de la funcién Bessel esférica jl(Q(lTSLJn"’) para determinar la masa

constituyente del componente magnético. Por tanto, el primer cero de la funcién Bessel jl(Q(lnf 1

n”)
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es en E(l L1 = 4,49341, lo que implica una masa constitutiva del componente magnético es igual a
1,14GeV, la cual es aproximadamente 300M eV mayor que el componente eléctrico.

Para deteminar las energias de un estado que contenga dos gluones (glueball), se tienen diferentes
posibilidades de acoplamientos. Por ejemplo, el espacio de Fock bosénico para dos gluones se puede

escribir como:

781 T2
B N1,L1,1)J1M101B(N22,L271)J2M202|®> (6.15)
121 J,(Am)
Binrinn ®B N27L271)J2:|MC 0) = Z (J1My, JoMa|J M){( A1, p11)C1, (A2, p2) C2| (A, 1) C)
M;C;
= =
’8(]\711,[/17 J1M101/8 (N2,L2,1) J2M202|®> (616)

donde i=1,2. La primera representacién ec. (6.15), correspode a una particula bosénica en el estado
(N1, L1,1)J1MCy y otra en el estado (N, La, 1)JaMoCs sin acoplamientos, esto es, son estados
sin espin y color total bien definido. En este caso, puede haber problemas debido a que se podria
tener estados sin color y estados con color completamente mezclados, lo cual es un problema si se
restringe a un espacio de Hilbert con estados puramente fisicos (color total cero). Por otro lado, la
segunda representacién ec. (6.16), muestra explicitamente todos los posibles acoplamientos tanto en
espin como color de tal forma que los estados tienen espin y color total bien definido. En este caso
es facil restringirse al espacio de Hilbert con estados puramente fisicos, al pedir que solo existan las
representaciones (), 1) = (0,0), lo que implica que (g, 2) = (1, A1) y que Cy = Cy.

Es posible generar estados de glueballs escalares y vectoriales dependiendo del espin total que
se considere. También es posible mediante este modelo generar estados con un nimero mayor de
glueballs. Sin embargo, hasta este momento no se han considerado interacciones entre cuarks y
gluones, por lo que por un lado se puede generar un espectro para cualquier nimero de cuarks
y gluones independientes. En el capitulo 8, se muestran posibles espectros que incluyen algunas
posibles interacciones entre cuarks y gluones en este modelo.

En el siguiente capitulo, se deduce el Hamiltoniano de interaccion efectivo que considera inte-
raccién entre cuarks y gluones. También se ejemplifican algunas posibilidades de como tratar éste,

buscando primero una correcciéon a la solucién-af — BC'S encontrada en el capitulo 4.



Capitulo 7

Interaccion Cuark-Gluon-Cuark

En los capitulos previos no se trabajé una interaccién entre cuarks, anticuarks y gluones a través
del espin o el color. Aunque en el capitulo 5, se tenia la interaccién entre densidades de carga de
color de cuarks y gluones, la estructura final correspondiente a un operador de Casimir de SU(3) no
dié mas informacién de como interactiian los cuarks y gluones mediante el color. En este trabajo
se ha hecho una separacion del Hopco en varios Hamiltonianos, en este capitulo se introduce el
Hamiltoniano de interacciéon H;,:, con la finalidad de que mediante este modelo (de juguete) se
puedan describir de forma cualitativa y de ser posible cuantitativa la interacciéon entre cuarks y
gluones en el regimen no perturbativo de la CDC.

Primeramente en este capitulo, en la seccién 7.1 se presenta la estructura del Hamiltoniano de
interaccion entre cuarks y gluones. Se presentan algunos de los pasos a seguir para la deduccion del
Hamiltoniano de interaccién efectivo que se va a trabajar y la expresién final (la deduccién com-
pleta se muestra en el Apéndice G). Finalmente, en esta seccién se analiza y discute la estructura
del Hamiltoniano efectivo de interaccién, asi como la estrategia a seguir en la buisqueda de posibles
soluciones al Hamiltoniano efectivo de interaccién que den como consecuencia correcciones a las
energias hadrénicas dadas por las soluciones-a3 — BC'S. El nivel de esta bisqueda es de tipo ”prue-
ba”, no fundamental, aunque la busqueda actual puede ser el primer escaléon en este modelo para
caminos de solucién futuros, indicando hacia donde avanzar, asi como bosquejar los pros y contras
de las aproximaciones hechas. Detalles y conclusiones de estos métodos se presentaran en trabajos

subsecuentes.

86
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El Hamiltoniano de interaccion efectivo deducido en la seccién 7.1 es general y complicado de
resolver de forma exacta. Por tanto, en la secciéon 7.2, se describen propiedades de un primer estado
de prueba, que ayude a calcular correcciones a las energias-a3 — BC'S.

FEn la seccién 7.3, se aplican las aproximaciones consideradas en las secciones previas para trabajar
el Hamiltoniano de interaccién, en busca de estructuras analiticas o semi-analiticas. Una aproxima-
cion es, por ejemplo, considerar solo los dos niveles orbitales més bajos en el sector de cuarks asi como
un nivel de gluones y solo ciertos componentes del gluéon. En este sentido se puede pensar que se
estd trabajando en un sistema intrinseco (para el espacio de color del gluén), donde una componente
del gludn es preferente. La ventaja de usar esta aproximacién, es que si la componente del gluén
preferente es alguna de las componentes {Yo = 0,1¢,Iz, = 0} la correccién a las soluciones-
af — BCS es facil de calcular. Esto puede dar una idea de las posibles correcciones a las energias

hadrénicas encontradas en el capitulo 4.

7.1. Hamiltoniano de Interaccion Efectivo

El Hamiltoniano de la Cromodindmica Cuédntica en la norma de Coulomb que se ha estado
trabajando, estd dividido en dos partes. La primera de ellas se puede denotar por Hy, en el sentido
de que es a orden cero en la constante de interaccién fuerte. La segunda parte, son todos los términos
que involucran cualquier potencia de la constante de interaccién fuerte. En este capitulo, se trata lo
que se ha denominado como Hamiltoniano de interaccién, (H ), pues considera la interaccién de
los cuarks y anti-cuarks con el campo gludnico y corresponde a la potencia més baja en la constante
de interaccion fuerte.

El término de interaccién entre cuarks y gluones viene dado por:

H;y = —g/dmﬂ(r)a - A(r)Y(r). (7.1)

La deduccién del Hamiltoniano de interacciéon se muestra en el Apéndice G. El resultado final de
esta deduccién, ec. (G.13), es general. Aqui Unicamente se presentan ciertos pasos que se considera

necesitan explicarse.
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A continuacién se describen ciertas caracteristicas que surgen de este Hamiltoniano de inte-
raccion, ec. (7.1): La primera de ellas, es la accién del factor a - A(r), que por un lado actia
vectorialmente sobre el campo gluénico A(r) y por otro lado actia de forma matricial sobre los
espinores de los campos fermionicos. La segunda caracteristica importante de este Hamiltoniano es
el espacio de Hilbert para los estados de color, pues este término también mezcla color entre las repre-
sentaciones (A, u) = (1,0), (A, u) = (0,1) de cuarks y anti-cuarks respectivamete y la representacién
(A, ) = (1,1) del gluén. Por estas razones se denota el término o - A(r) = [a : A(r)g,L/ K donde
cy ¢ son la abreviatura de los nimeros cuanticos (Y¢, I¢, Iz, ) con Y¢ la hipercarga de 7color, Ic
el isospin de color e Iz, su tercera componente de isospin de color. Asi mismo o y ¢’ denotan
las componentes magnéticas de los espinores XZ, v Xo de los campos i (r, o', ¢, f') y ¥(r,,0,¢, f)
respectivamente .

Tomando la expresién para los campos fermidnicos, ec. (3.3) y la expansién del campo gluénico

A(r), ecuaciones (6.8) y (6.9), el Hamiltoniano de interaccién se escribe de la siguiente forma
Hiuw = —g [ davl(ra- A()w(r)
= g [ vl one Do AW, valrozen )
— g [Wlronen Do AW, vilroe )

donde el término [a’ . A(r)gl} se escribe explicitamente como [57]:
oo

[a : A(r)g’} o X5 [a : A(r)i/} Xo
= Z(_l)MXZ-/U/JXU [A—u(r)];

/

/

I
- 9 Z(—l)“xl,SuXa [A,u(r)]i

- 2ﬁ S 1o o) [A ()Y (7.3)

Para llegar a la ltima expresion se ha hecho uso explicito de la accion del operador de espin sobre

los espinores, la cual se escribe como: S, x1,, = —@(1#, %m\%m/>X1m/ y por ultimo propiedades de
2 2

simetria de los coeficientes Clebsch Gordan.
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El elemento de matriz en el espacio de color del componente (—u) del campo gluénico estd dado

por

o NG N, L DS 05, . o=
[A(r)—ul, = ( ) JL (QTN,L71)JT)
ENLJMC 2Q~N L1)J R2 2J +1

(T y0e(7))_,, [TC)S ( Tw(N,L,l)JMC’+BE;(N,L,1)JMC>' (7.4)

esto es, se necesita conocer el elemento de matriz del generador del grupo de color SU(3) [21] y el
componente (—u) del arménico esférico vectorial [57], los cuales estan dados por las ecuaciones (7.5),

(7.6) respectivamente:

[T, = ((10)cz, (11)C|(10)er) (LO)[[|TUV]]|(10)) = VB(=1)*2((10)er, (01)22|(11)C)  (7.5)

Tyon(P) = Y (Lm, 1ulJM)Yim(F)E,

mp

Ton@®), = 3 (~1)#(Lm, 1u| TM)Yy (7). (7.6)

m
donde en la ecuacién (7.5) se ha cambiado ¢ — ¢; y ¢ — ¢3 por conveniencia.

Finalmente, el Hamiltoniano de interaccién efectivo se escribe de la siguiente forma:

Hiy = —g / drt (r)ac - A(r)i(r)

E NE
a N,L1)J
-9 ) ) / 2dr Ry, (1)L (W 1.1y 57) Rivoty () — e 001
aNilimijihioicif ENLIMC Qn1)s é
‘ ‘ 3 o jo
X (—1)Xe2 (_1)j2—/\2+l2+1 3 \/(2l2 +1)(272 +1)(271 + 1)(2l1 + 1) Loy
Var 2J +1 2
1 L J

% (150, 10| LOY (j1 A1, 2 — Xo| JM){((10)er, (01)E2|(11)C)y

T t E;(N,L,1)JMC E;(N,L,I)JMC) —a(Najla,2)jaraca f
Xba(Nlllzé)jl)\lclf (/6 + /6 b 2 9 (7'7)

para lo cual se han hecho uso de relaciones para la integral de tres arménicos esféricos [35,58] y la

suma de cuatro coeficientes Clebsch Gordan, [57]
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Hay que tener cuidado con la notacién utilizada, pues el vector a¢ corresponde a las matrices de
Pauli, a% s son los coeficientes del campo gluénico que satisfacen la ortogonalidad del componente
magnético con el componente eléctrico [19] y finalmente el subindice (superindice), «, que aparece
en el operador de creacién (aniquilacién) fermiénico corresponde al pseudo-espin de la particula, por
lo que la suma 2327 1 solo corre sobre el subindice (superindice) de los operadores fermiénicos.

El Hamiltoniano efectivo de interaccién, ec. (7.7), a diferencia del sector puramente de cuarks
y el sector puramente de gluones tiene una estructura nueva para este modelo. Como se mostré en
los capitulos 3 y 4, correspondientes al sector de cuarks, H, se encontré una estructura rota en
bloques de espin total (j), por lo que se pudo desarrollar un método capaz de diagonalizar el sector
de cuarks en cada uno de éstos bloques. Esto fue posible gracias a que la parte tanto del término
cinético como del término de masa de cuarks estan acoplados a espin, color y sabor total cero, por
lo que dichos términos actuan unicamente en el espacio del pseudo-espin. Asi mismo, en el capitulo
6 para el Hamiltoniano de gluones se encontré un resultado analitico donde nuevamente la parte de
espin y color total estan acoplados a cero. Debido a esto, el cdlculo de las energias para estados que
solo contienen gluones (glueballs) fue inmediato.

El Hamiltoniano de interaccién efectivo, ec. (7.7), no tiene ninguna de las propiedades men-
cionadas en el parrafo anterior, tanto en la parte de cuarks como en la parte de gluones. La parte de
cuarks en H;,:, puede conectar estados con diferente espin total j; siempre y cuando el espin total
de cuarks sea igual al espin total del gluon. Para el color en la parte de cuarks de H ., se tiene
el acoplamiento a color octete del gluén a través de [Tc]) = V3(—1)Xe2((1,0), c15 (0, 1)ea|(1,1)0),
por lo que, el espacio de estados de cuarks es mds extenso al considerado en H,. Por otro lado, la
parte de gluones en H ;,; no puede acoplarse por si sola a espin y color cero. No obstante, la parte

de cuarks se acopla con la parte de gluones a espin y color total cero para hacer el H;,; un escalar.

Método y Aproximaciones

En este momento, al no contar con un método general para trabajar el H;,; a bajas energias, se
debe pensar en hacer ciertas aproximaciones. La primera de ellas consiste en considerar al operador
del gluén como un valor esperado. Dicho valor esperado debe corresponder con el valor minimo

alrededor del cual se pueda hacer una expansion, esto es, considerar al operador bosénico de la
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siguiente formas:

= = t =
Bin.rysme = Avysme T 8w Ly me (7.8)

donde aN,L1yIMC S el valor de expectaciéon que minimiza la energia y alrededor del cual se hace

la expansién, mientras que 6ﬁz )JMc SOn los operadores bosénicos que generan la expansion, los

N,L,1

cuales satisfacen la misma regla de conmutacién que los operadores originales. Con esta aproximacién
y la aproximaciéon de que la parte de cuarks tinicamente conecte estados con el mismo espin total,
ji = j, se puede utilizar el método-a 8 — BC'S descrito en el capitulo 4, el cual se utilizé para resolver

el Hamiltoniano de cuarks H, + HE 4, (V).

Coulomb
Antes de seguir adelante en como trabajar el término de interaccién, es necesario mencionar

{

1,V 1)jmcifi)’

que para el caso fermiénico (bT yineifs T &b ol

. == 1
+3.(Nili, 3)diNicifi qii’(Ni’li’z
tener méas cuidado pues las variables alrededor de las cuales se hace la expansién de los operadores

hay que

fermidnicos son variables de Grassmann [59], las cuales cumplen la propiedad de anticonmutar, de tal
forma que la regla de anticonmutacién de los operadores fermiénicos originales se siga manteniendo.
Como primera aproximacién se supone que existe un estado de prueba para los operadores

fermidnicos que satisface:

bule) = aule) (7.9)

donde p es una notacién corta para todos los indices de operadores fermidnicos. Para mejorar esta
aproximacién es necesario hacer un formalismo en donde ¢, sea una variable de Grassmann [59] y
definir valores de expectacién de los operadores fermiénicos en un estado (coherente) que dependa
de las variables de Grassmann. En este trabajo no se desarrolla este formalismo pero para trabajos
subsecuentes serd necesario.

Tomar las consideraciones descritas en los parrafos anteriores tienen las siguientes implicaciones:
Primero, el operador bosénico es un ntimero que depende de los nimeros cudnticos del gluén, esto
significa que tiene la informacién del espin total y de los momentos magnéticos tanto de espin como
de color del gluén. Segundo, a pesar de considerar el mismo espin total para los operadores de cuarks
y anti-cuarks, la parte de espin y de color no son necesariamente diagonales, esto es, A1 # Aoy ¢1 # ¢
respectivamente. En este sentido la transformacién-a5 — BC'S ec. (4.12) solamente funciona para el
caso donde A\; = Ay y ¢1 = ca. Esto, implica considerar para el niimero magnético de espin del gluén

M =0y en el octete de color la componente C = {Y¢, Ic, Iz,} = {0, Ic,0}.
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Se puede definir una nueva transformacién-a3 — BC'S’ donde en la parte de la transformacién-
BCS’ se mezclen indices de color por lo que la ecuacién de brecha (gap) que se resolvié para el
sector de cuarks tiene un indice adicional referente al color. Debido a que la actual bisqueda no se
esta realizando a un nivel fundamental, se utiliza un sistema intrinseco en el espacio de color del
gluén donde la componente principal es del tipo {0, I, 0}.

En las siguientes secciones se presenta el caso correspondiente a los dos estados de cuarks mas
bajos, esto es, el primer estado s y el primer estado p, mientras que para la parte gluénica se considera
el estado de glueballs mas bajo, el cual corresponde a un gluén con momento angular L = 0 y espin

total J = 1.

7.2. Estado Prueba y sus Propiedades

Antes de empezar a hacer un analisis del Hamiltoniano de interacciéon bajo las aproximaciénes
mencionadas en la seccion anterior, es necesario hacer un breve resumen de las propiedades del estado

prueba que se va utilizar. El estado prueba que se va utilizar estda dado por:
t
g, a) = Ne™%|q) | (7.10)

donde la parte bosénica del estado prueba corresponde a un estado coherente [59,60] y la parte
fermidnica simplemente satisface la ec. (7.9).

Es mediante el uso de estados coherentes que se busca el o los valores de expectaciéon de los
operadores bosénicos que minimicen el Hamiltoniano alrededor del nuevo minimo determinado por
los valores ¢, L (Nidi Dyjidieif: ¥ a(EN’ L1)JMC La minimizacion se lleva a cabo para el sector de cuarks

y gluones que se introdujeron previamente a este capitulo mas el Hamiltoniano de interaccién, H ;.

Estado Coherente y Factor de Normalizacion

Primeramente se define el estado coherente que se va utilizar y con el cual se obtienen todas las
relaciones que se definen méas adelante. La deduccion de estas relaciones se muestra en el Apéndice

H. El estado coherente estd dado por:

lg,a) = NewBelg) | (7.11)
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dado que los operadores fermiénicos y bosénicos conmutan, es posible determinar la constante de
normalizacion considerando solo la parte bosénica. La constante de normalizaciéon para el caso de

. _1 2
bosones (gluones) es igual a Nyjyon = €72 > lav]?

Elementos de Matriz para Operadores Fermionicos y Bosdénicos

Los elementos de matriz para los operadores fermidnicos ec. (7.12) y bosénicos ec. (7.13) estan

dados por

(qalbl,|qa) = q,

(qalb"|ga) = qp (7.12)

(qa|B=|qa) = a5

(qal3="]qa) = a3 (7.13)

donde se han considerado reales los valores de expectacién como primer caso. En la parte fermionica
se puede hacer un analisis de minimizacién con valores de expectacién correspondientes a variables de
Grassmann (q1q2 = —q2q1, ¢ = 0). Al considerar reales los valores de expectacién de los operadores
fermionicos no se cumple la regla de anticonmutacién pero si la regla de conmutaciéon para los

operadores bosodnicos, esto es:

{06} = {qu,q.} + {6b",8b}} £ 01
18”,81] = 68", 68} =0, (7.14)

por lo que bL — qu + (5bL.

Antes de sustituir bL(b”) por ¢,(qv), el Hamiltoniano tanto en el sector de cuarks como en el
sector de gluones, se escribe en orden normal, por lo que a nivel de operadores no hay ningin
problema con la regla de anticonmutacién pues no es hasta entonces que se usa bL — qu + 5bL.

La estrategia y el programa de minimizacién del Hamiltoniano al utilizar estados coherentes, se

discute y muestra en los Apéndices H y Apéndice I respectivamente.
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7.3. Hamiltoniano de Interaccion para los Estados de

Menor Energia

En esta seccidon se muestran las implicaciones de considerar tnicamente los estados de menor
energfa para cuarks y gluones. Sin embargo, para poder aplicar las transformaciéon BCS, ec. (4.12),
se necesita considerar que el campo gluénico tiene una componente preferente o dominante, lo cual

se puede considerar como trabajar un sistema de referencia intrinseco en el espacio de color.

Sistema Intrinseco ({0,1,7;.}, M=-1,0,1) del Gluén

En un primer intento se consideran los componentes del gluén con Yo = 0, para lo cual se tienen:
2 posibilidades con {0,0,0} y tres posibilidades para {0,1, Iz, }. Decidir qué componente se tome
es considerar un sistema intrinseco u otro. Si se considera la componente {0,0,0} los calculos se
simplifican ya que los acoplamientos en el Hamiltoniano de Coulomb en la parte gludnica son cero
ec. (H.21) y por tanto, la minimizacién solo involucra los gluones a traves de H g0 ¥ Hin.

En la tabla 7.1 se dan los niimeros cudnticos que permaneceran fijos tanto para cuarks como

para gluones, dicha condicién se mantiene a lo largo de este capitulo.

Nuim Cuénticos Cuarks Gluones

Num. Principal | Ny, N, =0,1| N =1

Mom. Angular l1,lo =0,1 L=0
J=1

Espin Total J1=17J2 = %

Cuadro 7.1: Nuiimeros cudnticos para cuarks y gluones correspondientes a las energias

mas bajas.

Para la componente {0,1, Iz}, se hizo la minimizacién correspondiente, esperando que dentro
de las nueve posibilidades de aao’l)l e (3de Iz, y 3 delas componentes magnéticas del espin J=1),
la componente ({0,1,0}, M=0) fuera dominante. Esto ultimo no nesesariamente es cierto como se

muestra en la tabla 7.2, la cual corresponde a los valores de expectacion de los operadores bosénicos.
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(Vo,9) | 2AE.s-Bcs R a_y, ag_1 | Ao | Go1 | A7 _1 | ajg | af;
(0.31,3) -0.178 -1.03 | 1.19 | -0.74 | 1.46 | -2.37 | 1.46 | -0.74 | 1.19 | -1.03
(0.32,5) -0.311 1.13 | 1.24 | -1.59 | 0.50 | -2.49 | 0.50 | -1.59 | 1.24 | 1.13

(0.27,7) -0.252 0.36 | 047 | -1.89 | 0.86 |-1.44 | 0.86 | -1.89 | 0.47 | 0.36

Cuadro 7.2: Correccién a las energias-a — BCS (GeV), valores de expectacién para los
operadores bosénicos con ({Y¢,Ic,Iz.} =1{0,1,1z.} y M = —1,0,1), como funcién de la
constante de interaccién fuerte g y el valor V. Para determinar Vj(GeV) y ¢ se usé el

método de minimizacién-2 que se describe en el capitulo 8.

Para el calculo de estos valores de expectacién, se ha utilizado el método de minimizacién-2,
el cual se describe en el capitulo 8. En dicho método se delimita el valor de Vj usando potenciales
de interaccién entre cuarks dados por cdlculos de redes (lattice guage theory) [61,62] y se utiliza
g = 3,5,7 que son valores dentro de intervalos repotados [63].

Por tanto, haber escogido un sistema intrinseco del gluén con nueve componentes tuvo sus ven-
tajas y desventajas. Por ejemplo, una ventaja fue estudiar un sistema con nueve de veinticuatro
posibles componentes, disenar un programa que calcule estas nueve componentes y bajo la con-
sideracién que la componente del gluén ({0,1,0}, M = 0) fuera la dominante se encontré que la
correccién a la energias-a — BC'S es del orden de 0,090GeV a 0,155GeV . Una desventaja es que
controlar las correcciones para valores de Vj > 0,3GeV se vuelve bastante complicado para al menos

uno de los métodos que se desciben en el capitulo 8.

Sistema intrinseco ({0,1,0}, M = 0) del Gluén

Considerando tnicamente la componente {0, 1,0} y M = 0 del gluén en el espacio de color y espin
respectivamente, esto es, elegir un sistema intrinseco del gluén muy particular, de tal forma que solo
se tiene un valor de expectacion resulta mejor en varios aspectos que se describen a continuacion.

La estructura del H;,; considera ahora tinicamente operadores fermidnicos, para los cuales ya
se tiene una base preferente (base-a3 — BCS) y sobre élla se buscan las posibles correcciones a las

energfas hadronicas de este modelo (se usa el término correcciones para referirse a las correcciones
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a las energias-a — BCS).

La minimizacién hecha mediante el programa mostrado en la seccién (1.2.2) también sirve para
poder asociar un valor a la constante de interaccién fuerte g, el cual se considera un pardametro en el
modelo. En el capitulo 8, se discuten dos posibilidades (métodos de minimizacién) para asociar un
valor a la constante de interaccién fuerte g.

Al considerar los estados més bajos, el Hamiltoniano de interaccién adquiere la siguiente estruc-

tura:

Hipp = g Z Z Z/ QdTRlel )jO(Q(e1,o,1)17“)RNzlz(7“)

3

NiliAicr Naladacs af 9517071)1 RZ
1 1
7 b2 3
) (= 1)Xe2 (—1)3 Ao+l 3 [CL+1)#A)2L+1) ) -
Var 3 2 o2
1 0 1

(120, 10J00) (5 M, 5 — Aol 10){(10)er, (01)](11){0,1,0})

f t€(1,0,1)10{0,1,0} | 36(1,0,1)10{0,1,0}) p—a(Na,lz,3) L racaf
Xba(vallvg) Aierf (’8 +B )b pi2)3722) - (7.15)

donde se ha utilizado que = = e ya que J # L, aJL =af, = V2.

Es inmediato notar ciertas caracteristicas de esta expresion. La primera de ellas es que al con-
siderar M = 0 se tiene que A\; = Xo. La segunda es que al tener Yo = 0 impica que Y7 = —Ys
mientras que al tener Iz, = 0 se tiene automaticamente que Iz, = —Iz,. Esto es muy importante al
calcular el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(3), ((10)cy, (01)¢2|(11)C)1, el cual se calcula usando

la siguiente relacién, [34]:

(1> g Y1, L1, Iz, }5 (P25 @2){ Y2, Lo, 12, H (0, )Y, I, 17 }) p=1

= <(p1; QI){YL Il}; (qu){?Q7 IQ}‘(Z% q){Y7 I}>ﬂ:1<11*[217[27gu7 IZ) (7'16)

donde se ha usado (p, ¢) en las representaciones de SU(3) en lugar de (A, ) para evitar confusién con
el nimero magnetico de espin. El primer elemento del lado derecho de la ec. (7.16), se conoce como
coeficiente reducido de Wigner y el segundo elemento como la parte geométrica, la cual corresponde
a un coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2). Para la evaluacién del coeficiente reducido de Wigner

se utilizan las rutinas conocidas, [64,65].
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7.4. Diagonalizacion del Hamiltoniano de Interaccion

para los Estados de Menor Energia

El Hamiltoniano de interaccion para los estados méas bajos debe satisfacer que al mismo tiempo
el coeficiente de Clebsch-Gordan (130, 1;0]00) y el coeficiente 9-J de la ecuacién (7.15), sean diferentes
de cero. Las posibles combinaciones que cumplen ésto y al mismo tiempo satisfacen las condiciones
de la tabla 7.1, son las siguientes: ({1 =l = 0) y (I1 =l = 1). El problema con éstas combinaciones
es que la transformacién-BC'S, ec. (4.12), no diagonaliza el Hamiltoniano de interaccién atin cuando
se toma los operadores Bl y (3” como ndmeros, por tal motivo se buscé la posibilidad de aplicar una

nueva transformacion ortogonal que diagonalizard simultanemente Ky, Hy,, v Hing.

7.4.1. Diagonalizacién del Hamiltoniano de Interaccién para Co-
nexiones s —s y p— p en un Sistema Intrinseco de Color

En esta seccién se muestra el efecto de aplicar la transformaciéon BCS, ec. (4.12) al Hamiltoniano
de interaccién para las conexiones s — sy p — p en el sistema intrinseco de color correspondiente
a la componente ({Yc, Ic,1z,} = {0,1,0}, M = 0). Posteriormente, se aplican suscesivamente dos
transformaciones ortogonales (TO1 y TO2) para la diagonalizacién final. Es facil mostrar que estas
dos nuevas transformaciones no afectan el sector de cuarks, por lo que la energia correspondiente al
Hamiltoniano de interaccién hace una correccién al sector de cuarks debido a la interaccién entre
cuarks y gluones.

Considerando la tabla 7.1, y la ecuacién (7.15) se puede construir el programa mostrado en la
seccién 1.2.2, donde todos los factores niimericos que aparecen en el Hamiltoniano de interaccién se
han calculado numericamente.

El Hamiltoniano de interaccion adquiere la siguiente estructura una vez que se sustituye el ope-
rador bosénico por su valor de expectacion y se aplica la transformacion-af — BC'S de la ec. (4.12)

para el sector de cuarks:

H 5P 7P(af — BCS) =

int

1 1_ 1.1 1 1
=-2 Y afenopuy(-1)2 1)z IZC<§)H 5 ~ A0 Iz, 5 — 12.[10)
)‘C:{Ozl,IZc}f
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(VoGeV,g) | 2AE,5_pcsGeV ag o
(0.61,3) 0.074 0.993
(1.05,3) 10.331 4416
(0.60,5) -0.023 -0.185
(0.63,5) 0.344 9.757
(0.74,5) 0.022 0.183
(0.60,7) -0.048 0.279
(0.62,7) 0.345 1.974
(0.74,7) 0.086 0.495

Cuadro 7.3: Correccién a las energias-af — BCS (GeV) y valores del expectacién del
operador bosénico con ({Y¢,Ic,Iz.} = {0,1,0} y M = 0), como funcién del valor Vj.
Para determinar V5(Gel) se utilizé el método de minimizacién-2 que se describe en el

capitulo 8.

{[(0,0545239)sscp — (0,004131)s,c,] (b;(lé)w e b;(l,é)Acfbf(’lé)ACf>
+](0,0545239) 5,5 — (0,004131)s,c] (d;,a,;)xcf bner 4 d;l,é))\cf>
—[(0,0545239) 545, + (0,004131)cscp) <b;(1’%)/\cfd;(l,§)Acf n dp,(l,é))\cfbl(}’é))\Cf>
+](0,0545239)cocp + (0,004131)5,5,)] <b;(17é)w dhes g 1)/\Cfbg17§)>\cf> }

(7.17)

donde los valores para a(61,0,1)10{0,1,0} y g se muestran en la tabla 7.3. Los factores sy = s, = senf,
cs = ¢p = cosf) vienen de la transformacién-BCS, donde 6 = 0,775464rad. El valor del angulo de
Bogoliubov 6, se ha determinado al resolver la ecuacién del gap para el sector de cuarks considerando
solo el nivel s y p méas bajos, con lo cual el Hamiltoniano de interaccion para las conexiones s — s y

p — p de los estados mas bajos tiene la siguiente estructura

Hmt(aﬂ — BCS) =
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e 1_ 1_ 1 1 1 1
= —(2)(9)(0(1,0,1)10{0,1,0}) Z (=127 (=1)2 IZC<§)H 5 )\\10><§Izc» 5 I7,|10)
Ae={0,1,17,}f

i (1,%)/\cf
{(0,02518) (bpﬂ’l)kcfbs

2

+bf b2l L gt dlhaes

t (1,3)Acf
(L1)aef P (L) Aef RETERWL

_ t t.(Lg)Acf
(0,02882) (b@ (1 1per

(L,3)Aef
+ dp,(l,%))\cfbp : )

(1.

Dxe =)Ae
+(0,02082) (bi’ g b >} (7.18)

(1.3)
Es claro de la ec. (7.18), que la transformacién BCS ec. (4.12) no fue exitosa en la diagonalizacion.

Por tanto, se procede hacer una transformacién ortogonal (TO1) para los operadores fermidnicos

que generan la base BCS, esto es:

1 1
bgl,z)/\cf vy —us bgLQ)ACf
qlharef - us vy glhael |
P 2
1 1
b;l,z)/\cf v —u bél,Q)/\cf
1 — 1 (719)
gl,i))\cf u " d§17§)/\0f

donde, de forma inmediata se obtienen los operadores de creacién. La condicién para que esta
transformacion sea ortogonal es que u% —i—v% =1y u% —H}% = 1, por lo que se escribe u; = sen¢,v; =
cosp1, Uy = Senga y V3 = CoSPa.

Introduciendo la transformacién de la ec. (7.19) en el Hamiltoniano de interaccién dado en la ec.
(7.18) y pidiendo que los términos correspondientes a dos operadores de creacién o dos operadores

de aniquilacién sean cero, se tienen las siguientes condiciones:

0,02882usv1 + 0,02982u1v9 = 0,
—0,028820105 + 0,02982uius = 0,
0,02882u us — 0,02082v1v2 = 0,

0,02882u1v2 + 0,02982uv; = 0; (7.20)

que al resolver para uj,us,v; y vz se tiene: (0,02882)2 — (0,02982)2 = 0. Si se desea seguir por este
camino, se tienen dos posibilidades, la primera es decir que se estd cometiendo un error de orden
5,8 x 1072, el cual disminuye conforme la masa de los cuarks mg — 0; y la otra posibilidad es

considerar desde el principio my = 0. Sin embargo, las condiciones de la ec. (7.20) no determinan
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los valores de uq, ug, v1, v2 y la estructura del Hamiltoniano de interaccién es la siguiente (con un

error de 5,8 x 107°):

Hipi(aB — BCS — TO1) =

e 1 1101 1.1
= _(2)(9)(“(1,0,1)10{0,1,0}) Z (=1)2 7 (=1)2 IZ<§)\a 57 )\\10><§IZ7 57 I12]10)
Ae={Ye,Ic, Iz} f

{(0,02518) <(v1vz + u1u2)(b;(lé))\cfbgl’%p\cf n b;(l’%))\cfbgl,%))\cf)

+(v1v2 +uluz)(d;(l,%),\cfdgl’%)/\cf n di,(L%),\cfd;L%))\Cf)

+(ugvg —uQvl)(b;(lé)/\cfdglv%)/\':f +d;(1,§)xcfb;1é))\6f)

Flean - “”’2)(bhléncfdgl’%w + di,(l,é))\cfbglé))@f)) } ' (7.21)

Debido a la libertad que atin se tiene para determinar uy, us, v1 y ve se puede elegir qué términos
se desean trabajar para una posible diagonalizacién. Dada la estructura de la ec. (7.21), es posible
definir el dngulo de la transformacién-TO1 ec. (7.19), mediante la eleccién (vive + ujuz) = 0 o
(ugv1 — ugve) = 0. Se decidi6 considerar (ugv; — ujve) = 0, la cual quita términos de la forma

de, dTb; con lo cual se tiene:
UV — UVl = 0

=  sen@gicospa — sengacosp; =0

= sen(¢p1 — ¢2) =0 , (7.22)
donde en general: ¢1 = nmw + ¢o, por tanto
v1vg + wug = (—1)" . (7.23)

Sin perdida de generalidad, se puede tomar n = 0 y el Hamiltoniano de interacciéon para las

conexiones s — s y p — p adquiere la siguiente estructura:
Hipi(af — BCS —TO1) =
=2AFEu.5-pcs > (—1)%_A(—1)%_IZ°<1)\ . )‘|10><EIZ L. I7.|10)
2772 27772 ¢
Ae={Ye,1c. Iz} f

t (L3)Aef | 4 (L5Aef | gt (L3 | o (1,5)Aef
Bl erD2 05 1 e T4y e Ty 1 erh !

(7.24)
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el cual aniquila una particula de energia positiva (negativa) y crea una particula también de energia
positiva (negativa), esto es, se tienen dos sistemas independientes.

La nueva transformacién ec. (7.19) debe aplicarse a los términos cinético y de masa de cuarks
de la base-aff — BC'S, lo cual es facil mostrar que no altera la estructura de operadores nimero, ni
el coeficiente que determina la energia de excitacién de una particula. En este sentido, el Hamilto-
niano de interaccion modifica las energias encontradas mediante el método a8 — BC'S haciendo una
correccién a éstas.

Los términos que aparecen en el Hamiltoniano de interaccién H (o — BC'S — T'O1), atin no
son diagonales por lo que debe hacerse una diagonalizacion mediante una segunda transformacién
ortogonal (TO2) o una diagonalizacién numérica. Se muestra a continuacién que un simple cambio
de base (una rotacién), puede diagonalizar el Hamiltoniano de interaccién de la ec. (7.24). Esta

segunda transformacién (TO2) para el Hamiltoniano de interaccién es la siguiente

1 1
b(ll"")/\cf costty —sent Qil’Q)Acf (7.25)
1yy = 1yy ) .
ng’Q) of sen’d1  cost Qél’Q) of
DX DX
de forma semejante para los operadores d§1’2) cf, dél’Q) o y los operadores de creacién se obtienen

de forma inmediata. Es facil mostrar que para hacer la diagonalizacion es necesario que 91 = 92 = 7.
Nuevamente, la transformaciéon TO2 deja invariantes los términos cinéticos y de masa de cuarks.
Finalmente el Hamiltoniano de interaccién para las conexiones mas bajas s — s y p — p adquiere la

forma diagonal siguiente

H:*P7P(af — BCS + TO1 + TO2) =

wmnt
1) R 1 1 1 1
= _ - —1)27 122X, 2 = N10W(=14, = — I4]1
2AFEqp BCSZ( 1)27%(-1)2 (2>\,2 Al O><2IZ>2 I7]10)
Acf
1 1,9 Aef t 1,9 Aef 1 (1,9 Aef 1 1,9 Aef
[bL(L;)Acfbl ’ _QZ,(I,%))\cfb2 ’ +d1,(1,%)/\cfdl ’ _d2,(1,%))\cfd2 ’

(7.26)

La correccién que genera el Hamiltoniano de interaccién es simplemente para dos componentes

de color en cuarks, esto es, en el espacio de color los cuarks forman un triplete descrito por la
. . , . corl 11 2 111 :

hipercarga, isoespin, y la componente tres de isoespin: {3,5, =5} {—3,0,0} {3, 5, 5} Debido a que

solo se restringié el cdlculo a un componentes del gluén, no existe correcciéon por el Hamiltoniano
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de interaccién H ;i (aff — BC'S —TO1) al componente {—%, 0, 0} de color y por tanto la energia de
este componete serd la misma que la que se obtenga del método a8 — BC'S en el sector de cuarks.
Por 1ltimo, los dos coeficientes de Clebsch-Gordan que aparecen en la ec. (7.26) dan un factor de
%, con lo cual, la correccién generada a las energias obtenidas por el método a3 — BC'S se muestra
en la tabla 7.3. Como este calculo se realizé para % = R. = 0,6fm la energia para una particula
obtenida por el método a8 — BCS es de 0,4026GeV, la cual se puede disminuir haciendo R, ma&s
grande.

El método utilizado en esta seccién puede no ser el mejor, pero permite asociar un valor de
expectacion al operador bosénico, un valor a g y con los cuales se puede obtener una escala para las
correcciones debidas a el H;;,; cuando se consideran solo algunos componentes del gluén.

Finalmente, de haber hecho este andlisis se obtienen varias conclusiones: la primera de ellas se
refiere a cémo asignar un valor a la constante de interaccién fuerte mediante el método de mini-
mizacién-2 (ver capitulo 8), en donde se considera un valor promedio para < g >, lo cual implica
correcciones que generan energias hadrénicas dentro de intervalos reportados [4,9,10]. La segunda
conclusion, es que mediante este método Vj (el valor promedio de las interacciones entre cuarks),
puede ajustarse y monitorearse al mismo tiempo que la magnitud de las correcciones a las energias
hadrénicas. Por 1iltimo, como tercera conclusién vale la pena mencionar que este método se puede ex-
tender de forma directa a considerar un niimero mayor de niveles orbitales para cuarks. Sin embargo,
la extension a un nimero mayor de niveles orbitales para gluones es mas complicada.

En el capitulo siguiente se muestran los alcances de este modelo (de juguete), asi como el efecto
de estas correcciones no fundamentales sino de prueba a las energias hadrénicas. Con las expresiones
efectivas para el Hamiltoniano motivado de la CDC (Hepe = Kq+Hp, +HE 1 (Vo) + H gruon +
H,,;) y las energias hadrdnicas es posible dar algunas explicaciones a los procesos de interaccién

que ocurren entre cuark-cuark, cuark-gluén-cuark y gluén-gluén dentro de un hadron.



Capitulo 8

Extension del Modelo de Cuarks y

Gluones

El objetivo de este capitulo es juntar y analizar los resultados obtenidos en los capitulos ante-
riores; primeramente en la seciéon 8.1, para el caso de cuarks sin gluones, se extiende el modelo a
un numero mayor de niveles orbitales. Con ésto, se analiza el poder de solucién de las ecuaciones
cuadraticas y bilineales, y el comportamiento de las energias propias como funcién del niimero de
niveles orbitales. Esto iltimo puede generar un nuevo tema de estudio, el cual involucra qué tantos
niveles orbitales es necesario incluir para distintos radios de bolsa y asi ajustar de mejor forma las
energias hadrénicas, esto es, Fhradronica(Forbitales, Rpolsq)- Este estudio no se incluye en el actual
trabajo, pero es una aplicacién del modelo que puede ir mas alld de un modelo del MIT, en donde
el nimero de niveles considerados no va més alld de uno o dos niveles excitados.

En los capitulos previos 3, 4, 5 y 6, se han considerado cuarks y gluones por separado, mostrando
posibles soluciones analiticas y semi-analiticas en ambos casos. En los capitulos 5 y 7, se consideraron
algunos términos del Hamiltoniano de la CDC que involucran interaccién entre cuarks y gluones de
forma dindmica. Por un lado, en el capitulo 5, se mostré que el Hamiltoniano de Coulomb bajo la
aproximacion de un potencial de interaccién constante, Vj, se comporta como un operador de Casimir
de SU(3) separando asi los estados de color de aquellos sin color. Por otro lado, en el capitulo 7, se
dedujo el Hamiltoniano de interaccién entre cuarks y gluones, debido a su complejidad y con el fin

de poder mostrar un posible método para tratar este término de interaccién, se utilizaron estados
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coherentes con lo cual se pudo hacer la sustitucién del operador bosénico como un ntimero. Con el
resultado de esta busqueda (de prueba), se pudieron estimar correcciones a las energias encontradas
mediante el método-a3 — BC'S descrito en el capitulo 4, para el caso de los niveles orbitales s y p
mas bajos.

En la seccién 8.2, se profundiza en la parte del método discutido en el capitulo 7, para la
determinacién de correcciones a las energias-af — BC'S. Se discuten dos posibles métodos para
hacer la minimizacion y se elige el que mejor resultados genera. En la seccion 8.2.3, se analizan los
espectros hadronicos que se obtienen de este modelo. En la secciéon 8.3, se discuten objetivos de

estudio a futuro.

8.1. Soluciones del Método af — BCS y su Compor-
tamiento para mas Niveles

La solucién a8 — BC'S se puede extender a un niimero mayor de niveles, simplemente el sistema
de ecuaciones cuadraticas y bilineales son méas complicadas. El caso de cuatro niveles para la solucién
aff — BCS, [21], fij6 el ancho del oscilador arménico a un valor de 0,6 fm, con lo cual, se ajusté la
escala de mesones y bariones a 0,630GeV y 0,945GeV respectivamente. De haber ajustado el ancho
del oscilador para obtener la escala de mesones y bariones en el caso de 6 niveles, éste hubiera sido
distinto. Por tanto, al incluir un nimero mayor de niveles se mantiene fijo este valor y se estudia el
comportamiento de las energias propias conforme se varie el nimero de niveles considerados.

En esta seccion se presentan las soluciones numéricas a las ecuaciones cuadraticas y bilineales
para los casos de 2 a 22 niveles. Para este 1ltimo caso las matrices a]%\,k y BJ%V, 4 SOn de dimension 11x11
cada una, lo que da un total de 242 incognitas por resolver. Abajo se muestran las matrices ag\,k y

gv/ 4 bara los casos de 6, 10, 16 y 20 niveles orbitales, mostrando asi que entre las soluciones para un
caso y otro no existen relaciones que pudieran indicar una extrapolaciéon. Debido a la complejidad
de las ecuaciones cuadraticas y bilineales es necesario utilizar métodos computacionales.
6 NIVELES
0,533  —0,802 —0,268 L 0,800 0,587 0,124

»=| —0618 —0,152 —0,770 ,Bf,,q: —0,544 0,623 0,561
0,577 0,577  —0,577 0,251  —0,516 0,818

Zolk

o

(8.1)
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10 NIVELES
—0,346

N 0,453
a2, =| -0,490
0,483

—0,447

16 NIVELES

—0,645
—0,041
0,415
—0,411
0,191
0,072
—0,270
0,353

—0,490
~0,440
0,445
1 —0,094
a | _p,231
0,380
~0,348
0,195

20 NIVELES

—0,094
—0,380
—0,573
—0,097
0,440
—0,045
—0,350
0,294
0,052
—0,316

—0,038
—0,233
—0,540
—0,402
0,281
0,292
—0,359
—0,023
0,334
—0,290

N'q —

—0,549
—0,557
0,411
0,133
—0,447

—0,161
—0,520
—0,514
0,220
0,361
—0,364
—0,041
0,353

0,071
0,356
0,616
0,153
—0,466
0,044
0,364
—0,334

—0,000
—0,003
—0,023
—0,100
—0,287
—0,536
—0,578
—0,155
0,399
0,316

—0,000
—0,001
—0,010
—0,052
—0,182
—0,420
—0,607
—0,416
0,165
0,465

—0,019 0,176 0,739 0,646 0,332  —0,006 0,077
—0,137 0,587  —0,345 L —0,564 0,706  —0,064 0,397
—0,452 0,614  —0,083 ,Bf,,q: 0,420 0,009 —0,283 0,711
—0,758 —0,214 0,356 —0,267 —0,491 —0,652 0,219
—0,447 —0,447 —0,447 0,125 0,386  —0,699 —0,530
—0,580 0,412 0,219 —0,004 —0,0001 —0,037

0,499 0,580 —0,308 —0,039 —0,002 —0,210

—0,287 —0,197 0,359  —0,178 —0,019  —0,528

0,059 —0,322 —0,387 —0,457 —0,087 —0,555

0,131 0,414 0,396  —0,639  —0,269 0,068 ’

—0,265 —0,154 —0,391 —0,297 —0,553 0,467

0,337  —0,173 0,376 0,366 —0,698  —0,133

—0,353 0,353  —0,353 0,353 —0,353  —0,353

0,666 0,232  —0,506 0,001 0,000 0,013

—0,195 0,611 0,503 0,016 0,000 0,109

—0,158 0,207 —0,446 0,096 0,008 0,380

0,348  —0,471 0,372 0,314 0,044 0,619

—0,400 0,150 —0,291 0,594 0,165 0,281

0,357 0,245 0,211 0,538 0,413 —0,398

—0,256 —0,391 —0,135 —0,067 0,670 —0,230

0,129 0,263 0,064  —0,492 0,590 0,409

—0,261 —0,495 0,497 —0,022 0,000 —0,174 —0,631 —0,003
—0,582 —0,402 —0,495 —0,142 0,000 0,250 0,160  —0,030
—0,178 0,405 0,372  —0,415 0,001 —0,299 0,232  —0,142
0,442  —0,010 —0,208 —0,572 0,008 0,331 —0,393 —0,385
—0,094 —0,307 0,044 —0,160 0,039 —0,349 0,354  —0,585
—0,280 0,370 0,096 0,415 0,132 0,356 —0,199 —0,349 |
0,360  —0,220 —0,203 0,134 0,328 —0,355 0,007 0,263
—0,143 —0,016 0,275  —0,397 0,579 0,347 0,161 0,389
—0,145 0,218 —0,311 0,064 0,660 —0,334 —0,273 —0,211
0,316 —0,316 0,316 0,316 0,316 0,316 0,316  —0,316
0,130  —0,312 —0,633 0,007 0,000 0,444  —0,533 0,000
0,481  —0,581 0,297 0,070 0,000 —0,461 —0,261 0,012
0,471 0,097 0,004 0,276 0,000 0,431 0,456 0,075
—0,256 0,349  —0,211 0,547 0,003 —0,382 —0,298 0,258
—0,270 —0,380 0,324 0,430 0,019 0,326 0,031 0,519
0,387 0,132 —0,359 —0,198 0,076 —0,267 0,197 0,533
—0,112 0,156 0,336  —0,392 0,220 0,208 —0,323 0,032
—0,217 —0,323 —0,273 0,226 0,461 —0,151 0,338  —0,444
0,349 0,322 0,188 0,261 0,662 0,097 —0,266 —0,109
—0,239 —0,189 —0,093 —0,344 0,541 —0,046 0,141 0,402

—0,682
—0,144
0,486
—0,461
0,252
(8.2)
(8.3)
(8.4)

Estos resultados se han obtenido manteniendo el espin total fijo j = % Se pueden realizar los

célculos semejantes para espines totales j mayores,

3

35
2020

., etc. De esta forma se tendrian las escalas

de energia para estados con momento angular orbital mayor. Simplemente como dato computacional,
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los tiempos que lleva realizar estos cédlculos van desde 0,016seg para el caso de dos niveles hasta
1835,35seg en el caso de 22 niveles. Estos tiempos pueden variar ya que al no haber un patron
sobre el cual se empiece a buscar las soluciones de las ecuaciones cuadraticas y bilineales, los valores
iniciales de busqueda se escogen aleatoriamente y esto hace que el tiempo de calculo varié.

Una vez que se conocen las soluciones para las ecuaciones cuadréticas y bilineales, se pueden
calcular los coeficientes INfi i» €C. (4.9), las nuevas masas, ec. (4.11) y por tltimo resolver las ecuaciones
de brecha (gap equations) para cada nivel k = ¢, esto es, se obtienen los angulos de Bogoliubov para
cada nivel k. Todo este cédlculo se ha automatizado en el programa ”soluciones-a3 — BCS.nb”,

Apéndice 1.

8.1.1. Energias Propias para Sistemas de Cuarks de 2 a 22 Niveles

El programa ”soluciones-af — BC'S.nb” mediante el archivo de salida solucasu da todos los
coeficientes l;:ik para los casos de 2,4, ... niveles. Con ellos y con las nuevas masas, cuyo calculo es
inmediato, es posible resover las ecuaciones de brecha mediante el complemento que aparece al final
del programa ”soluciones-alfa-beta-BCS.nb”. En el Apéndice I se dan ciertas caracteristicas de dicho
programa. El modo de uso es bastante sencillo, simplemente hay que saber cuantos niveles se desean
conocer. Existe un pequeno inconveniente debido a la complejidad de las ecuaciones cuadraticas y
bilineales, el cual involucra el poco conocimiento del punto inicial de busqueda por lo que se hace
de forma aleatoria. El programa funciona muy bien hasta 22 niveles tomando un tiempo de 25 a 35
minutos.

Para la inclusién de un niimero mayor de niveles, deben hacerse pruebas de este programa o
elegir otro lenguaje de programacién, ya que para calculos correspondientes a un nimero mayor a
22 de niveles orbitales, los tiempos de célculo se incrementan considerablemente. Para los fines de
este trabajo es mdas que suficiente el calculo de 22 niveles debido que no hay literatura con la cual
se puedan comparar los estados excitados predichos por este modelo de cuarks.

En la tabla 8.1, se muestran las energias de una particula correspondientes a los caso de 2 a 22
niveles. Estos célculos involucran los 11 niveles orbitales s y p més bajos y espin total j = % (hay
que recordar que se estd trabajando en la representacién de Dirac por lo que en realidad se estan

determinando las energias propias de un sistema de 44 niveles orbitales). El cdlculo correspondiente a
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Niveles €spl €Esp2 €sp3 €Esp4a Csps5 €sp6 €sp7 €sp8 €sp9 Esplo Esp 11
2 0.402 - - - - - - - - - -
4 0.315 0.664 = - - - - - - - -
6 0.268 0.550  0.871 - - - - - - - -
8 0.237 0482  0.745 1.048 - - - - - - -
10 0.216 0436 0.665 0.914 1.205 - - - - - -
12 0.199 0.401 ,0.609 0.828 1.067 1.348 - - - - -
14 0.185 0.373  0.565 0.764 0.975 1.206 1.479 - - - -
16 0.174 0.350  0.530 0.714 0.906 1.110 1.335 1.601 - - -
18 0.165 0.332  0.501 0.673 0.851 1.038 1.236 1.455 1.715 - -
20 0.157 0.316  0.476 0.639 0.806 0.979 1.160 1.354 1.569 1.824 -
22 0.150 0.302  0.455 0.610 0.768 0.930 1.099 1.276 1.466 1.676 1.927

Cuadro 8.1: Energias de una particula €541 kk [GeV], para los casos de 2 a 22 niveles

los niveles orbitales p y d correspondientes a espin total j = %, pueden realizarse de forma semejante.

Las energias més bajas para los casos de 2 y 22 niveles orbitales que se pueden reportar para
el caso de mesones(bariones), corresponden a 804MeV (1206MeV) y 300M eV (450MeV'). Es claro
que estas escalas difieren con valores reportados [4,9,10]. La razon es que el caso de cuatro niveles,
orbitales ajusto el parametro de este modelo de cuarks /7 dando asi la escala de mesones y bariones.
El comportamiento para las energias de excitacién de una particula, para los casos de 2 a 22 niveles
orbitales, se muestran en la figura 8.1. Por tanto, la inclusién de un mayor niimero de niveles orbitales
para este modelo de cuarks (sin gluones dindmicos) genera el comportamiento de la escala mesénica y
bariénica como funcién del nimero de niveles orbitales considerados, semejante al de una particula.
En la figura 8.2, se muestran las energias para los hadrénes mas ligeros que este modelo puede
reportar para las soluciones: analitica-SU(2) (2 y 3 niveles) y af — BCS (4 y 22 niveles), [20-22],
en comparacion con las energias reportadas por experimento y el modelo de la bolsa del MIT [4-6]

Con los resultados anteriores, la estructura del Hamiltoniano en la base BCS se puede escribir de

forma sencilla. Cada vez que se incluyan més y maés niveles orbitales, el mar de cuarks y anticuarks
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€ii sp
2.0p
\
\
1.0f
0.5p
\
0 5 1.0 15

20
N,. Orbitales

Figura 8.1: Comportamiento de los niveles de energia (Gel’) como funcién del niimero

de niveles considerados.

se vuelve mas complicado. Se puede observar que los niveles de energia con el mismo nuevo nimero
principal k estdn degenerados como se muestra en la tabla 8.1. Esta degeneracién puede romperse
introduciendo gluones de forma dindmica al modelo (como en el caso del H,,;), ya que estos mezclan
componentes de espin y color de los cuarks, ec. (7.7). En este mismo sentido se busca algun tipo
de interaccion espin-orbita que rompa de forma automatica la degeneracién de los estados s y p,
justificada en [42] y la cual darfa correcciones al espectro hadrénico.

Considerando unicamente cuarks y un radio de bolsa fijo (0,6fm), se tiene la escala hadrénica
mostrada en la figura 8.2; en donde, comparando con el especto del MIT y experimental [6], se puede
hacer una estimacion de cuantos niveles orbitales son necesarios o suficientes para que las correcciones
debidas a interaccién con gluones ajusten de mejor manera a los valores experimentales (a bajas
energias). Por tanto, considerar de 2 a 10 niveles en este modelo es suficiente para correcciones a

escalas mesonicas y baridnicas, cuando se considera: /v = 0,6 fm~L.
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- Sol. a3-BCS 4 niveles
o e Sol. «3-BCS 22 niveles
X3 Sol. Analitica 2 niveles

- = Sol. Analitica 3 niveles
X—X
X—X
®*o— @
®* @
Bariones Mesones

Figura 8.2: Espectro hadrénico para los cuarks mas ligeros

8.2. Valor de expectacion de los Operadores Bosoénicos

En esta seccion, se desea mostrar mas en detalle el proceso (prueba) realizado para considerar el
término de interaccion entre cuarks y gluones. Como se mencioné en el capitulo. 7, para hacer una
correccién a las soluciones-af — BC'S encontradas en el cap. 4 es necesario hacer una aproximacion,
la cual requiere considerar que solo ciertos componentes gluénicos (Yo = 0, Ic = 1,1z, ) contribuyen
en la interaccion entre los cuarks y gluones. Esto también podria verse como trabajar a los gluones
en un sistema intrinseco. En el caso donde Iz, = —1,0,1 se esperaba que la componente con
Iz, = 0 fuera dominante y asi tener un critério para elegir un componente que al mismo tiempo

permita encontrar soluciones analiticas, sin embargo, mediante el estudio de estados coherentes se
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observé que los demds componentes tienen valores de expectacién en el estado de minima energia
distintos de cero y comparables, aunque, el valor de expectacién del operador ntimero ,Bzf,ﬁ” para el
componente ({0,1,0}, M = 0) es considerablemente mayor que los componentes {0, 1, 1. # 0}, M.

Por tal razoén, el cdlculo que se muestra a continuacién simplemente es para ejemplificar y jugar
con el comportamiento de la solucion-a3-BC'S al considerar que sobre los operadores bosdénicos
se puede realizar un desplazamiento. De esta forma se genera la expansion del Hamiltoniano en
operadores de cuarks y gluones alrededor de otro minimo de energia, siendo el primer término una
constante y el siguiente término la solucion-a3 — BC'S maés la contribucién a esta solucién debida
al Hamiltoniano de interaccién cuark-gluén-cuark, més términos que contienen operadores tanto de
cuarks como de gluones.

Para este proceso del calculo de las correcciones a las energias-af — BC'S se consideraron dos

métodos, los cuales se describen a continuacion.

8.2.1. Método de minimizacion-1

En este método de minimizacién, se considera que lo inico que se conoce del valor V{y es que debe
ser proporcional a #, en donde [q] = GeV y el Hamiltoniano se minimiza respecto a las variables
afl,o,l)lM{o,l,IZC} Y el (N 2y e Por simplicidad, en este método se considera ¢ = 1GeV. Los
efectos de estas consideraciones fueron: La dificultad de controlar la magnitud de las correcciones
conforme variaba g, esto es, para valores de g € (1,2) las correcciones son fisicamente razonables,
sin embargo, para g € (2,9) (figura 8.3), la magnitud de las correcciones es muy grande, asi como el
valor minimo de la energia y el nimero de gluones que se puede encontrar en el estado de minima
energia.

Este método se utilizé posteriormente, para el caso de un solo componente gludnico, generando
mejores resultados que para el caso de nueve componentes; asi como un intervalo de variaciéon de
g mayor y mas adecuado para el caso no perturbativo, mejores valores para las correcciones a las
energias hadrénicas y para el nimero de gluones esperados en el estado de minima energia. Sin
embargo, el método de minimizacién que se presenta en la siguiente seccién, genera resultados con
mejor interpretacion fisica y la posibilidad de considerar casos altamente no perturbativos en una

bolsa rigida.
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Figura 8.3: Energias de minimizacién y correcciones para un componente gluénico me-

diante el método de minimizacién-1

8.2.2. Meétodo de minimizacion-2

Dadas las complicaciones que el método anterior presenta incluso en el caso de un solo compo-
nente, se decidid buscar en la literatura una forma de asignar a V4 un intervalo en donde se pudieran
tener estados ligados. En publicaciones recientes [61,62] y no tan recientes [47,48], se ha estudiado el
potencial de interaccién entre cuarks, V(r) = —% + or, el cual se discutié podria ser una extensién
al potencial de interaccién (ver capitulo 5) en el Hamiltoniano de Coulomb. En dichos trabajos se
menciona bajo que condiciones se pueden tener diferentes potenciales de interaccion, sin embargo,
en este método de minimizacién-2, se utilizan los potenciales referidos en [62] usando r = 0,6 fm, lo
cual genera un intervalo de variacién de Vj € (0,2GeV, 0,8GeV).

Teniendo estos valores de variacion para Vj, se consideraron ciertos valores de ¢ = 3,5,7 para
estudiar la minimizacion del Hamiltoniano y poder asignar un valor esperado al operador bosonico
que permitiera hacer una estimacién a la correccién de las energias-a8 — BC'S bajo las suposiciones
hechas en esta bisqueda (de prueba).

En la figura 8.4, se muestran tres diagramas (E,,;,vsVy, Correccion vs Vj: a) para g=3, b) g=5y
¢) g=7), que dan los comportamientos de la energia del estado de minima energia y las correcciones
al usar el método de minimizacion-2. Al igual que en el caso del método de minimizacion-1, después

de cierto valor de Vj, las correcciones empiezan a perder significado fisico.
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Figura 8.4: Energias de minimizacién y correcciones para un componente gluénico me-

diante el método de minimizacién-2, para a) g=3, b) g=5y c) g="7.

Los valores representativos de estas minimizaciones se mostraron en las tablas 7.2 y 7.3 para el
método de minimizacién-1 y método de minimizacién-2 respectivamente. Con estas correcciones se
tiene que el Hamiltoniano de la Cromodinamica Cuantica que se esta considerando tiene la siguiente

estructura para el caso en que se consideran los dos nivels més bajos de cuarks y el nivel méas bajo

de gluones:

Hcpe(af — BCS —TO1-T02) = Ky + Hp, + HE, 19 (Vo) + Hgiuon + Hint
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+C2(SU(3)) + cte (8.5)

donde puede observarse que se rompe la degeneracién en los momentos magnéticos de espin y color
debido a las coeficientes de Clebsch-Gordan que aparecen en el Hamiltoniano de interaccion.
En la seccion siguiente, se muestra como se comporta la solucién analitica que se ha encontrado

al considerar solo el componente ({0,1,0}, M = 0) del gludn.

8.2.3. Espectros Hadronicos Generados al Considerar un Compo-
nente Gludnico

Tomando los valores para las correcciones de la tabla 7.3, pueden esquematizarse los espectros
hadrénicos que se obtienen si solo se considera un componente gluénico, recordando que el nivel de
busqueda de estas correcciones es de tipo prueba y que para futuros resultados es necesario restaurar
la simetria de color en gluones (ésto se considera como tema de investigacién futuro, seccién 8.3).

La figura 8.5, muestra los anchos de correccién para las energias hadrénicas. Hay que aclarar que
la figura 8.5, contiene un conjunto de espectros en el sentido de que, para distintos valores de (g, Vp)
se tienen diferentes correcciones a las energias-a3 — BC'S. Es por esto que, se han puesto correcciones
continuas en lugar de simplemente marcar un conjunto finito de energias, ya corregidas. Por tanto,
el espectro de la figura 8.5, ejemplifica las correcciones a las energias-af — BC'S al considerar un
componente del gluén interactuando con los cuark mediante el espin y el color.

Una determinacion maés precisa del valor V{, serd importante para el calculo de correcciones
futuras, si se sigue el camino que se tomé (el uso de estados coherentes y la expansién alrededor
de un nuevo minimo), para la bisqueda de las correcciones. En dichas correcciones futuras, se debe
tratar el problema de pasar el nivel de busqueda de un caracter de prueba a uno fundamental.
Para esto, se puede optar por una linea de investigacion, en la cual se consideren rotaciones en el
espacio del campo gludnico, semejantes a las descritas en [44]. Por tanto, la extensién del modelo
que involucra el introducir gluones, se han mostrado en el H coyioms(Vo) v su comportamiento como

un operador de Casimir, en el H g, se fijé la escala del glueball (dos gluones) asi como estados
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Figura 8.5: Correccién al espectro hadrénico de dos niveles al considerar solo un com-

ponente gluénico, para g=3,5,7.
excitados, sin considerar términos de auto-interaccién y por ultimo las correcciones a las escalas

hadrénicas-a5 — BC'S, al considerar el H ;.

8.3. Temas de Investigaciéon a Futuro

El actual trabajo llegé més alld de lo que en un principio se tenfa pensado fuera posible. La

inclusion de cualquier nimero de orbitales en el sector de cuarks fue algo que no se considerd inicial-
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mente, asi como el encontrar soluciones andliticas para sistemas mas complicados al caso inicial [18].
Ahora bien, la inclusién de gluones en este modelo puede dificultar bastante el algebra y los célculos.
Estas dos complicaciones se hicieron evidentes al considerar H;,;, ain asi el actual trabajo tenia
como objetivo no hacer un modelo tan complicado cuyo esfuerzo se enfocara en elaborados calculos
numéricos como lo son los calculos de redes, los cuales en la actualidad, son los mejores procedimien-
tos que existen para calculos no perturbativos en la CDC. Sin embargo, dentro de la complejidad
de la CDC se cree que puede haber un resquicio (el qué tan grande es, es tema de investigacién)
donde puedan encontarse soluciones analiticas o semi-analiticas. Es en esta direcciéon que se pueden
considerar como futuros temas de investigacién los que a continuacién se discuten:

a) La restauracién de la simetria de color en el sector de gluones, que en el actual modelo se ha
roto, es fundamental para generar un mecanismo mucho mas fisico.

b) A nivel del sector puramente de cuarks, la extensién del potencial de interaccion es el principal
tema a tratar. Pueden considerarse potenciales de interaccion estaticos y que describan de mejor for-
ma la interaccién entre cuarks, lo cual implica saber como restringir estos potenciales de interaccién
para describir estados ligados.

En el caso que se consideren gluones, el trabajo puede complicarse mucho maés, pues el nicleo
(kernel) del Hamiltoniano de Coulomb contiene gluones de forma dindmica y como tratar estos
términos [13], es bastante complicado; més ain, sin perder el enfoque de encontrar posibles soluciones
analiticas o semi-analiticas es necesario investigar nuevos mecanismos para trabajar el Hamiltoniano
de Coulomb.

c¢) El actual modelo partié de considerar un Hamitoniano motivado de la CDC en la norma de
Coulomb. Sin embargo, para tener un modelo cada vez mas cercano a la CDC real es necesario
introducir los demés términos del Hamiltoniano de la ec. (2.39), el cual a través del Hamiltoniano
de Coulomb, involucra las interacciones de un nimero arbitrario de gluones (este puede ser una
de las extensiones del modelo mas complicadas). También, el campo cromo-magnético involucra la
interaccién de dos, tres y cuatro gluones mediante el color. En la literatura [38-40], existen técnicas
para trabajar algunos de estos términos, lo cual dard una mejor descripcion del espectro gludnico
que el obtenido en actual trabajo.

d) La extensién que posiblemente sea el obstaculo més grande para este modelo, es hacer tender

el volumen a infinito. Hacer tender el volumen a infinito pretende por un lado relacionar el modelo
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con el mundo real, donde el volumen que los sistemas hadrénicos pueden ocupar no esté restringido y
a pesar de eso se mantienen unidos en paquetes muy pequenos, esto es, el estudio de los mecanismos
de confinamiento es otro tema posible. El estudio de rompimiento de la simetria quiral es otro tema

de investigacién, que requiere la extension a un volumen infinito.



Capitulo 9

Resumen y Conclusiones

En este capitulo, se presentan las conclusiones que el modelo generé durante su desarrollo y en
los puntos que sea necesario abundar, sobre las implicaciones de estas conclusiones, se da un breve
comentario. Para dar un mejor contexto a las conclusiones que aqui se presentan, se enfatiza el
objetivo del presente trabajo: El presente trabajo tiene como primer objetivo, construir un modelo
que estudie de forma aproximada la CDC a bajas energias. Este estudio se enfoca en la bisqueda de
posibles soluciones analiticas, semi-analiticas y con relevancia fisica, esto es, que dichas soluciones
sean comparables con resultados de otros modelos y con resultados experimentales. Por tltimo,
mediante diferentes extensiones del modelo, este se aproxime cada vez mas a la CDC real.

El modelo desarrollado consistié en considerar un Hamiltoniano motivado de la CDC al trabajar
en la norma de Coulomb, por lo que el modelo parte de primeros principios al incluir grados de
libertad dindamicos, asi como grados de libertad intrinsecos, esto es, se consideré el espin, el color y
en el caso de los cuarks, el sabor de las particulas. Las consideraciones generales del modelo fueron las
siguientes: se considerd un volumen finito, un potencial de interaccién promedio, Vj, para describir
la interaccién entre cuarks. A continuacién se presentan las conclusiones del modelo bajo dichas
consideraciones.

1.- La primera versién de este modelo [18], considerd inicamente cuarks sin masa, restringidos
a ocupar un nivel orbital s y un grupo SU(2) para describir el color y el sabor; el resultado de este
modelo fue una solucién analitica. Para el presente trabajo, se dedujé de forma general la expresion

efectiva para los términos cinético y Coulombiano (las conclusiénes para este tltimo se describen

117
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en los puntos 7 y 8). El presente trabajo, consideré primeramente el caso inmediato a [18], esto es,
un sistema de cuarks sin masa, para dos niveles orbitales (un nivel s y un nivel p) y nuevamente
un grupo SU(2) para describir el color y sabor de los cuarks. El primer intento por resolver este
sistema y encontrar sus valores propios, consistiéo en construir todos los estados posibles para este
sistema, asi como los elementos de matriz. Sin embargo, la dimensién de la matriz fue del orden de
80000 x 80000, por lo que, la diagonalizacién del Hamiltoniano lucia muy complicada, incluso para
este primer modelo, por lo que pensar en las extensiones siguientes era ain mas complicado. En este
trabajo, no se concluyé el célculo numérico correspondiente, pero ayudd a entender la importancia
de obtener una solucién analitica, pues las extensiones del modelo realizadas paso a paso (las cuales
se mencionan en los siguientes puntos), pudieron hacerse sin complicar demasiado la bisqueda de
su solucién.

2.- La busqueda de soluciones analiticas, bajo las consideraciones generales y tomar solo el sector
de cuarks sin masa, tuvo éxito para los casos de dos y tres niveles orbitales. A dichas soluciones
se les denominé: soluciones SU(2), por el tipo de dlgebra encontrada. Estas soluciones analiticas,
consideraran un grupo SU(2) o SU(3) para describir el color y donde se utilizé6 un radio de bolsa
equivalente al de un protén para fijar la escala mesénica y bariénica. Por tanto, se concluye de
este punto que: es posible encontrar soluciones analiticas dentro del contexto de una aproximacién
a la CDC, estas soluciones pueden compararse con energias reportadas en la literatura de forma
satisfactoria y ademas permiten extensiones de este modelo, que indiquen cémo se modifican la
soluciones al considerar un modelo cada vez més cercano a la CDC real.

3.- Para la extension inmediata del modelo, esto es, cuatro niveles orbitales, se buscé una solucién
SU(2) semejante a la encontrada previamente. Sin embargo, esto no fue posible, concluyendo por un
lado que: la solucién analitica SU(2) se rompe para el caso de més de tres niveles orbitales y por otro
lado, la necesidad de usar otros caminos para resolver sistemas de cuarks sin masa y de ser posible
con masa.

4.- Se investigd con éxito, un camino alternativo para resolver sistemas de cuarks con un nimero
mayor de niveles orbitales. Para esto se desarrollé un método denominado, a3 — BC'S, el cual es
la combinacién de dos transformaciones ortogonales sucesivas. El resultado de este desarrollo, es
un método que es capaz de considerar un sistema de cuarks con o sin masa, un numero arbitrario

de niveles orbitales y de resolver de forma semi-analitica el Hamiltoniano en el sector de cuarks.



CAPITULO 9. RESUMEN Y CONCLUSIONES 119

Para obtener los valores propios de estos sistemas, es necesario resolver un sistema de ecuaciones
cuadréticas y bilineales con Qn? variables por resolver (n; es la mitad del nimero de niveles orbitales
considerados) y donde se usaron métodos computacionales para resolver dichos sistemas de ecua-
ciones. Del desarrollo de este nuevo método, se concluye que: es posible, usando las transformaciones
y las condiciones adecuadas, encontrar una solucién analitica que diagonalize el sector de cuarks del
Hamiltoniano motivado de la CDC, para un nimero arbitrario de niveles, siendo solamente necesario
fijar un parametro.

5.- Para probar el método de solucion, a3 — BC'S, se consideraron, los casos de dos y cuatro
niveles orbitales. El caso de dos niveles orbitales (dos ecuaciones y dos variables por determnar), se
comparé con la solucién analitica SU(2), coincidiendo de forma exacta, cuando se usa el mismo radio
de bolsa y generando asi escalas mesonicas y baridnicas reportadas por otros modelos. Por otro lado,
el caso de cuatro niveles orbitales (ocho ecuaciones cuadraticas y bilineales por resolver), es el primer
caso donde se rompe la solucién SU(2) y por tanto, no es posible comparar con la solucién analitica
SU(2), sin embargo, las escalas mesénicas obtenidas mediante el método de solucién aff — BC'S,
para el caso de cuatro niveles orbitales coinciden con valores reportados en la literatura, no asi las
escalas baridnicas, cuando se usa como radio de bolsa el radio del protén.

6.- Dadas las conclusiones del punto anterior para el caso de cuatro niveles orbitales, se ajusté nue-
vamente el radio de bolsa para el caso de cuatro niveles orbitales, de forma tal que las escalas
mesonicas y baridnicas correspondieran a = 300MeV y ~ 900MeV respectivamente. Este ajuste
generé un radio de bolsa de 0,6 fm, el cual se mantuvo para todas las extensiones siguientes del
modelo. Concluyendo asi que dependiendo del nimero de niveles orbitales que se desee considerar es
necesario un ajuste en el radio de bolsa. Para este trabajo se decidio fijar las escalas hadrénicas para
el caso de cuatro niveles y estudiar el comportamiento de los niveles de energia para un radio fijo.
No se hizo un estudio del comportamiento de los niveles de energia como funcién del radio de bolsa,
por lo que la inclusién de un nimero mayor de niveles (punto 11), tuvo discrepancias con los valores
reportados en la literatura, para un nimero mayor a diez niveles orbitales. Esta caracteristica se
puede mejorar haciendo un ajuste de los niveles de energia (dados por la solucién-a3 — BC'S), como
funcién del radio de bolsa, semejante al realizado por el modelo del MIT.

7.- Para las soluciones analiticas-SU(2) y las soluciones semi-analiticas-a3 — BC'S, se ha consi-

derado el término Coulombiano del Hamiltoniano de la CDC en el sector de cuarks. Sin embargo, al
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depender el término Coulombiano de los generadores de color, este conmuta con el término cinético de
cuarks y por tanto, se pudieron resolver de forma simultanea. Para el término Colombiano, también
se encontré una solucién analitica, ya que para este, se mostré que corresponde a un operador de
Casimir del grupo SU(3) de color, donde el valor propio del operador de Casimir se conoce. De lo
anterior se concluye que la funcién del término Coulombiano bajo la consideraciones generales, es la
de separar estados de color de estados sin color.

FEn este modelo, no se consideré otro tipo de potencial de interaccion, sin embargo, como primer

estudio de un potencial de interaccién no constante, puede tomarse V(|r —r'|) = +blr—7'|.

__a__

[r—77]
En donde puede estudiarse para qué valores de a y b, se recupera la estructura de operador de
Casimir, con lo la accién de separar estados de color, de estados sin color se obtiene nuevamente.
Por otro lado, se puede estudiar con qué condiciones para a y b se tienen estados ligados. Por el
momento, el modelo no puede concluir nada referente al uso de otros potenciales de interaccién, ya
sean estaticos o dindmicos, pero se han planteado como temas de investigacién a futuro.

Sin relajar las consideraciones generales, se incluyé en este modelo los gluones, para lo cual se
tienen las siguientes conclusiones:

8.- Se introdujo la densidad de carga de color de gluones en el término Coulombiano de la
CDC, en donde este se convirtié en la interaccién de dos densidades de carga total (cuarks méds
gluones) mediante un potencial de interaccién promedio, Vj. Se mostré que nuevamente el término
Coulombiano es proporcional a un operador de Casimir del grupo de color y donde se conoce su valor
propio. Con lo anterior se tiene una conclusiéon semejante a la obtenida para el sector puramente
de cuarks, la cual es que, el término Coulombiano tiene la funcién de separar estados de color de
estados sin color y donde ahora los estados pueden contener o no gluones.

9.- El siguiente paso en la inclusién de gluones al modelo, correspondié al término cinético de
gluones, H ji,0n, para el cual se dedujo su expresion efectiva. Se encontré que el término cinético de
gluones considerado en H de [13], tiene una solucién analitica. Las conclusiones inmediatas de esta
solucién fueron: la obtencion del estado de menor energia, para el cual se ajusté el radio de bolsa de
forma tal que, la energia més baja correspondiera a la energia del glueball (dos gluones ~ 1600MeV),
reportada en la literatura. Este ajuste generd un radio de bolsa de ~ 0,75 fm, dicho valor es mayor
al radio de bolsa obtenido para el sector de cuarks (0,6fm), sin embargo, al considerar un valor

promedio entre estos dos valores, se ajustan muy bien tanto las escalas mesoénicas, bariénicas y del
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glueball. Una segunda conclusion, es que el espectro generado por la solucién analitica es del tipo
oscilador armonico, el cual difiere de valores reportados, sin embargo, faltan considerar interacciénes
entre gluones correspondientes al H; de [13], las cuales consideran interacciones de un nimero
arbitrario de gluones. Estas interacciones generardn correcciones tanto a la energia del glueball,
como a las energias de los estados excitados. El estudio de estas correcciones se ha planteado como
tema de investigacién a futuro.

10.- Una vez fijadas las escalas para estados puramente de cuarks (mesones y bariones) y pu-
ramente de gluones (glueball), se procedié a introducir el término de interaccién entre cuarks y
gluones, H;,,; del H; dado en [13]. Para este término se dedujo la expresion efectiva a analizar, se
discutieron propiedades y caracteristicas de éste, que no habia aparecido previamente en el modelo
y que dificultaban la bisqueda de posibles soluciones analiticas al hacer esta extensién del modelo.

Para hacer los calculos de las correcciones a las escalas hadrénicas obtenidas, mediante el H ;,;,
se tomaron ciertos componentes del campo gluénico, con lo que, se rompid la simetria de color en
el sector gluénico. Por tanto, esta primera biisqueda para las correcciones a las escalas hadrénicas,
tiene un carédcter de prueba y no fundamental, sin embargo, sirvié para familiarizarse con muchos de
los aspectos por considerar gluones en el modelo y asi facilitar calculos futuros, en donde se restaure
la simetria de color.

Las conclusiones que se obtuvieron de haber hecho esta biisqueda de prueba, para los dos estados
de cuarks de menor energia y el estado gluénico méas bajo, son las siguientes:

10a) Para el caso en donde se consideraron nueve componentes para el campo gluénico, esto es,
{Yo=0,Ic =1,1, =-1,0,1} y M = —1,0,1, se utilizaron dos métodos de minimizacién: para

*g2

el método de minimizacién-1 (Vo = L&

5, ¢ = 1 y g=variable), se tuvieron muchas complicaciones

para asociar una correccién a las energias-a3 — BC'S, debido a que de forma muy répida (al variar
g), dichas correcciones perdian significado fisico. Por tanto, concluir alguna correccién para el caso
de nueve componentes del campo gluénico y usando el método de minimizacion-1, es dificil, més
no imposible. Para el método de minimizacién-2 (Vy = %, g = 3,5,7 y g=variable), se tuvieron
mejores resultados, siendo posible determinar una escala para Vj, g y lo mas importante; correcciones
a las escalas hadrénicas dentro de intervalos reportados en la literatura.

Por otro lado, al no tener una conclusiéon contundente del método de minimizacion-1 para el

caso de nueve componentes, se pensé que al utilizar el método de minimizacién-2, ademas de poder
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determinar una correccion a las escalas hadrénicas, uno de los componentes del campo gludnico,
seria dominante en el nimero de gluones correspondiente a dicho componente en el estado de menor
energia, lo cual no necesariamente fue cierto, sin embargo, el componente {Yo =0,Ic = 1,1z, =0}
y M = 0 tuvo valores de expectacién altos y en algunos casos considerablemente mayores. Por
tanto, las conclusiones que se obtuvieron de aplicar el método de minimizacién-2 para el caso de
nueve componentes son: una correccién a las escalas hadronicas-a8 — BC'S, al utilizar valores de V)
correspondientes a potenciales de interaccién entre cuarks reportados en la literatura, ademas de,
obtener el nimero de gluones para cada componente en el estado de menor energia del sistema.

10b) La siguiente consideracién fue, investigar el comportamiento de las correcciones a las escalas
hadrénicas-af — BC'S, al considerar que solo la componente {Yo =0,lc =1,Iz, =0} y M =0 del
campo gludnico interviene en la interaccién entre cuarks y gluones. Nuevamente, se investigaron las
implicaciones de utilizar los métodos de minimizacién-1 y 2.

Para el método de minimizacién-1, las conclusiones inmediatas de este estudio fueron: primero,
el intervalo de variacion para la constante de interaccion fuerte, resulté ser un poco mas extenso que
en el caso de nueve componentes; segundo, las correcciones a las energias-af — BC'S, determinadas
en dicho intervalo de variacién de la constante de interaccién fuerte, resultaron fisicas y tercero, se
pudo determinar que el nimero de gluones en el minimo de energia estd entre 0 y 5.

Para el método de minimizacién-2 y una sola componente, las conclusiones inmediatas fueron
ain mejores que para el método de minimizacién-1 y 2, aplicados al caso de nueve componentes y
que el método de minimizacién-1 para el caso de una sola componente gluénico. Las tres conclusiones
mencionadas en el parrafo anterior se volvieron a manifestar, pero ahora el intervalo de variacién
referente a Vp, permitié considerar valores de la constante de interaccién fuerte, mayores y las
escalas de variacion siguieron un comportamiento semejante para cada valor de g considerado. El
comportamiento observado para este método de minimizacién-2 y un solo componente gludnico,
permitié determinar un minimo de energia global; para valores de (g,V))) reportados en la literatura
y fuera de este minimo de energia global, la energia minima correspondié a una energia muy cercana a
la energia minima obtenida del método-a3 — BC'S. Por tanto, este método de minimizacion, permite
asignar diferentes escalas a las correcciones a las energias-a3 — BC'S de una particula, en funcién
de los valores de (g, Vj), dichas correcciones van desde ~ 0,001GeV a = 0,180GeV .

10c) Los métodos de minimizacién-1 y 2 tienen la limitacién de no poder determinar una correc-
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cién fisica a las energias hadrénicas-a3 — BC'S (tanto para el caso de nueve componentes gludnicos,
como para el caso de un solo componente gluénico), para valores de g y V mayores a 9 y 2GeV
respectivamente, tomando fijo el radio de bolsa a 0,6 fm.

11) La extensién del modelo a un nimero mayor (a cuatro) de niveles orbitales en el sector de
cuarks y un radio de bolsa de 0,6 fm, genero las siguientes conclusiones:

11a) Mediante el uso del método-a3 — BC'S para 2,...,22 niveles orbitales, se estudié el compor-
tamiento de la energia mds baja de una particula. De este estudio, se concluyd que la energia mas
baja tiende a un valor finito, distinto cero. De esta manera, la escala mesénica necesita correcciones
pequenas para, por ejemplo, describir al pion.

11b) Se concluyé que las escalas mesoénicas vectoriales, se mantienen dentro de intervalos repor-
tados para los casos de 2-10 niveles orbitales y de 12-22 para mesones escalares. Por otro lado, las
escalas baridnicas se comportan dentro de intervalos reportados, solamente para los casos de 2-10
niveles orbitales. Conforme se incrementé el nimero de niveles orbitales (mayor a 10), las discrep-
ancias en las escalas barionicas aumentaban. Por tanto, para un radio de bolsa de 0,6 fm, las escalas
hadrénicas se encuentran dentro de los intervalos reportados, para los casos de 2-10 niveles orbitales.

11c) En este trabajo se presentaron las energias propias para los casos de 2-22 niveles orbitales,
teniendose asi, multiples energias de excitacién, sin embargo, en la literatura existen solo ciertos esta-
dos excitados reportados, por ejemplo, para el neutron N (940), las resonancias més bajas conocidas
son: N (1440) y N(1535). Por tales motivos, no es posible tener una conclusién sobre las energias de
excitaciéon més altas de este modelo. Por otro lado, el modelo tiene una alta degeneracién y tratar de
describir algunos de estos estados excitados, es algo aventurado, pero lo que si puede concluirse en
este modelo, son las escalas de excitacién méas bajas, las cuales, por ejemplo, para el caso del protén
o neutrén (945MeV') y considerando cuatro niveles orbitales se tienen; 1294MeV y 1643MeV como
escalas de excitacién mas bajas. Por tanto, el modelo también determina las escalas de excitacién
dentro de intervalos reportados y de forma semi-analitica, requiriendo asi, correcciones futuras para
dichas escalas.

El modelo atn tiene muchos aspectos por trabajar pero la estructura y las ideas bésicas estan
establecidas. La continuacién de este trabajo puede servir para estudiantes de licenciatura, maestria
y doctorado, dependiendo de los aspectos que se quieran tratar. El autor espera poder colaborar con

dichos estudiantes, en las diferentes extensiones del modelo.



Apéndice A

Deduccion del Término Cinético de

Cuarks

En este Apéndice se hace la deduccién del término cinético de cuarks discutido en los capitulos

3 v 4. El término cinético de cuarks viene dado por:

K, = [ rgi(n)-ia- Thp(r) (A1)

donde el campo fermiénico es un espinor de Dirac. Sus dos primeras componentes, 1/11 (r,o,c, f),
describen particulas de pseudo-espin positivo, esto es, estados de energia positiva mientras que, las
dos ultimas componentes, ¢£(r, o, ¢, f), describen particulas de pseudo-espin negativo o estados de e-
nergia negativa. Por tanto, el campo fermiénico esta dado por: 91 (r) = ('I/JJ{(’I", o1,¢1, f1), 1#;(1“, 09,¢2, f2))
y «, son las matrices de Pauli. Con lo anterior, el término cinético se puede escribir en funcién de

los componentes del campo fermidnico de la siguiente forma:

K = —i/dT‘{I[}I(T,O’/, CI? f/)O' ’ quZ(ra 0,¢, f) + ’l,b;(’f‘, 0/76/7 f/)O' ’ V'lpl(rv 0,¢ f)} <A2)

donde cada uno de los componentes del campo fermiénico tienen la siguiente estructura

1/’];(7’;07C,f) = Z bE,Nlm,o‘chi}(Vl(T) lin(?)Xi
Nlmocf 2

Wiroef)= 37 by RN )Y X
Nlmocf
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1 AN
Yi(roe f)= > bNI Ry (r)Yim ()Xo
Nilmocf

1/’2(73 g,c, f) = Z biélem’UCfRNl(r)YZm (?)XU (A3)
Nlmocf

El siguiente paso en la deduccion del término cinético de cuarks en la base escogida, es considerar
el producto escalar [o - V], , en componentes esféricas, para lo cual hay que notar que el gradiente
por un lado actia en la base de las funciones espaciales y por otro lado las matrices de Dirac actuan

sobre los espinores, (xq). Por tanto, se hace uso de las siguientes relaciones conocidas [54,57]:

[U ) V]a/,a = [25 V]o’,o- = 2XL/S' VXU
B 1 V3 1.1,
= zﬂ:(_l) “7<1_Ma 57 §U>Vu
1,1
= Z(—1)1+“+%+U\@<§U/a 9~ oll =)V,
n
1
[+1)\2 d 1
1,1 _ roon %Y ,
walidim) = (%) wmrmty (4= 1) s
1
l 2 , nfd 141
— <2l_1> <l’l7’L, 1/1“ ,m) <dr + 7’> 6[’,[*1- (A4)

Al considerar las relaciones (A.4) el término cinético se puede reescribir como la suma de cuatro
términos K = K7+ Ko+ K35+ K4, donde podemos asociar K15 = K1+ K> ya que el dlgebra necesaria
para estos dos términos es la misma que se requiere para K33 = K3 + K4. Por tanto, el término
cinético (A.2) se escribe como la suma K = Kjs + K34. A continuacién se desarrolla K9 mientras
que K34 se obtiene simplemente cambiando los indices de pseudo-espin en los operadores de creacién

y aniquilacién.

Término Ki»

Para el desarrollo del término Ki9 se usa la representacion acoplada para los operadores de
creacion y aniquilacién la cual viene dada por:
i _ Lot
b:l:%,Nlm,acf = Z<lm’ 20‘])\>bﬁ:%(N,l,%)j)\cf
JA

pta-Nimocf _ Z(lma %U‘j)\>bi%(N,l,%)j)\cf (A.5)
A
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con lo cual se tiene la siguiente expresion para el término Ko

- f —3 (N, 3)jAef
K = —i Z Z \/ib%(N’l/,%)j/)\’cfb
N'NULG jN A m/mo’oucf

1, 1, . 1 ,...1,1
(—) ) Sl X) (m, SoliN (G5 — ol = )

1
. l +1 2 d {
[y | (5755 it (G = 1) ovae

1
I3 Cold I+1
- <2l—1> (Im, 1pfl'm’) <dr - r) O 1—1

con la finalidad de reducir este resultado lo mas posible se usa la siguiente relacion para la suma del

Ryi(r) (A.6)

producto de cuatro coeficientes Clebsch-Gordan [58], la cual se aplica para los términos K y Kj

simplemente usando I’ =1+ 1 y I’ = [ — 1 respectivamente:

!
Z (_1)p*¢+q*li+7‘*p+sfa+t77— p a q qg 1 t r a s s p

KppoT w -0 K -k p T -p o -0 —w

(v fapa

= —=— 6aa’6aa"
I3 s r t

por tanto, para la ecuacién (A.6) se tiene el siguiente resultado

1 1 1 1
S° ) (', o' [N, S0liN) (50 5 — ol = ) (—1) e

mm/oo’
/

= (—1)7 33Vl + 1 5iri0xa. (A.8)

S~ o=

J
5 1
Por tdltimo, se usa una relacién para el coeficiente 6-J, 1til debida la estructura que se tiene tanto

para el caso donde, I’ =1 + 1, como para el caso donde I’ =1 — 1:

1 b b+l _(_1)1+b+0+d\/(1+b+c—d)(1+b—c+d)(—b+c+d)(2+b+c+d)

d e ¢ (14 2b)(2 + 2b)(3 + 2b)c(1 + 2¢)(2 + 2¢)
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Los coeficientes 6-J que se obtienen para K; y K> respectivamente son los siguientes

I+1 4 1
L 2 = j:l+§
oo

I—1 1 1
o 2
2

con esto se tiene que los factores de la intensidad vienen dados por

. d 1 § d j—3
/TerRNl,(r) (dr — r> Ryn(r) = /TerRNjJré(r) (dr - 2) RN,j_%(r)

/TQdTRN/lr(T) <dr +— >RNZ( ) = /r2drRNj+;(r) (dr - 2> RN’j—%(T)

Finalmente, el término Ko se escribe de la siguiente forma:

™ fb LN =1, 1)iAcf
JAC

1\3\»—‘
1\3\»—‘

N'NjAcf

d j—4%
§ : 2 * el 2 T
/ d?“RN]+2 ) (dr - ) RN,]_%(T)b%(N,j-‘r
1
2

d Jj— . t L(Nj+1,Lyires
iy /7" drRy;. 1 (r )(dr . )RN,j_é(r)b%(N,J s F TN
N’'NjAicf

para el cual se usa una notacién corta dada por

— —3(N".j—%,5)ixcf
K1z S kbl vt e 32
N’'NjXcf
Y ) vt DS (a1
N'NjAcf 3

y donde los factores de intensidad dependen de la base que se utilice en la expansién de los campos

fermidnicos, esto es,

kg\fN' = i/r2dr

By ) (m« T 2) RN’(j—éﬂ”] : (A.12)
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Término K3y

La metodologia a seguir para a obtencién del término K34 es la misma. Lo Unico que se tiene

que hacer es cambiar los indices de pseudo-espin en los operadores de creacion y aniquilacién de la

siguiente forma: % - —% y viceversa. De esta forma, el término K34 tiene la siguiente estructura

_ i pt LN j—5.5)iAcf
K34 - Z kNN/b_l(NJ_,’_l l)jACfb2 272

i\ pt L(NG+L,3)ixef
+ > (K b vt 10PN (A.13)

T2

Finalmente, el término cinético de cuarks se escribe de la siguinte forma

2

_ j T —L(N' -1 H)ixef ]
K = Y kv [blmﬁémcfb 2 2202 4 p!

L bpaWhimg3)ixef
- E(N7J+§»§).7)‘Cf
N'Njxcf

272 272

i\t —L(Nj+2,Lyxef | pt 3(N.j+35.3)ief
+ Z (kNN’) |:b;(N/7j_1 l)j)\cfb 2 e +b—%(N’,j : 1)j>\cfb2 o )
N'Njef
(A.14)



Apéndice B

Factores de Interaccion y Conexiones

para el Término Cinético de Cuarks

Para hacer el calculo de los factores de interaccidn, es necesario escoger la base de expansién
del campo fermiénico. En este trabajo se usa la base del oscilador arménico en tres dimensiones,
donde la parte angular viene dada por los arménicos esfericos, Y;,,(7) y la parte radial estd dada
por: Ry (r) = Ny exp(—%ﬁ)rlL:,r%(’yﬁ), [36,37]. Esta es la notacién estandar para el oscilador
arménico en tres dimensiones. Al final de este Apéndice se retoma la notacién N, j en lugar de n,(
mediante las relaciones: [ = j — %, '=j5+ %, N=2n+1U'y N =2n' +1.

Los factores de interaccién del término cinético de cuarks, k:?v N k:ﬁm,, vienen dados por

K =i / r2dr [R;;l,(r) <Ci - i) Rn/l(r)} . (B.1)

El resultado de aplicar el operador (d% — %) sobre la funcién radial es el siguiente

2

d 1 ! yiid ol I+1 Vg2
LN W @ _ LY . (B2
(5= 1) Rt = o {r ep- ) 2L %) e TR0 (B2)

Mediante el uso de relaciones de los polinomios de Laguerre [66],

L) = 157 - L)
L = -1t (B3)
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la ecuacién (B.2), puede escribirse como

dr r 2
2 1
e 4144
—’YTZH exXp (_T)L”' “( 2)
2 1
ey 4144
+rittexp (=5 )L (77'2)}
Ry—1041(r)  Rwga(r)
= i { el Fean(D) B4
" Npr—1 141 Ny 41 (B4)
Por tanto, los factores de interaccion del término cinético de cuarks vienen dados por
. Ny N
kfzn’ = _1’7$5n,n’—15l’,l+1 ’)/ n 5n,n’5l’,l+1- (B5)
Npr 141 Npr 41
Ahora para retomar la notacién j, N, hay que remplazar n’ = % yn="~x 2 l/, asi para el primer
y segundo término de la ecuacién (B.5) se tiene respectivamente
n =n-1=>N=N+1
n = n=N=N-1. (B.6)

El cociente entre las constantes de normalizacién usando la ec. (B.6), se escribe en la notacién j, N

de la siguiente forma

[SIE
[NIES

]\/mén,nllél’,lJrl = F(n?f/l);_ 5 7%#—% I'(n' — 1n+_l ﬂlL)l +3) ,yjilzl Onn/—1017 141
= :/ O/ —101 141 = _l On,m/—1007 141
= \/N_l+15N'N+1 \/N §5NfN+1 (B.7)
Yy
Ny 2(n’)! : s [P +14+1432) : 1
Nn:l:‘rl OOy iv1 = W yitz 2(n')! 2 ’y%+ 757 Onn 01 141

n+l+— N’l+2l+7

= OOy 141 = \| ——————"0nn/ 0 141
N—l—l+2[—|—3 /N+]+

= \/ 5N’N 1= 25N’N 1 (B'S)
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El término cinético de cuarks en funcioén de j, N y N’, se escribe de la siguiente forma:

00 N+1 3 . 3
, J+3 N+j+35
)DIDVND I EV ST EE NSNS R P
j)\CfN:j.i_% N'=N-1
f $(Nj—=3.8)ixef | pt 5 (N'j—3.5)ixef
<b2(NJ+272)3)\Cfb ’ 2 : +b (NJ+272)J)‘Cfb o
N+1 . 3 . 3
. N — 7+ 5 i N +7+ b)
+ Z Z Z Z\F’YH f‘sN’,N-&-l + iy ffsN',N—l
jref N=j+1 N'=N-1
f $(Nj+35,5)ixef o pt s (Nj+3,5)iAef
<b2(N,)] 272).7>‘Cfb ’ 2 +b Q(N/)]_§7§)j>‘cfb2 o (Bg)

Finalmente, debido a la accién de los operadores que componen al témino cinético de cuarks se

les puede caracterizar como operadores de ascenso (/KVJF) y descenso (/Kv,)

N+1 .3 . .3
~ N—-j+5 N+j+5
K, = E E E #5N’,N+l + #51\7',]\/—1
jref N=j+L N'=N-1

t —5(N"g=5.3)ixef 4 ptf 3(N.j+35.5)ief
(b (N7.7+272).7)‘cfb ’ 2 : +b2(Nl9j7§’§).])‘Cfb ’ o )

N+1 . 3 . 3
i N—]+§ N+]+§
K = (WY }: 3 2o || 2o
jief N= J+1 N'=N-1

ps (V- 2,2)3/\0f+bT bz(N,j+§é>jAcf> (B.10)

T
(b 2(N]—i—% %)j/\cf (N'7]—§:§)])\Cf

en donde se ha usado la siguiente redefiniciéon de los operadores con momento angular | = j + %,

unicamente para no estar cargando el factor (£i).

. T
( Z)b%(N,jJr%é)j)\Cf = Dt bises
(Z)b%(N,j—f—%,%)])\Cf N b%(N]J"Q)Q JAcf . (Bll)

Esta redefinicion sigue satisfaciendo las reglas de anticonmutacion de los operadores fermiénicos.



Apéndice C

Algebra SU(2) para Tres Niveles

En este Apéndice se muestra el algebra que satisfacen los operadores de ascenso y descenso cuando

se restringe a los cuarks a ocupar solamente cualesquiera tres niveles orbitales, para un N y j, dados.

Hay que recordar que al estar trabajando en la representaciéon de Dirac, cada uno de estos niveles

tiene su respectivo nivel de energia negativa (pseudo—espfn:—%), por tanto, realmente se trabaja con

seis niveles. Las posibles conexiones en esta columna vienen dadas por (N —1,j — %) — (N,j+ %)

—~jN —~jN
y (N,j+ %) — (N+1,j— %) Los operadores de ascenso Ki y descenso K’ para este sistema

tienen la siguiente estructura

N N—j+5\
Ky = V72 ( 2 b%(N,jJr%é)j/\cf
1
N+j+3\* .
2 5 (N.J+3,3)7Acf
3 1
. 2
i N —J + b bT
2 L(N+15-% . L)idef

1
(N +3\° ot
2 L(N-15-% 1)ixef

~jN N—j+% * oy
K_ = V72 ( 2 bfé(N,j%,%)jAcfb

b3 (N+1j—3,5)iAcf

b3 (N.i+3g,5)iref

b3 (Ni+3.5)ixcf (C.1)

L(N+15-%.2)xef
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1
N+j+3\% L(N-1j-L);
A E— 2 - 7]_777)j>‘cf
+ ( 5 b—%(N,j-l—%,%)j)\cbe 202

—L(N+1,5-3.1)xef

1
. 3\ 2
+—<A[_;*_2> bl b (Ni+33)ixef

1
Nty S(Nj+5.5)ixcf
+'< b yv-r-thirer® T ' (C2)

—iN =—jN, N—j+3
A 7{<2 Ny = Mot
N—-j+ 5 : N+j+ 3 : 1 11
- 2 2 bT ) .b_gv(N+17J—§7§)
2 2 ~5,(N=1,j-3.3)
3 3 3 3
. 3 ) E
B N_]‘f'g N+]+§ t —%,(N—l,j—%,%)
b, 11,0 b
2 2 _5’(N+17.7 275)
N+j+3
+< 2 Niwsesd — Noyoeniopb)
N—j+3
* (2) {N%WHJ 303) _Nf%(N,m,;)}
1
i 3\2 S 03\ 2
+ N_]+§ N+]+§ b.i. b§7(N—17]—% %)
2 2 L (N+1,5-3,3)
N — ‘_|_ 3 % N+ ~+ 3 %
+ bl 11 b
2 2 57(N717.]7§9§)
N+j+3
+'<2 PV%MFJJ—%%)_]V—%MM+§¢J



APENDICE C 134

1
. 3 . 3 3\ 2
g (N=i+3\ o (NFi+3\ | (N=it+3) b b (NE1id d)ires
2 2 2 5:(Nyj+3,5)ixef
[ (N—j+3 N+j+3\| (N+j+3 : ! 11
2 2 2 5,(N,]+§,§)jACf
L (N=i+3) , (N+i+3\] (N-i+} ébT b5 (N5, Didef
* 2 + 2 2 L(N+1-2 Dixef o
_ ] 1
o (N itE) (N | (NG5 b3 N+ 3, 1)ixet
2 2 2 (N=1,5—1,1)jxcf
—~iN
= %[QN + 3K (C.4)

Para satisfacer el dlgebra SU(2), es necesario redefinir los operadores de la siguiente manera

. —~iN
KN = oK)
. —~iN
KV = A’K, (C.5)

donde estos nuevos operadores satisfacen el dlgebra siguiente

KN KN = i%(ZN +3)a KN, (C.6)

Finalmente se escoge

a”l= 1/%(2]\74—3) (C.7)

para obtener la bien conocida dlgebra SU(2).



Apéndice D

Deduccion del Hamiltoniano de

Coulomb Efectivo

Este Apéndice se divide en dos secciones: la seccién D.1 muestra la deduccién el Hamiltoniano de
Coulomb efectivo de cuarks utilizado en este modelo. En la secciéon D.2, los gluones se consideran en
el Hamiltoniano de Coulomb a través de la densidad de carga de gluones. Para considerar al mismo
tiempo en el Hamiltoniano de Coulomb efectivo a los cuarks y los gluones simplemente se muestra

que la densidad de carga total (cuarks mds gluones) es un generador del grupo SU(3).

D.1. Deduccion del Hamiltoniano Efectivo de Cuarks

El Hamiltoniano de Coulomb de cuarks, el cual corresponde a la interaccién entre dos densidades
de carga de cuarks mediante un potencial de interaccion que unicamente depende de la distancia

entre dichas densidades, viene dado por

HE iy = [ drir S TV (i — /)9 0T ),
(D.1)
donde los campos fermiénicos espinoriales (1) y () se escriben de la siguiente forma
Pir) = @l(ron e f),9)(r, 00,0, f2))
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—35,N3lsms,o3c3f3

= | 220 wtmsoenss BNt Yy PIXE D 0T Bt (7)Y (PO,
1 3

1 ~
¢(T) _ 22 bQ,N2l2m270262f2RN212 (7')Yl2m2 ("’)Xaz (D 2)
Sg b Nl R ()Y (F) X

Se ha usado la notacién corta ¢ = N;l;m;o;c;f;, con ¢ = 1,2,3,4 en la suma de cada operador
fermiodnico. Ademés7 el primer indice de los operadores de creacion y aniquilacién corresponde al

pseudo-espin 3, —% e indica estados de energia positiva o negativa respectivamente, mientras que

x:rfi YV Xo; representan los espinores de Dirac.
Usando la representacién acoplada para los operadores ferménicos, el Hamiltoniano de Coulomb

de cuarks, tiene la siguiente estructura

Coulomb - Z Z / 2 ,2drdT,drdr V(| |)

a  a;Ny,lim;jiNios fic;
1
T - . % * pon C
{ |:boc1(N17l17é)j1>\161f1 <l1m1’ 201‘]1)\1>RN111 (7‘) fma (T)(Ta)c;

1y I —
po2(Nal2,5)j2A2¢2 f2 (lama, §Uz‘j2/\2>RN2[2 (T)Yl2m2 (T)5f1f25a1a250102:|
x |bf (Im 1U |73A3) R (r"Y;: (7/’\/)(Ta)c3
o3(Na I3, )jsAscafs 0 00 9 31J3A3/ 1Nl lgms ca

. 1
ba4(N47l47%)]4>\464f4 <l4m47 §U4|j4/\4>RN4l4 (r/)Yl4m4 ('?,)51‘3]045043&450304] } . (D'?’)

La parte angular correspondiente a la doble integral estd dada por la siguiente expresion:

[ [ 47V P Yo (FOV = )i (7 ¥ () (D4)
donde el potencial de interaccién (V(|r — '), se puede escribir como

V(r=7']) = ) ApPu(cosb)
L/

2L +1
:>AL:< +

> / d(cos0) Pr,(cos®)V (|r — +'|)

Pp(cosh) = < >ZYLM VYo (7). (D.5)
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La segunda expresion viene de la ortogonalidad de los polinomios de Legendre y la tercera es una
relacion util para los polinomios de Legendre. La doble integral angular se puede separar en dos

integrales angulares independientes
o [ [ Y @i POV = DY, (7)Y ()

47 ) e ~ ~ ~
= S (g ) s | R (P PV ()
LM

X [/ A7 Y, _ms (7/'\/)}/24m4(7/:/)YLM(7/:/)]

47
— A —1)ym+M+mg
2 AL <2L + 1) (=1)

LM

(201 +1)(2ls + 1)(2L + 1)72 [ (25 + 1)(204 + 1)(2L +1)] 2
[ 4 } [ 47 ]

i 1o L I lo L I3 Iy L I3 ly
0 0 O —mi1 Mo —M 0 0 O —ms3 My M

(D.6)

Con lo anterior el Hamiltoniano de Coulomb adquiere la siguiente forma

q—q _ § ' T c1 o2 (N l2, 2 )j2daca f
HCoulomb - Z |:ba1(N1,l1,§)j1>\1clf1 (Ta)cgb 2 504104250102
a ;N limijidioi f f'ci LM

[bf (T%)% poa(Nala,3)iadscaf’ 5
ca

, 1)
a3(N3,l3,5) i3 zca f! 3470304

/ 7"27‘/2de7“/ij1[1 (T)RNzlz (T)R}k\f?,ls (TI)RN‘J‘I (7"/)

1 (2041 o : 1 1
/1d(cose)PL(cose)V(\r—r|)< 5 );l;[l\/(Qli+1)(2]i+1)\/2L_’_1\/2L+1

(_1)m1+M+WL3+ll712+13*l4+11*%*/\1+12*%*>\2+13*%*A3+l4*%*)\4 <l107 l20|L0) <l30, l4O’L0>

L 5 5 lo 3 Je l la L
mi 01 —)\1 mo 02 —)\2 —mi1 M2 -M
Is 5 3 i 5 s I3 ly L
(D.7)
ms3 O3 —)\3 my 04 —)\4 —ms3 My M

Lo siguiente en esta deduccién, es usar una relacién muy 1util en este tipo de técnicas, la cual
consiste de la suma del producto de tres coeficientes 3-J y el hecho de que o1 = 09 y 03 = 04. Por

tanto, se considera la suma del producto de los tres primeros coeficientes Clebsch-Gordon:
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1 1 1 1
Z (_1)—01—5_03_§+M—)\2—§—)\4—§

=
mio1mse
1 . 1 .
h 3 5 la 5 J2 l la L
mp 01 —)\1 mo 01 —)\2 —mi1 Mma -M
n ll L lQ jg 1 lQ ll L 1
= Z 2 2 (_1)12+11+§+m2+m1—01
mioimy \ —A1 M1 01 —m2 Ay —01 me —myp —M

( 1)7017%70'37%+M7/\27%7/\47%7l1fl27%7m27m1+01+l2+l1+[/

M-l (D.8)

1 1
70‘37727/\2772
’

. o o
_ J1 J2 Jir J2 (_1>L,%
A1 A =M lo Iy %

asi, tomando la fase obtenida de este resultado, junto con los ultimos tres coeficientes 3-J de la

ecuacién (D.7), se obtiene la siguiente expesién

1 . 1 .
N Z (_1),;_%_03_%_)\2_%_)\4_1 ls 3 73 la 5 Ja I3 ls L
maogma m3 03 —A3 ms4 03 —Mg -mg my M
g3 Iy 3 I ja i I I3 L .
= Z 2 2 (_1)l3+§+l4+m4+m3—03
mgozmg \ —A3 M3 03 —myg Ny —03 my —m3z M
(_1)L*%*03*%*AQ*%*A4*1+l4+13+L*13*%*l4fm4*m3+03
— j3 j4 L j?’ j4 L (_1)M(_1)%+)\2+%+)\4. (Dg)
“A3 A M s 13 &
donde los coeficientes 3-J se escriben como
1 Jo L (_1)j1—j2—M+j1+j2+L . .
= A, jo — Ao|L — M
NN M 5L 1 1 (Jl 1,J2 2! >
(D.10)

(_1)j3—j4+M+j3+j4+L

Jj3 Ja L _
V2L +1

-3 M M

Una contribucién adicional a la fase general viene de bajar los indices de espin y color de los

(j3A3, ja — A\a|LM).

operadores de aniquilacién, dicha contribucién es la siguiente
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(_1)j2—>\2+xc2 (_1)j4—>\4+XC4 (D_ll)

con esto la fase general esta dada por

(—1)M (_1)5—&-)\2—1—%—&-)\4 (_1)j2—>\2+x52 (_1)j4—/\4+x54
% (_1)j1 *j27M+j1+j2+L(_1)j3*j4+M+j3+j4+L
_ (_1)%+j2+%+j4(_1)M(_1)XCQ+XC4 (D.12)

Finalmente, el producto de los elementos de matriz de los generadores de color de SU(3) se

pueden escribir como

(Te)e (T =
3(—1)Xe2tXeaTXC((1,0)cy, (0,1)E2 | (1,1)C)q

((1,0)es,(0,1)eq | (1,1)C)q . (D.13)

donde se ha cambiado la notacién T — T, simplemente por conveniencia. Finalmente se puede

escribir la expresién del Hamiltoniano de Coulomb efectivo para cuarks

3 : ‘ 1 1
HL ) = Z (—1)M+XC(—1)5+32+§+J43/ d(cos0) Pr(cosO)V (|r — 7'|)
oulom, A 22L+1 J_4
N, jiNiyliscian foad  f LM ,C
[ 7o ardr B, () Rovata0) i, () Riv )
4 - 1 . 1
Lol Iy L
TT V@i + 1)(2j: + D){:0, 10| L) {130, 0] Loy {70 2 BB
i=1 la j2 L ly ja L
T Oél,f . . _
|:bo¢1(N1,ll,;)jl/\lclfb(NLl%%)jQ)\262 (411,72 — Ao|L — M)((1,0)cq, (0, 1)c2](1, 1)C>]
t as, f! . - _ _
|:bo¢3(N3,l3,é)j3>\303f’b(N4,l4,é)j4—)\404 <]3)\3,j4 )\4|LM><(1, 0)03, (0, 1)C4|(1, 1)C>:| . (D.14)

D.2. Hamiltoniano de Coulomb de Cuarks y Gluones

Para considerar los gluones en el Hamiltoniano de Coulomb efectivo que se trabajo en la seccién

anterior, es necesario incluir la densidad de carga de gluones, la cual se escribe como Ay(7) x IT.(r).
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Por tanto, el Hamiltoniano de Coulomb efectivo para cuarks y gluones, para el cual se considera que
las densidades de carga de color interactiian a través de una interaccién promedio V), se escribe de

la siguiente forma

H Goutomb = Vo / drdr' " pa(r)p*(r') = Vi / drdr'y " (pd(r) + pi(r)) (p* *(7') + p? “(+"))

a

Vi [ drdr’ 3 (#1Tar) + (Alr) % Ta(r),) (91 0)T"0(0) + (Aalr') x T ()"

a

(D.15)

En la seccién anterior, se ha trabajado la interaccién de las densidades de carga de color de
cuarks y en el Capitulo 5, se ha mostrado que se puede escribir como el operador de Casimir del
grupo SU(3), el cual se escribe como el cuadrado de los generadores del grupo SU(3). Sin embargo,
en esta seccién se utiliza otro camino para mostrar que la densidad de carga de color total (cuarks
mas gluones), satisface las reglas de conmutacién de los generadores del grupo SU(3) y por tanto,
su cuadrado corresponde al operador de Casimir de SU(3). Este operador de Casimir tiene un valor
propio bien conocido y el cual depende de la representacion (A, u) de SU(3) en la que se encuentre

un sistema de cuarks y gluones.

D.2.1. Densidad de Carga como Generador de SU(3)

Para la siguiente demostracién se consideran componentes cartesianos a diferencia de la seccién
anterior. La razon de esto es que puede mostrarse méas claramente a través de las constantes de
estructura (f,;.) de SU(3), que el dlbegra satisfecha es un algebra de generadores de SU(3), mientras
que en componentes esféricas esto se debe mostrar mediante coeficientes Clebcsh-Gordan.

El édlgebra de generadores de SU(3) viene dada por

[Ga(7),Go(r")] = ifoped” (7 — ) Ge(r) (D.16)

donde G, es el generador. Lo que se desea demostrar es que la densidad de carga de color total se

comporta como un generador, por 1o que: Go(r) = p, (1) = fipAp(r) - (1) + T (r)Tuap(r), es el
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generador total de grupo SU(3). Por tanto, el conmutador entre las densidades de carga total viene

dado por

[pa("’),Pa’("'/)] = [d’T("’)Ta"/’(T),"pT("J)Ta"‘p(r,)} + [fabcAi,b(r)Hi,c(T)afa’deAj,d(r/)Hj,e(r/)] .
(D.17)

Trabajando por separado los conmutadores de las densidades de gluones y de cuarks, se tiene

que el conmutador de las densidades de carga de color de gluones se escribe de la siguiente forma

fabeAip (P (7)), fraeAja(r )L e (r)] = fapefarde [Aip(T) i (1), Aja(r )T (r")]
= faveSade ([Aip(r)o(r), Ajalr )} Uj,e(rl) + Aja(r’) [Aip(r)i o (), T o (7)])
= fabearde (A;,d [ (r), e ()] Wi e(r) + Aip(r) [T o(r), Aja(r')] T e (7))
= fuef (~iAislr {@Jécd Vi }53<r—r>ﬂj,e<r'>

Fid;a(r) {5ij5be — G }53(7« )L (r))

= Z‘faa’a”fa”dcaAd(’r) ' HC(’I’)53(T‘ - r/)

= ’I:faa/a//pg,, (7’)53(7’ — 7'/), (D18)

donde para las constantes de estructura se ha hecho uso de la propiedad de antisimetria y de la
identidad de Jacobi.

Debido que se estd trabajando en la norma de Coulomb, se consideran solo los componentes
transversales del campo gludnico, por lo que la regla de conmutacién entre el campo gludnico y su

momento conjugado viene dada por

) V,Vi\ .
[ALC(T),Hj,d(r’)] = 10,y ((L-j — sz) (5‘3(7' —7r')
= 0,405 (r —7'). (D.19)

El conmutador para las densidades de carga de color de cuarks viene dado por

(¥ )T (r) ! () T ()|
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(

)T [wrm,w( >} <r>+¢*<r>Ta[ (r), %' (r m} W(r)

T[4 (), 90| T <r>+¢*<r>Ta[ (), ¥ (r)| Tu(r)

()T (2007 () = {$r), w10 }) Ty

—! ()T, (¢<rf>¢f(> {v0), <r>}) W(r)

=2 |l (" Tatp(r), $! () T ()| = ! (r) (1T = TuTo) ()3 (r =), (D.20)

Finalmente, usando el algebra de los generadores Ty, esto es, [To, Ty = ifowar T v la regla de
anti-conmutacién de campos fermidnicos {(r), i )} = 83(r — r'), se sigue que la densidad de

carga de color total satisface el dlgebra de generadores del grupo SU(3)

[pa(r)’ Pa’ (T/)] = ifaa’a”(;(r - T,)pa”(r)' (D'21)
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Algebra de los Operadores y Campos

Bosonicos

y ,BE;(N’L’I)JMC mientras que los campos

, . , =
Los operadores bosoénicos estan dados por 3 (N.L1)JMC
bosénicos transversales estdn dados por AY(r) y IIo(r). En las siguientes secciénes se muestran

varias relaciones utiles para los operadores bosonicos, asi como para los campos bosonicos.

E.1. Algebra de los Operadores Bosonicos

Los operadores de creacién y aniquilacién bosoénicos utilizados como los coeficientes de la expan-

sién del campo gludnico satisfacen las reglas de conmutacién siguientes:

E/; N/,L/,l J/]V[/C/ TE _ E/E !/ ’ / ’ /
|:6 ( ) 718(N,L’1)JMC:| =9 5N 5L 5] 6M 5C
[IBE/;(N/7L/71)J/M/C/’ﬁE,(N,L,l)JMC} -0
8l% 8l | =0 (E1)
(N, L' 1) M'C" P (N,L1)JMC :

donde los indices que etiquetan a los operadores bosénicos indican las siguientes propiedades: el
numero principal, N, el cual indica el orden de los ceros de las funciones Bessel. El momento angular
orbital del gluén viene descrito por el nimero cudntico L. El espin total del gluén, esto es, el

acoplamiento espin-orbita viene dado por el nimero cuantico, J, cabe recordar que el gluén es un

143
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boson de espin intrinseco igual a uno, por lo que J = L+ 1 y M es el nimero magnético del espin
total. Finalmente, C' es una notacién corta para describir los nimeros cuanticos de color del gluén
(Yo, Ic, I,,,) con Y la hipercarga de color, I¢ el isospin de color e I, la componente z del isospin
de color.

Los operadores bosonicos transforman de la misma forma que lo hace la base completa de expan-
sién que se utilice. Para el caso de la caja esférica se tiene la libertad de como transformar los indices
de color, sin embargo, los indices de momento angular y espin total transforman de la siguiente forma

al pasar de indices covariantes a contravariantes y viceversa.

_1)J+L+M+1(_1)XCIBT =(N,L,1)J-MC

—

B (N:,L,l)JMC’

gENLNIMC (—1)+LAMHL (_1)XCIB(EN,L,1)J7M5 (E.2)

donde C = (Yo,Ic, L) y C = (=Yo,Io,—1I,.). En este trabajo se ha adoptado la convesién de
Draayer [34] para las fases de color, esto es, (—1)Xi¢ = (—1)%(’\_“)+%(YC)_IZC, donde (A, ) es la
representaciéon del grupo de color SU(3). El gluén corresponde a la representacién (1, 1), la cual se

conoce como color octete del gluén.

E.2. Algebra de los Campos Bosdénicos

La cuantizaciéon del campo gluénico y su momento conjugado estdn dados por

f(EN L1 (7) (ﬂT SBDIME 4 ﬂEKN,L,l)JMC)

AC(r) =
]\%;M A IQQHN

Q(HN

[1

L1)J
L) p & t = =
N 1)JM (IB(N,L,l)JMC - B(NvLal)JMC> )

[1]

NLJM

(E.3)
Dichos campos satisfacen la norma de Coulomb, por lo que se ha eliminado la componente longitu-
dinal y unicamente se trabaja con las componentes transversales correspondientes a la componente
eléctrica y magnética. Es por esta razén que la regla de conmutacién de estos campos estd dada en

términos de la delta transversal



APENDICE E 145

(AL (1), L, o0 ()] = 1603 (r — 1) (E.4)

donde i y v indican las componentes de la base.

Demostracion

Sustituyendo la expresiéon del campo gluénico y de su momento conjugado en la regla de con-

mutacién se tiene

3 QH ! / !’ =
[Ag(r),l'[l, o(r)] = % Z % [f(N,L,l)JM(T)] [f(N’ L' J’M’( /)]V
ENLJME'N'L'J' M’ (N,L,1)J
{ [ +E5( NL,I)JMC,IB(;N/,L/71)J/M,C/} [ﬂu,(NL 1 JMC BTN/ g M’C’} }
= ; v ®)] [ Fidianm ()], (266)
LIM
= z'ag,ai(r — ) (E.5)

donde se ha usado el hecho de que solo se estd sumando sobre los componentes transversales y la

completez de la base de expansién de los campos bosonicos. La delta transversal [23], se escribe

como &3 (r —7r') = ((5W — V%Z”> §3(r — r'), la cual garantiza que [V“Ag(r),l'[l, o (r')] =0y que
[AE(’I"), VZ,H,, led (’l",)] =0.



Apéndice F
Gluones en una Cavidad Esférica

En este Apéndice se trabaja el Hamiltoniano de la Cromodindmica Cuéntica en la norma de
Coulomb y se restringe el problema a considerar una caja esférica. R. Busser et al. [19] han mostrado
como trabajar los gluones confinados en una caja esférica bajo la norma de Feynman e imponiendo
condiciones de frontera de acuerdo al modelo de bolsa M.I.T. El trabajar en la norma de Coulomb
V - A(r) = 0 implica considerar tnicamente los campos transversales, de forma andloga al fotén
en la electrodinamica cuantica y por tanto, la componente longitudinal del campo gluénico no es
relevante en este caso.

La expansién del campo gluénico y del campo conjugado se lleva a cabo en la base que es solucién

de la caja esférica de radio R,

1 = =. .
Ac(r) _ Z fTN,L,1)JM<T) <5T Z5(N,L,1)JMC Jr6_,(1\/,L,1)JMC>

ENLIM £/ 22N 1.2)
(F.1)

donde = = m, e son los componentes magnetico y electrico. Las propiedades de la base (f (N.L1)J ()

son bien conocidas [19,54,67] y se escriben a continuacién

E NXsm aFL o2 =

B = O T
Fvensm(r) Re% 5T+ 1JL( Nom) T o ()
f?]%/,L,l)JM(T) = (_1)J+L+M+1f(EN,L,1)J7M(T)
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J(J
[NNJM] o= ; 2(£NJM)|: M}
[Nje\fJM] o= %j?f-&-l (ﬁ%JM) (F2)

con EEN M= QJEV s Re las raices de las funciones Bessel esféricas y Q N 1as energias de la ecuacion
de Helmholtz. Al estar trabajando en la norma de Coulomb V - A(r) = 0, los coeficientes a5,
diferentes de cero son o, = V2J 41, af = —Jy aG; 1= V/J + 1, para los componentes
magnéticos y eléctricos respectivamente.

Una vez especificadas las propiedades de la base en la cual se expanden los campos gludnicos, se
procede a hacer el calculo del Hamiltoniano de gluones, H g0, descrito en la ec. (H.23). Usando

la ecuacion de Helmholtz se calcula el Laplaciano del campo gludnico y con éste el segundo término

del Hgluon:
-3 [ raw) via@) =~ [arSS a0 VP Ac) (F.3)
c
donde
V2Ac(r) = (—1)Xv2AC (r)
(QE )2 = =. O =. O
_ Z (N,L,1)J fZNLl)JM( )<5f_,(N,L,1)JMc+[3_,(N,L,1)JMC)

ENLJM QQ{N L1y
(F.4)

donde se ha usado la ecuacién de Helmholtz, (V2 + k2)u(r) = 0. Por tanto, el segundo término del

Hamiltoniano de gluones trabajado en este modelo tiene la siguiente estructura:
1 2
~3 drA(r)-V<A(r) =

1 (QE )2 . _
- §Z Z Z (=1)xe (N’LJ)J /drfTN’,L’,l)J’( ) Fivpns(T)

C E,N,L,J,ME N' L, J M 2\/9 N,L,1)J N’ L)

(ﬁr/ (N',L'1)J'M'C 5 (N',L/ 1) M'C ) (ﬁT“’ N,L,l)JMC+IBE;(N,L,1)JM5)' (F.5)

Para continuar se utilizan las siguientes relaciones:

==

/d"“f ~p e (T) f(EN,L,1)JM(7“) = (=) HEAMH =S NS L0 O
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E(N,L,21)J-MC _ J+L+M
Bt SW.L.1) = (=) HLAMEL )XCBTN,L,l e
BEWNEDIZME () THEAMEL(_)xe B(NL 1)JMC (F.6)
Con lo anterior es facil mostrar que el término
1 2
-5 drA(r) - V<A(r)
_ 0= E5(N,L,1)JMC tE Z5(N,L,1)JMC
= *Z Z Qv,L,1)s <5T ) IB(NL 1)JMC+BNL 1)JMCB :
C E,N,L,JM
= (F.7)

+@ENLY) JMCIB(NL e+ BE;(N,L,l)JMC’IB(:N,LJ)JMC>

Finalmente, se puede seguir el mismo procedimiento para mostrar que el primer término del

Hamiltoniano de gluones de la ec. (H.23) se puede escribir como.

% / drIl?(r) =

1 =
= _12 > vy
C EN,L,JM
=:(N,L,1)JMC gt E E5(N,L,1)JMC
’8 BNLI)JMC+’6 ) IGNLI)JMC)

Z;(N,L,1)JMC TE =;(N,L,1)JMC
(BT ( ) 'B(N L1)JMC — B(N,L,l)JMC'B )

(F.8)

con lo cual, el Hamiltoniano de gluones, H gyon, estda dado por la suma de las ecuaciones (F.7)

(F.8), esto es:

_ 1

= =;( C
H giyon = E N1y <'B(NL 1)JMC'B WILDIMG 2) ; (F.9)
ENLJMC

por tanto, se muestra de forma clara la estructura diagonal del Hamiltoniano de gluones
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Deduccion del Hamiltoniano de

Interaccion

La deducciéon del Hamiltoniano de interaccién involucra las cuantizaciones de los campos fer-
miénicos ¥' (7,0, ¢, f), Y(r,0,¢, f) ec. (3.3), asi como la cuantizacién del campo gluénico (6.8). Hay
que recordar que se esta trabajando en la norma de Coulomb y que la componente cero del campo
gludnico no tiene cuantizacion ya que no existe momento conjugado de ella. Por estas razones el

Hamiltoniano de interaccion se escribe de la siguiente forma

= —g [ drl(ra- Alr)o(r) (@)
donde se usa la representacién de Dirac para las matrices a. El producto punto « - A(r) se escribe

de la siguiente forma

0 o-Ar)
a-Ar) = (G.2)
o-A(r) 0
con lo que el integrando del Hamiltoniano de interaccién se escribe de forma explicita de la siguiente

forma:

¢T(T)a ' A(T)’l’b(’l“) = "H(Ta 0/7 C,a f)O' : A(’l’)’po(’I‘, g,c, f)
+l(r,0' . flo - A(r)(r,o,c, f), (G.3)
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usando la convencién utilizada para el campo gludnico, esto es:
=> A°(r)Te. (G.4)
C

El factor o - A(r) en el Hamiltoniano de interaccién, es un operador que actia en el espacio de
espin y de color, por lo que, al estar entre dos campos fermiénicos se convierte en un elemento de
matriz de dichos espacios. A continuacién se muestra como calcular estos elementos de matriz tanto

en el espacio de espin como en el de color:

[a : A(r)g’} L= [25* : A(T)C’]U )

= Zf 1“1wa| o'y [A(r) )" (G.5)

=2 xL8- A,

donde el elemento de matriz del campo gludnico implica considerar el elemento de matriz de gene-
rador T¢ y por otro lado la componete (—pu) del campo gluénico implica considerar el componente

(—p) del armoénico esférico vectorial, [57]

/ 1 N(ENLl)J o5 . OE
A8 = 3 L (O 1,1)07)
| ! EN%:MC 200 1.1)s R V2TH1 e

Ty ()], [Te)? (87 SOEDIMC 4 g=(NEDIMC) (G.6)
con
(Telg = ((10)ez, (11)C[(10)er){(10)ITOV]][(10)) = VB(=1)*2((10)er, (01)22|(11)C)  (G.7)
Los arménicos esféricos vectoriales asi como el componente (—u), vienen dados por

Tyon(F) = Y (Lm, 1u|lJM)Ypn(7)E,

mp

Toon@)_, = > (~1) (L, 1| JM) Yy (7). (G.8)

m

Lo siguiente es considerar el lado derecho de la ecuacién (G.3) correspondiente al primer y
segundo integrando. La deducciéon para ambos es idéntica Unicamente cambiando los indices de
pseudo-espin de los operadores fermiénicos de % — —% y —% — %, para ello se introduce el indice

de pseudo-espin a = :l:%. Por tanto, el Hamiltoniano de interaccién se escribe de la siguiente forma
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Ho — —g / dript(r)o - A(r)p(r)

= —QZ Z Z Z Z <l1m17%0'1|j1)\1><l2m2,%0'2|j2)\2>

Cfa N1l1m10’161j1)\1 NQZQWLQO’QCQjQ/\Q mu ENLJM

x / r2dr Ry, (N 1157 R, (7) / AFY}, (F) Y201 (7) Yigry (7)

N{Nval)J QEL
= 2 1
/QQ(N,L,l)J sqri2J +
xv/3(=1)X<2((10)ey, (01)e3|(11)C)

f t S(N,L,1)JMC E;(N,L,l)JMC) —a(Nala, LYjaracaf
Xba(Nl,h,é)lelclf (ﬁ +B b 2 (G.9)

1 1
XVB(-1)1 (1, Sols01)

; (~1)*(Lm, 1l M)

donde la numeracion utilizada es simplemente para evitar confusién entre los indices de cuarks y
gluones. Para simplificar el Hamiltoniano de interaccion, es necesario notar que se tiene la integral
sobre la parte angular del producto de tres armdnicos esféricos, [58]. Dicha integral se puede escribir

como

/ d?yrfml ()Y (7)Yigm, (T) =

_ (_1)"“—’“\/(%2 FDCLH) o p 1) (150, 10[L0) (lama, by — ma|L — m)

™

(G.10)

Acontinuacién, se juntan todas las fases y los coeficientes Clebsch-Gordan que aparecen en las
ecuaciones (G.9) y (G.10), con la finalidad de usar la siguiente relacién para la suma del producto

de cuatro coeficientes Clebsch-Gordan

> (b8, eylaa)(ee, f|d6) (ee, bBlgn) (f, crlin) =
Byep

c b a
— Ve DA+ D+ D@+ 1) Y gn julKr)idd,aalK){ f e d b (G11)
Kk
J g K
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se tiene
motitoatlatli—L L. la+1—j 1 .
Z (=1)mereT TRl my, §U1|Jl)\1>(—1) 2T (ly — ma, 5 ~ o2lj2 — A2)
mi101MmMo0o2
1 1 )
X(lz — ma, llml\Lm><§ — 09, 501 ’jl/\1>
b g
= (=)L) +1)(2)2 + DL+ 1)(3) Y (Lm, 1u|Kr)(id, j2dol Ks) S L 0y jy
Kk
1 L K
(G.12)

Finalmente, usando reglas de ortogonalidad de los coeficientes Clebsch-Gordan y las propiedades de

los operadores bosoénicos, se llega al resultado final para el Hamiltoniano de interaccion:

Hiu = —g / drpt (r)o - A(r)(r)

= NZ
. aE o N,L1)J
=9 Z Z /errRNlll(r)jL(Q(N,L,l)JT)RNzh(T) L ( & )
aN;ly;m;ji\ioicif ENLIMC Q?N,L,l)J 2
EE TG E )
. 3 [+ 1)(2j2 + 1)(251 + 1)(2 + 1
—1)Xeg (1 )d2—A2+l2+1 2 J2 J1 1 1 .
(1D \/ZE\/ 2J +1 5 g
1 L J
X (120, 110|LO) (j1 A1, j2 — Ao|JM){(10)cy, (01)22|(11)C)
f t S(NLDJIMC | g(N,L1)JMC\ p—o(Nala,L)jarecs f
<L e (9 +6 )b 2 (G.13)

donde i=1,2 para los indices de cuarks.



Apéndice H

Estados Coherentes para el

Hamiltoniano Motivado de la CDC

En este apéndice se muestra el uso de estados coherentes como una técnica muy tutil para el
célculo de valores de expectacién y minimizacién de diversos operadores. En este sentido el presente
modelo consta de dos tipos de operadores, fermiénicos y bosdnicos, los cuales mediante el uso de
estados coherentes son valores de expectacién que conservan la informaciéon que el operador fer-
mi6nico(bosénico) tenfa consigo. Por dltimo, una vez que se expresa el Hamiltoniano motivado de la
CDC en términos de estos valores de expectacion, se procede a hacer la minimizacién con respecto
a estos valores de expectacion, encontrando asi la energia de minimizaciéon del Hamiltoniano en la

base de estados coherentes y el valor numérico para los valores de expectacion.

H.1. Estados Coherentes

La idea es encontrar un estado en donde el Hamiltoniano motivado de la CDC, el cual depende de
operadores de creacion y aniquilacion, tenga una representacién en términos de los pardmetros que
definen dicho estado. Si se define un estado que depende de un conjunto de parametros «, esto es |a);
los elementos de matriz del Hamiltoniano son funciones de estos parametro. Si se esta interesado en
encontrar el valor de expectacion minimo del Hamiltoniano, se debe hacer una minimizacién respecto

a dichos pardametros. Por tanto, se puede definir un estado (coherente) donde los operadores de
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creacion y aniquilacién pueden sustituirse por una constante y posteriormente hacer una expansién

alrededor del minimo, esto es

Ey = (g,a| H®',b,8",8) |g,a)
dd% =0=qo
(90, a0lb'|g0, a0) = qo = b — qo + 6b
(g0, ao|blgo, a0) = go = b — qo + db.

(H.1)

Se propone el estado (coherente)

lg,0) = NenBalg) | (H.2)

donde b' y BT representan operadores de creacién fermiénicos y bosénicos respectivamente. Debido

a que estos operadores conmutan, se pueden calcular las constantes de normalizaciéon por separado.

H.1.1. Constante de Normalizacion Bosonica

La constante de normalizacién bosénica se obtiene de pedir
* A T
NN (03B eax By |9y = 1, (H.3)

donde se ha omitido la suma sobre indice repetido. Por tanto, se usan las relaciones; edef =

1 . _liar gt . .
eA+B(3§[A’B], seguida de e85 = A B¢ 5lA"B ], lo que implica

NN ea§5A+aA/:6§/ B IOV 0y = ezlaal (0| eayﬁil—f—a;,@)‘ 10)
- e%\aﬂz(@‘eayﬁ;/eaiﬁxe*%wai{ﬁz/ﬂk]|®>
= el (H.4)
en consecuencia Nyjyon = e=3 alaal® Por otro lado, para la parte fermiénica del estado coherente

se considera que (g|g) = 1, esto es, simplemente se considera un estado de prueba que satisface las

condiciones de la ec. (H.1).
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H.1.2. Elementos de Matriz de Operadores Bosénicos

El elemento de matriz de un operador bosénico Op con respecto al estado coherente, ec. (H.2

), tiene la siguiente estructura

(¢.0] Oslg.a) = @mmuxwwzmmMm(wW*0mwwﬁ)ewﬂﬂw

— Ngluon<®‘ < Op + %[a;@)‘j OB] + %[aiﬁk, [G’NBX, OBH + ) eayﬁ)‘ ‘Q)
(H.5)

Como el Hamiltoniano depende solamente de los operadores fermiénicos y bosénicos, se estd in-

teresado en conocer los elementos de matriz de dichos operadores.

Op =43,

En este caso, el conmutador [ai,@’\, 62] = aj,, esto es, un numero y por tanto todos los demas

conutadores son cero. Finalmente, se tiene
’ by %
(alB}|a) = Nytuon (018}, + a;) e |a) = a; (IL6)

por tanto, al trabajar con el estado coherente, ec. (H.2), simplemente se hace la sustitucién ,BL — aj,.

Op =p"

oF

Para calcular este elemento de matriz, se usa la relacién [8", F(81)] = P ik por tanto,
* QA T
(alBla) = Nl gres P )
* A t
= N2<@’ea/\ﬁ iea/\'ﬁk’WD
08},
o (H.7)

Finalmente, el elemento de matriz de un operador bosénico mas general se escribe

(qalB}, B}, B".B"2qa) = ay, .a;,, 0.0 (H.8)
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H.1.3. Elementos de Matriz de Operadores Fermiénicos

El caso de elementos de matriz de operadores fermiénicos debe hacerse con mayor cuidado ya que
las variables por las que sustituye un operador fermidénico al usar estados coherentes son variables
de Grassmann. Hacer un andlisis detallado de estados coherentes y propiedades de las variables de
Grassmann estan fuera de contexto en este trabajo, por lo que simplemente usaremos las propiedades

de los estados coherentes en el caso fermidnico. Por tanto,

(g,alb"|q,0) = q. ,

(g,albl|g.0) = ¢; ,

donde el elemento de matriz de un operador fermionico mas general esta dado por:

(g, Q]bLl "bLnl b b2 |g,a) = q;*u ..q;nl Quy - Guy, (H.10)

H.2. Estrategia de Minimizacién

Como se menciond en la seccién H.1, al trabajar el Hamiltoniano de la Cromodindmica Cuéntica
con estados coherentes, basicamente se debe sustituir los operadores por variables. Estas variables
se han denotado g, y a, para los operadores de cuarks y gluones respectivamente. Los indices v y p

son una notacién corta para referir a los nimeros cuanticos que caracterizan a dichos operadores.

H.2.1. Consideraciones para el uso de Estados Coherentes

A diferencia del caso puramente de cuarks, el incluir gluones al modelo complica la posibilidad
de obtener una solucién analitica o semi-analitica. Con la finalidad de buscar dichas expresiones
analiticas, es que se hacen varias aproximaciones, las cuales se mencionan a continuacién asi como
el porque de cada una de ellas.

1) El sector de cuarks se va restringir a una columna de espin total fijo, para trabajar las energias
mas bajas se debe tomar el espin total j = %

2) Se va a restringir a los cuarks a que solo puedan ocupar los dos niveles mas bajos, esto es, el

primer estado s y el primer estado p. Esta aproximacion, restringe a un nimero finito de operadores
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de creacién y aniquilacién de cuarks, los cuales serdn remplazados por variables:

b_%(0707%)%)‘cf — q].,)\Cf

t *
5100, yixes  diacs

T *
81005 bref  Bcs

ps(LL)sAef _, Ui

} *
Pl brer 7 Gires

(H.11)

recordando que el primer indice en los operadores indica el pseudo-espin para el cual (—%) indica
estados de energia negativa y (—1—%) estados de energia positiva.
3) Para el caso de gluones se restringe a un nivel de gluones. Para este nivel se considera el nivel

mas bajo, el cual corresponde a

IBT e N a*
(1,0,1)1MC MC

5(61,0,1)1MC — amMc (H.12)

4) En el espacio de color de gluones se hace la aproximacién YCgl“O” = 0, la cual consiste en
considerar ciertos componentes del gluén. Esto debido a que por un lado la dimensién del espacio de
Hilbert puede ser muy grande y por otro lado, se tiene una soluciéon semi-analitica para el sector de
cuarks por lo que la primer bisqueda corresponde a una correccién semi-analitica a dichas soluciones.
Esta restriccién influye fuertemente en los términos del Hamiltoniano de Coulomb, ecs. (H.21), (H.22)
asi como el Hamiltoniano de interaccién efectivo a través de los coeficientes de Clebesh-Gordan de
SU(3). En el resto de los términos que constituyen el Hamiltonniano de la Cromodinamica Cudntica

efectivo, esta restriccién no influye. Posteriormente, se investigara como relajar esta aproximacion.
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H.3. Hamiltoniano Efectivo con Estados Coherentes

Se presentan los diferentes términos que constituyen al Hamiltoniano motivado de la Cro-
modindmica Cudntica en la Norma de Coulomb. Se han considerado hasta el momento cuatro
parametros v, Re, Vo v g, donde el primero de ellos corresponde al pardmetro de confinamiento
de cuarks, el cual tiene unidades de uno entre longitud al cuadrado. El segundo es el radio de la
esfera donde se ha confinado a los gluones, sin embargo v y R, se pueden relacionar al hacer los
cédlculos numericos, reduciendo asi, el nimero de parametros a tres. El tercer parametro, Vj, cor-
responde a la aproximacién hecha entre la interaccién de las densidades de carga de color en el
Hamiltoniano de Coulomb. El cuarto pardametro es la constante de interaccién fuerte g. En este
caso se pueden relacionar estos dos parametros, ya sea mediante el método de minimizacién 1 o el
método de minimizacién 2 descritos en el capitulo 8. Mediante los métodos de minimizacién 1 y 2,
se restringe el nimero de parametros a dos, pues se hace Vp(g) y se asigna un valor promedio a Vj
respectivamente.

A continuacién se presenta el Hamiltoniano efectivo, motivado de la Cromodindmica Cuéntica
que se trabaja, con la finalidad de estimar el valor de expectacién de los operadores bosénicos al

usar estados coherentes.

H.3.1. Término Cinético de Cuarks

El término cinético de cuarks efectivo tiene la siguiente estructura:

_ j f ~3(N'j=g.3)ixef 4 pf 3(N'j=3.3)30ef
Ky = D uw [b;(N,ﬁ;,g)jAcfb PR Ab vt e?T T
N'NjAcf
iy | pt —3(Ng+3.5)ixef ot 3(Nj+3.3)ixef
* N,%f(kw) [bé(N’,jéé)jx\cbe SR
jAe
(H.13)

Al considerar las soluciones del oscilador arménico en tres dimensiones como base de expansion, el

término cinético de cuarks efectivo toma la siguiente forma:

N+1 . 3 . 3
N—-j+35 N+j+35
K, = \ﬁz Z Z \/ #25N’,N+1 +1 #5NQN—1
jref N N'=N-1
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t 3(Nj=53.5)ixef | ptf 5 (N'j=3,3)ixef

[b ATV LR LFTMIRRIWL
N+1
N-—j+3 N +j +3
VI D YTy vt Ty v

jixef N N'=

t 3(Nj+5.5)ixef | pt 3(N.j+5.5)ixcf
[b gy iaer 2T Bl TS ]

(H.14)

donde /7 es el factor de confinamiento de cuarks, esto es, el ancho del oscilador armoénico.

H.3.2. Término de masa de Cuarks

El término de masa de cuarks efectivo es el siguiente

H,, - / dap () Bmonh (x)

_ $(N"j—%.5)iref _ pt —5(N"j=5.3)ixef
= ST S (Wl I 0 i

7] b
i e N1=j-1 3
bl L(NG+1.5)ixef _ T — LN+, Lyjes
EDHISS (; T Lt S ST TN Lo
J Acf N= ]—‘,—

(H.15)

donde AN = AN’ =2y se ha tomado my = 0,008GeV .

H.3.3. Hamiltoniano de Coulomb

El Hamiltoniano de Coulomb para el caso en que se incluye a los gluones, corresponde a la

interaccion entre dos densidades de carga de color total, esto es, la densidad de carga de color de

quark) gluon

cuarks (p més la densidad de carga de color de gluones (pg *“"). Se modela la interaccién entre

estas densidades de carga a través de una constante Vj, por lo que el Hamiltoniano de Coulomb tiene

la siguiente estructura:

HCoulomb = /dwyz Xapa Opﬁ(y) (H16)



APENDICE: H 160

donde p,(x) = pd"“™*(x) + pd“"(x). Las densidades de carga de color de cuark y de gluones estdn

dados en componentes esféricos por

pZ““”"’“( ) = ¢! (@) Tuyp(@);
paluon (g 32 1,1)b, (1,1)e|(1, 1)a) Ap() - T (z). (H.17)

Se puede descomponenr el Hamiltoniano de Coulomb en cuatro términos, esto es

Hcouomy = Vo Z(— ) /dxdypquark( )p%uark(y)

a

+ Y0 [ dedypp et @)ed " )

a

+ Vo) (-1 / dadypd" (x) pd" """ (y)

a

N [ ey @ ) 11

a

Finalmente, el Hamiltoniano de Coulomb efectivo tiene la siguiente estructura:

HCoulomb = HCoulomb + 2I{C’oulomb + H (ng)

C’oulomb

HC’TJulomb = 3‘/0 Z Z

aNilijidicr f o/ N3lsjsisca f’

T a(Ni,hH)jideafpt o/(N3,l33)jsAsct f!
(ba(Nhllé)jl)\qub ’ b (N37l32)J3>\302f’b ’ >

S YD

aNilijidicif o/ N3lzjsscs f/

¥ (N1, hi Jiidren fpt a/(N3,l31)j3)\3c3f’
<ba(N17l1§)j1>\1C1fb ’ b (N3,Z32)]3)\303f/b 2 ) (H.20)

HquZlomb = 3%22 Z Z ZZ XCQ( 1)Xb

a aAf Nilij1 ENLJM cic2 be
((10)e1, (01)e2|(11)a){(11)b, (11)c|(11)a)

<bTOé(N1,l1,%)jl)\clfba(Nhll’Q)jl)\CQf> <(52 + Q,BTE(N,L,1)JMC5£;(N’L’1)JMI7> (H.21)
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HES S = 30> Y Y Y (== (=1

a ENLJM Z'N'L'J' M’ bede
((11)b, (11)c|(11)a)((11)d, (11)e|(11)a)

(52 + 2BTE(N,L,l)JMcﬁE;(N’L’l)JMb) (53 + 281 (N’,L’,l)J’M’e:@E (VWL T M d)

(H.22)
H.3.4. Término Cinético de Gluones
El término cinético de gluones consta de los siguientes dos términos:
1 2 1 2
Hg on = 5 deIl*(xz) — 3 drA(x) - V°A(x). (H.23)
con lo que el término cinético efectivo de gluones viene dado por
= = = 1
= = =;(N,L,1)JMC
H giyon = Z Qv,L,1)s </8](LN,L,1)JMCB (WL:1) + 2) (H.24)
ENLJMC
H.3.5. Hamiltoniano de Interaccién
El Hamiltoniano de Interaccion viene dado por
Hi =g [ dov)@)a- Ay () (H.25)

y el Hamiltoniano de interaccion efectivo se escribe como

Huw = —g / dzl (z)ox - Az ()

N
* . = « N,L,1)J
= Y > 3% /errRNlh<r>yL<Q<N,L,1)Jr>RN212<r> L) (LD

a Nijihlicr Najodalacaf ENLIMC Q(EN7L71)J RZ
(202 + 1)( )( )(2h +1) Ll

3 I . 200+ 1) (252 + )21+ 1) (201 + 1
—1)eetiti2=A2_1)Xe2 (1,0. 110l L \/ 1 .
X\/ZE( ) ( ) 2< 207 10| 0> 2J +1 2 ll N
1 L J

(711,42 — A2| JTM)((10)cy, (01)c2|(11)C)

bL(Nl,h,%)jl/\lclf (IgTE;(N,L,l)JMC " IBE;(N,L,I)JMC) p— (N2 2, 1)jaaca f (1.26)



Apéndice 1

Programas Utilizados

I.1. Programas .FOR y .EXE Utilizados

Los programas que se mencionan en esta seccién estan escritos en lenguaje FORTRAN y son

bibliotecas accesibles. A continuacién, se menciona su funcién y el objetivo para el cual se utilizaron.

I.1.1. SU2-WIG.FOR (.EXE)

Este programa SU(2)-WIG.EXE, calcula los coeficientes Clebsch-Gordan de SU(2). La utili-
dad de este archivo en el actual trabajo aparece al ser necesario calcular diferentes coeficientes
de acoplamiento. El archivo SU2-WIG.FOR, se utiliz6 en los primeros intentos por diagonalizar el
término cinético de cuarks en donde se programé en lenguaje FORTRAN los elementos de matriz
del término cinético de cuarks para dos niveles orbitales considerando un grupo SU(2) de color para

cuarks, [68].

1.1.2. SU2-3]J.FOR (.EXE)

Este programa SU2-3J.EXE, calcula los coeficientes-3J de SU(2). Se puede carecer de este archivo
ya que se puede pasar de un coeficiente Clebsch-Gordan a un coeficiente 3J, sin embargo en algunos
casos se utilizd. El archivo SU2-3J.FOR, también se utilizé en los primeros intentos por diagonalizar

el término cinético de cuarks, [68].
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I.1.3. SU2-6]J.FOR (.EXE)

Este programa SU2-6J.EXE, calcula los coeficientes-6J de SU(2). La utilidad de este archivo
aparece una vez que se tienen reacoplamientos o bien productos de tres o cuatro coeficienietes
Clebsch-Gordan que se puedan reescribir como un coeficiente-6J. El archivo SU2-6J.FOR, también

se utilizé en los primeros intentos por diagonalizar el término cinético de cuarks, [68].

I.1.4. SU2-9J.EXE

Este programa SU2-9J.EXE, calcula los coeficientes-9J de SU(2). La utilidad de este archivo
aparece una vez que se tienen reacoplamientos o bien productos de cuatro o seis coeficienietes Clebsch-
Gordan que se puedan reescribir como un coeficiente-9J. Especificamente, se utilizé este programa

para calcular los posibles coeficientes-9J del término de interaccion.

I.1.5. su3su2cg.exe

Este programa su3su2cg.exe, calcula los coeficientes Clebsch-Gordan reducidos de SU(3), dejando
unicamente por calcular los coeficientes Clebsch-Gordan de SU(2) para la representacién de iso-espin
de color. Se utilizé este programa para calcular todos los coeficientes de SU(3) que aparecen tanto en
el Hamiltoniano de Coulomb como en el Hamiltoniano de interaccién. La necesidad de este programa

fue inmendiata una vez que el modelo se extendio de un grupo SU(2) a un grupo SU(3) de color.

I.2. Programas de Mathematica

Se han escrito dos programas en Mathematica, el primero de ellos, soluciones — af — BC'S.nb
resuelve el sistema de ecuaciones cuadraticas y bilineales necesarias para diagonalizar el sector de
cuarks. El segundo de ellos, PROGRAMA DE MINIMIZACION DEL HAMILTONIANO EFECTI-
VO MOTIVADO DE LA CDC, genera los valores de expectacién de los operadores fermiénicos y
bosonicos cuando se utilizan estados coherentes como estado de prueba. En las siguientes subsec-

ciones se presentan dichos programas y se describen sus funciones.
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I.2.1. Programa: Solucién Ecuaciones Cuadraticas y Bilineales

PROGRAMA : soluciones - af - BCS.nb

Explicacion :
Todos los comandos se pueden consutar en el Help de Mathematica. Es por eso que Unicamente se
indica el significado de los campos y funciones que se definen a través del programa.

1. - Nle: Este valor es corte en el nUmero de niveles considerados, por ejemplo,
el caso dos niveles correspondiente a un nivel sy un nivel p
(4 niveles pues se trabaja en la descripcion de Dirac ), implica Nle = 2.
2. - El campo solucasu,
almacena los coeficientes de interaccion diagonales "k "k =ksol " obtenidos

al resolver las ecuaciones cuadraticas y bilineales.
1
3. - j = , indica el espin total que se esta considerando. Este valor depende
2

de que columna de espin total se este trabajando en el sector de cuarks.
4. - k[nu_, nd _] : es una funcién que se evalua en el programa
una vez que se especifiquen los argumentos nd y nu.
Esta funcién corresponde a las interacciones obtenidas al

trabajar en la base de oscilador arménico " k NIV
5. - El campo inde, almacena todas la parejas de valores {iu, id } posibles,
correspondientes a” N "y" N " " de la base original.
6. - El campo indedo, almacena todas las parejas de valores {iu, id } posibles,
correspondientes a” k "y" q " de labase - af.
7 . - El campo kas, almacena los coeficientes " k NN para cada Nle que se considera.
8. - La funcioén kt [km], generalos" k _kq
9. - ortoga Yy ortogb impone las condiciones de ortogonalidad de las matrices " ay" B "
10. - eqar junta las condiciones de ortogonalidad ortoga,
ortogb de las matrices " a ", " B " con las condiciones " k _kq =0 ",
para formar el sistema de ecuaciones cuadraticas y bilineales.
11. - err =1, esun discriminante y mientras éste se cumpla,
solna va dar las soluciones a las ecuaciones cuadraticas y bilineales.
Estas soluciones corresponden a encontrar los elementos de las matrices A [, 1yBI[, 1
alrededor de puntos aleatorios Ao [, 1yBol[, 1 (fian, contendra el listado de variables
y el punto respectivo alrededro del cual se busca dicha solucion ) respectivamente.
12. - ksol, dalos valores de " k Tk 20 ",
el factor 0.3287 viene de considerar un radio de bolsa de 0.6 fm,

el cual se puede cambiar si se considera una bolsa diferente.

COMPLEMENTO : Energias

Explicacion :
El complemento " Energias

calcula los dngulos de Bogoliubov teniendo todos los " k w " = ksol hasta el corte Nle.
Estos angulos se obtienen de resolver
numericamente el gap y son almacenados en el campo ANGLETABLE.

Posteriormente, se calculan las energias energiakk para 2, 4, 6, ..., Nle .
1 1
Al resultar degeneradas las energias para los estados con j - 5 yij + 5
. . i Nle
el caso de 2 niveles da 1 valor, 4 niveles da 2 valores, ....Nle niveles da 5 valores.

Las energias son almacenadas en el campo Energia y el orden en el que
el programa arroja los resultados es de tipo escalera como en la tabla 8.1.
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Timing [Nle =0;
solucasu = {};
Do[
M= Nle /2;
j =172
k[nu_, nd _]: = KroneckerDelta [nd,nu +1] Sqrt [(nu-j +3/2) /2] +
Sqrt [(nu +j +3/2) /2] KroneckerDelta [nd, nu -17;
inde = {};
Do[Do[AppendTo [inde, {iu,id }1, {id,iu -1, Min [iu +1,2M -11,21}1, {iu,1,2M,2
indedo = {};
Do[Do[AppendTo [indedo, {iu, id }], {id, iu, Min [iu +1, M1}1, {iy, 1L, M 3}71;
kas = {};
Do[AppendTo [kas, k [inde [[kk, 1 11,inde [[kk, 2 1111, {kk, 1, Length [inde 1}1;

Do[
kt [km] = Sum[ kas [[kk 1] Alindedo [[kk, 1 1], km] B[indedo [[kk, 2 11, km1], {kk, Length
{km, 1, M }1;

ortoga = Flatten [Table [Table [Sum[ATlip, kk 1 A[jp, kk 1, {kk,1, M }] ==
KroneckerDelta  [jp,ip 1, {jp,ip, M 31, {ip, 1, M }I1I;
ortogb = Flatten [Table [Table [Sum[B[ip, kk 1 B[jp, kk 1, {kk, 1, M }] == KroneckerDelta

{ip,ip, M 31, {ip, L, M }11;

s
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[inde 131,

[ip, ip

1

egar =Join [Flatten [Table [Table [Sum[ kas [[kk]] A[indedo [[kk, 1 1], jp 1 B[indedo [[kk,2 11,ip 1,

{kk, Length [inde 1}] =0, {jp,ip +1,M3}1, {ip,1, M -1}11,
Flatten [Table [Table [Sum[ kas [[kk 1] A[indedo [[kk, 1 11, ip ] B[indedo [[kk, 2 11,jp 1,
{kk, Length [inde 13}]1 =0, {jp,ip +1,M}], {ip,1, M -13}11, ortoga, ortogb 1:
err =1;
Quiet [While [err ==1,
err =0;

Ao = RandomReal [{-1,1 }, {M, M}];
Bo = RandomReal [{-1, 1 }, {M, M}J;

fina =Join [Flatten [Table [Table [{A[jp,ip 1,Ao0 [[jp,ip 11} {p,1, M 3}1, {ip,, M 3}1,11,

Flatten [Table [Table [{B[jp,ip 1,Bo [[jp,ip 11} {jp, L, M }I, {ip, 1, M }1,117;
solna = Check [FindRoot [egar, fina 1,err =1111;

ksol = Sort [Abs[Chop[.3287 Table [kt [kk], {kk, 1, M }] /.solna 1]11;

AppendTo [solucasu, ksol 1;» {Nle, 2,16,2 }]1]
(*COMPLEMENTO: Energias =)
Ks = Flatten [solucasu 1;
edos = Dimensions [{Ks}];
ANGLETABLE= {};

Quiet [

Do[gap = NSolve [(KS[[i1]) * (((Cos[x])”"2) - ((Sin [x])"2)) -2 %0.008 = Sin [x] Cos[x] ==0, X ];

AppendTo [ANGLETABLE, {gap[[3,1,2 11}1:;, {i,1,edos [[2]1]1,11}]1]
tetakk = Flatten [ANGLETABLE;
Energia = {};
Do[energiakk = (2 (KS[[W]]) *Sin [tetakk [[w]]] » Cos[tetakk [[w]]] +
0.008 = (((Cos[tetakk [[W]]1]1)”"2) - ((Sin [tetakk [[W]1])"2)));
AppendTo [Energia, {energiakk 1}1;, {w, 1, edos [[2]],1 }1;
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1.2.2. Programa de Minimizacién del Hamiltoniano de la CDC

(*
PROGRAMA DE MINIMIZACION DEL HAMILTONIANO EFECTIVO Y MOTIVADO DE LA CDC

EXPLICACION DEL PROGRAMA:
En este programa se hace la minimizacién variando la constante de interaccién fuerte, g.

2
Se ha hecho la consideracion de que V 0:%, h =2.

Los campos Qa, Qb describen las variables
correspondientes a estados s y p de energia negativa respectivamente.
Los campos Qc, Qc describen las variables correspondientes
a estados s y p de energia positiva respectivamente.
El campo Gluon representa el componente gluonico que se esta considerando
El campo Valores guardara para cada valor de
g considerado por el programa los valores de espectacion
tanto de los operadores fermi6nicos como bosonico.
El campo Lista guarda los cvalores de la energia de minimizacién,
el valor de espectacion del gluon en el minimo correspondiente,
la correccion a las energias -aB-BCS dadas por este método,
y por ultimo el valor de g correspondiente de cada minimizacion realizada.
Los valores obtenidos de la minimizacion, esto es,
la energia minima y los valores de espectacion
fermidnicos y bosonicos estan contenidos en EO.
El valor asignado a k =1, este simplemente es un factor con el
que se podr”ia controlar de mejor forma al programa.
*)
Qa= Array [aass &, {2,3,2 }]
{{{aa111 ;@a 112 }, {@a121 ,@a 122 }, {aai31 ,8a 132 }},
{{aaz211 ;8@ 212 }, {@dz221 ,@a 222 }, {@adz31 ,a@a 232 }}}
Qb= Array [bbu: & {2,3,2 }]
{{{bby11 ,bb 112}, {bbiz1 ,bb 2>}, {bbyz1 ,bbaizz }},
{{bbz11 ,bb 212 }, {bbo21 ,bb222 }, {bbz3s ,bbzs2 }}}
Qc=Array [CCux &, {2,3,2 }]
{{{cc111 ,cC 112 }, {CC121 ,CC 122 }, {CC131 ,CC 132 }},
{{cC211 ,CC 212 }, {CC221 ,CC 222 }, {CC231 ,CC 232 }}}
Qd = Array [ddus &, {2,3,2 }]
{{{ddy11 ,dd 112 }, {ddyps ,dd 122 }, {ddyg1 ,dd 132 }},
{{dd211 ,dd 212 }, {ddz21 ,dd 222 }, {dd231 ,dd 232 }}}
Gluon = Array [90.s & {1,11}]

{{9911 }}
Lista = {};
Valores = {};
g=00;

h = 2.0;

k = 1.0;
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QJiet[

Do[Eo

= Fi ndM ni m,lm[{—e. 5 *i‘.i‘.

3 xg?
+ 2= .
h

g?
—_—
h

2

2

X=ic=1f

A, ¢, f11 +QA[[A, ¢, T1]1*xCdL[[A, c, T1]1 +QO[[A, ¢, F1]1xOLLA, c, T11)))

2 2 3 3 2 2
S>> >N >N > (A1, c1, 111 xd[A2, ¢1, 211 =

AZ=1Al-1c¢2=1c1=1f2=1f1=1

2

Kr oneckerbDel ta[Al, A2] = KroneckerbDeltal[f1l, f2]

+ QA[[A2, c2, f2]] >»d[[Al, c1, f1]] >»d[[Al, c2, f1]] >»dD[[A2, c1, f2]
Q@ [[A2, c2, 211 *xQ[[ALl, c1, f1]1]1 *xQ[[Al, c2, f1]1]1 *xQC[[A2, c1, f2]1]
+CQc[[Al, c1, f1]1] »Qx[[A2, c1, f2]] »KroneckerDeltal[Al, A2] =

Kr oneckerbDel ta[fi, f2]

+ Q@ [[A2, c2, f2]] «Qx[[Al, c1, f1]] *xQc[[Al, c2, fT1l]] >~ [[A2, c1, f2]] +
d[r[a2, c2, f211 *Qx[[Al, c1, f1]1] *Q[[Al, c2, T1]] ~d[[A2, c1, f2]]
+M[[Al, c1, f1l]] ~Qa[[A2, c1, f2]1] *x[[ALl, c2, fl]l]l~Qa[[A2, c1, f2]] +
d[[Al, c1, f1]] ~d[[Al, c2, T1]] »KroneckerbDeltal[cl, c2]

+d[[Al, c1, f1]1] *xQ[[A2, c1, f2]] ~A[[Al, c2, fT1]1] >»Q[[A2, c1, F2]] +
d[[aAl, c1, f1]]1] ~dD[[Al, c2, f1]] »KroneckerbDeltal[cl, c2]

+Q[[Al, c1, f1]1] «Q@[[A2, c1, f2]] *xQC[[Al, c2, f1]] »@L[[A2, c2, f2]1] +
x[[Al, c1, f1]] ~x[[Al, c2, f1]] ~KroneckerbDeltal[cl, c2]

+Q[[Al, cl1, f1]] ~Qa[[A2, cl1, f2]] > [[Al, c2, fl1l]]l ~Qa[[A2, c2, f2]1] +
[[A1l, c1, f1]1]] »Qxc[[Al, c2, f1]] ~KroneckerbDelta[cl, c2]

+Qa[[Al, c2, f1]] »D[[A2, c2, f2]] +~CQa[[Al, c1, f1]1] »d[[A2, c1, f2]] +
d[rraz2, c2, f211 «xd[rra2, ci1, f21]1 ~KroneckerbDelta[cl, c2]

+Qa[[Al, c1, f1]] ~Qa[[A2, c2, f2]] » KroneckerDeltal[Al, A2] =

Kr oneckerbDel ta[fi, f2]

+Qa[[A2, cl1, f2]] «xQa[[Al, c2, fl1l]l]] ~CQa[[Al, c1, fl]l]] ~CQa[[A2, c2, f2]] -
Q[[Al, c2, f1]] ~CQa[[Al, cl1, f1]] ~KroneckerbDelta[cl, c2]

—Q[[A2, c1, f2]]1 ~@a[[A2, c2, f2]] » KroneckerDelta[cl, c2] +

Kr oneckerbDel ta[cl, c2]

+Qa[[Al, c2, f1]1] *QC[[A2, c2, f2]] ~@[[Al, cl1, f1]1]1 *xQC[[A2, c1, f2]1] +
QC [[A2, c2, f2]] *» X [[A2, cl1, f2]] »KroneckerbDelta[cl, c2]

+ @[[A2, cl1, f2]]1 ~Q@a[[Al, c2, f1]] ~Q@a[[Al, c1, f1]1] «xQ@[[A2, c2, f2]1] —
Qal[[Al, c2, f1]] ~CQa[[Al, c1, f1]] ~KroneckerbDeltal[cl, c2]

—Qb[[Al, c2, fT1]1] »[[ALl, c1, f1]] »KroneckerDeltal[cl, c2] +

Kr oneckerbDel ta[cl, c2]

+Qaf[[Al, c2, f1]1] «QA[[A2, c2, f2]]1 ~@[[Al, c1, f1]] »xQ@D[[A2, c1, fF2]] +
d[rraz2, c2, f211 «xd[rra2, ci, f2]1] ~KroneckerbDelta[cl, c2]

+Qaf[[A2, cl1, f2]] »Q[[ALl, c2, f1]] *xQ[[Al, cl1, fl1]]l] ~Qa[[A2, c2, f2]1] —
I[[A1l, c2, f1]] »DPL[[AL, cl1, f1]] ~KroneckerbDelta[cl, c2]

—Qal[[A2, c1, f2]] ~Qa[[A2, c2, f2]] ~KroneckerDeltal[cl, c2] +

Kr oneckerDel taf[cl, c2]

+ Q[[ALl, c2, f1]] »QC[[A2, c2, T2]] *x[[Al, c1, f1]] »C[[A2, c1, f2]1] +
QC [[A2, c2, f2]]1 X [[A2, cl1, f2]] ~KroneckerbDelta[cl, c2]

+ Qo[ [Al, c2, T1]1] »QO[L[[A2, c2, f2]] »KroneckerDeltal[AaAl, A2] =

Kr oneckerbDel ta[fi, f2]

+ @Q@[[A2, c1, f2]] »Q@[[AL, c2, f1]] *xQ@I[[Al, c1, f1]1] »xQ@[[A2, c2, f2]1] —
OL[[AL, c2, f1]] ~DO[L[[ALl, c1, f1]] ~KroneckerbDeltal[cl, c2]

—QOb[L[[A2, c1, T2]1] »DI[[A2, c2, f2]] » KroneckerDeltal[cl, c2] +

Kr oneckerbDel ta[cl, c2])

[
+

2 2
> > (@rAal, cl, 111 xQd[[A2, c2, f21] =

AZ=1Al-1c¢2=1c1=1f2=1f1=1

Kr oneckerbDel ta[Al, A2] »KroneckerbDelta[fl, f2] « KroneckerbDel ta[cl, c2]
+QA[[A2, c2, f2]] >»d[[Al, c1, f1]] >»d[[Al, c1, f1l]] > dD[[A2, c2, f2]] +
Q[[A2, c2, f2]1] *[[ALl, c1, f1]1] *Cd[[Al, c1, f11] *QC[[A2, c2, f2]]
+CQc[[Al, c1, f1]1] »Qc[[A2, c2, f2]] »KroneckerDeltal[Al, A2] =

Kr oneckerbDelta[fl, f2] « KroneckerbDel ta[cl, c2]

+ Q@ [[A2, c2, f2]] «Qx[[Al, c1, f1]] *~Qc[[Al, c1, fF1l]] ~xx[[A2, c2, FT2]] +
drra2, c2, f211 @ [[Al, c1, f1]1] QX [[Al, c1, f1]] ~D[[A2, c2, f2]11]
+Q@[[A1l, c1, f111 ~»@D[[Al, c1, f11] +AD[[Al, c1, f1]1]1 =

Q[[A2, c2, f2]]1 >»d[[Al, c1, fl]] ~xQa[[A2, c2, f2]]
+d[[ALl, c1, f1]1] «+Cd[[ALl, c1, f1]1] +[[Al, c1, F1]] =

QDL[[A2, c2, f2]] »A[[Al, c1, f1]1]1 ~Q[L[[A2, c2, f2]1]
+Q[[Al, c1, f1]]1 Q@ [[Al, c1, f1]] +QC[[Al, c1, f11]

DL[[A2, c2, f2]] »Qx[[Al, cl1, f1]] «x[[A2, c2, f2]]
+Q@[[Al, c1, f1]1 ~x[[Al, c1, f1]1] +x[[Al, c1,

Q[[A2, c2, f2]11 *QxC[[Al, c1, f111 ~Q@[[A2, c2, f211]
+QA[[A2, c2, f2]] *xD[[A2, c2, f2]] +Q@af[[Al, c1, f1]1]

QA[[A2, c2, f21] ~Q@a[[Al, c1, f11] «xQMA[[A2, c2, f27]]
—@[[A2, c2, f2]] ~@[[A2, c2, f2]] +1 -Qa[[Al, c1, f1]] ~Q@a[[Al, c1, f111
+Qaf[[A2, c2, f2]1]1 ~Q@[[Al, c1, f1]] ~Q@a[[Al, c1, f1]] ~Q@a[[A2, c2, f2]]
+Qa[[Al, cl1, fl1]]l ~CQa[[A2, c2, f2]] =

Kr oneckerDel ta[cl, c2] »KroneckerDeltaf[Al, A2] =« KroneckerbDelta[fi, f2]
+QI [[Al, c1, f1]1]1 QX [[A2, c2, f2]]1 ~Q@[[Al, c1, f11]1 =

Q@ [[A2, c2, f2]] + QX [[A2, c2, f2]] *xQ@C[[A2, c2, f2]1]

—@[[A2, c2, f2]]1 «xDL[[A2, c2, f2]] +1 -Q[[Al, c1, f1]] ~Q@[[Al, c1, f171]
+ Q@[[A2, c2, f2]]1 ~Q@[[Al, c1, f1]] ~Q@[[Al, c1, 111 »Q@[[A2, c2, f2]1]
+QD[[A2, c2, f2]] »D[[A2, c2, f2]] +

QOL[[AL, cl1, f1]] ~d[[A2, c2, f2]] xCO[L[AL, c1, fl]] >~xd[[A2, c2, f2]]
—@[[A2, c2, f2]]1 ~@[[A2, c2, f2]] +1 -—Qo[[Al, c1, f1]] =

QO[[A1l, c1, f1]1] ~»KroneckerbDeltaf[cl, c2]

+Qa[[A2, c2, f2]1] «Q@[[AL, c2, f1]] *xQ@[[Al, c1, f1]]~Q@a[[A2, c2, f2]]

+ Q@ [[A2, c2, f2]] *xQX[[A2, c2, f2]] +

Q[[Al, c1, 111 *QX[[A2, c2, f2]1] *xQ@I[[Al, c1, f1]] *xX[[A2, c2, f2]11]
—@[[A2, c2, f2]1] »@DL[[A2, c2, f2]] +1 -—Q[[Al, c1, f1]] »xQ[[Al, c1, f1]1]
+CQo[[Al, cl1, f1]] «xQ[[A2, c2, fF2]] =

Kr oneckerbDel ta[Al, A2] »KroneckerbDelta[fl, f2] « KroneckerbDel taf[cl, c2]
+ QDL[[A2, c2, f2]11 »QI[AL, c1, f11]1 ~ILL[AL, c1, f111 ~DL[A2, c2, f211)

*

-
R
—
—
*

*
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((0. 4026 » (X [[A, c, T]1]1*xCC[[A, c, f]1]+Cal[A, c, Tl1l=~Call
-1
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1 1 1
*1-032*22 [Gl uon[[M Iz]]G uon[[M I2]1] +5]

M=l z=1

2 2

2
+kxg»0.05452 % > 3" S (((-1)¥'a) » ((-1H)M7Y) w
A=11z,=1f=1
C ebschGordan[{1/2, (A1 -(372))}, {172, =(A1-(372))}, {1, A1 -21}] *
Cl ebschGordan[{1/2, (lz -(372))}, {172, =(lz -(372))}, {1, Iz =12131=*
Auon[[Axs -1 +1, Iz -1z +11]1 % ((0.4999 x QA [[A1, Iz, F11*QC[[A1, Iz, f1]1) -
(0. 490066 * U [[A1, |z, F11*Q[[A1, Iz, T11)
+ (0.509933 xQaf[[A1, Iz, fF11*Q[[A1, Iz, f11) + (0.4999 *x QO[[A1, |z, F1]1=*
@[, Lz, f11) + (0.4999 x Q@ [[A1, Iz, f11+Q[[A1, |z, f11)
+ (0.509933 x Q@ [[A1, lz, f11*Q@[[A1, Iz, f11) - (0.490066 «x Q[[A1, |z, 11«
QA[[A1, 1z, f11) + (0.4999xQaf[[A1, Iz, f11+Q[[Ag, |z, f]])))

2 2

2
+k *g % 0. 05452*2 Z Z(((-l)z"zl) * ((-1)1M) »
Amllz=1f=1
d ebschGordan[{1/2, (A1-(37/2))}, {172, —=(A1-(372))}, {1, A1 -21}] *
Cl ebschGordan[{1/2, (lz, -(3/72))}, {172, =(lz -(372))}, {1, Iz -121}1
* ((0.4999 x QA [[A1, Iz, fI1*Qduon[[Ag-A1+1, Iz -1z +111*Q[[A1, |z, F11) -
(0.490066 » A [[A1, |z, fll*Guon[[A1 -1 +1, Iz -1z +111*Q[[A1, |2, T11)
+ (0.509933 xQaf[[A1, |z, fll*duon[[Ax -1 +1, Iz -1z +111*xQC[[A1, |z, f11) +
(0.4999 x QO [[A1, lz, fll1*Quon[[As -1 +1, lz =1z +1]11*Qa[[A1, |z, f11)
+ (0.4999 x [[A1, Iz, fll*duon[[Ar -1 +1, Iz =1z +1]1]1*QA[[ A, Iz, TI11) +
(0.509933 %« Qc[[A1, Iz, fl11*Qduon[[A -2 +1, Iz -1z +111*Qa[[A1, |z, T11)
- (0.490066 * QQ[[A1, |z, fll1*Quon[[Aas -x+1, Iz, -1z +11]*QA[[X1, |z, F11) +
(0.4999 «x Qa[[A1, Iz, fll*Quon[[A-A1+1, 1z, -1z +111«Q[[A, 1z, f11)))
2 2

2
+k +g % 0. 00413*2 Z Z(((-l)z"%) * ((-1)277) »
A=llz=1f=1
C ebschGordan[{1/2, (A1-(3/2))}, {172, =(A1-(372))}, {1, A1 -21}] *
Cl ebschGordan[{1/2, (lz, -(3/72))}, {172, =(lz -(372))}, {1, Iz -12131=*
((0.4999 x Q@ [[A1, |z, fll*Quon[[A1 - +1, Iz =1z +1]11*Qd[[Aq, |z, f11) -
(0.490066 * QC [[A1, |z, fl1l1*duon[[A1 -A1+1, Iz -1z +111*Q[[A1, |z, T11)
+ (0.509933 «x Q@ [[A1, lz, fl1*Guon[[As -2 +1, Iz, -1z +11]*QA[[A1, 1z, F11) +
(0.4999 xQaf[[Ag, lz, fll1*Quon[[A1 -1 +1, 1z =12 +111%*Q[[A1, |z, f11)
+ (0.4999 + QA [[ Ay, Iz, FII*Quon[[Ar -1 +1, Iz -1z +1]1]1 *QC[[A1, 2z, T11) +
(0.509933 * QA [[A1, 1z, fl1*Qduon[[Ag -1 +1, Iz -1z +111*Q@[[A1, Iz, T11)
- (0.490066 x Qa[[A1, |z, fl1l1*Quon[[A; - +1, lz =1z +1]1*QC[[A1, |z, T11) +
(0.4999 + Q[[A1, Iz, fl1I*Guon[[A - +1, lz -1z +111*Qa[[A1, Iz, f11)))
2 2 2

+K*g*0. 00413*2 Z Z(((-l)z"%) * ((-1)%) »
Ar=llz=1f=1
Cl ebschGordan[{1/2, (A1-(3/2))}, {1/2, = (A1 - (37/2))}, {1, Ay -A1}]
Cl ebschGordan[{1/2, (lz, -(3/72))}, {172, -=(lz -(372))}, {1, Iz -1213}1=*
((0.4999 x Qc [[A1, Iz, Fl1IGQuonN[[A1 -1 +1, Iz -1z +1]1«Qd[[A1, Iz, T11) -
(0. 490066 x @ [[A1, |z, f11GQUON[[A; - A +1, Iz -1z +111*Q[[A1, |z, f11)
+ (0.509933+Q[[A1, Iz, fITAuoN[[A1-A1+1, Iz =1z +111*Qd[[Aq, Iz, fT11) +
(0.4999 xQa[[A1, lz, fl11GQuon[[Ar -1 +1, Iz -1z +11]1*Qo[[A1, Iz, f11)
+ (0.4999 x QA [ [A1, Iz, fll1dAuon[[A -1 +1, Izl—lzl+1]]*(33[[ll, Iz, f11) +
(0.509933 x Q[ [A1, Iz, fl1duon[[ag -1 +1, |zl—|zl+l]]*Q)[[)\1, |Z1v f11)
- (0. 490066 xQa[[A1, Izl, fl1duon[[A; -2y + 1, |Zl—|zl+1]]*Q:[[Al, Ile f11) +
(0.4999 « Q[[A1, lz, fl1l1AuUonN[[A1 -1 +1, Iz -1z +1]11*Q[[A1, Iz, f11)))

}, {aa1,1,1, aaiy, 1,2, aai1,2,1, 841,22, a&dy, 3,1, aay, 3,2, Aaz 1,1, A8z 1,2, a4z 2,1, adzz2 2,
aap, 3,1, aaz s, 2, bbi 1,1, bbi 1 2, bby 21, bby 22, bbi s i1, bbi s 2, bbzi 1, bbzi o2,
bbz 2 1, bbz 2 2, bbz 31, bbz 32, €C1,1,1, €CC1,1,2, €CC1 2,1, CC1 22, CC1 31, CC1 3 2,
CC2,1,1, CC2,1,2, CC2,2,1, CC2,2,2, CC23,1, CC2 3,2, ddy 1,1, ddy 1,2, ddy 21, ddy 2 2,
ddy, 3,1, ddy 3,2, ddz 1,1, ddz 1,2, ddz 2,1, ddz 2,2, ddz 3,1, ddz 3, 2, 991,1}];
AppendTo [Val ores, {g, EO}]
AppendTo[Li sta, {EO[[1]], EO[[2, 49]], 0.025EO[[2, 49, 2]]1*0, Q9}];, {g, 1.0, 1.5, O. OS}H;
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