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CAPITULO I 

VECTORES 

I.1.- VECTORES V ESCALARES 

Un vector es una magnitud que t.i ene Céont i dad / 

dire1:c16n. 

el de-.:::plazarnient.o, la ve:•:o·:~.:Jad la y la. 

acelerr.•:ión. par·ci; describir t:alo;:.s c~nt;idc.de:: '3e intr•:id1.1ce 

el con•:ept..c1 de vector·, q1_1e= es un segmento de r·ect.~ 

l~t.ras rnc.yúsculas o con un:. flt=•:ha er1c1ma. La magnit-.ud •:• 

longitud del vectot· se- dienote: ~ntonc:es poi· !PO¡ C• ¡A¡. 

Hay f1-:: icas que 

rnao:;a~ lon·~1t.1.1d y temp~:arc.t:1_,··ao. l~lez cant1dade~ se 

::.uelen l l~mar escalar·~~ ~a .. ¿. d1st.1nguirlas de 

vectorialo:'E.. pero hf< de t:-=ne·:~-2 en cuenta que apat·t:.e •je 

no zón má.:. que 

t•~ la::. p1Jede denot.ar comci letras 



I.2.- ALGEBRA VECTORIAL 

y 

al 

1. ~ I•'J!. Vii::.•:tc•re$ A y B :::c1n l•;::i1.1t-l-2''Z :::.1 t1'2neri i..;1.1al 

ma-;ni~.ud \" di1·~·:ción. A~i. A = Et ,:,:•me ~,,., m1.1e-.;.1:Til en 1~ 

f19ur~ <l j, 

2.- El 

vect:.or A, d~nota 

le f 191.1r-~ ( 31 e: w1 v-a,:t•:it· c. c•:111:st 1·1.11•j(1 ha-ciend•.:· 

c.c11t10:::1•jir ~l .:.ri•Jét't .j~ B c•:•r"1 los e~'tr12rn.:1;, do::: A y 1.m1end•:• 

11.1~·J.:·· .,-::1 or1·~'2fl d~ A C•:1r1 oE:-1 e .t:..re.-rn·:· di: B figtn-.?i \41. L~ 

de .;1.;i<:;:. ve•:t:-:-1·~:. ¡-:.,-,,. ej~mpl•.:•. '='r1 l;i;: s191.~í-=nt:~:::. f19w·f'.:;:, 

<€.) / fi) s~ ve- com-:1 s~bt.1..:n.;: 1 e;. surri.:t -=· •·.a-:..ul t.E1rit'8 E rj>!::­

los vecto1·eE A, B. C, Y ~. 

4.- La dífer-en<:E· <1<- ¡,,,., v.-,.:t.c•r-=" f, Y 8 

ref.·r·~ser1t.cideo PC•r ?<-B es ¿.l v~ct:i::1r· C., ·~•.10:: -;;;u1n5idc• al B •;1;;. 

2 



A 
p 

B 

f"IGURA (/) 

A ____ _ 

F"IGURA 12) 

A 

FIGURA (3) 

A 

C • A + fl 

FIGURA (4) 

3 

Q 



-, .... .... .... 
' 

B 

FIGURA (5) 

FIGURA (6) 

e 

B o 

E=A+B+C+D 

FIGURA (7) 

4 



el vector A. En forma eq1.11v2Iente se Pl'ede d~f1n1r· A-P 

Este vector t18ne m~gni~ud c~r·o. pero 

esta def1niC'~. 

5.- La rnult1pl1caciór1 de un "''e 1:tor A pc.1· ·w1 es•:;.lar· 

m d.;. un vect•:·r rnA cuy;; m;sgr.1t:_o,:f ~s 111 v4=r:e-::: la :fe] !Al ,/ 

c1..1ya direcc'ib"1 es la. mismC'I o la opw;;-::;tc de A. seo;ún ·=tt'e 

rn Sl!!a pos.i f:.1 vo '=-' n~9at: i ve•. "'~ el 

vei.::tor nL,l•:•. 

LEYES DEL ALGEBRA VECTORIAL 

Si A, i7 y C son vectot·es y m y n escalares. 

-=ntonces: 

l • - A + [< B + A 

la .:.d ¡ ·..: 1 ór" •• 

2. - ii + <B + Cl 'A + [') + 

).- rn ~nflJ ' ~nm> A rt(mA) Ley asoc1at1va de la 

rnult iPl iccic16t·,. 

4. - <rn + n)A . mA + nA 

5. - rn (A + e> mA + mB L~y d1-;trib•.1t.iva. 
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VECTOR DE POSICION 

Sea el punto A en el .:!:~pacio de t-res dimensic•nes, 

cuyas coordenadas son <a
1
,a

2
,a

9
); SE: llarna vector d.:: 

posición de este punto a.l representado Peor el se9m~rito 

dir19ido -:iue va del orig.:r. del zistema a dich·:i punte>. 

Dezi9nandc• PC•r· a al vect.•:ir de posición del p1.mtc. 

A sus componentez son: a • OA = (a - O, a - O, a - O) 
• 2 • 

vi:ctc•r d~ po::.1ci6n -::..or1 sii:rnpr·e i-;uecles a las ccio:·r·denada; 

del punte•, como s.e: i:ib::.erva en l'i fi9urt:t <S>. 

VECTORES UNITARIOS 

·-a -,. O i 

"'u 1&1 
ca,. "'•, 'l. 1 

•••
111 
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FIGrnA (8) 
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de a. ya que a 

,~ 1 
y 

VECTORES UNITARIOS i 

,~ 1 

j k Y FORMA TRINOMICA DE UN 

VECTOR 

En al·;unas oc:asiono:s e"E converi1~nt.e .;::·.~pr·e-::.ar- un 

vector· e 

unit~rt·:i=: l , j , k , •:•:.me• se mue~t.ri.i en la -si91.11ent.e 

figlffa ('';í), ~s.t.os vector-e'!: tien~n la d1tt:!::c16n di:: los 

w1i t.ar i os ·~lledan e'..<.Presados •:orno: 

l = <1, o. 1)1 

j . (o~ l • 0) 

k (O, 1). 11 • •••••••••••••••• (2) 

- - - -
:.=a1+aj+ak 

1 z • 
••••••••••••••••• (3) 

t.r irt6'nico. 

ANGULOS Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR 

(a ,et ,a) us•;alment.e se: h21ce o:m1;.idi::rC1ndo tr.es. Angulos 
l • • 

e 
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X VECíORES UNITARIOS i, j, k 

FIGURA (9) 
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a. (1, Y V d-et~rrni~·.ados por el vector a y la Pétrt.e: 

positiva de los ejes x~ Y, y Z corn•:o se ob;et"·,ra en la 

fi9lira <10), 

Al91.1ni-!3 veces e-s mA.s -=c•nven1ente tr·at.ajar con los 

cosenos de eso$ M,gulos, p1.1i:s s•:ir1 propor-c1onale:;. a :;.u3 

component~s. En 8' f ec to, se t 1 ene ·:i 1.1e: 

cos a. CO':. (l = 
" z 

¡;; 1 
COS V 

Donde a es el rn6d1.tlo o rna9nitud do: a • es de•:ir 

¡;;' = r:;-:-:~-:-:~-
• z • 

"• 
• (4) 

A los t.f"ez n(Jm.;,ros co~ a, CO$ (1, y cos v se les conoce 

.................. ('S) 
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I.3.- PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 

de n diri1..:ns1•:•nes a= <a
1

, a
2

, •• a
0

> y b 

denotado por a • b.. ·~•.1e ~e le~ a pLmt o b 

(b ,b , .• b ; 
l 2 n 

se d>?fine 

... ¡; e s o s 1ao • 

o biéti : 

+ •••• + a b 
n n 

•••••••• <6) 

es precisamente t..m e-scélar 'número real). 

Propiedades del producto escalar de dos vectores 

dimension~E y el escalar ~ . el producto escalar tiene 

las. si g1.d entes propiedad e~ t 

1. - a . ¡; . b a 

2.- " . <b + el " 
¡; 

f t·-·r•i..:::.:Jad distributiva. 

3. - º'ª' b ).. <a t.¡. ).. E R 
- -

4. - a . a ' o si a " (. 

11 



I.4.- PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES 

.:::·ean • : • i • ªzJ t a : y b t' l b ,J l • l 

dos vectores er. el e!peo: l •:• de t.r;,; difnensiones. 

definido por· el vector: 

,~ ü. !S Gl :s 181) • 

b h 
3 

El 

o b1én • • • • • • • • • (7) 

Ca b - a b lk 
1 2 2 l 

Un? t"ep,.esent.aci6f·, rnA~ fá. 0: i l de rE:·:eirdar· el 

productc• vact•:•r Jal a ~'. b ~s por rn..:::dio de un det.errninante 

a >'" b " ~ t z ª• = (a b - a b ) l t C ~ b - a b ) j 
21 IZ 81 ti 

t Ca b - a b ) ~ •••••••••• , 18) 
' J: 1 ' 

En el prcducto v~ctorial a b s.i a 6 b. o arnlocos 

zon i 91.1a 1 C\ 1 vecti:w O (O, O, O > er·1t.Ot"lcez: 

ax b • Oi + Oj + Ok = <O,O,O\ = O 

12 



Propiedades del Producto vectorial 

Si X es un e;:.calar, y ~ y b son .jo;:. v<ect.i:rn::z. ~r. 

el espac:10 de tres diro>:2nsic.nes~ ~ntonr::e~ se cwnple qui:: 

1. - a ¡; -(b ~) 

2. - a >.: (b + c.) 'ª ~e b> + Ca ~ e> 

<b + e> X a <b ' aJ + <e :--( a> 

Ley d1strib~1tiva por la d~1·echa 

I.5.- PROBLEMAS RESUELTOS 

m13m;.. 

d1 rección del vect.or 1 a :- (2, -3, 71 

Soll1Ción : 

i;1 • r--~;;;-:-~=;;;-:-~;;;-

1:1 .. ;--;::: 

Por lo tl4.nto el vector· un1 ta,·10 es: 

( ~~~ 
3 7 ) a . - --- ---

LI .,..62 .,..62 

b) Er1cc•r1t.rar el A.ngulc1 y cosenos directcwes del 

s19ulente vector: 
B = ( -é., 2, ::_i} 

13 



Soluc16t-1¡ el módulo del vect..or e:.; 

7 

Por lo tanto sus co~enoE dirE=ct.ore:;: son 

6 

7 

Y ZllS. a.ngt.dos. directores 

y ang CO$ [-~-] = 64 •37' 

"' o 

e 1 Sean los ve•:tor~s a ;:: <2, 1, 1) 

Encontrar a • b . 

y 

o b = (2.1, 1> • (3,-1, -2) :z 6-1-2 .3 

7 

('.), -!, -2) 

d) en·:ontrar ~l produ•:to ve.:torial del eJemplo 

ant.er ir:•r 

-

1 

i 

1 
" X b 2 = (-2+ !) i • D+4>J • 

J -1 -2 (-2-J) k 

~ -1 + 7J - 51< 
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CAPITULO II 

Fl.JjCIQNES VECTORIALES DE UNA VARIABLE 

Sí J:•a.ra cada valor de una variable 

interval•:t • t.. :St St. 
2 

existe 1.1n 'Jaleir de un vector "u 1' ~n el espacio~ SE: dic'2' 

eso!' intervalo . 

Por eJemplo, se puede t.er"ler 

u = t.; • (J - tlb o s t. s ••••••• (9) 

O S t S 2n •••••• <101 

donde 1 ~ J, ~= fcinnEtt"l 1_1n~ t:.erci a de vei::tores uni t.ar ii:-; 

tal cc•rnc1: u = F •tl t, s t :S t, 
o, rnAs sirnpl ernent.e .• 

LI = •J ~ t ' t. ~ ~ t 
l • 

St se el ig.a un '!:.1sterr1a de cc•c•rdo::riada:: Cilrtes.ianas 

en el espacio entoni:ez el vector "u" puede -s.iempre 

•••••••••••• (11) 

15 



donde '""x' uyyuz son la.s componentes ceirr>.itsp•:indient.::s. 

Estas. componentes serAn dependientes de t. s~ sup1:·r·1e qL'e 

los eJes sor1 fijc•s o independientes de Puede 

entonces escribirse: 

u •f(t), u =·;Ct>, u 
u y z 

h(tl. 

deterrnina tres 

fur1c 1 on.:s €:sea la res de "t ". Rec1procamente, s1 f <t), 

9ct.). y h<t> son tre~ ftu-11=1.:ine~ ~sea.lares de *'t." 

definidas para t.t. :S t. '5 t:
2

• e:ntcince:=.: el vect.:.r: 

u= f(t)J t 9(tlj t h<t)J: ••••••••••••• (13) 

es una f1.inción vectorial de "t". 

-;rA.ficomente como una curva en -al espacio. As!, sea "0" 

LW1 punte• ftJO de referencia y soaa P elegido d~ manera qw~ 

OP = tt, Conforme varia 11 t 11 , P t.ra;:B1·A. Lffla curva, come• 

se mtiestra en la figura <11), 

C1 .Sé ~l io;~r. lo~ -:jes con origen en o y u 

ecuac i c•ne::: : 

y :: ·J ( t; . z= h!t). 

sor1 simpl ernente ecuecic.-nes paramét.r i ca::: para la CL,rva 

t.raz!ldi!l por P, el parAmetro t p1_,€de ir1t.erpretarse •:omo 

t i!S'mpo. 

16 



o 

GRAflCA DE UNA flll'CION VECTORIAL 

flGrnA ( 11) 
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vect•:ir1al resultó m•.Jy út.11~ p1..1ede t.&mbién prezent.arse ui-+E! 

func16r1 vect.or1al de ot.rei fonna; ~·or ej~mplc• cornS!.§:1 

La f 1.w1c16n vectorial u 1.1 ( t.J se di ce que t 1erie un 

si 

l tm ci(t.) : V 

t.+t.eo 

lim lc.Ct.) - v¡ O 
t .. t.o 

es decir, l~ diferencia entre u<t> y v p•.1ede hacer se 

arbitrariament.~ (com·:-i 

dic4 que es continua pa1·a el valor 

!:l ._, 't 
• 

111n uct) 
t.+f:.C• 

u<tol 

u ttl + u Ct) , u 1t.J • u <t) 
t a ' z 

10 

to 

u ~t) • 

t 

u<t> 

s.1 ze tiene 

ent~nces 

u ltl • 



rr.1.- DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL 

La d-erivada de 1.1na fw·11=i6n vec:b. .. --.r·1al u 

define cc•mo .,,¡ limite : 

du u<t + .ol.tl - u<tl ..i.u ••••..• ( 14) 
lun ----------------- l lfn 

dt 
..i.t..o ..i.t átotl) ..i.t 

siernpre qwn tal llm1t..;, e;·~1 st.ét Est•:i se i Just ra e!'f¡ la 

f19ura <12). 

donde u esta rer:·re:::.ent~do r:-r:·r· el vi:ctor- OP. :-;:;1endo 1j 

vect.c-.r PP' q1,,¡e es el desplazaro1er1t.•:• del i:-i..mto móvil P 

La car·,t.1do?td Au es '·""• 

v~c:t.or y A•.J/.ó.t ¡;;.::- el veo::tor .!J.u piJr e~calar 11.&t 

du/dt 

Er1 f1.mc i ór·1 de sus componentes ::;;e t. i ll?t"l"? : 

ult + Atl - u(t) = (f(t + At) - f(tJJi + (9(t + Atl 

g(tJJj + (h(t + Atl - hCtJlk ...... C15l 

LL,0::90, di vid 1 endo PC•r At y hac i end•:• -que ¿_t t i .endCI a 

c:fu dUN i + ~y j + d1-'z k 
• f'(tJi + g'(t)j + h'(tJk = 

dt dt dt dt 

••••••.••• !16) 

o seil qw2. al d1fer·enciar una f1Anción vectorial s;e 

Si se define la tangente a ltr1a C•Ar·va come• la 

19 



du 

dt 

o ----------------..,p 

FIGURA ll 2) 
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po~ición llrn1te de 1.w1a -zecant.e (si existe el limite>, se 

pu¿de ccw1cluir que~ exceptc.• c1.te-ndo du/dt = O, el vector 

Pue-de derni:•strarse, que s1 

d:s 

dt 

es la distancia 

hasta el tiempo t. 

•••• (17) 

Asl pues, si u 11 OP ~s e:l vector de P•:isici6n del 

V <dtdt>OP ez 

":.eir-19o;r1t..e a la cur\/a trazada por P r tiene et-. cada punto 

lH"t~ mei9n i t.ud. 

• ••• (18) 

Se cc,ncluye que v es pr'ec1 sarnente el vector de 

velocidad del p1.~nt e• m6v i J P; ya q1.1e v es tangente a 1 a 

21 



trayectoria" t.l~ne la ma9nitud V ds/dt. !la 

d ----
dt OP e velocidad de p , 

vi!':lríac::ión al91.~na. Sin e:mbargo, en cierta::¡ -:uestionE:s 

velocidad de una particula V 

tiempo t, o la intensidad E de 1.m i:amp,:i el&ct.t·ico 

si. 1.m ver.:t:.:·t· F depend~ d~ una ..¡21ríabl-s: e~calar u. 

r1c•s abre el ceor1c.apti::• d.;: dí fereni:il\CJ6n con rea:pect.i:1 d u. 

L~ d-.::fin1ci6n dlli' di ferenc1a.:: i6n r-eSF·ecto de l ~ 

variable ~~cal&t· se pued-= 

r.:ibser-v~tido l& fi9ur-a (13) en la ~ue-

OP = Flul y 00 = Ftu + 6u> 

siendo 6u un pequefto incr-e:oentc• de u 

Por definicJ.ón de S.l..•stra:c:ciót·1 vectorial, y como 

22 '. 



f!CiUV' ( 13) 
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ÓU ~ O, de PQ s óF(u + óu) - F(U) 

F(U + óu) - F(u) 

6u 6u 

se derluce que 

•••••••.••..• C1Q) 

tiende a un valor 11 mi te expresado por df/du, que 

llamamos "derivada de F respecto a u". 

dF F(u + 6uJ - F(U) 

lim ............ ,(20) 
du 6u .. o 6u 

Por ser PQ una cuerda de la curva descrita por el 

extremo P de F, est! claro que, si 6u ~O, la dirección 

de PO tender! a la tangente en P, y de aqul que la 

diferencia de dF/ du ses la de la tangente a la curva 

en P. 

Ejemplo: Sea u= r cos (wt)i + r sen (wt)j, siendo 

r y w constantes. Luego, el punto P se mueve según las 

ecuaciones: 

K • r COS (Mt) 1 y = r sen (wt) 

que repre&entan el c!rculo • z • 
x + y • r en el plano xy. 

El Angulo polar é, de P para el tiempo \. es: 

é = wt 
de 

de manera que P tiene una velocidad !ngular: = w 
dt 

el vector de velocidad es: 

du dx dy 
V • i + j • -rw sen ( wt) i + rw cos ( wt) j 

dt dt dt 

24 



La v~locidad e~ : 

Siempre ~ue " ~ o. 

Propiedades de la derivada vectorial 

d (u x v) dv u X 

dt dt 

d (ful f du + df 

dt dt dt 

da 

dt = o 

Que incluye casos especiales 

Donde 

d 

dt 

d 

dt 

d 

cit. 

d 

dt 

a 

e 1 

<a • v> s a • dv 
dt 

(a x v) 
dv : a X 
dt 

(cu> du e 
dt. 

Cfa) df 

dt 
a 

ve:ctor constante 

escalar constante 

25 
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' como 
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las reglas 



Il.2.- INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA VECTORIAL 

Si r = OP, donde O es ~in or1ger) fiJO y p un 

pLmt.o c1.1etl·:iLi1era. er.teonce.;; r =x. r ::. y, r ~ z. 
X y % 

r:Cu>. 

vect.01· 1a 1 ~s. : 

t JY + l:z = ix<~i• + ;¡Cut + J:z(~¡J 

la ecua e i 6f; cat·t:-=s1ana en fo:<rrna 

par~métricB. Como y~ v1~1os ~nt~1·1ormente, todo v~ctor 

P•:•r ::er dr/d,;; = i <dK/ds> + J (dy!d' 1 + k !do/dsl. 

P•:.r· c•JmP 11 r· un el ernent.o de c•.u·. E< 6..: ~ 

(ó:.;> 2 = (6;..::) 2 
.. (6:,.•i z t <6z> 2 , 

26 



z 

X 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

------) 
/ 

,,"' 

FIGURA l 14) 
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(d;/dsl
2 + (dy/dsl' + Cdz/cts>" = ••• (22) 

por lo que la ec1.1aci6n í:l> da fdt"/dsl = t. 

Si d~neor11inam..:•s este 

vector unita1·io tangente por T, -:=e t.ien12 que T • T 1 1 

T º <OT/ds) = O, y, por tanto, 

Si N es •.m vect.:ir un1tci.r1c. paralelo a dT/ds (y 

perpend1c1..~lar, por lo tar·1to, a. T>. podemos escr·ibir 

dT Id:= = N/ P.· donde el es cal et· p 

curvatlffa; N se llama nc•nnal pr·inc1pal. 

clara se aprecia que p = JdT/dsJ-'. 

EJemplc•: Encuéntr·ese el ·.1ir:ctor 1.mil.::i,-10 ti.\ngent~ 

Solu•:ión: Si r = ix • jy + kz, el vector 1,,.mit.:.ar10 

jdr/duj 

Ahcwa bien: 

y 

3i + c;:u - t; J + .. h.~, 

El p1.1nto C3, (1, 3> correspc0nde a u = 1, y aqul 

dr /du = é<1 + J + 4k 

(dr/du( = r:i•" 1 + 42>'
12 

Por tant.o el vector buscado e!: Tu = 26
1

,..
2

C3i + j + 4kl. 

28 



II.3.- DERIVADA DIRECCIONAL 

Sea FCx,y,z) dad;. en •.ffl dornir1ic.• D, en el e$piiCl1:•. 

Para calcular la derivada parcial a Flb x en un punti:• 

(x,y,z) de est.e dominio. :::e •=cn~id'2!r·a la rapide;: •:on qi.~e 

se verifi•:a el Cdmbio N= en la función F, de Cx .• y. ::1 

a <x X 6.'< ,y, zJ, con re-zpecto al carntdci A~ en 

Luego, sólo se cc.ns1derc.n los valor·..::s de F a lo lar·~o 

En forma 

6F/i1y y iJF/ltz p1·e:sL1pcw1~n la cons1deración del cambio:• di: 

F y ::,' •. 

resi=-ecti varnent.e. Por lo ta~to, se define l~ derivada 

de la relaciór1 

d1 rece i ón dadB 

cero v . L~ derivada direcc1ot1al de 

d1 r¿.c.::iór, v 

7 Ftx,y,z) e• 
y 

en e 1 r-·•.w1t: .~. 

F 

despla.:zarnientc• de (",.,, z, er·, la d1recc16n 

correspo1·1de ci:•n carnb i .,.. ~ 

las componi::ntes V x , V Y 

hv , 
" 

ay 

V ; e:;.t.o t=s . 
fw 

y 
Az hvz 

en la 

V 

d<:·nde h es 1,.m escalar positivo E 1 desp 1 azam i ~nt.c• es 
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hfvl L& der1vad8' diro?cr.:1onal es , por def1nic16n el 

llm1 te 

'FL"< + hvK,Y + hvy,.::: + hvz) - f"·{,;.y 1 zJ 
VvF llrn---------------------------·------------ • • • • • <23) 

h..O /·,¡v 1 

Si F tiene una diferencial t•:it--ai er"I cx,.y,.z) 

entonces 

«= r)F <)F 

lw + -- hv hv + E hv + e hv + E hv 
ll-< 

. by 
y 

11;: 
. • . 2 y • . 

f.le donde 

AF i1F Vx 
+ 

i1F Vv • ltF Vx 
t e Vx 

+E 
Vy 

+ 
Vx e -- -- • z a 

hjvj llx jvj lly fvj llz ¡v¡ fvj jv¡ !vi 

Si h ti~nde a cero , los últ1mo5 tt·es término~ 

tier1den a cero , y el primer rn1ernbrc. a 9vF • Se tiene 

entonces la ecuac16r1 ~ 

ilF Vy dF Vx 
•••••• (24) 

llz ¡v¡ 

Vy/ jV f • va/ ¡v ¡, son 

simplemente las componente'.;: de lln vectc.r unitario u en 

la dirección de v y los cosenos direct.._1res de v son : 
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u (v"i + vyj + V•k>= cos ai + cos ~j + cos yk 

en la siguiente forma . 

cos Ot + 8F cos (! 

{ly 

+ 

Se tiene asl. la re:9la fundamental 

cos r •.. c2s> 

la der-1vada direccional de 1.1na ftw1•=ión F\x.y,z' 

estA dada por : 

cos Ot + l!JF cos (l 

{ty 

cos r , 

donde ' Ot r ~ ' r son lo: Angulo:: directores de la 

dirección elegida 

El se91.1ndc• miembro do::! {251 p•.~ede int!!rpretarse 

como el prodt1cto escalar del vecf:.or 

gr¡¡,d F = ll'F = ll!JFI-'/) i + (l!JF/rty) j + (l!JF/bz)K • 

y el vecto1· un1tar10 u • 

V 

9vF • 9F • s comp 9F • 
V 

••••••••• <26) 

Siend".:l e;;i;a la razón pcir }? 111-? se u~~ la: nc•t:a"=ión 

VvF para la derivada direccic1r1éd En el caso e$pe~1al 

en que v = i, en el qi..fe la derivetde. direccional se estA 

calculando en la dirección >~, se e~cr1be : 
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'lvF •••••••••• , (27> 

dirt:cci.-:1nales en las 

dir~cci~ne~ y y z : 

VyF • 

E:>-'.lsten otras situa.cione:; en las ..:;1..1e se usa Ja 

Una, rn1.1y ccimun, es aquél la en la q1.1e se calcula la 

d~rivada direc:ciot1al en ur1 i:'1.mtei <x,y,z) de una 

a S. Si n ~'t. t.m vecti:w nor-m& l tmi t-ar i o en la 

V F W. "' n •••••••••••••• (20) 
n .,,., 

t26~ Si. 

tiene un ma~~iroo c:uando se efect.Oa en la d1recciót1 de VF J 

1<7F 1 ••••••• 129) 

Asl que el vector g,.-adiente apunta en la. dír4ic::c:i6'1 

en que F ai..Jrnenta con mlx i ma rapidez y 51.1 J t.in9 i tud es lo. 



Si v forma 

un 6.ngulo G con 9F, entonces la der-ivc:.da dirr:ccionci.l 

en la d1 recci6n de v es : 

••••••••• (30) 

Luego, s1 v es t.angente a una superficie de 

nivel: 

F<x,y,z) • constante , 

normal a esa superficie de nivel 

A vec~z se hace referencia a 

d1recc1onal a lo largo de tmé curvaº. 

er.tiende la derivada direccional a lo lar•:;io de 1.ma 

Seél. una curva dadé'. en 

X = f ($) , y = 9(5) • z = h <=> 

y sea la dirección elegida .. la de aurner1tcc de s. El 

vector e 
dx 

u • ds 
dy 

ds 
+ dz k 

ds 

es, pt~es, tan9ente a la c1.~t·va y tiene lon9it.1Jd 1. 

Lue90 , la derivada direccional a lo lar90 de l~ curva 8$ 

i1F dy i1F dz clF 
•••• (31) 

~ ds ilV ds "7; ds ds 

esto es, la raF·1dez de cambie• de F ccn respecto a la 

lon.;itud de arco sobre: la curvfl • 



El s.19nif1cad~ de la derivad<':!. direc:cicnal p1.1ede 

habr·á. do:: ezt.irnar· q1.1e lét do:r1vci.d~ dir-ecc1011al de la 

dirección~ ser!~ de esperarse 

si91.dereo. a:.;:cend1endo al mi~rneo ritmo 

const~nte c<:•noc1da. el 

as.:•rnC4rsE! ft;erE1 doiil globo • 

Le. disr.:uc16n 21.nt:.~rior se ha dadeo tr-~'E 

d irnens1 o:ir.e:=.. • 

di ficul t::!d 

F<'~,y\ y :;.t.~ r·aF1dez de cl:trnbic• a li:• largo de una 

dire•:c1ón dad c. V en el ple.no XY 81 V fc•rma lffl 

ángulo:. Ot C•:•n el eje pos1t1vo x, puede e'.:.cr ibi r!.e : 

VvF '1 F 
(llF 

cos Ot 
/JF sen " ' 

" 8x ~ 

ya qt¡o;: V t.1ene los COSE:'t)C•$ d1re:cf:.or<:s, CO:•S Ot Y C1'.:IS (1 
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= cos Cl/2n - a) = sen a . N1..1evamente, la 

d1reccior1al e~ la •:OrnF'Ot°lent.e de: 

grad F { 8F I ~.) 1 + ( aF" / li.1 ! J 

en !a dírecc16n d~da; 1¡;.i derivada .:11reci::1cinai en un 

p1 .. mto dadc• pre2er.t.a ::u m~.:x:1mo:• en la- d11·eo:•:16t·1 de '3r-i-d F 

curva de nivel. tal corno:• l·:i ~u·:i1e1·e la =.191..11enf:.e figut·a 

(15). 

Sí se interpretan las c1.o-vaz de nivel •:•:imc• linee.: 

= = FCx 1 y}, er1toncez l~ derivad? d1recc1onal ~19n1ftca 

simplemente l;;.. pe1·1d1e:nt€: de ascención en 1,.ma d1t·e.:•:ión 

dada. 

pendiente es el "gradier1t . .;:", q1,.1e ~s pr.::•:1:.ament;e el 

ténnino q1.1e cornúnrne:nt.e: se 1..1si-I. El ct•:l Í'.3ta que zigza·:_:i1.1ea 

apt·c•vecha 

ventajc.s. de la regla de c•:•rnr..:•nent..e::; pai-~ t·e.j1J•:1r- lB 

derivada direci::1onal. 
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y 

X 

GRADIENfE DE F(x,y) y 

OJRVAS F(x,,yl • constante 

flGURA ( 15) 
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II.4.- GRADIENTE 

El 9rad i~nt.e u operadc•r 9rad, que Para 1.m carnpci 

esi::alar V se define as1 

gr;;,d V = 1 (""1/éJ.K> + j ({N/lty) + J< UJVl8z) ••••••••••• (321 

Como i::onsecuer1c Ja i nmed 1 a ta di::d1.1c i mos quoe e 1 efe•: t •:• 

c~•n$i9uiente a la acción det operador gra1j1ente. -::.obrt?, un 

campo escalar V es la defituci6n de un campo vectorial 

F cuyas componentes 'E.C•n F . éJV / éJ·; ' F 
y 

bV!by • 

V= i(éJ/éJ><J + J(éJ/it¡) + kCéJléJ::> ....... (331 

grad V = W •••••••••• 134> 

Vé:<riac1c.nes infin1tes1maJes de V 

Con~idere:-mos dh..:1rc. el cas.~1 de la va1·1ación que 

experimenta V si las variahl~! ~, ~, z -::.•Jfren un 

incremento de d>~. dy~ d7. re::~.ect.i varnet"1t.e. De Ja 

teor1a de d'2rivEii::iót"1 parc1eol do:: fun•:iot"112s ~abemos gue 

dV = d:n. + dy + dz, •••••••• 135> 

Ademas, el vectc•r de-:::.plazarnient.o que: corresponde al 

1ncrem~nto de la~ Vill" i~bles:. e-=: 
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dr id,: • Jdy + kdz ••• ' •••• (36) 

Pc•r tanto, podemoz cc.·r·1ciu1t·, a PCir·t...1r dr· las 

ecuac1ones (J":q, C35> y c:~6> que 

dV • -- - . ~·. !371 

V(r) = Vc.~·.y.:: = con·.l:.¿.,nte.. 

En 9enerétl, este• r·eprezent.a ttna z•.1perf1c1e en el 

espac1.:i de tt .. !!'"i. d1me:nz1or1e; 1 cuyE1 fonna depende de \'(r) 

q1Je, ;. s1.J vez. deF·ende del val•:•t' de la ,:,:instante. 

Por t::;snt.o~ P&ra Lin c•:in_11 .. mt•:' de va lcwe= de 1 .-.;.. 

cor•stante q1.1eda det.errnin¿,da una farn1l1a je zuFerfii::i-:s.. 

FiJareino:;; n1..H:~st.i·eo aten°:16n pr1rn1:•1·d1<:ol wtc· s1.Jp1?.1·f1•:1~ 

en9~nd1·ad& p~·-~ 11t1 valo1· part1c~1lar· de l~ c0nst~nte, y 

aderná::: c 1:it·1~·l•je1·C1rernos. .=:1 vect_.c11· dr de l;i ec1.1B•:i6n (.37 \ 

:::•.1per·f1.::1e .:c%r:• indica lé:1. fi·~ur::· (1t.), En estét::. 

aderoá~. n1 9rad V 1u dr s.;:.n n1.1lr:•s .. Je. e .. pt·es1ón 1:v.11e,·~ 

d~·:.1r q1.J-: :~r.'lt,c•'E '?.'·C•n pe1·pendicul~res, lo q1.1oa 1mpl1ca q 1.1e 

9r~d V es perpendic~1lar a la superf1c1e. 

direc:ci6t1 de: 9rEtd V en cualq1.11er punt:..:• de li\ superficie: 

e:. la de la normal en dicho p 1.1nto a la $'.~Per·ficiB V<r> : 

constante. 
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Y{r) constante 

F"l C'.LJRA ( l 6 ) 



Variación de V 

Si tomamos un desplazamiento arbitrario ds en la 

dirección de un vector unitario t. al ser dr = tds se 

deduce de la ecuación t37l que dV grad V 

t. 

tds. v por 

tanto. dV tds = i;rad V . ....... (36) 

ecuación que nos da la variación de V 

distancia medida en cualquier dirección. 

respecto a la 

Cuando t sea paralelo a 

alcanza el valor máximo. que es 

dV entonces 

dVtds = jgrad v¡. 

dV!dB 

Lo 

cual quiere decir que el vector grad V es un vector en 

la dirección sobre la cual la magnitud de V varia con 

i;rad V es más rapidez. v ademas que el modulo de 

precisamente esta variación mas rápida. Res u 1 tado que. 

comparado con el que obtuvimos al final del pArrafo 

anterior. nos permite decir que V varia con la mavor 

rapidez en la dirección de la normal a la superficie 

V!rl =constante: conclusión que. sin duda. puede ser 

obtenida directamente. Si los cosenos directores de la 

dirección en que se verifica el desplazamiento ds con 

! l.m. ni 11 mJ nk 1 z z z 
entonces t = • • tpor ser • m n 

= ¡ i. y ¡.><.)( tttl\tO. "" deauc.;t! dé '-" acuación !381 quP. 

dVtds = 1 ((1\1 / DX l + mt DV tiJv 1 + nt DVt"z 1 . (39) 

Merece hacerse constar el hecho de que ambas 

notaciones ""7V". "grad V" se utilizan indistintamente. 

por lo que las ecuaciones t37l v !38l pueden también 

adoptar la forma 

dV • 'lV • dr y dVtds = 'lV • t. respectivamente 
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Suma v producto 

Vamos a considerar formas simplificadas que se 

pueden obtener para los gradientes de sumas v productos 

Entonces: 

<71U + Vl=i[.,cu + V>1ax] + J[a1u + V)l-'v] + 1<[.,cu + v11.,z] 

= [i 1 .tU' "X 1 + _11 .iu' "V 1 + k lllU I i)z 1] + [ 11 "V' "X 1 + 

+ JCcW/QV) + kl.,V/.,z)] 

v por tanto. 

'7CU + Vl 

'71 U + V l = '7U + '7V .............. (60) 

i ["cu X V)t"x] + J ["1U X V11-'v] + 

+ k("1U X Vl/"z] 

i [ur"V/"X) + VCélU/élxl] + J [Ul.,V/Qv) + VCélU1ilv1] 

+ k [u 1 av / az 1 + v r au / az 1] 

U (i 1 QV /"X 1 + j ("V 1-'v I + k I 8V / "z 1) + 

v[1111u1.,x> + Jc.,v1-'v> + 1<111u11z>] 

y. como conclusión. 

'71U + Vl ?U + ?V . .......... (/•l) 

Debe observarse que en las ecuaciones 1401 v 1411 

el comportamiento del operador es formaimen'te 

idéntico al del operador d/dx del cálculo elemental. 

Ejemplo: 

l.- Sea V = 
2 • 

K sen v + ve hállense gr ad V V 

jgrad v¡ en el punto 13.2.11. 
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Solución: 

iJV1<!x = 2x sen v. b'J1iJy x
2
cos y + e= iJVtiJz ye=. 

v por tanto. 

grad V= i2x sen y+ 1x2 cos y+ e-ij ~ y~=k. 

En el punto 13.2.11. 

grad V= 16 sen 2 + t~ cos 2 + e1J + 2ek 

Y por lo tanto: 

¡grad v¡ 136 sen2
2 9 cos 2 

z 2 i/2 
+ + e + 4e 1 

¡grad v¡ 136 + 45 cos2
2 + 18e cos 2 5e 2 1/2 

+ 1 

11.5.- DIVERGENCIA 

Anteriormente estudiamos el operador gradiente que 

actuaba sobre un campo escalar y daba lugar a un nuevo 

campo de naturaleza vectorial. Ahora consideramos el 

operador divergencia o "div" que actúa sobre un campo 

vectorial para dar lugar a un campo escalar segun la 

siguiente definición: 

div F = tOFx11lx1 + liJFy'"Y' + 1 élF,1élz1 ... (1,2¡ 

·f :::;~ introducimos el operador definidei ar, la 

ecuación t33l sin m~s que tener en cuenta el producto 

escalar de dos vectores en función de sus coordenadas. 

resulta: 

div F q • F ........•.... (43) 

va que 
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Igual que en la sección anterior. el uso de "div" 

o "9" es indiferente. 

Es inmediato que 

'l · 1 F + Gl .. (44) 

ya que 

'V • <F + Gl IHf + Gl/"X + éllF + Glyl"Y + blF <- G1,1"z 

1 iJF,11tx + iJF yllty + élF,1iJz 1 + 

+ 18G:i1i1x + i1GY1iJv + ""='ªz) 
'V•F+'l•G. 

Un vector F. tal que div F (J en cualquier 

punto. es un vector solenoidal. 

se puede ver fácilmente que la ecuación 1421 puede 

formularse en sentido inverso. Es decir. dado un campe• 

escalar V. es siempre posible encontrar un campo 

vectorial F tal que div F • v. Sin embargo. el campo 

F ne' sera •.:mico. va que si hacemos 

._'Xf '1 ~y· 

v~=> pueden ser cualesquiera números. G1e¡;:¡t:-r& q>..lé .su 

suma sea V. Además. F x = f v
00

dx. integral que estA 

determinada salvo una función cualquiera de y y z 

AnAlogamente se puede afirmar de F y F . 
y . 

Debe hacerse resaltar que "'. F ,. F 'l. El 

primer miembro es por definición div F. que es un 

eucalar. mientras que el segundo es: 
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F • 9 = F,10/0xl + FYIO/Ovl + F,10/dzJ 

es un operador. 

Ejemplo: 

1.- Siendo: 

Calcúlese div F en el punto 1-2.3.2!. 

Solución: 

OF • NJx = 6xy 

Por lo tanto. 

3y
2 z . 3xz

2
- 2yz. 

div F 6xy + 3y
2 z -18 

en el punto 1-2.3.2>. 

11.6.- ROTACIONAL 

El operador rotacional actúa sobre un campo 

vectorial. dando lugar a un nuevo campo vectorial. según 

la siguiente definición: 

rot F i (OF = _ OF y J + 

rfy élz 

......... (45) 
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Si utilizamos el operador ?. podemos escribir 

rot F ••••••••••• (46) 

ya que 

'l A F 

Las notaciones "rot" o "91\" son indistintas. 

Otra forma de rot F es la del determinante: 

i z 

rot F 
IJN 

y .....•. ,U,7) 

F 
y 

F . 
Que se deduce inmediatamente de las ecuaciones 18). 

133) y (46) por lo tanto: 

O A IF + Gl =O/\ F •O/\ C: 

que Re realiza expresando cada t~rmino en función de sus 

componentes cartesianas. 

Un vector F que verifica que rot F O en 

cualquier punto se dice que es irrotacional. 
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Por ultimo. nos podemos preguntar sí la ecuación 

C(5) es inversible es decir. si dudo un campo vc~toriul 

G es posible en todos los casos encon~rar un campo 

vectorial F tal que G a rot F. 

Ejemplo: 

Sea F lx2 
+ y2 

+ z 2
!i + 1x' - y2 z2 lJ + xyzk: 

hállese rot F en el punto (2.3.-2!. 

Solución: 

iJF .1/fy =2Y. 

iJFY/8z = -2y
2 z. 

iJF //Jz 
X 

8F 18x . 
2z. 

)IZ • 

De aqui que. según la ecuación C45J. 

rot ilxz + 2¡,"z¡ Jl2z - )IZ) 

rot F -40i + 2J +26k 

en el punto (2.3.-2!. 2 
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CAPllUL(J III 

COORDENADAS CUR\IILIHEAS EH EL ESPACIO 

111.1 .- COORDENADAS CUR\IILINEAS. 

Supongamos que en una región dada r,cx.y,z), 

f 2(x,y,z), f 3{X 1 y,z) ao11 funciones uniformes de x.y.z. 

y que las ecuaciones 

u, = r,cx,y,z) • u • f
2
(x,y,z), u

9 
= f

9
(x,y 1 z) .. {!9) 

pueden resolverse para x,y,2 como funciones uniformes 

X rf:, (ut' ll2, u.)' 

y rt>, (u,' u,. u,l, 

z rl>
9
lu,, u .. u,l' . .......... e 4.9) 

de u,. u •• u •• a cada punto P(x,y,z) corresponde un 

grupo de valores de u,, u
2

, u
8

. y a cada grupo de 

dichos valores corresponde (entre ciertos limites) un 

punto. Las funciones u,. u .. u .. se denominan 

coordenadas curvill neas. 

En general suponemos que u,. u .. u,. son 

funciones e;.01. t. .i. fu.la~ '/ deriv~M"" de x. y, ... y que 

x. y, z, son funciones cor1tinuas y derivables de u
1

, 

En muchi!: cc.inos hay puntos particulares en los 

que no se satisfacen esas condiciones, y es necesario 

tenerlo presente bl aplicar las fórmulas generales a las 

regiones que los contienen. 
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Por cada punto P pasan tres superficies 

u, = constan te, \Ja ;: cons1:ante, u • constanl':"! ,· 

llamadas superficies coordenadas, que se cortan s¿gún 

tres curvas que se denominan curvas coorder1adas. En 

cada superficie coordenada hay una coordenada constante y 

dos variables. Se designa la superficie por la 

coordenada constante, y as! se dice: super/tele u. 
l 

superficie superficie u • En cada curva 

coordenada, una coordenada es variable y dos constantes. 

Se designa la curva por la coordenada variable: curva u,, 

curva curva u. • 

El vector R que va desde el origen al ~unto 

variable P(x,y,zJ puede expresarse como función de u. 
l 

La derivada parcial de esta función con 

respecto a u,. se obtiene haciendo variar P, 

suponiendo ~2 y .... 
9 

ccr-~ tc.r-~~e~, esto es, a lo largo de 

la curva u,. 

Por consiguiente, 

c1R 

ÚU 
l 

es un vector tangente a la curva 

ilP JR 

""z ""• 

u en • P. AnAlogamente, 

son tangentes a las curvas u
2 

y u
9

, respectivamente. 

La derivada parcial de R con respecto a u,, es 

la razón de dR a du cuando las variaciones se toman 
l 
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sobre la curva -. Ahora bien, en cualquier variaci6n 

se verifica : 

Por consiguiente, 

AnAlogamente, 

bu 
t 

aR 

8ti 

17u • 

• 
</u 

dR • </u 
________ t 

2 

du • 

"R 

"" 
. 

• 

1. 

</u l. • 
En una variación sobre la curva tl 

t' 
los valores de 

son 

de 

u • 

son constantes. 

perpendiculares a la 

ilR 
Vu 

c'lu • 
' 

una manera anAloga se 

intercambiadas. 

En consecuencia, 

tangente y, por lo 

"R 
Vu o . 

au . 
• 

obtienen ecuaciones 

tanto, 

con -.. 

?u • 

-,. 
Esas relaciones entre derivadas parciales est~n 

todas expresadas por las ecuaciones 

"R 

/Ju 

' 

OR 

llu. 
1 

Vu. 
1 

o, 

1,2, '.! .<SO> 

i "' j. .••....• (51) 
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l I I . 2 . - COORDENADAS ORTOGOHALES 

Se dice que las coordenadas son 

ortogonales cuando en cada puntv P{x,y,z> 1 _::n curvas 

coordenadas son perpendicular~s entre rl. LaR 

coordenadas ortogonales son las más empleadan a caus~ de 

su sencillez. 

Supongamos que -.. • ...2, ... co0rdenad~8 

ortogonales. Sean vectores unitarios 

tangentes a las curvas coordenadas en P<x,y,z) y que en 

cada caso se extiende a lo largo de la curva en la 

dirección en que aumenta la coordenada correspondiente. 

Suponemos que los sublndices 1,2.~ de las coordenadas 

se han asignado de tal manera que i,, i
2

, i
9 

forman un 

triedro positivo, como se muestra en la figura (17). 

En este caso, 

i ,,. i • 
A lo largo de cada curva coordenada la longitud del 

arco es una función de una aola coordenada curvil!nea. 

Sean s,. s
2

, y s
9 

longitudes de arcos medidas sobre las 

u
2

, u
8

, respectivamente, y 

ds 
~=-· ~:. --1 

h .. h,. h. ....... C5e) = 
du du du

0 . • 
las derivadas en el punto P. El paraleleplpedo 

rectangular de la figura ( 18)' cuyas aristas 
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FIGURA ( 18) 
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se extienden a lo largo de i,. i
2

, i, se denominan 

elementos de volumen. Es aproximadamente igual al 

recinto irtfinitesimal limitado por las superficies: 

Su volumen es 

.(5~) 

y su diagonal ds = PO, determinada por la ecuación 

(J:;;~'l. ........... -....... 

es igual al elemento de arco a lo largo de cualquier 

curva tangente a PO en P. 
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III.3.- COORDENAD/\S CILINDIUCAS 

Si H es la proyección del punto P(x,y,zJ en el plano 

xy y r,8 son las coordenadas polares de M en este 

plano. las variables u~ ~ r, u .::: 8 
2 

,, 
' 

z se 

denominan coordenadas cillndricas de P. 

Las ecuaciones que relacionan las coordenadas 

cillndricas y las rectangulares se deducen fAcilmente de 

la figura { 19); 

Y son las siguientes; 

x = r cos s. y : r sen e, z = z ..... C56) 

En un punto dado el Angulo e puede tener un 

número infinito de valores que difieren en multiplos de 

2n. Pero en una región que no se extiende alrededor del 

eje de las z, o no contienen puntos sobre este eje, 

pueden asignarse valores a las coordenadas cillndricas, 

de modo que son funciones uniformes, contfnuas y 

derivables de x, y, z, como lo muestra la figura (20). 

Las superficies coordenadas 

z = constante 

son cillndros de eje OZ, planos que pasan por OZ, y 

planos perpe~d!~ulares a oz. Puesto que esas 

superficies se cortan en Angulo recto, las coordenadas 

son ortogonales. Ver figura (19). 
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FIGURA (20) 
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Los vectores unitarios 

respectivamente, en la dirección NP 

se extienden, 

(hacia afuer•) 

sobre la perpendicular al plano ONF (en el sentido que 

aumenta a¡, y en la dirección positiva del eje Z. Ver 

figura ( 19). 

Los elementos de arco en esa dirección son 

ds = dr, ds = • 2 
r d:l, ds • dz. ..... . C57) 

Las cantidades h '. h •• h. de la ecuaci~n (52) tienen, 

en este caso. los valores siguientes: 

h.= 1, 1. . ........ (58) 

y el elemento volumen es 

dv = r dr da dz. ..••..... (59) 
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11 I • 4 . -CootOEHADAS ESFERI CAS 

Las coordenadas esféricas o polares de un punto P 

son: su distancia r • OP al origen, el Angulo e 

formado por OP y el eje de las z, y el angulo ~ en 

el plano xy formado por el plano xz y el plano OPZ. 

sus relaciones con las coordenadas rectangulares vienen 

dadas por las ecuaciones 

x • r sen e cos ~. y r sen 9 sen ~ 1 z = r cos e 

....... (60) 

La dirección positiva de ~ es la de una rotación 

a la derecha alrededor de OZ. El 11.ngulo 9 se 

encuentra positivamente desde OZ a OP. A csda punto 

del espacio corresponden infinitos valores de estos 

11.nguloe; pero en una región que no incluya a puntos del 

eje de las z se les puede asignar valores tales que las 

funciones 

derivables. 

x. y, z. sean uniformes, continuas y 

Los sistemas de elementos que determinan los puntos 

del espacio en las coordenadas esféricas son: esferas 

concéntricas de ~ent~o e, ~ce tienen por radio los 

valores sucesivos de r; planos meridianos que pasan por 

el eje de las " correspondientes a diversos valores de 

~; conos de revolución de eje z correspondientes a los 

diversos valores de e. PUesto que los elementos de 

estos sistemas que pasan por un mismo punt0 P se cortan 
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en ángulo recto, las coordenadas son ortogonales. 

Tomando 

u2 e. "..!• = ; 

los vectores unitarios i i i 
L .. • son: la normal a la 

esfera r = constante, y las tangentes a los dos 

circulos coordenados, trazadas en cada caso en la 

dirección en la que aumenta la coordenada 

correspondiente. Los elementos de arco en esas 

direcci6nes son 

ds .. = dr, ds
0 

= r sen 6 d~ ...... (61) 

Las cantidades h•' ha' h
8 

de la ecuación (52) 

en este caso, los valores siguientes: 

tienen, 

h = 1, . 
y el elemento de volumen es 

r sen él , ..... COCJ 

dv • rªsen a dr dll d</J. . .•.•.. (63) 
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APENDICE 

Aplicación del Gradiente: 

La distribución de preaiones en un yacimicntp es 

una función escalar. Para un tiempo dado p 

p{x,y,z), entonces 

"P "P 
V'p • 1 + k 

"X "z 
El vector velocidad de un fluido incompresible en 

un medio poroso y permeable, en régimen lAminar, y 

despreciando los efectos gravitacionales, está dado por 

la ley de Darcy: 

k k "P "P "P k) .. (----" V'p = - i + + 
µ µ "X °'Y "z 

r: u i .. \.•yj + tJS}': 
" 

en donde son las componentes del vector 
+ ,, 

en las direcciones 

Obviamente 

\) 
y 

" "' 

k 

µ 

I< 

µ 

" 
µ 

X, y, ª· respectivamente. 

"P 

°'X 

"P 

°'Y 
"P 

h 

Al 



Aplicación de la Divergencia: 

Representar el campo vectorial en el plano xy 

dado por la siguiente función vectorial ~ • xi + yj 

/ 

/ 

La divergencia de este campo vectorial es V 

2. Obsérvese que para cada par de valores (x,y) se tiene 

un vector del campo ~ (x,y). 
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ECUACIONES DE FLUJO EN DIFERENTES 

SISTEMAS DE COORDENADAS 

Dada la ecuación de LaplAce de lo f0rr.in: 

<12p o•p b'p 
+--·--- +--- - --- = o .•..••.. ,(1) 

"~ 11~ b~ 

para transf orrnarla de coordenadas cartesianas a 

cilindricas como muestra la siguiente figura, se hace lo 

siguiente: 
l 

X r cos a 

y r sen e 

z z 

A3 

1 rk, Q, i) 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

li!! 

\r 1 
\ 1 
\ 1 
'J 



Derivando con respecto a x: 

i) lJG 
(X) r (- sen O) t CO!l '9 

ax ~ 

(J <Jo 
(y) r (COG G) + sen e 

8x ª" 

" llz 
(:.) o 

8x "" 
De las tres últimas ecuaciones se tiene: 

"" 

ar 
1 

ltx 

eh' 
o 

él>< 

1'r l + r sen e ihr 
...••.......•••.• (2) 

llx COB O 

- sen e 
iJr 

ª" 
r cos e 

................. (3) 

Sustituyendo (3) en (2): 

ar + r sen e <-sen e 8r/8x/r cos é) 

"" 

8r 

COB 9 

1 - sen2 e Cr/ox/cos a 

cos a 

8r 
l - sen2 e/cos e - 0x-

----------------------~ : cos Q 
coa e 
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Sustituyendo este ~ltimo valor en (3): 

- sen o coa o sen o 

r cos g r 

Análogamente, derivando con respecto a y 

8 "" Or 
(X) r (- sen e) + cos e % o 

,)y ay 8y 

ll lle 
(y) r cos e + sen e 8r/1Jr 

8y lly 

Resolviendo simultaneamente: 

lle 
r sen e 

. , ...•.•. , •.•. , .••.• • CZ>' 

cos e 

r - 11en e -;;y-
.......••........... ,(3). 

r coa e 

Sustituyendo (2)' en (3)' 

r 11en e lle/ 6y 
1 - sen (-----coa-e------) 

-----------------------------
r cos o 

1 - r 

sen2 e ae 
(--º;;¡¡-¡¡-) -;;y-

r cos e 

AS 



ea 
cos é - r sen2 e 

r cos2 e 

(r cos 2 e + r sen2 e) ~ cos e 

De ces e 

éJy r 

Sustituyendo este último valor en (2)': 

cos e 

8r r sen e r 
----------------- sen e 

éJy cos e 

Además utilizando la regla de la cadena: 

éJ? éJ? éJr éJ? {Je 
........... (2)" 

éJx éJr éJx {Je éJx 

éJP éJ? éJr "? {Je 
••••••••••• (3) •• 

éJy éJr éJy {Je éJy 

Con lo anterior se puede determinar: 

coa e . ~ (- serne ) • . ............ (2)"' 
oe 

~ e~ sen e + ~ ( co~e ) .............. (3)' " 
éJy éJr lJe 

( éJp )2 " ( éJp) br + -"-(~]~ .•• (4) h --¡;- --;;;;- --;;;;- be bx éJx 

AG 



~=-IJ-(~]--"-(~)~ + -ª-(2E....)~ ..... (5) 
ify. IJy IJy "r IJy IJy "° IJy IJy 

Ademas de (4): 

~=-ª--(-"P....cose -~ ~)~ + 
1Jx2 

IJr olr r I><> .tx 

~=Ícose LE._ - sene(-1- ~ + ~(:..L)))cos<> + 
ax• l 1Jr2 r olr"9 "" r 2 

•(cose( ~~J+ ;; (-sene)--~ (sene~~ + ~ose)) 

0 (- s~n9 ) 

ctªp •(cos 2~ - -
1- aenecos~ + - 1- senecos~1+ 

IJxª ctr2 r ltrllé rª ~ 

1 
r senecos~ + - 1- senªe _!E_ + 

1 senªe 1tªp + 
rª 1Je

2 arete r ctr 

+ ~· sene cose ~ ) 

"

2

P =cos 1 e h_ + _2 __ sene cose ~. l 
aen

24 + 
1tx• ctr• r • lle r 

1 sen2 e o ( IJ'p - 2 sene· cose ~ ) + --z 89ª r ctrlJe r 

De (5) 

~--ª-(~ sene + ~ cose )~ + - 8
--( IJp sene + 

1Jy2 IJr IJr IJe r lty "9 IJr 
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.LL=(sene a'p + cosa(<1trl..t.E_ + "P ( 1/ '>)) z -- -:;::: - r sene + 
11y ar 2 arae ~ 

+(~ose+ sene azp +-1-(cos~ + ~(-sene>))cose 
. ar ttrae r eeª ae r 

..t.E_=sen2~ 1 cos~ 1 COB~ +-- senG seno 
6yz ar2 r aras rz iJe 

1 coa"~ + -
1

- sene cos~ + - 1- cos2 e 
112

P + --r ttr r ftrlle • 119• r 

- 1- sene cose o ~ 
rª lle 

ilp =sen~ - ~ sene cos~ + ~ sene cos~ 
6y2 ar" r 2 lle r llrll9 

+ - 1- cos"o ~ + - 1- cos2 o ~ 
r llr rª 119• 

Ademas como: 

ya que z • z 

Í..L + 11ªp + aªp ( a• 2 sene cos~ + e COllZe-!_2_ + 
ilx

2 ayª az2 arª • lle r 

1 senª~+ 1 senª~ 2 seno coso~~ + -- + 
r llr rª 119• r 

• 2 cos~ cos~+ +(senª~ - 2 seno 
7 sene + --

ar• a r ilr"9 
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z 2 

+ _1_ cosª~ 1 
COS

2
0 ..!..L) + ~ + --

r ltr • /Joª tJz' r 

ft+ A+ A = v•p o• ( cos 2 e) =--P- sen2 e + + 
tJx2 {Jyz az2 tJrz 

Como: sen2 e + cos•e 1 

FINALMENTE: 

v'p = ft + _1 _ _!e__ + 1 o
2

p + ~ z - -- =o .•.... (6) 
tJr "T tJr r 1 tJe

2 tJzª 

Para el caso de pasar la ecuación de Laplace de 

coordenadas cartesianas a ésfericas como lo muestra la 

siguiente figura. las relaciones son: 

a 

x z r cos e sen ~ 

y z r sen e sen ~ 

Z a r COB ~ 

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANO Y ESFERICO 
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