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CAPITULO T

VECTORES

I.1.- VECTORES Y ESCALARES

Urn vector es una magnitud que tiene cartidad
direccidn.

Hay camtidadaes &- fizits Jua se caractearizan
tanta por sw magnitud come For otu direzcidn,  talez  comc
2l  dezplazamienta, la veloc:dad la fuerza Y la
acaleracidn, para describir tales centidadez se intraduce
el concepto de vector, que es un  seamerto de recta
dirigido PR dezde un punta F o lamado oriaen hazta un
purits B 1lamads extremo., iz veckorez se  denctan cor
latras maylsculas o com unma Flecha encima.  La magritud o

longitud diel vector za danot: antonces por |§5] o ;5|.

Hay atrac cant L Jades flizicas que 2=
zaradcterizan  zolamente por lz maamitud,  talez  come  le
maza, lomairtud vy temparati-a, Talez cantidade: sz
zuelern  1llamar escalarez rar: distinguirlacs de laz

vectoriale

las unidades (metros, grsd:z, etc.) ne zon  maAs  que
namersz  reales. Se &z puede denotar coma letras

corriertes cono siempre.



I.2.- ALGEBRA VECTORIAL

Lezz OEPEr &l LONRT =151 adic16n. sust f&To 1o Yy
mult e licaci® ordinarias  ze  Fuedsn gerzralizar a1
Algebra vectorial mediante Jefindiciones adecuades, L&z

zigurentes defirigiones zor fundamertsles,

1.~ Iz vectorez A y B o tauslsz z1 Lienen igusl
magnitud v direscidn. AL, A = B somc 2o muestra en la

faigura (1.,

2o~ Bl vestor gque bilsne a la del
vector A, pers de 1oual meanitud sue A, e denota

por -A como 38 muestra =n ls

2= La zuma o resultzrde
e figurz () ez wn wvestor L. constiruide haciande

los e«tramoz dz 4 v  untenda

corniidir =l origen de
luean 21 ordgen de A con 2l estrems de B figura (4). La
Satms & e eszcribe §o= A+ Bl Eita defruacide ez

LLIVEREED | s ia redla d2l prralelograms paca la adicide

vaectorial, comd ge abzarva en la figura (S,
Sor tomedistez las gersralizaciornez = sumaz de  nac

de dos vactores, e ajempls. e laz ziguientes firgura:z

&) (7} g

g

vie coms Secbbiens: la suma o resultante £ ds
loz vectores A, B, T, v D,
. 4.~ La difersnoyz  de  las veshora: 4 y o]

representads per G-B a2z 2]l vactor E, Qe gunedo al B gda
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el vector A. En forma equiv:zlente ce pusde dzfirar A-F

s A+t (-BY. Sy A = R, ertonce:  A-RB

"

2 defirm come =l
vactor nulo « cera s e rafresenta por el  zimbelc O,
Ecste vactor tiens maamitud caro. pero z=u direccidn ne
eztd definicsa,

S.- La multiplicacidm de up vestor A por . esczlar
m da um vector mA cuyas maaritud 25 om vess: la 32l Al
cuya direccién ez la misma o la opuestas de A, sesun  dque
m sez pozitivoe o npegative, o= 0, = W e el

vector nulo.

LEYES DEL ALGEBRA VECTORIAL

31 A, B, y zon wvectorss y m oy n escalar
=rtorces:
tl.-A+LR=F5+4a Ley conmutat.va de
la adz-:;én,
2.~ A+ (B + Cr o= hov D)o+ L Ley azoclative de la
adicidn,
EN mA) = (raa) A s 1 {mA) Ley azociativa de la

multiplicesidn.
4.~ (m + A 2 nA + PA Ley diztributiva,

S.- m(A + B) = mA + mBb l.ay distributiva.



VECTOR DE POSICICN

Sea el puntos A en el ezpacio de tres dimensicres,
cuyaz coordenadas son (31’51’35); 2 llama vector d=z
posicidn de ezte punto al reprezentado por el segmento

dirigido aue va del origer del zistema a dichs purto.

Dezignando por a al vector de posicidn del punmts
A sus comporentes son: a = OA = (a‘- 0, a,- 0, &g~ 0) =
= (a‘,az,a’); entonces como se ve, las comporientes dal
vector de pozicidn zon giempre 13uxles a las  coocrdenadas

del puntac, come ce abzerva en la figurs (8).

VECTORES UNITARIGS

o

e dice que un vector ez unitario cuands zu  mddulo

=g 1aual a la wnidad. Fara cualsueiar yvecohbar a m 0
Tisbere & Fozible determiner 2] veckor wumitario ern su

c1nm.,

mizme dire

Por sjemplor dado wm sesher 2o &l «zpzncls de  trez

Aimenzionz: ao= (@ .a .a ) &l czmthir untaric en la micoe
¥ 2 2
direccid eztd dado gors
a a a
i 2 ] 1
a = —— - —— = —- (& «sa(l)

au - ’ - » - -
lal fa] lal fol



A(alraz,as)

a = 0A(ay,aq,84)

VECTOR DE POSICION DEL PUNTO A

FIGURA (8)



Como se puede obsarvar, a 2 direccién

de a vya que @

- H _ 1
a = ~==== &y —m—e- =5 uh escalar mayor que
u -

ja} e ceiro,

VECTORES UNITARIOS 1 , j . k Y FORMA TRINOMICA DE UN
VECTOR

En algunas ocasionzz az  conveniente sxprazar  un
‘vector & = (al.az.a" er términoz d= los vectores
unitarioz 1, j . K, coms se muestra ern la ziquiente
figura (7)), eztos vectores tieman la direzcidén de  los

ejez coordenados ¥ Su néddulz ez igual @ une.

Ery térmirms de sus  compaonentes, lo=  vechorss

unitarios quedan expresados como:

1 1, 0. M
Jeom,o1, m
ko= o0, a, D Y €2 |

Ahora biien, el vector a pusde oxprezarse comno!

Z=ai +a j>0 & k F P f< b
1 2 H

l.a cwal define al vector a en la llumada  forma

trindmica.

ANGULLOS Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR

Para describir la direccid de uh vector a =

(a‘,aa.a.l usualmente se hace canziderando tres  Angulos



VECTORES UNITARIOS i, §, k

FIGURA {9)
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FIGURA (10)



. 1, y v dztermirados por e) vector a vy la parte
positiva de loz ejes X,Y, y 2 coms se obgerva en la

figura (10).

Algunaz veces &3 mds convenlente trabajar con los
—osenos de esgs Argulos, puss 3on proparcionalezs s zuz

componentes. En afecto, se tisne que:

I
[=]
"
2
it
n
[a]
[0
=2
"
n
o
"
<
it
]
i
-~
-y
-~

Donde ; ez 2]l néddyla o magnitud de ; s 2% desir ¢

A los tre:z namaros <oz a, Co: f3, y COs v €& lez conoce
come coseno: directarez, Obvimmerte €1 = <onecen leos
cosenos directorss vy =1 modulo ds |—|, ea pueden calcular
AR comparnentes (a‘,al,as) dezpejandolas de las

ecuacionezs anterijores.

Los cozernns directores de un vect rea pueden ser

arbitraries; y su relacid ze puede ectablecer comc

cut o+ oces 3+ cos p o= tesrseacarsrescnsadD)

e 2z le expresidn gque ralacionx a  los  cosenos

iul

directares del vector &.

10



1.3.- PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El producto escalar de 4oz vectores = el ezpacioc

d2 n dinensicnes a = {a, 3 ,..a) y b ib,b,..b
1 2 n 2 n

denotado por a . 5, 2 g2 lee a eunt o b ze d=fine
come 3

a.b= [a] |b} =25 a 6 £ a<180°
o bién 3

- - n
a+b=%ab = a‘b1 + azb2 faasitab L . 46

El rezultado del producte ezcalar de doz vectores
ez precisamente un ezcalar (ndnero real).
Al producte  ezcalar también se le coroce  cono

prodacts intermo o producta punta.

Propiedades del producto escalar de dos vectores

vectors %, b, ¢ en el ezpacio dx n

0}

Dadoaz 1o

m

dimensiornzz v el ezcalar A - el produsts ascalar  tiane

laz siguientes propiedadesz:

s b= b oe o Fropiedad conmutative,

°
~
a3
+
L
~
u
o
.
™
n
[ U}

froetzdad distribativa.

11



I.4.- PRODUCYO VECTORIAL DE DOS VECTORES

Ademas del producto escalar de daz  vestores., cuyo
rezultado ez un escalar, hay otreo productc entre vestoresz
que es particularmente dtil en laz  splicaciones del
andliziz vaectorial., A ezta operacide ze  le llame =1
produszto vectorizl], y == le arplica a dos vectores & y b
en €l sspazio de trez dimensiones. pars sbbtensr wun nuevo

vect.or deczignade por a x b,

B

ean a = a‘i ta gy tai oy b= b£1 + sz + bsh
dos vectaraz en el  ezpacis de trez dimengiones, El
products vectorial a ; b, que te les "a cruz b", ecta
dafinido por ¢l vectar:

|a » 0} = |a] |b] zen « 0° £ a £ 130"
o bi1én I 2 ]

= ~ b = ‘alb - i » - ah + (abh - 2
& L mt’ ai&H *(a}‘ g;nu (d§z a;kH

Unz  represantacid miz faAcil  ds rescordar el
productc vectorial a ¢ b es por medio de un determinante

de tarcer orden

i J ;
i - a & a _ _ X b - =
a> b = 1 2 ] = (azb. a’tzlx + (m.t’ nlb')J
&t b, B t{a b, ~ab )k Jieiieiare diB)
1 2 ] F O § 21

Eri el produsto veltorial Z b siaodb. o anbos

son igual al vector a = (6,0,0) entoncez
Zxb=gi +0j¢0ke (0,00 50

12



Propiedades del producto vectorial

Si N s un ezcalar, v & y b son doz  vectore: =n

el espacio de tras dimsnsiones, entorcez e cumple quie:

- 3w b= ~Ab o A
2.- a x (b + &) = (axb) ¢ (3% <)

Ley distributiva por le 1zguisrda

(b +¢) xa= thsa + {c:xa)

Ley distributiva por la derscha

1.5.- PROBLEMAS RESUELTOS

a) Encontrar el vector umitarico en le M1IMms
direccidn dal vector ta = (2,-3,7)

Solucidn

|£|=f @2 -+ n? =I4+7¢49

|;] = o e
Por lo tanto el vector unmitario es:
_ 2 = 7
8, = T T TZ2 s TZ2
¢ v52 YeZ e

b) Encontrar el Angulo y cosenozs directorez del

siguiante vector:

a = (-6,2,%

13



6 Z <}
T oa = - 5T, cez B= - 737, caT ¥y s 5T

& 2
a = ang ooz -{"""] = 149 R = ang cos [—>-} = FR*24!

3
Y 7 ang cog [—;-] = 64°37'

<! Sear las vectares ; = (2,1,1) vy b o= (2, ~1,-2}

Encortrar a = b

d) erncontrar 2! producto veztorial del  ejemplo

antericr ,

- . i ] k
axbo= |, ' g lE T e By e
a3 -5 -z (-2-3)k

= -3 ¢+ 73 - Sk

14



CAPITLO II

FUNCIONES VECTORIALES DE UNAR VARIABLE

S$1 para cada valor de wuna variabla t = L

intervala st st £t
1 2

exi1zte un valor de un vector “"u" zn el ezpacio. se dice

que "w" esta dade comd ura furcidn vestarial de  "L" en

ez intervale

Por ejamplo, ze puede tener @

A

U= ta+ (1 - tib 0St<l .ouuvno(9)

zon vectores Jados o pueds tererses

[va]

dondz  a 1%

we tt o+ 18 zen bk 0 St S 20 .a....(10)

donde 1,3,k Formatm una tercia de  vectores unitariosz
rperpendiculares entre =31 como en loz  casos  anteriores.

i tal furcidrn ectd dada, ruzde emplearse wnz  rotacidn

tal comot u = Fit) | t‘ st < tx'
o, mhs simplemeante.
u o= oafty t £t St
T L

Si se elig2 un cistena de coordsnadaz cartecianaz
en el espacio entoncez el vector "u" puede siempre
expresarie e la forma:

u = "x; + uy3 + qu P 5 3

15



donde Uy uy,uz son las componentez correzpondientes,
Estaz componentez serdn dependientes de t 32 zupcone Jue
los ejes =an  fijoz o independientes de t. Pyade

antorncez escribirce:

u =flt), u =3(t), u = hit), st bt L.,...(12)
u Yy z 2

Lueas, wna funcidn vechorial de t determirma traz
furciores =<calares de "t", Reciprocamente, <1 Fity,
gt} vy hit) son trez funcionsz ezcalarez ds e

definidas para t‘ st = tz. entornces el vector:

u = flLtri + alt)j + hit)k resvaaereness (13

ag uyna funcidn vectorial de "t

Lma fyncidn vectorial de "t pueds reprezentarse
graficamente como una curva en al eszpacio. Asil, sea "Q"
un purto fl1jo de referencia y sea ? eleaido de marnera que
OP = ., Conforme varfa "t", P trazard uma curva, como

ze musztra &n la figura (11),

81 ze =ligen lor =jes con origen en ¢ y u ze
&aBresa oo e la 2nterior  acuadidm, entonces  laz
ecuacionez:

= frey y = 3(&; z= hit),
son sinplamente ecuaciones paramédtricaz para la curva
trazada por P, el parAmetro t  pusde interpretarse como

tiempo.

16



t =t

Pix,y,z)

GRAFICA DE UNA FUNCION VECTORIAL

FIGRA (I1)

1?7



Aun  cuands asta

vectorial resulta muy Gtil,

reprezentacidn de

la

furzidn

pueds tembién prazentarse ura

funcidn vectorial de otra formay rcor ejempla comoel
vector de velocidad del punto mbvil F oo

La funcidn vectorial o = w(t) ze¢ dice que tiene un
Hlmte v cuando t tiende & to :

lim uit) =
) tatc
si
Lim |utt) - v] = ©
tato
es decir, la Jdiferencia entre uf(t) v v puede hacerze
arbitrariamentsa pequela (coma vector) Fara t
zuficisntenente cercana a to. Lg furcidn u = ult) 453
dice gue ez continua para el valor to 31 ze tiens
Tim ug) = ulto)
L A

De donde se prusba que utt) &z conbirma para  un
21z to 1. 5 261y ozt Eu: DT TR T Ao u
uy.ux. T coarinuzz own to. De zaul 12 desc - zode. age
=i ow 't ulfb‘ sot dez furetiores vectaeolalaz de b
ambaz definidaz y continuas para t: £t < t:. entonces
laz funciores=:

ut(t! - u.(t) f u"t) . uz(t) . ul(tl - uzft) .

son funcione: continuas de

ig

t para esz

inbervalo



IX.1.~ DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL

La derivada de una furcidn vectorial u = uft)

"
i

define como =1 limite :

du ylt + At) - ue? F%) t14)

At 0 At Atar At
sienpre que tal limite exista . Ezto ze dlustra en la
figura (12).
donde w  esta representado por el vector OF, =ziendo ]

1

w

fFijo. El numerador utt + AL - y(t) = A&u  reprzsenta
vector PP’ que es el desrlazamients del punto advil F
an el intervale ¢ & t + At La cantidad Au ez un
vector v Auw/At &z &l vector Au por escalar 178t .
Luege, AurAt es un vackor y  su limite ez wum  wvechkor
dusdt .
Erm Funcidr de suz comporentes se tiens @
utt + At) ~ utt) = (F(t + At) - F(t))i + (glt + AL) -
-~ g{t))j + th(t + At) -~ h(t))k ......(15)
Ltusgo, dividierdo por At y haciends que At tianda a
cara, se encushbra !
e s T Hy s ek
dt dt dt dt
sesnenseas (16)
o sea 4que, al difererciar una funcién vectorial se
difererncla cades conponente saparadamente .

Si se define la tangesnte a una curva como  la

19



& gy

dt

t+ Ag

Ay

P
uft}

FIGURA (12)
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posicidn Ilmite de ura zecante (si existe el limite). s
Fpuade concluir qua. excepto cuzndo du/dt = 0, el vector
du/dt regreszenta la tangerte & la curva trazada por P
ern el punts P, como e moztro an la figura antsriocr .
Cuardc dusdt = 0, puede zer posible cbtener el vector

tarigentz por diferzrciaci1ér repatiy

W
.

Fuede demcstrarsze, que =3 13 ez la diztancia

recarrida por P desde t 7 t basta el tiempo t,

1

entonces r

ds  prmmme- Ty
il If'(t.) + g i1l s ey ?
____ : .z .z
d= itad IO ) I i
"4t = dt dt dt ve s 837

ds = Jdx* + dy® + dz
Para curvaz en el plarc xy . dz = 0
Azl pues, si U = 0P =2z el vector de posicién  dzl
punte mévil P, entoncez 2]  vector v = (d/dtIOP ez
tangente a la curva trazada por Py tiene en cada punto

una magni tud.

du, e mem—memmmmmm oo ds
R P S LA TPTTS LML 5 ces. (18)

vl = {4

Se coreluye que v es precisamente el vector de

velocidad del punto mévil P yva qua v a3 tangente a la

21



trayectoria, tiene la magnitud v = ds/dt (la
“velocidad”) y, claramente. apurta =n  la direccidén del
mavimienta . Sa tieng puss, la regla:

d - -
at o, velocidad de P ,

cuando 0 ez un punto de referercia filo

.

Hay ciertos vectares que zon constantes vy no tisnen
variacidn alguna., Sin  embargo, en ciertaz cuestionesz
flzicaz noz interesan magnitudez vectorialez que cambian

cornn la posicidn o con =)l tiempot por ejemilo,  la

velocidad de una particula v pueds  canmbiiar con el
tieapo €, o la intenzidad E de wun  camEs eléctrico
puede depender de la absciza X, Tal s=zirtuazién ez la
del vector andlods a une variable ndmerica dependiente vy
que es fuwicidn d2 otra varizble eszcalar XK, qQue =&
reprazents & menudos por vy = yiIxd, De  forme parecida,
i un vector F o o depends de wma  variablse eczcalar u.

esta relacitdn ze pueds exprasar por F = Flu), y esto

nos abre el concepto de diferenciacidn con respecto a u.

La defitncidn de diferenciazidn respecta da la
variable ezzsalar thdepardient s 1] pueds explicar
obsarvandn la figura (I3) en la que @

G = Flul vy 0@ = Flu + éw
sienda du un pequelic {ncremnento de u .

Por definicidn de sustraccid  vectorial, y come



FIGURA {13)
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Sy » 0, de PO = SF(u + Su) - F(u) se deduce que

F(u + &u) - F(u)
A i SR b R 10>
&u Su
tiende a un valor limite expresado por dFsdu, que
llamamos “derivada de F respecto a u",
dF F(u + 6u) - F(u)
= g —mm————— (200
du Su » 0 Su

Por ser PQ una cuérda de la curva descrita por el
axtremo P de F, estid claroc que, si Su » 0, la direccioén
de PQ tenders a la tangente en P, y de agul que 1la
diferencia de dFs du gea 1a de la tangente a la curva
en P,

Ejemplo; Sea u = r cos (wt)i + r sen (wt)j, siendo
r y w constantes. Luego, el punto P se mueve Begin las
ecuaciones:

x = 1 coB (Wt} , y = r sen (Wt)

2 2 2
que represéntan @l ¢lrcule X+ ¥y = r en el plano XY.
El angulo polar o, de P para el tiempo t es:
o = wt

de
de manera que P tiene una velocidad angular:

dt
el vector de velocidad es:
du dx dy

= i«
dt dt dt

Vo= 3 = -rw sen (wt)il + rw cos (wt}}]

24



La velocidad ez 3

S
v s r?w? sen’(wt) + riw® cos®(wt)

Siempre que w = 0.

Propiedades de la derivada vectorial

d dv du

s luxv) =y x “_ 0+ 7 m v
dt dt dt

E_ (fu) _ f fi + fi u

dt dt dt

da

at = ¢

Que incluye casos especiales , como las reglas :

g_ {a « v) = a . SZ
dt dt.
f_ (a x v} =a x sr
dt dt
f, {cu) = ¢ fﬁ

dt at.

E_ (fa) = ?t a

dt dt

Ponde :
a : vector constante .

c 1 escalar constante .

25



I1.2,- INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA VECTORIAL

Si r = OP, donde O ez un arigen fijo vy P Lt

Y. r_: Z. Z1endo

punto cualauiera, artonces r =X. r
x z

v
x,¥,z las coordanadas cartezianss va conacidaz 2 tres
dimenzicore=. coms indica Iz figura (14). S3 r = rlu),
P deberd dezceribir  una  curva  cualguiera obtenidz al
recibir u todos =us posibles valores, cuya =cuacidn

vectorial ez ¢

1v v gy + kz o= oixfur o+ Jytud + kT {u)
eupres1dn aquivalents: & w0 = (. y = vy, = =z,
que representa la ecuacén cartasiana en foorma

Faramétrics. Came ya vimnoss  anteriormante, tondn vachar

dr/du  :zerd raralels a la tangente am =1 punto a  que ==

ir, la tamgente sera fFaralela al

refiere; =:

itdu/duy + jldy/duy + kidz/dur.

Supcraancs abora que = s. la longitud de arco ds
curve medida apartir de wur punts Floo de la misma. Se3an
indics la figure (14, Entonces  dr/des 23 paralelo en

F & la tamgente en este punto, vy adamaz:

’.’ 2

farrds | = [n..s rdz1? b (dyid=)® e 'd:/delz} Y 3 B

P ser  dr/ds = i(dxz/dz) + 3ldy/de) 4+ kido/dz)
poar cumplier un elemento de cur.s &,

6212 = (&0 s (807 v B2 ?,

26
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FIGURA (14}
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tdxsdzd® + (dy/da)? ¢ (dzsds)® = o ee 422)
por 1o aue la ecuacidn (2§) da  far/dsz| = 1. be  donds
dr/dz, en cualguier punto ez un  vector unitario a 1o
largo de la tangante 2n eZe punto, S denominamas  este

vectar unitaric tamgente por T, ze tierw aus T « T =1,

T o (d7/d=z) = 0, y, por tanto, dTrds= (4% 7d=D ez
perpendicular a T,

Si N ez un vector unitaric paralelo a d7/4ds iy
perpendicular, por lo tanto, a T). podemos escribir
dl/dz = N/p, donde el ezcaler o as 2l radic de
curvatura; N ze llama normal principal. De marera

clara se aprecia que p = ]dT/ds["a

Ejempla:  Encuéntrzze el vector unilario  tangents
et el punta (3,0,3) de e curva cuvas ECUATIONEE
Faramétiricaz cartesianaz son

I = 2 "
= A, Y 2 uo- o, = = 23"+,

Soluzidn: Si ¢ = ix ¢+ jy + kz, el vector unitario

tangente 2z (v /du)

far/au]

- 2 . 2
Ahora bien: ro= 3wl F e s o+ (200 4+ DR
de donde; dr/cdu = 3o+ (Tu - 11y v SGub

El purto (3,0,3) correzpende & u =1, y aqul

dr/du = 31 + 3 + 4k
[dr/duf = (3%« 1+ 4HY2 = 28

For tanto el vector buscade ec Tu = 26 % a1+ J o+ 4k).
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II.3.- PERIVADA

DIRECCTIONAL

Sea F(x,y,z) dadz en un donimic D, en &l ezpacia
Para calcular la derivada parcial & F/8 x en un punto
(x%,v¥,=) de este dominmia, e conzidara ta rapider con que
ze verifica el cambie AF en la furcién F, de (M,y .2}
a (x ¥ &¢ ,¥, Z), con raezpaecto al cambio A e o,
Luego, =élo se cansideran loz valorzs de F a lo larac
de una llnea paralela al eje . B forma zimilar,
F/dy y /& presupcnan la consideracidn gzl cambio de
F a lo laraa de paralelaz & loz ejec Y oy oz
respectivanante, Por lo tarto, ze define la derivada
direccional de £ ern wuna direccién dada, como &l limite
de la relacién AF

bs

d21 cambic e F o la dizhtanzia As  de tracczlsde en uma
direccion dade , cuando As  tiende & cero

Sea la direccide ern cueshién dada por un vector no
cerc v . La derivada direccional de F et Ia
dJireccisn v ernn el pun?$ (.. 2} 2a danota por
VVF(x,y,z) o, midz Zorcizamento por VVF . i
desplazanmientc de (g2t er, la direccidh v
correcponde corn cambicr & L, . Arx o proporcionalez a
las comporentes Vx , Vy ; Vl y eshto &z,

A = hvx, Ay = kv, Az = hva
e=zcalar positivo . El desplazamiento ez

donde h es un
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pues , simplemente el vactor kv y su magnitud A [-1:-4

hiv] . La derivade direccional es , por definicidén , el
Iimite :
Flx ¢ hvu,y + hWvy,z + kvz) - Y,z
VvF = I v eea(23)
i F tiene wuna diferencial total en (X, ¥,2)
entonces ,
AF = F(x ¢+ hv ,y + hv ,= + hv ) - F(o,y,2)
» 12 z
- & -3
=~=hv + ——hv + —~ hy t+ ehv + e;hv + erv
Fy x oy y o [ 3 x v z
De dondse
B I T H e e g
hiv]  ox |v| ov |v[ oz |v| vl Ivl Ivl

Si h tiende a cero , los Gltimos trez términcs
tienden a cero , y el primer miembro a YWF . Se tiene

aentonces la ecuacidn

, FVy | & Va
FoF = B b ceeesol24)
o [v| oz v
fhara  bier, vi/ [V].  wwr|v]. v/ v, son

simplemente lag comporentez de un vector unitarico o en

la direccidn de v vy los cocenos directures de v saon @
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u _i_ (vui + vyj + vak)= cos ai + cos f2j + cos pk

T

En conzecuancia, la acuacién (24 pueds axprezarss

en la siguiente forma .

oF &

- ._Cosa ¢+  cog 3 + | COS y
VVF = oo (25)
l-c3 &y &z
Sz tiene azl la regla fundamental
la derivada direccional de wuna funcién Fix.y,2)

estd dada por
ff cos a + ff cos 3 + ff cos 7 ,
.3 (4% oz
dond2 , a, 3, ¥y, zon loz Aargulos directores de la
direccidn elegida .
El segundc miembro d= 125  puede  intercpretarsze
comd el producto escalar del vector
grad F = VF = (/800 + (8F/8y) i + (OF/82)K .
y 2l vector umitaric u . Azl. la derivade direccional
ez 1gual a la componente degrad F an la Jdireccidn de v,

v
VF 5= VF o —— = comp T o einian.e.(26)

Ivi
Siendo ezta la razédn por le aue e uza la notacidn
UvF para la derivada direccicmal . En el case especial
en que v = i, en e! que la derivada direccicnal se ecta

calculando en la direccidn >, se ezcribe :

a



F = BF = Qomp, TF = v~ iieaeaiae, 427

¥y, Similarmente., las derivadas direcciorales en las

direcciones y y = 1

. oF -3
WE = =, QF = -
3y oz

Extzten otrag situacionzz en  las Aue se€ usa la
riotacion de derivada percial para la derivada direccioral,
Una, muy comur, es BIuélla an la gque se calcula la
derivada direccional en un punto (s, ¥, 2) de una
superficie 6 a lo large de una direscidn  dada, normal
a 8. Si n ez un  vector normal unitario aen 1a

dirgccién elegida, 58 puede ezcribir 3

&
FF =9 e N = =7, th tivirnsarera(28)
n v
o
La  sluasidn (26 arrc)a wdz  informacidn  con
rezpects 2! vettor WS arad Fo, Ya o oaue die 126 s

concluye aaz la derivadea direccional en un punto dado
tiene un marime cuando se afectGa en la direccidn de VF 3

este valor maamo ez simplemerite

a2 a2 56y 2
-—f 4 =1 + {—-1.

ceeesad 1290

IWI = P 2y (-4

Asl que el vector gradiente apunta en la direccidd,

en que F  pumenta con méxima rapidez y su Jongitud ez 1a
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rapidéz de Grecimiettd en esa direccidn . S v forma
un éngulo ® con W, entonces la derivada direcciormal

en la direccién de v ez @

VF = || cos o casernuee (30)
v
Lueao, s1 v es tangente a una superficie de
nivel:
Filx,y,z} = constante ,
en O,Y,z) , entonces VVF = 0; puesto que 7 ez

normal a8 esa guperficie de nivel .

A vecezs se hace referencia a unz "derivada
direccional a lo  largo de una curva". Por ezto se
entiende la derivada direccional a lo largo de una
diraccidn tangente a la curva . Sea una curva dada en

furcidn a la longitud de arca como pardsnetro @

x = fis) , y = als) . z = hiz) ,
y sen le direccidn elegida, la de aumento de s, El
veactort
e e Ty Bk
ds ds ds

es, pues, targente a la curva y tiene longitud 1,

Lueans , la derivada direcciomal a lo largo de la curva es

& dr  &dy | Hdz F gy

FyE = - —— - —— e Z e

& dz oy ds #r de ds

esto es, la rapidez de cambic de F con respecto a la

langitud de arco sobre la curva .
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El cignificado de la derivada direccicnal puede

aclararse 31 ze vi

F

waliza 2l ziguizmt:z soperimenta

2

Un viagers &n un 3lobn 1leve consiac un termdmnetero vy,
intervalos, anota la temperatura . %1 zu lectura en uha
pusicidyy A rT de 42° y en la posicidn B ez de 449
habrd de estimar que la derivada direccional de la

temperatuara en la Jdireceid AR =z pocitiva vy tlene wun

v

valor de aproximadsmente 2° + d, donde o ez la

distancia. [5@[: =i {5@[ = S 000 m, =l caleulo  zerls

a4, 0004 por nstro . S1 conbings viajando en la misma
dirsccion, serlia de esperarse qus  la  tempreratury
siguiera azcendiendo &l mizno ritmo . Si el alebs se

mueve sobr

2 una  trayectoria  curva con una velocidad
constante conocida, el viajera puede caloular  la
derivads direzcional & 1o largoe de la  trayectoria  zin

asomar<se fuera dwl alobo .

La discucidn anterior se Rka dado =LY traz
dimensiares . Puedsz reducirse & doz dimensionz:z  sin
dificul¥ad , Nzl, pusz, ze  considers urnz  furezidn

Fie,yY v =u rapidez de cambic a lo large de una
direczcidrn dada v &n 2l plano xy . Si v farma uh
Anaulx o con el eje poazitive X puede escribirze

SE = ¢ F = ff cos a o+ ff sen o 3
o

¢
2

ya qus v tiene los co

vl
fid
=
[}
w
a
=
I
0
o
D
o
uw
n
0
@
44
<
n
w
D
H
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= ¢cos (1/2r - a) = 3erm o . Nuavamente, la der ivada
direccional es la componente de:

grad F = (8’31 + (/80

en 1a direccion dada; la derivada direccionai =0 un
purto dado prezenta su mdxime en 1z dirs arad F
siends 2u valor:
o2 Al
IVF! = .= + - .
&x dy
La derivade direccional ez cara a lo laras de  una

qurva de mivel, tal como 10 zZuaiers la  szi1guiasnts figura
{(15).,
Si se intsrpretarn laz  curvaz ds nivel come 1lneas

de contorrms topogar&fices. por egempla, de la superfl

1)
Ld

1

z = Flx,y), entorzezs la  derivads dirs

=ional <igmifica
simplemaentas la pendiente de= azcencidn en una  direccidn

dada. El ritmo de azcanzoe en la direccids  d= masnz

g
—

pendierte 2 =2l gradiante",  que ez precizamente
Lérming quz comarmente e uza, El cuolizta que  zZiagzagues
al  ascerder wune cocling,  sioelemsnte aproveacha laz
venrtajae de la regals de componentes para reducir la

derivada direccional.

3s



0

grad F

NN

GRADIENTE DE Fix,y) ¥y

CURVAS F(x,y) = constante

FIGURA (15)
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II.4.- GRADIENTE

El aradiente u operador grad, quz Para un calmpo
aszcatar V  se define asi
grad V = 1{/3) + (/8y} + KlaV/dz) caaseeesads (32)

Como consecuencia inmediata deducimos que ! efecto
cansiguliente a la accién del operador gradiente sobre un
campe escalar V ez la defimici®n de un campo  vectorial
F  cuyas componzntes son Fx = M/, Fy = SMay .
F: = dN/oz. 81 introducimaz  wunm operador Jdiferencial
v de naturaleza  vechkorial  (que  Ilazmaremocz  "del” o
"mabla"), tal que

Vo= i@/ M) + J(A/B) + k(A ... 433

entoncez deducimes de la ecuacidn (32) que

arad V = W erenennesr {34)

Variaciornes infinitezimales de V

Conzideremos &hora el <aso de la  varlacion que
experimenta V =i las variablez: », y, =z sufrert  un
incremento de dx. dy, dz, rezzectivanente. Pe la

teorla de derivacidn parclel de furiziones sabemas que

&/ -8 4
gy = ~~ dx + -~ dy + ~-- dz, wevars.s 435)
[ 2 &y o

AdenAz, el vector dezeplazamiento que corresponde al

tincremento de las variables ez
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dr = idx ¢ 3dy + kdz e ees. (38)

Por tanto, podenoz conciulr, a partir e lag
ecuaciones (I3, (35) y (IK)  Aue
dVv = arad Vo« dr. e A3

Suporgancs aliora la scuatide

Vir) = Vi(x,y.or = conttante,

En aaneral, eztc repre iba tma zuperficie en el

eszpacin de Lrez dimenziconesz, cuya forma deponde de Vi

qe, & s vez., Adzpende del valar de

Por tanto, para ur conluntos

conztante queda determinada una familia d superficies,

]

Fijaremnos nuestra aterzidn pramordial o une superflore

ezpacifica de I familia qus verde A, eor tanto,
angendrads paoe un ovalor particular de  la constants, ¥

ademadz consideraremoz =1 vector dr de la ecuacidn (37

coino correzpandiente & un dezglaramiento zobitre 1a
zuperficie oo andica la  fiaurs {1&), En asta:z
condisrones dY = 0, porquz VO gz conztante  sobre  la
zuper f o Y. por tanto, grad ¥V oe dr = 0 para cualauies

desplazamiento zlemental sobre la zupaerficie. Came

ademdz w1 grad Vo om dr san raloz, Ta espresidn gulars

quz anbez f2on perpendicularez, lo gue  implica  que

es parpendicular a la superficie, Por tamts, la
direccidn de grad V en cualquier punto de la superticie
ez la de la normal en dicho punbto a la zuperficie Vir) =

canztante,



V{r) = constante

FIGURA (16)



Variacison de v

Si tomamos un desplazamiento arbitrario ds en la
direccién de un vector unitario t. al ser dr = tds se
deduce de la ecuacion 137) que dV = grad V » tds. v por
tanto. dvs/ds = grad V = t,  ........... (38)
ecuacisdn que nos da la variacisn de V respecto a 1a
distancia medida en cualquier direccion.

Cuando t gea paralelo a dv entonces dv/ds
alcanza el valor maximo. que es dVs/ds = |grad V. Lo
cual quiere decir que el vector grad v es un vector en
la direccién sobre la cual la magnitud de V varia con
maAs rapidez. v ademas que el module de grad V es
precisamente esta variacidn mas rdpida. kesultadc gque.
comparado con el que obtuvimos al {inal desl parrafo
anterior. nos permite decir que V varta con la mavor
rapidez en la direccién de la normal a la superficie
Vir) = constante: conclusidn que. sin duda. puede ser
obtenida directamente. Si los cosenos directores de 1la
direccidn en que se verifica el desplazamiento ds con
tl.m.n) entonces t = 1li + m} + nk (por ser 1% m2 + nz
= 1)1, v por Lanto. se deduce de 1a ecuacidn (381 que

gv/ds = 1EIV/OK) + mioOv/sav + pidVsAzr .. .. (39)

Merece hacerse constar el hecho de gque ambas
notaciones "9V'. "grad V" se utilizan indistintamente.
por 10 que las ecuaciones (371 v {38) pueden también
adoptar la fornma

gV = 9y « dr vy dvV/ds = IV » t. respectivamente

40



Suma v producto

Vamos a considerar formas simplificadas que se
pueden obtener para los gradientes de sumas v productos.
Entonces:

A U V):i[dlU + V)/ax] + j[alu + V)/av] + k[a«u + v:/az]

=[ildU/OX) + ftdUsavy k(auzozp] + [1(6V/ax; +

+ Jiavsav) + k(aV/az)]
VvV por tanto,
Y o+ V) o= QU+ 9V
ViU o+ vy o= ifoy x vizex] + 3[aiu x visev]

+ kfo1u x visez]

"

1furavrexy + viausax)] + i[utevsav) + Viausavy]

+ k[utavrsazy + viausazy]

Ulitavsox) + 31av/ay) + ktavsazr] +
+ V[itaUsaxy + $18v/av) + ktoUdz)]
y. como conclusién.

ZtU + V) = U + IV L (at)

Debe observarse que en las ecuaciones (40) v (41
el comportamiento del operador v es formalmente

idéntico al del operador drsdx del calculo elemental.
Ejemplo:

l1.- Sea V = xzsen v + ve’: hAllense grad V v

Jerad V] en el punto (3,2.1).
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Solucidn:
aV/ax = 2x sen V. /8y = %’cos y + e, aVrdz = ye'.
¥ por tanto.
grad V = 12x sen y + (xcos y + e )i 4 yezk.
En el punto (3.2.11.
grad V = 16 sen 2 + (9 cos 2 + e1d + 2ek
Y por lo tanto:

lgrad V| = 136 sen®2 + 9 cos 2 + o% + ae”t’?

jgrad V| = (36 + 45 cos®2 + 1Be cos 2 + se’it/?

11.5.- DIVERGENCIA

Anteriormente estudiamos el operader gradiente que
actuabia sobre un campo escalar y daba lugar & un nuevo
campo de naturaleza vectorial. Ahora consideramos el
operador divergencia o "div" que act¢a sobre un campo
vectorial para dar lugar a un campo escalar segun la
siguiente definicien:

div F = GGFx/Ox) + (dFy/dy) + tanfdz) L 4A2)

Y si introducimos el operador definido en la
ecuacién (33) sin mas que tener en cuenta el producto
escalar do dos vectores en funcién de sus coordenadas.
resulta:

div F = 2 2o F ........e.. . (423)

va que

7 - F =[1(0/0K) + 3idrovy + K(d/dz)] » {iF + JF_ + KF_1=
X b's E3
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= @/ IF  + (F/BF  (B/B2IF
» ¥ z

Igual gue en la seccldén anterior. €l uso de “div”
o "9V" es indiferente.

Es inmediato que

T - (F +G) =7 «F + 97 G ........ (44)
va que
Ve (F + G) = A(f + Gix/ﬂx + MF + G\y/dy + OUF Grz/bz
= “"Fx"’“ + 6Fy)8y + OF:/az; +
+ JBG_‘lax + i)c,y/av + 83 _s08z) =
=Y - F + V-0,
Un vector F. tal gue divF = ¢ en cualquier

punto. es un vector solenoidal.

Se puede ver facilmente que la ecuacisén (42) puede

formularse en sentido inverso. Es decir. dado un campo
escalar V., ez siempre posible encontrar un camnpe
vectorial F tal que div ¥ « V. 5in embargo. el campo
F no seri <nico. va que si  hacemos IF /B = o
"
gF i o= Y aF gz = V' e ve Jue W Y
b d z
v pueden ser cualesquiera numeros. siemsre Jus sy
n} .
Buma ses V. Ademas. F_ = f v™dx. integral que esta

determinada salvo una funcidn cualquiera de y y =z
Analogamente se puede afirmar de Fv ¥ Fz.

Debe hacerse resaltar que ¥ « F x F » 9. El
primer miembro es por definicién div F. que €5 un

eycalar, mientras que el sepgundo es:
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F 29 = F (8/0%) « F (8/8v) + F (8/92)
® y z

es un operador.

Ejlemplo:

1.- Siendo:

F = (3x’y - 281 . (xzyz + ygz)j + ixz’- yzz3k

Calculese div F en el punto (-2.3.2}.

Solucion:
OF /9% = oxy . OFylay = 3yzz . OF_/9L = 3xz®- 2yz.
Por 1o tanto.
div F = éxy + 3y®z o+ ax2® - 2yz = -i8

en el puntoe (-2.3.2),

11.6.- ROTACIONAL

El operador rotacional actda sobre un campo
vectorial. dando lugar a um nueve campd vectorial. segun

la sigulente definicién:

9F_  aF oF  oF N
rot F o= i [—2 - X 4§ {2 2k L %
9y oz 2z ox ox oy

crierene s C4B)
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51 utilizamos el operador ¢. podemos escribir

rat F = ¢$AF PN 1

ya que

AF = [ita/a)n + 310/8y) + k(a/az\] A (u" + ij + kr_)

n

i [(B/ayns - 18/82)F } + i (!ﬁ/dth - L 8/3XF ]
3 Y ® z

'k (u’/ﬂx)?y - ld/«?y)l-‘x}

Las notaciones “rot" o QA son indistintas.

Otra forma de rot F es la del determinante:

i 3 z
rot § = | &9, ord 28, 4 .. U4
F ¥ F
” ¥ z

Que se deduce inmediatamente de las ecuaciones (8).
133) y (46) por lo tanto:
CA(F+G) = 9AF+UAQG
que se realiza expresando cada término en funcidn de sus

componentes cartesianas.

Yn vector F que verifica que rot F = 0 en

cualquier punto se dice gue es irrotacional.
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Por ultimo, nos podemos preguntar si la ecuaciosn
C(45) @s inversible: ez decir. si dado un campo  vectorial
G es posible en todos los casos encontrar un  campo

vectorial F tal que G = rot F,
Ejemplao:

Sea F = (x* + y2 + 251+ o - yzzz)j + Xyzk:

hallese rot F en el punto (2,3.-2).
Solucidén;:
E
aF /ey =2y. 9F 18z = 2z, dFy,ax = 4x
aFy/az = —Zyzz. an/ax = Yz, GFZ/Oy = X2
De aqui gque. segun la ecuacién (45,
rot F = i(xz + 2y22) +  jt2z - yzy o+ kiax® - 2yl

rot F = ~40i + 2j +26k

en- el punto (2,3,-2), 2
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CAPITULG XIE

COORDENADAS CURVILINEAS EN EL ESPACIO

III.1 .- COORDEMADAS CURVILINEAS.

SuUpongames que en una reagiAn dada f‘(x.v.z).
fz(x.y.z). fi(x,y.z,\ gon funciones uniformes de X,y.2.
¥y que las ecuaciones

= - - - e rAQY
uo o= fxyz) U= £(xy,z), ug o= £(xy,2) . 048

pueden resolverse para x,y,2 como funciones uniformes

X = ¢‘(u“ uz, us),

y = ¢2(ui, u, us).

z =g lu, u,ud, L e 4D
de u‘. u,, u, a cada punto Pix,y,z)} corresgponde un
grupo de valores de Y Y, U, ¥y a c¢ada grupo de

dichos valores corresponde (entre ciertos limites) un

punto. Las funciones Yoy, . Be denominan
coordenadas curvilineas.
En general suponemos que v,oou,ou, son

funciones continuas y derivables de x v, 2, ¥y que

x, ¥, 2, 8on funciones continuas y derivables de M
uz. u, - En muchs: cesos hay puntos particulares en los

que no ee satisfacen esss condiciones, y es necesario
tenerlo presente al aplicar las férmulas generales a las

reglones que los contienen,
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Por cada punto P pasan tres superficies
u = constante, Y, = constante, u, = constants,
liamadas superficies coordenadas., que se cortan segun

tres curvas que se depominan curvas coorderadas, En

cada superficie coordenada hay una coordenada constante y

dos variables. Se designa la superficie por 1la
coordenada constante, y asl se dice: superficie U
superficle u. superficle u. En cada curva

coordenada, una coordenada es variable y dos constantes.
Se designa la curva por la coordenada variable: curva Y,
curva 'le. curva Us.

El vector R que va desde el origen al punto
variable P{x,vy.z) puede expresarse como funcién de u
Yo La derivada parcial de esta funcidn con
respecto a u se obtiene haciendo variar P,
suponiendo u oy censlanles, esto es, a lo largo de
la curva u,.

Por consiguiente,

€s un vector tangente a la curve u_en P. Andlogamente,

ap OR

u du
2 9
son tangentes a las curvas U, ¥ Uy, respectivamente.
La derivada parcial de R con respecto a U, es

la razén de dR a du‘ cuando las variaciones e toman
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sobre la curva Y. ahora bien, en cualquier wvariaciln

s& verifica:

Por consiguiente,

R gR o Vu
- a2 Yu o m—— e — = 1
du! du
Anidloganente,
aR ar
- . Vu_‘z = =~ & Yu =1
du au 8
1 3

En una variaci®n sobre la curva u, los valores de
u, ¥ u son constantes. En consetusncia, Vuz v Vua
gon perpendiculares a la tangente y, por lo tanto,

aR aRr

de una manera aniloga se obtienen ecuacionas con u‘ U

oo,
u intercambiadas.
Esas relaciones entre derivadas parciales estan

todas expresadas por las ecuaciones

R
- e Qu =1, i =1,2,2 ... (50)
i
Su.
i
OR
== « Yu = 0, i# 3. PN 43 )
du !
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II1.2.~ COORDENADAS ORTOGONALES

Se dice que las coordenadas curvilinaas BON
ortogonales cuando en cada puntov Pix.y.2) 1z curvas
coordenadas son perpendiculares entre ol. Las
coordenadas ortogonales son las mas enpleadas a causa de
su sencillez. ‘

Supongamos que v, U BORN coordenadar
ortogonales. Sean i, i, i vectores unitarios
tangentes a las curvas coordenadas en P(x,y.z ¥ que en
cada caso se extiende a 1o largo de la curva en la
direccidn en gue aumenta la coordenada correspondiente.
Suponemos gue los sublndices 1,2,2 de las coordenadas

se han asignado de tal manera que i‘, i in forman un

2°
triedro positivo, como Be muestra en la figura (17).

En este caso,

A lo largo de cada curva coordenada 1a longitud del
arco es una funcién de una sola coordenada curvilinea.

Sean B, 8,, ¥y 5, longitudes de arcos medidas sobre las

curvas cooirdensdas en ias direcciones positivas de u,,
w.ou, respectivamente, y
ds de ds
—*=h, —Faon, —Tan ... .52
du‘ du, du,
las derivadas en el punto P. El paralelepipedo

rectangular de la figura (18), cuyas aristas
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uy _2

FIGURA (17)
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ho dup

h3du3

o e arm e e o | o am e — o )

hy duy

FIGURA (18)
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ds = hdu, ds
1Y 1 S 2

A s €R”

= hd¥,  dsj = hat, ... st
se extienden a lo largo de i‘, i.- i, se denominan
elementos de volumen. Es aproximadamente igual al

recinto infinitesimal limitade por lasg superficies:
Voo Moo uwedu Ll oups gy, u e gu
Su velumen es

= Ay qre s £R4Y

dv = hhhdududy, ... z4
y su disgonal ds = PQ, determinada por la ecuacion

2 R 2 2 2t 5%

ds h‘ o+ hzd“z #ohgdu Lo §eied;

es igual al elemento de arco a lo largo de cualquier

curva tangente a PO en P,
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II1.3.~ COORDENADAS CILINDRICAS

Si M es la proyeccién del punto P(x,y,z) en el plano
xy Yy r,8 son lazs coordenadas polares de M erp este
plano, las variables u =r, u = &, L 4 ae
denominan coordenadas cillindricas de P.

Las ecuaciones que relacionan las coordenadas
cilindricas y las rectangulares se deducen facilmente de
ls figura (19);

Y son las siguientes:
X = r cos @, Yy = r sen @8, zZ =z ..., 562

En un punto dado el angulo e puede tener un
namero Infinito de valores que difieren en multiples de
2n. Pero en una regidén que no se extiende alrededor del
eje de las 2z, o no contienen puntos sobre este eje,
pueden asignarse valores a las coordenadas cilindricas,
de modo que son funciones uniformes, continuas y

derivables de x, y. 2, como lo muestra la figura (20).

Las suyperficies coordenadas

r = copstante, 2 = gonstanta, 2z = constante
son cllindros de eje 02, planos que pasan por 0Z, ¥
plancs perpendiculares a 0Z. Puesto que esas

superficies se cortan en angulo recto, las coordenadas

son ortogonales., Ver figura (19).
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FIGURA (19)
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FIGURA {20}
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Los vectores unitarios i , i, i se extienden,
4

a' Ta

respectivamente, en la direccién NP (hacia

afuera) .

sobre la perpendicular al planc ONF {(en el sentido gue

aurenta 6), y en la direccidén positiva del eje
figura (19}.
Los elementos de arco en esa direccion son
= - a - a4

ds‘ = dr, dsz = r do, dsﬂ = dz.
Las cantidades h. h. b, de la ecuacitn (52}
en este caso, los valores siguientes:
hy=1, ng=2, hy=1, ...

y el elemento volunmnen es

dv = r dr dS dz. Cee

57
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II1.4.-COORDENADAS ESFERICAS

Las coordenadas esféricas o polares de un punto P
son: su distancia r = OP al origen, el Aangulo ]
formado por OP y el eje de las 2z, y el angulo ¢ en
el plano xy formado por el plano xz vy el plano OPZ.
Sus relaclones con las coordenadas rectangulares vienen
dadas por las ecuaciones

X =r sen 8 cos ¢, Yy =r senfé seng¢, Z =Tr coB O
RPN 4: ()]

La direcciédn positiva de ¢ es la de una rotacién
a la derecha alrededor de OL. El Aangulo 2] se
encuentra positivamente desde 0OZ a OP. A cada punto
del espaclo corresponden infinitos valores de estos
angulos; pero en una region que no incluya a puntos del
eje de las 2 se les puede asignar valores tales que las
funciones x, ¥y, =, sean uniformes, continuas ¥y
derivables.

Los sistemas de elementos que determipan los puntos
del espacio en las coordenadas esféricas son: esferas
concéntricas de ceptro O, que tienen por radio 1los
valores sucesivos de r; planos meridianos que pasan por
el eje de las = correspondientes a diversos valores de
$;: conos de revolucién de eje 2 correspondientes a los
diversos valores de ©. Puesto que los elepentos de

estos sistemas que pasan por un mismo punto P 8e cortan
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en Angulo recto, las coordenadas son ortogonales.

Tomando

los vectores unitarios i‘, i,, i, son: la normal a 1la
esfera r = constante, y las tangentes a los dos
circulos coordenados, trazadas en cada caso en la
direccién en 1a que aumenta la coardenada
correspondiente. Los elementos de arco en esar

direcciénes son

ds_=dr, ds_  =r df, ds, = r sen @ d¢ ... .. .C61)

Las cantidades h., h.. h. de la ecuacidén (52) tienen,

en este caso, los valores siguientes:

h‘ = 1, hz = r, h. = r gen 6, ..... (622
y el elemento de volumen es
dv = r’sen 8 dr d© d¢. ....... 683
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APENDICE

Aplicacién del Gradiente:

La distribucién de presiones en un yacimientp es
una funcién escalar. Para un tiempo t dado p =
pi{x,y,2), entonces

ap ap ap
Vp = —==-= 1 + e J L Dt k
ax dy oz

El vector velocidad de un fluido incompresible en
un medio poreso y permeable, en régimen laminar, vy
despreciando los efectos gravitacionales, esti dado por
la ley de Darcy:

R k ap ap dp

-»>
$acmm W e [tk mme g 4 mmm i)
H M ax oy az

=yl +uisur
3 y 4

>
en donde U Uy' vV, B8on las componentes del vector w
en las direcciones x, V. a, respectivamente.
Obviamente

R ap

»® “ ax

R ap

v £ e e e

4 uo oy

. p

VU o= o e e

u 8z

Al



Aplicacién de la Divergencia:
Representar el campo vectorial en el plano Xy

dado por la siguiente funcién vectorial Do oxi+ vi

L
SN T
»

La divergencia de este campo vectorial es ¢ V=

2. Obsérvese que para cada par de valores (x,y) se tiene

un vector del campo ¥ (x,v).
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ECUACIONES DE FLUJO EN DIFERENTES

SISTEMAS DE COORDENADAS

bDada la ecuacidn de Laplace de l1a forna:

-

" p a’p o' p
‘‘‘‘‘‘‘ 4T + T = - s
a% ay %
para transformarla de coordenadas cartesianas
cilindricas como nmuestra la siguiente figura, se hace
siguiente: o
X = T CO8 & :"'c"aa.‘"
¥ =r sen o :
z =z I
I
]
(@]
I
hY la
8 |
!
{

A3

vz

!

..C1

a

lo



Derivando con respecto & x:

a a0 ar
—=~ (%) = r {~- sen @) ——~- 4+ co84 & ———- = 1
&%

9 29 or
=== {y) = r {¢cog @) ===~ + sen © -~~~ = 0
&% ax ax

& 8z

“es(2) = vvme 2 0
ax ax

De lap tres Sltimas ecuaciones se tiene:

aa
or o drreene & e.a®
i3 coB @
ar
a0 - sen & ~5-

e o e e e e crsecsavancieanaer 3D

ar r cos ©
Sustituyendo (3) en (2}:

ar 1 + r sen @ (-sen © Jr/ex/r cas 6)

ax coB &

1 - sen” & &r/dx/cos @

cos ©
2 ar
ar 1 - sen” ©/cos o o
s o= = cos8 @
ox cos ©

Ad



Sustituyendo este ¢ltimo valer en (3):

e - Ben @ ¢oB © Ben o

AnAlogamente, derivando con respecto a vy

g deo or

—== {xX) = r (- 3en ®) ~—~ + ¢c05 & ~——~ = 0
Ay ay ay
3 .

—~— (y) =1r co8 & ——— s+ sen ® éIr/ar =1
dy

Resolviendo simultaneamente:

de
or T A
oy ) cos ©

or
oo TR TH L UURUR >
ﬂoy ) r coe ©

Sustituyendo (2)' en (3)'

r sen & 0d9/dy
oo - men [gme)
-;;_ ) I ¢cOoB 6
senz e de
RS vy
_;;— ) r cos ©

AS



29

co8 & - 1T senz e

do ay
—— -
ay r cos” ©
9 2 F
-——— (r cos” ©® + r sen” ©) = cos @
&y
2] cos ©
———— o mm———
ay r

cos ©
gan @ —m-———-
ar r n r
———— g e ———————————— = sen e
ay cos ©

Ademas utilizando la regla de la cadena:

ap ar ar P do

———— g mmm— em—— p —eem e

ax ar ax de ax

ap ap or apP 20

_________ ————y m——— m—

ay ar &y de By

svesseisnees (3D’

Con lo anterior se puede determinar:

e % e JL[.*E&G_] ............. (2)°"
(04 ar o6 r

e % sen o + % [ -5229— ] .............. (3)'*
ay or %0




p o (22e-tn (22 )20

o' oy Loy’ oar Loy’ oy ._:_0_[_%_)_"5*_ <

Ademas de (4):

d‘lp L] [op 050 - sene ap] ar

e ar ar r 86 éx

.2 % o0 - BENE _dp } )
& L o5y % 7 &x

2 x

2
L 5: (cose 2 f - sene({_— Le o, «-g«e-(i;]]]cose +
oy ar arse =] r

[eore(-£R)+ 22~ seno)- =h-[eene-LE- o 2-cosa)]

2 2 rd
2 f (cos’ara f - —%— senocose-22_ 4 -1; senecose§§]+
ax ar ardo r
2 2
0[— —%— senecose-2P . 4 _1_gen®e 22, —l; sen’e g—? +
ars0 T ar r s
+ 1: send cose dp]
r dJo
z 2
4 : xcos’ @ _2_?_ + 2} sene cose —2E_ . 1 aen’e-gg— +
ax or r o0 r
2 . #
PO sen®e o [ L f - -%— sene coso ap ]
r* L drée

De (5)

2
_‘_’__I?__.L_[_’R_ seno + —JB_ _c_crle_]_;_'r_ ' L_[;'p_eeng .
ay* or ‘or % r 2y s Lo

AT



. ap cose] 30
a0 v gy

o’p

oo

2 =[sene s f + cose((l/r) + o (—1/r’)]]sen6 +
do

oy

Tz z
+[——‘ﬂ°—<059 + sene—g—p- 0-1-— cose—a—p- + % (-sene)}]a*;—g
or

srde - 20 r

“ g 2 z
oo -
zp =Ben’€>—a—5- *-ll_— sene cose—2 P -—Lx- seno cose-TP_ 4
i ar 2rdo r Jo

1 2@ 1 s 1 z_ o
+ —— coa’e-T2_ . seno cose——PB_ + 1 cos*e P
r ar r orae r? *

- -—1—.- sene cose o -2B
r Je
. .
d zp =sene-—g—‘—2—- - —g; seno cose-TP . 2. gene cosea-'f—p—
a3y ar r ] r ardo
2
+ L cos®e 2B, -—1; cos*e -i-;L-
r ar T 20

Ademas como:

2
_iL-.-—e——;L-yaque Z x Z

a2t az
2 2 2 z
CJ 5 + 0;: + 05 s[conze—a—%-+ —2-;-sen9 cosoi’;+
ax ay oz ar r L4
]
v ettt L gen®e ¥R 2 oo coso_fz;] ,
r ar r* 80 r or
2o 2 2 2 ra
+[sen o——‘-’-—- - — gene coso——p—- + —— SEeno coae———-E— +
ot et s r aroo

A8




2 2 2 2
[
f + "29 + ": = #p "f[senze§cos"e)+
[ 44 ay az ar
z z
—-:‘_— -—"E—[senze + cosze]+ 1. 9 f (senze + cosze] + 8 f
ar T oo az
Como: sen®e s+ cos’e = 1
FINALMENTE:
2 2 2
Vzp = _g—g— PR S —3; 4 g + 2 5 =0 ...... (6)
ar T ar r- 80 az

Para el caso de pasar la ecuacién de Laplace de
coordenadas cartesianas a ésfericas como 1o muestra la

siguiente figura, las relacilones son:

a
I
!
i
X = r cos © sen ¢ @/ |
1
r sen © sen )
y = ¢ 1 ,\j
Z ar COB ¢ 8 N :
N
N

SISTEMA DE CdORDENADAS CARTESIANO Y ESFERICO
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