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INTRODUCCION

Los anillos de Burnside tienen una gran importancia dentro del él.gebra y de
las mateméticas en general, en donde han servido para el estudio de los grupos
finitos, y de la teoria de los nimeros. Los anillos de Burnside juegan un papel
central dentro de la topologia algebraica y de ciertas ramas de la combinatoria.
Ademds son un ejemplo importante de anillos conmutativos con unidad. Los anillos
de Burnside tienen més que justificado su derecho a permanecer como uno de los

tépicos més interesantes e importantes de las mateméticas modernas,

En buena medida, este trabajo esta autocontenido, sin embargo, pensamos
que es necesario para la lectura de este trabajo, conocimientos fundamentales de
la teorfa de grupos y anillos. Es recomendable también conocimientos de dlgebra
conmutativa, topologia y fundamentos de la teorfa de Ca.tegorfas, aunque no-son

indispensables.

El objetivo primordial es demostrar el teorema de Yoshida, publicado en Jour-
nal of algebra 80, 90-105 (1983). Cuyo titulo es Idempotents of Burnside Rings
and Dress Induction Theorem.

Aunque el objetivo fundameﬁtal es este teorema, aproveche la oportinidad
para desarrollar la teoria de los anillos de Burnside en los primeros tres capitulos,

hasta el feorema. de Dress 7.10 y sus corolarios.

_Lés primeros tres capitulos estdn basados en las conferencias dictadas por el o

Dr. Ernesto Vallejo en el Instituto de Matemdtices, y en el Seminario sobre anillos



de Burnside ofrecido por el Dr. Andreas Dress durante su estancia en el Instituto
de Matemédticas en marzo de 1990. Creo que es importante mencionar aqui que
gran parte de los teoremas acerca de los anillos de Burnside que se enuncian en

este trabajo, fueron descubiertos por el Dr. Andreas Dress.

En el primer capitulo se enuncian y demuestran todos los requisitos acerca de
acciones de un grupo en un conjunto. En todo el desarrollo del tema, cuando
mencionamos al grupo G, estamos pensando que G es finito. Ademds, introduci-
mos todos los conceptos preliminares a la definicién del anillo de Burnside y sus

distintas propiedades que se enuncian en el capitulo 2.

En la primera seccién trabajamos en algunos ejemplos importantes de G-
conjuntos, que son muy interesantes en sf mismos, Introducimos métodos para
. construir nuevos conjuhtos con nuevas acciones a partir de otros ya conocidos.
En la segunda seccién se enuncian y demuestran algunas propiedades funda-
mentales de los G — conjuntos. Uno de los teoremas mdas importantes de este
capftulo es el teorema de “estructura” de los G'-conjuntos, este teorema nos dice

cuales son exdctamente los componentes bdsicos de cualquier G-conjunto.

En la tercera seccién introducimos el concepto de marca de un subconjunto H
en un G-conjunto X, Este concepto juega un papel centrul en el desarrollo de la
teorfa. La marca de H nos permitird obtener un morfismo de anillos i, del anillo
de Burnside de G al anillo 1™, donde n es el nimero de clases de conjugacién de

- subgrupos de G.

El Segundo capitulo se compone delassecciones 4 y 5. En la primera hacemos
la construccién formal del anillo de Burnside (G) para cualquier grupo finito G.
Las clases de' G-isomorfismo de los G-conjuntos finitos forman un semianillo con-

mutativo con uno, tomando la unién ajena como la suma y el producto cartesiano



como fa multiplicacién del anillo. El anillo de Grothendieck de este semjanillo es
el anillo de Burnside de G.

En este capitulo encontramos explicitamente el anillo de Burnside para ciertos
grupos interesantes, como son los cuaternios y el grupo diédrico de orden 8, entre
otros. Terminamos esta seccién con la definicién de la funcién  de la que ablamos
arriba. Resulta que la funcidn ¢ es inyectiva, y podemos pensar al anillo de
Burnside dentro de Z". El teorema 5.5 nos da una condicién necesaria y suficiente
pare que un elemento de Z"™ pertenezca al anillo de Burnside de G.

En el tercer capitulo se estudian las propiedades del espectro primo del anillo
de Burnside., Ademds, se hace una generalizacién de los resultados a anillos, que
también llamaremos de Burnside: Sea 7 un conjunto de niimeros primos, entonces
N.(G) :=17, @7 N(CG). En esta parte se enuncian teoremas de Dress que son muy
importantes,

En el 1ltimo capitulo, aprovechamos todo lo que se ha desarrollado en la tesis
para poder probar e] teorema de Yoshida, En la parte final damos un teorema
muy interesante: Si H, G son grupos que tienen su anillo de Burnside isomorfo,
entonces tiene el mismo orden.

Recientemente ya se sabe un poco més sobre este tema, en 1989 log doctores
Gerardo Raggiy Efnesto Vallejo descubrieron lo siguiente: Si H, G son grupos
Hamiltonianos y (}{(G) = Q{H), entonces G = H.

Es dificil mejorar este teorema, ya que a dltimas fechas se han encontrade

p-grupos no isomorfos, con el mismo anillo de Burnside.
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§1 ACCION DE UN GRUPO EN UN CONJUNTO

Todos los grupos que se utilizardn en este trabajo son finitos, a menos que se especifique
lo contrario, ésta serd una hipétesis general, Sin embargo, las proposiciones que valen también
para grupos infinitos tienen demostraciones que no utilizan la hipétesis de finitud. El lector
podréd notar que cuando hablemos de subgrupos de un grupo finito, podemos sustituir la
hipétesis de finitud del grupo por la del {ndice de algin subgrupo.

En la primera seccién de este capitulo analizamos algunos ejemplos importantes de G-
conjuntos, se introducen métodos para construir nuevos G-conjuntos a partir de otros ya
conocidos. En la segunda seccién trabajamos en las propiedades fundamentales de los G-

conjuntos hasta llegar, en la tercera seccidn, al conocido lema de Cauchy-Frobenius-Burnside.

Un grupo G puede actuar en un conjunto X por medio de una “multiplicacién” donde
un elemento de G por cualquier elemento de X tiene como valor algin elemento de X.

Formalmente tenemos la siguiente definicién:

.1.1 DEFINICION
Sean G un grupo y X un conjunto. Una aceién de G en X esuna regla de composicién
p:GxX—X :(g,z) — gz , que cumple con: ‘
1) Para el elemento identidad e de G se tiene que: ez =z Vz € X,
17) (gh)z = g(hz), siempre que g,h€G yz€ X.

Bajo estas condiciones decimos qué X es un G-conjuntoy que G actdaen X.

Dada una accién de G en X, se tiene una relacién de equivalencia ~ enX:z~ysiy
sélo sl existe g en G tal que z = gy. Sus clases de equivalencia se llaman las érbitas de la

accién. Denotamos por Ok(a:) la érbita de z.

2o
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Analizaremos algunos ejemplos de G-conjuntos que serdn importantes posteriormente

para el desarrollo de la teoria de los anillos de Burnside.

1.2 EJEMPLO
Sea G un grupo y X cualquier conjunto, definimos la accidn trivial de G en X como

sigue: gz := z, para todo elemento g de G y todo = en X; entonces X es un G-conjunto.

A lo largo de este trabajo denotaremos el hecho de que H sea un subgrupo del grupo G
por H < G. Como notacién adicional: si A es un conjunto, !Al representa la cardinalidad

de A.

1.3 EJEMPLO
Sea G un grupoy H < G unsubgrupo de G, consideremos el conjunto de clases Jaterales
izquierdas de H en G: G/H = {gH : g € G}. Definimos una accién de G en G/H como
sigue:
01{g:1H) = (g192)H, Vo1 € G y V@uH € G/H.

Asi el conjunto G/H es un G-conjunto. _

Demostracién: La accién de G estd bien definida, ya que si gH = ¢g'H entonces
gh=g', para alguna h € H. Sea f € G, entonces f(¢'H) = f(ghH) = f(gH). Ahora bien,
tenemos que: e(gH) = (eg)H = gH y que (kf)gH = (kfg)H = k(fgH) = k(f(¢H)), lo

que demuestra la afirmacién. - §

1.4 EJEMPLOS
Sea {X;)ier una familia de G-conjuntos. Entonces:
) La unidn ajena‘de la familia { 6 coproducto de la familia}, que denotaremos U el X,

es un G-conjunto de manera natural. La accién estd dada por la accién en cada componente.

i1} El producto cartesiano de la familia lic; Xi es un G-conjunto, con accién definida

por coordenadas: g% =g(x:)ic1 = (9Zi)icl.
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1.5 EJEMPLO
Sean X,Y dos G-conjuntos. Sea Hom{X,Y) el conjunto de funciones con dominio X
y codominio Y. Afirmamos que Hom(X,Y) es un G-conjunto, definiendo la accién de G

en Hom(X,Y) como:
(@F):X — Y 12— (gF)(z) 1= ¢F(g"}(z)), VF € Hom(X,Y), g€ G, z€X.
Demostracién: Sea F € Hom(X,Y) entonces
eF = F, ya que eF(z) = eF(e"'z) = (), Vz € X.
Por otra parte:
[(hg) F)(z) = (hg)F({hg) "'z} = (hg} F(¢7 ™z} = h{gF (g7 h ™ z)) =
hl{(gF)(h~a)] = [h(gF))(2), Vz € X,

por tanto (hg)F = k(gF). §

Los tres ejemplos siguientes son una muestra importante de como construir nuevos con- -

Jjuntos con nuevas acciones, a partir de conjuntos y acciones ya definidas.

1.6 EJEMPLO .
Sean X un G-conjuntoy Y un H-conjunto, entonces Hom(X,Y') es un G'x H -conjunto,
“con la accién;
(g, W) F: X — Y 12+ ((g,R)F)(z) = aF (g~ (x)), VF EHom-(.X,Y), gEG, heH.
Demostracién: Sea F € Hom(X,Y), entonces eF(z) = ({eg,en)F)(z) =
egF(eg'z) = F(z), Vz € X. Tomemos shora (g,k1),{92,h1) € G x H, F € Hom(X,Y}

entonces;

(g1, h1)l{g2, k) FI)(z) = ha{{(92, ha) F)(g7 <))

= hlth(g{lgf‘z) = hxhaF((_gxga)_ll‘) = {(g192, R1h2)F)(z)



Capitulo 1: Accidn de un grupo en un conjunto 5

= {[{g1, h1){g2, h2)]F)(z), Vz € X. g

1.7 EJEMPLO
Sean X un G-conjuntoy Y un H-conjunto. Entonces X x Y es un G x H-conjunto,

con eccién diagonal: (g, h)(z,y) := (9z,hy), V(g,h) € G x H,(z,y) € X x Y.

1.8 EJEMPLO

Sean H < @G, un subgrupo del grupo G, y X un H-conjunto, entonces: G x X es
un H -conjunto, con accién: h(g,z) = (gh~!,hz), para todo elemento h € H y para todo
lgiz) e Gx X.

-1

Demostracién: El elemento identidad de H acttda trivialmente: e(g,z) = (ge™1,ez) =

(9,2), V(g,z) € G x X. Por otra parte, si f,h € H, entonces:

(hf)(g:z) = (g(hf) "V hfz) = (¢f “*h™ hfz) = h(f(g.2)). N

Cuando X es un G-conjunto y existe un homomorfismo de grupos del grupo H en G,

podemos hacer de X un H-conjunto aprovechando la accién de Gy el homomorfismo.

1.9 EJEMPLO
Si X es G-conjunto, H es un grupo y F:H — G es un homomorfismo de grupos,”
entonces X es un H-conjunto con la accién: hz := F(h)z, Vhe H, z € X. Denotaremos
este nuevo H-conjunto por F*X. ' '
Demostracién: Sea ey € H, el elemento identidad de H, entonces: egz= Fleg)z=

egr =12, Vz€ X. Sean hy,hg € H, tenemos:

(haha) (<) = F(haha)z = (P(ha)F (k)= = F(he) (F(ha)2) = by (hrz). W
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1.10 EJEMPLO

Sean H < G, un subgrupo de G,y X un H-conjunto. Por el ejemplo 1.8, G x X esun
H-conjunto. Sea G x g X el conjunto G x X mdédulo la relacién de equivalencia determinada
por esa accidn. Para cada (g,z) € G x X denotamos por |(g,z)] su érbita.

Asi G xpy X resulta ser un G-conjunto con accidn: ¢'(g,z) := (¢'9,z), Vg' € G.

Demostracién: Veamos que la accién estd bien definida: si {¢,z') € [(g,z)] entonces

(¢',z') = h(g,z) para alguna h € H. Tomemos una f € G, entonces
(g, 3")] = flh(g, 2)) = fl(gh™"  ha)l = [(f9h™*, ha)] = [h(fg,2)] = {(f9,5)] = f|(g, )],

por lo que la accién estd bien definida.

Veamos ahora que G X g X es G-conjunto:
el(g,z)] = [(eg, )] = (g, 2)},
(fR)(g 2)} = [((FK)g,z)} = [(f (kg), =)] = f((Kg,2)] = f(kl(g,=)])- W
1.11 EJEMPLO

Sea X un conjunto. En X", el producto cartesianio de X consigo mismo n veces

(es decir X" := X x +++ x X), actda el grupo de permutaciones de n elementos §(n) via:
o(21y0 -1 Za) 1= (Zg-1(1)s -+ 1 Tom1(n))> YO € S(n), ¥(z1,...,Za} € X"

Demostracién: Sea I la identidad de S(n), tenemos que IZ = (z(1),...,Z1(n)) =
%, Vz € X" '

Tomemos ,0 € S(n) y € X", entonces:
(p(d(xl, ceny I")) = (p(z,—x(l), ey z,-x(n)) = (z,—x(p-x(l)), ceey Ia.-x(‘p_'x(n)))

' = (z(cpv)“(l)s' . .,1‘(“,,)—1(”)) = (PG)(:cl,. ..,zn)). l
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1.12 EJEMPLO

Si X es un G-conjunto , entonces en X™ actda S(n) x G via:
(0,9) (21202 zn) 1= (9Zo=1(1)1 -+ -1 §Zo-1(n))s V(o,9) € S(n} x G.
Demostracién: Veamos la accién del elemento identidad:
(I,eg)z2 = (egzr)y- -y €6 TIm)) = &, VEE X",
S {c1,01),(02,92) € S(n) X G, entonces:
(01,91)((0;,g2)($1, o Zn)) = (01, 01)(92Zo7 2 (1)s o+ -5 02T01(m)) =

(glgzza;la;l(l),---,9192%;16;l(n)) = (9192,0’102)(51,.--,%)~ |

1.13 EJEMPLO
Para ¢ € N¥ :={L,2,.. .} ¥ X un conjunto, definimos:

(f) ={Y CX:|Y|=4q}, aquf |V|denotael ordende Y.
51 X es un G-conjunto, entonces (‘;() también es un G-conjunto, via
X
g¥:={gy:ye¥}, VYe 0 )

Demostracién: Como X es un G-conjunto, la transformacién Fp: X — X 1z -+gz

es biyectiva Vg € G, en consecuencia’la accién estd bien definida, Adeinés:
e¥Y ={ey:ye¥Y}=Y, y

UDY) = {Ualysve ¥} = flov:y € V) = Jla¥). W
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1.14 EJEMPLO
Sean X un conjunto, ¢ € N* y N:= {0,1,...}, definimos

Sq(X) = {f: X —N: ) f(z) =q).

TEX

Estd claro que si f € Sy(X), f(z) = O para casi toda z € X. Si X es G-conjunto

entonces también S (X) es G-conjunto, via la accién:
gfi X — N:iz— gf(z):= f(¢7z).

Demostracién: Es claro que la accidn estd bien definida. Veamos como actda la
identidad de G, ¢f(z) = f(e"1z) = f(z), Vz € X, Vf € §3(X); ndemis:

[(kR)f)(=) = [((kh)™'2) = f(R7} (k™ 2)) = (Rf)(k'2) =

(k(hf)](z), Yz € X, por tanto (kh)f = k(hf), Vf € S(X) Yy k,hEG. J

Los dos dltimos ejemplos son casos particulares de construcciones mﬁs generales que vale -
la pena mencionar. Esas construcciones son “naturales” en G y dan lugar a operaéibﬁés
que han sido objeto de estudio para muchos matemdticos (ver por e¢jemplo: [Boorman-75],
* [Morris & Wensley-84], [Rymer-77], [Siebeneicher-78], [Vallejo-90] ).
Como vimos en el ejemplo 1.12,si X es un G-conjunto entonces X" es un S{n) x G-

conjunto. Observemos que las acciones de S(n) y de G en X" conmutan; és decir

og(z) = go(z), Vo€ 8(n),g€ G,z X.

"-Ahora, si H < §(n), entonces por restriccién (ver ejemplo 1.9 con F la inclusién) H -
".actia en X" y su accién sigue conmutando con la accién de G. Asi el conjunto de H -drbitas

“X"/H es un G-conjunto, con accién:

g[(x,,.;v. y20)] =gz, . voza)), Vg €G y V|(z1,...,2a)] € X" /H.
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Si H es igual a $,(X), entonces X"/S(n) coincide con S(n). Mds adelante en 2.3
definiremos qué significa que dos G-conjuntos sean isomorfos; sin embargo, adelantamos aqui

que el G-isomorfismo r entre X"/S(n) y Sn(X) es el siguiente:
71 X"/8(n) — Sp{X) : [(z1,... Z0)] — f1 X — N,

donde, para toda z € X, tenemos que f(z) es el nimero de veces que aparece x como

coordenada de (z;,...,%,).

Tomemos ahora el siguiente conjunto:
Xl = {(z1s..012n) € Xz # 25 Vi# 5},

es decir, el conjunto formado por n-adas donde las componentes son distintas dos a dos.
Una vez mis, de forma aniloga al ejemplo 1.12, si X-es un G-conjunto X!?! es un
S(n) x G-conjunto, y las acciones de S(n) y de G en X" conmutan.
Ademiés si H < $(n), un grupo de permutaciones, H acttia por restriccién en X'y el

conjunto de H-érbitas X[/ H es un G-conjunto, como hicimos antes, si H = S(n) se tiene

XM 5(n) = (f) ,

que:

Aquf un G-isomorfismo es:

¥ X/S(n) — (f) TN R TN

-Como vimos, al introducir “cocientes” por H en un grupo de permutaciones se obtienen -

G-conjuntos nuevos, que también son interesantes desde el punto de vista de la combinatoria -

equivariante (ver [Vallejo-90]).



§2 G-CONJUNTOS

En esta seccién se enuncian y demuestran algunas propiedades fundamentales de los G-
conjuntos. Una de las més importantes es el teorema de “estructura” de los G-conjuntos, este
teorema nos dice cuales son exactamente los componentes bdsicos de cualquier G-conjunto,
Estos “ladrillos” fundamentales resultan ser G-conjﬁntos de l1a forma del ejemplo 1.3, es

decir de la forma G/H.

2.1 DEFINICION
Sea X un G-conjunto y sea x € X, definimos el siguiente subgrupo de G:

G.={g€CG:gz=1} <G,
v le llamaremos el estabilizador de z 6 el grupo de isotropfa de x.

El grupo de isotropia de z tiene una relacién muy estrecha con la érbita de z en X. De
hecho cada érbita de Ja accién de G en X resulta ser un G-conjunto, con la misma accién

de G.

2.2 DEFINICION
Un G-conjunto X se llama transitivo si para cada par de elementos z,y € X, existe

" un elemento g en G tal que gz =y.

Obsérvese que un G-conjunto es transitivo si y sélo si en’ X hay una sola 6rbita. Ahora.
definiremos los morfismos de G-conjuntos y, como consecuencia, definiremos cuando dos

G-conjuntos son esencialmente iguales, es decir isomorfos.

10 -
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2.3 DEFINICION
Una funcién f: X —» Y con X, Y G-conjuntos, se lama equivariante 6 G -morfismo si

cumple que: f(gz) =gf(z), V9 € G,z € X.

2.4 EJEMPLO
Sea G un grupo y sean H, K subgrupos de G. Si H £ K entonces podemos definir un

G-morfismo 7, llamado proyeccidn candnica, como sigue
mG/H — G/K: fH— fK.
Demostracién: Si fH = f'H, entonces f = f'h, para alguna h € H; de allf que
7(fH) = fK=f'hK = f'K, yaque h€ K.

Entonces 7 estd bien definida. Notemos que 7 es claramente suprayectiva. Veamos que -

T es equivariante:

In(fH) = I(fK) = (If)K = n(ifH), VI€G.

Los G-morfismos son los morfismos de G-conjuntos. Denotaremos por H. omc(X, Y) »
el conjunto de morfismos de G-conjuntos de X en Y. Notemos que la composicién de dos
G-mérﬁsmos es de nueva cuenta un G-morfismo. Ademds, la funcién identidad también es
un G-morfismo. '

Decimos que dos G-conjuntos X,Y son isomorfos, denotado X =g Y, si exisf:e una
funcién f:X — Y equivariante y biyectiva; f se llama entonces un isomorfismo de G- O

conjuntos 6 un G-isomorfismo.

2.5 OBSERVACIONES
Sean G un grupo y ¢ € G. Sean, ademds, X un G-conjunto y ;z:b un elemenﬁo de X.

" Entonces:
" 4) Gpzo =Gz,
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li) O(Io) EG G/Gxo .
111) G/H es transitivo VH < G.

iv) Siun G-conjunto X es transitivo, entonces:
X =¢ G/H, pare algin H<G.
Demostracién: Para el primer inciso sea h € G, tenemos que:
h € Gyzy <> h(gzq) = gzo <= (07 hg)zo = 7o +=> g7 hg € G, <= h € gG 07"

En el inciso dos el isomorfismo es ¢: O(zg) — G/Gz, :9%g —+ 9Gzp. . Si z =gzp =
g'zg, entonces g~ !¢’ € G,,, portanto ¢G,, =¢'G.,. Asi ¢ estd bien definida.

Ademds, ¢ es claramente suprayectiva: V g € G, gzp — ¢G,. Por otra parte, ¢ es
inyectiva: si ¢(z) = $(z'), tenemos que gzo = z, ¢'zo = z/, para algunas g,¢’' € G. Entonces
3Gy = 9'Gz, ¥ 9719’z = g, por tanto g'zg = gzo, y finalmente z = z'. Sélo resta ver que
¢ es equivariante: ¢(gz) = ¢(99'z0) = 99'Gz, = 9(¢'Gz,) = 9é(z).

El inciso tercero es claro, y el cuarto tiene una demostracién sencilla: por hipétesis

X = O(zo), por tanto X = O(zo) E¢g G/Gy,, y por (41}, X es transitivo,

Sea G un grupo, tomemos H y K subgrupos de @, decimos que H y K son conjugados
si existe un elemento g € G tal que H = ¢gKg~!. En este caso escribimos H ~ K. Nétese qﬁe .
.G actda en el conjunto de sus subgrupos mediante cor\iugac'io’n, a la érbita de un subgrupo
H de G sele denotaré por (H) y se le llamard la clase de conjugacion de‘l subgrupo H.

Llamemos C(‘G) al conjunto de clases de conjugacion de G:
C(G):={(H):H <G}.
2.6 LEMA ,
Sean H ,K < G, subgrupos de G, entonces:

G/H =g G/K <= H,K son conjugados en G.
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1

Demostracién: (<= ): Supongamos que K = gHg™!, paracierto g € G. Definimos:

$:G/H — G/K :aH — ag™'K.
Veamos que ¢ es un isomorfismo de G-conjuntos, con inversa:
:G/K — G/H :bK —— bgH.

8i aH = o'H, entonces ¢(aH) = ag™'K = ag~'(gHg™!) = (aH)¢™!; analogamente
¢{a'H) = a’Hg™'. Entonces ¢(aH) = ¢(a’'H) y ¢ estd bien definida. Veamos que ¢ es
equivariante:

¢(b(aH)) = (ba)g™ ' K = blag™ K) = bg(aH), YVHEG.

De la misma forma se prueba que ¢ estd bien definida y es equivariante. Veamos que -
son inversas:

vé(aH) = ¢((ag™)K) = ag~'9H = aH,
0(0K) = $((bg) H) = byg™ K = bK.
Por tanto ¢ y ¥ son isomorfismos de G -conjuntos.

(=>): Sea a: G/H — G/K un G-isomorfismo. Si a{eH) = ¢gK, afirmamos que

H=g¢Kg~'. Notemos que a(bH) = baf{eH) = bgK . Entonces, claramente, su inversa es:
a!: G/K - G/H :bK by H.

" Entonices gK = a(eH) = a(hH) = ha(eH) = hgK, Vh € H. De alli que HgK = gK,. ~
por tanto (g7 Hg)X = K, y en consecuencia ¢~ Hg C K.
8i realizamos este mismo andlisis empezando con o:"'? , de manera analoga; llegamqs a -

que gKg~! C H. Por tanto H=gKg™l ]

e 2.7 LEMA

© 8i f: X — Y es un G-isomorfismo, entonces

- J(0(@)) = 0(f(e)- m
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En general, como consecuencia del lema anterior, si f: X — T es morfismo de G-
conjuntos y T es transitivo, entonces [ es suprayectiva,

La siguiente proposicién es bésica para la teoria de los anillos de Burnside.

2.8 PROPOSICION
Todo G-conjunto es isomorfo a una unién ajena de G-conjuntos de la forma G/H.
Demostracién: Sea X un G-conjunto. Entonces: X = l#;o; O(z;), unidn ajena de
érbitas de G en X, con representante z; para cada érbita.
Ademis O(z;) 2g G/G.,, por medio del isomorfismo ¢; de 2.5 (i7), para cada { € I.

Observemos que:

¢ : |4 0(z:)) — ¥ 6/Ga,

il i€l
definida por ®(z) = $i(z) si y sélo si z € O(z;), estd bien definida y es claramente biyectiva.

Como cada ¢; es equivariante, entonces & es equivariante, por tanto isomorfismo. §

Sea G un grupo, tomemos ademds dos subgrupos H,K de G. §i gHg'“1 C K, 'pam
algin g € G, decimos que H ‘es subconjugado de K.

2.9 PROPOSICION
Sean H,K subgrupos de (. Entonces

Homg(G/H,G|K) # 8 4=> H es subconjugado de K.

Demostracién: (=>}: 5i f:G/H — G/K es morfismo de G-conjuntos y tomamos
g € G tal que f(eH) = gK, entonces f(hH) = (hg) K, Yh € H. Luego,

¢ hgK =g f(hH) = ¢7' f(eH) = g" 19K = eK.

Deallf que g"'hge K Vhe H,y g-'HgC C K.
(¢<=): Si gHg ! ¢ K, existe un isomorfismo de G-conjuntos ¢: G’/H —_ G'/yﬂ'g*l ,
“dado por el lema 2.6. Ademds, por el ejemplo 2.4, existe 7 la proyeccién canénica, que es

" equivariante. Por tanto r¢ € Homg(G/H,G/K). §
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Notemos que si H es subconjugado de X, entonces cualquier conjugado de H es sub-
conjugado de cualquier conjugado de K. Tenemos as{ una relacién entre los elementos de
C(G), que llamaremos también “subconjugado de”.

Observemos que tenemos lo siguiente:

(H) < (K) €% H es subconjugado de K «=> Homg(G/H,G/K) # 8.

2.10 PROPOSICION
La relacién “subconjugado de”, que denotaremos por <, es un orden parcial en C(G).

Demostracién: Es claro que (H) < (H), paracada H < G. Luego <X es reflexiva.
Si (H) < (K) v (K) < (M), existen (por 2.9) v, ¥ G-equivariantes, tales que:

c/r & ao/k Lom.

Entonces oo € Homg(G/H,G/M), y (H) < (M). Tenemos entonces que < es
transitiva.

S6lo resta mostrar que si (H) < (K) y (K) < (H), entonces (K) = (H), Sabemos que
existen g1,9; tales que: g1 Hgy! C K, gaKgz' C H. Por tanto

H 2 g2Kg7 29291 H(g201) ", asi H = g2 Kg7'. Por lo tanto (H) = (K). §

Notemos que en C(G) toda cadena creciente (H;) < (Hz) ... se estacione, por ser G un .
grupo finito. De hecho lo mismo gucede si los H; tienen todos indice finito. Ademds “gm
sigue siendo un orden parcial en el conjunto de clases de conjugacién de subgrupos de indice-

finito.

2.11 DEFINICION"
Una rgpresentacién de un grupo G por permutaciones es un homomorfismo de grupos:

¢:G — S(n). Donde §(n) es el grupo de permutaciones.de un conjunto de n elementos.
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Dos tales representaciones ¢,3 son equivalentes cuando existe una permutacién ¢ en
S(n) tal que:
#(g) = ovp{g)o™?, Vg € G.

En este caso escribiremos ¢ ~ 1.

Observemos que si X = {z1,...,Z,} €8 un G-conjunto finito con n elementos, éste

determina una representacién:
¢x: G — §(n):g — déx(g),

donde ¢x{g) estd definida como sigue: si gz; = z; entonces dx(¢)(3) = 7.
A la inversa, si tenemos una representacién ¢:G — S(n), obtenemos un G -conjunto:

Xg:={1,...,n}, con accién: gi:= ¢(g)1, Vi € X;.

2.12 OBSERVACION

Sean X, Y dos G-conjuntos. Entonces:
X=2cY <> ¢x ~ ¢v.

Demostracién: (=>): Sea : X =Y un G-isomorfismo y supongamos que
X = {Zl,...,:ﬂn}, Y = {yl,-hayn}-
 Sea 0€S(n) definida como sigue: o{i) := j, donde ¥(z:) = y,. Entonces
[0™ ¢y (9)0](5) = o™ (dv (9) (0 (:))) =

, o™ (o(¢x(9)()) = [6x(0)li)s Vo€ G i€ {L,...,n}.

Por tanto ¢x ~ @y. S

(=) : Sabemos que ¢y(g)o = o¢x(g), para alguna o € S(n). Para toda p’e. S(n) :
definimos - ' B

Yoo X — Y1 20— yu0)-

Nétese la biyectividad de.th,. Es fécil ver que s es equivariante:

Vo (92i) = Yo (Zex (0)(5)) = Yolox()(i)] = Ybv ()(eli)) = Go(s) = 9¥a(zi), Y9 EC. |



§3 LA MARCA DE H EN X

El concepto de marca de un subgupo H en un G-conjunto X, nos permitird obtener
un morfismo de anillos, entre el anillo de Burnside de G y un anillo que es un‘ producto de
varias copias del anillo de los ntimeros enteros Z. La nocién de marca es fundamental para
la teoria de los anillos de Burnside.

En esta seccién demostramos un resultado importante: el Lema de Cauchy-Frobenius-

Burnside, mejor conocido como el Lema de Burnside.

3.1 DEFINICION
Sea X un G-conjuntoy H < G, un subgrupo de G. Se define el cozuunto de puntos
fijos de X bajo la accién de H como:

Hi—{ze€X: hz=z Vhe H}

La marca de H en X es: pu(X) = [XH[

Es decxr, la marca de H en X es el nimero de elementos que de_[a ﬁJOB la acclén del e

_subgrupo H de G.

3.2 LEMA

Sean X, ¥ G-conjuntosy H < G, entonces:

(1) eu(X YY) = ou (X) +pu(Y).

(2) pa(X X Y) = pg(X) ou(Y).
- . Demostracién: T
(1) goH(XUY ) =|(XWY)H|= I(X”UY”)I-IX”IHY”I"W (X) +eu(Y).
(2) pr(Xx¥) = (X x Y) =00 % YE) = en(X)-en(¥). W

—17—,
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3.3 LEMA
H~H =vpy=pn.

Demostracién: Sean X un G-conjuntoy g€ G tal que H = gH’g~!. Entonces:
tE€EXH <> hr=1, Vhe H+=>ghlg 2=z, VR € H' ==
Kg 'z =g 'z, Vh' € H' ¢= g7z € X7 &=z € gX¥
Por tanto XH = gXH', Asi:
pr(X) = |X¥| = |ox¥| = |X¥'| = ow(X). ®
3.4 LEMA
Sean H,K £ G subgrupos del grupo G, Hay una biyeccién entre:
(6/H)® y Homg(G/K,G/H).
. Demostracién: Si (K) £ (H), entonces Homg(G/K,G/H) = 0, por otra parte:
(G/H)¥ = (g : k(gH) = o, Yk € K} =
{gH : g 'kgH =H, Vkc K} ={gH : ¢g7'Kg C H}= 0 :
‘Supongamos que (K) < (H) y definamos:
T: (G/H)K —+ Homg(G/ K, G/H):gH — I‘(QH) = Ty,

donde I'y:G/K — G/H:zK s (zg)H. ’
Veamos que Ty estd bien definida: Si zK = z'K, entonces z' = zk, para algu_né kkr;‘ K. ‘

' Por tanto

Ty(e'K) = ('9)H = (zkg)H = z(k(gH)) = a;(gH) = (zg)H = T,(zK).
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Sea f € G un elemento del grupo G, entonces
Po(f(zK)) = To{(f2)K) = (fz)gH = f(zgH) = [Tq(zH),

asf{ I'; es equivariante. Ademds, si ¢'H = gH , entonces ¢’ = gh, para alguna A € H.
Entonces:

Ty (zK) = (z¢')H = (zgh)H = z¢H =T (zX), VzK € G/K.

De allf que T’ estd bien definida.

Sea I'":Homg(G/K,G/H) — (G/H)¥:a »— ofeX). Notemos que I' estd bien
definida, ya que: k{a(eK)) = o((ke)K) = a(eK), Vk € K.

Ademés [D(T(DI(/K) = [PaleKN(K) = [LGHN(/K) = To(K) =
foH = fa[K)} = a(fK), donde afeK) =gH. De alli que I'T = Idyom,(a/K,c/H)-

Por otra parte, ['(T(gH)) = I'(Ty) = Ty(eK) = (eg)H = gH. Entonces I'T' =

Td(gmyx, vy se sigue que T' es una biyeccién con inverss I, i

Sea H un subgrupo del grupo G. Llamaremos el normalizador de H en G al siguiente
subgrupo de G:
Ng(H):={ge G:gHg ' = H}.

Ya que H es normal en Ny (H}, podemos considerar el grupo cociente
W(H):= Ne(H)/H,
el grupo W(H) se llamard el grupo de Weyl de H.

3.5 LEMA 5 :
S‘ea H < G un subgrupo del grupo G, entonces (G/H)¥ es un NGI(H)-conjunto.
Ademss: (G/H)F =y, W(H). ‘ : -
Demostracién: Veamos primero que (G/H )& es un Ng(H)-conjunto. Como Ng(H)
es un subgrupo der G que contiene a H, y como G actia sobre G/H via.:’ f(gH) =
‘(fg)H, Vf € G, bastard verificar que n(gH) € (G/H)H ,si ne Ng(H) y ¢H € (G/H)¥.
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Sea h € H, como H es normal en Ng(H), existe &' € H tal que:
hin{gH)} = (hn}(gH) = (nk')gH) = n(K'(¢H)) = n{e H).

Por tanto (G/H}" es un Ng(H)-conjunto. Veamos shora que:

r(GfH)Y — E—G—I?l : gH v gH,

es un Ng(H)-isomorfismo. 7
Veamos que 7 estd bien definida: Sea gH € (G/H)¥, entonces hgH = gH, Vh € H,

pori tanto g~ 'Hg € H, asf g~1Hg = H, ya que H es finito. Por ello g € Ng(H). Esto
muestra que 7 es la funcién identidad. ‘ ‘
Es claro que 7 es de Ng(H)-conjuntos: nr(gH) = n(¢H) =r{ngH}. g

3.6 COROLARIO
) eu(G/H)= |W(H)|
(2) en(G/K)=0 <= (H) £ (K) en elorden de C(G) (de 2.10).
Demostracién: (1) px(G/H) = |(G/H)Y¥| = |Ne(H)/H| = |W(H)|.
(2) Por (34),(3.3) ¥ (29). g '

3.7 LEMA (Cauchy-Frobenius-Burnside)
Sean G un grupo finito y X un G-conjunto. Para cada g € G, sea )
X9 = {z € X: gz =z}, y sea N el ntimero de érbitas de X bajo la accién de G Entonces

N = 7= X9,
hﬂ z:l I

PEG

Demostracién: Notemos que

S Ix|= | {ze Xgz=3}| = [{sz) e G x X: gz'-:z;}l
©geG ‘ gEG

|4 {9€Gigz =c}| = Y |6.].

z€X zeX
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Supongamos que X = G/H, para algin subgrupo H de G. Entonces, usando que
Gga = gGag™!, tenemos:
Y leml= Y 6wt = ) |fH[M=|c:H]|H|=]G].
fHeG/H fHEGIH JHEGIH

El caso general se sigue de que todo G-conjunto X es isormorfo a una unién ajena

de G-conjuntos de la forma G/H. §



EL anitt e XD wwnite

~No hay que confundir la opinién que aquf
enuncio con Ia afectacién que tienen ciertas
gen tég pu_a; evitar en. apn.rx'encfa los cdlculos,
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operaciones la Iongitud de un lenguaje que no
o _eatd hecho para emruhlu.
Estas gentes estdn atrasadas en cien afios.

 Evariste Galois (1811-1852)



54 EL ANILLO DE BURNSIDE DEL GRUPO G

En este capitulo definiremos el anillo de Burnside y probaremos algunas de sus propie-

dades fundamentales. Los ejemplos concretos que analizamos harédn més claro este concepto.

Consideremos un grupo G, no necesariamente finito, y consideremos sus G-conjuntos
finitos, Notemos que la relacién ~ definida en los G-conjuntos como: X ~ Y 4d=d> X=gY,
es une relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia se llaman clases de_ G -isomorfismo.
La clase del G-conjunto X se denota [X].

Llamaremos 1*(G) al conjunto de clases de G-isomorfismo de G-conjuntos finitos,
01*(G) := {{X]: X es un G-conjunto finito}.

En (7(G) tenemos dos operaciones binarias: la unién ajena, que también llamaremos

suma, y el producto cartesiano que llamaremos multiplicacién :
X+Y:=Xlv; X-V:i=XxY

(A menudo, por simplicidad, abusamos del lenguaje y denotamos clases y representantes con -
‘las mismas letras). ‘ '

4.1 TEOREMA » i
Las operaciones suma y multiplicacién en 01*(G) estdn bien definidasy hacen de 0*(G)

un gemianillo* conmutativo con unidad.

Para sar snillo Io dnico que {falsa a5 la propledad de sener inversor adisiver para todas sus elementos,

-23 -
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Demostracién: Sean [X],[Y] € 0%(G) y supongamos que [X'] = [X], [Y'] = [Y].
Sean o X — X', 8:Y — Y’ G-isomorfismos. Definamos la funcidn:

o XYY — XYY sl = {20 2T

Es claro que la funcién g es un G-isomorfismo. Asf, la suma en 01%(G) estd bien
definida.

Ademés, X+Y =XlY ZcYYX =Y + X, por lo que la suma es conmutativa,
Por otra parte (XWY)WZ = XY(Y ¥ 2Z), vy la suma es asociativa. Obsérvese que
X+0 = X440 =c X, entonces el conjunto vacio es el elemento neutro para la suma en
0+ (G).

Ahora sea t definida como sigue,
P:XxY — X' xY" (z,¥) — (alz), B(¥)).

Entonces, ¥ es una funcién biyectiva, ya que « y -4 lo eran. Ademds, como la accién -
de G es diagonal, ¥ es un G-isomorfismo, por ello la multiplicacién en 01+(G) estd bien
definida.

Por otra parte es claro que X x Y Sg Y X X, esf la multiplicacién es conmutativa.
Como (XxY)xZ=gXx (Y xZ),sesiguela a.soc:atxwdad de la multiplicacién. Mds aun
XxG/G=2c X, VX € QF(G). Asf la unidad de ﬂ"'( ) es G/G.

Como N1+(G) es conmutativo, sélo resta mostrar la distributividad derecha. Considere-
mos la funcién: ‘ '

(z,w)eXxY, siwel;

X X (YHZ) ——»XxYHXxZ: (z,w) — {(z,w)EXx 7 siwez

Es claro que 7 es G-isomorfismo, ]

El semianillo 1+(G). es el primer paso para la construccién del anillo de Burnsi&e‘de G.

En el casoen que G sea el grupo trivial, veamos como luce 01+(G).
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4.2 EJEMPILO
Sea G = {e} el grupo trivial, Entonces: N*(G) = N.
Demostracién: Sea X un G-conjunto, entonces e actda trivialmente en X, y por lo

tanto su clase depende solamente de su orden. Asi el isomorfismo de semianillos es claro:

Y0 {e) — N: [X]+— jX’ |

4.3 LEMA

Vale la ley de la cancelacién para la suma en (1*(G).

Demostracién: Sean X,Y,Z G-conjuntos y supongamos que {X]4-[Z]=[Y] +{4].
Tenemos que demostrar que [X] = {¥], es decir que X y Y son G-isomorfos. .

Tomemos ¢: XHZ — Y4 Z, un isomorﬁamo de G-conjuntos. Si restringimos ¢ a
una sola érbita de’ X |4 Z, por el lema 2.7, la imagen de 1 serd una érbita isomorfa en
Y{ Z. Por tanto X4 2 y Y |4 Z tienen Srbitas isomorfas. Como las 6rbitas de Z son las
mismas para las dos sumas, tenemos que las érbitas de X son isomorfas a las de Y, pdr lo ‘

tanto X es isomorfo a Y. Asi pues [X]=[V]. g

El lema anterior nos permitird construir un anillo “agregando los inversos aditivos” al
semianillo 1*(G), de {a misma manera como se construyen los niimeros enteros a partir de

-los naturales.

4.4 PROPOSICON Y DEFINICION

Sea G un grupo. Consideremos el conjunto de expresiones formales:
A:={X-Y: XY € QY G)},
v deﬁnimoS una relacién:

X-V~W-2 & xt2=-wa1v.
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Entonces ~ ecs una relacién de equivalencia, y el conjunto cociente A/ ~ admite de

manera natural una estructura de anillo conmutativo. Si [X],{¥V] € A/ ~, entonces
Xl +[Y]={X+7],

IX][Y] = [XY] .

Este anillo es el anillo de Grothendieck de 1%(G), y lo denotaremos por 3(G). Podemos
- definir ahora el anillo de Burnside: si el grupo G es finito, (G) se llama el anillo de Burnside
de G.

Observemos que ¢ : 1T{G) — {G) : X +— [X] es un morfismo inyectivo de semiani-

Hos. Abusamos del lengusje, y escribimos X por [X], ademds de escribir = por &.

El siguiente lema, aunque parece “técnico”, nos permitird construir homomorfismos de-
anillos, con dominio 0}{G), definiéndolos dnicamente para los elementos de 1+(G); es decir,. .

definiéndolos solamente para G-conjuntos.

4.5 LEMA

Sean R un anillo con unidad, G un grupo y f:0%(G) — R una funcién aditiva y
multiplicativa (ie. f es un morfismo de semianillos). Entonces f se extiende de manera
Gnica & un morfismo de anillos ' |
F:Q(G) — R.

Demostracién: Definimos F en los elementos de {}{&) como:
F(X ~Y) = f(X) - f(Y).

.~ Entonces T es claramente morfismo de anillos, y obviamente extiende a f. -

Ademés la extensién es vinica: si 1. ea un morfismo de anillos que extiende a f, entonces

WX - ¥) = 9(X) - 9(¥) = [(X)~ [(¥) = F(X-¥). n
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Si H, G son gruposy F:H — G un homomorfismo de grupos, de acuerdo al ejemplo
1.9, podemos hacer de cualquier G-conjunto X, un H-conjunto F*X, que como conjunto
es X, pero con la accién de H: hz := F(h)z, Vz € F*X.

Tenemos asi una funcién:‘
F07(G) — 0T (H): X F°X.

Es facil ver que F* es aditiva: Sean X,Y G-conjuntos, consideremos los H-conjuntos
F'(XWY) vy F(X)WF*(Y), que son iguales como conjuntos. Veamos que la accién
es la misma: sea h € H arbitraria, en F*(XY),hz = F{h)z,hy = F(h)y, para todo
z € X,y € Y. Esta es la mismsa accién de H en F‘(X)HF‘(Y), y por lo tanto son
isomorfos.

Veamos ahora que F'* es multiplicativa: consideremos los dos H-conjuntos F*(X x ¥)
y F*(X)x F*(Y). Estos son iguales como conjuntos, y la accién es la claramente la misma,
en consecuencia son isomorfos, Por lo tanto F* es multiplicativa y, por el lema anterior, se

extiende de manera tnica a un morfismo de anillos F*:0(G) — NI(H).

4.6 LEMA
1 es un funtor contravariante de la categorfa de grupos G en la categorfa dé anilios .
conmutativos con unidad R. '

Demostracién: Tenemos lo siguiente:

n 6 — R

G — 0(G)
el CTet
H — N(H)

‘Es claro que para cualquier grupo G, se tiene (Idg)* = Idp(e). Ademis si ¢: G — H,
v ¥ H — K , entonces (o) =p* o9, ya quesi X es un K -conjunto, entonces Y*X

es un H-conjunto. Adicionalmente ©*(*X) es un G-conjunto, con accién: gz = wlg)zi= S

P((9))z. Que es la accién de G en (Yo w)*'X. En consecuencia son iguales, y por tanto

(Wor) =g oy’ w
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4.7 PROPOSICION
Como grupo abeliano (1{G) es libre, generado por los elementos G/H;, con (H;) € C(G).
Demostracién: Todo G-conjunto X, se puede expresar como unién ajena de sus
Srbitas,

G
X = H aH—f?’ ey 2 0.
(H)ec(a)

Es claro entonces que como semigrupo* abeliano
ntG) = P N
(H)ec(e)
El anillo de Grothendieck de N es Z, es claro ahora que }{G) “extiende los coeficientes
ap a los nimeros enteros”, por lo tanto, como grupo abeliano ‘

0G) = P z. »

{H)ec(q)

Obviamente (1(G) es un Z-médulo con base los elementos de €(G). Como corolarioa
la proposicién anterior, si G = {e}, entonces {1(G) = Z como enillo.

Consideremos ahora otro ejemplo de anillo de Burnside.

4.8 EJEMPLO

Calculemos el anillo de Burnside de I = {0,1}. Sean a := zz-ldi;,c = %: los dos,_'

generadores de (3{Z;). Entonces, como grupo abeliano

Q(Ly) = Za P 1.
Consideremos la funcidén

Z; Ly ¢ Iy /4
= = — = |+| =
<_0>_x<0> <0>VY<0>’

definida en cada elemento como sigue: (1,0) — 1, (0,0) — D; 0,1)— T, (I,I) — .

" Donde 1,0 denotan los elementos de la primera componente de-la unién ajena y i";ﬁ' los

Para sar Grupo, talts la propiaded de que todos los elemaentos tangan invereo.



Capitulo 2: El anillo de Burnside del grupo G 29

correspondientes elementos de la segunda componente. Como % es un isomorfismo de G-
conjuntos, tenemos que ag = 2a.

Tenemos que la tabla de multiplicar de los elementos bésicos del anillo 1(Z;) es:

e a
ele a
aia 2a

4.9 PROPOSICION ’

Sean H, K subgrupos del grupo G. Hay biyecciones canénicas entre los siguientes tres
conjuntos:

(1) El conjunto de las G-érbitas de G/H x G/K.

(2) El conjunto de las H-érbitas de G/K.

(3) El conjunto de las clases laterales dobles en G, de la forma Hy¢K, g€ G.

Demostracién: Si denotamos por Ox(¢K) la H-6rbita de gK, claramente tenemos
Ou(9K) = Oy(¢'K) <= HgK = Hg¢'K. Luego, la asignacién Og(gK) — HgK
establece claramente una biyeccién entre (2) y (3).

Por otra parte, a cada G-6érbita Og(fH,!K) de G/H x G/K, le hacemos corresponder
la H-6rbita Oy (f~HK) de G/K. Tenemos, Og(fH,IK) = Og(f'H,I'K) => existe g€ G
tal que (fH,IK)=g(f/HV'K)=>gf/H=fHyIlK=gl'lK => f"l9f'e Hy f7UK =
Flgl'K == f'"'¢~'f € H. Por lo tanto Oy(f UK) = Ou(f'gl'K) = Oy(f"'ll’K)‘.
Por ello, la asociacién estd bien definida. ' o

Si (fH,lK) &€ G/H x G/K entonces pertenecerd a la érbita Og(eH, f~1K), asi tod# :
G-6rbita de G/H X G/ K tiene un representante de la forma (eH, gK).:Ademis, (eH, gK) =

-g'(eH,g"K) < g' € H. Tenemos entonces ciue:

_ On(g9K) = On(¢'g"K) = Ou(¢"K).

As{ pues la asignacién es inyectiva y suprayectiva, por lo tanto es biyeccién. [ ]

La siguiente proposicién serd 1til para el cdleulo de la tabla de multiplicar de los elemen-

tos de la forma G/ H-de (G). Por la proposicién 4.7, esta tabla es suficiente para caleular
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cualquier producto entre los elementos de 3{G), por ello, la tabla determina al anillo de

Burnside de G.

4.10 PROPOSICION
Sean H,K < G subgrupos de G. Sea {aH,bK) € G/H x G/K, entonces:

Glam bx) = aHa ' [ bKb™".

Demostracién: Si g(aH) = aH entonces a"'ga € H, as{ g € aHa~!. Andlogamente -
g € bKb™!. Luego, Ganpx) G aHa '[bKb~!, y la otra contencién es inmediata. |

4.11 COROLARIO
Si H,K son subgrupos de G y R es un conjunto de representantes de la particidén
inducida en G por las clases laterales dobles de la forma HgK . Entonces:

G
G/HX G/K—.QL;'{W.

Demostracién:

G/H x G/K = ) O(eH,gK) = ¥ G/Genygr) = ¥ 5ot

i |

g€R gER oR HﬂgKg
Los cdlculos de la multiplicacién de dos elementos G/H, G/K de 11(G) pueden facilitarse

si H 6 K es normeal. En particular, cuando G es abeliano, el cdlculo de la tabla de multiplicaf B

de los elementos basicos de (3(G), resulta muy sencillo,

4.12 COROLARIO
Sean H,K < G subgrupos de G,y sea R un conjunto de representantes de la particién .
. inducida en G por las clases laterales dobles de la forma HgK. -Supongamos que K -es

normal, entonces:

1Hh‘x| IGI) G
G/H x G/K = ] .
/7 x G/ gyRHﬂK ( [H] |K|‘ HnK_
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Demostracién: Simplemente calciilese el nimero de clases bilaterales de la forma

HgK,con gen G (le. |[R]). &

Obsérvese que pudimos haber supuesto que H es normal, en lugar de suponerlo para
K, ya que 11(G) es un anillo conmutativo.

Utilizando estos tltimos resultados, calcularemos explicitamente la tabla de multiplicar
de los elementos bésicos en el anillo Burnside de algunos grupos interesantes, de esta manera

estos anillos estardn completamente determinados.

4.13 EJEMPLO _

Denotemos por Z,, al grupo cociente Z/nZ, que llamaremos el grupo de los enteros
mdédulo n. Calcularemos el anillo de Burnside de Z,,, para todo n en N.

Todos los subgrupos de Z, son de la forma AZ, := {Az:z € Z,}, con X un divisor del
natural n.

Sean A,u divisores de n, como Z,, es abeliano, el ndmero de clases bilaterales de los
subgrupos AZp,,uZ, es [Ln: AL, +pl,). Asf que: ‘

Zn Zn Z,
/\2 X [Zn A, +#Zn]m.

Podemos mejorar esta férmula observando que AZ, + [zln = (A u)Zyn, donde (A, p)
denota el méximo comiin divisor de A y p. Ademés, tenemos que A, (4T, = k[A,/J.k]Z,',,' N

donde [), ] es el minimo comiin miltiplo de A y p. Asi, la multiplicacién de cualesquiera

dos bésicos en 1(Z,) es
Z, z, Zn
B TN S S WAL S
Yl L sw

Denotemos por Afn el hecho de que X divida a n, entonces (Z,), como grupb abeliano,
0(z.) =Pz ( ) :

4\ln
Sea G’ un’ grupo y sean ai,...,a, € G. Denotaremos por. < ay,...,an > al suybg‘r'up'o

es:

) generado por Q1yen.,an-
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4.14 EJEMPLO
Consideremos ahora el grupo de permutaciones de 3 elementos, denotado S(3). Como
sabemos este grupo es isomorfo al grupo diédrico de orden 6. Las clases de conjugacién de
5(3) son:
C(S(3)) = {(Zd), (< (1 2) >),(< (1 23) >}, (5(3))}-
Sean H) = S(8),H3 =< (1 23)>,H; =< (12) >,H; = Id, representantes de las clases
de conjugacién de S(3). De éstos el tinico que no es normal en S(3) es Hz. Como sabemos,

11(S(3)) considerado como grupo abeliano es:

a(s(3)) = zigl@zsm Q}z ) @z3f) m

Usando el corolario 4.12, se calculan facilmente todos los productos de los §(3)-conjuntos
bdsicos, excepto el producto §(3)/Hs x S(3)/Hs. Sea R := {e,(1 3)} un conjunto de -
representantes de las clases bilaterales de la forma < (1 2) > a < (12) >, a € S(3).

Entonces:

S(3)/Hs x S(3)/Hs =y <(12)> nsa(i) 12)> a1

a&R
5(3)
<{12)>N13)<(12)>(13)

- 5(3)
T<12)>N<(12) >

-+

(3)/Hs + S(3)/1d = $(3)/ Hy + S(3) / Hy.

Ademis S(3)/H, es el elemento identidad de 1)(S(3)). Asi, la tabla de multiplicar de .
0(S(3)) es: IR

| $(3)/Hy S(3)/H: S(3)/Hs S(3)/H,
S(8)/H, | 8(3)/H; S(3)/H; S(3)/H; - S(3)/Hs
S(3)/H, | 8(3)/Ha 25(3)/H, 5(3)/H, 25(3)/H,
S(3)/Hs | $(3)/Hs S§(3)/H, 8(3)/Hs+ S(3)/H, 85(3)/H,4
S(3)/Hq | S(3)/Hy 25(3)/Hy (8)/Hy  65(3)/Hy
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4.15 EJEMPLO

Consideremos ahora el grupo de los cuaternios, definido por: Q := {£1,+1, +5, £k}, con
las reglas de multiplicar: 2 = 72 = k¥ = 105 =k, 7k = i, ki = 7, js = —k, kj = —i,ik = —3;
y las reglas usuales para la multiplicacién por *1.

Todos los subgrupos de @ son normales y estos son:
Hi=QiHi=<i>Hy=<j> H=<k>Hy=< -1>Hg=1.

Si denotamos por ZI™ el producto cartesiano de Z consigo mismo n veces, entonces
n(Q) = 2% como grupo abeliano.

* Mostramos a continuacién la tabla de multiplicar de los Q-conjuntos bésicos de (Q).

Q/H, Q/H, Q/H; Q/H, Q/Hs Q/Hs
Q/H, |Q/H, Q/H, Q/H; Q/H, Q/H; Q/Hs
Q/H; |Q/H; 2Q/H, Q/Hs Q/Hs 2Q/Hs 2Q/Hs
Q/H3 | Q/H; QfHs 2Q/H; Q/Hy 2Q/Hs 2Q/H;
Q/H(|Q/H: Q/Hs Q/Hs 2Q/H, 2Q/Hs 2Q/Hs
Q/Hs | Q/H: 2Q/H; 2Q/Hg 2Q/Hs 4Q/H;s 4Q/Hs
Q/Hs | Q/Hs 2Q/Hs 2Q/Hs 2Q/He 4Q/Hs 8Q/Hg

' 4.16 EJEMPLO v
' Consideremos el grupo diédrico de order 8, denotado D)4. Este grupo es un subgrupo '

del grupo de permutaciones de 4 elementos ${4), formado por Iés‘permutaciones:
Dy :=V{Id, (1234),(1432),(1 4)(2 3),(1 2)(311),(1 3),(2 74),(v1 3)(2 4).}.
En D4 existen 7 subgmpos normales:
Hy = Dy, Hg:=1Id,

Hy:={Id,(1234),(13)(24),(1432)},
Hy={14,(18),(24),13)24),

Hye={Id,(1 4)(23),(12)(3'4),(13)(24)}, -



Capitulo 2: El ansllo de Burnside del grupo G 34

Hy = {Id, (1 3)(2 4)}.

Adema4s existen otras dos clases de conjugacién de subgrupos no normales. Los repre-

sentantes de estas clases son:

He := {Id, (1 4)(2 3)}, Hy := {Id, (1 3)}.

Por lo tanto f1(D,) = Z® como grupo abeliano. Utilizando los dos dltimos corolarios

obtenemos la tabla de multiplicar de los D4-conjuntos bésicos:

Dy/H, - D,/H, D,/Hy D,/H, D./H;s D,/H, D,/H, D,/Hy
D,/H, { D4fH, Dy/Hy Dy/Hs; D,/H{ D./Hs D,/Hg Dy/Hy Dy/Hg
Dy/H, | Dy/H; 2Dy/H: D,/Hs Dy/Hs 2D,/Hs D,/Hg D,/Hs 2Dy/Hg
Dy/Hy | D4fHs Dy/Hs 2Dy/Hs Dy/Hs 2D,/Hs D,/Hy 2D4/Hy 2D/ Hy
Dy/H, | Dy/Hi D4/ Hs DyfHs 2D,/H, 2D4/H5 2D,/Hg D/Hg 2D,/Hyg
D,/Hs | Dy/Hy 2D‘/H5 2D,/ Hg 2D,/ Hg 4D4/H5 2D,/Hs 2D,/ Hg 4D,/ Hy
D‘/HG D,/Hy D,/Hy D,/Hy 2D,/Hq 2D,/ Hy 2D, /Hg + D,y/Hy 2D,/ Hg 4D/Hy
D,/H; | Dy/Hy Dy/Hs 2D,/H; Dy/Hg 2Dy /H, 2D4/Hg 2D, /Hy+ DyfHy 4D,/ Hy
D4/Hg .D4/H3 2D4/H§ 2D4/Hs 2D4/Hg 4D4/Ha 4D4/H8 4D4/H3 8D4/Hg

Consideremos ahora un grupo G finito cualquiera, por el lema 3.2, para cada clase.de

conjugacién (H) € C(G) tenemos que la funcién g, definida en un G-conjunto X como

vu(X) =|X*H|, es un homomorfismo de semianillos. Definimos la funcién:

p: 0HG) — H z

(H)ec(G)

X +— (en(X))mecie) -

Como estd definida ¢ resulta ser aditiva y multiplicativa, ya que en cada entrada las

¢ lo son.. Por tanto @ se extiende de manera dnica & un homomorfismo de anillos, que "

también llamaremos ¢ :

¢: 0G) — II =

417 LEMA

Sea G un grupo finito, entonces  es inyectiva.

(H)ec(G)
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Notemos que en particular el conficleo de ¢, que es un grupo abeliano, es finitc

¢ es un homomorfismo inyectivo entre dos grupos abelianos libres finitamente gene:

mismo rango.

Demostracién: Sea z € }{G), y = # 0. Podemos escribir el elemento z en

de sus érbitas como :

G
I = Z a(K) —Iz,-

(K)ec(G)
Escojamos una clase de conjugacién (H) € C(G) maximal, con respecto al ord
ducido en 2.10, tal que a(y) # 0. Entonces, por (3.6) (2),

en@=vu( W em(@/E)= Y amxen(G/K)
(K)ec(a) (K)ec(G)

=a(m)|(G/H) ¥ | = oy |W(H)| #0. n

4.18 COROLARIO

Sean X, Y G-conjuntos, entonces:

X=26Y <= on(X)=pa() V(1) €C(G). §



§6 LA MATRIZ DE o

En la seccién anterior definimos el homomorfismo de anillos @: N(G) — H(II)GC(G) Z. '

Denotaremos al anillo [](4ye¢ey L como ﬁ(G)

En esta seccién encontraremos la matriz del homomorfismo de anillos ¢, Como ¢
es inyectiva, identificaremos la imagen de p con 3{G), de esta manera encontraremos las

condiciones para que un elemento de (}(G) esté en (}(G).

5.1 DEFINICION

Sea G un grupo y sean H, K subgrupos de GG, definimos los sigujentes niimeros:
ofH,K) = |{E < G:(E) = {K),H C E}{,
B(H,K)=|{E< G:(E)=(H),EC K}|.

" La definicién anterior se puede expresar en palabras facilmente: Va(H K) ésr él nﬁmérd -

de comugados de K que contienen a H, f(H,K) es el numero de conjugados de: H que

estdn contenidos en K.

5.2 PROPOSICION
Sean H, K subgrupos de G, entonces

o1(G]K) = W (K)a{H,K).
k_ Dempstraciép:
vu(G/K) = |{aK:h(aK) = oK, Vh€ H}| = |{aK:af’Ha C K}

=36 -
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= ,{a:H C aKa_l}l/!Kt
= (IN(K)| /1K) [{E < G:(B) = (K),H € B}

= |W(K)|a(H,K). §

5.3 COROLARIO
Si H, K son subgrupos de G, tenemos:

|Ne(K)| o(H, K) = [Na(H)| A(H, X).
Demostracién: En la demostracién anterior llegamos a que:
ou(G/K) = |{a:a" ' Ha C K}|/| K|
= (| No(B)|/| KN E < G:(B) = (H), E C K}|

= (I Ne(&)l/| K1) B(H, K).

Por tanto |Ng(K)| o(H,K) = |Nc(H)| 8(H,K). §

En la seccién anterior definimos un orden parcial en C(G): K es subconjugado.de H. .'éi 5

y s6lo si (K) < (H). Este orden parcial lo refinamos a un orden total en C(G):

(e) = (1) < (H2) S -+ < (Him) = (G).

“<” para el orden total. Sin embargo, debe notarse qﬁe

' Usaremos el mismo simbolo
(H) £ (K) en el orden refinado implica que (H) £ (K) en el orden introducido antes'en
2.10. ' '

Entonces podemos ordenar la base canénica, como Z-médulo de ﬂ(G’)
B :={G/Hy,...,G/Hn}.
" Consideremos también para (Nl(G) = mecia) > su Z-base ordenada natural:

) B,={El:"-’am}y
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donde & = (0,...,0,1,0,...,0), el uno aparece en la i-ésima coordenada.
Como ¢ es morfismo de anillos, entoneces » es morfismo de Z-méddulos, entonces pode-

mos considerar la matriz de ¢ con respecto a estas bases:

<P11l(G/H1) SDHI(G/HQ) e QO}{l(G/Hm)

' 0 W}l,(G/Hg) @;{,(G/Hm)
lelg = : : :

0 0 voo o, (G/Hp)

Como sabemos, ¢ g, (G/H;) =0 si ¢ > 7 (usé (3.6)(2)).

De la proposicién 5.2, sabemos que:
ou(Hy) = |W(HJ')I‘1(vaHJ’);

usando ésto y el hecho de que o(K,K) = 1, podemos expresar a la matriz de  como *

producto de dos matrices:

1 o(H,Hy) ... ofHy,Hp) |w (Hy)| 0 0
0 1 oo a(Hyy Hy) 0 |w ()| ... 0
o 0 ... 1 0 0 ... [W(Hw)

La matriz de la izquierda, considerada como una transformacién de E(G) en s{ mismo,
corresponde & un isomorfismo de Z-médulos, y por tanto tiene una transformacién inversa,
llamémosla . Obtenemos as{ la siguiente composicién:

oG & I z% JI z.
(H)EC(E) (H:)EC(G)
Si identificamos a ¢(1(G)) con N(G), tenemos un isomorfismo de Z-médulos ¢ de la.

siguiente manera:
Hizayecie 2 _g_)H(n;)ez:(c)z
n(G) $(Q(G))

Asi, el codominio de ¥ es isomorfo al anillo

H Z
mece) Wz
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ya que la matriz (a; ;) de (¥ o) es diagonal, con entradas o;; = |W(H,)|.

Por esto, el orden del conicleo de  es igual a H(H;)eC(G)lW(H-')]-

La observacién anterior y la definicién del morfismo de Frobenius que damos a continua-
cién, permitirdn demostrar que una condicién es necesaria y suficiente, para que un elemento
de 5(0) pertenezea a {1(G).

Consideremos un G-conjunto X y sea K un subgrupo de G, si restringimos la accién
de G al subgrupo K, hacemos de X un K-conjunto. A este K -conjunto lo denotaremos
por X . Supongamos ahora que H es un subgrupo normal de K, la notacién es H4K,
entonces X{g (el conjunto de puntos fijos bajo la accién de H en Xg) esun K/H—conjunto,
con accidén:

(kH)z:=kz, VkHe K/H ,z€ X§.

Es claro que esta accién estd bien definida y es una accién de K/H-conjuntos. Si XY

son G-conjuntos entonces:
(X + 7)) ¥ = (XY V)6 = (Xx |4 ve)? = XYV E,

(X xY))¥ = (Xue x Ye)? = XE x YH.

Tenemos una asociacién de G-conjuntos a K / H-.conjuntos que respeta las operaciones

del anillo, éste serd el morfismo de Frobenius.

5.4 DEFINICION )
Sean H, K subgrupos del grupo G, y supongamos que H4K. Definimos el morfismo

de Frobenius como el morfismo de anillos definido en G- conjuntos como:

FTS,K $Q(G) — ﬂ(K/H), X+— XE, %X G-conjunto.

. Para un subconjunto A de elementos del grupo G denotaremos por <A>al subgrgpq

. generado pbr los elementos de A.



Capitulo 2: La matriz de 40

5.5 TEOREMA
Sea a € ﬁ(G) Entonces a € {}(G) siy sblo si

Ngl(H
Z pegt>(a) =0 (mod 1———?5_—)—[) , VHELG.
s K

Demostracién: (=) : Nétese que basta probar la afirmacién para G-conjuntos
a = X. Consideremos el caso H = e, sabemos que, (3.7},

M Sxe=o (medel);
0€G

donde es fécil ver que ]X9| = g (X), y entonces la férmula del enunciado vale. Ahora »
veamos el caso general. Sea H un subgrupo de G, puesto que H es normal en Ng(H),

podemos considerar el morfismo de Frobenius
Ne(H
7= Frg’Na(H):ﬂ(G') —+ 0l (—_}; )> .
Tenemos que n(a) = a®!. Utilizando (1) para el subgrupo trivial de Eﬂéﬂ ,-tenemos:

Z psay=(a¥) =0 (modl—l\@-({{——)—l).
sHeHg 1] '

El resultado se sigue inmediatamente de que:

qa_qk:p_(a”) = P<g,u>(a).

(=) : - Consideremos el conjunto § de todos los elementos de E(G) que cumplen,‘lvas

congruencias del teorema, es decir:

S‘ == {a€ ﬂ(G) : Z §D<g'H>(a) =0 (mOd PVTT(EH)I) s VH S G

gHeNal)

Acabamos de demostrar que (1{G) C S C ﬁ(G) Como grupos abelianos, el indice

de Q(G) en ﬁ(G) €8 HH;eC(G)l’Ni}g{Jll' Es claro que § es un sungfupo de ﬁ(G) Asi, es

‘suficiente mostrar que:

o] - I
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Sean e = {Hy) € (H3)... £ (Hn) = G el conjunto totalmente ordenado de clases de

conjugacién de subgrupos de G. Consideremos la siguiente sucesién de Z-mdédulos :

(2) o-»s—“’»(@ 1):5(0)—"» &y _Z_l___,o,

H€C(G) meciey ™
donde m; = l-&%ﬂl , ™ es la proyeccién canénica, y ¢ estd definida como sigue:
Ba)=| D eqmse)| ,Vee(G).
QH;E-GH-*‘*N {5

i

Si probamos que la sucesién (2) es exacta, entonces

FR =T

y como consecuencia tenemos que (3(G) = S, con lo que queda mostrada la afirmacién.

El kernel de 7 es €@ Hiec(G) ml <P Hiec(G) Z. Como los elementos de S cumplen las

congruencias, tenemos que (5} < @, m;T = kern.
Pera probar la otra contencién, @, miZ C (S}, requerimos de algunos clculos previos:

sea J € {1,...,n}, entonces $(G/H;} = pg;, donde

(r,)i= Y. e<ams(G/H;).
g};;eﬁ%}f_’ﬂ
Como H; < < g,H; >, cuando i > j tenemos que (H;) £ (H;) ¥ por tanto
(<g,H;>) £ (H;), Vg€ G. Poresto (up,)s =0, Yi>J.
Si 1 =7, tenemos (< g, H; >) < (Hy) siy sblo si ¢ € H;, por tanto
(ew,)5 = on;(G/Hy) = |W (H;)| = m;.
Asi‘pues:

¢(G/H1) = {H = (ml,ot""oio)j ’
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O(G/H3) = pu, = ((#x,)1,m2,0,...,0,0),

w(G/Hn) =kH, = ((”H..)l)(/‘H..)h- sey (I‘H,.)n—lw mn)'

Para probar que $(S) = @ g () mil, basta ver que pg,, i, .. 1, generan a
@; miZ. Pero esta afirmaci6n se sigue inmediatamente del hecho de que uy, € @, m.Z,
pues esta dltima implica que m; | (1g,)i, V7. La inyectividad de 4 se sigue dé que tanto su

dominio como su imagen tienen el mismo rango n. |



&/ éfyzma i

Nosdtros, los hombres, tenemos un campo de accién mucho més vasto
. & intereses mds amplics que log animales. Pero tambrén ;
nos hallamos inscritos en un efrculo relativamente pequeno,

-y no podemos traspasarlo. Yo puedo fantasear muchas cosas,
imaginarme, por ejemplo, que mi mayor deseo s?rfa Hcgar al
Polo Norte, o algo semejante; pero sélo podré quererlo asf
con suficiente intensidad y realisarlo cuando el déseo viva.
realmente en mf y todo mi ser se halle penetrado de €l
Cuando asf sucede, ¢n cuanto intentas algo que te es 6rdenado .
desde el propio interior, acabas por conseguirlo,’ y puedes uncu'

tu vo]untad como.un buen animal de tiro.

Hermann Hesse (1877-1962)



§6 EL ANILLO 0,(G)

En este capitulo seguiremos estudiando el anillo de Burnside para un grupo finito G.
Como vimos en el capftulo anterior, las clases de isomorfismo de G-conjuntos finitos se
transforman en un semianillo {1*{G) conmutativo con unidad, por medio de la‘uniéh ajena
y del producto cartesiano. ’

El anillo de Grothendieck 1(G) de 1% (G) es el anillo de Burnside de G.

El anillo f1(G) es, como grupo abeliano, libre con base {G/H : (H) € C(G)}, donde
C(Q) es el conjunto de clases de conjugacién de subgrupos de G .

Tomemos un conjunto de nidmeros primos cualquiera 7, y consideremos el siguiente

subconjunto del campo de los nimeros racionales @:
a
Iy = {3 :pfd, Vpe 7r}.

Es fécil ver que Z, es un anillo conmutativo con unidad, que contiene a Z.
Cualquier anillo que esté contenido en @ y contenga a Z es de la forma Z,, para un-

cierto conjunto de primos .

6.1 DEFINICION ‘
Para cualquier anillo conmutativo 4, definimos el espectro primo de A como el conjunto

de todos los ideales primos de 4, y denotamos por Spec{d) a este conjunto.

El espectro de un anillo A tiene estructura de espacio topolégico, donde los conjuntos
cerrados son: V(I).:= {p € Spec(A): p 2 I}, con I ideal de A. En efecto, es fécil ver que: si
- I,Jsonideales, V(IJ) =V (I)UV(J) sl {L} es unafamilia de ideales, V(3 ; I;) = NV (L),

- 44 —
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6.2 LEMA
Sea 7 un conjunto de nimeros primos, entonces:
(1) - Spec(Zs) = {pLs: pE€ 7} |J {0}, donde: pZ, := {§ € Ly: p| a}.

(i5) Sea p € =, entonces:

Demostracién: (1) : Es claro que, para cada p € w, pZ, es un ideal de Z,. Ademas,
si (a/b)(c/d} es un elemento de pZ,, entonces p|ac,asi pla 6 p|c. Por tanto pZ, es un
ideal primo para todo p € 7.

Por otra parte, si J C Z, es un ideal primo de Z,, entonces I{Z es un ideal primo
de 2. Por ello I[Z = qZ, para algin primo g € 7 (si ¢ & 7 entonces 1 € I). Ademds, si
gta para algin a/b € I, entonces b(a/b) € I{Z, lo cual es una contradiccién. Por tanto
I=gql,, g€Emx. |

(1) : Consideremos la siguiente sucesién:

1y

0 — p7-7 & —0.

x

Donde ¢ es inclusién, y p es incluir en Z, y luego proyectar al cociente, Es suficiente
mostrar que la sucesién es exﬁcta. Es claro que p(m) =0siy sblo si m € pZ. Asi, éélo reSta.
mostrar la suprayectividad de p. Sea [a/b] un elemento de Z,/pZy. Como py b s{én pfimbs :
relativos, existen o, € Z tales que ap + b = 1. Entonces a/b = ﬁap/b + aB, por tanto

p(aB) =[a/b]. n :

El anillo de Burnside (1(G), es un Z-médulo libre con base los elementos de C(G). En =
esta seccién generalizamos el concepto de anillo de Burnside, para considerarlo ﬁn Z,-médulo; :

~ Searw un conj-untd de primos, definimos:
0:(G) =Zr @7 0B(G) , ¥

0,(G) =2, ®7 1 (G) .
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Notemos que

5,(G)=Z,®25(G)=Z,®Z( II z): I @en= I z..
(H:)eC(G) (H:)eC(G) (H:)eC(G)

Es conveniente observar también que la funcién:

v: 1,07 0(G) — @ I.G/H;,
(H:)ec(d)

cﬁyo codominio es el Z,-médulo libre con base {G/H.}u,)ec(c), ¥ que estd definide en los
elementos bésicos como 1® G/H; — G/H;, es un isomorfismo de Z,-médulos.

8i traducimos las operaciones del anillo 1,,(G) 2 la suma directa por medio dé ), resulta
que los bésicos G/H; se multiplican en B 4,)ec(c) LxG/Hi igual que en O(G). Abusando
un poco del lenguaje, aprovechamos la posibilidad de ver los elementos de 1.(G) como
combinaciones Z,-lineales formales de bésicos G/H; (6 de G-conjuntos) y de identificar a
0(G) = B n.yec(c) LG/ Hi con el subanillo correspondiente de 1(G). '

Entonces:

0G) <0 (G)= P I.6/Hi= 3 I.X
(H:)eC(G) X ¢=conjunto

Cuando w = @, nuestra convencién es Z, = @, y usa.tﬁos la notacién IQQ, F)Q respec-
tivamente. Si  es el conjunto de todos los primos, entonces Z, = Z, y Nx(G) = Q(G),
.(6) = R(G). | |

Recqrdemos que para cualquier subgrupo H de G y para cualquier G-conjunto X, X

es el conjunto de puntos fijos de H. Tenemos un homomorfismo de anillos:
‘PH:nﬂ'(G) = Ly

“definido para cualquier G -_coniunto X como IX H |

Como en 4.177,' aeﬁnimos el homomorfismo

p i 0y(G) — 0x(G) + X — (0n,(X))m)ec(a):
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6.3 TEOREMA
El homomorfismo de anillos  es inyectivo.

Demostracién: Se sigue inmediatamente de la inyectividad de

v : NG)— fNZ(G) [}



§7 EL ESPECTRO PRIMO DE 0,(G)

En la seccién anterior definimos el espectro primo de un anillo conmutativo. Ahora,
encontraremos explicitamente el espectro primo del anillo de Burnside de cualquier grupo

finito G, en términos del mismo grupo G.

7.1 PROPOSICION v

Sea [ : 14(G) —+ R un homomorfismo de anillos, con B dominio entero. Entonces:

(%) Existe una Gnica clase de conjugacién (H) ﬁmimal, tal que f(G/H) # 0.

(%) f(X) =pu(X) Idg, VX € 0.(G).

Demostracién: (1) : Como f(G/G) = f(1) =1, y el grupo G es finito, tenemos que
existe una clase de conjugacién (H) minimal con f(G/H) # 0. Supongamos ahora que (H)
Vy (K) eon clases minimales con la propiedad f{G/H) #0# f(G/K}. Como R es dominio
entero, tenemos que f(G/H) . f(G/K) # 0. As{, [(G/H-G/K) # 0. Sea T un conjunto

de representantes de las clases laterales dobles en G, de la forma HeK ; del corolaric »'4.'11,.

tenemos:
G
GIHXG/K=) ————= Y aG/U,
sex HNeKe™ 1t
(V)S(K)

para algunos enteros ay apropiados. Entonces existe U tal que f(ayG/U) 3 0. Por tanto
(U) = (H), ya que (H) es minimal. Anilogamente (U) = (K). Asi, (H) = (K).
(#%) : Como [y @y son homomorfismos de anillos, basta pfob’ar la afirmacién para

. G-cdnjqntos X. Notemos que:

G/HxX = Z axG/K ,
(K)<(H)

-48 -
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para algunos enteros cx apropiados. Asf, G/H x X =ayG/H + Z(K)<(H)‘1KG/K- Pero
eu(G/H)pp(X) = pn(G/H x X) = appon(G/H).

Por tanto, oy (X) = ay. Entonces:

;f(G/H)-f(X)=f(G/H><X)=f(saH(X)G/H+ > GKG/K)=‘PH(X)'f(G/H)-

(K)<(H)

Por lo tanto f(X) =pu(X) Idz. g
El siguiente corolario es inmediato del resultado anterior.

7.2 COROLARIO
Sea R un dominio entero y sean f, f': (1.(G) — R, homomorfismos de gnillos, con el

mismo nicleo. Entonces f = f/. g

7.3 DEFINICION
Para cada subgrupo U de G, y para cada ideal primo p* := pZ,, p € 7f, de Z,
definimos: ‘ "

Be(Up") = {z € 0(G) : pu(z) € p°).

Como ¢y es homomorfismo de anillos, Bx(U,p*) = 077 (p*) es un ideal primo de 0x(G). :

Veremos que estos son todos los ideales primos de (1,(G).

7.4 PROPOSICION
Todo ideal primo de N1,(G) tiene la forma B,(U,p*) para algtn subgrupb U de Gy
algtn ideal primo p° de Z,. 7 SR
Demostracién: Sea # C 1:(G) ideal primo.- Entonces el anillo cociente R := ﬂ,,.(C)/p
es dominio entero, y la proyeccién canénica p es un morfismo de 02,(G) & un dominio en;ﬁéro; 4

por la proposicién 7.1, p(z) = @y(z) Idg, Yz € 1,(G), para algin sﬁbgrupo U<G.
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Sea p la caracteristica de (1,(G)/p. Entonces
a
z€Ep <>z € Kerp<=p(z) =0 py(z) Idg =0 += p | pu(z) @pu(z)=%—,
para algunos a,b € Z, y ningin primo de n divide a b. Esto iltimo siy sélo é'x .

wu(z) € pZ, = p*. Entonces
z€ p<=>z€ B (U,p").

Es claro que p es un elemento de 7. |

El que todos los ideales primos de {1,(G) sean de la forma Bx(U,p*), nos permitird .

obtener informacién acerca del espectro del anillo 0,(G).

7.5 LEMA
Sean U,V < G. Entonces:
(s) Si B (U;p*) > Bx(V,q*) entonces p* =g°*.
{i5) Si p. es un ideal primo de 15(G), ¥ fx(U,0°%) C p, entonces existe pre 7 tal que
p = Be(U,p"). '
(i11) Bx(U,p") es maximal en Spec((1(G)) <= p* # 0*, con r #0.
(fv) Bx(U,0°%) es minimal en Spec(Ny(G)). ‘
Demostracién: (i) ;: Como p* = pZ,, ¢* = g, con p,q € 7. Entonces tengmqs un:
morfismo « sobre, de dominios enteros:

0.(6) 1, 0e(6)
ﬁvr( aQ) ﬂt(U:p').

Luego,

(G o g M6 _
p = Char B0 )dvxde Charﬁr( Vo) q.

Porlotanto p=qy p*=1¢".

(#%) + pu(p) es un ideal primo de Z,.-, por tanto pu(p) = plls, pE T Asip=""

(Plx) = ﬁw( )
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(171) : Si = # 0, tomamos p* # 0*, entonces

ya que Z, es un campo, tenemos que p* es maximal en Spec(Z.), y por tanto
Bx(U,p*) = (")

es maximal en Spec(Q,(G)). Ademds, es claro que si p € m, entonces B {U,0%) G Bx(U,p")-

(+v) : Supongamos que fx(V,q*}) € Gx(U,0°). Por (i) ¢* = 0°; por ello, tenemos
que f.(V,0*) C B¢(U,0°}. Pero por (i1), Bx(U,0°) = Bx(V,k"}, para algdn primo k € 7.
Usando (1), tenemos que §,(V,0*) = B.(U,0°). §

76 LEMA

Vale la equivalencia:
Be(U,0") = B, (V,0") =V ~ U <> py =pv .
Demostracidén: Si V ~ U, como en 3.3 tenem;)s que 'lpu = v, Y por lo tanto
Bx(U,0%) = Kerpy = Kerpy = f.(V,0%)..

Ahora bien, si A (V,0*) = 8,(U,0*), por 7.2, oy = pv . En consecuencia pv(G/U) =
wu(G/V) # 0. Por tanto (U) C (V), y andlogamente (V) C (U),asi V ~U. g

Sea G' un grupo y sea OP(G) el minimo subgrupo normal de G tal que G/OP(G) es
p-grupo. Este subgrupo es dnico: si los subgrupos N;4G y N3 4G son normales, y cumplen
que G/Ni, G/N; son p-grupos, entonces N} ﬂNg es normal y la sucesidn:

i G _ G
O_qunNg—*G_p.’—]ﬁx_N_;

es exacta en G, por tanto G/(Ni () Nz) es p-grupo, ya que es isomorfo a un subgrupo del -
p-grupo G/Ny X G/N;. _
o El subgrupo OF,’,(G) de un grupe dado G, jugard un papel muy importante en la des-

: cripéién del espectro del anillo de Burnside de G. -
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7.7 OBSERVACION
OP(G} es un subgrupo caracteristico de G.

Demostracién: Sea.f:G — G un automorfismo, entonces f induce un isomorfismo

G G
0P(G) ~ J(0°(G))’

R

Como ambos grupos son p-grupos, tenemos, por la minimalidad de OP(G), que OP(G) C

f{OP(G)), pero estos subgrupos tienen el mismo orden. Asf OP(G) = f (OP(G)). g

Notemos que si dos subgrupos U y V de G son conjugados, es decir, existe g € G tal
que U = gV¢~!, entonces el automorfismo T: G — G 1 2 gzg~! induce un isomorfismo’

entre

U 4
Or(U) — T(0#(U))

I

De la misma forma construimos el automorfismo inverso T—! = T4-1. Obtenemos asf
que: '
OP(V) € T,(0P(V)) G T, ' Ty (0P (V) = OP(V).

Por ello, OP(U) ~ OP(V). De hecho los grupos. OP(U) y OP(V) son conjugados por la
misma g que hacfa que U = gVg~!.
7.8 LEMA
Sean W, U subgrupos del grupc G. Si WaU y U/W es un p-grupo, entonces OP(U) =
OP(W). En particular OP(OP(U)) = OP(U).
Demostracién: Tenemos que OP(U)IW, y que W/OP(U) es un p-grupo. Asf,
or(U) 2 OP(W),
* Por otra parte OP(W)3W U, pero OF (W] es caracteristico, asf que 'OP‘(W)EU . Tene-
mos que:
ud "espgrupoy vjonw) es p-grupo
or(W) w/orW)
“entonces U/OP(W) es p-grupo. Por ello OP(U) C OP(W). Asi, OP(U) = OP(W). §
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Observemos que si X es un U-conjunto, entonces XV C X9Y) y U/OP(U) actia en
XO"(W) | Por lo tanto, el U/OP(U)-conjunto XO°(U) — XU tiene sélo érbitas no triviales.
Pero U/OP(U) es p-grupo, asf las érbitas tienen cardinalidad multiplos de p. Por ello, para

todo G-conjunto Y, tenemos que
wu(Y) = porw)(Y) (modp).
Asi llegamos a que
z € fx(U,p") <= wu(z) €p" <> p| wor(r))(z) <> z € fx(0P(U),p").

Por lo tanto 8,.(U,p*) = B,(OP{U),p*).

79 LEMA
Sea p* un ideal primo de Z., entonces B.(U,p") = B (V,p*) si'y sélo si _O_"(U)V es -
conjugado de OP(V) en G. :
Demostracién: (<=): 8i OP(U) ~ OP(V) entonces:

Bx(U,0°) = B (OP(U},p°) = Bx(OP(V)sp") = B:(V,p").

(=) : Si B:(U,p*) = BV, p*), y la funcién pp:Z, — Zy/ply es8 la proyeccién
canédnica, entonces Ker p oy = Ker pppy . Por el corolario 7.2, poy = ppgbv Tomerﬁos :
ana clase de conjugacién (H) minimal tal que ppy:U(G/H) #°0. Ademis, tomemos' P un -
p-subgrupo de Sylow de Ng(OP(U)) /OP(U) que contenga a U/OP(U). Definimos O (U) =
p~1(P), donde p es la proyeccién candnica de. Ng(OP(U)) en NG(OP(U )/OP(U). Obten-

emos as{ las siguientes correspondencias:

Ng (0P (U)) — HeCplY
ur Ul
0,{U) — P
Ul Ul
U — oruu
Ul Ul
o°(U) — 0
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Por el lema anterior tenemos que OP(U) = OP(O,(U}). Entonces: py = pory) =
wo,u) (mod p). Por tanto ppou = ppporu) = Ppwo,(U). Entonces wo, (vy)(G/H) # 0,y
por tanto (Op(U)) < (H).

Como p‘l‘[ﬂ%‘?&}"m = [Ng(0P(U)) : Op(U)], tenemos pfyo,(r) (G/0,(U)). Por

lo tanto:

Asi, (0p(U)) = (H), por la minimalidad de (H). Por lo tanto O,(U) ~ H. De forma
aniloga llegamos o que O,{V) ~ H, as{ OP(O,(U}) ~ OF( p(V)) Pero, usando el lema

””‘“”(op(i}v)) pven (,73) #0
)
)

anterior, tenemos:

OP(U) = OP(0(U)) ~ OP(0p(V)) = OP(V) . i

El teorema de Dress resume lo que hemos avanzado hasta ahora en el estudio del espectro ‘

primo de 01,(G).

7.10 TEOREMA ( DRESS )
Todo ideal primo de f1,(G) es de la forma B,(U,p*), con U < G subgrupo del grupo
G,y p* ideal primo de Z,. Estos ideales primos satisfacen:
(1) Si p* # q*, entonces Fx(U,p*) # Bx(V,q");
(2) Br(U,0°) es minimaly f,(U,0°) = Bx(V,0°) <= U ~ V;
() Si p* #0°, Bx(U,p*) es maximal, y Bx(U,p*} = B (V,p*) &= OP(U) ~ OP(V);
(4) Bx(V,0°) C Be(V,p*). B

Sea A un anillo conmutativo, los conjuntos cerrades del espectro primo son los conjuntos
de la forma: V(I) := {p € Spec(A) : I C p}, I ideal de A. Notemos que, si tomamoé un
punto del espectro de A, es. decir un ideal primo p de A, la cerradura {p} coincide con *

V{p). Seguiremos estudlando el ‘espectro primo del anillo de Burnside.
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7.11 OBSERVACION
Dos ideales primos p, p' de (1,(G) estén en la misma componente conexa del espacio
Spec{Qe(G)) si y sblo si hay una sucesién de ideales primos minimales py,...,p, en (0,(G)
tal que: '
pel{pi), o €lpad, {(pi}[|{Pir) #0, Vi,

Demostracién: {<==): Trivial.

(=>): Sean {p1,...,9m} los ideales primos minimales en ia cémponente conexa que
contienen a p y & p’, son un nimero finito porque N1,{G) es un anillo noetheriano, ya que es
finitamente generado como Z ,~médulo (ver [Kunz)). Como la unién de las cerraduras de los
minimales forman la componente conexa, es claro que existe un subconjunto de {g1,...,pm},
tal que, salvo ordenamiento y renumeracién, mﬂm #0, Vi,con p & {ps), p' €
m, para algunas s,t. g

Sea H un grupo finito y 7 un conjunto de primos, decimos que H es w-soluble si y sélo
si, por definicién, tiene una serie normal cuyos grupos factores son ciclicos de orden p, para -
algin p €.

Si el grupo H es w-goluble, entonces su orden es un n-niimero, es decir, el orden de H
sélo es divisible por primos de .

81 G es un grupo finito cualquiera, podemos pensar en un subgrupo normal minimo -
O™(G) , tal que el grupo cociente G/0*(G) sea x-soluble. Veremos que el subgrupo O"(G)

existe y es nico,

7.12 LEMA
Sea G un grupo finito, entonces:
{t} O™(G) existe y es tnico;
{¥7) “O™(G) es caracteristico en G;
(%) Si = =B, entonces 0™(G) = G; ‘ o
{fv) Si 7 es el conjunto de todos los primos, entonces O”(G) es el minime subgrupo

normal de G tal que G/O™(G) es soluble;
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(v) Sir={p}, entonces O"(G) = OP(G);

(vf) Si f:G — K es un isomorfismo de grupos, entonces f(O™(U)) = O7(f(U)}, para
todorsubgrupo U<LG;

(vis) Dado 7, existe un subconjunto finito 7' C m, tal que O"(G) = 0™ (G);

(viti) Si 7' G 7, entonces O~ (0™ (G)) = 07(G);

(tz) 8i HSK < G,y K/H es w-soluble, entonces 07 (K) = O"(H);

(

z) Dado m, existen p;,p2,...,pn € 7 tales que:
O”(G) =0P10P:...0P~(G) .

Demostracién: (i) : Como G/G es m-soluble, entonces O™(G) existe. Si G/U y
G|V son n-solubles, con U,V £ G, entonces la sucesién: :

¢

1— UV 565 ¢

x &
|4
es exacta en G, donde ¢ es la inclusién y p es la proyeccién canénica en cada coordenada.
Por tanto, G/U [V es m-soluble, ya que es isomorfo a un subgrupo del grupo m-soluble
G/U x G/V. Asf, O(G) es tnico.
(vt) : Si f:G — K es un isomorfismo, entonces f induce un isomorfismo:

FU__, i)
"o*() " 70~ ()

“asf, O™ (f(U)) € f(O™(U)). Usando f! teriemos el resultado.

(1) : Se sigue inmediatamente de (vi). Ademd4s los incisos (v31) y (fv) son claros.

{(v) :* Como G/OP(G) es p-grupo, y por lo tanto G-soluble. Asi, O’(G) < OP(G).

_Pero G/O™(G) es p-grupo , entonces OP(G) < O7(G).
(ve?) : Tomemos 7' = {ren:plIGl}.
(viii) : Como OT(O™(G))20™ (G)<G, y O"(0™(G)) es caracterfstico en o~ (G).
‘Luego O™(0™') es subgrupo normal de G. Ademds, tenemos la siguiente sucesién exacta:

076 i, G, G
o~(0™(G))  oT(0"(G)  O™(G)

— 1

1

1



Capitulo 8: El espectro primo de (Q,.(G) 57

donde 1 es la inclusién y p la proyeccién canénica. Por lo tanto, G/O"(O"'(G')) es m-soluble,
ast, O%(G) < 0"(0™ (G)). Ademis, G/O™ (G) es ='-soluble, entonces es m-soluble. Por
ello O%(G)20% (G), ya que O%(G)4C.

Entonces 0 (G)/0*(G) < G/0*(G), ast, O%(0*'(G)) < O%(G).

(iz): Por hipétesis O™ (K) < H. Por ello, H/O"(K) < K/O"(K). Ast HfO"(K) es
w-soluble. Entonces O"(H) < O"(K). Por otra parte, la sucesién:

H K K

l—om "o T H

—_1,

es exacta, entonces K/O"(H) es m-soluble, ya que los extremos de la sucesién lo son. Por
tanto O™(K) < OF(H).

(z) : Como G/O%(G) es m-soluble, existe una serie:
OT(G) = HodH19H33+.-4H, =G,

donde |H;/H;_1| = pi € 7 para cada i. Entonces OP1QP?..:0P~(G) = 0"»(G’), pués
0°~(G) < Hp_y. Por tanto OP~-10P~(G) < 0P~ (H, 1)< Hn ;. Continuando de esta
manera llegamos a OP: 03 -+ 0P~(G) < 07(G). '

Por otra parte, 0P10P2 ... OP»(G)2(G), pues la propiedad de ser caracterfstico es tran-
sitiva. Es claro que G/OP!OP3 ... OP»(G) es soluble y su orden es un r-ndmero. -Por tanto
07 (G) S0P OP...0P(G) - g R '

Sea H _<_ G unsubgrupo de G. Decimos que H es m-perfectosi cumple que O™(H) =H.
Sean U,V subgrupos de G, observemos que fx(U,0%) {18x(V,0°) # 0 si y s6lo si existe

un ideal primo p de N1,.(G) que es de la forma:

b= b (Usa") = Be (Vi)

‘para algdn ideal prixﬁo g¢* €Ly. Porel teorema 7.9, ésto sucede si y s6lo si ol U) ~ O"(V)
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7.13 LEMA

Si B=(U,p*) ¥ Bx(V,q*) estén en la misma componente conexa del espectro de {1,(G),
entonces O™ (U) ~ O™ (V).

Demostracién: Por la observacidn 7.11, existe una sucesién de ideales primos mini-

males 8,(U1,0*),...,8¢(Un,0*) de 0,(G), tal que:

ﬂvr(Uap') € {ﬁﬂ'(Ulao‘)}) ﬂﬂ'(Vy q‘) € {ﬂr(Umo')}y {ﬂx(UﬁO.)}ﬂ {ﬁt(UH-h 0.)} # @: VI .
Utilizando el lema 7.12, tenemos:

0™(U) = O7(07 (1) ~ O7(0 (U)) ~ ... ~ 0% (0P (Up)) ~ O%(O"~(V)) = 0"(V) . W

7.14 LEMA
Los ideales primos fx(U,q%) y Bx(O™(U),0°) estdn en la misma componente conexa del
espectro. -
Demostracién: Sabemos que U/O™(U) es r-soluble, as{ que existe una serie dé com-
posicibén:

O"(U) =Upalh9...90, =T,

donde U;/U;_y es un p;-grupo ciclico, con p; € 7, para toda ¢. Entonces:

B(07(U),0%) € {Bx(U0,0%)}, Bx(U,q") € {Bx(Un,0%)},

y veremos que {Br(U;-1,0*)} (1 {Bx(U:,0°)} # 8, Vi, con lo que queda demostrado el lema.
Como U;/U;..1 es un p;-grupo, usando el lema 7.8, tenemos queVO”‘(U.") ~ Op‘(U};l).

Simplemente aplicamos el teorema de Dress, y tenemos que B.(Ui—1,p) = B+ (Usy0}). - R

7.15° TEOREMA
" Dos ideales primos Bx(U,p*} v Bx(V,¢*) estdn en la misma componénte conexe: del -
espectro si y sélo si O%(U) ~ O%(V). ) |
Demostracién: (==:>) Lema 7.13.
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(¢<=): Por el lema anterior, los ideales primos 8. (U,p*} vy B,(0O"(U),0°) estén en la
misma componente conexa. De igual forma, 8.(V,q*) ¥ 8.(0O%(V),0') estin en la misma

componente. Si OF(U) ~ O"(V), por el teorema de Dress tenemos que: 8,{O7(U),0°*) =
B-(07(V},0) . n

Sea G un grupo, es claro que O"(O™(U)) = O"(U), para todo U < G. Asi el
grupo O™(U) es m-perfecto. Entonces hay una biyeccién entre las componentes conexas
de Spec(y(G)) y las clases de conjugacién de subgrupos 7-perfectos de G. Esto prueba la

primera equivalencia del siguiente corolario.

7.16 COROLARIO

G es w-soluble <= Spec(f1x(G)) es conexo <= 0 y 1 son los dnicos idempotentes
en (1,(G).

Demostracién: S6lo probaremos la segunda equivalencia. (=) : Supongamos que

existe un idempotente e € 1,(G) distinto de 0 y 1. Entonces

0,:(G) = (6:(6) D1 - 0(C) .

Asi, Spec(01e(G)) = V(€)0.(G) WV (1 — 04(G)). |
(¢<=) : Supongamos que Spec((1x(G)) = V(N) WV (I;), para algunos ideales I1, I; de
11,(G). Los elementos de I N I3 son nilpotentes (porque estdn envlg’interseccién de todos
los ideales primos). Pero f1,(G) no tiene elementos nilpotentes distintos de 0. Entonces --
- I1 (VI3 = 0. Por otra parte, § = (I1) (I2) = V(Il +1I), por tanto, Ox(G) = I1 +1z. Luego,
"ﬂ,r(G) =5LPhL,y tenemos que 1=1¢; +¢€; con €3 € I1, €3 € I;. Es claro que e;, ez son

idempotentes distintos de Oy 1. 1
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La filosoffa est4 escrita en este grandfsimo libro que
continuamente estd abierto ante nuéstros ojos (digo:-veI,Univeuo),,
pero no puede entenderse si antes 50 ge procura entender su lengua .

¥ conocer sus caracteres en los cuales estd eserito. Este libro.

esth escrito en lengua matemﬂica, y sua caracteres son

tridngulos, cfrculos-y otras figuras geométricas, sin las cuales

ed totalmente imposible entender humanamente una palabra, y sin

las cuales nos agitamos vanamente en un oscuro laberinto,

Galileo Galilei (1564-1642)




§8 CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS -

En esta seccién estableceremos propiedades fundamentales de los conjuntos parcialmente
ordenados. El tema de esta seccién parece apartado del objetivo principal de esta tesis, sin
embargo, el teorema de inversién de Mobius y otros resultados que estudiaremos serdn muy

importantes para la (ltima y més importante seccién de este trabajo.

8.1 DEFINICION
Un coiu'unto parcialmente ordenado es un conjunto P no vacio, junto con una.y relacién
“<” entre sus elementos, que cumple: ' »
(}): a<a, Va€ P
(): a<b, b<c = a<e¢ Va,bc€ P;

(iit): a<b, b<a = a=b Va,be P

Ademi4s, decimos que P es localmente finito si sus “intervalos” son finitos. Es‘decir, la .
cardinalidad |{z€ P:a < zy z <5} es finita, para calquier a,b € P.
_ Sean P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito, y R un anillo conmutativo

con uno. Definimos el conjunto:
ap(P)={9:Px P — R:9¥(z,y) =0siz L y}.

- Este conjunto tiene estructura de anillo, con la suma usual de funciones +, y la multi-:

plicacién * definida para toda ¥,¢ € ag(P) como:

@re)zy) = ) Ozmae(zy) =) d(z2)e(=).

2828y cP

-81 -
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El lector puede verificar facilmente que estas operaciones cumplen las propiedeades re-
queridas para hacer de ap(P) un enillo.
Desafortunadamente ap(P) no es, en general, un anillo conmutativo. En cambio, ap(P)

siempre tiene elemento identidad. El uno de ag(P) es la funcién §, definida como:
§(z,y) =62y , V(z,y) € P x P.

Esto es facil de comprobar: sea ¥ € ag(P), entonces

(3% 6)(z,9) = D 9(z,2)8(z,9) = ¥(z,9)8(y,y) = 9(z,y),
z<z<y
6+ 9)(zv) = Y 6(z,2)0(zy) = 6(z,2)9(z,v) = ¥(z,v), V(z,v) € P x P.
z<z2<y

Si R es un anillo, denotamos por U(R) al conjunto de elementos de R que tienen inverso

derecho e izquierdo en el anillo, es decir, U(R) es el conjunto de las unidades del anillo R.

8.2 . TEOREMA
Sean P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito, y R un anillo conmutativo,

entonces:
9 € U(ap(P)) 4= I=z,z) e U(R) Vz € P.
Demostracién: (=) : Por hipétesis, existe ¢ € ap(P) tal que ¥ *& = §. Por tanto,

siztel,

1=46(z,z) = (V+e)(z,z) = Z J(z, z)e(z, £) = Iz, z)é(z,z).

Asi, usando que R es conmutativo, ¥(z,z) € U(R).

(<) : Construyamos la funcién & = 91, inversa de ¥ inductivamente. Para cada
z € P definimos ¢(z,z) = (9(z,z))!. También definimos e(z,y) = 0 si y € P on
z ,<_ y. Sean z,y € P y supongamos que para toda z tal que z < z < y, € (m,z)' estd
definido (hxpotesm de induccién). Supongamos por un momento que ya sabemos quién es €
"y tratemos de calcular £(z,y): |

(s*ﬂ)(z,y) = Z e(z, 2)9(2,y) = Z e(z, 2)3(z,y} + ez, y)9(y,y).

z<a<y z<z<y
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Por lo anterior, tenemos que definir

- Z:Sx<y E(Z, 2)!9(1, I) .

e(z,y) :=
(=:9) 9(y,v)
De esta manera, (€ * 9)(z,y) = é(z,v), para todo (z,y) € P x P. De forma andloga
podemos construir el inverso derecho de 9. Por tanto ¢ € U(ag(P)). 1

Consideremos ahora la funcién ¢ de ag(P) definida como:
1, siz<y
S(z9) = {0, sizdy.

Llamaremos a ¢ la funcién Zeta. Né6tese que, por el teoreme anterior, ¢ € U{ar(P)).
La funcién de Mébius es por definicién: p := ¢!

8.3 LEMA

Sea P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito. La funcién p de M&bius
de P cumple que:

(1) plz,z)=1, Vze P; .
(2) Y.cagyit(z,2) =0, Vx,y EP z#y;
(3) Sea P' un subconjunto pa.rcla.lmente ordenado de P pleno (ie =z L'y en P implica

<y en P!, para cada z,y € P'). Denotemos por p la funcion de Mobius de P’ Entonces:
p’(.’l:, y) = #(E:!/)y Vz,y € P,

Demostracién: (1) Sesigue dela definicién de p: p(z,z) = (¢(z,z))~? =1, Vz€P.

" (2) Como z # y, tenemos que:

0=6(z.4) = (x¢)zn) = Y alzm2kzn)= Y wlz2).

z<x<y z<z<y

(3) Se demuestra facilmente por induccién sobre la distancia de z a y usando (2). . |

" Definimos la funcién de cadenas n como: 5 :=¢ — §. Es decir:

e = {3 52%Y

1, siz<y.
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Si z < y, una cadena entre z y y es un conjunto {zo,zy,...,Z,} de elementos de P
tales que z = zp < 21 < 23 < --+ < zn = y. El niimero n se denomina el tamaro de la
cadena. Un n-simplejo es sencillamente una cadena de tamafio n.

La funcién 7 nos indicard el nimero de cadenas, de cierta longitud, que existen entre z

Yy u.

8.4 TEOREMA

La funcién n cumple que:
zy)=l{z=ze <z <z3<--<zZp=y:z;E P}

Es decir, n7(z,y) es el nimero de cadenas entre z y y de longitud n.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, supongamos que = < y. La demostracién
se hard por induccién sobre & , la potencia de n. Para k = 1, 5!(z,y) = 1, por ta.ntd, el
resultado vale para el pie de la induccidn.

Supongamos vilido el resultado para k = n — 1, y probaremos el resultado para k =n.

n"(z,y) =M * 0" )(zy) = Y n(z,2n" (=)

$agy
= Y, n(@n" )= Y 1" H(z).
z<2<p <2<y

Utilizando la hipétesis de induccién tenemos que lo anterior coincide con: °
Z {z=z0<z1 <+ <Zpy =y:z; € P},
z<a<y

que es precisamente el nimero de cadenas entre z y y de longitud n. |

El complejo simplicial Cp asociado a P es, por definicién, el conjunto formado por todos
los k-simplejos, para todo £ € N.
Si P es finito, definimos la caracteristica de Euler x(P) de P como la caracteristica de

Euler del compiejo simplicial Cp asociado & P Esto es:

x(P) = i(—l)"aka
k=0
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donde ag es el nimero de k-simplejos del complejo simplicial Cp.

8.5 LEMA

Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito, entonces:
x(P) = 3 u(zv).
z,yeP

Demostracién: Por el teorema anterior, ox = E:.veP q"(:t:, y), para cada k €N,

Ademés, como sabemos, x(P) = ¥ o q(~1)%ax. Por tanto,

i E D)= ). (i(—l)"n"(z,y))-
k=0z,yEP

z,y€P \k=0

-~ Pero [(§ +n) + (Tlo(-1)*1*))(zy) = (ZiZe(~1)*n") + (Zk o~k (z,5) =

"7%(z,y) = é(z,y), para cada z,y € P. Por tanto,

Z( .)k ko 5+’7)_1“P

k=0

Por lo tanto x(P) = 3., cpi(z,¥)- N

‘8.6 LEMA

Si el conjunto parcialmente ordenado finito P tiene un tnico elemento mmxmal 0, y poo 7

denota la funcién de Mobius de P, entonces:
x(P)=1, ¥y x(P-{0})=1-)_ u(0,2).
z&P
Demosfracién: Por el lema anterior y por el lema 8.3,

x(P)= 3 plzy) =) ( > u(m,y)> = 4(0,0) = 1. Ademds:

z,yeP YEP \0<Lz2<y

T=x(P)= Y plzv)= Y wlzn)+ Y p0w) =xP-{0)+ Y s0w).
S ZyeP =weP weP ~ - weP o
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La dltima igualdad se tiene por el lema 8.3. Por lo tanto, x(P~{0}) = 1-3",p p(0,2).

El lema anterior puede cambiarse facilmente, sustituyendo la hipétesis de tener un ele-

mento minimal por la de tener un tnico elemento maximal.

8.7 TEOREMA ( DE INVERSION DE MOBIUS )
Sean P un conjunto parcialmente ordenado finito, R un anillo conmutativo, y
f,g: P — R dos funciones. Supongamos que existe « € U(ag{P)}, con inverso 3. Entonces:
fl2) =" ely,n)g(y) <> glz) =) Bly,z
yeP yeP
Demostracién: Por la simetrfa de la proposicién, es sﬁﬁciente probar sélo una impli-
cacién:

(=>) : Tenemos que:

Zﬂ(ysz Zﬁ(ys Za(za y)g(z) Z Zﬂ(y) zyy ( )

yEP veP IEP yeP
=3 o)} Bnz)a(zy) = Y 9(2)é(z,2) = g(z) W
reP yeP 2cP B

_Sean P y T dos conjuntos parcialmente ordenados locaImente ﬁmtos Una funcmn
f P — T biyectiva se dice que es un Eomorﬁsmo de pa:clalmente ordenados si cumple que:
a<b «> f(a) < f(b).

8.7 OBSERVACION ,
" Sea f: P — T unisomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados, y denotemos por.

u-las funciones de Mdbius de P y T. Entonces:

nlz,y) = p(f (=), W)



§9 IDEMPOTENTES EN LOS ANILLOS DE BURNSIDE

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el teorema de Yoshida, que es el objetivo
primordial de este trabajo.

Introducimos primero alguna notacién: Sea G un grupo finito. El conjunto de subgrupos
de G estd parcialmente ordenado por la relacién de contencién. Llamemos a este conjunto el
la red de subgrupos de G, denotado S(G). Sea u la funcién de Mobius de S(@),ysea un
conjunto de nimeros primos. P.{G) C C(G) denotaréd el conjunto de clases de conjugacién -
de subgrupos w-perfectos de G. k

Para un subgrupo D de G y un subgrupo w-perfecto H de G, definimos:
Ex(H) = &x(G,H):={SCG:0"(S)=H};

MD,H) = Y u(D,S).
Sebe(H)

Nétese que si A(D, H) 5 0, entonces existe S € ¢x(H) tal que u(D, S) # 0, por lo tanto
D < S. Asf, O"(D} € 0"(S) = H. De esto tenemos D < Ng(H). :
Ahora, para cada subgrupo =m-perfecto H de G, definimos un elemento de’ Qq(G):,

" e 1
E = (] Dsg(m IDIN(D, H)(G/D).

9.1 OBSERVACION
Si (H) = (K), es decir, H = ¢g71Kg para alguna g € G, entonces e}}ﬁ =ef k-
Demostracién: Tenemos que: :
1 ;
ey =l g, = e D|AMD, ¢ Kg}|G/D). -
G,H ’G.ﬂ 1Kg . |NG(.(]','1K9)§ Dﬁm?rlxg)l | ( . g){ /]

- 87 -
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Pero, Ng(g~'Kg) = g7 Ng(K)g. Asi:

x —_ i -1
Gt = TN A 059'121;0(’()9 IDIA(D, ¢ Kg){G/ D).

Tenemos D < g1 NG(K)g st y sblosi gDg~! < Ng(K). Sea D' = gDg~'. Entonces:

1 ’ -1y -1 l
e, H = ING(K” Dls%(}{)lb ;'\(9 Dg,g Kg)[G/D ]

Pero:

Mg™'D'g,g7'Kg)= Y. we'D'g,g7'Sg).
¢~ '5get.{g~ Kg)

Podemos escribir esto asi, ya que la conjugacién por un elemento de G es un isomorfismo
de conjuntos parcialmente ordenados de S{G) en S({G). Por la dltima observacién de la

seccién anterior tenemos:

3 wle™'D'g,g7 Sg) = Y. (D', S) = \D', K).

gt Sg€ (92 Ko) seéx(K)

Por tanto:

1 |
e g = D'IMD', K)[G/D) = €& k.
it = ] 2 VPO RGP = B 8

- En particular, cuando 7 = 8, tenemos que 0.(G) = Ng(G), ¥y que Pr(G) = C(G).
Ademis, ¢, (H) = {H} para todo subgrupo H de G. De esta manera: :

con=ehy = Na (@] Z |Dlu(D, H)[G/ D).
o(H D<H

9.2 LEMA

Sea ep = (0,...,1,0,.:.,0) -donde el 1 aparece en la coordenada correspondiente a

(D) Entonces
' ' ] Z We(D)f,
H D<H |Hl
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Demostracién: Tenemos que:

= Z ©p(G/H)ep

(D)ecC(6G)

TlQ

lNG(D)Iﬁ(D,H)eD — Z ING(D)(CD

(D)eC(G) af D<H 5]

Donde (D, H) esté definidoen 5.1 . g
Es claro que los {ex}nec(c) son todos los idempotentes primitivos de ﬂQ(G).

9.3 LEMA

El conjunto {eg,x : (H) € C(G)} es el conjunto de todos los idempotentes primitivos de
Ng(G).

Demostracién: Sean £(G) la red de subgrupos de G, R := QQ(G), y sean f,g:
¢(G) — R definidascomo: f(H) = |H|G/H, VH € ¢(G),y g(H) = |Ng{H)|er. Entonces:

f#)= ) g(D)= 3 ¢(D,H)g(D),

D<H Det(G)

por el teorema de inversién de M8bius, tenemos g{H) = ZDEC(G) u(D, H)f(D), por lo tanto:

No(H)lew = Y w(D,H)(DI% . ¥
DEl(G)

"'9.4 TEOREMA (YOSHIDA)
-~ El conjunto {eZ ; : (H) € Px(G)} es el conjunto de todos los idempotentes primitivos
. de 0.(G). Asi, en particular: ' .

Z eg,Hzli

(H)eP« ()
oo 58,1{9 si (H) = (K);
EGHEGK = {0, otro caso.

Dei\n'ostracién:' Sean H un subgrupo w-perfecto de G, N := Ng(H), vy ¢ =
" éx(G, H). Ya que H es un subgrupo caracteristico de todo S en &, tenemos que HﬂNg(S),
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asf que Ng(S) estd contenido en N para cualquier § en ¢. Ademds, dos miembros § y T
de ¢ son conjugados en G si y s6lo si son conjugados en IV, ya que si § = ¢T'¢~!, entonces
H=07(S)=g0"(T)g ' =gHg !, asf que g V.

Sea {S1,53,...} un conjunto completo de representantes de clases de N -conjugacién de
£. Notemos que NV actia en ¢ via conjugacién, entonces la érbita O(S) de § son todos sus
conjugados en &, y su orden es [O(S)] = |N : Ng| = [NV : Ng(S)]. Entonces, tenemos la

siguiente serie de igualdades en ﬂq(G):

;ec,s Z[N T Na(S)] cs—le Na(s lNG ZlDluDS[G/D]

Se¢ D<Ss

Seg D&S Se¢ DLC
5 YDl Y u0,5) ) 16/D) = = 3 IDIND, B)IG/D] = e,
I ,D<G see l ID<G

Entonces cada eg,y 5 un idempotente de QQ(G). Ademés ¢f gy = ef i siy sdlo
si (H) = (K). En efecto: si ef y = €F ., entonces eg,gef i = €g,H, ¥ Por otra parte
€G,HEE x = €G,T) con O%(T) = K; pero eg,r = ¢€g,n implica T ~ H; la reciproca es la
observacién 9.1.

Como sabemos, el nidmero de idempotentes primitivos de f1,(G) es igual al rango del
Z,-médulo libre ,(G), es decir, es orden de P,(G). Este es igual también 2l ntmero
de idempotentes-de QQ(G) de la forma ef ;. Lo que resta ahora es probar qué los eg,k
son justamente los idempotentes primitivos de ,(G). Seré suficiente mostrar la siguiente
proposicién;

Todo idempotente de 2,(G) es la suma en nQ(G) de algunos idempotentes (distintos)
de la forma ef p.

Nétese que ésto implica que ef, ; € 1x(G) ¥ es idempotente primitivo. Sea e € (1.(G)
un idempotente. Para cada subgrupo H de G, vemos que 5 (e} es cero 6 uno, ya que py es
ﬁn homomorfismo de anillos. Sea H el éonjunto de subgrupos H de G tales que py(e) =1,

y sean H;,... H, un conjunto de representantes de clases de conjugacién de G en M. Porel -
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primer caso, si vemos a e en nQ(G), tenemos que e = ):".:1 eg,H; - Describamos H: Sea H
un subgrupo de G, entonces es claro de la definicién del ideal primo 8, (H,pZ.), que H e H
siy sélosi e ¢ B, (H,ply), para todo p € U {0}.

Sea p € 7. Ya que B,(H,pls) = Bx(OP(H),pL,}, vemos que H € H si y sélo si
OP(H) € H psra todo p € n{J{0}. Por el lema 7.12, existen p;,...,p, € 7 tales que
O"(H) = 0P QP2 ...0P~(H). En consecuencia’ H € H 51 y sélo si O"(H) € H. Ya que

O™ (H) es siempre w-perfecto, esto significa que
H= U{f.-(H) :HeH y H es m-perfecto}  (unién disjunta).

Para cada ¢, sean H; ,H;,,... un conjunto de represéntantes de clases de conjugacién

de G en {x(O™(H;)), entonces
e=> ecm =)D eau; =) & or ()
i i 7 i
Esto prueba la afirmacién, y como consecuencia, el teorema. ]

Sea 7 un conjunto de primos, y n un entero, denotamos por |n|x &l nimero que resulta
del producto de los primos de 7 que aparecen en la descomposicién de n, conservando sus -

potencias. Por ejemplo, si 7 = {2,3}, n = 45, entonces ||, =9.

9.5 COROLARIO

Sean H un subgrupo normal w-perfecto de G, y D un subgrupo de G. Entonces:

AD,H)= ) u(D,5)=0 (mod |[Ne(D):D.) .
S€ba({H)

Demostracién:  Consideremos el idempotente

ehx = ,1—, Y |EINE, B)G/E].
E<G :

El coeficiente de [G/ D] en la expresién tnica de ¢F g en términos de la Z,-base canénica
de 0.(G) es: :
SRR 1

7] |D|M(D, H)[G : N (D)) € L,
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ya que el nimero de conjugados de D en G es [G: Ng(D)]. Por tanto

A(D,H) € [Ng(D): D}.1.

9.6 COROLARIO
Sea &, el conjunto de p-subgrupos no triviales del grupo finito G para un primo p. Este

conjunto estd parcialmente ordenado por contencién. Su caracteristica de Euler satisface:

x(&p) =1 (mod |G[y).

Demostracién: Sea A, := {4 < G: 4 es p-grupo}. Entonces el elemento identidad
¢ es el inico elemento minimal de A,. Por el lema 8.5, x(Ap) = 1, y también x(A, {e})

1= E:GA, ple,z).
Por el corolario 9.5, haciendo = = {p}, H = D = ¢, tenemos

Z ule, s} =0 (mod|G|,),

2L, (e)

pero {x(e) = Ap, por tanto

X(Ap = {e}) =1 (mod|Glp). N

A continuacién mencionamos algunas férmules sobre los idempotentes del zinillo de Bum; :
side. ' L
9.7 OBSERVACIONES

() exlecu) =1, & (H)=(K);

=0, otro caso.

(%) equz=vou(z)ec n para todo z € QQ(G) ; R

(#1) e& g =2 (syec,s»  donde (S) corre sobre (S) € €(G) con O”(S’) =H. -

Demostracién: Los incisos (1) y (i44) fueron probados en la demostracién del teorema

.9.4. Por otra parte, el inciso (¢1) se sigue de la proposxcxon 41. g
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9.8 COROLARIO

Si G, K son grupos finitos tales que: }{G) = {1(K), entonces |G| = |K].

Demostracién: Sea [ : 0(G) — (X) un isomorfismo de anillos. Entonces f se
extiende de manera inica a wn isomorfismo f : g (G) — Ng(X).

Si z € Ng(G), se define el orden de z como: Ord(z) := min{n € N* 1 n z e N(G)},
este minimo existe pues el producto de los denominadores de los factores de z multiplicado
por z estd en 1}{G). Ademas Ord(eg,y) divide a [Ng(H)|. De esto, el orden de cada
idempotente divide al orden del grupo correspondiente. Ademés, f manda idempotentes
priﬁlitivos en idempotentes primitivos. Los ordenes son invariantes bajo el isomorﬁsmo '
Notemos ademés, que el orden del idempotente eg,1 = (1/|G])G/1 es, claramente, el orden

de G. Por esto |G| = |K]. ]
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