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"I NTRODUCC 1 óW 

LJll lftOt.iv.AC!On b<\...-:icn drl pí'oblema. qt.1P. nqut sr.rá t.rat . .:.do ~"' 

eneuent.ra rn las r.c'lu'l:ctonrs diforrnc:iaJe,..: r¡tn!' sirvl.•n de modelos a un 

sinnú;;:;iJro de f'enti~no:o; dr nnt.ur;11h~z~ nnry variad.a. Un rm--...t.odo t.tpic.o para 

buscar IAS ~olucionns d~ ecunr.:ionos diferonclah~s linP.<tl~s 

cooClcicnt.cs con...._t.ant.P.s consist.t~ en husc.nrla:-; ftmr:inncs 

exponencinlr.~~ lo cu~l reducf'? la ec1Jacion dif"rr~nci"'11 a un polinomio 

11.arnado polinomio car.act.prist.ir.:o. Por ot.ro I~·Hio 11n t.eoreITT<1 hA."'i"icn rlP lit 

Teortn de E:o¡f.ahi lid"1.d f1111 el SHnt.ido '"? Lyecpunov c:onsist.P Pn c:.r1ract.f?rt7.~r 

a una solución t.rivtal cor:;;n es:t.nble si I;, pi\rt.tl' re-al d~ In..;; r~1cn~ del 

po1innMio crlr:l.ct.~r>\!".:t.!co •'"";;: nPr;at.iv¿\ . Por est.o os que rt:~su)t.;s relevan+.,_~ 

plant.earse el busC::C'\r los crit.Prios bajo lo~ cu.ale:<> t.o''""~ lils ratcHs dp 

polinomio t.ien~n pnrt.P roal n,,,.c;at.ivn. 

Lo~ result.ados doscrjf.os. f'!'n ol pro!'>ent,e t.rabajo :s:on de tipo 

cualit..at.jvo debido a qu«.~ :o¡in conoc,~r la"; r.<'dCC'$ d~ lo!"; polinomio~ ~P. 

obt.iene tnf'ormacion ar.erca de su comport.amient..o. 

A mediados del sii-;lo pa:.o;arlo las ~quinas de v~pnr er.:tn poco 

pot.ent.es, muy sec;:1.1ras: y Ct.mcion"'han adecuada.ntr.nt.e con rí?'il:'.tJJadore~ do 

a.:spa.s de Waf.t., Posteriorm~nt.e el increrw::ont.o on In pot.encii'I y rApidez 

alcanzada por las maquinas h:icic-ron que t..:;:des rei:ul.adores, por r.aus::'t~ 

qu~ no se ent.P.ndian falla.ran lo r.ual ~e manif'est.;>&b<'l en problr.m.a.s de 

incst,;,.hilid~d rn :-;:11 'funcion.<'lmiP.nt,o llr.c-;-,ndo inc:l11~0 ;t su dest.rucción. 

El ít:sico inG}1'..5 M:l.;;.:~;e!l J. ft:,.. P) prt~ro qui~ int.~nt.n 

encont.r;ir los principios b~jo los cuah~5 t.r;\b<ij.<tn los regut;ulorr~ 

a.u1.or:-..._'"lt,ic:os de 11'1s mAquinas de vapor. En t86B pt1hltco un t.rahí!ljo sot>rr

rec;uladorPs~ dondr por prhnera VPZ se d.a una e-xplir.aci<"ln, con has~ r.n la 

in"·e:;!.i¡;:::::ir"!n +.nr'lrtr.a fiPsó"lrrollada. rlc- In,'.'\; c:;u.rsa~ del 1.rabajo in~st..,blP 

dr la:-;; mtu1ntnas dn V<tpnr. Par.a pador-lo nn~lizar en ínrrn.a t.eóric<>1 t.nvo 

que imponer hipof,('llsis ximpli'fic;:i.doras <¡t1(" PXch1y~r·on .....,¡ c~">!sn pr."\ct.icn 

tmport.ant.e de la ... -.; rn!:u1uin~:<: de vapor con rr?-~ularlor de ~sp<t:o; do \-1.at.t .. 
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l)eo- he~ho con est-•~ t.rabajo !'f>r.! pl..ant.ea el prohlea.."J; dP bu:scar bts 

condlclo~ de l!'st.abillda.d dn pollnosdos de cu.-.lquter erado. 

t.rabajos de Herm\f,p pa...-.aaron d1~sapercibidos porque a lo._ in~t:-niPros les 

int.eresaban alc:;orit..mo:o;; pr.-'lr.t.icn~ o f"órmc.dn....--=~ y los •.r.ah.ajo.s dj'" Hr.rmit.r. 

llecaron a. t_..1. 

F.n scnt.ido t.uvieron "" ... .,yor r~pr.rc::usion pr<1ct.ica lo~ 

result.ados d"I In~. Vi~hnet;r•Ji:d:os::kii. con t,r.;¡hajo <tB76) -sohrr 

de criterio pritcf.ico (Crtt.crio del Cap1t.ulo 11[) y 

lnt.erpretnción cenJl\<'t.ricn.. q;u<~ f'ueron muy 11~.ados ¡Hn' proyrct.ist.<i.«; y 

const.ruct.ores. 

El problcmn plant.e-a.do por Maxwell fue resunlt.o por el in:;lPs 

Rau:::; ([?n "!.075"> mPrlil'lnt.P un ::1dt;orit.wf0 que con un nuR'l-oero f'init.o de 

oper;¡ciones arit.mt:ot.ic:as pernri.t.ta det.e-rm:inar si un polinomio cualquiera 

era de t.ipo est.ahle 

Por otro lado, el iniciador de lil Teor\a dt'." RPf:Ulilt:ion ~n 

Turbinas: f"uP Pl ln:;. eslov.i\CO St.odola, quit~n denlO~f.r(") 1::. conrlir.inn 

n-Pr.P~aria de est.abilid.ad para polinomios: coeficic--nt.Ps r·ealr.~.;; 

(Teorema 2 del Cap1t.ulo J), fl.. '.'>U VP.7. dP pl11nt.Pñ Pl prnhlenüt df- J;:1 

obt.ención de condicionP~ necesari.ns y sufici(!>nt.es -iil m,;_),1.ern.:11.ico ~}Pm.-in 

Hurwtt.z. Todo r.st.o í1m hecho en t'ormn indcpendient.t~ al f.rah;'tjo dü- R;:iius~ 

a f"ine~ del -""ir;Iu ¡1~it.Srl.do. Hur\dt.:r. con h1'..-P Pn Jos t.rCl.b,-ijos dP H(•rmit.P 

resolvió el problema ml"~di.ant.~ desic:u-<'ld~c1Ps. 

Al inicio tir-1 pre~t•nt.f" sit;:ln los t.rab.cljo:o; dP lo~ frnncr~P:<> 

Lienard y Shipard p~rmit.iP.ron disminuir 1..-.s npP.r.?tcicinP"i p.-.r:-. 1a 

comprob.acion df:" rleo;:ir;11i"lldndP.~ Crit.Prin dt4 R;111s5-H1rrwif.z ñi la mit.;-ut. 

l..os in.-;enlero.s y lo!.; li~t.Hmát.ico:s de ~lc;:una f"orm.'\ han 

invest.ic;ado y redeiscubtert.o los crit.eirlos ant.eriorment~P menr:iona.dos; 

as1 por ojemplo, f"l Jlant.aido Crit.eriu fieomAlrico rlP-1 In(!';. Mijailov no 



sólo aparece en el f.rahajn dE? Uermit.o, sinn qu~ et.;: Ja h.asr• fund~ment.al 

de su invP.sf.i¡;:.?11ción. Sin P.tnharen en t937 s11 Crit.erlo ;\lc<lnzo f"~nvt en 

c1rct1los int;~niP.riles. F:n Pst.r.!' t.r.,hajn ,;.1pr1rnr.r,• como PI .C:rif.ePin 1 ch.-1 

Capt tt.rlo llI. 

E:o;;t.e t.rahajo correspnndr? .a un t.em.a cl;'\sico muy t.r<'tt.;:uJo ~~n 

arttculos, monogrilf1as y IJbros- de t.Pxto. por lo t.ant.n, puPrle 

constder·ar.se como 1rn t.•~nl.:'l aJt.ern"f.ivatn<~nt.~ .'<O:ist.e111ati7.-"tdO, El prP.!'i:ent.e 

trabajo, a pesar de no cnnt.ener nuevos resulf.;¡<fos IW'lf . .,.mtlf.icos, rla un 

este enf"oqu~ logrado ü-n gr<'tn part.e ~r;lcias a los t.rahilljos de G~--..nt.majr.r 

(2) y Post.nikov 131 que pr-P.-t.enrlP h<lr:~r acct°':sihle l~l ma:t.eri;-11 incluso a 

est.udiant.es de JngP.nieri""'• incorporando para ello apéndicP.S donde 

ap.arecen cnsi t.odas la.<; d~mo!;t.raciones <le la.'"'i: proposicion~C'i:. t.P.nr.,..m;,:;-;. 

af"trr:'".acinn~es y crit.nrios dPI t.Pxf.o principal. 

d.:.nUc por ia sencillez dP lo~ polinomio~ t.rat.ado.s de c:rarlo 1 y ?. s~ 

busca una condición nece!'i:.<lri.a y suf"ic:t<~nt.r;> par~ su est.abilirlad <1' t.ro:.vé:'.'> 

de la obt.ención (~><pltci1.a rle las !..:;oluciones do t . .aJP.s: polinomios, Sin 

em.bart;o en t.od.a l;¡ tesis se hose.a oht.eru~r re:o;:ult.;idos sin conocer 

explicft . .;:unent.e la!O sohrr.ion~s. Por ot.ro lado, la exi:o:;t.cncia df!' las: 

soluciones dn t.ales ecu.acione~ queda ~ar'ani.iz.ada po;r> ni Teorem;:11 

f"undament.a.l del AJ~obr.-.. F.n el C.apit.ulo JI Sf~ !'i:Í~uca Ja mPf.o,.fn!o~1:1: dG {¡·· 

.an.ali7.i"tindo casos p;irt.icularu:o:; pa.ra ubic.<!.r re~t.daridade~ ¡;~ner<lles; sn 

int.roducei la c;1ract ..... r1st.ica de ;urrpJit.ud rte fa!"l:es y la caract.t.~rl~t.ica de 

rases. En hase al C.aptt.uJo U, f2'n el Cap1t.ulo iIJ s.--:- ll~e.:an a f'orrm.dar 

cr:lt.erios especif"ic:os si un polinomio ~~s est . .able; ¡>;Jrt.icularrm.~nt.n el 

Crit.erio 3, requierf! t.ér.:nicament.e para .sP.r resuelt.o ap~rat.o 

mat.em.c""tt.ico a.lt.amente sist.em.."'.lf.tz<tdo, corno to ""º" los Inclit:Ps cfp r...-.-.6:'~~· ·'
:..."":"lZ. t"u1u..;ion racional. E.s:f..o!'; son int.rodt.:cido.::; o-n P.I Capitulo IV y 

refornmlado PI Crjt.r.rio 3 .a t.rav~s de los: Indices de Cauc:hy. 

ui 



CAPITULO I. 

DEPINJC!ON 1: 

Uama..romo.s:. =- un polinomio ES1'A8LE, s:i Ja part.q roal da t.odas sus raícos 

O!: nogat.iva. 

En o!:t.o pr·ür.or hlt.ont.o considoraromos a los polinomio.s do 

coof"ictont.os ro.al&s con l.;¡ rost.ricción d"' quo ol c:ooClciont.o do su 

má::dma pot.oncia a
0 

~o.a positivo. 

$El pollnondo do pl'imor t;rado: 

P<z>=a ;.r; + a •.• C1.D 
o • 

t.iono c:omo ún.ic'"t r.a1z al númoro ro~J.: 

..• <t.2) 

1uogo ont.oncos la ral:z ~of'á nog.at.iva si y sólo 5:i ª?º· Vó.asu Qf 

APE:NDICE <t.A>. 

•El poUnom,t.o do 'Sar;undo grado: 

t.tono por- rAÍcoa a: 

2a 
o 

... n.:n 

~ .. et~"', 

y loe posibles casot.: cu:uldo sus pa.rt..os: .f'Oalos son nogat.iva$ SQ an.ali2an 

ll t.ravés do los: va.loros qua t.om.a el :radicando. 

En t.odo~ lo.?: CAROS r-usult..a quo las ra.h.;u.:;: t,ionon pa.rt.o roa! 

nogat.iva ~i y &ólo si "\ > o y ª:z ) o, bajo m hipót.os:is do ªo ) o. 
Vóaso o! APCNDICE <1.ln. 

Los rosult.ados quo asogur~n osl.abilid¿ad do los polinomio~ do 

primar y sogundo grados: c•~t.án cont.oni<los:: on ol ~iguiont.o TEOREMA t, 



TEOREMA t: 

Los polinond.os do primur y se~undo gr·n.do, con coo'ficiont.os roa.los; y al 

coef'íciont.o do su m. .. 'lxim...<"l. pot..onci.a ma:yor quo coro, son ost.ab!os 'si y 

sólo si t.odos los; dem..'1.s coof"iciontos son posJt.ivos. 

Para polinomios do grado!: m. •. ,,yoros: qi_io <loso l~ :!:itttnción cambia. 

OEn ofoct.o ol polinomio tio ~ ir;rado: 

... Ct.5> 

t.ionA t.odos: sus coof"iciont.os posit.ivoia y sin ornbargo dont.ro do sus 

raícos aparocon, ade11l<\s do una ra1:z. con p::irt.q roal nogat.iva quo os la 

ra1z real z:ls::-2, dos ralc:os con p;:,.rt.o roal posit.iva quo son: 

-1:18 i fil i 
z.;m-+ 

' z 2 
y 

cuya obt.onción hl:zo uaando ol procodlmiont.o dado ol 

APt:NDlCE Ct.C). 

El poUnonúo (1.5) sirvo do cont.raojomplo a l:i. proposición do 

quo si los cooC"ici.ant.as d.o un polinoml.o do grado t.ros son posit.ivos, 

ont..onces el polinomio O!: ost.ablo. 

Est.c ojo:;nplo noo;; da 1.i1 paut..~1 par.a onunciar ol siguJont.o t.oorom.a 

ganoral: 

TEOREMA 

Sl o! polinomio 

PC:;z;) ... (1.6) 

con coof'iciont.021: a~ (k 0,1,2.3,. .. .ri.) realos y a.
0

>0 

ont.oncas t.odos sus cooficicnt..o.s .:.\~ 2 r··rJ..n :::;:on po:o=it.ivos. 

Ln. dornos::t.ruclón so det.a..lJ.:). un ül .. ~Pf.:!'lf'lC:E <1.D). 

as:t.abio. 

El t.oorom::::t. rec\proco no os ciort.o, recut1rdoso al poll.nonúu 

(j.5). 

z 



CAP l T U l O !L 

BASES ~ !:±, ~ ¡¡¡;: AMPLITUDES QS ~ OIER~UTE-MIJAILOV) 

y Q!.ROS CRITERIOS. 

En lo s:ucos.ivo consídor-ar-01nos polinonúos P: a:: ... rt. 

Comoncomoso: l:\ prirsx:u~a ot.~p;a do g:;f.o rnót.odo ost.udiando a Jo:!'; 

polinomios P rost.rin.giundo la. v~riablo z .al ojo hnagin...·u·io os docir. 

eonsidqromos complujos: z do la f'orma iw, quo uir--vo paréli soparar las; 

r.a1co5: con pa..rt.o roal naga.t.iv.a y no noe;n:tiv.;;,, y ost.u;(Har J~ curva 

J"esult.;;tnt.u do separar la parlo r-oal do l~ pill't..u imaginari.o;l. poniondo on 

correspondonciZ\ dicho polinomin 

Par-a ilust.rar la prirtroi•a .ot.apa dol rr-.t1t..odo, voamos:!o runcionar 

on el caso dQ los :so:iguiont.os: polinomlac 

PCz> u.a :z + tt 
Q 1 

,·. P<iw)~a iw +~ 
o 1 

donot.ando la pal"t.o roal o imaginaria por x y y ro:.poct.ivarnonto t. o nomo~ 

la st¡suiont.o roprosont.ación pa.ramót.ricr.t do la CUl'V;\: 

... C2~i.l 

que al V.a.l'lat• w do -01 .;:11 •co ros;uU.~ s<.~r la roct..a vnrt.ic~l x=<-\. y.a que 

en oCoct.o al cambiar- w do -o::i a .cu al punt.o Cx(w).y(w)). =- Ca
1
,.aQw) 

port.onectant.a •" ln roc.t.a x:i:a
1 

quo var-\a monót.onamont.o sobr•o dicha ract.ni 

de ab¡;¡jo hacia arriba y por lo t.ant.o su oriont.ación o:-; la inrltr::.':!:=. ,,,., 

La Fig. 2.1. 

PO_•A_> ____ _ 

3 



PCzJ:::a z
2 + a :z: +a 

o • 2 

.·.PCiw):rza Cii •• >)
2 + a iw +a 

o 1 ;l 

:::(-a w
2 +a J+ ia w 

o ' • 

x=-a w
2
+a } o • 

ycalw 

.•• C2.2) 

E:st.a admit.e los sigulent.os 2 sube.asas discriminados por los 

posibles: valores do a
1

, f"aci.or ant.ro ol cual hay qua dividir par;). 

ellnúnar- w on (2.2). 

~h 

Si a,::io, ont.oncos al variar w do -co a .. ro la c1.1rva t.ondrá l;:i. 

Corma do un.a s:omirocta uo. ul cj::: h0!'Í'.1'.0nt..al, y.a qua cuando -co la 

curva rocorro do izquierda a dorecha h.n.st.a a
2 

y cuando 

f'ig. 2.2. 

dorocha a izquiorda, os. decir &lerrapro ro:o t.lona quo x Véaso la 

f'l¡s. 2.z. 

~.ai. 

Sl a1~ O, ont.oncos on la roprosont.aci6n. do la curva 

(2.2) ollminemos ol parámot.ro w, obt.enif:tndoso quo 

x=-a 
a' . 

es:t.a 06 ln ucu.a;ción do un.a par-ábola ablort.a hacia la izquiorda cuyo o jo 

coincido ·con ol s:omtojo que lloe;a hast.a n::. La oriont.acion ,J.., la 

parábola par.ui ol c=o ":? 
1 
')0 y su cont.raria a.

1 
<O so ilu.."ilran on la Fig. 

2.3. Lo e.u.al os f'6.c.i1mont.o porclbiblo on 1..a. computadora. 



Flg. 2.3. 

PCz) = a :z? + a z
2 + a z +a 

o ' z a 
.·.PClw) i:i:a (iw>ª+a Cic ... »z+.a Ciw)+a 

o i z a 
"A(-a w'' +a. l+ U-a ... }+a wl 

t J o z 

x:::-a w
2

+ai } 
' ' 

y=-.a wª+a w 
o 2 

..• <2.3) 

a 
2 

y s:i en ost.a curva h..a.comos variar w do -oo a ... oo , obt.1;1ndroraos los ca.sos: 

s;igu:iontms,, discriminados por lo:: valoro:.; de a
1 

Cnct.or ontro ol cu.al 

hay que dividir para olintlnar ol parámot.ro w do (2.::J>. 

l> Para a~ O: 
' Ellnrlnotr..os ol paraml.Jt.ro w do La ropresant.ación p.::ira100t.ric:a 

(Z.3>, para ollo du~pojamos 1...;i. do l.a primor.a oxpros:ión do (2.3) y la 

sust.it.uimos an la sogunda obt.oniendo ;;:si la parábola. somicúbica : 

y=-a --• +., ---• 
[ 

x-a Ju;> [ x-,. )"2 

o -;;,'. z -a
1 

oparacione~ quo so roalizan on APENDICEC2.A>. La s:i«uionlo as Ja 

ocuación simplif'icada do la parábola sornicúbica 

"a 
A=:<A,,--~:z 

obsérvo.so qua la Coro'la da la c:u.rva dopando do los :::ignos do a
1 

y a2 ~ 

cosa quo claramont.o s:o vo on la t.oi"cora Córmula dol das.arrollo dol 

5 



APE:NDICE <2.A) que .a s:u vez nos: lleva a Jos siguJenles: t.r•e$: c~u;.:os: 

cuaUt.aUv.amente dtf"er•en.t.es:. Véase fl'l APENDJCE C2.D). 

a, + / 

\ 

/" 
Fig. 2.4. 

Aqul Ja poEiclón del eje y queda daler-sni n.t1da on t.er-mJnos: del valo,... 

de: 
.u • .z 

_c. A"' 
• ª• ... 

En p.art.icul.ar el polinomio t.!V.n.lu.ado en tw pa10:.a.r& por el or-tr;en 

s;t y sólo si: a
9

ttO, o bien A•O, es decir- cuando a.:.a
9
•a/i

2
, teniéndos:e 

lo&: Qlguientes: cacos:: 

{ 

.:. >O, /:t. <O 
a (0 1. :z 

!I a <O, a >O ' , 
y 

{ 

"')0, a )O 
.tll )0 f. 2 

3 a <O, a <O 
• 2 

El a.n..á.Us;is- df!' es:t.os C.ll$:OS: por:dbles puedo h.acerse conforme al 

esquema indicado en el APE~DICE C2.C). 

U) Pal"a .a •O: . 
En eat.e 

decr;ener.<'tn en : 

obs:er•vamor;: que las: ecu.nciones: pAt"'amét.riicas: C?..9) 

esto s:J.c:nifica que '<'"'!:.
9 

~:; uua recta vcrt.ical,. pero .ndemá.<i: como Ja 

y•-w(a.
0

w2 -a.:
1
? cuando el valor Abz.oluto de w ea muy C"ande per•o w et: 

•' 11:·1 1•1 1111nt.o ().t,y), de la •e-n nues:tr•o caso de la f"'ect.a' 

e!l.t.arJ. en la parte s:upet'io.-. de La f'ecla y al varü'llr• i.,, de~dc dichos:: 



valores hast.a va.lores muy ,grandos, pero posit.ivos 1.a r•ucla 

r·f,cot"rid.<.• de a1·riha hacia ah;l jo, 

x=a . surá 

Ent.onces al variar u; do -<D a .w nuost.ra curva será un.a recta 

vert.!cal dirigida hacia abajo, poro adonlás el punlo <x,yl monlado on la 

rect.a ><=a
3

• s-ólo dopon<lorá dol si~no do ªz' o bion so muovo 

monót.onaR'IOnt.o hacia abajo, o bion roa.liza una 0110:cil.ación al p.asar por 

s;u int.ors:ucción con ol ojo hori2:ont.al. 

El an.á.l.isis: mas dot.aU.ado puodo V(rt-soo on ol APLNDICE (2.0). 

oLo c¡uo hicfmo!';; pas-a los 

goner:lll1Z2!'lc e..J !'"~Hnc:-::!c ...:u ~;1•41.Uo 

P(z)=a :z:n.+ a: zr'- 1+-.+a z +a 
o .t n-t 

donde a
0
>0. y adomás int.roducin::o:.: las funcionas u y v quo roprosont.a:n 

la:: part.os real o imagina.ria dul polinomio antorior ro~pect.ivamsnt.o al 

ovaluar on z•iw. o:c docir 

PClw):;;:ia (iw>n+a (iw)n-t+-+a <iw> +a 
o :t n-1 

y la gonera.1.b:.acfón a cualqu.ior n puvdo t.om.ar Ja Cor~ 

.. .<2.5> 

cuando n par 

dondo la v.a.lid.ación do ect.a::G Córmul;ou; pu'-ndo Mcor-.:;o lnt.uit.ivamont.o 

a part.ir do analizar Ion canos: concrot.os: para (l.llllf,2,.3 y una voz 

propuos:t.as: las Córmul."ll: do C2.5>. o.st.~ puodon doMOsot.rar::o por· 

indccción. 

?or comodidad. como ~e vorá en o! c.aplt.ulo IV. podomo.s 

int.roducir tas; Cunciono~ U y V duCinidas por: 
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UCx) 

rtl r .. -1 

{

ax +a x +, •. +:t , si n=2m+1 
l a n 

a xm+a x""-l+ •.. +a , s:i n=2m 
o 2 n 

... (2.6) 

V<x> = { 
a

0
x + a

2
xm-

1 + ... +an-l' s:i n=2m+t 

a
1
xm-l+ .a

3
xm-z+ ... +ar.-l si n=:?.m 

ObGorvá.ndouo que loa paf't.os raalos deol polinomio par- 9 impar

son t..ales: quo uCw>=UC-w
2
). lo cual so compruob.a diroct.arr.ont.o 

subst.it.uyondo x=-w
2 

on UCx). Para la.."!;' parles imaginari.as dol polinonúo 

impar y par ros:poct.ivament.o t.onamos: 

on las cualos: observamos quo v(w):rwVC-w2
) lo quo so comprueba t.am.bión 

sust.it.uyondo x=-w
2 

on VCx> y po!"' ando 

o e:oo., 
P(iw)g::¡U(·•w2 >+1wVC-w2 > .•. <2.7) 

Par-a ol ca.so do coef'"iciont.011: complojos so obt.ienon rosult.ados 

similares. Es:t.o puodo vorso al inicio dol Capl t..ulo III. 

Todo lo ant.orior lo podomo:s: rosumir on ol siguiont.o loma: 

LEMA 1: 

Si n os impar { 

ol gro.do dol polinomio u 

ynl ~r.;acin ri~I po1;nnrnlo 

Si n es par { 
&1 grado <lol polinomio u 

y ol grado dol pal inomio 

n-1, 

= .,, 

n, 

n-1, 

La domost.rac16n os on O!i.oncia l.n ju.st..1ficaci6n por• inducción 

de las C6T'mul.as C2.5). 
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~n el int.erv~lo c-m.•ool, sobre el 

plano cornplejo en el que l<'l v;u··i"'

b 1 e z t.om;!; sus val orP.is. Ta I ctrrv.n 

es dt?scrif . ..:t por tas Pct1.acion~s p;:i-

donde -z: = >< T iy. 

DEF'INrCION 1' 

t "'o 

y 

1_..:P_<"-1~· '~")--.... • 

IU((Uo' ,Vtfdo'' 

o F'!o;. Z.5. 

... (2.0} 

A las ecuaciones p.nr<"Jnor.-t.rica.s <2,8) se le llama ~ 9-ft fil!!P-lif~u<! d.!! 

fa~es del poUnondo P. Y a la r;ráf'ica de la curva (2,0) se lt? Uam.."""t la 

cal"'ar:t.P.t-1~ 92. fil nmplit.ud d2. ~del polinomio r. 

Observemos que al va.r-1.ar w en CR, el punt.o i<>) recorre el "eje 

ima~toario" que represent.a la f'ront.era de los scmipl;¡t·u-,.s izquhffdo y 

derecho. l...a c.aract.ort~t.ic::l. e:~ antpUt.ud de fases re~ttlt.tt ser- la hn.~:;:en 

del ejo irna.c;.inario Cir.J) b:.1.jo l;-t t.1.,an.'"=f'orm..-u:lón P(z) dr.J plano. 

Por- ot.ro lado t..._.mhtP.n obsérv(~~P. que la inf.roduccion dc.o le)~ 

polinomios y v convenient.e,. dado quP. ("t:1 qu~ h;i~~·-1 

slmult.áncatnent.e uíw0)~0 y vfo'<.?1110 significa qu~ t.al u) .... es PI u.:!!c& ci~"'i 

pnr-ámet.ro para el que •~ ...... ~._.~ {~.ú-;, p.n.sa por P,] ori;on di;<' coorch?-nada...r;, 

lo cual !'i'igniffc.a que fo.1,... e~ rai~ ih~l polinonUo ort~tnal P lo que- a 

su vez. si~nifica. que el pollnomio P no es cst.able,. y.a que la pu.rt.e 

ReCiw> :::0,. por t.odo est.o se just.íf'ica c:-1 LF.MA. 2 y el COROl..ARJO 1 

sir;uiente~: 

LEMA 2: 

El pnllnnmio P t.i<'!nC Jlor ra17. im..."t:r;inaria pura a 2\., ::=iü1n si y ~ólo ~i los 

poUnorntos u y v t.lenen por- l'.aiz re<\l común a (¡_\('¡. 

La. de1nost.racfón de est.e LEMA es inmedlat.a. 
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COROLARIO 1: 

Si los polinomios u y v t.ienon una ra1z roal comUn, ost.o os si la 

caract..erlst.ica do ampli t.ud do fases pasa por el origon, ont.oncos 

el polinomio P no os ost..ab lo. 

Es sufici0n~o con inda5ar 

si la curva que 11.ani.amos caract.oris

t.ica do ampl i t.ud do rases pasa o no 

por ol coro CFig. 2.6, y 2.7,), Fle;. 2.6. Flg. 2.7. 

Obsórvos:o quo do la octruct.ur>a do P, con coof"lciont.os roalos, 

por haberse podido llevar .a la f'orm .. -. P<iw) :;i u(w) + iv(w), dando 

., ' Í ut.w)= U\.-w ' 

l v(w)izwVC-w
2

) 

t.endromos quo ¡;il cambiar a w poi' -w la !'unción u no varia <u rosulta 

sor una f'unción par>, mlont.ras quo v ro~ult.a sor una. f'unción impar ya 

quo cambia de signo al variar w por -w. Esto significa quo la 

caract.eris:t.ica do ampllt.udos do rasos: 

w P<íw> 

{ 

><~u(w) 

y•v(w) 

y 

t ~UtW0>,V. (W U :o ~o 

+~¡ 
Flg. 2.0. 

os simótrica rospoct.o al ajo horizont.al x donde los puntos simétricos 

corresponden a valoras del par.tunotro w con signos c:ont.r~rios y por 

t.ant.o la ·gráf'ica do dicha curva os: do la f'orma indicada on la Fig. 2.8. 

Ant.cs do empozar con la sogunda parla do ost.o mét.odo recuef'dcsa 

las doCinicionos basic:.as do númoros complojos. por ajomplo véanse an 

141 o [51. 
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verso 

•UsarolnoG las slguiontos propiot.l~dos: c•.iya. ji.at!f"lcación puau..,, 

algún t.oxt.o do var--iablo comploja, en part.icul.air on (o:f,J o 151. 

i) j.arg zt;z:
2

=af'g 2 1 ~ arg .z
2
! /dondo z

1
, z

2
€ ~y o:s:t.a iguald~d so sigue 

cumpUondo si on su part.o dorucha. o:i.grogamos un número ont.oro do 

vuolt..~:u;: .. os docir si .a.grog.amos: 2krr .. con k.c:-2/. 

v!w) 

tan .pCw>~-uc;::;) 

/Paira. cualquior C'unción z no coro do vari01.blo roal no coro con valoro&t 

complojos y cant.inua en su áoJ.oúnio, ~xi.=t..o t.m.a única función q:> do 

v.;;u-iablo retal con va.loros roa.loso t..al que dado un valor iulcial 
v<w> 

p
0 

su t«&.1. ... ,::: (w)'""uC::wio/. 

¡~ 
F!g. 2.9. 

La f'unción ~(e.u) la podomos int.orprot.ar para cada w corno el 

~cument .. o del i:::omplojo z(w>, os dQc.f.r~ corno ol áne:ulo f"ormado por el 

vec:t.or do posición dol mismo complejo z(w>. Vé..:.u;o la Fig . .:Z.Q. 

En nue::t.ro Ca!Oo, ost.o o.s~ on ol caso de la cariact.orist.icGTi de 

ampllt.ud de f'ases,. o s:oa para 

PCiw>~u(w)+iv(w) 

~ lf'!h.1) !Ai.ptt....» 

Podomo:.o oxpros:nr la propied;ad arrihzi m.ancionnda en oi ::..i&ü!.::n+: ~ 

loma: 

U:MA 3: 

Si la P""-''1.o r~al o imaginaria u y v dol polinomio PCiw), no t.iano 

raleas w que rodu-z.can a coro $írnuttá.n~.;;¡¡¡-,nnt"1' lo$ dos polinomios~ 

ont.oncas: u>cist.e un:a única íunción w ~ p(w) 1 con w G rR .. que sat.isf"aco 
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las: s:tguient.es pl'opiodade~: 

i> tp(w)t C~ <la Cunción p os cont.inua p.ara t.odo w). 

11) -n < p(O) :; n Cl.a. runción p on w=O queda caract.oriz.ada por 

t.al dos:igualdad ) • 

u(Ol 

cos ~<O>=--;;:::;:::;:::;:::;:::;:::::

/ u(O) 
2 + vCOl

2 

vCw) 
iii > t.a.n 'l'<w>="""'ü(";:;) , V (;1 ,¡:; !P. 

--o--

v<O> 
son p<O>---;;:::;:::;:::;:::;:::;:::= 

/ u<0>
2 + vC0>

2 

Obsérveso on particul?"~ quu si PCz) ol polinomio do grado ri 

PC:.z:);;a z"+a zn-•+ ... +a 
o • n 

cc>o coaf"iciant.es roa.les a,k ~ IR y a,n;&.'0~ ontoncos 

PCiw)r=a Ciw)n+a <iw)f"l-t+ •.• +a = uCw) + iv(w} 
o l n 

evaluado rJn w=O t.endromo& 

P(0};i a" = u<O>+ i v(O):= u(O} + iO 

poro a osot.o valor• puodon corraspondor- sólo dos pc:::iblu.s valof"os dol 

ángulo p<ll>. 

v(O) 

~ 
Fig. 2.iO. 

11) Si an<O 

uCO) 
CDS: p<O>= 

/ uCOl
2+ v(0)

2 

.. + ~ cos ~ cos ~COl=-1 ~ ~COJ=n 
Fig. 2.11. 
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Hemos obt.enido as1 .que cuando Pfz) os de coef'iciont.os reales 

DEFINICION 2: 

A la ('unción 

lo U.ama 

{

,,:O< .. I?. 

tp~ip<w> 

función QQ. 

quo sat.isf'aco las condiciones del LEMA 3 

dal polinomio P y a gráf"ica 

~ist.ica ~ (25--º.:E do dicho polinomio. 

A ost.a f"unción p so lo puodo int.orprot...ar corno ol /.t.ngulo dol 

voct.or do poslc16n quo genora a la caract..orlst.ica do .ampllt.ud do Casos:, 

aunque t..iono s:u g:rát"ic:a propia quo o=io lo qu~ u!9L.<.u1.o::¡. 1.L:;¡,_nondo 

caract.oriz:t.lca do Cas;os. Obsur•vos:e la. ilus1~ración dn l"" Fic. 2.12. 

caract.orl!!!: t.1ca ciu ampiii.uü 
w do f"asu::;;. 

1~~-u<wl 
car.act.erist.ica da f"asos. 

Flg. 2.12. 

LA f"•mr.tt.n d~ f""°"RAR 'f" : 1.1 >-+ .,(w) no&' ctuoda car-act.orizada para 

el caso genoral de t.Ul polinomio P do grado n on los siguiont.os dos. 

subcasos, basados on ol LEMA t. 

vCw> 
i) Si n es impar: t.an f?(w);i:--uc:;) 

t.an ,,cw> ~"' , os docir { 

13 
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paUnom.io de grado • n-1 
iO Si n os par: t.an <;:>Cw)=--p-0~11~.n-0-nu.-.0-~d-.,-g-r_a_d_o--.-.--

Lan ;><w> =O , os docir { 
llm Lan . .p({,J) •O 
W-f'+<:D 

l:J.'!'w t.an p<w> =O 

Todos ostos casos, poro dosglos;ado:s: los resu:rrúmos: on ul siguiont.o: 

LEMA 4: 

Si la Cunc16n do f'as:(ls: cCw) admtt.o la oxist.uncia do sus limites 

inf"init.b~~ los cuales xorán danot.aclos: por : 

{

p(-oo)•lim ;o<w> 
w .... -ro 

.p( +ro):=:i li Too¡p(w) 

so obsol"V.art los s:iguionLos c.n.s:os: 

{ 

;>C-oo)• !fo 
U) Si n or: par: 

p(+oo)= Mn 

dondo La N y 1.a M i:on ciort.os núrnieros ont.oro~. 

A est.u LEMA 1 podomos dar-h> la si(l;uiont.o int.f'irpret.ación~ 

L..1 c.aract.orh;t.ic:a dq Ea.sos:, t.iono do~ ai.;int.ot.as horlxc.nt.ale:r.; on 

ca.da caso Cya qua talos ns1nt.ot.ns: laorizontalos ost.án dad;cs: por- lus 

Undt.os inf"J.nit.os de pCw> .s;:i oxis:t.on, i!i~~00pCw) y ~!'!'coip(w) ). 

Si n o& impar: 

Í l!~00pCw>:::a-rr/2+Nrr 

l 1i m ~íw~..:;;;;/::•M,.,. 
W_.+o:; 

Si n os pa.I": 

·":~:r: __ _ 
rr./; + Mn:T -

f'i O!:. 2.13. 
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Y como ol ángulo .Cinal 1p(+oo) monos: ol ángulo inicial pC-ro) os 

igual on &mbos casos a CM-N>n,. ost.a sorá la dist.ancia entre las 

as1nlot.as descrit.as en las Ciguras: CZ.13>,. (2.14) y C2.15), 

CM-N>n ~------------
__ l __ ~-----------------:~ 

l'ig, 2. t5. 

No ob:::to.n!.o quo l,.Q, g•'áClca do las r.am..au.: inf"init.as do la curvn. 

{
x•u(w) 

do ampllt.ud do Ca.sos y:111v<w>• cuando y .ro, no 

aproximan a:s:intót.icamont.o los ojos coordonados, puos ambas 

coord.c!"" ... ::::d= {;.,:,y} di..01-ui......u:J. uu valor ~in cot.a alguna., la dirocción dol 

voct.or do po&ic16n OM <M=(x,y)) t..iondo a la dirección dol ojo vórt.ical 

s:i n es impar y :!i:i n os par t.iondo a la dirocción do! ojo horizont.a..l. 

En rigor para n impa.r la ordonada. y cr·oco on valor abs;oJut.o 

signif"icat.ivam.anto mas rápido qua la ab.sci:sa x o invors.amonto si n os 

par. 

Firuahnont.o intr•odt.rr.camo:;: un nuovo par•áw...at.ro ,':;. quo caracloriza 
p 

ol número de .rnodla.s vuolt.as quo da ol ángulo ..::i(w). 

En ot.r.aE palabra!!: definamos : 

ll ;;: Cá.n.g:ulo f"inal - ángulo inicial)/n 
p 

.p( • .;.o) - .pC.-...o> 

Am-------
P 

/mido las modias vuolt.a.s; quo da nl voct.or do po:;;ición../'. 

Obao~voso quo en oroct.o 
Mn - Nrr 

------- = ---- = M-N. 
" 

/modia.s vuoltas queda; ol voctor do posición de la caractorist.ica do 

amplit.ud do f"as:es/. 
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Analicomos do nuovo los polinomios; Olel'1lont.alos: 

CASO n=i : 

i > a >O 
1 

pC-o:i>•-n/z 

p(+co>.= n/z 

iD a <O 
1 

¡pC-00>=-n/2 

t)C+oo);;1-¿m/2 

fl m 
p " 

n/2-C-n/z) 

/ln -----
P rt 

a 
1 

t. m 
p 

i::on aQ>O , 

~ at /da 1.D"l.a media vuolt.a complot.o 
P cont.raro loj/. 

Fii;;. 2.16. 

-an/2-C-rr/z) 

p<w> 
rt/>J -----,:;==--=---

:?í------------------"' 

h. •-1 /da una madi.a vuolt.a complot.a. poro a roloj/. 
p 

~~=~---------·-----
---- -- ----------------

--:;~;..; ------- ------

Fi1<. 2.17. 

El c;;u:o dol polinomio P para n := 2 y 3 puodo vor:co dosglosa.do on 

A.PE:NDICE <2.E>. 
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Todos los casos dosglosados para n = 3 ei-a ol -APE.:NDICE C2.E) los: 

podernos resumir en la siguiont.o: 

PROPOSICION 1: 

Para el polinomio do t.orcer grado P(z):ic:a
0

z 3 +.a
1
z 2 +a

2
z+a., so cumplen 

i) AP=3 4'6o ª?º' ª2>0, ªa>O y ªtª2>ªoªa 

U> AP .. t ++ a.3<0 C.adorn.tc:, si ai.<o y a
2
>0 ontoocos t.ambión a

1
-t•2<a

0
a.:;i) 

Ui) APa-1 ++ ª/º (.:?dc:r-..!:i.:.;:, ..:J. -.-.>o y a
2
>0 ont.oncas: también a

1
a

2
<a

0
a._> 

iv> tJ. z:-3 ...., a (0, a >O, a <O y a a >a. a . 
p l Z 6J lZ Oil 

En t.odos lo::: ca.sos ::o supona quo P no t.for:ao :-c::i.1ca¡;; l1Haglnaria.-. 

PCiw);io!O, oro: docir quo la car>act.orist..ica do am:plit.ud de f"ai.s.or:: no pasa 

poi"' el origen ns:t.o os: a.,,:# O y a 1 a/~ªoªa· 

El an.állsh.: do la caract.orir.:t.fc.a do f'.ns;;o; p(w) r.;o sirnplif"Jca 

modiant.o ol siguJont.o: 

LEMA 5: 

Si p
1 

y t=>
2 

~on las Cunciongs; do Cas;os: do los: polinomios P l y P 
2

, 

ont.oncos J.a f"unción do f'as'f p doJ poUnornto P 
1 

P 
2 

o.si.ti dada por; 

p(tiJ):=p 
1 

{w)+..,
2 

(r,.>) + 2rt!:;. 

dond<> k•O,t.-1 y t.oda w G !R. 

La domoi;;;t.ración do osi.o LEMA 5 puedo vor:;:o on ol APE:NDICE 

(2.F'>. 

COROLARIO 2: 

Cualesquiora quo soan lo~ polinomios P. v P .t. su t.n~'..!!":!=: :¡:..::~ .... .:. •••.rnwl'o do 

11Muii'a.s vuott.a.s: completa:-;; quo 1·0.all:.<:.a p(W) para ol polinoinio prr>duct.n 

P 
1 

P
2 

est.f~ r.!z=.do por: 

A u .t..+ ti. 
plpZ pl Í'::. 

~ derno:;;t.f'.<icióa <lo ésto puodo vors:o on ol A?E:NDICE <2.<D. 

Dot.ongámonos un mamont.o para t"os:unúr Jo quo humos: hocho hasta 

aqu1. Para el polinomio P de grado n nos f'ijamos on P<iw) quo nos 
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{

).(•u(_.) 
genor-6 PClwl•uC....;}+iv(.:...), Júclr la cur•v.a : y•vC. ... }.~ cuy.a. g1•d.Cica 

IJ.i:.un.a.11\0S: c.ar•act.nrlsl!ca dt~ amplitud dP. Ca!>:OS:-. Asoct.ru.Jo a D~ZL'l cur•va 

int.1·odujimos: la función ;) que des:c1•ib1a el .'.iflgulo qup f"or·n1.;.~b~1: Al Vf!'Cf.01• 

d.e pos:tción OM con la pa1·t.e- po~iUv.n d~l nJc.• hor-i::zont.al. A J.n gr.:'1.f'lc.::t 

de tal f'unción le U.amamos: c.a.r·acte-rJstic.::. d1~ !'ase~. A tr·.uvf.•s: de esta 

!'unción ip pudimos: mocUr· el númer-o de lllQdi.ns: vueltas compfota~ que 

r-eallza el vect.or de pas:ición. Es:t.o quedó t..•xpl'e~.ado .a tr•.nVt"S: del riün\t::t·u 

~¡:. , Lo que nos !'.ntt.a p.aNt. concluir con este 1™.'>,lodo cons:Jst.e en da!" lo!í: 

ct>it.erio~ par-a car•act.er•iz.ru., cuJtndo un pollnomio es: ESTABLE. 
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C A P l T U L O lll. 

CRITERIOS. 

Rocordomos quo para ol polinomio P do primor grado con 

coeficiont.os roalos: 

P(:z)::;ia
0
z+a

1 
P(iw)=a +ia w • 

' o {

><na 

y=a:w 
obt.uvlmCJs quG la condición nacos.aria y su:Ciclent..o p.aI•a quo f"uera 

esLablo rosult.aba sor a?O. Véaso la Fig. 3.1. 

Est.o cign:!"ica quo la :f'unclón du Casos f'(w) quoda 
v<w) 

dof"inida Corma única t.an v:;i<w> = ü<'W) , 

¡pCw> = arct.an(a
0
i,:;/a.

1 
>, cuya r;rdí"i~,;,,.. :-c:::•-!!•.$t sor la do 

fil!2I!Ó~ craciont.o. Vé.aso la Fie;. 3.2 . 

. , . 
I 

rr/2 

----:;;; 

Fig.3.1 Fig.3.2 

docir como: 

D!.nfil.ón 

OP.o';ILf"a ol polinomio P con ol mis:mo ~r~do 1, poro donde ol 

coef"iciont.o a.
1 

os complejo, digamos:: ~\= o.
1 

+ \¡1
1

, también t.uno1n.os: 

P(it..)) =i al + la
0

w a o.
1
+ i(a

0
w + (1:.? 

{

X no 

y ::= a
1 

w +/1 
o • 

Obt.oniGndoso qua ol polinomio a
0

z + a.
1

, con a
0

e IR .. , a
1

e i:l:: os 

oc:t..able si y sólo s:i R.e a
1

• a 
1 

>C. P~.o. los dot.allos do la domost.ración 

véas:o el APE!NDICE (3.A '), 

Luego. 1.a caract.ur1st.ica do amplH .. ud do !"as:os do f~ su•·~ 1:.. 

recta 'X ~ o.
1
. Do la f"orma paráJ1wt.rica do y, y ~ a

0
w + f\ sa ve quo al 

variat' w on <-oo,+co') la cara.ct.orist.ic.a do amplit.ud do Casos da P so 

rocorro do abajo hacia at"riba. indopondiont.omunt.o dol s:igno do f\· Est.o 

s:o ilU!iOt.ra on la Fig. 3.3. Consocuonto con ost.o rosu.lt..a quo s:i º? O, 

os docir ol polinomio o~ ost.a.blo. ont.oncos ol t.angulo <{J rocorrorá Jos 
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valores do -n/z hast.a •rr/z, vqaso la Fig. 3,4, os:t.o 0s, de nuovo la. 

!'unción y:::Cw) =arct.an CCa
0

w + ¡1
1
)/01.) ser~ filQ!.16~ ~ent.Q_. 

y • 

' ' 
,_ 

'• 
Fig. a.~ 

" ' :::::=4:::::::::::::' 
Fit;. 3.4 

Incluso si t.omamos do nuovo ol polinomio P do primor grado, 

poro con D.mbozs: cooCiciont.o:;;: complojos: a", a .;:;. i:i:~ con. ""' .-!O, ::? -
1 " 

" + in 

y -.- ª.t + l.01 • 

PCiw)i::i a
1
+ ia

0
ii..I ce o.

1
+ i(l

1
+ iCa

0
+i{1

0
)w = o.

1
- (10r~i + iCt\+ ,._",;,',,;) 

Luego, la f'orm..:-ii paramét.rica do l.;11 c~Pact.oris:t.ica da amplit.ud 

do f"asei os 

{

>< n o - (J w 
' o 

y :::: o. w + (1 
o 1 

En o:r;to caso puodu domosl.rarso qHA P(z) o= c::;t.abl._ .;,;¡ y sólo 

si CRo a
0

Ro a
1
+ lm a

0
Im .a.

1
) )0, os decir si y ~ólo si Ca

0
a

1
+ {1

0
(1

1
) >O. 

Véas;;o la domost.ración on ol APE:NDICE (3,ll). 

Poro lo quo aqui nos int.orosa as vor quó ocurro con la Cunción 

p al vari~r w do -co a •OO, bajo l,¡;i¡ hipót.osis do quo ol polinomio o:;: 

ost.ablo. ost.o os bajo la h1p6t.osis do qua Co. 
0 

o.
1 
+ (1

0
(1) > O. Lo que 

ocurro con t.ndo"-':' 1.-.~ ~e=!!:!=;:; ~~u:. Üu :,.;i~11o:i:.: ctUoront.o:¡:- quo puodan 

t.omar ex.:.• (1
0

• a
1 

y {1
1 

con t.al do quo (a.:.0.
1
+ (1

0
{?

1
> >O, o:: que do nuovo 

la !"unción do .f"asos: 'P ::::i arct.an((o.
1 

- {1
0 
w)/Ca 

0 
w + (1

1
) rosult.a s:or 

!!tQ.!!Ó~ c:rociont.o. 

Est.os casos son su.í'iciont.os como para &ugorir la s:iguiont.o 

pr-oposición: 

PROPOSIC!ON L 
Todo polinomio P ost.able t.iono por f"unci6n do !'a.so:-;:: 'P a un.a Cunción 

JnOnólona crocionlo.
2 

2 
Si ol polinomio P os Complol.4lmont.o Inesl.ahlo onloncos t.ionlJ por 

.f"unción do rasos p monot.óna docrociont..o. 



La domos:t.raclón du ost.a proposición es casi inmediat.a do lai 

roprosont.ación gonaral do un polinomio y dol LEMA 5 dol capitulo II. 

Véase oJ APCNDICE (3.C). 

En f'ot>rn.-"'l análoga podomos demostrar el s:Jguiont.o t.oororn.a: 

TF:OREMA PRINCIPAL, 

Si ol polinomio P no admit.o raícos imaginarias puras, P<Jw).:tO. pero 

t..iono k ra.Ícos con part.o roa! negativa y con part.o real 

pos::it.iva
3

• ont.oncos 

... {3.t> 

/númoro do medias vuolt.as do p/. 

La domost.ractón do esto t.oorom.a so oncuont.ra on ol APtNDICE 

<3.D>. 

Do ost.a Corma podamos ya anunciar los crit.orlo:-; ~tu1·iur1nont.o 

pt>on\ntido::. dondo ol prime-ro sino la acumulación do las 

proposicio1'lOS: y t.oorum.as dorrwst.ra.dos ant.oriormont.o: 

CRITERIO t. ~ 9!!. Estabilidad 92.. A!!mlit.ud E!9. E.~ 9.9_ !ioI"mit..e -

Z':U iaUov). 

El polinomio P do grado n. sin raícos: im.agin.arias P<fc.i)xn. ~= ~::;.t.~.i.o, 

sJ y s;:óJn "".'!! 

.•• (3.2) 

Obsórvoso qua on g:onera! -n $. AP$ n. t.onh'Jndn'."<")o ::!:::;;;;p1i·v <JUO el 

núJrklorO C.P y· n. .son do l.a misma paridad. 

3 
Cada raiz la ost.ariamos contando t.anl~ vocos como su mult.iplicidad 

do manara quo: k+J = n :::grado do P. 
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El cns:o e1'lt.r-ama: : •. • n ca1·acl.iH•lz.a i'.!11 los: poUnorn.los: ost..&bles, 
I' 

mient.1·•a& que :.f.• -n car.act.et'i:Za .a lo que porlrla.mos 11.n.nc:u• pollno1nlo1>: 

~ment.e inef;:la;bleti: <todas sus Nt.Íce!i: t.lcnen paPt.e t'eal poslt.lv.~ y 

por ende su función de :f.as:es: qJ s.or~ monótona decr·ecientn ). 

Regr•er.:.Amor;;: al cnso de polinomios: P de g1·.rsdo lr•es. Rf~E.:t.rolngldos 

a e&t.os polinomios y con .ayucln dl!' lns: f'Llnciones. de f.e.r.;:é p (T'ecu1~1·dei:o:e 

la PROPOSICION 1 d'!l cap1 t.ulo Il) podemos: r·eg1·es:.a1· 31 pPoblcrna de 

condiciones neces:nrins: y &ul"icientes: p.nr•a la cc.:u.-... ci(,n. de t.e-1·c:er cr-ndo 

con coeflctcnt.cm r•eales; problemn. c1ue en el c.ap\t.ulo I quedó rcsuelt.o 

11:610 pat"n pollnomloi; d(!' grado uno y do~, yjÓ) quo par-o.a. Los: pollnomlmo:: de 

grado 3 s:ólo pudlmoS' obtener una condición neces.nri.n., per-o no 

s;ut"ldent.e- pal"a que ruer•a e!i:t.abie. 

El pollnomla: 

••• <::l.3) 

con coef'iciant.eG roa.los: y .ac.)0, eS" eg;t.abie s:i y E:6lo ii:l 1'
1 

>O,a
2
>0, a!t)O 

y 8 1ª2) .no"\¡• 

Un::i demoRll'ac16n ¡¡;encllln puede intant..nl"rle r•oducléndolo .e.l 

CRITERIO 1. Es:ta puede obs:er-varge en el APENDICE (3.EJ. 

Por• clf"o lado vale la pona punluall:;r;.nl"' quí!' Vyshnlt<gr.nds:kU 

f"ormuJ.6 su Cf"ller>to &ólo pnl'.at pollnamioi:;: d!! la !'orlllJ:l: 

':Z:!l+02
2

+T7.+1 ... <3.4) 

con o)O y T)O. Pero dado qua cualqui.er• poll.i. • .:.;.-.!::: ~ .... 
9

+ s\ '7.
2+ a. z + ª:: 

puede ser llev~clo un poltnom.lo del tipo (3.4) 

t.J"an&f'or•rnacl6n :z: ~ 9~U: 2: • Erat.o puede verif'ica1•i:a:c->: en el APE:NDICE 

CS.F>. 

El cons:ldo1•.ar s:oiu pullr.cr,tlc::: !~""' t.ipo (9.4> 8&:onclalm.Qnt.o no 

r'f~s:t.r·lngf'.! ln e;ener•.i:,Udad de las r•e6:ulla.dos: pat•a. ln ecuación genar•al 

cubica y s:l, en cambia, per-•mlln dar• un.a inlcr•pr·~L.tsct.:in geo1~t.1•lca de 

los: result..ados: en el espacio de par•áni.ctr·or,: e, :-. 
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En ef"ect.o~ dado que a
0

>0, ªt~o,.· ~Z~~,. a
3
/·U· y .a

1
a'l. :> ·a

0
a

3 
la 

condlcl6n de e5't.abilidad pat>a la l:!'cuactón CS.4) qUéd.a e><presa.da coMiO: 

OT > i ••. (3.5) 

Est.o se debc- a quo en la ~cu.ación (9.4) a
0
•1, a

1
• a, az• T y 

a,.• 1,. y por- lo t..nnt.o al sur.:t.lt.ulr est.os valores (?O l.ai: cnndlclón 

a a >a a st? oht.tenei la condición (3:.5'). 
t l o , 

Luac:o cnda ecuación del Upo (3:.<f) cuyn p.tu"eja (cr,T> cae en 

l.n rectón sup~rior de l~ rnma derecha do ln hipérbola < P.'I 1/r:r ~erá 

est..able y rP.cipr-ocament.e todo punto <o~r> dr. P.st.n re~lón correspond~ a 

un polinomio cst.able d•~ t.ipo (!).4). Vea~~ In th:r.:;t.r~cfón de!' la. Fte:. 

3.5. 

CftlTERIO 3 .. ~~ ~ llPl"mit.e fllJere>. 

Para llec:ar a est.e cri'tcrlo t.enemos qU!' cubrir varl<""ls et.ap•t.S: 

i) l.a primera ct.apa cons:tst.e en inda«ar el com:iort.amient.o de la 

{

x•u(w) 
car.a.cter-S.st.ica de amplit.ud dP. fase~ o !fea la c:ráf'ica de ( )• cuando yav w 

.-.1 parft.J'llet.r-o w t.iende .n -rn y « •to,. sabiendo qt..u~ 31 t.ene-mos un polinomio 

de 1.a curva 10.uovc ~nót.on.nment.e nn ln dlrecc:i0h :::~-.:H.iva 

(cont.rar-eloj). 

Usnndo la n:i.et.odolocta de aon.Uz.ar c=o~ part.ictd.are:s: concrot.os 

y c;eneraU:r::anúo ¡:od~rnos lleear a la 'fADLA 'l del APf.;NDICE C3.0'). 



TABLA h 

+ + dol 1., 
o + al 4'º o 

+ dol 4'º 
+ + al t"' 

"' ~ del 3"' z + al zdº 2 

+ dol 2
do 

3 - - al 3"' 3 

"' ~ + + dal 1.' .. + al 4'º o 
+ dol 4'º 

!) 
+ + al t º' 

6 
dol 3º' 

+00 + al zdº 2 
·+" ... 

d<>l 2J ...... 
7 al 3"' 3 

w~ + + dol 1"' 

"' ~ 8 '--:¡:-- - al 4'º o 

Adom,~!i: podomo:s Hogar por inducción al ~iguiont.o res:ult.ado 

genoral: 

Para ol polinomio P do {.'.r«clo n con cooficiont.os roa.los, 1.a 

caract.orist.ica do amplit.ud do Caso~ sólo liono los siguie-nt.o:;: 

cornport..amient.os:: cuando w t.iondo a -co y a +oo. 

oSi n os imp.o:d' n=-2m +t, o binn La ca.r.act.or1s~icd ...... ., ~7.;:!:!.~·.?•! 

de Cases pa:1,;ará del 4l.:. cuadrant.o al 1¡¡.ro =:i m o~ p.<lr, o bion pasará 

dol 2do al 3¡¡.r cuadrant.e cuando m os impnT'. 

oSi n es par n::::2m, o bion l¿"" caract.or1st.ica do amplit.ud da 

Casos pasara dol 1.•r cudJ.1·J:rat.~ .::.! 4to si m o~ par, o bion pasará del 

3°r al 2do cuadran.t.o cu;;:indo m m,; impar. Vóa.so la Tabla 2 dol APt:NDICE 

(3.0). 
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Como sef"ialamos en la pá:;ina 1.5 cuando '~1 t.iende a -ru o <'t •ro e:l 

vect.or de postclt1n OM de 1H cnrZtct.l."r\xt.ic.a de <ttnpltt.ud de fn.."'ies t.tende, 

cuando n es lrnp.ar, a l¡, dirección del eje vert.ical, "trdent~ras que si n 

es pn;r f.iende a la dirección del eje horb:ont.at. 

Si t.onw:mos en cuent.ñ el análi~is rJet..;¡lh=tdo del APE:NDICE <3.0), 

lo ant.erior siGni~ica. qun- si el residuo qui? res11tt.a dt:o dividir et 

era.do dP.l poHnomio n ent.r" 4 es impar <1 y !)) cnt.onr.n~ nl vcct.or dr~ 

po1dclón OM t.enderA n l.n dirncclón del ~j'~ vert.lcal, .micnt.rns que si r 

es par (0 y ;o, ent.ooces OM t.f!'nde-r.ft a L"') dlrc-cción del eje hor:lzont.al. 

Est.os comport.amlent.os se rcpit.cn pc>riódica.lr.t"lnt.e, y~ que to~ 

ú.nlcos residuos c;.cnerndos pot~ n/..t !..:On 0,1,?,,.:::t Crr.od 4). 

v ... ;u,;;o:-: como lnt.~rsect.~ ln. carnct.erí5t..ica de anepUt.ud de fases 

a Jos ejes coordenados. Siempre ocur-re t¡UO.:· ~~ 0 1 c~p::!Cio ú.1.v") al 

{

)(lllU(w) 

Vnf"l.ar w de -ro n •ro la curva d<ldn. por yi:sv (w) , int.ersect.a a al:;uno de 

los ejes coordenados si y sólo si se reduce a cero el ot.1~0 eje. E:st.o 

ilu:st.ra en lns Fic;. 3.6 y 3.7. 

~ U(IJl=O 

Flt:.9.6, 

Por consteuient.e, La C.!!lract.c-rist.tca de a.mplit.ud dr f"asr.s 

lnt.ersect.a sucesivament.e lo5 ejes coordenados al variar w de ~oo a +m. 

oEs de hacer not.nr que si el ¡;rado del polinomio est.:::ib!~ P es 

impar la r;r:.i.t·tca pd.;o.;::-o int.P.rsect.ará. n.l eje de L-"'lS abscisas, h:.teco al 

de la.."'i: ordenadas de nuevo al de las abscisas y nsi sucesiv.au.i.i!n!.e h~--=t.a 

por Ultimo terminal"' int,.(?rsect.a.ndo al <.~je Je la=-> ahsc;isas, por e-jemplo 
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Fit:.3.11. 

En est.e caso al ~mpcznr por tnter,;ecl.ar al ejn de las 

abscls-as, .sli:;:nificn que- el eje do las ordenadas ~erá cef'n: vCt..,1
1 
">•O y 

por 1..ant.o al irse int.ercn.lnndo en l.as lntet"secciones tendremos que 

vCw
1
)•v(w'3 )• ... •v(wzn- t >•O y rcctprócamen-t.e si en 1.~1.:i~: v(wi.:: ).-o. 

ent..onces la CUT'Vai de atnpUt.ud de 1'n!ZP.S int . .,..f's~ct.z:Z"á al eje- de !n:s 

a.bScit!Ul~, 

oPor otro lado :-;i pa.ra. el polinomin '"":'~::.b!.:::- í- dicho (';rado n es 

par ],. C!...":';;a 1wi1nero tnt.crsect.a.r.t. al eje de las ordenadas, lue~o al d~ 

las abscisas y de nuevo al de l.a."i: oNienhdtl.S' y asi suces:iv.amant.e con la 

últ..ima tnt.ersecclón en el uje de las ordenada.~ por eje~lo para n • Z 

con el polJnomio est.abl.e zt+ z + 2. Véase Ja Flc;.. 3.9. 

ej.,. de l.n.."'i: ordenadas. 

En es:t.p. c.n..":Zo s:e con"P-nzetrá int.ersect.ando el eje de las 

or-denadas, es decir. cuando el eje de las ahsc:isa.-.: r.s r~rc: U(ü\ j=(I y 

por t.ant.o ;,.1 !r- :ntt"r•calnndo dicha...: int.er-~ccciones t.endrarr~ri; 
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para el polinomio est.able con nQl3, z"+ x?+ 2z T t. Vf.~s~ la F":I~. 3.8. 

Flc;.3.0. 

abscisas, slcni:ftca que- el (" j~ de las ordenadas- %e1·á 

por t..ant.o al irse int.e-rcalando en llls int1:H:'!:ecr.iones 

v<w1 >-vC~3 'la ••. ""'v(w
7
n-t )lllO y reciprocament.e :-;:i 

entonces la CUl"'Vn dr.- ru~:.!~.··~~ df." f"at:eu int.c-r~~?>ct.nrtl 

ahsctsn:s. 

cero: ví1JJ l ):uO y 

t.enrlr-mnos que 

.:.;:=1,\_: v(LoY. )-.cO, 

nl r.jú' de la.o: 

ll'Por~ otro lado si para P.I polinomio e!;t.~ble P d!cho G:rado n es 

par la CUl"'Va primero lnt~rsect.ará ni eje de· Jar: ordeond;:i~, lu0~0 ltl de 

la!'; abscisas y d~ nuevo .i:tl de Ü'n$ ordenadas y as:1 succslvam.ont.~ con 1;, 

ú1t.ima int.P.rsección en nl oje de 1.as" ordenadas por cjewtplo pnra 

con el polinomio e~-t..nblf'!' zz~ z T 2. Véa..-te ln Fi,c. 3.9. 

Flc;.S.9. 

n•Z 

Y r-actpr-oc;::ament.e si en C;Pü'/ u(w/•O, en!.oncos:: 1,ni cur>va int..,l"sectnrA: al 

eje de las or-denaci:.o~s. 

En est.e en.so se comcn7 . ...,f'á intersect,;ando t"'l ~.::JC' de las: 

ordenadas, E?s: decir,. cuando f:!'I r.jo de las .nbsr.isas es r:t!'r'O~ u<t.1
1 

);::;0 y 

poi'" t.anto aJ ir int.arcal.nndo dicha...._ lnt.er~eccion~s t.endr-o:mos 
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u(w ')nu(·_~ )e.,.r::'.U(t-: )i:::C. 
3 ., ? n-1 

En i:eneral en t.odos los en.sos el numero de int.ers~cctónes de 

Ja curva de ampltt.ud de fase~ de un polinomio est.able P de r,;rado n con 

los ejes coordenados es de 2n-1. Est.o se infiere del análisis de los 

ca..o¡os part.icularos anaUzo:Ados con ant.eriorida.d y de que en cenera) 

hahril t.ant.a...~ int.e-rseccfonl"5 con lo:-; ~Je~ como la suma dft lo~ erados do 

los poltnom.los u y v qui!' siempre suman 2:n-1. 

Supon:;amos quu• lo~ valores de para los cuales: In 

caract.ertst.tca de ampltt.ud dP.> f".ta.."'i:e~ inlor:o>:("ct..n i'li !ns e-jP~ coordenndos 

!U t • t.>2 )""•., iuzn-t 

los cuales supondremos est.án ya ordenados de menor a 'M..'l:yor 

wt < i'.o.)7. ( ••• < w2n-z < w7n-1 

y COl!DD arriba ya <ue obt.entdo ~i: 

f"" "' 3""'º' "' 7.n-t "ºº raíces del ¡>ollnoatio vCw), 

""' ª"' impar ¡,\~~ '" "' son r.f'!(cie~ d~l polln~nd-o u{!;)). 

' -
...:.''"'• ;;:¡,-:;:. 

f" "' !l>""I '" 2r>-1 
son ra!c~5 del polinomio u<~>. ..... '"" par 

w w "'º" ralcr.s dP.l polinomio v(1,>), "'z' ¿>""'' 2n-2 

H >Cowao set;unda. et.apa veantos lo que le oc:urre a la carnct.ertst.icn 

de f'"a.ses. En t.odos Jos caso~ p i'!st.a dnda como: 

os decir 

VC!t)) 

v(w) 

p(w)~ arctan uCw) 

que siempre t.oma va.lores en la f"ranja de lonc;tt.ud nn t.eniendo por 

asint.ot.as: Cext.remos de la Cranja) a -nn/2_ y a nn/2. 

Todo c:s:to ~eo rr-.:.'lni.f"tnst~ en ln C.3.ract.ortst.ica c!c fase:;;; de la 

sic:uient.e :forma: 

Coro!;idcr-c:r..c!:: el n:::;pa.cio d.:!' :f:a=:e:; (w,.p) y en él tas: re-et.as 

paralelas al eje horizont.al: lk cuyas ecuncione:s 
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Véase la Uust.raclón de la F'it;. 3,iO. 

donde k•t,.2:,.. •• .2-n-t. Ent..onces: s:i an t.u-wk la !"unción rp int.ersect.a a la 

rect.a lk t.andre.mos que: 

lue.::o 

OSi k-n es tmpnr la u<t..ii". ">•O 

oSi k-n e:: r~f' la v(wy )t<O 

est..as w 
k 

result.1tn .,.,, .. w • <JU~ la 

ca':""act..et>ist.tca de ampUt.ud dn !'ases tnterscct.n n lo$ eje!I coordenados y 

la:s: Zk: rasult.an :s~j' !es ~nc:u!l':."!'C de lo5: vectores de posición de la 

c.af"act.erl!'fOt.ica de :lmplttud de í'a5as con In tnt.lfo'1.··;;.:::cc!<'.n de 'ºs ejes 

coordenados. 

Todw: est.a:i; propiedades ptJ!!den resurrd.r~e en la sii::uiente 

de1"1niclón: 

PEEIN!O!úf'I !; 

Las ~ de los polinomios: u y v =e- les Uaman in!&,rr::nl,,,,rl;:uo; si: 

Cblos polinomios t.t y v admit.en ~ólo raícP.s r-eedes !l:implos. 

eentre dos raíces consocut.iv.z.L~ de! uno de los polinomios 

apar-ecc sólo una rntz del ot.ro polinomio. 

En pa.ri..(~ü!.:::!'" ria e!S't..n definición tiodemos concluir que los: 

polinow.io:!: u y v no t.tenen ra'fce~ comunes t.::i:ot• ¡:;:-!~<: "'ntrc- st). 

Por ~so quo dichos polinomios tient?n el mismo c;rado o bien 

su t;rado dlfJe.re en una untci~d. 

Por todo es:t.o podemo~ ccr:chdr con l.tU sf¡:uiont.c proposición: 
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PROPOSICION ~ 

Si P es un polinomio est.ahle, ent.onces lns raíces de u ·y v son 

int.ercaladas (donde por u y v recuérdese que se denot.a a la ReCP(iw)) e 

Im<Pnwn. 

Como Jos ar·cumP.nt.os: princlpnles que se utilizaron para llei:ar 

a la proposición ant.erior f"uc-ron: 

oQue por s~r el polinomio est.able la ca.ract.erist.tca de f"ases 

era. monót.on.a crectcnt.e. 

&Que la r:arnct.er1st.ica de .ampUt.ud de f"a.o;es realiza n medi2S 

vuelt.a.."\: complet.n..~ po:sit.ivas <cont.rareloj), por ser el polinomio 

est.ablo. 

Peoro t.ah?'!'i: propiedade.s d•~ los polinomios est.able:= no dependen 

de que lo:oi; coeCicient.e~ del polinomio ir.:ean reales, luec;o est.a 

complejos árblt.r.nrtot>:". 

Finn.lrm,nt.e qué t.ipo de condición no"5: e:!tt.á definiendo la 

PROPOSJOION z. Es ovident.e que hasta. aquí sólo es un.n condición 

necesaria.. Por otro lado result.a que si 2"t.nalizm"'1D!': los polinomios 

complet.antgnt.e inr!'st.;::ibl~s t.odos los;: razonamiunt.os hech:>s p~r.n llP.~ar 3 

Est.o se debe a que para tales polinomios complet.ament.e 

inest.nbles la f"unción dr~ Cases t.ambtén e~ monót.ona aunque decrcctent.e 

y la caract.ert:ist.ica de amplit.ud de t'a-;es t..ambién realiza n medias 

vuelt.as co1nplet.as:, pt?ro a reloj. Por t.odo P-~t.o. pnra: los polinonrios P .. ___ .. ..., __ .,,_ 
-··------~ ---

u<w> y v(w) t.amhtén se int.ercalan. Sin em.bar~o re:s:ult.a qua las ratees 

deo uCw> y vCw> se int.orcalan ~ólo en est.os 2 C.."l..<cos en los polinomio~ 

est.ables y en los compJet.ament.e inP-.st.nbles. Est.o lo rcsuminos en léti 

stc:utent.e: 
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PROPOS!CION ;t 

Si las raíces cte tos polinomios uC<v) y v{.:,1) se int.ercaJa.n~ Pnt.onces el 

polinomio P es est.nble o bien complet.ament.P ine.st.ahlr.. 

Est.a proposición es casi la reciproca de la PROPOSICION 7.. 

i.....,, demo:.o;-t.ración puede verse ~n et APCNDICE C3.ID. 

COROLARIO: 

Si las rafees de los polinomios u(rJ}) y V(c,l) se int.crcalan, ent.oncus el 

polinomio P t.iene por !"unción de fases p a un.n función monót.ona 

creclent.e, o bien a t.tn.n monót.on.n dP.crecient.~!'. 

En t..crrnlnos de la cara.ct.erist.ica do :ur.pllt.ud dq f'a."'in~ es:t.o 

slc;nJCica que dicha cnrn:ct.erist.tc.a da vuelt.n~ en una m.ism..,, dirección. 

La dcmost.r.Bclón puede verse en el J\P~NDICE (!:j,f >. 

RESUMIENDO: 

Hemos recorrido l.D'l cnmino $lst.em.:"":i.t.ico para llci:;ar a poder car.a.et.erizar 

cuando un polinomio P os: est.able y cu.ando es comph,t.a~nt.e inest.abln. 

Después de t.odo est.eo recorrido l.?. ... ~:spuest.a es:t.a 

caract.eri:zación es relat.ivarnent.a siraple d~do que la f'unctón de fases 

nos asec:tira que el polinomio P es est.nblo si p es monót.on.n creciente y 

complef.ament.e tnest.able si f" es monót.ona decreciente. 

Por otro lado un result.ado de Ca.Jculo DU'erenctat nos asor;:ur~ 

que una 'función .p es: ir..onót.onn cr.r.oct~nto <dcr.rocicnt.e-") si su d.,rtvada 

p">O, <,,,<O>. Pero en nuest.ro caso conocemos la f"órmul.a de ip' la cual 

t.oMl.ll el misRM> slfO;no de su númerador : 

<uv' - ~v)(w) 

/p(w) • arct.an ~ _,. rp'(w> = --1
--- [ ~w)), ~ ip"'Cw);:i ::V~(w)/ 

u<w) 1 .,. (v/u)2 u uz + vz 

/vé,.se el LEMA 1 del APf:NDICE (3.H)./ 

por consic:uient.e el polinomio P será est.able Ccollrpletament.e inestable) 

si <uv' - U-v><1.o» > o < (0) ••• (S,6) 
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Es más, es suf'tctent.e con d~t.erminar e-1 si~no de ta .nnt.ortor 

expresión en un sólo punf.o 1.J
0

, por ejemplo en rJ
0 

=O. 

En paf't.icular obr.:ervcso que sl t!l pollnom:io P de 

coef"tcient.~s reales: el S:Í(';TIO de la expre~ión (3.ó) en t.1
0 

111:0 se redoce- a! 

s:ir:no de n ". n- t n 
Todo esto llnva al 

CRITERIO 3; <Hermit.n-fith,.r-<-"). 

El polinomio P es est.able si y s:olament.e si: 

ot..as:: rafees de lo:-:; polinomio!!: u y v se int.ercalan.. 

oEKist.en al m.eonoG un 1u
0 

para el cu.nl se cumple 

u(w
0

)v•(w
0

} - u'(w
0

)v(w
0
> >O ••• (3.7) 

Obrrervaciones: 

.-;:.o~ut•Ünnüo Uai i.EMA i del captt.ulo 11 que plU'a ol polinomio P 

do grado n. st: 

{

el grodo del polinomio v es 
n es iApnar 

el c;:rado del polinomio u ira n-t. 

{

el c:rado del poUnondo u es n 
es par 

el erado del polinoMio v ei:; 1111 n-i. 

Obz.;;en· .. vamou: que cuando el polinorido P er.: de coeficientes reales 

los polinomios u y v ::;e expresan n t.r.nvés de los polinomios auxlUares 

U y V, introducidos en el captt.ulo J. 

• { u<w>•U C-w ) 

lvCt.1)•1uVC-1~-z.) 
de donde obt.enemos: que: 

J)f...as rafees de u y v son siJl!l,ples ~I y sólo si las re.ices de U 

y V son simples y dtst.int.as do cero. 

U )Todas las raíces de los polinomios u y v son reales si y 

sólo si las raíces de U y V son reales y no positivas. 

UtlEnt.ra dos ralees s:uce:dvas cualesquier.a de a}euno do lo~ 

polinomios u 6 v se encuentra una ratz del ot.ro polinomio si y 

solamente si la nrlsma propiedad la t.tene lf y V. 

St 



Y f'inalment.e como consecuencia. 

tv)[,..,s raíces de los pulinomtos 11 y v !'if' int.err:al.-"ln si y 

!'!Oolamient.e- si lns rnfces de lJ y V sr. interc:alan y son nP(;at.ivas. 

Todo ello por consic;:uient.e desenvocél en •~l sir;utent.e: 

CRITERIO 3". (tlPrmit.P ~ ~ [!Oltnomtn;: Q?..D. cof"fir.ipnt.&oo:; re<'11Ps) 

El polinomio P con conficientes t'e.alcs:. 

ªrr-iªn >O <o bien a.>O> y las raíces de los polinomios lJ y V 

lntercaJan y son necaUvas. 

Ob!!r~rvemos qu,.. "-f"PcUv~~n:t.e coma lo dijimo!':" ...,,1 princ!pfo de 

esi.e capit.ulo los CRITERIOS S y S" no pr•esuponen q1.10 el polinomio P 

t.encn raíces ima&;lnarias. 
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CAPITULO lV 

•En ol cap\t..ulo ant.orior s::o f"ot'mul6 ol CRITERIO 3 qua nos da 

una condición noce:s:aria y suClciont.o para quo un pollnornio sea 

ost.ablo. Tal crit.er-io quodó uxpro~~do a t.ravós do las slgu:ion1.es 

condtcionos: 

1) quo l.aB l'alcos do los: poUnom1or.: u y v so int.orcalon, 

ii> qua e:>Ci.s:t.a al monos un w
0 

para ol cual so cutnpla quo: 

u.(w 
0 

)v'(w 
0

) - y~(w 
0 

)v(w 
0

) ) O 

on Ja: s:og:lllld.;:t condición do =:¡Jgun~ manara nos dan las f'un.t:ionos y 

f"ácil do compr-ol.lar~ on cambio on la primor;.• condición os nocos-.ario por 

int.roducir un c.rlt.orio pr.Act.ico quo nos ayudo a do~ü!it· .si las r.aicos 

dol polinomio pollnonúo so int.~'!'cz:J.~n o no. Un crit.orio t.al ost.;). llas.ado 

en el Indlcc .:lu Cauc:hy. 

Aqui nos ost.amos pl'oponlondo sin obt..enor dlroct..anuJnt.o l.as 

raice$ do los: polinomios u y v t.oner mancra.1; de asegurar- 5>i t.a}es 

raicos so int.orcaian :soólo do ust.a manora podemos t.JS.ar on C~Pma prtlcLica 

ol CRITERIO 3. 

Para loi:trar osto daromn::: prirnoro aJgunas dof'iniciono~. 

!JIBFINIC!ONES: 

f " P/Q : D <: IR ~ IR 

•lR<x> =P<x)./Q(x) 

/Si P y Q s:on polinonúos: an•~c:-• ...:us R = P/Q 

~o~ .. cuyo dominio O = < x e IR: Q(x) ;li. O 'J/. 

P<x> P Cx)S(") 

oR<xJ = QcX> ~ Q1~ 
1 

/Cualquiera quo so.a ol polinomio s~ supondremos: quo l~ f"ur-.cion racional 

R. está def"inida a t.ravés del cocient.."') do polinomios P y Q pr-imos 2.!!!:1:.Q 

2:.t, os: dacif" P y Q no t.ionon raicos: comunes, o:s::t.o ost P y Q son 

eolinomios irr-aducible~~/. 
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PCx) P(x) 

QcX> 
Cx -x,:) )no 0_

4 
(x) 

•con Q
0

<x
0

) _?!O 

/Aqui s:uponomos quo ol donominador Q t.iono una r.aiz x
0 

do mult.ip~icidad 

n 0 y por ollo Q as:t.a sust..it.uida por s:t.t ruprGsontución <x - x
0

')".::. Qc <x>. 
dondo Qr.i os ot.ro pollnorrúo da grado manor qua ol g:r·ado do Q. Es:t.o 

S"tgnif'ica quo X o ~ o. Un t..al "' so liarn .. 'J. eolo do la f'uncion .racional 

R.. En gonoral para una Cunción racional R = P/Q, con P y Q 

trroduciblos;, a lo!': ,.;
0
quo si rateos dol 

donomlnador Ql s:o los donomin..a Rotos de la !'unción R. El ~ do un 

polo es:: la mult.ipllcidad do 1'-1 misma r~iz x
0 

doJ donominador Q/. 

o 

/Al rtúmor-o R
0 

SCJ lo 11..."U'tl.a coolic:ient .. o p1·inctp.2.l rlo la Cunción racional 

R on ol polo x
0

• En s:hnbolos :so oscribió quu os: dif"erunt.o da cor•o por· 

dof"inJ.cion, ú;o.do ':oo O 
0 

<><.:.) ~ O por sor x 
0 

polo do Q por· hip6to50h: y 

adom.f&s P<x
0
> ¡t. O, ya que si Cuora P<x

0
J = t) l.;;.! .. ~·"••dri.a ralz. común con 

Q lo quo cont.radir-i:oa la hipót.asis; do quo P y Q ~on irroduciblos/. 

OSi X
0 

o.to: un polo do oc·don n
0 

do R ::1 P/Q, -t 

P<><> n 

,.. R<x> = QcX> ) con Q<1<) = Cx - >"..:;.) 
0

Q
0
<xl ..; 

P<x> 
..+ RCx> ~ ., 

f><x> 
+ (x - x

0
) ºR<x> ;:Q --- , x ~ x,, _, 

Qº <xJ' 

o 

.. 
0

) ºR<x> = ~~';!1 

o P<>< > .. !~';? Cx - '\,' 
0
RCx) 

o .. QCx ) 
e o e 

.. lum ex - x
0

) 
0 RC::i.::) R 

1 
.. ... 

<> 
o 

.. 

¿Qué ocurro con el snis.mo Umit.o poro coo. ú:: - " > olovado a una 

potencia m r-.espect.ivanwnt.c 1n.ayor o monot' que la n
0 
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;¡ !~~º 

.. 

-

(x-x
0
_> 

<x-x0>"'0 

P(xl 

llm --- m 
x-.¡¡o Qo(xl 

El reciproco t.ambión es cierto. 

{
O, s~ 
oo. Sl. 

De hecho hoMOs domost.rado ol s:iguiento: 

LEMA t: 

La x~ esz un polo do ordon n
0 

do 1.a Cunción racional R si y s:óJo si: 

¡ . m C" si nt > n 0 
hm <x-x > R<x> ~ . 
)( ... x

0 
~ uhno:1m<n

0 

donde R
0
= !!To (x-x

0
)no R<x> 

~.CARACI!lR!ZAC!Otl QJ;: UNA !:J!!!Q[Q!! ~fil! !lli EQhQ., 

P<x> PCx> 
/En eiocto ~!'!'º QCX5" ;;r ~~'!' o <x-x

0 
>"oQ

0 
(x> 

PCx) 

(x-x
0
)no 

Part.iromos do ós:t.o limit.o para podor caN.lct.orizaf' ol cornport..andento do 

una Cunción racional R = P/Q, con P y Q irreducibles on una vocindad 

dol polo x 
0
/. 

r;· z ~~'!' RCx) 

"'' 
o 

o 

R<xo::-> ~~'!1 RCxl 

., " o 

o 

/Esta 0.:1: l:Ji not.:::cián ú.u los llmit.os: J.at.orales cuando x t.iondo a x
0 

por 

la izqu:iorda y derecha r-o~poct.ivainont.o, lo~ cuale::o: nos ca:r'act.orizan los 

diC01,ont.os: compof"t.amiont.os cuallt.at.ivamonto dist.int.os da la gr.:)f'"fca cfo 
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R., o sea cuá"ndo R.{)(:) = .... 00 R(x 
. 

) = .. ,1; /. y 
" 

TABLA :.L .. ! 

Tipo 2 3 -;-¡ 
Rcx;> •Q) -ro 

R<x:> . ., _,,, .,,, 

Tipo Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4 

Fig. 4.1. 

/Tant.o en la 'fABLA il como en Fig. 4.t. quadan c~r .. --,ct..orizados los 

compor-t..amiont.os cualit..at.ivamonto dist.int.os,, a saber o:n t.odos oUo:.; 

!!1:' RCx) = w, poro habr-á los siguiontos casos: 

'tipo 1: Est..o t.ipo quoda cnr-.rAct.or•iz.ado porquo on ol polo x~ I~ 

f"unción R t.iono una discontinuidad inf"init.a d.n 

Tipo 2: Est.o c~~o .::;;ü caract.oriza. pot•qua ol s~lt.o inf"ini t..o do l.a 

!'unción R. en ol polo x e os do +oo a -(IC. 

Tipo 3: So caract.erizan parqun la f"unci6n R al pasar por ol 

polo x
0 

no cambia do signo quodandoso positiva. 

Tipo 4: Tampoco hay cambio de :s:igoo, poro Jos valores quo t.om.a 

la C1.mcióo R al pasar por ol polo xc. porm . .anecen ~-=;;dó.ivos/. 

,, 
oR.;i lS !!1!1 <x-x<::>) c. RCx) 

/Ut.illza.romo:; ost.e- limit.o para cal~act.or-izar ol comport.'""miont.o da R on 

una vecindad dol polo x 
0

• En oroct.o ost.a U mil.e nos dico quo para las X 

cercanas a x 
0 

los valoras: da 
PCX) 

(x - x l -:::. R<x) ... ~~ne ol misma sieno 
,. P(X) 
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PCx) 
Q? Cx) , con Q 

0 
ex 

0 
J %. o y P y Q

0 
polinomios cont.inuos on x

0
/. 

•[El polo 
ff

ipo 
ipo 

x
0 

es de ipo 

ipo 

y n 0 impar ] 
y n

0 
impar 

y n
0 

par 
y n

0 
par 

/Est.a proposición se obt.ien.o do des.glosar• los comport.anU.ontos.: da la 

!"unción R contp;1rada con Cx - x. 0 )-n~ R
0

• Para su domost.r.ación vóaso el 

APE:NDICE C4.A )/. 

olnd)( R 
d,¡.f 

{

•t, sl R >O y n impar 
-1, si R: <O y n: impar 

O, si n
0 

os par 

/ As1 queda daf"inido ol número Uam. .. u.l..:. lr.Ckn. de ur.,3 función racional R 

on ol polo x
0
/. 

rd,
0

R g 
.1 .. X un polo de Tipo t. 

o 

o Ind¡( R. -1 .. X un polo do Tip~ z. 
o 

lnd)I. ªR g o .. X polo de Tipo 3o 4. 
o 

/Est.a.s implicaciones- so siguon <lo la def"inición do indico y da l~ 

condición nocos:~ia y s:uf"iciont.o p~·J qu~ tm polo sea del Tipo t-4 

dada al f"inal dol punto ant.orior/. 

d•f 
Olnd~ R E Ind)( R 

o.<)( 'b 

/Est.a notación Ind~ R" so utiliza para donot.ar al indico do la ("unción 

.:·..,c!.o:-:~! ~ nn ol int.orvalo ~ (a,b). dando la suma so oxt.iendo a 

t.odos los polos X 
0 

üO (~,b)/. 

•Ind~ R :: L sign Rk 

°'º\<b 
ni.: ~ mp o. r 

/Est.a roprosont.ación dul indico do R on Ca.b> 

t.ravós da la !"unción signo, quo por do!"i:;"".icit.n 

Ind~ R se uxpros:a :::. 
dof{+l, si R >O 

sir;:n R = k 
~ -1,s:iR;._<O 

y la sumat.oria so oxt.iondo a los f!.Q)..QS. xi<: de QE.9.Q.n ni..:' port.onociontos 

al int.orvalo abiort.o Ca,h) y donde f'"ina.lnwnt.o l.."'5 Rk s:on los: 

coaflcionLos QT•inclpilles de la :función R en los polos xk/, 
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"" •lnd-oo R lnd R 

/Est.a os: una simple not..aci6n/. 

e-n :S Ind~ R ~ n 
p 

/El indico de la Cunción racional R;; Q queda acolado por ol grado dol 

polinomio do su <lonominador Q/. 

4.PROPIEOADES DEL ~ 

Para t.odo 
4 

port.onocicnt.o al int.orvalo <a,b) • quo no soa 

polo de la función racional R s:o cumplo: 

lnd~ R e lnd:i R + lnd~ R ... (4.1) 

Propledad 1::. 

Para t.odo 

racional R so cumplo: 

dol int.ef'Valo Ca.J>> quo so.a polo do la Cunción 

Ind~ R = lnd~ R + Ind~ R + Jndc R •.• <4.2> 

Sus domost.racionos puodon vorso on el APE:NDICE (4.B). 

Propiodad ~ 

Si R y S son f"uncionos: racionalos; y si x
0 

os un polo do ordon 

n
0 

do la Cunción racional R y adom.á.s: "u no os: polo, o bion os polo, 

poro do orden menor quo n
0 

do la ot.ra !'unción racion."11 S, ent.oncos x
0 

polo do ordon n
0 

do la función racional R + S y adomás: 

lndx CR + S> = Ind R 1 ... (4.3) 

Vóaso la dumol!Ot.ra.ción on ul AP~NDICE C •1.C). 

En ost.as propiedades al int.orvaio abi~ri.o iCa,L) ¡,¡,dr.ti.t.G !.::. 

posibilidad oxt.rcma de quA a=-·(• y Ü=• • .t:.. 
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~leda<l ª'=-
Cualosquiora quo saan las funciones: racionales R y S on el 

int.c-rvalo Ca,b), t.ales que no t..ienan polos comunos ni tlol núsmo ordon, 

entonces 

\ tndg CR + S> Ind~ R + lnd~ S 1 ,_(4.4) 

E!:.2.P-lodad ~ 

Si R y S son funcionas: raciona.los en ul int.urvalo C.a.,b) y S no 

t.iono polos on (a¡.h),. digamos por ojomplo un polinomio,. ont.oncos: 

1 lnd~ CR + S> = Ind-~~J ... (4.5) 

Véase 1as demoslracionos: on ol APENDICE C4.D). 

CD::.do quo el cfilcutc do! 1ndic2 del producto do :functonns: 

racionales os complicado aqui. nos ro:at.ringiromos al siguient.o caso 

part.icul.a.r que nos int..oros.:::: 

PI"opfQdad :L. 

Para t.oda f'unción racion.."'ll R on Ca.,b) y para t.oda S función 

racional an Ca~) sin rateos ni polo~ on Ca¡.h) Co soa que conserva su 

signo cons:t.ant.o), ont.ancos 

{ lnd: R ,.¡ SCx) > o Ca.b) 
Ind~ RS = .•. (4.6) 

-Inda R si SCx) < o Ca,b) 

Véase la dornost.raclón ol APCNDICE C4.E). 

lltAqui de nuovo nos vwni02ii: oblig~dos: a. ro:;;t.rin.girnos a un:.i 

composición part.icular, dado quo ol cálculo dol 1nd.ico de la 

composición para dos f"unciono~ racionalos cualosquiora S y T : s .. T : 

x H S(TCx)), resulta muy cumplic.a.tlo. Compondr•omos, sólo con l~ !"unción 

part.icular quo si us:ararnos: 

TCx> = 

30 
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do! 

Si la !'unción racional R as do la íorm..-.. R<x>' = S<-xz>, donda S 

<!'S .a s;u vez una Cuncion racional, con SCO).:::: s,~x O, Qrtf.once~ t.odos lo:s: 

polos reah1s de R son do la íor•J'Jld : ~ • con xi::. un polo nogat.ivo 

cualquiora do S y dondo la multiplicidad do -{-X: os igual .al ol"den 

del polo x 
0 

do S. Adomás so cumplo quo 

[

Ind_-.r.:-x-: R 

Ind~R 

= lnJ S 

.•• <4.7) 
=-Indl( S 

Vóaso la domo~t.t-<"lclón on ol APE:NDICE !4.F'). 

•La s:iguiunLo pf'opo:;lción es una quo rolaciona al kndico do 

cualquior i:-uucion 1•.;;i;eion~f R y su inversión 1/R (qua t..ambiéon us 

racional) a travós do la sonúdif""arancí~• da 1 ... runcinu :=i~nl') al final y 

al lnicio dol int.ervalo <a,b). Sorá b.t.isico u!'<:ar al hocho do quu un polo 

do R os un coro do la invo1•si6n. t/R. y vic:ovot>!':"a. 

PROPOSICION t. 

Toda Cunción racional R dof"inida on un int.urv.alo (a,.b) t.al quo R 

ovaluad.n on -... y b no s;.ea coC"o ni inf'init..o (a y b no puodon sor ceros: o 

polos: do R.>. Enf...oncos 

sign R(b) 
Indg R + Ind~ 1/R. = 

sign R.<a.> 1 
---~2-- ... <4.8) 

Vó;iso la. domos:t.ración on ol APE:NDlCE <4.CD. 

Obs:arv.:..ciono?;: 

•Podomos da{'i.nir- 1.::i runc.ión signo do R(J), no obstant.u qu..;;. ~ ~!' 

x=a cu;:t..rict.amont.e no ost.á do:finida porque a os al oxt.romc izquinrdo dol 

intervalo .abiof'to (;:lirb), 

P.Aar-.n t.oda Cunción racional R y t..odo tnlü1•valo <a,h) :fin.tt.o o 

infinito LOmamc>$ a 

dof =1 
s:ign R<a> = sign R.<a'> ... <4.9} 

par.a. t.ado a, > a, poro suíiciont.omont.o corc .. 'l.nas a 



Poro la ecuación C4.9l permite- dorinir sign RCa> a LravGs del 

:s;;i~n RCa"> dando la !'unción R .s:i ostá dorinida on Jos puntos a', dado 

que a' e CaJ>>, teniendo.so asi quo sign RCa) = : t. 

En f'orma análoga: 

d of 

sign RCb> .::: sictn RCh'> •.• C4.10) 

para toda b' < b, pel'O suf'iciontomento cof'canas a b, as docir quo los: 

punt.os b' purtonocon al intervalo abinrt.o Ca,b>, t.oniendoso a~t quo 

sign RCh> e ~ t. 

•Si a y b no son coros: do la !"unción rt.:cion."'41 R ni t.ampoco son 

polos do Ja misma, os docir 

y R(b) -' foo 
ont.oncos: 

sign RC.a) y i;:ign R.<b> 

quedan def'inidos como arriba so e>cplicó. 

Ot.ros caJi:os: part.!cularos s:on los siguiont.os : 

6Si a• -oo y 3 ~~~w RCx) = A r O ~¡.. :;;;lgn k(:.-a) = s:ign A. 

eSi a.= -oo y !!_1!1
00 

RCx> = :oo .., sig:n RC.:1) =i .s:ign C~co> :z ~ t. 

OSi a os un polo do R, or. docir RCa) = m y ~~! RCx> ::: R(a.•> 

s:ign RCa) = sigo R<a .. , .algo análogo sucedo para. ol c::.:tromo b. 

éMlont:rai;: qnA !"~-.. .:: !!{""';. ,.,. ú y R.Cb) = O no S'O oncuunt..t•an 

dof"inidos, pGro puodon manipuJa.r.!;O como !o:;;:: !:Íbn R(a) y s:ig:n RCb) 

ro.sopoct.ivarnont.o. quo dopondo no sólo do .a o b,. S!ino do si os oJ oxt.romo 

derecho o izquierdo dol int.orvalo (a,b>. 

Después: do obs:orvnr quo so puedo h.ablari nn ~or::-.a p;r·~u;i.sa do! 

~ien R(~) y üel sign RChl an t.odos O!l:lOs casos la f'órmula <4.0l quoda 

cornplot.amont.o JU!.OliCicada. 



Do nuevo considoromos ol polino1nio P de grado 

P(z) = a 'Zn + a z,..._ 1+ ... + a :z: + a 
e> 1 .-.-1 

pero en goneral con coof"iciont.os: complojos, luogo: 

PCi:....i) :: u(w) + ivC01) 

donde u,v son Cuncionos ro~\los con valoras: roalos CcooCicient.es roalos) 
y 

{

x=u(w) 

y=vCw) -oo < úl < +oo 

nos deCino la cur•va qua ll:;;:una.tnos ca.ract.or1st.ica do amplit.ud do ("asvs 

dol polinomio P. 

Si los polinomios u y v no t.lonon ralcos reatos comun.t:tr.o, t:t.& 

decil•, si la cara.ct..or1stica de amplit.ud do lasos no pa..o;:a por al origon 

de coordenadas: coro, ont.oncos quoda bion dof'inid.a la !'unción do !"ases y 

quo sat.isfa.co la ocuación 

vCw) 
t.an ipCw) = ü<z;} 

dando poi• ~G• u y v polino!'Y'lios Elln w la función os una f'unción 

racional, junt.o con la Cunción inversión 1/Cv/u) = U/v, sin embargo 

supondromos a priori quo u y v no t.ionon raicos: roa.los comunos:. 

Supongamos quo w ::e ui
0 

os un polo ro al arbi t.rario do la función 

v/u. os: decir quo os: raiz dol donominador u, poro no as ralz dol 

Ent.oncos on w ;;;: w
0 

la ca.ract.or1st.ica do amplit.ud do !'~os 

int.orsoct.ará al oje do las: ordonadas: (u(w<) )=O y vCw 
0 

);:i0) on un punt.o 

dh:t.int.o del 01•igon do coordonad.as. Vitt.aso la Fft; '1.2. 

Fig. 4.2. 

En :forma análoga s:i w
0 

os un polo roal cualquior.a da o/v, o 

42 



soa rai:z; de v, qua no· sea dG 

{ " .. n ym 

Obsorvoso la 

uCw> 
v (w> int.ursoct.ará al ojo 

Uus:t,raclón .do la· ·,fig .. -4.3. 

Fig. 4.3. 

de las abscis~ on w =r 

Para daducir una condición nücosar•ia y suficiont.o do la 

o5t.abilidad de un polinomio P a t.ravés do ol indice do J.a !"unción 

racional v/u y su inversión u/v onunciaz•omos: ol si5uiont.o: 

TEOREMA t.<Condicl6n nocosaria y suficiont.o do os-t.abiHdad a t.ravos do 

dos indico:sl. 

Todo polinomio P do grado n os ost..ablo !::i y sólo si : 

•OO V 
_pnd-oo

0

U :;Jnd ~-n,si 

l1nd -;- = n, si n í mp<'tir. 

os par 
... (4.11) 

La domos;t.ración puedo vorso on ol APE:NDICE <4.11>. 

Poro para complot.ar gst.a domost.ración hay quo domost.rar un 

ros;;ult.ado auxiliar quo lo onunciamos como: 

LEMA AUXILIAR. v {x::u(w <'.) ):::0 

Indw
0

U = -t si y sólo si 
y=vCw

0
);i:!Q 

/os decir la caract.orist.ica do amplitud do f"a.ses int.orsoct.a al ojo do 

las ord&nadas: conLParoloj/. 

La demost.ra.ción puado vorso on ol AP~NDICE <4.1). 

Con os:to LEMA AUXIUAR quoda complet.amont..o domost.rada la 

condición nocosaria y suficiont.o para quo un p'olinomio P soa ost.able a 

t..ravás dol indico do la íunción racional v/u y su invorsión u/v. 
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SIMPUFICACION t. 

La condición necosaria y suficiente para qua un polinomio P soa establo 

dada por Ja oxpro.s.ión C4.ttl p.-:u•.a n par o impar puedo oxpresars:o un una 

!'arma simplificada sí int.roducimos las: funciones 

do.finld.us (lOr 

u 

"'C-t)m v, SÍ nzr2m+t 

L-om u. si n~2m 

y V 

.•. (4.12~ 

m • 

{

(-1) u,, s1 n=2m+i 
V ~ 

(-t)°'- 1 v, s:i n=2m 

con ost..os: uuc~.roi; polinomios: u y v podomos rorormu:Jar el TEOREMA t quo

nos: da la condición noc0s:ar1a y :::•.1ficioot.a para 1.a o~labilldad do un 

polinomio, poro a l.ravós do! indice do una. :;;ola 1._1;-:c:i«.n r~cion:.:d, a 

saber 

TEOREMA 1'.CCondición nocus.a.ria y s:uf'lciont.o do ost.:::.bUidad a t.r~vés; do 

un indico). 

El polinomio P do grado n os ost.ablo si y sólo si 

Ind ;::-- = n. 
u 

l...a domos:t.raclón puedo vorsu on ol APeNDlCE (4.JJ, 

SIMPUFICACIVN z. 

Si los cooCiciont.as dul pobnutti'.!.~ P son ~ .. ant.oncos 

,, 
a w -

o 

;:;(-t)"' [(-t)"'a 
0 

r .... /''+(-i)m-!ª:/·ur.-;:_ +,..+a n J:::. a
0 

t.:Jri_ 

o soa quo ambas OKpr-osionos c:.o!ncidon y por t.ant-o 

y aná!ogamonto 

n-< aw 
l 

•.. (4.13) 

.•• (4.14) 

a ,,,.;n.-2 •. , 
a ....,f')-2:+ ..• 
• 



Por esto la rol.nción ontro ol polinomio P y los polinomios u y 

v es: 

1 in P(iw) ;; ~(w) + i~(w) 1 ..• (4.15) 

•Racalquemos: quo a diCeroncia do! CRITERIO t do ost.abiUdad 

CHormlt.o-Mijailov> un oslo TEOREMA t y :l' dol polinomio p 00 S'O 

pros:upono quo no adnd ta rateos in\c"l~inarias puras. 

No obslant.o lo :antorior, :!:i dicho J'H'Us:upuas:to s;i so cumplo y 

por t.a.nt.o esta doCinido ol nún;ero t,. , ont#onco5' para. ol c.::tso dn los 

" polinomios ost.ablos: 

Todo polinomio P OG ost.ablo si y sólo si 

{ 

Ind 
A ~ 

P -Ind 

-v· si 
V 

ü-· si 

irnpal' 
..• <4.16) 

par 

o bien 

Todo polinomio P oi;: OGt.ahlo i:i y &ólo sl 

A = Ind - ••• (4.17> 
p ;:; 

Es;tas: proposicionos so compruoban do inmadiat.o con ol Tooroma 

i y 1' y ol Criterio 1 del Capitulo U. 

Obs:orveso quo t.odo ::;o roduco a.1 cálculo do 1ndicus 

O¿ Cuál os ol gr•ado dr* ~lo ji dad dol cálculo dol indica do 

un.a función racional? 

Lo quo podamos docir os qua tal complejidad cror:a con ol 

grado dol polinomio do! dononúnador. En ost.o $"Ont.ido ol TEOREMA 1 y 1~ 

no:s: dico quo t.ionon un."'l complojidad n, dado que la !'unción racional 

Trat.a.r da disminuir t.al c:omplojldad, por lo t.anto, consist.o 

t.rat.ar do rost.ringirso on cuant.o .a la eta.so do polinomios admh::iblor.. 

Voamos, por ejemplo, quó ocur•re si nos rcsll•in~imos ;:¡ Jos 

polinomios con coof"icient.es 1•oalos:. En La.! caso como ya vimos on el 
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Capit.ulo U. 

{

uCw) 

vCc.J) = wvc-c./) 
dondo 

M-• 
VCx> " 

a
2
x +, •• + ªn-

1 
,si n= 2m+1 

Podemos 

+ aaxm-
2+ ... + at'\_

1
,si n= 2m 

. 
ahora inLroducir la f"unción v como 

v • (w} = V(-t../!) . 
v(r.u) ::;; w v (w) 

Puode dernost.rarso quo : 

Si a. a > 
n n- J. 

o, n:;12rn+1 si y ~ólo si Irn..l~oo 
u 

v 
... (4.ta> 

o V 
si y sólo si lnd-ro U- e; m 

... {4.19> 

La. demost.ración puodo on ol AP.CNDICE C4.K>. 

=-111 

Por ot1•0 l:J1do en ol Capit.u!o logramos o.st.ablocor quo lo:. 

polinomios establos puQdon sor ::;:6lo tos polinomios con coafi.ciont.os 

positivos;. Por es:t.o podnmos rost.ringirnos a. ostudiar t.alus polinomios, 

Est.a nueva rost.ricción da los polinomios P a considorar nos 

Uova a quo ontoncos t.ambién los polinomios U y V tendrán los 

coAf"ir.innt~:: ;:c::i!.l-.;u"'" y por ando, no t.ondrán ralcos no nngat.ivas:, 
V U 

decir las f'"unciono.s u y v no ~dmit.irán polos no negativos:, por lo 

cual: 
V V V 

Iud:"oo u = lnd~~ U Ind u 
u u 

Jnd2oo y ;:i Ind V 
Esto ullimo junt.o con los rosult~odos nblonidos inmodi.at.amont.o 

ant.os, do hucho nos domuo:.-:tran quo: 
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Capitulo ti. 

dondo 

m rn-1 

UCx> = 1 
"' n 

{

a x + a x + •.• + a , si n= 2m+t 

m m-t 
a

0
x + ª/( + .•• + ªn , si ncr 2m 

ax...,_ 1 + ••• +a ,si n= 2nt+t 
VCx> ar 

2 n- t 

Podemos: 

+ a
3

xm-
2 + ... + ªn-

1
,si n= 2m . 

ahora int.roducir la Cunción v 

v·cw> :g vc-w'Z) . 
v<w> = w v Cw) 

Puedo domos:t.rarse quo : 

Si a a > o. n=2m+t y Ind--.:;:; 
V 

si y sólo si Ind~oo 
u 

v n n-1 

Si ªn X O , na:2m y Ind u:; 
V 

si y sólo si Ind~oo -¡¡-

... (4.to> 

••• (4.11>) 

La demo.~t.ración puodo vors9 ~Hl ol AP.€'NOICE C4.J<:>. 

=-in 

Por ol1•0 lado en ol Capitulo I logramo:o= os:t...ablocor- quo los 

polinomios oslables- puodon sor sólo los polinomios con cooCicionlos 

posit.ivos. Por ost.o podemos: rost.ringirnos a Q:o;t.udiar talos: polinomios. 

Est.a nueva rost.ricción do los polinomios P ~ considorar nos 

lleva a quo ontoncos también los polinomio::; U y V t.endrán los 

coef'ir.fnn•~::: ;::c.:;!:..l.vu:.. y por onda. no t.ondr·1tn rateos no nu¡;at.iv.<..\.S:• 
V ll 

docir la.!: f'unciono!'.; U y y no admitirán polos no nogat.ivos, por Jo 

cual: 
V V V 

Ind~oo ¡¡- = Ind:& U :c:i Ind U 

u u 
lnd'.:oo V ;:;:; Ind -y 

Es:t.o ult.i1110 junto con los ros:ult . .Ltdos obt.onidos inmadiatnme-nf~o 

ant.es. de hecho nos dtlmuost.ran quo: 
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TEOREMA 2. 

Todo polinomio 

si 

PCz) ::: UCz
2

) + z.VCz
2

J;, do grado n, os: ost.able si y sólo 

u 

l Ind : = -m, si n= 2m+1 

lnd U = m, si n= 2m 

Obsorvose quo ol TEOREMA 2 t.ione una complejidad 2 vocos menor 

que ol TEOREMA y 1• ya quo po:ira ol cálculo dol 1ndic:o 

donominadoros son de ordon m e tn/Zl. 
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APENDI CE 1. A 

Saben\05:: que por· hipótesis a.:.>O, adern.dS igualamos a ccr•o el 

polinomio pat"'a poder> as! obtener• las r•aíccR 

a
0
z+a

1
•0 

En el toxt.o i;:o a.firma qua 

Demos:t.roactón 

"' .,.> --:;'<O -fo -a.,<O-+ a
1
>0. 

,.._) a )0 .., 

' 

a 
ya que paf' hipót.osis a

0
)0 -+ --.t<O. 

ªo 11 

y por lo tanto el pollnontlo da primer Ct'>a.do ea eEt.abJo s:l y sólo ..:1 

a
0
>0 y a

1
)0. 

APENDICE 1.8 

Por h.1p6t.erda °'\,>O , .ademtu:. i6u.al.amo& el polinomio a CQf'o pa.ra 

obt.oneto &"tm raí'ces: 

a z 2 +a :z.+a •O 
o • • 

por-que aún para el polinomio do segundo groado ou ,..encUJo h.ncQr•lo. En 

el t.e>ct.o s:e aC1rm.a que: 

Demo~tf'g.dóffi 

R.a 7. l'll'P..e ... 
-a . 4a a 

o 2 

{

"" )Q 

--"'2"',,_----- <O +. a:>o 

POdemor: 4l:nAll:Zal' el s::tcno de las: .-.afeen: ~t nos det.enemos: a 

observar los tres: valof"es que puede tomar ol radie.ando: 



" ::;;;: <O .. 
Demos:t.J"ac ! ón_ ~ 

y por• hipót.e15:lsja
0
)0j. 

" a 
~~) o ~ - ~~< o ~ 
2a

0 
2a

0 

R.e 2 <O. 
l,!2 s 

-a /a:- ..¡,.a 
a C~º ' o ' 

Re !>! •Re ' <O .. .u.,>o 
'" 2a ::?a 

o o 
a >O • 

Dt-"'1nst._p.~.!ón. t 

Pero cs:t.a demoG:tr.ac1on r.:-i';'; ~.::=:• lst nú&mn que la rea.liza.da en tl 

obs:erveae-: 

_,.)-aa,/230(0-+ -a,<O -+{"\.>º!•pero adomAs: s:c cumple 

... y • 
" ,. 

-'> O .+ - -'< O .+ lte :z <O. 
2.no 2.ao c.,.a Id 
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-n"' fa.2 -4~ a ...... 
t-T t c. 2 

2n 
<O .. 

.. -a ... ¡ a 2
-4a a <O ~ 

1- .. u 2 .. 
.. a> /a2 -4a a 

.. ' o 2 
.. 

ya que por hipót.eKis:¡a.0>0¡ . 

.. > :::~1 .. ya que por hipót.erd" a:-.ja
0

.n_>O .. /a:-.jªo''. e IR•, 

,a2.':;C.1 

adamtss: a a
1
se le rer;;t.a alrto pos:lt.lvo ya qu~ a

0
)01 '\

1
>0 y por< t.nnt.o 

.. 

.. { -a• ·-

- a .,.¡a'l.-.fa a 
1- t. .:, 2 

--~2-a_º ____ <O t-+ 

Por- la tant.o para ambas raíces: :z t. y z
2 

i;;e cumple lo propuos.t.o. 

El'I lor: Lr•e& valar•er.: posibles qu~ toma el radicando se cumple 
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que el polinomio de .ser;unda ~rada sea cst.nble s:i y :S:olamente s:l.-a<.i>O, 

.a .. >o, ª:?º·. 

APENDICE 1.C 

El polinomio da gJ".ada 9: 

PC:z:l•n:":z9+alz2+.a~:z:+a9 1 .a0>0 

uau.a.lment.o se t.rnns::rorrnn dt vtd!u-ndo por a.:. en 

:z" +r:z:2 +sz+t. ••. <tC.Z> 

donde .. .. .. . , • ,, __ 
t.m- • •• <tC.9> 

a .. a 
e e e 

u~vandas:a a su t'arma reducida m.edlant.e l.t\ tf"¡o;,-...... .fc:-:z.:...scion que as:cgure 

J.ni lit:ua.ld,..d .M. cuN> d~l coet'lct~nt.o de z 2
, .a. n&b6f' :z .. z--;-

donde . 
r 

p•ll-. 
" :z. +p2+q 

. 
r UJ• 

QtJ2¡-;- - -.- +t. .•• <tC.5> 

Lruz f'a!cos: de C1C.4) s:o hw.::can tnt.r-od:t¡-!1t:Hldo dos: nuov.ru;; 

tncor;nlt..as: 

llil U+ V ••• C1C.6) 

lo quo na& seruu•a. una nuova ecuación n part.f.r- do (IC.4) l~ualada 

cer-o: 

cuª+ vª+ ql + (u + v><Suv + pl•O 

obligando a qua el últ.imo Cact.or del sc~ur.rl'c ::w,¡,.1,1:tl'ld<l Re.a cero: 

suv+p .. o 

uv .. ·-C1C.7) 

obt.endremos: 

-ctC.8> 
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u•+ G !I !J , G 2 

U +2U V + V • ~ } 

uv 

• V • 

. 
V • -q 

~l~vando al c~bo y 

nou~~LplLcando ~or '· 
4u!lv

9 
• -4(p/3) 

+ 

ud-2u9 v!l+ v.::; a q;i+ 4Cp/S) 9 

• 
(u

9
- V~) • q

2 + 4(p/S) 3 

-,1 ~1 q' + 4Cp;;;: ]j ·/ 2 u .. -q/2 + 

;/ q 2 + 4Cp/S)' . /,-----:/;::=:=====::::: 
-q v a 3 -q/2 + "f(q/2:) 2 + (p/3)!J 

2 

Del 1'e2ult.ado obt.enldo obae..,va.m.oR que cada r-.r..1z cúbica tend•·~\ 

en. el campo de los:: complejos: S valores:. Comhinnndo cu..~qu!ct' v.;i.lu•· UH- u 

con cualquier valar de v obtendremos: en t.ot..al 9 sa.rm.tl& pos:ibler.: u+v, 

per-o entre d!ch..as- 9 s:uma.•.i: t>:olo 3 !A:el"án raice:i: de la ecu.actón l'educida 

<tC.-t>. prect.s::amente Aquella..rt t¡uc s:.atts:t~acen <tC.7). 

l.aL: ant.er-tareu: e>.'.pt>e!o:iones:: corl'es:ponden 

de Car-dano. 

<< o, • 0). 

St (q/2):i:+ Cp/S)
9 

>O, ent.oncer;c el dts::c1'imtn.ant~ 

D • --lp
9

- 27q
2

• -1oercc1/2)
2
+Cp/S>!JJ <O en P.at."" c~c ~ :".'.li:z cU.C.ÜJ·H.Ü.n. eso 

de un nú:f'\ero positivo y por ta.nt.a ln ra.!z cúbica. f;:erá de un númo&•o 

real. Pero sabemos: que la r.a1z cúbica de un número real t.ion!!' un .vnlor 

r-ea.J y don valores: complejon conjugadas. 

5 



Es: este f!l caso que corresponde a la" ecúación plant.eada 

ya que . . 
f' ,.,. r· 

Cq/2)%+ Cp/9)
9

• [(2"27 - 3 + t.}/2Jª+ ((11-3 )/SJ
9

• 

·-CtC.to> 

Si z.;uponemo!:: qua u, es .la N:U:z: l°'eaJ de u en etc.o> y v, la 

cor-l°'eapondiente a v, paro .us:ocJ.a<la con u, mediante C1C.7) también sor-.á 

f'ea.l da.do que el número p quo aparoece on CfC.7) t.Sl:ft"..h!én ü:>: r~.u~L E::t.o 

z,, .. uJ.+ v, 

Wl&: ot.r-.w; doll: ro.a.lees "'" aabe que "'" ohtJeru~ como 

:z: .. u +v • u.e +ve a u .e + 2 
ve 

2 2 . ' ' ' 2 ' . 
2 

:z:. u +v .. -.· .. u.e + . . 2 
u,c 

' 2 . v,.c 

y e 
. 

!.:On 1.ac r.aícos cúbicas: de la donde unidad 

con k.1110,t ,2, o lle.a que las ra.!cea t:1:on: t, 

-1/2+ J r. /2 ). 

u,+ v, 

• ----- + tl'3 • 
U - V 

' ' 

u+v u-v 
t L ,_ 

• ---.-- - t-fi --.-- . 

2 
y e :z tire •coQ(•TI..-~l""t,...;i.rif¿Tf/lllllll' 

En nuestro e.aso de (1C.9) y <tC.10) 't.endremaa: qu-P.: 

con Ra :z )0. ,,. 

:z: 
' 

z .. 
2 

:z: .. . 
. u + V A -2 . ' 
1/2 + -/i5/2i 

1/2 - -IN/21 



APENDJCE 1 .D 

:rfil!.@lli. ~ ~ 

Si el poHnomlo 

PCz)•a.:. :z::r'+a .. :z n-
1+ .•• +a n' 

con a.
0
)0 y 1>:us coeficianles: reales: ª1c 6 lR <k•O,t,2 ..• n) as cr;;t.able, 

entoncct; t.odas: ta:ll!i: coeClcient.e.s: son positivos. 

Demos-t.?>ac16n.;. 

Partiremos del hecho de. que cualquier polinomio con 

coef'lcient.ea reales; puede r-epre.!i:entaMi:& como producto de poUnom.io&-

pollnom:los:: t..amblé-n con cocflcient.t~S' re.alar.:, pcr-o de c;r•ados nmnore~ o 

tc:uales: que 2. 

En ei"C"ct.o, oi.:: conocido el hecho de que cu.alqulur polinomio con. 

coef'Jclentes: rea102 puede s:e:r expresado como el pl"oducto de palinomloa 

ir-reducibles da primer y &:egundo (!;l'"'aclot.:, ademán da t¡ue ct....Ln.!quier J"l.n1:z: 

compleja :z:k•>ci.:+ lyk, 1..nmbién re.!i.:u.lln. s:er ral:;:i:: dP. J~ mis-:!':".a rnult.ipUcid:ld 

quo n:u compleja conJucada, ei:z:to es quo iL: a>cl.: - ty
1
/ Ec: por- e!i:lo que al 

f"act.o ... i:zar el poUnornio en l'act.or·~l'ió': :z-:r.k loE: t'act.orer,;: apa.roecar-An par-

pares del t.tpo (:z-21.:)(z-ik>, pe1~0 C:z:-:z:L:>C:z-i~) ui :z:2+2p:z+q, con p•-)(k y 

q•.K=+ y:. Es at.:::1 como cu.alquier polinomio de groado n con coof'fcient.el!ii: 

roaleu .admit.a l..a.&:: reproz¡¡ent..acionor.:: r.;fgu.lent.es:: 

•Si todn.o;: !:US rnfc~s !:en d1z::t1nt.a.'.:: 

PC:z)aa (:z-:z )(z-z ) ... C:z-:z ). 
o) t 2 n 

OSI z es una r•al'.:z de- mullipllcidad n con J•1r .. ,k 
J 

PC:z:)•a. (:z-:z: )n'c:z:-:z) n 2 ••• (:z-:z:) "L: 
o l .2 ~ 

con k<n y.o quo n, +n
2 
+ ... +nL: mn dando n os: el grado del pollnomto. 

•Si hay r r.níco~ realeti: y 2c com.plaj.a.s t.endroen.ac: 

PC:z)•.a"' C:z-x t )(z-x
2 

) .. .(z-xr )C:z
2+ 2p i. :;z: + ci, >C:z

2+ 2p
2 

:z + q
3 

).,,(::1:2+ 2p g z + qg) 

el t;f'ndo del polinomio e& r--t·2g:•n y dando x
1
,x

2 
.... ,xr G:OO. 1°.afces f'eales: 

mientraa que los: ract.orea.:: 

C:z
2
+ 2p,:z + q,>.<2

2 + 2p,2 + q2),. ... <2
2
+ 2p.,:z + q .. ) 

7 



s:on t.rino~os qua pr•ov{anen do pares conjugados: do raícor;:: complaj.ar.::. 

con p: < ql l.:=1, ... ,.:Co6:t..a condición .ru;:egur-a que el polinomio proviene 

de r-afces: compl!."j.aa conjugad.as:>. 

Tomando en cuenta que cualquier divi!>:or do un polinorn.ta 

es:t.ahle e& también est.ahle, enlancos: est.o junto con la n.Clr-macJón del 

TEOREMA 1 del t.oxt.o con..-.:ls:lonle en qu'~ un pollnom!o de primer• y !.:et;undo 

c;r-.ado!: es: oto:labJe s:l y t:ólo s:i !:U!>: coct'lclent.~~ son posillvas, nos: 

llova la conclu.r,;:ión de que cualquier polinomio estable con 

coe!'lciente& r•e.n.les pos:i t.1 vor.: r-~•sult!'l. !:~T' el pr-odu.ct.o de- pol!nom.ios: con 

coectctent.es: pas;lt.tvoso y pal' tnn.lo el pr-opio polinornio r-es:ull.n t.enc!I·• 

coo!'ictentei:;;. pof:l t.ivo&, ya que loa coe.t'iclentes: del producto t.olnJ t:n 

obt.lenen da caeCiclt~nt.~s dP. f".act.of'e&:: bajo rnu.lllpllcaclonc-r.o: y sum.a.s, 

per•o sin nlngun.a re11:t..n. 

Ot.r-.a f'of'!ma de vero lo mlsrno .s:cr>1.n : 

Debida a que el pollnom!o ei;,:: es:t..a.ble y t.iene como dlvls:or- .n lo~ 

:f"aclof'es lineales: de le !"or-m.;r Cz-)C? que .a su vez s:on est.ables, ya que 

xj<O por lo ta.nt.o los: co~f'icientos de los: binonrlos i.:cl'An t.odo&: 

poaltlvoa:. 

U>Cuando lrusc r.a!cer.: s:on complejatl: 

El polinomio de nuevo por hipót.c:s:is:: es es:t.ablc y tiene como 

diviaorer;: a lou t.roinomios: 2
2
+2!-. J 7.+'lJ ~uc ~ ::::u ·.:c:z: r;ún u&L.ahle6", ya c¡ue 

aua cae:ftcientos: pj y qj s:on postt.ivor¡;• dado que P/~-x.J y como la.e.: 

p.af'tf.&s;; roa.loe.: de las r-nícer: na11:nt.iv.n..s, ont.once!".: p?O lo mls:mo 

aucado con q.ax~ + y
2
>0. 

J J J CJ 

En ot t.ext.o ya ua .apunt.ó quo la pl'o~o&dclón r-ec1proc.n no ca 

cler-ta y &:e da el cont.raejemplo (i.5)~ .n.uru'!"~ f "!.~~!é!"! ;::..:.:::.:!.;:: :::.:,;-.;.-.:.;.-. Uu 

contr.cojow.pla ol pollnom.lo ulr;uient.e z~+z2 -+32+60, cuyas: rafees: son 

s ..¡51 
:z:2irz2 + Z-' 

a 



APENDICE 2.A 

Para simplificar• ol aspoclo do l~ parábola s:omicúbic.a 

eluvemoa al cuadrado ambos lados: do la igualdad: 

Soa A ia 

2 
y= a'(~•]' o -a 

1 

. 
a-~º . 

a 
' 

(
x-a ]' -2a a ---ª +a

2 

o 2 -a
1 

z 

a a 
a - _1._z . obt.onióndoso asi lo qu9 quoriamos 

2 
y 

z 
a 

-º 
a 

ª• 
x-a > Cx - A>

2
• . 



a >o • 

a )O 
2 

APENDICE: 2.B 

a •O 
2 

"'>O t 

'*<O 
t 

a •O 
2 

10 

a <O 
2 

,. <O . 



APENDICE 2.C 

La-·ecuación paramét.rica do la curva do amplitud de :rasos que 

ganara el polinomio de t.orcor grado on iw : 

Pctw>=a Ciw>ª+a Ciw>
2
+a Ciw)+a 

o 1 z :. 
P<iw)ic:[-.a v/+a. J+l-a wª+a w] 

1 a Q z 

••• <2C.t> 

Tomemos: el primor cas:o para an.ali:z:arlo dot.alladament.o: 

(,·, a >O> • 

Do C2C.t> podemos ob~orval" que si w -+ -co, 

Est.o signif"ica quo la i;rMlca do la 

ont.oncoE { x .. -co • 
y .. •Cl'J 

curva C2C.t > viono dol 

.. ln1"1nito" por la parto i:z:quiorda superior dol plano C.sogundo 

cu.a.drant.e). Vóaso la Fig. (2C.1). 

Cuando w _. +oo, ont.oncos 
{ 

" .. -a> 

y .. -cti 
, lo cual s:!gniCica qua 

la gráf'ica do lm curva C2C. t > se aloja al ºin.Cln.it.o" por la parto 

i:z:qulorda inf"orior del plano Ct.ercor cuadrant.o). Obs:orvose la Fig:. 

C2C.1>. 

El ojo hori:z.ont.al y-=O Gl'i: lnt.ersoct.ado por la curva 

Cx,y) corrospondiont.o a wil i:;-.;a;;::, , luogo on ol corrospondiant.o 

w :aO y Clnalmont.o on ol quo correspondo a w u • ~.es decir on los 1 2 ./ z¡ao 
punt.os [-•\a

2
/a

0
+a

3
,0J, (a

3
,0) y (-a

1
a

2
/a

0 
+a

3
,01, quo en La not.aci6n 

indroducida son los punt.os <A,O>, (a
3
,0) y do nuovo <A,O>. 

11 



A s:u vez " el . ~aje vet.tcal x•O as: int.ersect.ado por la curva 

(2C.1) en 

de dondo 

-a w2 +a. ::iO . . 
·¡a:¡;:, w m- a/a 

t,2 1 

primero on w1•-~ y luogo en w
2

a ... /ªa/a
1 

, ya quo poi"' hipót.osh: 

que comp&.radas con ol cero ost.31,; dos Ult.ima.s do&"igua.ldadoso nos dai1 

Est.a. dosigualdn.d la podornos: int"n•pruLa..a• dv l.;. ::;:!¡:.;uiont.o 

manera: al variar s=on.ót.onaJtJOnt.c w do -co a +oo b CU%"'Va C2C.t) primlfJro 

int.arsoct.a ol ojo y on 

y•-a [-A"'• •+a (-A"'• ~A"'• ['.:0 '.:•-a ]=!<'ª• <ao'.:•::..'.:z'.'.'.•»o o a 2 a a a2 a .;.t 
t 1 1 t i t 

luego t.ros: vocos: tnt.ers:oct.a ol ejo hori:z:ont.al sucos:ivam9nt.o an los: 

punt.os con abscisas A•-a.
1

Ca:;z/a
0
> 

A•-a
1 

Ca
2
/a

0 
>+aa>O y Cinabnent.o do 

en ol punt.o do ordenada 

+a >O . 
nuavo 

ªa)O y 

lnt.ors:oct.a. 

A Ca a -a a) 
_o_a_z_1 <O 

a 

' 

do nuovo on 

ol aj.-, vort.Jc.ml 

Todo ost.o ra:;:umido aparoco on la ~rát""ic.a de la Fig. C2C.1). 

2C, t. 

En Corrna análoga so hace ol an.állsis do Jos rost.ant.os casos. 

12 



4) .a1)0,. ª2ªº' 

5) a~)O,. ªz<O,. 

a <O 
a 

"')0 a 

a >o • 

13 

y 

Fig. 2c.2 

A a~ a 

Fíg. 2C.3. 

a,. 

Fig. 2C.4. 

y 

?.~ 

Flg. 2C.5 



8) a <O, ªz>o, . 

9) ª1<0, ª,?º· 

a <O . 

"'(0 • 

a >O . 

"'<O . 

ZC.6 

.. o 

Fig. 2C.7 

y 

ZC.0 

~o.(r 
\1 Fiz. 20.9 

14 



ti) •,<o, 

i2) a.<o, 

19) a (0, . 

":1.<0, 

J!l:aºº' 

4:2(0, 

">O • 

ªlº 

a <O . 

ªa(Q 

y 

Fig. 2C. to 

Fii;. 2C.11 

I 
c., 

Pig. 2c.12 

y 

<, 

F!g. 2c.rn 

\ 
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APENDICE 2.D 

El caso n;;3 : P(z) 

reprosont.ación para.m.ét.rica. 

•.. (20.3) 

En ol sube.aso cuando a mO t.onomos; la curva 

' 
... (20.4) 

quo roa.lmont.o os un.a roct.a vort.ical y como w var1a do -co a +co t.al roct.a. 

es recorrida do .;:u"r>!bo. h:?.ct~ ?.hajo. Aqu1 quoromos rnost.rar quo on ofoct.o 

solo depondo del sicno de &:: s-1 1.n oriont.¡i¡clón con la quo rocorro dicha 

ract.a os: monót.ona. o lloba a t.onor un.a oscilación .. 

En of"oct.o 

i) Si a (0, dado quo por h.ipót.os;is a )0, ent.oncos w a ... ta;?a;;--
2 o z, a --1 2 

no es un númoro roa! y por t.ant.o -colo w,•O oso m;andado al Ca
3
,0) y pot• 

ando b roct.a cuando w varia do -oo a +oo os; racorrida monót.onamont.o do 

arriba hacia abajo (vóru.;;o la Ftg. ZD.1 ). 

Fl¡i¡. 20.t 

" . 
U> Si a

2
>0, ont.oncos: al w recorrer lo& valoi•er.:: do -ro a. •CD pn.S"arlt 

por las raíces do y•-wCa
0

w
2

- a
2
)=0, gs decir por wt.=O, w2,3•~~~ y 

precisament.e on ol ordon w_,,w
1 

y w
2

• Poro est.o so:igniCic.a que al pasar 

por wa la roct.a C2.4) pasa por el punt.o Ca
3
,0) hacia abajo .. poro t.iena 

qt.:o volve-r a ~ubir porquo al llegar a sor r..u=w 
1 

do nuovo pasa por Ca
3
,0) 

y como de nuovo on w m w
2 

t.iuno quo pa:i;ar por Caa,O> so vo obligado a 

regrosar hacia abajo, lo cual const.it.uyo la oscllación moncionada 

Cvóa.so la Fig. 20.:Z). 
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... t..~ 
p 

n-<-n> 
6.=----

p n 

?:~~ t- .. ; .. ·.:.:.:.. , ªz 

n·n 
6.=--

p n 

:~ 
Flg. 2D.2. 

APENDICE 2.E 

2 

{ 

x=-a w +a. 
o 2 

y=a w . 
f:JC +en)- ,-:iC - cti) 

A =Z /da dos modias vueltas:/. 
p 

·······-~-~~--~--~~ 

~=------········-~-FiG. 2E.1 

i\=O /no da nínguna modia vuelt.a completa/. 

ip(w) 

. 
X 

=::i:-~ 
¡o- ~' 

Flg. 2E.2 

/Empio:za con un voct.or do posición quo os ol ojo hori:x.ont..a! nue;Rt.ivo 

l'orm .. -..nüo u..-i. 6.x::;t!lo rr ~ dicho ángulo croco ha~t.a llagar a un ángulo dondo 

t7 



ol voct.or da posición os t.a.n~"""t~n .a la gr~ica do. la .par~bo.La. por•o no 

aJcan:za a daP una media vuelt.a complot.a y a continuación se mueve 

simét.ricaJnQnt.o con raspact.o al ojo do las >< Uogando su ángulo f"lnal a 

t.omar t.ambión ol valor p(+oo)=n/. 

pC-oo)a n 

p(+m)c-n 
t;. =- ·" .6 .:::i-2/da dos medias vualt.a.s. poro a reloj/. 

P n P 

y 

tv> a <O a <o 

pC-oo>= n 

pC+o:il= n 

1 z 

n-n 
6=

p " 

f.-·-- - -·- -~-
f--'"------.- a;,.d 

~/ 

v) a •O. a <O 
• 2 

y{•oo).:a 1T 

n-rr 
6=--

p r: 
ip(-oo)a n 

F'ig. 2E.3 

ti -= O /no da ninguna modia vuolt.a/. 
p 

f-
F'Jg. 2E.4 

A = O /no .j~ !"'..!.:-:.¡:¡;,..-...;,. 11-üia vuelt.a/. 
p 

F'ig. 2E.5 

1fJ 



rr-rr 
AA---

p " 
.6.P =- O /no da niriguna -media. vuolt .. a/. 

Fig. 2E.6 

~>o. o . 

rr 

2 

{

xic-a w +a 

' ' Y"" - .... w a;...., ...... 
o z 

Los primoros 4 casoi: t.lonon on común : a
1
=0 y la 11;ráf""lca do la 

f'unción da Casos: p sera nwn6ton.a si a
2 
<O y lo aparocon 2 jorobas sl 

az>O. Si a
11 

<O la Cunción .dQ Casol3: t.oma valoro.= de rr/2 .a an/;z y $l aa)O 

variará ont.ro -n/z y rr/2. El obs:orvar ol flngulo inicial y final do cada 

cas:o nos llova a que N•O y M=t o blon -1 y por t..ant.o h.P =M-N sorá 1 o 

-1. 

! \ y 

f·. \l 
t. ai 

p 

::::::::''~~-::::::::_ 
rr/z 

Fig. 2E.7 
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A a-1 
p 

Flg. 2E.B 

iU> a •O, a >O, a <O .-. b. •1. z z il p 

p(w) 

~----=, 
--=ñ;;- ---------

~---------=~---- ----~ --- -- ;;; --------------
º "' 

Flg. 2E.O 

.-. A s:a-1 
p 

n/z 

-----··=ñ/i 

Flg. 2E.10 

p(w> 

--~-------------~ 

v>Anallcomos dataJJ.adamont.o orcto caso. En ost.o caso .t\>O, 
a

2
>0, ~\,'º y a:t.a:t< a

0
a

0 
Y la gráCica do la ca.i:•act.orh::t.ic.a do amplitud 

de Cases: ya Cuo doducida en la Fig. 2E.t1. Do la grát"ica observamos 

qua es: simét.rica con rospoct.o al ojo horizont.al y por t~ant.o bast.a con 

.analizar la gr.áf'ica &enorada por La variación do (¡) ent.ro O y +oo. 

Ent.oncos al variar w do O a +w ol radio voct.or OM /M:::C>eCw>.yCiu))/ 

comienza on la posición hoI'i:z:ont.al so levanta y lloga has:t.a t.Ul.a 

horizont.al do:¡;puós do la cual saguira bajando, pasando por la vort.ic.al. 1 

hast.a llegar a una posición t.angont.o a la grá.f'ica, lueso do lo cual do 

nuevo so emploza a levant.ar hast.a. quodar on Ja posición del oj9 

vort.ical negat.ivo. Como so en la Ftg. ZE.12 . 

20 



y<w) 

lo x<w> 

l'ig. 2E.tt l'lg. 2E.tZ 

Pero lo quG roalmont.o nos int.ot•osa os: o! fJ:ngulo ~; quo t.otn.-'I ol 

voct..or da posición OM,, ..,1 cu.al ompioza en ip
0

c;;0 au.mont~a ha.si.~ un m:..iximo 

ipl'lv~u< y luoc;o docrPco has:t.a llagar da nuovo a ser coro .sit;uo docrociondo 

pasa por ol valor -n/z sigue docrom.ant.a:ndo hasta llogar a un minimo 

pm1. n (cuando ol voct.or do posición os tangont.o a la caract.orist.ica <to 

amplitud da Ca.so) y tla ~uovo ornpio:ea a crocur t..omando como posicíón 

Cinat la "ortical nogat.iva. o soa ol ángulo limito quo os ~n/2 (esto 

qucdn rosumi.do on la Fig. 2E.12). 

Por simetria 4st..a gr.ai'"ica quoda como oo la Fig. ZE.13. Aqui 

M=t y N=O : . .AP m-t. Análogamont.Q so di.scutQn todo!<~ Jos dom...'\$ casos 

obs:orvt.indoso la coincidencia da .algunos: do dichos e.a.sos. Rosumiondo: 

21 



v> .at>O, 

. 
" 

a .a <a a 
l :z o :a " =-1 p 

Flg. 2E.14 

A =3 
p 

Flg. 2E.15 

--------'~-----.---
----- ----~- ---------
------··---- --------------n/z 

Ftg. 2E.t6 

6. =-t 
p 

Flg. 2E.t7 

22 

p(w) 

~--------

______ :i\---------m·:--rc/2 



-14 
vr·~---. \ .... ~ 

1 ', 

1 
\ 

\ 

Fig. 2E.10 

:. A .. -t 
p 

Fig. 2E.t9 

~~~:,: ___________ _ 

~--------------~-

Fig. 2E.20 

------------- ------ a ., '"'€ C-- > ~/~~------~ 
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y 
t 
' 
: :.~:-

IY 

LEMA ~ 

.·. A =-t 
p 

Fig. 2E.:>.2 

p(I.>,..) 

~---------------- -

_=-:;p;;: _________ -: 

-------~~~~l~ 
~,0--------------

Fig. 2E.23 

APENO!CE 2.F 

CV P
1
..P

2
; P 2 P

1 
P

2 
pollnomios>C3 rp

1
¡p

2
, op Cuncionos do f'ase) ~ 

pCw) • p 
1 
(w) + p 

2 
(w) + 2ln 

con l= 0,1,-t; no depondo do w, V w e [R. 

Domost,ración.;_ 

Dado quo 

arg P<iw} .., arg P 
1 

(iw) + arg P z Ciw> 

signJ:Cica quo: 

p<w> = p 
1 

(w) + p
2 

Cw> + 2lrr, l "2 

en pa1~Liculal" 

p(O) = p
1 

CO) + p
2

CO> + 2lrr 

pu1•u üel LEMA :J quo nos: .asogul"a la o><ist..uncia do .pCw>, un.a do cuyas 

propiodados: us la rast.ricción do quo s:u valor inicial est.;'l acot.ado por 

- rt < pCO> :S: n, luago t.ambién: 
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o sna 

por lo tant.o 

pq;ro ontoncos: 

-n < tp 
1 

<O> .:s: n y 

y 

-3rr pCO) - o;::;-
1 

CO> -p
2 
(0) 3n 

-arr < 2ln < 311 

< 'P (0) $ n, ., 

y por ondo no so:o cumplo para t.odo:i¡ los l ont.'lros;, s:ino :r.;olo para 

l:. 0,1,-1 .• 

APENDI CE 2. G 

CO~OLARIO & 

(V P
1
,P

2 
polinomios:),. flpt.p; 

Demost.racióm 

A m -"-'-"_">_-_,,_, __ .,_>_ • ~/+oo) + ~2 C+ro) + 2ln - ¡pt.(-oo) - ~2(-oo) - 2lrr = 
·pt. p

2 
rr 2.r. n l=o,1.,-.t. 
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APENDICE 3.A 

~~ 

P<z>=a
0
z+a

1 
con a

0
e IR• a

1
=<o:

1
+i¡1

1
>E O: 

z=-~' 
1 ªo 

PC:r:.) es est.ablo ,.. 0t?O 

Oemoe;t.raci6m 

.. >Re z,<D .. Re [--;Jo .. Ro[-~' ::"}o .. - ::<o o+ o,>O. 
~>o.>O,.. -o. <O-. _ _: .. <O~ R.0(-~1 -~1 ]<0,.,. Ro(-c\-if\]<o ... 

S 
1 ªo ªo ªo ªo 

.. R+ª·::(l}o .. Ro [-~Ju .. Ru>","c.., 

APENDICE 3.8 

~n•t: 

PC:z)ca
0

:z+a
1

; con a
0

;;:.(o.
0 

+i(1
0

) E a: y a.
1
•<o.

1 
+i(1

1
) E a: 

PCz) os ost.a.hlo i:-~ <Re a
0
Ro a

1
+ Irn a

0
Jm a.

1
> >O 

Demost.racióffi 

P.D. < Ro z. nRr¡io [-~']<o ) +• <o. o. + (1 (1 >O ) 
t a

0 
o 1 o t 
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etel+-J1(?>0~ 
~ 1 .e:. 1 

Re 

PROPOSICION L 

(;l. a.+ (J f) 
o l e i 

Cl:+ n: 

[- ::~:) <O ,, Re 

APENDICE 3.C 

<O -o. Ro 2 <O. 
1 • 

Qgnlost.racióo.;, 

En ol t.oxt.o Pª''ª v=arf.ant..os do coaf"iciont.os do la ocuaci6n do 

priJJ)Qr grado obt.uvirnos é¡uo La p.t'oposición os ciorta, pu~;;; on t.odos los. 

.-::.;;u;::o; on quo so .asegur.aiba que ol polinomio ora ust.ahlo l~ !'unción dq. 

f"a:s:os ipCw> rosult.6 quo Or4 ..,;¡ :::-!ocf.c monótona crociont.o. 

Para. los polinondo:s: do G'rados: n.)1 ol análisis diroc:::t.o os 

s;uf"icient.omont.o complicado, on p.art.iculal"', s.:i los cc,uficient.o:r.: son 

complojos. Por osto os. quu os pr<Jf'orlblo quo la domost.r:~ción s;Q baso on 

la. repNuoont.at.ividad do cualquior polinomio cotno product.o du polinomios 

do grado uno: 

J-'(z)..-.,a (;:-?: )(z-z ) ..• (:z-z ) 
o J. z ... 

Do est.a manor.a os corrtO caomo!i on l~ condicionos ~•>! LEMA 5. 

os docir t.onomos polinomios P
1
=Cz .. z

1
) y Pz=Cz-z

2
), quo si ,;on ost.ab1os. 

ont.oncos: &us: f"uncionos: da ra~os .pt y ip
2 
rospoct.iv~m.onlo s:orán mon6t.on.:.is: 

cr-ociont.o:s:: por sor polinomiaso du prímor grado. En con.socuortci~ ol 

product.o do polinomios P 
1 

P 
2

, por ol LEMA 5 dol Capit.ulo 11, t.ondr•á pof' 

Cunción do Casos tp: 

+'({...')ftp 
1 
(w) + tp

7 
<w> + 2lrr, con l=0,1 y -1.. 

poro os:t.o s:igniCic.a quo ta nuava !"unción du r~o-:; 'P dgl product.o du 

polinCJ1nloa !iOrá una suma do Cuncionos monótonas con a lo ~,.s ot.r•A 

f"unción cons:t.ant.o ó 2n 6 -2n:, poro cotr'..o snbomos suma do Cuncionos 

crecíe11Lu; :;C!'t;trirá siondo cr-ocient.e y como t.od.o polinonúo do gr•.ado n 

l.iuno un nt.1maro f"init.o n do produci.os de primor· (!;f'.ado, onloncos ol 

polinomio de grado n sor-á ost.ablo si y !:ólo si sus: !"act.oro!.: linualCJ::;. lo 
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son, luego ent.onces la !'unción de Cases resulta :Eer monót.ona 

crocient.e .• 

La deinost.ración dol caso corr.plot.ament..e lnost.able es similar. 

APENDICE 3.D 

Si al polinomio P no admit.o rafees imaginat•ias;; pw~as P({i,;);1!0, 

pero t.iono k raícos p.art.o ro.al nogat.iva y 1 con pa.rt.o ro.al 

posit.iva onloncos t. = k - L 
p 

Oemost.1•acl6n..: 
P.D. 

CV PCzl=Í: a :z.
0

-k'l<P<iw>;s:::OJ(z : Ro z (0)CPCzr)=0)(z.:Ro z.>O><P<za )5 O> 
k=o k ~on r:t: ... ,k con¡¡=I., .•. ,t. 

6. =k-1. 
p 

Denot.omos: a k-1 por !J.' • 
p 

Moso:t.romos: quo ~; o,,¡: .ó.P. 

Sl P GE un polinomio do ~r.ado 1, ont.onces: t:.• • t:. , ya quo 
p p 

K+l:irn. = t paro ost.o sólo so cumplo on dos caso!: t:. = J1':1 
y lmO y por 

P lK•O y l=t 

{

1. si t.ione una ra1z con part.o ro.al nogat.iva 

lo t.ant.o A;• -t si t.iono una rai:z con part.o roal posit.iva' Por otro 

lado sab<>mos quo para lo" polinomio.: do grado 1 rospodlvam<>nt.o t.p= rt 
(los: cualo~ .Cuaron calculados: on ol Caplt.u!o 11>, luogo on ot.Gct.o para 

polinomio~ do r;rado 1: t.; = t..P.Por ol Corolario ?. do! c....-,ptt.u!o U 

.ó.~ Ps:it:.; + .6.; , para polinom.l.ot: .arbit.ra.rio:s: P 
1 

y P 
2 

d~') grado uno qua no 
l 2 1 z 

t..ong;an NÚc~:s; imagina:r1as pur=, antonco::: t.; = t.P p..::I'~ t.odo polinomio P 

sin raíces imaginarias: quo sea producto de polinomios do grado uno, as 

docir r'(z)'-Aa (z-z ){:¿-:.c. ) ••• {:...;-:;¡; ).;;;,¡;. r" r" ••• r" , ;;::l,. •• ,.zk o i :i n o i ;i: n 

ra!'co:; con part.o ro:l.l noctat.iv;l y con 

rafeo&: con 

ont..oncos por 

par t. o 

ol 

ro al posit.iva 

Corolario 

C1) y por lo t.ant.o: 6.P=2k-n o bion ti.,=n-2L 
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2 

t.:.p,""'.ÓPzª"·"".6.pk=t, Y :zY•t,. .. ,z,.., 
con 6.pk+ i =ti.pi.:• z= ••• =.6pn =-1, 

dol Capi t.ulo II 
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Pero sabemos qua t.odo polinomio t.iona t.al f'Oprosont..a.Ci6n y pof' t.an1.o 

siompra londremos quo A~ t.. 
P• 

APEND!CE 3.E 

CRITERIO 2.Ct976). 

Crit..ario ~ Y.vshnor;radskii. 

El poliuo11tlo 

P<:z:)=a z~+a z 2 +a z +a 
o 1 2 3 

con coeCicion1.os roa.los y a.
0
)0, os ost.ablo si y sólo si a

0
>0,. a

1 
)0,. 

a a. 
o a 

pemoat.r-ac16r!.!. 

P.D. 

..>Si P o& oat.ablo .+ P no t.iene rateos ima.gin.ari.aE pt.ll"as o+ P 

cumplo con ol Crit.orio 1 ,,. ~ :a 3 * por la PROPOSJCION 1 del C.api.t.ulo JI 
p 

y a a >a a. 
1 z o a 

.. >Si a
0

>0p a
1

>0,. a
2

>0,. a.J>O y a
1

.o\'!>at"la."',. por un lado, 

... P no t.iono ra.!cos imaginarias pues: es:t.o ocurro si y sólo si .a.
3 

i:i;:O 6 

a
1

a
2
= ªoªa• <cosa quo aqui. no so cumplo),. poro por 01.ro la.do "'° dol 

CRITERIO .,. h. =3 ""' P O!m: Est.ablo. 
r 

P os: ost.ablo. 

APENü!Ct. -'·F 

Todo polinomio a
0

z
11
+a

1 
:z:

2 +a
2

z +a.
3 

puodo llovarsa modiant.o La 

t.ransfor~ción z=1\w al polinomio w"+ ow 2+ TW + t. 

En Qroct.o subst.it.uyondo la t.ransf'orma.ción on la ocuación 

original: 

a A 3 w 3 +a A 2 wz+a Aw +a 
o 1 2 a 

obligando al primer coof"iciont..u a ser 1. ost..o os dividiondo por a
0

/o..
3 
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obt.onernos:: 

a Az,,,z 
" 2 

>.w + a . wª+ • + - - -
a :>.ª a :>.' a :>.ª 

o o o 

do os:t.a manera obli¡;amos al t.t#rmlno indopondiont.o t.ambién a sor t y 

det.orndna1nos ol valor do h: 

Es a:.:1 

obt.ondremos:: 

donde 

quo 

T 

.. . 

a 

- y 

>O (0 

>O >O 

a a a 
-'-a . ' 

"'o;>. ªo~ ~ • o o 

a a a z -·- = ---·--
& >... z ªo(3C:-f .¡z;;-

' • o 1' ;;ªo 

APENDICE 3.G 

Cnt =O pa.1•) 

C viono dol 4 l ... cuadrant.u) 

va al i .. r cuadrant.u) . 
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{: =a - • 
=2: 

2 ªo"' 
<in =1 impat'> 

~. 
n 

==a .w 

' 

y 

"' .. viono dol 3"' cuadrant..o) 

"' .. { va al 2
do cuadrant.a) 

{: =a - "'"' 
2 

=:3: 
. ' =a <.J .. a c.}'~w(a -a L>Jz) • o . o 

Cm =1 impar) 

" X y 

3 <o >O ( viong dol 2
do cuad.f'ant.o) 

w .. 3 <O <O va al 3.c cu.adrant.o) 

,,. 

(>< c::1w2<-a 
z ·• :<]. IA:l.)+a . o 

n =4: LY =w<-a. t..):i+a,.> 
' 

' <m = 2 par) 

n " , 

"' .. 4 >O )0 viooa dol • ., -=:U:!:~l";\Ot.o) 

"' .. 4 >o <O { va al •t to cuadra.nt.o> 
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n " _.,, 5 >O 

w ... •!;O 5 >O 

I 

' 
y 

(0 

)0 

{

" sa wz·c-a + a w
2 )+a 

=i:S: y • wlw 2 (~a +~ w 2 )+: 1 
• o • 

e m = 2 par"> 

C viena dol 4 lo ct.t.adr.anf..e) 

C va al t or cuadrant.e) 

Obsorvamos: quo cuallt.at.lvamont.o ol c.a:;;o n at coincido con ol 

caso n=5, miont.ras quo ol u .. 2 dobor{.a coincidir con ol nm6 si os que la 

regularidad obsorvada os correct..a. 

n " 
6 <O 

"' .. 6 (0 

y 

<O 

>O 

( m = 3 irnpar-J 

e vione dol 3"" cu..ulr.u.ntn) 

va al 2lo cuadrnnt.o) . 

Corno of'oct.lvanwnt.o n •6 coincido cualit..at.ivamunt..o con el caso 

n =2, ont.oncos os prosumiblo quo &o repit.an los comport.antf.ont.os: 

.::::~!f:.:>iot.ivos. da la car.nct.orlst.ica de amplitud do !'ases cada cuat.ro 

ca.soso por lo t~to ol caso n ~" 

comport.amtont.o dol caso dogonorndo ::::0 . 

32 

ü..w:.~:-!.:: rt~ coincidir con ol 

C.)z[ w
2

[ w 2 C-ai + a
0 

e,/· )+a.
4 

J-adl+a
8 

wiw 2 tw 2 C-:: -f' t..iz')-a J+a J 
~ 1 o "¡ 

( me 4 pal" ) 



n 

8 >O 

8 >O 

y 

)0 

<O 

< V,iH11a tlQJ 1~:- cu;tdr~nt.o) 

C va al 41.o cuadrant.u) 

Por lo t..ant.o ol cotnpof't.arniunt.o dol ca~o n =O doboria sot'" 

similar al dol cas;:-o n =-B. 

R.os::UmiQndu lo ant.orior hucho podnmos cla.sif"icar t.odos: los: 

casos on f..érnúnos dol grado del polinomio o lo quo serla inas 

conveniont.o obsor-var al ro:;;;iduo do la división dol gr-.ado do! polinomio,. 

n, por 4, ya qu:o ln. I~ 1 quo ros.umo lol'i' casos p.art.icuJares 

an.allz~dos: ro.f'lnja que a t.r-avó= dol rosiduo ¡nu;i.fia obsorvas-so quo t.odos: 

los: casoS" so ropit.on módulo 4. 

w ... -oo 
u ..... ro 

w -+ -ro 

Lü -+ +ro 

2 

3 

5 

6 

+ 

+ 
1----+-·---

+ + 

+ 

+ + 

+ 

dol t~r 
~! 4 t.o 

2 

3 

o 

2 

w-+ -u.i 7 1 + - dol 2dc.. 3 

~;~;_;_;_,__ª __ -J.l_~_=~~'~--=-~~.l.-d;; ~;.-~~-J..~~º~~-'-
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Esl.o lo podamos gonoralizar por inducción a cualquior car.;o do 

grado impa1· n =«Zm + 1 y do gr.~do par n =2m, dando l~ N>r;ul.aridad 

ob&orvada on ol cuadrant.o da part.lda y do llegada. puodo cL""J.siCicar•so .a 

t.ravés do los m imparos y paros: m e !N. Do la 1'A!!ha ! ob:r;;orvamos quo los:: 

casos imparos n =1. y n =S provionon do valeros de m paros:, os docir 

n 1:112(0)+1 con m =O y n =2<2>+1 con m =2 t.on.iondoso quo amba."i: comiorrzan 

on el cuart.o ct.1.adrant.o y i.o.-·u~Ílú•H nn el pr-!ffi'"H·o, do rn.a.nor.;1. sirnilar SQ 

obsorva quo para los ilnparus: n :::3 y n 'P7 1 que provionon do rn impa1•os 

Cm ==1 y m :.s3) ambas curVa5: comionzan on ol sogundo cu.adrant.o y 

Cin.alizan on ·al t.orcoro. 

En Corm.a ánaloga si par n =2m t.amllión !';;O dar.1in 2 casos 

s:ogún quo m soa. pnr o impar. Est.o quod~ rosumido An la slguient.o: 

n :c2m + 1 

Si m impar 

Si m par 

{ 

x = uCw) 

y ::r v<w> 

comienza en ol: 

{ 

x ~ u(w) 

y = v<w> 

t.urmin.a on ul: 

---+-------~-~---
2 L c. cuad rant.o 

4\.
0 cuadrant.o t ~ r cua.drant.o 

---------+---------- ---+-------~-~----+ 

Si m impar 3 • r cuadrant.o 

---------+---------- ----+--------------+ 
Si m. par 1. rocuadrant.o 4\. 0 cua.drant.o 

L---------''------------'---

Es-t.a TABLA i. Cuo in.Corida do lo:; caso1a part.icularos analizados: 

on la TABLA h la domost.racción &:o puodu obt..enur dir-.act..:un~nt.o por 

inducción en m, para n impar y n par. 

Demost.acióffi 

Caso \ n s::Zm +t 

Para m par: 

Para. m =2 ..., n i:o:S, on el t.oxt.o so domost.ró quo ost.o t.ipo do 
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polinomios c:::omien:z.an su c~racf.ttJ'1Stic.a do amplitud do C ... •4.•:i::;. on ~1 4 10 

cuadr.<int.o y f'inali:i;a on o1 1,.r cuadrOJinL·u. 

Supondremos quo Ja. TABL1. ~ es ciort.a par-a m =2k> ontoncos el 

grado dol polinomio será do la f'orma n ==4k + 1> su supono quo por• 

{

><=uCw> 
hipót.osis y::v(w> va dol •tY' a.l 1 .. r cua.dl".o¡nt.o. 

OemosLromos quo la ~ ~os ciol't.a par-a m :::=2<k+t>, ont:.oncos 

ol gr.ad o dol polinomio sorft do la Corm.a n :::4(k+1) + 1 n ::i:4k + 5::: 

C4k+1) + 4,. por sor (mod 4), ont.oncds; ol r:ornport:unionto on. os:t.o caso os: 

el nds:mo quo para o-1 caso quo poi~ hipót.v$.is os ciort.o y qua- corro~1,onda 

on la últ.ima igualdad al primor paróntes;iS; C'1k+1), por- lo t.anLo la 

prQpu::.ición dada por la TABLA a us ciorL"" para t.od .. '):; laso 

En .Cor1na siln.ilar so domost..r~ria par·a m lmpa.t' y t:::.mhión on 

.f'orrna a~o:::.;:;. o! caso n par [n :=::2mj, t'uspoct.ivamont.Q con la nU.sro.a, 

t.éanic.a par.n m p.ar- o lmpar. 

APENDlCE 3.H 

Si la&" raicos: dQ u(w) y v<w) so int.orcalan. ont..oncos el 

poUnomio P osf...nblo o hion complct.amont,o inos:t.able. 

Osmost.r-ac16n..:. 

Part.iromos: do qua los polinomios u<vi) y v(w) ioi.ut"c:.ii.!<'l-n sus 

t"..:ÚCOS, 

Ei:;;t.o ~igoiCic.a quo o.l punt.o PCiw) al rnovor&:o a lo bU""e;o de 1~ 

ca.ract.orSst..ica de amplitud Casos, cuando w croco, suco:dvarnont.a 

D~ o.st..o ovidontomont.q dobomo~ oxcluir- qua la ca1• .... i:.'!.:!-f.:;t,ica do 

ampltt,.tJd do rasos: sna t,~gent.o a alsuno do los. ojo"> coor-donado:.; {l.;l 

domost.t'ación de ost.~ ~f'i.rmac.i6n quoda pondiont.o par-a ol t~inan. 

Por lo t.c:1n.t.c !-::it caract.or1s:t.ica do ;.J;tnpli t.ud do íao;os sólo ¡>l.fOdo 

intorsuct.a.r a lo:;; ojo~ coordC1n'1dos on un..;;. ::ola dirocci6n .a roloj o 

cont.rareloj. 
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P.;_u-·a fijar idffa~ supongamos quu t.odar.; las inl.ers:Eiccionos do la 

caract.orist.ic<1 do amplit..ud do f'.asor.. con los ojes:. coor·donado-'" ocurron 

cont.raroloj Cen diracdón posit.iva>. 

Ent.oncos al movor·nos: do una ra.1z do los polinomios u(w} y v«...l) 

a 1.a siguion.t.o, la f'unción dQ f'.as:os- p aumont..<l on rr/2. {Rucuordus:o quo 

por hipót.osis los polinonúos u y v no admif.on raicos roa.los connmos y 

por t.ant.o para ol polinomio P os:t.á do:f'inida su car•.act.oris:t.il:a do 

.;:iimplit.ud do f'.::i:.~c~ .p). 

Dado quo ol nú1n.or•o do raícos: quo .admit.on u y v y por t.ant.o ol 

númoro do la.n int.or~occionos do 1~ caract.orls:t.ica do Casos ¡p con las 

roct.as horizont..alos l~ "~ ?:n-1, t.~ndro:+.0:: quo .:;:;! c:-ocar ,..;. du -...u ..,. .u:; ld 

f'unción do fa!i:OS .,:: aumont . .;::- poi• lo meno~ un <2n - 2)rr/2 =<n - 1lrr,, ya 

quo ol ángulo inicial -n/Z ~ .p 
0 
< n/2 y si oJ ángulo inicial p;l;t•Lo do 

s:u voz signif'ic.a quo ~ > n-1. 
p 

Por-o pot- otro lado ~ahomos que t.P y n t.ionon la mh~m.a. paridad 

y Etat.hof'aco: t.P$ n. htioe;o ontoncos ll.P n y por- ol CRITERIO 1 podomos 

concluir quo ol pollnondo P ias;t.a.blo. 

int..ors:oc;t.a a los ejos: coordonados on la dir-rocción do !<-~ m.a.nocill~'l.!'.i 

dol roloj,, ont.oncas por razon.'Jlntiont.os símil.aros obt.ondi.""omos qu\• 1:.. ::.:-n y 
p 

por ondo ol polinomio P ro:i;ull.a s:o!' complotamont.o inost..ablo.A 

ePara domost.rar la af'irm.ación quo qundó pondiont.u on la 

deducida. un.a fórmula para la dorivada do la !'unción do Caso!i:. La 

deducción de tal f'ór•mula la anuncia.romos como LEMA 1 y la do I.ci 

aCirma.ción pondionto como LEMA 2. 

LEMA 1: 

L..a cunción do f'asos ip dol polinomio arbit.rario P, sin r-a{cos 

imaginarias, t.iono dorivada para todo c..l E rR y t.al dorivada nos queda 

dada por 



u(w)V' (.:.,\)-u' (._.;)v(,,.) 

·p'(w} 
u 2 

(w) +v 2 
Cw) 

••. C311.D 

Demost.rac16n;. 

Por dof"inición do la {'unción do f"as.:os .p, un cada int.orvalo dol 

eje w que no t.enga w qua hagan coro al polinomio u(,.-}), t.ranemos: 

v(w) 
p((j)= arct...an ü(:0 + kn ... (311.2) 

dondo k os un ciort..o nU.moro ont.oro quo dopando solo dol int.orvalo 

escogido Con un int.o["'valo dado al n.ú.mo["'o k dopondo cont..inuamant..o do w y 

por t.a.nt.o 1.al númoro ont.or·o 5tH'.f. ul rnlsmo p~r:'! t.nd;.s las w en tal 

int.orvalo). 

Ool"ivando (311.2) 

1 + 

uv' - u•v 

z 
u 

-------Cw> z z 
U+ V 

z 
u 

vatida pal'a t..odas las: w quo no son ra.fcos do 

UV 1 "'U 1 V 

Cw) 

Por ot.ro lado on ca.da int.ervalo do w qua no t..onga rafcos do v 

t.ambión podamos os:crlbir: 

u(w) 
rp<w> = a.rccot. VCW) + kn •.• (311.3> 

y dorivando llegamos a la misma tormuia .;:::;~¡:.;,-;, ¡;::::-::::: p~~~ '"'<Q' td f!_Uo na< 

son raícos do v y on p.o..:--t.!cul~r para t.odas:: .las w quo s:oan ra!cos dol 

polinomio u. 

Con est.o quoda denws:t..rada la f"órmula C311.t > para t.odas: las w.
8 

LEMA 2. 

Si las raícos: do y int.ercala.n~ ont..oncns la 

caract..or1st..ica do {".a.sos p no os t..angant.o a ninguna do las roct.as lk con 

k=1~,3 •... ,2n-t. 
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Demost.ra.ción.;_ <Por roducci ón. al absurdo). 

Supongamos: quo Jo quo afirma ol LEMA 2 os: Cals:o. 

Es docir qua si oxis:t.o algún w
0 

y una recta lk para las qun 

p((.l 
0

) os: t..angont.o a dicha r·ect.a ll.:. 

Est.o significa quo t.al t.)
0

: 

{ 

i)os ralz do v (s;i k-n os pa.r) 1 o bion. do u (si k-n es impar) 

U>or: raiz. do Ja dorfv,;)da .p•. 

O soa quo oxist.o un w
0

, t.al que 

{ 

i)o bion v(w
0

)=0, o biun ucw
0

):..Q 

U )p• Cw 
0 

)::Q, 

Puro si 'P'<úJ
0 

):oi.0, onloncos da L.,. Córmul..a C3H.1> dol LEMA 1: 

o 

uCw
0

>v•(w..:.) - u'Cw
0

>v<w,..>=O 

Poro entonce~ do i ): 

Pº' • > 

bion ¡vcw
0 

):::O) uCw 
0 

)v'Cw 
0 

):::iQ .. 
Pº' 1 an. 

o bien \-c..-«,Jo)=::Oj u'Cw >v<i..; >~o 
o o 

·-C3H.4> 

¡v•ú.,0>~0¡ 
. •. (311.5) .. ¡u'cw0>~0¡ 

ya que on ol primor ca...";lo u<w 
0 
>~O y on ol s:ogundo caso v<w 

0 
>~o. puos on 

cada c~o tróu a.;upon-.. quo u y v no tionon raJcot: roa.los comunos dado quo 

por hipót.osis las raícos do u y v so int.orca.lan. 

Por ot.ro lado ol rosult.ado (3H.S) indica quo si w
0 

as ralz do 

un polinomio y do su dorivada, ont.oncos L.'
0 

os una raiz mUlt.iplo.., lo 

cu.al cont.r.adico quo las: raíco& dQ Jo:; polinomio:.; u y v son. ra!cos 

Hay quo obsorva.r qua la condición de qua las raícos do Jos 

polinonúos so.an int.or•caladas no us indispon.sabio p puos bast.a con pedir 

quo os:t.os polinomios: no t.onga.n raícos roalos múlt.iplos:p adom..-'ls do que 

admisible que t.ongan r-aícos r•oalos comunos. 

Fin.al.monto ol LEMA 2 para la caract.ori!:t.ica do amplit.ud de 

f"a.s:os s:o manif"iost.a on qua t.al gráf"ica sólo int.orsr'Jct.a, puro nunca 

rosult.a ser t.angent.o a dichos ojos, 
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APENDICE 3.1 

Si las ralcos do los polinomios u<. ... » y v(w) so int.er~al.an. 

ont.oncu:.;: b función dn f'.;asos •D os monót.ona crociunlo o bion monót.ona 

docreciont.o. 

Demos:t.r.ac16ffi 

Do la hipót.os:is do quo las: ro.ucos do los; polinonúos u y v so 

lnt.orcalan podomos: deducir por la PROPOSICION 3 quo ol polinomio P oso 

est.ablo o bien complot.amont.o lnost.a.blo. poro ost.o a su vez implica quo 

la C1 .. 1.11cl~n de f~'!<'S 'f' ~oa ro:::poct.!va:nmnt.o monót.on.a creciont.o o bion 

mon6t.ona docrociont.o con ba.."i:o on La PROPOSIClON t.B 
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["o polo 

APENDICE 4-.A 

G
ipo 1 l ipo 2 
ipo 3 
ipo 4 

Domost.l'aromos dotalladament.o sólo el primo•' caso: 

El polo x 
0 

es do Tipo 1 si y solo si R
0

>0 y n
0 

impar. 

Oamos:t.ración..;_ 

·» )( 
o 

os: un polo dol Tipo 1 .. r'";:· .J .. 
ii)RCx

0
)::;: 

f'(,_;) :--(:.:' 

1 [''":' " 

!!.'!'° R<x> ~~'!1 Q<x> = lim 
x•" Cx-x )noQo(x) 

o 

PCx> PCx) 
RCx

0
> = ~!~ R<x> = ~~~ Q<x> = ~~'!1 Cx-x )noQ

0 
(x) 

o 

[: !~~ ~~~n lim ~~~ ~ 
x>xu(x-x

0
)ox-tx Q

0
<x> 

P<x> 

PCx> 

.. 

Corno doas:oamos qua cumpla i> y iD simult.a.neamont.o 

nocosit.amos pedir quo los ros:ult.ados Cinalo:= R
0
)0 so cumpla on ambos 

(cosa qua ocurre > y s:imult.anoanwnt.e quo t.no,): n~ unpar> n 'ln
0

: n
0 

.a_ GD 

= (n
0

:n
0

impar>-z ro:::umi.ondo llor;:'1mo~ ~ '?'-?º simult.anaant9nt.e s~ dobo 

cumplir quo 

+o>Rogresandor.:o "llt.oralmont.o" on Cor-ma invorG.a obt.ondromos q:uo 

si R > O y no impar• ont.oncos x os un polo Tipo 1. 
o o a 

En f'"ormn análoga so analizan los domá.s casos. 
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APENDICE . 4:8 

p 
<V e e Ca,b>> CV R=Q , QCc) >' 0) 

lnd~ R ~ Ind~ R + Indg R ... <4B.n 

Oernos:t.r-ación..;. 

Est.a domos:t.ración consist.irá on ~nalizar t.odas las posiblos 

variant.os dondo se cumplan las: hipótusis:. 

Talos posiblos: casos so roducon a dos: 

i>Cu.ando on <a,b) no hay ningun polo, por endo t..arnpoco 

eKh:t.iran polos on los subint.orvalo:. Ca,c) y (c,b) r·ospect.ivanlQnt.o, 

poro una Cunción racional R :.;in polo::; .!:i:;nif"lc::.: 
dgf ;;i~n pc:.l.:.g )( 

lnd~ R E In<l" R O 
a<x

0 
<. b " 

y además 

lndg_ R = O , ln.d~ R = O 

y por lo t.a.nt.o la igu<ildad <4D.t> so cumplo. 

ii>Cu.ando on Ca.b> oxist.o al monos: un polo Edo R y por t.ant.o 

t.al o t.alos polos do R ost.arán on alguno do los subint.orvalos (a,c) y 

(c,d) y como: 
b c!oC 

Inda. R = E lndx
0

R , lnd; R. 
<b 

ont.oncos so cumplirá C4B.1 >.
11 

dol 

APENDICE 

Progiodad ~ 

[v R = -;, s = ~:J 
6 

• o 

lnd 
X 

4.C 

(R<x> 
( i>Q Cx ) "' O 

li)S(x)=P Cx>/<x-x )m Q (x)., 

'º 1 o 

[ '"~""'. 
41 

dol 

R , lndg R Ind R 
x. 

'b 

p< .... ) 

<x-x )noQ~>C) 
o 

< nJ .. 

lnd R ]· x. 



~.!:i!.g_6ffi_ 

Para domos:t.rar quo el Indx,. (R+S) = Jndx R part.iremos do -1a 

caract.erizaci6n do un polo x
0 

de orden n
0

: 

PCx) ri PCx> 
RCx) ::i Cx - x 0 l 

0
RCx> = QoCx> * 

~~'!' Cx - x
0

) ºR<x> = ~~'!'. ::;:, .. E Cx - x
0

) 
0
RCx) = R 0 1 

Pero por ot.ro lado; 

n n n 

!~~ <x - x
0
> º<R+S)Cx> = ~~'!" Cx - x.

0
> ºR<x> + !~'!' Cx - x

0
> 0

S<x> = 

R
0
+0;:;SJ· 

por lo t.ant.o las Cuncionoc: R y R+S t.ionon .al misnw x 
0 

como QQ!g. da 

orden n 
0 

y sus coo1 iciunt.us p1·i1u..:.¡p~;.l.;:.:;;,o :r'c:::r. .. : .. H .. .::!'~n ~~·-"' wl mi:o;1~l e::: 

decir R
0 

y como Cinalnwnt.o ol indico do una !"unción on un polo x
0 

ost.á 

doCinida a t.ravás: do R
0 

y n
0 

ont.oncos las: dos f"uncionos: R y R+S 

t.ondrán ol mismo indico por t.onor ol mismo R
0 

y ".,: 

Indx CR+S> i= lndx R.. 0 

APENDTCE 4-.D 

Propied."ld ~ 

p P, 
(\/ R =-- -0' S == Qt.: D Ca,b) .. ~) [eNo ~ienon polo~ comunos,] 

0-0 s1 lo$ pos:oo no t.ionon 
ordonos comunes: 

.. Ind~ <R+S> g Intl~ R + ·ynd~ s 

Damost.ra.ció[!i 

Corno R y S no t.ionon polos comunos, ont.oncos: para los polos: x
0 

do R Cquo no son do S) t.onomos: 

Ind;';:'. CR+S) = Ind R 

"· 
Para Jos polos x 

1 
do S 

Ind <R+S) ~ Ind S 
" " ' ' 

<por la Propindad 2), 

<por la propiodad 2), 

42 



Si ahor.-. s:um41.-=o&: t..odo:r;; los indico.a do t.odos; lo& patos 

t.ondramos:1 

I: lndx <R+S> ,. [ lndx R + ¿: lndx S 
O.•"<b .:t.•X.,'b O Q'>lt~b l 

poro po1" derinición oslas ~um.a.lorias sor.:'1n 

Ind~ CR.+S) ;: lnd~ R + Ind;_ S. 

Si ad....Ut-o rt y S un polo ccnnun. pot~o no t.ionen or•d'9nes: comunos::, 

ent.oncQs;: alguna do t.alos !uncionos; t.ondrá. un pol<'l do ordon tw--'?nOr quo la 

ot.rill y por la Propiodad 2 dol indice do \;¡¡i f"unción con polo do mayor 

orden sor.a Igual al ~ndico do la sum..""1 do f'uncioruno:, ~s !~'l. ::>:uoia da 

Jos: indico~ do las Ct1n<:ionu:... un los: polos no comunos. poro ol polo dol 

índice do la f"unctón do 1>r-don mayor :;o lo agr-o.;a al int.orvalo (a,.b) do 

la mhun .. -. función obt..oniondo!.M..o a!>l lo <tuo .sa quor!a dono(1 .. -• ~·:-;,:·.m 

p p 

C'ri R 1:1 --, S z -* D ....- <a~b> 
Q Q, 

lnd~ CR+S) 3 Ind~ R 

f'emoGt.racl6n;. 

Co~ la runción p.01u:ion,,.··ll S no t.ion11.') polos, ont.onc.gs por l .. --

Pt'opieda.d 2: 

lnd CR+Sl = Jnd R 

" " 
sumando o~t.os i.nd!co:o;: on ol int.orv.alo <a.,h) t.ondrPmos. 

I: lndx <R+S) = E In.dx R 
Q.(>1 't. " ..., , .... '.. 

~~re dü uuovo por Oo!'iniciót"l tondr·ern..os que: 

lnd~ CR+S) ~ Ind~ R.
8 

APEND!CE 4-.E 

Prnnicd;;::od :!.,. 

P(x") P (>.:) 

CV RCK) :ia Q<X), x e (a.b)) (S(x) = Q\Kl' Q1.Cx) ~O y P
1
(x) ;11! O> 

1 



.. C
nd~ R. si S(x) >o. x .,¡ <a.b) 

1

. 
lnd~· CRSl • 

Ind~ R. si S<x> <O. x -e Ca,l>) 

Demost.racióu;. 

¡; CRS) 

{

= 0 ,¡;:~ ind>< • R ~ ~]; SCx))O, >< (a ,b) 

i; -r Jnd R = 1-tnd~ R¡. SCx><O. x ""Ca,b>.
11 ~dl"'it. X . . 

Porque ul ,;igno do S no Cc"-mhia los t.ipos: do polo da R por lo t.ant.o no 

cambia su indico . .. 
Porquo el signo do S cambia los t.ipos do polos do R si son do t.ipo 1 

a t.ipo 2 o vicovor!;a y por lo t.ant.o cambia ol !!:Ít;no do ~u tndico. 

APENDICE 4-.F 

~iodad ~ 

(V R;.: -Qp > CR<x~·~ sc-x 2 >> p 1 <SCO> = S ~ O> cs~o1> 

O. (x)) 

Demos t.. ración:. 

Analicomos los cuat.r•o casos posiblos do x comparados con O y 

i )Q( X (..¡=-;;-- O<x
2
<-x • x <O 

' u:-){ 

R(,t:'";
0
->= lim 

M ... ..¡:-; o 

R<x> = lim S<-x
2 > = lim S<u> = S<x: > 

-x2 -t-C~g )2 

){( -1:-:4 
,yo. que(..¡:;~z:::l•. l=-ll.., 

lo¡¡ demás Ca.5oi. se obt.ionen on Corma :1;lmilar 
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ii))()~ 

R<y:';., •>= lim 
)(. ... .,,:;" 

"'"":;º 

K<-.¡:;o 

y x
0

<0 
..,,;: .. ~2 

R<x> :::r llm SC-x~_') Um, S<u> = S<x: l 
-):'. :z .,._ (..¡:; ~ )2 

U(X Q 

y x
0
<0 . 
u.:.-)1; 

RCxl == lim S<-x2 ) 
-1(2.,._c.(::;")2 

_)(:z < _,..¡:-;,. l:r: 

iv>-H 
0 

<x<O .., c-r-x 
0 

>2> <-x>2> o "" -'\?><>O 
2 

R<x) = Um SC-x 2 >'-';->elim S<u> ::t SCx:l 
-)( 2 ..,_ ,,¡:-; .. '):.? 

M)-~ 

por lo t.ant.o do ios 2 pr-in"""1ro.::: ca~os: so concluyo quo como los Umit.as 

lat.era.los on R primar.a por la i:zquiorda y tuurs.v par la dQrocha, 

rosultan soP igu~os. par-a: S, pof'o primoro pot> la doroch.a y luogo por la 

izquierda por lo t.anl..o si R .on -{':; Q do t.lpo 1, ontoncos S on x 

sorá do t.ipo 2 y vicav'll'S:a, luogo si ¡ia.r•a R :s.u indico on -.{":; o::r.; do 

signo cont.rarlo al indico d11 S on x,,: 

lnd,....¡:-;- R :« -Jndx S 

y do los dos últ.imos caso& s:o concluyo que s1a con.-..ai·van l~!tt t..ondoncia.s 

da sus Umit.fJs: lat.aralos, y por lo t..ant.o t.ondrumos: 

.. 

lnd_..¡::; .. R;:: tnd}<.
0

S.0 

APENDICE 4-.G 

~osicióD.:. 

p 
<V R a Q D ;:.= <a>-b) ... ~> <R<a> ;t {~ l CR(b) :i<! loo > "" 

Ind~ R + Ind~ i/R 
sign R(b) - sign Rea> 

2. 
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Demost.z•ación: 

Lo quo qu0rumos domost.t>a.r (40.1) es oquivalunlo a 

{

l., si R<a><O R<b>>O 
Ind~ R + lnd~ t/R = -t, si RCa))O R<b)<O 

O, .si RCa>RCb>>O 
... (40.2) 

dondo la part.o do rocha la. hornos obt.onido da o valuar (40.1 > en los 

valores do R on a y b indicados. 

Para domost.rar la ocuación (40.2) considoromos un coro do R, 

(os decir un polo do l/Rl. 

La gráfica do la Cunción r~cional R un Ul'"ta vocindad da su coro 

x
0 

s:olo puede sor do alguno do los: cuat.ro Tipos: :r;;;iguiont.es;: 

Tipo 

Al pasoar por 
el coro x do R 
o:;:ta ru:ici6n 
cambia de si«no 
de - a +. 

Tipo 2 

Al pasar por 
ol coro x do R 
es:t.a cuñci6n 
cambia de signo 
da + a -. 

Tipo 3 

Al pasar por 
ol coro x de R 
ol signo :lo ost.a 
runción pormanoco 
pos:it.ivo. 

Tipo 4 

Al pasar por 
ol cero x do R. 
ol signo ele est.a 

f'unción porm..."Ulc.co 
nep;;alivo. 

Los Tipos 1 y 2 do la runción racional R on ol COl'O X
0 

do 

(a,J» son lo.s únicos polos x
0 

do los Tipos 1 y 2 do la !"unción 

invorsión 1/R quo contribuirán con va.loros dis:Lint.o~ du coro al cálculo 

de su indico en ol mismo intorvalo <a.h> : Ind~ 1/R.. 

Talos cont.ribucionos distintas: do cor-o solo toman los valoro:s: 

do Tl y -t. 

Bast.a con ::::uponor- qu.Q 

p = "númer-o t.ot.al do coros y polos do R on <a..t>> del Tipo t". 

y q "" "nU.~or-o t.ot..;:d do y polos de 1/!l on <c:.i.b) dol Tipo 2". 

p.;u-a poder concluir quo 

Indg R + Ind~ 1/R !op + C-1)oq = p - q. . .. Mo.:n 
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Calculomas de una manera cJist.int.a p-q para int.ont.ar domos:t..r:ar 

la Ci..·wmula. C40.2). 

Observemos como sa mueven los punt.os do la ~ráfic.a Cx,RCx)l al 

variar x on Ca,b). 

Los coros o polos: dol Tipo 2 t.ionon la ca1•.act..oríslica RCa))O·· y 

J{Cb)(Q en el int.orvalo Ca,b>, luogo la runción racional comion:za su 

gráCtca. on ol som.iplano pos-it.ivo y al pasar por ('}l coPo o polo 

t.r.;t.3;lad~ grAf'ica al samiplano inf'"arior·. 

Si RCa))Q y RCb))O lo qua sucedg a~ quo la gráfica comionza en 

el somiplano pos:it.ivQ y al pasar por ol polo o coro do la 6f'~f"ica la 

f"unción cont.inua un ol !:""mipla.no pos:it.ivo, lo cual no cont.Pibuyo 

nada al cálculo dol t.ndico do l;;:. !"unción on ol int.orvalo ía,b). 

Do manara co11L¡-z-.;;!.:.~ ~ ... oh:;arv~ 111 cornport.ainiont.o do los coros 

o polos del Tipo t. 

E5:t.O sie;nif'ica quo lo:s; coros o polos; do la f"t..1nción solo son de 

los Tipos 1 y 2 y u:o alt.ornan en t.odo ol int.orvalo (a,b> y.a quo la 

Cunción no puGde Gsca.pa.rs:a por lo quo la f"unci6n alt.orna su Tipo dol 

Tipo 1 al 2 o del 2 al t on t.odo ol int.orvalo, os docir 

Tipo 2 Tipo t Tipo 1 

Por ejemplo on ost.a gr.t:.Cica todos: los x~ son ceros do la i"unci6n R. 

Do ast.o m.lsmo so dosprenda que si la !'unción os: do la Corma 

RCa))O ((0) y R(b>>O ((0) La Cuncióo no cambia do ~vmiplano por lo quo 

t.iane ol conlf)ort.:::.:?-..i~nt.o dol Tipo 3 o 4 y talos Tipos no cont.ribuyen al 

cálculo dol indico, es docir p:::q, 
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\.) 

Si comonzamos con ol ca.so RCa))Q y R<b)(Q Londrlamos ol Tipo 

2, dando si ol númor•o do coros o polos us impar on t.odo ol int.e-rvalo 

(a,b) obt.ondromoso quo p t.ondrá un numoro monor do coros o polos quo q 

por ompoza.r la !"unción R con los euros o polos dol Tipo 2, poro como so 

alt.ernan, ont.oncos p+taq, o ?;o;;a q:uo p-q=i-t. Loe coros o polos paros: no 

conlr•ibuyon .al c=..tculo do! indico. 

Si ahora RCCJ)(O y RCb>>O s:o o~t.aria ompozando con un polo o 

coro del Tipo t, poro si s:uponomos: quo ol númoro do poloi;: o ra.Ícos: O!; 

impar on t.odo ol int.orvalo Ca,b), ont.oncos: obt.ondromos quo p t.ondr<l un 

cero o polo mas quo q: p-1 == q 

En cambio ~i R<a>>O ((0) y R<b>>O C<O>, ont.onco:!O: ol polo o ol 

sorá dol Tipo 3 ó 4 y por t.ant.o so t.ondrá un nú1no1~0 par do polos o 

ceros, por lo quo do la dofinición de indico t.ondrumos que p=q •> 

p-q=O. 

Ros::umiondo t.odos osLos: casos t.ontlr-omos; quo 

{

1 :s:i R<a><O R(b>>O 
-1. s:i RCa>>O RCbJ(O 
o. si RCa>RCb>>O 

igualando (40.3) con C4G.4) obt.ondromos qua 

b b {1, ~i RCn)(O RCb>>O 
IndG R. + Inda. t/R = -t, si RCa)>O RCbl(O 

o, si RCa>R<b>>o ·a 

CP = ~o~n+ ... }.a..n 

APEND!CE •i.H 

y 

"" rnd-oo u 
l1nd ~ = 

V 

48 
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... (40.4) 

... (40.2) 
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n os impar 



U,,.mast.ración;_ 

7)Si P.( polinomio P cir. G:r;uln 

..,, u y v son polinomios prhno!l: ent.re ,s:t, es decir. irredur:íhles 

* p es monót.ona crecient.e 

e m• u(w) 
.,, la e;r:.iincO'l de int.ersect.a a. .tos ejes coordenJ:tdos 

V(M) 

cont.rareloj. 

L.omo. Au)( t llar u 
VQll<J•>tA.pon. •T~lar;:ii cada ra1z 1.~10 de u Cde v) Ind - -1 <lnd = 1) 

bi t_f <» V 

+ como t.odas la!!.: ratees d0 u <dn v) reate:: y dist.int.as, el ci:rado de 

.. 
es n para n par <y d~ v es n para n impar) * 

V pnd 
lrnd 

u 
u 

.. >si 

m - n, si n e:o; par 

:;¡¡ n, si n e-:s impar 

pm1 
bnd 

.,. .-n, si n e!!> par 

n, si n P.S imp;u• 

Fnª~ .. la condición ant.nrior ~ii:;ni:fic;-1 • p - q ; -n, 

{: = ''núl"IW!"ro de polos d" ::!..... que tenc;an indica 1" 
u 

= "núnlero d<> polos de qu~ t.nngan lndfce -1" 
u 

* como el r;rado de u, es n, paril n par, t.undremos: p + q :$ n =:

* p=O y q=n r!> 

.,. todas Ja.o;: ra1ceR de u son N-Hdes, dfgt,int.as y ninc:una es r-a1z de v 

rJ U y V 

LGmo. A•JXll lar 

polinomios irrcduciblen (pr-tmos Hnf.rp. st) 

l.t1 caract.erist.tca de amplit.ud ele f"asE.>!1: int.ersecta ~,1 

oje de las orden~das en p(mf..os y cada vez cont.raroloj 

~ si l•J, y "\ ... 
1
son ?. ro~t".'::~~ ::t.:::::~:.;:.,.>d..~ tit::!' u y como ya silbemos: v(f,)l )~ O 

(supongamos v(w, ) >O) 

~ bJ>1jo ru = wl la c.ar¿"lct.ortsf.ic.a de :lfnplif~ud de f'ase!'¡ ent.r.a al 

sohtiplano ·Izquierdo 

·'> b.ajo ru a rut• t Ja c:ar•act.-erist.ica de amplitud de f"ase saldrc'l de 

dicho semiplano izquierdo, incluso por sor cont.raroloj el movimfent.o 

r.nf.O'.(Oi pop ei ~erniplano superior y sale por el semi.plano infn-rior. 

F'ic;.4H.1. 



Flg. 4H.1. 

.,. al variar w do w a w la caract.erlst.ic:a de ampllt.ud do 
l. 1. .. 1 

Cases al monos una voz int.orsect.a al ojo do las absch::as:,, o soa quo 

Cw ,w ) al manos habrá una. raíz de v. 
l 1.+ 1 

.., dado qua hay <n-t> int.orvalos (w1..w1. .. 
1
l, unt.oucu~ .a,i. monos 

habrá (n-t> raícos r-oalos dict.int.ns: do v int.orcaladas las raícos do 

'* como para n p.ar s:ahomo:::; qua ol grado do v o:;; $ n-1,, luego 

las raíc.:;o::i; oncontrac.l.;:.t_:¡; unt.rn cz.d.;:;. C.-1..~1.H) .::.tiot.::.n b:: pc::;iblo:= rn.Ícos 

de v. 

-t ost.o dcmuostra quo las raíco!I: do lo:; polinomios; u y v so 

int.orcalan. 

..,. dado qua so cuont.a con valoro:!:: dol partunot.r•o, por ojemplo 

las ra.ícos do u, dando la !'unción do Ca.:o:us I{' os crociont.o. 

,. ol CR.lTERIO 3 Oformit.o UiJioro) as:ogc..rra quo P os ost.ablo.a 

1•1. TI. •• 1.mpo.r 1 .. 
ahora 

la condición do part..ida c:igniCica : p - q -= n, dando 

{: 
= ''núrnGro do polo:;: 

g ''núnwro do polos 

.. do nuovo : p + q 5 

-t p = ,n. q = O 

do y- quo t.on.san indico t .. 

... 
do -.;:¡ quo t.ongan 1.ndico -1" 

..., t.odas 1a.:s: raícos: v !»OD roale:; dist.int..a.:;; y ninguna do all.a:::; 

os raíz do 

,. la caract.orist ... ica do ampli t.ud do C:;co:os: int.orsoct.a al ojo do 

las ahsciga.s on n puntos y ca<la voz conl1·a1•0Ioj. 
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.. el polinomio 11 t.teno 111 Atnnos <n-i ~ ratee,; reales_. 

distint.as y que int.ercalan r:on las raíces ria v. 

<t como ~J polinomio u ya no pued.t.• t.ener of.ras rittces 

adtcton1t.les. su r:rado será ~ n-1. 

-:t puest.o qur en la.."i r.<uces de v la funcion dP. fases ip es 

creciente, 

~ par.a P se cumplP de nuHvo el CRITERIO 3 CHermJt.e Btlo-re) . 

.,,_ P es es:t.n.bh~ .. 
0 

Demo:o;t,.r~ctón.:. 

APENDICE 4. l 

<La caract.er1st.ica de amplit..ud de f'ases f•n r0m0}'=' 

fnt.ersP.r::t . .;:i. al ,_,,J.P. <J,. .. l>•~ nr·,l•'"•l.l-'1•1:..-..: /.ah..,,~¡• .. ,-,,.,.-.:/ ·• 

cont.rareloj, est.o es P.n el :-;~mipLano superior 

/derecho/ de derecha a izquierd.r. /dr abajo hacia 

arriba / y en el !'i:emiplann inCerior /izqui~rdo/ rle 

fzquiP.rda .a derech.a /de arriba hacia ahajo/). 

m -1. /lnd,,, V x: 1/ 

'<) el polo w
0 

es de Tipo Z /Tipo 1./ 

-t la caract,ertst.ica de :¡'!mplitud dP. Jasr:o;: en 1.>=1,J
0 

int.er:o;ect.n n1 

eje de las orclenadé'Js (u(''\ )mO y v(ll1 ~ )~0) /r.-je de l.n:s:: .ah!'>ds:.ts/ a 

conf.rareloj, ya sea en el !'>emiplano superior /semiplano dt?recho/ de 

derecha a izquierda /de abajo hacia nrriba/~ o bien en rl semlpl<tno 

inf'"erior /semtplano izquierdo/ de- lzqulcrd.<'I a derecha /de arriba h.ac:i.<"I 

ahnjo/. 

~) Si en ú._-.:SúJ
0 

111 carnct.ertst,ica de amplit.ud d~ í.n......:f"."s 

tnt.er-:o;ect.n n cont.rareloj al eje de las ordenad.as /eje de lZls: nb~r:is:l?>/ 

en el semlplano superior /en f~l semiplnno derecho/ de- d1~rinr::ha a 

l7:quterd<'l /de ahajo hacia arriba/, 

<"semi plano superior") 

<"semiplnno derecho") 

~ en t.odas la5 r,1 suficient.ement.e co1·can.as n r.J : vú,l) > O 
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en t.oda..s las w s:uf"icient.•Haent.e cercanas a w •: vcw> > O 

/uCwl > O/ 

.. para osas Mismas w • ~do dorocha {
uc~>>o <vC~><o>. ~1 ~ <~ 

. u(w)(Q <vCw>)O), si ~ >~ 

a izquiorda o sea quo u<w • )1310 y u do +,x; .a -m al pasar por -.., /va 

do -en a ..:11 al pasar por ..,1 > os docir quo w oso: un polo do Tipo 2 /Tipo 

1/ 

APENDICE 4-.J 

CP:i a.
0

z""+ ... +a,.. ost.ablo) 

Demos:t.racióU:. 

En oCocto recordando quo 

Ind 
u 

\ Q~ r..:: 2: m+ ' \ .. 

u 

pr op." 

- Ind 

<-t)m 

Ind V 1111 lnd --;::: m 

u .. 
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(lnd 

= - Ind 

(Ind 

= n> 
u 



rd 
-~ -.-.} n par 

u 

p ... , ost.abte .. .. nd - = n, n impar 
V 

APENDICE 4-.K 

V 

Car. ~ O> Cn:s Zm> ( Ind U = -n ) *> ( lnd~~ 

P.óiU't.OilmoE dol c~o rn=:-2§"] suponiondo quo 

.. ol punt.o ""'º no StH•J polo de la Cunción 

V V Prop, t ... lnd = lnd~a:i - + lnd;,ro 
u ú . 

Pro p, 4 V . .. lnd = .. Ind'.:\D + u u 

Pro p.~ V .. lnd u . -Ind'.?oo u -

Ind 
V 

-2 Ind~oo U 
++ -o • -zm 

V 
•• -2 Jnd~oo -¡; == -2m 

V 
.,. Ind~ro U = m 

u . 
V 

Ind~r;i, 
u 

V 
lnd~co u 

lnd 

V 
u 

u 

<a,.. ;r1- 0) Cn= 2rn> ( Jnd u 

V 
J # ( Jnd-& U 

<a a ) 0) Cn::o1 2m+1l ( lnd 
n- t n V 

Ahor-a t.onaomo¡,;, o! r..:u:o [~-~ s;uponiondo qua 
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u 
... ol punt.o u=O sora polo do orden 1 do la función y.- ya que 

u<-w'> ¡ . ---- . 
w V<-w:i) w=.o 

con coef"iciont.o principal 
UC-t,,;2) 

Rº • ¿,~~ vc .. ,.,2, • 

a .... _,a,..,>O) .. 
u 

Prop. i. · u " Ind 
V 

: lnd":ro -;- + lnd~lD 
V 

+ lnd 
V o 

u u .. Ind = lnd::'co - + Ind,;x; - + 1 
V V V 

Prop. • u u u 
lnd o -rnct:',.,, -:- •CO + 1 .. + Indo -:; y 

y u 

Prop. '!) u u u .. lnd = -Ind?,J.J v - lnd~ro-y + 1 
V 

u ... lnd 
y 

-z lnd~oo -;¡ + 1 .. n p --.Z!-m) + 1 
u .. Ind:,"° v ~ -m 

[ 
u 

n) ( lnd-3J 
ll 

Ca "' ) 0) Cn= 2m+1l Ind - = 
0-1 " V v 

que .. ,. la proposición {4.16) do t.oxt.o.
8 
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