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En el presente trabaJO so discute o implementa un algoritmo para 

resolver numórlc2monte el problema. de M.in1mos Cuadrados Lina~lo:. el 

cual. además d& su ~f1cac1a práctica, ilustra on rorma clar~ un 

aspecto import..ant~ del trabajo d~ todo analista num9r1co: ul rolalivo 

a la búsqueda de un .algoritmo quo pcrmit.a resolver on fcr11Ut. u:a.\.~bl~ 

el problema on cuest.ión, considorando como promisa contra! de trAbajo 

el tipo de recursos d0 qua habrá de disponerse para efectuar los 

cálculos. 

En nut!'slro ca.so como nntcs dijirr.os. el problema es ol du t!in.imos 

Cuadrados l..ineal03: 

% 

11 Ga - 1. 11. 

aftadiendo la cond1c16n: m >> n. 

El rocurso do cómput.o, un.a microcomput.ador.D. con un núnimo 

do algorit..mo -dobidn ;:1. John c. ttash­

bast.ant.e arort.unad2. 



MATRICES. -·-··--- A, B, C, etc. 

f"ut.fCIONES. c., p. r. etc. 

VCCTORES. &, b, e, ole. 

COMPONENTES 
DE VECTORES. --- a~. f3,,,,, :1\, ot.c. 

COHPON[NTES 
DE MATRICES. --- "¡¡• fl,¡• r¡¡• .. te. 

ESCAl..AAES. ·--- a, (1, r. etc. 

3 



CAPITlLO 1 

INTRODUCCION. 

Nos ·inter.~sa discut..ir el s1gu1ent.• problema: 

OadO.un conjunto de dalos: 

_{ (r, ,T \ ) , ¡ : a.a.. • •, m l-

provenie~le, en general. de alguna obs~rvación •xperimental. se trata 

de ajus~ar un modelo·ma~emalico quu. b•Jo clerlos crit~ricz, dé une 

r-epresent.aclón global -del f'en6meno descrito parcial~nt.e por los 

datos. 

(r ,T ) 

m- l :i rn- 1 ( r • T ) 

• .~ rn 

o - - - - - ------ r 

f'i.gura t.t 
Datos. 

A est.e tipo de problomas so 'los conoco como problemas do ºajusto•· 

debido a qua junto con los dalos, ~o propcno un modelo: 

quo deponde da los parámetro~ º,·~:z·.• • "•ºri ~o que so pret.ende­

ont.oncos, es dot.orminar aquellos: a,,a
2

, • • • ,an; de Lal ma.norn 

quo rcr;ci, •.a.,· ..... ,a,.:) paso lo más pr6x.im;a a lodos los dat.os 

recopilados dol exp.arirr.ent.o. 

9 



Se represa~ta-· al C.Cmjunto ·de- par~met.ros que s_e qui eren obtener 

e amo: 

• • " ,Ct" •) T 

La figura 1.2 ilustr~ la diferencia exislunlo onlre un modelo 

propu&st.o y los datos obs•rva.dcs. Existen distintos cr.ilerios para 

a.tacar" •l problema de aJUst.o; uno dv ellos, b.l.stante usual os el quo 

consi st.e en mi ni mi zar: 

·"., " 
A &s~e crilerio sq lo conoee eomo ol de Minimos Cuadrados . 

.,. I ty ,T l . ' 

,,. l .rcr ... ·ª', 

r, 
Dalos 

ftgura 1.2 

'r,,.,_,·~-ar 

rrn-.t 

( y ,T l 

"' '" r 

u Valor d~ rey.a) ccrro-spc:>nd1onto 

Con ro$peclo ~ los mc:x:lelos. éstos puodon ser linP~1==· por 

fJjemplo: 

1) r Cy;a) ti¡ C\Y\•J ,_, 

..... o ! 
• r 



5) r Cy;a) .. " +" l_¿:Y5.J • Z Co•()" J 

15) r C¡-;a) = " ... a Cl + y ):t 
+ " co•

2 Cy) . • • 
7) r Cr;a) = "' . + " • r + " c::o•()"") • 

ª' r Cr;a) • " • • ".H-J 
Daf1n1ción: 

Si ~l modelo rcr~a) se puede a~crib1r como: 

donde las funciones r~Cy) son indepondientes de lcs-pará~lros ªs•ªz• 

·ª~; se dice quo nl modelo os lineal. 

Ho aqu! algunos eja?mplos de modelos no-lineales: 

u r Cr;a) "' 

5) r Cr;a) .. 

15) r Cr;a) 

7' r Cr;a) u 

. . 
º.1 Y + "s r ) 

• 
e> r Cy: .. > = ª·•ºz Y 

7 



Nu~slro interés so c•nlrar4 en •l caso lineal. 

N&cesitamos onconlrar: 

y dado qua: 

,.·.-.·: 
·'.·:·. 

_:,·¡: 

resulta qu_o. _para· i ;.¡· 1·~-•· ••DI -obt.:eñomos. en forma· m.at.ricia.l lo 

siguient.e: 

• 
1 t - Ga •~· en dondo 

r,cr,) r,cr,' I" 
0 
Cr 

2
) ¡-(;y 'l n a 

¡-.(;y•' rz<r2) 1"8Cr •' rnc;y.) 

G • 

¡- C;y ) r <r ' r 0cr • .' "J . '" 2 "' n "' 

e 



Esta nolación JnaLricial pormlt,. dar la sig1.1lenLe )nterpr-,.Lac1ón 
geo~t.r1ca.' 

Consideramos a la matriz G como una t.:r.ansr"orm3'ción:'-i-1neal.. est.o 

es: 

G R"- R'". 

ont.onces la imagen d& G derin& un subespacio-linal de R~ de a lo más 

dimB"nS:ióri n. 

El problema consiste enlonces. en localizar sobro la imagen d~ G. 

denotado por !~CG), ol punto más eorcano al punlo t. 

G 

figura. 1. JJ 

A cont..1nu=-r:i~n. muest.ra. qY«r- t..,,¡ punt.o. re-sult.a ser la 

proyección del voctor t. S.t:)bro l.:i Im C:G), 

Df.finición: 

Dada t E Rm, b ~ Im(G) se llam~ !~ µroyccción ortogonal do 

sobr~ l• ImCG:>. si r7l vect.or l. - b tt3; ort..ogona.l .a todos los vaclore~ 

r>n la ImCG). 



b = Proy t.. 
Im(G) 

Consideremos el caso en que lm(G) es d& dim0'nsión uno. d& a¡ucrdo 

a esto, nos interesa rosolver el problema: b Emi~fO) 1 t - b 12 • ~l 

cual se ilustra geométricamente en la figura 1.4. 

2 

~ D<-bl 

~~~--~~----'"()"~l~----b-~-·--lm~IO __ ,____ a 
rmCG) 

/igura !. 4 

Para resolvor ózt&. tomamos dos puntos cvalosquiora quo so 

enc~ontr•n sobre la rae~~. que sqan distin~os y qua sus dist~ncias Al 

punto t olevad~s al cuadrado soan 1gualos; entonces~ 

Soan b
1 
~ b, a Im(G) talos qu•: 

S& define su punto medio como: 

10 



{ 

b • b 

b ~ = --· -.--· t 

,_¿¡~ . "' . 
es ort..ogonal a la !rn(G) 

b = Proy l. 
"' ImCG) 

Por cons~ruceión: 

z 
u l - b, a .. n l - b ' • • 2 

l - b )T( - b = ( l - b ) ., ( t - b ) . . 2 • 
• 2t • 2[ b ll - b = b h - b 

' • . 2 ' • . 
2t T ( b - b ) = l> ' - h b R 

2 ' • • ' • 
Zl T C b t. ) "' b . b )T( b - b 

2 2 . . . 
t' e b - b ) "' 1.,2( b . b )T( b - b ) 

z ' • . • . 
ll 



[ 
'T' 

t-(b•t.>lJlb-
-~---' z z 

J. !mCG). 

Oel mismo r.osult.a.do y usando la def1n1c.ión, result.a que 

btn = Prcy t.. 1 
lmCG) 

Ho P"1!' dificil mostrar- que. en general. la solución de: 

resulta ser 
. 

a ' lal que: 

• 
U t - Ga 11 • 

Ga • E Proy l. 
Im(G) 

12 
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C.APITU..O 11 

G R A M - S C H M 1 D T. 

Hemos visl~ que la solución de nuestro probleina r.-sulta sori 

. 
Ga • Proy t. 

ImCO) 

Así. lo que 1ntor'i>sa e: :;-.ccr1t.r•r alguna t'orma de calcular . 
•l vector a . Considoremos ol caso: 

t.endremo:s: 

a e a • 
• 

... ! t ~· CI. s g. - c:t~g2 ti 2 

• e 
dado qu& Ga • Proy

1
mfO>l, &ntonc&S t - Ga debo ser ortogonal a g

1
.g

3 
por lo que podemos e!:cr 1 bi r ~ 



e 1 ' 

como aa• es la proyección. se cumple que: 

sustit.uyondo C2) en C1) se tien•: 

que implica 

que s• simplifif.-::a bast.ant.o si: 

que indicaría que g,.g:son crlogonalos ~ntre si, on cuyo c~so 

nuestro problema so reduco a: 

. .. 
encont.rando quo o.

1 
y º• son: 

• T °"• g. 

o T 

" ... 
m 

T t g. 11, 

~ 
T 

~ ailz ¡¡. 

15 



. " . • 

Considerando lo anler1or. a• puede sor· escrita_ como: 

. 
a 

on donde el primer sumando del lado derf!t'Cho, no as o~r~ cosa que la 

proyección de ~ sobro g
1 

y el seoundo la proyección do t 5obro g
1

• de 

dond• r ctSUl la: 

Proy t + proy t 

gl ºª 

qu• indica. quv ~M p~~j~~tón del voc:lor t sobro ImCG), es la suma da 

la: proyoccionvs a lo largo d• l~s column,~$ de G. 

Co1t:0 so v41. el cálculo do la zolw::.ión d:i:.ll ¡::roblO!na.i 

00' pu11d9 r9sotvor do formo. .:::imple cuando G t'Lona cotumna.s 

ortOQO)'\.Ql••· ~ntro s~. lo quo nos 1nlore$A ahora es ort..ogQl\a.11zar 

las columnas d• l~ nt.Atri2 G. y~ que. en gener~l no se ~ione una 

a\atriz con las columna$ mutuamritnle ortogonallt$. 

15 



Tomando o1 e.aso nueVa.ment.e: 

como sabe~ que ga - g
3 

es ortogonal a q ... asto sugiere t.omar-: 

17 



como: 

de donde r&sulLa: 

(3) 

Si se quiere represontar a la matriz con columnas g
1
.g

2 
•n 

t•rminos de la matriz de columnas q
1
.q

2
• dospej.a.ndo on C3) a g

1
,g2 sv 

obt.ieno: 

1 1 n j r • P •• J , ~ • 'l, ~: L o ;-

lo que podemos escribir como: 

18 



donde la rnat.ri: Q t..iene columnas ort.ogonales y la mat.riz R es 

triangular superior. 

El procedimient.o antes descrito. con una ligera modificación. 

s& conoce como proceso do Gram-Schmidl y puede aplicarsa al caso 

general: 

1 'iln ) e R '" X n 

con la:; gL line"ali:tent.e- 1nd•P4-ndienles El crsquema general es: 

que puede escribirse ccr:o: 

19 



P,. q. • o,. con p ~ J ~ T .. q, q, 

pz:z· q~ • gz - p&tq,. con P., ~ J T 
qa qa 

T 
P,,z• q.tg:r 

con f'nri • -... T ,.. i, p = Q
7 

g , • "• t 
q" q,., '" J n 

Oes~Jando a las gi que son las columnas do G so .obtiene: 

Y esto puedo &scrJbi~se como: 

G • l q. 1 q. 1 . ·I qn l pUpiii P,, P,:, 
o p .. p •• • p2r. 

o o p>D "'.n 

" o o p4n 

o p'!Jn 

L~ Pn=;j 
pnn 

Esto es: 



G w Q R. 

La mat.riz Q ,e R~Xnt· de· est.a fact.oriza.ción tiene columnas 

orlonorma.l&s ont.ro si·.· esto es: 

o 

o 
o 
o 

o 
o 
1 

o 
o 

la matriz Re Rnxn, es triangular superior. Regresando a nuestro 

problema. 

ahora podemos oncont.rar su solución u~ando !a f~ct..orización G ~ QR, 

de la siguiente manera: 

Como ya se vió Ccn ol caso d0 que la matriz G ti~n~ dos 

columnas) el import.."l.nt.isimo h~cho d0' qu., la proyi&eción ort.ogonal da t 

sobre la imagon do G os l~ ~Ull\3 de las proy&ecionvs ortogonales sobre 

g' y g
2 
Ccolu~nas do G) on ol caso do quo gA soa ortogon~l a g 3 . Este 

resultado es válido an general, asi puos t.en~rno~; 

Proy t. 
ll!l(G) 

m ~ Proy l 
,/:,. q\. 

q: t. qi. -,---
q\ qi. 



''.1[j] 
luego. yA que, Proy t • Im CGJ, 

ImCG) 

Ga • Q Q' t 

como G a Q R. antoncos 

Q Ra Q o' t, 

como Q es ortogonal, finalmente obtenemos qu&: 

Ra" a' t, 

. 
tien& solución a • que 05 la solución buscada y el resultado es: 

1ni.n 

" 
2 

t '• t 
• 

1 • 

Todo ~l proce-so qug i~plica 1~ orlcgon~l1zac1ón de la m:..lriz 

Q. quo se encuentra en nuestro probl~ma de Mínimos Cu~drados nos ha 

conducido a la descomposición: 

G a OR 

L.;ii, secuoncia seguida ha sido la drt Gram-Schm.idt.., que se puado 

oncont.rar en cualquier libro de Algobra Lineal, Not.ose qut1 par~ ost.e 

proceso se requiere t.oner on la m&moriil\ central (RAM) a la matriz 

completa. 

En al próx.1mo capitulo se prC"Scntan dos alternativas usuales 

para resolver nuG>Stro problema us4ndo las ideas ante5 expuestas. 
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CAPITLLO 111 

3.1 REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER. 

En el capitulo anlcrlor. hemos ·::.slo q".Je la f3ctor1zac10n de ur.a 

matr1= en el producto QR. !:a conv!ertc cm un c.anuno para resolver el 

problema de Mínimos Cuadrados Lino3le~. Pero se debo n~~ar que una 

factorización do asLu ll;:l'sl1lo. no :.ol.arnunlu pu~o obL~ni da por 

medio dol procoso Gram-Schmidt... sine que c-xisten otras vi.as para 

lograrlo. Una de oslas .alternat.:.':a.s del1nc iluslra 

cont.1nuac1on: 

Dado un plano Pe R~ que conle:;ga al or1gon, :s.e dusua onconlra.r 

un.a t.ran!;;formación, tal quo, refleJe a R11 
con respecto a P. 

So loma ~ voclor unitario, norm..~1 a P y saa y e R~ Quor0mos 

determinar y'e R9
• el .. reflojado•· de y con rosp&cto a P. 

P r oy" Y---. f )1 / 1 

/---l-/-1 L- V _-;;1<------- > 

¡/',,,.1 
) ""1 

p 

y' JU Uy s y - 2 Proy y 

fig't.J.r::. 3. l 

Como la p:--oyecciOn da y en .,.. so escriba como: 

?roy y"' 

24 

7 



Est.o irnplica que Uy se pu.ede denotar en la forma: 

Uy.• 

Lo quv nos permite lltrgAr a-definir a. la ma~riz U como: 

quu su conocQ como r~flv;dén Co Hou::eho1der -{1] y r4rSulta ser la 

transformación que se buscaba~ 

Est.a matriz U para ctl ca.so general- mxn cumple con las 

siguientes prop1&dad&S: 

D U,. UT 

2) n /J',; ft
2 

= 1! y Yz 

3) u•u., 1 • u' ,. 1 

Como nuest.ro int.orés as usar est.o tipo do ~ransformaciones. para 

construir la factor1zación QR de cualquier mat.r1z. Un resultado 

r.ontinuaci6n en ol siguiente 

teorema. 

Teorema: 

Dado un vector )} E R:':":· y 1' O. GXist..o una malr1z ort..ogooa.l U t-.1 

quo. 

donde 



siendo ¡¡ 
• 

c:r"' ( 

1 sl e <: O 

-1 sl : < O • 

la primera component.• de y y 

[ 
1 

l o 

º• .. ., R'" 

o _J 

0.most.ración: 

Definimo3. el vect.or. 

y la mat.riz 
z..,..,T 

u .. 

A) Por demostrar que U c>s ortogon?il. 

Obsérveso qvo~ 

2vvT -.­
~ V 

2vv
7 .. 

Esto es U os simét.ric~. 

f = 

m U 



Usando este hecho, t.omemos ahol"'a: 

UT U = 

• 

• 

[ 
I 

a;;,T ·.]T(, I 
.v.-v_-, .:._ ;, 

·a~~T __ : 

~ 
V V' 

.·a~~T:>_­

~ T~ 
v·.v 

U os ort.ogonal. 

"" direct.a y se omit.e, pero pu®" V<lrso "'" (a} ~ 

] 
T ,.-• .,7 

Una reprosentaci6n geo~trica d& válo ;esullado. para ol caso 

de R~ se mutt.st.ra en la. f"igur.1 3. 2. 

y 

flQ\U'O. 3.2 



Lo que en esencia nos dice lA proposición anlorior es. quo dado y E Rm 
es posible const.ruir una lransf'orm.a.c16n U Cuna rof'loXión) tal 

que el• 'roflejadoº ºdo y es un veclor y':. Uy en la. dirección de e
1

• 

Se describe a cont.inu~ción un proceso modianl& el cual es 

posible conslruir la faclorización QR de cualquier matriz. 

Consideremos una matriz: 

a " .. :·hl r .. .. .. a 
u 

a .. >h 
A .. 

l- :_J a 
mZ 

a ... 

si ahora t.omarr~s la primera columna de A 

... .. 



y construimos u, corl la propiedad de que U
1
a

1 
• c

1
1 a, •.•, tendremos: 

u A = u • . 
a a a .. .. .. 
a 
2' 

a .. a 
21 

a ... a 
m: 

a .,. 

acu 0 cu a'l> 
.as ~a •• 

O a;:, a~:, 

o fil cu o a 

""' ""' 

a •n 
a 

2n 

°',.,,n 

. ., 
ce •n ... 
a :n 

... 
ª..,, 

= 

So construyo U
2
de t.~l f'ormA que no so moditiqu0 la primora. 

columna en la que y~ oxist.on coros por abajo de la component..e 

t..~mpxo se MOC.ll!iquv ol ¡::rie:>r rcmg l ón. con:otruyendo U 
propiedad i:J3a • a ... • .a 13 º.a• a ... Ca~! . . a~,)v;. dond<d' 

uno de los bloqu~ de lai. mat.ri'Z Ua:• ost.o es: 

l R 

ªu 
con 

º· 

y 

la 

'"" 

u.. .. ít .. !.. ! ,.9 .. "'~j' ················-········--··· .. +· .. ············.:;;···"·········· 
o 1 u. 

t ,.,_ s 1 x .t ! 1 rn- • > x e m- 1 1 

A,"' t e i = 1 > ....• ,· ••••..•.• • ••• • ••• • •• m .... -... • •.. ' .... 

...... ~~~-:~~ l cm-&> ~~-ll 
' -

ent.onces U
2 

acluar á. sobro Aa 
1 

y se obt..i on0t: 



OICtl 

" 
(1) 

" '" 
ª($) .. u .. in 

o " 
',, 

" 
12> a•Z> .. .. Zn 

o o " "' 0
c2) 

u, A, ., u .. On ., A, • 

o o a 
.., 

" 
. .. ... Mn 

Similarmente pueden construirse: Ua 1 U,., • " • .u,.. det t..al 
forma que: 

r· .. Cl.(J) ... •"l .. u " iD •n 
o aC2l a 

.. , ... 
" •• •• Zn 

o o 13> ... 
"u "' 8n 

o o o ... 
ºtn 

A" "' 
o o o a 

en> 
nn 

o o o o 

L~ o o ~J 



Si 11 :amamos: 

y da.do qt.re Q ss c~t~on~l. y~ que produc~o de or~ogonal6s es 

crt.<:>gonal 

A ., Q 

Esto procoso con su:&: deLallos ~dcnicos se pue-de consul~ar en (1 ]. 

Volviondo a nuost.ro prcbloru.. : 

• 
'i.n 1 ()a - t. '• 

si considoraaos 18 faetorizac16n: 

G "' Q 



• 
! Ga - t '· • 1 Q 

• 1 [ 

B 1 [ 
donde 

• 
a - t 1 • 

• 
- Q't '· 

• 
•. 

. 
dct t.al forlN'. que. la a quo resuelvo nuest.ro probloi:ia, ttSt..á dada por 

la solución do: 

además, 



1 Ga .- t.. 12 ª "• 

Est.a es una difer.,.ncia inipor.LAnt..e 

Gram-Schrnidt. 

Así pués •. e-$· posible- resol Ver: 

mediante la fa~.t.o~iza_~~ón: 

• -. °"' -t '• 

• 
'· 

de Householder 

El algoritm::t quo usa CparA ob~anor la descomposición do una 

:ia.tr1:z en Q R) ol mWtodo do Hou~oholder. ns un algorit.mo on donde 

se dobo do lonor la m.atr1z prosonte, lo quo implica que, la ::iáquina 

dobo de¡. ocupar buen.a. p.arltt d9 memoria, tan sólo on t:tl .alm.acon"1mi&nt..o 

do dat.os, lo que r&sult.a un inconvoniento, puo: nos gust.aria quo esto 

no .ruara 11na .!.irn.!.'..;lnt.u par.a la so1uc16n dol problema.. cosa que puedo 

ovilarso haciondo u~o dol ~~lodo qu~ ~e dasarrolla a continuaci6n. 
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3.2 ROTAC10NES DE . GIVENS. 

En esta par't.e se presttnt.~ .ot.·ra alternativa para obt.ener la 

r .-.ct..or i :zaci ón 

que nos permite su~rar el problema do almacenamiento en m&moria 

cont.ral present.e en los métodos de Gram-Schm.J.dt. y Household&r 

doseritos anleriorrn&nta. 

A manora de pr&sentación. cons1doremos el siguian~e problema: 

construir una rotación quo ,.llevoº a u sobre ol plano xy C""'!'~:;;. 

fig. 3. 3). 

G&om&lricamon~e. ol ~~~voo da Givons consist9 on: 

a) Proyect.ar v sobro al plano x:z. 

A dicha proyección lo ll~marsmos V 

b) Aplic~r una rotación pl~~J de ángulo~ a V qu~ lleve 

a .+-stv sobr-o ul eje x. Al voct.or rolado lo llama.romos 

R<t>:;;. 

e) So d"fi"" el rot;idc d11> v como u'o Rv ,. R,pv "•[ K] 
v• o~ el vex::tor buscado. 
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z 

y 

S. ~iene enlences: 

;;: O 1 O Proy xz v 

[ 

cos <P o """" J 
-son </J O cos tf1 

[ 

COS .p 0 S<?O Ja = o l o o 
-sen 4> O co:: -ti O 

º j r,, l ~ º º'l-., -.J : J L: :_ ~ I~ o ~ J : : = 

[

cos <P 

- o 
-sen ti 

~ se~ ;-¡ [: :] r: O ~J--. lr-: ; ,J ::: 
o cos ~ 9 • ti o o 9 , 



sen ;/I 

<P a 

+ "'• :::] • 
cos t/J 

cos ,¡, a 
<P • 

sen rP = 

Dos cues~iones son importantes de hacer no~ar: 

l.) v' stt puede ver como al producto 

¡_:::: o ,,. 
o 

A la matriz do la l2quiorda so le llam3 maLriz do rotaci6n de 

Gi vons. 

lL) La rotación sólo modif1ca dos olarr.ontos del 

or1g1nal t observoso quo p
2

:: f)
2
'). 

vector 

Por lo que toca al caso general un._ rot,;,ción da> Gl vans. para ol 

caso de Rm está dada por una matriz de la forma: 
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R,j = -sen - - - J 

fl u . . 
8. t\. -i. ·-· fl cos .¡, + º· sen .¡, - - - e e; . J 

R,,Y = & = o = y• 
• \.. t •\.•1 

o o ,_, 
- - - J 

J - • 
-& son .¡, + 9 cos .¡, 9' 

' J J 
fl & , .. ¡ •• 

& & 
CL> m __, '-- '"--' 

Esto e~. la aplicación de la rotación a un vector. sólo afocta a 

do5 d& sus componentes. dejando a las demás fijas. En particular. &~ 

puedn hacerse cero aplicando un argumonto análogo al visto 
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ant..eriormenle. 

Si consideramos ahora la matriz 

y dado que R\J e-s de orden 

ost..o junto con la igualdad Cl) nos permite concluir. quo si aplicamos 

R ij a la matriz A . lo Unico que se modificará serán los renglones 

L-ós!mo y ;-ésimo. quedando lo demás invariante. Una propiodad 

i Jnport.an acerca dB R ::e :::uoztr.a ... n ~~gt:1ct::.. 
•J 

Teorema 

R,J es ortogonal . 

Dernost..acJ.ón: 

En ef'ecto. 

11·. o 
senz-;t. 
1 

= [:· cos 2~1 + 
1
sen

2
(jti 

·1 

= 

lll 
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Ahora veremos .,¡ proceso a Sr?QUir para que usando las rolacionos 

de Givens ser ll~ue- a la faclori:z:ación d& una matriz de mXn en CR· 
Llamando R, i a cada rotación. es neces3rio una serie de ellas par-a J r 

h.aci endo ceros en cada renglón hasta. tonor una matriz ti angular 

superior. 

Tomando una matriz. 

a " " " " .. .. .. . . •n 

"u " " .. " a zz 24 2n 
a " o o o .. •• ~~ ,. •n 

A = Cl .. " •• " " " '" .. .. 
" " " a " "' .. •• ,. on 

o " Cl " " ml mz m9 m• mn 

La rotación Raa: aplicada a A nos permite hacer cero en 1.a. 

entrada a
21

• la rotación ~12 tienff la forma: 

R.. 

o 
o 

1 ~ 
Li 

"'•• 
"'•• 

.a"'" "ss 
COlll 'P.U 

o 
o 
o 
o 

o 

o 
o 

o 
o 
o 

o 

o 
o 
o 

o 
o 

o 

o 
o 
o 
o 

o 

o 

n 
u 

esta rotación al aplicada a A nos haco ol pritnlS'r coro do lo qlJe será 

una de las mal.rico~ que queremos obtener. teniendo: 



a "' a '" a "' a "' " 
,., 

" 12 .. .. 1n 

o a "' a "' a '" a 
... 

•• .. .. 2n 

"' .. a 
3Z ª•• " a sn .. 

R.. A = a .. " .. " .. a .. " •n 
a " " " a 

01 ,. 
"' •• on 

"' mi " mZ 
a 

m9 " m• "mn 

Para hacor coro la ent.rada '\,: dabemo~ aplicar I..., rot2.cién R.1.a ... 
la mat.r1z R,

2
A· Es .import.anto notar que R

13 
respeta e! cero producido 

por R ... 
2

• es lo puoda verse por la forma quo tiene R., la cual es: 

co• " .. o oon p
13 

o o n o o o o 

" .. o coa " .. o o 
o o o o o 

R,. = o o o o 
o o o o o 

o 
o 

o o o o o 

la matriz r esult.anlc n:;;: 

a '., a 
.. , 

a '., a '2> "'rl .. .. " 
,. In 

o "' '" " 
"> a .. > '" 

22 .. .. a 
2n 

o "' " '" a '" :] ª•• ., :..:. 

R1.R.,A = "' •I 
a .. a ., " .. •n 

"' ~· 
a 

"' 
a .. " .. "' On 

"' mi 
a 

mz " "' 
a 

"'' "' mn 
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Para hace caro ª•a• t.omaremos los 

" 
CZ> Oll2) IZ> 
11 .. 0

fl> o " 
'Z> .. " .. 

o o 'Z> 

" .. 
" " "' R,.,R..R,,A = .. .. .. 
"' .. " •• "•• 

" ... " ... " ... 

Haciendo la apl ic.aci ón R..· su 
renglones tonemos: 

!:'" IS> 

" " S2 

o " 
1 2> ., 

o o 
"' 

u 
"' R..R...R..R.,A = .. 
",, 

... " rnz 

renglones 

" "' 

" 
f!1 ,. 
"' "•• 

" .. 
" .. 
" m• 

af'eclan el 

11> 

"' 
1., 

" .. .. 
a.' 21 

" 
'2> ,, .. 

a 
,,, ,., 

"' .. ~ ~ 
0:(1) 

"' "' .. .. 
" ., " ,. 

" ... " ... 

2 y 3, 

12> 

"' Sn . 
0

cz> 
Zn 

o:' 2) 

•n 

"' . •n 

"' en 
." -~. -~ ~ ' . 
"' mn 

primer y 

'ª' " tn 
12' a 

" 
2n ,., ... 
'" " <n 

00 

"" 

cuarto 

Al hacer las apl l caci one~ ~-1 Y R:1.:. t.cndri amo."i: 

r:(1tl 
" 

1., 
a "' ., .. 

1 ~· " 
,., 

a "' ., .. 
o a ... ,. 

u 
o o R.. • R,, A = 

" '2 
o ,, 

... " "'2 
a ... 
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,., .. 

a ',, .. 
1:0 

00 .. 
" 
.. , .. 

a .. 
" ... 

c:'rl' tn ... 
" 2n 

"'~J .. a' 9> 
•n 

a 
"'' 

"mn 



Con~inuando en esLa forma llegamos a la aplicación: 

Rn-•n R," R,n R.,A 
que nos ha dejado una malriz triangular superior de nxn. 

1 rri-;11 tr.-111n-u ln-tl e n-1; 

" " a " . " .. .. .. .. 1n 

o " 
e h-11 t n-s.; 

°' 
1 n-J > 

" 
tn-s > 

22 " ,. .. . 
2n 

o o ( 11-.tl ( n-1 ~ 

" 
ll'\-1, 

" " s• .. •n 
o o o " 

f n-11 

" 
1n-11 . .. •nn 

o o o o o 

R,.,n • R.. A = 
o o o o " 

'n-i) 

"' " " n•t.3 " "'~ ... ?j l"" """ . . . . 
. 

" " " m1 m2 ... m• mn 

como m. )) n. se contir-iúa en esta forma, h.ast..a. qua se t.(jongan las 

haciendo las aplicaciones do las ro~~clones fal~antos, lonQrriOS 

finalmente la m.at.ri:z tri.a.ngul~r !OUparior qu& nacasit.ábarr.os. osto os~ 

R,,.., • . R .. A = 

L' 
o 

o o 

o o 

4Z 

o () 

o o 

o o 

f m-7';1 

"•n 1 o' rri- :a' ,,, 
(m-1) 

" ~~-1) 
a •o 
o 



con R ort...ogonal. para t.oda i..J. 
•) 

S1 11 .;unamos: 

rRJ L º 

Que as nu~·,·4m'1-ntc uoA f'act.crización del lipo doserito en la 

~e::.t..:J.óf'I ant.&r..t.or. lo ~ual nos perml.'ltt rc-solv'Jr el probleoma Mínimos 

Cuadrados. us«ndo rot3ciones da Glv~ns. 

Esto rnót.odo t.lcn0> .la import..l.nt.o pt"opJ,&dad CjtJ:'.i cosc-ábamo:s:; &:st.o 

es posiblo. con un m.oJn~jo adQcunCc de lócn1cas para oblonur ¡a 

factorJ:;:ación 00 con r-ct...,,,ciones Ó(' Givons y por otida la fact.or·.1.zació11 

Y residual dt:tl problema. Mínimos Cuadrados Lineal. ~in Lenct" presont.o 

loda la JM'lr1z en la nwmoria centra!. Lo:; dntallS!S so presefitan Oh &l 
capitulo sigu1en~&. 
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c.AATU.D IV 

CJ. C. Nosh; 1979). 

OESCRIPCION. 
º' Se .. i3 ~ rn¡u 

Decláreso un a1reglo ARC ) de 

dlmensiones Cn + 1) X Cn + 1). 

1) C~nztrucción de la rac~orizac1ón d& G 
1.1) Almacénesa el renglón l do Gen. &1 renglón 

l d" ARC ; '.>. 

n 

1. Z) Almacénoso t1l renglón Z de- G ofl ~l n -+ 1 da A.Re , J. 

Usando una rotación ~2 • 0limir:'<f.sn ARCn + 1#1). 

Alma.cana-se el rongl6n n + l do A.~( • )- on el 2. 

r;:: 
L 
e 

"11' 
tt!M 

¡ 

i 
[_J 

...:J 
1. 3) Al macóneso oJ. rorigl ón 3 do ~ en al n + l de AP.C • ) , 

Con R.a '!C'l.irninose ARCn + 1,1) 

Con Rz
3 

e11núnoso ARCn '-t' 1 .. 2) 

Al macCnO'Se ol renglón n + 1 de Af?.C , ) en ~1 3. 

45 



1. n) Al macónese el rt-ngl én n de (; en el n -+ l d& ARC • ) , 

Con R.n elimínese ARCn + 1.1) 

Con ~n elim.ineso ARCn + 1,2) 

Con ~~t.nel!.r;ú.)eso ARCn-+ 1.n - 1) 

Al macónes& el r-engl ón n + l do ARC • ) on ol n. 

íl W M :1] .. .. 
o *:'4 u· .. i,, . .¡ .. 

p! .. 
o o M¡M 

e :::J 

1. n+l) Almacénf')S~ ol rt>ngl6n n•l da~ on ol n_.1 de A.~( ~ ), 

Con R..r..i el 1 mi nose ARC n+l , 1) 

Con R.zn•i. elimínese ARCn ... 1,2) 

Con ~r'IO e-lim!nesoo ARCn•l .nJ 
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SQ - tARCn+i.n+D1': 

2) Cálculo de fa. sOl uéi ón 

Z. D Llamemos 

al rosultado del procoso anterior. 

?or un pro=oso de $UStituci6n hacia atrás resuélvaso 

es la solución dq 11 ~ 

2. 2) !..a var 1 abl e SQ cont..i eno el YJt.l or do 

z 
1 ~ 



3) FIN. 

Es necesario hacer notar qu~ par-a e~ta descompos1c16n no fuó 

nec~sario Lene~ a la matr1z p~esente, ya 

per.nut.en ir tneliendo renglon por renglón~ lo que- nos deja haces­

ahorro de memorJa central. As.l. m1smo se requiere dest.acar que en el 

ejemplo gr-í\fJ.co fue- usado un solo ladc derecho, perc se puede usar 

al programa para var.¡os lo.dos derechos. 

El algor.ttmo de Hash se .reproduce a ccnt.inuac1ón con algunas 

AL<:mlM) 1. 

0) Datos de entrad~ Cw.h.1) 

Arreglo do Cn ~ 1) ~ Cn + lJ. 

n Humero de colutnn.as do la l"/lAlr12: 

HUmero dti< .!,;)das dar-echos. 

Comehtario: Se asigna cero a todo ~l espacio w. 

1) Para l '-' .... .. ,n 

Par~ J 1. 

l. l. l) \¡{(.l. ,j) +-- ó 

Corr.eht .. ar lo: Se c.::alcui a l OJ. t.ol erancl a para d.iscr l l'tlt nar rango 

d~Jiciante o ho. Empezando con ol cálculo da la 

eps1lon de la maqu:.na. 
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2) " -- 4 / 3 

3) (1 -- Cl 

4) eps (1 + fJ + (1 

5) eps 1 ops - 1 

6) t.ol n )C n + eps x e¡::s 

Comenlario: Asignamos cero a la variable nobs Cnúmero de 

observaciones). para contarlas. 

7) nobs o 

Comentario: Asignamos coro al ospacio de trabajo h. donde son 

guardadas las sumas do cuadrados, 

8) 

9) 

10) 

Para j 1. . . . , l 

8.1) h Cj) o 

n + l 

n + 1 

Comentario: En la siguiento instrucción se lee un renglón de la 

matriz aumentada [ A.t.
1

.t.
1

, ... ,t.\] y es asignado 

on W Ck,j). j ~ 1, ,t.. 

11) ¿ Hay más observaciones ? 

\ 1.1) Para J => 1. , • • t. e Hay más observaciones ) 

1 l . 1 . ! ) L<~P.r W C k • j) 

11. 2:) Ir 16) (no h;t)' más cbservaionQs) 

12) nobs noho;: + 1 

Comentario: Proceso para la doscompos1c1ón QR con rolacionos de 

Given~. 
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13) Para J = 1. .n 

13.1) m 

13. 2) s w Ck. ;) 

13.3) W CJ,Jl 

13. 4) b e 1 
13.5) ¿si 1 s 1 b .., 

13. 5.1) b 1 s 1 Csll 

13. 6l ¿. Sl b ~ o ? 

13.6. ll e e / b 

13.6.2) s e 

13.6.3) J c2+ s 2 
p 

1~3. 6. 4l s s / p 

13.6.5) ¿. si 1 s 1 ;, tol ? 

13.6.5.1) e -- e / p 

l.'.°;. 6. 5. 8) .apl !.::.:ir al gor 1 lmo 

2. 

Comenlario: Acumulación do la sur.la de cuadrados. 

14) Para j = 1, , . . , l 

h(J) 

15) Ir a lll 

Comentario: Se aplica susl1tuc1on hacia alras para obtener las 

soluciones. 

16) Aplicar algoritmo 3 

17l A.lt.o 



El sigu.ient.e -algorit.~· es-el -que. ~tt sigue para ejecutar las 

rotaciones planas. 

ALGORITMO PARA EFECTUAR LAS ROTACIONES PLANAS, 

ALGORITMO 2 

Prop6s:lt.c: Aplicar- una rot.ac16r-a plana a los renglones j.k da- la 

m.alriz W de la columna m a la t, e y s son el coseno y ol ~er.o w~1 

ángulo de rot.ac16n. 

0) Datos de entrada Cj,k.m,t.c,s~~) 

j.k Renglon&s a rotar. 

m.t Colun~as inicial y Cinal de los renglones. 

Conliona cos(~). ~ángulo de rotación. 

Ccnliena son(~). ~ ~ngulo do rolación. 

Arreglo do en + 1) x Cn ...- .!.). 

Para i e m, . . • t 

1.1) ,___ WCi ,j) 

1.2) W Cj .. iJ .___ r )4 e-+- s :-e W Clc.i) 

t. 3) w e k, i :> -r- ,.. s + e x w e k, i) 

Z) Al te 

ALGORtTMO PARA EFECTUAR LA SUSTITVCION l-iACI/\ ATRAS. 

ALGORITMO 3 
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Propósito: Resolver AX ~ T. donde la ma~riz A os ~riangolar 

superior, T-varios lados derechos, X- las soluciones resp~c~ivas. So 

h~ccn sustituc1ones hacia atrás, n nümero de variables. g número de 

1 ados derechos. 

0) Dalos d& enLrada <A,T,n.g) 

A M:.triz dada por las rolacion&s de Givens. 

T Lados derechos. 

fl Número de v¿¡.r.i atl es. 

g Htimero de l ,a.dos derechos, 

1) Parol; kg = n -.+ 1. . .n + g 

1. l) ¿ si n > l ? 

1.1.1) nml n - l 

1.1.2:> Para kb::; l. ,nml 

l. l. a. 1) km1 n - kl:> 

1.1.2.2) krnl + l 

1.1.Z.3) A Ck,kg) •--- A Cl,,kg) /A()(,):) 

l
·:~::::~ ~ar<> i 'l. ~A-(~·~ll:nú 

1. 1. z. 5. 1) A C1, kg) 

A Ci.kg) +A Ci,k) • C 

2) Al to 

En el apéndice se encuentran .los ejemplos numérJcos que se 
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usaron para comprobar el buén runciónamiento·d&l prog~ama~ en esla 

parte escribiremos los problemas y como no so contó con la forma 

cotidiana para lodos ellos. en Su mayor parte se oscibe el modülo 

matemático correspondiente. 

PROBLE:HA NUHE:RD /, 

S..a el conjunto de dalos {Cl,5.2),C2,4.7),C3,4.4),C4,3.B),C5,3.6) f 
obtenidos de observar una partícula de algun~ substancia en una 

mezcla. en un lntervalo de tiempo. 

El problema ~o c~crib~ ~~tcmá~ic~mente como~ 

r C¡-,a) = '\r1.Cy) + a.
2

r
2
cr). 

dondo: r,cr
1

J = 1, r
1
Cy2l = 1. r

1
cruJ = 1. r

1
cr.' ~ 1, r 1 Cy~l = 1 

y r
2
cr

1
:> = 1, r

2
Cy

2
) = i.5, r 2cy9) = 1.e. r 2cr,.'::.: 2. r:/r~' = 

2:.2. CEst...a úllima parto os un buen ejomplo, para mostrar que no se 

conocen s1emprn las reglas do correspondoncla do las r?. 

[' 
1 

J [] l. 5 [::J. 4.7 

G :: l. 8 ::: :: 4.4 

2 3.8 

2.2 3.15 

quo do acuordc o.l cr!ter.:.c da Hi nirro!; CuadrO\dos son l0$ 

corrospondionlos valores que se piden on la ocuaci6n siguionlo: 

mir• ¡¡C.:.. - !. ¡ ¡: 
Dol problema. 2 en ad~lanle. lndopandientomenle do quu se conozca 

o no la regla de corrospondencia do la rj, s.,:i, .•• ,n l.a columna 

j-és1ma de la matriz G e-s la r
1 

evaluada on la y\., \. : &,2, ... ,m. 
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PROBLCHA ffUHERO 2. 

E'l pr.obl ema ma temát.ic:amenlB eser i to es: 

r\... \ = 1 .2 .... ,d 

z 4 5 -1 DJ 
3 4 o 

G ::: 3 o 5 -z 
5 -1 o 4 a = 
7 6 10 3 J 3 o -4 

t. = [] 
PR0/3LE11A ffUHERO 3. 

La forma mat.omát.ica de os~e problema as; 

r Cy,a) = cx
1

1
1

C;-) + et._r::Cy) .. cxllr9<y:>. 

y\. ~ = t.2 .. .. "' 

[ J. E-6 11 1 ~.1 t 1:1 0.99999" 

J• a = :::: 
G = Z.00001 L:: J. 2.9999 L .. _J 
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PRoBLEffA CNUffERO 4. 

Este problema si cuent.a cOn las referencias de datos en un 

cont.exto cot.idia-no, 

Se cree quo ex:isle una relación linoal onlr~ la ganancia 

monetaria ~gricola y el uso d& nitrógeno, fosfato, potasio y petróleo 

más una const.~nle; lo que mat.emáticam•nte podomos &scribir como: 

Y¡,• \. : 1,Z,. • , ,t.• 

Entonces la matriz nos queda de la forma: 

r· 5e3 = 461 =1 698 291 473 222 

876 294 513 221 

749 302 518 218 

~I 834 320 5~0 217 1 " 1 

1)73 350 500 218 a • 
G = 1079 386 1350 218 ·' "' " , 

1151 401 670 22C " • 
1324 445 760 228 a • 

l 1400 492: e7o ~3U u 1690 510 907 237 

1739 534 032 235 

1778 6'39 956 236 



305 

342 

331 

339 

354 

3139 

= 378 

368 

405 

438 

438 

451 

485 

PROBLEHA NUHERO 5. 

Este problema no cuenta con las roferancias do dalos en un 

conloxt.o cotidiano. por lo que sólo se oscribe malemá~icamente. 

r ~. " = 1,2 •. .. • a 

" • 

J 
"' 2 

a = a • 

L "' . a 
~ 



G = 

G = 

22 10 2 3 7 

14 7 10 o 8 

-1 13 -1 -11 3 

-3 -2 13 -?. 4 

9 B -?. 4 

9 -7 5 -í 
?. -6 6 5 

4 5 o -?. ?. 

PROBLE:HA NUHE:RO 6. 

La rorma ~•temática de este problema os: 

?. 

3 

4 

9 

16 J 
PROBLE:HA NWIE:RO 7. 

La forma ~4tamálica da este problum.a es: 

57 

-1 o 
?. -1 

10 11 

4 o 4 

= o -5 -6 

-3 6 3 

11 !?. 

o -5 -5 

= [] 



r, = = 1.2, . •• • sz 

•l. 0225 

2 6.3095 

:'.f' 5 3522 

4 4.3553 

5 [ :: J 3, 7861 

G = 6 
~ 

2.2947 a = = 
7 ?..9492 

a 2.1732 

1 
g 1. 4921 

10 

L~ 
-:;¡;1::-;.;1 

11 J 2595 J 12 4732 

PP.OBLCHA NUHCP.0 8. 

La !'orma matemá.t.ica de est.e probloma es: 

a = [ :: J 
[

1 -, 

~:~5 J 
l. 25 
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G"' 

PROBLEHA HUHERD 9. 

La forma matemática de .este problema es: 

r Cr,a) = ·ca 1 r~Cy) + a
1

r
2

<;r) + a
1

r
3
Cy). 

1'¡,,, l : t,z .... ,o 

[ ~ ~ :] 
1 3 9 • 

1 4 16 

1 5 2'5 

a ,. 

PROBLEHA NUHERO lo. 

La forma matemática de aste problema es: 

r Cy,a) e a
1

r
1
Cy) + a 2 r

2
Cy) + a

9
r

9
Cr). 

r". l = 1.2 .... .• 

G = r; : :1 1 4 16 

1 5 25 

L: : ;:J 
.. "' 

t = 

175004975 

122775046J 
131669275 

150697361 

179323175 

203235290 
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4.65 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

B 

g 

10 

11 

12 

G = 13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

PROBLEHA MJHERO. ! l. 

,.- ·,.' . 
1.z,! ·>·.z~~-

-, 

1 :: l • a 

.._ -' 

J 

. ~ = 

5. 0291 

6.5099 

5.3!566 

4.1272 

4.2948 

6.1261 

12. 514 

1o.0502 

9. 1614 

7.5077 

7.292 

10.0357 

11. 0708 

13. 4045 

12.8415 

11. 9666 

11. o7e5 

11. 7774 

!4. 5701 

17.044 

17.0398 

15.9009 

15.485 

15.5112 

17. 6572 



G = 

PROBLEHA /llJHeP.0 12. 

La forma matemál1ca de este problema es: 

o o 
O.Z5 Q.0629 

o. 5 o. 0025 

o. 75 o. 5625 

1. 25 l. 5525 

1.5 2.25 

1. 75 3. Of'l25 

2 4 

t. = 

í 20.00 l 
1 51. 50 

69. 73 

;·s. 40 

74. 35 

67.09 

1 
54. 73 

37.l'>A L 17.20 J 

!ll 

= [::] 



G= 

PROBLE:HA Nl..JHE:RO t 3. 

La forma níatemática de est.e- pr-obl&m.a es: 

r Cr.a:>·= .ca.tri<t") -+ ª•~r;t(y) + o
3
r

3
CyJ. 

y\.. ~ = a,;r •..• ,25 

L~ 

2 

3 

4 

5 

e 
7 

e 
g 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

15 

17 

18 

19 

20 

21 

i"2 

23 

0.0174524 

o. 348954 

o. 0523359 

0.0097564 

0.0671557 

0.1045284 

0.1218693 

0.1391 7331 

0.15644344 

o. 1736461 

0.190609 

o. 2079116 

o. 224951 

o. 241921 g 

o. 256019 

o. 27513373 

0.2923717 

0.3090169 

0.3355681 

O, 3420201 

0,3593679 

o. 374665 

0.3907311 

o. 4067366 

o. 4z2e1s2 

a = 

t = 

_J 

e2 

::~~=~ l 
5.3e68 

4.1275 

4. 2948 

e. 1261 

12. 514 

10.0502 

9. Hll4 

7,5677 

?.292 

10. 0307 

11. o·rub 

13. 4045 

12. 8415 

11. 9665 

11. 0765 

11,7774 

14. 5701 

17.044 

l?.0398 

15.9069 

15. 485 

15. 5112 

17.657.e 



PROBLEHA NUHERO 14. 

La forma rnat.emá~1 e·~ d~:.est_e -p~oblema es: 

r' i. 1 i. .S a .z., ,-, ,o 

la malriz G se escribe a continuación 

3.6E+Ol -6. 3E•02 3. 36E+03 -7. 56E+03 7, 5t3E+03 

-5. 3E+02 1 . ·1.7E+04 -e. 82E+04 2.1168E•05 -2.205E+05 

3. 3BE+03 -B. 82E•04 5. 64BE+05 -1 . 4112E-t-06 l. 512E+06 

-7. 56E+03 2. 11 eeE+05 -1. 4112E+05 3. C288E+Otl -3.969E+06 

7. 56E+03 w•2. 205E+05 1. 512E+OO -3.969E+06 4. 4.1E+06 

-2. 772E+03 8.316E+04 -5. 8212E+05 1. 55232E•06 -1 . 7 4636E +Otl 

14.63E+02, -.t. 157E ... 03 l r- a • l -1.3BE+04 -1. 702E-+04 

L 
a 

J 
• l O.M~•O< 9.3555E+04 

" :: a • = 
a . -2.5872E+05 _, "''"~' J 
" . G:.9106E+05 2. 88288E+05' 

-l.16424E+05 -1 . 18944E+05 
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GUIA DEL USUARIO PARA EL PROGRAMA 

Se debe de crear un archivo de da~os del proble~~ en disco 

flexible Cmomoria secunda•ia). la cadena de caracteres ~sada para 

que ol programa VIVA. Fer accese d1cho ~rchivo de d--.to"> rio debe de 

contener má:!; de 2:5 car.;i,cteres incluyendo .. .,1 dr1va des&ado, la 

t..rayoctor1a y el norr.b:-o Ccon o sin oxtención). Por ejemplo cm una 

·...:n.:.d.:::.r! 

ponemos el diskotle con el program21 VIVA. FCR y el (o los) archivo 

(s) do dalos del Co los) prob..Lit1m.a5 (un archivo por cada probluJn.l.), 

Descripción del forma.lo del archivo do dalos del pr::')blem.a: 

En la primera linea :¡;e oscribon dos nürr.E!ros unt..or-:>s Ccn formato 

libre) quo corresponden al número de variables Cpar.<imr-..tros) .l. ajustar 

y el númoro do l <\dos d~rRchr:i-s r'""'!'f.'l~Ct.1 V<"!.~n•. '-'~. 

En 1 a sogunda l .l noa :Hl ivscr l bo l ¿¡, pa.1 abra SI Con lo::;; dos 

primores: espacios), le que le indica al programa VIVA. FOR que 

leerá un r&nglón mas do la rnaLri~ aumonlado do dalos do! problema a 

rosol vor. 

En la terco::ta l.lne-J se o.J'scribo el primer renglón dá1 la mat.riz 

aurnanlada do dalos del probl8ma a resolvor. 

A conl!nu.zi.ción se repilo ol procftso do las linoas segunda y 

lercera tantas v~ces como renglones tenga la malriz aumentada dtl 

U<il.U.'o.. 

La ullima linea debe do conlonO'r la palabra. NO en los dos 

05 



primeros espacios. cabe hacer- not.ar, que las palabras SI y NO deben 

ser con mayúsculas. 

Un ejemplo; 

(inlCJ.O) 

2 1 

SI 

1 1 5. 2 

SI 

1 l. 5 4. 7 

SI 

1 1.8 4.4 

SI 

1 z 3.8 

S1 

1 2. 2 3. 6 

NO 

f'i n 

Nota: no se debo de dejar lineas en blanco. se debo iniciar l~ 

escritura on al primor espacio y entro da~o y dalo dob& d~ 

haber al menos un espacio B-n blanco. 

Al corrnr Co ejecut.11.r) el programó.\ VIVA..F"OR. nos pida dos 

cadenas de caracleros Ca lo más 25) la primera cont1reno 

la t.rayecloria y ol nombre del archivo de los dalos d~l 

el dr!vo, 

problema. a 

resolver. la segunda contione al drive. la trayectoria y el nombre 

del archivo do lo~ ro3ult;idos cnccnlrados., vsl.o 1.,.1lt..1mo no debv 

ttxisli r. 

Ejemplo: 

B:~CL'DATEJOt.DAT 

a, '·MCL 'SOLEJOl . DAT 

Una vez que- so ha d1 cho como 50 usa ol programa ponemos 

cont.inuación del wsmo y una serie de da.los y do resul lados que se 

han obleni do al correr &l programa. 



PROGRAM NASH 

c 
C///////////////////////// ... ///-"/////////////////l"//////////////.r/'///~ 

C// 

C// 

C// 

C// 

ESTE PROORAMA TIENE POR OBJETO RESOLVER PP.OBLEHAS DE 

MI NI HOS CUADRADOS LINEALES C DE RANGO COMPLETO): 

tiiHIJT-G,.Ajj,.•2 

// 

,,. 
// 

C// DONDE G ES HATRJZ DE DIHENSION M " iJ, T ES DE DIMEN- // 

C// S!Ot' M" L '(A ES DE DIHENSióH N ~ L.., CON H >> N. // 

C// LA IDEA CENTRAL DEL t-IETOOO ES FACTORIZAR LA HATRJZ G // 

C// EN SU DESCOtlPOSJCJON Q " R, VJA ROTACIONES PLANAS DE // 

C// G!VENS. CON DETALLES TEC!HCOS DE PRCGRN-!l\ClON LOS CUA- // 

C// LES LO HACE:N ATRACTIVO EN CUANTO QUE. SE REQUIERE UN // 

c ......... Ml ;¡¡ HO !Y".;; HFMDP.! !\ CF.NTRAL e RAt-D • y A QUE SE nECESI TA UN // 

C// ARREGLO DE DIMENSirnl CN -+ l) « CN + W, // 

C// LA DECLARACION DE LA MATRIZ TS Y Cf::L VECTOR NP.:ES // 

C// ESTAN PENSADOS PARA RESOLVER UN PROBLEMA DE ~UNIMOS CUA- // 

C// ADARADOS LHIEALES DE UN MAXJMO DE 10 VARIABLES Y CIHCO LA- .'/ 

C/ / DoS DERECHOS. / / 

C// SI SE REQUIERE RESOLVEP. PROBLEMAS CON WIS VAR! /\BLES CH) // 

C// y HAS LA......'""OS DERECHOS e L) DeBEN CAMSI ARSE LAS DI HENSI OHES // 

C// DEL ARREGLO TS Y DEL VECTOR NRES. ESfD w: // 
C// REAL TSOl+l ,H•L), NRESCL). TOLE:RA, DMIN // 

C// Y LA ASIGNACI0:-1 // 

NREND • 

I HVI ERNO 99/UO. 

// 

// 

// 

C/.///// ////// r /////,-' // //'////////////,,-,//,'4'/ ,.,,,.,,,/ ,,,.////////////////////// 

e 
REAL TSC11,15),HRESC5),T0LERA.DM1N 

INTEGER NVAR. HLDER, NOBSER.HREHD.K,H.HOMBRE 

CHARACTER ENTRA•25. SAL! DA1•25. PR08"2 

NREND = 11 

30 WRJTEC6.») 'DAME EL NOMERE DEL ARCH!VO-t::NTRADA.' 

WRI TEC e, ") ' A LO HAS 25 CARACTERE:S ALF ANW.ERI COS. 

READC 5, 40) ENTRA 

OPENC7,FlLE~ENTRA,STATUS~'OLD') 
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WRITEC6,M) 'DAHE EL NOMBRE DEL ARCHIVO-SALIDA,' 

WRJTEC6, .. ) 'A LO MAS 25 CARACTERES ALFANUMERICOS, ' 

P.EADC 5, 40) SAL! DA 

üPENC0,F!LE=SAL!DA,SfATUS='NEW') 

40 FORMATCA25) 

45 FORHATC A2) 

READ C7.~) NVAR,NLDER 

CALL REDGl'IOJPEND,NVAR,NLDER,'TS.NRES,TOLERA.NOllSER) 

G 

e 
C SE ASIGNA LA TOLERANCIA PARA DISCRIMINAR RANGO 

C DEFICIENTE O NO. 

c 
TOLDP SQP.TC TOLERA) 

T0LDP T0l..DP-'FLOATCN'IAR) 

TOLDP • 10. w TOLDP 

c 
C SE CHECA QUE TOOOS LOS ELEMENTOS DE LA DIAGONAL PRlNCIPAL 

C SEAN MAYORES O IGUALES QUE LA TOLERANCIA. 

c 
DMIN = ABSCTSC! .1)) 

DO 10 K = 2,NVAR 

DMIH = A!'1I N!C C-HI N. ABSC TSC K, KJJ) 

10 CONTINUE 

!F CD~ilN . LT. TOLC'P) THEN 

WRI TEC 8, tit) 'N-U ..... 
WRI "'ffi( e. Jt) 1 )ti'! HOLA 1 [ r CORRl DA DEL PROGRAMA: .. NASH.. ..i'll. 
WRITE< 8, *)' ~.,. MM' 

WRI TEC 0, tt) ' KM SOLUCI ON DE M..l NI MOS CUADRA.DOS Ll HEALES ~M' 

WRIJC:(8,M)'A" DE RANGO COMPLETO. MM' 

WRITEC8,R)'M~ HE:DIAHTE EL ALG0?.IWO e+: NASH. ttM' 

WP.:1 TEC 8, M) ' MM 

WRI TEC0, ~) ' ' 

WRI TEC 6, lO) ' DAME EL NUMERO DEL ARCHJ VO A l 11PRI MIR' 

P.EAC< 5, Jit) NOMB?.E 

ee 



90 

95 

90 

WP.1TEC8,><J 'RESULTADOS DEL PROBLEMA#' ,NOMBRE 

WRITEC8,,.) ·-"DISCULPE. NO PUEDO RESOLVER SU PROBLEMAtt-· 

WRITEC8,W) ._,. POS! BLE RANGO DEFI CI ENT 

WR11EC8.M).**"MM~MMM*M*MMMMMMMMMMMMMMMMNMMWMM~~-MMMMMMMM' 

WRITEC B."'' ' 
WRITEC 8. M)' ' 

WRITEC8,.,)'..,.* ESTO ES TODO PARA ESTE PROBLEMA MMM' 

WRI TEC 8, "' ' """ SUERTE Y HASTA PRONTO . . . """' 

WRITECB,•)'"M• MMM" 

WRITEC8,n)'---------------------------------------------• 

GO TO 100 

ELSE 

WRITEC0,tt)' nw ..... 
WRITEC8,M)'"" HOLA 11 ICORRIDt. DEL PROGRAHk ''NASH .. ,.,.. 

WRITEC 9, M) 't.f->st ..... 
WRITEC8,M) '"" SOLUCION DE H!NIMOS CUADRADOS LINEALES ""' 

WRI TEC 8, "' ' "" HEDI ANTE EL ALGORI THQ DE NA..SH. ""' 

WRITEC8,M)'1:m ~w· 

llRITEC8, "' ' ' 

READC 6, "' ' DAME EL ti UMERO DSL ARCH! YO A U!PRI Hl R' 

READC 5, "'HOMBRE 

WRI TEC 8, "' ' REDSUL T ADOS DEL POBLEHA P' , NOHBE 

CALL SUSTRAC TS, NREHD, NVAR, NLDER) 

WRI TEC 8, M) 'RESULTADOS OBTEN! I.Xr.;: • 

WRITECB, •) • -------· ------------------------------------

WRITEC8,,.) ' ' 

WRI TEC 8, 90) TOLDP 

FORHAT C' TOLERANCIA PARA DISCRIMINAR RANGO DEFICIENTE', 

//,El 15 7, //) 

DO 20 K • 1,NLDER 

WRITEC8,M) 'SOLUCION PARA LADO DERECHO q ',Y. 

WRITECS, M) ' ' 

DO 99 N ~ l. NVAP. 

WP.ITECB.80) N. TS<:N.NVAR • Y.) 

FORMATC /, 5X ,'ALFA C', I 2,') = ',El 5. 7) 
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WRITECB, M) 

WRITECB,M) 

WR! TEC B, M) 'CON RES! DUAL = ' , NRESC K) 

WRI TEC 8, •) 

WRI TEC 8, •) ' 11 DE OBSERVACIONES = • , NOBSER 

WRITECB,M) 

WRITEC8,N)'""" ESTO ES TODO PARA ESTE PROBLEMA MNN' 

WRITECB, N) '""" SUERTE Y HASTA PRONTO • . . """' 

WRITECS, •). Jll.Wff tOOf' 

WRITEC8,N)'-----------------------------------------• 

CONTINUE 

EtlDIF 

100 CLOSECB) 

51 

50 

60 

e 

WRITEC8,M) 'QUIERES QUE RESUELVA OTRO PROBLEMA? CSI O NO)' 

READC 5, 45) PROS 

r F e PROS . EQ. • SI • ) TiiEN 

NOBSER = O 

D050N=l,l5 

DO~lK=1.11 

TS CK,N) =O.O 

CONTINUE 

CONTINUE 

00 BO K = 1,5 

NRES<: K) = O. O 

CONTINUE 

GO TO 30 

ENDIF 

STOP 

END 

c ................................................................... . 
e 

e 

SUBROUTI NE REDGI ve NR. N. G, w. H. TOL. N09S) 

INTEGER llR,N,G,NOBS 

REAL WCNR,N•G),HCG),TOL 

C/////////////////////////////////////////////////////////////////:'//' 
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c 
C PROPOSI TO: ESTE SU!lPROORAMA HACE LA OESCOHPOSI CI ON QR VI A 

C ROTACIONES DE GIVENS. 

C PASOS O - 10, ALGORITHO l!'4 PAG. 47 DEL LIBRO 

C ··COHPACT NUMERICAL METIJODS POR COHPUTERS·• 

C DE J. C. NASH. 

c 
C ENTRADA. 

c 
c 
c 
e 
e 
e 
e 
e 

.. c 
e 

NR 

N 

G 

C SALIDA. 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

w 

H 

C TOL 

e 
C NOBS 

e 

1' DE RENGLONES DECLARADOS EN EL PROGRAMA PRIN­

CIPAL DE LA HATRIZ W. 

1' DE COLUHNAS DE LA HAT?.IZ W. 

1' DE LADOS DERECHOS A RESOi.VER. 

COllTIENE A LA HATRIZ R DE N POR H DE LA DES­

COHPOSICJON QR, EN SUS COLUMNAS N+l •... ,N+G 

SE ENCUENTRAN QC TRANS:> M [ bl. b2. . . hS ! . 

CONTIEflS LA StlHA DE CUADRADOS PARA CADA LAOO 

DERECHO. 

TOLERANCIA. 

1' DE OBSERVACIONES REGISTRADAS. 

C SUBPROGRAMAS USADOS: 

e 
c 
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e 
e 

ROTA. 

C/.//////////..-://////////////,,'////////////l"//////.//////////////J////,' 

e 

e 

INTEGER I,J,T,K,M 

REAL EPS,S.C.B,P,ALFA,BETA 

CHARACTER RSPM2 

T N+G 

K ;:; N+l 

C SE ASIGNAN CEROS A L.OS PRIMEROS N-P.ENGL.ONES 

C '! LAS N+G-COLUMNAS DE W. 

e 
DO tO I ; l, N 

D020J~l,T 

'11( I, J ) ; O. O 

20 CONTliH.!t: 

10 CONTINUE 

e 
e SE CALCULA LA EPSI LON DE L.A MAQUI NA e EPS) • 

c 
ALF'A m 4. / 3. 

!30 BETA = ALF'A - l. 

c 

EPS u BET,\ + 9ETA + BETA 

EPS; ASSCEPS -1.) 

IF CEPS .EQ. 0.) GO TO 60 

e SE CALCULA L.A TOLERANCIA e TOD . 

c 

TOL. TOL. " TOL 

e 
C SE INICIA CONTADOR DEL. P DE OBSERVACIONES. 

c 
NOBS m O 

e 
C SE ASIGNAN CEROS A HCIJ, I ; l. ... ,G 



e 
DO 30 J ~ 1,G 

HC:) ~O.O 

30 COllTI tlUE 

e 
C SE LEE UtlA OBSERVACI ON. 

e 
e 
200 REA!X 7 , l OOOJ RS? 

1 000 FORMA TC AZJ 

IF CRSP . EQ. 'SI' J THEN 

e 

ELSE 

READC7. "J C W 

llOBS • NOBS + 1 

GO TO 70 

END!F 

K.J).J=l~T) 

C PROCESO PARA LA DESCOMPOSlCION QR VIA ROTACIONES 

C DE GIVENS. 

e 
0040J=1,N 

M • J 

S=WCK,J 

C•WCJ,J 

B ABS CC) 

IF ABSCS) 

Ir ti .n ..... 

e C."'8 

s • S/B 

.GT. 

o.o 

p . SQRT e e 
s = S/P 

6) B . ABS ($) 

J THEN 

M C + s .. s ) 

l F' C ABSCS) . GE. TOL J TilEN 

END!f 

CALL ROTACW,HR, T,s.c. J .K. H. TJ 

ENDIF 

~O CONTINUE 
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c 
C ACUMUl..ACI ON CE SIMA DE CUADRADOS. 

c 
00 50,J.: 1,G 

H Ó) ';' H .(J) .,: W (K,tHJ) " W CY., N+J) 

50 CONTÚIÚE 

c 
C SE REGRESA A LEER OTRO DATO 

c 
GO TO 200. 

70 RETIJRN 

EHD 

c 
c .................................................................. . 
c 

SUBROVT!NE ROTACW,NRD,NC,S,C.J,Y.,H,T) 

c 
C DECLARACION DE LAS VARIABLES DE LA CABEZA. 

c 

c 

Hl1EGER NRD.MC,J.K.H,T 

REAL WCNRD,NCJ,S,C 

C////////////////////////"'///////////////////////////////////////// 

c 
e 
e ESTE SUBPRCGRAMA HACC: UNA iüJT;..c::(';~! ?L.".n.h. A w. 
C SOBRE LOS REHGLONES J. K. DE LA COLUMNA M A LA T. 

e 
e 
C ENTRAPA' 

e 
e 
e 
c 
c 
e 
c 

NRD 

Ne 

REAL DE NRD " NC COHPOHENTES DE HATR!¿ A ROTAR. 

EN1ERO.~ DE RENGLONES DECLARADOS DE W EN EL 

PROORAMA PRI tlCl PAL. 

EtlTERO, ti S·E COLUMNAS DE W. 
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e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

J,K 

M.T 

s 

e 

RENGLONES A ROTAR. 

COLUl<INAS !NI CI Al. Y · FI NAl.. DE LOS RENGLONES 

REAL • CONTI ENE SENC TE:T A) • TETA-ANGULO PE ROT AC! Oll. 

REAL. COllTI ENE cose TE:T A) ' 

C SALIDA: 

e 
e 
e 
e 

w CON LOS RENGLOllES J-ESIMO Y K-ESIMC:l ROTADOS 

DE LA COLUMNA M-ESIMA A LA T-ESIMA. 

C//////.,I/////~///////////////'//////////////////////////////////////// 

e 
C OECLARACION DE VARIABLES LOCALES. 

e 
e 

INTEGER I 

REAl. R 

DO 10 I • H. T 

R • WCJ.l) 

wu,D ~ R " e + s " wo:.n 
WCK,l) i:::-R '1 S -+ C tt WCK.I) 

10 CONTINUE 

e 

RETURN 

ENO 

c ..... ' ..... '' ................. ' ........... . 
e 

e 

SUBROUTl NE SUSTRAC A. NRDA. N. G) 

I NTEGER NRDA. N, G 

RE;\!... ACNRDA.H+G) 

C//////////////////////////////////'/////////'///~'/////////////'////'//////'/ 

e 



e 
C RESUELVE EL SISTEMA Ll NEAL R " X ~ El 

C USANDO LA R CALCULADA POR REDGIV. 

e 
C ENTRADA. 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

A 

NRDA 

N 

G 

MATRIZ DADA POR REOOIV. 

NUMERO DE RENGLONES DECLARADOS E~I EL PROGRAMA PRINCIPAL 

PARA LA MATRIZ "Á". 

HUMERO DE VARIABLES. 

NUMERO DE LMX:'S DE:RECHOS. 

C SALIDA. 

e 
e A 

e 
SOLUClOHES AL PROBLEMA DE MINIMOS CUADRADOS 

EN LAS COLUMNAS' N + 1, N + 2, ... ,N + G. 

e 
C/////////////./////////.//////,///////////////////////////////.///////// 

e 
C VARIABLES LOCALES. 

e 

30 

INTEGER NMl ,KG.KB,KH1 ,K,I 

REAL T 
DO 50 KG ~ N • 1. N • ~ 

IF CN .GT. D THEI< 

wu~N-1 

DO 40 KB e l,NH1 

KMl~fl-KB 

K~KM1+1 

..... (K,KGJ ~ ACK.KGJ/ACK.K) 

T • -ACK, KG) 

00 30 I ~ 1.KM1 

ACI.KGJ ~ ACI,KG) + ACI,KJ • T 

COllTINUE 

7(1 



40 COHTlHUE 

EHDir 

AC l. KG) = ACl.KG)/ACl.D 

50 COHTINUE 

RETURH 

EHD 

Primero so van a presenlar todos los dalos y a conlinuación so 

pondrán todos los result3.dos. 

DATOS DEL EJEMPLO l. 

2 1 

5.2 

l. 5 4. 7 

1 1.8 4.4 

2 3.8 

2.2 3.e 

DATOS DEL EJEMPLO 2. 

4 

2 4 5 1 

3 4 o 2 

3 o !!l -2 1 

5 -1 o 4 o 
7 6 10 3 1 

-3 o -4 l 1 

DATOS DEL EJEMPLO 3. 

3 l 

5 1. E-6 1 1 

e o. 009999 1 2 

7 2. 00001 l 3 

B 2.9999 l 4 

77 



DATOS DEL EJEMPLO 4. 

5 l 

1 583 282 481 221 305 

858 291 473 222 342 

l 876 294 513 221 331 

749 302 510 218 339 

1 834 320 540 217 354 

l 973 350 595 218 35Q 

1 1079 380 050 218 378 

1 11!31 401 578 22.5 309 

l 1324 440 760 220 405 

1 1499 492 970 230 438 

1890 510 907 237 438 

1735 534 932 235 451 

1776 55~ V3Q 230 ..¡&5 

DATOS DEL EJEMPLO 5. 

5 3 

22 10 2 3 7 -1 1 o 
14 7 10 o 8 2 -1 

-1 13 -1 -11 3 1 10 

-3 -2 13 -2 4 .~ o 4 

9 0 1 -2 4 o -e -o 
g 1 -7 5 -1 -3 8 3 

2 -8 e 5 1 11 12 

! ~ o - :: o -R -~ 

DATOS DEL EJEMPLO 8. 

3 1 

1 2 

2 4 7 

3 g g 

4 18 8 

78 

11 



2 1 

4.0225 

1 a e. 3095 

1 3 5. 35ail 

1 4 4. 3553 

1 5 3. 7861 

1 o a.<!947 

1 7 a. 949<! 

19<!.1732 

1 9 1. 49al 

10 3. 3424 

1 lil 2. 473<! 

DATOS DEL EJEMPLO S. 

a 1 

1 1 

a 1. 5 

3 0.7!5 

1 1 1. 25 

DATOS DEL EJEMPLO 9. 

3 1 

1 1 1 1 

1 2 4 a.3 

1 3 g 4.6 

1 4 10 3.1 

l!':latl1.2 

7g 





DATOS DEL EJEMPLO 12 

3 1 

o o 20 

o. 25 o. 0629 51. 58 

o. s o. ooa oo. n 
0.75 0.5025 7'5.46 

1 1 1 74. 30 

1. 25 1. 5!l25 !l7. 09 

1. 5 2. 25 54. 73 

1.75 3.0625 37.99 

2 4 17.28 

B1 



DATOS DEL EJEMPLO 13. 

3 

l 0.01745;:4 5.0Z91 

2 0.0348954 6.5099 

3 0.0523359 5.3666 

4 0.0697004 4.1275 

5 0.0871597 4.2948 

6 0.1045284 e. 1ae1 

7 0.1218e93 12. 514 

e 0.1391731 10.0502 

9 0.1564344 9.1814 

10 0.1738481 7.6077 

11 0.190809 7.Z92 

la o.ao7011e io.0357 

13 O.G24991 11. 0708 

14 o. a41Ga19 13. 4049 

15 0.258819 12.8419 

16 o. 2758373 11. geoo 

17 o.aea3717 11. 0765 

18 0.3090169 11. 7774 

19 o. 3255601 14. 5701 

ªº 0.34ZOG01 17.044 

a1 o. 3982679 1 7. 0399 

aa o. 3"(4600'3 19. 9069 

a3 o. 3907311 15. 485 

Z.4 0.4007~ 15.511C! 

25 o. 4aa6182 17. 0572 



DATOS DEI- EJEMPl-0 14. 

52 

3.6E+Ol -0.3E+oa 3.30E+03 -?.56E+03 ?.50E+03 ~.03E10Z 

-4..15'7E+03 

-6.3E+02 1.47F•O' -~.SZE+04 Z.1108E•05 -Z.205E+05 -1.3SCIE+04 

-1. ?a<m•04 

3.3llE+03 -e.SZE+O~ ~.6448E+O!:I -l.4112E+otl 1.51eE+OO 9.702E+04 

ll.=5E+04 

-?.56E+03 Z.1108E+05 -1.4l12E+OO 3.ezaaE+06 -3.969E+()(! -2.5S72E+OS 

-2.8HIE+05 

?.!50E+03 -Z.ZOOE+05 1.512E+OO -3.c::;¡;¡;..oo 4.;',1E+OO 2.9100E+05 

Z. 882tl8EHl9 

-2. 772E:+<l3 e. 310E+04 -5. S212E+05 1. eea32E+OO -1. 74630E+OO 

-1.104<?4E:•O!'.l -1.1Sll44E+05 



- -"" HOLA lllCORRIDA DEL PROGRAMA: ''NAS!l'' '*" 
KM ~-
.... SOLUCION DE HHIIHOS CUADRADOS LINEALES 
- MEDIANTE EL ALGORIThlO DE NASH. ~., - -Miffl.MMHWWMMM-NtfMWMW'MM-WW:NttKK1"HMH-it-to-MMKM:l!t»-H~Htlf"'MMf1M-M 

RESUL..TAOOS DEL PROBLE?-1A J(:'I 

RESULTADOS OBTENIDOS: 

TOLERANCIA PARA DISCRIMit~AR RANGO DEPICIENl:Ec 

O. 1192093E-05 

SOLUCION PARA LADO DERECHO (} 

ALFAC !)~ e.0591820 

ALF AC 2) ~ -1 . 31336360 

CON RESIDUAL :::i: -=:. c¡-~1:"',Z 

~ DE OBSERVACIONES ZI 5 -.. ...... ...... 
ESTO ES TODO PARA ESIE PROBLEMA 
SUERTE Y HA....""TA PRONTO .•• 

84 

.. ... -· .. .... 



.... . .. 
H0LA i i 1 .::..>R.RI i.JA üt:L i-'P.'J3?.A.MA; ' 'NA.Srl' ' 

"" SOLUCI 00 DE HI NI HOS CUADRAOOS LINEALES "" 
"" DE RANGO ::OMPLETO. "" 
MM MEDIANTE EL ALGORITMO DE NASH. .,.. 

"" MMM"MMMMMM-M-M•W~~M"H~MMM-MM~~~~~H"H"~~~-~~~M~~~~M 

RESULTADOS :~L PROOLEHA ¡; 

""" DISCULPE. NO PUEDO RE...."ULVER SU PROBLEMA """ ...... P·=BLE RANGO DEFICIENT """ 

""" ESTC ES TODO PARA ESTE PROBLEMA ,.,... 
MMN SUESUE.?.7E y HASTA PRONTO . . . tOOf 

~.. ·-

85 



"" -· "" HOLA 1 1 I CORRIDA DEL PROGRAHk ' 'NASH' ' 

~ -
"" SOLUCI ON DE MI NI HOS CUADRADOS LINEALES "" 
Mlt MEDIANTE EL ALGORITMO DE NASH. MM 

RESULTADOS DEL PROBLEHAEMA ~ 3 

RESULTADOS OBTENIDOS, 

TOLERANCIA PARA DISCRIMINAR RAHGO DEFICIENTE• 

0.1192093E-05 

SOLUCION PARA LADO DERECHO # 

ALFAC l): 0.9950805 

ALFAC 2)= 0.0049196 

ALFAC 3) • -3. 975·101 O 

CON RESIDUAL • O. 4001010E-Ol4 

.... ...... .... ESTO ES TODO PARA ESTE PRc;)LEHA 
SUERTE Y HASTA PRONTO ... 

eo 

NMW -· .. .... 



"" - HOLA l l ICORRJDA DEL PRcx;RN1A' ''NASH'' .... 
- SOLUCION DE HINIMOS CUADRA!XlS LINEALES "" 
"" MEDlANTI: EL ALG'.JRITHO DE NAS!l. "" 
MM M~ 

K***~M~"**M~M#l(X#MWMM"M"ff*MM~*HMMMUMM~M~~MM~MW 

RESULTADOS DEL PROBLEMAEHA ~ 4 

RESUL T A!Xr.:> út:frENI ¡:-,o:;, 

TOLERANCIA PARA DISCP.IHIHAR RANGO DEFICIENTE= 

O. 1192093E -05 

SOLUCIOH PARA LADO DERECHO fl' 

ALFAC D • 220. 5468000 

ALFAC 2)= -0.0504463 

ALFft.C 4)= 0.9088559 

ALFAC 3)= -o. 1191909 

ALFAC 5)• -o. 3598519 

CON RES! DUAL = 

fil DE OBSERVACIONES = 13 

...... ...... 
MMll 

ESTO ES TODO PARA ESn: PROBLEMA 
SUERTI: Y ll:.5TA PRONTO ... 

07 

...... ...... ...... 



il4"'4 MM-

.... HO!..A 11 ICORRrDA DE:L PROORAHA, • 'NASH'' l<W 
>:.!~ M)ll 

W'4 SOL'J~!OH DE MIHIMOS CUADRACOS 1-INE:A..LES ._" 
•-M DE RANGO COHPLET0. io• 
M-M MEbIANTE EL ALOORITMO CZ:: !'J ... '..S}f •W - ~ 
MWW*MM~M**M«tt**~*M~M~~ff~MWN-WffttflM•ttH~~WM~n"tt)ttt4:~~ 

RESV'-TA!JOS DEL PROBLEHAE:HA ~ 5 

-" DISCUJ.PE. NO PUEDO RE:SOl...VEP. SU PP.OSLEHA """ 
- f'OSHtLE RANGO DEf·rcrENT ...... 
Kllf--MJ'!N,M.MHM•VWN;JJ<tfPtt.f'4WHttM*-)»~4'tN1'l"Nt-tte-1<tt11HtW~~""1\lrit~~ 

...... ESTO E:S TOOO PARA ESTE PP.OBL!(HA 
StJERTE: Y HASTA PRONTO .•. 

ee 

"'rn .. .... ...... 



- ~ "" HOLA 1 1 I CORP.l DA DEL PROOP.AMA, ' ' HASrl' ' 

"" SOLUCI ON DE MI NI MOS CUADRADOS LINEALES 
MEDIANTE EL ALGORITMO DE NASH. 

MM 

RESULTACOS DEL PROBLEHAHA ~ 6 

RESULTACOS DETENIDOS' 

TOLERAllCIA PA.P.A DISCRIMINAR RAllGO DEF'ICIEN'IE= 

O. llll2093E-05 

SOLUCIOH PARA LADO DERECHO H 

ALF'AC D = -7.5000000 

ALFA( é!J = 11.4000100 

ALFAC 3) = -2.0000010 

CON RES! DUAL = 0.2000006 

ff' DE OBSERVACIONES _ .. 
...... .... ESTO ES TOCO PARA ES'IE PROBLEMA 

SUERTE Y HASTA PROtlTO .•• 
.... .. .. .. .. .. .. .. 



- .... 
"" HOLA 1 1 1 CORRIDA DEL PROGRAMA: ' 'Nl\SH' ' '"' .... .. .. 
- SOLUC10H DE HillIHOS CUADRADOS LINEALES "" 
"* MEDIANTE EL ALC-OP.!THO DE HhSr!. .... 

RESULTADCS DEL PR09LEHAEHA "' 7 

P.ESVLTADOS OBTENIDOS: 

TOLERANCIA PARA DlSCP.IHINAR P.ANGO DEF'!C!EHTE= 

O. l l 92093E-05 

SOLUCIOM P(IRA LADO DERECHO ,; 

Al..FAC 1)= 5.4779590 

ALFAC 2)• -0.3323793 

COH RES! PUAL • 

ti DE OBSEP.l/ACIC}JES 12 

...... ...... ...... 
ESTO ES TODO PARA ESTE PROBLEMA 
SUERTE Y HASTA PRONTO ... 

...... -.. .. .... 



~MHMMMMfOOOtHN:NH,.,OtHflf-M-Mtt)OoflllMffMMMMJIOOOtlttt***"'·JIOOtM - ~ 
"" HOLA ' 11 CORP.I DA DEL PROGRAMA o .. NAS}!.. "" .... 
*" SOLUCJON DE HJNIMOS CUADRADOS LINEALES "" 
"" MEDIANTE EL ALC-ORITMO DE NASH. "" - -Htllif:MMNNtOH4'Mfol:MMM--MHMN*MMK-HM*MttM-MM.JWH-MHM-«-MNWHtil-lt*Mi'ifM 

P.ESULTAOOS DEL PRODLEHAEMA ,,. 8 

RESULTADOS OBTENIDOS: 

TOLERANCIA PARA DISCRIMINAR RANGO DEFICIEN"IE= 

O. 1192093E-05 

SOLUCION PARA LADO DERECHO t' 

ALFAC D= 1.1250000 

ALFAC 2) = 0.3998401E-007 

CON P.ESI DUAL = o. 3125001 

t' DE OBSERVACIONES 

E...<"TO ES TODO PARA ESTE PP.OBLEHA 
SUERTE Y HASTA PRONTO ... 

91 

...... ...... 



M••~MMMMMMMMMMMfttl.MMMMWMMM~*Jtt;t**MMMMMMH*M~M~MMM• 

MW W~ 

"" HOLA 11 ICOP.R!DA DEL PROGRAMA: ''NASH'' "" -"" SOLUCl OH DE Hl NI MOS CUADRADOS Ll NEALES MM 

*-W MEDI AtJTE EL ALC.....C::Rt THO DE NASH. MM -MMMMMMMM*MMMMMMMMWM~~MM*MPttt•MMMM~*MMMMMMMM*HK*M 
RESULTADOS DEL PROBLEMAEHA /1 9 

RESVL TAOOS OllTEtll OOS: 

TOLERANCIA PARA DISCP.lHlHAR RANGO DEFICIEN1"E= 

0.1192093E-0!3 

SOLUCION PARA LADO DERECHO * 
ALFAC D= -3.0200030 

ALFAC 2)= 4.4914310 

ALFAC 3)= -0.720e;719 

CON RESJ DUAL = 1.1565720 

JI' DE OBSERVACJ CtlES 5 

...... -· ...... 
ESTO ES TODO PARA ES1"E PROBLEMA 
SUERTE Y HASTA PRONTO ... 

92 

1 . 

.. .... -· -· 



Jlttf~~~*MN*l':M~*~**~MMM*WMK~W"~W*•*M*JttifM*~"-~*"*** 

~ -"" HOLA 1 1 1 CORRIDA DEL PROGRA.4A' ' 'NASH' ' .... 
"" SOLL'Cl Otl DE 111 NI HOS CUADRAD:>S l-HIEALES "" 
.... HEDI ANTE EL Al-GOR! ruo DE t/AS;I. .... .... .. .. 

RESUL T hOOS DEL PROBLEHAf'A lf 1 O 

RES!JL TADOS Oi3TEta i:xr.,;, 

TOLERA~CI A PARA DI SCRI lofl NAR RANC-0 DEF'I C! ENTE= 

O. 1192093E-05 

SOLUCI ON PARA LADO DERECHO # 

0.7032246E+009 

ALFAC 2)• 7!333672.0000000 

ALFAC 3)~ ! 097970. 0000000 

CON RESIDUAL • 0.9740929E+Ol4 

# DE OBSE:P.VACIONES • e 

ESTO ES TODO PARA ESTE PROBLEHA 
SUER'IE Y HASTA PRONTO ... 

93 

.. -.. .... ...... 



.... 
HOLA ! 1 I CORRIDA DEL PROGRAHk ' 'N>\SH' ' -W-M SOLUCI ON DE Hl NI MOS CUADRAC.OS Ll HEALES 

"" MEDIANTE EL ALGORITHO DE NASH. 

P.ESUL TACOS DEL Pl-!OBLEt·V~.HA "* 11 

RESULTADOS OBTENIDOS< 

-

TOLERANCIA PARA D!SCRIHIMAP. RANGO DEFICIENTE= 

O. 1192093E-05 

SOLUCION PARA LADO DERECHO ~ 

ALFAC 1) = 4. 0126910 

ALFAC 2)= o. 5326428 

CON RESIDUAL = 72.9517100 

t.' DE OBSERVACIONES = 25 

ESTO ES TODO PARA ESTE PROBLEMA 
SUERTE Y HASTA PRONTO . , . 

...... 
""" ...... 



KMMMMMWMM**MMM"H~~~M*~*~~~HMMMM*~"ww~"*~****~ 

.... "" 
""' HOLA ! 1 ! CO~P.I DA DEL. PR03P.AHA: • 'NASH' ' 'PfN 

"" ... 
"" SOLVCI ON DE MI tJI HOS CUAORAOOS LINEALES *" 
JtW MEDIANTE EL ALOORI TMO DE NASH. "" 
.... .. .. 
)otW*+i***'MW)fM*t<-MK-lil+l»i--M-W~-N~Otlt-W·"t-1it*_."'W~tltt~t~'t'l~titMtilMM+l-'4 

RESULTADO$ DEL PROBLEMAl-'.A ~ 12 

TOLERANCIA PARA DISCRIMINAR RANGO DEFICIENTE~ 

o. 1192093E-05 

SOLVCIO~I PARA LADO DERECHO VI 

ALFAC D• 23.7229500 

l Ol . 8772000 

ALFAC 3)• -52. 9007800 

COH RESIDUAL • 123. 5696000 

~ DE OBSERVACIONES 

e;sro ES TODO PARA ESTE PROBLEMA 
SUERTE 1 HASTA PRQ)ITO . . . . 

...... ...... ...... 



Nt:tlttlHltttNMtlfMM9"HiMINM•~~n~JOiff>Rt!m~ANft~ft~W 

- h na HOLA 1 1 1 CORRI [);\ llEI. PROGQ?AW.• ' 'WA.Sli'' "" - .... 
"" SO!..UCl ON DE MI HI HOS CUADRADOS L.I NEALES "" 
"* MEDI ANTE F.L. Al..GORI Tl!O DE HASll. "" - ~ 
"M-t;"84MHtfffM~ffURM"~w~~tt~~~~»~Hrot:)-tlll!'m~~~~N-r4it.'Hlf~N 

REsiJt. T ADOS OOTEHI COS• 

TO!.ERANCIA PARA DISCRIHillAR RANGO DEFICIENTE• 

0.119Z003E-05 

SOLUCI ON P ASIA LAOO DEREO!O @ 

AL.FAC 1)• 0.93373Zl 

llLFAC Z)• o . .ig3s400 

llLFAC 3)• 0.3303003 

ALFAC 4)• O.Z4eeZ!l4 

AJ..FAC !5)• 0.1@41119 

C:OH RESIDUAL s o.~oz 

...... -...... ESTO ES TOOO PARA ESTE PRO!ll.D!A 
SUERTE 1 HASTA PRONTO ••• 

SOLUCI Oll PARA L.ADO DERJ'i:CHO i:> 2 

ALFA!: !Ja 1~.~.,;w 

IU.'FAC 2)• !!. ~e?B470 

ALFAC 3)• 2.4711!970 

M.FAC 4'• 1.1050230 

AJ.YAC. S)• 0.!5'3anl07 

e~: 
_ __,,,..., .. , 
,......_..,~~- ~ O. ?!'.:.~!.~E+OOA 

f1 DE ~V.'ICIOHES • 6 

""" - l!:S?O ES TODO PARA ES'IE l"ROSLl'JiA 

SUZRTE Y HASI'A PnotlTO •••• 

...... ...... ...... 

...... .,.,., 
22~--------------------------u--------------~ 



- .... 
"" HOLA I I ICORR!DA DEL PROGRAMA' ''NASH'' "" - ~ 
- SOLUCI ON DE HI NI HOS CUADRAOOS Ll NEALES -
- MEDIANTE EL ALGOP.Iruo DE NASH. 

P.ESULTADOS DEL PR09LEHAH/\ # 13 

RESULTADOS OBTEtUOOS: 

TOLERANCIA PARA DISCR!HlNAP RANGO DEFICIEtnE= 

O. 1192093E-05 

SOLUCION P.l>J?.A LA!X) DERECHO ~ 

ALFAC 1)= 4.0504120 

ALFAC 2)= 0.7356421 

ALFAC 3)~ -11.9938200 

CON RES! DUAL = 72. 9412200 

~ DE OBSERVACIONES = 25 -,._ ...... 
ESTO ES TODO PARA ESTE PROBLEMA 
SUERTE Y HASTA PRONTO ... 

...... .... .. -.. 
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