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1 ANTECEDENTES

Para chleulo de presiones hidrodinGmicas sobre la cortina de
una presa diferentes outores han hecho anélisis que emplean diver;idod de hipétesis
simplificatorias.

Dependiendo de fcs hipétesis emp]eadas, se reporfun en la li_
teratura valores de presién hidrodinémica que para un mismo temblor ascilon entre
30 y 300 por ciento de la presién hidrostética. Tomando en cuenta los consecuencias
que tiene la falla de una presa asi como el costo que suele alcanzar la construccion
de una estructura de esta clase, salta o la vista la importancia de acotar de manera
més precisa lo presién hidrodinémica de disefo con base en anélisis que empleen el
menor nGmero posible de hipétesis sirﬁplificc‘torios y que las hipdtesis representen lo
més cercanamente posible el comportorﬁien*o real, Esto involucro consideror el
comporfumiento dindmico del sistema ogua-cortina-suelo.

A lo fecha se houreolizodo gran vo!‘umen de investigociones
concernientes o presiones del agua sobre presas rigidos. En varios de esos estudios se
ha considerado lo presién del oguo como fuerza externa proporcional a una maso vir-
fuc;l de ogua, reduciéndose el problema o determinar la respuests de lo presa sujeta
o la aceleracitn del .terreno ya dfchos fuerzas externas. Este procedimiento no toma
en cuento la interoccibn entre lo cortina y el agua almocenoda. El grodo de acopla-
miento entre las dos fases dependers de sus propiedades relatives. Si lo frecuencio
natural de la cortina es mucho mayor que la fundomentol del ogua almacenaoda, pue- ‘
de ser oceptable el procedimiento mencionado, pero las frecuencias fundamentales de
las dos foses pueden serAdel mismo orden; es entonces imprescindible tomar en cuento

la interoccibn.
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Chopra ha desarrollado investigaciones para tomar en cuenta
la interaccidn agua=-cortina, considerando que lo cortina se deforma en su modo fun_
domental y tratando el agua come un continuo gobernado por o ecuacién de onda
bidimensionol. Holla que sT es importante reconocer la interaccién entre cortina y
ogua (9).

Este procedimiento estd restringido a que lo corlfing’tengo el
paromenta de aguas orriba vertical y el fondo del vaso sea horizontal . Posteriormente
Chopra, Wilson.y Farhoomand salvon esta restriccién empleando elementos finitos po_
ra representar el sistema agua~corting; reportan que lo flexibilidad de la corting tie-
ne efectos significativos en los fuerzas hidro;iindmicos y menciononque puede ser inte_
resante estudiar el efecto de la interacci6n can el subsuelo y la voriacién espacial de
la excitacion (6).

En la ref 1 Rasenblueth resefia el estada del arte en este caompo.
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H OBJETIVOS ’

' Como se implica en las péiginas anteriores, a la fecha no se
ha estudiado satisfactoriomeénte el comportamiento dinémico de presas considerando
la participacién conjunta de los tres subsistemas suelo, agua y éorﬁnu, por lo que
en el presente trabajo se pretenderé lienor en parte este hueco.,

El broblemq se plantearé en el marco de comportamiento li=
neal. Puesto que un estudio en tres dimensiones serfa en exceso ambicioso, el tra_
bajo estaré confinado a un modelo bidimensional lineal. La hipétesis de linealidad
es una limitaci6n seria, ya que es seguro que durante un temblor intenso el compor
tamiento real del fenémeno en estudio estaré lejos de ser linecl,‘ sobre todo en lo
que se refiere al comportamiento del suelo. sin embargo, todo r;vétodo de anslisis
lineal en el dominic del tiempo puede adaptarse ¢ comportamiento no lineal h'oton'_
do el problema como de rigidez variable.

El objetivo principal de la tesis ser6 dar un paso en el campo
de lo interacci6n suelo-agua-corting en presas sujetas a temblor. Quizé en un futy_
to, al ampliarse la copacidad y velocidad de los sistemas de computo electrénico,
sea factible estudiar la respuesta de modelos tridimensionales no linecles a un costo
razonable.

Otro obieﬁvo seré mejorar los métodos conocidos’ :p;io mode-
lar una frontera no reflejante con el fin de eliminar reflexi6n de ondas espurias al

simular un semiespacio mediante un modelo con nomero finito de elementos finitos.
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il DESARROLLO DEL MODELO MATEMATICO

Lo complejidad de! problema anula la posibilided de solucién
analftica a un modelo matemético constituido por un sistema de ecuaciones en deriva_ -
das parciales que tome en cuenta los diferentes materiales, from‘e;'cs irregulares y
caréeter tronsitorio de la excitacion, por fo que se deberé recurrir a discrg’tizaciﬁw.
Esta puede aplicarse al sistema de ecuaciones mediante diferencias.finitas o al mode-
lo icénico del sistema fisico mediante elementos finitos.

Para el desarrollo de este trabajo se ha elegido el método de

elementos finitos. ¢ Por qué elementos finitos 7 Para dar una respuesta a esta pre_

"gunta no trivial, ser6 necesaric definir el método en forma general. Veremos como,

dentro de una definicion amplia, las téenicas de diferencias finitas quedan como
subclase dentro de la metodologla general de elementos finitos, que de hecho abarca

muchos otros procedimientos clésicos de solicién numérica, En el campo de estructu~

‘ras y mecénica de sélidos los procedimientos de elementas finitos casi han desplazado

a las otras alternativas. Lo mismo empieza a suceder en el campo de mecinica de
fluidos.

El método del elemento finito remplaza al continuo por un nme_
ro limitado de subdominios (o eleme;\tos) cuyo comporfamiento se puede modelar'con-A
venientemente a través de los gracios de libertad nodotes. Dichos elemenfo'.s‘pueden
ensamblarse mediante procesos bien conocidos del anélisis de sistemas discretos.

Podemos definir pues el método de elementos finitos ¢omo un

proceso dé aproximocién en el cual:

a) El comportamiento del sistema continuo completo que involucra un némero infini

to de grados de libértad se representa en forma aprox?:ﬁcdo con un nGmero finito
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de pardmetros, éi, i=1,2.,..,n.
b} Las n ecuaciones que gobiernan el comportamiento del sistema completo discre=

tizado, . : .
Fi( 0]) =0 i -1,2

s 2,000

pueden ensamblarse mediante adicion de |ovs contribuciones de fos subdominios o ele_
mentos que dividen el dominio en entidades fisicamente identificables sin traslapes
o exclusiones. Tiene importancia prictica el que ggnerclmente la contribucién de los
elementos sea muy ioculézoda; ello conduce @ un sistema de ecuccior;es algebrai-
cas con matriz de coeficientes porosa y en banda. Ademds la banda es simétrica con
la diagonal principal en virtud del principio de reciprocidad. Aungue estono es
esencial en la definicién del proceso'de elementos finitos, en la préictica significa
la posibiiidcd de manejar solomente la semibanda con el considerabie chorro en me~
morio de computadora asociado.

Cualquier problema de valores en la frontera puede definirse, va

sea por un sistema de ecuaciones diferencicles vilide en un dominio .Q-

D =0

_junto con las.condiciones de frontera asociadas que deben satisfacerse en r

(Fronteras del dominio)

B(¢)=0

{donde D y B son operadores diferenciales aplicados a una Funci{@n@ de una o mas va_

"riables independientes las cuoles representon el estado del sistema ffsico).o por un

principio variacional que requiera que una funcional escalar T tenga volor estacio_

norio:
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: T = |e(grdaf«| qfrar
A @ n
{ donde G y g son operadores diferenciales ),
En ambos planteamientos Q puede representar uno funcibn ineégnitcrou un conjunto de
tales funcienes. |
Para obtener una aproximacién deAeIem'erA\fos finitos del proble
ma general descrito, podemos proceder como sigue:
1) Expresomos los funciones incégnitas mediante un nGmero finito de funciores de in_
terpolacibn N;i supuestas y parGmetros nodales incognitos ot ?az Niluf
1) Expresamos la aproximacién en la formo de n ecuaciones, los cuales esfé:

definidas como integrales sobre {1 y r , esto es,

L2, ...,n

]

Pad ~
Fe \ E()dll+ \ e ol i
Q r

y tenemos en cuenta que:

S( )dﬂ.—.Z.Se( ydns

Qo Qo

S( )dnaz e )an€
r

r‘
A~ .
donde E y e son operadores diferenciales, ¢ es la aproximacién de las funciones in-
e e .
cognitas, ,Q,_ ¥ n significan subdominios a nivel de elemento.
Un punto crucial en la metodologla viene a ser entonces el

problemo de formar las integrales de aproximacién., lo cual logramos mediante :

Principios variacionales. Si el problemo se puede plantear en

términos de un funcional estacionario la formulacion de elementos finitos es mas direc

ta yo que podemos escribir la forma aproximada del funcional como
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o~ fa)
TLT-T(§)
y mediante lo condicién de esfaciomriedod tendremos un sistema de n ecuaciones
344

las cuales, por la definicion de T, estGn en forma integral

i=L2,.,..,n

Integrales pesados, Es posible remplozar las ecuaciones dife-
renciales que gobieman un problemo de valores en la frontera por un planteamiento
integral equivalente, o sea,

wfo(‘Q)d.n.«f We(§)ar =0
1% r

f:londe Wy w s funciones de peso. Inmediatomente surge la posibilidad de una apro_
ximaci6n en forma integral seleccionando funciones de peso especificas W, y Wi
escribiendo
t o~ A
WD (§)dll + wWB(§)dl =0
Q p o ‘
Este proceso se conoce con el nombre de método de residuos pesados por considerar
~

a D{ @) y B é ) como residuos de la aproximacién, El procéso de Golerkin, en
el que las funciones de peso son idénticas a las funciones de inferpolacisn, es el mas
usodo,

Integrales directas, En muchas situaciones flsicos es posibie
formular el problema directamente. en forma integral sin necesidad de escribir las
ecuaciones diferenciales, partiendo de cnlgﬁﬁ principio flsico globui. Un ejemplo tI_
pico es la aplicacién del principio del trabajo virfuul. de mectnica o lo formulacibn

directa de elementos finitos en problemos de ingenierfa estructural,
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3.1 Elementos finitos de agua

En el modelo puede discretizarse el agua haciendo un plantea~
miento voriacional, o partiendo de la ecuacién de qndu, en t&minos de la presién hi_
drodinémica, o aplicando un principio flsico global.

Si partimos de la ecuacién de onda en términos de la presion
hidrodinémica, puesto que la discretizacién de la cortina y del suelo se }\c;rd en el
campo de desplazamientos, serd conveniente trabajar el agua en el campo de los des

plazamientos. Por elio, escribimos las ecuaciones de movimiento en un sistema car

tesiono,
P Y e se-\
: P36 K(aﬁ 3y 17 °
s
= . k( éd‘\
donde

v 3 desplazamiento horizontal

v s desplazamiento vertical

t 5 tiempo

P = densidad

k z médulo de deformacién volumétrica

Si llamamoas Qa - { p/k)n)l&/ét Rz '(P/k)éﬂ'/ét

podemos escribir las ecuaciones de movimiento como

K(Se, 36‘} S
(6;2 3x3y Q =20, K(f&s*%;—:—;)-ﬁ-R‘o




Es posible remplazar estas ecuaciones por los integrales pesa-

das siguientes, en todos aspectos equivalentes,

3 ]
S U .
Wi{k{—é-;-‘-o-——-)i(}]dvao

ox v)Aa

donde W; son funciones de peso arbitrorios.

5i discretizamos en términos de los desplazamientos nodoles

N O R R T

donde [‘N] ;{ N] , NZ , N3 PR Nn] = funciones de interpolacin,

tendremos

< . . .
{“e} ,xc k = vectores de desplozamientos nodales horizontales y verticales res
pectivamente de un elemento, y si ademds aplicamos el proceso de Galerkin.

Podemos entonces escribir las integrales pesadas como

A3 2 .

M o '
N, [k( T )eQ}dv.—;O,
A4

>N

S, 3

Esta forma integral requiere continuidad en los pendientes en todas las interfases pa
ra evitar infinitos en las segundas derivadas.
Para quitar esta restriccién integramos por portes. -Trabojando

con la primerc ecvacibn tenemos
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| X %__d,“hé 4 ij é‘:'% A,“{% } \Ygie dxdy =

v
2
k[m-—- d kjé“ o dy 1k i 2L l dx
s i ax dﬂ A X ,’A
-kgﬁ}%ﬁ‘lo\,% + X:ﬁdedoy
donde demos §;c|cer = n-. s s ié..v: $
po Ss \d,‘ §N xd §N é“d

donde ! = coseno director de la normol hocia afuera respecto al eje x.
X

. 8 M
De igual monera, Ni af { dx = ONi é_\): ds
ax 3n
$

haciendo lo mismo con la segunda ecuccién y agrupando términes tendremos

SN AL Nl A N
[ 3x X + é\é ™ dXd‘é Nxded\a
¥

sustituyendo en estas ecuaciones u = [N] { J} F VR [N ]{V&} obtenemos
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k [é__f\_l, AINI {ue} + AN a [N ‘ve} dxdy - Ni‘Rdxd?f‘
. % 3 Ny

ERE Ul

u; .
Agrupendo los desplazamientos en un punto como ’ ={ } podemos ensamblar la

L

forma esténdar del sistema de ecuaciones colgebraicas

E. K ] i?} + {FI = ( para todo el dominio, donde

la contribucidn de cada elemento serd

BN, 4N

dx  ox !
A T B G L R P
L T R |

Iz
2
P

En Forma alternativa podemos emplear un planteamiento directo basados en el prin

cipio fisico global del trabujo virtual y obtener exactamente la misma expresién

_arriba anotada pare los elementos de lo matriz de rigidez.

Trabojaremos con elementos finitas cuadrilateros plenos con

cuatro puntos nodales,
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Seleccionamos un'sistema local de coordenas {s, 1) talesque s y t varien de

= la+1 encadaelemento (fig 1) ‘y usamos las funciones de interpolacién

it

Ny = (1-5)(1-t) /4, Ny = (1+5)(1+t)/4

N2=(]+s)(l-t)/4, N4=(1bs)(]+t)/4

enseguida expresamos los desplazamientos de cualquier punto de un elemento en tér-

minos de los desplozamientos nodales de diche elemento -
4

& .
u(s,f).—.E Niui' v(s,f)=ZNivi

iz A=t
o seq,

o (s t) -—'[V(l-sul-r)u, (1+s)(1-t)/4 ,

[ «
E NI 8 ]

(V+s)(1+8)/ 4, (1=5)(1 +¢) /4]. v

v(s,ur-[(l—s)u-tm, (1+5)(1-+)/4,

. V]
\'4
2
(1+5)(T+f)/.4,(l-s)(l+t)/4]. '3
4
Podemos escribir entonces
°t- (1-5)(1-1)! 0 (1 +s)(l—f)' 0 ) 'U{.‘
5 A UEES QIR DI c(l+s$(]-f)§ 1
b vg
3(1+s)(1~+ni ! (L-s.)‘gl_ft) 0 1%
T o (1+S)(1+ﬂ"’ 79 RN Fry :3’
: -
Ve
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La relocién desplazamientodeformacidn

]

v

E
eb = % - [aux,e/ay]
Ey .

expresada en términos de los pardmetros nodales serd

€ , | .
oval yex [0l o o _
EY Ty K1~s~)(l-f :
ve/ax (1+s){1-1)) 0 !
L la3e2020 WSy /TS
v/ x [(1+s)(1+1)]! 0 P
;"“"Lv-*““1’;75;"[(71‘;;(1’:@:‘ vy
] v]
L"Z.é_".._[il:i)_{.}_“_fﬂfg L 42
: 0 /3 y_[ﬁ-SRHf)Ii} V2
‘ ‘ _ "
. \?3
Pero subemosque d/ds =(9x/ds){8/dx)+(ay/3s)(3/3y) Ui
. i"41

d/3t =(3x/3t){(3/Ax)+(dy/ ) {3/ dy)

De aqui ,
a/as [a,;/as i ay/as | [asax
{“a'/a;] ® oot :;;;;t} a/3y
de donde, resolviendo para las derivadas parciales con respecto @ x, y , tendremos

3/ 3dx y Iy /3t i-3y/3s| |a/as
- - - = J]m -l - - - - - -
a/dy ax/&ti Ix/As| |a/at

donde J = determinante del Jacobiano

=(ax/3s)(dy/dt)-(ax/at)(3y/ds)




Si las coordenadas x, y en términos de s, t estin dadas por las relaciones

et 4 '
x(s,t)= E N x.  ,  yist) = E N y
‘ i i i i
wzd S anl

donde X;, y, son las coordenadas de los nudos, entonces
i

B/d = (=1 +4)x) [4+ (1-1) x) /4+ (1 +1) x3/4+(¥1 -t) x, /4 = A
dx/&t’~=(-l+s)x] /4+(~1~s) x2/4+(l+s) x3/4+(1—s)x4/4 = B
dy/ds= (<1+) y, /4+Q-t)y [+ (et)y 4+ (-1-t)y /4= C
‘ | dy/dt= (-]+S)Yl /4+(-1A-»s)y2/'4+('l+s)y3/4+(‘]~s)’y4{4= E

+tx, ¥y tx y +tx

= - - - + -

+ - =
(x4y2 x4y] x

- + + x - +
3¥y T Y3 T s TN YT Y T Ry )

+
(=, y

- - + + - -x y + tf1/8
- RAT RORRRO R R SRR x3y4)’}/

y la relacién desplazamiento ~deformacion podrd escribirse como

- E(-1+t) LOE(1-t) | :
; € T LT S N« G LX) NN SN T (1
L =1/41 L Y EN] 0T TA(=TSsY |
€ DeB (=14t} P B (1-t) - ]
b4 : ¢ 2
POE(1+t) bOE(-1-1)] o2
booc(i+s) ! o__i-=CO-s) o | .2}
FPTTTOT T TAQ RSy T AT T A ys
' PeB(141) ! | =B (~1-t) vj

A L
quedando expresada en términos de los pardmetros nodales y las coordenadas locales
s, t como

Ex : t

”. Ey

=!8 ("’l'vl’02""2r03>,v3'°4’v4)
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Si consideramos el agua como un fluido ideal, enque R = k,

tendremos las ecuaciones constitutivas de un sélido eldstico, istropo, homogéneo e

inviscido, con A= 0 :

- T E

donde Z,/-l = constantes de Lamé, y k = mddulo de deformacidn volumétrica
del agua,

Efectuando ef producto matricial Bt D B y empleando la nota~

cién '
F=("]+i’): G 2("'{”5).: H =(1'f): L:(-]-s)fAMz(]*‘I)I P:(]+s)'

Q=(1-s}), R={-1-t), A = dx/ds, B=dx/dt, C=3dy/ds, E=dy/dt,

(EF-CG)=Z1, (AG -BF) =22, (EH -CL) = Z3, (AL ~BH) = Z4,

(EM-CP)=2Z5, (AP-BM)=26, (ER-CQ)=27, (AQ-BR)=28 '

-~
podemos escribir

er.Z‘ ZY.,22 Z1.Z3 ZV.Z4 Z1.Z5 Z1.Z6 Z1.Z7 21.28-
22,72 72.723 22,24 Z2.25 22.76 Z2.727 z2.78
s Z23.2Z3 23.24 Z23.25 723.26 2Z3.77 23.28
K . .
t i
BDB= ‘Tg"‘j—,_' m Z4.7Z4 74,25 Z4.Z26 Z4.27 Z4.Z8
¢ :
t Z5.25 Z5.Z6 Z5.Z7 Z5.Z8
. ,
_ 26.26  26:27 26.28
c
. . 7777 77.28
] 28.28
. t ’ 2
Esdecir, B D BP‘}'- = k/(t6J) | 2p Z g
P
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La matriz de rigidez de un elemento de espesor constante serd entonces

K = espesor [B'DB 1 dxdy Zespesor | ] '[a'o a] Jdsdt
P9 P.q P.q

Empleando integracién numérica, para espesor unitario tendremos’

n 0 ) )

¢ =) W.W. J(s.,t) |BDB (s,t)

” AR LLE
Az .3":1 .

donde (s, , t } = puntos de integracién; W,, W = coeficientes de peso asociados y
i’ ir
i 1
n = niimeros de puntos de integrocién empleados.
Con base en la expresion anterior se desarroli una subruting para

computadora digitol con lenguaje FORTRAN IV que genera la matriz de rigidez de

los elementos finitos cuadrildteros con ocho grados de libertud para discretizar el

agua a partir de las coordenadas de los puntos nodales y el médulo de deformacidn
volumétrica. A esta subrutina se llamé ELH2K.

3.2 Elementos finitos de un 56l ido eldstico lineal

Trabajamos nuevamente con el ementos cuadrildteras con ocho gra-

dos de libertad empleando las mismas funciones de interpolacién que en el elemento

- de agua, solo que ahora la relacién desplazamiento defarmacién es

Ex du/ Ix
- e
g€} = 3)' - v/dy = B g
‘x,, du/dy + Av/ dx
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por lo que ahoro tendremos

Yoo AN/l

_____ - _...L._.._...

‘6N3/3y‘ o ;aN /3/

0

13N/ 1 N /dy 1aN, /&

1]

-+ ][#]

y la relacién esfuerzo - deformacion ser¢

f +
Tx RS LI S
1
L o¥ E } vl 0
B TN B e e
Ty 6 . 0 1-29)/2

que es valida para estado plano de deformaciones.

Si llamamos

Nie = ONi/& , N = N/dy, (i=1,2,3,4), .

4

y recordamos que

a/dx dy/dt -dy/ds 13/

» J
d/dy - /3t dx/ s 3/ 3t

L
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»

donde J=(dx/ds ) (dy/dt ) - (dx/dt) (dy/ds), es el determinante del Jacobiano.
Si ademds empleamos {as mismas funciones de interpolacidn y la misma relacién entre

coordenadas locales y globales, tendremos

Nix=1/J[(8yfdt) (IN;/ds) - (dy/d5) @N;/dt )] = DPi/(lé_[ )

para i=1,2,3,4 ; i=1,3,5,7 A

N'),:)/J[{&x/&r)(&Ni/Js) + (ax/asnamifaﬂ] = OP./(161)

para i=1,2,3,4 ; =2 4,6,8

siendo '
0Py = = § (1) gy, M)y gy) -0+ [ (=0yyy P07 J 1)
Op, = - | (1-4)0x,x RELDIORS 4}}(1—:& {0s) o PO) ) | 00
DP = = { (1=s)y oy W)y gy ) F (=t {0ty my POy -y ) } (140)
op,=- {0 -f)(x X Pk ) | ()7 f 090l o HU)xge )} (=)
O = - { (1=s)y 4~y meys v} () {(1-% 7y Iy, )} ()

S DP, = - (1-f)(x2~x]}+(1+n(x3-x4)] (1+)- {(1-5)(x4-x;>*(1—s>(x3-x2>} (+)
O, = = { (1=)ly gy FOHNygy )| (40 | (140l oy OG-y J} (1)

g = = { 006y HI0 X O} Omsit | (1s) = 150y )} (149)

i iR

]

OP
Empleando la notacién anterior podemos escribir el pro_

t
ducto matricial B DB de la siguiente manera :

N O E
[B D8 :! I 7w [ DP; DPi +{1 ~ v)/?(DP.” DP‘ )]
| i, t |+]

poro i = 1,3,5,7 ; = 13,5,7,



R

s

t £
P v . (1=
if . .
pora i=2,4,6,8 ; | =24,628

E
f = 9DP. D - D :
[B DB] ) I mpL] P, Pi Qo v)/2 { ‘PH_‘DPH)
7] .

para i=1,3,5,7; f=2, 4, 6, 8
t = ok IDP. DP. +(1-v)/2 DP. DP
B DB UTANES P. i (1-v)/ (DH PiH)
i '
para i= 2,4,6,8 ; i:=],3,5,7

siendo la matriz de rigidez de un elemento igual a

. .
K = [B DB] dv .. Paro espesor unitariodv =dx dy = Jdsdt , porlo

que podemos escribir, al emplear integracién numérica,

n
+
K = W,W, G, ) [aoa]
P P.q
= 3z
p-]rzr‘ ':8; q=]¢21 ., 8

donde s;, fi = puntos de integracidn; W, . Wi= coeficientes de'pesvoseciodo, y
n = nlimero de puntos de integracién. Con base en la expresién cﬁf’erim se desa-
mollé la subruting de computadora ELEMPL que genera la mofri"zwdAe' rigidez de ele-
mentos cuadrildteros planos de un medio continuo eldstico lineal, para discretizar el

suelo y la cortina a portir de coordenadas nodales y médulos de Yaung y Poisson.
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3.3 Interfases

Lo interfase suel o~corting no présento mayer pro_
Plemc ol suponer, que 69 existirdn desplazamientos relativos entre suelo‘y cortina. No
es este el caso para las infen’osés ogua-suelo y agua~cortina, donde el desplazcmier;_
to normcdva lo interfose debe ser el mismo en ambos materiulés { considerando que no
existe permeobilidad ), mds el desﬁlazcmieﬁto tangenciol, en general, deber ser dis_
tinto, debido u'qﬁe el Dg‘uAQ destiza sobre la superficie de interfase. Para representor
este Gltimo fendmeno en ef modelc de el eme-;?os finitos, cuando la normal o ta inter-
fase tiene lo misma direccidn que uno de {os ejes de referencia, usamos nudos dobles
en lo interfase y hacemos el grado de libertod en la direccién normal igual ‘en ambos

nudos, siendo en general distintos en la direccién tangencial (fig 2}, Cuondo la nor-

“mal a la interfase no coincide con fa direccidn de olguno de los ejes de referencia
- serd necesorio iguolor las proyecciones sobre o normal a la interfase de los desplaza

.mientos de los dos nudos adyacentes. Ello no es facil introducir en'la solucidén me-

diante un proceso de in("egracién ' paso o paso de las ec:g.uc:cicmes;dil’eré;"u:iafesj de mo_
vimiento. Por tanto cuandc; la superficie de interfase sea inclinada con ;'especfo afos
ejes globoles de referencio se considerard quevel agua se mueve con la interfase y que
debido o la aysencia de viscosidad del agua los puntos al ejodos una pequedo distancia
de lo interfase se comportan como si hubiese habido deslizamiento del agua sobre la

¥

superfici e de interfésg:.

En el cc;{u’fulo correspondiente o la comproba-

cidn del modelo, entre otras cosas se evaluard la oproximacién de esta suposicidn.

3.4 Fronteras absorbentes

En un modelo de el ementos finitos en que se



pretende monejar el suelo como un semiespacio infinito serd necesario introducir fron

“teras artificiales pora limitar el nimero de elementos @ un orden de magnitud compa~

tible con la copacidad del sistema de computo o emplear.

Estas fronteras artificiales deben permitir ¢ pa;
so de ondas que se propagon en el medio sin provocar refi exiones‘espurios que conta_
minen la solucién. Si construimos un modelo suficientemente grande de manera que
podamos obtene; la solucién de interés antes que la reflexin arribe o lo zone de es
tudio, nos habremos sacudido de una manera simple el problema de fas reflexiones.
Esto no es posible précticomente en fa mayoria de los casos debido o la tremenda ca_
pacidad de memoria requerida del sistema de cémputo. Por ofra parte af usar un mo
delo muy grande el tiempo de méquin; necesario para la solucién de los‘ ecuaciones

de movimiento se ve incrementado a niveles prohibitivos.

- En este trobajo emplearemos una combinacién
de los métodos de Srpifh y de Lysmer. Primeramente se presentord una descripcisn de
tallada deé ambas, en forma somera la descripcidn de métodos alternativos, y se justi
ficard la seleccién de una combinacidn de los dos primeros como solucién ol presente

estudio.

3.4.1 Método de Smith

Este método involucro lo"supengéosicién de solu_
ciones con diferentes condiciones de frontera,Elimina de manera anal {ticamente exa_
ta las refiexiones, independfefwemen?e del éhgulc de ipcidencia, frecuencia y tipe
de ondos incidentes a una frontera ficticia.

La demostracidn pora el caso de la ecuacién de

onda escalar es casi trivial:




La ecuacién que gobierna el fenémeno es
3 !
Ju = 1/<:2 (32 o/ a? ), tuya selucién podemos escribir como

u = exp[ iw/c (xcosi+ysen i-ct}]+Aexp[i&/¢ (-xcosi+yseni-ct)]

cuando en x = 0 tenemos una frontera reflejonte. En estas expresiones, con refe-

rencia a la fig 3,

= desplazamiento de las particulas

v =
i~ = dngulo de incidencio de la onda pla,na e igual al dngulo de reflexién

W = frecuencia angular de la onda plana

¢ = velocidad de propagacién de la onda plana

A = amplitud de lo onda reflejoda cuando la onda incidente es de amplitud unita_

ria.

Si en la frontera x = 0 imponemos la condicién
de Neumann du/dx = 0 tendremos que (iw/c)cos i exp [ iw/;. ( y seni - ct )]
~-(iw/c)A exp [ Ww/c (yseni-ct )] =0, de donde A = ! , al imponer ta con-
dicién de Dirichlet, v = 0 , obtenerr;os A = -1. Lo superposicién de'Neumenn y
Dirichlet elimina la reflexién. Lo anterior sigue siendo vélido en el caso de exis_

tir amortiguamiento en el medio, ya que fos exponentes imaginarios son ahora comple

jos, pero las amplitudes de las ondas reflejados en las dos soluciones siguen siendo
iguales en magnitud en cada instante y tienen signo confrario.
Para ondas P y ondas S la demostracidn no es

obvia. Consideremos primero el .caso de ondas P o dilaotasionales.

Podemos expresar los desplazamientos .en térmi~

nos de dos potenciales, # y ‘@' .




-

¢ = exp[(iw/’o&)(xcosH-yseni~~f)]+Aexp [(iw/d)(vxcosi + y ser i-ut_)}

P=8exp {(iw/p) {-xcosj+ysenj - pf)] ‘
de manera que u = d¢/3x - d.tp,/ay , v = d¢/dy+d§/dx

Ademss,  Th= (1/a%) (P4 /a?) . Ty = (g ( Py a?)
@ estd relocionodo con las ondas P incidente y reflejada, y | Gnicamente con la
onda S reflejoda. Lo onda P incidente tiene amplitud unitaria y sabemos que una
onda P incidente se refleja en una onda P y una onda S, cuyas amplitudes A y B
deberemos determinar en func%én de las condiciones de frontera, Ademds, en ios ex -

presiones de arriba,

[t}

« velocidad de propagacién de ondas P en el medio

velocidad de prOpugdcién de ondas S en el medio

»
[

0

angulo de reflexién de la onde S

-
I

= dngulo de incidencia y reflexidn de lo onda P

desplazamiento paratelo ol eje x

[
]

v = desplazomiento paratelo al eje y
Sien x = 0 imponemos las condiciones de frontera v = 0
{Dirichlet ) y simGltaneamente  Oxy =p (éu/ay +dv/dx ) =0 ( Neumann ),
reslta = df/dx - dy/dy =
{cos i exp [ (iw/a ) yseni -at )] -cosi Aexp [(;w/o: ) (yseni -«t )}}iw/«
-{ sen | Bexp[(iw/P )(yseni-Pr)} ]iw/P =0, en x =0

de donde, cos i/« [exp [ {y/«) seni]} (1-A)=
) exp t

(seni/P ) 8 [e_xg I(Y/Pgsen.ﬂ]
exp -

i
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que podemos reescribir de la manera siguiente : gos i(l- A)seni

empleondo la ley de Snell seni/x = senj/p

lo ecuocién se reduce g,cos i {1-A ) =seni B ) 1y

La otra condicién de frontera es (xy = » {du/dy +dv/dx ) = 0, pero teniendo en
cue;nta que ademés v =0 pt;ro todayen x =0, Portonto du/dy =0 enx=0,
por lo que esta condicién se reduce @ dv/dx = 0. De aqui ,

a2¢/ {Ix dy ) + azq.!/ax? =0 en x=0, de manera que al sustituir las.'é:xpresio-

nes de los potenciales Q, Y enla ecuacién anterior tenemos

2
iseni (1 -~A)_-Becos j 2
seu.&n_b(_.._...l=.__§p%_.3 @

-8 co:zj don

ot

‘ 2
de, ol sustituir la ec 1 tenemos que  emplear senzi/qz = sen:2 i/B . De aqui

2 .
(sen2 7B+ cos2i- /ﬁ2 )B =0, dedonde, B=0. Sustituyendo en la ec 2 ten-

dremos A = 1, Esto significa que con las condiciones de frontera propuestas una on-

da P incidente de omplitud unitario se reflejo totalmente como una ondo P en fase,
sin cambio de modo.

Si ghora buscamos la solucién cuando-los condiciones de fron-
tera son v = 0 (Dirichlet) y Uxx =0 (Neumann ) en x =0, tendremos que, hacien '
do un desarrollo similer al anteriar, Hlegomos a las ecuaciones )
seni/x{1-A})=cosi/p {8} . ‘. ' 3y
cos2i/cx2(l+A}=— cosjseni/pz 4

Res;)l viendo encontramos A=1 , 8= 0 . Ello significa que
paro las condiciones de frontera propuesta,una onda P incidente se refleja ‘tofolmem

te como P con fase contraria y sin combio de modo, es decir sin reflexidn dé onda S.

La superposicidn de ambas soluciones elemina, pues, los re-




flexiones.

Revisemos ahora el caso de una onda S incidente, donde las
potenciales son
Q'—‘Aexp[ ( To9/fox )(-xcosi+yseai-—o<t)]

\P=exp[(iw/ﬁ‘)(xcosi+yseni-p)] +Bexp[(i‘a?/ﬁ)(-xcos§+ ysenj-ﬁt)]

Imponiendo las condiciones u = Oxy =0enx=0, sellega o
cosi/ox A== senij /ﬁ (1+8) (5)
({:os?seni/ozz) Aﬂcos?i/ﬁz (1+8) (6}

Combinando las ecs 5 y 6 y recordando nuevamente que
seni/oc = senj/P lleggmosa A = 0:B=-1. Estosignifica que bajo las
condiciones de frontera seleccionadas tenemos una t;ndo S reflejoda de fase contra-
ria a la onda § incidente sin que exista una onda P reflejada.

De manera similar se demuestra que las condiciones de fronte
ra v=9xx=0 en x=0 , conducenaque A=0; B =1 . Por consiguiente,
béio estas condiciones de frontera existe una onda S reflejada en fase con la onda
S incidente, que cancela la onda S de la solucién anterior al efectuar la superposi-
cién ya que en ninguna de las dos soluciones existen ondas P refl ejadas.

Con base en lo expuesto podemos concluir que la syperposicién
de las dos soluciones para condiciones de frontera

{. desplazamiento normal = 0 y esfuerzo tangencial =0

2. desplazamiento tangencial = 0 y esfuerzo normal =0
elimina la reflexién tanto de ondas P como de ondas S, siendo vélida esta situacién
aun cuando exista mortigucmi;znto en el sistema.

En el caso de ondas de cuerpo en tres dimensiones, puesto

que el componente SH estd desacoplado de las ondas P y de las SV, hay que super_
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poner los soluciones que satisfacen las siguientes condiciones de frontera:

I.  El desplazamiento normal a la frontera y ambos esfuer
zos tangenciales iguales o cero.

2. Anbos desplazamientos en el plano de la frontera y el
esfuerzo normal iguales a cero.

Si consideramos ahora ondas de superficie podemos obser
var que en el caso de ondas de love el movimiento de las particulas es transversal a

la direccién de propagacién y estd contenido en el plano formado por la propia di-’

. reccién de propagacidn y la normal a la frontera, solo que la amplitud decrece con

la distancia a la superficie de interfase. Por tanto el caso para una distancio parti_
cular es enteramente similar al de 1as ondas SV en dos dimensiones que ya hemos dis.
cutido y la superposicién de ambos soluciones elimina la reflexidn.

Si analizamos en seguido las ondas de Rayleigh, deberemos

recordor que el movimiento de las particulas estd contenido en el plano formado por

la direccién de propagacién y la normal a la superficie libre { recordemos también

que las ondas de Rayleigh se propagan solamente cuando existé una superficie fibre
y que la amplitud de estas ondas decrece exponencialmente con la disfcmt,;ic alasu_
perficie libre en un semiespacio ). Bajo estas condiciones p;'ocede escribir la fun-
cién potencial escalar en la forma A
¢ =f (z) [Aexp{ (iw/c)(x cosi +yseni -ct)} + A] exp { (iw/c)(~-x cosi+ty seni -cf)}]
donde i = dngulo de incidencia con respecto a la noa;mu! a lo frontera.

» Procede asimismo expresar la funcidn potencial vectorial en -
la éormo ‘
l}flx=g(z)sen i [Bexp{ {iw/c)xcosi +y seni -cf)} +B] exp { (iw,fc)(-xcosf +yseni -ct)}]
(P;g(z)cosi [ Bexp{ (?w/c)(x cosityseni -—ct)} ’+B] exp { (iw/c)(~x cosi +yseni -cf)}]

Y,=0
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donde A, B son las amplitudes de {os componentes P, 5 incidentes, y A1 ‘ B‘ las ampli_
tudes de los componentes P, S refl ejados.

El vector de desplczomien*o en términos de los potenciales
puede expresarse mediante la siguiente ecuacién vectorial G = grad ¢ + rot q,l
para separar las ondas dilatasionales, y las distorsionales.

Las funciones f (z) , g{z) , la velocidad ¢ y la relacién A/B
(relacién entre las amplitudes de los componentes S y P de la onda de Rayleigh inci-
dente) deben ser tales que los potenciales § , Y satisfagan la ecuacién de onda con
velocidades c;<(z) y P(z) respectivamente y satisfagan la co;\dicién de esfuerzos nu_
los en la superficie libre. (

Sustituyendo las Funciones pc;%encioles propuestas en la ecua_

¢ién del vector de desplozamientes tenemos en x =0

u = dd/3x + awz/ay - dyy/dz =

exp [(;w/c ) (yseni-ct )] {( iw/c ) cosi F(z) (A-A, )-g'(z) cos i {B-B,)}
v, = /3y +dy, /dz - dy,/dx =

exp [ (iw/c) (yseni -ctl{(iw/c )sen 1 z) (A+h, qle) sen i (B +8, )}
v, =d§/dz + awy/ dx - aux/ay =

exp | (i/e)yseni-et)] @) (AvA) ~gr (BB )}

De aqui que, si u =0 en x=0, entoncesA]=A, B]=B,ysi_uy-—uz =0

entonces A; =~ A, B = - By por tanto la superposicién de dos soluciones con las

1

condiciones de frontera




eliénino la reflexidn de ondas de Rayleigh (fig 4 ).

Sobre la frontera ficticio simulada de la manérc descrita lo
generacién de ordos de superficie es imposible, puesto que ninguna de las dos soly_
ciones que se superponen considera una superficie libre en la frontera artificial, yo
que cuande menos uno de los desplazamientos es fguol a cero. En a;as condiciones
las ondas de Rayleigh no pueden propogarse. Puesto que los ondas de Loy'g no se’
propagan en un medio homogéneo, puede garantizarse qule su propagacién se ve su-
primido si el medio es homogéneo en la ven;idad de la frontero obsorbente.

El método que hemos discutido pora simular una fronters arti _
ficial no reflejante elimina de manera exacta, co;no hemos visto, la reflexién de
cualquier tipo de ondo plana, independientemente de la frecyencia y éngulo de in-

cidencia de las ondas que arriben a la frontera, Sin emborge, su oplicacidn es més

costosa que lo de cualquier ofro método pues implica 1a superposicién de dos solucio

nes paro simular una frontera absorbente. Este problema se ograva considerabl emente

cuando son varios fronteras las que hoy que manejor. En general el nimero de solucia
nes que es necesario combinar es igual a 2" en donde n = nimero de fronteras absor-
bentes. Veamos por ejemplo el caso de tres fronteras, en qsé las oche soluciones que
hay que superponer pora un problema bidimensional se muestran en la fig 5.

Los desplazamientos y esfuerzos anotados en los figuras deben
hacerse iguales a cero. Para mejor ilustrar la necesidad de las acho soluciones se han -
dibujodo sobre coda gréfica la onda incidente (O.].}y las ondos reflejodas; perpendi
cular al rayo que representa la onda se ha dibujado una flecha que repkeseﬁfu la fase
de lo onda. Se observa que el promedio de fas oche soluciones elimina las reflexiones
en las tres superficies . Exisfe;: sén embargo reflexiones que no pueden eliminarse y se

presenton cuando uno onda encuentra la misma frontera més de uno vez.




,cg,,;

Para evitar la necesidad de superponer un nGmero grande de
soiuciones, que implicaria mucho tiempo en la computadora; surge como atractiva
la idea de superponer instanténeamente dos seluciong-s y cancelar en cada incremen_
to de tiempo las reflexiones. Esto permitiria manejar cualquier nimero de fronteras
absorbentes r;\ediante el promedio de dos soluciones Gnicamente, ol cancelar las re_
flexiones en cuanto se presenten, no permitiendo que se propaguen o ofras fronteras
ficticios, evifc;ndo asi las reflexiones miltiples y las reflexiones de orden superior.

Al desarrollor esta idea y hacer varias corridas de prueba se
encontré que las reflexiones no se eliminaban, atribuyéndose esto a fallas en la 16
gica del programa de computadora. Después de una revisién exhaustiva del programa
se concluyé que el error no era de .program.acién sino ;:;ue de concepto, al no ser va_
lida la superposicién instdntanea para enfrar al paso de integracidn siguiente, yo
que en una solucién la condicidn ’de frontera es desplazamiento nulo mientras que
fa otra solucién tiene como condicin de frontera desplazamiento libre y la superpo _
sicién de ambas &f como resultado un desplazamiento en la frontera que no es compa _
tible con la condicién de fronterc requerida por la primera solucién para proseguir

correctamente con el algoritmo arriba propuesto.
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3.4.2 Metodo de Lysmer

Una manera de simulor una frontera artificial es lograr de ol _
guna forma absorber toda lo energlo que incido o la frontero en cuestién, Lysmer y
Kuhlemeyer { 30) encontraron que un camino promisorio es imponer los condicio-

fies:
g = OPVP v

t= b})\/s 0 (ver fig 6)
donde O, * =esfuerms nomal y tangencial respectivamente; v, U = velocida-

des norma! y tangenciol de las partlculas de lo frontern; p = densidad de masa; VP'

v, = velocidades de propagacién de las ondas Py los ondos 5 respectivamente, y

a, b = porémetros adimensionales.

Ffsicomente las condiciones de frontera propuestes correspon_
den o que la frontera ortificial se encuentre soportada sobre gn'gorﬂguodora infini_
tesimales, orientados normal y tangencialmente o lo frontera, por lo que esta fronte_
ra ha sido bautizoda como "frontera viscosa” .

Lysmer y Kuhlemeyer adopteron como criterio para valuar el
comportomiento de esta frontera la razén de energla, o sea la energla reflejada en-
tre la incidente, Dichos out&es obtuvieron los resa;l tedos mostrados en las figs 7 y 8
porc ondas P y S respectivamente.

Una mz;.'m de energla igual ‘o uno corresponde ;2 reflexién

perfecta, mienfms_ que una rozén igual a cerc 'corresponde a absorcién completa,
De las figs 7)( 8 se encontrs que para los valores = b = |
se obtiene la m6xima absorcién. Se observo que para 0 > 30" la.absorcién es casi to-

. -
tal mientras que para 8<30 el comportamiento de Ja frontera viscosa es pobre .




Con objeto de investigar la posibilidod de mejorar el compor _
tamiento de la frontera viscosa de Lysmer, se prop;onen las siguientes condiciones de

frontera:

ce

U‘aaPVp v "bPVs

<

Tecp Vg U +d.PVp

Corresponden a una frontera soportada sobre amortiguadores en
itnea y amortiguodores con acoplamiento cruzado, es dec.ir amortiguadores que prody_
cen respectivamente esfuerzos en direccibn de la \./elocidod de la partlcula y nermal _
mente a dicha velocidad.

Es necesorio ahora estudiar la reflexitn de ondos elésticas en
la frontera viscoss propuesta para deteminar los valares més adecuados de los paré-
metrosa, b, ¢, d quelc:onduzcon a lo méxima absorcibn de eneréfc.

Analicemos primero una onda P incidiendo en la fronters pro

puesta ( fig ?):

Podemos expresar los desplazamientos horizontal y vertical en
términos de dos potenciales, Q, ¢, como us= Q/dx - dt{)/dy , Ve dde - dy/dx.
Sustituiremos estos en la ecuocién de Navier, . .

d2u /drz = (As )((.ie/dx 1K Vzu +pf

Pey =iAr g LA SR I A
que gobierna el fenémeno; aqut,, ,
e andiv U w du;/dx; =du/dx + dv/dy = dilatacién volumétrica, Fi = fuerzas -
de cuerpo { que por simplicidad hacemos iguales a cero ), t = tiempo; R, p =cons=
tantes el6sticas de Lamé y p = densidad ‘de masa.

AsT obtenemos

V= (1l ) a%/dr? VY- (1/}2) o2 /o’




(
\

donde X = -—3'—-‘*(—3—2&- =.Vp>, ﬁ: M-—%——— :Vs

© seo que ¢ esté asocioda con desplozamientos debidos o la propagacién de ondas
P, y Y lo esté con los debidas o lo prapagucién de ondas S. Por tanto los potenciales

de desplozamiento para ondas P de frecuenciac W deben tener la forma

Q:exp[ik(cf«i-yseae ;x)]+Aexp [ik(ct-ytone-x)} A ; (1)

wsﬂexp[ik(ct-yﬂma- x)] ‘ (n

donde k = W/c,esel ntmero de onda

w

_ frecuencio de la onda
¢ = velocidad del .Frente de onda o lo lorgo del ejfex = Vp sec @
Ay B = los amplitudes desconocidos de las ondas }'eﬂeiodas
Para determinor las amplitudes A y B émpleamas los condiciones de frontera propuestas,

las cucles pueden expresarse en términos de 'los potencicles de desplozamientos deso-

rrollande
T osapVo vebp Vi = A (3/dxed/dy)+ 2udv/dy
T =cPVsG+&PVP{«-}.\(3v/’&x¢-&.i/&y)
3/ ax -aip/ay vedWVdy + dy/dx
TzapV, ( 3/dy + dy/dx ) +bpv a¢/ax-away)
AV 9,.(3@/&, v 3 Wady) A )
T =cpV, (d/dx - /) +dpVp (&M/dy + &/ ) =
p (2888 + dy/ad - Pya) . e

sustituyendo las ecs 1y |l enlosecs 1y 2 obtenemos

e -
(1]

A {asenB-cos2v-bcosV) + B(sen2V+acos 8-bsenvd)w
asenB + cos 2V - beosv (3)

Alc cosv+s2sen29+dsen6) + B(cos2V - csenV4+dcosB) s

52 sen 28 - ccosv + dsen @ (4)
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donde s = E = Poi
o > N = médulode Poisson
Veamos chora el caso de ondas $ incidentes a lo frontera
propuesta {fig 10}, Tendremos
d = Aexp [ik(ct-ytand - x)]

Y = exp[ik(cteytand -x) +a;xp[;k (et -y ton9 = x )]
Nuevamente, para determinar las amplitudes A y-B empleamos las condiciones de
frontera propuestas, sustituyendo los potenciales aé daprazmsemg en las expresio_
nes

ea pV, (3/dy+ AW/ax) s bpV, (A/ax - dp/dy) =
A 4 2 pt 62¢/6y2 * 32‘P/dx&y}

tecpV,(A/ax - AWdy) + d pVo (M/dy + APax) =
p (23%Y/3dy + Pyl - dya?)

- Obtenemos las ecuaciones

A{asen® ~2cos? + becosv) + Bsen2 7 +acos® -sen V)w

sen 2V - acos@ ~bsenv {5)
A( szsen 26 + ccosv + dsen8) + B(.cos2 O-csen’v + dcvose) =

~cos2V-csenV -d cos @ (&
Las ecs 3~6 constituyen dos ;isrems en que A y B son las incégnitas. Er ‘ambos los
coeficientes de A y B son los mismos mientras que difi;zren los términos .indepe‘ndientes;

Se escribi6 un programa para computadora mediante el cual -

ol proponer volores para los parémetros a, b, ¢ yd se caleula el valor de ‘los coefi~
cientes de A y B pora un vc:lt:fr fijo del médulo de Poisson igual a 0.25. Témbién se
calculan los términos independientes y ‘se resuelven los dos sistemas de ecuaciones,

haciendo variar O de 0 @ 90 en incrementos de T/ 40.
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La razén de energla tiene los siguientes formas

2

o, : ,
Er/Ei A" + s (sen ?/sen6) B para onda P incidente

2
Er,,/Ei =B + 1/s {sen8/sen V) Az,, %, €V . poro onda S incidente

u

donde cos Ver =, Seg6n la ley de Snell cos ¥ = scos @, para Gngulos de in_

cidencio de ondos S menores de v, resulta

.-cos 8 = cos \?/ s »1, entonces : | sen O = \’ccsz 8-1 (imaginario}
y el sistemo de ecuaciones se hace complejo. Ahora los solucione; para Ay B son de
lo forma A=Ay ¢ iA2 ; Ba 81 + i 32 . Por comig&:iéqte la raz6n de energla se
transforma en
Er/€; = Bf + B; ' para 9 < Ver
Una ve; encontradas las soluciones paro las»&rnplitudesx y B, el pllogrcma calaula
las razenes de energfa.

Se corri6 el programa para una variedad de valores de los pa_
rametros, Se encontré que la méxima absorcién se presenta cuondoa=1, b=0; ¢ =
1, d = 0, es decir cuando la frontera propuesto coincide con lo de Lysmer,

Para problemas en estado estacionario es posible extrapolar los -
conceptos manejados y construir una frontera que absorba completamente las ondas de
Rayleigh. £n este caso los par6metros a y b deben variar con la distancia a la super~
ficie libre sobre la que se propoganAlas ondas de Rayleigh,

Para encontror la voriaciéndeay b empl.eomos lo eipresién
de los desplazamientos para este coso. ‘Puede‘ escribirse como

U = f(ky)sén(%&f—kx}

v = gl ky)cos{wt-kx)



P

donde k = nGmerodeonda ( w/vR)
®w = frecuencia de las ondas

Vv velocidad de propagacién de las ondas en la superficie libre.

R

Por diferenciacion las velocidades de las partfeulas resulton

O = Wf({ky)cos(wt=kx)
v = -wgf ky}s;en.(Wt - kx )

El esfuerzo norm;:i sobre un plano vertical esté dado por

0= (R+26) d/x -2 dv/dy = k [(R#26 ) Flky) -Rg" (ky)] cos (Wt - k)

donde

g' (ky)=dg/d(ky)

y el esfuerzo cortonte en el mismo plario wle

= - kG[F' (ky) +g (ky)] sen (ot -ky)

Si igualamos estos ésfuerzos con la condicién

F=apVy g = cP\fp W flky) cos (Wt =-tx)

t= bPVs v "'bPVs wWglky)sen(Wt=lox)

y despejamos a y b tendremos

aliy)= q/s [ 1-(1-2) g G/ Fky)]

blky)= q [V F (kn)/ g (k)]

donde N o= \?'s/VR , s = \/%', § = médulo de Poisson‘.

En la refasse encuentran gréficas de las funciones f (ky ) y
g(ky) para diferentes valores del médulo de Poisson. Se observa que es pequefa la
variacién con respecto a este parémetro. Cuando Sz 6.25 se tiene
f(ky) = R [exp (0.8475 ky ) = 0.5773 exp ( - 0.3933 ky )]
g(ky) = R [ 0.8475 exp ( ~0.8475 ky ) +1,4679 exp { - 0.3933 ky )]
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donde R es una constante,

Sabemos que kL = 2T , kly =2 y. De oqul, ky = 2TT y/L
donde L = longitud de las ondos R de Rayleigh, Puede verse que para profundidades
mayores de L/2 los parémetros a y b tienden a uno. Asl en una frontera viscosa ca-
poz de absorber ondas de Rayleigh los pt:;r&metros c'y b‘ son funciones de la frecuen_
cia de las ondos y de la profundidad cuando 0. <ygl/2; para y>L/2 la frontera absor
benfe se aproxima a la frontera viscoso esténdar (a=b=1) . '

Por depender a y b de la frecuencia en la vecindod de lcul U
perficie libre, este planteamiento puede emplearse para excitaciones arménicas esta_

cionarias mas na en problemas tronsitorias,

3.4.3 Métode de Robinson

Si anclizamos la propagacisn unidimensional de ondas, ob-
servamos caracterlsticas que nos servirdn para exponer el métado propuesto por Ro~
binson, Consideremos una barra recta y esbelta en que la velocidad de las ondos

es c. Podemos representar una ondo que viaja en el sentido pdsitivo por u :fz(x-ct).

Si en la vecindad de lo frontera expresamos las derivadas du/dx s‘f’g, du/dt = - cf'2 {x~ct},

donde oplicamos la definicién df (u) /dx = df (u)/du (Qu/ax),cmcluimos que
du/dx = - /¢ (3u/dt) . De manera similar, pora una onda que viajo hocia la iz=

quierda, u = {] {x-ct)yen la vecindod de la frontera izquierda; du/dx QI/Q (au/af)

osea Ex=(1/c)i, E6x=a(f/c)i, dedonde % =pc U, yaquec = E‘/.P dan-

de & a deformaci6n unitaria, r_: densidod de mosa, E = mé&dulo de elasticidad,
A = érea de la seccién transversal de la borra. De la expresién. U =f cv notomos

que la condicitn de frontera corresponde a un amortiguador de constontefc =E/¢

por unidad de érea y por otra parte dy/dx = 1/c (du/df)representa una relacién en-
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tre las derivadas esput.;iul y temporal .

Considerando chora el caso bidimensional, seré necesario
descomponer' el campo en potenciales asociados a ondas Py S respectivamente y en_
contrar las direcciones de las nomales a los superficies de las ondos . Paro ello fos ‘
componentes de desplazamiento debertn expresarse comc; 0 = grad Q + rot’ l.\) , que
escrito en forma escalar se reduce a

o = Wax - dyay
Yy a/dy + an/&x

donde 4) es el potencial escalar asociado @ ondas dilatasionales y Y es el poten-

cial vectorial asociado o las distorsionales. La di!ofacién( igual a la divergencia)
queda expresada por dux/dx + auy/;iy = div @ :V@ =[VCP2 )(a?'g/afz} en tér_
minos del potencial § (gue sabemos debe c;.:mplir con la ecvacién de onda ). Simi_
larmente pora la rotacién tendremos 3ux'/ay - dv,/ dy = 2w, = VzlP :.(l/cs2X32 ’qf/afg}
de modo que a partir de los gradientes de desplazamiento del campo es posibie obte~
ner las segundas derivadas de los potenciales con respecto al tiempo. Mediante doble
integracién en el tiempo, suponiendo, sin pérdida d2 generalidad, que para
t=0;u = vy, :Q =lf=0 ;en I‘c frontera artificial, obtenemos Ig_pofencioles@ y Y.
Si consideramos que las superficies de las ondas son planas, en
la vencidad de la frontera podremos escribir
Q = f, (,t]x-tm] y =€ ty, Y= Fz(lzxtmzyucst)

donde I; , m, son los cosenos directores de las normales a las superficies de las ondas;

considerando las ondas P tendremos

30/&~_-f]f'1 (¥]x+in]y-cp £y, %/&y:m']f“ (1]’;x+m]vy-cpt)
a@f&:—cp F" (l]x§m]y-cpi} .

de donde,A {3Y/dx )/ dy) = ﬂ 1/m] , quz determina la direccion de la normal, y




( 3¢/dx )2 + (AQ)/&y)z :(l/cp2 )(8@)/&?)2 representa la relacién que necesitamos
entre las derivadas espaciales y temporales. Haciendo lo propio con las ondas S ten_
dre mos finalmente las dos condiciones de frontera equivalentes a la del caso unidi-
mensioﬁal .

Con objeto de mejorar los resultados cuando la frontera arti-
ficial esté cerca de la fuente de las perturbaciones, Robinson extiende gl"plcnfeo-
miento anterior considerando que las superficies de onda son cilfndricas, encontran-
do que las condiciones de frontera deben ser en este caso

/AR ¢ UR = -(Ve) /A, WR + YR = (V) YA

Lo implantacién nGmerica de elementos finitos del méi’o&o de
Robinson esté lejos de ser frivial, Tseng usa 2l método de Robinson encontrando me=
jores resultados ol emplear la consideracién de superficies de onda cillndrices para
un modzlo con fronteras absorbentes cercanas y sensiblemente los mismos resultados
con las consideraciones de superﬁciés de onda planos y cilIndricas para modelos con
los fronteras tronsmisoras lejanas.

Tseng hace lo implantac¥én nomerica empieondo‘diferencios
finitas(36)

En el modelo cons?ru‘ido por el autor para el estudio objeto
de este trabajo se hace una comb'inacién de los fronteras viscosos de Lysmgc y las
fronteras no reflejontes de Smith; para las fronteras horizontales se utiliza el méto~
do de Lysmer y para los verticales el de Smirh.b Justificaremos esta seleccién en los -
pérrafos que siguen .V

Podemos ordenar en forma creciente las fronterns menciona~

dos en este caopltulo, tomando como marco de referencia ¢! grodo de dificultad

en su implantacién, el tiempo de computadara requerido para su empleo y su efi-
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ciencia para absorber energla de la monerc siguiente:

a ) Método de Lysmer

b)Y ™ . " Smith

c ) " " Robinson

Desde el punte de vista econbmice la solucién serfa emélear el Método de Lysmer
pero desde el punto de vista de precisién este método es el menos eficiente. El cos_
to del 'emp|eo del método de Smith uﬁménfa en proporcién de 2" donde n es el n6-
mero de fronteras, pues, como se mencion6, el nGmero de soluciones independientes
a calcular y promediar es 7 , mientras que con el método de Lysmer s6lo tenemos
que caleular una solucién, independientemente de'l, nGmero de fronteras.

El costo del empleo del método de Robinson es alto, debido
o que se requiere calcular los gradientes de desplazamiento, doble integracién de
de las 'segundcs d.erivodas de las funciones potenciales con respecto al fiempa. ¥
calcular los gradientes de las propias funciones potencioles, ademés del cdlculo.de
las direcciones de. los normales a las superficies de onda, esto en codo punto de las
franteras transmisoras y en cada paso de integracién de las ecuaciones de movimien_
to.

Mediante el emplet; del método de Smith en una frontera
vertical y el método de Lysmer en las ofras dos fronteras artificiales de nuestro made
lo logramos :

a ) Costo razonable, puesto que solamente sers necesario promediar soluciones.
b ) Precisi6én razonable, ya que, la fror:item de Smith elimina de manera exacta
todo tipo de reflexiones incluyendo las de lc:.s ondas de superficie (Rayleigh).

¢ ) Facilidad de usar fronteras activas. Las dos fronteras restantes en que se empleo



el método de Lysmer pueden ser una activa y la otra absorbente o ambas ‘activus.
Como se verd adelante, el método de Lysmer .es compatible con las fronteras ac_
tivas que se proponen en el ?nciso siguiente.,

d ) Lo eliminacién del problemn de reflexiones -miltiples que se pfese;rtcn'a si

se empleara el método de Smith en todas los fronteras artificiales.

3.5 Fronteras activas

Las fronteras activas constituyen un caso mds ge~
neral que el de fronteras absorbentes, ya que las primeras, ademds de ser no re .
flejantes para las ondos que abandonan la regidn interior del modela, permiten
el poso de las peturbaciones que vienen de la regidn exterior, El objetivo que
se persigue mediante el concepto de fronteras activas es inf;'oducir al modelo, de

manera mds realista, la excitacidn sismica que frecyentemente se ha considerada

. como un movimienta de cuerpo rigido del estrato supuesto roca dura.

En el estudico del camporfumi'ento sismico de pre~
sas, la excitacidn es un pardmetra importante del que falta mucho por conocer,
Suponiendo por el momenta que comocemos o excitacién sl"smicc,. nos abocamos
al prablema de introducir dicha perturbacidén al modela cortina-agua-suelo de a__.
te estudio.

Consideremos nuevamente el problema unidi'mensio_‘
nal de propagacién de ondas, gobernada por la ecuacién azq/af-z = c2 32u /dx2,
donde ¢ = \grj,y cuya solucién puede escribirse en la forma |

U= f] {x+ct ) + fy {x=ct) = uy + vy ,

.

dande ‘el primer término del segundo miembro representa uno onda viajando en
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lo direccién negativa x con velocided ¢ y el segundo término uma onda gque

vigja en direccidn positiva con la misma velocidad de propogacién, de modo que

it

cfy (x+ct) - cf;(x-cf)=61‘+6 =c[f; {x +cf)~f’2.,(x-cf«)1

3ya )

=c(v)-uy)

al.y'ax=f;{x-cf)+f2' (x-ct)=u{+u

Y4

Combinando ambos renglones tendremos
(Ve ) (dydt) = dy/dx - 2 up

o en la forma ‘

dy/dx = (Vec) dy/dt + 2 vy

que es lo mismo que

2
Multiplicando ambos miembros por el médulo de elasticidad ;€ =E et 2 u'2

E,=z(1/c)d+2u

resulta entonces 0 = E We+2¢€ 3'2 , donde Efc = p ¢ yEu‘2 =pc(cui,)
' zpec O
2

Por tanto. : 0" = ;pcé-Z.Pc62=fc(il-262).

lo expresién 0= pe (6-2 62 ) sirve pora simular una frontera active en el
extremo |zquierdo del dominio que queramos estudiar, interpréfando 62 como
excitacién que deseomos introducir ol modelo.

La extropolacién de este concepto o ondas P y S
es inmediata ol olservar que las ecuaciones que gobiernan estos casos tienen
exactomente la forma de la ecuacién de ondo

825/&f2=v2p‘7‘2 ,

donde E = dilatacién , v = \ |-2228

P §

= velocidad de propagacién de ondas P

a%/a? = v V@
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donde @ = rotacién, v = u-—g—;—— = velocidad de propagacidn de

‘ ondas S.

Lo aplicacién de(la idea expuesta es fécil median
te el empleo de elementos finitos, Esta idea es similar o la de Lysmer pero mds
general, pudiendo bautizar o la frontera en que se aplique como frontera viscosa
active ) .

Par otra parte no es foctible manejar el conceph;
de fronteras activas mediante el métoda de Smith ya que, en codq solucién que

es necesario superponer, cuondo mencs uno de los desplazamientos debe estar fi~ -

es

Avyalo ref 39 es quien introdujo el concepto de
franteras activas. En su trabojo demuestra el buen funcionamiento de las fronte-

ras viscosas activas para ondas S.

3.6 Solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales de movimienta

Como se ha mencionade al principio de este capity_

lo, el prablemo planteado serd canvenientemente tratado medionte un esquema di
ndmico de elementos finitos. Por lo tanto serd necesaric encontrar lo solucidn de

LT

un sistema de ecuaciones diferenciales de la forrm"
MG +C g+ Kuyo=E®M oy
donde K = matriz de rigideces de todo el emsamble de elementos finites, C = mg_
triz de amortiguamiento en la que sé incluyen los amortiguadores de las fronteras
viscosas y M = matriz de masas. El vectar u contiene los desplazamientos de to_

.

dos los puntos nodales -del modelo ; & y U son los vectores de velocidad y ace



leracién respectivamente.

3. 6. 1 Método de matrices de transicidn

Se pemsé en émplear el método de matriz de tran
sicién bdsicomente porque proporciona solucién exacta, no existiendo problemos.
de inestabilidad o divergencia.

Con objeto de compactar la presentacién partamos
sin mayor trémite del teorema siguiente:

- Si (b(t,f.) es la matriz de tramsicién pare

x (t)= [A (t )] x (t), entonces la solucién Onica de x {t )=[A(r)]_>5(r)+_{(r),

con los condiciones iniciales x (t,) = x, esté dafiu por
£ (=0 x|S0t @ ar Y
t'Pum poner el sistema de ecuaciones diferenciales
(1) enlo forma % ) = [ A 0] x ®+£®) , hacemos x; =0, x, = u =
ge{m]fclos [W]Ix]e- [MT] £0
Podemos. escribir este sistema en la forma

{x]} [ M oMK (x f
*

d . . . ————
- : . =
dt |x, LT 0] P
Entonces
— a ‘: ot :
X, MC MK f
d = [T A T+
dt | %2 I L g

y el sistema (1) esté en la forma x(t) = [A (r)] x{H)+f@)
En nuestro estudio, puesto que los matrices de ma-
sa, amortiguamiento y rigidez son constantes, la matriz {A (t)] seré también

corstante y podemos calcular la matriz de tramsiciSn mediante la serie infinita
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O ) =T+A (t-t,)+ AZ. gt-t.22 ..

21
Empleando las ecs 2 y 3 podemos valuar el vector

de estado del sistema de las ecs 1 para un tiempo especifico t = € vgliéndonos

.de integracién nGmerica pora calcular la integral que aparece en el segunde

miembro de la ec 2.  Interesa conocer la historia de la respuesta del sistema,

no solamente para un irstante especifico. Serd necesario pues, voluar el vector
de estado para una serie de puntos del eje coordenado del tiempo. Con objeto
de evitar el cdlcule de las matrices de transicién para cada valor del tiempo,
podemos proceder de la siguiente manera:
Haciendo t, = 0, At = comstante, x (0} = x, ’

: at

para t = At, x (at) = & (ar, 0) x, + ¢ @to)f (o) =x,
]

considerando x como el vector de estado inicial, para el paso siguiente,ten-
I . T

dremos
2at

.para t = 2 At, tenemos x (24t) = ¢) {24t A1) X, + ~|‘ Cb‘(Zﬁf,o‘)_{ {aMdeo =xy

at
de igual forma, sat . ‘
para t = 3 At, x (3a1) = $ (3ar, 241) x,* $ ara)f (@) dor =,
2at

y asi sucesivamente, de modo que .
¢ &r,0) = ¢ (241, at) = Cfs BAt, 24ty = . . . =1+ A At + A2 m?/z teosn

© sea que solamente calculomos una vez lo matriz de transicién, que llamaremos

¢ . Usando cuadratura de Gauss para las integrales podemos calcularlas como

W45

donde W; = coeficientes de peso de la cuadratura de Gauss
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¢i = matriz de transicidén valvada pora los puntos correspandientes
de O en el intervalo At {que serd necesario calcular uno vez
solamente)

. f = Lo excitacién en el tiempo correspondiente
i = ndmero del punto de integracidén -
Una vez calculodas las motrices de transicidn ¢ y ¢I podemos conocer lo his-

toria de la respuesta avanzando en tiempo de la manere siguiente:

para t =0, x = x

.. n
para t = Af, X, 4);_(_’ + zwi ¢if (o;)
X izt
n
_para t = 2 At, X, = CP X Z{::Ni ¢i_f (ar +07)
9 L)
para t = 3 Af, Xy = (p Xo + mei CD; £ (24 +Ti)

y asi sucesivamente hasta cubrir el riemp;o de interés en el estudio de lo respues_
‘ta del sistema.

Se escribié el programo de computadora correspon-
diente para oplicacién de este algoritmo. Se comprobd que funcionaba satisfacto
riamente pora cualquier famaﬁb del incremento de tiempo At, En esta etapa del '
trabajo se empleéd un modelo de nueve elementos finifos {3x3) no fen?gndo;e
problema con la capocidad de mémoric de la computadora. Al trator ae aplicar
el método de motrices de transicién al modelo completo aguo-suelo-coﬂirh, en
que se requiere un nimero grande de elementos finitos pora ung répresenfacién
adecuada,” se presentd de inmedioto el problema de lo copocidad de memoria en

,

lo computadora. Como puede verse la matriz




€

-3 -3
"M C : -MK
A = e mn o ww mwhaw o arhu. -

-1 ¢ o

+
¥

no presenta las ventojas de simetria y bonda angosta y-las motrices de tronsicidn
_ 2 ,.2 . i e
=1+ AAt+A"A°/2 + ... son lenas no existienda posibilidad de
ahorrar memoria. Ademds el orden de las matrices de transicién es el dable que
el del sistema de ecuaciones diferencicles lo cual cuadruplica los requisitos de me
moria, Se hizo patente la necesidod de sacrificar precisidén o fin de lograr un
ahorro considerable en memoria, mediante el método que se describe en el inci-

so siguiente .,

3.46. 2 Método de Buturla

Por simplicidod en la presentacidén consideremos el

sistema no amortiguado

NI A O A "

. de donde despejamos el vector de aceleracién

SRRt I

Por otro porte, aplicando un esquema de diferencios centrales, por ejemplo, po-

demos expresar el vector de aceleracidn en el tiempo n como

Bl [l bl b At A

despejondo el vector de desplazamientos para el tiempo n+l1 tendremas

Ot A B o



combinando las ecs 5 y 7 llegamos a
- 20,4 -
u = 2 1{u ~4u + AT M £&t) K Jdu (8
Nt n n-t n n

Al discretizar la mosa considerdndolo concentrada
en los puntos nodales sin acoplamiento podemos manejar lo n;otriz [M] como
vector, con el correspondiente ahorro en memoria. El cdleulo ;ie la i';versa de
lo motriz de masa posa a ser trivial; lo inversa puede manejarse iguclmente como
un vAector, cosa que no hubiésemos podido hacer si hubiésemos empleado discreti
zacién de masa consistente. Esto no aparenta ser ninguna limitacién pues varios
autores hon reportado que se obtiene mejor aproximacién empleando masas
concentradas en comparacién al uso de masas consistentes.

) Puede verse entonces en la ec 8 que el grueso del

esfuerzo de cémputo para la integracién de lo ec 4 se encuentra en el produc-

o [K ]{}

Examinemos el ejemplo de un»:': malle de elementos
finitos cuadrilateros y tridngulos planos con 1297 grados de liberted; lo matriz
[ K ]seré un arreglo de 1297 x 1297 elementos, mientros que el ';'ectcxr {u}con_s
tard de 1297 elementos; por tanto, el producto [K Hu}requeriré un total .de
1297 (1297 + 1 ) = 1,683,506 palabras de memoria central. Tomando’en cuenta
que la matriz [K ]es simétrica con ancho de semibanda de 59 pmicioné pode )
mos obtener un chorro considerable, reduciendo o‘ 149,682 pal.abfos de memoria
requerida_para multiplicar [K}{U} Sin embargo esta cifra sigu;a siendo gr‘;.vn_'
{ie. Si empleamos un esquema de apuntadores, en el cual se ;:lmccenon Cnicc-

’

mente los elementos diferentes de cero en cada rengldén de la matriz de rigidez
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y el nomero de la co{Aumno correspondiente, lo copacidad requerida de memoria
se reduce o 48,184 palabros. Usando un esquema mas sofisticado como lo es el
de Boole, en donde el mapeo de los renglones de lg matriz [K ]se obtiene a
través del sistema binario de ceros y unos, donde un cero indica que el término
correspondiente de la matriz de rigidez es nulo mientrés que un uno indica que
el término es diferente de cero, asi por ejemplo si lo computadore utilizoda es
de 32 bits por }:;alahrc, podremos mapear 31‘ términos consecutivos de un renglén
de la matriz con un solo nimero entero. En el ejemplo que estomos examinando
esto reduce la memoric necesaria para el producto [ K. ]{u I a 29,048 palobras.
Buturla propone efectuor el producto de la manera

siguiente:

GLOBAL LOCAL

donde fos subindices se refieren ol nimero del alemento. Asf por ejemplo [K; ]{u;}
se refiere al producto de la matriz de rigidez del iésimo elemento por los despla
zomientos de los nudos que conecta dicho elemento. Lla ec 9 significa que efec

tuamos el producto [K I‘ u ’ de todo el modelo, sin ensamblar la matriz glo-




@

bal. El almacenar los matrices de coda elementa por separado requiere mayor

memoria que la matriz ensamblada con tados los elementos, pero si observamos
que la matriz de rigidez de todos los elementos con las mismas propiedades del
¥

material, las mismas dimensiones y la misma orientocidn, es exactomente iguol,

podemos escribir lo ec 9 como

Ky gt # ] Kp [{vgp e e kn Hugb =K Royf+]K fugpennsfk

o sea que en lugar de almacenar n matrices individuales, necesitomos guardar so-

lomente una motriz tipo, Lo mds comln es que existan varios tipos de elementos -

.debido a cambios en el material, tamafo u arientocidn y necesitemos guardar en

memoria varias matrices tipo.- Aun aosi, el ahorro en capacidad requerida puede
ser espectacular. Una meto al momenta de construir lo malla de un modelo debe_

ré ser entonces, tener fantos elementos iguales como sea posible, En el caso del

-ejempla que hemos venido exominando, en el que se tienen 97 tipos de elementos,

dos cuadrildteras y 95 triéngulos, |a memoria requerida par'c efectuar el producto
[ K ]{u] usando el método descrita, se reduce o 4843 pplobros.

El método de Buturla no es en si un~ método de in-
tegracién sino un artificio parc ahorror memoria al efecfuor el producfo[ ] }\,
y puede ser compatible con cuclqmer método explncuru de integracién’ pase a pa

sa, La limitacidn de que el m:étodc de integracidn sea explicito se debe @ que
cualquier métoda implicito coma el beta de Newmark o el teta de Wilson invcl(:_
cra la solucién de un sistema de ecuaciones algebraicas lineales pc;ro los vario-
bles de estado del modela epsombla&o, lo cual oblige o fcrmér la matriz global

4

[ K ], que es lo que.se trata de evitar al aplicar el presente método.




Para sistemas amortiguados podemos aplicar sin ma~
yor problema el método de Buturla manejondo la matriz de amortiguomiento a ni
vel de elemento y efectuando el producto [ C H \3} sin ensamblor lo matriz glo

bal de amortiguamiento.

En el presente trabajo poro manejar el modelo

completo agua~cortina~suelo de manera eficiente sin recurrir al uso de memoria

periférica se emples el método de Buturla combinado con un esquemo de Runge-

Kutta dz cuarto orden de lo manera siguiente

v v o+ (Y2) Git,vu,0) o+ 2 Gtu0)]
= + h /6 3 _ + 1/3
Y Y Git,u o) o G('IU!O}. *py
v v Uy nt+],
Al n X M "}2
0+ (W2 Gt,u,0) o+ (h/2) Glt,v,0)
+1/3 +1/6
G(*IUIO) G(t,u,b)

n*r i/ n*+1}
t
W2 | t h

donde h = At, Glt,u,0) = M [f(t) - Ky - co]

n indica que u y 0 estdn valuadas en el paso enésimo y la exi_
' tacién f(t) esté valuada ent = 'rn

n* + /2 indica que u y § estan valuados en el poso n* + 1/2 y la exci
t + 1/2h tacidn £(t) lo esté en t = tn + h/2
n .

y pora valuor u y & en n* + 1/2 empleamos la expresidn




-

£

u u ‘ o+ (W2 Git,u,0)

V] ni+|]z U n

Glt,u,0) n

t
n
n**+ |/2 indica que U y U estdn valuadas en el poso n**+ 1/2 y (1} es-

th +h/2 td ent, + h/2

y pare valuar v y O en n**+ 1/2 empleamos la expresién

v u o+ (/2) Git,u,0)
= + h//2
B . R n*+ 1/2
larrei [ Y)n Glt,v,0) t, t (/_2
n*+ 1 indica que u y U estdn valuadas en el paso n* + 1 y f(t) lo es-
t,t h té ent +h
1]
y para valuar u y 0 en n* + 1 empleamos la expresidn
u v U+ (W2 Git,u,0)
= + h
. . , n**+ /2
: tou,
O e o, Git,u,0) b+ 2

-1 ’
Al valuar G{t,u,0) = M [F{t) - Ky .~ C(;] efectuamos los productos Ku y Co

~ sin ensamblar las matrices globales de rigidez y amortiguamiento.




v COMPROBACION DEL MODELO

4,1 Comprobacién del elemento finito de agua

Para comprobar el comportamiento de los elementos fi
nitos de agua conviene plantear un sistema simple del cual sea fécfible obtener la so
lucién exacta y comparar con los resultados obtenidos mediante elgmentosjinitcs.
Emplearemos por tanto el problema resuelto por Chopra, Wilson y Farhoomand en la
ref 23, Consiste en encontrar la variacién con el tiempo de la presién hidrodingmica
ejercida sobre una de las paredes por el ogua contenida en un recibiénte rectangu-

" lar rigido de 300 pies de altura y 300 pies en la base, sujeto a una aceleracidn hori_
", zontal de uno‘g*aplicodo en forma de funcién escalén (fig N). A

La respuesta exacta del sistema se obtiene, despre-

ciando la disipacién de energia debida a la viscosidad interna del agua y consideran

do que los desplazamientos estén limitades o amplitudes pequefias, de la solucidn de

la ecuacién de onda

P/’ + a%/3y2 = (wok) Y7 en términos del potencial de velocidad
Bery.t) tol que du/di= - a/dx, /& =- A/dy y despreciondo el efecto del
oleaje superficial, sujeta o las condiciones de frontera siguientes

Yy (x,0,6)=0

/& (x,H,t)=0

/3 (/)0 y.H) = T 1)
- Y3 QYBILy.) =5 )

B

y considerando el vaso en reposo cuando se aplica el pulso, sujeto o los condiciones

iniciales: .




§ (x,y,0) = d¥/at (x,y,0)= 0
lo présién hidrodinémica esta dada por p = (Wg}dY/dt , v la velécidad del sonido
en el agua esta dade por ¢ = \/gk,/u .
Mediante la técnica de transformotia de Loplace y se-
paracién de voriables puede encontrorse la funcién de respuesta o un impulso unitorio
aplicado ol sistemo descrito, y se expresa come

i = ,.. [ a{L-%)] ., A
h@('&.‘f}.t):;ﬁ- 2 (2m-1)(a;+p;} cos/smljwss—————%l_ (os\omﬂ‘t

"M n:i

donde Pm =[(2m-l)/(2H)]‘n’ ¢ X n/L, L c‘ﬁf + pm

La funcién de respuesto correspondiente para la presidn hidrodindmica seré -

hp (xl yff) = (Wg) a/at [h¢ {xa‘}"rf)}

y la presién hidradindmica debida o una excitacién arbitroric puede obtenerse como la

superposicién de los respuestas a impulsos unitorios medionte lo integral de convelucién
t
?(Xr?’ot) = J'ug (f) hp (xr}’l t '?> dt
o
La resultonte de la fuerza hidrodindmica sobre lo pared izquierda, nermalizada con res

pecto o la resultonte hidrostética, serd

o 2 (M
Ft) = —”’Eﬁ- p(0,y,1) dy .
]

Se obtuva la fuerza hidrodiné;'nicu normalizada “exacta®
pora el recipiente descrito ; se muestran los resultqdos de este planteamie.;\to enlo fig12.
E* mismo sistemo se modelé como un ensamble de 100 elementos finitos de agua, todos
iguales y cuodrados de 30x30 pies. Los resultadas obtenidas medionfe elemenAtos finitas
se presenfor; en lo fig 13 para distintos valares de At. En la formulacién de !>os elemen

s

tos finitos de agua la integracién




t
K= B DB d(vol)

~ pora la definicién de la motriz de rigidez se efectud por doble cuadratura de Gauss

con cuotro puntos. Posteriormente se utilizaron 36 puntos de integracién, obtenien—
dose resultados idénticos a los calculados con cuatro puntos de integracién

De la fig 13 se concluyé que el hecho de que la solu_
lucién obtenida r;on elementos finitos no éoncordora con lo solucién exacta no se de
bia a inestabilidad en el método empleado pora la integrocidn en el tiempo de las
ecuaciones diferenciales de movimiento y se opté por hacer una nuev o formulacidn -
de los elementos finitos de agua basada en relaciones geométricas simples tor\:tando co_
mo puntos de partida lao ecuacién -

p=em
donde p = presién, m = médulo de deformacidén volumétrica, e = divergencia =
Ex+€y= duy/dx + dv/dy =AV/V,

dande AV-= cambio ;ie volumen, V = volumen inicial

Por medic de relaciones geométricas se calculd el vo-
lumén del elemento defarmado al éor un desplazamiento unitari_éé cada uno de los
grados de libertad obteniendo lo expresién
Y,
v

Yy
Vi
T2 T3 T4, TS T6 Ty TB )‘l“:;
H
Vs

Va

ef( T]

donde T; ,{i=1,2,...,8) dependen Onicamente de las coordenadas nodales.

La matriz de rigidez se obtiene entonces como



Al emplear esta formulacién para los elementos finitos

de agua en el problema de prueba se obtuvieron los resultados que muestra  la fig 14,
Los cuales concuerdan razonablemente con lo solucibn
exacta, fig 12.

Para encontror por qué no funcionaba bier la formulacién
de los elementos de agua que se desarrollé en el inciso 1 del cap M se us6 la subruti
na de elementos finitos para sélido eldstico que se desarrollé en el.inciso 2 del cap
I haciendo 9 = 0. 499 yE=3 (1-2v)(m), yse encén?ré que concordaban las
dos formulaciones arrojande ambas los resultados de la fig 13.

Finalmente se encontrd que las dos famloc:; ones mencio
nadas concuerdan con la formulacién desarrellada en el presente inciso solomente si ‘
se emplea cuaciroturo de Gauss con un solo punto de integracién, {contrariamente o
la suposicién de que a mayor nimero de puntos de integracién se tiene mejor o;}oxi-
macién ).. |

Lo explicacién la_podemos encontrar. haciendo el plantea-
miento siguiente: Si hacemos la malla de elementos finitos cada vez mas fina, cada
elemento tiende o una condicién de deformacién unitaria constante y lo energia de
deformacién para un elemento adopta entonces la forma

/2 { £ }t[ D] {E} dxdy = | ( constani'e). det J dsdt - (con;tunte).vol

vol vol
para un espesor constante del elemento plano. Por tanto en el limite la energia de
deformacién del modelo serd calculada correctamente si lo estd el volumen de cada

elemento.




Enla p 1S podemos observar que lo formulacién eaplea_
da pcm‘: los elementos finitos de agua conduce a ut;ao expresién del determinante joco~
biano que es lineal en s,t por lo que un so&o punto de integracién serd suficiente pa-
ra valuar correctamente el volumen de un elemento finito de agua, y por ende suma
triz de rigidez, ya que la construccidn de esta es esencialmente lo misma que la in-
tégmcién de una expresién de energia de deformcié;'\. . .

Por otra parte si hacemos las cargas mdale; de un el_e;

mento proporcionales al vector de desplazomientos

(r]-3f

tendremos un problema de valores caracteristicos

RNV .

$i cada modo caracteristico se normaliza de manera que

t

§ Sz =1

(3

entonces
) t
2141 K 1&) =20

fo que significa que cada velor caracteristico es igual al doble de la enetgia de de-
formacién del elemento bajo los desplazomientos nodales normalizadas asociados.

En el elemento finito de agua al emplear un punto de -
@ . C
integracién gaussiana lo matriz de rigidez resultante tiene siete valores caracteristi-

.

cos iguales o cero asociados o siete modos de desplazamiento que no producen ener-



éi’g‘ de deformacién {incluyendo jos desplazamientos de cuerpo rigido), y un valor ca-
racteristico { £ 8) distinto de cero y positivo (Ver fig 15). Al aumentor el nimero
de puntos de infegracién y calcular los valores caracteristicos de la matriz de rigi-
dez que resulta se obtienen cuatro valores caracteristicos iguales a cero ( K‘ = 12=1 =
Z7 = 0} y cuatro valores caracteristicos distintos de cero y po;ifivos {Ver fig 15).

Es evidente qué los modos asociodos a 14, 25 ’ 7(6 deberian Acurrin sin que se pre_
sentara energio de deformacién yo que la divergencia en ambos modos es cero. (Esto ‘
si sucede al emplear un punto de integracién gaussicna ya que en ese caso 14, 25 .

X 6 valen cero y la configuracién de 1os modos normalizados permanece igual a fas

anteriores ).

Podemos concluir entonces que la solucién deseada solo se
obtiene’ empleond;:‘ un punto de integrac.ién gaussiana, ya que el empleo de mél& pun-
tos de integracidn hace que aumente el nimero de valores caracteristicos diferentes
de cero violando ast’ la condicidn necesaria para que la solucidn sea correcta, de que

solo debe existir un valor caracteristico distinto de cero ( xB) .

4. 2 Comprobocién de los elementos finitos empleados para representar el suelo y la
cortina

Como se mencioné en el capitulo Il, se considerard que tan-
to cortina como suelo tienen comportamiento de sélido eldstico lineal, que se discre~
tizard mendiante los elementos finitos desarrollados en el inciso 3. 2. Para asegu~
rarse que el funcionamiento dindmico de dichos elen’nenfOS es correcto, e seleccio~
né una regidn rectangular sobre la cual se propagd un pulso rectu‘ngu{cr de desplaza_

miento. Se compararon las soluciones exacta y de elementos finitos, ambas sin amor_
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tiguamiento. La solucién exacta se obtiene mediante la teoria general de propaga-
ciéﬁ de ondas.

En la fig 16 se muestran la regién estudia(;la, su dis~
cretizacién de elementos finitos y los resultados obtenidos. Se confirma que el fun-
cionamiento del modelo de elementos finitos para representar el suelo y la cortina es

satisfactorio. -

4.3 Comprobacién del comportamiento de las interfases liquido-sélido

Los interfases Hiquido-sélido que se presentan en el vg -
so de una presa son el paramento mojado de la cortina y el suelo en el fondo del embal
se,

Como se menciond en el inciso 3.3, el desplozamien-
to tangencial del l%quido sobre lo interfase con el sélido se pue:dé reproducir en el
modelo de elementos finitos facilmente cuando la interfose es un plano paralelo a
cualquiera de Jos ejes del sistema de referencia globoal!, medi;:nte el empleo de nudes -
dobles, haciendo el nGmero del grado de libertad en la dirc’eccién normol o la interfa
se-igual en ambos nudos y el nimero del grado de libertod tangenciol diferente en cg.
da nudo. El imponer estas mismas condiciones (desplazamiento relativo tangencial o
la superficie de interfase no restringido y desplczarﬁienfo relativo ‘notl'r_no’lA };ulo) cuan~
do fo interfose estd inclinada con respecto a los ejes de referencia hay nece;idad de .
expresar los desplazamientos normal y tangencial en términas de los proyecciones dé
los desplazomientos globales y combinar en cada paso de integracién en el tiempo -
el sistemo de ecuaciones diferenciales de movimiento con el sistema de ec.uociones

.

que gobiernan las condiciones de desplazamiento en las interfases, Desde el punta




.

de visto de la construccién de un programa de computadora esto represents una

complicacién serio. 5i podemos manejar esta situocion de una manera simple, de~

" mostrando que el error introducido por jo simplificacidn es tolerable, serd vélido

vel empleo de la simplificacién, tomendo en cuenta el ahorro en tiempo de méqui_
. na que puede significar.

4 La simp*‘ificocién propuesta consiste en considerar
nulo el desplozamiento relativo tangencial en la interfase. Con objeto de evaluar
esta simplificacidn utilizamos el modelo del inciso 5.1, .fig 11 en el cual las in_
terfases liquido - sélido son poralelos a los ejes de referencia global. En ;esfe mo -
“delo tomar en cuenta el desplazémiento taqgencicl no representd mayor problema,
'( mostréndose la respuesta en la fig 14 ). Bastard entonces con restringir las gro-
dos de libertad fonéenciales en los nudos de interfase y compdrar la respuesta con
los resdltados anteriores,

Después de hacer nulo el desplazamiento relativo
tangencial en las interfases se obtuvieron los mismos resultados yu mostrados en la
fig 14. Entonces podemos aseverar que la simplfficacién que sevpropone es acepta_
ble, por lo que en el estudio de la interaccidn suelo-ogua-cortina en presas du-

rante sismo se considerard el agua fija a las interfases,

4.4 Comprobacién de las fronteras absorbentes.

Si consideramos una regidn rectangular dentro
de un semiespacio infinito definida por la superficie libre horizontal en la parte
superior de la regidn y tres fronteras artificicles {dos verticales y uno horizontal),

y aplicamos una excitacién sobre un punto de la superficie libre, en forma de



L)

ﬁe;rﬁpo determinado y posteriormente deberé permanecer inmovil . dicho punto, ya

pulso, dicha perturbacién debe propagarse en el semiespacio hasta que la energit

e disipe por radiacién.

En el modelo de elementos finitos fa comproba-
cién de que este comportamiento se reproduce, se efectia graficande la variacién

con respecto al tiempo de fos desplazamientos en varios puntos de control, dichas

gréficas deben mostrar el paso de la perturbacién por un punto de control en un

qué cualquier desplazamiento posterior al paso del pulso por ese punto significa--

18 que hubo reflexidn en las fronteras artificiales,

Se comprobé que el comportamients de fronteras

absorbentes era satisfactoriomente reproducido por el modelo de elementos finitos.
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V APLICACION A UN ESTUDIO PARAMETRICO

 Parg estudiar la influencia de los diferentes parametros que
intervienen en la interaccién suelo-agua-cortina en presas sujetas a temblor se cons_
truy6 un modelo de elementos finitos de 272 elementos c&n 606 grados de libertod
(fig17). El tamafio del modelo se seleccioné teniendo en cuenta que cunque des-
de el punto de viisfc de capacidad de memoria requerida era posible emplear un mode_

lo mds grande ( del orden de 1000 a 2000 grados de libertad ) la conveniencio de

. emplear un madelo reducido era evidente desde el punto de vista del tiempo de eje~

© cucibn.

El modelo seleccionado es una presa de gravedad con tirante
de agua de [00 m (330 pies) en el paramente mojado de la cortina. Las propiedades

fisicas de los elementos Finites fueron

Agua k

[

8 2 8 2
mod., def, vol = 2.1 x10 k/m {0.43x10 Ib/pie )

3
1000 k/m" ( 62.4 Ib/pie° )

k3
I

4
p = 102k se92 /m (1.941b Asegz‘/ pie4)

8 g
Concreto E = mod. de Elost: = 24.4 x 10° k/mZ (5 x 10 Ib/pié )

<
4

mod. de Poisson = 0.15

3
2400 k/m (150 lb/pie3

o,
i

4 2 4
P = 245 kseg?/m (470 Ib seg / pie )
2
Suelo E=977k/m (2x108!b/pie2
v = 0,35
3 .3
Y= 2080 k/m~ (130 1b/ pie )

: ‘
p=20kseg /m (4.001bseg?/piet)
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EI modelo descrito se estudié bajo la accién de una acelera~
cién en forma de funcidn escalén con emplitud de una vez lo aceleracién de la gra-
.vedad y con distintas condiciones de frontera. Se seleccions la excitacion como
funcién escalén en vista de la facilidad de obtener la respuesta d.el sistema bojo una
excitacién arbitraria medionte lo integral de convolucién, se prefiris esta excita~
cién contra un pulso unitario debido o la dificultad que involucra manei;:'r numéri-
camente la delta de Dirac.

Para. fos objetivos de nuestro estudio se consideré como repre~

sentativos de lg respueste del sistema: Lo fuerza hidrodinémica normalizada con res«

" pecto a la hidrostatica actuando sobre la cortina de la presa, el momento hidroding

mico de volteo normalizado y la altura de la resultonte normalizade con respecto a

la altura de la cortina.

'

En la tablo 1 se sumarizan los diferentes casos estudiados;

" del analisis de los cuales podemos hacer las siguientes observaciones.

Al comparar los resultados mostrados en la fig 14 con los de la
fig 18 y tomando en consideracién que el volumen de agua es el mismo en ambos ca-
so0s, vemos que lo respuesta mGxima se incrementa en un treinta por ciento oproxima-
damente debido o la flexibilidad conjunta de la corting y el suelo, ast mismo pode- '
mos notar un aumento en el perfo&o. En la fig 19 vemos que este eFec.fo se @nﬂuweg_
ta gracias a la disipacién de energla o través ‘de las fronteras absorbentes. A

El incrementa en la amplitud méxima de resp\;'esfo que se pre~
senta en la fig 20 comparada con la fig 18 se debe a que la disipacién de energla es
pobre al presentarse reflexiones maltiples en las fronteras de Smith que no se elimi-

nan,
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TABLA 1

FRONTERA

EXCITACION

| Modelo | Vertical | Vertical |Horizantal | Aceleracidn en forma ‘Re.spuesto
fig lzquierda | Derecha | (Base) de funcién escalén Fig

n Rigide | Rigida | Rigida  Horizontal 14
7ol N 18
" Viscosa | Viscosa " u 9
" Smith | Smith | 207

. Viscosa. | Viscos | Adtiva " -

" Smith | Smith | * z 2
N | Rigida | Rigide Rigida Vertical 3
17 " " " " 24

" Viscosa .| Viscosa " " 5
v | smith | smith | o R
“ Viscosa Viscosa| Activa u 'z

" Smith Smith " 28

" Activa Viscosa | Viscosa Horizontal 29

" " " " Vertical 30

" Viscosa Activa " ‘ Fl&_izonfal 4

" " " » ' Vertical A 32

" Activa Visco‘sa Smith Hofizonml | ‘ 33

" " " " Vertical U
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La fig 21 nos indica que lo respuesta se reduce o
la mitad comparando con las figs 14 y 19 al considerar la excitacién no como de ba~
se rfgida sino infroducida al sistema o fravés de una frontera horizontal active; es in-

“teresante comprobar en la fig 21 que el efecto de la egcifocién en forma de funcién
escalén tiende a desaparecer con el ﬂemp;:\ ya que la frontero activa no es capoz de
transmitir carga estética, Lo mismo podemos aprecior en o fig 22 salo que en esta
desaparece més lentamente debido a las reflexiones maltiples en las fronteras de Smith.
La comparacién de los figs 14 y 23 arrojo que I respuesta a acelemcién vertical del
vaso con paredes rigidas es una vez y media mayor éue la respuesta de! mismo bojo
aceleracién horizontal de igua! magnitud, y que el periodo se incrementa dos ve~

l ces y cuarto. Pero mientras en‘ la fig 14 ia amplitud en el momento de volteo es ma~
yor que la amplitud de la fuerzo hidrodinémica en la fig 23 ambas omplitudes son
i,guales.A ‘

Lo fig 24 muestra que la rggpuém se reduce o un
noventa y cuatro por ciento de la respuesta en la fig 23, siendo también esta situa-

* . cién contraria o lo que ocurre bajo excifgci((n horizontal.

¥ . .

En la fig 2% la respuesta se reduce oun més al in-
troducir fronteras absorbentes verticales viscosas, tendiendo lo respuesta a oscilar al_
rededor de lo hidrostética. Lo mismo sucede al infroducif fronteras verticales de Smith;
salvo el efecto de los reflexiones moltiples (fig 26).

En el caso de aceleracidn vertical ol excitar el
sistema a través de lo bose activa y con fronteras verﬁcales viscosas { fig 27) se ob~
tiene uno respuesta méxima igual o un veitiseis por ciento de la respuesta méxima del

sistema con la frontero rigida { fig 24) , evidencidndose uno tendencic a desaparecer
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del efecto dijﬁ/qg(ci-tacién al crecer el tiempo; 16 mismo podemos nofar en el caso sE_

. »mii&r?ero con fronteras verticales de Smith (fig 28).

El introducir excitacion horizontal a través de
una frontera activa vertical del lado de aguas abajo { fig 29} con las fronteras res~
tantes viscosas produce una respuesta méxima igual a cuarenta y nueve por ciento
la respuesta del sistema con F;on tera rlgida (fig 18). El caso similar pero con exci~
tacién vertical ( fig 30) tiene una respuesta méxima igual a un cincuenta y tres por
ciento la respuesta del sistema con frontern rigida (fig 24).

Al hocer acti va ahora la frontera de aguas arriba
(fig 31) bajo excitacién horizontal y las fronteras restantes viscosas obtenemos una
respuestu igual a la obfenida excitando horizontalmente por el lado de aguos obajo
(fig 29). De las figs 30 y 32 se desprende que en el caso de ondas.de cortanté con
desplazamiento vertical propoagdndese en direccién horiz?nfal, excitando el modelo
a través de frontera activa vertical la respuesta méxima con la frontera activa del la-
do de aguas arriba es unc vez y media mayor que'con la frontera activa del lado de
aguas abajo.

Comparancjo las figs 33 con 29 y 34 con 30 pde'_ .

mes decir que lus respuestas son précticamente iguales.

VI CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se ha desarrollado un programa de computadora que
mediante el método de elementos finitos permite analizar modelos de presns sujetas a
temblor incluyendo el agua, la cortina y el suelo. Puesto que dichos anélisis, involu-

cra la solucién paso a paso de un sistema grande de ecuaciones diferenciales de segun-



&

do orden acopladas, el tiempo de méquina requerido para obtener la respuesta a tra-
vés de varios segundos es elevado, esto hace que el emplea del programa sea costoso.

- Serfa oosieoble. su empleo para estudios de respue§

" taen proyectos especlficos en donde se. conozca lo estratigraffa del s.uelo, el perfil del

fondo del vaso, expectro de aceleracwnes de la zona etc. de la presa que-se vaa cons_
truir, pud:endo obfener fuerzas y momentos hldrodmomlcos de d:seﬂo bostante confia-

bles. Paru fi ines de invesﬁgacién dicho progmma‘ de computadore es una herromienfu

~_ muy costosa, ya que se requerird de un nGmero muy gmnde de corridas pom poder pro_

poner y respaldar conclustonas genem les.

El progrumo desarrollado se emple& en un némero

~ limitado de corridas en base o las cuales es posible vaslumbm:f los siguientes puntos con

respecta al estudio objeto de este trabajo.

El concepto de fronteras cbsorbentes y activas es de
primordiol lmporh:ncm en lo adecuada representuclén de Ia interaccitn oguo-comm— .

suelo. La influenciade la mferoccsén en la respuesta mdxnm de-la presa balo temblor

* es hacia el lado de la seguridad o sea que el no considerar la interaccitn f;onduce a
- disefos conservadores, aceptando como definicién que el no considerar interaccién equi_

* vale'a obtener la respuesta con la cortina y el fondo del vaso rigidos y el considerar in-

teraccitn significa obtener la respuesta con la cortina y el fondo flexibles y con fronte-

ras activas y absorbentes.
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