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ANTECEDENTES 

Paro cólculo de presiones hidrodinámicos sobre lo cortina de 

uno preso diferentes olitores han hecho an61 isis que emplean diversidad de hip6tesis 

simpl ificatorias. 

Dependiendo de los h ip6tesis empleadas, se reporton en lo I i_ 

teroturo valores de presi6n hidrodin6mica que poro un mismo temblor oscilan entre 

30 y 300 por ciento de lo presi6n h idrost6tica. Tomando en cuento los consecuencias 

que tiene la follo de uno preso osi como el costo que SlJele alcanzar lo construcci6n 

de uno estructuro de esto clase, salta o lo visto lo importancia de acotar de manero 

m6s precisa lo presión hidrodin6mico de diseib con base en an6lisis que empleen el 

menor número posible de hipótesis simpl ifíca-torios y que las hipótesis representen lo 

m6s cercanamente posible el compo.tomíent0 real. Esto involucro consíderar el 

comportamiento din6m ico del sistema oguo-cortina-s uelo. 

A lo fecho se ha realizado gran· volumen de investigaciones 

concernientes a presiones del aguo sobre presos rfgidas. En varios de esos estudios se 

ha considerado lo presión del aguo como fuerza externo proporciona launa maso vir­

tual de aguo, reduciéndose el problema a det.~rminor lo respuestá de lo preso sujeta 

o lo aceleración del terreno yo dichos fuerzas externos. Este procedimiento no tomo 

en cuento lo interacción entre lo cortina y el aguo almacenado. E I grado de acopIa­

miento entre los dos foses· depender6 de sus propiedades relativos. Si lo frecuencia 

natural de lo cortina es mucho mayor que lo fundamental del aguo almacenado, pue­

de ser aceptable el procedimiento mencionado, pero los frecuencias fundomentales de 

los das foses pueden ser del mismo orden; es entonces' imprescindible tomar en cuento 

lo interacción. 



•• Chopra ha desarrollado investigaciones poro tomar en cuenta 

la interacción agua-cortina, considerando que la cortina se deforma en su modo fun_ 

damental y tratando el agua como un continuo gobernado por la ecuaci6n de onda 

bidimensional. Halla que sr es importante reconocer la interacci6n entre cortina y 

agua (9). 

Este procedimien to esló restringido a que la cortina'tenga el 

poramenta de aguas arriba vertical y el fondo del lIOSO sea horizontal. Posteriormente 

Chopro, Wilson.y Farhoomand salvan esta restricción empleando elementos finitos po_ 

ro representar el sistema agua-cortina; reportan que lo flexibilidad de lo cortina tie­

ne efectos significativos en las fuerzas hidradinómicos y mencionan que puede ser inte_ 

resante estudiar el efecto de la interacción can el subsuelo y la varioci6n espociol de 

lo excitación (6). 

En lo ref 1 Rosenbluetn reseño el estado del arte en este campo. 



• 11 OBJETIVOS 

Como se impl ica en los p6ginas anteriores, o lo fecho no se 

ha estudiado satisfactoriamente el comportamiento din6mico de presos considerando 

lo participaci6n conjunto de los tres subsistemas suelo,' agua y cortina, por lo que 

en el presente trabajo se pretenderó llenar en parte este hueco. 

El problema se plantearóen el marco de compartamiento li­

neal. Puesto que un estudio en tres dimensianes serfa en ex cesa ambiciosa, el tra_ 

bajo estar6 confinado a un modelo bidimensional lin~al. lo hipótesis de linealidad 

es una limitaci6n seria, ya que es seguro que durante un temblor intenso el compor_ 

tamiento real del fen6meno en estudio estaró lejos de ser lineal, sobre todo en lo 

que se refiere al comportamiento del suelo. Sin embargo, todo método de an61isis 

lineal en el dominio del tiempo puede adaptarse o compartamiento no I ineal tratan~ 

do el problema como de rigidez variable. 

El objetivo principal de la tesis ser6 dar un poso en el campo 

de la interacci6n suelo-agua-cartina en presos sujetos a temblor. Quizó en un futu_ 

ro, al ampliarse lo copocidad y velocidad de los sistemas de c6mputo electr6nico, 

sea factible estudiar la respuesta de modeks tridimensionales no lineales a un costo 

razanable. 

Otro objetivo ser6 mejorar los métodos conocidos'pora mode­

lar una frontera no reFlejante con el fin de eliminar reflexi6n de ondas espurias al 

simular un semiespacio mediante un modelo con número finito de elemen~s finitos. 
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111 DESARROLLO DEL MODELO MATEMATlCO 

La complejidad del problema anulo la posibilidad de solu'ci6ó 

analllica a un madela matem6tico constituido por un sistema de ecuaciones en deriva_ 

das parciales que tome en cuenta los diferentes mate~iales, fronteras irregulares y 

car6cter transitorio de la excitación, por ío que se deberó recurrir a discre_tizaci6n. 

Esta puede aplicarse al sistema de ecuaciones mediante diferencias.finitas ó al mode­

ló ieón ico del sistema fi'sico mediante elementos finitos. 

Para el desarrollo de este trabajo se ha elegido el método de 

elementos finitos. ¿ Por qué elementos. finitos? Para dar una respuesta a esta pre_ 

gunta no trivial, ser6 necesario defin ir el método en forma general. Veremos como, 

dentro de uno definición amplia, los técnicas de diferencias finitas quedan como 

subclase dentro de la metadologra general de elementos finitos, que de hecho abarca 

muchos otros procedimientos cl6sicos de SOllción numérica. En el campo de estrucl\J­

ros y mecOnica de ~61 idos los procedimientos de elementos finitos cosi han desplazado 

a las otras alternativas. Lo mismo empieza a suceder en el campo de mecónica de 

fluidas • 

El métado del elemento finito remplaza al continuo por un nOme_ 

ro I imitado de subdominios (o elementos) cuyo comportomiento' se puede modelar· con­

venientemente o través de los grados de libertad rodates. Dichos elementós pueden 

ensamblarse mediante procesos bien conocidos del anolisis de sistemas discretos. 

Podemos definir pues el métado de elementos finitos c;omo un 

proceso dé aproximación en el cual: 

a) El comportamiento del sistema continuo compr~to que involucra un nOme~o infini_ 

to de grados de libertad se representa enforma aproximada con un nOmero finito 
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de parámetros, ai' i = 1, 2 ... , n. 

b) los n ecuaciones que gobiernan el compOl"tamiento del si.stemocompleto discre-

tizado, 
F. ( ai) = O 

I 
: 1,2, .... ,n 

pueden ensomblarse mediante adici6n de los contribuciones ~ los subdominios o ele 

mentas que dividen el dominio en entidades físicamente identificables sin traslapes 

o exclusiones. Tiene importancia prnctica el que generalmente la contribución de los 

elementos sea muy localizado; ello conduce o un sistema de ecuaciones algebrai-

cas con motriz de coeficientes poroso y en bando. Adem6s la banda es simétrica con 

lo diagonal principal en virtud del principio de reciprocidad. Aunque esto' no es 

esencial en la definici6n del proceso de elementos finitos, en la prnctica significo 

lo posibil idad de maneiar solamente la semibanda con el considerable ahorro en me-

moria de computadora asociado. 

Cualquier problema de valores en lo frontera puede definirse, yo 

sea par un sistema de ecuaciones diferencia'les vólido en un domin·.io !1. 

. junto con las.condiciones de frontero Glsociadas que deben satisfacerse en' r 
(fronteros del dominio) 

(donde O y B san operadores diferenciales aplicados o uno función' de uno o mas va_ 

. dables independientes las cuales representan el estado del sistema ffsico) o por un 

principio variacional que requiero que uno funcional escalar 1T' tengo va lor estacio_ 

nario: 



(donde G y 9 son operodores diferenciales). 

En ambos planteamientos + puede representar uno función inc6gnita-o un conjunto de 

toles funciones. 

Para obtener una aproximación de elementos finitos del proble_ 

ma general descrito, podemos proceder como sigue: 

1) Expresamos los funciones incógnitas mediante un número finito de funcioríes de in 
'" 1\ -

terpolación N. supuestas y par6metros nodales incognitos a. : '\;;.~ N.oO', ,. , T L.... '1 
, . 1. 1 

11) Expresamos la aproximación en la formo de n ecuaciones,. las cuales est6n 

definidas como integrales sobre Jl y r , esto es, 

y tenemos en cuenta que: 

Jn.( I dn • L ' r Jt' 

~r ( I dr. 2" )r · ( 

e ) d.n. 

e 
) d r' 

A 

:; 1,2, ..• , n 

donde E y e son operadores diferenciales, + es la aproximación de los funciones in-

n e re -
cógnitas, ~1.. y significan subdominios a nivel de elemento. 

Un punto crucial en la metodologra viene a ser entonces el 

problema de formar las integrales de aproximación., lo cual logramos mediante: 

Principios variacionales. Si el problema se puede plantear en 

términos de un funcional estacionario lo formulaciOn de elementos finitos es mOs direc 

ta yo que podemos escribir lo forma aproximada del funcional·cClr\lo 



y mediante lo candici6n de estacianoriedod tendremos un sistema de n ecuaciones 

;0 j ::. 1,2, ••• ,n 

los cuales, por lo definiCión de 1T I estón en formo integrol. 

Integrales pesados. Es posible remplazar los ecuaciones dife-

renciales que gobiernan un problema de valores en lo' frontero por un planteamiento 

integral equiwlente, o seo, 

donde W y W; funciones de pesa. Inmediotamente surge lo posibilidod de uno oprp_ 

ximaci6n en formo integral seleccionondo funciones de peso especl'ficas W¡ y W¡ 

escribiendo 

1 t" 
W ,8 ( + ) d r Q. O 

1" I 

Este procesa se conoce con el nombre de método de residuos pesados por consideror 
,. A 

o O ( ~ ) y B (+) como residuos de lo aproximación. El proceso de Galerkin, en 

el que los funciones de peso san idénticos o los funciones de interpolaci6n, es el m6s 

usado. 

Integrales directos. En muchos situaciones Frsicos es posible 

formular el problema directamente. en forma integral sin necesidad de escribir los 

ecuaciones diferenciales, portiendo de algún principio ffsico global. Un ejemplo tT_ 

pico es la aplicación del principio del trabajo virtual de mec6nica o la formulación 

directa de elementos Finitos en problemas de ingenierTa estructural. 
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3.1 Elementos finitos de agua 

En el modelo puede discretizarse el agua haciendo un planteo-

miento voriacional, o portiendo de lo ecuaci6n de ondo, en términos de lo presi6n hi_ 

drodin6mica, o aplicando un principio Hsico global. 

Si portimos de la ecuación de onda en términos de ·10 presi6n 

hidrodinámica, puesto que lo discretizoción de lo cortina y del suelo se horO en el . 

campo de desplazamientos, ser6 conveniente trabajar el agua en el campo de los des_ 

i· 
plozamientos. Por ello, escribimos las ecuaciones de movimiento en un sistemo ca~ 

tesiono, 

donde 

u ;: desplazamiento horizontal 

v ;. desplazamiento vertical 

:;¡ tiempo 

r ;. densidad 

k :. módulo de deformaci6n volumétrica 

podemos escribir las ecuaciones de movimiento como 



Es posible remplazar estas ecuaciones por las integrales pesa-

das siguientes, en todos ospectos equivalentes, 

donde W. son funciones de peso orbitrorias. 
I 

Si discretizamas en térm ¡nos de las desplazamientos nodales 

tendremos 

donde [N] :( NI ' N2 ' N3 ' ••• Nnl :: funciones de interpolaci6n, 

{u.e\ .\~~t :. vectores de desplazamientos nodales ho~izontales y verticoles res_ 

pectivamente de un elemento, y si además aplicamos el proceso de Galerkin. 

Podemos entonces escribir las integrales pesodas oomo 

( l4A. '" 14') Q'1 d '0 .. ,,~t v=., 
.\~... ~""1 

Esta formo integral requiere continuidad en las pendientes en todos las interfases pe_ 

ro evitar infinitas en las segundas derill'Odas. 

Para quitar esta restricci6n. integramas por porles.Trobajando 

con la primero ecuaci6n tenemos 
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donde , .. coseno director de la normal hacia afuera respecto al eje x. 
)( 

haciendo lo mismo con la segundo ecuaci6n y agrupando términos tendremos 

sustituyendo en estas ecuaciones u:: [ N] 1 ~1 ,v .. [N 11 vel obtenemos 
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)L~Ni lliQ fue1 + ~ ~i W j vei\ J..{~l'- ~ ~ 1 ~ ó~ I r} 

-J. N{~~ ¡"1+~ \"1] d<=O 

$ 

kt~~~, ~ l"¡ + ~'~\"ll 
- ,fN{~luel +~{ye(l ds=O 

dxdy - \N.RdXd Y 1 . 

·V 

Agrupo,'o '''' '"p'''~'''''' ~ " p"lo ",m" J, = [:~l pod,""" ,"wmblM 'o 

forma estóndar del sistema de ecuaciones algelraicas 

o para todo el dominio, donde 

la contribución de cada elemento seró 

k,. 
11 

e 
k I ------,-- dxdy 

..1 N. J.N. I ti N. clN. 'l.!..:!1 _, -1-1 

~:.\~ ~ cl'a 

En forma alternativa podemos emplear un planteamiento directo basados en el prin 

-
cipio físico global del trabajo virtual y obtener exactamente la misma expresión 

,arriba anotada para los elementos de la motriz de rigidez. 

Trabajaremos con elementos finitos cuadriláteros planos con 

cuatro puntos nodal es. 



Seleccionamos un sistema local de coordenas (s, t) tales que s y t varíen de 

- 1 a + 1 en cada el emento (fig 1) 

NI :: (1 - s ) ( 1 - t ) / 4 , 

N2 :: (1 +s)(1 -t) /4, 

y usamos las funciones'de interpolación 

N
3 

::; (1 + s ) ,( 1 + t ) / 4 

N4 ::; (1 .. s ) ( 1 + t ) / 4 

enseguida expresamos los desplazamientos de cualquier punto de un elemento en tér-

minos de los desplazamientos nodales de dicho elemento: 

o seo, 

u ( s, t) = [( 1 - s) ( 1 - t ) / 4 I (1 + s )( 1 - t ) / 4 I 

(1+s)(1+t)/4, (l-s)(1 +t) 

v ( S I t )::; [( 1 - s ) ( 1 - t ) /4 I (1 + s ) (,1 - t ) /4 ,', . . {:~l 

( 1 + s ) ( 1 + t ) /.4, (1 - s ) ( 1 + t ) / 41 v3 
4 

Podemos escr ibir entonces 



la relación desplazamiento-deformación 

expresada en términos de los parámetros nodales será 

.' 
Pero sabemos que 

De aquí, 

'. 
de donde, resolviendo para las de;rivadas parciales con respecto a x, y , .t,endremos 

La! _a~J = 1/ J [~~ ~ ~t_j: ~:!_a~] '{~ -// ~at~ 
la/ay ax/at: cix/as g 

I 

donde J '" determinante del Jacobiano 

= (dx / ds ) ( ay / at ) - (eh / eh ) (dy / as ) 

-' 



". 

Si las coordenadas x, y en términos de s, t están dadas por las relaciones 

4 • 

X(S,t)=¿ Ni xi y(s,t) = L Ni y¡ 

4~4 ;., 
donde xi ,y¡ son las coordenadas de los nudos, entonces 

<lx/<Js=(-I+t)xl/4+{1-t)~/4+(I+t) x
3
/4+(-I-t) x

4
/4-A 

dx/dt=(-1+s)xl/4+(-1-s) x
2

/4+(1+s)x
3
/4+(1-s)xj4 = B 

dy / ~ = (- 1 + t ) Yl /4 + (1 - t) Y /4 + (1 + t) Y 3 /4 + ( - 1 - t ) Y 4/4 = e 

dy/dt=(-I+s)y /4+(-I-s)y /4+ (1+s)y /4+(I-s»' /4= E 
1 2 3' 4 . 

J (s, t) = { (- x2 y 1 + x 4 Yl + xl y 2 + x2 y 3 - x4 Y3 - xl y 4 + x3 y 4 - x3. Y2 ) 

+(x y -x y'-x y -x y +x y +x y -x y +x y )s 
4 2 4 1 3 2 1.3 2 3 1 4 2 4 3 1 

+ (x y - x y - x y + x y + x y - x y - x 'y + x y ) t} 1/8 
21 3 1 1 2. 4 2 1 3 4 3 2 4 3 4 . 

y la relación desplazamiento -deformación podrá escribirse como 

. [ : I ; , E(-l+t), , E(l-t) , , 

{
Ex] _-_'J:-'-+.!1_~7_0 __ J_-ft-:.l __ .!21 __ 7_~ __ : 

=1/4J O I A,-l +s,' O t A\-1.-s) I 

e I -B (- 1 +t ~ : - B ( 1 - t ) ., 

y • •. I ]' : E ( 1 + t) : I .E ( - 1 - t ) : '. 

1 .:~11.::~>-:" - __ 2:-'i - ¡. :~(! :s)_:.. "- _;-;2 :\ __ . : o I A(I+S/, . o ,A\l-s, 
~ : - B (1 +t) : ~ -8 (-1 -t) 

quedando expresoda en términos de los parámetros nodales y las coordenadas locales 

s, t como 

t 
, 1.12 ' v2 ' 1./3 ' v 3 ' u 4 ' v 4 ) 
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Si consideramos el agua COmo un fluido ideal, en que ~ = k , 

tendremos las ecuaciones constitutivas de un sólido elástico,isótropoJ homogéneo e 

invíscido, con }J:: O : 

donde l) f' = constantes de Lomé, y k módulo de deformaci6n volumétrica 

del agua. 

.ción 

Efectuando el producto matricial B
t 

O B Y empleando la nota-

F=(-I+t), G (-1+5), H =(I-t), L (-I-s),M=(I+1), P=(I+s), 

O=(1-s), R (-I-t),A = dx/ds, B=dx/dt,C=ay/ds,E dy/at, 

(E F - C G ) = i 1, (AG - BF ) :: Z2, (EH - C L) = Z3, (AL ~ BH ) = Z4 , 

(EM-CP)=Z5. (AP-BM)=Z6, (ER-CO)=Z7, (AO-BR)=Za 

podemos escribir 

ZI.ZI Z1.Z2 Z1.Z3 ZI.Z4 ZI.Z5 ZI.Z6· Z1.Z7 Z1.Za 

Z2.Z2 Z2.Z3 Z2.Z4 Z2.Z5 Z2.Z6 Z2.Z7 Z2.Za 

Z3.Z3 Z3.Z4 Z3.Z5 Z3.Z6 . Z3',Z7 Z3.Za 
t k 

B O B= 16'Jf m Z4.Z4 Z4.Z5 Z4.Z6 Z4.Z7 Z4.Z~ 
e' 

t Z5.Z5 Z5.Z6 Z5.Z7 Z5.Za 
r 

Z6.Z6. Z6;Z7 Z6.Za 
c 

a Z7.Z7 Z7.Za 

za.za 

Es decir, t 
k /(16/') [~ Zq ] B O Br." 

J 
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la matriz de rigidez de un elemento de espesar constante será ~tonces 

K P , q 

Empleando integración numérica, para espesar unitario tendremos 
(\ W\ 

K = ~ ~ W, W. J (,. , t.) [StD S (So, t. ) 1 
p,q L L ,1 I I I I ' p, q 

,,:1' ¡:. 
donde (s. , t ) = puntos de integración; W., W = coeficientes de peso asociados y 

I i I i 
n = números de puntos de integración empleados. 

Con oose en lo expresi~ anterior se deSOlTolló uno sulrutino paro 

computadora digital con lenguaje FORTRAN IV que genera lo matriz de rigidez de 

los elementos finitos cuadriláteros con ocho grados de libertad para discretizar el 

agua o partir de los coordenadas de los puntos nodoles y el módulo de deformación 

volumétrico. A esta sulrutino se llamó ElH2)i. 

3.2 Elementos finitos de un sólido' elástico lineal 

Traoojomas nuevamente con elementos cuadriláteros con ocho gro-

dos de libertad empleando los mismas funciones de interpolación que en el elemento 

de agua, solo que ahora lo relación desplazamiento deformación es 

t 
x 

= t 
y 

E 
xy 

= 
au/ax 

v/ay 

clu/ ay + dv/ <Ix 



• por lo que ahora tendremos 

[

tlN/Jx I O :aN:I~ I O ¡ aN lax : _____ ~----------L----L-~--~ 
::. O :aN/<ly: O :dNl<ly:· O ¡ 

--- --, -- ---,-----,----,-- -._-: 
aN1/dy jI)N/Jx ¡c:t-.I/Jx I cJN2/dx ¡ clN3/dy : 

y lo relaci6n esfuerzo - deformación ser6 

q"'xy 

I • 
1 _~ : ~ I O . 

-----r---l..---.:....;.. 
. I 

~ ·:l':"Y I () -----r--- L
------

I 1\ I 
6 I u .(1-2~)/2 

que es vólida pora estado plano de defonnacianes. 

Si lIomomos 

(i;; l,2,3,4L.,· 

y recordamos que 

.{

a/as

l· 
al at 
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donde J = (cJx/ds) (dy/dI-) - (Clx/dt) (dy/ds), es el determ'inante del Jacobiano. 

Si además empleamos las mismas Funciones de interpolación y la misma relación enrre 

coordenadas locales y globales, tendremos 

para i=I,2,3,4; j=I,3,5,7 

Niy = 1/ J f( dl</cJt) ( dN/<Js ) + (dx/ ds ) ( clN/ cJt) ] 

para i " 2 , 3, 4 " j = 2, 4, 6, a 

siendo 

OP./ ( 16J ) 
I 

OP.I(16J) 
I 

OP 1 - ¡ (1-s)(Y4-YI)+(I+s)(Y3-Y2)l (1-t)+ (O-t)(Y2-Yl)+(I+t)(Y3-Y4)}(I-s) 

OP
2 

\ (l-t)(x -x
1
)+(Ht)(x -x ) 1 (1-s)+ { (1-s)(x -x )+(I+s)(x -x )} (l-t) 

2 3 4), 4 1 3 2 

OP
3 

{ (1-s)(Y4-y/~(I+S)(Y3-Y2) 1 (l-t)+ {(l-t)(Y2-Yl)+(I-t)(Y3-y/l (1+s) 

OP4 = - ~ (l-t)(x
2

-x )+(l+t)(x -x ) I (1+S)- , (l-s)(x -x' )+(I-s)(x
3

-x )} (l-t) 
, 1 ,3 4 1.4 1 2 

OP
5 

= - { (1-s)(y4-y )+(l+s)(y -y ) 1 (1+t)- \ (l-t)(y -y )+(I-t)(y -y fl (1+s) 
1 32 21 34 

OP
6 

::: - \ (l-t)(x
2

-x
1

)+(I+t)(x
3

:..x/1 (1+s)- I (1-s)(x
4

-xl)+(I-s)(x
3

-x
2
)\ (I+t) 

OP7 = - i (1-s)(Y4-yl(I+s)(Y3-Y/} (1+t)- \ (l+t)(Y
2

-Yl)+(I-t)(Y
3

- Y4>\ (1-s) 

OPa = - \ (l-t)(x
2

-x
1

)+(I+t)(x
3
-x

4
)} (l-s)+ 1 (1-s)(x

4
-x

1
)+(I-s)(x

3
-x

2
)} (1+t) 

Empl eando la notación anterior podemos escribir el pro_ 

ducto marriciat st OS de la siguiente manera: 

[ st O s] .. 
ItI [ 

DPi OP j +(1 -v)/2(OP OP )] 
i+l j+l 

para 1,3,5,7 1,3,5,7, 



paro i = 2, 4, 6, 8 = 2, 4, 6, 8 

E [~ DP. ) Ji I 

poro i= 1,3,5,7; = 2, 4, 6, 8 

+ (l-v )/2 (Dp DP ) ] 
i-1 ¡+1 

paro i = 2, 4, 6,. 8 ; ¡ .= 1, 3, 5, 7 

siendo la motriz de rigidez de un elemento igual a 

K J [ " O ,] d v .. p,,, .", ... "na~¡, d v = dx d, = J '" d' , "d, 
que podemos escribir, al emplear integración numérico, . 

K 
p,q 

p = 1, 2, , 8 ; 

WiW. 
I 

J (s., t. ) 
I ., 

donde si' ti = puntos de integración; W¡, W¡ = coeficientes de peso asociado, y 

n = número de puntos de integración. Con base en lo expresión onferior se deso-

rrolló lo subrutina de computadora ElEMPl que genero lo motriz de rigidez de ele-

mentas cuadriláteros planos de un medio continuo elástico lineal, paro discretizor el 

suelo y lo cortina o partir de coordenados nodoles y módulos de Vaung y Poissan • 

. , . 
" .. 

",: , 

, ,,' .... 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

I 
i 

I 



3,3 Interfases 

lo interfase suelo-cortina no presento mayor pro 

blema 01 suponer, que no existirán desplazamientos relativos entre suelo y cortina, No 

es este el coso poro los interfases aguo-suelo yagua-cortina, donde el desplazamien 

to normal a lo interfase debe ser el mismo en ambos materiales (considerando que na 

existe permeabilidad), más el desplazamiento tangenciol, en genero', deber ser dis_ 

tinto, debido aOque el ogua deslizo sobre la superficie de interfase. Poro representar 

este último fenómeno en el modelo de el ementos Finitos, cuando lo normal o lo inter-

fase tiene lo mismo dirección que uno de los ejes de referencia, usamos nudos dobles 

en la interfase y hocemos el grado de libertad en lo dirección normal igual 'en ombos 

nudos, siendo en general distintos en lo dirección tangencial (fig 2). Cuando lo nor-

" malo lo interfase no coi,ncide con la dirección de alguno de los ejes de referencia 

seró necesario igualar los proyecciones sobre Jo normol a lo interfase de los desplaza_ 

mientas de los dos nudos adyacentes. Ello no es fácil introducit en'lo soluciánme-

dionte un proceso de integración paso o pasa de los ecuaciones~iferénciales de mo_ 

vimiento, Por tonto cuando lo superficie de interfase sea inclinado con respecto o los 

ejes globol es de referencia se considerará que el aguo se mueve con lo interfase y que 

debido o lo ousencia de v.iscosidad del agua,los puntos alejados uno pequei'\CI distancio 

de lo interfase se ,comporton coma si hubiese h(J.bido desl izamiento del agua saa-e la 

superficie' Qe interfas~. 

En el cap'ítulo correspondiente a la comprobo-

ción del modelo, entre otras cosas se evaluará'ta aproximación ,de esta suposicián. 

3.4 Fronteras absorbentes 

En un modelo de el ementos finitos en que se 



pretende manejar el suelo como un semieS¡:>acio infinito será necesorio introducir fr~ 

teros artificiales poro limitar el número de elementos o un orc!en de magnitud compa­

tibl e can lo capacidad del sistema de computo o empl ear; 

Estas fronteros artificiales deben permitir el pa_ 

so de ondas que se propagan en el medio sin provocar refl exiones espurias que canta_ 

minen lo solucióo. Si construimos un modelo suficientemente grande de manera que 

podamos obten~ la solución de interés antes que la refl exióo arribe a lo zona de es_ 

tudio, nos habremos sacudido de uno manera simple el problema de las reflexiones. 

Esto no es posible prácticamente en fa maY9ría de los cosos debido a la tremendo ca 

pacidad de memoria requerido del sistema de 'cómputo. Por otra parte al usor un mo _ 

delo muy grande el tiempo de máquina necesario poro lo solucián de los ecuaciones 

de movimiento se ve incrementado o nivel es prohibitivos. 

, En este trobajo emplearemos uno combinación 

de los métodos de Smith y de Lysmer. Primeramente se presentará uno descripción de 

tallado de ambas, en forma somera lo descripción de métodos alternativos, y se justi 

ficará la selección de uno combinación de losdos primeros como solución 01 presente 

estudio. 

3.4.1 Método de Smith 

Este método involucro la"superposicióo de solu 

dones con diferentes condiciones de frontera. Elimina de manero analíticamente exa 

ta los reflexiones, independientemente del óngulo de incidencia, frecuencia y tipo 

de ondas incidentes o uno frontero ficticia. 

La demostración poro el coso de la ecuación de 

onda escolar es casi trivial: 

._- ---- ---- --------



• 

. ' 

La ecuación que gobierna el fenómeno es 

'Vu :o I/c2 (a2 u/ dt2 ), cuya solución podemos escribir como 

u '" exp [ iw / c (x ~os i + y sen i - ct )] + A exp l ic..>/ c (-x cos i + y seni - ct )] 

cuondo en x :o O tenemos una frontera ,refl ejante. En estas expresiones, con refe-

renCia a la fig 3, 

u desplazamiento de los partículas 

w 

c 

A 

óngulo de incidencia de lo onda plana e igual al óngulo de reflexión 

frecuencia angular de la onda plana 

velocidad de propagación dela onda plano 

amplitud de la onda reflejada cuando la onda incidente es de amplitud unita_ 
ria. 

Si en lo frontero x '" O imponemos la condición 

de Neumann c1u/c1x'" O tendremos que (iW/c)cos i exp [ iW/~ ( y sen i - ct )] 

'-(iW/c)A exp [iW/C (y sen i - ct ~ O , de donde A'" 1 ; al imponerlo con­

dición de Dirichlet, u '" O ; obtenemos A '" -l. lo superposici6n de'Neumanny 

Dirichlet elimino la reflexión. lo anterior sigue siendo. vólido efl el caso de exis_ 

tir amortiguamiento en el medio, yo que los exponentes imaginarios son ahora comple 

jos, pero los amplitudes de los ondas reflejados en las dos soluciones siguen siendo 

iguales en magnitud en cada insta~te y tienen signo contrario. 

Paro andas P y ondas S lo demostración no es 

obvio. Consideremos primero el ,coso de ondas:P o dilatasionales. 

Podemos expresor los desplazamientos '.entérmi-

nos de dos potenciales, j5 y,,. . 



<. 

• 

~ = exp[(i~/",)(xcosi+YSeni-.d))+Aexp [(i~/OI)(-XCOSi +ysel i-C(t~ 
'ti = B exp l ( i~/ ~ ) ( - x cos j + y sen j -" t )] 

de manera que u = dt / dx - dI¡] / dy , v = d~ / dy + d '1/ dx 

Además, V
Z

, = (1/ ",2) (l~ / dt
2

) , v"~ =( 1/ f/) ( ¡.~/ dt2 ) 

~ está relacionado con las ondas P incidente y reflejada, y 'P únicamente con 'o 

onda S reflejada. la onda P incidente tiene amplitud unitaria y sabemos que una 

onda P incidente se refl eja en uno onda P y uno onda S, cuyos ampl itudes A y B 

deberemos determinar en función de las condiciones de frontero. Además, en las ex-

presiones de arriba, 

O( velocidad de propagación de ondas P en el medio 

fJ velocidad de propagación de ondas S en el medio 

ángulo de refl exión de la onda S 

ángulo de incidencia y refl exión de la onda P 

u desplazamiento paralelo o/ eje x 

v desplazamiento parale/o o/ eje y 

Si en x = O imponemos las condiciones de frontera u = O 

(Dirichlet) y simúltaneamente OXy = f (du/ay + dv/ax ) = O (Neumann), 

resulta u = d'/dx. - dl¡]/dy = 

feos i exp [ (i~/ 01. )( Y sen i - tit D -cos i A exp [(i~/Ot) (ysen i -«t l1}i~/CI 

-{ sen i B exp [( iW/,s l( y sen i -~t l] )iW~ =0 I en x = O 

de donde, cos i/OI. [exp [( y/«) sen iJ] (1 - Al'" 
. . hf' t 

(seni/~) B [eX!? [(yj,e)senn) 
Uf t -



," 

emp I eanda la 1 ey de Snell sen i lo< '" sen i I } 

la ecuaci6n se reduce a,cos i ( l-A ) = sen i B (l} 

La otro condici6n de frontero es IIXy = .r (au/a y + av/ox ) O, pero teniendo en 

cuento que odemós u '" O poro toda y en x = O" Por tonto clu/dy = O en x :; O, 

por lo que esto condici6n se reduce o dv/ax = O. De aquí , 

222 ' 
el ~I (dx ay ) + el IV/dx :; O en x'" O , de manero que 01 sustituir los'~resio-

nes de los pote"cioles ~, IV en lo ecuación anterior tenemos 

cos i sen i (1 - A ) = - B c?i 2 
j 

di ~ 
(2) 

od 'b' di' , , ( 1 A ) , B 2, d que p emos reescn Ir e o manera siguiente: cos I - sen I '" - cos J' on 
dO. pi-

de, al sustituir lo ec I tenemos que empleor sen2V0<2 '" sen2 ji,? De aquí 

(sen
2 ji ~2 + cos

2¡ Ifl ) B = O , de donde, B = O, Sustituyendo en la ec -2 ten-

dremos A = 1, Esto significo que can los condiciones de frontero propuestos una on-

do P incidente de amplitud unitario se reflejo totalmente comó uno onda P en fose, 

sin combio de modo, 

Si ohorobuscomos lo soluci6n cuando 10$ condiciones de fron-

tero son v = O (Dirichlet) y Incx = O (Neumann) en x '" O, tendremos que, hacíen . 

do un desarrollo similar 01 onteriQr, llegamos o los ecuaciones 

sen i I IX { 1 - A } cos i I J¡ {B} (3)" 

cO?i 10<2 { 1 + A }:; - cos j sen j 11>2 (4) 

Resol viendo encontramos A "" 1 , B = O • El! O significo que 

poro los condiciones de frontero propuesto,uno onda P incidente se reflejo totalmen­

te como P C!Jn fose contrario y sin cambio de modo: es decir sin r~lexión de onda S, 

Lo superpasición de ombás soluciones elemino, pues, "os re-



flexiones. 

Revisemos ahora el coso de uno onda S incidente, donde los 

potenciales son 

• = A exp [ ( iW loe ) ( -x cos i + Y sen i - oc t )] 

4' = exp [ ( i W I J3) ( x cos j + y sen ¡-fA) J + B exp [ ( ilh/J3 ) ( - x cos i + y sen j - ~ t ~ 

Imponiendo los condi ciones u = \Íx y O en x = O, se 11 ego o 

cos i locA =.:. sen i 1J3 (h B) (5) 

2 2. 2 
( cos i sen i lo< ) A cos.1 I J3 ( 1 + B ) (6) 

Combinando los ecs 5 y 6 Y recordando nuevamente que 

sen i lo< = sen i I J3 llegamos o A = O; B = - 1 . Esto significo que bajo los 

condiciones de frontero seleccionados tenemos uno onda S reflejado de fose contro-

do o lo onda S incidente sin que existo uno onda P reflejado. 

De manero similar se demuestro que los condiciones de fronte 

ro v = Q""xx = O en x = O , conducen o que A = O i B = 1 . Por consiguiente, 

bajo estos condiciones de frontero existe uno onda S reflejado en fose con lo ondo 

S incidente, que cancelo lo onda S de lo solución anterior 01 efectuar lo superposi-

ción yo que en ninguno de los dos soluciones ~xisten ondas P reflejados. 

Con base en lo expuesto podemos concluir que lo superposici6n 

de los dos soluciones poro condiciones de frontero 

l. desplazamiento normal = O Y esfuerzo tongenciol = O 

2. desplazamiento tangencial =. O y esfuerzo nOnTIol . = O 

elimino la reflexi6n tonto de ondas P como de ondas S, siendo válido esto situaci6n 

aun cuando existo mortiguomiento en el sistema. 

En el caso de ondas de cuerpo en tres dimensiones, puesto 

que el componente SH está desacoplado de las ondas P y de las SV, hoy que super 



<11," ,., 
poner los soluciones que satisfacen las siguientes condiciones de frontera: 

" El desplazamiento normal a la frontera y ambos esfuer 
zos tangenciales iguales o cero. -

2. A-nbos desplazami,entos en el plano de la frontera y el 
esfuerzo normal igual es ,a ce:ro. 

Si consideramos ahora ondas de superficie podemos obser _ 

var que en el coso de ondas de !.ove el movimiento de los partículas es trqnsversal o 

la dirección de propagaci6n y estó contenido en el plano formado por la propio di-' 

, rección de propagación y lo normal a lo frontera, solo que la amplitud decrece con 

lo distancia o la superficie de interfase. Por tonto el coso paro una distancio part~ 

cular es enteramente similar 01 de las ondas SV en dos dimensiones que yo hemos di:, 

cut ido y la superposición de ambos soluciones elimino lo reflexión. 

Si anal izamos en seguido las ondas de Rayleigh, deberemos 

recordar que el movimiento de las partículas estó contenido en el plano formodo por 

la dirección de propagación y lo normal a la superficie libre (recordemos también 

que las ondas de Royleigh se propagan solamente cuando existe una superficie libre 

y que lo amplitud de estas ondas decrece exponencialmente con la distancio o la su_ 

perficie libre en un semiespacio). Bajo estas condiciones procede es'cribir la fun-

ción potencial escalar en lo forma 

~ = f (z) [ Aexp I (iw/c)(x cos i + Y sen i -ct)} + Al exp t (iW/c)(-x cos i +y. sen i - ct)}] 

donde i = óngulo de incidencia con respecto a la normal a la Frontera. 

Procede asimismo expresor lo función potencial vectorial en 

lo formo 

~ x=g(z) sen i [8exp { (iW/c)(x cos i + Y sen i -ct)l + 81 exp t (iwic)(-xcos i + ysen i -ct1] 

~y =g(z)cos i [8exp { (iw/c)(x cos i + Y sen i - ct)} '+8) exp { (iW/'c)(-xcos i +ysen i -ct)}] 

1.lz=O .. T 



.. 
donde A,B son los amplitudes de los componentes P,S incidentes, y Al' 8

1 
los ampl~ 

tudes de los componentes P, S refl ejados. 

El vector de desplazamiento en términos de los potenciales 

puede expresarse mediante lo siguiente ecuaci~n vectorial ü == grad + + rot ~ 

para separar los ondas dilatasionales, y los distorsionales. 

Los funciones f (z) , 9 (z) , lo velocidad c y lo relación Al8 

(relación entre los ampl ¡tudes de los componentes S y P de la onda de Rayl eigh inci-

dente) deben ser toles que los, potenciales' , I¡I satisfagan la ecuación de onda con 

velocidades o«z) y pez) respectivamente y satisfagan Jo condición de esfuerzos nu_ 

los en la superficie I ¡breo 

Sustituyendo los funciones potenciales propuestos en la ecua_ 

ción del vector de desplazamientos tenemos en x == O 

exp [(iW/c) (y s~n i - ct 1 {( iw/c) cosi fez) (A-Al )-g'(z) cos i (B-B I )} 

uy == a./i:ly + dl¡lx/Clz - dl¡lz/dx = 

exp [ (iw/c ) (y sen i - ct l{(iW/c ) sen i fez) (A+Al )+g'(z) sen i (B + Bl )1 
UI. a~/aI. + al¡l I dx - dl¡l lay == 

y x 

exp 1 (iW/c)( y sen i - ct)] {f'(z) (A +AI ) -g'(z)( B + BI )} 

De aquí que, si ux=Oen x==O, entoncesAI=A, 81 =B,ysi,u =u =0 
Y z 

entonces Al == - A, BI = - B y por tonto lo superposición de dos soluciones con las 

condiciones de frontera 

1 ) u x = O " \JZy == O"'yz == O 

2 ) u = u O, O"'xx == O 
Y z 



elimino lo reflexión de ondas de Royleigh (fig 4). 

Sobre lo frontero ficticio simulado de lo manero descrito lo 

generación de ordos de superficie es imposible, puesto que ninguno de-los doS solu_ 

ciones que se superponen considero uno superficie Bbr7 en lo frontero artificial, yo 

que cuando menos uno de los desplazamiento, es igualo cero. En esas condiciones 

los ondas de Royleigh no pueden propagarse. Puesto que los ondas de Love no se­

propagan en un medio homogéneo, puede garantizarse que su propagación se ve su'" 

primido si el medio es homogéneo en lo vencidad de lo frontero absorbente. 

El método que hemos discutido poro simular uno frontero arti_ 

ficio� no ~efleionte elimino de manero exacto, como hemos visto, lo reflexi6n de 

cualquier tipo de ondo plano, independientemente de lo frecuencia y óngulo de in­

cidencia de los ~ndos que arriben o lo frontero. Sin embargo, su aplicación es mós 

costosa que lo de cualquier otro método pues implico lo superposición de dos solucio_ 

nes paro simular uno frontero absorbente. Este problema se ogravo considerablemente 

cuando son varios fronteros los que hoy que manejar. En general el número. de solucia __ 

nes que es necesario combinar es igualo 2n en donde n = número. de fronteros absor­

bentes. Veomos par ejemplo. e/ cosa de tres fronteros, en que los ocho soluciones que 

hoy que superponer poro un prablemo bidimensional se muestran en lo fig 5. 

Los desplazamientos y esfuerzos anotados en 10sfiguFos deben 

hacerse iguales o cero. Poro mejor ilustrar lo necesidad de los ocho solucianeS se han' 

dibujada sobre codo gráfico 'o onda incidente (O. l.)y los ondas reflejados; perpendi_ 

cular 01 rayo que represento lo onda se ha dibujado uno flecho que represento lo fose 

de la onda. Se observa que el promedio de las ocho soluciones elimino los reflexiones 

en las tres superficies. Existen sin embargo reflexiOnes que no pueden eliminarse y se 

presentan cuando uno onda encuentro lo mismo frontero mós de uno vez. 



Poro evitar lo necesidad de superponer un número grande de 

soluciones, que implicaría mucho tiempo en lo computadora; surge como atractivo 

lo idea de superponer instantáneamente dos soluciones y cancelar en cada in cremen _ 

to de tiempo los reflexiones. Esto permitiría manejar cualquier número de fronteras 

absorbentes mediante el promedio de dos soluciones únicamente, 01 cancelar las re_ 

flexiones en cuanto se presenten, no permitiendo que se propaguen o otras fronteros 

ficticios, evitando así las reflexiones múltiples y Jos reflexiones de orden superior. 

Al desarrollar esto idea y hacer vorias corridos de prueba se 

encontró que los reflexiones no se eliminaban, atribuyéndose esto o follas en lo ló_ 

gica del programo de computadora. Después de una revisión exhaustiva del programa 

se concluyó que el error no era de programación sino que de concepto, al no ser vá 

I ida lo superposición instántanea paro entrar 01 paso de integración siguiente,· yo 

que en uno solución lo condición de frontero es desplazamiento nulo mientras que 

la otra solución tiene como condición de frontero desplazamiento libre y la superpo_ 

sición d~ ambas dí como resultado un desplazamiento en lo frontero que no es compa_ 

tibie con lo condición de frontera requerida por lo primera solución poro proseguir 

correctamente con el algoritmo arriba propuesto. 



.' 3.4.2 Método de Lysmer 

Una manera de simular una frontera artificial es lograr de al_ 

guna forma absorber toda la energra que incida a la frontera en cuesti6n. Lysmer y 

Kuhlemeyer (~o) encontraron que un camino promisorio es imponer los condicio-

nes: 
cr::. apVpv 

t:oc b p Vs iJ (ver fíg 6 ) 

donde o:; 1: = esfuerzos normal y tangencial respectivamente;' v, ü " velocido-

des normol y tangencial de los portrculas de lo frontera; p" densidad de maso; Vp~ 

Vs = velocidades de propogación de las ondas P y los ondas S respectivamente, y 

a, b ::. por6metros odimensionales. 

Ffsicamente las condiciones de frontera propuestas correspon_ 

den a que la frontera artificial se encuentre soportada sobre amortiguadores infini_ 

tesimales, orientados normal y tangencialmente o lofrantera, por lo que esta fronte_ 

ro ha sido bautizada como "frontera viscoso" • 

Lysmer y Kuhlemeyer odoptoron como criterio Para volu,or el 

comportamiento de esto frontero la razón de energro, o seo lo energro reflejada en­

tre la incidente. Dichos autores obtuvieron los resultodos mostrados en las figs 7 y 8 

poro ondas P y S respectivamente. 

Una razón de energro iguala uno corresponde a refJexi6n 

perfecta, mientras, que uno razón igualo cero corresponde o absorción completa. 

De las figs 7 Y 8 se encontr6 que poro los wJores ó '= b .. 1 

se obtiene la m6xima absorción. Se obser\I'CI que para 9 > 30· Jo ,obsorc ión 'es cosi to­

tal mientras que poro 9<30· el comportamiento de Jo frontera viscoso es pobre. 



Con objeto de investigar la posibilidad de mejorar el compor_ 

tamiento de la frontera viscoso de Lysmer, se proponen las siguientes condiciones de 

frontera: 

<r .. a r Vp v + b r Vs ü 

1:". c r Vs ú + dr V p v 
Corresponden a una frontera soportada sobre amort\9uadores en 

Irnea y amortiguadores con acoplamiento cruzado, es decir amortiguadores que produ_ 

cen respectivamente esfuerzas en dirección de la velocidod de la partrcula,y narrnal_ 

mente a dicha velocidad. 

Es necesario ahora estudiar la reflexión de ondos el6sticas en 

la frontera viscoso propuesta para determinar 105 valares m6s adecuadas de las paró-

metras a, b, c, d que conduzcan a la mÓX,ima absorci6n de energra. 

Analicemos primero una ondo P incidiendo en la frontera pro_ 

,puesta ( fig 9 ) : 

Podemos expresar 105 desplazamientos horizontal y vertical en 

términos de das potenciales, ~, " como u,. d9 /dx - d'i'/ dy , v. dt'dx - dyldx. 

Sustituiremos estas en la ecuaci,ón de Navier, 

2 2 2. r d u/dt = (;t+ )' )(de/dxi) + f 'V u¡ + f F¡ 

que gobierna el fenómeno; aqur " 

e .. div ü .du¡ldx¡ :du/dx" dv/dy :. dilataci6n volumétrica, F. :. 'fuerzas , 
de cuerpo (que par simplicidod hacemos iguales a cero), t .. tiempo; it,}1 .. cons'" 

tantes elósticas de lomé y f = densidad 'de masa. 

Asr obtenemos 

z. 2 2 2 
'V ~. ( 1 /, ) d If'/ dt 



donde O< = J Á'V'JA \ =V PI} = J 'f . = Vs 

o seo que + estó asociada con desplazamientos debidos a la propagaci6n de ondas 

P, y l¡J lo estó con 'los debidas a la propagación de ondas S. Por tanto,los potenciales 

de desplazamiento para ondas P de frecuencia W deben tener la forma 

+:exp[ik(ct+ysen9 - x)1 ... Aexp [ik(ct-ytan9-x)] 

t¡':Bexp[ik(ct-ytanv- x>} 

donde k ... W/c ,es el nOmero de onda 

w:: frecuencia de la onda 

(1) 

(11) 

c = velocidad del frente de anda a lo larga del eje x = v seca p 

A Y B .. las ompl itudes desconocidas de las ondas reflejadas 

Para determinar las amplitudes Ay B émpleamas las c'ondiciones de frontera propuestas, 

las cuales pueden expresarse en términos de 'las potenciales de desplazamientos desa-

rrallando 

u- ::opVp v"'bpVsu::. ~(clu/dx ... dv/ay) ... 2rdv/dy 

"t ,. cp \/sú ... d P Vpv. J-l ( av/ax ... cly'ay) 

u :: d$/dx - dl¡J/ ay , v "d~ay ... dt¡I/dx 

(J'" =opVp(~/dy ... d~/dx) ... b'pVs(d+/dx-a~ay) = 
7.. ~, ... 2tt (Cl2~/d/ ... /tp/Clxdy) (1) 

t ::c r Vs ( ~/ax - dIi'/dy ) + d P V p ( ~/ay + dI\I/ax ) :: 
f (2 J2 +/axay ... a\l/ax2 - crl¡J/cJy2 ) (2) 

sustituyendo las ecs I y 11 en las ecs 1 y 2 obtenemos 

A ( a sen a - cos 2 v - b cos v) ... B ( sen ,2 ~ + a cos 9 - b sen ~ ) • 

a sen 9 ... cos ~" - b cos ~ '(3) 

A (c C05 'J ... 52 sen 2 9 ... d sen e) ... B ( cos 2.J - c sen ~ :. d ,cos a ) .. 

s2 sen 2 e - c cos ~ ... d sen e (4) 



donde , r¡" módulo de Poisson 

Veamos ahora el coso de ondos S incidentes o la Ilontero 

propuesta (fig 10). Tendremos 

• = A exp (ik ( ct - Y tonG - x )] 

~ :: exp 1 ik ( ct + Y tan i) - x ) + B exp [ik (et - y tan ~ ,: x )] 

Nuevamente, pora determinar las omplitudes A yB empleamos los condiciones de 

frontera propuestas, sustituyendo los potenciales de desplazamientos en los expresio_ 

nes 

0-:: a p Vp ( d./dy + d~/dx ) + b r Vs ( df/dx - d~/dy ) '" 

AVl~ 't? f (i./dl ~ d1/dxdy) 

't=epVs(~/dx - d~/dy) + d rVp(~/dy + dtP!ax)= 

f (2 d2~/dXdy + d2~/dx2 - d2'1l/Cly2) 

. Obtenemos las ecuaciones 

A ( o sen e - 2 cos '1 + b eos v) + B (sen 2 ~ tacos 9 - ;en v). 

sen 2 v - a cos 9 - b sen ~ 

A ( s2 sen 2 9 + e cas v + d sen 9) + B ( cos 2 v - e sen '1 + d cos 9 ) .. 

(5) 

- cos 2 v - c sen v -d cos 9 , (6) 

Las ecs 3-6 constituyen dos sistemos en que A y B Son las incógnitas', ~ 'ambos los 

coeficientes de A y B son los mismos mientros que difieren los términos indepéndientes~ 

Se escribi6 un programa pora computadora mediante el cual . 

01 proponer valores poro los por6metrós a, b, c y d se calcula el valor de los coefi-

cientes de A y B pora un valor fijo del módulo de Poisson igual a 0.25. También se 

calculan los términos independientes y 'se resuelv'en los dos siste'mos de ecuaciones, 

haciendo verior 9 de O· a 90- en incrementos de n-/4O. 



• 

La raz6n de energra tiene las siguientes formas 

2 . 2 
::: A + s (sen "1 sen 9) B para onda P incidente 

para onda S incidente 

donde cos "cr:::s. SegOn la ley de Snell cos ~ "" s cos 9 , poro 6ngulos de in_ 

cidencia de ondas S menores de ., cr resul ta 

.. cos 9 .. cos" I s ? 1, entonces' : 

y el sistema de ecuaciones se h.ace complejo. Ahora las soluciones pora A y B son de 

lo forma A = Al .. i~ i B:a BI + i B2 • Por consiguiente la razón de energra se 

transforma en 
2 2 

E,/E i " B1 t Bt. para V <.. Vc;.r 

Una vez encontradas las soluciones poro las amplitudes A y B , el programa calcula 

las razones de energra. 

Se corri6 el programa poro una variedad de valores de los po_ 

rámetros. Se encontró que la m6xima absorci6n se presenta cuando a !: 1, b", O i c '" 

1, d = O, es decir cuando la frontera propuesta coincide con la de Lysmer. 

Para problemas en estado estacionario es posible extrapolar los 

conceptos manejados y construir una frontera que absorba completamente las ondas de 

Rayleigh. En este caso los par6metros a y b deben variar con la distancia a la super-

(¡de libre sobre la que se propagan las ondas de Rayleigh. 

Para encontrar la variación de a y b empleamas la expresión 

de los desplazamientos para este caso. Puede escribirse coma 

U :a f ( k Y ) sen ( 'ñt - kx ) 

v ::: 9 ( ky ) cos ( Wt - kx ) 



donde k n(Jmero de ando ( W / vR ) 

W '" frecuencia de los ondas 

VR = velocidad de propagaci6n de los ondas en la superficie libre. 

Por diferenciación las velocidodes de los parHculos resultan 

ü ,. W f ( ky ) cos ( ~ - loe ) 

v .. -W 9 ( ky ) sen ( W t - loe ) 

El esfuerzo normal sobre un plano vertical estO dado por 

0-: (J.. 2 G) clu/ax -Áclv/dy:. k [(;~.+2G) f(ky) -Ag' ( ky)] cos (Wt - kx) 

donde 

g' (ky).. dg / a ( ky ) 

y el esfuerzo cortante en el mismo plano \/'Ole 

t=-kG[f'(ky) +g(ky»)sen(~t-ky) 

Si iguolómos estos esfuerzos con la condici6n 

r::. o .p V P Ü ;: a l' V p W f ( k y) cos ( Wt - loe ) 

't= b'p Vs v '" -bp Vs W 9 ( ky) sen ( Wt - loe ) 

y despe jamos a y b tendremos 

a ( ky ) = ~/ s [ 1 - ( 1 - 2 s 
2

) 9 (ky) / f ( ky )] 

b (ky ) = ~ [ 1 + f' ( ky)/ 9 (ky)] 

donde ! = módulo de Poisson. 

En lo reh,se encuentran gr6ficas de las funciones f ( ky ) Y 

9 ( ky) paro diferentes \/'Olores del módulo de Poisson. Se observa que es pequel'lo la 

variación con respecto o este parOmetro. Cuando 3 = 0.25 se tiene 

f( ky) :. R [exp (0.8475 ky) - 0.5773 exp ( - 0.3933 ky)] 

g( ky)". R [ -0.8475 exp ( -0.8475 ky) + 1.4679 exp (-0.3933 ky)] 



donde R es una constante. 

Sobemos que kL .. 2TT " kLy =2TT y. De oqur, ky '" 21T' y/l 

donde l '" longitud de los ondos R de Rayleigh. Puede verse que para profundidodes 

mayores de l/2 los par6metros o y b tienden a uno. Asr en una frontera viscosa ca-

paz de absorber ondas de Rayleigh los par6metros a y b son funciones de la frecuen_ 

cia de las ondos y de la profundidad cuando O < y ~ l/2¡ poro Y> l/2 la frontera absor 

bente se aproxima a la frqntera viscosa est6ndar (a .. b '" 1 ) • 

Por depender a y b de la frecuencia en la vecindad de la su_ 

perficie libre, este planteam ienta puede emplearse para excitaciones arm6n icas esta _ . 

cionarias mas no en prablemos transitorios. 

3.4.3 Método de Rabinson 

Si analizamos la propagación unidimensional de ondas, ob-

serva mos corocterrsticas que nos servirán paro exponer el método propuesto por Ro-

binson. Consideremos una barra recta y esbelta en que la velocidad de las ondos 

es c. Podemos representar uno ondo qui;! viaja en el sentida positivo por u", f2 (x-ct). 

Si en le vecindad de le frontera expresamos las derivadas du/ax -f'2' au/dt '" - cfi (x-ct), 

donde apl icamos la· definici6n df (u) fax :: df(u)/au (du/dx),concluimos que 

du/clx :: - l/c (du/at) • De ma~ra similar, poro una onda que viajo hacia ia iz­

quierda, u", {l (x-ct),en la vecindod de la frontera 'izquierda; c1w'ax .. l/c, (au/dt). 

o see E x ::{l/c)u, E 6x .. {E/c)u, de dondeO"x. f c u, ya que c ::. "El, I don­

de Ex • deformaci6n unitaria, p.:: densidod de malO, E '" m6c1ulo de elasticidad, . 

A:: 6re~ de la secci6n transversal de la barra. De la expresión. U;:'f c·ü notamos 

que la condici6n de frontera corresponde a un amortiguador de constante r :: E/c 

por unidod de Oreo y por otra porte dw'dx., l/c (au/dt)representa una relación en-
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tre las derivadas espocial y temporal. 

Considerando ahora el caso bidimensional, seró necesario 

descomponer el campo en potenciales asociados a ondasP y S respectivamente y en_ 

contrar las direcciones de las normales a las superficies de las ondas. Paro ello los 

componentes de desplammiento deber6n expresarse como ú :: grad • + rot o/ ' que 

escrito en forma escalar se reduce a 

Ux = ~/clx - d~/ay 

uy = ~/dy + d'tl/dx 

donde ~ es el potencial escalar asociado a ondas dilatasionales y ~ es el poten­

cial vectorial asociado a las distorsiona les. la dilatación ( igual a la divergencia) 

, Jo 2 2 2 
queda expresada por dU,/dx +duy/dy:: .,h" ü =v~ =(Vc .. )(a ~/clt ) en tér_ 

minos del potencial ~ (que sobemos debe cumplir con la ecuación de onda). Sim~ 
, . l. 2 2 2 

larmente poro la rotación tendremos aUx/dY - dux/ (}y = 2 Wz =" ~ =(l/cs xa lf/clt ) 

de modo que a portir de los gradientes de desplazamiento del campo es posible obte-

ner las SE1gundas de~ivadas de los potenciales con respecto al tiempo. Mediante doble 

integración en el tiempo, suponiendo, sin pérdida de generalidad', que poro 

t" O ; Ux :: uy =; ... 'tl = O ; en 1,0 frontera artificial, obtenemcis los,potenciales ~ y !¡J. 

Si consideramos que los superficies de las ondas son planas, en 

la vencidad de la frontera podremos escribir 

donde li , mi son los casen os directares de las normales a las superficies de las ondas; 

considerando las ondas P tendremos 

d~/dK " 11 fi (t 1 x + m1 y - c p t) , d)/dy,. m¡ ~ <R ¡' x" m1 y - c p t ) 

clt)/ dt " - cp f; (t 1 x t m 1 y - c p t ) 

de donde, (a~/a)(l/(~/dy) = a ¡/m1 ' qu·e determina la dirección de la normal, y 
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2 2 2 2 
( a./c:lx) + (a~/dy) :: (l/cp )(a$/at) represento lo reloci6n que necesiltlmos 

entre los derivodos espaciales y temporales. HaCiendo lo propio con los ondos S ten_ 

dre mas finalmente los dos condiciones de frontero equivolel1tes o lo del caso unidi-

mensionol. 

Con objeto de mejorar los resultados clJondo lo frontero orti-

ficiol est6 cerca de lo fuente de las perturbaciones, Rabinson extiende el-plonteo-

miento anterior considerando que las superficies de onda son cilrndricos, encant.ron-

d" que los condiciones de frontera deben ser en este caso 

Lo implantaci6n nómerico de elementos finitos del método de 

Rabinson est6 lejos de ser trivial. Tseng usa el método de Rabinson encontrando me-

jores resultados al emplear la consideración de superficies de onda cilrndricos para 

un modelo con fronteras absorbentes cercanas y sensiblemente las.mismas resulltldos 

con las consideraciones de superficies de ondo planas y cilrndricas pora modelos con 

las fronteras transmisoras lejanas. 

Tseng hoce lo implantación nóm,rico empleando diferencias 

finitos(~c..) . 

En el modelo COt1Struido par el autor pora el estudio objeto 

de este trabajo se hace una comb.inoción de los fronteras viscasos de Lysm~r. y las 

fronteros no reflejontes de Smith¡ poro los fronteras hOrizontales se util iza e~ méto-

do de Lysmer y poro los verticales el de Smith. Justificaremos esta selecci6n en los . 

p6rrafo~ que siguen. 

Podemos ordenar en formo creciente los fronteras menciona-

dos en este caprtulo, tomondo com,) marco de referencia el grado de dificultod 

en su implantaci6n, el tiempo de computadora requerido pora su empleo y su efi-
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ciencia para absorber energra de la manera siguiente: 

a ) Método de Lysmer 

b n .. Smith 

c ) " 11 Robinson 

Desde el punto de vista económico la solución serra emplear el Método de Lysmer 

pero desde el punto de visto de precisión este método es el menos eficiente. El cos_ 

to del empleo del método de Smith aumenta en proporci6n de f1 donde n es el na-

mero de fronteras, pues, com'o se mencionÓ, el namero de ioluciones independientes 

n 
a calcular y promediar es 2 ,mientras que con el método de Lysmer 5610 tenemos 

que calcular una solución, independientemente del, nOmera de /Tonteras. 

El costo del empleo del método de Robinson es alto, debido 

a que se requ iere calcular los gradientes de desplazamiento, doble integraciÓ1l de 

de las segundos derivadas de las fUllciones potenciales con respecto al tiempo y 

calcular los gradientes de las propias funciones potenciales,' ademós del cólculo de 

las direcciones de las normoles a las superficies de onda, esto en oada punto de las 

fra:1teras transmisoras y en cada paso de integraci6n de las ecuaciones de movimien_ 

too 

Mediante el empleo del método de Smith en una frontera 

vertical y el método de lysmer en las otras d.:>s /Tonteras artificiales de nuestro m()~ 

lo logramos: 

a ) Costo razonable, puesto que solamente ser6 necesario promediac soluciones. 

b PrecisiÓn razonable, ya que, la /Tontera de Smith elimina de manera exacta 

todo tipo de reflexiones incluyendo las de las ondas de superficié (Rayleigh) • 

c) Facilidad de usar fronteras activas. las dos fronteras restantes en que se emplea 
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el método de lysmer pueden ser una activo y lo otro ot.,orbente o ambas activos. 

Coma se veró adelante, el método de lysmer es compatible con los fronteros oc 

tivos que se proponen en el inciso siguiente. 

d) lo eliminación del problema de reflexiones 'múltiples que se presentaría si 

se empleara el método de $mith en todos los fronteros artificiales. 

3.5 Fronteros o ct ¡vos 

los fronteros activos constitu yen un coso más ge-

nerol que el de fronteros ot.,orbentes, yo que los pr,imeros, además de ser no r~ 

flejontes paro 105 ondos que abandonan lo región interior del' modelo, permiten 

el paso de los peturbaciones que vienen de lo región exterior. E I objetivo que 

se persigue mediante el concepto de fronteros activos es introducir 01 modelo, de 

manero más realista I lo excitación sísmico que frecuentemente 'se ha considerado 

,como un movimiento de cuerpo rígido del estrato supuesto roco duro. 

En el estudio del comportamiento sísmico de F'"e-

sos, lo excitación es un paró metro importante del que falto mucho por conocer. 

Suponiendo por el momento que conocemos lo excitación sísmico, nos obocomos 

01 F'"oblema de introducir dicha perturbación 01 model? cortina-aguo-suelo de es 

te estudio. 

nal de propagación de 

Consideremos nuevamente el F'"0b lema 

2 
ondos, gobernado por lo ecuación a2 '+" (lt 

donde c' ff' y cuyo solución puede escribirse en lo forma 

u = fl (x+ct) + f2 (x-ct) '" VI + u2 

,,' 

unidimensio 

2 2 2 
c (1 u/dx , 

donde el primer término del segundo miembro represento una ondo viajando en 
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la dirección negativa x can velocidad c y el segunda término una anda que 

viaja en dirección positiva con la misma velocidad de propagación, de modo que 

d-vdt '" c fj ( x + ct) - c f~ (x - ct ) == úl + u2 = c [f; (x + ct) - r; ( x - ct >1 
( 

I I c U l - U
2 

I I I 

do/' dx = f 1 ( x - ct ) + f2 (x - ct) U¡ + u2 

Combinando ambos renglones tendremos 

( l/c ) ( d-Vdt ) = c1-vc1x - 2 u2 

o en la forma 

c1-vdx ( l/c ) d-Vdt + 2 ui 

que es lo mismo que 

Ex = ( l/ c ) Ü + 2 u~ 

Multiplicando ambos miembros por el módulo de elasticidad; E@x= E újc + 2 E u~ 

resulta entonces Ir E 41 c + 2 E u~ , donde El c = r e y E u~ P c ( cu~ ) 
=-p c ú2 

Por f.onto: <r = P e u - 2 P c u2 == f c (ú - 2 u2 ). 

la expresión (J"'"= l' c ( u - 2 u2 ) sirve para simular una frontera activa en el 

extremo Iz.quierdo del dominio que queramoS estudiar, interpretando ú2 como 

excitación que deseamgs introducir al modelo. 

La extrapolación de este concepto a ondas P y S 

es inmediata al observar que las ecuaciones que gobiernan estas casas tienen 

exactamente la forma de la ecuación de onda 

donde e = di latación , v p 

a2w/dt2 = v 2 .. l w 
s 

J ~f2e:, I == velocidad de propagación de andas P 
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donde ~ = rotación, 

onclós S. 

v 
s 

J G 1::: velocidad de p-opagación de 
r 

lo aplicación de lo idea expuesto es fácil medio!!. 

te el emplea de elementos finitos. Esto idea es similar o lo de lysmer pero más 

general, pudiendo bautizar o lo frontero en que se aplique como frontero viscosa 

Por otra parte no es factible manejar el concepto 

de fronteros activos mediante el método de Smith ya que, en coda solución que 

es necesario su~rpaner, cuando menas una de los desplazamientos debe estor fi-

. jo. 

.Ayalo ref 3' es quien introdujo el concepto de 

fronteros activos. En su trabajo demuestro el buen funcionamiento de las fronte-

ros viscosas activos· paro ondas S. 

3. 6 Solución del sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento 

Como se ha mencionado 01 p-incipio de este coprru_ 

lo, el problema planteado será convenientemente trotado mediante un esquema di 

nómico de elementos finitos. Por la tonto será necesario encontrar lo soluci6n dé 

un sistemo de ecuaciones diferenciales de lo formo 

M II + C ~ + K . I! = f (t) ( 1 ) 

donde K = motriz de rigideces de todo el ensomble de elementos fjnit~1 C '" ma 

triz de amortiguamiento en lo que se incluyen los amortiguadores de los fronteroS 

viscosos Y M motriz de masos. El vector ~ contiene los desplazamientos de t~ 

dos los puntos nadales ·del modelo ;.Q y ~ son los vectores· de velocidad yac!. 
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leración respectivamente. 

3. 6. 1 Método de matrices de transición 

Se pensó en empleor el método de matriz de tra~ 

sición bisicomente porque proporciona solución exacta, no existiendo problemas 

de inestabilidad o divergencia. 

Con objeto de compoctar lo presentación portamos 

sin mayor trámite del teorema siguiente: 

Si q,( t,t.) es lo matriz de transición poro 

~ (t ) [A (t)J ~ (t) , entonces lo solución única de ~ (t )=[A(t)J~ (t)+.f(t), 

con los condiciones iniciales ~ (to ) = "o estó dada por 

~ (t) =<l> (t,t,,) ~o + Itq, (;,cr)j (cr) d~ 
t. . 

( 2 ) 

Poro poner el sistema de ecuaciones diferencio les 

(1) en la forma! (t) [A (t)] ~ (t) +.f (t), hacemos Xl =: Ú , x2 u •. 

Q + t M' J[ C 1 ~ + [M' J[ K] ~ =: [Moll .f (t) 

Podemos. escribir este sistema en la forma 

Entonces 

y el sistema (1) está en lo forma ~(t) = [A (t)] ~ (t) + .f (t) 

. En nuestro estudio, púesto que los matrices de. ma-

so, amortiguamiento y rigidez son constantes, lo matriz [A (t) J será también 

constante y podemos calcular la matriz de transición mediante la serie infinita 

-----_.------------------
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1 + A (t - t. ) + A • (t-t .. ) +... 

2 ! 

Empleando las ecs 2 y 3 podemos valuar el vector 

de estado del sistema de los ecs 1 para un tiempo especifico t == 'f valiéndonos 

·de integración númerica para calcular la integral que aparece en el segundo 

miembro de la ec 2. Interesa conocer la historia de la respuesta del sistema, 

no solamente poro un instante espedfico. Será necesario pues, valuar el vectpr 

de estado poro una serie de puntos del eje coordenado del tiempo. Con objeto 

de evitar el cálculo de las matrices de transición para cada valor del tiempo, 

podemos proceder de la siguiente manera: 

Haciendo t. == O, At == constante, ~ (O) = xo . 

para t = At t ~ (At) == <p (At, O)x" + t\p (At,O'").! (o-) ==~1 
o 

.considerando ~l coma el vector de estada inicial, para el P,Oso siguiente,ten-

dremos 

para t 2 At, tenemos x (2At) == 4> (2At,At) ~l + I2;.(~t,cr)!. (cr)d~=x2 
.t 

de igual forma, 

para t = 3 At, x (3At) '" '" (3At, 2At) x + 't' -2 

y osi sucesivamente, de modO' que 

<p (At,O) == <p (2At, At) == Q> (3At, 2At) == 

J
1I61 'f (2At ter)J (cr) da- =X

3 
lAt 

+. -.• 

o sea que solamente calculamos una vez la matriz de transición, que llamaremos 

cp. Usando cuadratura de Gouss poro los integrales podemos calcularlas coma 

ti 

¿Wi <ti .!i 
.::1 

donde Wi coeficientes de peso de la cuadratura de Gouss 



motriz de transición valuada poro los puntos correspondientes 
de (T en el intervalo At (que será necesario calcular una vez 
solamente) 

1. j lo excitación en el tiempo correspondiente 

número del punto de integraci'ón . 

Una vez calculadas las matrices de transición <t> y <t>i podemos conacer la his­

torio de lo respuesto avanzando en tiempo de la manera siguiente: 

poro '" O, ~ x -o 
ti 

poro '" At ,x'" '" x + '" W. "". f (0-'1) -\ 't' -11 4- I "'1-
... :1. 

. para 2 Át I ~2 = <t> ~ \ + 

" ¿ W¡ <P. f. (2At + \f'.) 
\:1 1 I 

y osi sucesivamente hasta cua-ir el tiempo de interéS en el estudio de la respue5_ 

. to del sistema. 

Se escribió el programa de computodara correspon-

diente para aplicación de este algoritmo. Se comprobó que funcionaba satisfocttL 

riomente poro cualquier tamaño del incremento de tiempo Át. En esto etopo del 

trabajo se empleó un modelo de nueve elementos finitos ( 3x3) no. teniendose 

problema con lo capocidad de memoria de lo computadora. Al tratar de aplicar 

el método de matrices de transición 01 modelo completo agua-suelo-cortina, en 

que se requiere un número grande de elementos finitos poro una representoci6n 

adecuado,· se presentó de inmediato el problema de lo copacidad de memoria en 

lo computadora. Como puede· verse lo matriz 



no presenta los ventajas de simetría y bando angosto y las matrices de transición 

<p '" I + A At + A 
2 

.t.t2 / 2 +. ~ • son llenos no existiendo posibilidad de 

ahorrar memoria. Además el orden de los matrices de transició·n es el dable que 

el del sistema de eClJOciones diferenciales lo cual clJOdrupliCo 10$ requisitO$ de me 

moria. Se hizo potente lo necesidad de sacrificar precisión a fin de lograr un 

ahorro considerable en memoria, mediante el método que se describe en ~I inci-

so sigtii ente. 

3. 6. 2 Método de Buturla 

Por simplicidad en lo presentación consideremos el 

sistema no amortiguodo 

(4) 

de donde despejamos el vector de aceleración 

(5) 

Por otra porte, aplicando un esquema de diferencias centrales, por ejemplo, po-

demos expresar el.vector de aceleración en el tiempo n como 

(6) 

despejando el vector de desplazamientos pora el tiempo n + 1 tendremos 

(7) 



combinando los ecs 5 y 7 llegamos o 

Al discretizor lo moso considerándolo concentrado 

en los puntos nodoles sin acoplamiento podemos monejor lo ~triz [ M 1 como 

vector, con el correspondiente ohorro en memoria. E I cálculo de lo ¡"nverso de 

lo motriz de moso poso o ser trivial; lo inverso puede monejarse igualmente "como 

un vector, coso que no hubiésemos podido hacer si hubiésemos empleodo discreti. 

zocián de moso consistente." Esto no oporento ser ninguna I imitocián pues varios 

autores hon reportado que se obtiene mejor oproximoción empleondo masas 

concentradas en comporoción 01 uso de masos consistentes. 

Puede verse entonces en lo ec 8 que el grueso del 

esfuerzo de cómputo poro lo integración de lo ec 4 "se encuentro en el produce. 

Exominemos el ejemplo de una molla de" elementos 

finitos cuadriláteros y triángulos plonos con 1297 grodos de libertod¡ lo matriz 

l K ] seró un orreglo de 1297" x 1297 elementos, mientras que el ~ector {u 1 co~ 
taró de 1297 elementos¡ por tonto, el producto [ K Hu 1 requerirá un total "de . 

1297 (1297 + 1 ) =: 1,683,506 palabras de memoria central. Tomando'é"n cuento 

que lo motriz [K ] es simétrico con ancho de semi bendo de 59 posiciones pod~ 
mos obtener un ahorro considerable, reduciendo o 149,682 polobras de memoria 

reque~ido" poro multiplicor [ K Hu} Sin embargo esto cifra sigue siendo gro!:!. 

de. Si empleamos un esquell10 de apuntadores, en el cual se olmacenon único-

mente los elementos diferentes de cero en codo renglán de lo matriz de rigidez 



• 

y el número de lo columno correspondiente, lo copacidod requerido de memoria 

se reduce o 48,184 palabras. Usando un esquemo más sofisticado como lo es el 

de Boole, en donde el mopeo de los renglones de lo matriz [ K ) se obtiene o 

través del sistema binario de ceros y unos, donde un cero indico que el término 

correspondiente de la motriz de rigidez es nulo mientras que un uno indico que 

el térmi no es diferente de cero, así por ejemplo si la computadora utilizado es 

de 32 bits por palabra, podremos mopear 31 términos consecutivos de un renglón 

de lo motriz can un solo número entero. En el ejemplo que estamos examinondo 

esto reduce lo memoria necesaria paro el producto f K Hu l' a 29,048 pa labras'­

Buturla propone efectuar el producto de la monero 

siguiente: 

u 

(9) 

GLOBAL LOCAL 

OePA 

donde los subíndices se refieren al número del alement~. Así por ejemplo. r Ki. Hu;} 

se refiere 01 producto de la ¡natriz de rigidez del iésima elemento por los despla_ 

zami.entos de los nudos que conecta dicho elemento. la ec9 significa que efec 

tuamos el producto [K 1 { u 1 de todo el modelo, sin ensamblar fa matriz gl: 



'~ 

bol. E I almacenar los motrices de coda elemento· por separado requiere moyor 

memoria Gue lo matriz I'lnsomblada con todos los elementos, pero si observamos 

que lo matriz de rigidez de todos los elementos con los mismos propiedades del 

I 

moterial, los mismas dimensiones y lo misma orientación, es exactamente igool, 

podemos escribir lo ec 9 como 

o seo que en lugar de almacenar n motrices individuales, necesitamos guardar so-

lamente uno motriz tipo. Lo mós común es que existan varios tipos de elementos· 

debido o cambios en el moteriol, tomono u orientación y necesitemos guardar en 

memoria varios motrices tipo.· Aun así, el ahorro en capacidad requerido puede 

ser espectacular. Una meto 01 mamento de construir lo mallo de un modelo debe 

ró ser entonces, tener tontos elementos iguales como. seo posible. En el caso del 

ejemplo que hemos venido examinando, en el que se tienen 97 tipos de elementos, 

so. Lo limitación de que el método de integración sea explícito se debe o qu~ 

cualquier método implícito como el beta de Newmork o el teta de Wilson involu 

cro lo solución de un sistemo de ec~ciones algebraicos lineales para los varia-

bies de estado del modelo ensamblado, lo cual obligo a formor la motriz globol 

[ K ], que es lo Gue. se troto de evitar 01 apl icor el presente método. 



Poro sistemas amortiguados podemos aplicar sin ma-

yor problema el método de Suturla manejando la matriz de amortiguamiento a ni. 

vel de elemento y efectuando el producto [e H úl sin ensamblar la motriz gl~ 

bol de amortiguamiento. 

En el presente trabo jo poro manejar el modelo 

compl,eto agua-cortina-suelo de manera eficien~e sin recurrir al uso de memoria 

periférico se e~plea el método de Suturla combinado con un esquema de Runge-

Kutta de cuarto orden de la ,manera siguiente 

u 1 u ]+ h (/6 ¡Ú + (h/2) G(t
1

u'úl+ 

ú ú G(t,u,ú) 
n+1 n 

n 

o + 

1/3 

+ 1/3 +1/6 

G(t,u,O) 

\

0 + (~2) G (t lUlO)] 

n .... + I/L 
t + ~2 
n 

donde h = At, G(t,u,O) = M':' l [f(t) - Ku ~ Cú 1 

(~2) G(t1U1ü)1 

G(t,u,ú) n"+1-:2. 
t + '1)12 
n 

ú +G:::ú~(t'"'ú)l' I 
n*+l 
t + h 
n 

\~ 
indico que u y ú estón valuad:Js en el poso enésimo y la exi 
tación f(t) estó valuada en t = t 

n 

I 
n* + 1/2 
t + 1/2 h 
n 

indica que u y ú esta n valuadas en el poso n* + 1/2 y la exci 
tación f(t) lo está en t t + ~2 

n 

y poro valuar u y ú en n* + 1/2 empleamos la expresión 



(
: =(:) + 1V2 ¡ú + (1V2) G(t,u,ü)) 

u n*+ 1/1 U n G(t,u,Ü) r 
n 

I 
n**+ 1/2 indico que u y ü están valuadas en el paso n ** + 1/2 Y f(t) es-' 

tn + 1V2 tá en t n + 1V2 

y para valuar u y ü en n**+ 1/2 empleamos la expresión 

u ju 

Ú n**+': ü n 
¡ü + (1V2) G(t,u,ü) 

+ 1V2 . 

n*+ 1/2 
G(t,u,ü) t + 1V2 

n . 

indica que u y ú están valuadas en el paso n * + J Y f(t) lo es-

té en t + h 
n 

y para valuar u y ü en n* + 1 empleamos la expresión 

u 
+ h¡Ü + (1V2) G(t,u'Ü)1 

n**+ 1/2 
G(t,u,ú) t

n 
+ 1V2 ú 

n*+1 

-1 [ ] Al valuar G{t,u,ü) = M f(t) - Ku.- CÚ efectuamos los productos Ku y Cü 

sin ensamblar las motrices globoles. de rigidez y amortiguamiento. 



IV COMPROBACION DEL MODELO 

4.1 Comprobación del elemento finito de ogua 

Poro comprobar el comportamiento de los elementos fl 

nitos de agua conviene plonteor un sistema simple cÍel cUal seo factible obtener lo s~ 

lución exacto y comparar con los resultados obtenido,; mediante elementos finitos. 

Empleoremos por t~¡nto el problema resuelto por Chopra,' Wilson y Farhoomond en lo 

ref 11. Consiste en encontrar lo variación con el tiempo de lo presión hidrodinámico 

ejercido sobre uno de los paredes por el ogua contenido en un recipiente rectongu-

. lar rígido de 300 pies de o !turo y 300 pies en lo base, sujeto o uno aceleración horl 

,zontol de uno'g'oplicodo en forma de función escalón (fig 11). 

Lo respuesto exacto del sistema se obtiene, despre-

ciando lo disipación de energío debido o lo v iscosidad interno del agua y considero!:!., 

do que los desplazamientos están I imitados o amplitudes pequei'los, de lo solución de 

lo ecuación de onda 

(w/gk) d2~dt2 en términos del potencial de velocidad 

~(x,y,t) tal que au/dt = - d~dX, av/di- = - d~ay y despreciondo el efecto del 

oleoje superficial, sujeto o los condiciones de frontero siguientes 

a",ay (x,O, t) = O 

cllVdt (x,H,t) == O 

-~dt (~ch)(O,y,t) = üg (t) 

- ~dt (a~ax)(L,y,t):: ü (t) 
g 

y considerando el vaso en reposo cuando se o pi {ca e I pulso I sujeto o los condiciones 

iniciales : 



... , 

'(x,y,O).: (J~(Jt (x,y/O):= o 

lo presión hidrodinómico esto dado por p:= (*"g) d41/dt , y lo velocidad del sonido 

en el agua esto dada por c = Vgk!v. '. 

Mediante lo técnico de transformada de loploce y se-

paroción de variables puede encontrarse lo función de respuesto o un impul.~o unitario 

aplicado 01 sistema descrito, y se expresa como 

l~ función de respuesto correspondiente paro lo presión hidrodinómico seró 

h p (x / y, t) = (üV g) 41 lit [ h. (x / y/ t») 
y lo presión hidrodinómico debido o uno excitación arbitrario puede obtenerse como lo 

superposición de los respuestos o impulsos unitarios mediante lo integral de convolución 

p(x,y,t) I~g (1') hp(x,y, t -1') d-r 
o 

lo resultante de lo fuerzo hidrodinámico sobre lo pared izquierda, normalizado con res 

pecto o lo resultante hidrostótico, seró 

. o 2 J H 
F(t).: ~H p(O,y,t) dy . 

O Se o~uvo lo fuerzo hidrodinámico normalizado" "exacto" 

paro el recipiente descrito; se muestran los resultados de este planteamiento en"lo fig 12~ 

El misma sistema se modeló coma un ensamble de 100 elementos finitos de aguo, todos 

iguales y cuadrados de 3Ox30 pies. los resultados obtenidos mediante elementos finitos 

se presentan en lo fig 13 poro distintos volares de At. En lo formulación de los eleme!.!. 

tos finitos de agua lo integración 
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para la definición de la motriz de rigidez se efectu6 por doble cuadratura de Gauss 

con cuatro puntos. Posteriormente se utilizaran 36 puntos de integración, obtenien-

dose resultados idénticos a los calculados con cuatro puntos de integración 

De la fig 13 se concluyó que el hecho de que la solu_ 

lución obtenida con elementos finitos no concordara con la solución exacta no se de 

bia a inestabilidad en el método empleado para la integración en el tiempo de las 

ecuaciones diferenciales de movimiento y se optó por hacer una nueva formulación 

de los elementos finitos de agua basada en relaciones. geométricas simples tomondo c~ 

mo puntos de partida la ecuación > 

p =e m 

donde p = presión, m = módulo de deformación volumétrica, e = divergencia = 

donde Á V·: cambio de volumen, V'" volumen)nicial 

Por medio de relaciones geométricas se calculó el vo-

lumen del elemenfo deformado al dar un desplazamiento unitarii> a ~da uno de los 

grados de libertad obteniendo la expresión 
u, 
v. 

donde Ti (i = 1,2, ••• ,8) dependen únicamente de las coordenádas nodales. 

.. La matriz de rigidez se obtiene entonces como 
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K •• = T. (m) T., vol 
" I 

Al emplear esta formulaciQn para los elementos finitos 

de agua en el problema de prueba se obtuvieron los resultados que muestra la fig 14. 

Los cuales concuerdan razonablemente can la solución 

exacta, fig 12. 

Pora encontrar por qué no funcionaba bien la formulación 

de los elementos de agua que se desarrolló en el inciso 1 del cap 111 se us6 la sub-utl. 

na de elementos finitos para sólido elástico que se desarrolló en el..inciso 2 del cap 

"',haciendo ~ 0.499 Y E = 3 (1 ~ 2 ~ ) ( m ), y se encontr6 que cancordaban las 

dos formulaciones arrojando ambas lOs resultados de la fig 13. 

Finalmente se ~ncantró que, las dos formulaciones menci<! 

nadas concuerdan con la formulaci6n desarrollada en el presente inciso solame'nte si 

se empleo cuadratura de Gauss con un solo punto de integroci6n, (cantrariamente a 

la suposici6n de qt:le a mayor número de puntos de integración se tiene mejor aproxi-

mación ). 

La explicación la. podemos encontrar. haciendo el plantea-

miento siguiente: Si hacemos la inolla de elementos finitos cada vez mas fina, cada 

elemento tiende a una condición de deformación unitaria constante y la energía de 

deformación paro un elemento adopta entonces la forma 

1/2 1 {E lt 

[ D 1 (El dxdy =I( constante) det J dsdt =' (constante).vol 

~ .~ , 

para un espesor constante del elemento plano. Por tanto en el li;"ite 'la' energía de 

deformación del modelo será calculado correctamente si lo está el volumen de cada 

elemento. 



En la p 1 S podemos observar que la formulación eraplea_ 

do para los elementos finitos de agua conduce a una expresión del determinante jaco-

biona que es lineal en s,t par lo que un solo punto de integraci6n seró suficiente po-

ro valuar correctamente el volumen de un elemento finito de agua~ y par ende su l1'IC!. 

triz de rigidez, ya que la construcción de esta es esencialmente ,lo mismo que la in-

tegroción de una expresión de energía de deformoci6n. 

Por otro parte si hocemos las cargos nadales de un el!, 

mento proporcionales 01 vector de desplazamientos 

tendremos un problemo de valores característicos 

'Si cada modo característica se narmoliza de manero que 

entonces 

lo que significa que cada valor característico es, igual 01 doble de la energía de de-

formaci6n del elemento bajo los desplazamientos nadales narmalizadós asociados. 

En el elemento finito de agua 01 emplear un punto de ' 
(,\ 

integraci6n goussiana lo matriz de rigidez resultante tiene siete valores carocterísti-

cos iguales a cero asociados a siete modos de desplazamiento qUe na producen ener 



g ío de deformación (incluyendo los desplazamientos de cuerpo rígido), y un valor ca-

racterístico (l.. ) distinto de cero y positivo (Ver fig /5). Al aumentar el número a 
de puntos de integración y ca/cular los valores característicos de la matriz de rigi- ' 

dez que resulta se obtienen cuatro valores característicos iguales, a cero (A. = A = A = 
, 1 2 3 

7...
7 

= O) y cuatro valores característicos distintos de cero y positivos (Ver fig 15). 

Es evidente qué los modos asociados a A , J.. , A deberían ocurrin sin que se pre 
4 5 6 -

sentara energía de deformación ya que la divergencia en ambas mados es cero. (Esto 

sí sucede al emplear un punto de integración gaussiana ya que en ese caso l.., ~, 
4 5 

A 6 valen cero y la configuraci6n de los modos normalizados permanece igualo las 

anteriores ). 

Podemos concluir entonces que la solución deseada solo se 

obtiene' empleando un punto de integraci6n goussiana, ya que el empleo de más pun-

tos de integración hace que aumente el número de valores característicos diferentes 

de cero yiolando a~í la condición necesaria para que la soluci6n Sea correcta, de que 

solo debe existir un valor característico distinto de cero (Aa) • 

4.2 Comprobación de los elementos finitos empleados para representar el suelo y la 
cortina 

Como se mencionó en el capilulo ", se considerará que tan-

to cortina como suelo tienen comportamiento de sólido elástico lineal, que se discre-

tizará mendiante los elementos finitos desarrollados en .el inciso 3. 2. Para asegu-

rarse que el funcionamiento dinámico de dichos elementos es ~orrecto,' Se seleccio-

n6 una región rectangular sobre la cual se propagó un pulso rectangular de desplaza_ 

miento. Se compararon las soluciones exacta y de elementos finitos, ambas sin amor 

I 

I 

I 

I 
I 

I 

I 
I 

I 



tiguomiento. lo solución exacta se obtiene mediante la teoría general de propaga-

ción de andas. 

En la fig 16 se muestran lo región estudiado, su dis-

cretización de elementos finitas y los resultados obtenidos. Se c~nfjrma que el fun-

cionamiento del modelo de element~ finitos paro representar el suelo y lo cortina es 

satisfactorio. 

4.3 Comprobación del comp<?ttamiento de los interfases liquido-sólido 

los interfases liquido-sólido que se presentan en el vei 

so de uno preso son el paramento mojado de lo cortina y el suelo e.n el fondo del embaj 

se. 

Como se mencionó en el inciso 3.3, el desplazomien-

to tangencial del líquido sobre lo interfase con el sólido se puede reproducir en el 

modelo de elementos finitos fácilmente cuondo lo interfase es u~ plana paralelo o 

cuolquiera de los ejes del sistema de referencia global, mediante el empleo de nudas 

dobles, haciendo el número del grado de libertad en lo dirección normol o lo interf~ 

se igual en ambos nudos y el número del grado de libertad tangencial diferente en c~ 

da nudo. El imponer estos mismas condiciones (desplazamiento relativo tangencial o 

lo superficie de interfase no restringido y desplazamiento relativonormaf '~ulo) cuan-

do lo inferfase estó inclinada con respecto o los ejes de referencia hay necesidad de 

expresar los desplazamientos normal y tangencial en términas de las proye~ciones de 

los desplazamientos globales y combinar en codo paso de integración en el tiempo . 

el sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento con el sistema de ecuaciones 

que gobiernon los condiciones de desplazamiento en los interfases. Desde el punto 



.. -
de vista de la construcción de un programa de computadora esto representa una 

compl icación serio. Si podemos manejar esto situación de uno manero simple, de-

· mostrando que el error introducido por la simplificación es tolerable, será válido 

el empleo de lo simplificación, tomando en cuenta el ahorro en tiempo de máqui_ 

· na que puede significar. 

Lo simplificación propuesto consiste en considerar 

· nulo el desplazamie"!to relativo tangencial en la interfase. Con objeto de evaluar 

esto simplificación util izamos el modelo del inciso 5.1" fig 11 en el cual los in 

terfases liquido - 001 ido son poralelas o los ejes de referencia global. En este mo-

· delo tomar en cuento el desplaz~miento tangencial no representó mayor problema, 

'( mostrendose la respuesto en lo fig 14 ). Bastaró entonces con restringir las gra-

dos de libertad tangenciales en los nudos de interfase y comparar lo respuesta con 

los resultados anteriores. 

Después de hacer nulo el desplazamiento relativo 

tangencial en los interfases se obtuvieron los mismos resultados ya mostrados en lo 

fig 14. Entonces podemos aseverar que lo simplificación que se propone es acepta_ 

ble, por lo que en el estudio de lo interacción suelo-ogua-cortina en presos du-

rante sismo se considerará el aguo fj jo o los interfases. 

4.4 Comprobación de los fronteros absorbentes. 

Si consideramos uno región rectangular dentro 

de un semiespacio infinito definido por lo superficie 'libre horizontal en lo parte 

superior de lo región y tres fronteros artificiales (dos verticales y una horizontal), 

y opl icamos una excitación sobre un punto de la superficie libre, en forma de 
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pulsO, dicha perturbación debe propagarse en 'el semiespacio hósta que la energía 

se disipe por radiación. 

En el modelo de, elementos finitos la comproba-

ción de que este comportamiento se reproduce, se efectúa graficondo la variación 

con respecto 01 tiempo de los desplazamientos en varios puntos de control, dichas 

gráficos deben mostrar el paso de la perturbaci6n por un punto de control en un 

ti~mpo determinado y posteriormente deberá permanecer inmovil. dicho punto, yo 

qué cualquier desplazamiento posterior al paso del pulso por ese punto significo-·. 

rá que hubo reflexi6n en las fronteras artiHciales. 

Se comprob6 que el comportamiento de fronteras 

absorbentes era satisfactoriamente reproducido por el modelo de elementos finitos. 



V APLICACION A UN ESTUDIO PARAMETRICO 

Para estudiar la influencia de los diferentes parómetros que 

intervienen en la interacci6n suelo-agua-cortina en presas sujetas a temblor se cons_ 

truyó un modelo de elementos finitos de 272 elementos con 606 grados de libertad 

( fig 17). El tamai"io del modelo se seleccion6 teniendo en cuenta que aunque des-

de el punto de vista de capacidad de memoria requerida era posible emplear un mode_ 

lo nlÓS grande (del orden de 1000 a 2000 grados de libertad) la conveniencia de 

emplear un modelo reducido era evidente desde el punto de vista del tiempa de eje-

cuci6n. 

El modelo Seleccionado es una presa de gravedad con tirante 

de agua de 100 m (330 pies) en el paramento mojado de la cortina. Las propiedades 

físicos dé los elementos finitos fueron 

8 2 '8 2 
Agua k rnod.def.vol=2.1xI0 k/m (0.43xI0 lb/pie 

w = 1000k/m
3 

(62.4 Ib/pie3 ) 

2 4 2 4 
102 k seg / m (1. 94 lb seg / pie ) 

Concreto E 
8 2 8· 2 

mad. deElast, 24.4 xlO k/m (5x10 lb/pie) 

~ = modo de Poisson '" 0.15 

3 3 t '" 2400k/m (150 lb/pie 

.P 
2 4 2 4 

245 k seg / m (4.70 lb seg /pie ) 

Suelo E 
2 8 2 

9.77k/m (2xl0 lb/pie 

'1 0.35 

'(= 2080k/m
3 

(13OIb/pie
3

) 

2 4 2 4 .f ~ 210 k seg / m (4.00 lb seg /pie ) 



El modelo descrito se estudi6 bajo la acci6n de una acelera­

ci6n en fOlTlla de función escol6n con amplitud de una vez la aceleraci6n de la gra-

. vedad y con distintas condiciones de frontera. Se seleccion6 la excitaci6n como 

funci6n escalón en vista de la facilidad de obtener la re'spuesta del sistemo bajo una 

excitaci6n arbitraria mediante la integral de convolución, se prefiri6 es,!a excita­

ci6n contra un pulso unitario debido a la dificultad que involucra manejar numéri­

camente la delta de Dirac. 

Para, los objetivos de nuestro estudio se consider6 como repre­

sentativos de la respuesta del sistema: La Fuerza hidrodinómica normalizada con res-

, pedo a .la hidrostótica actuando sobre la cortina de la presa, el momenta hidrodinó_ 

mico de volteo normalizado y la altura de la resultante normalizado con respecto a 

la altura de la cortina. 

En la tabla 1 se sumarizan los diferentes casos estudiados; 

del ano lisis de los cuales podemos hacer las siguientes obserwciones. 

Al comparar los resultados mostrados en la tig 14 con los de la 

ng 18 y tomando en consideración que el volumen de agua es el mismo en ambos co­

sos, vemos que lo respuesta m6xima se incrementa en un treinta por ciento aproxima­

damente debido a la flexibilidod conjunta .de la cortina y el suelo, osr mismo pode­

mos notar un aumento en el perrada. En la fig 19 vemos que este efecto $e contrarre~ 

ta gracias a la disipaci6n de energra a través 'de las fronteras absorbentes. 

El incrementa en la amplitud móxima de respuesta ql,le se pre­

senta en la fíg 20 comparada con la fíg 18 se debe a que la disiJXlci6n de energra es 

pobre al presentarse reAexianes m61tiples en las f~onteras de Smith que no se elimi-

non. 



TABLA 1 

F R O N T E R A E XC IT AC ION 

Modelo Verticol Vertical Horizontal Acelerocidn en forma Respuesta 
fig Izquierda Derecho (Base) de funcidn escol&; F.ig 

11 Rigida Rigida Rlgida Horizontal 14 

17 JI JI 11 " 18 

JI Viscoso Viscoso .. 11 19 . 

11 Smitn Smitn· 11 JI 20-.-

11 Viscoso Viscosa Aé:tiva .. 21 

11 Smitn Smith JI 11 22 

11 Rigido Rígido Rlgido Verticol 23 

17 JI 11 " " 24 

11 Viscoso . Viscosa 11 11 15 

11 Smitn Smith .. .11 ·26 

11 Viscosa Viscoso Activa " 'O 

11 Smitn Smith 11 " 28 

" Activa Viscosa Viscosa Horizontal 29 

11 11 11 11 Verticol 30 

11 Viscosa Activa JI Horizontal 31 

11 11 JI 11 Verticol 32 

11 Activa Viscosa Smith Horizontal 33 
.. 

JI 11 " .. Vertical 34 



te fig 21 nos indica que la respuesta se reduce a 

la mitad comparando con las figs 14 y 19 al considerar la excitación na como de ba-

se rrgida sin~ introducida al sistema a través de una frontera horizontal activo; es in- . 

'teresante comprobar en la fíg 21 que el efecto de la excitaci6n en forma de función 

escalón tiende a desaparecer con e·1 tiempo ya que la frontera activo no es capoz de 

transmitir carga estótica. lo mismo podemos apreciar en la fig 22 salo que en esta 

desaparece mós lentamente debido a las reflexiones m61tiples en las fronteras de Smith. 

la comparación de las figs 14 y 23 arroja que la respuesta a aceleraci6n vertical del 

vaso con paredes rrgidas es una vez y media mayor que la respuesto del mismo bajo 

aceleración horizontol de igual magnitud, y que el periodo se incremento dos ve-
~ 

ces y cuarto. Pero mientras en la fig 14 la amplitud en el momento de voltea es ma-

yor que la amplitud de la fuerza hidrodinómica en la fig 23 ambas amplitudes son 

i.guales. 

le fig 24 muestra que la respuesta se reduce a un 

noventa Y'cuatro por ciento de la respuesto en la Hg 23, siendo también esto situa-

ción contraria a lo que ocurre bajo excitación horizontal. 

En la fig 25 la respuesta se reduce' aun m6s al in-

troducirfr90teras absorbentes verticales viscases, tendiendo la respuesta a oscilar a~ 

rededor de la hidrostótica. lo mismo sucede al introducir fronteras verticales de Smith¡ 

-salvo el efecto de las reflexiones m61tiples (fig 26). 

En el casa de aceleración vertical al excitar el 

sistema a trovés de la base acf4va y con franteras verticales viscosas ( fig 27) se ob-

tiene una respuesta móxima igual a un veitiseis por ciento de la respuesta m6xima del 

sistema con la frontera rrgida ( fíg 24) , evidenciándose una tendencia a desaporecer 



del efecto de la exci.taci6n al crecer el tiempo¡ 16 mismo podemos nolar en el caso si 
, --- .. ~ -

____ ~milárpero con fronteras verticales de Smith (fig 28). 

;. 

El introducir excitación hariz~ntal a través de 

una frontero activa vertical del lado de aguas aoojo (fig 29) con las fronteras res-

tantes viscosos produce una respuesta m6xima igual a cuarenta y nUeve por' dento 

la respuesta del sistema con frontera rTgida (fig 18). El caso similar pero con exci-' 

tación vertical ( fig 30) tiene una respuesta móxima igual a un cincuenla y tres por 

ciento la respuesta del sistema con frontero rrgida (fig 24). 

Al hacer acti va ahara la frontera de aguas arrioo 

(fig 31) oojo excitación horizontal y las fronteros restantes viscosas obtenemos una 

respuesta igual a la obtenida excitando horizontalmente por el lado de aguas aoojo 

(fig 29). De las figs 30 y 32 se desprende que en el caso de ondas.de cortante con 

desplazamiento vertical propagándose en direcci6n horizontal, ex.citando el modelo 

a través de frontera activa vertical la respuesta móxima can la frontero activa del la-

do de aguas alTioo es una vez y media mayor que con la frontera activa del lado de 

aguas aoojo. 

Com¡tarando las figs 33 con 29 y 34 con 30 pode_ . 

mlts decir que las respuestas son pl'Ócticamente iguales. 

VI CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Se ha desarrollado un pragrama de compu~dora que 

mediante el. método de elementos finitos permite analizar modelos de presos sujetas a 

temblor incluyendo el agua, la .cortina y el suelo. Puesto que dichos anólisis, involu-

cro la soluci6n paso a paso de un sistema grande de ecuaciones diferenciales de segun-



do orden acopladas, el tiempo de m6quina requerido para obtenéi" la respuesta a tra­

vésde varios segundos es elevado, esto hace que el empleo del programa sea costosa. 

Sarro costeable sU empleo para estudios de respue!.. 

ta en proyectos especrficos en donde se,conozca la estratigrafra del suelo, el perfil del 

fondo del vaS()' 'expectro de acelera~iones de,la zona etc. de la presa que se vaa con~ 
, , ' 

truir, pudiendo obtener fuerzas y !'!Iomentos hidrodinOmicos de disel'io ~stOnte conflo-

bies. Para fines de investigaci6n dicho progrUma decomputodora es una herramienta 

, muy costosa, )'O qUe se reqiieri,.d de un nOmero muy grande de corridas pOra poder pro _ 

_ poner y respaldar conClusiones generales. 
'. '. . 

,El programa desarrollado se emple6 en un nOmero 

-limitado de corridos en base a las cuales es posible vislumbrdr los siguientes puntos con 

respecta al estudio objetO de es_te trabajo. 

El concepto de !Tonteras absorbentes y activas es de 

primordial importancia en la adecuada representac_i6n de la interacción aguo-cortina­

suelo. la influencia 'de la interacci6n en la respuesta m6xima de la presa bajo temblor 

es hacia el lado de la seguridod o sea que el no considerar la interacción conduce a 

disel'ios conservadores, aceptando como definición que el no considerar interacci6n equ!... 

, vale a obtener la respuesta con la cortina y el fondo del vaso rrgidos y el considerar in­

teracción sigñifica obtener la respuesta con la cortina y el fondo flexibles y con fronte-

ras activas y absorbentes. 



RECONOCIMIENTOS 

Deseo hacer patente mi reconocimiento al Dr; Emilio 

Rosenblueth por la direcci6n de este trabajó. Al Dr. Gustavo Ay~ 

la,al Dr. Eduardo Rukos,al" .Dr. Isaias Garcia Terrazas y al M. en lo 

Jorge L6pez Rios por sus criticas y sugerencias durante distintas 

e~apas del mismo. JÚ Inst1tutode lrigenieria y ál Centro· de Ser­

vicios de C6mputo de la 'Universidad Nacional Aut6noma de 'M~xico 

por la ayuda eco~6mica y los servicios, de c~lculo electi6nico re~ 

pectivamente. Al M. en·I. Gorgonio lnzunza de la Divisi6n de Com 

putaci6n Electr6nica del Instituto Mexicano del Petróleo por su 

valiosa colaboraci6n en la depuraci6n del programa.de computadora. 

Fin¡¡l.lmente,pero no por eso menos encarecidamente,a mi 

esposa por su paciente labor de transcripci6n mecanogr~fica. 



REFERENCIAS 

l. Rosenblueth, E., "Presi6n Hidrodin6mica par sismo en presas. Estado del arte" 
PJblicaci6n No. 283 Instituto de Ingenierra, UNAM,México, (1971) 

2. Roenblueth, E., "Presi6n hidrodin6mica en presas debida a ac:éleraci6n verti 
cal con refracción en el fondo", 11 Congreso Nacional de Ingenierra Sfsmica;­
Veracruz., (1963) 

3. Zangar, C. N., "Hydrodynamic ~res on dams due lo horizontal ecrthCflake 
effect", Engineering Monographs No. 11, US Dept. of the Inferior, Bureau of 
Reclamation, Denver, Colorada, (1952) 

4. Westergaard, H.M., "Water pres:sures on dams during earthquakes". Transactions 
AseE, Volume 98, (1933) 

5. Chopra, A.K., Perumalswani, P.R., bOom foundatioo interaction dJring earth 
quakes". IV Congreso Mmdial de Ingenieria Srsmica, Santiago, Chile (1969) -

6. Chopra A. K., Wilson, E. L. 'Farhoomand, l., "Earthquake analysis of reservoir­
dam systems", IV Congreso Mundial de Ingeniei-fa Sismica, Santiago, Chile 
(1969) . 

7. Chopra, A.K., Diboj. M., Clou!f¡, R.W., Penzien, S., Seed, H.B., "Earth­
quake analysis of earth dams", IV Congreso Mlndial de Ingenierra Sfsrnica, 
Santiago Chile (1969) 

. 8. Roenl?lueth, E.; "Presión Hidrodin6mica en cortinas de gravedad", 111 Simposio 
Panamericano de Estructuras, Coracas, Venezuela, (1967) 

9. Chopra, A.K., "Hydrodynamic pressures on dams during earthquakes", Journal 
of the Engineering Mechanics Division, AseE, vol. 93, No~ EM6, (1967) 

10. Chopra, A. K., "Earthquake behavior of reervoir-dam systems", Prac ASCE, 94 
No. EM6, (1968) 

n. Chopra, A.K., "Earthquake response of earth doms" Prac. AseE, 93, No. SM2 
(1967) 

12.' Wilson, E. L., "A method of analysis for the evoluation of foundotion-structure 
interaction". IV Congreso Mlndial de Ingenierra Srsrnica, Santiago, Chile, (1969) , 

13. Kotsubo, S., "External fo¡'ces on arch dams during earthquakes", Memoirs Facul ty : 
of Engineering, Kyushu University, F,*oaka, Jop6n (1961) 



14; Kotsubo, S., "Dynamic water pressure on dam due lo irregular earthquakes" 
Memoirs Faculty of Engineering, Kyushu Un,iversity, Fukaaka, Japón (1959) 

15. Chopra, A. K., "The importance of the vertical component of eartquake motions" 
Bulletin of the Seismological Society of AmeriCa, Vol ,56, No.5, (1966) 

16. Chopra, A.K., "Earthquake response of concrete gravity dams", Jaumal of the 
Engineering Mechonics Divisan, ASCE, Vol 96, No.EM4, (1970) 

17. Chopra, A.K., Chakrabarti, P., "Acamputerprogram forearthquakeanalysis 
of dams", Report No. EERC 70-5, Earthquake Engineerin9 Résearch'Center, Uni­
versity of California, Berkeley, (19/0) 

lB. Chopra, A. K., o.akrabarti, P., "The koyna earthquake of cJecember 11,1967 
. and the performance of Koyna dam", Report No. EERC 71-1, Earthquake Engi­

neering Research Center, University of California, Berkeley (1971) 

19. Flores Victoria, A., "Presi6n hidroclin6mica duronte sisnos", Primer Congreso 
Nacional de Ingenierra Srsmica, Guadalajara, Jalisco (1%5) 

. . 
20., Hatano, T., nAn examination on ffle resonance of hydrodynamic pressures du­

ring earthquakes due to the elastkity 01 the water", Central Research InsUtu 
te of Electrical Power Industry, Tol<io, Japón (1965) . 

21. Hatano, T., "Numerical solution of hydroclynamic pressureiduring earthquakes 
on arch dams", Central Research Instltute Of Electrical Power Industry Tokio, 
Japón (1966) . 

22. Wolffer, J.F., "Presiones hidroclin6micas en presos durante temblores debidas 
a aceleración vertical" Tesis Doctoral, Divisi6n de estudios superiores, Fac. 
de Ing. UNAM, 1971 

23. Wilsan, E. L., nA camputer progrom for ffle dynamic stress anal)tsis 01 underground 
structures". Report No 6B-I. Structurat Englneering Laborotorf, University 01 
California, Berkeley, (1968) 

24. Clough, R. W., "The finite element methoclin plane stress cinalysis," PrOé:, 
2end ASCE conf. on Electronic Computation,Pittsburgh, Pennsylvon!a, Sep­
temberl960. 

25. Clough, R~ W. and Chopra, A. K., "Earthquake stress analysis en earth . 
dams," Structures and material research; Dept. r:# Civil ~ineering, Report 
No. 65-8, July 1965. 

26. Constantino, C. J., "Finite element appraach to stress ";'ave problems." 
Engineering Mechanics Division, ASCE, Vo~. 93, No EM2, April 1967. 



27. 

28. 

29. 

Wilson, E. L. and Clough R. W., "Dynamic response·by step-by-step ma­
trix analysis," Symposium on Use of Computers in Ci:vil Engineering, Labor 
torio Nacional de Engenharia Civil, I.,isbon, Portugal, October 1962. 

Chopra, A. K., Wilson, 'E. L., and Farhoomand, l., "Earthquake Analy'" 
sis of Reservoir-Dam Systems," Proceedings of the Fourth World Conferenee 
on Earthquake Engineering. 

Kuhlemeyer, R. L., "Vertical Vibrantions of Footings Enibedded in Layered 
Media," thesis presented to the University of California, at Berkely, Cafif., 
in 1969. 

30. Lysmer, J. and Kuhlemeyer, R. L.,"Finite Dynamic Model for Infinite Me 
dia". Journal af the Engineering Mechanics Division, Prac. ASeE, Vol. 95: 
No. EM4, August 1969. 

31. Shipley, S. A., Leistner, H ... G., and Jones, R.E., "Elastic Wave Prapa­
gation-A Comparison Between Finite Element Predietions AndExact' Solutions," 
Proceedings, International Symposium on Wave Prapagation and Dynamic Pro­
perties af Earth Meteríais; .University of New Mexico Press, A1buquerque, N. 
M., Aug., 1967. 

32 •. Lysmer, J. and Drake, lo A., "A Finite Element Method for Seismology, 
in' Seismology: Surfaee Waves and Earth Oscillations, Vol 11 of Methods of 
ComputatiOnal Physics, Academic Press, New York and London, 1972. 

33. Castellani, A .• , ''Boundary Conditions to Simulate an Infinite Space," Meeca­
nieQ, Vol. IX, N. 4, 1974. 

34. Lysmer, J. and Waas, G. t "Shear Waves in Plane Infinité Structures,"Journal 
d the Engineering Mechanics Division, Proc. ASCE, Vol. 98, No. EM1. 
Febroary 1972. 

35. Smith, W. D. ~ "A Nonreflecting Boundary for Wave Prapogation Problems," 
Journal of Computational Physics, Vol. 15, No. 4, August 1974. 

36. Tseng, M. N., !lA transmitting Boundary for Finite-Difference Analysis of 
Wave Propagation in Solids," Doctoral Dissertation, Graduate College, Uni­
versityof IIlínois at Urbana-Champaign, 1976. 

37. Ewing, W. M., Jardetzky, W. S., .Press, F., Elastic Waves in layered 
media, Me GraW - Hi.", New York, 1957. 

38. Richart F. E. Hall, J. R., Woods, R. D., Vibrations of Soíls and Founda­
tions, Pretice Hall, 1970. 



~! 

39. Ayala G., Aranda, G. R.,"8oundary Conditions in Soil Amplification Studies," 
Memoria VI Congreso Mundial de Ingeniería Sismica, Nueva Delhi, India, 1977. 

'40. Clough,R. W., andWilson, E. L., "Stress Analysis ofaGravity Damby the 
Finite Element Method," RILEM Bulletin No. 19, June 1963. 

41. Zienkiewicz, O. C., efal., "Analysis c:I Nonlinear Problems in Rock Mecha­
nics with Particular Reference to Jointed Rock Systems," Proc. c:I 2nd. Confe 
rence of Int. Soco for Rock Mech., 8elgrade, 1970. . 

42. 

43. 

. 44. 

45 

Ghaboussi, F., J" lsenberg ~nd Wilson, E. L.', "Finite Element for Rack Joints 
and Interfaces," J. of Soil Mech., ASCE, SM lQ, October 1973. 

Zienkiewicz, O. C., The Finite Element Method in Engineering Science, M<!. 
Graw-Hill, London, 1971. . 

Wilson, E. L., Farhoomand, l. and 8athe, K. J., "Nonlinear Dynamic Ana- . 
Iysis of Complex Structures", Earthquake Engineering and Structural Dynamics, 
Vol. 1, pp. 241-252. 

Chopra, A. K., and Gutierrez, J. A., "Earthquake Response Analysis c:I Multis 
tory 8uildings Including Foundation Interaction," International Journal í:I Earth­
quake Engineering ond Structural Dynamics, Vol. 3 No. 1 ~uly-September, /974. 

46. Lysmer, J., Udake, T.,·Seed, H. 8., and Hwang, R., "U:JSH-AComputer Pro­
gram for Complex Response Analysis c:I Soil-Structure Systems," Repórt No. 
EERC 74-4, Earthquake Engineering Rsearch Center, University of California, 
8erkeley, California, August 1975. 

·47. Rukos, E. A., "Earthquake Analysis c:llnteracting Ground-Structure Systems," 
Report No. UCSESM 71-9, Depórtment of Civil Engineering, University c:I Ca­
lifornia, M:Jy 1971. 

~8. Naor, A. K., and Fulton, R. E., "lmpact of CDC STAR-l00 Camputer en Finf . 
te Element Systems" J. ofthe Struclurol División, ASCE,ST 4, April ..l975. -

. 49. Desoi, C. S., ane! Abel, J. F., Introduction tothe Finite Element Method, Van. 
Nastrond Reinhold Ca., lne., New, York, N. Y., 1972. 

50. Groham, W. R., tlThe Impact of Fulure Developments in Computer Technology" 
Computers and Structures, Vol. 1, Nos 1/2, Aug., 1971. .' 



)( 

Ul 

\ 

\ 
tIl ,--
o ~\ '" 

"O 
IO~¡' \ ,... 

~ .... 
o 
e .... 
(J) 

"O ..... 
o 
o 
ü 

o 
(J)...o 
"00 ... 
tIl CJl 
o 

>-E 
(J)-
-o 
tIlu .- o (J)_ 

'.' ~ 

o ..... 
:::J 
CJl 

;,;: 

:;:.. 



•• 

.~ 

CII 
I/l 
o ..... 

.~~ 

CII 
I/l 
o ..... ... 
CII 
+-
.S 

.-i +. 
E 

.-i 
+ .c 

• e 

E 

+ + 
E E 

::J > 
~ • E E 
::J > 

-+ + 
c: c:., 
::J> 
11 "11-
e e 
::J> 

\ 

\ 

)( 



.:" :..._-" 

'O 
11 
>< 
c: 
Q) 

e 
Q) 

1: 
O ,'--



x 

SUPERFICIE LIBRE 

(PLANO X-YI 

FIG. 4 

y 

FRONTERA FICTICIA 

(PLANO Y-Zl 



Uy-O 

.. u·o 

,uyoo 
IUpO 
. !l, 

Ux,o 

ryy' o 

Ux. o 

rxy. o 

u.·o 
r,,"o 

u.,o 
fn'O 

,u.-o 

rxy·o 

Uy·o 

ru -o 

Uy=o 
rn.O 

y 

Uy·o 

rxy" o 

Uy. O 

rxy. O 

'--------.x 

Uy·O 

.... ·0 



.. './'/ . 

~--------------~~ 



:~ 

E
nergía reflejada 

E
nergÍa incidente 1.0 

.
.
,
.
.
.
.
-
-
-
~
-
-
-
-
"
'
T
"
"
-
-
-
~
 

0
.8

 t
t
I
\
-
~
:
-
-
-
+
-
-
-
-
-
+
-
-
-
-
-
-
1
 

0
.6

 f
-
+
~
l
-
-
+
-
-
-
-
-
+
-
-
-
-
:
-
~
-
-
t
 

0
.4

 r--+
--t-+

-+
-----+

-----t 

a
:b

=
0

5
· 

O
· 

30· 
6

0
· 

A
n

g
u

lo
 de incidencia. 

R
azón de energía-

para 
onda P

 incidente· 

F
IG

.7
 



Energía reflejado 
Energ:a incidente 

1.0~------~-------1------~ 

0.8~~----~----~------~ 

0.6~--~--~------~-------' 

0.4~----~~-------1------~ 

0.2~------.-------~------~ 

60· 

Angulo de incidencia 

Razón de energíá para onda S incidente 

Fig. 8 



x 

e
l) 

e ¡¡;: 

.> 
"t 

Q
. 

>
 o... 

... +
 

.
~
 

.. >
 .. u 

-4 
" 

>'" 
.... 

~
 ·1 

4 
~
 

Q
. 

>
 o o
' 

" 

o.. 

'c
 



.. 
x 

·' -.;, 

,
~
 

~ ... 
"1 
.
~
 

... -0 
. 

U
l 

le» 



l. ~J 
~,¡I:: .'~u~· ~ ., .. '~ 

r- o 22 24 66 6B 110 112 ,,4 "6 19B 200 
I 

21 23 6' 67 109 '" lB 1» 197 199 ...... 2 
., 

II 12 33 3. " '6 77 7B 99 100 121 

J e C0 @ G @ G e (0 e G) 
20 26 6. 70 10B 11. "2 I,B 196 202 

I 
19 B 63 69 107 113 '" 1>7 19, 201 2 39 

10 13 32 3' ,. >7 76 79 9B 101 120 

J 19 0 0) @ C0 e @ @ e @ e 2B 62 72 106 116 "0 160 194 20. 

• I 
17 27 61 71 10' "' 149 "9 193 203 2 37 

9 ,. 31 36 '3 ,B 7> ~ BO 97 102 119 J 0 0) ~ @ 9 @¡ 9 6) @ ~ 16 30 60 7. 104 IIB 14B 162 192 206 
I 

" 
29 '9 73 103 117 147 161 191 20' 2 " 

B 
" 

. 30 37 >2 '9 7. BI 96 103 IIB J PARED 0 e e e (0 G 9 e (iV e RIGIDA 
,. 32 . ,B 76 102 120 ,.6 16. 190 20B 

• I 
13. 31 >7 7> 101 119 14' 163 IB9 207 2 33 

7 16 29 3B " 60 73 B2 9' 10· 117 

J 0 0) e e @ G @ El @ e 12 34 '6 7B 100 122 144 166 IBB 210 
I 

11 33 " 77 99 121 143 16' IB7 209 2 31 

6 17 2B 39 '0 61 72 B3 94 10' 116 

J 10 0 @ e (9 8 9 ~ 6) e El 36 ,4 BO 9B 124 142 16B IB6 212 
I 

9 3' '3 79 97 123 141 167 lB' 211 2 29 , lB 27 40 49 62 71 B4 93 106 ", J -
B8 e El (8 él (0 9 e e ~ 3B >2 82 96 126 '.0 170 184 214 

I 
7 37 " 81 9' lB 139 169 183 213 27 

• . '9 26 4' 48 63 70 B, 92 107 11 • 

J ~G) G @. 84 @ ,8 128~ .le@ '6) @ 216~ .0 '0 94 172 182 

B' 
~ I , 39 .9 93 _127 '37 '71 ,e' 2'~ ~2 25 

5 20 2~ 42 
-.. 47 6. 69 e6 9' '108 113 l .0 '6) @ e e 9 9 e ~ e .2 .e 86 92 '30 136 '74 180 2'B 224 ,FIG 11 

3 ., 47 B, 91 129 3' 
~ 

73 179 .217 J 23 
2 2' 24 43 46 6' 6B B7 90 109 112 

.] 2 C0 . 44 @ e El 8 @ C0 e e 2208 46 8B 90 132 134 176 I7B 
I 

1 .3 4' 87 B9 13' 133 17> 177 2'9 2 21 

1 22 23 .4 ., 66 67 BB 89 110 "' 1 



•• 

~
 

o 

.' 
": .. 
o 

• Ul c: .. o Q
. 

~
 

E
 

• 
o 

f-

<! 
~
 

f-

o 
U

 
<f 
X

 
W

 
N

 

... 
Z

 
Ó

 

O
 

O
 

;;: 
Ü

 
::¡ 
..J 
O

 
U

l 

, 
~
 

O
 

~
 

O
 

o 

O
PD

lllO
W

JD
N

 
D

)!W
¡lU

!PQ
1P!H

 
D

lJólIl'¡ 



• o 

.. o 

• o 

"! 
o 

... o 

• o 
'" • C/) o Q

. 

E
 

do 
• ¡: 

: (5 
o ti 

'" do 
... 



• 

z 
'-

o 
ID 

o 
N 

o 
a 
0::: 0 

O~ 
'-o 
:r: 

ce 
NO 
lL.~ 

O 

O 

l • *, 
FUERZR HIDRODINRMICR 
NORnALIIADA CON LA HIDROBTATICA 

~~I~--~--~----~~~~--~~--~ 
~.OO 0.10 0.20 0.30 0.40 0.60 0.50 

TIEMPO EN SEG. 

(.' 

• 

o.ct> 1, 

~ I .. t 

Fig 14 o 



• 
r:: ~!I ¡ti' ,1 

• 
O

 
.,.;' 

W
 

f
-
~
.
 

O
 

>
 

W
 

O
 

O
 

U
 

....... 
1

:: 
a: 
z 

C> 
....... 

U
 

O
 

>-
a
; 

O
 

>-ID
 

O::: 
C> 
111: 

O
 

O
 

.{j; 
...... 

X
 

_.' 
I 

-
' 

... z 
O

 
C> 
U

 

f
-

C> 

Z
 

O
 

a
; 

W
 ... :; 

1
:: 

a
; 

O
 

z: 
111: 

1
:: 

C
> 

z 

f 
....; 

" d 
d

" 
o 

'0
 

(D
 
. O
 

O
 

1
/) 

O
 

O
 

v . O
 . e

l 
W

 
en 

~
Z
 

'W
 

O
 

O
 

eL
 

1
:: 

W
 

O
 ...... 

~.t-
O

 

O
 

O
 

O
 

O
 

r
-
~
-
-
-
-
-
'
-
-
~
-
-
-
-
-
r
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-____ --r 

O
O

·cP 
0

9
' 1 

O
Z' 1 

G
S'O

 
O

t·O
 

!
N
I
O
O
~
O
I
H
 

'W
OW

 



• 

o 
<.O 

o 
N .-

1-
-' 
::> 
(fJ 

W O 

OCa:: 
O 

a: 
OC 
::> 
1--,O 
a:"; 

O 

O 
O 

~ * 
ALTURA DE LA RESULTANTE HIORODINAMICA 
NORKALIlADA CON LA PROFUNDIDAD 

. I -
~1.~0~0----n~I~----~_'~_~_----~~----.-----~------~ o., V 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 TIEMPO EN SEG. 

(. 
r :; ? 
I¡ I 
ti ; lL.· ~ 

r 
4.Q 'i 1 

II ~ ...... t 

Fig 14 e 



• 
I 1 I , \ I O I 

\ I I I I 
I l!.V=-O I ~ 1" O 

"U t 4v=o Xs ¡ -Üi:') 
I I t I 
I I O I , 
1 I I I \ 

_...J O I \ 

r------l 
I I ,- ............. 

O --I 
O 

l!.V=O ¡2; 1 "Ü 2 flV-O ~6t "Ü6 O 
.~ I ------- O 

I ---
1 ....... --; 

/' --..., 
/ ' _ ..... ..,.,.......... I 

~ 
I / 

" 
I / I / , -1 
1 I I '/ 

" I / l!.V=O 
, 

~3, 1 =Ü3 
I l!.V=O I J7~ "Ü 7 

, 
/ -1 I ", / 1 I . 

" / ; I _---~ 
" / -1 --... , / ,,/ 

,'o 
r ------- t¡ -----, 

t I I 1 I I I 
I I1V=O I X4 ; =Ü4 1 l!.V:;O r X e; ·Üe I I I I 
I I I I 
L ------ .J L _____ I 

FIG.15 MODOS DE DEFORMACION DE LOS ELEMENTOS DE FLUIDO 



• '0
 

oC 
... 

rl ~I 

N
i!! 

'l! -i 
.. ! 

~
 

.. ~ Oí 
.. !! ;; 

~
 Si 

.. 2 

¡ 
.. .. 

¡¡ 
.. .. F 
.. .. ;o 
.. .. 

¡; 

.. " 

¡ 
.. • 

¡¡¡ 

N
 

.. 
¡;¡ 

N
 

.. =
 

!! -N
 

• 11 

~
.
,
 

Itl 
! 

i. 

Itl 
-

<f~ 

Ci>; 
!!I 

CID" 
'It: 

2 

t 

cr
2 

®
:: 

, ®
 .. 

It) 
.. 

.. .. ©
~
 

't 

®
 .. 

N
 

.. 

~ 

@
:l 

l . 

©
 .. 

-
... 

t 

®
"' 

-
.. 

~
 

e::: 
.. .. e
~
 

! 

e .. 
.. 

iIl 
~
 

:¡ 
I! 

-
~ 

-
-

Kr! 
@

! 
@
~
 

1 
a 

CID" 
®

 .. @
= 

'0
 

Itl 
!:! 

Itl 
!'I 

. Itl 
-

C/I 

~ 
~ 

i 

(ID
:: ~
;
 
®
~
 

lit) 
-

11 
o 

8 

.@
t Ci>1 

®
~
 

t 
! 

w
 

~
g
 Cf; 

CID!! 
'0

 
C/I 

i 

Cfa 
®

J ~
~
 

J 
°
1

 
,
-

<,ID: ®
 .. 

It) 
.. (ID I 

I 
I 

¡ 

(ID:! 
@
~
 
®
~
 

"
0

 
C/I 

te 
I! 

i 

®
., ~
~
 

@
= 

N
 

.. 

l. 
(D

I 
~
 

-
(ID

: 
CID" 

N
 

., 
(ID

: 
B

 
J 

51 

. ®
" ®

 .. (ID
' 

'0
 

-
.. 

-
.. 

C/I 

I 
, 

a 

@
iIl 

®
= 

~
 .. 

-
.. 

=
 c. 

i 
'
-

®
" 

-
.. 

@
ro 
@
~
 

• 
.. 

a 
.. 

.. 
e
~
 
G
~
 

'0
 

@
!! 

G
I 

'l! 
!! 

2 

@
" ®

 .. 0 .. 
P

. 
.. 

9 

'0
 

~
 

v
o

fT
T

T
!!!!!!!!1

 

• 

~ 

-dO ~ .. .. : .. o :! o: 
.;1

 8 
.J

 
..:. 

. 
., 

v 
~ 

o 3 
~
-

!~ 
o c o: 

...... ~
.
 -

!:l 
.. .. 

/ 
., 

~ .... 1 .... 
I 

o .J
 

z 
, 

M
 

,
,
~
 .'-

J 
I 

., o 
1I 

.-' 
~
-

.. 
" 

ii 
lY

 
,- -

. 
l 

u 
.. .. 

,
\
 ~
 

-
.. 

. 
... 

i 
. 

o 
'"

 
-

- --
" 

~ 
~
 

~ .. -
" 

.' 
.-

:-
!!! o 

... 
-. 

• c 
ti 

... ..... 
- -

r-..... :
-

I.LI 
.. c 

\ 
!"""" 

-..... 
.J

 
'" 

o. 
.. 

. 
t--, 

.. g z 
:! 

' .... -, 
',:, -

o 
o ¡; 

J
' 

r--. 
u 

:! 
-. 

¡; 

( 
"'-..... . 

"l 
'" ... 

" 

r-
1

-
.. r-

(D
 

1"--
4

: 

~
 

o 
o 

o 
8 

o 
o 

o 
g S ~

 
~
 
~
 

N
 

9 
g 

o 
~ 

ó 
á 

ó 
á 

á
'o

 
á 

~ 2 ~ 
á 

á 
á 

I 
I 

I 

O
.l.N

3
1

"V
Z

V
"ld

S
3

0
 



• 

i 
1 
I 
I 

- - ~ - ~ ¡" < I - • I • 1-1 I 
: = : = :" : = ." ! I i :: :' 1" !: -1: I :: :" : I : I ¡ ... ... .... .... ... . ... .. . . " . - - - - - -
¡ @¡ ®t ®~ ®~ ®l ®! ®i ®!' @:: ®:= ®f1 ®!' ®i: ®¡l @¡í @f ®¡I 
! ®~ ®§ @~ ®~ ~¡! ®r. ®t @.~ ®r ~~ ®~~ ®=- ®~ ®;! @5 @~ @t 

®i @- ®~. @t< @!' @. (ID @- ®- @,. @f. @~; ®; @! @~ D· @¡. ~ i" @. ::: ~~ : :-- ::: :: N;!" _'$ . . .. .. 
!, ®r: @~. ®~ @., ®~ ®~ ®~ @:: @ .. 

~ .' @_. · .' ®-;; :: ®r ®~ ®-. : ® •• @;. 
'N ~ .. ®~ 

i ®~ @. ®~ ®~ ®t ®¡. <D' ®# @. ®- @,.¡ @" ®f (ID( ®;' ®~: ®). ~ i~ !Jf- • O - ~ ., 
¡ ®~ ®-~ ~ ®t. ®~ ®~ @¡- (O. 

~ ~" @. t~ ©r- ®-! :to @r ®. ~~ ®~ ®= ®, ®. ®~ 
r. ®r ®. ®-12~ ®~ ®¡¡ ®a· ®a:! ®~ ®. - : ®. - a:: ®. -r-: ®r ®r ®I @. '!!! ¡: ®: @ •• = • 

e! r. 0,. ~®:! ®t- ®. - .-: ®i ®= ®é ®;< ®:: ®~ ®~ ®# ®~ ®f ®.! ®i ®. @. - r~ ., 

d~ 
-- . , 

®- ®f @¡f ®~ ®~ ®. (ID' ® .. @l:' ®. ®#, ®<;1 ®~ @.- @;, ®i ®o~ !! i ~ a< "r !!! t :, 

®i,®" ®i ®t ®r ®-- ~ ®. '~:';:: ([l-= :' ®~ ®~ ®t ®{ ®t @:' ®: @:~ 
• ,@~ ®r; ®~ @. @.; 0 •. ®f- @- ®g; @t ,@ ®~¡ G\. ®. 

'" o!1 .;'" • !5: 2 0 2 . . . , 
I"@. ®~ @~i @- ® .. 0' @. ®~- @( ®;, 0· ®{ @ •• ') t- ;t' '" ;- • .'t! .~ • ;t , .. 

;'@~ ®i @. ®~, @;! 0;, ®r' 0,.; ®f ®~ 0;, ®. . ~~ ,.. .. !: 
0, 

;¡'-, 
®;< ®r' ®r" ®i @;< ®,' @%f @\¡ ®~ @. 0· . ~- ;-

¡'®,,;- @\ ®:' @¡, ®;s ®~ ®. ®t- 0.< ®. '" ,,'.;; 
~ ,. . ! ~ 

~'® 
~/-; ®l ®¡ 0 .. ®¡(. @, ®; 0. ®~~ . " 

®" @\~ @\ @:- ® .. ®,., ®~ '@-• ., 
.,@ 

'" @\ ®f ®~ ®., ®¡ ®.~ 

~ @. @{. @ 
l @. @~ @;j 

.. 0, G\ G. ®¡ 0f. @. 
=~ 

~ " 0~ 0~ 0~ 0.< [e~~ 
;¡t. '1f;l 
'.,J " ... ),:~~. ~~,,~ .,Ji:""",. ,", :~>;o; .. ~':;~, ".,lJJ.. \" 

r-­
~ 

~ 
8 
H ... 

~ 



¡
:
:
:
:
:
¡
=
=
=
-
-
=
-
-
=
:
:
:
:
-
-
=
~
 -:e---

-
"., i 'T

 

-
.. 

¡ 
:.~ 

a:-
u ...... 
::c 
a: 

a: 

.z 
:! 

....... ... a: 
'-':'0

 ... G
Il 

O
 

a oc 
a:::: 

S 
O

 
:z: 

...... 
a: 
.J

 

J
: 

z a ... 
a: 

a: 
N

 
Q

 
el: 

a:::: ... -
LLJ 

.J
 

el: 

::::) 
lC

 
oc 

IJ... 
a z 

é
l 

LLJ 
(f) 

~
z
 

• LLJ 
o O

 
C

L 
::c 

o
L

L
J

 
(.\.1 ...... 

.1
--

O
 

.:..!: 

0
9

" t 
0

2
' t 

0
8

' O
 

'N
IO

O
tlO

IH
 



o fD
 

· o 

• C
J 

W
 

lt.I 

· 
1--: 

o 
.....J 
C

J 
>

 W
 

b 
o 

• · 
~
'
C
J
 

'u
 

...... 

o 
Ó

 
w

 
1

::' 
ID

 
a

: 
z ª 
....... 

~
Z
 

O
 

>-
.., 

i>-
·W

 

. .,..Z
 

O
 

. 
'" 

. ". 
E! 

C
J 

I 
...... 

X
 

o... 

:x: 
.... 

:c 

... li 

w
 

C
J 

o ...... 

u 

~
f
-

O
 

f-
e 

Z
 

Q
 

a: 
W

 ... -
:c .... a: 
C

J 
z: 
I 

:c 
lE

 

O
 

: 

~--~~----~~--~-,------lg, 
0

9
' l 

. O
l"! 

. 
0

9
'0

 
O

t'O
 

O
O

'cP
 

"N
IO

O
tlO

IH
 

'W
OW

 



(* 

z 
......... 

o 
CD 

o 
N 

o 
c::J 
0::::

0 
_00 
L.J • 
......... 0 

:r: 

CI 
NO 
lL.."": 

O 

O, 

~~ 
~" "\.,. 

FUERZR HIDRODINRMICR 
NOR"ALIZADA CON LA HIDR08TATICA 

~I t.' ,. \ 1 
CU.OO"'a;¡;¡ 0'.10 0'.20 0'.30 'O'.40}O -' --,. -' 

TIEMPO EN SEG. 

.' 
'-,-",..::::..--,/'" ...... /// ~ 

15 
~,e\, ,*,n!" 

I.D OC 

~~----------~~ t 

FIg 19 ~",'" 



,
~
.
¡
 

o L.aJ 
1-'-
.....J 
o 
>

 
W

 
D

. 

o U
 

...... 
1:: 
C

I: ' 
Z

 
"
0

 
...... 

.
~
.
 

D
 .. 

~
 

a: 
(
3

 
t-

'<
0

 
O

 
a::: 

/00 

D
 

2 
...... 

%
 

::c ... .... 
O

 'lí 
... 

1
-.. 

Z
 .. .a

: 
W

 ... -
1:: ... a: 
O

 
z: 
g:¡. 

1:: 
:a

 

· 
... 
"¡; 
o 
~
 

-¡; 
l¡! +
-
-
~
.
.
.
.
,
.
=
-
t
-

o 

o "it 
.. o 

• 
C!:I 
tú

 
en 

~
Z
 

'W
 

o O
 

Q
.. 

1:: 
o

W
 

N
 

...... 
.1

-
e e e e 

r
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
~
-
-
-
-
-
-
-
-
"
,
-
-
-
-
-
-
-
-
_
,
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
 • 

0
9

" t 
O

Z." t 
0

9
' O

 
01> " O

 
O

O
' cF 

'N
IO

O
tlO

IH
 

"W
OW

 



~
,
 

. ~
.
 

• 
a: . 
u ~
 

1
: 

a: 
a: 

Z
 
~
 

-. ... a: 
e

l 
o-... 

o 
·tI 
IX

 

Q
::: 

e 

e
l ;: 

-. 
a
:. 

...J 

I 
z C

l 
u 

a: 
a: 

N
 

'" a: 
Q

::: ... :i 
W

 
a: 

::::l 
r IX

 

LL 
o z 

x ······· 
-

' 
. . 

, 
. 

. 
" 

' 
. 

. 
.
.
 

o (Q
 
. o 

o Ó
 

w
 

(J
) 

~
z
 

·W
 

o o Q
.. 

1
: 

W
 

0
-
.
 

C-: ........ 
O

 

Ó
 

o O
 

09·rl~---O-Z'·-1-----O-8'·O~--~O-;·TO-·----O-O~·dP 
·
·
N
I
O
O
~
O
I
H
 

'(JZ':! 

o 
~
 .. 

O
) 

ü: 



~
.
 

~
,
 

~
.
 

~ ..... : 

-ItJ.l\i<
;7 

~
o ! -

.... 
•. 

.. 
lJI 

O
 

Li.J 
1

-
...J 
.0

 
->

 
W

 
C

l 

O
 

U
 

...... 
1

: 
a: 
Z

 
...... 
O

 
O

 
.Q

:; 

O
 

...... 
:r; 

O
 

1
-

Z
 

U
J 

L 
O

 
.
L

 

o u 
. -.... a: 

... ... o '" 2 :r: 
..J 
... :z 
o u o '" a: ... ::¡ a: 
z: 

"" <:> 
z 

0
-

~
Q
 

t. " 
w

r.>
 

i .... '-----',---1
 

cf"I 
q 
.... 

~
z
 

·w
 . 

o 
O

 
(
L

' 

1
: 

·w
 

o ...... 
C:-:.I-
o o o o 

r
-
-
-
~
_
r
-
-
-
-
-
-
~
-
-
~
~
-
-
-
-
_
_
+
.
 

0
9

'1
 

O
Z

'l 
O

S
'O

' 
0

,'0
 

0
0

·(f 
'
N
I
O
O
~
O
I
H
 

·[...IOW 



'f; 

~
~
 

;:¡ 

5. '" " ::,¡. ce 
u ....... 
:I: 
ce 
Z

 
....... 
o o a::: 
o ...... 
I ce 
N

 
a::: 
W

 
=

:l 
lL.. 

el: 
U

 

- .... el: 
.... .
"
 

D
 

"" D 3
: 

el: 
...J 

z D
 

u a: 
o a: 
IN

 

- ...J el: 
z: . 

"" D
 

Z
 

"
o

c
A

 
-1

'\ 
" . 
.. O

 
h 

lO
 

dO
'>

 

o o 
r
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
,
_
-
-
-
-
-
-
-
-
~
r
_
-
-
-
-
-
-
-
-
~
 • 

O
O

·cP
 

0
9

' 1 
O

l' 1 
0

9
' O

 
'N

IO
O

H
O

IH
 



~
;
,
W
t
4
f
!
,
~
#
~
"
"
 

.
~
 

~ ., ::.1. 

• 
O

·
 

W
 

1
-

-1
 

o >
 w
 

o o u ....... 
~
 

cr: 
z 

.,. 
....... 

u 

o 
.... '" 

o 
.... 

'« 
a

) 
. 

, 
Q

::: .,. "" 
o 

e 
....... 

>: 

I
:
 

..J 
... 

o 
A

 
u 

1
-

g 
Z

 
a: 

W
 ... :¡ 
~
 '" 

o 
r .. 

L
: 

o :z 

~--<S"'O---...J 
<:! 
-

.... o o o 
,------,------,------.------+

 
O

O
"cP

 
0

9
"1

 
O

l"
l 

0
9

"0
 

'
N
I
O
O
~
O
I
H
 

O
t'O

 
'W

O.W
 



a: 
u ....... 
J
: 

a: ~ 
·z

 
....... ... a: 
o 

... 
o I 

. «, 
a::: ... 
o 

z 
...... 5 
I 

§ 
a: I 
toJ 
a::: ... 
w

 i 
.:::::l B

 
l1-

z 

'!>.Jo \..\ 
-

,,\ 
>< 

. 
" 

o 
1I 

h
 

1
IIt:>

 I 
_

.
 -
~
~
_
 .... _ .. 

~J.I¡'¡" 

0
9

't 
O

Z' t 
0

9
'0

 
·
N
l
a
O
~
.
H
J
I
H
 

011"0 
'IjZ

.:I 

, ' ~J' 



I ~. 
o 

. w
 . 

. t--.J. 
o >

 
w

 
o o u 

. ..,.. 
1

: 
a: 
z ....... 
o o 

~\ 
. a::: 
o ....... 
::I: 

D
 

~
 

... lit 
... I ~
 

;C 
... '" 

0
9

' 1 
O

Z
'l 

0
8

'0
 

O
t·O

· 
·
N
I
O
O
~
O
I
H
 

·W
OW

 

o ID
 

o - . O
 

O
 

O
 

oo·lf 



... . :~.,
 

',... . 

.
~
,
-

'. ;.' 

C
I: 

U
 

...... 
1

: 
C

I:cc 
z
~
 

....... '~ 
o 

;;' 
D
~
 

0
:::2

 
0

:0
: 

...... 
5 

I
z
 

8 
C

I:cc 
N

i 
o:::~ 
w

li 
:::::l~ 
L
L
~
 

0
9
~
 1 

, 
.':"

 
, 

o 
, 

(O
 

, 

"
-
.
~
 

............•.......•........... ~ 
. 

, 
'
.
 

'. 

. 
. 

,
,
'
 

'
,
'
 

,
,
'
 
~
-
~
 

_
~
:
:
_
,
O
,
 

O
Z

'l 
0

8
'0

 
Ov'O 

, N
 I
O
O
~
O
 I H

 
'1::I2..:1 

o ,.,. " 
O

' 
• 

'O
 

w
 

(J
) 

~
Z
 

'W
 

O
 'D

' 
a... 
1

: 
o

w
 

N
 

...... 
, ..... 

O
 

O
 . O
 

'o
' 

'C
"
) 

N
,
 

0>
' 

.¡: 



.1 
If-· 
! ¡ I L o w

· 
1

-
.....J 
O

 
>

 
W

 
O

 

O
 

U
 

.,¡) 

f 

~
 

-:::o 
-i ~-

-
-
-
.
.
:
-
~
 

<:JO 

0
9

';-1
 -'--Ü

Z
:r:-----:---:-:-¡----

• 
O

Z' 1
·
 

' 
• N

 
0

8
' O

 
IOO~OrH 

'w'H'¡.j° 

o U
) 
. o . c!) 

W
 

(/) 

. ..o 
~
.
 

JI) 
L

I. . 



1: 
i'í 
'.' .. ' ,. 

" :ti 

-.: . 'ti 

t.:..:. ..... _
_

 ~
 ... _

_
 ._

, 
-¡ •.. ~ .. 
.. 

cr. 
U

 
....... 
L

 
cr. 
Z

 
...... 
O

 
O

 
o:::: 
O

 
~
 

:c 

w
 

1
-

Z
 

cr. 
1

-
-1

. 
:J

 
.(f) 

W
 

Q
 

ex: 
o:::: 

<> 
o '" 

cr. 
::> 
... 

-1
 ., ... .... 

W
 

ex: 
.... 

O
 

'" ., u 
cr. 

a: 
o:::: 

<> 
ex: 

:J
 ... :; 

1
-

a: 
-1

 '" ... 
cr. 

lO
 

%
 

0
9

'1
 

O
Z

'1 i I 

08"
0 

, l
l
n
S
3
~
.
 

o 
'(

0
 

\ 
O

 

If.) 

O
 

·0
 

.
~
 

" 
O

' Ó
 

W
 

(f) 

'0
 

(l"lZ
 

"
W

 
O

 O
 

(
L

 

(? 
L

 
. 

W
 

O
~
 

~
I
-

O
 

( 
O

 

O
 

~
.
 

O
 

O
 

0'1"0 
O

O
,cP

. 
C
J
~
n
l
l
C
J
 



~, 

'.' "!" 

a: 
u 

, ...... 
E

 
a: 
:z 
H

 
e
l 

<
::) 

a::::: 
e
l 

...... 
:::c 

a: 
N

 
a::::: 
W

 .~' 
... es: 
... ., 1:1 

'" 1:1 ;: es: 
'-, 

'" 1:1 
<> 
es: 
1:1 

,a:: 
!:!! 
-' 
a:: 
;c

 

'" 1:1 :z 

"'0 ... 
-... 
~
ó
 

. " 
w

r:. 

.+1 
, '--"<" 

. 
.
.
 . 

, 
, 

O
, 

ID
 

a
, 

,o
 

If)
 

o o "\t 
" 

o 
C

!) 

W
 

(J
) 

~:z . 
'W

 
a 

<
::) 

a.. 
E

 
w

 
~': 
.!--

o a a a 
o9.rl----~-O-l-·rl---------O-e-~rO--------~O-?-·rO---------O-O-r·~ 

'
N
I
O
O
~
O
I
H
 

'l::fl.:J 



O
. 

W
 

1
-

....J 
.
0

 
>

 
w

 
C

l 

O
 

U
 

....... 
. ¿

: 
a

: 
z::: 
....... =

 
O
~
 

O
g

 
a:::: 

::¡. 
O
~
 

...J 
I 

... 
. 

. ~
 

O
u

 
I-g

 
Z

:5
 

w
_

 
¿
:
~
 

0
0

<
 

¿
:li 

0
9

' t 
-
.
-
-
-

O
v'O

 
O

S
' O

 
OW

 
O

Z
' 1, N

 1 O
 O

 ti O
 1 H

 
• W

 



:>~' _/~_~~~~4~t~~~~~4~: __ . 
"o ~ 

í 
~
 

;:,/. a: 
u

. 
....... 
1

:: 
a: 

a: 
Z

 
u 

...... .... a: 
o 

... ID
 

.' 
Q

 
., '" 

a:::: 
8 

O
 

:z: 

...... 
a: 
...J 

I
.
 z ., u 

a: 
a: 

N
 

·
0

 
a: 

a:::: ... :; 
W

 
a: 

=> '" '" 
u.. ., z 

..... . 

r i 

lJJ U9 '" ~ 

O
 

(D
 

O
 

O
 

ID
 

O
 

o ~ , 
o 

Ó
 

w
 

tn
 

~
Z
 

'W
 

o 
Q

 

eL
 

1
:: 

W
 

o ...... 
N

·
 

,1
--

O
 

O
 

O
 

O
 

O
 

.
-
~
-
-
-
-
-
.
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
r
-
-
-
-
-
-
-
-
+
 

oO
'cF 

0
9

' 1 
O

l'l 
0

8
'0

 
'
N
I
O
O
~
O
I
H
 

O
V

'O
 

'I::lZ.:I 



o W
 

1
-

-
l
 

o >
 W
 

e
l 

o U
 

0
9

' 1 
O

v'O
 

0
8

'0
 

OW
 

O
 Z

' 1, N
 I O

 O
 {j O

 I H
 

• W
 

o
, 

(J
) 

o o 



a: 
u 

0
9

' 1 

T
 

1 

1 I ! 

O
V

'O
 

, 0
8

'0
 

'1..::l 
0

2
' 1, N

 1 O
 O

 ~ O
 1 H

 
• H

e
 

C
 

<D . c c 



o W
 

1
-

...J 
o >

 
w

 
~
 

C
l 

o u 

-

O
got 

0
,'·0

 
-

-
-
-
-
~
~
-
-

109'0 
W

 
O

 c: o t. N
 1 O

 Ü
 ~ O

 1 H
 

• ¡.J (1 

°
z
 

"?W
 

o o o... 
:E

: 
W

 
0

_
 

(
I
,
j.

 
0

1
-

O
 



..rr.:...---¡.,.lX
.:---r 

a:: 
u 
._' J: 

. ~
 ~ 

-S
i 

o
"

 
o· a::! o· -
5

 
::I:e 
~
I
 

a:: .. 

~I 

"'o~ 
_

ti' 
", . 
,..0 
-. tAl? :~ 

;:.:: . 
. ~
 

~
 

I 
' 

09"1 
O

Z"1 
,0

g
"

0
 

O
t"O

 
'
N
l
a
o
~
a
I
H
 

"t:jZ.:l 

o 
,
(
O

 

" 
o 

00" cP 

" 

- ...,. 



'" 
t: 

"" 

.,., 'l 
el> 

.. '" 
" 

o 
• " 

<11'" 

'fl ..... · 

~
 

'O
 

W
 

1
-

.-J
 

O
 

>
 

W
 

C
l 

O
 

U
 

....... 
1:: 
a: 
z 

O
 

....... 
U

 

f:, 
O

 
... a: 

O
 ... '" 

Ct::: 
O

 
.. 

O
 

::! 
....... 

%
 

:c 
...J 
... Z

 

O
 

O
 

U
 

1
-

O
 

Z
 

c a: 
W

 
!:! 

1:: 
...J 
a: 

O
 

lE
: 

'" 
1:: 

O
 

z 

.~ v 
'<

i 

ll-
.
.
f
-
-

-+
-~ 

·lí .-
<:1'0 
'? 

0
9

' 1 

v oz·t 
0

9
'0

 
'
N
I
O
O
~
O
I
H
 

O
to O

 . 
'W

OW
 

o ca " 
O

 

O
O

' cf' 

..ll 
,... N

 

S 
\Lo 

~
 

W
 

en 



CI: 
U

 
..... 
::c 
C

I:fj 
z 

.. 
..... ti: 
o

:,:¡ 
0

°
 

o:::! 
o

:r: 
..... 

~
 

.. 
J:A

 
C

I:I§ 
N

a
: 

0:::= 
W

 .... 
:::li 
\J....i 

l ;-< 
;! 
,'" 
,
I
J
 

,( 
Q.. 

¡
.
-
-

I I L 

09"1 
O

l') 
09"0 ' 

O
~
"
O
 

"
N
I
O
O
~
O
I
H
 
"ClZ~ 

o CD . 

00" ¡f 



D
 

W
 

t­..J 
D

 
>

 W
 

. C
l 

D
 

U
 

~
 

I I l~ .rO
 

0
9

' t 
0
"
'0

 
0

8
'0

 
O

Z· t. N
I O

O
t:lO

 IH
 

• W
OW

 
oo'cF 

..o 
CO

 
N

 m
 

ü: 



a: 
u ....... 
1

: 
a: 

a: 
Z

 
.... 

...... .... a: 
o 

.... ... 

'. 
o 

o 

...' 
o::: 

2
, 

O
 

,., 
...... 

a: 

--
J
: 

:&
 

,o
 

.... 
a: 

a: 
l"tJ 

a a: 
o::: 

!!! 
W

 
-' 
a: 

:::> 
lC

 
.. 

I.l-
o z 

... 'S
: 

~
 

l-
-
-
-
' 

..... 
~
 

o ID
 

o O
 

.
-
-
-
-
-
-
-
-
,
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
~
'
 

0
0

' cP 
0

9
' 1 

O
Z

'l 
O
B
~
O
 

O
v'O

 
'N

IO
O

tJO
IH

 
·tlZ

.d 

, , 
, 



1 

U
 

1, 
t
i 

111"" 
'<! -

.&
1 

<
 ..... -"7

<
 

:! 
o-

. 
N

 

~r 
!J.l 
u.. 

O
 

(D
 
. O
 

:'f 

O
 

W
 
~
 

....J 
O

 
>

 W
 

O
 

O
 

ti 
...... 
1:: 
e

L
 

Z
 

D
 

...... 
;! 

" 
O

 
... a: 

O
 ... ... 

.0:::: 
D

 

( 
... 

O
 

Q
 

...... 
::r:: 

:c 
-' 
'" :z 

~) 
O

 
D

 
U

 

~
 

D
 

Z
 

Q
.
 

a: 
W

 .. 
*
'
~
 

:; 
1:: 

~
 

O
 

'" 
t 

O
 

¿
: 

D
 

Z
 

:: 
O

 

ci 
O

 

r
-

O
O

' cP 
'f;-, 

0
9

'1
 

O
l' 1 

0
8

'0
 

010'0 
'
N
I
O
O
~
O
I
H
 

. W
O
~
J
 



a: 
u ...... 
1

: 
a: 

el: 

z 
U

 
;: 

...... 
el: 

C
l ... 

'1; 
8 

o 
'" 

a:::: 
~
 

e
l 

z: 
..... 

el: 
..1 

:c 8 
a: 

el: 

I'>-J ! 
a:::: 

::; 
W

 
a: 

::J 
E

 

'" 
lL

. 
lO

 
:Il 

¡ 

. ------

o (D
 

o .... . O
 

0
9

' 1 

o o 
r
-
-
-
-
-
-
-
r
_
-
-
-
-
~
r
_
-
-
-
-
-
-
r
_
-
-
-
-
_
_
+
'
 

O
O

·rP
 

O
l'l 

0
9

'0
 

'N
IO

O
(:lO

IH
 

O
V'O

 
'tll..:J 

;,. 



',! 
~\4~"~;q,, 

~
1
§
L
"
.
~
_
-

_
.
~
.
_
.
:
r
~
_
.
_
 . 

..... '11" 

~r 

• • 
~I 

_
' 

O
 

W
 

..... 
....J 
O

 
>

 W
 

,O
 

O
, 

U
 

...... 
' 

:I: 
ce 
Z

 
<

) 

...... 
!:! 

O
 

... 
-1' 

CIt 

O
 

... .. 
-7

 
,C

k:;: 
I!I 

I!l 
O

 
;: 

...... 
:::r: 

d lE
 

O
 

I!I 
U

 

1
-

8 
z 

~ 
W

 
:I: ... 
O

 
~
 

:I: :i ,. 

en
>

 
O

 

O
 

<D . O
 

O
 

...,. . O
 

O
 

.... O
 

O
 

O
 

r
-
-
-
-
-
~
-
-
_
r
-
-
-
-
-
-
-
-
~
"
-
-
-
-
-
-
-
-
_
r
-
-
-
-
-
-
-
-
~
 . 

09' 1 
O~' 1 

O
B

'e 
O

t·o 
O
O
·
~
 

• N
I
O
O
~
O
I
H
 

• W
OW

 

..t:I 
Q

 
M

 

~
 

u.. 

. C
J 

W
 

U
'J 



,;;ot, 
.
~
"
 

~, 
11':-.. 

a: 
u ....... 
1

: 
a: 
z ....... 
C

I 
o a::: 
C

I 
....... 
:r: 

a: 
N

 
a::: 
w

 
::J 
L

L
 ~ .. « .. ... e ! - z:. 5 :&

 

5 ~
 

'" = ..1 :¡ fi 
:&

 

o 
r
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
~
 , 

OO' rP 
0

9
' 1 

O
Z

'! 
O

B'O
 

'
N
I
O
O
~
O
I
H
 

O
~
'
O
 

, lj Z.:l 



·~ 
o 
w ...... 
.J 
o 
> 
w 
o 
el 
U ..... 
I: 
el: 
Zo 
...... ~ 
o~ 

~ o" Q::I 
" o: 

...... & 

:r:d 

el ! 
t- ! Z a: 
W = I: j 

~ o :t -I: .& .. 
o 

o 
r-------~--------_r--------~------~ 

O~·¡ 08'0 Ot'O OO'~ 
'NIODHOIH 'WDW 

09'¡ 



a: 
t...:t 
....... 
E 
a: 
:z 
....... .. O 

"<!r:~ 

O 
o:: 
o 
....... 
:c 
a: 
N 
o:: 
w 
:::J 
1.1.. 

i 

es: 
~ ... 
es: .... 
ID 
&:1 

'" e 
x: 
es: 
..J 

:z 
&:1 
u 
es: 
D 
es: 
:! 
..J es: 
'" ex 
&:1 
:z 

OS' t 02' t _ 09' o 
'NIOO~OIH 

OV'O 
'tiZ.:I 

o 





~ ..,E I-~ 

-'2.lt! 
x' ""() .. ~ ..... ,.,. 

<I:,.H--.,." 

~I 

a: 
w ...,... 
1: 
a: es: 
Z ~ 
....... ... 

es: 
Cl ... 

"f; 
., 

02 
a::: S 
Cl :c 
....... es: 

...J 

J: :z 
10 
u 

a: es: 
N Cl es: 
a::: ... 
w ;¡¡ 
:::J z: .. 
IJ.. 10 :z 

~ 

-¡¡; .... 
'" .,-o 

~ 

o -. o 

.-__ ~~----~~----~------lo0, 
OS"1 02~ 1 09'0 OV'O 

'I::lZ.:J 
00' cP 'NIOOtlOIH 

o 
M 
M 
m 

Li: 



o 
W 
1-
-.J 
o 
> 
w 
o. 

o 
u 
"-
1: 
el: 
Z .. 
"-u 
CJ~ 
o; 
a:::~ 
DE 
....... '" 
Id 

:z 
08 
1-0 
z~ we:: 
z:ii 
ofi 
z:~ 

·0 
U) 

o 

o 

o 

09 '~l-"";"'~Di:r¡----;;;:-;:;----:--,-____ lg 
I OZ'1 oe'-o 

N 
OV'O oo-¡f' 

• IOOtlOIH 'WOW 



'\1:' 

z 
........ 

o 
(D 

o 
c'"' 

o 
°0 0:::(0 
D' 
........ 0 

:r::: 

a: 
NO 
LL": 

O 

O 
O 

9r.oo 

'~ 

FUERZA HIDRODINAMICA 
NORHALIZROR CON LR HIOROSTATICA 

0.10 

~. 

1-0.50 0.60 

=­-
~,,!i~I<f 

~: 0.15 

¡: .. ~"I O' 
vI: c. ~5 

+t 

'·~G· .t 

Ftg 34 o 

,~ 

',1 



11. --
-o __ w 
A-

....J 
o 

->-
UJ 
o 

o 
-u ...... 

E 
a: 
Z '" ....... u .. -O 

... 
a:;_ 

j:.,?/ O 
... ... 

o:: o 
a:: 

O o 
X 

::I: ...J .... 
:z 

O C> 
u 

1- '" Z o 
a: 

W ~ 
E ...J 

a: 
O lI: 

'" -E '" :z 

l 

Vlr-I-:t= 

~l 

..,...-

1 
! 

t
-o 

.0 
I.f.) 

""+--- ---...... 

o 
~-

o. 

o 

o 

o 
o 

Ó 
w 
(J) 

r---------.---------.---------.---------~ 
09'1 02'[ Og"O 01>"0 oo·cF 

·NIOO~OIH '~JOW 


	Portada 
	Índice 
	I. Antecedentes 
	II. Objetivos
	III. Desarrollo del Modelo Matemático 
	IV. Comprobación del Modelo 
	V. Aplicación a un Estudio Paramétrico 
	Reconocimientos 
	Referencias 
	Figuras 

