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[.,. J, Lo opue1to 

al .C:.nd.C:.v.C:.duo c1tea.t.C:.vo e1 et peda11.te, el ea e.lavo del h4b:C.to, cu 

yo pe111am.C:.e11.tc y compo1t.tamLe11.to dL1cu1t1te11 polt vla1 •lgLda1. 

Su equ.C:.valen.te b.C:.oi6g.C:.co e1 el a11.C:.mal 1upe1te1pec.laU:ado. To-

1'11?.moh, po,\ e.je.mplo, a e..&a. cJt.i.a..tuJt.a e.1tc.a.11.tado.1ta y patf.t-ic.a., c.C. 

~o~ta, que ~e e.~pec.ial.lza en c.~meJt hJjaa de una ua.Jtied~d pa.11.t~ 

cula• de eucat.C:.pto1 y 11ada mda, y que tLene, en lue•• da dedo• 

ga1t1ta1 c.011 apa1t.C:.enc.C:.a de ga1t6.C:.01, .C:.deale1 pa•a colga1t1e de la 

co1tteza de ea.te d1tbol •.. pa!ta nada md1. Atgu1101 de 11ue1.t1toa 

depa.11..tame.11.to.& de. e.nhe.tia.nza. &upe.Jt..i.01t. pa.11.ece.n lrn.be.1t. .&.ido ex.pJte.h~ 

f'll?.nte. d.l.H.11ado h palta c1t..la.JL Roataa. 

Introducción 



El Método Símplex na Ch el úttico métada que. e<.i.&te para 

resolver el problema de la Programación Lineal (P.P.L.J. Cue~ 

ta con algunas deficiencias que raramente se presentan en la 

práctíca. Sin embargo, se continaa trabajando sobre este terna 

confiando en poder contar algún día con un método que supere 

las deficiencias del Simplex y se preste, al mismo tiempo, 

para ser implantado en las computadoras de manera más eficien

te que éste. 

Ya se han conseguido algunas avances. No obstante,no se 

han obtenido resultados por completo satisfactorios. Espere

mos estar al final de la brecha. 

J.P.J. Fau~i<4 habfa ya enfrentado hacia el año de 1826 

un problema de Programaci6n Lineal (P.L.) y Ju9~~i6 su solu

ci6n por el descenso, vértice a v~rtice, hacia un mínimo: es

te principio subyace al Método Símplex desarrollado un siglo 

después. 

Hasta antes de 1947 el trabajo realizado estuvo enfocado 

a la basqueda de condiciones bajo las cuales se resuelve un 

sistema de desigualdades lineales homogéneas. De alguna u 

otra forma, todos aquellos resutlados obtenidos expresan una 

relación entre el sistema original (llamado p4~mal} y otro si~ 

tema (llamado dudl) el cual usa las columnas de la matriz de 

coeficientes original para formar nuevas ecuaciones o desigua! 

dades lineales siguiendo determinadas reglas. 



No fue sino hasta 1939 cuando el matemático soviático 

KaiitoJtov.lch, en su trabajo intitulado "M.athematicals Methds 

in· .the Organization & Planning of Production", reconoció cier 

tas clases importantes de problemas de prcxiucción que tienen es

tructuras matemáticas susceptibles de evaluarse y resolverse 

numáricamente. En dicho trabajo Kantorovich llega a general~ 

zar ciertos problemas equivalentes, matemáticamente, a un pr~ 

blema de P.L. Él esbozo, mediante ejemplos, una manera de s2 

lucionarlos basada en el conocimiento de una. ~otuc..lón úi.i.c.-lal 

pa.'t.a e./. dual {obtenida fácilmente para el tipo de problemas 

que trabaj6), La idea general era que los valores asignados 

a las variables duales (o "multiplicadores de resoluci6n") 

asociados a recursos escasos pueden incrementarse de una mane

ra tal que el exceso se cancela trasladándose a recursos so

brantes. No se di6 ningGn método computacional para este 

tipo específico de problemas de P.L. 

Posteriormente se obtevieron algunos resultados sobre el 

llamado Modelo de T1tan.ipo1t.te. 

Como es bien sabido, es en 19 4 7 cuando G. Va1itz.i9 conci

be el modelo de la P.L. y d~.ia1t1tolla ~t Mltodo Simplex, un rn~ 

todo sistemático para resolverlo y cuya idea central es move~ 

se sobre un poliedro convexo de un vértice a otro, a lo largo 

de la arista que los une, hasta alcanzar uno para el cual se 

obtiene el valor mínimo que toma una función lineal sobre el 

poliedro. 



Algunos años después, C.E. Lem~e descubre y da a conocer 

en su trabajo "The Dual Method o! Solving the Linear Program

ming" el AigoitUmo Vuai-S.impte<, algoritmo que ree:nplaza la 

resolución del problema primal por la de su dual. Dicho al

goritmo requiere, para su aplicaci6n, del conocírniento de una 

solucí6n factible para el problema dual que satisfaga los cr! 

terios de optimalidad del MHodo Simplex y va calculando so

luciones del dual que siempre satisfacen estos criterios y 

nos conducen hacia su solución óptima y, en consecuencia_ a 

la soluci6n 6ptipa del primal debido a las relaciones que 

existen entre ambos problemas. El interás del algoritmo ra

dica en su aplicación a pltoblema& de po&t-optimal.idad. 

Otra idea para resolver el P.P.L. consiste en utiliza~ 

&..:mut.td11eame11te ei pitúnJl y &u dual. El algoritmo de inter6s 

en torna a esta idea es el AlgoJt.l.tmo P-t.lmal-Vual (l\.P-0.) y 

es el objeto ~ e&tudü del. p1teJettte tM.ba ;o. 

El A.P-D. trabaja en esencia con el problema dual" pero 

utiliza, en cada iteración, un .6U.bp.'l.obte.ma. deC. pitimat cuya ºE. 

timación permite mejorar la solución del dual. El ú1te-tlJ de 

e&te algo"ü:mo eJt~ e11 &u apUc.ic.i.dn a pitobleM& con eJtJtuct.'ó 

-ta& paJtt.i.culaJteJ (v.9r., el problema del transporte) en los 

cuales las optimaciones (u optimizaciones como comúnmente se 

dice) de los subprogramas primales tto '<equ.leutt de la apUca.

c-i.ótt de Mltodo S.impl«. 



Se han desarrollado gran cantidad de algoritmos para 

resolver el P.P.L. algunos de los cuales, como los descritos 

en esta introducci6n, han probado su utilidad. 

Para finalizar, y debido a su importancia te6rica, men

cionaremos al /.létodo Ei.i..p~o.i..dal y :.l MUodo P11.oyec:t.i..vo de 

Ka~maka~. El primero de ellos, el método elipsoidal para op

timaci6n convexa, lo adapt6 a la P.L. el matemático soviético 

L.G. Ka~hiyan en 1979, proporcionando un algo~itmo polinomial, 

propiedad con la que no cuentan ninguno de los otros méto-

dos desarrollados, y colocando el P.P.L. en la clase de equi

valencia de los problemas para los que existen algoritmos po

linomiales. El segundo método, el de Karmakar (1984), presc~ 

ta otro algoritmo polinomial que algunos investigadores de

muestran como caso particular de una familia de métodos de 

Newton con barrera y proyectados: otros lo interpretan ade

más corno una generalizaci6n del Método Simplex. Karmakar re

petidamente ha dicho que su m~todo es m~s rápido que el Sim

plex. Desafortunadamente, hasta este momento, el autor de e~ 

te trabajo no tiene noticia de alguien que haya sido ya capaz 

de secundar la opini6n vertida por el matemático hinda N. 

Ka11.makc11t. 

Se puede decir que el Método Simplex, o más bien, algup 

na..& de. t.ut. va1L.la11.te.&, han probado ser las md'.& e.~.ic..le.n.te..& en 

la pll.dctica al resolver un problema general de P.L. del cual 



se conoce una estructura particular susceptible de serle im

plantado un algoritmo más eficiente. Es por esto que resulta 

interesante el estudio sobre la. mane.11.a de implantarlo. 

Si bien es cierto que desde su creaci6n los métodos gen~ 

rales de solución de la P.L. han tenido mucho auge, también 

lo es el desarrollo superlativo que han tenido los métodos 

particulares de soluci6n que en años recientes se han popula

rizado, algunos más, otros menos. 

Entre estos métodos particulares o básicos de solución, 

variantes del Método Simplex, se tienen los métodos "Primal" 

y 11 Primal-Dual". 

La extensión de los métodos generales a ciertos proble

mas de P.L. con una estructura especial, particular, ha dado 

origen, precisamente, a métodos básicos que no son más que e~ 

pecializaciones de los métodos generales de solución, decía

mos, a los problemas de estructura especial. Tal es el caso, 

por ejemplo, de los problemas básicos de redes como 'Ruta más 

Corta', 'Flujo Máximo' y 'Transporte', en otros, que se han 

estudiado y resuelto por m~todos ajenos a la P.L. y que recie~ 

temente se ha probado su equivalencia con los métodos Primales 

y Primales-Duales. 



Por otra parte, la especializaci6n de los métodos Prima

les-Duales a problemas básicos de redes como tal, es, en op~ 

sición a los métodos Primales, menos conocida en la literatu

ra actual. Sólo algunos textos especializados abordan el tema 

de manera más o menos exhaustiva. 

El presente trabajo se ha abocado al estudio del Algo-tümo 

P~imat-Vuat e•pe~iatizado a ~edeo, título del mismo, Preten

de la síntesis y unificación de diversos m~todos de soluci6n 

de problemas de redes, explicados como casos particulares en 

la especializaci6n del Método Primal-Dual. 

El trabajo se compone de dos partes. Cada parte abarca 

dos capítulos. La Parte Uno presenta los conceptos y result~ 

dos más importantes de la P.L. incluyendo los aspectos bási

cos de la Teoría de Dualidad y una descripci6n temprana del 

Algoritmo Primal-Dual (capitulo 1), además, los conceptos bá

sicos de la Teoría de Redes y una descripci6n detallada de 

los problemas clásicos en dicha teoría: los problemas de Tran! 

porte, de Asignación, de Flujo a Costo Mínimo, de Flujo M~ximo 

y de la Ruta más Corta (capitulo 2). La Parte Dos, por su la

do, desarrolla los algoritmos Primales-Duales para cada uno de 

los problemas arriba señalados y para un nuevo problema, el de 

Hitchcock, relacionado con uno de ellas. Presenta (cap!tulo 

3) el Método Primal-Dual como un algoritmo general para resol

ver problemas de P.L., para describir enseguida la especiali-



zaci6n del método a cada uno de los problemas de redes (el 

de Transporte, de Asignaci6n, de Flujo Máximo y de la Ruta 

más corta) e implantar su algoritmo Primal-Dual. La misma 

política se sigue con los problemas de Flujo a Costo M!nimo, 

generaliz~ci6n de todos los problemas antes estudiados, y con 

el problema de !lítchcock (capítulo 4). 

Es oportuno mencionar que este trabajo es de carácter 

anto16gico e intenta ser práctico y útil. Los temas aborda

dos en sus cap!tulos y ap~ndices están autocontenidos. 

Aunque riguroso, el presente trabajo es no formal. Los 

ejemplos presentados después de cada algoritmo le dan su sen

tido práctico. Esto no quiere decir, según el autor, que ha

ya poca seriedad y superficialidad sino, al contrario, que ~e 

pretende que la obra sea didáctica. El autor estS consciente 

de la responsabilidad que implica escribir un trabajo de caras 

ter antológico. Son varios los puntos o temas que merecen es

pecial atenci6n. Esto sugiere que algunos temas se analicen, 

se propongan sus algorit.rnos de soluci6n y se codifiquen, di

chos algoritmos, en algün lenguaje de computadora. 

El autor a9radece al M. en C. Agustín Cano Garc6s la su

gerencia antes mencionada. También agradece, muy espccíalmen-



te, al or. Sergio Fuentes Maya la sugerencia del tema de t~ 

sis y, sobre todo, sus valiosos consejos y palabras de esti

mulo en momentos en que, extenuado por problemas personales 

y por otras ocupaCiones, lleg6 a pensar que ser!a más sensato 

abandonar el proyecto. La devoci6n a la enseñanza y la entr~ 

ga total al trabajo que caracterizan al "DOCTOR" son en ver

dad contagiosas y, francamente, de su amistad el autor ha 

aprendido mucho del dif!cil arte de trabajar incansablemente, 

del placer por el trabajo y "de la vidaº. 

Por último, el autor agradece también el empeño y la 

excelente labor mecanográfica de la sra. Basilisa Arroyo G. 
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C A P I T U l O 1 

PROGIWIACIÓH LINEAL Y TEORÍA DE DUALIDAD 

El ~xito y la popularidad de la P.tog'tttma.o.l61t L~l!eilC (P.L.) 

se deben fundamentalmente por un lado, a su flexibilidad para 

modelar diversas situaciones problern~ticas y por otro lado, 

al desarrollo de sus m~todos generales de solucí6n a problemas 

de 6ptino. Algunas veces la naturaleza misma de los problemas 

los hace f6cilmente expresables como modelos lineales. Sin e~ 

bargo, otras veces se hace necesario reestructurar su plantea

miento o modelo original con el prop6sito de darles una fonna 

lineal. Todo con el fin Gltim'.> de poder "hechar mano• de la teE_ 

JÚa de la P.L. en el an4lisis de esos modelos ya modificados. 

En este primer capítulo se describen los conceptos y re

sultados básicos de la P.L., as! como los resultados básicos 

de la Teoría de Dualidad que requieren los diferentes m~todos 

de soluci6n de la P.L. Se enfatiza, por completez solamente, 

en el Método Simple•,y por su aplicaci6n posterior a problemas 

de redes, en el Método P4lmal-Duat. 

El capitulo se desarrolla como sigue. En la primera sec

ción se define el problema de P.L., mientras que en la segunda 

se presentan las ideas te6ricas fundamentales que subyacen al 

m6todo simplex. En estas dos secciones se exponen las defini

ciones y la notación manejadas a lo largo de todo el trabajo. 

1 2 



En la tercera sección se define el p.toblema. duat asociado a un 

problema de P.L. dado y se da la manera mecánica de obtenerlo. 

También se presentan los teoremas de Ouatidad y de Hotgu~a Ca~ 

pleme.11.ta.1ti.a. que caracterizan la solucil5n óptima de los proble

~as lineales duales y al final se describe el método primal

dual. Varios ejemplos que ilustran éste método se presentan en 

la cuarta y aitirna secci6n. 

J 3 



1.1 EL PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN LINEAL. 

Un Piloblema de P!logilamaci6tt L.i.neal (P.P.L.) es un probl~ 

rna de optimizaci6n (de dimensión finita) en el que la funci6n 

objetivo y las restricciones están especificadas por funcio

nes lineales. Las restricciones consisten de igualdades y/o 

desigualdades en las mismas variables. La forma de estas re~ 

tricciones puede cambiar de un problema a otro, pero euat-

qu.i.e!l P.P.L. podrá 11.educ.i.11.H siempre a la Fo!Lma E~t<f11da11.: 

sujeto a 

(1) 

donde las ªij • s, bi 1 s y cj 1 s son na.meros reales 6.lf o!J y las 

x
1 

• s son nG.meros reales poll de..te11.mú1a1t. {Asumimos que cada 

ecuaci6n ha sido multiplicada por -1, en caso necesario, para 

que cada bi sea no negativa.) 

La forma estándar reescrita matricialmente, quedaria asi: 

1 4 



sujeta a 

b 

X > 0 

donde x = Cx1 , ••• ,xnJt es un vector columna n-dimensional, el 

vecto~ de .co4to~ et= (c1 , •.• ,en) es un vector filan-dimen

sional, b = (b1 , ••. ,bm)t es un vector columna m-dimensional y 

A = (aijJ es la matriz de coeficientes, de orden rnxn. (x > O 

siqníf ica que cada una de las n componentes del vector x es 

no negativa~) 

Veamos algunos ejemplos de problemas lineales converti

dos a la forma estándar. 

Ejemplo l. Consideremos el problema 

sujeta a 

1 s 



En este caso el espacio de restricciones está determinado por 

las m desigualdades lineales, además de las xí's ~O (i=l, ... 

•• ,n), Al sumar la variable yi ~O al lado izquierdo de la 

i-~sima desigualdad (i=l, ... ,m}, el problema quedaria expre

sado en forma estándar como: 

sujeta a 

a ml"l + ªm2"2 + ••• + ªmnxn + Ym bm 

xl ~ o, x2 ~ o, ... , X > o n-

Y1 .! o, Y2 .! o, .... ' y > m- º· 
Las nuevas variables no negativas y1 , introducidas para tran~ 

formar las m desigualdades en igualdades, son llamadas va.t.la

ble~ de hG!gc.tJta. Tenemos ahora n+m variables: x1 , x2 , ... , xn, 

y 1 , y2 , ... ,ym. La nueva matriz de orden rn x (n+m) que descri 

be las, ahora, restricciones de igualdad, es de la forma [A,IJ. 

lo cual indica que sus columnas pueden "partirse" (o partici_2 

narse) en dos conjuntos: el primer conjunto con las n colum

nas de la matriz A y el segundo, que formaría la matriz 
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identidad mxm, con las m columnas restantes. 

Eje.molo 2. Si en el ejemplo 1 las desigualdades estuvieran 

en sentido contrario, es decir, si tuviéramos ai 1x1 + ai2x2 + 

+ .•• ~ ªinxn ! bi (i l, ••• ,m), restaríamos ahora al lado iz

quierdo la variable yí ~ O. Las igualdades resultantes qued~ 

r1an de la forma ªilxl + ai2x 2 +., .+ ªinxn - yi = bi' Las v~ 

riables no negativas yi son llamadas, en este caso, va~iabiel 

de c<ce~c. 

Ejemplo 3. Si un P.P.L. se da en forma estándar, excepto Pº! 

que una o más de sus variables son ng restringidas, el probl~ 

ma puede transformarse a la forma estándar usando dos técnicas 

simples. Para describir la primera supongamos que en (1) la 

restricción x1 ~ O por ejemplo, no se presenta. Esto querría 

decir que x1 es libre -tiene libertad- de tomar cualqule4 va~ 

lo~, sea este positivo o negativo. Podemos escribir entonces 

en donde u1 ~ O y v1 ~ O. As1 pues, sustituyendo u1 - v1 por 

x1 en {l), la linealidad de las restricciones se conserva y 

todas las varibles ahora involucradas .son no negativas. Ob

servamos que en este caso se agrega una variable más por ca

da variable libre y en consecuencia, se está en un espacio de 

dimensi6n mayor que para el problema original. El problema 

se expresa en términos de las n+l variables u 1 ,v1 ,x2 , ••• ,x0 • 
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Aunque con esta t~cnica se introduce cierto grado de redunda~ 

cia en el sentido de que el valor de x1 no estaría un!vocameD 

te determinado por u1 y v1 en {3), no cambiaría, de ninguna m2 

nera, la solución del método simplex. 

Por otra parte, la segunda técnica para convertir el pr2 

blema a la forma estándar cuando x1 es no restringida consis

te en eliminar x1 junto con ~ de las m restricciones con 

coeficiente diferente de cero para x 1. Supongamos que se tr2 

ta de la i-6sima restricción: 

(4) 

con ªil f O. Entonces x1 puede expresarse como una combina

ción lineal de las demás variables, más una constante. Si e~ 

ta expresi6n se sustituye por x1 en (1), tendremos un nuevo 

problema exactamente de la misma forma pero expresado sólo en 

términos de las variables x
2

, x3 , •.. ,x
0

• Ad~~ás, la i-ésima 

ecuación {4) utilizada para determinar x1 es idénticamente e~ 

ro y, por ende, puede eliminarse. AGn cuando no lo parezca, 

este esquema de sustitución es v~lido debido a que cualquier 

combinaci6n de las variables no negativas x2, x 3 , ..• ,xn deja 

a x 1 factible en (4) ya que x1 es no restringida. Con esta 

simplificación obtenemos un programa lineal en forma estándar 

en una variable y en una restricción menos: n-1 variables y 

m-1 restricciones. El valor de la variable x1 puede determi

narse despu~s de su soluci6n a trav~s de (4), 
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1.2 EL M~TODO SlMPLEX, 

El l!Hodo SWiple>. es un procedimiento claro y sencillo da

do por George Dantzig en 1947 para hallar una soluci6n óptima 

al P. P.L. (2). Este método, en lugar de "probar" todos los 

puntos extremos (todas las soluciones factibles b~sicas) de la 

re9i6n de factibilidad, inicia con un punto extremo cualquiera 

(e.g~, el m~s accesible co~putacionalmente) y pasa.mediante 

transformaciones elementales de f~cil control, a otros puntos 

extremos mci6 eé.lc.ientc.~ desde el punto de vista de la optimíz~ 

ci6n deseada. En nuestro caso, tratar!amos de ir decrementan

do el valor de la función objetivo en {2} hasta alcanzar el 

mínimo. 

1.2.l SOLUCIONES~ 

Un vector que satisface Ax ; b y x ~ O en (2) se llama 

4o!uc.lón 60.ctüe~, y una soluci6n factible de costo mfoimo se 

llama 4oluci6n 6ptimo.. Al conjunto {x&JR 1 Ax = b, x ~ O} se 

le llama ~eg~~n 6actibte y es un conjunto convexo (ver Apénd1 

ce A). 

Un sistema A'x ~ b 1 se dice que es equivalente al sistema 

(o conjunto de igualdades) Ax = b si sus conjuntos soluci6n 

son iguales. El m~todo simplex adapta la teor!a clásica al t~ 

mar en cuenta las restricciones de no negatividad x ~ O y al 

seleccionar una solucí6n de costo m!nimo de entre las solucio

nes factibles. 
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Sea B una submatriz no singular de la matriz de coef icie~ 

tes A: sin pérdida de generalidad, podemos asumir que hemos 

reordenado las columnas de A {algunas veces llamadas actiuida-

deh) de tal manera que A= (B,N). La matriz B se llama baH. 

Sea el vector x particionado de manera similar como x=(x
8

,xN}; 

las varibles xB se llaman uañiableh báhicah y las xN ua~ia

ble.h no-bd.hica~. Una caracterización de las soluciones del 

sistema Ax = b (o, equivalentemente, Bx8 + NxN = b) está dado 

por los vectores (x8 , XN) en "Jff, donde xN es cualquier vector 

en lR n-m y 

(5) 

Con esta notación tenemos: 

Definici6n. La soluci6n tx0 , xN) = (B-1b,O} recibe el nombre 

de hOlucL6n b~hica lo holucl6n 6actlble b~hica} (abreviando: 

s.f.b}. 

Debe ser claro que una s.f.b. es anica ya que Bes una matriz 

no singular. Una base B se llama bahe 6actible si B-lb ~ o. 

Definición. Decimos que una s.f.b. es degene.Jr.ada si una o m~s 

componentes ¡;i del vector b = B-lb son cero. Si todas las co~ 

ponentes b. son positivas entonces 
1 

la s.f.b. es "º degeneuda. 

Se hace necesario estudiar detalladamente el proceso me

diante el cual Ax = b se transforma, mediante una base inversa, 

a la forma equivalente (5). Específicamente, deseamos estmiar 
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las operaciones elementales por medio de las cUales el siste-

ma de igualdades original 

m 
Í a.·". 

j=l 1) ) 
li=l,2, ••• ,m) 

se ~ransforma al sistema (de igualdades) bdJlco 

n 
"i + ¡: ¡;. ·" 

j=m+l 'l J 
(i=l,2, •.• ,m) 

(6) 

(7) 

Las aij's son elementos de la matriz B-lN de orden m x (n-m) 

y las bi•s son elementos del vector m-dirnensional e-1b. 

La transformación de (6) a (7) puede llevarse a cabo por 

una serie ope~acloneh pivote, las cuales definirnos enseguida. 

Definición. Una ope~acldtt pivote sobre un sistema lineal ca~ 

siste de ~ operaciones elementales que transforman el sistema 

a uno equivalente en el que una determinada variable tiene 

coeficiente 1 1 1 en una ecuaci6n y 1 0' en las dem~s. Las ope-

raciones especificadas son: 

l. Seleccionar un t~rmino ªrs +O en el sistema (6). 

Este término se llama pivote. 

2. Reemplazar la ecuaci6n r por la ecuación r multi-

plicada por (l/arsl· 

3. Para i=l,2, .•• ,m, excepto para i=r, reemplazar la 

ecuaci6n i por la suma de la ecuaci6n i y la ecu~ 

ci6n reemplazada r multiplicada por (-a15 J. 



La transforma·ci6n de (6) al sistema btlsico (7) se lleva 

a cabo mediante una secuencia de m pivotes. El primer pivo-

te puede ser cualquier ªrs f O. Oespu~s de que se han cornpl~ 

tado las primeras operaciones pivote, se selecciona el segun-

do pivote usando un elemento diferente de cero de cualquier 

ecuaci6n, excepto la r; digamos la ecuación r 1 • Después de 

que se ha completado la segunda operación pivote se seleccio

na el tercer pivote de cualquier ecuación del sistema resul

tante, excepto lar y la r 1 • La operación pivote general es 

id~ntica al pivote elegido de las ecuaciones que no correspo~ 

den a las ecuaciones seleccionadas previamente. Por sirnplic! 

dad, supondremos en este momento que se lleg6 a (7) sin inteE 

cambiar filas o columnas. 

Una pll.opüdad óu11damental del mUodo J.ünplex rn la t.•a11;1_ 

6011.mac..i.6'n de u.ti .6.lhtema. bd'.&-l.co a. o.t.1to, que es el resultado de 

reemplazar una variable básica por una no básica. Esto se 

lleva a cabo seleccionando cualquier elemento ªrs f O en (7) 

y pivoteándolo. El resultado es 

(-a. 6 l n ( 
'" +~ + r ª·j 1 ¡¡ r j=mtl 1 

rs j'fs 

¡¡ ¡; 
-...< - l - r -- _:.¿a x. = b. - - a. 
ars is J J ars 15 

(i=l, •.. ,r-1, 

r+l, ••• ,m} 
(8) 

_!....X 
n ¡¡ ¡; 

+ r _ti X. + xs =~ (i=rl 
- r - J 
ªrs j=m+l a rs ªrs 
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La soluci6n básica indicada que se obtiene al hacer cero las 

variables no b~sicas en (8 > es 

¡; 

"· b. - ...L a. 
i i ¡; is ti=l, •.• , r-1, r+l, •.• ,m) 

rs (9) 

¡;r 
"s = 

ªrs 

Para ver que ~sta operaci6n pivote es equivalente a sus

tituir la columna ªs por la columna ªr en la base, sean 

y 

Podernos verificar fácilmente que 

(10) 

donde 



1 

1 

1 
-ar-1,s 

a rs 

E= _j_ 

ª rs 

-ar+l,s 
1 

a rs 

1 

La columna no unitaria de E es la columna r. En particular, 

(10) se sigue de verificar E B~ 1 ªi = ei para i=l, ••• ,r-1, 

r+l, ••• ,m, y EB~1a 5 = er donde ei es el i-~simo vector unita

rio en~. 



Para completar el argumento notemos que (7) puede expre-

sarse como 

y (8) como 

que se puede verificar por cálculos directos. As! pues, ya 

que s¡1 = EB01, el pivotear sobre ªrs en (71 para obtener (8) es 

equivalente a cambiar la representación de AX b con respecto 

a la base a0 a una con respecto a la base a 1 . 

1.2.2 CONDICIONES DE OPTIMALIDAO 1 ALGORITMO SIMPLEX. 

Sea el vector e particionado como (c8 , cN) de acuerdo con 

el vector x = (x8 , xN). El resultado que sigue es una prueba 

de optimalidad de la s.f.b. 

~- Una s.f.b. (XB' XN} = (B-1b, O} para el P.P.L. (2} es 

una ~oluci6n de cohto m~nimo si 

(ll} 

~· Usamos (5} para sustituir las variables básicas en la 

funci6n objetivo: 



El costo de la s.f.b. con xN =O es c5s-1b. 

entonces ex~ c 8s-1b para cualquier soluci6n factible (x8 ,xN) •• 

El lema l nos da una condici6n suficiente para la optima-

lidad de una s.f.b. Los coeficientes 

(j=l, ... ,n) 

se llaman co e.6..i.cie.~1.te.& de. c.o.6.to 1t.e.duc..i.dCJ J notemos que el coe

ficiente de costo reducido de una variable básica es O ya que 

-1 B aj es simplemente un vector unitario que selecciona el co~ 

ficiente cj del vector c8 • Si definimos el vector m-dimensi2 

nal u= c 8 B- 1 , entonces cada coeficiente de costo reducido cj 

se deri:a del coeficiente de costo original cj restando la ºªE 
tidad 1 ~ 1 uiaij*. 

Si se tiene la condición (11), queda indicada una solu

ción factible con costo m!nimo. De manera específica, habrá 

que suponer que la s.f.b. (x5 ,xN) = (B- 1b,O) tiene la propie-

dad de que es < para alguna actividad no básica a
6

• 

Lema 2. Si para un sistema factible básico hay una variable 

no b~sica xs con las propiedades es < y ais 2 O para i=l,2, 

••• ,m, entonces la funci6n objetivo del P.P.L (2) puede irse 

a -~ 

~· De (7) tenemos la siguiente relación entre las varia

bles básicas dependientes xi y las variables l:ásicas inde¡:endi.entes xs: 

• En F.conan!a, a los núrreros ui se les llama P11.eclo~ Sombita. 
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(i=l, ••• ,m) 

Si áis 2 O para toda i, entonces x
5 

puede incrementarse sin 

límite desde cero y la xi permanecerá no negativa ya que Cs<O, 

la funci6n objetivo z = cBB-lb + csxs se va a -= cuando xs se 

va a + =. • 

~· Si, para un sistema factible básico no degenerado hay 

una variable no básica xs con es < o y ªis > o para alguna i, 

entonces puede construirse una nueva s.f .b. con costo estric-

tamente menor de la función objetivo. 

Prueba. La nueva soluci6n con valor menor se construye incr~ 

mentando x
5 

tanto como sea posible y manteniendo la factibili 

dad, esto es, manteniendo xi = bi - aisxs ~ o para toda i. 

Esto se lleva a cabo haciendo xs 05, donde 

5. ¡; 
0 min _1 _ _!;_ > o (12) s - a. ¡; 

ªis> O is rs 

Por la hipótesis de no degeneración, bi >O para toda i. De 

aqui se sigue que 0
5 

>O y la función objetivo tiene un decre

mento estricto en el valor (-Cs)0
5 

>O. 

La nueva soluci6n obtenida es b~sica. En efecto, esto es 

cierto ya que la variable no básica xs' por como se eligió 05 , 

se ha sustituido en la base por la variable básica xr. 
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Específicamente hablando, la nueva soluci6n es: 

j 
xi 

;¡ 
r 

b. 
l 

o 

- a. 
is 

0 s 

b 
-..L. - (i=l,2, ••• ,r-1, r+l, ••• ,m) 

ªrs 

(j=m+l, •.• ,s-1,s+l, ••• ,n) 

Esta solución es precisamente la Qnica s.f.b. (9) que resul

tar!a si pivoteamos sobre ªrs en el sistema básico (7) •• 

Resumamos enseguida el m~todo simplex indicado por los 

lemas 1, 2 y 3 anteriores; el Algoritmo Sinf>le:x.* quedaría as!':: 10 

Paso l. Determine si hay una actividad no básica aj en un 

sistema factible básico con coeficiente de costo 

reducido cj < o. 

~· Si todo cj _:: O, pare¡ la s. f.b. es 6ptirna [por el 

lema l). 

~· Si la s.f.b. no satisface las condiciones de optima

lidad, seleccione una actividad no básica a
5 

tal que 

es < o, por ejemplo, 

*Es rosb.Dnbre llamar al{¡o4ltmo h.implex a la tú!qUD]a del 6ptino a ¡:artir de 
una soluci6n Malea factible y llil!Br MUodo A.imple.< a la aplicaci6n se;
cuencial del alcpritnD siJtt>lex. 



min cj < o ( 13) 

L~ actividad a
5 

deberá entrar a la base. 

~· Si ais~ OÚ==1,2, ... ,m) entonces el costo de la funci6n 

objetivo es -~ {el problema es no acotado) !por el 

lema 2 l y el rn~todo termina. De otra manera, deter

mine la actividad ªr que será reemplazada por la ac

tividad a
5 

por medio de la regla 

¡; b. 

" ; _;;__ min -L 
s 

ªrs ªis >O ªis 

~· Pivotee sobre el t~rtnino ars dando lugar a una nueva 

s.f.b., la cual, salvo degeneraci6n, tendr~ un costo 

menor de la función objetivo [de acuerdo al lema 3]. 

Regrese al p•~ e 2. 

1.2. 3, DETERMINAClON ~ ~ ~ ~ ~· 

~· Empezando con una s.f.b. no degenerada y asumiendo 

la no degeneración en cada iteración, el algoritmo simplex, en 

un nllmero finito de iteraciones, o {l) descubrirá que el costo 

de la función objetivo puede irse a -~, o (2) terminará con 

una s.f.b. óptima, 
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Prueba. Si el algoritmo simplex no termina en un narnero fini

to de iteraciones es necesario repetir alguna s.f.b. ya que el 

nG.mero de bases distintas es finito. Una cota superior para 

éste na.mero es (~). Como las soluciones b~sicas son 6nicas, 

la repetición implicaría que la funci6n objetivo tiene el mi~ 

mo costo al comienzo de dos diferentes iteraciones. Pero es-

to es imposible por el lema 3 (de la subsección anterior) y 

por nuestra suposición de no degeneración .• 

Consideremos brevemente la, as! llamada, fase uno del 

procedimiento de la P.L. para encontrar..!:!..!!!! s.f.b. inicial p~ 

ra (2)*. Sin p6rdida de generalidad podemos suponer, como 

ya lo hemos señalado al principio de esta sección, que el vec

tor columna b del lado derecho en (2) es no negativo. La fase 

uno del procedimiento consiste en la introducción de un vector 

W ro-dimensional de vectores artificiales y de la soluci6n del 

P.P.L. 

sujeta a 

min $ 
m r w. 

i=l 1 

A + I = b X W 

x>O,w>O 

(14) 

* Este procedimiento recibe el nombre de "Metodo de Dos Fases" 
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Claramente, el P.P.L. (2) tiene una soluci6n factible si y 

s6lo si el valor m!nimo de la funci6n objetivo del problema 

(l4) es cero. 

La s.f.b. inicial para (14) es w • b, x •O y el método 

simplex procede como antes se describió. Si el valor m1nimo 

de la fuhci6n objetivo en la fase uno es cero, entonces tene-

nemas una s.f.b. x ~ O, w ~ O para Ax + Iw 

decir, una solución factible x > O para Ax 

b con w = o, es 

b. Sin ninguna 

de las variables artificiales permanece en la base en este 

punto, tendremos el comienzo de la s.f.b. deseada. En este 

caso la fase dos del procedimiento para encontrar una solu

ci6n Optima al problema original (2) se inicia simplemente s~ 

primiendo las w1 ,
5 

y reinstalando la función objetivo ctx. 

Sin una o más de las w1 ,
5 

están en la base de la fase uno de 

optimalidad con Q =O, es necesario entonces garantizar que~ 

permanece id~nticamente igual a cero durante la fase dos cua~ 

do la función objetivo ctx ya se reinstaló. El paso correcto 

se hace evidente si consideramos la fase uno de optimalidad 

de la funci6n objetivo caro una función de las variables 

donde dj y fi son los coeficientes de costo reducido de la f~ 

se uno y son iguales a cero para las variables xj y wi, que 

son básicas. Ya que se obtuvo la fase uno de optimalidad, 
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todas las dj 's fi's son no negativas. Así, si ~uprimimos 

de la fase dos del problema todas las variables xj con dj > O 

y todas las variables no básicas wi, entonces la función ob

jetivo de la fase uno permanece idénticamente igual a cero a 

lo largo de la fase dos. 

La experiencia computacional nos indica que el nGmero 

total de iteraciones en las fases uno y dos es una funci6n 

lineal del número de filas: aproximadamente 2m iteraciones 

para un problema típico, no obstante la magnitud de m y n. 

En el Ap~ndice a. se describe la diferencia entre el Algori! 

mo y el M~todo Simplex. 
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l. 3 DUAL! DAD 

Con la idea de resolver un P. P.L., en esta secci6n formu

lamos, con los mismos datos del problema original, un ~ P. 

P,L, (llamado P!Lobeema Vuat (VJ). Resolviendo el problema dual 

(D) es posible obtener soluciones del P!Loblema PIL.imal(PJ. 

Desarrollamos, además, algunas propiedades importantes del 

modelo dual. 

l. 3.1 PROBLEl-\AS ~ ~ 

Asociado a todo P. P.L. existe su correspondiente P.P.L. 

dual. Ambos problemas se construyen con los mismos coeficien

tes de costo y las mismas restricciones, pero con la diferen

cia de que si uro de ellos es de minimizaci6n (maximizaci6n) el 

otro lo será de maximizaci6n (minimizaci6n). Si los valores 

óptimos de las funciones objetivo correspondientes son finitos, 

entonces coinciden. Las variables de (D} pueden interpretarse 

como precios asociados con las restricciones de (P) y v!a esta 

asociaci6n, es posible dar una interpretaci6n econ6mica al pr2 

blema dual. 

Definimos la dualidad a través del par de problemas: 
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PJt..lmal (PI: Oual (11): 

min ctx max \ tb 

s .. a. Ax b s.a. \ tA ~ et (15) 

X > > o 

Aqui A es una matriz de orden mxn, x es un vector columna.n-di 

mensional, b es un vector columna m-dimensional, et es un vec

tor fila o-dimensional y\ tes un vector fila m-dimensional. 

El vector x es la variable del problema primal (P) y \ del pr~ 

blema dual (D) (s.a. significa "sujeta a".) 

Al formato (15) se le conoce como 6o4ma 6imlt4ica (o ío4-

ma c.an6n.ic.a} de dua.t.ldad. Esta puede usarse para definir el 

dual de un P.P.L. Es importante observar que (P) y (D) pueden 

invertirse mutuamente, es decir, al estudiar en detalle el pr2 

ceso mediante el cual se obtiene (O) de (P) (intercambiando el 

vector de costos por el de restricciones, trasponiendo la ma-

triz de coeficientes, invirtiendo el sentido de las desiguald~ 

des y cambiando la minimizaci6n por la maxirnizaci6n} vemos que 

el mismo proceso aplicado a (D) da (P). De otra manera: si el 

dual se transforma multiplicando la funci6n objetivo y las re~ 

tricciones por una unidad negativa, entonces tendrá la estruc-

tura del primal (expresado en términos de A) y su correspon-

diente dual ser!a equivalente al primal original. 

•Otros autores escriben (D) a:m>: max b\, s.a.At~~ e CXlll~ > O 



El dual de cualquier P.P.L. se puede obtener convirtién

dolo primeramente a la forma (P) de (15). As1 por ejemplo, 

el P.P.L. 

puede reescribirse como 

min ctx 

s.a. AX = b 

X > 

-Ax .::-b 
X > 0 

que tiene la forma (P) de (15), con la matriz de coeficientes 

Haciendo uso del vector dual particionado corno [u,v}, su 

dual (0} ser1a 

max utb - vtb 

s.a. utA - vtA ~ 
t c 

u .:: 
V .:: o . 

Ahora, haciendo X. = u - v, se puede simplificar la representa

ci6n del problema (D}, obteniéndose ast el par de problemas: 
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PJL.lmal: 

s.a. Ax b 

X > 

Vual: 

max l. tb 

s.a.I. tA < é 
>. .!!9. restringida 

(16) 

Esta es la 601tma a~.i.m~.t1t.i.ca (o 60.\ma u.tdnd<vd de dualidad. 

En general, si algunas de las desigualdades lineales en 

el problema (P} de (15) se cambian a igualdades, las componen

tes correspondientes de X en (D) se convierten en va.1t..lable..s L.i..

b~e~. Si algunas de las componentes de x en (P) son variables 

libres, entonces las desigualdades correspondientes '. tA ~ et 

se cambian a igualdades en (D). Estas no son reglas arbitra-

rías sino consecuencia directa de la definici6n (15) de las 

equivalencias entre los P.P.L •• 

Ejemplo 4. (H p1toblema de la V.le.tal. Este problema lo plan

teó un dietista al tratar de seleccionar una combinación de 

alimentos con ciertos requerimientos nutricionales, a~ 

m!nimo. El problema planteado tiene la forma 

min éx 
a.a. Ax > b 

X~ 0 

por lo que cae en el formato (P) de (15). Una interpretaci6n 

de su dual ser!a la siguiente. Imagine que una compañía farro~ 

ceGtica que produce cápsulas que contienen cada uno de los nu-
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trientes considerados por el dietista. Dicha compañ!a trata 

de convencer al dietista de comprar las pastillas, y suplir 

as! a los nutrientes, en vez de comprar varios alimentos. El 

problema al que se enfrenta la compañ!a es el de determinar 

los precios -por unidad positiva- de los nutrientes, as! como 

el de maximizar los ingresos a la vez que compite con los alim 

tos. Para poder competir con los alimentos, el costo por uni-

dad del alimento sintético i no debe exceder a ci, el precio 

del alimento natural en el mercado. As! pues, denotando por 

ai al i-ésimo alimento, la compañ!a debe cumplir con que 

A tªi ~ ºi para cada i. Esto equivale matricialmente a que 

\ tA _: et. Debido a que se comprarán bj unidades del j-l!simo 

nutriente, el problema del farmaceGtico queda corno: 

que es el problema dual (O) . 

1.3.2. TEOREMAS Q! ~ l'. ~COMPLEMENTARIA. 

Consideremos el problema primal (P) en forma estándar 

s.a. Ax. = b (17) 
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y su correspondiente dual (O). 

~ restringida. 

Recordemos que la matriz A no necesariamente es de rango com-

pleto, esto es, puede suceder que r{A) < m. Pues bien, el si

guiente lema nos da una relaci6n importante entre los dos pro

blemas duales anteriores. Veamos. 

Lema. !Dualidad d~b.i.t de la P. ll. Si x y\ son soluciones 

factibles para (17) y (18} respectivamente, entonces ctx 2:. \ tb. 

~· Como x y \ son soluciones factibles en (17) y 118) 

respectívamente, Ax= b, x ~O y XtA ~et. Multiplicando am

bos lados de Ax = b por\ t, obtenemos\ tAX = \ tb. De manera 

similar, si multiplicamos ambos lados de\ tA ~ et por el vec

tor no negativo x, obtenemos \ tAX ;. ctx. Combinando ambos re

sultados se llega a h tb = >. tAx ~ ctx .• 

El lema anterior nos proporciona un nuevo mecanismo para pro-

bar la optimalidad. En efecto, nos señala que cualquier vec-

tor factible de cada uno de los problemas (17) y (18) nos da 

una cota del valor del otro problema: los valores (objetivo) 

asociados al problema primal son "más grandes 11 que los valores 

asociados al dual. Ahora, como el problema primal busca el m! 

nimo y el dual el m~ximo, cada uno intenta alcanzar al otro. 
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Por ello tenemos el corolario que sigue: 

Corolario. Si x
0 

y A 
0 

son soluciones factibles para (17) y 

(18) respectivamente, y ctx
0 

= \ ~b, entonces x 0 y\ 0 son 6p

timos en (PJ y (DJ, respectivamente. 

~· Por supuesto, es inmediato del lema anterior. 

El corolario nos muestra que si puede encon~rarse un par de 

vectores factible para los que el problema primal y el dual 

tengan valores objetivo iguales, entonces ambos vectores ~on 

6ptimos. Es interesante observar por otra parte, que aunque 

el algoritmo simplex no hace uso de este resultado para pro-

bar la optimalidad, al encontrar una s.f. b. 6ptima X = ("¡¡,XN) = 

=(B- 1 ,0) ~O produce, simultáneamente, una soluci6n 6ptima 

dual A con ctx = \ tb. En realidad, l.. es c8 s-1 , como se po

dr!a probar. 

El siguiente teorema (~fuerte de la P.L.) dice 

que cuando existan soluciones factibles para los problemas 

(17) y (18) , se obtendrán la soluciones del corolario anterior. 

En ese sentido, el resultado es más general. Aunque el teore

ma se puede probar de manera constructiva haciendo uno del al

goritmo simplex, daremos una demostraci6n alternativa basada 

en el argumento de separaci6n, por un hiperplano,do conjuntos 

convexos. Veamos. 



Teo~emd de Vudtiddd de la P.L. Si alguno de los problemas 

(17) o (18) tiene una soluci6n óptima finita, lo mismo sucede 

con el otro problema y, ade.rn~s, los correspondientes valores 

de sus funciones objetivo son iguales. Si uno de los proble-

mas tiene un valor objetivo no acotado, el otro no tiene solu-

ci6n factible. 

~· Notemos en primera instancia que la segunda afirma

ci6n del teorema es consecuencia inmediata del lema de duali-

dad débil. En efecto, si el primal es no acotado y l. es una 

soluci6n factible del dual, se debe tener que\ tb,:: -M para M 

arbitrariamente grande, lo cual es imposible. Notemos ahora 

que aunque el primal y el dual no estén escritos en forma si

métrica es suficiente, al probar la primera afirmaci6n,asu-

mir que el primal tiene una soluci6n 6ptima finita, y mostrar 

as1, que el dual tiene una solución con exactamente el mismo 

valor. Esto se sigue del hecho que cualquier problema puede 

convertirse a la forma est~ndar y de que tanto el primal como 

el dual son, de alguna manera, inversos. 

Bien, supongamos ahora que (171 tiene una solución óptima 

finita con valor z0 . Definamos en el espacio Ef!+l, al conjun

to convexo 

C ; { (r,w) j r ; tz0 - ctx, W ; tb - Ax, X.:: O, t.:'._ 0) 

y verifiquemos que se trata de un cono convexo cerrado. Para 



ello observamos que el punto 11,0) no está en C: si w = t 0b -

-Axo = o con to > o y XO ) o, entonces X = x0tt0 es factible 

para 117) y rtt0 zo - ctx 5. O, lo cual significa que r < o. 

Si w = - Axº = o !siendo t = O) con x .?. o y ctx 0 = - 1, y si o 

x es cualquier soluci6n factible para (17) , entonces x + yx
0 

es factible para ) ~ O y da arbitrariamente valores objetivo 

pequeños conforme y crece. Esto contradice al hecho de que 

existe un 6ptimo finito, por lo que concluimos que x0 !!.2. exi~ 

te¡ por tanto, 11,0ltc. 

Una vez sabiendo que e es un conjunto convexo cerrado, P2 

demos asegurar (ver teorema, Ap~ndice A) que hay un hiperpla

no separante entre e y punto {l,O}. De este modo, existe un 

vector (s,A )c~+l diferente de cero y una constante e de mane-

ra que 

s < c = 1nf ( sr + ~ tw 1 ( r, w) <C) • 

Ahora, como C es un cono, e~ o. Si hubiera un (r,w)cC tal 

que sr + >.. w < o, entonces y (r ,w), para y grande, podr:!a violar 

la desigualdad del hiperplano. Por otro lado, puesto que 

(O,O)&C, debemos tener que e ~ O, De esta manera c = O y con

secuentemente, s < O, por lo que, sin p~rdida de generalidad, 

podemos asumir que s =-1. 

Hasta este momento hemos establecido la existencia de 

\ oE"' de tal suerte que -r + >- tw .?_ O para todo (r,w) oc. De 
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manera equivalente, haciendo uso de la definici6n de e, se 

tiene que (c - < tA)x - tz0 + t \ tb ~ para toda x > o y to-

da t ~ o. Poniendo t = o, xtA < 
t lo que señala que\ es - c 

factible para el dual. Poniendo X = o y t = 1, "tb ~ 'o' lo 

cual, por el lema de dualidad débil y el corolario anlerior, 

mostramos finalmente que \ es 6ptimo para el dual.• 

Una manera de probar la optimalidad de x (y la de \ J es 

ver que ctx = .\ tb; esto, hechando mano del lema de dualidad 

d~bil y de su corolario. Sin embargo, hay otra manera comple

tamente equivalente de probarla conocida como ltolgu11..a. compie

mentaJt..ia. y que es particularmente Gtil en el diseño de otros 

algoritmos para resolver P.P.L. D1 lugar de verificar que ctx 

~ tb vale, podemos reemplazar b por l\x (ya que x es factible 

¿ano?) para obtener ctx ::: .\ (Ax) o, de manera equivalente, 

(et - .\ tA) x = O. Esto es entonces una tercera forma de pro-

bar la optimalidad. Enseguida establecemos este resultado de 

una forma un poco diferente, como lo muestran los dos teoremas 

alternativos que siguent 

~· (de llolguJta Complemen.ta-'l..ia / 6oJtma a4.(.m€.t11..i.ca). 

Sean x y .l. soluciones factibles para los problemas primal y 

dual en (16), respectivamente. Una condici6n necesaria y sufí-

ciente para que ambas sean soluciones 6ptimas es que, para toda 

i, 
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l) xi > o implica que \ tªi = c. 
l 

2) X. = o es implicado por\ tªi < e. 
l l 

~· Si las condiciones establecidas se cumplen, entonces 

O. Así pues, ctx == \ tb y por el corolario del 

lema d~bil de dualidad, las dos soluciones son óptimas. Reci 

procamente, si las dos soluciones son 6ptimas, se cumple, por 

el teorema de dualidad, que ctx 

Puesto que cada componente de x es no negativa y cada componeE 

te de et - \ tA es ~ positiva, las condiciones 1) y 2) se 

cumplen.• 

Como se dijo antes, una presentación alternativa de este 

resultado -para el caso de problemas lineales duales-, se tiene 

a continuaci6n. 

~. !de Holgt.<1r.a Complementa1r..la / 601r.ma ~~mU1r.ü:a). 

Sean x y \ soluciones factibles para los problemas primal y 

dual en (15), respectivamente. Una condici6n necesaria y su-

ficiente para que ambas sean soluciones 6ptimas es que, para 

toda i y toda j , 
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1) xl > implica que \ tªi c. 
1 

2) xi es implicado por \ tªi < ci 

3) 'j > o implica que ajx bj 

4) \ . = o 
J 

es implicado por ajx > bj 

donde aj es el j-4simo renglón de A. 

~· Supongamos que x y\ son soluciones factibles de (P) 

y ID), respectivamente. Sean también a = \ t IAx-b) ~ O y 

1é - >. tAlx ~ O. Por las condiciones l) y 21, 

las condiciones 3} y 4), o= O, lo que implica que a + 

O y por 

t 
C X 

- ;\. tb = O. Ahora bien, x y ),, son soluciones 6ptimas si y s6lo 

si ctx == \ tb, que equivale a :i = 3 = O. Rec!procamente, si 

las dos soluciones son 6ptimas, entonces ex = X b¡ por tanto, 

O, lo que implica que 

\ t(Ax-b) = O y las condiciones 3) y 4) se cumplen y lct-\tb)=O. 

Las condiciones 1) y 2) tambi~n se cumplen .• 

Las condiciones del teorema de holgura complementaria afi! 

man que si una variable en uno de los problemas es positiva, en 
tonces la restricci6n correspondieóte en el otro problema es sin 

holgura, y si una restricci6n en uno de los problemas es con ho! 
gura, entonces la variable correspondiente en el otro problema 

es cero. 

44 



Una .int~rpietaci6n econ6mica de este resultado es la que 

sigue: si en el· problema 

s. a. Ax > b 

X > 

se tiene la restricci6n ~ ajx = bj' el precio al que se 

compraría una unidad adicional del recurso j es igual a \ j, 

mientras que si se tiene la restricci6n ~ ~ ajx > bj, el 

precio al que se compraría la unidad adicional de recurso es 

igual a cero. Lo anterior justifica que los elementos \ j, 

j = 1, 2, ... ,m se denominen p1tec.io~ 4omb.'ta o P·'l.el!.i.oJ de opo.'l..tu

n.i..dad, segGn sea el caso. 

1.3.3. ALGORITMO PRIMAL-DUAL. 

Describiremos un procedimiento para resolver P.P.L. traba

jando simultáneamente con los problemas primal y dual: el Algo

.'l.Ltmo PJt.imal-Ouai. Este algoritmo comienza con una soluci6n 

factible para el dual, que se mejora en cada paso y que optimi

za un problema p.\.lmal ltetd.1L.ing.ldo asociado. El algoritmo trata 

de alcanzar las condiciones de holgura complementaria en condi

ciones óptimas. Se desarroll6 originalmente para resolver una 

clase especial de P.P.L. emanados de problemas en 4edeJ de ótu-

jo. Posteriormente se extendió y se hizo mSs eficiente su pro-

cedirniento. 
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Aqui se describir~ la versi6n generalizada del algoritmo. 

Consideremos el problema: 

s.a. b (19) 

X > 0 

y su correspondiente dual 

max 

s.a. (20) 

>. no restringida 

Dada una soluci6n factible \ para el problema dual definamos al 

subconjunto P de {1,2, .•• ,n} por itP si>. tªi = ci' donde ªi es 

la i-~sima columna de A. Asi pues, ya que \ es dual factible, 

se sigue que if P implica que \ tªi < ci. Para\ y P definimos 

el p.\ima.t Jt.e&tt\.lng.ldo como: 

min I ty 

s.a. AX + y = b 

O para ie:P (21) 

donde It es el vector ro-dimensional (1,1, ••. ,1). El dual de e~ 

te primal restringido se llama dual ~~bt~ingido. Así, 
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max 

s.a. (22) 

La condici6n de optimalidad del método primal-dual se expresa 

en el síguiente teorema. 

Teorema. (P,'l{1n.tl·Vu~it de. Op.t,j_,müi.{d-J.d). Supongamos que'. es 

factible para el dual y que x, adem~s de ;· = O, es factible Cy 

desde luego, óptimo) para el primal restringido. E:ltonces x e 

1. son 6ptímos para los problemas originales primal y dual, re.~ 

pectivamente. 

Prueba. Claramente x es factible para el primal y ctx ::: \ tAx 

debido a que \ tA es idéntico a et en las comµonentes correspon

dientes a los elementos diferentes de cero de x. Así, ctx == 

\ tAx = ·, tb y la optirnalidad se sigue del lema de dualidad débil 

visto en la secci6n anterior.
8 

El m~todo primal-dual comienza con una solución factible 

para el dual y entonces optimiza el primal restríngido. Sí la 

soluci6n 6ptima para este primal restringido es no factible pa

ra el primal, la soluci6n factible para el dual se mejora, de

termin~ndose as~ un nuevo primal restringido. Dicho método se 

describe de manera detallada en la página Para probar su con-

vergencia primero verificamos la afirmaciOn hecha en el paso 

de que ut0a. < O para toda j implica que el primal no tiene 
J -
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soluci6n factible. El vector\ e:. = .\ 0 + c¡..¡
0 

es factible para 

el problena dual, para todo e positivo, ya que u~A ~ O. Ade

m~s, \ ~b = \ ~b + e¡.;. ~b y puesto que ;;~b = I ty > O, al incremen

tarse e se obtiene una soluci6n no acotada para el dual. Por 

el teorema de dualidad, esto implica que no existe soluci6n 

para el prima 1. 

t Supongamos que en el paso 3 se da u0aj > O, para al menos 

una j. Definamos nuevamente la familia de vectores \e:. = \ 0 + 

e:.µ 0 . Puesto que '.Jo es soluci6n de (22) se tiene que -,..1~ai ..'.: 

para i&P y, para E pe~ueña y positiva, el vector \e es factible 

para el dual. Incrementemos e:. al primer punto en donde una de 

las desigualdades\ ;aj < Cj (jÍP) se convierta en igualdad. 

Esto determina e:. 0 > O y k.. El nuevo vector \ corresponde a un 

valor incrementado de la funci6n objetivo dual \ tb ::. \ ~b + 

e u~b. Además, el nuevo conjunto correspondiente P incluye al 

indice k. Algún otro indice i que correspondió a un valor po

sitivo de xi en el primal restringido está en el nuevo conjunto 

P, debido a que por holgura complementaria, µ~ai = O para algu

na i, y así,>. tªi = \ ~ªi + c. 0µ~ai == ci. Esto significa que la 

solución óptima anterior es factible para el nuevo primal res

tringido y que ªk puede pivotearse para entrar a la base. Ya que 

~~ªk > O, pivoteando sobre ªk se decrementará el valor del pri

mal restringido. En resumen, se ha mostrado que en cada paso 

~ produce ~ mejora en el primal o se detecta una condici6n de 

.!!2 factibilidad. suponiendo la no deqeneraci6n, esto implica 



que esa base del primal no se repite y puesto que sólo hay un 

nOmero finito de bases posibles, la solución se alcanza en un 

nOmero finito de pasos. 

Asi las cosas, describimos a continuaci6n, en forma siste-

mática y resumida, el algoritmo primal-dual. Lo hicimos as! 

con el algoritmo simplex y as! lo haremos con los algoritmos 

que se abordarán después en este trabajo. 

ALGORITMO. P~lmat-Vuai 

PROPOSITO. Re.holve.11. e.t P. P. L. cuando >e. .tü11e. una >oluc.l611 

dual 6ac.t.ibte. 

DESCRIPCION 

~· Dada una solucHín factible ). 0 para el problema dual 

(20), determine el primal restringido de acuerdo a (21). 

~· Optimice el primal restringido. Si el valor m1nimo 

de este problema es cero, por el teorema primal-dual de optima

lidad, la correspondiente solución es 6ptima para el problema 

primal original. 

~- Si el valor mínimo del primal restringido es estricta

mente positivo, obtenemos del a1timo tableau simplex del primal 

restringido la solución ~O del dual restringido (22). Si no 

existe j tal que ~~aj > O conclu1mos que no tiene soluciones 

factibles. Si por el contrario, existe al menos una j tal que 
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t 
~oªj > O, definimos el nuevo vector factible 

donde 

'o min 
j 

Regresamos al pa.6 o J usando ~sta ~ • 
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l,q EJEMPLOS ILUSTRATIVOS, 

El objetivo en esta pequeña secci6n es la de presentar 

cuatzo ejemplos de aplicación del m~todo primal-dual. En cada 

uno de ellos se trata de ilustrar el m6todo implementándolo 

en una tabla*, tal y corao se hace con el m~todo simplex. (Ver 

ap~ndice B.) 

1.4.1. Ejemplo 5. Consideremos el P,P.L, 

min 2x1 + "2 + 4><3 

s.a. "1 + "2 + 2x3 

2><1 + "2 + 3x3 = 

"1~º . X2~0, XJ!_O • 

Como todos los coeficientes en la funci6n objetivo son no n~ 

gativos, A (0,0) es un vector factible para el dual, el 

cual toma la forma: 

max 3Al + 5¡1 

s.a. '1 + A2 ~ 2 

Al + '2 ~ 

2l1 + 3A 2 ~ 

Al' '2 no restringidas 

* o tanbiál llamado 11 tableau• 
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La tabla queda entonces de la siguiente manera: 

Primera iteración. 

1 

2 

o 

1 

1 

o 

2 

o 

1 o 

1 

b 

3 

5 

o 

Para formar este tableau tuvimos que agregar variables arti-

ficiales: 

ª1 ª2 ª3 b 

1 1 2 1 

2 1 3 o 5 

-3 ~ -5 o o ~ 

ci - Atai ~ 2 1 4 

El tercer renglón de los coeficientes de costos del problema 

primal, el renglón podría ser usado como en el procedimiento 

de la fase I. En el cuarto renglón están los ci - •tai para 

•· Las columnas consideradas en el primal restringido est!n 

determinadas por lo ceros en el dltimo renglón. 

Como no hay ceros en el dltimo renglón no podemos mejorar el 

primal restringido y por lo tanto la solución original x1 

x2 = x3 = o, y1 = 3, y2 = 5 es 6ptima para •· La solución µ 0 
para el dual restringido es µ 0 = (1,1), puesto que el primal 

y. dual restringidos son: 
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min Y1 + Yz max 3µ l + 5µ2 

s.a. Y1 s.a. 
"1 ~ l 

Yz = 5 "2 ~ 

Y1 !.. O, y 2 ~O "l' "2 no restrirg idas 

y= (J,~; y como y1 , y2 > O => •tai = ci por holgura compleme~ 

taria. Los ntlmeros -~ 0 ta 1 , i = 1,2,3 son iguales a los tres 

primeras elementos en el tercer rengl6n. As~ calculando t
0 

t~ 

nemes que 

Ahora las nuevos valores para el cuarto rengl6n son sumando t 0 
veces los tres primeros elementos del tercer rengl6n al cuarto 

rengl6n, tenemos: 

Sequnda iteración: 

l 

2 

-3 

l/z 

l 

o 

o 

1 

o 

b 

-8 

minimizando el nuevo primal restringido por el pivote indica

do obtenemos: 
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ª1 ª2 ª3 b 

l 

o -l 2 

-1 -l 2 -2 

11z l/2 

Calculando •o = min ( 1/z, 3/i) = lh y sumando este mllltiplo 

del tercer rengl6n al cuarto, obtenemos el siguiente tableau: 

~ iteración: 

ª1 ª2 ª3 b 

l 2 l o 3 

o -l 

o l 

Optimizando el nuevo primal restringido obtenemos: 

ª1 ª2 ª3 b 

l -l l 

l o l -l l 

o o l l o 

o l 

habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos que la 

soluci6n tambi~n es 6ptima: x1 = 2, x2 = l, x3 = 0, El valor 

de la funci6n objetivo es x0 = 5. 
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1.4.2 Ejemplo 6. Consideremos ahora el siguiente problema: 

+ X4 + xs + x6 

+ X4 

+ xs 

+ x6 

Como todos los coeficientes en la funci6n objetivo son no ne

gativos, l = (O, O, O, O, 0) es un vector factible para el 

dual, el cual esi 

max ª"1 + Sl.2 + 6l.3 +4l.4+3l.5 

s.a. "1 + "2 + "J ~ 9 

"1 + l.4 ~ 7 

"1 + ~ 

"2 + l.3 ~ 2 

~ "2 J.4 
6 

~ 

"2 + "s ~ 10 

"l' "2· "J' l.4 Y "s no restringidas 
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Entonces la solución, vía el método primal-dual, se calcula 

como sigue: 

~ iteración: 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 o 

o 1 o o 

l l o 1 o 

o o o o 

o 1 o o o l 

o o o o .o l l 

Tuvimos que agregar varibles artificiales. El sexto renglón 

nos dará los coeficientes de costos del primal. 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

l o o o o 8 

o l o 5 

o l o o o o 6 

o l o l o o o l 

o l o o 3 

ci-•taj+-2 -2 -2 -2 -2 -2 o o o -26 

10 

En el séptimo renglón están los t 
ci-• aj para A. 
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Las columnas consideradas para el primal restringido están de

terminadas por los ceros en el último renglón. La solución 

xl x2 = X3 x4 = xs = x6 o y Y1 = B, Y2 = 5, Y3 = 6' 

Y4 4' Y5 = es 6ptima para A. La solución "o para el dual 

restringido es "o (1, 1, 1, 1, 1) y los ntlrneros -µ ~ªi' i=l, 

2, 3, 4, 5 son iguales a los seis pr'imeros elementos del sexto 

renglón. Calculando c
0 

tenemos que 

c0 =rain (9/z, 7¡,, 2, 1, 3, Sl = 

Los nuevos valores para el s6ptimo renglón son sumando c0 ve

ces los seis primeros elementos del renglón sexto al séptimo. 

Segunda iteración: 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

l l o l o o o o 

o o l 1 1 o l o o o 

l o 1 o o o l o o 

o o o l o o o 1 o 

o l o l o o o l 

-2 -2 -2 -2 -2 -2 o o o o o -26 

7 2 o 

Minimizando el nuevo primal restringido obtenemos: 



ª1 ª2 ªJ ª4 ª4 ª6 b 

1 o 1 o o o B 

o 1 o 1 o 5 

o -1 -1 -1 1 o 1 

o 1 o 4 

o 1 o o o 3 

-2 -2 -2 o o o -16 

2 

Calculando c0 = min ¡11i, 5h, ll 1 

Tercera iteración: 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

o 1 o o 

o o 1 1 1 o o 

1 o o o -1 -1 o -1 1 o 1 

o o l o o 

o l o o 1 o 1 

-2 -2 -2 o o o o o -16 

minimizando el nuevo primal restringido: 
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ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

l l o o -1 o o o -1 

o o l l o l o o o 

o o o.· -1" -l o -1 o l 

o o l o o l o 
o o ri o o o 3 

-2 -2 o o o o -2 -10 

5 3 o· o 

Calculando 'o min {5h, 312) ¡h 

~ iteración: 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

l o o o -1 l o o o -1 5 

o l o l o o 5 

o o -1 -l o -l l 

o o l o o l 

o l o o l o o o - - l 

-2 -2 o o o o o -10 

o o ll 

minimizando el nuevo primal restringido: 



ª1 ª2 ª3 ª4 
a . 

5 ª6 b 

-1 l o -1 o 
l - o l o o 5 

-1 o -1 l o 

o o 

o o o o 

o -2 

Quinta iteraci6n1 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

o o -1 -1 l o o -l l 

o l o 
l o o -1 -1 o -1 o 

l o o o 1 

l o o o l 

-2 o o 2 o 2 -2 

o o o 15 

minimizando el nuevo primal restringido: 
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ª1 ª2 ª3 ª4 ª5 ª6~ b 

o o o o o o l l -l -l o 

o o o l l l o l o o o 

l o o o -l -l o -l l o o l 

l o o 1 o o o l 

o o o 1 o o o o 

o o o o o o o 2 2 o 
o o o 15 

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos que la 

soluci6n también es 6ptima: x1 = l, x2 = 4, x3 = 3, x4 = 5, 

x5 O, x
6 

= O. El valor 6ptimo de la funci6n objetivo es 

XO 59. 

1.4.3. Ejemplo ?. Consideremos el siguiente problema: 

min X¡ x2 + 2x
3 - X4 

s.a. "'1 + x2 + X3 + X4 !. 6 

2x1 - ";i + 3x3 - 3x4 ::. 5 

xl' x2' X3, X4 ::. o 

Reescribimos el problema anterior en la forma estándar como: 
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min 

s.a. xl + x2 + XJ + x4 + X5 

-2x1 + x 2 - 3x + . 3 
3x4 - x6 

xl' x2' X31 X41 x5, x6 ~ o 

La tabla queda as!: 

Primera iteraci6n• 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

l l l l o o 

-2 l -3 3 -1 l 

o o o o 

Agregando solo una variable artificial y usando el procedi-

miento de la fase I para obtener los coeficientes de costos 

del problema primal, tenemos: 

ª1 ª2 ªJ ª4 ªs ªG b 

l l l l l o 6 

-2 l -3 3 o -1 5 

2 -1 -3 l o -5 

ci=A ta{•l o 2 -1 o 
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Las columnas consideradas en el primal restringido están de

terminadas por los ceros en el Oltimo renglón. Como apare

ce el coeficiente ci - Ata 1 de la cuarta columna negativo, 

primero debemos buscar una soluci6n factible, esto es: 

% 
-% -l 

o 

b 

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos que 

la solución también es óptima, x 1 = O, x2 = O, x3 = O, x4 = 

% , x
5 

= 131,, x
6 

= O. El valor óptimo de la función objetivo 

es x0 = - %· 

l. 4. 4. Ejemplo B. Consideremos el problema: 

Transformándolo primeramente a la forma estándar el problema 

queda como: 
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min -xl - 6x2 

sujeto a s.a. xl + x2 - XJ 

xl + Jx2 + X4 

xl, x2' x3, X4 ~ 

La tabla queda como sigue: 

Primera iteración:~ 

ª1 ª2 ªJ ª4 b 

1 -1 

1 3 

o o o 

Agregando una variable artificial y usando el procedimiento 

de la fase I para obtener los coeficientes de costo del pro

blema primal, tenemos~ 

ª1 ª2 ª3 ª4 b 

l l -1 1 

o 1 o 3 

-1 -1 1 o -2 

ci-A tai ..... -1 -6 o 

Como podemos observar los c. 
l. 

- }, tªi son negativos, debemos pr.!_ 

mero buscar una solución factible; escogiendo la segunda collJ!!! 

na tenemos que: 
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ª1 ª2 ª3 ª4 b 

2/¡ -1 -1/¡ 

1/3 o l/¡ o l 

-2/¡ 1/3 -1 

e -l ta 
l i 

~ l o 

Las columnas consideradas en el primal restringido están deteE 

minadas por los ceros en el altirno rengl6n. En este caso no 

podemos mejora~ el primal restringido por lo que calcularnos 

c0 , esto es, 

•o min !l/,l 

Segunda iteración: 

ª1 ª2 ª3 ª4 b 

% -1 -l/3 l l 

l/¡ 1/3 o l 

-% o 1¡3 o -1 

o % % 

minimizando el nuevo primal restringido: 
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a· 
1 ª2 ªJ ª4 b 

1 o -% -l/2 % % 

o l 1¡, 1/2 -l¡z 1/2 

o o o l o 

o o '!, % 

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, conclu!mos que la 

soluci6n tambi~n es 6ptima: Xl = 312, X = 1/2, X = o, x4 = o. 2 3 

El valor óptimo de la funci6n objetivo es XO = 91,. 
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capítulo 2 



C A P 1 T U L O 2 

REDES DE FLUJO.PROBLEMAS BÁSICOS 

Muchos problemas prácticos pueden plantearse como ptoole

ma4 de Rede.6 de Flujo•. Los problemas surgidos al estudiar 

los sistemas de carreteras, los sistemas de l!neas aéreas, los 

sistemas de navegaci6n, los sistemas ferroviarios, y en gene-

ral, todos los problemas surgidos en la planeaci6n del trans

porte, son problemas de redes. También lo son los problemas 

de distribuci6n de flujo del gas natural, de petr6leo crudo, 

de agua o de cualquier otro fluído. En la red de teléfonos, 

por su parte, se estudiaría el flujo de llamadas telefónicas y 

los modelos econ6micos pueden tratarse también como modelos de 

redes. 

Los problemas~ redes de flujo pueden formularse como 

problemas lineales. En efecto, los problemas de redes de flu

jo son una clase importante de problemas que poseen una e~tku~ 

tu~a e~pecial que nos permite ejecutar los pasos del algoritmo 

simplex (y/o de sus variantes) sin multiplicaciones o divisio

nes. Debido a esto, es posible resolver problemas de redes en 

un tiempo de computadora razonablemente bueno. 

Y es precisamente a esa estructura especial, que se han 

desarrollado un nt1mero suficiente de algoritmos y de elegantes 

teoremas que garantizan el estudio separado de dichos problBl\15. 

• l'Odría ser nás rorrecto decir "IDs problenas de Flujo en Pl:ldes", sin 
ariJaJ:'<p, aó:lptareros el ténnim roloquial Redu de 6lu.jo. 
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En la mayor!a de los casos las soluciones 6ptimas son siem

pre ndmeros enteros, un hecho que no vale, en general, para 

programas lineales. 

En la primera secci6n de este capítulo definiremos los 

conceptos Gráfica y de Red de Flujo** y la relaci6n entre la 

prograrnaci6n lineal y las redes flujo. En la segunda sección 

describiremos los clásicos problemas de redes, desarrollando 

tambi~n algunos ejemplos. 

y una cosa muy importante. Al describir con detalle cada 

uno de esos problemas se ir~n vertiendo los conceptos de ma

yor peso para el desarrollo de sus ml~odo4 p~~mal~4. 

** O de flujo en una Red. 
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2,1 CONCEPTOS BÁSICOS DE REDES, 

En esta primera sección definiremos de manera no formal, 

lo que se entiende por gráfica y daremos algunas definiciones 

asociadas a la estructura de una gráfica. Se enfatizará en 

el concepto de red como una 9r~fica dirigida con cierta caraE 

ter!stica distintiva, además de extender el concepto al de 

red de flujo. Al final de la secci6n presentaremos de mane

ra general la característica que hace que cada problema de 

red de flujo pueda formularse como un P.P.L. 

2.1.1 ~· 

Definiremos primeramente lo que es una gráfica. Una gr! 

fica consiste de un conjunto de nodoh (v~rtices, puntos) y un 

conjunto de a~coh (aristas, ligas, lineas, ramas) que conec

tan a estos nodos. tsupondremos siempre en este trabajo que 

el n!lmero de nodos y arcos es finito) (Ver apéndice e; 

Si un arco tiene direcci6n se le llama a~co dl~lgldo; en 

caso contrario se le llama a~co no dL~igldo. Se usan c!rcu

los para representar los nodos, lineas con flecha para repr~ 

sentar los arcos dirigidos y líneas sin flecha para represen

tar arcos no dirigidos. En la figura 1 está representada una 

gráfica con cinco nodos y cinco arcos. Los nodos de una grá

fica generalmente se numeran: 1,2,3, ••• ,n. Un arco entre 

los nodos i y j se representa por el par li,j). 
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Figura l. 

Hay otras definiciones elementales asociadas a la estru~ 

tura de una gráfica. Se llama cadena rnt1te lo~ nodo~ .i. y j a 

una secuencia arcos que los conectan; esa secuencia debe te-

ner la forma (i,k1 l, (k
1

,k
2
), •.• , (km,j). En la figura l. 

(1,2), (2,4), (4,3), es una cadena entre los nodos 1 y 3. Si 

se especifica una direcci6n a lo largo de una cadena entre 

los nodos i y se tendrá entonces una Jtu.ta de. i.. a j. Se 

tiene en la figura 2 de la siguiente subsecci6n la ruta de 

a 3 siguiente: (1,2), (2,4), (4,3). Por otro lado, un c..i.c.lo 

es una cadena que empieza y termina en un nodo cualquiera de 

la gr4fica, y paralelamente, un ciclo di..~i..qi..do es una ruta 

que empieza y termina en un nodo cualquiera. La cadena {1,2), 

(2,4), (4,3), (3,1) es un ciclo en la gráfica de la figura 1, 

y la ruta (2, 4), ( 4, 2) es un ciclo dirigido en la grlHica de 

la figura 2. Una cadena ~lmplt es una cadena que no contiene 

ciclos. 

Se dice que una gráfica es coneta si hay una cadena entre 

cada par de nodos. As!, la gráfica de la figura 1 es coneKa. 

Ahora, una gráfica que sea coneKa y que no tenga ciclos se le 
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llama 4.tbo.t. Eliminando alquno de los arcos (1,2), (1, 3}, 

(2,4} o 12,4}, podr1amos transformar la gráfica de la figura 

1 en un árbol. Algunas veces, dada una gráfica G, podemos 

construir un árbol de algún subconjunto de sus arcos. Si tal 

4rbol toca todos los nodos de G, entonces se le llama 4~bot 

de expa11b.i6n. 

Una t1tayecto~.i.a.,al igual que una cadena, es también una 

secuencia de arcos conectados, pero los arcos pueden ser dir_! 

gidos en cualquiera de las direcciones o pueden ser no dirigl 

dos. Por ejemplo, en la figura 2, (1,2), (2,3), (~ 1 3) es una 

trayectoria. Si el arco (4,31 se reemplaza por el arco (3,4), 

se tiene entonces una ruta de 1 a 4. 

2. 1 , 2 REDES Y REDES DE FLUJO. 

Nuestro interés se centra principalmente en las g.tJ.ó.i.ca.6 

d.i.Jt.i.g.ida.h en las que .!:!! ~ ~ ~ ~ ~ existe un sentJ: 

do de orientaci6n'*. En tal caso, cualquier arco se considera 

un par ordenado (i,j) y se dice que va del nodo i al nodo j, 

y no al revés. Al nodo i se le llama ~ inicial del arco y 

al nodo j, nodo ~· La qr:ifica de la figura 2 es una gráfi 

ca dirigida. 

Cuando trabajamos con gr:ificas dirigidas (ver figura 2) 

algunos pares de nodos pueden tener ~ en cada una de 

las direcciones. Ambos arcos equivaldr4n a un arco no dirigido. 

* Esto es, gráficas con ~ dirigidos. 
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Figura 2, 

En resumen, se dice que el nodo j es alc~nzabt~ al si exis-

te una ruta del nodo i al nodo j. 

Una gráfica es una manera efectiva de representar la co

municaciin estructurada entre nodos: precisamente hasta aqu!, 

la definici6n de red es justamente la def inici6n de gráfica. 

Sin embargo, cuando exista la posibilidad de considerar flu

jos en los arcos de una gráfica dirigida nos estaremos refi-

riendo a una red, Esto es, se usa la palabra ºred" al aso-

ciársele nameros a los arcos. 

Cada arco (i,~) de la red tiene asociado un namero bij~o, 

llamado capacidad del arco. Hay dos nodos especiales en una 

red: el nodo 6ue.11te. que es nodo inicial de cualquier arco con 

el que esté conectado, y el nodo 4umlde~o que es nodo final, 

también de cualquier arco con el que esté conectado. 
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Podemos considerar a una red como un sistema de distri-

buci6n de agua en cierta regiOn donde los arcos representan 

precisamente a las tuberías que conectan una presa o un vaso 

con otra (u otro). El nodo fuente es la entrada del agua al 

sistema, el nodo sumidero es la salida y los otros nodos son 

las uniones entre las tuberías. Se puede considerar que la 

capacidad de cada arco indica el área del corte transversal 

de la tuber!a o el namero de metros cGbicos de agua que corre 

por la tubería por segundo. En tal sistema de distribución 

de agua nos puede interesar, por ejemplo, el flujo máximo de 

agua que puede correr de la fuente al sumidero. 

Los flujos en los arcos de la red deben articularse de 

tal manera que satisfagan un c.Jtite.t.i.c de c.011~en.v.tc.i61: en cada 

nodo. Específicamente, a menos que se trate de un nodo fuente 

o un nodo sumidero, ~ flujo !!E! ~ podr~ ~ !!l. perder en 

cualquier nodo; el flujo total que entra en un nodo debe ser 

igual al flujo total que sale de ~l. As1 pues, en cada nodo 

n n 

j~l xij - k~l ~i {

-v, 
o, 
v, 

si j ; s 

si j "/- s, t 

si = t 

11) 

O~xij~bij (2) 
(para toda i,j) 

donde xij es el flujo del arco dirigido (i,j). La primera SE 

ma es el flujo total d~ i, y la segunda, el flujo total d i. 
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(desde luego que xij no existe si no hay arco de i aj). Pa

ra que existan flujos diferentes de cero en una red sin nodo 

fuente o sumidero, ésta debe tener un ciclo. 

En muchas aplicaciones a los nodos fuente y sumidero se 

les llama nodos oferta y demanda, respectivamente. El flujo 

neto fuera de un nodo fuente debe ser positivo, y el nivel de 

su flujo neto puede ser fijo o bien, variable, dependiendo de 

la aplícaci6n. De manera similar, el flujo neto dentro de un 

nodo sumidero debe ser positivo. 

2, 1. 3 RELACION DE ~ PROGRAMACION LINEAL ! LAS REDES DE FLUJO. 

Como hab1amos dicho antes, un árbol es una gráfica no di-

rígida, conexa y que no contiene ciclos. Por tanto, para cua-

lesquiera dos nodos del árbol, existe una dnica cadena que los 

une. As1 pues, para una gráfica de n-1 no:los, nos servirá de de

finición de árbol cualesquiera dos condiciones que tomemos de 

las tres dadas enseguida: 

i) Es conexa 

ii) No tiene ciclos 

iii) El nt!mero de arcos es n-1 

Habíamos dicho también que un arbol de expansi6n de una gra

fica G es una subgraf ica de G de tal manera que cada nodo de 

G esta en el árbol. Si G es una gráfica de n nodos, un árbol 

con n nodos es un árbol de expansi6n. 
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Ahora, si asociarnos a cada arco de la gráfica o de la 

red un ndmero dij' tendremos entonces el concepto de rn~ximo o 

minimo de un :irbol de expansi6n. Un mtfximo (o ml11.i.mo) de. un 

,tJtbot de e<pa114.l611 de una red es un árbol de expansión tal que 

la suma de los dij de los arcos de árbol sea máxima (o m!nima) 

con respecta a todos los árb:Jles de expansi6n de la red. 

Consideremos el problema de calcular el valor del Slujo 

m~ximo en la red dada por la figura 2 de la subsecci6n ante-

ciar. Para ella asumamos que cada arco de la red tiene capa-

cidad de una unidad. Entonces el conjunto x12 = l, x 24 = l, 
Kij = O en otro lado, es un conjunto de enteros no negativos 

que satisfacen (1) y (2). Pero cualquier l!quido en un sis

tema de tuberl'.as semejante al de la figura 2 tendrá que x
13

;o!O 

si x 12 = l. Pensemos tambi~n que el sistema de tuber!as tiene 

en cada nodo muchas válvulas que pueden retener el líquido que 

va a cualquiera de los arcos que inciden en ese nodo. 

Encontrar el flujo m~ximo en cualquier red es, obviamen

te, un P.L. con la funci6n objetivo v ; tjxsj y las restric

ciones (1) y (2). Sin embargo, como es un caso especial de 

P.L., se han desarrollado algoritmos m~s eficientes que el m~ 

todo siroplex, que es para programas lineales de tipo general. 

Por cierto, muchos algoritmos de la teor!a de redes de flujo 

también utilizan los conceptos de dualidad de la programación 

lineal. 

16 



En la red de la figura 2 tenemos seis variables x 52 , 

x 53 , ••• ,xst' los flujos de los arcos. Aunque v = xs2 + xsJ' 

trataremos a v como una variable. El problema de flujo máxi 

mo puede formularse como P.P.L. así: 

donde x 

l 

o o 

o o 
A' = 

o o 

o 

o 

-l 

o 

-l 

o 

l 

o 

-l 

o 

o 

o 

max z ex 

s.a 

}\X = o 

X > O, 

-l 

: 1 · (A es de orden n >< (m+l) J 

-l 

o 

o 

o . (A' es de orden m ><(m+lll 

o 

l 
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b = (b52 , b53 , b23 , b 32 , b 2t' b 3t)t, n el número de no

dos y m el ntímero de arcos. 

De particular interés es la estructura de la matriz A. 

Si la observamos podremos constatar que cada columna de A ti~ 

ne dos entradas no cero, +l y -1, y debido a esa estructura, 

su rango es n. La matriz A recibe el nombre de ma..tJt..lz de. in

cide.nc..ia. Cada rengl6n de A corresponde, físicamente, a la 

ecuación de conservación de flujo en cierto nodo. El balance 

de flujo en n-1 nodos m~s el conocer que lo que entra es 

igual a lo que sale, implica el balance de flujo en el nodo 

restante. 

Otra propiedad de la matriz A que no se aprecia de pri

mera intención es que cada subdeterminante de ella tiene el 

valor :!:l 6 O. Esto se le conoce como propiedad de un.i.Plodu

la~idad total. Esta propiedad garantiza una soluci6n 6ptima 

entera si las componentes del vector son todas nameros 

enteros. 

Las variables asociadas con algunas de las columnas de 

la matriz restricción A1 se llaman variables no b!sicas o va

riables independientes debido a que sus valores se asignan de 

manera arbitraria. Los valores de las variables básicas es

t!n determinados de forma dnica por las variables no básicas. 

Si asignamos arbitrariamente en una red los flujos de arcos 

sin restricciones de capacidad, entonces puede no satisfacerse 



la ecuación de conservación en cada nodo. Por lo tanto, en-

tre todos los arcos que inciden a un nodo, el flujo en un ªE 

co puede no asignarse arbitrariamente pero se determina por 

la ecuación de conservación. Si consideramos todos los arcos 

cuyos flujos los determinan de manera ~nica los dem~s flujos, 

todos esos arcos formar~n un árbol de expansi6n. Para ver 

que es un árbol de expansión razonamos como sigue: de entre 

todos los flujos que inciden a un nodo, debe fijarse uno de 

ellos a fin de satisfacer la ecuación de conservación de flu-

jo en ese nodo. Ya que hay n-1 ecuaciones de conservación de 

flujo independientes, hay tambi~n n-1 de tales arcos. Esos 

n-1 arcos no pueden formar ningGn ciclo porque uno puede agr~ 

gar flujos en el ciclo sin violar las ecuaciones de conserva

ción de flujo de los nodos en el ciclo. Esto contradir!a que 

los valores de esos n-1 arcos están un!vocamente determinados. 

Por tanto, para una red sin capacidades de arco, los flujos 

en un árbol de expansi6n son las variables básicas. 

Regresaremos al problema del flujo m!ximo en la subsec

ci6n 2.2.S de la secci6n que sigue. 
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2,2 LOS PROBLEMAS CLASICOS EN REDES, 

Existe un namero bastante considerable de P.P.L. que po

seen una estructura matemática especial, a saber, los proble

mas de .t1ta.n&po.'l.tc, a..&.lgna.c.i6n, 11.u.ta. mdJ c.oJt.t.:t t' ~r.u.jo m~x-i.mo. 

Estos problemas son importantes tanto por su aplicaci6n 

como por la teoría que subyace a ellos. En efecto, aan cua~ 

do se pueden resolver por el método simplex, las carcter!sti

cas que los hacen especiales han conducido al desarrollo de 

a.C.goJL.i,bno~ de Joluci6n rn~s sencillos, tanto en su estructura 

como en su manejo. 

Describimos aqui dichos problemas de la manera más clara 

posible, hechando mano de los conceptos introducidos en la 

secci6n 2.1, con el fin de preparar el terreno para que, en 

los siguientes dos cap!tulos, se desarrolle el método primal

dual para su soluci6n. 

Al presentar cada uno de los problemas se formularán al

gunos ejemplos. 

2. 2 .1 EL PROBLEMA Qfil¡ TRANSPORTE (P. T. ) 

Supongamos que las cantidades a 1 , a 2 , ••• ,am de cierto 

producto se transportan de m localidades a n destinos cuyas 

demandas son b1 , b 2, ••• ,bn. Supongamos adeoás que existe un 

costo cij asociado a cada unidad de producto embarcada o 
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enviada del origen i al destino j, Se desea determinar el~ 

!.!~ .!!!! ernbaroues origen-destino que m¡n¡m~ce el costo total 

por transporte. 

Para formular este problema como un P.P.L. consideremos 

el arreglo 

donde el i-ésimo renglón define las variables asociadas al 

i-~simo origen, mientras que la j-~sima columna define las v~ 

riables asociadas al j-ésimo destino. La va~¡able de dec¡h¡6n 

xij representa la~ transportada, o el flujo, del ori

gen i al destino j. Asimismo, ªi es igual a la suma del 

i-~simo renglón, bj a la suma de la j-ésima columna y 

m n 
r r ciJ.xiJº 

i=l j=l 

a la suma total del costo de transporte por minimizar. Ente~ 

ces el modelo de P.L. equivalente est~ dado como: 
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s .. a. 

i=l,2,· ... ,m (3) 

m 
t!i xij = bj' j=l,2, ... ,n (4) 

i=l, ... ,m; j=l, ... ,n 

Para que las restricciones (3) y (4) sean consistentes hemos 

de suponer que 

m 
L a. 

í=l l. 

n r b .• 
j=l J 

es decir, que la~ en todos los ortqenes (oferta total) 

debe igualar a~ de todos los destinos (demanda total). 

Si esto sucede se dice que el modelo del transporte est~ ba

lcrnceado; en caso contrario, es decir, cuando la oferta dis-

ponible es menor o mayor que la demanda, el 1:1odelo no eJU 

ba.la.nceado. 

Ast pues, el P.T. tiene 1:1n variables. Las ecuaciones (3) 

y (4) pueden combinarse y expresarse en la forma; 



"u + "12 + ••• +"In 

"21 + "22 + ••• + "2n 

"mi. + "m2 +. • .+ "rnn = ªm 
(5) 

"11 + "21 +"mi 

"12 

X =b nn n 

de tal manera que la matriz resultante (de orden (m+n)x(mn)) co~ 

sistir~ de coeficientes cero o uno. 

En la práctica no es necesario escribir las restricciones 

del P.T. en la forma (5). Espec!ficamente, un P.T. se define 

corno: 

e= 
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La solución se puede representar en un arreglo de mxn y los 

c~lculos puede realizarse en un arreglo similar. 

Ejemplo l. Un P.T. con 3 orígenes y 4 destinos lo definimos, 

entonces, como 

at (20, 6, 9)t 

bt = ( 5. 20, 5, 5) t [ 

20 

60 

20 

30 

30 

10 

40 

50 

40 

20 l 40 

70 

Observe que se satisfacen los requerimientos puesto que tanto 

la oferta como la d~anda totales son iguales a 35. 

2.2.l.l Factibilidad y R•dundancia. 

Lo primero que hay que hacer al estudiar la estructura del 

P.T. es mostrar que siempre~~~ factible; esto 

establecer1a que el problcr.ta est~ bien definido. Para encon

trar una soluci6n factible podemos distribuir los embarques 

origen-destino en proporci6n a la oferta y a la demanda. De 

manera especifica, sea S la oferta total {que es igual a la d~ 

manda total). Entonces xij = aibj/s para i=l,2, .•. ,m y j=l, 

2, ••• ,n. Las soluciones son acotadas ya que cada xij es acot~ 

da por ªi (y por bj). As! pues, corao cualquier problema de ºE 

timización acotado tiene óptimo, el P.T. 6iemp4e ti•ne una 60-

luc.i6n 6ptima. 



Enseguida, lo que hay que hacer al estudiar la estructura 

del P.T. es ~ las restricciones. Existen m ecuaciones 

que corresponden a las restricciones de oferta y n ecuaciones 

que corresponden a las restricciones de demanda; un total de 

rn+n restricciones. Además, observamos que la SW!la de las ecu~ 

cienes de la oferta es: 

rn n 
¡: ¡: 

i=l j =l 

m 
¡: a. 

i=l l 

y la suma de las ecuaciones de la demanda es: 

n m 
í ¡: 

j=l i=l 

n 
¡: b. 

j=l ) 

(6) 

(7) 

Se observa por un lado que, bajo el supuesto de que el modelo 

est! balanceado, los lados derechos de 16) y (7) son iguales 

y las ecuaciones ~ consistentes. Por otro lado, observamos 

que los lados izquierdo de (6) y (7) son tambii;n iguales, ya que 

como dichas ecuaciones son combinaciones lineales de las ecua-

ciones (3) y (4) del sistema original, i;stas ~ ~ indepen

~· Es por ello que el sistema original es ~~dundant~, 

lo que significa que una de las restricciones puede eliminarse 

sin alterar el espacio de las soluciones factibles. Las dos 

observaciones anteriores se resumen entonces, en el siguiente 

teorema. 
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~· cualquier P.T. tie~e 4~emp4e una soluci6n factible 

y tiene exactamente una. restricción de igUnldad redundante. 

Cuando alguna de las restricciones se elimina, el sistema de 

m + n - l restricciones es linealmente independiente. 

~· Supongamos que se elimina una ecuaci6n, por ejemplo 

la última. Con ello suponLmos que hubo una co~binaciGn lineal 

de las m + n - 1 ecuaciones anteriores que fue cero. sean 

ai(i=l,2, .. .,m) y Sj(j=l,2, ••• ,n-1). En base a (5) observamos 

que cada xin' para i=l,2, .•. ,m, aparece en la i-~si~a ecuaci6n. 

Esto es, ªi O para i==l, 2, ... ,n. El resto de las ecuaciones 

xij aparece en una ecuación y Bj =O para j=l,2, ... ,n-1. De 

aqui que la combinaciGn lineal q\te da cero es la cornbinaciOn 

cero y, par tanto, el sistema de ecuaciones es linealmente in-

dependiente •• 

As! pues, una base para el P.T. consiste de m+n-1 vecto-

res y una s.f.b. no degenerada consiste de m~n-1 variables~ 

La solución que se encontr6 antes no es una soluci6n básica. 

2.2.1.2 Solucl6n Fac..tlbt~ 8d4lcd. 

Existen varios m€todos para encontrar una s.f.b. inicial 

en el P. T. Se discute en esta parte sGlo uno de ellos, a saber, 

el "H~todo de la Esquina Noroeste•. Este m6todo es rápido y 

nos introduce al proceso computacional que es fundamental para 
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la solución general basada en la técnica del método simplex. 

Suponganos, antes que nada, que tenemos el siguiente arr~ 

glo: 

xll xl2 ! X13 ... xln ª1 

X21 x22 x23 ... x2n ª2 

(8) 

xml xm2 X m3 ... xmn ªm 

bl b2 b3 ... bn 

en donde los elementos del arreglo aparecen en celdas y repre

sentan una solución cualquiera. Ade.m!s, si hay alguna celda 

vac1a, ésta denota el valor cero. 

Empezando con las celdas vac1as, el procedimiento del m~-

todo es as!: 

~· Situarse en la celda de la esquina superior izquierda. 

~· Asignar el ~ximo factible que corresponde al renglón 
y columna de los requerimientos involucrados en la ce! 
da. (Al menos uno de ellos habrá de satisfacerse.) 
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~· Moverse una celda a la derecha si hay algún requeri
miento en el rengl6n. En otro caso nos ~OVeI!l.OS una 

celda hacia abajo. Si todos los requerimientos se 

satisfacen, al~o. De otra manera, regresar al pa6o 2. 

El m~todo se llama de la •esquina noroeste' porque en ca-

da paso selecciona una celda de la esquina superior izquierda 

del subarreglo, tomando en cuenta los requerimientos diferen

tes de cero, por rengl6n y por columna. Una ilustraci6n grá-

fica del c6mo el m6todo asigna valores (con m = 4 y n = 5) es: 

B B ª1 

B B B ª2 

B ªJ 

B B ª4 

bl b2 bJ b4 bs 

Dicho m6todo (en ausencia de deqeneraci6n) producir~ exactamen

te m+n-1 nt.írneros x·ij positivos (las "B" del esquema anterior) • 

Cada vez que a cad"a xij se le asigna un valor positivo, se sa

tisface una restricci6n de oferta o de der.ianda. Cuando se así~ 

nen valores positivos a m+n-1 variables, se habrán satisfecho 

m+n-1 restricciones. Ver (8). 

Ejemplo 2. Una s.f.b. constru!da por el m~todo de la esquina 

noroeste para el ejemplo 1 es la dada por la tabla que sigue: 
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2 

5 15 20 

5 1 6 ( 9) 

4 5 9 

5 20 5 5 

En la es~uina superior izquierda podemos asignar un máximo de 

unidades, las requeridas por la columna l. As! en el rengl6n 

fueron requeridas 20 - S = 15 unidades que se asignan a la 

segunda celda del primer rengl6n. Una vez que se satisfacen 

los requerimientos del renglón 1 se hace necesario moverse al 

segundo reng16n, y asi sucesivamente hasta que se satisfagan 

~ los requerimientos. La soluci6n básica resultante se da 

en (9). Las variables básicas son, entonces, x11=S, x12alS, 

x22=S, x 23=1, x 33=4 y x 34=5, Las variables restantes son no bá 

sicas. Esta soluci6n se ilustra gráficamente en la figura 3. 

Origenes 

Destinos 

Figura J. 
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Ejemplo 3. Una s.f.b. constru!da por la regla de la esquina 

noroeste para un nuevo problema es: 

10 20 30 

30 20 30 80 

10 10 

40 20 60 

10 50 20 80 20 

N6tese que en el ejemplo anterior el mínimo requerido de 

variables básicas es 6 = m + n-1, mientras que en este ejemplo 

es B. Las celdas en blanco corresponden a variables no bási

cas: dichas variables tienen valor cero. 

Existe la posibilidad de que tanto un rengl6n como una e~ 

lumna se satisfagan simultáneamente. Este caso se analizará 

en la subsecci6n 2.2.2.4. 

La regla de la esquina noroeste puede usarse para obtener 

diferentes s.b.f. simplemente con permutar los renglones y las 

columnas del arreglo antes de aplicar el procedimiento. La r~ 

s.!!, de ~ esquina ~ 4iemp~e proporciona el número ade

cuado de variables básicas. Existen, además otros mátodos no 

tratados aqu!, como, por ejemplo, el método del co~to mlnimo y 

el mltada de ap~ox.i.maci6n de Vogel. 

Este ejemplo se usar& en ejemplos posteriores. 
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2. 2.1. 3 C<11tac.CeJz.üac.l611 de la Ba~e. 

Una propiedad importante del P.T. es la trianqularizaci6n 

de !! base. Sabemos del Algebra Lineal que dicha propiedad 

simplifica el proceso de soluci6n de un sistema de ecuaciones 

cuyos coeficientes corresponden a una base, permitiendo con 

eso una implementaci6n eficiente del M~todo Simplex. 

~Triangulares. 

Definici6n. Toda matriz cuadrada no singular M se dice trian

gular si pe.Jt.mu.tando sus renglones y colwnnas se transforma en 

una matrtz triangular inferior. 

De la definici6n se sigue que toda matr~z triangular inf~ 

rior no singular es triangular. De la misma manera, toda ma

triz triangular superior no singular es triangular puesto que 

al invertir el orden de sus renglones y columnas se convierte 

en triangular inferior. 

Un procedimiento simple para determinar si una matriz M 

es triangular, o no lo es, se da enseguida: 

~· Encontrar un rengl6n con exactamente un elemento dif~ 

rente de cero. 

~· Formar una submatriz de la matriz del paAo J, cruzan

do el rengl6n y la columna que corresponden al elemen

to diferente de cero en ese rengl6n. Regrese al p~~o 

1 con la submatriz ast formada. 
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Si el procedimiento lo podemos continuar hasta que todos los 

renglones hayan sido eliminados, la matriz resultante será 

triangular. Dicha matriz la podemos poner explícitamente en 

forma de triangular inferior, rearreglando sus renglones y sus 

columnas estrictamente en el orden que el procedimiento marc6. 

Ejemplo J. sea la matriz 

2 o l o 2 

4 1 3 

H o o o o 1 

2 2 

2 2 o 5 

o 2 o 1 2 

3 1 6 

Al aplicarle a M el procedimiento antes descrito en el orden 

indicado (ver ntlmeros adyacentes a la matriz H), se transfor-

ma en la matriz triangular inferior 

o o o 

1 2 o o o o 

1 o o 

1 2 o o 

2 3 o 

1 2 3 1 



La importancia de la triangularizaci6n estriba en el mé

todo de ~u.$t.l.tuc.i6n JLe.g1t.e.~.iva asociado al sis~ema de triangu

lar de ecuaciones. supongamos nuevamente que M es triangular. 

una permutación ~ renglones es una reordenaci6n simple de las 

ecuaciones {equivalente a multiplicar M por matrices de permu

tación a la izquierda) y una permutación ~ ~ es una 

reordenación simple de las variables (equivalente a multipli

car M por matrices de permutación a la derecha). As!, después 

de una reordenación apropiada, el sistema de ecuaciones Mx = d 

toma la forma triangular inferior que puede resolverse por 

4U4tituoi6n di~eota. 

El método puede aplicarse tarnbi~n a sistemas de la forma 

~tM =et En este caso se utilizar!a la sustitución regresiva. 

Un aspecto importante del P.T. lo describe el siguiente: 

Teorema de triangularización de Bases. Cada una de las bases 

del P.T. es triangular. 

~· Supongamos que invertimos los signos de la mitad de 

los coeficientes de (5) . Entonces la matriz de dichos coefi-

cientes consiste en "m~s unos", "menos unos" y "ceros". Por 

el teorema de la subsección 2.2.l.l, prescindimos de una de las 

ecuaciones para eliminar redundancia. Con los coeficientes de 

la matriz resultante formamos una base B, seleccionando un s~ 

conjunto no singular de m + n - 1 columnas. 
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Cada columna de B contiene a lo m&s dos elementos dife

rentes de cero, +l y -l. Entonces hay a lo m&s 2(m+n-l) ele

mentos diferentes de cero en la base. Sin embargo, si cada 

colu.'Tlila contiene dos elementos diferentes de cero, entonces 

la suma de todos los renglones sería cero, contradiciendo la 

no-singularidad de B. De este modo, al menos una columna de 

B contiene solamente un elemento diferente de cero. Esto si~ 

nifica que el número total de elementos diferentes de cero en 

Bes menor que 2(m+n-l), 

Existe entonces un rengl6n con un elemento diferente de 

cero: si cada rengl6n tiene dos o m~s elementos diferentes de 

cero, el número total podría ser al menos 2(m+n-l), Esto si~ 

nifica que el primer paso del procedimiento para verificar la 

triangularidad se satisface. Un argumento similar puede 

aplicarse a la submatriz de B obtenida al cruzar el rengl6n y 

la colwnna correspondiente a estos elementos, Esta submatriz 

debe contener tarnbi~n un rengl6n con un elemento diferente de 

cero. El argumento anterior establece que la base B es trian

gular •• 

Ejemplo 4, Como ilustraci6n· del teorema de triangularizaci6n 

de bases considere la base seleccionada por la regla de la e! 

quina noroeste del ejemplo 3. En esta base solamente las va

riables básicas son indicadas, no así sus valores. 
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X X 
1 

30 

X X X 1 ªº 
X í 10 

1 X i X 60 

10 1 so 1 20 1 80 i 20 

Un ren9l6n en una matriz bSsica corresponde a una ecua

ción en el sistema original y está asociada con una restric

ci6n sobre el total de un rengl5n o una columna. En este eje~ 

plo la ecuaci6n correspon~iente a la suma de la primera colum

na contiene solamente una variable básica x11 • El valor de 

esta variable lo podemos encontrar rápidamente, es 10. La si

guiente ecuaci6n corresponde a la suma del primer rengl6n. La 

variable es x 12 , la cual tiene valor de 20 ya que x11 es cono

cida. Este procedimiento es equivalente a la sustituci6n re

gresiva. 

Ejemplo 5. Representemos otra base para el ejemplo 3. Busqu~ 

mos sobre los renglones y las columnas para encontrar una va

riable básica. El valor de esta variable podemos encontrarlo 

facilmente. Tales renglones o columnas siempre existen, ya 

que toda base es triangular. Entonces este rengl6n o columna 

es cruzado y el procedimiento se repite. Los números en las 

celdas indican un orden aceptable para su cálculo, aunque por 

supuesto, hay otros. 
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" 
l 

" 
5 •, "' 30 

1 

" 
2 

" 
l 60 

"' 
1 

lo 1 

" • X 
, 

60 

lO so 20 BO ! 20 

Co;no cualquier matriz b~sica es triangular y todos sus 

elementos diferentes de cero son iguales a uno (o "menos uno", 

si se ca:-:tbía el signo de algunas ecuaciones}, la sustitución 

regresiva implicará sumas y restas del total de los renglones 

y columnas. La multiplicaci6n no se requiere. Por lo tanto, 

si el total de renglones y columnas originales es un entero, 

los valores de todas las variables b~sicas son tambi~n ente-

ras. Esto es un resultado importante, el cual se resume en el 

siguiente corolario de triangularídad de bases. 

Corolario. Si el total de los renglones y columnas de un pro-

blema de transporte es entero, entonces las variables básicas 

en cualquier soluci6n b~sica son enteras. 

2.2.2 UN METODO SIHPLEX PARA EL P.T.: EL METODO DE MULTIPLI-

~· 

La aplicación directa del algoritmo simplex, tal como se 

ha desarrollado en las cuatro subsecciones anteriores, se 
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vuelve demasiado grande para valores de tamaños razonables de 

m orígenes y n destinos. 

Observando la estructura especial del P.T. y habiendo d~ 

mostrado que una soluci6n básica tiene una estructura de ma-

triz triangular, se desarrolla una versi6n computacionalmente 

eficiente del algoritmo sirnplex. Este m~todo está basado en 

la Teor!a de Dualidad. 

Los multiplicadores sirnplex están asociados con las ~-

tricciones. En este caso, particionamos el vector de multipl~ 

cadores como A = (~,v). Aquí u1 representa los multiplicado

res asociados al i-ésimo rengl6n y vj representa los multipl! 

cadores asociados a la j-ésima columna. Ya que una de las res 

tricciones es redundante, debe asignarse un valor arbitrario a 

uno de los multiplicadores. Para simplificar la notaci6n, 

o. 

Dada una base B, los multiplicadores simplex se encontra

rlin en la ecuaci6n \ta = cta. Para determinar la forma explí-

cita de estas ecuaciones, nos referiremos al sistema original 

de restricciones (S}. Si xij es b&sica, entonces la correspo~ 

diente columna de A será incluída en B. Esta columna tiene dos 

elementos "+l": uno en la i-~sima posición y otro en la j-~si

ma. Esta columna genera los multiplicadores simplex de la 

ecuaci6n µi + vj = cij' ya que µi y vj son las componentes co-
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rrespondientes del vector de multiplicadores. Las ecuaciones 

de los multiplicadores simplex son: 

para toda i, j, para los cuales xij es básica. La matriz de 

coeficientes de este sistema es la transpuesta de la matriz 

básica y, por tanto, es triangular. De este modo el sistema 

puede ser resuelto por sustitución regresiva. Esto es simi

lar al procedimiento para encontrar los •:alares de las varia

bles básicas; por consiguiente, tenemos otro corolario del 

teorema de tríangularizaci6n de bases para los multiplicado

res símplex. 

COROLARIO. Si los costos cij de un problema de transporte 

son enteros, entonces los multiplicaaores simplex asociados 

con cada base tambi~n son enteros. 

Una vez que les multiplicadores símplex se conocen, los 

coef icícntes de costo relativo para las variables no básicas 

pueden encontrarse usualmente como r~ 

so los coeficientes de costo relativo son 

j=l, ... ,m 
j=l, ... ,n 

Esta relaci6n es v4lida para variables básicas con costo rel~ 

tivo cero. 



Dada una base, el cálculo de los multiplicadores sim~lex 

es sinilar a calcular los valores de las variables básicas. 

Los cálculos son facilmente ejecutados sobre un arreglo de la 

siguiente forma, donde los elementos en círculo corresponden 

a la posición de las variables básicas en la base. 

cll cl2 ClJ cln "1 

c21 8 c23 c2n µ2 

cml cm2 cm3 G µm 

vl v2 VJ V n 

En este caso la parte principal del arreglo con los coeficien-

tes cij permanece fijo y calculamos las columnas y renglones 

correspondientes a ~ ó v. 

El procedimiento para calcular los multiplicadores sirn-

plex es: 

Paso l. Asignar un valor arbitrario a uno de los multiplica-

dores. 

Paso 2. Buscar en los renglones y en las columnas del arreglo 

hasta encontrar un elemento cij en circulo tal que 

µi 6 vj (no ambos) se haya determinado. 
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Paso J. Calcular µi o vj de la ecuación cij z ~i - vj. Si 

todos los multiplicadores se deteroinan, pare. En 

caso contrario regrese al paJo 1. 

La triangularización de la base garantiza que este procedimie!!. 

to determina todo¿ los multiplicadores simplex. 

2.2.2.2 Camblo de clclo. 

De acuerdo al procedimiento general del simplex, si una 

variable no básica tiene asociado un coe:iciente de costo re-

lativo negativo, entonces ésta variable es un candidato para 

entrar a la base. Como el valor de esta 'Jariable se increme!!_ 

ta gradualmente, los valores de las variables básicas cambia-

rán continuamente para mantener la factibilidad. Entonces, el 

valor de la nueva variable se incrementa, mientras que una de 

las variables básicas se hace cero. 

Si el nuevo vector básico es d, entonces el cambio en las 

otras variables está dado por -a-1a, donde B es la base. 

TEOREMA. Sea B una base de A (ignorando un rengl6n) y sea d 

un vector columna. Entonces las componentes del vector y;B-ld 

son O, +l, 6 -1. 

Prueba. Sea y la solución de la ecuaci6n By - d. Entonces y 

es la representación de d en t~rminos de la base. Esta ecua-

ci6n se puede resolver por la regla de Cramer, esto es, 
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det Bk 
~~-. 

det B 

donde Bk es la matriz obtenida al reemplazar la k-~sírna colum

na de B por d. By Bk son subrnatrices de la matriz de restri~ 

ciones original A. La matriz B podemos ponerla en la forma 

triangular de todos los elementos iguales a +l en la diagonal. 

Por tanto, considerando el cambio del signo que resulta de in

tercambiar los renglones y las columnas, det B = +l 6 ~l. 

Asimismo, podemos mostrar que det Bk = o. +l, 6 -1. Conclu!

mos, pues, que cada componente de y es O, +l ó -1 .• 

Lo que el anterior resultado implica es que cuando una 

nueva variable se añade a la soluci6n en una unidad, las vari~ 

bles básicas cambiarán a +l, -1 6 O. Si las nuevas ~ariables 

tienen el valor de 9, entonces las variables básicas cambian 

a +e, -0 ó o, respectivamente. Por lo tanto, es necesario 

determinar los signos de cambio para cada variable básica. 

La determinaci6n de estos signos es una búsqueda sobre 

los renglones y las columnas. Operacionalmente, una asigna-

ci6n "+" a la celda de la variable que entra representa un 

cambio +e, que será determinada. Entonces +, - y O se asig

nan uno por uno a las celdas de algunas variables b~sicas, in-

dicando cambios de +e, -e 6 O para mantener una soluci6n factl 

ble. Después de cada paso habrá una ecuaci6n que determine el 

signo asignado a la variable básica. El resultado será una s~ 
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cuencia de 11 +" y "-" asignados a las celdas que forman un ci

clo, primero la celda de la variable que entra. En esencia, 

el cambio es parte de un e.teto de 11.edüt.U:buc<'.att del flujo en 

un sistema de transporte. 

Una vez que la secuencia de +, - y O se determina, la nu~ 

va s.f.b. se encuentra colocando el nivel de cambio 9, es de

cir, poniendo una de las variables básicas en cero. Debernos 

examinar las variables básicas para las cuales se ha asignado 

un signo menos; para estas, son los unos los que se decremen

tarán cuando la nueva variable entre. Entonces B es igual a 

la magnitud más pequeña de estas variables. Este valor se s~ 

ma a todas las celdas que tengan asignado "+" y se resta de 

todas las celdas que tengan asignado "-" 

la nueva s.f .b. 

2.2.2.3 Al9011.itmo de Tll.atthpolt.te. 

El resultado será 

Es posible reunir todo lo desarrollado hasta aquí en for

ma de un p~ocedlmiento 4.únplex ~evihddo para el P.T. 

DESCRIPCION 

~· Calcular una s.f.b., usando la regla de la esquina 

noroeste, o algún otro m~todo. 

~· Calcular los multiplicadores simplex y los coeficien

tes de costo relativo. Si todos los coeficientes de 
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costo relativo son negativos, paramos: la soluci6n es 

6Ptima. En otro caso ir al pa..60 3. 

~· Seleccionar una variable no básica correspondiente a 

un coeficiente de los costos negativos, para entrar 

a la base (generalmente el que tiene el coeficiente 

de costo más negativo). Calcular el ciclo de cambio, 

y sea ? igual a la variable básica más pequeña con 

signo menos asignado. Ir al p.t.~o 2. 

Ejemplo 6. Resolvamos completamente el problema del ejemplo 3. 

Los requerimientos y una s.f.b. obtenida por medio de la regla 

de la esquina noroeste son los que siguen: 

10 20 30 

30 20 30 so 

10 10 

40 20 60 

10 50 20 80 20 

{Los coeficientes encerrados en un circulo corresponden a las 

variables básicas). Los multiplicadores simplex calculados 

por la búsqueda de renglones y columnas son los siguientes: 
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( 3) e 4~ 6 B 9 5 

2 ( 2 ( 4) 5JI 5 3 

2 2 2 1 3 2 1 

3 3 2 4 2 2 

-2 1 -1 v. 
J 

1 1 2 o 

Los coeficientes de costo relativo se calculan restando 

1 o 1 4 

1 1 2 

3 i 2 o 1 

3 ¡ 2 -1 

En este caso, resulta negativa s6lo la celda (4,3}¡ as!, la V!!_ 

riable x43 entrará a la base. Un signo "+" se escribe en la 

celda del arreglo original, y se determina el ciclo de O, +l 

y -l. {No es necesario continuar con la búsqueda una vez que 

el ciclo está determinado) : 

10 20 30 

30 20- 30+ BO 
o 

10 10 

+ 40° 20° 60 

10 50 20 BO 20 
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La variable b!sica con signo menos, más pequeña, es 20, 

que se suma o resta de los elementos del ciclo como indican 

los signos. La nueva s.f.b. es 

! 10 20 30 

30 50 BO 

10 10 

20 20 20 60 

10 so 20 80 20 

Los nuevos multiplicadores simplex correspondientes a la 

nueva base se calculan y los costos del arreglo se revisan: 

~ 
3 4 6 B 9 5 

2 2 4 5 5 3 

2 2 2 3 2 1 

3 3 2 4 2 2 

-2 -1 o 2 o 

hsí pues, los coeficientes de costo relativo son: 

l l 4 

l l 2 

3 2 l 1 

4 2 

En este caso todos los coeficientes de costo relativo son pos! 

tivos, indicando con ello que la solución es 6pt~ma. 
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2.2.2.4 Vtgeni1tac~6n 

Todo problema de prograrnaci6n lineal degenerado tiene v~ 

riables básicas con valor cero. Esto puede ocurrir en el P.T. 

Si hay degeneraci6n en el procedimiento simplex, podemos in

troducir el mUodo e~.td11da11. de pelltu1tbacU11. En este método 

a la variable básica con valor cero se le asigna el valor ~ y 

se continúa de manera usual. Si deja la base, entonces ~ pu~ 

de eliminarse. 

Ejemplo 7. Para ilustrar la degeneraci6n, consideremos una 

modificaci6n al ejemplo 6: en el cuarto rengl6n, 60 por 20, 

y en la cuarta columna, 80 a 40. Con estos cambios la s.f.b. 

por la regla de la esquina noroeste es degenerada. Se escri-

be una en el lugar de la variable b!sica con valor cero del 

arreglo: 

10 20 30 10 20 30 

30 20 30 80 30 20 - 30+ 80 . 
10 10 10 10 

- . 
20 20 + e 20 20 

10 50 20 40 20 10 50 20 40 20 

Los coeficientes de costo relativo son los mismos que en 

el ejemplo 6, x
43 

es el candidato a entrar en la base, y el 

cambio de ciclo es el mismo. En este caso, sin embargo, el 

cambio es s6lo e y la variable x44 sale de la base. 
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10 20 1 ! JO 

JO 20 JO 1 
1 

80 

1 10 ! 1 10 

¡ 1 1 20 1 20 

10 1 50 20 •o ¡ 20 : r 

Al igual que los ~ultiplicadores simplex correspondientes 

a la nueva base, se calculan los coeficientes de costo relati-

vo: 
~i 

1 o 1 

5 

2 

2 3 

-3 -2 o l 

Los nuevos coeficientes de costo relativo son positivos, 

indicando con ello· que la nueva soluci6n es dp~~ma. La e pue

de eliminarse en la solución final. 

2,2,3 EL PROBLE:-IA DE ASIG~ACION (P.A.) 

El problema de asignación es un caJo pakt~culak del pko

blema de t~anJpokte. El ejemplo clásico del P.A. es optimizar 

la asignaci6n de n trabajadores a n empleos. Si el trabajador 

i es asignado al empleo j, hay un beneficio de cij' Cada 
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trabajador debe ser asignado a un empleo, y viceversa. Hay 

que matimlza4 el valor total de la asignación. 

La formulaci6n general del problema de asignación es en-

centrar xij (i=l, ... ,n; j=l, ... ,n) para: 

n n 
min 1 1 c .. x .. 

j=l i=l iJ >J 

n 
s.a. I x .. l, 

j=l >J 

n 

I X •• l, 
i=l >J 

xij > o, g 

1, ... ,n 

( 10) 

1, .•. ,n 

1, ... ,_n 
l, ... ,n 

Se requiere que cada una de las variables tome el valor 

de cero o uno, en otro caso la soluci6n no tiene sentido ya 

que no es posible hacer asignaciones fraccionarias. 

TEOREMA. Una s.f.b. de P.A. tiene todas las xij igual a cero 

o uno. 

~· De acuerdo al corolario del Teorema de triangulariz~ 

ci6n de bases, todas las variables básicas de cualquier solu

ci6n b&sica son enteras. Las variables no pueden exceder a 

uno porque el lado derecho de las restricciones son uno. Por 

lo tanto, todas las variables deben ser cero, o bien uno. • 
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Se sigue que hay al menos n variables básicas que tienen 

el valor de l porque debe haber un l en cada rengl6n (y en e~ 

da columna). En un P.T. de esta dimensi6n, una soluci6n bás! 

ca no degenerada podría tener 2n-l variables positivas. De 

esta manera, las s.f.b. para el P.A. son altamente degenera

das, con n-1 variables básicas iguales a cero. 

El P.A. puede resolverse por el algoritmo de transporte, 

pero es poco tedioso. Un algoritmo más eficiente para el 

P.A. lo desarrollaron dos matemáticos húngaros. Dicho algo

ritmo fue generalizado a la forma del Mltodo P~imal-Vual para 

la P.L. 
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2.2.4 EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO (F.C.M.) 

Esta sección considera el problema b~sico de Flujo a CoJ 

to M~nimo que generaliza el P.T. Su objetivo principal es de 

sarrollar una interpretación algebraica de los conceptos de 

redes par.a el P.T. 

Consideremos, pues, una red con n nodos y hagárnosle co

rresponder a cada nodo i el número bi, la oferta disponible*. 

Supondremos tambi6n que la red está balanceada en el sentido 

que 

n 
r 

i=l 
b. = o 

1 

Asociado a cada arco (i,j) hay un número Cij que repre

senta la ~ ~ ~ E2E. flujo para el arco. El proble-

rna de F.C.M. está determinado por los flujos xij ~ en cada 

arco de la red; así, el flujo neto en cada nodo i es bi, mien

tras se minimiza el costo total. Matemáticamente, el problema 

se expresa de la siguiente manera: 

min r cijxij 
ij 

n n Ul) 
s.a. r xij - l xki bi, i 1,2, ••. ,n 

j=l k=l 

xij > o, i,j 1,2, .•. ,n 

*si bi<O, entonces hay un requerimiento demandado. 

110 



Como podemos observar, el P.T. es un~ particular del 

problema de F. c. M. en el que le corresponde una red con arcos 

que van s6lo en la direcci6n del nodo de oferta al de demanda 

y que refleja precisamente esa restricci6n en los embarques. 

El problema más general permite configuraciones de redes m~s 

complicadas pues el flujo en el nodo oferta puede ir, antes 

de alcanzar su destino, a nodos intermedios. 

2.2.4.1 E~t~uotu~a del p~oblema. 

El problema (11) es un P.P.L. La matriz de coeficientes 

A de las restricciones del flujo, es la ma.tJt..i.z de. .inc..ldenc.la 

nodo4-a~c.o~ de la red. La columna correspondiente al arco (i, 

j) tiene entrada '+l' en el renglón i y '-1' en el renglón j. 

Ya que la suma de todos los renglones es el vector cero, la 

matriz A tiene rango menor o igual a n-1, y alguno de sus re!! 

glones puede eliminarse para obtener una matriz de coeficien-

tes de rango igual al de la original. Mostremos enseguida h~ 

ciendo uso de los conceptos, que el rango de la matriz de ca~ 

ficientes es, en efecto, n-1, bajo un simple supuesto sobre 

la red. Para establecer el supuesto definamos la gr~fica G de 

la red. Cada arco de la red está inclu!do en G, independien-

temente de su direcci6n*. Debemos suponer que Ges conexa, lo 

que necesariamente implica que contiene !!_ ~ un d~bol de. 

expan~.l6n. 

• La orientaci6n de los arcos no se considera pues s6lo nos i~ 
teresan las propiedades lineales de A. 
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Mostremos, pues, que r(A) = n-1. Seleccionemos para ello 

un rengl6n que ser4 removido de A, dando lugar a una nueva ma

triz, A. consideremos ahora el 4rbol de expansi6n T en la gr~ 

fica G que consistir4 de n-1 arcos sin ciclos. Sea AT subma-

triz de A de orden (n-1) x (n-1) que consiste de n-1 columnas 

que corresponden a los áreas en el árbol. Al menos dos nodos 

del árbol deben tener un solo arco de T, y al menos uno de es-

tos no es rarz. Lo anterior significa que el rengl6n corres-

pendiente de AT tiene una entrada diferente de cero. Si ima

ginamos que cruzamos el rengl6n y columna correspondientes a 

dicha entrada, esto correspondería, en t~rminos del árbol, a 

eliminar el nodo y arco tocados. Los n-2 arcos restantes de 

T forman un árbol para la red reducida de n-1 nodos, incluyen

do la raíz. El procedimiento se repite consecutibamente, eli

minando todos los nodos, excepto la raíz, hasta que todos los 

renglones de ~ sean tarnbi~n eliminados. 

Es claro que este procedimiento es equivalente al de la 

triangularizaci6n de la subsecci6n 2.2.1.3. En otras palabras, 

~es una submatriz triangular no singular de (n-l)x(n-1). Por 

lo tanto, r(A) = n-1. 

Hemos visto que un árbol de exp~nsi6n T de la gráfica G 

corresponde a una base pues define a la submatriz no 
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singular A. Como ya sabemos, una base corresponde a escoger 

n-1 columnas linealmente independientes de A. Ahora, cada co

lumna corresponde, a su vez, a un arco de la red; as!, la se

lecci6n de una base es equivalente a seleccionar n-1 arcos. 

Mostremos que esos arcos forman un ~rbol de expansi6n. 

Para lo anterior, supongamos que la colecci6n de arcos 

correspondientes a la base contiene un ciclo de m arcos. Cua~ 

do ellos están colocados en ciclo tienen la forma (n1 , n2), 

Cn 2 , n3), {n3, n4l, ... , (nm' n1>. En este orden algunos arcos 

pueden invertirse. Por otro lado, haciendo la combinaci6n li-

neal de las columnas a 1 , a 2 , ... 'ªm de A notamos que los coefi

cientes de dicha combinaci6n son positivos si la orientaci6n 

del arco es la misma en el ciclo que en la gráfica original y 

es negativo si no lo es. La i-ésima columna de la combinaci6n 

corresponde al arco Cn1 , ni+l) del ciclo y tiene '+l' en el 

rengl6n que corresponde a n1 y 1-l' en el renglón que corres

ponde a "i+l' Entonces los '+l' y '-1' se cancelan en la corn

binaci6n dando lugar al vector cero, y contradiciendo así, la 

supuesta independencia lineal de las columnas de A. Por lo 

tanto, queda establecido que la colecci6n de arcos correspon

dientes a la base !le. contiene ciclos puesto que hay n-1 arcos 

y n nodos. Se concluye entonces que los arcos forman un árbol 

de expansi6n. 

Podemos decir ahora que existe una correspondencia uno-a

uno entre los arcos (co!umnab) en una base y el ~rbol de 
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expansión y que la base es triangular y, por tanto, unimodu

ld4, Las características del P.T. nos llevan al P4oblema Ge-

ne4dl de Flujo a Cca~o Mlnimo. 

Dada una base, la soluci6n básica que le corresponde se 

encuentra por sustituci6n regresiva, aprovechando la estruc

tura triangular. La ecuaci6n que ten9a una variable básica 

indeterminada le corresponde un arco de flujo indeterminado 

x1j. Dícha ecuación se resuelve para xijº En términos de r~ 

des lo anterior significa que se parte del final del árbol de 

expansi6n que corresponde a la base, esto es, se encuentra un 

nodo que toque s6lo un arco del árbol. El flujo en ese arco 

lo determina la oferta (o demanda) del nodo. Con la sustitu-

ci6n regresiva se resuelven los flujos de los arcos del árbol 

de expansi6n, empezando por el último, eliminando arcos de m~ 

nera sucesiva. 

2.2.4.3 El MlJ::odo Simple~. 

Para gene~aliza4 el problema de F.C.M. puede aplicarse 

el m~todo siroplex revisado. Se descrihir!n enseguida los pa

sos del algorit:.tno, enfatizando su interpretaci6n en redes. 

PROPOSITO. OetellJ!linlVL el 6lujo a co~to m~nimo en una ~ed. 

OESCRIPCION 

~· Empezar con una s.f.b, 
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~· Calcular los multiplicadores simplex xi para cada 

nodo i. Resolver las ecuaciones 

para cada i,j correspondientes a un arco básico, 

Esto se sigue porque el arco (i,j) corresponde a una 

columna de A, con '+l' en el rengl6n i y 1 -1 1 en el 

rengl6n j. Las ecuaciones se resuelven colocando el 

valor de alguno de los multiplicadores. Se calcula 

la ecuaci6n con un s6lo multiplicador indeterminado 

indeterminado y este, a su vez, determina otro, y 

asr sucesivamente. 

Los coeficientes de costo relativo para los ar

cos no b~sicos son: 

Si todos los coeficientes de costo relativo son 

no negativos, parar: la soluci6n es 6ptima. En otro 

caso, ir al pa40 3. 

Paso 3. Seleccionar un flujo no básico con coeficientes de 

costo relativo negativo para entrar a la base. Aña

diendo este arco al árbol de expansión de la base a~ 

terior, tendremos un ciclo corno lo muestra la figura 

4, 
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Anterior 

arco nuevo 
que intro-
doce flujo 
al ciclo. 

arco fuera 
cuardo el 
flujo ne' 
es cero. ~ 

Figura 4. Base de un árbol de expansi6n. 

Introducir un flujo positivo a este ciclo de 0. Como 

e se incrementa, algún flujo anterior se decrementa-

rá. As!, e se escoge del valor más pequeño del flujo 

neto de uno de los arcos básicos iguales a cero. Es-

ta variable sale de la base. El ~ ~ ~ expan 

~ se obtiene añadiendo un arco para formar un ci-

clo, y eliminando el otro arco del ciclo. 

2.2.4.4 Comenta/L.lo4 Aclic,lonll.le4 

Es posible incorporar características adicionales como en 

otras aplicaciones del m~todo simplex. Por ejemplo, si existe 

una s.f.b. puede buscarso usando va4iabled a4~i6ieiale4 en el 

procedimiento de la fase I. Esto puede realizarse introducie~ 

do un nodo adicional con oferta cero y con un arco conexo 
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(dirigido al nodo con demanda y lejos del nodo con oferta). 

Se construye una soluci6n básica inicial con el flujo del no

do artificial. Durante la fase I, el costo del arco artifi

cial es igual a la unidad, y los demás iguales a cero. Si el 

costo total se reproduce a cero, se obtiene una s. f.b. para 

el problema original. 

Una extensi6n importante ser!a el incluir límites supe

riores (capacidade~) sobre las magnitudes de flujo tolera

bles en un arco. 

2.2.5 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO (F.M.) 

En esta secci6n se discutirá un tipo de problemas de flu

jo diferente: aquel que determina el flujo rn~ximo posible de 

un nodo fuente a uno nodo ~, bajo arcos con capacidad 

restringidas. 

Antes que nada, se describe el problema de determinar una 

trayectoria de un nodo a otro en una gráfica dirigida. 

2.2.s.1 P~ocedimien~o del. A~bot. 

En una gráfica dirigida, hay una ruta del nodo i al nodo 

cuando j es alcanzable por i. El inspeccionar la 'alcanzab! 

lidad' en una gráfica simple es una tarea fácil, no as! en una 

gr&fica compleja. En ellas se utiliza un proceso sistem&tico 
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que consiste en la bGsqueda y etiquetaci6n de nodos. Este pr~ 

cedimiento, llamado "de árbol", es base de muchos m~todos que 

resuelven gráficas complejas y problemas de redes. 

Así pues, supongamos que queremos determinar si existe 

alguna ruta del nodo 1 al nodo m. En cada paso del algoritmo 

ningGn nodo se etiqueta, los nodos se etiquetan sin que haya 

bGsqueda o se etiquetan habiendo búsqueda. 

Paso l. Etiquetar el nodo l. Los demás nodos no se etiquetan. 

Paso 2. Para algún nodo etiquetado sin b§uqueda del nodo i, 

encontrar· todos los nodos alcanzables a i sin que e~ 

tos est~n etiquetados. Etiquetar esos nodos con el 

número i. 

~· Si el nodo m se etiqueta, parar: existe una ruta. Si 

hay nodos no etiquetados que no pueden etiquetarse, 

parar: no existe una ruta conexa. En otro caso, ir 

al pa~o 2. 

La figura 5 ilustra, mediante un ejemplo, el P1toc.ed.lm..i.en

lo (de bú4quedal del A4bol. En ella podemos observar que se 

encuentra una de las rutas del nodo 1 al nodo 10. Los nodos 

se han etiquetado y la bGsqueda se ha realizado en el orden l, 

2, 3, S, 6, 8, 4, 7, 9, 10. Las etiquetas se indican próximas 

a los nodos. Los arcos que se usaron en el proceso de búsque

da se indican con 



1 2 5 

X 8 

6 

Figura s. El procedimiento de b6squeda 

flechas más gruesas. Notemos que la colecci6n de nodos y ar

cos seleccionada por el proceso, considerada como una gráfica 

no dirigida, forma un árbol (sin ciclos, por supuesto). 

Si estamos interesados en determinar solamente si existe 

alguna ruta conexa y no en encontrarla, las etiquetas necesitan 

tener una marca sencilla en el nodo indice. Sin embargo, si 

los nodos indices se usan como etiquetas, entonces despu6s de 

terminar el algoritmo la ruta conexa actual puede encontrarse 

trazando ~ ~ el nodo m, siguiendo las etiquetas. En 

la figura 5 ilustrada arriba, comenzamos en el nodo 10 y nos 

movemos al nodo 7, despu~s al 6, al 3 y al l. La ruta sigue 

la inversa de esta secuencia. 
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Se prueba con facilidad que el algoritmo resJelve la 

existencia de una ruta conexa. En cada paso del proceso, se 

etiqueta un nodo nuevo, se etiqueta el nodo m y el proceso 

termina, o bien, es imposible continuar. Es claro que dicho 

proceso puede continuar para al menos n- 1 pasos, donde 11 es 

el número de nodos en la gráfica. supongamos que en algún 

paso es imposible continuar. sea s el conjunto de los nodos 

etiquetados en este paso y sea S el conjunto de los nodos no 

etiquetados. De manera clara el nodo l est~ en s y el nodo m 

en S. Si hubiese una ruta conexa entre los nodos y m, debe 

ría haber un arco, en esa ruta, de un nodo ktS a un nodo en S. 

Esto podría implicar, sin embargo, que el nodo k no se buscó, 

lo cual es una contradicci6n. Si el algoritmo continúa hasta 

alcanzar el nodo m, entonces puede construirse una ruta cone

xa hacia atrás. 

2.2.s.2 Capacldad ~n R~d~. 

En algunas aplicaciones en redes es común suponer un lím! 

te superior para el flujo tolerable en los arcos. Esto motiva 

los conceptos de red ~ capacidad y de capacidad ~ ~ ~· 

Definici6n. A una red se le llama 4~d con capacldad si al al

gunos de sus arcos se les asignan capacidades no negativas, d~ 

fini~ndose el flujo máximo tolerable en esos arcos. La ~dpac~ 

dad d~l a4co (l,j) se denota kij y se indica en la gr~fica por 
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kij adyacente al arco en cuesti6n. 

En esta secci6n supondremos que todas las capacidades 

son enteras no ne9ativas. La figura muestra una red con 

capacidad. En dicha red, la capacidad del nodo l al nodo 2 

es 12, mientras que del nodo 2 al nodo l es 6. 

l 

Fi9ura 6. Red con capacidad 

2.2.5.3 El p~oblem4 de F.M, 

Consideremos una red con cápacidad en la que los nodos 

fuente y sumidero se distinguen facilmente: son los nodos 1 

y m, respectivamente. Los dem.:is nodos deben satisfacer los 

requeriroientos, es decir, el flujo ~ en ellos debe ser 

igual a cero. Sin embargo, el nodo fuente debe tener una sa

lida de flujo neto y el nodo sumidero una entrada de flujo n~ 

to: dichas salida y entrada deben ser i9uales como consecue~ 

cia de la con4e~vaci6n de los otros nodos. A un conjunto de 

arcos con flujo que satisfacen estas condiciones se le llama 

fluJo .!!.!! !!!_ ~ ~ ~· El p~oblema de F.M. est~ deter

minado por el flujo m~ximo que puede pasar en una red y mate-
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máticamente lo expresamos co~o: 

max 

s.a. 
n n r x1 . - I - f 

j=l J j=l 

n n r X •• - L ji 
j=l 1 1 j=l 

n n rx .- rxj +f 
j=l In] j=l .. 

o, i + l,m (12) 

o 

Vi,j 

donde los pares i,j corresponden a los arcos permitidos. 

El problema puede reescribirse en forma más compacta, en 

t~rminos de la matri% de incidencia nodos-arcos. sean A la 

matriz de incidencia, x el vector con flujos xij y e un vec

tor con dimensi6n igual al nllmero de nodos, que tiene '+l' 

en la componente del nodo 1, •-1 1 en la componente del nodo m 

y 'O' en las de~s componentes. Así, el problema de F.M. qu~ 

da expresado como 

max f 

s.a. Ax - fe o (13) 

La matriz d~ coeficientes e~, ahora, igual a la matriz 

de incidencia nodos-arcos con una columna adicional para la 
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variable de flujo f. Alguna base de esta matriz de coeficie~ 

tes deberá ser triangular. El m6todo simplex podrá emplearse 

entonces. Sin embargo, en lugar de utilizar dicho método tal 

cual, podemos utilizar un algoritmo m&s eficiente basado en 

el p~ocedimiento del ~~bol. 

La estrategia básica de ese algoritmo ser!a muy simple . 

.Admitamos primero que es posible enviar un flujo diferente de 

cero del nodo 1 al nodo m, s61o si el nodo m es alcanzable al 

nodo l. El procedimiento del ~rbol puede usarse para determ~ 

nar si m es alcanzable, y si lo es, el algoritmo producirá 

una ruta de l a m. Al examinar los arcos de esta ruta podre

mos determinar su capacidad entre el nodo 1 y el m, lo cual 

nos dará un flujo inicial positivo (y entero), 

Posterionnente habrá de considerarse la naturaleza de la 

red en este punto en t~rminos del flujo adicional que deberá 

asignarse. Si en el arco (i,j) hay un flujo xij' sin capaci

dad se reduce a kij - xij ya que este es el flujo máximo adi

cional que puede asignarse a 61. Por otra parte, la capacidad 

inversa en el arco (i,j) se incrementa a kij + xij puesto que 

un incremento pequeño hacia atr~s del flujo se realiza actual

mente como una reducci6n en el flujo enviado a través del ar-

ca. Una vez que se han llevado a cabo los cambios anteriores, 

el procedimiento del ~rbol puede usarse de nuevo para encon

trar una ruta del nodo 1 al nodo m con el flujo adicional asi~ 
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nado, quedando una ~ aumentada. Por cierto, si m no es 

alcanzable al nodo 1, no puede haber flujo adicional asigna

do, completándose así el procedimiento. 

Como lo hemos señalado, el método se basa en las aplic~ 

cienes repetidas del procedimiento del &rbol, el cual se im-

plementa por etiquetas y basquedas. En vez de reexaminar 

los arcos después de la ruta encontrada, se determina, dura~ 

te la bGsqueda inicial, el arco con capacidad mínima de la 

ruta aumentada, llevando consigo mSs informaci6n en las eti-

quetas del algoritmo del árbol. En efecto, la etiqueta del 

nodo i tiene la forma l~. C¡J, donde h denota un precursor 

del nodo y C¿ es el flujo máximo que debe enviarse del nodo 

fuente al nodo i a través de la ruta producida con las etiqu~ 

tas y la bGsqueda. El procedimiento es el que sigue: 

ALGORITMO. Flujo M4x.úno 

PROPOSITO. Ve..tellJOind~ el &lujo m4x.úoo en und ~ed con nodo 
&uente "1" y nodo ~umide~o 1 n 1

• 

DESCRIPCION 

~· Etiquetar el nodo l con •(-,m)•. Los denis nodos no 

se etiquetan. 
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~· Seleccionar alguna etiqueta del nodo 

queda: (k,Ci). Para todos los nodos 

para la b(\s

no etiqueta-

dos tales que (i,j) es un arco con xij < kij' asig

nar la etiqueta (i,Cj), donde Cj = min {C1 , kij-xij}. 

Para todos los nodos j no etiquetados tales que {j, 

i) es un arco con xij > O, asignar la etiqueta (i, 

Cj)' donde Cj min Cc1 , xij}. 

~· Repetir el paso 2 hasta que se etiquete el nodo m o 

hasta que no se puedan asignar más etiquetas. En 

tal caso la soluci6n es 6ptima. 

~· (Aumento), Si se etiqueta el nodo m [ (i, Cm) J, en

tonces incrementamos f y el flujo sobre el arco (í, 

ml estar~ dado por Cm' Continuar hacia atr~s en la 

ruta aumentada por los nodos, incrementando el flujo, 

en cada arco de la ruta, en cm. RE!9resar al paho l. 

La validaci6n del algoritmo debiera ser evidente. 

Sin embargo, la prueba completa se considera hasta despuás de 

ver el TeoJr.ema del Ftujo M1himo-CoJLtaduJr.a M.f.ni.ma*. No obstan

te, establecemos enseguida la convergencia del algoritmo. 

Proposici6n. El algoritmo del F.M. converge en un nlimero fi

nito de iteraciones. 

~· Recordemos, antes que nada, que todas las capacidades 

* Ver la demostración en el apéndice O. 
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(-,•) 

son enteras y no negativas. Además, al menos por la suma de 

las capacidades, el flujo est4 acotado. As! pues, comenzan

do con flujo cero, la capacidad mínima disponible en toda la 

fase será un entero y, según el flujo, se aumentará -en todo 

paso- por un entero. Este proceso debe terminar en un nWn~ 

ro finito de pasos puesto que el flujo es acotado .• 

Ejemplo B. En la figura que sigue se ilustra el procedimien

to. El nodo 1 es el fuente y el 6 el sumidero. Las capacid~ 

des se muestran sobre los arcos y también la etiqueta inicial 

que se obtiene por medio procedimiento. En este caso, el 

nodo sumidero se etiqueta, indicando un flujo de una unidad. 

(4, l) 
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(l,l) (2,l) 

(4,l) 

(2,1) 

Los nWneros en los cuadritos de la figura anterior indican los 

flujos totales en esos arcos. Las nuevas etiquetas se encuen

tran y añaden. Notemos que el nodo 2 no puede etiquetarse a 

partir del nodo l puesto que no exsite capacidad en esa direc

ci6n. El nodo 2 puede etiquetarse a partir del nodo 4 ya que 

el flujo existe, dando una capacidad inversa de una unidad. 

Volvemos a etiquetar el nodo sumidero y puede construirse una 

unidad m~s de flujo. 

Ahora la ruta aumentada es: 
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(3,1) 

(5,1) 

( l, l) (2, l) 

A esta red se le añade una nueva etiqueta. Se etiqueta el no

do sumidero y una unidad adicional de flujo puede enviarse del 

nodo fuente al nodo sumidero. La ruta de esta unidad es: 

Notemos que se incluye un flujo del nodo 4 al nodo 2; sin 

embar90, un flujo i9ual no se permitió en esa dirección en la 

red original. Este flujo se permite porque ya hay un flujo en 

la dirección opuesta. El flujo total es: 
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(-1,m) 

Los niveles de flujo aparecen en los cuadritos. Este es el 

flujo m!ximo, ya que puede etiquetarse sólo el nodo fuente. 

Para obtener algunos resultados adicionales a partir del con

cepto de colLCadulla en una lled, ver el Apéndice E. 

2.2.5.4 Pualidad. 

El "Teorema de Flujo M~ximo-Cortadura Mínima" sugiere una 

conexi6n con el Teo/Lema de !Jua.l.ldad. En efecto, el problema 

de F.M. es el P.P.L. (13), cuyo P.P.L. dual es: 

s.a. µtA ,..t 
(14) 

t 
µ e 

w ~ 
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Reescribiendo el dual con detalle, tenemos: 

rnin 

s.a. \Ji - \lj "ij 

\ll - \lrn = 1 

"ij = o 

(15) 

El par i,j se i~cluye sólo si (i,j) es un arco en la red. Una 

solución facti=le del problema dual puede encontrarse en térm! 

nos de un c.oi!j :.;.,,:.to coJt.ta.duJta. (S, $). En particular, es fácil 

ver que 

j 
l, si 

o, si 

i t s 

i t ¡¡ 

= j l, si 

O , en otro caso 

(i,jlds,sl 

es una solución factible. El valor del P.P.L. dual que corre~ 

pende a esta solución es la capac~dad de co~tadu~a. Si toma

mos al conjunto cortadura en lugar del determinado por el pro

cedimiento de etiquetas del algoritmo de flujo m~ximo, podre

mos ver que la optimalidad se verifica por la condición de ho! 

gura complementaria. El valor mínimo del dual coincide con la 

capacidad de la cortadura mínima. 
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2.2.6 EL PROBLEMA DE LA RUTA HAS CORTA (R.C.) 

sup6ngase que tenemos una red G con m nodos, n arcos y, 

asociado a cada arco Ci,j) en G, un costo cij El p11.oblema 

de la. 1Luta. md:~ co!tta. se expresa como "encontrar la ruta (me-

nos costosa) más corta del nodo 1 al nodo rn en G". El costo 

de la ruta es la suma de los costos sobre los arcos en la 

ruta. 

Podernos pensar en el problema de la R.C. dentro del con-

texto del flujo en una red si se diseña una red en la que se 

desee enviar una sola unidad de flujo del nodo 1 al nodo m a 

un costo mínimo. Luego, b1 = 1, bm = -1 y bi = O para i f 1 

6 m. La formulaci6n ma tetOO tic a vendría a ser, pues, 

m m 
min l r 0 ijxij 

i=l j=l 

m m 

{ 
1, si i 

s.a. r xij - r xki = o, si i 6 m 
j=l j=l -1, si = m 

(16) 

xij O 6 l, i,j = 1,2, .... ,m 

en donde las sumas y los requerimientos O y -1 se toman sobre 

arcos existentes en G. Las restricciones xij = O 6 1 indican 

que cada arco est~ en la ruta, o no está. 

Ignorando las restricciones O y -1 se encuentran de nuevo 

las ecuaciones usuales de conservaci6n de flujo. La matriz de 

131 



incidencia nodos-a.reos asociada a las e.cuac.ione.4 de con~e.1tva-

c..i6n de. !Jlu.jo es totalmente unimadular. Por lo tanto, si ree~ 

plazamos xij = O 6 1 por xij ~ o, y sí existe una solucí6n 6p

tima, entonces del m~todo símplex se obtendría aún una solu

ci6n 6ptima entera en la que el valor de cada variable es •e~ 

ro' o 'uno'. Así pues, se p~ede resolver como un P.P.L.: 

m m 
min í í Ci .X •. 

i=l j=l J 1J 

m m {1' si í = l 
s.a. í x .. = í xk º· si 1 6 m 

j=l 1J k=l i 
-1, si i = m 

(17) 

xij !_O, i,j = l, •.• ,m 

Debido a que el problema de la R.C. es un problema de F.M. 

en una red, podemos resolverlo por alguno de los métodos des

critos en la secci6n anterior. 

Consideremos el dual del problema de la R.C.: 

max 

s.a. i,j = 1,2, .•• ,m Clal 

wi no restrinqido i = 1,2, ••• ,m 

Es conveniente hacer la sustítuci6n w~ = wi. Como veremos en 

la soluci6n 6ptima, w~ - w~ es la distancia iruís corta del nodo 
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l al nodo i. Por lo tanto, podemos obtener la distancia m!s 

corta del nodo 1 a todos los nodos de la red. 

Existen varíes métodos para encontrar la ruta más corta: 

algunos consideran s6lo costos no negativos, otros costos ne-

gatívos y otros costos arbitrarios. Veremos a continuaci6n 

un algoritmo que considera costos arbitrarios utilizando eti-

quetas. 

Sup6ngase para ello que eon cada nodo j se asocia una 

etiqueta (i, wj>, donde la primera componente ida el nodo in

mediato anterior al nodo j en la ruta y la segunda componente, 

w;, indica el costo (longitud) de la ~mejor• ruta actual del 

nodo 1 al nodo j. Sea c 0 = l cij' !!_algoritmo de etique
Ci/º 

~ resulta corno sigue; 

ALGORITMO. Ruta m~4 coll..ta 

PROPOSITO. Obtene~ la ~uta m~4 co~ta en una ~ed que admite 
eualquiM. co4to. 

PESCRIPCION 

~· Etiquetar el nodo 1 como (-,O) y el nodo i como 

~· 

(-,iu), para i=-2, ••• ,m. 

1 ' Si wj ~ wi + cij para i,j=l, .•• ,m tenninar¡ se ha ob-

tenido la soluci6n Optima. En caso contrario, se se

lecciona (p,q) tal que w~ > w; + cpq y el nodo q se 

133 



hace (P, w~ = w¿ + cpq). 

un circuito negativo en G. 

repite el pa4o 2. 

. 
Si wq < c 0 , terminarr hay 

En caso contrario, se 

Para identificar los arcos en la ruta más corta, se em

pieza en el nodo m~ Sí la segunda componente w~ en el nodo m 

es m, entonces no existe una ruta del nodo l al m en G. En 

caso contrario, la primera componente en el nodo m, por ejem

plo k, da el nodo anterior en la ruta más corta. Se busca ha-

cia atrás el nodo k y se repite el proceso hasta alcanzar el 

nodo l. 

Ejemplo 9. Considere la red de la siguiente figura, en la que 

se desea encontrar la ruta más corta del nodo 1 al 4. 

No hay un orden requerido en el que se deban considerar los 

arcos para que-el algoritmo converja. Primero empezamos con 

c 0=-l - 4 - 6 = -ll. Etiquetando los nodos tenemos: 
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(- •.m) 

(-,O) -4 (-,m) 

(-,m) 

seleccionamos el arco (l,J} tal que w~ > wi + c 13 , = > -1, por 

lo tanto la etiqueta del nodo 3 queda (l,-1): 

(-,m) 

(-,O) 
(-,m) 

(l,-1) 

Seleccionamos el arco (1,2} tal que wi > wi + c 12 , m > 2, por 

lo tanto la etiqueta del nodo 2 es (1, 2): 
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(1,2) 

(-,O) e-.~> 

(l,-1) 

Seleccionamos el arco (2,3) tal que wi > w; + c 23 , -1 > ~2, 

por lo tanto la etiqueta del nodo 3 es (2, -2): 

c1.N 

(-1,0) 
e-.~> 

(2,-2) 

seleccionamos el arco (3,4) tal que w~ > w~ + c 34 , ~ > -B, por 

lo tanto la etiqueta del nodo 4 es (J, -Bl: 
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(1,2) 

(-,O) (3,-8) 

(2, -2) 

Todo t < w. + cij-, verificando tenemos w. que: 
J - J 

-2 w; ~ w~ + cll 

-2 w~ ~ w{ + c13 

-2 . . 
+ 2 W3 5. w2 c23 

-8 w~ 5. w; + c24 6 

-8 .. ~ 5. wi + C34 - 8 

Por lo tanto es 6ptimo, lo que implica que existe una ruta más 

corta con longitud -8, la ruta es (1,2), (2,3) y (3,4) siguie!!_ 

do la trayectoria hacia atrás, es decir, a partir del nodo fi-

nal, en este caso el nodo 4. 
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-4 
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N.l una m~qu.lna pa-ta aha44a4 el t4abajo, 
N.l un de4cubil.-i.mü.nta he dejado, 
N.l pod~l .te911-t una Juma paM óu11dat un 

ho6p.ltal a un11 b.lbt.loteca, 

/U la memo.t.la de u.a ha.zaii11 pa-t Amllt..lc.a., 
N.l un l~i..to l.lte-taiúo o .lntelectual, n.l 

un l.lb40 pa4a. lo6 a.naquele4, 

S6lo una4 poca4 me.loclla.4 queda4~n 
v.lb-tando en et 11.l-te., 

PARTE DOS 
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C A P 1 T U L O 3 

M~TODOS PRIMALES DUALES: ANAL!SIS DE REDES DE FLUJO 

(Primera parte) 

El Algoritmo Primal-Dual es un algoritmo general para re-

solver P.P.L. Se desarrolló a partir de un algoritmo menos g~ 

neral utilizado en ciertos problemas de redes y ha proporcion~ 

do las ideas claves para ge.ne.-'LalL algoritmos especializados en 

problemas de redes. 

La idea central del Método Primal-Dual es la siguiente: 

se parte de una solución factible del problema dual (que se 

propone como aproximación a la soluci6n óptima) y se genera 

después un, así llamado, problema primal restringido cuya sol~ 

~i6n proporciona uno de los siguientes resultados: 

il La solución óptima del problema primal 

iil Una solución del dual del primal restringido, 

que mejora la solución factible del problema 

dual original. 

En el primer caso el proceso teJ:tnina, mientras que en el 

segundo caso se mejora la solución factible del problema dual, 

y el proceso se repite. 
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PRIMAL 

(P) 

Un aspecto importante del proceso efectuado por el método 

primal-dual es que termina en un namero finito d~ iteraciones. 

El proceso de terminaci6n equivale a que las soluciones primal 

y dual sean factibles y satisfagan las condiciones de holgura 

complementaria de la programaci6n lineal. Un esquema del pro-

ceso primal-dual se da en la figura l. 

Se considera al algoritmo primal-dual en si mismo como 

un algoritmo dual, puesto que se parte de una ~ factible en el 

problema dual y se mantiene siempre la factibilidad dual. 

X 

DUAL 

(D) 

PRIMAL 

STRINGIDO 

(PR) 

..._~~~-l AJUSTE DE 

~ 

FIGURA l. 

142 

NO 

DUAL DEL 
PRIMAL 

RESTRINGIDO 
(DPR) 

SOLUCION 

OPTIMA: 

x* 



En caso de que e .::_ O, se puede tomar\ = O como soluci6n ini

cial dual factible. Cuando c es no negativa, sin embargo, pu~ 

de encontrarse una \ factible. 

En este capitulo se lleva a cabo la especializaci6n del 

m!todo primal-dual para los problemas de transporte, de asign~ 

ci6n, de ruta más corta y de flujo máximo. 
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3.1 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE· 

Consídere el problema de transporte en la forma: 

n m 
min Í l: c .. x .. 

j=l i=l 1 J 1 J 

n 
s.a. ¡: xij ªi' 

j=l 
i=l, .... ,m 

(1) 

m 
r xij = bj' 

i=l 
j_=l,. ·: ,n 

xij !. o V i,j 

m n 
donde suponemos que La. Í b. y c .. > O. También supone-

i=l 1 j=l 'J 
mos que las ªi y bj son enteros no negativos. El correspon-

diente problema dual es: 

m n 
max l: u.a. + l: V.b. 

i=l 1 1 j=l J J 

s.a. 

(2) 

El algoritmo primal-dual se inicia con una soluci6n facti-

ble para el dual (toda µi = O y vj = O son adecuadas> .. • De 

acuerdo a este algoritmo, correspondiente a la soluci6n dual 

factible se dice que el par (i,j) pertenece al ~ admisi

.!i!& Ji si la (i,j) -ésima restricci6n dual se satisface con 
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igualdad, esto es, el par (i,j) es ~dmi~ibte si µ1-vj = cijº 

En este caso el problema primal restringido se define en t~r-

minos de los tndices admisibles. De manera espec1fica 1 1a de

finición general del problema es: 

min 

s.a. 

m n 
¡: yi + í z. 

i=l j=l ) 

n 

í ". j j=l ,; 
+ yi = ªi' 

rn 
¡: x .. +· zj· = bj·~ 

i=l ·1 ). . 

"ij !. o 

i=l, ... ,m 

j=l, ... ,n 

y i,j 

V 

V 

para i,j ts 

rn 
Debido a la condiciGn de balance se tiene que E y. 

i=l l 

alguna soluci6n. Alternativamente, el problema puede 

(3) 

n 
¡: z. en 

j=l ) 
ponerse 

en forma de un problema de flujo m3ximo. La funci6n objetivo 

la reescribiremos como: 

m n n m r (a. - ¡: ". j) + ¡: (b. - í " .. ) 
i=l l j=l l j=l ) i=l l) 
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de la cual se ve que un problema equivalente es maximizar 
n m 
! l x,. sujeto a las restricciones en '3), Este es un pro

j=l i=l lJ 
blema de flujo máximo sobre la red siguiente: 

Figura 2. El problema de transporte en una red de flujo. 

En la figura 2 el flujo va del nodo fuente O al nodo su-

rnidera O. Las ai's y las bj's indican las capacidades de los 

arcos origen y terminales, respectivamente. Los arcos centra

les tienen una capacidad ínf inita de envío (la cual puede ser 

representada por un nt1mero entero muy grande}, pero tal arco 

se presenta en la red solo si corresponde a un par (i,j), adro! 

sible. Si xij denota el flujo en el arco (i,j)-ésimo, enton-
n 

ces r xi. es el flujo total que deja el nodo i. 
j=l J 
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Este tambi~n es el flujo de entrada del nodo i a la izquierda 

y este flujo no debe ser má: gr~nde que ªi' El flujo total 

que deja el nodo O es f = 1 Í ><. . • El problema primal res-
i=l j=l lJ 

tringido maximiza este flujo. El problema puede ser resuelto 

por el algoritmo de flujo máximo. Si el resultado es facti-

ble para el problema original, también es 6ptimo. De otro m2 

do, se hace necesario cambiar las variables duales y empezar 

de nueva cuenta. 

La soluci6n del problema dual asociada al problema primal 

restringido (3) determina la manera en que la soluci6n dual 

inicial debe cambiarse. Dicho dual es, específicamente, el pr~ 

blema: 

max 

s.a. 

r. < 
l -

(4) 

La soluci6n para este dual puede determinarse directamente de 

la etiqueta final del algoritmo de flujo máximo. Espec1f ica-

mente, 

{

+ l 

-1 

sí el nodo está etiquetado 

si el nodo i no está etiquetado 
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sj = {,_ l 

+ l 

si el nodo 

si el nodo 

(5) 

está etiquetado 

no está etiquetado 

De acuerdo con el algoritmo general primal-dual, la solu

ci6n dual factible original es actualizada al añadir un malti

plo de la soluci6n dual restringida. El mGltiplo se determina 

introduciendo uno o m~s arcos admisibles. Para encontrar el 

maltiplo apropiado, sean I y J los conjuntos de etiquetas para 

los nodos de oferta y demanda respectivamente. Entonces def i-

nirnos: 

h 

i e I (6) 

, j J 

De acuerdo al m~todo general primal-dual, h/2 veces la so 

luci6n (5) deber1a sumarse a la soluci6n factible original del 

dual. Sin embargo, primero sumamos h/2 a todas las µi's y 

sustraemos h/2 de todas las vj's (una operaci6n que no altera 

la factibilidad o la admisibilidad del arco) • La forma actua-

lizada toma la forma: 

~i ~i + h, i e I 

µi = µi' i 
(7) 

vj = vj - h, e J 

vj = vj' J 
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Esta es la f6rrnula convencional usada para el problema de 

transporte. El algoritmo continua buscando los arcos admisi-

bles y el flujo máximo. 

3.1.l FORMA DEL ARREGLO 

Todos los c~lculos requeridos para el algoritmo primal-

dual pueden realizarse sobre arreglos soluci6n y coeficientes 

de costos como en el método simplex para el problema de trans

porte. No es necesario construir la red expl1citamente. 

3.1.2 ALGORITMO PRIMAL-DUAL 

PROPOSITO. Re~olvelt e.l P. T. cuo.ndo H .t.lene. uno. ~oluc.l611 dual 

~o.c.Ubte. 

DESCRIPCION 

~· (Inicializaci6n). Primero, del arreglo de coeficientes 

encontrar una soluci6n dual factible. Un procedimien-

to coman es que u1 = min cij para el rengl6n i y 

vj=min (cij-ui) para la columna j, Esto garantiza que 

cij : ~i + vj, se obtenga al menos una vez en cada re~ 

gl6n y columna. Enseguida establecemos un tableau so

luci6n en donde los requerimientos ªi y bj estan en 

una columna y rengl6n extras, respectivamente. En las 

celdas con circulo se da la igualdad c 1j=µi + vj para 

las i,j correspondientes. El tableau es el siguiente 
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(inicialmente todos los flujo son cero): 

o 

Tableau solución 

~~· Encontrar el flujo máximo. El flujo máximo es asign~ 

do a las celdas admisibles (ctrculo). El flujo rn:l.xi-

mo se encuentra por el procedimiento de etiquetas. 

Las etiquetas de la forma (k, ci) están junto a los 

renglones y columnas. En cada fase las celdas a.:ric1! 

culo deben tener n6rneros denotando los niveles de fl~ 

jo. 

a) Etiquetar todos los renglones en donde hay oferta 

excedente. Si el rengl6n i es de esta clase asigne 

150 



la etiqueta (s, ci), donde ci es el excedente en el 

rengl6n. 

b) En cada rengl6n etiquetado i, vea las celdas con 

circulo. Si tal celda ocurre en la columna j, eti-

quete la coluiTUla con (i,cj) donde cj = ci. Si una 

columna con excedente es etiquetada, una trayectoria 

existe, ir al paso (e}. 

c) En cada columna etiquetada j, vea las celdas con 

circulo para las cuales xij > O. Si tal celda se e~ 

cuentra y el rengl6n i no ha sido etiquetado, etiqu~ 

te el rengl6n con (j, ci), donde ci = min(cj, xij). 

d) Repita el paso (b) y (c) hasta encontrar la tra-

yectoria o demostrar que no es posible etiquetar m~s 

renglones o columnas. En el primer caso ir al paso 

(e). En el segundo caso pare, el flujo es máximo. 

(e) Suponga que la trayectoria existe en la columna 

k. Sea f el m1nimo de ck y el excedente en la colu~ 

na k. Entonces, si el excedente en la columna k es 

(µ, ckl' modifique el flujo a xuk = xuk + f. Si la 

etiqueta es el rengl6n µ es (j. ºu>' sea xuj = xuj-f. 

Continue hacia atrás a través de la cadena, íncremen-

tando y decrementando alterntativamente los flujos, 

hasta que un rengl6n alcance la etiqueta s del nodo 

fuente. Quite todas las etiquetas y regrese al paso (a). 
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~· Las variables duales actualizadas. Si el flujo rn~xi

mo que se encontr6 en el paso 2 no tiene excedente, 

entonces tenemos una solución factible para el probl~ 

ma original y por tanto es 6ptima. Si por el contra

rio hay excedentes, las variables duales son actuali

zadas de acuerdo a (7). Haga un círculo al nuevo es

pacio de celdas admisibles, borre las etiquetas y re

grese al paso 2. 

Ejemplo l. Consideremos el P.T. del también ejemplo 1 del ca

pítulo anterior. Resolvámoslo usando este m~todo. 

El arreglo de los coeficientes es, pues, el siguiente: 

µi 

2 

S.D.F. del ciclo 1 

como ya sabemos, sus renglones y colwnnas muestran la soluci6n 

factible inicial, para el dual (D), obtenida en el paso l. 

Los c!rculos indican en d6nde Cij 
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>1t~~a<l6n l. ~l tableau solución se construye con ctr

culos colocados en las mismas celdas correspondientes. Debi

do' al excedente en todos los renglones y columnas, al princi

pio el procedimiento de etiquetas es trivial y nos conduce a 

repetir la trayectoria. Esta fase es una modificaci6n de la 

regla de la esquina noroeste, restringida a las celdas admisl 

bles. De esta fase resulta la solución 

10 30 

so 

10 

60 

10 20 1 

S.D.F. del ciclo l 

Para llevar a cabo el procedimiento de etiquetas, se etiquetan 

primeramente los renglones con oferta excedente. En nuestro 

caso, etiquetarnos los renglones l; 2 y 4. La etiqueta es 

{s,c), dondes denota al nodo fuente y e es la cantidad exce

dente. Posteriormente etiquetamos las columnas 1, 2, 3 y S, 

pues contienen círculos en las celdas de los renglones etique

tados: 
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(1, 20) (2, 30) (4, 30) ( 3, 20) ( 4. 30) 

(s, 20) 10 30 

(s, 30) 50 80 

(s, 10) 10 10 

(s, 30) 10 60 

10 50 20 80 

s.D.F, del ciclo 1 

Observemos que el renglón 3 lo hemos etiquetado porque 

contiene una celda con flujo positivo en la columna ya etiqu~ 

tada. En este caso, c=lO, debido a que dicho flujo es menor 

que la etiqueta e de 30 de la tercer columna. Por último, 

etiquetamos la columna 4 porque tiene un círculo en la celda 

del rengl6n 3. Esta es una trayectoria pues se tiene un exc~ 

dente en la colwnna 4. 

El flujo se ajusta siguiendo la ruta hacia atrás: + 10 

en la celda (3,4); -10 en la (3,3)"y +10 en la (4 1 3). La ru

ta termina en el rengl6n 4 pues se etiqueta el "nodo fuente". 

Posteriormente, ajustamos el tableau y recalculamos las eti

quetas, dando por resultado: 
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(S,20) 

(S, 30) 

(S,20) 

(l,20) (2,30) (4,20) (4' 20) 

10 30 

50 80 

10 10 

20 20 60 

10 so 20 80 20 

Soluci6n primal 6ptlma en el ciclo 1 

En este caso no ~ trayectoria: el ólujo eJ m~ximo. De cua! 

quier forma, debe actualizarse, y empezarse con ello un ~ 

ciclo. El valor de h es: 

para i = 1,2,3 y j=4. El m~nlmo ocurre para i=4; h=l. 

Las variables duales se revisan de acuerdo a ( 7). 

>1t~~a~{6n 2. Los nuevos valores, asi como los coeficie~ 

tes de costo, son: 

(3 4 6 8 9 4 

(2 (2J 4 5 5 3 

2 2 2 (3) 2 2 

3 3 (2 (4j (2) 3 

-1 -1 -1 1 -1 

S.D.F. del ciclo 2 
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Hemos de notar que existen ya, menas celdas admisibles que en 

el caso original. Sin embargo, todas las celdas que actual

mente se usan en el flujo son aún admisibles, apareciendo una 

nueva celda admisible en el lugar (4,4). 

En el paso siguiente los valores del flujo modifican el 

tableau soluci6n, actualizando, claro está, los lugares de 

las celdas que corresponden a los lugares admisibles. Enton

ces, para este nuevo conjunto de celdas admisibles, encontra

mos el flujo máximo. Veamos: 

(S,20) 

(S,30) 

(1, 20) (2, 30) 

50 

10 50 

30 

80 

10 

20 60 

20 80 20 

Soluci6n Primal 6p.t-l•~ en el ciclo 2. 

Etiquetamos los renglones cOn excedente, a saber, los renglo

nes l y 2. Enseguida etiquetamos las columnas l y 2 ya que 

contienen circules en las celdas de los renglones etiquetados. 

Como ya no podemos etiquetar m.§s renglones y columnas, 

el flujo es m4x.úllo. Actualizamos entonces el dual (D) para 

los indices i = 1,2 y j = 3, 4, S. El ~ln.i.mo ocurre para 
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2 y 4; h = l. 

De nueva cuenta revisamos, de acuerdo a ( 7 }, las varia 

bles duales. 

>1t~~dci6n 3. Los nuevos valores, as! como los coefi-

cientes de costo, son ahora: 

(3 4 6 B 9 5 

(2 (2 4 (s 5 4 

2 2 2 (3 2 2 

3 3 e~ (4 (2' 3 

-2 -2 -1 1 -1 

S.O.F. del ciclo 3 

Notemos que en el lugar (2,4) aparece una nueva celda admisi

ble. En el paso que sigue los valores del flujo modifican el 

tableau soluci6n, actualizando los lugares de las celdas -con 

círculo- que corresponden a los lugares admisibles. Entonces 

para este nuevo conjunto de celdas admisibles, encontramos el 

flujo m4ximo. Veamos: 
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(l,20) 

(s, 20) (10) 30 

e ) (so) 30) so 

10) 10 

(2ó) po) (20) 60 

10 so 20 80 20 

Soluci6n Primal 6pt~ma en el ciclo 3. 

Etiquetamos los renglones con excedente, as decir, s6lo el 

renql6n l. Etiquetamos ensequida la columna l ya que conti~ 

ne un círculo en la celda del rengl6n etiquetado. 

Como ya podemos m~s renglones y columnas, el flujo es 

M4~.i.nio. Actualizamos el dual (D) para i=l, y j=2,3,4,S. El 

mln~mo ocurre para i;l, y j;2; h=l. 

Revisamos, de acuerdo a ( 7), las variables duales. 

>Jte~acl6n 4. Los nuevos valores, as! como los coefi-

cientes de costo, son: 

(3 (4 6 B g 6 

2 (2 4 s 5 4 

2 2 2 3 2 2 

3 3 U' 1 4 e 2 j 3 

-3 -2 -1 l -1 

S.O.F. del ciclo 4 



Nuevamente notemos que en el lugar (1,2) aparece. En el si-

guiente paso los valores del flujo modifican el tableau sol~ 

ci6n, actualizando los lugares de las celdas -con círculo-

que corresponden a los lugares admisibles. As! pues, para 

este nuevo conjunto de celdas admisibles, encontrarnos el fl~ 

jo m~ximo. Es: 

00 ~o) JO 

0~ 50 80 

10 10 

20 20 20 60 

10 50 m 80 20 

soluci6n Primal 6p.t-ima en el ciclo 4 

Como el 6lujo m4x.lmo !!!'. .t-iene excedenteA, la Aolucl6n 

eA 6ae.tible pa~a el p~oblema o4lglnal y, po~ ~anto, eA ~

~· La~ 6ptima es: x11=10, x 12=20, x 22=JO, x 24 =50, 

x 34=10, x43=20, x 44 =20, x 45=20 y cero para las restantes Xij" 

con lo anterior, x0=610. 
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3,2 EL PROBLEMA DE ASIGNACIÓN, 

Consideremos el P.A. en la forma que sigue: 

n n 
min I 

j=l 
L cijx .. 

i=l i) 

n 
s.a I x .. 

j=l iJ 
1, 

n 
I x .. 

i=l iJ 
1, 

X •• > O, 
iJ 

i=l, ... ,n 

j=l, ... ,n 

i, j=l, ... ,n 

(8) 

Es requisito indispensable que cada una de las variables 

tomen los valores O 6 l; en cualquier otro caso la soluci6n 

no tendr!a sentido pues !!2. ~ posible hacer asignaciones 

fraccionarias. El problema dual {D) que le corresponde es; 

(D) 

n n 
max I µ. + I v. 

i=l i j=l J 

s.a 

µi y vj no restringidas 

(9) 

El P.A. a4 un C440 p4Jr..ticutcur. d~l P.T. y su estructura permi

te una mayor eficiencia en la aplicaci6n del A.P-D. Dicho 

procedimiento puede llevarse a un arreglo y el proceso de et! 
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quetas simplificarse. Lo que resulta es el M~todo Húngd~o. 

primera forma del A.P.-D. 

3.2.1 ALGORITMO PRIMAL-DUAL (Método Húngaro) 

PROPOSITO. Re~olve~ el P.A. 

DESCRIPCION 

~· {Inicializaci6n). Del arreglo de coeficientes de 

costos encontrar primerarr;ente una solución dual factible (S. 

D.F.). Encontrar las ~i's como u1 = rnin cij para el i-ésimo 

rengl6n: entonces los coeficientes de costo se modifican por 

cij - u1 . Después vj = min(cij - µi) para la j-ésima colum

na; entonces los coeficie tes del arreglo estarán formados por 

ºij - µ1 - vj. Los coeficientes cero representan las celdas 

admisibles. Así, el problema original se trnasforrna en uno 

equivalente, fácil de resolver. Restando una constante de ªl 
gGn rengl6n o columna de la matríz de coeficientes no cambia

rá la solución óptima porque cualquier soluci6n debe tener 

xij = 1 en tal rengl6n o columna. 

~· (Encontrar el flujo máximo). El flujo m~ximo se asi~ 

na a los coeficientes con cer que representan las celdas ad-

misibles. El flujo se encuentra por el procedimiento de eti

quetas¡ en este caso, la etiqueta s6lo necesita el índice 

apropiado del rengl6n o columna; no se requiere capacidad de 
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de la etiqueta ya que siempre es igual a la unidad. 

a) Etiquetar todos los renglones donde no hay celda asis 

nada. Si el renglón i es tal renglón, ponga s. 

b) En cada rengl6n etiquetado i ver los coeficientes con 

valor cero {es decir, las celdas admisibles). si oc~ 

rre en la columna j, etiquetar la columna j por i. 

Si una columna con excedente se etiqueta (es decir, 

si se etiqueta una columna sin celda) , ir a (e) . 

e} En cada columna etiquetada j ver los coeficientes asis_ 

nadas para los cuales xij ~ l. Si tal celda se encue~ 

tra y el renglón i no se ha etiquetado, etiquetarlo 

con j. 

d) Repita el paso (b) y (e) hasta encontrar la trayectoria 

(es decir, hasta que pueda etiquetar una columna sin 

celda asignada), o no es posible etiquetar más renglo

nes o columnas. En el primer caso, ir a (e}. En el 

segundo, pa~t el flujo es m~ximo~ 

e} Suponga que la trayectoria ocurre en la columna k. E~ 

tonces modifique el flujo. Si la etiqueta en el ren

ql6n ~es j, continuar hacia atrás a trav~s de la cad~ 

na, incrementando y decrementando alternativamente los 

flujos, hasta que un rengl6n alcance la etiqueta s del 

nodo fuente. Quite todas las etiquetas; regresar al 
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pa4o (a). 

Paso 3. (Las variables duales actualizadas). Si se encuen

tra que el flujo máximo no tiene excedentes, esto es, si se 

completa una asignaci6n, la solución factible para el probl~ 

ma original y, por tanto, es 6ptima. La soluci6n 6ptima es 

aquella en la que xij ~ l si la celda (i,j) se asigna, y xij 

= O para las celdas restantes. Si por el contrario, hay ex-

cedente, es decir, no se completa una asignaci6n, las varia-

bles duales se actualizan. Hacemos una búsqueda sobre todas 

las celdas correspondientes a los renglones etiquetados y e~ 

lwnnas no etiquetadas para el valor mínimo de ºij - µi - vj 

en el arreglo. Se actualizan, entonces, los coeficientes de 

costo del arreglo restando este valor de todos los renglone·s 

etiquetados y sumando este valor a las colwnnas etiquetadas; 

borrar las etiquetas y regresar al pabo 2. 

Ejemplo 2. Consideremos el P.A. con los siguientes coeficie~ 

tes de costo: 

12 7 6 5 lO 

B 5 9 6 B 

6 13 9 6 lO 

lO 5 8 9 12 

ll 12 5 6 3 
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Encontramos las variables dualr.s por el procedimiento antes 

descrito. Encontramos primeramente las µi's vía la expre-

min cij en el i-~simo rengl6n. Modificamos enton-

ces los coeficientes de costo del arreglo con cij-µi' los 

cuales nos dan la: 

>1t~~aci6n 1. 

7 2 l o 5 

3 o 4 l 3 

o 7 3 o 4 

5 o 3 4 7 

B 9 2 3 o 

Posteriormente, y a partir de este arrglo, encontramos los 

vj's v!a la expresi6n vj = min(cij - µi). Entonces, los coe

ficientes del arreglo los formamos con cij - ~i - vj, que re

sultan ser: 

7 2 o o 5 

3 o 3 l 3 

o 7 2 o 4 

5 o 2 4 7 

B 9 l 3 o 

164 



No es necesario que recordemos las valores de µi y vj. 

Solamente los coeficientes de ~esto son necesarios. Los co~ 

ficientes cero representan las celdas admisibles. 

Una interpretaci6n útil de este procedimiento de inici~ 

lizaci6n es que el problema original se transforma en uno 

equivalente, m~s fácil de resolver. Restando una constante 

de algún rengl~n o colwnna de la matrtz de coeficientes, la 

solución óptima no cambia ya que cualquier solución debe te-

ner x1 j=l en tal renglón o columna. Así, la funci6n objeti

vo se decrementar& (por el valor restado), pero la soluci6n 

no cambiar~. En t~rminos del nuevo arreglo, es claro que p~ 

dr!amos hacer asignaciones en las posiciones que tienen va

lor cero. Si despu~s de este procedimiento de sustracci6n, 

podemos producir una asignaci6n completa sobre los elementos 

cero, dicha asiqnación podría ~ !!!. 6ptima. 

El paso que sigue en el procedimiento es maximizar el 

flujo usando el m~todo ~ etiquetas, En este caso, la etiqu~ 

ta s6lo necesitará del índice apropiado del renql6n o colum

na: no se requerirá la capacidad de la etiqueta puesto que 

siempre será iqual a la unidad. El resultado de maximizar el 

flujo es el siguiente (indicando con un cuadro los lugares 

asignados): 
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7 2 1o1 o 5 

2 3 1 o 1 J l 3 

1 o 1 7 2 o 4 

5 o 2 4 7 

8 9 l J 1o1 

La solución obtenida no completa una asignaci6n, as! la va-

riables duales (o equivalentemente el arreglo de costo madi-

ficado) debe actualizarse. Hacemos esta búsqueda sobre to

das las celdas que corresponden n los renglones etiquetados 

y columnas no etiquetadas para el valor mínimo de cij-µi-vj 

en el arreglo. En este caso el ~ ~ es uno. Actual! 

zamos entonces los coeficientes de costo del arreglo restando 

este valor de todos los renglones etiquetados y sumandoselo 

a las columnas etiquetadas. El resultado da lugar a la: 

2 

7 3 1 o 1 o 5 

2 2 1o1 2 o 2 

1o1 a 2 o 4 

5 4 o 1 3 6 

8 10 l 3 1o1 
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Iniciamos la rutina de flujo máximo sobre el nuevo arreglo, 

el cual etiquetamos. La trayectoria ocurre en la columna 4. 

La nueva asignaci6n, encontrada •hacia atrás, es la que sigue: 

7 3 lo J o 5 

2 o 2 1 o 1 2 

1 o 1 8 2 o 4 

4 1o1 1 3 6 

8 10 1 3 loJ 

Es una asignaci6n completa y, por tanto, dpti.ma. La~ 

6ptima es: x13 = x 24 = x 31 

tantes. As! pues, x0 = 26. 
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3,3 EL PROBLEMA DE FLUJO MÁXIMO 

El problema de F.M. puede plantearse como un flujo de 

valor v que corre del nodo fuente al nodo sumidero y def ini-

do como: 

max v 

s.a 

¡ +v nodo fuente 

Af -v nodo final (10) 

o otros 

f < b 

f ~ o 

donde A es la matríz .de incidencia nodos-arcos de una gráfica 

dirigida y f, b e Rm son los vectores de flujo y capacidad, 

respectivamente. 

Podemos reescribir (10) usando el vector d e n" definido 

como: 

r i l (nodo fuente) 

d +l, i = n (nodo sumidero) 

º· en otro caso 

El P.P.L. es, entonces, 
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max v 

Af + dv ~ O 

f < b 

-f < o 

(11) 

La reformulaci6n anterior se parece al dual de un probl! 

ma estándar de P.L. La idea es encontrar, directamente de 

(11), el dual del primal restringido (D.P.R.) sin pasar~~ 

primal restringido. De acuerdo al procedimiento definido para 

la obtenci6n del dual restringido, podemos observar las reglas 

siguientes: 

- reemplazar el vector del lado derecho por 

cero. 

- eliminar los renglones que no están en P. 

- agregar las restricciones f ~ 1 y v ~l. 

Así pues, el dual restringido queda como: 

max v 

s.a Af + dv ~ O, para todos los renglones 

f ~ O, para renglones con f = b en (11) (l 2 ) 

-f ~ O, para renglones donde f = O en (11) 

f < l 

V < 
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Una interpretaci6n de (12} es la siguiente: encontrar una tra

yectoria del nodo fuente al nodo sumidero -para un flujo de 

valor 1- que use los arcos en la forma que sigue: d~co4 4atu

~ado~ en direcci6n inversa, d~co~ con élujo c~~o en direcci6n 

hacia adelante y todo~ lob dtm~b ~Acob en cualquier dirección. 

El paso que sigue en el A.P-D es encontrar una trayect~ 

ria aumentada, que corresponda a aumentar un flujo f tan gra~ 

de como sea posible, es decir, hasta atravesar un arco en di

rección inversa quedando sin flujo (se cancela todo flujo), o 

bien, hasta atravesar un arco saturado en direcci6n hacia 

adelante. 

Hemos de apreciar que la soluci6n al dual restringido, 

de acuerdo al procedimiento anterior, no requiere el uso del 

simplex. Una vez que se encuentra la soluci6n al dual restri~ 

gido, se procede a actualizar el dual (que corresponde direc

tamente al problema de F.M.) agregándole el flujo encontrado 

en la trayectoria aumentada. Por último, se procede a resol

ver de nuevo, a partir del dual actualizado, el dual restrin

gido, hasta que no se pueda definir una trayectoria aumentada 

desde el nodo fuente hasta el nodo sumidero, en cuyo caso el 

flujo definido (11) es m4ximo. 

El anterior procedimiento puede ser mSs eficiente al est! 

blecerse como ~lgolt.ltmo d~ FoAd-FulReJtbon que consiste en lo 

siguiente: se inicia con un flujo factible cualquiera. Se 
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etiqueta primeramente el nodo fuente con [s,~J, indicando con 

ello que en ese nodo se dispone de una cantidad ilimitada de 

flujo. Oespu~s, si j es un nodo ya etiquetado, y puede enviar 

se flujo de j a i, i recibe dos etiquetas: [+j, f[i)]. 

La primera etiqueta será de la forma +j si iEr+(j) ¡ es decir, 

si puede aumentarse _l f:ujo a trav~s del arco (j,i); será de 

la forma -j si iEf-(j), es decir, si puede disminuirse el fl~ 

jo a trav~s del arco (i,j). La segunda etiqueta es la canti

dad de flujo que puede enviarse de j a i y se calculará como 

el m!nimo entre f(j) y h, donde: 

' . j 
qij - f ji, si icr•¡j) 

f ij. si icr-[jl 

Debemos observar que si h = O, podrá enviarse f1ujo de j a i, 

por lo que no se etiquetará i con (±j, f(i)J. 

Este proceso de asignación de etiquetas a nodos se repe

tirá mientrós sea posible. Si el nodo sumidero n recibe eti

quetas, entonces, dado el modo de etiquetar, existe una cadena 

awnentante del nodo fuente al nodo sumidero con capacidad in

cremental igual a f(n) y, por tanto, se procederá a determinar 

ésta con la ayuda de la primera etiqueta, actualizándose el 

flujo a través de ella. Si, por el contrario, el nodo sumide

ro n no recibe etiqueta alguna, entonces se habrá determinado 
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el flujo~· 

Para justificar esto Gltimo consideremos el conjunto de arcos 

que tienen extremo inicial etiquetado y extremo final no eti

quetado; este conjunto forma una cortadura de capacidad igual 

al valor del último flujo definido y, por tanto, es máximo. 

En efecto, n6tese la similitud de este algoritmo con la deme~ 

traci6n del teorema flujo m~ximo cortadura mínima. Por esta 

razón, la justificación de la optimalidad y la convergencia 

del algoritmo la da ese teorema. Además de la manera de etiqu!:. 

tar los nodos, el algoritmo servirá también en casos donde 

sea de inter~s el determinar la cortadura de capacidad mínima. 

Es importante observar que el algoritmo converge s6lo si 

las capacidades para el flujo en los arcos son enteras; sin 

embargo, en casos donde las capacidades sean racionales, ~S

tas pueden transformarse en enteras al multiplicarlas por la 

potencia de diez adecuada. Así pues, el algoritmo puede uti

lizarse tambi~n en esos casos. 

3.3.l ALGORITMO DE FORO Y FULKERSON 

PROPOSITO. Oete4mLn44 el 6lujo m4tLmo ent4e el nodo 6uente Y 

el nodo ~umLdeM de un<t 4ed. 

DESCRIPCION 

~· Iniciar con cualquier flujo factible f. 
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~· Etiquetar el nodo fuente con [s,m]. 

Paso 3. Elegir un nodo etiquetado y no examinado; sea ~ste 

nodo y sean [tk, f(j)J sus etiquetas. 

- A todo ior+(j) que no esté etiquetado y tal que 

fji< qij asignar la etiqueta [+j, f(i)J, donde 

f(i) min {f(j), qji - fji}, 

- A todo ior-(j) que no esté etiquetado y tal que 

fij >O asignar la etiqueta [-j, f(i)J, donde 

f(i) = min (f(j), fij}, 

Se dice que el nodo j se ha examinado. 

~· Repetir el paso 3 hasta que suceda i) 6 ii]: 

i) El nodo final n ~ tiene etiqueta y todos los nodos et_!; 

quetados se han examinado. Terminar, ya que el flujo factible 

f es nH!ximo. 

ii) El nodo sumidero n se etiqueta. Ir al p~60 S. 

~· Sea x = n. 

-si la etiqueta de x es de la forma (+z, f (X)] hacer 

fzx = fzx + f (nl. 

-si la etiqueta de x es de la forma (-z, f (X) J hacer 

fxz = fxz - f (n). 
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~· Si z = s torrar todas las etiquetas y regresar al 

paso 2. Si z + B, hacer x = z y regresar al pa6o 5. 

Ejemplo S. Determínese el flujo máximo del nodo fuente al n~ 

do sumidero en la siguiente red mediante el algoritmo de Ford 

y Fulkerson. En nCimero asociado a cada arco representa su 

capacidad. 

3 

2 

Aplicaremos el algoritmo utilizando al principio un flujo 

igual a cero a trav~s de todos los arcos de la red. 

> lte.JLaei6n J. A continuaci6n se muestran las etiquetas 

asignadas a los nodos durante ésta iteraci6n. Los ntimeros 

asociados a cada arco son el flujo a través de ~l y su capac! 

dad. 
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[+S,2] 1+2,2) 
(O,J) 

(0,2) 
ts, .. ¡ 1+5,2) 

(0,6) 

(0,4) 
[S,6) [+2,2] 

Al principio se etiquet6 el nodo 1 con [s,m); despu~s se 

calcularon las otras etiquetas conforme a los pasos 3 y 4 del 

algoritJllO. 

Se elige despu6s el nodo l puesto que estS etiquetado P! 

ro no examinado. Los sucesores no etiquetados i del nodo l 

tales que fli < q11 son 2 y J, por lo que: 

2 recibe etiqueta I+ s, min {m, 2)) 

3 recibe etiqueta [+ s, min {m, 6)] 

Se elige el nodo puesto que est~ etiquetado pero no 

examinada. Los sucesores no etiquetados i de 2 tales que 
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f 21 < q 21 son 4 y 5, por lo que: 

recibe itiqueta [+ 2, min (2, 3}] 

recibe etiqueta [+ 2, min (2, 2)] 

El nodo 2 se ha examinado. 

Se elige el nodo 5. El sucesor no etiquetado i de 5 tal 

que f 5i < q 5i es 6, de donde: 

recibe etiqueta [+ 5, 2] 

El nodo S se ha examinado. 

Puesto que el nodo n = 6 recibi6 su etiqueta existe una 

cadena aumentante del nodo fuente al nodo sumidero, es decir, 

del nodo l al 6. Se determinará ésta y se actualizarán el 

flujo a través de ella en los pasos 5 y 6 del algoritmo: 

X = 6, su etiqueta es [+5, 2], entonces f5t 2 

X 5, su etiqueta es [+2, 2). entonces f24 2 

X 2, su etiqueta es [+s, 2]. entonces fsl 

Con este nuevo flujo de valor 2 se realizar& la siguiente 

iteraci6n. 

> 1.te.Jta.c..l6n 2, Las etiquetas que resultan de esta itera

ci6n se muestran en la siguiente red: 
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[-5,2] 
(0,3) 

[S,=J 
(2,2) 

[+4,1) 

(0,6) 

(0,4) 
[+3,4) [+S,6) 

De nueva cuenta etiquetamos con [s,~1 al nodo fuente. oes

pub: 

Se elige el nodo l. El vecino i no etiquetado de l tal que 

fli < qli es J, de donde: 

recibe la etiqueta [+ s, min {~, 6}) 

El nodo l se ha examinado. 

Se elige el nodo J. El único sucesor no etiquetado de J es 5 

y f 35 < q 35 , por lo que: 

recibe la etiqueta [+J, min (6, 4)) 

El nodo J se ha examinado. 
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Se elige el nodo 5. El sucesor 

f 51 < q 5i es 4, de donde: 

no etiquetado de 5 atal que 

de donde: 

recibe la etiqueta [+ 5, min {4, l}J 

El predecesor no etiquetado es S es 2 y f 25 > O, 

2 recibe la etiqueta [- 5, min {4, 2}] 

El nodo 5 se ha examinado. 

Se elige el nodo 4. El sucesor no etiquetado de 4 es 6 y 

f 46 < q46 , de donde: 

6 recibe lo etiqueta [+ 4, min {l, 8}] 

El nodo 4 se ha examinado. 

Puesto que recibi6 una etiqueta, existe una cadena au

mentante de 1 a con capaciddd incremental igual a l. Se 

determina ~sta y se actualiza el flujo a trav~s de ella: 

X 6, su etiqueta es [+4, l]' entonces f46 l; 

X 4, su etiqueta es (+5, lJ. entonces f54 l; 

X = 5, su etiqueta es [+3, 4]' entonces f35 l; 

X 3, su etiqueta es [+5, 6]' entonces f13 l. 

Con este nuevo flujo factible de valor 3 realizamos otra 

iteraci6n. 
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> Ite1tac.l6n 3. De nuevo, las etiquetas asignadas se mues

tran en la red.que sigue: 

(-5,2) (+2,2] 
(0,3) 

[+S,=) (2,2) 

(l,6) 

(l,4) 
[+S,5] (+3,3) 

De nuevo, etiquetamos con (s, m] al nodo l. Luego: 

Se elige el nodo l. El sucesor no etiquetado del 1 es 3 y 

f 13 < q13 , entonces: 

3 recibe la etiqueta [+ s, min {m, 6-1}] 

El nodo l se ha examinado. 

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiquetado de 3 es S y 

f 35 < q 35 , entonces: 

5 recibe la etiqueta [+3, min {5, 4-1]] 

El nodo 3 se ha examinado. 
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Se elige el nodo 5. El predecesor no etiquetado de 5 es 2 y 

f 25 > o, luego1 

2 recibe la etiqueta [- 5, min {3, 2)1 

El nodo 5 se ha examinado. 

Se elige el nodo 2. El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y 

. f 24 < q 24 , por tanto: 

4 recibe la etiqueta [+ 2, min {2, 3)) 

El nodo 2 se ha examinado. 

Se elige el nodo 4, El sucesor no etiquetado de 4 es 6 y 

f 46 < q 46 , por tanto: 

6 recibe la etiqueta [+ 4, min 2, B-1 1 

El nodo 4 se ha esaminado. 

Puesto que el nodo 6 recibi6 una etiqueta, existe una ca

dena aumentante de capacidad incremental 2. Se determina ~sta 

y se actualiza el flujo: 

X = 6, su etiqueta es [+4, 21, entonces f46 + 2 3; 

X 4, su etiqueta es [+2, 2], entonces f24 2 

X= 2, su etiqueta es [-5, 2], entonces f25 2 - 2 o¡ 

X = 5, su etiqueta es [+3, 3), entonces f35 l + 2 = 3: 

X = 3, su etiqueta es [+s, 51, entonces f13 l + 2 3, 

Con este nuevo flujo factible de valor 5 realizamos otra itera-

ci6n. 
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> 1tM.ac.i.6n 4. Las etiquetas, hasta ahora asignadas, se 

muestran en la siguiente red: 

[S,m] 

(2,6) 

(3,4) 
[+S,3] (+2,ll 

Etiquetamos de nuevo el nodo 1 con (s, =], despu~s: 

Se elige el nodo l. El sucesor i no etiquetado de 1 tal que 

fli < qli es 3, por tanto: 

3 recibe la etiqueta [ +s, min { m, 6-3}] , 

El nodo l se ha examinado 

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiquetado de 3 es 5 y 

t 35 < q35 , de donde: 

5 recibe la etiqueta [+2, min (3, 4-3)] 

El nodo 3 se ha examinado. 
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se elige el nodo s. Ningan vecino de 5 puede recibir, en e~ 

te momento, etiqueta alguna. 

Todos los nodos etiquetados se han examinado y 6 no re

cibi6 etiqueta. Por tanto, el Gltimo flujo es m4x~mo. 

Por otra parte, el conjunto de nodos etiquetados es {l, 

3,5): por lo tanto, la cortadura mínima es {(l,2) (5,4), (S,6)}. 

Observemos que su capacidad es 2 + l + 2 = 5, que coincide con 

el valor del flujo máximo. 
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3,4 EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA, 

Consideremos el problema de la ruta m~s corta en la fo! 

ma que sigue: 

min 

s.a 

m m 
I ¡: c.·" .. 

i=l j=l lJ l) 

m 

I ". j j=l l 
- t "ki 

"ij ~ º· 

. ¡ l, si l 

º· si 6 m (12) 

-1, si m 

i,j l, ... ,m 

Este es un problema de flujo con costo mínimo en una red, cu-

yo correspondiente dual es: 

s.a i,j=l, ... ,m (13) 

no restringida i, j=l, ... ,m 

Conviene que hagamos la sustituci6n wi = -wi' pues en 

la soluci6n 6ptima wr - w~ es la distancia m4s ~ entre 

los nodos "l" e "i". Por consiguiente, podemos obtener la 

distancia m~s corta del nodo l a ~ los nodos de la red. 

Por otro lado, con el fin de aplicar el M~todo Primal

Dual al problema de la R.C. reescribimos (12): 
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min ctf 

" " l l, si l 

s.a (14) 

O, si i = l 6 m 

~ O, 

donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos de una gráf~ 

ca dirigida con m nodos y n arcos, donde hemos eliminado el 

rengi6n correspondiente al nodo final y donde f tiene comp~ 

nentes O 6 l y e es el vector de costos. El dual que corre! 

ponde a (14) es, entonces, 

(lS) 

• 1 no restringida Vi 

Hacemos Am = O pues omitimos su rengl6n. Y de acuerdo al 

procedimiento antes definido, el conjunto de arcos admisibles 

es 
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Ahora, el problema primal restringido (P.P.R.) es: 

¡ l, s.a. Af + y = 

o, 

l 

(16) 

donde 1 = (l,l, •.• ,l) es un vector renglón de dimensional m-l. 

El problema dual restringido (P.D.R.*l es, por su parte, 

max 

s.a para todos los arcos (i,j)&P 

(17) 

µi no restringida 

Proponemos iterar sobre el P.P.R. oon el objeto de ir mej~ 

randa la soluci6n~ En este caso, es más f&cil encontrar la 

solución v!a el P.D.R. debido a que: 

* o Dual del Primal Restringido (D.P.R.) 
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1, para los nodos alcanzables con trayectorias 
desde el nodo fuente, usando arcos de P (por la 
propagación de u1 = l con arcos en Pl. 

O, para los nodos desde los cuales el nodo sumide
ro es alcanzable, usando los arcos de P (por la 
propagaci6n de µrn ; O con arcos en P) 

L -1, para los otros nodos (u1-uj ~ O) 

Tendr!amos que calcular, entonces, 

< = o min 
arcos 

(i, j) tP 

y actualizar µy P, y con resolver el P.D.R. 

Si tenemos una trayectoria del nodo fuente al nodo sumid~ 

ro (esto es, del nodo 'l' al nodo 'm') que incluya los arcos 

O, entonces se alcanza el 6ptimo pues tanto el m!ni 

mo como el máximo son iguales a cero. En particular, para al-

guna trayectoria del nodo fuente al sumidero que incluya los 

arcos en P, ~sta es óptima. As! pues, el A.P-D. simplifica el 

problema de la R.C. 

3.4.l ALGORITMO PRIMAL-DUAL 

PROPOSITO. Reholveii. el p!Loblema. de la. R,C, cua.ndo .tütte una. 

S.V. F. 
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DESCRIPCION 

~· (Inicialización). Dadas las soluciones iniciales 

factibles li = (O,O, •.• ,O) para el PD (15) y µ0 = (1,1, .•. ,1) 

para el.DPR (17), µ 1 =O y P = ~. 

~· Calcular 

Paso 3. Calcular 

y hacer ui=O para la µi que determina c0 . 

Paso 4. si ~i + O para alguna i, regresar al paho 2. En ca

so contrario, P será el conjunto de los arcos considerados en 

trayectoria más corta, del nodo l al nodo m. 

Ejemplo 3. Consideremos la red. 
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2 

con la capacidad m~xima indicada sobre los arcos. 

> I.te.."La.c.l.6tt 1. Como los costos son no-negativos, podemos 

empezar con A = (O,O,O,O,O) 

DUl\L 

.0 = (0,0,0,0,0) soluci6n 

inicial factible 

> 1 teir.ac.i.6n 2. 

2 

DUAL RESTRINGIOO 

l 1 

0 0 ', 
10 ' 

G ~ 1 

µ 0 = (l,l,l,l,l) soluci6n 

inicial factible ~i-~j ~ O 

para los arcos (4, 6): 2- (0-0) = 2 

(5,6): 5-(0-0) = 5 

.. c
0 

= 2 para el arco(4, 6) 

(propagación de µl = 0) 

1 o 

't) 

0 

~ 1 

0 1 

p = { (4,6)} 

0 cb 
1 o 

JU 



4 

l 

<o,o,o,o,ol + 2(1,1,1,1,1i 

{2,2,2,2,2) 

> l.te.Ju1c.l6n 3. 

' = 'o + ºo~o 
= (2,2,2,2,2) + 2(1,1,1,0,ll 

= (4,4,4, 2,4} 

> l .te.JLo.c.lón 4. 

~0 = (1,1,1,0, 1l 

para los arcos (5,4): 2-(2-2) = 2 

(2,4): 3-{2-2) = 3 

.. c0=2 para el arco (5,4). 

1 

© ®------~ 

0------.cb ~ 
1 o 

~o= (1,1,1,0,oi 

para los arcos (2, 4): 3-(4-2) = 1 

(3,5): 1-(4-4) = l 

.• c0=1 para los arcos (2,4)y(3,5). 

6 
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' = 'o + •oµo u0 = n,o,o,o,oi 

(4 1 4,4,2,4) + l(l,l,l,01 0) para los arcos (1, 2): 2-(5-5) = 2 

=- {S, 5, 5, 2,4) (l, 3): 1-(5-5) = l 

. . ~O = 1 para el arco (l, 3). 

> l.t~11.11c.i.6n S. 

2 

o 

p = {(4,6),(5,~),(2,4),(3,5),(l,3)} 

' = 'o + •oµo µ
0 

= to,o,o,o,o¡ 

(5,5,S,2,4) + l(l,O,O,O,O) 

(6,5,S,2,4) 
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Finalmente, despu~s de cinco iteraciones con el m~todo Prima~ 

Dual, alcanzamos el 6ptimo para A = (6,5,5,2,4} y el corres

pondiente conjunto P, el cual contiene la trayectoria 6ptima. 

Cualquier trayectoria del nodo fuente al sumidero en el con

junto de arcos admisibles final satisface la holgura comple

mentaria y, por tanto, es óptima; en este caso la trayectoria 

es (1,3), (3,5), (5,4), (4,6) con~ igual~ seis. 

El ejemplo anterior nos permite visualizar el algoritmo 

partiendo directamente del procedimiento primal-dual, cuya 

primera instancia sería para cij > O. 

El algo~itmo de Oijk4t~a, por su parte, es una aplica

ción eficiente del A.P-D para el problema de la R.C. se su

pone que los costos en los arcos son no-negativos. Este m~

todo se basa en la asignaci6n de etiquetas "permanentes" a 

los nodos para los cuales ya se conocen las longitudes de las 

rutas más cortas del nodo fuente a ellos. Sea s este conjun

to de nodos permanentes. Las etiquetas de los nodos de S re

presentan precisamente las longitudes de las rutas m~s cortas 

buscadas. Los nodos restantes se etiquetan "temporalmente" 

con una cota superior de la longitud más corta del nodo fuen

te al nodo etiquetado. En la primera iteraci6n el conjunto S 

contendrá finicarnente el nodo fuente, es decir, el nodo uno e~ 

tará etiquetado permanentemente. Las etiquetas temporales se 

mejoran continuamente y en cada iteraci6n se agrega exacta-
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mente un nodo i a S; este nodo será aquál tal que la longi

tud desde el nodo fuente es la más corta posible. 

Dado que todos los arcos tienen costos no-negativosf 

siempre podemos encontrar una ruta más corta del nodo fuente 

al nodo i que pase s6lo por nodos de S; en este caso, la eti 

queta i representa la longitud de la ruta más corta corres

pondiente. Una vez que todos los nodos estén en s, las eti

quetas de todos los nodos serán las correspondientes a las 

longitudes más cortas desde el nodo fuente y, por tanto, ha

bremos encontrado la solución deseada. En el caso que se d~ 

see ~ la ruta más corta entre dos nodos específicos, se 

obtendrá la soluci6n cuando se etiquete •permanentemente" 

el nodo final del camino buscado. 

3.4.2 ALGORITMO DE DIJKSTRA. 

PROPOSITO. Obtcne1!. l<t tM!{ectoM'.a de la 1!.uta md'.¿ co1!.ta en 

una 1!.ed con co4to4 no ncgat~vo4 en lo& a1!.coh. 

DESCRIPCION 

~· (Inicalización de etiquetas). Sea d (i) una etique

ta asociada al nodo i, para todo i. Sea d(l) e O (nodo fueE 

te) y marcar ésta etiqueta como permanente. Sea d(i) = ~ p~ 

ra i=2, ••• ,m y considerar estas etiquetas como temporales. 

Sea a(i) una etiqueta asociada al nodo i para i f 1 (nodo 

fuente y sea d(i,j) la longitud del arco i,j. Sea k e l 
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(nodo fuente) • 

~· (Actualizaci6n de etiquetas.) Para toda icr que te~ 

ga etiqueta temporal, actualizar etiquetas de acuerdo a: 

d(i) = min(d(i), d(k) + d(k+i) ). 

Si d(i) se modific6, hacer a(i) =p. Sea i* tal que d(i*) 

min {d(i) 1 d(i) es temporal). Si d(i*) = =, .t•~m.iita~¡ en 

este caso no existe trayectoria alguna. En otro caso, ir al 

pa~o 3. 

Paso 3. (Etiquetaci6n permanente.) Marcar la etiqueta d(i*) 

como permanente. Sea k = i*. 

Paso 4. (i) Si s6lo se desea la ruta del nodo fuente al no

do sumidero: Si k = m, t~~mina~; d(k) es la longitud del ca

mino más corto. Si k + m, ir al pa40 2. (ii) Si se desea la 

trayectoria: Si todos tienen etiquetas permanentes, ti~m~na~; 

~sta es la longitud del camino deseado y el conjunto de arcos 

(a(i),i) forman la trayectoria de caminos más cortos. En 

otro caso ir al pa40 2. 

Debemos observar que el algoritmo termina en un nGmero f! 

nito de iteraciones, ya sea en el paso 2 6 en el paso 4, pues

to que el nWnero de nodos es finito. Justifiquemos enseguida 

la optimalidad del algoritmo. 



N6tese que si el algoritmo termina en el paso 4, la gr! 

fica generada tendrá n-l arcos y al nodo fuente como raiz; 

por esta raz6n, dicha gráfica será una trayectoria. Por 

otro lado, se tiene que, por construcción, d{i} es la longi

tud del único camino del nodo fuente a i en esa trayectoria. 

Ahora probemos que la trayectoria generada es la ruta más 

corta. Para ello demostraremos, por inducción sobre el ndm~ 

ro de iteraciones, que las etiquetas permanentes de los no

dos son las longitudes de las rutas mas cortas del nodo fue~ 

te a i, para toda i. Esto es claro en la primera iteraci6n. 

Sean S el conjunto de nodos con etiquetas permanentes y S el 

conjunto de nodos con etiquetas temporales en la iteraci6n k. 

Al final del paso 2 de la iteraci6n k+l la etiqueta temporal 

d(i), para i~S, es la longitud de una ruta rrki.s corta del nodo 

fuente a i que contiene solamente nodos de s. 

En efecto en cada iteración, sólo se etiqueta permanente 

mente un nodo, por ello s6lo es necesaria la comparaci6n efe~ 

tuada en el paso 2. En particular, ésto sucede para i* {nodo 

con la mínima etiqueta temporal). Supóngase ahora que la ru

ta más corta de la raíz (nodo fuente) a i* no contiene s6lo 

nodos de s. sea j primer nodo en el camino más corto del no

do fuente a i* que no est~ en s. Puesto que los costos en 

los arcos son no negativos, entonces la longitud de la porción 

del camino del nodo fuente a i•, que une aj con i*, es no ne

gativa. Sea D esta longitud. Note que la porci6n del camino 
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del nodo fuente a i*, que une al nodo fuente con j, es un ca

mino que contiene solamente nodos de s. Pero d(j) es la lon

gitud de una ruta más corta que contiene todos sus nodos en s, 

luego: 

d(j) + D < d(i') 

lo que implica: 

d(j) < d(i') - D < d(i*), 

lo que es una contradicción puesto que d(i*) es el mínimo de 

las etiquetas temporales. se concluye, entonces, que la ruta 

m&s corta del nodo fuente a i* contiene s6lo nodos de s, y 

por ende, d(i*} es su longitud. Por tanto, la etiqueta per

manente de i es igual a la longitud de la ruta más corta del 

nodo fuente a i en la iteraci6n k+l. 

Observemos finalmente que si d(i*} m (paso 2) en alguna 

iteración, entonces existe algún nodo (i* y todos los que ten

gan etiqueta temporal) para el cual no existe ruta alguna des

de el nodo fuente¡ podemos entonces concluir que el problema 

no tiene soluci6n puesto que, en este caso, el nodo fuente no 

es raíz de la red. 

Ejemplo 4. Considere la red: 
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con la capacidad máxima sobre los arcos. Determinaremos la 

trayectoria de ruta más corta usando el algoritmo de Dijkstra. 

> l.tt<ll4c.i6n 1. d(l) =O, etiqueta permanentei d(i) 

para i=2, ... ,B, etiquetas temporales. K=l. 

Actu~lizaci6n ~ etiquetas: r(k) = { 2, 3, 4}, 

d(2) 

d(3) 

d(4) 

min {cc,l} 

min {m, l} 

min {i;n,3} 

l y a(2) 

l y a(3) 

3 y a(4) 

l, 

1, 

l, 

de donde i* = 2 dado que es el nodo con mínima etiqueta tem

poral (los empates se rompen arbitrariamente). Se marca d(2) 

como permanentei k = 2 (k + m = 8) 



1 .! J !=! 

(f¡ 

131 

> l.te.~<tt.<'.6'1 2. Actualización~ etiquetas: r(k) {5}. 

d(S) = min {=,3) = 3 y a(S) = 2, 

donde i* = 3 nodo con m!nima etiqueta temporal. Se marca 

d (3) como permanente: k = 3 (k + m = B). 

11i 
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> Jt~~aci6n 3, Actualización~ etiquetas: f(kl (6}, 

dl6) min (•,2} = 2 y al6) = 3, 

donde i* = 6 nodo con m!nima etiqueta temporal. Se marca 

d(6) como permanente. K = 6 lk f m = 8). 

1.11 [JI 

> ltt~aci6n 4. Actualización~ etiquetas: f(k) 

d(7) 

dl8) 

min {m,3} 

min (•,S} 

y a(7) 

y a(8) 

6, 

6, 

donde i* = 4. Se marca d(4) como permanente. K 

(k + m = 8). 
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> It~~aci6n S. Actualizaci6n ~etiquetas: f(k) (7), 

d(7) = min {3,5) = 3, a(7) no se modifica, 

e i* 5. Se marca 4(5) como permanente. K = 5, (K + m 8) 

(l] (~l 
2 

!.!l 
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> 1teAdci6n 6. Actualizaci6n ~etiquetas: f(k} {B), 

d(B} = (5,4) = 4 y a(Bl = 5, 

donde i* 7. Se marca d(7) como permanente. K 7, (k f m 

[!l 

l!l 

[~] 

> lt~itdc.i.611 7. Actualizaci6n de etiquetas: r (K) = {B}, 

d(Bl = (4,5) = 5 y a(B) no se modifica 

Todos los nodos tienen etiqueta permanente. Pa~a~. 

La trayectoria de ruta m.5s corta con raíz en el nodo uno, 

está formada por el conjunto de arcos (i,a(i}). Esta trayec

toria es: 
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3. 4. 3. RUTA MAS CORTA ENTRE TODO PAR DE NODOS (Algoritmo de 
Floyd). 

Este procedimiento, desarrollado por R.W. Floyd en 1962, 

se aplica a redes que admiten cualquier costo en sus arcos. 

En el alga~l.tma dt Floyd supondremos una numeraci6n de los 

nodos de la red (1, 2, ... ,n) y utilizaremos una matriz e, de 

nxn, para calcular las longitudes de las rutas más cortas en-

tre todo par de nodos; al terminar de aplicar el algoritma, la 

longitud, de la ruta más corta entre los nodos i y j estará 

dada por el elemento (i,jl de c. En la k-~sima iteraci6n se 

calcula la longitud de la ruta más corta, entre i y j, que 

puede admitir a los primeros k nodos, o algunos de ellos, 
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como nodos intermedios: este nWnero se almacena en la entra

da (i,j) de la matriz c. Al principio se asigna el costo del 

arco {i,j) al elemento (i,j) de la matriz e, si i f j: si es

te arco no existe, entonces se asigna m. Los valores de la 

diagonal serSn cero. Con esto quedan calculadas las longitu

des de las rutas más cortas entre todo par de nodos i,j que 

no contengan ningún nodo como nodo intermedio. Al principio 

de la k-~sima iteraci6n, la entrada (i,j) de e es igual a la 

longitud de la ruta más corta, entre i y j, que contiene a 

los primeros k-1 nodos, o alguno de ellos, como nodos inter

medios, entre i y k, y k y j. De esta manera se obtiene la 

ruta más corta, entre i y j, que contiene a los primeros k n~ 

dos, o alguno de ellos, como nodos intermedios. Procediendo 

de este modo se tendrá que, al final de la n-~sima iteraci6n, 

la entrada (i,j) de e es la longitud de la ruta más corta, el! 

tre i y j, que contiene a los primeros n nodos corno nodos in

termedios, o algunos de ellos; es decir, se habrá calculado 

la longitud de la ruta más corta entre y j. 

Debemos observar, sin embargo, que si al finalizar de 

aplicar el algoritmo, alguna entrada de e es igual a m, ~sto 

querrá decir que no existe ruta alguna entre los nodos corre~ 

pendientes. 

Por otra parte, si algGn elemento de la diagonal de e, 

sup6ngase el (i,j), es menor que cero en alguna iteraci6n, se 
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habrá encontrado una ruta de i a i de longitud negativa {es 

decir, un circuito negativo). Luego, el problema no tiene 

solución. As! pues, el algoritmo será de gran utilidad en 

problemas de detecci6n de circuitos negativos. 

ALGORITMO. Ve Floyd 

PROPOSITO. Obte.neJt lu -tutu md4 c.011.ta4 ent1te todo p111t de 
nodo4 tn una ~ed co•t n nado4. 

OESCRIPCION 

Paso l. Construir la matriz e nxn de elementos cij' donde 

O: si i = j 

cij ¡ .. si (i,j) *A 
d{i' j)' si (i, j) cA 

y donde A es el conjunto de arcos de la red. Hacer k O. 

~· Hacer k = k+l. Para todo f k tal que cij + ~, 
y para todo j + k tal que ckj + =, hacer: 

~· (i) Si cii < O para alguna i, teJullin11Jt. En este 

caso existe un circuito negativo que contiene al nodo i, por 

lo que .!!2 hay soluci6n. 



(ii) Si ªii ! O, para toda i, y k = n, tuun.lna.-'t, 

cij es la longitud del camino más corto de i a j. 

(iii} Si c11 ! O, para toda i, y k < n, ir al pa.60 2. 

Para recuperar las rutas más cortas puede construirse 

una matriz A de dimensi6n nxn; el elemento ªij de esta ma

triz será el predecesor del nodo j en la ruta de i a j enea~ 

trada en cada iteraci6n. Dada la definici6n de A, sus entr~ 

das se inicializarán ªij i, para todo par de nodos i, j. A 

se modificará en el paso 2 de la k-~sima iteraci6n de acuer-

do con: 

-l ªkj. 
ªij -

no cambia, 

si 

si 

El algoritmo de Floyd te~mina e•actamente en n ite~aci! 

neA, donde n es el nfimero de nodos de la red, a menos que 

termine en el inciso (i} del paso 3; en este filtimo caso, 

se terminará en menos de n iteraciones. Mostraremos ensegui 

da su optimalidad, por inducci6n sobre el número de iteraci~ 

nes. 

Al principio de la jteraci6n 1 (paso 1) la entrada (i, 

j) de la matriz representa la longitud de la ruta más corta, 

que no contiene ningan nodo intermedio, entre los nodos i y j. 
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Durante el paso 2 de esta iteraci6n se realiza una compara-

ci6n entre dicha longitud (cij) y la de aquella ruta forma

da por la unión de la ruta entre i y 1 y la ruta entre 1 y 

j (cil + cij); de este modo se obtiene la longitud de la r~ 

ta más corta, entre los nodos i y j, que no contiene ningún 

nodo intermedio o que contiene al nodo como intermedio. 

Sup6ngase que al final de la iteración k-1, cij representa 

la longitud de la ruta más corta entre i y j, que contiene a 

los primeros k-1 nodos como nodos intermedios, o a algunos 

de ellos. Durante el paso 2 de la iteraci6n k se realiza 

la comparaci6n entre esta Gltima longitud (cij) y la de aqu~ 

lla ruta formada por la uni6n de las rutas m~s cortas, que 

admiten a los primeros k-1 nodos como nodos intermedios, e~ 

tre i y k, y entre k y j (cik + ckj); entonces, al final de 

la k-~sima iteración, cij es igual a la longitud de la ruta 

más corta entre i y j, que contiene a los primeros k nodos 

como intermedios, o a algunos de ellos. 

De lo anterior, conclu!mos que al final de la iteración 

n, cij es la longitud de la ruta m~s corta entre los vérti

ces i y j. 

Ejemplo S. Consideremos la siguiente red: 
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-2 

con la capacidad máxima sobre los arcos. Determinaremos 

las rutas más cortas entre todo par de nodos mediante el al 
goritmo de Floyd, 

> 1teAaci6n 1. Las matrices e y A resultantes son: 

2" 
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Se asigna k = 1 y se actualizan las matrices C y A: 

c 52 = min ¡.,, 1+3) 

c 56 = rnin ¡.,, 1+2} = 3, a56 = a 16 = 1 

Estos son los anicos elementos que se modifican puesto que 

cil = ~, para i = 2,3,4,6 y cij ~~para j = 3,4,S. Las ma

trices resultantes son: 

puesto que k < n 6, c .. = o para todo i, aan no se han re-
ii 

visado las rutas y se lleva a cabo la siquiente iteraci6n. 

> rte.11.11.c.U11 2. Se asigna k = 2 y se actualizan los e leme!!_ 

tos: 

c13 = mín {o>, 3-1) 2, ª13 = ª2J = 

C53 = min (o>, 4-1) 3. ªsJ ª23 2 

cl6 min (2, 3+0) = 2, no se modifica ª16 

c56 min {3, 4+0} = 3, no se modifica ªs6 
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Las matrices resultantes en esta iteraci6n son; 

2 2 

-l m 2 2 2 

-2 m 3 
C= A= 

3 

3 2 5 

o 6 6 

puesto que k = 2 < n 6 y ªii O para todo i, se realiza 

otra iteraci6n. 

> I.tM.a.c.i.6n 3. se asigna k=3 y se actualizan los elemen-

tos: 

ª14 min {m, 2-2) O, ª14 = ª34 = 3 

ª16 min {2, 2+5} 2, no se modifica ª16 

ª24 min {=,-l-2) =-3, ª24 = ª34 = 3 

0 26 = min {O,-l+5} º· no se modifica ª26 

º54 min {8, 3-2) l, ª54 = ª34 = 3 

ªs6 min {3, 3+5} 3, no se modifica ªs6· 

Las matrices que resultan de esta iteraci6n son: 
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21 

o -1 -3 m 
.· 1 

2 o 1 

-2 m 

C= 
m 

como k <'nf a6n no se tiene la soluci6n. 

l l 
2 1 
3 

l 

6 

> Z.tt.t<tc.l611 4. Se asigna k = 4 y se actualizan los e leme!!. 

tos: 

cl6 = min (2, 0+3) 2, 

c26 min (0,-3+3) o' 

c36 min { 5 ,-2+3) 1, 

c56 min (3, l+3i 3' 

En base a lo anterior se tienen 

O -1 -3 m 

O -2 m l 
C= 

o 

209 

no 

no 

ª36 

no 

las 

A= 

se modifica 

se modifica 

= ª46 = 4 

se modifica 

siguientes 

2 

5 

6 

ª16 

ª26 

ª56 

matrices: 

2 

4 

1 
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k < n; aún no se determina la soluci6n. 

l .t~1tac.l6ti 5, Se asigna k = 5 ':/ se actualiza los e leme!! 

tos: 

c61 min (~. l+s: 6, ª61 ªs1 

c62 min (=, 4+5} 9' ª62 ªs2 

c63 min 1~. 3+5:· a B, ª63 ªs3 

c64 min (=, 1+5) a 6, ª64 ª54 

c66 min {O, 3+5) o, no se modifica ª66. 

Tenemos entonces que las nuevas matrices son: 

o 2 
21 11 

-1 -3 o ; 2 1 

¡j 
1 

o -2 

~j 
e A 

3 

l 

k < n; realizamos, entonces, una nueva iteraci6n. 

l .t ei1.11 c.i.6 n 6. Se asigna k 6. Se actualizan los ele-

mentas: 

cll min (O, 6+2} o, no se modifica ª11 

cl2 = min {3, 9+2} 3, no se modifica a 12 
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ºIJ min {2, 8+2} 2, no se modifica ª13 

º14 min {O, 6+2} = O, no se modifica ª14 

º15 min {=, 5+2} 7. ª15 ª65 

º21 min {m, 6+0} ~ 6, ª21 ª61 

0 22 min {O, 9+0} O, no se modifica ª22 

º23 min {-1,8+0} =-1, no se modifica ª23 

º24 min {-3,6+0) =-3, no se modifica ª24 

º25 min (m, 5+0} 5, ª2s ª65 

0 31 min {m, 6+1} 7. ª31 ª61 

C32 min (m, 9+1) =10, ª32 ª62 l 

0 33 min {O, 8+1) = o, no se modifica ª33 

C34 min {-2,6+1) =-2, no se modifica ª34 

C35 min (m, 5+1} 6, •35 ª65 

C41 min {m, 6+3) 9. ª41 ª61 

0 42 min {m, 9+3} =12, 042 ª62 l 

0 43 min (m, 8+3) =11, •43 ª63 

0 44 min {m, 5+3) 8 • •45 ª65 

º51 min {l, 6+3) = 1, no se modifica ª51 

º52 min { 4. 9+3) = 4. no se modifica ªs2 

º53 min {3, 8+3) 3, no se modifica ªs3 

º54 min (1, 6+3) 1, no se modifica ª54 

0 5s min {O, 5+3) = o, no se modifica ªss 
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De lo ante.rior .resultan las siguientes matrices e Y A: 

o 2 1 6 

o -1 -3 o 6 

10 -2 1 ·s 1· 3 6 
e A 

12 11 o 3 1 6 

5 

o 6 

Puesto que k = n = 6, la última matriz es la matriz de lon

gitudes más cortas entre todo par de nodos. 

Para recuperar las rutas se utiliza la matriz A. Por 

ejemplo, la ruta de a 1 se obtiene de la siguiente manera: 

el predecesor de 1 en la ruta l a 1 es 1; es decir se tiene la 

ruta vac1:a de longitud cerc,. La ruta entre los nodos 3 y se 

obtiene del modo siguiente: el predecesor de 1 en la ruta de 

3 a es a 31 = 5; el predecesor de 5 en la ruta de a S es 

6; el predecesor de 6 en la ruta de 3 a 6 es a 36 4; el 

predecesor de 4 en la ruta de 3 a es a 34 = 3. Entonces, la 

ruta entre los nodos 3 y l es 3, 4, 6, 5, 1 de longitud c 31 =7. 

Para encontrar la ruta de 6 a 5 se tiene que el predecesor de 

5 en la ruta de a 5, es 6; entonces la ruta más corta entre 

los nodos 6 y 5 es 6, S, de longitud c 65 = S. De manera aná

loga obtenemos las demás rutas. 
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CAPITULO 4 

M~TODOS PRIMALES DUALES 11: ANÁLISIS DE REDES DE FLUJO 

(Segunda parte) 

En este capítulo continuamos con la especializaci6n del 

Método Primal-Dual (MP-0) a problemas de redes de flujo. Pa! 

te med:.olar es el ya mencionado P.t.abllm.: de. Flujo a Co~to .'.f.l,1.i. 

no (F.C.~.), que es una generalizací6n de~ los problemas 

tratados en el capítulo anterior. Uno de los aspectos más i~ 

teresantes es la uníficaci6n de los métodos cl~sícos de ciclo 

negati·.•o ~ ~ más ~-flujo r.1dxioo como ca.40J e~pecilt.Ces 

de la especializaci6n del MP-D. Para el caso del m~todo de 

ciclo negativa, se demuestra que la basqueda de dicho ciclo 

equivale a la solución del primal restringido cuyo resultado 

es la solucí6n poptima del problema original o bien, a través 

del correspondiente dual restringido, un mejoramiento de la 

soluci6n dual factible disponible. Para el caso del m~todo 

de ruta más corta-flujo 100.ximo se hace algo semejante~ 

En la segunda mitad del capítulo se describe el P4oblemd 

de Hitchcock y enseguida se resuelve haciendo uso del MP-D. 
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se discute, obviamente, su equivalencia con el problema de 

flujo a costo mínimo y se da un ejemplo al final. 

En ese sentido, en la primera secci6n definiremos el F. 

C.M. En las segunda y tercera secciones daremos dos opcio

nes para aplicar el MP-D en la soluci6n del F.C.M. En la 

cuarta secci6n veremos el MP-0 para el problema de Hitchcock 

-que puede particularizarse al P.A.- y en la quinta y última 

sección aplicaremos una transformaci6n -debida a Wagner- del 

problema de flujo a costo mínimo a uno de Hitchcock. 
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4,1 EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MfNIMO, 

El Pl!.oblema de Flujo a CoH:o .~.lnlmo (F .c.M.) se define 

como sigue. 

Sea G = (V,A) la gr~fica dirigida asociada a una red de 

flujo N, donde se distingue la presencia de un nodo fuente "l ", 

un nodo sumidero "ti" y un flujo v 0 _::.O. Asimismo, para todo 

arco Ci,j)cA, existen b(i,j), c(i,j)c:R+ que representan, res

pectivamente, la ~ superior y el costo por unidad ~ flujo 

en el arco (i, j). El problema consiste entonces en de.te.1t.m.l

naiL un 6lujo 6act.lble de~ nodo 6uente al nodo wm.ldeir.o de va

l.01t. v 0 que. te.ngt:t ~ ~·· Expresado en forma de P.P.L. 

queda como: 

s.a Af 

~ b, para cada arco 

!. O, para cada arco 

donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos y 

'• -¡ -1, i (nodo fuente) 

1, i = n (nodo sumidero) 

o, en caso contrario 

(1) 

(2) 

* Otra forma de escribirlo es: "determinar un 1-n flujo facti
ble de valor v0 y que tenga costo mtnimo". 
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Por cierto, hacemos notar que el problema de F.C.M. re-

quiere, dectamos, de un flujo de valor fijo (v 0) que es el más 

barato entre todos los flujos de ese mismo valor, a diferencia 

del problema de F.M. que s6lo requiere encontrar el mayor flu-

jo entre el nodo l (fuente) y el 2 (sumidero). 

En esta secci6n aplicaremos el Algol'l..i..tmo P.t.i.mat-Qu¡tl (A. 

P-0) al problema de F.C.M. Contamos para ello con dos opciones: 

- Opc.i6n No. 1. Considerando al problema original 
como el dual {O) y reduciendo las complicaciones 

del vector del lado derecho, de tal manera que 

la soluci6n iterativa transfiere a subproblemas 

de F.C.H. 

- Opc.i6n No. 2. Considerando al problema original 

como el primal {P) y reduciendo las complicacio

nes del vector de costos. 

Desarrollaremos primeramente la opci6n ! (6 Algo4itmo del 

~Lelo), la cual~~~~ al problema ori

ginal (O) ~ todas las iteraciones y no trata expl!citamente 

con el primal {P) o su restricci6n. Posteriormente desarrolla-

remos la opci6n ~ (6 Algo!U.tmo Acumul~tivo o de Con6t4ucci6n) 

en la cual será necesario ~ algunos cambios al problema 

original (P) que nos permitan llegar a un algoritmo que evite 

al problema dual. 
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4.1.1. ~ALGORITMO DEL CICLO. 

Para comenzar, escribimos el problema de F.C.M. como el 

dual de un problema primal en forma can6nica. Queda como 

max 

s.a. Af ~ - v
0

d 
Wl (3) 

~ b, para ~~ arco 

-f < o, ~= cada arco 

Hagamos la siguientes observaciones: 

a) liemos transformado las ecuaciones de conservaci6n 

de flujo en desigualdades, ya que un d~ficit en 

la ecuación de balance de algún nodo implica un 

exceso en la ecuación de balance de algún otro 

nodo. Por lo tanto, para cualquier flujo facti

ble, el primer grupo de desigualdades se cumplirá 

como igualdad. 

b) Para encontrar el flujo factible inicial de valor 

v
0 

en (O) se puede hacer uso del algoritmo de Ford 

y Fulkerson visto en la sección 3.3 del capítulo 

anterior. 

Pues bien, el dual del primal restringido (DPR) podemos 

deducirlo por inspecci6n, con lo que tendríamos 

max 

Af = O 
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(DPR) ~ O para arcos saturados (4) 

para arcos vacíos 

~ -1 para todos los arcos (ya que -c;_O) 

Notemos que Af 2 O en (3) se reemplaz6 por Af =O en (4), 

de acuerdo a la justificaci6n dada antes en la observaci6n a). 

Recobrarnos entonces la idea de conservaci6n de flujo en cada 

nodo. Un flujo factible que satisface Af = tendrá un sign_!. 

ficado especial para nosotros, tan particular que se distingue 

por su nombre. 

Definici6n. Un flujo factible f que satisface Af 

el nombre de c.iJt.c.utac..(611. Su costo es e tf. 

O recibe 

Observemos entonces que la soluci6n óptima para el DPR 

es una circulaci6n de una clase especial, pues debe cumplir: 

i) No tener flujo positivo sobre un arco 

saturado. 

ii) No tener flujo negativo sobre un arco 

vacr.o. 

iii) El flujo que recorre cualquier arco no 

debe ser menor que -1. 

Así pues, dadas las condiciones anteriores, resulta de inter~s 

incorporarlas en una nueva red capacitada y con costos. Para 

ello, se har~ uso del concepto de ~ incremental cuya defini

ci6n se da enseguida. 
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Oefinici6n. Dado un flujo factible f en la red N con gr~fic• 

asociada G :::::: (V,A), definimos la 11.e.d útc.Jtemc.ntal N' (f) como 

sigue: (~) N1 tendrá el mismo conjunto de nodos que ~; (i~) p~ 

ra cada arco (i,j)EA con flujo v (j(i,jl•v), capacidad de (~ 

(i,j}=d) y costo c{c(i,j)=c) se proponen dos arcos en N 1 ; un 

arco (i,j) con capacidad d-v ~ O: y otro arco ,j,i) con capa

cidad v ~ O y costo -c. En particular, se omiten todos aque

llos arcos con capacidad cero, {ver figura 1). 

flujo v 

0 < V < d caP'cidad (d-v) 

costo c 

costo -e 

Figura l. Un arco en una red de flujo, y los arcos 

correspondientes en la red incremental U' (f) 

De la def inici6n anterior se sigue que una trayectoria 
• 

del nodo 1 (fuente) al nodo n (sumidero) en N'(f), y con peso 

X, determina un aumento {una cadena aumentante -ver apándice 

e-) del nodo r al nodo nen N'(f), y que un incremento de una 
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unidad en el valor del flujo f del nodo 1 al nodo 11 a lo lar 

go de esta trayectoria resulta en un incremento en el costo 

total del flujo en X unidades. De la misma manera, una circ~ 

laci6n f en N' (f) de costo X determina un nuevo flujo f + f 

del nodo 1 al nodo 2 en N del mismo valor, con un incremento 

de costo de X unidades. 

Ahora bien, el A.P-0 indica que el flujo es óptimo si y 

s6lo si la solución 6pti;na al (DPR) tiene costo cero, lo que 

equivale a que no haya circulaciones de costo negativo en 

N1 (f). Pero la red incremental N1 (f) tiene una circulación de 

costo negativo si y sólo si tiene un ciclo de costo negativo. 

La condición para la optimalidad en (DPR) se exhibe en 

el siguiente teorema. 

Teorema. Un flujo del nodo fuente al nodo sumidero es un 6lu

jo 6ptimo de. co~to mln.lmo si y s6lo si no hay ciclos con costo 

negativo en N' (f). 

El A.P-0 puede implementarse despu~s de haberse obtenido 

un flujo f de valor v 0 y usando, como ya lo mencionamos, el ~! 

go4itmo de Fo4d y Fulke4¿on, y buscar por ciclos de costo ne

gativo en la red incremental asociada, por ejemplo, mediante 

el algo4.i.tmo de Floyd y wa~¿hall. 

Si N' no contiene más ciclos negativos, se finaliza con 

el flujo 6ptimo en la red N. En caso contrario, sea C' el ci-
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ele negativo en N' (f); la parte iterativa del A.P-0 procede a 

realizar los cambios pertinentes en la red N, hasta ·encontrar 

el nuevo flujo f + f del mismo valor pero de menor costo. El 

proceso para realizar los cambios es el siguiente: 

- Sea 

min (b(i,j) J (i,j)oC') (5) 

el~ flujo permitido en el ciclo e• de N. 

- Con esta informaci6n, un flujo de unidades puede "viajar" 

a través de e•, de donde un flujo del mismo nG.mero de uni 
dades circula a trav~s del ciclo e en N asociado a ~ste. 

Se ha obtenido una circulaci6n f de costo negativo. De esta 

forma, se determina un nuevo flujo f + f en N del mismo va

lor, pero con un decremento en costo. 

- Es en base al nuevo flujo (f + f) que se forma la nueva red 

incremental y se repite el proceso hasta que no existan ci

clos negativos en N1
• Por último, no es ocioso comentar 

que, una vez encontrado el flujo de v0 , el algoritmo del ci

clo ~ su factibilidad hasta encontrar la soluci6n 6p

tima. 

ALGORITMO. Vel Ciclo 

PROPOSITO. Vete~mlnd~ el ólujo d cohto m~nlmo de Vdlo~ v0 en 

und ~ed. 
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DESCRIPCION 

Paso l. Usar el algoritmo de flujo máximo de Ford y Fulkerson 

para encontrar un flujo de valor v 0 . Si se encuentra 

dicho valor ir al p.1~0 2; en caso contrario el probl~ 

ma es infactible. Te.-tm.lna..t. 

Paso 2. Diseñar la red incremental N1 asociada al flujo f: 

N' (f), 

~· Identificar, mediante algan algoritmo de ruta ~ás coE 

ta, algOn ciclo con costo negativo e en N'(f). Si no 

existen ciclos con costo negativo, ~e~miHlt; el flujo 

actual f es el requerido. En caso contrario, sea C' 

el ciclo con costo negativo. Ir al paJo .J. 

Paso 4. Calcular (5) y aumentar el flujo sobre C', sin sobre

pasar su capacidad. Ir al pa6o 2. 

Ejemplo l. Consideremos la red G(V,A) con cuatro nodos y seis 

arcos ilustrada abajo. El problema de F.C.M. es encontrar un 

flujo de valor 2 del nodo fuente al nodo sumidero, a costo mí

nimo. (Los nlilneros en el par~ntesis indican la capacidad y el 

costo, respectivamente.) 
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Suponga que hay un flujo de una unidad en las trayectorias 

(1,2), (2,4) y (l,2), (2,3), (3,4), con un costo total de 17. 
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La red incremental G' es la siquiente: 

.,-"' 
(2,-4) "' .,.,.,,. I 
.-"' I 

.,.,."' I 
1 
1 

(1,-2) 1 
1 
1 
1 
1 
\ 

Notemos que el ciclo con costo neqativo (1,3), (3,2), (2,1) es 

una circulaci6n f de costo -s. Podemos sumar una unidad de la 

circulaci6n f para la f oriqinal, produciendo un flujo de una 

unidad en (1,2), (2,4) y (1,3), (3,4), con un costo total de 

1 - 5 • 12. 
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La nueva red incremental G' es la que sigue: 

La red incremental G' no tiene ciclos con costo negativo: por 

lo tanto, el flujo es 6ptimo. 
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4.1.2 ALGORITMO ACUMULATIVO. 

Como se indic6 al principio de la secci6n, la opci6n 2 

consiste en aplicar el A.P-0. al problema de F.C.M., consi-

derando este problema como un primal (P). De esta manera se 

reduciría el trabajo de manejar el costo, Esto se complica 

dado que, por ejemplo, se debiera tratar con el correspondie~ 

te dual (D) para encontrar las columnas admisibles. 

Es conveniente, por tanto, colocar el problema original 

en t~rrninos ligeramente diferentes: primeramente, se introdu-

ce el valor del flujo v como una variable explícita del pro

blema. En segundo lugar, en vez de minimizar la funci6n ctf, 

se maximiza pv-ctf., donde p puede pensarse como un parámetro 

que consecutivamente asume valores O, 1, 2, ... De esta forma 

se obtiene una sucesión de flujos de valor creciente, cada uno 

de costo mtnimo. El efecto de este desarrollo es obtener un 

algoritmo que evite al dual (O). 

El fundamento de dicho algoritmo viene dado por el teore-

ma siguiente. 

~· Sea f 1 un flujo 6ptimo de valor v en un problema de 

flujo a costo m!nimo. Sea f 2 un flujo de valor l en una tra

yectoria aumentada P del nodo fuente al nodo sumidero en N' (f 1l 

de costo minimo. Entonces 6¡ t 62 eh un !lujo 6pt.lmo de valor 

V + l. 
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~· Si f 1 + f 2 no es 6ptimo, entonces, por el teorema 

anterior, hay un ciclo de costo negativo C' en la red incre-

Ahora, debido a que el flujo de valor v era 6ptimo, N' 

tt1J no contenía ciclos negativos. Luego, el ciclo apareci6 

en la red incremental cuando el flujo increment6 su valor. 

Observemos que el flujo t 1 + f 2 se diferencia de r
1 

s6lo en 

aquellos arcos que forman la trayectoria P en N, correspon

diente al camino P 1 en N'(f1}. 

Sea A(P) = { (i,j) ! (i,j)EP}. Entonces, al construir la 

red incremental asociada al flujo t 1 + r 2, N' (f
1
+r2), tenemos 

que para cada (i,j)EA(P), sus arcos asociados en N' Cf1 + f 2) 

son id~nticos a los asociados en. N' Cf1 ), o bien, para cada 

(i,j) EA(P), sus arcos asociados en N' (f¡ + f 2 ) son diferentes 

a los asociados en N1 tf1). Luego, e 1 tiene un arco e = (i, j) 

de costo -c correspondiente a un arco (j,i) sobre P, como se 

muestra en la figura 2. 

Ahora bien, reemplácese el arco {j,i) en p• por c•- {e} 

y llámese P" a esta nlleva trayectoria entre los nodos fuente 

y sumidero. N6tese adem!ís que 

-c + (costo del resto de C') = costo de C1 < O, 

de donde (costo del resto de C'I < c. Así pues, en N' (t1), P' 

no es la trayectoria de costo mínimo de los nodos fuente al 
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sumidero, contradicci6n que prueba que f 1 + f 2 es 6ptima .• 

no:lo fuente 

n 
oodo sumidero 

~ 
- - - trayectoria P' - -....., 

arco e de 

costo -e 

' ' \ 
\ 
l 
I 

' I 
' I , / Ciclo e• .... _____ ,.,..,,,, 

Figura 2. Visualizaci6n de la trayectoria 

p 1 y del ciclo e'. 

A partir de este teorema, se pueden ir~cumutando (o conh

.t.tuyendo 1 los flujos 6ptimos paso por paso tras agregar flujo 

a lo largo de trayectorias aumentantes 1 a n de costo mínimo 

en N'. El proceso de búsqueda de trayectorias 1 a n más~

~ nos lleva a 2 casos: 
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i) ~ encuentra ~ trayectoria aumentante de costo 

mínimo P' en N'; entonces se aumenta el flujo en 

P hasta que el flujo alcanza el valor v 0 , o bien, 

hasta que P no sea más grande que la trayectoria 

aumentante de costo mínimo porque uno de estos 

arcos desaparece debido a la saturación o es va-

c!o el arco correspondiente a N. 

ii} No existe una trayectoria a n y el problema 

El investigar trayectorias de costo mínimo de l a n en N' 

equivale a buscar rutas 1 a n m~s cortas. Luego, se puede im 

plantar un algo~.l.tmo que resuelva dicho problema, simplemente 

con observar que algunos arcos de N' pueden tener costo negat~ 

va y el algoritmo (de rutas IOOs cortas) debe enfrentar este 

problema. Un hecho agradable es que, en cualquier etapa, si~ 

pre se tiene un flujo 6ptimo de algl1n v~lor f < v 0 por lo que, 

por el teorema de la opci6n 1, no hay ciclos de costo negati-

vo en N'. 

ALGORITMO. Acumu!<t-tivo. 

PROPOSITO. Pete~mind~ ~L 6Lujo d co~to m!n.úno d~ Vdlo~ c~~o 

e.1 !d ~ed. 

DESCRIPCION 
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~· Determinar un flujo factible f de costo mínimo de 

valor cero en la red. 

Paso 2. Construir la red incremental con respecto a f:N' (f). 

~· Encontrar, si el flujo f < v0 , una trayectoria de 

ruta más corta P del nodo fuente al nodo final en N1
• 

~· Hacer 

d min (capacidad de los arcos N' (f)} 
(i, j) CP 

Aumentar el flujo a lo largo de P hasta alcanzar v0 
o hasta que P no sea más grande que la trayectoria 

aumentante de costo mínimo. 

En contraposici6n al algoritmo del ciclo, el algoritmo 

acumulativo no produce un flujo factible de valor v0 hasta que 

termina¡ si ese no es el caso, diremos que se trata de un alg~ 

ritmo de problema-infactible. 

Ejemplo 2. Consideremos nuevamente la red G del ejemplo l. 

Si definimos el flujo igual a cero a trav~s de todos los arcos 

de la red, obtendremos un flujo de costo m!nino de valor cero 

puesto que la red incremental, con respecto a este flujo, coi~ 

cide con la original y no existen en ella ciclos con costo ne-

gativo. El costo m!nimo del nodo 1 al nodo 4 es la trayectoria 

(1,3), (3,4), y el aumento a lo largo de esta trayectoria pro

duce un flujo de valor l y costo 3, La red incremental N' es: 
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Una trayectoria de costo mínimo del nodo fuente al nodo sumi-

dero en la red incremental N' es (1,2}, (2,4), con flujo 1 y 

costo 9. La nueva red incremental N1 es: 

' ' ' ' ' ' 11,-1) --. ..... ---
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De este modo, obtenemos el flujo a costo m!nimo de valor 

v = 2. Observemos que da el mismo flujo óptimo de valor 2 y 

costo 12 del algoritmo del ciclo. 
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4,2 EL PROBLEMA DE HITCHCOCK, 

El P~obt~ma d~ Hltchcock (P.H.), que es un caso particu-

lar del problema de F.C.M., lo revisamos en esta secci6n. Di 

cho problema viene motivado por la siguiente situaci6n. su-

p6ngase que se tienen m nodos fuente, cada uno de los cuales 

tiene una oferta de ªi unidades (i=l, ... ,m), y 11 nodos sumid!:_ 

ro, cada uno de los cuales tiene una demanda de bj unidades 

(j=l, ... ,n). Sup6ngase además que el costo por unidad, del 

nodo i al j, es cij' El problema consiste en .&at.i~óace.,'L l.a 

de.manda a un co~to mln~mo. Expresado en forma de P.P.L. que-

da como: 

min 

n 
s.a 

jil 

m 
¡: 

i=l 

donde 

f .. ªi' >J 

f ij bj, 

n 
¡: b! 

j=l J 

i=l, ... ,m (6) 

j=l, ..• ,n (7) 

(En lugar de las igualdades (6) y (7) anteriores, podrtamos 

haber utilizado las desigualdades 
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n 
¿ fij < ªi ti=1, ... ,mi 

j=l 

m 
Y í f 1j , bj tj=t, ..• ,ni 

i=l 

donde ªi está disponible como oferta y bj es la demanda por 

encontrarse. Sin embargo, (6) y {7) pueden usarse sin p~rdi-

da de generalidad ya que siempre podemos introducir un nodo 

m 
í 

i=l 
a. -

' 
y costos 

o, i=l, ... ,m). 

Cuando todas las a~h y todas las b~h son iguales a uno, 

el P.H. recibe el nombre de P.A. 

Nuestra estrategia será la de cambiar los costos en el 

P.R. y examinar, explícitamente, (O), su dual. As! pues, asi~ 

nando las variables ªi y aj a (6) y (7), respectivamente, lle

gamos al dual: 

max w 

(O) (i=l, •.. ,mr 
j=l, •.• ,n) 

ªi' aj no restringidas 

06 

(8) 



Una soluci6n factible inicial para (D) puede escribirse de 

manera inmediata: 

Ensequida definimos el conjunto admisible IJ de !ndices 

de las variables en el primal restringido por las parejas 

(i,j) para las cuales se cumple la igualdad en el dual (B): 

El primal restringido (PR) lo definimos como: 

m+n 
min 1 yi 

i=l 

s.a ! fij + yi ªi' i=l, ... ,m 

1 fij + Ym+j = bj' j=l, ... ,n 
i (9) 

(PR) yi .?. o, i=l, ... ,m+n 

fij .?. º· (i,j) E IJ 

fij = º· (i, j) t IJ 

donde hemos representado por yi a las variables artificiales. 

El costo en el (PR) puede escribirse como: 

237 



m n r a. + r b. - 2 r fij 
i=l j=l J (i,j)tIJ 

Por tanto, minimízar t equivale a maximizar el flujo total 

sobre los arcos admisibles. Podemos entonces reescribir el 

(PR) sin variables artificiales, pero con restricciones de 

desi9ualdad, corno: 

max r fij 
(i,j)cIJ 

s.a fij ~ ª1 i=l, ... ,m 

(10) 

r fij ~ bj j=l,~ .. ,n 
i 

fij ~ o (i, j) tIJ 

fij o c1,jHr.r 

Este es el problema de F.K. que se muestra en la figura 3. se 

crearon un 4upe~·nodo 6uen~e 6 y un ~upe~·nodo 4um¿de~o 4: del 

nodo f a cada uno de los nodos fuente se crearon rn arcos, cada 

uno con capacidad a
1

(i=l, ••. ,m), y de cada uno de los nodos S.!!, 

midero al nodo s se crearon, también, n arcos, cada uno con C! 

pacidad bj (j=l, ••• ,n). Adem&s, del nodo fuente i al nodo su

midero j se cre6 el arco (i,j) con capacidad infinita, exacta

mente cuando (i,j)tIJ, lo cual asegura que la variable fij pu! 

de ser mayor que cero s6lo cuando la pareja (i,j) es admisible. 
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Figura 3. Problema de F.M. equivalente a un problema 

(PR) de Hitchcock; los arcos de capacidad infinita c~ 

rresponden a índices admisibles en el dual. 

El A.P-D mejora la s.d.f. (a,6), con la soluci6n 6ptima 

del (DPR), (i,ll. 

Requerimos en este momento de cierta terminología para 

discutir la aplicaci6n del algoritmo de etiquetas para el (PR) 

en (9), decimos que se tiene una no penet~aci6n. En no pene-

traci6n, sean 

l* {i nodo fuente está etiquetado} 

J* = {j 1 nodo sumidero j está etiquetado} 

Se está, entonces, en condiciones de proponer una solu-

ci6n 6ptima al (DPR). 
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Teorema. En ~ penetraci6n, una soluci6n 6ptima al problema 

(DPR) est~ dada por: 

~i l, I* 

"i - l. i I* 

\ - l, & J* 

;j l, i J* 

~· A partir de (PR), por inspecci6n se escribe el (DPR): 

(DPR) 

m n 
max Í ªi°i + Í bJ. BJ. 

i=l j=l 

s.a 

~- < 
l -

(i,j) < IJ 

ªi' aj sin restricci6n 

Ahora bien, podemos demostrar que: 

l) (a, Bl es una soluci6n factible del (DPR) 

2) El costo de (a, Bl es 6ptimo en (DPR) . 

Para los detalles de la prueba, ver el ap~ndice E. 

Como mencionamos anteriormente, si ~ = O es no penetra-
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ci6n, se ha alcanzado una solución 6ptima a nuestro problema 

original con un flujo de valor 

I f .. 
(i,j)cIJ >J 

b. 
J 

Por otra parte, si > O tenemos casos en el A.P-D, a 

saber, 

Caso l. 

caso 2. "i + sj > o para algún (i,j) irJ. 

El caso implica que el primal fue infactiblr (no tiene sol~ 

ci6n), lo cual es imposible porque nuestra formulación del 

primal siempre una soluci6n factible. Por lo tanto, el caso 

2 es el Onico posible y calculamos: 

min 
i,j 

tal que 

ai + aj > 

y (i,j)c IJ (11) 

De la ecuaci6n anterior se sigue que ªi + Bj puede exceder a 

cero solo cuando i e: 1• y j t J•, en tal caso es igual a 2; 
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en este caso hemos asegurado que (i,j)tIJ, en otro caso 

podr1a haber sido etiquetada. La nueva soluci6n dual n se 

obtiene por: 

E I* 

i t I * 

y B~ 
J 

E J* 

t J* 

(12) 

Un arco que no lleve flujo puede hacerse inadmisible, justo 

como una columna no b!sica puede hacerse inadmisible en el 

A.P-0. Esto nos capacita para continuar etiquetando en el al 

goritrno de Ford-Fulkerson del flujo que fue 6ptimo en la no 

penetración anterior. Esto determina completamente el algo

ritmo para que alcancemos el flujo máximo rai = rbj. El A.P-D 

para el P.H., llamado algo~.l.tmo alóabeta, es el siguiente: 

ALGORITMO. Alóabeta 

PROPOSITO. Oete~mina~ el ólujo a co4to m~nimo en un P.ff. 

DESCRIPCION 

Paso l. Escoger a y B factibles para (D) en (8). 

Paso 2. Resolver el problema de F.M. del (PR) en (9), usando 

solamente los arcos admisibles. 

~· Encontrar los renglones y columnas etiquetados en no 
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penetración, es decir I* y J*. 

~· Calcular a1 y actualizar a y a {{11) y (12)). Si el 

flujo es máximo pa~a~. En caso contrarío ir al 

pabo 2. 

Combinando los costos en el P.H. se da el flujo máximo 

como subproblema. El flujo m~ximo se resuelve, a su vez, co~ 

binando las capacidades, dando un subproblema para encontrar 

un flujo en la trayectoria awnentante. Hemos usado, as!, la 

idea de primal-dual en una anidaci6n para reemplazar los dos 

vectores de datos, costos y capacidades, por dos lazos anid~ 

dos en un problema combinado simple, como se muestra en la f! 
gura 4. 

Si hacemos uso de una versi6n Oijkstra que maneje arcos 

con costos negativos, resolvemos los subproblemas por ciclo o 

construcci6n, aplicando la misma interpretaci6n para estos al

goritmos. 
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Hitchcock 

Combinando co4.t04 

Flujo Máximo 
Combinando ca.pa.úda.de4 

Encon.t.ta..t una. .t4a.yec.to.~ia. del 

nodo ~uen.tc a.l 4umide4o. 

Figura 4. Una representación esquemática 

del algoritmo alfabeta como dos lazos anidados. 

Ejemplo 3. Considere el siguiente P.H. Se desea resolverlo 

usando el A. P - D. 

~ 3 3 6 2 l 2 

4 5 3 7 3 8 5 

5 5 6 12 5 7 11 

3 2 8 3 4 8 2 

5 9 6 10 5 10 9 

Las entradas de la matriz son los costos cij" Gráficamente: 
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Una soluci6n factible inicial para (D), el problema dual, es: 

i = 1, •••• 4 

1, ... ,6 

El conjunto admisible de indices IJ de las variables en el pr! 

mal restringido, son los pares (i,j) para los cuales se obtie-

nen la igualdad en el problema dual: 

{(3,1), Cl,3), (3,3), (1,4), (2,S), (3,6)} 

De donde 
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5 (3) 7 (3) a 5 o 

s 6 12 5 (1) 11 o 

(2) 8 (3) 4 8 (z) o 

9 6 10 s 10 9 o 

2 3 3 3 7 2 

Soluci6n dual factible. 

El taleau soluci6n se construye con círculos en las mismas 

cel~ correspondientes. Se procederá a encontrar la solu

ci6n primal factible y el flujo ~ximo como se hizo en el 

ejemplo 1 de la subseccí6n 3.1.l del capitulo 3. La soluci6n 

resultan te es: 

(3) (1) 4 

( l) s 
(3) ( ) ( ) 3 

s 
3 3 6 2 l 2 

Sóluci6n primal factibl• 

Para el alqoritmo de etiquetas, los renqlones con oferta exce

dente se etiquetan primero¡ en este caso los renqlones 2 y 4. 

La etiqueta es (s,c), dondes denota el~~ y ces 
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igual al excedente ~ flujo. Despu~s. la columna S serS et~ 

quetada porque contiene un círculo en la celda del rengl6n 

etiquetado: 

(2,4) 

(3) (1) 4 

(1) s 

(3 e ) e ) 3 
s 

3 3 6 2 1 2 

Soluci6n primal 6ptima 

En este caso no existe trayectoria, por lo que el flujo es 

m&ximo. De cualquier modo, debe actualizarse y empezarse con 

otra iteraci6n. As!, I* = (2,4), !• = (1,3), J* = (5), 

j• = (l,2,3,4,6). 

Calculamos el valor de e1 : 

{
3/ 3¡ 9¡ l, 9/ s, 3¡ 

2, 2, 2, 2, 2, 2, 
7 7 }= . '2,1, '2 l, 

el m!nimo se obtiene en las celdas 2,4 y 4,4. Entonces ac-

tualizamos las variables du les y añadimos un círculo en di

chas celdas quedando: 
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-l 

-l 

10 l 

3 

Soluci6n dual factible 

En el siguiente paso el tableau solución se modifica con los 

valores del flujo, pero actualizando los lugares de las cel

das que corresponden a los lugares admisibles. Entonces enea~ 

tramos el flujo máximo para este nuevo conjunto de celdas ad

misibles: 

( l, ll (2, 3) (2,3) ªi 

(4,1) 

(s, 3) 1 1 5 

3 

(s,S) 

~ 3 6 2 1 2 

Soluci6n primal 6ptima 

248 



Se etiquetan los renglones con excedente; en este caso los re~ 

glones 2 y 4. Después, las columnas 4 y 5 se etiquetan porque 

contienen círculos en las celdas de los renglones etiquetados. 

El rengl6n uno se etiqueta porque contiene una celda con flu

jo positivo en la colwnna etiquetada; en este caso c=l, ya que 

el flujo l es menor que la etiqueta e de 3 en la cuarta columna. 

Finalmente, la colwnna 2 se etiqueta porque tiene un c!rculo en 

la celda del renglón uno. Como ya no se pueden etiquetar m&s 

renglones y columnas, el flujo es máximo. Actualizamos enton

ces el dual para r• = {l,2,4) y J• = {l,3,6); el m!nil!lO ocurre 

para i=2, y j=l, por lo que e1 = ~- Las variables duales se 

revisan de acuerdo a; 

. { ª1 +el' i e r• 
ªi 

"i - el, i r• 

= { 
~j - ª1• e J• 

a• 
j 

~j + ª1 • J 

Los nuevos valores, junto con los coeficientes de costo, son: 

ª1 

3 7 -.5 

5 6 12 5 7 l.5 

8 3 8 2 -l.5 

6 10 5 1.5 

3.5 3.S 4.5 3.5 5.5 3.5 

Solución dual factible 
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Notemos que hay una nueva celda admisible que aparece en el 

lugar 2,1. En el siguiente paso el tableau soluci6n se modi

fica con los valores de flujo, pero actualizando los lugares 

de las celdas con c!rculo que corresponden a los lugares adm! 

sibles. Entonces, encontramos el flujo máximo para este nue

vo conjunto de celdas admisibles: 

(4, l) 

(4, l) 

(2, 1) (l,l) (4, 5) (2, 1) 

5 

Solución primal óptima. 

Se etiqueta el rengl6n 4 que es el dnico que tiene excedente. 

La columna 4 se etiqueta por que contiene un c!rculo en la cel

da del rengl6n etiquetado, Los renglones 1 y 2 se etiquetan 

porque contienen una celda con flujo positivo en la columna 

etiquetada; en ambos c=l ya que el flujo 1 es menor que la 

etiqueta c de 5 en la cuarta columna. Finalmente, las colum

nas l y 2 se etiquetan porque contienen un círculo en la celda 

de los renglones l y 2. Como ya no se pueden etiquetar más 

renglones y colwnnas, el flujo es máximo. Entonces actualiz~ 

mos el dual para r• = (1,2,4} y j• = {3,6); el mínimo ocurre 
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para i=l, y j=6, por lo que el =l. Los nuevos valores, junto 

con los coeíicientes de costo, son: 

"i 

• 5 

2. 5 

-2.5 

lO 2. 5 

sj 2.5 2.5 5.5 2.5 4. 5 4. 5 

SOlucioo dual factible 

Notemos ahora que hay una nueva celda admisible en el lugar 

1,6 y que perdemos una en el lugar l,l. En el siguiente paso 

el tableau solución se modifica con los valores del flujo, pe

ro actualizando los lugares de las celdas en círculo que co-

rresponden a los lugares admisibles. Entonces encontramos el 

flujo máximo para este nuevo conjunto de celdas admisibles: 

(2, l) (l,l) (4,5) (2' l) ( 1, 1) (l, 
1 

(4, 1) 3 + 

(4,1) 3 

3 

(s, 5) + 

sj 6 l 

Soluci6n primal factible 
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Se etiquetan renglones y columnas como hasta ahora lo hemos 

hecho. Esta es una trayectoria porque la columna 6 tiene un 

excedente. El flujo se ajusta siguiendo la trayectoria hacia 

atrás: +len la celda 1,6 -1 en la celda 1,4 y +len la 4,4. 

La trayectoria termina en el rengl6n 4 ya que el nodo fuente 

se etiqueta. 

Se ajusta posteriormente el tableau y las etiquetas se 

recalculan. El resultado es: 

(2,1) (4. 4) (2' 1) ªi 

1 

(4,1) 1 

(s, 4) 
1 

bj 2 

Solución primal óptima 

En este caso no hay trayectoria; el flujo es máximo. De cual

quier modo debe actualizarse y empezarse con otra iteraci6n. 

Entonces actualizamos el dual para r•=(2,4} y J•={2,3,6}: el 

m!nimo ocurre para i = 2,4 y j=2, por lo que a 1 = ~. Los nue

vos valores, junto con los coeficientes de costo, son: 
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a. 
1 

3 3 8 o 

3 

8 -3 

~ 6 

Soluci6n dual factible. 

En el siguiente paso el tableau solución se modifica con los 

valores del flujo. Entonces encontramos el flujo ro~ximo para 

este nuevo conjunto de celdas admisibles: 

(2,l) (4, 4) (4,4) (2,1) (1,3) 

(2, 3) -3 +l 
1-...,....~-1-~f-+-~~t-,..-~+-,..-.--r."-"~+-~~~ 

(4 'l) 3 1 5 

(s,4) + 1 

bj '--~~.1--3~-'-~6~..._~--'~-l~"'-~--' 

Soluci6n primal factible 

Esta es una trayectoria porque la columna 6 tiene un excedente. 

El flujo se ajusta siguiendo la trayectoria hacia atr~s: +l en 

la celda 1,6; -1 en la celda 1,2 y +l en la celda 4,2. La tr~ 

yectoria termina en el rengl6n 4 ya que se etiqueta el nodo 

fuente. 
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Oespu~s el tableau se ajusta y las etiquetas se recalculan. 

El resultado es: 

(2. 2) 

(4, l) 

(s, 3) 

bj 

(2, l) (4. 3) (4,3) (2,1) (1,2) ªi 

3 

3 6 

Soluci6n primal 6ptima 

En este caso no hay trayectoria: el flujo es m!Kimo. Actuali

zamos entonces el dual para 1• = {l,2,4) y J* = (3): el mínimo 

ocurre para i = 1,4 j=3, por lo que e1 = ~. Los nuevos valo

res, junto con los coeficientes de costo, son: 

~ 
5 • 5 

5 11 3.5 

2 -3.5 

9 3.5 

aj 1.5 2. 5 6.5 1.5 3.5 4. 5 

Soluci6n dual factible 
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En el siguiente paso el tableau soluci6n se modifica con los 

valores de flujo. Entonces encontramos el flujo m&ximo para 

este nuevo conjunto de celdas admisibles: 

l 

6 

Soluci6n primal 6ptima 

Como el flujo máximo no tiene excedente, la soluci6n que se 

tiene es factible para el problema original y, por tanto, es 

6pt.imo. 
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4.3 l.A TRANSFORMACIÓN DE WAGNER, 

El P.H. 11 un caao 11p1ciat d1t p&obtcma de F.C.M. Esto 

se sigue de manera inmediata de la construcci6n con todos los 

arcos admisibles dada en la figura 3. Simplificamos la of er-

ta de todos los nodos fuentes con un nodo super-fuente y la 

demanda de todos los nodos sumideros con un nodo super-sumid~ 

ro. Esto significa que dado un ejemplo de flujo a costo mtni 

mo, pode.mo.6 c.01utitu .. Ut. un e.jemplo de. H..ltcheock que. .te.•tga. la. m.i! 

ma &olu.c.l6n•. La herramienta que nos auxilia es precisamente 

la T!iana6o&mac.i.6n de ll!agnea. Veamos: 

Dado un caso de problema de F.C.M. en una red N con gráfi 

ca asociada G={V,A), se deberá construir un caso del P.H. de 

acuerdo a la siguiente correspondencia: 

Flu'o a costo núnllro 

= (i,j) 

oodo i 

capacidad bij 

oodo fuente i j 

oodo tenninal i 

aroo (ij,j) o:n oosto cij 

y capacidad infinita 

= (ij,i) con oosto cero 

y capacidad infinita 

Oferta bij al rodo fuente ij 

• M!s en general, dado un caso de problema de F.C.M. se puede 
construir un caso de P.T. que tenga la misma soluci6n. 
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Para especificar las demandas, necesitamos en primera 

instancia la notaci6n 

t 
todo 
tal que 
( i, j) <A 

(13) 

donde A es el conjunto de arcos en la red N del problema de 

F.C.M. y biv es la capacidad "exterior" total del nodo i. De 

esta forma, la demanda en el destino es: 

biv - Vº, 

biv + va, i = s {14) 

biv 4' f,s 

La construcci6n se ilustra en la figura S. El P.H. consiste 

en encontrar un flujo fij,k tal que 

f ... + f ... 
J.),) J.), l. 

(lS) 

(se usa completamente la oferta en el nodo ij); 

-l 
biv - v0 , f 

t<r1j i + fji 11 biv + Va' = s (16) 
j ' • 

biv' i = f,s 

(está completamente satisfecha la demanda en el nodo i) ; y 
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para 

fij,k ~O, V i,j,k 

min Í 
todos los 

nodos fuente 
ij 

f ... c ... 
1],J lJ,) 

Notemos que en Hitchcock la oferta total es igual a la dema~ 

da total. n:rlos sumideros 

capacidad biv 

(! v
0 

6 0) 

capacidad bij 

Figura S. El P.H. constru!do a partir del P.F.C.M. 

Lema. El problema original de flujo a costo mínimo y el pro

blema constru!do de Hitchcock son equivalentes en el sentido 

de que un flujo factible en cualquiera de los dos corresponde 
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a un flujo factible en el otro, con ~l mihmo cohto. 

~· Sea fij un flujo factible en el problema de F.C.M. 

Entonces, en el P.H., si tomamos: 

f. . . 
l.J I) 

f .. 
1] ~o (l 7) 

(18) 

estos flujos satisfacen la ecuaci6n (13). Sustituyendo en la 

ecuación (14), obtenemos: 

biv - VO i = s 

biv + VO t 

biv + s,t 

así requerido. 

Luego, suponemos que tenernos un flujo factible fij'k en el P.H. 

Este es diferente de cero s6lo cuando k=i 6 j. En el problema 

original de F.C.M. definimos: 

(l9) 
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Entonces O ~ fij ~ bij por la oferta en el nodo fuente ij. 

Tamhi~n, el flujo neto fuera del nodo i en el problema de F. 

C.M. es: 

¡ VO' 

-vo, 

o • 

f 

i = s 

i + f,s 

en donde utilizamos las ecuaciones (15) y (16); por tanto, 

todas las restricciones se satisfacen. Finalmente, es f~cil 

ver que los costos de los flujos, los cuales corresponden a 

las ecuaciones (17) y (19), son iguales en sus respectivos 

problCJnas. • 
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concluslones 



Una de las líneas de mayor interés en la !nvestigación 

de Operaciones es, sin duda alguna, aquélla que tiene que ver 

con las Ot!Luctu!La~ e.;pecütu de la PJtog.tamaci611 L<.i:ea.t. 

La prograrnaci6n en redes de flujo~ es decir, los proble

mas lineales susceptibles de ser repre$entados y analizados 

en términos de redes conforman una de esas estructuras espe

ciales. 

En este trabajo, ya por concluir, se han analizado las 

bases 9enerales de la Prograrnaci6n Lineal~ En particular, se 

han descrito dos m~todos b~sicos de soluci6n, a saberf el mé

todo Primal y el P~imal-Oual, y su consecuente especializa~ 

ci6n a los problemas cl&sícos de redes de flujo, especializa

ción que redunda en nuevos y eficientes m4todos de anSlisis, 

y que en la actualidad empie~an a ganar popularidad, 

El trabajo se ha centrado en torno a la e~pecial~zaeidn 

de lo4 m€todo4 p4im4le4-duale4 a p!Loblema6 bd6icc4 de 4ede4, 

fundamentalmente porque es paco conocida en la literatura. 

No obstante, tambi4n se describe, aunque de manera breve, la 

e$pecializaci6n de los m~todos primales. 

En ese sentido, la contríbuci6n del presente trabajo de 

tesis es la uniá¡caci6n y compa!Lac<-6• de lo4 m€todo4 p4<.ma

le4-duale4 e4pec¿atizado4 a p4oblema6 bd4icc4 de Aede4, d4n

dole un sentido antológico, directo, accesible, riguroso e 



informal. Si cumple con el sentido didáctico que el autor 

intento darle, su raz6n de ser se habrá cumplido. 

De manera más implícita, se ha intentado mostrar y deme~ 

trar al lector que los métodos clásicos de solución, como los 

de ciclo negativo y ruta más corta-flujo máximo, son casos 

particulares de la especialización del m~todo primal-dual y 

que su convergencia es fácil de demostrarse sin recurrir a la 

teoría de gráficas. 

Este trabajo puede tomarse como pu11.to de pa.'Lt.ida. en la 

tarea de construir c6digo~ de los algoritmos aqui desarrolla

dos, ya que no representan dificultades te6ricas y s! una 

gran importancia práctica. 
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apéndices 



A. 

CONJUNTOS CONVEXOS 

Sean x1 , ..• ,xk vectores enP..n, y l 1 , ••• ,ak números rea

les (o escalares). La combinaci6n lineal 

es una combin4~idn co11vela de los vectores x 1 ~ •.. ,xk si los 

coeficientes ªi son tales que 

(i=l,. .. ,k) y •1 + ... + ~k l. 

La combinaci6n convexa 

se llama el 4~gm~nto que une a x 1 y x 2 • 

Un subconjunto C de Rn es convexo si el segmento que une 

a cualesquiera dos puntos en C tambi~n está en C; es decir, 

si x1 y x2 son puntos en e, entonces 

(1-alx1 + ax 2 e C para todo O < a < l. 

Por ejemplo, los conjuntos c1 y c2 en la siguiente figura son 

(POLIEDA'.l) CXJNE:X0 
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La intersecci6n de conjuntos convexos es un conjunto convexo. 

El conjunto de puntos (o vectores) x ~ !x1 , ... x
0
)t en Rn (el 

superíndice t denota ••traspuesta") que satisfacen una ecua

ci6n de la forma 

en donde a= (a1 , ..• ,an)t E IRº y Bes un número real, se llama 

un ltipe.Jt.pl.a.110 en Rn. Por otra parte, una desigualdad de la 

forma 

define un ~eml-cJpac~o. Es claro que los semi-espacios son 

conjuntos convexos, de manera que la intersecci6n de semi-es-

pacios es también un conjunto convexo. En particular, la in-

tersecci6n de un nGmero finito de semi-espacios, si es acota-

da, se llama un policdJt.o convexo. 

La envolve.n.te convexa de un subconjunto O de Rº se defi-

ne corno la intersecci6n de todos los conjuntos convexos que 

contienen a Q; es decir, la envolvente convexa de Q es el 'mf 
nimo' conjunto convexo que contiene a o. La envolvente con

vexa de un conjunto finito de puntos x0, x1 , •.• ,xk en R" es 

un poliedro convexo. En particular, si los vectores x1 - x0 , 

x2 - x0, ••• ,xk - x0 son linealmente independientes, el polie

dro convexo se llama un 4implet o 4imptejo. (De aquí se 
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deriva el noi.\hre, sugerido a Dantzig por T. Motzkin, del 

"método siraplexº que se estudia en programaci6n lineal, 

porque en esencia el m~todo, que estudiaremos en capitu-

los anteriores, se puede describir como un movimiento de un 

simplex a otro.) Nótese que un simplex en :m0 s6lo puede te

ner a lo más n+l vértices. 

Sea e un conjunto convexo y x un punto en C. Decimos 

que x es un punto ~ de C si no existen dos puntos dis

tintos en e tales que x es un punto "interior" del segmento 

que los une, es decir, no existen puntos distintos x1 y x2 en 

C tales que x se pueda escribir en la forma x = (1-n>x 1 + 

ax 2 para algún < a < l. En otras palabras, si x = (1-~)Y. 1 
+ ax2 con x1 y x2 en C y O < a < l, entonces x = x1 = x 2. 

(Equivalentemente, x es un punto extremo de e ssi existe un 

hiperplano que intersecta a C anicamente en el punto x.) Por 

ejemplo, el conjunto c 1 en la figura anterior tiene un nGmero 

infinito de puntos extremos, mientras que c 2 tiene s6lo cua

tro puntos extremos, (Estamos suponiendo que los conjuntos 

c 1 y c 2 son cerrados.) Nótese que los puntos extremos de un 

poliedro convexo son sus vértices. Por otra parte, es claro 

(al menos intuitivamente) que si C es un conjunto convexo ca~ 

pacto, entonces cualquier punto en e se puede representar 

como una combinaci6n convexa de los puntos extremos de C. 

Esto no se cumple si C es no acotado. Por ejemplo, el 
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11 octante" no negativo de R" definido como el conjunto e+ de 

todos los vectores x en Rn tales que x ~ O, es un conjunto 

convexo, cerrado, y s6lo tiene un punto extremo, el origen, 

de manera que no puede ser que cualquier vector x en e+ se 

pueda escribir como una combinaci6n convexa de los puntos 

extremos de e+. 
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B. 

EL ALGORITMO S!MPLEX 

El método simplex presupone la existencia de una s.f .b. ini

cial. Encontrar tal soluci6n es equivalente a resolver otro 

problema de programación lineal. En efecto, basta aplicar el 

mismo método simplex al p~obtema au~~t~a~ 

Min eltl + e2t2 + eltl 

.. 
s.a. A1x - tl. ~ bl (bl > O) 

(A) A2x + t2 ~ b2 (b2 > O) 

AJX + t3 b3 (bJ ~ 0) 

donde e 1 , e 2 , e 3 son vectores cuyas entradas son •unos' sola

mente y t
1

, t 2 , t 3 son vectores de variables auxiliares de di

mensiones apropiadas. Para este problema auxiliar se conoce 

una s.f.b. y existe siempre una solución óptima. 
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Al aplicar el método simplex a tal problema se obtiene 

una solución b&sica óptima (x0 , t 0) para él. Si en tal so

lución las variables artificiales t 0 son cero, x 0 es una s.f.b. 

para el problema 

Min ex 

(B) s.a. AX b 

X ~ 0 1 

donde Amxn de rango m y b > O. Esta s.f.b. puede usarse como 

solución inicial. 

Es costwnbre llamar algo~.itmo Aimple< a la busqueda del 

óptimo a partir de una s.f.b., usando el método descrito 

aqui, y llamar m€todo Aimple< a la aplicaci6n secuencial del 

algoritmo simplex a los problemas (A) y (B) antes descritos. 

Su aplicación a (A) se conoce como FaAe ~ y a (B) como FaAe 

VoA. La fase determina una s.f.b. o prueba que Ax= b y 

x > O en (B) es inconsistente. La fase 2 determina una so

luci6n 6ptima factible o bien prueba que el problema es no

acotado. La figura que sigue muestra esquemáticamente el m! 

todo simplex y sus posibles resultados. 
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c. 

ELEMENTOS DE TEOR!A DE GRÁFICAS 

Una g1td'.6icit (o bil!n, g.i<f!lcit ''º di.iigid~'I G = (V(G), 

A(G), 0G} consta de dos conjuntos y una función. Al conjunto 

V(G) se le llama conjunto de vllltloea lnodoa, punto•) de G y 

este es no vacio, A(G) es el conj~nto de ª'i6ta& ll.i11eaA, la-

do.ti, 11.ama.&) de G y a i;.G:A(G) .. {-l,{· ! i.,jcV(G)) es la fun

ci6n que a cada arista le asocia sus extreroos. 

E:;iuivalentemente, una gtcfó.tc,1 di.t.íglda* • (o d.(.g.'ltf6.ica.) 

consiste en un conjunto V(G) de vé'Ll{ce& (nodo6, punto6), un 

conjunto A(G) de a/Leo• y una función ¡,,G:A{GI ~ ((l,j) li,j<V(G)} 

que a cada arco le asocia también sus extremos, pero de una 

forma ordenada. En efecto, mientras que en una digr~fica G 

los elementos de A(G} son pares ordenados (i,j), es decir, 

tienen una dirección, en una gráfica ~ dirigida los elementos 

de A(G) ~ son pares ordenados, son simplemente conjuntos de 

la forma {i,j} donde el orden no importa. 

Algunos autores, como es el caso en este trabajo, prefi~ 

ren llamarles ~ y ~dirigidos a los elementos de A(G) 

de una gráfica no dirigida y una digráfica, respectivamente. 

* Muchas veces, y de acuerdo al autor, se canbia el término grtifica por 

el de grafo . 

.. Tanbién llamada ~". dirigido o digrafo. 
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A los vértices se les representa por puntos o bien circulas 

pequeños y a las aristas y los arcos por líneas - rectas o 

curvas, según el dibujo - que unen los vértices, aunque para 

estos últimos su orientación se representa mediante la cabe-

za de una flecha. Precisamente, el vértice o extremo inicial 

del arco se le llama e.ola. del arco y al vértice o extremo fi-

nal se le llama cabeza del arco. 

En general se tocan aqui sólo algunos tipos de {di)grá-

ficas en donde V y A son finitos y en donde no ~parecen lazos 

(un lazo es una arista -o arco- cuyos extremos coinciden) ni 

aristas -o arcos- múltiples o paralelos, es decir, con extre-

mas iguales. Las {di)gráficas sin lazos y sin aristas (o ar-

cos) múltiples se llaman {dilg~46icah himpl~h. 

Do& vértices son adyac.ente.h si existe una arista {un 

arco) que los tenga como extremos. Dos aristas (arcos) son 

.inc..lde.nte.h si tienen un extremo en común. El g1ta.do o va.ten-

cia. de. un vé~tic.e es el número de aristas que lo tienen como 

extremo. Se denota por gr{i) o v(i), donde icV. 

Existen ciertos subconjuntos de gr~ficas que son de uti-

lidad. Dada un (di)gráíica G, una g~46ica pa~cial de G es la 

(di) gráfica Gp = (V(G), A(Gp)), donde A(Gpl A(G); es decir, 

es una {di)gráfica constituída por todos los v~rtices y al

gunas aristas o arcos de G. Una hubg~45ic.a H de G es una 

(di) gráfica tal que V(H) V(G), A(H) A(G) y ~ll = ~GIA!ll) 
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(Ó H = (V(H), A(H), ~HlJ: esto es, es una (di)gráfica que con~ 

ta de un subconjunto de los vértices de G y todas las aristas 

o arcos de G que unen los vértices de tal subconjunto. 

Sea G una digráfica. Un camino es una sucesi6n de arcos 

en la cual el vértice final de uno es el v~rtice inicial del 

que le sigue en la sucesi6n. se representa por la sucesi6n 

de arcos que lo forman o por la sucesión de vértices extremos 

de estos arcos o por la sucesi6n alternada de vértices y ar-

ces. 

gráfica G, es un camino que no repite aristas, esto es, dado 

el camino a 1 , a 2, •.• ,aq, a1 f aj si i + j. Si i 1 , i 2, •.. ,iq 

(sucesi6n de vértices), un camino elemental o ~~ayecto~ia es 

un paseo que no repite aristas, es decir, ij f ik si j = k. 

Sea G ahora una (di)gráfica. Una cadena es una sucesión 

de arcos (o aristas) a 1 , a 2 , ... ,aq donde toda ªi está conec

tada a ªi-l por un extremo y a ªi+l por el otro. Cadenas si!! 

ples y elemental se definen de manera an~loga a como se defi

nieron camino simple y elemental. 

En una diagráfica, un c.i.Jt.cu..lto es un ca.mino 'cerrado' es 

decir, un camino donde coinciden v~rtices inicial y final. 

Un c.lJLcu.lto ¿.imple es un circuito con todos sus arcos disti~ 

tos. Un cl~cu...lto e..lementdl es un circuito con todos sus v~r-

tices, excepto el inicial, distintos. Un ciclo es una cadena 

11 , 1 2, •• ~,iq donde 11 = iq. 
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Cabe señalar que en este trabajo se han utilizado los 

t~rminos ~uta y ciclo di4lgido como sin6nimos de camino y ci! 

cuita, respectivamente. 

Si existe un camino del v~rtice i al v~rtice j, se dice 

que j e~ alcanzable de4de i, o como lo hemos redactado en este 

texto, j e4 alcanzable ae i. 

Por otro lado, un concepto muy utilizado en el texto es 

el de conexidad. Una gr~fica G es conexa si para todo par de 

v~rtices i, j e V(G) existe una cadena que los une. 

Una digr~fica es 6ue4temente conexa si existe un camino 

entre cualesquiera dos v~rtices de la gr~fica. 

Un ~~bol dl~igido es una digráfica simple en la que exi~ 

te un Gnico camino entre cada par de v§rtices; en otras pala

bras, es una digr~fica ac!clica (sin ciclos) que satisface 

las siguientes propiedades: 

a) Hay exactamente un vértice, llamado ~atz, al 

cual no entran arcos. 

b) Cada v~rtice, excepto la ra!z, tiene exactamente 

un arco entrando a 61. 

c) Existe un ca.mino {el cual se puede probar que es 

Onico) de la ratz a cada uno de los vártices. 

A un árbol dirigido también se le llama aftbofte4ce•c~a. Un 
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bohque es una colecci6n de árboles. 

Un d:-tbol 110 d.<.Jt..igldo es una gráfica no dirigida, conexa 

y ac1clica. 

Las (di)gráficas pueden representarse algebraicamente 

por medio de matrices al hacer uso de alguna computadora, 

La mat~<z de adyacenc~a de una (di)gráfica G es una matr!z 

ªnxn' donde n es el namero de vértices de G, de componentes 

si (i,j) E A(G) 

si (i,j) t A(G) 

La ma.tlt..i.z de. .lnc.lde1tc..la. de G es una matriz Mnxm' donde n y m 

son el nGmero de vértices y de arcos de G, respectivamente, 

de elementos: 

!" 
si es extremo inicial del arco a. 

J 

mij -1, si es extremo final del arco a. 
J 

º· en otro caso 

Por último, se define el concepto de red. Una ~ed R=(V(R), 

A(R), f(~Rll es una gráfica ponderada; es decir, es una gráfica 

G = (V(G), A(G), $Gl con una funci6n real definida sobre sus 

arcos o aristas o sobre sus v~rtices o sobre ambos. 
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D. 

TEOREMA DEL FLUJO MÁXIMO-CORTADURA MINIMA 

Antes de demostrar el ~ del Flujo Máximo-cortadura 

~ se ha de demostrar, con el teoreraa que sigue, que la 

capacidad de cualquier cortadura es siempre mayor que o igual 

al valor de cualquier flujo. 

~· Sea 6 un 6lujo en G y Ha IS,S) una co>.tadu11.a de G. 

Entonceh, ta capacidad de IS, S) eh mayo11. o igual al valol!. de 

f¡ eAto e..ti, 

í í 
úS úS 

P11.ueba, Obs~rvese que 

e .. > 
.(.j -

í fji = í fij, 

ie:S jcS j es itS 

puesto que cualquier lado de la ecuaci6n es solamente la suma 

de fij sobre todo i, jcS. Ahora bien, 
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fli ¡: í f .. í fij Ji 
jcS . jcS i· 

í r ~ji + í fji í f ij 
j es icS jcS id jcS ie:S 

l: l: fij 
jcS iES 

~ Í fj i - ícj i 
jcs ics jcs ics 

• 

Una co11.tadu~a mlnima es una cortadura que tiene capacidad 

~· 

Te.011.e.ma. del Flujo M<!<.imo - Co11.tadu11.a M~n.ima. Sea 6 Ull 6lujo 

en G y Ha (S, SI una c0Jt...tadu11.a e.rt G. Si 4' cumple la .igual-

dad en (IJ, entone.u e.l 6lu.j o e4 md::t.imo y la c.011.tadu11.a e4 m~n.f 

ma. Poli. otila pa11.te, la .igualdad 4e cumple en (IJ 4.¿ y 46lo 4.i 
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(<ti 

1b1 pa1ta .i.<S, j<S 

(El .teo1tem<t H llama .tamb.lfo "de Max.i6!ujo y M.ln.lco.t.te".) 

P~ueba. El primer enunciado es inmediato. La demostración 

del teorema anterior indica que la igualdad se verifica pre-

cisamente cuando 

y 

por consiguiente, el Gltimo enunciado es tambi~n verdadera .• 

279 



E. 

CORTADURA EN UNA RED 

Sea G una red y considérese el flujo f a la terminaci6n 

del algoritmo correspondiente al problema de F.M. Algunos 

vértices están etiquetados en tanto que otros no lo están. 

Sea 5(5)* el conjunto de los vértices etiquetados (no etique

tados) . Entonces el nodo fuente está en s y el nodo sumidero 

en S. Al conjunto de los lados (v,w), con VES y we::S se le 

llama c.o~tadu~a y a la suma de las capacidades de los lados 

capac.idad de la c.oJL..tadu~a. Esta cortadura tiene capacidad m!-

nima y, dado que una cortadura con capacidad minima correspon-

de a un flujo máximo (nTeorcma del Flujo Máximo - Cortadura 

H!nima" - Ap~ndice D.), entonces el flujo es máximo. 

La definición formal de c.o.'l..taduJt.a ~ ~ Ji.e.d es la que 

sigue: Una coertadura (S,S) en una red G consiste en un con-

junto S de v~rtices y de su complemento S de s, con l~S y neS, 

siendo 1 y n los nodos fuente y sumidero, respectivamente. 

La capacldad del co/t.te {S,S) es el número C(S,S) = 

• Recuérdese que S denota el cx:ripleren to de 5. 
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