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[..:], Lo opuesto
al individuo creative es ef pedante, el esclave del hdbito, cu
yo pensamientec y comportamiente discunnen poa vias afgidas.

Su equivalente biolégico es el animal supenrespecializado. To-
memos, poir efemplo, & eda chiatura -encantadera y patética, el
keala, que se especializa en cemen hojas de una variedad panti
culan de eucaliptos ¢ nada mds, y que tiene, en Eugarn de dedos
ganrnas con apandiencia de ganfios, fdeafes para cofgarse de (a
conteza de este £rbol,.. y para nada mds, Algunos de nuestros
depantamentos de enseianza superion parecen haber sido expresa

mente diseiiados para cadiar koafas.

Axthur  Koestlex

introduccion



£l aééodo simplex ne e¢s el dnico métedo que exidte para
resolver‘ei problema de la Programacifn Lineal (P.P.L.). Cuen
ta con algunas deficiencias que raramente se presentan en la
préctica. 6Sin embargo, se continfia trabajando sobre este tema
confiando en poder contar alglin dfa con un método que supere
las deficiencias del Simplex y se preste, al mismo tiempo,
para ser implantado en las computadoras de manera m8s eficien~

te que é&ste.

Ya se han conseguido algunos avances. No obstante,no se
nan obtenido resultados por completo satisfactorios. Espere-

mos estar al final de la brecha.

J.P.J. Foundier hablfa ya enfrentado hacia el afio de 1826
un problema de Programacidn Lineal (P,L.) y duginib su solu~
cién por el descenso, vértice a vértice, hacia un minimo: es~
te principio subyace al Método Simplex desarrollado un siglo

después.

Hasta antes de 1947 el trabajo realizado estuvo enfocado
a la bdsqueda de condiciones bajo las cuales se resuelve un
sistema de desigualdades lineales homogéneas. De alguna u
otra forma, todos aguellos resutlados obtenidos expresan una
relacién entre el sistema original (llamado primal) y otro sis
tema {liamado dual) el cual usa las columnas de la matriz de
coeficientes original para formar nuevas ecuaciones o desigual

dades lineales siguiendo determinadas reglas.



-No fue sino hasta 1939 cuando el matemitico soviético
KautoﬂOVICh, en su trabajo intitulado "Mathematicals Methds
ih the Organization & Planning of Production", reconocit cier
tas clases importantes de problemas de produccidn que tienen es-
éihcturas matemiticas susceptibles de evaluarse y resolverse
numéricamente. En dicho trabajo Kantorovich llega a generali
.zar ciertos problemas equivalentes, matemdticamente, a un pro
blema de P.L. El esbozo, mediante ejemplos, una manera de so
lucionparlos hasada en el conocimiento de una solucd{dn {nicial
para el dual (obtenida flcilmente para el tipo de problemas
.que trabaj8). La idea general era que los valores asignados
a las variables duales (o "multiplicadores de resolucién”)
asociados a recursos escasos pueden incrementarse de una mane-
ra tal que el exceso se cancela trasladéndose a recursos so-
brantes. No se dié ningGn métode computacional para este

tipo especffico de problemas de P.L.

Posteriormente se obtevieron algunos resultados sobre el

llamado Modelo de Trandponrte.

Como es bien sabido, es en 1947 cuando G, Panizig conci-
be el modelo de la P.L. y desarnollfa ef Método Simplex, un mé
todo sistemitico para resolverlo y cuya idea central es mover
se sobre un poliedro convexo de un vértice a otro, a lo largo
de la arista que los une, hasta alcanzar unc para el cual se
obtiene el valor minimo que toma una funcién lineal sobre el

poliedro.



Algunos afos despuss, C.E. lemke descubre y da a tonocer
en su trabajo "The Dual Method of Solving the Linear Program-~
ming" el Afgoaitmo Dual-Simplex, algoritmo que reemplaza la
resoluéién del problema primal por la de su dual. Dicho al~
goritmo requiere, para su aplicacibn, del conocimiento de una
sOlucién factible para el problema dual que satisfaga los cri
terios de optimalidad del Método Simplex y va calculando so-
luciones del dual gue siempre satisfacen estos criterios y
nos conducen hacia su soluecibn Sptima y, en consecuencia, a
la solucién &ptima del primal debido a las relaciones que
existen entre ambos problemas. El interés del algoritmo ra-

dica en su aplicacibn a problemas de post-optimalidad.

Otra idea para resolver el P.P.L. consiste en ufilizax
simultdneamente el paimal y su dual. E1 algaritmo de interés
en torno & esta idea es el Algoritmo Primal-Duaf {A.P~D.} vy

es el pbjelo de edtudio del presente trabajo.

El A,P-D, trabaja en esencia con el problema dual, pero
utiliza, en cada iteracibn, un subproblema del primal cuya op
timacién permite mejorar la solucibn del dual. &I inteads de
este algohitmo esid en su aplicacidn a problemas con esthuctu
ray paaticulares {v.gr., el problema del transporte) en los
cuales las optimaciones (u optimizaciones como com@inmente se
dice) de los subprogramas primales ne aequdieren de £a aplica-

elfn de Método Simplex,



Se han desarrollado gran cantidad de algoritmos para
resolver el P.P.L. algunos de los cuales, como los descritos

en esta introduccifn, han probado su utilidad.

Para finalizar, y debido a su importancia tefrica, men-
cionaremos al Método Efipsoidal y al Método Proyectivo de
Kaamakar. El1 primero de ellos, el métodc elipsoidal para op-
timacién convexa, lo adaptd a la P.L. el matemitico soviético
L.G. Kachiyan en 1979, proporcionando un algoriimo polinomial,
propiedad con la que no cuentan ninguno de los otros méto-
dos desarrollades, y colocando el P.P.L. en la clase de equi-
valencia de los problemas para los que existen algoritmos po-
linomiales, El segundo método, el de Karmakar (1984), presen
ta otro algeoritmo polinomial gue algunos investigadores de-
muestran como caso particular de una familia de métodos de
Newton con barrera y proyectados; otros lo interpretan ade-
mis como una generalizacién del Mé&todo Simplex. Karmakar re-
petidamente ha dicho que su m&todo es mis rédpido que el Sim-
plex. Desafortunadamente, hasta este momento, el autor de es
te trabajo no tiene noticia de alguien que haya sido ya capaz
de secundar la opinién vertida por el matem&tico hindG N,

Kaamakax,

Se puede decir que el Método Simplex, o m&s bien, algu-
nas de sus vandantes, han probado ser las mds eficientes en

la prdetica al resolver un problema general de P.L. del cual



se conoce una estructura particular susceptible de serle im-
plantado un algoritmo mis eficiente. Es por esto que resulta

interesante el estudio sobre &a manera de implantarlo.

Si bien es cierto que desde su creacién los métodos gene
rales de solucién de la P.L. han tenido mucho auge, también
lo es el desarrollo superlativo que han tenido los métodos
particulares de solucién que en afos recientes se han popula-

rizado, algunos mis, otros menos.

Entre estos mé&todos particulares o bésicos de solucibn,
variantes del M&todo Simplex, se tienen los métodos "Primal"

y "Primal-Dual”™.

La extensibn de los métodos generales a ciertos proble-
mas de P.L. con una estructura especial, particular, ha dado
origen, precisamente, a métodos bisicos que no son mis que es
pecializaciones de los m8todos generales de solueibn, decfa-
mos, a los problemas de estructura especial. Tal es el caso,
por ejemplo, de los problemas bisicos de redes como 'Ruta mis
Corta', 'Flujo Méximo' y 'Transporte’, en otros, que se han
estudiado y resuelto por métodos ajenos a la P.L. y que recien
temente se ha probado su equivalencia con los métodos Primales

Y Primales-Duales.



Por otra parte, la especializacién de los métodos Prima-
les~Duales a problemas bdsicos de redes como tal, s, en opg
sicién a los m&todos Primales, menos conocida en la literatu-
ra actual, S6lo algunos textos especializados abordan el tema

de manera mis o menos exhaustiva.

El presente trabajo se ha abocado al estudio del Algeaitmo
Primat-Pual especializade a redes, tftulo del mismo. Preten-
de la sintesis y unificacién de diversos métodos de solucidn
de problemas de redes, explicados como casos particulares en

la especializacién del Método Primal-Dual.

El trabajo se compone de dos partes. Cada parte abarca
dos capftulos. La Parte Uno presenta los conceptos y resulta
dos més importantes de la P.L. incluyendo los aspectos bisi-
gos de la Tearfa de Dualidad y una descripeifn temprana del
Algoritmo Primal-Dual (capftulo 1}, ademfs, los conceptos bS&-
sicos de la Teorfa de Redes y una descripcién detallada de
los problemas cldsicos en dicha teorfa: los problemas de Trang
porte, de Asignacifn, de Flujo a Costo Mfnimo, de Flujo M&ximo
y de la Ruta mds Corta {capftulo 2). La Parte Dos, por su la=
do, desarrolla los algoritmos Primales-Duales para cada uno de
los problemas arriba sefialados y para un nuevo problema, el de
Hitchcock, relacionado con uno de ellos. Presenta (capftulo
3} el Método Primal-pDual como un algoritmo general para resol-

ver problemas de P.L., para describir enseguida la especiali-



zacibn del método a cada uno de los problemas de redes (el

de Transporte, de Asignacién, de Flujo Méximo y de la Ruta
més Corta) e implantar su algoritmo Primal-Dual. La misma
politica se sigue con log problemas de Flujo a Costo Minimo,
generalizacifn de todos los problemas antes estudiados, y con

el problema de Hitchcock (capftulo 4).

Es oportuno menciopar gue este trabajo es de carécter
antolBgico e intenta ser prdctico y {itil. Los temas aborda-

dos en sus capftulos y ap8ndices est&n autocontenidos.

Aunque riguroso, el presente trabajo es no formal. Los
ejemplos presentados después de cada algoritmo le dan su sen-
tido prictico. Esto no quiere decir, segln el autor, gue ha-
ya poca seriedad y superficialidad sino, al contrario, que se
pretende que la obra sea did&ctica. El autor estd consciente
de la responsabilidad que implica escribir un trabajo de carac
ter antolbgicoe, Son varios los puntos o temas que merecen es-
pecial atencién. Esto sugiere que algunos temas se analicen,
se proponganh sus algoritmos de solucibn y se codifiquen, di-

chos algoritmos, en algfin lenguaje de computadora.

El autor agradece al M. en C. Agustin Cano Garcés la su-

gerencia antes mencionada. También agradece, muy especialmen-



te, al Dr. Sergio Fuentes Maya la sugerencia del tema de te
sis y, sobre todo, sus valiosos consejos y palabras de estf-
mulo en momentos en gue, extenuado por problemas personales

y por otras ocupaciones, llegé a pensar que serfa més sensato
abandonar el proyecto. La devocifn a la ensefanza y la entre
ga total al trabajo que caracterizan al "DOCTOR" son en ver-
dad contagiosas y, francamente, de su amistad el autor ha
aprendido mucho del diffcil arte de trabajar incansablemente,

del placer por el trabajo y "de la vida".

Por Gltimo, el autor agradece también el empeiic y la

excelente labor mecanogréfica de la Sra. Basilisa Arroyo G.



Crneo que podnfa transfoamanme y vivir
con Los animales. [Son tan tranquilos y
mesunados!,

Me complace obsenvanlos langamente.

No se afanran ni se quejan de su suerie.

No se despiantan en fa noche con el
remondimiento de sus culpas,

Mo me aburnen discutiendo sus debenres
para con DLos.

Ninguno estd descontento, a ninguno
£e enloquece La manfa de poseer cosas.

Ninguno venenra a Los otros, mi a su
especie, que cuenta miles de afios de
existencia.

Ninguno es nespetable ni desgraciado

en toda &a ancha Tienna.

watt Whitman

PARTE UNO
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CAPITULO 1

PROGRAMACION LINEAL Y TEOR[A DE DUALIDAD

El &xito y la popularidad de la Preogramacidn Lineal (P.L.)
se deben fundamentalmente por un lade, a su flexibilidad para
modelar diversas situaciones problemiticas y por otro lado,
al desarrollo de sus métodos generales de solucidn a problemas
de Gptimn, Algunas veces la naturaleza misma de los problemas
los hace fécilmente expresables como modelos lineales. Sin em
bargo, otras veces se hace necesario reestructurar su plantea~
miento o modelo original con el propbsito de darles una forma
lineal, Todo con el fin @timo de poder "hechar mano® de la {feg

rfa de la P.L. en el anflisis de esos modelos ya modificados,

En este primer capftulo se describen los conceptos y re~
sultados b&sicos de la P.%L., asf como los resultados bisicos
de la Teoria de Dualidad que requieren los diferentes métodos
de solucibn de la P.L. Se enfatiza, por completez solamente,
en el Métoedo Simplex,y por su aplicacifn posterior a problemas

de redes, en el Héteodo Primal-Dual.

El capitulo se desarrclla como sigue. En la primera sec-
cibn se define el problema de P.L., mientras que en la segunda
se presentan las ideas tedricas fundamentales que subyacen al
método simplex. En estas dos secciones se exponen las defini~

ciones y la notacidn manejadas a 1o largo de todo el trabajo.



En la tercera seccibn se define el problema dual asociado a un
problema de P.L. dado y se da la manera mecdnica de obtenerlo.
También se presentan los teoremas de Duaf{idad y de Hofgura Com
plementaria que caracterizan la solucibn 6ptima de los proble-
mas lineales duales y al final se describe el método primal-
dual. Varios ejemplos que ilustran éste método se presentan en

la cuarta y (ltima seccibn.



1,1 FEL PROBLEMA DE PROGRAMACIGN LINEAL.

Un Problema de Programacién Lineal (P.P.L.) es un proble
ma de optimizacibn (de dimensidn finita) en el que la funcisn
objetivo y las restricciones estin especificadas por funcio-
nes lineales. Las restricciones consisten de igualdades y/o
desigualdades en las mismas variables., La forma de estas res
tricciones puede cambiar de un problema a otro, pero cual-

quien P.P.L, podrd acducirse siempre a la Foama Estdndan:

i + +oa
min €;% C,C, + e %

171
sujeto a
agy%y + ay9%, Fooat ay X, = bl
alel + ay9%y Fooot aann = bz
. - : )
an %y + 8rg¥y teeot ap x = bm
> 0

X >0, Xy >0,..., L

donde las aij's, bi‘s ¥ cj's son ndmeros reales §{jos y las
'xi's son nGmeros reales poar deteam{nar. (Asumimos que cada
ecuacibn ha sido multiplicada por -1, en caso necesario, para

que cada b, sea no negativa.)

La forma estSndar reescrita matricialmente, quedaria asi:



sujeta a S o (2}
x >0

donde X = (xl,...,x")t es un vector columna n-dimensional, el
vecton de castos cb = ‘cl"" ,cn) es un vector fila n~dimen~
sional, b = (bl,...,bm)t es un vector columna m-dimensional y
A= (aij! es la matriz de coeficientes, de orden mxn. {x > 0

significa que cada una de las n componentes del vector x es

no negativa.)

Veamos algunos ejemples de problemas lineales converti-

dos a la forma estindar.
Ejemplo_ 1. Consideremos el problema

i %X, + X, too.t
min Cl 1 02 2 . cnxn

sujeta a

By9%y F 3%, to.ot Ay x, < I::1

A
o

X, Feoot AL X

1% * 2% 1n*n 2 P2

. - .

"
o

amlxl + amzxz dooat amnxn <

%X 2 Q, Xy > Grener x > 0.



En este caso el espacio de restricciones estd determinado por
las m desigualdades lineales, ademfs de las xi‘s >0 {i=1,...
««yn}y Al sumar la variable ¥y 2 0 al lado izguierdo de 1la
i-&sima desigualdad (i=l,..,,m}, el problema guedaria expre-

sado en forma estdndar como:

m;n Cl 1 + CZX2 +.. .t cnxn
sujeta a
a11x1:+1312x2'fff‘+ By Kt Yy = by
R TES BT Y, Th
g%y taaX, foat a X t Y = bm

*3 20, %xq 20,0004 %8

> 0

n

¥y 20, v 20,00, 9,20,

Las nuevas variables no negativas Yie introducidas para trang
formar las m desigualdades en igualdades, son llamadas vardia-

btes de holguna. Tenemos ahora ntm variables: Xyr Kgemney Xpo
¥ye Ygeeoos¥pe La nueva matriz de orden m x (n+m) que descri
he las, ahora, restricciones de igualdad, es de la forma {A,1].
lo cual indica que sus columnas pueden "partirse" (o particig
narse} en dos conjuntos: el primer conjunto con las n colum~

nas de la matriz A y el segunde, que formarfa la matriz

16



;identidad mxm, con las m columnas restantes.

Ejemplo 2.  5i.en el‘ejemplo 1'las desigualdades estuvieran

en sentido écntrério, es decir, si tuviéramos a4%) + aj.%y +

I aiﬁxn': by (i"=1,,,,,m), restarfamos ahora al lado iz-
guierdo la variable ¥y 2 0. Las igualdades resultantes queda
ria de la forma a, + A, %, +.,,+ a X =~ Yy. =Dh,

n mma ayy¥y i272 et Ay T ¥y T By Las va
riables no negativas ¥; son llamadas, en este caso, vasxdables

de-excese.

Ejemplo 3. Si un P,P.L. se da en forma estdndar, excepto por
gue una o mis de sus variables son no restringidas, el proble
ma puede transformarse a la forma estindar usando dos té&enicas
simples. Para describir la primera supongamos que en (1) la
restriccibn %y 2 0 por ejemplo, no se presenta, Esto gquerrfia
decir que %y es libre -tiene libertad- de tomar cualquier va-

Lor, sea este positivo o negativo. Podemos escribir entonces
1 (3}

en donde uy 2 0y vy > 0. Asf pues, sustituyendo u) - v, por
%y en (1), la linealidad de las restricciones se conserva vy
todas las varibles ahora involucradas .son no negativas. Ob-
servamos gue en este ¢aso se agrega una variable ms por ca-
da variable libre y en consecuencia, se esti en un espacio de

dimensibn mayor que para el problema original. El problema

se expresa en té&rminos de las n+l variables ul,vl,xz,...,xn.



Aunque con esta técnica se introduce cierto grado de redundan
cia en el sentido de que el valor de %, mo estaria univocamen
te determinado por uy Y vy en {3), no cambiaria, de ninguna ma

nera, la solucifn del método simplex.

Por otra parte, la segunda té&cnica para convertir el pro
blema a la forma estd@ndar cuando X, es no restringida consis-~
te en eliminar x; junto con una de las m restricciones con
coeficiente diferente de cero para %,. Supongamos que se tra

ta de la i-6sima restricci6n:

x + a

211%y i2*®

+...+ a, ®x_=Db, (4)
in"n i

il 2
con a 4+ 0. Entonces xy puede expresarse como una combina-
ci6n lineal de las demds variables, mds una constante. S5i es
ta expresifn se sustituye por % en (1), tendremos un nuevo
problema exactamente de la misma forma pero expresado sélo en
términos de las variables Aoy Rgueer X Ademis, la i-ésima
ecuacibn {4) utilizada para determinar x, es idénticamente ce
ro ¥y, por ende, puede eliminarse. Aln cuando no lo parezca,
este esquema de sustitucibn es vilido debido a que cualquier
combinacibn de las variables no negativas Xyr Xgpeee Xy deja
a xy factible en (4) ya que %, es no restringida. Con esta
simplificacién obtenemos un programa lineal en forma esténdar
en una variable y en una restriceibn menos: n-1 variables y

m-1l restricciones. El valor de la variable *y puede determi-

narse despufs de su solucifn a través de (4)



1.2 EL METODO SIMPLEX,

El \itodo Simplex es un procedimiento claro v sencillo da-
do por George Dantzig en 1947 para hallar una solugibn Sptima
al P.P.L. (2). Este mé&todo, en lugar de "probar" todos los
puntos extremos {todas las soluciones factibles bisicas} de la
regién de factibilidad, inicia con un punto extremo cualgquiera
{e.g., el m&s accesible computacionalmente} y pasa, mediante
transformaciones elementales de f&cil control, a otros puntos
extremos nds eficientes desde el punto de vista de la optimiza
ci6n deseada. En nuestro caso, tratarfamos de ir decrementan=~
do el valor de la funciin objetivo en (2) hasta alcanzar el

minimo.
1.2.1 SOLUCIONES BASICAS

Un vector que satisface Ax =b y x > 0 en {2) se llama
solucién factible, y una solucién factible de costo minimo se
llama solucifn 6ptima. Al conjunto {XeR | Ax = b, x > 0} se
le llama 4¢gi{fn factible y es un conjunto convexo (ver Ap&ndi

ce A}.

Un gistema A'x = b' se dice que es g¢quivalente al sistema
{o conjunto de igualdades) Ax = b si sus conjuntos seclucibn
son iguales., El método simplex adapta la teorfa cldsica al to
mar en cuenta las restricciones de no negatividad x > 0 y al
seleccionar una solucidn de costo m{nimo de entre las solucio-

nes factibles.



Sea B una submatriz no singular de la matriz de coeficien
tes A; sin p&rdida de generalidad, podemos asumir que hemos
reordenado las columnas de A {algunas veces llamadas aci{vida-
des) de tal manera que A = (B,N). La matriz B se llama base.
Sea el vector x particionado de manera similar como x=(xB,xN);
las varibles x, se llaman vaniables bdsicas y las Xy vania-
bles no-bdsicas. Una caracterizaci6n de las soluciones del
sistema Ax = b (0, equivalentemente, BxH + NxN = b) estd dado

por los vectores (xB, xN) en ]Rn, donde x_ es cualquier vector

N
en RO y
_ o1 -1
Xy = B b - B NxN (5)
Con esta notacién tenemos:
Definicibn. La solucién (xp, x.) = (B'lb,o) recibe el nombre

de sofucifn bdsica (0 solucidén factibfe bdsica) (abreviando:

s.f.b).

Debe ser claro que una s.f.b. es Gnica ya que B es una matriz

no singular. Una base B se llama base factibfe si B 'b > 0.

Definicifn. Decimos que una s.f.b. es degenerada si una o mis
componentes b; del vector b = 5" 'b son cero. SI todas las com

penentes Bi son positivas entonces la s.f.b. es no degenerada.

Se hace necesario estudiar detalladamente el proceso me-
diante el cual Ax = b se trangsforma, mediante una base inversa,

a la forma equivalente (5). Especificamente, deseamos estuliar
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las operaciones elementales por medio de las cuales el siste- - :

ma de igualdades original

n i
i aijxj = bi li=1,2,...,m)

j=1

se transforma al sistema (de igualdades) bdsico

n

.+ a,.x. = b, i=1,2,...
Xy j=g+l 3% ;0 =Lz, ,m)

Las a..'s son elementos de la matriz B_IN de orden

i3

y las Bi's son elementos del vector m-dimensional B

La transformaci6bn de (6) a (7)1 puede llevarse

una serie openracdiones pivoie, las cuales definimos

Definicibn. Una operacibn pivote sobre un sistema

siste de m operaciones elementales que transforman

{63

(7}

m x (n-ml

1y,

a cabo por

enseguida,

lineal cop

el sistema

a uno equivalente en el gque una determinada variable tiene

coeficiente 'l' en una ecuacibn y ‘0' en las demds,

raciones especificadas son:

Las ope-

L., Seleccionar un t&xmino a .. £ 0 en el sistema (6).

Este término se llama pivote.

2., Reemplazar la ecuacifén r por la ecuacibn r multi-

plicada por (1/ars"

3. Para i=l,2,...,m, excepto para i=r, reemplazar la

ecuacién i por la suma de la ecuacifn i y

la ecua

cién reemplazada r multiplicada por (-ais).
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La transformabién de {6) al sistema bisico (7) se lleva
a cabo mediante una secuencia de m pivotes. El primer pivo-
te puede ser cualguijer a.. $# 0. Después de que se han comple
tado las primeras operaciones pivote, se selecciona el segun-
do pivote usando un elemento diferente de cero de cualquier
ecuacién, excepto la r; digamos la ecuacién r'. Después de
que se ha completado la segunda operacién pivote se seleccio-
na el tercer pivote de cualquier ecuacién del sistema resul-
tante, excepto la r y la r!. La operacibn pivote general es
idéntica al pivote elegido de las ecuaciones que no correspon
den a las ecuaciones seleccionadas previamente. Por simplici
dad, supondremos en este momento que se llegf a (7) sin inter

cambiar filas o columnas.

Una paopiedad fundamental del método simplex en fa taans
§ormacibn de un sistema bdaico a otro, que es el resultado de
reemplazar una variable b&sica por una no bisica. Esto se
lleva a ¢abo seleccionando cualquier elemento Ers + D en (7)

y pivote&indolo., E)l resultado es

(-a, .} no a_. _ _ b _
%, =y 4+ § |5, -5a lx =B -5 ti=l,...,rl,
i = S ij g i5)7) l 3 is
a J=ml a a
rs A rs rs
j¥s r+l,...,m
(8)
n a_. b
:.L"r* I Hlxg 4 xg =2 i=r)
a j=m+l a a
rs jes  E® rs
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La solucifn bésica indicada que se obtiene al hacer cero las

variables no bisicas en (B} es

b
%, = b; - —E—r—- e (i=1,000,-1,041, 000 ,m)
rs @)
x =ox
e ° T
ars

Para ver que ésta operacibn pivote es equivalente a sus-

tituir la columna ag por la columna a, en la base, sean
B, = (al,...,ar_l, N ALY am)

B1 = (al""'ar-l’ Bor By reens amL
Podemos verificar fdcilmente que

=t B, ' (10}

donde
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e 1

—
o
L

rs

La columna no unitaria de E es la columna r. En particular,

(10) se sigue de verificar E B(—,l a; =e; para i=1,...,r-1,

i
T4l,.00,m, ¥ !-:Balas = e_donde e; es el i-&simo vector unita-

rio en I,
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Para completar el argumento notemos que (7]} puede expre-

sarse como
-1
By {ax) = By"b

y {8) como

E By,

-1
EB," (AX)

que se puede verificar por cédlculos directos. Asf pues, ya
que le = EBBI, €l pivotear sobre 3:5 en (7) para obtener (8} es
equivalente a cambiar la representacifn de Ax = b con respecto

a la base B0 a una con respecto a la base Bl.

1.2.2 CONDICIONES DE OPTIMALIDAD ¥ ALGORITMO SIMPLEX.

Sea el vector ¢ particionado como (cB, cN) de acuerdo con
el vector x = (xa, xN). El resultado gue sigue es una prueba

de optimalidad de la s.f.b.

Lema 1. Una s.f.b. (xB, xN) = (B_lb, 0} para el P.P.L., (2] es

una s0fucién de costo minimo si

Gy =g - e N 0 (1)

Prueba. Usamos {5) para sustituir las variables bésicas en la

funcibn objetivo:

o -1 -1 -1 =
Z = cx Cp¥p t Sty * cBB B N)xN = cgB b + Cy¥ye

NN b + (cN-c

B
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- -1 : -1
El costo de la s.f.b. con Xy = 0 es cgB b. Si Cy~cgB N 2 0

entonces cx > cBB_lb para cualquier solucibn factible (xg.¥y).,

El lema 1 nos da una condicifn suficiente para la optima-

lidad de una s.f.b., Los coeficientes

- _ -1 .
<::j = cj cBB aj {j=1,...,n)

se llaman coefdcientes de costo reducdde; notemos que el coe-
ficiente de costo reducido de una variable bésica es 0 ya que
B-laj es simplemente un vector unitario que selecciona el coe

ficiente cy del vector cy. Si definimos el vector m-dimensip

-1 .. -
nal u = cBB , entonces cada coeficiente de costo reducido Cj
se deriva del coeficiente de costo original cj restando la can

tidad Eu a..*.
=1 11j

Si se tiene la condici6n {11}, gqueda indicada una solu-
cibn factible con costo minimo. De manera especifica, habrd
gue suponer que la s.f.b. (xB,xN) = (B-lb,O) tiene la propie-

dad de gque Es < 0 para alguna actividad no b&sica ag-

Lema 2. Si para un sistema factible b&sico hay una variable
no bisica x_ con las propiedades Es <0y ;is < 0 para i=l,2,
...,M, entonces la funcién objetivo del P.P.L (2) puede irse

a -=

Prueba. De (7) tenemos la siquiente relacifn entre las varia-

bles bisicas dependientes XY las variables bisicas independientes Xg

* En Econanfa, a los nfimeros u; se les llama Precios Sombra.



%, =B, - 3,.%_. (i=l,...,m)

Si Eis < 0 para toda i, entonces Xy puede incrementarse sin

limite desde cero y la X permanecerf no negativa ya que Es<0,
la funcifn objetive z = cBB_lb + Esxs se va a -= cuando *g se
va a + ﬂ’-.
Lema 3, 5i, para un sistema factible b&sico no degenerado hay
una variable no bésica X con (-:s <0y Eis > 0 para alguna i,

entonces puede construirse una nueva s.f,b. con costo estric-

tamente menor de la funci6n objetivo.

Prueba. La nueva solucién con valor menor se construye incre
mentando x, tanto como sea posible y manteniendo la factibili

dad, esto es, manteniendo X = b > 0 para toda i.

- oa, X
i is’s
Esto se lleva a cabo haciendo Xg = 0, donde

b, B
o, = min -2 =-E > 9 (12)
a a

Por la hipbtesis de no degeneracién, Bi >0 para toda i. De
aqui se sigue que 8, >0y la funci6n objetivo tiene un decre-

mento estricto en el wvalor (-—ES)OS >0.

La nueva soluci6n obtenida es bésica. En efecto, esto es
cierto ya que la variable no bdsica X, . POT como se eligid o,

se ha sustituido en la base por la variable bisica Xo»
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Especi{ficamente hablando, la nueva solucibn es:

b

%, = b, - &, L (1=1,2,+0.,2-1, £+l e.o,m)
ars

X =0

r

- Er

X, = :',—_ = as

rs
X, =0 (j=m+l,...,8-1,541,...,n)

Esta scolucibn es precisamente la Gnica s,.f.b. (9) que resul-

tarfa si pivoteamos sobre Ers en el sistema bisico (7).,

Resumamos enseqguida el método simplex indicado por los

lemas 1, 2 y 3 anteriores; el Algoritmo Simplex* quedarfa asfi:-’

paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Determine si hay una actividad no bésica aj en un
sistema factible bisico con coeficiente de costo

reducido E]. < 0.

si todo Ej > 0, pare; la s.f.b. es 6ptima [por el

lema 1].

Si la s.f.b. no satisface las condiciones de optima-
lidad, seleccione una actividad no b&sica ag tal que

€ < 0, por ejemplo,

*Es costumbre llamar afgoribmo simpfex a la hisqueda del Sptimo a partir de
una soluciSn bisica factible y llamar Méfodo simplex a la aplicacifn se-
cuencial del algoritmo simplex.
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¢ =minc, <0 (13
La actividad a, deberd entrar a la base,

Paso 4. Si 5i5§0(i=1,2,...,m) entonces el costo de la funcién
objetive es -= (el problema es no acotads) [por el
lema 2] y el método termina., De otra manera, deter-
mine la actividad a, gue serd reemplazada por la ac-

tividad a, por medio de la regla

b, b,
35 = = = _min ——
> .

2rs 8s 0 3is

Paso 5. Pivotee sohre el término Ers dando lugar a una nueva
s.f.b., la cual, salvo degeneracidn, tendrd un costo
menor de la funcién objetivo {de acuerdo al lema 3].

Regrese al pase 2.

1.2.3. DETERMINACION DE UNA SOLUCION FACTIBLE BASICA.

Teorema. Empezando con una s.f.b. no degenerada y asumiendo

la no degeneracién en cada iteracién, el algoritmo simplex, en
un nmero finito de iteraciones, o (1) descubrird que el costo
de la funcidn objetivo puede irse a -», o {2) terminard con

una s.f.b, Sptima.

29



Prueba, Si el algoritmo simplex no termina en un n@mero fini-
to de iteraciones es necesario repetir alguna s.f.b., ya que el
nimero de bases distintas es finito. Una cota superior para

éste nlmero es (;). Como las soluciones bdsicas son Gnicas,
la repetici6n implicaria que la funcién objetivo tiene el mis
mo costo al comienzo de dos diferentes iteraciones. Pero es-
to es imposible por el lema 3 (de la subseccibn anterior) y

por nuestra suposicién de no degeneracibn. g

Consideremos brevemente la, asf llamada, fase uno del
procedimiento de la P.L. para encontrar una s.f,b, inicial pa
ra (2)*. Sin pfrdida de generalidad podemos suponer, como
ya lo hemos sefialado al principio de esta seccibn, que el vec-
tor columna b del lado derecho en (2) es no negativo. La fase
uno del procedimiento consiste en la introduccifn de un vector
W m-dimensional de vectores artificiales y de la solucidn del

P.P.L.

min ¢ =

I e~3
£

sujeta a (14)

* Este procedimiento recibe el nombre de "Metodo de Dos Fases"
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Claraménte, el P.P.L. "{2) tiene una solucién factible si y
s6lo si el valor mfnimo de la = funcién objetivo del problema

(14) es cero.

La s.f.b. inicial para {l14) esw=b, x = 0 y el método
simplex procede como antes se describié. 8i el valor minimo
de la fuhciSn objetivo en la fase uno es cero, entonces tene-
nemos una s.f.b, x>0, w > 0 para Ax + Iw = b con w =0, es
decir, una soluci6n factible x > 0 para Ax = b, Sin ninguna
de las variables artificiales permanece en la base en este
punto, tendremos el comienzo de la s,f.b. deseada. En este
caso la fase dos del procedimiento para encontrar una solu-
ci6én Optima al problema original (2) se inicia simplemente su
primiendo las Wig ¥ reinstalando la funci®n objetivo ctx.
Sin una o mds de las Witg estdn en la base de la fase uno de
optimalidad con ¢ = 0, es necesario entonces garantizar que ¢
permanece idénticamente igual a cero durante la fase dos cuan
do la funcibn objetivo ctx ya se reinstalf., El paso correcto
se hace evidente si consideramos la fase uno de optimalidad

de la funcidn objetivo caw una funcibn de las variables

donde aj y Ei son los coeficientes de costo reducido de la fa
se uno y son iguales a cero para las variables xj Yy w;, que

son bdsicas. Ya que se obtuvo la fase uno de optimalidad,
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todas las aj's‘fi‘s son no negativas. Asf, si suprimimos

de la fase dos del problema todas las variables xj con dj >0
y todas las variables no bésicas Wi entonces la funcidn ob-
jetivo de la fase uno permanece idénticamente igual a cero a

lo largo de la fase dos.

La experiencia computaciopal nos indica gue el ndmero
total de iteraciones en las fases uno y dos es una funcibn
lineal del nGmero de filas: aproximadamente 2m iteraciones
para un problema tipico, nc obstante la magnitud de m y n.

En el Apéndice B. se describe la diferencia entre el Algorit

mo y el M&todo Simplex.
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1,3 DuaLipaD

Con la idea de resolver un P.P.L., en esta seccifn Zormu-
lamos, con los mismos datos del problema original, un nuevo P.
P,L, (llamado Problema Dual (D)). Resolviendo el problema dual

(D) es posible obtener soluciones del Problema Paimel{P).

Desarrollamos, ademds, algunas propiedades importantes del

modelo dual.

1.3.1 PROBLEMAS LINEALES DUALES

Asociado a todo P.P.L. existe su correspondiente P.P.L.
dual, Ambos problemas se construyen con los mismos coeficien-
tes de costo y las mismas restricciones, pero con la diferen-
cia de que si uno de ellos es de minimizacién (maximizacién) el
otro lo serd de maximizacién (minimizacién). Si los valores
6ptimos de las funciones objetivo correspondientes son finitos,
entonces coinciden. Las variables de (D} pueden interpretarse
como precios asociados con las restricciones de (P) y via esta
asociacibn, es posible dar una interpretacién econfmica al pro

blema dual.

Definimos la dualidad a través del par de problemas:
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PALMALI(P) s L Pual (D)s

*
min etx: e N max v %
S . : ) t t
s.a. AXx = b s.a. VA< ¢ (15)
%> 0 ' A >0

Aqui A es una matriz de orden mxn, x es un vector columna n-di
mensional, b es un vector columna m-dimensional, ct es un vec-
tor fila n-dimensional y 1% es un vector fila m-dimensional.

El vector x es la variable del problema primal (P) y \ del pro

blema dual (D} (s.a., significa "sujeta a".)

Al formato (15) se le conoce como foxma simftrica (o jox-
ma canénical de duatidad. Esta puede usarse para definir el
dual de un P.P.L. ES importante observar que (P) y (D) pueden
invertirse mutuamente, es decir, al estudiar en detalle el pro
ceso mediante el cual se obtiene (D) de (P) (intercambiando el
vector de costos por el de restricciones, trasponiendo la ma-
triz de coeficientes, invirtiendo el sentido de las desiqualda
des y cambiando la minimizacién por la maximizacibn) vemos que
el mismo proceso aplicado a (D) da (P). De otra manera: si el
dual se transforma multiplicando la funcifn objetivo y las feg
tricciones por una unidad negativa, entonces tendr§ la estruc-
tura del primal (expresado en t&rminos de A) y su correspon=

diente dual serfa equivalente al primal original.

* Otros autores escriben (D) camo: rnaxbfx, s.a.Atx:ca:nx >0

34



El dual de cualquier P.P.L., se puede obtener convirtién-

dolo primeramente a la forma (P) de (15). Asi por ejemplo,

el P,P.L.
min ctx
s.2. AX = b
x>0
puede reescribirse como
min ctx
s.a. AX > b
-Ax >-b
x>0

que tiene la forma (P) de (15), con la matriz de coeficientes

Haciendo uso del vector dual particionade como [u,v], su

dual (D) serfa

max utb - vtb
s.a.utA - vtA e
u>0

v 2o,

Ahora, haciendo\ = u - v, se puede simplificar la representa-

cibn del problema (D), obteniéndoae as{ el par de problemas:
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Paimal: Dual:

min ctx max A cb
s.a. Ax = b s.a) Ea < <t (16)
x>0 X\ no restringida

Esta es la forma asimftnica lo foama estdndan) de dualidad,

En general, si algunas de las desigualdades lineales en
el problema (P} de (15) se cambian a igualdades, las componen-
tes correspondientes de A en(D) se convierten en variables Li-
bres. Si algunas de las componentes de x en (P) son variables
libres, entonces las desigualdades correspondientes *a < ot
se cambian a igualdades en (D). Estas no son reglas arbitra-

rias sino consecuencia directa de la definicién (15) de las

equivalencias entre los P.P.L..

Ejemplo 4. (E£ paoblema de fa Dieta). Este problema lo plan-
tef un dietista al tratar de seleccionar una combinacifn de
alimentos con ciertos requerimientos nutricionales, a costo

minimo. El problema planteado tiene la forma

min ctx
g.a. Ax> b

x>0

por lo que cae en el formato (P) de (15). Una interpretacién
de su dual serfa la siguiente. Imagine que una compaiifa farma

ceitica que produce cépsulas que contienen cada uno de los nu-
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trientes considerados por el dietista. Dicha cémpaﬁra trata
de convencer al dietista de comprar las pastillas, y suplir
as{ a los nutrientes, en vez de comprax varios alimentos, EL
problema al que se enfrenta la compafifa es el de determinar
los precios -por unidad positiva- de los nutrientes, as{ como
el de maximizar los ingresos a la vez gue compite con los alim
tos. Para poder competir con los alimentos, el costo por uni-
dad del alimento sintético i no debe exceder a Cie el precio
del alimento natural en el mercado. As{ pues, denotando por
a. al i-&simo alimento, la compaififa debe cumplir con que

i
A t"ai < c; para cada i. Esto equivale matricialmente a que

t t

1A < ¢ Debido a gue se comprardn bj unidades del j-é&simo

nutriente, el problema del farmaceGtico queda como:

max th
s.a. \tA < et
2 >0

que es el problema dual (D).

1.3.2. TEOREMAS DE DUALIDAD Y HOLGURA COMPLEMENTARIA.

Consideremos el problema primal (P) en forma estdndar

min ctx
s.a. Ax = b (B%))]
x>0
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y su.correspondiente dual D).

max xtb
s.a. xt;\ =< <:t

3 no restringida.

Recordemos que la matriz A no necesariamente es de rango com-
pleto, esto es, puede suceder gque r{A} ¢ m. Pues bien, el si-
guiente lema nos da una relacién importante entre los dos pro-

blemas duales anteriores, Veamos.

Lema. (Pualidad débil-de &a P.L). Si X y \ son soluciones

factibles para (17) y (18) respectivamente, entonces ctx > tb.

Prueba, Como x y A son soluciones factibles en (17) y (18)
respectivamente, Ax = b, x >0y ACA: cr'. Multiplicando am-
bos lados de Ax = b por A t, obtenemos A\ tAx = \tb. De manera
similar, si multiplicamos ambos lados de Y < et por el vec-
tor no negativd X, obtenemos \thx < ctx. Combinando ambos re-

sultados se llega a xtb =3 "Ax < ctx..

El lema anterior nos proporciona un nut;.vo mecanismo para pro-
bar la optimalidad. En efecto, nos sefiala que cualquier vec-
tor factible de cada uno de los problemas (17} y {(18) nos da
una cota del valor del otro problema: los valores (objetivo}
agociados al problema primal son "mids grandes" que los valores
asociados al dual. Ahora, como el problema primal busca el mf

nimo y el dual el m&ximo, cada uno intenta alcanzar al otro.
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Por ello tenemos el corolario que sigue:

Corolario. Si Xg ¥ xo son soluciones factibles para (17) y
{18) respectivamente, y ctx0 = \gb, entonces Xg ¥ \0 son Gp-

timos en (P) y (D}, respectivamente.
Prueba. Por supuesto, es inmediato del lema anterior.

El corolario nos muestra que si puede encontrarse un par de
vectores factible para los gue el problema primal y el dual
tengan valores objetivo iguales, entonces ambos vectores scn
6ptimos. Es interesante observar por otra parte, que aungue
el algoritmo simplex no hace uso de este resultado para pro-
bar la optimalidad, al encontrar una s.f.b. Optima X = (meN)=
=(B_1,0) > 0 produce, simultineamente, una solucién Sptima
t

dual A con ¢ x = \tb. En realidad, A es = B_l, como se po-

drfa probar.

El siguiente teorema (dualidad fuerte de la P.L.) dice
que cuando existan soluciones factibles para los problemas
{17) y (18), se obtendrdn la soluciones del corolario anterior.
En ese sentido,‘el resultado es mis genexal. Aunque el teore-
ma se puede probar de manera constructiva haciendo uno del al-
goritmo simplex, daremos una demostraci6n alternativa basada
en el argumento de separacién, por un hiperplano, de conjuntos

convexos. Veamos.
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Teorema de Duatfidad de £€a P.L, Si alguno de los problemas
{17} o (18) tiene una solucifn 6ptima finita, lo mismo sucede
con el otro problema y, ademis, los correspondientes valores
de sus funciones objetivo son iguales. Si uno de los proble-
mas tiene un valor objetivo no acotado, el otro ne tiene sclu-

cién factible.

Prueba. Notemos en primera instancia que la segunda afirma-
cién del teorema es consecuencia inmediata del lema de duali-
dad débil. En efecto, si el primal es no acotado y X es una
solucién factible del dual, se debe tener que \ tb < -M para M
arbitrariamente grande, lo cual es imposible. Notemos ahora
que aunque el primal y el dual no estén escritos en forma si-
métrica es suficiente, al probar la primera afirmacibn, asu-
mir que el primal tiene una solucibn 6ptima finita, y mostrar
asi, que el dual tiene una solucibn con exactamente el mismo
valor. Esto se sigue del hecho que cualquier problema puede
convertirse a la forma estdndar y de que tanto el primal como

el dual son, de alguna manera, inversos.

Bien, supongamos ahora que (17) tiene una solucién Sptima

finita con valor Zg- Definamos en el espacio Em+1, al conjun-

to convexo
¢ = {{r,w) | r=tzo—ctx,w=tb—1\x,x_>_0, € > 0}

y verifiquemos que se trata de un cono convexo cexrado, Para
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ello observamos que el punto {1,0) no est& en C: si w = tob -

-Ax°=0 conto‘»OYXo
para (17} y r/to =25~ ctx < 0, lo cual significa que r < O.

> 0, entonces x = xofto es factible

Siw=-Ax°=0 (siendo t0=0) conx_>_0yctx0=—l, y si
% es cualguier solucién factible para (17}, entonces x + YXq
es factible para y > 0 y da arbitrariamente valores objetivo
pequefios conforme y crece. Esto contradice al hecho de que

existe un 6ptimo finito, por lo que concluimos que Xy no exis

te; por tanto, {1,0}¢cC.

Una vez sabiendo que C es un conjunto convexo cerrado, po
demos asegurar (ver teorema, Ap&ndice A} que hay un hiperpla-
no separante entre C y punto {1,0). De este modo, existe un
vector (s, ]:Emﬂ‘ diferente de cero y una constante C de mane-

ra que
s < c=inf {sr +2y | (r,wieC).

Ahora, como C es un cono, ¢ > 0. Si hubiera un {r,w)eC tal
gue sr +Aw < 0, entonces y(r,w}, para y grande, podria violar
la desigualdad del hiperplano. Por otro lado, puesto que
(0,0}eC, debemos tener que ¢ < 0, De esta manera c = 0 y con-
secuentemente, s < 0, por lo que, sin pérdida de generalidad,

podemos asumir que s =-1,

Hasta este momento hemos establecido la existencia de

AcE" de tal suerte que -r + A tw > 0 para tode (r,w)eC. De

4]



manera. equivalente, haciendo uso de la definici6n de C, se

tiene que (c - xtA)x - tzg + t A tb > 0 para toda x > 0 y to-
dat > 0. Poniendo t = 0, xta < ct, lo que sefiala que A es
factible para el dual, Poniendo x = 0y t =1, Y 2z lo
cual, por el lema de dualidad d&bil y el corolario anterior,

mostramos finalmente que \ es Optimo para el dual.

Una manera de probar la optimalidad de x [y la de}) es
ver gue ctx = Atb; esto, hechando mano del lema de dualidad
débil y de su corolario. Sin embargo, hay otra manera comple-
tamente equivalente de probarla conocida como holguaa comple-
mentaria y que es particularmente Gtil en el disefic de otros
algoritmos para resolver P.P.L. En lugar de verificar que ctx =
P vale, podemos reemplazar b por Ax (ya que x es factible
¢ono?} para abtener ctx = A {Ax) o, de manera equivalente,

(ct - AtA) % = 0, Esto es entonces una tercera forma de pro-
bar la optimalidad, Ensequida establecemos este resultado de
una forma un poco diferente, comoc lo muestran los dos teoremas

alternativos que siguen:
Teorema. (de Hofgura Complementaria / foama asimélrical.

Sean x y A soluciones factibles para los problemas primal y
dual en (16), respectivamente. Una condicifn necesaria y sufi-
ciente para que ambas sean soluciones 6ptimas es que, para toda

i,
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1) X, >0 implica que \tai =<y

2) X, = 0 es implicado por tai < cy

Prueba, Si las condiciones establecidas se cumplen, entonces

(c*

- \tA)x = 0. As{ pues, ctx =1tp y por el corclario del
lema Adébil de dualidad, las dos soluciones son 6ptimas. Recf
procamente, si las dos soluciones son Sptimas, se cumple, por
el teorema de dualidad, que ctx = \tb Yy que (ct - \CA)x = 0.
Puesto que cada componente de x es no negativa y cada componen
te de ct -\ tA es no positiva, las condiciones 1) y 2) se

cumplen. o

Como se dijo antes, una presentacién alternativa de este
resultado ~para el caso de problemas lineales duales~,se tiene

a continuacidn.

Teoxema, (de Holguaa Complementania / foama siméindical.

Sean x y A soluciones factibles para los problemas primal y
dual en (15), respectivamente. Una condicifn necesaria y su-
ficiente para que ambas sean soluciones 6ptimas es que, para

toda i y toda j,
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1) %y > 0 implica gque A a; = Ci-

_ . t ;
2) xX; = 0 es implicado por X ay < Ci‘
3) kj >0 implica que ajx = bj
4) )'j =0 es implicado por adx > bj

donde a’ es el j-ésimo renglén de A,

Prueba. Supongamos que X y \ son soluciones factibles de (P)
y (D), respectivamente. Sean también o = \t(Ax-b) >0 vy

B = (ct - )‘tmx > 0. Por las condiciones 1) y 2), 8 = 0 y por
las condiciones 3} y 4), o« = 0, lo que implicaquec + £ = ¢ %
-2% = 0. Ahora bien, x y X son soluciones 6ptimas si y s6lo
si ctx = \tb, que equivale a 2 = 3 = 0. Reciprocamente, si
las dos soluciones son &ptimas, entonces cx = \ b; por tanto,
,ctx - ktb =1\ t(Ax-b) + (ct-AtA) = 0, lo que implica que
)‘t’(Ax—b) = 0 y las condiciones 3) y 4) se cumplen y lct-ktb)=0.

Las condiciones 1) y 2) también se cumplen.,

Las condiciones del teorema de holgura complementaria afix
man que si una variable en uno de los problemas es positiva, en
tonces la restriccifn correspondiente en el otro problema es sin
holgura, y si una restricecién en uno de los problemas es con hol
qura, entonces la variable correspondiente en el otro problema

es cero.
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Una,intgrprétaéién;econémica de este resultado es la que

sigue: si en el problema

S min ctx
s.a, Ax > b
x 20

se tiene la restriccién activa alx = bj’ el precio al que se

comprarfa una unidad adicional del recursoc j es igual a Rj'

mientras que si se tiene la restriccién no activa alx > bj' el

precio al que se comprarfa la unidad adicional de recurso es
igual a cero. Lo anterior justifica que los elementos \j’
j=1,2,...,m se denominen precios dombra o precios de oporlu-

nidad, seglin sea el caso.

1.3.3. ALGORITMO PRIMAL-DUAL.

Describiremos un procedimiento para resolver P,P.L. traba-
jando simultfineamente con los problemas primal y dual: el Afgo-
aitmo Paimal-Dual. Este algoritmo comienza con una solucibn
factible para el dual, que se mejora en cada pasoc y que optimi-
2a un problema paimal nesdtringido asociado. E1 algoritmo trata
de alcanzar las condiciones de holgura complementaria en condi=-
ciones 6ptimas. Se desarroll6 originalmente para resolver una
clase especial de P.P.L. emanados de problemas en aredes de fLu-
jo. Posteriormente se extendid y se hizo mis eficiente su pro-

cedimiento.
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Aqui se ‘d'escr‘ib‘i;a la‘versi6n generalizada del algoritmo.

Consideremos ‘el problema:.

S.a. Ax = b (19)
x>0
y su correspondiente dual
max ).tb
s.a. \facct (209

A no restringida

Dada una solucién factible \ para el problema dual definamos al
subconjunto P de {1,2,...,n} por icP si Atai =Gy donde a, es
la i-&sima columna de A. Asi pues, ya que & es dual factible,
se sigue que i{P implica que Xtai < cy. Para A y P definimos
el paimal nrestaingido como:

min Ity
s.a. AX +y=Dh
x >0, Xy 0= 0 para ieP (21)

y2>0

donde It es el vector m-dimensional {1,1,...,1). El dual de es

te primal restringido se llama dual restringido. Asf,
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max.. .-y b
s.a, utai <0, iep : T2
vl

La condicidén de optimalidad del método primal-dual se expresa

en el siguiente teorema.

Teorema, {(Pai{mal-Duai de Optimalidad). Supongames que ' es

factible para el dual y que %, ademis de y = 0, es factible ly
desde luego, Sptimo) para el primal restringide, Entonces x e
' son 6ptimos para los problemas originales primal y dual, res

pectivamente.

Prueba, Claramente x es factible para el primal v ctx = \tAx

debido a que \tA es idéntico a ¢t en las componentes correspon-
dientes a los elementos diferentes de cero de x. As{, etx =
1 %% =2 %b y 1a optimalidad se sigue del lema de dualidad débil

visto en la seccidn anterior.,

El método primal~dual comienza con una solucién factible
para el dual y entonces optimiza el primal restringido, 8i la
solucidn Sptima para este primal restringido es no factible pa-
ra el primal, la solucifn factible para el dual se mejora, de-
termindndose asi un nuevo primal restringido. Dicho método se
describe de manera detallada en la pigina Para probar su con~
vergencia primero verificamos la afirmacifin hecha en el paso 3

de gque ugaj < 0 para toda j implica que el primal no tiene
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solucibn factible, E1l vector\ e = :\0 + Sy es factible para
el problema dual, para todeo ¢ positivo, ya que ugA < 0. ade-
m&s, \Zb = gb + :ugb y puesto que ugb = Ity > 0, al incremen-
tarse £ se obtiene una solucibn no acotada para el dual. Por
el teorema de dualidad, esto implica gque no existe solucibn

para el primal.

Supongamos gue en el paso 3 se da u;‘aj > 0, para al menos
una j. Definamos nuevamente la familia de vectores i e = \0 +

Eug. Puesto que es solucibn de (22) se tiene que u;‘ai <0

Yo

para ieP y, para € pequefia y positiva, el vector \ _ es factible
€

para el dual. Incrementemos € al primer punto en donde una de

las desigualdades Az’aj < Cj {3{P) se convierta en igualdad.

Esto determina €, » 0 y k. El nuevo vector I corresponde a un

0
valor incrementado de la funcién objetivo dual N Y gb +

[4 ugb. Ademds, el nuevo conjunto correspondiente P incluye al
fndice k. AlgGn otro Indice i gue correspondib a un valor po-
sitivo de X en el primal restringido estd en el nuevo conjunto
P, debido a que por holgura complementaria, ugai = @ para algu-
na i, y as{, Xtai = ?«;ai + cnpgai = ¢;. Esto significa que la
solucifn 6ptima anterior es factible para el nuevo primal res-
tringido y que ay puede pivotearse para entrar a la base. Ya que
ugak > 0, pivoteando sobre a, se decrementar8 el valor del pri-
mal restringido. En resumen, se ha mostradc gue en cada paso

se produce una mejora en el primal o se detecta una condiciGn de

no factibilidad. Supconiendo la no degeneracifn, esto implica
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que esa base del primal no se repite y puesto que s6lo hay un
nfimero finito de bases posibles, la solucién se alcanza en ﬁn

nmero finito de pasos.

Asi las cosas, describimos a continuacifn, en forma siste-
mitica y resumida, el algoritmo primal-dual., Lo hicimos asf
con el algoritmo simplex y asi lo haremos con los algoritmos

que se abordardn despu&s en este trabajo.

ALGORITMO, Paimaf-Pual
PROPOSITO. Resoluer ef P.P.L. cuando se tiene una sofucibn
dual factible

DESCRIPCION

Paso 1. Dada una solucifn factible XO para el problema dual

(20}, determine el primal restringido de acuerdo a (21}.

Paso_2. Optimice el primal restringido. Si el valor minimo
de este problema es cero, por el teorema primal-dual de optima-
lidad, la correspondiente solucibn es Sptima para el problema

primal original.

Paso 3. 5i el valor minimo del primal restringido es estricta-
mente positivo, obtenemos del Gltimo tableau simplex del primal
restringido la soluci6n ug del dual restringido (22). §i no
existe j tal que ugaj > 0 conclufmos gue no tiene soluciones

factibles. Si por el contrario, existe al menos una j tal gue
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ugaj ->. 0, definimos el nuevo vector factible

X =A0+couo
donde -
t t
c - X a c. - h-a.
co = T E = min { LB | ey
Yo 3 Y2y

Regresamos al paso | usando &sta i .
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1.4 EJEMPLOS ILUSTRATIVOS,

El objetivo en esta pequena seccién es la de presentar
cuatro ejemplos de aplicacién del método primal-dual. En cada
uno de ellos se trata de ilustrar el método implementdndolo
en una tabla*, tal y como se hace con el método simplex. (Ver

apéndice B.)

1.4.1. Ejemplo 5. Consideremos el P,P.L,

min &, + X, + 4x

1 3
s.a. ¥ o %, + 2x3 =3
2%, + x2+3x3=5

1

%720 , %320, x4>0.

Como todos los coeficientes en la funcién objetivo son no ne
gativos, X = (0,0) es un vector factible para el dual, el

cual toma la forma:

w
[
>
+
e
In
L8]

>
+
£

(53
-

2)1 + 312 4

Ia

xz no restringidas

Al'

* 0 también llamado : "tableau™
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La tabla queda entonces de la siguiente manera:

Primera jteracién.

ay a, a3y . . b
1 1 2 1 0 3
2 1 3 0 1 5
0 0 1 1 4]

Para formar este tableau tuvimos que agregar variables arti-

ficiales:
a; aq as . . b
1 1 2 1 0 3
2 1 3 [} 1 5
-3 -2 -5 V] 0 -8
t
ey - A a; 2 1 4 . . .

El tercer renglén de los coeficientes de costos del problema
primal, el rengl6n podria ser usado como en el procedimiento
de la fase I. En el cuarto renglénm estdn los g - )\tai para
A. Las columnas consideradas en el primal restringido estin

determinadas por lo ceros en el @iltimo renglén.

Como no hay ceros en el dltimo renglén no podemos mejorar el

primal restringido y por lo tanto la solucifn origipal %y =

Xy = Xy = 0, ¥, = 3, ¥y = 5 es 6ptima para ). La solucién vy

para el dual restringido es ¥y = {1,1), puesto que el primal

y dual restringidos son:
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min oy odlyg o mﬁx ,j.:’,"l'* Su,

s.a. oy =2 [ s.a. “1‘7 e
Y, =5 i - uy £ 2
ylio, yzg_o Mir By TO restringidas

y-=.(3,5, y como Yyr ¥y ? 0 = ltai = ¢, por holgura complemen
taria. Los nimeros -uotai, i=1,2,3 son iguales a los tres
primeros elementos en el tercer renglén. Asf, calculando tg te

nemos gque

€9 = min {2/, /5, %/} =1/

Ahora los nuevos valores para el cuarto renglfn son sumando g
veces los tres primeros elementos del tercer renglén al cuarto

renglén, tenemos:

Sequnda iteracién:

a; a, aq . . b
1 1 2 1 o 3
2 1 3 0 1 5

-3 2 -5 0 0 -8

1/, 0 3, . . .

minimizando el nuevo primal restringido por el pivote indica-

do obtenemos:
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1 52 . 33 - .

1 1 2.1 0 3

1 0 1 -1 1 2
el 0 -1 2 0 -2

1/ 0 3, . . .

Calculando ) = min {12, 32 = ¥/, y sumando este mfiltiplo

del tercer renglén al cuarto, obtenemos el siguiente tableau:

Tercera iteracibn:

ay a, a3 . . b
1 1 2 1 0 3
1 (] 1 -1 1 2
0 0 1

3 a, ay . . b
0 1 1 2 -1 1
1 o 1 1 2
0 1] 0 1 1 0
0 1] 1 . . .

habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos que la

solucién también es Sptima: %, = 2, x

de la funcibn objetivo es Xy = 5.

=1, x, = 0. El valor

2 3
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1.4.2 Ejemplo 6, Consideremos ahora el siguiente

min 9x, + 7x2 + dx, + 2x4 + 6x5 + 10x6

1 3

l+ xz+ X3

xz R + xsr

Como todos los coeficientes en la funcibén objetivo

gativos, » = {0, 0, 0, 0, 0) es un vector factible

dual, el cual es;

-2 +5A2+6A3+4A4+3A

1 5

S.a. xl + xz + xs <9
Ay oAy <7

ll + 5 < 4

lz + xa < 2

,12 § 14 < s

Ay + odg < 10
Apeidar Ag Ay ¥ Ay DO restringidas
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Entonces la solucifn, via el método primal-dual, se calcula

como sigue:

Primera iteracién:

ay a, ay a, ag ag . . . b
1 11 o o o0 1 o o 0 o0 8
0 0 0 1 0 Q 0 1 o 0 0 5
1 0 '] 1 0 o} 0 0 1 0 0 6
0 1 0 0 1 0 o 0 o0 1 0 4
0 0 1 0 0 1 0o 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 .0 1 1 1 1 1 0

Tuvimos que agregar varibles artificiales. El sexto renglén

nos dard los coeficientes de costos del primal.

a, a, a, a, ag ag . . . . . b
1 1 1 o0 o6 o0 1 0 0 o o 8
e o0 o 1 1 1 o 1 0 o6 0o 5
1 o o 1 o © 06 0 1 0o 0 6
6 1 o o 1 o0 o o o 1 o 4
6 0 1 © o0 1 0 o0 o o 1 3
e;afa+-2 =2 «2 -2 -2 =2 0 0 0 0 0 -26
' 9 7 4 2 6 10 . . o« ..

En el séptimo rengl6n estin los ci--x*"a:l para i.
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Las columnas consideradas para el primal restringido estén de-
terminadas por los ceros en el filtimo renglén. La solucién

X) T Xy Sy =Xy =X =K =0yy =8, y,=5, 9y =6,

Y, = 4, Yy = 3 es 6ptima para A. La solucibn up Para el dual
restringido es ¥y = (1, 1, 1, 1, 1) y los nfmeros -p'gai, i=1,

2,3,4,5 son iguales a los seis primeros elementos del sexto

renglén. Calculando €y tenemos que
cg = min {%/2, /2, 2, 1, 3, 5} =1

Los nuevos valores para el séptimo renglén son sumando €y Ve~

ces los seis primeros elementos del renglén sexto al séptimo.

Segunda iteracidn:

1 2 3 4 5 [3 N )

1 1 1 1] 0 0 1 0 0 0 o

0 0 4] 1 3 1 0 1 4} 0 0 5

1 0 0 L 0 0 0 o 1 0 0 6

0 1. 0 0 1 0 ] 0 0 1 ] 4

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 3
-2 -2 -2 -2 -2 -2 0 0o 0 0 Qo =26

Minimizando el nuevo primal restringido obtenemos:



-1

-1

<1

-16

iy g

=min{7/,, /2,11 = 1-

Calculando o

Tercera lteracién:

-1

-1

-1

-16

-2 -2

-2

minimizando el nuevo primal restringido:
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ay Ay a, 'a4 agiiagi N
1 1

8 o1
S 0 -1
0 o 0

o o 0
"z o 2

Caleulando ¢y = min (5/3.°3/21 = i,

Cuarta fteracibn:

3y a, a, a, ag ag . .
1 1 Q 0 ¢} -1 1 a
0 0 0 1 1 1 0 1
1 Q 4] 0 ~1 -1 [
0 1 0 0 1 0 9 2
4} 0 1 0 0 1 0 Q

-2 ~2 0 ] 0 2 0 2
2 0 0 4] 4 11 . .

minimizande el nuevo primal restringido:
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Calculando 5

‘Quinta iteraci6n;

-1

-1

-1

-1

-2

15

minimizando el nuevo primal restringido
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a, 'az a,ay "as" ag 1, ob
R R R B ‘e i
o 0 0 1 1 1 o o s
1.0 0 "0 -1 -1 0’ 0 1
o 1 0 o 1 o o o 4
© ¢ 1. 0o o 1 0 13
® o o o o0 0 o o 0
© o o o o 15

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos gue la
golucibén también es Gptima: Xy = 1, %y = 4, %3 = 3, X = 5,

xg = 0, Xg = 0. EL valor 6ptime de la funcién objetivo es
xq = 59.

1.4.3. Ejemplo 7. Consideremos el siguiente problema:

min Xy X, + 2x3 - Xy

~
(-

L R L TN A P

2x1-xg+3x3-3x4>_5

Xye Ko Xqp Xy >0

Reescribimos el problema anterior en la forma estindar como:
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min %

e
S.da. x]:;f‘x‘z‘,h X3t x‘1 ,+: :‘<‘5 . imB
-2xi + Xy ; %xa“f;3x4‘2 i' = Xe = 5

K)o Xpe Xgs Xgs Xgr Xg 20

La tabla queda as{:
Primera iteracifn:

ay a.2 a3 ay ‘a’s‘a.'.“. b

Agregando solo una variable artificial y usando el procedi-
miento de la fase I para obtener los coeficientes de costos

del problema primal, tenemos:

a, a, a, a, ag ag . b
1 1 1 1 1 0o 0 6
-2 1 -3 3 o -1 1 5
2 -1 3 -3 0 1 0 -5
c,=) a,+l (4 2 -1 0 [+} . .
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Las columnas consideradas en el primal restringido estén de-
terminadas por los ceros en el dltimo renglén. Como apare-
ce el coeficiente c, - Atai de la cuarta columna negativo,

primero debemos buscar una solucién factible, esto es:

ay a, ag a, ag ag . b

% 2 0 1 % 4 i

4B 1 0o - W %
0 0 0 0 0 0 1 0

Y, % 1 o o o 1 1

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos gque

la solucibn también es 6ptima, x., = 0, Xy = 0, x, =0, Xy =

1 3

Yy X5 = Y, x, = 0. El valor 6ptimo de la funcién objetivo

es xy = - %.

1.4.4. Ejemplo 8. Consideremos el problema:
max X, + 6x2

S.a. Xl + xz

Iv
n

x * 3x2 <3

X, 20, %x,20

1 2

Transform&ndolo primeramente a la forma esténdar el problema

queda como:
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:>m1n Xy~ 6x2

sujeto a -s.a. ,*l + %, - X3 =2
% + 3x2 + X4 3
xl, xz, x3, x4 > 0
La tabla queda como sigque:
Primera iteracién:.
a, a, a;  a, . Vb
1 1 -1 0 1 2
1 3 0 1 0o 3
o] 4] 0 0 1 0

Agregando una variable artificial y usando el procedimiento
de la fase I para obtener los coeficientes de costo del pro-

blema primal, tenemos:

al az a3 a4 . b

1 1 -1 o0 1 2

1 3 e 1 o 3

41 -1 1 o0 o -2

c.-2%a+1 -6 0o o . .
17y

Como podemos observar los c; - Atai son negativos, debemos pri
mero buscar una solucién factible; escogiendo la segunda colum

na tenemos que:
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t
¢y A ag - 1 0 0 2. . .

Las columnas consideradas en el primal restringido estdn deter
minadas por los ceros en el Gltimo renglbén. En este caso no
podemos mejorar el primal restringido por lo que calculamos

Co, esto es,

€g = min (%t =%

Segunda iteraciodn:

minimizando el nuevo primal restringido:
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Habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos que la
solucién también es &ptima: x = Y, X, = Y, xy =0, x, = 0.

El valor 6ptimo de la funcibn cobjetivo es X, = Y.
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CAPITULO 2

REDES DE FLUJO.PROBLEMAS BASICOS

Muchos problemas prdcticos pueden plantearse como piooele-
mas de Redes de Flujo®. Los problemas surgidos al estudiar
los sistemas de carreteras, los sistemas de lfneas aéreas, los
sistemas de navegacibn, los sistemas ferroviarios, y en gene-
ral, todos los problemas surgidos en la planeaci6n del trans-
porte, son problemas de redes. También lo son los problemas
de distribuci6n de flujo del gas natural, de petrdleo crudo,
de agua o de cualquier otro flufdo. En la red de teléfonos,
por su parte, se estudiarfa el flujo de llamadas telefdnicas y
los modelos econémicos pueden tratarse también como modelos de

redes,

Los problemas de redes de flujo pueden formularse como

problemas lineales. En efecto, los problemas de redes de flu-
jo son una clase importante de problemas que poseen una estruc
tura especial que nos permite ejecutar los pasos del algoritmo
simplex (y/o de sus variantes) sin multiplicaciones o divisio-
nes. Debido a esto, es posible resolver problemas de redes en

un tiempo de computadora razonablemente bueno.

Y es precisamente a esa estructura especial, que se han
desarrollado un nfimero suficiente de algoritmos y de elegantes

teoremas que garantizan el estudio separado de dichos problems.

* podrfa ser mis correcto decir "Los problemas de Flujo en Redes", sin
embarg, adoptaremos el témmino coloquial Redes de ¢fujo.
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En la mayorfa de los casos las soluciones 6ptimas son siem-
pre nmeros enteros, un hecho que no vale, en general, para

programas lineales.

En la primera seccibn de este capitulo definiremos los
conceptos Grdfica y de Red de Flujo** y la relacién entre la
programacién lineal y la; redes flujo., En lasegunda seccibn
describiremos los cl&sicos problemas de redes, desarrollando

tambi&n algunos ejemplos.

Y una cosa muy importante. Al describir con detalle cada
uno de esos problemas se ir&n vertiendo los conceptos de ma-

yor peso para el desarrollo de sus métodos paimafes.

** 0 de flujo en una Red.
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2.1 CONCEPTOS BASICOS DE REDES,

En esta primera seccidn definiremos de manera no formal,
lo que se entiende por gr&fica y daremos algunas definiciones
asociadas a la estructura de una grifica. Se enfatizard ep
el concepto de red como una grifica dirigida con cierta carac
terfstica distintiva, ademds de extender el concepto al de
red de flujo. Al final de la seccifn presentaremos de mane-
ra general la caracteristica que hace que cada problema de

red de flujo pueda fonmularse como un PF.P.L.

2,1,1 GRAFICAS.

Definiremos primeramente lo que es una grdfica. Una grid
fica consiste de un conjunto de nodes (vértices, puntos} y un
conjunto de arcos (aristas, ligas, l{neas, ramas) gue conec-
tan a estos nodos. {Supondremos siempre en este trabajo gue

el nfmerc de nodos y arcos es finito) (Ver apéndice C)

Si un arco tiene direccifn se le llama arco dirnigide; en
caso contrario se le 1llama arco no dixi{gido. Se usan cfrcu-
los para representar los nodos, lineas con flecha para repre
sentar los arcos dirigidos y 1fneas sin flecha para represen-
tar arcos no dirigidos. En la figura 1 estd representada una
gréfica con cinco nodos y cinco arcos. Los nodos de una gr8-
fica generalmente se numeran: 1,2,3,...,n. Un arco entre

los nodos i y j se representa por el par (i,3).
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o
O O,

Figura 1,

Hay otras definiciones elementales asociadas a la estruc
tura de una grdfica, Se llama cadena entre Eos nodos { y § a
una secuencia arcos que los conectan; esa secuencia debe te-
ner la forma (i,kl), (kl,kz) ,...,(km,j). En la figura 1,
(1,2), (2,4), (4,3), es una cadena entre los nodos 1 y 3. Si
se especifica una direccifn a lo largo de una cadena entre
los nodos i y j se tendr§ entonces una auta de £ a f. Se
tiene en la figura 2 de la siguiente subseccifn la ruta de 1
a 3 siguiente: (1,2), {2,4), {(4,3). Por otro lado, un cicle
es uUna cadena que empieza y termina en un nodo cualgquiera de
la gr&fica, y paralelamente, un cielo dinigido es una ruta
que empieza y termina en un nodo cualquiera. La cadena (1,2),
(2,4), (4,3), (3,1) es un ciclo en la gr&fica de la figura 1,
y la ruta (2,4), (4,2) es un ciclo dirigido en la gré&fica de
la figura 2, Una cadena simple es una cadena que no <ontiene

ciclos.

Se dice que una grifica es tonexa si hay una cadena entre
cada par de nodos. Asf, la grifica de la figura 1 es conexa.

Ahora, una grdfica que sea conexa y que no tenga ciclos se le
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llama fdxbof. Eliminando alguno de los arcos (1,2}, (1,3},
{2,4) o {2,4), podriamos transformar la gréfica de la figura
1 en un &rbol. Algunas veces, dada una gréfica G, podemos
construir un &rbol de algln subconjunto de sus arcos. Si tal
drbol toca todos los nodos de G, entonces se le llama drbol

de expansifn.

Una trayectordia,al igual que una cadena, es también una
secuencia de arcos conectados, pero los arcos pueden ser diri
gidos en cualquiera de las direcciones o pueden ser no dirigi
dos. Por ejemplo, en la figura 2, (1,2}, (2,3), {4,3) es una
trayectoria. Si el arco (4,3) se reemplaza por el arco (3,4),

se tiene entonces una ruta de 1 a 4.

2.1.2 REDES Y REDES DE FLUJO.

Nuestro inter8s se centra principalmente en las gadficas
do de orientacién®. En tal caso, cualquier arco se considera
un par ordenado (i,j) y se dice que va del nodo i al node 3,
y no al revés. Al nodo i se le llama nodo inicial del arco y
al nodo j, nodo final. La gr&fica de la figura 2 es una gr&fi

ca dirigida.

Cuando trabajamos con gr&ficas dirigidas (ver figura 2}
algunos pares de nodos pueden tener arcos en cada una de

las direcciones. Ambos arcos equivaldrdn a un arco no dirigido.

—
* Esto es, grificas con arcos dirigidos.
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CUipigura 2.
En resumen, se dice que el nodo j es alcanzable al i si exis~

te una ruta del nodo i al nodo j.

Una grdfica es una manera efectiva de representar la co-
municacifn estructurada entre nodos; precisamente hasta aquf,
la definicibn de red es justamente la definicibn de grafica.
Sin embarge, cuando exista la posibilidad de considerar filu-
jos en los arcos de una grifica dirigida nos estaremos refi-
riendo a una red. Esto es, se usa la palabra "red" al aso-

cifrsele nfimeros a los arcos.

Cada arco (i,3) de la red tiene asociade un nfmero bijlo’
1lamado capacid&d del arco., Hay dos nodos especiales en una
red; el nodo fuente gue es nodo inicial de cualquier arco con
el que esté conectado, y el nodo sumideno que es nodo final,

tambi&n de cualquier arco con el gque esté conectado.
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Podemos considerar a una red como un sistema de distri-
bucicn de agua en cierta regidn donde los arcos representan
precisamente a las tuberfas que conectan una presa o un vaso
con otra {u otro}. El nodo fuente es la entrada del agua al
sistema, el nodo sumidero es la salida y los otros nodos son
las uniones entre las tuberfas. Se puede considerar que 1la
capacidad de cada arco indica el &rea del corte transversal
de la tuberfa o el n@mero de metros c¢fbicos de agua que corre
por la tuberfa por sequndo. En tal sistema de distribucién
de agua nos puede interesar, por ejemplo, el flujo miximo de

agua que puede correr de la fuente al sumidero.

Los flujos en los arcos de la red deben articularse de
tal manera que satisfagan un cndiferdic de conseavacidn en cada
nodo., Especificamente, a menos gue se trate de un nodo fuente

o un nodo sumidero, el flujo no se podr§ crear ni perder en

cualquier nodo; el flujo total que entra en un nodo debe ser

igual al flujo total que sale de El. Asf pues, en cada nodo

-v, si j=3s
i = 0, si 3 #5s,t 1)
J v, 81 j =t

0L %5 L by ()
{para toda i,3j)

donde xij es el flujo del arco dirigido (i,j). La primera su

ma es el flujo total de i, y la segunda, el flujo total a i.
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(desde luego que xij

ra que existan flujos diferentes de cero en una red sin nodo

no existe si no hay arco de i a j). Pa-

fuente o sumidero, é&sta debe tener un ciclo.

En muchas aplicaciones a los nodos fuente y sumidero se
les llama nodos oferta y demanda, respectivamente. El flujo
neto fuera de un nodo fuente debe ser positivo, y el nivel de
su flujo neto puede ser fijo o bien, variable, dependiendo de
la aplicaeibn, De manera similar, el flujo neto dentro de un

nodo sumidero debe ser positivo,

2.1.3 RELACION DE LA PROGRAMACION LINEAL Y LAS REDES DE FLUJO.

Como habiamos dicho antes, un Srbol es una gr&fica no di-
rigida, conexa y gque no contiene ciclos. Por tanto, para cua-
lesquiera dos nodos del &rbol, existe una tnica cadena que los
une, As{ pues, para una grdficade n-l nodos, nos servird de de-~
finici6bn de 4rbol cualesquiera dos condiciones que tomemos de

las tres dadas enseguida:

i) Es conexa
ii) No tiene ciclos

iii) El nfimero de arcos es n-1

Habfamos dicho también que un &rbol de expansién de una gri-
fica G es una subgrdfica de G de tal manera que cada ncdo de
G estd en el &rbol. Si G es una gr&fica de n nodos, un &rbhol

con n nodos es un &rbol de expansién.
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Ahora, si asociamos a cada arco de la gr&fica o de la
red un ndmero dij' tendremos entonces el concepto de mdximo o
minimo de un Srbol de expansién, Un mdximo {0 mindime) de un
drbel de expansibén de una red es un Arbol de expansién tal gque
la suma de los di' de los arcos de Arbol sea mdxima (o minima)

3
con respecto a todos los lrboles de expansidén de la red,

Consideremos ¢l problema de calcular el valor del §lugo
mdximo en la red dada por la figura 2 de la subseccifén ante=~
cior, Para ello asumamos gue cada arco de la red tiene capa-~
cidad de unz unidad. Entonces el conjunto Xy = 1, x24 =1,
xij = 0 en otro lado, es un conjunto de enteros no negativos
que satisfacen {)1) y (2). Perc cualquier liquido en un sis-
tema de tuberfas semejante al de la figura 2 tendrS que x”#O
si %12 = 1. Pensemos también que el sistema de tuberfas tiene

en cada nodo muchas vilvulas gue pueden retener el liquido que

va 4 cualquiera de los arcos gque inciden en ese nodo.

Encontrar el flujo m&ximo en cualguier red es, obwviamen-

te, un P.L, con la funcibn objetivo v = I_.x y las restric-

3783
ciones (1} y (2). Sin embargo, como es un caso especial de
P.L., se han desarrollado algoritmos mis eficientes que el mé
todo simplex, que es para programas lineales de tipo general.
Pox cierto, muchos algoritmos de la teorfa de redes de flujo

tambifn utilizan los conceptos de dualidad de la programacibfin

lineal.
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En la red de la figura 2 tenemos seis variables Xogr
L FPYRRTNE los flujos de los arcos, Aungque v = Reg *+ Xgog
trataremos a v como una variable, El problema de flujo mixi

mo puede formularse como P.P,L, asi:

max z = CX

3

>
®
1a

o
b
0

S
v

:
t
donde x = (v, Koot st' x23l x321 x2t' x3t) , €=(1,0,0,0,0,0,0

-1 1 1 0 0 o 07

0 -1 [} 1 -1 1 0
A= , (A es de orden n x(m+l})

-
o
o
(=]
o

1
-

1
-

[

o r o o o o 0]

1] 0 1 0 0 0 0

0 0 1] 1 0 0 0 i
A = , [A' es de orden m xX{m+l)}

0 0 0 0 1 0 0




b= (byy, boys byzs b3y botr bat)t' n el nimero de no-

dos y m el nfimerc de arcos.

De particular inter@s es la estructura de la matriz A.
Si la observamos podremos constatar gque cada columna de A tie
ne dos entradas no cero, +l y -1, y debido a esa estructura,
su rango es n. La matriz A recibe el nombre de matriz de {n-
cdidencia, Cada renglén de A corresponde, fisicamente, a la
ecuacibn de conservacibn de flujo en cierto nodo, El balance
de flujo en n-1 nodos mis el conocer que lo que entra es
igual a lo que sale, implica el balance de flujo en el nodo

restante.

Otra propiedad de la matriz A que no se aprecia de pri-
mera intencibn es que cada subdeterminante de ella tiene el
valor *1 6 0, Esto se le conoce como bpropiedad de unimoedu-
Lanidad total. Esta propiedad garantiza una solucifn 6ptima
entera si las componentes del vector son todas ndmeros

enteros.

Las variables asociadas con algunas de las columnas de
la matriz restriccién A' se llaman variables no bisicas o va-
riables independientes debido a que sus valores se asignan de
manera arbitraria. Los valores de las variables bdsicas es-
tén determinados de forma fnica por las variables no bdsicas.
Si asignamos arbitrariamente en una red los flujos de arcos

sin restricciones de capacidad, entonces puede no satisfacerse
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la ecuacibén de conservacién en cada nodo. Por lo tanto, en-
tre todos los arcos que inciden a un nodo, el flujo en un ar
co puede no asignarse arbitrariamente pero se determina por
la ecuaci6n de conservaci6n., Si consideramos todos los arcos
cuyos flujos los determinan de manera dnica los dem&s flujos,
todos esos arcos formar&n un 4rbol de expansibn, Para ver
que es un &rbol de expansibn razonamos como sigue: de entre
todos los flujos que inciden a un nodo, debe fijarse uno de
ellos a fin de satisfacer la ecuacién de conservacibn de flu-
jo en ese nodo. Ya gue hay n-1 ecuaciones de conservacibn de
flujo independientes, hay también n-1 de tales arcos. ESos _
n-1 arcos no pueden formar ningln ciclo porque uno puede agre
gar flujos en el ciclo sin violar las ecuaciones de conserva-
cibn de flujo de los nodos en el ciclo. Esto contradiria que
los valores de esos n-1 arcos estdn unfvocamente determinados.
Por tanto, para una red sin capacidades de arco, los flujos

en un &rbol de expansifn son las variables b&sicas.

Regresaremos al problema del flujo miximo en la subsec-

ci6bn 2.2.5 de la secciln que sigue.

o RTA TESS WD OEBE
SHUR DE i GiBLUTECA



2,2 LOS PROBLEMAS CLASICOS EN REDES,

Existe un nfimero bastante considerable de P.P.L. que po-
seen una estructura matemdtica especial, a saber, los proble-

mas de transpoate, asignacidn, ruta mds coata v §fujo méximo.

Estos problemas son importantes tanto por su aplicacién
como por la teorfa que subyace a ellos. En efecto, ain cuan
do se pueden resolver por el método simplex, las carcteristi-
cas que los hacen especiales han conducido al desarrollo de
algoritmos de solueibn mds sencillos, tanto en su estructura

como en su manejo.

Describimos aqui dichos problemas de la manera mis clara
posible, hechando mano de los conceptos introducidos en la
seccibn 2.1, con el fin de preparar el terreno para que, €n
los siguientes dos capitulos, se desarrclle el método primal-

dual para su solucién.

Al presentar cada uno de los problemas se formularfn al-

gunos ejemplos.

2.2, EL PROBLEMA DEL, TRANSPORTE (P.T.)

Supongamos que las cantidades ays Ayreeesan de cierto
producto se transportan de m localidades a n destinos cuyas
demandas son bl' bz,...,bn. Supongamos adennis que existe un

costo cij asociado a cada unidad de producto embarcada o
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enviada del origen i al destino j. Se desea determinar el pa
trén de embargues origen-destino que mini{mice el costo total

por transporte.

Para formular este problema como un P.P.L, consideremos

el arreglo

11 12 r K| B

X21 X22 cen x2n 52

Xml sz ces xmn am
by b, ... B

donde el i-8simo renglén define las variables asociadas al
i-&simo origen, mientras que la j-&sima columna define las va
riables asociadas al j-&simo destino. La vaadable de decisidn

representa la cantidad transportada, o el flujo, del ori-

L)
gen i al destino j. Asimismo, a; es igual a la suma del
i-&simo renglén, bj a la suma de la j-&sima columna y

m n

1 C X, .
is1 jzl 3743

a la suma total del costo de transporte por minimizar., Enton

ces el modelo de P.L. equivalente estd dado como:
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12172, 000 m 43

=1,2,. 00 en {4)

Y il m 3%1,...,0

fv
o
-~

Para que las restricciones (3) ¥ (4) sean consistentes hemos

de suponer que

es decir, que la oferta en todos los orfgenes (oferta total)

debe igualar a denmanda de todos los destinos (demanda total).
Si esto sucede se dice que el modelo del transporte est& ba-

tanceado; en caso contraria, es decir, cuande la oferta dis-

ponible es menor o mayor que la demanda, el modelo ho esid

balanceado.

Asf pues, el P.T. tiene mn variables. Las ecuaciones (3)

y {4) pueden combinarse y expresarse en la forma:
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de tal manera que la matriz resultante (de orden (mtn)x{mn)) con

sistir8 de coeficientes cero o uno.

En la prictica no es necesario escribir las restricciones

del P,T, en la forma (5). Especificamente, un P.T. se define

Como:

€13 ©12 ¢ ©1n

t _ t

a = (al,az,...,am) €5 Cy3 «++ Cyp

C =

t t * * M

b™ = (bl'bz""'bn) . . .
le sz aee Cmn-

g3



La solucién se puede representar en un arreglo de mxn y los

c8lculos puede realizarse en un arreglo similar.

Ejemplo 1. Un P.T. con 3 orfgenes y 4 destinos 1o definimos,

entonces, como

20 30 40 20
60 30 50 40

a® = (20, 5, 0t

t

b = (5, 20,5, 5)t

20 10 40 70
Observe gue se satisfacen 10s requerimientos puesto que tanto
la oferta como la demanda totales son iguales a 35.
2,2,1.1 Factibilidad y Redundancia,

Lo primero que hay que hacer al estudiar la estructura del

P.T. e5 mostrar que siempre existe una solucibn factible; esto

establecerfa que el problema ests bien definido. Para encon-
trar una soluci6n factible podemos distribuir los embargues
origen-destino en proporcifn a la oferta y a la demanda. De
manera especifica, sea S la oferta total {que es igual a la de
manda total). Entonces xij = aihjls para i=1,2,...,my j=1,
2,...,n. Las soluciones son acotadas ya que cada xij es acota
da por a; {y por bj)' Asf pues, como cualquier problema de op

timizacién acotado tiene Optimo, el P.T. siempre iiene una s0-

Lucdidn Gptima.
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Enseguida, lo que hay que hacer al estudiar la estructura

del P.T. es examinar las restricciones. Existen m ecuaciones

que corresponden a las restricciones de oferta y n ecuaciones
que corresponden a las restricciones de demanda; un total de
m+¢n restricciones. Ademds, observamos que la suma de las ecua

ciones de la oferta es:
n n
o= 1 (6)

y la suma de las ecuaciones de la demanda es:

n m n

I I = lbn n

3=1 4=1 j=1 3
Se observa por un lado que, bajo el supuesto de que el modelo
estd balanceado, los lados derechos de (6) y (7) son iguales
y las ecuaciones son consistentes. Por otro lado, observamos
que los lados izquierdo de (6) y (7) son también iguales, ya que
como dichas ecuaciones son combipaciones lineales de las ecua-
ciones (3) y (4) del sistema original, éstas no son indepen-
dientes. Es por ello que el sistema original es aedundante,
lo que significa que una de las restricciones puede eliminarse
sin alterar el espacio de las soluciones factibles. Las dos
observaciones anteriores se resumen entonces, en el siguiente

teorema,

85



Teorema. Cualgquier P.7T. tiene siempre una solucién factible
y tiene exactamente ura restriccifn de ig\ialdad redundante.
Cuando alguna de las restricciones se elimina, el sistema de

m+ n -~ 1 restricciones es linealmente independiente.

Prueba. Supongamos gue se elimina una ecuacifn, por ejemplo
la Gltima. Con ello suponemos que hubo una combinacién lineal
de las m + n ~ 1 ecuaciones anteriores que fue cero, Sean
ai(i=l,2,...,m) y Sj(j=l,2,...,n-1). En base a (5) observamos
gue cada Xiqs Para i=1,2,...,m, aparece en la i-ésima ecuacibn.
Esto es, a; = ¢ para i=1,2,...,n. El resto de las ecuaciones
xij aparece en una ecuacifn ¥ Bj = 0 para 3=1,2,...,n~1. De
agui que la combiracidn lineal qixe da ceroc es la combinacifn

cerc y, por tanto, el sistema de ecuaciones es linealmente in-

dependiente. g

asf pues, una base para el P.T. consiste de m+n-1 vecto~
res y una s.f.b. no degenerada consiste de m+n~l variables.

La solucibn gue se encontr$ antes no es una solucifn bdsica.

2,2.1.2 Sofucidn Factible Bddica.

Existen varios métodos para encontrar una s.f.b. inicial
en el P.T., BSe discute en esta parte s6lo uno de ellos, a saber,
el "MBtodo de la Eaquina Noroeste". Este mftodo es ripido y

nos introduce al proceso computacional gue es fundamental para

86



la solucibn general basada en la técnica del mé&todo simplex.

El Método de la Esquina HNoroeste.

Supongamos, antes gue nada, que tenemos el siguiente arre

glo:
i1 ] Frz o Faa | e ¥p | 3y
Ra1 j %a2 | ¥a3 j cee I Xn | 22
. . . . . (8}
*ml *w2 | *m3 *an | %m
bl bz b3 cee bn

en donde los elementos del arreglo aparecen en celdas y repre-
sentan una solucibn cualquiera., Adem&s, si hay alguna celda

vacia, ésta denota el valor cero.

Empezando con las celdas vacfas, el procedimiento del né-

todo es asf:
Paso 1. Situarse en la celda de la esquina superior izquierda.
Paso 2, Asignar el miximo factible que corresponde al renglén

y columna de los reqguerimientos involucrados en la cel
da. (Al menos uno de ellos habri de satisfacerse.)
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Paso 3., Moverse una celda a la derecha si hay algfin requeri-
miento en el renglén. En otro caso nos movemos una
celda hacia abajo, Si todos los requerinientos se
satisfacen, alto. De otra manera, regresar al paso 2.

El método se llama de la 'esquina noroeste' porque en ca-
da paso selecciona una celda de la esquina superior izquierda
del subarreglo, tomando en cuenta los requerimientos diferen~
tes de cero, por renglén y por columna, Una ilustraci6n gré-

fica del c¢bmo el método asigna valores (conm = 4 y n = 5) es:

B +B
" a4
B + B +B a,
B a
N 3
B A 64

by | by | By By | By

Dicheo método (en ausencia de degeneracibn) producird exactamen-
te m+n-1 nfimeros x-ij positivos (las "B" del esquema anterior).
Cada vez que a cada xij se le asigna un valor positivo, se sa-
tisface una restriccifn de oferta o de demanda. Cuando se asig
nen valeres positivos a m+n~l variables, se habrin satisfecho

m+n-1 restricciones. Ver (8).

Ejemplo 2. Una s.f.b. construfda por el método de la esquina

noroeste para el ejemplo 1 es la dada por la tabla gque sigue:
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1[5 15 20
2 51 6 (9
3 4 5 9

En la esquina superior izquierda podemos asignar un méximo de
5 unidades, las requeridas por la columna 1. Asf en el renglén
1 fueron requeridas 20 - 5 = 15 unidades que se asignan a la
segunda celda del primer renglén. Una vez gque se satisfacen
los requerimientos del renglén 1 se hace necesario moverse al
sequndo renglbn, y asi sucesivamente hasta que se satisfagan
todos los requerimientos. La solucifn b&sica resultante se da
en (2). Las variables bdsicas son, entonces,

=5, =15,

11770 *p2

=5, x23=1, x33=4 Yy x34=5. Las variables restantes son no b

*22
sicas., Esta solucién se ilustra gré&ficamente en la figura 3,

Origenes

Destinhos

Pigura 3.
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Ejemplo 3.  Una s.f.b. construida por la

noroeste para un nuevo problema es:

re

gla de la esquina

10 20 30
30 20 30 80
10 1o
40 20 60
10 50 20 80 20

Né6tese que en el ejemplo anterior el mfnimo requerido de

variables bésicas es 6

m + n-1, mientras que en este ejemplo

es B. Las celdas en blanco corresponden a

cas: dichas variables tienen valor cero.

Existe la posibilidad de que tanto un

lumna se satisfagan simultineamente.

en la subseceibn 2,2.2.4.

Este

La regla de la esquina norceste puede

diferentes s.b.f. simplemente con permutar

variables no b4si-

renglén como una co

caso se analizard

usarse para obtener

los renglones y las

columnas del arreglo antes de aplicar el procedimiento. La re

gla de la esquina noroeste s{empie proporciona el nfinero ade-

cuado de variables bisicas.

Existen, adem&s otros m&todos no

tratados aquf, como, por ejemplo, el método del costo minimo y

el método de aproximacién de Vogel.

Este ejemplo se usard en ejemplos posteriores.
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2,2,1.3 Canacteaizacibn de La Base.

Una propiedad importante del P.T. es la triangularizacién
de la base. Sabemos del Algebra Lineal gue dicha propiedad
simplifica el pxroceso de solucién de un sistema de ecuaciones
cuyos coeficientes corresponden a una base, permitiendo con

eso una jmplementacifn eficiente del Método Simplex.

Matrices Triangulares.

Definicién., Toda matriz cuadrada no singular M se dice trian-
gular si peamulande sus renglones y columnas se transforma en

una matriz triangular inferior.

De la definicifn se sigue que toda matriz triangular infe
rior no singular es triangular. De la misma manera, toda ma-
triz triangular superior no singular es triangular puesto que
al invertir el orden de sus renglones y columnas se convierte

en triangular inferior.

Un procedimiento simple para determinar si una matriz M

es triangular, o no lo es, se da enseguida:

Paso 1. Encontrar un renglfén con exactamente un elemento dife

rente de cero.

Paso 2, Formar una submatriz de la matriz del paso !, cruzan-
do el renglbn y la columna que corresponden al elemen-
to diferente de cero en ese rengl6n. Regrese al paso

! con la submatriz asi formada.
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Si el procedimiento lo podemos continuar hasta que todos los
renglones hayan sido eliminados, la matriz resultante serd
triangular. Dicha matriz la podemos poner explicitamente en
forma de triangular inferior, rearreglando sus renglones y sus

columnas estrictamente en el orden que el procedimiento marcé.

Ejemplo 3. Sea la matriz

1 2 o0 1 o 27 4
4 1 0 5 0 o0]3
u=]2 0 o 4 0o 0]
2 1 7 2 1 31/6s
2 3 2 o0 o 3¢{s
6 2 0 1 o0 0] 2

Al aplicarle a M el procedimiento antes descrito en el orden
indicado (ver nGmeros adyacentes a la matriz M), se transfor-

ma en la matriz triangular inferior

ra«a o o o o 07
1 2 0 0o 0 O
5 1 4 o o0 O
1 2 1 2 o ©
o 3 2 3 2 0

|2 1 2 3 7 1]
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La importancia de la triangularizacién estriba en el mé-
todo de sustitucifn regresdiva asociado al sistema de triangu-
lar de ecuaciones. Supongamos nuevamente que M es triangular.

Una permutacién de renglones es una reordenacifn simple de las

ecuaciones {equivalente a multiplicar M por matrices de permu-

tacién a la izquierda) y una permutacién de columnas es una
reordenacién simple de las variables (equivalente a multipli-
car M por matrices de permutacién a la derecha). As{, después
de una reordenacidn apropiada, el sistema de ecuaciones Mx =d
toma la forma triangular inferior que puede resolverse por

sustitucibn dinecta,

El m8todo puede aplicarse también a sistemas de la forma

2% = c%  En este caso se utilizarfa la sustitucién regresiva.

Un aspecto importante del P.T. lo describe el siguiente:

Teorema de trianqularizacibén de Bases. Cada una de las bases

del P.T. es triangular.

Prueba. Supongamos que invertimos los signos de la mitad de
los coeficientes de (5). Entonces la matriz de dichos coefi-
cientes consiste en "mis unos", "menos unos" y "ceros™. Por
el teorema de la subsecci6n 2.2.1.1, prescindimos de una de las
ecuaciones para eliminar redundancia. Con los coeficientes de
la matriz resultante formamos una base B, seleccionando un sub

conjunto no singular de m + n - 1 columnas.
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Cada columna de B contiene a lo mis dos elementos dife-
rentes de cero, +1 y -1. Entonces hay a lo mis 2(m+n-1) ele-
mentos diferentes de cero en la base. S5in embargo, si cada
columna contiene dos elementos diferentes de cero, entonces
la suma de todos los renglones serfa cero, contradiciende la
no=-singularidad de B. De este modo, al menos una columna de
B contiene solamente un elemento diferente de cero. Esto sig
nifica que el nfimero total de elementos diferentes de cero en

B es menor que 2{m+n=-1)

Existe entonces un renglén con un elemento diferente de
cerc; si cada renglén tiene dos o m&s elementos diferentes de
cero, el nfimero total podrfa ser al menos 2(m+n-1). Esto sig
nifica que el primer paso del procedimiento para verificar la
triangularidad se satisface, Un argumento similar puede
aplicarse a la submatriz de B obtenida al cruzar el renglén y
la columna correspondiente a estos elementos, Esta submatriz
debe contener también un renglén con un elemento diferente de
cero. El argumento anterior establece que la base B es trian-

gular. g

Ejemplo 4. Como ilustracién del teorema de triangularizacibn
de bases considere la base seleccionada por la regla de la es
quina noroeste del ejemplo 3. En esta base solamente las va-

riables bAsicas son indicadas, no asi sus valores.
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x | =% i 30
% x x i 80

® N 10

X % 60

io 50 20 80 20

Un renglén en una matriz b8sica corresponde a una ecua-
cién en el sistema original y estd asociada con una restric-
¢ibn sobre el total de un rengldn o una columna. En este ejem
plo la ecuacibn correspondiente a la suma de la primera colum~
na contiene solamente una variable bisica Xyq- El valor de
esta variable lo podemos encontrar ripidamente, es 10. La si-
guiente ecuacibn corresponde a la suma del primer renglén. La

variable es x 1a cual tiene valor de 20 ya que %31 ©5 cono-

12!
cida. Este procedimiento es equivalente a la sustitucién re-

gresiva.

Ejemplo 5; Representemos otra base para el ejemplo 3. Busque
mos sobre los renglones y las columnas para encontrar una va=
riable bisica. ELl valor de esta variable podemos encontrarlo
facilmente. Tales renglones o columnas siempre existen, ya
que toda bage es triangular. Entonces egte renglén o ¢columna
es cruzado y el procedimiento se repite. Los nfimeros en las
celdas indican un orden aceptable para su célculo, aunque por

supuests, hay otros.
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R x $ ‘Ex‘ 30
x ? x ! 80
x “ i 10
.
x®ox 7l 60

10 50 20 80 1 20

2.2.1.4 Soluciones Enteras.

Como cualguier matriz bisica es triangular y todos sus
elementos diferentes de cero son iguales a uno o "menos uno”,
si se cambia el signo de algunas ecuaciones), la sustitucién
regresiva implicard sumas y restas del total de los renglones
y columnas. La multiplicacifn no se requiere. Por lo tanto,
si el total de renglones y columnas originales es un entero,
los valores de todas las variables bSsicas son también ente-
ras. Esto es un resultado importante, el cual se resume en el

siguiente corolario de triangularidad de bases,

Corolario. Si el total de los renglones y columnas de un pro-
blema de transporte es entero, entonces las variables b&sicas

en cualquier solucifn bSsica son enteras.

2.2.2 UN METODO SIMPLEX PARA EL P.T.: EL METODO DE MULTIPLI-

CADQRES .

La aplicacién directa del algoritmo simplex, tal como se

ha desarrollado en las cuatro subsecciones anteriores, se
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vuelve demasiado grande para valores de tamafios razonables de

m orfgenes y n destinos,

Observando la estructura especial del P.T. y habiendo de
mostrado que una solucidn bédsica tiene una estructura de ma=-
triz triangular, se desarrolla una versién computacionalmente
eficiente del algoritmo simplex. Este método estd basado en

la Teorfa de Dualidad,
2.2.2.1 Multiplicadores Simplex.

Los multiplicadores simplex estdn asociados con las res-
tricciones. En este caso, particionamos el vector de multipli
cadores como A = (u,v). Aqui u; representa los multiplicado-
res asociados al i-&simo rengldn y vj representa los multipli
cadores asociados 2 la j-fsima columna. Ya que una de las res
triccionaes es redundante, debe asignarse un valor arbitrario a
uno de los multiplicadores. Para simplificar la notaciébn,

vy = 0.

pDada una base B, los multiplicadores simplex se encontra-
r&n en la ecuacibén ltB = CtB. Para determinar la forma explf-
cita de estas ecuaciones, nos referiremos al sistema original
de restricciones (5). Si ®;y @8 bdsica, entonces la correspon
diente columna de A serd inclufda en B, Esta columna tiene dos
elementos "+1": uno en la i-&sima posicién y otro en la j-€si-

ma. Esta columna genera los multiplicadores simplex de la

s PV, o= e, : v, 5 -
acuacién ux vJ CLJ' ya que u1 Yy 3 on las componentes co
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rrespondientes del vector de multiplicadores. Las ecuaciones

de los multiplicadores simplex son:

£V T Sy

para toda i, j, para los cuales xij 2s bdsica. La matriz de
coeficientes de este sistema es la transpuesta de la matriz
bisica y, por tanto, es triangular. De este modo el sistema
puede ser resuelto por sustitucién regresiva. Esto es simi-
lar al procedimiento para encontrar los valores de las varia-
bles b8sicas: por consiguiente, tenemos otro corolario del
teorema de triangularizacibn de bases para los multiplicado-

res simplex.

COROLARIOQ. S5i los costos cij de un problema de transporte
son enteros, entonces los multiplicadores simplex aspciados

con cada base también son enteros.

Una vez que lcs multiplicaderes simplex se conocen, los
coeficientes de costo relativo para las variables no bisicas
t t

pueden encontrarse usualmente como r; =Cp - A"D. En este ca

so los ceeficientes de costo relativo son

r = c - M, = vj. j=l,...,m
j=1,...,n

Esta relacibén es védlida para variables bfsicas con costo rela

tivo cero.
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Dada una base, el cdlculo de los multiplicadores simplex
es similar a calcular los valores de las variables bisicas.
Los cilculos son facilmente ejecutados sobre un arreglo de la
siguiente forma, donde los elementos en cfrculo corresponden

a la posicibén de las variables b&sicas en la base.

Cl3 e Cln ‘.ll

¢ @ €23 't Can | M2

En este caso la parte principal del arreglo con los coeficien-

tes ¢;4 permanece fijo y calculamos las columnas y renglones

b
correspondientes a p 6 v.

El procedimiento para calcular los multiplicadores sim-

plex es:

Paso 1. Asignar un valor arbitrario a uno de los multiplica-

dores.

Paso 2. Buscar en los renglones y en las columnas del arreglo
hasta encontrar un elemento cij en circulo tal que

g ] vj (no ambos) se haya determinado.
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Paso 3. Calecular u; o vj de la ecuacién cij =Wy vj. Si

todos los multiplicadores se determinan, pare. En

caso contrario regrese al paso 1.

La triangularizacién de la base garantiza que este procedimien

to determina £odos los multiplicadores simplex.
2.2.2.2 Cambio de ciclo.

De acuerdo al procedimiento general del simplex, si una
variable no bfsica tiene asociado un coeficiente de costo re-
lativo negativo, entonces &sta variable es un candidato para
entrar a la base. Como el valor de esta variable se incremen
ta gradualmente, los valores de las variables bisicas cambia-
ran continuamente para mantener la factibilidad. Entonces, el
valor de la nueva variable se incrementa, mientras que una de

las variables bésicas se hace cero.

Si el nuevo vector bdsico es d, entonces el cambio en las

otras variables estd dado por —B-ld, donde B es la base.

TEQREMA. Sea B una base de A (ignorando un renglén) y sea d
un vector columna. Entonces las componentes del vector y=B-ld

son 0, +1., & ~1.

Prueba. Sea y la soluci6n de la ecuacién By -~ d. Entonces y
es la representacién de d en términos de la base. Esta ecua-

cibén se puede resolver por la regla de Cramer, esto es,
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Yk . det Bk'

det B
donde Bk es la matriz obtenida al reemplazar la k-&sima colum-
na de Bpord. By Bk son submatrices de la matriz de restric
ciones original A. La matriz B podemos ponerla en la forma
triangular de todos los elementos iguales a +1 en la diagonal.
Por tanto, considerando el cambio del signo que resulta de in-
tercambiar los renglones y las columnas, det B = +1 § -1.
Asimismo, podemos mostrar que det B, = 0, +1, & ~1. Conclui-

mos, pues, gue cada componente de y es 0, +1 & -1,

Lo que el anterior resultado implica es gque cuando una
nueva variable se afade a la solucién en una unidad, las varia
bles bisicas cambiarfn a +1, -1 & 0. S§i las nuevas variables
tienen el valor de %, entonces las variables b&sicas cambian
a +8, -8 & 0, respectivamente. Por lo tanto, es necesario

determinar los signos de cambio para cada variable bisica.

La determinacién de estos signos esa una bGisqueda sobre
los renglones y las columnas. Operacionalmente, una asigna-
cidn "+" a la celda de la variable gue entra representa un
cambio +8, que seri determinada. Entonces +, - y 0 se asig-
nan ung por uno a las celdas de algunas variables b&sicas, in-
dicando cambios de +8, -8 § ¢ para mantener una solucibén facti
ble. Después de cada paso habrd una ecuacidn gue determine el

signo asignado a la variable bisica. E1 resultado serd una se



cuencia de "+" y "-" asignados a las celdas que forman un ci-
clo, primero la celda de la variable que entra. En esencia,
el cambio es parte de un cdclo de redistrdibucdién del flujo en

un sistema de transporte.

Una vez que la secuencia de +, ~ y 0 se determina, la nue
va s.f.b. se encuentra colocando el nivel de cambio 9, es de-
cir, poniendo una de las variables bdsicas en cero. Debemos
examinar las variables b&sicas para las cuales se ha asignado
un signo menos; para estas, son los unos los que se decremen-
tar8n cuando la nueva variable entre. Entonces 8 es igual a
la magnitud mis pequefia de estas variables. Este valor se su
ma a todas las celdas que tengan asignado "+" y se resta de
todas las celdas que tengan asigpnado "-“. El resultado serd

la nueva s.f.b.

2,2.2.3 Algoritmo de Taansporte.

Es posible reunir todo lo desarrcollado hasta aquf en for-

ma de un procedimiento asimplex revisado para el P.T.
DESCRIPCION

Paso 1. Calcular una s.f.b., usando la regla de la esquina

norceste, o algfin otro método.

Pase 2. Calcular los multiplicadores simplex y los coeficien-

tes de costo relativo. Si todos los coeficientes de
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Paso 3.

.costo relativo son negativos, paramos: la solucidn es

6ptima. En otro caso ir al paso 3.

Seleccionar una variable no bidsica correspondiente a
un coeficiente de los costos negativos, para entrar
a la base (generalmente el que tiene el coeficiente
de costo mids negativeo). Calcular el ciclo de cambio,
y sea 3 igual a la variable bdsica m&s pequefia con

signo menos asignado, Ir al paso 2.

Ejemplo 6. Resolvamos completamente el problema del ejemplo 3.

Los requerimientos y una s.f.b. obtenida por medio de la regla

de la esquina noroeste son los gque siguens:

10 [ﬁzo 30
| 30 | 20 | 30 8a
10 10
40 | 20 | 60
10 | 50 | 20 | 80 | 20

{Los coeficientes encerrados en un circule corresponden a las

variables b8sicas). Los multiplicadores simplex calculados

por la bfisqueda de renglones y columnas son los siguientes:
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e -

Los coeficientes de costo relativo se calculan restando

¥, *+ v, de C, .=

i j i3
0 1 4
1 2
3 2 0 1
3 2 -1

En este caso, resulta negativa sblo la celda (4,3); asi, la va
riable K43 entrar§ a la base. Un signo “+" se escribe en la
celda del arreglo original, y se determina el ciclo de 0, +1
y -1. (No es necesario continuar con la bsqueda una vez gue

el ciclo est8 determinado):

10 20 30
30 20~ 3ot 80
o
10 10
+ 40° 20° 60
10 50 20 80 20




La variable bdsica con signo menos, mds pequena, es 20,
que se suma o resta de los elementos del ciclo como indican

los signos, La nueva s.£.b. es

10 20 30
30 50 80
10 10

20 20 20 60

10 50 20 80 20

Los nuevos multiplicadores simplex correspondientes a la
nueva base se calculan y los costos del arreglo se revisan:

!

3 4 6 8 9 5

#si pues, los coeficientes de costo relativo son:

1 1 4
1 1 2
3 2 1 1

En este caso todos los coeficientes de costo relativo son posi

tivos, indicando con ello que la solucién es Spiima.
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2.2.2.4 Degenenacin

Todo problema de programacién lineal degenerado tiene va
riables bésicas con valor cero. Esto puede ocurrir en el P.T
Si hay degeneracién en el procedimiento simplex, podemos in-
troducir el método estdndar de perturbacifn. En este m&todo
a la variable basica con valor cero se le asigna el valor ¢ y
se continGa de manera usual., §Si deja la base, entonces ¢ pue

de eliminarse.

Ejemplo 7. Para ilustrar la degeneraciém, consideremos una
modificacién al ejemplo 6: en el cuarto renglén, 60 por 20,
y en la cuarta columna, 80 a 40. Con estos cambios la s.f.b.
por la regla de la esquina noroeste es degenerada. Se escri-

be una ¢ en el lugar de la variable b&sica con valor cero del

arreglo:
1020 30 10 [ 20 0
30| 20| 30 80 307 207} 30" 80
10 10 10 10
20 | 20 + e |20
105 2|40 |20 10 {50 | 20 { 40 | 20

Los coeficientes de costo relativo son los mismos que en
el ejemplo 6, *4q €5 el candidato a entrar en la base, y el
cambio de ciclo es el mismo. En este caso, sin embargo, el

cambio es s6lo € y la variable Xa4 sale de la base,
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1100 20 il 30
36| 20 301 80
10 | 10
j 20 20
10 1 50 | 20 | 40 ¢ 20 !

Al igual que los multiplicadores simplex correspondientes

a la nueva base, se calculan los coeficientes de costo relati-

vo:
Hi
@l@ 6 8] 5] &8 | HE
i L
OGS 1
2 2 2 Ca) 2 2 3{24010
3 3 2 4(2) 2 4 3il
. -3 | -2 0 ]
vJ 1 0

Los nuevos coeficientes de costo relativo son positivoes,
indicando con elle gue la nueva solucién es 6ptima. La € pue=-

de eliminarse en la solucifn final.

2,2.3 EL PROBLEMA DE ASIGNACION (P.A.)

El problema de asignacifn es un cado particular del pro-
bLema de transporte. ELl ejemplo clisico del P.A. es optimizar
la asignacién de n trabajadores a n empleos. Si el trabajador

i es asignado al empleo j, hay un beneficio de cij' Cada



trabajador debe ser asignado a un empleo, y viceversa. Hay

gue marimizar el valor total de la asigrnacidn.

La formulacién general del problema de asignacidn es en-

contrar xij(i=1,...,n ;i 3=1,...,n) para:

n
5.a. jzlxij =1, i=1,...,n
(10)
n
izlxij =1, j=1,...,n
X2 o, i=1,...,n
J j=1,...,n

Se requiere que cada una de las variables tome el valor
de cero o uno, en otro caso la solucidn no tiene sentido va

que no es posible hacer asignaciones fraccionarias.

TEOREMA, Una s.f.b. de P.A. tiene todas las L igual a cero
—_— 3

O uno.

Prueba. De acuerdo al corolario del Teorema de triangulariza
cibn de bases, todas las variables bisicas de cualquier solu-
cibn bisica son enteras. Las variables no pueden exceder a

uno porque el lado derecho de las restricciones son uno. Por

lo tanto, todas las variables deben ser cero, o bien uno. .
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Se sigue que hay al menos n variables bfsicas que tienen
el valor de 1 porque debe haber un 1 en cada renglén (y en ca
da columna). En un P,T. de esta dimensibn, una solucibn basi
ca no degenerada podrfa tener 2n-1 variables positivas. De
esta manera, las s.f.b. para el P.A. son altamente degenera-

das, con n-1 variables b&sicas iguales a cero.

El P.A. puede resolverse por el algoritmo de transporte,

pero es poco tedioso. Un algoritmo mis eficiente para el
P.A. lo desarrollaron dos matemiticos h@ingaros. Dicho algo-
ritmo fue generalizado a la forma del MEtodo Primal-Dual para

la P.L.
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2.2.4 EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO (F.C.M.)

Esta seccifn considera el problema bdsico de Flujo a Cos
Zo M{nimo que generaliza el P.T. Su objetivo principal es de
sarrollar una interpretacién algebraica de los conceptes de

redes para el P.T.

Consideremos, pues, una red coh n nodos y haglmosle c¢o-
rresponder a cada nodo i el nfimero bi' la oferta disponible*.
Supondremos tambifn que la red estd balanceada en el sentido

que
n
I b, =0
i1 1

Asociado a cada arco (i,j) hay un nfimero Cij que repre-

senta la unidad de costo por flujo para el arco. El proble-
ma de F.C.M. estd determinado por los flujos xij > 0 en cada
arco de la red; asf, el flujo neto en cada nodo i es bi' mien-
tras se minimiza el costo total. Matemiticamente, el problema

se expresa de la siguiente manera:

g g 1)
B.a. X, - X, =b., i=1,2,...,n
§=1 ij k=1 ki i

i3 2 0 i,3'=1,2,...,n

* si bi<0, entonces hay un requerimiento demandado.

1o



Como podemos observar, el P.T. es un caso particular del
problema de F.C.M. en el que le corresponde una red con arcos
que van sblo en la direccién del nodo de oferta al de demanda
y que refleja precisamente esa restriccién en los embarques,
El problema m4s general permite configuraciones de redes mis
complicadas pues el flujo en el nodo oferta puede ir, antes

de alcanzar su destino, a nodos intermedios.
2.2.4.1 Eastauctura del problema.

El problema (11} es un P.P.L. La matriz de coeficientes
A de las restricciones del flujo, es la matriz de incidencia
nodos-anecos de la red. La columna correspondiente al arco (i,
j) tiene entrada '+1' en el renglén i y '-1' en el renglén j.
Ya que la suma de todos los renglones es el vector cero, la
matriz A tiene rango menor o igual a n-1, y alguno de sus ren
glones puede eliminarse para cobtener una matriz de coeficien-
tes de rango igual al de la original. Mostremos enseguida ha
ciendo uso de los conceptos, que el rango de la matriz de coe
ficientes es, en efecto, n-1, bajo un simple supuesto sobre
la red. Para establecer el supuesto definamos la grdfica G de
la red. Cada arco de la red estd inclufdo en G, independien-
temente de su direccién*. Debemos suponer que G es conexa, lo
que necesariamente implica que contiene al menos un drabof de

expansidn.

P
* La orientacibn de los arcos no se considera pues s6lo nos in
teresan las propiedades lineales de A.
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Mostremos, pues, gue r{A) = n-l. Seleccionemos para ello
un renglén que serd removido de A, dando lugar a una nueva ma-
triz, A. Consideremos ahora el Srbol de expansién T en la gr&
fica G que consistird de n~1 arcos sin ciclos. Sea Ag subma-
triz de A de orden (n-1)x(n-l) que consiste de n~1l columnas
que corresponden a los &rcos en el 4rbol. Al menos dos nodos
del &rbol deben tener un solo arco de T, y al menos uno de es-
tos no es rafz. Lo anterior significa que el renglén corres-
pondiente de AT tiene una entrada diferente de cero. Si ima-
ginamos que cruzamos el renglén y columna correspondientes a
dicha entrada, esto corresponderfa, en términos del &rbol, a
eliminar el nodo y arco tocados. Los n-2 arcos restantes de
T forman un &rbol para la red reducida de n-1 nodos, incluyen=-
do la rafz. El procedimiento se repite consecutibamente, eli-
minando todos los nodos, excepto la rafz, hasta que todos los

renglones de A, sean también eliminados.

Es claro que este procedimiento es equivalente al de la
triangularizacién de la subsececifn 2.2.1.3. En otras palabras,
AT es una submatriz triangqular no singular de (n-1)x{n-1l). Por

lo tanto, r(A} = n-1.

2.2.4.2 Estructura de una Base.

Hemos visto que un &rbol de expgnsi&n T de la gréfica G

corresponde a una base pues define a la submatriz no
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singular A, Como ya sabemos, una base corresponde a escoger
n-l columnas linealmente independientes de A. Ahora, cada co-
lumna corresponde, a su vez, a un arco de la red; asf, la se-
leccifn de una base es eguivalente a seleccionar n-1 arcos.

Mostremos gue esos arcos forman un &rbol de expansién.

Para lo anterior, supongamos que la coleccién de arcos
correspondientes a la base contiene un ciclo de m arcos. Cuan
do ellos estin colocados en ciclo tienen la forma (nl, nz),
(nz, ns), (n3, “4)'---'(“m' ny). En este orden algunos arcos
pueden invertirse. Por otro lado, haciendo la combinacibn li-

neal de las columnas L PYRRRTL de A notamos que los coefi-

T
cientes de dicha combinacién son positivos si la orientacibn
del arco es la misma en el ciclo gue en la gr&fica original y
es negativo si no lo es. La i-&sima columna de la combinacién
corresponde al arco ("i' ni+1) del ciclo y tiene '+1' en el
renglén gue correspende a ng Y '-1' en el renglén que corres-
ponde a N1 Entonces los '+1' y '-1' se cancelan en la com-
binacifn dando lugar al vector cero, y contradiciendo asf, la
supuesta independencia lineal de las columnas de A. Por lo
tanto, queda establecido que la coleccién de arcos correspon-
dientes a la base no contiene ciclos puesto gue hay n-1 arcos

y n nodos. Se concluye entonces que los arcos forman un &rbol

de expansidn.

Podemos decir ahora que existe una correspondencia uno-a-

uno entre los arcos {cofumnas) en una base y el &rbol de
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expansién y que la base es triangular y, por tante, unimodu-
Lar. Las caracterfsticas del P.Y. nos llevan al Paoblema Ge-

nexal de Flujo a Costo Minimo.

Dada unpa base, la solucibén b&sica que le corresponde se
encuentra por sustitucibn regresiva, aprovechando la estruc-
tura triangular. La ecuacidn que tenga una variable bisica
indeterminada le corresponde un arco de flujo indeterminado

X Dicha ecvacidn se resuelve para xij' En términos de re

140
de: lo anterior significa que se parte del final del 4rbol de
expansién que corresponde a la base, esto es, se encuentra un
node que togue sSlo un arco del Srbol. El flujo en ese arco
lo determina la oferta (o demanda) del nodo. Con la sustitu~
ci6n regresiva se resuelven los £lujos de los arcos del Arbol

de expansién, empezando por el Gltimo, eliminando arcos de ma

nera sucesiva.

2.2,4.3 EL Método Simplex.

Para genexalizar el problema de F,C.M. puede aplicarse

el método simplex revisado. Se describir8n enseguida los pa~

sos del algoritmo, enfatizando su interpretacifn en redes.
PROPOSITO. Detenminan el ffujo a costo mEnimo en una aed.
DESCRIPCION

Paso 1. Empezar con una s.f.b.



Paso 2.

Paso 3.

Calcular los multiplicadores simplex x; para cada

nodo i. Resolver las ecuaciones

Xi - Xj = Cij

para cada i,j correspondientes a un arco bdsico,
Bsto se sigue porque el arco (i,j) corresponde a unha
columna de A, con '+1' en el renglén i y '-1' en el
renglén j. Las ecuaciones se resuelven colocando el
valor de alguno de los multiplicadores, Se calcula
la ecuacién con un séle multiplicador indeterminado
indeterminado y este, a su vez, determina otro, y

as{ sucesivamente.

Los coeficientes de costo relativo para los ar-

cos no bésicos son:

rij = Cij - (Ai - Aj)
Si todos los coeficientes de costo relative son
no negativos, parar: la solucibn es 6ptima. En otro

caso, ir al paso 3.

Seleccionar un f£lujo no b&sico con coeficientes de

costo relative negativo para entrar a la base. Afa-
diendo este arco al &rbol de expansién de la base an
terior, tendremos un ciclo como lo muestra la figura

1
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2,2,4.4

arco fuera
cuwarde el
flujo ne
es cero.

duce flujo
al ciclo.

Anterior ‘ Nuevo

Figura 4. Base de un &rbol de expansién.

Introducir un flujo positivo a este ciclo de 0. Como
8 se incrementa, algfin flujo anterior se decrementa-
r&. Asf, 8 se escoge del valor mis pequeiio del flujo
neto de uno de los arcos bdsicos iguales a cero. Es-
ta variable sale de la base. E] nuevo Arbol de expan
5i6n se obtiene afiadiendo un arco para formar un ci-~

clo, y eliminando el otro arco del ciclo.

Comentanios Adicionales

Es posible incorporar caracteristicas adicionales como en

otras aplicaciones del método simplex. Por ejemplo, si existe

una s.f.b, puede buscarse usando variables artificiales en el

procedimiento de la fase I. Esto puede realizarse introducien

do un nodo adicional con oferta cero y con un arco conexo
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(dirigido al nodo con demanda y lejos del nodo con oferta).
Se construye una solucién bdsica inicial con el flujo del no-
do artificial. Durante la fase I, el costo del arco artifi-
cial es igual a la unidad, y los demis iguales a cero. 5i el
costo total se reproduce a cero, se obtiene una s.f.b. para

el problema original.

Una extensi6n importante serfa el incluir lfmites supe-
riores (capacidades) sobre las magnitudes de flujo tolera-

bles en un arco.

2.2.5 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO (F.M.)

En esta seccidn se discutiri un tipo de problemas de flu-
jo diferente: aquel que determina el flujo miximo posible de
un ncdo fuente a uno nodo destino, bajo arcos con capacidad

restringidas.

Antes gque nada, se describe el problema de determinar una
trayectoria de un nodo a otro en una gr&fica dirigida.
2.2.5.1 Procedimiento del Anrbol,

En una gr&fica dirigida, hay una ruta del nodo i al nodo
j cuando j es alcanzable por i. El inspeccionar la ‘'alcanzabi
lidad' en una grifica simple es una tarea f&cil, no as{ en una

grifica compleja. En ellas se utiliza un proceso sistemitico
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que consiste en la bGsqueda y etiguetacidn de nodos. Este pro
cedimiento, llamado "de &4rbol", es base de muchos m&todos que

resuelven gri&ficas complejas y problemas de redes.

Asi pues, supongamos gue queremos determinar si existe
alguna ruta del nodo 1 al nodo m. En cada pasc del algoritmo
ningin nodo se etiqueta, los nodos se etiquetan sin que haya

bisqueda o se etiquetan habiends biisqueda.
Pasc 1. Etiquetar el nodo 1. Los demis nodos no se etiquetan.

Paso 2. Para algiin nodo etiquetado sin bSuqueda del nodo i,
encontrar todos los nodos alcanzables a i sin que es
tos est&n etiquetados. Etiquetar esos nodos con el

nimero i.

Paso 3. Si el nodo m se etiqueta, parar: existe una ruta. S5i
hay nodos no etiquetados que no pueden etiquetarse,
parar: nc existe una ruta conexa. En otro caso, ir

al pase 2.

La figura 5 ilustra, mediante un ejemplo, el Procedimien-
2o {de bdsqueda} del Aabol. En ella podemos observar que se
encuentra una de las rutas del nodo 1 al nodo 10. Los nodos
se han etiquetado y la bisqueda se ha realizado en el orden 1,
2, 3,5, 6,48, 4, 7, 9, 10. Las etiquetas se indican proximas
a los nodos. Los arcos que se usaron en el proceso de bfisque-

da se indican con
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Figura 5, El procedimiento de bfisqueda

flechas més gruesas. Notemos que la coleccién de nodos y ar-
cos seleccionada por el proceso, considerada como una gréfica

no dirigida, forma un &rbol (sin ciclos, por supuesto).

Si estamos Interesados en determinar solamente si existe
alguna ruta conexa Y no en encontrarla, las etiquetas necesitan
tener una marca sencilla en el nodo fndice. Sin embargo, si
los nodos fndices se usan como etiquetas, entonces después de
terminar el algoritmo la ruta conexa actual puede encontrarse
trazando hagia atr§s el nodo m, siguiendo las etiquetas, En
la figura 5 ilustrada arriba, comenzamos en el nodo 10 y nos
movemos al nodo 7, después al 6, al 3 y al 1. La ruta sigue

la inversa de esta secuencia.
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Se prueba con facilidad que el algoritmo resaelve la
existencia de una ruta conexa. En cada paso del proceso, se
etiqueta un nodo nuevo, se etiqueta el nodo m y el procesc
termina, o bien, es imposible continuar. Es claro gue dicho
proceso puede continuar para al menos n-| pasos, donde i es
el nfimero de nodos en la gr&fica. Supongamos gque en algfin
paso es imposible continuar. Sea S el conjunto de los nodos
etiguetados en este paso y sea 5 el conjunto de los nodos no
etiquetados. De manera clara el nodo 1} estf en S y el nodo m
en §. Si hubiese una ruta conexa entre los nodos 1 y m, debe
rfa haber un arco, en esa ruta, de un nodo k¢S a un nodo en 5.
Esto podrfa implicar, sin embargo, que el nodo k no se buscé,
lo cual es una contradiccifn. Si el algoritmo continfia hasta
alcanzar el nodo m, entonces puede construirse una ruta cone-

xa hacia atrés.

2.2.5.2 Capacidad en Redes.

En algunas aplicaciones en redes es comfin suponer un 1lfmi
te superior para el flujo tolerable en los arcos. Esto motiva

los conceptos de red con capacidad y de capacidad de un arco.

Definicifn. A una red se le llama red con capacidad si al al-
gunos de sus arcos se les asignan capacidades no negativas, de
finiéndose el flujo méximo tolerable en esos arcos. La capacd

dad det anco {4£,f)} se denota kij y se indica en la grifica por

120



kij adyacente al arco en cuestibn.

En esta seccién supondremos gue todas las capacidades
son enteras no negativas. La figura 6 muestra una red con
capacidad. En dicha red, la capacidad del nodo 1 al nodo 2

es 12, mientras gue del nodo 2 al nodo 1 es 6.

Figura 6. Red con capacidad

2.2.5.3 EL problema de F.H,

Congideremos una red con capacidad en la que los nodos
fuente y sumidero se distinguen facilmente: son los nodos 1
y m, respectivamente. Los demfs nodos deben satisfacer los
requerimientos, es decir, el flujo neto en ellos debe ser
igual a cero, 5in embargo, el nodo fuente debe tener una sa-~
1ida de flujo neto y el nodo sumidero una entrada de flujo ne
to: dichas salida y entrada deben ser iguales como consecuen
cia de la conservacidén de los otras nodos., A un conjunto de
arcos con flujo gque satisfacen estas condiciones se le llama
flujo en la red con valor f£. El paoblema de F.M. estd deter-

minado por el flujo midximo que puede pasar en una red y mate-



&£y

miticamente lo expresamos como:

max £

vi,j

donde los pares i,j corresponden a los arcos permitidos.

El problema puede reescribirse en forma mis compacta, en
términos de la matriz de incidencia nodos-arcos. Sean A la
matriz de incidencia, x el vector con flujos xij Yy e un vec~
tor con dimensibn igual al nGimero de nodos, que tiene *+1°
en la componente del nodo 1, '~1' en la componente del nodo m
y '0' en las demds compcnenfes. Asf, el problema de F.M. qug

da expresado como

max £
s.a. Ax - fe = 0 {13)
0<% <k

La matriz de coeficientes eé, ahora, iqual a la matriz

de inclidencia nodos~arcos con una columna adicional para la
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variable de flujo £. Alguna base de esta matriz de coeficien
tes deberd ser triangular. E! método simplex podré emplearse
entonces, Sin embargo, en lugar de utilizar dicho método tal

cual, podemos utilizar un algoritmo mis eficiente basado en

el procedimiento del dabol,

La estrategia bdsica de ese algoritmo serfa muy simple.
Admitamos primero que es posible enviar un flujo diferente de
cero del nodo 1 al nodo m, sSlo si el nodo m es alcanzable al
nodo 1. El procedimiento del &rbol puede usarse para determi
nar si m es alcanzable, y si lo es, el algoritmo producird
una ruta de 1 a m. Al examinar los arcos de esta ruta podre-
mos determinar su capacidad entre el nodo 1 y el m, lo cual

nos dard un flujo inicial positivo (y entero).

Posteriormente habrd de considerarse la naturaleza de la
red en este punto en términos del flujo adicional que deberd
asignarse. Si en el arco {i,j) hay un flujo xij' sin capaci-
dad se reduce a kij - xij ya gue este es el flujo miximo adi-
cional gque puede asignarse a 8l. Por otra parte, la capacidad

inversa en el arco (i,3j) se incrementa a k,., + puesto que

s K, .

13 12

un incremento pequefo hacia atrds del flujo se realiza actual-
mente como una reduccién en el flujo enviado a través del ar-

co. Una vez que se han llevado a cabo los cambios anteriores,
el procedimiento del &rbol puede usarse de nuevo para encon-

trar una ruta del nodo 1 al nodo m con el flujo adicional asig

123



nado, quedando una ruta aumentada. .Por cierto, si m no es
alcanzable al nodo 1, no puede haber flujo adicional asigna-

do, completdndose asi el procedimiento.

Como lo hemos sefialado, el método se basa en las aplica
ciones repetidas del procedimiento del &rbol, el cual se im-
plementa por etiquetas y blisquedas. En vez de reexaminar
los arcos después de la ruta encontrada, se determina, duran
te la bfisgqueda inicial, el arco con capacidad minima de la
ruta aumentada, llevando consigo mis informacién en las eti-
quetas del algoritmo del &rbol. En efecto, la etigueta del
nodo { tiene la forma [k, Ci)' donde k denota un precursor
del nodo y Ci es el flujo mdximo que debe enviarse del nodo
fuente al nodo { a través de la ruta producida con las etique

tas y la bfisqueda. El procedimiento es el que sigue:

ALGORITMO. Flujo Mdximo

BROPOSITO. Deteaminar el {Llujo mdximo en una red con nodo
fuente "1" y node sumiderc 'n'.

DESCRIPCION
Paso 0. - Hacer xij = 0 (vi,j) y £f=20

Paso 1. Btiquetar el nodo 1 con *"{(-,»)*. Los dem&s nodos no

se etiquetan.
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Paso 2. Seleccionar alguna etiqueta del nodo i para la bbs-
queda: (k,Ci). Para todos los nodos j no etiqueta-

dos tales que (1,3} es un arco con xij

nar la etiqueta (i,cj), donde Cj = min {Ci' kiA—xijJ.

Para todos los nodos 3 no etiquetados tales gue {3,

< kij' asig-

i) es un arco con xij > 0, asignar la etiqueta f{i,

Cj), donde Cj = min (Ci, Kij}'

Pasc 3. Repetir el paso 2 hasta que se etiquete el nodo m o

hasta que no se puedan asignar mis etiquetas. En

tal caso la solucibn es dptima.

Paso 4. (aumento}., Si se etiqueta el nodo m [{i, Cm)], en-
tonces incrementamos f y el flujo sobre el arco (i,
m) estari dado por Cm' Continuar hacia atr8s en la
ruta aumentada por los nodos, incrementando el flujo,

en cada arco de la ruta, en Cm. Regresar al pado I.

La validacién del algoritmo debiera ser evidente.
8in embargo, la prueba completa se considera hasta despufs de
ver el Teoaema del Flufo Mdxdmo-Cortadura Minind, No obstan-

te, establecemos enseguida la converdgencia del algoritmo.

Proposicién. El algoritmo del F.M. converge en un n@mero fi-

rito de iteraciones.

Prueba. Recordemos, antes que nada, que todas las capacidades

* Ver la demostracifn en el apéndice D.
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son enteras y no negativas. Ademfs, al menos por la suma de
las capacidades, el flujo esti acotado. Asf{ pues, comenzan-
do con flujo cero, la capacidad minima disponible en toda la
fase serd un entero y, segfin el flujo, se aumentard -en todo
paso- por un entero. Este proceso debe terminar en un nfime

ro finito de pasos puesto que el flujo es acotado.,

Bjemplo 8. En la figura que sigue se ilustra el procedimien-
to. El nodo 1 es el fuente y el 6 el sumidero. Las capacida
des se muestran sobre los arcos y también la etiqueta inicial
gue se obtiene por medio procedimiento. En este caso, el

nodo sumidero se etigueta, indicando un flujo de una unidad.

(1,1) 2,1)

(4,1)

,2) (2,1
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Los nfimeros en los cuadritos de la figura anterior indican los
flujos totales en esos arcos. Las nuevas etiquetas se encuen-—
tran y afaden, Notemos que el nodo 2 no puede etiquetarse a
partir del nodo 1 puesto gque no exsite capacidad en esa direc-
cién. El nodo 2 puede etiquetarse a partir del nodo 4 ya que
el flujo existe, dando una capacidad inversa de una unidad.
Volvemos a etiquetﬁr el nedo sumidero y puede construirse una

unidad mAs de flujo.

Ahora la ruta aumentada es:
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(=1 ,)

A esta red se le aRade una nueva etiqueta. Se etiqueta el no~
do sumidero y upa unidad adicional de flujo puede enviarse del

nodo fuente al nodo sumidero. La ruta de esta unidad es:

Notemos gque se incluye un flujo del nodao 4 al node 2: sin
embargo, un flujo igual no se permitid en esa direccibn en la
red original., BEste flujo se permite porque ya hay un flujo en

la direceifn opuesta. Bl flujo total es:

118



Los niveles de flujo aparecen en los cuadritos. Este es el
flujo miximo, ya que puede etiquetarse sblo el nodo fuente.
Para obtener algunos resultados adicionales a partir del con=-

cepto de coatadura en una aed, ver el Apéndice E.

2.2.5.4 Dualidad.

El "Teorema de Flujo Maximo-Cortadura Mf{nima" sugiere una
conexién con el Teorema de Dualidad. En efecto, el problema

de F.M. es el P,P,L. {13}, cuyo P.P,L. dual es:

min wtk
s.a8. WA= wt
(14)
pes1
w20
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Reescribiendo el dual con detalle, tenemos:

min ;‘ Yy kij
13
S.a. by <My = g (15)
Uy = My T 1
wij =0

El par i,j se incluye sdlo si (i,3j) es un arco en la red. Una
solucién factitle del problema dual puede encontrarse en t&rmi
nos de un conjunto contadura ($,5). En particular, es fécil

ver que

1, 51 ies8

wi

0, 8i-i¢

Ly sio (1, De(s,§)

i

0, en otro caso

es una solucién factible. EI valor del P.P.L. dual que corres
ponde a esta solucién es la capacidad de cortadura. Si toma-
mos al conjunto cortadura en lugar del determinado por el pro-
cedimiento de etiquetas del algoritmo de flujo mé&ximo, podre-
mos ver que la optimalidad se verifica por la condicién de hol
gura complementaria. El valor minimo del dual coincide con la

capacidad de la cortadura minima.
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2.2,6. BL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA (R.C.)

Supfngase que tenemos una red G con m nodos, n arcaos Y,
asociado a cada arco {i,j) en G, un costo Cij' 34 problema
de £a nuta mds corta se expresa como "encontrar la ruta (me-
nos costosa) mis corta del nede 1l al nodo m en G". El costo
de la ruta es la suma de los costos sobre los arcos en la

ruta,

Podemos pensar en el problema de la R.C. dentro del con-
texto del flujo en una red si se disena una red en la que se
desee enviar una sola unidad de flujo del nodo 1 al nodom a

un costo minimo. Luego, b, =1, b_= -1y bi =0 parai$1

1 m
6 m. La formulacién matem&tica vendrfa a ser, pues,

11
min C,.x
121 351 13743
o m 1, si i=1
s.a. j£1 X4 - El X, = 0, si i=16m (16)
3 -1, 8i i=m
xij =061, i,j=1,2,,..,m

en donde las sumas y los requerimientos 0 y -1 se toman sobre
arcos existentes en G. Las restricciones xi:.| =0 6 1 indican

que cada arco estf en la ruta, o no esté.

Ignorando las restricciones 0 y -1 se encuentran de nuevo

lag ecuaciones usuales de conservaci6n de flujo. La matriz de
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incidencia nodos-arcos asociada a las ecuacionesd de consderva-
cibn de flufo es totalmente unimodular. Por 1o tanto, si reem
plazamos ¥35 ° 051 par ®i4 > 0, ¥ si existe una solucibn &p-
tima, entonces del m&todo simplex se obtendrfa afin una solu~

cibn Gptima entera en la que el valar de cada variable es ‘ce

ro' o 'uno'., Asi pues, se puede resolver como un P,P.L.:

i1
min C, X, .
i=1 =1 43743
@ 1, sii=1
s.a, = Jxk; =40, sii=1ldn (17}

X,
I 51
i=1 k=1 -1, sii=m

xij 20, 4,3 =2,.004m

Debido a que el problema de la R.C. es un problema de F.M.
en una red, podemos reselverle por alguno de los métodos des-

critos en la seecidn anterior.

Consideremos el dual del problema de la R.C.:

s.a. W, - W, £C,. i, = 1,2,...,m 7 (18)

w; no restringide i = 1,2,...,m

3 Py L
Es conveniente hacer la sustitucisn Wi oT Wi Como veremas en

la solucibn Sptima, w; - w]t es la distancia mfis corta del nodo



1 al node i. Por lpo tante, podemos obtener la distancia mds

corta del nodo 1 a todos los nodos de la red.

Existen varios métodos para encontrar la ruta mfs corta:
algunos consideran s6lo costos no negativos, otros costos ne~
gativos y otros costos arbitrarios, Veremos a continuacién
un algoritmo gue considera costos arbitrarios utilizando eti~

quetas.

SupSngase para ello que con cada nodo j se asocia una
etiqueta (i, w;), donde la primera componente i da el nodo in~
mediato anterior al nodo j en la ruta y la segunda componente,
u;, indica el costo (longitud) de la *mejor” ruta actual del
nodo 1 al nodo j. Sea gy = CA2<0 Ciy El algoritmo de etigue-
tado resulta como sigue: ]

ALGORITHMO, Rula mds corta

PROPOSITO, OUbtener La aula mdy conta en una xed que admile
cualquienr coidlo.

DESCRIPCION

Paso 1. Etiquetar el nedo 1 como {(~,0} y el nodo i como
{~,m), para i=2,...,m.

paso 2. Si w% < wi + ¢y para i,3=1,...,m terminar; se ha ob-

tenido la solucién fSptima., En caso contrario, se se-

lecciona (p,q) tal que w; > w; + cpq y el nodo g se



'

hace (P, w' =w' +c_). Siw <c terminar; ha
*¥q T ¥p T Cpg q * %’ Y

un circuito negativo en G. En caso contrario, se

repite el pasc 2.

Para identificar los arcos en la ruta mids corta, se em-
pieza en el nodo m. Si la segunda componente w& en el nodo m
es =, entonces no existe una ruta del nodo 1 al m en G. En
caso contrario, la primera componente en el nodo m, por ejem-
plo k, da el nodo anterior en la ruta mis corta. Sa busca ha-
cia atrés el nodo k y se repite el proceso hasta alcanzar el

nodo 1,

ng&glm 9. Considere la red de la siguiente figura, en la que

se desea encontrar la ruta mé&s corta del nodo 1 al 4.

No hay un orden requerido en el gue se deban considerar los
arcos para que-el algoritmo converja. Primero empezamos con

c0=-l ~ 4 ~ 6 = ~11. Etiguetando los nodos tenemos:
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(-,=)

seleccionamos el arco (1,3} tal que w_.; > wi +@p 4 @ > -1, por
lo tanto la etigueta del nodo 3 queda (1,-1):
(~,=)

'§eleccionamos el arco (1,2} tal que wé > w]" + e @ > 27, por

12°

lo tanto la etiqueta del nodo 2 es (1,2):
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Seleccionamos el arco (2,3) tal que w:; > w; +e,yq, -1 ;2,

por lo tanto la etiqueta del nodo 3 es (2, -2):

w3

(2,-2)

seleccionamos el arco (3,4) tal que w4' > w; + e340 ® > -8, por

~lo tanto la etiqueta del nodo 4 es (3, -8):
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(2,-2)

Todo" w ! <w, +'cij', verificando tenemos que:

3=
f '
-2=wziwl+cu- 2
2wl cw e =<1
3 -1 13
= w'! ' = -
-2-w3:w2+c23— 2
-8 =wi <wl +c 6
4 - 72 24
' f
-8=w45w3+c34=_g

Por lo tanto es 6ptimc, lo que implica que existe una ruta mis
corta con longitud -8, la ruta es (1,2}, (2,3) y (3,4) siguien
do la trayectoria hacia atr8s, es decir, a partir del nodo fi-

nal, en este caso el nodo 4.
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CAPITULD 3

METODOS PRIMALES DUALES: ANALISIS DE REDES DE FLUJO
(Primera'parte)

El Algoritmo Primal-Dual es un algoritmo general para re-
solver P,P,L., Se desarrolld a partir de un algoritmo menos ge
neral utilizado en ciertos problemas de redes y ha proporciona
do las ideas claves para genelaa algoritmos especializados en

problemas de redes,

La idea central del Método Primal-pyal es la siquiente;
se parte de una solucibn factible del problema dual (que se
propone como aproximaci6n a la solucibn Sptima) y se genera
después un, asi llamado, problema primal restringido cuya solu

©idn proporciona uno de los siguientes resultados:
i) La solucifén 6ptima del problema primal

ii) Una solucién del dual del primal restringido,
que mejora la solucibn factible del problema
dual original.

En el primey caso el procesc termina, mientras que en el
segundo caso se mejora la soluci6én factible del problema dual,

y el proceso se repite.



Un aspecto importante del proceso efectuado por el método

primal-dual es que termina en un nfimero finito de iteraciones.

El proceso de terminacidn equivale a que las soluciones primal

y dual sean factibles y satisfagan las condiciones de holgura

complementaria de la programacién lineal,

ceso primal-dual se da en la figura 1,

Se considera al algoritmo primal-dual

en si mismo

Un esquema del pro-

como

un algoritmo dual, puesto que se parte de una A factible en el

problema dual y se mantiene siempre la factibilidad dual.

SOLUCION
OPTIMA:

*

X

PRIMAL DUAL PRIMAL
m——
(2) (D) STRINGIDO
{PR}
X
DUAL DEL
AJUSTE DE PRIMAL
A RESTRINGIDO
(DPR})
u
Ficura 1,
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En caso de gque ¢ > 0, se puede tomar \ = 0 como solucién ini-
cial dual factible. <Cuando ¢ es no negativa, sin embargo, pue

de encontrarse una \ factible,

En este capitulo se lleva a cabo la especializacién del
método primal-dual para los problemas de transporte, de asigna

cifn, de ruta mis corta y de flujo maximo.
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3,1 'EL PROBLEMA DE TRANSPORTE.

Considere el problema de transporte en la forma:

n m
min . JON
j£1 121 “15*43
n N .
s.a. ‘):1 Xjy = ag iRl el
i= ~ R
{1}
n : E
izl *3i3.7 b,i ! 3=l
xij >0 v i,j
n

donde suponemos gue ) bj Y cij > 0. También supone~

ai =
i=1l 3=1
mos gue las a; ¥ bj son enteros no negativos. El correspon-

diente problema dual es:

2)

Bl algoritm¢ primal-dual se inicia con una solucibn facti~
ble para el dual (toda by = oy vj = 0 son adecuadas). De
acuerdo a este algoritmo, correspondiente a la solucifn dual

Factible se dice que el par (i,j) pertenece al gopjunto admisi~

ble 8 si la (i,j) ~6sima restriccifn dual se satisface con
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igualdad, esto es, el par (i,3) es admisible si “i'vj = cij'

En este caso el problema primal restringido se define en tér-

minos de los indices admisibles. De manera especifica,la de-

finicibn general del problema es:

=1
n e e
s.a. -glxij tyg=agy i=1l,...m
J=L T -
1,
X
R {3
ne xij >0 Vi3
yi >0 ¥ i
>0
zJ > ‘ ¥ 3
x4 = 0 para i,3 ¢S
m n
Debido a la condici6n de balance se tiene que | vy = b zj en
121 551

alguna solucién.

? g
min Y. + zZ,
. i =1 i

Alternativamente, el problema puede ponerse

en forma de un problema de flujo m8ximo. La funcibn objetivo

la reescribiremos como:

i

m

L

1

g E ?
{a, - R,.) + (b, - X.a)
S NS S Rt B S A
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de la cual se ve que un problema equivalente es maximizar

g ?

X, .
j=1 i=1 13
blema de flujo miximo sobre la red siguiente:

sujeto a las restricciones en (3). Este es up pro-

Figura 2. El problema de transporte en una red de flujo.

En la figura 2 el flujo va del nodo fuente 0 al nodo su-
midero D. Las ai's Y las bj’s indican las capacidades de los
arcos origen y terminales, respectivamente, Los arcos centra-
les tienen una capacidad infinita de envio (la cual puede ser
representada por un nmero entero muy grande), pero tal arco
se presenta en la red solo si corresponde a un par (i,j}, admi
sible;‘ Si xij denota el flujo en el arco (i,j)-€sima, enton-

ces Z x,. es el flujo total que deja el nodo i.
je1 13
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Este tambifn es el flujo de entrada del nodo i a la izquierda

y este flujo no debe ser m&s grande que ag. El flujo total
m n

que deja el nodo D es £ = ] | x,
i=1 j=1 3

tringido maximiza este flujo. El problema puede ser resuelto

El problema primal res-

por el algoritmo @e flujo m&ximo. Si el resultado es facti-
ble para el problema original, también es Optimo. De otro me
do, se hace necesario cambiar las variables duales y empezar

de nueva cuenta.

La solucién del problema dual asociada al problema primal
restringido (3) determina la manera en que 1la solucifn dual
inicial debe cambiarse. Dicho dual es, especificamente, el pro

blema:

max % ajr; + § b.s.

i,3 €8

wn
Y
jal
+
n
in
=)

{4)

"
A
-

u
A
-

La solucibn para este dual puede determinarse directamente de
la etigueta final del algoritmo de flujo miximo. Especifica-

mente,

+ 1 si el nodo i estd etiquetado

-1 si el nodo i no estd etiguetado
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(5)
(- 1 si el nodo j esti etiquetado

+ 1 si el nodo j no esti etiguetado

De acuerdo con el algoritmo general primal-dual, la solu-
cibn dual factible original es actualizada al afadir un milti-
Plo de la solucibn dual restringida. El mGltiplo se determina
introduciendo uno o mAs arcos admisibles. Para encontrar el
m@ltiplo apropiado, sean I y J los conjuntos de etiguetas para
los nodes de oferta y demanda respectivamente. Entonces defi-

nimos:

h = min (cij-ui—vj)>u

iel (6)
jta

De acuerdo al método general primal-dual, h/2 veces la so
lucién (5) deberfa sumarse a la solucibn factible original del
dual, Sin embargo, primero sumamos h/2 a todas las ui's y
sustraemos h/2 de todas las vj's (una operaci6n que no altera
la factibilidad o la admisibilidad del arco). La forma actua-

lizada toma la forma:

;1=“1+h' iel
B = Ui 1‘I
,.l i N
vj=vJ-h, jed
vj=vj, j 4T



Esta es la férmula convencional usada para el problema de
transporte. El algoritme continua buscande 105 arcos admisi-

bles y el flujo méximo.

3.1.1 FORMA DEL ARREGLO

Todos los cdlculos requeridos para el algoritmo primal-
dual pueden realizarse sobre arreglos solucién y coeficientes
de costos como en el método simplex para el problema de trans-

porte, No es necesario consStruir la red explicitamente.

3.1.2 ALGORITHO PRIMAL-DUAL

PROPOSITO. Resolver el P, T, cuando ¢ tiene una so0lucidn dual
fagtible,

DESCRIPCION

Paso 1, (Inicializacifn)}, Primero, del arreglo de coeficientes
encontrar una solucibn dval factible. Un procedimien~
to comGn es que u; = min cij para el renglén i y
vj=min tcij—ui) para la columna j. PEsto garantiza que
cij = g + Vj’ se obtenga al menos una vez en cada ren
glén y columna. Enseqguida establecemos un tableau 50~
lucibn en donde los requerimientos a; vy bj estin en
una columna y rengldn extras, respectivamente., En las
celdas con circulo se da la igualdad cij=ui + vj para
las i,3 correspondientes. El tableau es el siguiente
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Paso 2.

(inicialmente todos los flujo son cero):

O C . A

Tableau solucibn

Encontrar el flujo miximo. El flujo miximo es asigna
do a las celdas admisibles (cfrculo)}. El flujo méxi-
mo se encuentra por el procedimiento de etiquetas.
Las etiguetas de la forma (k, ci) estdn junto a los
renglones y columnas. En cada fase las celdas cancir
culo deben tener nimeros denotando los niveles de flu

jo.

a) Etiquetar todos los renglones en donde hay oferta

excedente. Si el renglén i es de esta clase asigne
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la etiqueta (s, ci), donde ci es el excedente en el

renglén,

b} En cada renglén etiguetado i, vea las celdas con
circulo. 5i tal celda ocurre en la columna j, eti-
quete la columna con (i,cj) donde cj = Ci' Si una
columna con excedente es etigquetada, una trayectoria

existe, ir al paso (e).

c) En cada columna etiquetada j, vea las celdas con
circulo para las cuales xij > 0. Si tal celda se en
cuentra y el renglén i no ha sido etiquetado, etique

te el renglén con (3, Ci)’ donde €, = mxn(cj, xij)'

d) Repita el paso (b} y (c) hasta encontrar la tra-
yectoria ¢ demostrar que no es posible etiguetar mis
renglones ¢ columnas. En el primer caso ir al paso

(e). En el segundo caso pare, el flujo es miximo.

(e) Suponga que la trayectoria existe en la columna
k. Sea f el minimo de cy Y el excedente en la colum
na k. Entonces, si el excedente en la columna K es
(u, Ck)' modifique el flujo a §uk = X * £. Sila
etiqueta es el renglén p es (J, cu), sea Quj = x“j-f.
Continue hacia atr8s a través de la cadena, incremen-
tando y decrementando alterntativamente los flujos,

hasta gue un renglén alcance la etiqueta s del node

fuente. Quite todas las etiquetas y regrese al paso (a).



Paso 3. Las variables duales actualizadas. Si el flujo maxi-
mo gue se encontrd en el paso 2 no tiene excedente,
entonces tenemos una solucibn factible para el proble
ma original y por tanto es 6ptima. Si por el contra-
rio hay excedentes, las variables duales son actuali-
zadas de acuerdo a (7). Haga un circulo al nuevo es-
pacio de celdas admisibles, borre las etiquetas y re-

grese al paso 2,

Ejemplo 1. Congideremos el P.T. del también ejemplo 1 del ca-

pitulo anterior. Resolvdmoslo usando este método.

El arreglo de los coeficientes es, pues, el siguiente:

Yy

3

IR
OIOIE

v, 0 0 0 1

()
NoonP

S.D.F. del ciclo 1

Como ya sabemos, sus renglones y columnas muestran la solucibn
factible inicial, para el dual (bB), obtenida en el paso l.

Los cfrculos indican en dénde cij = uy + vj.
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>lternedidn 1, E1 tableau solucién se construye con cir=~
culos colocados en las mismas celdas correspondientes. Debi~
do al excedente en todos los renglones y columnas, al princi-
pio el procedimiento de etiquetas es trivial y nos conduce a
repetir la trayectoria. Esta fase es una modificacibdn de la
regla de la esquina noroeste, restringida a las celdas admisi

bles. De esta fase resulta la solucidn

10 i 30

@ 50

OlIDIGlGIE
CIINIOIK

10
10 ] s0 ] 20 | 80 207}

@

5.D.F, del ciclo 1

Para llevar a cabo el procedimiento de etiquetas, se etiquetan
primeramente los renglones con oferta excedente. En nuestro
caso, etiquetamos los renglones 1, 2 y 4. La etiqueta es
{s,c), donde s denota al nodo fuente y ¢ es la cantidad exce-
dente, Posteriormente etiquetamos las columnas 1, 2, 3 y 5,
pues contienen circulos en las celdas de laos renglones etigue-~

tados:
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(1,20) (2,30) (4,30) (3,20) (4,300

{s,20) @ 30
w0 [ ()| (o) 80
e [T O O

{s,30} @D
. 20

10 50

NG
20

80 ]

S.D.F, del ciclo 1

Observemos que el renglén 3 lo hemos etiquetado porque
éontiene una celda con flujo positivo en la columna ya etique
tada. En este caso, ¢=10, debido a que dicho flujo es menor
que la etiqueta ¢ de 30 de la tercer columna. Por filtimo,
etiquetamos la columna 4 porgue tiene un cfrculo en la celda
del renglSn 3. Esta es una trayectoria pues se tiene un exce

dente en la columna 4.

El flujo se ajusta siguiendo la ruta hacia atris: + 10
en la celda (3,4); =10 en la (3,3) 'y +10 en la (4,3). La ru~
ta termina en el renglén 4 pues se etiqueta el "nodo fuente"
Posteriormente, ajustamos el tableau y recalculamos las eti-

guetas, dando por resultado:
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(1,20) (2,30} (4,20) (4,20)

(5,20) 10 30

{5,30) (@ 80
[ORICINONK
(5,20) Q@ @ 60

10 50 20 80 20

003

Solucién primal fptima en el ciclo 1

En este caso no hay trayectoria: el {fujo es mdximo. De cual
quier forma, debe actualizarse, y empezarse con ello un nuevo

ciclo, El valor de h es;
h = min (cij i Tl vj),
para i = 1,2,3 y j=4. El mindmo ocurre para i=4; h=1,
Las variables duales se revisan de acuerdo a ( 7).

>lterac4dn 2, Los nuevos valores, asi como los coeficien

tes de costo, son:

51

@ al 6] 8] o] 4

@Cz) al s s | 3

2| 2| 2 G) 2| 2

ARIOIOIOK
AR EREE

§.D.F. del cicleo 2
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Hemos de notar que existen ya, menos celdas admisibles que en
el caso original. Sin embargo, todas las celdas gue actual-
mente se usan en el flujo son afin admisibles, apareciendo una

nueva celda admisible en el lugar (4,4).

En el paso siguiente los valores del flujo modifican el
tableau solucién, actualizando, claro esté, los lugares de
las celdas que corresponden a los lugares admisibles. Enton-
ces, para este nuevo conjunto de celdas admisibles, encontra-

mos el flujo miximo. Veamos:

(1,20) (2,30

(s,20) ® 30
(s,30) O G@ 80

10 10

@@ @

10 50 20 BO

Solucibn Primal fptima en el ciclo 2.

Etiquetamos los renglohes con excedente, a saber, los renglo-
nes 1 y 2. Enseguida etiquetamos las columnas 1 y 2 ya gue

contienen circulos en las celdas de los renglones etiquetados.

Como ya no podemos etiquetar mis renglones y columnas,
el flujo es mdximo. Actualizamos entonces el dual (D) para

los Sndices i = 1,2y j = 3, 4, 5. El m{nimo ocurre para



i=2y3j=4; h=1.

De nueva cuenta revisamos, de acuerdo a (7 ), las varia

bles duales.

>Iteracidn 3. Los nuevos valores, asf como los coefi-

cientes de costo, son ahora:

OO0

V. -2 -2 -1 1 -1

S.D.F. del ciclo 3

Notemos que en el lugar (2,4) aparece una nueva celda admisi-
ble. En el pasoc que sigue los valores del flujo modifican el
tableau solucibn, actualizando los lugares de las celdas -con
cfrculo- que corresponden a los lugares admisibles. Entonces
para este nuevo conjunto de celdas admisibles, encontramos el

flujo m&ximo, Veamos:



(s, 20) Q@ 30
@ @ |
RO
QIO

10 S0 20 20

i

Solucién Primal dpiima en el cicle 3,

Etiquetamos los renglones con excedente, es decir, sélo el
renglén 1. Etigquetamos enseguida la columna 1 ya que contie

ne un cfreulo en la celda del renglén etiguetado.

Como ya podemos mis renglones y columnas, el flujo es
mdximo, Actualizamos el Qual (D) para i=l, y j=2,3,4,5. El

minimo ocurre para i=l, y j=2; h=l.
Revisamos, de acuerdo a (7)), las variables duales.

>Iteracidn 4. Los nuevos valores, asf como los coefi-

cientes de costo, son:

QIOKIIEIK
2 (z) 4 (5) s |4
2| 2] 2 @ 2|2
3 3 (2) 4 @ 3

~3 ~2 | -1 1i-~1

S.D.P. del ciclo 4
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Nuevamente notemos que en el lugar (1,2) aparece. En el si-
guiente paso los valores del flujo modifican el tableau solu
cién, actualizando los lugares de las celdas ~con cfrculo-
que corresponden a los lugares admisibles. Asf pues, para
este nuevo conjunto de celdas admisibles, encontramos el flu

jo miximo. Es:

©) m m

10 1o
20 20 20 60
10 50 20 80 20

Solucidn Primal 6ptima en el ciclo 4

Como el flujo mdximo no tiene excedentes, la solucibn
e factible pana el problema original y, por tanfo, ed Opti-
ma. La solucién &ptima es: x11=10' x12=20, x22=30, x24=50,
=20, x

=10, x43=20, =20 y cero para las restantes xij.

*34 ¥44
con lo anterior, x°=610.

45
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3.2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION.

Consideremos el P.A. en la forma que sigue:

.
min C, . X, .
js1 0 g=y 1378

n
s.a jzlxij =1, i=1,,..,n

(8)
n .
izlxij =1, i=l,.eom
xi.j >0, i,3=1,...,n

Es requisito indispensable que cada una de las variables
tomen los valores 0 6 1; en cualquier otro caso la soluecibn

no tendrfa sentido pues no es posible hacer asignaciones

fraccionarias. El problema dual (D) que le corresponde es:

T+ 1
max H, + v,
j=1 *  j=13

(D) s.a uy v < ¢y (9)

L 4 Vj no restringidas

EL P.A. ¢4 un caso parnticulan del P.T. y su estructura permi~
te una mayor eficiencia en la aplicacién del A.P-D. Dicho

procedimiento puede llevarse a un arreglo y el proceso de eti
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quetas simplificarse. Lo que resulta es el Mé&todo Hinganro,

primera forma del A.P.~D.

3.2.1 ALGORITMO PRIMAL-DUAL (Método Hfngaro)

PROPOSITO. Resolver el P.A,

DESCRIPCION
Paso 1. (Inicializacién). Del arreglo de coeficientes de

costos encontrar primeramente una solucifin dual factible (S.
P.F.). Encontrar las ui's como u, = min cij para el i-ésimo
renglén; entonces los coeficientes de costo se modifican por
cij -y Después vj = min(cij - ui) para la j-ésima colum-
na; entonces los coeficie tes del arreglo estardn formados por
Ciy "Wy T vj. Los coeficientes cero representan las celdas
admisibles. Asf, el problema original se trnasforma en uno
equivalente, fdcil de resolver. Restando una constante de al
gGn renglén o columna de la matriz de coeficientes no cambia-
rd la solucibébn Sptima porgque cualguier solucién debe tener

xij = 1 en tal renglén o columna.

Paso 2. (Encontrar el flujo miximo}. El flujo miximo se asig
na a los coeficientes con cer gque representan las celdas ad-
misibles. El flujo se encuentra por el procedimiento de eti-
quetas; en este caso, la etiqueta sb6lo necesita el fndice

apropiado del renglén o columna; no se requiere capacidad de
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de la“etigueta ya que siempre es igual a la unidad.

a)

b)

c)

d)

e}

Etiquetar todos los renglones donde no hay celda asig

nada. Si el renglén i es tal rengldn, ponga s.

En cada renglén etiquetado i ver los coeficientes con
valor cero (es decir, las celdas admisibles). Si ocu
rre en la columna j, etiquetar la columna j por i.
Si una columna con excedente se etigueta {es decir,

si se etigueta una columna sin celda), ir a (e).

En cada columna etiquetada j ver los coeficientes asig
nados para los cuales ST 1. Si tal celda se encuen
tra y el renglén i no se ha etiguetado, etiguetarlo

con j.

Repita el paso (b) y (c) hasta encontrar la trayectoria
(es decir, hasta que pueda etiquetar una columna sin
celda asignada), o no es posible etiquetar mis renglo-
nes o columnas. En el primer caso, ir a (e}. En el

segundo, pare el £lujo es miximo.

Suponga que la trayectoria ocurre en la columna k. En
tonces modifique el flujo. Si la etiqueta en el ren-

glén u es j. continuar hacia atrds a través de la cade
na, incrementando y decrementando alternativamente los
flujos, hasta que un renglfn alcance la etigqueta s del

nodo fuente. Quite todas las etiquetas; regresar al
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paso (a).

Paso 3. (Las variables duales actualizadas). §i se encuen-
tra que el flujo miximo no tiene excedentes, esto es, si se

completa una asignacién, la solucién factible para el proble
ma original y, por tanto, es fplima. La solucibn Optima es
aquella en la que xij = 1 si la celda {(i,j) se asigna, y xij
= 0 para las celdas restantes. Si por el contrario, hay ex-
cedente, es decir, no se completa una asignacién, las varia-
bles duales se actualizan. Hacemos una bfisqueda sobre todas
las celdas correspondientes a los renglones etiguetados y co
lumnas no etiquetadas para el valor mfnimo de cij - M- Vj

en el arreglo. Se actualizan, entonces, los coeficientes de
costo del arreglo restando este valor de todos los renglones

etiquetados y sumando este valor a las columnas etiquetadas;

borrar las etiquetas y regresar al paso 2.

Ejemplo 2. Consideremos el P.A. con los siguientes coeficien

tes de costo:

12 7 [ 3 10
8 5 9 6 8
6 13 9 6 10

Lo 5 8 9 12

11 12 5 6 3
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Encontramos las variables duales por el procedimiento antes
descrite. Encontramos primeramente las ui's via la expre=-
sibn By = min cij en el i-&simo renglén. Modificamos enton-~
ces los coeficientes de costo del arreglo con cij-ui' los
cuales nos dan la:

>lteracitén 1.

7 2 1 0 5
3 g 4 1 3
0 7 3 [} 4
5 0 3 4 7
8 9 2 3 0

Posteriormente, y a partir de este arrglo, encontramos los

vj's via la expresibn vj = min(c,. - ui) . Entonces, los coe-

ij
ficientes del arreglo los formamos con cij -y - vj, que re-

sultan ser:

7 2 1] 0 5
3 0 3 1 3
[+] 7 2 0 4
5 [ 2 4 7
8 9 1 3 0
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No es necesario gque recordemos laos valores de ¥ Y Vj‘
Solamente los coeficientes de costo son necesarios. Los coe

ficientes cero representan las celdas admisibles,

Una interpretacifn Gtil de este procedimiento de iniciag
lizaci®n es que el problema original se transforma en uno
equivalente, mds f4cil de resolver. Restando una constante
de algiln renglén o columna de la matriz de coeficientes, la
solucifn 6ptima no cambia ya gue cualquier solucifn debe te~
ner xij=l en tal renglén o columna. Asf, la funcibn objeti-
vo se decrementard (por el valor restado}, pero la solucibn
no cambiard. En té&rminos del nuevo arreglo, es claro que po
drfamos hacer asignaciones en las posiciones que tienen va-
lor cero. Si después de este procedimiento de sustraccién,
podemos producir una asignacibn completa sobre los elementos

cero, dicha asignacién podrfa ser la Sptims.

El paso que sigue en el procedimiento es maximizar el

£lujo usando el método de etiguetas. En este caso, la etique

ta sblo necesitard del fndice apropiade del renglén o colum-~
na; no se requerird la capacidad de la etiqueta puesto que
siempre serd igual a la unidad. El resultads de maximizar el
flujo es el siguiente {indicando con un cuadro los lugares

asignados) :

165



s
72@05
23@313
B7204
st s | o | 2 | a | 7
8

La solucibn obtenida no completa una asignacidn, asf la va-
riables duales (o equivalentemente el arreglc de costo modi-
ficado) debe actualizarse. Hacemos esta bfisqueda sobre to-
das las celdas que corresponden a los renglones etiquetadas
y columnas no etiguetadas para el valor minimo de cij—ui-vj
en el arreglo. En este caso el valor minimg es uno. Actuali
zamos entonces los caeficientes de costo del arreglo restando
este valor de todos los renglones etiguetados y sumandoselo

a las columnas etiquetadas. El resultado da lugar a la:

>1tenncibn 2.

1 2
73@05
22@202
Ejezols
sl a b o | 1] 3] s
61013@
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Iniciames la rutina de flujo miximo sobre el nuevo arreqlo,
el cual etiquetamos. La trayectoria ocurre en la columna 4.

La nueva asignacibn, encontrada "hacia atris, es la que sigue:

1] 3 flo}] o 5
2 | o IDIE

Es una asignacin completa y, por tanto, fptima. La solucién

6ptima es: Xy3 = X4 = Xgy = 42 = Xge = 1 y las xij = 0 res-

tantes. As{ pues, X, = 26,
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3.3 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

El problema de F.M. puede plantearse como un flujo de
valor v que corre del nodo fuente al nodo sumidero y defini-

do como:

max v

+v nodo fuente

Af nodo final (10)

[
1
<

0 otros

donde A es la matrfz .de incidencia nodos-arcos de una grédfica
dirigida y £, b € R™ son los vectores de flujo y capacidagd,

respectivamente.

Podemos reescribir {10) usando el vector d & R" definido

como:

-1, i 1 {nodo fuente)

d = {+1, i=n (nodo sumidero)

0, en otro caso

El P.P.L. es, entonces,



max v

Af + dv

In

5
Ia
© U o

(11)

1
n
in

La reformulacibn anterior se parece al dual de un proble
ma estindar de P.L, La idea es encontrar, directamente de
(11), el dual del primal restringido (D.P.R.} sin pasar por el
primal restringido. De acuerdo al procedimiento definido para
la obtencién del dual restringido, podemos observar las reglas

giguientes:

-~ reemplazar el vector del lado derecho por

cero.
~ eliminar los renglones que no estin en P.

- agregar las restricciones f < 1 y v < 1.

Asf{ pues, el dual restringido queda como:

max v

s.a Af + dv < 0, para todos los renglones

.

f < 0, para renglones con £ = b en (11) (12}
~f < 0, para renglones donde £ = 0 en (11)
£f<1

vl
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Una interpretacién de (12} es la siguiente: encontrar una tra-
yectoria del nodo fuente al nodo sumidero -para un flujo de
valor 1- que use los arcos en la forma que sigue: arcod satu-
rados en direccidn inversa, ancos con gEujo cero en direccién

hacia adelante y todo$ Los demds ancos en cualguier direceibn.

El paso que sigue en el A.P-D es encontrar una trayecto
ria aumentada, ‘que corresponda a aumentar un filujo f tan gran
de como sea posible, es decir, hasta atravesar un arco en di-
reccibn inversa guedando sin flujo (se cancela todo flujo), o
bien, hasta atravesar un arco saturado en direccién hacia

adelante.

Hemos de apreciar que la solucifn al dual restringido,

de acuerdo al procedimiento anterior, no requiere el uso del
simplex. Una vez que se encuentra la solucién al dual restrin
gido, se procede a actualizar el dual (que corresponde direc-
tamente al problema de F.M.) agregindole el flujo encontrado
en la trayectoria aumentada. Por Gltimo, se procede a resol-
ver de nuevo, a partir del dual actualizado, el dual restrin-
gido, hasta que no se pueda definir una trayectoria aumentada
desde el nodo fuente hasta el nodo sumidero, en cuyo caso el

flujo definido (11} es mdximo.

El anterior procedimiento puede ser mis eficiente al esta
blecerse como algoritmo de Foad-Fulkerson que consiste en lo

siguiente: ge inicia con un flujo factible cualquiera. Se
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etiqueta primeramente el nodo fuente con [s,»], indicando con
ello gque en ese nodo se dispone de una cantidad ilimitada de
flujo. Después, si j es un nodo ya etigquetado, y puede enviar

se flujo de j a i, i recibe dos etiquetas: [+j, f£(i)].

La primera etiqueta serd de la forma +j si ieT*(3); es decir,
si puede aumentarse .1 flujo a través del arco {(j,i); serd de
la forma -j si 1eT7(j), es decir, si puede disminuirse el flu
jo a través del arco (i,j). La segunda etiqueta es la canti-
dad de flujo que puede enviarse de j a i y se calculard como
el nfnimo entre £(j) y h, donde:

. +
qij - fji' si iel" (3)

15 si iel” (3)
Debemos observar que si h = 0, podrd enviarse flujo de j a i,

por lo que no se etiquetar8 i con [+j, £(i}].

Este proceso de asignacibn de etiquetas a nodos se repe-
tird mientras sea posible. Si el nodo sumidero n recibe eti-
quetas, entonces, dado el modo de etiquetar, existe una cadena
aumentante del nodo fuente al nodo sumidero con capacidad in-
cremental igual a f£(n) y, por tanto, se procederd a determinar
&sta con la ayuda de la primera etiqueta, actualizéndose el
flujo a través de ella. Si, por el contrario, el nodo sumide-

ro n no recibe etiqueta alguna, entonces se habr{ determinado



el flujo mSximo.

Para justificar esto filtimo consideremos el conjunto de arcos
que tienen extremo inicial etiquetado y extremo final no eti-
quetado; este conjunto forma una cortadura de capacidad igual
al valor del Gltimo flujo definido y, por tanto, es miximo.
En efecto, nbtese la similitud de este algoritmo con la demos
tracidén del teorema flujo mdximo cortadura mfnima. Por esta
razbn, la justificacibn de la optimalidad y la convergencia
del algoritmo la da ese teorema. Ademis de la manera de etique
tar los nodos, el algoritmo servird también en casos donde

sea de inter8s el determinar la cortadura de capacidad mfnima.

Es importante observar que el algoritmo converge s6lo si
las capacidades para el flujo en los arcos son enteras; sin
embargo, en casos donde las capacidades sean racionales, &és-
tas pueden transformarse en enteras al multiplicarlas por la
potencia de diez adecuada. As{ pues, el algoritmo puede uti-

lizarse también en esos casos.

3.3.1 ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON

PROPOSITO. Determinar ef f{Lujo mdximo entre el nodo fuente y

el nodo sumideno de una aed.
DPESCRIPCION

Paso 1. Iniciar con cualquier flujo factible f.
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Paso 2. Etiquetar el nodo fuente con [s,»].

Paso 3. Elegir un nodo etiguetado y no examinado; sea j Este

nodo y sean [tk, £{j)] sus etiquetas.

- A todo icr+(j) que no esté etiquetado y tal que
Eji< qij asignar la etiqueta [+j, £(i)], donde

f(i) = min {£{3), a4 - fji)‘

- A todo i€l {j) que no est§ etiquetado y tal que
fij > 0 asignar la etigqueta [~j, £(i)], donde
£(i) = min {£(3), iij}'

Se dice que el nodo j se ha examinado.

Paso 4. Repetir el paso 3 hasta que suceda i) 6 ii):
i) El nodo final n no tiene etiqueta y todos los nodos eti
quetados se han examinado. Terminar, ya que el flujo factible

f es mdximo.
ii) El nodo sumidero n se etiqueta, Ir al paso 5.
Paso 5. Sea x = n.

~51 la etiqueta de x es de la forma ([+z, £(X)] hacer

£,0 = sz + £(n). .

-5i la etigueta de x es de la forma [-z, f(x)] hacer

£oz = Exz ~ £(n).
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Paso 6. 'Si z = s korrar todas las etiquetas y regresar al

paso 2. 5i z + 5, hacer x = z y regresar al pasc 5.

Ejemplo 5. Determinese el flujo miximo del node fuente al no
do sumidero en la siguiente red mediante el algoritmo de Ford
-y Fulkerson, En nfimero asociado a cada arco representa su

capacidad.

Aplicaremos el algoritmo utilizando al principio un flujo

igual a cero a través de todos los arcos de la red.

> ILeracidn 1. A continuacifn se muestran las etiquetas
asignadas a los nodos durante ésta iteraciSn. Los nfimeros
agociados a cada arco son el flujo a través de €1 y su capaci

dad.



[+2,2}

(0,3}

(5,861 {+2,2]

Al principio se etiguet§ el nodo L con [s,=}; despuls se
calcularon las otras etiquetas conforme a lps pasos 3 y 4 del

algoritmo.

Se elige después el nodo 1 puesto que estd etiquetado pe
ro no examinado. Los sucesores no etiquetados i del nodo 1
tales que fli < gqy; son 2y 3, por lo que:
2 recibe etiqueta [+ s, min {=, 2}]

3 recibe etigueta {+ s, min {=, 6}]

Se elige el nodo 2 puesto que estd etiquetado perc no

examinado. Los sucesgsores no etiquetados i de 2 tales que
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£y € 4y son 4’y 5, por lo que:

4 recibe itiqueta [+ 2, min {2, 3})
5 recibe etiqueta [+ 2, min {2, 2}]

El nodo 2 se ha examinado.

‘Se elige el nodo 5. El sucesor no etiquetado i de 5 tal

que fSi < qSi es 6, de donde:

6 recibe etigqueta {+ 5, 2}

El nodo 5 se ha examinado.

Puesto que el nodo n = 6 recibid su etiqueta existe una
cadena aumentante del nodo fuente al nodo sumidero, es decir,
del nodo 1 al 6. Se determinar§ ésta y se actualizardn el

flujo a través de ella en los pasos 5 y 6 del algoritmo:

x = 6, su etiqueta es [+5, 2], entonces fSt =2

[
N

x = 5, su etiqueta es [+2, 2], entonces f24 =

[
~

%x = 2, gu etigueta es [+s8, 2], entonces fsl =

Con este nuevo flujo de valor 2 se realizard la siguiente

iteracién.

> Iteracifn Z. Las etiguetas que resultan de esta itera-

cibén se muestran en la siguiente red:
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[+5,1)

0,3)

’ (S,=) [+4,1)

0,4
(+5,6) (0,4 [+3,41

De nueva cuenta etiquetamos con [s,»] al nodo - fuente. Des-

pués:

Se elige el nodo 1. El vecino i no etiquetado de 1 tal que
fli < qli es 3, de donde:

3 recibe la etiqueta [+ s, min {=, 6}]

El nodo ) se ha examinado.

Se elige el nodo 3. El finico sucesor no etiquetado de 3 es 5

Y 535 < 935+ POL lo que:

5 recibe la etiqueta [+3, min {6, 4)})

El nodo 3 se ha examinado.
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Se elige el nodo 5, El sucesor i no etiquetado de 5 atal que

f51 < gg; es 4, de donde:

4 recibe la etiqueta {(+ 5, min {4, 1}]

El predecesor no etiquetado es 5 es 2 ¥y fzs >0,
de donde:

2 recibe la etiqueta [- 5, min {4, 2}]

El nodo 5 se ha examinado.

Se elige el nodo 4. El sucesor no etiquetado de 4 es 6 vy

f46 < Quge de donde:

6 recibe la etiqueta {+ 4, min {1, 8}]

El nodo 4 se ha examinado.

Puesto que 6 recibid una etiqueta, existe una cadena au-
mentante de 1 a 6 con capacidad incremental iqual a 1. Se

determina €sta y se actualiza el flujo a través de ella:;

%X = 6, s8u etiqueta es [+4, 1], entonces £46 = 1;
x = 4, su etiqueta es {+5, 1], entonces fs4 =1;

1;

x = 5, su etiqueta es [+3, 4], entonces f35

x = 3, su etiqueta es [+5, 6], entonces 513 =1,

Con este nuevo flujo factible de valor 3 realizamos otra

iteracibn.
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> Iteraeibn 3. De nuevo, las etiguetas asignadas se mues-

tran en la red.que sigue:

[+2,2)

[+s,~]
’ +4,2]

(1,4)
[+5,5] [+3,3]

De nueve, etiquetamos con [s, =} al nodo 1. Luego:

Se elige el nodo 1. El sucesor no etigquetado del 1 es 3 y

£,3 < 4;;, entonces:

3 recibe la etiqueta {+ s, min (=, 6-1}]

El nodo 1 se ha examinado,

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiguetado de 3 es 5 y

45 < Q5. entonces:

5 recibe la etiqueta (43, min {5, 4-1})

El nodo 3 se ha examinado.
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Se elige el nodo 5. El predecesor no etiquetado de 5 es 2 y

525 >0, luego:

2 recibe la etigueta [~ 5, min {3, 2}}

El nodo 5 se ha examinado.

Se elige el nodo 2. El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y

.524 < Gyyr por tanto:

4 recibe la etiqueta [+ 2, min {2, 3}]

El nodo 2 se ha examinado.

Se elige el nodo 4. El sucesor no etiquetado de 4 es 6 y

£ < 944° POT tanto:

46

6 recibe la etiqueta [+ 4, min 2, 8-1 }

El nodo 4 se ha esaminado.

Puesto que el nodo 6 recibif una etiqueta, existe una ca-
dena aumentante de capacidad incremental 2. Se determina &sta

y se actualiza el flujo:

X = 6, su etiqueta es [+4, 2], entonces f46 =1 4+ 2 3;

* = 4, su etiqueta es (+2, 2}, entonces £24 =2

% = 2, su etiqueta es [-5, 2], entonces £25 =2 -2 0;

x = 5, su etiqueta es [+3, 3], entonces f35 =14+ 2= 3;

X = 3, su etiqueta es [+s, 5], entonces f13 =14+2 3,

Con este nuevo flujo factible de valor 5 realizamos otra itera-
cibn.



> Iteracidn 4, Las etiquetas, hasta ahora asignadas, se

muestran en la siguiente red:

I, 0}

[+5,3] +2,1}

Etiquetamos de nuevo el nodo 1 con [s, =], después:

Se elige el nodo 1. El sucesor i no etiquetado de 1 tal que

£ es 3, por tanto:

1 ¢ %
3 recibe la etiqueta [+s, min {=, 6-3}}.

El nodo 1 se ha examinado

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiquetado de 3 es 5 y

£ < Gggs de donde:

35

5 recibe la etiqueta [+2, min {3, 4-3}]

El nodo 3 se ha examinado.



Se elige el nodo 5. Ningln vecino de 5 puede recibir, en es

te momento, etigueta alguna.

Todos los nodos etiquetados se han examinado y 6 no re-

cibib etigueta. Por tanto, el filtimo flujo es mdximo.

Por otra parte, el conjunto de nodos etiguetados es {1,
3,5}; por lo tanto, la cortadura minima es {(1,2) (5,4), (5,6)}.
Observemos que su capacidad es 2 + 1 + 2 = 5, que coincide con

el valor del flujo mdximo.
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3.4 EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA,

Consideremos el problema de la ruta mfs corta en la for

ma que sigue:

P
min c, . %, .
i=1 j=1 13 %3
1, sii=1
m N
s.a L x = 0, sii=

jilxij - i 1 6nm {12)

Este és un problema de flujo con costo m{nimo en una red, cu-

yo correspondiente dual es:

i, = 1,0eeym {13}

Conviene que hagamos la sustitucién w'.l: = -W;, pues en

la solucibn Sptima wz - w;: es la distancia m8s corta entre

los nodos "1" e "i", Por consiguiente, podemos obtener la

distancia m4s corta del nodo } a todos los nodos de la red.

Por otro lado, con el fin de aplicar el Método Primal-

Dual al problema de la R.C, reescribimos (12):
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i
L
Lo
| vad
tl
i

sea AE S 124y
‘ 6, si i=16m

donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos de una grafi
ca dirigida con m nodos y n arcos, donde hemos eliminado el
rengibn correspondiente al nodo final y donde f tiene compo
nentes 0 6 1 y ¢ &s el vector de costos. EY dual que corres

ponde a {14} es, entonces,

max A 1

s.a A - )‘j < cij
{15)
A, no restringida vi

Hacemos )‘m = 0 pues omitimos su rengl6n. ¥ de acuerdo al
procedimiento antes definido, el conjunto de arcos admisibles

es

p = {arcos (i, §) | A - J\j = cij)
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Ahora, el problema primal restringido (P.P.R.) es:

min Ity

s.a. Af +y = ’ (16}
' 0, i+16m

izo

donde I = (1,1,...,1) es un vector renglén de dimensional m-1,

El problema dual restringido (P.D.k.*) es, por su parte,

max  uy

L B TR g U < 0, para todos los arcos {i,j)eP

J
an
vy 24, ¥
9 no restringida

Proponemos iterar sobre el P.P,R. con el objeto de ir mejo
rando la solucién. En este caso, es mis f4cil encontrar la

solucifn vfa el P.D.R. debido a que:

* o0 Dual del Primal Restringido (D.P.R.)
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1, para los nodos alcanzables con trayectorias
desde el nodo fuente, usando arcos de P (por la
propagacién de = 1 con arcos en P).

'”o = 0, para los nodos desde los cuales el nodo sumide-
ro es alcanzable, usando los arcos de P (por la
propagacién de [ 0 con arcos en P)

-1, para los otros nodos (ui-uj < 0)

Tendrfamos que calcular, entonces,

€, = nin {c.. - (1 . <
0 arcos 13 i ] bt J
(i,9)¢p

y actualizar p y P, y con resolver el P.D.R.

i tenemos una trayectoria del nodo fuente al nodo sumide
ro (esto es, del nodo 'l' al nodo 'm'}) que incluya los arcos
de P, uy, = 0, entonces se alcanza el 6ptimo pues tanto el mini
mo como el miximo son igquales a cero, En particular, para al-
guna trayectoria del nodo fuente al sumidero que incluya los
arcos en P, 6sta es Sptima. Asi pues, el A.P-D. simplifica el

problema de la R.C.

3.4.1 ALGORITMO PRIMAL-DUAL

PROPOSITO. Resolven el problema de La R.C. cuando tiene una

S.0.F.
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DESCRIPCION

. Paso!l ‘(Iﬁicializacién). Dadas las soluciones ‘iniciales

0
“DPR:(17), "1‘ =0 y P =2,

factibles %; = {0,0,...,0) para el PD (15) y Mg = (L1,

para‘el

Paso. 2. Caleular

(=2 | ui.'—u. >0}

: -:vjé min {C,. -
0 e 1 i

Paso 3. Caicular

A=k, + €

0 o¥o

y hacer “i=0 para la u; que determina g+

Paso 4. si vy 4+ 0 para alguna i, regresar al paso 2. En ca-
so contrario, P ser8 el conjunto de los arcos considerados en

trayectoria mis corta, del nodo 1 al nodo m.

Ejemplo 3. Consideremos la red.




con 1a-dapacidad méxima indicada sobre los arcos.

> IZeracdifn 1. Como los costos son no-negativos, podemos

- empezar .con '} = (0,0,0,0,0)

DUAL DUAL RESTRINGIDO

‘o = 10,0,0,0,0) solucién ng = 11,1,1,1,1) solucién

inicial factible inicial factible ui—uj <0

para los arcos (4,6): 2-(0-0) = 2
5

{5,6): 5-{0-0)

g = 2 para el arco(4,6)

> Ttenacdidn 2.

(propagacin de ¥y = 0)

@H
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=g tegiy up = (1,1,1,0,1
=10,0;0,0,0).+ 2(3;1,1,1,1) . para los arcos (5,4): 2-{2-2) =2
C=22,2,20 (2,4) s 3-12-2) =3

.. £4°2 para el arco (5,4),

> 1teracdién 3.

1@..._____

A= kg * Eglg ¥y = {1,1,1,0,0)
=(2,2,2,2,2) +2(1,1,1,0,1) para los arcos (2,4): 3-(4-2) = 1
= (4,4,4,2,4) (3,5): 1-(4-4) = 1

£D=1 para los arcos (2,4)y(3,5).

> Iteracibn 4.

b v P = {14,6),15,4),(2,4),(3,5 2
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¥ ={1,0,0,0,0)

AE Mg Egky
= (4,4,4,2,4) + 1(1;1;1,0,0) - para los arcos (1,2): 2-{5-5) = 2
"= 15,5,5,2,4) - S ‘ {1,3): 1-{5-5) = 1

g = 1 para el arco {1,3).

> 1 teua.ciQn 5.

p = {{4,6),(5,4),(2,4),(3,9, (1,3)}

A=+ ¥ = 10,0,0,0,0)

(5,5,5,2,4) + 1(1,0,0,0,0)

[}

"

16,5,5,2,4)
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Finalmente, después de cinco iteraciones con el m&todo Primal-
bual, alcanzamos el Sptimo para A = (6,5,5,2,4) y el corres-
pondiente conjunto P, el cual contiene la trayectoria 6ptima.
Cualgquier trayectoria del nodo fuente al sumidero en el con-
junto de arcos admisibles final satisface la holgura comple-
mentaria y, por tanto, es 6ptima; en este caso la trayectoria

es (1,3), (3,5), (5,4), (4,6) con costo igual a seis.

El ejemplo anterior nos permite visualizar el algoritmo
partiendo directamente del procedimiento primal-dual, cuya

primera instancia serfa para cij > 0.

El afgoritmo de DijRstra, por su parte, es una aplica-
cién eficiente del A.P-D para el problema de la R.C. Se su-~
pone que los costos en los arces son no-negativos. Este mé-
todo se basa en la asignacién de etiquetas "permanentes" a
los nodos para los cuales ya se conocen las longitudes de las
rutas mis cortas del nodo fuente a ellos. Sea S este conjun-
to de neodos permanentes. Las etiquetas de los nodos de § re-
presentan precisamente las longitudes de las rutas mids cortas
buscadas. Los nodos restantes se etiquetan "temporalmente”
con una cota superior de la longitud m&s8 corta del nodo fuen-
te al nodo etiquetado. En la primera iteracién el conjunto S
contendré Qnicamente el nodo fuente, es decir, el nodo uno es
tarf etiguetado permanentemente. Las etiquetas temporales se

mejoran continuamente y en cada iteracién se agrega exacta-
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mente un nodo i a S; este nodo serd aquél tal que la longi~

tud desde el nodo fuente es la mds corta posible,

Dado que todos los arcos tienen costos no-negativos,
siempre podemos encontrar una ruta mis corta del nodec fuente
al nodo i que pase s8lo por nodos de S; en este caso, la eti
queta i representa la longitud de la ruta mis corta corres~
pondiente. Una vez que todos los nodos estén en §, las eti~
guetas de todos los nodos serdn las correspondientes a las
longitudes més cortas desde el nodo fuente y, por tanto, ha~
bremos encontrado la solucién deseada. En el caso que se dg
see s6lo la ruta mds corta entre dos nados especificos, se
obtendré la solucién cuando se etiquete "permanentemente”

el nodo final del camino buscado.

3.4.2 ALGORITMO DE DIJKSTRA.

PROPOSITO. Cbtener La trayectoria de £&a ruta mds coria en

una hed con costos no negativos en Los arcos.
DESCRIPCION

Paso 1. (Inicalizacifn de etiquetas). Sea d(i} una etique-
ta asociada al nodo i, para todo i. Sea d(1} = 0 (nodo fuen
te) y marcar 8sta etigueta como permanente. Sea d{i) = « pa
ra i=2,...,m y considerar estas etiquetas como temporales.
Sea a(i) una etiqueta asociada al nodo i para i + 1 (nodo

fuente y sea d(i,j) la longitud del arco i,j. Sea k =1
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{nodo fuente).

Paso 2. (Actualizacibén de etiquetas.) Para toda icl que tepn

ga etigueta temporal, actualizar etiquetas de acuerdo a:
d(i) = min{d(i), d(k) + d(k+i)}.

si d(i) se modificé, hacer a(i} = p. Sea i* tal gue d(i*) =
min {d(i) | d(i) es temporal}. si d{i*) = =, feaminar; en
este caso no existe trayectoria alguna. En otro caso, ir al

pase 3.

Paso 3. (Etiquetacién permanente.) Marcar la etiqueta d(i*)

como permanente. Sea k = i*,

Paso 4. (i) 8i s6lo se desea la ruta del nodo fuente al no-
do sumidero: Si k = m, teaminan; d(k}) es la longitud del ca-
mino mis corto. Si k $ m, ir al paso 2. (ii) Si se desea la
trayectoria: Si todos tienen etigquetas permanentes, team{nanr;
ésta es la longitud del camino deseado y el conjunto de arcos
(a(i),i) forman la trayectoria de caminos mis cortos. En

otro caso ir al paso 2.

Debemos observar que el algoritmo termina en un nmero fi
nito de iteraciones, ya sea en el paso 2 6 en el paso 4, pues-
to que el nfimero de nodos es finito. Justifiquemos enseguida

la optimalidad del algoritmo.



N6tese gue si el algoritmo termina en el paso 4, la gri
fica generada tendrd n-l arcos y al nodo fuente como raiz;
por esta razbn, dicha gr&fica serf una trayectoria. Por
otro lado, se tiene que, por construccibn, d{i} es la longi-
tud del Qinico camino del nodo fuente a i en esa trayectoria.
Ahora probemos que la trayectoria generada es la ruta més
corta. Para ello demostraremos, por induccién sobre el nfime
ro de iteraciones, que las etiquetas permanentes de los no-
dos son las longitudes de las rutas mis cortas del nodo fuen
te a i, para toda i. Esto es claroc en la primera iteracibn.
Sean S el conjunto de nodos con etiquetas permanentes y 5 el
conjunto de nodos con etiquetas temporales en la iteracibn k.
Al final del paso 2 de la iteracién k+l la etiqueta temporal
d(i), para ie5, es la longitud de una ruta més corta del nodo

fuente a i que contiene solamente nodos de S.

En efecto en cada iteracifn, s6lo se etiqueta permanente
mente un nodo, por ello s6lo es necesaria la comparacifn efec
tuada en el paso 2. En particular, &sto sucede para i* (nodo
con la minima etiqueta temporal). Supfngase ahora que la ru-
ta m8s corta de la rafz (nodo fuente) a i* no contiene sb&lo
nodos de 5. Sea j primer nodo en el camino mds corto del no-
do fuente a i* gue no esté en S. Puesto gue los costos en
los arcos son no negativos, entonces la longitud de la porcién
del caminc del nodo fuente a i*, que une a j con i*, es no ne-

gativa. Sea D esta longitud. Note que la porcién del camino
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del nodo fuente a i*, ¢que une al nodo fuente con j, es un ca-
mino que contiene solamente nodos de S. Pero d(j) es la lon-
gitud de una ruta mis corta que contiene todos sus nodos en S,

luego:
d{j) + D < d(i*)
lo que implica:

d(3) < d(i*) - D < d(iv),

lo que es una contradiccién puesto que d{i*) es el minimo de
las etiquetas temporales. Se concluye, entonces, que la ruta
mis corta del nodo fuente a i* contiene s8lo nodos de S, y

por ende, d(i*) es su longitud. Por tanto, la etiqueta per-
manente de i es igual a la longitud de la ruta mis corta del

nodo fuente a i en la iteracién k+l.

Observemos finalmente que si d(i*) = o (paso 2) en alguna
iteracifn, entonces existe alglin nodo (i* y todos los que ten-
gan etigueta temporal) para el cual no existe ruta alguna des-
de el nodo fuente; podemos entonces concluir que el problema
no tiene solucién puesto que, en este caso, el nodo fuente no

es rafz de la red.

Ejemplo 4. Considere la red:
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con la capacidad mixima sobre los arcos. Determinaremos la

trayectoria de ruta mfs corta usando el algoritmo de Dijkstra.

> Iteracidn 1. d{l) = 0, etiqueta permanente; d{(i}) = =

para i=2,...,8, etiquetas temporales. K=l.

Actualizacibn de etiquetas: T(k) = {2,3,4},
d(2) = min {=,1} =1 y a(2) =1,
d(3) = min {=»,1} =1 y a(3) =1,
d(4) = min {=,3} =3 y af(4) =1,

de donde i* = 2 dado que es el nodo con minima etiqueta tem-
poral (los empates se rompen arbitrariamente). Se marca d(2)

como permanente; k = 2 (k # m = 8)



> Iteaacdbn 2. Actualizacibn de etiquetas: I'(k) = {5},

d(5) = min {«,3} = 3 y a(5) = 2,

donde i* = 3 nodo con minima etiqueta temporal. Se marca
d(3) como permanente; k = 3 (k # m = 8).
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> 1teracibn 3. Actualizacién de etiquetas: (k) = {6},
d(6) = min {=,2} =2 y al6) = 3,

donde i* = 6 nodo con minima etiqueta temporal. Se marca

d(6) como permanente. K = 6 (k $+ m = 8).

> lternaci6n 4, Actualizaci6bn de etiquetas: T(k) = (7,8}

d(7) = min {w,3} = 3 y a(?) = 6,
d(8)

L}
"
L}

min {o,5] Sy al(8) 6,

donde i* = 4. Se marca d(4) como permanente. K = 4

(k + m=8).



> ltenacdidn 5. Actualizacidn de etiquetas: T(kx} = (7},

d{7) = min {3,5} = 3, a(7) no se modifica,

e i* = 5, Se marca 4{5) como permanente. K = 5, (K4 m=8)

s
58
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> 1teracién 6. Actualizacibén de etiguetas: T'(k} = {8},

a(8) = (5,4} =4y al8) = 5,

donde i* = 7, Se marca d{(7) como permanente. K = 7, (k ims=

> Iteracdidn 7. Actualizacién de etiquetas: I'(K) = {8},

da(8) = {4,5} = 5 y a(8) no se modifica

Todos los nodos tienen etigueta permanente. Paxax.

La trayectoria de ruta m4s corta con rafz en el nodo uno,
estd formada por el conjunto de arcos (i,a(i)). Esta trayec-

toria es:
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3.4.3. RUTA MAS CORTA ENTRE TODO PAR DE NODOS (Algoritmo de
Floyd).

Este procedimjiento, desarrollado por R.W. Floyd en 1962,
se aplica a redes que admiten cualgquier costo en sus arcos.
En el alfgonitmo de FfLoyd supondremos una numeracién de los
nodos de la red (1,2,...,n) y utilizaremos una matriz C, de
nxn, para calcular las longitudes de las rutas m&s cortas en-
tre todo par de nodos; al terminar de aplicar el algoritmo, la
longitud, de la ruta m&s corta entre los nodos i y j estari
dada por el elemento i,j) de C. En la k-8sima iteracibn se
calcula la longitud de la ruta mis corta, entre i y j, que

puede admitir a los primeros k nodos, o algunos de ellos,



como nodos intermedios; este nlmero se almacena en la entra-
da‘(i,j) de la matriz C., Al principio se asigna el costo del
arco (i,j) al elemento ({i,j) de la matriz C, si i ¥ j; si es-
te arco no existe, entonces se asigna . Los valores de la
diagonal ser&n cero. Con esto quedan calculadas las longitu-
des de las rutas md3s cortas entre todo par de nodos i,j que
no contengan ningdn nodo como nodo intermedio. Al principio
de la k-ésima iteracifn, la entrada (i,j) de C es igual a la
longitud de la ruta mds corta, entre i y j, que contiene a
los primeros k-1 nodos, o alguno de ellos, como nodos inter-
medios, entre L vy k, vy k y j. De esta manera se obtiene la
ruta mis corta, entre i y j, que contiene a los primeros k no
dos, o alguno de ellos, como nodos intermedios. Procediendo
de este modo se tendr& gque, al final de la n-£€sima iteracién,
la entrada (i,j) de C es la longitud de la ruta mds corta, en
tre i y j, que contiene a los primeros n nodos como nodos in-
termedios, o algunos de ellos; es decir, se habri calculado

la longitud de la ruta mis corta entre i y j.

Debemos observar, sin embargo, que si al finalizar de
aplicar el algoritmo, alguna entrada de C es igual a =, ésto
querrd decir gue no existe ruta alguna entre los nodos corres

pondientes,

Por otra parte, si algfin elemento de la diagonal de C,

supéngase el (i,j), es menor que cero en alguna iteracién, se



habr§ encontrado una ruta de i a i de longitud negativa (es
decir, un circuito negativo). Luego, el problema no tiene
solucién. Asf pues, el algoritmo sers de gran utilidad en

problemas de deteccién de circuitos negativos.

ALGORITMO. P2 Feloyd

PROPOSITO, Obtener £as rulas mds cortas entre todo par de
nodes en una aed con n nodos.

DESCRIPCION
Pago 1. Construir la matriz C nxn de elementos cij‘ donde
0; si i1=3
ey =1{ = si {i,jida

dli, 31, si {i,§)ea

y donde A es el conjunto de arcos de la red. Hacer k = 0.

Paso 2. Hacer k = k+1l. Para todo i $ kK tal que %4 4 =,

y para todo j % k tal que k3 # w, hacer:

+ o, 1

o5 = mm{ci., c

b ] ik k3

Paso 3. (i} S§i ey ¢ 0 para alguna i, teaminar. En este
caso existe un circuito negativo que contiene al nodo i, por

1o que no hay solucibn.
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(ii) si c;, > 0, para toda i, y k = n, feaminat,

ii
cij es la longitud del camino més cortc de i a j.

(iii) si ci; 2 0, para toda i, y k < n, ir al pasc 2.

Para recuperar las rutas m&s cortas puede construirse
una matriz A de dimensibn nxn; el elemento ajq de esta ma-
triz serd el predecesor del nodo j en la ruta de i a j encon
trada en cada iteracifén. Dada la definicién de A, sus entra
das se inicializarén aij = i, para todo par de nodos i,j. A

se modificard en el paso 2 de la k-ésima iteraci6én de acuer-

do con:

no cambia, si ¢,. <c

ijicix e

kj

El algoritmo de Floyd feamina exactamenie en n itenacdio
nes, donde n es el nlmero de nodos de la red, a menos que
termine en el inciso (i) del paso 3; en este filtimo caso,
se terminar§ en menos de n iteraciones. Mostraremos ensegui
da su optimalidad, por induccién sobre el nGmero de iteracio

nes.

Al principio de la iteracién 1 (paso 1) la entrada (i,
j) de la matciz representa la longitud de la ruta mis corta,

que no contiene ningGn nodo intermedio, entre los nodos i vy j.
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Durante el paso 2 de esta iteracién se realiza una compara-
cién entre dicha longitud (cij) y la de aquella ruta forma-
da por la unidn de la ruta entre i y 1 y la ruta entre 1 y
3 (cil + cij); de este modo se obtiene la longitud de la ru
ta m&s corta, entre los nodos i ¥ j, que no contiene ningtn
nodo intermedio o que contiene al nodo 1 como intermedio.
Supéngase que al fipal de la iteraciém k-1, cij representa
la longitud de la ruta m&s corta entre i y j, que contiene a
los primeros k-1 nodos como nodos intermedios, o a algunos
de ellos. Durante el paso 2 de la iteracién k se realiza
la comparacién entre esta Gltima longitud (cij) y la de aque
1la ruta formada por la unién de las rutas mds cortas, que
admiten a los primeros k-1 nodos como nodos intermedios, en
tre i y k, yentrek y j (cik + ckj>: entonces, al final de
la k-ésima iteracién, cij es igual a la longitud de la ruta
mis corta entre i y j, que contiene a los primeros k nodos

como intermedios, o a algunos de ellos.

De lo anterior, conclufmos que al final de la iteracién
n, 4y es la longitud de la ruta m&s corta entre los vérti-

ces i y 3.

Ejemplo 5. Consideremos la siguiente red:



con la capacidad mixima sobre los arcos.

las rutas mis cortas entre todo par de nodos mediante el a__l_

goritmo de Floyd.

> Iteracibn 1,

-1

Las matrices C y A resultantes son:
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Se asigna kK = 1 y se actualizan las matrices C y A:

€y = min {=, 1+3} = 4, ag, = a;y =

L

Cge = min {=, 1+2} = 3, ag, ag = 1

Estos son las finicos elementos que se modifican puesto que

C;; = ®+ para i=2,3,4,6y cij = « para j = 3,4,5. Las ma~

trices resultantes son:

(0 3 = = = 27 1 ! ! 1 1 1

w g -1 = w 0 2 2 2z 2 2 2

® ® 0 w2 w 5 3 3 3 3 3 3
C= A=

® & @ § = 3 4 4 4 a4 4 4

1 4 = 8§ 0 3 5 1 5 5 § 1

= = = = 5 0] 6 6 6 6 6 6]

puesto que kK < n = §, €5y ™ 0 para todo i, aGn no se han re-

visado las rutas y se lleva a cabo la siguiente iteracién.

> Tteracidn 2, Se asigna k = 2 y se actualizan los elemen

tos:
= min {», 3-1} = 2, ajy = ayy = 2

= min {», 4=1} = 3, gy = A,y = 2

S = min {2, 3+0} = 2, no se modifica are

= min {3, 440} = 3

no se modifica age



Las matrices resultantes en esta ‘iteracién son:

[0 3 2 » = 27 M1 1 2 1 1 17

@ 0 -1 ®» ® 0 2 2 2 2 2 2

w @ 0 -2 w § 3 3 3 3 3 3
¢ = A=

m o w 0 w 3 4 4 4 4 4 4

1 4 3 8 0 3 5 1 2 5 § 5§

l® @ = = 5 OJ L6 6 6 6 6 6

puesto que k = 2 <n=6y c4 = 0 para todo i, se realiza

otra iteraciébn.

7> Tfenaeibn 3. Se asigna k=3 y se actualizan los elemen-
tos:
c,, = min (=, 2-2} = 0, 814 a3, =3
C16 = min {2, 245} = 2, no se modifica a6
= min {w,-1-2} =-3, 3,4 = a3 = 3
€ = min {0,-145} = 0, no se modifica a6
c., = min {8, 3-2} = 1, agy = 85, = 3

56 = min {3, 3+5} = 3, no se modifica age-

Las matrices que resultan de esta iteraci6n son:
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> Itexdeddn 4.

cds: e
€16

26

®36

Cs6

= min {2, 043}
= min [0,-3+3}
= min {5,-2+3)}

= min {3, 143}

se:tiene

En base a lo anterior se tienen

3 2 0 =
0 -1 -3 =
@ g -2 =

la solucién.

no se modifica a

no se modifica a

236

2731 1
232
3373 3
a4 e a
2 3 s 1
6.6 6 6|

Se‘asigna k = 4 y se actualizan los elemen

16

26

= a = 4

46

no se modifica a

56

las siguientes matrices:
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k < n; afin no se determina la solucibn.

Iteracidén 5, Se asigna X = 5 y se

tos:

= min (=, 445} = 9,
Cg3 = min {», 3+5: = 8, agy
Ceq = min {«, 1+5} = 6, aga

Cg6 = min {0, 3+5)

L}
(=]

= min {=, 145> = 6, ag, =

actualiza los elemen

=ag =5
=ag =1
= agy = 2
=ag, =3

no se modifica age:

Tenemos entonces gue las nuevas matrices son:

e 3 2 0 = 21 1

@ 0 -1 -3 = 0 ; 2

® ® 0 -2 = 1} 3
C = A=

@ @ @ 0 © 3 4

1 4 3 1 0o 3 5

6 9 8 6 S5 0 5

k < n; realizamos, entonces, upa nueva

Iienacibn 6. Se asigna k = 6. Se

mentos:

€y = min {0, 6+2} = 0, no se

a., = min (3, 942} = 3, no se

12

wooN

iteracién,

actualizan los ele-

modifica a5,

modifica a2



min

min

min

min

(2;

10,

{=,
{=,
{OI

{-1

8+2}

‘6+2)
542}
6+0}

940}

,8+40}

{-3,6+0}

{=,
(=,
{=,

{0,

5+0}
6+1}
9+1)

8+1}

{~2,6+1}

{=,
{=,
{=,
(=,
{=,
(1,
{4,
{3,

{1,
(o,

541}
6+3}
9+3}
8+1}
543}
6+3}
9+3}
8+3}

6+3}

543}

=2,

= 6,

=12,
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no se

no se

15

21

no se
no se

no se

25
31

32 7

no se
no se
35 =
41
42 =
43

45

no se
no se
no se

no se

no se

= a

= a

modifica

modifica

= a,.=6§

65
361 7
modifica

modifica

modifica

=35 =6

617 °

aga =1

modifica
modifica

a_ =6

65

61~

22 "

263 =
ags = 6

modifica
modifica
modifica

modifica

modifica

42
a3

424

33

34

a



.De lo ante’r‘vior ('x‘-‘esultanv lasvsigqiehtes mnatrices C,Y: A:

601
6 0 -l -3 5 )
7710 0 -2 6 6 A

c= -
: 5. .12 11 0 8 6 a
14 3 1 0 5.1
6 9 8 6 s 6 6]

Puesto que k = n = 6, la Gltima matriz es la matriz de lon-

gitudes mis cortas entre todo par de nodos,

Para recuperar las rutas se utiliza la matriz A. Por
ejemplo, la ruta de 1 a 1 se obtiene de la siguiente‘ manera;
el predecesor de 1 en la ruta 1 a 1 es 1; es decir se tiene la
ruta vacia de longitud cerc. La ruta entre los nodos 3 y 1 se
obtiene del modo siguiente: el predecesor de 1 en la ruta de
3ales a3, = 5; el predecesor de 5 en la ruta de 3 a S5 es
agg = 6; el predecesor de 6 en la ruta de 3 a 6 es a3 = 4; el
predecesor de 4 en la ruta de 3 a 4 es ajy = 3. Entonces, la
ruta entre los nodos 3y les 3, 4, 6, 5, 1 de longitud c31=7.
Para encontrar la ruta de 6 a 5 se tiene que el predecesor de
S en la ruta de 6 a 5, es 6; entonces la ruta mis corta entre
los nodos 6 y 5 es 6, 5, de longitud Cgs5 = 5. De manera an§-

loga obtenemos las demds rutas.
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CAPITULOG 4

METODOS PRIMALES DUALES II: ANALISIS DE REDES DE FLUJO

{Segunda parte}

En este capftulc continuamos con la especializacibn del
Método Primal-Dual (MP-D) a problemas de redes de flujo. Par
te medular es el ya mencicnado Problema de Flugo a Costo Mind
no (F.C.M.), que es una generalizacibn de todos los problemas
tratados en el capitulo anterior. Uno de los aspectos mis ip
teresantes es la unificacién de los métodos cldisicos de cicle
negativo y ruta mis corta-flujo wmdxinmo como casos especiales
de la especializacifn del MP~D. Para el caso del métodoc de
ciclo negativo, se demuestra gue la bfisqueda de dicho ciclo
equivale a la solucibn del primal restringido cuyo resultado
es la soluci6n poptima del problema original o bien, a través
del correspondiente dual restringido, un mejoramiento de la
solucibn dual factible disponible. Para el caso del método

de ruta mis corta-flujo miéximo se hace algc semejante.

En la segunda mitad del capftulo se describe el Probiema

de Hitchcoeh y ensegquida se resuelve haciendo uso del MP-D.



Se discute, obviamente, su equivalencia con el problema de

flujo a costo minimo y se da un ejemplo al final.

En ese sentido, en la primera seccién definiremos el F.
C.M. En las segunda y tercera secciones daremos dos opcio-
nes para aplicar el MP-D en la solucién del F.C.M. En la
cuarta seccibén veremos el MP-D para el problema de Hitchcock
-gue puede particularizarse al P.A.~ y en la quinta y Qltima
seccidn aplicaremos una transformacidn -debida a Wagner- del

problema de flujo a costo minimo a uno de Hitchcock.
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4,1 EL PROBLEMA DE FLUJG A COSTD MINIMO,

El Problema de Flujo a Costo Minimo (F.C.M.} se define

como sigue.

Sea G = (V,A} la gr8fica dirigida asociada a una red de

flujo N, donde se distingue la presencia de un nodo fuente "l",

n" y un flujo Vg 2 0. Asimismo, para todo

un nedo sumidero
arco (i,j)eA, existen b(i,j), c(i,j)z;R+ que representan, res-
pectivamente, la cota superior y el costo por unidad de flujo
en el arco (i,j). El problema consiste entonces en defeamdi-

nah un flujo factible del nodo fuente al nodo sumidere de va-
Lon vy que Ltenga costo m{nimo®., Expresado en forma de P.P.L.

queda como:

s.a Af = - vod (1)

(2]
Ia

b, para cada arco

£ > 0, paracada arco
donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos y

-1, i =1 (nodo fuente)
4, = 1, i =n (nodo sumidero) (2)

0, en caso contrario

* Otra forma de escribirlo es: "determinar un 1-n flujo facti-
ble de valor Vo Y que tenga costo minimo".
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Por cierto, hacemos notar que el problema de F.C.M. re-
quiere, deciamos, de un £flujo de valor fijo (vo) que es el mis
barate entre todos los flujos de ese mismo valor, a diferencia
del problema de F.M. gue s8l0 requiere encontrar el mayor flu-

jo entre el nodo 1 (fuente} y el 2 (sumidero).

En esta seccibn aplicaremos el Afgorditmo Paimal-Dual (A.

P-D} al problema de F.C.M. Contamos para ello con dos opciones:

- Opedifn No. ). Considerando al problema original
como el dual (D) y reduciendo las complicaciones
del vector del lado derecho, de tal manera que
la solucibn iterativa transfiere a subproblemas
de F.C.H.

- Opeibén No. 2, Considerando al problema original
como el primal (P) y reduciendo las complicacio-

nes del vector de costos.

Desarrollaremos primeramente la opcibn 1 (6 Algoriimo del

cicfo), la cual mantiene una solucién factible al problema ori-

ginal (D) en todas las iteraciomes y no trata explicitamente

con el primal (P} o su restriccién. Posteriormente desarrolla-
remos la opcifn 2 (6 Algoritmo Acumulative o de Constauceidn)

en la cual serd necesario efectuar algunos cambios al problema

original (P} que nos permitan llegar a un algoritmo que evite

al problema dual.
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4.1.1. EL ALGORITMO DEL CICLO.

Para comenzar, escribimos el problema de F.C.M. como el

dual de un problema primal en forma canénica. Queda como

t

s.a. Af < - vod
(D} (3)
£ < b, para cada arco
-f < 0, para cada arco

Hagamos la siguientes cbservaciones:

a) lemos transformado las ecuaciones de conservacién
de flujo en desigualdades, ya que un déficit en
la ecuacién de balance de alglin nodo implica un
exceso en la ecuacién de balance de algiin otro
nodo. Por lo tanto, para cualquier flujo facti-
ble, el primer grupo de desigualdades se cumpliré

como igualdad.

b) Para encontrar el flujo factible inicial de valor

v, en (D) se puede hacer uso del algoritmo de Ford

y Fulkerson visto en la seccibén 3.3 del capftulo
anterior.

Pues bien, el dual del primal restringido (DPR) podemos

deducirlo por insgpeccién, con lo que tendrfamos

t
max -c f

Af = 0



(DPR) f < 0 para arcos saturados (4)
£ 0 para arcos vacfos

f > -1 para todos los arcos (ya que -c0)

Notemos que Af < 0 en (3) se reemplazd por Af = 0 en (4},
de acuerdo a la justificacién dada antes en la observacibn a).
Recobramos entonces la idea de conservacién de flujo en cada
nodo. Un flujo factible gue satisface Af = 0 tendrd un signi
ficado especial para nosotros, tan particular que se distingue

por su nombre.

Definicibén. Un flujo factible f gque satisface Af = 0 recibe

el nombre de eircufacifn. Su costo es ¢ f.

Observemos entonces que la solucibén Sptima para el DPR

es vna circulacién de una clase especial, pues debe cumplir:

i) No tener flujo positivo sobre un arco
saturado.

ii) No tener flujo negativo sobre un arco

vacfo.

iii) El flujo que recorre cualquier arce no
debe ser menor que -1.

Asi pues, dadas las condiciones anteriores, resulta de interés
incorporarlas en una nueva red capacitada y con costos, Para
ello, se hard uso del concepto de red incremental cuya defini-

cibn se da enseguida.



Definicidbn. Dado un flujo factible f en la red N con gr&fica
asaciada G = (V,A), definimos la ned {imcremental N'(f) como

sigue: (L} N' tendrf el mismo conjunto de nodos que N; (i{) pa
ra cada arco (i,jleA con flujo v {{{i,})=v}, capacidad de (¢
(i, j)=d) y costo cle¢li,jl=c) se proponen dos arcos en N': un
arco (i,j) con capacidad d~v > 0; y otro arco (j,i} con capa~
cidad v > 0 y costo -c. En particular, se omiten todos ague-

llos arcos con capacidad cero, {ver figura 1).

capacidad (d-v}
costo ¢
capacidad
costo ~¢

Figura 1. Un arco en una red de flujo, y los arcos
correspondientes en la red incremental H'(f)

De la definicifn anterior se sigue que una trayectoria
-
del nodo ! {fuente) al ncdo n (sumidero) en N'(f), y con peso
X, determina un aumento (una cadena aumentante -ver apéndice

C-} del nodo ! al nodo n en N'{f), y que un incremento de una
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unidad en el valor del flujo f del nodo | al nodo n a lo lar
go de esta trayectoria resulta en un incremento en el costo
total del flujo en X unidades. De la misma manera, una circu
lacién f en N'(f) de costo X determina un nuevo flujo f + ¥
del nodo 1 al nodo 2 en N del mismo valor, con un incremento

de costo de ¥ unidades.

Ahora bien, el A.P-D indica que el flujo es Sptimo si y
sblo si la solucibn 6ptima al (DPR) tiene costo cero, lo gue
equivale a que no haya circulaciones de costo negativo en
N'(£). Pero la red incremental N'(f) tiene una circulacién de

costo negativo si y sélo si tiene un ciclo de costo negativo.

La condicibn para la optimalidad en (DPR) se exhibe en

el siguiente teorema.

Teorema. Un flujo del nodo fuente al nodo sumidero es un §€u-
fo 6ptimo de costo minimo si y s8lo si no hay ciclos con costo

negativo en H'(f).

El A.P-D puede implementarse despufs de haberse obtenido
un flujo £ de valor Vg ¥ usando, como ya lo mencionamos, el af
goritmo de Fond y Fulkerson, y buscar por ciclos de costo ne-
gativo en la red incremental asociada, por ejemplo, mediante

el algonitmo de Floyd y Warshall.

Si N' no contiene mds ciclos negativos, se finaliza con

el flujo 6ptimo en la red N, En caso contrario, sea C' el ci-
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clo negativo en N'{f); la parte iterativa del A.P-D procede a
realizar los cambios pertinentes en la red N, hasta encontrar
el nuevo flujo £ + ¥ del mismo valor pero de menor costo. El

proceso para realizar los cambios es el siguiente:

- Sea

5 = min {b{i,3) | {(i,j)eC'} {5}
el méximo flujo permitido en el ciclo C' de N.

- Con esta informacién, un flujo de 35 unidades puede "viajar"
a través de C', de donde un flujo f del mismo nfimero de unj
dades circula a través del ciclo C en N asociado a &ste.

Se ha obtenido una circulacién ¥ de costo negativo. De esta
forma, se determina un nuevo flujo f + f en N del mismo va-

lor, pero con un decremento en costo.

- Es en base al nuevo flujo (f + T} que se forma la nueva red
incremental y se repite el proceso hasta que no existan ci-
clos negativos en N'. Por fltimo, no es ocioso comentar
gque, una vez encontrado el flujo de Vo el algoritmo del ci-

clo mantiene su factibilidad hasta encontrar la solucién 6p-

tima.
ALGORITMO. UDel Cicle

PROPOSITO. Deteaminan el flufo a costo minimo de valon v, en

una red,
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Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

DESCRIPCION

Usar el algoritmo de flujo m&ximo de Ford y Fulkerson
para encontrar un flujo de valor Vgr Si se encuentra
dicho valor ir al pase Z:; en caso contrario el proble

ma es infactible. Teaminax.

Diseflar la red incremental N' asociada al flujo f:

N (f).

Identificar, mediante alg@in algoritmo de ruta mis cor
ta, algfin ciclo con costo negativo ¢ en N'{£). Si no
existen ciclos con costo negativo, teaminat; el flujo
actual f es el requerido. En caso contrario, sea C'

el ciclo con costo negativo. Ir al paso 4.

Calcular (5) y aumentar el flujo sobre C', sin scbre-

pasar su capacidad. Ir al padso 2.

Ejemplo 1. Consideremos la red G(V,A) con cuatro nodos y seis

arcos ilustrada abajo. El problema de F.C.M. es encontrar un

flujo de valor 2 del nodo fuente al nodo sumidero, a costo mf{-

nimo.

(Los nfimeros en el paréntesis indican la capacidad y el

costo, respectivamente.)



Suponga que hay un flujo de una unidad en las trayectorias

(1,2), (2,4y y (1,2), (2,3), (3,4), con un casto total de 17.




La red incremental G' es la siguiente:

Notemos que el ciclo con costo negativo (1,3), (3,2}, (2,1) es
una circulacién ¥ de costo -5. Podemos sumar una unidad de la
circulaci6n £ para la f original, produciendo un flujo de una
unidad en (1,2), (2,4) y {(1,3), (3,4), con un costo total de

7 -5= 12,
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La nueva red incremental G' es la que sigue:

La red incremental G' no tiene ciclos con costo negativo; por

lo tanto, el flujo es Optimo.
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4.1.2 ALGORITMO ACUMULATIVO.

Como se indicé al principio de la seccifn, la opcibn 2
congiste en aplicar el A.P-D. al problema de F.C.M., consi-
derando este problema como un primal (P). De esta manera se
reduciria el trabajo de manejar el costo, Esto se complica
dado que, por ejemplo, se debiera tratar con el correspondien

te dual (D) para encontrar las columnas admisibles.

Es conveniente, por tanto, colocar el problema original
en té&rminos ligeramente diferentes: primeramente, se introdu-
ce el valor del flujo v como una variable explfcita del pro-
blema. En segundo lugar, en vez de minimizar la funcién ctf,
se maxipiza pv-ctf., donde p puede pensarse como up parimetro
que consecutivamente asume valores 0, 1, 2,.,.. De esta forma
se obtiene una sucesifn de flujos de valor creciente, cada uno
de costo minimo. E1l efecto de este desarrollo es obtener un

algoritmo que evite al dual (D).

El fundamento de dicho algoritmo viene dado por el teore-

ma siguiente.

Teorema. Sea fl un flujo b6ptime de valor v en un problema de
flujo a costo minimo. Sea fz un flujo de valor 1 en una tra-
yectoria aumentada P del nodo fuente al nodo sumidero en N'(ff
de costo minimo. Entonces 6’ + 62 es un flufo 6ptimo de valor

v+ 1.
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Prueba. Si fl + fz no es Gptimo, entonces, por el teorema
anterior, hay un ciclo de costo negativo C!' en la red incre-

mental N'(f1 + fz)‘

Ahora, debido a que el flujo de valor v era &ptimo, N'
(fl) no contenfa ciclos negativos. Luego, el ciclo aparecib
en la red incremental cuando el flujo incrementd su valor.
Observemos que el flujo f1 + fz se diferencia de fl s§lo en

aguellos arcos que forman la trayectoria P en N, correspon-

diente al camino P' en N'(fl}.

Sea A{P) = {(i,5) | (i,j)eP}. Entopces, al construir la
red incremental asociada al flujo El + fz, N* (fl+fz), tenemos
que para cada (i,j)eA(P), sus arcos asociados en N'(fl + f2)
son idénticos a los asociados en N' (fl)’ o bien, para cada
{i,3)eA{P), sus arcos asociados en N' (fl + £2) son diferentes
a los asociados en N' (fl). Luego, C' tiene un arco e = {i,3)
de costo -c correspondiente a un arco (j,i) sobre P, como se

muestra en la figura 2.

Ahora bien, reempldcese el arco (j,i) en p' por c'- {e}
y llamese P" a esta nueva trayectoria entre los nodos fuente

y sumidero. HN6tese ademfs que
=c + {costo del resto de C'} = costo de C' ¢ 0,

de donde (costo del resto de C') < ¢. Asf pues, en N' (fl), P’

no es la trayectoria de costo minimo de los nodos fuente al
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sumidero, contradiccibn gue prueba que fl + f2 es 6ptima..

trayectoria P'

nodo fuente

Figura 2, Visualizacién de la trayectoria

P' y del ciclo C'.

A partir de este teorema, se pueden irgcumulando (o cons-
thugendo) los flujos Sptimos paso por paso tras agregar flujo
a lo largo de trayectorias aumentantes 1 a n de costo minimo
en N'. El proceso de bisqueda de trayectorias 1 a n mis cor-

tas nos lleva a 2 casos;
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i) Se encuentra una trayectoria aumentante de costo
minimo P' en N'; entonces se aumenta el flujo en
P hasta que el flujo alcanza el valor Vgr © bien,
hasta que P no sea mis grande gque la trayectoria
aumentante de costo mfnimo porque uno de estos
arcos desaparece debide a la saturacibébn o es va-

cfo el arco correspondiente a N.

"ii) HNo existe una trayectoria 1 a n y el problema

no tiene solucibn.

El investigar trayectorias de costo mfnimo de 1 a n en N*
equivale a buscar rutas 1 a n mds cortas. Luego, se puede im
plantar un algoaitmo que resuelva dicho problema, simplemente
con observar que algunos arcos de N' pueden tener costo negati
vo y el algoritmo (de rutas mis cortas) debe enfrentar este
problema. Un hecho agradable es que, en cualquier etapa, siem
pre se tiene un flujo Sptimo de algGn v?lor f < v, por lo que,
por el teorema de la opcién 1, no hay ciclos de costo negati-

vo en N'.

ALGORITMO. Acumulativo.

PROPOSITO. Determinar el {Lufo a costo minimo de valor cero

en la nred.

DESCRIPCION
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Paso 1. Determinar un flujo factible f de costo minimo de

valor cero en la red.
Paso 2. Construir la red incremental con respecto a f:N'(f).

Pase 3. Encontrar, si el flujo £ < v una trayectoria de

OI
ruta mis corta P del nodo fuente al nodo final en N'.

Paso 4. Hacer
d = min {capacidad de los arcos N'(f)}

(i,3)ep

Aumentar el flujo a lo largo de P hasta alcanzar Vo
© hasta que P no sea mds grande que la trayectoria

aumentante de costo minimo.

En contraposicién al algoritmo del ciclo, el algoritmo
acumulativo no produce un flujo factible de valor Vo hasta que
termina; si ese no es el caso, diremos que se trata de un algo

ritmo de problema-infactible.

Ejemplo 2. Consideremos nuevamente la red G del ejemplo 1.

Si definimos el flujo igual a cero a través de todos los arcos
de la red, obtendremos un flujo de costo mfnino de valor cero
puesto que la red incremental, con respecto a este flujo, coin
cide con la original y no existen en ella ciclos con costo ne-
gativo. E1 costo mfnimo del nodo 1 al nodo 4 es la trayectoria
(1,3), (3,4), y el aumento a lo largo de esta trayectoria pro-

duce un flujo de valor 1 y costo 3. La red incremental N' es:

232



Una trayaectoria de costo mfnimo del nodo fuente al nodo sumi-
dero en la red incremental N' es (1,2}, (2,4), con flujo 1 y

costo 9. La nueva red incremental N' es:




De este modo, obtenemos el flujo a costo minimo de valor
v = 2, Observemos gue da el mismo flujo 6ptimo de valor 2 y

costo 12 del algoritmo del ciclo,
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4,2 EL PROBLEMA DE HITCHCOCK,

El Problema de Hitcheock (P.H.), que es un caso particu-
lar del problema de F.C.M., lo revisamos en esta seccifn. Di
cho problema viene motivado por la siguiente situacibn. Su-
péngase que se tienen m nodos fuente, cada uno de los cuales
tiene una oferta de a; unidades (i=l,...,m}, y » nodos sumide
ro, cada uno de los cuales tiene una demanda de bj unidades
(j=1,...,n), Supbngase ademds que el costo por unidad, del
nodo i al j, es iy El problema consiste en satisfacer la

demanda a un coato minimo. Expresado en forma de P.P.L, que=-

da como:
c £,.
min 12]' 13 fij
n
s.a jzl iij =a;, i=1,...,m (6)
i n
=b,, =1,... 7
Ly f TP 3 " !
£ 20
donde
I 1
a, = bt
i=1 * 3= 3

(En lugar de las igualdades (6) y (7) anteriores, podrfamos

haber utilizado las desigualdades



n
§ £, <a, (i=sl,...,m y

PRLFRER £,.> b, (3=1,...,n)

y -3

0189

i

donde a; est8 disponible como oferta y bj es la demanda por
encontrarse. Sin embargo, (6} y (7) pueden usarse sin pérdi~
da de generalidad ya gue siempre podemos introducir un nodo

sumidero ficticio "n+l1" con demanda

y costos

ci’ atl T 0, i=1,...,m).

i
el P,H, recibe el nombre de P.A.

+
Cuando todas las a,4 y todas las bjb son iguales a uno,

Nuestra estrategia serd la de cambiar los costos en el
P.H. y examinar, explfcitamente, (D), su dual. Asi pues, asig
nando las variables a; ¥ Bj a (6) y (7), respectivamente, lle-

gamos al dual:

m n
max w = ] aga, + | byBy

i=1 j=1
(8)
(D) s.a a; + 8, < cij (i=1,.,..,m;
3 §=1,eae,n)

ass Bj no restringidas



Una solucién factible inicial para (D) puede escribirse de

manera inmediata:

x, 0 y 8, = min {c..}
i J 1<iem 2
Ensegquida definimos el conjunto admisible IJ de fIndices
de las variables en el primal restringido por las parejas

(i,j) para las cuales se cumple la igualdad en el dual (8):

13 = {{i,9) | a; + Bj = cij)

El primal restringido {(PR) lo definimos como:

m+n
min £ = § ¥
i=1

8.a 2 fij +y; = ay i=l,...,m

= by, 3=1,...,n
i (9)
(PR) ¥y 2 0, i=l,...,m+n

£,520 Wiew

£..=0, (9413

donde hemos representado por ¥y @ las variables artificiales.

El costo en el (PR) puede eacribirse como:



Pa+ 1 I

£ = a, + b, - 2 £,

tosad Twgters M

Por tanto, minimizar § eguivale a maximizar el flujo total

sobre los arcos admisibles. Podemos entonces reescribir el

{PR) sin variables artificiales, pero con restricciones de

desigualdad, como:
max ) £,

(i,jYers 3

i=1, ..., m .

. (190)

; fij < bj ) 3=;{..7{nk

20 - (i,)e13

£..=0 (L,30¢13

Este es el problema de F.M. gque se muestra en la figura 3, Se
crearon un super-nodo fuente 4 y un super-nodo Adumidero &; del
oodo £ a cada uno de los nodos fuente se crearon m arcos, cada
wno con capacidad ai(i=1,...,m), ¢y de cada uno de los nodos su
midero al nodo s se crearon, también, n arcos, cada uno con ca
pacidad bj {(j=1,...,n)., Ademds, del nodo fuente i al nodo su~
midero j se cred el arce ({i,3j) con capacidad infinita, exacta~
mente cuando (i,3)eld, lo cual asegura que la variable fij pue

de ser mayor gue cero sflo cuando la pareja {i,j) es admisgible,.

238



Pigura 3. Problema de F.M. equivalente a un problema
(PR) de Hitchcock; los arcos de capacidad infinita co

rresponden a fndices admisibles en el dual.

El A.P-D mejora la s.d.f. (a,B), con la solucibn Sptima

del (DPR}, (o,B).

Requerimos en este momento de cierta terminologfa para
discutir la aplicacién del algoritmo de etiquetas para el (PR)
en (9), decimos que se tiene una no penetracidén. PEn no pene-

tracién, sean
I* = {i | nodo fuente i esti etigquetado}

J* {j | nodo sumidero j estd etiquetadol

Se estd, entonces, en condiciones de proponer una solu-

cién 6ptima al (DPR).



Teorema. En no penetracién, una soluciébn 6ptima al problema

{DPR) estd dada por:

;i = 1, ic:=71*
ai =-1, if1*
Sj =-1, dica*
§j= 1, i g+

Prueba. A partir de (PR), por inspeccibén se escribe el (DPR):
i i

max a.a, + b.38.

isy P1y5 3l

{DPR) s.a a, + Bj <0, (i,j)e 13

B, <1

agr Bj sin restricecibn

Ahora bien, podemos demostrar gue:
1} (&, B) es una solucibn factible del (DPR)
2) EL costo de (&, B) es 6ptimo en (DPR).
Para los detalles de la prueba, ver el apéndice E.

Como mencionamos anteriormente, si £ = 0 es no penetra-



cibén, se ha alcanzade una solucidn 6ptima a nuestre problema

original con un flujo de valor

§ f£.=1a =1b,
(,90ed ¥ ¢ F 53
Por otra parte, si £ > 0 tenemos 2 casos en el A.P-D, a

saber,

Caso 1. a, + By <0 ¥ (i,jlé1a

1A

caso 2. a, + 3, > 0 para algin {i,3)¢1J.

El caso | implica que el primal fue jinfactiblr (no tiene solu
cibn), lo cual es imposible porque nuestra formulacién del
primal siempre una solucién factible.  Por lo tanto, el caso

2 es el Gnico posible y calculamos:

c, a B8
o = min [_J__i__i]

! 1,3 3+ By
tal que J
ay + Bj >0
y (i,3)e 17 1n
C,. = a, B
= min e & I SR |
ier* 2
jeas

De la ecuacibn anterior se sigue que Ei + 'ﬁj puede exceder a

cero solo cuando i ¢ I*y j ¢ J*, en tal caso es igual a 2;
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en este caso hemos asegurado que (i,j)¢IJ, en otro caso j
podria haber sido etiquetada. La nueva solucién dual [ se

obtiene por:

ie1* Bj - 8y j e J*
= (12)

i 1’

5 1 i o1 sj+el, j ¢ ax

Un arco gque no lleve flujo puede hacerse inadmisible, justo
como una columna no bfsica puede hacerse inadmisible en el
A.P-D. Esto nos capacita para continuar etiquetando en el al
goritmo de Ford-Fulkerson del flujo que fue Sptimo en la no
penetracién anterior. Esto determina completamente el algo-
ritmo para que alcancemos el flujo miximo {ai = ij. El A.P-D

para el P.H., llamado algoaitmo alfabeta, es el siguiente:

ALGORITMO. Alfabeta

PROPOSITO. Deteaminar el f{lujfo a costo minimo en un P.H,
DESCRIPCION

Paso 1. Escoger a y 8 factibles para (D) en (8).

Pago 2. Resolver el problema de F.M. del (PR) en (9), usando

solamente los arcos admisibles.

Paso 3. Encontrar los renglones y columnas etiquetados en no



penetracién, es decir I* y J*.

Paso 4. Calecular 5, y actualizar ay 2 {(11) y (12)). Si el

1
flujo es miximo parax. En caso contrario ir al

paso 2.

Combinando los costos en el P.H. se da el flujo m&ximo
como subproblema. El flujo miximo se resuelve, a su vez, com
binando las capacidades, dando un subproblema para encontrar
un flujo en la trayectoria aumentante. Hemos usado, asf, la
idea de primal-dual en una anidacifn para reemplazar las dos
vectoraes de datos, costos y capacidades, por dos lazos anida
dos en un problema combinade simple, como se muestra en la fi

gura 4.

8i hacemos uso de una versidn Dijkstra que maneje arcos
con costos negativos, resolvemos los subproblemas por ciclo o
construccién, aplicando la misma interpretacidn para estos al-

goritmos.

243



Hitchcock

Combinando costos

Flujo Mdximo

Combinando capacidades

Encontran una trayectoria del
nodo juente al sumidero.

Figura 4. Una representacidn esquemftica
del algoritmo alfabeta como dos lazos anidados.

Ejemplo 3. Considere el siguiente P.H. Se desea resolverlo

usando el A.P -D.

b
I I S S S T B
3y
4 5 3 1 3 8 5
5 5 6 12 5 71 11
3 2 8 3 4 8
5 9 6 10 5 10 9

Las entradas de la matriz son los costos cij' Gréficamentes
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Una solucién factible inicial para (D), el problema dual, es:

a; = o, i=1,...,4

8, = min {c,.) j=1,...,6

J 1< i<m i3

El conjunto admisible de indices 1J de las variables en el pri
mal restringido, son los pares (i,j) para los cuales se obtie-~

nen la igualdad en el problema dual:

I3 = {(i,3) | ay + Bj = cij)

= {(3,1), (1,3, 3,9, (1,4, (2,5, (3,60}

De donde
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OIERIOIRNERIO]IE

9 [ 10 5 10 9 ']

Solucisn dual factible.

El taleau solucidn se construye con cfrculos en las mismas
celias correspondientes. Se procederd a encontrar la solu-~
cién primal factible y el flujo miximo como se hizo en el
ejemplo 1 de la subsecci6n 3.1.1 del capitulo 3. La solucién

resultante es:

O 1O T
GO T 10

v owlw

Sdlucibn prima)l factible

Para el algoritmo de etiquetas, los renglones con oferta exce-
dente se etiguetan primero; en este casa los renglones 2 y 4.

La etiqueta es (s,c), donde s denota el nodo fuente y ¢ es
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igual al excedente de flujo. Después, la columna 5 seri eti

quetada porque contiene un circulo en la celda del renglén

etiquetado:

(2,4) a;

-

OO

(s, 4) (;;) (fi) (:{) (ji) 5

3 3

(s,5) 5
bj 3 3 6 2 1 2

Solucifn primal 6ptima

En este caso no existe trayectoria, por lo que el flujo es
miximo. De cualquier modo, debe actualizarse y empezarse con
otra jiteracién, BAsf, I* = {2,4}, I* = (1,3}, J* = (5},

J* = {1,2,3,4,6].

Calculamos el valor de 01:

c -a, -8
8, = min { _ij___i}.__i | 1e1®, jta'}

1

5 3

3, 3, 9 9 7 7 )
= Ly, 20, %0, 00 %0, 0y, Ry, Ty LT e
el minimo se obtiene en las celdas 2,4 y 4,4. Entonces ac-
tualizamos las variables du les y afiadimos un cfrculo en di-

chas celdas gquedando:



5 (3) 7 @ 8 5 -1
5 6 | 12 (5) Cr) 1 1
OIENIOIRNEN O]
9 6 | 10 G) 10 9 1
B u 4 4 4 6 3

solucién dual factible

En el siguiente paso el tableau solucifn se modifica con los
valores del flujo, pero actualizando los lugares de las cel-
das que corresponden a los lugares admisibles., Entonces encon

tramos el flujo mfximo para este nuevo conjunto de celdas ad-

nisibles:

(1,1 {2,3) (2,3 ag
wn [T T ~
CNIOINNE

GO Ol
(s,5) () 5
bj 3 3 6 2 1 2

Solucifn primal Sptima



Se etiqguetan los renglones con excedente; en este caso los ren
glones 2 y 4. Después, 1as columnas 4 y 5 se etiguetan porque
eontienen cfrculos en las celdas de los renglones etiguetados.
El renglén une se etiqueta porque contiene una celda con flu-
jo positivo en la columna etiquetada; en este caso c=1, ya que
el flujo 1 es menor gque la etiqueta c de 3 en la cuarta columna.
Finalmente, la columna 2 se etiqueta porque tiene un circulo en
la celda del rengl6n uno. Como ya no se pueden etiguetar mis
renglones y columnas, el flujo es miximo. Actualizamos enton-
ces el dual para I* = {1,2,4} y J* = (1,3,6}: el minimo ocurre
para i=2, y j=1, por lo gue 01 = k. Lag variables duales se

revisan de acuerdo a:

1t ie 1

i -
0, it

Bj—al, 3 e 3%
B; + 0, j¢a

Los nuevos valores, junto con los coeficientes de costo, son:
he

CD 7 @ ) 5 -.5

6 12 (s) CJ) 11 1.5
(3) 4 8 @ -1.5
6 10 G) 10 ) 1.5

3.5 4.5 3.5 S.5 3.5

W
. wlnmlal wm
w

-

Solucifn dual factible
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Notemos gue hay una nueva celda admisible que aparece en el

lugar 2,1. En el siguiente paso el tableau solucién se modi-
fica con los valores de flujo, pero actualizande los lugares
de las celdas con cfrculo que corresponden a los lugares admi
sibles. Entonces, encontramos el flujo midximo para este nue~

vo conjunto de celdas admisibles:

2,1) (1,1) (4,5) (2,1) a

wn TG 0 :
0] ONEO] ;
O ©) ONEE
{s,5) Q 5

b, 3 3 6 2 1 2

Solucifn primal éptima.

Se etiqueta el renglén 4 que es el 6nico gque tiene excedente.
La columna 4 se etiqueta por que contiene un circulo en la cel-
da del renglén etiquetado, Los renglones 1 y 2 se etiquetan
porgue contienen una celda con flujo positivo en la columna
etiquetada; en ambos c=1 ya que el flujo 1 es menor que la
etigueta c de 5 en la cuarta columna. Finalmente, las colum-
nas 1 y 2 se etiquetan porque contiehen un efrculo en la celda
de los renglones 1 y 2, Como ya no se pueden etiquetar mis
renglones y columnas, el flujo es miximo. Entonces actualiza

mos el dual para I* = {1,2,4} y J* = {3,6}; el minime ocurre
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para i=1, y j=6, por lo que 91=1. Los nuevos valores, junto

con los coeficientes de costo, son:

(U]

@ 6 | 12
2 8 @
9 6 | 10 (5) 10 9 |25 |

Bj 2.5 2.5 5.5 2.5 4.5 1 4.5

OIERIOIERIOINE
©)

Solucidn dual factible

Notemos ahora que hay una nueva celda admisible en el lugar
1,6 y que perdemos una en el lugar 3,1. En el siguiente paso
el tableau solucién se modifica con los valores del flujo, pe-
ro actualizando los lugares de las celdas en cfrculo que co-
rresponden a los lugares admisibles, Entonces encontramos el

flujo m&ximo para este nuevo conjunto de celdas admisibles:

(2,1 (1,1 (4,5 (2,1 (1,1) o
4,1 () (@) ()] s
wol (3) [OXIO) 5

(2) OIE

(5,5 (+) 5

Solucién primal factible



Se etiquetan renglones y columnas como hasta ahora lo hemos
hecho. Esta es una trayectoria porque la columna 6 tiene un
excedente, El flujo se ajusta siguiendo la trayectoria hacia
atrds: +l en la celda 1,6 -1 en la celda 1,4y +1 en la 4,4.
La trayectoria termina en el renglén 4 ya que el nodo fuente

se etiqueta.

Se ajusta posteriormente el tableau y las etiquetas se

recalculan. El resultado es:

(2,1) (4,4) (2,1) ag

G) (1 11
(4,1) @ (1) @ 5
©) Ql
(s,4) (1) 5

3 3 3 6 2 1 2

Solucién primal 6ptima

En este caso no hay trayectoria; el flujo es m&ximo. De cual-
quier modo debe actualizarse y empezarse con otra iteracién.
Entonces actualizamos el dual para I*={2,4} y J+*={2,3,6}; el
mfnimo ocurre para i = 2,4 y j=2, por lo que 8, = k. Los nue-

vos valores, junto con los coeficientes de costo, son:
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©)
2 | s (3) 4 8 @ -3
9 (s) 10 Cs) 10 3 3

8 2 3 6 2 4 5

soluci&n dual factible.

En el siguiente paso el tableau solucifn se modifica con los
valores del flujo. Entonces encontramos el flujo miximo para

este npuevo conjunto de celdas admisibles:

(2,1 (4,4 4,4 @D 1,3 a
) ONIK
wn [T ]

) OIEE
(s, (+) () 5
byl 3 | 3 ! 2 | 1 | 2

Solucifn primal factible

Esta es una trayectoria porgue la columna 6 tiene un excedente.
El flujo se ajusta siguiendo la trayectoria hacia atr&s: +1 en
la celda 1,6; -1 en la celda 1,2 y +1 en la celda 4,2. La tra
yectoria termina en el renglfén 4 ya que se etigueta el nodo

fuente,



Después el tableau se ajusta y las etiguetas se recalculan,

El resultado es:

(2,1) (4,3) (4,3) (2,10 (1,2) a,
a0 QIK
wn (OO OO 1
©) O] 3
{s, 3 (1) (1) 5

b 3 3 6 2 1 2

Solucién primal Sptima

En este caso no hay trayectoria; el flujo es miximo. Actuali-
zamos entonces el dual para I* = {1,2,4} y 3* = {3); el mfnimo
ocurre para i = 1,4 j=3, por lo que Ol = 4. Los nuevos valo-

res, junto con los coeficientes de costo, son:

5 @ @ 3 8 @ .5
(5) @ 12 (.‘D (7) 1 | as
2 8 @ 4 8 2 [-3.5
9 (6) @ (5) 10 s | 3.5

B 1.5 2.5 . 3.5 4.5

wn
-
o

Solucién dual factible
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En el siguiente paso el tableau solucién se modifica con los
valores de flujo. Entonces encontramos el flujo m&ximo para

este nuevo conjunto de celdas admisibles:

Ol@) Ol
GO > OO, -‘;
OMOIIO) :

b, 3 3 2 1 2

Solucidén primal Sptima

Como el flujo mdximo no tiene excedente, la solucifn que se
tiene es factible para el problema original y, por tanto, es

Spiimo.
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4,3 (A TRANSFORMACION DE WAGNER,

EZ P.H., es un caso especial del problema de F.C.M. Esto
se sigue de manera inmediata de la construccibn con todos los
arcos admisibles dada en la figura 3. Simplificamos la ofer-
ta de todos los nodos fuentes con un nodo super-fuente y la
demanda de todos los nodos sumideros con un nodo super-sumide
ro. Esto significa que dado un ejemplo de flujo a costo mini
mo, podemos construir un efemplo de Hitcheock que tenga la mis
ma sofucidén®. La herramienta que nos auxilia es precisamente

la Thansformacidn de Wagner. Veamos:

Dado un caso de problema de F.C.M., en una xed N con gr&fi
ca asociada G=(V,A), se deberi construir un caso del P.H. de

acuerdo a la siguiente correspondencia:

Flujo a costo minimo Hi tchoock

arco (i,3) nodo fuente 1j

nodo i nodo texminal i

costo cij arco (ij,}) con costo cij
y capacidad infinita

———— arco (ij,i) con costo cero
y capacidad infinita

capacidad bij oferta bij al nodo fuente ij

* M&s en general, dado un caso de problema de F.C.M. se puede
construir un caso de P.T. que tenda la misma solucibn.
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Para especificar las demandas, necesitamos en primera
instancia la notacién
b, = I b.., (13
iv todo J 13
tal que
(1,1)¢eA
donde A es el conjunto de arcos en la red N del problema de
F.C.M. ¥y biv es la capacidad "exterior" total del node i. De

esta forma, la demanda en el destino i es:

biv - VO' i=f
biv + Vor i=s (14)
biv ' i £,s

La construccibn se ilustra en la figura 5. El P.H. consiste

en encontrar un flujo £,

i,k tal que

£...+£f...=b 15
13,3 1).3 i3 (s

(se usa completamente la oferta en el nodo ij);

biv - Vgr i=f
§(fuli + Eji,i) =jb,*vy i-=s (16)
biv’ i = f,s

{estd completamente satisfecha la demanda en el nodo i); y



gk 20 ¥ Bk

para
| P
tedos los 3.3 14

nodos fuente

i3

Notemos que en Hitchcock la oferta total es igual a la deman

da' total. ncdos sumideros

capacidad biv
{= Yo 6 0)
capacidad b 5

Figura 5. Bl P.H, construfdo a partir del P.F,C.M.

Lema. El problema original de flujo a costo minimo y el pro-
blema construfdo de Hitchcock son equivalentes en el sentido

de qgue un flujo factible en cualquiera de los dos corresponde

Z5%§



a un flujo factible en el otro, con el mismo coasto.

Prueba., Sea fij un flujo factible en el problema de F,C.M.

Entonces, en el P,H., si tomamos:

caoao = £ > 7
£i4.,3 i3 >0 an

-£,.20 {18)

£i5,1 = Pyy 7 By

estos flujos satisfacen la ecuacién {13). Sustituyendo en la

ecuacién {14), obtenemos:

E(bij - fg 4 sji) =b. + E (fji - fij)
biv -V i=¢s
= bi *+ vy i=t
biv i#$s,t

as{ requerido.

Luego, suponemos que tenemos un - flujo factible fij'k en el P.H.
Este es diferente de cero s6lo cuando k=i 6§ j. En el problema

original de F.C.M., definimos;

(19}
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Entonces 0 ¢ fij < bij por la oferta en el nodo fuente ij.

También, el flujo neto fuera del nodo i en el problema de F.

C.M. es:
§ EETE R STV R T FE R F U B N

vné"ii= £
= {-vy, L =s
0, i4£f,s

en donde utilizamos las ecuaciones (15) y (16); por tanto,
todas las restricciones se satisfacen. Finalmente, es fdeil
ver que los costos de los flujos, los cuales corresponden a

las ecuaciones (17) y (18}, son iguales en sus respectivos

problemas. g
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Una de las lfneas de mayor inter8s en la Investigacifn
de Cperaciones es, sin duda alguna, aquélla que tiene gque ver

con las esddauctunas especdales de {a Programacibn Lineal.

la programacién en redes de flujo, es decir, los proble-
mas lineales susceptibles de ser representados y analizados
en términos de redes conforman una de esas estructuras aspe~

ciales,

En este trabajeo, ya por concluir, se han analizado las
bases generales de la Programacifn Lineal, En particular, se
han descrito dos métodos hisicos de solucibn, a saber, el méw
todo Primal y el Primal~Dual, y su gonsecuente especializa~
cifén 3 los problemas clfsicos de redes de flujo, especializa-
cién que redunda en nuevos y eficientes métodos de anfilisis,

Y que en la actualidad empiezan a ganar popularidad,

El trabajo se ha centrado en torno a la especializacidn
de &os métodos paimales-dunles a problemas bdsicos de redes,
fundamentalmente porque es poco conccida en la literatura.
No obstante, tambifn se describe, aunque de manera breve, la

especializacién de los métodos primales.

En ese sentido, la contribucién del presente trabajo de
tesis es la unificacibn y comparacidén de Los mEtodos prima-
Les-duales espeeializados 4 problemas bdsicod de redes, d4n-

dole un sentido antol&gico, directo, accesible, rigurcso e



informal, S5i cumple con el sentido diddctico que el autor

intento darle, su razbn de ser se habrd cumplido.

De manera mis implicita, se ha intentado mostrar y demog
trar al lector gque los métodos clisicos de solucidn, como los
d¢ ciclo negativo y ruta mds corta-flujo m&Ximo, son casos
particulares de la especializacién del método primal-dual y
gue su convergencia es fdcil de demostrarse sin recurrir a la

teorfa de gré&ficas.

Este trabajo puede tomarse como punto de paitida en ta
tarea de construir cddiges de los algoritmos aqui desarrolla-
dos, ya que no representan dificultades tebricas y sf una

gran importancia préctica.
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CONJUNTOS CONVEXDS
Sean xyyv..,%, vectares en ®,y LSRRV nfinecos rea-
les (o escalares). La combinacién lineal
CIE TR IRRERE S

“es una combinacdi6n convexa de los vectores Xyeoeer¥y si los

coeficientes a; son tales que

oy > 0 {i=l,...,K) ¥y 3 Feaat xS 1,
La combinacidn canvexa

(1-a)x; + ax,, 0 cxc1
se llama el segmende que une a X, Y X,.

Un subconjunto ¢ de R" es convexe si el segmento gue une
a cualesquiera dos puntos en C también estd en C; es decir,

si xl y xz son puntos en C, entonces
(l-a)x1 +oax, € C para todo 0 < a < 1.

Por ejemplo, los conjuntos Cl Y C2 en la siguiente figura son

convexos, pero D lo es:

o &

(POLIEDRO) QONEXO



La intersecci6n de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

El conjunto de puntos (o vectores) x = (xl,...xn)t en R" (el
superfndice t denota “traspuesta") que satisfacen una ecua-

cién de la forma

atx = 3, i.e., ayx) +...4 apx, = 3,

en donde a = (al,...,an)t e R® y B es un nfimero real, se llama
un hiperplane en R", Por otra parte, una desigualdad de la

forma

define un demi-edpatio. Es claro que los semi-espacios son

conjuntos convexos, de manera que la interseccién de semi-es-
pacios es también un conjunto convexo. En particular, la in-
terseccién de un nGmero finito de semi-espacios, si es acota-

da, se llama un pofiedro convexo.

La ervolvente convexa de un subconjunto Q de R se defi-
ne como la interseccidn de todos los conjuntos convexos que
contienen a Q: es decir, la envolvente convexa de Q es el '‘mf
nimo' conjunto convexo que contiene a Q. La envolvente con-
vexa de un conjunto Finito de puntos Xg, Xg,...,% en g" es
un poliedro convexo. En particular, si los vectores Xy = Xgr
Xy - xo,...,xk - x0 son linealmente independientes, el polie~

dro convexo se llama un simplex o simplefo. (De aquf se
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deriva el nombre, sugerido a Dantzig por T. Motzkin, del
"m&todo simplex® que se estudia en programacién lineal,
porque en esencia el método, que estudiaremos en capftu-
los anteriores, se puede describir como un movimiento de un
simplex a otro.) Nb6tese que un simplex en r" s6lo puede te-

ner a lo mis n+l vértices.

Sea C un conjunto convexo y x un punto en C. Decimos
que x es un punto extremo de C si no existen dos puntos dis-
tintos en C tales que X es un punto "interior” del segmento
que los une, es decir, no existen puntos distintos ¥ Y%, en
C tales que x se pueda escribir en la forma x = (l--u)xl +
ax, para algin 0 < a < 1, En otras palabras, si x = (l—a)xl
+ ax, con x, y x2 en Cy 0 < a <1, entonces x = Xy = xz.
(Equivalentemente, X es un punto extremo de C ssi existe un
hiperplano gue intersecta a C finicamente en el punto x.) Por
ejemplo, el conjunto ¢, en la figura anterior tiene un nfimero
infinito de puntos extremos, mientras que C, tiene s6lo cua-
tro puntos extremos, (Estamos supcniendo que los conjuntos
Cl y C2 son cerrados.) NO&tese que los puntos extremos de un
poliedro convexc son sus vértices. Por otra parte, es claro
(al menos intuitivamente) gue si C es un conjunto convexo com
pacto, entonces cualquier punto en C se puede representar
como una combinacifén convexa de los puntos extremos de C.

Esto no se cumple si C es no acotado., Por ejemplo, el
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: n P +
"octante" no negativo de R definido como el conjuntoc C de
todos los vectores x en R tales que x > 0, es un conjunto
convexo, cerrado, y s6lo tiene un punto extremo, el origen,
. +
de manera que no puede ser que cualquier vector x en C se
pueda escribir como una combinacién convexa de los puntos

+
extremos de C .,



EL ALGORITMO SIMPLEX

El método simplex presupone la existencia de una s.£.b. ini~

cial. Encontrar tal solucién es equivalente a resolver otro

problema de programacién lineal. En efecto,

mismo método simplex al paoblema auxilfian

Min eltl + eztz + egty

: A t. < b

s.a. Ax - ty £ 1

(a) Ax vty > b,

10 t2r %3

donde ey, €y, e4 SON vectores cuyas entradas

mente y t)r t,, t3 son vectores de variables

basta aplicar el

son 'unos' sola-

auxiliares de di-

mensiones apropiadas. Para este problema auxiliar se conoce

una s.f£.b. y existe siempre una solucifn Sptima.
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Al aplicar el método simplex a tal problema se obtiene
una solucibn béisica 6ptima (xo, to) para 1. Si en tal so-
lucibén las variables artificiales t, son cero, x, €s una s.£.b.

para el problema

Min 229
(8) ] s.a. AX =)
x>0,

donde Amxn de rangom y b > 0, Esta s,f.b. puede usarse como

solucién inicial.

Es costumbre llamar algorifmo simplex a la busqueda del
6ptimo a partir de una s.f.b., usando el método descrito
aqui, y llamar método simpfex a la aplicacién secuencial del
algoritmo simplex a los problemas (a) y (B) antes descritos.
Su aplicacién a (A) se conoce como Fase uno y a (B) como Fase
Dos. La fase 1 determina una s.f.b. o prueba que Ax = b y
x > 0 en (B) es inconsistente. La fase 2 determina una so-
lucib6n Sptima factible o bien prueba que el problema es no-
acotado. La figura que sigue muestra esquemiticamente el mé

todo gimplex y sus posibles resultados.
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Min Tt

Ax+t = b
x,t >0
{sol. inicial x =0, t = b)
e e e e R
|
" FAase 1 e Ax = b
L ¢ . N : x>0
Altgoritmo Simplex . istentes
,(xo,t') t =0
Min cx
Ax=b
|
x>0 i
Fase 2 Min cx
| P A =h
I x>0
Algornitmo Simplex es no acotado
*
x
METCDO
G S I
®
X
X* eg sol'n
Sptima




C.

ELEMENTOS DE TEOREA DE GRAFICAS

Una grd§ica (o bién, gadiica no ditigida*) G = {V{(G),
A(G), wG} consta de dos conjuntos y una funcién. Al conjunto
v{G) se le llama conjunto de vértices (nodos, puntos) de G y
~ este es no vacfo, A{G) es el conjunto de aristas {lineas, (fa-
|

dos, ramas} de G y a VgiAlG) {4,414, jev(G)} es la fun-

cibdn que a cada arista le asocia sus extremos.

** (o digrdfica)

Eguivalentemente, una gadfica dirdgida
consiste en un conjunto V(G) de vértices {nodos, puntos), un
conjunto A(G) de arcos y una funcién VG:AtG] + ({4, 51 ]i,9ev(6)}
que a cada arco le asocia tambi&n sus extremos, pero de una
forma ordenada. En efecto, mientras que en una digr8fica G

los elementos de A(G) son pares ordenados (i,j), es decir,

tienen una direccién, en una grdfica no dirigida los elementos

de A(G) no son pares ordenados, son simplemente conjuntos de

la forma {i,3j} donde el orden no importa.

Algunos autores, como es el caso en este trabajo, prefie

ren llamarles arcos y arcos dirigidos a los elementos de A(G)

de una grifica no dirigida y una digr&fica, respectivamente.

* Muchas veces, y de acuerdo al autor, se cambia el tdrmino gréfica por
el de grafo.
** También 1lamada grafo dirigido o digrafo.
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A los vértices se les representa por puntos o bien circulos
pequefios y a las aristas y los arcos por lineas - rectas o
curvas, seglin el dibujo - gque unen los vértices, aunque para
estos (ltimos su orientacibn se representa mediante la cabe-
za de una flecha. Precisamente, el vértice o extremo inicial
del arco se le llama cola del arco y al vértice o extremo fi-

nal se le llama cabeza del arco.

En general se tocan agqui s6lo algunos tipos de {di)gré-
ficas en donde V y A son finitos y en donde no aparecen lazos
{un lazo es una arista -0 arco- cuyos extremos coinciden) ni
aristas -o arcos- miltiples o paralelos, es decir, con extre-
mos iguales. Las (di)yrdficas sin lazos y sin aristas (o ar-

cos) mltiples se llaman {di)grdficas simples,

Dos vértices son adyacenfes si existe una arista (un
arco) gue los tenga como cxtremos. Dos aristas (arcos) son
inci{dentes si tienen un extremo en comGn. El grado o valen-
cia de un véntice es el nfimero de aristas que lo tienen como

extremo, Se denota por gr{i) o v{i), donde icV.

Existen ciertos subconjuntos de gr&ficas que son de uti-
lidad. Dada un (di)gr&fica G, una grdfica parcial de G es la
(di)gréfica Gp = (V(G), A(GP)), donde A(Gp) A{G); es decir,
es una (di)gréfica constitufda por todos los vértices y al-
gunas aristas o arcos de G. Una subgadfica H de G es una

(di)grdfica tal que V(H) V(G), A{H) A(G) ¥ ¥y = wGIA(H)
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[0 H = (V(H), A(H), W“)l: esto es, es una (di)gr&fica que cons
ta de un subconjunto de los vértices de G y todas las aristas

o arces de G gue unen los vértices de tal subconjunto.

Sea G una digr&fica. Un cam{ng es una sucesibn de arcos
en la cual el vértice final de uno es el vértice inicial del
que le sigue en la sucesifn. Se representa por la sucesibn
de arcos gue lo forman o por la sucesifn de vértices extremos
de estos arcos o por la sucesibn alternada de vértices y ar-

cos. S8i a (a_eA(G), un camino simple 0 paseo en una

1 az,... q

gréfica G, es un camino gque no repite aristas, esto es, dado
el camino ay. 52""'aq' a; + aj si i # j. si il, iz,...,iq
{sucesifn de v&rtices), un camino elemental o ZLrayectonia es

un paseo que no repite aristas, es decir, ij $ ik si j = k.

Sea G ahora una (di)grdfica. Una cadenra es una sucesitn
de arcos (o aristas} aj, az,...,aq donde toda a; estd conec-

tada a a,; por un extremo y a ai+1 por el otro., Cadenas sim

i-1
ples y elemental se definen de manera anfloga a como se defi-

nieron camino simple y elemental.

En una diagr&fica, un circwito es un camino 'cerrado’' es
decir, un camino donde coinciden vBrtices inicial y final
Un circuilo s4imple es un circuito con todes sus arcos distin
tos. Un circuito efemental es un circuito con todos sus vér-
tices, excepto el inicial, distintos. Un ciclo es una cadena

iy, 12,..,,1q donde i, = i



Cabe sehalar que en este trabajo se han utilizado los
términos auta y clclo dirigido como sinbnimos de camino y cir

cuito, respectivamente.

S8i existe un caminoc del vértice i al vErtice j, se dice
que j es alcanzabfe desde i, o como lo hemos redactado en este

texto, j eé alcanzable af i.

Por otro lado, un concepto muy utilizado en el texto es
el de conexidad. Una grdfica G es conexa si para todo par de

vértices i, j € V{G) existe una cadena que los une.

Una digrédfica es fuertemente conexd si existe un camino

entre cualesquiera dos vértices de la gré&fica.

Un £rbol dini{gido es una digrdfica simple en la que exis
te un Gnico camine entre cada par de vértices; en otras pala-
bras, es una digrifica acfclica (sin ciclos) que satisface

las siguientes propiedades:

a) Hay exactamente un vértice, llamado 2alz, al
cual no entran arcos.

b) Cada vErtice, excepto la raiz, tiene exactamente
un arco entrando a €1,

c) Existe un camino {el cual se puede probar que es
Gnico) de la rafz a cada uno de los vértices.

A un Arbol dirigido tambié&n se le llama axborescencia, Un



bosque es una coleccién de drboles.

Un dabol no dirdigido es una gré&fica no dirigida, conexa

y aciclica.

Las (di)grdficas pueden representarse algebraicamente
por medio de matrices al hacer uso de alguna computadora,
La matniz de adyacencda de una (di)grdfica G es una matrfz

B donde n es el nimero de vértices de G, de componentes

nxn’

[ 1, si (i,j) e a(G)
by = {[

o, si (1,5 ¢ A

La matiriz de incidencid de G es una matriz Mo donde n y m
son el nlmero de vértices y de arcos de G, respectivamente,

de elementos:

1, si i es extremo inicial del arco aj
= 3-1, si i es extremo fipal del arco 3

0, en otro caso

Por iltimo, se define el concepto de red. Una aed R=(V(R),
A(R), f(wR)) es una gréfica ponderada; es decir, es una grifica
G = (V(G), A(G), WG) con una funcién real definida sobre sus

arcos o aristas o sobre sus vértices o sobre ambos.



D.

TEOREMA DEL FLUJO MAXIMO-CORTADURA MINIMA

Antes de demostrar el Teorema del Flujo Mi&ximo-Cortadura

Minima se ha de demostrar, con el teorema que sigue, que la
capacidad de cualquier cortadura es siempre mayor que o igual

al valor de cualguier flujo.

Teorema. Sea § un f8ujo en G y sea (5,5} una cortadura de 6.
Entonces, ta capacidad de (S, §5) es mayor o igual al valor de

F; esto es,

PR ()

ieS Le§ <
Prueba., Obsérvese que

T 1 g1= 1 1§ f£ij,

jes ieS ies jes

puesto que cualquier lado de la ecuacifn es solamente la suma

de fij sobre todo i, jeS. Ahora bien,
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I : I fjij" E I fij

je5 ieS jes ieS

i

Z ): £ji = 2 Ecji

jes iel jes ieB

Una certadura minima es una cortadura que tiene capacidad

-minima,

Teonema def Flujo Mdximo - Contaduaa Minima. Sea § un f{lujo

en Gy sea (S, 3) una contadune en 8. Si se cumple fLa igual-
dad en (#), entonces el flujo es mdximo y La cortadura es mind

ma, Por otra parte, La igualdad se cumple en (M) a8 y s6lo ai



. pdnd}1£53é fe8 =
{b) §.. =0, pana  ie3,  jeS

44

[EZ teorema se LLama también "de Maxiffujo y Miniconte".)

Parueba. El1 primer enunciado es inmediato. La demostracién
del teorema anterior indica gue la igualdad se verifica pre-

cisamente cuando

]
o

2 Z fij_

jes ie§

1 ifji=1 icji;'

jes ie§ jes ieS

" por consiguiente, el (ltimo enunciado es también verdadero. g



E.

CORTADURA EN UNA RED

Sea G una red y considérese el flujo f a la terminacién
del algoritmo correspondiente al problema de F.M. Algunocs
vértices estdn etiquetados en tanto que otros no lo estdn.

Sea S{5)* el conjunto de los vBrtices etiquetados (no etique-
tados). Entonces el nodo fuente estd en S y el nodo sumidero
en 5. Al conjunto de los lados (v,w), con ve5 y wed se le
llama cortadura y a la suma de las capacidades de los lados
capacidad de La contadunra, Esta cortadura tiene capacidad mf-
nima y, dado que una cortadura con capacidad minima correspon-
de a un flujo miximo ("Teorema del Flujo Miximo - Cortadura

Mfnima" - Ap&ndice D.), entonces el flujo f es miximo.

La definici6n formal de coxrtadura en una red es la gue
sigue: Una coertadura (S,5) en una red G consiste en un con-
junto S de v&rtices y de su complemento 5 de §, con 1eS y ne§,

giendo 1 y n los nodos fuente y sumidero, respectivamente.

La capacidad delf corte {$,3) es el ntmeroc C(5,5) =

11 ey

ieS je§

* Recuérdese que § denota el camplemento de S.
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