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Introduccién

El estudio de dtomos o sistemas hidrogenoides en campos magnéticos ha
sido siempre un tema de gran interés. En la bisqueda de modelos resolubles para
su estudio se ha introducido la aproximacién de considerar campos magnéticos de
intensidad infinita, de esta forma se ha simplificado el sistema a un modelo unidi-
mensional efectivo al que también se conoce como Atomo de hidrégeno unidimen-
sional. Este nombre tiene su origen en la desaparicién de dos de las dimensiones
espaciales a que conduce tomar el limite B — oo, y a la forma del potencial de
interaccién que se obtiene. Sin embargo, adn este modelo, a pesar de su aparente

simplicidad, ha generado polémicas que ya duran 30 afios. Este sistema sera el tema
central de este trabajo.

Las polémicas que ha generado el modelo, se centran en las diferentes y
muchas veces contradictorias propiedades que se han demostradosobre él. A Gltimas
fechas, los problemas encontrados para eantenderlo lo han vuelto un sistema muy
estudiado; sin embargo, muchos de estos estudios solo han contribuido a incrementar

la confusién al respecto y, en algunos casos, son totalmente incorrectos.

En este trabajo, presentamos un anilisis completo y detallado de las propie-
dades de un a4tomo en un campo magnético infinito. Como muchas de las dificultades
encontradas en el problema tienen su origen en el proceso limite por el que se lo
obtiene, analizamos con cierto detalle este proceso. Encontramos que todas los pro-
blemas que se han tenido para entender laa propiedades de su solucién, se deben a
la ruptura espéntanea de la simetria ante inversiones por el origen que ocurre en
él. Esta inesperada propiedad nunca habia sido tomada en cuenta al analizar los
estados del sistemna, y tiene una importancia decisiva, pués su origen se encuentra
en una limitacién a la superposicién de estados. Esta limitacién puede interpretarse
como la manifestacién de una regla de superseleccién dinaAmica inducida por la sin-
gularidad del hamiitoniano del problema. Resulta interesante hacer notar que esta

regla de superseleccién tiene un origen anilogo al de aquella que explica la aparicién
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de las moléculas jirales. Ello nos ha llevado a especular sobre la posibilidad de que

las reglas de superseleccién dindmicas en la mecénica cuintica sean el resultado de
singularidades especialmente graves en los modelos.

La organizacién del trabajo es la siguiente:

En el capitulo 1 discutimos la necesidad de integrar las reglas de superse-
leccién en el esquema teérico de la mecénica cuAntica. Este capitulo no contiene
nada nuevo, pero nos di la oportunidad de presentar en una forma integrada lo
que se sabe sobre las reglas de superseleccién y, en particular, sobre las reglas de
superseleccién mas generales que aparecen en la mecanica cuantica /a’re\ativista..
Aqui introducimos la regla dindmica que explica la existencia de moléculas jira-
les. Por otra parte, lo aprovechamos para mencionar la creencia actual de que
cualquier regla de superseleccién que tenga un origen puramente dinimico, debe
aparecer en un sistema con un nidmero infinito de grados de libertad. Parte de
nuestro trabajo comnsistird en mostrar que una simple generalizacién del hamilto-

niano del Atomo de hidrégeno unidimensional es capaz de presentar una regla de
superseleccién dindmica.

En el capitulo 2 comenzamos con el ansdlisis del problema. Mostramos como
se le obtiene por un proceso de aproximacién en la teoria de Atomos en campos
magnéticos ultraintensos. Estudiamos con cierto detalle las propiedades del espec-
tro de energias y de las eigenfunciones del problema al pasar al limite B — co. Uno.
de los resultados que se creen muy bién establecidos en este limite, es la existencia
de un estado fundamental con energia de enlace infinita. Por ello, demostramos que
no existe ningin estado con energia infinita en tal limite. De hecho, en particular
exhibimos el origen de este punto de vista erréneo. Este comportamiento limite
ilustra muy bien la singularidad del problema, pues no contradice el hecho de que
la energia de enlace del estado fundamental de un dtomo de hidrégeno, se incre-

menta logarftmicamente al aumentar la intensidad del campo magnético en que se
encuentra inmerso.

Finalmente, en el capitulo 3, resolvemos completamente el problema de un



dtomo de hidrégeno en una dimensién. Para ello primero, aplicando técnicas de
regularizacién, estudiamos el hamiltoniano cldsico, revelamos su simetria oculta
y exhibimos la cantidad conservada asociada a ella. Después, analizamos el pro-
blema cuéntico plantedndolo en el espacio de los momentos; encontramos todas
sus soluciones, y exhibimos la simetria oculta de los estados en el espectro dis-
creto. Investigamos las propiedades de su solucién y demostramos que sus curiosas
propiedades pueden explicarse por la aparicién inesperada de una limitacién a la
superposicién de estados, la que produce una ruptura espontinea de la paridad.
Mostramos como esta limitacién puede interpretarse como una regla de superse-
leccién en un hamiltoniano generalizado, y encontramos que el operador que genera

ésta, es la cantidad conservada clisica asociada a la simetria oculta del problema.



Capitulo 1

Reglas de superseleccién

1. Introduccidn.

En este capitulo mencionamos las limitaciones al principio de superposicién
de estados que pueden aparecer en la teoria cuintica, e introducimos las reglas de su-
perseleccién en el contexto més general de ella (Roman 1964, Streater y Wightman
1964, Hughes 1989). Discutiremos las reglas de superseleccién mas usuales en
mecénica cuintica arelativista: univalencia, masa, y nimero de particulas (Sudbery
1986). Mencionaremos otras, de aplicacién maés particular y cuyo origen no son las
propiedades de transformacién generales de la teorfia (en este sentido tiemen un
oriégn puramente cinemaitico) sino caracteristicas especificas de su ha:n_iltonia.no,
i.e. tienen origen dindmico. Estas ditimas permiten explicar la apa.riciénr de varia-
bles cldsicas macroscSpicas, como la temperatura o el potencial quimico, cuando se
toma el limite termodiniAmico en un sistema cudntico (Miller—Herold 1980, 1985,
Putterman 1983). Finalmente, mencionaremos como la introduccién de reglas de
superseleccién inducidas por la dindmica, permite resolver ciertos problemas de la
fisica atémica y molecular, como la asf llamada “paradoja de los isémeros dpticos”

(Pfeifer 1980). En este punto, haremos la conexién con el problema que es el motivo
principal de este trabajo.

2. El principio de superposicién y sus limitaciones.

La mecinica cuéntica es una teoria completa. Una de sus bases fundamen-
tales es el principio de superposicién de estados: si un sistema fisico puede estar

en dos estados alternativos, cualquier superposicién de éstos es otro estado posible
para el sistema. El fotén proporciona un ejemplo clésico (Dirac 1958, Feynman

1965): se le puede encontrar con polarizacién circular dextrégira, con vector de
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estado:

\¥p).

1)
o levégira, con vector de estado
;s

@
pero, si esto es asi, cualquier combinacién lineal de estos vectores representa otro
posible estado del fotén. Por ejemplo, las combinaciones:

Wv) = Z5(1%D) +ilvn) (3
y 1
\Yg) = 7‘5(\'/’1)) —s{¥n)

(4}
describen fotones polarizados linealmente
El principio de superposicién se integra a la estructura matematica de la
teoria requiriendo que los operadores asociados a cantidades fisicas sean lineales
{(Dirac 1958, Roman 1964, Weissbluth 1978), 1.e. que si H es un operador, éste
cumpla que

H(a1l1) + a2{2)) = a1 H{1) + az H|2)

. (5)
donde a; y a3 son nimeros complejos arbitrarios, {1) y {2) son vectores cualesquiera
en el espacio de estados del sistema

A pesar de ser un requisito basico de la teoria, es ficil convencerse de que el
principio de superposicién de estados no puede ser validoen fom mastncta.. Para
ello, pensernos en un sistema formado por eclectrones y fotonesr loc electrones son
fermiones, particulas que se describen por vectares de eatado, |e}), que bajo rotaciones
por 2, representadas por el operador Rz,, no reproducen exactaimente el estado
inicial, sino que lo multiplican por un factor de fase —1. Por otro lado los fotones son
bosones, cuyo vector de estado | f) no cambia bajo el efecto de Rz, (Kaempffer 1965,
Sudbery 1986). Esta diferencia tiene una consecuencia muy importante: no permite
la superposicién de estados fotSnicos con estados electrdénicos. Si intentamos formar
una superposicién coherente de estos estados, por ejemplo:

W = \—ﬁ(c’\f) + cele)), (e)
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es ficil darse cuenta que ésta no puede tener significado fisico alguno. Consideremos,
para ello, el comportamiento de ¥ bajo el operador Ry, (€l que no puede modificar
1a fisica descrita por (6)):
1

Rax¥ = Ti(cjlf) — cele))s )
si, como corresponde, deseamos que |¥|2 = | R3,W¥|2, es menester que tengamos ey =
00 ce =0 {Wick et al. 1952). Dicho de otra forma, es imposible darle significado
a superposiciones coherentes de estados fotdénicos con estados electrénicos; toda
superposicién de la forma (6) solo puede ser interpretada como un estado impuro,

una mezcla estadistica. Ello quiere decir que la expresién (6) es indistinguible del
correspondiente operador de densidad.

Asi pués, hemos encontrado una limitacién importante al principio de su-
perposicién; la que, para mantener la consistencia de la teoria cuidntica, requiere
de la imposibilidad de superponer entre si ciertos estados. Es de notar que esta
limitacién no implica la perdida de linealidad de los operadores. En este ejemplo,
resulta claro el origen puramente cinemaéitico de la limitacién al principio de super-
posicién de estados, pero ello no tiene que ser necesariamente asi, hay limitaciones
que son provocadas por caracteristicas dindmicas especificas del hamiltoniano del

sistema, como en el ejemplo de las moléculas jirales que discutiremos en la seccién
10.

3. Reglas de superseleccidn.

Cuando, como en el ejemplo de la seccién anterior, se encuentra que el
principio de superposicién deja de ser vilido en general y, por lo tanto, que ciertos
vectores del eapacio de Hilbert no son fisicamente realizables, se habla de la existen-
cia de una regla de superseleccién en la teoria (Wick et al. 1952, Kharatyan 1968,
Piron 1969, Hughes 1989). En su forma m4és general, una regla de superseleccién es
cualquijer restriccién a Ia validez del principio de superposicién de estados, o, visto
de otra forma, cualquier limitacién de lo que puede considerarse un observable en la
teoria. Si esta limitacién no tiene causas puramente cinemiéticas, se habla de reglas
de superseleccién inducidas por la dindmica (NGfiez Yépez et al. 1988, Martinez
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y Romero et al. 1989b). En las siguientes secciones vamos a discutir con cierto
detalle como se pueden integrar las reglas de superseleccién a la teoria cudntica y

mencionaremos algunas de las reglas de superseleccién mas generales que aparecen
en ella.

La forma ma4s restringida en que se manifiestan las reglas de superseleccién
en la teoria cuédntica, es la siguiente (Strocchi y Wightman 1974, Hughes 1989):

Supongamos que existe un operador hermitico G que conmuta con cualquier obser-
vable O, de cierto sistema cuintico,

[G, 0] = 0; (8)

i.e. el observable G se conserva estrictamente en todo proceso concebible. En un
sistema cudntico “normal”, ello implicaria que G es un miiltiplo de la identidad;

pero, si ello no es asi, diremos que en el sistema existen reglas de superseleccién
{(Roman 1964).

Supongamos que el operador G cumple:

Glgis ag) = gilgii o), 9
esto ea, |g;; a;) es una eigenfuncién de G con eigenvalor g; (oy representa a todo el
resto de nimeros cudnticos que se requieran para especificar el estado). Dado un
estado arbitrario del sistema |S), siempre es posible expresarlo como combinacién
lineal de los |g;; ay):

18) = 3 ailgis ), (10)

.
Dicho de otra forma, el espacio de Hilbert completo puede descomponerse en una
coleccién de subespacios disjuntos y mutuamente ortogonales H; = {|g;; a;)}, cada
uno de los cuales se identifica con un eigenvalor diferente de GG. A éstos se los lama
los subespacios o sectores cohereates inducidos por la regla de superseleccién. La

suma directa de todos los sectores constituye el eapacio de Hilbert completo del
sistema. '

A los operadores que generan una regla de superseleccion se les llama los ob-
servables clisicos del sistema (Primas 1981). Como demostraremos a continuacién,
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&1 en una teoria aparecen reglas de superseleccién, no todo operador hermitico puede

ser un observable, para serlo no debe inducir transiciones entre los diferentes sec-

tores coherentes; por otra parte el principio de superposicién deja de ser vialido

en general, su validez debe restringirse inicamente a estados dentro de un mismo
sector coherente del eapacio de Hilbert. Es importante hacer notar que no es po-
sible especificar de antemano y en forma general a los observables clasicos, éstas
dependen del sistema y, de cierta forma, reflejan un punto de vista experimental.

4. Consecuencias de una regla de superseleccién.

Probaremos que los elementos de matriz de cualquier observable O tomados

entre estados pertenecientes a diferentes subespacios coherentes son siempre cero:
Puesto que todo observable conmuta con el operador que genera a la regla de su-
asi

perseleccidn G, todo eigenestado de éste seri simultineamente eigenestado de O;

(gn‘o‘gm) = O(Qn\gm) =0, (11)
donde {g;) es un estado que pertenece al sector H;, y hemos suprimido, para simpli-
ficar la notacién, la referencia a los otros niimeros cuanticos. Este resultado prueba

nuestra afirmacién. Una de las consecuencias inmediatas de la ecuacién (11) es que
revela que un operador hermitico no tiene por que representar un observable fisico.

Ningin observable debe producir transiciones entre los sectores coherentes en que
se divide el espacio de Hilbert.

Pasemos a demostrar que un vector del espacio de Hilbert que tenga compo-
nentes diferentes de cero en méa de uno de los aectorea coherentes, no representa un

estado fisicamente admisible del sistema. Enunciado de otra forma, este resultado
afirma que superposiciones de los eigenestados del operador G con ntimeros cufnti-

cos diferentes, no pueden ocurrir en la naturaleza. Para demostrario, supongamos
que, por el contrario, el vector

1) =3 aslgiias)

(12)
representa un estado fisicamente realizable. Como G conmuta con todo gperador,

el vector |®) debe ser un eigenestado de todos los operadores que formman alguno
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de los conjuntos completos de observables del sistema. Si representamos a éste por
{Os},s =1,2,...,N. Asi pués tendremos que

O,|2) = 0,]¥®), s =1,2,...,N. (13)
Ahora bién, ya que, debido a la regla de superseleccién, |g;; &;) es un eigenestado

de O,, con un eigenvalor que denotaremos por o, podremos expresar el efecto de
aplicar O, a |@), también en la forma

0,12) =3_ ajoflgs; oq); (14)
.
como las vectores |g;; a;) son todos independientes, las ecuaciones (12), (13), y (14)

implican que o} = o4, para todo valor de i. Consideremos ahora al vector

[¥) =3 aj exp(i6;) 1943 o) (15)
J

que se obtiene de (13) al modificar arbitrariamente las fases en la superposicién. Si

aplicamos O, a éste, obtenemos

0.1W) = 0, S a; exp(ib;)lgsi ) = 0al¥), s =1.2,...,N. (18)
)
Las ecuaciones (13) y (16) nos dicen que los estados |®) y | W) tienen exactamente
los mismos nimeros cudnticos y que, por lo tanto, son absolutamente indistingui-
bles. fisicamente. Ningin proceso fisico puede determinar la fase relativa entre el
eatado (12) y el estado {16). Sin embargo, matemiticamente | %) y |®) son vectores
diferentes en el espacio de Hilbert; la contradiccidn se evita exigiendo que superposi-
ciones de estados pertenecientes a subespacios definidos por eigenvalores diferentes

del operador G no tengan significado como estados puros. Las superposiciones |¥)
y {®) son de necesidad incoherentes.

5. Las reglas de superseleccién mds generales. [

La teoria cuAntica debe formularse tomando en cuenta las reglas de super-
seleccién mais generales que pueden ocurrir; hay, al menos, una por cada nimero

cudntico discreto que se conserve absolutamente, y una adicional relacionada con el
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espin de las particulas. Los observables que llevan a estas reglas de superseleccién
son:

A) La carga eléctrica (Aharonov y Susskind 1967, Foldy 1953, Rolnick 1967,
Mirman 1969, Emmerson 1972, Sudbery 1986). Es relativamente facil dar argumen-

tos que justifiquen heuristicamente la existencia de la regla asociada con la carga
eléctrica.

Si nos olvidamos de los problemas subyacentes, todo se reduce a una
simple aplicacién de la ley de Gauss (Strocchi y Wightman 1974):

Supongamos que O es un operador cualquiera definido en una regidén finita

del espacio, lo que hay que probar es que éste siempre conmuta el operador de carga
eléctrica Q. El operador de carga se define por

Q= Rl_u.n ./;r‘sup(r, t) d3r; an
T T D “
) ;
Q.01 = Jim_ [ lptr.0)/4) &*rs (18)
ahora, empleando la ley de Gauss:

por lo que

V-E =p, ‘ (19)
se obtiene

(@.0] = Jim_ j (E(r,t),0] - do. (20)
Como O se define unicamente en una regién finita, eventualmente el campo eleétrico

E(r,t) se eval A fuera de ella, y €l conmutador de Q con cualquier observable O
valdri, obviamente, cero.

Asi, la carga eléctrica debe cumplir con una regla de
superseleccién.

B) El nimero bariénico (Jauch y Miara 1961, Streater y Wightman 1964,
Emmerson 1972, Sudbery 1986), y los tres niimeros lepténicas L., Ly v Ly (Streater

vy Wightmm.'Emmerson 1972, Sudbery 1986). Hasta donde sabemos, estas reglas
son hechos empiricos que no se deducen de ningiin modelo dindmico.

C) Finalmente, esti la regla de superseleccién asociada con la imposibilidad
de superponer estados bosdnicos con estados fermiénicos (Wick et al. 1952, Streater
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y Wightman 1964, Hegerfeld et al. 1968, Sudbery 1986), llamada de univalencia.
Discutiremos esta regla, dentro del marco de la teoria cudntica arelativista, en la
siguiente seccidén.

6. Univalencia.

Esta regla de superseleccién prohibe superponer estados bosénicos con es-
tados fermidnicos. Esbozamos una demostracién de ella en la seccién 2 siguiendo
el ya cldsico argumento de Wick et al. (1952). Aqui, rediscutiremos el origen de la
regla de univalencia desde otro punto de vista; demostraremos que es consecuencia
directa de la existencia de particulas cudnticas indistinguibles.

Consideremos un sistema formado por dos particulas cualesquiera que ten-
gan el mismo espin. El estado del sistema queda descrito por el vector

laa, si;Q3,92), (21)
en donde q; representa la posicién, y s; la variable de

espin de ecada particula.
Introduzcamos el operador de permutaciones P, cuyo efecto@o/br: el estado (21)

es, simplemente, permutar el orden en que aparecen las particulas

Play, s154q3, 92) = |qz,s2;q1,31)- (22)
Los eigenvalores de P son +1y —1; los eigenvectores correspondientes son los estados
bosénicos y los estados fermidnicos, respectivamente. Todo vector en el espacio de

Hilbert puede clasificarse como fermiénico o como bosénico, segiin el espin que le
corresponda al estado que describe.

Si las particulas que intervienen en cierto vector de estado son idénticas,
ninguna conclusién que se obtenga acerca del sistema puede depender del orden en
que aquellas aparezcan en aquel, s.e. todo observable del sistema O conmuta con P
{Roman 1964). Por lo tanto el operador de permutaciones es un observable clisico

y debe generar una regla de superseleccién. Segiin demostramos a continuacién la
regla que genera P es univalencia.

Introduzcarnos proyectores sobre las eigenfunciones de P
Ps = 0/ P),
[

(23)
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de forma que P4 )W) es un estado bosénico y P_{¥) es estado fermidnico. Los
operadores Py son los responsables de dividir el espacio d s

tbert H en los sectores
coherentes, bosdnico H_ = P_H, y fermiénico Hy = Py H.
Si los vectores de estado |®.+) pertenecen a Hi, y O es un observable,
evidente que

(®-101®+) = —({2-|0|®4) =0. (24)

Si aplicamos el operador de permutaciones a cualquier combinacién lineal de fer-
miones con bosones:

Pla+|®s) + a—|P)) = a4 {®4) ~ a-|®-), (25)
obtenemos un vector estado que es linealmente independiente del anterior; pero,
este estado debiera ser indistinguible del original.

Por lo tanto, se cumple una
regla de superseleccién entre estados fermidnicos y estados bosénicos (Hughes 1989,
Miiller~Herold 1985).

7. Regla de superseleccién de Bargmann.

En las aplicaciones de la mecaAnica cuéntica a problemas atémicos o molecu-
lares se trata a la masa como un parimetro estrictamente cldsico: conmuta con toda
otra cantidad fisica. A nadie se le ocurre preguntarse por estados que superpongan
particulas de diferente masa. La masa parece cumplir una regla de superseleccién.
El que ello sea asi, segiin lo demostré Bargmann (1954), es una consecuencia de la

invariancia galileana del espacio-tiempo usado en la fisica atémica y molecular.

Las tranaformaciones de Galileo se representan en mecénica cuéantica por
operadores unitarios Uy que actian sobre las funciones de estado. El efecto de una
traslacién espacial sobre un vector de estado es (Kaempffer 1985)

Ur¥(q) = W(q+T), (26)

una transformacién de Galileo pura afecta al mismo estado en la forma

Uv¥(q) = exp(imv - Q) ¥(q), (27)
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donde m es la masa de la particula y v la velocidad relativa entre dos sistemas de
referencia inerciales. Calculemos ahora el efecto combinado de una transformacién
de Galileo pura Uy, una traslacién Uy, la transformacién inversa de Galileo U, v,
finalmente, la traslacién inversa U_y; tal combinacién es equivalente a la transfor-

macién identidad, por lo que nos debe llevar de vuelta, salvo por una fase, al estado
inicial (Kaempffer 1965):

Uy U UrUv ¥ (q) = exp(smr - v)¥(q). (28)

{Cuiles son las implicaciones de este resultado para sistemas con particulas de

masas diferentes? Una superposicién de estados de particulas de diferente masa,
{®) = {rn1) + lm2), se transforma como

&) — |¥') = exp(im;r - v){m,) + exp(imar - v)img).

(29)

En este caso, sir % 0 y v # O, los estados |¥) y |¥') resultan independientes.
Pero, como el efecto de la transformacién identidad tiene que ser fisicamente trivial,

solo podemos concluir que no estad permitido superponer estados correspondientes
a particulas con masa diferente.

La masa es, en efecto, un observable clisico en
mecinica cudntica arelativista (Levy—-Leblond 1963).

La existencia de esta regla
induce una descomposicién del espacio de Hilbert en una suma directa de sectores

que corresponden a los diversos valores que puede tomar la masa.

8. Nimero de particulas.

Como es intuitivamente obvio, el niimero de particulas es otro ejemplo de
un observable clésico con el que hay una regla de superseleccién asociada (Galindo
et al. 1962, Miller—Herold 1985). Esta regla casi puede considerarse un corolario
a la de Bargmann. Veimoslo asi: Si tenemos el estado, |n), de n particulas con la

misma masa m; éste se transforma bajo el operador identidad (considerado, como

en la discusién anterior, como combinacién de transformaciones de Galileo cuyos
efectos se anulan) en la forma

{n) — exp(i nmv -r)in). (30)

Es obvio ahora que combinaciones coherentes de estados de n particulas con estados
de n' particulas no tienen significado fisico alguno.
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9. Propiedades macroscdpicas.

Es claro el origen cinemaitico de las reglas de superseleccién anteriores. Pero
existen otras que tienen un origen dinamico; surgen de introducir acoplamientos en-
tre un sistema y su entorno. Por ejemplo, las porciones macroscépicas de materia
adquieren propiedades clisicas conforme su tamafio y complejidad aumentan; en
el limite termodindmico, aparecen la temperatura y el potencial quimico, variables
clisicas que tienen asociadas reglas de superseleccién. También se han encontrado
variables cldsicas en el comportamiento macroscépico de superconductores y super-
fluidos (Putterman 1983). Nétese que en estos casos las reglas de superseleccién

surgen al tomar el limite de infinitos grados de libertad en el sistema y como re-

sultado de interacciones entre éste y su entorno (Miller-Herold 1980, Pfeifer 1981,
Zureck 1982).

10. Moléculas jirales.

Durante mucho tiempo la fisica molecular no pudo explicar la existencia
de moléculas jirales, i.e. moléculas que nunca se observan en los que debieran ser
los estados estacionarios del hamiltoniano de la molécula libre. Ejemplos de estas
moléculas son la serina y el aziicar, que se encuentra en formas enantiométricas
levégira y dextrégira. La existencia de estos isédmeros 6pticos, formas enantiométri-
cas de la misma especie molecular, no se podia reconciliar con la mecinica cudntica

(Hund 1927, Born y Jordan 1930, Wooley 1976, Davies 1979). A este problema se
le conoce como la “paradoja de los isémeros Spticos”.

El problema es que estas moléculas se presentan en dos clases de estados
que no tienen las mismas propiedades de simetria que el hamiltoniano del sistema
molecular: todos los estados estacionarios de estas moléculas son jirales y, por lo
tanto, no son eigenestados del operador de paridad. En estos sistemas ocurre una
ruptura espontinea de la paridad. La explicacién que se dié para esto, implicé la

introduccién de una regla de superseleccién entre los dos tipos de estados.

La base de esta explicacién esta en la observacién de que, en moléculas ji-

rales, los estados con energia mas baja estdn casi degenerados; lo que los vuelve
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extremadamente sensibles a perturbaciones externas. Por ello, es necesario incluir
las interacciones con el campo de radiacién que rodea a la molécula. Este acopla-
miento se puede describir por un hamiltoniano modelo que incluye la parte trans-
versal del campo de radiacién (considerada como un sistema infinito de osciladores)
acoplada a la moléculs. Esta interaccién produce una degeneracén exacta (antes
solo era aproximada) entre los estados, acompafiada por una regla de superseleccién
dindmica producida por la singularidad infraroja del campo de radiacién (Pfeifer

1980, 1981, 1983). La variable clisica asociada a esta regla de superseleccién es la
jiralidad de la molécula.

La regla de superseleccién dindmica que, segiin demostraremos en el capitulo
3, ocurre en un modelo para un Atomo dentro de un campo magnético con intensidad
infinita, muestra similitudes con la regla encontrada por Pfeifer. De cierta forma, se
le puede considerar una versién “desnuda”, esto es, despojada de toda complejidad
innecesaria, del fenémeno que produce ésta: una regla de superseleccién producida
por una singularidad en el hamiltoniano. Este resultado es muy interesante pués
ocurre en un sistema con un nimero finito de grados de libertad y sin necesidad de

invocar acoplamientos externos a sistemas con un nidimero infinito de ellos.
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Capitulo 2

Atomo en un campo magnético muy intenso

1. Introduccién.

Las modificaciones que sufre la estrucura de loa 4tomos cuando se los sujeta
a campos magnéticos siempre ha generado interés. En los primeros tiempos de
la teoria cuAntica se estudiaron y explicaron el efecto Zeeman normal y el efecto
Zeeman andémalo; subproducto a estos estudios fué la introduccién del espin como
ndmero cuintico extra que caracteriza al electrén. Con el descubrimiento de los
pulsares, los que se cree que son estrellas de neutrones en rapida rotacién en las
que se producen campos magnéticos ultraintensos (Smith 1977, Goldrich y Julian
1969, Ruderman y Sutherland 1975}, el interés en el estudio de Atomos en campos
magnéticos se reavivé (Guder 1967, Ruderman 1971, Surmelian y O'Connell 1974,
Avron et al. 1978, Freeman 1981, Rosen 1986, Chhajlany et al. 1988). Actualmente
éste se debe también al interés en el estudio de estados de Rydberg en campos
magnéticos (Gay 1986), a problemas de localizacién de las funciones de onda (Bivona
et al. 1988), v al creciente interés en el caos, tanto a nivel clisico como cudntico

{Lombardi et al. 1988, Friedrich y Wintgen 1989, Nifiez Yépez et al. 1989b).

La diferencia fundamental de los nuevos estudios con las investigaciones
anteriores es el orden de magnitud de las intensidades de los campos, mientras
que en eatudior del efecto Zeeman se puede tratar la interaccién magnética como
una perturbacién a la interaccién coulombiana con el niicleo (Bransden y Joachaim
1983), en el caso de un Atomo de hidrégeno en el campo magnético de un pulsar, es
la interaccién coulombiana la que debe considerarse perturbacién a la interaccidén
magnética (para una mencién de las intensidades de campo involucradas, ver la
seccién siguiente); a estas intensidades del campo magnético la eastructura atémica
se modifica grandemente (Zeldovich et al. 1983, Gay 1986).

El interés en este
problema “ev'o/ a considerar el caso extremo de un 4tomo en un campo magnético



con intensidad infinita. A este caso extremo se le conoce también como el problema
del dtomo de hidrégeno en una dimensién (Garstang 1977, Gesztesy 1980, Gomes y
Zimerman 1981, Tzara 1985, 1987, Davtyan et al. 1987, Niifiez Yépez et al. 1987,
Salas Brito et al. 1989), problema que ya habia sido estudiado anteriormente en la

teoria de excitones en campos magnéticos (Loudon 1959, Elliot y Loudon 1960).

En este capitulo discutiremos el limite de campo magnético con intensidad
infinita dentro de la teoria de Atomos inmersos en un campo magnético muy intenso,
limite al que se comenzé a estudiar corno una aproximacién unidimensional al pro-
blema. Esta aproximacién ha sido criticada por los problemas que introduce debido
a su caricter singular (Moshinsky et al. f984). Para analizar algunos de estos pro-
blemas, describiremos el bién conocido efecto de un campo magnético, B, actuando
sobre un electrén, para después, incluir el campo electrostiatico de un miicleo como
perturbacién. Ello nos conducirdi naturalmente al estudio de las funciones pro-
pias y del espectro de energias de la familia de potenciales V,(g) = —Z/(lq| + p),
considerindolos como funciones de p {~ B~Y 2); para, finalmente, investigar su
comportamiento en el limite p — 0. Mucho de nuestro interés en este capitulo
estard enfocado al comportamiento del estado fundamental, puesto que su compor-

tamiento, y ain su existencia misma, ha sido fuente de controversia.
2. Electrén en un campo magnético.

Comencemos por analizar el efecto de un campo magnético constante apli-
cado a un electrén que, excepto por esta interaccién, se mueve libremente. Supon-
dremos que el campo apunta en direccién z, y tiene magnitud B. Como es sabido, el
movimiento del electrén se ve cuantizado en direccién perpendicular al campo, s.e.
en la direccién p = (zz “+ yz) 1/ 2 en estados discretos que se conocen como niveles

de Landau. Los eigenvalores de la energia estin igualmente espaciados entre si, y
su espectro es (Landau y Lifshitz 1977)

ENm = hw[N + (m +|m|)/2 +1/2] + pZ/2me., + (1)
aqui, m = £1,+2,..., es el mimero cudntico azimutal, m. es la masa del electrén,
N (=0,1,2,...) es el nimero cuédntico asociado con el movimiento en direccién p,

¥ no incluimos el efecto del espin.
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Cada nivel de Landau tiene una degeneracién infinita, los orbitales corres-
pondientes son

G(r) = AN, lmeTPas/M) exp(— o2 /2¢2) ™ AL (—n, ) + 1, 02 /20 2),

2)
donde Ay, = (Im| + N)YV/Z(2x1/32mINn~1/2 (P2 N1 -1 es un factor de nor-
malizacién, r. = (2ch/eB)Y/? es el radio ciclotrénico, yo

—ecpz/eB, y M(a,b,c)
es la funcidén hipergeométrica (ver la ecuacidén (26) para su definicidén). Segin esta
ecuacién, los orbitales estin “concentrados” (en el mismo sentido en que un atomo

de hidrégeno esta concentrado dentro de una esfera con el radio de Bdﬁa B) dentro
de un cilindro de radio

pm = (Im| +1/2)'/?r, (3
alrededor de las lineas de campo. Obviamente, mientras més intenso sea el campo
magnético, mas localizado estara el electrén alrededor de la linea de campo. Cuando
re € ap se habla de campos magnéticos ultraintensos. Pongamos unos ndmeros
para ilustrar el significado del término. Si pedimos que la interaccién magnética sea
del mismo orden de magnitud que la coulombiana, debemos tener que: r, = ag; esto

se traduce en una intensidad del campo magnético de B. = 2.3 x 10° G. Un campo
B ultraintenso debe cumplir que B/B. > 1; por lo que, en este caso, ro < ag

¥ el electrén estard mucho mas confinado. A guisa de ejemplo, mencionamos que

el campo magnético tipico en un pulsar es Bygyiyar ~ 103G (Shapiro y Teukolsky
1983, Zeldovich et al. 1983).
3. Atomo en un campo magnético ultraintenso.

Incluyamos ahora el efecto del campo coulombiano de un nicleo (al que,
por simplicidad, supondremos de masa infinita) de carga Ze, localizado en algin
punto sobre la linea de campo alrededor de la cual gira el electrén. Para campos
magnéticoa muy intensos, el campo coulombiano del niicleo se comporta como una
perturbacién que casi no afecta el movimiento transversal del electrén, y que solo
es efectivo en la direccién z, la direccién del campo magnético. El efecto del nGeléo
es unicamente el de ligar al electrén alrededor de los niveles de Landau {Kadomsev
y Kudryavtsev 1971, Garstang 1977, Skjervold y Ostgaard 1984). Se obtienen, asf,

un nidmero infinito de niveles discretos de energia asociados a los niveles de Landau.
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El campo eléctrico del micleo contribuye a la energia potencial del electrén
con el término
V(z) = —Ze /(% + 2%)1/3, (4)
pero, debido a la accidén de B, la posicién transversal del electrén puede suponerse
aproximadarmnente fija e igual a p,; entonces, con muy buena aproximacién, se puede
substituir (4) (Rau y Spruch 1976) por el potencial unidimensional efectivo:
V(2) = —Ze?/(pm + |2]). (s)
En el limite B — oo, este potencial se convierte en el “potencial unidimensional de
Coulomb” (Loudon 1959, Tzara 1985):

V(z) = —Z%/|z|; (6)
lo que también se puede obtener directamente de (4). Los argumentos que se han
dado para llegar a la expresiéon aproximada (6) no han dejado de causar controversia
por la naturaleza singular del potencial que se obtiene. El llamarle “potencial de
Coulomb en una dimensién™ a este potencial ea lo usual, y es la denominacién que
usaremos en este trabajo. Hacemos notar, sin embargo, que el potencial de Coulomb
apropiado a una dimensién (i.e. que es solucién de la ecuacién de Poisson) debe

ser V (z) o |z|, ¥y no es de la forma (6).

4. Problemas con el modelo basado en el potencial unidimensional de Coulomb.‘
Es claro que tomar el limite B — oo ha generado una singularidad, un
polo en el termino de energia potencial. Esta singularidad es de naturaleza mis
grave que la singularidad original en el potencial coulombiano del niicleo, ya que
el efecto del campo magnético es la supresiéon efectiva de dos de las dimensiones
espaciales del problema. Segin se cree, la singularidad genera varias caracteristicas
problemaéticas al modelo del dtomo de hidréggno unidimensional, que lo inutilizan
como modelo aproximado del comportamiento de un electrén en un 4&tomo sujeto
a un campo magnético muy intenso (Moshinsky et al. 1984). Estas caracteristicas

son:

A) El dtomo de hidrégeno en una dimensién tiene estados ligados degenerados,
violdndose asi el resultado que asegura que los estados ligados de cualquier potencial
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en una dimensién no pueden serlo (Loudon 1959, Haines y Roberts 1969, Davtyan
et al. 1987). En el d4tomo de hidrégeno unidimensional los niveles estin doblemente
degenerados, como consecuencia de que su hamiltoniano es un operador par. Esta
curiosa propiedad, que se ha interpretado de muchas formas (por ejemplo, como
consecuencia de una simetria oculta O(2) presente en el problema (Boya et al. 1988,
Lutsenko et al. 1989)), es consecuencia directa de la limitacién a la superposicién

de estados que existe en el sistema —o, si se quiere, de una regla de superseleccién—
segin lo demostraremos en la seccién 12 del capitulo siguiente.

B) El estado fundamental del 4&tomo de hidrégeno en una dimensién se encuentra
completamente localizado en el origen (su funcién de onda, se cree, es una delta
de Dirac) y corresponde a una energia de enlace infinita (Loudon 1959, Haines y
Roberts 1969, Van Haeringen 1978, Zeldovich et al. 1983, Moshinsky et al. 1984,
Imbo y Sukhatme 1985, Spector y Lee 1985, Davtyan et al. 1987). El argumento
informal que usualmente se ofrece para sustentar la existencia de este estado es,

esencialmente, el siguiente: Como el potencial del problema es ~ —1/|z|, el estado
fundamental debe tener una energia

Eo ~ —fodz/z, ™
vy esta integral diverge logaritmicamente. Entonces, como la energia de enlace es
infinitamente grande, se argumenta que el electrén se debe encontrar confinado en

z = 0, esto es, amarrado completamente al sitio del nicleo (Loudon 1959, Haymaker
v Rau 1986, Davtyan et al. 1987).

C) Se afirma que los niveles de energia de los estados ligados con simetria par,
forman un continuo de estados ligados (Haines y Roberts 19689). Asi, este sistema
seria. en extremo peculiar, su espectro de energias “discreto” seria, en realidad,
continuo.

CH) Por otra parte, el interés reciente en la aplicacién de métodos supersimétrices
a problemas de mecAnica cuintica (Gedenstein y Krive 1985, Urrutia y Hernéndez
1983, Jauslin 1988), ha llevado a algunos autores a la conclusién de que la existencia

de un espectro de niveles doblemente degenerado con un estado base que no lo es, es

— 0 -



indicacién inequivoca de que el 4tomo de hidrégeno en una dimensién es un ejemplo
tipico de un sistema cuintico supersimétrico (Imbo y Sukhatme 1985, Haymaker y
Rau 1986, Stedman 1985). Ello también ha llevado a que se considere —errénea-
mente (Martinez y Romero et al. 1989a, 1989b)— al potencial unidimensional de

Coulomb como su propio companero supersimétrico.

Todas las caracteristicas mencionadas se atribuyen al efecto de la singulari-
dad; su verdadero origen seria pués el proceso limite. Como la existencia de estas
propiedades ha produci;i:/do largas controversias sobre las propiedades del sistema,
a continuacién analizaremos el comportamiento de sus eigenestados durante el pro-
ceso de pasar del potencial (5) al potencial (8), i.e. al hacer que p — 0; lo que es
completamente equivalente a tomar el limite B — co (Avron et al. 1979).

5. Propiedades generales de los estados del hamiltoniano.

Para aclarar el proceso por el que se obtiene el hamiltoniano de d4tomo de
hidrégeno unidimensional, estudiaremos a la familia de hamiltonianos (en unidades
atémicas, A = me = e = 1) . z

H=3" ~flve ®)
Muchas propiedades generales de los estados de estos hamiltonianos se pueden dedu-
cir de transformaciones de redimensionamiento (Avron et al. 1979) segin mostrare-
mos en esta seccién. Aunque nos interesa primordialmente la dependencia con g vy,
para mucho de lo que haremos basta tomar Z = 1, en esta seccién consideraremos
la depend;:ncin. tanto en p como en Z.

Si realizamos la transformacién
p — Ap, z— z/A, A>0 9
el hamiltoniano (8) se transforma en
t 13 (270 (Z/N)
H o H' =2 (p 2= rias) - £10)

De aquf obtenemos que sus niveles de energia E(Z, p) satisfacen '

A2E(2Z/), Ap) = E(Z,p), (13)
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de donde

E(Z,p) = p2E(Z/p, 5%,

(12)
y
E(Z,p) = (1/p*)E(2Zp,1). 13)
Obviamente, el hamiltoniano (8) satisface también que
H(Z,p) > H(Z,0), (14)

por lo que, los niveles de energia asociados deben satisfacer la desigualdad

En(Z,p) > En(Z,0); (15)
¥, ya que p? es un operador definido positivo, deben cumplir también que (Martinez
vy Romero et al. 1989a)

z
En(Z,p) > -5 (16)
Nétese que esta condicién indica que no es razonable esperar un estado ligado

con energia de enlace infinita. Sin embargo, a pesar de que este argumento es

de naturaleza muy general, podria no considerarse del todo concluyente por la
singularidad en p = 0. En el capitulo siguiente exhibiremos que si lo es.

Los niveles de energia, considerados como funciones de los parametros Z y p,

decrecen monotonamente con Z, y crecen monotonamente con p. Para demostrarlo,
consideremos la ecuacién de eigenvalores

H(Z, p)Y¥(z; Z,p) = E(Z,p)¥(2; Z,p)

(17)
y derivémosla respecto de p, con ello obtenemos
8H/[3py + HOY[3p = IE [Bp ) + E I /3p, (18)
ahora tomamos el producto interno de este resultado con ¢, y rearreglamos
1
OE[9p = Z < YP|li77r—ml¥ >, 19
/90 g @9)

lo que muestra que la derivada es siempre mayor que cero. Si derivamos .(]:7)
respecto a Z, podremos similarmente obtener que

BE/3Z = — < "'lHIT?"" >, (20)



i.e. esta derivada es menor que cero. Con los resultados {19) y (20) quedan demos-
tradas nuestras afirmaciones.

6. El problema aproximado de un dtomo en un campo magnético ultraintenso.

En esata seccién estudiaremos los estados ligados del hamiltoniano aproxi-
mado (8). Los estados ligados deben satisfacer la ecuacién

1d%y
~2dz7 ‘z;+p“’ Ev, (21)
con E < 0. Si hacemos el cambio de variable
vV—B8E(z+p) s8siz>0,
Al vy = (22)
P vV—8E(z—~p) siz<O,
la ecuacién/(20) se transforma en
' a2y 1
vz T\~

+ ===z Y = 0. 23
\yw*ﬂ?) 3
Debemos notar que en esta ecuacién la singularidad es aparente, puesto que el
punto y =

O estd fuera del intervalo admisible de valores, pués la transformacién
(24) requiere que —co < y </—8FEp o vV—8EFE

< oO.

<.
Pr ~—

Si consideramoe primero la regién y > 0, esta. ecuacidn estd en la forma de

una ecuacién hipergeométrica confluente {Abramowitz y Stegun 1968); su solucién
general se puede escribir como

Y(¥) = yvexp(—y/2){AM(k,2,y) + BU(k,2,4)}, (25)
donde k = 1 — Z//~2E, Ay B son constantes, y las funciones M y U aon las
funciones hipergeométricas confluentes:

afa +1) z2
M(a,bz)—1+-b-1|+—m2‘+--- (26)
k4
U(a,2,z) = 1 1

o)z T Fa o piM®2.2) Inz+

(271)
2:1 Bl e+ ) — ¥+ 2) ~ ¥ 2+ )N,
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donde usamos las definiciones:

(@) =ala+1)...(a+s—1), (ao=1, (28)

1 dr(a)
Yr(a) = (@) da * (29)
El comportamiento asintético (cuando y — oo) de la solucién es (Abramowitz y
Stegun 1968)

—k
) ~ yexp(—y/2) (AZRWY 4 py-r), (30)

pero, si deseamos que nos represente estados ligados, es menester que ¥ (oo) = 0; de

esta forma se requiere que A = 0. La solucién aceptable para y > O es, por lo tanto

¥(v) = Byexp(—y/2) U(k,2,v). (31)
Esta funcién define precisamente a la funcién de Whittaker W, 3(z) (Abramowitz y
Stegun 1968)

Y+ (v) = BWy 1 5/2(v), siy>0. (32)
La solucién para y < O se puede obtener ficilmente de hacer y — —y en (32), con
lo que se obtiene

Y—(¥) = C Wy g,1/2(—v) siy <O. (33)
Abora, para obtener las eigenfunciones del sistema, es menester empatar las solu-
ciones en z = O para formar tanto funciones pares como impa.res.' Para estados
impares pediremos que

U=,

v+ (v=2Ep) = v—_(V—2Ep) =0,

(34)
mientras para los pares, pediremos que se cumpla
- A e e
= d—'y'l!—( —2Ep) = d—y'l’+( —2Ep) = 0. (35)
Si usamos las expresiones (32) y (33), estas condiciones quedan
Wiik,1/2(pvV—2E) =0, para estados impares, (36)
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b4

Wi-&-k,x/z(i"/ —2E) =0, para estados pares. 37
Estas expresiones nos permiten, ademads, calcular los eigenvalores de la energia para
los niveles pares y impares del problema. De las bien conocidas propiedades de las

funciones de Whittaker, es claro que los niveles de energia son discretos.

7. El comportamiento limite cuando p — O.

Con ayuda de los resultados que obtuvimos en la seccién anterior, podemos
estudiar el comportamiento de las eigenfunciones y de los eigenvalores de la energia
en el limite p — 0. Podemoe suponer que el espectro E(p) no sera muy diferente,
en este caso, del espectro de un dtomo de hidrégeno.

Si se introduce el defecto
cuintico §, podremos suponer que k =~ 1 — n + §, y usar esta expresién para analizar

el comportamiento de las ecuaciones (36) y (37} en este limite (Van Haeringen 1978,
Gesztesy 1980). En estas condiciones para los niveles pares se obtiene

Enp = (—2%/2n?)(1 3 2/(n In(22p)))

n=1,2,3,...
mientras que para los impares el resultado ea

(38)
Ep =~ —

Z%)(2n%)(1 — 4Zp/n). r=1,2,3,... (39)

Obviamente estos estados estAn casi degenerados, degeneracién que se vuelve exacta

en el limite p = 0, y el espectro se vuelve idéntico al del Atomo de hidrégeno
tridimensional (ver la seccién 3.7).

El estado base es un caso especial en que 1/E == O (Avron et al. 1979), y

resulta ser un estado par cuya energia se obtiene, en el limite p < 1, de la expresién
(Van Haeringen 1978, Gesztesy 1980)

Eo = —22Z% n%2(42Zp), (40)
por lo que E — —oo cuando p — O. ' .
7. El problema del estado base.

El resultado anterior, ecuacién (40), se ha usado en muchas ocasiones (Lou-
don 1959, Van Haeringen 1978, Gomes y Zimerman 1981, Davtyan et al. 1987) para

-5 —

S



respaldar la existencia del estado base con energia infinita, pero, dada la naturaleza
singular del hamiltoniano que se obtiene en el l{mite, no constituye razén suficiente
para ello. Para asegurar la existencia del estado es necesario investigar también

el comportamiento de la funcién de onda del estado fundamental ¥g, en el mismo
limite.

Para llevar a cabo el anilisis mencionado, emplearemos estrictamente el
método que fué usado originalmente para concluir la existencia del estado (Loudon
1959, Elliot y Loudon 1960). Como mostramos a continuacién, si el limite se toma

apropiadamente, no se encuentra estado alguno que corresponda a una energia de
enlace infinita.

Para encontrar la funcién de onda del estado base en el limite de campo
magnético infinito, usaremos directamente el hamiltoniano (8) con p = 0. Si en la
ecuacién de Schrodinger (23) hacemos que £ — —oo, seglin el anilisis hecho por
Loudon (1959), se obtiene la ecuacién

s
TF v =o (41)
cuya solucién nos permite calcular la funcién de onda del estado fundamental. Esta,

va normalizada, se puede poner en la forma (Ntfiez Yépez y Salas Brito 1987,
Martinez y Romero et al. 1989b)

Wo(2:0) = lim Wa(z;0) = lim(a)~V/?exp(~|z|/a), _ {42)
donde hemos introducido el parémetro « = (2E)~1/2,

Para obtener el estado fundamental, siguiendo con el método de Loudon,

Ay
se requiere inveatigar el limite a — O en la expresién{(40). El dnico problennres"“/@
e Tl anie

que éste no existe en el sentido usual; para evitarlo, podemosa considerar al estado
fundamental como una funcional —lo que siempre puede hacerse para cualquier
estado cudntico (Messiah 1976)— v, asi, definir al eatado base como el limite

Wolf) = limy [ Wa(2:0)f(2) dz, (43)



donde, como corresponde a posibles estados de un sistema cudntico, f(z) es una

funcién de cuadrado integrable. Es muy ficil demostrar que este limite es siempre
cero:

Wolf] = lim a*/? [T a~t exp(~l2|/a) f(2) dz = 0. )

Como el limite vale cero para cualquier funcién de cuadrado integrable, la tinica
conclusién posible es que el estado base sea identicamente cero, i.e. que no exista

dicho estado. Hemos demostrado, pués, que hay un error de principio en la manera

como fué introducido originalmente este estado. Entonces, podemos afirmar que

no existe un estado fundamental con energia de enlace infinita en el problema de
un itomo en un campo magnético infinitamente intenso (Boya et al. 1988, Niifiez
Yépez et al.1987, 1989a). Aunque, claro esti, esto no contradice el bien conocido
resultado que afirrna que la energia del estado base de un itomo en un campo
magnético ultraintenso se incrementa logaritmicamente (Zeldovich et al. 1983) con

la intensidad del campo magnético, al menos mientris éste tenga intensidad finita.

8. Conclusidn.

Hemos analizado los eigenestados del hamiltoniano aproximado para un

Atomo en un campo magnético ultraintenso y hemos mostrado que en el limite
de intensidad infinita:

A), Todos los eata.dt;s estan doblemente degenerados. Nuestro anailisis pareciera
demostrar que los estados se pueden clasificar en pares e impares, pero esto no es

as{; como demostraremos en el proximo capitulo la paridad no es un buen mimero

cuintico para el problema (Niufiez Yépez et al. 1987, Martinez y Romero et al.

1989b). La paridad se rompe espontdneamente en el limite de intensidad de campo
infinita. Esto nos muestra que, efectivamente, el teorema de falta de degeneracién
se viola en el sistema. El que esta propiedad no sea evidente en el proceso limite
que analizamos aqui, es un defecto del método, que // tiene su origen en que no
coinciden las condiciones de frontera que hay que imponer a los eigenestados del

hamiltoniano (8), con las que se requieren en el caso del hamiltoniano del &tomo
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en el campo magnético infinito (Gesztesy 1980, Nufiez Yépez et al. 1989a). Esto
seri claro de la discusién en el siguiente capitulo.

B) No existe el estado localizado en el origen y con energia de enlace infinita. La
creencia en este estado se ha debido a un error de calculo cometido originalmebte
por Loudon {1959) y, posteriormente, a la falta de un analisis detallada del proceso
limite por el que se obtiene el hamiltoniano del Atomo de hidrégeno en una dimensién
(NGfiez Yépez y Salas Brito 1987, Martines y Romero et al. 1989a). Es mas, segin

discutiremos en el préximo capitulo, tal estado es innecesario para la completez del
conjunto de eigenfunciones del sistema.

C) El espectro de energias es discreto.

De hecho, el sugerir que el espectro es
continuo, como lo hicieron Haines y Roberts (1969), equivale a decir que el operador

hamiltoniano no es hermitico (Andrews 1976, Ntfiez Yépez et al. 1987, 1988).

CH) La inexistencia de un estado fundamental sin degeneracidn se puede usar como

contra argumento para la afirmacién de que el problema tiene un espectro clara-
mente supersimétrico {(N\ifiez Yépez et al.

1988). Segin lo demostramos recien-~
temente, la extensién supersimétrica de el hamiltoniano del dAtomo de hidrégeno

unidimensional es similar, pero no coincidente, con el hamiltoniano del problema
original {Martinez y Romero et al. 1980a, b).

A pesar de lo que los resultados anteriores puedan querer decir del sistema
descrito por (8) considerado como aproximacién para el problema de un Atomo

en un campo magnético ultraintenso (Salas Brito et al. 1989), debe ser claro que

el problema de un &tomo en un campo magnético infinitamente intenso presenta
mucho interés por si. A este sistema le dedicamos el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Atomo de hidrégeno unidimensional

1. Introduccidn.

En el capitulo anterior, obtuvimos al potencial de Coulomb en una di-
mensién, y al dtomo de hidrégeno en una dimensién como un efecto de “com-
pactacién dimensional” (en el sentido que se le di al término en teoria de campos,
ver, por ejemplo, Tosa 1984) producido por un campo magnético ultraintenso so-
bre un sistema atémico tridimensional. El atomo de hidrégeno en una dimensién
ha sido empleado como modelo resoluble del comportamiento de excitones en cam-
pos magnéticos (Elliot y Loudon 1960, Spector y Lee 1985), y para aproximar la
interaccién entre particulas cargadas con la superficie del helio liquido (Cole and
Cohen 1969). Sin embargo, el Atomo de hidrégeno unidimensional ha sido mu-
cho mas dificil de entender que su contraparte tridimensional debido a las curiosas
propiedades de su solucién cuantica. Por ello, ademds del interés intrinseco en el
comportamiento de sistemas unidimensionales (Lieb y Mattis 1968, Pérez—-Alvarez
¥ Rodriguez—Copola 1988, Harris et al. 1989), el problema del Atomo de hidrégeno
unidimensional se ha convertido en un modelo teérico muy estudiado (Andrews
1966, 1976, Van Haeringen 1978, Haines y Roberts 1968, Hammer y Weber 1988,
Tzara 1985, 1987, Imbo y S}xkhatme 1985, Ninez Yépez et al. 1987, 1988, 1989a,

Nifiez Yépez y Salas Brito 1987, Davtyan et al. 1987, Boya et al. 1988, Lutsenko
et al. 1989, Salas Brito et al. 1989).

En este capitulo~daremos una solucién completa al problema del &tomo de
hidrégeno en una dimensién empleando la representacién de los momentos. Antes
de preocuparnos por su formulacién cuéntica, analizaremos la formulacién clisi¢a
del problema, la regularizaremos, y exhibiremos su simetria oculta. Resolveremos
el problema en la formulacién cudntica y haremos la conexién con otras soluciones

(incorrectas en su mayoria, puesto que no toman en consideracién la posibilidad de
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la existencia de variables cldsicas y de limitaciones a la superposicién de estados)
propuestas recientemente a este problema, y, finalmente, demostramos que las cu-
riosas propiedades de su solucién se pueden explicar introduciendo apropiadamente
una regla de superseleccién en el sistema, la que puede considerarse producida por
la naturaleza singular del potencial unidimensional de Coulomb. La prueba de Ia
existencia de una regla de superseleccién dinimica en un sistema con un solo grado
de libertad puede considerarse una de las principales contribuciones de este tra-
bajo. Estudiaremos el operador que genera dicha regla, los sectores coherentes en
que se divide el espacio de Hilbert, y los operadores inobservables del problema.
Concluiremos comparando la regla de superseleccién que encontramos con la regla
de superseleccién que se ha propuesto para explicar la existencia de las moléculas
Jirales.

2. El problema clasico del dtomo de hidrégeno en una dimensidn.

En esta seccién haremos uso de la formulacién hamiltoniana clisica, puesto
que deseamos exhibir la propiedad clisica que permanece aiin en la descripcién
cudntica. En vez de resolver directamente el problema cliasico, exhibiremos su si-
metria oculta. Para ello, usando un método propuesto por Moser (1980) para regu-
larizar el problema de Kepler, demostraremos que el hamiltoniano clisico del dtomo
de hidrégeno en una dimensién es equivalente, para energias E < 0, al hamiltoniano
que describe el movimiento libre de una particula confinada a una circunferencia
¥, para energias E > 0, al hamiltoniano asociado al movimiento de una particula
confinada a una hipérbola.

El Atomo de hidrégeno en una dimensién se describe por el hamiltoniano
clésico
H = p*/2m — Z/lql, @)
si sobre éste realizamos una rotacién de x/2 en el espacio de fases: p — q, ¢ —+ —p,
obtenemos .
H = ¢*/2m — Z/|p|. 2
Hacemos notar que en el caso cuéntico, este paso corresponde a pasar de la re-

presentacién de coordenadas a la representacién de los momentos. Puesto que la



energia es una constante del movimiento, podemos reescribir lo anterior en la forma
Ipl 2 —1) =
Pl(q*/2mE — 1) = 1/E. (3)

Al elevar al cuadrado esta expresién, podremos definir un nuevo hamiltoniano como
(Boya et al. 1988, Moser 1980)

B = B (2 /2mE 1)z, @

3. Equivalencia al movimiento en una circunferencia.

Sien ]la ecuacién (4) consideramos el caso E < O, bastari hacer la proyeccién
estereografica:

@ = 2 arctan(g/2a), é € [0, 2rn], (53)
para obtener el hamiltoniano transformado
H' = P}/2ud?, (e)

donde hemos definido a = (m|E|/2)1/2 y u = Z2/2|E|. Este resultado demuestra
la conexién que hay entre el itomo de hidrégeno en una dimensién y la particula
moviéndose libremente en una circunferencia.

4. Equivalencia al movimiento en una hipérbola.

Consideremos, ahora, el caso E > O en (4). Para transformar el hamilto-

niano al caso de una particula libre moviéndose en una hipérbola, hay que realizar
la transformacién

g = 2a arctanh(v/2) sig e (—1,+1), (7

o la transformacién
g = —2a arccoth(v/2) 8i 1l < |q| <oo. (8)

La transformacién (7) lleva a la rama superior, mientris la (8) lleva a la rama

inferior de la hipérbola. Sin embargo, bajo cualquiera de ambas, el hamiltoniano
H’ se transforma en

H' = P3 /243 O]
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donde a2 = mE/2.

5. La simetria oculta del problema en la formulacion cldsica.

Si pensamos en las orbitas confinadas, existen dos formas en que se puede dar
el movimiento sobre la circunferencia de manera dextrégira o de manera levégira;
estos dos movimientos corresponden, en el problema del &tomo de hidrégeno, a una
particula confinada a moverse en el lado derecho, o en el izquierdo de la singula-
ridad. Esta propiedad de la solucién cldsica fué demostrada recientemente (Boya
et al. 1988): una particula nunca puede cruzar el origen y cambiar el lado de la
singularidad en que se esti moviendo. En eKtomo de hidrégeno unidimensional
clisico, el signo de la coordenada g, sgn(q), es una constante del movimiento. Esta
constante es el andlogo unidimensional del vector de Runge—-Lenz, i.e. es la cantidad
conservada extra asociada a la simetria oculta del problema, y como demostrare-
mos posteriormente, esti directamente relacionada con la aparicién de una regla de

superseleccién en el sistema.

El grupo dinidmico de invariancia de los estados ligados del 4tomo de hideé-
geno unidimensional resulta obvio al haberlo escrito en la forma (8), su simetria
oculta, que es la misma que para la particula moviéndose en la circunferencia, es
O(2). Este grupo incluye tanto rotaciones § — 8 + 8g, Py — Fpy, como reflecciones
8 — —0, Py — —Py. El generador de las rotaciones es proporcional a sgn(q), puesto
que, como lo mencionamos, ello es todo lo que sobrevive del vector de Runge-Lenz

(en una dimensién, el momento angular no puede definirse).

Si la energia del sistema es mayor que cero se ha demostrado la equivalencia
del movimiento del sistema con el movimiento libre en una hipérbola, ello nos dice

que, aunque existe un grupo dinidmico de simetrfas, éste ya no es O(2).

6. El problema cudntico del dtomo de hidrégeno unidimensional.

En esta seccién y las siguientes, trabajaremos en unidades atémicas: & =

m = e = 1, y usaremos Z = 1. Con estas convenciones el problema cuéntico del



aAtomo de hidrégeno en una dimensién se puede escribir como

Hy(q) = (p2/2 — 1/|q))¥(q) = E¥(q). (10)

Las propiedades del dtomo de hidrégeno en una dimensién son bastante mas trans-
parentes en la representacion de momentos que en la de coordenadas (Niifiez Yépez
et al. 1987, Davtyan et al. 1987), por lo que trabajaremos en aquella. Un anaili-
sis del problema en esta representacién ha sido llevado a cabo por Davtyan et al.

{1987), empero hemos demostrado (Nifiez Yépez et al. 1988) que su solucién no es
del todo correcta.

Para transformar la ecuacién (10) a la representacién de los momentos,
podriamos tomar directamente su transformada de Fourier, como lo hicieron Davt-

yan et al. (1987), sin embargo es mas adecuado a nuestros propdsitos emplear la
expresién para el operador g~}

en la representacién de momentos (Constantinescu
¥y Magyari 1971)

k
-1l =_5 ... dk.
q 3 f——oo d (11)
Si escribimos (10) separadamente para q > 0 y ¢ < O, entonces, usando la expresién

(11), podemos escribir la ecuacién de Schrddinger para el problema en la forma
{Ntdfiez Yépez et al. 1987, Salas Brito et al. 1989)

k2 k ’
S ¢+ +i [ o (K)aK = Béy(k), (12)

2
Eo-my—i [5 o () = Eo_(k). @3)

Asi, hemos reducido el problema a la resolucién de dos ecuaciones integrales del
tipo de Volterra, las que resolveremos en las siguientes secciones.

Notemos que, en esta representacién, la invariancia del problema bajo in-

versiones por el origen, se manifiesta como invariancia bajo tra.nsfoma.cionea‘del
tipo:

Px(k) — o%(k),

las que dejan invariante las ecuaciones para nuestro problema.

(14)



7. Los estados ligados del &tomo de hidrégeno unidimensional.

Como nos interesan los estados en el espectro discreto del problema, intro-
duciremos el pard&metro

a? = —1/2E; (15)

con ello las ecuaciones (12) y (13) toman la forma (Nunez Yépez et al. 1987)

(1 + ®kN) P (k) = 72a? _[_':o é+ (k) dk' = 0. (18)

Notemos que la ecuacién (16) implica que no existe estado cuintico que corresponda

al caso a = 0, i.e., como argiiimos en el capitulo anterior, no existe ningin estado
con energia infinita —contra lo que se crey$ durante mucho tiempo.

Para resolver las ecuaciones del problema, derivamos respecto a k, para
obtener

déy . 2a%(kxtd) ,
ak Tt

Las soluciones a estas ecuaciones son

17)

2 . -
a _ a’* A4 1—sak
PE(K) = A+ a?k?) \1 +iak/ ’

(18)

2 - o
200 = e if-::;:) : (19)
en donde las A4 son factores de normalizacién.

Lasa funciones $3 (k) no son, en general, univaluadas para valores arbitrarios
de a, por lo tanto, no pueden representar estados ligados del sistemna. Sin embargo,
si exigimos que los a sean enteros positivos, laa funciones son univaluadas (Churchill
1960, Higgins 1977). Asi obtenemos que es necesarioque a =n,conn = 1,2,3,....

Por lo tanto loa niveles de energia del problema son

1
Ep= — 3n3” ) (20)

los que coinciden con loe nivelea de energia del problema tridimensional de Coulomb
(Bransden y Joachaim 1983).
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Las funciones propias correspondientes, ya normalizadas, son (Nifiez Yépez
et al. 1987)

% (k) = (2n/m/2(1 + n2kZ)1 (1 - ink)" '

1+ ink (21)
Yy . n
$™ (k) = (2n/m)/2(1 + n2x2)1 (-i—“::—:';) . (22)

8. La simetria oculta en el espectro discreto.

Podemos investigar la simetria oculta del problema en la formulacién cuin-

tica. Si, en al ecuaciones (12) y (13), efectuamos la transformacién estereogifica
(Fock 1935, Davtyan et al. 1987)

k = " 1tan(9/2), (23)

e introducimos la nueva funcién ¢(8) definida por:

(k) = a® cos?(8/2)%(9), (24)

las ecuaciones para los estados ligados del dtomo de hidrégeno en una dimensién
toman la forma

]
() % i f »1(8") a6’ = 0. z (25)
k3
Esta ecuacién es invariante bajo las transformaciones de coordenadas 6 — 8 +

8p, 8' — 8' 4- 8, lo que corrobora la existencia de una simetria dindmica O(2).

Evidentemente, el espectro discreto del Atomo de hidrégeno en una di-
mensidén esti doblemente degenerado; el sistema viola el teorema de la falta de
degeneracién en estados ligados de sistemas unidimensionales (Landau y Lifshits
1977). Este resultado esti relacionado con la simetria dinimica O(2) del sistema
(Davtyan et al. 1987, Boya et al. 1988, Lutsenko et al. 1989), y, como demostra-
remos en la seccién 10, es consecuencia directa de la existencia de limitaciones a la
superposicién de estados (Niifiez Yépez et al. 1988, 1989a). Esta propiedad no tiene
nada que ver con propiedades supersimétricas (Gedenstein y Krive 1985, Martinez

¥ Romero et al. 1989a), contra lo que han afirmado recientemente algunos autores
(Imbo y Sukhatme 1985, Stedman 1985, Haymaker y Rau 1986).
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9. Los estados en el continuo.
Para estudiar los estados en el continuo (F > 0) introduzcamos el parimetro

k3 = 2E, con ello las ecuaciones (12) y (13) toman la forma

k2 . [k T
Sb(k) £ /_ B (k) ak’ =0; (26)
si derivamos éstas con respecto a k, obtenemos
dé=(k) 2(k +1)
&k ~ T2 b= (k), (27)
cuyas soluciones son
. Az exp (2 tanh~!(k/ko)) if Ik] < ko,
¢ (k) = (28)

Al 570 exp (£ & coth=Y(ko/k)) if [k| > ko.
Estas son las eigenfunciones para estados con energia positiva, es de notarse que
son singulares en k& = kq.

Las funciones que describen estados en el continuo no son normalizables

pero, como es usual, las podemos “normalizar” en el sentido de que cumplan

17 83%) (k) 889 (k) de = 276 (ko — kb). (29)
para ello, como se puede corroborar, basta asignar los valores
As = kY3 (1 + exp(27/ko))~Y/3, (30)
y
Al = exp(2x/ko)Ax, (31)

a las constantes que aparecen en la expresién (28).

La simetria oculta de los estados en el espectro continuo del stomo de
hidrégeno en una dimensién se puede evidenciar haciendo la proyeccién estereo-
grifica (Fock 1935, Davtyan et al. 1987)

kotanh(v/2)  if —kg < k < ko,
k= (32)
{—kocoth(u/z) if —co <k < —kg o kg < k < oo,



sobre las ecuaciones (26), de donde resultan ecuaciones, similares en estructura a

las ecuaciones (25), que son invariantes bajo traslaciones en la variable v.

10. Los estados con energia cero.

Cuando la energia vale cero, las ecuaciones integrales toman la forma

éu (k) = % f_"w ¢+ (k") dk' = 0,

cuyas soluciones se pueden obtener fiacilmente:

(33)

(k) = AF exp(x2i/k). (34)

11. Propiedades de la solucidn.

Las soluciones que obtuvimos en las secciones anteriores, se pueden compa-
rar a las obtenidas por Davtyan et al. (1987), por Boya et al. 1988), y, aunque las
siguientes estin en la representacién de coordenadas, también con las obtenidas por
Moss (1987) y Hammer y Weber (1987). Las diferencias mas importantes estriban
en que casi todas (excepto la de Boya et al.) incluyen el estado base de energia in-

finita, y no reconocen la ruptura espéntanea de la paridad que ocurre en el sistema
(Cf. ecuacién 11). En este sentido, tales soluciones son incorrectas.

De las expresiones para los estados estacionarios del dtomo de hidrégeno
en una dimensién resulta claro que éstos no son estados propios del operador de

paridad. De hecho, si 7 es el operador de paridad, los estados estacionarios del
problema curmplen

xdx(k) = dx(k), (35)

sin importar si las funciones corresponden a estados discretos o en el continuo.
Como el hamiltoniano es un operador par, podriamos preguntarnos si )( es posible
obtener funciones que, ademéis de representar estados estacionarios del probleina,
tuviesen paridad definida. Segin demostraremos en la seccién 10, la respuesta a

esta pregunta es negativa. Como ya lo mencionamos, en el &tomo de hidrégeno
unidimensional ocurre una ruptura espéntanea de la paridad.

-7 -



Es ficil darse cuenta de que las eigenfunciones ¢+ (k) satisfacen

oo

f_w (k) dk = 0, (36)
esta condicién es muy importante pués si no se cumpliera el hamiltoniano del pro-
blema no seria hermitico y, por tanto, seria dificil darle interpretacién cudntica.
Muchos de los problemas que ha acarreado el resolver e interpretar la solucién de
este problema, se deben a no haberle dado la debida importancia a este punto;
por ejemplo, fué la causa de que se hubiese afirmado (Haines y Roberts 1969) la
existencia de un continuo de estados ligados, cuyas funciones de onda no se anula-
ban en z = O (entre otras cosas, ello causaba que las supuestas eigenfunciones ni
siquiera fuesen ortogonales). La existencia de un estado base con energia de enlace
infinita fué otra de las conclusiones a las que se llego por no considerar la restriccién
impuesta por (32). El que esta condiciéon quede automiticamente asegurada es una

de las caracteristicas que hacen que trabajar en la representacién de los momentos
sea lo mas conveniente para el problema.

En la representacién de coordenadas la condicién (36) afirma que todas las
eigenfunciones deben hacerse cero en el origen:

Y(z) j,—0 = 0. (37)
Esta condicién implica que el espacio de Hilbert de los estados del atomo de
hidrégeno en una dimensién i, por lo tanto, el dominio de todo operador del sistema

(Taylor 1972), es el conjunto de funciones de cuadrado integrable que se anulan en
£ =0 : al que llamaremos L3(R).

La ecuacién (37) se puede interpretar como una condicién de frontera para
el problema en la representacién de coordenadas y tiene una implicacién muy im-
portante, nos dice que el potencial de Coulomb —un potencial atractivo— actia

como una barrera que impide que las particulas pasen de un lado dela singular'xldt;.d
al otro. Formalmente eato se dermnuesatra calculando el flujo

i(z) = i(23%°/3z — 2°3%/3=), (38)



v evaludndolo en z = 0. Es ficil ver que, si ®(z) es cualquier estado del sistema,

entonces

J(£)|g=0 = 0. (39)
Nétese la correspondencia que hay entre esta propiedad y la propiedad cléasica,
demostrada por Boya et al., que mencionamos en la seccién 2. Ahora es obvio
que, para entender claramente el problema cuéntico, era menester regularizarlo y
aprender a tratar la singularidad del potencial en z = 0.

12. Limitaciones a la superposicién de estados.

El que un potencial atractivo, como es el caso del potencial unidimensional
de Coulomb, pueda actuar como una barrera impenetrable curioso de por si; una
de las consecuencias de ello es mds peculiar ain, pués, segin demostramos en esta

seccién, impone limitaciones a la superposicién de estados.

La hermiticidad de los operadores asociados con cantidades fisicas es una

hipétesis bésica de la mecdnica cuidntica. En nuestro problema esto requiere que
el hamiltoniano H, y por lo tanto, el término de energia potencial V' (q), lo sean.
Ello implica que el valor esperado << V' > sea siempre finito (al menos en cualquier

estado normalizable), 5.e. que, en la representacidén de las coordenadas, se cumpla

oo
v @v(@vi(a) da < oo - (40)
Como el potencial unidimensional de Coulomb es singular en ¢ = 0, ello impone la
condicién {(que coincide con (36))
313;6¢(q) =0, (41)

para que el hamiltoniano del &tomo de hidrégeno unidimensional sea hermitico. Eate
resultado se puede considerar también consecuencia de que H no es un operador
acotado y que, por lo tanto, solo cuando se cumple la condicién (36) se le puede
considerar hermitico (Akhiezer y Glazman 1961). t

Las limitaciones a la superposicién de estados son una consecuencia de esta
reatriceién en el dominio de hermiticidad de H (Niiez Yépez et al. 1988, 1989a).



Para demostrarlo, consideremos las eigenfunciones del problema en el espacio de las
configuraciones

<glxs>= \/__ / < k| s > exp(—1kq) dk, (42)

si mtentyémos superposiciones coherentes de éstas, por ejemplo estados con paridad
bien definida

W,(q):-%(<ql+s>+<ql—s>) (43)
Yy
Vola) = (< al+3>—<gl—2>), (44)

estos estados no serian independientes, pués su wronskiano siempre valdra cero:

W (W, Wo) = WedWo/dg — WodW,/dgq = O. (45)

Esto muestra que la fase relativa entre ambos conjuntos de estados es fisicamente
irrelevante. La dependencia entre estados pares y estados immpares se manifiesta en
la igualdad de las densidades de probabilidad correspondientes

[®e(@)|? = |®a(a)]?. (46)

Obviamente, estas consideraciones son generalizables a cualquier combinacién de
estados 7 con estados Y7 e implica que una tal superposicién solo se puede in-
terpretar como una mezcla estadistica (Nifiez Yépez et al. 1988, 1989a). Con este
resultado a la mano, se puede entender que los problemas de interpretacién que oca-
sionaron las soluciones a este problema se debieron, al menos en parte, a no tomar
en cuenta esta limitacién al principio de ‘superposicién. Entonces, ninguno de los
estados del dtomo de hidrégeno en una dimensién es eigenestado del operador de
paridad; todos son estados jirales y, por lo tanto, ocurre una ruptura espéntanea de
la paridad. Notemos que eata iltima conclusién implica (NGiiez Yépez et al. 1987
1988) que el espacio de las eigenfunciones del problema se puede considerar como Ia
unién de los conjuntos ¥+ (de funciones que se anulan en y a la derechade z =0) y
F~ (de funciones que se anulan en y la izquierda de z = 0). Las eigenfunciones del
problema forman una base completa (Higgins 1977) para estos conjuntos de funcio-
nes. Eate resultado esté de acuerdo con la inexistencia del estado fundamental con
ex%gia infinita.

— 40 -



Segiin lo mencionamos en el Capitulo 1, basta la existencia de una limitacién
a la superposicién de estados para hablar de una regla de superseleccién; en este
sentido hemos establecido aqui la existencia de una en el 4tomo de hidrégeno unidi-
mensional (Nufiez Yépez et al. 1988, 1989a). En la siguiente seccién mostraremos

como se puede interpretar ésta, a. el sentido reatringido de su significado.

13. Regla de superseleccion.

Segin estableceremos en esta seccién, las propiedades del &tomo de hidrd-

geno en una dimensién se pueden explicar como consecuencia de una regla de su-
perseleccién.

Dadas las limitaciones a la superposicién de estados que ocurren en el sis-
tema, conviene considerar las regiones a la derecha e izquierda de Ia singularidad

como subsistemas separados; por ello, conviene redefinir los operadores bAsicos en
la forma (Lubkin 1970, Wick et al. 1970):

O =0%+0", (47)
donde

Ot =oxIt y O =oxI. (48)
En estas expresiones, o es la variable dindmica original, I es el operador identidad
cuando opera sobre ¥, y el operador ceroc en otro caso. Obviamente, esta redefi-

nicién solo es aplicable si el operador puede restringirse a actuar unicamente sobre
Ft, o unicamente sobre ¥ .

Una vez redefinidos los operadores, las eigenfunciones se podrin considerar
como vectores en un espacio bidimensional:

|+ 8 >= ('ﬁ?) ¥y |-s>= (,f.._). (49)

en que loe \inicos estados fisicos corresponden a los subespacios “a lo largo de los
ejes”. ’

Para ilustrar la forma en que ahora quedan los opera.udo!es, representados
en este espacio bidimensional, expresemos ahi al operador posicién y al operador
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momento:

_ (g O _ (p 0
e=(3 ). P=(5 9)- (50)
El hamiltoniano también se puede redefinir usando la misma receta,
2
—(P/2-1/q o .
x= ("% /20 1/a) S

obviamente, este hamiltoniano tiene el mismo espectro que (10), y sus eigenfunciones
son de la forma (49).

Un operador que debe redefinirse de otra forma es el operador paridad .
Sin embargo, es ficil ver que su expresién en este espacio es

_ (0 =«
P=(4 o)- (52)

Mostraremos ahora que el sistema descrito por (51) admite una regla de

superseleccién. Para ello consideremos al operador

G= Y (|l+s>< +s|—|—s>< —3]), (53)

cuyo dominio es el espacio bidimensional ya mencionado, con componentes en
LZ(R); hemos representado al operador en la base de las eigenfunciones del pro-
blema, expresadas en la forma (49). Mediante un calculo directo, es ficil ver que el
operador G conmuta con todas las variables dindAmicas del sistema:

[6.Q] —o, (54)
[G,P]=0, (53)
v
' (G, %] =o0: (58)

Por lo tanto, G es una constante del movimiento y genera una regla de superse-
leecién. Todo operador que no conmute con G representa una variable inobservable.
Como el operador de paridad no conmuta con G,

[P.G] #0, (s7)
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no es posible observar la paridad de un estado, i.e. la paridad se rompe espontinea-
mente.

Es menester ahora encontrarle un significado al operador que genera a la

regla de superseleccién, puesto que es la variable cldsica de nuestro sistema. Ello es
lo que haremos a continuacién.

Si se aplica G a cualquier estado del sistema, se obtiene

Glts>=x|ts>; (58)

dada la forma en que obtuvimos las ecuaciones para los estados estacionarios del
problema en la representacién de los momentos, esta relacién nos indica si el estado
corresponde a una particula confinada al lado derecho (estados | + s >) o al lado
izquierdo (estados | — s >) de la singularidad. La variable clisica asociada al A&tomo
de hidrégeno en una dimensién es el lado de la singularidad en que el electrén se

ueve, s.¢e. es el “vector de Runge-Lenz” en una dimensién. Asf, una propiedad
puramente clasica del Atomo de hidrégeno unidimensional permanece en la formu-
lacién cuédntica del mismo (Nifiez Yépez et al. 1989a). Los sectores coherentes en
que se divide el espacio de los estados del sistema, corresponden al subespacio de los
estados confinados al 1ado derecho y al subespacio de los estados confinados del lado
izquierdo. Cada uno de estos subespacios es completo (Nifiez Yépez et al. 1987).

Las eigenfunciones (49) forman una base completa para los estadoa del Atomo de
hidrégeno unidimensional en cada uno de ellos (Higgins 1977).

14. Conclusién: moléculas jirales y el dtomo de hidrdgeno unidimensional.

De acuerdo con lo anterior, el origen de la regla de superseleccién es el polo
en el potencial en ¢ = 0; él que también es responsable de la ruptura espontinea de

1a paridad que ocurre en el sistema. Los puntos de contacto con la teoria de Pfeifer
son ahora evidentes:

A) El hamiltoniano del Atomo de hidrégeno en una dimensién tiene una sin-
gularidad infinita, lo mismo que el que propone Pfeifer. La singularidad, induce una
regla de superseleccién en ambos problemas, la que resulta obvia de escribir el ha-
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s\
railtoniano como en la ecuac'xénl,/( /\

50} La dnica diferencia de fondo, es que, en el caso
de Pfeifer, la singularidad a.puéce

al acoplar el sistema al campo electromagnético,
mientras que, en nuestro caso, surge de la propia dindmica del problema.

B) El hamiltoniano del &tomo de hidrégeno unidimensional es invariante
bajo reflexiones por el origen, pero sus soluciones no lo son.

Ocurre una ruptura
espontinea de la paridad. Este es el mismo fenémeno que ocurre con las moléculas

jirales y fue la causa de que, por mucho tiempo, el origen de la estructura de
éstas fuese un misterio para la fisica molecular. En el caso del dtomo de hidrégeno
unidimensional, la insistencia en exigir soluciones con paridad definida, fue el origen
de la controversia de 30 afios sobre las propiedades de su solucidn.

Como en el caso de los sistemnas moleculares estudiados por Pfeifer, todos los
estados del dtomo de hidrégeno en una dimensién son estados jirales. El operador
Que genera la regla de superseleccién G es el operador de jiralidad, y 1a jiralidad es

una propiedad clésica del 4tomo de hidrégeno en una dimensién (Nufez Yépez et
al. 1989a).



Conclusiones

En este trabajo hemos investigado un modelo para sistemas hidrogenoides en
campos magnéticos ultraintensos cor;ocido como Atomo de hidrégeno unidimensio-
nal. Hemos discutido su origen e importancia en el contexto de sistemas atSmicos.
Parte de su importancia es que permite entender el porqué de la estructura casi
coulombiana, al menos en primera aproximacién, del espectro del hidrégeno que se

observa en pulsares (sistemas en donde existen campos magnéticos con intensidad
muy grande ~ 1013G).

Hemos analizado el modelo, tanto cliasica como cudnticamente y hemos dado
una solucién a las dificultades que han impedido entenderlo por cerca de treinta
afios. Lo fundamental de eata explicacién estriba en reconocer que la singularidad
en el hamiltoniano del 4tomo de hidrégeno en una dimensién, introduce restricciones
al principio de superposicién de estados, y limita las eigenfunciones a aquellas que
describen estados confinados a uno u otro lado de ella. Por ello, dado que la paridad

se rompe espontineamente en el sistema, todos los intentos de obtener soluciones
pares o impares fueron erréneos desde el principio.

El resultado anterior nos llevo a considerar la existencia de una regla de su-
perseleccién en el problema. Una simple generalizacién del hamiltoniano del &tomo
de hidrégeno unidimensional, nos basté para demostrar su existencia y encontrar
el operador que la genera. Curiosamente, este resulta ser el operador asociado a la
constante del movimiento clésica correspondiente a la simetria oculta del problema.

Este resultado es muy interesante, pués ofrece un ejemplo de un sistema finito en
donde aparece una regla de superselecciéon dindmica.

La similitud entre nuestro resultado y la manera en que se ha explicado la

existencia de moléculas jirales, i.e. el hecho de que ambas requieran de una regla de
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superseleccién producida por una singularidad, nos ha llevado a especular sobre la
posibilidad de que muchas reglas de superseleccién dindmicas en mecdnica cuintica,
esatén asociadas a singularidades. Aunque ello no se encuentra incluido en nuestro
trabajo, hemos investigado esta supuesta conexién en problemas unidimensionales;
todo parece indicar que, dado un potencial suficientemente singular, siempre existe
una regla de superseleccidn asociada {(Martinez y Romero et al. 1989b).
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