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Introducción 

El estudio de átomos o sistemas hidrogenoides en ca.=pos ma.gnéticos ha. 

sido siempre un tema. de gra.n interés. En la búsqueda. de modelos resolubles para. 

su estudio se ha. introducido la. a.proxi%na.ción de considerar ca.x:npos magnéticos de 

intensida.d infinita., de esta. forma. se ha. si%nplifi.ca.do el sistema. a un modelo unidi­

mensional efectivo a.l que ta.=bién se conoce como átomo de hidrógeno unidimen­

sional. Este nombre tiene su orígen en la. desa.parición de dos de las dimensiones 

espa.cia.les a. que conduce tomar el líniite B -+ oo, y a la. forma del potencial de 

interacción que se obtiene. Sin embargo, aún este modelo, a. pesar de su aparente 

simplicida.d, ha generado polémicas que ya duran 30 a.ños. Este sistel'.Ila. será. el tema 

central de este trabajo. 

Las polémicas que ha. genera.do el tnodelo, se centran en las diferentes y 

muchas veces contra.dictoria.s propiedades que¿ie ha.n demostrado sobre él. A últimas 

fechas, los problel'.Ila.S encontrados pa.ra. entenderlo lo ha.n vuelto un sistema. muy 

estudiado; sin ei:nbargo, muchos de estos estudios solo han contribuído a increlllenta.r 

la confusión al respecto y, en a.lgunos casos, son tota.lmente incorrectos. 

En este traba.jo, presentamos un análisis completo y detallado de las propie­

dades de un átotno en un campo D>agnético infinito. Como xnuchas de las dificulta.des 

encontradas en el problema. tienen su orígen en el proceso límite por el que se lo 

obtiene, a.naliza.m.oa con cierto detaile este proceso. Encont.ramao1 que todas los pro­

blemas que se han tenido pa.ra. entender laa propieda.des de su solución, se deben a 

la. ruptura. espónt.anea. de la sim.etría ante inversiones por el origen que ocurre en 

él. Esta. inesperada. propiedad nunca ha.bía. sido tomada en cuenta. al a.na.liza.r los 

esta.dos· del siste=a., y tiene una. importancia. decisiva., pués su origen se encuentra 

en una limitación a. la. superposición de estados. Esta li=itación puede interpretarse 

como la. =a.nifest.ación de una regla de superselección dinámica inducida. por la sin­

gularidad del haniiltonia.no del problema. Resulta. interesante hacer notar que esta 

regla de superselección tiene un origen análogo al de aquella. que explica la aparición 
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de las inoléculas jira.les. Ello nos ha llevado a especular sobre la posibilidad de que 

las reglas de superselección dináttücas en la inecánica. cuántica sean el resulta.do de 

singularidades especialmente graves en los tnodelos. 

La organización del trabajo es la siguiente: 

En el capítulo 1 discutitnos la necesidad de integrar las reglas de superse­

lección en el esquema teórico de la. m.ecánica. cuántica. Este capítulo no contiene 

nada nuevo, pero nos dá. la. oportunidad de presentar en una. forma. integra.da. lo 

que se sa.be sobre la.s reglas de superselección y, en particular, sobre las reglas de 

superselección más generales que aparecen en la xnecánica cuántica. /úela.tivista_ 

Aquí introducitnos la regla. diná.:a:úca que explica la existencia. de moléculas jira.­

les. Por otra. parte, lo aprovechatnos para tnenciona.r la. creencia. actual de que 

cualquier regla de superseleceión que tenga. un orígen pura.niente diná.tnico, debe 

aparecer en un sistetna con un nútnero infinito de grados de libertad. Parte de 

nuestro trabajo consistirá. en tt>ostrar que una sü:nple generalización del hamilto­

nia.no del átomo de hidrógeno uniditt>ensional es capaz de presentar una. regla. de 

superselección diná.tnica. 

En el capítulo 2 comenzatnos con el análisis del problema.. Mostra.tn0s coino 

se le obtiene por un proceso de aproxim.a.eión en la teoría de á.to:r:nos en campos 

w.agnéticos ultra.intensos. Estudiamos con cierto detalle las propiedades del espec­

tro de energías y de las eigenfunciones del problei:na al pasar al lúnite B -- oc. Uno. 

de los resultados que se creen 1nuy bién establecidoe en este lúnite, es la. existencia 

de un estado fundamental con energía de enlace infinita. Por ello, demostnunos que 

no existe ningún estado con energía infinita en tal limite. De hecho, en particular 

exhibünos el orígen de este punto de vista e=6neo. Este cow.portamiento línüte 

ilustra w.uy bien la singularidad del proble=a, pues no contradice el hecho de que 

la energía. de enlace del esta.do funda.xnental de un átotno de hidrógeno, se incre­

tnenta loga.rítnücamente a.1 au=entar la. intensidad del ca=po :aiagnético en que se 

encuentra. inmerso. 

Finahnente, en el capítulo 3, resolvemos cotnpleta=ente el proble=a de un 
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áto=o de hidrógeno en una di=ensión. Para ello pri=ero, aplicando técnicas de 

regularizaci6n, estudiamos el ha.nllltoniano clásico, revel&Jnos su si.tnetría oculta 

y exhibi=os la cantidad conservada asociada a ella. Después, &naliza=os el pro­

ble=a cuántico planteándolo en el espacio de los 111o=entos; encontnunos todas 

sus soluciones, y exhibi=os la si=etría oculta de los estados en el espectro dis­

creto. Investiga=os las propiedades de su solución y deinOStra=os que sus curiosas 

propiedades pueden explicarse por la aparición inesperada de una lilnitación a la 

superposición de estados, la que produce una ruptura espontánea de la paridad. 

Mostra=os co=o esta li=itación puede interpretarse coDlO una regla de superse­

lección en un ha=iltoniano generalizado, y encontra=os que el operador que genera 

ésta, es la. cantidad conserva.da clásica. asociada a la si=etría oculta del proble=a. 
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Capítulo 1 

Reglas de superselecció:n 

l. Introducción. 

En este capítulo me.nciona=os las limita.e.iones al principio de superposición 

de estados que pueden aparecer en la teoría cuántica, e introducirnos las reglas de su­

perselecci6n en el contexto xnás general de ella (Rom.an 1964, Strea.ter y Wightxnan 

1964, Rughes 1989). Discutirem.os las reglas de superselección m.ás usuales en 

m.ecá.nica cuántica &relativista: univalencia, m.asa, y núxnero de partículas (Sudbery 

1986). Mencionarem.os otras, de aplicación más particular y cuyo ol'Ígen no son las 

propiedades de transform.ación generales de la teoría (en este sentido tienen un 

oríg~ pur&.Ulente cinemático) sino características específicas de su ha.rniltonia.no, 

i.e. tienen origen diná=.ico. Estas últimas penniten explicar la aparición de varia­

bles clásicas m.acroscópicaB, corno la tem.peratura o el potencial químico, cuando se 

tom.a el li=ite term.odiná=ico en un sistema cuántico (Müller-Herold 1980, 1985, 

Puttennan 1983). Finalm.ente, m.encionarernos cozno la introducci6n de reglas de 

superselección inducidas por la diná=ica, pennite resolver ciertos problemas de la 

f'1Sica ató:i:nica y m.olecular, coxno la. a.aí.llaznada "paradoja. de los ia6meros ópticos" 

(Pfeifer 1980). En este punto, harem.ce la conexión con el problezna que es el 1'.J1otivo 

principal de este traba.jo. 

2. El prmcipfo de superposición y sus limitaciones. 

La aiecá.nica cuántica. es una. teoría coznpleta. Una de sus baaea funda.znen­

tales es el principio de superposición de estados: si un sistema flaico puede .. t'a.r 
en dos esta.dos alternativos, cualquier superposición de éstos es otro estado p011ible 

para el siatem.a.. El fotón proporciona un ejem.plo clúico (Dira.c 1958, Feynrna.n 

1965): se le puede encontrar con pola:riza.ción circular dextrógira, con vector de 
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estado: 

(1) 

o levógir&, con vector de esta.do: 

\.P¡); (2) 

pero, si esto es a.sí, cualquier co=binación lineal de estos vectores representa otro 

posible estado del fotón. Por eje=plo, las combinaciones: 

\>Jtv) = ~(\tPD) +i\,P¡}) (3) 

y 

\.PH) = ~(\tbD) - i\,P¡)) (4) 

describen fotones polarizados linea.hnente. 

El principio de superposición se integra. a la. estructura =a.texná.tica de la 

teoría requiriendo que los operadores asociad0& a. cantidades fisicas sean lineales 

(Dirac 1958, Ro=a.n 1964, Weissbluth 1978), i.e. que si H es un operador, éste 

cu=pla. que 

(5) 

donde a 1 y a 2 son números co=plejos arbitrarios, \1) y \2) son vectores cualesquiera. 

en el espacio de esta.dos del siste=a.. 

A pesar de ser un requisito búico de la teoría, es fácil convencerse de que el 

principio de superposición de estadoa no puede ser válido en forma .irrestricta.. Para. 

ello, pensenios en un siste=a. forma.do por electrones y fotones; los electrones son 

fermiones, partículas que se describen por vectores de estado, \e), que ba.io rotaciones 

por 21", representadas por el operador .Ri,.., no reproducen exac:taznente el eatado 

inicia.!, sino que lo tnultiplica.n por un factor de fase -1.. Por otro lado lee fotones son 

bosones, cuyo vector de estado I/) no ciunbia ha.jo el efecto de R2,.. (Kaempt:Yer 1965, 

Sudbery 1986). Esta diferencia tiene una. consecuencia uiuy i=porta.nte: no peruúte 

la superposición de estados fotónicos con estados electrónicos. Si intentiunos formar 

una superposición coherente de estos estados, por ejeuiplo: 

(6) 
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es fácil darse cuenta. que ésta. no puede tener significa.do f"J.Sico alguno. Consideremos, 

para. ello, el comporta.miento de '11 bajo el opera.dar R2,.. (el que no puede modificar 

la. iJ.Sica. descrita. por (6)): 

(7) 

si, co=o corresponde, deseamos que ¡;¡.¡2 = \R2,..'11!2 , es menester que tengamos e¡ = 
O o Ce =O (Wick et al. 1952). Dicho de otra. forma., es i=posible darle significa.do 

a superposiciones coherentes de esta.dos fotónicos con estados electrónicos; toda. 

superposición de la. forma. (6) solo puede ser interpreta.da. co=o un esta.do i=puro, 

una. =ezcla. esta.dística. Ello quiere decir que la. expresión (6) es indistinguible del 

correspondiente operador de densidad. 

Así pués, hemos encontrado una. linlita.ción i=porta.nte al principio de su­

perposición; la que, para. mantener la. consistencia de la teoría cuántica, requiere 

de la im.posibilida.d de superponer entre sí ciertos esta.dos. Es de notar que esta. 

liuüta.ción no implica la perdida de linealida.d de los operadores. En este ejemplo, 

resulta claro el origen purai:nente cinemático de la. li=ita.ción al principio de super­

posición de estad0&, pero ello no tiene que ser necesa.riaIIlente así, hay linütaciones 

que son provocadas por característica.a diná=.icaa específicas del ha.uültonia.no del 

sistema., como en el ejemplo de las moléculas jira.les que discutiremos en la sección 

10. 

3. Reglas de superselección. 

Cuando, como en el ejeniplo de la sección anterior, se encuentra que el 

principio de superposición deja de ser válido en general y, por lo tanto, que ciertos 

vectores del espacio de Bilbert no son f"J.Sica.mente realizables, se habla de la existen­

cia de una. regla de superselección en la. teoría (Wick et aJ. 1952, Kharatyan 1968, 

Piran 1969, Hughes 1989). En su forma más general, una regla de superseJección es 

cualquier restricción a la validez del principio de superposición de estados, o, ~o 

de otra forma, cualquier li=itación de lo que puede considerarse un observable en la 

teoría.. Si esta limitación no tiene cawiaa pura.mente cinemáticas, se habla de reglas 

de superselección inducidas por Ja dinániica (Núñez Yépez et al. 1988, Martmez 
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y Ro=ero et al. l989b). En las siguientes secciones vamos a discutir con cierto 

detalle co=o se pueden integrar las reglas de superselecci6n a. la. teoría. cuántica. y 

=encionare=os algunas de las reglas de superselecci6n más genera.les que a.parecen 

en ella. 

La forma más restringida. en que se =a.nifiestan la.s reglas de superselecci6n 

en la teoría cuántica, es la siguiente (Strocchi y Wight=a.n 1974, Hughes 1989): 

Supongamos que existe un opera.dar hernútico G que coJlDluta. con cualquier obser­

vable O, de cierto sisten:i.a. cuántico, 

[G,OJ=O; (8) 

i.e. el observable G se conserva. estrictamente en todo proceso concebible. En un 

siste=a cuántico "nor=al", ello i=plica.ría. que G es un =últiplo de la. identidad; 

pero, si ello no es a.sí, diremos que en el sistema existen reglas de auperselecci6n 

(R<>=an 1964). 

Supongamos que el operador G cumple: 

{9) 

esto es, ¡g,;; a.¡) es una eigenfunci6n de G con eigenvalor g¡ (a.¡ representa. a. todo el 

resto de números cuánticos que se requieran para. especitlcar el estado). Dado un 

esta.do arbitrario del sistema IS), siex:npre es posible expresarlo coDK> co=binaci!ln 

lineal de loa lg¡; a.¡): 

IS}= L~\g¡;a.¡), 
i 

(10) 

Dicho de otra forma, el espacio de Hilbert coII>pleto puede desco=ponerse en una 

colección de subespacioa diajuntoe y :aiutU&Ulente ortogonales H¡ = {lg¡; l%>)}, cada 

uno de loe cuales se identifica con un eigenvalor diferente de G. A éstos se los llax:na 

los subespacíos o sectore.s coherentes inducidos por la regla de superselección. La 

suma directa de todos los sectores constituye el espacio de Hilbert coIIlpleto del 

11isteaia. 
.. 

A los operadores que generan una regla de superseleceión se les llax:na los ob­

servables clásicos del sisteII>a (Pri=as 1981). CoII>o de=ostrare=os a continuación, 
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si en una. teoría. a.parecen reglas de superselección, no todo operador hennítico puede 

ser un observa.ble, para. serlo no debe inducir transiciones entre loa diferentes sec­

tores coherentes; por otra. parte el principio de superposición deja de ser válido 

en general, su va.lide'.l: debe restringirse única=ente a. esta.dos dentro de un mis=o 

sector coherente del espacio de Rilbert. Es ll:nporta.nte hacer notar que no es po­

sible especificar de a.nteDJ.s.no y en !or=a general a. los observables clásicos, éstos 

dependen del sisteDJ.a. y, de cierta. !onna., reflejan un punto de vista. experi=enta.l. 

4. Consecuencias de una regla de superselecci6n. 

Probaremos que los elementos de ma.tru de cualquier observa.ble O toma.dos 

entre estados pertenecientes a. diferentes subespacios coherentes son siempre cero: 

Puesto que todo observa.ble conm.uta. con el operador que genera. a la. regla. de su­

perselección G, todo eigenestado de éste será. sim.ultá.nea.Dlente eigenesta.do de O; 

así 

(g,.\O\g,..) = o(g .. \g.,.) =O, {1.1) 

donde \gi) es un esta.do que pertenece al sector H., y helllOS suprinüdo, para. síxnpli­

ticar la. notación, la referencia a 10& otros nú.nieros cuánticos. Este resulta.do prueba. 

nuestra a.finnación. Una. de las coruiecuencia.s inmediatas de la. ecua.ción (11) es que 

revela. que un operador hennítico no tiene por que representar u:n observable tlSico. 

Ningún observa.ble debe producir transiciones entre los sectores coherentes en que 

se divide el espacio de Rilbert. 

Pase=os a. deuiostra.r que un vector del espacio de Bilbert que tenga. compo­

nentes diferentes de cero en Dláa de uno de loa sec.toiea coherentes, no representa u:n 

esta.do f"aicunente admisible del sisteDJ.&. Enunciado de otra fonna., este resultado 

a.t1nna. que superposiciones de loa eigenestadoa del operador G con números cu6nti­

cos diferentes, no pueden ocurrir en \a naturaleza. Para desnoetra.rlo, auponga.m.os 

que, por el contrario, el vector 

\•) ='E 4'\g,¡; czo) 
i 

(12) 

representa un estado f'isica.tnente realizable. Como G conmuta. con todo qperador, 

el vector \•) debe ser un eigeneata.do de todos la1 operadores que fonna.n alguno 
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de loa conjuntos coinpletos de observables del sisten:ia.. Si representamos a éste por 

{O.}, .. = 1,2, ... ,N. Así pués tendreinos que 

.. = 1,2,. .. ,N. (13) 

Ahora bién, ya que, debido a. la. regla de superselección, \g,:; a,:) ea un eigenestado 

de 0 0 , con un eigenvalor que denotaremos por o~, podre=os expresar el efecto de 

aplicar o. a\+), tauibién en la forma 

o.\•) =2: .... o:\g,:;a,:); 
i 

(14) 

com.o los vectores \g,:; a,:) son todos independientes, la.a ecuaciones (12), (13), y (14) 

ünplican que o: =o,:, para todo valor de i. Consideremos ahora al vector 

\-W) = L:a;exp(ió;)\g,¡;ao), (15) 
; 

que se obtiene de (13) a.l inodificar arbitra.ria=ente laa fases en la. superposición. Si 

aplicanwa o. a éste, obteneinos 

Ool'll) =º•'E«; exp(ió;) \g,¡; a,¡) = o.1'11), 
; 

s = 1,2, ... ,N. (16) 

Las ecuaciones {13) y {16} nos dicen que loa estados \•) y 1'11) tienen exact&.Inente 

loa JD.ism.oa números cuánticos y que, por lo tanto, son a.baolut&Inente indistingui­

bles· fiaic&Inente. Ningún proceso f"isico puede determinar la fase relativa. entre el 

estado (12) y el esta.do (16). Sin euibargo, in&temá.tic&111ente \'11} y\•} son vectores 

diferentes en el espacio de Hilbert; la contradicción se evita exigiendo que superposi­

cione.1 de e1tados pertenecientes a aubeapacioa definidoe por eigenvalores düerentes 

del operador ~ no tengan significado coino estados puros. Las superposiciones \'11) 

y I•) son de necesidad incoherentes. 

5. L .... regJ.,.. de superselección niás generales. 

La teoría cuántica. debe formularse toinando en cuenta 1aa reglas de super­

selección :i:náa generales que pueden ocurrir; ha.y, al tnenoa, una por ca.da núm.ero 

cuántico discreto que se conserve a.baolutauiente, y una adicional. relaciona.da con el 
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espín de las partículas. Los observables que llevan a estas reglas de superselección 

son: 

A) La carga. eléctrica (Aharonov y Susskind 1967, Foldy 1953, Rolnick 1967, 

Minna.n 1969, Em=erson 1972, Sudbery 1986). Es relativamente. fácil dar arguxnen­

tos que justifiquen heurística:i:nente la existencia de la. regla. asocia.da. con la ca.rga. 

eléctrica. Si nos olvidamos de los probleinas subyacentes, todo se reduce a. una. 

simple aplicación de la. ley de Ga.uss (Strocchi y Wight=a.n 1974): 

Supongamos que O es un operador cualquiera definido en una región .tlnita 

del espacio, lo que ha.y que probar es que éste siempre conmuta el operador de ca.rga 

eléctrica. Q. El operador de carga se define por /\ 

Q = lim r p(r, t) d 3 r; 
R-oo l\r\:5R 

por lo que ~ - . _ _; V 
[Q,oJ = 8~fir1¡p(r,t){3,Jd3r; 

a.hora, empleando la ley de Ga.uss: 

V-E= p, 

se obtiene 

[Q,O]= J.ixn /lE(r,t),O]-da. 
R-oo 

(17) 

\ 
' 'c18) 

(19) 

(20) 

Co=o O ae define unicamente en una región finita., eventua.hnente el ca.:aipo eleétrico 
. a. 

E(r, t) se eval~á fuera de ella, y el con=utador d"'. Q con cu~quier observable O 

valdrá, obviamente, cero. Así, la carga eléctrica debe cumplir con una regla de 

superselecci6n. 

B) El núuiero bariónico (.Jauch y Miara 1961, Streater y Wight=an 1964, 

Em.s:nerson 1972, Sudbery 1986), y loa tres n~eros leptónicoa Le, L,,. y Lr {Strea.ter 

y Wightu:ian,·E=erson 1972, Sudbery 1986). Hasta donde sabemos, estas re~l~ 

son hechos eznpíricos que no se deducen de ningún znodelo diná.znico. 

C) Finahnente, está la regla de superselección asociada con la. imposibilidad 

de superponer esta.dos bosónicos con esta.dos ferxniónicos (Wick et al. 1952, Strea.ter 
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y Wightman 1964, Hegeríeld et al. 1968, Sudbery 1986), lla=a.da. de univalencia.. 

Discutirem.os esta. regla., dentro del tnarco de la. teoría. cuántica. a.rela.tivista., en la. 

siguiente sección. 

6. Univalencia. 

Est& regla de superselección prohibe superponer estados bosónicos con es­

ta.dos fern:úónicos. Esboza.mas una detnostración de ella. en la. sección 2 siguiendo 

el ya. clásico argum.ento de Wick et al. (1952). Aquí, rediscutire1nos el origen de la. 

regla. de univa.lencia. desde otro punto de vista; demostrareDJ.os que es consecuencia. 

directa. de la. existencia. de part!cula.s cuánticas indistinguibles. 

Considere=os un sistema. {orm.a.do por dos pa.rtículas cua.lesquiera. que ten­

ga.n el m.is=o espín. El esta.do del siste1na. queda descrito por el vector 

(21) 

en donde q,¡ representa. la posición, y ... la variable de espín ada pa.rtícula.. 

Introduzcam.os el operador de permutaciones P, cuyo efecto és~ obre el esta.do (21) 

es, si=plemente, perm.uta.r el orden en que aparecen la.s pa.rtícula.s 

(22) 

Los eigenvalores de P son +1 y -1; los eigenvectores correspondientes son los esta.dos 

bosónicos y los esta.dos ferllliónicos, respectivaz:nente. Todo vector en el espacio de 

Hilbert puedo: clasifica.rse como fermiónico o cotno bosónico, según el espín que le 

corresponda al estado que describe. 

· Si laa partícula.s que intervienen en cierto vector de estado son idénticas, 

ninguna conclusión que se obtenga acerca del sistetna puede depender del orden en 

que aquellas aparezcan en aquel, a.e. todo observable del siste<na O con=uta. con P 

(Rotnan 1964). Por lo ta.nto el operador de per=utaciones es un observable clásico 

y debe generar una regla. de superselección. Según de=ostramos a. continuación la. 

regla que genera. P es univalencia. 

Introduzca.mas proyectores sobre laa eigenfunciones de P: 
1 /-

P± = -
2

(1/+ P), 
1-
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de for=a que P+\'ll) es un esta.do bosónico y P-\'ll} es Mestado fermiónico. Los 

operadores P± son los responsa.bles de dividir el espacio d(511bert H en los sectores 

coherentes, bosónico H- = P-H, y fen:niónico H+ = P+H. 

Si los vectores de esta.do \~±) pertenecen a. H±, y O es un observable, es 

evidente que 

(~-\O\~+)= -(~-\O\~+)= O. (24) 

Si a.plica=os el operador de per=uta.ciones a cualquier co=bina.ción lineal de fer­

xniones con bosones: 

(25) 

obtene=os un vector esta.do que es lineal=ente independiente del anterior; pero, 

este esta.do debiera ser indistinguible del original. Por lo tanto, se cuniple una 

regla. de superselección entre estados fermiónicos y estados bosónicos (Huglies 1989, 

Müller-Herold 1985). 

7. Regla de superselección de Ba.rginann. 

En las aplicaciones de la inecánica. cuántica. a. problemas ató=icos o inolecu­

la.res se trata. a. la. masa. co=o un pa.rá.Inetro estricta.=ente clásico: con=uta. con toda. 

otra cantidad f'tsica.. A na.die se le ocurre preguntarse por estados que superpongan 

partículas de diferente =asa.. La. ina.sa. parece cuznplir una. regla. de superselecci6n. 

El que ello sea así, según lo de=ostró Ba.rgrnann (1954), es una. consecuencia. de la 

invaria.ncia ga.lileana del esp&cio-tieinpo usa.do en la física. ató=ica y molecular. 

Las tranafor=aciones de Galileo se represent&n en uiecánica cuántica. por 

opera.dores unitarios Ug que actúan sobre las funciones de estado. El efecto de una 

traslación espacial sobre un vector de estado es (Kae=pffer 1965) 

Ur'll(q) = 'lt(q + r), ,26) 

una. tra.nsfor=a.ción de Galileo pura afecta al uúsino esta.do en la forma 

u ... 'ff(q) = exp(irnv. q)'lt(q), (27) 
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donde m es la xnaaa de la partícula y v la velocidad relativa entre dos sistei:na.s de 

referencia inercia.les. Ca.lcule=os ahora el efecto co=bina.do de una transfori:nación 

de Galileo pura. U.,., una traslación U.,, la tra.nsfor=ación inversa de Galileo U-v, y, 

fina.Un.ente, la traslación inversa. u_.,; tal coinbinación es equivalente a. la. transfor­

ina.ción identidad, por lo que nos debe llevar de vuelta, salvo por una. fase, al esta.do 

inicial (Ka.e=pffer 1965): 

(28) 

¿Cuáles son la.s i=plicaciones de este resulta.do para. sistexnaa con partículas de 

inasas diferentes? Una superposición de estados de partículas de diferente =asa, 

\'11) =\mi)+ \m~.i). se transforma. como 

(29) 

En este caso, si r # O y v # O, los estados \'11) y \'1r') resultan independientes. 

Pero, co=o el efecto de la. transfor=a.ción identidad tiene que ser f'111ica.mente trivial, 

solo podeinos concluir que no está permitido superponer esta.dos correspondientes 

a partículas con =asa diferente. La. =asa es, en efecto, un observa.ble clásico en 

=ecánica. cuántica. a.relativista. (Levy-Leblond 1963). La existencia. de esta regla. 

induce una descoinposición del espacio de Hilbert en una. suma. directa. de sectores 

que corresponden a los diversos va.lores que puede toina.r la. =asa. 

8. Númer<;> de partículas. 

Co=o es intuitiva.m.ente obvio, el nún:iero de partículas es otro ejemplo de 

un obaervable clásico con el que hay una regla de superiselección 111110cia.da ( Galindo 

et al. 1962, Müller-Herold 1985). Esta regla casi puede considerarse un corolario 

a la de Bargm.ann. VeáJ:noslo aaí: Si tenenios el estado, \n), de n partículas con la 

tnisma =asa m; éste se tra.n.sfor=a. ba,jo el operador identidad (considerado, cozno 

en la discusión anterior, co=o coinbinación de tra.nsfortna.ciones de Galileo cuyos 

efectos se anulan) en la for=a. 

\n.} _. exp(in.mv ·r)\n). (30) 

Es obvio ahora. que co=binaciones coherentes de esta.dos de n particula.s con estados 

de n' partículas no tienen significado fiaico alguno. 
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9. Propiedades macroscópicas. 

Es claro el origen cinem.á.tico de las reglas de superselección anteriores. Pero 

existen otras que tienen un origen dinámico; surgen de introducir acopla=ientos en­

tre un sistema y su entorno. Por ejemplo, las porciones Dlac.roscópicas de xna.teria. 

adquieren propiedades clásicas conforme su tamaño y complejidad aumentan; en 

el limite termodiná.=ico, aparecen la temperatura y el potencial quím.ico, variables 

clásicas que tienen asociadas reglas de superselección. También se han encontrado 

variables clásicas en el comporta.miento macroscópico de superconductores y super­

ftuídos (Putterman 1983). Nótese que en estos casos las reglas de superselección 

surgen al tomar el lím.ite de infinitos grados de libertad en el sistein& y co=o re­

sultado de interacciones entre éste y su entorno (Müller-Herold 1980, Pfeifer 1981, 

Zureck 1982). 

10. Moléculas jirales. 

Durante mucho tiempo la. tJ.Sica. molecular no pudo explicar la. existencia 

de Inoléculas jirales, i.e. xnoléculas que nunca. se observan. en los que debieran ser 

los esta.dos estacionarios del hamiltoniano de la. molécula libre. Ejemplos de estas 

moléculas son la. serin.a. y el azúcar, que se encuentra. en formas enantiom.étricas 

levógira. y dextrógira.. La. existencia de estos isómeros ópticos, for=a.s enantiométri­

cas de la. misma. especie t:nolecular, no se podía. reconcilia.r con la m.ecá.ni.ca. cuántica. 

(Hund 1927, Born y Jorda.n 1930, Wooley 1976, Davies 1979). A este problema. se 

le conoce como la "paradoja de los isómeros ópticos". 

El problema es que estas tnolécula.s se presentan en dos clases de esta.dos 

que no tienen las nüamas propiedades de sünetr(a que el han:ültoniano del sistema 

=olecular: todos los esta.d011 estacionarios de estas moléculas son jira.les y, por lo 

tanto, no son eigenesta.dos del operador de paridad. En estos sistetna.s ocurre una 

ruptura espontánea de la paridad. La explicación que se dió para esto, ünplicó la 

introducción de una regla de superselección entre los dos tipos de estados. 
.. 

La base de est& explicación está. en la observación de que, en nioléculas ji­

rales, loa estados con energía IIlB.B bllJa están caai degenerados; lo que los vuelve 
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extrernad&IIlente sensibles & perturb&ciones externas. Por ello, es necesario incluir 

las interacciones con el ca=po de radi&ción que rodea. a. la. inolécula.. Este acopla.­

miento se puede descn"'bir por un ha=iltoniano tnodelo que incluye la parte trans­

versal del cainpo de radiación (considerada cotno un sistema infinito de oscila.dores) 

acoplada a la inolécula.. Esta interacción produce una degenerac6n exacta. (antes 

solo era aproxúnada) entre los estados, acornpa.ñ&da por un& regla de superselección 

dinámica producid& por la singularidad infraroj& del cainpo de radiación (Pfeifer 

1980, 1981, 1983). La va.ria.ble clásica asociada a esta regla de superselección es la 

jiralid&d de la molécula.. 

La regla. de superselección diná.tnica. que, según deinostra.retnos en el capítulo 

3, ocurre en un inodelo para. un áto020 dentro de un ca.mpo ina.gnético con intensidad 

infinita., inuestra. siinilitudes con la. regla encontrada. por Pfeifer. De cierta forina, se 

le puede considerar una versión "desnuda.", esto es, despojada. de toda. co02plejida.d 

innecesaria., del fenómeno que produce ésta: una regla de superselección producida. 

por una singularidad en el hainiltoniano. Este resultado es m.uy interesante pués 

ocurre·en un sisteina con un núi:nero finito de grados de libertad y sin necesidad de 

invocar acoplatnientos externos a. sistexna.s con un núniero infinito de ellos . 
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Capítulo 2 

Atomo en un ca.m.po magnético muy intenso 

1. Introducción. 

Las modificaciones que sufre la estrucura de los átomos cuando se los sujeta. 

a canipos magnéticos sie<npre ha genera.do interés. En los primeros tie<npos de 

la teoría cuántica. se estudia.ron y explica.ron el efecto Zee:i:nan nonna.l y el efecto 

Zeexna.n a.n6<nalo; subproducto a estos estudios fué la introducción del espín como 

núxnero cuántico extra que cara.eteriza al electrón. Con el descubrimiento de los 

pulsares, los que se cree que son estrellas de neutrones en rápida rotación en las 

que se producen ca=pos xnagnéticos ultra.intensos (Smith 1977, Goldrich y Julian 

1969, Ruderman y Sutherland 1975), el interés en el estudio de á.to<nos en ca=pos 

<nagnéticos se reavivó (Guder 1967, Ruder=an 1971, Surmelian y O'ConneU 1974., 

ÁYron et al. 1978, Freeman 1981, Rosen 1986, Chha,jlany et al. 1988). Actuahnente 

éste se debe también al interés en el estudio de estados de Rydberg en cam.pos 

tna.gnéticos (Ga.y 1986), a problemas de localización de las funciones de onda. (Bivona. 

et al. 1988), y al creciente interés en el caos, tanto a nivel clásico como cuántico 

(Lom.ba.rdi et al. 1988, Friedrich y Wintgen 1989, Núñez Yépez et al. 1989b). 

La diferencia fun.daniental de los nuevos estudios con las investigaciones 

anteriores es el orden de xnagnitud de laa intenaid&des de loa ca:rnpos, xnien\ras 

que en estudios del efecto Zeeman se puede tratar la interacción D1&.gnética como 

una perturbación a la interacción coulombiana con el núcleo (Bransden y Joachahn 

1983), en el caso de un átoD1o de hidrógeno en el cunpo =agnético de un pulsar, es 

la interacción coulotnbiana. la que debe considerarse perturbación a la interacción 

D1agnética (para una mención de las intensidades de ca.=po involucra.das, vá la 

sección siguiente); a estas intensidades del campo xnagnético la estructura atómica 

se :modifica grandeD1ente {Zeldovich et al. 1983, Gay 1986). El interés en -te 

proble=a llevó" a considerar el caao extre:mo de un átomo en un ca:rnpo =agnético 
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con intensidad infinita. A este caso extremo se le conoce ta=bién como el problema 

del átomo de hidrógeno en una dimensión (Ga.rstang 1977, Gesztesy 1980, Gomes y 

Zi=erman 1981, Tzara 1985, 1987, Davtyan d al. 1987, Núñez Yépez et al. 1987, 

Salas Brito et al. 1989), proble=a que ya había sido estudiado anteriormente en la 

teoría. de excitones en campos =a.gnéticoa (Loudon 1959, Elliot y Loudon 1960). 

En este capítulo discutirei:nos el líi:nite de campo =agnético con intensidad 

infinita dentro de la teoría de átom.os in.niersos en un ca.i:npo m.agnético muy intenso, 

lúnite al que se comenzó a estudiar como una. a.proxhnación unidii:nensional a.l pro­

ble=a. Esta aproxi=ación ha sido criticada por los problemas que introduce debido 

a su carácter singular (Moshinsky et al. 1984). Para analizar algunos de estos pro­

blem.as, describirern.os el bién conocido efecto de un ca.Dl.po niagnético, B, actuando 

sobre un electrón, para después, incluir el ca=po electrostático de un núcleo como 

perturbación. Ello nos conducirá naturalmente al estudio de las funciones pro­

pias y del espectro de energías de la. fa.m..ilia de potenciales Vp(q) = -Z/(lql + p), 

considerándolos co=o funciones de p (- B-l/2); para., finalmente, investigar su 

comportazniento en el líi:nite p --> O. Mucho de nuestro interés en este capítulo 

estará enfocado al comporta=.iento del estado funda=ental, puesto que su compor­

tamiento, y aún su existencia. ZDÍsllla., ha sido fuente de controversia. 

2. Electrón en un campo magnético. 

Comencemos por analizar el efecto de un campo =agnético constante apli­

cado a un electrón que, excepto por esta. interacción, se mueve libremente. Supon­

dremos que el ca=po a.punta en dirección z, y tiene magnitud B. Como es sabido, el 

moviiniento del electrón se ve cuantizado en dirección perpendicular al campo, i.e. 

en la dirección p = (:2 + y 2 ) 112 , en esta.dos discretos que se conocen como niveles 

de Landau. Los eigenvalores de la energía están igualmente espaciados entre sí, y 

su espectro es (Landau y ~ifshitz 1977) 

EN,m. = Ttw[N + (rn + lrnl)/2 + 1/2) + p~/2rne, (1) 

aquí, rn = ±1, ±2, ... , es el nún:iero cuántico azimutal, rn., es la masa del electrón, 

N (=O, 1, 2, ... ) es el nÚinero cuántico asociado con el movimiento en dirección p, 

y no incluimos el efecto del espín. 
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Cada nivel de Landau tiene una degeneración infinita, loa orbitales corres­

pondientes son 

tJ>(r) = AN,..,..él.,.f>+p.s/~) exp(-p2 /2r~)pl"'IM(-n, \n>\ + 1, p'2 /2r':), (2) 

donde AN,na = (\rn\ + N) 1 12 (2,..1 / 2 21""1N!)- 1 1'2 (r!+\,,.IN!)-1. es un factor de nor­

malización, re= (2ch/eB) 112 es el radio eiclotrónico, Yo= -cp,.,/eB, y M(a,b,c) 

es la. función hipergeométrica (ver la ecuación (26) pa:ra su definición). Según esta. 

eeu.a.ción, loa orbitales están "'concentrados?9 (en el mism.o sentido en que un átomo 

de hidrógeno está. concentra.do dentro de una. esfera. con el radio de B~as) dentro 

de un cilindro de ra.dio 

(3) 

alrededor de la.s lineas de ca.xnpo. Obviam.ente, mientras má.s intenso sea. el cam.po 

xna.gnético, Iná.a localiza.do estará. el electrón alrededor de la. línea de campo. Cuando 

r., < ªB se habla. de campos znagnéticos ultraintensos. Ponga=os unos nú=eros 

para ilustrar el "igniñcado del término. Sí pedimos que la interacción xnagnética sea 

del m.ismo orden de znagnitud que la coulombiana, debemos tener que: r., = aa; esto 

se traduce en una intensida.d del C&Dlpo niagnético de Be <:::< 2.3 x 109 G. Un cau:ipo 

B ultraintenso debe cu=plir que B/B., ::::<> 1; por lo que, en este ca.so, re < aa 

y el electrón estará. mucho ma.s confinado. A guisa de ejemplo, mencionam.os que 

el campo J:nagnético típico en un pulsar es BpuleAr - 1013 G (Shapiro y Teukolsky 

1983, Zeldovich et al. 1983). 

3. Atomo en un campo magnético ultraintenso. 

Incluyamos ahora el efecto del ciunpo coulombiano de un núcleo (al que, 

por simplicidad, supondreJ:nos de :aiasa intinita) de carga Ze, localizado en. algún 

punto sobre la línea de ciunpo alrededor de la cual gira el electrón. Pa:ra campos 

niagnéticos niuy intensos, el C&Dlpo coulombiano del núcleo ISe co:inporta co:r:no una. 

perturbaci6n que casi no afecta el niovimiento transversal del electrón, y que solo 

es efectivo en la direceión z, 1& direcci6n del cau:ipo :aiagnético. El efecto del núcléo 

es uniciunente el de ligar al electr6n alrededor de los niveles de Landau (Kado=-v 

y Kudryavtsev 1971, Ga.rstang 1977, Sltjervold y Ostgaa.rd 1984). Se obtienen, aa{, 

un nú=ero inñnito de niveles discretos de energía asociados a los niveles de Landa.u. 
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El caznpo eléctrico del núcleo contribuye a la energía potencial del electrón 

con el término 

(4) 

pero, debido a la acción de B, la posición transversal del electrón puede suponerse 

aproxll:nadaro.ente fija e igual a Pna; entonces, con muy buena apraxitn.a.ción, se puede 

substituir (4) (Rau y Spruch 1976) por el potencial unidi=ensional efectivo: 

V(z) = -Ze2 /(p..,, + lzl). (5) 

En el lí=ite B-+ oo, este potencial se convierte en el "potencial unidimensional de 

Coulomb" (Loudon 1959, Tza.ra 1985): 

V(z) = -Ze2/lzl; (6) 

lo que también se puede obtener directamente de (4). Los argumentos que se han 

dado para llegar a la expresión aproxima.da (6) no han dejado de causar controversia 

por la naturaleza singular del potencial que se obtiene. El llamarle "potencial de 

Coulomb en una dimensión• a este potencial es lo usual, y es la denominación que 

usaremos en este trabajo. Hacemos notar, sin embargo, que el potencial de Coulomb 

apropiado a una dimensión ( i. e.@que es solución de la ecuación de Poisson) debe 

ser V(z) ex lzl, y no es de la forma (6). 

4. Problemas con el modelo basado en el potencial unidúnensional de Couloznb. 

Es claro que touiar el lim.ite B -+ oo ha generado una singularidad, un 

polo en el termino de energía potencial. Esta singularidad es de naturaleza más 

grave que la singularidad original en el potencial coulombiano del núcleo, ya que 

el ef'ecto del campo magnético es la supresión ef'ectiva. de dos de las dimensiones 

espaciales del problema. Según se cree, la singularidad genera varias características 

problemáticas al modelo del átomo de hidrógeno unidimensional, que lo inutilizan 

como modelo aproximado del comport&J:niento de un electrón en un átomo sujeto 

a un caznpo magnético muy intenso (Moshinsky et al. 1984). Estas característ?c"-9 

son: 

A) El átomo de hidrógeno en una dimensión tiene estados ligados degenerados, 

violánd06e así el resultado que asegura que los estados ligados de cualquier potencial 
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en una. dim.ensión no pueden serlo (Laudan 1959, Haines y Roberts 1969, Da.vtyan 

et al. 1987). En el átomo de hidrógeno unidimensional los niveles están doblemente 

degenera.dos, como consecuencia de que su hamiltoniano es un operador pa.r. Esta. 

curiosa. propiedad, que se ha. interpreta.do de m.uchas formas (por ejexnplo, como 

consecuencia. de una. shnetría. oculta. 0(2) presente en el problexna (Boya. et al. 1988, 

Lutsenlto et al. 1989)), es consecuencia directa de la limitación a. la. superposición 

de esta.dos que existe en el sistexna. --o, si se quiere, de una. regla. de superselección­

según lo demostra.rem.os en la. sección 12 del capítulo siguiente. 

B) El esta.do funda.m.enta.1 del átom.o de hidrógeno en una. di.J:nensión se encuentra. 

com.pleta.m.ente localizado en el origen (su función de onda, se cree, es una. delta. 

de Dira.c) y corresponde a. una energía. de enlace infinita (Laudan 1959, Haines y 

Roberts 1969, Van Haeringen 1978, Zeldovich et al. 1983, Moshinsky et al. 1984, 

hnbo y Sukha.tJD.e 1985, Spector y Lee 1985, Da.vtyan et al. 1987). El argum.ento 

iníor=al que usua.lm.ente se ofrece para. sustentar la. existencia de este esta.do es, 

esencial=ente, el siguiente: Como el potencial del problema. es - -1/\z\, el esta.do 

funda.mental debe tener una. energía. 

Eo - - .Ío dz/z, (7) 

y esta integral diverge loga.rítmica.m.ente. Entonces, com.o la. energía. de enlace es 

infinita.xnente grande, se argumenta. que el electrón se debe encontrar confinado en 

z = O, esto es, a.marra.do completa.mente al sitio del núcleo (Loudon 1959, Ha.ymaker 

y Ra.u 1986, Da.vtyan et a.l. 1987). 

C) Se a.tinna. que los niveles de energía. de loe esta.doe liga.doe con simetría. par, 

forman un continuo de esta.doe liga.dos (Ha.ines y Roberts 1969). Así, este sistem.a. 

sería. en extrelllo peculiar, su espectro de energías ªdiscreto" sería., en realidad, 

continuo. 

CH) Por otra. parte, el interés reciente en la. aplicación de métodos supersiJD.étric­

a. probleDlaa de mecánica. cuántica. (Gedenstein y Krive 1985, Urrutia. y Hernández 

1983, .Ja.uslin 1988), ha. llevado a. algunos autores a. la. conclusión de que la. existencia. 

de un espectro de niveles doblemente degenera.do con un esta.do base que no lo es, es 
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indicación inequívoca de que el átoi:no de hidrógeno en una diinensión es un ejemplo 

típico de un sisterna cuántico supersixnétrico (Ii:nbo y Sukhati:ne 1985, Hayma.ker y 

Rau 1986, Sted=an 1985). Ello ta.tnbién ha llevado a que se considere --errónea­

mente (Martínez y RoIIlero d al. 1989a, 1989b)- al potencial unidiIIlensional de 

Coulomb como su propio compañero supersiIIlétrico. 

Todas las características mencionadas se atribuyen al efecto de la singulari­

dad; su verdadero origen sería pués el proceso líi:nite. Como la existencia. de estas 

propiedades ha produci~do largas controversias sobre las propiedades del sisteIIla, 

a continuación analizaremos el comportamiento de sus eigenestados durante el pro­

ceso de pasar del potencial (5) al potencial (6), i.e. al hacer que p-+ O; lo que es 

complet&Inente equivalente a tornar el límite B -+ oo (Avron et al. 1979). 

5. Propiedades generales de los estados del harniltoniano. 

Para aclarar el proceso por el que se obtiene el harniltoniano de átoIIlo de 

hidrógeno unidi.Inensional, estudiare=os a la familia de barniltonianos (en unidades 

atói:nicas, 1i. =me= e= 1) 
H = .!:.p2 - _z __ _ 

2 lzl +P 
(8) 

Muchas propiedades generales de los estados de estos ba.xniltonianos se pueden dedu­

cir de transformaciones de redi=ensionarniento (Avron et al. 1979) según mostrare­

mos en esta sección. Aunque nos interesa priinordialrnente la dependencia con p y, 

para mucho de lo que haremos basta totna.r Z = 1, en esta sección consideraremos 

la dependencia tanto en p como en z. 

Si realizamos la transíorma.c:ión 

p-+ :>..p, z-z/:>.., 

el hamiltoniano (8) se transforma en 

H ..... H' = ;i.2 (p2/2 - (Z/;!,.) ) • 
¡z¡+;i.p 

De aquí obtenemos que sus niveles de energía E(Z,p) satisfacen 

)l.2 E(Z/;1.,:>..p) = E(Z,p), 
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(10) 
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de donde 

{12) 

y 

E(Z,p) = (1/p2 )E(Zp, 1). {13) 

Obviam.ente, el ham.iltoniano {8) satisface t&1nbién que 

H(Z,p) > H(Z,O), {14) 

por lo que, los niveles de energía asociados deben satisfacer la desigualdad 

En(Z,p) > En(Z,O); {15) 

y, ya que p 2 es un operador definido positivo, deben cuniplir también que (Martínez 

y Romero et al. 1989a) 

Era(Z, p) > -~. 
p 

{16) 

Nótese que esta condición indica que no es r&Zonable esperar un estado ligado 

con energía de enlace infinita. Sin embargo, a pesar de que este a.rguinento es 

de naturaleza muy general, podría no considerarse del todo concluyente por la 

singularidad en p = O. En el capítulo siguiente exhibiremos que si lo es. 

Los niveles de energía, considerados como funciones de los parámetros Z y p, 

decrecen IIlOnotonauiente con Z, y crecen i:nonotona.rnente con p. Para dem.ostrarlo, 

consideremos la ecuación de eigenvalores 

H(Z, p)'l/>(z; Z, p) = E(Z,p)f/J(z; Z, p) (17) 

y derivé=osla :respecto de p, con ello obtenemos 

BH/ap.¡, + HB'l/>/Bp = 8E/Bpf/J + Ea.¡,¡ap, (18) 

ahora toDl&Dlos el producto interno de este resultado con.¡,, y re~gla=os 

1 
aE / ap = z < .PI {\z\ + p) 2 \"1 >, (19) 

lo que muestra que la derivada es sieuipre m&yor que cero. Si derivauios (i7) 
respecto a Z, podreIIlOS siIIlilannente obtener que 

1 
BE/aZ = - <ti>\ \zl + p\t/J >, (20) 
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'·"· esta. derivada es :menor que cero. Con los resulta.dos (19) y (20) quedan demos­

tradas nuestras afir=aciones. 

6. El probiezna aproximado de un átozno en un caznpo JDagnético ultraintenso. 

En esta sección estudia.re=os los estados ligados del hazniltoniano a.proxi­

xnado (8). Los estados ligados deben satisfacer la ecuación 

1d7.t/J z 
-2 dz7. - \z\ + p ,¡, = Et/J, (21) 

con E < O. Si hacexnos el caxnbio de varia.ble 

¿,( y- lv'-8E(z + p) si z >O, 
(22) 

<~ v'-8E(z - p) si z <O, 

la ecuación'(Je transfonna en 

d7..p + (-.!:. + z ) "' =o. 
dy7. 4 \y\v'-2E 

(23) 

Debexnos notar que en esta. ecuación la singularidad es a.pa.rente, puesto que el 

punto y = O está. fuera del intervalo a.d=isible de valores, pués la transfor=ación 

(24) requiere que -oo <y $V-8Ep o v'-8E0 <_:~. ".'S:. 

Si considera=os pri%nero la región y > O, esta ecuación está en la. forma. de 

una ecuación hipergeométrica. confluente (Abramowitz y Stegun 1968); su solución 

general se puede escribir cozno 

.p(y) = yexp(-y/2){.AM(k, 2,31) + B U(k,2,y)}, (25) 

donde k = 1 - Z/./-2E, A y B son constantes, y las funciones M y U son las 

funciones hipergeométricas conftuentes: 

G"' a(a+ 1) "'7. 
M(a,b,:i:)=l+b1!+ b(b+1) 2! + ... (26) 

y 
1 1. 

U(a,2,:i:) =r(a):i: + r(a- l) lM(a,2,:i:) 1n :i:+ 

(27) 
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donde usa=os las definiciones: 

y 

(a). =a(a+l) ... (a+.5-l), 

1 dI'(a) 
tP¡-(a) = r(a) ---;¡a-· 

(a)o = 1, (28) 

(29) 

El co=porta.miento asintótico (cuando y --> oc) de la solución es (Abriunowitz y 

Stegun 1968) 

(30) 

pero, si desea=os que nos represente estados ligados, es =enester que ,P(oo) =O; de 

esta for=a. se requiere que Á = O. La solución aceptable para y > O es, por lo tanto 

t/l(y) = Byexp(-y/2) U(lc,2,y). (31) 

Esta función define precisa.niente a la función de Whittaker Wa,b(z) (Abra=owitz y 

Stegun 1968) 

si y> O. (32) 

La solución para y <O se puede obtener fácil=ente de hacer y -+ -y en (32), con 

lo que se obtiene 

si y< O. (33) 

Ahora, para obtener las eigenfunciones del siste=a, es =enester e=patar las solu­

ciones en z = O para for=ar tanto funciones pares co=o i=pares. Para. esta.dos 

impares pedire=o11 que .. ~·· 

.P+(v'-2Ep) = t/1-(tf-2Ep) =O, (34) 

=ientra.s para 1011 pares, pedire=os que se cumpla 

G ,35) 

Si usa.=os las expresiones (32) y (33), estas condiciones quedan 

W1+1:,1¡2(pv'-2E) =O, para estadoe impares, {36) 
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y 

W~+k,if2(PV-2E) = O, para. estados pares. {37) 

Estaa expresiones nos penniten, a.detnás, calcular loa eigenvalores de la energía para. 

los niveles pares y i=pares del problema.. De las bien conocidas propiedades de las 

funciones de Whitta.ker, es claro que los niveles de energía. son discretos. 

7. El comportazniento lúnite cuando p -+ O. 

Con ayuda. de los resultados que obtuvini.oe en la sección anterior, podem.os 

estudiar el comporta.miento de las eigenfunciones y de los eigenva.lores de la. energía. 

en el líl:nite p -+ O. Podemos suponer que el espectro E(p) no será muy diferente, 

en este ca.so, del espectro de un átomo de hidrógeno. Si se introduce el defecto 

cuántico 6, podretnos suponer que k = 1 - n + 6, y usa.r esta. expresión pa.ra. analizar 

el com.porta.miento de las ecuaciones (36) y (37) en este lúnite (Va.n Ha.eringen 1978, 

Gesztesy 1980). En estas condiciones pa.ra. los niveles pares se obtiene 

En.= (-Z2 /2n2)(1 + 2/(n ln(2Zp))) n = 1, 2, 3, ... (38) 

mientras que para. los i=pares el resultado es 

n = 1.,2.,3, ... (39) 

Obvia=ente estos esta.dos están casi degenera.dos, degeneración que se vuelve exacta. 

en el límite p = O, y el espectro se vuelve idéntico a.l del átomo de hidrógeno 

tridünensional (ver la. sección 3.7). 

El esta.do ha.se es un caso especial en que 1/ E = O (Avron et al. 1979), y 

resulta. ser un esta.do par cuy& energía. se obtiene, en el lúnite p < 1, de la. expresión 

(Van Baeringen 1978, Gentesy 1980) 

(40) 

por lo que E-> -oc.cuando p-+ O. 

7. El problema del estado base. 

El resultado anterior, ecuación (40), se ha. usado en Jnuchas ocasiones (Lau­

dan 1959, Van Ba.eringen 1978, GoJnes y Ziinerma.n 1981, DaVtya.n et al. 1987) pa.ra 
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respaldar la existencia del estado base con energía. infinita., pero, da.da. la naturaleza 

singular del hamiltoniano que se obtiene en el lúnite, no constituye r~ón suficiente 

para ello. Para asegurar la. existencia. del estado es necesario investigar ta.xnbién 

el comportaxniento de la. función de onda del estado funda.mental 'lfo, en el =ismo 

lúnite. 

Para llevar a. ca.bo el análisis mencionado, emplea.rei:nos estricta.mente el 

método que fué usa.do originalmente para concluir la. existencia. del esta.do (Loudon 

1959, Elliot y Loudon 1960). Como mostramos a continuación, si el lúnite se to=a. 

a.propia.da.xnente, no se encuentra. esta.do alguno que corresponda. a una energía de 

enlace infinita. 

Para encontrar la función de onda del esta.do ba.se en el lúnite de campo 

magnético infinito, usa.reinos directa.mente el hamiltonia.no (8) con p = O. Si en la 

ecuación de Schrodinger (23) haceinos que E -> -<X>, según el análisis hecho por 

Loudon (1959), se obtiene la ecuación 

d2'1t !:.'lí' = º· 
dy2 - "' 

(41) 

cuya. solución nos per=ite calcular la función de onda. del esta.do funda.mental. Esta, 

ya. normaliza.da., se puede poner en la. forma (Núñez Yépez y Salas Brito 1987, 

Ma.rtínez y Roinero et al. 1989b} 

'lfo(.z;O) = fü:n '11 .. {.z;O) = liin(a)-112 exp(-l.zl/a), 
a-o a-o 

(42) 

donde hemos introducido el pará=etro <>e= (2E)-1 /2. 

Para. obtener el esta.do funda.mental, siguiendo con el método de Loudon, 40 
se requiere investigar el límite a-> O en la. expresión~--~_!_-~~_5>_.Problem&-es-~ 
que éste no existe en el sentido usual; para. evitarlo, p~~oe considerar al esta.do 

íunda.menta.l como una. funcional -lo que sieinpre puede hacerse para cualquier 

esta.do cuántico (Messiah 1976)- y, así, definir al esta.do base como el lllnit.e 

>lto{fl = li= /"° 'lfa(.z;O)/{.z} d.z, a-o -oc 
(43) 
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donde, como corresponde a posibles estadoa de un sistema cuántico, /(z) es una. 

funci6n de cuadrado integrable. Es muy fácil demostrar que este límite es siempre 

cero: 

>Po[/]= lim a 112 j+oo a-1 exp(-lzl/a)/(z) dz =O. 
o--.0 -oo 

(44) 

Como el lún.ite vale cero para cualquier funci6n de cuadrado integrable, la. única 

conclusión posible es que el estado base sea. identica.mente cero, i.e. que no exista 

dicho estado. Hemos demostrado, pués, que hay un error de principio en la. manera 

coxno fué introducido original=ente este estado. Entonces, podexnos afirmar que 

no existe un estado funda=enta.l con energía de enlace infinita. en el problema de 

un átoxno en un campo xna.gnético infinita.mente intenso (Boya et al. 1988, Núñez 

Yépez et al.1987, 1989a.). Aunque, claro está, esto no contradice el bien conocido· 

resultado que afirma que la energía del estado base de un átoxno en un campo 

J:nagnético ultraintenso se incrementa logarítJ:nica=ente (Zeldovich et al. 1983) con 

la intensidad del campo magnético, al xnenos i:nientrás éste tenga intensidad finita. 

8. Conclusión. 

Hexnos analizado los eigenestados del h&J:niltoniano aproximado para un 

átoxno en un campo magnético ultraintenso y heJ:nos mostrado que en el límite 

de intensidad infinita: 

A), Todos los estados están doblemente degeneradoa. Nuestro análisis pareciera. 

demostrar que loe estados se pueden clasificar en pares e iJ:npares, pero esto no es 

así; como demoatraremoe en el p:roxllno capítulo la paridad no es un buen nÚlnero 

cuántico para el problema (Núñez Yépez et al. 1987, Ma.rtínez y RoJ:nero et al. 

1989b). La paridad se rompe espontáneamente en el líi:nite de intensidad de campo 

infinita.. Esto noe J:nuestra que, efectivamente, el teorema de falta de degeneraci6n 

se viola en el sistema. El que esta propiedad no sea evidente en el proceso límite 

que analizamos aquí, es un defecto del J:nétodo, que riene su origen en que no 

coinciden las condiciones de frontera que hay que imponer a los eigenestado. del 

haJ:niltoniano (8), con las que se requieren en el caso del ha.xniltoniano del átomo 
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en el ca.mpo =agnético infinito {Gesztesy 1980, Núñez Yépez et al. 1989a.). Esto 

será. claro de la discusión en el siguiente capítulo. 

B) No existe el estado localizado en el orígen y con energía de enlace infinita. La 

creencia en este estado se ha debido a. un error de cálculo co=etido original=ebte 

por Loudon (1959) y, posteriormente, a. la. falta. de un a.ná.lisis detallado del proceso 

lúnite por el que "e obtiene el ha.mil.tonia.no del átomo de hidrógeno en una dllnensión 

(Núñez Yépez y Salaa Brito 1987, Martines y Romero "tal. 1989a.). Es máa, según 

discutire=os en el próximo capítulo, tal estado es innecesario para la. completez del 

conjunto de eigenfunciones del siste=a. 

C} El espectro de energías es discreto. De hecho, el sugerir que el espectro es 

continuo, como lo hicieron Ha.ines y Roberts (1969), equivale a decir que el operador 

hamiltonia.no no e" hernútico (Andrews 1976, Núñez Yépez et al. 1987, 1988). 

CH) La inexistencia. de un estado funda.mental sin degeneración se puede usar co=o 

contra. argu=ento para la. a!ir=a.ción de que el proble=a tiene un espectro clara­

mente supenimétrico (Núñez Yépez et al. 1988). Según lo de=oat:nunos recien­

temente, la extensión supersimétrica de el hatniltonia.no del átomo de hidrógeno 

unidii:nensional es similar, pero no coincidente, con el ha.miltoniano del proble=a. 

original {Ma.rtínez y Romero et al. 1989a., b). 

A pesar de lo que los resultados anteriores puedan querer decir del sistexna 

descrito por {8) considerado como aproximación para el problema. de un átomo 

en un campo magnético ultraintenso (Salaa Brito et al. 1989), debe ser claro que 

el problexna de un átomo en un ca.mpo magnético infinita.mente intenao presenta. 

mucho interés por si. A este 9istema le dedica.mas el 9iguiente ca.p{tulo . 

. . 
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Capítulo 3 

Atomo de hidrógeno unidimensional 

l. Introducción. 

En el capítulo anterior, obtuvimos al potencial de Coulomb en una di­

m.ensión, y al átomo de hidrógeno en una dimensión como un efecto de "com.­

pactación dimensional" (en el sentido que se le dá al término en teoría de campos, 

ver, por ejemplo, Tosa 1984) producido por un campo magnético ultraintenso so­

bre un sistema. atón:üco tridil:nensional. El átom.o de hidrógeno en una di.n:lensión 

ha sido empleado como modelo resoluble del comportamiento de excitones en cani­

pos magnéticos (Elliot y Loudon 1960, Spector y Lee 1985), y para aproximar la. 

interacción entre partículas cargadas con la superficie del helio líquido (Cole a.nd 

Cohen 1969). Sin embargo, el átomo de hidrógeno unidi=ensional ha. sido mu­

cho más difícil de entender que su contraparte tridimensional debido a las curiosas 

propiedades de su solución cuántica. Por ello, además del interés intrínseco en el 

comportamiento de sistemas unidimensionales (Lieb y Ma.ttis 1966, Pérez-Alva.rez 

y Rodríguez-Capola. 1988, Ha.rris et al. 1989), el problema. del átomo de hidrógeno 

unidimensional se ha convertido en un modelo teórico muy estudiado (Andrews 

1966, 1976, Van Haeringen 1978, Haines y Roberts 1968, Ha.m=er y Weber 1988, 

Tzara 1985, 1987, hnbo y Sukhatme 1985, Núñez Yépez et al. 1987, 1988, 1989a, 

Núñez Yépez y Salas Brito 1987, Davtyan et al. 1987, Boya et al. 1988, Lutsenko 

et al. 1989, Salaa Brito et al. 1989). 

En este capítulO'"daremos una solución completa al problema del átomo de 

hidrógeno en una dimensión empleando la representación de los momentos. Antes 

de preocuparnos por su formulación cuántica., analizaremos la formulación clúi~a 

del problema, la regularizaremos, y exhibiremos su si=etría oculta.. Resolveremos 

el problema en la formulación cuántica y haremoe la conexión con otraa soluciones 

(incorrectaa en su mayoría, puesto que no toman en consideración la posibilidad de 
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la existencia de variables clásicas y de llln.itaciones a la superposición de estados) 

propuestas recientemente a este problema, y, finalmente, demostramos que la.s cu­

riosas propiedades de su solución se pueden explicar introduciendo apropiadamente 

una. regla de superselección en el sistema, la que puede considerarse producida. por 

la naturaleza singular del potencial unidimensional de Coulomb. La prueba de la 

existencia de una regla de superselección diná.=ica en un sistema con un solo grado 

de libertad puede considerarse una de las principales contribuciones de este tra­

bajo. Estudiaremos el operador que genera. dicha. regla, los sectores coherentes en 

que se divide el espacio de Hilbert, y los operadores inobservables del problema. 

Concluire=os comparando la regla de superselección que encontramos con la. regla 

de superselección que se ha propuesto para explicar la. existencia de las moléculas 

jirales. 

2. El proble=a clásico del átomo de hidrógeno en u.na di.mellSión. 

En esta sección hare.mos uso de la formulación ha.Jniltoniana clásica, puesto 

que deseamos exhibir la propiedad clásica que permanece aún en la descripción 

cuántica. En vez de resolver directan:iente el proble.ma clásico, exhibiremos su si­

metría. oculta. Para ello, usando un método propuesto por Moser (1980) para regu­

la.rizar el problema de Kepler, demostrare.moa que el hamiltoniano clásico del átomo 

de hidrógeno en una dimensión es equivalente, para. energías E < O, al hamiltonia.no 

que describe el movi=iento libre de una partícula confinada a una circunferencia 

y, para energías E > O, al hamiltoniano asociado al movllniento de una partícula 

confinada a una hipérbola. 

El átomo de hidrógeno en una dimensión se describe por el hamiltoniano 

clásico 

(1) 

si sobre éste realizamos una rotación de 7r/2 en el espacio de fases: p-+ q, q - -p, 

obtenemos 

H = q
2 /2rn - Z/IPI· (2) 

Hace.moa notar que en el caso cuántico, este paso corresponde a pasar de la re­

presentación de coordenadas a la representación de los momentos. Puesto que la 
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energía. es una. constante del =ovi=iento, pode=os reescribir lo anterior en la forma. 

1;1(q2 /2rnE-1) =1/E. (3) 

Al elevar al cuadrado esta expresión, podre=oa defin_ir un nuevo h&Iniltonia.no co=o 

(Boya et al. 1988, Moser 1980) 

H' = IElp:z:z (q2/2rn.E -1)2. 
2Z 

3. Equivalencia al JD.oviznie.nto en una circunFeren.ci&. 

(4) 

Si en la. ecuación (4) considera=os el caso E< O, bastará hacer la proyección 

estereográfica.: 

B = 2 arcta.n(q/2a), BE [O, 2:ir], (5) 

para. obtener el hainiltoniano transformado 

H 1 = Pj /2µ.a2 , (6) 

donde hemos definido a = (rnlEl/2) 1 12 y µ. = Z 2 /2IEI- Este resulta.do de=uestra 

la. conexión que hay entre el áto=o de hidrógeno en una dilnensión y la partícula 

moviéndose libremente en una circunferencia. 

4. Equivalencia al =ovimiento en una hipérbola. 

Conaidere=os, ahora, el ca.so E > O en (4). Para transfor=ar el ha=ilto­

niano al caso de una partícula libre =oviéndos~ en una hipérbola, ha.Y: que realizar 

la transformación 

q = 2a arctanh(v/2) si q E (-1,+1), (7) 

o la transformación 

q = -2a arccoth(v/2) si 1 :5 ¡q¡ < oc. (8) 

La transformación (7) lleva a la ra=a superior, J:Dientráa la (8) lleva a la rama 
inferior de la. hipérbola.. Sin e=bargo, bajo cualquiera de a=ba.s, el h&Iniltonia.no 

H 1 se transforma en 

H 1 = P~/2a2 (G) 
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donde a 2 = rnE /2. 

5. La si.metría oculta del problezna en la forz:nulación clásica. 

Si pensamos en las orbitas confinadas, existen dos formas en que se puede dar 

el movi=iento sobre la circunferencia de manera dextrógira o de manera levógira; 

estos dos movimientos corresponden, en el problema del átomo de hidrógeno, a una 

partícula confinada a moverse en el la.do derecho, o en el izquierdo de la singula­

ridad. Esta propiedad de la solución clásica fué dei:nostra.da recientemente (Boya 

et al. 1988): una partícula nunca. puede cruzar el orígen y cam.biar el lado de la 

singularidad en que se está moviendo. En e~tomo de hidrógeno unidiz:nensional 

clásico, el signo de la coordenada q, sgn(q), es una constante del 111ovi.tniento. Esta 

constante es el análogo unidii:nensional del vector de Runge-Lenz, i.e. es la cantidad 

conserva.da. extra asociada a la si=etría. oculta del problema., y como dez:nostrare­

t:n.os posteriormente, está directa.IIlente relacionada con la aparición de una regla de 

superselección en el sistem.a. 

0

El grupo dinámico de inva.ria.ncia de los estados ligados del átomo de hidró­

geno unidiz:nensional resulta obvio al haberlo escrito en la forma (6), su simetría 

oculta, que es la nllsm..a que para. la partícula. moviéndose en la circunferencia, es 

0(2). Este grupo incluye tanto rotaciones 8 - 8 + 80, P9 - P9, como reflecciones 

9-> -9, P 9 -> -P9. El generador de las rotaciones es proporcional a sgn(q), puesto 

que, coIDO lo mencionai:nos, ello es todo lo que sobrevive del vector de Runge-Lenz 

(en una dimensión, el moz:nento angular no puede definirse). 

Si la energía del sistema es rna.yor que cero se ha deD10Strado la equivalencia 

del movimiento del sisterna. con el i:novimiento libre en una hipérbola, ello nos dice 

que, aunque existe un grupo dinámico de simetrías, éste ya no es 0(2). 

6. El problezna cuáutico del átomo de hidrógeno unidi.rnensional. 

En esta sección y las siguientes, trabajaremos en unidades ató=icas: ~ = 
m e = f, y usarez:nos Z = l. Con estas convenciones el problema cuántico del 
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átoIDO de hidrógeno en una dimensión se puede escribir como 

H,P(q) = (p2 /2 - 1/lql),P(q) = E,P(q). (10) 

Las propiedades del átomo de hidrógeno en una dixnensión son bastante máa trans­

parentes en la representación de momentos que en la de coordenadas (Núñez Yépez 

et al. 1987, Davtyan et al. 1987), por lo que trabajaremos en aquella. Un análi­

sis del problema en esta representación ha sido llevado a cabo por Davtyan. et al. 

(1987), empero hemos demostrado (Núñez Yépez et al. 1988) que su solución no es 

del todo correcta. 

Para transf'onna.r la ecuación (10) a la representación de los momentos, 

podríaznos tomar directamente su transformada de Fourier, como lo hicieron Davt­

yan. et al. (1987), sin embargo es más adecuado a nuestros propósitos emplear la. 

expresión. para el operador q-1 en la representación de momentos (Constan.tinescu 

y Magya.ri 1971) 

-1 ·JA: , q = -· ... dk. 
-oo 

(11) 

Si escribi=os (10) separadamente para q >O y q <O, entonces, usan.do la expresión 

(11), podemos escribir la ecuación de Schrodinger para. el problema en la forma 

(Núñez Yépez et al. 1987, Salas Brito et al. 1989) 

k2 11: 2 .P+(k) + i _
00 

.P+(k')dk' = Eif>+(k), (12) 

y 
k2 11: 2 il>-(k) - i _

00 
il>-(k')dk' = Ecf>-(k). {13) 

Así, heuios reducido el problema a la resolución de dos ecuaciones integrales del 

tipo de Volterra, laa que resolvereuios en las siguientes secciones. 

Notemos que, en esta representación, la invariancia del problema bajo in­

versiones por el orígen, se manifiesta como invariancia bajo tra.nsfonn.a.ciones del .. 
tipo: 

il>:1:(k) -> q.~(k), (14) 

las que dejan invariante las ecuaciones para nuestro problema. 
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7. Los estados ligados del átomo de hidrógeno unidittiensfonal. 

Como nos interesan los esta.dos en el espectro discreto del problem.a., intro­

ducirettios el parámetro 

o.2 = -1/2E; 

con ello la.s ecuaciones (12) y (13) tonia.n la forma (Núñez Yépez et al. 1987) 

(1 + o.2 k 2)4>±(k) ± i2o.2 j~00 4>±(k') dk' =O. 

(15) 

(16) 

Note=os que la. ecuación (16) i=plica. que no existe estado cuántico que corresponda. 

al caso a= O, i.e., cott10 a.rgüí=os en el capítulo anterior, no existe ningún estado 

con energía. infinita. -contra lo que se creyó durante ttiucho tiempo. 

Para. resolver la.s ecuaciones del problema, derivamos respecto a k, para 

obtener 
d<f>± 2o.2 (k ± •1 
dk + (a2k2 + 1) 4>± =O. 

Las soluciones a. estas ecuaciones son 

y 

o.
2 A- (1 + io.k)"' 4>~(k) = ----,.-.= 1-1-~k (1 + a2k2) ~ 

en donde las A± son fa.ctorea de normalización. 

(17) 

(18) 

(19) 

Laa funciones <f>~(k) no son, en general, univalua.da.s para valores arbitrarios 

de a, por lo tanto, no pueden representar estados liga.dos del sistezna.. Sin euiba.rgo, 

si exigimos que los a sean enteros positivos, las funciones son univaluadaa (Churchill 

1960, Higgins 1977). Aaí obtenemoe que es necesario que a = n, con R = 1, 2, 3, ..•. 

Por lo tanto los niveles de energía. del problema son 

E,.= _ __!__ 
2n2' (20) 

los que coinciden con los niveles de energía. del proble=a. tridi=ensional de Coulo=b 

(Bransden y Joa.ch&i= 1983). 
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Las funciones propias correspondientes, ya. nonna.lizada.s, son (Núñez Yépez 

et al. 1987) 

(21) 

y 

(
1 + ink)" 
1-ink 

(22) 

8. La sünetría oculta en el espectro discreto. 

Pode=os investiga.r la simetría. oculta. del proble=a. en la formula.ción cuá.n­

tica. Si, en a.! ecuaciones (12) y (13), efectua.mos la. transfortna.ción estereogáfica 

(Foclt 1935, Davtya.n et al. 1987) 

(23) 

e introducimos la. nueva. función t/1 ( 11) definida por: 

</>(le) = a.2 cos2 (/1 /2)t/J(/1), (24) 

las ecuaciones para. los estados ligados del átoillo de hidrógeno en una di=ensión 

to=an la. fonna 

tP±(IJ) ± ia. 1: t/1±(11') d81 =O. o (25) 

Esta. ecuación es invariante bajo las tra.nsfor=aciones de coordenadas O -+ O + 
Oo, 11'-+ IJ' + Bo, lo que corrobora. la existencia de una si=etría. dinámica. 0(2). 

Evidente=ente, el espectro discreto del áto=o de hidrógeno en una di­

=enaión está doblemente degenerado; el siatexna viola el teore=a de la fa.Ita de 

degeneración en estados ligadoe de siate=as unidi=enaionales (Landa.u y Lifshits 

1977). Este resultado está. relacionado con la simetría. diná.=ica 0(2) del siste=a 

(Davtya.n d al. 1987, Boya et al. 1988, Lutsenko et al. 1989), y, coD10 demostra­

remos en la sección 10, es consecuencia directa. de la existencia. de limitaciones a la 

superposición de estados (Núñez Yépez et al. ·1988, 1989a). Esta propiedad no tle~e 

nada que ver con propiedades supersi=étricas (Gedenstein y Krive 1985, Ma.rtínez 

y Rouiero et al. 1989a), contra. lo que han afirmado reciente=ente algunos autores 

(lmbo y Sukhat=e 1985, Stechnan 1985, Bayuiaker y R.a.u 1986). 

- 95 -



9. Los estados en el co.ntii>uo. 

Para estudiar loa estados en el continuo (E >O) introduzcamos el parámetro 

k5 = 2E, con ello las ecuaciones (12) y (13) toman la fon:na 

2 A: ~·-. 

~ .P±(k) ± i ¡_
00 

.P±(k') dk' = º~) 
si derivam.os éstaa con respecto a k., obtenemos 

d.P±(k) = - 2{k ± i) -1. (k) 
dk k2-k5"'±, 

cuyas soluciones son 

if' lkf < ko. 

if' lkf > ko. 

(26) 

{27) 

{28) 

Estas son las eigenf'unciones para estadoe con energía positiva, es de notarse que 

son singulares en k = ko-

Las funciones que describen estados en el continuo no son nonnalizables 

pero, como es usual, las podemos "nonnalizar" en el sentido de que cUUlplan 

(29) 

para ello, como ae puede corroborar, basta asignar los valores 

{30) 

y 

.A~= exp(27r/ko)A±, {31) 

a las constantes que aparecen en la expre8ión {28). 

La simetría oculta de los estadoe en el espectro continuo del átomo de 

hidrógeno en un& dimensión se puede evidenciar haciendo la proyección ester~ 

gráfica {Fock 1935, Davtyan et al. 1987) 

{ 

kotanh( ... /2) 
k-

-kocoth( ... /2) 

if -ko ::;; k ::;; ko. 
(32} 

if -oc < k < -ko o ko < k < <X>, ---



sobre las ecuaciones (26), de donde resultan ecuaciones, similares en estructura. a. 

la.s ecuaciones (25), que son invariantes ba.jo tra.sla.ciones en la variable v. 

1.0. Los estados con energía cero. 

Cuando la. energía. va.le cero, las ecuaciones integra.les toxna.n la. fonna. 

2· "' 
<f>±(k) ± k~ ¡_

00 
<f>±(k') dk' = º· (33) 

cuyas soluciones se pueden obtener fácilxnente: 

<f>±(k) = '!,; exp(±2i/k). (34) 

11. Propiedades de la solución. 

Las soluciones que obtuvlln.oa en las secciones anteriores, se pueden compa­

rar a. las obtenidas por Davtyan et al. (1987), por Boya. et al. 1988), y, a.unque la.s 

siguientes están en la. representación de coordenadas, ta=bién con las obtenida.s por 

Moss (1987) y Hauuner y Weber (1987). La.s diferencias xnás i=porta.ntes estriban 

en que ca.si toda.s (excepto la. de Boya. et al.) incluyen el esta.do ba.se de energía. in­

finita., y no reconocen la. ruptura. espóntanea. de la. parida.d que ocurre en el sistema 

(Cf. ecua.ción 11). En este sentido, tales soluciones son incorrectas. 

De la.s expresiones para. los esta.dos estacionarios del átomo de hidrógeno 

en una. dimensión resulta. cla.ro que éstos no son esta.dos propios del opera.dar de 

pa.rida.d. De hecho, si ,,. es el operador de paridad, loa esta.dos estacionarios del 

problexna. cumplen 

71"</>±(k) = <f9=(k), (35) 

sin iaiporta.r si las funciones corresponden a.. estados discretos o en el continuo. 

Como el hai:niltonia.no es un operador par, podríamos preguntarnos si JJlf' es posible 

obtener funciones que, además de representar estados esta.ciona.rioe del problema, 

tuviesen paridad definida.. Según demostraremos en la sección 10, la. respuesta a. 

esta. pregunta es negativa.. Coaio ya lo uiencionam.os, en el átouio de hidrógeno 

unidiaiensional ocurre una ruptura. esp6nta:nea. de la. parida.d. 
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Es fácil darse cuenta. de que la.s eigenfunciones 4-±(k) sa.tisfa.cen 

J
+oo 

-oo 4-±(k) die= O, (36) 

esta condición es tnuy itnporta.nte pués si no se cw:npliera el ha.tniltonia.:no del pro­

bleina no sería. heruútico y, por tanto, sería difícil darle interpretación cuántica.. 

Muchos de los proble:rna.s que ha acarreado el resolver e interpretar 1& aolución de 

este probletna., se deben a no haberle dado la debida i=portancia. a. este punto; 

por ejem.ple, fué la ca.usa de que se hubiese afirmado (Raines y Roberts 1969) la. 

existencia. de un continuo de esta.dos ligados, cuyas funciones de ond& no se a.nula.­

han en z = O (entre otras cosas, ello causaba que las supuestas eigenfunciones ni 

siquiera fuesen ortogonales). La existencia. de un esta.do base con energía de enlace 

infinita. fué otra. de las conclusiones a las que se llego por no considerar la restricción 

itnpuesta. por (32). El que esta condición quede autotná.tica.niente asegurada. es una 

de la.s características que hacen que trabajar en la representación de los tnotnentos 

sea lo tná.s conveniente para. el problelI1&. 

En \& representación de coordenadas 1& condición {36) afirma que todas las 

eigenfunciones deben hacerse cero en el origen: 

.P±(:z:) la=O = Q. (37) 

Esta condición itnplica. que el espacio de Bilbert de los estados del átomo de 

hidrógeno en una di=eW.ión y, por lo tanto, el doxninio de todo operador del sistetna. 

(Taylor 1972), ea el coJÚunto de funciones de cuadrado integrable que se anulan en 

:z: =O : al que llamaremos L~(R}. 

L& ecuación (37) se puede interpretar col'.llo un& condición de frontera. par& 

el problenia. en 1& representación de coordenad&a y tiene una i=plica.ción tnuy itn­

porta.nte, nos dice que el potencial de Coulomb -un potencial atractivo-- actúa 

com.o un& barrera que itnpide que las partícul&a p&aen de un lado de la singularid.;,d 

al otro. For=ahnente esto se de=uestr& calculando el flujo 

(38} 
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y evaluándolo en :>: O. Es fácil ver que, si ~(:>:) es cualquier estado del sistema, 

entonces 

;(:)ls=D = 0. (39) 

Nótese la correspondencia que hay entre esta propiedad y la propiedad clásica, 

demostrada por Boya et al., que mencionamos en la sección 2. Ahora es obvio 

que, para entender claramente el problema cuántico, era menester regularizarlo y 

aprender a tratar la. singularidad del potencial en :>: = O. 

12. Liznitaciones a la superposición de estados. 

El que un potencial atractivo, como es el caso del potencial unidimensional 

de CouloID.b, pueda actuar co1:n.o una barrera h::npenetrable es curioso de por sí; una 

de las consecuencias de ello es más peculiar aún, pués, según deXD.ostra.m.os en esta 

sección, impone limitaciones a la superposición de estados. 

La her=iticidad de los operadores asociados con cantidades f"1Sicas es una 

hipótesis básica de la mecánica cuántica. En nuestro problema esto requiere que 

el harn.iltoniano H, y por lo tanto, el ténnino de energía potencial V(q), lo sean. 

Ello i=plica que el valor esperado <V > sea siexnpre finito (al menos en cualquier 

estado norxnalizable), i.e. que, en la representación de las coordenadas, se cuxnpla 

L: ,P*(q),P(q)V(q) dq < OO. (40) 

Coxno el potencial unidimensional de Couloxnb es singular en q = O, ello impone la 

condición (que coincide con (36)) 

~,P(q) =0, (41) 

para que el hamiltoniano del á.toxno de hidrógeno unidimensional sea hermítico. Este 

resultado se puede considerar también conseeuencia de que H no es un operador 

a.cotado y que, por lo tanto, solo cuando se cuxnple la condición (36) se le puede 

considerar hen:nítico (Akhiezer y Glaz:m.an 1961). 

Las li=itaciones a la superpoeición de estados son una consecuencia de esta 

restricción en el dominio de hermiticidad de H (Núñez Yépez et al. 1088, 1080a). 
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Para. demostrarlo, consideremos las eigenfunciones del proble=a en el espacio de las 

configuraciones 

< q¡ ± .s >= ~ ¡+oo < kl ± .s > exp( -ikq) dk, (42) 
~ v2~ -oo 

si intenymos superpomiciones coherentes de éstas, por ejeJ::nplo esta.dos con paridad 

bien definida. 
1 

'lt.,(q) = v12C< CJI + .s > + < CJI - .s >) (43) 

y 

(44) 

estos estados no serían independientes, pués su wronskiano sieJ::npre valdrá cero: 

(45) 

Esto J::nuestra que la. fase relativa. entre a=bos conjuntos de esta.dos es lisicam.ente 

irrelevante. La. dependencia entre esta.dos pares y estados iJ::npares se manifiesta en 

la igualdad de las densidades de probabilidad correspondientes 

(46) 

Obviamente, estas consideraciones son genera.liza.bles a cualquier cornbinaci6n de 

estados t/J"t con estados .¡,;:- e i=plica que una. tal superposici6n solo se puede in­

terpretar coJ::no una. mezcla. esta.dística. (Núñez Yépez et al. 1988, 1989a). Con este 

resulta.do a. la mano, se puede entender que los problemas de interpretaci6n que oca­

sionaron las solucion_es a este problema. se debieron, al J::nenos en parte, a. no tornar 

en cuenta esta liinitac:i6n al principio de superposición. Entonces, ninguno de los 

estadoe del átomo de bid.r6geno en una di=enaión es eigenestado del operador de 

paridad; todos son ~oe jirales y, por lo tanto, ocurre una ruptura esp6ntanea. de 

la. paridad. Notl!DJ.09 que esta última conclusión implica. (Núñez Yépez et al. 1987, 

1988) que el espacio de 1,... eigenfunciones del problema. se puede considerar corno la 

unión de los conjunto. T+ (de funciones que se anulan en y a. la derecha. de :z; =O) y 

7- (de funciones que ee anulan en y la izquierda. de :z; =O). Las eigenfunciones del 

proble=a. forman una b~e coJ:npleta. (Higgins 1977) para estos con,juntoe de funcio­

nes. Este resultado está de acuerdo con la inexistencia. del esta.do funda=ental con 

e~gía. infinita. 
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Según lo aiencionauios en el Capítulo 1, basta la existencia. de una. li=itación 

a la superposición de estados para hablar de una regla de superselección; en este 

sentido hemos establecido aquí la existencia. de una en el á.tomo de hidrógeno unidi­

tnensional {Núñez Yépez et al. 1988, 1989a.). En la siguiente sección mostraremos 

como se puede interpretar ésta, aúi(9 el sentido restringido de su significado. 

13. Regla de 5Upene1ección. 

Según estableceremos en esta sección, laa propiedades del átomo de hidró­

geno en una. dixnensión se pueden explicar cotno consecuencia de una. regla. de su­

perselección. 

Dadas las limitaciones a la superposición de estados que ocurren en el sis­

tetna., conviene considerar las regiones a la. derecha. e izquierda de la singula.rida.d 

cotno subsisteznas separados; por ello, conviene redefinir los opera.dores básicos en 

la. forma (Lubltin 1970, Wiclt et al. 1970): 

O= o++o-, (47) 

donde 

0+ =O X r+ y o-= ox r. (48) 

En esta.s expresiones, o es la. va.ria.ble dinántlca. original, r± es el operador identidad 

cuando opera. sobre ¡:±,y el opera.dar cero en otro ca.so. Obvüu:nente, esta redeti­

nición solo es aplicable si el operador puede restringirse a. actuar unica.aiente sobre 

¡:+, o unicamente sobre ¡:-. 

Una vez rede&nidoe los operadores, laa eigenfunciones - podrán considerar 

com.o vectores en un espacio bidim.enaional: 

y (49) 

en que loe únicos esta.dos f"isicos corresponden & loe subespacios .. & lo largo de loe 

ejes". 

Para. ilustrar la forma. en que ahora quedan loe operadores, representa.doe 

en este espacio bidimensional, expresesnoa ahi al operador poaici6n y al operador 
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xnom.ento: 

Q = (~ ~)' p = (~ ~). (50) 

El hazniltoniano ta=bién se puede redefinir usando la tnisxna receta, 

JI - (p2 /2 -1/q - o (51) 

obviaxnente, este haxniltoniano tiene el uüsxno espectro que (10), y sus eigenfunciones 

son de la forma. (49). 

Un operador que debe redeñnirse de otra forma es el operador paridad ""· 

Sin eUlhargo, es fácil ver que su expresión en este espacio es 

P=(~ ~)· (52) 

Mostrareznoa ahora que el sistexna descrito por (51) adxnite una regla de 

superselecci6n. Para ello consideremos al operador 

G = LCI + .. >< + .. I - 1 - .. >< -31), (53) 
• 

cuyo dominio es el espacio bidll:nensional ya xnencionado, con componentes en 

L6(R); hemos representado al operador en la base de las eigenfunciones del pro­

blema, expresadas en la forma (49). Mediante un calculo directo, es fácil ver que el 

operador G conmuta con todas las variables dináuücas del sistexna: 

[G,Q) =0, (54) 

[G,P)=O, (55) 

y 

[G,JI) =O: (56) 

Por lo tanto, G es una constante del xnovimiento y genera una regla de supe~e­

lecci6n. Todo operador que no conmute con G representa una variable inobservable. 

Como el operador de paridad no conmuta con G, 

[P,G) =FO, (57) 
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no es posible observar la paridad de un estado, i.e. la paridad se rotnpe espontánea­

tnente. 

Es tnenester ahora encontrarle un significado al operador que genera a la 

regla de superselección, puesto que es la variable clásica de nuestro siste=a. Ello es 

lo que haretnos a continuación. 

Si se aplica G a cualquier esta.do del siste=a, se obtiene 

G\ ±">=±\±a>; (58) 

dada la for=a en que obtuvil:nos las ecuaciones para los estados estacionarios del 

probletna en la representación de los mo=entos, esta. relación nos indica si el estado 

corresponde a una partícula. confinada. al lado derecho (estados \ +" >) o al lado 

izquierdo (estados \ - " >) de la singularidad. La variable clásica asociada al átomo 

de hidrógeno en una di=ensión es el la.do de la singularidad en que el electrón se 

tnueve, i.e. es el '"vector de Runge-Lenzw en una ditnensión. Así, una propiedad 

pur&Dlente clásica del átomo de hidrógeno unidü:nensional perlllaJlece en la formu­

lación cuántica del tnistno (Núñez Yépez et al. 1989a). Los sectores coherentes en 

que se divide el espacio de los estados del siste=a, corresponden al subespacio de los 

estados confinados al lado derecho y al subespacio de los estados confinados del lado 

izquierdo. Cada uno de estos subespacios es cotnpleto (Núñez Yépez et al. 1987). 

Las eigenfunciones (49) forman una base completa para los estados del átoIDO de 

hidrógeno uniditnension..:1 en cada. uno de ellos (Higgins 1977). 

14. Conclusión: :moléculas jirales y el átoDJo de .hidrógeno unídiznensional. 

De acuerdo con lo anterior, el origen de la regla de superselección es el polo 

en el potencial en q = O; él que taznbién .,. re9ponsable de la ruptura espontánea de 

la paridad que ocurre en el siste:r:na. Los puntos de contacto con la. teoría de Pfeifer 

son ahora evidentes: .. 
A) El ha:miltoniano del á.toIDO de hidrógeno en una ditnensión tiene una sin­

gularidad infinita, lo IDÍSIDO que el que propone Pfeifer. La singularidad, induce una 

regla de superselección en atnboe probletnaS, la que resulta obvia de escribir el ha.-
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:iniltoniano cotno en la ecuación/(~ La única difenoncia qe fondo, es que, en el caso 

de Pfeifer, la singularidad ap~ece~l acoplar el siatem.a al c&I11po electroxnagnético, 

uüentraa que, en nuestro caso, surge de la propia diná=ica del problexna. 

B) El huniltoniano del átoxno de hidrógeno unidi=ensional es invariante 

bajo reflexiones por el orígen, pero sus soluciones no lo son. Ocurre una ruptura 

espontánea de la paridad. Este es el =istno fenóxneno que ocurre con laa inoléculas 

jirales y fue la causa de que, por xnucho tiexnpo, el orígen de la estructura de 

éstas fuese un uüsterio para la f"'isica xnolecular. En el caso del átoaio de hidrógeno 

unidünensional, la insistencia en exigir soluciones con paridad definida, fue el origen 

de la controversia de 30 años sobre las propiedades de su solución. 

Coino en el caso de los sistexnas xnoleculares estudiados por Pfeifer, todos los 

estados del átom.o de hidrógeno en una di=ensión son estados jirales. El operador 

que genera la regla de superselección G es el operador de jiralidad, y la jiralida.d es 

una propiedad clásica del átoi:no de hidrógeno en una diIIlensión {Núñez Yépez et 

al. 1989a.). 
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·. 

Conclusiones 

En este trabaJo hexnos investigado un xnodelo para sistexnas hidrogenoides en 

caxnpos xnagnéticos ultraintensos conocido coxno átoxno de hidrógeno unidll:nensi~ 

nal. Hexnos discutido su orígen e ixnportancia en el contexto de sistexnas atóxnicos. 

Parte de su importancia es que permite entender el porqué de la estructura casi 

coulombiana, al menos en prim.era aproxinl.ación, del espectro del hidrógeno que se 

observa en pulsares (sistexnas en donde existen caxnpos magnéticos con intensidad 

xnuy grande - 1013G). 

Hexnos analizado el xnodelo, tanto clásica coxno cuánticamente y hemos dado 

una solución a las dificultades que han ixnpedido entenderlo por cerca de treinta. 

años. Lo fundaxnental de esta explicación estriba en reconocer que la singularidad 

en el ha.m.iltoniano del átoxno de hidrógeno en una dixnensión, introduce restricciones 

al principio de superposición de estados, y lixnita las eigenfunciones a aquellas que 

describen estados confinados a uno u otro lado de ella. Por ello, da.do que la paridad 

se rompe espontánea.xnente en el sistexna., todos los intentos de obtener soluciones 

pares o ixnpares fueron erróneos desde el principio. 

El resultado anterior nos llevo a considerar la existencia de una.regla de su­

perselección en el problema.. Una sixnple generalización del hamiltoni&no del á.toxno 

de hidrógeno unidimensional, nos bastó para dexnostrar su existencia y encontrar 

el operador que la genera. Curiosamente, este resulta ser el operador asociado a la 

constante del movimiento clásica correspondiente a la simetría oculta del problexna. 

Este resultado es muy interesante, pués ofrece un ejemplo de un sistenia &nito en 

donde aparece una regla de superselección dinámica. 

La similitud entre nuestro resultado y la xnanera en que se ha explicado la 

existencia de moléculas jirales, i.e. el hecho de que &D'.lb&S requieran de una regla de 

- 45 -



superselecci6n producida por una singularidad, nos ha llevado a especular sobre la 

posibilidad de que n:iuchas reglas de superselecci6n diná.J:nicas en uiecánica cuántica, 

estén asociadas a singularidades. Aunque ello no se encuentra inchúdo en nuestro 

trabajo, henios investigado esta supuesta conexi6n en problelll&s unidi=enaionales; 

todo parece indicar que, dado un potencial suficientemente aingula.r, siempre existe 

una regla de superselecci6n asociada (Martínez y Romero et al. 1989b). 

. . 
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