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RESUMEN INTRODUCTORIO

En este trabajo es analizado y resuelto un problema de Inge-

nierfa de Control presente en un sistema lineal e invariable

con el tiempo.

El problema es el de acoplamiento entre las diversas entradas
del sistema y el sistema es una Mesa Vibradora utilizada pa~

ra pruebas siswmicas,

Se define en primer lugar el acoplamiento en un sistema, hacién
dose mencidn a los resultados tedricos obtenidos por Falb y Wo-
bovich relativos al desacoplamiento de sistemas lineales e inva-
riables con el tiempo (Seccidn I). A continuacidn se presenta

una descripcidn del sistema y de los diversos dispositivos y sub- |
sistemas de que consta, analizando a cada uno de ellos con una
profundidad proporcional a su importancia en la dindmica del sis
tema global (IT y III). Después de describir fisicamente en qué
consiste el acoplamiento en el sistema se determina un modelo
matemdtico del mismo y, utilizando un simulador digital desarro-
llado en el Instituto de Ingenieria, se simula aquél,con el obje-
to de observar su comportamiento (IV a VII). Hecho esto se pro-
cede a analizar la desacoplabilidad del sistema y a desacoplarlo
(VIII v IX); con el objeto de ilustrar las diversas opciones que
ofrede el método utilizado para desacoplar el sistema,; el desa-
coplamiento es realizado atendiendo a dos de tales opciones, in-

dicadndose las ventajas de una sobre de la otra y llevéndose a



cabo las simulaciones del sistema desacoplado en ambos casoé.
En segulda es presentada en forma diagramdtica la forma en que
fisicamente el desacoplamiento es realizado (X), haciéndose una
comparacidn, a continuacidn, del patrdn de polos y ceros del
sistema antes y después de desacoplar (XI). Por Gltime, expli~
cando otro posible métedo de desacoplamiento, se justifica el
utilizado en este trabajo (XII), mencionando sus ventajas. Son
presentadas también algunas conclusiones y recomendaciones de

importancia.

Ciudad Universitaria, México, D.F.

febrero, 1974



I. 2Antecedentes

El objetivo de este trabajo es el desacoplamientc de un siste-
ma. Ya teoria que se utiliza para tal propdésito es la desarro

1 .
llada por Falb y Wolovich en 1967 de la cual se di una sintesis.

Definicidén: wun sistema lineal e invariable con el tiempo repre

sentado por™,

[
P
t

Ax () + Bu(t)

=
o

Cx (2]

en donde x es el vector estado de dimensidn n, u el vector entra
da de dimensidn m, g el vector salida de dimensibn m (m<n) y A,
B, C, son matrices constantes de dimensiones apropiadas, estd

desacoplado si su matriz de transferencia g(zs-ﬁ}_jﬁ'es diago~

nal y no singular

Falb y Wolovich demostraron que es'posible desacoplar un siste-
ma como el anterior mediante realimentacidn de estados y trans-

formacidén no singular de la entrada (ver diagrama siguiente):

* Todas las matrices y vectores serén representados me-

diante literales subrayadas.

S e T S e P B
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REALTIMENTACION DE ESTADOS Y TRANSFORMACION
NO SINGULAR DE LA ENTRADA EN UN SISTEMA LI
NEAL E INVARIABLE CON EL TIEMPO.

Si la matriz

es no-singular, en donde C; es el i-&simo renglén de la matriz

Cy

i = min {3:g0d 8 40, -, 1, el

Ch



NS

di = f-1 si C.AJ

£ B = 0 para toda J

Demostraron ademds que si la matriz de realimentacidn es

I = ~‘§*~] A¥, en donde
/ -
d] “!s"f
1470
dg 1
¢,
A% =
CmAdm 4 i
\ A

Yy la matriz de transformacidn de la entrada es G = Efﬁj, el sis

tema resultante

xl£) = (A*BF) x(2) + BG wl(#]

yle) = cx(z)

en donde w(f) es el nuevo vector entrada, estd desacoplado.

Con el objeto de poder variar la localizacidn de los polos del
sistema desacoplado, fu& propuesta por ellos una familia de ma-

trices F de realimentacidn de la siguiente forma:
£y
.~ 1 ( 5 C h"ﬁ*)

rrm =t maAanaodtandtac e



=

.ﬂ& = diag (mkj’ mhg: Vel mhmh 7

§ = max d,
L

La manera de ver cdmo se pueden variar los polos del sistema des

acoplado es observando que la (d{+I] -&sima derivada del i-&si

1
mo elemento del vector de salidas y se puede escribir como :

(di+T) y o {d4)
, . = , Y.t om. 1| ., oW,
4i Mg ¢ ¥y 1 g&, d.i¥ Wy

en donde w, es el i-&simo elemento del vector w.

De lo anterior resulta evidente que dando valores a m, o My oo

cee My ooSC tendran ciertos grados de libertad en la ubica-
oA
o
cidén de los polos del sistema de malla cerrada. El nimero de
grados de libertad, o nlmerc de polos que pueden ser variados

mn
es m+ 3 1 das

Es precisamente la anterior familia de matrices | la que se
utilizard para el desacoplamiento del sistema, siguiendo el cri

terio de que el sistema resultante sea estable.



II. Descripcitn del funcionamiento del sistema y caracteristicas

generales del mismo.

Una Mesa vibradera es un sistema de control cuyo propdsito es
someter a pruebas vibratorias a cargas inerciales. Encuentra su
mayor aplicacidn en la simulacidn de sismos, en cuyo caso la car
ga podria ser el modelo de alguna estructura o el de alguna cor-
tina de presa. Generalmente es capaz de generar movimiento senoi
dal, ondas cuadradas, diente de sierra y aleatorio, en la direc-
¢idn horizontal (eje ¥), expandible a movimiento horizontal bi-

axial (edjes %~Y) y vertical (eje Z) simulténeamenite. El rango de

frecuencia de operacidn es por lo comln entre 0.1 y 100 Hz.

El sistema que se considera en este trabajo estd implementado a
base de dispositivos eléctricos y servohidraﬁlicos y consta junto
con el equipo periférico de:

p .
Equipo electrdnico de control (compensadores eléctricos)
Actuadores hidraulicos subsistemas actuador

hidraGlico-nasa
Mesa wvibradora :

A

Fuente hidrafilica de potencia

Apoyo o base de reaccidn

~

La figura 1 muestra el dibujo de uno de estos sistemas.
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Las entradas al sistema son sehales eléctricas almacenadas eén
cintas magnéticas u obtenidas de generadores de funciones o, en
el caso mas elaborado y complejo, de alguna computadora. Estas
sefales eléctricas son transformadas (interviniendo la mayor
parte del equipo electrénico en esta labor) en sefales de des-
plazaniento de tal forma que estas Gltimas tengan efecto a la
entrada de los actuadores hidrafilicos, que a su vez harén des-
plazarse a la mesa en la(s) direccion(es) de interds. Este o

estog degplazamientos, medidos

G

3

on respecto a algln punto de la

mesa, originalmente en reposo, son las salidas del sistema.

La fuente hidrfulica de potencdia es un dispositivo gue mantiene
a muy alta presidn, en ciertos recipientes, el fluido utilizado
por los actuadores hidrafilicos. Este fluido es comunmente al-

~glin tipo de aceite sometido a filtrados severos para obtener un

desempefic 6ptimo de dichos actuadores.

El apoyo o base de &eaaaién es opcilonal y su utilizacidn depen-
derd de las caracteristiéas del subsuelo en el que se ubique la
mesa, rango de los pesos de las cargas que se vayan a manejar,
caracteristicas de las instalaciones o equipo ajeno a la mesa,
pero cercano a ella, en el lugar en que se ubique (en este caso
podria suceder que las vibraciones causadas por las pruebas con
la mesa vibradora daflaran algunos otros sistemas cercanos, ha-
ciendo esto impositiva la instalacidén de una base de reaccibn),

etc.



Es importante anticipar al lector que de las cihco clases de
constituyentes del sistema, mencionadas con anterioridad, dos
son las que fundamentalmente determinardn la dindmica del mis-
mo: Los actuaderes hidradlicos y la mesa con su carga. BEsto
es debido a que el comportamiento del subsistema eléctrico
(equipo electrdnico} es aproximadamente algebraico para el ran
go de frecuencias de operacidn, Por lo tanto ser@n los subsis
tenas actuados hidradlico-masa {siendo esta masa la de la mesa

con su carga) a los que se les dé la mayor importancia.

En un sismo son generalmente dos los movimientos de interés a
saber: el vertical y uno de los dos horizontales. Por esta
razdn, el an&lisis subsiguiente versard sobre una mesa vibra-
dora capaz de producir estos dos movimientos. Se tendrdn enton

ces dos entradas y dos salidas.

La figura 2 muestra conceptualmente mediante bloques, una mesa
vibradora y los principales dispositivos de que consta. La masa
de la mesa y la de la carga se han representado mediante un blo
gue de masa M, cuyo centro de gravedad es el punto C. A todos
los sistemas electricos y electrbnicos involucrados en la tarea
de procesar y transformar seiflales eléctricas en movimientos (a
la entrada de los actuadores hidrafilicos) se les ha representado

mediante bloques denominados compensadores eléclricos.



entrada ¥, al actuador

salida Yy [desplazamiento)

—

salida y, (desplaza-
niento)

compensador  hidrulico
eléctrico /.
C | (desplaze- |
g ) mientol| "
O D i
z /
4 l ‘ 1 ‘m‘;‘_‘
/ g
! St ) r "-mm:a-n
j i
, A :
ntrada u ) .
1 E .
efial eléctrica) |
\\
\‘:.\\\;
\\‘
\

) " 3 -(l
actuadores hidraulicos -

f

2

... entrada x, al actuador
" hidrbulich |desplazamiento)

e
et

conpensador eléctrico

. fuente hidréulica \

de potencia

//, /l //;//.s/ ) //:////,/,"” / / / j ,'/,f'“

(ijitf

FIGURA 2

entrada u, (sefial eléctrica)

2

e

"]



10

III. Descripcién del subsistema actuador hidrdulico-masa y plan

teamiento de su modelo matemdtico.

Puesto que, como ya se menciond, el comportamiento dindmico de
importancia del sistema completo estd determinado por los subsis
temas actuador hidrdulico-masa presentes,; se describiri a conti-
nuacidén el funcionamiento de uno de estos subsistemas actuando

aisladamente v se determinard@ su modele matemético.

La figura 3 muestra un bosquejo del sistema fisico, el cual cons
ta de tres partes o secciones fundamentales: una servovdlvula
(que es un amplificador hidrdulico), un actfuador y una catga

Lnencial o masa M.

presidn presidn presién. .
y X (¢) baja alta” baja ;
/4 e T4
4 ’ gi servovalvula
<
I e < %""‘1 ,3,//7
e
carretes de la
servovalvula actuador ¢
/ h\ . a. e ,.-‘_._'9,_
’ (%1 ; C"‘L
acelite M
CH
A
A e .
- iy }
N
pistén de potencia 7 carga iner

.eial
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La entrada al subsistema es el desplazamiento x(t) del eje que
contiene a los carretes de la servovalvula y la salida es el

desplazamiento y (i) del centro de gravedad C de la masa M, que
es el desplazamiento de todos los puntos de la masa pues no se

consideran movimientos angulares.

La manera como funciona es la siguiente: la apertura central
de la sexrvovalvula estd conectada a un recipiente que contiene
aceite a una presidn Po, que es precisamente la que mantiene la
fuente hidrdulica de potencia. Al moverse los carretes de la
servovdlvula hacia la derecha (x{£)>0} la camara izquierda del
cilindro que contiene al pistdn de potencia del actuador se
llena con el fluido a una presidn Po, mientras que la cimara del
lado derecho queda a una presidn que puede considerarse nula.
La diferencia de presiones a los dos lados del pistdn de poten-
cia hace que sobre éste se ejerza una fuerza proporcional a su
drea A, desplazdndose entonces hacia la derecha {y(£]>0) junto
con la masa M.

2
Se pueden plantear para dicho sistema las siguientes relaciones:

Q) = kyx(t) - k,plt) - (1)
9(t) = Ag(£) 4'%)3(11 e (2)

Ap(t) = Mi(2) BST (31




iz

En donde:
() = 9 * Qg
_ 7
¢; = 9gasto de aceite hacia la cémara izquiera del
actuador
1, = gasto de aceite desde la cémara derecha del
actuador
A = &area de las caras del pistdn de potencia
V = volumen total de aceite contenido en la
servovilvula v actuador
B =  Ccompresibilidad del aceite
M = masa de la carga inercial
Ry, ky . constantes de proporcionalidad
plt)= Diferencia de presiones a los lados del
pistdn de potencia
y(t)= desplazamiento del centro de gravedad C

de la masa.
Manipulando las relaciones 1, 2 y 3 se pueden obtener las si-
guientes ecuaciones:
k Ry

* 2 A ‘
plt) = - plt) - vi{t) + x(t) , , (4)
kg Ry k3 o
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vit) = T plt) : » ‘ c {5
glz) = i) | e
en donde:
Ry = V/4g
Y
v{Z) = wvelocidad del centro de gravedad C de la masa M.

4, 5y 6 son las ecuaciones de estado del subsistema actuador
hidr&ulico-masa, y poxr tanto describen totalmente su comporta-

miento dinfdmico.

Notese que las ecuaciones 4 y 6 son independientes de la carga

en el actuador.

Es posible, de lo anterior, obtener una representacidn matemdti
ca de todo el sistema para el caso particular en que se considera
solamente uno de los dos movimientos. La figura 4 muestra un
reograma que cumple con tal funcidn. Nbétese que el compensador
eléctrico, cuya entrada es la sefial eléctrica u(l) (que es entra
da al sistema global) y cuya salida es el desplazanmiento x(Z) de
los carretes de la servovidlvula (gque es entrada al subsistema
actuador hidriulico-masa) se ha representado con una funcidn de
trahsferencia igual a 1; esto es debido, como ya se menciond, a

que su comportamiento es algebraico.
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La funcidn de transferencia h(s] de este subsistema, que cons

ta de un solo actuador hidrdulico, es:

a{s) =

in

en donde:

&
-
1]
~
B P
= >-

%
B
SIS

o
=~

&
w
i
~
(WX

El patrdn de polos y ceros correspondiente, tendrd un polo en
el origen, cualesquiera que sean los valores de los pardmetros.

Consecuentemente el subsistema es siempre inestable.

Si n3>héz/4, tal como sucede en la realidad, dicho patrén de

polos y ceros aparece en la figura 5.



16

———
}ﬂ T \f - h/;,{

Py

TR T

Ll

FIGURA 5

La manera usual de disefiar los sistemas gue constan de varios
subsistemas interactuando, es haciendo que cada uno de &stos,
funcionando aisladamente, sea estable. Esto, no obstante, no
asggura que el sistema global sea estable. Por esta razdn, y
en virtud de gue el sistema global que ocupa al presente tra-
bajo constard de varios subsistemas del tipo actuador hidrduli
co-masa (tres como se verd a continuacidn) es necesario dise-

flar a cada uno de &stos de forma gue sea estable.

Puesto que todos los actuadores hidriulicos se consideraran
similares (existiendo diferencia sGlamente en el valor de al-
gunos de sus parametros) se analizari la manera de implementar

ra uno goln de estos subsistemas.
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La forma entonces de hacer estable al subsistema actuador hidriu

lico-masa, descrito por sus ecuaciones de estado 4, 5 v 6, es

realimentando negativamente la

realimentacidn,aparte

salida y(z] con ganancia k'. Esta

de implementar esta ilidad,disminuye el

factor de amortiguamiento, por lo cual es necesario realimentar

. . . . . 1
tame i8n la 4iicrencia de presiones p(f] negativamente con R".

El reograma de l& figura 6 1llustra lo anterior. ¥ las ecuacio-

nes de estado del sibsistema asi realimentado se transforman en:
k ; k k
’ T A B g . A 1, PR
p('t) = (?d,. R L") P(i) L vi(t) L f! tj(d,} + k—?— u () {7)
3 3 3 3 3
Gle) = & opltl (4]
glt) = v(zt) (9)
y la correspondiente funcidn de transferencia hh(é) es:
"
h () =
I 3 ?
s+ flzé + /1.3/5 + )L4
en donde:
hy Ry b
h, = R" 44—+ — = " + !
2 k‘a‘ > ks 2
h
- Ay
hy = k! W h'w]



Oy,

& T %
et L g g
‘ g éﬁ sv ;é - g- Y
T

FIGURA &6

BT



S ¢
o~ ! v Ve
PN . d =

FIGURA

6

>

-Lffe]

<Ky

8T



19

Es necesario conocer ahora la forma en que estas dos realimenta
ciones afectan al patrdn de polos y ceros del subsistema que se
considera. Con este objeto se establecerd el lfugar geoméirnico
posiiivo de las raices del denominador de hn(élpara k' cuando

k"™ = 0 y para k" cuando k' = 0.

Considérese entonces el denominador de hk(é)' primeramente cuan

dao k" = 9,

Lo, L '
87+ ny 4 +n35+fan]

El lugar geométrico de las raices de dicho polinomio para

0<k'<e se indica en la figura 7.
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Es evidente entonces que el subsistema es estable para
0<k’<&éns/&7 si k"=0, v que al crecer k', el factor de amoxr-
tiguamiento correspondiente a los polos complejos disminuye.
Considérese ahora el denominador de f

&(é) para k' = 0 escrito

de la siguiente forma.

3
T f"/
4 LZS
La figura 8, muestra el lugar geométrico de las raices de este
polinomio para (0<k"<e, e ilustra claramente que el propdsito de

realimentar la diferencia de presiones plt) con valores de k"

; {'_.
“a

. 2 .
en el intervalo .O'E”ﬁ“(“é tg=21,) 1, para el cual 2 poles son com
% - A

[
<2
plejos, es aumentar el factor de amortiguamiento y el rango de

valores de k' que garantizan estabilidad, asi como el de disminu-~

ir la frecuencia natural.

ALY

m———
, k (%
A H A
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» 2 Jovs, 9-

& ::» ; '/uJ el

o Ll




b
R

SO~

a2

~
¢
of .
- <
oty &2 kel
z? ’
&
e
1}
) & MTQ
é —
— =T
o =2
a2
"
e
——
tr N
thiss w

y para

en donde




'1:'

EA e

-~

log lugares gaomél; g k< % we mues-

e R S, AL oyt gttt 5] TED -
Bs cevidon pY oes mavor, el vEngoe de valo-

res de k' gle mantienan al

(L

drea del pistdn del actuador, de compres i
del volumern Zgte v de la masa de la ja, siendo &stom,pari-




6 YINO5IJ

0T YaN95I4a

&9
¥

of ¥

< g
w Il
Cheeeie j=s
=N . ™ - e | 83
n - Ewnu‘ - S - ﬁ....
& ¢ o “ "X
o
~nz N
i m a
\ AN
A ¢
/ % ¥
.7
/ v/
/ b
s 1 T :g%q&%;..ékzu’ar.wu..a 1 \
P o # 35..,.&&55 ¥
a.\it\ il .«Mx aéi/;.ffs ) i.,
i dh ™ i
- - /// AW.‘
— - .
-5 = :
ﬁu fuq..w

ot
.L



;zf —_— 3‘21?;‘-
j—— {’i .‘\7‘4‘;&‘\

\‘\\_77”
- o 5

I - f

d
-
rd
’ £

+

FIGURA

9

{
- i ! : i ¢
S [a) ~TF1 3{; > \.{“
‘“3 ® c
1 v J—*~°———~l
— 2n ¢ R
. 3 .‘rll‘-zrﬂv §
A
A
~
~
S
~
W
hll=kl) - “-‘J t—a
p :

FIGURA 10



IV. Descripeidn fisica del acoplamicnto.

En esta seccidn se analizard y describird la forma en que en
un caso real cada una de las entradas tiene efecto sobre todas
las salidas, ¢ sea, la manera en que el sistema est& acoplado

fisicamente.

La figura 11 muestra el sistema que serd objeto del mencionado
analisis. En ella se indica la manera como en realidad se tie
nen qué implementar y adaptar los diversos dispositivos de que
se ha hablado para lograr el objetivo deseado. Como se puede
apreciar, para generar el movimiento vertical se utilizan dos
actuadores hidraulicos separados una cierta distancia (KZ + £3),

en vez de uno, debido a problemas de equilibrio estdtico.

P I e y
P' . 'g N .- Fake te e e e i e syt e ,__‘__‘,,
X () j . ‘.
y;

actuador hi- ey
drdulico ho- :[ Y= ... actuadores hidréu...,
rizontal licos verticales

H

Up(t) = Xalt) = X3(¥)
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El fendmeno fisico gue hace que el sistema esté acoplado se pue
de explicar, haciendo referencia a la figura anterior, de la

siguiente forma:

En general, los cuerpos sobre los cuales se desea simular el
sismo son de geometria complicada; por esta razdn, el centro

de gravedad C de la carga, guedard ubicado en puntos muy diver
s0s para cada caso. Serd entonces poco probable gue la linea
de accidn del actuador horizontal 1 contenga a diche punto C.
Por otro lade se va a tener tambiBn en general, que &ste queda
rd ubicado a distancias desiguales de los puntos de aplicacidn
2 v 3 de los actuadores verticales 2 y 3. Esta situacidn de
como resultado que la fuerza producida por cada uno de los tres
actuadores, contribuya a dar origen a un par de acoplamiento Tc
con respecto al centro de gravedad C de la carga, obteniéndose
a su vez, como resultado de esto, movimientos angulares en &sta

L .
ultima.

Si las entradas al sistema son entonces la sefial eléctrica uj(t)
a la entrada del compensador eléctrico 1, correspondiente al mo
vimiento horizontal, vy la sefial eléctrica uz(t) a las entradas
de los compensadores eléctricos 2 y 3, correspondientes ambos al
movimiento vertical, y se consideran como salidas el desplaza-
miento horizontal gl(i} de la cabeza del actuador 1 y el despla
zamiento vertical g3(£) de la cabeza del actuador 3, es eviden-~
te que las dos salidas serdn afectadas por las dos entradas, de

“bido a que estas dos contribuyen con el par de acoplamiento TQ.



los ac

uil - sisme

Ya se explicd en la seccidn antevior cémo al estar operande un
actuador cualguiera, en los otros dos se percibird una respuesta

{desplazamiento de sus cabezas) aln cuando no estén siendo exci

o+
)
Qs
O
wm
tel
3]
r
o
5
Q
o
jtil

ntonces a remodelar cada actuador, foirman
do parte va del sistema global, incluyendo en este nuevo modelo
el efecto de la accidn de los demds actuadores. Esto se hard

paralelamente para los tres actuadores, obteniéndose finalmente

el modelo matemdtico del sistema global.

Considérese entonces el diagrama de cuerpo libre de la carga en

la figura 12. QL

Lz

2

f

{3

Fi
&

8
Ty
NS
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Aplicando el principio de D'Alembert de equilibrio dinamico
correspondiente a cada uno de los tres modos energéticos del
sistema:
% fuerzas horizontales : =
) fuerzas verticales =
Z momentos con respecto al centr0’de‘gravedad =
se obtienen tres ecuaciones diferenciales:
. - / . P / £
Jw(z) Lygy ) -L,6, (2] £553(t) (10)
Mvv(t)z 62(t)+ 53(.t) (11)
MO, ()= g 0t) (12)
En donde:
51, 62, 53 = fuerzas ejercidas por los actuadores 1,
2 y 3 respectivamente.
J = nomento de inercia de la masa M con res
pecto a su centro de gravedad C.
w = velocidad angular de la masa M con res-

pecto a su centro de gravedad (.



Vyr Vo= componentes vertical y horizontal de la

velocidad absoluta del centro de grave-

dad C.
Se sabe ademds que:
3140 = Appylt) s
f,(8) = Ap, L) | (14)

En donde:
AI’ AZ y A3 = dreas de log pistones de los actuadores

1, 2 y 3 respectivamente.

Por lo tanto, substituyendo 13, 14 v 15 en 10, 11 yv 12 se obtiene:

2, A LA 2.A
dlt) = —%——7— pplt) - 25 p 1) e 33 (e
. Ay Az
uv(t) = Py lk) W P3(t) , {a)
: A

Puesto que las ecuaciones 7 y 9 correspondientes a un actuador
son independientes de la carga inercial gue se tenga, no es ne-
cesario modificarlas, por lo que, considerandclas aplicadas a ca

D Yl P, DRI PO -
dda uno ae’ 1os Ltres ac cxes So 3 TED s e e



pp(tl = - Dopg (2] - Doy (E) ~ Dyy () + Dyug (L)

Po ) = = Dyp, () - Dhu,(£) - Dy, (2] D u, (t) . 5(5)
;‘73 () = - Dypglt] - Dyv (k) - Dgyylt] + D gu,(£)

gy (£} = vy (2]

gy 12 = v, (%) | | \ ({)
jg(t) = vg(t}

En donde se han asociado subindices a las variables para iden

tificarlas c¢on sus correspondientes actuadores,

=
—

o, B ¥y vy constituyen un conjunto de nueve ecuaciones difereg
ciales con doce variables incdgnitas. Se pueden eliminar w,v,

Y v encontrando una matriz T de transformacion de forma que -



S

Ve Tu o o 1e)
en- donde: v] w
Vel v ou |
V3 Vi

para esto considérese la figura 13 en la que aparece nuevamente
la carga del sistema moviéndose angularmente y en las dos direc

ciones lineales de interés (horizontal y vertical).

AV
M | FAa ’>Mmut}'q 0
, e ey j '

FIGURA 13

La velocidad horizontal absoluta Yr del punto 1 (cabeza del ac-

tuador 1) es la suma de Uh mas la componente horizontal vy de

1l
la velocidad de dicho punto 1 con respecto al centro de grave-

dad C:



De forma similar, las velocidades verticales absolutas UI Vi
u3 de los puntos 2 vy 3 (cabezas de los actuadores 2 y 3) res

pectivamente son:

= = )
UZ v

Suponiendo gue los movimientos angulares son pequeiios, se pue
den linealizar las tres ecuaciones anteriores, para finalmente

obtener:

¢ N\
T=|-t, 1 0
2 ] 0

\ /

Por otro lado, el conjunto de ecuaciones o se pueden escribix

en forma matricial:
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w o= NP | (17)
4 3
P ZJA] ] £2A2 £3A3
J 5 J
en donde P o= Py N = ) As ii
RT— X A’(
Ps A
by ¥ M’* 0 0

Derivando ambos miembros de 16,
ve Tu . | B

y substituyendo 17 en 18:

l<te
1
1=
j=
=]

(19)

La ecuacidn matricial 19 representa la transformacibn de varia
bles gque se deseaba hacer, por 1o que &sta junto con 8 y vy cons
tituyen el modelo matemltico del sistema descrito en forma de

variables de estado. Este es, entonces:

o
H
n
>
<
=
joo
I
(o]

($)

=
ks
n
I
e
=




en donde

x'= {.‘f}: Y9, éfg,; Vis VZ’ Vs p]: P, P3]

es el vactor estado transpuesto

r h

4
u = es el vector entrada

%9

4

y = es el vector salida
Y3
Yr
4
0 0 0 ] 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 0 {
A =
- 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
-03 0 0 ~DZ 0 0
- D!
0 DS 0 0 D 0
nn
0 0 fvg 0 0 ‘DZ
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VI. Comprobacidén matemdtica del acoplamiento.

Por la forma como se planteron las ecuaciones y por la presen-—
cia del par de acoplamiento Tc es evidente que el sistema estd
acoplado, v que tal acoplamiento se presenta de forma que ambas
entradas afectan a ambas salidas, en el caso mds general. A
continuaci®dn se demostrari matematicamente la existencia del
acoplamiento. La manera directa de hacerlo consiste en verifi-
car si por lo menos una de las siguientes matrices (en funcidn
de las cuales se puede expandir la matriz de transferencia del
sistema S8) es no-diagonal:

B, CAB, CA’B, ..........., CA’B, cA’B

De ser asi se puede asegurar que el sistema estd acoplado.

Es facil entonces calcular que

CB =0 CAB = O
k4 a, h4(a’ ~ al)
ca’s -
h4 ag k4la5 + aél

CAZB es una matriz no diagonal, por lo tanto el sistema estd

acoplado.
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VII Simulacién del sistema acoplado.

Habiendo supuesto algunos wvalores reales para los parimetros
del sistema acoplado, se expondran a continuacidn los resul-
tados gréficos de la simulacidn del mismo. La manera como se
realizd tal simulacidén fue obteniendo cuatro gréficas corres-
pondientes a las combinaciones de las dos entradas con las
dos salidas, considerando condiciones Lnlciafes nulas y entra

da escakldn unitfario.

Los valores que se dieron a los paré@metros en los que el &rea
Ay fué considerada dos veces mayor gue las dreas AZ v A3, fue
ron los siguientes:

Ay = 18 an® = 1.8 x 10° (déeinas de in)?

Az = A3 = 9 an = 9 x 102 (déchOA de Ln)z

v o= 100 = 1 x10° (décimos de in)
£y = 6 ¢t = 7.2 x 10% décinos de in

22 = 0.5 §& = 60 décimos de £n

Ly = 14§t = 1.68 x 103 décimos de in

™.
i

. 5. ... ..9 _ .on
2 x 10”7 Lbﬂ/in‘ = 7 X 10



hl

i

u

i

3 x 104

1.02 x 10

8

£b - in

?

= 7.64 ﬁbﬁ - Aagz ~ décimos de £in

140 (décimos de in)%/seg

170 {décimos de in)?/ Lbf - seg

20 v

£b = j.j5 ﬂbd ~ Aggz / ldécimo de in)

37

Hapiando considerado como unidades de fuerza: fibra fuerza (Ebé);

de longitud: décimo de pulgada; y de tiempo:

las matrices A y §

resultaron con los siguilentes valores:

y las graficas de la simulacidn,

0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-224 0 0
0 -274 0
0 0 -1224

1 0
0 1
0 0
0 | 0
0 0
0 0
~-144 0
0 -72
0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 591 -15
0 -30 117

0 §36 §1

0 - 36 0
0 0 ~-36
~-72 0 0
hechas a

segundo,

418
§1

jos

698

~36

e v———par—

diferente escala,

de las ecuaciones de estado del sistema S

11
11

Se




muestran en las figuras 14y 15.-

De ellas se puede concluir gue el comportamiento del sistema
es el esperado y que el acoplamiento e@s mucho mas Severo en-
tre Uy Y 4, que entre U, v Y, debido esto a los valores numé-
ricos dados a los pardmetros geomdtricos y a las dreas de los
pistones de los actuadores, pues como AJ = 7 AZ = 2A3 el actua
dor 1 es "mas duro" {(mas difficl de ser movida su cabeza) que

los actuadores 2 y 3.




4.9 x 1072

salidas Yi1¥y @ entrada u

FIGURA 14

. 1
(diferente escala)
i 1 g
4 5 t (seg)




FIGURA

4.93 x 1072
T TS T e e =
Y3
]
f
salidas Yi1¥g @ entrada u,
(diferente escala)
L L.92x 1074
|
Y1
I i et i ! ' i (2
-4 x 1070 3 4 5 6 t (seg)

15
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CVIII Andlisis de la desacoplabilidad del sistema.

Se determinari la matriz B* definida en I y en base a ella se
analizardn las posibilidades de desacoplar el sistema mediante
realimentacidn de estado,; acompafiando a esto una breve inter-

pretacidn fisica.

Bs facil encontrar gue, para este caso:

Por lo tanto:

=

Recordando que en este caso AZ = A3 = cAJ, en donde ¢<I!, y subs

tituyendo los paré@metros originales:

2
I
b ] )
. CUM A (L5 - £,)
] H
%®_ . — e e e e —— o e - -
B Ay E, |

2.2, I 2
1*3 {1\% 3 (e
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Puesto que el momento de inercia J es una funcidn lineal de

la masa M.

en donde £Ze es una longitud equivalente, la matriz anterior se

puede escribir asi:

1 oegtre,! 4 <k le,-2,0/0,"
BY = 4Aske e
HET | 44 ‘ 2
i | C[ : +,e3m3-_1:2)/ze]
£€

De lo anterior, a primera vista se puede deducir que la desaco
plabilidad del sistema depende Gnicamente de su geometria, pueé

el rango de B* es independiente de los demds parametros.

Con el objeto de extender mas el estudio de la desacoplabilidad

del sistema, se analizard el determinante de B*.

2 2
L L e,le,

det B* = (1 + -1 [z + 2y - 12)}- L e, -
I3 ¢

e e

que finalmente se puede escribir como:

L.z_ (e 20ty e
L ! ‘

e

2.
®
=
118
%
[}



expresidn que depende dnicamente de Ke v K?.

Se sde, como se menciond en la seccidn I, que el sistema es
no-desacoples le para el caso en que los valores de sus pard-
metros sean tales gue el determinante de B* sea cero. (bser-
vando la iltima expresidn, es evidente que esto nunca va a

suceder.

Se puede concluir entonces que la desacoplas ilidad del sistema
es independiente de los valores gue posean sus parédmetros o,

1o que es lo mismo, que el sistema ¢4 slempre desacoplable,



IX. Desacoplamiento del sistema.

El siguiente paso, después de haber analizado el comportamiento
del sistema acoplado por medio del simulador digital, es desa-
coplarlo utilizando realimentacidn de estados y transformacidn
ne singular de la entrada. Se tiene gue encontrar entonces,
como se justificd en la seccidn I, un par de matrices, F, G de

forma que el sistema

1(t)

i}
>

-
1o
I
e
&

+
|
K]
=
=

(8"}
y(z)

n
|2
&

en donde w(t] es la nueva entrada, esté desacoplado.
Existe ademds el compromiso de que simultdneamente sea estable,
por lo cual no cualguier matriz F que lo desacople va a ser de

utilidad.

IX.1. Desacoplamiento inestable (Integrador desacoplado),

Si se escogen las matrices F vy G de desacoplamiento como inicial-

mente propusieron Falb y Wolovich:

-1

A¥

= - B*

w1

I
o

Se puede demostrar que el sistema estd desacoplado y es inestable

s s




a5 .

ol 3 ' 3 v .
0, mas especificamente, que es, como lo llamd Gilbert , un {nte-

ghrador desacoplado.

La demostracidn para el presente caso en que dJ

i
=
t
~
!

se expone a continuacidn:

La matriz de transferencia f{'(s) del sistema S' se puede expre

sar de la siguiente forma!

=
N
1]
K]
1o
G
N
jo
1>
“«
|
im
joo
(K]
™2
+
Ty
i
{ o
I
~
Ro~
1o
auru
N

o> o
> >
+ +
KR

B G = CABG + CBFBG = 0
B G - (CA+CBF) (A+BF|BG
- cA’ BG = T (matriz identidad)
También se puede demostrar que para toda n:3 Q(Afgﬁ)n BG = 0,
escribiendo esta expresidn de la siguiente forma y considerando

agimismo las propiedades de los nfineros dilé‘



8

ca?

1

pexro QAZQE =

por lo tanto: C(A+BF)" BG-

4

La matriz de

(CA+CBF) [A+gF)"™]

CA(A+BF) (A+BF)""7

3 z
tca’+ca? BF) (A+8F)" P86

i

i
3

"

H' s
¢

a

3¢
BG

(A+BF) (A+BF)""° 86

-

(Eé?ﬁ) (‘§A28)~1 Eﬁs

para n>3

transferencia correspondiente es entonces:

5\
0

1

53

Lo cual demuestra que el sistema esté desacoplado y es inestable,

Justificdndose también con ello el nombre dado de integrador

desacoplado.

Escogiendo de esta forma las matrices

F

y ¢ para los valores

de los par&metros considerados anteriormente, éstas resultan ser:

«

20,363 =731 7.31°
F =
- 0 9,962 -10.4
( 4
5.73514 x 10
£ =1 -6.15478 x 10
\

3.
0

4.35105 x 10

09 -2.349 2.349 3,27 -1.17 1,17

3,202 3,343 0 1.601 1,671

-2.96696 x 10

4

Con el chjeto de ilustrar la forma de comportarse de este nuevo

sistema, se realizd su simulacién de igual forma que con el sis-

tema S acoplado. Las gréficas de dicha simulacidn se muestran a

continuacidn en las figuras 16 y 17 las cuales confirman que el

_sistema es inestale, pudiéndose concluir tanbién que su matriz

de transferencia H'(S) es del tipo:



salidas yl, y3 a entrada wl

(diferente escala)

4.5

ion 2t e

|

5 t (seg)

Y3 \\ -0.203

FIGURA 16

salidas yl, y3 a entrada Wy

(diferente escala)

FIGURA 17
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en donde £ y h son nfimeros muy pequefios pero diferentes de cero
por lo que su contribucidn en la salida del sistema va a ser

eventualmente considerable por ser éste inestable.

Este sistema es entonces muy mal comportando, siendo necesario
encontrar otra matriz [ de forma que el sistema S' este desaco-

rlado vy sea estable,

IX.2  Desacoplamiento estable.

En la seccidn I se describid una familia de matrices F de desa-
coplamiento propuesta por Falb y Wolovich en la que se tienen

ciertos grados de libertad para mover los polos ael sistema de=-
sacoplado, teniendo acceso con esto a hacerlo estable. Se puede

obtener esta familia para el presente caso:

*_1 2 3
F=E Mog * M(CA + Mggﬁ - CA

en donde

M, = diag (—mOI’ - moz)
M, = déag [-mpp, = myg)

M@ = diag —m2]’ - mzz)

Los parémetros My mOZ’ My m m representan los

127 Ma1r Myg

6 grados de libertad con que se cuenta. Si ademéds, con el pro-
pésito'de escalar las entradas, se escoge a G de la siguiente for

1
ma :



=
W

27!

G = diag A

=

(hq, 2]

en donde Ay %, son constantes, se puede escribir para el sis

tema $' (ver seccidén I):

e P .

Py g Vs Yy amg Yy s 2

[T - N

#3 Y B
Vg tingy Vatmy, Yo vy, Vo= 2,

es evidente entonces gue, haciendo
mm 45";”)”1(?‘327

el sistema va a ser estable y desacoplado.

Sin violar la restriccidn anterior, se pueden escoger valores
para las fy's de forma que la matriz F sea lo mds rala posible.
Esto es con el objeto de gue se tenga que realimentar un minimo
de estados lo cual hace més fécil y menos costoso el desacopla

miento.

Puede verse entonces que, escogiendo:

m01 = 35,506.7 moz = 23 904.8
m17 = 22,925.7 mlz = 7:683'7
Mgy = 36 My, = 36

para los datos seleccionados en la seccién VII, 1la matriz F

resulta:
e r,,O, .= 7.31 14,402 0 - -2,349 4.6297A0 0 0
F o= e e
[21.853 9.9672 0 14,048 3,202 0 0 0 0

\____,____,_______,V



5i adends A= dy = 704

5.73514 ~2.96696

€ =14, 15475 4,35105J

Las gréaficas de la simulacién del sistema S' oon el anterior
par de matrices F 6 aparecen en las figuras 18 y 19. Ellas mues
tran el resultado esperado de que el sistema estd desacoplado

y es estable simultaneamente.

Se afirma que el sistema estd desacoplado, alin cuando se tenga
cierta respuesta en las salidas Yy ¥ Y3 @ las entradas uzy U1
respectivamente debido a que tales respuestas han sido reducidas
aproximadamente 10 000 veces en comparacidn con las obtenidas en
las gréaficas de la simulacidn del sistema acoplado (figuras 14 v
15); comparando también con esas grdficas éstas ltimas, puede
verse que la rapidez con que responden yi ¥ gs U7 y UZ respec-
tivamente es précticamente la misma habiendo diferencias conside
rables solamente en los factores de amplificacidn, lo cual no
representa mayor problema puesto que pueden ser modificados esca

lando las entradas.




salidasvyl, Yy a entrada'Wl

e 157 x 1077
Y3
4 [ | ' : W
1 2 3 5 t (seq)
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FIGURA 18
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salidas Yir ¥4 3 entrada v,

{(diferente escala)

5.3 x 10"

pEs o @ we  wm  war e

5 t (seg)

FIGURA 19
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& Interpretacién del proceso de desacoplamiento,

Es interesante analizar la manera en que fisicémente se tie-
nen que transformar las entradas v realimentar los estados en
el sistema con el objeto de gue la entrada wy afecte sblo la
Salida.y7 y la entrada w, a la salida ¥4 . Con tal propdsito,
considérese la figura 20 la cual muestra esquemdticamente el
proceso de desacoplamiehto para las matrices Fy G considera
das en la seccifn IX.2 las cuales condujeron a un sistema desa

coplado v estable.

Puede observarse en dicha figura que no fué necesario realimen
tar los estados que ya estaban realimentados (ver modelo del sub
sistema actuador hidrédulico-masa en la seccidn III) con excepcidn
del desplazamiento Y, de la cabeza del actuador 2, por haber

tenido que ser realimentado al actuador 3.

Otra cosa importante gue mencionar es gque la familia de matrices
F escogida para el desacoplamiento, no permitid evitar la reali~
mentacidn de las velocidades Vi UZ Y Vge Representando esto un

pequeno problema, pues en general éstas no son faciles de medir.
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XI. Comparacién del patrdn de polos y ceros del sistema de malla

abierta con el correspondiente de malla cerrada.

Con el propdsito de visualizar mds profundamente las alteracio-
nes en el comportamiento dinémico del sistema, originadas por la
realimentacidn de estados, se muestra continuacidn el patrén de

polos y ceros correspondiente cada una de las dos funciones de

Y1(s)  Y3(s)
Lujl.si 4 wz(/s)

transferencia del sistema desazoplado (figuras 21
y 22) precedidos del patrdn de polos y ceros del sistema de malla
abierta en el cual se considerd que £] = 0y ﬂz = 35, 0 sea, que
estaba desacoplade. Como las adreas AZ v AS de los pistones de
los actuadores verticales 2 y 3 son igudles entre si y dos veces
menores que el area A] del piston del actuador horizontal 1, se
pueden considerar los dos actuadores verticales reemplazados por
uno con drea de pistdn igual a A], ubicado sobre la linea verti~
cal que contiene al centro de gravedad de la carga. Con esto se
tiene entonces que el patyfn de polos y ceros correspondientes a
. : CY1ls) Y3is) .
las dos funciones de transferencia E?TZT’ EETZT es el mismo.

Este aparece en la figura 20.

Estos patrones muestran que la realimentacidn de estados trajo
como consecuencia la disminucidn de la frecuencia natwral en ambos
casos, siendo en el modo vertical més severa dicha disminucién.
Puede observarse tambi&n que en el modo horizontal el factor de
amortiguamiento permanecié casi invariable, habiéndose incremen-

tade un tanto en el modo vertical. Es por esta razdn que el tiem

po de levantamiento es un poco mas répido en este Gltimo modo,

tal v comc lo mostraron las figuras 18 y 19.
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XII. ¢Por qué realimentacidn de estados?

Al cabo de todo lo anteriormente expuesto, se podrfia pregun
tar el lector si la mejor manera de desacoplar al sistéma es
realimentando los estados y transformando la entrada. Se ex-
plicard entonces de qué otra forma se hubiera podido desaco-

plar aquél vy las ventajas del método utilizade.

Considérese el diagrama de blogques reducido de alguno de ‘los
tres subsistemas actuador hidriaulico-masa incorporado al sis-—
tema global, como aparece en la figura 23. FTIS)y FZ(S} son el
resultado de la reduccidn (o absorcidn de nodos) y f@ es una

fuerza . equivalente atribuida a los otros dos actuadores.

| Y
X ) R ) F(9) 7
= AR

FIGURA 23
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Este subsistema, como ya se justificd, responde a dos entradas:
una debida al desplazamiento de los carretes de la servovalvula
(x) vy otra a las presiones en los otros dos actuadores {pe).
BEsta Gltima es precisamente la que origina el acoplamiento y

cuyo efecto se desea hacer despreciable.

Considérese entonces en ese diagrama de bloques la transmisidn

de 6@ a y.

y T:Q(A)
f, TR FLslF

Z(/s)

Se desea entonces que y/ﬁa sea despreciable y la manera de hacer
lo es haciendo crecer k'{que equivale a "endurecer" el actuador)
con lo cual el efecto de acoplamiento seria despreciable. Pero
si k' llega a ser demasiado grande, el subsistema se vuelve in-
estable {seccidn III), siendo &sta una situacidn también indesea
ble. Por tanto, esta alternativa para desacoplar él sistema tiene
limitaciones muy fuertes. Otra manera de "endurecer" el -actuador
es haciendo muy grande el &rea de su pistdn de potencia, pero es-
to eleva su costo. Los inconvenientes de los métodos anteriores,
relativos.a estd ilidad y costo del sistema,conducen al desacoplg
miento mediante realimentacidn de estados y transformacidn no-
singular de la entrada. Esto responde a la pregunta inicialmente

planteada en esta seccidn.
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CONCLUSIONES

De todo lo anterior se puede concluir que:

1. Es evidente la comodidad gue ofrece el método de va-
kigbles de estado utilizado, tanto en el andlisis y solucidn
del problema, como en la interpretacidén fisica de la realimen-
tacidn para desacoplar el sistema. Respecto a &ste @iltimo punto,
es facil ver que si se hubiera utilizado otro método que involucra
ra un menor nlnero de ecuacicnes diferenciales pero de orden
maycr que el primero, las variables por realimentar serfan tam-—
bién derivadas de orden superior, obscureciento esto su inter~

pretacidn fisica.

El uso de la computadora digital, para llevar a cabo las simula-
ciones del sistema, fué facilitado grandemente también por el he

cho de haber utilizado el método de variables de estado.

2. Las consideraciones econdmicas que surjan, relacionadas
con el desacoplamiento, pueden ser hechas facil y directamente de

la interpretacidn fisica que de &ste se tiene.

3. Fué mostrada la aplicacién de conceptos puramente ted-
ricos de la Ingenierfa de Control al andlisis y solucidn de un

problema real.




la.

2a.

3a.

4a.
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RECOMENDACIONES

La familia de matrices F que se utilizé para el desaco-
plamiento del sistema es sdlo un subconjunto de toda la
clase ¢ de matrices gue lo desacoplan., Es por esto que
se tuvo una restriccidn fuerte cuando se intentd evitar
la realimentacidn de velocidades, las cuales, como ya se

menciond no son ficiles de medir.

El tiempo de levantamiento de la respuesta a escaldn, tan
to en el sistema acoplado como en el desacoplado, fueron
mayores de lo que en la realidad tienen que ser debido a
que las ganancias de realimentacidn k' v k" asociados a

cada actuador hidrdulico fueron muy pequefas.

No fué considerado el efecto no-lineal de saturacidn pre
sente en cada actuador, hidrdulico. Esto es que habrid una
presidn pz, una ve;ocidad Vg y un desplazamiento Ug 1imi~-
tes en cada actuador, por arrib a de los cuales el modelo

encontrado del sistema no es valido.

El rango de frecuencias de operacidn para este disefio es
b astante menor que el inicialmente mencionado{.1 a 100 Hz.)
por la misma razbén de haer considerado las ganancias de

realimentacidn k' y k" demasiado pequeiias.



REFERENCIAS

P. L. Falb v W. A. Wolovich, "Decoupling in the
design of multivariable systems,” IEEE Trans.
Auvtomat. Contr., vol AC-~12, pp. 651-659, dic. 1967.

M.Guillon, "Hidraulic Servo Systems," analysis and
design, pp. 153-158,-London Butterworths 1969.
E. G. Gilbert, "The decoupling of multivariable

systems by state feedoack," SIAM J. Contr., vole 7,
pp. 50-64, feb. 1969,



	Portada
	Contenido
	Resumen Introductorio
	I. Antecedentes
	II. Descripción del Funcionamiento del Sistema y Características Generales del Mismo
	III. Descripción del Subsistema Actuador Hidráulico-Masa y Planteamiento de su Modelo Matemático
	IV. Descripción Física del Acoplamiento
	V. Modelo Matemático del Sistema Acoplado
	VI. Comprobación Matemática del Acoplamiento
	VII. Simulación del Sistema Acoplado
	VIII. Análisis de la Desacoplabilidad del Sistema
	IX. Desacoplamiento del Sistema
	X. Interpretación del Proceso de Desacoplamiento
	XI. Comparación del Patrón de Polos y Ceros del Sistema de Malla Abierta con el Correspondiente de Malla Cerrada
	XII. ¿Por qué Realimentación de Estados?
	Conclusiones
	Recomendaciones
	Referencias



