UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

MODOS LOCALIZADOS EN LA
RED DE HORI Y ASAHI

T E S I S
Que para obtener el titulo de
F S I C O

p r e s e n t a

MIGUEL CRUZ IRISSON
TESIS COK

FALLA DE ORIGE |

México, D. F. Julio de 1990.




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



CONTENIDO

INTRODUCCION., .. ittt e ieinreanesannaneinaannen 1.

CAPITULO I. CALCULO DE LAS FRECUENCIAS USANDG EL METODO

DE LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA. ................ 5.

CAPITULO II. FORMULACION Y SOLUCTON DEL PROBLEMA. ......... 25.

CAPITULO IXII., ANALISIS DE FRECUENCIAS Y FORMAS

DE LOS MODOS VIBRACIONALES LOCALIZADOS. ..... 50.

CONCLUSIONES. . ttteinteteeanaaasreameetanaaansinaiin 76.

BIBLIOGRAFIA.  .............. eenan feeeereaeeaiiiaan v 78.



INTRODUCCION

Se sabe, que las impurezas dentro de los cristales son las
responsables de algunas propiedades de los semiconductores, de los
halogenuros alcalinos, etc. En particular algunos de los espectros
de emisidén y absorcidén optica estan relacionados con las
transiciones de los clectrones en sus estados de energta de la red.
Otras cuyas frecuencias se encuentran localizadas en el cercano
infrarrojo, se deben a los cambios de los estados vibracionales de
los 4Atamos de la red. Son estos ultimos los que A nosotres nos
interesa estudiar en este trabajo. En este caso se debe analizar, la
interaccidn de la radiacisn con los fonomes de la red”. Estos
fendnenos se explican utilizando una serie de nodelos en donde el
cristal es representado con toda la complejidad de sus  4Atomos,
conjuntamente con los electrones y de las interacclones que en &llos
se tienen. Los cixlcules realizados con estos modelos, son
extracrdinariapente complicadosm\ Algunos fisicoa tesricos,
siempre han sido atraldos a problemas unidimensionales, por dos
razones principslmente: una, que éllos pueden ser exactamente
solubles, o también porque ciertos efectos son claramente wostrados
en una dimensidn. Una referencla  del estado del arte en estos
sistemas fu¢ editada por Lieb y Mattis'®. Sin embarga, desde el
descubrimiento de los sistemas quasi-dimensionales, este ﬁrabajo "ha
llegado a ser muy interesante para los fisicos experimentales, esta
situacién ha permitido la edicion de un nuevo volumen para poner mis

al dia el trabajo antes mencionado”



Desde que Schaefer®

mostréd en 1960 la existencia de un pico
muy fuerte, en el espectro de absorci¢n vibracional de los
halogenuros alcalinos, en la regidn del infrarrojo, cuando estos
contenfan iones H , que se colocaban sustitucionalmente en la subred
del iéon negativo y los cuales é1 atribuys a la absorcidan por modos
localizados, me desataron toda una serie de experimentos que tambien
abarcaban a muchos otros tipos de cristales. Una referencia
importante para resumir todos estos experimentos es la que editaron

Barker y sievers'”.

El estudio tedrico de 1los modos vibracionales localizados,
empezéd en 1943 con Lifshitz™, quien utilizs métodos
perturbacionales con la funcién de Green para el tratamiento de
estos problemas. Desde esa época se han publicado una veintena de
diferentes métodos heuristicos, para calcular las frecuencias de
estos modos vibracicnales localirzados en modelos unidimensionales.
Un resumen de toda esta bibliografia aparece en un trabajo

- ()
reciente .

El modelo de red y de imperfeccidn que analizaremos en esta
tesis fué propuesto por Barker y sivers'™ para estudiar cristales’
con estructura Zinc-Blenda (como el fosfuro de galio el cual no
tiene centro de inversién). Este tipo de red ya habfa sido utilizada

unos affos antes que Barker y Sievers por Hori y Asahi®

quienes
utilizando el método de la matriz de transferencia intentaron

calcular las frecuencias de los modos vibracionales localizados que



se producen en esta red, cuando a ¢lla se le incorpora una masa
substitucional isétopica, es decir, una impureza. Sin embargo. é¢llos
estudiaron el caso en que las dos masas de los atomos 8son
aproximadamente iguales y ademas las constantes de los resortes las
hicieron muy cercanas entre sf{. EB por esta razén que en este
trabajo de tesis, se estudiarin las frecuencias asi como las foraas,
de los modos normales de oscilacién en un modelo de red diatémica
lineal infinita con dos constantes de Hooke, con interacciones &
primeros vecinos, cuando es sustituldo un Atomo de la rved por un
Atomo impureza de manera isotopica, teniendo éste una masa diferente
a la del Atomo reemplazado. El mé¢todo que nosotros vamos a utilizar

aqui sera el de diferencia finita™ .

Partiendo de esta problemitica, este trabajo se ha organizado
de la siguijente manera: En el primer capitulo, se ilustra el wétodo
de la matriz de transferencia, en la solucion de algunos ejemplos
sencillos de redes lineales, ya que ésta fué la técnica matesitica

utilizada por Hori-Asahi.

En el segundo capttulo se calculan las frecuencias y lar formas
de los modos vibracionales localizados en la cadena de Hori y Asahi,
cuando incorporamos en #lla una impureza isotépica como ya
mencionamon antes. Para realizar este trabajo usaremos. la técnica
de diferencia finita. En la primera parte hicimos un resumen de la
red perfecta y obtuvimos ademas 1la solucién del problema antes

mencionado. Para la segunda parte dejawmos el analisis de la cadena



diatémica con interaccién a primeros vecinos con una sola constante
de fuerza y una masa isotdpica contenida en ella. Ast tambien como
el anialisis de la red monoatémica con una constante de fuerza con

interacciones a primeros vecinos y una masa impureza isotédpica.

En el tercer capltulo Be analiza con todo detalle el caso de una
cadena wonoatémica con dos constantes de fuerza y una Basa
isotsopica, y finalmente se discute ampliamente el problema planteado

por Hori y Asahi.

Por ultimo escribimos algunas conclusiones de este trabajo.



CAPITUILO I

El propssito de este capitulo es presentar el trabajo realizado
por Hori y Asahi quienes usando el aétodo de 1la wuatriz de
transferencia, calculan las frecuencias de los modos normales de
vibracién, de una cadena diatémica infinita con dos constantes de
interaccisén y una impureza . En la primera parte 8se calcula la
matriz de transferencia para una red monqgatomica lineal con
interaccién a vecinoms mis cercanos; después Be analiza una red
diatdmica lineal con dos constantes de interacci¢n. En la segunda
parte se calculan las frecuencias de las vibraciones localizadas en
los dos tipos de cadenas anteriores, cuando se sustituye en alguno
de los Atowos de cada red un atomo impureza. Ademas se utiliza la

misma notacidén que usaron Hori y Asahi.

Consideremos una cadena monoatémica con una constante de
interaccién, compuesta de N Atomos igualsente espaciados. Sea m 1la
masa de cada uno de los Atowos, y A la constante de fuerza a
primeros vecinos entre stomos adyacentes.

La ecuacién de movimiento para el i-ésimo dtomo es:




donde X‘ es el desplazaaiento relativo a la posicidn  de
equilibrio del i-ésimo stomo. Se propone una solucién de la forma

X = X exp(t jwt)

v

la cusl se sustituye en la ecuacién (1.1) obteniéndose

Se introduce una nueva variable Yy, o= % -~ x ,con la cual
al sustituirla en la ecuacisén anterior se obtiene

2 N
A G A A T R {(1.3)
Combinando esta ecuacién con la definicion de y . @e obtiene un

sistema de dos ecuaciones

1 o] 1 N o}
multiplicande ambos lados por [
2 IS 2
R A -~

se bbciene



I

x, 1 1 *

i +
« - - =( I+ T)X
e [ VM] [ B NI T TN ] [‘ﬂ ] 1

Es decir xﬂ ={I+T )xk P e e e e (1.4)

donde I es la matriz unidad. Como se puede ot?servar, el movimiento

de la red puede ser descrito ‘en términos de una ‘“matriz de

transferencia” I + T, la cual transforama el ™vector estado" X‘

de un atomo en el vector de estado x“‘ del préximo atomo.
Proponiendo

o = (~:~A<) sen’s

se tiene

1 1
I+T-= 2 2
~4sen’f3 1-48en /3

Para obtener los valores caracteristicos de la matriz I+T,
se hace
det( I + T - X' ) =0, con M' el valor caracteristico.
Calculando el determinante se obtiene

z

A% s 2 (23en? - 1A' + 1 =0

resolviendo para >\" . = exp{ t2ip)



los valores caracter{sticos para T son

At.z = }\;3 -1
o bien 1+ .‘.“ = exp(*2i3), ..... [ ... {1.5)

Para diagonalizar la matriz T . ge wutiliza una transformacién de
semejanza. . Las matrices que diagonalizan a T son U y ut y

estan dadas por

1 1 ” 1 2 -1
U=, 7\2 c Y U s s ~ ve-.-(1.6)

As! entonces

V*TUu=A= diag(A M) seeeiiaannn. (1.7)

Es claro que si A, = A _la matriz U™ no existe.
Al tomar en cuenta el hecho de que la red estd sujeta a una
condicién de frontera ciclica,para no tomar en cuenta los problemas

del final de la cadena, hacemos XN“ = x‘. Entonces si

es ncesario que se cumpla que el
det(H - I) =0, ........... cee...(1.8)
En el presente caso

H=(1+71)"

Esto resulta de aplicar la matriz de transferencia I+T ‘a los N



atomos. de la cadena.

Debido a que
det{ I + T ) =1, y a que H:(IoT)N

entonces detH = det[[l + THI + T)- ... (1 + r)], n-veces

como detH = 1, junto con la ec.(1.8) se obtiene H = I

y por lo tanto traza H = 2,

proporciona la ecuaciodn de valores caracteristicos para la

frecuencia w. Debido a que

Ut TU = A
entonces
1 +T=0(1+ T)U!
(1« )™ = u(r + A"
as{

traza H = traza (I + T)N = traza[[l + A)U-']
= traza[uu" (1 + I\)N]
= traza(I + A"
Utilizando la ec.{1.5) se tiene
traza H = traza{l + .\)N = (1 + A‘]N + (14 )\z)N

= exp(2iN3) + exp{-2iNp3)

= 2c0o8(2Np3)



pero con 1la ec.{1.9), se obtiene
cos2N3 = 1, ... .i-.... e {(1.11)

Entonces los valores caracteristcos para las frecuencias estan

dados por
2 4N 2, N
w” = (;—)sen (—En). ..... e (1.12)
n=1,2,...,8/2 para N par
n=1,2,..., (N-1)/2, para N impar

: (11)
el resultado anterior es bien conocido

En un segundo ejemplo de la aplicacién del método de la matriz
de transferencia consideraremos una cadena diatémica con dos
constantes de interaccion a primeros vecinos como se ilustra en 1la

siguiente figura

3 M B M " M
A T X 7 A H
'“J\N‘—O-—/\/\/V-@-NM—OWM@W/WO_AN\A.@.MMM”
xz\—z xzn-n xz‘\ xz‘ni xzi«z xzi.»:\

Figura 1.1 Cadena diatémica con dos constantes de interaccién.

M es la masa de los Atomos en la posicién jimpar, y m es la masa de
los atomos en la posicién par. El nimero para cada tipo de Atomos es

N, y hemos denotando por A y i a las dos constantes de interaccion.

10



Las ecuaciones de movimiento para 1las masas m y X Bon

respectivanente
2
L U S T C SO SR BN T € SO SN DR (1.13)
2
- = - - Yof - 3
T N C U S I INUE T SO P (1.14)

nuevamente se introduce la variable

Reescribiendo la ecuacién de movimiento para los atomos de masa m,

ec.(1.13), se tiene

= +
*a X1 2u-4

o e’

Yoo T T TR Xp { N X )yzx-:

las ecuaciones anteriores pueden escribirse en forma matricial de

la siguiente forma

Sean

11



Zv-
entonces

Ryo= (1 +T )%, .

be la misma wanera las ecuaciones (1.14) y (1.15)

se pueden
escribir en forma matricial

Si definimosn

x2\0l
xziu = v » I Tz= -

2isL

entonces podemos escribir

xzwf (T + Tz)xzi ’

De las ecuaciones (1.16) y {1.17) se tiene

(I ' TZ)XZL = (I + Tzl(l * Ti)xli.-l= XZLoi
en consecuencia la matriz de transferencia que relaciona

los
vectores estado de dos atomos alrededor de la posicion impar es

12



= .
(T +T, NI +T,)sT+7T
con
m o2z K n 2
1 -gw 1eg-—gw
=1+T'
1 2 aM < 1 2z M 2 mM e
—E(I#H]w vl l-;(l#"]m i U vl
pea-ceraanaann ....(1.18)

Ahora se usa esta matriz en lugar de la matriz I + T de 1la red

monoatomica.
Poniendo
4sen’ss = (M + n]:;“ W :l: Wt . (1.19)
en la matriz I + T' y calculando el determinante de I + T - N'I
con »' el valor caracteristico, se obtiene la  ecuacién
caracter{stica
2y Z(ZBenz,’i -1} =0

Esta ecuacidn es gemejante a 1la que se encontré para el caso de la
red monoatomica lineal. Utilizando el hecho que

det(I + T').= 1

se obtienen las mismas expresiones para los valores

caracteristicos de 1 + T y la ecuacién caracteristica para w. Las

13



frecuencias =se obtienen resolviende la ecuvacion ({1.19) para

B=(nn}/N. Al poner en esa ecuacioén w explicitamente obtenesos

2 (m+MA v u)t (e P00 ¢ w)® - 16rummsen® (g tTE
“ 2mM '
N (1.20)}
conn = 1,2,...,N/2 para N par
n=1,2,...,({n~1}/2 para N impar

En la ecuacion anterior se muestra que ahora aparecen dos ramas de
frecuencias caracteristicas, que se denominan la rama actstica vy
la rama éptica.

En la siguiente parte de este capf{tulo vamos a calcular las
frecuencias de las vibraciones localizadas, que se producen  al
incorporar imperfeccién local dentro de las redes anteriores,
usando tambien el método de la matriz de transferencia. Para el
caso de la cadena monoatémica se obtiene la solucidn del problema,
cuando la impureza es una masa isctopica, pero en el caso de 1la
cadena diatémica como el islgebra es muy laboriosa, solamente se
analiza el problema €n la aproxiracién en la que las masas de  la

cadena y lae constantes de fuerza son aproximadamente iguales.

14



Congideraremos que el i-esimo atomo en una red wonoatimica

regular es remplazado por un atomo impureza con masa M, este casBo
se ilustra en la siguiente figura.
n n n u n n ]
" " O_N#Y\_@JY%_OW
x x x x X 4 x
LI ¥ L 1.t v +2 1¢3

L-3 1.2

Figura 1.2 Cadena monoatomica infinita con imperfeccion M.

Las ecuaciones de moviwmiento de los stomos alrededor de 1la

ispureza son

2
-owR = N T S B u(x‘_‘ LR 0 T, (1.21)
2 *
~Mw x = -u(xt - x\_’] —HIX - xm}. eeaeen-(1.22)
2
L A T B T T B (1.23)

Nuevamente escribiendo X - % =y . se pueden reescribir como

antes estas ecuaciones en la forma de ecuaciones vectoriales.
Unicamente de las matrices de transferencia de la matriz 1
correspondientes

+ T

las anteriores que son las

para la red regular,
(1.22) v {1.23) resultan ser diferentes.

a las ecuaciones (1.21),

Estas son, respectivapente



r 1 1 h]
I+Tzsl M oz sz, ........ (1.25)
—-—w 1 -~ =-w
H H
1 1
I+T, = w2 e_m ] (1.26)
x @ X TX
En lo que Bigue a estas matrices se les -llamari matrices
impureza.
Escribiendo

b
i

(E+ T 3T+ THI+ T )y ceneennnens
se obtiene para H:
H=(I+ T p(re+T)™
Dado que el det(P) = 1 y consecuentemente el det{H} = §, 1la

ecuacién de valores caracteristicos bajo la condicien de frontera
ciclica estd dada nuevamente por traza H = 2. La traza de H puede
ser calculada como sigue:

16



traza H = traza [u(x e AUTTU(T + AU ML
-t -1 i -1
LLLUTRUQT ¢ AYUTPRUCIHANUTY L. U(T ¢ AYU ]

= traza[(l + /\)N—SU_‘PU].

A

N M — - =
hacxendoT-f—J»c. ————“~g_14<5yw_nsenﬁ

se encuentra para los elementos de P:

P“ = 1-12 senzﬂ + 16 aen"ﬂ - (4 aenzﬂ - 16 uen‘ﬁ)c -

- (12 sen’p - 32 sen‘)s -(4 men’ - 32 sen'f)es +
+ (16 sen‘ﬁ)éz(l + ),

P,, = 1-24 sen’p + BO sen’f - 64 sen’s ~ (8 sen’p -

48 sen‘ﬁ + 64 aendﬁ)c - (1288!]2/’ - 96 sen‘/? +
+ 128 aenﬁﬂ)é ~ (4 senzﬁ -~ 64 Ben‘fi + 128 sen"ﬁ)cé +
+ (16 sen'ns - 64 sen®3)8% + (16 sen'p - 64 men®3)es’,
2 < o 2 <

P, - 12sen + 64 sen® - 64 sen ® - (4 sen [ - 32 sen [
v 64 sen"ﬁ)c + (64 sen‘/’i - 128 sen°ﬁ)é + (32 zscn‘/? -

- 128 sen®A)ed - (64 sen’()5° - (64 senn)es’,

17



P =3 - 16 senzﬁ + 16 sen'./? - (8 Ben"{? - 16 sen‘ﬁ]c +
+ (2 - 20 sen®p + 32 Ben*R)s - (12 men’s -
- 32 sen*n)ed - (4 sen’ - 16 men*3)8* - (4 sen’p -

- 16 sen*n)es”.

con P“. P”, Pz‘ y P‘z junto con (1.5) vy (1.6) Be obtiene, para

los elementos de

9, = 622 = exp(6ifi}(1 + ic tanp + 2ide tanf) -

- exp(&if3)}[2iés tans? +

+ Aiéz(l + c)ﬂenz[‘i tan3], .- iieiieaaaea. (1.29)

9, = G, = exp(~2i3)[i(s - 25)tand + 4i(& + £6 +

+ 65+ céz)tanﬁ Benzﬁ].

En consecuencia, de {1.28) tenemos

traza H = (1 + A" g v (1 + 2,0 @

11 22

n

exp({2i(N - 3]{3]0“ 4+ expi-2i(N - S)n)ou

cos(2(N - 3)8](Q, + 0,) +« i sen[2(N -3)p]-

(6, - Q)
11 22

18



= 2cosB(2N3) —~ 2{z + 28 + 28c)tanf? sen{2N73) +
+ 48 tanp? sen{2(N - 1}73] +

+ 85%(1 + e)sen®p tanp sen[2(N - 1)7), ....(1.31)

Para la red regular, f = g =1y entonces la ec.(1.31) se reduce
a 2cos(2Nf3), justo lo que se obtuvo antes.

Por simplicidad se considera el caso & = 0, es decir, el caso
en el cual lac constantes de fuerza son iguales X = u., En este

caso la ecuacién de valores caracteristicos (1.31) se transforaa

en
£{3) = coB(2Nf3) - £ tan? sen(2Nf3)} =1, .......... (1.32)
Las frecuencias caracteristicas se obtienen de los puntos de
intersecci¢n de la curva que representa la funcidén £{r) y la

linea que representa la constante 1. La siguiente figura 1.3
muestra esto para el caso N =8 y <« = t 1/2. Como se observa,
las frecuencias caracteri{sticas estin doblememnte degeneradas, un
conjuntc de componentes decrece o se incrementa de acuerdo con &e
4 &£w y el otro conjunto permanece sin cambio.

hm

Ex+X
=~

Fig.1.3

19



Por otra parte en el caso de £)0, es decir, cuando 1la impureza
es mas ligera que el atomo regular, las frecuencias caracteristicas
maximas estan fuera de la banda de frecuencias. Para construir la
figura 1.3 se tomd a N par. También se puede verificar que 1la
gituacion no cambia cuando N es impar. Debido a que esta frecuencia
estid fuera de la banda ¢lla corresponde al nivel impureza, por lo
tanto se le llama *“frecuencia impureza”.

Un método para evaluar la frecuencia impureza, es escribir

Sustituyendo 3 en la ecuacion (1.32) se tiene

cos{zﬂ(-%— + ir)) - ¢ tan(Jz‘— + iy)sen[2N(- + ir)] = 1

y utilizando identidades trigonomé#tricas esta ecuacién se pede

escribir coro
cos(i2Ny) + £ tan(ir)sen(i2Ny) = 1

en - donde el signo mas corresponde a N par y el mencs a N impar.
La ecuacién anterior se puede escribir en términos de
funciones trigonométricas hiperbslicas como

cosh(2Ny) + ¢« tanh(r)senh(2Ny ) = X1, ... ......... (1.33)

20



o bien

h(r) = coth(2Ny) + ¢ tanh(y) = % cosech{(2Ny), ........{1.34)

Si me grafican las tres funciones hiperbélicas que aparecen ¢n esta
ecuacion, se puede ver que si o la ecuacién (1.34) no tiene raiz
y 81 zw tiene una independientemente si N es par o impar. Esto
estd de acuerdo con el resultado anterior.

Finaleente se considera una red diat®mica, pero ahora se agrega
un Atomo impureza. En la red diatémica considerada se reemplaza un
Atomo regular en la posicidn impar por un atomo impureza con masa
M' = M(1 +¢). Entonces como se vié se tiene que reemplazar la matriz

de transferencia I + T' en H por la matriz:

0 0
I+T'" =1+T +¢& 2 . 2 2

Muw . nMuw _ Bw _ Moy . »Mw

H Ap H N Au
I + T + 8T i R, (1.35}

La traza de H esti dada ahora por
N N-1, -t

traza H = traza[(I + A*) + (I + A*) U AT'U'Y, ........ (1.36)}

donde U’ es la matriz que diagonaliza T' y 4A' es la matriz vya

diagonalizada.

Por simplicidad se considera el caso en el cual M y m no

21



difieren apreciablemente una de la otra, lo mismo para las
constantes de fuerza g y A\, esto es, haciendo M = (1 + Z)m y
H = (1 %+ n)x, Se han despreciado los téerminos de potencias mayores

que uno para ¥ y 1. Con [ dada por {(1.19), se obtiene
Bt = "’-"{%‘%-‘—"l BEN2(B/2Z) ) et (1.37)

entonces

Datd il L} - 1 .
(urlaTruty = (ueTtaTrn

ne

- (£/2i)(2 + ¥ secfi)cot{/2)exp(2if),

W eereaman ey eaie (1.38)
para la rama acustica, y
B = ?-"il%f'—ﬂll COB{BI2Y ) e (1.39)

por lo tanto

Ut itAT Y -1~"A--\‘_
(U’ "AT'UY Ja = u LT'U Y2z

X - (£/21)}(-2 + £ secfi)cot((i/2)exp(2i),

para la rana optica. be este modo la ecuacién de
freciencias para los modos localizados en esta red diatémica se

22



convierte en

coB(2N3) - £[1 + (I/2)secptan(f/2)sen(2N3) =1, ..........{1.41)
y
com(2N3) + c[1 - ({/2)secft]cot([i/2)men(2N3) = 1, ....: e {1.42)

para las ramaB acustica y dptica respectivamente. El1 intervalo de

la variable 3 es (0,7/2) para ambas ecuaciones. Sin enbargo, al

reemplazar la variable (3 en la ecuacién (1.42) por n-/? se obtiene

como funcion de 3 la misma férmula dada por la ecuacion (1.41), por
lo que es posible usar la ecuacisn [1.41) en el intervalo extendido
{(0,7) como la ecuacicn de valores caracteristicos para ambas ramas.
w es entonces determinada, de acuerdo a las ecuaciones (1.37) vy
{1.39) por:

w = (A + p)(i/m + 1/M)sen (A72), ... ... (1.43)

Se usa N en lugar de 2N y (7 en lugar de 273, para comparar el
resultado de arriba con el caso wronoatémico, Entonces las

ecuaciones (1.41) y {1.42) se transforman en

cos(2N7) - £[1 + ({/2)sec(273)]tan/i sen(2N3) = 1, ....... (1.44)

W= (N p}(/m s I/M)BEn A, e (1.45)

regpectivamente. Esta es la foramula que corresponde a (1.32)

obtenida previamente.

De la ecuacion (1.44) se obgserva gque, debido al término que



contiene sec{2f3), éste hace posible que las frecuencias de la
impureza se dividan de la parte alta de la rama inferior o de 1la
parte baja de la parte superior. Estas situaciones son tabuladas
abajo. En todos los casos las dos frecuencias degeneradas se
dividen debido a 1a impureza, y una de éllas decrece o crece
algunas veces siendo eampujada fuera de la banda. La direccién de
2u cambioc es indicada por s+ & - de acuerdo si 8e incrementa o
decrece. n/4 corresponde o no corresponde a losn valores
caracteristicos no perturbados de acuerdo con N/2 Bi es par o
impar. Los dos casos son tabulados separadamente. Los simbolos T
Y l significan respectivamente que la dltima y la primera

frecuencia caracteristica en la banda. son empujados fuera de
¢lla. Una de las dos frecuencias en n/4 se considersd como

perteneciente a 1a banda inferior Yy la otra a la banda superior.
Se observa que la frecuencia caracteristica correspondiente a n/2
8e convierte en frecuencia impureza cuando £¢o, justo como se
esperaba de el resultado obtenido en el caso monoatomico. Los

resultadon anteriores se muestran en la siguiente tabla.

Branch- acousticat branch apticat branch
Case | oA R4 f=zid awzjd [RECEEE]
Ni2 odd - + -
>0 ~
Niz even — - - N
00 -
N2 odd -+ 7 i
£<0 - - —
: Ni2 even - 4 i i
N2 odd 7 PRSI
o . . .
- M2 even + t 1 i
20 - -
Ni2 odd P 4 '
£<0
TN ven + - - + + 1
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CAPITULO II

El propdsito de este capitulo es calcular las frecuencias y las
formas de los modos vibracionales localizados, en la cadena
diatomica de Hori y Asahi cuando se incorpora en élla una impureza.
Para realizar lo anterior usaremos el método de diferencia

finito™

. Como el caso de la cadena monoatémica con  la  impureza
diBecutido en el capttulo anterior, queda como un caso particular de
nuestro estudio, no lo vamos a considerar en forea explicita. Se
hace notar que el problema resuelto por Hori y Asahi presentado en
la seccién anterior, sdlo fud discutido en la aproximacidén en la que
las masas m y M son muy cercanas, y cuando lan constantes de
interaccion son practicamente ipuales. Sin  embargo, nosotros
presentamos aqui la solucion analitica cerrada al probleepa anterior.

La teorifa matemidtica de diferencia finita ha sido explicada

(9,42,1
completamente anteg'®*#1®

y no la vamogs a repetir aqui. Como la
solucién de el problema que nos ocupa hace uso de los conjuntos de
soluciones de la pareja de ecuaciones de diferencia finita acopladas
que definen al problema, ecuaciones (1.13) y (1.14}, en la prisera
parte de este capi tulo vamos a presentar una discusién cualitativa
de los conjuntos de soluciones generales de las ecuaciones (1.13) y
(1.14), y de los rangos de frecuencia en donde estos conjuntos de
soluciones son vilidos. Paralelamente ecsto nos permitira presentar
la grafica de las distintas regiones de frecuencia de los modos

normales de vibracion on este sistema. En 1a segunda parte vamos a

plantear el calculo de las frecuencias y las formas de los modos



localizados en la cadena de Hori y Asahi cuando éxta tiene 1la
impureza, como un problema de valor caracteristico. En la parte
final de este capttulo reduciremos nuestro problema a dos casos
ampliamente documentados en la literatura. Uno de #ollos es el
estudio de los modos localizados en una cadena lineal wmonoatdmica
con intoraccionesa primeros vecinos, la cual tiene una masa
imperfeccion. El otro es el de una cadena linecal diatémica con
interacciones a primeros vecinos, Y una wasa  igotdpica cono
imperf{ecion. Mostraremos algunos resultados importantes en estos
casos con el propasito de que nuestro anilisis de la red de Hori y
Asahi con la imperfeccion local que estudiaremos en el spiguiente
capi tulo lo podamos comparar.

Iniciamos considerando la cadena diatémica infinita del capitulo

anterior, pero ahora usamos otra notacién <que ilustramos en la

sigufente figura.

n-2 n-1 n-1 n n red ned

Fig.2.1 Cadena diatémica infinita.

En la figura anterior =m y M representan otra vern las masas de
los atomos alternados repgularmente, con interaccidn a primeros
vecinos y con un parametro de red unitario. Las X , Y representan

n

"
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a los maximos desplazamientos relativos a las posiciones de
equilibrio para los dtomosde masas m y H respectivamente. A las
constantes de interaccién ahora las llamaremos K y ».

Como antes mencionamos la dindmica del cristal perfecto esta
determinada por la pareja de ecuaciones (1.13) y ({1.14) que aquf

reescribiremos con la notacisn de la figura 2.1.

2
cm® X = R(Y, - X )y (Y XY, (2.1)

MY =k (X - Y

net

Y RIK =Y ) e (2.2)

n¥e 1 net

Siguiendo exactamente los nmismos pasos que en un  trabajo
anteriofnn es posible desacoplar las ecuaciones (2.1} y (2.2) vy
encontrar una ecuacién de diferencia finita de segundo orden para
alguna de las variables. La integracidén de esta variable que se hace
usando métodos operacionales, nos da la solucion de esa variable en
forma analitica, y las ecuaciones utilizadas en el desacoplamiento
nos permite expresar la solucion de la otra variable en términos de
la ya obtenida. Como ya mencionamos este método permite obtener los
diferentes conjuntos de soluciones analt ticas para las diferentes
regiones de frecuencia. Los resultados obtenidos se muestran en 1la

figura (2.2), en donde se observan las diferentes regiones de

frecuencia para el cristal perfecto. .
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region IV

regién IIT

regién 11

-

region

-n 4] n [2]

Figura 2.2. Espectro de frecuencias para la
cadena sin impureza en la primera
zona de Brillouin.

En la ilustracién anterior X, s X, » X, BUD las orillas de las

2

bandas de frecuencia acustica y ¢ptica. Las cuales estin dadas por

(¢ + 1)(p + 1) - /(; ¢ 1) (0 + 1)° - 16pc

x, = 5 [T (2.3)
(c+1)(p+1)+/(';+ 1)2_(901)2 «16p»:_‘

xz = 5E e (2.4])

x, s ler Lo v 1) (2.5)
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En las ecuaciones (2.3}, (2.4} y (2.5) hemos definido

2

nw L) _ >
X=~x: =@ Y P :

El espectro de frecuencias lo hemos dividido en cuatro regiones. La
regién I que va de 0 a X, corresponde a la rama accstica, 1a
region 1I1: de x, 8 x, corresponde a la brecha de frecuencias

prohibidas de la cadena perfecta. La region III: de x a x, se

2
asocia con la rama Sptica y por ultimo la regio;’\ IV que corresponde
a valores mayores que X, €8 otra regién prohibida para las
vibraciones de la cadena limpia.

Un conijunto de soluciones para la regién I, nos da la rama
acustica y en la region III laB ondas de tipo éptico, gque no vamos a
estudiar aqui para resolver nuestro problema. Otro conjunto de
goluciones son las orillas de las ramas, pero #éstos taspoco los
vamos a estudiar aqui.

Cuando hacemos el parametro p = 1, es decir las constantes de
interaccién iguales, entonces las ecuaciones (2.3}, (2.4) y (2.5)
que nos representan los limites de las ramas acustica y optica, se

transforman en:

o 2K
1T M
2 2K
W = S
2 m

W = 2K(m 2 M)
z m

Las frecuencias anteriores Wy e, representan log limites de lae
ramas maxima acustica y minima optica reaspectivamente, en la red

diatomica de Born, esta red fué muy discutida en la literatura®?’,
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La w,  es la maxima frecuencia de la rama optica.

Para las regiones II y IV el conjunto de soluciones son del tipo
sucesion. Este tipo de solucién es la que nos interesa a nosotros
para resolver el problema de los modos localizados, como ha sido
propuesto antes™ .

En esta segunda parte vamos a resolver el problema que se
plantearon Hori-Asahi; que es el de obtener las frecuencias y las
formas asociadas a los modos vibracionales localizados en una red
lineal diatémica con interacciones a primeros vecinos, la cual
contiene una masa impureza isotdpica en su interior.

Como ya mencionamos™ el conjunto de goluciones tipo sucesisdn
para los maximos desplazamientos de los modos de vibracion, cuyas
frecuencias se encuentran en las regiones prohibidas (regiones ITI vy
IV de la figura 2.2) del cristal perfecto, y describen a los wmodos
localizados, son necesarios para plantear el problema de valor

caracteristico. Estas soluciones tienen la siguiente forma

. n
Y = CE + CE, ................... e (2.6}
PE + 1
1,2
X [ e 2]\'" S et (2.7)

en donde

IS
»
N



2
con a = cx - (P *p”(c e+ 20 L. (2.9)

2
Ademis como ya hablamos definido 1 = m: , £ = —"-}— d

Cx v C:L son constantes arbitrariag. El modelo de imporfecciédn

local lo ilustramos en la siguiente figura.

+—~——— regiéon 2 ~—————— ——- regiftn 1 ———————o-m—

]
| 2 4} K n » n R n x M K
X Y X Y X Y X
-2 -1 -1 @ o 1 1

Figura 2.3 Modelo de cadena diatémica infinita
con una magsa impureza isotédpica.

Como el problema es uno de valor caracteristico, nos conviene
proponer una solucidn por regiones dividiendo la red en dos partes:
Sea la regién 1 la gque se encuentra a la derecha del dtomo impureza
en la posicién YD, y la regién 2 la seccidén de la red que Be
encuentra hacia la izquierda del 4dtomo impureza.

Usando las ecuaciones (2.6) y {2.7) proponemos como solucién

para el problema de valor propio la siguiente:
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Para la region 1t

(1) " n
Y o= ClE‘ + CzEz f nz0
....... (2.10)
PE + 1
(38 1,2 (L)
xn = [_j—;—s—jjJY". nz0
Para la regién 2
(2) n "
Yh = CBE‘ + C‘Ez . ns0
...... (2.11)

% = [ pE1Az +1 ]Yn> ns -1
n x
Sin embargo, como se buscan modos localizados, es necesario

introducir en estas soluciones las condiciones de que se  amortigien
hacia los extremos de 1a red. Esta condicién llamada de localizacién
se puede escribir como

lim X = 0 , lim Y =0

n—io n—ic
Al aplicar esta condicién en las regiones 1y 2 a las ccuaciones
(2.10) y (2.11), se determinan dos de las constantes arbitrarias que
aparecen en la solucién general para cada regién. Una ver realizado

esto las soluciones en cada region tienen la siguiente forma
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Para la regién 1

<8 y 2D
vV =CcE , n2e ... (2.12)
PE + 1
(1) - 1 n >,
V= [m——l e ]C‘E‘ ., N0, ........ (2.13)
Para la region 2
¥® = cg™ con NSO,  ............ (2.14)

Ahora bien, para acoplar las soluciones en las dos regiones

mencionadas, utilizamos la ecuacién de movimiento del Atomo de

imperfeccidén m' la cual es
. 2 — -
- wYO = K(X_ - Yu] + . (X Yo)

utilizando los parametros p, £, ¥ ya definidos, y ademis

esta ecuacion se transforma en

PR+ (xe, -~ P = L)Y _+ X, =0 ... (2.16)

Sustituyendo la golucién propuesta, ecuaciones  (2.12), (2.13),

ecuacion de wovimiento del A4tomo de

- (2.14) y (2.15) en 1la



imperfeccion se obtiene

prEx pE‘+1
p——-—————l’p~xcz+(zc‘-p-ljc‘§ Wl#p—xci':o’

Pero debido a la continuidad de las soluciones en las regiones 1 y

2, es decir,

[ 2
=Y
o o

Y

se obtiene que c‘ = (':2 ., Entonces la ecuacién anterior se

ahora como

de donde se tiene que

e, x* - (p+ 1)(5, + L)x + 20

E~iiiiiioiosnmm oo — e

i 2e

escribe

vtilizando la ecuacion (2.19) y (2.18), obtenemos la ecuacién de

valores propios que se puede escribir en términos de los

de la red: p, €, y <, de la siguiente manera:
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{cf -~ 2£c‘)13 v 2(p0 ¢+ 1)[1£‘ v 1)(e - 5,} e (e 1)]*2 +

+ [[p + 1}’(£‘ + 1)[::‘ -2 ~1) -~ Apr]r + 4p(p ¢ L)€ v 1) = O

.......... (2.20)

La ecuacion (2.20) proporciona la frecuencia de los modog
localizados en la red de Hori y Asahi. Hemos wmostrado en esta
seccidén que el problema planteado por los autores anterioraes, se
puede resolver en una forma analitica usando la técnica de las
ecuaciones de diferencia finita. Para finalizar este capttulo vamog
a analizar en forma resumida, primero la red monoatémica lineal con
interacciones a primeros vecines y C€on una masa impureza y despuss
la cadena diatémica con interacciones a primerog vecinos ¥ una masa
isotdpica contenida en é¢lla.

Red monocatomica lineal con lnteracciones a primaras  vecinos y

una impureza. Este tipo de red se ilustra en la siguiente figura

MWW)M@
» m " m' n ) m w

Figw o 2.4 Cadena monoatdmica con una impertfeccidn,

Para analizar cste caso tomamos p = 1 en el polinomio

encontrade antes, ecuacioén {2,.20) y obtenemos



K] a 2 2
(c_‘ - chi)x + (—loz‘ + 8551 + 4e)x +

+ (4] - Bee - 12¢ -4)x + Ble + 1) = 0

La ecuacién {2.21) tiene a 2 como ratz, lo cual la reduce a una

ecuacién de segundo grado

cl(e‘ - 2¢)xz + 2[61(26 - c‘) + 2c)x - 4(e + 1) =0, ..... {(2.22).

Haciendo ¢ = 1 y utilizando el hecho de que nuevamente xy = 2 es
ralz la ecuacién (2.22) se reduce a una de primer grado que esta

dada por

Esta ecuacién nos proporciona las frecuencias de los modos
localizadog de la red monoatémica con interacciones a  primeros
vecinos. Este resultado ha sido calculado por una gran variedad de
teécnicas matematicas por muchos autores. La bibliografta mas extensa
para este problema puede consultarse en un trabajo reciente™”

En la siguiente figura mostramos 1la grafica de la ecuacidn

(2.23).
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2 /R/m

Figura 2.5 Curva de frecuencias de los
wodos localizados en funcién
de la masa impureza m'

La figura 2.5 nos muestra que existe un modo vibracional
localizado, unicamente cuando la masa del Atomo impureza m' es menor
que la masa de los Atomos de la red. Ademis se observa que conforme
la masa impureza tiende a cero, las frecuencias de el modo tienden a
infinito, y que en el caso contrario cuando la masa impureza es
igual a la masa de los Atomos de 1la red, el modo desaparece
exactamente en el limite de la banda de frecuencias acustica para el
cristal perfecto, es decir cuando € = 1 , que corrcsponde a
M=m".

A continuacién calculamos las formas de los modos para algunos
valores de =»'. Sustituyendo p =1 y &£ =1 en las ecuaciones
(2.12) y (2.13), se obtiencn los miximos desplazamientos de los
‘Atonos pafa este tipo de red, los cuales mostramos, para algunosb

valores de la masa impureza =m' en la siguiente figura (2.6).
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y- M

mz 5 . ..,Tl [?,.
L C e
m-sm P ,.4l ' .

Mm-—o

o o

Figura 2.6 Formas de los modos de vibracion
localizadas correspondientes a la
grafica 2.5,
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De la figura anterior, se observa que cuando la masa del atomo
imperfeccion es igual a la masa de los atomos de la red, cada Atomo
oscila con una frecuencia igual a el valor limite superior para la
rama de frecuencias acustica del cristal perfecto, teniendo todos
los atomos la misma amplitud de desplazamiento, como era de
esperarse ya que en esta situacidén no existe atomo impureza dentro
del cristal. Cuando ®m' « m se observa el efecto de localizacion,
teniendo la masa impureza la mayor amplitud en el desplazamiento;
cuando m' tiende a cero, todos los atomos de la red estan
estAticos, siendo unicamente la masa impureza la que tiene
movimiento. Ademas, en todos log casos, cada atomo oscila en sentido
opuesto al de su vecino mags cercano, teniendo a la wmasa imspureza
como punto de simetrlia. Estos resultados también ya han  sido
presentados en la literatura®

Red diatdmica llm=al con una masa impureza isotdédplca <con
interaccidnes a primeros vecinos.

La red se ilustra en la sijuiente figura:

w M m ' m M o
W@W%\OVW»W@\WWV»O«W\AM@MW
K K K K K K

Figura 2.7 Cadena diatimica con una iaperfeccidn m* .

39



En este caso sustituimos # = 1 en la ccuacion (2.20) y
utilizando el hecho de que x = 2 es solucidn, se obtienc el

polinomio que resulta ser de segundo grado en 2x a saber:

Esta es la ecuaci¢én de las frecuencias asociadas a los wmodos
vibracionales localizados en 1la red diatémica con una impureza
isotépica, y fque ya ha sido reportada en la literatura™. Debido a
que las frecuencias de vibracién de los 4tomos de la red estin en
funcion de sus masas, estudiarcwmos dos casos: Cuando > Yy Con
que corresponden respectivamente a Mm y Mam. Ademas cada uno  se

subdivide en tres casos, de acuerdo al valor de la masa impureza.

Caso 1.- Mm (£11) Caso 2.— Mcm {#cd)
a) Mxmnm’ a) mrMem'
b} Ha'on b) wmom*>M
c) mHrMom c) m'imom

discutiremos cada uno de éllos.
Caso 1.~ Mra (e»1)
En este caso se ha sustituido la impureza en el lugar de un
atomo pesado y la figura 2.8 nos muestra la grafica de 1los

resultados obtenidos a partir de la ecuacion de frecuencias (2.24).
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M+m

Figura 2.8 Curvas de frecuencias en funcién de 1la
masa impureza n' para el caso Hom

La grafica anterior nos muestra la existencia de dos modos
localizados, uno de tipo brecha y otro local, sicmpre y cuando se
cumplan los subcasos a) y b), es decir, la masa impureza debe ser
menor que el valor de la masa mayor dc los atomos. Cuando 1la
impureza es mayor que los atomos de la red (subcaso ¢ ), estos modos
de vibracidén desaparecen. Ademas se observa que cuando el valor de
la masa impureza tiende a cero, el modo brecha tiende al promedio de
esta rama, mientras qQue en el modo de tipo local la frecuencia del
modo tiende a infinito.

A continuacién se muestran ias formas de algunos de los sodos de

tipo local para M = 2p.
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m m

m\

Figura 2.9 Formas de los modos de tipo local
correspondientes a la figura 2.8,
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La grafica anterior nos nmucstra el cosmportamiento de los Atomos
de la cadena, en el modo tipo local. En cada una de las formas
anteriores se observa que cada 4tomo vibra en sentido opuesto al de
su primer vecino, teniendo 1la impureza el mayor desplazamiento,
cuando Mr>mrm'. Por el contrario cuando Hya’>m, los adtomos vecinos a
la impureza tienen un mayor desplazamiento que #rta. Ademas, cuando
m' = M, todos los atomos con masa menor m, oscilan con una amplitud
mayor que la de los atomos pesgsados, y a una frecuencia de oscilacion
correspondiente a la rama superior optica del cristal perfecto.

Las formas de algunos modos de tipo brecha para H = 2& se

muestran en la figura 2.10
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En el conjunto de graficas de la figura 2.10 se observa que en
todos los casos, la impureza vibra en el misso sentido que el de sus
vecinos mas cercanos, y los atomos vecinos vibran por parejas en
sentido opuesto al de sus parejas mis proximas. Adesis cuando =’
tiende a cero tiene la misma amplitud de oscilacion que la de sus
primeros vecinos. Cuando m'= M se obtiene un modo de vibracion
corregpondiente al limite superior de la rama aguutica el  cristal
perfecto, oscilando con la misma amplitud y sentido opuesto,
Gnicamente los Atomos de masa mayor,

Cago 2Z.— Mwm {ecl).

Aquf se ha sustituido el stomo impureza en el lugar de un atomo

ligero. La figura 2.22 representa los resultados obtenidos a partir

de la ecuacién de frecuencias para este caso.

M +mn .

e
e // _

H

N

\\

Figura 2.11 Curvas de frecuencias de los modos
localizados para el caso M¢m.
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La grafica anterior nos muestra que existe un modo de tipo
local, s0l0 cuando la impureza es menor que los atomos de la red, y
este modo desaparece cuando ¢sta es igual a la masa de  los  atomos
ligeros. Ademis cuando la masa impureza os amayor que la masa de log
Atomos miAs pequefios (subcaso b), aparece un modoe de  vibracidn de
tipe brecha en el limite inferior de la rama optica del cristal
perfecto, y cuando m' tiende a infinito ({subcaso <« )} aste modo
tiende al limite superior de la rama acustica.

A continuacién graficamos las formas de algunos de los modos

vibracionales de tipo local que aparecen cuando mo>Mym® |, para
1
M = - .
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m-—o .. . - . . . .

|

m.mm

e ey PRI
rn‘:l-m P 4+,
4 oo

m‘:%—m:M‘ ‘ '

t }

m

Figura 2.12 Formas de los modos vibracionales de
tipo local para moMem' y M = (1/2)a.
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El conjunto de graficas anteriores nos indican que

comportamiento de los Atomos de 1la cadena en el modo local

similar al caso 1 que ya se discutid.

Las formas de algunos modos vibracionales de tipo brecha

ilustran en la siguiente figura 2.13 para el caso M = (1/2)m.

mzpM . . C . m=4ml 1 o i
|
rnt-uoo
m=1om s bt ! LI S
m m

Figura 2.13 Formas de los modos localizados de tipo
brecha correspondientes a la figura 2.11
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De las graficas de la figura 2.13 Be observa que 8i la masa
ipureza es igual a la masa de los Atomos ligeros, estos son loas
unicos que oscilan en direccién opuesta, con una frecuencia igual al
limite inferior de la rama &ptica del cristal perfecto. Cuando 1la
masa impureza es mayor que los Atomos de la red, la amplitud de su
oscilacidn disminuye y aumenta la amplitud de los Atomo vecinos, los
cuales vibran en direccién opuesta. En el limite cuando =m' tiende a
infinito, los unicos Atomos que oscilan son los de wmasa mayor,
estando la impureza en su posicién de equilibrio junto con los
Atomos ligeros.

Los resultados anteriores de lac formas de los modos localizados
ya han sido estudiados en la literatura™ por diferentes autores,
utilizando diversas técnicas matematicas. Aqui presentamos este
trabajo para remarcar el hecho de que el problema que nos  interesa,

lo contiene como caso particular y para poder establecer las

diferencias respecto a cada caso.
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CAPITULO 111

En este cap!tulo vamos a preseatar el andllsis del problema que
ge plantearon Hori y Asahi. Mostraremos graficas para las
frecuencias de los modos vibracionales localizados y también para
laa formas de las vibraciones. Pero antes vamos a estudiar un caso
que no ha sido reportado previamente en la literatura especializada,
el cual queda contenido en el modelo tratado aguf, y que es el case
de una cadena lineal monecatdmica con dos constanteos de fuerza y una
masa iamperfeccion en ella.

Impureza i{sotdpica en una red monovatémica lineal con  distintas

constantes de_interaccidn,

Este tipo de red se ilustra en la figura 3.1.
uMM* Y . ;
1
- n n R ] m B
Figura 3.1 Cadena monoatémica con dos constantes.
Ahora suptituyendo &£ = 1 en la ecuacidén {2.20) cobtenemos

2 2 . 2
(e; - 260" + 2(p v L)fie, 4+ 1)(1 - &) 4 20 1"

+ (o + 1)’(51 ¢ 1)(s, -~ 3) - 4plx 4 Bp(p 4+ 1) = O,

Esta es la ccuacidn de las f{recuencias de Jos nodos
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vibracionales localizados en esta red. Debido a que 1la

ec.(3.1) depende de po vy <, estudiaremos dos casos: cuando Pl

y cuando p¢1. En ambos casos la grafica obtenida a partir de 1la

ecuacion (3.1) se muestra a continuacidn en la figura 3.2.

x(w)

Figura 3.2 Curvas de frecuencias de los modos
localizados en funcion de m'.

Aqui X, + X, , X, BSon los limites de la ramas acUstica y optica

del cristal perfecto y estan dadas por:

x, = 2(p + 1)



Se observa que en esta red monoatémica existen dom ramas de
frecuencias del cristal perfecto, esto se debe a la presencia de las
2 constantes de interaccion K y x.

En este caso existen dos modos localizados uno de tipo brecha y
otro local cuando la masa impureza es menor que la masa de los
Atomos de la red, desapareciendo estos modos cuando la impureza es
igual a la masa de los atomos de la red. S{ la maga impureza tiende
a cero entonces la frecuencia del modo local tiende a infinito, ¥
las del modo brecha tienen un valor definido x, que depende del
valor del parametro p . Ademas cuando el tamafo de la masa imspureza
es mayor que la de los atomos de la red, aparece un modo vibracional
de brecha que va desde el limite inferior de la rama Sptica y cuando
m' tiende a infinito este modo de vibracion tiende al valor prozedio
de los limites dados por X, v oXx,.

Las graficas de las formas de los wmodos de vibracion localizado

de tipo local se muestran en la figura 3.3, cuando p =1/2 y =n'<nm.
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m

m

figura 3.3 Formas de los modos de oscilacidn de
tipo local para & = L/2 y m'Sm.
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Del conjunto de las graficas anteriores se observa que en todos
los casos en los que m'sm, la impureza es la que tiene una mayor
amplitud de oscilacién, y cada idtomo vibra en sentido opuesto al de
su primer vecino, teniendo mayor amplitud de wvibraciéon el atomo
sujeto a la impureza con la constante de interaccién mayor.

En la figura 3.4 se muestran lag formas de los xodos de tipo

brecha para p = 1/2 y Rm'Sn.
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Como en loB casos anteriores a los modos de tipo brecha, los
Atomos oscilan por parejas en sentido opuesto al de sus parejas wmas
cercanas, teniendo ahora la impureza una amplitud de oscilacion
menor que el atomo vecino ligado con la constante de interaccién
mayor.

Las formas correspondientes a los modos localizados de tipo

brecha para m'2m y p = 1/2, se grafican en la figura 3.S5.

S6



Figura 3.5 Formas de los modos de tipo
brecha para e = 1/2 y m'm,
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De la figura anterior se observa que nuevamente los Aitomos
oscilan por parejas, en sgentidos opuestos a sus parejas mas
cercanas, teniendo una amplitud de oscilacisén mayor el stomo vecino
ligado con la constante de interaccién mayor. Ademis se observa en
todos los casos que los Atomos correspondientes a la regién 2 tienen
una amplitud de oscilacién menor que los dtomos de la regién L. De
hecho cuando m' tiende a infinito, los unicos .atonos que oscilan
son los de la region 1 los cuales estan ligados con 1la constante
mayor K.

Para el caso p»1, las curvas de frecuencias de los nodos
localizados son cualitativamente las mismas que las mostradas en 1la
figura 3.5. Siendo en este caso mayores las frecuenciag acustica y

éptica del cristal perfecto, debido a que los liaites X X y

-
Xg dependen de p.

Las formas de los wmodos vibracionales localizados para el caso
p*1l, tienen pricticamente el mismo comportamiento, que en el caso
anterior correspondiente a p¢«1, pero ahora los Atomos que presentan
una mayor amplitud en el desplazamiento son los que estan ligados
con la constante de interacci¢n »>K. De hecho todos los Atomos de
la regidn 1 ticnen amplitudes de oscilaci®n menores que los astomos
de la regison 2.

A continuacién dibujamos algunas formas del comportamiento de

los Atomos de la red junto con la impureza para el caso p = 1.25.
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modo local

[ " i I m= %‘m " ‘ ’ l l
m. brecha m, brecha
m'=4m t 1. . [
, l PRI t ] . . I . . o
i | e oo
[ m, brecha m. brecha

Figura 3.6 Formas de los modos para p=1.25
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En 1la figuré anterior hemos incluido los dosg tipos de modos, a
saber el local y el brecha. En ¢&lla podemos observar que las
anotaciones que hicimos para el caso pc¢1, son validas también para
este caso p>1. Esto ya 1lo habiamos nencionado antes y es
consecuencia de la simetria de estos casos pr»1 y pcl.

Con esto damos por finalizado el anAlisis de los nodos
localizados en la red monoatdmica lineal que tiene dos constantes de
interaccisn distintas y una inpureza isotépica en ella. El efecto de
las dos constantes de interaccién de la cadena, como pudimos
observar en la figura 3.2, produce las dos ramas de frecuencias
acustica y éptica en la red monoatémica. Este efecto es conocido en
los cristales reales, como es el caso del milicio. Respecto a los
modos localizados que aparecen en este sistema, tenemos un  modo
adicional en la brecha cuando la masa de la imperfeccion es mas
grande que la masa del Atomo que sustituye en comparacién con una
red diatsmica con una sola constante de interaccién, y una .masa
impureza isotdpica (vease fig. 2.8 del capftulo anterior). Si
observamos la figura 2.11, ah{ también aparece para la red diatémica
un modo bfecha localizado, 8i la masa iuperfeccién es mayor que la
masa del atomo que sustituye; cuando la sustitucién se hace en la
maga del Atomo mis pequefio, sin embarge el rango de 1la frecuencia
del modo brecha es diferente. Por lo que se refiere a la sustitucidn
por una masa menor que la que se esta sustituyendo en la red
diatémica, aparece otra vez en la figura 2.11 un modo local. También
aqui en el caso que estamos estudiando de la red moncatémica con dos

constantes de interaccién diferentes aparece un modo local, si la
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masa que sustituye es menor que la masa del cristal limpio, pero en
este caso también se tiene un modo brecha. Por lo que se refiere a
las formas de las vibraciones estas son parecidas a las del cristal
diatémico, con una constante de interaccién; aunque la diferencia
que se puede observar en todas las graficas anteriores, se debe a la
asigetria que tenemos en el cristal monoatomico debido a las dos

constantes de interaccion diferentes.

Impureza isotopica en una red diatamica lineal con dos

constantes de interaccion.

En la segunda parte de este caprtulo vamos a discutir en detalle
el problema que se plantearon Hori y Asahi. Por lo tanto, vamos a
analizar la ecuacién (2.20] en el caso mas peneral: cuando p * 1y
£ 1, que como ya se sabe corresponde a las f{recuencias de
vibracién de una maga impureza isoteépica,en una red diatomica lineal
con dos constantes de interaccion diferentes (fipura 3.7).
Calcularemos también las formas de los desplazamienton
correspondientes a cada uno de los modos localizados que se
encuentren y estableceremos las diferencias existentes con los casos

particulares estudiados en ¢l capltulo anterior.

n M ] n' m M n

K
O O - - PO O
X, Y, X, v, % Y X

[} © 1 t

figura 3.7 Red de Hori y Asahi con una impureza m'.
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Como la ec.(2.20) depende de los parametros P . €, ¥ €.

Entonces debido a esta dependencia ge tienen los siguientes casos:

Caso 1: £ a) Pl
b) el
Caso 2: el a} I3 1
b) Pl

sin embargo, como ya se discutié en la seccidén anterior, los casos
p*l y p¢d son fisicamente equivalentes, por lo que entonces
estudiaremos uno de ellos: pd1, es decir:

Caso 1: =15 e 1
Caso 2: petr el
caso L.— p¢l, >l (Mwm)
En este caso se ha sustituido la impureza en el lugar de un

Atomo pesado, y la figura 3.8 nos muestra la grafica de los

resultados obtenidos a partir de la ecuacidn de frecuencias (2.20)
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x(w)

. R—

== —

° MO>mi>m* : Mom:sm : mOIMIm
" 1 < <

Figura 3.8 Curvas de frecuencia de los modos
localizados para el caso &s3i.

En la grafica anterior Xl, Xz, Y XS son respectivamente las
frecuencias de los limites de las ramas acUstica y &ptica, las
cuales estan dadas por las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) del
capitulo anterior. En esta grafica se observa la existencia de dos
modos localizados uno de tipo brecha y otro 1local siempre que la
masa impureza no sea mayor que los Atomcs de la cadena, por el
contrario, aparece un modo de tipo brecha en el limite inferior de
la rama ¢ptica cuando la masa impureza es mayor Que los Atomos de la
red. Ademis cuando la masa impureza tiende a cero, 1las frecuencias
del modo de tipo local tienden a infinito, mientrac que el modo de
tipo brecha tiende a un valor determinado de frecuencia, x entre los
limites X‘ y Xz. Sin embargo, cuando la masa impureza tiende a

infinito, las frecuencias del modo brecha tienden al promedio de las



ramas.

Las formas de los modos de tipo local y brecha ge muestran en

las figuras 3.9 y 3.10 para el caso particular de » = 2, es decir,

cuando M = 28 y p = 1/2 que corresponde a (K = 2x},

fna%jrn o ni:%?rn
M m F ..t I o v .
m=m. . . ' T L T PRI ¢ i t l I m I l l

Figura 3.9 Formas de vibracion de los modos de
tipo local para ¢ = 2 y p = 1/2.
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Como podemos observar de la figura 3.9, el modo local que
aparece aqui es del mismo estilo que el que discutimos en la seccion
anterior (ver figura 3.3}, por lo que no se considera on forma

detallada

T AT
|

Figura 3.10 Formas de {og modos localizados de tipo
brecha cuando Mpim’ o Him'sm.
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Del conjunto de graficas de la figura 3.10 se observa que si  1a
masa impureza es menor que los Atomos de la red, entonces oscila en
el mismo sentido que sus primeros Atomos vecinos, teniendo mayor
amplitud de movimiento el Atomo ligado con la constante mayor K.
Para todo el conjunto de graficas anteriores los atomos vibran por
parejas en eentido opuesto al de sus parejas mas cercanas. Cuando la
impureza es igual a la masa del Atomo ligero m, ¢sta oscila junto
con su primer vecino, teniendo ¢lla el mayor desplazamiento. Ademas
cuando la impureza es igual al Atomo de mayor masa, desaparece la
localizacién en la cadena y todos 1los Atomos scilan con  la
frecuencia correspondiente a el limite superior de la rama acustica
del cristal perfecto, teniendo mayor amplitud los Atowos de mayor
masa.

El siguiente conjunto de graficas representadas en la figura
3.11, nos indican 1las formas de vibracién de los stomos,
correspondiente a el modo brecha, cuando el valor de la masa impureza
es superior a las masas de logs Atomos de la red, para el caso

particular p = 1/2, € = 2.
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m’:M .
m=4m
" 1
L T T T
m!
: Mherco o« o o o+ o« . . R . -
. m

Figura 3.11 Formas dJde vibracion do tipo brechs
cuando m"HMrm, para o = 1/2, £ = 2.
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Nuevamente, como en la figura anterior para el modo brecha, los
dtomos vibran en sentido opuesto al de sus parejas mas cercanas. La
impureza vibra en fase con el primer aAtomo vecino ligado a élla con
el menor potencial. Ademas, cuando =n' tiende a infinito oscilan
unicamente los Atomos ligeros de la regién 1, que corresponden a los

de mayor constante de interaccién K.
Caso 2.— p¢l, €<} (Mcm).
Ahora se sustituye el 4dtomo imperfeccion en ¢l lugar de un 4tomo
ligero. Los resultados obtenidos a partir de la ecuaciédn de

frecuencias (2.20), se ilustran en la siguiente figura (3.12).

x(w)

x, | ;

m: M

Figura 3.12 Curvas de frecuencias de los modos
localizados para el caso p¢1, i,
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Nuevamente como en el caso 1, aparecen dos modos localizados uno
de tipo brecha y otro local, cuando el valor de la masa impureza es
menor que los Atomos de 1la red, y cuando ¢sta tiende a cero, las
frecuencias del modo local tienden a infinito y las del modo brecha,
toman un valor definido entre los limnites X‘ y X2 . Ademas cuando
el Atomo impureza es mayor que los Atomos ligeros, aparece un modo
de tipo brecha, en el limite inferior de la raea Sptica del cristal
perfecto, y cuando n' tiende a infinito, las frecuencias de éste
modo tienden al limite superior de la rama acustica.

Las formas de vibracién para el modo de tipo local =me ilustran

en el conjunto de graficas de la figura (3.13), para p = 1/2 Y
e = 1/2 .
a1 L |
M=ze—m m=-—m
10 4
. ' . Ve e .
) . 3 m l

Figura 3.13 formas de vibracién correspondientes al modo
de tipo local para K = 2% y m = 2M
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Nuevamente, como en los dewmis modos de vibracién de tipo local,
de la figura 3.13 se observa que lom 4Atomos oscilan en sentido
opuesto a su vecino mas cercano, teniendo en todos los casos la masa
impureza la mayor amplitud de oscilacién. Cuando el valor de la masa
impureza tiende a cero, es la unica que presenta movimiento dentro
de la red. Ademas cuando su masa se iguala a la de los Atomos
ligeros, desaparece la localizacién vibrando todos los itomos de la
red con la frecuencia correspondiente al limite superior de la rama
6ptica del cristal sin impureza, teniendc los Atomos ligeros el
doble de amplitud de oscilacidén que la de los Atomos pesados.

Algunas de las formas del modo de tipo brecha aparecen en la
giguiente figura 3.14 para el caso p = 1/2 , £ = 1/2, cuando

mMn'.
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Como se observa del conjunto de graficas de la figura 3.14, los
4tomos oscilan en parejas (un Atomo ligero junto con uno pesado), en
sentido opuesto al de sus parejas mas cercanas. En todas las
graficas de esta figura, el primer &tomo vecino de la impureza
ligado con el potencial mayor tiene una amplitud de oscilacisn
superior. Ademis los Atomos de 1la regidn 1 presentan una menor
localizacidn que los 4tomos de la regisén 2.

Por ultimo dibujamos a continuacién algunas formas de los modos
de vibraci¢n de tipo brecha para el caso en el cual mm'HM

RHOHWOM Yy o = 1/2.
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Celgme oo oLy S
m 1

Figura 3.15 Formas de vibracien para el modo de tipo
brecha, cuando mim'>M, m' M, £=1/2, p=1/2.
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Del conjunto de graficas de la figura 3.15, se observa que
cuando el valor de la masa ispureza toma un valor intermedio entre
los stomos de la red, ésta oscila en sentido opuesto al de los
Atomos mAs proximos, presentando la mayor amplitud de oscilacién.
Ademis cuando el valor de la masa impureza es superior a las masasg
de la red, ésta oscila en sentido opuesto a los atomos mags préximos,
teniendo una amplitud de oscilaci¢n mayor los atomos ligados con 1la
constante de interaccién mayor K. Cuando la impureza s mucho mas
grande que los Atomos de la red, se observa que los J4tomos de 1la
regién 2, presentan una mayor localizacién en sus wmovimientos, vy
anicamente oscilan los Atomos mas pesados de la regidn 1, estando la
masa impureza practicamente sin movimiento.

VFinalnente diremos que los resultados obtenidos para esta red de
Hori y Asahi, por lo que se refiere a 1los modos localizados son
semejantes a los estudiados en la primera seccién de este capftulo.
En el caso de las frecuencias esto puede constatarse si se observan
las figuras 3.8 y 3.12 de la red de Hori y Asahi y se comparan con
la figura 3.2 de la red monoatémica estudiada en la primera seccidn.
Sieepre tenemos un modo de tipo local y dos de tipo brecha.

Para las formas de vibrar, éstas tambien resultan ser =uy
parecidas a las que obtuvimos en 1la primera seccion de éste
capftulo, de las cuales hicimos una descripcién muy breve.

De la discusién que hemos dado para esta red, podemos obsesrvar y
nosotros afirmamos que el caso analizado por Hori y Asahi, usando 1la
matriz de transferencia, y que se presentd en el capitulo 1, esta

contenido en nuestros resultados. Con esto queremos decir, que no



importa que las diferencias entre lan dos wasas de los Atomos y las
dos constantes de interaccién sean muy pequefias, de todas maneras el
resultado que nosotros presentamos en esta seccidén, sigue siendo el
mismo. La unica diferencia que puede sefalarsce, es que Hori y Asahi,
usarcn la condicién de frontera ctcelica, porque consideraron una red
finita. Sin embargo, es ampliamente conocido en la literatura®®
que esta condicién de frontera ciclica es equivalente a  tener una
red infinita, ya que el unico efecto que se esta evitando es el

hecho de tener una superficie en la red.
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemos calculado las frecuencias y las formas de
manera analitica para los modos vibracionales localizados, en una
cadena diatémica con interacciones a primeros vecinos, que tiene dos
constantes de fuerza y una impureza isotépica contenida en elia,

usando el método de diferencia finita'™***®,

Encontramos siempre un wodo de tipo local y dos de tipo brecha en
esta red de Hori y Asahi, que contiene la impureza isotopica.
Tambie¢n mostramos las regiones de existencia de ¢llos y sus formas

vibracién.

Como caso particular de la cadena de Hori y Asahi, analizanmos un
tipo de cadena monoatémica, con una masa imperfeccion Isotédpica y
dos constantes de interaccié¢n a primeros vecinos. Problema que hasta
donde nosotros conocemos, no ha sido presentado por otros autores en
la literatura. Es notable que los resultados para esta red fueron

semejantes a los obtenidos en el caso anterior.
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