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INTRODUCCIOH 

Se sabe. que las impurezas dentro de los cristales son las 

responsables de algunas propiedades de loa semiconductores. de loe 

halogenuros alcalinos, etc. En particular nlgunos de loa eupectroa 

de e•isi6n y absorción óptica están relacionados con laM 

transiciones de los electrones en sus estados dC energla de la red. 

Otras cuyas frecuencias se cncuentr,1n localízüdas en el cercano 

infrarrojo. se deben a loG Cillllbioa de loo estadon vibracionales de 

los áto•os de la red. Son estos ul timos los <1ue 11 nosotros nos 

interesa estudiar en este trabajo. En este cazo He debe analizar, la 

interacción de la radiación con los fonones de la red12
>. E.atoe 

fenómenos se explican utilizando una serie de uodelos en donde el 

cristal es representado con toda la complejidad de sus :i.toaos. 

conjuntamente con los electrones y de J.nn intcraccionec que en éllois 

se tienen. Los c~lculo.-; realizados con aodelo.s, son 

extraordínaria~ente complicados13
). Algunos f1sicoo tWricos. 

slenpre han sido atral dos a problemas unidimensionale.fl. por doa 

razones principalmente: una, que éllos pueden ser exact~mente 

aolublcn. o taabién porque ciertos efectos son clarancnte raoatrados 

en una dimensión. Una refercnclil del catado del arte en estos 

sistemas fué editada por Lieb y Hattia'"'º. Sin enibargo. deadc el 

descubriaiento de los sistemas quaai-dimcnsionales, este trabajo ha 

llegado a ser inuy interesante para los flaicos cxperi.nentales, enta 

situación ha permitido la edición de un nuevo voluaen para poner •áR 

al di a el trabajo antes 11encionado101
• 



Desde que Schaefer(ó) mostró en 1960 la existenciil de un pico 

auy fuerte, en el espectro de absorción vibracional de los 

halogenuros alcalinos, en la región del infrurrojo, cuando estos 

contenían iones H-. que se colocaban sustitucionalmcnte en la subred 

del ión negativo y los cuales él atribuyó a la absorcir:'.1n por modos 

localizados, se desataron toda una serie de experimenton que también 

abarcaban a muchos otros tipos de cristales. Una referencia 

i•portante para resumir todos estos experimentos es la que editaron 

Barker y Sleversm. 

El estudio teórico de los modos vihraclonales localizados, 

eapez6 en 1943 con Lifshi tz18
>, quien utilizó métodos 

perturbacionales con la función de Green para el tratamiento de 

estos problemas. Desde esa época se han publicado una veintena de 

diferentes métodos heur1 sticos. para calcular las frecuencias de 

estos modos vibracicnales localizados en modelos unidimensionales. 

Un resumen de toda esta bibliograf1a aparece en un 

reciente'91 
_ 

trabajo 

El modelo de red y de imperfección que analizaremos en esta 

tesis fuó propuesto por Barker y Siversª' para estudiar cristalen 

con estructura Zinc-Blenda (como el fosfuro de galio el cual no 

tiene centro de iuversión). Este 'tipo de red ya hab1 u sido utilizada 

unos arios antes que Barker y Sievers por Hori y Asahi110
), quienes 

utilizando el método de la matriz de transferencia intentaron 

calcular las frecuencias de los modos vibracionales localizados que 
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se producen en esta red, cuando a élla 8C le incorpora una aasa 

substitucional is6topica, es decir, unn iapureza. Sin embarco. élloB 

estudi~ron el caso en que las dos masas de los átomos son 

aproximadaaente iguales y además las constantes de los resortes las 

hicieron auy cercanas entre si . Es por esta razón que en este 

trabajo de tesis, se estudiarán las frecuenciae ael coao las formas, 

de los •odas nor•alca de oscilación en un nodelb de red diató•ica 

lineal infinita con dos constantes de Hooke, con interacciones a 

primeros vecinos, cuando es sustituido un átoao de la red por un 

átomo iapureza de aanera isotópica, teniendo este una ansa diferente 

a la del átomo reemplazado. El método que nosotros vaaoa a utiliznr 

aqui sera. el de diferencia finita4
Pi. 

Partiendo de esta probleaática, este trabajo se ha organizado 

de la siguiente manera: En el primer capitulo, se ilustra el ••todo 

de la matriz de transferencia, en la solución de algunos ejeaplos 

sencillos de redes lineales, ya que ésta ft1é la técnica aatea.1tica 

utilizada por llori-Asahi. 

En el segundo capitulo ae calculan laa frecuencias y las forMas 

de los aodos vibracionales localizados en la cadena de Hori y Aaahi, 

cuando incorporaaos en ella una impureza isotópica coao ya 

11encionamos antes. Para realizar este trabajo usareaos la técnica 

de diferencia finita. En la primera parte hiciaoa un resuaen de la 

red perfecta y obtuvimos ademas la solución del problema antes 

mencionado. Para la segunda parte dejamos el análisis de la cadena 
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diat6aica con interacción a primeros vecinos con una sola constante 

de fuerza y una aana isotópica contenida en élla. Aat también como 

el análisis de la red aonoat6aica con una constante de fuerza con 

interacciones a primeros vecinos y una masa impureza isotópica. 

En el tercer capitulo se analiza con todo detalle el caso de una 

cadena •onoatóaica con dos constantes de fuerza y una ansa 

isotópica, y finalmente se discute ampliamente el problema planteado 

por Hori y Asahi. 

Por último escribiaos algunas conclusiones de este trabajo. 
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C"PITUILO I 

El propósito de este capitulo es preeentar el trabajo realizado 

por Hori y Asahi quiene8 usando el aétodo de la uatri% de 

transferencia, calculan las frecuencian de los modos noraales de 

vibración, de una cadena diatóaica infinita con dos constantes de 

interacción y una impureza . En la prinera parte se calcula la 

•atriz de trnnsferencia para una red monqntomica lineal con 

interacción a vecinos a.:i.e cerca non; deupuoe se ilnaliza una red 

diatómica lineal con dos conatantea de inLeraccit!.·n. En la segunda 

parte se calculan las frecuencias de las vibraciones localizadas en 

los dos tipos de cadenas anteriores, cuando se sus ti tu ye e:n al¡;uno 

de loe átomos de cada red un ~tomo impureza. Además se utilizn la 

misma notación que usaron Hori y Asahi. 

Consideremos una cadena monoatómica con una constante de 

interacción, compuesta de N .\toJnos igualsente eepaciadoe. Sea • la 

masa de cada uno de los á.to11tos. y ~ la constante de fuerza a 

primeros vecinos entre ato•os adyacentes. 

La ecuación de •oviaiento para el i-éaimo átomo es: 

·--d l
2 

(1.1) 

con l ,2, ... , N. 
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donde X\. es el despla;r.aaiento relativo a la posición de 

equilibrio del 1-ési•o atoao. se propone una solución de la forma 

X1. = x1. exp{ .t Jtut) 

la cual se sustituye en la ecuación (1.1) obteniéndose 

A( x1.-l - x1. .. x1.•l - x1. ), .......•..•.•........ (1.2) 

Se introduce una nueva variable xl ,con la cual 

al sustituirla en la ecuación anterior se obtiene 

- aw2x1.::;; >... ( ;¡1. - yi-1 ), ..•.....•......••..•.. (1.3) 

Combinando esta ecuación con la definición de y1. • ae obtiene un 

sistema de dos ecuaciones 

X'- + yl 

que se pueden escribir en forma matricial de la siguiente manera 

JL 

multiplicando ambos lados por 

se obtiene 

6 
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X ... 
-B<..•Z/')... 1-aw2 

/':\ 

( I + T JX, 

Es decir X,., = ( I + T JX, , ....•.....•......•.• ( 1. 4) 

donde es la matriz unidad_ Coao se puede observar 1 el 11ovi•iento 

de la red puede ser descrito en térainos do una "aatriz de 

transferencia'' + T, la cual transforaa el ••vector estado" X" 

de un átomo en el vector de estado x~., del próxiao a tono. 

Proponiendo 

se tiene 

1-4sen
2 11 ] 

Para obtener los valores caracter1sticos de la matriz I+T, 

se hace 

det ( I + T - .\ ' I ) = O , con ~- • el valor caracterl stico. 

Calculando el determinante se obtiene 

resolviendo para .,._. 
1.2 
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los valores caracterlsticos para T son 

i- i-' -1 
1,2 t ,2 

o bien 1 • ~.~ exp(!2iP), ............... (1.5) 

Para diagonalizar la natriz T . ae utiliza una transformación de 

aeaejanza. . Las matrices que diagonal izan a T son U y 

están dadaa por 

u = [ ~. 
Asl entonces 

Es claro que si 

~.) ' y 
1 
~ 

2 ' 
[ 

),. 

-Á 

' 

-1 ) 
' ..•• (1.6) 

A~diag(\,1-2 ) , ••.•.••••••• (1.7) 

>.. ::: >... la matriz 
2 ' 

U-1 no existe. 

y 

Al tomar en cuenta el hecho de que la red está sujeta a una 

cond.ici6n de frontera c1 clica. para no tomar en cuenta los problema::1 

del final de la cadena. hacemos 

es ncesario que se cumpla que el 

det(H - I) = O, ................. (1.8) 

En el presente caso 

H = ( I + T ¡" 

Esto resulta de aplicar la matriz de transferencia I+T a los N 
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~toaos de la cadena. 

Debido a que 

det( r + T ) 1 • y a que H ( I + T t 

entonces detH = det [e I + T )( I + T) ..... ( I + T)] • rí-vecee: 

como detH = 1, Junto con la ec.(1.8) se obtiene H = r 

y por lo tanto traza H = 2, .......................... (l.9) 

proporciona la ecuación de valores caracter1stico6 para la 

frecuencia w. Debido a que 

entonces 

+ T = U( r + T ¡u·• 

as! 

traza H 

= traza uu (I + AJ [ -· "] 
traza( I + At 

Utilizando la ec.(1.5) Ef> tiene 

traza H 

exp¡2iN~) + exp(-2iN~l 

2cos(2Nfl) 
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pero con la ec.(1.9), se obtiene 

cos2N(l = 1, ....................... ( 1 . 11 l 

Entonces los valores caracteristcos para las frecuencias están 

dados por 

w' (~)sen2 ("~ ), •.••••••••••••• (1.12) 

n 1,2, ... ,N/2 para N par 

n 1,2, ...• (N-1)/2, para N impar 

el resultado anterior es bien conocido'
1 º. 

En un segundo ejemplo de la aplicación del método de la matriz 

de transferencia considerareaos una cadena diatóQica con doa 

constantes de interacción a primeroa vecinos coso se ilustra en la 

siguiente figura 

a H a H m H 
µ 

.Jo/VVv'.- - -

X X X 
2' 

X 
2i.+ 1 

X 
2 i. +2: 

X 
2 i.. 3 2\.-2 z" -t. 

Figura 1. 1 Cadena diat6mica con dos constantes de interacción. 

H ea la masa de los atamos en la posición impar, y m es la masa de 

los átomos en la posición par. El número para cada tipo de átomos es 

N, y hemos denotando por h y µ a las dos constantea de interaccion. 
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Las ecuaciones de aoviniento parm las a.aoaa m y 14 aon 

respectivaaente 

2 
-aw X .. -'-(x

2
, - x, .. ,) - µ(x

2
, - x,._,), ........ (1.13) 

-Hw
2 x 

2 l.+ l 

nueva•ente se introduce la variable 

Reescribiendo la ecuación de aovimiento para los ~to•oB de aasa a, 

ec. ( 1 . 13) , se tiene 

las ecuaciones anteriores pueden escribirse en foraa matricial de 

la siguiente forma 

Sean 
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X [ yx,_.,] 
%'1.-l 

Z~-L 

entoncea 

x,, ( 1 + 1, )x,,_, . . ........... ( 1.16) 

De la aisaa aanera las ecuaciones (1.14) y (1.15) se pueden 

escribir en foraa matricial 

Si definiaofJ 

entonces podemos escribir 

1 

11 w 
µ 

;.,, 
µ 

" µ 

x,, .. [I + T,)X
2

, ,. .............. (1.17) 

De las ecuacionen (1.16) y (1.17) se tiene 

en consecuencia, la matriz de transferencia que ~elaciona los 

vectores estado de dos átomos alrededor de la posición impar es 
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( I + T
2 

)( r + T,) = r + T' 

con 

1 + ~ 
• z 
)\ "' [ ]

"'J.+T' 
2 mM • 

w + >::¡; w b (a + H)t.} + ~~ w' - h (• + H)w
2 

- ~ 

' ................. ( 1.18) 

Ahora se usa esta matriz en lugar de la aatriz I + T de la red 

aonoatóaica. 

Poniendo 

H• • -y;µ w 

en la •atriz I + T' y calculando el determinante de 

con ~· el valor caracteristico, se obtiene 

caracterl stica 

...... ( 1.19) 

+ T' - i>-. 'I 

ln ecuación 

Esta ecuación es semejante a la que se encontró para el caso de la 

red monoatómica lineal. Utilizando el hecho que 

det ( I + T') 

se obtienen las mismas expret::; iones para los valores 

caracterlsticos de I + T y la ecuación caractertstica para w. Las 
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frecuencias se obtienen resolviendo la ecuación (1.19) para 

n~(nn)/N. Al poner en esa ecuación expllcitamcnte obtenemos 

z 
"' = 

(• + M)l~ + µ) ~ [(• • H) 2 (~ • µ) 2 
- 16~µ•Hsen2 (nnl/N)''2 

2mM 
.......... (1.20) 

con n 1.2, ...• N/2 para N par 

n 1,2, ... ,(n-l)/2 para N impar 

En la ecuación anterior se nuestra que ahora aparecen dos ramas de 

frecuencias caracterintlcas, que se denmninan la ra11a acostica y 

la rama óptica. 

En la siguiente parte de este capitulo vamos a calcular las 

frecuencias de las vibraciones localizadas. que se producen al 

incorporar imperfección local dentro de las redes anteriores, 

usando también el •~todo de la natriz de transferencia. Para el 

caso de la cadena ~onoatómica se obtiene la solución del problema~ 

cuando la impureza es una masa isotópica. pero en el caso de la 

cadena diató•ica como el álgebra es •uY laboriosa, solamente se 

analiza el probleaa en la aproximación en la que las =asas <le la 

cadena y las constantes de fuerza son aproxi~adamente iguales. 
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Consideraremos que el i·-éai•o itomo en una red 11onoatómica 

regular es re•plazado por un átomo iapureza con masa H, este caso 

se ilustra en la siguiente figura. 

• • • H • m 11 

).. ~ ~~Ar0.rv-.,,-... ~ ).. 
... ~\f •.. .._..- · · · ·-\_rv'Nvw-..o-vvwwv-0-·" 

X . -· X X 
' .. z , .. , X '., X 

Figura 1.2 Cadena monoatóaica infinila con imperfección H. 

' .. 

Las ecuaciones de moviiaiento de los atoaoR alrededor de la 

impureza son 

-ml1lx1. .. t -.u( x~t-t - \) - A.( )(lt• -- xl .. 2 }, ....... ( 1. 23) 

Nuevamente escribiendo xl - xl_
1

::: yl·l se pueden reescribir como 

antes estas ecuaciones en la forma de ecuaciones vectoriales. 

Unicamentc de las matrices de transferencia de la matriz J f T 

para la red regular, l.:an anteriores que son lan correapondient.ea 

a las ecuaciones f 1. 21 l, ( 1. 22) y 1 t . 23) renul tan ser diferent.es. 

Estas son, respectivament.e 

I + T, - [ _ 
m ... ! 
µ 

15 

;. 

µ 

m ~·') , ........ ( 1 . 24 ) 
µ 



I + T
2 = ( 

- [ 

1 

H 
µ 

• w 

1 ' 
H •J, ........ (1.25) 

1 - - w 
µ 

En lo que sigue a estas matrices se lea ·llamará mZJtrices 

iapureza. 

Escribiendo 

P ~ (I + T
3
)(I + T,)(I + T

1
), ••••••••••• (l.27) 

se obtiene para H: 

Dado que el det(P) • 1 y consecuentemente el det(H) 1, la 

ecuación de valores caracterlsticos bajo la condicion de frontera 

e! clica está dada nuevamente por traza H = 2. La traza de H puede 

ser calculada co•o sigue: 

l& 



traza H traza (u(I • 11)u"'u¡1 + A)u"'u· ... 

haciendo 

traza(( I + A)N-•u-•Pll), ......................... (1.28) 

H 

• f 1 + e, 
>-. 
µ 

1 + ó y 
2 

w 

se encuentra para los elementos de P: 

P
11 

= 1-12 sen
2
(1 + 16 een•(1 - (4 aen

2
(1 -· 16 scn•(l)c -

- (12 een
2

(1 - 32 sen
4

(1)ó -(4 sen2(l - 32 uen•(1)có + 

+ (16 sen•{l)ó2 (1 +e), 

P22 1-24 aen
2

[3 + 80 sen"f3 - 6'• send(J - (B scnz[? -

p 
2< 

- 48 sen•(l + 64 send(1Jc - ( 12aen2(1 - 96 sen4 (1 + 

+ 128 sen
6
{J)ó - ( 4 sen

2
(l - 64 sen•(l + 120 sen"(l )có + 

+ ( 16 aen•(l - 64 sen
6
{J)6

2 + ( 16 ser.•(! - 64 sen
6

(1Jcó2
, 

"' 32 sen 1• 

.._ 64 sen
6

1Jjc + (6'4 sen
4

(1 - 128 senc::o/1)6 f· (32 i;cn'p -

- 128 sen
6
fl)có - (64 sen

6
(l)ó

2 
- (64 sen

6
(1Jcó2, 
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P
12 

3 - 16 sen
2

(1 + 16 aen
4
(l - (8 aen

2
(l - 16 aen

4
[l)c + 

+ (2 - 20 sen
2

(l + 32 sen
4
(l)6 - (12 sen

2
(l -

- 32 sen 4 [l)c6 - (4 sen
2
(l - 16 een

4
(J)6

2 
- (4 een

2
(l -

- 16 sen
4
(l)c6

2
• 

con Plt' P
22

, P
21 

y P
12 

junto con (1.5) y (1.&) ee obtiene, para 

los ele•entoa de 

Q
11 

o., ~ exp( 6i(l )( 1 + i.: tan(1 t 2i6c tan[I) -

- exp(4i[l)[2ióc tanf' + 

+ 4i6
2
(1 + c)sen

2
{l tan(l], ............... (1.29) 

exp(-2i¡1)[i(c - 26)tan(1 + 4i(6 + c6 + 

+ 6
2 

+ c6
2 

)tan(l sen
2
(1]. • ..•............. (1.30) 

En consecuencia, de (1.28) tenenos 

traza H 

exp(2itN - J){l)Q" + expi-2i(N - 3)(J)a
22 

cos(2(N - J)(l](Q" + 0
22

) + i sen[2(N -J)(J]· 

. (Qtl - ª22} 
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2cos(2N(l) - 2(c + 26 + 2c5c )tan(l nen(2N/?] + 

+ loc5c tan(l een[2(N - 1)(1) + 

+ 86 2 (1 + c)een
2

{1 tan(l sen[2(N - l)(J), .... (l.31) 

Para la red regular, f = g = 1 y entonces la ec.(1.31} se reduce 

a 2coa(2N(l), justo lo que se obtuvo antes. 

Por si•plicidad se considera el caso ó :::. o. es decir. el caso 

en el cual las constantes de fuerza son iguales X µ, En este 

caso la ccunc16n de valores cnracter1sticos (1.31) se transforaa 

en 

f((l) _ cos(2N(l) - e tan[l sen(2N(1) 1, .......... (1.32) 

Las frecuencias caracteristicaa se obtienen de los puntos de 

intersección de la curva que representa la función f ( (1) y la 

linea que representa la constante 1. La siguiente figura 1.3 

•uestra esto para el caso N = 8 y e = ± 1/2. Como se observa, 

las frecuencias cnracteristicaa están doblememnte degeneradas. un 

conjunte de coaponentes decrece o se incrementa de acuerdo con c>o 

ó c<o y el otro conjunto permanr.ce sin cambio. 

f¡/f) 
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Por otra parte en el caso de c>O, es decir, cuando la i~pureza 

es aAs ligera que el átomo regular, las frecuencias caracteristicas 

máxiaas eat.1n Cuera de la banda de frecuencias. Para construí r la 

figura 1.3 se tomó a N par. También se puede verificar que la 

situación no cambia cuando N es iapar. Debido a que esta frecuencia 

está fuera de la banda Olla corresponde al nivel impureza, por lo 

tanto se le llama ''frecuencia impureza ... 

Un método para evaluar la frecuencia impureza, es escribir 

(1 " . z- + 1y 

Sustituyendo (1 en la ecuación (1.32) se tiene 

cos[2N(-i- + ir)] - e tan(-i- + ir)sen[2N( ; + iy)] 

y utilizando identidades trigonom~tricas esta ecuación se pede 

escribir como 

cos(i2Nr) +e tan(ir)sen(i2Nr) ±1 

en donde el signo más corresponde a N par y el menos a N impar. 

La ecuación anterior se puede escribir en términos de 

funciones trigonométricas hiperbólicas co~o 

cosh[2Ny) • e tanh(r)senh(2Nl) ll, ............. ( 1.33) 
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o bien 

h(Y) - coth(2Nr) + e tanh(r) ~ cooech(2Nr) •........ (l.Jq) 

Si se grafican las tres funciones hiperbólicas que aparecen en esta 

ecuación. se puede ver que si c:-o la ecuación ( 1. 3'•) no tiene ral z 

y si .c<o tiene una independientemente si N ea par o impar. Esto 

está de acuerdo con el resultado anterior. 

Finalmente se considera una red diatómica. pero ahora se agrega 

un .A tomo impureza. En la red diatómica consi.derada se reemplaza un 

.Ato•o regular en la posición impar por un átomo impureza con masa 

H' = H(1 +e). Entonces como se vio se tiene que reemplazar la matriz 

de transferencia I + T' en H por la matriz: 

I + T'' l+T'+"[_ 

o 

Hw2 

-- + µ 
Hw 2 

µ 

o 

Hw2 aHw' 
~ + °Tµ 

- I + T' + l:.T' ................................ (1.35) 

La traza de H está dada ahora por 

traza H traza((!+ A·t + (I + A·t·
1u·- 1

t:.T'U'], ........ (1.36) 

donde u• es la matriz que diagonaliza T• y A' ea la matriz ya 

diagonalizada. 

Por simplicidad se considera el caso en el cual M y m no 
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difieren apreciablemente una de la otra, lo •isao para lae 

constantes de fuerza µ y >.., esto es, haciendo H ( l y 

µ = (1 + n)~, Se han despreciado loa términos de potencias mayores 

que uno para y n. Con B dada por (1.19), ne obtiene 

entonces 

(U' - 'AT'U' )zz 

= - (c/2í)(2 +' secB)cot(B/2)exp(2irJ, 

•................ (1.38) 

para la rama acústica. y 

• .,,> _ 2 >..i 2 : / +n) coa'( (i/2). .....•............ [ 1. 39) 

por lo tanto 

'U'- 1
t.T'U'" 

l Ju (U'-1!:.T'U' ~22 

= - (c/21)(-2 +' secB)cot¡B/2)exp(2iB), 

• . ................... ( 1.1.01 

para la ram.a óptica. este modo la ecuación de 

frecOencias para los modos localizados en esta red diató•ica se 
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convierte en 

cos(2N(J) - c[l + ({/2)eec(J]tan(fJ/2)Ben(2N(J) = 1, .......... (1.U) 

y 

coa( 2N(l) + e[ 1 - ( ( /2 )sec(J]cot({l/2 )sen( 2N(I) 1, .... : ..... ( 1.42) 

para las raaaa acústica y óptica respectiva•ent,e. El intervalo de 

la variable n es (O,n/2) para ambas ecuaciones. Sin eabargo, al 

reemplazar la variable (1 en la ecuación (!.42) por n-(1 ee obtiene 

co•o función de (l la •isma fórmula dada por la ecuación (l.41), por 

lo que es posible usar la ecuacion (1.41) en el intervalo extendido 

(0,n) co•o la ecuación de valores caractertsticos para a•ban ra•ae. 

w ea entonces determinada, de acuerdo a la.A ecuaciones ( 1. 37) y 

( 1.39) por, 

w
2 

(>.. + µ)(1/m + 1/H)sen
2

(/J/2) •....... (1.1,3) 

Se usa N en lugar de 2N y ~ en lugar de 2n 1 para comparar el 

resultado de arriba con el caso monoatómico, Entonces las 

ecuaciones [1.41) y (1.42) se transforman en 

cos(2N(J) - c[l + (U2)sec(2(J)]tan(l sen(2N(I) 1, ....... (1.44) 

y 

w-z. p.. + }.J )( 1/m + l/M )sen
2
¡1, .........•.........••. ( 1.45) 

respectivamente. Esta es la fórmula que corresponde a (1.32) 

obtenida previamente. 

De la ecuación (1.44) se observa que, debido al t&raino que 
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contiene eec{ 2(1), éste har:e poniblc que la~ frecuencia:; de la 

iapureza se dividan du la parte 11lta de ln rama inferior o de la 

parte baja de la pnrte BlJpt:~rior. Estns si tuacioncs son tnhu l ndas 

abajo. En todos los casos las dos frecuencias degeneradas se 

dividen debido a la i•pureza, y una de óllnG decrece o crece 

algunas vecen siendo eapujada fuera de la banda. La dirección de 

ftU ca•bio es indicada por -t ó - de acuerdo si se incrementa o 

decrece. n/4 corresponde o no corresponde 10'3 valores 
caracteristicos no perturbados de acuerdo con N/2 oi es par o 

iapar. Los dos casos non tabulados separadamente. Los slnbolos í' 
Y J. significan respectivamente qu-.! ln última y la primern 

frecuencia caractcriatica en la banda. son e11pujndos fuera de 

élla. Una de las dos frecuencias en n/4 se consideró como 

perteneciente a la banda inferior y la otra a la bandn nuperior. 

Se observa que la frecuencia caracter1stica correspondiente a rr/2 

se convierte en frecuencia impurczL> cuando c<o, junto como se 

esperaba de el resultado obtenido en el caso monoatcmico. Los 

reaultndoB anteriores ae auestran en la siguiente tabla. 

Branch-t nous:ical br1nd1 opt1( ~! 1'1 rnch 

Cu~ ! O~fl<r:/4 fl=r./4 ¡f:-::-íA r:'4<:"i>:::.-·z 

N¡l odd 1, 
1>0 

r>o 
N/l tvtn 

f<.'.'l oJU 
!<:o 

N;l tH!l 

N,'lo<ld ' ¡ - . 1 
C·O 

1<0 
l"•¡:! rvrn 

N1l odd 
t(o 

N 2 tvtn + ... + 
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CAPITUl.O II 

El propósito de este capl tul o es calcular las frecuencias y las 

foraas de los aodos vihracionalcs localizados, en la cadena 

diató11ica de Hori y Aaahi cuando se incorpora en élla una 

Para realizar lo nntcrior usaremos el aétodo de 

finito",>. Como el caso de la cadena uonoatóaica con la 

iapureza. 

diferencia 

inpureza 

discutido en el Ci1P1 tu lo anterior, queda coao un caso particular de 

nuestro estudio, no lo vamos a considcrnr en for1ea explicita. Se 

hace notar que el problema resuelto ¡>0r Hori y ABahi presüntado en 

la sección anterior, nólo fu~ discutido ~~n la aproxi&ación en la que 

las aasas m y M son muy cercanas, y cuando lnn constantes de 

interacción i:;on prlcticarnentc igualen. Sin f?mbargo, nosotros 

presentamos aqu1 la solución anal1tica cerrada al problema anterior. 

La teoria matemática de diferencia finita ha sido exp1icada 

completamente antcs'P.u,i:i> y no 1 u vamos a repetir aqui . Como la 

solución de el problema que nos ocupa hace uso de 1 os con Juntos de 

soluciones de la parejo de ecuaciones de diferencia finita acopladas 

que definen al problema, ecuaciones ( 1.13) y ( 1.14), en la priaera 

parte de este capl tu lo vumos il prcser.tar una dJscunión cualitativa 

de los conjuntos de solucione!; generales de laH ecua.e iones ( 1. 13) y 

( 1.14). y de los rangos dl~ frücuencia en donde estos conJunt:.on de 

soluciones son vj,lidos. Pclrnlelamc.mtü esto nos permitirá presentar 

la gráfica de las distint.1n rei;iones de frc~cuencia de los modoa 

normales de vibración en este sir.tc~ma. F.n 1 a ia~Gllnda parte vam.on a 

plantear el cj,lculo de las frecuencias y las formas de los modoo 
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localizados en la cadena de Hori y Ant1hi cuando éBta tiene la 

impureza, como un problema de valor caracteristico. En la partf.::

final de este capl tulo reduciremos nuestro problema a dos casos 

amplia•ente documentados en la literatura. Uno dt~ 1:.~llos es el 

estudio de los modos local izadon en una cadena l im~a l monoatomica 

con interacciones a primeros vecinos, la cual tiene una milSH 

imperfección. El otro es el de una cadena l ineLil diatótUica con 

interaccionen a. pri.mcros vecinoc, y una maf:a inot~ipica como 

imperfecion. Hostraremoa algunos resultados iJrJportanten en estm; 

canoa con el propónito de que nuestro análisis df-:? la red de Hori y 

Asahi con la imperfección local que estudiaremor.; en el oit.~icnte 

capitulo lo podamos comparar. 

Iniciamos considerando la cadena diatómica infinito del capitulo 

anterior, pero ahora usamon otra notación que iluutramos en Ja 

siguiente figura. 

• H .. H m H m 

Fig.2.1 Cadena diatómica infinita_ 

En la figura anterior m y M representan otra ve~~ las masas de 

los d. tomos alternados rc1.;ulilrm<~nte, con inleraccit.."in a primeros 

vecinos y con un pard.metro de red unitario. I..au xr. y n representan 
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a los aáximos desplazamientos relativoa a lan posiciones de 

equilibrio para los 5tomosje ma~an m y H respectivamente. A las 

constantes de interacción ahora las llaaaremos K y N. 

Como antes mencionamos la dinimica del cristal perfecto esta 

deterainada por la pareja de ecuaciones ( J .13) y (t. 14) que aqui 

reescribirc.11os con la notación de la figura 2.1. 

-m• .• ,Z xn ...... (2.1) 

Siguiendo exactamentn los mismos pasan que en un trabajo 

anterior<~), es posible desacoplar las ecuacioneB {2.1} y (2.2) y 

encontrar una ecuación de diferencia finita de secundo orden para 

alguna de las variables. La integración de est..-:l variable que se hace 

usando métodos operacionales, nos dá la oolución de esa variable en 

forma anallticü. y las ecuaciones ulili7.adas en el desacoplamiento 

nos permite expresar la !mlución de la otra variable en términoa de 

la ya obtenida. ~omo yn mencionilmos este mótodo 5:-crMite obtener los 

diferentes conjuntos de soluciones an.-il1 ticao para las di.ferentes 

regiones de frecuencia. Los rcoultl\dos obtenido!J se ruuc~ntran en la 

figura ( 2. 2 l, en donde Ge observan las di fcrenteu regionco de 

frecuencia para el cristal perfecto. 
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-n 

2 

"' región IV 

región III 

región II 

región 1 

o 

Figura 2. 2. Espectro de frecuencias para la 
cadena sin impureza en ln primera 
zona de Brillouin. 

En la ilustración anterior x, • x
2 

, x
3 

aLn las orillas de las 

bandas de frecuencia acústica y óptica. Las cuales están dadas por 

x, 

(.:: • l)(p + 1) - /¡e• 1)
2

(p • 1)
2 

- 16pc
1 

2"' 

( t: • 1 )(p • 1 J • _¡¡;;-:-·~7¡;;~~·~~-;;;;;• 
2c 

..... (2.3) 

..... (2.1.j 

(c+1l(p+1) 

" 
...........•.....••.•...........•.. (2.5) 

28 



En 1as ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) heaos definido 

2 •w 
X= --K-' & = y 

El espectro de frecuencias lo heaos dividido en cuatro regiones. La 

región I que va de O a x, corresponde a la rama acústica, la 

región II: de ~1 a x
2 

corresponde a la brecha de frecuencias 

proM.bidas de la cadena perfecta. La región de a ee 

asocia con la rama óptica y por último la región IV que corresponde 

a valorea mayores que x
9 

es otra región prohibida para las 

vibraciones de la cadena limpia. 

Un conjunto de soluciones para la región I, nos d:.. la raaa 

acústica y en la región III las ondas de tipo óptico, que no vaaos a 

estudiar aqui para resolver nuestro problema. Otro conjunto de 

soluciones son las orillas de las ramas, pero éstoa taapoco loe 

va•os a estudiar aqu1 . 

Cuando hacemos el parámetro p; 1, es decir las constantes de 

interacción iguales, entonces la" ecuaciones ( 2. 3), ( 2. 4) y ( 2. 5) 

que nos representan loa llmites de las raaas acuatica y óptica, se 

transforman en: 

2 2K 
w . -M-

w 
2 2!< __ 
2 .. 

Las frecuencias anteriores w 1 y w
2 

r(~preBentan loG 11.mi.tcs de las 

ramas maxiMa acústica y mlnima óptico renpcctivamente, en la red 

diat611.ica de Born. esta red fué muy discutida en la li tcraturau",. 
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La w
8 

es la aáxima frecuencia de la rasa óptica. 

Para las regionca II y IV el conjunto de soluciones son del tjpo 

sucesión. Este tipo de solución en la que non interesil a nosotros 

para resolver el problema de los aodoa localizados, como ha Gido 

propuesto antes"'». 

En esta segunda parte vamos a resolver el problema que se 

plantearon lfori-Asahi ¡ que en el de obtener las frecuencias y las 

foraaa asociadas a los m.odoa vibraci.onalcn localizados en una red 

lineal diatómica con interacciones a primeros vecinou. la cual 

contiene una masa impureza isotópica en ou interior. 

Como ya mencionamos'P' el conjunto de soluciones tipo oucr.?aíón 

para loa máximos desplazamientos de loa modos de vibración, cuyas 

frecuencias se encuentran en las regioncn prohibid.in {regionen rr y 

IV de la figura 2.2) del cristal perfecto, y describen a loo modos 

localizados, son necesarios para plantear el problema de valor 

caracteristico. Eotas soluciones tienen la siguiente forma 

en donde 

Yn C
1
E; + C

2
E;, ............................. (2.6) 

¡,; , .. - o 
' ±f07 

2 , . · · · ................ (2.B) 
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con c:t:
2 

- { p + 1 }(e +1 ):t + 2p 
p 

•............ (2.9) 

Adcmá.s co110 ya habíamos definido 
z mw 

l" --!{-
H 

e " .. 
C1 y C2 son constantcn arbitrarias. El modelo de i11perfección 

local lo ilustramos en ln siguiente ficura. 

región 2 

Figura 2.3 Modelo de cadcnu dia.tómicn infinito 
con una munil impureza isotópica. 

Como el problema es uno de valor car.acterl stico, nos conviene 

proponer una solución por· regiones di vidü!ndo la red en dos partcu: 

sea la región 1 la que :Je encuentra a Ja dcrechtl del :..tomo impureza 

en la posición Y
0

, y la región 2 la Gccci6n de la red que ae 

encuentra hacia la izquierda del átomo .impureza. 

Usando las ecuaciones l 2. 6) y t 2. 7} propone.mas como solución 

para el problema de v.ilor propio lil sie11ientü: 
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Para la región 

n?:O 

....... (2.10) 

[
PE,,, t 1 ]y"', 

l + p X n 
n?:O 

Para la región 2 

e Eº + e E" nso 
9 l " 2 

...... (2.11) 

[ 
pE" 2 • 1 J y"' 

1 + p X n 
nS -1 

Sin embargo, como se buscan modos localizados, es necesario 

introducir en estas soluciones las condiciones de que se amortigüen 

hacia los extremos de la red. Esta condición llamada de localización 

se puede escribir como 

lim xn = o ' 
Il-t>±OC 

Al aplicar esta condición en las regiones y 2 a lns ecuaciones 

(2.10) y (2.11), se determinan dos de las constantes arbitrarias que 

aparecen en la soluc.i.ón eeneral para cada reeión. Una vez realizado 

esto las soluciones en cada región tienen la sieuicntc forma 
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Para la región 1 

- - - - - - - - - - - -(2.12) 

X~ t) n?:O , . - - . - - .. ( 2 .13) 

Para la región 2 

y~2J con n$0 , ......... - - . (2.14) 

xn' » [ P • E, Je E-<n•l> • 
1 + P _ X 2 t con ns: -1 , 

..... - . - .. - -(2.15) 

Ahora bien, para acoplar las soluciones en las dos regiones 

aencionadas, utilizamos la ecuación de movimiento del Atomo de 

imperfección m' la cual es 

utilizando los parámetros Pr e, ~ ya definidos, y ade•As 

11' 
e 
• • 

esta ecuación se transforma en 

o - ......... (2.16) 

Sustituyendo la solución propuesta, ecuaciones (2.12), (2.13), 

(2.14) y (2.15) en la ecuación de movimiento del ~tono de 
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imperfección se obtl.ene 

.......... (2.17) 

Pero debido n la continuidad de las soluciones en las regiones 1 y 

2 1 es decir. 

se obtiene que 

ahora coao 

e 
' 

c2 

de donde se tiene que 

Entonces la ecuación anterior ñe 

pE, + 1 

1 .,. p - :t º· 

escribe 

K • 
esx

2 
- (P + 1)(c

1 
+ l):t +- 2p 

2p •........... (2.18) 

por otro lado de la ecuación (2.6), podemos definir para E
1 

o . . .......................... (2.19) 

Util.izando l.a ecuación (2.19) y [2.16), obtenemos la ecuación de 

valores propios que se puede escribir en términos de los parámetros 

de la red: p, e. y e, de la siguiente manera: 
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~-------------------------------------·--·--· -

z 9 [ . )' l e -2L·cl.r t2(ptl)l.t: tl)(c-C)-tt.('--·tl)' + 
l 1· . t. l 1 . 

. . . . . ( 2.20) 

La ecuación (2.20) proporcionn la frecuencia de los mador; 

localizados en la red de Hori y Asahi. Hemos mostrado en esta 

sección que el problema planteado por los autores antcriorrni, se 

put...><le resolver en una fortlíl nnali tica usando la tócnicu de lan 

ecuaciones de diferencia finita. Para finalizar este capitulo vamos 

a analizar en forma resutnidup primero la red monontóndca lineal Con 

interacciones a pri•eros vecinos y con una 1Dí1Gt1 impureza y despuéu 

la cadena diatómica con iuteraccioneB a primeroo vecinos y una masn 

isotópica contenida en ólla. 

Red monoalóm.lc.a line3l con lnteraccionos a primürns. v<!t:.inos .Y 

una impureza. Este tipo de red ne ilustra en la siguiente fi1~ura 

···~ 
" m "' 

Fiyu¡ a (~. -1: C-"ldnna monoalómica c:.011 Ul\a. in1perf(H::.ción. 

Para analizar este c;1Ho tomamos p en el polinomio 

encontrado nnteH,ccuación (2.20) y obtenemos 



+ (4< - 8c&
1 

- 12c -4):t + S(c • 1) =O 

•.......... (2.21). 

La ecuación (2.21) tiene a 2 como ra1z, lo cual la reduce a una 

ecuaci6n de segundo grado 

c
1
(c

1 
- 2c);/ • 2[c

1
(2& - c

1
) + 2c]A'. - 4(c + 1) º· ..... (2.22). 

Haciendo e ;;;: 1 y utilizando el hecho de que nueva11.ente ::t: = 2 es 

ralz la ecuaci6n (2.22) se reduce a una do priaer grado quo esU 

dada por 

4 ...................... (2.23). 

Esta ecuación nos proporciona las frecuencias de loa aodos 

localizados de la red monoatómica con interacciones a primeros 

vecinos. Este resultado ha sido calculado por una gran variedad de 

técnicas matemáticas por muchos autores. La biblíografla aáa extensa 

para este problema puede consul tarsc en un trabajo reciente"'-'>. 

En la siguiente figura mostramos la gráfica de la ecuación 

(2.23). 
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w 

2 fK7i' 

m 

Figura 2.5 curva de frecuencias de los 
modos localizadon en función 
de. la masa impureza m '. 

11' 

La figura 2.5 nos muestra que existe un modo vibraci.onal 

localizado, únicamente cuando la masa del átomo impureza m' es menor 

que la masa de los Atamos de la red. Además se observa que conforme 

la •asa inpureza tiende a cero, laa frecuencias de el modo tienden a 

infinito, y que en el caso contrario cuando la masa impureza es 

igual a la masa de los átomos de la red, el modo desaparece 

exactamente en el limite de la banda de frecuencias acústica para el 

cristal perfecto, es decir cuando que corresponde a 

11 = 11
1

• 

A continuación calculamos las formas de 1 os modon para ali;unos 

valores de m'. Sustituyendo p = y e = en las ecuaciones 

( 2 .12) y ( 2. 13) , se obtit:.!nc.m los má.ximo5 despL..1.zamit;;n Los de los 

atamos para este tipo de red, los CUilleB mostramos, para alGunos 

valores de la masa impureza m' en la siguiente figura (2.6}. 
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t l 

.. m' "' 

Figura 2.6 Formas de los modos de vibración 
localizadaB correspondientes a la 
grAfica 2. 5. 
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De la figura anterior. ac observa que cuando la masa del áto•o 

imperfección es igual a la masa de los atoaoG de la red, cada atoao 

oscila con una frecuencia igual a el valor l1aitc superior para la 

rama de frecuencian acústica del cristal perfecto, teniendo todos 

los átomos la misma amplitud de desplazam i cnto. como era de 

esperarse ya que en esta si tu.1ción no existe ~tomo impurr.:r.a dentro 

del cristal. Cuando m• ' m se observa el efecto de localizacion, 

teniendo la masil impureza la aayor amplitud en el desplazamiento; 

cuando m' tiende a cero, todos loo ~ tomoH de-! 1 .i red cstAn 

estáticos. siendo 1.mi ca mente la masa impureza 1 a que t_icne 

movimiento. Adcmd.a, en todo:; loo ca.sos, cada átomo oscila en sentido 

opuesto al de su vecino mctc cercano, teniendo a la •asa iapureza 

como punto de simetrl il. Eutos reHu l ta dos taabién ya han sido 

presentados en la litcralura''~ 1 • 

Red dlal611tica 11n·'~.<•l con masa impureza J.solópica cnn 

inleracci61)es. a prin'll.!'ro~ vecitn)s. 

La red se ilustra en la niJ.!Uienle ficura: 

m H m m' 111 H • 

···~'-()v\Vv\11¡·-··• 
K K K J( K K 

Figura 2. 7 Ci.Hh~na dLlt·.~t!:licu con una inperfecci~'n m'. 

39 



En este caso sustituimos p en la ccuac i l·)n f 2. 20 l y 

utilizando el hecho de que 2 es solución, se obtiene el 

polinoaio que resulta ser de segundo grado en A.' a saber: 

e, (e, - 2c ) ;: 
2 

> 2 [ e, ( 2c - e , ) + 2c Jx - 4 ( e > 1 ) = O , 

.................. (2. 21.) 

Eota es la ecuación de las frecuenc.ias asociadas a los modos 

vibracionales localiz.ados en lt1 red diatóm.i ca con una impureza 

isotópica, y que ya ha sido reportada en la literatura".-..'. Debido u 

que las frecuencias de vibración de los átomos de la rt-=!d est~n en 

función de sus masus, estudiilrcmo~> don ca::;os: Cuandu t7)1 y C•1 

que corresponden respectivamente u H>m y H<m. t\demAs cada uno ne 

subdivide en tres casos. de acuerdo al valor de la mnsa. impureza. 

Caso !.- H>ll (e> 1) Caso 2.- M<m ( r.' 1) 

a) M>m>m' a) m>M>m' 

b) M>m' >m b) a1>m' >M 

cJ m' >H>m C) [!
1 

)M)M 

discutiremos cada uno de éllos. 

Caso 1.- H>m (c>l) 

En este caso se ha sustituido la impureza en el lugar de un 

~tomo pesado y la figura 2.B nos muestra. lil i;r:"I. fi ca de los 

resultados obtenidos a partir de la ecuación de ·frecuencias (2.7.'·). 



2 

"' 

2K 
-H-

m H 

Figura 2.8 Curvas de frecuenciar; en función de la 
mnsn impurczn a' para el cafiO H>~ 

... 

La gráfica anterior nos muct:;1_ra la existencia de dos •odas 

localizados, uno de tipo brecha y otro local, Hicmpre y cuando se 

cumplan loa nubcasoH a) y b), eG d(;~ir, la =.asa impureza debe ser 

menor que el valor de lo masa mayor de los :i..toaos. Cuando la 

impureza es mayor que los atomoG de lo red (subcaso e ) , estos modoa 

de vibración desaparecen. Adcmds se obacrva que cuando l!l valor de 

la masa impurüza t iendc a cero, el modo brecha tiende al promedio de 

esta rama, mientras que en el modo de tipo local la frecuencia del 

modo tiende a infinito. 

A continuación ae muestran las formas de n lcunos de los modos de 

tipo local para H = 2m. 
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Figura 2.9 Formas de los modos de tipo local 
correspondientes a la figura 2.8. 
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L~ gráfica anterior nos muestra el co•portaaicnto de lon Atoaos 

de la cadenil, en el modo tipo loca 1. En cada una de lao for•as 

anteriores se observa que cada átomo vibra en sentido opuesto al de 

su primer vecino, teniendo la i 11pureza el aayor dcsplaza11iento, 

cuando M>m>m'. Por el contrario cuando H>N">a, los átowos vecinos a 

la impureza tienen un l!layor desplazamiento que 8-nta. Además, cuando 

m' = M, todos los dtomos con masa 11enor 11, oacilnn con una aa.plitud 

mayor que la de los átomos pcsadou, y a una frecuencia de oscilación 

correspondiente a la rama f:1Up<?r1or óptica del cri!:ll:ill perfecto. 

Las formas de algunou ¡u,odoa de tipo brecha para 

mueotran en la figura 2.10 
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Figura 2.10 Formas de los modos localizados de tipo brecha 
correspondientes a la figura 2.8. 



En el conjunto de gráficas de la figura 2. 10 ne observa que en 

todos los casos. la impureza víbra en el ais&o sentido que el de sus 

vecinos más cercanos, y los ~tonos vecinos vibran por parejas en 

sentido opuesto al de suo parejas aaáa próxia.,10. Además cuando •' 

tiende a cero tiene la mism;i amplitud de oncilación que la de sus 

primeros vecinos. Cuando m' = M ne obtiene un aodo de vibración 

correnpondiente al 11 mi te superior de la rama acuuticd del cristal 

perfecto, o~c i lando con la misr;¡a ttmpJ i tud y uentido opueato, 

únicamente los álo?l'.os de nasa mayor. 

Caso 2.- H<m (c<l). 

Aqui se ha sustituido el :Jtomo .iapureza en el lut;ar de un Atoao 

ligero. La figura 2.22 rcprcoenta los resultndoB obtenidoG a partir 

de la ecuación de frecuencinn para egte caso. 

H 11 

Figura 2.11 Curvas de frecuencias de los modos 
localizados para el caso M<a. 
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La gr:S.f"ica anterior nos muestra que existe un modo de tj po 

local, solo cuando la impureza P-S 111.P.nor que los d. tomos de la rt~d, y 

este modo desapnrece cuando ésla f~H igual a Jo masa de lo:; .:s.tomos 

ligeros. Adc•ás cuando Ja masa inpureza (~~• mayor que la mar;a de lm: 

átomos mtis pcquct"ios (subca!~O b), uparecc un modo de v.ibracióu de~ 

tipo brecha en el ll!aite inferlor de la rama óptlcil del cristal 

perfecto, y cuando 111' ticndn a i nf ini to {~rnbca::;o e 

tiende al limite GUperior de la ? <1t:1a oc·.J~-;tic<l. 

A continuación gt'nfjcamo:; lar:: formas de al¡;unon de lou modos 

vibracionales de tipo local que aparecen cuundo para 

H = }- "· 
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l< .. igura 2 .12 Formas de los modos vibracionales de 
tipo local para m>M,.>' y li, (1/2)11. 
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El conjunto de gráficas anteriores nos indican que 

coaporta•iento de los a tomos de la cadena en el modo local 

si•ilar al caso 1 que ya se discutió. 

Las foraaa de algunon modos vibracionales de tipo brecha 

ilustran en la siguiente figura 2.13 para el caso H = ( 1/2)•. 

rn'~ M rn' 

m'-....cP 

m'=10m t 
rn' 

.. 
tn' 

lo""igura 2.13 Formas de los modos local izados de tipo 
brecha correspondientes a la figura 2.11 

4H 

l~l 

es 

se 



De las gráficas de la figura 2.13 se observa que ei la •asa 

iapureza es igual a la •asa de los Atoaos ligeroa. estos son loa 

únicos que oscilan en dirección opueuta, con una frecuencia igual al 

l1aite inferior de la rama óptica del cristal perfecto. Cuando la 

aasa iapureza es •ayor que los átomos de la red, la amplitud de su 

oscilación disminuye y auaenta la aaplitud de los dtomo vecinos, loa 

cuales vibran en dirección opuesta. En el ll•ite cuando •• tiende a 

infinito, los únicos Atamos que oscilan son los de aaaa aayor, 

estando la impureza en su poRicicn de equilibrio junto con loa 

á toaos 1 igeros . 

Los resultados anteriores de lan formas de los aodoa localizados 

ya han sido estudiados en ln li tera.tura1
Pl por difcrcntca autores, 

utilizando diversas técnicas 11ateaaticas. Aqu1 prescntaaoa este 

trabajo para re!iarcar el hecho de que el problema que nos int.ercna, 

lo contiene cono caso particular y para poder establecer las 

diferencias respecto a cada caso. 
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CAPITULO 111 

En este cap1 tulo vamos a presentar el an.111 sis del problema que 

se plantearon Hori y Asahi. Hoatraremoa gráficar. para lan 

frecuenciar; de los •odas vibraclonaleG locilllizados y también purn 

laa formas de las vibraciones. Pero <lntec vamos a estudiar un cuso 

que no ha !;;ido reportado previamente en la li tcr.:1tura ~t;peciali:!ada, 

el cual queda contenido en el 1!!.odclo tratado aqu1 • y que es el caso 

de una cadena lineal monoaU'Jmicn con dos connta:ntcs de fuerzn y una 

•asa imperfección en ella. 

J;..PO!-.tanles. de interacción. 

Este tipo de red se ilustra en ln figura :t.1. 

Figura 3 .1 Cadena monoat6raica con doa constantes. 

Ahora sustituyen:Jo e 1 en la ecuación f ?.. 20) obtenemos 

; [ { p + 1 ) 
7 

(e< • l )(,;, · 3 J • l,p) :r < Bp( p < l l ~ O . 

, ,, ...... ,,.['.Ll) 

Esta en la ncuación de las frecuencias de lm> modos 



vibracionales localizados en esta red. Debido a qtw la 

ec.(3.1) depende de p y e 
l 

estudiaremos dos casos: c.:uando P>l 

y cuando p< 1. En a11bos casos la gráfica obtenida a partir de la 

ecuación (3.1) se muestra a continuación en la figura 3.2. 

:t(w) 

m 

Figura 3.2 Curvas de frecuencias de los modos 
localizados en funcion de m•. 

m' 

Aqu1 x
1 

, ~2 , X~ son los limites de la ramas acústica y óptica 

del cristal perfecto y están dadas por: 

x, 2 

2p 

2(P + 1) 
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Se observa que en esta red monoatóaica existen doa raaan de 

frecuencias del cristal perfecto, esto ae debe a la presencia de laa 

2 constantes de interacción K y H. 

En este caso existen dos aodos localízados uno de tipo brecha y 

otro local cuando la masa impureza es menor que lu nasa de loa 

átoaos de la red, desapareciendo estos •odas cuando la impureza ea 

igual a la aasa de los átomos de la red. 51 la mana iapurcza tiende 

a cero entonces la frecuencia del modo local tiende a infinito, y 

las del modo brecha tienen un valor definido .<;
4 

quo depende del 

valor del parámetro p . Ademan cuando nl tamaf"ío de la •'1sa i•pureza 

es mayor que la de los b..tomos de la red, aparece un 11.odo vibraci.onal 

de brecha que va desde el 11 mi te inferior de la rama ópt icil y cuando 

•' tiende a infinito este modo dP- vibrnción tiende al v."llor promedio 

de los limites dados por x, y x
2

• 

Las gráficas de las formas de los modos de vibración localizado 

de tipo local se muestran en la figura 3.3. cuando p ::::1/2 y 11'5•. 
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Figura 3.3 Formas de los modon de oncilación de 
tipo local para p ~ 1/2 Y m'~m~ 
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Del conjunto de las grAficas anteriores se observa que en todos 

loB casos en los que n'Sc, la impureza es la que tiene una aayor 

aaplitud de oscilaci6n, y cada átomo vibra en sentido opuesto al de 

su priacr vecino, teniendo mayor amplitud de vibración el Atoao 

sujeto a la iapureza con la constante de interncción aayor. 

En la figura 3.4 se auestran lau foraas de los aodos de tipo 

brecha para p = 1/2 y ··~ •. 
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rñ::.m 

Figura 3.4 Formas de los modos locnlizados de tipo 
brecha pnra p = 1/2 y m'~m. 
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Como en los casos anteriores a los modos de tipo brecha, loa 

~toaos oscilan por parejas en aentido opuesto al de sus parejas m~s 

cercanas, teniendo ahora la iapurcza una amplitud de oscilación 

aenor que el átomo vecino ligado con la constante de interacción 

aayor. 

Las for•as correapondientes a los modos localizados de tipo 

brecha para •'~• y p ; 1/2, se grafican en ln figura 3.5. 
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De la figura anterior se observa que nuevamente loa ~to•os 

oscilan por parejas, en sentidos opuestos a sus parejao &As 

cercanas, teniendo una aaplitud de oacilaci.6n mayor el átoao vecino 

ligado con la constante de interacción aayor. Adeaan se observa en 

todos los casos que los átoaos correspondientes a la región 2 tienen 

una a•plitud de oscilación aenor que los Atamos de la región l. De 

hecho cuando m' tiende a infinito, los únicos átomos que oscilan 

son los de la región 1 los cuales c~tán ligadoG con la constante 

mayor K. 

Para el caso p>l, las curvnG de frecuenciaG de loo nodos 

localizados uon cualitativamente las aismas que las moatrndao en la 

figura 3.5. Siendo en este caso mayores las frecuencias acúntica y 

óptica del cristal perfecto, debido a que lou 11 •ites x
1

, ."t
2

• y 

X
9 

dependen de p. 

Las for•aa de los .modos vibracionalcs localizndos pnra el caso 

p>1, tienen prácticamente el mismo comportamiento, que en el caso 

anterior correspondiente a p<l, pero ahora Jos átomos que p~escntan 

una mayor amplitud en el desplazamiento son los que están ligados 

con la constante de interacción 1ioK. De hecho todoa los Ato•os de 

la región 1 tienen amplitudes de oscilación menores que loa átomos 

de la región 2. 

A continuación dibujamon als;unaa formas del co11.portanie11to de 

los átomos de la red junto con la impureza para el caso p;::; 1.25. 
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En la figura anterior hemos incluido los dos tipos de nodoa. a 

saber el local y el brecha. En élla podemos observar que las 

anotaciones que hicimos para el caso pcl, son válidas también para 

este caso p>l. Eato ya lo habiamos mencionado antcu 

consecuencia de la siaetrla de estos casos p>l y p<l. 

Con esto damos por finalizado el análisis de los 

y es 

uodos 

localizados en la red monoatóaica lin~al que tiene dos constantes de 

interacción distintas y una irapureza isotópica w1 ella. 1-:1 efecto de 

las doa constantes de interacción de la cadena, como pudimos 

observar en la figura 3.2, produce las dos rumas de frecuencias 

acústica y óptica en la red monoatómica. Este efecto es conocido en 

los cristales reales, como ea el caso del silicio. Respecto a los 

modos localizados que aparecen en este aistcma, tenemos un modo 

adicional en la brecha cuando la masa de la imperfección es más 

grande que la masa del átomo que sustituye en comparación con una 

red diat6mica con una sola constante de interacción, y una ,masa 

impureza isotópica (vease fig. 2.8 del capitulo anterior). Si 

observaaos la figurn 2.11, ah1 también aparece para la red diatómica 

un modo brecha localizado. si la masa iiaperfección es mayor que la 

•asa del A tomo que sustituye; cuando la sustitución se hace en la 

masa del átomo más pcqueNo, sin embargo el rango de la frecuencia 

del •ocio brecha ea diferente. Por lo que r:e refiere a la austitución 

por una masa menor que la que se está sustituyendo en ln red 

diat61dca, aparece otra vez en la figura 2.11 un modo local. También 

aqu1 en el caso que estamos estudiando de la red monoatómica con dos 

constantes de interacción diferentes aparece un modo local, si la 
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aasa que sustituye ea menor que la mana del cristal limpio, pero en 

este caso ta•bién se tiene un modo brecha. Por lo que ne refiere a 

las foraas de las vibraciones estas GOn parecidas i1 las del cristal 

diat6aico, con una constante de interacción; aunque la di fercncia 

que se puede observar en todas las graficas anteriores, se debe a la 

aaimetrla que tencaoa en el cristal monoatomico debido a la11 dos 

constantes de internccion diferentcn. 

Impureza i sol 01~_1<._a __ ,,_ .. __ u_•_•ª--•-_eri di al .~mJ ca 1 i neal con do~ 

En la Begunda parte de r.nte c.:ipl tu lo w111.os a discutir en <Juta lle 

el problema que se plantearon Hori y A8ahi. Por lo tanto, vanos a 

analizar la ecuación { 2. 20} en el cuuo mds gt~nera l: cuando p 1l 1 y 

e ;l 1, que como ya se sabe corresponde a laE frecuencias de 

vibración de una mnoa impureza ísotopica,en una rP.d diatóaica lineal 

con dos constantes de interacción diferentes ( (i¡;ura 3.1). 

CalculareJllos también las formas de lon desplilzuaicnto" 

correspondientes a cada uno de los modou local izados que se 

encuentren y estableceremos las diferenci;u1 <!Xistent.ca con los casos 

particulares estudiados en el cupl tulo anterior. 

11 H m to' m M ID 

···~vv-.~-Q-.wJA~yl<rn.J)-. 
X 

-2 
y X -· X 

" 
y . 

figuru. :l. 7 Re<I de Hori y Asahi con uno jmpureza m'. 
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Co•o la ec.(2.20) depende de los parÁmetros p y e . • 
Entonces debido a esta dependencia oe tienen los siguienteo caeos: 

Caso 1: C>l a) p>l 

b) pel 

caso 2: &el a) P>l 

b) pe! 

sin embargo, co•O ya se discutió en la sección anterior, los casos 

p>l y p<1 son flsicamente equivalentes, por lo que entonces 

estudiare•os uno de ellos: pcl, es decir: 

Caso 1: P< 1 , C>l 

Caso 2: pe 1 , &el 

caso 1.- p<l, c>l (H>m) 

En este caso ae ha sustituido la impureza en el lugar de un 

Átomo pesado, y la figura 3.B nos mueotra la gr~fica de lo~ 

resultados obtenidos a partir de la ecuación de frecucmciaa (2.20) 
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Figura 3. B Curvas de frecuencia de loa modos 
localizados para el caso c>t. 

En la gráfica anterior X ,. x,. y x, aon rcspcctivaaente las 

frecuencias de los limites de las ramas acústica y óptica, las 

cuales eetAn dadas por las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) del 

capltulo anterior. En esta gráfica se obaerva la existencia de dos 

modos localizados uno de tipo brecha y otro local sleapre que la 

masa impureza no sea mayor que los átomos de la cadena, por el 

contrario. aparece un modo de tipo brecha en el ll~ite inferior de 

la rama óptica cuando la mana impureza es mayor que loa átoaoa de la 

red. Además cuando la masa impureza tiende a cero, Jas frecuencias 

del modo de tipo local tienden a infinito, micntrac que el •odo de 

tipo brecha tiende a un valor determinado de frecuencia • .:t,.entre los 

11 mi tes XJ.. y X
2

• Sin embargo. cuando la masa impureza tiende a 

infinito. las frecuencias del •odo brecha tienden al promedio de las 
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raaas. 

Las for•ao de los nodos de tipo local y brecha ae muestran en 

las figuras 3.9 y 3.10 para el caso particular de ~ = 2, es decir, 

cuando H = 2• y p = 1/2 que corresponde a (K = 2H), 

rrhm. 

. m•' m' 

• ¡ 

l~ 

Figura 3.9 Foraas de vibración de los modos de 
tipo local para e = 2 y p = 1/2. 
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Coao poct:c11os observar de la fh~ura 3.9, el modo Jacal qw~ 

aparece aqut ea del aismo estilo que el que discutimos <~11 ta oC!cción 

anterior {ver figura 3.3}, por lo que no se cmmiclcra on forma 

detallada 

m'-o 

• 1 
rn=:¿m 

1 J 

• t • 

m' 

1 

1 m' 

! 
'1 1 m=¡m 1 

1

11 
l 1 

. t • l m' 

1 l 1 t 

J • 
1 ¡ ¡ 
' ¡ 1 

m 1 ¡ 1 

J 1 

l 1 rn'=M 1 

1 1 \ 1 

1 ' 1 ! l 

rn' 

Figura 3.10 Forllas de los modos }()calízadus d(? tipo 
brecha cuando M>m)m' o H'm'>m. 



Del conjunto de grAficaa de la ficura 3 .10 se observa que si la 

aaea impureza ea aenor que loo a tomos de la red, entonces oHcila en 

el ais•o sentido que sus priaeron Ato11or.. vecinos, teniendo mayor 

a•plitud de aoviaicnto el átoao ligndo con la constante mayor K. 

Para todo el conjunto de graficas anterioren los átomos vibran por 

parejas en sentido opuesto al de sus parcjan JDat-J cercanas. Cuando la 

impureza es igual a la aasa del ~tomo ligero a, ésta oscil~ junto 

con su primer vecino, teniendo élla el mayor desplazamiento. Ademas 

cuando la iapureza es igual al a tomo de mayor mai;a, desaparece la 

localización en la cadena y todos los átomos oscilan con la 

frecuencia correspondiente a el limite superior de ln rama acústica 

del cristal perfecto, teniendo mayor ttmplitud los atamos de mayor 

•asa. 

El siguiente conjunto de gráficas representadas en la figura 

3.11, nos indican las formas de vibración de los á.tomos, 

correspondiente a el modo brecha, cuando el valor de la masa impureza 

es superior a las masas de loa átomos de la red, para el caso 

particular p = 1/2, e = 2. 
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f<'igurr:1 3. 11 Formas de vibración de: tipo brechn 
cuando rn• ,M>m. parn p .:..; 1/?.. ¿; ::::. 2. 
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Nuevaacnte. cono en la figura anterior para el aodo brecha, los 

~tomos vibran en sentido opucato al de sua parejas mas cercanas. La 

impureza vibra en fase con el primer átoao vecino licado a élla con 

el menor potencial. Adeaas, cuando •' tiende a infinito oscilan 

únicaaente los átomos ligeros de la región 1, que corresponden a los 

de aayor constante de interacción K. 

Caso 2.- p<l, c<l (H<m). 

Ahora se sustituye el :a.tomo impcrfecc;ión en el lugar de un :...to•o 

ligero. Los resultados obtenido& a partir de la ecuación de 

frecuencias (2.20), se ilustran en la siguiente fi¡;ura (3.12). 

x[w) 

e 
e ' 

Figura 3.12 Curvas de frecuencias de lou sodas 
localizados para el caso pct. ~<l. 
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Nuevamente como en el caso 1, aparecen dos aodos localizados uno 

de tipo brecha y otro local, cuando el valor de la masa iapureza es 

menor que los átomos de la red, y cu?ndo ésta tiende a cero, las 

frecuencias del modo local tienden a infinito y las del 11.odo brecha. 

toaan un valor definido entre los linites x, y X . Adeaas cuando 
2 

el Atoao iapureza es aayor que los átomos ligeros, aparece un aodo 

de tipo brecha, en el l1•ite inferior de la rama óptica del cristal 

perfecto, y cuando 11' tiende a infinito, las frecuencias de éste 

aodo tienden al 11aitc superior de la rana acústica. 

Las foraas de vibración para el modo de tipo local ac ilustran 

en el conjunto de grAficas de la figura (3.13), para p 1/2 

& = 1/2 . 

' 1 m:füm 

' rn-:1v1 

Figura 3.13 

1 
, 1 m,,,4rn 

1 rn' l m' 

forman de vibración correspondientes al modo 
de tipo local para K = 2H Y m = 2H 

&9 
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Nuevamente, como en los demás modos de vibración de tipo local, 

de la figura 3.13 se observa que los átomos oscilan en sentido 

opuesto a au vecino más cercano, teniendo en todos loa casos la masa 

iapureza la mayor amplitud de oscilación. Cuando el valor de la masa 

iapureza tiende a cero, es la única que presenta movimiento dentro 

de la red. Adem~s cuando su masa se iguala a la de los átomos 

ligeros, desaparece la localización vibrando todon los átomos de la 

red con la frecuencia correspondiente al llaite superior de la rama 

óptica del cristal sin impureza, teniendo los átomos ligeros el 

doble de amplitud de oscilación que la de los átomos pesados. 

Algunas de las formas del modo de tipo brecha aparecen en la 

siguiente figura 3.14 para el caso p 

a>H>•*. 
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m' o t ¡ 1 ¡ . t • 

- ,. ' j 'm' 1 1 ' 1 ' 

m.lm, , 1 l ¡ l r 
4 j m' 

. r ¡ r r 
m

0

M j 1 m• 1 1 

Figura 3. lt• 1'~ormas del modo de vibración de tipo 
brecha para p = 1/2, e~ 1/2, y m>H>m'. 
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Como se observa del conjunto de g:rá.ficaa de la f.ii;ura 3.111 1 los 

á.to•os oacilan en parejas (un .\to110 ligero Junto con uno pesado), en 

sentido opuesto al de aua parejas más coreanas. En todas las 

gráficas de esta figura. el primer átomo vecino de la impureza 

ligado con el potencial mayor tiene una .:1mplitud de oucilación 

superior. Además los Atamos de la región 

localización que los átomos de la región 2. 

presentan una menor 

Por último dibuJamoG a continuación alcunns. forma!} de los mador; 

de vibración de tipo brecha para el caso en el cual 

•'>a>H y p ~ 1/2. 

72 

ll>m' >M 



1 
m· ¡ 1 • 1 r l • m• / l ¡ ¡ 
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Figura 3 .1 5 Forman dC:? viOraci<!>n para el modo de ti.po 
brecho, cuando m,m'>M. m'>a>M. €=1/2, p=l/2. 
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Del conjunto de grá.ficau de la figura 3.15, se obocrvu que 

cuando el valor de la masa impureza toma un valor intcr11edio entre 

los átomos de la red, ésta oscila en sentido opuesto al de loo 

.\toaos •As pr6xi•os, presentando la mayor amplitud de oscilación. 

Ademá.a cuando el valor de la aasa impureza eH superior a las masas 

de la red, ésta oscila en sentido opuesto a Jos átomos mas próximos, 

teniendo una aAplitud de oscilación mayor lon átomos ligados con la 

conntante de interacción mayor K. Cuando l."1 impureza <~s mucho m.ds 

grande que los átonos de la red, se observa que los átoaou de la 

región 2, presentan una mayor localización en sus moviraicntoB 1 y 

única•entc oscilan los átomos más }X?Bados de la región 1, estando la 

•asa impureza prácticamente ain movimiento. 

Finalmente direaos que loa reaultudoo obtenidos para cota red de 

Hori y Asahi, por lo que se refiere a los modos loc~lizados son 

semejantes a los estudiados en la primera sección de este capitulo. 

En el caso de las frecuencias esto puede constatarse si se observan 

las figuras 3.8 y 3.12 de la red de ffori y Asahi y se comparan con 

la figura 3.2 de la red monoat6mica estudiada en la primera sección. 

Sie•pre tenemos un modo de tipo local y dos <le tipo brecha. 

Para las formas de vibrar, éstas tambien resultan ser muy 

parecidas a las que obtuvimos en la primera sección de 6stc 

cap1 tul o, de las cuales hicimos una descripción muy breve. 

De la discusión que hemos dado para Cfita red, podemos ubst:!rvur y 

nosotros afirmamos que el caso analizado por Hori y J\sahi, m.;ando la 

matriz de transferencia, y que se presentó en el cap1 tulo 1, cst~ 

contenido en nuestros renul tados. Con esto qucr(~mos decir, que no 



iaporta que las diferencias entre lan doa •asas de loa Atoaos y lae 

dos constantes de interacción sean auy pequel"las, de todas aaneras el 

reaultada que nosotros presentaaos en esta sección, sigue siendo el 

mismo. La única diferencia que pui.~e sel"lalarsH, es que Uori y A..sahi. 

usaron la condición de frontera c1clica, porque conslderaron una red 

finita. Sin embargo. es a.•pliamente conocido en la li t('?raturau.0> 

que esta condición de frontero clclica es equiv.¡ilentc ü tener una 

red infinita, ya que el único efecto que ne est:t evitando es el 

hecho de tener una superficie en la red. 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo hemos calculado las frecuencias y las formas de 

manera analitica para los JlOdos vibracionalcs localizados, en una 

cadena diatómica con interacciones a primeros vecinos, que tiene dos 

constantes de fuerza y una l11.pu1 .. cza isotópica contenida en él la. 

usando el método de diferencia fini ta
19

•
12

•
19 >, 

Encontramos siempre un modo de tipo locul y dos de tipo brecha en 

esta red de Hori y Asahí, que contiene la impureza isotópica. 

Tambit:tn mostramos las regiones de existencia de ->lloa y suu fornaa de 

vibración. 

Coao caso particular de ln cadena de Hori y Anahi, analizamos un 

tipo de cadena monoatómicu, con una masa imperfección isotópica y 

dos constantes de interacción a primeros vecinos. Problema que hastn 

donde nosotros conocemos. no ha sido presentado por otros autores en 

la literatura. Es notable que los resultados pura esta red fueron 

semejantes a los obtenidos en el ca::•o anterior. 
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