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INTRODUCCI SN

Uno de los problemas de la flsica matematica que mas interés ha
despertado es el que trata sobre la minimizacién de expresiones
que no dependen sélamente de una variable continua, sino de una
funcidén., El problema es determinar la forma de tal funcidn de modo
que minimice una integral que depende de 1la funcidn y de sus
derivadas. Algunas soluciones famosas (y clasicas) fueron: a) la
curva plana que conectando dos puntos dados tiene la longitud mas
corta, b) la braquistécrona, gque esla trayectoria que sigue un
mévil entre dos puntos dados en un plano vertical de modo que el
tiempo empleado es el mas corto (la aceleracién del mévil debida
sélo a la gravedad), c) la superficie minima de revolucién que
pasa por dos puntos dados, etc. Como se sabe, estos problemas caen
en el grupo del problema de Lagrange en el cual hay que derivar la
ecuacidn diferencial que debe satisfacer una funcidn y(x)> para que

la integral:
*n
1 = J;A FEx, v,y 2dx

sea un minimo. X0 Xge nyAJ. v(x >y f son dadas y Sse supone que

B
f es dos veces diferenciable en todos sus argumentos. La

condicion para f que minimiza la funcional I es:

af d af
ol vl

Esta ecuacidn fué derivada por Euler en 1744 y se conoce como 1la
ecuacidn de Euler—Lagrange porque constituye 1la base de 1la
formulacidn lagrangiamna de la mecanica.

El movimiento de un sistema clasico se obtiene del principio de
Hamilton (publicado por primera vez en 1834), el cual establece
que si el sistema puede especificérse por medio de un conjunto
generalizado de coordenadas qi(L). qth),....anc) y ‘tiene una
funcidn potencial VCQ‘.qz.....q“.t) entonces el movimiento del

sistema es tal que la funcional:
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es un extremo con respecto a las funciones qft). La funcidn
lagrangiana L es L=K-V, con K la enercifa cinética. 1 es en efecto
un extremo si y sélo si L satisface las ecuaciones de
Euler-Lacrange.

La formulacidén variacional del movimiento de los fluidos a partir
del problema de Lagrange tiene también una trayectoria larga.
Limitada primero a los fluidos ideales dié origen a dos lineas
caracterizadas por la forma de establecer el principio: la de
Lagrange y la de Euler. En la primera las variaciones se realizan
sobre las coordenadas espaciales que describen el flutido y en la
segunda sobre las variables de campo del sistema: velocidad,
densidad, etc. La inclusidn de efectos disipativos en la
descripcitn del movimiento de los fluidos en el contexto de la
termodinamica de no equilibrio dié lugar a principios

variacionales que difieren en varios sentidos de los principios de

la mec#énica ¢lésica. El analisis del desarrollo de la
termodinamica muestra gque existe un interés permanente y
sistematico en la formulacidn variacional de los procesos

irreversibles, interés que se extiende hasta nuestras dias y que
abarca ya las teorias que amplian el campo de aplicaciones de la
termodinamica irreversible lineal. La importancia que tiene el
disponer de un principio variacional para la termodin4mica del no
equilibrio fué resaltada en su momento por Gyarmati (1970) quien
fincaba la posibilidad de desarrollar una teorifa clésica de campo
que unificara a la mecanica del continuo, el eleciromagnetismo vy
la propia termodinamica, en que ésta Ultima pudiera ser descrita
por un sélo principio variacional.

En este contexto se ubica el trabajo que se presenta. Sus
objetivos son de diversa naturaleza. El primero de ellos es 1la
reconsideraci¢n formal del principio variacional que el autor y
Antonic del Ric formularan en el &4mbito de la versién mexicana de

la termodinamica irreversible extendida (TIE) para la obtencién de



las ecuaciones de evolucién temporal de las Qaviablesn"ho
conservadas de un fluido viscoso simple (principio V-R),.

El segundo de los objetivas que se persiguen es el de ubicar en el
desarrollo de las formulaciones variacionales de la mec&nica de
los fluidos la posicidn gue le corresponde al principio propuesto,
1o cual ha dado la oportunidad al mismo tiempo de bosguejar a
grandes rasgos el estado del arte en el tema.

En tercer lugar se encuentra el propdsito de aplicar el principio
variacional V-R a la obtencidén de las ecuaciones de evolucidn
temporal de la magnetohidrodinamica estableciendo las diferencias
que resaltan respecto otros trabajos al respecto. Como objetive
final esta discutir a partir del oprincipio variacional algunos
aspectos que atafien a la teoria extendida como tal, asi como otros
relacionados con el principio mismo. La exposicidn es como sigue.
Los dos primeros capitulos se dedican a revisar los principios
variacionales que han sido formulados para derivar las ecuaciones
del movimiento de los fluidos desde los que parten del problema de
Lagrange de la mecanica clasica hasta los principios del tipo
potencial local y los principios restringidos. Se describen con
cierto detalle aquellos que permiten mostrar la existencia
de dos grandes ramas en la formulacidn variacional de la mecénica
de los fluidos: una que se denomina clasica y que comprende
aquellos que provienen directamente del problema de Lagrange y que
ha tenido un desarrollo independiente de la otra a la que se le
denomina no clisica en la que se incluyen los principios derivados
de la termodinamica de no equilibrio. La primera de ellas se
subdivide en dos lineas segun el principio sea establecidoa en el
lenguaje euleriano o en el lagrangiano. la segunda también se
subdivide en aguellos gue parten de la formulacién de Onsager para
la conduccidn de calor en un sélido y los que se obtienen del
principio de minima produccidén de entropfa de PFrigogine. El
principio V-R como se desprende de la discusién sostenida en el
trabajo se ubica en la linea de principios no clésicos de tipo
restringido en el esquema de la termodinamica exygndida de

procesos irreversibles (TIE).



“En él tercer cépltulé se establece a grandes rasgos el esqguema
teérico-conceptual de la TIE para mostrar el bagaje metodolégico
disponiﬁle tanto para la formulacién del principio V=R camo para
la manipulacidn variacional de las densidades que entran en la
funcional del principio.

En el capitulo IV se exponen las principios que segun la
literatura disponible existen para derivar las ecuaciones de
evoluciédn temporal de fendmenos que sobrepasan el marco conceptual
de la termodin&mica irreversible lineal (TIL). Tales principios
son el de Sieniutycz quien introduciendo un término exponencial en
el tiempo en la funcional a ser variada es capaz de obtener las
ecuaciones de onda de la TIE para los flujos del sistema, y el de
Vazguez y del Ric gquienes a partir de una formulacidn variacional
general en el marco de la TIE obtienen las ecuaciones de evolucidn
temporal de los flujos del sistema. También se incluye la
demostracidn de que los operadores de las ecuaciones de evolucidn
temparal en la TIE son no autoadjuntos y por ello no existe un
principio clasico para ellas. Esta demostracidn es general.

En el capitulo ¥V se reconsidera formalmente el principio V-R
estableciendo brimero la afirmacién de que 1la variacién, o
diferencial fupcionaly de una cierta funcional especificada es
igual a un valor fijo. Luego, se indican las funciones respecto de
las cuales se toma la variacidn y las condiciones auxiliares que
deben satisfacerse como restricciones cuando se toma la variacidn.
Se menciona el contexto y la importancia de la investigacion en
fluidos conductores tanto a temperaturas de fusidn puclear como a
bajas temperaturas ubicando brevemente el caso de México. Pasando
entonces a tratar la magnetohidrodinamica donde a partir del
principio V~R se llega a un conjuntc de ecuaciones acopladas de
evolucidén temporal sin  aproximacidn para las variables no
conservadas de un fluido viscoso conductor de calor y
electricidad. De aquf, por aptraximacidn a orden dos se obtienen
las ecuaciones de evolucidn conocidas para el fluido viscosa
canductor y luego se particularizan al caso del fluido viscoso

simple y el conductor rigido de calor y electricidad. A partir de



agul e retoman las ecuaciones del conductor rigido de calor para
establecer el caricter extremal del principio V-R: se muestra gue
la funcional propuesta es un maximo global ante las variaciones de
la componente no conservada del espacio estendido. Se termina el
capitulo estableciendo las condiciones en las gque a partir del
principio V-R es posible recuperar el principio de mirnima
produccidén de entropia de Prigogine.

El trabajo finaliza con una discusién sobre las diferencias y
semejanzas que el principio V-R quarda respecto a otros principios
as{ como algunas de sus limitaciones. Se discute también 1la
relacidn del principio con la hipdtesis de cerradura de la TIE vy
se termina con alounas perspectivas de trabajo gue se pueden

llevar a cabo a partir del principio.



I.- PRINCIPIOS VARIACIONALES CLASICOS EN HIDRODINAMICA.

Se exponen a continuacidn los rasgas generales del problema de
Lagrange del c&leculo variacional. Se describen dos principios
variacionales para la hidrodinimica: el de Eckart (1960 y el de
Herivel (1934) derivados éel praoblema de Lagrange en el lenguaje
lagrangianoc y en el euleriano, respectivamente. Como se vera, la
linea que emerge de la formulacidn variacional euleriana de 1la
mecénica ha sido la gque ha dado origen a algunos de los principios
que forman parte de los antecedentes directos de este trabajo.

Los trabajos que se detallan tienen como antecedentes: par el lado
de la forma lagrangiana a Hellinger (1914), Herivel (1931) vy
Serrin (195%9), posteriormente el trabajo de Viniegra-Heberlein et
al. (19843; par el lado de la forma euleriana a Thomson (1849) vy
Eckart (19Z28), posteriormente Rosof (1971) (que se combina con una
rama generada en la termodinamica irreversible, como se detalla en
la parte 11 de este trabajo). Finalmente, se hace énfasis en el
teorema de Noether (Goldstein, 419B0) sobre la existencia de

invariantes en teorfa clisica de campos.
I.1.- El problema de Lagtange.

El problema de Lagrange se plantea como sigue:s sean X (m=1, . M)
funciones de las variables t'(i=i...N). Si L es cualquier funcidn
de xm, x?, t', su derivada total respecto a t" ests definida por:

dl. a " a " a
T T, Tt T, Tl T (1)
dtt " at Ox'; art  act

dande x? = OxmldtLy se usa la convencidn de suma sobre (ndices

repetidos. Considérese ahora la integral:

1=J...‘(La¢‘...da", )

que se extiende saobre un  vaolumen N-dimensional acotado por la



superficie (N-l)-dimensional cerrada  S. Como . se ' sabe, las

ecuaciones de Euler-—Lagrange:

d a

——i——m] - =0 : (3)
dt

son las condiciones que definen las funciones xm(LH que hacen a I
un extremo y que toman valores preestablecidos Xm(tH sobre la
frontera S. Se ignora aqui.y en lo sucesivo la posible existencia
de mas de una funcidn L que lleve a las mismas soluciones xm(tH
(lagrangianos equivalentes, ver Hojman y Shepley, 1982).

Asociado a la Ec. (3) se encuentran un conjunto de leyes de
conservacién que pueden escribirse en términos del. tensor

energia—momento L: como:

a.’  a
—L 4 =0, (4)
ded  ae :

donde L) = «7 (asa - L sl

Las Ecs. (4) se obtxenen por substxtuc1én directa de las Ecs. de
Euler-Lagrange en la Ec. (1) (Eckart, 19460).

En las siguientes dos secciones se muestran los trabajos (Eckart,
192605 Herivel, 1934) que representan el desarrollo de los
principios variacionales de la hidrodinamica en las formulaciones

lagrangiana y euleriana respectivamente.

I.2.- La formulacidn variacional lagrangiana de la hidrodinamica.

Los alcances que mostrd la formulacidn variacional de la mecanica
clasica motivaron sin duda los intentos de establecer
generalizaciones del principio de Hamilton (Ef. Ec. (2) cuando
L=K-V, K energia cinética y V energia potencial) a la mecanica de
fluidos (Herivel, 1951; Serrin, 1959; fFraeijs de Veubeke, 1967
Eckart, 1960; Casal, 1966) las cuales se restringieron a fluidos
perfectos a temperatura uniforme. Eckart (1960) formula un

principio variacional desde el punto de vista lagrangiano de 1la
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farmas

6Jdtj-dxdydz(§pv2 - ol + W) = 0, s

donde pl{x,y,2z,t) es la densidad del fluido, vix,y,2,t) su
velocidad, V(x,y,,z,t) la energla potencial por unidad de masa
debida a fuerzas esternas y (ulx,y,z,t) 1la energifa interna por
unidad de masa del fluido en el punto (x,y,2) al tiempo t. U es
una funcidn de py 8, siendo S(x,y,z2,t) la entropia por unidad de
masa. En la aproximacién lagrangiana, se supone que un elemento de
fluido en (x,y,z) al tiempo t estaba originalmente en el punto

a=(a,b,c) al tiempo t=0:
x{t) = x(a,b,c,t), ylt) = yta,b,c,t), z(t) = z(a,b,c,t). (&)

La variacidn indicada en la ec. (5) se lleva a cabao transformando

al sistema de referencia fijo (es decir al espacio (a,b,c,)):

6””&,9‘«’ - py + V)]Jdadbdcdt = @, 7

donde J=0(x;y,z)/8(a,b,c) es el jacobiano «de la transformacidn del
espacio (x,y,z) al (a,b,c). El principic incorpora dos condicianes
subsidiarias: la conservacidn de la masa y de la entropia. La

primera de ellas, en la forma lagrangiana, es:
plr(a,t)1J = pla,0). (8)

Para la segunda, se requiere que el cambia de entropia dentro de
una regidn dada sea el resultado de la entropia transportada a
través de la superficie del volumen por el movimiento del fluido

exclusivamente (esto excluye procesos disipativos):

(5 4
-—_ = -~ divi{ggsv). (%)
at

Usando la ecuacidn de cantinuidad, 1a ec. (9) es equivalente a

dS/dt = 0, donde d/dt es la derivada material. En el lenguaje

i1
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lagrangiano la ¢ltima condicidn se escribe’ como:r —

Introduciendo multiplicadores indeterminados a(a,t) y pB(a,t), la

ecuacidn variacional (7) queda como:

:SJ”J[(-;-pvz -~ P+ VNJT - ol - pla.0n) - ﬁE—} Jdadbdedt = o,
a

(11)

donde ahora «x(a,t), yla,t), zl(a,t), pla,t) y S(a,t) pueden
considerarse independientes.
Al variar la densidad en la UuUltima ecuacidn se obtiene la

condicidn:

1.2 P
Y - W+ YY) -~~~ a=0, (12)
] o

8 P

en la cual se usd el hecho de que -t;q = siendo p la presidn.
o's P

Con la variacién de § se llega a:

an '

— = pta,0)T. (13)

at

En este caso se usd: (&I/35) =T y pJ=p(a,0). Con 1lo anterior se
puede ahora realizar la variacidén en las coordenadas X, y, z.. Por

ejemplo, para x se obtiene:

3 . o a ar .
- - ( .—]_ £ - [L——-——-——}(ipv - plU + V) —ap)]
L at) av.e dallacoxsaa)

N
- A— = 0. (14)
ax

Introduciendo la ec. (12) vy realizanda cierta algebra puede

mostrarse que la ec. (14) es equivalente a:

- aJ— -~ J— = Q. (s -

a . &y &N 3
) e

at at

12



Finalmente, como pJ=p(a,0) se tiene:

—_— . — - = =, (16
gue es la componente x de la ecuacién de movimiento.

1.3.- La formulacidén variacional euleriana de la hidrodinamica.

En la aproximacién euleriana la ecuacidn variacional est:
t R
GJIJ [;pv - pU + V) ]dxdydzdt = 0. (17)

La regidn del espacic donde se integra se mantiene fija, en
concordancia con la idea euleriana. El términoc en 1la energia
potencial V pudo haberse incluido en la definicién de la funcional
(2) para el caso anterior dando origen a un término adicional en
la Ec. (10) que da cuenta de la variaciéﬂ'espacial de V.

A la Ec. (17) ' deben afladirsele dos condiciones subsidiarias:

ap ds
— + div(pv) = 0 Yy o =0 (18}
at dt

(continuidad e isentropia).
Las Ecs. (18) pueden ser tratadas dentro de la ecuacién
variaciaonal (17) introduciendo dos multiplicadores indeterminados

de Lagrange a y /3

1 /=] ds
6Ichdmwz[;pv’ - plU + V) - aE— + div(pv)} - ﬁp-] = 0, a9
v dt

Ahora puede realizarse la variacidn de los campos p, S y v en esta

ultima ecuacidn. Variando la densidad p se abtiene:

19



1, p  da .
Y - W V) - -+ = 4 TVoev = 0. LTTH20)

o aL
Al variar la entropia S se llega a:

an :
— & Ygev = T, (21)
I -

Finalmente, cuando se varfa el campo de velocidades v:
v + Va = V5. (22)

Es interesante hacer notar que el cailculo para llegar a las Ecs
(20) a (22) no involuecra variaciones en los gradientes, en otras
palabras, las variaciones de 1los gradientes son ceén. Este
procedimiento se encantrari mis adelante en otras formulaciones.

A partir de la Ec. (20) es posible llegar 'a 1a ecuacidn de
movimiento en forma euleriana. Para ello se introducen las Ecs.
(21) y (22) en el gradiente de la €Ec. (20} usando Vadeﬁa;‘ ias

siguientes relaciones: 85/3t=-YS.v y rot¥S=rotv, junto con:

P
W = Eﬂ 75 + C—’] Vo = T + - o = (23)
© (2 [ ‘

Esta parte se finaliza con un bosquejo a grandes rasgos del
teorema de Noether en teoria cliasica de campos donde adquiere su

forma mas feértil.

1.4.- E1 teorema de Noether.

El teorema de Noether (Goldstein, 1980) contiene la descripcidn
formal de la conexién entre invariancia (o propiedades de
simetria) y cantidades conservadas. La discusidn se restringe a
densidades lagrangianas que satisfacen dos condiciones:
invariancia de forma e invariancia de escala ante transformaciones
infinitesimales en el espacioc cuadridimensianal de la teoria de
campo clasico (cf. Ecs. 12-143 y 12-144 de Goldstein, 1980):

X' = X+ Bx (24)
H # “

14



&x  puede depender de x .
H M

Bajo tales dos condiciones se encuentra que:

Z{n’,x 1dx - Jf(n,x Ydx = 0, (25

In' ] H o H ~

donde las variables de campo n (xP) estan representadas por 7 y se
o

transfotrman de acuerdo con:
N x)=n (x I+En (x ). ’ (26)
e d o e

La Ec. (25) es equivalente a (Goldstein establece este resultado a
través de una mera analogia con la misma ecuacidn reducida a una

dimensidn):

£Un' % )-£inyu )]dx +[L(n bx dS =0. (27)
Lgn,xp nmp]vy[sn %95 )

S es la superficie cuatridimensional de «a. Usanda el teorema de la

divergencia se obtiene:

d

) = Elnyx )]+~ (Lln,x 16x )| =0 (28)
J‘c‘!)x“[[mmxp mx ] o Eemrex, } )
v

donde la diferencia en las densidades lagrangianas proviene de

cambios &n en las variables de campo 71 en un punto fijo del
e

4-a@spacio:

ar - 8¥ dén
2N,k ) - Llyyx ) = —— &n + —", (29)
] 2] e
[:4 an dx
np Py V v

ya que se han conmutado & y d/dxu. Asi la Ec. (28) se transforma

en:

d z
[(dx y— |/ &n + L&k ] = 0, (30}
L =] v
L N

[l

gque tiene ya la forma de una ecuacién de corriente conservada. La

15



Ec. (30) se obtiene nuevamente por substitucidn directa de las
Ecs. de campo de Lagrange., Como se ve, la invariancia de 1la
densidad lagrangiana <fante transformaciones en el espacio
clasico cuadridimensional y las ecuaciones de campo de Lagrange
lleva a mostrar 1la existencia de un conjunto de cantidades
conservadas derivadas de la ec. (30). Se expuso agui este aspecto
de la teorfa de campo clasica en la eventualidad de discutir la
posible existencia de invariantes de Noether en termodinamica
irreversible extendida dﬁnde el principio variacional que
postulamos puede petrmitir la formulacién de la teoria extendida
como un teoria de campo clésica.

En el siguiente capitulo se muestran algunos principios
variacionales para el movimiento de 1los fluidos que iﬁvolucran
tanto procesos convectivos como disipativos. Tales principios han
surgido en el marco tedrico-conceptual de la termodinamica
irreversible lineal. Con esto se pretende dejar completo (aunque a
grandes rasgos) el panorama de principos variacionales en el que
se puede visualizar el contexto y la posicién, dirfase histérica,

que guarda el principio que se sustenta en este trabajo.
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TTIT=TUPRINCIFIOS VARIACICNALES-L-NO...CLASICOS. . PARA __ FROCESOS
COMVECTIVOS Y DISIFATIVOS. -

Las limitaciones encontradas por la presencia de operadores no
autoadiuntos en las ecuaciones del movimiento dé los fluidas
restringid en un inicio los intentos de establecer sus fundamentos
variacionales a flujos no viscosos. La inclusién de efectos
disipativos se intentd entonces a partir de la termodinimica de
procesos irreversibles dando lugar a una serie de trabajos cuyo
origen parece estar en la formulacidn variacional de Onsager de la
ley de Fourier de conduccién de calor y en el principio de minima
produccién de entropia de Frigogine.

Se presenta aqui una resefia breve del desarrolleo histérico de 1las
formulaciones variacionales para el movimiento de 1los flufdos a
partir de los trabajos de Onsager y Frigogine incluyendo solo
aguellos trabajos en los que se consideran como punto ‘de partida
las hipétesis de la termodinéamica irreversible lineal. Coma se
ha mencionado, esto tiene un propésito doble: mostrar con cierto
detalle los antecedentes del principio variacional con el que se
trabaja agui{ y evidenciar la estructura del desarrollo de los
principios formulados para el movimiento de los fluidos. Algunos
principios que se enmarcan en las extensiones de la termodinamica
irreversible se tratan en las partes IV y V.

Como se vera, pueden distinguirse claramente dos lineas
representadas, por un lado, por los principios propiamente
restringidos de los cuales el primero que se expone es el de
Onsager (1921)5; y por otro, los del tipo potencial local que

tienen su origen en el principio de Prigogine (19435).
I1.1.— Principios variacionales de tipo restringido.

Fara medios anisotrépicos Onsager (1931) formuld un principio para

la conduccidén de calor gue requiere gue la funcional:

ACI,T) = S + 8T = ¢, D, (1.1)

1?7



. v.J “x n.J J.X.J
S{I = - — dV, S (J) = — ds, ¥(J,N= - dV, (1.2)
g T n 2 T by 27T

sea un maximo con respecto a variaciones del flujo de calor J baijo
la éondicién de que el campo de temperaturas T sea una funcidén
conocida de la posicién, X es una diddica simétrica conocida que
no depende del flujo de calor pero si de la temperaturas * indica
derivada temporal total. Asi, la variacién éT de la funcional A& es

cero, si y sola si se satisface la relacidn constitutiva:

1
- - 97 = K. 73, (2)
T

T e2s mantenida constante durante la variacidn.
En el caso de medios isotrépicos, para los cuales F=U/T (U es el
di&dica unitaria), la Ec. (2) se reduce a 1la conocida 1ley de

Fourier de conduccién de calor:
J = - kVT, 3)

Adicionalmente, la segunda variacién de A con respecto a J es
negativa siempre y cuando X sea positiva definida. Esto implica
que la funcional A es en efecto un maxime en las condiciones
descritas.

En un estudio muy critico Finlayson y Scriven (1967) afirman que
cuando el campo de temperaturas =s desconocido la farmulacién de
Onsager no s la de un principic mé&ximo porque la variacidén
restringida de A no es cero en general y el signo negativo de 1la
segunda variacién no implica de ningdn modo un maximo. Este punto
ser4a motivo de una reflexidn posterior.

Siguiendo la idea de Onsager, Rosen (19532) hace estacionaria 1la

integral:

18



J (13728 dV | i

con respecto & variaciones = en - J- sujetas a . -las - siguientes

restricciones:

i) 9.3 + fL aT/ a9t = 0,

ii) n.J esta especificada sobre 5,

iii) k 2s indepsndiente de J y

iv) tanto T como &7/t se conocen y mantienen fijas en la regién

V.

La "ecuaci¢n de Euler” derivada de este principio es justamente 1la
ley de Fourier de la conduwzcidn de calor. Esta forsulacidn es
una de las mas rigurcsas desde 21 punto de vista matematico.

Gyarmati (1970) escribid un libro en el que discutid de manera muy
seria 21 problema de los principios variacionales para la
termodinimica  irreversible liﬁeal (TIL) y la posibilidad de
formular esta ultima como una teorfa clisica de campos. A partir
del principio de Onszger para la conduccidén de calor Gyarmati
define un principio general de minima disipacidn de enerpgifa
definido de manera gque las variaciones son hechas en 1o gue &1
1lama la representacidn de fuetrzas, siendo capaz de deducir un
conjunto de ecuaciones candnicas de campo las cuales son
equivalentes a las ecuaciones de transporte de la TIL. Para
jlustrar el desarrollo que Gyarmati lleva a cabo, considérese de
nuevo el caso de la conduccidn de calor tratado por Onsager. El
principio (sin referirse en este momento a la conduccidn de

ralor) establece que
sf e~ ¥],av =0, ()
donde ¢ s la produccidn de entropia, ¥ el potenciallde disipacién

local y el subindice s indica gque los Tlujos del sistema

permanecen caonstantes durante la variacién la cual es hecha sobre

10



las fusrzass termodinimicas. En . elicaso del conductor de’ calor la

condicién variacional toma’la forma:

N :
2 24 -
sf.[T o, S9N ]J =0, : (&)
q
can aq=p§+Vo(Jq/T), gque e3 la ecuacidn de balance de la entropta
s, J el flujo de calor y T 1la temperatura local. Tomando en
q

cusnta que para un sélido:

ar
v

L=
i= o (7)

=S| -

donde <, @% el calor especifico a volumen constante y u la energia
interna, Gyarmati pasa a realizar la variacién de la temperatura
en la ecuacién (&) mantemiendo constante el flujo de calor y 1a
derivada temporal de la temperatura. Esto udltimo lo Jjustifica
argumentando que en la ecuacidn de conservacidn de energfa la no
variacion de J a hace plausible la no variacin de la derivada
temporal de T. Gyarmati cobtiene por supuesto la ley de Fourier de
la conduccidén de calor. En el proceso de variacidn el  integrando
de la funcional que esta siendo variada toma 1la forma final
f[pcvﬁTlat - To(AVT)]6TdV (a s6lo un pasa de cbtener la ley de
Fourier). Agquf, OGyarmati transforma el integrando (usando el

teorema de Gauss) a:

ar IN 2
x} = fT(T,VW) = FMVTEE + g (9T,

la gque postula como la densidad 1lagrangiana de modo que 1la

ecuacidén variacional
SX(T) = csjv.dev = 0,

caonduce a la ecuacién de Euler-Lagtrange
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04 . (8)

que es'idéntica a la ecuacidn de Fourier, En Ec. (8) se asume la
conQenciéﬂ de indices repetidos 'y o=t,...,3.

£n un trabaio de 1971, Rosof postula un principio de la forma del
principio de Hamilton que conduce tanto a las ecuaciones de la
hidrpdiniémica como a las de la termodinimica de no equilibrie
(relaciones constitutivas lineales para los flujos y fuer:zas
ternnodindmicas elegidos).

En la notacidén empleada  por Rosof la ecuvacidén variacional se

escribe como:
5 - - - & 3 = (
J'Jx(ur Sn Su_ = &uy d.\dt\ 0. (9)

T es la densidad de energia cinética, n la energia potencial y 6uc
y 6ud son las variacienes de la energia interna debidas a procesos
conservativos y disipativos respectivamente. Considérense ahora Jg
2l flujo de entropfa vy J,L el flujo de la i-é¢sima especie quimica
en un sistema de coordenadas baricéntrico. Los "flujos integrades”

K y K se definen como:
£ 1
dKk =J dt, (10)
s S
di. =J dt. (11)
L 15

Rosof toma entonces caomo las primeras n coordenadas generalizadas
del principio al conjunto K;""Kf"Kn’ donde <fKi para
i=1 hasta n—-1 y Kn=Kﬂ. Junto con estas hay otras dos coordenadas
generalizadas: py r. r=ria;t) es la posicidn al tiempo t de una
particula de Tluido originalmente en a. Ahora se requiere
especificar las componentes de la variacidn en la energia interna

en Ec. (?). FPor su lado 6uc estaria dada por:
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du = Tés - PSv + Zuén,, (12)
c c A3 1

donde T representa la temberatura, P la presi&n, H, el potencial
quimico de la especie i, S, la entropia especifica (de hecho por
unidad de longitud ya que Rosof se restringe a una dimensidn) que
cruza la frontera del elemento de volumen, n, la masa especifica

de i ¥y v el volumen. Mientras que:

6ud = TeSsd (13)

es el calor producido por wunidad de volumen, donde s, es la

entropla especi{fica debida a procesos disipativos.
La razén de cambio en el tiempo de la entropia especifica s, esta

dada por la entropia transportada por el movimiento del fluido:

2 - s _ . - ___e]’ (14)
S5 = & 6t = ~ 5[2‘]. ) (15)
[~} c .

én = - 6€—i]. 7 (16)

De modo que la Ec. (12) puede reescribirse como sigue:
6uc=6or+6ﬁ, (17)

ya que ZéK,L=0 y donde:

a] R
Sa = _ZAé _J], (18)
j= i .
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SF=-F&u, L . ‘ , (19)
[ yrpl,i’j=1vhésta n—1

= i n  . 2t
’ L7, . i=ns<
Ast, la doble integral de la ecuacidn variacional (%) viene a ser:

fo(&"r - &n - SPrdudt + J”Jx( - Sa ~ Su )dudt. (21

Aqul Rosof trabaja separadamente los dos términos gque aparecen en
el lado izquierdo de la tltima ecuacidan. Fara el primero de ellos
se remite a la literatura (Herivel, 1954) asumiendo que el UGnico
términog  importante en la energla interna es al términog
presidn—volumen y obtiene las ecuaciones eulerianas de la
hidradinamica (ver parte I de este trabajo).

Eétableciendo una analogia con =21 caso cléisica en donde la
presencia de fuerzas disipativas en el sistema (gue no pusaden
derivarse de un potencial) puede tratarse definiendo una funcidn ¢
tal que 2¢ es la razdn a la cual la energfa es disipada, la cual
se asume depemnder de las velocidades generalizadas, Rosof trata el
termino en la Ec. (21) que corresponde a la variacidén en u, como
sigue. De acuerdo a las Ecs. (10) y (11) las derivadas temporales
de las coordenadas generalizadas Kj corresponden a log TfTlujos J,

por lo que la funcidn de disipacidn ¢ que puede se&r usada es:

1in n
—}’ z (22)
A k k’
2L, L T
dorle Rjk=Rkj'

Variando los flujos como se indica en la Ec. (21) se lleqa a las

siguientes ecuaciones de "Euler-Lagrange' en notacidén matricial:

[, =- [c,] E%], (23
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donde [c)_k}s[Rjk].“— :

Fara finalizar Rosof trata el ceso de sistemas bajo la accidn de
un campo magnético para praobar la validez de la teorfa., Como se
ve, 21 principic de Rosof surge de dos  ramas  del desareollo de
pirincipios variacionales: la de la  foreulacidn enleriana de  la
hidrodindmica y 1a linea generada a partir del trebajo de Onsager
(por 21 hecho de gue las variaciones son hechas schre los flujos y
obtenerse ecusacinnes constitutivas). Esto puede visuwalizarse mejor
en el gequena (Tig. 1) al final de esta parte 11, donde e observa
tambign la linea de leos principios de tipo potencial local gue
parte también del principio de Onszger perro que se define pronto
comn una rama independicnte y de la cual =g expone en primer lugar

el principio de Prigogine en el siguiente apartado.

11.2.~ Principios variacionales de tipo potencial local.

€1 teorema de Frigogine (1945) de la minima produccién de entropia
afirma gque para condiciones prescritas independientes del tiempo

la produccidn total de entropia:
P = j oV (25)

es un minimo en el estado estacicnario (Frigogine considerd¢ sola
procesns disipativos), donde o denota la produccidn de entropia
por unidad de tiempa y de volumen.

Después, Glansdorff y Frigogine (1944) extendieron la Ec. (23) a
un ctiterie genesral de evolucidn incluyendo términos convectivos.
£l criterio establece que para condiciones de frontera

independientes del tiempo:
d3 = Idei'dxi < 0, ) (26)

donde las fuerzas termodindmicas Xi y 1los flujos Ja incluyen
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Frocesos macinicos., El  problena  bisico con la  Ee. (28) es

de fernxn:ﬁ en

gz-uwra-diferencial. total.  En

i

i
caso 2n que la Ec, (26) <olo inc lnye efectos disipativos en

ceciones guinmicas Prigogine y Bale

cu (1933) concluyeron que en
general tel diferencial total no existe. Esto esta relacionade con.
la e

wigtencia de sistemas gue aun  siendo  levesente  sacados  del

sstado estecionario el sistema no regresa a tal estasdo no  que
dezscribe  upa  tra eciorla muy  cercana - a 21, Mo chstante,

Glansdarff y Prigogine (1944) muestran cémo es posible en  muchos
casos obtener una diferencial total on la wvecindad del o2cstado
estacicnario szubstituyendo en la Ec. (26) algunas  variables de
ceampo  por  las distribuciones que corresponden al estadao
eztacionario. La funcidn T obtenida depende entonces de dos tipos
d2 variablas: u, vy de modo gue las Jmuacicnes de  conservacién
del sistema en el estado estacicnario son  eobtenidas por una
cundicidn extremal al veariar las variables u manteniendo fijas las
variables estacicnarias u o tomando luzgo la condicidn adicional
u=w . El método ¢e conoce como @l de potencial local. El potencial

local ? presenta un minimo cuando se cuaple la desigualdad:
&(u.uo) > @(uo,uu). (27)

El concepto de potencial local ha sido zplicado a otros sistemas
dada su importancia tedrica como criterio de evolucidn para la
prediccidn del comportemiento del sistema cerca de estados
estacicnarios. lebon y Lambermont (1972, 1973, 1973  usaron el

concepto para estudiar mezclas guimicamente activas en estados

transitories. En sistemas con procesos  puramente  disipativos
descritos por ecuaciones lineales Lebon y Lambermont (1972)

definen la funcional A en la representacidn de snergla como:

hal . R
. 1 Y s f o %L -
H( a [P .. P e mdvde +‘21J‘JPI .vdAdt, (28
) vE LAi

de u es la energfa interna especifica, P, con las variables
1

n
w
intensivas del sistema, T el potencial de disipacida local:



n AT S —
X = =Y L
con LU los coeficientes de Onszager e Ii=(1/T)J&

El principio establece gue la evolucicn del proceso €s tal que 1
variacidn restringida (derivadas‘teMporaleé de  las wvarisbles P
se mantiensn sin variar) de la funcional (Z8) con respecto a  las

ariables intensivas es cero. Las condiciones obtenidas para gue
el principio ze cumpla son  las ecuacionés de conzervacidn del

istema, 81 los cosficientes de Onsager dependen de los parémztros

b'l

..a.

ntensivaes el principio mantiene su validez siespre qua la

variacidn & =0, lo cual significa que loas L . dependen da las
L) L)

variables F. en el estado estacionario para las cuales la
1

variacidn ws cero. Despuds de 1a variacidn se introducen las

condiciones subsidiarias: PV0=',

AN 1
En el trabajo de 1973, Lebon y Lambermont elaboran un  principio
variacinnal para fluidos en los we  estadn prasentes  pgrocesos

disipativos y convectivos. El principio se formula en tfrminos de

la energia cindtica ezpecifica kf

kR = 1/2pvV.V (29)
v

con v el campo de velocidades, y de la transformada de Legendre de

la =snergia interna especifica uv:
uv(T,p) =u, - Tsv = Hpe (30)

Estas dos cantidades son utilizadas para definir la  funcidén

lagrangiana £ como:
£ =k -0 (Tyw. (1)
v v

El principio establece que las ecuaciones de conservacidn de masa,
momento y energia para el fluido viscoso son las condiciones para
gque la ecuacién variacional siguiente se satisfaga cuando u, T y v

son variadas:

2s



Avds

+ 5[{ (0 o+ x° leV - F .v)dth - JI’V.lﬂﬂdt =0 (32)

LY

Los subindices t'y = ﬁcbre (=31 oneradon & indican respeciivanente
nue las derivadas temporales y las derivadas espaciales de  los
parinebros intensiveos  no son variadas; ademés  los tdrminos  con
suparindice ° ze mantienen fijos durante la variacidn. &n la €Ec.
(37 po se han  incluide  términos gque dan las condiciones de
frontera para los flujos.

El criterio  (32) zs valide tanto para leyes zticmzinol dgicas
lingales como no lineales. Sin embargo, en esie Wliino cazo 1los

co=aficientes de los gradientes de las fuerias ganeralizadas en

E

ales leyes se suponen dezpendientes de la soloecidn  estacionaria
T, HoY v las cuales no son variadas y por  tanto taspoco los

Q
=}

coeficientes. Como  antes, la rezstriceidn se gquita cen las

condiciones subsidiarias:

o] 0 (8]

Lebon vy Lambermont emencionan gue el principio que proponen es una

D

xtensidn del principio de Hamilton a mecinica de fluidos que se

supresa como se ha visto por:

éf{(kv - 9dvdt = 0, : {
(%5

pera tal afirmacion se basa solo en la similitud en la forma entre

[
2]
~

la lagrangiana (31) y el integrando de la Ec. (32). Mo ohstante lo
anterior, 2n el esquana de la figura 1 se ve cowo en efecto dos
linzas a través del esquena llevan al  principio de Lebon y
Lambzrmont: la foraulacidn euleriana de la hidrodindmica y  la de
1os principins de tipo potencial local.

otros principios variacionales nno clisicos del  tipo

local para el movimiento de {flutdos que  involucran
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coonyeccion y disipacién (Weihs y Gal Dr,k197§; Hiroaka y Tanaka,
1978). De heghd; VébEétetwarlu—yiD@ﬁhpgqge (1982) muestran como es
posible construir una foraulacidn gque _qufi;ﬁér los traSajos de
Glansdorff v Prigogine (1944), Weihs:'y Gal‘ Or (1970), Lehon vy
Lasmberaont (1973 y Hirbaka y Tanaka (1978). En este planteamicnto

la. funcional general tiene la forma:s

] o (=]
I =1 +1 = J[Lc(u,u) + L (uu,p,p) Jdvds, (34

m [ d

Q

dondea u, son las variables estacionarias y Ly Ld son densidades
<
lagrangianas que conducen a los términos canvectivos y disipativos

de las ecuaciones de conservacidn:

mi
—'= 0, (35)
8%,
1
Y EYS ) a%u,
pl—t +u—" = -~ ~— + p—'~, i =1,2,3, (34)
ot ’.mj o o o

La condicidn u=u dehe tomarse después de realizada la variacidn.
En el caso de la parte convectiva de la Ec (36) la densidad L en
(=4

su forma mas general estd dada por:

o 6uJ Buj o auj o
L pla, ,u; —" u b.ou — u c..u. — u
¢ kit & 1 gkl 't S 1 ikl i S 1
¥ k
&H
+ — -
gt - u J (37)
: x

l.os tensores cartesianogs de cuarteo arden pueden escribirse como
cambinaciones lineales de productas del tensor S, . Puede
L]

mostrarse entonces que la variacién de la densidad L es:
<
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. e R
A= - - - + —*
L plta, e, ~¢c, bzyy d, *duy s
e SRR S S —
‘ - ° &42
- - —- o a —_—"T -
+ (a - 2c, - b - +d +d)u ]uul, (38)
ax

1

donde se ha usade ya la condicidén umu los a,, bt’ c. y d. son

. r L

los coeficientes de la combinaciones lineales de los tensores de
cuarto orden. Eligiendo adecuadamente valores para los
coeficientes se cobtienen como casos particulares de la densidad L
la parte convectiva de los cuatro principios mencionados arriba. :
Fara finalizar este capitulo, se exponen las ideas basicas de dos
trabajos (Hameiri y Bhattacharjee, 1987 y Rasband et al., 1988)
sobre la aplicacidn del método del potencial 1local a un flufdo
viscoso conductor de electricidad en presencia de un campo
magnético, en vista de su estrecha relacidn con la parte V de este

trabajo.

11.3.- Principios variacionales del tipo potencial 1local para

fluidos conductores.

En Hameiri y Bhattacharjee (1987) se explora la aplicacidén del
principio de Frigogine a fisica de plasmas. Se trata de describir
el proceso conocido como relajacidn del plasma que consiste en la
tendencia espontanea del sistema a aproximarse a un estado
estacionario preferido. Como se veri, este corresponde a un estado
de minima produccién de entropia. Ellos comienzan discutiendo las
ideas en el caso de un conductor rigido de electricidad sujeto a
un campo eléctrico con una simetria particular definida. La

evolucidén del campo magnético es en t&minos de la ley de Faraday:

aB
— + VE = Q, (39)
at

donde el campo eléctrico esta determinado por la ley de Ohm:
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£ + vuB = ni, B (40)

siendo i el flujo de corrviente, i=V:B despreciando =1 vector de
desplazamiento de Maxwell (aproximacidn MHD), n la resistividad
eléctrica ¥y v la velocidad del fluido ( en 21 caso del sdélido
v=03). Las Ecs. (39) y (40) estan sujetas a las condiciones de

fronteras
B.n = 0, i.n = Q, (41)
con n un vector normal, junto con:

&TE.dl=V, fPE.dl=0, (42)
donde T y P son curvas particulares sobre 1la frontera del
conductor acordes con la simetria del sistema, vV es el voltaje
axial aplicado por unidad de longitud.

3i la Ec. (I9) se multiplica por 8B/8t y se integra en el volumen

del conductor se llega a:

a L aB
~—J(~ni ~ E.i)dr = ~{[ — Jdr, (43)
atd 2 ° It

can EQ el campo eléctrico aplicado. Esta ecuacidn implica que la
funcional del lado izgquierdo decrece mondtonamente durante 1la
evalucidén del sistema y se detiene cuanda 6B/ 8t 2s cero, cuando se
alcanza 21 estado estacionario. La funcional es llamada por
Hameiri y Bhattacharjee la integral de producidn de entropia vya
que el integrando =s la forma usual de calcular la produccidn de
entropla. De este modo establecen que la relajacidén del plasma a

un estado preferido es tal gque la variacién de la funcional:

1
J(—niz - E.iydT (44)
2
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con regpectara--variaciones en el campo. megnético B es cero
Clas variaciones en 1 se calculan a pértir de i1=V«B). Esto expresa
la tendencia del plesma aproyimarss a un estado de produccidn de
entropia minima. La condicidn a@xirenal es 1a ecuscidn paira L oen el
estada esiacionario: ni:Eu. Las condiciones de fronteéa sons: VY.i=0
y 1.n=0. Después, los autores tratan el caso de un fluido
conductor al cual consideran incompresible por sieplicidad. L&

evolucidn del campo magnético esti4 ahora determinada por:

aB
o P {pi-8) = 0y (45)
at

donde los campos son campos pramedio y la cantidad 8 es el
pronedio de v;xBi, siendo v, Y B1 la velocidad y el canmpo
magnético fluctuantes (los campos se suponen determinadas por un
valor promedio al que se superpone un  campoe  fluctuante cuyo
promedio es cera). £En generél la funcidn € es desconocida, sin
embargo, peara el fluido caonductor se conocen algunas de sus
propiedades y aln se conoce su forma para simetrias determinadas.

£1 término entre parédntesis de la Ec. (45) satisface 1a condicidn:
pi — %= E sohre r = a. (36)
a

Un procedimiento egquivalente al descrito para llegar a la Ec. (43)

lleva a constatar que la integral:

1 1 1
g= lar[ - m® -~ 81 - E.1+ - (2i® - 0] (a7)
2 2 ¢ 2

=

maestra un comportamiento mondtono decreciente mientras JdB/dt sea
distintn de cero. La Ec. del estado estacionario Ec. (46), se
obtiene entonces camo la condicidn para que la funcional (47) sea
un minimo cuando el campo magnética B es variado manteniendo
constantes 1° y €° y tomando despuds las condiciones:i=i°, r=g°,
Como se ve, el principio propuesto por Hameiri y Bhattacharjee es

del tipo potencial local, restringido al campo magnético y al caso

a1



eztacicnario.

Fara terminar, 21 principio” s@ ~usa—

U ESQREMA-
iterativo que partiendo de ‘una suposicida inicial ysobre BQ,
converge a la solucidén del estado estacicnario siempre que este
sea un estado de minima produccidn de entropia.

Ahora se describes 21 trabajo de Rasband et al. (1988). En &1 se
discute una formulacidn variacional para la megnetohidrodinimica
disipativa basada en una funcicnal definida sabre el conjunto de
variables de campo gque describen el sistema: la tesperatura T, el
campo magnético B, la velocidad v, etc. Tal funciconal es lo gue
Rasband et al. (1288) llaman la Tfuncienal de produccidn  de
entropia generalizada §(¢,¢0) (funcional FEBG) con ¢a(x,t) el valor
promedia de las variables de campo en el punto x al tiespa t y
(%, t) incluye variaciones alrededor de los valores promedio. La
funcional FEG debe ser tal gue valuada en (¢0,¢0) corresponda a la
razdén de produccidn de entropia (se requiere por supuesto que 1a
funcional tenga unidedes de produccidn de entropi{a). De este modo,
el principio variaciconal constiruido a partir de la funcienal FEG
corresponderd a una generalizacidn del principio de minima
produccidn de entropia de Frigogine. El principio afirma que 1la
evolucidén del sistema es de modo tal gque s satisface la condicidn
&E=0, tomando la variacidn con respecto a los campes ¢ dejando

conztantes 1los campos ¢o, tomando a posteriori la conocida

Htremaleg®

condicidén subsidiaria ¢=¢0. Las ecuaciones '
corresponden a las ecuaciones de evoluicidn del los campos promedio
del sistema. 6Si se cumple adicionalmente la condicién:
§(¢,¢0)>§(¢0,¢0) para toda variacidn de ¢ entonces §(¢o’¢B) es un
minimo global.

Realmente la forma en gue agquf s2 ha planteadoc es un  poco
diferente a la de Rasband et al. (1928) Esto se ha hecho as{ por
que la forma en que lo hacén dichos autores deja entrever gue lé
farmulacién de un principio variacional tiene el meroc propdsito de
servir de base a un esquema iterativo para calcular, es decir:
buscar una funcional que reproduzca las ccuaciones correctas del

sistema y a partir de ella construir el esquema iterativeo
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pareciera ser el objetivo.

Asi{, el principio propuesto por Rasband et al. (1988) se formula
para conducir a las ecuaciones de balance de la
magnetohidrodinamica disipativa (estas ecuaciones pueden verse en
la parte V de este mismo trabajo). Tales ecuaciones se
complementan con las ecuaciones de Maxwell y las relaciones
constitutivas entre fuerzas y flujos temodinamicos que' son
asumidas lineales. Estas relaciones son para el caso, las leyes de
Fourier, de Newton y de Ohm. Los coeficientes de transporte son
supuestos funciones de los campos.

La funcional PEG toma la forma:
=% + 3 +3_ + 3 (48)
B v T e

donde cada término es construido de modo que al variar el campo

que aparece como subindice darad lugar a la correspondiente

ecuacién de balance, en el resto de términos el campo que se
varie aparecer4a con un subindice o de maodo gque permanecera
constante durante la variacién. De este modo, se justifica la
notacién empleada en la Ec. (48) y asi cada término de la ecuacidén
origina la ecuacion de balance completa correspondiente.

Los términas iv y &T son tratados en la literatura (Glansdorff vy
Prigogine, 1971) y Rasband et al. (1988) centran su atencidn en el
término §‘ que debe generar la ecuacién de evolucidn del campo
magnético B Ec. (45). Primero retoman de Hameiri y Bhattackarjee
(1987) la densidad de la razdn de produccién de entropia debida a
disipacién ohmica: n12/2T, que al ser variada respecto al campo
magnético (nuevamente las variaciones de 1 se obtienen de i{=VxB)

da como resultado:

n n,C

1,61 = 9. [6Bx —— 1]

T anT '
o o

c 1
&B. [ Ix(n 1) + TOV(T)xnoi]. (49)

o

+
4nT
o



El término de la divergencia dara la condicién de frontera re
querida, el primer término entre los paréntesis corresponde al
término ni en la Ec. (45) y el segundo términa entre paréntesis
tiene una forma similar al efecto Nernst (de Groot y Mazur, 1984)
a pesar de lo cual Rasband. et al. (1988) lo tratan como un término
"no deseado” (!). Los términos faltantes de 1la Ec. (43) son
introducidos en forma ed hgc con subindice o para gue permanezcan
constantes durante la variacidén, al final de la cual se considera

la condicidén subsidiaria ¢=¢°. Asi, la forma de QB queda:

o c 1 o8, 1 1
fﬁ. = Idvt + - Bn[ - Vx(voxB )y - *‘*—Vx‘&o
T 4n T cat T < ° T
v (a3 Q (] [}
. 1
- v<—-——>xn0101] (50)
TO

El dltimo término del paréntesis cuadrado estd para anular el
término “"no deseado”. '

Con un prqcedimiento similar se construye Qp gque al ser variado
caon respecto a p da la ecuacidn de balance de masa con la
condicidn de frontera correspondiente.

Después, Rasband et al. (1988) demuestran que la funcional PEG
para o1 campo magnético Ec., (350) es un minimo local dejando al
lector la tarea de mostrar lo misme para el resto de términos de
Ec. (48).

Finalmente el principic formulado se aplica a un plasma disipativo
con una simetria particular y se elabora un esquema iterativo para
el calculo de propiedades del plasma. Esta parte na se considera
aqui por no ser de interés para la discusidn subsecuente.

A lo largo de su trabajo, Rasband et al. (1988) evitan darle el
nambre de fluctuaciones a las' variaciones de ios campas
argumentando que "dado que es costumbre considerar gque las
fluctuaciones de ellos ocurren en una escala espacial y temporal

mucho mis fina que la de los cambios en las campos promediao. Como
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consecuencia, las variaciones de los campos no  contribuyen a 1la
produccidén de entropia dado que son variaciones matematicas mas

bien qu figicag".

|
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I1.4.~- Esquema del desarrollo de los principios variacionales

asociados a fendmenos convectivos y disipativos en TI.

Hellinger ——Her1vel——Serrin-—Eckart—Viniegra-
€1914) 189512 1959 C18960) Heberlein
et al. C18984D
mecanica
\\~Thomson-—EckarL-—Herivel
1849 €1938> (1954D

'Onsager-——Rosen-—Gyarmati—~ Rosof —— VaAzquez ¥y
18315 C1951) C1970d €1971) del Ria

Termodinamica 19903
Irreversible \\\\ ’ !

Prigogine —Glansdorff— Glansdorff—lLebon y

C1945) et al. y Prigogine amber-
€1962> = €1954) mont €C1973)
FIGURA 1

El esquema intenta mostrar las ralces de los trabajos incluidos, lo cual no
significa que todos los autores de un trabajo qualquiera que estan detras
Cen el tiempo) de €1 hayan sido tomados como fuente. Se han excluido por el
espacio reducido, muchos trabajos que han contribuido al desarrollo de la
formulacidén variacional de los fendmenos de transporte tanto dentro de los
esquemas de la termodinamica irreversible como de otros esquemas: procesos

estocasticos, por ejemplo. S



III.- TERMODINAMICA IRREVERSIBLE EXTENDIDA.

Se exponen algunos aspectos de la termodinidmica irreversible
extendida para su discusidn posterior en términes de 1la
formulacidn variacional sobre las ecuaciones de evolucidn temporal
que se sustenta en este trabajo. Se plantea el esquema axiomatico
de la teorfa y se bosqueja a grandes rasgos el método general para
la obtencidédn de la ecuaciones de evolucidn temporal de los flujos
disipativos. El tratamiento de puntos como el desarrollo de los
coeficientes de 1la ecuacién de Gibbs o de la produccién de
entropia en términos de invariantes escalares del espacio
termodinamico extendido o como el desarrollo de expresiones de los
tensores en términos de las variables del espacio termodinamico,
etc., se hace mas bien someramente porque el caso tratado en la
parte V del fluido viscoso conductor de electricidad, permite
mostrar con algun detalle tales aspectos. Se hace, en contraste,
mids énfasis sobre la hipétesis de cerradura énrreiééién con la
construccién de la produccidn del potencial temodi namico
generalizado, punto al gque el principio variaq{onal parece dar un

mayor sustento. -
II1.1. - Los postulados de la termodinimica irreversible extendida.

A estas alturas del desarrollo de la termodinamica irreversible
extendida sobresalen ya los trabajos que han resultado un hito en
la conformacién de la teoria: el trabajo de Muller de 1987 donde
se propuso que una forma de generalizar la termodinadmica
irreversible lineal seria modificar la hipdtesis de equilibrio
" local introduciendo una funcién de entropia generalizada
dependiente tanto de las variables conservadas como de los flujos
disipativos. El Recent Developments in Non—-Equilibriuwn
Thermodynamics de 1984 editado por J. Casa-Vazquez, D. Jou y G.
Lebon donde se muestran los trabajos de una década que vinieron a
conformar el grueso de la teoria como hoy se le conoce. El trabajo

de Garcfa-Colin et al. de 1984 en el que se hace el intento formal
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de establecer la significaciém fisica de la teorfa y sus
'fﬁndamentos microscépicos. En éste ultime sentido también esta la
ponenclia de Garci{ia-Colin de 1987 en el Congreso Nacional de F{sica
(Garcia Colin, 1988) que es ademids un muy bello recuento de la
termodindmica de no equilibrio. También, la discusién que sobre
los criterios de orden para el corte de los desarrollos en la
teoria hicieran del Rio y Lépez de Haro (19801 y sobre la
hipdétesis de cerradura C(que se describe abajod por Rodriguez y
Lépez de Haro C1989).

En la forma actual, la termodinamica irreversible extendida parte
de los siguientes postulados:

1) El espacio termodindmico estid constituido Cse extiende? por las
variables conservadas del sistema y por los flujos disipativos o
variables no conservadas del mismo (el criterio para la seleccidn
de tal conjunto aun es una cuestiédn abiertad.

iid El sistema fuera de equilibrio se describe por un potencial
Le}mcdigaﬁico generalizado n Cal que podria llamarsele densidad de
entropia de no equilibriod con las siguientes propiedades: 71 es
funcidn de todas las variables del'espacio termodinamico extendido
y :es una funciédn local continua. Comoc consecuencia, la evolucidén
Lehporal de 7 estad determinada por umna ecuacidn tipo Gibbs
(generalizadad). Esta ecuacidén deberi reducirse a la ecuacidn usual
de Gibbs en equilibrio local.

111D Se asume la existencia de una ecuacién de balance para n de la

forma:
pdnsdt = - divy + o, 1D

donde J es el flujo del potencial generalizado n y o el término de
producidn.

iv) Los coeficientes de la ecuaciédn de Gibbs (derivadas parciales
de n que aparecen en la ecuacidnd’junte con el flujo del potencial
generalizado son funciones de los Invarlantes escalares del
sistema construidos con las varlables no conservadas. Los

escalares de la teoria son desarrollados como expansiones



alrededor del estado de equilibrio local.

v) La produccién del potencial generalizadso puede depender ademas
de las variables conservadas y de los invariantes escalares, de
pardmetros que no pertenecen al espacio termodinaAmico extendido.
El método basico de trabajo de la TIE consiste en la comparacién
de expresiones para la derivada temporal del potencial
generalizado obtenidas de la ecuacién de Gibbs y de la ecuacidédn de
balance Ec. (1). La primera se obtiene por substitucidn de las
ecuaciones de conservacién de las variables lentas y de los
coeflicientes fenomenol 4gicos desarrollados a un orden
preestablecido en la ecuacién de Gibbs. La segunda por el
desarrollso del flujo Jn y la produceidn o camo el vec}or y el
escalar mAs general posible en términos de las variables del
espacio termodinamico extendido.

Ahora se ejemplifica este procedimiente en el caso simple de un
conductor rigido de calor. Este sistema es utilizado también por
VAzquez y del Ri{io para obtener la ecuaciédn de evalucidn temporal
del flujo de calor en el conducter a partir de un principic
variacional tipo restringide Cesto se describe en la parte IV), de
modo que ambos métodos pueden compararse, Para detalles de las
condiciones en que se trata el problema puede verse Garcia-Colin
€1988). Partiendo entonces de la consideracidén de que el espacio
extendido para el caso, estad formado por la energia interna e
(parte conservada) y del flujo de calor (parte no conservada) se
tiene que el potencial termodindmico generalizado % es funcidn de

estas dos cantidades:
n = ne,qd. c2d

La ecuacidén de Gibbs viene a ser, después de introducir 1la

ecuaciédn de conservacidn de la energia:

'

dn dq
o~ = = aVeq + A o 3
dt. b 2 dt

Mientras que la expresién alternativa para dn/dt esti dada por la

p:1-



Ec. (1). Las expresiones para a. o Yy o pueden verse en la parte

IV Cefi= Eecsy~30:4 -a-30.3), - Faltaria escribir aqui la del flujo de
n:

J=Cfi‘+ﬁ2&+ﬁs.92+...)q. C4d

De este modo, las ecuaciones (1) y (3D quedan:

dn dq
p=— = - a Yeq + a,_qe—, €S.1)
at 10 207 L

dn
p— = - 3%.q - q-93 + & qeq. . ¢5.2>
dt, 1 1 2

Por congruencia con la termodindmica lineal las coeficlientes deben
tomarse como: a‘°=1/T CT la temperatura local de equilibriod
porque 1 debe reducirse a la entropla local al regresar a
equilibrioc local; ﬁflfT porque la Ec. (1) debe reducirse a la
correspondiente ecuacién de equilibrio local por lo que J debe
reducirse a q/T. Hecho esto, al igualar los lados derechos de Ecs.

(3) se llega a:

La identificacién de los coeficientes de esta tltima ecuacidédn es
inmediata C(Garcfa—-Colin, 1988) y lo que se obtiene es la ecuacidén

de evoluciédn temporal para el flujo de calor q.
ITT1.2. - La hipdtesis de cerradura.

Sobre el postulado v) conviene resaltar para la discusién final de
este trabajo algunos aspectos. En primer lugar, la Jjustificacién
de la inclusién de parametros adicionales en la produccién de
potencial termodinamico generalizado (expuesta y argumentada por

Rodriguez y Lépez de Haro, 1983) proviene de dos hechos: ad de que
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é;r Via “teorfa lineal la produccién de entropia depende
explicitamente de los gradientes de las variables termodinamicas
del equilibrio y otros términos como el gradiente de velocidad,
por ejemplo. Debido a esto, la expresién de la produccidédn
generalizada debe contener términes que Jlleven a la misma
expresién en el equilibrio cuando el espacio extendido se proyecta
al espacio de variables conservadas y b) de que el resultado de la
operacién de la derivada temporal y la divergencia sobre n y J en
la ecuacidén de balance de n no pertenece siempre estrictamente al
espacio termodinamico extendido.

Parece costumbre seguir llamando a estos términos parametros de
cerradura, aunque seria mas adecuado llamarlos en Lgdo caso
‘parametros de apertura'.

La inclusién de parametros en ¢ que no pertenecen al espacio
extendido requiere aun, como Rodriguez y L. d& Haro mencicnan, de
una interpretacidén Vfisica completa y de un mayor soporte en
términos de un Analisis microscédpico (si es que éste pudiera
aportar tal soported.

En el capftulo que sigue se lnicia la descripciédn de los
principios variacionales (como se vera hay pocos de ellos) que se
inscriben ya en el marco tedrico-conceptual de la termodinamica

irreversible extendida.
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IV.—- PRINCIPIOS NO CLASICOS EN TERMODINAMICA IRREVERSIBLE

EXTENDIDA.

Como se ha visto, existe un interés persistente y sistematico por
la formulacién variacional de la termodinamica lineal de los
procesos irreversibles. Este interés alcanza ya a las teorifas que
pretenden solventar las limitaciones de la teorfa lineal conocidas
genéricamente como teorfas extendidas. La dificultad para usar
'principios variacionales clasicos en teorias que tratan sobre
procesos irreversibles vuelve a aparecer en el Aambito de tales
teorfas debido a la presencia de operadores no autoadjuntos. Por
esta razdén, bhay algunos esfuerzos dirigidos a establecer
principios variacionales no clasicos particularmente en la
termodinamica irreversible extendida (TIE). Debido posiblemente a
los, relativamente, pocos afios de desarrollo de la TIE existe un
escaso numero de ellos.

Esta parte se inicia con la demostracion de que los operadores
asociados a las ecuaciones de evolucién temporal en el esquema de
la TIE son no autoadjuntos y por lo tanto no existe un principio
clasico justificandose 1a necesidad de principios de tipo
no clasico. Después se exponen dos trabajos, uno de Sieniutycz de

1984 y el otro de Vazquez y del Rio de 1990 en el que se formulan
principios variacionales que llevan, en el primer caso, a las
ecuaciones de onda derivadas de las ecuaciones hiperbélicas de
evolucién temporal de las variables termodinamicas en la TIE, y en
el segundo caso directamente a las ecuaciones de evolucidn

temporal.

IV.1.~ Sobre la existencia de principios variacionales clasicos en
TIE.

La demostracién de que para el conjunto de Ecs. de evolucidn
temporal de las variables del espacio extendido no existe wun
principio variacional clasico se basa en las derivadas de Fréchet

(Finlayson, 1972). El1 procedimiento basico fué mostrado por
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Vazquez y del Rio (1990) para el caso particular del conductar

rigido de calor. Considérese un operador diferencial N(u) tal que

N(w =90 (1)

y que puede ser no lineal. N(u) es el gradiente de una cierta

funcional F(u) si se satisface la condicién de simetria

fv N'g dv = e N w dv, 2)

donde la derivada de Frechet N; del operador se define como

N ¢ =Lim N{ute@) —N(u)
Y £40 &
= @ N{utegp) . (2
Ae £=0

En el caso en que u es un conjunto de funciones de n parametros
U= U (X geauyX ) 4
= - 1, ’ n N

la condicidén de simetria toma la forma

att =8¢, 5.1)
a,jk a‘ll,jk
2t = - 5 2vk[g_f° ], (5.2)
a-la j m\.,; ml,jk
2t =2 - vrafy+ v 92y, (5.3)
£y EY ou, (N - TR
F 1 L. L,k

donde fL=0 son las ecuaciones diferenciales de Ec. (1), los
indices latinos van de 1 a 4 y el subindice coma denota
diferenciacidn parcial.

Supdngase ahora un sistema, en el esquema de la TIE, descrito por
un tensor I en el espacio termodinamico extendido constituido por

dos tipos de variables Fty chomo sigue:

Fo=r, T,
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con i=l,...,n (n es el ntmero de variables no conservadas del
sistema) y j=n+l,...,m (sienda mn-1 el ndmero de variables
conservadas). Las variables estan ordenadas en el arreglo ' de
manera tal que Fiy th son conjugadas en el sentido de 1la TIL.
Entonces las ecuaciones de balance de las variables Fjestén dadas

pors

J =% .
= + = =n+l,... .
f pFL‘ Fj_ma 0, j=n+1, y My (6.1)
mientras que las ecuaciones de relajacién de las variables no
conservadas l",L sont
i -3

fi=4tr" +k +r% =0, i=1,...,0, (6.2)

ot i,¢ ien, i
donde acorre de 1 a 3 y una coma representa diferenciacidn
parcial, se adopta la convencidén de indices repetidos.
Sigue ahora hacer la identificacién siguiente:

L i i+n

(£ = (F1, £,
(W) =A%, r. .
-] T

En estas condiciones se puede verificar si las Ecs. (&) satisfacen

las condiciones (S) y en tal caso existe un principio variacional

clasico para ellas, en caso contrario no existe. Las derivadas

para la Ec. (S5.1) son g_fl =0y g_f° =0, de modo que la Ec.
m'la,_ik mL,jk

(5.1) se satisface. La Ec. (5.2) se reduce, ya que el segundo

término del lado derecho es cero, a g_f‘=—g~f°. Las derivadas

auﬁ i aul ;
son (para 1=1,2,3)
té [} .
8 f'= J la je si 5=1,2,3 y
a \ké., si s=4
8.j L
8 £°= { €5, 6u, si 5=1,2,3
aullj péla 6p+6jL si s=4
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y por consiguiente la Ec. (5.2) no se satisface cuando s=4. Las

derivadas restantes son (1=4)

o = J 6nj, si 5=1,2,3 y
Ta?ﬂ'j \péja, si s=4

9 = J k 9j si §=1,2,3;
EGLJ ] péﬁ si s=4

y la Ec. (5.2) de nuevo no se satisface.

Finalmente, la Ec. (5.3) se reduce a

ya que el tercer término del lado derecho es cero y g_fs es una
au

constante. La Ec. (5.3) se satisface para todos los 1néites.

De este modo se tiene que por no satisfacerse la condicién (5.2)
no existe un principio variacional clasico parallas ecuaciones de
evolucién temporal de las variables termodinamicas Flen el marco
de la TIE. Se justifica as{ 1la formulacié de principios no
clasicos para 1la teoria.

En 1los dos apartados que siguen se describen dos principios
variacionales no clisicos farmulados para la oaobtencién de las

ecuaciones de transporte en TIE.

IV.2.- E1 principio de Sieniutycz (1984).

El trabajo de Sieniutyics (1984) se centra en la obtencién de un
principio variacional a partir del cual derivar el conjunto de

ecuaciones de onda que describen la transferencia acoplada de masa

y energia:
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pEe— = — x.[v‘u _ 4 ] o
c:dtz :

u definido como (7 significa transpuesto):

T _ _ -1 _ -1 _ -4 -1
() = [(yn BIT St = )T eyt =g T, T 1, (8)

con T la temperatura, B, el potencial quimico de la i-é¢sima

componente y £ la matriz de Onsager. La matriz Z estid relacionada

con la matriz de difusividad 2 a través de:

1 2, _ 2
—£e= tpe?) = 2/,

siendo S, la velocidad de propagacidén, p la densidad.

La Ec. (7) se obtiene de las ecuaciones de relajacién
hiperbdélicas para 1los flujos operando sobre ellas con una
divergencia e introduciendo las ecuaciones de balance respectivas.
La metodologia requerida para construir el principio variacional
es establecida a partir de un caso particular: un sélido
humedecido periéddicamente por un gas. Cerca del punto de
equilibrio (ignorando por el momento los fendmenos de relajacidén)

el proceso clisico se describe con la ecuacidén:
- = kW = W) ()

donde W es el contenido de humedad del sélido, w° el valor de
equilibrio de W.

Para incluir los efectos de una velocidad finita de transmision de
sefal la generalizacidn de 1la Ec. () contiene un término
adicional TW. La ecuacién generalizada puede transformarse en un

anilogo eléctrico:

Iq + Rg + C'q = Et), (10)
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siendo q=m (W-We) la "carga de masa tatal"® para el sélido cuya
masa seca es m .

Se puede mostrar que la Ec. (10) es equivalente a:

- d—-(iréz + 2£™3% = rRq? - Ett)q (11)
dt 2 2

donde q vy a son ya interpretados en términos de la entropfa total
del sélido y el gas: el término en I es la "entropia cinética", el
término en C la "entropia estatica” , E el cambio de entropia
debido a perturbaciones y R esta relacionado con la produccién
irreversible de entropia.

La Ec. (11) sugiere a Sieniutycz que para un procesa libre
reversible (R=0, E=0) puede existir una lagrangiana de entropia

que se obtiene como la transformacién de Legendre de:

1 2 1.-14 2
f1a® + ic™ (12)
As{, toma como accidn:
Ye
_ 4%2 _ 4.-4 2
8 = J [2q ~C7a" + Ett)a]. (s
[o]

Lta condicidn &5=0 lo lleva a un caso especial de la Ec. (11) para
el proceso reversible (R=0),
Para incluir efectos de disipacidn Sieniutycz usa la nocidén de
que en muchos casos la lagrangiana irreversible contiene funciones
exponenciales como exp(trd), T el tiempo de relajacidn.
Consecuentemente:

Ll‘

- 1. °2 1.1 2 -1

S = I [zlq 2C q” + E(t)qJEXp(tT )ydt (14)

o
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es una funcional de accién mas adecuada con la cual la condicidén
&5=0 lleva a la Eec. €10D.

Ahora, para sistemas térmicos Sieniutyecz propone la densidad
lagrangiana:

A = £ [uvu - < %], 15>
o

en la que introduce la nocién anterior de que la densidad debe

contener un cierto término exponencial substituyendo £ por:
Ve = expltr MDef = expl - EerTpcitd o2 €16

Entonces la condicién 8S=0 para la funcional:

s ='§ffff[[expc - zo.f“chuar]: [Vuvu - cGﬁ]]dth L7
es:

expl - zaz"pc:bo[czavzu) = el pEeu] = 0 18
Esta ecuacidn es equivalente a la Ee, <7 que describe 1la

transferencia de energia y masa. Cuando el proceso es puramente
o
disipative C(E tiende a cerod y para =l case estacionario (u=0),

Sieniutycz recupera el principio de minima produccién de entropfa.
IV.3.~- El principio de Vazquez y del Rio (1990).

En Vazquez Yy del Rio (1990) se investiga la existencia de
principios variacionales en el marco de la termodinamica
irreversible extendida con el propésito de dilucidar sobre la
naturaleza del potencial termodinamico generalizado n y las
propiedades fisicas del espacio termodinamico extendido. Para
discutir las ideas en un caso simple se considera en un inicio, un
conductor rigido infinito de calor en reposo y con densidad
constante oCr,td.
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En estas condiciones se formula un principio variacional para el
conductor de calor. La funcional se define en términos del cambio

del potencial termodinamico generalizado n como:
ICe.qd = [Cpd n - o) av, 19
dt

siendo ¢ la produccién de 3 por unidad de volumen y de tiempo. El
cambio de n se obtiene de la ecuacidn de Gibbs generalizada
pdn = alde + az'dq. 200

Los o, son funciones de las variables del espacio termodinimico
extendido Ce y ). Substituyendo la ecuacidén de conservacién de

energia y Ec. (200 en Ec. (C19) se obtiene

ICe,q@> = j VCagd - YVa+q + a*d q - o av, 21>
1 1 2 dt

donde se hizo uso de
V-Ca‘qD = ot‘V~q + Va{q

Si la componente perpendicular del flujo de calor sobre 1la
superficie del conductor @B Cconductor infinited es cero, se

tiene:

f aqeds = O,

o *

Ceste término podria ser retenido para dar la condicidn de
frontera para el flujo de caleor, en tal caso apareceria un término
adicional en la Ec. (19) relacionado con un valor prescrito para q
sobre 8B), la Ec. (210 se reduce a:

Ice,qd> = [ [-Vaioq + az'ziT_q - a] dv. caa»
t

Entonces se investigan las consecuencias sobre la funcional €19

cuando se modifica levemente la componente no conservada del
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espacio termodini&mico extendido. Por construccién se esperaria qde
ICe,qd) permaneciera invariante ya que se ha substrafdo la parte no
conservada (produccién) del cambio del potencial generalizado. Las
variaciones que se llevan a cabo son independientes del espacio
tiempo y toman lugar en el espacio termodiniAmico exclusivamente.
Esto implica que las derivadas 4Ltemporales y los gradientes
permanecen fijos durante la variacidn.

El principio variacional establece que:

é'f ETT] - o] dv = 0, =)
t

donde el superindice ' indica el sentido restringido de 1la
variacién.

Asi, igualando a cero la variacién restringida de la funcional
(22> se tiene:

Va + 2§_a2-g_g -3 olq + a+dq =0, ca4d
: 23 % dt 33 2 at

aqui se usé que 6'CVa13=O y 6’Cd_qd=0. La Ec. (242 es una ecuacidn
dt
de evolucidén temporal no aproximada para el flujo de calor en el

conductor en el marco de la TIE.
Ahera, siguiendo el procedimiento de la TIE versidén mexicana, los
coeficientes o junto con la produccién se expanden en términos

del invariante escalar $=qsq para hallar ecuaciones aproximadas a

distintos &rdenes:

a =a +ta F+ro F o+ €25.1>
1 10 11 12
a =Ca_ +oa & +a F +..q ¢28. 2>
2 20 24 22
o=o +togt+od 4. €25.3
4 2 3

Si el integrando de la Ec. (23) ha de ser expandide a un orden
dado en las potencias de la variable no conservada entonces las
series en las Ecs. (25) deben desarrollarse hasta un orden

consistente. Por ejemplo, cuando el integrando se expande a orden
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2, los a's se requieren hasta el orden mis bajo y 1$7prodﬁééién
hasta orden Z:a‘=auv a,=a q ¥y o=029 Cpor compatibilidad con TIL
d‘=O). En estas condiciones la Ec. (24) se reduce a la ecuacidén de
evolucidén temporal conocida para el flujo de calor en el conductor
rigido:

a €205t dq= C2ed '+ q ca2ed
20 2 2 10

dt

donde si se hace la identificacién:

a, =T, &, (20, - =, v czo > ok,

se recupera la Ec. de evolucidén temporal para el flujo de.calor en
el conductor rigido.

Se ve entonces cdmo variaciones sobre las variables no conservadas
que de;an invariante el espacio tangente del espacio termodinamico
extendido dan las ecuaciones de evolucién temporal de las
variables rApidas como ‘'derivadas de Euler-Lagrange" de la
funcional (19). '

Después, el principio variacional propuesto es aplicado al caso de
un  flufdo viscoso simple, uno de los sistemas que mas
profundamente han sido estudiados en TIE. Este sistema da
oportunidad de mostrar las técnicas de manipulaciédn de una
funcional que depende de dos densidades escalares conservadas y
tres variables no conservadas: un escalar, un vector y un tensor
de rango dos. También se hace evidente la importancia de la
hipédtesis de cerradura ya que en este caso se requiere considerar
las inhomogeneidades espaciales para la descripcién del fluidoe,
cosa que no fué necesaria para el conductor rigido.

Introduciendo las ecuaciones de balance del fluido viscoso en la
ecuaciédn de Gibbs para el potencial generalizado 7u:

B

27>

pd__n=ag__e+a2dp+a9d_'r+a‘-c_i_q+35:d?.
dt ‘at dt. dt dt dt

- .
con T el tensor viscoso sin traza y T la traza del tensor viscoso,
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'Junto con expresiones apropiadas de las ecuaciones de estado

generalizadas an términos de los invariantes escalares

construides con 1, q y ? v el principio variaciomal Ec. C23) lleva
al conjunto formal (no aproximadeo) de ecuaciones de evolucidn
temporal para las variables no conservadas del sistema. A orden
cero se recuperan los resultados de equilibrio local, a primer
orden no puede construirse la produccidn de n y a segundo orden se
obtienen los resultados conecidos Cdel Rio y Lépez de Haro, 19S05.
Se procede ahora en el siguiente capitulo, por un lado, a aplicar
el principio V-R para ocbtener las ecuaciones de la
magnetahidrodindmica Cun flufido viscoso conductor de calor y
electricidad bajo el efecto de un campo electromagnétice) y, por
otro, a discutir aspectas relevantes del principie V-R que

contribuyen a darle consistencia al formalismo.
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V.~ APROXIMACION VARIACIONAL A LAS ECUACIONES DE RELAJACION EN

MAGNETOHIDRODINAMICA.

Se inicia este capftulo, gque constituye la parte medular del
trabajo, con una reconsideracidn formal del principio variacional
de Vizquez y del Rio (1990} en términos de la especificacién de la
ecuacidn variacional y de las condiciones subsidiarias gque deben
satisfacerse al resolverla. Después, dicho principio se aplica al
caso de un fluido viscoso conductor de electricidad para 1llegar
alas ecuaciones de relajacidén de la magnetohidrodinimica. Se
caompara la formulacidn tipo potencial local (Hameiri Yy
Bhattacharjee, 1987; Rasband et al., 1988) con 1la que agui{ se
realiza y para terminar, los resultados de esta udltima se

particularizan recuperandose ecuaciones previamente establecidas.

V.1.— El principio de Vazquez y del Rio (1990)

lLos sistemas a ser tratados por el principio de Viazquez y del Rio
(V-R) son aquellos que sean en principio susceptibles de ser
tratados por la termodinamica irreversible extendida (véase la
parte III). La existencia de la ecuacidén de balance del potencial
termodinamico generalizado 7 da pie a la definicién de la ecuacidn

variacional:

’éf (edp/dt - o)dV = 0.

La ecuacién variacional ha de resolverse bajo las siguientes

condiciones:

i) Las ecuaciones de conservacidn de las variables Ilentas del
sistemas como condiciones subsidiarias del principio, las
cuales pueden ser introducidas via multiplicadores indeterminados

de Lagrange o como se hace aqui, via substitucidn directa,
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ii) La componente de las variables rapidas del sistema, normal a
la superficie del volumen de integracidn debe ser especificada,
i1i) La variacidn 6 estA restringida a las variables r4pidas del
sistema y

iv) El espacio tangente al espacio termodinamico extendido se

mantiene fijo durante la variacién.

El hecho de que se requiera que el espacio tangente no participe
en la variacidén podria inducir a considerar al principio como del
tipo potencial local. Esto no =5 asi porque no se requiere al
mismo tiempo que las cantidades que pertenecen al espacio tangente
sean conocidas o prescritas en el volumen de integracién, siendo
éste un requisito de los principios de tal tipo.

El punto 1iii) justifica 1lamar al principio V-R de tipo
restringido y que haya sido puesto en 1la rama que parte de
Onsager (1931) (figura 1 de parte I1) ya que todos los principios
en dicha rama participan de la caracteristica de no variar el

egpacio completo de variables que describen el sistema.

V.2.- E1 fluido viscoso conductor de electricidad.

El estudio de procesos de transporte en fluidos conductores tiene
importancia tanto a temperaturas termonucleares (confinamiento de
plasmas) como a temperaturas bajas del orden de 500 K
(magnetohidrodinamica de bajas temperaturas). En cuanto a 1lo
primera, el interés radica en las posibilidades de generacién de
electricidad a partir de fusién controlada y en cuanto a la
segundo, a partir de generadores magnetohidrodinamicos de baja
temperatura. Como se sabe, existen programas de desarrolleo en este
tipo de generadores en el Instituto de Investigaciones Eléctricas
(Cuevas, 1987) y en fusién controlada en el Instituto Nacional de
Investigaciones Nucleares (Meléndez, 198%9) y mas recientemente en
la Seccién de Graduados de la Escuela Superior de Ingenieria
Mecdnica y Eléctrica (Vazquez R., 19290).

No obstante que con la introduccién de 1la configuracién Tokamak
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CArtsimovich,1972) se han aminorado los problemas mas serios de
inestabilidad en plasmas confinados existe aun un marcado {nterés
en los procesos de transporte responsables de la pérdida de
confinamiento. Este fendmens obedece a procesos de difusidén de
carga y conduccién de calor a travées del campo magnético de
confinamiento. -

Existe también mucho interés en los procesos de relajacién del
plasma confinado, estudiados tanto por teorias microscédpicas
Cbasadas en la ecuacidn de Boltzmann) C(Stacey, 19813 como
macroscopicas Ctermodinamica de no equilibriod CHirshman y Sigmar,
1981). Tal proceso de relajacidn consiste en la aproximacidn del
plasma a un estado estacionario preferido que no es en principio
arbitrario del cual Taylor C1874) ha dado una de las descripciones
mas difundidas. Taylor sugirié que el estado al cual llega el
plasma, tras una fase inicial violentamente inestable es un estado
de minima energia magnética sujeto a la conservaclédn dg l»a’
helicidad magnética Cesta propiedad se define como la integral de.
volumen de A<B, con B el campo magnético y A el potencial
vectorial). La fase inicial, de L;na duracidén muche menor que el
estado de minima energfa, se caracterizarf{a por un proceso: muy
rapido de reconexidn magnética. El estado'de minima energia eé un
estado libre de fuerzas en el cual se cumple gque VxB=k°B, donde }‘o
es una constante. El plasma es considerado en la teoria de Taylor
como un flufdo +viscoso conductor confinado en un recipiente
toroidal rigido perfectamente conductor. El estado inicial es
arbitrario perc tiene la caracteristica de que la corriente
inducida y el campo magnético son tangenciales a las paredes del
contenedor conductor.

Aun cuando la teorfa de Taylor tiene éxito para predecir el estado
relajado se le objeta C(Hameiri y Bhattacharjee, 1987; descrita en
la parte II) que carece de una justificacién dinamica. También se
menciona que no obstante ser esendialmente clerto que la helicidad
se conserva (cambia maAs lentamente que 1la energia magnéticad
existen sin embargo otras cantidades que permanecerian constantes

durante el movimiento del plasma. Su {nclusidén en el modelo
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modificar{a el estado de Taylor (como se le conoce al estado de
minima energia magnética) permitiendo un mejor acuerdo con el
experimento.

Hameiri y Bhattacharjee substituyen, como se vid en la parte II,
la hipétesis de Taylor por el supuesto de que el estado relajado
2s uno en el gque la produccidn de entropia es minima realizando
asi{ la descripcidén de la relajacidn del plasma a partir del
principio de Prigogine. En realidad el wuso de formulaciones
variacionales en magnetohidrodinamica de plasmas es anterior y es
posible que entre los primeros trabajos se encuentre el de Grad vy
Rubin (1958) quienes reportaron un principio para el caso estatico
de las ecuaciones_de conservacidn de momento, masa y entropia del
fluido junto con las ecuaciones de Maxwell. Greene y Karlson
(1969) presentaron un principio para el caso mas general que
incluye flujo estacionario. La funcional en este principio es del
tipo energia cinética menos suma de energias interna, potencial vy
magnética. Las variaciones se realizan sobre las variables de
campo. Finalmente Wenger (1970} formula un principio para la
magnetohidrodinamica que incluye efectos viscosos del mismo tipo
que el de Greene y Karlson. En todos =llos se utiliza 21 método de
funciones nulas (multiplicadores de Lagrange).

Se pasa ahora a aplicar el principioc V-R al casoc del fluido
viscosa conductor en presencia de un campo electromagnética para
abtener las ecuaciones de relajacidn sin aproximacidén para 1los

flujos del sistema.

V.3.— Ecuaciones de relajacidn no aproximadas para un fluido

viscoso conductor de electricidad bajo un campo electromagnético.

La aplicacidén del principio V-R al fluido conductor no presupone
geometria particular para la frontera del flufdo sino sélo los
valores prescritos de los flujos normales a la frontera que se
tomaran en lo sucesivo como cerao.

El espacio termodinamico extendido se asume constituido por dos

densidades escalares conservadas (volumen especifico v y energia
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interna u) y cuatro cantidades no conservadas (flujo de calor,
flujo de corriente eléctrica,el tensor de esfuerzos viscoso y su
trazad. La seleccidén hecha aqui para extender el espacio de
variables termodindmicas es la que fué propuesta por Cuevas (1989
que difiere de la de Goldstein y Garcfa Colin (1989) quienes
tratando el mismo sistema no incluyeron el flujo de corriente
eléctrica perdiendo la informacién sobre la evolucidn temporal del
mismo. La obtencidén por Spitzer (1962), desde el punto de vista
microscépico, de una ecuacién de evolucidn para el flujo de
corriente en un gas ionizado, refuerza el incluir tal variable en
el espacio termodinamico extendido. Las ecuaciones de balance del

sistema Cecuaciones subsidiarias del principiol son en este caso:

<1

u
b
<

o—
dt
dv

— -Ip V.7 + pz(E+vxB) + ixB T -3
dt . e

du do

p— = -%.q - p—— - 1:9v + L. CE+vxBd) - 7'V. Vv . [4<>]
dv dt —

con v la velocidad, p la presidén, 7 'el tensor de esfuerzos
viscoso, q el flujo de calor, i1 el flujo de corriente eléctrica,

T la traza de v, E y B los campos eléctrico y magnético
respectivamente, v el volumen especifico y pz la densidad de carga
eléctrica. La dependencia del potencial termodinamico generalizado
es entonces: n=nlu, v, q, 1, i, T') y por tanto la ecuacidn de

Gibbs generalizada se escribe como:

an du de dgq dr di dr*
p—=a—+az—+an—*+a:——+au~+ad—. c4d
dt ‘dt, dt ? 4t 4 4t % dt dt

Los coeficientes a  adoptan una forma particular de acuerde a su
T

caracter tensorial y como se ha mencionado son cantidades

indeterminadas. Los escalares se escriben como funclones de las

densidades conservadas y de los invariantes escalares I_L que
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pueden construirse con las 'ca’ntidades no conservadas del espacio
extendido: I

a = a‘Cu.u.I‘.....Iu). . : ; (=3
a, = azCu.u.It.....IizD» <ad
o = alu,enI ..., I3, . ]
s S 1 iz :

Los vectores:

a = a,,d + aszi + agsraq + as‘-rai. . [@:5]
a, = a.q + aszi + T4 + as‘rni. : [4=>}
Y finalmente los tensores:

a = o
4

T +a qq + o i + a 1q + a _Ter + a iTaei
3 42 43 e 45 ) -

1

e

+ a,.aveq + a“qvni. <102

Los escalares q&j son funciones de los invariantes escalares y las
variables conservadas, y dado gque el espacio tangente no es
generado completamente por el espaclio termodinamico extendido
CRodriguez y Lépéz de Haro, 18838), la producciédn del potencial
generalizado 7 depende de los invariantes escalares y de otros

parametros relevantes para el sistema:
o = oCu,u.It,. .. .Iu.parémetros). €115

Las expresiones expli{citas para’' los invariantes escalares son

Chasta orden cuatraed:

-
it

- c12.1>
I = qeq. cia. 2
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I, = i, 12.3
I, = qel, PR o ' (12.4)
I, = triten), ' _ (12.5)
I, = tr(TeTer), o (12.86)
17 = qeoTeoq, : (12.7)
I, = iete4, ' (12.8)
Ig = qeToi, (12.9)
Im = qal{TaT) oq, (12.10)
I = felTaT) i, (12.11)
11

I = qgef{TeT)od. (12.12)

"
N

Los parametros adicionales de los que depende la poduccidn o son:

p, = Vv, (13.1)
P, = (9w ¥, (13.2)
Py = (I, (13.3
P, = E + vxB, ' (13.4)
p, = ixB, (13.5)
p = Ve, (13.6)
p, = Va, (13.7)
p, = Vi. (13.8)

donde ( )° y ¢ »* son  1la parte simétrica y antisimétrica del
tensor respectivamente. Cabe aqui resaltar que el conjunto (13)
contiene tres parametros adicionales (13.6 a 13.8) comparado con
el conjunto de parametros usado por Cuevas (1989) en el
tratamiento que hace del flufdo conductor. La necesidad de
considerarlos en Ecs. (13) se debe nuevamente al caracter
restringido de las variaciones del principio V-R. Ndétese sin
embargo que pertenecen al espacio tangente.

De acuerdo al principio V-R , la variacidén restringida (parimetros
que pertenecen al espacio tangente y derivadas tempaorales no son

variadas) de la funcional
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dn
I=I(p‘— - o)dvdt
dt

es cero. Introduciendo Ecs. (1) a (4) en el principio

se tiene:

é'f[ - aVeq = apVev = aT:9v + od o(E + VvXB)

dqg drt di dt-’
- o 1TVav + aZVav + A o + o(‘: + asa + ad——' -
t ? dt dt dt dt

Algunos detalles del procesa de variacidn

continuacidén.
6(—a‘T:Vv) = - T:Vvéai - a‘é(T:Vv)
12 4 aa1 61,l
= - aLVv: 5t — T:VV.Z 2 —I_ —6—&, &SQJ'

siendo a,=d, ah=i, as=t vy a4=r', el producto
(multiplicacién, contraccién, doble contraccidn)

orden tensorial de las cantidades involucradas.

drt dr
5(a‘:5€) = Eg:éa‘ =

dr

+ 110a,  + a 16q + a qb1 + qiOa  + 20 _TE5T + ToTOa
43 [ “ 44 45 4

oldvdt.

se

@ es

(14)

variacional

(15)

muestran

Ky oy

dependiendo

= — & 2
at .(a‘iér + rOa‘i + 2oazqéq + qq@oaz + ~a49161

5

+ Za‘diraéi + a‘diioér + irnioa‘é + 2a‘?q7n6q + a‘7qqn61

+ qrera‘? + a‘aqreéi + a‘aqinér + a‘nrniéq + qroLOa‘J

al a

con el operador © definido como ©= 2 2(——jaéa)'—",
v ) oaj } ar.

1

el

indice

del

a



corre de 1 @ 12 y el j de 1 a 4.
De modo que la variacién completa en 1la Ec. (15) conduce al
siguiente conjunto de ecuaciones exactas acopladas para las

derivadas temporales de las variables no conservadas del sistema:

dq
Va = 1:9v0 a4+ La(E + vxB)O a + ' TevO x + ~— @ (a
E S 11 1 1 -2 3
dt
dr
F qQa 10 a + o T+ qeTt@ ot 1ertO o ) + — @ (TO «
1 ag 1 82 39 1 39 1 34 gt 41
2 a
+..ot‘2q + qqo‘a‘z + 11@1(1‘3 + o(“i + q101a“ + T Toia-l.';
di
Za‘?qr + q-roqolo(‘7 + cx“-rai + quozam) + ;; @ (an + q@iam
dr”’
+ 10a _+ a T+ qetO o+ letO @ ) + — O«
1 52 53 1 53 1 54 4t 1 ¢
-~ (6a)q =0 (16.1)
- - T:9v0 a + a{E + vxB) + 1(E + vxB)O a + 7' 'Ysv0
' 21 1 ] 2t 2 1
dq
— e + foT®
9 + T ® (q@za” +asz + i@zaaz + q roza” + a7 et 2a54)
i dr

— + +

s * ™ ® (Toza“ + qc(@zot‘2 + 2a491 + 1102a‘a a,.4 qi@za“

+7T nTOza‘s + 2&4617 + 1T=i@2a‘d + q'raqozot“_, oo qr + qraioza“g)

re di

+ — B («:(cho‘:s1 + a
dt

£ dt’

+ ozaé - (bo). = 0, (16.2)
dt N

+ 10 o + qetO o + o T+ 1eTO &)
2 52 2 53 54 2z

52 54
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dq

~ APV + LeCE + vxBIO & + 1'FevD o + — & CqO a_ + 10 a
SRt 31 3 1 3 84 3 92
dt
drt
L a s —_—
ol”q + q T(’)gasa + as‘i + 4 TOSGS‘D + " ® Ca“ + TOsa“

+ qq0 a + 110 a + qlo a. + 2o T + TeTO a + a ii
3 42 3 43 3 44 s 3 45 4G

+ l'rnioaa‘d +a.4aq + anq?sa“’ + a“qi + qreioaa‘s)

di
+ — o (g0 a + 10 a + o q+ qe10_a + a1 + {atO x D
dt. 9 54 3 52 sa 3 53 54 3 54
dr’
+—®9a6—C6o) = 0, 18, 3
dt .
dq
= aVey — T'Vov0 aa - T:9vO o + L.CE + vBYO o + — & (g9 o
1 ‘1 ‘1 41 4 3¢
dt.
dTt
+ 10 o+ qetO a4+ et o) + — & CTO a + qq0 a _ + 1i0 a
4 32 4 33 4 24 at 4 41 4 42 4 43

+ qi0 a + TeTO a + 1710 a + gTeq® o + qrei® a O
di 4 e 4 45 4 46 4 47 4 48

+ — ® (g0 a + 10 a + qeTO a + 170 o D
dat 4 51 S e 52 4 58 4 54
dar’ '
+— 0., - (D | =0, 186, 4>
dt
¢.‘ﬂ'._L a
con el operador ©. definido como O.Ma,szc—séa_b—. el indice
J ] J da J a1

3 i
i corre de 1 a 12,

Las Ecs. (12, (&) y (3 junto con las Ecs. (16) y las ecs. de
Maxwell, forman un conjunto completo de ecuaciones no aproximadas
para el fluido conductor en las cuales no se conoce la
dependencia explicita de los coeficientes a,u,. En la siguiente

seccidn estas ecuaciones se reducen introduclendo el criterio de

orden de las variables termodinamicas Cdel Rio y Lédpez de Haro,
1990).



V.4.- Ecuaciones de relajaciéﬁ aproximadas para el flufido viscoso

conductor de electricidad bajo un campo electromagnético.

Aqul las Ecs. (16) son aproximadas a orden 2 (con el criterio de
las wvariables no conservadas, del Rio y Lépez de Haro, 1990dpara
obtener las ecuaciones de relajacién de las variables raipidas del
flufde. La mayoria de los términos en las Ecs. (16) desaparecen
en consideracidén de que si la funcional (143 ha de desarrollarse
al orden propuesto, el coeficiente a, debe desarrollarse a orden 2

y el resto de los a's a orden 1:

‘a4 = a  + a T+ X2 c17.12
1 10 14

% T %o * AT T G,,9°9 * azsi 4+ azaqd

+ ATT + OC3), €17.2>

a =a q + o 1 + 2D, . . €17.3
a LT 32

a = a T + OC2), C17.4d
. Y

a = a i+ o q+ X2, €17.3
] 51 52

a = a + a T O+ X2, C17.62
[ 60 I3

dox{g{e los atj son ahora sélo funcidén de las variables lentas u y
v

a. = a Cu,vl, ca18d
i (%]

Para hacer compatible a primer orden la ecuacidn de Gibbs

generalizada con la TIL se requiere que a =o_=a_ =0, y a =%,
1w 24 oo 10
La expresidn explicita para la produccidédn del potencial

termoedinamico generalizado n es:

= 2 ] o o a
o = o T" + ageq + azi 1+ o TeT * oPpeq o P,q°9 + op,°qa°q
te,Pyoqeq t aepsd * gop‘id * ':rmpf‘t i+ oupanid * 2Py T
+ oﬁ)(‘repz):r + a“c-ropsbz'r + cr‘s'rnqop‘ + awralnp‘

a + . . ’
* o P OGP T Y O PyT Yo, PpT. 18>

Substituyendo Ecs. (17) y (190 en las ecuaciones no aproximadas

C16) se encuentra como resultado:
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dq di )
Yo +a—'+a——20q—2cr(V=v)q—"f’a(Vv)

10 L Syt
- 20 (1% q — ¢ ixB - o _Vor — o _Te{E + vxB) = O. (20.1)
? 4 12 15 s
dq di
A (E + vxB) + ooy st o ———201—90(V=v)1
%4 Zat
- 20 (I - o (IN %l - o ixB - o To(E + vzB) = 0. (20.2)
10 14 a 16
dr
- v+ oo - 2oT - 20 (VavIT — 20 (I Far - 20, (IV) et
dt 12 19 i4
- o Vq~- o Vi - o (E+ vxBlq — o (E + veB)i = 0. (20.3)
18 10 15 16
dr*
- e Vuv—a rV-v+a'— +20 1 = 0. (20. 4)
a
dt
Despejando las derivadas temporales se llega al siguiente conjunto

de ecuaciones de relajacidn para las variables rapidas:

A
dq * L a
= —Z9T + Xq + A (Fevig + & (I %eq + A _(9V) %eq

dt T

+ AT ME + vxB) + MAxB + A i + A (Pav)i + A _(F¥) ol
S ? a =] 10

+ N (9% + X ToT + A _Te{E+vxB),
11 12 13

:—i—= ;'AT“(E + vkB) 4y AxB 4+ p 4+ 7 (TovdL 4y (V) 7oy
+ yd(Vv)aai + ;/7VT-‘ +rga+ v (Vaviq + ym(Vv)anq
+ y“(Vv)asq + Y‘ZV"T + rmro(E + vxB),

dr -

; = tir + {z(vnv)r + zaron + {"T v + zSVq

* X E+ vxBIQ + L9 + £ (E+ vxBI,

(21.1)

(21.2)

(21.3)
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Las Ecs. (21.1) a (21.3) coinciden con 1lo obtenido por Cuevas
(1989) y del Rio (1989) para la magnetohidrodinamica notando sin
embargo la ausencia de términos de la forma JVﬁU con J algunoc de
los flujos del sistema (q,i o ) vy ﬁt los coeficientes de la
expansién del flujo de entropia. Como se recordars, el término que
corresponde a la divergencia del flujo de entropia en 21 principio
V-R desaparece par el caracter restringido de las variaciones
(sobre todo en lo que se refiere a la no variacién del espacio
tangente). Los términos JV/?i son importantes por la justificacién
que se tiene de ellos desde el punto de vista microscépico (Yang,
1962). Esta pendiente entonces averiguar la posible eliminacidén de
la restriccién de la variacidn en el principio en relacidn con las
inhomogeneidades que provendrian del flujo de entropfa.

Por lo demas, las Ecs. (21.1) y (21.3) concuerdan con lo obtenido
por Yang a partir de la teoria cinética para un gas ligeramente
ionizado (cf. Ecs. 4.26 y 4.27 de Yang, 1962). La obtencidén de las
expresiones explicitas para los coeficientes indeterminados de las
Ecs. (21.1) y (21.3) la hizo Cuevas (198%9) al comparar con la
descripcidn microscdpica.

Spitzer (1962) obtiene, también a partir de 1la ecuacidn de
Boltzmann, una ecuacidén de evolucidn para la corriente i (cf. Ec.
2.12 de Spitzer, 19462) en un gas constituido por electrones y un
s6lo tipo de iones positivos. Se observan en la ecuacidn el
término proporcional a E+vxB, el término en la corriente i y un
término proporcional a ixB que aquf{ ha sido introducido por amedio
de los parametros adicionales en la produccidn del potencial
termodinAmico generalizado n (ver Ec. 21.2). Este Udltimo término
corresponde a un flujo secundario de carga en direccidn
perpendicular al campo magnético y a la corriente i asociado con
el efecto Hall (en la Ec. 21.1 eltérmino h7ixB introduce también
un flujo de calor adicional en la ley de Fourier usual conocido

como efecto Ettingshausen). AUn cuando no los incluye en su Ec.



(2.12), Spitzer menciona la falta en ella de términos que den
cuenta de efectos termoeléctricos que se revelarian en
una contribucidn proporcional a VI. Esta contribucidén puede verse
en la Ec. (21.2),

Para terminar esta seccidén, aunque no exclusivamente en términos
de parimetros macroscédpicos, se hace la identificacidén de algunos
coeficientes de la ecuacién de evolucidén para i (Ec.
21.2) comparande con 1los términos disponibles de 1la Ec. que

Spitzer aobtiene:

_ 2 2, -1
v, = T(mlmac /™y
_ _ 2 2, -4
v, = (Zma mi)(mimec /1pe™)
_ 2 2, -4
v, = n(mtmec /Tee™) 7.

my m son la masa del electrén y de los iones del gas en gramos,
respectivamente, Z la carga idnica (en unidades de 1la carga del
protén) y n la resistividad (igual a 10° veces la resistividad en
fxm) .

En 1o que sigue las Ecs. (21) se particularizan para llegar
a resultados previamente establecidos en sistemas que son

casos particulares del fluido conductor tratado aqui.

V.5.- Ecuaciones de relajacidn aproximadas para un fluido viscosao

simple.

Ahora las Ecs. (21) pueden usarse para encontrar las ecuaciones de
relajacién de un fluido viscoso simple. Para ello se hace la
resistividad del fluildo conductor tender a infinito y tomar E=0 vy

B=0. Entonces se llega a:



by

dq 1
_———= ——— + + ° 9°
T T_zVT xzq ks(v viq + x‘(vV) q +
(-3

xs(Vv) oq + A‘zV=r, (22.1)
dr .
;; = {tr + EZ(Vav)T + Zaran + E‘T v + Z5Vq, ) (22.2)
dr’ i
;; = er + c;r Jov + (31 Vav + (‘T:Vv. i (22.3)

Estos resultados coinciden con del Rio y Lépez de Haro (1989) vy
con Vazquez y del Rio (1990).

V.6.~ Ecuaciones de relajacién aproiimadas para un conductor

rigido de calor y electricidad.

Finalmente se considera el caso.de un conductor rigido de calor de
electricidad cuyas ecuaciones se obtienen de Ecs. (22) haciendo

v=0 con lo que 7'=0 y 7=0:

dq Kt -«

— =T + Aq+ AXNT E+ X1xB + A 1, (23. 1)
-2 2 S ? a

dt T

di - L

— =yT E+ yixB + y i + —IT + ¥ q. (23.2)

dt 1 2 3 T2 8

Estas ecuaciones son similares a las obtenidas por Llebot et al
(1983) la diferencia radica en el término 1iXB que proviene de
parametros de cerradura del tangente al espacio extendido, y el
término que ellos tiemen de considerar a la concentracidn
eléctronica como variable conservada.

Para terminar este capftulo, se discute la naturaleza extremal del
principio V-R y se muestra cémo se puede recuperar el principio de
minima produccién de entropfa de Prigogine (cf. parte II1 de este

trabajo).
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V.7.- Scbre el caracter extfeméiudélAPrincipibfvaniggi 

Ahora se retoma la discusién sobre si la ééndlciéﬂikw

&fcodnsdt ~ odav = 0 ‘ S ¢c24d

es o no una condicidén extremal calculande la segqunda variacién de
I. Esto se hace por simplicidad matemitica nuevamente en el caso
del conductor rigide de calor ejemplo que conserva el contenido
fisico que se quiere ilustrar, para el cual la ecuacidén de
evolucidn temporal del flujo de calor se cbtiene de la Ec. (23,1)
cuando el campo electromagnético es cero (cf. Ec. 2 de parte IVD.
Como se recordara Lai ecuaci®n se abtiene de la primera variacién
de la funciocnal de Ec. (24D:

dq
_ - ozq)aéqdv, C2sd

51 = J‘chm + a
dt

20

donde o, esta redefinido.

Conviene aclarar que la objecidn esencial de Finlayson (18967 a
este tipo de procedimiento en principios variacionales
restringidos fué hecha en el contexto de los de tipo potencial
local en los cuales una informaciédn necesaria es el conocimiento
de las soluciones en estado estaclonario. Es cierto que cuando
esta informacién falta, la segunda varfacidén, come Finlayson
demuestra, no permite concluir sobre la condicién variacional.
Este no es el caso aqui, porque el principio V-R no requiere que
las distribuciones del estado estacionaric sean conocidas. El

resultado de la segunda variacién es entonces:

&1 = f[ - oc697)av. €26.1)
Dade que o;ﬂf‘ Cec., 31 parte IV) con K conductividad térmica se

tiene que:



&1 < 0. (26.2)

Esto indica que las ecuaciones de evolucidén temporal para laos
flujos de 1la termodinimica irreversible extendida son las
condiciones bajo las que la funcional I es un maximo global en el
volumen de integracién.

Es importante resaltar que es posible recuperar el principio de
minima produccién de entropia de Prigogine a partir del principio
V-R. En efecto, la condicién dn/dt = O reduce la Ec. (24) a:
&f(-o0dV = 0, de modo que al comparar con el estado estacionario

de la Ec. (26.1) se tiene:

& f(-ordv < o. (27)
La Ec. (27) indica entonces que JS(-o)dV es un maximo glpbal y asi:
foav

es un minimo global (o es positiva globalmente). Si el
espacio:extendido se proyecta sobre el espacio conservado, se ha
recuperado el principio de Prigogine (¢ viene a ser la entropi{a).
Resumiendo, el principio V-R se reduce al principio de Prigogine
de minima produccidn de entropifia en el caso estacionario
prayectando el espacio extendida sobre el de variables

conservadas.



NVI.— DISCUSICN Y CONCLUSIONES.

Las formulaciones euleriana y lagrangiana de la mecéanica clasica
dieron origen a los primeros intentaos de llevar los métodos del
cAlcule variacional a la mecanica de flufdos. La importancia de
disponer de una formulacidén variacional para el movimiento de 1los
fluidos se puede ver desde distintos puntos (como se ha hecho en
la introduccidn de este trabajo) y aquil es interesante recordar un
memorandum que J. von Neumann manda a 0. Veblen fechado el 26 de
marzo de 1943 (Eckart, 12460) en el que conjetura que la dificultad
en resolver las ecuaciones de la hidrodinamica surge, no de su
caracter no lineal, sino de la falta de un principio variacional.
La presencia de operadores no autocadjuntos en las ecuaciones de
los fluidos limitd el rango de aplicacidn de los principios
variacionales clasicos a fluidos ideales. El tratamiento de
fluldos reales se hizo entonces a partir de la termodinédmica de no
equilibrio con los principios de tipo restringido gue en este
trabajo hemos uwbicado en dos lineas de desarrolloc pero que tienen
un origen comin en el principio de Onsager de 1231. Estas dos
lineas son la de principios tipo potencial local (a partir del
principio de Prigogine de 1945) y 1los de tipo propiamente
restringido como se les ha denominado agqui (mas directamente
ligados al pricipio de Onsager). La primera de ellas ha dado
origen a trabajos como el de Lebon y Lambermont de 1973, que segtn
se ha vigto en la parte I tiene la influencia de 1la linea
euleriana de la mecanica clasica al seleccionar una forma tipo
energia cinética menos energia interna para la funcional de 1la
ecuacién variacional. Por supuesto, dié origen al principio de
evolucidén de Glansdorff-Prigogine. La segunda de las lineas
referidas constituye el antecedente mas directo del principio que
hemos sustentado en este trabajo.

La contribucidén hecha en este trabajo se inicia en el capitulo IV
que se dedicd a demostrar, para un amplio rango de sistemas (cf.
Ecs. 6 del mismo capitulo), que no existe un principio variacional

clasico a partir del cual obtener las ecuaciones de evolucidén de
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las variables del espacio termodinimico extendido. La demostracién
'lnciuye a los sistemas tratados por Sleniutycz en 1984 (cf. Eec. 7
de capitulo IVD. Después se describen dos principios que se ubican
en el imbito de la termodinaAmica irreversible extendida
(Sieniutyecz, 1984; Vazquez y del Rio, 1990).

Formalizamos el principio.de VAzquez y del Rio (V-R) en un modo
que desde el punto de vista matematico parece el mis consistente

Cef. parte V2. La ecuaciédn variacional se escribid como:

6f(pdn/dt - o3dV = 0.

Las ecuaciones de balance de las variables conservadas son
condiciones subsidiarias del principio. Su introduccién puede
hacerse por el método de variables nulas o por substitucidn
directa. Se requiere conocer la componente de‘los flujos normales
a la superficie del volumen de integracién. La variacién & se
realiza sobre las variables no conservadas del sistema manteniendo
constante el espacio tangente.

El principio V-R lo aplicamos aqui para obtener las ecuaciones de
evolucidn de los flujos en la magnetohlidrodinamica (que describen
el movimiento de un fluido viscoso ‘conducLor de calor y
electricidad en presencia de un campo electromagnéticod. Las
ecuaciones se obtuvieron a partir de las ecuaciones exactas de
evolucidn para las variables disipativas del espacio termodinamico
extendido que el principio permite obtener. La aproximacidn se
hizo a segundo orden. Después estas ecuaciones se particularizaron
recuper Andose resultados obtenidos previamente (Cuevas, 1989; del
Rio y Loépez de Haro, 18990; Garcia Colin, 1988). Como en Cuevas
19892 en el caso de la magnetohidrodinamica, se obtuvo una
ecuacién de evolucién para el flujo de corriente que tiene su
contraparte microscédpica CSpitzer, 1962).

Conviene resaltar algunas direréncias que el principio tiene
respecto a otros principios: ad el esquema conceptual en el que se
inscribe es la termodinamica irreversible extendida y esto

condiciona todo el esquema del principio C(objetivos, técnicas,

7



eted, b)) no. presupone forma alguna sobre la funciohal de la
ecuacidn varilacional en contraste con formulaciones como la de
Sieniutycz (1984 en la cual tiene que introducirse un término
exponencial en forma ad hoc, ¢) no supone tampoco un conocimiento
previo de las distribuciones de equilibrio por lo cual no puede
clasificarsele en la rama de los principlos tipo potencial local a
pesar de que el espaclo tangente y las derivadas temporales no
participan del proceso de variacidn; esta restriccidn parece
provenir mAs bien de la escala de variacidédn de las variables no
conservadas (Crapidas) y de las cantidades que pertenecen al
espacio tangente y d) se realiza un sélo tipo de variaciones a
diferencia de otros principios C(por ejemplo, Lebon y Lambermont,
1973, donde se realizan al tiempo hasta tres tipos diferentes de
variacién en la misma ecuaciédn variacional)d.

Cabe resaltar también las semejanzas del principio con los de la
linea de los principios restringidos, mismas que nos han inducido
a colocarlec al final de ella Cesquema de Fig. 1, capitilo IID: ad
el espaclio de variables que describen al sistema no es variado
completo, un subconjunto es ma;ntenido constante durante 1la
variacidén y bd las ecuaclones de "Euler—Lagrgnge” del principio
son las ecuaciones de evolucidn temporal de los flujos disipativos
Cen el limite apropiado, ecuaciones constitutivas).

Las diferencias del principio V-R con los trabajos de Hameiri y
Bhattacharjee (19873 y Rasband et al. €1988) son obvias.
Mencionamos primero que sus principios son de tipo potenclal local
y se inscriben en el marco de la termodinamica irreversible
lineal. Luego, su propédsito es derivar las ecuaciones de evolucidn
del campo magnético en el plasma y en el caso de Rasband et al.
también las de las ecuaciones de las variables conservadas del
sistema. Sobre todo en el trabajo de Rasband et al. 1988, hay que
recalcar por Ultimo el gran ntumero de términos de equilibrio local
(diferenciados por un subindice ¢) que hay que introducir en la
definicién de 1la funcional a ser variada para obtener las
ecuaclones buscadas e incluso para eliminar términos no deseados.

Esto es una caracteristica general de los principios de tipo
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““potencial local y contrasta con la simplicidad y generalidad de la
definiéién de la funcional a ser variada en el principio V-R.

Como se sabe, uno de los mecanismos de validacidn de la
termodinAmica irreversible extendida es su concordancia con la
termodinamica irreversible 1lineal cuando se restituyen las
condiciones de validez de esta dltima. En este sentido el
principio V-R, como se mostrd en la parte V, permite recuperar el
principio de minima produccidn de entropia an el caso
estacionario proyectando el espacio termodinamico extendido saobre
el espacio de variables conservadas.

La estructura del principio V-R adquiere sentido si se considera
la escala espacio-temporal en la que ocurren las variaciones de
las variables no conservadas (como se abservara, los resultadaos
derivados del principio V-R nos han inducido aqui a interpretar
las variaciones como fluctuaciones fisicas mas bien que como
simples variaciones matematicas). Asumienda que tales variaciones
ocurren en intervalos de tiempo mucho mas cortos que 1los de 1las
variables consetvadas, esto justifica, primero, que sdélo participe
en la variacidén la componente no conservada. En nuestra opinidén
esta misma razdén interviene para mantener el espacio tangente
constante durante la variacidn, i.e. que la escala de variacidén
temporal de los "parimetros de cerradura" es mucho mayor que la de
las variables no conservadas. Esto se refleja en el resultado
obtenido en la parte V donde se vié que la funcional de 1la
ecuacidén variacional es un maximo global. Esto significa que 1la
contribucidn mas importante al cambio dyn/dt a nivel global
(tiempos de evolucidn largos) proviene de las variables
conservadas (maxime si se ha extraido una parte, la produccidn,
que depende p;incipalmente de los flujos).

Como se ha visto en el desarrollo de la parte V, el principio V-R
requiere también "abrir" los parametros de cerradura como proponen
Rodriguez y L. de Haro (198%9). Las reflexiones anteriores inducen
a supaner que la inclusidén de los flujos disipativos en el espacio
de variables termodinamicas ha restringido la descripcidon de 1los

sistemas a tiempos de evolucidén tales que los companentes del
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espacio tangente han gquedado excluidos de la descripeiédn por ser
“Variables “lentas".

La investigacién de la poﬁibilidad de incluir tales términos en el
esquema de la termodinamica irreversible extendida a partir de una
formulacién variacional tal vez arroje claridad sobre el problema
planteado por Rodriguez y-.L. de Haro al final de su trabajo sobre
la hipdtesis de cerradura (1989) Ccf. final de parte 1II> y esto
tiene relacidn con la limitante principal del principio V-R segun
como estd formulado hasta ahora: no incluye la forma de tratar
inhomogeneidades de variables que no pertenecen al espaclo
termodinamico extendido.

Dada la generalidad de la formulacién de nuestro principlo. éste
es susceptible de aplicarse al analisis de una amplia variedad de
sistemas en estados de no equilibrio como hemos ilustrado aqui.
Como se sabe, un principlio variacional da orlgen a un método de
calculo para resolver las ecuaci ones. dg "Qul er-Lagrange' que puede
substituir, en ocasiones con ciertas ventajas, a otros métodos de
solucién de las ecuaciones. En nuestra opinidén, se jJustifica
explorar esta posibilidad usando/huestro principlo para resolver
problemas de no equilibrio. ?zTambién. puede contribuir a
desarrollar una teoria de fluﬁtuaciones en gases lonizados
aislados adiabaticamente, ya que tiene la misma forma que el que
Onsager y Machlup usaron para el mismo propdésito en TIL (Onsager y
Machlup, 1983).

Por Ultimo, el principio muy bien puede ofrecer las bases para
realizar comparaciones con otras versiones de la TIE y contribuir
a la formulacién de la termodinAmica extendida como una

teorfia claisica de campo.
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