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INTRDDUCCitN 

Uno de los problemas de la fisica matemática que más interés ha 

despertado es el que trata sobre la minimizaci6n de expresiones 

que no dependen sólamente de una variable continua, sino de una 

función. El problema es determinar la forma de tal funci6n de modo 

que minimice una integral que depende de la funci6n y de sus 

derivadas. Algunas soluciones famosas (y clásicas) fueron: a) la 

curva plana que conectando dos puntos dados tiene la longitud más 

corta, b) la braquistóc:rona, que esla trayectoria que sigue un 

móvil entre dos puntos dados en un plano vertical de modo que el 

tiempo empleado es el más corto <la aceleraciéo del móvil debida 

sólo a la gravedad), el la superficie minima de revolución que 

pasa por dos puntos dados, etc. Como se sabe, estos problemas caen 

en el grupo del problema de Lagrange en el cual hay que derivar la 

ecuación diferencial que debe satisfacer una funci6n y(x) para que 

la integral: 

" 
J"

B /Cx,y,y')dx ,. 
sea un minimo. xA, 

/ es dos veces 

. 
x

8
, yCxA), yCx

8
) y /son dada~ y se supone 

diferenciable en todos sus argumentos. 

condición para / que minimiza la funcional I es: 

IJf 
o. 

que 

La 

Esta ecuación fué derivada por Euler en 1744 y se conoce como la 

ecuación de Euler-Lagrange porque constituye la base de la 

formulación lagrangiana de la mecánica. 

El movimiento de un sistema clásico se obtiene del principio de 

Hamilton <publicado por primera vez en 18341, el cual establece 

que si el sistema puede especific~rse por medio de un conjunto 

generalizado de coordenadas q/t), 

función potencial VCql ,q
2

, .•• ,qn, t) 

sistema es tal que la funcional: 

q/D, ... ,qn(t) y tiene 

entonces el movimiento 

una 

del 



es un e}: tremo con respec.to a las funciones q_( t). La funcitn 
\ 

lagrangiana L es L=K-V, con K la energia cinética. I es en efecto 

un extremo si y sólo si L satisface 

Euler-Lagrange. 

las ecuaciones de 

La formulacioo variacional del movimiento de los fluidos a partir 

del problema de Lagrange tiene también una trayectoria larga. 

Limitada primero a los fluidos ideales dió origen a dos lineas 

caracterizadas por la forma de establecer el principio: la de 

Lagrange y la de Euler. En la primera las variaciones se realizan 

sobre las coordenadas espaciales que describen el fluido y en la 

segunda sobre las variables de campo del sistema: velocidad, 

densidad, etc. La inclusión de efectos disipativos en la 

descripción del movimiento de los fluidos en el contexto de la 

termodinámica de no equilibrio dió lugar a principios 

variacionales que difieren en varios sentidos de los principios de 

la mecánica clásica. El análisis del desarrollo de la 

termodinámica muestra que existe un interés permanente y 

sistemático en la formulacioo variacional de los procesos 

irreversibles, interés que se extiende hasta nuestros dias y que 

abarca ya las teorias que amplian el campo de aplicaciones de la 

termodinámica irreversible lineal. La importancia que tiene el 

disponer de un principio variacional para la termodinámica del no 

equilibrio fué resaltada en su momento por Gyarmati <1970> quien 

fincaba la posibilidad de desarrollar una teoria clásica de campo 

que unificara a la mecánica del continuo, el electromagnetismo y 

la propia termodinámica, en que ésta última pudiera ser descrita 

por un sólo principio variacional. 

En este contexto se ubica el trabajo que se presenta. Sus 

objetivas san de diversa naturaleza. El primero de ellas es la 

reconsideración formal del principia variacional que el autor y 

Antonio del Rlo formularan en el ámbi ta de la versi61 me}:icana de 

la termodinámica irr·eversible extendida <TIEl para la obtención de 



las ecuaciones de evolucién temporal de las variables no 

conservadas de un fluido viscoso simple (principio V-Rl. 

El segundo de los objetivos que se persiguen es el de ubicar en el 

desarrollo de las formulaciones variacionales de la mecánica de 

los fluidos la posición que le corresponde al pr-incipio propuesto, 

lo cual ha dado Ja oportunidad al mismo tiempo de bosquejar a 

grandes rasgos el estado del arte en el tema. 

En tercer lugar se encuentra el propósito de aplicar el pr-incipio 

variacional V-R a la obtencién de las ecuaciones de evolucién 

temporal de la magnetohidrodinámica estableciendo las diferencias 

que resaltan respecto otros trabajos al respecto. Como objetivo 

final está discutir a partir del principio variacional algunos 

aspectos que ata"en a la teoria extendida como tal, asi como otros 

relacionados con el principio mismo. La e:~posición es como sigue. 

Los dos primeros capitules se dedican a revisar las principios 

variacionales que han sida formulados para derivar las ecuaciones 

del movimiento de los fluidos desde las que parten del problema de 

Lagrange de la mecánica clásica hasta los pr·incipios del tipo 

potencial local y los principias restringidas. Se describen con 

cierto detalle aquellas que permiten mostrar la existencia 

de dos grandes ramas en la formulación variacional de la mecánica 

de las fluidos: una que se denomina clásica y que comprende 

aquellos que provienen directamente del problema de Lagrange y que 

ha tenida un desarrolla independiente de la otra a la que se le 

denomina no clásica en la que se incluyen los principios derivados 

de la termodinámica de no equilibrio. La primera de ellas se 

subdivide en dos lineas según el principio sea establecido en el 

lenguaje euleriano o en el lagrangiano. La segunda también se 

subdivide en aque 11 os que par ten de la formu l ac i 6n de Onsager para 

la conduce i ón de calor en un s61 ido y los que se obtienen del 

principio de minima producciéo de entropia de Prigogine. El 

principio V-R como se desprende de la discusión sostenida en el 

trabajo se ubica en la linea de principios no clásicos de 

restringido en el esquema de la termodinámica ext.¡?ndida 

procesos irreversibles CTIEl. 

6 

tipo 

de 



En el tercnr capitulo se establece a grandes rasgos el esquema 

teórico-conceptual de la TJE para mostrar el bagaje metodológico 

disponible tanto para la formulación del principio V-R como para 

la manipt.tlación variacional de 12.s densidél.des que entran en la 

funcional del principio. 

En el capitulo IV se e:<ponen los principios que según la 

literatura disponible existen para derivar las ecuaciones de 

evolución temporal de fenómenos que sobrepasan el marco conceptual 

de la termodinámica irreversible lineal CTILJ. Tales principios 

son el de Sieniutycz quien introduciendo un término exponencial en 

el tiempo en· la funcional a ser variada es capaz de obtener las 

ecuaciones de onda de la TIE para los flujos del sistema, y el de 

Vázquez y del R1o quienes a partir de una formulación variacional 

general en el marco de la TIE obtienen las ecuaciones de evolución 

temporal de los flujos del sistema. También se incluye la 

demostraciéo de que los operadores de las ecuaciones de evolución 

temporal en la TIE son no autoadjuntos y por ello no existe un 

principio clásico para ellas. Esta demostración es general. 

En el capitulo V se reconsidera formalmente el principio V-R 

estableciendo primero la afirmación de que la variaci&i, o 

diferencial funcional, de una cierta funcional especificada es 

igual a un valor fijo. Luego, se indican las funciones t~especto de 

las cuales se toma la variación y las condiciones auxiliares que 

deben satisfacerse c:omo restricciones cuando se toma la variación. 

Se menciona el conte):to y la importancia de la investigación en 

fluidos conductores tanto a temperaturas de fusión nuclear como a 

bajas temperaturas ubicando brevemente el caso de México. Pasando 

L entonces a tratar la magnetohidrodinámica donde a partir del 

principio V-R se llega a un conjunto de ecuaciones acopladas de 

evolución temporal sin aprm:imación para las variables no 

conservadas de un fluido viscoso conductor de calor y 

electricidad. De aqu1, por apro~:imaci6n a orden dos se obtienen 

las ecuaciones de evoluci6n conocidas para el fluido viscoso 

conductor y luego se particularizan al caso del fluido viscoso 

simple y el conductor rigido de calor y electricidad. A partir de 

7 
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aqul 6e retoman las ecuaciones del conductor r1gido de calor para 

establecer el carácter extremal del principio V-R: se muestra que 

la funcional ~repuesta es un máximo global ante las variaciones de 

la componente no conservada del espacio extendido. Se termina el 

capitulo estableciendo las condiciones en las que a partir del 

principio V-R es posible t·ecuperar el 

producción de entropia de Prigogine. 

principio de minima 

El trabajo finaliza con una discusioo sobre las diferencias y 

semejanzas que el principio V-R guarda respecto a otros principios 

asl como algunas de sus limitaciones. Se discute también la 

relación del principio con la hipótesis de cerradura de la TIE y 

se termina con algunas perspectivas de trabajo que se pueden 

llevar a cabo a partir del principio. 

e 
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I.- PRINCIPIOS VARIACIONALES CLÁSICOS EN HIDRODINÁMICA. 

Se exponen a continuación los rasgos generales del problema de 

Lagrange del cálculo variacional. Se describen dos principios 

variacionales para la hidrodinámica: el de Eckart <1960) y el de 

Herivel (1954) derivados del problema de Lagrange en el lenguaje 

lagrangiano y en el euleriano, ·respectivamente. Como se verá, la 

linea que emerge de la formulaciál variacional euleriana de la 

mecánica ha sido la que ha dado origen a algunos de los principios 

que forman parte de los antecedentes directos de este trabajo. 

Los trabajos que se detallan tienen como antecedentes: por el lado 

de la forma lagrangiana a Hellinger <1914>, Herivel <19511 y 

Serrin (1959>, posteriormente el trabajo de Viniegra-Heberlein et 

al. (1984)¡ por el lado de la forma euleriana ~ Thomson 11849) y 

Eckart 11938l, posteriormente Rosof C1971> (que se combina con una 

rama generada en la termodinámica irreversible, como se detalla en 

la parte II de este trabajo). Finalmente, se hace énfasis en el 

teorema de Noether <Goldstein, i980l sobre la existencia de 

invariantes en teor1a clás.ica de campos. 

I.1.- El problema de Lagrange. 

El problema de Lagrange se plantea como sigue: sean xm<m=l ••• M> 

funciones de las variables t'C1=1 ••• Nl. Si Les cualquier funciá1 

de m 
X 

dL 
= 

d t ¡ 

donde 

, m 
xi.' 

at.. 

"xm 

m 
X 

i. 
t , su derivada total respecto a t' est~ definida por: 

(Jx 
m at.. a m dL X, 

+ _J + 
8t L 8xm "ti. 

·• 8t' 
(1) 

J 

,,xm/8t' y se usa la convencioo de suma sobre indices 

repetidos. Considérese ahora la integral: 

(2) 

que se extiende sobre un volumen N-dimensíonal acotado por la 

" 



superficie CN-1)-dimensional cerrada S. Como se 

ecuaciones de Euler-Lagrange: 

sabe, las 

13) 

son las condiciones que definen las funciones xm( t'> que hacen a I 

un extremo y que toman valores preestablecidos XmC t'> sobre la 

frontera S. Se ignora aqul. y en lo sucesivo la posible existencia 

de más de una función L que lleve a las mismas soluciones xmc t'> 

Clagrangianos equivalentes, ver Hojman y Shepley, 1982>. 

Asociado a la Ec. (3) se encuentran un conjunto de leyes de 

conservación que pueden escribirse en términos del. tensor 

energla-momento Lj como: 
' 

o, (4) 

donde L j = xm ( OL/ bxm) - L 6J. 
i 1. J 1. 

Las Ecs. C4l se obtienen por substi tucién directa de las Ecs. de 

Euler-Lagrange en la Ec. (1) CEckart, 1960). 

En las siguientes dos secciones se muestran los trabajos <Eckart, 

1960; Herivel, 1954) que representan el desarrollo de los 

principios variacionales de la hidrodinámica en las formulaciones 

lagrangiana y euleriana respectivamente. 

I.2.- La formulación variacional lagrangiana de la hidrodinámica. 

Los alcances que mostró la formulaci6i variacional de la mecánica 

clásica motivaron sin duda los intentos de 

generalizaciones del principio de Hamilton (cf. Ec. 

establecer 

12> cuando 

L=K-V, K energla cinética y V energia potencial) a la mecánica de 

fluidos <Herivel, 1951; Serrín, 1959; Fraeijs de Veubeke, 1967; 

Eckart, 1960; Casal, 1966) las cuales se regtringieron a fluidos 

perfectos a temperatura uniforme. Eckart <1960) formula un 

principio variacional desde el punto de vista lagrangiano de la 

10 



·· tar·ma: 

o, 

donde p(x,y,z,t> es la densidad del 

velocidad, VCx,y,,z,tl la energia potencial 

<S> 

fluido,v(x,y,z,t> 

por unidad de 

su 

masa 

debida a fuerzas esternas y <u<x,y,z,tl la energia interna por 

unidad de masa del fluido en el punto <x,y,zl al tiempo t. U es 

una funcién de p y S, siendo SCx,y, z, tl la entropia por unidad de 

masa. En la aproximaciéo lagrangíana, se supone que un ele111ento de 

fluido en <x,y,zl al tiempo testaba originalmente en el punto 

a~<a,b,c) al tiempo t=O: 

x<tl = xCa,b,c,t>, yltl = yCa,b,c,tl, z<t> z <a,b,c, tl. (6) 

La variacíá'! indicada en la ec. (5) se lleva a cabo transformando 

al sistema de referencia fijo <es decir al espacio <a,b,c,>>: 

(7) 

donde J=8<x,y,zl/DCa,b,cl es el jacobiano .de la transformación del 

espacio <x,y,z> al <a,b,c>. El principio incorpora dos condiciones 

subsidiarias: la conservaciéo de la masa y de la entropia. La 

primera de ellas, en la forma lagrangiana, es: 

p<r<a,t>>J = p<a,OJ. (8) 

Para la segunda, se requiere que el cambio de entropla dentro de 

una regiéo dada sea el resultado de la entropia transportada a 

través de la superficie del volumen por el movimiento del fluido 

exclusivamente (esto excluye procesos disipativosl: 

- div<¡:Sv>. (9) 

Usando la ecuación de continuidad, la ec. <9> es equivalente a 

dS/dt = O, donde d/dt es la derivada material. En el lenguaje 



J s 

lagrangiano la última condición se escribe coino: 

~L = º· 
(10) 

Introduciendo multiplicadores indeterminados o.Ca,t) y f'<a,t>, la 

ecuaci61 variacional (7) queda como: 

6IIJJ [<'ipv
2 

- p<U + V»J - o.CpJ - p(a.O)) - f'r;;LJdadbdcdt = o, 

( 11> 

donde ahora x<a,tl, yC~tl, z<a,tl, pCa,t) y S<a,tl pueden 

considerarse independientes. 

Al variar la densidad en la última ecuacit!o se obtiene la 

condición: 

~v2 - CU + V> -
2 

p 

p 
- C1 o, ( 12) 

en la cual se usó el hecho de que siendo p la presión. 

Con la variaciál de S se llega a: 

p(a,OJT. (13) 

En este caso se usó: (d.l/"6) =T y pJ=p<a,0). Con lo anterior se 
p 

puede ahora realizar la variacit!o en las coordenadas x, y, z •• Por 

ejempla, para x se obtiene: 

a· ax a ro 
~(pJ atJ -<>.t,., ;J(;(8x/8aJ<-ipv

2 

- p<U +V> - ap>] 
lN 

pJ-
8x 

o. ( 14) 

Introduciendo la ec. <12> y r~alizanda cierta algebra puede 

mostrarse que la ec. 114> es equivalente a: 

lN 8p 
pJ- - J- o. <15> 

ax ax 

12 



Finalmente, como pJ=pCa,Ol se tiene: 

J 8p 

pea, O> ax 

es decir: 

1 8p 
(16) 

p itx 

que es la componente x de la ecuación de movimiento. 

I. 3.- La formulaciá1 variacional euleriana de la hidrodinámica. 

En la aproximaciéo euleriana la ecuaciál variacional es: 

o. (17) 

La región del espacio donde se integra se mantiene fija, en 

concordancia con la idea eulerian~. El término en la energía 

potencial V pudo haberse incluido en la def iniciá'i de la funcional 

C2l para el caso anterior dando origen a un término adicional en 

la Ec. (10) que da cuenta de la variación 'espacial de V. 

A la Ec. C17l ·deben a!'íadirsele dos condiciones subsidiarias: 

/Jp 
+ div Cpvl 

1H 
o y 

dS 
p-
dl 

<continuidad e isentropial. 

o 

Las Ecs. (18) pueden ser tratadas dentro de 

( 18) 

la ecuaciál 

variacional C17l introduciendo dos multiplicadores indeterminados 

de Lagrange a y (3: 

Ahora puede realizarse la variación de los campos p, S y ven esta 

última ecuacién. Variando la densidad p se obtiene: 

l9 



1 2 p ªª 
;v - <U + V> - + + 'íla•V 

p Ot 
o. (20) 

Al variar la entropia S se llega a: 

T. (21) 
ht 

Finalmente, cuando se var1a el campo de velocidades v: 

V+ 'íla = ¡r:lS. (22) 

Es interesante hacer notar que el cálculo para llegar a las Ecs 

<20> a (22> no involucra variaciones en las gradientes, en otras 

palabras, las variaciones de los gradientes son cero. Este 

procedimiento se encontrará más adelante en otras formulaciones. 

A partir de la Ec. (20) es posible llegar· a la ecuaci&i de 

movimiento en forma euleriana. Para ello se introducen las Ecs. 

(21> y <22> en el gradiente de la Ec. (20) usando además las 

siguientes relaciones: 8S/8t=-'VS•v y rat(1'VS=rotv, junto con: 

p 
TV'S + - 'Vp, 

pz 

Esta parte se finaliza con un bosquejo a grandes 

teorema de Noether en teori~ clásica de campos donde 

forma más fértil. 

rasgos 

adquiere 

<23) 

del 

su 

" I.4.- El teorema de Noether. 

'., El teorema de Noethar <Goldstein, 1980> contiene la descripci6n 

formal de la conexión entre invariancia (o propiedades de 

simetria> y cantidades conservadas. La discusi&i se restringe a 

densidades lagrangianas que satisfacen dos condiciones: 

invariancia de forma e invariancia de escala ante transformaciones 

infinitesimales en el espacio cuadridimensional de la teoría de 

campo clásico (cf. Ecs. 12-143 y 12-144 de Goldstein, 1980>: 

X' = X + ÓX , 
µ µ µ 

(24) 

l4 



óx puede depender de x • 
µ µ 

Bajo tales dos condiciones se encuentra que: 

J:ec 71', x > dx - J:e< 71, x > dx 
o· µ µ Q µ µ 

o, (25) 

donde las variables de campo n <x > están representadas por n y se 
p µ 

transforman de acuerdo con: 

n'<x')=r¡ <x )+Ól) (x ). 
p µ p ¡J p µ 

(26) 

La Ec. (25) es equivalente a <Goldstein establece este resultado a 

través de una mera analogía con la misma ecuaciéo reducida a una 

dimensión): 

I[:e<n',x >-:e<n,x >]dx +J:e<n>óx dS =O. 
Q µ µ µ s µ µ 

(27) 

S es la superficie cuatridimensional de a. Usando el teorema de la 

divergencia se obtiene: 

d 
fdx ([:e<n,x > - :e<n,x >] + <:e<n,x >óx >] Joµ µ µ dx µ " 

o, <28) 

V 

donde la diferencia en las densidades lagrangianas proviene de 

cambios 671 en las variables de campo 71 en un punto fijo del 
p 

4-espacio: 

6r¡ + 
p 

a:e dón __ p , 

ya que se han conmutado 6 y d/dxµ. As! la Ec. <28) 

en: 

(29) 

se transforma 

(30) 

que tiene ya la forma de una ecuaciéo de corriente conservada. La 



Ec. (30) se obtiene nuevamente por substituciái directa de las 

Ecs. de campo de Lagrange. Como se ve, la invarianci~ de la 

densidad lagrangiana 2ante transformaciones en el espacio 

clásico cuadridimensional y las ecuaciones de campo de Lagrange 

lleva a mostrar la existencia de un conjunto de cantidades 

conservadas derivadas de la ec. (30). Se expuso aqui este aspecto 

de la teoria de campo clásica en la eventualidad de discutir la 

posible existencia de invariantes de Noether en termodinámica 

irreversible extendida donde el principio variacional que 

postulamos puede permitir la formulaciál de la teoria extendida 

como un teoria de campo clásica. 

En el siguiente capitulo se muestran algunos principios 

variacionales para el movimiento de los fluidos que involucran 

tanto procesos convectivos como disipativos. Tales principios han 

surgido en el marco teórico-conceptual de· la termodinámica 

irreversible lineal. Con esto se pretende dejar completo (aunque a 

grandes rasgos) el panorama de principos variacionales en el que 

se puede visualizar el contexto y la posicioo, diriase histórica, 

que guarda el principio que se sustenta en este trabajo. 

ld 



-11:~ PRINCIPIOS VARIACIONALES - NO -CLÁSICOS PARA PROCESOS 

CONVECTIVOS Y DISIPATIVOS. 

Las limitaciones encontradas por la presencia de operadores no 

autoadjuntos en las ecuaciones del movimiento de los fluidos 

restringió en un inicio los intentos de establecer sus fundamentos 

variacionales a flujos no viscosos. La inclusi~~ de efectos 

disipativos se intentó entonces a partir de la termodinámica de 

procesos irreversibles dando lugar a una serie de trabajos cuyo 

origen parece estar en la formulación variacional de Onsager de la 

ley de Fourier de conducción de calor y en el principio de minima 

producción de entropia de Prigogine. 

Se presenta aqui una resena breve del desarrollo histórico de las 

formulaciones variacionales para el movimiento de los f luldos a 

partir de los trabajos de Onsager y Prigogine incluyendo solo 

aquellos trabajos en los que se consideran como punto "de partida 

las hipótesis de la termodinámica irreversible lineal. Como se 

ha mencionado, esto tiene un propósito doble: mostrar con cierto 

detalle los antecedentes del principio variacional con el que se 

trabaja aqul y evidenciar la estructura del desarrollo de los 

principios formulados para el movimiento de los fluidos. Algunos 

principios que se enmarcan en las e>:tensiones de la termodinámica 

irreversible se tratan en las partes IV y V. 

Como se verá, pueden distinguirse claramente dos lineas 

representadas, por un lado, por los principios propiamente 

restringidos de los cuales el primero que se expone es el de 

Onsager C1931l¡ y por otro, los del tipo potencial local que 

tienen su origen en el principio de Prigogine (1945). 

II.1.- Principios variacionales de tipo restringido. 

Para medios anisotr6picos Onsager <1931) formuló un principio para 

la conducción de calor que requiere que la funcional: 

A<J, T> S(J) + s*<-1 l - ,P<J,Jl, 
" 

(1. 1l 

17 



donde 

S<Jl f 
'V. J • 

dV; s*un 
T I nT. J 

dS, 'Ji(J,J)= I 
J. :K. J 

2T 
di', ( 1. 2) 

sea un máximo con respecto a variaciones del flujo de calor J bajo 

la condición de que el ce>mpo de tempere>ture>s T sea una funci6n 

conocida de la posición, 9( es una diádica simétrica conocida que 

no depende del flujo de calor pero si de la temperatura; indica 

derivada temporal total. Asi, la variaciéo óT de la funcional A es 

cero, si y solo si se satisface la relacié."<1 constitutiva: 

:K. J. (2) 

T 

T es mantenida constante durante la variación. 

En el caso de medios isotrépicos, para los cuales :K='Uk/T ('U es el 

diádica unitaria), la Ec. <2> se reduce a la conocida ley de 

FoLtr i er de condL1cc i 6n de ca 1 or: 

J - k'VT. (3) 

Adicionalmente, la segunda variaciéo de A con respecto a J es 

negativa siempre y cuando :K sea positiva definida. Esto implica 

que la funcional A es en efecto un máximo en las condiciones 

descritas. 

En un estudio muy critico Finlayson y Scriven <1967> afirman que 

cuando el campo de temperatur·as es desconocido la formulación de 

Onsager no es la de un principio máximo porque la variación 

restringida de A no es cero en general y el signo negativo de la 

segunda variación no implica de ningún modo un máximo. Este punto 

será motivo de una refle}:ién posterior. 

Siguiendo la idea de Onsager, Rosen (1953) hace estacionaria la 

integral: 
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• ~1 
(-·¡ 

J (J. J/2hl dV 

V 

!4) 

con respecto a variacione~ 

restricciones: 

en J sujetas a las sigLtÍ.enºtes 

i ) "7. J + ¡:.C fJT I ut ~ O, 
V 

ii> n.J esta especificada sobre 5, 

iii) k es independiente de J y 

iv> tanto T como aT/ot se conocen y mantienen fijas en la regiéo 

v. 

La "ecuación de Euler" derivada de este principio es justamente la 

ley de FoLwier de la condLtcción de calor. Esta for'mulaciéo es 

una de las más rigurosas desde el punto de vista matemático. 

Gya1·mati (1970) escribió un libro en el qLte discutió de manera muy 

seria el problema de los principios variacionales para la 

termodinámica irreversible lineal <TILl y la posibilidad de 

formular esta última como una teoria clásica de campos. A partir 

del principio de Ons29er para la conducciéo de calor Gyarmati 

define un principio general de minima disipaci én de energia 

definido de manera que las variaciones son hechas en lo que él 

llama la representación de fuerzas, siendo capaz de deducir un 

conjunto de ecuaciones canénicas de campo las cuales son 

equivalentes a las ecuaciones de transporte de la TIL. Para 

ilustrar el desarrollo que Gyarmati lleva a cabo, considérese de 

nuevo el Cé>.SO de la conducciéo de calor tratado por Onsager. El 

principio (sin referirse en este momento a la condLtcciéo de 

calor) establece que 

1), (5) 

donde a es la producciái de entropía, •1' el potencial de disipaciéo 

local y el subindice J indica que los flujos del sistema 

p12rmi1necen constantes durante la variaciéo la cual es hecha sobre 

'" 



J¿;s fuer=as terr;-,odinámicas. :En- eL:caso _del conductor de cc-.lor la 

condición varíacional toma la forma: 

o, (6) 

con a =¡:s+'7o(J /Tl, oue es la ecuación deba.lance de la entropia 
q q ' 

s, J el flujo de calor y T la tE-mperatura local. TomC<ndo en 
q 

cuenta que para un s~lido: 

. 
s ti 

T 

e 
V 

T 

ar 
at' (7) 

donde cv es el calor especifico a volumen constante y u la energia 

interna, Gyarmati pasa a realizai• la variación de la temperatura 

en la ecuación (6) manteniendo constante el flujo de calor y la 

derivada temporal de la temperatura. Esto último lo justifica 

argumentando que en la ecuación de conservacié:fl de energia la no 

variación de J q hace plausible la no variación de la derivada 

temporal de T. Gyarmati obtiene por supuesto la ley de Fourier de 

la conducción de calor·. En el proceso de vat•iación el integrando 

de la funcional que est~ siendo variada toma la forma final 

.r(pcvilT/ilt - '7•0-'lT>}STdV (a sólo un paso de obtener la ley de 

Fourierl. Aqui, Gyarmati 

teorema de Gauss) a: 

:e 
T 

transforma el integrando (usando el 

la que postula como la densidad 

ecuacién variacional 

lagrangiana de modo que la 

6.:e<Tl óf :e dV 
V T 

o, 

conduce a la ecuación de Euler-Lagrange 
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a:e a a:.e 
T T o, ar 0;{ 

~{~;J C< 

(8) 

que es idéntica a la ecL1acién de Fourier. En Ec. (8) se asume la 

convención de indices 1·epetidos y or-1, ... ,3. 

En un trabajo de 1971, Rosof postula un principio de la forma del 

principio de Hamilton que conduce tanto a las ecuaciones de la 

hidrodinámica como a 1,-.s de la, termodinfonica de r10 equilib1·io 

(relaciones constitutivas lineales para 

termodinámicas elegidos), 

los flujos y fuer:as 

En la notación empl<?ada por Rosof la ecuacién variacional se 

escribe como: 

cSu) d::d~ 
\ 

o. (9) 

T es la densidad de energia cinética, n la energia potencial y óuc 

y óud son las variaciones de la energia interna debidas a procesos 

conservativos y disipativos respectivamente. Considérense ahora J 
" el flujo de entropia y Ji el flujo de la i-ésima especie quimica 

en un sistema de coordenadas baricéntrico. Los "flujos integrados" 

1( y 1( se definen como: 
" 

di( =J dt, (10) 

" " 

dK.=J.dt. ( 11) 
l l 

Rosof toma entonces como las primeras n coordenadas generalizadas 

del principio al conjunto K
1

, ••• K{ •. K
0

, donde KtKi para 

j=l hc.sta n-1 y Kn=~'. 10 Junto con estas hay otras dos coordenadas 

generalizadas: p y r. r=r(,,,t) es la posiciéo al tiempo t de una 

particula de fluido originalmente en "· Ahora se requiere 

<?speci ficar las co1r.ponentes de la variación en la energia interna 

en Ec. (9). Por su lado 6u estaria dada par: 
e 
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6u (12) 
e 

donde T representa la temperatura, P la presiái, µ, el potencial 

quimico de la especie i, se la entropía especifica <de hecho por 

unidad de longitud ya que Rosof se restringe ~ una dimensiáil que 

cruza la frontera del elemento de volumen, n, la masa 

de i y u el volumen. Mientras que: 

es el calor producido por unidad de volumen, donde 

entropla especifica debida a procesos disipativos. 

especifica 

(13) 

es la 

La razái de cambio en 

dada por la entropla 

el tiempo de 

transportada 

la 

por 

entropla especifica se está 

el movimiento del fluido: 

_,,J ;r;:ªJ. . --Q 
s e 

IJx 
(14) 

y por tanto se tiene 

--

6 r;ªJ. 6s s 6t -e e 
(15) 

Si111ilarmente, 

De modo que la Ec. C12l puede reescribirse como sigue: 

ya que I:6J<.=o y donde: 

( 18) 
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( 19) 

( µ.-µ' j=l hasta ri-1 
A.= ,1 " (20) 

J l T, j=n. 

Asi, la doble integral de la ecuacién variacional (9) viene a ser: 

(21> 

Aqui Rosof trabaja separadamente los dos términos que aparecen en 

el lado izquierdo de la última ecuacién. Para el prirn·2ro de el Jos 

se remite a la literatura <Herivel, 1954) asumiendo que el único 

término importante en la energía interna es el 

presión-volumen y obtiene las ecuaciones eulerianas 

hidrodinámica (ver parte I de este trabajo). 

término 

de la 

Estableciendo una analogia con el caso cl~sico en donde la 

presencia de fuerzas disipativas en el sistema (que no pueden 

deriva1·se de un potencial> puede tratarse definiendo una funcién rp 

tal que 21/J es la razén a la cual la energía es disipada, la cual 

se asume depender de las velocidades generalizadas, Rosof trata el 

término en la Ec. (21) que corresponde a la variacién en como 

sigue. De acuerdo a las Ecs. ClOl y (11) las de1·ivadas temporales 

de las coordenadas generalizadas K. corresponden a los flujos J. 
J J 

por lo que la func i 6n de di si pac i én rp que puede ser usada es: 

~.~ (22) 
¡= 1 

dor,.Je Rjl:=Rkf 

Variando los flujos como se indica en la Ec. <211 se llega a las 

siguientes ecuaciones de "Euler-Lagrange" en notación matricial: 

i7:0¡ 

[e J [~i], 
J el>: 

(23) 
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(24) 

Para fin ali zar Ro'.:-of tt·ata el c2.so de sistemas bajo 1 a <>CC i c..'-<i de 

un campo magnético para probar la validez de la teorfa. Como se 

ve, el principio de Ro~of surge de dos ramas del desarrollo de 

pr .. incipios var"i.::1cicJn.3les: la de la f1-:1r-·i"nltL?..ci1~ (:i1.1leri2!i1a de la 

hidrodin!mica y la linea generada a partir del trabajo de Onsager 

(por el hecho de que las vC1rie.cion2s son hechas sob1·e los flujos y 

obtenerse ecuaciones constitutivas). Esto pLtede vistJali2a1·se mejor 

en el e<O".querc1a (fig. 1) al final de asta parte II, donde s.e observa 

también la lim~a de los p1-incipios de tipo potr~ncial local que 

p2rte t2.rr1:Jién del p1-incipio de Onsc;ger pe1·0 que se define pronto 

como una rc>ma independiente y de la cual se e::pone en primer lugar 

el p1-incipio de Prigogine en el siguiente aparti'ldo. 

II.2.- Principios variacionales de tipo potencial local. 

El teorema de P1·i9ogine (1945) de la minima producciéo de entropía 

afirma que para condiciones prescritas independientes del 

la producc:iéo total de entropia: 

p 

tiempo 

(25) 

es un mlnimo en el estado estacionario (F'rigogine consideró solo 

procesos disipativos), donde o denota la produccioo de entropia 

por unidad de tiempo y de volumen. 

Después, Glansdorff y Prigogine (1964) e::tendieron la Ec. <25) a 

un criterio general de evoluciéo incluyendo términos convectivos. 

El criterio establece que para condiciones de frontera 

independientes del tiempo: 

d~ = J dVEJ.· dX. :S O, 
' ' 

(26) 

donde las f1_1erza.s te1-modinámicas xi. y los flujos J incluyen 
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procesos mac&.nicos. El p1-obler.1a b.'.csico cc-11 la Ec. (2ó) es 

determine.r en qve con-d ic icñes d4 ~-~ -vna--d i fe rene ial total. En el 

caso en que la Ec. 126) solo incluye efectos disipativos en 

rEe1cciones qu.imicas Pr'igogine y B¿o,lt-escu 119:55) concluyeron qua en 

gene1-al tal difenmcit>.l total no e::iste. Esto está 1·eLO\cionado con. 

la e~~istencia da sistema.s que ¿i.ún sir:-ndo levl?:í.E·nte S3C'3dos d(?l 

estado est~cio11~rio el sistema no t'cgi·csa a tal estaJo ~ino que 

desct·ibe una tr~yectoria muy cet·cana a el. tfo obst2.n te, 

Glansdorff y P1·i909ine ( 1964) muestr,"n có'.no es posible en <PU.chas 

casos obtener una diferencial total en la vecind~d d8l estado 

est2cionaria -~ubsti t.tl~t·~ndo i:?n la Ec. <26) al91_\n2s voiric>.bles de 

campo por lois dietribu.cianes que COi'"respeinden al 1c;stc>.do 

estacio11ar·ia. La f~~nci6n ~ obtenida dep~nde entonces de dos tipos 

de variabl~s: u
0 

y u d~? modo que 1.-::i.s 1 ·r:u2ciernes de conservacién 

del siste11'1a en el e::.t2do estcic ioncu·io ~-on obtEnidLJs ror una 

·1fari3bles estaciona1·ias u
0

, tom=·ndo lu:::!go la condicié·n adicional 

u=u
0

• El método se conoce como el de potpnciel loe~!. El rotencial 

loc~l ~ pr~e~0nta un ínlnimo cuando se cumple la desigtlaldad: 

(27) 

El concepto de potenci2l loc3l ha sido 2pl ic:>do a otros sistemas 

dada su importancia t~órica corno crite1·io de evolucién para la 

predicción del comport2miento del sistema cerca de estados 

estacionarios. Lobon y Lambermont 11972, 1973, 1975) usaron el 

concepto para estudiar mezclas quimicamente activas en estados 

t1·crnsi torios. En sistemas con pr·oc~·sos purc..m~nte disipativos 

descritos por ecuaciones lineales Lebon y Lambermont 

definen la fi_\ncional A en la represcnt3.ci00 de i::nc:rgia coG10: 

A JJ<-l\(P\ ... ,Pr'J+'l'ld1..idt 

lU 

+ j JI Pir-l<·i. vdAdt, 
L =. 1 

lA i 
I 

(1972) 

C'.28) 

donde u 
" 

es la energ.ia interna especifica, P 
\ 

son va1·iables 

intensivas del sistema, 'l' el potencial de disipación local: 



con L los coeficientes de Ons2ger e Ii= <1/T) Ji. 
ij -

El principio'establece que la evolU•::ión del proceso es tal que la 

variación restt·ingida (derivadas te:nporales de las vc;ri2.bles p 
i 

se m~ntier1en sin variat•) de la funcional C28) con respecto a 1C1s 

vat'iabl8s jnt~nsivas es cero. Las coridiciones obtenidas pat•a que 

el principio se cumpla son las ecui:i.cion2s de con·:=.ervcicié:n del 

sisb;:·?ma. Si los coeficientt:?S de Ons,39e1· dep0r1d~?n de los p.:tr2in:?tt'oS 

intensivos el p1 .. incipio mantiene SLt validez si0~np1 .. e qLte la 

vari«cién "''--·~o, lo cual significa que los 
lJ 

variables P en el estado estacionario 
i 

L dependron de 
lJ 

para las CLtales 

las 

la 

variación es ce~°'º· Después ée la variación se int1 .. oduc12n las 

condiciones subsidi~r .. ias: P. =P 
'-º i 

En el trabajo de 1973, Lebon y Lambermont elaboran un principio 

variaci0nal para fluidos en los que están presentes procesos 

disipativos y convectivos. El principio se formula en t~·minos de 

la energ!a cinética e~pec!f ica ¡,_: 
V 

1/2pv. V (29) 
V 

con v el campo de velocidades, y de la transformada de Legendre de 

la energia interna especifica uv: 

u <T, µ> = u - Ts - µp. 
V V V 

(30) 

Estas dos cantidades son utilizadas para definir la función 

lagr,,ngiana :e como: 

:e = h - u (T' µ) • 
V V 

(31) 

El principio est2.blece que las ecuaciones de conservación de masa, 

momento y energia para el fluido viscoso son las condiciones para 

que la ecuación variacional siguiente se satisfaga cuando ,u, T y v 

son variadas: 
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ótf J< a.::'/,Jt)dVdt + ó;<JJctiv!.)-:'v 
tV tv 

dVdt 

F .vldVdt 
V 

6 I I .:ev. i--dArJt 

t 'U 

(l 132) 

Los subíndices t y x sobre el operador b indicen respectiv2mente 

qut? l~.s der•iv,:.das t~~mpüt"'i?\lcs y l~7í.S G01 .. iv~?d·~.s espi?1ci-:;1l"~s d2 los 

par~mett~os intensivas no ~on vat~iarlas, adem~s los t~t'mit1os con 

superindice 0 se mcc,ntien'm fijos dLtr<1nte la var·i.•,cil>n. En la F.c. 

132) no se han incluido términos que dan las condiciones de 

frontera para los flujos. 

El ct·i terio 132) es vá.l ido tanto p2ra l1;yes f:=nom-:~1101 (::91cas 

lineales cüma no 1 i11eales. Sin t.~111b0r90, en este úl tiHiO c.::'!:::o los 

t 0des leyes 'se supon2n dep•,;ndiontes de la solucién estaciona1·ia 

T
0

, µ
0 

y v
0 

las cuales no son variadas y por tanto tampoco los 

coefiCÍQn-!;es. Como "In tes, 

ccndicic.Jnes subsidiarias: 

V 
o 

v. 

la 1·2striccién se quita con las 

Lebon y Lc>rnbet·mont rnm1cionan que el principio que proponen es una 

e;{tensié:n del principio de Hami 1 ton a mecáni_ca de fluidos que se 

e:<pt'esa como se ha visto por·: 

&Jfc.~v - 'l/dVdt 

tV 

o, {33) 

pero tal afirmación se basa solo en la similitud en la forma entt·e 

l·:ó< L~91·.:1ngiana 1:::.u y el into\;¡1-ando de la E:c. <:::::::.). Mo obstante lo 

¿\nterior, en el e~~qu~~1na de la figura 1 se ve cun10 en efecto dos 

lineas u t1 .. 2vl-s ch~l c·squF·ma llu':~n al µrincipia de Lebon y 

Lt:.1:7,tJ 2 ¡~rnont;: la forí11u1.~cié.n 0uleri-::l.n.3 de la hidr·odin.::.mica y la de 

los principios de tipo potencial local. 

E::isten ot1·os pr·incipios ~ar~iacionales ,,a clásicos del tipo 

pat'.::: 111:ial local pa.r"'a el movi1ni,~¡1to r:Je fluidos que involucrdn 
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1 ~ 

;-or1vección y dis1pe.ci6n . (\•!eihs y Gal Or, 1970; Hiroaka y Tanaka, 

1'?78). De hecho, -Venkatete1arlu y Deshp¿on_d_e_ <1982) muestra~ como es 

posible construir una fot'mul<1ci6n que unifique los tre1bajos de 

Glansdorff y Prigogine 11964), Weihs y Gal Or 11970>, Lebon y 

la fttncional gc11er.:.l tiene la forma: 

r 
m 

J[Lclu,u0 > + Ld<u,u0
,p,p

0
l]dVdt, 

() 

donde u
0 

son las variables estacionarias y Le y Ld son 

134) 

densidades 

lagrangianas que conducen a los términos convectivos y disipativos 

de las ecLtaciones de conservación: 

aui= o, 

b..t. 
pl-l + 

at 

135) 

136) 
8:<. 

l 

Lil condicioo u=u
0 

debe tomarse después de real izada la variación. 

En el caso de la parte convectiva de la Ec (361 la densidad L en 
e 

su forma más general está dada por: 

L 
e 

~1º ~l. o fu. 

p[aijklu~ _J 
b ljklul 

_J o _J o 
ut + ut + cijldu i Ul 

<r.: k <r.< axk k 

ai.1 ~ 
+ d ijktui 

_J ut]. 
ér.< k 

(37) 

Los tensores ca1·tesianos de cuarto orden pueden escribirse como 

combinaciones lineales de productos del tensor ó ... 
lJ 

Puede 

mostra1-se entonces que la vari0>ci6n de la densidad Le es: 
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o 

óL p[(a2 - c c + + 
Ü\.l t 

+ 
e i 2 

a..1º 
+ <a 2c b +d + d >uº _k]óu (38) 

i 9 9 i 2 k l' 
ax l 

donde se ha us2do ya la condición tru
0

, los ai, bi, 

los coeficientes de la combinaciones 1 irieales de los 

c. 
l 

cuarto orden. Eligiendo adecuadamente valores 

>' di 
tensores 

para 

son 

de 

los 

coeficientes se obtienen como casos particulares de la densidad L 
e 

la parte convectiva de los cuatro principios mencionados arriba. 

Para finalizar este capitulo, se exponen las ideas básicas de dos 

trabajos <Hameiri y Bhattacharjee, 1987 y Rasband et al. 1 1988) 

sobre la aplicacié.<l rlel método del pote?ncial local a un fluido 

viscoso conductor de electricidad en presencia de un campo 

magnético, en vista de su estrecha relaci oo con la par·te V de este 

trabajo. 

II.3.- Principios variacionales del tipo potencial local para 

fluidos conducto1·es. 

En Hameiri y Bhattacharjee (1987) se e:<plo1•a la aplicación del 

principio de Prigogine a fisica de plasmas. Se trata de describir 

el proceso conocido como relajación del plasma que consiste en la 

tendencia espontanea del sistema a aproximarse a un estado 

estacionario preferido. Como se verá, este corresponde a un estado 

de mínima producci61 de entropía. Ellos comienzan discutiendo las 

ideas en el caso de un conductor rigido de electricidad sujeto a 

un campo eléctrico con una simetría particular definida. La 

evolución del cci.mpo magnético es en té1•minos de la ley de Faraday: 

ªª + 'hE o, (39) 

at 

donde el campo eléctrico está determinado por la ley de Ohm: 
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E + vxB Y¡i, . (40) 

siendo i el flujo de corriente, i=?:.:B desµneci<?.ndo el vector de 

desplazamiento de Ma::Nel l Capro:ümaci ón MHD), r¡ la resistividad 

eléctrica y v la velocid<0>d del fluido ( en el caso del sólido 

v=O>. Las Ecs. n9> y (40> están sujetas a las condiciones de 

frontera: 

B.n o, i. n (l, (41) 

con n un vector normal, junto con: 

<42) 

donde T y P son curvas particulares sobre la frontera del 

conductor acordes con la simetría del sistema, 

axial aplicado por unidad de longitud. 

V es el voltaje 

Si la Ec. (39) se multiplica por BB/ at y se integra en el volumen 

del conductor se llega a: 

(43) 

con E el campo eléctrico aplicado. Esta ecuación implica que la 
(1 

funcional del lado izquierdo decrece monótonamente durante la 

evoluciéo del sistema y se detiene cuando BB/vt es cero, cuando se 

alcanza el estado estacionario. La funcional es llamada por 

·~ Hameiri y Bhattacha1•jee la integral de produción de entropía ya 

! > 

que el integrando es la forma usual de calcular la pr·odLtcciál de 

entropia. De este modo establecen que la relajación del plasma a 

un estado pr·eferido es tal que la variación de la funcional: 

(44> 
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con resp-ect:o-- a vari c~ciones en el campo me-"gnético B es cet"O 

Clas variacit.0nes en i se calculan a partir de i='l:·:BJ. Esto e~:pt'esa 

la tendencia del plc"'m"'- ''pro::im~.1-se a un estado de pr·educci 6n de 

entrop1a minima. La condici15:1 G;·:t.1··c.:(,12l es la ecu?-c:i 1S.1 p.~¡"'a i en 01 

estado estacionario: 

y i. n=l). Después, 

~i=E . Las condiciones de frontera son: 
a 

los 2utores tratan el caso de un 

'l. i=O 

fluido 

conductor al cual considet·an incompresible por simplicidad. La 

evolución d<?l campo magnético está ahora determinada por: 

JB 
o, (45) 

at 

donde los campos son campos promedio y la cantidad 'e es el 

pt•omedio de vi;{Bi, siendo vi y Bi la velocidad y el campo 

magnético fluctuantes !los campos se suponen determinados por un 

valor promedio al que se superpone un campo fluctuante cuyo 

promedio es cero). En general la función 'e es desconocida, sin 

embat·go, péwa el fluido conductor se conocen algunas de sus 

propiedades y aún se conoce su forma para simetrias determinC'ldas. 

El término entre pat·&itesis de la Ec. (45) satisface la condición: 

T)Í - 'e E sobre r a. (46) 

Un procedimianto equivalente al descrito para llegar a la Ec. (43) 

lleva a constatar que la integral: 

1 

.!J == Jd T [ ; r¡i 
2 

- 2 'e. i - E • i + 
a 

(47) 
2 

muestra un comportamiento monótono decreciente mientras <JB/at sea 

distinta de cero. La Ec. del estado estacionario Ec. (46), se 

obtiene entonces como la condicié-n para que la funcional (47J sea 

un minimo cuando el campo magnético B 

constantes i 
0 

y -eº y tor.iando después las 

es variado manteniendo 

condiciones: i=i 
0

, 'IS-=<t:
0

• 

Como se ve, el principio propuesto por Hameiri y Bhattacharjee es 

del tipo potencial local, restringido al campo magnético y al caso 
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iterativo que partiendo de tina SL1posi~_i,~.1 

converge a la solución del estado estacionario 

sea un est-,do de minima p1-oducci6, de entropia. 

Ahora se describe el trabajo de Rasband et al. 

i1·1icial 

sic:mpre 

(1988). 

sobre B a' 
que este 

En &l se 

discute una formulciciál var .. iacional para la m29netoh1drodin:'~.rnica 

disipativa basada en una funcional definida sobre el conjunto de 

variables de c<<11.po que describen el '5istema: la t<c'iltporc;tLwa T, el 

campo magnético B, la V<?locid-:ed v, etc. Tal fL•.nciorwl es lo que 

Rasband et al. (1988) llaman la funcional de producción de 

entropia gene1·aliza.da T(</i,</>
0

) (funcional PEG> con '1>,}x,t) el valor 

promedio de las variables de campo en el punto x al tiempo t y 

<f><x,t) incluye variaciones alrededor de los valores promedio. La 

funcional F'EG debe ser tal que valuada en (¡/>
0

, rjJ
0

) co1·responda a la 

razón de producción de entropia (se requie1·e poi· supuesto qLie la 

funcional tonga unidades de p1·oduccié;1 de c?11tropia). De este moda, 

el principio variacional construida a partir de la funcional PEG 

corr>?sponderá a una generalizació1 del principia de minima 

producción de entropia de Prigogine. El principio afirma que la 

t~volución del sistema es de modo ta.l que ~r: ~_;.3tisface la condición 

6'I=O, tomi:'.nda la variaciál con rt?specto a los c21mpos <P dejando 

constantes los cumpos </>
0

, toma.ndo a posteriori la conocida 

condiciál subsidia1'ia ¡/>=</>
0

• Las ecuaciones "e:.:tremales" 

corresponden a le.s ecuaciones de evolución del los Ci:'.mpos pt'omedio 

del sistema. Si se cumple adicionalmente la condición: 

iJl(<f>,<f>
0

)>iJl<c/>
0

,<P
0

> para toda variacién de</> entonces iJIC<f>
0

,,P
0

) es un 

minimo global. 

Realmente la fo1·ma en que aqui se ha pl~nt"ado es un poco 

diferente a la de Rasband et al. (1988) Esto se ha hecho asi por 

que la forma en que lo hacen dichos uutores deja entrever que la 

formulación de un principio variacional tiene el mera propósito de 

servir de base 3 un esq1_1ema iterativa P<"]ra C-3lcular, es decir: 

buscar una funcional que r~produzca las ecuaciones correctas del 

sistema y a partir de ella construir el esquema iterativo 
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pareciera ser el objetivo. 

Asi, el principio propuesto por Rasband et al. (1988) se formula 

para conducir a las ecuaciones de balance de la 

magnetohidrodinámica disipativa (estas ecuaciones pueden verse en 

la parte V de este mismo trabajo). Tales ecuaciones se 

complementan con las ecuaciones de Maxwell y las relaciones 

constitutivas entre fuerzas y flujos temodinámicos que son 

asumidas lineales. Estas relaciones son para el caso, las leyes de 

Fourier, de Newton y de Ohm. Los coeficientes de transporte son 

supuestos funciones de los campos. 

La funcional PEG toma la forma: 

~+~+~+~ <48) 
8 V T p 

donde cada término es construido de modo que a'l variar el campo 

que aparece como subindice dará lugar a la correspondiente 

ecuaci&! de balance, en el resto de términos el campo que se 

varie aparecerá con un subindice o de modo que permanecerá 

constante durante la variacién. De
0 

este modo, se justifica la 

notaciá1 empleada en la Ec. (48) y asi cada término de la ec~aci6n 

origina la ecuación de balance completa correspondiente. 

Los términos ~v y ~T son tratados en la literatura <Glansdorff y 

Prigogine, 1971> y Rasband et al. (1988) centran su atenciá1 en el 

término ~. que debe generar la ecuaci6n de evolución del campo 

magnético B Ec. (45). Primero retoman de Hameiri y Bhattackarjee 

(1987> la densidad de la raz6n de producci6n de entropia debida a 

disipaci6n ohmica: T)1
2/2T, que al ser variada respecto al campo 

magnético (nuevamente las variaciones de i se obtienen de i=l7xBl 

da como resultado1 

T) 

-ºL 6i = <:/. [6Bx 
T o 

+ 
c 

4nT 
o 

Tl e 
-º- i] 
4nT o 

1 
T <;/(-) XT) i]. 

o T o 
(49) 

o 

S!l 



·1:-; 

El término de la divergencia dará la condiciói de frontera re 

querida, el primer término entre los paréntesis corresponde al 

término ni en la Ec. C45l y el segundo término entre paréntesis 

tiene una forma similar al efecto Nernst <de Groot y Mazur, 1984) 

a pesar de lo cual Rasband.et al. C1988l lo tratan como un término 

"no deseado" <!>. Los términos faltantes de la Ec. <45) son 

introducidos en forma ad hec con subindice o para que permanezcan 

constantes durante la variacién, al final de la cual se considera 

la condiciá'l subsidiaria 1/1=~0 • Asi, la forma de i
8 

queda: 

t • 
c 

41! 

1 
--?x(v xB ) 
T e 

o 
o o 

1 
--17x'$ 

T o 
o 

1 
?<-->xn i JJ <50> 

T o o 
o 

El último término del paréntesis cuadrado está para anular el 

término "no deseado". 

Con un prQcedimiento similar se construye i que al ser variado 
p 

con respecto a p da la ecuacién de balance de masa con la 

condición de frontera correspondiente. 

Después, Rasband et al. <1988) demuestran que la funcional PEG 

para el campo magnético Ec. (50) es un minimo local dejando al 

lector la tarea de mostrar lo misma para el resta de términos de 

Ec. <48>. 

Finalmente el principio formulado se aplica a un plasma disipativo 

con una simetria particular y se elabora un esquema iterativa para 

el cálculo de propiedades del plasma. Esta parte no se considera 

'' aqui por na ser de interés para la discusiá'l subsecuente. 

A lo largo de su trabajo, Rasband et al. ( 1988) evitan darle el 

nombre de fluctuaciones a las• variaciones de los campos 

argumentando que "dado que es costumbre considerar que las 

fluctuaciones de ellos ocurren en una escala espacial y temporal 

mucho más fina que la de los cambios en los campos promedio. Como 



consecuencia, las variaciones de los campos no contribuyen a la 

produccién de entropia dado que son variaciones matemáticas más 

bien que fisícas". 



II. 4. - Esquema del desarrollo de los principios variacionales 

asociados a fenómenos convect.ivos y disipat.ivos en TI. 

Hel li nger - Her i vel--Serr in-- Eckart.--Vi ni egra-

/ (1914) (1951) (1959) (1960) Heberlein 

et. al. C1984) 

mecánica 

""'- Thomson -Eckart. -Heri vel 

(1849) (1938) (1954) ~ 

Onsager - Rosen -Gyarmat.i - Rosof -- Vázquez y 

/' (1931) (1951) (1970) (1971) del Ria 

Ter madi námi ca ~1990) 
Irreversible ~ 

Pr i gogi ne - Gl ansdor ff- Gl ansdor f f- Lebon y 

(1945) et. al. y Prigogine amber-

(1962) (1964) mont. (1973) 

FIGURA 1 

El esquema int.ent.a most.rar las raices de los t.rabajos incluidos, lo cual no 

significa que lodos los aut.ores de un t.rabajo c:;ualquiera que est.án det.rás 

Cen el t.iempo) de él hayan sido lomados como fuent.e. Se han excluido por el 

espacio reducido, muchos t.rabajos que han cont.ribuido al desarrollo de la 

formulación variacional de los fenómenos de t.ransport.e t.ant.o dent.ro de los 

esquemas de la t.ermodinámica irreversible como de et.ros esquemas: procesos 

est.ocást.icos, por ejemplo. 
:¡.¡ ¡ 



I I I. - TERMODI NAMI CA IRREVERSIBLE EXTENDIDA. 

Se exponen algunos aspectos de la termodinámica irreversible 

ext.endida para su discusión posterior en términos de la 

formulación variacional sobre las ecuaciones de evolución temporal 

que se sustenta en este trabajo. Se plantea el esquema axiomático 

de la teoria y se bosqueja a grandes rasgos el método general para 

la obtención de la ecuaciones de evolución temporal de los flujos 

disipativos. El tratamiento de punlos como el desarrollo de los 

coeficientes de la ecuación de Gibbs o de la producción de 

enlropia en términos de invarianles escalares del espacio 

lermodinámico ext.endido o como el desarrollo de expresiones de los 

tensores en lérminos de las variables del espacio termodinámico, 

ele., se hace más bien someramenle porque el caso lralado en la 

parle V del fluido viscoso conduclor de eleclricidad, permite 

mostrar con algún detalle lales aspectos. Se hace, en contrasle, 

más énfasis sobre la hipótesis de cerradura en relación con la 

construcción de la producción del polencial temodinámico 

generalizado, punto al que el principio variacional parece dar un 

mayor sustento. 

III.1.- Los postulados de la termodinámica irreversible extendida. 

A estas alluras del desarrollo de la lermodinámica irreversible 

extendida sobresalen ya los trabajos que han resultado un hilo en 

la conformación de la leoria: el trabajo de Muller de 1967 donde 

se propuso que una forma de generalizar la 

i rreversi ble lineal ser 1a madi ficar la hipótesis 

1 ocal introduciendo una función de enlr opi a 

l er madi nám.1 ca 

de equilibrio 

generalizada 

dependienle lanlo de las variables conservadas como de los flujos 

disipalivos. El Recent Developm.ents i:n Non-Equí.lt:ort:'Ulll. 

Thermodynam.i:cs de 1984. edi lado por J. Casa-Vázquez, D. Jou y G. 

Lebon donde se mueslran los trabajos de una década que vinieron a 

conformar el grueso de la leoria como hoy se le conoce. El trabajo 

de Garcia-Colin el al. de 1994 en el qua se haca el intento formal 
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de establecer la significacióm fisica de la leoria y sus 

fundamentos microscópicos. En éste último sentido también está la 

ponencia de Garcia-Colin de 1987 en el Congreso Nacional de Fisica 

CGarcia Colin, 1988) que es además un muy bello recuento de la 

lermodinámica de no equilibrio. También, la discusión que sobre 

los criterios de orden para el corle de los desarrollos en la 

leerla hicieran del Rlo y López de Haro C1990) y sobre la 

hipótesis de cerradura Cque se describe abajo) por Rodríguez y 

López de Haro (1989). 

En la forma actual, la lermodinámica irreversible extendida parle 

de los siguientes postulados: 

i) El espacio termodinámico está consliluido Cse extiende) por las 

variables conservadas del sistema y por los flujos disipalivos o 

variables no conservadas del mismo Cel criterio para la selección 

de tal conjunto aún es una cuestión abierta). · 

ii) El sistema fuera de equilibrio se describe por un potencial 

termodinámico generalizado n Cal que podria llamársele densidad de 

enlropia de no equilibrio) con las siguientes propiedades: n es 

fu~ción de todas las variables del espacio termodinámico extendido 

y~es una función local continua. Como consecuencia, la evolución 

temporal de n está determinada por u~a ecuación lipa Gibbs 

(generalizada). Esta ecuación deberá reducirse a la ecuación usual 

de Gibbs en equilibrio local. 

iii) Se asume la existencia de una ecuación de balance para n de la 

forma: 

pdn/dt - di vJ + o, (1) 

donde J es el flujo del potencial generalizado n y o el término de 

produción. 

iv) Los coeficientes de la ecuación de Gibbs (derivadas parciales 

den que aparecen en la ecuación)'junto con el flujo del potencial 

generalizado son funciones de los invariantes escalares del 

sistema construidos con las variables no conservadas. Los 

escalares de la leerla son desarrollados como expansiones 
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alrededor del estado de equilibrio local. 

v) La producción del potencial generalizado puede depender además 

de las variables conservadas y de los invariantes escalares, de 

pará.met.ros que no pertenecen al espacio t.ermodinámico extendido. 

El mét.odo básico de trabajo de la TIE consiste en la comparación 

de expresiones para la derivada t.emporal del potencial 

generalizado obtenidas de la ecuación de Gibbs y de la ecuación de 

bal anee Ec. C 1). La primer a se obtiene por substitución de 1 as 

ecuaciones de conservación de las variables lentas y de los 

coeficientes fenomenológicos desarrollados a un orden 

preest.ablecido en la ecuación de Gibbs. La segunda por el 

desarrollo del flujo jn y la producción O' como el vector y el 

es cal ar mlls general posible en términos de las variables del 

espacio termodinámico ext.endido. 

Ahora se ejemplifica este procedimient.o en el caso simple de un 

conductor rigido de calor. Este sist.ema es utilizado también por 

Vázquez y del Rio para obtener la ecuación de evolución temporal 

del flujo de calor en el conductor a partir de un principio 

variacional tipo restringido Cesto se describe en la parte IVJ, de 

modo que ambos métodos pueden compararse. Para detalles de las 

condiciones en que se trata el problema puede verse Garcia-Colin 

C1988). Partiendo entonces de la consideración de que el espacio 

extendido para el caso, est.á formado por la energia interna e 

(parte conservada) y del flujo de calor Cparte no conservada) se 

tiene que el potencial termodinámico generalizado n es función de 

estas dos cantidades: 

nCe,q). (2) 

La ecuación de Gibbs viene a ser, después de introducir la 

ecuación de conservación de la energia: 

dn 
p

dt. 

dq 
Ci • 

2 dt. 
(3) 

Mientras que la expresión alternativa para dn/dt. está dada por la 

gp 



Ec. (1). Las expresiones para a
1

, a
2 

y a pueden verse en la part.e 

IV Ccf. Ecs; -30.1 a 30.3). Falt.aria escribir aqui la del flujo de 

17: 

J = C(l + (l ~ + (l f + ... )q. 
l z 3 

De est.e modo, las ecuaciones Cl) y (3) quedan: 

d17 
p

dt. 

dq 
- ª10 <;loq + a qo-, 

20 dt. 

(4) 

(6.1) 

C6. 2:) 

Por congruencia con la t.ermodinámica lineal lqs coeficient.es deben 

t.omarse como: a
10 

=1/T CT la t.emperat.ura local de equilibrio) 

porque 1') debe reducirse a la ent.ropia local al regresar a 

equilibrio local; (1
1
=1/T porque la Ec. C1) debe reducirse a la 

correspondient.e ecuación de equil"ibrio local por lo que J debe 

reducirse a q/T. Hecho est.o, al igualar los lados derechos de Ecs. 

C6) se llega a: 

( 
~2º)dq 
O' dt. 

2 

La identificación de los coeficientes de esta última ecuación es 

inmediata CGarcia-Colin, 1988) y lo que se obtiene es la ecuación 

de evolución temporal para el flujo de calor q. 

III.2. - La hipót.esis de cerradura. 

Sobre el postulado v) conviene resalt.ar para la discusión final de 

est.e t.rabajo algunos aspect.os. En primer lugar, la just.ificación 

de la i ncl usi ón de par ámet.r os adi ci anal es en 1 a producción de 

pot.encial t.ermodinámico generalizado Cexpuest.a y argument.ada por 

Rodriguez y López de Haro, 1989) proviene de dos hechos: a) de que 



en la t.eoria lineal la producción de ent.ropia depende 

e:xpl 1 ci tament.e de 1 os gradientes de 1 as variables ter modi námi cas 

del equilibrio y et.ros términos como el gradiente de velocidad, 

por ejemplo. Debido a est.o, la expresión de la producción 

generalizada debe contener términos que lleven a la misma 

expresión en el equilibrio. cuando el espacio extendido se proyecta 

al espacio de variables conservadas y b) de que el resultado de la 

operación de la derivada temporal y la divergencia sobre n y J en 

la ecuación de balance de n no pertenece siempre estrict.ament.e al 

espacio termodinámico extendido. 

Parece costumbre seguir llamando a estos términos parámetros de 

cerradura, aunque seria más adecuado llamarlos en t.odo caso 

"parámetros de apertura". 

La inclusión de parámetros 

extendido requiere aún, como 

en o que no 

Rodr 1 guez y L. 

una int.erpretaci6n t'isica 

t.ér mi nos de un análisis 

completa y 

microscópico 

de 

Csi 

aportar t.al soporte). 

pertenecen al espacio 

de Haro mencionan, de 

un 

es 

mayor soporte en 

que ést.e pudiera 

En el capitulo __ que sigue se inicia la descripción de los 

principios variacionales (como se verá hay pocos de ellos) que se 

inscriben ya en el marco t.eórico-concept.'llal de la termodinámica 

irreversible extendida. 
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IV.- PRINCIPIOS NO CLASICOS 

EXTENDIDA. 

EN TERMODINAMICA IRREVERSIBLE 

Como se ha visto, existe un interés persistente y sistemático por 

la formulaciéo variacional de la termodinámica lineal de los 

procesos irreversibles. Este interés alcanza ya a las teorias que 

pretenden solventar las limitaciones de la teoria lineal conocidas 

genéricamente como teorías extendidas. La dificultad para usar 

principios variacionales clásicos en teorías que tratan sobre 

procesos irreversibles vuelve a aparecer en el ámbito de tales 

teorías debido a la presencia de operadores no autoadjuntos. Por 

esta razón, hay algunos esfuerzos dirigidos a establecer 

principios variacionales no clásicos particularmente en la 

termodinámica irreversible extendida CTIE>. Debido posiblemente a 

los, relativamente, pocos aftas de desarrollo de la TIE existe un 

escaso número de ellos. 

Esta parte se inicia con la demostraciál de que los operadores 

asociados a las ecuaciones de evolución temporal en el esquema de 

la TIE son no autoadjuntos y por lo tanto no existe un principio 

clásico justificándose la necesidad de principios de tipo 

no clásico. Después se exponen dos trabajos, uno de Sieniutycz de 

1984 y el otro de Vázquez y del Ria de 1990 en el que se formulan 

principios variacionales que llevan, en el primer caso, a las 

ecuaciones de onda derivadas de las ecuaciones hiperbólicas de 

evoluciéo temporal de las variables termodinámicas en la TIE, y en 

el segundo caso directamente a las ecuaciones de evolución 

temporal. 

IV.1.- Sobre la existencia de principios variacionales clásicos en 

TIE. 

La demostraciéo de que para el conjunto de Ecs. de evoluciál 

temporal de las variables del espacio extendido no existe un 

principio variacional clásico se basa en las derivadas de Fréchet 

CFinlayson, 1972). El procedimiento básico fué mostrado por 
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Vázquez y del Rio (1990) para el caso particular del conductor 

rigido de calor. Considérese un operador diferencial N(u) tal que 

NCu)=O (1) 

y que puede ser no lineal. N<u> es el gradiente de una cierta 

funcional F<u> si se satisface la condición de simetr1a 

I 'P N~.p dV = f"' N~>p dV, 

donde la derivada de Fréchet N~ del operador se define como 

N' .p E Lim 
c .. o 

N <u+c,P> -N Cu) 

[ ~_N<u+c,P>] • 
iJc c=o 

(2) 

(3) 

En el caso en que u es Lln conjunto de funciones de n parámetros 

(4) 

la condición de simetria toma la forma 

<5.1) 

iJ f t (5.2) 
~-

g ,J 

iJ f t (5.3) 
~ 

g 

donde ft=O son las ecuaciones diferenciales de Ec. ( 1>. los 

indices latinos van de 

diferenciaciéo parcial. 

a 4 y el subindice coma denota 

SL1p6ngase ahora un sistema, en el esquema de la TIE, descrita por 

un tensor r en el espacio termodinámico extendido constituido par 

dos tipos de variables r, y rj como sigue: 

r 



con i=1, ••• ,n <n es el número de variables no conservadas del 

sistema) y j=n+1, .•• ,m (siendo m-n-1 el número de variables 

conservadas>. Las variables están ordenadas en el arreglo r de 

manera tal que r, y ri.+n son conjugadas en el sentido de la TIL. 

Entonces las ecuaciones de balance de las variables r. están dadas 
J 

por: 

pr. + r".' 
J.4 J-n,ot 

o, j=n+1, •.. , m, (6. 1) 

mientras que las ecuaciones de relajación de las variables no 

conservadas r. san: 
' 

f i. = tr"' + k r. + r"' = o, 
ot i. ·' t.+n,oc i. 

i=1, ... ,n, (6.2) 

donde a corre de 1 a 3 y una coma representa diferenciación 

parcial, se adopta la convención de indices repetidas. 

Sigue ahora hacer la identificación siguiente: 

<u > .. 
En estas condiciones se puede verificar si las Ecs. (6) satisfacen 

las condiciones (5) y en tal casa existe un principio variacional 

clásico para ellas, en caso contrario no e:dste. Las derivadas 

para la Ec. (5.1) son h ft =O y iJ f" =O, de modo que la Ec. 

-;;¡:¡ .. ,jlc -;;¡:¡ t ,jlc 

(5. 1) se satisface. La Ec. (5. 2) se reduce, ya que el segundo 

término del lado derecho es cero, a iJ ft=-iJ f". Las derivadas 
-;;¡:¡ . -;¡¡t . 

.. .J ·J 
son (para 1=1,2,3) 

{J ft= J t6t .. 6j• si s=1,2,3 

8U l k6ti' si s=4 
... j 

y 

{J f"= J t6 .. t 6j•, si s=l,2,3 

-;¡¡ t . l p:St .. 6j,.+6j t si s=4 
,J 



y por consiguiente la Ec. (5.2) no se satisface cuando s=4. Las 

derivadas restantes son <1=4> 

fl= J 6 
aj, si s=l,2,3 

" 1 
y 

-;¡¡ 
p6j .. ' si s=4 

Q ,j 

J k 6 si s=l,2,3. 

" f"= •j 

1 • -;¡¡ . p6jl si s=4 
l.J 

y la Ec. (5.2) de nuevo no se satisface. 

Finalmente, la Ec. (5.3> se reduce a 

ya que el tercer término del lado derecho es cero y 

constante. La Ec. (5. 3) se satisface para todos los 

b f'" es 
ali l . ,J 
indices. 

una 

De este modo se tiene que por no satisfacerse la condicién (5.2) 

no existe un principio variacional clásico para las ecuaciones de 

evolucién temporal de las variables termodinámicas rl en el marco 

de la TIE. Se justifica asi la formulaciái de principios no 

clásicos para la teoria. 

En los dos apartados que siguen se describen dos principios 

variacionales no clásicos formulados para la obtencién de las 

ecuaciones de transporte en TIE. 

IV.2.- El principio de Sieniutycz (1984). 

El trabajo de Sieniutyics <1984> se centra en la obtencién de un 

principio variacional a partir del cual derivar el conjunto de 

ecuaciones de onda que describen la transferencia acoplada de masa 

y energía: 



du 
p3·

dt 

u definido como <T significa transpuesto>: 

con T la temperatura, el potencial qui mico 

(7) 

(8) 

de la i-ésima 

componente y ~ la matriz de Onsager. La matriz 3 está relacionada 

con la matriz de difusividad D a través de: 

siendo c
0 

la velocidad de propagación, p la densidad. 

La Ec. (7) se obtiene de las ecuaciones de relajación 

hiperbólicas para los flujos operando sobre ellas con una 

divergencia e introduciendo las ecuaciones de balance respectivas. 

La metodología requerida para construir el principio variacional 

es establecida a partir de un caso particular: un sólido 

humedecido periódicamente por un gas. Cerca del punto de 

equilibrio (ignorando por el momento los fenómenos de relajación) 

el proceso clásico se describe con la ecuación: 

dW 
k <W - W > (9) 

dt .. 

donde W es el contenido de humedad del sólido, W el valor de .. 
equilibrio de W. 

Para incluir los efectos de una velocidad finita de transmisión de 

se~al la generalización de la Ec. (9) contiene un término 

adicional TW. La ecuación generalizada puede transformarse en un 

análogo eléctrico: 

E<tl, (10) 
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siendo q=m CW-We> la "carga de masa total" para el sólido cuya 

masa seca es m • 

Se puede mostrar que la Ec. C10) es equivalente a: 

º2 
Rq 

o 

ECtlq ( 11) 

donde q y q son ya interpretados en términos de la entropía total 

del sólido y el gas: el término en I es la "entropía cinética", el 

término en C la "entropía estitica" , E el cambio de entropía 

debido a perturbaciones y R esti relacionado con 

irreversible de entropla. 

la producciái 

La Ec. (11) sugiere a Sieniutycz que para un proceso libre 

reversible CR=O, E=O> puede existir una lagrangiana de entropía 

que se obtiene como la transformaciái de Legendre de: 

Así, toma como acción: 

s i -i 2 J - ;C q + E < t > q • 

o 

La condición 65=0 lo lleva a un caso especial de la Ec. <11> 

el proceso reversible CR=Ol. 

(12) 

( 13) 

para 

Para incluir efectos de disipaciá"l Sieniutycz usa la nociéfl de 

que en muchos casos la lagrangiana irreversible contiene funciones 

exponenciales como exp CtT-<¡, T el tiempo de relajación. 

Consecuentemente: 

s <14) 



es una funcional de acción más adecuada con la cual la condición 

6S=O lleva a la Ec. C10). 

Ahora, para sistemas térmicos Sieniutycz propone la densidad 

1 agr angi ana: 

e 2•. 
2: ~u~u - c: uu], (16) 

en la que introduce la noción anterior de que la densidad debe 

contener un cierto término exponencial substituyendo 2 por: 

-~ expCtT ) •2 

Entonces la condición 6S=O para la funcional: 

es: 

o 

Esta ecuación es equivalente a la Ec. (7) 

(16) 

(17) 

(18) 

que describe 1 a 

transferencia de energia y masa. Cuando el proceso es puramente . 
di:oipativo C2 tiende a cero) y para el caso estacionario Cu=O), 

Sieniutycz recupera el principio de minima producción de entropia. 

IV.3.- El principio de Vázquez y del Rio C1990). 

En Vázquez y del Rio (1990) se investiga la existencia de 

principios variacionales en el marco de la ter madi námi ca 

irreversible extendida con el propósito de dilucidar sobre la 

naturaleza del potencial termodinámico generalizado n y las 

propiedades fisicas del espacio termodinámico extendido. Para 

discutir las ideas en un caso simple se considera en un inicio, un 

conductor rigido infinito de calor en reposo y con densidad 

constante pC r. t). 
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En estas condiciones se formula un principio variacional para el 

conductor de calor. La funcional se define en términos del cambio 

del potencial termodinámico generalizado n como: 

!Ce,q) f Cpd_n - a) dV, 
dt 

(19) 

siendo a la producción de n por unidad de volumen y de tiempo. El 

cambio de n se obtiene de la ecuación de Gibbs generalizada 

(20) 

Los e\ son funciones de las variables del espacio termodinámico 

extendido Ce y q). Substituyendo la ecuación de conservación de 

energia y Ec. C20) en Ec. C19) se obtiene 

ICe,q) C21) 

donde se hizo uso de 

Si la componente perpendicular del flujo de calor sobre la 

superficie del conductor as (conductor int'inito) es cero, se 

tiene: 

J a q•ds = O, 
as 1 

Ceste término podria ser retenido para dar la condición de 

frontera para el t'lujo de calor, en tal caso apareceria un término 

adicional en la Ec. (19) relacionado con un valor prescrito para q 

sobre as), la Ec. C21) se reduce a: 

ICe,q) J [-'Va •q + a •9._q - a] dV. 
1 2 dt 

C22) 

Entonces se investigan las consecuencias sobre la funcional C19) 

cuando se modit'ica levemente la componente no conservada del 



espacio termodinámico extendido. Por construcción se esperaría que 

ICe,q) permaneciera invariante ya que se ha substraído la parte no 

conservada (producción) del cambio del potencial generalizado. Las 

variaciones que se llevan a cabo son independientes del espacio 

tiempo y toman lugar en el espacio termodinámico exclusivamente. 

Esto implica que las derivadas temporales y los gradientes 

permanecen fijos durante la variación. 

El principio variacional establece que: 

6' f 8t n - O'] dV = O, C23) 

donde el superindice 

variación. 

indica el sentido restringido de la 

Asi, igualando a cero la variación restringida de la funcional 

C22) se tiene: 

'ilCI. 
1 

+ r2iJ O'. ·d q _ iJ O'Jq + O'. ·Q_q = º· 
;;~ 2 dt ;;~ 2 dt 

(24) 

aqui se usó que 6 • C 'i!0'.
1

) =O y 6 • C Q_q) =O. La Ec. C 24) es una ecuación 
dt 

de evolución temporal no aproximada para el flujo de calor en el 

conductor en el marco de la TIE. 

Ahora, siguiendo el procedimiento de la TIE versión mexicana, los 

coeficientes O'.. junto con la producción se expanden en términos 
'· del invariante escalar g:q•q para hallar ecuaciones aproximadas a 

distintos órdenes: 

O'. 
1 

O'. 
2 

O'. 
10 

(O'. 
20 

+ O'. 9' + O'. 9'2 + ... 
u 12 

+ et 9' + CI. s?- + ... )q 
21 22 

O' = O' 
1 

+ O' 9' + O' s?- + ... 
2 3 

(26.1) 

C26. 2) 

(26.3) 

Si el integrando de la Ec. C23) ha de ser expandido a un orden 

dado en las potencias de la variable no conservada entonces las 

series en las Ecs. C26) deben desarrollarse hasta un orden 

consistente. Por ejemplo, cuando el integrando se expande a orden 

!!O 



2, los a's se requieren hast.a el orden más bajo y la producción 

hast.a orden 2: a =a , a =a q y o=o 9' Cpor compat.ibilidad con TIL 
i 10 2 .20 2 

o =0). En est.as condiciones la Ec. C24) se reduce a la ecuación de 
i 

evolución t.emporal conocida para el flujo de calor en el conduct.or 

rigido: 

-· a C2o ) 
20 2 

g__q 
dt. 

+ q 

donde si se hace la ident.ificación: 

a e 20' ) -l =-l 
20 2 q 

y -· C2o ) =k, 
2 

czeo 

se recupera la Ec. de evolución t.emporal para el flujo de calor en 

el conduct.or rigido. 

Se ve ent.onces cómo variaciones sobre las vari"ables no conservadas 

que dejan invariante el espacio t.angent.e del espacio t.ermodinárnico 

ext.endido dan las ecuaciones de evolución t.emporal de las 

variables rápidas como 

funcional C19). 

"derivadas de Euler-Lagrange" de la 

Después, el principio variacional propuest.o es aplicado al caso de 

un fluido viscoso simple, uno de 1os sist.emas que más 

profundamente han sido est.udiados en TIE. Est.e sist.ema da 

oport.unidad de most.rar las t.écnicas de manipulación de una 

funcional que depende de dos densidades escalares conservadas y 

t.res variables no conservadas: un escalar, un vect.or y un tensor 

de rango dos. También se hace evi denle la i mpor t.anci a de la 

hipót.esis de cerradura ya que en est.e caso se requiere considerar 

las i nhomogenei dades espacial es par a la descripción del f l u1 do, 

cosa que no fué necesaria para el conductor rigido. 

Int.roduciendo las ecuaciones de balance del fluido viscoso en la 

ecuación de Gibbs para el pot.encial generalizado n: 

pd_n 
dt. 

a d e + a g_p + a d T + a • d q + ~ : d ~-
1 dt. 2dt. 3 dt. ' dt. 5 dt. 

C27) 

con ~ el t.ensor viscoso sin traza y T la t.raza del tensor viscoso, 
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junt.o con expresiones apropiadas de las ecuaciones de estado 

generalizadas a.n 
' 

términos de los invariantes escalares 

construidos con T, q y~ , el principio variacional Ec. C23) lleva 

al canj unto formal C no aproximado) de ecuaci enes de e val uci 6n 

temporal para las variables no conservadas del sist.ema. A arden 

cero se recuperan los resul t.ados de equilibrio local, a primer 

orden no puede const.ruirse la producción de n y a segundo orden se 

obtienen los resultados conocidos Cdel Ria y López de Haro, 1990). 

Se procede ahora en el siguiente capit.ulo, por un lado, a aplicar 

el principio V-R para obtener las ecuaciones de la 

magnetohidrodinámica Cun f'luido viscoso conductor de calor y 

electricidad bajo el efecto de un campo electromagnético) y, por 

et.ro, a discutir aspectos relevantes del principio V-R que 

contribuyen a darle consistencia al formalismo. 



V.- APROXIHACION VARIACIONAL A LAS ECUACIONES DE RELAJACION EN 

HAGNETOHIDRODINAMICA. 

Se inicia este capitulo, que constituye la parte medular del 

trabajo, con una reconsideración formal del principio variacional 

de Vázquez y del Rio (1990) en términos de la especificación de la 

ecuación variacional y de las condiciones subsidiarias que deben 

satisfacerse al resolverla. Después, dicho principio se aplica al 

caso de un fluido viscoso conductor de electricidad para llegar 

alas ecuaciones de relajación de la magnetohidrodinámica. Se 

compara la formulación tipo potencial local (Hameiri y 

Bhattacharjee, 1987; Rasband et al., 1988) con la que aqui se 

realiza y para terminar, los resultados de esta última se 

particularizan recuperándose ecuaciones previamente establecidas. 

V.1.- El principio de Vázquez y del Rio (1990> 

Los sistemas a ser tratados por el principio de Vázquez y del Rio 

<V-Rl son aquellos que sean en principio susceptibles de ser 

tratados por la termodinámica irreversible extendida <véase la 

parte III>. La existencia de la ecuación de balance del potencial 

termodinámico generalizado n da pie a la definición de la ecuación 

variacional: 

. bf (¡:ch¡/dt - a-ldV O. 

La ecuación variacional ha de resolverse bajo las siguientes 

• · condiciones: 

il Las ecuaciones de conservación de las variables lentas del 

sistemas como condiciones subsidiarias del principio, las 

cuales pueden ser introducidas v1a multiplicadores indeterminados 

de Lagrange o como se hace aqui, via substitución directa, 
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ii) La componente de las variables rápidas del sistema, normal a 

la superficie del _volumen de integración debe ser especificada, 

iiil La variación ó está restringida a las variables rápidas del 

sistema y 

iv) El espacio tangente al espacio termodinámico extendido se 

mantiene fijo durante la variación. 

El hecho de que se requiera que el espacio tangente no participe 

en la variación podria inducir a considerar al principio como del 

tipo potencial local. Esto no es asi porque no se requiere al 

mismo tiempo que las cantidades que pertenecen al espacio tangente 

sean conocidas o prescritas en el volumen de integración, 

éste un requisito de los principios de tal tipo. 

El punto iii) justifica llamar al principio V-R de 

siendo 

tipo 

restringido y que haya sido puesto en la rama que parte de 

Onsager (1931) (figura 1 de parte II> ya que todos los principios 

en dicha rama participan de la caracteristica de no variar el 

espacio completo de variables que describen el sistema. 

V.2.- El fluido viscoso conductor de electricidad. 

El estudio de procesos de transporte en fluidos conductores tiene 

importancia tanto a temperaturas termonucleares (confinamiento de 

plasmas) como a temperaturas bajas del orden de 500 K 

Cmagnetohidrodinámica de bajas temperaturas). En cuanto a lo 

primero, el interés radica en las posibilidades de generación de 

electricidad a partir de fusión controlada y en cuanto a lo 

segundo, a partir de generadores magnetohidrodinámicos de baja 

temperatura. Como se sabe, existen programas de desarrollo en este 

tipo de generadores en el Instituto de Investigaciones Eléctricas 

<Cuevas, 1987) y en fusión controlada en el Instituto Nacional de 

Investigaciones Nucleares <Meléndez, 1989) y más recientemente en 

la Sección de Graduados de la Escuela Superior de Ingenieria 

Mecánica y Eléctrica <Vázquez R., 1990). 

No obstante que con la introducción de la configuración Tokamak 



CArt.simovich,1972) se han aminorado los ·problemas mas serios de 

inestabilidad en plasmas confinados existe aún un marcado interés 

en los procesos de transporte responsables de la pérdida de 

confinamiento. Est.e fenómeno obedece a procesos de difusión de 

carga y conducción de calor a través del campo magnético de 

confinamiento. 

Existe también mucho interés en los procesos de relajación del 

plasma confinado, estudiados tanlo por teorias microscópicas 

(basadas en la ~cuación de Boltzmann) CStacey, 1981) como 

macroscópicas Ctermodinámica de no equilibrio) CHirshman y Sigmar, 

1981). Tal proceso de relajación consiste en la aproximación del 

plasma a un estado estacionario preferido que no es en principio 

arbitrario del cual Taylor C1974) ha dado una de las descripciones 

más difundidas. Taylor sugirió que el estado al cual llega el 

plasma. tras una fase inicial violentamente inestable es un estado 

de minima energia magnética sujeto a la conservación de la 

helicidad magnética Cesta propiedad se define como la integral de

volumen de A•B, con B el campo magnético y A el potencial 

vectorial). La fase inicial, de una duración mucho menor q~ el 

estado de minima energia, se caracterizaria por un preces~ muy 

rápido de reconexión magnética. El estado' de minima energia es un 

estado libre de fuerzas en el cual se cumple que 9xB=X
0

B, donde X
0 

es una constante. El plasma es considerado en la teoria de Taylor 

como un fluido viscoso conductor confinado en un recipiente 

toroidal rigido perfectamente conductor. El estado inicial es 

arbitrario pero tiene la característica de que la corriente 

inducida y el campo magnético son tangenciales a las paredes del 

contenedor conductor. 

Aún cuando la teoria de Taylor tiene éxito para predecir el estado 

relajado se le objeta CHameiri y Bhattacharjee, 1987; descrito en 

la parte !I) que carece de una justificación dinámica. También se 

menciona que no obstante ser esencialmente cierto que la helicidad 

se con ser va C cambia más lentamente que la energ1 a magnética) 

existen sin embargo otras cantidades que permanecerian constantes 

durante el movimiento del plasma. Su inclusión en el modelo 



j' 

modificaría el estado de Taylor <como se le conoce al estado de 

mínima energía magnética) permitiendo un mejor acuerdo con el 

experimento. 

Hameiri y Bhattacharjee substituyen, como se vió en la parte II, 

la hipótesis de Taylor por el supuesto de que el estado relajado 

es uno en el que la producción de entropia 

asi la descripci6n de la relajaci6n del 

principio de Prigogine. En realidad el 

es minima 

plasma a 

realizando 

partir del 

uso de formulaciones 

variacionales en magnetohidrodinámica de plasmas es anterior y es 

posible que entre los primeros trabajos se encuentre el de Grad y 

Rubin (19581 quienes reportaron un principio para el caso estático 

de las ecuaciones de conservación de momento, masa y entropia del 

fluido junto con las ecuaciones de Maxwell. Greene y Karlson 

<19691 presentaron un principio para el caso más general que 

incluye flujo estacionario. La funcional en este principio es del 

tipo energia cinética menos suma de energias interna, potencial y 

magnética. Las variaciones se realizan sobre las variables de 

campo. Finalmente Wenger (1970) formula un principio para la 

magnetohidrodinámica que incluye efectos viscosos del mismo tipo 

que el de Greene y Karlson. En todos ellos se utiliza el método de 

funciones nulas <multiplicadores de Lagrange). 

Se pasa ahora a aplicar el principio V-R al caso del fluido 

viscoso conductor en presencia de un campo 

obtener las ecuaciones de relajaciéfi sin 

flujos del sistema. 

electromagnético para 

aproximaci6n para los 

V.3.- Ecuaciones de relajaci6n no aproximadas para un fluido 

viscoso conductor de electricidad bajo un campo electromagnético. 

no La aplicación del principio V-R al fluido conductor 

geometria particular para la frontera del fluido sino 

frontera valores prescritos de los flujos normales a la 

tomarán en lo sucesivo como cero. 

presupone 

sólo los 

que se 

El espacio termodinámico extendido se asume constituido por dos 

densidades escalares conservadas <volumen especifico u y energía 
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inlerna u) y cualro cantidades no conservadas Cf'lujo de calor, 

flujo de corriente eléctrica.el lensor de esf'uerzos viscoso y su 

traza). La selección hecha aqui para exlender el espacio de 

variables lermodinámicas es la que fué propuesla por Cuevas (1989) 

que difiere de la de Goldslein y Garcia Colin (1989) quienes 

tralando el mismo sistema no incluyeron el f'lujo de corrienle 

eléclrica perdiendo la inf'ormación sobre la evolución lemporal del 

mismo. La obtención por Spilzer C1962), desde el punlo de visla 

microscópico, de una ecuación de evolución para el f'lujo de 

corriente en un gas ionizado, ref'uerza el incluir lal variable en 

el espacio termodinámico extendido. Las ecuaciones de balance del 

sislema (ecuaciones subsidiarias del principio) son en esle caso: 

du 
p

d l 

dv 
p

d l 

du 
p
dl 

<:/.v 

-<:/p -"l.T + pzCE+vxB) + ixB 

du 
-7.q - p- - T:7v + 1.CE+v-.Aú - T'"l.v 

dl 

(1) 

(2) 

(3) 

con v la velocidad, p la presión, T 'el lensor de esf'uerzos 

viscoso, q el f'lujo de calor, 1 el flujo de corrienle eléclrica, 

T' la lraza de T. E y B los campos eléctrico y magnético 

respeclivamenle, u el volumen especifico y pz la densidad de carga 

eléclrica. La dependencia del polencial termodinámico generalizado 

es entonces: n=nCu, u, q, T, 1, T') y por tanto la ecuación de 

Gibbs generalizada se escribe como: 

d'T) 

p
d l 

dq dT di 
+a o--+ a:---+ aº 

3 dl ' dl 5 dt 
(4) 

Los coef'icientes et. 

carácter lensorial 

adoptan una forrru;, parlicular de acuerdo a su 

y como se ha mencionado son cantidades 

indeterminadas. Los escalares se escriben como !'unciones de las 

densidades conservadas y de los invarianles escalares I. 
e 

que 
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pueden construirse con las cantidades no conservadas del espacio 

extendido: 

CI 
i 

CI 
2 

CI 
6 

Los vectores: 

CI 
3 

y finalmente los tensores: 

Ce'D 

CIS) 

CS::> 

(9) 

(10::> 

Los escalares o.,j son funciones de los invariantes escalares y las 

variables conservadas, y dado que el espacio tangente no es 

generado completamente por el espacio termodinámico extendido 

CRodriguez y L6pez de Haro, 1989), la producción del potencial 

generalizado n depende de los invariantes escalares y de otros 

parámetros relevantes para el sistema: 

(11) 

Las expresiones explicitas para' los invariantes escalares son 

Chasta orden cuatro): 

I 
l 

I 
2 

T' • 

qoq, 

!18 

oa. u 
oa. a:> 



I i .1, (12.3) 
3 

I q •i, (12.4) 
' I tr(T •T), (12.5) 
!5 

I tr(ToToT), (12.6) cS 
I q•T•q, (12. 7) 

7 

I e i •T •i, (12.8) 

I qoToi, ( 12.9) 
" I qo(T•T) •q, ( 12. 10) 
10 

I i o(ToT) •i, (12. lll 
u 

I qo(ToT) •i. (12. 12) 
12 

Los parámetros adicionales de los que depende la poducción o son: 

P, 'Vov, ( 13.1) 

Pz (?v) g' (13.2) 

P3 (?vlci, (13.3) 

P, E + vxB, (13.4) 

p!5 ixB, (13.5) 

pcS 'VoT 1 (13.6) 

P7 ?q, (13. 7> 

Pa ?!. (13.8) 

donde ( ) ~ y ( ) ci son la parte simétrica y anti simétrica del 

tensor respectivamente. Cabe aqui resaltar que el conjunto <13> 

contiene tres parámetros adicionales (13.6 a 13.8) comparado con 

el conjunto de parámetros usado por Cuevas (1989) en el 

tratamiento que hace del fluido conductor. La necesidad de 

considerarlos en Ecs. (13) se debe nuevamente al carácter 

restringido de las variaciones del principio V-R. Nótese sin 

embargo que pertenecen al espacio tangente. 

De acuerdo al principio V-R , la variación restringida <parámetros 

que pertenecen al espacio tangente y derivadas temporales no son 

variadas) de la funcional 
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I 
dT) 

I= (p-- - aldVdt 
dt 

( 14) 

es cero. Introduciendo Ecs. (1) a (4) en el principio variacional 

se tiene: 

6' J [ - e1;l•q - C\p"l•V - CI T: "lv + cd. º(E + V:<Bl 
l i 

dq dT di dT' 
a T"l•V + CI "lov + CI • + CI • + CI .- + CI - a]dVdt. (15) 

i 2 9 .. dt 5 6
dt dt 

Algunos detalles del proceso de 

con t inuac i 6n. 

6(-CI T:"lv) 
i 

- T: "lv6a 
1 

C1 6( T: <:/V) 
l 

dt 

variación se muestran 

siendo a
1
=q, a

2
=i, a

3
=T y a

4
=T', el producto 0 es x, ., 

(multiplicación, contracción, doble contracción) dependiendo del 

orden tensorial de las cantidades involucradas. 

dT 

dt: 6ct .. 

dT 
dt : «:x

41
6r + r\Oct.u + 2a

42
q6q + qq\Oa

42 
+ 2ct

49
i6i 

+ iiOe1,9 + e1,,16q + ª,.q6i + qiOa" + 2a.5T•6T + T•T\OCl .. 5 

+ 2ct
46

iT•6i + ct
4
ii•6T + iT•i\Oct

46 
+ 2a

47
qTo6q + a

47
qqo6T 

+ qT•qOa.
47 

+ oi
48

qT•6i + e1
48

qi o6T + a
48

Tai6q + qT•i(!)a.
48

) 

a1. a 
con el operador O definido como ó: l l<-'ooa.> - , 

' J ªª· J 01. 
J ' 

el indice 

a 



··t 

'1 

-· 

corre de 1 a 12 y el j de 1 a 4. 

De modo que la variación completa en la Ec. ( 15) conduce al 

siguiente conjunto de ecuaciones exactas acopladas para las 

derivadas temporales de las variables no conservadas del sistema: 

dq 
'la - T:'lvó CJ. + io(E + vxB)<!) a + T'\lovO a + 

l it i.i ti 

® (T<!) C( 

dt 

+2a,2q + qqO/X.2 + ii<!)1ª•s + ª .... 1 + qi<!:\ª .. , + T•Tº•ª•5 

di 

dr' 

ºª 1 6 dt 

( 6a) 
q 

1) 

T:'lviD a +ex <E+ V'.<Bl + io<E + vxB)O a + r"7•v0 a 
21 1 21 21 

dT 

i •U 

+ dt e (T0
2
ct'1 + qq<0 2a42 + 2ct .. 9 i + ii02c\9 + ª••q + qi<02a"' 

( 16. l) 

+T•T<!\a .. 5 + 2ct
46
ir + ir•i<0

2
a"

6 
+ qT•qlD

2
a"

7 
+ a

49
qr + qT•ilD

2
a,.

9
l 

di 
+ dt ~ (q02ct51 + ct52 + i02ct52 + q•r02ot59 + Ol54T + i•T<02CJ.5,> 

dr' 
+ <!) ot 

dt 2 6 
( ÓO'). 

' 
1)' (16.2) 

di 



dt. 
e Co 

4i 
+ TÓ O 

s 4i 

+ T •TÓ O + O ii 
s 45 46 

+ iT•iOSOl46 + º",qq + qT•qOSo4? + º4aqi + qT•iOSo40) 

di 

+ dt. @ (qe!)So5i + ic03o52 + 05Sq + q•Tc03o5S + 054i + i •TÓS054) 

- Ol 'i/ov 
i 

r''il•vcO o 
4 i 

dT' 
+ e!) O - ( Óó') o. 

dt. s 6 

- T:?VO O 
4 i 

+ i o(E + vxB)O OI. + 
4 i 

dT 

dq 

(16. 3) 

+ i04o32+ q•Tc04o3S. + i•Tc040l34) + dt. e (T04ól4i + qq040l42 + ii04o4S 

+ ~~040l44 + T•T04o45 + iT•ic04o46 + QT•q04o4? + qT•i04o48) 

+ - e (q(!) o + ;o40l52 + qoT04o5S + i•TÓ4054) 
dt. 4 5i 

dT' 
+ - 0 O - ( Óó') 

dt. 4 6 
o. 

con el operador 
ar. a 

O. definido como <O.eóa.:}:c-L06a.)-, 
J J J L "ª· J bI. 

J L 

' corre de 1 a 12. 

(16. 4.) 

el indice 

Las Ecs. C1), (2) y (3) junt.o con las Ecs. C16) y las ecs. de 

Ma:<'#ell, forman un conjunt.o complet.o de ecuaciones no aproximadas 

para el fluido conduct.or en las cuales 

dependencia explicit.a de los coeficientes o. 
'J 

no se conoce la 

En la siguient.e 

sección est.as ecuaciones se reducen introduciendo el criterio de 

orden de las variables termodinámicas Cdel Ria y L6pe:z de Haro, 

1990). 



V.4.- Ecuaciones de relajación aproximadas para el fluido viscoso 

conductor de electricidad bajo un campo electromagnético. 

Aqu1 las Ecs. C16) son aproximadas a orden 2 Ccon el criterio de 

las variables no conservadas, del Rio y L6pez de Haro, 1990)para 

obtener las ecuaciones de .relajación de las variables rápidas del 

fluido. La mayoria de los términos en las Ecs. C16) desaparecen 

en consideración de que si la funcional (14) ha de desarrollarse 

al orden propuesto, el coeficiente a
2 

debe desarrollarse a orden 2 

y el resto de los a's a orden 1: 

et a + a T' + 0C2) C17. 1) 
l. lO u 

et a + a T' + a 22qoq + a i ·i + ª2,q•i z 20 21. 23 
+ a T:T + ex: 3). (17. 2) 

25 
a a 91.q + et i + 0C2). C17. 3) 

9 92 
a a T + 0C2). (17. 4) • 61. 

a - a i + CI. 52q + CX:2). (17. 6) 
5 51.. 

a et + a T' + 0C2). (17. 6) 
cS cSO cSt 

don°"de los 

u: 
ª·· 'J 

son ahora sólo función de las variables lentas u y 

et .. e u. u). 
'J 

(18) 

Para hacer compatible a primer orden la ecuación de Gibbs 
-!. 

generalizada con la TIL se requiere que au=ct
2

1.=a<IO=O, y etl.
0

=T . 

La expresión explicita para la producción del potencial 

termodinámico generalizado n es: 

O' = O'OT2 + al.qoq + O'zi•i + 0'9T•T + 0-,p5•q + c5piq•q + O'Jl2•q•q 

+o-7p9•q•q + O'Bp5oi + c"pl.i·i + O'l.OPZ·i·i + ºuPs·i·i + º1.2P1.T•T 

+ o!.3CT•p2):T + o-!.,CT•p9):T + 0'!.
5
T•q•P, + ol6T•i•P, 

+ O'l7pcS•q + 0 1.ep?: T + O'l.9ptl: T + º2op1.T'. C19) 

Substituyendo Ecs. C17) y C19) en las ecuaciones no aproximadas 

C16) se encuentra como resultado: 

d9 



dq di 
'íla. + C1. + C1. - 20'1q - 2a5('i/ov) q - 2a 6( 'i/v) .. oq 

10 91dt 51dt 

C1. <E 10 

- 20' 
10 

+ 

2a < 'ílvl "'•q 
7 

vxB> + a 
dq 

32dt 

a ixB 

" 

+ a 
di 

52dt 

< 'i/v) "•i O' (<:/v) "'•i -
u 

dT 

O' 'íl•T 
17 

20' i 
2 

o ixB -
e 

a T • (E + vx 8) 
15 

2o (''7 • v) i 
¡) 

O' T• CE + v:1Bl 
16 

o. (20. 1) 

o. (20.2) 

- a. ?v + a - 20' T - 20' (?ov) T 2o ( ?v> "•T - 2a ( 'ílv> "'•T 
10 "'dt 3 12 13 14 

0 10 ?q - O' '7i O' CE + vxB> q - O' CE + vxB> i o. 
is> 15 16 

(20.3) 

dr' 
C1. 'l•V O' T''i/•V + a +20' r' o. (20. 4) 

10 20 óidt o 

Despejando las derivadas temporales se llega al siguiente conjunto 

de ecuaciones de relajación para las variables rápidas: 

dq 
+ ;>-.q + ;>-. ('7ov)q + ;>-. ('7v>"•q + >.. ('7v>"'•q 

2 9 " 5 dt 

+ >-. T-1<E + V'.-18) + >.. ixB + >.. i + >.. <'l•v)i + ;>-. C'ílv>"•J. 
6 7 e o 10 

+ >.. ('i/vl"'•i + >.. "l•T + ;>-.
19

To(E+V'.<Bl, (21.1) 
ii 12 

di 
r ('i/ov) i + r <?v) "·i 

" 5 dt 

(21.2) 

dT 
-1 

{
1

T + {
2

('7oV)T + {
3
r:o'i/v + ~ 4T '7v + {

5
'7q 

dt 
+ {

6
CE + V'.-1B>q + {

7
'7i + {

8
CE + vxBli, (21.3) 



- -i:Jf •· 
(21. 4) 

dt 

Las Ecs. (21.1> a (21.3) coinciden con lo obtenido por Cuevas 

(1989) y del Rio (1989) para la magnetohidrodinámica notando sin 

embargo la ausencia de términos de la forma J'V~,. con J alguno de 

los flujos del sistema (q, i o T) y ~l los coeficientes de la 

expansión del flujo de entropia. Como se recordará, el término que 

corresponde a la divergencia del flujo de entropla en el principio 

V-R desaparece por el carácter restringido de las variaciones 

(sobre todo en lo que se refiere a la no variacién del espacio 

tangente). Los términos J'V~L son importantes por la justificación 

que se tiene de ellos desde el punto de vista microscépico (Yang, 

1962>. Está. pendiente entonces averiguar la posible eliminación de 

la restricción de la variación en el principio en relaci61 con las 

inhomogeneidades que provendrian del flujo de entropla. 

Por lo demás, las Ecs. (21.1> y <21.3) concuerdan con lo obtenido 

por Yang a partir de la teorla cinética para un gas ligeramente 

ionizado <cf. Ecs. 4.26 y 4.27 de Yang, 1962). La obtencién de las 

expresiones explicitas para los coeficientes indeterminados de las 

Ecs. <21. ll y (21.3) la hizo Cuevas (1989) 

descripcién microscépica. 

al comparar con la 

Spitzer <1962> obtiene, también a partir de la ecuaciái de 

Boltzmann, una ecuacién de evolucioo para la corriente i (cf. Ec. 

2.12 de Spitzer, 1962) en un gas constituido por electrones y un 

sólo tipo de iones positivos. Se observan en la ecuaciá"I el 

término proporcional a E+vxB, el término en la corriente i y un 

término proporcional a ixB que aqui ha sido introducido por medio 

de los parámetros adicionales en la producción del potencial 

termodinámico generalizado n <ver Ec. 21.2). Este último término 

corresponde a un flujo secundario de carga en direcci 6n 

perpendicular al campo magnético y a la corriente i asociado con 

el efecto Hall <en la Ec. 21.1 el término A. ixB introduce también 
7 

un flujo de calor adicional en la ley de Fourier usual conocido 

como efecto Ettingshausen). Aún cuando no los incluye en su Ec. 



<2.12>, Spitzer menciona la falta en ella de términos que den 

cuenta de efectos termoeléctricos que se revelarian en 

una contribución proporcional a vr. Esta contribución puede verse 

en la Ec. (21. 2>. 

Para terminar esta sección, aunque no exclusivamente en términos 

de parámetros macroscópicos, se hace la identificación de algunos 

coeficientes de la ecuación de evolución para i CEc. 

21.2> comparando con los términos disponibles de la Ec. que 

Spitzer obtiene: 

m y m. son la masa del electrón y de los iones del gas en gramos, .. ' 
respectivamente, Z la carga iónica (en unidades de la carga del 

protón) y n la resistividad (igual a 10P veces la resistividad en 

O::ml. 

En lo que sigue las Ecs. <21> se particularizan para llegar 

a resultados previamente establecidos en sistemas 

casos particulares del fluido conductor tratado aqui. 

que son 

V.5.- Ecuaciones de relajación aproximadas para un fluido viscoso 

simple. 

Ahora las Ecs. (21> pueden usarse para encontrar las ecuaciones de 

relajación de un fluido viscoso simple. Para ello se hace la 

resistividad del fluido conductor tender a infinito y tomar E=O y 

B=O. Entonces se llega a: 



dq 

dt 

(22. 1) 

dT 
(22.2) 

dt 

dT' 
<22.3) 

dt 

Estos resultados c:oinc:iden c:on del Rio y Lépez de Haro (1989) y 

c:on Vazquez y del Rio (1990>. 

V.6.- Ec:uac:iones de relajac:i6n apro::imadas para un c:anduc:tor 

rigido de c:alor y elec:tric:idad. 

Finalmente se c:onsidera el c:aso de un c:onduc:tor rigido de calor de 

elec:tric:idad c:uyas ec:uac:iones se obtienen de Ec:s. 

v=O c:on lo que T'=O y T=O: 

(22) hac:iendo 

dq 
X. 

i 
-vr + X.2q + X. T-1E + X. ixB + "-ei' 

dt T-2 6 7 
(23. 1) 

di y 7 

T-iE + y i:<B + y i + -vr + Y eq. 
dt 

y i 2 3 T-2 
(23.2) 

Estas ec:uac:iones son similares a las obtenidas por Llebot et al 

(1983) la diferenc:ia radic:a en el término iXB que proviene de 

parámetros de c:erradura del tangente al espac:io extendido, y el 

término que ellos tienen de c:onsiderar a la 

eléctronic:a c:omo variable c:onservada. 

c:onc:entrac: i 6n 

Para terminar este c:apitulo, se disc:ute la naturaleza extremal del 

princ:ipio V-R y se muestra c:6no se puede rec:uperar el princ:ipio de 

minima produc:c:i6n de entropía de Prigogine <c:f. parte 11 de este 

trabajo). 

67 

ESTA 
SALIR TESIS Na DEBr 

DE l1l BIBUOTEGA 



V. 7. - Sobre el caráct.er ext.remal del--principio _variacional V-R. 

Ahora se retoma la discusión sobre si la condición-

6 Je pdn/dt - o) dV = o C24) 

es o no una condición ext.remal calculando la segunda variación de 

I. Esto se hace por simplicidad matemática nuevamente en el caso 

del conductor rigido de calor ejemplo que conserva el contenido 

f1sico que se quiere ilustrar, para el cual la ecuación de 

evolución temporal del flujo de calor se obtiene de la Ec. (23.1) 

cuando el campo electromagnético es cero Ccf. Ec. 2 de p¿rt.e IV). 

Como se recordará tal ecuación se obtiene de la primera variación 

de la funcional de Ec. C24): 

6I 
dq 

re <:/a + a - a
2
q) •6qdV, 

J to 2odt 

donde cr está redefinido. 
2 

C26) 

Con vi ene aclarar que la obj eci 6n esencial de Fi nl ayson C 1967) a 

este tipo de pr ocedi mi en to en principios variacionales 

restringidos fué hecha en el contexto de los de tipo potencial 

local en los cuales una información necesaria es el conocimiento 

de las soluciones en estado estacionario. Es cierto que cuando 

est.a información falt.a, la segunda variación, como Finlayson 

demuestra, no permite concluir sobre la condi'ci6n variacional. 

Est.e no es el caso aqui, porque el principio V-R no requiere que 

las distribuciones del estado estacionario sean conocidas. El 

resultado de la segunda variación es entonces: 

C26. D 

Dado que cr =K-t C ec. 31 par te IV) con K conductividad térmica se 
2 

tiene que: 



(26.2) 

Esto indica que las ecuaciones de evolución temporal para los 

flujos de la termodinámica irreversible extendida son las 

condiciones bajo las que la funcional I es un máximo global en el 

volumen de integración. 

Es importante resaltar que es posible recuperar el principio de 

minima producción de entropia de Prigogine a partir del principio 

V-R. En efecto, la condición dr¡/dt = O reduce la Ec. (24) a: 

6fl-oldV = O, de modo que al comparar con el estado estacionario 

de la Ec. (26.1) se tiene: 

6
2
J<-aldV < O. <27l 

La Ec. (271 indica entonces que f(-oldV es un máximo global y asi: 

Ja dV 

es un minimo global Ca es positiva globalmente). Si el 

espacio ·extendido se proyecta sobre el espacio conservado, se ha 

recuperado el principio de Prigogine (a viene a ser la entropial. 

Resumiendo, el principia V-R se reduce al principio de Prigogine 

de minima produccién de entropia en el caso estacionario 

proyectando el espacia extendido sobre el de variables 

conservadas. 



VI.- DISCUSIC'.'N Y CONCLUSIONES. 

Las formulaciones euleriana y lagrangiana de la mecánfca clásica 

dieron origen a los primeros intentos de llevar los métodos del 

cálculo variacional a la mecánica de fluidos. La importancia de 

disponer de una formulación variacional para el movimiento de los 

fluidos se puede ver desde distintos puntos (como se ha hecho en 

la introduccién de este trabajo) y aqui es interesante recordar un 

memorandum que J. von Neumann manda a O. Veblen fechado el 26 de 

marzo de 1945 IEckart, 1960) en el que conjetura que la dificultad 

en resolver las ecuaciones de la hidrodinámica surge, no de su 

caracter no lineal, sino de la falta de un principio variacional. 

La presencia de operadores no autoadjuntos en 

los fluidos limitó el rango de aplicaci6n 

variacionales clásicos a fluidos ideales. 

las 

de 

El 

ecL1aciones de 

los principios 

tratamiento de 

fluidos reales se hizo entonces a partir de la termodinámica de no 

equilibrio con los principios de tipo restringido que en este 

trabajo hemos ubicado en dos lineas de desarrollo pero que tienen 

L1n origen común en el principio de Onsager de 1931. Estas dos 

lineas son la de principios tipo potencial local la partir del 

principio de Prigogine de 1945> y los de tipo propiamente 

restringido coma se les ha denominado aqui (más directamente 

ligados al pricipio de Onsager). La primera de ellas ha dado 

origen a trabajos coma el de Lebon y Lambermant de 1973, que según 

se ha visto en la parte II tiene la influencia de la linea 

euleriana de la mecánica clásica al seleccionar una forma tipo 

energia cinética menos energia interna para la funcional de la 

ecuación variacional. Por supuesto, dió 

evoluci6n de Glansdorff-Prigogine. La 

origen al 

segunda 

principio de 

de las lineas 

referidas constituye el antecedente más directo del principio que 

hemos sustentado en este trabajo. 

La contribución hecha en este trabajo se inicia en el capitulo IV 

que se dedicó a demostrar, para un amplio rango de sistemas lcf. 

Ecs. 6 del mismo capitulo>, que no existe un principio variacional 

clásico a partir del cual obtener las ecuaciones de evolución de 

?O 



las variables del espacio termodinámico extendido. La demostración 

incluye a los sistemas tratados por Sieniutycz en 1984 Cc:f. Ec. 7 

de capitulo Iv:>. Después se describen dos principios que se ubican 

en el ámbito de la ter modi námi ca ir rever si ble extendida 

CSieniutycz, 1984; Vázquez y del Rio, 1990). 

Formalizamos el principio. de Vázquez y del Rio CV-R) en un modo 

que desde el punto de vista matemático parece el más consistente 

Ccf. parte v:>. La ecuació~ variacional se escribió como: 

Las ecuaciones de balance de las variables conservadas son 

condiciones subsidiarias del principio. Su introducción puede 

hacerse por el método de variables nulas o por substitución 

directa. Se requiere conocer la componente de los flujos normales 

a la super :f i ci e del volumen de i ntegr ación. La variación 6 se 

realiza sobre las variables no conservadas del sistema manteniendo 

constante el espacio tangente. 

El principio V-R lo aplicamos aqui para obtener las ecuaciones de 

evolución de los :flujos en la magnetohidrodinámica Cque describen 

el movimiento de un :fluido viscoso conductor de calor y 

electricidad en presencia de un campo electromagnético). Las 

ecuaciones se obtuvieron a partir de las ecuaciones exactas de 

evolución para las variables disipativas del espacio termodinámico 

extendido que el principio permit-e obtener. La aproximación se 

hizo a segundo orden. Después estas ecuaciones se particularizaron 

recuperándose resultados obtenidos previamente (Cuevas, 1989; del 

Ri o y López de Har o, 1990; Gar ci a Col 1 n, 1988) . Como en Cuevas 

C1989) en el caso de la magnetohidrodinámica, se obtuvo una 

ecuación de evolución para el :flujo de corriente que tiene su 

contraparte microscópica CSpitzer, 1962). 

Conviene resaltar algunas di:ferencias que el principio tiene 

respecto a otros principios: a) el esquema conceptual en el que se 

inscribe es la t-ermodinámica irreversible extendida y esto 

condiciona todo el esquema del pr i nci pi o ( objetivos, técnicas, 
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et.e), b) no presupone forma alguna sobre la funcional de la 

ecuación variacional en cont..rast..e con formulaciones como la de 

Sieniut.ycz C1984) en la cual t..iene que introducirse un término 

exponencial en forma ad hoc, e) no supone t..ampoco un conocimiento 

previo de las dist..ribuciones de equilibrio por lo cual no puede 

clasificársele en la rama de los principios t..ipo pot..encial local a 

pesar de que el espacio t..angent..e y 1 as derivadas t..emporal es no 

part..icipan del proceso de variación; est.a rest..ricción parece 

provenir más bien de la escala de variación de las variables no 

conservadas Crápidas) y de las cant..idades que pert..enecen al 

espacio tangente y d) se realiza un sólo tipo de variaciones a 

diferencia de et.ros principios Cpor ejemplo, Lebon y Lambermont., 

1973, donde se realizan al t..iempo hasta tres t..ipos diferent..es de 

variación en la misma ecuación variacional). 

Cabe resallar también las semejanzas del principio con los de la 

linea de los principios restringidos, mismas que nos han inducido 

a colocarlo al final de ella (esquema de Fig. 1, capit.ilo II): a) 

el espacio de variables que describen al sistema no es variado 

completo, un subconjunto es mantenido co~stante durante la 

variación y b) las ecuaciones de "Euler-Lagrange" del principio 

son las ecuaciones de evolución temporal de los flujos disipat.ivos 

Cen el limite apropiado, ecuaciones constitutivas). 

Las diferencias del principio V-R con los trabajos de Hameiri y 

Bhat.t.acharjee (1987) y Rasband et. al . (1988) son obvias. 

Mencionamos primero que sus principios son de t..ipo potencial local 

y se inscriben en el marco de la termodinámica irreversible 

lineal. Luego, su propósito es derivar las ecuaciones de evolución 

del campo magnét.i co en el plasma y en el caso de Rasband et. al . 

también las de las ecuaciones de las variables conservadas del 

sistema. Sobre t..odo en el trabajo de Rasband et. al. 1988, hay que 

recalcar por últ..imo el gran número de términos de equilibrio local 

Cdiferenciados por un sub!ndice ó) que hay que introducir en la 

definición de la funcional a ser variada para obtener las 

ecuaciones buscadas e incluso para eliminar términos no deseados. 

Est..o es una caracter!st.ica general de los principios de t.ipo 
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_-potencial local y contrasta con la simplicidad y generalidad de la 

definición de la funcional a ser variada en el principio V-R. 

Como se sabe, uno de los mecanismos de validación de la 

termodinámica irreversible extendida es su concordancia con la 

termodinámica irreversible lineal cuando se restituyen las 

condiciones de validez de esta última. En este sentido el 

principio V-R, como se mostró en la parte V, permite recuperar el 

principio de minima produccién de entropia en el caso 

estacionario proyectando el espacio termodinámico extendido sobre 

el espacio de variables conservadas. 

La estructura del principia V-R adquiere sentida si se considera 

la escala espacio-temporal en la que ocurren las variaciones de 

las variables no conservadas (cama se observará, los resultadas 

derivados del principio V-R nas han inducido aqui a interpretar 

las variaciones cama fluctuaciones fisicas más bien que como 

simples variaciones matemáticas>. Asumiendo que tales variaciones 

ocurren en intervalos de tiempo mucho más cortas que los de las 

variables conservadas, esto justifica, primero, que sólo participe 

en la variación la componente na conservada. En nuestra opinión 

esta misma razón interviene para mantener el espacio tangente 

constante durante la variaci6n, Le. que la escala de variación 

temporal de las "parámetros de cerradura" es mucho mayor que la de 

las variables no conservadas. Esto se refleja en el resultado 

obtenido en la parte V donde se vió que la funcional de la 

ecuación variacianal es un máxima global. Esto significa 

contribución más importante al cambio dn/dt a nivel 

que la 

global 

(tiempos de evolución largos) proviene de 

conservadas (máxime si se ha extraido una parte, 

que depende principalmente de las flujos). 

las 

la 

variables 

producción, 

Como se ha visto en el desarrollo de la parte V, el principia V-R 

requiere también "abrir" los parámetros de cerradura como proponen 

Rodriguez y L. de Haro (1989>. Las reflexiones anteriores inducen 

a suponer que la inclusión de los flujos disipativos en el espacio 

de variables termodinámicas ha restringido la descripción de los 

sistemas a tiempos de evolución tales que los componentes del 
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espacio tangente han quedado excluidos de la descripción por ser 

variables "lentas". 

La investigación de la posibilidad de incluir tales términos en el 

esquema de la termodinámica irreversible extendida a partir de una 

formulación variacional tal vez arroje claridad sobre el problema 

planteado por Rodriguez y.L. de Haro al final de su trabajo sobre 

la hipótesis de cerradura (1989) Ccf. final de parte 111) y esto 

tiene relación con la limitante principal del principio V-R según 

como está t'ormulado hasta ahora: no incluye la t'orma de tratar 

inhomogeneidades de variables que no pertenecen al espacio 

termodinámico extendido. 

Dada la generalidad de la formulación de nuestro princi~io, éste 

es susceptible de aplicarse al análisis de una amplia variedad de 

sistemas en estados de no equilibrio como hemos ilustrado aqui. 

Como se sabe, un principio variacional da orlgen a un método de 

cálculo para resolver las ecuaciones de "Euler-Lagrange" que puede 

substituir, en ocasiones con ciertas ventajas, a otros métodos de 

solución de las ecuaciones. En nuestra opinión, se justifica 

explorar esta posibilidad usando _nuestro principio para resol ver 

problemas de no equilibrio. ~También, puede contribuir a 

desarrollar una teoria de fluctuaciones en gases ionizados 

aislados adiabáticamente, ya que tiene la misma forma que el que 

Onsager y Machlup usaron para el mismo propósito en TIL COnsager y 

Machlup, 1953). 

Por último, el principio muy bien puede ofrecer las bases para 

realizar comparaciones con otras versiones de la TIE y contribuir 

a la formulación de la termodinámica extendida como una 

teoria clásica de campo. 
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